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AVERTISSEMENT

Cette thése qui est une contribution & un domaline particulier de
la Statistique Mathématique, celui de la statistique infinidimensionnelle,
nécessite la mise en place puis 1‘utilisation constante d'outils mathématiques
divers, notamment d'analyse, d'algébre et de théorie des probabilités sur
des espaces généraux. Le texte qul suit se présente donc assez naturelle—
ment en deux parties dont la premiére, formée des CHAPITRES I et II est

destinée & regrouper ces outlls.

Cependant, méme s'ils sont nouveaux ol s'ils apparaissent comme
des notions classiques mais adaptées au contexte, ils ne prétendent rien

apporter de fondamental 3 ces différents domaines des mathématiques.,

Toutefois, nous avons jugé indispensable et logique, dans un souci
d'unité et de clarté de la présentation, de les faire figurer de pair avec la
partie plus spécialement consacrée aux résu’tats obtenus en Statistique qui
est constituée par l'essentiel des CHAPITRES III et IV, afin que l'ensembile
forme uﬁ texte autonome et cohérent aussi bien dans la forme que dans le

fond pour exposer un travail de mathématiques appliquées.
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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet 1'étude de inodéles mathématiques - appelés
Structures Statistiques - pour des problémes de statistique Issus d'observa-
tions de processus stochastiques divers (fonctions aléatoires, processus ponc-
‘tuels ou autres). Il s'insére donc dans le cadre de la: Statistique Mathématique
et il est présenté dans I'esprit et le formalisme moder;ne du livre de
J.R. BARRA [5] . Bénéficiant de plus,  de certains résyﬂtats récents du cal-
cul des probabilités, il différe notablement du travail de U. GRENANDER [12]

paru en 1951 qui constitue la premiére référence sur le sujet,

Il s'agit en effet, de considérer ces observations comme cellesg
d'éléments aléatoires a valeurs dans un espace vectoriel de dimension infinie
(de fonctions, de mesures ou autres). Aussi, ces structures statistiques se
présentent-elles comme des généralisations naturelles en dimension infinie,

des structures classiques de l'analyse multidimensionnelle,

Les probabilistes se sont attachés depuis fr#’rt“-longtemps a définir
et étudier des lois de probabilité sur des espaces véciL)rlels de dimenslon
infinle dans le but d'étudier le comportement global de fonctions aléatoires
notamment. Mais la variété degs publications dans ce domaline est dae, en
partie, aux diverses hypothéses faites par leurs auteurs concernant les es-
paces vectoriels en question, celles-ci étant souvent de nature topologique,
Ce n'est qu'assez récemment que s'est développée une théorie générale des
probabilités en dimension infinje parallélement et avec le concours de la
théorie des mesures cylindriques qui, au moins dans ses fondements, est

de nature algébrique.

Quant au statisticien, il s'intéresse surtout aux opérations qu'il
peut faire subir & ses observations et, la possibilité d'addition, de multipli-

cation par un scalaire, de multiplication tensorielle que leur confére la



seule structure vectorielle lui fournit déja des moyens intéressants. Il était
donc naturel, compte tenu des outils apportés par le calcul des probabilités
dans ses développements les plus récents et du champ d'applications possi-
bles, de généraliser en dimension quelconque la notion de structure statistique
vectorielle, afin d'envisager d'y étendre des méthodes de la statistique clas-
sique., C'est le but que nous nous sémmes proposé d'atteindre dans ce travail,
une telle présentation systématique ne semblant pas avoir été faite jusqu'a

maintenant.

Une structure statistique vectorielle sera donc la donnée d'un triplet
(E,Q,R) , ot E est un espace vectoriel réel - l'espace des observations
possibles - @ , une tribu de parties de E représentant l'ensemble des évé-
nements observables et £ , une famille de probabilités sur (E,Q) c'est-
a-dire une famille d'hypothé&ses concernant la loi de probabilité du vecteur

aléatoire X que l'on observe dans E .

La PREMIERE PARTIE de. ce travail, constituée par les CHAPITRES I
et II, consiste a regrouper les outils mathématiques, nouveaux pour certains
d'entre eux, ou classiques, que nécessite cette généralisation et auxquels

il sera fait constamment appel par la suite.

En effet, considérant qu'en statistique il importe avant tout de pré-
ciser la tribu des événements observables plut6t que les ouverts d'une
éventuelle topologie sur l'espace des observations (méme s'il peut y avoir
un lien entre les deux), nous avons choisi d'éviter le plus possible les hy-
pothéses topologiques & priori sur cet espace. Il fallait donc en premier lieu
considérer le couple (E,@) en imposant seulement & la tribu @ d'étre
compatible avec la structure d'espace vectoriel de E , ce qui nous a con-
duit a étudier, dans un premier chapitre, la notion d'Espace Vectoriel Mesu-
rable (E.V.M.). Dans le deuxiéme, avec le méme souci de généralité, nous
avons introduit et étudié les notions nouvelles qui apparaissent lorsque l'on

définit un Espace Vectoriel Probabilisé (E.V.P.) de dimension quelconque,

Le CHAPITRE I propose donc une étude axiomatique des E.V.M. .

Toutefois, cet exposé n'en n'est qu'une esquisse, soit que 1'analogie avec
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celle des E.V,T. soit tmmédiate pour certaias points, soit qu'elle conduise

a étudier des notions inutilisées dans 1a suite,

Le § 2 étudie les liens qui existent entre les concepts de mesurabi-
lité et de dualité, L'objectif que nous nous sommes fixé plus haut nous
améne en effet & définir et &tudier le "Dual d'un E.V.M, (E,@)" , c'est-a-
dire, l'espace vectoriel (E,a)'" de toutes les formes linéaires mesurables
définies sur cet espace (pour la tribu borélienne sur R) et qul apparaissent
ici comme des "instruments linéaires d'observation". Cela nous permettra de
nous référer constamment & la dualité canonique entre E et (E,a)m
lorsqu'elle est séparante (auquel cas on dira que 1I'E.V.M. est séparé). On
étudie aussi I'application linéaire transposée d'une application linéaire me-

surable,

Le §3 est consacré a I'étude des produits tenéorlels mesurables
d'E.V.M. . Dans un premier temps on profite du contexte pour rappeler des
éléments d'algébre et de la théorie abstraite de FREDHOLM [13] qui seront
Indispensables plus loin. Le but de cet exposé est d'étudier "'l'applicatlon
quadratique" XE P X—>x®x déflnle sur E qui constitue une statistique

sur laquelle on reviendra souvent ; il se résume & des résultats techniques.

Enfin le §4, apres la caractérisation et quelques exemples de vec-
teurs aléatoires les plus généraux se termine par quelques points de métho-
dologie concernant I'observation de ces éléments aléatoires de dimension

infinie,

Le CHAPITRE II est consacré 3§ la présentation ou a 1l'étude de con-

cepts généraux associés 3 un E.V.P,

Le §1 regroupe d'abord, dans un souct d'unité, les définitions et
propriétés nécessaires a 1'étude probabilités définies suf un E.V.M.S. de
dimension quelconque, la premiére étant celle de probabilité cylindrique.

Les rappels, tirés d'ouvrages classiques se réduisent au strict minimum
utile & la clarté du texte et 3 I'établissement de résultats ultérieurs,
Dans ce contexte, nous définissons et construisons la probabilité cylindrique

"image quadratique d'une probabilité cylindrique" qui sera utilisée au chapitre
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suivant. Les transformées de FOURIER, de LAPLACE et autfe fonction cumu-
lante d'une probabilité sur un E.V.M.S. sont systématiquement définies sur
le dual de celui-ci, On étudie également le lien qui peut exister entre le
support topologique d'une probabilité borélienne réguliére sur un E.V.T. et
sa fonction cumulante au moyen de 1'analyse convexe, sans toutefois géné-
raliser complétement les résultats obtenus en dimension finie par

O. BARNDORFF-NIELSEN dans [4] .

"Dans le §2, on ap»elle "Dual de 1'E.V.P. (E,@,P)" , 1'espace vec-
toriel L(E,&,P) des classes d'équivalence (P-p.s.) de fonctionnelles me-
surables définies et linéaires sur un sous-espace vectoriel mesurable de
probabilité 1 de E , que l'on appelle "Variables aléatoires réelles lindaires"
(v.a.r.l.) . (De telles fonctionnelles ont d‘ailleurs &té déja envisagées par
divers auteurs, A.M. VERSIK, Y.V. ROZANOV [28] , A.V. SKOROHOD [33]
en particulier). On étudie systématiquement les propriétés de cet espace de
v.a.r. qui sera l'outil fondamental de la théorie exposée au chapitre 1V,

On étend notamment & cet espace le domaine de définition des fonctionnelles
évoquées plus haut ce qui permet d'étendre une théorie de T. HIDA et

N. IKEDA [14] basée sur le fait que ces fonctionnelles fournissent des no-
vaux hermitiens de type positif sur leur domaine de définition et donc des
espaces de HILBERT autoreproduisants dont 1'un d'eux sera utilisé avec fruit

en statistique pour certains problémes d'estimation.

Le dernier § est consacré aux notions d'intégrabilité du ler ordre
et du 2éme ordre d'un vecteur aléatoire, et parallélement, & la définition
des valeurs typiques correspondantes d'un é&chantillon d'observations vecto-
rielles. On évoque des lois de grands nombres et autres généralisations

utiles.

La DEUXIEME PARTIE du travail, formée des CHAPITRES III et v,
contient plus spécialement ses contributions & la Statistique Mathématique,
Le premier de ces deux chapitres est essentiellement consacré a la généra-
lisation en dimension quelconque de la loi de WISHART et a ses conséquences,

le deuxiéme, & la généralisation de la notion de Structure Exponentielle,
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Le CHAPITRE III contient en effet une liste de lois de probabilité
bouvant servir d'hypothéses ou intervenant dans des structures statistiques
vectorijelles infinidimensionnelles. 1] sert en méme temps d'illustration, pour

chacune d’entre-elles, de toutes les notions étudiées jusque-ia.

La loi Normale la plus générale et ses propriétés qui seront direc-
tement utilisées ensuite doivent nécessairement 6tre rappelées en téte ; c'est

I'objet du §1,

Le §2 qui propose une extension en dimension 1nﬂnlé de la loi de
WISHART non centrale, c'est-a-dire de la loi de l'élément aléatoire X @ X
lorsque X est un vecteur aléatoire gaussien décentré, est la véritable con-

tribution du chapitre.

Cette généralisation nécessite le calcul de la transformée de FOURIER
de l'image quadrathue.d'une probabilité cylindrique gaussienne canonique
décentrée définie sur un espace de HILBERT réel sépargble (que 1l'on appelle
"probabilité cylindrique de WISHART canonique"), 11 refg)ose sur les résultats
de la théorle de FREDHOLM et autres résultats techniq{gles déja évoqués.

On en déduit une expression de la fonctionnelle caractérlstique de X@® X
quand X est & valeurs dans un espace de FRECHET sféparable muni de sa
tribu borélienne, qui généralise celle connue en dimension finie. Il est fa-
cile alors d'obtenir dansg ce contexte une extension du théoréme de

R.A, FISHER concernant I'indépendance et la Joi des statistiques :

_ n n - -
X=1 L X et S2 =1 L (X -X)® (X -X) associées & un échantillon
n = i n .- i i
=1 i=1
gaussien,

On obtient, comme corollaire, la fonction caractéristique et la

moyenne de v.a.r, quadratiques telles que : J‘ Xz(t) du(t) ou (X(t”teT
T

est une f.a.r, gaussienne décentrée, p.s. a trajectoires continues sur un

espace métrique O-compact T et | une mesure borélienne réguliére 3

support compact sur T ,

Cette extension de résultats connus seulement dans le cas ol la

f.a.r. est un mouvement brownien centré standard (T.HIDA [151]) nous conduit
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a considérer deux sortes d'applications & la statistique : - d'abord elle
permet d'améliorer 1'étude asymptotique de la fonction puissance de tests
basés sur un critére analogue & celui de CRAMER-Von MISES - Ensuite
elle permet d'envisager des problémes de tests d'hypothéses linéaires dans
une structure statistique gaussienne & moyenne inconnue en particulier de
tester la présence d'un signal déterministe dans un bruit gaussien. Cette
méthode des "tests quadratiques” dont on connaft entiérement la fonction

puissance mériterait & elle seule une étude plus approfondie.

Les trois autres § étudient des lois de probabilité sur des espaces
de mesures : loi Multinomiale, loi de POISSON, de DIRICHLET, la deuxiéme
intervenant dans les structures statistiques associées a 1'observation de cer-

tains processus ponctuels.

Le CHAPITRE IV propose et étudie en détails une généralisation de
la notion de Structure Exponentielle. Elle conduit, en particulier, & considérer
des structures statistiques vectorielles (E,a,P) pour lesquelles la famille
©* est paramétrée par un vecteur qui est lui méme de dimension infinie
(ce qui supprime le clivage habituel entre la statistique paramétrique ou non

paramétrique).

Dans un premier stade de 1'élaboration de ce travail, nous avons
proposé dans [34] de faire varier le paramétre dans le dual de I'E.V.M,S.
(E,a) . Il semble d'ailleurs, qu'indépendamment, d'autres auteurs et notam-
ment S. JOHANSEN [17] , aient songé & une méthode semblable qui utilise
un schéma de dualité. Mais il apparaft qu'une telle généralisation ne suffit
pas a recouvrir les principaux cas d'application naturels. C'est ce qui nous
a conduit & concevoir de faire varier le paramétre dans un espace plus grand

(de v.a.r.l. plus précisément) :

On dira que la structure statistique vectorielle (E,0,P) est une
"Structure Exponentielle Canonique", si la famille P est constituée de
*
probabilités équivalentes et si pour 1'une quelconque d'entre-elles P fixée,

on a

dP w
sLog — c L(E,Ga,P )® R . Et 1'0on dira qu'une structure statistique
d P* ) pep



est "Exponentielle" si elle admet une statistique exhaustive vectorielle, in-

duisant une structure exponentielle canonique,

Le §1 est donc consacré aux différentes définitions, & 1'étude de
la paramétrisation alnsi qu'au passage de ces structures statistiques au

modeéle “"explicite" évoqué plus haut,

Cette extension, qul utilise le dual d'un E.V.P., est déterminante
comme le montre le §2 qui est consacré aux exemples et applications. On
y remarque que les structures statistiques les plus cdurantes (gaussiennes a
moyenne ou a variance inconnue, poissonniennes, etc.) sont des structures
exponentielles comme en dimension finte ; et 1'on décrit avec précision divers

modéles associés a des problémes de statistique concrets,

Le §3 étudie les propriétés des structures exponentielles (canoniques).
On générallse, en particulier, le théoréme de complétion. L'étude de leur
Ilmage par une statistique linéaire permet d'en donner une caractérisation in-
téressante. Des propriétés de conditionnement suggérent 1'application éven-
tuelle de la méthode des tests conditionnels de E.L. LEHMANN dans des

problémes scalaires en présence d'une Infinité de paramétres importuns.

Les propriétés analytiques remarquables de ce modéle permettent de
développer dans le §4, des méthodes d'estimation par des moyens qui lui
sont propres : dans le cas explicite, 1'utilisation de la dualijté convexe comme
I'a fait O, BARNDORFF-NIELSEN [4] en dimension finie, éclaire le probléme
de l'estimation de maximum de vraisemblance d'un paramétre de dimension
Infinle. Quant & 1'estimation sans biais de fonctionnelles du paramétre natu-
rel d'une structure exponentielle implicite, elle admet une solution originale
qul s'exprime au moyen d'un espace de HILBERT autoreproduisant introduit

dans un chapitre précédent.

Enfin, les exemples d'illustration de chaque notion introduite, voire
les applications concrates que nous nous soinmes efforcé de donner, contri-
bueront & situer ce travail dans le cadre des mathématiques appliquées. L'aspect

parfois didactique de I'exposé est motivé par la nature du sujet et le souci
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d'en rendre la lecture claire ; il montre en outre l'importance de l'arsenal
nécessaire & la lecture du dernier chapitre dont le propos était en fait 1'ob-

jectif initial de ce travail.

Toutefois, seules les propositions sont démontrées, les résultats
connus figurent sous forme de théorémes suivis de références bibliographiques.

La numérotation des énoncés est propre & chaque ¢ .

Les principaux résultats nouveaux ont fait 1'objet de publications
sous forme de notes [34],[35] et de conférences invitées [361], [37]
respectivement au Congrés Luropéen des Statisticiens (GRENOBLE 1976) et a
la Conférence Internationale de Statistique mathématique a WISLA, Pologne 1976

qui ont paru ou paraftront dans leurs actes.



PREMIERE PARTIE

OUTILS MATHEMATIQUES POUR
LA STATISTIQUE INFINIDIMENSIONNELLE






CHAPITRE I

ESPACES VECTORIELS MESURABLES,
ESPACES D'OBSERVATIONS.

On étudie essentiellement dans ce chapitre la notion de dual d'un
espace vectorlel mesurable (m-dual) introduite dans [34) , c'est-a-dire
V'espace vectorlel de toutes les formes linéalres mesurables définjes sur
un espace vectoriel muni d'une tribu compatible avec sa structure d’'espace
vectoriel, Cette notlon, qui s'avére utile & la construction d'un modele
statistique particulier, s'apparente évidemment A celle de dual topologique,
ou a celle de dual bornologlque : i} apparall. donc souhaltable de la situer
dans le contexte d‘une théorie axlomatique des "Espaces Vectoriels Mesurables®.
Toutefois, 1'exposé qui sult n’en est qu'une esqulsse et ne sauralt 8tre
exhaustlf,_ solt que I'analogle avec la théorie des E.V.T. s'avére immédia-
te et donc fastidleuse, soit qu'une telle théorle condulse a étudier pour
elles-mémes des notions qui ne seront pas directement utilisées dans la
sulte et qul sortent donc du cadre de ce travail. . Dans cet esprit, on
étudle aussi la notion de prodult tensorie! mesurable d'espaces vectoriels
mesurables rendue utile par 1'&tude ultérieure de 1'élément aléatoire cons-
titué par le carré tensoriel d’un \;ecteur aléatolre ; ce contexte sert aussl
de cadre A des rappels d’éléments de la théorie générale de FREDHOLM

également utlles a cette étude,

Les espaces vectoriels considérés sont réels (sauf mention du
contraire). Si A dééigne un espace topologique quelconque, on note a(A)
sa tribu borélienne. Enfln, deux espaces mesurables sont dits isomorphes,

s'll exliste une bijection bi-mesurable de 1'un sur l'autre,



- 10 -
§ 1. - ESPACES VECTORIELS MESURABLES.

DEFINITION 1. - Soit E un espace vectoriel sur R . Une tribu @ de

parties de E sera dite "compatible avec la structure d'espace vectoriel"

si les deux applications

f: 0, x)— Ax de (RxE,B8(R)®Q) dans (E,aq) ,
g : (x,¥9)— xty de (EXE,Q®q) dans (E,Q) ,

sont mesurables. Le couple (E,Q) est alors appelé, "Espace Vectoriel

Mesurable" (E.V.M.)

Exemples. - 1. La tribu triviale {E,%} est toujours compatible avec la
structure d'espace vectoriel de E , mais c'est la seule tribu finie ou

dénombrable qui le soit.

2. 81 E est un E.V.T. métrisable et séparable, (E,R(E))
est un E.V.M, En effet, les applications f et g sont continues donc
mesurables, puisque sous ces hypothéses ®(RXE) = 8(R)®B(E) et que
B(ExE) = @(E)®@(E).

3. Soit G, la tribu engehdrée par les parties de E rédui-
tes & un point, alors (E,ao) n'est pas un E.V.M, si E 75 {0} En effet,
-1
g “({0}) ={(x,y)€EXE:x+y = 0}

n'appartient pas a ao®ao.'

PROPOSITION 1. - Soit (E.a@) un E.V.M. . Quels gque soient

MER et x,€E , l'application Xr—~Ax+x, de (E,Q) dans lui-méme est

mesurable. Si )\#0 . cette application est un isomorphisme d'espaces me-

surables. La tribu @ est stable pour les opérations de muitiplication des

ensembles par un scalaire non nul et de translation des ensembles.

En effet, les applications x> AX et XX de (E,Qa) dans
lui-méme sont mesurables, la premiére étant la section en )\ de 'appli-

cation mesurable f , leur somme l'est aussi. Si x;éo l'application
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. 1
o est xr—»-T

la deuxiéme partie de la proposition en résulte directement, ®

inverse de : Xi—» \X+Xx (x—xo) elle est donc mesurable :

Par analogie avec la théorie des E.V.T. il est facile de définir
les notions de sous-espace vectoriel mesurable et d'espace quotient d'un
E.V.M. ; il suffit de s'y reporter en remplagant topologie par tribu et

continuité par mesurabilité, du moins pour les définitions.

On constate également, que si (El’ai)iFI est une famille

d'E.V.M,, la tribu produit : @a1 est compatible avec la structure d'es-
i€l

pace vectoriel de | IEj i par suite, il est également facile de définir la
i€l

somme directe mesurable d'E.V.M,

On peut cependant rappeler dans ce contexte une propriété utile
(cf. [191,p.44) :

Si E est un E,V.T, et El un sous-espace (vectoriel) de E ,

la tribu trace de 8(E) sur l:'J1 (tribu_induite par ®(E) sur El) colncide

avec la tribu borélienne _ﬁ(El) bour 1la topologie induite sur E1 par
celle de E
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§ 2. - DUALITE ET MESURABILITE .

1. Tribus faibles.

Soit (E,F) un couple d'espaces vectoriels réels mis en dualité
séparante par une forme bilinéaire sur EXF : (x,y) —=(x,y ), X€E, y€F. En
identifiant tout élément y€F & la forme linéaire définie sur E par :
x+—-(X,y) , Xx€E , on considérera F comme un sous-espace vectoriel

du dual algébrique E¥ de E .

DEFINITION 1. - On appelle “tribu faible" sur E relativement & la dua-

lité entre E et F , et l'on note C(E,F) , la tribu engendrée par les

éléments de F considéréds comme applications réelles (linéaires) sur E .

On appelle "faiblement mesurable”, un ensemble, une application
C (E,F)- mesurable, On utilisera le fa_it que C (E,F) est aussi la tribu

engendrée par la famille de sous-ensembles de E : {x€E : (x,v) (CI}QER yeF

REMARQUE 1, - On constate que cette tribu est identique & la tribu engen-
drée seulement par les éléments d'une base algébrique de F ou aussi

par les éléments d'une partie de F engendrant un sous-espace vectoriel
séquentiellement dense pour la topologie faible o(F,E) puisque la limite
siirnple de toute suite de fonctions mesurables est encore une fonction me-

surable.

Si E est un espace de FRECHETséparable ou de BANACH réflexif
et F est son dual topologique E' , les notions de fermeture et de ferme-
ture séquentielle d'une partie convexe dans E' colncident pour la topolo-
gie faible of(E',E) ; il s'ensuit que dans ces cas, la tribu faible C(E,E")
est identique a la tribu engendrée seulement par les é&léments d'un sous-

ensemble total de E' pour la topologie faible, ®

On peut donner une construction utile de la tribu faible :

Soit N un sous-espace vectoriel de dimension finie de F et
soit N° son polaire dans E . N° est un sous-espace vectoriel de FE ,

fermé pour la topologie faible o(E,F), de codimension finie et l'espace
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quotient E/N° est isomorphe au dual algébrique N* de N . Soit
M(E,F) la base de filtre constituée des Sous-espaces vectoriels M de E ,
o(E,F) - fermés, de codimension finle (pour 1la relatioﬁ d'inclusion); on

note Ty, l'application canonique de E sur E/M . Pour tout sous-ensem-
ble borélien de l'espace vectoriel de dimension finie E/M , soit Beg (E/M) ,
on appelle "cylindre de base B" ,» le sous-ensemble : n_l (B) de E ;

M
on a alors :

-1
THEOREME 1. - La réunion des tribus nM(ﬁ(B/M)) lorsque M parcourt

7(E,F) est une algébre aG(E,F) de parties de E engendrant la tribu
faible C(E,F) .

Ce théoréme classique (cf. [3]) justifie que 1'on appelle le plus
souvent C(E,F) la "“tribu cylindrique sur E relativement 3 la dualité

entre E et F" ,

Il est clair que cette tribu est compatible avec la structure d'es-

pace vectoriel de E et donc que E est un E.V.M,

REMARQUE 2. -~ Avant de poursuivre 1'étude des tribus faibles, il convient
de préciser que si N et M sont deux éléments de M(E,F) tels que
N>M , en notant "M l'application canonique de E/M sur E/N ,

la famille n(E,F) = (E/M '"NM) est un systéme projectif d'espaces lo-
calement convexes indexé par M(E,F) , les E/M étant munis de la topo-

logie o (E/M, M°) , les TNM étant continues et satisfaisant la relation

de cohérence : nLM = TTLNo "M Pour LONOM dans N(E,F) .

DEFINITION 2. - On appelle w(E,F) , le "systéme projectif des quotients

de dimension finie de E (relativement & la dualité entre E et F)".
(cf. [8]1,p.70).

On utilisera d'ailleurs la' caractérisation de sa limite projective :

THEOREME 2. - (cf.[3],p.37) La limite projective du systéme projectif
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m(E,F) est isomorphe au dual algébrigue F* de F muni de la topolo-

PN

gie o (F*,F) , qui est aussi identique au complété E;, de E pour la

topologie faible @ (E,F) ; (F* = }50‘ = lim (E,F) algébriquement et topo -
———

logiquement).

2. Relations avec d'autres tribus.

Si E est un E.V.T., en prenant pour F le dual topologique

E' en dualité avec E pour la forme bilinédaire canonique, on a évidemment ;

C(E,E') € B(E) < 8 (E)

en notant ®(E) , la tribu de BAIRE de E (c'est-a-dire la tribu engendrée
par toutes les fonctions numériques continues sur E) . Il existe des rela-
tions plus précises entre ces différentes tribus qu'il est utile de rappeler

(cf. [31,pp.43-45) :

THEOREME 3. - Soit E un E.V.T. . Si (Kp)néIN est une suite croissan-

te de sous-ensembles compacts de E , alors en posant K =U K,
n€lN

on a : C(E,E') NK = @(E)NK (tribus traces) ( Lemme de SAZONOV).

Si E est métrisable et séparable on a : C(E,E') = @(E) .

Si E est le dual d'un espace de FRECHET séparable F muni
de la topologie faible, (ou de la topologie de la convergence compacte)

on a encore : C(E,F) = 8(E) .

Dans les applications, on aura & considérer les situations sui-

vantes :

EXEMPLE 1. - Soit T un ensemble quelconque . Prenons E = RT muni
de la topologie de la convergence simple ; son dual E' est l'espace

b R; somme directe de droites. Alors, C(E,E') n'est autre que la tribu
teT

produit : @ B(Ry) , (R = R, Vt€T) . Si T est un intervalle de la droite
teT

par exemple, on peut remarquer que le sous-espace C(T) des fonctions
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réelles continues sur T n'est pas faiblement mesurable. (cf. [3],p.47) .

EXEMPLE 2. - Soit T un espace métrique © . compact. Prenons pour

E l'espace vectoriel des fonctions numériques continues sur T qui,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compac-
tes de T , est un espace de FRECHET séparable. Son dual E' peut
étre identifié & l'espace vectoriel M, (T) des mesures boréliennes régu-
liéres & support compact sur T , la forme bilindaire canonique sur

C(T) x M (T) étant définie par : xX€C(T) , ye€ MC(T) , (X,y) = fo(t)dy(t)

D'aprés le THEOREME 2 , C(C(T) , M_(T)) = &(C(I)) . Cette tribu
estd'ailleurs engendrée par la famille {6,} ter d'éléments de M (T)
ol Gt est la mesure de DIRAC au point te€T , C'est-a-dire par les
formes linéaires X b (x,64) = x(t) sur E, lorsque t parcourt T .
~ De fait, l'espace vectoriel engendré par cette famille est séquentiellement

dense dans M (T) pour la topologie faible g (M(T), C(T)) .

EXEMPLE 3, - Soit (T,J) un espace mesurable quelconque. Prenons
pour E , l'espace vectoriel 7(T,7) des mesures bornées x sur (T,J)
qui, muni de la norme "x"1 = | x| (T) est un espace de BANACH. Soit
F =8,(T,7) l'espace .vectoriel des fonctions numériques mesurables bor-
nées sur (T,7) . E et F sont mis en dualjté séparante par la forme

bilinéaire définie par :

X€EE , yEF , (x,y) =nydx .

Soit @, la tribu de parties de E engendrée par les applications :
X r— (x,lA.) = x (A) iquand A parcourt 7 . Alors C(E,F) =a , d'aprés la
REMARQUE 1.
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3. Dual d'un espace vectoriel mesurable.

DEFINITION 3. - On appelle "Dual (ou m-dual) d'un espace vectoriel me-

surable (E,a)", l'espace vectoriel de toutes les formes linéaires Q-mesu-

rables définies sur E on le note (E,a)m (ou E™ gl n'y a pas d'ambi-
guité)

*
(]EI,(.t)m est donc un sous-espace vectoriel du dual algébrique E de E ,

égal & E° si @ =P(E) ou a {0} si @ ={g,E} . Si a; <a, .
(E,a))"c (E,a,)™

On peut maintenant considérer la dualité entre E et (E,0)™
induite par la dualité entre E et E pour la restriction & E x (E,a)m
de la forme bilinéaire canonique : (x, x*)|——> (x,x*> = x*(x) sur ExE" )
Cette dualité est toujlours séparante en (E,O)m ; elle peut ne pas 1'étre
en E , comme lorsque @ est la tribu triviale, mais elle peut 1'étre

méme si Q@ #P(E) , d'on :

DEFINITION 4. - On dira que l'espace vectoriel mesurable (E,a) est

'séparé" (E.V.M.S.) si la dualité entre E et (E,a)m est séparante (en E) .

PROPOSITION 1. - 8i (E,a) est un E.V.M.S. tout sous-espace vectoriel

~

mesurable de E de dimension 1 est isomorphe a (R,8(R)) .

En effet, pour tout x# 0 dans E , il existe y¢€ (]E:,a)lrn

tel que <(x,y) 7£-O . la restriction de y au sous-espace vectoriel

E, de E engendré par x est E N Q- mesurable ; comme on peut
choisir y tel que (x,y) =1 , cette restrictioﬁ est de la forme

uy : AX+—>XA qui est un isomorphisme d'espaces topologiques entre

-1
= (o ° i (e
EO et R . Donc uy ®B(R)) tB(EO) Eoﬂ @ : mais uy(Eoﬂa) B8(R),

car uy qui est l'application A ~—Ax de R dans Eo est la section

en x de l'application f de la DEFINITION 1, §1 : donc

W u (B na) = E nacuX@(R)) par suite, E NG = B(E ) , ce qui

Yy Y O o Vi o 0 _
signifie que la tribu trace de @ sur tout sous-espace vectoriel de dimen-

sion 1 de E «coincide avec sa tribu borélienne. =
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Si (E,a) est un E.V.M.S., a contient les parties de E rédui-

tes & un point,

5i E est un E,V.T.L.C.S. , (E,8(E)) est un E.V.M.S.

5t (E,a) est un E.V.M.S. , la tribu faible C(E,(E,0)™) sur E

relativement 3 cette dualité est contenue dans @ . On l'appelle "Tribu affaiblie"

de @ , et l'on a : (E,c(E,(E,a)™T = (E,a)M; I'espace vectoriel mesurable
et l'espace vectoriel mesurable affaibli ont donc méme dual. De plus, 1la
tribu affaiblie d'une tribu faible est identique & celle-ci ; en effet si E
et F sont deux espaces vectoriels en dualité séparante (E,C(E,F))™ 5 F
par suite la dualité entre E et (E,C(E,F))™ est aussi séparante et
C(E,F) < C(E,(E,C(E,F) )™) comme on a I'inclusion inverse, ces deux tri-

bus sont identiques.

Cependant, alors que F colncide avec le dual topologique de E
muni de la topologie faible o(E,F) , il n'en est pas de méme en génédral du
dual de l'espace faiblement mesurable séparé (E,C(E,F)), on peut seulement
affirmer que F est dense dans (E,C(E,F))™ pour la topologie faible de
ce dernler espace ; ils peuvent donc &tre trés différents. On se contentera
d'énoncer un théoréme caractérisant ce dual dans un cas suffisamment géné-
ral pour les applications ultérieures, 3 savoir lorsque E est un espace
de FRECHET séparable et F son dual topologique E' ; on sait en effet
d'aprés le THEOREME 3 que 8(E) = C(E,E') et DOUADY a démontré

(d*ailleurs dans un cas plus général) que

THEOREME 4. - 8i E est un espace de FRECHET séparable toute forme

linéaire borélienne sur E est continue.

On a donc (E,B(E))m = (E,C(E,E'))m = E' ce qui s'applique en particulier
a I'EXEMPIE 2.

(*) cf. L.SCHWARTZ - Sur le théoréme du graphe fermé. C.R, Acad. Sc. Paris
(1966) t.263, pp.602-605,
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Compte-tenu de ces observations,

DEFINITION 5. - Si E et F sont deux espaces vectoriels réels en dua-

lité séparante, on dira qu'une tribu @ sur E est "compatible avec cette

dualité", si F colncide avec le dual de I'E.V.M. (E,Q) . Si de telles

tribus existent, C(E,F) est la plus petite et 1'on dira alors que "E et F

sont en dualité séparante et mesurable (en E)".

Il en est ainsi d'un E.V.M.S. et de son dual. Le THEOREME 4
exprime que E et E' sont en dualité séparante et mesurable quand E

est un espace de FRECHET séparable,

4. Transposée d'une application linéaire mesurable.

PROPOSITION 4, - Scient (El‘ Fl) et (EZ’

vectoriels en dualité séparante. Pour qu'une application linéaire u soit

Fz) deux couples d'espaces

mesurable de (El,C(El,Fl)) dans (EZ’ C(BZ,FZ)) , il faut et il suffit

qu'il existe une application linéaire v de (Ez, C(EZ,FZ))m dans

(E1, C(El,Pl))m telle que (u(xl),yzj = (xl, v(yz)) quels que soient
. C (EZ'F )m

2 2

On utilise en effet la propriété classique suivante : si (Ql,al)
et (Qz,az) sont deux espaces mesurables et si az est engendrée par
une famille {fi} ie1 de fonctions numériques sur Qz, une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une application f de Ql dans Q9
soit al/a2 - mesurable est que pour tout i€ I , 1l'application fi o-f
soit a1 - mesurable, Supposons d'abord les dualités mesurables : si la
condition de la proposition est vérifiéde, la forme linéaire Xy (u(xl),yZ}
est C(El,Fl) - mesurable pour tout yy € F, donc u est C(Ey,F;)/C(Eg,Fy)
mesurable, Inversement si u est mesurable, yz°u l'est pour tout |

y, € F, donc appartient & (El,C(El,Pl))m = F; . Il existe donc un élément

(unique car la dualité est séparante) v (yz) € Fl tel que :

(y2 ou) (%) = (u(xl) P Y9 ) = &y v(yz)) . quel que soit x; € Ey
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L'application v ainsi définje de Fz dans F; est la transposée de u .
Si les dualités ne sont pas mesurableg I'application transposée de u est
une application de (EZ,C(EZ,FZ))m dans (EI,C(EI,Fl)m ; 11 suffit de

remplacer F; par (E; CELF) )™, dans ce qui précéde, la mesurabilité

de u ne changeant pas puisque : C(Ei'Fi) = C(Ei,(Ei,C(Ei,Fi))m . ”

PROPOSITION 5., - Soient (El,al) un E.V.M.S. et (EZ,CZ) un

E.V.M., pour toute application linéaire mesurable u de (El,al) dans

—_—

(E2,02) . 1l existe une application linéaire unique : y de (Ez,az)‘“
)m

dans (E1 ,(11

appelée “transposée de u ", telle que :

(u(xl).yz) = (xl,tu(y2)> quels gque solent x, € Elf et vy, € (Ez,az)m

En effet, si u est al/az—mesurable, u est Ql/ﬁ(Ezraz)m)-—
mesurable et Yzou est @ -mesurable pour tout Y, € (Ez,az)m , donc
appartient & (El'al)m : 1l existe donc un élément jtu(yz) € (El,al)m

tel que (y,o u) (x;) = (u(xl):y2> = <X1.tu(v2)> quels que soient

Xy € E1 et y,¢€ (Ez.Gz)m ; 'unicité de ty résulte de I'hypothése {faite
sur la dualité entre E, et (El,al)"‘ et cette unicité entrame que

tu est linéaire, »
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$ 3. PRODUITS TENSORIELS D'ESPACES VECTORIELS MESURABLES.

1. Rappels d'algébre et d'éléments de la théorie de FREDHOLM.

Nous rappelons dans ce n° des définitions et quelques théorémes
d'algébre tensorielle utiles pour la suite, en les particularisant souvent
au cas d'espaces de HILBERT (cf. [22]) ; de mé&me, nous rappelons les
éléments nécessaires de la théorie de FREDHOLM tirés de {13]. Ces rap-
pels se limitent toutefois au minimum utile dans ce § pour les premiers,

dans le chapitre III pour les seconds.

a) - Puissances tensorielles symétriques et extérieures d'un espace

vectoriel ou d'un espace Hilbertien.

Rappelons pour fixer les notations, que si E1 et E2 sont deux

espaces vectoriels sur un corps K et B(E,,E,) est l'espace vectoriel
172

de toutes les formes bilinéaires sur El X E2 , pour tout couple
(xl,xz)eEl sz 1'application : f'b»f(xl,xz) de B(EI;EZ) dans R
est un élément u du dual algébrique : B(E, ,E,)" et l'application
x]. IXZ) 1 2
T . e A
: (Xl,xz)Hu(Xllxz) est bilinéaire.

On appelle "produit tensoriel (algébrique) de El par Ez" et 1l'on

note : E, ®E, , l'espace vectoriel engendré par l'ensemble

1 2
T(EIXEZ) dans B(E

1IE2)

® 1818 ®
On note plutst x, ®x, 1'élément u(xl’xz) de 131 E2 et tout

élément de cet espace vectoriel est une somme finie : u —Z}X X ®x2 H
cette représentation n'est pas unique, et le plus petit nombre possible de

termes de ‘cette somme s'appelle "rang de u"

Si Pl et 1-“2 sont deux espaces vectoriels respectivement en duali-

5 gé . & 2]
té séparante avec E1 et }32 ; E1 E2 et Fl F2

la forme bilinéaire : (Xl®x2-,yl®y2> 1,y1> (xz,yz) (notations

le sont aussi pour

évidentes).
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Soit £(E1,E2) l'espace vectoriel de toutes les applications linéaires
de El dans EZ ; le sous-espace £f(E1,E2) des applications linéaires

. . : * . _
de rang fini peut s'identifier au produit tensoriel E, ® E, en faisant cor

respondre au tenseur Yy ® X, I'application lindaire :

. *
x1;—>(x1,y1) Xy i % GEl X, € E2 P Yy € El

Si E1 = E2 = E , on notera B(E) , B2®, £(E) , £f(E) les espaces

vectoriels correspondant respectivement & ceux définis plus haut et le

n®
roduit tensoriel E® ®E = E ui se définit de fagon analogue au
P n fois d ¢

cas o n =2 , s'appelle "n® puissance tensorielle de E ¢

51 u est une application linéaire de E1 dans EZ . 1l existe

pour tout entier n , une application linéaire de E;@ dans EIZ@ que .

I'on appelle : "n® puissance tensorielle de u " notée un® et caracté-

risée par :

n®
u T (x, @, . .8x,) =u(x1)®...®u(xn) , xiEEl y b=1, ..., n.

SI F est un espace vectoriel en dualité séparante avec AE '
EM® ot F™®  le sont aussi pour la forme bilinéaire définie pour des
couples de tenseurs simples par :

n
()®...8x_, y1®.,.8y ) = -rrl 1 (x0¥? . x,€E, y,eF ,i=1,_  ,n,

En particulier, si E est un espace hilbertlen séparé, soit H , en pre-
nant F =E =H et (,,.) le produit scalaire de H , la formule pré-

yn® qui en fait un _espace
préhilbertien séparé (cfl22]). Le cas n = 2 une importance particu-

cédente définit un produit scalaire sur

liére, notons lci L(H) et Li(H) l'espace vectoriel des opérateurs li-

néaires continus et celui des opérateurs continus de rang fini dans H .

THEOREME 1. - Soit HA un_espace préhilbertien séparé. Il existe un

Isomorphisme ¢ d'espaces préhilbertiens séparés entre HZ2® et Lg(H)

défini par la relation ¥ (x®y) (x,) = (x,,¥)x ; x ,x,y €H . Le produit
o

scalaire dans Lf(H) étant donné par : (n,v) = trace(uotv) = trace (Votu)
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La définition de 1'isomorphisme est classique ; remarguons que
tq; (x®y) = §(y®x) et que | étant une bijection, elle induit sur Lf(H)
un produit scalaire tel que (y(x®y) , {(x'®y')) = (®y,x'®y') = (x,x'){y,¥")
on obtient alors la formule du théoréme en appliquant la définition de la

trace d'un endomorphisme de rang fini :

% .
DEFINITION 1. - Soit E wun espace vectoriel, E son dual algébrique

et ue £f(E) ; on appelle trace de u le nombre : trace(u) = 2 (yi,xf)
i€l .

pour tout couple de familles (yi)ieI et (xr)iEI resp, dans E et E

telles que u(x) =EI (x ’Xi*>yi
i€

Remarquons que u étant de rang fini, I est fini puisque u(E)

est un sous-espace de dimension finie de E

COROLLAIRE, - Pour tout endomorphisme continu u € L(H) , il existe une

application linéaire uf de Lg(H) dans Lf(H) définie par

uf(v) = UOVotLl ; VE Lf(H) .

Nous pouvons maintenant définir les puissances tensorielles symé-
triques et extérieures d'un espace vectoriel ou d'un espace de HILBERT,

d'une application linéaire

LEMME 1. - Soit E un espace vecioriel, et soit un entier nz 2

Pour toute permutation ¢ appartenant au n€ groupe symétrigue 6n , il

existe un opérateur linéaire inversible Uc sur E ® , unique, tel que :

o

. _1
= H r oo ey E =

o1

DEFINITION 2. - On appelle n€® puissance tensorielle symétrique [resp.

extérieure ] de l'espace vectoriel E et l'on note EnO [resp.,EnA] le

sous-espace vectoriel de E™  constitué des tenseurs symétriques

[resp.anti-symétriques] soit

.EnO =§x:xEEn®, Uu_(x) = x, voes ;
n

)

g =3x T X€ p® , UO‘(X) = ec_x, vog€ g (avec €, = signature de c)s._
n
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Si xl,...,xn sont des éléments de E , on pose dans EnO [resp.
nA\

dans E ] :

1
= - ®
X O...Oxn 2. U (x1 ee.®x ) [resp.x

=1 U 2. ..
) ! AweAx > € (x ...xn)] ]

1 nl“c ¢ o071

DEFINITION 3. - Soit u une application linéaire d'un espace vectoriel

E1 dans _un espace vectoriel E2 ; on appelle n® puissance tensorielle
n®

symétrique [resp.extéricure] de u I'application linéaire, notée u .
A A
de Eln(9 dans EznO [resp. u de Elm dans Ezn] restriction

de un®  ay sous-espace vectoriel E?G [resp. E’lv\] .

n® _
On a donc : u (x1®...Oxn) = u(xl)O...Ou(xn) ,

m :
A A = .
[resp. u (x1 xn) u(xl)/\.../\u(xn)] , pour XpvoonoX €EE .

Les définitions ci-dessus sont valables si nz1 ; il convient de
A A
poser pour n = (Q , EOO = EO =K et uOO = u0 = 11 (application

identique de E) .

- A
SI E est de dimension finie r, E™ =1{0} si n>r , et

A
dlm(EnA) = C? st nsr , (En particulier E" =K) .
A
Si u E.S',f(El,EZ) alors um =0 pour n >rang(u) ; u” est

A
donc de rang finl et rang(un ) =C si nsr .

n
r

v no® nA
THEOREME 2. - Si E et F sont en dualité séparante, E tesp.E" ]

A
et F® [tesp.F™' 1 le sont aussi et l'on_a :

(x Oa..Oxn,y,O...Oyn> =§ <Xl’yo(1)>"'<x )

1 n’’o(n)

[resp.(xll\. . ./\xn,ylf\ . ../\yn> =§) €o (x1 ‘yo(1)> .. '<Xn’yo(n)>

= dét((xl,yj)) , 1 <sisn,
1<jsn,
En particulier, si E est un espace hilbertlen séparé, soit H ,
en prenant F =E =H et (,,.) le produit scalaire ces formules sont
des spécifications des produits scalalres des espaces préhilbertiens

HnO et Hm respectivement (cf. [22]) . De plus le projecteur orthogonal
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. i1 . n® . n®
de l'espace préhilbertien H sur le sous-espace préhilbertien H

TAN
[resp.H '] est donné par : 1 3 U [resp._1 2 € U 1. Dans le
nt ¢ © nto 0 0

cas o n =2 on constate que y(H?®) = Lt, (H) espace vectoriel des

opérateurs continus, de rang fini, autoadjoints de H :

THEOREME 3. - Il existe un isomorphisme Tlr' d'espaces préhilbertiens

séparés entre H2© et Lf*(H)caractérisé par la formule :

~ ::_L_ .
j(xOy) 5 (<xO,X>y+<xO,y>X),xo,x,yeH ,

lorsqu'on munit Lg, (H) du produit scalaire : {u,v) = trace(uov) = trace(ve u) |

u,v € Lf, (H)

b) - Formes fondamentales et déterminant de FREDHOLM d’un

endomorphisme de rang fini.

DEFINITION 4. - Soit E un espace vectoriel sur K ; pour tout entier

n> 0 , on appelle forme fondamentale, la forme ¢, définie sur

£¢(E) par an(u) = trace (un/\)

Comme u™ est de rang fini, sa trace est bien définie ; en
particulier, @jf{u) = trace(u) ; il convient de poser ao(u) =1 (élément
‘unité de K) . On montre facilement que an(Au) = Otn(uA) ;u E.Sf(E) , AefE)

et dans le cas o A est un automorphisme de E , OLn(AuA"l) = an(u) .

DEFINITION 5. - Pour tout u € J:f(E) on pose dét(ll+u) = 20 an(u)
, n>

On appelle "Déterminant de FREDHOLM" de u", la fonction de la varia-
ble z €K : z—dét(l -zu)

La somme 7, O'-n(u) est en fait finie puisque u™ =9 pour

n=0 :
n> rang{u) . Supposons E de dimension finie r ; alors u™ est un
endomorphisme de E™ =K donc de la forme : z—»)(u)z , le scalaire
A(u) est par définition, le déterminant de u (cf. {7]) . Nous avons donc,

ar(u) = dét(u) et an(u) = 0 pour n>r : on a aussi :



- 25 -

an(ll) = trace(llm) = dlm(Em) = C: si n<r, 0 sinon ;

on peut montrer alors que : dét(ll+u) = ar(ﬂ+u)=né=0
an(u) = 0 pour tout n>r , dét(l-+u) =é‘_‘_2,0an(u) . Supposons maintenant
E de dimension quelconque et u € Jlf(E) ; comme la somme né)oa (u) est
encore finie, on 1l'appelle encore dét(ll +u, , en remarquant qu‘elle coin-

an(u) , et puisque

cide avec le déterminant de la restriction de L+u & tout sous-espace
vectoriel de E contenant u(E) . On en conclut que les propriétés usuel-
les du déterminant sont conservées, en particulier,

dét [(L+u) oD +v)] = dét(ll +u) . dét(li+v) : u, v € £f(E) ; et, désignant par

Ay eees )Lr les valeurs propres de u Esf(E) on a :

1

dét(ll +zu) = Ik z)... (14 2) d'ott : o (u) = D X\f -+.A{ . Transcri-
r ' n 11<...<in 1 n

vons de {13] le résultat fondamental de ce n°

THEOREME 4, - Pour tout u € £f(E) ,» il existe un élément unique R(u) € £(E)
tel que trace [VoR(u)] = dét(l+u).v ; v ¢ Sf(E) . Ona:

(L +u)o R(u) = R(u)o(D +u) = dét(ll+u).1 ; on peut écrire : R(u) =3 Rn(u)
nzo

ol Rn(u) est_ donné par la relation de récurrence :

R (=0 (Wl-u R ,(u ;R (u =1
n n n (@)

-1

Pour gue 1 +u soit inversible, il faut et il suffit que dét(lL+u) £ 0 ,
dans ce cas, (Il+u)"1 = -R{u) = - ___u °R(u) ; soit, en posant :

dét (1l +u) dét (1l +u)
= = ° -1 = - __L(U) M
r{u) = R(u)o u = uoR(u) , (IL+u) iy u € £f(E) .

c) - La théorie de FREDHOLM dans les espaces hilbertiens.

Dans cet alinéa, on adapte au cas d'un espace hilbertien, qui est
un contexte suffisant pour la suite, la théorie de FREDHOLM dans les es-
paces de BANACH exposée dans [13]. Il s'agit essentiellement de l'exten-
sion du déterminant de FREDHOLM et du théoréme fondamental (THEOREME 4,

ci-dessus) aux opérateurs nucléaires autoadjoints d'un tel espace.

Soit H un espace de HILBERT séparable (réel ou complexe) dont

on identifie le dual H' & H lui-méme dans le cas réel, ou a son
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conjugué dans le cas complexe. On note L*(H) l'espace vectoriel des
opérateurs linéaires continus autoadjoints dans H . Les théorémes sui-
vants, sont des particularisations de théorémes démontrés dans [22] par

exemple,

3
THEOREME 5, - Soit Hn l'espace de HILBERT complété de l'espace

® po

préhilbertien H" . Le sous-espace HnO [resg,Hm] défini de m&me coincide
] ne nA n®

avec la_fermeture dans H'  du sous-espace H [resp.H ] de H ;on

l'appelle "espace de HILBERT n€ puissance tensorielle symétrique

[reSp.extérieure]" de l'espace de HILBERT H . En particulier, pour

n =2 si 3el_$ i€l est une base orthonormale de H, la famille ;eiZ(Dg
est une base orthonormale de HZO . “

i€l

THEOREME 6. - L'isomorphisme ‘111' du THEOREME 3 se prolonge en un

isomorphisme d'espaces hilbertiens entre HZO et l'espace de HILBERT
HS*(H) des opérateurs de HILBERT-SCHMIDT autoadjoints dans H muni

du_produit_scalaire : (u,v) = Tr(uev) ot Tr(.) désigne l'unique forme

linéaire sur le sous-espace N, (H) de HS*(H) formé des opérateurs

nucléaires autoadjoints dans H gui a ﬁ;(x@y) fasse correspondre le

lai .
scalaire (x,y)H

Rappelons que tout opérateur nucléaire est le produit de deux opé-
rateurs de HILBERT-SCHMIDT et inversement, d'ol le produit scalaire de
HS_(H)

. 20
Alors que H2 [resp.HS*(H)] est le complété de H [resp,Lf*(H)]
pour la norme hilbertienne induite par les produits scalaires de ces deux

espaces, notons maintenant HZO l'espace de BANACH complété de H2O

bour la norme (dite projective) définie par :

i . .
|X2H , 1linf. étant pris sur toutes les

xem’® x|, = inf 3 [l

suites finies (xi,x;) telles que x =2 xi 0] xl2
i

3 & ~ 20
On a HZOc HZ(D et la restriction de 1'isomdrphisme ¥y &a H

est une bijection de cet espace sur le sous-espace N*(H) gui permet
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encore d'identifier ces deux espaces de BANACH, auxquels s‘étend la

théorie de FREDHOLM (cf. [i3n .

THEOREME 7, - Soit H un espace de HILBERT réel ou complexe ; pour

tout n=0 les applications an(u)

—_—

—_—

de H2O  gans le_corps des scalaires

sont continues pour la norme “"1 et se prolongent en des applications

20 : . 1 o,
continues sur H (on_a les majorations : Ian(U)‘ < n,Hu"l) ; dedglus,
la_série 3 an(u) est absolument convergente. Pour tout u € H20 (= N, (H))

n>0

on pose : dét(li+u) = ¥ an(u) et on appelle "déterminant de FREDHOLM

nz0

de l'opérateur nucléaire autoadjoint u" . la_fonction z+—dét(ll -z u) sur le

corps des scalaires de H .

THEOREME 8 .

- Solent H un espace de HILBLERT réel ou complexe et

u € H2O | Pour que 1 +u soit inversible, il faut et il suffit que
dét(I+u) # 0 ; alors, on a la formule de FREDHOLM : '

e SR _p o _u R(u) ; R(u) € L, (H)
dét(N+u) dét(l+u)

2. Produits tensoriels mesurables d'espaces vectoriels mesurables,

DEFINITION 6.

(El,al) et (Ez,az) l'espace vectoriel E1®E

- On_appelle"produit tensoriel mesurable des deux E.V.M.

muni de la plus grande

2

tribu rendant mesurable 'application bilinéaire canonique 7 :(x1 ,x2)+—>x

1

de (EleZ,al@az) dans E1 ®E2 . On note a, ®. @ (*) cette tribu et

(E1,01)® (Ez'az) = (BI®E

PROPOSITION 1

2

2,01®T02) I'E,V.M, ainsi obtenu.

l'espace vectoriel BM(EI'EZ) des formes bilindaires mesurables définies

sur I'E,V.M, produit : (Ele a ®C!2) .

2’71

® x

. - Le dual de I'E,V.M., (E]®Ez,a1 ®T02) est isomorphe & -

'(*)méette 'ri(;‘.gt'ld;{"permet de aistlnguer cette tribu de la tribu produit sur

Ele2

dont la notation : @ ® @ a été consacrée par I'usage mais

1 2

qui eut été plus adaptée pour désigner la rribu projective sur E, ® E

définie ici,

1 2

2

’
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On sait en effet que l'application : u+suot est un isomorphisme
*
du dual algébrique (E1®E2) sur l'espace vectoriel B(El’Ez) des formes
bilinéaires sur ‘E1 X Ez montrons que sa restriction au m-dual (E1®E2"al®¢ (22)

est un isomorphisme de ce sous-espace sur le sous-espace vectoriel

BM(EI'EZ) de B(El'EZ) . Si u est une forme linéaire mesurable sur

le produit tensoriel mesurable, comme T est mesurable, par définition

de la tribu Ql ®T Qz' , la forme bilinéaire uetr = f est mesurable sur

(Ele2 ,al®a2) ; il suffit alors de montrer que la restriction de Ui+ UoT

est surjective. Soit f wune forme bilinéaire mesurable, définissons u
i i i i .
par : u(® X1®X2) = }jf(x],xz) ; alors u est une forme linéaire sur
i i

E1®E telle que : uwet = f ; de plus, elle est mesurable car @ ®'r Q

2 1 2

est la plus grande tribu rendant T mesurable, =

COROLIAIRE 1, - Le produit tensoriel (El,al)m® (EZ,C!.Z)m peut étre

identifié & un sous-espace vectoriel de (E1®E2,Gl®Taz)m .

En effet, si 1'on pose pour Y, € (Ei,ai)m , 1 =1,2,
Y, ®Y2(X1,X2) = yl(X1)°yz(X2) X €E ., 1=1,2, on définit une ap-
plication bilinéaire mesurable sur (Elez,al®az) ; 1'espace vectoriel en-

gendré par ces fonctions est donc contenu dans BM(E ,Ez) , il suffit

1
alors d'appliquer la proposition. m

COROLLAIRE 2, - Si (El,al) et (EZ’az) sont des E.V.M.S., en notant

Ci la tribu affaiblie de (li sur Ei . i =1,2, on peut identifier le

produit tensoriel (El,al)m ® (B

®
(E1 E2' Cl ®T Cc

,GZ)m 4 __un sous-espace vectoriel de

" 2
5)

En effet, comme (Ei’ai)m = (Ei’ci)m . 1 =1,2, (cf.§2,n°3) , on a :
m@ = m m m 14—
L) (E,. Q) (E,.C))7 @ (E,,C, )" ¢ (E1®E2,C_31 e CZ) en utili
sant le COROLIAIRE 1. Comme Cl ®T c,c@ ®'r Q

2 1
plus précise que celle du COROLIAIRE 1 . =

m
(El,a )

9 ¢ cette inclusion est
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REMARQUE 1. - Solent (El,Fl) et (Ez,l-‘z) deux couples d'espaces vec-

toriels réels respectivement en dualité séparante, alors E1 ® }32 et F1 ® F2

le sont (cf.n°1, a)) . On peut donc considérer sur E1 ® E2 la tribu fai-
ble C(E1®Ez, FIEPZ) relativement a cette dualité et 1'on a :
Q(E1®E2, F1®F2) c C‘(El'Pl) ®T C(EZ'FZ) , cdr T est mesurable de

(Elez,C(El,Fl) ® C(El,Fz)) dans (E1®E2, C(E1®E2, F1®F2)) comme on le

vérifie facilement, =

Il est aisé de définir la n® puissance tensorielle mesurable [resp.
mesurable symétrique, resp.mesurable extérieure] d'un E.V.M. (E,q) .
On posera : (E,Cz)n® = (En®,an®7) et on prendra pour tribu sur
gn® [resp.sur EM] 1a tribu trace de a™"  sur gno [resp.sur E™]

| que 1'on notera : @"°7 [resp.a™ 7] ; on aura donc : (B,O)nO = (N9, g"Or)
et (E,a™ = (g™, o™y |

Si u est une application lindaire mesurable de (El,al) dans

n®
(E2 ,02) . 11 est facile de montrer que la n® pulssance tensorielle u

de (El,al)n® dans (Ez,az)n® [resp. la n° puissance tensorielle symé-

trique unO de (El,al)“e dans (Ez,az)“@ , resp. la n® puissance ten-

sorielle extérieure unA de (El'al)m dans (Ez,az)“’\] est mesurable.

Dans la suite on envisagera uniquement le cas n =2 , On peut mon-
trer que le dual de I'E.V,M, (]EI,a)_20 [resp.(E,a)ZA] est isomorphe a
V'espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques [resp.anti-symétriques ]

mesurables sur (ExE, agq) .

REMARQUE 2, - Comme on l'a déja fait, la DEFINITION 6 est calquée
sur la définition du produit tensoriel topologique de deux espaces vectoriels
topologiques E1 et E2 ¢ on appelle "topologie projective sur E. ® E." .

1 2
la topologie la plus fine rendant continue I'application bilinéaire canonique
A
et 1'on note E1 ® E2 V'espace vectoriel complété de E,® E, pour cette

topologie appelé "produit tensoriel projectif complété" de E par E

1
La PROPOSITION 1 et le COROLLAIRE 1 sont alors les équivalents

2

("mesurables") des résultats topologiques classiques a
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savoir que (E1®E2) est isomorphe a l'espace vectoriel des formes bili-

. ]
néaires continues sur El‘E et que IEI1 ®E peut &tre identifié & un
t

2
sous-espace vectoriel de (E

2 .
®E2) . (Cependant alors que E1®E2 peut

1

&tre identifié au dual (E, ®FE
g 24

El par E2 munis de leur topologie affaiblie, (cf, [31],p.190,exercice 2),

on ne sait pas si, de fagon analogue, dans le COROLLAIRE 2 , on peut

m m m
) ®(E az) au dual (E1®E2, c1 ®T cz)

) du produit tensoriel projectif de

identifier en général (E ‘al

1 27

tout entier.) =

Nous aurons besoin plus loin du résultat suivant :

PROPOSITION 2. - Soient E un E.V.T.L.C., métrisable et sépa-

rable et E' son dual topologique. La tribu faible C(E2®,E 2®)
[resp. C(EZO,EEZO)] relativement & la dualité séparante entre E2® et E 2
[tesp. EZO et E 2O] (cf.n°1,a)) coincide avec la tribu des boréliens
®
ﬂ(E2 ) [resp. fB(EZG)] du produit tensoriel projectif E2® [resp. du
produit tensoriel symétrique projectif EZO] .
Démontrons d'abord que C(Ez®,E 2®) = ﬁ(E2®)
t ® )
a) E 2 est dense dans (E2®) pour la topologie faible
G((E2®) . E2®) , puisque la dualité entre E2® et E 28 est

séparante (cf. [311],p.123)
@ 1
b) En utilisant le THEOREME 3, §2, ﬁ(E2®) = C(E2®,(E2 ) ) puisque

® o
E2 est métrisable et séparable comme E (cf.[31]) . Il suf-

2@ ‘2@ 2@ 2@
E ) =CELET)) .
L'inclusion de la premiére tribu dans la seconde est évidente

2@ - (E2®)

fit alors de montrer que C(E

puisque E
. . . . . . '2® . .
Pour démontrer l'inclusion contraire, il suffit que E soit sé-
2®. 2@' » e
quentiellement dense dans (E” ) ; or (E°) est une réunion dénombra-

ble de compacts Kn,n = 1,2, ... métrisables pour la topologie faible

' ®
cJ((E2 ), E2 ) comme dual d'un E.V,T.L.C. métrisable séparable (cf.[6]) ;
par suite, pour tout é&lément t € (E2®) , il existe n(t ) tel que
2@ © 28" ° ‘2@
t €K t et comme E'"" est dense dans (E°7) , E“°NK
o n o) n(to)
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est dense dans K et donc il existe une suite 3t f d'éléments
IR n(tO) 1R k k=1
de E n Kn(t ) douc de E qui copnverge faiblement vers t

o]

o quand

K —» oo

Dans le cas du produit tensoriel symétrique la démonstration est identique ;
on peut aussi obtenir le résultat a partir du premier cas, par passage aux
tribus-trace. »

g 2 20 20
COROLIARE. - 8(E*®) = c(E?®, £'%®) fresp. (®2®) = o2®, 20);

(en notant E'2® [resp. E 20] le produit tensoriel [resp.symétrique ]

projectif complété de E par lui-méme).

120 12®
Il suffit de remarquer que C(Ezg,E 2 ) = C(E2®,E 2 ) et d'appli-

quer la proposition, w

3. L'appllcatfon quadratique,

DEFINITION 7. - Soit E un espace vectoriel. On appellera "Application_

quadratique sur E " , 1'application XE de E dans B2® définie par :

XE(x)= T(x,x) = x®x , x€E .

Cette application jouera un réle particulier en statistique. Si (E,Q)
est un E.V.M, elle est mesurable dans (I:ZO,QZOT) puisqu'elle peut
s'écrire Xp = To 6 ou & est l'application : x+(x,x) de (E,@) dans
(ExE, a®q).

Si E et F sont deux espaces vectoriels en dualité séparante,

EZO et FZO le sont aussi et XE est mesurable de (E,C(E,F)) dans

(EZO,C(EZO,PZG)) ce qul résulte de la REMARQUE 1 ou plus directement

du fait que pour tout u € PZ(D de la forme 'u1 ©u U, €F

2+ Yy ’
= X—u, 0) uz(x®x) = 2<x,u1> (x,uz) qui est

on a

d'aprés le THEOREME 2, u o XE

C(E,F)-mesurable. (L'application XE est d'ailleurs continue pour les to-

pologies faibles o(E,F) et o(E29,F20) |

Au chapitre suivant nous utiliserons le systéme projectif : H(EZQ,PZG)
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2 .
des quotients de dimension finie de E © relativement 4 la dualité entre
EZO et FZO (cf .DEFINITION 2,8§2) , la proposition suivante qui utilise
le rapport entre ce systéme projectif et I'application quadratique, sera

déterminante pour cette utilisation.

PROPOSITION 3. - Avec les notations du 82 n°1 et celle de la DEFINITION

83 , la famille ((E/M)ZO, n2® ) est un systéme projectif
N, M'Men(E, F) 20 20

d'espaces vectoriels de dimension finie tel que pour tout K emE ",F7T) ,

il existe MK € mE,F) tel que (E/MK)ZO soit _isomorphe & un élément

20 20

du systéme projectif T[(E F”7) contenant 1'élément EZG/K de ce

systéme.

Pour démontrer la premiére assertion, il suffit de remarquer que

si N et M sont deux éléments de #(E,F) tels quen NoO M , et si

TN, M
gramme suivant est commutatif :

est l'application lindaire canonique de E/M sur E/N , le dia-

X
E/M ___E/M _ (g /\p)20@
20
N,M ‘ X lHN,M
E/N __E/N__ (5/N)20©

I

par suite, si LO>MDN dans #7(E,F) la relation de compatibilité :

20 _ 20 , .20

plications linéaires canoniques se déduit de celle que vérifient ces der-

pour les puissances tensorielles symétriques des ap-

2 .
niéres, De plus, 1 est continue. (En quelque sorte

N,M

(E/M)2°, 130 menE, ) est l'image par x. de [N(E,F)) .

E

La deuxiéme partie de la proposition résulte du lemme d'algébre
suivant , (cf.[7]) : Si M est un sous-espace vectoriel de E , le
produit tensoriel (E/M)2® est isomorphe a l'espace quotient E2®/1"(M)
ou TI'(M) est l'espace vectoriel engendré dans E2® par les tenseurs

X®@y tels que x€M ou yeM .

Montrons d'abord cue si M e E,F) , T(M) ¢ m(E2®,F2®) c'est-
a-dire que T (M) est de codimension finie dans E2® (relativement a la
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2® 2® 2® 2®

dualité entre E et F7) et que I'(M) est ofE ) -fermé. Le

23

premier point résulte du fait que (M) contient l'espace M qui est

de codimension finie ; pour démontrer le deuxiéme il suffit de montrer que

E2®

(M) est fermé pour la topologie projective de quand E est muni

de la topologie falble ¢(E,F) , en effet, elle est compatible avec la dua-
lité entre Ez® F2®

REMARQUE 2 (E0®Ec) peut étre identifié &3 F

et puisqu'en vertu de la propriété rappelée & la

28 . Comme cette topolo-

gie est une topologle finale c'est-a-dire la plus fine rendant continue
I'application 1 , il suffit que 'r'l(r(M)) soit fermé dans E x E ; or,
T“I(I‘(M)) ={(x,y) €ExE : 7(x,y) = x8y €ET(M)} = {(x,y) € ExE : x¢M ou yeM)

= (MxE) y (ExM) est fermé,

En passant aux prodults tensoriels symétriques on peut alors mon-
trer que pour tout M € (E,F) , (B/M)2® est isomorphe & l'espace quotient :
EZG/I‘O(M) ot I‘O(M) est l'espace vectoriel engendré dans B2® par
I'ensemble des tenseurs symétriques x @y tels que Xe€M ou yeM

et que T, (M) € 771(32@ ZO)

Soit maintenant Kem(BZO,FZO) et notons MK 1'espace vectoriel

engendré dans E par la famille : K = {Men(E,F) : I‘ (M) K]( ). Alors

I‘O(MK)CK ; en effet, 1" (M ) = sp{ xOx' eEZG : XxeM ou x'eM

K_ k) ;
soit x O x' tel que x¢ M par exemple, alors x Z) )\ X avec

xleM et (M)c:l( donc xle el‘(M)cK pourtout it =1,...n

et xX0Ox' = Exlex € K ce qui entralne que I‘ (M )CK .
i=1
20 20
Maintenant, compte tenu de ce qui précéde, si Kem(E",F ) .,
20 .
i1 existe bien MK € m(E,F) tel que (E/MK) solt isomorphe a EZO/I‘O(MK)
© FZO '

quil est bien un élément du systéme projectif n(E2 ) contenant

1'é1ément EZO/K . -

REMARQUE 3. - Dans le cas oi E est unt espace de HILBERT réel sépa-
rable, soit H , et F est son dual H' identifié & H lui-méme, la
donnée du systéme projectif [(H,H) est équivalente & la donnée du sys-
£ (v, ) i -
téme projectif (Vv PV,W)VES‘(H) ou F(H) désigne la famille des sous

(*) - On peut montrer que cette famille est non vide, comme nous 1'a fait

reamareriine- O TATTRATATIAY



- 34 -

espaces vectoriels de dimznsion finie de H et ol pour V et W dans

#(H) tels que VoW , P désigne le projecteur orthogonal de V

vV, W
sur W ., Les faits précédents s'expriment alors plus simplement :

, 20 20 . , . ,
La famille (V ’PV,W)VESK(H) est un systéme projectif d'espaces vecto
riels de dimension finie et pour tout sous-espace K de dimension finie

. . £ 2 2 N
de HZO , il existe un élément V © de ce systéme contenant K .

ZOD WZO

En effet, si VvVow , V et le diagramme suivant est commutatif :

Yy 20

V—,V

20
Prowo . LZQPV.W
W%V, w
et PVZOW coincide avec le projecteur orthogonal de VZO sur WZO .
Si Keg ?(HZO) il suffit de prendre pour VK l'espace vectoriel engendré
par X;(K) dans H , pour constater que VK est le plus petit élément
N 20 20 . s A .
du systéme (V ’PV,W)VES’(H) contenant K ; ce systéme peut &tre consi
déré comme l'image par l'application quadratique XH du systéme projec-
tif (V,P

V,W)VE?%(H)
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§4. - VECTEURS ALEATOIRES ET LEURS OBSERVATIONS.

1. Définitions et exemples.

Un vecteur aléatoire est un élément aléatoire & valeurs dans un
E.V.M,
Une application X définie sur un espace probabilisé (q,%,P) , a valeurs
dans un espace vectoriel E . Mmis en dualité séparante avec un espace

vectoriel F est "un vecteur aléatoire dans E relativement d cette

dualité” si X est %/c(E,F)-mesurable. Si X est un vecteur aléatoire

a valeurs dans I'E,V,M.S.(E,q) , il l'est relativement & la dualité (sépa-

rante) entre E et (E,a)m .

Avec les mé&mes notations qu'au §2, on a évidemment :

THEOREME 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit

un_ vecteur aléatoire dans E relativement & la dualité entre E et F

est que l'application (X,y) définie sur le méme espace probabilisé soit

une variable aléatoire réelle quel que soit vyeF

La REMARQUE 1, §2 s'avere trés utile dans I'application pratique
de ce théoréme : il suffit, en effet, de vérifier cette condition pour un

sous-ensemble de fonctionnelles Y qui paut 8tre bien plus restreint que F

L'exemple le plus Important de vecteur aléatoire de dimension quel-
conque est constitué par les fonctions aléatoires ou les processus stochas-
tiques dont presque toutes leg trajectoires appartiennent i un espace vec-

toriel de fonctions :

Soit (Xt)teT

supposé réel pour simplifier. Si E est un espace vectoriel de fonctions

un processus stochastique défini sur (Q.%,P) et

réelles sur T tel que pour tout € (O , la trajectoire X.(w) appartien-
ne & E , alors on pourra considérer I'application X : wr=X.(w) de 0
dans E comme un vecteur aléatoire dans E , s'il existe par exemple
un espace vectoriel F en dualité séparante avec E et tel que X soit

%/C(E,F)-mesurable. (Le plus souvent E est muni d'une topologie locale-
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ment convexe séparée et F est le dual de E )

Il en est ainsi sans autre hypothé&se sur le processus dés que F
contient l'ensemble des fonctionnelles d'évaluation sur E c'est-a-dire
les formes linéaires : 51 : X—x(t) quand t parcourt T et que cet
ensemble engendre un espace vectoriel séquentiellement dense dans F
pour la topologie faible ¢(F,E) ; il suffit en effet d'appliquer le THEOREME

et la REMARQUE 1, §2

En reprenant les exemples du §2 , on obtient :

EXEMPLE 1. - Il est clair que l'application X associée a un processus

réel dont on ne connaft rien & priori des trajectoires est un vecteur aléa-
toire dans RT muni de la topologie de la convergence ponctuelle rela-

tivement a la dualité entre cet espace et son dual topologique dont le

sous-ensemble {6t}teT est une base algébrique. (cf.EXEMPLE 1, §2) . =

EXEMPLE 2. - 8i T est un espace métrique ¢g-compact et si le proces-

Sus (Xt)teT est P - presque sfrement & trajectoires continues sur T ,
on prend alors E =C(T) et F =PF = MC(T) (cft .JEXEMPLE 2, §2) .
L'application X : @+ X.(w) est mesurable par rapport aux tribus %

et C(E,E') = g(E) puisque cette derniére tribu est engendrée par les for-
mes linéaires continues : x--»@t(x) = x(t) = fodf)t (on 8, est la me-
sure de DIRAC au point t) quand t parcourt T . IlI suffit donc que les
Xt = (X,@t) soient des v.a.r. (ce qui est le cas) pour que (X,y)

soit une v.a.r. quel que soit y € MC(T) .

On obtient d'autres exémples de ce type en prenant pour T un
intervalle de la droite et E l'espace de BANACH séparable Cn(T) des
fonctions réelles n fois continiment dérivables, ou bien encore l'espace
de BANACH séparable AC(T) des fonctions réelles absolument continues
sur T etc... ; il suffit que le processus ait P-presque toutes ses tra-
jectoires dans ces espaces pour que l'application X associée, soit un

vecteur aléatoire relativement & la dualité entre ceux-ci et leur dual to-

pologique. u
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EXEMPLE 3, ~ Un processus ponctuel sur un ensemble T est le plus sou-
vent défini directement comme un é&lément aléatoire X & valeurs dans
I'ensemble Mp(T) des mesures dites ponctuelles sur T . On suppose

le plus souvent que T est un espace topologique localement compact

a base dénombrable, muni de sa tribu borélienne g(T) - ce qui recouvre

la plupart des applications - (cf. [24] pour un exposé récent et complet),
On peut toujours considérer X comme un exemple de vecteur aléatoire a

valeurs dans (un sous-ensemble d') un espace vectoriel de mesures sur
(T,8(T)) . =

2. Observations d'un vecteur aléatoire.

Ayant reconnu qu'un probléme de statistique donné concerne un élé-
ment aléatoire X & valeurs dans un E.V.M. (E,a) la question se pose
de savoir comment s'effectue I'observation de X , de fagon & préciser la

tribu des événements observables sur E .

Lorsque E est de dimension finie, muni de sa tribu borélienne,
on dispose généralement d'une (ou plusieurs) observation(s) de X , élé-
ment(s) de E ce qui revient a admettre g(E) comme tribu des ensembles

observables,

En dimension infinie, cela peut &tre le cas également, par exemple

lorsque E est un Sous-espace vectoriel de RT » T étant une partie

bornée de R , voire de Rk . k>1 , l'observation est alors constituée
par une trajectoire x , élément de E » de la f.a.r. & laquelle correspond

I'é1ément aléatoire X .

De fagon générale on peut toujours admettre que l'observation de

X se raméne A l'observation d'une famille : {(X:Y)]y €sc(E,qM de

v.a.r, , fonctionnelles linéaires mesurables sur (E,q) , qui apparaissent

comme "instruments linéaires d'observation"(*) . La tribu des événements

observables est donc celle engendrée sur E par les éléments de )

(x) Ce terme est de GUELFAND,
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Cette tribu peut coincider avec la tribu initiale : dans ce cas on

dira que X est "complétement observable" ce qui revient a dire que ce

systéme d'observations est équivalent & la donnée d'un élément (observation)
x dans E . C'est ce qui se passe en général dans l'exemple que nous
venons de citer, ol l'observation de la trajectoire x de la f.a.r, a
laquelle X correspond, est équivalente & 1'observation de la famille in-

finie : {(X,@t)}teT de fonctionnelles d'évaluation de X .

Mais il ne saurait en &tre de méme, pour des raisons pratiques
évidentes lorsque FE est par exemple un espace de distributions, de sui-
tes, de mesures. Comme la structure statistique doit rendre compte de
I'observation effective, il faut dans ce cas considérer que l'espace des

observations possibles est isomorphe a R§ et peut donc différer de E .

Il y a 13 un point de méthodologie qu'il fallait préciser. Dans toute

la suite on admettra que X est complétement observable, quitte a rempla-

cer l'espace vectoriel initial par celui des observations réelles en suppo-
sant toutefois que cette correction nous conduise encore & un probléme de
statistique concernant un vecteur aléatoire de dimension infinie afin qu'il

demeure dans le cadre de ce travail. m



CHAPITRE II

ESPACES VECTORIELS PROBABILISES,
STRUCTURES STATISTIQUES VECTORIELLES .

Une structure statistique vectorielle est la donnée d'un triplet
(E,0,°) ot @ est une famille de lois de probabilité définies sur I'E.V.M,
(E,a) des observations possibles, c'est-a-dire la donnée d'une famille

d’'"Espaces Vectoriels Probabilisés" .

L'étude des lois de probabilité sur un espace vectoriel de dimen-
sion infinie utilise celle des probabilités cylindriques ; il est donc nécessaire

de rappeler la définition et les principales propriétés de cet outll fondamen-
tal. De plus, les différentes fonctionnelles associées a une probabilité sur

un E.V,M.S. sont définles ici sans hypothéses topologiques gréce a 1'utilisa-
tion systématique de la dualité séparante entre cet espace vectoriel et son
m-dual. Outre le rappel de résultats classiques, on définit la notion d'image
quadratique d'une probabilité cylindrique dont on verra une utilisation plus
loin. On essale également, d'étendre en dimension quelconque des caracté-

risations du support d'une probabilité au moyen de l'analyse convexe (cf. [4]).

Le principal apport de ce chapitre est constitué par la définition
et 1'étude de la notion de dual d'un espace vectoriel probabilisé, qui jouera
un r6le essentiel dans la construction des structures statistiques exponen-
tielles généralisées. Il permet aussi de définir des espaces de HILBERT

auto-reproduisants associés 3 un espace vectoriel probabilisé.
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§1. - MESURES CYLINDRIQUES ET PROBABILITES.
Soient E et F deux espaces vectoriels réels mis en dualité sé-
parante par une forme bilinéaire : (x,y) = <{x,y) , Xx€E , y€F sur EXF

Dans ce contexte, on utilisera les notations du CHAPITRE I, § 2

1, Définition d'une mesure cylindrique.

DEFINITION 1. - On appells "mesure cylindrique sur E , relativement &
la dualité entre E et F" , un systéme projectif d'espaces vectoriels me-

- -~ = t i
surés (E/M , B(E/M) , “M)MEWZ(E,F) ol u (HM)MEWZ(E,P) est une famille

de mesures bornées définies respectivement sur les éléments du systéme pro-

jectif m(E,F) des quotients de dimension finie de E relativement a la

dualité entre E et F , munis de leur tribu borélienne (cf. CHAPITRE I,
§ 2, DEFINITION 2) et vérifiant la relation de cohérence :

e N,M(“M)

dés que N> M dans 7(E,F) .

On ne considére, dans la suite, que des mesures “M qi.ti sont
des probabilités, alors le systéme projectif, ou plus simplement, la famille

est appelée "probabilité cylindrique sur E relativement

4= Cpdven, F)
d la dualité entre E et F" , Si E est un E,V.T,L..C.S., on appelle

probabilité cvlindrique sur E" , toute probabilité cylindrigue relativement

a la dualité séparante entre E et son dual topologique E'

THEOREME 1, - (cf.[3] ou [8]) Il existe une bijection entre :

- L'ensemble des probabilités cylindriques sur E relativement & la dualité

entre E et F

- L'ensemble des fonctions d'ensembles W , simplement additives sur 1l'al-

gébre Q(E,F) des ensembles cylindriques telles que : 0 < u(A) <1 pour

tout A €Q(E,F) , u(E) =1 et dont la restriction & chaque espace mesu-

rable (E,TT;AI(@(E/M))) soit _une probabilité,
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Cette fonction d'ensembles y sur a(E,F) , associdée & chaque pro-
babilité cylindrique sur E relativement & la dualité entre E et F n'est
pas nécessairement o-additive et n'est donc pas toujours prolongeable en
une probabilité sur l'espace vectoriel faiblement mesurable (E,C(E,F)) . Mais
les théorémes de BOCHNER et de KOLMOGOROV permettent de démontrer le

résultat sulvant :

THEOREME 2, - Si u = (uM)MEW((E,P) est une probabilité cylindrique rela*-
tivement & la dualité entre E et F , il existe une probabilité unique P

* * *
sur l'espace vectoriel faiblement mesurable (F ,C(F ,F)) , ot F désigne
*

le dual algébrique de F et telle que si r désigne l'application linéaire

M
* * |k
canonique de F sur E/M on ait My = ﬂM(P ) quel que soit M € M(E,F) .

On peut, alors, donner une condition pour que la probabilité cylin-
drique pu = (“M)MEWI(E,F) , définisse une proi:abillié sur I'E.V.M.S. (E,C(E,F))
en considérant E comme un sous-ensemble de F ; d'aprés un résultat
connu, pour qu'il en soit alnsi, il faut et il suffit que l'ensemble FE soth
de mesure extérieure 1 relativement 3 P* , C'est-a-dire : P*(C) =1
pour tout C EC(F*,F) » C2E ; (E n'appartient pas nécessairement a C(F*,F)) .
Alors cette probabilité notée encore 1 est induite par P* , C'est la res-
trictlon de P* a la tribu trace : EN C(P*,F) identique d'ailleurs & C(E,F)
sur E . Il existe un grand nombre de résultats concernant ce probléme ;-
on ne les rappelle pas, puisqu'ils ne seront pas utilisés dans la suite

(Cf. [3]1 [8]1 [1 ])-

EXEMPLE 1. - Dans I'EXEMPLE 1, CHAPITRE I, §2 o0 E = RT muni de la
topologie de la convergence simple, toute probabilité cylindrique sur E

induit une probabilité sur (E,C(E,E')) puisque E' = }J R et que (E')* =FE .=
teT

EXEMPLE 2., -~ Soit H un espace de HILBERT réel séparable (identifié &
- son dual topologique) et p = (MM)MG'/?I(H,H) la probabilité cylindrique sur

H telle que solt la probabilité gaussienne centrée de matrice de co-

U
M
variance unité sur I'E.V.M,S. de dimension finie (H/M, B(H/M)), M € MU, H) .
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On peut montrer que si H n'est pas de dimension finie, 4 n'induit pas

une probabilité sur (H, C(H,H)) = (H,B8(H)) . »

REMARQUE 1. - Il convient de noter & la suite de ce dernier exemple, compte
tenu de la REMARQUE 3 , CHAPITRE I , §3 , que si H est un espace de
HILBERT réel séparable, la donnée d'une probabilité cylindrique sur H est
équivalente & la donnée du systéme projectif d'espaces de HILBERT probabi-

lisés : (V, ®B(V), uv) ou F(H) désigne la famille des sous-espaces

VEF(H)

vectoriels de dimension finie de H , les vérifiant la relation de cohé-

Hy

. = A D 2 .
rence : Hyy PV'W(p.v) dés que V=>W dans %H) , P désignant le

vV, W
projecteur orthogonal de V sur W . »

REMARQUE 2. - Toute probabilité P sur I'E.V.M.,S. (E,C(E,F)) est en par-
ticulier une fonction d'ensembles ayant les propriétés requises au THEOREME 1

il lui correspond donc une probabilité cylindrique unique : (PM)MEWZ(E,F)

relativement & la dualité entre E et F . En particulier, si X est un vec-

~

teur aléatoire & valeurs dans (E,C(E,F)) , la probabilité cylindrique :

PO\ Ivemee, )

loi de probabilité cylindrique de X" . D'aprés ce qui précéde, elle carac-

associée & sa loi de probabilité PX est appelée :

térise entiérement la loi de probabilité de X ; mais inversement, la donnée
d'une probabilité cylindrique sur E relativement & la dualité entre E et
F n'est pas équivalente & la donnée d'un vecteur aléatoire & valeurs dans
(E,C(E,F)) , mais & celle d'un élément aléatoire X* dans (F*,C(F*,P))

(i1 suffit en effet de prendre comme espace fondamental (P*,C(F*,F),P*)
avec les notations du THEOREME 2 et pour X* l'application identique

*
sur F )

2. Image linéaire d'une probabilité cvlindrique.

Soient (El,Pl) un autre couple d'espaces vectoriels réels en dua-
lité séparante, y = (“M)M'E?R(E,F) , une probabilité cylindrique sur E rela-
tivement a la dualité entre E et F , et u une application linéaire de

E dans E1 continue pour les topologies faibles o(E,F) et c(El,Pl) .
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Si I\/I1 €771(E1,F1) , le sous-espace M = u-l(Ml) appartient &
M(E,F) et wu définit par passage aux quotients une application linéaire
. i D
uM1 ::lle E/M sur _1E/M1 ; si N1 M1 dans 77((E1,F1) ,
N =u (NI)DM =y (Ml) dans 7(E,F) . Alors, si l'on pose

le = uMl(uu—l(Ml)) , la famille ; v = (le) est une proba-

M, €m(E, ,Fy)

bilité cylindrique sur E1 relativement & la dualité entre E1 et Fl que

I'on appelle : "image de la probabilité cylindrique u par l'application li-

néaire u" et que l'on note ufu) , (cf.[8],p.72).

REMARQUE 3. - Il peut se faire que l'application linéaire u transforme la
probabilité cylindrique y en une probabilité cylindrique Vv qui induit une
probabilité sur (EI’C(EI'FI)) ; c'est le cas, évidemment, chaque fois que

E1 est de dimension finie. Un autre exemple important est le suivant :

Soient H 1'espace de HILBERT réel séparable LZ([D,I], 8([0,1]), dt)
des fonctions réelles boréliennes et de carre intégrable par rapport & la me-
sure de LEBESGUE sur l'intervalle [0,1] et E I'espace de BANACH sépa-
rable Co [0,1] des fonctions numériques continues et nulles en 0 sur
cet intervalle. L'application lindaire u de H dans E définie par
u(f)(t) = f:)f(s)ds = <f'n[0,t[>H , t€[0,1]1, f€EH est continue, elle est
donc continue pour les topologies faibles o(H,H') et o(E,E') (elle est
d'ailleurs mesurable pour les tribus boréllennes de H et de E qui sont
aussl les tribus faibles), On peut montrer (cf. [81,§7) qu'elle transforme la
probabilité cylindrique sur H définie & I'EXEMPLE 2 en une probabilité
sur (E,C(E,E')) = (E,B(E)) , que l'on appelle "mesure de WIENER" et sur la-

quelle nous reviendrons d'ailleurs.

3. Image quadratique d'une probabilité cylindrique.

Avec les définitions et les notations du CHAPITRE 1, §3 nous pou-

vons énoncer :

PROPOSITION 1. - Soit u = (‘JM)MEW((E,F) une probabilité cylindrique sur
E relativement & la dualité entre E et F . L'application quadratique
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Xp XF>x® x , x € E induit une probabilité cylindrique unique XE(u)

2 2 2
sur E © relativement & la dualité entre E © et T © que l'on appelle-

ra "image quadratique de u

La démonstration repose sur la PROPOSITION 3, CHAPITRE I, §3 :

soit K GWZ(EZQ,FZG) ; il existe MK € ME,F) tel que (E/MK)ZO puisse
s'identifier & 1'espace quotient EZO/FO(MK) ol TO(MK) € 771(]32@,1’20)

c
et TO(MK) K .

On constate d'abord que la famille :

° a1eM>29) v =

2
((E/M) M = *g/m) men, )

est un systéme projectif d'espaces probabilisés ; en effet on sait déja, par
20 )

N, M'MenE, F)

téme projectif d'espaces vectoriels de dimension finie ; il suffit de vérifier

M e?E,F) ; soit NDODM dans

la proposition citée que la famille :((E/M)2® est un sys-

la relation de cohérence pour les \)M A

T(E,F) on a en effet :

_ N _ 20 20
Yy XE/N(HN) “XE/N(”N,M(“M)) = ”N,M(XE/M(“M)) = ”N,M(\’M) .

) . L . . , 20
Soit maintenant NﬂK,TO(MK) I'application canonique de E /I“O(MK)

2
sur E G/K ; posons : V

v = ﬂK,TO(MK) (VM ) et montrons que la famille :

K

20 20 ~
(E"7/K ,8(E" /K ,vK)Kem(Eze'er)
est un systéme projectif d'espaces probabilisés qui définit donc une proba-
. 2
bilité cylindrique sur EZO relativement & la dualité entre EZO et F © .

Soient KIDK2 dans WZ(E‘:O,PZO

EZO/K2 sur EZQ/Kl ; on a :

) et m l'application canonique de
K1.K2

v, =1 v =1 °o (T 20 (v
00K ,ro(MK1)( MKl) K; FoMgy) ( MKI'MKZ) ( MKZ)

It

i oI
M
Kl ,ro (MKl) 1ﬁo(l\/IKl),I\o(I\/IKz) C KZ)



solt,

~

vKl = nKl Kz (sz)‘. Enfin, la mesure VK est entiérement déterminde

par la probabilité vM ; I'unicité résulte de la construction de l'espace MK -
K

REMARQUE 4. - (Cas d'un espace de HILBERT séparable). Compte tenu de
la REMARQUE 1 de ce § et de la REMARQUE 3, CHAPITRE 1, §3, la
construction de 1'image quadratique d'une probabilité cylindrique définie sur
un espace de HILBERT réel séparable se simplifie : Avec les notations ha-

bituelles, pour V € F(H) , soit X la restriction de l'application quadra-

Y
tique XH d& V . On constate d'abord que la famille :

20 _ 20

Ve, &(v =X (u))

Vv
) v20 V' V'V € F(H)

est un systéme projectif d'espaces probabilizés (constitué de sous-espaces
vectoriels probabilisés de dimension finie de HZO) car pour V-2 W dans

#(H) , on a :VZOD WZO dans F(HZO) et

20
Ywzo = Fuwly2e) T P a0 WZO('VVZZOO ro
= X by = X wPywhy) = Puw Ky ) = va(vvzg) ; de plus I'ap-
P\Z/\(})v colncide avec le projecteur orthogonal PVZOWZO de v%©
sur w20 dans l'espace préhilbertien HZO . Soit maintenant K un sous-

2
espace de dimenslon finie de »HZQ ;: s8i K est de la forme K =V © pour

) ; en effet, on a :

VwZ O]
plication

un V € ¥(H) , on pose ;K = VVZQ ; slnon, en appelant VK I'espace vec-

toriel engendré par X;11(K) . et en remarquant que VIZ((9 est le plus petit

espace vectoriel de la forme précédente contenant K , On pose :

Vg = Pvﬁ@,K (vaZO) et I'on constate que la famille :

(K,8(K) 'vK)KE:’i(HZQ)

est un systéme projectif de sous-espaces probabilisés de dimension finie

2 .
de H © uniquement déterminé 3 partir de la probabilité cylindrique
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sur H et 1l'application quadratique XH . C'est la pro-

M= My yegm)

2
babilité cylindrique X ®

(4) sur HZG) relativement & la dualité entre H

H —
et lui-méme que lui confére sa structure d'espace préhilbertien séparé, que

nous appellerons "image quadratique de la probabilité cylindrique

b= byyegg) sur HY .o

Nous étudierons au chapitre suivant l'image quadratique de la pro-
babilité cylindrique sur un espace de HILBERT définie & I'EXEMPLE 2 , et
nous utiliserons le résultat suivant qui combine 1l'image quadratique et l'image
linéaire d'une probabilité cylindrique.

PROPOSITION 2, - Soient (El,F ) _un _autre couple d'espaces vectoriels

1

réels en dualité séparante et u une application linéaire de E dans E1 ,

continue pour les topologies faibles o(E,F) et c(El,Fl) . Pour toute

probabilité cylindrique p sur E relativement & la dualité entre E et

F, ona: XE (u(w)) = uZ(-)(XE(u)) sur EZQ . De plus, si u transforme
1

1
la probabilité cylindrique en une probabilité cylindrique qui induit une pro-

babilité sur (El’c(El’Fl)) , cette é&galité définit une probabilité cylindpique

20 ,,.20 20
)

gui induit une probabilité sur (E1 ,C(E1 ,F1

En effet, cette proposition résulte directement de la construction
del'image quadratique d'une probabilité cylindrique, de la commutativité

du diagramme :

X
p__ B _ p20
u u
X
E 20
E, 1, E

et de la continuité de l'application linéaire uZO pour les topologies fai-
20 _20 20 20

bles o(E F™7) et <:\‘(E1 ,Fl ) . Enfin si wu(e) induit une probabilité
sur (El,C(El,Fl)) , la probabilité cylindrique XEl(u(u)) induit une proba-
bilité sur (E%O,C(E%@,Fi(a)) qui colncide nécessairement avec la probabi-

lité image de la probabilité précédente par l'application XEl , mesurable

pour les tribus C(El,Fl) et C(EiG,PfQ) d'aprés la REMARQUE 2 ., Ainsi,
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si X est un vecteur aléatoire & valeurs dans (EI‘C(EI’Pl)) de loi de pro-
babilité cylindrique wufu) , alors XEl(U(U)) est la loi de probabilité cylin-

20 20 20
)) . m

drique de 1'élément aléatoire X® X A valeurs dans (E1 ,C(E1 ,F1

4. Fonctionnelles associées & une probabilité cylindrique ou & une

probabilité,

a) Transformée de FOURIER.

DEFINITION 2, - Solt p = (HM)MEW((E F) uae probabilité cylindrique sur E

relativement & la dualité entre E et F et pour tout y €F soit uy

la_probabilité sur (R,R(R)) , image de u par la forme lindaire

x—{x,y) , x € E . La transformée de FOURIER de ¢ est la fonctionnelle

complexe cpu , définie sur F par : Cpu(y) = f eltduy(t) , YEF .
R

Soient (E,8) un E.V.M.S. , et P une probabilité sur (E,Q) ;
alors P est une probabilité sur I'E.V.M.S. affaibli (E,C(E,(E,a)m)) et

comme (E,(I)m coincide avec le dual topologique de E pour la topologie
faible o(E,(E,0)™) » 1a transformée de FOURIER de la probabilité cylindri-

que associée & P sur E relativement & la dualité entre E et (B,C!)m

peut se calculer pour tout vy € (E,a)™ par : CPP(Y) = J‘E ei<x'Y>dP(x) . (En

notant (.,.) la forme bilinéaire mettant I et (E,0)™ en dualité).

On appellera cette fonctionnelle associée é P , la transformée de

FOURIER de la probabilité P définie sur I'L,,V.M.S.(E,2)" . =

En se reportant & la définition de 1'image linéaire d'une probabilité
cylindrique on vérifie facilement, avec les notations du n° 2 . que

t

CPU(H) = CPIJ o u ot tu désigne l'application linéaire transposée de l'appli-

cation linéaire faiblement continue u .

Le théoréme sulvant permet de caractériser une probabilité cylin-

drique par sa transformée de FOURIER :

THEOREME 3. - (cf.[3],p.19) 1l existe une bijection entre 1'ensemble des

probabilités cylindriques sur E relativemen: & la dualité entre E et F
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et l'ensemble des fonctionnelles ® de F dans € , de type positif,

telles que ©(0) =1 et dont les restrictions aux sous-espaces vectoriels

de dimension finie de F sont continues.

De ce théoréme, on déduit en particulier que la transformée de
FOURIER d'une probabilité définie sur un E.V.M.S., décrite plus haut, ca-

ractérise entidrement cette probabilité.

On en déduit aussi, compte tenu du THEOREME 2 , que l'ensemble
des fonctionnelles ® de F dans C , de type positif, telles que o(0) =1
et continues sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie de F est
en bijection avec l'ensemble des probabilités P* définies sur (F*,C(P*,F)) H
par suite il existe un prolongement unique d'une telle fonctionnelle P a
l'espace vectoriel (F*,(";(l:‘*,F))mD F & savoir la transformée de FOURIER

*
de la probabilité P correspondante, m

b) Transformée de LAPLACE réelle.

Soient uy = (UM)MEM(E F) une probabilité cylindrique sur E re-

£y

lativement & la dualité entre E et F et pour tout y € F , uy la proba-

bilité sur (R,B(R)) image de p par la forme linéaire x—{x,y? , X€E

Alors le sous-ensemble de F : Dp ={y€erF . J‘ et duy(t) <=} est un con-
' R

* *

vexe non vide. En effet, soient P* la probabilité unique sur (F ,C(F ,F))
* *

associée & u et Py la probabilité sur (R,8(R)) image de P par la

* * *

forme linéaire mesurable vy, .(y ,y) définie sur F ; on a nécessairement :

P =4 et donc : edy (t) <o e dP (t) = e AP (y ) <=

g =Y IR M, =/ o) fP* y

Mais cette derniére intégrale définit une fonctionnelle convexe lu sur F

(& cause de la convexité de la fonction exponentielle) par conséquent,
-1 .
DH = 1|4 (R) est un convexe contenant l'origine dans F

DEFINITION 3. - On appelll-e “transformée de LAPLACE réelle de la probabi-

lité cylindrique Y sur E relativement & la dualité entre E et F" , la

fonctionnelle (convexe) lH définie sur le sous-ensemble convexe non vide

Du_dgl-“ par :
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t
ED , 1 (y) = e du (t) .
yED ., 1y fR O

Comme on 1'a justifié pour la transformée de FOURIER, il convient

d'appeler "transformée de LAPLACE réelle d'une probabilité P définie sur
I'E.V.M.S. (E,a)" , la fonctionnelle convexe lP définie sur le sous-ensemble

convexe D, de (£,0)" comme étant la transformée de LAPLACE réelle

de la_probabilité cylindrique sur E relativement a la dualité entre E et

m
(E,8) associée 3 P . =

Soient El et F1 un autre couple d'espaces vectoriels réels en

dualité séparante et u une application linéaire de E dans El continue

pour les topologies faibles o(E,F) et o(El,Fl) . On constate que

t -1

1 =] °tu sur le convexe D ="u (D) de F, . En particulier,
u)  p u(u) H

1
si M e€%E,F) , en prenant pour u I'application canonique de E

M
sur E/M , tn est un isomorphisme du dual de E/M sur le sous-espace

M
de dimension finte M° . polaire de M , de F et pour la probabilité

My = n‘M(u) sur (E/M,C(E/M,MO)) = (E/M,8(E/M)) on a :

D = ty-l D) =D nM° et donc pour tout y €D NM° ona :
MM M "y M ‘ H
lu(Y) = [ e<x'Y>duM(x) et conme F=U M° , D =y D, N M
E/M , Mem(E, F) " Meme, F)

de sorte que cette formule caractérise entiérement la fonctionnelle lp sur Du .

La transformée de LAPLACE complexe s'obtient en compléxifiant 1'es-
pace F : soit i:" I'espace F x F qui, murni de I'opération d'addition ha-
bituelle de ses éléments et de la multiplication par un nombre complexe
définie par : z =g +1B , y = (yl.yz) €EFxF , zy = (ayl-Byz,Byl*aYZ) est
un espace vectoriel sur € dont les éléments peuvent s'écrire :

(yl,O) +1(y2,0) et dont F peut &tre considéré comme un sous-espace a

conditlon d'identifier y€F & (y,0)€F . On appelle "transformée de

LAPLACE complexe de u , la fonctionnelle Iu définie sur la bande
(yeF : Re(;’)EDuCF} par :

t +it

v = bypeyy) o1 0) = j'Rze d“yl,yz(tl'tz)
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2
en notant Hyy v la probabilité sur (RZ,B(R )) image de p par l'appli-

cation linéaire (faiblement continue) xf——»((x,yl>,<x,y2>) , X €E

Pour y€F on a donc : CP“(y) = lu(O,iy) et pour y € DH ,
€ED , 1 = -]
vy €D p(y) wu( iy)

c) Tonction cumulante.

DEFINITION 4. - On appelle "fonction cumulante d'une probabilité cylindrigue

W sur E relativement & la dualité entre E et F [resp. d'une probabili-

té P définie sur un E,V.M.S. (E,2)] la fonctionnelle CH [resp.CP]

définie sur le convexe D“ de F [resp. DP de (E,Q)m] par :

€ = L ' = .
yE€D , CIJ(Y) Ioglu(y) [resp. €D, ¢, (y) LoglP(y)]
Cette fonctionnelle, logarithme de la transformée de LAPLACE réelle,

se trouve étre également convexe sur son domaine de définition, (cf. 4.

Les trois fonctionnelles ainsi définies associées A une mesure cy-
lindrique ou a une probabilité seront des outils utilisés a différents stades

de ce travail.

REMARQUE 5. - Lorsque P est une probabilité (ou une probabilité cylindrique)
sur un E.V.M.8. (E,8) , et u est une application lindaire mesurable de
(E,a@) dans (E{.Q1) , les formules pour la loi de probabilité (cylindrique)

u(P) = Pou 1 de u :q)u(P) =ch otu : lu(p) = 1p°tu et Cu(P) = CP otu
sont valables & condition de prendre pour ty l'application linéaire de
(El’al)m dans (]EI,G)m transposée de l'application mesurable u , compte-

tenu de la PROPOSITION 5, CHAPITRE I, §2 . &

5. Analyse convexe d'une probabilité.

Il s'agit essentiellement de caractériser le support d'une probabili-
té définie sur un E.V.T. muni de sa tribu borélienne au moyen de l'analyse
convexe de la fonction cumulante de cette probabilité : c'est un probléme

d'importance pratique car lorsque cette probabilité est la loi d'un élément
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aleéatoire, il est nécessaire de savoir dans quel domaine il prend presque -

srement ses valeurs.

Cette étude a été faite en dimension finie par 0. BARNDORFF~-NIELSEN
dans [4] . Bien que cette théorie n'ait pas pu étre étendue de fagon com-
pléte en dimension quelconque, il semble que le cadre dans lequel on se
place Icl convienne tout & fait & cette extension-et que cette étude puisse
se poursuivre de fagon féconde ; c'est pourquoi nous en donnons ici quél—

ques éléments.

Rappelons d'abord les définitions concernant le support d'une pro-

babilité :

DEFINITION 5. - Soit Q un espace topologique. Une probabilité P sur
(Q,8(0) est dite intérieurement réguliére si pour tout A € B8(Q) , P(A) = sup P(K)

lorsque K parcourt 'ensemble des parties compactes de A

On_peut montrer, {cf. [26]), que toute probabilité borélienne P

définie sur un espace métrique séparable et complet Q est intérieurement

réguliére,

11 existe alors un sous-ensemble fermé unique S de Q tel que

(1) : P(S)y =1, (i1) : S D pour tout fermé D vérifiant P(D) =1 . De

plus, S est l'ensemble de tous les points w € Q tels que P(U)>0 pour

tout ouvert U contenant w . On appelle S 1le "support topologique de P",
noté : supp(P) .

Soient E un E.V.T.L.C.S. et P une probabilité sur (E,8(E) ;
compte tenu de ce qui précéde nous nous restreindrons d& un cas ol nous
‘'sommes assurés de l'existence du support de P , c'est-a-dire au cas ou

E est un espace de FRECHET séparable. Nous savons alors que 8(E) = C(E,E")

et que (E,R(E))m =g (ot E  est le dual topologique de E ) d'aprés
le THEOREME 4 , CHAPITRE I, §2 .

On déduit du n°3 que la transformée de LAPLACE réelle lP et
la fonction cumulante CP associées a P sont des fonctions convexes

définies sur un domalne convexe non vide DP de E . On considére plus
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particuliérement ici la fonction cumulante.

Suivant [20] on étend le domaine de la fonction cp a4 1l'espace

1 Il ~ .
E tout entier et on la considére comme une fonctionnelle convexe sur E

!

& valeurs dans R U{+=} en posant cP(y) = +» pour y¢& DP ; par suite,

DP est le "domaine effectif" de cette fonctionnelle, noté encore : dom(CP)

On a la propriété de continuité suivante :

PROPOSITION 3. - La fonction cumulante CP sur E est une fonctionnel-

le strictement convexe sur son domaine effectif DP et elle est semi-continue

inférieurement (s.c.i.,) pour toute topologie sur E compatible avec la dua-

lité entre E et E
En effet, la stricte convexité provient du fait que la fonction Log
est strictement croissante et la fonction exponentielle strictement convexe,
]
c._. est s.c.i. si et seulement si {y €E : CP(y) <r} est fermé pour

P
tout r € R ; comme les convexes fermés sont les mémes pour toutes les to-

pologies localement convexes sur E  compatibles avec la dualité, il suffit

de le vérifier pour la topologie faible o(E ,E) . Cette définition est équi-

valente a : pour tout y €FE , CP(y) = lim inf CP(y') et comme
i
, Y— Y
CP(y) > lim inf CP(y) dés que DP = dom(CP) contient plus d'un point, .
Y —Y

il suffit de vérifier 1'inégalité contraire, elle résulte du lemme de FATOU

dP(x) = Log J\ lim inf e(x,y >dP(x)
E Y'—»y

)
si yE€ DP , cP(y) = Log f e(x,y
E

<x,y'>dP(

A

Log lim inf f e x) = lim inf cP(y') .
y'—y E Yy

si vy ¢ DP . l'inégalité est triviale. 4

Cette propriété est équivalente a p €T(E') = ensemble des fon-

ctions qui sont enveloppes supérieures de familles de fonctions affines con-
tinues (cf. [20],pp.27,28).

*
On définit alors la "polaire" cP de CP par :
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Xx€E, c;(x) = sup{(X.y>—cP(y)] = sup{(x,y)-c P(y)}

€E' €
yEE veD,
* * k
La fonctionnelle convexe sur E , Cp appartient a I'(E) et (CP) =cp .
*
On dit que Cp et Cp sont deux fonctions convexes duales" et que les
* n
points x €E et y€E' sont "conjugués par rapport au couple (cP,cP)

*
si I'on a : CP(X) + cP(y) = (x,y) . Enfin, si A est une partie convexe

de E' (par exemple), on note son indicatrice convexe, c'est-a-dire

¥
A
la fonction dans RU[+°°]‘ définie par WA(Y) =0 si y€A , + sinon ;

*
sa polaire WA(x) = sup{(x,y?} est appelée la "fonction d'appui de A"
yEA

Lorsque E est de dimension finle il existe des relations entre le

A
support de P et le domalne effectif de cP que l'on résume ainsi :

THEOREME 4., - (cf.[4],p.6.3). Si P est une probabilité sur (Rk,ﬁ(Rk))

o)
telle que 1'intérieur DP de DP soit non vide, en notant Q }'enveloppe

convexe fermée de supp(P) on a :

(i)" 8#¢ '
(i1)- dom(c )< , )

o ) *
(iii)- dom(cp) = (0 et donc dom(cP) =Q .

#g ok

Lorsque E est de dimension infinie, on peut espérer étendre cer-

tains de ces résultats on a déja :

PROPOSITION 4. - Soient E un espace de FRECHET séparable et P une
probabilité sur (E,B(E)) . Le domaine effectif de la polaire de la fonction

cumulante de P est contenu dans 1'enveloppe convexe fermée du support

*
de P , ce que l'on écrit : dom(cP)CQ .

Montrons, en effet, que a°c [dom(c-;:)]'c ; c'est-a-dire que si
xo )é a , C;(xo) = +o ., Comme {1 est un convexe fermé dans E , il exi-
ste d'aprés le théoréme de HAHN-BANACH un hyperplan fermé séparant stric-
tement X et ( , c.:e que l'on peut traduire par : il existe un réel a > 0
et un élément y, €E tels que : <xo,y ) >a et (x,yo> <@ pour tout

Log f er(x,yo) dP(x) < ra ;
E

o
€EQ ., A . tout ¢ C =
X lors, pour tout r € R+ P(ryo)
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*
or CP(XO) > [(xo,ryo> - cP(ryO)] quel que soit r € R+ donc :

*
cP(xo) > lim [(XOITYO> - C

(ryo)] = to | g
r~+o

P

Pour généraliser (iii) du THEOREME 4 , il suffit de montrer que

o *
0O < dom(c P) ce qui peut découler du lemme suivant :

o) *
LEMME 1. - Une condition suffisante pour que QCdom(CP) est gue pour

o)
tout x €0 on ait : ((x ) = inf P{x€E : {x-x_,y) = 0} > 0

En effet, pour tout X €E ettout y€E ona, en posant

E(xo,y) = {x€E : (x-xo,y> z 0} , lee<x’Y>dP(x) =f e<x’Y>dP(x)

E(xo,y)
+ [ e<x'yc> dP(x) = e oV - PIE(x_,y)]
E(xo,y)
: +
donc : CP(y) > (xo,y> Log P[E(Xo,y)] .
soit : <>:O:Y> - CP(Y) < - LOg P[E(XOIY)] ' o
et cP(xO) < - Log g(xo) . Il est donc suffisant, lorsque Xo € Q que

*
I'on ait Q(XO) >0 pour que X € dom(c P) .

Il n'est pas surprenant que le THEOREME 4 ne se généralise pas
systématiquement en dimension infinie puisque la fonction cumulante se dé-
finit (aussi) pour une probabilité cylindrique, elle est donc spécifique de
Cette notion. Nous verrons toutefois que dans le cas gaussien ce théoréme

se généralise, »
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§2. - DUAL D'UN ESPACE VECTORIEL PROBABILISE.

1, Définitions et caractérisations.

Soit P une probabilité sur un E.V.M.S. (E,Q)

Tout élément du dual (E,a)m est une variable aléatoire réelle dé-
finie sur cet espace probabilisé ; si une suite [fn]nzl de telles fonction-
nelles linéaires mesurables converge simplement vers f , cette limite est
encore une fonctionnelle linéaire mesurable ; mais si l'on suppose que la
suite {fn}nzl converge seulement P-presque partout simplement, on cons-
tate que sa limite f est encore une fonctionnelle mesurable, mais qu'elle
n'est définie que sur un sous-espace vectoriel mesurable de probabilité 1
de E , sur lequel elle est d'allleurs linaire, puisque pour tous ¢ et B8

réels, X, et X, dans E on a :

a ;tn; fn(xl) + B %112 fn(xz) = %112 fn(ax1+8x2) .

On est donc amené & considérer un nouveau type de fonctionnelles linéai-
res, déja envisagé d'ailleurs par divers auteurs dans certains cas particu-

liers. (cf.[91], [15],par ex.)

DEFINITION 1. - On appellera "variable aléatoire réelle linéaire" (v.a.r.l.)

sur l'espace vectoriel probabilisé (E,a,P) , toute fonctionnelle 0-mesurable

définie et linéaire sur un sous-espace vectoriel (mesurable) de probabilité

1 de E .

Si f1 et f2 sont deux telles v.a.r.1, de domalnes de définition
respectifs Efl et Efz . quels que solent les réels o et B , la fonc-
tionnelle afl + sz est linéaire, mesurable et définie sur le sous-espace
vectoriel mesurablt—? Eflﬂ Efz de probabilité 1 de E . Cependant,
I'ensemble des v.a.r.l. que l'on notera £(,Q,P) , qul contient d'ailleurs
(E,a)m . h'est pas en général un espace vectoriel car si la fonction 0 dé-

finie sur E est 1'élément neutre pour l'addition, étant donnée une v,a.r,l, f

il n'existe pas nécessairement de v.a.r.l. g telle que f+g =0
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Par contre, on ne distinguera pas entre elles deux telles v.a.r.l.

P-presque sQrement égales, d'ou :

DEFINITION 2. - On appellera "dual de l'espace vectoriel probabilisé (E,q,P)

l'espace vectoriel, que 1l'on notera : L(E,Q,P) , des classes d'équivalences

des variables aléatoires réelles linéaires sur cet espace.

C'est donc 1'espace quotient de £(E,Q,P) par la relation de

P-équivalence et l'on a aussi : (E,2)"/P<£(E,a,P)/P = L(E,Q,P) .

REMARQUE 1., - Si la tribu @ est supposée contenir tous les ensembles
P-négligeables, on peut facilement prolonger toute v.a.r.l. f en une
v.a.r.l. définie partout sur E (ceci est incompatible avec 1'hypothése
faite dans [28] , chap. v, §2 ) . Par suite, en notant @ la tribu com-
plétée de @ par rapport & P et P I'extension de P & @ on obtient
que L(E,a,P) = (E,'d)r?'ﬁ (en remarquant que la complétion des tribus sur E
n‘altére pas leur caractére de compatibilité avec la structure d'espace vec-

toriel de E . u

DEFINITION 3. - On appelle "tribu engendrée par la classe d'équivalence

d'une v.a.r.l.définie sur (E,Q,P)" , la plus petite sous-tribu

de G qui rende mesurable chacune de ses versions.

La tribu engendrée par une famille de classes d'équivalence de

v.a.r. se définit aisément ; en particulier,

DEFINITION 4. - La sous-tribu QL de @ engendrée par les

éléments de L(E,G,P) sera appelée "sous-tribu linéaire de @ relativement

a P" et 1'on appellera "esipace vectoriel probabilisé affaibli de (E,a,P)"

l'espace vectoriel probabiligé (E,OL,PQL) ou PaL désighe la res-

~

triction de P & aL . On a évidemment : L(E,QL,PQL) = L(E,Q,P) .
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REMARQUE 2. - Si P' est une probabilité équivalente & P sur
(,a) , L(E,Q,P') = L(E,Q,P) , ce qul nous permettra de parler de dual d'une
structure statlstique vectorielle (E,Q,P) dont la famille © est constituée

de lols de probabilité équivalentes.,

REMARQUE 3. - Si & € L(E,Q,P) , les éléments de la classe d'équivalence
de & dans £(E,d,P) n'ont pas nécessairement mé&me domaine de défini-
tion et cette classe n'étant pas nécessairement finie ou dénombrable, on ne

peut pas parler de domaine de définition unique associé a ¢ , ®

REMARQUE 4. - Malgré la terminologie employée, les espaces vectoriels

E et L(E,Q,P) ne peuvent pas en général &tre mis en dualité par une
forme bilinéaire carionique puisque L(E,@,P) n'est pas un sous-espace
vectoriel du dual algébrique e de E , sauf si E' est un espace vecto-
riel de dimension finie muni de sa tribu borélienne, et si l'on

Suppose que tout sous-espace vectoriel strict de E est de probabilité

*
nulle alors, £(E,a,P) = L(E,a,P) = E .

L'espace ‘vectoriel L(E,Q,P) est un sous-espace vectoriel de l'es-
pace LO(E,O,P) de toutes les (classes d'équivalence de) v.a.r. définies
sur (E,Q,P) . En munissant ce dernier de la topologie métrisable de la con-

vergence en probabilité on a :

PROPOSITION 1. - L(E,Q,P) est un sous-espace vectoriel fermé de LO(E,G,P)

et L(E,a,P)Nn Lp(E,a,P) est_un sous-espace vectoriel fermé de
Lp(E,O,P) r 1 sp<o

En effet, soit [gn]nzl une suite d'éléments de L(E,Q,P) con-
vergeant vers & ¢ LO(E,O,P) soit en probabilité, soit, le cas échéant, en
moyenne d'ordre p . D'aprés des théorémes classiques, on peut en extraji-

re une sous-suite {gnk] qul converge presque-sQrement vers la méme

k=21
limite €& ; mais alors, £ est limite presque-sQre d'une suite de (classes
d'équivalence de) v.a.r.l. » elle est donc elle-méme une (classe d'équiva-

lence de) v.a.r.l. donc un élément de L(E,Q,P) .a



- 58 -

COROLLAIRE. - L(E,G,P) contient la fermeture en probabilité de l'espace

vectoriel (E,a)m/P ; il contient également sa fermeture pour la topologie

de L (E,Q,P) pour un p :1<p<o dés que toute fonctionnelle lindaire
- b

mesurable sur (E,0) est de peMe puissance intégrable par rapport & P .

Si de plus, (E,a)m/P est_dense dans L(E,Q,P) pour l'une quelconque de

ces topologies, L(E,Q,P) est exactement constitud des (classes d'équivalen-

ce de) v.a.r, qui sont limites simples presque-sdrement d'éléments du dual

(E,0)" de I'E.V.M.S. (E.,Q) .

Nous savons en effet, que (E,C&)mcx(E,a,P) [resp.(E,a)m/PCL(E,a,P)

la premiére partie du corollaire résulte directement de la proposition.

Si la fermeture (E,a)m/P pour la topologie de LO(E,O,P) ou de Lp(E,a,P) .
le cas échéant, coincide avec L(E,Q,P) , tout élément de ce dernier espace
est limite presque-sQre d'une sous-suite extraite d'une suite de (classes d'é-
quivalence de) v.a.r.l, appartenant a (E,a)m/P qui converge vers cet élé-
ment pour la topologie considérée, en vertu du méme argument que celui em-
ployé dans la démonstration de la proposition ; mais nous savons qu'une

telle limite est une (classe d'équivalence de) v.a.r.l. ce qui implique la

caractérisation annoncée de L(E,Q,P) . a

Nous aurons l'occasion au chapitre suivant de considérer plusieurs

-

exemples de duals d'E.V.P.

2. Fonctionnelles associées & un espace vectoriel probabilisé.

La fonction complexe définie sur L(E,Q,P) par :
ig
S€LE.Q.P), 8,(6) = [e~ap (1)
E

peut &tre interprétée comme un prolongement de la transformée de FOURIER
©p de la probabilit¢é P sur I'E.V.M.S. (E,Q) puisque, comme on l'a vu
a la suite de la DEFINITION 2, §1, celle-ci est définie sur (E,a)m par :
CPP(Y) = f ei(x,y)d P(x) (o0 (.,.) est la forme bilinédaire canonique met-

tant E }é:t (E,a)m en dualité) et que cette intégrale ne dépend que de

la classe d'équivalence de y dans (E,a)m/P
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La fonctionnelle ¢ définie par (1) est donc uniquement détermi-

née par I'E,V.P. (E,Q,P) :

DEFINITION 5. - On _appellera “transformée de FOURIER de I'E.V.P. (E,a,P)"

la_fonctionnelle complexe QP définie sur le dual de cet E.V.P, par :

2 ELEQ.P) L 8,8) = E (%) |

La v.a,r.l. & a donc pour fonction caractéristique : qog(t) = @P(tg) ,
t € R . On vérifie que QP est une fonctionnelle de type positif sur L(E,Q,P)
telle que QP(O) =1,

DEFINITION 6. - On appellera "transformée de LAPLACE réelle de I'E.V.P.
(E,Q,P)" lresp."fonction cumulante de I'E.V.P. (E,Q,P)"] 1la fonctionnelle

convexe Lp [resp. CP] définie par :

8 € L(E,Q,P) , L,(8) = ‘]'EegdP [resp. Cp(8) = Log L,(5)]

sur le sous-ensemble convexe non vide D(E,a,P) du dual de cet E.V.P.

ou_cette intégrale est finie.

Ces fonctionnelles peuvent &tre respectivement interprétées comme
le prolongement au sous-ensemble convexe D(E,Q,P) de L(E,2,P) de la
transformée de LAPLACE réelle lP et de la fonction cumulante CP défi-
nies sur le sous-ensemble convexe DP/P de (E,a)m/P . On peut définir
la transformée de LAPLACE complexe de 1'E.V.P. (E,@,P) de fagon analogue

a celle du §1 n°3,

REMARQUE 5. - Puisque la valeur en & des fonctions @P , LP et CP
ne dépend que de la lof de la v.a.r. & . Il est clair que ces fonctions
sont continues sur leur domaine de définition pour la topologie

de LO(E,Q,P) de la convergence en probabilité ou, le cas échéant

(si L(E,O,P)CLP(E,Q,P) pour un p : 1 <p<w) pour la topologie de la

convergence en moyenne d'ordre p .=

L'étude des propriétés du convexe D(E,Q,P) peut apporter des

précisions intéressantes : nous utiliserons par exemple :

PROPOSITION 2., - Si l'origine de L(E,Q,P) est un point interne du con-
vexe D(E,@,P) , alors, L(E,G,P)CLI(E,G,P)
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En effet, 0 est un point interne de D(E,Q,P) si et seulement
si tout sous-espace vectoriel de dimension 1 de L(E,Q,P) coupe ce con-
vexe en un segment dont  est un point intérieur., Soit donc & € L(E,Q,P)

et montrons que E(JE| <= . Pour tout réel non nul & fixé,

E(|&]) =1 E(|sg]) = L [88dP + f—éE_‘,dP ; comme u<e"
B 121\ g20 88<0
pour tout u réel, on a :
g - L_(5 L (-5
E()&]) < L f eé'dP +'f e 6gdP < P( 5)+ P( 5)
181{" 520 88<0 H

Mais, d'aprés l'hypothése faite, il existe un réel € >0 tel que
pour tout réel & , vérifiant |8] <e , 68 et -8f appartiennent a

D(E,@,P) , donc E(|&|)<« .=

REMARQUE 6. - Si l'on note f'(x,h) , la dérivée selon la direction h ,

en un point x d'une fonction réelle f{ définie sur un espace vectoriel,

< oy 2 . , i (xteh)-f(x)
c'est-a-dire la quantité, si elle existe : lim flx+eh)-flx , on mon-
€>0,¢€10 €

tre facilement que sous 1l'hypothése faite & la PROPOSITION 2 , pour tout
g E L(EIaIP) r E(g) = L.P(Olg) - B

3. Application transposée d'un vecteur aléatoire linéaire.

Par extension de la DEFINITION 1 , on appellera "vecteur aléatoire

linéaire" sur I'E.V,P. (E,Q,P) toute (classe d'équivalence d'une) applica-
tion U & valeurs dans un E.V.M.,S, (El,al) gui soit mesurable, définie

et linéaire sur un sous-espace vectoriel mesurable EU , de probabilité 1

. -1
de E . Soit P1 =PolU la loi de probabilité de U sur (E

alors P, [U(E )] = P[u’l(u(EU)] =1

1,al) ;

Comme pour les v.,a.r. on définira la "tribu engendrée par la

classe d'équivalence de U" , comme étant la plus petite sous-tribu
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de (@ rendant mesurable chaque version de U

PROPOSITION 3. - Il existe une application linéaire unique, 1:U d

L(E1 'al'Pl) dans L(E,Q,P) continue pour la topologie de la convergence

en probabilité sur ces espaces telle que pour tout

51 € L(E1 'al'Pl) ' tU(El) = §1°U et que l'on appellera "application trans-

bosée du vecteur aléatoire linéaire U"

En effet, soit f1 €£(E1,01,P1) une v.,a.r.l. sur (El,al,Pl) :

fl oU est une fonctionnelle mesurable et linéaire lorsqu'elle est définie,
c'est-a-dire, en notant Ef le domaine de définition de fl dans E,
sur l'ensemble : {x€E : U(x)GEfl} = U—I(Efl) ; mais P[U—l(Efl)] = Pl(Efl) =1
donc f1°U €£(E,Q,P) . Soit. maintenant f'1 ap'partenant a 1:’:1 classe d'équi-
valence' de f, i alors Pl{fl#fl} =0 = P[u‘l{fl;éfl}] = P{flou;éflou} ,
donc flo U appartient & la classe d'équivalence de f1 ° U ; par conséquent,
pour tout gl € L(El,al,Pl) , §1°U @ un sens et définit un élément unique
de L(E,Q,P) noté tU(E,l) et l'application linéaire tU de 'L(Bl ,al,Pl)
dans L(E,Q,P) ainsi définie est unique. Elle est continue pour la topolo-
gie de la convergence en probabilité sur ces deux espaces puisque si

P 1 1 1 .1
gt ZLoel, ators, ve>0 pilet.u-el. up>s) =P (|e -8 |>8}— 0
n n n N—w

donc tU(%:‘) l—P—> tU(%l) .

4. Propriétés projectives.

Soit F(L) la famille des sous-espaces vectoriels de dimension finie
de L(E,@,P) . Si N € %(L) et si [%1,...,§n} est une base de N , le
n-uplet gN = (gl,...,gn) définit un vecteur aléatoire lindaire sur (E,a,P)
On peut identifier I'espace L(Rn,ﬁ(Rn) . Po ;!,I:Il) a r" d'aprés la
REMARQUE 4, et si o = (a;,...,0 ) €R" on a :

n
th(a) = j2=31 o §j =0 ° %N :
Ce qui montre que th est un isomorphisme de L(Rn,ﬂ(Rn) . Po g'l\ll) sur N ,
Soit maintenant QN la sous-tribu de @ engendrée par gN , i1
est clair que Q, = v Gy Puisque L(E,@,F) = U N . Alors, en notant

NeZF(L) NeF(L)
plus généralement E.., I'espace euclidien dac walames 4. @
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PROPOSITION 4., - Il existe un systéme projectif d'E.V.P. de dimension finie

-1
(EN'mEN) (Pof N)NE%(L)

qui détermine entidrement 1'E.V.P. affaibli (E’GL’PQ )
L

REMARQUE 7. - Cela signifie que la transformée de FOURIER 29 [resp. la

transformée de LAPLACE réelle L la fonction cumulante CP] de I'E.V.P.

P s
(E,a,P) est entiérement déterminée par ses valeurs sur les sous-espaces

vectoriels de dimension finie N de L(E,a,P) [resp. sur les convexes

D(E,a,P)n N] et que, pour la transformée de FOURIER par exemple,

. 2. -
si g N, @P(g) = J’ elg dP = I el éNl(g) dP o %;11 . |
E EN

5. Variables aléatoires réelles gquadratiques.

Sur I'E.V.M.S. (E,@) une forme quadratique mesurable est une

application mesurable g de (E,a) dans (R,8(R)) telle que :

i-qlox) = qzq(x) pour tout réel o ,
ii - 1'application (x,y)t—»% lalx+y) -alx)-aly)] ; x,y €E ,

soit une forme bilinéaire (symétrique) sur E x E .

Sur I'E.V.P, (E,Q.P) , si une suite {qn} . de formes quadra-
n
tiques mesurables converge presque-s@Grement simplement vers une fonction-
nelle q , celle-ci est mesurable et définie sur un sous-ensemble de proba-

bilit¢ 1 de E sur lequel elle vérifie (i)

Soit alors ®(ExXE, a®G, P®P) l'ensemble des fonctionnelles f

définies sur un sous-espace de la forme Efx Ef de EX E sur lequel f

est une forme bilinéaire symétrique mesurable, ou Ef est un sous-espace

vectoriel mesurable de probabilité 1 de E

DEFINITION 7. - On_appellera "variable aléatoire réelle quadratique" (v.a.r.

sur I'E.V.P. (E,2,P) toute fonctionnelle mesurable g telle que




- 63 -

q(x) = f(x,x) , x €E, pour un &lément f de 8®(EXE, a®Q,P®P)

f

L'ensemble 2(E,Q,P) des v.a.r.q. définies seulement presque-
partout n'est pas en général un espace vectoriel, mais l'ensemble des classes

d'équivalence de v.,a.r.q. est un espace vectoriel que !'on notera Q(E,Q,P).

Comme pour le dual d*un E.V.P. on a :

PROPOSITION 5. = Q(E,d,P) est un sous-espace vectoriel fermé de LO(E,a,P)
et Q(E,a,P)n Lp(E,a,P) est_un sous-espace vectoriel fermé de Lp(E,G,P) s

1Sp<oo

La démonstration est la méme que celle de la PROPOSITION 1, =

Le but de ce qul suit est d'expliciter le lien entre v.a.r.q. et

application quadratique.

Soient XE I'application quadratique de E dans EZQ définie par

xE(x) =x®x , x€E (cf.CHAPITRE I, §3, n°3), a2X la plus grande tribu

g2©

sur rendant cette application mesurable et PXE = Po x—l la loi de

E
probabilité du vecteur aléatoire alnsi défini sur (E,a,P)

S(EZG, aZX 2X

Notons , Py} le sous-ensemble de £(E2®,a
XE

' PXE)
constitué des v.a.r.l. u définles sur un sous-espace vectoriel de E2©
de la forme Eu2® ou Eu désigne un sous-espace vectoriel de probabilité
1 de E et i(EZG,QZX, PXE) I'espace vectoriel de leurs classes de

PXE—équivalence .

PROPOSITION 6. - Il existe un isomorphisme de L(EZG,OZX, P
Q(E.Q,P) .

XE) sur

Considérons en effet 1'application j définie sur E(EZO,QZX,PXE)
par j(u) = u °XE . Elle est & valeurs dans I'ensemble 2(E,a,P) puisque
la fonction u oXE est mesurable et définie sur 1'ensemble
{x€E : xE(x) € EUZO] qui est un sous-espace de probabilité 1 de E sur

lequel elle vérifie la condition (1) ci-dessus ; de plus l'application

(x,¥) |~ —ie fuo XE(X+y) ~uo xE(X)—u ° xE(y)] = u{xOy); x,y € E,
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est une forme bilinéaire symétrique définie sur le sous-espace Eu X Eu de

Ex E
On vérifie aisément que si uy et u, sont deux éléments de
% 0l®  2¥% , . , —
EE"T,a™ ", PXB) , ](u1+u2) = J(ul) +](u2) en prenant Eu +y Eu ﬂEu
1 72 1 2
Si gqe€?2(,q,P) , il existe u eE(EZG,a‘ZX,PXE) tel que q = uoX, ;
n n
il suffit de poser u('E )\i X1®Xi) = .E Xi q(xi) : )\i €ER , X, EEq ,
i=1 - i=l
i =1,.,.,n, pour constater que u est linéaire mesurable définie sur le
sous-espace que de E2® de PXE—probabilité 1 . Ceci montre que j

est surjective.

Enfin il est clair que si u OXE est nulle sur son domaine de défi-
nition u 1l'est aussi sur le sien.

Par conséquent 1'application j définit par passage aux quotients

~ 2 2
© a%%,

une application linéaire injective et surjective de L(E Py.) sur
XE

Q(E,a,P) qui est l'isomorphisme annoncé. =

COROLLAIRE 1., - Le produit tensoriel symétrigue L(E,G,P)ze est _isomorphe

d un sous-espace vectoriel de L(EZO,GZX, PXE)

En effet, si %1 et gz sont deux éléments de L(E,Q,P) , en

. L . 2
posant i(%l Oéz) = %1 . %2 on définit une injection linéaire i de L(E,a,P) ©
dans Q(E,a,P) et compte tenu de la proposition, on peut construire un iso-

morphisme de L(E,a,P)ZQ Sur un sous-espace vectoriel de L(Eze,azx, PXE)

De plus on constate que :

COROLLAIRE 2. - Tout élément ( € L(E,(z,P)2® admet une version de la

forme uo XE ol u est une v.a.r.l. unique & une équivalence prés sur

l'E.V.P.(EZG,QZX, PXE) ou Xp &st 1'application guadratique sur E
Ce dernier corollaire, dont nous verrons une illustration au chapitre
suivant, jouera un réle décisif dans une application de la théorie statistique

exposée au CHAPITRE 1IV.
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§ 3. - ESPACES DE HILBERT ASSOCIES A UN ESPACE VECTORIEL PROBABILISE,

Ayant étendu le domaine de définition de la transformée de FOURIER
d'une probabilité définie sur un espace vectoriel mesurable & 'espace vecto-
riel des v.a.r.l. nous pouvons élargir également le cadre d'une théorie clas-
sique (cf. [14]) basée sur les propriétés analytiques de cette fonctionnelle, |
Mais nous pouvons, alors, élaborer une théorie semblable a partir de la
transformée de LAPLACE réelle de 1'E.V.P. qui sera utile dans certains pro-

blémes d'estimation de paramétres en statistique,

Soient (E,@,P) un E.V.P. falble c'est-a-dire tel que @
coincide avec la tribu linéaire QL (cf.DEFINITION 4,§2)-ce que l'on peut
toujours supposer sans restreindre la généralité - et QP et LP les trans-
formées de FOURIER et de LAPLACE de cet E.V.P. définies respectivement sur
son dual L(E,Q,P) et sur le convexe D(E,Q,P) de ce dual.

1. L'espace de HILBERT autoreproduisant associé a la transformée

de FOURIER.

LEMME 1. - La fonction complexe K@P définle sur L(E,Q,P)x L(E,Q,P) par :
K@P(E g') =% (§ '), g,e € L(E,Q,P) _est un -noyau hermitien de type positif. s

Cecl résulte directement de la définition d'un noyau hermitien de
] D
type posltif (3 savoir que : KQP(Q,Q) = KQP(g‘ ,8) et que
'Z‘ )\ j K@P(gl,gj)z 0 quels que soient l'entier n , les nombres complexes
Al""')‘n et les éléments ;1""’§n de L(E,Q,P)) et de la propriété
pour la transformée de FOURIER d'é&tre de type positif sur L(E,Q,P)

LEMME 2. - L'algébre engendrée par les variables aléatoires complexes (v.a.c.)

{eig] sur I'E.V.P. (E,q,P) est dense dans l'espace de HILBERT

geL(E,a,P)

complexe L(E(E,Q,P) constitué des v,a,c. & telles que EP(|Z|2) < o

muni_du produit scalaire : (Z,Z') = EP(Z Z')

I1 suffit de prouver que toute v.a.c. Z¢€ L(g(E,a,P) . orthogonale
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n toy §y
aux v.a.c. de la forme : I e s Qy...,0_ €R , E ,...,E €L(E,q,P)
k=1 1 n 1 k
est nécessairement nulle. Supposons donc que :
n
b2 a 8
E(ei=l 1)1 & =0p
P
et soit an la sous-tribu de @ engendrée par les v.a.r.l. gl,...,én :
alors,
n
i 'El o §j e _
EP(eJ EP (Z))=0,Va1,..,,anR
o Qn = .
ce qui implique que : EP (B =0, P-p.s . Comme @ est la tribu linéaire,
il existe une suite croissante {an}nzl de tribus engendrant @ , alors
Q —
EPn(Z) =0, vn>1 entralne que Z =0 .n

PROPOSITION 1. - ]l existe un espace de HILBERT u(KQP) de fonctionnelles

complexes définies sur L(E,Q,P) tel que :

1°) - Les fonctionnelles KQP(.,Q) = @P(.—%) appartiennent a

H(Kp P) et l'engendrent.

2°) - Si w €UK;,) . 9(E) = <cp,K@P(.,§)>MK@ y + 3EL(E,Q,P) .
P

3°) - La_ transformation p définie par :

2EL,(E,Q,P) , $ELEGD , [,@]E) = E,@Ee')

est une isométrie de l'espace de HILBERT L(g(E,a,P) sur
1'espace de HILBERT H(K@P)

Les 1°) et 2°) constituent un théoréme fondamental de ARONSZAJN
(cf. [22], par ex.) concernant l'espace de HILBERT autoreproduisant associé
a un noyau hermitien de type positif, ils résultent du LEMME 1. Le 3°)
résulte des 1°) et 2°) et du LEMME 2 et de la remarque que :
) () = Keple 8 .

TP(e

On peut donc étendre a ce cadre général, la théorie exposée dans
147 qui est basée sur ces résultats. En ce qui nous concerne nous utili-

serons cette proposition pour établir une caractérisation intéressante de
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I'équivalence de deux probabilités sur un E.V.M,

PROPOSITION 2. - Soit P une probabilité sur (E,a) , telle que

L(E,Q,P) = L(E,G,P') . Alors, P' est absolument continue par rapport & P

et _di’ € L(E(E,G,P) si et seulement si @Pn ¢ H(K@P) . auquel cas ,

.dP 1
.d_E = T- (3 ),
dp PP
D'aprés 1'hypothése, @P et QP' sont définies sur le méme espace ;
si P'<<P et si, dp GL(g(E,a,P) . TP(@_’) (8) = J‘ eig dp' dp = QP‘ (8) pour
dpP dpP E dp

tout € € L(E,@,P) , ce qul prouve que la condition est nécessaire. Inverse-
-1 C
ment, si QP' € H(KQP) , posons : U = TP (Qp,) dans LZ(E,O,P) : nous avons

donc :
ig g5 .,
(1) Jue™dp = [e”dP' , pour tout & €L(E,a,P)
E E
et en prenant les conjugués des deux membres,

f U eiig dP = f e—.lg dP' , pour tout € € L(E,Q,P)
E ' E

ce qul est équivalent a :

(2) I—U‘elg dp =f eigdP' . pour tout & € L(E,Q,P) :
E E

En retranchant (2) de (1) on obtlent : [ w-O)e'®ap =0 , ve ¢ L(E,Q,P
en utllisant le méme argument que pour la démonstratFon du LEMME 2 , ceci
lmplique que U =0T » Ce qui montre que U est une v.a.r. Posons alors :

UA'~ = Sup(U,0) et nU- = -inf(U,0) . Pour tout & € L(E,Q,P) , on a donc :

(3) J‘Uelgdp = [ e!® ap
E E

en particulier pour & =0 , J'UdP = ‘fU+dP - J‘U-dP = _f dP* =1
E E E E

+ + +
on peut poser : ¢ = ‘fU dP >0 et pour tout A€Q , P (A) ='1‘:—IU dP et
E A
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P (A) =—i— [f U dP+P'(A)] . Alors pour tout £ € L(E,Q,P) , on a, d'aprés (3) :
A

€ o, _ 1. + if St
L [eap =—EjEu e ?dp - —=[U"e'"ap

c
E E

= [ eFap” - J &% ap” +—% jeig dp'
E

E E
+ -
d'ou: §P+ = éP_ et d'aprés 1l'unicité de la transformée de FOURIER, P = P
+ P
c'est-a-dire que pour tout A€Q , P'(A) = [U'dP- [U” dP = [uaP ,
4P A A A

donc P' << P et =U € L(g(E,a,P) par définition de U . =

dp

2. L'espace de HILBERT autoreproduisant associé a la transformée

de LAPLACE réelle.

On peut obtenir dss résultats analogues & partir de la transformée
de LAPLACE réelle & condition toutefois d'apporter quelques restrictions puis-

que celle-ci n'est pas définie partout sur L(E,Q,P)

LEMME 3. - La fonction complexe K]];P définie sur D(E,Q,P) x D(E,Q,P)

par : Kip(%,%l) =L (§+§) ; 8, £ €D(E,a,P) est un novau symétrique de

P 2
type positif.
En effet, soient Xl,...,ln des réels et %l,...,én des éléments
de D(E,q,P)
s AL A Kl(g g)*r}\k)\L(gi+gj)— (nl%)ZdPZO
L Ahy R GpE) = T Ly =] (D e

P o=

i,j=1

+
remarquons que LP(EZ—E) est bien défini puisque D(E,Q,P) est convexe.m

PROPOSITION 3. - Si l'origine de L(E,Q@,P) est un point interne du convexe

D(E,a,P) l'espace vectoriel engendré par la famille de v.a.r.

n *5i .
2 .
{_]':rle ;n=1,E,...,8 €D(EQ,P) , Mseeoh €R '1"2’1 A, &, €D(E,Q,P)]
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est dense dans LZ(E,Q,P) . (on ne peut pas parler d'algébre engendrée

comme au LEMME 2),

En effet, il suffit de montrer que toute v.a.r, orthogonale & toutes

les v.a.r, de la famille est fdentiquement nulle. Soit donc X ¢ L2 (E,a,P)

telle que :

n

L oA By ,
J‘Xe1=1 2 dP=0,vn21 lglp---rgnED(Elo‘lP):)\ll-'-r)\neR:

E
E)\l Ei € D(E,Q,P) .

Soient N le sous-espace vectoriel de L(E,Q,P) engendré par

les v.,a.r.l. B .,%n a la sous-tribu de @ engendrée par ces (classes

) N

d'équivalence de) v.a.r.l. et §N le vecteur aléatoire linéaire sur (E,Q,P)

a valeurs dans (Rn,B(Rn)) défini par : %N = (51,...,§n) dont la loi de
probabilité sera no_tée PgN . On peut toujours supposer que
L(Rn,ﬁ(Rn),PgN) = Rn(cf, REMARQUE 4 ,§2), Alors, 1'application transposée

de %N(cf. §2,n°3) de R" dans L(E,Q,P) est comme au §2, n°4 définie par :
n t n n
A= (kl,...,ln) €ER , EN()\) = 1Z=)1 )'i Si et est un isomorphisme de R

sur N et donc 1'hypothése est que :

NS t -1 n _.on n
[ xe dP =0, VA € ¢ (D(E,a,P)N N) = D(R",B(R ) PgJERT

E

cecli implique que ;

e, )
[E (e dP =0 , V1 € D(Rn,B(Rn),PgN)
E
ou encore :
[ dPg,(t) =0 , vA e% D(Rn,B(Rn),PgN) :

Rn
mals cette hypothése entrafne que f = Q ’ PgN - p.s. dés que
D(Rn,B(Rn),PgN) est d'intérieur non vide dans R" d'aprés un théoréme
connu (cf.[5], p.165).
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Or 0 est un point interne de D(E,Q,P) si et seulement si 1'intersection

de D(E,q,P) avec tout sous-espace vectoriel de dimension finie de L(E,a,P)
est d'intérieur non vide contenant l'origine dans ce sous-espace. Par consé-
guent l'intérieur de D(Rn,ﬁ.(Rn),PgN) image réciproque de l'intérieur de
D(E,2,P) N N est non vide. On en déduit que : EaN(X) =0 P.,p.S pour

tout élément N de la famille %(L) des sous-espaces vectoriels de dimen-

sion finie de L(E,@,P) comme @ =G = V @., X =0 dans L2(E,G,P) . =
L nexy N

PROPOSITION 4. - Il existe un espace de HILBERT réel H(KIIJP) de fonction-

nelles définies sur D(E,Q,P) tel que :

-+ '
1°) - Les fonctionnelles KIlJ (.,8) =L (-—-——g) appartiennent &
p P 2
H(Ki ) et l'engendrent.
P

2°) - 8i fGHKL) £(%) <f,KL( .8)) . 5 €D(,q,P)

u(KL )

3°) - Si l'origine de L(E,Q,P) est un point interne du convexe

D(E,@,P) , la transformation )\;; définie par

g
X€L,(E,0,P) , §€D(EQP) , Dy]E) =E, (el )
est un isomorphisme de l'espace de HILBERT L (E,a,P) sur

u(KL

Cette proposition résulte de la théorie de ARONSZAJN et de la
PROPOSITION 3, ayant remarqué que

g
1 =5 _ 1
ple?) () =K (.8)

A

REMARQUE 1. - Si D(E,a,P) +D(E,a,P) < D(E,Q,P) il est plus commode
d'utiliser le novyau Ki défini sur D(E,Q@,P) x D(E,a,P) par :

KLP(Q,E') (§+§ ) . ; On pourra alors lui associer l'espace de HILBERZT
autoreprodulsant :ﬁ(KLP) engendré par les fonctionnelles LP(. +E) = KLP(.,,E)

lorsque & parcourt D(E,Q,P) isométrique & un sous-espace fermé de
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LZ(E,G,P) ou a LZ(E,O,P) tout entier si par exemple l'origine de L(E,Q,P)

est un point interne de D(E,Q,P) ; les démonstrations sont les méfnes que

pour Kll_' A

P

REMARQUE 2. - On pourrait énoncer un théoréme d'absolue continuité faisant
intervenir la transformée de LAPLACE réelle ; mais en pratique il ferait double

emploi avec celui énoncé en PROPOSITION 2 . =
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§ 4. - ELEMENTS CARACTERISTIQUES D'UN VECTEUR ALEATOIRE. LOI DES
GRANDS NOMBRES. VALEURS TYPIQUES D'UN ECHANTILLON.

Soient E et F deux espaces vectoriels réels en dualité sépa-
rante pour la forme bilinéaire notée (.,.) sur Ex F , X un vecteur aléa-
toire dans E relativement & cette dualité (cf. CHAPITRE I, §4), défini sur

un espace probabilisé quelccnque et PX sa loi de probabilité sur (E,C(E,F))

Comme tout élément aléatoire X & valeurs dans un E.V.M.S. (E,@) est

un vecteur aléatoire dans E relativement & la dualité séparante entre E

)m m

et (E,a . tout ce qui suit reste valable dans ce cas en prenant F = (E,q)

DEFINITION 1. - On appelle “"fonction caractéristique de X" la transformée

de FOURIER ch de sa loi de probabilité (ou ce qui revient au méme, de sa

loi de probabilité cylindrique (cf. REMARQUE 2, §1)) qui est donc définie par :

= XYy o i, ) _ e it
yEF , cpx(y) = E(e ) J‘Ee dPX(x) ‘fRe dP(X,y) (t) .

on_dira gqu'une suite {Xn}nzl de vecteurs aléatoires dans E relativement

a la dualité entre E et F converge en loi cylindrique vers X si pour tout

yE€F , CPXn(Y)Il-l—;;CPX(Y)

1. Caractéristiques du ler ordre,

DEFINITION 2. - X est dit "scalairement intégrable" si la v.a.r. (X,y)

est intégrable pour tout y &€F . Dans ce cas l'application : y»E({(X,y))

est une forme linéaire sur T ; si elle appartient & E , considéré comme

*
sous-espace vectoriel du dual algébrique F de F (c'est-a-dire, si elle

est continue pour la topologie faible o(F,E)) , elle définit un élément uni-

que E(X) de E que l'on appelle "espérance mathématique de X" . On

dit, alors, gue "X est intégrable" et l'on a : (E(X),y?> = E({X,y)) , pour

tout y€F ; si E(X) =0 on dit que X est centré.

Il existe un grand nombre de théorémes assurant 1'intégrabilité de

X sous des conditions trés générales qui font 1'objet du CHAPITRE I, §2 de
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[1] . Nous retiendrons le suivant qui recouvre déja bon nombre d'applications :

THEOREME 1, - Soit E un espace de FRECHET séparable dont la topologie

est_définie par une suite croissante [pn}nzl de semi-normes. Si X est

un vecteur aléatoire dans (E,B(E)) (ou ce qui revient au méme, relativement

a la dualité entre E et E' d'aprés le THEOREME 4 , CHAPITRE 1 , §2) ,

il est intégrable dés que les v.a.r. pn(X) le sont pour tout n=1 . En par-

ticuller, si E est un espace de BANACH séparable E(X) existe dés que

Xl est une v.a,r. Intégrable.

2. Une loi des grands nombres.

Nous profiterons de ce contexte pour rappeler une loi forte des
grands nombres. (cf, [1], CHAPITRE I, §3 ou [25] qui fait le point sur la

question et donne aussi des lois faibles).

THEOREME 2. - Dans les mé&mes conditions qu'au THEOREME 1 , soit {Xn}n21

une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans (E,8(E)) indépendants et de

méme loi de probabilité. Si E(pn(Xl)) <o pour tout n=1 , il existe un
n
vecteur aléatoire X dans (E,8(E)) tel que Sn =-'1]—Z) X1 converge vers X

bresque sdrement pour la topologie de E quand n-—e, En particulier, si

E est un espace de BANACH séparable et si E|| Xl” <= , alors

"Sn-—E(Xl)ll—>0 p.s. quand n—o ,

3. Caractéristiques du 2e ordre.

DEFINITION 3. - Dans les méme conditions qu'aux DEFINITIONS 1 et 2 ,

X est dit "scalairement de carré intégrable" si la v.a.r. (X,y)> est de car-

ré_intégrable pour tout y € F , Dans ce cas, l'application :

(v, ¥ ) —E(X-E(X),y) (X-E(X),y")) = E[{(X-E(X) ® (X-E(X)),y®y') ]

est une forme bilinéaire symétrique sur F x F , donc un élément du dual

*
algébrique (FZO) de FZO noté I\X

faible de X" . On. appellera souvent "variance de X" la forme quadratiqgue

et que l'on appellera “covariance
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positive sur F associée & la forme bilinéaire précédente,

Q :ya-—>E(<X,y>2) , YEF

X

Il est rare en pratique que A appartienne & l'espace vectoriel

X
2 .
E © sauf évidemment, si E est de dimension finie, auquel cas AX s'iden~

tifie & la matrice de covariance de X : E[(X—E(X).t(X—E(X))] . Cela revient a

dire, compte tenu du CHAPITRE I, §3, n°3 que le vecteur aldatoire

XE(X—E(X)) dans E2® relativement & la dualité entre E2® et ].:‘2(D

est
rarement intégrable au sens de la DEFINITION 2. On peut cependant apporter

qguelques précisions sur A\ dans un cas assez général :

X

PROPOSITION 1. - Soient E un espace de FRECHET séparable dont la topo-

logie est définie par une famille {pn}rlzl de semi-normes, et X un vec-

teur aléatoire dans (E,8(E)) . Si pn(X).pm(X) est une v.a.r, intégrable quels

que sojent n et m=z21 , 'a covariance faible AX appartient au produit
tensoriel symétrique projectii complété EZ(D de E par lui-méme.

En effet, X est intégrable d'aprés le THEOREME 1, puisque
[pn(x)]2 et donc pn(X) est une v.a,r. intégrable pour tout n =1 : donc
E(X) existe dans E et on peut supposer, pour simplifier, que EX) =0

sans se restreindre.

On sait, {cf.[31], p.94, par exemple) que la topologie projective

sur E®E peut étre définie par la famille {pn® pm} de semi-normes,

nz1
mz1
~ . ® ' = ' . ¢ . ®

ob : p_ pm(x®x) pn(x).pm(x), x,x €E , elle fait donc de E®E un

E.V.T.L.C.S. métrisable et séparable et le produit tensoriel projectif complé-

-

t¢ E®E est donc lui-méme un espace de FRECHET séparable.

On peut maintenant considérer XE(X) = X® X comme un vecteur
aléatoire & valeurs dans (E® E,R(E®E)) = (E®E,C(E®E,.(E®E)') ou encore,
compte tenu de la PROPOSITION 2, CHAPITRE I, §3 dans (EéE,C(Eé.E,EI®I'3l))
c'est-&-dire comme un vecteur aléatoire dans E® E relativement & la dua-

lité entre E®E et E ®E . En appliquant le THEOREME 1, les hypothdses
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impliquent que ce vecteur aléatoire est intégrable ; il existe donc un &lément
E(X®X) de EgE (I'espérance mathématique de X® X) tel que

(E(X®X),u) = E({(X®X,u)) quel que soit u€E ®E en notant encore (.,.)
la forme bilinéaire mettant E® E et E®F en dualité, E(X®X) est, par
définition identifié 3 la forme linéaire : u F=E({(X®X,u)) sur E"® E qui

n'est autre que la covariance faible A du vecteur scalairement de carré

X
intégrable X . Enfin il est clair que le tenseur E(X®X) = I\X est symétrique
et appartient par conséquent & l'espace E E) E = EZ(9 . n

Nous verrons une illustration de cette proposition dans le chapitre
sulvant,

Comme cas particulier, si E est un espace de BANACH séparable,
la condition de la proposition se raméne a E(||Xl|2)<co . Et compte tenu de
I'isomorphisme décrit au CHAPITRE I, §3, n°1,c) on retrouve un théoréme clas-

sique dans le cas d'un espace de HILBERT séparable (cf. (331, p.14) :

COROLIAIRE. - Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans un espace de

HILBERT réel séparable H tel que E(HXHZ) < , Alors sa covariance faible

2
A, _est un opérateur nucléaire auto-adjoint de H et Tr(l\X) = E(||x|| %)

4. Valeurs typiques d'un échantillon.

Considérons une structure statistique vectorielle d'échantillon de
taille n : (E,G,P)n correspondant aux observations indépendantes XjreoasX

de X dans E

n

On définit comme d'habitude, la loi de probabilité empirique associée
a cet échantillon par la probabilité : Pn =L _}51 6’(1 sur (E,Q) .

s

X,y
1 i=1 1

Pour tout vy € (E,a)™ . fE(x,y) dPn(x) =1 é <Xi'Y> = (*rll—

ce qui montre qu'un vecteur aléatoire dans (E,@) de loi Pn est intégrable,

On appelle son espérance mathématique : % =-1r-l-£ x1 € E , la"moyenne empi-
i=1

riqgue_de 1'échantillon”.
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Pour tous vy, y' € (E,a)m . f (x-X, y)(x—x,y')dPn(x)
E

=4 LG Ry = (D R e (B, yeyD)

NINE
=

1 1

ce qui montre que la covariance faible d'un vecteur aléatoire dans (E,Q)

) 2 1 n — —
de loi Pn s'identifie & 1'élément : s =72 (xi—x)® (xi—x) de EZO qu'on
i=1
appellera "covariance empirique de 1'échantillon".

On verra au chapitre suivant que le théoréme de FISHER concernant
P —_ — 2 .
'indépendance des statistiques X et s sur une structure gaussienne

s'étend en dimension quelconque.

REMARQUE 1, - Il existe une théorie récente (cf, [32]) qui définit la notion
de fonction de répartition d'une loi de probabilité sur un espace vectoriel
ordonné et étudie ses propriétés et notamment dans quelle mesure elle est
caractéristique de cette probabilité . Partant , on peut définir la fonction

de répartition empirique associée a un échantillon d'observations vectorielles
trés générales, et l'auteur généralise les théorédmes de KOLMOGOROV-SMIRNOV
et de GLIVENKO-CANTELLI dans le cas ol les observations appartiennent &

un espace métrique séparable ce qui conduit & une extension du domaine

d'application des tests d'adéquation classiques. u
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CHAPITRE III

LA LOI DE WISHART GENERALISEE
ET AUTRES LOIS DE PROBABILITE USUELLES
DE VECTEURS ALEATOIRES DE DIMENSION QUELCONQUE.

Ce chapitre est consacré & 1'étude des principaux types de lois de
probabilité qui peuvent servir & la construction de structures statistiques
vectorielles de dimension Infinie. On construit ainsi des E.V.P. pour lesquels
on illustre les notions étudiées au chapitre précédent, notamment celles qui

concernent leur dual.

La plus Importante, & cause de ses nombreuses applications, est
la loi Normale et certaines de ses particularisations ; 1'exposé se limite
toutefols & la présentation, dans le langage adopté jusque-la, des définitions

et propriétés les plus générales qui seront utilisées dans la suite.

L'apport le plus important de ce chapitre est constitué par une ex-
tension en dimension Infinie de la loi de WISHART qui se rattache directement
a la loi Normale. Elle fournit en outre des résultats utiles & 1'étude de for-
mes quadratiques de certaines f.a.r. gaussiennes décentrées ce qui permet
d'améliorer certains résultats concernant des problémes de tests d'adéquation
en statistique classique et d'envisager la construction de tests pour la

moyenne d'une f.a.r. gaussienne.

Les autres lois de probabilité sont plus précisément définies sur
des espaces vectoriels de mesures. On étudie ainsi une extension de la loi
Multinomiale, une loi de POISSON, une loi de DIRICHLET en indiquant pour

chacune d'entre elles leur domalne d'application en statistique.
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§1. - LOI NORMALE ET VECTEURS ALEATOIRES GAUSSIENS.

Soient E et F deux espaces vectoriels réels mis en dualité

séparante par une forme bilinéaire (.,.) sur EXF

DEFINITION 1. - Un _vecteur aléatoire X dans E , relativement 3 la dua-

lité entre E et F est dit "gaussien" si pour tout y€F , la v,a.r.

(X,y) , définie sur le méme espace probabilisé, est gaussienne. Un vec-

teur aléatoire X , & valeurs dans un E.V.M.S. (E,0) est dit "gaussien",

. e o m
s'il est gaussien relativement & la dualité séparante entre E et (E,@) .

L'étude des vecteurs aléatoires gaussiens, essentiellement de leur
loi de probabilité, nécessite impérativement la considération de la notion

de probabilité cylindrique gaussienne.

1. Probabilités cylindriques gaussiennes.

THEOREME 1, - Pour tout élément xo € E et toute forme gquadratique posi-
tive Q définie sur F , il existe une probabilité cylindrique unique sur
E relativement & la dualité entre E et F , notée YXo 0 dont la
transformée de FOURIER est :
. 1
YEF , o (y) = exp{1<xo,y> -5 QW) .

Yxo,Q

Ce théoréme résulte du THEOREME 3, CHAPITRE II, §1 ., ®

DEFINITION 2. - On_appelle Yx la "probabilité cylindrique- gaussienne

0,Q
sur E relativement & la dualité entre E et F de moyenne XOEE et

de variance, la forme quadratique positive Q sur F" , On dit qu'elle

est centrée si Xo =0

Les termes de moyenne et de variance constituent des abus de lan-
gage puisqu'ils ne sont pas habituellement définis pour une probabilité cy-
lindrique, ils sont cependant justifiés par le théoréme suivant et ses con-

séquences
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THEOREME 2, - Soient E1 et P1 deux autres espaces vectoriels réels
en_dualité séparante et u , une application linéaire de E dans E1 con-

tinue pour les topologies faibles o(E,F) et U(El’Fl) . Alors, 1'image

par u de la probabilité cylindrique gaussiznne est la probabilité

"%o,0Q

sur E relativement & la dualité

cylindrique gaussienne : t
194 q g YU(XO), Qo u =+ 1

entre El et F1 .
Cela résulte directement du calcul de la transformée de FOURIER

de la probabilité cylindrique image u (Yxo Q)

En prenant, en particulier pour u les applications canoniques M

de E sur E/M quand M parcourt W(E,F) (notations du CHAPITRE I, §2) ,

o,Q)M)MEWl(E,P)
constitué d'E.V.M.S. de dimension finie, munis respectivement de la proba-

on constate que le systdme projectif (E/M,B(E/M), (v, est

bilité gaussienne de moyenne nM(xo) et de variance la forme quadratique
positive : QM = QotnM sur M® (en identifiant (E/M)' a M° par

t .
1'Isomorphisme nM) . Par suite, pour tout y €F , 1l'image de Yxo 0

par la forme linéalire faiblement continue : x+=(x,y) sur E est la loi
Normale : N((xo,y),Q(y)) sur (R,B(R)) . Inversement, on peut montrer

(cf. [8],p.78) :

THEOREME 3. - Soit u = (“M)MEWI(E F) une probabilité cylindrique sur E ,

relativement a la dualité entre FE et F . Si pour tout y€F , 1'image

de u par la forme lindaire xp+{x,y) , x €E , est une probabilité gaus-

sienne sur (R,8(R)) alors p est une probabilité cylindrique gaussienne.

DEFINITION 3. - Soit H un espace de HILBERT réel séparable ; on appelle

"probabilité cylindrigque gaussienne canonique sur H" , la probabilité cy-

lindrique gaussienne centrée Y-O I "2 sur H relativement 3 la dualité

entre H et H' identifié a H , dIg: variance la forme quadratique

2
y—lyll; sur H.

C'est évidemment la probabilité cylindrique donnée & 1'EXEMPLE 2,
CHAPITRE II, §1. Bien que n'induisant pas une probabilité sur (H,B8(H))
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si H est de dimension infinie, elle joue un r6le fondamental dans la
construction de probabilités gaussiennes. A titre d'exemple on peut déja

citer le théoréme classique (cf. [81,p.93) :

THEOREME 4., - Soit A un opérateur linéaire continu dans H , la proba-
= A(

bilité cvlindrique gaussienne centrée : Y ) , image

0, I"2(.))|

2

.
o 0012

de la probabilité cvlindrique gaussienne canonique sur H , induit une pro-

babilité sur (H,C(H,H)) = (H,B(H)) si et seulement si H est un opéra-
teur de HILBERT-SCHMIDT.

2. Probabilités et vecteurs gaussiens. Loi Normale.

DEFINITION 4. - Une probabilité P définie sur 1'espace vectoriel faible-

ment mesurable (E,C(E,F)) est dite "gaussienne" si la probabilité cylin-

drique P = (PM)MEWZ(E,F) qui lui est associée est gaussienne. Une pro-

babilité P définie sur un E.V.M.S5. (E,Q) est dite "gaussienne, si

elle est gaussienne sur I'E.V._M.S. affaibli (E,C(E,(E,a)m)) ; dans ce cas,

I'E.V.P. (E,@,P) sera appelé "“espace vectoriel probabilisé gaussien" (E.V.P.G

Compte tenu de la DEFINITION 1 et du THEOREME 3 , un vecteur
aléatoire X dans E , relativement & la dualité entre E et F , est
gaussien si sa loi de probabilité PX est gaussienne,

DEFINITION 5. - Pour un &lément m € E et une forme quadratique positive

Q sur F on dira que X suit la loi Normale sur E de moyenne m et

de variance Q , ce que l'on notera : XNNE F(m,Q) si sa fonction carac-
’

téristique est :

X,y

yE€F , o.ly) = Els ) = exp(i{m,y) - *%Q(y)) .

Un calcul classique montre en effet que pour tout entier n=0 et pour

tout vy €F on a :



T &5=)
B Om ) ™) = [ [Gem, ) [P dpy G0 = =2 V2 g2
E T (3
E(X-m,y)?") = Lol o()n
2 n!
E((X—m,y>2n+1)= 0 ;

ce qul implique que X est Intégrable et que E(X) = m d'une part, et
que X est scalairement de carré intégrable et que sa variance est :
Qly) = E((X—m,y)z) + YE&€F . au sens des définitions du CHAPITRE 1, §4,

d'autre part.

EXEMPLE 1, - Soient T un ensemble et (Xt)tET une fonction aléatoire

réelle gaussienne sur T , définie sur un espace probabilisé (Q,%,P) , de

moyenne la fonction m = {m(t))tET et de fonction de covariance
k(s,t) = E[(X(s)-m(s)) (X(t)-m(t))] , (s,t) €T x T .

On a vu au CHAPITRE I, §4, EXEMPLE 1, qu'une f.a.r. définit un vecteur
aléatoire X dans E = RT relativement & la dualité entre E et
F= 3% R, (Rt =R , Vt €T) c'est-a-dire dans I'E,.V.M.S.

tér t
(RT, ® 8(R)) = (E,C(E,F)) ; les fonctionnelles d'évaluation 6 s x—-x(t) ,
teT
formant une base de F , la formule : Q (> >\ 6t) = 2 A xj k(t )
16] IxI

1 fini, définit une forme quadratique positive Qk sur F et il est clair

que : X /\'NE,F(m'Qk)

EXEMPLE 2. - Des hypothéses supplémentaires sur les trajectoires de la

f.a.r. gaussienne précédente permettent de Fréciser que 1'élément aléatoire
X qu'elle définit est & valeurs dans un sous-espace vectoriel mesurable

de RT : Reprenant I'EXEMPLE 2 du CHAPITRE I, §4, ot T est un espace
métrique O-compact , si m est continue sur T et si k est continue
sur Tx T et vérifie certaines hypothéses (cf. (27 1), on peut montrer que
la f.a.r. (X)

tteT
I'a remarqué dans cet exemple 1'é1ément aléatoire X qui lui est associé

est p.s. A trajectoires continues sur T et, comme on

teT

[4
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est a valeurs dans l'espace de FRECHET séparable E = C(T) relativement

a la dualité entre cet espace et l'espace F = MC(T) (notations de
I'EXEMPLE 2, CHAPITRE I, §2) , ou ce qui revient au méme, dans 1I'E.V.M.S,
(C(T),8[C(T)]) . La forme quadratique Qk définie & I'EXEMPLE 1, se pro-
longe en une forme quadratique Qk sur MC(T) , telle que, pour

v € MC(T) , (NDk(v) = ‘” k(s,t) dv(s) dv(t) , de sorte que :
~ TIxT

(m,Q, ) , et a pour fonction caractéristique :

. 1
oy (V) = exp{i J‘Tm(t) dv (t) -—Z—ﬁTXTk(s,t) dv(s) dv(t)} ; v eM (T) . (1)

Inversement, si P est une probabilité gaussienne sur
(C(T),8[C(T)]) , si l'on note 61: la mesure de DIRAC au point t €T ,

dans MC(T) , en posant :

m(t) = f (x,6t>dP(x) = J‘ .fx(s) dét(s) dP(x) =‘rC(T)X(t) dP(x) ,t€T ;

C(T) C(T) T
k(s/t) = [ (x,6) (x,8) dP(x) - m(s) m(t) (2)
cr °

= [  x(s)x(t) dP(x) - m(s)m(t) , (s,t) €Tx T ,
C(T)
la transformée de FOURIER de P est donnée par la formule (1) ; (ef. [27]) .
Les deux fonctions m et k déterminent entidrement la probabilité gaus-
sienne P ; ce sont respectivement la moyenne et la fonction de covariance
de la f.a.r. gaussienne (Xt)tET sur T , définie sur l'espace probabilisé
(C(T),s[C(T)],P) par : Xt(x) = <X’6t>' , XEC(T) , t €T ; le vecteur aléa-

toire gaussien qui lui est associé est l'application identique sur cet espace

probabilisé, ®

On appellera "Structure statistique gaussienne", une structure sta-

tistique vectorielle (E,Q,P) ol £ est une famille de lois de probabilité

gaussiennes sur (E,Q) . On en verra de nombreux exemples.

3. Quelques résultats fondamentaux sur les probabilités gaussiennes.,
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Compte tenu de ce qui précéde, on étudie maintenant plus précisé-
ment les probabilités gaussiennes sans faire référence aux vecteurs aléatoi-
res dont elles peuvent constituer la loi de probabilité. Cette étude consiste
a rappeler quelques résultats fondamentaux de la théorie des probabilités
dans ce domaine, qul sont utiles en statistique et qui concernent notamment
la caractérisation du support d'une probabilité gaussienne, du dual d'un
E.V.P.G. dans des cas suffisamment généraux et des propriétés d'absolue

continuité de probabilités gaussiennes.
a) Support (cf. CHAPITRE II, §1, n°5)

THEOREME 5., - Soient T un ensemble ayant au plus la puissance du con-

tinu et P wune probabilité gaussienne centrée régulidre sur I'E.V.M.S.

(RT,ﬁ(RTI)) bour la topologie de la convergence simple. Alors, le support

de P est la fermeture H(k) dans RT de l'espace de HILBERT autore-'

produisant associé au noyau k défini sur T x T par :

k(s,t) =f x(s) x(t) dP(x) , (s,t) €ETx T .
RT

De plus, H(k) € B(RT) et P[H(K)] =0 sgi et seulement si H(k) est de

dimension infinie,.

THEOREME 6 . - Soient E un espace de 'RECHET séparable et P une

probabilité gaussienne centrée sur (E,B(E)) , de variance la forme guadra-

tique positive Q sur le dual topologique E de E . Il existe un sous-

espace de HILBERT réel séparable H(Q) de E , uniquement déterminé par

Q , tel que l'injection canonique J] de H(Q) dans E soit continue et

transforme la probabilité cylindrique gaussienne canonique sur H(Q) en P

Le support topologique de P est la fermeture H(Q) dans E
De plus, H(Q) € 8(E) et P[H(Q)] =0 si H(Q) est de dimension infinie.

La démonstration, (cf, [27]), établit d'abord le résultat lorsque E
est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de FRECHET C(T) de
I'EXEMPLE 2 ci-dessus : I'espace H(Q) n'est autre, alors, que l'espace
de HILBERT autoreproduisant H(k) associé au noyau k sur Tx T sous-
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jacent a Q soit : k(s,t) = %— [Q(és+6t) - Q(és) - Q(ét)] , (s,t) €T x T .
Le résultat annoncé s'obtient en utilisant 1'isomorphisme qui existe entre
tout espace de FRECHET séparable et un sous-espace vectoriel fermé de
C(T) . 11 implique donc, que l'image par l'injection canonique j de -H(Q)
dans C(T). qui est une application linédaire continue donc continue pour
les topologies faibles o(H(Q),H(Q)) et c(C(T),MC(T)), de la probabilité

cylindrique gaussienne canonique vy est une probabilité cylindri-

0.1l )

que gaussienne sur C(T) relativement & la dualité entre C{T) et MC(T)

qui induit la probabilité P sur (C(T),C(C(T),Mc (™)) = (C(m),slCc(dD .

Ces deux théorémes rassemblent des résultats de B.S. RAJPUT [27]

qui seront utilisés au § suivant. s

REMARQUE 2. - On trouve ici une illustration de 1l'extension en dimension
infinie de la cara.ctérisation du support d'une probabilité au moyen de 1l'ana-
lyse convexe, développée au CHAPITRE II, §1, n°5 . En effet, soit P

une probabilité gaussienne centrée sur (E,B(E)) od E est un E.V.T.L.C.S. ,
de variance la forme quadratique positive Q sur E , continue pour la
topologie de' MACKEY T(E',E) . Un calcul facile montre que la fonction cu-
mulante de P (définie sur E') est : CP =-§—Q, et une théorie classique
(cf. [30]) montre qu'il existe un sous-espace hilbertien H(Q) de E (avec
injection continue), dont on peut voir, d'ailleurs, qu'il coincide avec l'es- °
pace de HILBERT autoréproduisant associé au noyau K sur E x E  véri-
fiant : Q(y) = K(y,y) ., v € E et tel que la polaire é; de cP soit
IZ{(Q) si x € H(Q) et c;(x) =+o sj X¢H(Q)

Une telle fonction s'‘appelle "fonction convexe hilbertienne sur E" . Si

e *oy =L
définie par : c(x) == IBS|

E est un espace de FRECHET séparable, cet espace H(Q) s'identifie
évidemment avec l'espace de HILBERT séparable du THEOREME 6

Nous avons donc : dom(C;) = H(Q) et ce théoréme indique que supp(P) = H(Q
mais comme le support de la probabilité gaussienne réguliére P est un
sous-espace vectorieue_rmé_ de E , on a bien :

Q = conv(Supp(P)) = dom(c;
CHAPITRE II, §1 . En résumé :

) ce qui étend en dimension infinie le THEOREME 4
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PROPOSITION 1. - Sojent E un espace de FRECHET séparable et P une

brobabilité gaussienne centrée sur (E,B(E)) de variance la forme quadrati-

gque positive Q sur le dual topologique E’ de E ., Alors, la fonction

cumulante de P est : cP = %Q » sa polaire est la "fonction convexe
*
hilbertienne" définie par : cP(x) = “X“H(O sl x€H(Q) et

*
cP(x) = 4o  gj de(Q) ou H(Q) est un "sous-espace hilbertien de E"

uniquement déterminé par Q . De plus, le support topologique de P

*
colncide avec la fermeture dans E de dom(CP)

b) Dual d'un espace vectoriel probabilisé gaussien.

Soit (E,O,Po) un E.V.P.G. au sens de la DEFINITION 4 ., Suppo-
sons pour simplifier que Po soit centrée ., La variance
de Po est donc la forme quadratique positive Q définie sur le dual
(E,0)" de I'E.V.M.S. (E,8) par : Q(y) = [ <x,y>2dpo(x) .y € (E,0"

E
Tout élément y de ce dual s'identifie & une v.a.r, gaussienne centrée Y
sur (E,G,PO) et si y,y € (E,a)m ona:Y=Y |, Po-p.s¢=;Q(y-y‘) =
par conséquent, Q définit sur l'espace quotient (E, a)m/P une forme qua-

dratique strictement positive Q dont la forme bilinéaire symétrique associée

K fait de cet espace vectoriel un espace préhilbertien séparé ; c'est un

sous-espace de LZ(E’a'Po) muni de la structure préhilbertienne induite.

Notons H sa fermeture : (E,Q) /P dans L (E,a,pP )- est,
en fait, un espace gaussien sur I'espace probabilisé (E a.,p ) dans la
terminologie de [22] - On peut luil associer un espace H(Q) de fonc-
tionnelles définies sur (E,C!)m au moyen de 1'isométrie

vV : ZE€E HL—»hz(y) = E(BY)

La proposition suivante qui caractérise le dual d'un E.V.P.G. sous
des conditions trés générales, nous donne un premier exemple de dual d'u

E.V.P. :

PROPOSITION 2, - Si H(Q)CE ' L(E,O,PO) =H .

On sait, en effet, d'aprés le COROLLAIRE de la PROPOSITION 1,



- 86 -

CHAPITRE II, §2 , que L(E,G,PO) contient la fermeture dans Lz (E,Q,PO)
de l'espace vectoriel (E,G.)m/Po puisque tout élément de cet espace est
une (classe d'équivalence de) v.a.r. de carré intégrable. L'inclusion con-
traire résulte, dans l'hypothése de la proposition, d'un théoréme classique
(cf. [28]),p.146) assurant que toute v.a.r.l. est limite en moyenne quadra-

tique d'une suite de fonctionnelles linéaires mesurables. m

Sous une condition trés générale, le dual d'un E.V.P.G. est donc

constitué de v.a.r. gaussiennes,

Cette condition est vérifiée en particulier sous les hypothéses des
THEOREMES 5 et 6 , ot H(Q) n'est autre que l'espace de HILBERT cons-

truit plus haut ; on en déduit par exemple :

COROLLAIRE. - Si E est un espace de FRECHET séparable et PO une

brobabilité gaussienne centrée, sur (E,8(E)) , le dual de I'E.V.P.G.

(E,ﬁ(E),Po) est constitué des (classes d'équivalence de) v.a.r. qui

sont limites simples presque-sfirement de suites de (classes d'équivalence de)

formes linéaires continues sur E

EXEMPLE 3. - En reprenant 1'EXEMPLE 1 et en supposant m = 0 , le dual
de I'E.V.P.G. : (E,(‘;(E,IF'),NE F(O,Qk)) colncide avec l'espace gaussien de

la f.a.r., gaussienne centrée canonique (£ ) , définie sur cet espace pro-

tt€eT
babilisé par %t(x) = (x,ét,\ , XEE ,t€ET . »

EXEMPLE 4., - En reprenant ce méme exemple, avec ses notations, supposons
de plus que T soit une partie non discréte de R et que la f.a.r. gaus-

sienne (Xt)tET , soit centrée et stationnaire ; on peut alors spécifier la

nature des v.a.r.l, sur I'E.V.P.G. (E,C(E,F),NE F(O’Qk)) : dans cette hypo-
thése, en effet, k(s,t) = B(s-t) , s,t € T et cette fonction d'auto correla-

te |
tion admet la représentation spectrale : B({t) =J‘ ® elt)\P(d)\) , t€T , ou

-0

F désigne la mesure spectrale de la f.,a.r. stationnaire, de plus on a aussi

to | . N .
X(t) =f elt)\é(dk) , t€T , o ¢ désigne une mesure spectrale stochas-

- 00

tique telle que si A,B € 8(R) , E(2(A) $(B)) = F(ANB) . On montre alors
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(cf.[16],p.28) que toute v.a.r.l, € sur I'E.V.P. ci-dessus peut s'iden-

~

tifler & une intégrale par rapport a cette mesure stochastique de la forme :

+ o
g = J‘ ®(X) 8(dr) ou ¢ est un élément de la fermeture dans

L?;(R,B(R),F) de l'espace vectoriel formé de combinaisons linéajres a coef-

ficients réels des fonctions {en)\}tGT . m

Un autre exemple important de v.a.r.l. sera fourni par la caracté-

risation du dual de I'E.V.,P. de WIENER au n° suivant, g

Ayant caractérisé le dual d'un E.V.P.G. on peut spécifier dans ce
contexte les notions qui s'y rapportent introduites au CHAPITRE 1I, §2 . On
supposera remplie la condition de la PROPOSITION 2 :

1°) - La_ transformée de FOURIER de 1I'E.V.P.G. (E,a,PO) est donc,

d'aprés ce qui précéde donnée par :

]

_ 1 2
@Pés) = exp{- = JIgll;) . EELEQ,P) =H

Elle se déduit de la transformée de FOURIER de la probabilité cylindrique
gaussienne canonique sur H(Q) par l'isométrie ¥ de H sur H(Q) soit :

QP = ° ¢

2
o Yo, 1. “H Q)

2°) - La transformée de LAPLACE réelle est donnée par :
' 2
Lp (&) = exp{%ugllH}; §€L(E,Q,P) =H , par suite D(E.a,P)) = LE,Q,P )

et est évidemment d'intérieur algébrique non vide, par suite I'algébre engen-
g
drée par la famille de v.a.r. f{e }§€L(E,0,PO) est dense dans LZ(E,a,PO)
par un argument analogue & celui de la PROPOSITION 3, CHAPITRE 1I, §3
Le noyau Ki est défini sur L(E,Q,P ) x L(E,Q,P ) par :
PO (o] (o]
Ki (€,8) = Lpo(§+§') = exp{ %Hgﬂ'uf{} ; 'espace de HILBERT autorepro-
P

o .
2
duisant associé H(KL ) est engendré par la famille de fonctions
P

{exp (., "%_“"é} sur L(E,@,P ) ; l'application :
S€L(E,Q,P ) ©
2
)\2 : X—Ep (Xeg) est une lsométrie de L,(E,Q,P ) sur li(KI ) ce
P (o] 2 (o] 'PO

qui est un résultat classique (cf. [221, [14])
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3°) -~ Variables aléatoires réelles quadratiques sur 1I'E.V.P.G. (B,G,PO)

Nous utiliserons, en statistique, la propriété suivante et son corol-

laire, les notations étant celles du CHAPITRE II, §2, n°5

~

PROPOSITION 3. - L'espace de HILBERT L(E,O,PO)ZO complété de l'espace

. , 2 . . .
préhilbertien L(E,Q,PO) © est isomorphe & un sous-espace vectoriel de

20 2%

Cette proposition,qui est de méme nature que le COROLLAIRE 1 de
la PROPOSITION 6 CHAPITRE II, §2 , utilise ici la structure hilbertienne de
L(E,Q,PO) . En effet, L(E,G,PO)ZO peut-é&tre identifié & un sous-espace
vectoriel de 1'espace Q(E,G,PO) des v.a.r.q. sur (E,Q,PO) qui est fer-
mé dans L2 (E,G,PO) d'aprés la PROPOSITION 5, CHAPITRE 1I, §2 , il en

sera donc de méme de l'espace de HILBERT L(E,Q,PO)ZO : mais on sait
20 2%
Ia IPO

-~

que Q(E,Q,PO) est isomorphe a L(E ) d'ou le résultat. =

XE

COROLLAIRE., - Tout élément ( € L(E,Q,Po)2® peut s'écrire ( = € oY

E [
ou & est une v.a,r.l, sur 1I'E.V.,P, (EZO,GZX,POXE) et XE est l'applica-

tion guadratique sur E

I1 est probable que 1'espace Q(E,G,PO) des v.a.r.q. au sens_de
la DEFINITION 6 CHAPITRE II, §2 , colincide avec l'espace L(E,G,PO)ZQ ,
la condition H(Q)<C E étant remplie., Cependant le résultat du COROLLAIRE
ci-dessus qui consiste en une représentation des v.a.r. appartenant a l'es-

pace de HILBERT L(.EI,Q,PO)'2® est suffisant pour notre propos. ®

c) Théorémes d'absolue continuité.

Les résultats concernant la propriété d'absolue continuité d'une
probabilité gaussienne par rapport & une autre sont aussi nombreux que va-
riés suivant le contexte dans lequel se placént leurs auteurs, les plus
généraux sont dans [22] ou [28] . Nous envisagerons, en statistique, le

cas ou ces probabilités différent par leur moyenne et le cas ol elles dif-
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férent par leur variance. Dans la présentation que nous en avons faite, ces

théorémes peuvent s'exprimer de la fagon suivante :

Soient (E,2) un E.V.M.S. et Po la probabilité gaussienne cen-
trée de variance la forme quadratique positive Qo sur (E,a)m qui servira
de probabilité de référence. Avec les notations du b), on supposera que la
condition de la PROPOSITI.ON 2 est remplie, soit : H(Qo) C E de sorte que
L(E,Q,PO) =H et que @ colncide avec la tribu lindaire @ (cf. DEFINI-

TION 4, CHAPITRE 1, §2) .

L

THEOREME 7. - Pour tout m € E la probabilité gaussienne de moyenne m

Pm sur (E,Q) est soit équivalente soit étrangére & Po . Pour qu'elle soit

équivalente, il faut et il suffit que m € H(QO) , dalors L(E,a,Pm) = L(E,a,PO)

, dPm T - 2 @2y = exply Hm) - L fjm])2
ol \|;—l est l'isométrie inverse de 1'isométiie § de H sur H(QO) du b)

Remarquons que, sachant que L(E.4,Py) = L(E,Q,PO) , la densité
peut s'obtenir par application de la PROPOSITION 2, CHAPITRE II, §3

THEOREME 8. - Soit P une probabilité gaussienne centrée sur (E,a) , de

variance la forme quadratique positive Q sur (E,a)m . Alors, P est soit

LY

étrangére 3 Po soit équivalente a Po et dans ce cas L(E,q,P) = L(E,a,PO)

et ,
dp . efo
dpov EPO(egQ)
oh ¢ est un élément uniquement déterminé par Q de l'espace de

Q =
HILBERT L(E,G,PO)ZO .

Les conditlons d'équivalence sont données dans [22] , nous n'uti-
liserons ici que la forme de la densité.

On trouve dans [28] ou [16] des spécialisations de ces théorémes

lorsque les probabilités gaussiennes considérées sont les lois de vecteurs
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aléatoires associés a divers types de f.a.r. gaussiennes notamment station-

naires., ®

Structures Statistiques gaussiennes.

Les THEOREMES 7 et 8 impliquent que dans une structure statisti-
que gaussienne, la famille @ est nécessairement constituée de lois de
probabilités équivalentes., Quant aux THEOREMES 5 et 6 . ils impliquent
que l'observation x n'appartient presque-sQrement pas & l'espace de
HILBERT H(Q) quand il est de dimension infinie, ce gqui aura pour consé-
quence l'impossibilité de l'extension en dimension infinie de la plupart des

méthodes classiques de la statistique gaussienne.

4, - La loi de WIENER.

A titre d'illustration de ce qui précéde, nous décrivons maintenant
une loi de probabilité gaussienne particuliére qui intervient trés souvent
dans les applications, Ces rappels, loin d'étre exhaustifs se limitent aux

seuls résultats utilisés dans la suite.

De plus nous nous restreindrons & un intervalle de temps barné,
(0,11 par exemple, ce qui pour les applications statistiques correspond

aux conditions d'observation.

Soit CO [0,1] 1'espace de BANACH séparable des fonctions numé-
riques continues et nulles =an 0 sur l'intervalle [0,1] de R . Son dual
topologique peut s'identifier & l'espace M [0,1] des mesures boréliennes
bornées sur [0,1] ; la forme bilinéaire canonique mettant ces deux espaces

en dualité séparante étant définie par :

1
xECo[O,l] , VEMI[0,1] , (x,v) =J‘ x(t) dv(t)
0

D'aprés le THEOREME 3 et le THEOREME 4 du CHAPITRE I, §2,

on a

c(C_[0,11,M[0,1]) =8(C [0,1]) et (C [0,11,8(C [0,11)™ = M[0,1] .
O (o] (@] (]
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DEFINITION 6. - On appelle "loi de WIENER centrée" la probabilité gaus-
sienne centrée PW sur 1'E.V.M.S. (C0 [0,1],63(0O [0,1])) de variance

la forme quadratique positive QW définie sur M {[0,1] par :

1 1
VEMIo,1], Q ) = [ [ inf(s,t) dv(s) dv(t) .
60 0
On appelle "mouvement brownien standard", toute f.a.r. (X) dé-

t'te{0,1]
finle sur un espace probabilisé quelconque telle que le vecteur aldatoire

X qui lJui est associé suive la loi de WIENER centrée. On appelle "mouve-

ment _brownien standard canonique", le mouvement brownien standard
(gt)te [0.1] défini sur lespéce probabilisé (CO [o,1 ],B(Co [0,1]),PW)
par : %t(x) = (x,6t) , xECO[O,l],t € [0,1] .

Cette probabilité gaussienne, s'lnscrit bien dans le cadre de la

PROPOSITION 2 et 1'on montre :

THEOREME 9. - L'espace de HILBERT H(QW) est constitué des fonctions

X appartenant a3 CO [0,1] , admettant une dérivée x' de carré intégrable

par rapport & la mesure de LEBESGUE sur [0,1] et
2

(C0 [0,1],!3(Co [0,1]),PW) ) soit H , est constitué des intégrales stochas-
tiques de la forme : & =J' £(t) d%t , fELZ( [o.11,8({0,1]),dt) , par_rapport

1,
= [ x%() at . Le dual de I'E,V.P,G,
0

au _mouvement brownien statl)'xdard canonique. L'isométrie ¢"1 de H(QW)
1

sur H étant définle par : x }-—»j' x'(t) d%t , X € H(QW) .
0

Ce théoréme fournit un exemple supplémentaire de dual d'un E.V.P.
il permet aussi de présenter ces intégrales stochastiques & comme des
v.a.r.l. sur 'E.V.P. (C_ [o,ll,ﬁ(co[o,ll,PW) et donc il existe
une version de £ cofncidant avec une fonctionnelle mesurable, définie et
linéalre sur un sous-espace vectoriel de Pw—probabilité 1 de Co [0,1] et
d'aprés le COROLLAIRE de la PROPOSITION 2, on peut considérer une telle
version comme une limite simple PW—p.-—p. de formes linéalres continues

sur CO [0,1]1 (donc d‘éléments de M[0,1]) . «
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La version simplifiée suivante d'un théoréme de GIRSANOV est
d'un usage fréquent dans les applications concernant‘certains modéles

différentiels stochastiques (cf. [231]) .

THEOREME 10. - Il existe une correspondance biunivoque entre 1'ensemble

des fonctions numérigues 6 définies sur [0,1] x CO [0,1] telles que :

a) 6 soit mesurable par rapport & la tribu des parties de

[0,1]x Co [0,1] engendrée par les ensembles de la forme :

{(s,x) : x€A , s2T(x)} od T est un temps d'arrét du mou-

b ' da ' et A un
vement brownien standard canonique (gt)te [0,1] & un

ensemble de la tribu ﬁT du passé par rapport & T - On dit

que 06 est "bjen mesurable" - ,

1
b) f ez(t,x)dt<oo , pour PW—presque tout xECo 0,13,
0
1 1 1 9 5
c) Elexp(] 6deg - 5[ 67dt)} =EM)) =1 ;
0 t 2 0 1

et l'ensemble des probabilités sur (CO [0,1],&)’:1(0O [0,1])) absolument conti-

nues par rapport a PW . Cette correspondance est définie par 1'application
N _ .6
6|-—>Pe ou Pe—Ml.PW.

; En outre, sur 1I'E.V.,P. (CO[O,l],ﬁ(CO[O,I]),Pe) la f.a.r.

(¢ —f 6 ds) est un _mouvement brownien standard.
0 te[0,1]

COROLLAIRE. - La solution d'une équation différentielle stochastique de la

forme :
dXt= a(t) Xtdt + de: , XO =0 ,tef0,1] ou af.) ELZ([O,I],ﬁ([O,I]),dt)

est un mo-vement brownien standard sur un espace proba-

o
et X
et | t)tG (0,11
bilisé quelconque, définit un vecteur aléatoire gaussien (*) sur cet espace

(*) au sens des EXEMPLES 1 et 2 du CHAPITRE I, §4 et de ce §
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probabilisé, & valeurs dans I'E.V.M.S. (C0 [0,1],8(00 [0,11) dont la loi
de probabilité Pa est_équivalente & la lol de WIENER et vérifie :

1 1
TL = el a8, 0z, -4 [ oPw el an .
0

dPW 0

Des hypothéses supplémentaires sur la fonction g . permettent,
le cas échéant dans les applications, de calculer une version de cette den-

sité, on retrouve alors d'anciens théorémes de CAMERON et MARTIN
(cf.[39], par ex.}) . =

Dans cet esprit, donnons un exemple de probabilité gaussienne équi-
valente & la loi de WIENER pour laquelle la densité de RADON-NIKODYM se

calcule explicitement :

Rappelons qu'une fonction de covariance réelle k sur [0,1])x [0,1]
est dite "triangulaire" si elle est de la forme :
ka,b(s’t) = a[min(s,t)].b[max(é,t)] , s,t € [0,1] ot a et b sont deux
fonctions numériques sur [0,1] telles que la fonction numérique _-%— soit
positive et non décroissante sur cet intervalle. Les f.a.r. gaussiennes cen-

trées & covariance triangulalre sont en particuller markoviennes. (cf. [22],p.39) .

une f.a.r, gaussienne

THEOREME 11. - (cf. [38],p.272) Soit X e 10,1]

centrée & covarlance triangulaire ka b ol les fonctions a et b véri-

fient de.plus : a(0) =0 ; b(t)> 0 pour tout t¢€ (0,11 ;a et b sont de

classe C2 et b(t) a'(t) - a(t) b'(t) >0 pour tout te€ [0,1] . Alors cette
f.a.r. détermine un vecteur aléatoire gaussien X 4 valeurs dans lI'E.V.M.S.
(CO [0,1],3(00 {0,11)) dont la loi de probabilité Pa,b
a la loi de WIENER si et seulement si : b(t) a'(t) - a(t) b'(t) =1 , pour tout
t€ [0,1] et a(0) = 0 auquel cas, si x€ CO[O,I] ,

N 1 2
Pab (y =/ b00) exp(L [ oy apxty)
0

b (t
dp b(1) (t)

est équivalente &

L'intégrale intervenant dans la densité s'entend au sens de
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RIEMANN-STIELTJES soit, en I'intégrant par parties, on obtient :

dPalb (X) = 2\V) exp%_l (b"(]_) Xz(l) _fl b"(t) xz(t) dt)g
dP, b(1) 2 b() o b () "

On remarque que cette densité ne dépend que de la fonction b . e
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§2. - LA LOI DE WISHART

DEFINITION 1, - Soit X wun vecteur aléatoire gaussien, On appellera
Loi de WISHART associée & X , la loi de probabilité du vecteur aléatoire

X® X . On_dira gqu'elle est "centrale" ou “non centrale" sulvant que X

est centré ou décentré, dans l'espace vectoriel ol il prend ses valeurs.

La spécification de I'E.V.M.S. (E,Q) dans lequel le vecteur gaué-
sien X prend ses valeurs, détermine 1'ensemble des valeurs possibles du
vecteur aléatoire X® X composée de X et de I'application quadratique
XE sur E . La théorie qui suit repose donc sur les .résultats exposés au
§3 du CHAPITRE I et au §1, n°3 du CHAPITRE II, dont on gardera les nota-

tions,

La loi de WISHART sera entidrement déterminée par sa fonctionnel-
le caractéristique, dont le calcul est le résultat de ce § . Comme pour la
loi Normale 1'étude de cette lol passe par 1'étude de la notion de probabi-
lité cylindrique de WISHART, les résultats de ce § ont été annoncés dans
(35 et [37] .

1. Probabilités cylindriques de WISHART.

DEFINITION 2. - Soient E et F deux espaces vectorlels réels en dualité

séparante. On appellera “probabilité cylindrique de WISHART relativement a

cette dualité”, la probabilité cylindrique sur E2® relativement & la dualité

2 2
séparante entre E © et F © . image par l'application quadratique Xg

~

d'une probabilité cylindrique gaussienne sur E relativement & la dualité

entre E et F

Le bien-fondé de cette définition résulte de la PROPOSITION 1,
CHAPITRE II, §1, n°3 qui assure l'existence et l'unicité d'une telle probabi-
1ité cylindrique. En particulier, compte tenu de la REMARQUE 4, loc.cit., on

posera :
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DEFINITION 3. - Soient H un espace de HILBERT réel séparable et m

un _élément quelconque de H . On appellera "probabilité cylindrique de

WISHART canonique relative & H , & un degré de liberté, de paramétre de

P . . P N » 2 ] Y
décentrage. m" , la probabilité cylindrique sur H © relativement a la

dualité séparante entre cet espace vectoriel et lui-méme : XH(Ym I “2) .
’ ° H

image de la probabilité cylindrigque gaussienne canonique sur H , décentrée

de m , i.e. de transformée de FOURIER Py I “2 = exp{i(m,.)-é—“.\\g}
L] e H

sur H . On la notera : ('l'm;“°“12-1) :

W
H

Dans la suite, on notera Hc l'espace de HILBERT complexe :

H+iH , compléxifié de H

PROPOSITION 1., - La probabilité cylindrique le(l,m;H.H;) a pour trans-
formée de FOURIER :

1)  uen®

-1
(u) AT o T . P
‘ ww(l,r;l‘;n,u;) = dét(L-2iu) 4 exp{i{m,(0-2iu) u(m))Hc} ,

ol dét(l-2iu) désigne la valeur au point 2i du déterminant de FREDHOLM

de l'opérateur auto-adjoint de rang fini u (identifié & un opérateur de HC)

et (ll—Ziu)-—l est l'inverse de l'opérateur (IL-2iu) de H

c

En effet, puisque HZO = UK (notations de la REMARQUE 4,

KG?(HZG)
CHAPITRE II, §1, n°3) il suffit de montrer que 1'égalité (1) est vraie sur

tout sous-espace de dimension finie de H ., Mais d'aprés la construction
de l'image quadratique d'une probabilité cylindrique définie sur un espace

de HILBERT séparable, qui est donnée dans cette remarque, il suffit de vé-

rifier 1'égalité (1) seulement sur tout sous-espace de HZG de la forme :
VZO oh VE€FH) . Or, si VE€FH) , en notant P le projecteur ortho-

\'
onal de H sur V , ( 2) =P 2 est la probabilité gaus-
9 Yo LAE v T By, g2 P 9

sienne sur (V,8(V)) de moyenne Pv(m) et de variance la forme quadrati-

que unité sur V , Le calcul de la transformée de FOURIER

XV [(Ym'“'HIZ-I)V] repose alors sur le théoréme classique :
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THEOREME 1. - (WISHART-JAMES, cf.[5]) . Soit X un vecteur aléatoire

gaussien dans (Rk,B(Rk)) de_moyenne a € Rk de i:natrice de covariance A |,

La matrice aléatoire XutX a valeurs dans l'espace de HILBERT Sk des

matrices carrées symétriques d'ordre k , pour le produit scalaire

(A,B)S = Trace(AB) , a_pour fonction caractéristique :
k

-1 _
UES, . @, (U) = dét(I-2iUN) 7 exp({l.Trace(a‘a.u .(1-2i un)™)

+
et _pour espérance mathématique : (a ta~i‘l\) € Sk (c6ne des matrices = 0) .

Supposons maintenant V de dimenslon k ; en cholisissant une
base orthonormale dans V , cet espace devient isomorphe & Rk et l'espace
de HILBERT VZ(9 (ou l'espace de HILBERT des opérateurs continus auto-
adjoints dans V , muni du produit scalalre (u,v) = Trace(u e v) _est isomé-
trique & l'espace de HILBERT Sk .
En prenant, dans le THEOREME 1 , a = Pv(m) et A =1 on obtient :

20 W T 1
¢ Pxy [(Ym i ”2) ] = dét(n -2ju) expl{ i Trace(Pv(m)®Pv(m)o uo (1-2iu) ~

HV

uev

ou dét(ll-2iu) désigne la valeur au point 24 du.détermlnant de FREDHOILM
~ de l'opérateur (de rang fini) u dans V , associé a la matrice U , qui
cofncide avec le déterminant de la matrice (I-2iU) € ‘Sk +1i Sk ’o

(cf. CHAPITRE 1, §3, n°1l, DEFINITION 5). Comme Pv(m)®Pv(m) = PV (m®m)

(projection orthogonale de m® m € HZO sur VZG) , Nous avons

]

-1
(Pv(m) ® Pv(m) , o (I-2fu) )HZO

Trace(PV(m) ® Pv(m) °y o (ﬂ-Zlu)—l) :

it

H

(m®m , u o(11—21u)_1) 20
: c

il

{m, (Il—Zlu)_l ° u(m))Hc

Ceci montre que la formule (1) est valable sur tout sous-espace

de dimension finie de HZG) de la forme VZG) avec V 6"3-’(H) puisque si

20
u€Ev , (U} =¢ 2, (u) . =
XH(Ym, “ . ”f{) XV [(ym, “ . “H)V]
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PROPOSITION 2. - Dans les mé&mes conditions gu'a la proposition précédente,

il existe une probabilité cylindrique unique \TJH(l,m,H.“IZ{) , sur HZG re-

) 2 \
lativement & la dualité entre H © et H2®A— restriction a ces deux espaces
de la dualité entre l'espace de HILBERT H2® et lui-méme induite par son

pbroduit scalaire - dont la transformée de FOURIER est :

- -1
o)

(2) uen® , CPIBH(I,m,H.Héfu):dét(n_zm) 2 eXp{i(m,(]l—Ziu)—lo u(m) ) )

ou dét(L-2iu) est la valeur au point 2i du déterminant de FREDHOLM

de l'opérateur nucléaire auto-adjoint u de H (identifié & un opérateur

de H)
c

En effet, on constate que la fonction a valeurs complexes (1)

20 est continue pour la topologie projective (induite par

définie sur H
celle de H2®) associé a la topologie de la norme hilbertienne de H

il résulte alors du THEOREME 7 , CHAPITRE I, §3 que cette fonction se
prolonge en une fonction continue sur le produit tensoriel symétrique projec-
tif complété HZ(D et que ce prolongement est défini par l‘équatioh (2)

I1 suffit, pour achever la démonstration, de remarquer que ce prolongement
est encore une fonction complexe, de type po§itif, continue sur les sous-
espaces vectoriels de dimension finie de HZG , prenant la valeur 1 &
l'origine, et d'appliquer le THEOREME 3, CHAPITRE II, §1. I1 est naturel
de noter lEH(l,m,ll.llIZ_I) la probabilité cylindrique ainsi définie puisque sa
transformée de FOURIER est le prolongement de celle de la probabilité cy-
lindrique UJH(l,m,H.HIZ{)et que la dualité entre H>O et lui-méme, n'est

) 2 20
autre que la restriction de la dualité entre H © et H . "

COROLILAIRE. - Soient H un espace de HILBERT réel séparable, n n

entier positif et m

mn des éléments de H . Il existe une probabi-

1, o & o g
. o . g2 - A 12
lité cyilgquue unique le(n,m1 soe ,mn,H HH) [resp. u)H(n,m1 e ,mn,H “H]
sur H relativement 3 la dualité entre H2® et lui-méme
[resg. entre HZO et HZO] que l'on appellera_ "probabilité cvylindrique de

WISHART canonique relative & H ,» @2 n degrés de liberté, de paramétres

de décentrage m

1 ...,mn" dont la transformée de FOURIER est définie par :
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-~

20 20
u€H " fresp.ueH" "], CP (u) 2
oL 2)

!
=}

= dét(l-2iu) 2

-2 10 « =P~ (U)
exp{ij) (m . fu)~ U(m )> } [resp cPuJH(n,ml,...,mn,”.lei) ]

Cette probabilité cylindrique n'‘est autre en effet, que la convolu-
tion des probabilités cylindriques & un degré de liberté
2 A 2
HIIR =1, . 1,m ;|}.
u:H(l,mj,Il [N n [resp. b, ( m ||l

I1 est maintenant facile de construire une probabilité cylindrique
de WISHART relativement & la dualité entre E et F comme celle de la
DEFINITION 2 ., Soit 7 une application linéaire de H dans E contlnue
pour les topologies faibles G(H,H)v et o(E,F) ; nous sommes alors dans
les conditions de la PROPOSITION 2, CHAPITRE II, §1 : m(y ” ”2) est
une probabilité cylindrique gaussienne sur E , relativement é la dualité
entre E et F , d'aprés le THEOREME 2, §1 , Xg n(y A “2) est une
probabilité cylindrique de WISHART relativement 3 cette duallt , elle peut

.20 . 2
donc s'écrire aussi : " o XH(Ym A "2) ou encore : T' [wH(l,m,H.”H)] '

ce qul permet de calculer sa transformée de FOURIER, laquelle est définie

sur FZG par :

(3) o 'm20) |

®, = @ 2
Xp TT(Ym,"""i'Z{) wH(l,m,ll.llH)

ou t(TTZQ) désigne la transposée de I'application linéaire ‘ITZO de 20

© HZO

dans E2® continue pour les topologies faibles c:(H2 ) et of(E

De méme que précédemment, la fonctionnelle (3) définie sur F2

peut se prolonger & tout espace vectoriel G contenant FZO qui soit en

2
dualité avec EZO pourvu que cette dualité, restreinte 3§ E © et FZG)
colncide avec la précédente et que 1'application t(TTZG)) admette un pro-

2
longement continu de G dans H @ pour les topologies faibles c(G,EZQ)

et t'J(HzO HZO)

Enfin, si m transforme la probabllité cylindrique gaussienne cano-

nique décentrée sur H , Ym ” “2 en une probabilité cylindrique induisant
¢ a H

Z@ ZO

) .
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une probabilité sur 1'E.V.M.S. (E,C(E,F)) , comme on l'a remarqué & la
proposition citée plus haut, la probabilité cylindrique de WISHART

X oT(y 9) = nZG[w (l,u,H,HZ)] induit une probabilité sur 1'E,V.M.S.
E m,H,llH H H

EZO,C 26’ 20

F~ 7)) que l'on appellera "probabilité de WISHART".

( (E

On _saura_donc calculer la transformée de FOURIER de l'image qua-

dratique d'une probabilité gaussienne définie sur un E.V.M.S. pourvu que

(_:elle—ci soit elle-méme 1'image linéaire d'une probabilité cylindrigue gaus-

sienne canonique décentrée définie sur un espace de HILBERT séparable. En

particulier on saura calculer la fonction caractéristique du vecteur aléatoire

X® X de loi de WISHART, pourvu que la loi du vecteur gaussien décentré X

vérifie cette hypothése. C'est ce que nous allons appliquer au n® suivant.

2, - La_loi de WISHART associée & un vecteur aléatoire gaussien

décentré & valeurs dans un espace de FRECHET séparable.

PROPOSITION 3. - Soient E un espace de FRECHET séparable, &(E) sa

tribu borélienne E  son dual topologique, E2® [resp.E‘2®] le produit

tensoriel symétrigue projectif de E [resp. de E' muni de la topologie forte ]
' 2

par_lui-méme, B(EZG) la tribu borélienne de l'espace topologique E © et

IZG)' 20

E le complété de l'espace topologique E

Soient NE(O,Q) la probabilité gaussienne centrée sur (E,B(E))

de variance la forme gquadratique positive Q sur E et H(Q) le sous-

espace_ hilbertien de E qui lui correspond.

Pour tout 6 € H(Q) il existe une probabilité unique _sur (EZQ,B(EZS))
dont la transformée de FOURIER ¢ soit telle que si t € E'Z(D )
=L ' -1
o(t) = dét(L-2in, (1) 2 exp{1(8, (1-2in, (1) " o N ) (e)>H(Q)C}-
ol nQ est une application linéaire continue de E'ZG) dans H(Q)2®
uniquement déterminée par Q .
S8i X est un vecteur aléatoire de la forme : 8 +X ol X est
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un vecteur aléatoire gaussien de loi NE(O,Q) dans (E,B(E)) , la relation

ci-dessus détermine la fonction caractéristique du vecteur aléatoire X® X
20 a(EZG))

dans (E

On notera WE(I,G;Q) la loi de probabilité de X® X ainsl carac-

térisée, que 1'on appellera lol de WISHART associée a X (ou a un degré

de liberté associée & la probabilité gaussienne décentrée NE(B,Q)

On _définit aisément, par convolution, la loi de WISHART & n de-

grés de liberté WE‘(n;G1 re ey Gn,Q) .

D'aprés la DEFINITION 4, §1, le THEOREME 3, CHAPITRE I, §2, et
le THEOREME 4, CHAPITRE I, §2 1la probabilité gaussienne centrée

NE(O,Q) sur (E,B(E)) , peut s'écrire aussi N (0,Q) et sa transformée

E,E
de FOURIER est définie sur E° par : x' € E* ) ® (x') = exp{—-l Qx')} .
N.(0,Q) 2

D'aprés le THEOREME 6, §1, 1l existe un sous-espace hilbertien
séparable H(Q) de E uniquement déterminé par Q , tel que l'injection
canonique j de H(Q) dans E soit continue et transforme la probabili~-

té cylindrique gaussienne canonique Yo I "2 sur H(Q) en la probabi-

H(Q)
lité gaussienne NE(O,Q) sur (E,B(E)) . Soit 6 € H(Q) ; la probabilité cy-

lindrique gausslenne canonique décentrée de 0 , Yg I "2 sur H(Q)
| Vo)
est définie par sa transformée de FOURIER sur H(Q) :

- L nt?
h € H(Q) P CPY (h) = exp{l(e,h)H(Q) 2 "h”H(Q)}

L'application linéare § é&tant continue de H(Q) dans E , elle
est continue pour les topologles faibles o(H(Q),H(Q)) et o(E,E"), (cf.[6]) ,

et I'image par j de Yg .1l 2 induit la probabilité gaussienne décen-

H(Q)
trée NE(G,Q) sur (E,B(E)) dont la transformée de FOURIER est :




-102 - .

fep . L S LAY
x €L, .p],(Ye “HZ )(X) exp{i(8, j(x )>H(Q) 5 15 (x )”H(Q)}

H(Q)

eXp{i<6,X'>--§— Q(x")} , car j(8) = 8 .

L'image quadratique ¥X_ o j(y 2 ) =x.IN (S,Q)] est donc
B0, 12 ) = X
une probabilité sur 1'E.V.M.S. (EZO,C(EZO,E’ZQ)) d'aprés les raisonnements

du n°1 et sa transformée de FOURIER est :

® =g 2 e 5§20
Xg INZ(8,Q)] wH(Q)(l,G,H.HH(Q))

soit :
20 t.20 +
4) t € 47, t) = dét(n-2i 47 ) 2
( ) CPX.E {NE(egQ)]( ) ( 1 ] ())
. . 1.20,,,,-1 t.20
exp{i{8,(L-2i 7 (t)) ~ o 7 (t)(8)) }
H(Q)
Mais d'aprés la PROPOSITION 2, CHAPITRE I, §3 la tribu faible
2
C(E O,E'ZG) coincide avec la tribu des boréliens ﬁ(Ezg) du produit ten-

soriel symétrique projectif ]EI2® . Donc la probabilité Xp [NE(G,Q)] est
borélienne c'est-a-dire qu'elle est définie sur 1'E.V.M.S. (E29,@(g29)) ,

et elle est entiérement déterminée par (4) .

Cependant, il est intéressant pour les applications de prolonger la
transformée de FOURIER de cette probabilité afin d'en avoir une expression

explicite sur un sous-espace le plus grand possible de (EZO)l
thG) 1,20

, c'est ce

qui est annoncé dans la proposition ; en effet, = (7j) ; de plus,

t . . . '
j est une application linéaire faiblement et fortement continue de E

dans H(Q) , (cf.[6]) , par suite tj2® est continue du produit tensoriel

o L 2 , . . 20
symétrique projectif E' © dans le produit tensoriel symétrique H(Q)
associés aux topologies fortes respectivement sur E' et sur H(Q) . (cette

derniére étant la topologie hilbertienne de H(Q)) . Soit 0 le pro-

th@ Q

longement canonique continu de du produit tensoriel symétrique pro-
- 120 : , - . , p
jectif complété E dans le produit tensoriel symétrique projectif complé-

té H(Q)ZO;



- 103 -

alors, la fonction o définie sur E'2® par :
120
(5) te€E . o(t) =0 2 o M _(t)
b 1,6,1.
w8 gy © e

-1 -
dét(u-zmQ(t)) 2 exp[l(e,(n-Zi’nQ(t) 1, nQ(t)(8)>

N

H(Q) c}

est la transformée de FOURIER d'une loi de probabilité unique sur 1I'E.V.M.S,
€°®,cE*®,£'%%)  mais comme, d'apras le COROLLAIRE de la
PROPOSITION 2, CHAPITRE 1, §3, cC(E

ZG.EDZO) = B(EZO) , C'est celle de
XE [NE(G’Q)] o i@

Enfin, la derniére partie de la proposition est évidente, pulsque
(4) et (5) caractérisent la méme loi de probabilité, celle du vecteur aléatoire

X® X quand XNNE(G,Q) dans (E,B(E)) . Si X X sont n vec-

lluao' n
teurs aléatoires indépendants de lois respectives NE(BJ,Q);j =1,...,n
n
dans (E,B(E)) on aura LX®X ~eW_(n,0 ,...,6 ,Q) .
j=1 J J E 1 n

REMARQUE 1, - Si X® XNWE(I,G;Q) ., d'aprés la PROPOSITION 1,
CHAPITRE 1II, §4, X® X est scalairement intégrable et 1'application biliné-

alre symétrique sur E'y E' .
Py, ") — E(X®X,y®y")) = E((X,y)(X,y')) colncide avec :

Ay, ¥') — Kly,y") + <é®9.y®y'> p

-~

ot K(.,.) est la forme bilinéaire symétrique associée A la forme quadra-

tique positive Q sur E

Sauf si E est de dimension finie, cette forme bilinéaire qui peut

920)* 120

s'identifier & un élément du dual algébrique (E de E n'appartient

S

pas a EzO et donc X® X n'a pas d'espérance mathématique dans cet

espace. On sait cependant, d'aprés cette méme proposition qu'elle appartient
a l'espace EZG . elle est donc de la forme : 6® 0 +I\K ol I\K € EZG est

la covariance faible de X . B
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On peut également généraliser en dimension infinie le théoréme
de WISHART-BARTLET, connu en dimension 1 sous le nom de théoréme de

FISHER (cf.[5],p.96) :

PROPOSITION 4. - Avec les mémes hypothéses qu'a la PROPOSITION 2,

soient X ,...Xn des vecteurs aléatoires gaussiens indépendants de méme

1
loi que X c.é.d.NE(G,Q) dans (E,B(E)) . Alors les vecteurs aléatoires
— n n - —
X = L 2> X et S =-1 (X, -X)® (X -X) sont indépendants et suivent

respectivement la loi NE(G,%) et la loi de WISHART centrale & n-1 degrés
de liberté WE(n—l,O,Q) .

La démonstration est calquée sur celle qui est donnée en dimension

n _
finie dans [16] . Remarquons que § = '%1— 2 Xj @X -nX®X et que l'on

j=1
peut se ramener au cas ou 8 =0 ., Soit C = (cj K

) . i=1,...,n;k=1,.
une matrice carrée orthogonale d'ordre n de premiére ligne :

n
et posons Y, =3 ¢. X ,k=1,...,n.

(L,....L)
Jn Jn~ j

Les vecteurs aléatoires Y

1rree ’Yn dans (E,B(E)) sont également

n n
indépendants et de loi N_(0,Q) et l'ona : 3, X ®X =3 Y @Y, . En
E I j 4, k k
j=1 k=1
effet, le vecteur aléatoire (Yl""'Yn) & valeurs dans (En,ﬁ(En)) a pour
fonction caractéristique :

n
i (Yk,X'k>
x' = (x'l,.o.,x;l)EEn , cle“HlY(x')=E(e k=1
n
Zl’l> n
1 ; C‘ <X , X' >
= E(e k=lj=t J.k 3Tk
Y oX, T )
1 , fo X
j=m 3 = Ik Kk
= E(e )
n n
=TT oy (D ¢ , x)
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xpl-L 7 Q( 3 "))
eXpi—--—= C X
2 k= 1k K

Il

exp{-L f} Qx, )}
2 x=1

n
= —I—r © (X' ) ’
k=t 'k K

compte tenu des propriétés de la matrice C . Ceci montre 3 la fois que

les Y , k=1,.,.,n sont Indépendants et sont de loi NE(O,Q) . De

k
n
plus, on a ~-L Y, et 8 =3, Y ®Y d'od les résultats annoncés, ®
Mmool xeg kK

3. Application aux fonctions aléatoires réelles gaussiennes.

La connaissance de la transformée de FOURIER de la loi de WISHART
généralisée permet d'apporter une contribution & l'analyse quadratique de cer-

taines f.a.r, gausslennes :

PROPOSITION 5, - Solent T un espace métrique ¢g-compact et (Xt)tET

une fonction aléatoire réelle gaussienne, presque-sQrement a trajectoires

continues sur T telle que :

a) EX) =e(t) , teT,
b) E[(Xs-e(S)) (Xt— 8(th] = k(s,t) , (s,t) e Tx.T ,

c) la _covariance k soit continue sur Ty T ,

d) la fonction 6 appartienne 3 l'espace de HILBERT autoreprodui-

sant H(k) .

Alors, gquelle que soit la mesure v borélienne réguliére, & support compact

sur Tx T telle gue v(AxB) = v(BxA) si A et B sont des boréliens

d T ;, la variable aléatoire réelle :

Z\) = J‘J‘TXT XS Xt d\)(S,t)
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a pour fonction caractéristique :

-1
2

o

TER , 0y (t) = dét(n-2itA™)
v

<

_ k-l ok
exp{ir (8, (11—21TAV) ° Av(e)>H(k)c}

ol Ak est l'opérateur nucléaire autoadjoint dans H(k) défini par :
v
k
feHk) , A = [ £(s) k(t,.) du(s,t) ;
V i
Ty T

et pour espérance mathématique :

B(Z) = (o.A () + Trace 0) = [[ [s(s) 8(t) + k(s,1)] du(s 1
TxT

En particulier, gquelle que soit la mesure u borélienne réguliére

a support compact sur T

., la _variable aléatoire réelle :

Y = [ %

Lo

a_pour fonction caractéristique :

po|—

TER, o, (1) = dét(Il—ZiTB:j)
vl

exp{iT(8,(n-2iT B:i)—l ° BE(G))H }

(k)

-~

k 4 ~ rd
ol Bp est l'opérateur nucléaire auto-adjoint dans H(k) défini par :

:j(f) = [ £(t) k(t,.) duf)

T

feH((k) , B

et pour espérance mathématique :

_ k ky _ 2
E(Y)) = <e,Bu(e)>H(k) + Trace(B ) = J’T[e (t) +k(t,t)] du(t)

Plus généralement, si VieeeosV fresp. ORERE ,un] sont n me-
St n resp sont me
sures définies comme Vresp. comme u] , les vecteurs aléatoires dans

(Rn,ﬁ(Rn)) s =2 ,...,2 ) e Y=( ,...,Y ) ont respectivement
v v - )
1 n 1 n

pour fonction caractéristique :
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n
(TlaenciTn)E R & CPZ(Tlin-ann) "CPZ n (1) ’
T,V
Eljj

(tl,...,tn) = (1)

Py ®y

lz_—?l "M

La démonstration résulte du calcul de la transformée de FOURIER

de la loi de WISHART associée au vecteur aléatolre gaussien X défini

par la f.a.r. gaussienne (Xt)tET .

Avec les conditions imposées & cette f.a.r., le vecteur X est
exactement celui qui est décrit & 1"'EXEMPLE 2, §1, il prend ses valeurs
dans l'espace de FRECHET séparable C(T) des fonctions réelles continues
sur T , muni de sa tribu borélienne dont le dual (topologique ou mesurable)
est identifié & l'espace MC(T) des mesures boréliennes régulidres & sup-

port compact sur T ., Sa loi de probabilité P est fa lol normale

X
NC(T)(B,Qk) dont la transformée de FOURIER est :

HeEM _(T) , Py 1) = exp{i(8,u) —% Q W)}, soit :

_ A
MEMM L o) = explif B du(t) - — [I k(s,t) du(s) du(t)} .
T TxT
Nous sommes donc exactement dans les conditions de la
PROPOSITION 3, en prenant pour espace E 1'espace C(T) et pour E'
l'espace MC(T) . Le vecteur aléatoire X® X 3 valeurs dans
(C(T)ZO,ﬁ(C(T)ZG)) est en fait le vecteur aléatolre associé a la f.a.r.
(Xs.Xt)(

S.1) € TYT sur TxT.

On sait que 1'espace hilbertien H(Qk) n'est autre que 1'espace

de HILBERT séparable autoreproduisant assoclé au noyau k sur T x T

[

que 1l'on note plutét H(k) ; il est engendré par les fonctions sur T :

{k(t,.),t€T} , contenu dans C(T) et 1l'injection canonique j de H(k)

dans C(T) est continue.
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La fonction caractéristique de X® X est entiérement déterminée

par ses valeurs sur MC(T)Z@ :
H{X®X,v)

20 ,

VEM_(T)"7, ¢ (v) = Ele ) = E(exp{ljf X X, dv(s,t)})
X®X TxT °
-1
. t - T,
= aét(m-2i 1290w 2 expli(e, @-2i 5200) L. 4200 (8))
H{(k
N . . 1 ' . N » . t,z@

Il ne reste plus qu'a expliciter 1'application linéaire j de

M (T)Z(9 dans H(k)zg d'une part, et & montrer, d'autre part, qu'elle se

c
prolonge en une application linéaire de 1l'espace McS:(TxT) des mesures bo-

réliennes réguliéres v & support compact sur T x T et symétriques (c'est-
a-dire, telles que V(AxB) = v(BxA) , A,B € g8(T)) dans l'espace H(k)ZQ

identifié & l'espace des opérateurs nucléaires auto-adjoints dans H(k) .

Explicitons d'abord l'application : tj2® de M ( dans H(k)2® ;
t.20 Ci28 _ t 20
on obtiendra l'application "symétrique" j associée. 7j = () et

T)2®

t P
j ., transposée de l'injection canonique j de H(k) dans C(T) est dé-

finie par :
t. _ _
teT , feHk) (;(5t),f>H(k) = <f,6t> = f(t)

ce qui implique, d'aprés la propriété du produit scalaire de H(k) que

tj(ét) = k(t,.) pour t €T . Par conséquent, on a :

t..2 t
(s, €TxT , (D™ 6 85) =16 )@ 56,) = k(s, ) @ K(t,.) = kis,.).k(t,.)
de plus, l'opérateur Aé ;6 de rang 1 , dans H(k) , associé a 1'élé-
t
s

ment tj2®(6s®6t) de H(k)2® est défini par :

k

[EHID |, Ay g () = (Lkls Dy - k()
soit :
Al; go M) =fls)kit, ) = [[  f(u) kv,.) d6_® 8 (u,v) ,
s t TxT



- 109 -

et :

k
Trace(A, ) = (k(s,.),k(t,.))H(k) =kis,t) = [ x(u,v) dé_® 5, (u,v) .

&b TxT

s t

On en déduit immédiatement I'opérateur Ak associé 3 th®
Y

2
() € H(K)*®
lorsque y appartient a I'espace vectoriel engendré par la famille
{és®5t;(s,t)eTxT}; comme il est séquentiellement dense dans MC(TxT) pour

la topologie faible g(MC(TxT),C(TxT)) » on en déduit que 1'application linéaj-

re tjA2® se prolonge en une application linéaire t12® de MC(TXT) dans

H(k)%® telle que si v ¢ Mc(TxT) . 1'opérateur A: dans H(k) associé

a tjz®(\;) soit défini par ;

FEHK) . AS@O) = [ Hs) kit,.) dy(s,1) |
v TxT
avec

Trace (Ak) =JI xis,t) av(s,t) .
v TXT

Enfin, 1'opérateur At est autoadjoint, donc identifié & un &lément
de H(k)2® si et seulement si pour tous f et g dans H(k) on a :
ﬂ f(s) g(t) dv(s,t) = H f(t) g(s) dv(s,t) ce qul Implique que la mesure
TxT TxT

vV soit symétrique, donc appartienne 3 1'espace Mz(TxT) défini plus haut.
La restriction de th@i a cet espace, est I'application linéaire cherchée de
Mz(TxT). dans H(k)zQ; par conséquent, 1'élément aléatolre X® X dans
(C(T)ZG,B(C(T)ZG)) est tel que sa fonction caractéristique vérifie :

-1
v € Mz(TxT) . @ (v) = dét(Il—ZiAt) 2 exp{l(B,(n—ZiAt)-lo AS(B))

X®X H(k)c}

et comme © (V) = E(eKX@X,\))

XX
= ﬂ' X Xt dv(s,t) a pour fonction caractéristique : ®, t) = o (tv) ,
TxT ° v X®X
t € R ; d'ol la formule de la proposition,

) , la v.a.r, z, = (X®X,Vv)

~

Pour le calcul de E(Z ) , nous savons que pour tout y € H(k)ZG),

la via.r, xr+={(x,y) sur H(k)2® muni de la probabilité cylindrique de
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WISHART canonique & un degré de liberté, de paramétre de décentrage 6 ,
définie & la PROPOSITION 2 a pour espédrance mathématique :
(6®86,y) + Trace(y) (pour la dualité entre HZO et H2® . Par suite, le

vecteur aléatoire X est tel que :

k k
(B® G,Av> + Trace(A\))

]

v € M(S:(TXT) , E(X®X,v))

(8, A (6)) + Trace(A\}j)

H(k)

JJ [e(s)8(t) +k(s,t)1 dv(s,t)
TXT

A partir de la loi de X® X , nous pouvons déduire la loi de pro-

babilité du vecteur aléatoire G associé au processus (X ) . En effet,

t'teT
G est & valeurs dans (C(T),8(C(T))) et sa fonction caractéristique sera
définie par : |

HGM) _ plaxpli | X2 du(®)})

weM (T), CPG(\J) = E(e .

Soit, alors, A 1'application mesurable de (T,8(T)) dans
(TxT,B(T) ® B(T)) définie par : A(t) = (t,t) , t€T ; on a :

j‘ th du(t) =f X®Xdp e A-l ol Mo A—l est la mesure image de u
T TXT

par A , portée par la diagonale de T x T et appartenant donc & M(S:(TXT)

D'od o _(u) = (Lo A-l) . 11 suffit maintenant, de remarquer que
G
X®X
k

A = Bk est défini par :
Mo A—l H

f€HKk) , B (f) = ” f(s) k(t,.) due 87 (s, 1)

= [ (1) k(t,.) du(t)
T

on obtient ainsi le deuxiéme groupe de formules de la proposition, Enfin,
les fonctions caractéristiques des vecteurs aléatoires Z et Y résultent

d'un calcul évident, =
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Cette proposition constitue déja dans le cas centré une extension
a une classe assez large de f.a.r. gaussiennes des résultats connus con-
cernant la fonction caractéristique de certaines v.a.r. quadratiques, asso-

ciées a ces f.a.r.

On retrouve en effet, comme cas particuliers les résﬁltats de
HIDA (cf. [15]) pour le mouvement brownien centré, en considérant 1'isométrie
entre les espaces de HILBERT H(QW) et LZ(R+,B(R+),dt) qui s'expriment
alnsi avec les notations de la théorie de FREDHOLM classique sur ce der-

nier espace.

L'origine du probléme remonte au calcul de la fonction caractéristi-

que de la v.a.r. [ x*(t) dt  quand [X(t”te (0,1]
0 4

(X(1) = 0) dans le but d'obtenir des propriétés asymptotiques du célébre

est un "pont brownien"

test d'adéquation de CRAMER-Von MISES en statistique non paramétrique (cf, [2]) .

4, Contribution 3 1'étude asymptotique de certains tests basés sur
le critére de CRAMER-Von MISES.

Cette extension des formules connues, 3 des f.a.r. gaussiennes
centrées autres que celle du mouvement (ou du pont) brownien, ainsi que
I'extension au cas décentré, peuvent s'appliquer avec profit 3 des problémes

de statistique classique :

En effet, depuis l'article [2] , de nombreux auteurs se sont atta-
chés a utiliser un critére analogue & celui de CRAMFR-Von MISES pour
divers tests d'hypothéses et & étudier les propriétés asymptotiques de la
fonction puissance du test utilisé sous I'hypothése & tester ainsl que sous
certaines de ses alternatives. La bibliographie dans ce domaine est trés
importante. De fagon générale, étant donnée une hypothése 3 tester HO
concernant la loi de probabilité d'un élément aléatoire X , au vu d'un
échantillon de n observations indépendantes de X , on utilise un test

basé sur une statistique Tn qui, sous l'hypothése Ho converge en lol
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1

vers une v.a.r., de la forme f Xz(t) yt) dt ol (Xt)tE[O 1]
0 I

f.a.r. gaussienne centrée de covariance connue et ¥ une fonction mesura-

est une

ble positive connue et vérifiant certaines conditions, définies sur l'interval-

le [0,17 .

Trés souvent, on considére alors la limite en loi de cette statisti-
c
que sous certaines hypothé&ses alternatives H' € HO et l'on montre qu‘elle

N

se comporte comme une v,a.r. de la forme Z = ‘fl [6 (t) +X(t) 12 y(t)dt ou
0
6 est une fonction donnée sur [0,1] . (cf,[9],par ex.) . Ces limites en

loi sont sensées décrire les propriétés asymptotiques des tests utilisés car
sauf dans des cas trés particuliers concernant la covariance de la f.a.r.

et a fortiori la loi de probabilité des v.a.r. Z et Z' n'est pas connue,

ainsi que les fonctions § et & la fonction caractéristique

Par conséquent, les résultats précédents sont susceptibles d'apporter une

contribution & la solution de ce probléme.

Citons trés briévement quelques exemples récents de problémes ainsi

traités

- Tests d'adéquation & une loi de probabilité quand les paramétres

importuns sont préalablement estimés (cf, [10], par ex.)

- Tests de changement de la valeur du paramétre au cours d'une sé-

rie d'observations de structure exponentielle scalaire (cf. [18]) .

- Tests de symétrie concernant une loi de probabilité sur la droite
(cf. [29]) ot les auteurs se limitent & des fonctions ¥ de la forme :

y(t) =C1.tk , k>-2) .

Enfin les théorémes de KOLMOGOROV-SMIRNOV s'étendant a des
observations non indépendantes (processus mélangeants) certains auteurs
utilisent des tests basés sur un critére quadratique qui conduisent & des

problémes semblables & celui évoqué plus haut, u
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5. - Application 3 un test d'hypothéses concernant is moyenne

d'une f.a.r. gaussienne - Tests quadratiques,

Les résultats nouveaux obtenus au n°3 nous permettent d'envisager
la construction de certains tests concernant la moyenne inconnue d'une f,a,r,
gaussienne dans la structure statistique gausslenne correspondant 3 1°obser-
vation d'une trajectoire de cette f.a.r. L'intérét de ces tests que nous appel-
lerons "tests quadratiques" est que nous disposerons d'une expression de la
fonction pulssance, Cependant nous ne falsons qu'esqulsser ici une telle
théorie, en fournissant quelques lemmes préliminalres a4 une étude plus appro-

fondle de ces tests et de leur fonction puissance,

a) Tests d'hypothéses linéaires,

' =
On dispose d'une observation x (xt)tET teT

sur un ensemble T , de la forme : Xt = 0B(t) +X:' stET o0 O = [e(t”tET

d'une f.a.r. (Xt)

est une fonction déterministe, [nconnue et (X:) une f.a.r. gaussienne

teT
centrée sur T de covarlance k connue sur Tx T ,

En se reportant & I'EXEMPLE 1, §1, pour les notations, on en dé-
dult que la structure statistique associée A cette observation est de la forme :

T = s
(R ath B(R) ’ [Pe - NRT(ean) I GEQCH(Qk)])

qul est une structure statistique gausslenne, & moyenne Inconnue, celle-ci
variant dans une partie © de V'espace de HILBERT autoreproduisant

H(Qk) (=H(k)) associé au noyau k . L'ensemble © , qui tradult une hypo-
thése & priori faite sur la moyenne Inconnue 6 , doit &tre contenu dans

H(k) , afin que les lois de probablilités P solent équlvalentes, compte

e
tenu du THEOREME 7 §1, et donc que la structure statistigue ait un sens.
On supposera, dans la sulte, que ® est un sous-espace vectoriel fermé

de H(k) .

On_appellera "test d'hypothese linéaire concernant 6" . le test

de I'hypothése Hv : "m € V" contre 1'hypothése "mé¢v" ou V désigne
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un_sous-espace vectoriel de @ .

Lorsque T est fini, ce probléme de test concernant la moyenne
d'un vecteur aléatoire gaussien est bien connu pour son application & l'ana-
lyse de variance (cf.[5]) et admet une solution satisfaisante (mé&me lorsque
k n'est connue qu'ad un facteur constant prés). Le test porte sur la statis-
tique quadratique : “XV.LHZ , ol Xyt désigne la projection orthogonale
de l'observation x sur le sous-espace vectoriel de ® orthogonal a V
dans cet espace ; ce choix étant motivé par le fait que la statistique xV‘L
est exhaustive pour le vecteur 6,1 et que l'hypothése & tester est équi-

2 Vv
valente & ||8V_L|| =0 .

Mais lorsque T est infini, comme on l'a vu au THEOREME 5, 81,
quelle que soit 1'hypothése 6 , l'espace de HILBERT H(k) est de probabi-
lité nulle dés qu'il est de dimension infinie ; et donc l'observation x , qui
presque-sQrement n'appartient pas a cet espace, ne saurait étre projetée sur
un de ses sous-espaces, et la méthode ne peut é&tre malheureusement pas
étendue en dimension quelconque. On peut penser, en effet, que les tests
d'hypothéses linéaires dans le cas général trouvent leur application dans des

problémes d'analyse de variance avec variation continue du niveau des facteurs.

On peut cependant conserver 1l'idée de construire des tests portant
sur des formes quadratiques de l'observation., C'est ce que nous ferons dans

le cas particulier important suivant :

b) Tests guadratiques.

Supposons que l'ensemble T et la f.a.r. (Xt)tET satisfassent les
hypothéses de la PROPOSITION 5, et que 8 ne soit & priori soumis & d'au-

tre condition que d'appartenir & H() .

Considérons le test de l'hypothése simple Ho : "9 = 0" contre

l'hypothése : "6 # 0" dans la structure statistique gaussienne :

1) (Cm,8E@), (Nyy (8,Q,) ; 8EHKD) .
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DEFINITION 4. - On appellera "test quadratique" de "8 = 0" contre

"B 7£ 0" , dans la structure statistique (1) , tout test de la forme :

X€CT) , ¢ (x)= 1 1
W, 5

{ [qu(X) >1 )

~ 2 + i »
ou qu(X) = ‘f x (t)du(t) , ue MC(T) » cOne des mesures boréliennes réqu-
T
liéres & support compact, positives sur T , 1€ R .

Le choix de tels tests peut 8tre justifié de plusieurs facons :

+
1°) Pour tout y € M, (T) , x;-_..[qu(x)]l/2 définit une semi-norme sur C(T)
et bien que C(T) soit métrisable, on ne connaft pas la loi de probabi-
lité d'une v.a.r. de la forme d(X,0) oi d est une distance quelcon-

que sur C(T) .

2°) On connaft la fonction caractéristique CPS de la v.a.r. Y'_1 = qu(X)

M
pour tout 6 € H(k) , elle est donnée par la PROPOSITION 5 ; on a

donc une expression de la fonction puissance de ces tests sur H(k) .
En effet, d'aprés un théoréme classique, sous réserve que

+ o

[ lcpg (r)]dr <= , la fonction de répartition Fg est partout dériva-
—o Ty "

ble et vaut :

+ o

: e, , 1 -itu 8
SWER, , Flu) = 2 I 1 o, (r)dr
u I u
Par conséquent, la fonction puissance du test Qu ] se calcule comme :
e ,2
BeH(k , B 8) =1 ~-F_ (1%
$ Y
u,l u

2
_ -iTtl 8
=l1-— [ e -1l @y (1)dr
- -iT u
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2
3°) Ee(Y“) =f [67(t) +k(t,t)] duft) = qu(e) +f k(t,t) du(t) . donc la statis-
T T
tique utilisée croft en moyenne comme qu(e)

c) Etude de la Fonction puissance des tests quadratiques.,

1°) Calcul.

D'aprés ce qui précéde, et compte tenu de la PROPOSITION 5, et

avec ses notations, on a :

-1
+x . 2 ——
1Tl -1 s - 27 BY) 2

(2) © € H(k), 8 u

=1 - L
(6 =1 21'rJn

®
|-J-,1 -® -iT

. . .k-1 k
exp{itT(6, (0 - 2iT Bl-l) 0 Bu(e”H(k)C}dT

et son niveau de signification est donné par :

e in? k5
a =8, (0) =1-[ e -1 dét(l -2iTB") & dr
3 M
p‘ll - -iT

ce qui permet, au moins théoriquement, de calculer 1 en fonction de u

et de a .

2°) Continuité.

PROPOSITION 6. - Pour tous 1 et p fixés la fonctionnelle : 9;—>B¢ ()
.l

est continue sur H(k) . Pour tous 1 et 8 fixés la fonctionnelle

+
HE—*BQ (6) est continue sur Mc (TY muni de la topologie de la conver-

M.l
gence vague,
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En effet, la continuité de la fonction pulssance B@ (.) sur H(k)

ol

est évidente, Pour la continuité de I'application “HBQH 1(6) , 6 fixé, il

suffit de remarquer que si une suite [un}nzl de mesures converge vague-

+
ment vers la mesure py dans MC(T) w J'xz(t)dun(t) p— fxz (t)du(t) quel
T e S

que soit x € C(T) ce qui implique que la suite de v.a.r. {qu (.)}nzl
n

converge (presque) sQrement vers la v.a.r. qu(.) sur chaque espace proba-

bilisé : (C(T),8(C(T)) , NC(T)(B,Qk)) . 8 € H(k) ; elle converge aussi en loi

8 B
donc Py (1) — (t) , YT € R quel que soit 0 ¢ H(k) et donc
Mp 7 Tu
B (8) — B (8) quel que soit 6 .
Myl u,l
On pourrait aussi démontrer ce résultat en utilisant la continuité de

+
I'application u;—-»B:: de MC(T) dans H(k)zo.n

d) Propriétés des tests quadratiques.

PROPOSITION 7. - Pour tout réel q (0<a<1) , il existe au moins un test

guadratique sans biais de niveau de signification a .

11 suffit de considérer le test ¢5f | Pour t0 quelconque fixé

14

dans T ; ce test, qui s'écrit ¢6
to,l

bre et sans biais pour tester 1'hypothése lindaire Ht : "e(to) = 0" contre

o]
(x) = n(lx(to)lzl} , X € C(T) est li-

1'hypothése "G(to)#O“ ; en effet, il cofnclde avec le test uniformément le
plus puissant parmi les tests sans biais (U.M.P.B.) de 1'hypothése simple
"e(to) = 0" contre 1'hypothése "G(to)#O" sur la structure image de la

structure (1) par la statistique réelle lindaire x}—»(x,éto) ., qui se trou-

ve 8tre la structure gaussienne scalaire :
(R,8(R), {N(e(to),k(to,to)) i 8(t_) € R}).

Par conséquent, pour tout 6 € H(k) 1la fonction puissance du test

@ de seuil o , vérifie : B¢ () = a st 0(ty) =0
6tpl(tov(1)
o

t
o

5 L1t ,a)
O
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et B (8) > a si e(to) # 0 comme le montre un calcul facile.

%5 1 ,q)
t e}
0]

I1 s'ensuit que le test ¢ est sans biais et de niveau de signi-

6. 1t ,a)
t o}
o

fication o pour tester "8 = 0" contre "6 # 0" puisque pour tout 8 # 0

dans H() on a 8 (6) 2 a suivant que 8(t J#0 ou que 6(t) =0
¢ o o

8 ,l(to,a)

t
O

On ne sait pas si les tests quadratiques sont sans biais en général,

Un autre probléme intéressant apparaft dans le choix optimal (suivant
un critére a fixer) de la mesure u dans M:(T) , pbar exemple, on dira
qu'ﬁn test ¢U- est uniformément le plus puissant parmi les tests quadrati-
ques (U.M.P.Q.), & son niveau de signification a = a(¢u) si pour toute

mesure W' telle que a(¢“,)sa(¢u) on a :

B, ()8, (8) . vo A0

M 3 .
Le lemme suivant montre que ce critére impose que le choix de la mesure u

doit tenir compte de k .,

LEMME -~ Une condition nécessaire pour gu'un test guadratique

¢U soit U.M.P.Q. & son niveau de signification et que_pour tout

6 € H(k) , ufteT : o(t) #0} > 0

En effet, s'il existait eo € H(k) tel que : u{teT : eo(t);éO} =0

» . k
on aurait B (6 ) =0 etdonc B, (8) =8 (0) = alpg ) =qa . Alors d'aprés
Boo ¢Ll o ¢“ ]
la PROPOSITION 7 le test ¥ . ;
E ¢6t'1(a(¢u)’t) ol te€{teT: eo(t) # 0} serait
de méme niveau de signification, et sa puissance en eo Strictement su-

périeure & ¢ soit :

a(¢6) = a(¢u) et B¢

. (90) > B¢. (eo) = q

6t vl

donc ¢L1 ne serait pas U.M.P.Q. Remarquons que la condition implique
que : Vs €T , p{teT : k(s,t) = 0} = 0 en particulier,
u{teT : k(t,t) =0} =0 .
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Remarquons enfin que l'on peut espérer des résultats plus signifi-
catifs dans ce domaine en supposant T compact ce qui d'ailleurs est plus
compatible avec les conditions d'observation d'une f.a.r. . Il est possible,
dans le cas o T est un intervalle borné de la droite que les meilleurs

tests quadratiques s'obtiennent a partir de mesures diffuses sur T . »

REMARQUE 3. - On peut envisager d'utiliser un critére quadratique pour
tester 1'égalité des moyennes de deux processus gaussiens indépendants
X et X' de meme fonction de covariance connue, au vu d'observations

X et x' respectives de leurs trajectoires. En effet, tout test de la forme

1 si ([ [x(v) -x' ()] 2 du(t))l/z >1
@u'l(x,x') = T P X, x' € C(T)
O st ([ L) ® g2 <

est u_n test libre de "g = 8'"  contre "B # g dans la struc-

ture Statistique produit :

(C(T), 8(C(T)), {NC(T)(e,Qk) ; BEH(K)}) . (C(T),B(C(T)),{NC(T)(S',Qk):G'EH(k)})

puié ue X-Xx° N - g
q ~ Ve (0-0.Q,) .=
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§3. - LA LOI MULTINOMIALE,

1. Définition et propriétés.

Soit (Q,%) un espace mesurable quelconque, Notons E 'l'espace
vectoriel des mesures bornées & support fini sur Q et g la plus grande
tribu sur E rendant mesurable l'application T w:———»éw , de (Q,% dans

E , ou éw désigne la mesure de DIRAC au point w € Q

LEMME 1. - Il existe un isomorphisme entre le dual de I'E.V.M. (E,a) et

1'espace vectoriel £O(Q, %) de_toutes les fonctions réelles mesurables dé-

finies sur (Q,%)

*
En etffet, soit { l'application de ,S:O(Q,"w’) dans E =]RE défi-

nie par :

p
fexo(ﬂ,s«*) ! =j§ A By €EE , (D =

. fw) ;
j j J

J

b
LB
>

- § est linéaire et & valeurs dans (E,a)mC]RE . puisque Y (f)(u) = (u, v ()

*
est la valeur en (u,y(f)) de la forme bilinéaire canonique sur E x E
et que y(f) est @-mesurable ; en effet, f = (f) o T est %F-mesurable

et a est la plus grande tribu rendant T mesurable.

-V est injective, puisque {(f) = 0 = y(f) (éw) = 0 quelque soit ® €
donc f =20

- § est surjective, puisque pour tout u € (E,a)m , 1l existe f EJ:O(Q,Z?‘)

telle que (f) = u . (Il suffit de prendre f = u ,T , alors

p
Y oD = DA (u o T(w) =
j=1 b J
—zrfx 5 )
ho= ,
=171 %

= u(y) dés que

p p
14—?1 M u(e ) = u( 3, By

j j=1 7Y

y est donc bien une application lindaire bijective, qui permet

donc d'identifier le dual (E,a)m a £O(Q,fr*) .
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La forme bilinéaire canonique sur E (E,a)m étant, compte tenu

de cette identification, définie par :
p
= ; €E, feg (0,9 = E,0)" ; (uf) = z) A f(w)

j=1 j j=1

La dualité entre E et (E,a)m est séparante et donc (E,@) est un
E.V.M.S.

Soit maintenant P une probabilité sur Q,% .

LEMME 2. - Quel que soit I'entier positif n . la_fonctionnelle o défi-

nie sur (E,q)™ par : f6£ @% = (£, , o) = [f eif(w)dp(w)] est

—_—

la_transformée de FOURIER d‘une probabilité unigue sur I'E.V.M.S. (E,q)

Il suffit de remarquer, en effet, que ¢ est la fonction caractéris-
tique du vecteur aléatoire X 4 valeurs dans (E,q) et défini sur 1'espace
n
probabilisé produit (Qn, c%"f, Png) par :
n

X(wl, e ,wn) =3 T(wi) . (wl, cen ,wn) € " » c'est-a-dire, la transformée de
i=

FOURIER de la loi de probabilité de X ; de fait, pour n = 1
i(T, )

E(e V=9 D =Te ™ gp) fes @7 . u
! PoT Q

DEFINITION 1. - On appelle “"loi multinomiale de paramétres 1'entier n,

et la probabilitt P sur (Q,%" , la loi de probabilité du vecteur aléatoi-

re X dans (E,q , .ainsi défini, et on la note : 77((Q w(P:n)

St Q est fini, de car]c(iinal k=1,

=B (Y , P= [pl,...,pk] > p = on peut identifier X & un vec-
=1

teur aléatoire dans IRk de loi multinomiale classique Wz(pl, ,..,pk;n) .

ce qui justifie la généralisation.
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(P;n) , pour toute partition mesurable

PROPOSITION 1. - Si X 77((913)

{Fl, ‘e ,Pk} de Q le vecteur aléatoire : (X, 1F1>, e (X, le)) suit la
loi multinomiale dans ]Rk : ‘772(P(P1) f ey P(Pk) : n)

En effet, soit t = (t_, ...,tk) € IRk , alors,

1

k k it
(Dt 1) = (T P R

P (tllao-[tk) = )
XI 2 o e o g Xl >
( 1F1> X,1p, sz 2

REMARQUE 1. - D'aprés cette proposition, pour tout F € ¥ , la variable
aléatoire <X’1F> suit la loi binomiale : g(P(F) ; n) et donc

E(<X’1F>) = nP(F) ce qui par linéarité implique que pour toute fonction
fEé:o(Q,"}) , EKX,D)) = n(‘j’Q fdP) dés que f est P-intégrable ; par con-
; séquent, compte tenu de la DEFINITION 2 du CHAPITRE II, §4 , X n'est
pas scalairement intégrable relativement & la dualité entre E et

(E,a)m = £O(Q,"J) . Pour obtenir l'intégrabilité, il suffirait de considérer

X comme un vecteur aléatoire & valeurs dans I'espace vectoriel %(Q, %)

des mesures bornées sur (Q,% relativement a la dualité entre cet espace

et l'espace vectoriel £m(Q,?) des fonctions numériques mesurables bornées
sur (Q,%) alors, comme on l'a vu & 1'EXEMPLE 3, CHAPITRE I, §2, la
tribu faible C(?R(Q,"J),,tm(ﬂ,?)) est engendrée par les applications

U (F) = (u,lF) . F €% . La restriction & £ (Q,%) de la fonctionnelle
¢ du LEMME 2 caractérise entiérement la loi de probabilité de X qui
dans ce cas est un vecteur aléatoire scalairement intégrable et méme in-

tégrable puisque la formule ci-dessus montre que E(X) = nP € Q% ..

A titre d'illustration du §2, du CHAPITRE 1I, nous pouvons carac-

tériser le dual de 1'E.V.P. (E,a,mm 3)(P;n)) :

PROPOSITION 2. - 1l existe un isomorphisme entre le dual L(E,a,m

(Q,F)(P;n))
et l'espace vectoriel LO(Q,"J,P) des(classes d'équivalence de) v.a.r. sur

(ngl P)
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En effet, il suffit de supposer n =1 ; nous savons que
(E,a)mc£(E,a,Po T—l) et d'aprés le LEMME 1, que (E,a)m est isomor-
phe & ,s:O(Q,"J) . Comme il existe une correspondance biunivoque entre les
sous-ensembles mesurables de P-probabilité 1 de Q et les sous-espaces
vectoriels de E de PoT-l - probabilité 1 , on peut donc &tablir une
bijection entre l'ensemble des fonctions numériques mesurables définles
P-presque partout sur Q et l'ensemble £(E,Q,Po T-l) : mais comme on peut
prolonger arbitrairement de telles fonctions & I'ensemble Q tout entler
sans changer leur classe d'équivalence, on peut en déduire un isomorphisme
:l" de l'espace vectoriel LO(Q,S‘,P) des classes d'équivalence de v.a.r.
sur l'espace probabilisé (Q,%,P) sur I'espace L(E,a,P °T-l) des classes
d'équivalence de v.a.r.l. sur 'E.V.P. (E,a,Po T-I) . Il est défini par

W-l(g) = j(€) =80T pour £ € L(E,Qq,Po T—l) . »

REMARQUE 2. - Dans cet exemple, (E,0)" /Po 771 = L(E,a,PoT'l) .

La transformée de FOURIER & de I'E.V.P. (E,O,WI(Q ‘,J,)(P;n)) se
déduit facilement du LEMME 2 et de la PROPOSITION 2, elle est définie par :

E €L(E,a,n (P;n))

18
€.0) L(Q.%,P) , &) = e ap)” .

2. Application.

Nous remarquons que : IPn =—r1; X n'est autre que la “probabilité

empirique d'ordre n associée & P" qui est & la base de 1'étude statis-

tique des échantillons empiriques,

Si I'on considére le vecteur X comme un vecteur aléatoire dans
MmQ,F)  relativement 3 la dualité entre 7MQ,%) et £m(Q,"J') ,» la REMARQUE 1

exprime que an est un estimateur sans biais de P sur la structure sta-

tistique d'échantillon la plus générale ; (Q,&‘,P)n » ¥ désignant la famille
de toutes les lois de probabilité sur (Q,%) . Lorsque Q = R ou méme

Rk » k>1 , les théorémes concernant la convergence de la fonction de
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répartition(empirique) Pn de IPn vers la fonction de répartition F de
P sont anciens et extrémement classiques de méme que les théorémes con-

cernant la limite du processus stochastique JH(Fn(x) - F( dans le

X
))XEIR
cas réel par exemple, comme processus gaussien.

Dans le cas o ( est quelconque, on peut cependant étudier la
convergence en loi du vecteur aléatoire Dn = ﬁ(]Pn—P) dans

m@, ), cm@,%),L_(2,%)) quand n—o

LRV i

En effet, pour tout fe€g (Q,%) , (f) = e [E(e ’N/-ﬁ)]n |

P/n® -p)

n
et en faisant un développement limité des exponentielles on constate que
pour tout fe £m(Q,fi) .

1 2 2
*a -p)@ T exel 5 KB - (LR

ol (fZ,P) - ((f,P)z) = JP £2 4p - (_f fd P)2 = clza(f) est une forme quadrati-
Q

Q
que positive sur £m(Q,i’f’)

Ce qui montre que la fonction caractéristique de Dn converge en
tout point vers la transformée de FOURIER d'une probabilité cylindrique gaus-
sienne cenirée sur 7M(Q,F) relativement & la dualité entre M(Q,F) et
Sm(Q,?) , qui, d'aprés le THEOREME 2, CHAPITRE II, §1 , détermine une

* *
probabilité gaussienne centrée unique sur I'E.V.M.S. (£m(Q,?),C(£m,£m)) .

On peut donc _en conclure que le vecteur aléatoire Dn converge en loi cylindri

lorsque n--« , vers un vecteur aléatoire gaussien centré D , & valeurs

*
dans le dual algébrique S,m(Q,"m’) de Sm(Q,&’) relativement & la dualité

canonique entre ces deux espaces, de variance la forme quadratique positi-

2
ve o .

Il serait alors intéressant de trouver un sous-espace vectoriel

*
E de SQ(Q,?) ., le plus petit possible, contenant presque sfirement D :
mais ceci est un probléme ouvert. Cependant, dans le but d'utiliser les

théorémes modernes concernant le support d'une probabilité gaussienne, on
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peut avoir intérét & étudier la f.a.r. gaussienne sur % : (D(P))FE"J

dont la fonction de covariance est le noyau symétrique de type positif kP

. 1,2 2 2
° , GG = ame + - —
définl sur F par kP(F G) 5 [cIP(lF lG) GP(IF) OP(IG)]

I

P(FNG) - P(F) P(G) .

Montrons que 1'espace de HILBERT autoreproduisant associé a kP
est le sous-espace vectoriel H(kP) des fonctions d'ensembles sur Q,7)
constitué des mesures p absolument continues par rapport a P telles
que u =f,P , fe LZ(Q,ff',P) et EP(f) = 0 , muni du produit scalaire :

£ )

<f1,2 =f.P,1=1,2,

Wy '“z)H(kP) = Lz(Q,.'%',P);“l 1

En effet, pour tout F € % , kP(F, .)€ H(kP) puisque kP(F, <P
et kP(F,.) = [1F - P(F)].P ; de plus, st p = f.P EH(kP) on a
== - = ' > '
<u.kP(F, '))H(kp) (f,lF, P(F))L2 Q.%,P) u(F) ce qui, d'aprés 1'unicité
de l'espace autoreproduisant, montre que H(kP) est bien celul qui est as-

socié au noyau kP . B
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§4. - LA LOI DE POISSON.

Nous définissons ici une loi de probabilité sur un espace vectoriel
de mesures qui se présente comme une généralisation de la loi de POISSON.
Tout en fournissant une illustration du CHAPITRE II, les hypothéses simpli-~
ficatrices que nous faisons, font que cette loi n'est pas la plus générale
possible, qui puisse servir 3 1'étude de tous les processus ponctuels de
POISSON (cf. [24]), mais elle correspond au processus réellement observé

dans la plupart des cas pratiques.

Soit (T,J) un espace mesurable quelconque. Comme au § précé-
dent, considérons la dualité séparante entre I'espace vectoriel N(T,J) des
mesures bornées sur (T,J) et l'espace vectoriel £m(T,J') des fonctions
numériques mesurables bornées sur (T,J) définie par la forme bilinéaire :
w.f) = [fdn , pemT,9) , f€£ (1,9 . La tribu faible : con(T,),&_(T,7)
est engen%rée par les formes linéaires ur——»<u,.1A> = u(A) lorsque A

parcourt J ., (cf. EXEMPLE 3, CHAPITRE I, §2).

THEOREME 1, - Pour toute mesure bornée positive X\ fixée dans nt,T) ,

la _fonctionnelle complexe cp)\ définie sur £m(T,<ﬂ par :

if(t)
FE€L (T . o () =exp(f (e -1)ar()]
T

est la transformée de FOURIER d'une probabilité unique %P (T ;T)(}‘) sur
(W((T,J),C(?f(,&m)) appelée loi de POISSON sur %(T,J) de paramétre "d'inten-

sité" A

En effet, cp)\ a bien les propriétés d'une transformée de FOURIER
et définit donc une probabilité cylindrique unique sur 7(T,J) relativement
a la dualité considérée. I1 suffit de montrer qu‘elle induit une probabilité

P (T j.)()\) sur la tribu cylindrique C(Wl,&‘im) . Pour cela, montrons qu'il

existe un espace probabilisé (Q,?,Pk) et un vecteur aléatoire X dans

A

M(T,J) relativement & cette dualité, défini sur cet espace probabilisé, dont

cp)\ soit la fonction caractéristique (DEFINITION 1, CHAPITRE II, §4).
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Prenons pour Q . 1'ensemble des suites finies ordonnées d'éléments
de T et notons w, la suite vide, II est clair que pour tout n=z=0 ,

™cQq , en posant T° = {-JJO} .

Posons ¥ = [(Fco :rn T C .’I’n®, ¥nz0} qui est bien une tribu
de parties de . Enfin définissons la probabilité P)\ sur (Q,%) par ;

n® n
- N
FeF , P(F) =e (T) 2 L(P“TL avec )\0®.= )
A w
nz0 ni o

SI weQ et w #wo ,» 11 existe donc une suite finie de points de

T soit : {t1 (w),...,tn(m)(w)} pour un n(w) wunique. Posons alors pour un

(1
tel we€Q : Xw) = )6 et Xw ) =0 et montrons que l'application
. §=1 tj (w) o

X de Q dans MT,T) est & —C(Wz,l‘,m)—mesurable ; pour cela il suffit de

montrer que pour tout A€ J I'application w-—»(X(m),lA) est une v.a.r..

nw)
Mais, (X(w),lA) = J‘d[? ﬁt,(w)] = nombre de tj(w) dans A = NA(w)
A j=1 7
Or pour tous entiers k et n=90 , N‘;l([k])ﬂ ™ = $ st n<k ,
= Ak(Ac)n-k sinon ;

c'est donc un ensemble F-mesurable et donc NA(w) est une v.a.r. sur

Q.%) .

Enfin, calculonsla fonction caractéristique de X :

PEL (T,7) , @) = pEe{X.0y | [ X)) o

0 A
: n{w)
comme (X(w),f) = X f(tj (w)) , cette intégrale vaut, d'aprés la définition
j=1
de P)\

n
i f(t)
- -\T) ~ j n®
P, (£) ioe -~ J‘Tn e j=1 dA(E et )

1 £(t)
=MD 5 L g
nz0 nt T
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if
2 (T) J‘T e dn
e e

Il

o (f) =

if
% exp [ (e -1) dx =9, .

T
- -1 , . -
On a donc : ‘b(T’j)()\) = PX X~ . on dira que X suit la loi
de POISSON de paramétre )\ , =

THEOREME 2. - Pour tout A€ 7, la v.a.r. (X,lA) suit la loi de

POISSON de paramétre A(A) - Si fl‘,..t,,fn sont des fonctions appartenant

a Sw(T,:f) de supports disjoints, les v.a.r. (X,f1>,.,,,(X,fn) sont in-

dépendantes. Le vecteur X est scalairement intégrable et son espérance

mathématique est E(X) = )

Calculons la fonction caractéristique de la v.a.r. (X,1A>

(X, 1,)
ueER , CP(X,lA>(u) = E(e ) = Py lu.1p)

iu lA
= expj‘(e -1)dx
T

_ amE™ -1

C'est bien la fonction caractéristique d'une v.a.r. de loi de

POISSON de paramétre X (A)

La fonction caractéristique du.vecteur aléatoire = ((X, f Y. ..,(X,fn)
_ n _ i{u,2), _ i(X, E u, f)

est u-—(ul,...,un)ER ,CPZ(U)—E(G )-— Ee =1 J )

i Z} u, f

= exp[ (e j=1 by
T

i E u, f iu f

or, si les fj ont des supports disjoints, e j=1 J = e 1) sur T ,

INvE

j
" donc cpz(u) =T Pox >(uj) , d'ou l'indépendance des composantes de 2
|=1 3

4

Enfin, pour tout feg (T, u

=iJ‘T fd »

donc E{{X,f)) =J‘fdx = (A, £ = (EX),f) , si l'on prend E(X) = € W(T,T) ,
T

ce qui démontre la derniére assertion. =
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REMARQUE 1. - La loi de POISSON est reliée & la loi Multinomiale décrite
au § précédent par la propriété suivante qui généralise un théoréme bien
connu concernant les processus de POISSON (cf. [24 ] pour une démonstra-

tion).

"Soit X un vecteur aléatoire de loi P (T J)()\) . Pour tout ensem-

ble AecJg tel que A(A)>0 1la loi de probabilité du vecteur aléatoire :

>><

= lA.X » conditionnelle & la v.a.r. (X,lA) est 1a loi Multinomiale :

1p.)

m(A'Anj_)( _X(K— ‘ <X01A>) ."

REMARQUE 2., - Il peut étre utile (comme on le verra au chapitre suivant)

de présenter la loi de POISSON de fagon analogue & celle utilisée pour la

loi multinomiale.

Soilent (T,7) un espace mesurable quelconque, (0,%) l'espace
mesurable "somme directe" des espaces mesurables (Tn J ) n=0 déja

n{w
défini et X I'application définie sur @ par : X(w) =3 5tj(w) . X(wo) =0,
j=l

Soit E 1'espace vectoriel engendré par la famille de mesures
n(w)

{jz__“i {>tj(w)}wEQ et @ la plus grande tribu sur E rendant mesurable

V'application X de (Q,¥) dans FE .

LEMME 1. - Il existe un_isomorphisme entre le dual de I'E.V.M. (E,q)

et l'espace vectoriel SO(T.J) de toutes les fonctions mesurables réelles

définies sur (T,7) .

En effet, on utilise une démonstration analogue & celle du
LEMME 1, §3, qui consiste & montrer que l'application y définle sur
s:o(T,J’) par :
n(w) n{w)

fes (T.7), 46 (21 5tj(w)) = 121 Bt ) = yOW ;s pek

est une application linéaire, bijective de SO(T,J) sur (E,a)™ .,
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THEOREME 3. - Pour toute mesure positive bornée ) sur (T,J) , la

s~

fonctionnelle N définie sur (E,@)" (identifié a S,O(T,j)) par :

t)

est la transformée de FOURIER d'une probabilité unique D (T ;r)()‘) sur
I'E.V.M.S. (E,Q) , appelée loi de POISSON d'intensité ) relative a

l'espace mesurable (T,J) .

~

La démonstration consiste & montrer que P est la fonction carac-
téristique du vecteur aléatoire X & valeurs dans (E,@) , défini sur l'es-

pace probabilisé (Q,F,Px) , comme pour le THEOREME 1.

De la méme facgon qu'au §3, on peut maintenant caractériser le

dual de 1'E.V.P. (E,qQ, $(T Jq(x)) :

PROPOSITION 1 . - Il existe un isomorphisme § entre l'espace vectoriel

~

LO(T,.:T,X) des classes d'équivalence (par rapport & la mesure positive

bornée 1)) de fonctions mesurables réelles définies sur (T,J) et le dual

L(E,a.D (T J_)()\)) . Compte tenu de cette identification, la transformée de
FOURIER @)\ de I'E.V.P., (E,aqa, ‘b(T j)()‘)) est définie par :

SELEA Dy 0= L (T,70) , & (8) = exol[ (¢'°-1) )
! T

Comme pour la PROPOSITION 2, 23, la démonstration consiste &
utiliser le LEMME 1 et a remarquer qu'il y a une correspondance biunivoque

entre les sous-espaces vectoriels mesurables de (\)-probabilité 1

$@J)
et les sous-ensembles %-mesurables de O de P)\ probabilité 1 , ceux-
ci étant eux-mémes en correspondance avec les sous-ensembles J-mesura-
bles de T de mesure égale & )(T) . Cet isomorphisme est tel que :

M@@Q=%ﬁ),tET,%€LJLJA).-

Nous utiliserons en statistique la propriété d'absolue continuité

suivante :
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PROPOSITION 2 . - Soient )‘o et )\ deux mesures positives bornées sur

(T,7) . Une condition nécessaire et_suffisante pour que les lois de POISSON

P (T j)(l) et ‘IS(T J_)(ko) soient équivalentes sur (E,@) est que les me-
sures ) et xo le soient sur (T,J) . Dans ce cas, en posant : g =_di_

A dxo
on a :

¢(Logg,) - j'T(gx ~1)da

dPg /M . '

d "p(T,j)m

ou § est l'isomorphisme de la PROPOSITION 1 restreint & Ll (T,.T,).o) .

En effet, une C.N.S. pour que ‘D(T .7)0‘) et B j)(xo) solent
équivalentes sur (E,Q) est que P et Py le soient sur (Q,%¥) ou en-
n® n® A n @
core que ) et )‘o le soient sur (T, ) pour tout n=21 ce qui

revient & dire que les mesures )\ et )\0 sont équivalentes sur (T,7) .

Pour tout F €% on a :

P,(F) = [dP = MDD 5 L ™
F nzt "' “poh
n®
soit g;@ = d , alors
™
-ITgx dh,, o
P (F) = e EJ—! I 2"
n=1 ™ “FnT
~J‘T(g)‘ ~1)drg n(w)

= e I I g (t, (w)dP. (w) .
J‘P j=1 A }‘o

Comme )\O{g)\ = 0} =0 , cette formule montre que

X 'J‘T(gx"”dxo *yLog g.) o X

——— = e + P.p SUr QO ,
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d'ol la formule annoncée, m»

REMARQUE 3., - La restriction & des lois de POISSON d'intensité bornée
correspond généralement aux conditions d'observation, dans les problémes
de statistique concernant les processus ponctuels de POISSON ; en effet

le temps (ou le champ) d'observation est en pratique une partie bornée de
R (ou de Rn) soit T , dont la mesure (pour l'intensité du processus) est

finie. =
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§5. - LA LOI DE DIRICHLET.

Dans [11] FERGUSON a construit une loi de probabilité sur l'en-
semble des probabilités définies sur un espace mesurable quelconque. Cette
loi de probabilité, comme celles des deux § précédents peut atre interpré-
tée comme une généralisation en dimension infinlie d'une loj classique, la
loi de DIRICHLET pour les vecteurs aléatoires ; elle est utilisée comme loj
de probabilité & priori pour 1'étude bayésienne de structures statistiques non
paramétriques. Elle nous fournit un exemple supplémentaire trés intéressant
de loi de probabilité en dimension infinie, Les résultats suivants sont em-
pruntés de [11] .

DEFINITION 1. - Soient Qyreeesty des réels non négatifs. Un vecteur
aléatoire X = (Xl’ e ’Xk) dans (Rk,B(Rk)) suit la loi de DIRICHLET
de paramétres Cpreeerty notée : .B(al Pees ,ak) si et seulement si pour

k
tout j =1,2,...,k , X Y Z  od
i = = \
Zl""'zk sont des v.a.r, de loi y(aj,l) respectivement, de _densité par

est une v.a.r., de la forme : Zj/

a, -1
rapport & la mesure de LEBESGUE fy((1 1)(x) =e X x J 1 0,0 si
jc

aj >0 , ou identique & la mesure de DIRAC au point 0 si aj =0 .

Le vecteur aléatoire X n'a pas de densité par rapport & la mesu-

re de LEBESGUE sur (Rk,B(Rk)) puisque Xj =1 mais si aj >0 pour

. i=1
tous les j =1,...,k le vecteur aléatoire (X1 toen 'xk—l) est absolument
continu par rapport & la mesure de LEBESGUE sur (Rk‘l,B(Rk"l)) et a

pour densité :

-1 -1 -
Hx y ) - F(a].+.°,+ak) xal x(x.k_l . . )Cck l11
I . 1 kA 177 "k S
Tlo,)eeo..Tla, )
1 k
. k-1 k-1 k-1
ou S8 désigne le simplexe de R c {x = (xl"'xk—l) €R : szO,Z) xjsl} .

=1
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En particulier pour k =2 , X suit la loi B(al,qz) sur 1l'inter-—

1
valle [0,1] .

Toutes les lois marginales du vecteur X sont aussi des lois de

DIRICHLET.

DEFINITION 2, - Soient (Q,%) un espace mesurable guelconque et ¢ une

mesure positive bornée sur (Q,%) . Une f.a.r. {X(P)}FE:’,I sur % , est

appelée "processus de DIRICHLET de paramétre o" , si pour toute partition

k=21 de QO , le vecteur aléatoire

mesurable {Fl PR ,Pk} ‘

(XF ), ... X(F)) suit laloi ba(F)),....alF,)) , dans (R¥,8(R)

THEOREME 1., - (FERGUSON) Un processus de DIRICHLET de paramétre o ,
@ sur (R¥,® R(R)) - c'est
F

induit une loi de probabilité unique 8

(Q, %)
la loi de probabilité du vecteur aléatoire X & valeurs dans R? associé
alaf.a.r. {X(P)}FE‘} . - De plus, le support de cette probabilité lorsque
F

R est muni de la topologie de la convergence ponctuelle est contenu dans

l'ensemble des probabilités sur (Q,%) , il contient 1'ensemble des probabi-

lités absolument continues par rapport & o sur (Q,%) . ®

La premiére partie de ce théoréme résulte du théorédme de KOLMOGOROV
dont les hypothéses de cohérence sont vérifiées grace aux propriétés de la
loi de DIRICHLET, La deuxiéme partie (cf.[l11]) montre que le vecteur X de
la loi de DIRICHLET généralisée : ’B(Q,g)(a) définit bien une probabilité

aléatoire.

L'application de cette loi de probabilité & la statistique bayésienne,

s'exprime dans le théoréme suivant :

THEOREME 2, - (cf.[11]). Soit (Q,?,P)n une structure statistique d'échan-

tillon ot § désigne la famille de toutes lois de probabilité sur (Q.,%)

Si_1'on prend pour loi de probabilité & priori sur § la loi de DIRICHLET

P, %)

P@.9
tillon, (cf. §3)

(o) . la_loi de probabilité & postériori est la loi de DIRICHLET

(o0 +n IPn) ou ]Prl désigne la loi de probabilité empirique de 1'échan-




CHAPITRE 1V

STRUCTURES STATISTIQUES EXPONENTIELLES GENERALISEES.

On dit habituellement qu'une structure statistique est exponentielle
sl elle correspond a 1'observation d'un vecteur aléatoire dans Rk , dont la

loi de probabilité appartienl & une famille de lois {PG}GEO absolument con-

tinues par rapport & 1'une d'entre elles : Peo . eo €0® et si leur densité par

~

rapport a cette loi admet une version de la forme :

k dP
8e® , xeR 0

()= C(8) exp( T,6J Qo)) . hG) ;521 .

P =1
0, j

Cette structure statistique admet un résumé exhaustif de l'observa-
tion x : T(x) = {T1 (x),. ..,Ts(x)} qui raméne 1'étude du probléme statisti-
que a la structure image par la statistique T - dite exponentielle canonique -
dans laquelle, les lois de probabilité, moyennant une reparamétrisation,
admettent une densité par rapport & une mesure dominante m , de la forme :

s dP'é',T

(O teRS, (1) =C(o) expfct,o)] .
dm

La théorie de ces structures, qui sont un champ d'tude trés riche, .
notamment pour leurs propriétés analytiques, et qui se trouvent &tre le mo-
déle mathématique utilisé pour de nombreux problémes de statistique paramé-
trique a été introduite par DARMOIS, KOOPMAN, PITMAN dans les années
1935-36, et abordée par de nombreux auteurs dont LEHMANN, LINNIK,
CHENTZOV, eic. : elle fait I'objet d'un exposé systématique et moderne
dans [5] et connalt des développements récents das a O .BARNDORFF~NIELSEN

[4] et ses éleves,
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Il est naturel d'essayer d'étendre cette notion de structure statis-
tique exponentielle, en dimension quelconque ; c'est-a-dire au cas ol
l'observation et le paramétre peuvent ne pas étre de dimension finie. C'est
ce que nous faisons dans ce chapitre, en justifiant le bien fondé de cette
démarche par de nombreux exemples d'application et en essayant de plus,
de dégager les propriétés intrinséques de ces structures statistiques vec-
torielles. A cet effet, on fera trés souvent référence aux chapitres précé-

dents puisque les notions qui y sont étudides sont toutes utilisées ici.

Le point de départ de cette généralisation consiste a remarquer
que dans (1) , le paramétre § peut étre identifié & une forme linéaire
de l'observation t , ou encore, que la densité (1) est & une constante

prés, une exponentielle d'une variable aldatoire réelle linéaire,

Il est aisé de construire artificiellement des structures exponentiel-
les généralisées en dimension quelconque ; sommairement : il suffit de con-
sidérer une famille de probabilités {Pe;e €8} , absolument continues par
rapport a une probabilité de référence Po sur un espace vectoriel E ,
le paramétre § parcourant une partie @ adéquate, contenant 1'origine
d'un espace vectoriel F mis en dualité séparante avec E par une forme
bilinéaire ; ces probabilités sont définies sur la tribu faible ¢(E,F) de E ,
par leur densité par rapport a PO . a laquelle on impose d'admettre une
version de la forme (1) , en remplagant le produit scalaire par la forme

bilinéaire.

C'est ce que nous avons proposé en 1973 dans [34]1 . Il semble
d'ailleurs que d'autres auteurs aient eu indépendamment cette idée,
S. JOHANSEN [17] et aussi H.D. BRUNK dans un rapport technique en 1975,

non publié, et cité en référence dans [17] .

Mais les limites d'un tel modéle, pour plaisant qu'il soit & étudier,
apparaissent trés rapidement dés que l'on s'intéresse & ses applications ;
ainsi, par exemple, une structure statistique gaussienne & moyenne inconnue
n'est pas de ce type en dimension infinie, & moins de restreindre arbitraire-

ment le domaine de variation de la moyenne { C'est ce qui nous a amené 3
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utiliser la notion plus générale de v.a.r. linéaire du CHAPITRE II, §2,
c'est-a-dire a faire varler le paramétre de la famille de probabilités dans
le dual de l'espace vectorie] probabilisé de référence. Le modéle précédent
s'insére alors naturellement, comme cas particulier de cette théorie géné-

rale ([36]) qui elle, répond aux besoins des applications.
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§1. - DEFINITIONS ET GENERALITES.

1. Structures exponentielles canonigues.

Soit (E,@,P) une structure statistique vectorielle , ot § est
une famille de lois de probabilité équivalentes sur I'E.V.M.S, (E,a) :
il s'ensuit que le dual L(E,a,P) de !'E.V.P. (E,Q,P)
[resp. l'espace quotient (E,a)m/P] est le méme quel que soit P €@ , on
le notera donc L(E,Q,P) [resp.(E,a)m/P] et on l'appellera "dual de la struc-
ture statistique vectorielle (E,@,P)" , ses éléments étant des (classes de

P-équivalence de) "statistiques réelles linéaires" (s.r.l.) définies sur cette ‘

structure.

On peut supposer sans restreindre la généralité, que @
coincide avec la tribu linéaire Q'L relativement & ¢ (cf. CHAPITRE I, §2,

DEFINITION 4) puisque le dual ne change pas.

De plus, puisque l'espace des (classes d'équivalence de) v.a.r.
[resp. de plus, P-essentiellement bornées définies sur (E,@,P) ne dépend
pas de P dans ® , on le notera LO(E,G,P) [resp. Lm(E,a,P)] en l'assi-
milant & 1l'espace des (classes d'équivalence de) statistiques réelles

[resp. de plus P-essentiellement bornées ] définies sur cette structure,

Enfin, on appellera " statistique vectorielle linéaire" tout vecteur
aléatoire linéaire défini sur chaque E.V.P. (E,Q,P) , P€P comme au

CHAPITRE 1I, §2, n°3.

DEFINITION 1. - On dira que la structure statistique 'vectorielle (E,a,P)

*
est une "structure exponentielle canonique",si _pour une loi P €¢ fixée,

on a :

dPp

{Log —} C L(E,a,P) ® R .
d p*

Pe@

Remarquons que la v.a.r, Log £ est bien définie pour tout
*
dPp
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P € P , puisque l'équivalence des lois de la famille ¢ implique que

*
pr(dP
d p*

>0} =1

De plus, si la relation de la définition est vérifiée pour une loi
*
P, elle l'est aussi pour toute autre loi fixée dans @ , ce qui montre que

*
cette caractérisation ne dépend pas du choix de P .

Cette définition implique que pour tout P € ¢ , 11 existe un élément

unique §P € L(E,Q,P) (une s.r.l.), et un réel kP tels que :
dapr = exp{€&_ +k.] , le couple (& ,k_) étant 1ié par la relation :
. P "p PP
dp
E +k %
J'e PP dP =1 - Ce qui permet d'identifier la famille {Log dp }
E dP* Pep
a une variété dans l'espace vectoriel LO(E,Q,P) -
On a donc : k_ = ~Log j'e dP = -Log L_x(8 ) =-C (&) .
P E P TP P 7P
ot L x et C_x sont respectivement la transformée de LAPLACE réelle

P P
et la fonction cumulante de 1'E.V.P. (E,a,pP%) .

Soit u 1'application : P»—-»%P de ¢ dans L(E,Q,P) ; elle est

*
injective puisque : P+=Log de l'est, et u(P') =0 . Posons © = u(P) :

dp” .
u est une bijection de # sur ® et pour 6 €® , posons Pe =u () .

On peut donc paramétrer la famille ¢ par 6 , de sorte que la DEFINITION 1

est équivalente & la suivante :

DEFINITION 2. - Une structure statistique. vectorielle (E,a,p = {Pe;9€®})

est dite exponentielle canonique si :

i) - ® est un sous-ensemble .contenant 1'origine,du convexe

D(E,G,PO)CL(E,G,PO) . domaine de définition de la transformée
de LAPLACE réelle Lp  de I'E.V.P, (E.G.,P) .

ii) - Les lois de probabilité P 6 €0 sont équivalentes .

e ’
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iii) - Pour tout 6 €6 , P = . P
—_ 8 L_ (8) o}

DEFINITION 3. - On appellera 6 le "paramétre naturel" de la structure

exponentielle canonique (E,Q,P et "codage" (relatif & P* € %) , la_bijec-

tion de # sur ® qui permet de rendre équivalentes les DEFINITIONS 1 et 2.

On appellera parfois le convexe D(E,Q,P) , "domaine du paramétre

naturel" relatif a 1'E.V.P, (E,a,Po) . a cause de la définition ci-dessus.

DEFINITION 4. - On dira que la structure exponentielle canonique

(E,0.¢ = {Pe;e €0@}) est de "type convexe" [resp. "saturée" ] si ® est une

partie convexe de L(E,Q,P) I[resp. si de plus ® = D(E,a,PO)] ; qu'elle est

8 "paramétre de dimension finie" si l'espace vectoriel engendré par ® dans

L(E,0,P) est de dimension finie ; enfin qu'elle est "réduite" si @ coincide

avec la tribu exhaustive minimale de la structure statistique (E,Q,P) , c'est-

a-dire, si elle est engendrée par la famille {8:6 €0} de s.r.l.

DEFINITION 5. - Si ®' est une partie non vide contenant l'origine, de @ ,

nous dirons que la_ structure exponentielle canonique (E,Q,P' = {Pe;e €8'})

est _une sous-structure de la structure exponentielle canonique

(E,a,P = (P ;6€@]) .

La définition suivante permet de retrouver, comme cas particulier,
le modéle initialement proposé dans [34] évoqué dans l'introduction ci-

dessus.

DEFINITION 6. - Avec les notations de la DEFINITION 1, on dira que la

structure exponentielle canonique (E,Q,P) est "EXPLICITE" si_de plus,

(Log 4P < €,0"F e R
dP" pep

En utilisant le codage u (relatif & P* € ) de cette structure,
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cela revient & dire qu'elle peut s'écrire (E,q, {P ;8€8}) avec

e (E,a)m/PC L(E,a,.P) . Mais il existe, alors, une version de toute v.a.r.
0 €0® de la forme : X+—=8(x) = (x,08) pour un élément noté encore 8 du
dual (E,a) de I'E.V.M.,S. (E,a) on (.,.) désigne la forme bilindai-
re canonique mettant E et (E,a)m en dualité séparante, En utilisant cet

abus de notation, la définition ci-dessus est équivalente 3 la suivante :

DEFINITION 7. - Avec les notations de la DEFINITION 2, la structure expo-
nentielle canonique (E,G,{PB;GE(@}) est dite "EXPLICITE" si pour tout 8 €@ '

il existe une version de la densité de P, par rapport a Po de la forme :

8
dPp ,0)
P (g o X0 , X€E , 8 e(E,q)"
dp, 1, (0)
(8]

On peut toujours supposer que Q@ colncide avec la tribu affalblie
C(E, (E,a)™).

Plus généralement, si E et F sont deux espaces vectoriels réels
en dualité séparante et mesurable (i.e, (E,C(E,F))m =F , cf. CHAPITRE I,
§2, n°3) - ce que l'on peut toujours Supposer - pour toute lol de probabij-
lité Po sur l'espace vectoriel faiblement mesurable (E,C(E,F)) et toute

partie contenant l‘origine du sous-ensemble convexe de F :

{yer (y) = J' e (x.y) dp (y) <=} on peut construlre une structure sta-

tistique exponentlelle explicite :
(B,C(E,F) , {Pg:6¢€0])

ol PE) est définle par sa densité par rapport a PO sur (E,C(E,F)) admet-

tant une version de la forme :

dp (x,8)
) =..e.;____;x€E,66®CF
(x)
dp 1_(8)
o) p
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C'est cette définition que nous avions proposée, dans un premier

temps, dans [34] .

Evidemment, si E est de dimension finie, toute structure exponen-
tielle canonique est explicite. Les structures exponentielles canoniques ex-
plicites admettent par définition une fonction de vraisemblance explicite dont

la forme généralise celle des structures exponentielles canoniques classiques.

Mais la véritable généralisation en dimension quelconque de cette
notion - et les exemples d'application le prouveront - est celle donnée par

les DEFINITIONS 1 et 2 que l'on pourrait appeler aussi "gtructures exponen-

tielles canoniques IMPLICITES" .

2, Structures exponentielles.

Il est rare qu'en pratique, une structure statistique se trouve é&tre
une structure exponentielle canonique, mais il est fréquent, de rencontrer
des structures statistiques dont l'image par une statistique exhaustive soit

une structure de ce type.

Il est important de les reconnaftre puisque les décisions statisti-
ques interviennent dans cette derniére, aprés réduction par exhaustivité, et
que le modéle canonique décrit plus haut a, comme on le verra, des proprié-

tés remarquables.

DEFINITION 8. - Une structure statistique (,%,f) est appelée "structure

exponentielle" [resp. "structure exponentielle explicite"], s'il existe une

statistigue exhaustive T , définie sur cette structure, a valeurs dans un

E.V.M.S. (E,a) , telle que la structure image par T soit une structure

exponentielle canonique [resp. une structure exponentielle canonique explicite].

Nous n'imposons pas que X soit un espace vectoriel comme on le

fait en théorie classique (cf.{5]) . Nous envisagerons les implications de
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cette définition dans le cag général et dans le cas "explicite",

1°) Pour tout P €@ , notons PT (plut6t que P oT—l) , la loi
de probabilité de T sur (E,a) et posons PT = {PT,PEP] . La structure
fmage (E,a,PT) doit donc, d'aprés les définitions du n°l, étre telle que :

a) les lois PT ,» P €@ soient équivalentes sur (E,a) , ce qui
-1
implique que les lois P €@ le soient sur la sous-tribu T (@) de %
engendrée par T : notons PT‘I @) la restriction de P A cette tribu,

Pep .

*
b) Pour une loi P €@ on ait :

d Py
[log —-]  <LEae)eR

d PT Pep

Ce quil Implique que pour tout P ¢ p . il existe QP € L(E,G,PT) et kP € R

tels que, puisque T est exhaustive :

d
Epe (22 |1) = dP =exp(C,eT + k) , Pep .
d p* d p*
¢ CpeT
p *
avec kP = ~Log f e dPT = ~-Log f e P dP* ; solt, en passant au
E Y4
paramétrage naturel de la structure (canonique) image, c'est-a-dire en utj-

. *
lisant le codage de celle-ci relatif & PT + que l'on puisse écrire :

dp eV(P)°T
— = - , PEP
dp c(P)

en notant v Il'application injective de © dans L(E,a,PT) définie par :

~ P
v(P) = U(PT) avec V(P*) = u(PT*) =0 . Alors, c(pP) = LP*(V(P)) = IEGV( )d P; .
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-1
T Pe = v (8) ; on peut donc
paramétrer la famille £ par 8 E@T , sl bien que la structure statistique

Posons @T = V(P)CL(E,O,PT) et pour 0 €0®

est de la forme :

x,7,p =,{Pe;9€®T“

avec .
BoT
Py ==—— . P et Lp ®) = [ e%ap T €0,
L, (8) o0,T E o
o,T

On appellera v , le "codage naturel” de la structure exponentiel -

*
le (X,%,P) relativement d la loi P €f et a la statistique exhaustive

T , et © le paramétre naturel.

2°) Dans le cas explicite, il existe une version de 6 de la for-
. m

me : t+=(t,8) , t €E , en notant encore 6 un &lément de (E,@)  ; ce
qui implique que la structure exponentielle explicite puisse s'écrire :

X, 7@ = [Pe;GE®T}) avec ;

dPy e(T(x),9)
— (x) =——— , x€E
dPO lP (8)

o,T

on 1, (8 = jEe<t'9> dPp

<tl )
o (t) , © €®TC{yE(E,a)m c et dP, p(y)<=]

o,T E

On peut résumer ces caractérisations en une définition équivalente :

DEFINITION 9. - Une structure statistique (Z,?,{'PS,GE(B}) est appelée

"structure exponentielle" ([resp. "structure exponentielle explicite" ] s'il exis-

te une statistique exhaustive T & valeurs dans un E.V.M.S. (E,Q) et

telle que :
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i) - ® soit un sous-ensemble, contenant l'origine, du convexe
D(E,G,PO T)C L(E,C!,P0 T) - domaine de définition de la trans-
formée de IAPLACE réelle de I'E.V.P. “(E,O,PO T) -

T(t)<°°]] .

’

lresp. du convexe {ye€(E,a)™ . L, =] (t.Y)dP
o,T E °

if) - Les lois de probabilité P B €® soient équivalentes sur la

e;
sous-tribu de ¥ engendrée par T .

8 oT
iii) -Pour tout 8 €® , P S . P .,
— 8 L, (8 o
o,T
d Py e(T(X), )
[rtesp. 17 (x) = , XE€EX] .
o lp (6)
o, T
REMARQUE 1. - Une structure exponentielle canonique est une structure ex-

ponentielle relativement & la statistique exhaustive triviale (identité).

REMARQUE 2. - Si (2,%,P) est une structure.exponentlelle relativement a
la statistique exhaustive T » la structure d'échantillon de tallle n=21

correspondante : (x,%,m“ I'est aussi relativement 3 la statistique exhaus-

(n) n (n) _a -
tive T : % +—E définie par : T (Xl"'”xn)_ET(xl) , xlex,i—'l,...,n:
i=1
ffet tout pPep dPn® = exp{C, o T(n) +nk } car ¢ est une
en effet, pour tou e piC, p p

dp
* *
v.a.r.l. PT - P.p. sur (E'a'PT(n)) .

REMARQUE 3. - Il est clair que si (%,%,P) est une structure statistique
exponentielle classique en dimension finie, elle est une structure exponen-
tielle au sens ci-dessus compte tenu de la caractérisation du dual d'un

E.V.P. de dimension finie (cf, REMARQUE 4, CHAPITRE I, §2) .
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REMARQUE 4. - Toute structure statistique d'échantillon, dont les hypothé-

ses sont des lois de probabilité équivalentes est une structure expone‘ntiel—

le (relativement & la statistique exhaustive triviale constituée par la loi de

probabilité empirique de 1'échantillon).

Compte tenu de la REMARQUE 2, il suffit de le démontrer pour la
structure statistique correspondant a une seule observation., Soit donc
(Q,%,P) une structure statistique arbitraire telle que toutefois, les lois
P € soient équivalentes, 4 »
Considérons la statistique T : un-»éw de (Q,%) dans l'espace vectoriel
E des mesures bornées & support fini sur Q , muni de la plus grande tri-
bu rendant l'application T mesurable. La démonstration repose alors sur
la caractérisation du dual L(E,Q,PT) donnée par la
PROPOSITION 2, CHAPITRE III, §3, puisque les lois de @ sont équivalen-
tes : "Il existe un isomorphisme y de LO(Q,?,P) sur L(E,a,PT) tel que

V00 = (uisf Xdu) , XEL @FPLUEE et ¥TIQ) =CoT , ¢ ELEQP"
0

QPour toute probabilité P* € fixée, et pour tout PEP ,
dP = P’ , (1), & condition de prendre QP = w(Logg) € L(E,Q,PT) .
dp* ap”
Ceci implique que la structure (Q,%,P) est, d'aprés les DEFINITIONS 8 et 9,
une structure exponentielle relativement a3 la statistique exhaustive T , avec

pour codage relatif & P*¥ et & T , l'application v de # dans L(E,Q,PT)

définie par v(P) = {(Log dP_ ) 1a constante kP étant nulle pour tout
PEP . dp*

. n . N
Si (Q,%,#) , n=21 est la structure statistique correspondant &

un échantillon de taille n : (w,,...,»w ) , elle est exponentielle relativement

1 n n
4 la statistique exhaustive TM géfinie par T(n)(wl,. coaw )= Tw) =08
o= b = Yy
ou de fagon équivalente a la statistique : e T(n) = IPI1 gui est la loi de
n

probabilité empirique de 1'échantillon. La structure exponentielle canonique,
image par ,T(n) de la structure d'échantillon (Q,?,P)n , qui sera dite

"structure exponentielle canonique empirique",est donc :
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(E,Q, {m(ﬂ,m(P:n) : PeER))

(P;n) est la loi multinomiale (généralisée) de paramétres 1'entier

M, )
n et la probabilité P sur (Q,%) décrite au CHAPITRE 1II, §3

Cette structure exponentielle est méme explicite puisque, comme
I'indique la REMARQUE 2, CHAPITRE I, §3, (E,a)m/PT = L(E,O,PT) . De

fait, 1'équation (1) s'écrit aussi :

(T(w),Log AP

Q.P;*(w)=e d p* , WEN
dP
. dp m .
en identifiant Log ==z 4 un élément de (E,Q) /PT , ol
dP
WXy =] Xdu;per, X€L (0,%.0) .

Q

Il n'est pas surprenant d'obtenir un tel résultat si 1'on admet de
paramétrer une structure statistique par un paramétre de dimension infinie
(en particulier par la densité des lois de probabilité hypothéses). Ce genre
de résultat est & rapprocher formellement de celui que 1'on obtient en théorie
de l'exhaustivité qui conclut & 1'exhaustivité de la statistique d'ordre d'un
échantillon, résultat peu utile mais qui n'enléve rien & cette théorie, De
méme, ici, les structures exponentielles généralisées seront intéressantes
lorsqu'elles seront non trivialesg comme nous allons le voir dans les exemples

du § suivant.
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§2. - EXEMPLES DE STRUCTURES EXPONENTIELLES.

1. Structures statistiques gaussiennes a moyenne inconnue,

Les résultats de ce n° reposent sur ceux du §1 du CHAPITRE III

dont on reprendra les notations.

Soit (E,a,PO) un E.V.P.G. (au sens de la
DEFINITION 4, CHAPITRE III, §1) ou Po est la probabilité gaussienne cen-
trée sur I'E.V.M.S. (E,0) de variance, la forme quadratique positive Q
sur (E,a)m ; supposons vérifiée la cbndition de la
PROPOSITION 2, CHAPITRE III, §1 , c'est-a-dire que l'espace de HILBERT H(Q)

associé 8 Q soit contenu dans E .

Pour tout m € E , notons Pm la probabilité gaussienne de moyenne
m et de variance Q c'est-a-dire 1'image de Po par l'application mesu-

rable x+—»x+m de (E,@) dans lui-méme,

PROPOSITION 1. - La structure statistique gaussienne & moyenne inconnue :

(E,a,{Pm, m € H(Q)})

est une structure exponentielle canonigue saturée.

En effet, le THEOREME 7, CHAPITRE III, §1, indique que les lois
{Pm,mEH(Q)} sont équivalentes et que pour tout m € H(Q) ,
dP,,
dap
o
sur l'espace L(E,a,PO) qui se trouve &tre l'espace de HILBERT, fermeture

dans LZ(E,G,PO) de l'espace (E,(I)m/P0 , d'aprés la

= exp{q;—l(m) ——é— Hmni(Q)} ol ¢—1 est un isomorphisme de H(Q)

PROPOSITION 2, CHAPITRE III, §1 . Nous reconnaissons donc une structure

exponentielle canonique, le codage relatif a P0 étant défini par :

u(Pm) = q;—l (m) = 8 . Elle est saturée puisque
® = ulP_mEHQ)] = 4 #H(Q) = DEQ,P) = LE,Q.P) . ®
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APPLICATION : Détection d'un signal dans un bruit brownien.

Supposons que 1l'on observe un‘processus (Xt)tGT sur 1l'intervalle
de temps T = [0,1] par exemple, défini sur un espace probabilisé quel-
conque (Q,%,P) et tel que : Xt = m(t) +Wt , t€T , ol [Wt}tET est

un mouvement brownien standard (centré) définl sur le mé&me espace proba-
bilisé (le bruit) et m = {m(t)}tET est une fonction réelle inconnue définie

sur T (le signal), supposée cependant continue et nulle a l'instant 0 .

Tout probléme de décision concernant la fonction Inconnue m est
un probléme de statistique & partir de 1'observation x de 1'élément aléa-
toire X associé 3 la f.a.r., (X)

t'teT
se reportant au CHAPITRE III, §1, n°4 pour les notations et les résultats

. et il est facile de constater, en

concernant la lol de WIENER, que la structure statistique associée & x est :
(00[0,1] ' 3(00[0.1]) . {Pm.m€7fl})

o 7 est l'ensemble des hypothéses possibles pour le signal inconnu et
Pm la loi du vecteur aléatoire X pour la valeur m de ce signal, Po

désignant donc la loi de WIENER,

Mais ce probléme n'a de sens que si les lois Pm ne sont pas
étrangéres auquel cas, comme elles sont gaussiennes elles sont équivalentels
et pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit de restreindre 1'ensemble des
hypothésés a l'espace de HILBERT H(Qw) associé & la loi de WIENER,
c'est-3-dire de supposer que m est de plus dérivable et que sa dérivée
est de carré intégrable par rapport 3 la mesure de LEBESGUE sur fo,1] .
(THEOREME 9, CHAPITRE III, §4) , la structure statistique de notre probléme

est donc la structure exponentielle canonique (gaussienne).

(1) (C, [0,1],63(00 [o,1h , e = [Pm,m € H(QW)})

avec,

dP 1 N 1
=exp([ m)dg - — [ wm?@)d) , meHQ,)
0 0

dP
o]
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1

le codage étant défini par : u(Pm) =8 =f m' (t) d€t €@ =H , le paramétre
0

naturel 0 est une intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien

standard canonique, H étant l'espace gaussien associé a ce dernier, en

. . _ 1 2
fait le dual de 1'E.V.P. (co[o,l],aa(co [0,1]),PO) et LPO(e) exp(—EHGHH)

Cette structure exponentielle devient explicite, movennant des hypo-

théses supplémentaires sur m (donc sur 8) :

On sait en effet que si m' est de plus & variation bornée sur [0,1]

1
I'intégrale stochastique f m* (t) d%t admet pour version :
0
1 1

([ m'(t) dét)(X) = x(1)m(1) —j' x(t) dm'(t) , x € C, 0,11 .
0 0
En remplagant donc # par la sous-famille ' obtenue en restreignani

de la sorte le domaine de variation de m , la sous-structure exponentielle

canonique :
(C_[o,1],8(C_lo0,1]),P")
o o

devient explicite, en posant pour 8 = u(Pm) la mesure sur [0,1] définie
par :
Aca(fo,1]) , 8(A) =m'(1) 8 A) - [ dm'(t)
A

ol 61 désigne la mesure de DIRAC au point 1

Alors 6 € (C_[0,11,8(C_ [0,11)™/®" (cf. CHAPITRE III, §1, n°4)
et la famille ' peut étre paramétrée par 6 € @ = u{P') c'est-a-dire que

l'on a :
dPe e(x,@)
P = {PG;GE(@'} avec x}) = ———— , x€C [0,1], 8€6
dP 1_ (9) o
) P

1
ou (x,8) =J' x(t) d6(t) est la valeur en (x%,8) de la forme bilindaire

0
canonique mettant CO [0,1] et M[0,1] = (CO [0,1 ],tB(CO [0, 1™ en dua-
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lité. On vérifie que

1
lp (8 =1, (P ) = explL [ m?(t) at) = exp{—[[  Inf(s,t) do(s) d8(t)} , b€
o o 0 TxT

soit en notant QW la variance de la loi de WIENER PO que

1, (8)
)

1
exp{—z— QW(O)} .
En effet, comme ¢ = 81 + 62 avec 61
. + = + + .
on doit avoir : QW(G1 82) QW(BI) Qw(ez) ZKW(Gl,BZ) ; calculons
chacun de ces termes :

1 1
Q,,(8,) = jO jo inf(s,1) [m'(1)1% db (s) 46 (©) = [m'(1))

=m(1)61 et 62=J'.dm ,

1 1 1 11
QW(GZ) =f J‘ inf(s,t) dm'(s) dm‘(t) =f f j‘ il [0’1](u) 1 [0'1](u) du dm'(s)
0 0 0 0 0 .
dm'(t)
1 1 1 1 9
=J‘ [‘f J‘ dm'(s) dm'(t)] du =_f m'(1) -~ m*(W)]° du
0 u u 0
2 1 2
= @] -2m' 1) m@) -m@]+] m'@WI° du,
0
11 1 1 1
2K(6,,0,) = -2 [ [ inf(s,t) m'(1) dd (s) dm'(t) = -2[ [[ w'(1) ds (s) [ dm'(t) Jdu
00 0 u 0
1 2
= —ZJ' m'(1) [m'(1) - m'(u)] du = -2[m' () ]" +2m*(1) [mQ) - m(@©)]
0 .
1
_ en additionnant les trois termes on trouve bien : QW(G) = \[‘ m‘(t)2 dt .
0

REMARQUE 1. - On pourrait étudier de fagon analogue le modéle obtenu en
remplacgant (Wt)tET par une f.a.r. gaussienne centrée quelconque sur un
ensemble d'indices T , l'espace des observations serait spécifié par les
connaissances supplémentaires concernant les trajectoires de cette f.a.r.

sur T .

REMARQUE 2. - Supposons que dans la structure statistique (1) , on admet-
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te que le paramétre varie dans un sous-espace de dimension finie K de

H(Q.,) , elle devient :

w
(2) (C lo,11.8(C _[0,1]), " = {P ,m€E€KCH(Q )})
0 o} m w
et si {ml,...,mN} est une base de K on a :
1 i
dPpP N ' 2
de = exp{ Xi(m) j‘ mi(t) dg, - -—é f m'(t)” dt}
o i=1 0 0
soit T = (Tl""'TN) le vecteur aléatoire dé&fini sur (CO [0,1],0’3(00 [o,11)
1
par Ti = _fomi(t) dgt; i=1,...,N et posons 8 = (91,...,6N) = v(Pm)

avec ei = Xi(m);i =1,...,N . On peut paramétrer la famille P" par

B € RN de sorte que P" = {Pe;GERN} avec

% 1,8
dPg e im ! N
dp lP (8)
o o,T

ce qui exprime que la structure statistique (2) est exponentielle, relative-
ment 3 la statistique exhaustive T et que la structure exponentielle cano-
nique, image de celle-ci par T est une structure exponentielle classique

de dimension finie :

N N " N

(R,B(R") , Py = {PGIT,GER 1)
avec

dp (t,6)

9Ty =2 ", terY, ger”
dp 1 (6)

o,T P

o,T

Nous remarquons, que dés que la paramétre est de dimension finie,
il existe une statistique exhaustive de dimension finie. Ce fait caractéristi-

que des structures exponentielles sera étudié au § suivant.

2. Structures statistiques gaussiennes & variance inconnue.
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Dans les mémes conditions qu'au n°l, soit PQO la probabilité
gaussienne centrée sur (E,a) de variance la forme quadratique positive
m
Qo sur (E,Q)

PROPOSITION 2. - La structure statistique gaussienne 4 variance inconnue :

(E,Q,PQ )

o]

ol PQo désigne la famille des lois de probabilité gaussiennes centrées

sur (E,Q) équivalentes & la loi PQO est une structure exponentielle re-

lativement & la statistique exhaustive : x~—>xE(x) =xXx®x ,de E dans E®E .

On sait en effet, d'aprés le- THEOREME 8, CHAPITRE III, §1, que
¢
st Fq tPQ, - ZEQ ) EeQ(g y % o
P
Qo Q Q )
déterminé de l'espace de HILBERT L(E,Q,PQO)ZO . Il suffit- alors d'appliquer
le COROLLAIRE de la PROPOSITION 3, CHAPITRE III, §1 qul exprime qu'un

est un élément uniquement

oy ot g est une v.a.r,l,

Q

, ou EZG est l'espace

tel élément QQ peut s'écrire C’Q = gQ

unique, appartenant au dual L(E @ ZX PQ X )

vectoriel engendré par 1'ensemble XE(E) dans’ E® E , muni de la plus

grande tribu azx rendant mesurable 1'application quadratique XE .

étant la loi de X_ . Alors

g o X
dPq = _€ @ E P _ep .
dPQo C(Q) Q Qo

APPLICATIONS : a) Structure statistique associée a l'observation d'une solu-

tion d'une équation différentielle stochastique linéaire.

Soit x = (x(t) une observation faite pendant un Intervalle

t€ [0,1]
de temps fini, fixé & [0,1] pour simplifier, d'un processus stochastique
(Xt)te [0.1] défini sur un espace probabilisé quelconque et régi par une

équation différentielle stochastique de la forme :
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dX, = a.(t) Xt dt +th .

X
o

0 ;

ot (Wt)té [0,1] est un mouvement brownien standard, défini sur le méme
espace probabilisé et qft) , un coefficient réel inconnu, dépendant du

temps.

La théorie des équations différentielles stochastiques (cf. COROLLAIRE,
du THEOREME 10, CHAPITRE III, §1) permet d'affirmer que si la fonction

inconnue ¢ = (o (t)) appartient cependant & 1l'espace

te[0,11]
LZ([O,l],ﬁ([O,l]),dt) ., X peut étre considéré comme l'observation d'un

élément aléatoire X défini, comme on 1'a déja fait précédemment & partir

de la fonction aléatoire (Xt) & valeurs dans 1'E.V.M.S.

tefo,1]
(CO [0,1 ],ﬁ(Co [0,1])) dont la loi de probabilité POL est équivalente, quelque
soit o , & la loi Po qui coincide alors avec la loi de WIENER sur ce
dernier espace mesurable et vérifie :

dp 1 R
(3) % =exp([ alt) & dg - ~ J o' g a
0

dP
o 0
cette densité s'exprime au moyen d'une intégrale stochastique par rapport

au processus de WIENER standard canonique (gt)te 0,17 -

Quant & la variable aléatoire définie par la deuxiéme intégrale elle
est déterminée partout sur Co [0,1] par :
1 1

xec_[0,11, (J‘Oazm £, dt)(x) = foazm x ()t .

Nous allons montrer que si 1'on restreint ¢ a appartenir & un

. 2
certain sous-espace A de L ([0,1],8([0,1]),dt) , la structure statistique :

(4) (Co [0,1],@(0O (0,1 , ¢ = {Pa;aEA})

correspondant & l'observation x de X est une structure exponentielle ex-

plicite relativement a la statistique exhaustive T dé&finie par T(x) = xz(.)
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a valeurs dans le c6ne positif de Co f0,17 .

On peut montrer, en utilisant un théorédme de CAMERON et MARTIN
par exemple (cf. [39], pour les détails) que si o est une fonction conti-
nue et a variation bornée sur [0,1] , Vintégrale stochastique dans (3)

admet pour version :

1 1 1 :
( atr e dg)e = L (T aw ad® - [ awan |
0 2 %o 0

pour Po—presque tout x dans CO[O,l] .

1
2
L'intégrale foa(t) dx (t) est alors bien définie et entendue comme

une Intégrale de RIEMANN-STIELJES, c'est-a-dire comme :

n .
lim 5o () Ik(h) + x4y - x(lyy
n-e j=j

La fonction de vraisemblance de la structure statistique ci-dessus, s'écrit

alors,

ap : i 1 i
vo €A, ¢ (x) = expg—l— (J' a(t) dxz(t) —‘f az(t) xz(t) dt —J' aft) dt)f,
dp 2 7o 0 0

P0 presque partout sur Co [0,1] , ou encore en intégrant la premiére in-

tégrale par parties :

dPy .~ ) 2 1, 1o 2 !
va €A, ar. (x) = exp;_i_ (@) x"(1) - J'Ox (t) do(t) - j‘oa (t) x™(t) dt - j‘oa(t)dt)f

Po—presque partout,

2
Le théoréme de factorisation, montre bien que T(x) = x (.) et une statis-

tique exhaustive,

Pour montrer que la structure statistique (4) est une structure
exponentielle explicite relativement & la statistique T , Il suffit de cons-

tater que cette fonction de vraisemblance s'écrit :
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dP_ T, ula))
va €A, —=  (x) = ., x€C [0,1], P -p.p.
dPO C(OL) o o

en prenant pour paramétre naturel la mesure bornée 6 = u(a) définie sur

(f0,11,810,11)) par : Be@([0,1]) , 6(B) = %[a(l)él(A) - [datt) - | o) at]
1 B B
alors (T(x),ufa)) = f xz(t) de(t) , qui est la valeur en (T(x),8) de la for-

0
me bilinéaire mettant Co [0,1]1 et I'espace M[0,1] des mesures de

RADON bornées sur [0,1] en dualité.

Il s'ensuit que l'on peut paramétrer la famille P par

8 €cu@) =®cMI[0,1] , la structure statistique devient :

(co([o,ll) . na(co[o,ll) , P = {Pe;6€®})

avec
d Py e<T(x),e>
1P (x) = —1——(5 ; XECO([O,I]) Po—p.p.
o P
o,T
ou,
1
(5) p (0 =1 (@) =Cl) =exm(Lfamay .
o,T o,T 0

La structure exponentielle canonique explicite image de cette der-

niére par T est donc :

(Co([o.ll),ea(co[o,ll), Pp = (P ; 6 €8})

e,T

od ®cD(C [0,11,8(C_[0,11),P oT}) .
(o] o O

Pour étudier cette structure exponentielle canonique, il convient donc

de connaftre la loi de probabilité Po o 'I‘_1 de T quand 8 =0 , c'est-

a-dire la loi de 1'élément aléatoire : T(X) = Xz(.) dans (Co (0,1 ],B(CO [0,11)
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quand X = (X(.)) est 1'élément aldatoire associé & la f.a.r. gaussienne .

centrée du mouvement brownien,

On dispose en particulier de sa fonction caractéristique :
T
veMfo,1]; wpv) = Ele ¢ 'V)) .

comme cas particulier des résultats obtenus au CHAPITRE III, §2 concer-
nant la loi de probabilité de WISHART associée & un élément aléatoire
gaussien X dans un espace de FRECHET séparable :

Dans ce cas trés simple on obtient :

-1
optv) = dét(R-2iB) 2 ;veMlo,1] .

ou dét(n - 2i Bv) est la valeur au point 2i du déterminant de FREDHOLM
de l'opérateur nucléaire autoadjoint dans H(QW) défini par :

1
FeHQy) . B () = [ f{t) inf(.,t) du(t) .
0

En utilisant 1'isométrie entre H(QW) et Lz([O,l].B([O.l]).dt)

on peut d'ailleurs montrer que :
dét(ll - 2iB ) = 5(2i,B )
v v

ol avec des notations plus classiques 6("Bv) est le déterminant de

FREDHOLM de 1'opérateur de LZ([O,I],B([O,I]),dt) défini par le novyau :

s,te¢ [0,1] , 6\:(3'” = v [max(s,t),1] .

De ce fait, 1 (8) = j' e<t'9> dPo,T(t) = mT(-i 8)

o,T "Col0,11

-1
dét(L +28 ) 2

D'ou la description du convexe : D(E, [0,1],3(00 fo,1D), P0 o T_l) dans
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M[0,1] et l'identité : dét(ll +2B ) = exp(—j'a(t)dt) , d'aprés (5) .

ufa)

Les résultats du CHAPITRE III, §2 permettent d'envisager la cons-
truction de structures exponentielles canoniques explicites plus générales

a partir de la loi de WISHART généralisée,

b) Structure_statistique associée & l'observation d'une f.a.r. gaus-

sienne centrée & covariance triangulaire.

Soit x = (x(t)) I'observation faite pendant 1'intervalle

t€ [0,11]

de temps fini [0,1] d'un processus réel gaussien (X) centré,

t'te [0,1]
de fonction de covariance inconnue, mais supposée triangulaire c'est-a-dire

de la forme ka b(s,t) = a[min (s,t)].b[max(s,t)] , s,t € [0,1] ou a et

b sont deux fonctions numériques définies sur [0,1] telles que % soit

positive et non décroissante sur cet intervalle.

Le THEOREME 11, CHAPITRE III, §1 exprime que si l'on suppose de
plus que les fonctions a et b sont de classe C2 et telles que :
a(0) =0 ; b(t)>0 , t€ [0,1]; blt) a'lt) -alt)b'(t) =1 , te [0,1] , la

~

stucture statistique associée 3 cette observation x est de la forme :

(C,[0,11, 8(C [0,1]) , R =1{P  ;(a,b)€U})

U a,b

ol U est I'ensemble des couples de fonctions vérifiant les conditions im-

posées & a et b . Les lois de probabilité Pa b sont équivalentes, en

particulier la densité de Pa p par rapport & l'une d'entre elles, la loi
de WIENER, obtenue pour : ao(t) =t et bo(t) =1, vte [0,1] , est

donnée par ;

dPp

1
a,b - /bl0) (1) 2y _ *(t)
x € Co [o,11, ar_ . (x) (1) exp{ b 0 X IOX (t) - dt)}

0, O

Ce qui montre que cette structure statistique est exponentielle ex-

plicite relativement & la statistique exhaustive T : X — x"(.)
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En posant : 8 = 6(a,b) =% (—b—(——l) ) -f

b(l) 1

b7(t) (t) dt)
b (t)

on définit une mesure borélienne bornée sur [0,1] , et donc un codage

relatif a Pa b de PU » ce qui fait que la structure statistique considé-
0, o

rée est de la forme :

(Co[O,ll,ﬁ(Co[O.I]),P = {PG;GE@ = 8u)eMio,11})

dP, (T(X),G)
: T ) ? ) 9
avec dP (x) = lp ) xECO[O 1] €0
o, T
-1
on 1. (8@b) = (2D 17 . .peu

lPo,T b(1)
_j_)_,
( b)) ) I(alb)EU

lorsque Be est 1'opérateur défini comme dans l'application a) précédente,

relativement & la mesure 0 . ®

ce qui, au passage, fournit 1'identité : dét(l +ZB

3. Structures statistiques de POISSON. Application.

PROPOSITION 3. - La_structure statistique vectorielle :

(1) (E.Q,9 = X € A(xo)})

(%0 ™

ot E désigne l'espace vectoriel des mesures bornées A support fini sur

un espace mesurable (T,7) , @ la plus grande tribu rendant mesurable

®

l'application X de l'espace mesurable somme directe Q,%) =% (TH,JIl )
n{w) o nz0

définie par : X(w) = Z} th(m) . , X(wo) =0, {wo} =T et P la

famille des lois de POISSON d'intensité la mesure positive bornée X\ équi-

valente d la mesure positive bornée )\0 sur (T,J) , est une structure sta-

tistigue exponentielle canonique.

Cela résulte directement de la PROPOSITION 2, CHAPITRE III, §4,

avec les notations de laquelle, le codage relatif & P (\ ) de cette

(T,
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\) = ﬂ;(LoggL) =8 , o0 V est un isomor-
T,7) o

phisme de LO(T,J’,xO) sur L(E,@,P) . Cette structure est bien de la forme :

structure s'écrit : u(’b(

(E,0,@ = {P ;8 €8})

d Pg ee
avec = , BB ;
dPO LP(B)
o
: C)
ol, LP (8) = exp{f (e -1) d\o}
o T

Remarquons, que d'aprés la démonstration de la proposition citée,
il revient au méme de dire que la structure statistique :

-XMT) . n®
(Q?JPXAEAObH)==Z)Wn,f@,{e A

n=0 nt

,XGAQJD

est une structure exponentielle généralisée relativement & la statistique
exhaustive constituée par le vecteur X , Pbuisque la structure exponentielle

canonique (1) en est l'image par X . ®

Application : Structure statistique associée a 1'observation d'un processus

de POISSON d'intensité équivalente & la mesure de LEBESGUE sur la droite.

Supposons que l'on observe pendant un intervalle de temps fini
T = [0,1] par exemple un processus de POISSON N d'intensité inconnue
A définie par sa densité par rapport & la mesure de LEBESGUE sur (R,8(R))
f que l'on suppose &tre une fonction positive continue, soit A 1'ensemble

A
de ces mesures d'intensité.

L'observation réelle se résume a la donnée des instants successifs

t ,trl de réalisation d'un événement donné, elle est équivalente a la

i it
donnée de la mesure 7 th qui est l'observation x d'un vecteur aléatoire
it

(

) , o0 A\ est la mesure bornée, restric-

ey T

tion de A & l'espace mesurable (T,8(T)) , puisque cette derniére est équi-

X de loi de POISSON :

valente & l'observation de la famille de v.a.r. {N(P)}PeT A B(R) ou N(F)
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est le nombre de tj dans F , On peut poser X = IT.N .

La structure statistique associée 3 ces observations est donc une structure

de POISSON :
(£,0,0 9 ,0)i1eER])

dont la fonction de vraisemblance vaut :
1

o) n -[ ) dt +1

dp
six =3 6, 205% = — D o T ft)e ° ..
j=t d B g pldt) j=p
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§3. - PROPRIETES DES STRUCTURES EXPONENTIELLES CANONIQUES.

Etant donné ce qui précéde, la notion de structure exponentielle
canonique a une importance particuliére, puisque c'est la structure statis-
tique obtenue aprés "réduction de l'observation" par une statistique exhaus-
tive, et donc dans laquelle sont prises les décisions statistiques. Il est

alors souhaitable d'en connaftre les propriétés générales caractéristiques.

Dans tout ce § on considére donc une structure exponentielle
canonique, munie de son paramétre naturel, c'est-a-dire une structure
statistique vectorielle (E,Q,P = {Pe;9€®}) vérifiant les conditions i)
& iii) de la DEFINITION 2, §1

1. Intégrabilité.

PROPOSITION 1. - Avec les définitions du CHAPITRE II, §2, n°2, pour tout
6e® , 1'E.V.P, (E,Q,Pe) a pour transformée de FOURIER :

~

. Lp (6+i€)
ig Py
€ L(E,Q,P , @ = dp, = —m——
PELEAR) L 3y () = [ e ary T
o

(o LPO désigne l'extension de la transformée de LAPLACE réelle LPo de
I'E.V.P. (E,G,PO) a4 la bande D(E,O,PO) +1i L(E,0,P) de variables aléa-

toires complexes). .

o
De plus, en notant D(B,G,Po) l'intérieur algébrique du convexe

D(E,G@,P ) , on a :
(o]

LE.@.®) = N L (EQPg .

o)
bedn D(E,Q,PO)

En effet, la premiére partie de la proposition est évidente puisque
¢

| J . S— .P_ . Pour la deuxiéme, on remarque que
6 LPO(e) o

o
g€ D(E,a,PO) e 0€ D(E,Q,Pe) , par suite, en appliquant la
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PROPOSIC')I'ION 2, CHAPITRE II, §2 , on a : L(E'Q'PG)CL]_(E'G'PG) pour tout

B €8N D(E,O,PO) ce qui implique la relation proposée puisque

L(E,O,Pe) = L(E,Q,P),vB8 €60 . Elle exprime que toute statistique réelle linéaji-
re définie sur la structure est Pe-—intégrable dés que A est un point inter-

ne de D(E,Q,PO) . De plus, d'aprés la REMARQUE 6, CHAPITRE I, §2, si

L'Po(elg)
6 € D(E,Q,P ) , pour tout EeL(E,a,P) , E_ () =——M = (6,8) . =
o P P

¢ L, (8) o

P
o

2. Structure image par une statistique linéaire et caractérisation,

Soient (El'al) un E.V.M. et U une statistique vectorielle liné-

aire définie sur la structure exponéntielle canonique et 3 valeurs dans (E1 ,01) .

={p, o u"l;ee@}) .

La structure statistique image est (El,a 5

1'%

Compte tenu de la PROPOSITION 4, CHAPITRE II, §2, définissant

l'application transposée de U de L(El,al,Po° U_l) dans L(E,Q,Po) ,
un élément 91 de L(El,al,Poo U_l) appartient a D(EI,Q ° U_l)

3] B, o U
1 _1 1 s
sl et seulement si, f e dPO o U = fe dPo <o c'est-a-dire, sl
E E
1

l'Po

=t - or~ly _t -1
92U = U(e,) € D(E,Q,P ) , donc D(E, .0, ,P_o U y =Y (D(E,Q,P ) et

_ t
Lp ,y-106) =1, (ue)) .
O (8]

Posons @, = tU_l(@)) . P o =0P, :8 €®‘] et
1 1 91 i 1
S,
1
- _¢© -1 = .9
pe = n o) POQU , de sorte que (E1 ,al,Pl {Pel, 1 E@l})
1 Po o y-1 1

est une structure exponentielle canonique,
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LEMME 1. - c
P1 PU

En effet, soit 61 € @1 et montrons que Pe € PU , C'est-a-dire
1
qu'il existe 6 €® tel que Pe = Peo U~1 . D'aprés la définition de Pe
on a : L L
6, °oU t
dPg1 e 1 e U(el)
o U = =
o -1 t
dPo U LP0° u-1 (61) LPO( u(el))

t
posons 0 = u(el) €8 , alors

« d Pg dP
(1) ———-—1—- °U = __e
dp oyl dp
o o
donc,
dPe1 dPe
Eg ( _evju) = E, (—= |V) , P -p.s.
o dP oU o dP °©
o o)
soit,
-1
dPe1 dPe°U
- 0V o= - « Pg7Ps.
dP U dP °U
o o
ce qui implique que
dPe1 -1 dPe1
VAleal,Pe(A)—j‘ -, dP_ U = | °U)dP
1 1 A dP_eU ° u-l@a,) dPou-l
dPe°U—1 1
= [ (—=—— °U)dP_=[ dP, o U ;
ut@,) dp oyl o 5 8
1 0 1
-1
donc P =P oy
B 8
1
Ce lemme revient donc a montrer que la structure image (El,al,PU)

"contient" la structure exponentielle canonique (El,al,Pl) .
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CONSEQUENCES :

1°) - Exhaustivité

La relation (1) implique, en utilisant le th&oréme de factorlsation,
que la statistique U est exhaustive sur la sous-structure
(E,a,p' =‘{PtU(61) P8y e®1}) de (E.@,P) , dont I'ilmage par U , est la
structure exponentielle canonique (}EZ1 ,al,Pl CPU) ce qui _peut se schémati-

ser par le diagramme :

(E.a,P) >  (E,a.P")
U ‘ ‘U exhaustive
(El,al.PU) o) (El.al,Pl)

on obtient comme corollaire :

PROPOSITION 2. - Si tU est surjective de ®, sur ® , U est exhaus-

1
tive et la_structure image est exponentielle canonigue.

2°) - Liberté.

Si U est une statistique libre, alors PU =

(P
LEMME 1 implique que Pl = {Po° U_l} c'est-a-dire @1
ce qui est &quivalent a 61 #£0 = tU(E)l) ¢® , ou blen :

0° U'l} et le
t

= {0} = u-l@)

tU(L(131,C1_1,PO° U—l)) N® = {0} qui implique que si 0 est un point inter-

ne de ® (ce qui entrafne que ® est d'Intérieur algébrique non vide)

t -1 t
U(L(El'al'Po° U )=0 soit U=0 et donc U est la statistique 1iné-
aire libre triviale U = 0 d‘ou :

PROPOSITION 3. - Si l'origine de L(E,Q,f) et un point interne de ® , la

seule statistique vectorielle linéaire libre est la statistique triviale identique-

ment nulle.

3°) - Caractérisation.

Reprenant les notations et les résultats du CHAPITRE II, §2, n°4,
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soit N un élément de la famille %(L) des sous-espaces vectoriels de
dimension finie de L(E,q,P) de dimension n par exemple., En prenant
pour U la statistique linéaire vectorielle %N = (gl, . .,gn) a valeurs
dans (Rn,tﬁ(Rn)) ol {gi;i =1,...,n} est une base de N , la structure

statistique image est (R, g(RD) , {Peo g;ll :0€8}) et comme on l'a vu

t -
1'application gN est un isomorphisme de L(Rn,ﬁ(Rn) ,P o gNl) sur N ;
o
. t_-1 t ‘
t = = i
par suite @N gN(®) est tel que gN(@N) ®NN. Si ®<N ,
‘ng est surjective de @ sur @ et d'aprés la PROPOSITION 2 BN

est exhaustive, d'ol :

a

PROPOSITION 4. - Si la structure exponentielle canonique (E,qa.f) est &

paramétre de dimension finie (DEFINITION 4, §1) , il existe au moins une

~

statistique vectorielle linéaire exhaustive & valeurs dans un espace
vectoriel mesurable de dimension finie et la structure image et exponentiel-

le canonique,

Cette proposition raméne donc 1'étude d'un probléme de type expo-
nentiel, dont le paramétre est de dimension finie, dans une structure expo-
nentielle classique en dimension finie, méme si 1'observation est de dimen-
sion infinie comme on 1'a déja vu au §2 . Elle caractérise déja en partie

les structures exponentielles canoniques, car on peut énoncer :

PROPOSITION 5. - Une condition nécessaire et suffisante pour gu'une struc-

ture statistique de la forme (E,q,p = {PB,BE@)}) vérifiant les conditions

i) et ii) de la DEFINITION 2, §1 soit une structure exponentielle cano-

nique est que le systéme projectif :
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2
(2) (Ey-BE) , (P ogy

;6 €8N N})
NeF(L)

soit constitué de structures statistiques exponentielles canoniqgues de dimen-

sion finie classiques.

En effet, 1'é1ément générique du systéme projectif (2) est la struc-
ture image de la sous-structure exponentielle canonique
(E,G,PN = [Pe;8€®ﬂ N}) par la statistique lin&aire (qui est alors exhaustive)

gN et la condition nécessaire découle de la PROPOSITION 4.,

Inversement, comme ® = |J ®N N . par un argument semblable
NEF(L)
a8 celul de la REMARQUE 9, CHAPITRE I, §2,

9 -
i 0 = -
si 8€anN , LPO(e) J‘Ee dPO IE e dP of

o)
2

par conséquent, la fonctionnelle LP est parfaitement déterminée par ses
valeurs sur les parties de @ qui sgnt lntersecﬁon de ® avec les sous-

espaces vectoriels de dimension finie de L(E,Q,P) et donc :

op —1
ap, dPg=8 4 . 8
VBEBNN , —— = —_— ° =
dP_ 4P og 1 N L, (8)
lo] N (o]

puisque par hypothése, gN est exhaustive sur la structure (E,G,PN) cl-

dessus, ®

Cette proposition a été énoncée dans le cas explicite dans [34] ,

elle constitue une caractérisation des structures exponentielles canoniques.

3. Espaces de statistiques réelles et complétion.

Soit VI(E,G,P) le sPous—espace vectoriel de LI(E'a'Po) engendré
0
par la famille de v.a.r. { 8 = & , BE€EB} ou encore par la famille

d PO LP (0)

6
{e ;0€0} . 0
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Posons U_(E,a,P) = N L_{(E,®@,P,) qui est l'espace vectoriel des

statistiques réelles P-intégrables sur la structure exponentielle canonique

(E,a,p = {PG;GE(@}) ]

On a évidemment L _(E,@,P)<Ui(E,Q,P) ; nous savons également,
o
d'aprés la PROPOSITION 1, que si ®CD(E,Q,PO) supposé non vide, on a
L(E.a,P) < U, (E,a,P)

1
Pour E EUl(E,a,P) [resp. §€Lm(E,a,P)] et nEVl(E,O;,P) , l'ap-
plication (%ﬁl)i—»EP (E.n) est une forme bilinéaire (notée <"°>P) sur
o

U1 (E,a,R) x Vl(E,a,P) [resp. Lm(E,a,P) X Vl(E,a,P)] qui met donc ces deux

couples d'espaces respectivement en dualité .
Ces dualités sont séparantes en V1 (E,a,P) c'est-a-dire que :

<§,n)P =0, v € Ul(E,Q,P) [resp. VE €L _(E,0.#)] = =0 dans Vl(E,a,P)

dPg
n i
(en effet, en posant 1 = )\i—-———, on apour tout A€ Q@ , dans cette hypo-
o= dP .
o i=1 o
thése, 2 )\i Pe (A) = 0 ce qui implique que )\i =0, i=1,...,n sila

i=1 i
structure statistique n'est pas dégénérée). Par contre, l'hypothése
(g,'ﬂ)P =0, Vn EVl(E,a,P) n'entraine pas nécessairement £ = 0 , ce qui
exprime que la dualité considérée n'est pas toujours séparante en
U. (E,@,P). lresp. Lm(E,a,P)] ; ce fait se traduit d'ailleurs en termes de com-

1
plétion de la structure statistique :

PROPOSITION 6. - Une condition nécessaire et suffisante pour que la dualité

entre Ul(E,Q,P) [resp. L (E.0,R)] et Vl(E,Q,P) soit séparante est que la

structure statistique (E,Q,P) soit compléte [resp. quasi-compléte].
Cette proposition se démontre facilement. ®

REMARQUE 1. - La dualité entre Lw(E,G,P) et V1 (E,8.,P) n'est autre que
la restriction & ces deux espaces de la dualité classique entre Lm(E,a,PO)
et L1 (E,G,PO) ; dire que la structure statistique est quasi-compléte est donc

équivalent & dire que l'espace vectoriel Vl(E,a,P) est dense dans Ll(E,a,PO)
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)
pour la topologie faible O(L]_'Lm) ou encore que l'ensemble {e  ;0¢€0}

est total dans L1 pour cette topologie.

REMARQUE 2. - Soient 1 <p<wo et q le réel conjugué de p . Si
V1 (E,O,P)CLP(E,G,PO) , Ce qui est équivalent & p@CD(E,a,PO) . alors

D S ’ = [4
U, (E,q,P) Lq(E,a,PO) puisque (g vn)P (g n)Lq'Lp pour tout
g € Lq(B,a,PO) ; en particulier, si p=2 alors

v(,af)cL (E,a,P)cL (E,a,P)cU (E,a,P)L,(E,Q,P ) et donc
1 p o) q o 1 1 o
VI(E,a,P)CUl(E,a,P) .

LEMME 2. - Si _la_structure exponentielle canonique (E,G,P) est réduite

(DEFINITION 4, §1) une condition suffisante pour qu'elle soit compléte

[resp. gquasi-compléte] est que pour tout sous-espace vectoriel N de

dimension finie de L(E,Q,P) la structure exponentielle canonique de dimen-

sion finie :

-1
(EN,u(EN) . {Peo gN ; 8€@ N N})

soit_compléte [resp. quasi-compléte].

En effet, avec les notations déjd employées dans la PROPOSITION 5,
cela revient & dire que pour tout N € F(L) , la statistique vectorielle 1iné-

aire E‘N _est compléte [resp. quasi compléte] sur la sous-structure

(E,G,PN = {PG:GE(@H N}) = sur laquelle elle est exhaustive ; ou encore que
la structure restreinte (E,aN,PN) 1'est aussi, ol aN est la tribu (ne dé-
pendant que de N} engendrée par gN définie a la

REMARQUE 7, CHAPITRE II, §2, et PN la famille des restrictions a cette

tribu des P_:6€BNN .

9}'

Soit V1 (E,QN,PN) I'espace vectoriel engendré par la famille de

v.a.r. {ee;66®ﬂN} c'est bien un sous-espace de Ll(E,a ,Po) puisque

N

si 6eN , B est aN-mesurable.
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Comme @ = U ©®N N il est facile de montrer que :
NE%(L)
(3) vV (.Qq,R) = U V (,a_¢f.)
1 NEF(L) 1 N N

Notons alors U_(E,a...RP.) = N L.(E,a...,P ).
1 N N 6€®ﬂN 1 N°" 8

Supposons que pour tout N € F(L) , la structure (E,GN,PN) soit

compléte [resp. quasi-compléte ] c'est-a-dire, d'aprés la PROPOSITION 6,

que :

(v& €U (E,0.P) lresp. L (E.ay.P )], J“E%n dP =0,vyn€eV (Eapr )=t

Soit, maintenant 2 EUl(E,Q,P) [resp. Lm(E,a,P)] tel que

f En dPo = 0 quel que soit m € V1 (E,a.,P) ; cela implique d'aprés (3) que

E

quel que soit N € (L), J" En dPO =0 quel que soit €V
(¢

donc que f E N) 1 dPOE= 0 quel que soit 1 EVl(E,a

a E
E VE) e U, (.0

1(E,CIN,PN) et

N'PN) : comme

o N’PN) [resp. Lw(E’QN’PN)] , I'hypothése faite entrafne donc

‘que E () =0 , VN €ZF(L) et par suite & =0 dés que Q< V Cy -
NeF(L)

Ce qui est le cas puisque, d'aprés la REMARQUE 7, CHAPITRE II, §2,

a. =V q. .=
L Nez@m)N

PROPOSITION 7. - Si l'origine de L(E,Q,P) est un point interne de © ,

la_structure exponentielle canonique réduite (E,Q.,P = {Pe;e €08}) est com-

pléte.

En effet, dire que 0 est un point interne de ® est équivalent
a dire que pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie N de
L(E,a,P) , ®N N est d'intérieur non vide dans N . La proposition découle
alors directement du LEMME 2 et de la condition suffisante trés connue
pour qu'une structure exponentielle canonique classique (c'est-a-dire en

dimension finie) soit compléte (cf.[5] Théoréme 1 p. 167). ®
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Il est remarquable que cette condition suffisante, soit purement
algébrique, puisque la notion du point interne d'un ensemble dans un espa-
Ce vectoriel, n'est pas une notion topologique, elle implique que ® est
bien dispersé dans toutes les directions de L(E,a,R) , (ce qui implique
que D(E,G,PO) I'est aussi), en fait que ® engendre L(E,a,P) , @ est
donc égale & QL

4. Propriétés de conditionnement.

Solent N1 et N2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires

de L(E,a,P) de sorte que tout &lément € € L(E,a,P) s'écrive de fagon
unique § = %I(E) +§2(§) avec %1(5) €N, et %z(g) €N, .

On pose ®1 = pr1(®) = {8](9) ; 8 €0} .

On note @ et Q les sous-tribus de @ engendrées respec-

1 2
tivement par les éléments de N1 et N2 . Pal la restriction d'une pro-
babilité P sur (E,@) & la sous-tribu 01 et Pa2 la loi de probabilité
1
conditionnelle & az . sl elle existe, sur al .
PROPOSITION 8. - Si @1 c D(E,Q,PO) , il existe une probabilité unique F’2
sur (E,az) telle que pour tout 6 €® , en posant 0 = 61+92,(61€ N1 , GZENZ)
on aijt :
8
dPﬂ’a2 o 2
= ; 0€EO
dp, L, (8)
o
1 ) +92
En effet, pour tout A €@. , P @Aa,) = [ 1 e dpP
o
6, a. 8
el e E,%(e ')ap 0
L. (8) “a o °%
P 2
o
02 e1
puisque Qz est az—mesurable et que EP (e 7) est bien définie dés que

o
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81 € D(E,G,PO) ; i1 suffit alors de poser : Pz = EP (e 7). Po,a

et _si la probabilité conditionnelle

PROPOSITION 9. - Si ®1 < D(E,Q,P)

a
P 2 est réguliére on a, en posant : 6 =0 + 6
o,a1 1 2
dpaz 1
8.a, ©
= -S, 6
az az ;P8 €D
d PO a LP (61)
1 0,0
1
En effet, soit A1 € al : pour tout A2 eaz on doit avoir :
Q
P,ANA)=[ P% @a)ap
671 "2 8,0, "1 8,a
A2 1 2
@, )
P < i
Comme e<< Po s Peﬂa1 <Po'a1 p.s , car si A1 eal est tel que
2, 2,
Po,a (Al) =0 p.s. alors Po(Al) = EP (Po (Al)) =0
1 o
mais on a :
Eaz (dPe )
a, o) Po dP_ " "1
P A =
8
,01 1 az dPe
B, (—)
o dPO
dPe
et comme .1 =0, P -p.s., le numérateur est une v.a.r. nulle.
dP_ Ay o
Gy
dPe,al
soit fe la densité conditionnelle :—a—— ; en tenant compte de la
dP 2
o,Q

1
PROPOSITION 8,
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62 (22 81
02 e Ep (e ™)
4) P_(A nA)=j' [l £ dp ] dp
61 2 ] 0,Q 0,Q
A2 Al 1 LP (8) 2
o
D'autre part, on a
6, @ 3]
2 .72 1
61 + 92 e BPO (e lAl)
& e ar = | : 4,0,
AlﬂAz Lp (8) A, Lo (8)
o) o
En identifiant (4) et (5), on obtient :
Q. 8 a, 6 a
2, 1 a2 1 2
Epile 7.1, ) =E % ) | fg dP g
o 1 o A1 1

on constate que cette équation est vérifiée das que 1'on prend pour f9

e91
i =
8
LPGZ (6,)
o,a 1
1
@, %
Ep (p, e ™) a, © a, B8
. o) 1 2 1 2 1
car le deuxiéme membre vaut alors : a EP (e ") = EP (e .IA )
L. 2 (6.) o o 1
POQ 1
1
0 a, ©
’ 1 a 2 1
car LG, (8 ) =f e dP 2, =E"(e )<o p.s puisque ® < D(E,Q,P )
POG 1 E 0,01 PO i o

1
la proposition résulte alors de 1'unicité de fB . B

COROLLAIRE. - Si N1 est _de dimension finie et si ®1 < D(E,G,Po) , la

sous-tribu al est libre conditionnellement & @ . par_rapport au parameétre

2

62 et pour tout x € E la structure statistique conditionnelle & @

treinte a al

, Ies-

2

(E.a_ ,{P

N ; 6 €0))

est de type exponentiel canonique et admet pour paramétre naturel 91 € @1
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Il suffit de constater que si Nl est de dimension finie, Gl est

la tribu engendrée sur E par un vecteur aldatoire réel de dimension finie

(par exemple, une base de Nl) et les conditions du théoréme de JIRINA

sont remplies, qui font que la probabilité conditionnelle est réguliére

a
p 2
6,04
pour tout 6 €8 | I1 suffit alors d'appliquer la PROPOSITION 9 qui assure que

aQ 8
2 1
dPe,a e
1 =
oy
dPo,a L ay (91)
1 P a
0.8,
%
ce qui montre a la fois que la loi de probabilité conditionnelle Pe a ne
‘71
dépend pas de © et que la structure conditionnelle ainsi construite est de

2
type exponentiel canonique. 8

Conséquences : Si dans un probléme de statistique sur une structure expo-

nentielle canonique, le paramétre 62 tient lieu de paramétre nuisible, et

s'il existe une statistique engendrant az , conditionnellement & celle-ci,
la structure obtenue ne dépend plus de 8 et de plus est une structure

2
exponentielle de dimension finie classique.

En particulier si Nl est de dimension 1 , on peut essayer de
généraliser la méthode des tests conditionnels de LEHMANN qui permettrait
de trouver des tests optimaux pour un parameétre scalaire en présence d'une

infinité de paramétres nuisibles.
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§4. - ESTIMATIONS CONCERNANT LE PARAMETRE NATUREL D'UNE STRUCTURE
EXPONENTIELLE,

Dans les problémes pratiques, il peut étre utile d'estimer le para-
meétre naturel (ou certaines de ses fonctionnelles) d'une structure exponentiel -
le ; comme celui-ci n'apparaft qu'aprés réduction par la statistique vectorielle
exhaustive de référence, on supposera donnée dans tout ce § , une structure
exponentielle canonique (E,Q,P = {Pe ; 9€8}) munie de son paramétre naturel,
telle qu'elle est décrite dans la DEFINITION 2, §1 (ou dans la DEFINITION 7.,
§1 si elle est explicite). On étudiera successivement I'estimation sans biais
des fonctionnelles de ce paramétre et I'estimation par la méthode du maximum
de vraisemblance du paramétre lui-méme, cette derniére n'ayant de sens que
lorsque l'on dispose d'une version de la fonction de vraisemblance, c'est-3-

dire dans le cas d'une structure explicite,

1. Estimation sans biais,

DEFINITION 1. - Une fonction réelle f définie sur ® sera dite "admissible

par _rapport 3 Pe ", Go €® , s'il existe un estimateur sans biais de f ’
o

de variance finie pour la loi Peo . C'est-a-dire, une statistique £ € Ul(E,a,P)

telle que :

() i- [ edp, =1(6) , veco ,
E

2
ii- o €) <o , *
P
E)
o
La fonction f sera dite "uniformément admisslible" si de plus oi (&) <=

pour tout 0 €0 8

Choisissons par exemple GO =0 ;

PROPOSITION 1. - Si la structure exponentielle canonique (E,q,P = {Pe;9€®})

est réduite, telle que @ +®CD(E,a,P0) et telle que l'origine de L(E,Q,P)

soit _un point interne de ©® » une condition nécessaire ‘et suffisante pour qu'une

fonctionnelle f soit admisgible par rapport a Po est que la fonctionnelle :
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f,LPO appartienne a l'espace de HILBERT autoreproduisant H(K®) de fonc-

tionnelles définies sur ® , associé au novyau K® défini sur ® x @ par

K®(6,9') = Lp (6+06');6,6' €® , Dans ce cas, l'estimateur sans biais de
_1 .

f est unique et donné par la relation : & = >\®(f.LP ) ou )\® est une iso-
métrie de LZ(E,O,PO) sur li(K®) . tandis que sa variance par rapport &
P vaut :
o —
2 2 2
o, (B) = ||f.L_ | - (fL_ ,L_ )
P_ P_MH(Ky) P_'TP MK

Si de plus, %2 € LZ(E,O,PO) . I est uniformément admissible,

£ est l'estimateur sans biais de f , de variance minimum :

g (B2 1(0)
L - 2 NGy
8 Lpo(e)

2

En effet, d'aprés la REMARQUE 2, §3, la condition ®+®CD(E,Q,PO)
implique que Vl (E,a,P)c LZ(B,O,PO) c Ul(E,Q,PO) ce qui permet d'envisager
l'existence de fonctionnelles admissibles par rapport a P0 , de plus elle

entrafhe que la fonction K. définie sur © x par K®(9,9') = Lpo(e +8') ,

8,8' €@ est un noyau sym@étrique de type positif sur ® , comme on l'a vu
d la REMARQUE 1 du CHAPITRE II, §3. Par un argument analogue & celui de
la PROPOSITION 4 qui la précéde, ii existe donc un espace de HILBERT réel
autoreproduisant H(K®) associé & ce noyau, constitué de fonctionnelles dé-

finies sur ® et tel que :

1°) les fonctionnelles K®(.,9) = LPO(. + 6) appartiennent & n(1<®)

et l'engendrent quand © parcourt ®

2°) Si fen(K®),f(e)—<fK® HKy) 8 €@
Si 1'origine de L(E,Q,P) est un point interne de ® , un argument
analogue a celui de la PROPOSITION 3, CHAPITRE II, §3 , implique que

V1 (E,a,P) est dense dans LZ(E,O,PO) . La transformation X® définie par ;

EEL,(E.Q,P) ., DgE))e) = jge dP_ ., 6 €8
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est une isométrie de l'espace de HILBERT L (E,a,pP ) sur l'espace de

HILBERT 31(K®) puisque X (e )(.) = K®( ,9) . Remarquons en outre que cet-

te condition implique, d° aprés la PROPOSITION 7, §3, que la structure est
compléte. .

La relation (1) de la DEFINITION 1, s'écrit alors : [\ (€)1(8) = £(6) LPO(G), BED;
elle implique que pour que la fonctionnelle f soit admissible par rapport

a Po il faut et il suffit que le produit f.Lp0 soit dans ¥(Kg) , auquel

cas, B = )\él(f Lpo) est uniquement déterminé par f ; on a alors,

2 2 2 2 2
op (8) = J‘Eg dp_ - [E, (8)]° = ||;||Lz - [£(0)]

O 0]
2 2
= ||f.L, | (f,L, ,L_)
Fo uiky) Fo' Py HlKg)
2 e
Si de plus, & ELZ(E,O,PO) (; ) = j g _;_(.5)_ dPo (o, VO EB
o° BRI 2
donc (g) —jg ——— dP_ - [f(8)]" = ——u— - [£(6)]
Pg Lp_(6) o Lpo(e)

2. Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance.

Comme on l'a dit au début de ce §, il est nécessaire de supposer

que la structure est explicite, c'est-a-dire qu'elle admet pour fonction de

vraisemblance :
(x,0) m
£0;x) =—2———_ | - x€E, 0 €0C(E,Q)
Ip (6)
o
ou encore :
(1) £(6;x) = exp{(x,0) -CPO(B)} , XEE , 8 €0 ,

ol, avec les notations du CHAPITRE II, §1, n°4,5, Cp  désigne la fonction
: o
cumulante de la probabilité de référence Po sur I'E.V.M.S. (E,a) .

Nous supposerons, pour simplifier que cette structure exponentielle

canonique est saturée c'est-a-dire que ® est identique au convexe Dpo
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de (]EI,CL)m domaine de définition de la transformée de LAPLACE réelle

(ou de la fonction cumulante) de PO

L'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance consiste
d déterminer la ou les valeurs du paramétre 8 . si elles existent, pour
A
lesquelles cette fonction atteint son maximum sur DpO . L'ensemble 8

(éventuellement vide) de ces valeurs dépend donc de l'observation x .

DEFINITION 2. - On appelle statistique de maximum de vraisemblance,

A
la multiapplication : x > 6(x) définie sur E , & valeurs dans ‘p(Dpo)

Si_pour tout x € E , l'ensemble 6(x) est réduit & un seul point, on appelle

cette application de E dans DPo = ® , estimateur de maximum de vraisem-

blance de 8

La méthode de BARNDORFF-NIELSEN (cf, [4]) , qui consiste & remar-
quer que cette estimation se raméne a un probléme d'optimisation convexe,

s'étend sans difficulté en dimension infinie :

A
On constate en effet, qu'une valeur 6 du paramétre rend maximum

A
la fonction (1) si et seulement si : (x,8) -C-Po(e\) = Sup {(x,e)—CPO(S)]
6€Dp
o

* A A
c'est-a-dire si cpo(x) + cPO(e) = (x,8) . Ce qui exprime que les points
A
X€EE et B8 € DPo sont conjugués par rapport au couple de fonctions convexes
duales (c.

c*)
Po’ "Py ¢

Rappelons briévement (cf,[20]) qu'une fonction h € FE est dite

sous-différentiable au point Xo € E , s'il existe une fonction affine continue,
prenant la méme valeur qu'elle au point X et la minorant sur E ; une

telle minorante peut s'écrire ; x —> (x—xO , yo) +h(xo) . On dit que la

m
pente Yo € (E,a) de cette fonction est un gous-gradient de h au point Xo ;
l'ensemble (éventuellement vide) des sous-gradients de h au point X est

appelé "sous différentiel de la fonction en ce point et noté ah(xo)"

Si h est convexe et si elle est finie et continue au point xo €E
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pour une topologie compatible avec la dualité, l'ensemble ah(xo) est une
partie falblement compacte non vide de (I:':,C!)m .81 h et g sont deux
fonctions duales, pour un couple de points x € E , Y E (E,a)m les trois pro-

priétés suivantes sont équivalentes y € 3h(x) ; x € 3g(y) ; hix) +gly) = (x,y) .

En appliquant cette derniére propriété a notre probléme, compte tenu

de ce qui précéde, on en daduit :

PROPOSITION 2. - L'ensemble des valeurs du paramétre qul sont de maximum

de vraisemblance, au vu de l'observation x € E est le sous-différentiel

*
bcP (x) de la polaire de la fonction cumulante de Po au_point x , et

o
donc la statistique de maximum de vraisemblance est la multiapplication :
*
X = 0 p (x)
o

Il est important de savoir dans quels cas, cette statistique est un
estimateur ponctuel de maximum de vraisemblance, c'est-a-dire quand

*
BCPO(X) contient au plus un point.

Rappelons encore que si h EFE et X €E est tel que h(xo) <w ,
en notant (comme au CHAPITRE II, §2, REMARQUE 6) h'(xo,x) la dérivée
de h , au point X selon la direction x € E , la fonction ho ¢ X n-»h(xo,x)
est définie pour tout x et convexe si h est convexe ;: si elle est linéaire

et faiblement continue, c'est-a-dire si elle peut s'écrire ho(x) = (x,yo) .

on dit que h est faiblement différentiable en X 1'élément Y, € (E,(l)rn
est son gradient. Alors si h est convexe et faiblement différentiable au
point xol . le sous-différentiel ah(xo) consiste en l'unique élément yo ,
gradient de h en ce point., Inversement, si h est convexe, finie et
continue au point X, et si le sous-différentiel ah(xo) contient un seul
élément Y, € (E,8)™ 1a fonction h est falblement différentiable au point
X et yo est son gradient : d'ou :

o]

PROPOSITION 5. - Une condition suffisante pour qu'il existe une estimation

de maximum de vraisemblance unique du paramétre 6 . au vu de l'observa-

*
tion x est que Cp soit faiblement différentiable au point x et cette
- o}

estimation est le gradient de_cette fonction en ce point.,

-
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On constate l'importance du lien qui existe entre ce probléme d'es-
timation et les problémes développés dans le n°5 du CHAPITRE II, §2 con-
cernant la caractérisation du support d'une probabilité borélienne sur un
E.V.T. au moyen de l'analyse convexe. Dans le cas particulier d'une pro-
babijlité gaussienne, il suffit de se reporter au CHAPITRE III, §1, n°3 ,
notamment a la PROPOSITION 1, pour construire une illustration de la théo-

rie ci-dessus :

EXEMPLE 1, - Soit E un espace de FRECHET séparable et PO la proba-
bilité gaussienne centrée sur (E,B(E)) de variance la forme quadratique
positive Q sur le dual topologique E' de E [(E,8E)™ =E'] . Consi-

dérons la structure exponentielle canonique explicite saturée :

(E,8(E) , (P,;0€0 = E'))
ou
dPg READ (x,8) -2 Q(8)
£(8,x) = (X) = ——nouu =¢ ; XEE , BEE!
dp lP (8)
o

qui est la forme canonique d'une structure gaussienne a moyenne inconnue

de la forme m, = K(.,8) €E , od K est la forme bilindaire symétrique

0
associée & Q puisque d'aprés la PROPOSITION 1, §3, la transformée de

FOURIER de Pe est :

1p (0+iy)
o, (y) = o , vV EE
o)
soit ici 1
iK(8,y) -—Z-Q(y)
Pp (y) = e
8

qui exprime que Pe est la loi de probabilité gaussienne dont la moyenne

me et de la forme indiquée et parcourt 1'espace vectoriel image de E'

par l'application : y —K(.,y) de E' , qui est un sous-espace dense

dans le sous-espace hilbertien H(Q) de E associé a Q . La proposition
2

H(Q) si x € H(Q) et

*
citée ci-dessus indique que : cp, (%) =—é-l|x”
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C;O(X) = +» sinon. D'autre part l'espace H(Q) est de Pe—probabilité
nulle pour tout 6 € E' s'il est de dimension infinie, il s'ensuit que la
fonction c; est presque-sQrement infinie pour l'observation x , et donc
il n'existe pgs d'estimateur de maximum de vraisemblance pour ce probléme,
ce qui a été déja démontré de fagon différente par diy'ers auteurs, (cf, [28],

par ex.) =

Si on suppose que la structure n'est pas saturée mals reste convexe,
c'est-a-dire que ® est un convexe contenu dans DPO . en notant Vo
l'indicatrice convexe de © , le probléme du maximum de vraisemblance re-

vient & calculer :
(x.8) * * *
- - = + = v
Sup m{ X, cp,(6) by (8)] (cp, w®) cp, Vg
8e(E,a)
*
ou Vv est l'opération d'inf-convolution : il suffit donc de remplacer Cpo

* *
par cPo v 4a® dans ce qui précéde., =
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§5. - CONCLUSIONS SUR LES STRUCTURES EXPONENTIELLES GENERALISEES.

Cette théorie des structures exponentielles généralisées présente

a notre avis deux avantages :

D'une part, elle fournit un modéle mathématique précis pour des
problémes de statistique portant sur des observations vectorielles de dimen-
sion infinie, qui garde les propriétés analytiques essentielles des structures
exponentielles classiques. Les nombreux exemples d'application que nous en
avons donnés le prouvent, C'était d'ailleurs, a l'origine, le but de cette gé-

néralisation.

D'autre part, elle peut contribuer & éclairer de facon nouvelle cer-
tains concepts fondamentaux de la statistique. En effet, en admettant de
paramétrer une famille de lois de probabilité par un vecteur de dimension in-
finie, on supprime le clivage habituel entre la statistique dite paramétrique
et la statistique non paramétrique, La REMARQUE 4, §1 le prouve bien, qui
exprime que l'on peut considérer toute structure statistique d'échantillon,
dont les hypothéses sont équivalentes, comme une structure exponentielle
et que 1'étude de la loi de probabilité empirique (qui est la statistique
exhaustive) a pour cadre naturel une structure exponentielle canonique, a

savoir, la structure multinomiale généralisée.

De plus, la propriété caractéristique de cohérence des structures
exponentielles, & savoir que si le paramétre est de dimension finie il existe
nécessairement une statistique vectorielle exhaustive de dimension finie est
un argument supplémentaire en faveur de 1'utilisation de cet outil analytique
en statistique et va dans le sens d'une unification de la théorie des struc-

tures statistiques,

On peut envisager, en particulier, d'aborder certains problémes
réputés "non paramétriques" (estimation de densité, par exemple), avec des
méthodes paramétriques notamment celles qui sont développées au §4, ce
qui est dans la ligne des tendances actuelles de la statistique mathématique

(cf. [11], par exemple). m



CONCLUSION.

Comme on le constate, ce travail constitue une introduc-
tion & une nouvelle fagon d'aborder certains problémes de statistique, en
particulier ceux concernant les processus stochastiques de toutes sortes,
et qui consiste & les situer dans le cadre d'une généralisation en dimension
infinie de l'analyse multidimensionnelle classique. Il se situe, en effet, en
amont de tout probléme de décision & partir de 1'observation d'un vecteur

aléatoire de dimension infinie.

~

Toutefois, dans son souci de généralité, il contribue a apporter une
unité dans la présentation des structures statistiques attachées a ces pro-
blémes, qui nous semble constituer une étape Indispensable, préalable & leur

résolution,

Il permet ensuite de constater que cette généralisation n'est pas
toujours immédiate qui, outre les problémes difficiles auxquels nous confronte
I'étude des lois de probabilité de tels vecteurs ou aut;es problémes d'analyse
mathématique, nécessite bien souvent I'investigation d'outlls nouveaux : Par
exemple, la volonté d'éviter toute hypothése topologique a pi"iorl sur l'espace
des observations (ce qui est naturel pour un statisticien) nous conduit &
metire en évidence la nécessité d'une étude intrinséque de la notion d'espace
vectoriel mesurable et réveéla 1'utilité de l'outil que constitue le dual d'un
tel espace. Il en est de méme de la notion de dual d'un espace vectoriel
probabilisé qui s'avére étre 1'outil fondamental dans la théorle des structures

exponentielles généralisées,

Il se produit le mé&me phénomeéne en ce qui concerne les problémes
de décision. Parmi ceux que nous avons abordés et pour ne parler que des
structures statistiques gaussiennes a moyenne Inconnue on aura pu constater
la faillite d'une extension directe des méthodes classiques utilisées en di-
mension finie. C'est le cas par exemple de l'estimation de maximum de vrai-
semblance ou encore de la théorie des tests d'hypothéses linéaires. Il nous
semble donc que ces problémes de décision concernant un parameétre de dimen-

sion infinie doivent &tre également abordés avec des méthodes nouvelles qui
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restent & concevoir, ce qui constituerait d'ailleurs un prolongement naturel

au présent travail,

L'objectif que nous nous sommes fixé nous restreint, dans ses ap-
plications & la statistique des processus stochastiques, & une conception
globale de leurs observations : ainsi, nous n'avons pas abordé les méthodes
de discrétisation ou de variation du domaine d'observation et donc les pro-

blémes asymptotiques auxquels elles conduisent,

Enfin, parmi les aspects positifs, on peut souligner que paradoxale-
ment, certains résultats obtenus ont quelques répercussions en statistique
classique. Il en est ainsi des formules obtenues pour la fonction caractérig-
tique de formes quadratiques de Certaines f.a.r. gaussiennes décentrées qui
contribuent & 1'amélioration de 1'étude asymptotique de certains tests d'adé-
quation, Dans un domaine plus théorique, la notion de structure exponentiel-
le généralisée conduit & une réflexion sur les fondements de la statistique
non paramétrique, qui dans I'optique du prolongement & ce travail indiqué

plus haut, permet d'envisager la résolution de Certains de ses problémes

par des méthodes nouvelles. m
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