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INTRODUCTION

Dans le domaine du calcul scientifique une grande
part des problémes & résoudre se raméne, aprés une discrétisa-
tion préalable par différences ou éléments finis, & la résolu-
tion de gros systémes d'équations. Avec cette méthode on passe
du domaine géométrique sur lequel est &tudié le phénoméne phy-
sique 3 un certain maillage comportant - dans le cas des diffé-
rences finies par exemple - autant de noeuds que le systéme a
d'équations. Une résolution numérique effective standard con-
sistera & "balayer" systématiquement la grille du maillage noeud
par noeud en y activant & chaque fois un certain opérateur (de

point fixe).

Or le cofit de calcul nécessaire pour atteindre la

solution avec la précision désirée dépend étroitement de la

stratégie de balayage du domaine en question. Les techniques i-

tératives standards de balayages systématiques ont I'inconvénient

de traiter "de la méme facon" les inconnues qui "convergent

rapidement"” et celles qui "convergent lentement". En conséquence

un nombre important d'opérations (i.e. activations de l'opéra-

teur de point fixe en chaque noeud) est inutilement effectué

pour atteindre la précision désirée.

L'idée qui vient alors 3 l'esprit, et ce fut 13 le
point directeur de notre travail, consiste en la recherche de
stratégies itératives moins classiques permettant de "doser"

aussi finement que possible le nombre d'activations de chaque

inconnue pour aboutir & la solution cherchée. Il s'agit en som~

me de tirer profit de l'in&gale répartition des vitesses de

convergence des différentes composantes pour faire le strict
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nécessaire et satisfaire aussi exactement que possible le cri-

tére d'arré&t du calcul.

A la suite d'anciens travaux d'Ostrowski [25], [26],
Chazan et Miranker [6] ont &té& les premiers & introduire le ter-
me de "Chaotic Relaxation" qui signifie, dans le contexte liné-
aire qu'ils ont étudi&é, & la fois une "conduite libre" (Free
Steering) dans le choix de la composante activée ainsi qu'un re-
tard, résultant de l'utilisation de plusieurs processeurs en

paralléle, dans l'accés aux itéré&s précédemment calculés.

Une large série de travaux ont suivi depuis. Nous

retiendrons surtout :

. L'article de Robert, Charnay, Musy [31] qui a é&té la référen-

ce de base pour la conduite de notre recherche.

. Miellou [22] dans son article "Algorithmes de relaxation cha-
otigue 3 retards" s'est intéressé 3 une classe d'algorithmes
de relaxation gui fournissent un modéle de ce qui se passe
1orsqﬁ'on utilise des multiprocesseurs. Il a étendu par 1a

1'étude de Chazan et Miranker 3 des problémes non linéaires,

. Récemment Baudet [2] a introduit une généralisation des sché-
mas présentés dans [6] et [22] en présentant une série de
méthodes itératives asynchrones utilisant plusieurs proces-

seurs travaillant en paralléle avec des résultats expérimen-
taux intéressants conduits sur le multiprocesseur expérimen-

tal (Cmmp) de l'Université de Carnegie Mellon.

Comme l'é&tude théorique des stratégies chaotiques
"optimales" (sinon efficaces, voir début Ch. II) se révéle ac-
tuellement assez difficile nous nous sommes alors volontairement

placés dans un contexte expérimental pratique permettant de mieux

dtudier la question. Notre apport personnel (essentiellement

pratique) a reposé sur deux supports principaux.



Support mathématique découlant de 1'é&tude th&orique des Ité-
rations Chaotiques (voir Ch. I.A) et de la notion de matrice
de contraction dont 1'examen permet de choisir dans certains

cas (voir Ch. II.8) des technigques chaotiques efficaces.

. Support informatique que constitue le matériel assez impor-
tant mis & la disposition des utilisateurs au Centre Interu-
niversitaire de Calcul de Grenoble. Le systéme conversation-
nel CP/CMS ainsi gue le terminal graphique IBM 2250 attachés
d l'ordinateur IBM 360/67 nous ont permis d'effectuer un
grand nombre d'expérimentations et surtout de mettre au point
un "SYstéme Graphique rour l'Expérimentation de Stratégies
Itératives Chaotiques": SYGESIC, qui donne une idé&e assez

compléte de notre genre d'approche du probléme.

Les résultats obtenus gue nous essaierons de commen-
ter le plus clairement possible permettent de dresser un ensem-
ble d'indications et de conditions d'utilisation de szratégies

chaotiques par lesquelles on cldturera ce travail.
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PARTIE A

CHAPITRE I

ETUDE THEORIQUE DES ITERATIONS CHAOTIQUES

= RESULTATS RECENTS -
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1 - INTRODUCTION - CONTRACTION EN NORME VECTORIELLE [51,028],[29],[31]

Considérons un espace vectoriel X que 1'on munit d'une norme
vectorielle p de taille n.
Soit F une application - non linéaire en général -~ de X dans

* On dira que F est contractant sur X (relativement & la norme vectoriel-
le p) s'il existe une matrice nonnégative K d'ordre n, de rayon spectral
p(K) <1 telle que :

Vx, y € X pP(F(x) - F(y)) < Kp(x-y)

* Si F est p-contractant sur X(camplet) alors F admet sur X un point fixe

unique X = F(x).

* Ce point fixe est obtenu comme limite, pour x° quelconque appartenant a
X, de la suite (des approximations successives "A.S" conduites sur F) :
- i) r=0,1,2, ...
* Si K est une matrice de contraction de F on a l'estimation suivante de
1'erreur au rang r

*

p(x" - x) < Kr(l;—K)._1 p(xl—x°)
(I : matrice identité d'ordre n).

- —— —— - = ot - = - -

Puisque X s'écrit came le produit de n espaces de Banach, Xi’
que 1l'on runit de la norme vectorielle canonique p, 1'application F (décrite

plus haut) se décampose en




e e o ——————————————————————— i ——— — - FNRN— R sERER. <Ay SEI SR ek, T S

14

. (fi applique X dans Xi)

L'opérateur de Gauss-Seidel relatif 3 F se trouve alors défini et s'écrit

- en le deccn@nsant sur Xl...Xn :

gl(xl...gn).= fl(xl"'xn)

gi(xl...xn) fi(gl(x),...gi_l(x),xi...xn)

I (Xyeeex)) = £ (g, (%),... Ip—q (X X)) .

G posséde alors les propriétés suivantes :

o Il admet, sous 1'hypothése de contraction de F, le mé@me point fixe
unique % que F.

o Il est contractant sur X, de matrice de contraction K' qui s'écrit :

siK=L+U-= —1_1:3 alors

L

K' = (I-.) 1 ©

+
xr 1

o La suite xo,...,xr,... (correspondant 3 = G(xr)) générée par la

méthode de Gauss-Seidel conduite sur F(= méthode des A.S conduites sur G)
converge Y x° vers x*.

Relaxation :

x Soit 1'opérateur Fw s'écrivant : x > Fw(x) = wF(x) + (1-w)x. Alors :
° Fw est contractant sur X & condition que 0 < w < 2/(14p(K)), la matrice
Km = wK + (1~w)I est une matrice de contraction de Fw.
o La suite (des A.S sur F ) xr+l = wF(xr) + (l~w)x* r = 0,1,2... converge
V x© vers x*. ?
* On définit également 1'opérateur de Gauss-Seidel G® relatif 3 Fw. On a alors:
o G est contractant Y w vérifiant 0 < w < 2/(1+p (K))
o I1 admet sur X 1l'unique point fixe x".
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o K'¥ = (I—-uil'..)—l (WU +|1-w|I) est une matrice de contraction de G"
. : . w, _r+l w, T .
o La suite (des A.S conduites sur G) x = G (x ) converge quel que soit

x° vers x°. (C'est la méthode de relaxation usuelle présentée ici dans un

cadre non linéaire).

* On considére le systéme linéaire d'ordre n :
(1) Ax =D
On associe & A la matrice de Jacobi pour transformer (1) en un probléme de
point fixe :
On note A =D - A1 - A2

o D matrice diagonale formée par les termes diagonaux de A (on suprose

ajy # 0 Vi donc D est inversible).

o —Al triangulaire inférieure stricte de A.

o A, triangulaire supérieure de A.

(1) s'écrit : (D-A;-A))x =D soit (D1 existe)
x=@O*" A+ p ! ) x + D! p.
En notant D 1 A =1L, p 1 A, =U on peut écrire (1) sous la forme :
(2) x=Fx avec F(x) = (L+U)x + D_l b =Jdx + D—l b

(J matrice de Jacobi associée & A).

* Contraction :

La condition p(|J]) < 1 est alors nécessaire et suffisante

pour que F soit contractant.

D! existe
Les deux conditions | [ signifient que A est une H-matrice
p(|J}) <1

ce qui prouve l'existence et 1'unicité de la solution unique (commne & (1) et
(2)) X, Il y a de plus convergence des méthodes des A.S, G.S, Relaxation

conduites sur F pour calculer x.
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* Méthode des A.S :

%° étant donné, on construit la suite {xr} :

r+l g 1

X =Jx +D b=F(xr) r=20,1,...

(C'est la méthode usuelle de Jacobi pas utilisée en pratique).

* Méthode de Gauss-Seidel
En écrivant J =L + U on aura l'opérateur de G,S G relatif &3 F ;
X - y=G(x) avec |
y =1y + Ux + D © b soit :

vy=@D lu+ @00t e (@ 3car o(|3]) < 1)

1 1 D—l b.

donc G(x) = (I-L) ~ Ux + (I-L)~
Les A.S conduites sur G permettent de ce fait d'avoir :
[ x° &tant fixeé

xr+1 - G(Xr) ]

* On sait d'aprés le théoréme de Stein-Rosenberg ([28],[31]) que si
p(]J]) <1 alors o ((T-1) vy < p((I-|L[)"1|U|) <p(]J]) <1 d'ol la

r *
convergence de X Vvers x .

Relaxation : Camme précédemment on a la convercence lorsque

2
0 < v < =371

2 - ITERATIONS CHAOTIQUES [51, [281, [31]

o Soit 1l'espace X produit de n espaces de Banach (sur R oul) Xi’ muni

. . * P
de la norme vectorielle canonique p( ) s'écrivant :

{x) on prendra en pratique
X, =R ¥i etx=R.
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p; (x)
X€X » px = . pinormedansxi
pi (x)

PI; (x)

o On considére le probléme de point fixe :

— LIPS 3 =
F(x) = x s'écrivant X fi(xl,...,xn)
- X; € X3
i=1...n
F étant un opérateur de X dans X.
o Soit J une partie non vide de J, = {1,2,... n}
On définit 1'opérateur F; comre suit :
X, Yy v; =% si 1i€J
X = . - FJ(x) = . ol
X Y yj = fj(xl...xn) si j e dJ.

Etant donnée une suite S = {Jl,Jz,... Jr,...} de parties non vides de Jgr
on définit 3 partir de *° quelconque dans X la suite récurrente :

= FJ (xr) r=20,1,2,.,.

r+l1

X]’.‘+ 1

Cette suite sera appelée Itération Chaotique (série-paralldle) définie par S
et partant de <.

Remarques :

« En prenant S = {Jo’Jé’Jo""} on génére la suite des appro-
ximations successives conduites sur F (I.C. purement paralléle).

. Bn prenant S = {JZ’JZ”"Jﬁ’JZ’JZ""Jﬁ"“} avee J. = {1}
on aura la suite des A.S appliquées d 1'opérateur de G.S relatif a F (I.C pure-
ment série) : c'est la méthode de G.S sur F.

. Lorsque S = {JZ"" J ,eent avee 1 < Card(Ji) < n on aura

r
le cas général série paralléle.
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Dans ce qui suit on s'intéressera souvent 3 des suites périodi-
ques de la forme J "’Jp’ J

ques (MDSE) .

J_ indéfiniment ainsi qu'a des cas non cycli-

1 1*°° 9p

Pour que la suite {x'} converge vers le point fixe x* de F, les
ensembles J. doivent vérifier certaines conditions que 1l'on va préciser.

Soit S = {Jl ces Jr} tronquée au rang r.
On définit 1'opérateur produit :

C_=F, .F, ... .F_.
ooy I !

F étant supposé p-contractant, de matrice de contraction K, on démontre alors

(*)

(cf. [31]) que l'opérateur Cr est p-lipschitzien' ', de matrice de Lipschitz :

K (i=1... 1) est définie de la maniére suivante ;

. Elle.a méme je ligne que K pour j e Js

. Elle a méme 3¢ ligne que I pour j ¢ J; .

Condition de Contractijon de C

Dans [31] Robert-Charnay-Musy ont démontré la proposition sui-=

Si les suites Jl""’ Jr parties de Jo = {1,... n} vérifient Jl U J2 "’UJr=Jo
alors on a p(Kr) < p(K) <1 et l'opérateur C, est p-contractant.

Autrement dit en composant successivement les opérateurs F ,...,Fﬁ on arrive
’ 1 r
a construire, une fois que tous les indices 1,2,... n ont été pris au moins
une fois, un opérateur Cr p-contractant.
De plus Cr admet un point fixe unique X qui est celui de F

précisément.

'x) Autrement dit on a :

p(Cr(u) - Cr(v)) < K. pu-v) u, vex

K. =20 mais p(I&) <1

—_ : C
=1 siuv Ji J
T

<1 siwu Ji = J
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Condition du Résiduel maximal

Etant donnée § = {J;,... J,. ...} (non tronguée cette fois-ci),

on appelle résiduel R(g) de cette suite la partie de Jo définie par :

R(s) ={ied,/Vke N,3Irz2k/iedy}

Exemple : . Pour s ={(1), 2),...), (1),...3onaplg ={1,2,... n} = JO

. Pour n = 3,5 = {(1,2,3),(1,2),(1,3),(1,2),(1,2),(1,2) ...}

on a R(S) = {1,2} = JO—{3}-

Nous plagant sous les conditions pré&cédentes de contraction de Cr’ on a alors

le théoréme de convergence suivant : [317 .

% Si le résiduel gr(g) est maximal c'est-d-dire p(g) = Is alors la suite défi-

nie a partir de < par = FJ x5) converge vers le point fixe x~.
r+l1

Inversement : Si le résiduel R(S) n'est pas maximal donc strictement inclus

- - — -

dans J  alors la suite {xr} converge vers un point fixe partiel X de F. (%

dépend de xp). En effet, si R(S) = J e J, celd veut dire que les éléments de

Jg - J = T ont &té activds un nombre fini de fois ensuite définitivement aban-

donnés.

On obtient de ce fait, en réordonnant les composantes de F,

X-j X F___(E_)
- —_| J = _ J J
X = <:XL. et X = X , F(x) = F (%) avec
I I I I
F=(X3F X_ mais F (x) #x_ d'od F(X) # X.
J I I i

Ainsi x n'est point fixe que de l'opérateur F_qui est une restriction de F.
J
Remarque : On verra pratiquement (cf. B-ch. I) que la condition de résiduel
maximal n'est pas aussi restrictive. On peut ainsi "abandonner"
momentanément une série de composantes lorsqu'elles sont suffisamment pro-
ches de leur limite et i{térer uniquement sur celles qui restent. A la fin, on

effectuera quelques pas "correctifs! si nécessaire pour obtenir un point

fixe effectef.




- - v .-

I1 est possible de définir une itération chaotique sur 1'opéra-
teur F = Fw+‘(1—w)I.
La suite x°...x%,... définie par Xt = p (x)  convergera alors, ¥ x°,

“3
r+l1
* -~ P

vers X a condition que :

* R(S) soit maximal

* 0 <w<  2/(14p(K))

(d) Le_cas_particulier_de_la_méthode_de_Southwell

* Avec notre formalisme on peut définir la méthode de Southwell comme une
itération chaotique particuliére.
En effet, la suite §= {J,,J5,...,J,,...} est définie au fur et
d mesure que le calcul se poursuit, elle est en plus non cyclique (voir A. ch,II

Les stratégies autamatiques non cycliques) .

On a donc : %° quelconque
X;+1 - Fs (x;)'
r+1
Jr+l =s.,, est réduit a un seul &lément. C'est en fait 1'indice de la composan-

te maximum de p(xr - F(x')). (Si le maximum est atteint en plusieurs indices
on choisit un quelconque parmi ceux-ci).

* On démontre (cf [31]) dans ce cas que sous la seule hypothése de p—contrac-

tion de F, la suite {x'} converge vers la solution X .

Dans [13], Jacquemard a étudié la convergence d'une itération
chaotique dans un contexte différent de la contraction. Nous donnons un apercu

sur son approche (en simplifiant les notations) .

* Il s'agit d'approcher la solution du probléme de point fixe ; x = G(x)

avec les conditions suivantes :
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. G = K-H est une application de R” dans R".

K et H sont deux applications monotones croissantes.

.3 deux vecteurs x° et yo de R vérifiant

x° < yo = -est dit sous—solution de G et
© < KxO—HyO yo est dit sur-solution de G.
yo z Kyo—on

* Considérons une suite chaotique S('*) de résiduel maximal,
S = Jyeeeady «ee}

On forme les deux suites récurrentes suivantes :

r . s
X, si i gdJd
rel i r+l1
- X a r r .
\ Ki X - Hi Y si ie Jr+l
i=l e s n r=0’llcgz
r .
¥y st '1¢Jr+l
r+l1 _
e B W r r
(K ¥ -hix si ied

r+1

On aura alors les propositions suivantes :

. {xr} et {yr } convergent de fagon monotone vers x* et v*

autrement dit :

o 1 r * % r 1 (0]
X € X dee £X t0da€£X YV < 4042 Y € 09y <Y

. tout point fixe x de G = K-H vérifie :

. O
six° <x<y alors x* <x<y"
. P . r .
. soit z° vérifiant L <20 < yo et la suite {z7} suivante :
r L.
z; si 1i¢ Jr+l
r+l1 _ _
Zi - . r = O,l,.(‘
i=l...n (K-H)i z si 1€ Jr+1
. i r
alorsona VYr e N s xF <zt < yF

(*) Jacquemard a utilisé ici une autre définition de la suite chaotique. Nous
avons préféré garder nos précédentes notations pour faciliter la compréhen-
sion. Nous verrons sa formulation en parlant des "Relaxations Chaotiques a
retard" (J.C. Miellou [22]).
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Remargue :

St on a G(x) = Ax+b aqvec A = AJ—AZ

A application linéaire

Aqs Ay matrices non négatives

alors on obtient (sous les mémes hypothéses précédentes) les propriétés supplé~
mentaires suivantes :

si p(A#A,) < 1 alors x = y*,
r

= et y* convergent vers l'unique point fize de G

. En prenant 20 = (x0+y0)/2 on aura z¥ = (xr+yr)/2.(Vr).

3 . RELAXATION CHAOTIQUE A RETARDS [22]

=

Miellou ([22]) s'est intéressg 3 une classe d'algorithmes de
relaxation dans le cas ol on utilise des multiprocesseurs. Il étend certains
aspects de 1'étude de Chazan et Miranker [6] & 1'approximation d'un point fixe
d'une application linéaire contractante en norme vectorielle,

On verra ici une autre formulation des itérations chaotiques.

(a) La norme || || . - Contraction
14

- On se donne un espace E produit de n espaces de Banach E;. A chaque E;

on associe la norme || [|; et 3 E la norme vectorielle canonique p :

veE->p = (|lv vl

g e

. On se donne en outre une application F de D(F) < E dans E.

. Soit T une matrice (n,n) vérifiant T> 0 et p(T) < 1
Vv e lo(m), Ll on sait [35] qu'il existe T .= (.;.yif.;) e R°
strictement positif tel que : '
- |, Il =1 (n;euclidienne)

-TTr < vrT
v v

On introduit sur E la norme || l‘v m
14
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’ 1
vVeE *IIVH\,’T= Max i HViHi

l...n S

On démontre alors que si F et p-contractante sur D(F), de matrice de
contraction T alors elle est contractante sur D(F) pour la norme || | |V p
- : 4

PEW-FM) < Tpuv) = [[F@FO|| o < offev]] o
uv eD(F) , T=0,p(T) <1

- - - - - -

Soit la suite {h(p); k(p)} vérifiant :

.Ype N h(p) < {1,... n}
. hip) # ¢
.Vie{l...n} , {pe N/ie h(p)} est infini,

Cette suite est dite R-chaotique si on a
.Ype Nik(p) = ki@ averk, @1, k;(P) € N
. s entier positif et une fonction s(p) définie sur N / ;

- p-s(p) est une fonction croissante de p
- s(p) < min(s,p)
-VpeN, ie{l,.n} ona Oski(p) < s(p).

(c) Algorithmes_de_relaxation_chaotique a_retards (R.C.R.

W M e e o n . . -

e e k-

. Soit F une application de D(F) < E dans E
VeE»FW) = (£(V) ... £ (V)

- Soit (h(p) ; k(p)} une suite R-chaotique
. u® fixé € D(F)

On définit alors la suite {up} camne suit :

ut ... uf étant calculés on a :
ug) si ¢ hip)
(1) u?*l = pk; (p) o
fj(...,ui paed) si j e h(p)
3=1 n
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(1) définit 1l'algorithme R.C.R. associé & {h(p) ,k(p)} pour calculer un point
~ fixe de F.

+1 ; N
Remarque : On note que pour caleuler ub, ~ on n'a a8 nécessairement besoin
aemarque , que p J p

des 1térés qui viennent juste d'@tre calculés : uz

mais on peut
remonter plus loin dans la suite. k;(p) correspond 4 cette "remontée ou

retard.

On suppose que :

. A
.D(F) #9@
. F admet un point fixe u* e D(F) (hypothése d'existence)

(1)

. F est p-contractante en u* ¢ T est sa matrice de contraction,

. BV;T est la boule de centre uf, de rayon r dans E pour la norme

(u ,r)

norme || IIV,T'
.. soit r, = sup r

B“'f c D(F)
(u”,x)
o 9y,T °
sous ces hypothéses et si u eBV’* =B alors ;
W r) VY
o A%

(1) @éfinit vP vp , uF e B .

. uP converge dans E vers u* point fixe de F,

Remarque : Lorsque D(F) = E, F contractante sur D(F), {h(p);k(p)} éEtant une
sutte R-chaotique alors l'algorithme de relaxation chaotique asso-

. - - . - O
cié converge vers u” point fixe de F. (On a Zct B = E)
v

* Cas particuliers

. En prenant h(p) = {1,... n} VYp et ki(p) =0 Vi
(1) définit la suite des approximationssuccessives conduites sur F
. Pour ki(p) =0 Vi on obtient la définition d'une itération chaotique aue

nous avons donnée en (2). (retard nul).

(1) OnapFE - u*) <STpuv) T20 p(T) <1

PR *
pour u dans un voisinage de u ,
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La condition Vi e {1,...n} , {pe N/ i€ k(p)} est infini correspond a

celle du résiduel maximal.

(e) Illustration_pratique_des_algorithmes R,C.R.

-t v ] e B - - -

Miellou explique comment on peut conduire ces techniques chao-
tiques lorsqu'on dispose de plusieurs processeurs (voir le paragraphe —-5- &

titre de comparaison) .

. Il s'agit donc de calculer le point fixe ; x = F(x)
(sous les mémes hypothéses précédentes),
F(x) = (fl(x),... fn(x)) X € E,
. m processeurs identiques (m < n) sont disponibles. Pl L
On suppose que deux ensembles d'hypothéses - que nous n'expli-
(%)

citerons pas - (HA) et (HB) sont vérifiés .

(%%)

. On considére une suite R-chaotique { h(p) ; k(p)}

* Algorithme multiprocesseur :

WCe E est fixé

u; = u? si j #h(o)
. Pl fait le calcul suivant 1 o

u, = f.{u’) si j = h(o)

J J

u]?+l = u si jg v hig)

J ] O<g<r
. Pr+1 (pour r <m-1) calcule :

r+l p'_ki (p)

: = f.(,..,u. ...) si j=h(p)

% jrrecety ‘

x) (HA) et (HB) correspondent 3 des propriétés touchant les processeurs
Pl «e. P (voir [22] pour plus de détails).
() h(p) est réduit ici a un &lément de {1 ... n}
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. P (pour ¢ = r mod(m)+1) calcule

2

oo sij ¢ v {h(r-s)}
J J 0<s<m
r+l _ r — _ Ll . L

0 uj vee uj si j = h(r-m)

r-k. (p)

r+l1 _ 1 . -

uj o= fjxf 9y rees) 81 j =h(x)

4 - ALGORITHMES SECONDAIRES DE CONTROLE [17]

Nous revenons au cas monoprocesseur.

Se placant sous les hypothéses explicitées en 2-(a) nous donnons
ici un apergu sur certains algorithmes de relaxation contr8lés par un algorith-—
me secondaire que Luong [17] a traité dans sa thése. Cela nous permettra d'éta-
blir une comparaison avec les techniques que 1l'on exposera dans le chapitre

suivant.

- - - —— - B - - -

On considére 1'itération chaotique (en revenant au formalisme de 2),

x° fixé avec § = {Jl,... J .} de résiduel maximal

r'e-

(1)

p x 1ox% <21 (conmu).
On constuit alors la suite*)
21 fixe
@ S S L= rprytl ...
J

() On désigne par Algorithme principal (1) et Algorithme secondaire (2)

K matrice de contraction de F : K = (kij) i,j=1...n
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* On montre alors que

. p(xr -x" < 2" rzr,

. zr - 0 car (2) définit une itération chaoticque de résiduel
Y »>x

maximal sur la matrice de contraction K de F.

-

» L'algorithme (2) permet donc d'estimer a chaque étape l'erreur par rap-
port & X", il peut de ce fait &tre utilisé pour "conduire" (i.e. fixer les

&léments de 5) 1l'algorithme (1).

On donne ici seulement les grandes lignes.

—q— Algorithme I et IT :

Grace a l'algorithme II de contr8le qui permet de donner, en
utilisant la norme || Ilv,T (cf. paragraphe 4), une majoration z' de 1'erreur,
on choisira alors d'itérer dans I sur 1'indice qui correspond - grossomodo — a

r

celui de la composante de z- ol ||z est atteint.

rl l\)IT

—g— Algorithmes mixtes :
. Southwell :

L'indice & "toucher" sera pris dans 1'ensemble suivant :

r-1 r—l)) _ r-1 r=1

I ={i_ e{l...n}/ =N (x; = - F. (x Max pi(x -F.(x "))}
o

i i i

(o} .
(0] o] i=1l...n

. Méthode par voisinage : (cf. Stratégies intéractives A.CH. II)

Ayant déterminé par un certain procédé (analogue au précédent : maximum d'une

r o o . -
norme sur z ) l'indice & "toucher", on choisit en fait un voisinage 1'entourant

sur lequel on conduira les itérations suivantes.

Nous donnons dans le chapitre IT un moyen de définir ce voisi-

nage avec la méthode de partage en zones.

Sur cet ensemble d'algorithmes, Luong a fourni des résultats
expérimentaux qui permettent d'obtenir des améliorations intéressantes par

rapport & G.S.

(x) Revoir 2-(a) pour la notation P;.
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5 - METHODES ITERATIVES ASYNCHRONES POUR MULTIPROCESSEURS [2]

Baudet présente dans [2] une série de méthodes itératives asyn-
chrones pour résoudre des problémes de point fixe. Il introduit des schémas
d'implémentation paralléle de processeurs sans aucune synchronisation entre
eux. '

Cela lui permet de fournir une généralisation de 1'étude de
Chazan-Miranker [6] et de Miellou.[22], Cette.approche originale a donné des
résultats qui démontrent 1'intérét de la totalé asynchronisation dans le calcul.

L'élément principal de 1'étude de Baudet consiste d'ailleurs en
une expérimentation réelle conduite sur le multiprocesseur expérimental Crp
(Carnegie Mellon Multiprocessor) de 1'Université Carnegie Mellon et qui peut
comprendre de 1 & 6 processeurs connectés entre eux.

Dans ce qui suit on va essayer de rendre compte trés brié&vement
de son étude.

Y 0 - - — - - - e o - o .

On se propose de résoudre leprobléme

X = F(x) F:]Rndans IRn '
x° &tant donné on définit la suite : x1 xj ... ainsi :
j=1 . .
. b & si i¢g Jd.
= i ]
i
i=1...n sl(j) sn(j) o
fi(x1 cee %y ) sije Jj
avec . J = {Jj/j =1,2 ...} une suite de parties non vides de {1...n}
.+ 8 ={(s;0),... 5,(3)) /3 =1,2 ...} une suite d'éléments de N".
J et S doivent vérifier VYi=1...n (cf. paragraphes 2 et 4)
- 8;(3) = 371 ji=1,2 ...

. si(j) considérée camne fonction de j tend vers « lorsque j + =

. 1 intervient infiniment souvent dans Jj i=1,2 ...
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Remarque :
En prenant si(j) = g-1 pour.i =1 ...n, Jg=1,2 ... on revient

d la définition donnée au paragraphe -2-..

(b) Convergence

L'auteur donne une condition suffisante de convergence :
Si F est contractant sur D < R’ et si F(D) < D alors toute I.A (F,3°,J,5)
converge vers le point fixe unique x de F dans D.

Nous passons directement aux résultats pour simplifier 1'exposé.
On dispose de k processeurs en paralléle. A chacun on associe un sous-ensenble
de composantes qu'il doit évaluer. Il calcule donc cycliquement de nouvelles
valeurs pour ces composantes. Le choix des valeurs utilisées dans ces nouvelles
évaluations est le critére de distinction entre les différentes méthodes

suivantes,

. Méthode asynchrone de Jacobi : (AJ)

Chaque processeur utilise dans ses évaluations unicquement les
camposantes connues au début d'un cycle, il fournit aux autres processeurs

toutes les nouvelles valeurs 3 la fin de chaque cycle.

. Méthode asynchrone de G.S. (A.C.S.)

Ici chaque processeur utilise dans son sous-ensemble de composantes les valeurs

au fur et 3 mesure qu'elles sont calculées dans le méme cycle.

. Méthode purement asynchrone (PA)
Un processeur calcule les nouvelles valeurs de chaque composante

en utilisant les plus récentes valeurs de toutes les composantes (i.e. méme

celles qui ne lui sont pas associées) et fournit chaque nouvelle valeur aux au-

tres processeurs immédiatement aprés son évaluation.

Comme le souligne Baudet, la (PA) est la plus simple a mettre

en oeuvre et est en outre, les expériences l'on prouvé, la plus efficace.

La (AJ) parait comme la plus mauvaise en exigeant a chague début

de cycle une lecture de toutes les composantes et leur mise & jour a la fin.
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Résultats :

L'auteur s'est proposé de résoudre un systéme linéaire x = Ax+b
provenant de la discrétisation d'un probléme de Laplace avec conditions de
Dirichlet sur un domaine rectangulaire.

Ses deux critéres de comparaison entre les méthodes sont :

. Le nambre moyen de pas pour diviser (asymptotiquement) 1'erreur par 10.
. Le temps moyen t c pour accamplir cette réduction.

En se basant sur ce second critére par exemple, on constate que 1'efficacité
augmente avec le nonbre de processeurs, Ainsi,

« Pour la méthode de Jacobi (AJ) en passant de 1 3 6 processeurs on gagne
jusqu'a 69 ¢ sur tc.

» Pour la méthode (AGS) on réalise prés de 58 % et avec la (PA) prés de
83 .

De plus, on constate (avec 6 processeurs par exemple) que la (PA) est pras
de 3.6 fois plus rapide que la (AJ), pour 1'(AGS) : 2.5 fois.

En conclusion, l'auteur insite sur le gros avantage des méthodes
totalement asynchrones avec multiprocesseurs, qu'il faut opposer & 1'inconvé-
nient présenté par une synchronisation dans la commnication entre les diffé-
rents processeurs ol un temps important est perdu en attente.

Conclusion :

Nous avons essayé dans ce chapitre de faire un tour d'horizon
sur les résultats qui nous ont intéressé dans notre &tude.

Nous exposerons dans les chapitres suivants notre propre appro-
che de la question.

En particulier, cette approche est assez différente de celles
de Miellou et Baudet concernant la convergence de relaxations chaotiques sur
multiprocesseurs. Dans notre contexte, nous nous limitons & 1'utilisation d'un
monoprocesseur et essayons de jouer sur la grande variété des stratégies chao-
tiques possibles pour rechercher celles qui sont efficaces sous le rapport du
gain en temps de calcul et en opérations par rapport 3 des stratégies systéma-
tiques.
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CHAPITRE 1I1I

STRATEGIES ITERATIVES CHAOTIQUES
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INTRODUCTION : Le probléme de la stratégie "optimale"

Le probleme de la stratégie "optimale" est loin d'8tre résolu
du point de vue théorique. Cependant, malgré la camplexité de la question
quelques travaux en cours, tel celui de A. ABTROUN [1] ont permis d'acquérir
certains points positifs.

En ce qui nous concerne, nous avons préféré nous situer sur le
plan pratique pour étudier ce sujet. Notre but a été non pas la recherche et
la détermination explicite de stratégies chaotiques optimales, mais plutdt
1'élaboration pratique et expérimentale de techniques chaoticues EFFICACES.
Par efficacité, nous entendons 1'économie en narbre d'opérations (réévalua-
tions des composantes), essentiellement, et si possible en temps d'exécution
par rapport a une méthode classique de résolution telle que Gauss-Seidel. Ces
deux contraintes : nombre d'opérations-temps ne sont pas en général faciles &
respecter simultanément. En effet, dans certains cas que nous verrons plus
loin la détermination d'une stratégie efficace exige un travail supplémentaire
de recherche et de vérifications. Il va sans dire que la stratégie "OPTIMALE"

risque malheureusement d'étre la plus colteuse dans sa détermination.

Nous avons pu opter pour un certain compromis en préférant la
premiére contrainte — plus intéressante - 3 la seconde. Nous ne prétendons ab-

solument pas avoir suivi des démarches trés rigoureuses : car la complexité du

probléme que nous voulions résoudre justifie pleinement 1'intuition numérique
qui a permis d'aboutir 3 des constatations assez intéressantes.

En effet - camme nous le verrons par la suite - nous sommes en
mesure de répondre - quoigque d'une maniére empiricue et non forcément exhaustive-
d un certain nombre de questions telles que : Est-il possible de dresser une
liste de critéres pouvaht guider notre choix de telle ou telle stratégie chaoti-
que ? Dans quel cas peut-on s'attendre 3 une amélioration par rapport i la
méthode de Gauss-Seidel ?

L'approche expérimentale de notre &tude nous a amené 3 envisager
une classification des stratégies chaotiques en deux ensembles distincts mais
canplémentaires :




. Les stratégies automatiques ol une observation a priori des
données du probléme 3 résoudre - telle que la matrice de contraction de 1'opé-
rateur de point fixe en question - permet de décider sur la détermination de
la suite chaotique S soit totalement avant le calcul soit par 1'intermédiaire
d'un algorithme de choix s'exécutant parallélement au processus itératif prin-
cipal.

. Les stratégies interactives ol 1'intuition joue un rdle pré-
pondérant. En effet, c'est ici que 1'on a &té conduit 3 élaborer le systéme
conversationnel graphique SYGESIC. Ce systéme permet 3 son utilisateur, grice
d l'observation sur un écran de visualisation de 1'évolution de certaines don-
nées du probléme qu'il est en train de résoudre, de définir d'une manidre in-
téractive les &léments successifs de la suite chaoticue S. Son critére de

choix pouvant varier d'une étape 3 une autre.

La combinaison des résultats obtenus par ces deux sortes d'ap-
proches a permis de fournir un certain noambre de renseignements sur le compor-

tement numérique des itérations chaotiques.

Rappel
Nous supposons le probléme de point fixe & résoudre mis sous la
forme :
X, = f.(x; ... x)
x = F(x) t 17 n F:R"> R"
i=1...n

La méthode des Approximations successives permet de générer 3 partir d'un x° de
départ la suite {xp} p=1,2,... ol < = F(xp—l)

autrement dit : xg = fl(x.p'-l .. xp’5
1 n

xp = f (xI 1 .o xp—%
n nl n

Ces itérations sont dites de type "paralléle",
Quant a la méthode de Gauss-Seidel- qu'on préférera 3 la précédente - elle con~

siste & associer 3 F un opérateur F, et & générer la suite (<P} p=1,2... avec

e e e o e ——— I e &
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e}

X~ quelconque

P _ 1 .

X = FG(XP— ) soit Xp = f (Xp—l.'_ xp—q
1 171 n
f.)_ 1 =1
=068 L T
p_ P p 1
N SR Xﬁ- )

Ces itérations sont dites de type "série",

Dans l'élaboration des stratégies chaotiques c'est essentiel-
lement la suite § qui nous sert de critére de distinction (cf. CH. I.A). Elle
comporte théoriquement une infinité d'éléments mais en pratique elle est
tronquée dés l'instant ol on atteint une convergence jugée acceptable. De ce
fait, plus la précision est fine plus Card (S) est élevé. Une stratégie chao-

tique de suite associée Sl sera dite plus efficace ou meilleure qu'une straté-

gie de suite S2 si pour une méme précision on a Card(Sl) < Card(Sz). Nous

faisons a priori abstraction des colits respectifs en temps.

A partir de ce point de vue les différentes techniques que

nous allons décrire deviennent comparables.

1 - STRATEGIES AUTOMATIQUES

La suite chaotique S est déterminée de deux fagons :
. totalement avant le calcul : la stratégie est alors dite cyclique .
. incompléte au départ, elle est définie d'une maniére automatique pendant le

déroulement du calcul : la stratégie est dite non cyclique ici.

1 Techniques cycliques

- e o am e e = e e e e e o e

- a - Techniques de permutation :

La suite J* ={1,2,...,n} correspond a3 1l'ordre standard dans
lequel les équations du systéme 3 résoudre sont classées.

JO étant une permutation de J* , @ priori quelconque mais on




verra ultérieurement comment il convient de la choisir (cf. CH.II.B). La suite
S s'écrira : S = {JO, o,...}. C'est-a—dire qu'on "balaie" cycliquement les
composantes ordonnées suivant Jo le norbre de fois qu'il est nécessaire pour

atteindre la précision désirée.

Si Jo = {il,i2 - in}, on déroulera le processus itératif
suivant :
r+l r r
Co= . (X ... X )
i, i, i,
§+l = fi (x§+l... x§+l ’ xi ves xi ) r=20,1,... p
k k 11 k-1 k n
+
xi - fi ( §+1... §+1 , Xi )
n n 1 n-1 n

Donc 5 = (JO)p () et Card(s) = n.p, le facteur p dépendant de la précision.

Notons que lorsque JO = J* on a bien é&videmment la méthode clas-—
sique de Gauss-Seidel.

- b - Techniques de répétition ;

Une extension des techniques de permutation consiste i fixer une

suite initiale JO

- contenant tous les éléments de J, dans un ordre quelcongue
. certains €léments peuvent apparaitre plusieurs fois.

] T Th
Autrement dit : Jg = {(il) r (1) cen (i) } avec {i;...i} = P(J*)

et ri > 1 i=1...n.

n
De la méme maniére on aura g = {Jo"'Jb} = (JO)p et Card(S) = p. % T
=1

(*) Dans la méthode des approximations successives S s'écrit précisement
g = {J'O,JO ..} avec JO = {i1 cee in} tandis que dans celle de Gauss-Seidel
il est plus correct d'écrire Jo sous la forme Jo = {(il),(iz)...(in)}pour
indiquer que les itérations sont faites en série. Cette remarque est vala-
ble pour toute la suite.
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Cette répétition de certains éléments est pleinement justifiée dans le cas ol
il existe un net déséquilibre entre les différentes vitesses de convergence
des composantes du syst@me. Grace 3 un choix judicieux basé essentiellement
sur 1l'étude de la matrice de contraction de F, on arrive 3 fixer des suites
JO amplement efficaces et améliorant la méthode de Gauss-Seidel d'une maniére
conséquente. On cherche ainsi a favoriser ce qui est lent a converger aux

dépens de ce qui est beaucoup plus rapide.

2 Techniques _non_cycliques :

——— v o o = o e T g o o -

Méthode de Disparitions Successives des Eléments (M.D.S.E.)

L'idée de base dans 1'élaboration de ces technidues est la sui-
vante : Les différentes camposantes du systéme considéré "ne convergeant pas
toutes avec la méme vitesse" il parait superflu - dans la méthode de Gauss—Seidel-
de garder jusqu'd la fin du processus itératif des camposantes qui ont satisfait
depuis trés longtemps au test de précision pour le seul but d'aboutir a une con-
vergence en bloc de 1l'ensemble des X .
itérations inutiles en abandonnant - méme provisoirement - certaines composantes

Il serblerait judicieux d'éviter de telles
le temps qu'il faut 3 celles plus lentes & converger pour atteindre leurs valeurs
limites. On tend ainsi 4 introduire un équilibre entr'elles. Ce processus est
alors répété autant de fois qu'il. est nécessaire pour obtenir la précision finale
souhaitée. De ce fait, seule la suite initiale JO est fixée a priori. Les suites
Jl’J2 ... sont déterminées automatiquement pendant le déroulement du calcul par
un algorithme de disparitions successives des éléments (cf. la méthode de
Southwell) fixé dés le départ.

Une grande liberté existe dans le choix de tels algorithmes, nous

donnons 3 titre d'exemple celui qui nous a semblé le plus intéressant :

. étape (0) : un "balayage" de toutes les composantes du systéme ordonnées sui-
vant JO est effectué.

On calcule 3 la fin pour tous les xi/i e Jg les quantités :

2y = 105 = /8

i . 5i z; < €y (fixé au départ)

1'indice i est "sorti" de JO.
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A la fin de ces tests on obtient donc une nouvelle suite Jl‘ On recommence
alors & partir de (0) avec Jy a la place de Jo'

. Lorsque le dernier Jp est vide (tous les élé&ments ont disparu), on a le
choix entre :
- arréter le calcul (moyennant une certaine correction du résultat pour
avoir effectivement une précision so)

- choisir un nouvel El(<eo) et recammencer le méme processus en repartant
en (0) avec JO.

D'une maniére générale avec une suite décroissante €or €17 €9 reepr on peut

écrire :

1
o o) Ty ol

= 1 1 2
S = {Jo"'Jo’Jl"'Jfl' Jo"‘Jo’ J2...Jr , Jo...J

correction correction correction

Y]

o €1 €2 P
arrét arrét » arrét

Les différentes suites JE vérifiant : Ji+l c Ji Yi,k (imbrications successives).

Remarque : Lorsque tous les éléments disparaissent la solution % obtenue n'est
pas en général acceptable car 1'abandon plus ou moins lointain de
certaines composantes conduit 4 la convergence vers un point fixe partiel.

En effet, soit &£ 1'itérs précédent zx.
ona F(F) =% et l(mi - xg)/xgl < gy T =1.,..n.

Rien ne prouve que l(Ei - f;(Ei))/Eé | < € T = 1,000 1

C'est pour cela qu'un certain nombre r de balayages correctifs sur 1'ensemble
des composantes est souvent nécessaire pour avoir

I(Eé - fﬁ(ié))/fi | < € 2= 1...7n ¢'est—d~dire une convergence
effective avec la précision €0
Nous verrons que le facteur r peut &tre nul dans quelques cas particuliers
(¢f. CH.I.B.)
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IT - STRATEGIES INTERACTIVES

La contrainte & satisfaire pour pouvoir appliquer de telles
stratégies est que 1'ordinateur utilisé doit fonctionner en systéme conversa-
tionnel.

Cette possibilité nous est offerte au Centre de Calcul de
Grenoble ol 1l'on dispose d'un IBM 360/67 utilisable sous le systéme CP/CMS.
Un second support informatique : le terminal graphique IBM 2250 relié au cal-
culateur permet de mettre au point des techniques chaotiques encore plus ori-
ginales en s'aidant d'un &cran de visualisation sur lequel on peut afficher
certaines données du probléme 3 résoudre et choisir en conséquence - intuiti-
vement - la "meilleure" démarche calculatoire.

C'est ainsi qu'on a construit le systéme graphique SYGESIC
(Systéme Graphique pour l'ExpérimentatiQn de Stratégies Itératives Chaotiques)
utilisant les performances et les possibilités de CP/CMS et du terminal IBM
2250, permettant dece fait d'expérimenter des stratégies chaotiques originales.

Nous dirons grossomodo d'une fagon analogue aux techniques pré-
cédentes, que seule la premidre suite J o ©st connue dans S a priori. Les sui-
tes J,,J,...J,.... sont déterminées par des moyens que 1'utilisateur exploite
en observant 1l'écran de visualisation., Ce qui fait que ces suites ne sont pas

forcément liées par des relations d'inclusions.

Nous verrans plus en détail cette question ultérieurement
(cf. CH. III.B).

Le systéme SYGESIC

Le systéme graphique pour 1'expérimentation de stratégies ité-
ratives chaotiques est basé& sur 1'utilisation du terminal graphique IBM 2250.
I1 permet, ayant & résoudre un probléme linéaire aux dérivées partielles (avec
conditions de Dirichlet comme modéle standard) de suivre d'une maniére origi-~
nale assez souple le déroulement du calcul et d'expérimenter des stratégies
chaotiques interactives avec la possibilité d'arréter le calcul au moment voulu

et de 1'orienter suivant la direction désirée,
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Son intérét principal est essentiellement pédagogigue. Il permet
de mieux voir et mieux camprendre ce qui en général est invisible pour 1'utili-
sateur a savoir : les variations des écarts relatifs entre les itérés successifs,
les zones de lente ou rapide convergence, etc... et de 13, tirer les enseigne-
ments nécessaires quant 3 1'élaboration de techniques de calcul orginales per-
mettant de réduire le nambre d'opérations et le temps d'exécution (requis par
les méthodes standards en 1'occurrence celle de Gauss-Seidel). Ce svstéme fait
suite d une version trés simple qui rentre dans le contexte d'un ancien projet
de recherche. En se basant sur ce travail préliminaire, nous avons pu introduire
un certain nombre de possibilités rendant le systéme assez accessible. Le jeu
d'options qui sont disponibles couvre un large éventail de techniques que nous
détaillerons ultérieurement. Précisons: que la mise en oeuvre quoique relative-
ment plus coliteuse que 1'écriture d'un simple programme de résolution classique
ne tient son intérét que dans la mesure oll elle permet de donner libre cours 3
1'intuition que 1'on arrive 3 canaliser dans le sens de 1'"efficacitéd" qui

revét ici un aspect peut &tre empirique mais en tout cas économique.

Nous exposons dans ce gui suit les grandes lignes de SYGESIC ce
qui équivaut en quelque sorte & une notice technique d'utilisation,

1. Support_Informatique

1 CANAL IBM 360

TELETYPE

Le terminal IBM 2250 est un dispositif d'entrée/sortie connecté
a l'ordinateur IBM 360/67 par 1'intermédiaire d'un canal sélecteur. Il est
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composé des unités suivantes :

1 Un écran cathodique carré de 30 cm de cbté permettant d'afficher des

images.

2 Un clavier de fonctions : il est constitué d'un ensemble de 32 touches
numérotées de 0 & 31. En enfongant une touche on provogue une interrup~
tion qui aiguille le programme sur la partie associée au numéro de cette
touche.

3 Un clavier alphanumérique servant 3 entrer des textes et les faire appa-
raftre sur 1'écran,

4 Un photostyle (crayon optique) constitud d'une cellule photoélectrique.
I1 sert & désigner un cobjet affiché ou & récupérer les coordonnées d'un
point de 1'écran.

5 Une tablette SYLVANIA possédant un styletet qui permet de détecter plus

rapidement un objet sur 1'é&cran.

6 Une mémoire d'entretien de 8K octets contenant le prograrme graphique

correspondant a 1l'image visualisée,

Enfin, un télétype permet d'accéder au systéme CP/CMS et de se
faire attacher le terminal graphique,

Précisons qu'on dispose en outre d'un moyen permettant de faire
tracer les images de l'écran par le traceur de courbes BENSON.

L'utilisation du terminal graphique peut se faire grice i :
. G.S5.P. (Graphic Subroutine Package) ensemble de sous programmes de base
écrits en FORTRAN.
- GRIGRT moyen plus souple permettant un accés i partir du langage ALGOL W.

2. Description_de SYGESIC

SYGESIC est constitué par un ensemble de 20 sous-programmes
écrits en ALGOL W et en FORTRAN.

Nous donnons ci-aprés :
. un organigramme de ses parties essentielles,
. l'organigramme d'utilisation des touches de fonctions ce qui permet des

interactions trés rapides avec 1'ordinateur et le terminal 2250.
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(1)

(3)

4.1

(a)
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Avant de parcourir ces différentes parties, nous donnons en introduction la
démarche préparatoire conduisant & 1'obtention du systéme de point fixe 3
résoudre.

2 2

3 u au au au
a + a +a, —+a + a. u=F/D
1 axz 2 ayz 3 ¥x 4 3y 5
u——-gl/I‘l

(P)

=9y T

Les coefficients a; sont constants. D est un domaine de ]R2 de frontiére
r ] .
r =8D=10r i
On suppose démontrées 1l'existence, l'unicité et la réqularité de la solution -

u. Seule sa recherche effective (en fait une approximation) nous intéresse
ici.

. Nous adopterons pour discrétiser (P) un schéma aux différen—
ces finies (supposé cohérent et stable).

Précisons que la forme trés simple de (P) (linéarité avec
conditions de Dirichlet) est nécessaire pour permettre 1'étude que nous envi-~
sageons. Des conditions plus camwpliguées du type Neuman ou melées exigent une
1égére modification de certains programmes de SYGESIC.

-a- Discrétisation :

On transforme - par différences finies - (P) en un systéme li-
néaire mis- sous forme de point fixe de Jacobi.
(S) : U=AU+b soit U = G(U)



que l'on explicitera ainsi :

s, T =1 j j 3.5y e
Ui an + 807 T+ YUi+1 + GUiel + mfi t(1,3) €

avec les conditions initiales :

j_ Kk C oy
Uy = gij (i,3) € 9D
gabs
gord
_}__
k D
- hk
pabs |
A pord ‘F;;“+

La discrétisation avec les pas h,k fournit ainsi un domaine th qui est une
grille carportant NL lignes et NC colonnes.

Dans le systéme (S) les coefficients a,B,y,8,mn dépendent de h,k et des a,.
En effet, on a :

o 1.2 _ 1 2 _ 1.2
—;k(al+a3h).s—galk -y—;h(a2+a4k)
_1 2 __1.2.2

6—--r—a2h et n = rhkavec

r=2(al k2+a2 h2) + hk (a3 k+ a, h-—a5 hk) supposé non nul.

L'ordre du systéme (S) est N = (NC-2) x (NL~2) (NL et NC dépendent de h,k ainsi
que des coordonnées des points extrémes de Dy + A et B).

~b- Contraction :

. Le systéme linaire obtenu s'écrit donc (S) : U =AU + b que 1l'on met sous
la forme de point fixe U = G(U).
La matrice A de (S) s'écrit (dans le cas d'un domaine D
plein).

rectangulaire
hk qu
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C S\ - Elle est donc tribloc diagonale, de
N
T\\\ SN0 dimension (NC-2) (NL-2) et trds creuse.
A= 0N o\ s Les trois matrices C,S,T d'ordre N'=NC-2
N
T A CJ
s'écrivent C = 0\ % ;s S = Y\ 0 T = 5\ 0
AN N N
N oo N\ A Y
3 AY Y “
N0 0y 0o %
vg J
. En munissant R" de la norme vectorielle typep: x> px =|x| ona:
G(U) -GV | = |av-av| < |A] . [Uv] YuUve RV

I1 suffit donc de prouver que p (|A]) <1 pour avoir un opérateur G p-contractant.
Le calcul de p(|A|) étant assez difficile, on calcule en fait une majoration

gréce aux normes vectorielles matricielles.

Soit K = |A| = L, + U, K = U,
s

Le découpage en blocs de K nous permet d'adopter une norme vectorielle que l'on
notera M et qui est celle engendrée par la norme vectorielle (réguliére de
taille NC-2) notée pw sur IRN. On a ainsi :

| .06 (Up)
U = : > poo(U) =
¢
Une-2 = Uye-o
Nous aurons alors
ol . sl
Mm(LA) = |6| ' Moo(UA) = \|Y| (dimension NC-2)
0 18] |8l 0 ol
lal+[8] Iv]
5] e .. 0
Mw(LA)+Mm(UA) = Mm(K) =M= | S ‘o
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La matrice tridiagonale M admet comme ravon spectral
! .
oM = |al+|g] + 2 /IyT-T8] . COSwnT et 1'on sait [28] que
p(K) < p(M).

. Si |al+ |8] + |y| + [8] £ 1 on démontre assez facilement en se basant sur
1'inégalité |y|+|s| > 2 /[y[.[5] vraie Vy #8 que dans ce cas p (M) < 1.

. Sijal+ 8] + |y] + 8] > 1 p (M) est alors en général supérieur 3 1'unité
surtout lorsque h et k sont assez petits.

-c- Cas d'un domaine Dnk quelconque

B, <
Ao Py
Y
Fig. 1 Y J
A
11
A, Mg
A6 L,,,_.__ . ,D "_ — ————— RU—
A hk Ay

Pour aboutir aprés discrétisation de (P) & un syst@me de la méme forme aue
précédemment valable pour une grille rectangulaire on compléte Dyxe afin d'avoir
AAlBBlA (voir figure 1) ce qui revient 3 ajouter 3 (S) des éaduations triviales
relatives aux noeuds supplémentaires de la forme :
3 -1 J+1 J
U; = 0. Uy + O.Ui + O.fi

] 3
+0.U,, + 0.3,

Ceci raméne la matrice 3 avoir une forme analogue au cas rectangulaire :

A= L kAl (k = NC-2)
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Le calcul de M et p(M) se fait alors aussi facilement. Cette modification a
pour seul but d'uniformiser le traitement du systéme (S) pour n'importe quel

damaine th (& bords paralléles aux axes).

Nous abordons maintenant le systéme proprement dit cqui comporte

4 parties plus ou moins indépendantes dont trois sont préliminaires.

P~y A Ry QA b et s g Eopm e

Deux vérifications préliminaires précédant le démarrage de la
phase calculatoire sont a faire.
. I1 est nécessaire que le probléme (P) discrétisé puisse se mettre sous la for-
me de point fixe de Jacobi : c'est-3-dire que r = (alk2+a2h2)+hk(k(a3—a5h)+a4h)#0
ce qui constitue une contrainte sur le choix des deux pas h et k, les coeffi-

cients a; étant fixés,

.-Pour garantir la convergence des processus itératifs chaotiques expérimentés
pour résoudre (S) on doit avoir p{M) < 1 ce qui correspond 3 une deuxiéme con-
trainte sur h et k. Si p(M) > 1 un risque de divergence persiste, afin de 1'évi-

ter il est préférable de changer h et k.

2.2. Constitution d'un fichier "ENTREE" FILE FTOXF001

Le fichier "ENTREE" contient un certain nombre de renseignements

concernant la grille discrétisée D+

I1 comporte :
. 3 vecteurs colonnes contenant respectivement :
- les abscisses entiéres (numéros des colomnes dans le maillage) des dif-
rents sommets de Dy Que 1'on parcourt corme 1l'indique fig. 1 de gauche
a droite et de bas en haut.

i . =AY . = . 3
(fig. 1 : A, Aj,AQ,A3,A4,A5,Bl,A6( A) ; A7'A8’A9’A10'A11( A7) : 14)
- les ordonnées entiéres des mémes sommets (numéros des lignes dans 1le

maillage) avec les mémes indications.
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- Pour distinguer les différentes portions de D1 ot on change de
conditions initiales on construit un vecteur d'indices répartissant

les sormets précédents en m parties.

. Un tableau & quatre colonnes contenant les quatre coordonnées entiéres du
coin bas gauche et du coin haut droit de chaque trou (intérieur) et de chaque
fenétre (extérieure) qu'il faut supprimer de la grille englobant Dk
(AAlBBlA : fig. 1) pour avoir ce dernier (AA1A2A3A4A5B1A6 : fig. 1).

Ceci exige une certaine préparation préliminaire dont on trou-
vera les détails dans une notice spéciale relative & SYGESIC,

2.3. Introduction des fonctions F, 9150+ 9y

- i A8 = = - S - -

Les fonctions F et 9y -+ 9y associées au probleme (P) sont
introduites sous forme de chalnes de caractéres (entre autres). Un programme
automatiquement généré leur fait correspondre des tabulations discrétes con-

formes au maillage fait sur le domaine D.

les trois étapes 2.1, 2.2, et 2.3 étant achevées on passe alors
au programme principal.

2.4.1, Etape préliminaire : lecture des données suivantes :

. les 5 coefficients ay ... a5

. les coordonnées des sommets extr@maux de th : pabs, pord, gabs, gord.

. le nombre de conditions initiales nbf.

. les deux pas de discrétisation h et k

. le nambre de sommets de th ainsi que celui des fenétres et des trous
ad supprimer,

. le fichier "FNTREE"
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Suivent alors le calcul de p (M) ainsi que 1'initialisation. A partir de ce
moment on affiche sur 1'écran le domaine Dyy» Les deux touches de fonction
28 et 29 permettent d'accepter ou de refuser que cette image soit tracée
par le BENSON. Notons que ce choix est demandé & chaque affichage.

' Les deux organigrammes des pages 42 et 43 permettent de mieux

canmprendre la suite de la description.

sx GRILLE DU PROBLEME ms

-l - -

On distinguera 7 parties :
ta) Choix du mode de balayage de Dpx (touches 1 a 8)

Nous poserons que J, est la suite des éléments de th parcou-~
ru ligne par ligne de gauche 3 droite et de bas en haut (LLGDBH) : ce sera le
mode standard de balayage.
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On peut alors caractériser 7 autres modes qui correspondent a

des permutations Jyrdy e J7 de la suite J, -

(cf. stratégies chaotiques automatiques, techniques cycliques).

Mode -1- J* : LIGDBH : ligne par ligne, de gauche a droite et de bas en haut

-2- J1 : LIGDHB : haut en bas
-3- J2 : LIDGBH : droite 3 gauche et de bas en haut
-4- J3 : LIDGHB : haut en bas
-5- J, ¢ CCBHGD : colonne par colonne, de bas en haut et de gauche a droite
-6— J5 : CCBHDG : droite 3 gauche
-7- J6 : CCHB@® : haut en bas et de gauche 3 droite
-8- J7 : CCHBDG : droite & gauche
A —_— A
' |
I | |
-— S . —— S~ L ———
1 2 3
I 9 J2
1
- —~ - - r — -
5 6 7
J4 L]5 J6

Comme on le voit

J et d
* 3
Jl et J2
J4 et J6
J5 et J7 se déduisent 1'une de 1l'autre par des permuations circulaires.

On verra par la suite dans le commentaire des résultats expérimen-

taux 1'influence du mode de balayage sur la stratégie chaotique adoptée.




— - u S SRR SRR — IRt SRR RIS T N

52 -

(b) - Choix des stratégies de calcul (touches 9,10 et 13)

Trois stratégies itératives sont offertes pour ré&soudre (S)
la méthode classique de Gauss-Seidel et deux techniques chaotiques dont une

automatique et une interactive,

-0~ Méi:hbde de Gauss-Seidel (touche 9)
' Elle consiste a balayer entiérement le damaine D ~ suivant
le mode choisi - en activant en chaque noeud 1'opérateur de Gauss-Seidel qui
donne Ur+1 en fonction de U :

j, r+ j j=1, r+ j +
(Ui)r 1 _ a(Uji+1)r + B(UJ?_ l)r 1 + Y(Uq r+l1

r
i+l )

7 J
) + 6 (Ui"‘l + nfi

o
pour (i,3) € Dy
Deux variantes. sont possibles :

. On fixe un entier NIT ce qui fait faire NIT balayages successifs de 1'ensem

ble des composantes UJ:.L et calcule donc Ur+l s Uﬁ-l\u:T (touche 9)

. On fixe un réel ¢ ce qui fait faire autant de balayages qu'il faut pour avoir

les écarts relatifs entre les deux derniers itérés non supérieurs 3 e.

(touche 10)

. . L] 1 °
2] = [ (wh® - wWhEhR | <. (1,3) € Dy

)t )r+l équivaut & 1 opération &lémen-

Précisons que le passage de (Ug_ a (U:.l’
o
taire. Un balayage correspond donc 3 NI (nombre de noeuds de th) Opérations

élémentaires.
—-g— Méthode chaotique interactive de partage en zones : M.P.Z.

On distingue deux variantes de cette méthode

B=1 Partage en deux zones (touche 10)

On suppose qu'au moins une étape de calcul a été entidrement
exécutée. On a pu donc grdce aux renseignements fournis en (d) (voir la suite)
partager le domaine th en deux zones distinctes : la zone 1 et la zone 2. ~

La technique chaotique consiste alors a fixer deux entiers Nit
et Nit2 (Nitl < Nitz) et a effectuer des balayages (avec activation des compo-
santes Ug) sur 1l'ensemble des deux zones de la maniére suivante :
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. Nit2 - Nitl balayages de la zone 2 puis
o

. Nit1 balayages de (la zone 1) u (zone 2) = Dy

-

Ceci revient donc a activer Nit2 fois tous les éléments Ug appartenant 3 la

zone 2 et Nit1 fois ceux de la zone 1.

Si J,, est la suite associée a la zone 2 et J_ & %hk nous avonc donc dans S :

S=1.. J, ... 3, se-tavec J, < J

rees Jogr g t 2z t

cer JZZ'J2Z

NltZ—Nltl Nlt2

B-2 Partage en trois zones (touche 11)

Un partage analogue au cas précédent permet de subdiviser le
domaine th en trois zones : zonel, zone2 et zone3.

La technique associée consiste ici & choisir trois entiers
Nitl, Nit2 et Nit3 (Nitl < Nit2 < Nit3) et § effectuer des balayages sur les

trois zones en respectant 1l'ordre suivant :

. Nit3 - Nit2 balayages de zone 3 suivis de
. Nit2 - Nitl balayages de (zone 2) u (zone 3) ensuite

o)
. Nitl balayages de (zone 1) u (zone 2) u {(zone 3) = Dire

Cela équivaut ainsi a itérer Nit3 fois les éléments de la zone 3, Nit2 fois
ceux de la zone 2 et enfin Nit1 fois ceux de la zone 1, De la mféme maniére si
J3z’ J22 et Jt sont les suites associées respectivement i

zone 3, (zone 3) u (zone 2) et Bhk on aura dans S:

z' JZZ’JZZ ree Jogr Jt et Jt"'}

— TN — BT el ~r .

S={..., J32' J3z .o J3

N1t3—N1t2 N1t2--N1tl Nltl
avec J3z c J22 c Jt
Remarque : Dans ce dernier cas (par exemple) ol aprés avoir fixé les trois

nombres Nitl, Nitg, Nit3 on désire baZayer'Niti fois la zone 1, Nit2 fots la
zone 2 et Nitg fois la zone 3, on peut envisager trois autres techniques chao-

ttques qui sont les suivantes :
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o
-(zonel) u (zone2) vy (zone 3) = Dy ¢ Vit balayages ensuite

=(zone2) y (zoned) Nitg—lvitl - puts
- zoned Nits -

-zonel Nitl balayages suivis de

~zonel : Nit2 - puis

~zomed  ; Nitg -

. ~zoned ; Nit, balayages ensuite

- zonel : Nitz - -

- zonel : Nitl -

(Des combinaisons de ces techniques entr'elles peuvent Ztre envisagées).

I1 est évident que toutes les quatre font faire le méme nombre
d'opérations élémentaires mais - et nous 1l'avons constaté expérimentalement -
la premiére strategle est la meilleure car les Nlt derniers balayages sur
1'ensemble th (ce qui équivaut ici Gauss—SeJ.del) ont pour avantage de "corri-
ger" les derniers itérés et éviter la convergence vers un point fixe partiel.

Précisens en dernier 11eu que dans le cas ol le systeme (S) n'est pas mis sous
forme de point fixe de Jacobi (c'est-3-dire que tous les éléments de la diago-
nale principale de la matrice A sont non nuls) on peut envisager la technique
suivante (dans le cas du partage en deux zones par exemple) ,
On parcourt le damaine th €lément par élément :
{. Si (UJ) € zone 1 on l'itére Nlt fois successives

. Si (U:i’) € zone 2 on l'itére Nit2 fois successives.

-

Pour revenir 3 nos deux stratégies chaotiques de partage en zones
nous remarquerons que 1'interaction et 1'intuition jouent dans la resure ol
1'utilisateur définit son partage et les entiers associés qui sont a priori ar-

bitraires.

Nous verrons en (d) de quelle maniére il est rossible de faire un
choix judicieux et efficace.
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—-y— Méthode autamatique MDSE (touche 13)

C'est la méthode que nous avions explicitée auparavant. Appliquée

=~

a notre contexte actuel, elle consiste & suivre la démarche suivante :

o
. Fixer un entier Nit qui sera le nombre maximal de balayages de Drk et

de ses sous-ensembles successifs.

. Fixer un réel € correspondant au test d'arrét. L'algorithme chaotique
est alors déroulé en faisant "disparaitre" & la fin de chague balayage!les élée~

ments Ug vérifiant : i

@h¥E = [(h* - Wh*h s whF Y o« . k < Nit.

En jouant sur Nit, on peut arréter l'algorithme - en coyrs
d'exécution - avant que tous les éléments disparaissent - et suivre sur 1'écran
de visualisation les phases successives de disparition des &léments de Dy

(touche 13).

Dés qu'on aboutit & la fin on peut, moyennant quelques pas cor-

rectifs, recommencer le mfme processus. (

§

Remarque : Comment effectuer le minimum de pas de correction ? Supposons qu'’

aprés la dzsparztzon de tous les Uq on ait :

k

J - J )k
(23) poe = Max (2:)7 = &( < e,)
7, J ., .
. . s J ) R+1
S5t Ll'on fait un seul balayage de tout th on aura forcément (Zi)m > €,

On utilisera alors la méthode de Gauss—Seidel (touche 9 ensuite la variante
correspondant d la touche 10) avec le méme e, pour effectuer le nombre de ba-

layage p qu'il faut pour ramener (Zi);;i d devenir inférieur ou égal a €pe

-~

Il reste a préciser que le narbre d'opérations élémentaire NOP

-

est automatiquement remis 3 jour aprés chaque itération.

(c) - Représentation des Ecarts Relatifs Z (touches 15 et 16)

A la fin du dernier pas de calcul on évalue pour chague élément

. O .
Ug € th 1'écart relatif entre ses deux derniers itérés :

23 = [(wh¥ - ) wdh Y
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I1 est alors possible de les représenter sur 1l'écran suivant deux modes dif-

férents :
—o— La représentation lin€aire (touche 15)

Les différents Zg sont représentés sous forme de vecteurs paral-
léles qui se suivent dans 1l'ordre correspondant au mode 1 (LLGDBH) de parcours

du dormaine th.

,Il il Mo

mllllnm"h"!luhmll.,. Ill l...lmﬂ J Il.u.....,ul lm ”l

ua FONCTION ECART =n

L'échelle de représentation peut—étre :
. soit l'actuel Z = Max 23 (touche 17)
Max .. i
1,]
. soit le précédent Iyax C& qui permet d'apprécier le taux de décroissance
des écarts relatifs par rapport & 1'étape précédente (touche 18).
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—B— La représentation en perspective (touche 16)

‘ms FONCTION ECRRT ==

Cette représentation permet d'avoir une assez bonne idée sur la répartition des

écarts relatifs, les zones ol ils sont élevés, 13 ol ils sont assez faibles.

Notons que le passage d'une représentation 3 une autre avec chan-
gement d'échelle ou non est possible (touches 15 et 16),

(@) Partage de Dy en zones (touches 10, 11 et 12)

C'est essentiellement & cette étape gue 1'intuition numérique
joue un rdle trés important.

En effet, c'est & partir de 1l'cbservation de la derniére image
affichée que 1'on peut effectuer un partage intéressant dans 1'ensemble des

Ug. Trois possibilités sont offertes ici :
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—a~ partage interactif en deux zones (touche 10)

T

On suppose pour des raisons de simplicité de manipulation que
l'on a adopté la représentation linéaire des é&carts.

A 1'aide du photostyle on repére puis on pointe le sommet d'un
vecteur corresprondant 3 un seuil d'écart s.

Un partage automatique du domaine en deux zones est alors fait :

| LI
..... frgl

=a FONCTION ECART wm

o J }
zone 1 = {(i,3) e th/ Zi < &)

o .
Zope 2 {(1i,3) € th /ZJJ._ z s} = th - zone 1

—-g~ partage en trois zones

-1 par pointage ; (touche 11)

D'une maniére analogue on pointe successivement sur 1'écran les
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sammets de deux vecteurs correspondant a des seuils s, et S5 - On répartit

1

f

Q 2 os
alors Dy €n 3 régions (s1 < 52)

L
Ihlllfnlmllu"lmllu.ll...h...........h,.lll..unmn..uu“ll..........nlll"lm “

ux FONCTION ECART aux

o .
Zone 1 = {(i,3) € D]]/ Zi < sl}
o .
— P J
Zone 2 = {(i,3) € th/ S| < Z7 < 8,}
N _ 9 _
Zone 3 = {(i,]3) € th/ Zi > 52} = th {(zone 1) u (zone 2)

-2 partage automatique

. _ 1 _2
Sans pointer, le programme choisit 8, = §'ZMax et s = 3 Z

—y— Représentation des zones (touche 12)

Le partage étant effectué on visualise sur 1l'écran le domaine
th ol les deux (ou trois) zones sont différenciées par une technique de si-

mulation de niveaux de luminosité.
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Remarque :

On peut ainsi évaluer L'intérét de la stratégie interactive
proposée et l'importance du choix du ou des seuils de partage. Comme on l'a
noté en (b)-g c'est en fonction de la densité et de 1l'importance des zones
mises en évidence que l'on fize des entiers Nitl, Nit, (et Nit,) appropriés
par lesquels on itére plus fréquemment ld ou les écarts sont les plus élevés
(zone 2 ou zone 3) aux dépens des éléments Ui ou ces écarts sont faibles (d

parttr d'un certain moment) donc convergent plus rapidement.,

Il convient de choisir les nombres qu'il faut pour ne pas trop
accentuer le déséquilibre entre les écarts et obtenir un résultat contraire J
celut qu'on attend ...

"On pourrait décrire celd avec une image pittoresque : celle
du tdlier qui posséde une tdle trés cabossée (la surface des écarts) et qu'il
désire aplatir (faire tendre vers zéro). En domnant des coups de marteau trés
forts sur les parties qui dépassent, il risque de recréer des bosses dans
L'autre sens. A lui de donner le nombre de coups qu'il faut et avec la force

qu'il faut aux endroits qu'tl faut”
(e) Représentation de la courbe des écarts (touche 28)

A la fin de toute étape (c) on posséde :
= < j A s
- 2y ?a§ 23  écart maximal

. NOP nombre d'opérations élémentaires.

I1 est alors possible de représenter sur 1l'écran - en &échelle
logarithmique les variations de ZMax en fonction de NOP, Cette courbe peut
donner une assez bonne idée sur l'efficacité des stratégies expérimentées en
- Observant les taux de décroissance (ol méme l'oscillation dans le pire des
cas) de l'écart maximal. On peut alors rectifier la technique adoptée si elle
s'avére non payante.
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< A 3

a8 VARIATIONS DE L'EC.MAX EN FONCTION DU N.OP sx

(f) Représentation de la fonction U (touches 21 et 22)

Aprés chaque étape de calcul, la solution (non finale) U du sys-
téme peut étre représentée en perspective comme ce fut le cas pour Z en (c)
On a alors le choix entre :

. la perspective avant : le point d'cbservation est situé du cdté du coin
bas gauche de th (touche 21).

. la perspective arriére oli on observe du c6té du coin haut droit de D
(touche 22).

hk
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(g) Poursuite/Arrét (touche 19 et 20)

Derniére &tape ol 1'on décide soit :
. de continuer le calcul en reprenant 3 partir de (a) (touche 19)
. de l'arréter (10). Dans ce cas aprés avoir choisi si 1'on désire d'imprimer
la solution U (touche 23) on peut :
. Soit recommencer en totalité une nouvelle expérimentation 3 partir
de (a) aprés avoir réinitialis& 3 O toutes les données du probléme
(touche 25) . , |
. soit on quitte définitivement SYGESIC (touche 26).

Conclusion

Telles sont les possibilités du systéme SYGESIC qui se caractéri-
se selon nous par la simplicité de son utilisation et le large éventail de tech-
niques qu'il offre.

C'est son cBté expérimental et pédagogique qui nous parait le plus
important puisqu'il permet d'éclairer d'un point de vue pratique de nombreuses
questions sur le camportement des itérations chaotiques.

Nous avons pu grice & SYGESIC expérimenter sur un ensemble de
problémes aux dérivées partielles une série de stratégies chaotiques que nous
avons pu améliorer petit a petit en tirant profit des renseignements cbtenus
par 1l'intermédiaire de 1l'écran.

Nous donnons dans ce qui suit 1l'essentiel des résultats obtenus
en essayant de les analyser au mieux. '
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PARTIE B

CHAPITRE I

UNE FAMILLE DE PROBLEMES DE POINT FIXE
- NON LINEAIRES -
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Le contenu de cette partie précise clairement nous semble-t-il

notre approche de la question des itérations chaotiques.

Gr&ce 3 un grand nambre d'expériences nous avons essayé d'obte-
nir le maximum de renseignements nous permettant de répondre aux interrogations
gue nous nous sommes posés, d'une maniére progressive au fur et a mesure gue

nous avangions dans notre démarche.

Nous avons voulu en outre nous placer autant que possible dans
un cadre assez général ce qui explique la multitude des cas traités. Pour donner
une idée sur le genre d'obstacles rencontrés nous discuterons du probléme du

point fixe partiel sur un exemple particulier.

I - POSITIOR DU PROBLEME

0. Introduction

- e - ——

Ghéri et Mancino dans leur article [12] se sont posés le probléme
de résoudre le systéme non linéaire :

Alx) = £ ol A : application de R" dans RT

£ : vecteur donné de‘Rn.

vérifiant les deux propriétés suivantes :

« 1A =AW < k[ |xyl] X,y ¢ R’
L A -AW, xv) = cf|xy]|?  ke>o0
||+..]|| étant la norme euclidienne et (.,.) le produit scalaire associé.

Ces deux conditions leur ont permis de démonter l'unicité de la solution g

(vérifiant Af = £), quant & son existence ils proposent un algorithme constructif

permettant de la calculer.

Nous nous sommes alors inspirés de cette étude pour construire
une famille de problémes de point fixe sur laquelle on pouvait expérimenter

des stratégies itératives chaotiques.
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* I1 se présente sous la forme :
fi(xl...xn) =0
(1) F(x) =0 qui s'explicite par

n . 1/2 . 1/2 . 1/2
fi (x) = kE (X]Z( + %) (sinaLog(xi + %) + coso"Log(xi + -]-t-) ) +
=1
k#i
+enx, + (k=37 i=1...n
avec B > a>1 vy >1 a,B,y entiers

* On démontre sans difficulté que l'opérateur F vérifie les deux con-
ditions :

JIF&® ~F@I] < k ||xy]] x, y eR"

(F(x)=F(v) ,%y) = c||xy||?

gn + {o+1) (n=1)

avec k

c = Bn ~ (a+l) (n=1)

Ce qui prouve — d'aprés [11] -~ l'existence et 1l'unicité de la racine X véri-
fiant F(x") = 0. |

e e e e e s Er e e M ds e we e e e R e e s - A = e N

(a) Transformdtion

la démarche est extr&mement simple vue la forme particuliére de
F. En effet, on remarque que F s'écrit :

F(x) = G(x) + gnx
soit fi(x) = gi(x) + Bn Xy i=1...n ot g; ne dépend

pas de la variable X4
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En posant H(x) = AG(x) avec » = -1/fn

on se raméne au probléme de point fixe

i i
(2) Hx) = x
i=1...n
ou F(x) = Bn(x-H(x)) c'est-3~dire H(X) = x - A\F(xX).
n o o n,y
et hi(x) == A kil Uy (sin” log U + cos” log uk) - ik - 5)
k#i
1
= 2 i,2
avec uk = (x K + k)

(b) Contraction - Convergence

Pour prouver l'existence et 1l'unicité du point fixe £ de H on
exhibe une matrice de contraction de H.

Munissons R” de la norme vectorielle type p : X » p(x) = |x]|.

En wutilisant le développement de Taylor on a

n

- - 3 K (x= 3 -
9;(x) —g;¥ kE1 Y 7%, 9; y + 6, (xv)) ot dp =X T Y
0 < ek <1
i
Bgi (x)
Or 5;;——— =0 (gi ne dégend pas de Xi)
donc en posant u, = (xi + %)2 et v, = log u, on obtient
99; ) iy (si . a-1 .
5%, ™ k (8in v + o cos v, ) + cos v, (cos vi =« sin vi))
X
. k
puisque fa—1 < ¥k=1...n alors
k
agi(x) o1 a-1
—éxk | < |sin Vi {sin v, t a cos vk) + Cos vy (cos v, - a sin vk)1
< e o o . La=2 a-2
< |sin Vg Cos” vy + 5 sin 2v, (sin” “v, - cos Vi) |
« o] Q . =2 =2
< |sin Vi +cos a v |+ 3 | sin 2v | . | sin v, = cos” v |
T
< |sineg v | <1 <1 < 2

ki
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99, ()
d'ou |3Xk|5cx+1.
soit ‘gi(x) - gi(y)| < U |x-y| avec U = (u ...u)
uj =a+1 sij#i
"_ Coa s
uy sij=1
De la méme maniére puisque hi(x) == ) gi(x)
|h; () - hi(y)| < |A] U |x~y] et
|H(x) - H(Y)| < K |x-y| avec
B 0 |[M@+1) ...
N\ N I
AN N\ l
\\ N ]
IA] (a+1) s N
R \ -
K = LN N et o(K) = (n-1) [A| (1) = 222 el
| \\ \\
I
e N *0
— -

comme oo < B donc p(K) < 1.

L'application H est donc p—contractante :
On retrouve ainsi (cf [25]) 1l'existence et 1l'unicité du point fixe de H solution
du probléme. De plus ce point fixe peut &tre calculé came limite de toute ité-

ration chaotique sur H de résiduel maximal.

(a) Pour des raisons que nous préciserons ultérieurement une seconde
formulation de (1) a été envisagée.

Puisque F(x) = G(x) + nBx, posons B = So + B, BO, R; > 0. Le probléme
G(x) + npx = 0 est équivalent a BO nx = - G(x) - B1 nx.

x. On aura alors le probléme de point fixe

Soit R(x) = (-1/8Bn) G(x) - (B1/B,)

(Bquivalent a (2))
r. (x) = X

i
(3) R(x) =x
i i=1 n
B1 N 1
avec ri (X) = )\O gl(X) - ‘B‘; X ou >\o = - Ec')'ﬁ
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(b) Contraction

I1 est assez facile de prouver que

IR(x) - R(y)| <K' |x~y] Wk, v cRY
—ﬁl. atl 7
8 nf 1
SN O\\ t
o+l N\ N\ _ B1
avec K'= ne N d'ol p (K') = n-l . ol
Io \ N\ n BO BO
\ AN
| N N
RN 81
- BO_‘

Pour avoir o (K') < 1 il faut que
(n-1) (o#l) + nBy < nB, or B, + B1 =B=» nB, > (n71) (a+l) + n (B-B))

n+l
+ =— =
>h {o+1) g

8

= 85> 5

on conclut donc la convergence pour (2) et (3) des méthodes itératives de cal-
cul du point fixe x* telles que les A.S., G.S ... et de toute technique 4d'itéra-

tions chaotiques de résiduel maximal sur IR.

(c) Relaxation de (3)

On peut relaxer l'opérateur R avec un paramétre w pour obtenir

une version (4) équivalente d (1).

(4) Q(x) = x avec Q (x) = w R(x) + (1-w) x.
Q admet comme matrice de contraction K" = |w| K' + |l-w} I si w vérifie
2
0 <wc< (UM=W) . Dans ce cas
pK") = w p(K") + |1-w| < 1.
T1 - EXPERIMENTATIONS

1. Premiére série_d'expériences_: _cas_(1)_et_(2)

(a) Nous avons dqnc
(1) F(x) =
(2) H{K) =x
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Des applications pour diverses valeurs de n ont &té effectuées
avec o =5, B =14 et vy = 3.

Dans ce cas on a :

3
0 =
\\ 7n\\ :
%n N \\ ; 3 n-1
- \ \ = - —---_
K NN \ et p(K) == #=— <1 ¥n
AN
o
I oY
—_——_—— o) .J
- o - Evolution de 7 (K)
n 20 25 30 40 50

0(K)[0.4071] 0.4114| 0.4143( 0.4178| 0.4200

p(K) ——
n—>eo

v 0.4286.

~jw

Came on le constate oK) étant majoré par %— qui est assez fai-

ble par rapport a 1, la convergence vers la solution %" sera rapide.

(b) Résultats
A titre de camparaison nous avons résolu (1) par la méthode de
Newton.
Le probléme (2) a été résolu par :
. La méthode classique de Gauss—Seidel

. Une méthode chaotique autamatique non cyclique.

cas - P r+l r R -
Le critére d'arrét a &té [x;” - x; | < ei=1..., [fix§)



73

Nombre de pas

Nanbre

N Méthode £ d'opérations temps (s)
10 Newton 1070 3 0.40
GS 1070 3 30 0.12
1078 4 40
MDSE 1078 38
20 Newton 1074 3 1.8
1070 4
GS 1074 3 60 0.8
10°° 3 60 0.8
1078 4 80 1.0
MDSE 1074 59
50 | Newton 1074 3 14.
GS 1074 3 150 4.7
108 4 200 6.0
1078 5 250 7.8

{c) Comentaires :

* Concernant la méthode de Newton et celle de Gauss—Seidel on constate

-~

pond pour G.S. a n opérations élémentaires.

Par pas nous entendons le passage de 1'itéré x* au suivant xr+l

En temps d'ex&cution G.S. va de 2 3 3 fois plus vite.

qu'elles requiérent a peu prés le méme nambre de pas pour une précision fixée.

ce qui corres-
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* Camne nous l'avions remarqué la faible valeur de ¢ (K) (<%) con-
duit & une convergence extré@mement rapide (4 pas pour ¢ = 10_8) . C'est cet
inconvénient - si 1'on peut dire - qui explique 1'inefficacité des straté-

gies chaotiques.En effet ces dernidres ne peuvent améliorer la méthode de

Gauss-Seidel que dans la mesure oll celle-ci est assez lente. Cela constitue

-

une idée & retenir.

C'est pour cette raison que nous avons &té amenés i transfor-
mer le probléme (2) de maniére 3 rendre la convergence beaucoup moins rapi-
de (en augmentant o (K)).

* Notons en dernier lieu - nous y reviendrons - que nous n'avons
pas expérimenté sur (2) des techniques autamatiques cycliques car quelle que
soit la permutation J de {1, 2, ..., n} on ne peut diminuer le rayon spec-
tral de K qui est trés particuliére dans sa structure :

kig = ki'j" Vig#j, i'#£3".
De la méme maniére des techniques cycliques de répétition ne

peuvent rien améliorer.
Le probléme (2) posséde donc deux propriétés importantes :

. Convergence trés rapide

- toutes les camposantes convergent avec la méme vitesse

(@) Le probléme (3) s'écrit R(x) = x.

Avec les mémes valeurs de o, B et Yy on obtient :
K' étant la matrice de contraction de R :

14-8
n-1 3 e}
p(K') = —= » = +
n 7 Bo
on avait exigé que B >-B—+p:-l- (a+l) - B >7+3*—13:-1—
= (o] 2 2n : (o) n

On prendra donc BO = 10.
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D'od K' = 0.4 I et o (K') =—Q:}--§+ 0.4 soit
~ 5n l n 5
N ~ 0.6
AN AN \'
~ N t
| AN N
_____>_ 0.4
. Evolution de p(K'")
n 20 25 30 40 50
o (K) 0.9700 | 0.9760 | 0.9800 | 0.9850 | 0.9880

o®) /5= L

Nous constatons donc que le rayon spectral a été largement augmenté
(pour n = 20 : de 0.4071 & 0.97) tout en restant majoré strictement par 1. Ce-

ci laisse prévoir un ralentissement dans la convergence vers la solution.

(b) Résultats :

A part la méthode G.S, une technique chaotique (la MDSE) a été expé-
rimentée. Cette méthode de disparitions successives s'explicite de la manieére
suivante :

s étape r. J._, est 1'ensamble des indices "non disparus"

1
r-1

soit le test |x§ - X, | <e (fix8)

- s'il est vérifié : on "sort" 1'élément x; et on passe a X0

- sinon on itére X; une fois :

L r S ET L W
i i 1 i-1 b n

ensuite on passe a X; ., Pour refaire le méme test.

(*) Une autre variante que l'on verra dans les chapitres suivants consiste a ne pas
itérer x. dans ce cas mais 3 passer directement a Xiig- Lorsque tous les &léments
ont été %estés et qu'on obtient le nouvel enserble Jr+1’ on effectue un ba -

layage global sur Jr+1' Ensuite on refait les mémes tests.
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Ayant testé tous les élé&ments de J,_ys On obtient J.
On recammence alars une nouvelle &tape.

Les résultats sont portés dans les tableaux p 78, 79 et les dessins p 80-82

= o - Etude des suites chaotiques S :

* la méthode de Gauss-Seidel :
Partant de J_=1{1,2, ...nl ona § = (J*)p p dépendant de n et ¢ .

* la méthode chaotique (variante de la MDSE) (voir v.75).

La suite initiale est Jo=J, = {1,2,...n} (voir remarque en 1.(c)).
rl Jr
1772

r 0 arrét

Nous pouvons alors établir les camparaisons suivantes :

rkl
Onas = {JO,...,JO, J 2 ... Ty i} (?) correction

G.S. M. chaotique

. Suite initiale Jg = {1,2,...n} . Suite initiale Jg = {1,2,...n}
. Suite finale (¢ fixé)

- f0 41 Iy
S—{Jo P I e e 5D

. Suite finale (e fix&)

- _ g
S = {JO,... JO} = (Jp)

kch—lc"'CchJO
.ro>rlzr2 .. 2rk
Posons Si=Ji —Ji+1 i=0...%k-1
On aura :
k-1
(.U Si) qu=J0
l=
k
I r,=nm
i=g * 0

L'ordre de disparition des indices sera :
SO' Sl' Sz, Sk—l’ Jk
Le nambre d'activations des indices 1...n sera :

M H N k—j
(Jk) 0, (Sk_l)r11 (So)mk avecmy >m ...>m etm = I
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Pour illustrer ces formules prenons l'exemple suivant :
n=30 e=10"  J,={1,2...30}

. G.S :

Mo
(JO) m0—17
. MDSE : k =7 : 8 vas chaotiques (et 10 pas de G.S).
r0=9, rl=2, r2=r3=...=r7=l : Zri=l7=m0

o
1l

Jg - {12} J, =J, - {13,14,15} J J, - {11,16,17,18}

1 2 1 3
Jg =35 - {10,19,20} Jg = Jy - {8,9,21,22} - Jg =35 - {5,6,7,23,24}
J, =Jg - {4,25,26} ; m, =9, mg =11, mg =12, my =13, my = 14, m, =15, m =16

. -9 2
Soit § = {JO, Iyr Jor Iz ees J7}




78

T .
Méthode N e pas NOP gain gain“nop
nop
G.S. 20 1073 11 220 0
1074 14 280
1072 16 320
25 1073 12 300
1074 14 350
107 17 425
30 1073 12 360
1074 14 420
107 17 510
35 1073 12 420
1073 15 525
1074 17 595
40 1073 12 480
1074 15 600
107 17 680
55 1073 13 715
65 1073 13 845
MDSE 20 1073 187 33 15.00
1074 243 37 13.21
1072 292 28 8.75
25 1073 231 69 23.00
1074 295 55 15.71
107 376 49 12.50
30 1073 278 82 22.78
1074 348 72 17.14
1072 427 83 16.27
35 1073 359 61 14.52
| 1074 450 75 14.28
1072 545 50 8.40
40 - 1074 542 58 9.67
55 1073 ) 613 102 14.26
65 1073 703 142 16.80

() Le gain est toujours calculé par rapport a la méthode de Gauss-Seidel
(= gain nul)
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gain (%)
4 Variations du gain en fonction de ¢
23 T
24 F N =25
N =39
20 L
16 f—
N =20
N =35
12
8
4 L
0 ' '
-5 -4 -3
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Norbre d'activations des camosantes

N =30

Nambre
d'activations

4

20

8 +

16 T

14

12

10 ¢

(€]

1 10 20 30 corposante
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- o - Camparaisons ~ Conclusions.

* Vitesse de Convergence :

Camre le montre le tableau p.78, la transformation de (2) en (3) a permis de

ralentir la convergence vers la solution.

Ainsi on a multiplié le nambre d'opérations (ainsi que le temps) par un facteur
voisin de 5. (N=20, € =100 : 3 & 16 pas). '

Cette augmentation a permis d'expérimenter des stratégies chaotiques efficaces.

* La méthode chaotique a réalisé des gains en nambre d'opérations, ainsi qu'en
temps puisqu'elle est autcmatique, allant jusqu'a 24 %. Ce gain s'explique aussi
par le fait que le grand nombre de tests de camparaison supnlé&mentaires qu'exige
la technique chaotique corresrondent & un temps négligeable devant celui qu'ils
pemmettent d'éconamiser en évitant des itérations trés colteuses 3 cause de la

forme camplexe de 1'opérateur H (ou R).

*x Les derniéres composantes 3 converger sont itérées le méme nombre de fois dans les
deux méthodes (G.S et MDSE) : En effet r; =my (voir tableau . 79).

Ainsi pour N = 30, ¢ = 107 les COMDOSANtes X, ...Xy, Xyq...Xy SONt activées

17 fois dans les deux cas. Ces derniéres, lentes 3 converger font faire 3 G.S.

beaucoun d'ovérations inutiles alors que toutes les autres camposantes (x,.. ‘X76)
ont déjd vérifié le test d'arrédt. La-stratéogie chaotique essaie de tirer profit

de ce désiquilibre en faisant juste le nombre d'opérations nécessaires pour attein-
dre la précision désirée.

= I1 faut préciser que dans la variante de la MDSE utilisée, on n'a pas été obligé
de faire des balayages correctifs sur 1l'ensemble des camposantes aprés leur "dis-
varition totale". Le danger du point fixe partiel ne s'est donc pas posé.

On pourrait interpréter cela en disant d'une part que les Ty balayages initiaux
serviraient & rapprocher xro de la solution x* et &vitent en pratique (théori-
quement ceci est faux) de converger vers un xp partiel, d'autre part le novbre
d'opérations qui n'est pas trop élevé fait cbstacle d un éloignement caractérisé
de x* (nous y reviendrons ultérieurement). Ainsi pour des cas ol les vitesses de
convergence des &léments sont trés disprorortionndes, la correction s'imwose

conmme on le verra.

*» Camportement limite :
On constate que lorsque € diminue,le nombre L (nombre de balayages initiaux)
augmente (N = 30 : e =104, r, =6 ; e=10" : ry = 9) ce qui indique que

la stat&gie chaotique tend & se rammrocher de la méthode de G.S muisque le narbre




84

de pas chaotiques ne semble pas augmenter avec ry- C'est & cela qu'est due

la diminution du gain :N=20[¢ =107 : 15 %
e =107 ;1328
=107 :8.3 %
Nous retiendrons cette propriété des méthodes autamatiques non cvcliques.

(c) Les techniques Cycliques de permuitation

Pour illustrer la remarque que nous avions faite 3 savoir que la struc-

ture particulidre de K' indigque que toutes les permutations sont thBoriquerment
équivalentes (en ce sens qu'elles ne diminuent pas n(K'), nous avons effectus

les expé@riences suivantes

N € méthode suite J0 pas NOP gain non % gain
20 |1073 | q.s lovos 20 1 220
T.C. 20.. 5 1 10 200 20 9.1
MDSE 1..., 20 187 33 15.00
" 20+10,1+9 174 46 21.00
1+9,20+10 197 23 10.46
S 20...5 1 167 53 24.10
25 1107 | a.s 1..., 25 12 300
C 25...5 1 11 275 25 8.33
MDSE 1... 25 231 69 23.00
" 25... 1 219 31 27.00
Pour J, = {1,2...n} on a (K')=1——'§-
T 0 2., p o
Pour Jj = {n,m1,...2,1} on a
3 e, 04
5n 7,703
s 9.6
K(': s 7 /7 5n p(KC':) =p(K') =1 - =
[y 7 .
Ve .
0.4 Z..... .en
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Nombre d'activations des corposantes

N =20

€ =10

3

15

20

cormosante i
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Exoérimentalement, on trouve que J (')

= {n,n-1,...,1} fait &conomiser 1 nas

(n opérations) var rapport a Jo = {1,2,...n} ce qui correspond 3 un gain de

3 3 9 %. Cette diff3rence devrait étre due au camortement numéricue de la

suite {x¥} qui est l&gdrement modifiée en inversant 1'ordre des composantes.

Mais cette différence s'accentue avec la MDSE puisqu'on passe de 15 & 24 %

de 23 a 27 %, ce qui corresmond & des chargements dans S.

En effet on a oour :

et

W=120, e=103
s = {(J )6 (J )2 I, J4, J,, I} S, = {(J )5 (J')2 JL, g, J¢, Jt}
3, o)+ W) v dor 30 Jyr Iy a3 o)+ W)y Jyr J30 Iy Jg
s |ordre de disparition |Norbre d'activation
3 (1..20)°. (1.11,16..20) 2. (1..14,17..20) | (5).(16).(6..14,17) 1,2,294%.(3,4,518,19)1¢
0 |
(1..5,18 20)1. 1,2,20)1 (3,4,5,13,19).(1,2,20)| (6.14,17)2(16)3. (15)®
5 _ 12 R s 11 10
5 |(20.1)°.(20.8,6 1)2.(20.13,5,1) (7).(12.8,6) . (1413,5) | (20)1L.(19.17,3 1)10.

0 (16,15,4)°
(20..15,4 1).(20.17,3 1)1.(20)! (16,15,4) . (19.17,3 1) (14,13;5)3. (12.8,6)
(209 (77

7

L'amélioration apportée mar S-,, par ramort i tiendrait au was que

S.
0 Jo
fait gagner r(') (=5) »ar rapvort a ry (=6) ce qui conduit 3 des différences dans
l'ordre de disnarition et le nambre d'activations (une 13gdre svmétrie v est

quand méme présente). (Voir dessin  P- 85)
(d) Relaxation de (3)

a - La version relaxée de (3) conduit 3

(4) Q(x) =x avec Q(X) = oR(x) + (1 ~w)x
. . 2 _
On doit awoir 0 < w < 1—+p—(—‘t—<T = (A),/I
1y 0.6 __ . 3 »
Came p(K') =1 -5 = Wy =1l+—===1 (n assez grand)
o 0.6 .
De plus p(¥"™ =1 -y W < o(K")
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Nous ne cherchons pas ici le paramétre ootimal de relaxation. Ce qui nous

intéresse encore nlus c'est de voir 1'influence de w sur la vitesse de con-

vergence. Cette influence devrait se révercuter sur 1'efficatité de la tech-

nique chaotique MDSE et var voie de conséquence sur la correction qu'il faut

apvorter au résultat qu'elle fournit afin d'éviter le point fixe partiel.

Nous donnons les résultats suivants :

Y - Résultats - Conclusion

W N £ Méthode| pas| Nop correction gain noo % gain
1 |20 |1073] s 11| 220
MDSE 187 inutile 33 15.00
0.20 a8 23| 460
MDSE 391 inutile 69 15.00
0.15 GS 31y 620
MDSE 506 inutile 114 18.39
0.10 GS 451 900
MDSE 722 inutile 178 19.78
0.05 GS 8111620
MDSE 1308 2 pas 312 19.26
0.01 GS 12512500
MDSE 1962 4 mas 538 21.52
0.7 GS 80 inutile
MDSE 78
» Evolution du rayon spectral :
w 1 0.2 0.5 0.1 0.05 0.01
p(K") 0.9700 0.9940 0.9955 0.9970 0.9985 0.997
(n=20)
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Les différents varamétres w que nous avons choisi - wourles besoins
I :
de la cause - permettent d'augmenter p(X") et de 13 de ralentir la oconver-
gence vers la solution. Ainsi en nassant de 1 i3 0.01 on multiolie le nambre

d'opérations var un facteur 11.

Variations du gain en fonction de w

N = 20 e =103

gain (%)

2|

204

correction

18}

16

12 ¢

3 H
10 : - >
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* Influence de w :
Le dessin précédent est trds significatif. En effet :

. Au fur et 3 mesure que la vitesse de convergence est diminuée
grice a w, l'efficacité de la stratégie chaotique est améliorée. On passe
ainsi d'un gain de 15 & 21.52 %. Cevendant cette amélioration n'est pas
sans failles. Ainsi : Pour 0.1 < p» < 1 et tant que la correction

du résultat fourni par la MDSE est inutile, on constate une augmentation

du gain.

. Pour w < 0.1, la méthode de G.S. devient considérablement col-
teuse, la MDSE devrait théoriquement devenir encore meilleure, mais 1'on
ne peut éviter alors d'apporter une correction (qui corresvond & 2 pas) pour
&viter la convergence vers un point fixe partiel. Cela conduit a une 1l&gére

diminution du gain : 19.26 au lieu de 19.78.

. Cependant, et c'est 13 une remarque importante,lorsque le nambre
d'opérations devient trds élevé, les pas de correction bien qu'obligatoires
n'influencent pas beaucoup la technique non cyclique qui s'améliore normale-

ment en réalisant un gain de 21.52 %.

Inversement : si on augmente nettement la vitesse de convergence (w = 0.7),

la méthode chaotique n'a »lus d'intérét.

3. Conclusions_générales

Aprds ces différentes expérimentations sur une famille de problémes
non linéaires, nous samnes en mesure de dégager un certain nambre de remarques

inté&ressantes :

* Premier point important : inefficacité des stratégies chaotiques

dans le cas ol la convergence est extr@mement rapide pour Gauss-Seidel.

x» C'est la forme du probléme qui peut donner une indication sur la
stratégie chaotique efficace qu'il convient d'utiliser. Ainsi avec (2), (3)
et (4), la matrice de contraction - qui malheureusement n'est pas la meilleure
donc elle ne peut donner le maximum de renseignements — nous a permis d'é@limi-

ner les technicques cycliques.
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* Avec une version modifiée, la MDSE a &té plus ou moins efficace
car la convergence était lente. Mais cette lenteur fait réapparaitre le dan-
ger du roint fixe partiel car on "abandonne" beaucoup trop tdt certaines
camposantes. La correction devient alors obligatoire et influence le gain
par rapport a la méthode de G.S.

* Les techniques non cycliques sont d'autant plus performantes que
la précision du calcul n'est pas élevée. En effet 1'on a tendance pour des
précisions fines 3 se raporocher de la méthode G.S.

Nous verrons dans le chapitre suivant - dans un contexte linéaire - jusqu'a
quel point on peut confirmer ces remarques.



91

CHAPITRE II

UNE FAMILLE DE PROBLEMES DE POINT FIXE LINEAIRES
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Introduction

Nous allons dans ce chapitre approfondir et confirmer si
possible les résultats expérimentaux du chapitre précédent sur une famille

de problémes linéaires de point fixe.

1 - POSITION DU PROBLEME

Considérons 1'équation de point fixe

(1) x = F(x) ol F est un opérateur affiné sur r"
F(x) = Ax+b A : matrice n x n

b : vecteur donné de an .

I1 s'explicite ainsi

i=1.l...n
_ 0.8 1.2 2i-j 2j-i . .
avec fi(x) =5 %t —-——n [jii EES] xj + jzi 173 xj] + i i,j=1...n

2 - CONTRACTION - CONVERGENCE

En fonissant R de la norme vectorielle type, nous aurons

IF(x) - F(y)| < |a].]|xv] v,y ¢ R"

K = |A] est donc la (meilleure) matrice de contraction de F si p(K) < 1.

0.8

OrK=(klj) —i—Sll=j
i,j=1...n avec kij = 1r'12 . lgi;%l sii<j
1.2 |29-1] siio>

n 2i+]
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On peut affirmer a priori que p(K) > 0.8 (cf. [1]). Quant 3 savoir si p(K) < 1,

nous avons dii effectuer un calcul explicite du rayon spectral en fonction

de n.

U
En notant K = I+U = —LL’
L

nous savons que la matrice de contraction de 1'opérateur de Gauss-Seidel G

associé 3 F est K' = (I—L)-lU. De plus, on a p(K") < p(K) [281.

n p (K) p (K")

2 0.80000 0.80000

10 0.83134 0.82558

11 0.83151 0.82568 < maximm
12 0.33145 0.82560

15 0.83067 0.82485

20 0.82850 0.82293

30 0.82417 0.81922 (voir graphique p.102)
40 0.82074 0.81635

50 0.81811 0.81419

60 0.81605

p (K) est croissante jusqu'd n = 11 ol elle admet un maximum , ensuite elle

devient décroissante.

Nous plagant dans la zone 5 < n < 60 ol p(K) (ainsi que p (K')) < 1, nous
pouvons dire que F est contractant relativement & la norme vectorielle tyre
d'od la convergence des techniques chaotiques appliquées sur F (G.S en
particulier) pour trouver le point fixe unique x" de F dans R".

Remarques :

. Une différence importante avec le contexte non lindaire du
chapitre précédent est la suivante :
Pour le probléme non linéaire (2), nous avons pu, grdce & une succession de

majorations, exhiber une matrice K vérifiant |H(wx)-H(y)| < Kle—y| et

; swi %!} e
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o(K) < 1. Cette matrice n'est pas bien entendu la plus petite(*) vérifiant
la condition de contraction. Elle donne donc une indication qui n'est pas
trds précise sur le probléme. Tandis que dans le cas linéaire, la matrice
K = |4| est la meilleure, c'est-d-dire la plus petite matrice vérifiant
|F(x)-F(y)| < K|lx-y| et o(K) < 1. Elle est donc la plus intéressante et la

. plus riche en renseignements.
Cette remarque a son influence sur le choix des stratégies chaotiques effi-

caces (cycliques ou non cycliques selon le cas).

. L'examen de la matrice K permet de montrer que, quelle que
soit la permutation J :'{izaig--oin}de la suite J = {1,2,...,n}, on ne peut
rendre le rayon spectral p(KJ) inférieur ¢ 0.8 (ef. [11).

Comme o(K) est trés voisin de ce nombre pour tout n (0.8 < p(K) < 0.832),
on conelut que toutes les techniques chaotiques cycliques de permutation

sont pratiquement équivalentes (expérimentalement, on note une légére

différence entr'elles). Ce sont d'autres stratégies qu'il faut donc employer.

3 - STRATEGIES CHAOTIQUES

Nous nous sommes limités aux techniques cycliques de répétition qui se

sont avérées les plus efficaces.

(a) Technigues cycliques de répétition

n 5 r
. La suite initiale est Jo = {(il) ’ (i2) .o (in) 1} avec

l1...n.

{il,iz...in} une permutation de J, = {1,2,...n} et r,=>1 i

. A _ _ D
Ia suite S s'écrit donc S {JO...JO} (JO)

. Pour introduire des critéres de comparaisons supplémentaires entre les

différentes suites, on définit les données suivantes (Rappel - cf. A.CH.I.1).

A J,, on associe l'opérateur produit £
rn ré ri 1 rj .1
Ch = (£, ) cee (£.) (£, )y ~ = 10 (£,) , (F=1(2))
iy i, i, i=n lj fn
(x) Si KK, 20, onalk, 2K, <= ¥,j Kl s w2
12Rg =7 1% %2 2J i - tig
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D'une maniére générale, si S = {J 1++-J p}' nous savons que l'itération
chaotique associée s'écrit [31]:

X = FJ (x7) k=0,1...0-1 (cf. Ch. I, lére partie)
k+1
F étant contractant, de matrice de contraction K, FJ est alors lipschitzien
k+1
et sa matrice de Lipschitz est KJ obtenue ainsi :
k+1
.KJ amévn'selignequeKsijeJk_,_l
k+1
. N .éme . . . e
. Pour i ¢ Jk ny KJk+1 a méme i ligne que la matrice identité In
(on a évidemment KJk+1 =K si Jk+l = J* = {1,2...n}).
L'opérateur oroduit ChD = FJ .FJ ... F; aura came matrice de Lipschitz
N p pl 1 D
le produit K. .K ««.K- . Mais dans lecasoilona U J = {1,2...n},
J g J k
p p-l 1 k=1

il sera contractant (cf. [25]). Nous nous situons justement dans ce contexte.

Pour en revenir 3 Ch :
o} . \
on a Ch = (FJ )* et sa matrice de contraction est

o

1 .

_ D _ In In-1 ry _ rj
KCh = (KJ )< avec KJ = (K:i_ ) .(Ki ) (Ki ) = I (Ki.)
o] e} n n-1 1 J=n J

et p(Ky) = pp<KJO>

n
K, étant le produit de = r, (>n) matrices n x n de la forme
o i=1 '
1
.. 0 -

h ] i?me ligne de K, on effectuera une "normalisation" de

0 1

‘1

p(KJ ) pour le comparer 3 p(K) et p(K').

o
On a en effet K' = KJ ravec J_ = {1,2,...n} 287
*
Si K = L+U, alors K' = (I-L) _1U = Kn Kn-l .-+ Ky, ce qui correspond & un produit

de n matrices de la méme forme que Kij'
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Il parait ainsi adéquat de prendre come indication sur la vitesse de convergence
de l'itération chaotique de suite S = {JO...JO} le rayon p(KJ } "ramené a
1'échelle n", c'est-a—dire : ©

) = [po (KJ )] 1 Cette base camumne de canparaison essaie de tenir

compte des colits respectifs des ré&évaluations dans un pas Jo (correspondant

a Ix itérations) ‘et dans un pas J, (correspondant A4 n itérations).

(b) A titre indicatif, nous avons expérimenté sur le méme probléme

la méthode non cyclique MDSE et des techniques cycliques de permutation.

4 - PREMIERE SERIE DE RESULTATS : CHOIX DE J,

Les techniques de répétition semblent &tre les plus indiquées pour le probléme

en question. Reste 3 choisir la suite JO la plus efficace.

Des résultats préliminaires ont pu répondre a cette question.
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(a) Résultats
)
N £ J o Card(J O) Nop P horm gain % gain
nop
5 103 |12...5 5 160 | 0.81862 0 0
24531 5 150 " 10 6.25
35124 5 155 " 5 3.13
1..5, 5 4..1 10 160 | 0.81988
2 2 2
12345 10 130 | 0.74936| 30 18.75
15, 1..5 10 80 | 0.64361 80 50.00
107 1..5 5 335 | 0.81862 0 0
1, 1.5 10 160 | 0.64361| 175 52.24
1,5 ,4,3,2 12 180 | 0.68819] 155 46.27
10 - 1...10 10 640 | 0.82558 0 0
12..510 16 320 | 0.58883| 320 50.00
1°2..+10 15 315 | 0.57648| 325 50.78
20 1073 | 1..520 20 580 | 0.82293 0 0
10
- 1., 1520 30 330 | 0.56682| 250 43.10
- 1, 1+20 25 275 | 0.51907| 305 52.59
5 1073 M.D.S.E. avec 125 35 21.88
Jb={1..5}

(b) Analyse des résultats

- Les techniques de permutation. Comme nous 1'avions prévu, d'une
permutation & une autre on n'apporte gudre d'amélioration par rapport a
la méthode de Gauss-Seidel. De méme le rayon spectral est pratiquement

invariable.

. La méthode non cyclique. MDSE apporte un gain intéressant par
rapport 3 G.S, mais on lui préférera ici pour la suite des expériences

la stratégie cyclique de répétition plus performante.

(x) Le gain est toujours calculé par rapport 4 la méthode de Gauss-Seidel o

on prend J = J, = {1,2..n} (gain nul).
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. En examinant la matrice K

on constate que kl\l > k22 cee > k.

Comme p(K) 2 0.8 = kll’ il semble indiqué que pour ré&duire p(K), il faille
itérer plus fréquemment sur la premiére composante.

A. Abtroun [1] donne une majoration trés utile du rayon spectral lorsqu'on

n "
prendJo={(1) eee (n) 7}, qui est :

=1
Max (k)

Sp(KJ)
1 (@]

En "insistant" plus sur les camposantes dont les coefficients associés dans
K sont élevés, on améliore la méthode de G.S. On constate en effet, d'aprés
le tableau précédent, que parmi les suites testées, la suite

J = {16,2.. .n} est de loin la plus efficace. Elle semble &tre la meilleure

O

parmi les suites s'écrivant .

{(1) 1, 2 ... n}.

. L'efficacité d'une suite par rapport 3 une autre correspond
précisément 3 une diminution du rayon spectral "normalisé". Ainsi, en passant
pour N=20 de 0.82293 (G.S) a 0.56682 et a 0.51907, on gagne respectivement

43.10 et 52.59 % en nombre d'opérations.

. On constate d'autre part qu'a partir d'un certain moment cela ne
sert a4 rien d' "insister" encore plus sur une composante donnée. Ainsi
pour N=10 en itérant 7 fois successives sur {1} on n'ajoute rien au résultat
obtenu en itérant 6 fois. On fait en réalité des opérations inutiles qui
diminuent le gain sensiblement. Il s'agit donc d' "insister" assez. Camment
savoir combien exactement ? La est la question.
Nous essaierons d'éclaircir ultérieurement ce point.
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. Une chose reste 3 préciser

100

: c'est que les stratégies de répétition

n'auraient pu étre appliquées si dans le prabléme initial la matrice A

était 3 diagonale principale nulle. Dans ce cas, itérer 1 fois ou k fois

successives sur une méme camposante X revient rigoureusement au méme

puisque les autres camposantes dont dépend fi n'ont pas varié entre temps.

- 51 nous étions incapables de voir sur K que c'est sur la premiére

composante qu'il faille insister nous nous serions contentés d'appliquer

la stratégie non cyclique MDSE dont 1'efficacité est appréciable ici

3

(22 ¢ pour N=5, =10 ~).

5 - DEUXIEME SERIE DE RESULTATS

Ayant opté pour la suite Jo = {16,2,3..n}, nous allons &tudier le campor-

tement de la stratégie qui lui est relative.

(a) Résultats

a.l. Evolution en fonction de N (e fix&) (x)

N € Jo Card(Jo) NOP Phor | 9ain nop| % gain
10 1107%) 1510 10 640 | 0.82558

16, 2 5 10 15 315 | 0.57648 325 50.78
12 " 1+12 12 804 | 0.82560

16, 2 » 12 17 340 | 0.56087 464 57.71
15 " 115 15 960 | 0.82485

16, 2 > 15 20 400 | 0.54220 560 58.33
18 " 1>18 18 1143 | 0.82373

16, 2 > 18 23 437 1| 0.52738 706 61.77
20 " 1->20- 20 1280 | 0.82293

16, 2 > 20 25 475 | 0.51907 805 62.90
25 " 125 25 1600 | 0.82098

16, 2 > 25 30 570 | 0.50227 1030 64.38
30 " 1 - 30 30 1890 | 0.81922

16, 2 +> 30 35 665 | 0.48948 1225 64.81
40 " 1~ 40 40 2600 |0.81635

16, 2 > 40 45 810 |0.47134 1790 68.85
50 " 1~ 50 50 3150 |0.81419

18, 2 » 50 55 990 |0.45914 2160 68.57

(x) Notre critére d'arrét est que

¥i (BB /E <o (fize).




a.2. Bvolution en fonction de ¢
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Méthode N £ NOP | gain nop % gain nop
G.S 10 1073 310
1074 | 430
107 550 .
107% | 640
15 | 1073 | 435
1074 615
1072 | 795
1078 960
20 | 1073 | s80
1074 820
1072 | 1040
1078 | 1280
Techniquel 10 1073 195 115 37.10
Cyclique 1074 | 240 190 44.19
1072 | 285 265 48.18
10°% | 315 325 50.78
15 | 1073 | 240 195 44.82
1074 300 315 51.22
107 360 435 54,72
1078 | 400 560 58.33
20 |10 | 275 305 52.58
1074 | 350 470 57.32
1072 | 400 640 61.54
10°% | 475 805 62.90
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(b) Analyse des résultats

En examinant les tableaux p. 100,101 et les graphiques p. 102-104

nous pouvons dégager les remarques suivantes :

. Comme prévu et gréce & l'observation de la matrice K, les techniques
-de répétition se sont révélées trés efficaces, présentant des gains en

nambre d'opérations allant jusqu'd 70 % par rapport a G.S.

. Une caractéristique sur laquelle il faut insister est que ces
stratégies, ol 1l'on prend corme suite initiale Jo = {16,2.’.n} deviennent
de plus en plus performantes au fur et 3 mesure que le test d'arrédt est
renforcé. Cela constitue une différence importante avec les stratégies non

cycliques que nous avons appliquées précédemment.

D'autre part, cette efficacité augmente également avec la dimension du

systéme. Nous avons donc un double avantage avec de telles techniques.

Ainsi pour N = 10 et ¢ = 10 > on cbtient un gain gy . Ge 37.10 2
H
< >
pour N = 40 et ¢ = 10—6 on obtient un gain 9N e de 68.85 %
14

Cela nous améne 3 nous poser la question du gain limite :
. ?

N fixé : ¢ >~ 0 gN,E—> Iy
>

s . - .

e fixé : N » gN,E—> 95
?

et e+ 0 _)(3

M WagS

Les graphiques des p. 103 et 104 pourraient nous fournir des réponses partielles.

En effet, on remarque que le taux d'amélioration du gain IN. . n'est pas
r
toujours croissant en augmentant N ou en diminuant «¢.

Ainsi, IN e semblerait se stabiliser & partir d'un certain stade ou du moins
14

varier trés faiblement coamme le montre le tableau suivant :
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N € gN'€ différence
-6
10 10 50.78
1077 55.63 + 4.85
-6
15 10 58.33
1077 60.27 +1.94
-6
20 10 62.90
1077 61.80 - 1.10
-6
50 10 68.57
60 n 68.03 - 0.54

- En ce qui concerne 1'évolution du rayon spectral P hor

constatons qu'il diminue effectivement lorsque N augmente, ce qui se

, hous

traduit -comme on 1'a déja remarqué- par une amélioration de gN,e'
Cependant, on note aussi que le taux de décroissance semblerait se stabi-
liser ou du moins diminue tré&s peu 3 partir d'un certain rang.

(10) (20) 0 (30) (50)

P
.. nor _ 0.57648 _ nor _ nor _ nor _
Ainsi (10) ~ 0.82558 0.698 > 207 = 0.631 > G0y = 0.597 > Boy = 0.564.
o p o o
On peut se poser également la question de la limite de pr(g]): lorsque N

croit indéfiniment.

Nous retiendrons ici la remarque essentielle qui distingue les stratégies
cycliques de permutation des stratégies non cycliques MDSE.

(c) Détermination de la "meilleure suite"

La suite J, = {16,2. .n} expérimentée ici n'est pas forcément la "meilleure"
en ce sens qu'elle ne conduit pas au plus fort gain en nombre d'opérations
(et donc en temps puisque la stratégie est automatique) par rapport 3 G.S.

En effet, il est possible de choisir un n-uple T,.. 'rn et lui associer laSuite
X

I r i
g1 %, 272

plus efficace.

n . . . .
...n '} (avec bien entendu Ty 2Ty 2T ... 2 T) qui soit encore
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Le tableau suivant nous en donne une idae

. gainen | o __.

N € Suite J Non non/GS % gain
20 10°% 119234 ... 20 | 350 470 57.32
1722324 5 .. 20 | 308 512 62.44
18223242 5 | 20 | 270 550 67.07

On veut de ce fait dire que

?2“‘rn fixés, il existe un r, optimal. Pour tout r; > f;
on ne peut améliorer la stratégie chaotique.
6

Ainsi toutes les suites ol r, > 6 sont "moins bonnes" que JO = {17,2...n}

(r2 = .1 = 1).

. Si 1'on désire augmenter EI, on doit forcément augmenter r, ... r .
Ainsi pour r,=r;+1=7, onadlprendre r, = 2 et ry = 2 nour améliorer

le résultat.

Le raisonnement peut &tre poursuivi par récurrence.

Nous nrenons l'exemple ultra simple qui suit pour éclaircir ce point.

N £ Suite J Card(J) | Nop | gain nop | % gain
2 w312 2 84
122 3 126 - -
123 4 168 - -
12 2 3 63 21 25.00
13 2 4 56 28 33.33 | =
142 5 60 24 28.57
1° 2 6 72 12 14.29
1% 2 7 84 0 0
14 22 6 66 18 21.43
12 22 7 63 21 25.00
16 22 8 56 28 33.33
17 22 9 54 30 35.71 | #x
18 22 10 60 24 28.57
10 .3
110 5 13 65 19 22.62
11 3
12 14 56 28 33.33 | *
112 3 15 60 24 28.57
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On a donc N = 2 J, = {1,2} J={1",2"7}

.- Came k., = 0.8 et ky, = 0.4 on sait que l'on doit avoir Iy > I,.
Effectivement pour tout ¥, > I; ({1 2%} et {1 2°) les résultats sort trés

mauvais : on perd sur la méthode de G.S.

. Pour L, =1onadonc ry > 1. On voit que T, = 3. Pour tcut

r > Tl = 3, on ne veut améliorer le gain (en fait on le divise par un facteur

supérieur & 2 en itérant 2 fois supplémentaires sur xl) .

. Pour T, = 2, il faut que r; > T,. On constate que I, = 7. La

suite {17, 22} est alors meilleure que {13, 2} (35.71 & de gain au lien
de 33.33 %).
De la méme manidére, aucune suite s'é@crivant {l7+l, 22} n'est plus efficace
7 2
que {1, 27}.
. Pour T, = 3, on doit avoir Iy > ?1‘ En effet pour ?:1 = 11, on a le

meilleur résultat. r, &tant fixé on ne peut mieux faire avecr, > 1l.

On voit qu'on peut continuer indéfiniment cette démarche. Les mémes résultats

se répeétent. r r

Ce qu'on peut dégager c'est que la suite {1 1, 2 2} est optimale (pour r,

fixé) lorsque I, vérifie la relation Iy = 4*ry=1 {ce qui donne

r
2 de 1'ordre de 3-4) :
2
pour xz=l:rl=3;r2=2:r1=7;r2=3:r1=ll.
T /T, = 3 £/t = 3.5 TL/T, = 3.67

Cela se généralise apparemment vour N quelconque. En effet, des rapoorts
constants devraient &tre respectés entre VA LR Si on les dépasse, on

diminue le gain par rapport a G.S.

La justification théorique des relations qui doivent exister entre les ¥ N

est, camme on l'a vu, partiellement donnée par A. Abtroun [1].

r
i
(1) D?X (kyy) 7 < p (K3
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Pour n = 2 : k11 = 0.8 k22 = 0.4.
r r (k )r2 ko) 2 | Max
1 2 11 22) Max.
1 1 0.8 0.4 0.8
1 2 0.8 0.16 0.8 mauvaise
2 1 0.64 | 0.4 0.64
x| 3 1 0.51 0.4 0.51 efficace
4 1 0.41 0.4 0.41
5 1 0.33 0.4 0.4 mauvaise
4 2 0.41 0.16 0.41
6 2 0.26 0.16 0.26 efficace
=1 7 2 0.21 0.16 0.21
] 2 0.17 0.16 0.17
9 2 0.13 0.16 0.16 mauvaise
10 2 0.11 0.16 0.16 mauvaise

On arrive ainsi a déterminer des zones efficaces pour T, (r2 fix&) gréce
uniquement & 1'étude de la diagonale de K. Mais la relation (1) ne donne
pas rigoureusement la suite "optimale" en pratique (la suite théorique

qu'elle pourrait donner ne fournit pas pratiquement le meilleur gain).

6 - CONCLUSION

Sur cette famille de problémes linéaires, nous avons donc pu établir un certain

nanbre de remarques faisant suite & celles du chapitre précédent.

La matrice de contraction nous a été un gquide précieux pour le choix des

stratégies chaotiques efficaces.

. Ainsi les techniques cycliques ont 1l'avantage —sur les non cycliques-
de toujours garder leur “"caracté@re chaotique", ce qui correspond a une

amélioration du gain lorsque le test d'arrét est renforcé (e diminue).
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- D'une mani&re analogue au cas non lindaire, ces stratégies n'ont &té
efficaces que dans la mesure ol la méthode de Gauss-Seidel converge assez
lentement et les vitesses de convergence des différentes composantes sont
assez disproportionnées (ceci découle de la répartition des termes diagonaux
kii de K. En effet, si les &carts entre ces termes étaient moins élevés, les

gains obtenus par les techniques de révétition seraient moins bons).

. Totalement automatiques, les stratégies cycliques (comme les non
cycliques au tests de camparaison prés) réalisent rigoureusement -et quelle
que soit la complexité de F- le méme gain en nambre d'opération et en temps

d'exécution par rapport d la méthode de Gauss-Seidel (aucun temps n'est
perdu en tests de détermination de la stratégie 3 suivre).

- Le probléme de la convergence de 1'itération vers un noint fixé
partiel ne se pose pas ici puisque la totalité des composantes est itérée
jusqu'a la fin de 1l'algorithme.

. Enfin la lin€arité du probléme apporte beaucoun de simplifications
a 1'étude des techniques chaotiques.

Dans le chapitre suivant, nous aborderons 1'étude de certains problémes
linGaires aux dérivées partielles et leur résolution par le systéme SYGESIC.

Nous verrons les constatations supplémentaires 3 apporter 3 cette é&tude.
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CHAPITRE IT1

UN ENSEMBLE DE PROBLEMES LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES
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Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre & 1'é&tude
et & la résolution d'un certain nombre de problémes linéaires aux

dérivées partielles grdce au systéme SYGESIC.

La premiére partie traite le cas type du probléme du
potentiel qui a &té & la base de notre travail sur les itérations
chaotiques. Il nous servira aussi pour mieux é&clairer la question
du point fixe partiel lorsque certaines conditions bien précises ne

sont pas respectées.

En seconde partie, nous aborderons une série de problémes
sur lesquels nous avons pu expérimenter plusieurs straté&gies chaoti-
ques gridce aux possibilités de SYGESIC ce qui nous permettra de déga-

ger un ensemble de critéres & exploiter.

I. LE PROBLEME DU POTENTIEL

52 52
AUSE = + —= = O/D
2 2
ax oy
x* Le probléme s'écrit (P)
u= f£/T

. 2 . s
3 résoudre sur un domaine D de R~ de frontiére T.

Nous avons pris exprés f fonction harmonique (f(x,y)=cosx shy)
donc vérifiant Af=0. On sait alors que f est effectivement la solu-
tion unigue de (P) sur D. Ce détail important nous servira a deux

reprises pour:

. mieux voir le comportement des stratégies chaotigues
(voir.2) ;
. mieux analyser 1'éventuelle convergence vers un point

fixe partiel (voir .3.).
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* La:discrétisation standard de (P) par différences finies
conduit 3 un probléme de point fixe que 1'on met sous forme de
point fixe de JACOBI. '

(1) U = Ju+b soit U = F(U)

qui s'explicite ainsi

j_1 .+l j-1 j ]
Ui =7 W] ~ + U3 "+ Ui, U5 )
(o]
(i,3) € D

Le maillage régulier comportant n2 noeuds intérieurs dans D permet

d'écrire J:

- - i ] B 7
B C 03 3
- I\ \
c TN \
J = ) ' avec B= vV \1 et C= \
" C Vo \
‘ viMe 1
(d'ordre n2) | © BJ d'ordre n| % QJ EJ
Contraction et convergence
X n2
On a [F(U) - F(V)| = |Ju - av| < |3l . ju-v|] wu,veRr®.

Pour prouver la convergence des méthodes itératives gue 1l'on va
utiliser pour calculer le point fixe U* de F on adopte la démarche

explicité&e au chapitre II.A (p.45).

La matrice que l'on a appelée Mw(lJl) s'écrit trés

simplement.
l— -
21
1 l‘\ \
\
M =M (]3] =7 \\\\\ 0
\ 1
0 \"\\1
172 J
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d'ot p(M) = (2+2cos H%T) <1 ce qui répond a la question:

)=

(p(|J]) < p(M)<1)

Le probléme (P) a &té résolu sur trois domaines différents
i .116)D_, D D_ (* '
(voir p.116)0,, D, et 34%).
Nous avons expérimenté des techniques chaotiques interactives
de partage en zones et des techniques automatiques non cycliques

suivant le plan suivant:

. ler cas oil la connaissance de la solution de (1) sert pour
la conduite du calcul. Précisons que cette particularité qui ne
peut se présenter dans la réalité nous a permis au début de notre
recherche d'avoir une idée sur le comportement des stratégies chao-

tigues (interactives: MPZ) expérimentées.

2éme cas ol f nous est utile pour suivre la convergence

éventuelle vers un point fixe partiel.

(a) Pour résoudre le systéme linéaire (1) nous utilisons
le test d'arrét:

R _ j\r j .= .
¥i,Jj: Zij = [(Ui) - fi| < e (fixé&) car on sait que £

est la solution de (P).

(%) Revoir le chapitre IT - partie A (page 47) pour le cas du domaine qui
n'est pas rectangulaire plein.
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Domaines de Résolution du Probléme du Potentiel

D
. 1
0. 1.
h =k =0.1
D
2.5 2
0.5 —]
0. 2.5
h =k =0.1
D
5 3
.0
L W) 3.0
0.
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)(*).

La discrétisation de f sera pour nous la solution de (1

x Nous avons expérimenté& - en plus de la méthode de G.S - la stra-

tégie de partage en zones qui s'explicite comme suit:

. étape r

. . . o
On calcule ZJ = KU?)r - f?[ ¥ i,j e D.
i i i

L'affichage linéaire de ces guantités sur l'gcran nous permet de

pointer un seuil s. Cela conduit & diviser D en deux zones

0 .
zone 1 {(i,3) ¢ D/ fg < s}

o _. 0
{(i,3) ¢ D/ Zg > s} = D~zone 1.

zone 2

La technique chaotique consiste alors a fixer un seul entier
NIT et & "balayer" NIT fois successives les &léments de la zone 2
unigquement. On se raméne donc & la stratégie interactive MPZ exposée
précédemment ou NIT1=O et NIT2=NIT.

En n'itérant pas sur la zone inférieure on ne court pas le risque
de converger vers un point fixe partiel puisgu'on se base sur un test

d'arrét relatif a3 la solution exacte.

. étape r+l on répéte le méme processus jusgu'd atteindre

la précision désirée.

* Suite chaotique:

r, r, r
On peut écrire s={J_ ... J_, (Jl) r (35) . (JD) P}, J, est

Lo 0

1'ensemble des noeuds (i,j) de D rangés dans l'ordre standard 1.

(*) I1 va sans dire que la solution exacte du syvstéme (1) qui approche (P)

est en fait une approximation de f solution exacte de (P). Camme 1l'on n'exige
pas une précision trés forte on peut prendre la discrétisation de £ comme
solution de (1).

-

fi = f(xi’yﬁ) ou XY, sont les coordonnées du noeud (i,j) de O.

-




L P I .. A e S A i SIS T st

118

On a de plus J, ¢ J ¥ietr, >1 (r, = NIT.).
i * i i i

(b) Résultats:

Nous avons expérimenté sur trois domaines Dl’ D, et D,.

2 3

- Dy : grille carrée de 121 noeuds dont 81 intérieurs,
- Dy ¢ grille creuse de 582 noeuds dont 426 intérieurs,

grille de 661 noeuds dont 541 intérieurs.

Nous avons alors comparé les résultats fournis par G.S et la stra-
tégie chaotique.

Max(!Ui - fil)a;lo—z on a eu pour:

Pour € = Max Eg

©

gain en n.op par rapport 3 G.S 8%

o
- Dy ¢ gain en n.op par rapport i G.S § 10%
A

o1
]
0n

gain en n.op par rapport 38%

W
oo

Ces résultats conduisent aux remarques suivantes:

* Pour D1 qui est carré et symétrique, le gain a &té le
plus faible. Cela peut s'expliquer d'une part par le nombre peu
€levé des noeuds (81) et d'autre part - comme on le remargue sur
les dessins p.119- et surtout par 1l'uniformité des vitesses de con-

vergence des différentes composantes de U.
En effet, on a (Max Eg / Min Eg) ¥ 10 3 20 ce qui im-
plique que la technique chaotique ne peut apporter guére d'améliora-

tion (le rapport n'est divisé que par 2).

* Pour D2 assez "tordu" et creux, le gain meilleur est df

au déséquilibre assez net entre les différents fg (voir p.120).

* Enfin pour D3 ol les écarts sont encore plus poussés
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Répartition des erreurs (p;)

0.02499

I

lHl llll’mu

UVECTEUR ERREUR

Méthode de G.S
NOP. = 2835 (35 nas)

0.02356

&9

max v 8.4

o3|

min

VECTEUR ERREUR i

Méthode chaotigque M.P.Z.
NOP. = 2676
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Répartition des erreurs (1»2)

0.26762

}
|
|

LN IRIILL

VECTEUR ERREUR

Méi A_f_!uflg_ »tlg G

NOP = 12780 (10 pas)

0.26911

.. U H H ARRLARY "

FCTEUR FRRFUH

Mé&thode chaot Taue

NOP - 6756
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Répartition des erreurs (D3)

0.121236

kL AR

VECTEUR ERRFUR

Méthode de G.S.
NOP = 54100 (100 pas)

0.118977

Dbk M

VECTEUR ERREUR

Méthode chaotiaque
NOP = 32855
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(Max fi / Min Zg > 2.103) On réalise un gain conséquent. On remar-
quera pour D, et D3 1l'originalité de la straté&gie chaotique (p.l120 et

12})qui rétablit un équilibre entre les différents Ei

L'efficacité de cette technique semble dépendre en grande
partie - nous aurons l'occasion d'en reparler (voir P.164) - de la
forme du domaine.

(a) Nous reprenons le syst@me (1). Pour le résoudre,

notre nouveau critére d'arrét est

k o

j j i, k=1 <. .
Zg = l(Ug) (Ug) | < e(fixé) ¥ i,j < D.

On comparera Zg avec Ei pour apprécier la qualité de la solution.
On se limite ici aux domaines Dl et D2'

(b) Stratégie interactive de partage en zones.

Nous avons expérimenté sur Dl la technigue MPZ pour la comparer 3

G.S. Les seuils pointés correspondent ici 3 Zg = s.
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o/ Méthode de G.S

. Max z3dzMaxfphy¥ - (U?)k'll
' 1 l,j 1 1

k = nombre de pas

. Max 7?9#?
14,3

Jk 3

. NOP = nombre total d'opérations é&lémentaires

pas NOP Max Zg Max Eg
5 405 0.07285 0.49074
2 567 0.05122 0.41214
5 972 0.02775 0.2492
5 1377 0.01597 0.1522
10 2187 0.00589 0.05583
10 2997 0.00216 0.02043
10 3807 0.00079 0.00746
10 4617 0.00029 0.00271

B/ Méthode MPZ

(On donne & chaque étape le seuil pointé et le cardinal de la zone

oli on a Zi:>S).

étape | pas | NOP | Max Zg Max fg Seuil S |[Card(zone 2)
1 5GS 405 0.07285 0.4907 0.02808 32
2 5 565 0.02761 0.42689 0.010215 45
3 4 745 0.01847 0.3408 0.006893 33
4 6 943 0.00678 " 0.002236 42
5 5 1153 0.002143 0.266199 0.0004095 37
6 5 1338 0.004661 0.228151 0.0007324 24
7 7 1506 0.0006428 " 0.0000792 39
8 5 1701 0.0017210) 0.195865 0.000235 27
9 6 1863 0.0001503 " - -

10 3GS 2106 0.015907 0.146113 - -
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Y/ Commentaire des ré&sultats
Le tableau g et le graphique p.125 sont trés significatifs.

Ainsi la technique chaotique - mal utilis&e - conduit & un
point fixe partiel. L'oscillation de Max Zg d'une'part et les trés
faibles dé&croissances (stabilité mame) de Max Zi prouvent que
notre méthode de partage est néfaste.

On "insiste" de cette manidre beaucoup trop sur certaines com-
posantes en vain, d'autres au contraire sont prématurément abandon-
nées. L'oscillation de Max Zi gui en résulte pourrait s'expliquer
ainsi: les zones que nous choisissons par notre pointage ne sont pas
en réalité celles qu'il faut prendre car 1'abandon prématuré de cer-
tains é€léments enléve toute signification au critére ZJ ¥ s. On voit
bien que Max Zi arrive 3@ ne plus bouger dans certains cas parce qu'on
n'a pas "touché&" a 1l'étape précédente 1'&lément ol il est atteint.

Au fur et a mesure que nous poursuivions cette stratégie, le
fait d'itérer sur la zone 2 n'a plus de sens car aucun lien n'existe
alors entre Max Zg et Max 73 (i1 faut préciser que dans la méthode
G.S les zones oq les Zz sont €levés se confondent pratiquement avec
celles ol les Eg le sont, alors qu'ici ce n'est plus vrai).

A la fin de l'étape 9 on serait tenté de dire que la solution
a été atteinte avec une précision de 1.5 1074 alorg qu'il suffit
d'effectuer quelques "balayages" de G.S sur tout D pour constater
- avec étonnement - que Max Zz est multiplié par un facteur 100, d'ol
la prudence & avoir.

(c) Stratégie non cycligue MDSE

Sur D2 nous avons expérimenté des variantes de la technique chaoti-
que MDSE.

Les résultats sont significatifs.



ZMax ‘ 125 i

& Variations de ZMax en fonction de NOP
{domaine Dl)
M.chaotique
-1
MMax
s M.chaocticue . Gauss-Seidel
-2
fax
ZMax Gauss-Seidel

-3
.4 & A 5 A T

200 1006C 20CC 30GC0 67
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Précisons qu'ici on a Zi = |(U;.]_)p - (Ug)p_l) / (Uz)p-1|
- NOP NOP . ~ %

€ Méthode sans correc- |avec correc-|différence gain

tion tion (pas G.S.) [fictif
1074 GS 51120

MDSE—Vl 26531 50388 56 48.10

MDSE—V2 21708 60474 81 57.54

MDSE-V3 30380 58922 67 40.57

* On voit ainsi qu'une mauvaise utilisation de la MDSE

conduit a4 des résultats aberrants:

sans prendre la précaution de

corriger la solution, on obtient un gain fictif appréciable alors

qu'en réalité on a convergé vers un point fixe partiel.

tion faite

’

on constate que G.S est meilleure dans certains cas.

La correc-

Pour conclure ce paragraphe, nous pouvons dire gue la condition

(abstraite) d'une itération de résiduel maximal a une grande inci-

dence pratique lorsqu'on ne fait qu'un nombre fini d'itérations.

En effet, 4 trop insister sur des composantes mal choisies, on

oriente effectivement 1l'itération vers un point fixe partiel, ce

qui est numériquement catastrophique.

Nous verrons dans la partie suivante comme on peut choisir pra-

tigquement des stratégies chaotiques permettant d'éviter le conver-

génce vers un point fixe partiel (voir p. 127- § II).
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II. LE PROBLEME DE LA TORSION D'UN CYLINDRE UNIFORME

1 - Eguations 41 o

>
<

D e ——————

Les efforts de cisaillement et les déplacements aux points
intérieurs d'un long cylindre uniforme (C) en torsion peuvent étre
calculés & partir d'une fonction champ U constante sur la périphé-
rie d'une section drcoite D du cylindre (D n'est pas forcément rec-
tangulaire). Pour les cas gqui nous intéressent ici, le cylindre
est creux et la fonction U satisfait aux conditions suivantes:
¢
ﬁ+§ig+2=o/D

8x2 oy

(P) |
U = 0/C., : frontiére extérieure

U = 1/C, : frontiére intérieure

* On se raméne, en discrétisant (P), & un systéme linéaire

mis sous forme de point fixe de JACOBI.
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(1) u=Ju + b soit u = F(u)
: 3 2 ead*! 4 gl 4 ydd 3
gui s egplicite ainsi uy auy + Bui + YUi . + 6ui-1 +1Nn.2

Le maillage &tant régulier (h=k) on aura

a =B =y =06= 2 et n i

— 1 p p_—
s ¢ ol 1 |
M N \
C\\ I\ N\ °
Jd = \ N\ . avec B = 4\ N et C = \
A A 0 \
v\VC A \
[N ‘1 ‘l
CB L. y 0 7
Si NL est le nombre de lignes et NC celui des colonnes!du
maillage, on sait que J est d'ordre (NC-2), B et C sont d'ordre
(nc-2) ().
On exhibe d'une fagon analogue qu'au paragraphe I (p.114) la
matrice notée M_(J) qui vérifie:
p(M_(J)) = 0.5 + 0.5 cos ﬁ%:f< 1 ce qui assure la convergence

des techniques itératives que nous emploierons pour résoudre (1).

* Apr&s vérification de toutes les conditions préliminai-
res on peut démarrer les calculs par SYGESIC.

Nous avons effectué des expérimentations par le systéme graphique
sur 4 domaines différents Di+ Dys Dy et D, (voir p.129). D, nous
intéressera tout particuliérement.

(*) On a étudié dans le chapitre II partie A (p. 47 ), le changement de struc-
ture de J lorsque le domaine D n'est pas rectangulaire plein. On suppose
pour simplifier le calcul que D est bien rectangulaire plein ce qui ne change
rien dans le résultat.




129

D cmaines de résolution du probléme ()

0.5 ! 0.5 b3
.25 [_]
0.25 ]
-0.5 o5 i o s
-0.5 0.5 -0.5
Dz D
A
0.25 0.5
0.10
-0.10
~-0.25 -0.5
5 0.5

-0.25 0.25 -0.
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Les stratégies chaotiques sont de deux sortes:

. la technique automatique MDSE,
la technique interactive MPZ ainsi que de possibles

combinaisons des deux.

3 - Cas N°1 - le domaine D

% est une grille carrée creuse dont les sommets extrémes
sont (-0.,5, -0.5) et (C.5, 0.5). Elle comporte 21 lignes et 21
colonnes soit 360 noeuds dont 240 intérieurs. Les pas de discrétisa-

tion sont h = k = 5_10'2.

(a) Méthode de GAUSS-SEIDEL:

Le mode de balayvage choisi (cf. organigramme de SYGESIC)

sera toujours le n°l sauf si c'est précisé.

L. j ik _ j k-1 j k-1
On désigne par Zi laui) (ui) ) / (ui)
3 o)
Zyax — Max Z3 (i,3) D,
M J
ZMin = Min Zi
o= % /Z

Max’ "Min



En désignant par

le mode 1 on aura § = (JO)r avec r = 28 pour ZMax = 10_2, 40 pour
1073 et 54 pour 1074
(b) Méthode automatigue MDSE:
o - cas ob & = 102
pas NOP Zmax ZMin o %ndices reste
disparus
5(G.S) | 1200 .566893 0.053444 29.33
5(G.S) 2400 .376903 0.0140936 26.74
chaotique - o
lémarrage-s| 5 3475 . 1050736 0.0101237 10.38 99 141
au pas n°3
3715 .067427 0.011576 5.83 70 71
3908 .009964 0.00124 8.03 71 0
JORRECTION | 4 (G.S) | 4868 1072
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la suite des

éléments de D

1

Pas NOP ZMax ZMin a
5 1200 | 1.5668 0.0534 29.33
10 | 3600 | 0.10507 0.0049 21.41
4800 | 0.0367 0.00181 20.28
6000 0.0144 0.00068 21.14
10 | 8400 | 0.002401 | 0.0001037 | 23.92
5 9600 | 9.816 10°%| 3.8 107° 25.51
10800 | 4.007 1074 | 1.484 107°| 26.97
10 | 13200 | 6.567 107° | 2.299 107°| 28.56

O

ordonnés suivant




chaotique
démarrage
au pas n°5

CORRECTION

chaotique
démarrage
au pas N°2

CORRECTION
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B~ cas oll ¢ = 1073
pas NOP ZMax ZMin o ?ndices reste
disparus
20(G.S) | 4800 [0.036715 0.0018105 |20.28
\\\‘___5_—_..;;72 0.014417 N 0.0010313 1;T;8 36 204
9 6790 | 0.0028714 0.001001 2.87| 196 8
2 6804 |0.0017948 0.001232 1.46 5 3
1 6808 | 0.000996 0.0002193 | 4.54 3 0
tic.s) | 7768F 1073
Y- cas ol € = 10 %
pas NOP ZMax ZMin o %ndices reste
disparus
35(G.S)| 8400 | 0.0024011 1.004 1074 P3.92
6 9493 | 0.0008197 | 1.019 107% | 8.06| 154 86
5 9745 | 0.000334 1.46 1074 | 2.28] 230 10
5 9771 | 9.999 107> | 1.9149 107} 5.23| 10 0
__4 (ZS) 10731 1074
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e - é&tude des suites chaotiques

Nous avons déja expliqué le processus de disparition des é&lé-
ments. Aprés r, balayages initiaux de G.S qui permettent d'attein-

dre un ZMin trés voisin de € (fixé) se déclenche 1l'algorithme chao-

tique. Au bout de r, pas lorsque tous les &léments disparaissent r,

1
balayages de G.S sont nécessaires pour corriger la solution.

Précisons que - les tableaux précédents le montrent - calculant

d la fin de chaque étape "chaotigue" les ZMax et ZMin sur 1l'ensemble
des éléments non disparus, la suite des ZMin n'est pas forcément
décroissante. Au cours des pas correctifs, on reprend la totalité
des ui pour calculer ces deux grandeurs.
Ty r,
On a donc S = {(J.) -, Jd,, J J_ ,d ) ‘% avec
o) 1 2 r,
€ ro ry r,
107212 13 4
-3
10 24 14 4
107436 15 4

A remargquer:

l1'augmentation de rs et r, lorsgue ¢ diminue,

les suites s'imbriquent J; € Iy i=1...r

1 1°
N- comparaison avec G.S
méthode > NOP gain OP pourcentage
GS 1072 | 6720
1073 | 9600
107% 12600
MDSE 1072 | 4868 1852 27.56
1073 | 7768 1832 19.08
1074 110731 1869 14.83
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Disparition des &lé&ments

MDSE.e = 10> . D

- - - - ~ [ - - » L) ) L 4 *
. - L] .\ 14 - LY - ’ - A ’ .
« & LA 4

.

A d
. « -
- - . - . . . < - . - - -
. - L] L s . - » Ld - - ~ » »
. . . - » . . . - . . . .

Suite J3 (Card(J3) = 179)
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Répartition des écarts dans D,

0.0024011

NOP = 8400 (35 pas)

.00134

)

o

Méthode de GAUSS-SEIDEL

IR A S . .
IS - - . -
oe  ee -i- ~ - -
zone 2
.’.-:. -E- - - . - -
+
- - -
--
.. - - -
.
e -
.i. -
.
E. . - < - .:‘.
.o .se 3.
zone 3 g vvon
RS . deode
g o+ PR - A

mm PARTRAGE €M 3 ZONES =x
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En page 1340n a représenté sur D, les ensemblgs s (card(J3) = 179) et v

J, (card(J;) = 61) dans le cas ¢ = 10 > pour illustrer les phases de dispari-
tion. - A camparer avec les dessins p.135 ol on donne la répartition des écarts
et un partage du domaine en trois zones pour la méthode de GAUSS-SEIDEL.
(remarquer la similitude entre J, et (zone 2) u (zone 3)).

4-Casn°2—1edanaineD2:

D, est semblable & Dy. S5itué dans le carré(-0.25, -0.25) %(0.25,0.25)
il camporte, avec un pas de discrétisation de 5.10-2, 11 lignes et 11 colonnes
soit 112 noeuds dont 56 intérieurs.

(a) Méthode de GAUSS-SEIDEL: (mode standard)

pas NOP ZMax ZMin o
5 280 0.8416 0.03367 25.00
10 840 0.002429 0.0001135 21.4
{
{
5 1120 | 0.0002032 6.474 10°° 31.4
-5 | ~7
5 1400 1.639 10 <10
3 1568 | 3.784 10°° "
-7
3 1736 6.391 10
o -3
On a ainsi § = (JO) avec  r, = 17 pour ZMax = 10
r, = 22 - 1074
r, = 26 - 107

(b) Méthode autamaticque MDSE:
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pas € NOP ZMax ZMj_n @
7(GS) | - 392 | 0.168452 0.01033 16.30
10 103 | 752 | 0.0009809 0.000238 4,12 € = 1070
correction 2(GS) 864 | 0.0006114 7.0501 10> 8.64
5(GS) 280 | 0.8416 0.03367 25.00
17 104 | 993 | 9.9837 107 | 1.261 10~ 7.92 e = 102
correction | 2(GS) 1105 | 5.699 107 | 5.676 100 | 10.04
10 560 | 0.03147 0.00187 16.81
17 1072 [ 1246 | 9.906 107° 6.306 10~/ 15.7 e =107
correction | 2(GS) 1358 | 4.501 1070 | 6.306 1077 7.14
(c) Les suites g :
s =1{1@ )ro J J (J )rz} avec
) r-y °cc rl’ 0 '
€ ro rl r2
0312 | 5] 2
1074 16 6 2
10| 20 7 2

. & noter que 5 et ry augmentent lorsque £ diminue,
1

. les suites Ji i= ..

1
€ card(Jl) ca.rd(Jz) card(J3) card(J4) card(JS) card(J6) card(J7)

1073 40 22 14 3 1

1074 43 26 18 6 3 1

107 49 34 24 13 3 2 1

Pour i fix&, on notera que card (Ji) augmente lorsque € diminue ce qui est normal

car en renforgcant la précision les &léments sont moins rapides & disparaitre.

(d) Camparaisons avec G.S:
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méthode £ NOP gain NOP pourcentage
GS 1073 952
1074 | 1232
107> | 1456
MDSE | 1073 | 864 88 9.03
107% | 1105 127 10.31
107> | 1358 98 6.73
En page 139 On a représenté les variations de ZMaX et ZMin

(pour GS) et de ZMax

comment se fait le démarrage de la disparition.

Si pour e = lO'_3 il faut n, opérations pour cue Z voe et n

Min 2
€ on sait que le gain en opérations gque la MDSE
3

).

Ceci donne donc une majoration a priori du gain qu'on espére réa-

v
pour que ZMax

ne peut absolument pas dépasser est n,-n, (% 30% pour € = 10
liser.

5 - Cas n’3 - le domaine Dj:

De sommets (-0.5, -0.5) et (0.5, 0.5) D3 comporte 21
lignes et 21 colonnes soit 318 noeuds dont 166 intérieurs.

(a) méthode de G.S

pas NOP ZMaX ZMin o
5 830 1.62426 0.008448 192
10 2490 | 0.0283087 1.556 10°° | 18I9.5
10 4150 0.0116249 <107/ >107 4
10 5810 | 8.373 10°° n n
6640 | 2.228 107> " "
7470 6.1603 10~° " "
o -3
On as= (JO) avec rO = 26 pour € = 10
r. = 34 —_ lO_4
© -5
= 43 — 10

o

(pour la MDSE)en fonction de NOP. On remarquer:
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(b) Méthode automatique

pas| . ¢ NOP % Max Zyin ZMax/Z -I
5 830 | 1.624265 |0.008448 193 e = 1073
démarrage —| 20 [1073 3193 | 0.0009996 |0.0002853 3.5 ky=8 r,=17 r,:
4 4 3857
5 830 1.624265 |0.008448 192
_ 29 [107% 4372 9.9919610'5 2.476 107> 4.04 e = 1074
correction 5 5202 8.5128 107> | 2.13028 1079 40,
{c) Comparaison avec G.S
€ méthode NOP gain pourcentage
1073 GS 4316
1074 - 5644
1073 | MpsE 3857 459 10.64
1074 - 5202 442 7.83

En page 141 nous donnons pour la méthode GS la répartition des

écarts aprés 25 pas. Le rapport 2 /Z est alors de l'ordre de

Max
104

Min

6 - Conclusions sur D

________________ ll__2l D

3¢

Avant de passer au 4&me exemple D4 les résultats qu'on vient
d'exposer pour les trois domaines précédents appellent quelgues
commentaires sur lesquels nous reviendrons ultérieurement (voir

page 157 et suivantes).

Pour Dl et D2 gui sont pourtant semblables on obtient

dans le premier cas avec la MDSE des gains en nombre d'opérations
deux fois meilleurs et bien qu'on ait pour les deux des rapports

2y’

Max du méme ordre (20 3 30). La cause de cette différence

ZMin



M
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Mme
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imprévisible a priofi devrait étre d'une part la différence dans

le nombre des €léments (Dl est prés de 4 fois plus dense) et d'autre
part la convergence relativement rapide de la méthode de GAUSS-SEIDEI
pour D2 (pour atteindre ZMa# v 10—4 il faut 22 pas pour D, et 54 pou:
Dl)' Cette rapidité est comme nous l'avions remarqué une sorte de
pénalisation pour 1l'efficacité de la stratégie chaotique. Il 1lui
correspond en outre une correction finale plus faible (4 pas pour Dl
et 2 pour DZ)'

Précisons que puisque D, et 02 sont symétriques les 8 modes de
balayage donnent les mémes résultats (aux erreurs machine prés).

Pour D3 intermédiaire par sa densité en noeuds entre
Dl et D2 et en outre non symétrique les gains sont tré&s moyens
(8-11%). Pourtant comme le montrent les dessins page 141 les écarts

4 Max/ZMin
cr01t trés vite et dépasse 10 au bout du 25&me pas dans GS. La

ZJ sont assez inégalement répartis, de plus, le rapport 2

convergence relativement rapide (deux fois plus que pour D,) explique

rait 1'inefficacité de la MDSE. Nous verrons alors ultérieurement
comment le mode de balayage peut avoir une influence sur la straté-

gie chaotique puisque D3 n'est pas symétrigue (voir page 159).

Nous poursuivrons ces remarques aprés 1'exposé des résultats
obtenus avec Dy-

—— i ————— - ——— = —

7 - Cas n°4 - le domaine D4

Ayant (-0.5, -0.5) et (0.5, 0.5) comme sommets, D4 comporte

303 noeuds dont 165 intérieurs (NL=NC=21) soit presque le méme nom-

bre que D D4 nous a servi pour effectuer le plus grand nombre

3
d'expérimentations dont les résultats ont &té les plus intéressants.

Nous en donnerons les plus significatifs.



.Bmarrage
u 3° pas —

iorrection .

émarrage
u 7° pas —

orrection._,

(a)

(b) Stratég

Nous donnons les résultats relatifs aux deux

Méthode de GS

—— e = - = . — -

143

On a ici §

{mode 1)
pas NOP ZMax ZMin o
5 825 | 1.397851 0.0267083 48.9
1650 | 0.269282 0.002036 132.1
10 | 3300 | 0.049516 1.429 1072 | 3465.
10 | 4950 | 0.007347 <10~/ >7. 1074
10 | 6600 | 0.0010532 n
10 | 8250 | 0.00015197 "
3 | 8745 | 8.457 107° "
r
— (JO) 0 avec e s {(comparer avec D3)
1072 29
1073 41
1074 53
1072 65
1076 77

— o - - o —

-— . —

cas oG un seul £ est fixé,

cas ou une suite e....

€1 est fixée.

0
a - un seul . est fixé:

pas £ NOP ZMax- ZMin ZMax/
ZMin

10 (GS) 1650(0.269282 0.0020357 132.1
28 1073 | 316110.00098994 |0.00023527 4.21
2 (GS) 349110.0018398 9.832 107° 18.71

9 (GS) 49760.00091568 |1.6317 10°° |561.4
10(GS) 1650(0.269282 0.0020357 132.1
40 107% | 4344]9.95978 107°]1.24526 107> 7.99
7 (GS) 5499 10.000136152 |1.66883 10~ °| 84.67

| 7(cs) 66548.6578 1072 <1077

variantes de la MDSE:

cas:

cas:
10
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Nambre d'activations des élé&ments

11
12
12
12
12

11
11
10
10
10

10

22
23
24
25
26

22
23

24
25

18
20
22

23
24

domaine D4
MDSE - cas 1 ~ ¢ = 105
8 7 7
g 8 7
6 53 2 1 1 1 1 g 7 7
6 4 2 1 00 1 1 77 7
5 3 0 1 € 6 6
4 2 0 1 > 5 5
4 2 01 2 22 2 3 3 4 4
31 1 111 2 2 3 3
3 1 0O 0 1 2
31 11
31 o 1
5 3 o 1
7 5 1 2
119 7 53 2 11 000O0 11 2 2
151311 9 8 4 3 2 2 2 2 3 3
18 16 14 13
20 17 17 16
22 2019 18
23 22 21 20

- ajouter aux nombres d'activations

.12 pour les balayages initiaux

-11 pour les balavages de correction

23 pas en tout
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B - une suite €q - €y est fixée:
pas € NOP ZMax ZMin ZMax/ZMin
5 (GS) 825 | 1.307851 0.0267083 48.96
3° pas = |22 1072|2081 | 0.00999561 0.00136807 7.31
correction | 3(GS) 2576 | 0.00966433 0.00104703 9.23
20 1073|3506 | 0.00099955 0.00023087 4.33
correction | 3(GS) 4001 | 0.00097799 9.2607 107° 10.56
-4 -5 -5
20 107914937 | 9.91772 10 1.01156 10 7.08
correction | 3(GS) 5432 | 9.90632 10~ ° | 1.01027 107> 8.98
-5 -6 -6
20 107°|6371 | 9.998101 10 2.42999 10 4.11
correction 3(GS) 6866 | 9.82649 lO"6 5.70591 10—7 17.22
-6 -7 -7
19 107°17747 | 9.74086 10 <10 >10.
correction |11 9562 | 8.69968 10~/ "
vy - étude des suites chaotiques
o o
G - —
1° cas: S {(JO) r Iy .Jrl, (JO) } avec
= 1073 r. = 12 r, = 26 =11
€~ o~ ot T v t2 T
=107 1 r_ =16 = 34 = 14
€ 0= y Ty = ) Ty =
Donnons une idée sur les différents Ji en appelant Ci= Card(Ji)
€551 1% % |% |% [%|7|%8|%1%0 | “1112 | i3] ©14) ©15|“16) 17| 18| C19/%0
1073 1521123]101| 86| 80|72|66|56|50(46 | 42| 37|33 |31 |30 |29 |27 |26 |22 |21
1074 164|148 ]128{ 119|101 90|86 |77 |72]63 | 57 | 52 | 49 | 44 |38 |37 |35 |35 |33 |33
€ 1C511%221%231C241(%25(%26(€27|%28 (€29 (%30 (€31 (%32 (€33 |C34
1073 16| 15/ 10 6 3 1
1074 31| 31| 20 28] 27| 23| 22| 18| 15} 10| 9| 6| 3| 1
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On notera que Ci’augmente lorsque ¢ diminue, ce qui est accom-

pagné par une augmentation de rq et ry.

-4

En outre, on voit que pour = 10 ": J,.=J J, o=J et J

1879177 9197950 217922

En page 144 on a représentég, pour £ = 10 ; sur D4 le nombre d'acti-
vations pour chaque &lément (auguel il faut ajouter les (ro+r2) bala-
yages de G.S). Cela illustre la perte que fait faire G.S en itérant
exactement le méme nombre de fois sur toutes les composantes d'oil

l'originalité de la technigue chaotique.

2° cas: On a la suite €0rEqr Eur E30 €4,

r r r 3 s 4 8 5 5 10
0 st 222 w0y La @y 0t 9y 7,39 ©.0
| 1 ;
| b3 el 4 e | s e 6
€O=1o =10 ,=10 ;=10 ;=10

avec rb=7 rl=20 r2=3 r3=20 r4=3 r5=20

r6=3 r7=20 r7=3 r9=l9 r10=ll .
On remarguera que jusqu'a €3 le méme nombre de balavages de correction est
requis. Le narvbre de” "pas chaotiques" semble au moins ne pas augmenter.

1+l

De plus, il faut préciser que Card(J ) <Card(J; ") i=1...4 et ou on n'a

pas d'imbrication entre les suites Jl et J Seules les suites Jl et J la

k°
vérifient.
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Méthode interactive de partage en zones:

e e e i e v e e e e e e e S S Wk e S m e v me w m ——

o - résultats

pas NOP ZMax ZMin ZMax/ seuil Sl seuil 82 Zonel |(ZonelZ | Zae3
Zpin
casl 5 | 825| 1.307851 | 0.0267083 48.97 0.17275 122 | 43
5-10 | 1865 | 0211326 0.002036 103.81 0.01305 91 | 74
6-12 |3299 | 0.019839 | 9.672 10 | 205.11 0.00169 14 | 51
4-8 |4163 | 0.0048675 | 1.4189 107 | 343.04 automatique 143 | 10 | 10
2-6-8 |4601 | 0.0014094 4.9268 10° | 286.07 8.704 107> 88 77
5-15 {6196 | 0.00022967 | <107/
cas2 15 |2475 | 0.1159531 | 0.00015907 | 729.4 0.0C 2404 89 | 76
5-18 |4288 | 0.0039205 | 1.4289 10> | 274.42 0.000242 9% | 69
5-20 |6148 | 0.00013154 | 1.0858 1070 | 121.15 5.04 10°° 40 | 125
2-8  |7228 | 4.3643 1072 <1077 1.93 107° 87 | 78
3-10 |8269 | 1.1803 107> - - automatique 145 | 10 |10
3-10-25|9054 | 2.8232 107° - _ -
as3 5 | 825 | 1.307851 | 0.0267083 48.97 0.119096 83 | 82
5-10 |2060 | 0.125483 | 0.0020357 61.73 0.01363 10 | 65
5-10 |3210 | 0.022054 | 0.00015914 | 138.89 0.00260 112 | 53
5-15 |4565 | 0.001587 1.2996 10~ | 122.10 0.000135 84 | 81
5-20 |6605 |8.8414 10 | 1.084 107° | 81.57 5.98 10° | 2.62 107 60 | 64 |41
10-15-2018985 | 6.699 10~° <1077
asd 5 | 825 |1.307851 | 0.02670834 | 48.97 0.18042 127 | 38
ﬁf‘ 5-10 1840 0.22557 0.0020358 110.80 autanatique 145 11 9
BE 5 10-15(2810 | 0.039479 | 0.00015907 | 248.20 0.00244 93 | 72
5-20 |4715 | 0.0015747 1.41894 107> | 110.91
SE 19 5378 |9.877 107 " 6.96
m[{_. 4(cs) 6038 |9.693 10 |1.8722 10°° | 51.79
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B - étude des suites chaotiques:

*cas 1l:

_ri1)\5 5 5 6 6 4 4 2 4 2 10 5
§ =100 71 (T)7 (FR) 7 (35) 74 W) 74 (33) 7, ()7, (3,07, (F5) ™, (3, ) (I}
avec

|J1I = 43, |J2| = 74, |J3| = 52, |J4| =10, |J.| = 20, |J6| = 77

5

4 <5

*cas 2:
5= LG, 0, 0% 015,00, 0% 092 a7, 03 0915, 007, 3
avec

19, |= 76, |3, | = 69, |34] =125, |J4] =78, |J:| =10, |3¢l =20

Jd. . J

5 6

*cas 3:

_ 5 5 5 5 5 10 5 b 5 5 5 10
§ = 107 W7 39) 7 (3) 70 397 1 @37, W00)7 4 (307, (35)°, )7, (397, (373
avec

[T

=82, |72 =65, |35] =53, |g,] =81, |3;] = 64, |3l = 105

! 5

Jo. c J

5 6

*cas 4:

: 5 5 5 5 5 5 15 510 ' 4
8= Q7 @) 3007 397, 307, 0, (T 72, (39)7 0 35, (3) )

4 ) >
nall g >

MPZ i\ MDSE
avec
|3, =38, |3,| =11, |35] = 20, 13,1 =72 ; Ji c Ji_l (i =2...18)
J, < J,

Nous noterons l'alternance des suites Ji avec JO (Ji c J,. ¥i).

La suite S peut alors s'écrire d'une facon générale:
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S = {JO, cen JO(T)r} T &tant une succession de suites de la forme
{Ji, "'Ji’ Jo...JO} dans le cas du partage en deux zones et
{Jk, cee Ty r Tpiqr eIy JO...JO} dans le cas du partage en

trois zones.

En combinant les deux stratégies automaticue et interactive

3 . r
on aura § = {§,, §,} , §, é&tant de la forme {JO...JO,(T) } et

1 T
S, de la forme {J 1o--J b’ J ...Jo}.

2 0

— mm e G e e wm e

o - &volution du gain en nombre d'opérations
méthode € NOP gain NOP pourcentage
GS 1072 4785
1073 | 6765
1074 8745
107> | 10725
1078 | 12725
MDSE.1 1073 4861 1904 28.14
1074 6489 2256 25.80
MDSE.2| 1072 | 2576 2209 46.17
1073 | 4001 2764 40.86
1074 | 5432 3313 37.88
107> | 6866 3859 35.98
107% | 9562 3163 24.85
MPz.1| 1072 3800 20.59
1073 | 4933 27.08
2.3.16% | 6196 23.19
Mpz.2| 1072 3800 20.59
1073 | 5066 25.15
107% | v6400 26.82
107> | %8533 20.44
2.82 16°°%| 9054 23.70
mpz.3| 1072 |~+3650 23.72
1072 | %4800 29.04
104 16500 25.67
10-5 {8530 20.44
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B - évolution de % par rapport a Z'MaX(G.S):

Max
méthode NOP ZMax Z'MaX(GS) Z'MaX/ZMaX
MDSE.2 | 2576 | 107% | ~107} 10.
4001 | 1073 | ~2.2 1072 22.
5432 | 1070 | 4.3 1073 43.
6866 | 107> | 8.5 1074 85.
9562 | 107° | 3.4 1072 34,
MPZ.2 3800 1072 v2.8 1072 2.8
5066 | 1072 | a7.5 1073 7.5
6400 | 10™% | ~1.6 1073 16.
8533 107> v1.3 1074 13,
9054 | 2.810°%| ~ 7.2 107> 25.7
y ~ évolution de ZMax/ZMin
méthode NOP ZMax/ZMin
GS 825 48.96
1650 132.3
2310 527.46
2475 729.4
2640 1030.18
3300 3465
4950 >73470
MDSE. 2 825 48.96
2576 9.23
4001 10.56
5432 8.98
6866 17.22
MPZ . 3 825 48.96
2060 61.73
3210 138.89
4565 122.10
6605 81.57




hnlm..

151

Répartition des écarts -2
Mgthode de GAUSS-SEIDEL - Z_ . ~ 10

ZMaX/ ZMin >
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§ - conclusions

L'étude des tableaux et dessins précédents nous conduit a

souligner les points suivants:

+xI1 est évident ici que la méthode de G.S fait beaucoup d4d'opé-
rations inutiles. En effet, certains éléments U§ convergent trés
vite (cf. pages 144,151) tandis que d'autres, beaucoup plus lents,
introduisent une pénalisation obligeant les premiers & les "suivre"
pour rien. Ces itérations superflues font croitre extrémement vite
+4

Max/ZMin (>7.10 au bout du 302 pas) et introduisent

une répartition trés inégale des écarts.

le rapport Z

xL'objectif des techniques chaotigques est alors de remédier
A cette lacune de G.S en faisant, si possible, juste le nombre d'o-
pérations qu'il faut. En conséquence on note une réduction impor-
tante des inégalités entre les écarts. Leur répartition est trés

Max/ZMin
3 des valeurs acceptables: de 60 & 140 pour la stratégie interactive

équilibrée (voir page 152), de méme le rapport Z est ramené

(cas 3) et de 9 & 18 pour la stratégie automatique (cas 2).

Le résultat est alors un gain appréciable en nombre d'opérations:
jusgu'a 46% pour la MDSE et 30% pour la MPZ. Une combinaison de ces
deux technigues a fourni un gain intermédiaire. On peut également
observer ce gain par le biais de 1'écart maximal. En effet pour un
nombre d'opérations fixé&, les stratégies chaotiques permettent
d'atteindre des Z nettement plus petits qu'avec la méthode de G.S: .

Max
10 a4 85 fois avec la MDSE et 3 & 26 fois pour la MPZ.

Autre détail & noter: en exigeant une précision e de 10—5 la
MDSE s'arréte lorsque ZMax = 9,9981 10_6, pour G.S avec une précision
de 10™% on s'arréte a z = 8.688 10 4.

Max

La stratégie chaotique MDSE contrdle donc plus finement la

décroissance de ZMax et s'arréte exactement au seuil fixé&, ce que

ne peut faire G.S.
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*En page 153 nous avons représenté& les variations de ZMaX
en fonction de NOP. On observe alors que:

. pour G.S la courbe (en échelle logarithmique)
est pratigquement une droite.

- pour la technique interactive MPZ ol 1l'utilisa-

teur conduit intuitivement le calcul, donc ne suit pas rigoureuse-

ment toujours la mé&me démarche (variations du rapport entre le

seuil pointé et ZMax) les variations de Z sont moins uniformes.

Max

-

Une diminution de la pente de la courbe correspond a4 une amé-
lioration de la stratégie, donc du gain par rapport a G.S, son aug-
mentation signifie le contraire.

- pour la technique automatigue MDSE, la courbe de
variations comporte périodiguement des paliers qui correspondent
aux balayages correctifs 3 la fin de chaque étape de précision €1
Il est & noter ici que leur nombre est 4 3 5 fois prlus petit dans
le cas 2 que dans le cas 1 (3 contre 11 3 14). Cela se traduit
par une plus grande efficacité de la seconde variante oli une suite
€0 * €k est fix&e a priori. Ainsi Eour € = 10_3, on réalise 40.86%

37.88 au lieu de 25.80%. En
laissant donc agir trop longtemps la méthode de disparition, sans

de gain au lieu de 28.14%, pour 10~

effectuer des pas périodiques de correction, on se trouve obligé
d la fin de faire une correction trés forte pour rectifier le résul-
tat.

. Pour la méthode automatique MDSE - nous 1'avons déja précisé -
son efficacité, traduite par le gain en nombre d'opérations, par
rapport a G.S, diminue avec e (46.17% pour 10 2 contre 35.98% pour

-5
10
d ressembler & la méthode de G.S (3 la limite elle lui est identique)

). Ainsi, plus la précision est renforcée, plus la MDSE tend

. Pour la méthode interactive MPZ 1l'efficacité varie en fonc-
tion de "1'intuition de l'utilisateur" si 1'on peut dire. Ce dernier
peut, par un choix adéquat, du ou des seuils pointés augmenter tou-
jours le gain méme si € diminue (voir page 154). Ceci constitue donc

une différence avec 1la MDSE.



On est amené & dire d'aprés les résultats exhibés, que la
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MDSE est plus efficace pour des précisions pas trés grandes tandis
que la MPZ devient meilleure lorsque la premiére commence i se

rapprocher de G.S pour des € trés petits.
différente de G.S.

La MPZ reste toujours

En ce qui concerne le temps d'exécution il est clair qu'avec

la technigue automatique le gain en opérations et celui en temps

sont pratiquement identidques.

Quant & la technique interactive

ce n'est plus le cas puisqu'on utilise 1'é&cran de visualisation.

Son emploi est de ce fait tourné vers les problémes assez complexes

ol une conduite interactive de leur résolution est efficace.

Sur les deux domaines D3 et D4 non svmétrigques on a voulu

étudier 1'influence du choix du mode de balayage sur l'efficacité

des stratégies chaotigues (automatiques).

Nous donnons & ce titre les principaux résultats:

o - le domaine D
MODE £ METHODE NOP gain/GS
1 1073 GS 4316
1074 GS 5644
107> GS 7138
1076 GS 8798
10'3 MDSE 3857 10.64
10‘4 MDSE 5202 7.83
8 1073 GS 5146
1074 GS 6640
1072 GS 7868
107° GS 9794
1073 MDSE 3923 23.77
1074 MDSE 5524 16.81
107 MDSE 7046 10.45

mode n°8




Al MR A

gain
16.13%

gain
15.00%

avec le mode 8 qu'avec le mode 1, en conséquence la MDSE 8 est

gain: 10.63%

MDSE . Mode 1

GS . Mode 1
4316 3857
GS . Mode 8 MDSE . Mode 8
5146 3923
cain 23.77%
_ -4
e =10 gain 7.83%
GS . Mode 1 MDSE . Mode 1
5644 5202
95 o
6«4
% 9.1 RZAS >
22 Qa’)x\

. Mode 8
6640

_,{Gs

MDSE . Mode 8
5524

L

gain 16.81%

On constate ainsi gue la méthode G.S converge moins vite
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plus efficace (par rapport &8 G.S 8) que la MDSE.1
a G.S.1). Le gain correspondant se trouve ainsi doublé (on passe
de 10.63% (mode 1) & 23.77% -3 -4

€ = 10 7, pour ¢ = 10
on passe de 7.83 3 16.18%). Précisons toutefois que c'est la MDSE.1l
gqui fait le moins d'opérations.

(par rapport
(mode 8) pour

En prenant G.S Mode 8 comme base,
on voit ainsi gu'on passe d'un gain de 23.77% 10_3 et
16.81% pour 10™%) avec la MDSE.8 3 un gain de 25.05% (pour & = 10
et 21.66% pour 10_4) avec la MDSE.1.

(pour ¢ =
-3

8 - le domaine D, :

4
*+ Méthode de G.S ¢ = lO_z(écart relatif maximal entre les deux
derniers itérés)
mode nombre de NOP ZMax ZMin ZMax/ZMin
pas
1 et 5 29 4785 | 0.0089221 <1077 | 789220
3 et 25 4125 | 0.0082324 | 8.291 10~/ | 9929.65
2 et 24 3960 | 0.0098204 |5.429 10~/ | 18088.55
4 et 22 3630 | Q.0077183 | 1.148 10°° | 6723.53

(voir A. § IT - Le systéme SYGESIC - pour la définition des modes

de balayages).
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*MDSE : = 1072
ZMax/ gain/GS
mode NOP pas de A Z., . -

) correction Max Min ZMin méme mode
1et5 | 2576 3 10.00966433 | 0.00104703| 9.23 | 46.17
3 et 6 2958 6 0.0091594 | 0.00018420{ 49.72 | 28.29
2 et 7 2919 | - 5 0.00983938 | 0.00023953| 41.08 | 26.28
4 et 8 2817 5 0.0096510 0.00013161| 73.33 | 22.39

xschéma comnaratif (les nombres correspondent aux gains en %)
3 GS.Mode 1 46.17 MDSE .Mode 1
ou 5 ' ou 5
FiT 37.30
™M
— ’3“'95
s GS. Mode 3 28.29 MDSE Mode 3
. ou 6 ou 6
~
i

o

~

<

N .

GS. Mode 2 | 26.28 MDSE Mode 2
ou 7 |’ ou 7
o
P’
GS. Mode 4 22.39 MDSE.Mode 4
ou 8 ¥ ou 8
x*Commentaires:

Convergence: on note d'une part 1l'équivalence entre
les modes 1 et 5, 3 et 6, 2 et 7, 4 et 8. (Les deux modes de chaque
couple ont pour point commun le premier et le dernier élément du do-

maine activé au cours d'un balavage entier).



D'autre part, en ce qui concerne la méthode de G.S le mode 1 (ou 5)
correspond & la convergence la plus lente, le mode 4 (ou 8) donne

la plus rapide.

De ce fait, en comparant la MDSE 4 G.S du méme mode on
remarque que l'efficacité de MDSE 1 est meilleure qué celle de
MDSE 4 (46.17% de gain et 22.39%). Donc plus G.S converge lentement
meilleure est l'efficacité de la MDSE. Les modes 3(ou 6) et 2(ou 7)

intermédiaires pour G.S donnent de la méme mani&re des gains intermé-

diaires .
GS 4(8) meilleur que GS 2(7) meilleur que GS 3(6) meilleur que GS 1(5)
gain gain I gain gain

MDSE 4(8) inférieur & MDSE 2(7) inférieur &4 MDSE 3(6) inférieur 3  MDSE 1(5)

En prenant MDSE 1(ou 5) comme base (puisqu'elle fait le minimum d'opéra-

tions) on constate qu'elle réalise des gains de:

- 29.03% par rapport a G.S 4(8) au lieu de 22.39% avec MDSE 4(8),
- 34.95% par rapport & G.S 2(7) au lieu de 26.28% avec MDSE 2(7),
- 37.30% par rapport a G.S 3(6) au lieu de 28.29% avec MDSE 3(6).

Les taux d'amélioration se classent ainsi dans le méme ordre que les
anciens gains obtenus par les MDSE avec le méme rmode que G.S.

. Rapport ZMaX/Zmin : En prenant les deux résultats extrémes
(mode 1(5) et mode 4(8)) on constate qu'a la convergence (de GS) la plus lente
correspond le rapport le plus élevé: pour GS 1, il est plué de 13 fois supé-
rieur qu'avec GS 4 (v 90000 et "6724). Ainsi au rapport le plus élevé corres-—
pond la meilleure efficacité de la MDSE associée (ainsi que le minimum de
pas de "correction").

Pour les modes 3(6) et 2(7) intermédiaires cette remarque ne semble pas
&tre vérifiée.
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De toutes les maniéres, deux points essentiels sont i retenir ici:

- le lien entre la rapidité de GS et l'efficacité de la MDSE,
. . ez
. le lien entre le rapport ZMa:/zbﬁn et 1'efficacité de la MDSE.

Curieusement, on constate en définitive que le mode de balayage donnant la plus

mauvaise GS nous permet d'obtenir la MDSE la plus performante.

firme les remarques analogues faites aux chapitres précédents.

.

(f) Influence de la forme du domaine

Cela donc con-

I1 est possible d'établir pour Dy, D2, D3 et D 4 le tableau comparatif

suivant:
[+
domaine |card(p)| symétrie | mode|convergence (GS) Zos /%, . | efficacité |gain(2)
Min
MDSE
D 1 240 oui 1 lente 20-30 [assez bonne 15-28
D2 56 oui 1 rapide 20-30 [trés movenne 7-11
D3 166 non + 1 rapide €levé trés moyenne| 8-11
trés creux | 8 lente plus élevé assez bonne | 11-24
. '
D, 165 non+ 1 lente trés élevé - bomne ot
creux, X
tordu 8 assez rapide |moinsg &levé‘|assez bonne | jusqu'a
' 23

On est ainsi amené a accorder i la forme du domaine (symétrique ou non,

trés creux ou non, tordu ou non) une grande importance quant au comportement
de GS et des techniques chaotiques.

Les domaines non symétriques paraissent, de ce fait comme les plus

"intéressants" pour la mise en oceuvre des stratégies chaotiques puisque la di-~

symétrie conduit & une répartition disproportionnée des écarts relatifs, donc

a des rapports Z” /Z”. &levés.

Cependant, 3 ce critére doit s'ajouter une convergence lente de G.S

pour espérer une amélioration par la stratégie chaotique (x).

(x) d'ailleurs si GS converce vite, il est inutile de retire en oeuvre des
P 14

techniques plus sophistidquées.

.




Pour illustrer encore ce lien nous prenons le probléme suivant:

On obtient

Au + 2

les résultats suivants:

0/D
1/T

Card(p) = 121 et CARD (D) = 81

s carré plein

méthode NOP ZMax/ZMin pas
GS 2187 ~ 3 27
" 3969 " 49
" 5832 " 72
MDSE 2190
" 3967
" 5822

gain
nul

Avec un rapport ZMax/ZMin treés faible, un domaine symétrique,

plein et malgré une convergence tr@s lente (*x)

(inférieure 3 celle

de D4) on n'a pu absolument rien améliorer avec la technique automa-

tique (et & fortiori avec la technique interactive).

tance de la simultanéité de toutes les conditiong

doivent étre réalisées.

D'oG 1'impor-~

"intéressantes" qgui

(**) On dit que la convergence est plus lente si pour e fixé, la

méthode de G.S exige un nombre de balavaces (pas) plus éleve.

Pour ¢

GS exige 53 pas et GSD

Dy

Card (D4) > Card (D).

en exige 72 alors que
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CONCLUSION

Nous avons donc essayé& tout au long de ce chapitre de dégager
les principaux points éclairant le plus possible le comportement
numérique de certaines stratégies chaotiques surtout, il faut le
souligner, grdce au systéme graphique SYGESIC.

Un certain nombre de critéres sont 3 retenir pour pouvoir
décider sur 1l'opportunité de résoudre tel ou tel probléme de point

fixe par des technigues chaoticues.

Ce chapitre qui clbture nos résultats expérimentaux sera suivi
par le déroulement complet d'une expérimentation faite avec SYGESIC

avec "listing" et dessins 3 1'appui.
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CONCLUSION

Au fil des divers résultats expérimentaux que nous venons d'exposer, il
a été possible de dégager une série de constatations pratiques sur le compor-
tement numérique de certaines stratégies chaotiques. I1 convient donc d'établir
une récapitulation contribuant a fournir des réponses aux questions que nous

nous sommes posés au début de ce travail.

I1 faut donc d'abord, devant un probléme de point fixe a grand nombre
de variables, chercher a décider si cela vaut la peine de mettre en oeuvre
des techniques chaotiques assez sophistiquées au lieu de le résoudre avec une
méthode classique de "balayage" systématique (G.S, relaxation..). Il est ainsi
tout & fait improbable d'obtenir une amélioration lorsque les méthodes clas-—
siques convergent rapidement ou bien lorsque toutes les composantes du systéme
a résoudre convergent pratiquement avec la méme vitesse. En effet, les stra-

tégies chaotiques exigent surtout, pour &tre efficaces, une inégale répartition

de ces vitesses (qu'on pourrait représenter par les cologarithmes des écarts

relatifs entre deux itérés successifs) alliée 3 une convergence assez lente

des méthodes usuelles.

Dans le cadre des équations aux dérivées partielles, la forme du domaine
de résolution a aussi une interférence sur l'efficacité de ces techniques

comme 1'illustre le tableau suivant :

Domaine plein
Symétrique ou non

Domaine svmétrique
creux

Domaine quelconque {(non symé-

trique) creux, tordu

Convergence S. Chaotiques . . S.C inutiles
. ; . S.C inutiles P :
rapide de inutiles amélioration par chargement
G.S du mode de balayage
Convergence Répartition équi- Répartition assez |Répartition trés inégale des
lente de librée des écarts> inégale des écarts®| écarts >

G.S

S.C inutiles

S.C utiles

S.C nettement efficaces
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I1 arrive en outre dans certains cas qu'entre plusieurs variantes de G.S,
la plus mauvaise soit celle qui permet d'obtenir les meilleurs résultats avec

la technique chaotique correspondante (fin Ch.IIT).

Lorsqu'il est possible d'exhiber une matrice de contraction K de 1'opé-
rateur de point fixe étudié, l'observation de ses coefficients - surtout ceux
de la diagonale principale - pourrait nous guider vers le choix des techniques
chaotiques qui peuvent améliorer la méthode de G.S. Elle peut également nous

permettre d'éliminer celles qui ne sont pas efficaces.

Malheureusement, cela n'est possible que pour des problémes linéaires ot
1'on a la meilleure matrice K (la plus petite, élément par élément), dans le
cas non linéaire il n'y a pas de meilleure matrice de contraction. On ne peut

donc en tirer les renseignements qu'elle peut fournir dans le premier cas.

Les stratégies chaotiques, une fois qu’on s'est assuré a priori de leur
utilité, se répartissent en deux ensembles distincts qui ont des comportements

assez différents vis a vis de G.S.

Ies techniques cycliques lorsqu'elles peuvent &tre utilisées (ce n'est

évidemment pas toujours le cas surtout si on ne posséde pas d'informations
sur K) sont celles qui se comportent le mieux. En effet, leur efficacité par
rapport a G.S augmente en général au fur et d mesure cue la précision du
calcul est renforcée. (Cf. résultats B. Ch.II). Cette efficacité s'entend sans

distinction en terme de temps d'exécution ou en terme de nombre d'opé€rations

puisque 1'unique différence entre cette technique et G.S est la suite initiale Jo.

On arrive ainsi & réaliser des gains allant Jjusqu'a 68 % .
Rutre avantage : la question de la convergence vers un point fixe partiel

ne se pose pas.

L'inconvénient majeur, si l'on peut dire, de ces techniques est la

nette difficulté de leur détermination (Cf. [1]). C'est pour cela que d'autres

techniques beaucoup plus faciles & élaborer ont &té proposées :

. Les techniques autoratiques non cycliques : Ces stratégies se sont

révélées assez efficaces. Leur avantage c'est de faire pratiquement juste
le nombre d'opérations qu'il faut pour atteindre la précision désirée. Elles
tirent profit du grand inconvénient - dans certains cas - de G.S qui réactive,
"aveuglément" et systématiquement, toutes les composantes sans tenir campte

des vitesses de convergence trés différentes de ces mémes composantes.

En favorisant les composantes convergeant lentement grdce a leur ac-
tivation plus fréquente on &quilibre la répartition des écarts relatifs. Cette

stratégie ne prouve son intérét que lorsque la précision du calcul n'est pas
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tras forte. En effet, elle se rapproche de plus en plus de G.S au fur et a

mesure qu'on renforce le test de la précision. De ce fait, son efficacité

diminue alors.

Entidrement automatiques, ces techniques font cependant un certain nambre
de tests supplémentaires par rapport & G.S. Mais cela n'a qu'une faible in-
fluence sur le temps d'ex@cution surtout lorsque 1'opérateur de point fixe est
assez camplexe (contexte non linéaire, Cf£. B Ch.I). On peut donc dire qu'elles
permettent de réaliser pratiquement le méme gain en temps et en nombre
d'opérations (par rapport & G.S) que les méthodes cycliques. Un inconvénient
subsiste : la convergehce vers un point fixe partiel suite & un "abandon"
prématuré de certaines camposantes. Mais on a vu par quel moyen on peut éviter
cela et ne rien perdre en efficacité : la périodicité des pas "correctifs".
Les expériences ont permis ici d'atteindre des gains de 45%.

. Les techniques interactives sont de loin les plus originales puisqu'on

3 1l'entiére liberté d'orienter le calcul vers la direction désirée en utilisant

les possibilités offertes par le systéme SYGESIC. Leur efficacité n'est pas,
si 1'on peut dire, limitée car elle dépend de 1'"intuition" de l'utilisateur.
Li ol les techniques automatiques ne peuvent rien apporter, les stratégies
interactives peuvent conduire & une am@lioration assez intéressante par rap-
port & G.S d'autant plus qu'elles permettent de suivre de trés prés le dé-
roulement du calcul et par conséquent de "voir" comment réagit le probléme
étudié aux itérations qu'on pilote ainsi "a vue" (ce qui n'est pas du tout
le cas des stratégies automatiques). Et l'on a pu voir qu'elles pexrmettent
d'obtenir des gains de 1l'ordre de 30 % .
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ANNEXTE

DEROULEMENT D'UNE EXPERIMENTATION AVEC SYGESIC
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Nous exposons ici le déroulement détaillé de trois expérimentations
effectuées pour résoudre le probléme aux dérivées partielles étudié a

la fin du chapitre précédent (domaine D4) :

- I . La méthode de Gauss—Seidel |
- 1II . La stratégie chaotique automatique (MDSE)

- IIT . La strat&gie chaotique interactive (MPZ).

Il est facile alors, en passant en revue les différents dessins suivants
et en s'aidant du "listing" qui domne la trace des différentes &tapes
des expérimentations, de remarquer les caractéristiques propres de
chaque méthode.

A comparer a titre indicatif les dessins suivants :

. I.6 et I.7 avec IT.14 et TI.15

. I.8 et I.9 avec I1.16 et II.17

. I.10 avec II.18

. IT.12 avec II.14

. 1.6 avec IIT.S

. I.8 avec III.18 (I.9 avec III.19)
. I.10 avec III.Z20

Remarques :

. Représentation des écarts Zi : en ce qui concerne la MDSE, on ne
représente que les Zz correspondant aux éléments '"mon disparus”, pour les
autres on affiche un point seulement. On les reprend en totalité aprés la
fin de l'algorithme de disparitions successives. En outre Zmax et Z,. sont

caleulés aussi pour les éléments "non disparus’.

. Partage en zones : lorsque le domaine est partagé em 2 ou 3 zones,
on a choisi de représenter sur D
- par un point les éléments de la zone inférieure
- par 5 points disposés en forme de "+" ceux de la zone médiane
- par 9 points disposés en carré " @ " ceux de la zone

supérieure.
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Cette disposition permet de distinguer sur 1'écran les trois zones.

- Les calculs étant faits en simple précision, il faut retenir que

. ens , =7
Zyry = 0 stgnifie en fait Zeim < 10 7 le rapport Zmax/Zmin n'est pas
alors calculé (= 0). '



ML I AUDE UE BAUDD-JLELULL

1 -

CORD.GRILLE
-0.5 -0.5 0.5 0.5

NBRE DE COND. INIT.

02

PH, PK

0.05 0.05

RO= 0.9938439

DELIMITATION DE LA FRONTIERE
NBRE DE SOMMETS,NBRE DE FENETRES
28 8

*% TOUCHE CHOISIE *+ 28

ECHELLE
o4

TOTAL DES POINTS 303
MODE DE BALAYAGE

FRONTIERE

*% TOUCHE CHOISIE #* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE #+ 9
*% TOUCHE CHOISIE ## 9

NOMBRE DE PAS
10

TOUTE LA GRILLE

1650 OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z

Z.MAX 0.2692823 Z.MIN  0.002035773
** TOUCHE CHOISIE *=* 15
Z LINEAIRE

*¥* TOUCHE CHOISIE ** 17
*% TOUCHE CHOISIE #* 28
ECHELLE DISPLAY

o4

** TOUCHE CHOISIE =** 16
Z EN PERSPECTIVE

** TOUCHE CHOISIE #»= 17

*x TOUCHE CHOISIE

»

* 28

DEBUT
175
dessin I-1
138 INTERIEUR 165
RAP, 132.2752

dessin I-2




176

ECHELLE DISPLAY

04
** TOUCHE CHOISIE =»* 16
CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE =** 13
COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE #* 29
** TOUCHE CHOISIE #* 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
** TOUCHE CHOISIE #** 19

kkkkhdhkhkktkh**0N CONTINUER ¥k skt sk hdk sk dsk

MODE DE BALAYAGE
#% TOUCHE CHOISIE #* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

** TOUCHE CHOISIE == 9
** TOUCHE CHOISIE #* 9
NOMBRE DE PAS

05

TOUTE LA GRILLE
2475  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE z

Z.MAX 0.1159531 Z.MIN 0.0001590715
** TOUCHE CHOISIE ** 15
Z LINEAIRE

** TOUCHE CHOISIE #** 18
** TOUCHE CHOISIE #= 28
ECHELLE DISPLAY

04

** TOUCHE CHOISIE ** )16
Z EN PERSPECTIVE

** TOUCHE CHOISIE *= 18
*% TOUCHE CHOISIE *x 28
ECHELLE DISPLAY

o4

** TOUCHE CHOISIE »* 16

CHOIX DU MODE DE PARTAGE

*%* TOUCHE CHOISIE == 13

RAP.

dessin I-3

728.9370

dessin I-4

dessin I-5



COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE ** 29

** TOUCHE CHOISIE ** 20
POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
** TOUCHE CHOISIE *= 19

dhdkkkkkkkhkkkthkkON CONTINUE**%dkdhdkdedhdddki

MODE DE BALAYAGE
** TOUCHE CHOISIE #=* 1

CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE =** 9
** TOUCHE CHOISIE ** 10
EPS | LONE

0.01

TOUTE LA GRILLE

*%

14 PAS |
4785 OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX  0.008922093 Z.MIN 0 RAP.
** TOUCHE CHOISIE ** 15
Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISIE »* 17
*% TOUCHE CHOISIE *=* 28
ECHELLE DISPLAY

Ok

** TOUCHE CHOISIE ** 16
Z EN PERSPECTIVE

** TOUCHE CHOISIE *= 17
*% TOUCHE CHOISIE #** 28
ECHELLE DISPLAY

oL

** TOUCHE CHOISIE ** 16

CHOIX DU MODE DE PARTAGE

** TOUCHE CHOISIE ** 13
COURBE DES ECARTS ?
*%* TOUCHE CHOISIE *+ 29

«+ TOUCHE CHOISIE *# 20

dessin I-6

dessin I-7

177




178

POURSU{TE/ARRET DE LA MANIP

** TOUCHE CHOISIE #* 19

Fhkkkkdkkt kit d*0ON CONT | NUE % %ok dedeskedededesede dede de e o

000000000000 060000000 0000000000000 00800000000

MODE DE BALAYAGE
*% TOUCHE CHOISIE #* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

** TOUCHE CHOISIE #+ 9
** TOUCHE CHOISIE »« 10
EPSILONE

0.0001

TOUTE LA GRILLE
*kdk
24 PAS
8745  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z

Z,MAX 8.457161'-05 Z.MIN 0

** TOUCHE CHOISIE »= 15
Z LINEAIRE

*

** TOUCHE CHOISIE #= 17

** TOUCHE CHOISIE

»

* 28

ECHELLE DISPLAY
Ok

*% TOUCHE CHOISIE #* 16

*

Z EN PERSPECTIVE

*

** TOUCHE CHOISIE ** 17

*

** TOUCHE CHOISIE »x 28

ECHELLE DISPLAY
04

** TOUCHE CHOISIE *= 16

CHOIX DU MODE DE PARTAGE

*%* TOUCHE CHOISIE = 13
1

COURBE DES ECARTS ?

*% TOUCHE CHOISIE »» 28

MAX. N.OP
10000

VARIATIONS DE L'EC.MAX EN FONCTION DU N.OP

RAP,

dessin I-8

dessin 1-9



(M.D.S.E.)

*

EC.MAX: 0.2692823 ., N,OP:
EC.MAX: 0.1159531 . N.OP:
EC.MAX:  0.008922093 . N.OP:
EC.MAX: 8.457161'-05 . N.OP:

** TOUCHE CHOISIE **

ECHELLE
oL

** TOUCHE CHOISIE =**
REPRESENTATION DE U(X,Y)
VUE D'AVANT

*% TOUCHE CHOISIE

ECHELLE DISPLAY
oL

»

*

** TOUCHE CHOISIE

*

*
VUE DE DERRIERE

** TOUCHE CHOISIE

*

*

ECHELLE DISPLAY
L

** TOUCHE CHOISIE

*

*

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

*% TOUCHE CHOISIE

*

*

IMPRESSION/NON DE LA SOLUTION
** TOUCHE CHOISIE #*=
NOUVELLE ETAPE/FIN

*% TOUCHE CHOISIE *#

sxkkkxxxxxkUNE AUTRE EXPER.(MEME GRILLE)#**#*%wskdhkx

kkkkdkkkkkdkhkkkhkhhkkkkhkhkkkkkkhkkhkhkhkhkdhkkhkkhkkkhkkkkhkkkkk

TOTAL DES POINTS 303
hODE DE BALAYAGE

*% TOUCHE CHOISIE *=*

CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

** TOUCHE CHOISIE #+
** TOUCHE CHOISIE *=*

NOMBRE DE PAS
7

TOUTE LA GRILLE

1155  OPERATIONS ELEMENTAIRES

28

21

28

22

28

22

20

24

25

1650
2475
4785
8745

FRONTIERE

138

dessin I-10

dessin I-11

dessin I-12

fin 1

INTERIEUR

165

179




SRR W e LA SAPIRN  ~—

180

CALCUL DE £
Z .MAX 0.5302501 Z.MIN  0.009490510

w* TOUCHE CHOISIL ww 15
Z LINEAIRE

»» TOUCHE CHOISIL we 17
we TOUCHL CHOISIE ww 48
LOHELLE DISPLAY

4

#% TOUCHE CHOISIE ww 16
Z EN PERSPECTIVE

»« TOUCHLE CHOISILE ww 17
#* TOUCHE CHOISIE ww 28
ECHELLE DISPLAY

4

#% TOUCHE CHOISIE w+ 16
ClO1X DU MODE DE PARTACE
*% TOUCHE CIIOISIE ww 13
COURBL DES LCARTS 17
*% TOUCHE CHOISIE »« 29
w TOUCHE CHOISIE »w 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

#* TOUCHE CHOISILE == 19

wannwwarhw kv v ®ON CONTINUES d#wwawawadsrvvaw

MODE DE BALAYAGE

** TOUCHE CHOISIE w#+ 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

#*% TOUCHE CHOISIE #» 13

NOMBRE DE PAS, EPSILONE
5 0.01

METHODE D.S.E

NO. PAS 1 IND.DISP.
NO. PAS 2 IND.DISP.
NO. PAS 3 IND.DISP.
HO. PAS 4 IND.DISP.

NO. PAS 5 IND.DISP,

34
62
8b
95
105

RAP.

desain 11-1

deosin [1-7



105  INDICE(S) DISPARU(S) 181

60  INDICE(S) RESTANT(S)

1702  OPERATIONS ELEMENTAIRES

*% TOUCHE CHOISIE *=x 13
** TOUCHE CHOISIE ## 28
dessin II-3
ECHELLE DISPLAY
L
CALCUL DE Z
Z.MAX 0.1903002 Z.MIN 0.01010446  RAP. 18.83327
** TOUCHE CHOISIE *=x 15
Z LINEAIRE
*% TOUCHE CHOISIE *x 17
*% TOUCHE CHOISIE *=* 28
dessin II-4
ECHELLE DISPLAY
4
*% TOUCHE CHOISIE *=* 16
Z EN PERSPECTIVE
=% TOUCHE CHOISIE == 17
*% TOUCHE CHOISIE =#* 28
dessin II-5
ECHELLE DISPLAY
4
** TOUCHE CHOISIE ** 16
CHO!X DU MODE DE PARTAGE
= TOUCHE CHOISIE %= 13
COURBE DES ECARTS ?
%* TOUCHE CHOISIE #=* 29
** TOUCHE CHOISIE *= 20

POURSUI TE/ARRET DE LA MAKIP
** TOUCHE CHOISIE =% 19

Fhkkkihkkkkkxk k0N CONTINUER* ke khtthrkhkhds

lo.no.et.ooo-nono-o-c-ococo.ntoo.ooooal.olc

MOCE DE BALAYAGE
** TOUCHE CHOISIE ** 1
CHO!X DE LA STRATEGIE DE CALCUL

#% TOQUCHE CHOISIL == 13

1

o o

i

i

i)

SAT TRQ I ANE
PR s LT N

£

~5 ™
14 o

£
0
g‘

i

RE2 g

L
€07
B




METHODE D.S.E

182
NO. PAS 1 IND.DISP.
NO. PAS 2 IND.DISP.
NO. PAS 3 IND.DISP.
NO. PAS L IND.DISP.
NO. PAS 5 IND.DISP.

1 32 INDICE(S) DISPARU(S)
28  INDICE(S) RESTANT(S)

1931  OPERATIONS ELEMENTAIRES

*%* TOUCHE CHOISIE »» 13
** TOUCHE CHOISIE *=* 28
ECHELLE DISPLAY
L
CALQUL DE Z
Z.MAX 0.08437228 Z.MIN 0.01043987
*% TOUCHE CHOISIE *x 15
Z LINEAIRE
** TOUCHE CHOISIE *x 18
** TOUCHE CHOISIE #+ 28
EEHELLE DISPLAY |
*% TOUCHE CHOISIE *» 16
Z EN PERSPECTIVE
*% TOUCHE CHOISIE ## 18
" ** TOUCHE CHOISIE »= 28
EEHELLE DISPLAY
*%* TOUCHE CHOISIE #*x 16
CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE *» 13
COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE *» 29
*% TOUCHE CHOISIE #* 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

** TOUCHE CHOISIE ** 19

11
15
20
25
32

RAP,

dessin II-6

8.081740

dessin II-7

dessin II-8



Akkkdkkrhdidkrktx*ON CONTINUER**xddkknk ikt dhdhsr

183

0% g0 000800000000 00c000en 900000000860 eceses s

MODE DE BALAYAGE

#% TOUCHE CHOISIE *=* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE #%* 13

1 NOMBRE DE PAS,EPSILONE
5 0.01

METHODE D.S.E

NO. PAS 1 IND.DISP. 2
NO. PAS 2 IND.DISP. 5
NO.PAS 3 IND.DISP, 7
NO. PAS L IND.DISP, 11
NO. PAS 5 |IND.DISP, i3

13 INDICE(S) DISPARU(S)

15 INDICE(S) RESTANT(S)

2046 OPERATIONS ELEMENTAIRES
** TOUCHE CHOISIE == 13
*% TOUCHE CHOISIE #= 28
ECHELLE DISPLAY

dessin 11-9

L

CALCUL DE Z
Z.MAX  0.03403720  Z.MIN  0.01096319 RAP. 3.104681
% TOUCHE CHOISIE w* 15

Z LINEAIRE

% TOUCHE CHOISIE x 17

++ TOUCHE CHOISIE *# 28

ECHELLE DISPLAY dessin 1I-10

y

++ TOUCHE CHOISIE w+ 16

Z EN PERSPECTIVE
%% TOUCHE CHOISIE *= 17
#% TOUCHE CHOISIE #w% 28




184
ECHELLE DISPLAY

L

** TOUCHE CHOISIE ** 16
CHOIX DU MODE DE PARTAGE

** TOUCHE CHOISIE =#» 13
COURBE DES ECARTS ?

** TOUCHE CHOISIE *+ 29

*% TOUCHE CHOISIE ** 20
POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

1
** TOUCHE CHOISIE #»= 19

kkkhhkkhkhhk Rk **ON CONTINUER®ddkdkd ks hhdrhk

0000800000000 00000000000e0 000000000000 0000s S

MODE DE BALAYAGE
#* TOUCHE CHOISIE #* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*+ TOUCHE CHOISIE ## 13
NOMBRE DE PAS, EPSILONE

10 0.01

METHODE D.S.E

NO. PAS 1 IND.DISP.

NO. PAS 2 IND.DISP.
NO.PAS 3 IND.DISP.

NO. PAS 4 IND.DISP.

15  INDICE(S) DISPARU(S)

0  INDICE(S) RESTANT(S)

2081 OPERATIONS ELEMENTAIRES

** TOUCHE CHOISIE »* 1y
CALCUL DE Z

Z,MAX  0,009995613 Z.MIN 0.001368070
** TJOUCHE CHOISIE #» 15

Z LINEAIRE

** TOUCHE CHOISIE #»+ 17

dessin II-11

RAP. 7.306361



**% TOUCHE CHOISIE =#=* 28
ECHELLE DISPLAY
ok
*% TOUCHE CHOISIE #=* 1o
Z EN PERSPECTIVE
*% TOUCHE CHOISIE *%* 17
*% TOUCHE CHOISIE == 28
ECHELLE DISPLAY
m
*% TOUCHE CHOISIE =*=* 16
CHOIX DU MODE DE PARTAGE
1 #* TOUCHE CHOISIE ** 13
COURBE DES ECARTS ?
*% TOUCHE CHOISIE =»% 29
*% TOUCHE CHOISIE =*=* 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
*x TOUCHE CHOISIE =» 19

wxkhkrrrhkntdrd QN CONTINUE* ks kadktdkhrtirs

€9 g 00 2050008600068 0600e6C 0500006 0E00000€C08Q@CGO0GSTS

MODE DE BALAYAGL

*%* TOUCHE CHOISIE #=* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE #= 9
** TOUCHE CHOISIE #=* 10
EPSILONE

0.01

TOUTE LA GRILLE
3 PAS

2576  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z

Z,MAX  0.00966L334 Z.MIN  0.001047029
** TOUCHE CHOISIE #x 15

Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISHIE »» 17

*% TOUCHE CHOISIE #*=* 28

ECHELLE DISPLAY

RAP.

dessin II-12

dessin II-13

Pas de correction

9.2302u44

dessin II-14

185




A il

186

Z EN PERSPECTIVE
** TOUCHE CHOISIE *%*

*% TOUCHE CHOISIE *»

ECHELLE DISPLAY
L

*% TOUCHE CHOISIE **

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
*% TOUCHE CHOISIE **

COURBE DES ECARTS ?
1 #* TOUCHE CHOISIE #*

** TOUCHE CHOISIE »*

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
** TOUCHE CHOISIE #*+

17

28

16

13

29

20

19

kkRkkkkkkkkktkk®*ON CONTINUE Rk kkhdkdkdkhtdkk

90 908 20 2000000000000 0000000000000000C0CO00PODPSITS

MODE DE BALAYAGE

*% TOUCHE CHOISIE **

CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE #*

NOMBRE DE PAS,EPSILONE
25 0.001

METHODE D.S.E

NO. PAS 1 IND.DISP.
NO. PAS 2 IND.DISP.
NO. PAS 3 IND.DISP.
NO. PAS 4 IND.DISP.
NO. PAS 5 IND.DISP.
NO. PAS 6 IND.DISP.
NO. PAS 7 IND.DISP.
NO. PAS 8 IND.DISP.
NO. PAS 9 IND.DISP.
NO. PAS 10 IND.DISP.
NO. PAS 11 IND.DISP.
NO. PAS 12 IND.DISP.
NO.PAS 15 IND.DISP.
NO. PAS 14 IND.DISP.

13

23
58
82
95
106
116
122
127
132
138
139
143
144

150

dessin II-15



NO. PAS 15 IND.DISP.

155
NO.PAS 16 IND.DISP, 155
NO. PAS 17 IND.DISP. 159
NO. PAS 18 IND.DISP. 162
NO. PAS 19 IND.DISP. 164
165  INDICE(S) DISPARU(S)
0  INDICE(S) RESTANT(S)
3506  OPERATIONS ELEMENTAIRES
x+ TOUCHE CHOISIE * 14
CALCUL DE Z
Z.MAX  0.0009995452  Z.MIN 0.0002308695
#% TOUCHE CHOISIE ** 1k
CHOIX DU MODE DE PARTAGE
#% TOUCHE CHOISIE ## 13
' COURBE DES ECARTS ?
#+ TOUCHE CHOISIE ** 29
*% TOUCHE CHOISIE #=* 20
POURSUI TE/ARRET DE LA MANIP
*+ TOUCHE CHOISIE #* 19
kkkkukkhkkrkxtr*kON CONTINUE# s kkkdhkhkhkhdts
MODE DE BALAYAGE
*% TOUCHE CHOISIE #+ 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL
*% TOUCHE CHOISIE ** 9
#% TOUCHE CHOISIE #* 10
EPSILONE
0.001
TOUTE LA GRILLE
3 PAS
4001  OPERATIONS ELEMENTAIRES
CALCUL DE Z
Z.MAX 0.0009779995  Z.MIN 9,260651'~05
#2 TOUCHE CHOISIE #* 14

CHOIX DU MODE DE PARTAGE

w= TQUCHE CHOISIE »» i3

RAP.

RAP.

fin au pas 20

4,329481

Pas de correction

10.56081

187




188 *%* TOUCHE CHOISIE #*

20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

** TOUCHE CHOISIE %%

19

hkkhkhrkkkkikhkk®ON CONTINUER kxkkdkhkhkkkhkhiihk

20000000 2080003300500 0000080000800000c0800000

MODE DE BALAYAGE

#% TOUCHE CHOISIE #* 1

. CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*x TOUCHE CHOISIE #» 13

NOMBRE DE PAS,EPSILONE

25 0.0001

1 METHODE D.S.E

NO.PAS 1 IND.DISP. 23
NO. PAS 2 IND.DISP. 57
NO. PAS 3 IND.DISP. 81
NO. PAS 4 IND.DISP. 95
NO. PAS 5 IND.DISP. 104
NO. PAS 6 IND.DISP. 117
NO. PAS IND.DISP. 122
NO. PAS 8 IND.DISP. 129
NO. PAS 9 IND.DISP. - 135
NO. PAS 10 IND.DISP. 137
NO. PAS 11 IND.DISP. 139
NO ., PAS 12 IND.DISP. 142
NO. PAS 13 IND.DISP. 144
NO. PAS 14 IND.DISP. 148
NO. PAS 15 IND.DISP. 150
NO. PAS 16 IND.DISP. 155
NO. PAS 17 IND.DiSP. 159
NO. PAS 18 IND.DISP. 162
NO.PAS 19 IND.DISP. 164

165  INDICE(S) DISPARU(S)

0  INDICE(S) RESTANT(S)

fin au pas 20



4937  OPERATIONS ELEMENTAIRES
*x% TOUCHE CHOISIE ** 1k
CALCUL Dt Z
Z.MAX 9,917718'-05 Z.MIN 1.401156'-05
*% TOUCHE CHOISIE *= 14
CiHOIX DU MODE DE PARTAGE
*% TOUCHE CHOISIE ** 13
COURBE DES ECARTS ?
*% TOUCHE CHOISIE ** 29
*% TOUCHE CHOISIE ** 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

*% TOUCHE CHOISIE #* 13

kkwknkkkkkkxrkx*QN CONTINUE*xkkxkkkhkkdkhhk

I'ODE DE BALAYAGE
*% TOUCHE CHOISIE *= 1

CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE =* 9
*% TOUCHE CHOISIE *=* 10
EPSILONE

0.0001

TOUTE LA CGRILLE

3 PAS
5432  QPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX  9.806317'-05  Z.MIN 1.102695'-05
#% TOUCHE ClIOISIE #% 15

Z LINEAIRE

x% TOUCHE CHOISIE #% 17

*% TOUCHE CHOISIE %+ 28
ECHELLE DISPLAY

oL

*% TOUCHE CHOISIE == 16

-

[

N PERSPECTIVE

in

1

£

Py =TS o i

RAP. 7.078238

Pas de correction

RAP. 8.983730

dessin I1I-16

189




B e A o Pl

190

*% TOUCHE CHOISIE =*%

ECHELLE DISPLAY
04

** TOUCHE CHOISIE =*x

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE *=*

COURBE DES ECARTS *?
** TOUCHE CHOISIE **

. MAX. N.OP
6000

28

16

13

28

VARIATIONS DE L'EC.MAX EN FONCTION DU N.OP

1 EC.MAX: 0.5302501 . N.OP:

EC.MAX:  0.009995613 . N.OP:
EC.MAX:  0.009664334 ., N.OP:
EC.MAX: 0,0009995452 . N,OP:
eC.MAX: 0,0009779995 . N.OP:
EC.MAX: 9,917718'-05 . N.OP:
EC.MAX: 9,906317'-05 . N.OP:

*%x TOUCHE CHOISIE *»

ECHELLE
o4

** TOUCHE GHOISIE

*»

*

REPRESENTATION DE U(X,Y)
VUE D'AVANT
*% TOUCHE CHOISIE =**

ECHELLE DISPLAY
o4

** TOUCHE CHOISIE

*

*

POURSUI TE/ARRET DE LA MANIP
*%* TOUCHE CHOISIE **
IMPRESSION/NON DE LA SOLUTION
*% TOUCHE CHOISIE #**

NOUVELLE ETAPE/FIN

28

21

28

21

20

24

1155

2081
2576
3506
4001
4937
5432

dessin II-17

dessin 1I1-18

dessin I11-19



L1l = MEIHUUE INIERALILVE (M.P.Z.)

1

*% TOUCHE CHOISIE #* 25 fin II
*xkxxkxkkxxUNE AUTRE EXPER.(MEME GRILLE)*%#%sksksx

kkkkkkkkkkkkkhhkhkhkkhkhkkkhkkhkhkhrhkhkhkhkkhhhkhkhhhkkkhkhkkhkk

TOTAL DES POINTS 303 FRONTIERE 138 INTERIEUR
MODE DE BALAYAGE

*% TOUCHE CHOISIE *x 1

CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL
*% TOUCHE CHOISIE =#* 9

*% TOUCHE CHOISIE #** 9

NOMBRE DE PAS
5

TOUTE LA GRILLE

825  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z

Z.MAX 1.307851 Z.MIN 0.02670834  RAP. 48,96788
** TOUCHE CHOISIE #** 15

Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISIE ** 17

** TOUCHE CHOISIE ** 28

ECHELLE DISPLAY

L dessin III-1

*% TOUCHE CHOISIE =*x 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE #*=* 10

*% TOUCHE CHOISIE **
POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)

PARTAGE EN 2 ZONES

ZONEL( INF) 2 122 POINTS.SEUIL: 0.1727512
ZONE2 (SUP) : 43 POINTS.SEUIL: 1.307851
% TOUCHE CHOISIE % 28
dessin III-
ECHELLE essin 111-2
5
COURBE DES ECARTS ?
x% TOUCHE CHOISIE ww 29
% TOUCHE CHOISIE ## 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

#% TOUCHE CHOISIE =+ 1S

165

191




192 kkkkkkkwikkhtx k0N CONTINUE****kkkhhkddkkkk

G900 008 PP NPONBNEEOESIOELILILEEOOENIRCEIEOSEBIOIEPROROIOEOIEOEES

MODE DE BALAYAGE

*% TOUCHE CHOISIE #* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE #** 10

NOMBRES DE PAS (2)
6 12

2 SOUS-GRILLES(1 SEUIL)
2073  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX 0.1565762 Z.MIN  0.001215265
** TOUCHE CHOISIE ** 16

Z EN PERSPECTIVE

#% TOUCHE CHOISIE #** 17
" vx TOUCHE CHOISIE 28

EEHELLE DISPLAY

#% TOUCHE CHOISIE #* 15

Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISIE #w 17

#% TOUCHE CHOISIE »* 28

ECHELLE DISPLAY

L

#% TOUCHE CHOISIE #* 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE ** 10

+% TOUCHE CHOISIE #*
POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)

k%

PARTAGE EN 2 ZONES

ZONE1(INF): 110  POINTS.SEUIL:
ZONE2(SUP): 55  POINTS.SEUIL:
** TOUCHE CHOISIE #** 28
ECHELLE
L
1
COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE *» 29

** TOUCHE CHOISIE #** 20

RAP. 128.8412

dessin III-3

dessin III-4

0.01792883
0.1565762

dessin III-5



POURSUITE/ARRET DE LA MANIP 193
*% TOUCHE CHOISIE *+ 19

*kkkkkrkkkkkdkkrd*ON CONTINUE**xkkkkdkdhkkthkk

00 g 5 S 90 00000 ¢S 0 B SL000P0RPPIERECIRESIEEIPIOLOETYS

MODE DE BALAYAGE
** TOUCHE CHOISIE ** 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL
*% TOUCHE CHOISIE ** 10
NOMBRES DE PAS (2)
3 6
2 SOUS-GRILLES(1 SEUIL)
2733  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX 0.04117952 Z.MIN 0.0002624027  RAP. 156.9325
** TOUCHE CHOISIE ** 16

Z EN PERSPECTIVE

*% TOUCHE CHOISIE =*= 18
*
*% TOUCHE CHOISIE ** 28
dessin III-6
ECHELLE DISPLAY
N
+% TOUCHE CHOISIE #» 15
Z LINEAIRE
*% TOUCHE CHOISIE #** 17
#% TOUCHE CHOISIE *=* 28
dessin III-7
ECHELLE DISPLAY
L

*% TOUCHE CHOISIE ** 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
*% TOUCHE CHOISIE #** 11

*% TOUCHE CHOISIE **
POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)

*k

ZONELI(INF): 93  POINTS. SEUIL  0.003508553

ZONE2(MOY) : 53  POINTS. SEUIL 0.01895464

1 ZONE3(SUP): 13 POINTS. SEUIL 0.04117952
#*x TOUCHE CHOISIE *= 28

ECHELLE dessin III-8
[

-
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COURBE DES ECARTS *?
194 ** TOUCHE CHOISIE =»+ 29

** TOUCHE CHOISIE #* 20
POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
*% TOUCHE CHOISIE %= 19

Tkkkkkkkkkxkkdkk k0N CONTINUE**ddkdkkkkkhdkhhk ki

9 g 00 0000 PSS LSO R0 000000000800306000000000800

MODE DE BALAYAGE
%% TOUCHE CHOISIE ** 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

** TOUCHE CHOISIE #* 11
NOMBRES DE PAS (3)

L 8 12

3 ZONES

*

3757 OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX  0.007514458 Z.MIN 3.667214'-05 RAP. 204.,9092
*% TOUCHE CHOISIE *= 16

Z EN PERSPECTIVE

** TOUCHE CHOISIE #*% 17
*
*%* TOQUCHE CHOISIE ** 28
ECHELLE DISPLAY
dessin III-9
L
*% TOUCHE CHOISIE ** 15
Z LINEAIRE
** TOUCHE CHOISIE = 17
*
** TOUCHE CHOISIE == 28
. dessin III-10
ECHELLE DISPLAY
L
*% TOUCHE CHOISIE =+ 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
** TOUCHE CHOISIE ** 10

** TOUCHE CHOISIE #**
1

POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)

k%
PARTAGE EN 2 ZONES
ZONEL(INF): 131  POINTS.SEUIL:  0.001344894
ZONE2(SUP) : 34 POINTS.SEUIL:  0,007514458

*% TOUCHE CHOISILE =*x 28



ECHELLE dessin III-11

5
COURBE DES ECARTS ?
*% TOUCHE CHOISIE *=* 29
** TOUCHE CHOISIE ** 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
*% TOUCHE CHOISIE *=* 19

kkkkhkkkkkrhkhkkrk*ON CONTINUE**kkdckhtkkhkhhdkhs

€0 0 6050000800088 0000000008000 00000000000

MODE DE BALAYAGE

*% TOUCHE CHOISIE *=* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

** TOUCHE CHOISIE =** 10

NOMBRES DE PAS (2)
3 10

2 SOUS-GRILLES(1 SEUIL)

LLS0  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX  0.00182L43866 Z.MIN 8.421500'-06  RAP. 216.6913
*% TOUCHE CHOISIE ** 16

Z EN PERSPECTIVE
%% TOUCHE CHOISIE »* 18
** TOUCHE CHOISIE *=* 28

dessin III-12
ECHELLE DISPLAY

L4

*%* TOUCHE CHOISIE ==+ 15
Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISIE ** 17
*%x TOUCHE CHOISIE *=* 28

dessin III-13
ECHELLE DISPLAY

L
*% TOUCHE CHOISIE *x 15
1
CHOIX DU MODE DE PARTAGE .
*% TOUCHE CHOISIE =** 11
*% TOUCHE CHOISIE **
POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)
Tkk
ZONELI(INF): 83  POINTS. SEUIL 0.0001127001
ZONEZ(MOY] ¢ L POINTS. SEUIL 0.0005L405075

ZONE3(SUP} 38 POINTS, SEUIL  0.001824L865

195




196 ** TOUCHE CHOISIE ** 28

ECHELLE

5

COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE ** 29
** TOUCHE CHOISIE »x 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
%% TOUCHE CHOISIE =*» 19

dkddhkhkkdkkkkhhk k0N CONTINUE*** kX kkdkhhkridkk

MODE DE BALAYAGE
*% TOUCHE CHOISIE *+ 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

**% TOUCHE CHOISIE #* 11
NOMBRES DE PAS (3)

3 8 14
3 ZONES

*

5623  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z
Z.MAX 0.0003586798 Z.MIN 1.872157'-06
** TOUCHE CHOISIE =** _ 16

Z EN PERSPECTIVE
* 17

** TOUCHE CHOISIE =

** TOUCHE CHOISIE =*» 28

ECHELLE DISPLAY

L

*% TOUCHE CHOISIE #= 15

Z LINEAIRE

** TOUCHE CHOISIE == 17
*1 **% TOUCHE CHOISIE #+ 28

ECHELLE DISPLAY

L

** TOUCHE CHOISIE =»= 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
*% TOUCHE CHOISIE *= 10

** TOUCHE CHOISIE **

POINTER LE/LES 2 SEUIL(S)

RAP.

dessin III-14

191.5864

dessin III-15

dessin III-16



*%

PARTAGE EN 2 ZONES

ZONEL(INF) ¢ 118  POINTS.SEUIL:
ZONE2(SUP): 47  POINTS.SEUIL:
*% TOUCHE CHOISIE *= 28
ECHELLE
5
COURBE DES ECARTS ?
** TOUCHE CHOISIE ** 29
** TOUCHE CHOISIE *=* 20

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP
*% TOUCHE CHOISIE ** 19

kdkkkkdkkkkikhrkkkxON CONT INUE*% sk khkdhdkkiki

MODE DE BALAYAGE

** TOUCHE CHOISIE »* 1
CHOIX DE LA STRATEGIE DE CALCUL

*% TOUCHE CHOISIE ** 10

HOMBRES DE PAS (2)
2 8

2 SOUS-GRILLES(1 SEUIL)
6235  OPERATIONS ELEMENTAIRES

CALCUL DE Z .
Z.MAX 0.0001360020 Z.MIN 5,003412'-07
*% TOUCHE CHOISIE == 16

Z EN PERSPECTIVE

*%* TOUCHE CHOISIE ** 17

*% TOUCHE CHOISIE *=* 28

ECHELLE DISPLAY

4

*% TOUCHE CHOISIE ** 15

. Z LINEAIRE

*% TOUCHE CHOISIE »* 17

*% TOUCHE CHOISIE *=* 28
uECHELLE DISPLAY

*% TOUCHE CHOISIE =»= 15

CHOIX DU MODE DE PARTAGE
ws TOUCHE CHOISIE =+

LS

[

3.896859'-05
0.0003586798

dessin III-17

RAP, 271.8184

dessin I1I1-18

dessin III-19
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COURBE DES ECARTS ?
**% TOUCHE CHOISIE =*»

MAX. N.OP
7000

28

VARIATIONS DE L'EC.MAX EN FONCTION DU N.OP

EC.MAX: 1.307851

EC.MAX: 0.1565762
EC.MAX: 0.04117952
EC.MAX:  0.007514458
EC.MAX:  0.001824866
EC.MAX: 0.0003586738
EC.MAX: 0.0001360020

*% TOUCHE CHOISIE **

ECHELLE
L

*

** TOUCHE CHOISIE **

REPRESENTATION DE U(X,Y)

VUE D'AVANT
*% TOUCHE CHOISIE #=

ECHELLE DISPLAY
L

** TOUCHE CHOISIE *=

. N.OP:
N.OP:
N.OP:
N.OP:
. N.OP:
N.OP:
N.OP:

POURSUITE/ARRET DE LA MANIP

** TOUCHE CHOISIE *#

IMPRESSION/NON DE LA SOLUTION

**% TOUCHE CHOISIE #**
NOUVELLE ETAPE/FIN
** TOUCHE CHOISIE =**

28

21

28

21
20
24

20

MERC! DE VOTRE ATTENTION.AU REVOIR

Yo de & Je Jede Kk Je Je d de Je e do de Je Je o Je ke Je g Je e de ke de K de o de ke kK

825

2073
2733
3757
L4930
5623
6235

dessin III-20

dessin III-21

fin III
SORTIE SYGESIC
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METHODE DE GAUSS-SEIDEL

I.1

=8 GRILLE DU SRIPLEMP sv




1.2

i mML

i
i |
it
it
VI‘
e
Hit
i
h‘luu!lh ullu.«xtl ‘J

FONCTION ECAR

NOP = 1650 (10 pas)
‘max = 0.26928

L3

.l' I”’h‘v ff‘lj}}jwllllll
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I.4

“Mlm o kA

s» FONCTION ECART we

NOP = 2475 (15 pas)
ZmaX = 0.1159531




202
changement d'échelle

1.6

h( ll-. n S R

s FONCTICN ECART sn

NOP = 4785 (29 pas)

JA = 0.008922
max

1.7

.........

u FONCTION ECART mm
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Changement d'échelle

[.8

.
R (W

sx FONCTION ECARTY ewx
NOP = 8745 (43 pas)

. -5
Zmax = 8457 10

I.9

sg FOMOTION ECRRT wr







|

|

\\\

“M\lﬂmﬂm!nﬂi«ﬂdlﬂlfﬂf\[ﬂlhll\“hm\\\h-a““\mﬂh\\\\

s FO

NOP




105 "disparus"”
60 "restants"
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I1.3
1702

NOP

I1.4
= U.19030

NOP = 1702

JA
max

an FONCTION ECART ws
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I1.5

NOP = 1702

L = 0.19030
max

us FONCTION ECART =w

I1.6
NOP = 1931 T

137 "disparus”

28 "restants"




L’ A T TP gt

e S e 8 P sttt

208

11.7
NOP = 1931

Z

max - 0.084372

=8 FONCTION ECART s

.........

us FONCTION ZCART s=

11.9
NOP = zUbb

150 "disparus
15 "restants”
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IT.10

NOP = 2046

z = 0.034037
max

ss FONCTION ECART ss

IT.11

...................

..............

sz FONCTION ECART me
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IT.12

un FONCTION ECART em

NOP = 2081

Zmax= 0.009996

I1.13

sa FONCTION ECART ms



il

i

| l“|||ml“mmma
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I1.15

o8 FONCTION E£CART sa

NOP = 5432

_ -5
Zmax = 9906 10

11.17

s2 FONCTION ECART s»
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I1.18

N

ae VARIATIONS DE L°EC.MAX EN FONCTION DU N.OPF »x

IT.19

0 REPRESENTATION DE LA SGLUTICK ==

“!1111&:.
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METHODE INTERACTIVE (MPZ)

ITI.1

NOP = 825

Z = 1.30785
max

— v - — —- e —— e — by -

I11.2

L T L e

................

2 PARTAGE EN 2 ZONES =»

o o
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I11.3

NOP = 2073

Zmax = 0.15657

““"1 (W

s» FONCTION ECART sa

lﬁmmvjh.,, ta Lﬁhdmu.,.m.u.,.ﬂmmdﬂlum Jl L j.‘

un FONCTION ECART ea

-----

...................
............
............

..................

P SR I 2K K . R T

a0 PARTAGE X 2 20¥Ee =o




s2 FONCTION ECART as

I11.7
NOP = 2733

Zmax = 0.041179

O Hhommr o ot e s T it V" S - ——— — —— — —— — ———— i - —— o on

;.;lk;i;.;,.:,,,.;.,;; iy o

5= FONCTION TECART sa

I11.8

R >
.i.-h-!- --------- .!-J.-o’-
AR R T, O
4+ o L P o el
LI T -
................ &
- L
T . A T U T T SO
O . T T S
o om 4 o
BB EEm oo
zuan\ms+

zone 1 : 93
zone 2 : 53

zone 3 : 19

*% PARTRGE £N 3 ZOMNES =s
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I1I.9

"l‘ Iy, l um\w\mm“l
LS

.............

o8 FONCTION ECARRT ws

Y mebJ'lMdMﬂ

ss FONCTION ECRAT us

.....
..........
..................
.............
..................
...................
............

..................
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on FONCTION E€CART ==

I71.13

NOP = 4490

Zmax = 0.001825

— _.-’l _____ [ - (- W
hlm ,Lmnd '--IlLlﬂﬂlde L ool iy

..... 111.14 L
=R -4
L B T + o+ b
u,:l_;.l- ........ .:»-So:.
@ M A - ¢ e i 4 e e oa L T %
=S S O o % o
................ o ode o

........ P >

.[.-

.*-{ ...............
-..‘*-fu& .............
T S R
w;x;l.;.pgn .............
@R EE s -

B 2R ZEE
W R WK E .
zone 1 : 83

zone ¢ : 44

zone 3 : 38
=x PARTAGE €N 3 ZONES an
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I1I11.15

NOP = 5623
Z X = 0-00035867

“ i1l e
| l““‘“ ,i_q . i”, :”H n

us FONCTION ECART ss

: I11.17 -
+ -!- --------------
+-+!- -------------
L T O
L
............
...!. ................
- .+ ----------------
R I I T
L B I T L T T
L IR K BT K
Frd e o
LR K B S
zone 1 118

o EN 2 2ONES




NOP 22222

........

MMMMMLMUM
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ITI.20

.

a8 VARTIATIONS DE L’ EC.MAX EN FONCTION DU N.OP ss

I11.21

®s AEPRESENTATION DE LA SOLUTION s»

l‘!!!\ize.
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