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INTRODUCTION




Avec le développement de la technologie, en particulier la
miniaturisation en électronique, le rdle des monocristaux a pris une
importance croissante. La fabrication de ces monocristaux est délicate

et demande une longue expérimentation.

Nous nous sommes intéressés aux méthodes de fabrication des
monocristaux a partir de la phase fondue et particuliérement a la
méthode Czochralski [11] , utilisée au C.E.N.G.

Ce travail est consacré 3 la modélisation de la méthode Czochralski

puis au traitement numérique du modéle adopté.

Nous avons développé au chapitre I les problémes de nature
physique posés par la fabrication d'un monocristal et le principe de

la méthode é&tudiée.

Le modéle mathématique est donné au chapitre II. Il s'agit
d'un probléme (P) non linéaire de surface libre dans lequel intervient
un paramétre auxiliaire f , la vitesse de fabrication. Ce paramétre

supplémentaire est déterminé par une condition sur la surface libre.

Pour résoudre le probléme (P) nous avons employé un procédé
itératif. Chaque itération demande la résolution d'un systéme (S)
d'équations aux dérivées partielles elliptiques non linéaires. L'étude
théorique de (S) est faite au chapitre III. Une méthode numérique de
résolution de (S) en est déduite au chapitre IV. La convergence de cet

algorithme est démontrée avec le principe du maximum.

On montre aussi la convergence de la méthode d'éléments finis

utilisée.

Le traitement numérique de (P) — aboutissant au calcul de
l'interface cristal-liquide et de la vitesse de tirage — est fait au
chapitre V : il repose sur la simulation numérique de la croissance. On
donne aussi au chapitre V les résultats d'un calcul numérique fait &
partir des données physiques correspondant d la fabrication d'un cristal

de germanium.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA CROISSANCE CRISTALLINE
PAR TIRAGE

§ 1. Problémes relatifs aux monocristaux

§ 2. Fabrication d'un monocristal par la
méthode Czochralski
§ 3. Applications de la modélisation de

1la méthode



de iliobate de Lithium

- hauteur 10 cm.



La dimension et la forme des monocristaux 3 1'état naturel
ne permet pas une exploitation industrielle directe. Leur fabrication

est donc une nécessité.

Pour tenir compte de critéres 3 la fois économiques et techno-
logiques, les monocristaux fabriqués doivent €tre de grandes dimensions
et de bonne qualité. L'élaboration d'un monocristal est trés complexe
en raison de ces critéres et des nombreux paramétres dont dépend 1'expé-
rience. Les paramétres sont de nature mécanique (appareillage), thermo-
dynamique ou chimique (réactions des éléments en présence). On constate
expérimentalement la trés grande sensibilité de la qualité du monocristal
aux variations de ces paramétres. Ceci nécessite un contrdle par des
régulations trés précises. La mise au point de la fabrication d'un mono-

cristal est donc longue et coliteuse.

Dans ce travail nous nous intéressons a une méthode basée sur
une cristallisation aprés fusion, (méthode Czochralski [11] ). Nous
allons modéliser cette méthode pour essayer d'améliorer la connaissance
des paramdtres de 1'expérience (gradients thermiques, géoméfrie des
fours, vitesse de tirage,...). Le traitement apporté 3 cette méthode
doit permettre également de modéliser d'autres méthodes (fusion de zome,

Bridgman). .

1. PROBLEMES RELATIFS AUX MONOCRISTAUX

Un solide monocristallin est caractérisé par un empilement
régulier des atomes suivant des plans et des directions particuliers.

Cet ensemble est orienté sur une grande échelle.



1.1. UTILISATION DES MONOCRISTAUX

Un exemple bien connu est celui des semi-conducteurs. Le
silicium pur est non conducteur. Lorsqu'il est dopé il le devient.
Le dopage du silicium se fait par adjonction ou enldvement d'un
électron. On obtient du silicium type N (négatif) ou P (positif).
On dépose un film de silicium type P sur une plaguette de silicium
type N et sur cet ensemble sont .implantés les éléments du circuit

. 2 P4
intégre.

Une grande homogénéité est demandé au matériau parce que la
miniaturisation est & l'échelle des défauts. La présence de joints de
grains (voir 1.2.) par exemple, nuit 3 la qualité du circuit car ce sont

des lignes préférentielles pour la conduction du courant.

Sur cet exemple on peut déjd se rendre compte de 1'intérét de

réaliser des monocristaux de bonne qualité.

Outre les semi-conducteurs (Silicium, Germanium,...) citons
pour l'électronique les filtres d'ondes (télévision couleur), les
substrats pour mémoires d bulles, le quartz (vibrations) ; pour l'optique,
les rubis lasers ; citons aussi les diffracteurs de neutrons, ..., les

pierres synthétiques, etc...

1.2. DEFAUTS DES MONOCRISTAUX

Les défauts pouvant apparaitre au cours de la formation des
monocristaux se situent au niveau microscopique et résultent de la per-

turbation de l'empilement atomique. Citons

% les dislocations
Il s'agit d'un décalage dans la direction des plans cristallins.

Elles ont la propriété de se propager et de se multiplier.



Appareillage de la méthode Czochralski

Photo 2

Four de tirage et régulation.



x les grains et les joints de grains
I1s sont dus 3 la multiplicité des dislocations qui finissent
par isoler de petites régions cristallines. Les dislocations rappro-
chant les plans cristallins, le tensionnement du cristal est plus
grand et il se forme des régions d'énergie minimum : les grains. Ils

sont séparés par des joints de grains.

Citons aussi les macles, les contraintes. Nous renvoyons aux
livres de J.C. Brice [2] et R.A. Laudise [11] pour le lecteur

intéressé par ces questioms.

lLa raison de ces défauts sont
a) les impuretés, les inclusions

b) les mauvais contrdles thermiques ou mécaniques

La modélisation de la croissance que nous envisageons d'un point
de vue macroscopique peut donc &tre utile pour le point b) . En fonction
des qualités physiques demandées (exemple : pas de joints de grains pour
un semi-conducteur, pas d'inclusionspour un. rubis laser) on fabriquera

donec un cristal approprié.
Les méthodes de fabrication sont multiples [11] . Nous nous

intéressons i la technique de croissance & partir d'un bain fondu. Et

plus précisément a

2. FABRICATION D'UN MONOCRISTAL PAR LA METHODE CZOCHRALSKI

L'appareillage et la technique de 1'expérience étant complexes

nous donnons simplement
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2.1. PRINCIPE DE LA METHODE :

Le matériau 3 cristalliser est déposé dans un creuset et porté
d une température supérieure 3 son point de fusion. Un germe monocristal-
lin est alors déposé au moyen d'une broche verticale 3 la surface du
bain fondu ainsi formé. La température de ce bain étant bien ajustée, la
cristallisation s'opére autour du germe (figure 1), et 1l'on retire le
cristal au fur et 3 mesure de sa formation avec une vitesse de tirage f
assez lente de fagon a obtenir une forme évasée (figure 3). Dans les pre-
miéres heures du tirage le cristal grossit comme un cdne dont la base
devient de plus en plus large. Lorsque la base de ce cdne a été amenée 3
la taille désirée or. s'efforce de faire un tirage a diamétre constant
(figure 3 et 4), ce qui s'obtient par un réglage convenable de la vitesse
de tirage. L'homogéréité de 1'ensemble est assupé par une rotation du

creuset et du cristal autour de l'axe vertical.

2.2. CONTROLE DE LA QUALITE D'UN MONOCRISTAL TIRE PAR LA METHODE
CZOCHRALSKI :

La forme de 1'interface joue un rdle important dans la qualité
cristalline. Ce qui intéresse donc les Physiciens dans un premier temps,
c'est le calcul de la forme de cette interface dans une situation de
croissance stable du type de celle représentée sur les figures 3 et U4

(voir aussi photos 1 et 3).

Nous allons modéliser cette situation de croissance stable
diamétre constant, vitesse de tirage égale 3 la vitesse de cristallisa-
tion, évolution lente de la forme de 1'interface et de la vitessé de
tirage. On s'intéresse 3 la forme de 1'interface 3 un instant donné dans

des conditions d'expériences données.

Le modéle s'applique donc dans des cas comme la croissance du

germanium (voir chapitre V). Dans d'autres fabrications on rencontre des
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phénoménes de bifurcation entre deux situations de croissance stable.

L'étude de cette bifurcation n'est pas envisagée ici.

3. APPLICATIONS DE LA MODELISATION DE LA METHODE :

Sous réserve du phénoméne de bifurcation évoqué au paragraphe
précédent, la modélisation de la méthode devrait &tre utile dans les

cas suivants :

% Amélioration d'un cristal déja produit

Lorsque l'cn sait fabriquer un cristal d'une certaine dimension,
on essayera de le produire plus gros. Ceci pose le probléme de revoir la
géométrie du four et de recalculer les paramétres sur lesquels on peut
caler les régulations. Notons que le passage en taille plus grande est

difficile car il s'accompagne de problémes quant 3 la qualité cristalline.

% Elaboration d'un nouveau cristal

On peut extrapoler 3 partir d'un .produit déj3 connu mais la

recherche des bonnes conditions devrait &tre accélérée par le programme.

% Application & d'autres méthodes

L'étude faite pour la recherche de la forme de 1'interface néces-
site le traitement de la distribution de la température dans un solide
avec des conditions aux limites variées : température donnée, rayonnement,
etc... Ce travail peut donc s'adapter facilement 3 d'autres méthodes de
croissance cristalline dérivant du principe de la solidification 3 partir

de la fusion, (méthodes Bridgman, Kyropoulos, fusion de zone...).
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x Calcul de certaines constantes physiques

La mesure des constantes physiques comme 1l'émissivité, la
conductivité thermique est souvent difficile 3 faire. Une modélisation
en accord avec l'expérience peut permettre par itérations sur ces para-

métres physiques d'en améliorer 1l'évaluation.
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CHAPITRE 1II

FORMULATION MATHEMATIQUE DE LA METHODE €ZOCHRALSKI
APPROCHE DU PROBLEME DE L'INTERFACE LIQUIDE-SOLIDE

§ 1. Les échangés thermiques

§ 2. Les différents processus d'écoulement de la
chaleur dans la méthode Czochralski

§ 3. Le systéme d'équations gouvernant les
échanges thermiques

§ 4. Le probléme de 1'interface liquide-solide

§ 5. Tableau des constantes physiques



Nous formulons dans ce chapitre le systéme d'équations aux
dérivées partielles gouvernant les échanges thermiques dans la méthode
Czochralski. Les conditions aux limites sont mixtes, de type Dirichlet
(température donnée) et de type Neumann (&change de chaleur en surface).

Ces derniéres conditions sont non lindaires (rayonnement, convection).

Le probléme global est complexe de par la variété des phéno-
ménes interférant : convection naturelle et forcée dans le bain,
convection gazeuse, rayonnement, surface libre liquide-solide, etc...
Nous faisons donc des simplifications, en accord avec les expériences,

et nous donnons un modéle de la méthode.
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1. LES ECHANGES THERMIQUES :

Nous rappelons tout d'abord la forme des échanges de chaleur
d la surface d'un corps chaud. Les formules nous seront nécessaires pour

établir les conditions aux limites.

1.1. RAYONNEMENT ET CONVECTION :

Formulons d'abord les lois du rayonnement dans le cas de deux

surfaces quelconques. (cf. [20] ).

Etant donnés deux éléments de surface dSl et dS2 s
\d'émissivité €, et €, ., portés aux températures absolues T, et .T,,

la quantité de chaleur rayonnée par dSl sur dS2 par unité de temps

s'écrit
) cos B. . cos B
dQ,, =¢e¢e, 0T 1 2 4s. ds
12 1%2 1 2 1 %2
T r
ol :
Bl . 82 , ¥ sont définies sur 1la figﬁre 5
O est la constante de Stefan o = 5.675 X 10_-12 W 2.0
/em“xVK

T, et T2 sont en degré Kelvin
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Figure 5

L'expression de dQ21 s'obtient par permutation et 1'échange
résultant sur dS1 s'éerit

Pour un élément de surface dSl en présence d'une surface
finie 82 on fera évidemment la somme des échanges de chaleur. Précisons
que pour le calcul de dQ il est commode d'introduire la quantité

cos B, cos B
as) = L 2 as

1‘2 2

dSé est représenté sur la figure 5.

La sommation sur les é&léments d82 est ainsi plus facile.
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Pour la convection gazeuse, nous considérerons que les
échanges sont de type convection £{bre. Si 1'on désigne par: T, 1la
température du gaz entourant 1l'objet chaud, on aura une quantité de

chaleur dégagée par unité de temps

4Q = a(r-1 ) **%as
ot T est la température de 1'élément dS et O une constante positive

connue.

Nous renvoyons au livre de L. Weil [20] pour un exposé détaillé

des échanges thermiques par convection gazeuse.

1.2. CONDUCTION

La propagation de la chaleur dans un milieu isotrope est régie

par 1'équation

AT _
DCE—AAT ‘ (E)

ou
p masse spéeifique
C chaleur spécifique

A conductivité thermique.
Dans le cas d'un régime permanent 1l'équation (E) devient

AT = 0
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2. LES DIFFERENTS PROCESSUS D'ECOULEMENT DE LA CHALEUR DANS LA
METHODE CZOCHRALSKI '

Nous décrivons ici les différents écoulements de chaleur dans
le cristal, dans le bain, et dans le gaz en mentionnant les hypothéses

simplificatrices.

2.1. APPORT DE CHALEUR AU CREUSET

Le creuset est chauffé par 1l'intermédiaire de résistances ou
avec un montage haute-fréquence. Sa temprature sera Aupposée ne pas varier.
Un systéme de régulation permet de la contrdler. La température du creuset

sera donc donnée

bien que 1l'on puisse envisager de prendre une répartition de température

donnée sur le creuset.

2.2. TRANSPORT DE CHALEUR DANS LE BAIN

I1 dépend de la différence de température entre le creuset et
la surface du bain. D'autre part nous avons vu (chapitre I, paragraphe 2 )
que le cristal et le creuset étaient animés de mouvements. de rotation. Les
mouvements dans le liquide sont donc de type convection naturelle et con-
vection forcée. Néanmoins, dans une premiére approximation nous considé-
rerons que l'écoulement de chaleur est seulement régi par la conduction.
De plus les conditions d'expérience indiquent que 1l'on est en régime station-

naire. Enfin le bain est isotrope. L'équation d'état sera donc

AT = 0



_18_
2.3. DEGAGEMENT DE CHALEUR A LA SURFACE LIBRE DU BAIN
Une partie du flux de chaleur atteignant la surface est cédée

au milieu extérieur sous forme de rayonnement et de convection gazeuse.

Par élément de surface et par unité de temps on aura

dQ = dQ +
ray

* d.QCOI'IV

Etant donnée la symétrie du probléme on peut repérer 1'élément
de surface par sa distance r a l'axe 0z . En reprenant les formules

exposées en 1.1. on obtient

_ K
@ L () =T (r) wn(r) n, (r)
ray
uz(r) et nz(r) sont des fonctions positives obtenues en sommant sur
tous les éléments dSi que voit 1'élément dS de la surface du bain.

De méme

_ 1.25
dQconv(r) = oa(T(r) - Ta)

Remarque

I1 est supposé que dans les conditions d'expériences la tempé-
rature.des gaz ambiants est inférieure 3 celle du bain. Il en sera de
méme pour le cristal. Autrement dit le gaz refroidit l'ensemble liquide-

solide.

'2.4. DEGAGEMENT DE CHALEUR A L'INTERFACE

L'interface liquide-solide est une zone piteuse de petite
épaisseur (v 1mm) . La chaleur diffuse dans cette couche. Nous suppose-
rons que l'interface est 1l'isotherme de fusion. Nous ne prenons donc pas

en compte des phénoménes de surfusion ou de croissance privilégiée qui
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modifient la forme de 1l'interface par rapport 3 cet isotherme.

Le phénoméne de solidification provoque un dégagement de cha-
leur 3 l'interface. Il est proportiomnel 3 la chaleur latente de fusion L
et au volume formé. Dans la croissance stable que l'on recherche la vitesse
de cristallisation est égale en module 3 la witesse de tirage f . Par
unité de temps et pour un élément de surface dS , la chaleur dégagée par

cristallisation est :

dQ . . . =L . f . dS cos B
cristallisation

ol 6 est l'angle entre l'axe Oz et la normale & dS .

Figure 6 .5 }
cristal
interface f r_f
1

\

t +d_t.

La quantité de chaleur regue par le cristal sera donc égale
d la quantité de chaleur perdue par le liquide augmentée de la chaleur

de cristallisation.
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Remarque

Lorsque la croissance est stable, la vitesse de tirage est
égale et opposée a la vitesse de cristallisation. Ceci suppose que le
niveau du liquide reste & une hauteur constante par rapport au repére
choigi. Le creuset est donc élevé pendant l'expérience ce qui modifie

évidemment les échanges thermiques au bout de plusieurs heures.

2.5. TRANSPORT DE CHALEUR DANS LE CRISTAL

Le cristal sera supposé isotrope. D'autre part, le cristal se
déplagant verticalement 3 la vitesse f il convient de modifier (E)

donnée en 1.2.
oT oT -
pSCS—B‘t + fpSCS_Bz - )\SA T =20

Cependant les résultats expérimentaux montrent gque pour des
vitesses de tirage moyennes de l'ordre de 5 ad 10 em/h et pour des

diamétres de cristaux modérés (4 d 6 cm) on peut considérer simplement
AT = 0

Pour de grandes vitesses de tirage et de gros diamétres il
conviendrait de prendre en compte le terme f OQSgg' ce qui numériquement
s
ne pose pas de probléme.

2.6. DEGAGEMENT DE CHALEUR A LA SURFACE DU CRISTAL

Le processus est identique 3 2.3. On peut repérer 1'élément de

surface dS par ses coordonnées (r,z) et écrire comme en 2.3.

dqQ t(r,z) Tézr,z)us(r,z) - ns(r,z)

ray

1.25

dQ (r,z)

conv aT(r,z) - Ta)
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Remarque :

I1 est supposé que le rayonnement ne peut amener le cristal 3
une température supérieure au point de fusion. Ce sont des conditions

d'expériences bien évidentes.

3. LE SYSTEME D'EQUATIONS GOUVERNANT LES ECHANGES THERMIQUES :

Le modéle est constitué par les conditions a), b), c), d)

suivantes :

a) Avec les hypothéses faites en 2.. 1'équation d'état dans le

liquide et le solide est
AT = O

b) Les conditions aux limites de type Dirichlet :
% dans le liquide :

T = TC sur les parois du creuset

T = Tf a l'interface liquide-solide

Tf est la température de fusion.

¥ dans le cristal

T = Tf a l'interface liquide-solide. -

c) Les conditions aux limites de type Neumann

Elles seront obtenues en appliquant la loi de Fourier. La
quantité de chaleur passant 3 travers 1'élément de surface dS

pendant l1'unité de temps vaut

dQ = ~ A %§~ds (chaleur passant dans le sens de

la normale).

A est la conductivité thermique

%%— le gradient thermique & la surface (la normale étant dirigée

vers l'extérieur du volume considéré).
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On obtient comme conditions

% dans le liquide

1.25

4
-2 g—g (r) = a(T(r)-T ) + ()T (2) - (r)

2
* dans le cristal

5

- A gg'(r,z) = OL(T(I’aZ)"Ta)l.2 * US(P’Z)TM(Z) - ns(r,z)

S

d) Conditions d'interface

L'interface é&tant l'isotherme de fusion on a

T = Tf Tf = température de fusion
(f est relatif a fusion et non

pas ad la vitesse de tirage)

Mais il y a une discontinuité du gradient due au phénoméne de cristal-
lisation. En écrivant le bilan thermique expliqué en 2.4. nous obtenons
une deuxiéme condition

oT

m) = -A, — (m) + £ L cos 6(m)

oT (
2 anz

A
S ans
m désigne le point courant de l'interface 6(m) est représenté sur la

figure 6 . nS est la normale au cristal, ng la normale au liquide.

e) Le systéme d'équations a), b), c), d) décrit ci-dessus est un
probléme de surface libre dépendant d'un paramétre £ . Comme nous
1l'avons indiqué au chapitre I, la vitesse de tirage f au cours de la
fabrication est telle que l'interface cristal-liquide passe par les points
m, et m, comme indiqué sur les figures 3 et 4. Cette condition sur
1'interface doit &tre incluse dans le mod@le. Cette condition supplémen-

taire ferme le systéme. C'est la particularité du probléme que d'avoir

un paramétre auxiliaire f et une condition sur la surface libre.



4. LE PROBLEME DE L'INTERFACE LIQUIDE-SOLIDE

La croissance que nous étudions est supposée stable. Nous
simulons donc un régime quasi-stationnaire. L'interface évolue dans
le temps d la vitesse f &gale 3 la vitesse de tirage et ne subit
pas de variations importantes. Nous cherchons quelle est la forme de
cette interface. L'expérience se déroulant trés lentement, la thermique

de l'ensemble est supposée déterminde et indépendante du temps.

Pour résoudre &), b), c), d), e), nous avons été conduits
(voir chapitre V) 3 un procédé itératif sur 1'interface. Ce procédé
exige 3 chaque étape la résolution d'un probléme intermédiaire consis-

P . ' . .
tant en les équations a), b), ¢), d) ou d') est la condition suivante

1'interface est donnée.
d') la température sur cette interface est donnée

T = Tf

Ce probléme a), b), c), d') se décompose en deux problémes aux limites

1) le probléme de la répartition de température dans le cristal

2) le probléme de la répartition de température dans le bain.

Ces deux problémes sont analogues et nous traiterons en détail
la distribution de température dans le cristal. Ce probléme peut se

formuler de fagon plus abstraite comme suit
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Soit £ un domaine borné régulier de IR® , T sa frontidre,
Tl une partie de la frontiére (interface) et F2 =T\ Tl On
cherche T tel que
AT = 0 sur §2
T’ =T
Fl f
oT _ 1.25 4
A §H'F2 = a(T-T)) +Ug T - g
ol Mg et ng sont des fonctions positives définies sur F2

En posant U

U
53'1‘2 £

T - Tf nous nous ramenons a

0 sur 9]

- o 1.25 4
= a(U+T Ta) + uS(U+Tf) Ng

L'étude théorique et numérique de ce probléme fait 1'objet

des deux chapitres suivants.

Nous

de l'interface

appellerons PI ce probléme pour rappeler qu'il dépend

I qui est donnée.
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Tableau des constantes physiques

Symbole Signification Uniteé
€ émissivité —
T température °k
o constante de Stefan w/cmz x 9k
0 masse spécifique &/cm?
C chaleur spécifique J/g x OK
A conductivité thermique w/cm x OK
L chaleur Latente /cmsl
f vitesse de tirage cm/q
ol constante de convection W/ m

cm X OK5
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CHAPITRE III

RESOLUTION DU PROBLEME P. A INTERFACE DONNEE

I

1. Le cadre fonctionnel

2. Une nouvelle formulation pour le probléme PI .
3. Existence et unicité d'une solution au probléme PI .

Méthode de monotonie.
4. Quelques résultats autour du principe du maximum.

5. Comparaison entre la solution de PI et la

. solution physique.

6. Une méthode constructive de résolution de PI par

(dé)-croissance de (sur)-sous-solutions.

7. Méthodes de point fixe et compacité.
Extension de la classe des problémes traités.
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Nous étudions dans ce chapitre l'existence et 1l'unicité de 1la
solution du probléme PI de la distribution de température dans le

cristal et dans le bain, l'interface étant donnée.

Aprés avoir nodifié au paragraphe 2 les conditions aux limites

non linéaires, nous écrivons le probléme P_ sous la forme :

I
(
-Au = O sur
u = 0
{1 I
. T = Fl U F2
—_— =
o CP(u)II,Q 0
“~
Le cas =~ Au + pyu avec 4 > 0 est étudié dans R. Glowinski,

J.L. Lions et R. Trémoliéres [9] par des techniques d'optimisation.
On trouvera dans G. Duvaut-J.L. Lions [8] une démonstration de l'exis-
tence dans le cas U = 0 . Nous traitons ce dernier cas par d'autres

méthodes.

Nous donnons au paragraphe 3 un premier résultat d'existence
et d'unicité par une méthode de monotonie. La comparaison avec la solution
du probléme physique initial est établie au paragraphe 5 par le principe

du maximum.

Pour cela nous avons développé au paragraphe 4 quelques propriétés
relatives au principe du maximum. Certains résultats dus & G. Stampacchia [18]
sont repris avec toutefois des variantes dans les démonstrations. Le résul-
tat essentiel concerne la dérivation des fonctions a,u avec u € HI(Q)

et o Lipschitzienne dans 1IR.

Au paragraphe 6 nous donnons un deuxiéme résultat d'existence et
d'unicité utilisant la notion de sous-solution et de sur-solution et la

croissance de l'opérateur d'itération. Un algorithme de calcul numérique en
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sera déduit au chapitre IV. La démonstration de 1la convergence de cette
méthode itérative permet de justifier la lindarisation du rayonnement

faite habituellement par les physiciens.

Enfin, nous &tendons au paragraphe 7 la classe des problémes
non linéaires traités, nous donnons deux autres théorémes d'existence

utilisant les théorémes de point fixe de J. Schauder [17] et

H. Schaefer [16] .
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1. LE CADRE FONCTIONNEL

1.1. ESPACES DE SOBOLEV. NOTATIONS

Soit £ un ouvert borné de R . Etant donné un multi-indice

n
o = [al,...,an] € IN on pose :

ol

a. D =

o] = i o a a

i

nmM™Mg

1

L'espace de Sobolev Hm(Q) est l'ensemble de toutes les fonction
P € L2(R) dont les dérivées partielles au sens des distributions Daip

sont dans L2(Q) , (|a| <m)

Le produit scalaire dans L%(Q) sera noté (

2 )p200)

Muni de la norme

] 1/2
el = (X (D, D P)r2y)

H Q) |ol<m

l'espace H™(Q) est un espace de Hilbert.

D(R) est 1'espace des fonctions de ‘fZ”(Q) qui se prolongent

continument ainsi que leurs dérivées de tous ordres 3 Q .

Nous supposerons l'ouvert { suffisamment régulier pour assurer
la validité des résultats classiques que nous utiliserons (densité de

D (§) dans HY(Q) , théordmes de: traces...)

La frontiére de  sera notée [ et munie de la mesure super-

ficielle do
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1.2. TRACE SUR T .. FORMULE DE GREEN :

Pour tout wu € %Zl(ﬁ) la trace sur I est la restriction

de u a T ., Soit Y, 1l'opérateur
u > ull—I

Cet opérateur s'étend 3 H'(Q) en un opérateur linéaire continu

1/2

et surjectif sur H'“(I'). (voir [12] , pour la définition des espaces

H(T)).
Pour u € € 2(Q) 1l'opérateur Y, P ou> %% associe da u

sa dérivée normale & T
On montre que Y, peut 8tre étendu en un opérateur linéaire

et continu de 1l'espace H(Q,A) = {v ¢ H}(Q) |Av € 1.2(Q)} dans H_l/z(F).
La formule de Green pour u € ‘CIQ) et ve “C2H) s'éerit

2 9v du av
fo I ome mo o Jtvuexs [ gua
i=1 i i
En introduisant la dualité <.,.> qui étend

5" _
12y < wY%(r)
naturellement le produit scalaire sur L?(T) , la formule de Green s'dcrit

encore pour u € HY(Q) et v e HI(Q,A)

(Vu,VV)Lz(Q) = ‘(AVaU)LZ(Q) + < YlV:YOu > H—l/Q(F) « H1/2(F)

.

1.3. TRACE SUR UNE PARTIE Fl DE T

Soit Pl un ouvert régulier de T de mesure non nulle. Pour

Pl ~

h € L%(T) , on désignera par Zlh la fonction de L2(T) ggale 3 h

sur Fl et 0O ailleurs.
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l/2(I‘) dans L2(T) . On montre que

Soit j 1l'injection de H
Zl o J est a valeurs dans H1/2(F) et Que le projecteur 9, ainsi
obtenu est continu (veir [1]1 ).

On notera g, =1-0 .
2 1
Enongons maintenant une inégalité qui servira constamment

dans les démonstrations

1.4. INEGALITE DE FRIEDRICHS [13]:

Soit Tl une partie de la frontiére I de @ telle que
mes(Pl) Z0 .Pour ueg HY(Q) on a

1/2
“u“Hl(Q) < cste X (frl !Youlzdd + IQIVuIZ dx) /

Pour traiter la non-linéarité de notre probléme nous utili-

serons des résultats sur les opérateurs monotones. Dans la suite nous
. * .

désignerons par W  le dual d'un espace de Banach W . On désignera

par < .,. > la dualité entre W et W' .
Wo X W

Enfin o* désignera l'adjoint d'un opérateur O

1.5. DEFINITION D'UN OPERATEUR MONOTONE K\
On dit qu'un opérateun A dédini sun W a valeurs dans wr
est monotone AL :

;. < - - > >
¥ wl,w2 e W Aw1 Aw2,wl W, " >0




- 32 -~

1.6. DEFINITION DE L'HEMICONTINUITE :
L'operateur monotone A est hémicontinu A4

< >
le,WQ,Ws EW A > A(wl~l-)\w2),w3 A

est une application continue sur 1R.

Citons maintenant un théoréme de surjectivité des opérateurs

monotones :

1.7. THEOREME [a] :

Soit W un espace de Banach néflexif . Soit A un opérateunr
de W dans W ayant Les propnittds suivantes :

L) A est monotone
L) A est hémicontinu
<Av,v> 4 .
Lid) 2im S
[| i[> [| vl

Alons A est surfectif de W sun Wh

Nous déduirons de ce théoréme l'existence et 1'unicité d'une

solution au probléme PI dans le paragraphe 3.
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2. UNE NOUVELLE FORMULATION POUR LE PROBLEME PI

Nous plagons le probléme physique initial dans une classe de
problémes non linéaires de fagon 3 utiliser la théorie des opérateurs

monotones.,

2.1. MODIFICATION DE LA CONDITION NON LINEAIRE SUR I

Si m représente le point courant sur T2 nous avons vu

que cette condition s'écrivait :

JBugy o L 1.25

S = FlaCamyi )T u (m) (a(m)+T )Y - ng(m)}

> -
Posons pour x > u Tf et mé¢g T2

1.25
-u )
a

f(x,m) = %—{a(x+T + }.ls(m)(x+Tf)L'L - nS(m)}
S

f
Rappelons que us(m) et nS(m) sont des fonctions positives,

u_ et T_. des nombres positifs avec T_. > u
a £ f a

La fonction x = f(x,m) est croissante pour tout m € F2 .

Posons alors

£(x,m) [x € ua—Tf,O]
= : - < -
g(x,m) f(ua Tf,m) x u Tf

£(0,m) x>0



U

YA
g (em
JLQ-'T;,' © >')c

Le prolongement en dehors de l'intervalle [ua-Tf,O] est
choisi pour avoir une fonction monotone et bornée sur R.

Enfin étendons encore cette fonction & tout IR X T en

prenant O sur IR X I' \ I'2

2.2. L'OPERATEUR o DE LZ(T) DANS L2(T) ASSOCIE A g

On déginit o : L2(T) > L3(T) pan :

p(u)(m) = g(u(m),m) p.tem. € T

2.2.1. Proposition :

© est un opérateur monotone et Lipschitzien de 12(T) dans
L*(T) . De ptus @(L*(T)) est bond.
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Démonstration :
Il est clair que si u € LZ(T) o(u) [ Lw(F) car Mg
© . z 2 2
et ng €L (FQ) et puisque g est bornée, @(L°(I')) est borné.
On a : ’
lg(u,m)-g(v,m)]| f_Cg [u-v| sur IR X T
et donc

o0l zpy < ¢ llu=sl 2 py

La monotonie de ® découle trivialement du fait que g(u,m)

est croissante par rapport & u pour tout m fixé.

Nous allons maintenant donner une formulation nouvelle pour

le probléme PI en le situant dans

2.3. UNE CLASSE DE PROBLEMES MIXTES NON LINEAIRES :

La condition sur F2 s'écrit maintenant avec 1'opérateur o

- ggf(m) = p(u)(m) pour m € F2

Les hypothéses expérimentales soulignées au chapitre II en 2.3.

et 2.6. se traduisent sur @ par les conditions suivantes

a) @) > o0

b)  @(u-T) < 0
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La positivité est prise au sens de presjue partout sur T
Avec les notations introduites au paragraphe 1, le probléme se met sous

la forme plus générale suivante

Trouver u € Hd(Q,A) vérifiant

-M = 0

PM GlYO u = 0
b . -
o, (Ylu +P (YOU)) = 0

ol @ est un opérateur monotone de L2(I") dans L3() et o~

1l'opérateur adjoint de o, =1~ o, défini sur H—l/Q(F)

Les résultats d'existence et d'unicité qui vont maintenant &tre

démontrés sont valables pour cette classe de problémes.

3. EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION AU PROBLEME PI

METHODE DE MONOTONIE.

Ce paragraphe repose essentiellement sur le théoréme de surjecti-
vité énoncé en 1.7. Nous mettons le probléme PM sous la forme d'une
équation fonctionnelle Au = h définie dans un espace de trace.

3.1. PRELIMINAIRES

Soit t ¢ Hl/Q(F) . On considére son reldvement u, dans Hi(Q)

défini par

- Aut = 0

I
t

Yo Yt
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Notons R 1l'opérateur t - u,

l/Q(F) sur {u € HY(Q) | Au = O}

(cf. par exemple [1Z] ). Il existe en particulier C > 0 tel que

R est un isomorphisme de H

v+ e 5¥%m) <cliref

Il
H/2(T) 1 Q)

Cette inégalité sera utile pour montrer la coercivité de
1l'opérateur A que nous définirons aprés avoir considéré les deux

points suivants

a) R étant 3 valeurs dans Hi(Q,A) , 1'opérateur T de Hl/Q(P)
dans H—1/2(F) défini par
T(t) = v, R(E) +9(t)
a un sens.
)  soit W= {ten’*r) | o, t=o0)
P 1/2 . .
W est un sous-espace fermé de H (I') puisque c'est le
noyau de Ol . W est donc un espace de Hilbert lorsqu'on le

munit de la norme induite.

Soit 1 1l'injection de W dans Hl/Q(F) et i* son adjointe.

3.2. DEFINITION DE A

A est un optrateun de W dans WS défini pan

* cx T i)t

A(t) = (4 5
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Afin de simplifier 1'écriture nous noterons < >
p i W

(respectivement < , > T ) la dualité entre W et WX (respecti-

vement Hl/Q(T) et H_l/Q(P))
Remarquons que pour g, et g, dans W mnous avons

% S
1

= . . .
> = < > = >
< Agis8, 7y Oy T1 gy08, >, =<Tig, 0,18,

Comme g, € W nous obtenons
< > =< T1 i > =< >
Agp8y > y=<Tilgig >y T 8198 71
Pour appliquer le théoréme 1.7. il nous reste 3 prouver que

1l'opérateur A posséde les bonnes propriétés de monotonie ce qui est

démontré dans la proposition suivante.

3.3. PROPOSITION

A est un opgrateur monofone, coercif hémicontinu et borné
de W dans W- .

Démonstration

Soient g, et g, dans W

< Bgi-Ag,sgi7gy > T < Tg " Tg,s8,78, >p

< YR(gi-g,) +@(g)) - 9lg,) g -e, >p



- 40 -
La formule de Green nous donne :
<Y R(g -8,V R(g -g,) > = (VR(g-g,)sVR(g -8,)) 2y *
(AR(g,-g,) R(g;-g,)) 2 ()

Par définition de R , AR(gl~g2) = 0 et avec la monotonie

de ® nous obtenons

< Agl_AgQ’gl_gQ > W = (VR(gl-gz),VR(gl*gz))L‘z(Q) + <CP(gl) - CP(gQ),gl‘gQ >I’

v

Ceci démontre la monotonie de A . Nous avons en fait mieux en
utilisant 1'inégalité de Friedrichs donnée en 1.4.
g,78, est nul sur T, puisque c'est un élément de W .

1
Nous avons donc :

< - - > ¢! - 2 S
Avec 1'inégalité donnée en 3.1. nous obtenons
- = el - 2 n

A est donc coercif.
L'opérateur ¢ é&tant Lipschitzien, T est Lipschitzien et donc A éga-
lement ; il transforme donc les bornés en bornds. L'hémicontinuitéd de A

résulte directement de la continuité de o

3.6. THEOREME

Le probLeme Py admet une solution et une seule.
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Démonstration

En application du théoréme 1.7. nous savons qu'il existe une
solution t € W telle que A(t) = 0.
Cette solution est unique 3 cause de la stricte monotonie

de A . Considérons R(t) ; on a R(t) ¢ HY(Q,A) ,

- AR(t) = O

i
O

clYOR(t) = clt
Enfin 1'équation A(t) = O est équivalente 3 :
VwewW <SA(E),w> = 0

Ce qui donne avec l'expression de A

Vwew <i*Friow> . = 0
2 W
Soit
Ywew < le(t) + w(YOR(t)), 0w >p = 0
et donc puisque OS =0,
* -
on a 02(Y1R(t) +CP(YOR(t))) = 0

Par conséquent R(t) est solution de PM et 1l'existence est démontrée.

Remarquons que si u est solution de P alors Y.u € W et vérifie
? 0

M
A(You) = 0.

Soient u1 et u2 deux solutions de PM . Les traces Youl et You2

étant solutions de A(t) = 0, elles sont égales. u, et u, vérifiant

donec :
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- A(ul_UQ) = 0
Yo(ul—uQ) = 0
on a u, = u, et 1'unicité est démontrée.
-——_+
Remarque

Le théoréme précédent donne 1l'existence et 1'unicité d'une
solution & tout probléme de la forme PM donnée en 2.3., en particu-

lier PI

Enongons maintenant la formulation variationnelle du

probléme PM

3.7. PROPOSITION

Soit H1£ (@) = {ue HY(Q) | o,y,u = 0O}

Y
1 1'0

u e&t s0lution de PM 54 et seulement s4
u € H% (R) et vernigdie :
1

1 . _
¥ ve HFI(Q) (Vu,Vv)L%Q) + < @(you),yov >p = 0
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Démonstration

u est solution de PM si et seulement si

(Aou=0 , oyu=0 |, 02(‘{1u +CP(yOu)) = 0)

1Yo
[ u e H% €9)) ’ M =0

l/2(1") tel que o,t = 0O < ygu +<$(you),t > = 0

¥ tegH 1 r

Avec la surjectivité de Yo ceci est équivalent 3 :
u € HY () R Au = 0
| r
1
1 -
¥ve Hrl(Q) <y u +-@(you),yov >0 0

Avec la formule de Green ceci est équivalent 3 :

u € H; Q) s A =0

1
1 ) -
¥ v E Hrl(Q) (Vu,VV)Lz(m F (Au,v)LZ(Q) + <Cp(you),yov o = 0
=
ue H Q)
I‘l
1 N ) =
V¥ vE Hrl(Q) (Vu,vv)Lz(m F <Cp(you),yov S 0

La réciproque de cette derniére implication se montre en prenant v € &D(Q)

Nous avons (Vu,Vv)Lz(Q) =0 vve D
D'od (-0u,v) 20y = O ¥vve D@

ce qui signifie que Au est nul au sens des distributions.
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Hous montrerons dans le paragraphe 5 le rapport entre la solution

du probléme modifié PI et le probléme phvsique Initial. Nous verrons aue
la wolution u de PI est 4 valeurs dans l'intervalle [ua—Tf,O] et que

u + Tj est donc solution du probléme physique.

‘Les démonstrations reposent sur le praincdpe du maximwn. Afin
que celles-ci soient clairement justifiées nous avons réuni dans le para-
graphe suivant

'

4. QUELQUES RESULTATS AUTOUR DU PRINCIPE DU MAXIMUM.

4.1. DEFINITION

Soit ue HY Q). On déginit L' apolication Wode o dans
R pan
. .
u (%) = Sup (u(x),0) p-t.x. € Q
on posera
- _ 4+
u T u - u

4.2. REMARQUE

Conuidérons la fonction o @ IR - IR définie par

t r > 0

alt) =
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Nous avons u = 0Odou

0 est Lipschitzienne de constante 1 , vérifie a(0) =0
[o ]

a' € L(R) et J|o'f <1.

Nous étudierons de fagon plus générale les fonctions Qou

ol o est Lipschitzienne de constante K et vérifie a(0) = 0

~

Les démonstrations se font par régularisation 3 partir du

lemme suivant

4.3. LEMME

Soit o€ (fzw(ﬂi) , tel que ]a'|°° <K et oaf0) =0

Si ue HN Q) alons :

AL) Geu € HI(Q)

A leedlygy < Ml g,

Démonstration

D (R) est dense dans HY(Q). Soit u_ € D () tel que

1
———li-ggl——> u . Cette suite vérifie :

a) Gou € D@ car o € CE(R) . De plus

D, ceu = a'su D.,u
i m m im



) oy = Jolatey6n-a@lfan v 3 foler (o (0my, 00

IA

K? [olu Go|?ax + KTiil fQIDium(x)lzdx

D'ou

oo llyr gy < il g (1)

Passons & la limite sur m .

La suite u étant convergente dans Hi(Q) le membre de droite converge
vers KﬂuHH1(Q). Donc la suite Otoum est bornée dans H'(R) , NoOus pouvons
en extraire une sous-suite Qell qui converge faiblement vers B dans

B Q). L'injection de H!(Q) dans L2(Q) &tant compacte, il existe une

sous-suite Qou qui converge dans L?(Q) fort vers R . Nous avons

"

d'autre part
“aoum—aou“iz(g) = fﬂla(um(x))—a(u(x))lzdx f_Kzuum—dliz(Q)

La suite Gou  converge donc dans L%(Q) fort vers aou .

En conséquence B = Gou et oou € HI(Q) .

Utilisons la semi-continuité inférieure faible de la norme et

passons & la limite dans (1)
lowull 1 gy < Lim llawu s gy < X im flullys gy = Klullga g

le lemme est démontré.

Nous pouvons énoncer une premiére proposition.
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4.4. PROPOSITION

Soit o une fonetion de IR dans TR, Lipschitzienne de
constante X , Zelle que (0) =0
S{ u € HY Q) alors

/C) QeUu € HI(Q)

’(:/(:) “u°uiHl(Q) i KiluilHl(Q)

Démonstration

Elle se fait par régularisation & partir du lemme 4.3.
Soit 0 une suite régularisante (voir par exemple [19] ).
n

Posons
an(t) = (prl * o)(t) - (prl % a)(0)

Les fonctions o définies de IR dans IR sont dans ©7(IR).
et convergent uniformément sur IR vers o . On vérifie aisément que o
est Lipschitzienne dé constante K et an(O) = 0.

D'aprés le lemme 4.3., la suite a, o U est bornée dans HI(Q).
Par injection compacte de H!(Q) dans L2(Q) 1l existe une sous-suite

o T
n' ©°

qui converge dans L2(Q) fort vers B et B € HI(Q).
D'autre part o, u € L2(Q) et

“anou—p(ou“iz(g) = fQ]cy,n(u(xn—u(u(x));de < (mes o _-al?

Q0 étant berné, la convergence uniforme de ani vers o implique que

aou = B . Donc aou € H'(Q) et le point i) est démontré.

L'inégalité 1i) se montre comme dans 4.3. en passant & la limite

Haou”Hl(Q) i }i‘ﬂ ilanyouHHl (Q) f_ K“U“HI (Q)
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La proposition suivante est relative a la dérivation de aju .

Donnons tout d'abcrd un lemme

4.5. LEMME

Soit ae WCT(R) tel que |a'|_ <k et a(0) =0
Si ue HY(®R) nous avons :

Di(aou) = a'su . Dou

Démonstration :

TI1 existe une suite u € SD (€) qui converge vers u dans

H1(Q) fort. Nous avons

¥ m N D. (o =oa',u . D,u
€ 1( °um) °"m im
La suite u étant bornée dans HY () , aou  est bornée
dans H'(Q) d'aprés 4.3. ii). Il existe donc une sous-suite Aoy qui
converge dans H!(Q) faible vers B . Un raisonnement analogue 3 celui

fait dans 4.3 montre que B = a,u .

D, étant lindaire et continu de H'(R) fort dans L2(Q) fort,

Di est aussi faiblement continu et Di(aoum,) converge vers Di(aou)

dans L2(Q) faible.
Examinons maintenant o',u_, . D,u_,
m i™m

u_ , converge vers u dans H(Q) , donc dans L%*(Q) . Il existe une

sous-suite u

o qui converge presque partout vers u . o' étant continu,

a'oum" converge presque partout vers o' u . De plus

a'oum"—a'ou|2 f_4|a'|2 §'4K2
[ee]
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Q. étant borné, nous en déduisons par le théordme de la convergence

dominée que a'ou y > 0'ou dans L2(Q) fort. Ecrivons
4 -y ! L -y !
“G. oumnDiumn 84 QUDiu“LZ(Q) f ” (0’- Oum" o ou)DiuHLZ(Q) +

“ a'ou (Diumn-Diu)“

m" L2(Q)

et ceci <

“a'oumn-o"'ou“LZ(Q)“Dilf‘“L2(Q) + lla'oumvy“LZ(Q)“Di mn‘DiUlle(m

d'ol on déduit que a'ou wDiu > a'oub.u dans L2(Q) et donc

Di(aou) = a'ouDiu .

Enongons maintenant

4.6. PROPOSITION

Soit o une fonction Lipschitzienne de R dans IR telle-que
a(0) =0 et |o'|_ <K . Soit ue HY(Q)
1L exéste ne (@) , [l <x el que :

Di(aou) =n . D.u

Démonstration

Soit p, une suite régularisante dans IR et posons comme

précédemment :
an(t) = (pn x a)(t) - (pn x a)(0)

o, € @ (r) , alou € L°(Q) et “oclfloull°° < K.
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La suite o' .u est donc bornée dans L ().

nO
L7(Q) étant le dual de L(Q) qui est séparable, toute boule fermée
de L7(Q) est faible étoile séquentiellement compacte ( [7] , p. 426)

et nous pouvons donc extraire une sous-suite a'n o qui converge faible
étoile vers n € L(R) avec “dlw‘i K puisque “a'nodlw <K ¥nege WN.

Montrons que pour tout ©® € JH(Q) on a

(a;]k_ou . Dius CQ)LZ(Q) > (n Diu, CP)LZ(Q)

Puisque u € H(Q) , D.u ¢ L2(Q) et le produit D;u .® est

dans L}(Q) . Comme a o
Oy

u converge dans L () faible étoile nous

avons avec la dualité
1
IQ unkou(Diu . Pl)dx > IQ nD.u . @ dx
Mais nous avons prouvé dans le lemme 4.5. que

al ou . D.u =D (a ,u)
Pk P

I1 reste donc a trouver une sous-suite Di(ocn ou) telle que
k'
vpe D@ (030, o> Ppz(g) > (03 (ou)s @y g (1)

Comme dans la démonstration de 4.4. il existe une sous-suite o ou
k'
qui converge vers a,u dans H!(Q) faible. Par suite Di(an ou) con-
k'
verge vers Di(aou) dans L2(Q) faible et (1) est donc vérifié.
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4.7. REMARQUE

e Pl By
La proposition 4.6. étend le résultat obtenu avec a € © (R).
Lorsque o est seulement Lipschitzienne, o est dérivable au sens usuel
sauf sur un ensemble E de mesure nulle et a',u n'a en général pas de

sens. La fonction n n'est généralement pas unique sauf si Diu zZ 0

b-P-

Les propriétés gque nous allons énoncer maintenant concernent la
positivité des fonctions dans H'(Q) et dans L?(T). Elles seront utiles
dans les paragraphes 5 et 6.

Tout d'abord regardons yne propriété classique sur les fonctions

+ -
u et u

4.8. PROPOSITION

Si ue HY Q) , alons

L) W e vt

i) u~u est contractante de HY(Q) dans HY(Q)
Démonstration
Considérons o : IR - IR défini par .
t t >0
oa(t) =
0 t <0

o est Lipschitzienne de constante K = 1 et a(0) = 0.

. + ~ .
Il est clair que u = asu . D'aprds 4.u. i) oa,u € HY(Q)
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Soient u1 et u2 dans HI(Q)

“qurTu;“fI‘(Q) = laouy-oouyllfi gy =
i 2
fﬂ'u(ul(x))_ (u2(x))]2dx + Iizl:_—_l IQ’Dia(ul(X))_Dia(UQ(X))' dx

D'aprés 4.6. Di 0,u = n Diu avec “n“w.i 1

Nous avons donc :
+
i “1'“;“}211 (Q)
leul(x)—uQ(x)Izdx + T IQIDiul(x)—DiuQ(x)]zdx
il=1

Remarque :

- PSP . . + -
u posseéde des propriétés identiques puisque u = u - u

La propriété suivante nous permettra d'dnoncer des résultats

sur la positivité des traces sur I de fonctions de HY(Q).

4.9, PROPOSITION
Soit u e HY(Q) . Nous avons :

You+(x) . You_(x) = 0 p.t.x. €T
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Démonstration

I1 existe une suite de fonctions u

vers u dans HI(Q) . Avec 4.8. ii) nous avons

+ + - -
u +u dans HN(Q) et u >u
m m"

Yq étant un opérateur linéaire et continu de

en déduisons que :

+ + 2 -
Yoln ~ You dans L°(T) et Yol

Comme u_ € D , u; € o) et

+ _ ¥
Youp = ¢

|

au sens classique.

de D)

dans

HI(Q)

> 'You-

H Q)

dans

dans

convergent

L2(T) nous

L2(T)

La convergence dans L2(I') fort implique qu'il existe une

sous-suite u telle que :
P

+ +
Yoump(x) > You (x) p.t.x. €T

You;p(x) > You_(x) p.t.x. €T

. + - _ 4+ -
Mais Yoln (x).YOump(x) = umpl (x).ump- (%)
T T

Donc You+(x).YOu_(x) =0 p.t.x. €T

¥xeT
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4.10. PROPOSITION

Si ue HYQ) alors :

L) Yol (you)

&
<
e)

o

1

= (You)

Démonstration

Par définition You = (You)+ - (You)_
Soit u >u dans HY(Q) . D'aprés 4.8.

u; >u" dans HY(Q) fort
Yo étant continu nous avons

you; - you+ dans L*(T') fort

You, * Ypu  dans L2(T) fort

Il existe en particulier une sous-suite Youn qui converge presque
p

- partout vers y,u .

Mais u; € q2°(ﬁ) et par suite you; (x) = u; (x) pour tout xe7T .
P P P

+ _ - _ +

Yoln (x) = Sup(um (x),0) = Sup(Youm (x),0) = (Youm ) (%)
b p P p

En passant 3 la limite nous avons

You+(x) = (You)+(x) p.t.x. €T

Le point ii) est identique.
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4.11. PROPOSITION :

Soit ueH; () = {ue HY(Q) | o,y.u = 0}
1 1'o
. + - 1
L) u' etu € Hp )
1
L) 0¥l >0 p.tx. €T = GlYOu_ =0
+
AiL) 0You<0 p.tx. €T =>  0Ygu =0
Démonstration

C'est un corollaire immédiat de 4.10.

Nous terminerons ce paragraphe par deux applications de la
proposition 4.6,
4.12. PROPOSITION :

Soit ue HY(Q) . 1L existe n appartenant a L (D)
tel que n? = n et virifiant :

Vu+ =n Vu

{ n dépend de u )
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Démonstration
Soit a : IR » 1R, la fonction définie par
0 t <0
a(t) =
t t >0

. [oo]
Approchons 0O par une suite a € (6 (R)

oL (1)
oL, (B)
4 | Y
;
)
' ]
oLn}
' )
: ]
o 4 o <} 4 -
n £ o k
Soit Y 1la fonction de Heaviside
0 t <0
Y(t) =
1 t >0
. Donc

La suite aé converge ponctuellement vers Y
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aé(u(x)) > Y(u(x)) p.t.x. € Q

On en déduit que Diu+ = You . Diu » d'ol on peut prendre n = Y u
qui vérifie bien n? = 1N et comme n ne dépend pas de i :

\Y u+ =nVu .

Une conséquence immédiate est

4.13. PROPOSITION :

. 1 + - _
Soit u e HY () (Vu ,Vu )LZ(Q) =0
Démonstration :
Vol = n v

Vu

Vu+—Vu = (n-1)Vu

(Vu+,Vu_)L2(Q) = IQ n(n-1)Vu?dx = 0

Enongons enfin un dernier résultat concernant une définition

de la positivité dans H (Q)
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4.14, DEFINITION {18]
Soit E un sous-ensemble de § . On dit que u e HY(Q)

est non-nlgative suwr E au sens de HN(Q) 4'4L existe
une suite de fonctions de LUQ) ztelle que :

L) u >0 sur E
0=
AL) u > u dans HY(§)

4.15. PROPOSITION

Si  est un ouvert boand régulien, La positivité dans H'(Q)
est Bquivalente a La positivile presque partout.

Démonstration

CN : Soit ue€ H(Q) , u > 0 dans H}(Q) . Il existe une suite
u >0 € AR (%)) qui converge vers u dans HI(Q) . I1 existe donc

une sous-suite u qui converge presque partout dans £ vers u qui
1

est donc positif presque partout.

CS : Soit u >0 p.p. dans @
Q0 étant régulier, D (§) est dense dans HU(Q).

Soit u € D) tel que u_ + u dans HYQ).

Considérons la suite uk définie en 4.12.

1Q >
akoum € %3 () et akoum >0

Pour tout k fixé ona a ,u = o ,u dans H'(R) et donc & _,u > 0
k® m k o= L

k
au sens de HN(Q)
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N +
D'autre part, on a déjd vu que <0 ol — 4" = u dans HY(Q)
faible. Or l'ensemble des &léments positifs ou nuls au sens de H(R)
constituent un cOne convexe fermé qui est donc faiblement fermé et par

conséquent u > O au sens HI(Q).

4.16. REMARQUE :

Nous venons de montrer de fagon équivalente que la fonction u?
est positive dans HI(Q) de méme que u .
5. COMPARAISON ENTRE LA SOLUTION DE PI ET LA SOLUTION PHYSIQUE.

Nous allons montrer que la solution de PI est 3 valeurs
dans 1l'intervalle [u_-T_,0] . La démonstration de la proposition suivante

a “f?
repcse sur le principe du maximum.

5.1. PROPOSITION :

Soit u La sofution de P, . Pour presque tout x dans Q,
u(x) € [ua-Tf,O]
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Démonstration :

+
Prouvons que u < 0 en montrant que u =0

1
r

la formulatio% variationnelle de PI

Comme u € H. (Q) , il en est de méme pour ut d'aprds 4.11. Ecrivons

1 _
¥ v e Hrl(Q) (Vu,Vv)Lz(Q) + < m(you),Yov >p =0

\ . + +
En particulier pour v = u nous obtenons en remplagant u par u - u

+ o+ - 4 + _
(Vu ,Vu )LZ(Q) - (Vu ,Vu )LZ(Q) + <cp(y0u),you >o = 0
D'aprés 4.13. (Vu_,Vu+)L2(Q) 0
+ + L.
Comme You o= (You) nous pouvons écrire :
+ - + +
<Plyqulygu >p = <olly w) ), (yqu)’ >p
car
+ + .
$((You) (x))(YOu) (x) si You(x) >0
+ -
@(You(x))(you) (x) =
0 sinon.
D'ol

(Vu",Tu" )2 gy + <Py IR, (rgw)" >+ <@ (0),(ygw' >, = 0

¢ étant monotone et ®(0) >0 (2.3.,a) ,

nous en déduisons que 0 Z_“Vu+“i2(g)

Utilisons 1'inégalité de Friedrichs. Puisque ut € H% (Q2) nous avons
1

0 E_HVU%“iZ(Q) E_CHU+“§1(Q) cC>0

. +
et par sulte u = 0 .
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On montre de la méme facon que u > u, - T avec l'hypothése

f
Plu-T.) <0 (2.3.,b)

En coneclusion, la solution u de PI étant dans l'intervalle

[ua—Tf,O] , u+ Tf vérifie les équations formulées au chapitre II.

Comme nous avons physiquement unicité de la solution sur Q , il en

découle que u + Tf est cette solution.

Pour calculer la solution nous appliquerons donc une méthode

numérique directement sur le probléme PI . Ceci fait 1'objet du

paragraphe suivant

6. UNE METHODE CONSTRUCTIVE DE RESOLUTION DE PI PAR CROISSANCE DE

SOUS-SOLUTIONS.ET DECROISSANCE DE SUR-SOLUTIONS.

Cette méthode qui donnera lieu 3 un algorithme de calcul de la
solution montre aussi l'existence d'une solution par convergence. Cette
solution est encadrée par une suite de sous-solutions et de sur-solutions

(6.3.3.).

6.1. LEMME
Soient ue HY(Q) et re€ R' tels que :

Au = O
0:Yp u 2 0

* .
o, (xyguty,u) > 0

alons u>o0
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Démonstration

Notons d'abord que 0,You > 0 signifie you(x) >0

-1/2

pP-t.X. € Fl et oz(kyou+ylu) est positif au sens de H (m

c'est-3-dire que :

/2

1 . %
YoeH ' (T) >0 < oy (Xyquty,u), @ >0 2 0

Montrons que u =0 .

Ecrivons la formule de Green avec u et u

O = _(Au,u )L2(Q) = (VU,Vu )LZ(Q) - < Ylu5YOu >1"

= (Vu ,Vu )LZ(Q) (Vu ,Vu )LZ(Q) < Ayquty usygu >p TA < Ypu,y,u >0
[ —

1"

D'aprés 4.11., ii) o
D'ou =
ou you g

- - - — - +— -
0 = -(Vu ,Vu )LZ(Q) < Ayou+ylu,02you >F + A<'you YoU »You >F

Nous avons vu en 4,9, que you+(x).you_(x) =0 p.t.x; €T

I1 vient

- - 2 - - - _
(Vu ,Vu )LZ(Q) + < Gg(kyou+ylu),you >t A<Yqu 5You > = 0
Comme You— = (you)_ est positif p.p. sur T nous avons

—lj 2

et avec 1'inégalité de Friedrichs nous en déduisons
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6.2. LINEARISATION DU PROBLEME PI

Pour résoudre numériquement P; nous serons amenés a

construire une suite d'itérés, solutions de problémes linéaires. Le

choix deila linéarisation se pose alors .

6.2.1. Remarque

L'expérience numérique des physiciens traitant des problémes
de rayonnement montre le fait suivant : la linéarisation d'une

condition du type

donne en différences finies de meilleurs résultats lorsque 1l'on résoud

(L1) - ~%E-= (u-u ) (v3+3v2u +3vu?+u’)
n o o o o

de préférence 3
(L2) - 5= =T v'-u
o

En posant R(v) = v3+3v2uo+3vug+u; et V¥(u) = u“—ug la condition (L1)

devient

(L3) B(v)u + %g = u B(v) = ¥(WHB(W)v .

Nous allons utiliser cette remarque et montrer pourquoi ce type
de linéarisation conduit 3 de bons résultats.
Reprenons la condition non linéaire de PI

b . -
oz(Ylu +~P(You)) =0
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Si nous construisons 1'itération u > u ol u est solution de

-Au =0
n

u =0

91¥o%

% _ =%

nous constatons, en utilisant le lemme 6.1. et la croissance de ® , que
la suite ainsi- définie est au mieux alternée. Cette itération correspond
d la linéarisation (L2). Tenant compte de 6.2.1., considérons la linéari-

sation définissant la suite d'itérés suivante

. ®
u > u ou u est solution de
n

P 0. Y~,u =0
n

% I
OoXYpu +Y u ) = 0o(-@(Yqu ) + Ayqu )
A étant un nombre positif choisi de fagon 3 ce que

u, Z.ug => - m(youl) + m(you2) + A(Youl—YOuQ) >0 p.p. T

Ceci est possible d'aprés la définition de ® (2.2.)
¥ u e L3(D) ®(u)(m) = g(u(m),m) p.p.m € T

et il nous suffit donc de prendre X > C

D'aprés le lemme 6.1., la correspondance U4 > u est alors croissante.

* L'existence et l'unicité seront montrés en 6.3.1.
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6.2.2. Remarque

Expliquons dans un exemple sur IR ce qui se passe

AY
'\#x

_—

. . 2 . %
Soit @ une fonction décroissante de IR dans IR admettant x
pour point fixe. La suite des approximetions successives est alternée.
Nous écrivons que x* est le point fixe de toute nouvelle fonction E(x)

obtenue par combinaison convexe de @ et de y = x . Soit

- b 1
E(x) = Trp x + Tro Pp(x)

1 - p + 1 !
£'(x) o P T ® (x)
®'(x) est négatif. Si @' est borné nous pouvons rendre &'(x) > O
pour tout X en prenant p assez grand. La suite des approximations

successives est alors monotone.
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C'est ce principe que nous appliquons. Nous allons montrer que
1'itération ainsi construite converge toujours dés que l'on sait trouver
u f_ul ou u  >wu; . (C'est la notion de sous-(sur)-solution).

Notons que nous avons remplacé le terme B(v) de (L3) par A
Dans 1'expérience numérique, le coefficient B(v) est du méme ordre que
ce qui tend 3 expliquer pourquol cette linéarisation donne de bons ré-

sultats.
Nous allons montrer la convergence de la méthode.

6.3. CONSTRUCTION DES ITERES

Reprenons le probléme PL exposé en 6.2. Il est de la forme :

n

Trouver u € H!(Q,A) tel que

[ ‘Au = O
PL 1 OlYOu =0
* . -1/2
GQ(AYOu+Y1u) = 0, (t) t € H (T re R,

6.3.1. Théoréme :
Les deux asserntions sulvantes sont equivalentes :
L) 4 est solution de P
L) ie Hp (R) et verifie
1
1 - -~ -
¥ v E Hrl(g). (VU:VV)LZ(Q) + A < YOU’YOV >r =< taYOV >P

Le probleme P admet une solution unique qui dépend conti-
nuement de % . ’
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Démonstration

L'équivalence de i) et ii) est standard.

Considérons la forme
a(u,v) = (Vu,Vv)Lz(Q) + A< YUYV >r

C'est évidemment une forme bilinéaire et contimie sur H% () x H; Q).
1 1

Elle est de plus coercive sur H% () . En effet, A étant positif et
1

ue H% () nous avons
1

a(u,u) z_”VU“EZ(Q) 2¢C “dlél(ﬂ) °70

d'aprés 1'inégalité de Friedrichs.

Par suite pour tout £ € (H% (0))® il existe une solution unique
1

ie H% (R) telle que :
1

a(ii,v) = < &,v > ¥ ve H (@)
F1

En particulier pour L = Ygt .

Le lemme de Lax-Milgram donne aussi la continuité de l'application £ =+ 4 .

® . .
étant aussi continue, le théoréme est démontré.
O 2

6.3.2. Définition

-~

Nous deésignerons par & AL'operateur qui a t €
associe G € HYQ) solution du probleme P -

52
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Nous pouvons é&tablir maintenant le diagramme qui permet de

passer d'un itéré au suilvant

6.3.3. Diagramme d'itération

HY(Q) A o HUR)
i ’
Yo o
|
4/2(1) 1 1/27)
|
N3
3 3
Y
L2(T) ~P +AI -  L2(T)

3 est:l'injection de Hl/Q(F) dans L*(I)

I1 est clair que A est un cpérateur continu de H'(Q)

dans H'(f)) et que A est crodssant au sens

u, >u, p.p. => A uy > A u, P.p. sur Q

La suite des itérés est donnée par u = Ay .

6.3.4. Définition

Nous dirons que u est une suwr-(sous)-so0lution A4

Ausu (A u>u)
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L'étude de la convergence des itérations qui va maintenant

étre faite reposera sur deux points

i) détermination d'une sous-solution ug et d'une sur-

solution v°

ii) démonstration de la convergence des suites

n-1

n
u u = Au et vO,...,v = Av
n n

O,ul,.. -1

6.4. ETUDE DE LA CONVERGENCE DES ITERATIONS :

6.4.1. Proposition

L) u = u - T_. est une sous-solution de P
o a f L

L) vo = 0 est une sur-solution de PL
Démonstration
i) u, = A u, est tel que :

- A(ul—uo) =0

Glyo(ul—uo) = - (ua—Tf) >0
% I Y _ _
Ty v lu —u )4y, (uymu ) = o ‘p(Youo)f§}66; ﬁ}6ﬁg Y4,
- 1"
8

L'hypothése 2.3.,b) implique O;(—<$(Youo)) >0 .

D'aprés le lemme 6.1. u,-u >0 .Donc Au_ >u et u est une
1 o-— o— o o}

. sous-solution.
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ii) La démonstration est analogue en utilisant 1'hypothdése 2.3.,a).

6.4.2. Théoréme :

La suite des iten2s u_ = est convergente vers u dans HX(Q).
De méme v" converge vers v dans HNQ) . On a
u=v=u solution de Py -

Démonstration

Montrons la convergence de u

On a une suite de fonctions mesurables telles que

u <u

!
o —

<...20

1 n

Posons u = Sup u .

Le théoréme de la convergence dominée appliqué 3 (u ~ un)2 montre

que u -+ u dans L2(Q) fort.

Supposons maintenant que la suite u soit bornée dans H!(Q).
Alors {Aun ] n € N} est relativement compact dans H!(Q) (A transforme
les bornés en relativement compacts puisque jx est compact et @
Lipschitzien). Il existe donc une sous-suite u, > u*  dans H1(Q) et par

suite u = u* € H1(Q) . On en déduit que u > u dans HY(Q)

~

I1 reste 3 montrer que u, est bornée dans H!(Q) . Ecrivons

la formulation variationnelle

1 1
u € Hrl(Q) et V¥veg HFl(Q)

(Vun,VV)Lz(Q) * A<'Y0un’ybv SN tnvl’YOV T

ou tn-l =T Cp(YOun--l) * >‘Youn—l
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D'ol en prenant v = u
2 < < - >
Hvun“Lz(Q) =S Yol T

Comme Youc f_youl ce f_you < ...<0 sur [ 1la suite

You, est bornée dans L2(T).

On en déduit que “VUBHEZ(Q) est bornée et donc, d'aprés

1'inégalité de Friedrichs, u - est bornée dans H!(Q)

Au

L'opérateur A &tant continu sur H(Q) u_

donne a la limite u = A u , idem v=Av.

u - v est solution de

—A(E—\—I) = 0

(@)

0. Yg(u-v) =
O'* ( _-) = o‘x(— ( )+ o( ':7))
SY (umv) = o (- @lyu CPYO
u - v vérifie donc
_ 32 - v ~Y Vv
0= “V(;J_ V)“LZ(Q) t <@lyqu) -y v),yyu-yyv >p

La monotonie de @ et 1'inégalité de Friedrichs impligue u = v

unique solution de PM .

Cette méthode de sous-solutions et de sur-solutions donne un

algorithme permettant de calculer la solution approchée de PM . Nous la

développerons au chapitre suivant.
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Nous allons maintenant donner des théorémes d'existence uti-

lisant les théorémes de point fixe.

Ils permettent d'étendre la classe des fonctions @ permises.

7. METHODES DE POINT FIXE BASEES SUR LA COMPACITE.

Reprenons le probléme sous sa formulation générale

Trouver u € H(Q,A) vérifiant

[+
|
o

x _
02(y1u +CP(YOu)) =0

P étant un opérateur non lindaire Lipschitzien de L2(T') dans L2(I).

Nous énongons deux résultats d'existence
a) dans le cas @ monotone

b) dans le cas ® borné (i.e. ®(L3(T)) bornd) ce qui étend la

classe de problémes non linéaires traitée.

L'étude de l'existence d'une solution au probléme P, sera

basée sur la recherche de point fixe de 1l'opérateur A ci-dessous

A= 5%(- )i Yo

® étant l'opérateur défini: en 6.3.2. avec A = O
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A
HI(Q) = HI(Q)
[
\ o
!
1/ 2(T) 12
| .
] l ]
i
-®
L3(T) > L)

7.1. CAS ¢ MONOTONE :

7.1.1. Théoréme :

Si @ est un optrateur monotone (Lipschitzien) de L2(T)
dans L2(T; 4Le probleme P admet une solution unique.

La démonstration est basée sur le théoréme de point fixe de

Schaefer [16] et sur une estimation a priori.

7.1.2. Théoréme (Schaefer)

Soit E un espace de Banach et A une application continue
de E dans E telle que :

L) pour tout boule B ={yekE [ ”yllB <r} R'image AB)
est nelativement compacte

A) {x€E|x=8Ax 8§€101[} est boane

Alorns £ admet un point fixe : I x* N RS
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On applique ce théoréme dans :

7.1.3. Démonstration du théoréme 7.1.1.

Prenons E = HY(Q) et A = o j*(—CP)j Yo

Le point i) résulte de la compacité de jx et de @ Lipschitzien.

I1 reste 3 montrer le point ii).

Soit u =68 Au avec §€ 10 1[

1 _ .2 .

g u = @ ] ( CP)] YO u
On a donc d'aprés la définition de & (6.3.2.)

1 = _ . IR JI

< S 02 Ylu’You >11 - < 02(3 CPJYOu)aYOu >1—-
Soit

Ly u,oyu, = - (@ v.u,d 3.

§ < Y0 Yg®r = ® IvgusI0yYgu dy2 ()

Remarquons que la condition 0.l = 0 dimplique TyYgu = YU -

D'ol

£<yuyu> = -@iy.u,ijy. u)

§ ~ Y1"Yo! “r Y02 Yo" L2(1)
Appliquons la formule de Green au premier membre :

1 _ . .
g {(Vu,Vu)Lz(Q) + (Au’u)LZ(Q)} - —(cijouﬁonu)LZ(r)

——e——
11

Avec la monotonie de ® on a :
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1 2 = (v - . _ 5
Appliquons 1'inégalité de Friedrichs et la continuité de j Yo °

L1 dz Lijvdl2

5 oz gy < 5 lvlEeg

< HCP(Q)“LZ(I‘) ll]YOll “u“Hl(Q)

lllgrggy < cste.

L'opérateur A posséde donc un point fixe solution de PF .
L'unicité se démontre comme en 3.3.

7.2. CAS o BORNE :

Pour montrer l'existence de solutions 3 cette classe de pro-

blémes, nous utiliserons le théordme de point-fixe de Schauder [171

7.2.1. Théoréme, (Schauder)

Soit E un espace de Banach et C un convexe compact non
vide dans E . Tout opérateur continu de € dans C posséde
un point fixe (non nécessairement unigque).

7.2.2. Théoréme

S& @ un operateur (Lipschitzien) borné de L2(T) dans 1L2(T),
Le problfeme P admet au moins une solution.
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Démonstration

¢ étant borné, 1l'image de L2(I') est incluse dans une
boule B .

K, . N Py
j° étant compacte et & continu , @(jx(B)) est un convexe

relativement compact dans H(Q)

Soit C = @(jx(ﬁ)) . C est un convexe compact non vide.

A] : C > C posséde donc un point fixe u .
C

u est solution de PF
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CHAPITRE IV

RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME PI

Invariance par rotation du

probléme PI

Approximation du probléme P; par
des éléments finis de réwolution

Algorithme de résolution de PI(h)

Conditions suffisantes sur la
triangulation © h

Majoration de 1'erreur
Un théoréme de convergence

Résultats numériques.
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Ce chapitre traite de la résolution numérique du probléme PI

dont nous venons de faire 1'étude théorique.

Au paragraphe 1 nous montrons 1l'invariance par rotation du
probléme P; due a sa symétrie axiale. Cela nous conduit 3 introduire
au paragraphe 2 une approximation PI(h) du probléme PI par des
€léments finis de révolution. Le probldme est ainsi ramené de IR 3

dans IR? .

L'algorithme de résolution de PI(h) est basé comme au cha-
pitre III paragraphe 6 sur une méthode de sous-solutions et de sur-
solutions. Sa convergence est montrée avec une hypothdse de triangu-
lation non-négative explicitée au paragraphe 4. Le lien avec le principe
du maximum et les matrices non-négatives est &galement fait dans ce

paragraphe.
On donne enfin une majoration de 1'erreur au paragraphe 5, ce
qui permet de déduire au paragraphe 6 la convergence de la méthode

d'éléments finis utilisée. : .

Le paragraphe 7 est consacré aux résultats numériques.
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Soit (0x,0y,0z)

I

un repére orthonormé dans IR® . Le domaine

les frontiéres Tl et P2 possédent une symétrie de révolution d'axe Oz

Nous allons montrer que la solution u de PI posséde aussi cette

P4 .
symétrie.

1.1. NOTATIONS :

Désignons par G{e 1l'opérateur de rotation (0z,8)

Gte : M(x,y,z) =+ Me(xe,ye,z)

Xg = X cos 8 -~y sin 6

Vg = X sin 8 + y cos B

R«e laisse £ , Fl , Té invariants

SLG est linéaire continu et bijectif

d'inverse

AT .8

5] -6

Considérons l'application \fe de D (Q) dans D (Q) définie par

S o0, R

-6
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.
.

e P(R) est invariante par rotation (0z,0) si
Voe r Soo=0

Nous noterons \f 9 P = Cpe .

1.2. PROPOSITION :

5 g @8t une Lsométrnie de €HQ) dans ‘€N(R) pour
La norme HY(Q) . '

Démonstration :

<> g ()

On vérifie facilement qu'avec ce changement de variable on a :

“\:Fe Cpllél(ﬂ) = IQ Iwe(x,y,z)lzdxdydz + fQIV Cpe(x,y,z)lzdxdydz

fQ ICp(u,v,z)lzdudvdz + IQ IVCp(u,v,z)|2dud\}dz

le “ﬁ‘(ﬂ)
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%fe se prolonge donc par densité en une application linéaire isomé-

trique de H!(Q) dans HY(Q) .

1.3. DEFINITION :

Nous dinons que u e H'(Q) est invariant par notation s34 :

¥0e R Efe u=u

Pour montrer 1'invariance par rotation de la solution u

de PI nous aurons-besoin des deux propositions suivantes :

1.4. PROPOSITION :

Soient u et v dans HY(Q)
/L) . (ue ’V)LZ(Q) = | (U,V_B)LZ(Q)
L) (Vue,Vv)Lz(Q) = (Vu,Vv_e)Lz(Q)
k) CPlrugdsY v >p = <@y wLy v g >p
Démonstration :
L) s'obtient immédiatement par le changement de variables

(x,y,z) > ﬁ_e(x>Ysz)
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i) si ue “UQ) , un calcul immédiat donne :
V(ug) = ‘R.B(Vu)e

Ce résultat s'étend par densité 3 HI(Q) .

Donc :

De plus, par le méme changement de variable qu'en 4} on a :

(Vug W12y = (Tus R_g(W)_gr2qy = (0.9 )2 (g, -

4il) La mesure superficielle do sur I est invariante par les
rotations J‘e . Désignons par 2)6 1'isométrie de L2(T') dans L2(T)

définie par ESQ(g) =g, R Le diagramme suivant commute trivia-

-6 °
lement :
H1(Q) L -~ HY(Q)
YO YO
in'I‘) ® 0 > sz'r)

et donc :



<CP(yOue),Yov r < <co(ﬁ5eyou),yov >r

< 356 w(Ybu),yov >F

=< by u), 35~6Yov >n 7 < Cp(you),yov_e >

1.5. PROPOSITION :

Soit $F (Q) Le sous-espace de S (§) des fonctions nulles
1
sun T, . S& T est ndgubien, £'adhdrence de ”Br () dans
' 1
HU(Q) est HE (R) .
1
Démonstration :
Soit u'€ H% Q) . Fl étant un ouvert régulier on montre
13 : : kY, I 1/2
qu'il existe une suite g, € (T) ccnvergente vers YU € H™ “(T) et
telle que gnl = 0 . Par ailleurs (cf. [12] ) il existe une suite v
r
1

dépendant continliment de g, > telle que :

Comme g, e D) , la solution v e D @) (cf. [121 D).

v, converge vers v solution de :

Av = 0O

YoV = YU
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v-u est donc dans Hé(Q) = Ker Y, - 19 () étant dense dans Hé(Q)
il existe une suite u € D () qui converge vers u-v . Nous avons

donc :

u V€ .,‘Drl(sz)

HY(Q)

u +v —_— U

la proposition est démontrée.

1.6. PROPOSITION :

La s0fution u du probleme P_ est invariante par

I
notation (0z,8)
Démonstration :
u vérifie :
¥ ve Hll Q) (Vu,Vv)Lz(Q) <Py uly v, = 0
1 A

La proposition 1.5. montre que V_g € H% () . En effet Ef_e laisse
1

invariant QDIL(Q) et par densité V_g € H; () . Nous avons alors
1 1

avec 1.4,



0 = (Vu,{vv_or)L?_(Q‘) TP U)LY vy 7y
= (VuO,VV)Lz(Q) t < *<YOU®>’YUV o7
Uy © done solution. de P] . Puisqgu'il v o« unicitd
¥ 0 e R Uy = u

1.7. REMAROUE

Un raisonnement analogue montire que Lo solution du probléme

linéarisé VP (chapitre TII aragraphe 6.2.) cut gussi invariante
1 i bl S

]

" par rotation  (0z,0).

1.8. DEFINITION

Nous désignerons par vV Le sous-espace de H} () des

fonctions Anvariantes par hotation .

- 1 o _
v ={ue HTl(Q) | v 0 e ug = u

- 1 . . -
V  est un sous-espace ferme de HF () puisque Efg est continue.
1 (

Nous avons maintenant une nouvelle formulation variationnelle pour

les probléme ?L et PI
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1.9. PROPOSITION :

L) u est solution de P
ueyv et

I 4 et seulement AL :

¥vev (Vu,vv) + <<$(you),yov > = 0

L2(Q) r

L) u est solution de P. &4 et sewlement 84 :

L

uevVvV et
¥vev (Vu,Vv)Lz(Q) + A< YUYV >p F

= < __¢(YOW) + A YOW’YQV >r

Démonstration :
4) -~ Puisque VC H% () la solution u de P vérifie u eV
1

et :
¥Vvev (Vu,Vv)LZ(Q) + < v(you),yov >P = 0

Et comme la solution de cette équation est unique, (méme
raisonnement que pour la formulation variationnelle initiale),

1'équivalence est vérifiée.

AL) démonstration identique.
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Nous introduisons denc de fagon naturelle

2. APPROXIMATION DU PROBLEME P, PAR DES ELEMENTS FINIS DE

I

REVOLUTION

Le traitement de la fprontiére libre Fl nécessite un change-
ment de maillage pour chaque itération sur l'interface. La méthode
d'éléments finis nous a.paru mieux adaptée que les différences finies

pour traiter ce probléme.

Etant donnée la symétrie de révolution du probléme nous cher-
chons la solution numérique de PI dans un sous-espace de dimension
finie de fonctions invariantes par rotation.

2.1. LE SOUS-ESPACE Vi DE Vv

Désignons par @ 1'ouvert borné de R 2 suivant

w=QN {(x,y,z) e R*®| x>0 y = 0}

Nous supposerons que W est un ouvert polygonal de R2 . Nous donnons

sur ® une triangulation ﬁill définie ainsi : (cf. [4] ),
i) ¥vTe T TC W U T =ow
h
Te T,

sonasoit T.NT,=0¢,

ii) Si T, et T, appartiennent 3 % 1 5

1 2 h

soit leur intersection réduite 3 un ¢3té ou un sommet.
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) s 9y ‘ :_ﬂ_ - ﬂ_
iii) Si 1'on pose Flh Fl w et F2h T2 w

alors Flh et PQh sont réunions de cOtés de triangles.

Le paramétre h '"mesure"” la triangulation

c'est le plus grand diamétre des trianglec construlto.

Nous désignerons les noeud:c du maillage par N,
1
Un noeud N. # N. sera dit voisin de N. 'ils sont sommets d'un
] 1 1

méme triangle. Enfin, nous noton:

Uiy = {7 e m I N. voisin de‘Ni}

J
i ={iemw | N ¢ w
& 1
I = {1 ‘
I {fiem [Nierlh}
1, = {iemW |Niel2h}
Associons maintenant a Qi)H les sous-espaces suivants
qij/h ={ue Yo | vTe ﬁi}l Upp affine}
= = 1
’\f R {ue ijh ! u=-20 sur Flh’
Définissons une base pour \Ayh et (\Y N
solt b, € ,, tel que bi(Nj) = 6ij ¥ je I(:J
{bi}iel_ est une base de b
W
{bi}iel_ \I, est une base de \)lh
W

Nous construisons maintenant Vh a partir des fonctions de

base bi de W)“b par l'application
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&

Sf : Lip(w) -+ Lip(Q)
définie par
\yf(x,y,z) = £f( / x%+y2,z)

Lip(w) (respectivement Lip(f)) désigne 1l'espace des fonctions

Lipschitzienne sur  (respectivement Q).

Il est clair que les fonctions \T?bi engendrent un espace Vh dont
les éléments sont invariants par rotation d'axe Oz . On a aussi

dim Vh = dim lyh

Pour ramener le probléme P_ dans IR? nous introduisons

I
cf. [13] )

L;(w) {u mesurables | fw u?drdz < + «}

Bl = {ue 12w | 2, Mg ey}

Muni du produit.scalaire

du 3v + Ju av)rdrdz

(u’V)H;(w) - fwuvrdrdz * J’cu(ar ar 9z 9z

H;(w) est un espace de Hilbert.

2.1.1. Proposition

L'application S s'ctend en une application Lintaire et
continue de.H;(w) dans HY(Q) et ona :

1S #lly1 gy = V2w Ul

Hri,(w)
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Démonstration  :

€ "@) est partout dense dans H;(w) »(cf. Negas [13]).
\’:Y est une application de ¢ ®(®) dans L_ip(Q) < 1H(Q)

Calculons :

18 5 gy = 1T 3y + 135 8 gy + 1322 gy + 13522y

2
fQ(Eff(x,y,z))zdxdydz = foﬁdefwfz(r,z)rdrdz = 27 “ﬂl;;(w)

D'autre part :

a;fi = é;-%- pour xZ%+y%? = r? # 0
D'ol
aJf,2 _ 2w 2 3f |2
J’Q(—a—x dxdydz = o dbcos?O fw (5)" rdrdz

En définitive on trouve :

M4l gy = /72 “ﬂla;(w)
et 1l'application ] s'étend par densité 3 tout H;(w) avec la méme

égalité de normes.

Nous avons remarqué que sur V , le produit scalaire

(Vu,Vv)Lz(Q)

H(f) . Nous noterons :

définissait une norme équivalente 3 la norme induite par
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o la projection de V sur Vh au sens de ce produit scalaire

P, : 1l'injection de v, dans V.
En général nous omettrons d'écrire p, Dpour avoir une notation plus

simple.

2.2. LE PROBLEME PI(h)

La solution numérique du probléme PI par la méthode des

éléments finis consiste a :

Trouver uy € Vh tel que

P (h)
< > =

¥heVy (VapsWpdpzegy + <@ Y7, >p = O
On peut montrer l'existence et 1'unicité d'une solution de PI(h) par
des arguments analogues d ceux développés au chapitre III. La convergence
de 1l'algorithme proposés en 3.3. en donne une autre démonstration. Pour
résoudre PI(h)7nous linéarisons comme nous l'avons expliqué au chapi-

tre III, paragraphe 6.2.

3. ALGORITHME DE RESOLUTION DE PI(h)

La linéarisation de PI(h) conduit & :
Etant donné Wy € Vh trouver uy € Vh tel que
PL(h) 3 ¥ vy eV (Vap s Wpdpa gy + A < YoupsYovy >p =

=<- ¢(Y0Wh) *A Yowh’Yth >T
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La solution Uy existe et est unique. Nous avons donc

3.1. L'OPERATEUR /\h

l h o est L' operateun de v dans V. qui associe a w,  ALa

h h
| solution u de PL(h)

Désignons par 4 la projection de V sur V. au sens du
, pro; ,

produit scalaire
\Vi \YAY: + '\r 3 > 0
(Vu, )LZ(Q) s You’ o] >F (2 )

3.1.1. Proposition

A7 Ay

Démonstration
Soit . € Vh . /\ph "y verifie
¥ i ! < . =
v € (VA 270D 0 oy + A<y Uhppw Doy v >,

< - $(yowh) + A Y W oY Y >T

En écrivant la propriété d'orthogonalité pour les projections on obtient
v + A< =
Vv €Yy e hpy i DV s ) Yo taphpy Doy vy >

SRS I A
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94y A Py Wy est donc solution de PL(h) , 1'uniecité implique

hh = Ah WS qh A P, " et donc Ah = q A P, -

L'interprétation géométrique de 3.1.1. est que la solution

numérique de PL(h) est la projection sur V,_ de la sclution du pro-

h

-

bléme continu associé.

D'une maniére analogue 3 6.3.4. au chapitre III nous définissons

3.2. SOUS-(SUR)-SOLUTIONS NUMERIQUES :

Nows dirons que u_  est une sous-{sur)-solution numérique 34

h

> <
Ah u > up (Ah u __uh)

La positivité est prise au sens classique puisque Vh(: o).

3.3. ALGORITHME NUMERIQUE

L'algorithme que nous décrivons utilise comme au paragraphe 6,
chapitre III, les techniques de sous-solutions et sur-solutions. On
. obtient un encadrement de la solution. La démonstration de la convergence
donne l'existence et l'unicité d'une solution de PI(h). L'algorithme est

le suivant
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(:) Détermination d'une sous-solution ug et d'une sur
sur-solution vﬁ

(:) Constructicn des suites ug = Ah ug—l. et v; = Ah Vo

Nous allons montrer la convergence sous 1'hypothése suivante :

Soit ¢, L'operateur de L*(T) dans V. qui associe a g

La sofution dans Vh , ¢h(g) , de £'équation

(N.N)

¥ vh € Vh
(V¢h(g) 9Vvh)L2(Q)+ }\ <Yo¢h(g) 3Yovh >I’ =< g’YOVh >1" .
On suppose que ¢ es% positif au sens sulvant :

g20 = ¢.(g) > 0.

Cette hypcthése est trés liée au principe du maximum discret
et 3 la notion de triangulation non-négative (voir Ciarlet-Raviart [6] ).

Nous développerons ce point au paragraphe 4.

La démonstration de la convergence de l'algorithme sera basée

sur la croissance de Ah que nous montrons dans le lemme suivant

3.3.1. Lemme :

A, et un opgrateur croissant de Vi dans v, ¢

> A w2

2 1
> =>
v “h Ayovy 2 A v

1
h =
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Démonstration :

Le choix de A permet d'écrire :

_ 1 1 2y _ 2
cp(Yovh) + A Yovh + cp('yovh) A Yovh >0 p.p.sur T

_ _ 1 1 2y _ 2
(N.N) => ¢h( ¢(ybvh)+kyovh+ w(yovh) Ayovh) > 0

Ce qui équivaut avec la linéarité de ¢, et la définition de Ah

h

3.3.2. Théoréme :

- 4)

Sous £'hypothese (N.N) on a :

L) ug = 0 est une sur-solution numérique

vﬁ = u T est une sous-sofution numénique
., . oz , n _ n-1 n _ n-1 v
L) Les iterations u, = Ah u et vy T Ah L sont

convergentes verns L'unique solution de Po(h).

Rappelons les hypothéses faites sur ® au chapitre III, para-

graphe 2.3,
0 <9 (0) ®(u_-T.) <0

-@(0) <0 et (N.N) impliquent - Ah(O) >0

g
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uﬁ = 0 est donc une sur-solution numérique. D'autre part on vérifie

facilement que :

S Pu-T)) = A (u -To) - (u_-T.)
m(ua—Tf) <0 et (N.N) impliquent que :
£

Ah(ua—Tf) >u -T

vﬁ = ua—T est donc une sous-solution numérique.

£

., ', n n-1 n n-1 P,
AL) Les suites u_ = A u et v, = Ah u ainsi générées sont
h h "h h h
monotones et avec la croissance de Ah on a :
1 n n 1
VO < v ... <V L. <y .., < < u®
h = "h = "h = Y e e

n n
u et vy étant bornées et monotones, elles convergent donc vers u

et v, qui sont solutions de PI(h).

h

L'unicité s'obtient comme dans. le cas continu avec la coercivité.

4. CONDITIONS SUFFISANTES SUR LA TRIANGULATION e%fh

La solution de PL(h) est donnée par la résolution d'un systéme

linéaire que nous explicitons
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4.1. MATRICE DU PROBLEME PL(h)

Appelons {si} la base de vy construite en 2.1. et N(h)

la dimension de Vh .
N(h)

Etant donné Wy € Vh , la solution uy = kfl &k S, du

probléme PL(h) associé vérifie :

N(h)
kfl [V 5Vs3 0200y + A <Y S0Y Sy >pl & =

<m0y W) + A Yo¥h2YoS; T i=1,...,N(h)

Notons G {gij} la matrice de ce systéme linéaire.

4,1.1. Proposition :

G et une matrice symétrique définie positive

Démonstration :
G est trivialement symétrique

. _ N(h) -
Soit X = [xl"'°’xN(h)] € IR et u, = .E X, S,

t _ i 2
X" GX = (Vuh,Vuh)Lg(Q) + A < Yogh,youh >F b c“uh“Hl(Q) avec ¢ > 0

G est donc définie positive.
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4.1.2. Remarque

La proposition 4.1.1. montre l'existence d'une solution du

probléme linéarisé PL(h) .

4.2. PRINCIPE DU MAXIMUM DISCRET

Nous donnons dans ce paragraphe des conditions sur qgh qui
assureront 1l'hypothése (N.N). Elles sont 3 rapprocher des conditions
données dans [6] pour 1l'étude de la convergence uniforme de la méthode

des éléments finis pour un probléme de Dirichlet moddle.

Nous dirons qu'une triangulation '?3 est non-négative si les

h
deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

(23 )l : pour tout h > O et tout triangle T € < les angles de T

h -]
sont inférieurs strictement 3 T/2

(%)

o ¢ Pour tout L > O et tout triangle T ayant un cGté commun

~ Pd ~ -~ ” . P4 . ~ 'n.
a F2h ,» l'angle opposé 3 ce cOté est inférieur 3 5~ €

(e >0 indépendant de h)

La proposition suivante permet d'assurer que 1'hypothése (N.N)

est vérifiée.

4.2.1. Proposition

) _ N(h)
Soit X = [Xl""’xN(h)

Sous Les hypothéses (E\Z‘;)l et (gé)2 et pour h assez

leRr tel que GX 2 0.

petit on a X > 0.
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Démontrons d'abord le lemme technique suivant :

4.2.2. Lemme :

Sous Les hypotheses (% %L et (B )2 et pour h suffisam-
ment petit on a :
L) g5 >0 ¥ i ¢ N(h)
i) vie V) 3#1 gy = 0
L) vie UMW) j#1 gy < O
iv) Si ig1, et U(i)nzlzg
N(h)
z .. =0
jo
N(h)
sinon I g.. >0
jer M
Démonstration

L) v ieNh)

- 2
Bi5 = (Vspo¥spagy v A <ysioysy >p > I9sliZs o
donc g;; >0 car s; £ 0.

AL) Ce point est trivial par construction des b,
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AL} a) Considérons le cas ol i ¢ 12

Sur un triangle T de sommets Nl(rl,zl) , N2(r2,22) .

13

Ns(rs,zs) » les polynomes de base du premier degré b

sont tels que :

_ N3N1.N3N2

(2 Aire (T))?

Vbl.Vb2 =

VbQVb3 et 'VbSVbl se

déduisent par permutation

circulaire. On obtient alors

ﬁ 'ﬁ r_+r, +4r
[, Vb Wb, pdrdz = - 2 1 32 5 aire(r) 223
[2 Aire (T)]? 6

. e TR .
Comme 2 Aire (T) |N3Nl| |N3 2] sin 63 on a
cos 93 r_+4r, +r

- _ 17273
f VblVb2rdrdz =

in 6
T sin 3 3]

cos 63

L'hypothése (%j)l assure que > 0 et

sin 93

iii) est démontré dans ce cas.

b) Regardons le cas o 1i € I2

I1 faut donc considérer un triangle T ayant un coté commun

avec F2h et il va s'introduire un terme de bord positif.
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Soit donc T un
triangle de sommets
N, N, N oet T le volume
engendré par rotation de T

autour de Oz .

Nous avons : B
k
Nk (rh ' Zh)
[ (Vb Vb, )dxdydz = 2m [ Vb,Vb,rdrdz
T 1 J i ]
T T
cos 6 r.+r 40
= - or k "1 9k
sin Gk .6

Evaluons le terme de bord :

<Y Fo v Tey > = [y Yoffbi<m)ygffbj(m>do(m>

2

Désignons par ds la mesure superficielle sur la frontidre 6w de w

On obtient
IPQYOffbi(m)yo%fﬁj(m)do(m) .
= QﬂIPQh Yobi(r,z?yobj(r,z)rds(r,z)
Ce terme est évidemment positif et majoré par :
2ﬂ(ri+rj).|ﬁ;ﬁj]

On obtient donc :

cos Gk r.+r.+rk
< -om = J + 2MA (v, +r.) | M, M. |
— i 773 i3

sin ek 6




- 104 -

cos 6
). = -

sin Gk

™
2_003(5“ g) = c8 >0

c
€ —
< - — -
g5 < 2W(ri+rj)( = A|MiMj|)

Dés que le maillage est assez fin sur la frontiére P2h on voit donc

que gij <0

Le point iii) est donc démontré.

iv) a) Soit 1€ T, tel que U(i)N 1, =0

Sur la réunion des triangles ayant un sommet en i , on a :

b, =1 - z b.
* €Uy
(Vb Vb ) b} (Vb., Vb ). 2
(w) jG Ui) 3 L (w)
N(h)
T zw(Vb Vb ) = ) 2m(Vb,,Vb. ). » + 2n(Vb Vb )

b) si i¢g 12 il faut tenir compte des termes de bord qui sont

strictement positifs. Dans le cas ou 1j(i) N I, = ¢ on a encore :

1

N(h)

z QW(Vb Vb ) 12 0
321 (w)

par suite
N(h) N(h)

I g..=A Z <kah;ﬁb.> > 0.
=1 ij 521 o "1’k T
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Si \j(i) N I1 # @ on peut encore écrire en considérant les

éléments de base bj de WAI tels que J € \)}i) nrI

h 1 ¢

N(h)
£ 2m(Vb,,Vb.)
1773

2 =
j=1 Lr(w)

je{l...N(h)§u{U<i>nzl}2W(Vbi’Vbj)Lf»(“’) -‘je\T%mIlQWbi’Vbj)L;<w:
Un calcul analogue & iii) b) montre qﬁe :

T je‘\f(iml P15y < ©
et comme en iv) a) on a :

QW jé{l...N(h)}S{l)YijnIl} (Vbi’Vbj)L;(w) =0

On en déduit, puisque les termes de bord sont positifs, que :

N(h)

et le lemme est démontré.
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Démonstration de la proposition 4.2.1.

Soit Ry = min Xy
o i=1...N(h)
L'équation io stécrit
N(h)
z g x, =d, >0
j=1 lo:I 3 s
soit encore :
N(h) N(h)
T g, s(x,x,)+x, T g, .=4d, >0. (D
j=1 3 5 ‘o j=1 17 o

Supposons que io vérifie
ie1, e UGNz =g¢

Alors d'aprés iv) du lemme %.2.2. (1) s'écrit

N(h)
g, o(x.x,) =4, >0.
321 13773 iy i
Comme g, . <O vie U@ 541 (W.2.2. i)
i3 o o
ona X = x:.Lo ¥Jje€ 1;(10)

Le maillage étant connexe on peut se ramener au cas ou

UG)nz #8 ou ije1,

N(h)
Dans l'équation (1) 1la quantité I g, .(xj—xi ) étant négative ou

j=1 1ol o

nulle on voit avec 4.2.2. iv) que nécessairement X: 2 0.

La proposition est donc démontrée.
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4.2.3. Remarque

La matrice G associée & la triangulation non négative qéjh
est une M-matrice , [17] , puisqu'elle vérifie GX >0=>X>0.
Plus précisément nous avons montré qu'une matrice 3 diagonale positive
faiblement dominante telle que les termes hors-diagonaux sont négatifs

est une M-matrice.

4.2.4. Remarque

Le principe du maximum pour le probléme continu :

(- Au =0
ul =0
4 rl
Au + 2u = h h>0 sur T A>0
on # 2
. F2

indique que le minimum est atteint en m €T .

- I'| - > . .
Si m € 1 alors u > 0 S% m ? F2 on a

du

ou _ 1 _ du
§§(mo) <0 et u(mo) = X{h Bn) >0

u est donc positif sur £ .

La démonstration de 4.2.1, c'est 1l'analogue discret du principe

du maximum en continu.
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4.2.5. Remarque

Les triangles ayant un cdté commun avec la frontiére f;h
doivent garder l'angle opposé aigu quand h tend vers O. Cecl montre
que 1'on a intérét a prendre des triangles au bord qui "cherchent

1'information loin vers l'intérieur".

La convergence uniforme de la méthode des é&léments finis de
révolution pourrait &tre étudiée comme dans [6] . Nous ne le ferons

pas iei.

Nous allons montrer que 1l'étude de 1'erreur dans H161) se

raméne & un probléme d'approximation.

5. MAJORATION DE L'ERREUR

Nous donnons dans ce paragraphe une majoration de l'erreur entre

la solution théorique de P, et la solution numérique de PI(h) obtenue

en résolvant le systéme linéaire explicité en 4.1.

Résumons
i) la solution théorique u €V de P, vérifie
<9 > =
¥ v e \ (vu’VV)LZ(Q) + \p(YOu),YOV T 0
i1) la solution numérique u_ € V, de PI(h) vérifie

Fupe vy (Vup,Wvpdia gy + <@y w )y vy >p = 0
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iii) Notons wu(h) 1la solution dans V de :

¥vev (Vu(n),Vv)_,

L2(Q) + A< you(h),yov > o=

r

=< - $(Y0rhu) + A Yorhu,yov >F

5.1. LEMME

1L existe une constante 8 > 0 A{ndependante de h zelle que :

“u—u(h)“Hl(Q) f_ 28 “u_rhuHHI(Q)

Démonstration
(V(u—u(h)),V(u-u(h)))Lz(Q) = - <‘$(You),Yo(u-u(h)9 >F +
+ < @(Yorhu) + AYO(u(h)—rhu),Yo(u—u(h)) >n

= < $(Yorhu) - @(You),yo(u—u(h)) rt A< Yo(u(h)—u),Yo(u-u(h)) 1

N v

w

<0

+ A< Yo(u—rhu),Yo(u-u(h)) >T

Rappelons que P est Lipschitzienne de constante < A

(V@u-u(h)),V(u-un))) 2 oy < 2AlY_(u=ua)]| v _(u-r. u)|
L(R) — o o h
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u et u(h) étant nulles sur Fl » 1'inégalité de Friedrichs donne :

cHu-u(h)“él(Q) < “V(u—u(h))”iz(ﬂ)

< 2y 1% Hlomall gy gy tharyull g g

Tk

c

Le lemme est démontré en prenant B = A

5.2. LEMME

“uh—rhu(h)HHl(Q) < B (1+2B+ 5%0 Hu—rhuHHl(Q)

o

Démonstration

Puisque rhu(h) est la projection de u(h) sur Vh on a :

Vv, € vy (V(u(h)—rhu(h)),Vvh)

L2(Q)

D'ou
(V(uh—rhu(h)),V(uh—rhu(h)))Lz(Q) =

- <¥NYbuh),Yo(uh—rhu(h)) >F-+'<$(Yorhu) - XYO(rhu-u(h)),Yo(uh-rhu(h))>F =

<$P%ﬂg)—$ﬁ%ﬁp%))+$W&}ﬂhﬂ —$W&%)+

+ A yo(u(h)—rhu),Yo(uh-rhu(h)) >r
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En utilisant la monotonie de P et 1'inégalité de Friedrichs

il vient :

c“u u(h)“H (Q)

A “Y “2 “uh rhu(h)”H (Q){”u(h) r u“H 1) + “r u-r u(h)“Hl(Q)

Comme “rh“ Ehl— et avec 5.1. on obtient :
c

[ CH gy S

B “u u(h)“ 1(9){(l+28+ 7_")“11 r U“ I(Q)}

et le lemme est démontré.

5.3. PROPOSITION
12 existe une constante K indépendante de h zelle que :

loslyr gy < K lueedl o gy

Démonstration

C'est immédiat 3 partir des lemmes 5.1. et 5.2. et 1l'on trouve

K=1+8(5+ 2 + 82(2 + 2) |

c Ve
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La question de l'erreur entre u et u ~est donc ramenée a

1'évaluation de la distance entre u et Vh .

6. UN THEOREME DE CONVERGENCE

Associons a chaque triangle T € € h les quantités

h(T) = diamétre (T)

H

o(T) diamétre du cercle inscrit dans T

H = max  h(T)
€T,

La triangulation ?5 , est dite réguliére s'il existe vy > 0 , indé-

pendante de h tel que

0 <y < min (p(T) / h(T)) ¥ h >0
et

Dans IR? cette condition équivaut 3 la condition de Zlamal :

¥ h >0, tous les angles des T € € ,, sont bornés inférieurement par

une constante 6 > 0 (voir [u] ).
o

6.1. THEOREME

SL La riangulation % est négulidne, on a :

h

Yuev 1im “u—rhu“ 0

1 =
150 H* ()
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Les résultats classiques ne peuvent s'appliquer directement

puisque Vh n'est pas d base polynomiale. Il convient de ramener le

probléme & deux dimensions

6.1.1.  Lemme

@) NV est dense dans vV pour La norme HLQ) .

Démonstration

Soit u € V . Etant donné € > 0 , il existe ue D) tel

que “u-u“H1(Q) < g

Posons
1 27
G(x) = = [ U (x)d6  (i_ défini en 1.1.1.)
eam 6 e
I1 est clair que ¢ D@ N v .
Montrons que { est la projection de @ sur V pour la norme H!(Q).

Soit v € V . Pour tout 8 € IR on a Vg TV
(v,ﬁ-ﬁ)Lz(Q) + (Vv,V(G—ﬁ))Lz(Q) =
(V_e,ﬁ‘ﬁ)Lz(Q) + (Vv_e,V(G-ﬁ))Lz(Q) =
(V,Ge-ﬁ)Lz(Q) + (VV5V(GG— ﬁ))#Z(Q)

Intégrons par rapport 3 6 . Appliquons le théordme de Fubini et
remarquons que :
2m 2T

jo V0T (a8 = 2Mr(x)E(x) et VA(x) = fo Vit (x)d8
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On a donc :

27 [(v,d-1) + (Vv,V(d-4))

L2(q) Lzl 7 °

Par suite Hu—ﬂlHl(Q) < e et le lemme est démontré.

6.1.2. Lemme :
Si La triangulation f¥§h est neguliene, on a :

Yuce §9(§) NV 4L existe vy, € vh tel que :

lim “u—v “ 1 =0
10 h'H*(Q)
Démonstration
Soit u € D@) N v . Notons Tu sa trace sur W - TulF =0 .
1h

. L s s t
Comme la triangulation Céi est réguliere, la projection p (Tu) sur

h Ui,

WQTh converge vers Tu dans H!(w) fort (voir [5] ). D'aprés 2.1.2.:

Hu_tfplyb(Tu)“Hl(Q) “EfTu_ﬁfp\jh(TU)“Hl(Q)
=/ 2 “Tu—p,\)h(Tu)“H;(w)
étant borné : “ “Hl(w) 5_RH “HI(Q)
r

ifp (Tu) € Vh et converge donc vers u dans H!(Q) fort.

Uy,

—_——
..r.

o) est la projection de H!(y) sur ljh au sens du produilt scalaire
h

(Vu ,VV)LZ(U))
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La démonstration du théoréme 6.1. est maintenant immédiate

Etant donné u € V , on choisit ﬁe e D@ NV tel que

-4 < . D'aprés 6.2.1. i i
Hu QEHHI(Q) € D'apres 6.2.1. 1l existe A tel que

1lim Hﬁ -v “ 1 = 0 . Donc 1lim Hu—r u“ 1 < e pour tout € >0
o € BDHUR) 130 h T HT(Q)

et le théoréme est démontré.

7. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous présentons ici les résultats numériques obtenus & partir
des données physiques dans 1l'expérience de la croissance d'un cristal

de germanium.

Un encadrement précis de la solution peut-étre obtenu en menant
de front sur chaque domaine (bain et cristal) une itération de sous-
. . n . n
solutions Tn et de sur-solutions T . L'écart entre Tn et T en

norme du max donne une majoration de l'erreur au pas n

Les résultats aprés trois itérations sont portés sur la figure 7.

nous avons pris comme :

T = Tf = 937° C dans le bain
sous-solution initiale '

T =T —ua = 573° C dans le cristal

947% C dans le bain

-3
1
3
1]

sur-solution initiale

837° C dans le cristal

-
1]

]
1]
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Dans le bain les isothermes sont stabilisés au cinquidme
de degrés. Dans le cristal les cing premiers isothermes 3 partir de
l'interface sont stabilisés au dixidme de degré. Il faut re-
marquer qu'une précision de l'ordre du degré nous suffit : cette pré-

cision doit &tre en rapport avec les approximations faites.

En pratique on ne conduit pas ces deux itérations en paralléle
et le test d'arrét pour la non lindarité est réalisé lorsque 1'édcart
entre deux itérés successifs en norme du max est inférieur 3 E>o0.
Un tel test demande quelques précautions car 1'dcart entre deux itérés
peut-&tre petit sans que 1l'on soit prés de la solution (convergence
lente). Le contlle de 1'itération est rendu facile avec le code de

calcul utilisé :

Les expériences numériques ont été réalisées avec le code
d'éléments finis DELTA [1u] implanté a 1'I.M.A.G., actuellement sous
CP-CMS sur un IBM 360-67. Le caractére conversationnel de ce code permet
de mener les itérations sans avoir 3 les prévoir 3 1'avance tout en
restant en mémoire centrale. D'autre part, la visualisation sur &cran
des isothermes, des gradients, permet de s'apercevoir 3 chaque itération
de la validité du calcul. On peut donc stopper ces calculs si les ité-
rations ne se comportent pas bien (divergence, oscillations), on peut
les poursuivre jusqu'a ce que 1l'on estime avoir un bon résultat. Ce

contrdle vient donc s'ajouter au test d'arrét.

L'organigramme de calcul est le suivant
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Triangulation du domaine

“Triangulation
correcte

visualisation

Initialisation température : TO

T = sous-solution ou sur-solution

Y
I =T+1 e
I I+lr

y

Affectation des valeurs aux paramétres

Sauvegarde

du systéme linéaire PL(h) TI

Calcul de TI par résolution

Test no

isothermes
gradients  |e- visualisation linéarité no1
triangulation vérifié

oul
Programme
interface >
Chapitre IV
échelle
texte

{ y
) A FIN
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La résolution numérique de la non linéarité au bord est donc-
rapide dans la mesure ou 1l'on cherche une température stabilisée au
niveau de 1'interface. On aura intérét 3 partir de T = Tf_ comme
sur-solution pour le cristal et sous-solution pour le bain.

Les isothermes calculés sont satisfaisants, (figure 7).

Remarques :

i)  On pourrait s'attendre 3 avoir des problémes sur l'axe Oz.

Mais le probléme est placé dans WK° et c'est le choix de V. qui

h
permet de nous ramener dans IR? avec introduction d'un poids »r .

I1 n'y a pas de singularités physiques sur 0z et le calcul numérique
se comporte bien. Nous avons choisi des triangles prés de l'axe de fagon

3 ce que les termes de la matrice restent d'un méme ordre de grandeur.

Pour le traitement d'un probléme de résolution par des éléments

finis non conformes on pourra regarder [10] .

ii) L'utilisa:ion de polynomes de degré 1 pourrait poser des pro-
blémes pour les conditions de Neuman au bord (3 cause de la dérivée nor-
male). La formule de Green permet de passer par des termes de surface
qui apparaissent dans la formulation variationnelle et éliminent les

termes de dérivée normale.



- 120 -

INSTITUT DE MATHEMATIQUES APPLIQUESS DE GREMCBLE

Eaxuuyesmsnxuxs PROBLEME AUX LIMITES SUR UN DOMA j
VISUALISATION DE  TEMP APPROCHE AU DEGRE 1.IgERpLRN1;3‘;EE;¥;“.'.

IMAGE DISPLAY NO 007 ECHELLE: 06,10
Figure 7

Triangulation du domaine.

Isothermes dans le bain de 0°5 C en 0°5 C (aprés deux ité-
rations sous-solutions et sur-solutions sont confondues)
Isothermes dans le cristal de 20° en 20° C

Sur-sclutions

. % aprés trois itérations.
— — — - Sous-solutions
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CHAPITRE V

SIMULATION DYNAMIQUE DE LA CROISSANCE
CRISTALLINE PAR TIRAGE

§ 1. Méthode de résolution.
§ 2. Résolution numérique.

§ 3. Résultats numériques.
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Ce chapitre est consacré au calcul de la forme de l'interface

cristal-ligquide.

Nous donnons au paragraphe 1 la méthode de résolution basée
sur la simulation numérique de 1'évolution réelle de 1a croissance du

cristal.,

L'organisation des calculs est déerite au paragraphe 2 et les

conclusions sur les résultats numériques sont donndes au paragraphe 3.
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1. LA METHODE DE RESOLUTION

1.1. LE SYSTEME DYNAMIQUE

Pour résoudre le probléme a) b) c) d) e) énoncé au
chapitre II, paragraphe 3, nous allons le faire apparaitre comme
étant la limite d'une évolution réelle de croissance d'un cristal.
Pour cela nous revenons au probléme physique pour décrire 1'dvolution
du cristal durant 1l'expérience de croissance dans sa phase 3 dia-

métre constant.

Pour décrire le cristal, et 1'interface liquide-solide,
d l'instant t, nous introduisons deux fonctions hl(x,y,t) et

h (x,y,t) définies pour |(x,y)| <r. et pour tout t > 0 .
2 p —C -z

.

~ E\z_('x,xj ,£)

—

3

Figure 8
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hl(x,y,t) et h2(x,y,t) sont des fonctions invariantes

par rotation et décrivent complétement la géométrie du cristal.
h2(x,y,t) décrit la té@te du cristal.
hl(x,y,t) représente l'interface Tl(t) d l'instant t.

QQ(t) représente le cristal 3 l'instant t . La frontiére

de 92(t) est T2(t) U Fl(t)

Ql(t) représente le bain 3 1l'instant t . La frontiére

de Ql(t) est formée de

Fu : creuset

P3 : surface du bain en contact avec le gaz
ambiant

Pl(t) : interface liquide-solide

ny (respectivement n2) représenterons les normales a Ql(t)
(respectivement QQ(t)) orientées vers l'extérieur de ces domaines.

L'évolution de la croissance est décrite par les conditions

suivantes

1.1.1. Vitesse de tirage

E(1) f(t) est la vitesse de tirage a l'instant t
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1.1.2. Evolution de 1a téte du cristal

h2(x,y,t+At) se déduit de h2(x,y,t) par la translation
qui résulte du tirage vers le haut pendant l'intervalle de temps
[t,t+At] . On a :

t+At

E(2) h2(x,y,t+At) = h2(x,y,t) + f £(&)dE
t

1.1.3. Température dans le cristal & 1'instant t

Le cristal d l'instant t est représenté par Qz(t) ol la
température u2(x,y,z,t) vérifie le systéme

(voir chapitre II, paragraphe 2.5.)

3U2 8U2
4 —_— _ . =
og CS T + f(t) Pg CS 2 XS AU2 0 sur QQ(t)
oU
EGY Q55 0| (ry =0
2 2
u = T .
L 2 Fl(t) fusion

1.1.4. Température dans le bain a 1'instant t

La température ul(x,y,z,t) dans Ql(t) vérifie :

4 —_— - =
Py C A AU 0 sur Ql(t)

BE(y) o a—r-l—+cp1(u ) = 0

Tfusion
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1.1.5. Variation de 1'interface

L'interface Fl(t) bouge sous l'effet

2 de la cristallisation

% de la vitesse de tirage.

L'hypothése de croissance 3 diamétre constant se traduit par
la conservation du flux radial de chaleur 3 travers l'interface. lLa
vitesse de cristallisation est donc dirigée suivant 1l'axe Oz . Ecrivons
le bilan thermique & 1l'interface Fl(t) pour un é&lément de surface dS

pendant 1'unité de temps

la quantité de chaleur dQC dégagée par cristallisation vaut

3U2 aUl
dQC = [}\S 511—2"? )\QI -3—1'-1.1] ds

Avec l'hypothése de conservation du flux radial de chaleur on obtient

3U2 BUl
dq, = [- AS P +A£ 5'2—] ds cos(nl’Oz)

Notons Vc(x,y,t) la vitesse de cristallisation 3 1l'instant t

au point (x,y) de Fl(t). On a

dQC = L.Vc(x,y,t)ds cos (nl,Oz)

en repérant dS par (x,y).

On en déduit :

]9] ou

2 1
+ 12' E-](x,y,t)

s Lea, =2
VC(X,y,t) - L[ AS az
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La vitesse de 1l'interface au point (%,y) est la résultante
de la vitesse de tirage et de la vitesse de cristallisation. Ce qui

se traduit par 1'équation

oh

1 - -
35 (%y,t) = £(1) - V,(x,y,t)
soit
5h | Y U
1 B} _1 _2 1
E(5) = (x,y,t) = £(t) = g 55ty ~ ] (%,y,t)

Si la vitesse de tirage est supérieure 3 la vitesse de cristal-
lisation, l'interface se dépalce vers les z poesitifs., Si la vitesse
de tirage est au contraire plus faible 1'interface se déplace vers le

bain.

1.1.6. Condition supplémentaire sur 1'interface

Un appareil de régulation assure le contrdle de 1l'expérience
d l'aide notamment de la vitesse de tirage f(t). La vitesse f(t) est
choisie de telle sorte que 1l'interface Fl(t) passe constamment par le

cercle de diamétre m m, (figure 7).
Ceci s'écerit
_ - I -
¥t >0 hl(x,y,t) = zml =z , "x,p)] = re

Donc

Bhl
¥t>0 5;—-(x,y,t) =0
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et la vitesse de tirage vaut d'aprés E(5)

f(t) = Vc(x,y,t) avec l(x,y,)| = 1,
soit
1 3V, Uy
E(6) £f(t) = T {_AS 57 + >\2’ —3?} (2,y,t) 'l(X,y)! =T

Les conditions E(1), E(2), E(3), E(4), E(5), E(6),
décnivent £'evolution de La croissance du crnistal dans La
méthode Czochralski. C'est La dynamique néelle avec une
machine bien négulée.

1.2. LES SIMPLIFICATIONS

i) Les conditions d'expériences sont telles que 1'évolution géo-
métrique de l'interface est trés lente par rapport au temps d'établis-
sement de 1'équilibre thermique. Les écoulements de chaleur prépondérants
se font par diffusion et rayonnement. L'accumulation de chaleur en un
point du cristal ou du bain résultant d'une variation de température
peut &tre négligé. De méme, le transfert de chaleur dans le cristal dd
d son déplacement est négligeable pour les vitesses de tirage considérées.

ou du

Les termes en pC T et fpC Y étant négligeables devant

les termes de diffusion en Au , nous remplacerons donc



- 128 -

£E(3) par E(3")

;- Au2 =0 sur QQ(t)
8U2 )
] o -
E(3") 4 s TP, (U, (1) 0
2 2
=T
U :
2 T (%) fusion
1
et E(u) par E(4'")
-bU =0 sur Ql(t)
QU
: = 0
an TP U )
INQIRY
u = T
1'11[ c
1
u = T. .
RN ES) fusion
4
Remarquons que u, et u, continuent . diépendre de L 3

cause de Ql(f) et Q?(t).
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ii) La thermique dans le cristal au-deld d'une certain§ hauteur H
influence peu 1'évolution de l'interface. On peut donc tronguer 1le
cristal 3 cette hauteur par une surface plane sur laquelle on met par
exemple une condition de rayonnement. On pourrait aussi donner la

température (facilement mesurable par un thermocouple).

On peut donc simplifier le modéle en remplacant E(2) par E(2')

E(2") h2(x,y,t) = H ¥t >0 | (x,v)| <7
iii) le modéle dynamique simplifié est donc
E(1) f(t) : vitesse de tirage
E(2')  hy(x,y,t) = H ¥t>0 ey 2z,
;- Au2 =0 sur QQ(t)
3U2
E(3') A 53; +C92(u2) TQ =0

¢ - =
AUl 0 sur Ql(t)
BUl
E(4') A 53‘“"1(“1) r =0
1 3

“Har, T Te BT e T Te
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oh

E(5) aTl (x,3,8) = £(£) = V (x,y,t)
U U
- Ll 2 1
S el N T
U U
1 1_ 2
E(8) f(t) = f[+)\2, 3% AS 3z ] (XaYst)
avec l(x,y)l =r

c

1.3. CONVERGENCE DU SYSTEME DYNAMIQUE VERS UNE INTERFACE
QUASI-STATIONNAIRE

Le systéme dynamique que 1l'on vient de voir décrit 1l'expérience
réelle. Mis 3 part quelques cas extrémes, la physique du sytdme montre
que 1l'interface hl(x,y,t) converge lorsque t augmente vers h(x,y),

assez rapidement.

On se stabilise vers h(x,y) indépendant de t qui définit
donc 1'état quasi-stationnaire, c'est-d-dire ce que l'on cherche 3
calculer.

Donc g%-(x,y,t) =0

En particulier la vitesse de tirage vaut

: oU ou
=1 1 _2 -
£(t) = T [kl an >\S dn 1 Gy = f
1 2
ot [ (x,y )] = r. -
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Les équations E(1), E(2'), E(3'), E(4'), E(5), E(6) donnent
exactement pour hl(x,y,t) = h(x,y) et f(t) = f 1le systéme a), b),

¢), d), e) décrit au chapitre II.

L'état quasi-stationnaire que l'on recherche est la limite

d'une évolution réelle.

1.4. SIMULATION NUMERIQUE

Ce qui nous intéresse, ce n'est pas 1l'évolution compléte de
1'expérience, mais seulement 1'état quasi-stationnaire (h(x,y),f)
qui s'établit peu & peu. Nous n'avons pas besoin de simuler en détail
1'évolution réelle de 1l'interfaee vers sa position d'équilibre, ce qui

reviendrait fort cher en temps de calcul.

I1 n'y a donc pas d'inconvénients & prendre un pas de discré-
tisation en temps important pour nous rapprocher rapidement de 1'inter-
face d'équilibre. Ceci parce que l'on fait 1'hypothése physique de
stabilisation de 1'interface. Chaque interface calculée numériquement
peut-étre considérée comme une interface de départ & partir de laquelle
1'évolution physique méne vers 1'interface d'équilibre. Lorsque 1'on
atteint cette interface quasi-stationnaire il n'y a plus d'évolution.
Tout moyen numérique permettant d'accélérer la convergence vers 1'état

d'équilibre est donc intéressant (voir paragraphe 1.4.2.)

1.4.1. Passage de r,(e) a r (t+at)

On initialise Fl(t) d t = O en prenant une interface plane.
Fl(t) étant connue, les équations E(3') et E(4') permettent de
calculer les températures ul(x,y,z,t) et u2(x,y,z,t) dans Ql(t)

et QQ(t).
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Avec la relation E(6) on calcule la witesse de tirage f£(t)
et on en déduit le champ des vitesses de l'interface 3 1'instant t

avec la relation E(5).

Tl(t+At) se déduit de Tl(t) avec

Shl
hl(x,y,t) + At 5;—-(x,y,t)

hl(x,y,t+At)

hl(x,y,t) + At(f(t)-VC(x,y,t))

Mais l'interface quasi-stationnaire que 1'on cherche 3 calculer est
caractérisée par le fait qu'en tout point (x,y) de Tl(t) , la
vitesse de cristallisation est constante, égale 3 la vitesse de tirage
et indépendante du temps. Le test d'arrdt pour les itérations sur
l'interface portera sur la variation relative de la vitesse de cristal-

lisation par rapport 3 la vitesse de tirage. On peutdonc écrire

f(t)—VC(x,y,t)

hl(x,y,t+At) z hl(x,y) + Atf(t)
£(t)

En posant §(t) = At f(t) on obtient le déplacement de Tl(t)

F(£)-V, (x,y,t)

T (t+At) = T () + 8(t)
! ! £(t)

On en déduit la formule d'itération numérique

~

. & . . .
Si P? est la n°"° interface, £7 la vitesse de tirage

n ; . . . .
correspondante et VC le champ des vitesses de cristallisation, on a



n . s P T s
§" est le coefficient de déplacement que 1l'on donne en machine et

que 1l'on ajuste & chaque itération.

1.4.2. Accélération de la convergence

Nous avons noté que seule la limite du processus nous
intéressait. Aussi, dans le but de limiter les calculs nous avons
appliqué une méthode d'accélération de convergence aux interfaces

‘itérées.

Nous avons appliqué une formule d'accélération de conver-
gence sur le point de l'interface situé sur 1l'axe Oz . Notons z
la suite des coordonnées de ces points sur l'axe 0Oz . On applique

la formule du AQ—algorithme d'Aitken sur cette suite z .

n
A partir de Z s Zoiq oo Z 4o OB obtient :
2
5 =y - (zn+1 Zn)
n+l. "
S -2z_ . .-z )

P . n . .
On détermine alors § qul permet de passer directement

joirg

de 2z
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On prend alors comme nouvelle interface :

mh+l _ on n
Fl = Pl + 6 =

On itére ensuite le processus.

2. RESOLUTION NUMERIQUE

Le calcul de la forme de l'interface pour un cristal de taille
donnée dans une thermique donnée se fait en appliquant la simulation

numérique décrite au paragraphe 1.

Nous donnons comme ‘exemple le calcul de la forme de 1'interface

pour un cristal de germanium en cours de croissance.

Le calcul de l'interface se résume en fait 3 la résolution
d'un certain nombres de problémes de Dirichlet avec conditions m#lées

et au calcul des gradients a 1l'interface.

Comme pour le calcul de la non linéarité au bord (chapitre IV,
paragraphe 7), l'utilisation du code DELTA a permis de mener les ité-
rations en les contrdlant. Etant donné que pour chaque itération sur
1l'interface il faut résoudre deux problémes de Dirichlet non linéaires,

il convient de minimiser au mieux le nompre des calculs.
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2.1. DECOUPAGE DE 2, (t)

Pour suivre la variation de Tl(t) au cours des itérations
sur l'interface, on modifie la triangulation sur Ql(t) , donc les
termes de la matrice associée au systéme linéaire donnant ul(x,y,i,t).
De méme la résolution de la non linéarité due au rayonnement sur Iy
introduit 4 chaque itération une modification du second membre du systéme

linfaire associé.

On sépare donc Ql(t) en deux sous-domaines, notés Ql(t)

et QS . Sur Q3 la triangulation est conservée ainsi que la partie

des équations triangularisées relatives aux noeuds intérieurs de Qé

ﬁi(t) contient Tl(t) et T, et 93_ contient Ty s (voir figure 9).

Ql(t) i

Figure 9 : Découpage du domaine Ql(t) en

deux sous-domaines.
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2.2. SOUS(SUR) SOLUTIONS A L'ITERATION (n+1) sur Pl(t)

A 1'itération n sur l'interface on a les solutions

ui(x,y,z,t) et ug(x,y,z,t) de deux problémes de Dirichlet non

n+l

1 (t) on

linéaires. Aprés avoir calculé la nouvelle interface T

” . n+l n+l .
détermine ug (%,7,2,t) et u, (x,y,2,t) dans les nouveaux domaines

n+1l n+1l
Q. , Ql (t) et 92

3 (t) a partir de u’ et u. que l'on prend

1 2

comme sous-solution et sur-solution.

2.3. DEPLACEMENT DE L'INTERFACE

Le déplacement de T?(t) vers F?+l(t) se fait sur les noeuds

du maillage appartenant a Pln (t) dans la direction 0z . La triangu-
lation de Q?(t) U Qg(t) est modifiée. La visualisation de cette nouvelle
triangulation permet de la conserver si elle est correcte ou bien de 1la
refaire entiérement si elle est mauvaise (chevauchement de triangles,

coefficient d'applatissement trop grand).

Remarque

Dans ce cas particulier de frontiére libre, l'utilisation
d'éléments finis trapézes avec deux c8tés paralldles & Oz permettrait
de suivre plus facilement 1'évolution de la frontidre. Cependant des
problémes se posent au niveau de 1'intégration numérique et nous avons

utilisé le maillage automatique du code DELTA
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2.4. ACCELERATION DE CONVERGENCE POUR L'INTERFACE

Le procédé du A2 d'Aitken décrit au paragraphe 1 donne de
bons résultats. Il posséde l'avantage de donner un ordre de grandeur

~

pour le coefficieat du déplacement 8" de 1'interface F;(t) a

L'itération n . On calcule Fi et T? en prenant &° et 6! arbitraires.

1

Puis on détermine &2 avec la formule d'Aitken et on itdre le procédé.

2.5. ORGANIGRAMME

Nous dornons dans les deux ofganigrammes qul suivent 1l'organi-
sation des calculs.

Tout d'abord l'enchalnement des itérations sur 1l'interface et
sur la non-linéarité au bord, et ensuite le programme de calcul de

1'interface.
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Interface initialisée

y

Triangulation

Résolution du probléme
non linéaire des échanges
de chaleur

chapitre IV § 7.

|

Calcul du champ des

vitesses a3 l'interface

Interface

stationnaire

FIN

Disposition générale des calculs.
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3. RESULTATS NUMERIQUES

La méthode de résolution numérique exposée au paragraphe 2
a été testée avec des données provenant d'expériences de croissance
de monocristaux d'alumine et de germanium.

Nous donnons ici, d titre d'exemple, le calcul de la forme
de 1'interface pour un cristal de germanium de cing centimétres de
diamétre aprés dix centimétres de tirage. L'interface initiale est

plane. L'interface stabilisée a été obtenue aprés sept itérations,

9
D .

(figure 11). La variation relative (Vc—f) / £ est inférieure 3 1
Le temps de calcul est de 51 secondes pour une triangulation de
179 noeuds.

La vitesse de tirage obtenué (25,6 cm/heure) est un peu
supérieure aux vitesses utilisées dans la pratique. La forme de
l'interface est satisfailsante. Cependant, pour tester le modéle mis au

point et la méthode numérique utilisée, il faut aussi voir la dépen-

dance par rapport aux paramétres.

Nous avons réalisé deux expériences numériques qui montrent
que le programme suit la réalité physique. Tout d'abord nous avons
fait varier les gradients dans le liquide. La variation de la forme de
l'interface se fait dans le sens attendu : l'interface devient plus
arrondie vers le bain et la vitesse de tirage plus faible au fur et
a mesure que le gradient augmente. Cependant ces gradients au niveau
de l'interface sont apparus faibles. En prenant un maillage plus fin
au niveau de l'interface nous n'avons pas amélioré de fagon trés sen-
sible les résultats. Il semble donc (au moins pour certains cristaux
comme l'alumine) que la prise en compté des courants de convection

naturelle dans le bain soit nécessaire.

Le traitement des équations devenant alors beaucoup plus com-
plexe, nous avons introduit un modéle simplifié pour tenir compte de
ces courants. La forme des isothermes obtenus par ce calcul montre une

amélioration dans le sens escompté.
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Nous espérons que la modéle présenté ici donne une représen-
tation correcte de l'expérience de croissance par tirage et que les
évaluations numériques que l'on peut obtenir en fonction des paramdtres
importants de l'expérience permettront de cerner plus rapidement les

conditions optimales de tirage pour un cristal donné.



: g e s g e s —_ RSN mmere § an e R ! : .
: , f . S - I R T Y - o L - !
.‘ y i —v i : : I : ! v
e PR PR S — i ; : |
R | | i i : | i |
» ! : i : f i !
-3 ! ; . ' i ! i
” | | |

" | i !

OSS SO oo - [ - - -

1

143

/
{
; P

|LIMITES "SUR| UN DOMALNE PLAN ]

B St S e P

4 N ) _ , ) _ AVAAYANAYAYAYE\VIAY, .
n w : _ s
i | : &
: ! ! i &
G B . SO SO S | - : , &
“ ‘ . \Aﬂ . Rv.
] w | o
| | £
4 i &
|

“PROBLEME AUX

TISE.

[N ST
H {
i

[l il
T
I
;

i
1

B ) P
i
! | ;
i = .__’___ (S NV
'
i
s
H
1
.
t

G !
e !“(MW.|. S S ,.,T e e S S S [T S - L ST R : N
ey - ‘ : i E
-y ; : :
= . . : H
.‘ i | ¢ ' il
- _ . m T
l.vn"m' S SRR RN e | ” A i “ m
ma ‘ | L s e g
az | | I m m z
: . S DU N S S | s e
T | I a

Figure 10

i

-IEME



1ub -

*90BJIJ83UT, T Jns mﬁ.OHPmrHWu.H

TT edandtJ

~.U.'n..LU

Qo
Ly Lo

‘___fﬂ

T

Udn’nv.“.w

uu.u.T.ﬁc_”



- 145 -

BIBLIOGRAPHIE




- 146 -

[1] AUBIN J.P.

Approximation of elliptic boundary-value problems.

Pure and Applied Mathematics, (vol. XXVI, Wiley-Interscience 1972).

[2] BRICE J.C.
The growth of crystals from the melt. Selected topics in solid

state physics (vol. V, North-Holland publishing company).

[3] BROWDER F.E.

Problémes non linéaires. (Presse de 1'Université de Montréal).

[4] CIARLET P.G.

Numerical Analysis of the finite element method.

Séminaire de Mathématiques Supérieures.

Université de Montréal (1975).

[5] CIARLET P.G. ; RAVIART P.A.
General Lagrange and Hermite interpolation in R" with appli-

cations to finite element method.

Archive Rat. Mech. Anal. 46 (1972).

[6] CIARLET P.G. ; RAVIART P.A.

Maximum principle and uniform convergence for the finite element

method. Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 2 (1973).

[7] DUNFORD N. ; SCHWARTZ J.T.

Linear operators, Part I. Pure and Applied Mathematics.

(Vol. VII. Interscience 1958).

[8] DUVAUT G. ; LIONS J.L.

Les_inéquations en mécanique et en physique. Dunod, Paris, (1972).

[3] GLOWINSKI R. ; LIONS J.L. ; TREMOLIERES R.

Analyse numérique des inéquations variationnelles. (tome 2)

Méthodes Mathématiques de 1'Informatique, Dunod (1976).



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

(18]

- 147 -

LATLLY P.

Régolution numérique des équations de Stokes en symétrie de

révolution par une méthode d'éléments finis non conformes.

Thése (1976), Paris XI.

LAUDISE R.A.
The growth of single crystals. Solids state physical electronics

series. Prentice-Hall-Inc (1970).

LIONS J.L. 3 MAGENES E.

Problémes aux limites non homogénes et applications.

Vol. Dunod, Paris (1968).

NECAS J.

Les méthodes directes dans la théorie des équations aux dérivées

partielles. Masson, Paris (1967).

PONCET A.

Ecriture d'un code d'éléments finis.

Journées é&léments finis, Rennes (1975).

ROBERT F.
Matrices nonnégatives et normes vectorielles.

(Cours I.N.P.G., Grenoble (73-74).

SCHAEFFER H.
Uber die Methode der a priori Schranken.

Math. ann t.279 (1955) 415-416.

SCHWARTZ J.T.

Non linear functimnal analysis. Gordon and Breach (1969).

STAMPACCHIA G.

Equations elliptiques du second ordre 3 coefficients discontinus.

Presses Universitaires de Montréal.



- 148 -

[19] VO-KHAC KHOAN

Distributions. Analyse de Fourier. Opérateurs aux dérivées

partielles. (Tome 1, Vuibert (1870)).

[20] WEIL

Eléments des échanges thermigues. (Gauthier-Villars (1965)).




ERRATA

Les numéros de page 36 , 72 , 82 , 114
ont été omis dans la numérotation.



Derniere page o 'une these

VU

Grenoble, le gguAgit (4] 2+

Le Président de la theése

rg
/ “%‘
A

e

S
.
Ve
s
s
G

Vu, et permis d'imprimer,

Grenoble, le

Le Président de 1'Université
Scientifique et Médicale

PR

) p | (k"
. - - A
<o O N L /\



	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000009.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000h.tif
	0000000j.tif
	0000000l.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000v.tif
	0000000w.tif
	0000000x.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001d.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000001n.tif
	0000001o.tif
	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001t.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002c.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000041.tif
	00000043.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	00000050.tif

