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PREMIERE PARTTIE

METHODE DES SECANTES POUR LA RESOLUTION DES SYSTEMES
D'EQUATIONS ALGEBRIQUES NON LINEAIRES






INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons développer en détail la méthode des
sécantes pour la résolution d'un systéme d'équations algébriques

non linéaires
F(X) =0

ol F est une fonction d'un domaine D de IRn dans IRZ.

Cette méthode n'est autre qu'une généralisation dans R" de la méthode
de la sécante 3 une dimension qui consiste & trouver une approximation
de la solution x* de 1'équation :
f(x) =0 avec f:D — 5 TR
<R

A partir d'une approximation Xy de x*, on obtient une suite d'itérés {xk}
ol le nouvel itéré Ko est la solution de 1'équation lindaire :

f(xk) - f(xk_1)

L(x) = (x - xk) + f(x

o S

) =0

Un point important est que L peut &tre considéré de deux manidres :

1. ou bien comme une approximation de la tangente au point Xy

L (x) = f'(xk)(x - xk) + f(x

T k)

2. ou bien comme une interpolation de f entre les points x,_ et

k
— f s
Xy 1 et ainsi Xppq 8 écrit
x = x _ xk - xk"1 f(x )
k+1 ko fx) - f(xkf1) k



f(x)

- _L’T'(X) L (x)

La généralisation au cas de dimension n conduit 4 plusieurs méthodes

qui dépendent du point de vue considéré

1. ou bien on a&pproche 1la matrice des dérivées partielles

(Jacobien) &valubes en x

k:
9F; P= n
' - — - ’ ..l,
F (xk) ij J=1, ..., n

par la matrice J(xk, hk) des gquotients des différences.
Le nouvel itéré est alors obtenu par résolution du systéme

d'équations lindaires F'(xk)(x -x ) = —F(xk).

i)
2. ou bien on remplace chacune des surfaces fi (i=1, ..., n)

+ . .
dans R" 1 par un hyperplan,lequel interpole fi en n+1 points
donnés Xy ; (3 =0, ..., n) dans un voisinage de X - I1 faut

bl
done trouver un vecteur ai et un scalaire ai tels que 1l'appli-
cation affine Li(x) =0, + xTai satisfasse aux conditions
Ly, ) = £500 )

]

=0, ..., n

. . . n+1
Le nouvel itéré est alors obtenu & 1'intersection dans IR

de ces n hyperplans avec 1'hyperplan X 41 = 0. Xt est donc
la solution du systéme lin&aire -
L;(x) =0 i=1, ..., n.
On remarque que le choix des points Xy (j = o0, » n) con-
9

duit 3 différentes méthodes.



C'est la deuxiéme interprétation que nous allons &tudier et plus

particulidrement le cas ol :

- = x

.y Xk,j = Xk—j’ cens xk,n Ken

Si H, et I' sont les matrices suivantes de M_ (TR) :
k k n,n

H = (x

k Kk T Fgo1® c0r Xpopeq T %Xep)

r

k= (Fix) = Flx_ L)y oo, Pl pyq) = Flg_))

glors

-x )

_ -1
L(x) = Flx, ) + TLH (2,0 - %,

et ainsi la nouvelle approximation est donnée par :

o
Xepp = %~ BT Flx ).

-1
k
‘une approximation du jacobien F' de F. Ainsi la méthode de la sdcante

On remarque que si F est différentiable PkH peut €tre considéré comme

peut &tre considérée comme une discrétisation de la méthode de Newton.

Dans le premier chapitre, on trouve la formulation de Wolfe [ 10] puis la
formulation de Newton [3] améliorant ainsi la méthode des sécantes présen-—

tée par Wolfe.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux théordmes de convergence locale
([3] et [6]), aux théoremes de convergence semi-locale et 3 1'examen de

l'ordre de convergence.

Le troisiéme et le dernier chapitre mentionne le cofit et 1'effi-

cacité de cette méthode et présente quelques résultats numériques.






CHAPITRE I

FORMULATION DE LA METHODE DES SECANTES

Définition 1 :

Les n+l points Xgs =ees Xp de R" sont en “position générale" si

les vecteurs X0 = X (i =1, ..., n) sont lindairement indépendant

Théoréme 1 :

Si Xgs +++s X, sOnt n + 1 points de R", alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
a) Xps +++s X sont en position géndrale.

b) ¥j =0, ..., n les vecteurs xj _in (i = 0, ..., n) et i #£j
sont linéairement indépendants.

c) la matrice (e, XT) € Mn+1 n+1(IR) ot e = (1, ..., 1) et
X = (Xgs «oes X ) est non singuliére.

d) ¥y e R", i1 existe des scalaires Ugs ---5 O AVEC g a; = 1
tels que :
n
Y = g a1xi-

Démonstration :

Soit A la matrice sulvante de Mn+1, n+1(ﬂ?) :
1 0 0 0 g 0
A =
x‘j xo-xj ceee xJ_1—xJ xj_H-xJ cees xn--xJ



alors

det(xo-x., sX5_4 " Xss Xip1 T Xjaeee 5 X - X )
1 - o e - a1 .

= det = (=1)Y det(e,x7)
X%, X5 1% X,

ceci ¥j =0, ..., n

ce qui montre 1'équivalence de a), b) et c).

De plus d) est vraie si et seulement si le systéme linéaire

: = | (1)
X o Y

admet une solution VY ¢ H?n, ce qui montre que c) implique 4).

e, ©
1? > Tn

. T . . .
on voit que {e est non singuliére ce qui conclut le théoréme.

Inversement, en résolvant (1) successivement pour Y = 0, e

X

Remarque :
Dire que Xps +++s X, SONt en position générale peut Etre interprétsd géo—
métriquement par : ces points ne doivent pas étre dans un sous-espace

affine de dimension plus petit que n.

Ainst pour n = 2, Zps Ty Ty SONL en positia générale si et seulement si

ces trois points me sont pas colindaires.



Théoréme 2 :

Si Xgs ++es X et ¥ps sees Y, SONt des points de R", alors
il existe une fonction affine unique

L(x) =a+Ax ol ae R" etAcM (R)

telle que

L(xj) =Y; i=0, ..., n.
si et seulement si Xgs »++» X, sont en position générale.
De plus A est non singuliére si et seulement si Yos «++s Yy

sont en position générale.

Démonstration

La condition L(xj) = yj j =0, ..., n peut s'écrire sous forme matriciel-
le
aT
t T
(e, X7) | = gs -evs ¥)
A
ol el = (1, ..., 1) et X = (x b x)
2 b o’ 2 n

Ainsi, on constate que la premidre partie est une consdquence du théordme 1.

De plus L(xj) =7; ¥i =0, ..., n implique que :

A(xj - xo) =¥; -, ¥i=1, ..., n
et puisque T (j =1, ..., n) sont lindairement indépendants, alors
A est non singuliére si et seulement si les vecteurs yj - Y J=1, ....n

sont linfairement indépendants, car en posant

vs X —X,)

! =
X (xo, X 02 - 0™ %o

-X ey X.—X
J

1 0’

Y' = (Yrs Fi=Fns coes Fe=Kns vens To=Tn)
0] 1 0 J 0 n 0]
on a :
AX' = Y!

Or det X' # 0 donc det A # O si et seulement si det Y' # 0, cfest—é—dire

les y; sont en position générale.



Définition 2 :

Soit F : R"—IR". Si Tes pointsde R" Xgs «-+s X, et F(xo),..,F(xn)
sont en position générale alors le point

_ p-1
xs =-A " a
oll a et A satisfont :
a+ ij = F(xj) ¥i=0, ..., n

est appelé base de 1'approximation des "sécantes" relativement

-

a XO, ceey Xn.

Remargues N

1. Le théoréme 2 assure l'existence de x .

2. Dans le cas de dimension 1,ces conditions sont reduites & %, # x

et f(xo) # fol) lesquelles assurent que la sécante passant par x

0
et x, coupe l'axe des x.

Formulation de Wolfe [10].

Si les points Xgs ++es X, €t F(xo), cees F(xn) sont en position
générale, alors la base de 1'approximation des sécantes satis-
fait :
n
X =X, = L Z.X
STz g U

ol Z = (zo, cees zn)T est Ta solution unique du systéme linéaire

=

de n+1 équations & n+1 inconnues :

1 ... 1 T
Z=(1,0, ..., 0) (2)
F(xg) - F(x,)
Démonstration :
Comme les F(xj) J =0, ..., n sont en position générale le théordme 1 b)

~assure gue (2) a une solution unique qui satisfait :

n n

I z. =1 et I z. F(x.) =0
. i . i 1
i= i=



Or F(xj) = a + Ax; donc :

i=0

car A est inversible d'aprés le théoréme 2, et puisque x  est la solution

unique de Ax + a = 0 alors (1) est vraie. '

Définition 3 :

Si F est une fonction de D < R" dans IR", alors dans la suite
la fonction :

J:E L(R™
RN x L(RM)

est définie par :

-1

J(x, H) = (F(x + Hen) - F(x + He ),...,F(x4-He1)-F(x))H

n-1
ol (el, cees en) est la base canonique de IRnAet

E={(x, H) | x + He. e D i =1, ..., netH non singuliére}

Formulation de Newton :

On suppose pour k = n que Xean® *%0 Xy etF(xk_n), cees F(xk)
sont en position générale et que :

e = (= a1 oo Xkegel ™ Xejs o0 Xkenel = Xken )
alors J(xk, Hk), donnée par Ta définition 3, est non sinquliére et
la base de 1'approximation des sécantes s'écrit :

i L -1
Xs = Xeqp = Xk = I(X HET) Fxy)



Démonstration :
On a F(Xk-j+1) =a + AXk—j+1 et F(xk—j) =g + Axk—j ¥i=1, ..., n;
d'old

A(xk_j+1 - xk—j) —_F(xk—j+1) F(xk-j) ¥i=1, ..., n;

ainsi on peut &crire :

AR = (F(x) - F(xk_1), cees F(xk—n+1) - Flx )

comme Xy, ..., X, sont en position générale, alors H est non singulidre
d'ol :

A= J(xk, Hk)
les F(xk—j) J =0, ..., n sont en position générale ; alors A est non

singuliére et on peut écrire :

xk+1 = ~A a
F(xk) =a+Ax, =>as= —Ax, + F(xk)
d'ou
_ _ oAt
Xppp = %X T A F(xk)
ou
- _ =1
X1 = % J(xk, Hk) F(xk)

Iy = (Flx) - Pl _ ), oo, Flx,_4q) = Flx,_))
alors
J(x., H ) =T VH_1
k> 'k k 'k
et
x =x -H ro] P(x )
k+1 k k "k k
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CHAPITRE II

ETUDE DE LA CONVERGENCE DE LA METHODE DES SECANTES

INTRODUCTION

Dans cette introduction nous insistons sur le fait que  les problémes
les plus importants dans 1'&tude d'un processus itératif (pour trouver
la racine x d'une fonction arbitraire F(x) deflnle dans un sous en-
semble de R sont :

a. Quand les itérés convergent-ils ?

b. Quelle est alors la vitesse de”coﬁvergencev?

c. Quel est le critére d'efficacité ¢

Plusieurs auteurs ont étudié ces problémes dans le cas 3 n dimensions aussi
bien que dans le cas & une dimension. Nous remarquons que 1'étude de la

convergence locale conduit i celle de 1'ordre de convergence dont la valeur
précise présente un grand intérét pour 1l'étude de la vitesse de convergence

et de 1'efficacité d'une méthode.

C'est pourquoi avant de parler de la convergence et de l'ordre de conver-
gence de la méthode des sécantes, nous allons falre quelques rappels sur la

vitesse et 1l'ordre de convergence d'un processus 1terat1f

I - VITESSE ET ORDRE DE CONVERGENCE D'UN PROCESSUS ITERATIF.

Notons tout d'abord que 1'étude la plus satisfaisantejusqu’é maintenant
de 1l'ordre de convergence, dans le cas i n dimensions est due & Ortega et
Rheinboldt [3]. A partir de deux définitions de l'ordre de convergence
d'une méthode itérative, il fondent une étude trés intéressante et donnent

des conditions suffisantes pour que certaines méthodes importantes aient



11

une convergence gquadratique ou super linéaire.

D'autres auteurs ont donné d'autres définitions de 1'ordre de convergence :

Ainsi Ostrowski [4] et Traub [7] définissent 1'ordre de convergence d'une

suite itérative par un nombre p, s'il existe, tel que

lim bty ~ > C
K300 ”Xk - Xﬂﬁ_’ P

ol la constante Cp de l'erreur asymptotique doit &tre Cp #0 et Cp # o
(Ortega et Reindboldt montrent que cette définition est plus restreinte

que leur Q-ordre).

D'autre part, Ostrowski [4] donne une autre définition de 1l'ordre de con-

vergence d'une suite :

(r étant un entier > 1)

. * *

o, = lim sup (Hxk+r -x ||/ ||gk x || )

ko0 .

et s'il existe un entier r =2 1 tel que ar < 1 alors on dit que la convergence
* . . . : . .

de {xk} vers x est "linfairement faible".(La convergence "lindairement

faible" d'une suite est toujours une convergence R-linfaire au sens d'Ortega

et Reinboldt mais 1'inverse n'est pas toujours vrai).

Wall [9] et Tornheim [6] ont introduit la quantité :

p = lim (log”xk+1 - x| / log“xk - <)
k0

comme l'ordre de convergence d'une suite {ka pourvu que cette suite existe

(il est facile alors de voir que p est égal 3 R-ordre de {xk} r3l).

Brent [1] et [2] définit aussi 1'ordre de convergence d'une suite par

p = lim inf(—logl[xk - x*” )1/k

k>
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et si p > 1, alors p n'est autre que le R-ordre de {xk} au sens
d'OrtEga et Rheinboldt.

Notations :

- Dans la suite @ désigne un processus itératif qui s'dcrit sous 1la

forme :
¢ Xpp1 = G(xk, cees xk—m+1)
k=m1,m, ...
o8 G:D® —— mR"
n\m
<(R™)

* . « .
et x un de ses points limites.

= On note par C(¢, x*) 1l'ensemble des suites engendrées par ¢ et ayant

-~ . « . *
meme point limite x .

"Q-facteurs" de convergence [3].

Définition 1

Soit {xk} ¢ R" une suite quelconaue ayant pour Timite x™ alors
les quantités suivantes définies ¥p ¢ [1, of

. 0 si x, = x" ¥k sauf pour un nombre fini

, lXp4q = X7l
Qp{xk} =¢. lim sup

si x, # x*, sauf pour un nombre fini
*x1 P k
kereo % = %7l 4

. +o autrement.

sont les Q-facteurs de {x }, relativement i une norme ||.|| de r".

Lorsqu'on considére un processus itératif et non pas une suite, il est pré-
férable de considérer, comme indicateur de mesure de la vitesse de conver—
gence, la vitesse de convergence la plus mauvaise d'une suite quelconque

de C(®, x*) ; et c'est pour cela que nous donnons la définition suivante.
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Définition 2 :

On appelle Q-facteurs de ¢en x* relativement a une norme, dans
laquelle les Qp{xk} sont calculés, la quantité suivante :

Qp(® s X7) = sup{Quix} / {x} € C(%, x*)

l<psw

Propriétée 1 :
Soit Qu(®%s x ), p e [1, =1, les Q-facteurs de ¢ en x* calculés
dans une norme fixée dans HQ", alors une et une seule des conditions

suivantes est vraie :

a. Q(e, x*) =0 ¥p e [1, of

b. Qp(fp, x*) = o ¥p e [1, o[

c. 13p, e [1, «] tel que : Q.(¢, x*) =0 ¥p e [1, pol

0 et p 0
Qp(cp’ x*) = @ vp € [po, ‘”[

Démonstration :
(voir [3])
Remargue s

Le motif principal d'introduction des Q-facteurs d'un processus itératif,
sans considérer uniquement les Q-facteurs d'une suite,est d'avoir une
maniére précise de comparaison de la vitesse de convergence de deux pro-

cessus itératifs différents.

- Définition 3 :

Soient wl et @, deux processus itératifs ayant méme limite x* et
soient Qp( %5 x*), Qp( ®5s x*) les Q-facteurs correspondants cal-
culés avec la méme norme. On dit alors que :

@, est "Q-plus rapide" que ¢, en x* s'i1 existe De [1, of

tel que Qp( ®ys x¥) < Qp( Py, X¥).
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Remarques :
1. D'aprés la propriété 1, la notion de "@-plus rapide” est bien définie
et il n'est pas possible de trowver p et p' ¢ [1, =[ tel que :
9@, ") < 9, g )
et * * .
Qi (0 ) > Q1 ( 9y &)

Cect tient au fait que,si on suppose p' > p et Q ( Py T *) s Q ( ®p, x ),
aZorsQ(sz, x)>0eta7,ns7,Q (Cp2, ac)—+oo

2. La propriété 1 entraine que la relation "@-plus rapide" est tramsitive.

3. La notion "@-plus rapide" dépend de la norme choisie dans R™ Il est
possible que, dans une norme, un processus ¥y, s0it @-plus rapide qu'un

. autre ©, et que,dans une autre norme,®, soit "Q-plus rapide" que ..
2 2 » ue ¥y

Pour cela, nous allons introduire les notions suivantes indépendantes

de la norme.

Définition 4 :

Soit Qp( ®, x*) Tes Q-facteurs de @ en x* calculés dans une norme
de RN, alors :

°+°°51Q(cr>,x)-0 ¥p e [1, o
Q(cp’X)
*inf p e [1, pL Qp( %, X*) = + o autrement

est le Q-ordre de ¢ en x*.

Propriété 2 : ‘
Les trois relations suivantes sont indépendantes de 1a norme :
1. Qp(cp,x*) =0
2. 0< Qp(cp,x*) < o

3. Q. (%, X*) = ®

p

Ainsi 1e Q-ordre est indépendant de 1a norme.
(Pour 1a démonstration, voir [3]).
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Propriété 3 :

Soient ¢, , ¢, deux processus itératifs ayant méme point Timite
1 2

* N
X . Si

0g(®y » x*) > 0q(%, s x*)

alors % est Q-plus rapide que %, en X" (indépendamment de 1a
norme). '

Proprité 4 :

Soit ¢ un processus jtératif ayant pour Timite x*

I\
o

si Qp(¢ » X*) < + « pour un pe [1, »[ alors OQ(¢, x*)

A
Kel

si Qq(¢ s x*) >0 pour un qe [1, = alors’00(¢; X*)
et donc :
si0 < Q(%, x*) < @ pour p ¢ [1, «[ alors USCH X*) =p

Interprétation des résultats :

. ~ .. * . o
a. La comparalison de deux processus ayant méme limite x consiste & comparer

les Q-ordre de qw et ¢2

1. s'ils sont différents, alors 1l'un est Q plus rapide que 1l'autre

quelle que soit la norme.

2. s'ils sont &gaux, alors on compare les Q-facteurs. Cependant, dans

ce cas, le Q-plus rapide dépend de la norme.
b. Chaque fois qu'on a Qp(qﬁ , X7) < ® alors Hko e I° tel que :

- XM <oy I]xk - x*H ¥k > k., (en choisissant y = Qp+€)

”Xk+1 0]

ceci ¥e et ¥ la suite {xk} qui converge vers x".

c. Les processus itératifs avec un Q-ordre = 1, 2 ou 3 jouent un grand rdle

dans la théorie. Notons que

. * .
1. S1 Q1(¢, X ) = 0 nous disons que le processus & une convergence

NV *
Q-super linéaire en x .

(Notons que d'aprés la propriété 2, la notion de Q-super lindaire

est indépendante de la norme).
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2. 81 0 < Q1(¢, x*) < 1 dans une norme, la convergence est appelée
Q-linéaire (qui dépend de la norme).

3. Si Q1(¢, x*) > 1 dans une norme, alors ¢ est Q-sublinéaire

dans cette norme.

b, si Q2((p, x*) = 0, alors la convergence de % est Q-superquadratique

5. 81 0 < Q2(Cp, x*) < +o glors ¢ est Q-quadratique.

6. Si Q2(Cp, x") = +o alors ¢ est Q-subquadratique.

De méme pour la convergence cubique d'un processus itéra_tif.

1.2 R-facteurs ou "Root-convergence factors " [3].
Comme dans 1'&tude de la convergence des séries, Ortega etRheinboldt intro-
duisent une définition basée sur la moyenne géométrique du vecteur erreur

[

Définition 5

Si {xk} est une suite quelconque ayant pour Timite x*, alors Tles
quantités

1
*Tim sup llxk - X" /k sip=1
K> o

R {x 1} =
Pk . s 10K .
o 1im sup |[x, - x7|| sip>1
k + o

sont Tes R-facteurs de convergence de {xk} en x .

Définition 6 :

Si ¢ est un processus itératif ayant pour Timite x*, alors

Ry(®, x¥) = supfRp{x} 5 {x} e C(®, ")} 1sxp<o

sont Tes R-facteurs de ¢ en x*.
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Propriété 5 :
Si {xk} est une suite qui converge vers x*, alors R {xk}

est 1ndependant de la norme ¥p ¢ [1, =] et par conséquent
Rp(¢, x") 1'est aussi.

Propriété 6 :
Si ¢ est un processus itératif ayant x* comme point limite,
alors une et une seule des conditions suivantes est vraje :

a. Rp(cp, X¥) =0  ¥perl, ol

b. Ry (¢, XY =1  ¥perl, of

C. 3Ipy e [1, =L tel que Rp(w, X*) =0 W¥perl, pol ©

*
et R(®, x') =1 V¥pe Ipy, o

Définition 7 :

Si %, et ¢, sont deux processus itératifs ayant méme point limite
x* 5 s'il existe un p e [1, o[ tel que :

Rp(cPl ’ X*,) < Rp(ch ’ X*)

alors %, est R-plus rapide que ¢, en x*.

Définition 8 :

Soit ¢ un processus itératif ayant pour Timite x*, alors 1la quantiteé

+ o si Rp(¢, x*) =0 ¥p e [1, of
OR(CP, X*) =
inf{p ¢ [1, »[ ; Rp(qs, x*) = 1} autrement.

est appelée Te R-ordre de ¢ en x*.
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Propriéte 7 :
Soient %4 et %, deux processus itératifs ayant méme limite x*.
Si
OR(ql ’ X*) > OR(°F2 s X*)

alors ¢, est R-plus rapide que ¢, en x*.

Propriéte 8 :

Soit ¢ un processus itératif ayant pour Timite x*;

v

Si Rp(¢, x*) < 1 pour un p ¢ [1,=[ alors OR(w, x*)

A
e

si Ry(s x*) > 0 pour un q e [1,%[ alors Opl®, x*) <
donc si 0 < Ry(%, x*) <1, Ople®, x*) = p.

Si0 < R1(¢, x*) < 1, alors 1a convergence de ¢ en x* est R-Tindaire

si R1 =0 ou R1 = 1, alors 1a convergence de ¢ en x* est respective-
ment R-syperlinéaire ou R-sublinéaire.

De méme, si 0 < Ry(¢, x*) < 1, alors Ta convergence de ¢ en x*

est R-quadratique.

I.3 Relations entre les Q- et les R- facteurs de convergence [3].

~ Propriété 9 :
Si {xk} est une suite de R" qui converge vers x* telle que :
0 < Qp{xk} < +
et
0 < Rp{xk} <1 pour un p > 1.
Alors en choisissant une norme convenable, on a :

Rp{xk} < Qp{xk} ou bien Rp{xk} > Qp{xk}
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Cependant dans le cas ol p = 1, on a toujours
Rl{xk} < Ql{xk} Y la norme

par conséquence, si ¢ est un processus itératif ayant pour limite
N . v
X ,0na:

Ry(#s ) < 0y(%, x°)

Propriété 10 :

Soit ¢ un processus itératif ayant pour Timite x*. S'i1 existe un
Pel[l, = et une constante c; tels que ¥ {x} e c(¢, x*), ona:

a1 = X0 s eqllxe = X 1P ¥kek, = ko({x})-

alors :
Op(®, x*) 2 Og(%, x*) = p.

D'autre part, s'il existe une constante Cy et une suite {xk}e-c(¢, x*)
telles que :

%41 - x| = Co %, - *IP>0 vko> Ko = ko({x,})
alors :

Og(®, x*) < Op(%,x*) < p.

Ainsi, si les deux conditions sont vraies, on a :

OQ<¢’9 X*) = OR(CP: X*) = p.

Lemme 1 :

Quel que soit 1'entier m > 1, Te polyndme pm(t) = " - tm'l -1
admet une seule racine "m positive. De plus, Ty € J1, 2[ et ¥ me NN
on a :

> Tm_l et Tim Tm =1

T
m M 00
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Proposition 1 :

Soient ¢ un processus itératif et c(¢, x*) 1'ensemble des suites
engendrées par ¢ et convergentes vers x* et soient Yoo +es Y, NHL
constantes non négatives. Si'V{xk} e (g, x¥) Hko > m tel que :

m
* * *
”Xk+1 - x| < [EPE jEO Y; ka_j - x| ¥k Ko
alors :
OR(CP’ X*) 2> T,

ol T est T'unique racine positive de £l t"-1-=0 H
si de plus i1 existe g > 0 et une suite {xk} e c(g, x¥) tels que
pour k0 >m, on a :

]lxk+1 - x| = BlIx, - x|l ||xk_m -x*) >0 ¥k Ko

alors
*

OR(CP, X ) =T.

Proposition 2 [8].

Soit ¢ un processus itératif ayant x* comme point Timite et soient
Yor s Yy des constantes non négatives. Si ¥ la suite {xk} e c(g, x*)
il existe un k0 dépendant de {xk} et tel que :

o m
* * 112 * ; *py 2

L N I E P | R | P jflvj X 5=l

pour tout k > kO'
alors OR(¢, x*) ol T est Ta racine positive de

AR

et si de plus i1 existe y> 0, k0 > m et une suite {xk} e c(¢, x*) tels
que : ‘

Hxk+1 - XY zyﬂlxk_m - X" 1%, - >0 ¥k= Ko
alors :

OQ(cp, x*) < Op(e, x*) = 1.
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IT - CONVERGENCE LOCALE DE LA METHODE DES SECANTES.

Dans ce paragraphe, nous trouvons les conditions suffisantes pour lesquelles
1'opérateur J(x, H) est une approximation du jacobien F'(x), si F est dif-

3

férentiable, ce qui va nous aider & &tablir le théordme de convergence lo-
cale d'Ortéga et Rheinboldt puis, au paragraphe III de ce chapitre, & éta-
blir le th€oréme de convergence semi-locale, et par suite 3 obtenir, une
précision de 1l'ordre de convergence de la suite d'itérés {xk} obtenue par

la méthode des sécantes.

Aussi dans ce paragraphe nous trouvons le théoréme de convergence locale de
Tornheim, avec quelques remarques concernant les conditions suffisantes qu'il
donnent et celles que nous donnons au théoréme de convergence semi-locale,
pour obtenir comme ordre de convergence,pour la méthode des sécantes, la

racine positive T de 1'équation

n+1

t -t - 1=0

Définition 9 :

Soit F : D ——— R" une fonction G-differentiable dans Dy < D
cIRN

et soit J : Dy x D ———— L(R")
DxL(R™M
Si0 ¢ L(IR™) est un point limite de D, et si :
tim J(x, H) = F'(x), uniformément ¥ x ¢ D0

H->0
He Dh

alors on dit que J est une approximation consistante de F' dans Dp
et s'il existe des constantes ¢ > 0 et r > 0 telles que :
[|F* (x) = 3(xs H)| < c|[H]| ¥x ¢ D

et ¥H ¢ Dh n S(0, r)
alors on dit que J est une approximation fortement consistante.
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Lemme 2 :
Soit F : R"— R" une fonction continliment différentiable dans
un convexe D <« R". Si F' satisfait :

| F'(x) = F*(¥)Il < o] x - y]| P ¥X, y e D
avec o. et p des constantes non négatives
alors ¥x, y ¢ D, on a :

FF() = FOO = P OOy - ) = plly - x || P+

(pour la demonstration, voir r31).

Proposition 3 [3] :

Supposons que F est G-différentiable dans un voisinage SO c D de
x* eD pour lequel F(x*) = 0, et que F' est continue, non singuliére
en x .

Sid:D«x Dh > L(BQ") est une approximation consis-
N RN x L(IR™ |
tante de F' dans SO’ alors il existe § et r > 0 tels que :

G(x, H) = x - J(x, H)"IF(x)

est définie ¥x e S(x”, §) et ¥H € Dh' =D, n S(0, r) et
satisfait :

I x*= 6(x, H)ll < w (x, H) []x - x| R (1)
¥x ¢ S(x*, &) et VH ¢ D, s '

ol w(x, H) > 0 quand x > x* et H+ 0, H ¢ Dy,

De plus si J est une approximation fortement consistante de F' dans
SO et si :
FE(x) = F O s vllx - x| ¥xes,
alors i].existe des constantes 04 et oy telles que :
2
Ix* - 6(xs W < ol x = ™1 € +a, [IHIIX - X[ (1D)
Vx€SetVHeDh..
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Démonstration :

Posons B = ||F'(x*)_1” et soit € ¢ (0, 1/28) . Puisque J est
une approximation consistante de F' dans SO’ il existe un r > 0 tel que

D soit non vide et :

h'
[|F'(x) - J(x, )| < % € ¥x € Sy et H e D,

De plus, d'aprés la continuité de F' en x*, il existe un § > 0 tel que

s = S(x*, §) ¢ SO et :
| 7' (x) - P (x™)] < -% € ¥x € S
donc
| Fr(x*) - 3(x, B)|| < ¢ ¥x e S, H D,

or,]lF'(x )—1” < B et ef < %-< 1, donc J(x; H)_1 existe et satisfait :

oz, 7| <y =8/(1-8) VW¥xes, He D,

d'ol G est bien définit dans S x D+ et :

166, ) = x| = |[ 30, ©7'03(x, B)(x - x*) - P(x)7]|

nCl[3Ge, B) - PG|+ | ) - B
lx = x*|| + n|lF(x) - 7 (x*) - P (x*)(x - x¥)]

IA

ce qui montre I avec
w(x, H) = nl]|d(x, H) - Frx)|| + ||F(x) - F'(x*)” + q(x)] (11T

(x) = UFP(x) - F(x™) - P (x )(x - )|l

- pour x # x et q(x*) = 0.
= - x|

q

D'aprés la continuité de F' en x*, a(x) > 0 et
F'(x) - F'x") » 0 gquand x - X

et d'aprés la définition 9, on a :
J(x, H) - F'(x ) > 0 quand x > x et H » O.

Donc w(x, H) - 0 quand x » x et H > 0, H e D
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Supposons maintenant que [|F'(x) - F'(x")| < Ylx - x*]|  ¥x e 8y

d'aprés le lemme 2, on a :
lall s vllx - "] ¥xes

et II découle directement de (I) et (III) avec a, =2yn et a, =nec, ol
¢ est la constante de la définition 9 de 1'approximation fortement consis-

tante.

Définition 10 :

o étant une constante positive, on note par K(c) 1'ensemble suivant :

K(o) = {tH=(h"s...h") e LUR") /I 20 j=1,....n
ht hn
3 s e ey T n
I N AT
Q étant une famille de matrice de L(IR"), alors on dit que Q est
uniformément non singuliére si Q < K(g) pour un o> 0.

et tel que : |det(

)| = o}

Proposition 4 [3]

Soit Q < L(DQ”) une collection de matrices non singuliéres, alors Q
est uniformément non singuliére si et seulement s'il existe une
constante o > 0, telle que :

ht o
T 9 ey Tm—e—— < I
Y TR W

¥H=(h, ..., ") ¢ Q.

Démonstration :

Supposons que Q < K(o) pour un 0 > 0 et soit :

Ky={a=(ap, ovs 2) € Ko) / llaj“ =1,3=1, ..., n}

I1 est clair que K1 est borné. De plus, si {AK} c K, est une suite convergente

avec A = lim A, e L(RD)

, alors ||aj” = 1(j =1, ..., n).
Koo
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Et puisque le déterminant est une fonction continue de ses &ldments, il

s'ensuit que |det A| > o, donc A € K, et K, est fermé.

D'ou K1 est un compact.

L'application f : X, + R telle que f(A) = l]A-1” ‘est continue sur K>
donc il existe une constante a telle que || A—qll < o pour toute matrice

A € K1.

Mais, pour toute matrice H ¢ Q, la matrice :

—u——il .o —u——ﬂ— ) est aussi dans K

1°
')’ 157

donc

Y < o ¥HEe Q.
Inversement, supposons que (I) soit satisfaite ; 1'ensemble

S ={a e L( ! ||a] <

est compact, et d'aprés la continuité du déterminant, il existe une constante
T > 0, telle que |det A| < T pour tout A ¢ S ; mais ! € S, pour tout

He Q; et ainsi

—1 .1
|det H—1|

Donc Q < K(1/1), d'oll Q est uniformément non singulidre.

|det f VE ¢ Q.

T

Proposition 5 [3] :

Soit F : R" > R" une fonction continiiment différentiable dans un
ouvert D et soit Q c L(IR"), une famille de matrices uniformément
non singuliére telle que Ta matrice nulle ait un point limite de Q.
Alors, pour tout sous-ensemble compact D0 de D, il existe r > 0,
tel que 1'application J(x, H) soit bien définie dans Dg * Dh avec
D, = {He Q/ |[H|| < r} et c'est.une approximation consistante de
F' dans DO’

De plus si
IF'(x) = F*I < vl x -yl ¥x, y € D (1)

alors J est une approximation fortement consistante.
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Démonstration :

Puisque D0 est compact et que D est un ouvert, il .existe un § > 0, tel

que le compact D, = {x/ ||x-y|] <6 pour un y ¢ DO} c D.

F' est alors uniformément continue dans D1 et,pour un € > 0 donné, nous

pouvons choisir r ¢ (0, §) tel que :
8(h) = F(x + h) - F(x) - F'(x)h

satisfasse |[8(h)] = € ||n|] chague fois que x e D,y et llnl] < r.

Soit maintenant B une constante telle que :

4]l < max ||a, | VA= (A, .oy a) € L(RD)
3 l M .

B dépend uniquement de la norme choisie (pour la L1—norme B =1).

Soit 0 une constante telle que :

1 ' n .
h h -1
[| ( T s sees —) I <
Il |In™]
VHe Qet H= n', ..., u?)
Alors pour tout x e DO et H e Q, tels que !Ihi” <r i=1, ..., n,
nous obtenons :
la(x, H) - F'(x)] = || sL(u'), ..., s(n™7E 1|
_ [5(h1) §(n™) .. ! n" |
= Ty e ey 1 5 ey n
|In'] e sy || n7]
1 n
s af &l Sm) Gy g
In' |l |7

Ainsi J est une approximation consistante de F' dans DO.

Si de plus (I) est vraie, alors on peut démontrer d'aprés le lemme 2, que :

Ism) < Ly 2

ainsi que :

[a(x, B) - Fr(x) < é-aBY mgx]lhiH
1
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Théoréme 1 [3]

Soit F : R"— R une fonction continlment différentiable dans
un ouvert D de RM" ; supposons qu'il existe un x* ¢ D pour Tequel
F(x*) = 0 et F'(x*) est non singuliére. Supposons de plus que

o > 0 est choisie de telle sorte que K(c) soit non vide.

Alors il existe une constante ry > 0 telle que,pour toute suite
{H} < K(o) avec |[HJl <r; K=0,1, ..., 1a suite d'itérés de

la méthode des sécantes est bien définie et lim X = x* pourvu
ko

que ||xy - x*|| soit assez petit.
De plus si 1im Hk = 0, alors

k>

Ri{x} = Qp{x} =0

Démonstration :

Notons d'abord que K(o) est invariant par changement d'échelle, c'est-a-dire
que si H ¢ K(o), alors aH ¢ K(o) pour tout o # 0, ainsi la matrice nulle

est un point limite de K(g).

Choisissons maintenant un § >0 tel que S = é(x*, 8) < D, alors la proposition
précédente montre alors qu'il existe un r > 0, tel que J est bien défini
dans S x Dh avec

D, ={He K(o) / ||H] < r}
et c'est une approximation consistante de F' dans S.
D'aprés la proposition 3, on a :

-l < wix H) [|x, - x| ¥x e 8, He D,

[E k®

aveC'w(xk; H) > 0 quand x +» x* et H + 0.

Ainsi il existe S' < Set a e (0, 1) tels que :

w(xk,.H) <a ka € S' et ¥H ¢ Dy



28

d'ou: .

-2l

IA

|l x o [lx - x|

k+1 ”

o Xy = x|

IA

par suite, la suite {xk} reste dans 8' et converge vers x et d'aprés

la définition de Q1{xk}, on a :

R1{xk}s Q1{xk} < lim sup w(xk, Hk) =0

k >

Théoréme 2 [3] : Convergence locale d'Ortega et Rheinboldt.

Supposons que F satisfasse les conditions de la proposition précédente
alors il existe des constantes o > 0 et r > 0, telles que si :

1°) |xg = x| est suffisamment petit.
2°) La suite {xk} des itérés de la méthode des sécantes est
bien définie.
3°) La suite des matrices Hk correspondantes 3 x, reste dans
1'ensembie Dh od : '
D, = {H e K(o) / |[H]] < r}.

Alorsljim xk = x" et Riix} = Qi{x} = 0.
>
Si de plus F' est lipchitienne, c'est-da-dire il existe une constante
v telle que :

HF'(x) = F' W < v IIx -yl ¥, yeD
alors la suite {xk} satisfait :

OR{xk} > T

n+l _

ol t est la racine positive de t t"-1=0

Démonstration :

La convergence et la convergence superlinéaire se déduisent immédiatement

- de la proposition précédente.
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Supposons maintenant que F' est lipchitienne, alors il existe une

constante B telle que :
n * n . *

Il <8 Ml = ngll < n8 b =<'l 28T - )

Or d'aprés la propdsition 3:
2
B R L R e LY I
n
* 2 .
< (o +nBay) flx - x| =+ a8 [lx, - x*|| :(j§1||xk_j - <))

et ainsi l'ordre de convergence se déduit immédiatement de la proposition 1.

Théoréme 3 [6] : De convergence Tocale de Tornheim :

Soit F: R"—R" et supposons que :
1. x* est une solution pour Te systame F(x) =0

2. Les composantes fi (1= 1, ..., n) de F ont des dérivées secondes
continues.

3. {xk} est Ta suite d'itérés de Ta méthode des sécantes suivant
la formulation de Wolfe.

4. Le jacobien J(x) = det(afi / 3x;) i=1, > N
J J =1, s N
est non nul en x = x*.
5. || %, - x*”<s||xk_1 -x*| k=1, ..., navecs <1
6. Vk est définie par :
1 oo, 1 1 1
V, = det| *k,1 %-n,1| = det
Xk.n Xk-nyn Xy oooe Xe-n

et [V, | =. cllx - Xg- Il 1% - Xg=2ll e Alxy - Xg-nll

avec k = n, n+l, ... et ¢ est une constante positive.
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Alors pour xq assez proche de x*,la suite {x} converge vers x*
et 1'ordre de convergence p, s'il existe, est au moins 7, oi
est la racine positive de

tn+1 - tn -1=0

(Démonstration voir [6]).

Remarques :
Notons tout d'abord que le théoréme 2 d'Ortega et Rheinboldt et le théoréme 3

de Tormheim sont de type "local". Ils supposent l'existence d'une solution z

pour le systéme F(x) = 0 et que les approximations initiales sont suffisam—

ment proche dé x*.

Nous rappelons que cette étude de comvergence locale est importante pour la

caractérisation de cette méthode et la comparaison de celle-ci avec les

autres processus itératifs pour la résolution d'un systéme non linéaire.

Comme on l'a déja vu, la comparaison sera faite d partir de 1l'ordre de

convergence. Les théorémes 2 et 3 donnent le méme ordre de convergence pour

la méthode des sécantes, mais les conditions ne sont pas toutes les mémes

et on peut faire les remarques suivantes :

1.

Le théoréme 2 utilise la formulation de Newton, le théoréme 3 utilise la
formulation de Wolfe. Nous rapelons que nous avons déja établi (chapitre

L'équivalence de ces deux formulations.

Les deux théorémes supposent que F est continfiment différentiable et que
F'(z") est non singuliére, c'est-d-dire que les hyperplans tangents aux

fé (2 =1, ..., n) ont un point d'intersection unique.

Il est clair que la condition 5 du théoréme 3 peut &tre satisfaite par
une numérotation convenable des points de départ x,, ..., €, & la seule
0 n

. . * . L4 »
condition que Zesllxi ~x || Z=.0, ..., n ne soient pas égales.

Le théoréme 2 suppose que F' est Lipchitienne.

I)
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5. Le théoréme 3 suppose que F est deux fois continfiment différentiable.

6. Le théoréme 2 suppose que la suite d'itérés {=,} obtenu par la méthode
des sécantes est bien définie et qu'il existe un o > 0 etunr > 0

tels que la suite {Hk} correspondante 4 {xk} est inclue dans 1'engemble
Dh ou

Dy =1{# ¢ k(o) / ||H| < =»}.
Notons que le théoréme 1 établi par Ortega et Rheinboldt montre 1'existene.
d'un § et d'un r >0tels que :

Gz, B) =& = J(z, B)'P(x) est bien défini
est bien définie ¥z ¢ S(x”*, 8) et VH « Dy

Done, il suffit de vérifier que la suite {Hk} obtenue par 1'itération de
la méthode dee sécantes est inelue dans Dys c'est-d-dire qu'il existe
unr > 0 et un o> 0 tels que :

N < »et Hy, e K(0).

Or on a vu, au théoréme 1, qu'il existe S' c S telle que :
HG(xk, B) -z < wlxy, Hy) ka -z
avee w(x,, Hk) <a< 1.

Ainsi Lppq = G(xk, H) e 8'. ST &' est le rayon de S' et st on pose
r=26', onq :
7
gl =z (< 26 = »
e )

Done, pour montrer que g e Dy, Z1 suffit de montrer que Hy, € K(0).
Or Hk e k(o), avee Hk =(n', ..., 1) si s

-

1 n
ldet 2, .., —A_ )| >
2] A" -
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ou 81T on a :

det(n!, ..., WY .det(diag(1/ \|W1)|, ..., 17|18 )| > o
oUu
1 1

|detent, ..., WO—L Ll T
7"l 17"

done 21 suffit que :
1 2
det B = o |lA1)) . B2 ... I

qui peut &tre satisfaite si Hk est non singuliére ou Lps vees &y en

position générale.

. Le théoréme 3 suppose que |Vk] 2 cllxk - xk—l“ eoo ] x5, = xk—n” ou
¢ est une constante positive.
D'aprés le théoréme 1, chapitre I, on a :
= det(y
k k-n
Si on pose By = (xy, = Lp_gs sees Tp = xk—n) = (hl, ceu, WYL

) = det(xk T Epgs eees Ty T X))

Done, il faut qu'on ait & chaque pas de l'itération :

, |
Vi | = ldet & | = c [[Z°]], ..., [IK]

qui peut €tre aussi satisfaite si Lys oes Ty, SONL en position générale

¥k = n, n+l, ...

Il est clair que la condition "Hk est non singuliére' ou Lps wees Ly,
sont en position générale 4 chaque pas de l'itération, est la plus
difficile 4 tester.

Cependant, dans le théoréme de convergence semi-locale que nous allons
donner au chapitre suivant, nous démontrons l'existence d'une racine pour
F(x) = 0 dans une boule A et la convergence de la méthode des sécantes

a partir de wn+l points Lps sves T de IR" convenablement choisis dans A.
Il est clair que les conditions que mous proposons dans ce théoréme vont
étre satisfaites si on est suffisamment proche de %" racine de F(z) = 0,
.(sauf la condition F' est lipchitienne). Et nous démontrons alors qu'a
chaque pas de Z'itération,Hk est non singuliére, c'est-d-dire Lpseees Ty
sont en position générale.
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IIT - CONVERGENCE SEMI-LOCALE DE LA METHODE DES SECANTES.

Notations

On désigne par :

n
1. ||| =¢.(x) = % Ixil pour x ¢ R
i=1
2. el = 5, (2)
¢1(BX) n _ _
_ia:mn m-ma:x X Ilel = max ({"1 (B.J)

J 1i=1
ol B est une matrice de Mn n(]R) telle que :
]

B = (bij) i=1, ..., n
J=1, ..., n

B.g = jlgme colonne de B.

3. M (x, eny X n) =

n . . .
b, P : D n——»IR une fonction.non lindaire.
cR :

Dans la suite, nous allons &tudier 1la convergence semi-locale de la
méthode des sécantes pour résoudre le systdme non lindaire F(x) = 0 o

& chaque pas le nouvel itéré est donné par :

. -1
Xy = ¥ T H Ty F(x,)
avec

Be = Oy =3 g v X X))

r

. F(xk) - F(x

ger)s s Bl ) - Flx ) .

Théoréme 4 :

Soient F : RL_LR" et Xgs ---s X, N+l points de RrR",

On suppose qu'il existe n > 0, 8 >0, 0 <a< 1, a, > 0 tels que si

A={xeR"; I|x = Xoll < B} :

1°) [lIH, Tplll= (1 - o)n <



2°) Vyo, Yis -

3h.

s Y qui sont en position générale et appartenant

a Aet Vzo, <ees Z €N position générale et appartenant a A,
on a : :
1y MEFOR) = Flypgds o Flyp) = Flyg)d (v = Ypopo-oos Y17
-1
- [F(z,) - Flzp_q)s--00 F(z9) - F(Z9)1(z - 20100 -021729) Il
[0
= 7n

3°) |IF(x )]l < &
n Znn

4°) Ilxjy - x5l e £ vi=0,na
2‘]
o n"l
sy L < o
6°) Ch = 3,8 <-%
Alors ¥k = n+l, ..., on a :
-1

1. |”Hk+1 k-1”| <N (1)
e R E IR = (2)
3. Ikaw:,an < B (3)

k-1 3 Ck-1 1 (4)
4, Q= ———— , ¢ = = » 5

1 - Cn_l Zk-n 2(1 = ck_l)
5. M est inversible et HIM;1H| < a (5)

d'ol Hk est inversible.

6. [IFtx ) < f; 1% = Xpqll (6)

)-1
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et la suite {xk} des itérés de la méthode des sécantes converge
vers x* ¢ A racine de F(x) =

Démonstration :

Nous allons démontrer par récurrence les conditions (1), ..., (6).

Pour j =n + 1 :

Nous avons par hypothése :

~1
*lE, T oM< n

-1 <1 .
g ==l o= |l Tn FG < Wa, r 7 FGs) |
B B
<N =— < B
oty oR

* en posant :

n n'n 0 n+1'"n+1?
O @ teieinnnnns 0
Xp~Xpgq ceeeees Xy = X,

8l s max Cllxy = x5 voes flx =, )
< max (B, g', , ;% )
lall <8
d'ou
va;J A< T Wl < n <

done (I - M;1 An) est inversible et comme on a :

M =M (T -M"
n n

n+1 An)

alors M est inversible.
n+1



.36.

et par suite :

-1 -1 -1 -1
11220 11 M S [ s S SO I
<a .(1+c_+ c? 4 ved)
n n n
< g —
nil-c
n
Posons
a = “n et c = ——fﬁl—— 8 an+18
n+1 1 -c n+1 1 ~-c 2 2
n n
on a bien :
c <+
n+1 2
Comme M ,q est inversible d'aprés le théorédme 1 du chapitre I, on
a H est inversible.
n+1
= _ _ ~1 _
,*IJF(Xn+1)” —llF(xn+1) F(xn) 1“n Hn (xn+1 xn)“
Or, on peut écrire que :
= . o]
F(Xn+1) F(Xn) T Tn+1 Tn+ (xn+1 Xn)
en effet :
' (x -x ) =(x - x X, - X )—1(x ~-x )=
n+1' " n+1 n n+1 n’ i 1 n+1 n
par suite 1
B o(x -x ) =T O = F(x ) - F(x.)
n+l "n+1 "n+il n” n+l | . n+1 n
0
ainsi
_ -1 _ _ -1 _
IlF(xn+1)” —IIPn+1 Hn+1(xn+1 _xn) I1n Hn (Xn+1 Xn)”

-1 1
< MTpeq By = Ty B I Ny =l
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Or, x cees Xxp et x L, Xy sont en position générale

n+1?
et appartiennent 3 A, donc :

< &

”F(xn+1)” 2n ”Xn_” - xn”

Supposons maintenant que (1) (2), ..., (6) soient vraies pour

J=n+l, ..., k ; nous allons démontrer qu'elles sont vraies

pour j = K+1 :

En effet : (Hk étant inversible d'aprés (5)) :

1 -1 -1
(rn H -T H)

_1 _1 —
Hn 1-'n I‘k Hk I- Hn IIn
=1I-E

-1 -1 -1
or [llell<lw, T "M, =" -1, 2

a2n

<

oL

1
2

car Xy, ..., X et x -++s X, sont en position générale et

0 k-n?

appartiennent i A.

Donc I - E est inversible et :

H F;1 = H_ P;1 (I+E+ ... +E>+ ...)
et '
-1 -1
e Tl < e, r2M G+ Bl + oo+ JIER)] + ..0)
I8, F;1H| < (1 -aq)—2 =1l-e
,e L _a
> >
: : -1 ‘ -1 ~
Ny = %Ml = 118, Iy FOoll < e T HEGe
1 -
< & nllFx )l .

o
1-3
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-1 -1
Comme ”F(xk)“ S |||Tka - Fk_1 Hk..1”l ”Xk - xk_1”
< % ka - xk_1|| (d'aprés I)
gy = xplle 222 e x|
1 - > 2n
1 -0 o
”xk-ﬂ - xk” < | - a E ”xk S ” (II)
2
= %'lek - x|l < (g)k—n [ENPE N
< (HEm B
2 2n
d'ol :
by = el s &
2
e e [ SPUUY R

’ k .
ligug =352 B @I e

j=n j=n a1~ %l

n .
Oy - 1 B
S.E (2) IIXn+1 : xn” s o n
J= - 1 -= 2
2
B8
“xk+1 ¥ I < o7 < B
2
“bx En posant :
a
- k - B
" ST o, %% ket T ket e
2
on a
c = ak B = f:k < —1-
+ —
g 2 a0 - ¢) °
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5% Comme (1), ..., (6) sont vraies ¥j = n+l, ..., k,

alors on a :

-1 - 1
el < B et Cp T Ay 3<%

Nous allons démontrer que Mk+1 existe et ”!Mk+1”| < 8

En effet :

et

A

5

><
'3

I”AkIH k+1” > s ” Xg-n ~ Xk—n+1” )

IA
=]
®
]

d'ou
8 - = 1
a il = et ”IM Blll < ey 2k—n "% “ 2

IA

et ainsi I - M;1 Ak est inversible et par suite :

_ -1
Mer1 = Mk(I - M Ak)
est inversible et

_ A T o -1 -
Moy = Mk(I M, Akf M (I + Mo 4+ ...)Mk

done :

-1 1
g lll < oy T T %k

et d'aprds le théoréme 1du chapitre 1, Hkl1 existe.

-1
o IFGa, I = 1FGq ) - Flg) - T B Oy = x|l
Or on peut aussi démontrer que :
= -1 _
Flagpy) = Flg) = Ty By (x,, %)
donc
_ —1 -1
PG I = Ty, Bl (Rpepq = 3 = T (g

< MTyay Hgy = B 51 Mgy - %,

- x|



Théoréme

Lo,

d'old :
190 O < 22 T, - x|
car X, .. > Xp 41 et Xy cens X, _, sont en position générale
et appartiennent 3 A.
Donc ¥j = n+1, ... les relations (1), (2), ..., (6) sont vraies,

alors on peut écrire :

Iap = %l S lrpn = g 1 +eed Iy = x|l
p-1
z
= j=0 ”Xj+k+1 - Xj+k”

oy j-n+k o k- oy J
: jio (EQJ : ”Xn+1-xn||= (50 ﬂ;(E)J”Xn+1—Xn”
k—n
oy\k-n 1 B o
(7) < (5) — = o ‘& B
1—5 2 2

Cela ¥k > n, donc la suite {xk} des itérés de la méthode des sécantes

est une suite de Cauchy et on a :

* .
=1
X im x,

k> o
et de la relation (6), on tire que & la limite
F(x*) =0

et ainsi le théoréme est démontré.

SiF: R"—R" et Xgs --+» X, Vérifiant les conditions du

théoréme précédent, alors

Rl{xk} <1



et par suite la convergence est R-linéaire.

Aussi on a : :
Ql{xk} <1

et Ta convergence est Q-linéaire.

Démonstration :

D'aprés la définition 5. On a :
. *1 1/k
R{x} =1 sup ”x -x”'
7% T k
or, d'aprés la relation (7) du théordme précédent, on a :

”xk+p - xk” < a_ak— B ceci ¥p.

et lorsque p > ©, on a toujours :

. k-n
o
R
d'oll : '

k

R1{xk} = lim sup”xk - x*” 1k ¢ lim sup ( B)Vk
ko0

k > 2

< lim sup ((%)k . ——BH )1/k

k+o o
< -g lim sup (1)1/1{
k > o
"s-g < 1

et par suite la convergence est R-lindaire.

Il reste & démontrer que la convergence est aussi Q-linéaire, c'est-a-dire

que : ”xk+1 _ xk ”
QT{xk} = lim sup ———————— < ~

k »® ”xk - x*”

En effet, d'aprés la relation (II) du théoreme précédent, on a :

Yk > n




Lo,

B;VEC'Y= - a g_=______(1-a}__a
- 1_&2 2 -~-a
2
d'ol :

[EWHE S Phap = Tl # eee + Hgp = 20,
=Ly ”xk+2 -

5= ‘xk+1”

et lorsque p + =, on &

*
xk-l-p_+ x
et
* 1 .
Iy =21 5 775 Mlup = x|
s Ty lxe - xll
S T llng, - X0+ i -«
1 - yoii¥gey T X x = x|
* Y
(1 -T%—Y) lxgy = %7l = 775 I, - X7
or y < %-s % |
Y
d'ou v 1
o y
et par sglte 1= Ty > 0
d'od '
v

ey - | s ;—:l;lél_vllxk - x|l

1 -y

y
el LN
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Nous allons démontrer maintenant que 7—%—57 < 1, c'est-3-dire que
3y < 1; comme Yy = é;fg§g3 il faut démontrer que :
- 301 - a)a
3y = > T a 1

c'est-a-dire :

30 -~ 3a2 <2 -0
ou 5
~3a° +Lba -2<0

Or il est facile 3 vérifier que cette &quation n'admet pas de racine, dor

elle a le méme signe que le coefficient de a2.

Donc —X < 1
1 -2y

Or : ”){K+1 _ x*”
Q1{xk} = lim sup
*
ke llx, - "]
< lim sup Y - _X < 1
K 00 1 -2y 1 -2y

donc la convergence est Q-linéaire.

Théoréme 6 :

Soit F une fonction de IR™ dans IR" et Xgs s Xo n+l points

de R" vérifiant les conditions du théoréme 4, alors la méthode
des sécantes engendre une suite {xk} qui converge vers x* racine
de F(x). Si de plus F est différentiable, si F' est continue en
x* et F'(x*) est non singuliére, alors

Ql{xk} =0

. et par suite la convergence est Q-superlingaire.

Démonstration :

D'aprés le théoréme L4, la suite {xk} converge vers x. et F(x*) =0,



Sk

Si Hk est la matrice obtenue au k' °°¢ pas, on pose :

H = (h1, cees hn)
et

h h
- 1 . n
= (”—”h1 . ...,ﬂ—”hn )

alors ﬁk = H, D, ol D = diag (||h1” s eees ]IhnH ).

k "k
S1
1 0 ... 0
P = € M+, ne1(R)
*x e
alors :
11 ..... 1 1 -1 CD
P = ‘e
—
Xy Xpoqeeee Xy C) 1
et
1 O 0 T e.. 1
e : . )
Pl 2| ] » = O M, (1)
: H O -
3 K 1
n

d'aprés le théoréme 4, on a ¥k :
Il < =
Ml < 8y
. R

aveca, = Sl
k 1 - ck_1

d'aprés (1), on a :

A

(n+1) el < (n+ 1y

=1
I
or _ !
~- 1 -1
e = oy I N
mais ”le”l = max(llxk - xk_1” s eees 'ka—n+1 - Xk—n“ )

IA
w0
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ainsi _
~_ + 1
I”%KHIS(?+1);£; &ks(n+1kk<112‘ = cte.

D'aprés la proposition L4, la suite {Hk} est uniformément non singulidre.
Et d'aprés la proposition 5, J(x, H) est une approximation consistante
de F'.

D'aprés la proposition 3, comme F est différentiable, comme F'(x*) est
non singuliére et comme Hk est une approximation consistante de F' au

v . *
volsinage de x ; on a alors :

%eay = X7l s 0l 8D Jlx, - x*|

~ V *
ol w(xk, Hk) > 0 quand x, + x et H -+ 0.

Par suite :
lxeey = x*l
lim sup " = 1im w.(xk, Hk) =0
e o = =l x>

done Q1{xk} = 0,

Et la convergence est Q-superlinéaire. De 1la proposition 9, on déduit que

la convergence est aussi R-superlinéaire.

Proposition 6 :

STHE = (4 = Xeeps ooes Xeopar = Xy
et _
M= (Xee1 = o Xpep = Xpo wees Xy = %)

alors on a :

J(xps He) = 3(xs H).
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Démonstration :
Ixg ) = Ty B

avec Fk = (F(xk 1) F(xk), . F(xk_n) F(xk))
I B) =F B =T pe B = (F p)(E »)7"

Proposition 7 :

Supposons que F soit continlment différentiable de IRn dans IR" et
que F' satisfasse : ' -

IF (%) - Fr Ol sallx =yl ¥x, y e R™

s'il existe a > 0 et B>0 et s'il existe Xgaps =+os Xy € RrR"
tels que : g '
-1 1...... 1 -1
Lol hl = 1 ) il = a
k; Xk ........ Xk"n . k
2. |1xeuq - x5l s B ¥ o= ken k-1
i+l 7] 0 , ’ ’
alors :
' B




AT

Démonstration :

Comme ﬁk = (xk_1-f3k3 cees Xy xk) e-Mn’ﬁ(HK)

~

Posons Hk = (h1, cees hn)

et posons G(hi) = F(xk + hi) - F(xk) - F'(Xk)hi ¥i=1, ...

alors : .
o Gxs ) = 2 )Ml = Me8Cny), ey 8a DE
8(n,) stm) | [

A h -1
Tl > e Myl ) I

=l T e I'hn"vl

Posons P = { .t )
Mo > o T

o
]
[o))
[
[
[o:2]
~~
&
s
-
-
=
5
g

alors |lla(xgs B ) = P )l = Qe 'l Walll - 112~
or 127 = o 501 < N0l )

et llofil = max |Ingll = max||x_. - x| (i =1, ..., n)
1 1

or fllx,_; - x|l

Mg = e guqlll + oo+ My = = I

g _B 8
< . +
2k-1 2k—1+1 2k—1
B 1 1
< = (1 + - + — )
2k—1 2k-1—1
B 1 ___ B
2k-l 1 1 2k—1—1
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D'old

B B
k-1-1 2k—n—1

”lD“| = méxllhi” = max
1 i 2

On peut démontrer aussi que :

-1
M < o
En effet :
1 0 0 1 O cevneeenn 0
Xy e \Xk *k-1"%x *k-n~ %k
L 1 T -1 e 1
\xk Kpq sovvenes Xy _p O 1
Donc :
1.0 ..... o\ "1 0. 0 1 -1 ou... LT 1 -
= ?1 -1 = <. O
Xy Hk é Hk C) _ oo X eeeen X o
n
1T 1 «.... 1
= ~1
= 1 Mk

~ ~-1 "'1
atod llH Il = v Il < o
d'autre part, ona ¥i =1, ..., n:

I8l = IIG(xk_i -x ) = HF(xk_i)-F(xk)—F'(xk)(xk_i-xk)H
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et comme F'est de Lipchitz, d'aprds le lemme 2, on a :

16al= 5 2 l1x 5 - x| 2

<2 2ing It
or fllalll = mex ”lf}i:‘h)” s max 22, |
<1l —giéifT
dore ol < 152

et par suite :

N3t B = v Gl < el M7
< flalll Mol mE"
e, ) = Fr (e l] < Qgéin "k Qk?n—1

Théoréme 7 :

Soit F : R"—0, R" une fonction continiment différentiable. On

suppose qu'il existe n+l points de IR" Xgs -++» X, en position gé-

n
nérale et des constantes :

n>0,8>0,0<ac<1, a, > Oet >0

tels que si A =1{xe R"/ [|x- an < B}, ona :
1. F' est de lipchitz, c'est-a-dire :

IE* () = Pl < efilx-y))| ¥x, y A
2. M, TR = (1 - a)n <

- B - -
3. ij+1 Xj” < S| ¥i=0, ..., n-1
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n n

8

6. 22,8 < -2-n—
alors les relations (1), ..., (6) du théoréme 4 sont vraies

¥k 2 n+l, et par suite, la suite {xk} des itérés de la méthode
des sécantes converge vers x racine de F(x) = 0.

Démonstration :

En remarquant qu'on a les mémes conditions que le théordme 4, sauf (1),
la démonstration sera faite aussi par récurrence et au pas j = n+1 ;

on obtient de la méme facon :

-1
1= lE, T <
B
2.- lIxn+1 - xn” < ol
-1 ®n _
3- ”an+1”I *T-c. = %
n

et aussi H_1 existe
n+1

h - ¢ =a . B s-%

s Az o
I1 reste i démontrer que IlF(xn+1)” < Eﬁ¢|xn+1 - xn”
En effet :
_ =1 -1
IIF(Xn+1)“ B HI1n+1 Hn+1(xn+1 - Xn) - Fn Hn (Xn+1 - Xn)”
< Mt By = T 5 My - =,
- n+1 “n+1 nn n+1 n
-1 -1 : -1 ~1
or Ty Bk = T s T, BL - R G AT - P )

n+1

# E G ) - F Gl
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et d'aprés la proposition 6, on a :

J(Xn+1’ Hn+1) = J(Kn+1’ H£+1

et aussi :
- ~ _ _1
J(xn, Hn) = J(xn, Hn) =T, Hn

alors on peut &crire :

) =T

n+1

-1
n+1

et d'aprés la proposition 7, comme HIM;11”| <a,oona:

19t Hpyy) = B xg I
<
De méme on a :
28
”lJ(xn, Hn) - F'(xn)“l < ;; &
< 24Bc
F' &tant lipchititienne, alors :
P Gepyy) = P ) < 2l x
d'ol
”lJ(xn+1, Hn+1) - J(xn, Hn)“l <
<
<
o
done ||F(xn+1)” <o “xn+1 - x|l

n+l

18 8
2B B
CalPC
28 8
2 %n+1 <1
B
2—1
< 2B
xll < 45
2
8 2
5= + 4B +
L o0
'% 2B carr. > 2
o S o
an (car par hypothdse 288 < 2n)
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Supposons maintenant que (1), ..., (6) du théordme 4 soient vraies pour

J =n+, ..., k ; nous allons démontrer qu'elles sont aussi vraies pour

j = k+1.

-1 -1 _ o -1 -1 _ -1
H Pn . rk H f I-H rn (Fn H ' - Fk H, )
=I1-E
-1 -1
or : T, B - B = l9Ge, B ) - 30k, 1) I
< N3Gy B) = F G+ M3t 1) =BGl + 1P () ~ 7 G
e L n
< 48 + + Ri|x - x
gk-n 2k—n—1 n k
!I,Bck 28 28 28
< 2B + Tt < WB+——+
2k—-n 1 2n 1 2k n 2n 1
. .
5228555
N @ _a 1
aod  llEfll < =% ]

et avec la méme démonstration (dans le théor&me 4), on trouve :

-1
1) llm 1l <

2%) My = =l = ﬁ%
3°) Mlgqq = %Il 2£i1
a a . .B
o % By 1
o) ey =T o et Cyyq T ST <2

=1 -1 .
5°) ”IMk+1”l < 8y et H [, existe
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et, en utilisant les propositions 6 et T, on trouve de la méme manidre

que précédemment :

28 B 28, 8 B
oGy yys Bpy) = Ixs B = AmF Pkt ken okt Teen % JK-n=1
< 248 < é%

d'ou |IF(Xk+1)” < é%ﬂlxk+1 - ka

Ainsi (1), ..., (6) du théordme 4 sont vraies J =n+1, ...

et alors la suite {xk} > x* qQuand k > © et on a :

F(x*) =0

Ordre de convergence :

Si F est une fonction de IR" dans R" et si Xgs =+-s X, SOnt n+l
points de R" vérifiant les conditions du théoréme précédent, alors
la suite des itérés de Ta méthode des sécantes converge vers x* ra-
cine de F(x) et 1'ordre de convergence p de cette suite est :

P=2T

ol T est la racine positive de g+l . th-1=0

Démonstration :

D'aprés le théordme précédent {xk} > x*yet F(x™) = 0, F' &tant lipchilitienne,
d'aprés le proposition 5, J est une approximation consistante forte de F' et,

d'aprés le proposition 4, on a :

1" =, Il = ol x - x*)|2 + o lH I 11, - =)

or Ml = maxC Il = e s s Iy -]

”Xk-n+1 - xk-1“ < ”xk—n+1 - X*” + lek-n - X*“
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d'ol :
*

N [ e L | P R I
”xk = X*”
et d'aprés la proposition 1 :

1

OR{xk} 2T ol T est la racine positive de 27 P -1 =0






CHAPITRE III

ETUDE DE L'EFFICACITE DE LA METHODE DES SECANTES

APPLICATIONS NUMERIQUES

INTRODUCTION

I1 est important dans 1'étude des processus itératifs pour la résolution des
systémes d'équations (non lindaires), d'avoir une méthode précise pour clas-

ser ces algorithmes suivant leur "efficacité".

Plusieurs auteurs ont &tudié 1'efficacité des méthodes itératives pour trou-
ver les racines des fonctions & une variable (Traub [7], Feldestein et
Firestone [14], Ostrowski [4]). Mis & part 1'é&tude faite par Shmanskii [17]
et celle faite par Brent [1] et [2], nous ne connaissons pas d'autre &tude
de 1'efficacité des processus itératifs pour la résolution des systémes

d'équations non lindaires.

La définition de 1'efficacité donnée par Shamanski, puis par Brent n'est

autre qu'une généralisation de 1'index d'efficacité d'Ostrowski [4]

. logllx. - x*”
E, = 1lim ™ 11

0 i logllxi - x|

ol W. est le "travail" exigé pour passer de X

sente une évaluation de F ou de l'une de ses dérivées partielles, (F(x) &tant

a X 4q> dont 1'unité repré-

la fonction dont on cherche les racines).
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log llxi+1 - X*“

Or p = 1lim " , 8'1l existe, est 1l'ordre de convergence
i log ||y - ] |
de la méthode en question. Si W= 1lim W., alors on a :
i>
1
W
EO = P

Mais 1l'ordre de convergence n'est pas toujours le méme quel que soit la
fonction dont on cherche les racines ; Broyden [11] donne la définition
suivante de l'efficacité d'un processus itératif pour la résolution d'un
systéme particulier F(x) = 0 :
Ny
log T
£

R =+
m
ol m est le nombre total d'évaluations de F, Ni et Nf sont respectivement

la norme euclidienne de F au point initial X, et au point final X,

Dans la suite, nous allons examiner la définition de Brent de 1l'efficacité
d'une méthode itérative, puis,comme application, nous donnons des tables
comparant la méthode des. sécantes avec celle de Newton discréte, Brown,
.Brown modifié et celles de Brent. Enfin quelques exemples numériques et
‘applications de la définition de Broyden sur ces exemples pour comparer

la méthode des sécantes 3 d'autres méthodes.

Définition de 1'efficacité de Brent [11:

Si ¢ est un processus itératif pour Ta résolution d'un systéme
d'équations non linéaires F(x) = 0, {xk} une suite d'itérés engen-
drée par ¢ et ayant pour Timite x" solution de F(x) =0, w.+1

i
Te "travail” exigé pour calculer Te nouvel itéré x de X;s alors

i+l
1'efficacité de ¢ est donnée par :

1 Tog|x;,q - x|
E= Tim lo -
iso Wigl Tog|lx; - x7|]




ST,

Remarques : *
o togllag,, -l .
1-1im st elle existe n'est autre que l'ordre de
i+ log ||z, - 2|

convergence p de @ au sens de Brent, qui n'est autre que le R-ordre
d'Ortega et Rheinboldt.
2-51 W=1im L et st p existe, alors l'efficacité de Brent s'éerit :

7 >0 Wi

1
E :___g_ZoW P - log pW

qui n'est autre que le logarithme de l'ordre d'efficacité E, d'Ostrowski.

3 - Wi peut étre mesuré dans n'importe quelle unité wniforme. Dans la suite
nous utilisons comme unité L'évaluation de F; ainsi une évaluation

d'une composante fy(x) de F est considérée comme % unité du travail.
4 - E est indépendante de la norme choisie.

5§ - 87 deux processus Wet @' ont respectivement comme efficacité E et E'
et exigent respectivement W(e) et W'(e) unités de travail pour trouver

x; tel que ||z, - x| <€, alors :

14 We) _E'

m =55 = =
7:_>0W e) E

Ainsi-¢. exige E'/E fois plus de travail que @' pour obtenir wn x;
tel que th—x*ll soit plus petit qu'une constante assez petite.

De l'examen des résultats obtenus par Winograd et Wolfe [18] pour n = 1,

Brent déduit la conjecture suivante qui est fortement plausible.
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Conjecture [2] :

IT n'y a pas de méthodes Tocalement convergentes, basées entiére-
ment sur 1'évaluation des fonctions et ayant une efficacité plus
grande que E_ p® avec :

E n = log T

0,

ou T est T'unique racine positive de 1'équation

ot Moo
J=0

I - COMPARAISON DE LA METHODE DES SECANTES AVEC D'AUTRES METHODES

Dans cette partie nous comparons pour différentes valeurs de n 1'efficacitéd
de la méthode des sécantes et celle de la méthode de Newton discréte, Brown,
Brown modifié et la méthode optimale Sy parmi la classe des méthodes de

Brent, avec Em,n

81 n est 1'ordre du systéme, alors on désigne dans la suite par :

*x E(8) = log oy L'efficacité de la méthode des sécantes Pq étant son
ordre de convergence ; on a d&jd trouvé (chapitre IT)
que p_ est 1l'unique racine positive T de 1'équation

tn+1 _ tn -1=0

D'aprds le chapitre I, pour calculer le nouvel itéré
Xppqo la méthode des sécantes exige une &valuation par

pas, sauf au premier pas ; donc W = 1. -

* E(N) = l%%j% L'efficacité de la méthode de Newton discréte.



o)
% E(B) - 2 lOg: =

l'efficacité de la méthode de Brown,

n + 3
* Es(n) l'efficacité de la méthode Sy ortimale de Brent,
* ET(n) l'efficacité de la méthode Tk optimale de Brent ou
Brown modifiée.
TABLE 1
n o E(S) o E(S)/E, Ex(n)/E,
i 2 [1.465571 0.38228 43826 0.8724k2 0.717140
3 [1.380278 0.32228 .341k43 0.94401 0.81205
4 11.324718 0.28117 .28801 0.97633 0.87603
5 11.285198 0.25087 .25320 0.99085 0.91251
6 | 1.285423 0.22747 .22821 0.99675 0.9%1569
7 |1.232055 0.20868 .20875 0.99966 0.962935
-8 [1.213149 0.193219 .193219 1.0000 0.9805k4
9 |1.197ko2 0.180229 .180229 1.0000 0.9922)
10 [1.18k276 0.16912 .16912 1.0000 1.00976
20 | 1.114k465 0.108L4 . 1084k 1.0000 1.09576
50 [1.058439 0.05687 .05687 1.0000 1.20L448
100 [1.034h30 0.03375 .03375 1.0000 1.28106
1000 [1.005261189 | 0.00524731 .00524739 1.0000 1.475%012
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Table 2
n E(N)/Em’n E(B)/Em’n ES(")/Ew,n
2 0.52719 0.63263 0.6817
3 0.50753 0.675018 0.7048
4 0.48133 0.688309 0.7161
5 0.45625 10.68438 _ 0.7227
6 0.433903 0.67688 0.7243
7 ~ 0.41505 0.66409 0.7253.
8 0.39859 : 0.65369 0.7264
9 0.38459 0.6kL226 0.72787
10 0.37259 0.62968 0.7285
20 0.30L38 0.55701 0.7417
50 0.23898 0.45885 0.7672
100 0.20334 0.398553 0.7872
1000 0.1319617 0.263923 0.8432355
Remarqueé :
1 - D'aprés la tablel,nous remarquons que pour n = 8
E(S) = E;’n
2 - Pour n assez grand, on a :
. log n . ~
E;5n -f%-— E(S)/E;Bn 1
. . Log 2
E(T)/E, , = 2 E(N)/zwﬂﬁ..75§7€

R

. 2 log 2 ‘
E(B)/E, , = _'7Ef§75 Eo(n)/Ey o= 1
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8 = A part la méthode Zk ou Brown modifiée, la méthode des sécantes est
la plus efficace parmi ces méthodes et surtout par rapport 4 la
méthode de Newton, ce que montre la table 2.

¢ - D'aprés la table 1, nous déduisons que la méthode T, a une efficacité
plus grande que E_ W d'ol une efficacité plus grande que celle de la

méthode des sécantes pour n assez grand.

Mais d'autre part, la méthode T, exige 0(n®) opérations par pas [13]

et la méthode des sécantes, comme on va le voir aprés, exige O(nz)_opé—
rations par pas, sauf au premier pas. Or pour n assez grand 1'ordre
d'opérations n'est pas négligeabie.

Ainsti la méthode Ty, est plus efficace, au sens de Brent, que la méthode
des sécantes parmi cette classe des méthodes itératives pour la résolu-—
tion des systémes d'équations non linéaires, mais elle exige beaucoup

plus d'opérations.

Maintenant existe-t—il des méthodes plus efficaces au sens de Brent que
la méthode des sécantes et exigeant moins d'opérations ; c'est wn

probléme ouvert.

IT - CALCUL DES ITERES DE LA METHODE DES SECANTES

On a d&ja vu (chapitre I) que 1'itéré de la méthode des sécantes obtenu

. . ~ .y . +
4 partir de n+1 points donnds n'est autre que l'intersection dans WY !
de n hyperplans qui interpolent respectivement les n composants fi

(i =1, ..., n) de F en ces n+1 points.

Nous avons ainsi n syst@mes & résoudre

I ] J .2 J J =
ST O OF T o Xy o j(xk—n) 1
[j]4 Ocjx1+ajx?+ ........ +ad xB 4+ od f.(x.) =1
1 271 n i n+l “J°73
ad ! +ad x4 L. rad Byl g (x,) =1
L 1 'k 2 'k ) n 'k n+l "j7k
n .
ou k-n < i<k et x; = (xl, x5, v xi) ¥j =1, )



Ayant (a?, ey O

i n+1 J
(x ) i=1, , n du
k+1
suivant :
(o) x! 402 x +
k+1 k+1
i1 i 2
H O Xpag T Oy Xt
1 n 2
+
O Faq % Xy,

On remarque que pour calculer x

en faisant des perturbations, il nous faut un nombre 4'

= ],

.62,

.» n alors pour avoir les composantes

nouvel itéré X1 il faut résoudre le systime

---------------------------------------------

---------------------------------------------

........... an Xk+1 + 0 1
i n
+ =
0"n Xk+1 +0 1
n n _
........... + n Xk+1 + 0 1

plication, d'addition et de division par pas.

Or si on calcule Xy 41 a partir de la formule

_ -1
X1 = X T H T Fx)

on remarque :

“au premier pas :

A partir de n+1 points donnds

alors pour calculer X041

= X

n

Xys eees X

-1 .
- Hn Fn F(xn) il faut

ordre n

3

4q €D résolvant ces n+1 systdmes, méme

de multi-

et la valeur de F en ces points,

* inverser Pn par la méthode d'élimination de Gauss qui exige

2
division ;

* calculer F;1

x calculer § T
: n n

additions ;

* calculer x - H T
n n ' n

F(xn) qui exige aussi n? multiplications et n{n-1)

1

F(xn) qui exige n additions

b

l-n(n - 2)(2n -~ 1) addition, n%(n -~ 1) multiplications et %—n(Bn— 1)

F(xn) qui exige n? multiplicatiomset n(n- 1) additions

.
>
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Donc pour calculer X4 1l faut :
additions multiplications divisions
%-n(n-+1)(2n— 1) n(n+1) (n+2) §(3n— 1)
au deuxiéme pas
r _ _ .
En posant Fn = (F(x1) F(xo), F(xn) F(xn_1), Pees F(x2)

- F(x1)), on

constate que F; n'est autre que Pn mais dans laquelle on a permuté les

colonnes 1, ..., nenn, 1,

On trouve donc

0 1 0
. 0
I''=T x| .
n
O
0]
10 ...
alors
0 . . 0
1
- O
T - .
n
O
"1

2y +ses n—-1.

| - -
Donc Fn 1 n'est autre que Pn1 dont on a permuté les lignes. Or

T ~ T
n+1
suivant :

= F; +Ue ou e = (1, 0,

U= ((F(x ) - Flx)) - Fx,) - Flx,)))

.., 0) et U est le vecteur colonne



II1

6L,

alors
-1 _ L' '—1 T '-1
Towg =Tn  #WT, Ut T
ol u = ; T
1 +e T U

En faisant cette permutation pour calculer

-1

*n+2 T Fper T Hn+1 I11%1+1 F(xn+1)
il faut
additions multiplications divisions
n{bn-1) n(in+ 2) 1

Donc la méthode des sécantes exige 0(n?) opérations par pas sauf au premier

APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans l'ordre de comparer la performance des diverses méthodes utilisées
pour résoudre un systéme particulier d'équations algébriques non linéaires,

nous allons prendre tant que possible les mémes conditions initiales.

La performance de ces méthodes va &tre résumée pour chaque probldme "test"
dans une table, laquelle donne la norme Euclidienne initiale et finale

N, et No. de F, le nombre total m d'évaluations de fonctions exigé pour
réduire la norme de F 3 Nf, ce nombre d'évaluations comprend aussi le
nombre d'évaluations exigé pour 1'approximation de Jacobien dans chaque

cas, et donne aussi l'efficacité de Broyden R, définit par :
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(comme on 1'a vu dans l'introduction de ce chapitre).

Exemple 1

Fonction de Rosenberg [16]

Cette fonction est souvent utilis€e dans les problémes de minimisation,

c'est une fonction & 2 variables avec une composante linéaire :
f1(x1, x2) =1-x
_ _ .2
fg(x1, x2) = 1O(x2 x1)
Le point (1, 1) est la racine de cette fonction.
Les valeurs initiales utilisées par les méthodes de Newton, Broyden I,

Broyden II [11], Powell [16], Brown [13],Brown modifié [1] et Brent [1]

sont

NO = 4.919

o o -
1]
—
(@

Les valeurs initiales utilisées par la méthode des sécantes sont :

xé =-1,27
N. = Lk.919
X2 = 1,0 0
0
x} = 0,5
N, =8,53
X2 = 1,1 !
1 - >
1
x2 = 0,5
X, = 0,9
2
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Table 3 - Résultats de 1'exemple

Méthode m Nf R
Newton 12 7.551 107 | 1.500
Broyden I 59 b.729 10”10 0.3909
Broyden IT 39 2.547 10710 0.673
Powell o 70 1.000 10”10 0.154
Brown 8 0.000 -
Brown modifié 8 0.000 . -
Brent 8 0.000 -
Sécantes 6 0.000 -

Exemple 2 [11] :
f1 = —(3 + 0Lx1)x1 + 2x2 -1
fi =‘xi_1 - (3 + axi)xi + 2xi+1 -1, i=2, ..., n-1
= *n ” (3 + 0‘Xm)xm -1

* Les valeurs initiales utilisées par les méthodes de Newton, Broyden I

et II et Brown sont :

XS = ~1.0 ¥i=1, ..., n
pour n = 5 NO = 1.91
n =10 NO”= 2.121
n=10 N, = 2.64
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Les valeurs initiales utilis€es par la méthode des sécantes, c'est—-a-dire
les valeurs de x3 i=1, ..., n et j=0, ..., n sont comprises

entre -0.4h et -1.2.

Pour n = §

2.49 N, = 2.56 N, = 2.01

=
[}

N, = 1.83 Nh = 1.7k N. = 1.91

N, = 3.257 N, = 2.922 N, = 2.499
N, = 2.88 N, = 2.971 N = 2.13

No = 3.27 N,( = 3.209 Ng = 3.1k49
N = 3.576 N, = 2.121

Ny = 3.98 N, = 3.47 N, = 3.838 N, = 4.108
N, = k.37 Ny = Lk.56 N Ne = 3.08 N, = 5.3
Ng = 3.73 Ny = L.66 | N1O=2.819 N, =5.11
N,,=5.01 ' N13=1+.7 N,), =3.522 N5 =3.53
m6=5£ m7=39 N.g=3-01 m9=5ﬁ9
N20=2.62+6

TABLE 3 - RESULTAT DE L'EXEMPLE 1

n = 5 o = -0, 1
méthode m Nf R
Newton ol 1.931 1077 {0.6711
Broyden I 11 1.991 1077 1.5524
Broyden IT 19 4.557 10'8 0.9237
Brown 12 1.837 1077 | 1.346k
Sécantes 11 2.849 1072 | 1.8u75




.68.

Table 4 - Résultats

de 1'exemple 2

n =10 -0, 5
Méthode m N f' R
Newton L 2.356 1076 0.334}4
Broyden I 18 1.597 10—7 0.9112
Broyden IT 34 2.602 1077 0.46805
Brown 26 9.064 10_8 0.65262
Sécantes 20 7.870 1077 0.9786
~Table 5 - Résultats de 1'exemple 2
n=20 -0, 5
Méthodes m Nf R
Broyden I 29 3.611 1077 0.545
Broyden IT 6l 4.185 1070 0.24468
Brown 46 2.017 107 0.3556
Sécantes 41 7.886 1078 0.h225
Newton 105 2.098 1077 0.1557 .

Exemple

3 [15]7 : .

f1(x1, x2)

-13 + x, + ((-x2 + s)x2 - 2)x2

f2(x1, xe) = =29 + x, + ((x2 + 1)x2 - 1h)x2
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valeurs initiales pour la méthode de Newton, Broyden I et II et Brent

sont :

1 =
)

15. b'e

Valeurs initiales pour la méthode des sécantes :

xé = 14,
N. = 34.205
2 _ o 0 .
%o
xl =15
N1 = 27.857
x2=—3 i
x; = 15
o N2 = 35,4478
= -2
%
Table 6 - Résultats de 1'exemple 3
Méthode m Nf R
Newton 87 2.188 10°° 0.1908
Broyden I diverge - -
Broyden II diverge - -
Brown 25 1.192 1077 0.780k
Sécantes 13 2.232 10‘6 1.275

Exemple 4 :

Fonction singuliédre d

e Powell [12]

f1(x1, Xgs X3s Xh):=x1 + 10x

2

f3(§1, Xgs Xg» xh) = (x2-2x3

)2

£(xy5 %y, X35 %) = /§(x3 - x),)
_ _ 2
fh(x1, Xps X3 xh) = /Ta(x1 Xh)
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Cette fonction admet (0, 0, O, 0) comme solution et elle a une propriété

intéressante, c'est que le Jacobien est singulier en (0, 0, 0, O).

Le point de départ pour la méthode de Brown, Brown modifi&, Brent, Powell
est :
x5 = (3, -1, 0, 1) Ny = 14:66287

Les points de départ de la méthode des sécantes sont :

xo = (3.148, -1.245, 0.157, 1.78) N, = 12.0328L
x, = (3, -1.8, 0.78, 1.1) N, = 16.144408
X, © .25, -1.987, 0, 1.753) | N, = 18.904991
g = (3.875, -1.896, 0.578, 1.986) N, = 21.24999
x, = (3, -1, 0, 1) Ny, = 1h.66287

Table 7 - Résultat de 1'exemple 4

Méthode m Nf R
Powell 26 ko 107° 0.52416
Brown 51 0.0 -
Brown modifié 49 1.2 1078 0.30269
Brent 45 1.9 10'6 0.31939
Sécantes 11 .27 107° 0.91L48
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Exemple 5

Systéme d'équations algébriques associé 3 un circuit électronique.

RT
R8

P
P2

P3

vpl (1/R5 + 1/RT + 1/R9) + 1/R7.x3 + 1/R9.xh + 1/RT - Xg 3

1 L I R I I B 2.1

70 P " x%GrtEr tas ) t Gt g8 %Gr * 78 * Ny
RS I T TN S 1,5

m1'@+x2'-ﬁ+x3(ﬁ+%)_Xh(ﬁ+Rh+R8+R9)+x6'R8+J2 J

1 a2 .1 2 L .
VP -y " %7 tRe) Ry - 58 %(ge t 7 *Re) I3t )

1077 o(BU=xs5)_ 3, = 1077 [(e(sh.xh)_ 1) - (eus(—3o—xh
- 2k, 55%
1,28 * 10 1O(e( PIrxG). ) J), = 0.105 * J3
3 a2 12 A ~3
10 25 = 0.0k g3 = 0.2 RL = 0.5 10
1. S5 L o718
0.025 YA 0.67 * 10 RO 10

Max {60, P2 %= P3 / (14—(J34—10_30) / 1.97TE-6)%%x0.5}
Max {1, (1 - P2) % P3}

X, ~vpy — 10 ,
0.695 ~ 87 % 1077 * P1

3

6.75 * 10~ + 51 % P1
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On résoud ce systéme dans 3 cas : cas ol E1 = 0,1, cas ol Ef = 0,01 et
cas od E1 = 0,001. Dans les 3 cas les T composants de 8 vecteurs de départ

ont des valeurs variant entre 0 et 1.

1 - cas ol E1 = 0.1

Racine de F(x) = 0 :

xT = -9.631038 10 x; = ~0.001512
* *

x, = =0.001516 x¢ = 0.10151
* *

xg = ~0.001513 X, = 0.000L436
*

x);, = 0.001507

norme de F(x") = IF(<")|| = 2.06605 * 1070

La convergence est obtenue aprés 4 itérations, le nombre d'évalua-—

" tions de F est 12.

2 - cas ou B1 = 0.01

Racine de F(x) =0 :

x? = -2.2 % 10_5 Xg = 0.00314
* LI
x, = -0.00316 xg = 0.013
xg = -0.0031L x; = 0.0009
XZ = -0.003132

IIF(x*)]] = 1.851408 » 107"

converge aprés 5 itérations ; le nombre d'évaluations est 13.

3 - cas ol E1 = 0.001

Racine de F(x) = 0 :
5 *

x: = -1.4311 % 10~ x; = ~0.0022308
x; = —0.002253 xg = 0.003253
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x3 = -0.002230
x: = 0.002239
IP(x®)]| = 2.86662 % 107"

converge aprés 5 itérations.

X,

*-

7 .

0.0006450
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DEUXIEME PARTIE

LOCALISATION DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME D'EQUATIONS ALGEBRIQUES






INTRODUCTION

Soit F(x) une fonction définie et continue de RT dans R et soit 9
une racine de F. On considére dans le premier chapitre que F est de la

forme :
F(x) = Ax - b

ol A est une matrice non singulidre de Mn n(ﬂi) et b e R
3

Dans le deuxidme chapitre, F sera de la forme :

ol les B, i=1, ...,mne€ Mn n(ﬂ?) sont symétriques semi-définies positives,
?

A symétrique définie positive et b ¢ R".

On s'intéresse 3 la localisation de  dans une boule de centre O et de
rayon P, en donnant dans le premier cas des conditions nécessaires et suffi-
santes et dans le deuxiéme cas des conditions suffisantes pour que Q soit

4 1'intérieur de B(0, p).



Théoréme d'existence des solutions d'un systdme dans une boule :

Soit F : x » F(x) une application définie et continue dans B(0, p)
et & valeurs dans IR", avec :

B(0, p) = {x e RV / |Ix|| < o}

Il = /5%

Théoréme 1 : ([1] p. 141 ex 10)

Si pour aucun point de 3B (c'est-a-dire tel que ||x|| = p),
F(x) = ax avec a > 0, alors i1 existe dans B(0, p) au moins un x~
tel que F(x*) =0 (€ H!").

Démonstration :

C'est une conséquence du théoréme de Brower[ 1]

"toute application continue d'un convexe fermé et borné (de IR")
dans Tui-méme a un point fixe".

En effet, soit x € IB(0, p) et y = x+ f£(x)

1) si |lyllse (y € 1), on pose o(x)= x+F(x)
2) 8i |ly|l<p on pose ®(x) = A(x + F(x) avec A > 0

et tel que [|@(x)]] = p c'est-d~dire » = —2—
Il + FCx) |
On considére 1l'application :

x + F(x) [|x + F(x)||
¢©:x  ¢(x) sp—mm-- Y ( ——
llx + F()|| P

avec P(u) =u oll 0Os<sus<1 et Plu) =1siu>Ii.

I1 est &vident que cette application est continue (le cas ||x + F(x)|| =0

est dans la 1€re définition ol ®(x) = x + F(x)) de B(0, p) dans elle-méme

donc il existe un point fixe tel que @(x”) = x".



si ||x* + F(x*)” < p alors

. * * p * *
si ||x” + F(x")]] > p alors Rl (x” + F(x))

d'ol
1) x* ¢ 3B
2) —P | F(x¥) =
[+ (") |

~ . *
c'est-d-dire F(x ) =
Donc cela prouve que

que F(x*) = 0.

I
(@]

= x" F(x*) => F(x*) =

[}
™

*

p ) x

LT
[ +r () ]

* . . .
ax avec a > 0, ce qui est impossible.

le point fixe de ¢ est nécessairement tel






CHAPITRE I

CAS D'UN SYSTEME LINEAIRE

A étant une matrice non singulidre de “‘n n(IR) et b ¢ R". Dans 1la
H]

suite, on désigne par Q la solution du systéme Ax-b = 0.

I - CAS OU LA MATRICE A EST SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE

Dans la suite, nous considérons le produit scalaire :

o(x) = - <x, Ax-Db>
il est &vident que : [¢(x)| < ||x|| || Ax - b]| ¥x ¢ R"
si ||x]| = p, on a donc :
¢(x) = - <x, Ax-b> < ||x|| ||ax-b] ; ¥x ¢ 3B(0, p).

Théoréme 2 :
Soit A une matrice symétrique déffnie poéitive et ehln’n(ﬂi),
b un vecteur quelconque de IRn. Si @ est 1a solution de
Ax - b =0
alors pour que p > || Q|| , il faut et i1 suffit qu'il existe

e, > 0, tel que :

-<x,Ax-b>s(1-ep)HM]|Mx-b”
¥x tel que ||x]] = p.



Démonstration :

1°) La condition est nécessaire :

Supposons que p > ||Q| et étudions (si ||x|| = p) la fonction :
=~ <X, AX-D>
x = P(x)
€3B(0, p) ]| |1Ax=|

l|Ax - b|] # 0 pour x ¢ 3B(0, p) donc

Y continue sur le compact B(0, p), donc est bornée et P atteint ses

bornes ainsi 3 a, Xy tels que :

—<Xgys Axo-b> - <X, Ax - b>

o = = <1
Mol Mg =B ™, %, Ml T =]

0_est nécessairement < 1, sinon

- <Xq» Axo-b> = |[x0” Ileo-b” (1)

On est dans le cas ol;pour deux vecteurs non nuls, 1'égalité (I) dans
1'inégalité de Schwartz est atteinte, donc il existe une constante posi-

tive p > 0 telle que :

'—pr=Axo-b . (11)

A étant symétrique définie positive, on pose
A= QT D Q ou D est diagonale 3 éléments positifs.
On voit alors que (II) implique :

_ AT L _ T s
- PKy=Q D@ <b=Q DQ(x;-a)
ou

oIp Qc, + px, = QiDQ

D @x, + PRx, = DQQ (111)

Qxy + pD'1 X, = QN (1v)



Q étant unitaire, alors IIQxOH = [Ixo”

Ihe

et llag||

'81 on pose xé = Qx, et Q' = Q1 on voit que (IV) s'éerit :

x! + pD—1x

: = o (v)

L
0
en posant xé = (Eé), Q= (wi) i=1, ..., n
A

" d'aprés (V) on a :

1
15 cees An les valeurs propres de A (toutes positives), alors

w o= (1 + f? )y =>|g}| < |ui| car p >0

donc p = leé” ||x0H <]l Q"] =9 ]| ce qui est impossible.

Ainsi, si p > || Q| , i1 existe‘ep‘>‘0 tel que o = 1 - €5 3

c'est-d-dire - <x, Ax-b> < (1 -—ep) x|l flax - o]} .

2°) La condition est suffisante :

Supposons qu'il existe €p> 0 tel que :
- <x, Ax - b> < (1 —ep) x|l lax - »|| (VI)
pour ||x|]| =p

alors p > HQ|] ; en effet :

La fonction F(x) = -(Ax-b) est continue et définie dans tout IR™. Supposons
que sur la frontidre de B(0, p), il existe @ > 0 et X, tel que ||xo” = p
et Ox, = -(Ax-Db) = F(xo), puisque on a (VI) alors :

sallxl? s (=) lixl? . o

ce qui implique 1 £ 1 - € avec ep >0 , ce qui est absurde ; donc il

existe (théoréme 1) une solution de -(Ax - b) = O dans B(0, p).



IT - CAS OU A EST UNE MATRICE REGULIERE QUELCONQUE

Soit Ax - b =0 (1),

un systéme linfaire ol A est réguliére quelconque.

On sait que (I) a méme solution que le systime :
ATAX - ATb =0

qui, lui, a une matrice ATA du ler membre symétrique définie positive.

Donc on a, en remarquant que :

— <x, ATAx - ATb> = - <Ax, Ax - b>

Théoréme 3 :

Si @ est 1a solution du systéme régulier Ax-b = 0, pour que
p > |IQ]]- i1 faut et il suffit qu'il existe €,> 0, tel que :

- <Ax, Ax-b> < (1 - ) [|x]| [|ATAx - ATb]

si JIxll =o»

IITI - FONCTION DE LOCALISATION DE LA SOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE.

Soit p > 0 et Ax - b = 0 un systeme lindaire régulier. On pose pour

p# |2l :

AA, B)(p) = max —<X» Ax-D>

lell= |lxll [lax- o]

pour A symétrique définie positive.
On posera aussi pour A réguliére quelconque :

T, ATp)

A(A, v) = A(AA
Définition :
La fonction :

p —— A(A, b)(p) (respectivement A(A, b)(p))

définie quelque soit p > 0, est dite fonction de Tocalisation
simple (respectivement totale).



Définition :
La fonction :

p —> A(A, b)(p) (respectivement A(A, b)(g)
définie quelque sbit P > 0, est dite fonction de Tocalisation
simple (respectivement totale).

(On peut poser A(A, b)(0) =1 (respectivement. A(A, b)(0) = 1)
et (A, b)(]|2]]) =1 pour &tendre 1a définition & R).

Etude de A(p) = A(A, b)(p) : (Cas oll A est symétrique définie positive).

A &tant symétrique définie positive, on pose dans la suite :
A=QTDQ

PG4

ol Q est unitaire et D diagonale 3 éléments positifs.

y=a&x = |ly|| = ||x]
w=q = [lof = |
A1, '7",An les valeurs propres de A (toutes positives).

3.1 Interprétation géomatrique de A(p) :

A étant symétrique définie positive, alors on a 1'interprétation géométrique

suivante de la fonction de localisation A(p) :

A(p) = max o _<X, Ax - b>
le]l=p  [xIHI[Ax =
= max _ <X , Ax - b>
Iell=p X7 A% =7

=Vmax (— C(SS (X, Ax-b))
[kl = p



Or AXx = b = grad(Jé- xTAx - be)
et %‘XTAX - be = %- Thx - XTAQ = (x - Q)TA(x - ) - oTaQ

LxTax - x% = —;— ”A1/2(x - Q)||2f||A1/2Q||2

d'ol

-% xTAx - be = cte

est une famille d'é€llipsoide homothétique et de centre .

Soit (E) cette famille.

Ainsi :

A{p) ='| ﬂax [- cos(x, grad (% xTAx - be))]
X||=p

Autrement dit, en chaque point x € 3B(0, p), il passe un ellipsoide ¢ (E).
Si vx est 1l'angle que fait le vecteur x avec le gradient en x de cet

ellipsoide, alors :

A(p) = max (- cos vx)
x| =0
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111.2 Propriété 1 :

Si Pys Py sont tels que :
1) 0y > 0y > I02fl

2) AMp;) 20 i=1,2

alors :
AMeg) = A(py)
ol
, - <X, AX - b>
AMp;) =~ max ' i=1,2
Ixll = o [Ix][[|Ax - b]|
Démonstration :

A &tant symétrique définie positive, posons :
=q'pa, y = &, w = Q0

avec Q unitaire et D diagonale & éléments positifs.

Alors on a :

A(p) = max <X, Ax - b> max o Dy - w)>

|[x]l=p 1= ]]Ax - b” yll= o 7|2y - w)y|

w,T W 1T
‘(y——)D(y—§)+E Dw

Oor - <y, D(y - w)>

= -1y - 2. DR Yy
e -1 - 912 R gy 2
AMp) = max 2
lyll=0 ¥l l|D<y |

Soit u le point de 3B(0, p1) en lequel )\(91) en atteinte, on a alors :

12 Wy 2 1wy, 2
102 - 9 2+ 0Py

lall - loCa - W)
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Nous allons démontrer qu'il existe un z ¢ 9B(0, p2) tel que :

’ 2
S LR R L I L G | e B
<

[lall {I2Cu - w)] | Izl lIp(z - )|

En effet :

les numérateurs de deux membres de (1) &tant positifs (car A(pi) > 0),

alors,pour satisfaire (1), il suffit que :

1/2
1%34w@m—§m2+|w LI s -1z - 92+ (0222
2°) U flu]l [IpCu - )|l 2 |lz]| - |[p(z - w)|
ou
1%gw”w-%uﬁzlw@u—%uﬁ
2°) \JIp(u = w}|| = [|p(z - w)| (car [Jull =p, >0, = |lz])
I1 suffit donc :
. n CW. n o w.
1,2 1,2
1°) ? )\i(ui - z;) > ? Ai(zi - 2;)
n ' n
2 2 2 2
2°) _f A (ui - wi) > ? AS (zi - wi)
comme les Ai >0 (i=1, ..., n), alors il suffit de choisir un

z ¢ 9B(0, p2) tel que :

On peut toujours construire un z ¢ 9B(O0, p2) et vérifiant (2) ; en effet :

soit I, ={ie {1, ..., n} /Iwil 2 lvil}
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Comme [|w]| < |Ju]| = Pys si r est le cardinal de I., alors on a nécessaire-

ment r < n,.
Si on prend un z tel que

o _ }
1°) 2; = u. Vi ¢ Ir

o
2°) z,

m

[wi, u.l sii¢ I,etw y, <0

o] « .
3°) 2; € [-w;, u.lsi i I,etw y, <0

et tel que :

||Z|| = p2 (qui est toujours possible car p,<p, ).

On peut vérifier fac1lement que, dans le cas ol i € I ou le cas

id1I e 2 vérifie (2) ; donc (1) est vérifiée, c! est—a—dire :

- <z, D(z - w)>
A TIECEr

et comme z ¢ 3B(0, p2), on a :

A = ~ <Y, D(y ~w)> 5 - <z, D(z - w))
) Ivll=o. PTG =w)]) * [T2[[0(z = w)]

et par suite :

Ap,) < Alp,)

et A(p) est décroissante pour tout p tel que A(p) = 0.
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I11.3 Propriété 2 .

Il existe un pp unique pour lequel A(p) = 0.

Démonstration :

Supposons qu'il existe X, et X, tels que :

D llxgl =ey  llxll = o,

avec 01 > po

) —<x,Ax—b>—<xO,Ax—b>
2 max - = - - =0
sl e o, TRITA =B [T I = o]
- <x, Ax - b - <x1, .l\.x1 - b>
max = =0
TS 1 1 Ly R Y 1 ey
done <x1, Ax1 -b>=0 et <xo, Axo'— b> =0
et ¥z ¢ 3B(0, po), on.a :
- <z Az—b>SO (1)
TellTaz = o)) <
Posons y = Qx, => iyl = ||x1” =Py > Py
Or = <x., Ax, = D> =~ <y, D(y ~w)> = - ||D1/2(Y - %'))” 24 ”DV2 %”2= 0
w, w,
152 12 o
si|lyl] = Py > Py » On peut donc construire un point zj e 3B(0, Pyl tel
que :

w.

0 1
—Z)\i(zi -3

W

2 1,2
)<+ Zli(?) >0 (les As > 0)
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c'est-d-dire tel que :

9 -2 <y - 2
i~ 72 i T2

qui est toujours possible car Py < Py (la construction de z, ressemble
a la construction de z dans la propriété 1).
Done :

- <z, D(zO - w)>
1zl 1Pz = w)]|

>0

ce qui est en contradiction avec (1).

Donc, on a nécessairement p. = p. et par suite la racine p. de A(p) est
0 1 0

unique.

IIT.4 Propriété 3 : Limite a 1'infini

D'aprés les propriétés 1) et 2), on a ¥o > fg (A(po) = 0)

max ——<Xs Ax - b> <0
IIx|| =o IXIITIAX"="B]]

donc :

<X, Ax = b> _ <y, D(y - w)>

= >0
[IXIHIAx =B~ [XITTID(Y = w]]]
‘avec y = Qx et = Qq.
Ceci pour tout x tel que x| =90 > P -
Posons :
/TDy de

Z(y) = YTD(Y - w) _ _ﬂ§f|”5y|l- HSTIHD)HI
| y - o Dy - o)

|1y ]

qui est > 0 pour un y tel que ||ly|| est assez grand (llyll > Pg)
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On sait que ¥y tel que||y“ =P, on a :

1°) oyl - fioll = Ity - w)| < lioyll + |lDw||
ou
_pHS? < Diy-w) < 1+_H%;’—H— (1)

2°) I1 existe yy et yg e B(0, p) tels que :

Z = in Z
(¥7) ”yT|1-2p (y)

~ d'ol

2(y) < 2(yp) | (2)

et

.
Yo D ¥ . yToy

{lyolllioygll 1yl =e lyllioy]]

~d'ou

T
Yo D ¥ g ¥y Dyq -

(3)
Iyl Yl 1y Il Hoyy I
Ainsi :
T
ygDyO yIDm _y{Dy1 yIDw
ol 110ygll 1lyq 11Dy, || yo WPy I Ifyy I IIDy, I
<
D(y; - w) D(y; - w)
1Dy |l |1 Dy, Il

= Z(yl) < Z(.Yo)
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T
Yo D ¥y yng-

_ 1%l 11PY%ll 1%l T1P%]]
110(yg - w)]|
“DyOH

Z(.Yo)

(Ceci d'aprés (2) et (3)).

Et d'aprés (1), on a :

ygDyO yIDw ygDy0 yng
Yo lHIDyoll - 11y Il 11Dy I < 2(y,) < 1yl 110yl gl 11Dy,
L, lbwl L - llowl
Il oyl lloy, I

Or ¥ € > 0 assez petit, i1 existe un k assez grand tel que pour tout
ME .YO' 5 ||~Y1” = IIYOll > k.

On a :

T T

Y. D w . : YaD w
L e et 0
ly 111Dy, I 1Y Il 11Dygll

IA

a)

b) ADe]l £ et NILY R e

|1Dyy || “Dy0||
d'ot (4) devient pour ||y1H = Iyl >k
T
¥50 ¥, Y90 ¥
+ €

1Y 11 Dyl 1Yol 11Dyl
ol ™Yol _ 2y,) = 0
1 +¢ ' 1-¢
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et lorsque p —> o, ¢ —> 0 ;

T
. . Y0P Yp
et limite Z(yl) = limite ———
I1yg Iy
mais
, yoy y(T,Dyo
¥Yp>0 min @ ——— = Y -
lyl=e Iyl 1Dyl lygll 11Dy
et si on pose Dl/zy = X, On aura :
. yTDy _ x'x e [[x”2 _Z'AM)‘m
min R g 72, - ™" 177 72,5 "
Iyl oyl 107 “x]| |{p™/ “x|| D2 x|HID™ Ex]l Ay, + 2y

C'est Ja _constante de Kantorivich [2].

AM et Ay sont respectivement 1a plus grande et 1a plus petite
valeur propre de D.

Donc :
. VA, A
Timite Z(yl) = lim min Yo D(y - w)> _ M ™m
P> IylEe  NlylHHID(y - w)] Ag * Ay
et ainsi :
<Ys D(.y - w)> - ZVAMXm
Tim max - =

pe lyll=e [yl ID(y - w)]] Am * An
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A(p) étant continue, alors & partir des propriétés 1), 2), et 3)
et le théoréme 2, on va essayer de tracer graphiquement cette
courbe, en faisant la remarque qu'il semblerait que A(p) + 1 quand
o~ |[o]].

Graphe de A(p) :

A(0)}
1 —1
|
'
A .
. / M
| b =~1=1la]
| m o
\ M o
\.\i
M P e - s e —— t‘}‘_\w—. -0
XM+Am
-1

Théoréme 4 :

Une condition suffisante pour que A(p) soit négatif (c'est-a-dire
i1 existe une racine & 1'intérieur de B(0, p) est que :

X

/™

P2 el
Am

ou Ay et A, sont Ta plus grande et 1a plus petite valeur propre
de A.

Démonstration :

Soit Ax - b = 0 un systéme linéaire, A symétrique définie positive.

Posons A = QTD Q, ¥y = Qx etw= QN .

- <x, Ax - > = - <x, QTDQ(x—Q)>=—<Q,x,DQx—Dw>

- <y, Dy —w)> =-y'Dy + y'Dw
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-[y-gJTn[y-gJ + 1w Dw

1/2 Wy (12 1/2 w (2
- IRy -9 )17+ o2y

2
ps que [Io'/3(y - &) |2 x> [I0V/2 L) o

le produit scalaire reste toujours négatif ou nul.

1/2 ”X” . .
Or ||D X” ———— ; donc (1) est nécessairement réalisé si :
-1/2
Il "=l
-1/2 1/2
lly - %11 = 11o7"2) o'/ 2y
S8i de plus on remarque que :
1/2 1/2 1/2 1/2
I0"/3y =028 5 "3y - p?/2 Yy

On voit que 1'on réalise (1), si :

72
w

oyl = |p

I1 suffit de prendre

il

c'est-a-dire

Io™"/2) |IpY?)

v

-1/2 T 1/2
Ip™/2)| 1% /2 q

he]
v

mals comme

D" < 2] e
il suffit alors de prendre :

-1/2 1/2
Iyl = 1072 102 e |
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Or
1/2 ;
[l
o™ =
A
m
lall = lio]

Donc, pour avoir A(p) < 0, il suffit de prendre :

py
o >N Hla]|
A

m

ITI.5 Recherche de bO tel que }\(po) =0

si

- <x Ax - b>
Pn) = max 2 = 0
O xli = o, xIHIAx -]

A(

alors on a

- <Xgs Axo -b> =0

ol X, est le point en lequel A(po) est atteinte.

Ainsi la recherche de py Pour lequel A(po) = 0 revient & trouver :
max ||x||

(P)

si1 <x, AX - b> =0
(on a d&ja trouvé que Py est unique - proprié&té 2).

Posons A = QTD Qs ¥ = Qx, Q

avec Q unitaire et D diagonale dont les &léments ne sont en outre que

les valeurs propres de A.
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D'ol

<X, Ax—b>=yTDy-yTDw=O (1)
et le probléme (P) devient
T T
(P')  mex ¢(y) =y'y +y(y' Dy - y'Duw)

Pour que le probléme (P') ait une solution, il faut que ses dérivées

partielles soient nulles.

C'est-d-dire :

29 2y +2y)\y - yw; =0

9y ;
d'old
Y)\w
S0iTi .
y; = (1+Y>‘i) ¥i=1, ..., n
En remplagant dans (1), on obtient :
2 2' 2
n Y AS n Yy A W
zxi—ll s -IA - ——2— =0
1 b (1+y2,) 1 2 (1+1))
nooy A? w? )\? w?
5 () i1 — - i =0
1 2 (1+y1) 1+ YA,
n y)\é w? 2>\2 w? 2y)\?’ u)2.
- i i i idi o,
1 2(1 + yA;)2
n YA?’ w? + 2y>\2. w%
ii ii
z > =0
3 2(1+vAL)
d'oll
2 2 3 2
n
. Y)\i w/ Y g yAiwi
T (1 + \(Ai)2 2 1 (1 + Yki)e

et Y sera la plus grande racine de cette &quation.



Renarques :

1 - Géométriquement le lieu des points x tels que xTAx - xTAu_) =0
est 1'ellipsoide de centre %et passant par 0 et Q, d'od la
recherche de la solution du probléme (P) revient 4 trouver le
rayon 0, de la plus grande boule tangente d Z’eZZip.so'Ede
@tz -~ x e = 0

T

N xTAx - xAQ =0

2 - Le théoréme 4 donne un f, pour lequel K(pl) < 0 et par suite on a
2 e B(O, py). Il est elair, d'aprés la propriété 2, que B(0, Do) < B(0, P

mais la recherche de R ou d'un 0 tel que A(P) > 0 n'est pas trés

1

stmple. Pour cela nous donnons dans la suite une application pour la
localisation des systémes lindaires particuliers, en utilisant le
théoréme 4.
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IV - APPLICATIONS

-~

IV - Application & une Tocalisation de 1a solution d'un systéme "somme"

Soient

[}
o

Ax - b
(1)
A'x - b!

[}
o

deux systémes linfaires avec A et A' réguliers.
(A+Aa")x-(b+b') =0 (11)

est le systéme somme de deux systimes (I).

Supposons que A + A' est régulidre et posons 2, Q' et I les solutions

des systémes (1) et (2).

Théoréme 5 :

S'i1 existe un Py > 0 tel que A(pl) <0 et pp > 0 tel que A'(pz) <0,
on a alors :

IZ] < max(o;, py)

Démonstration :

On a par définition

= <x, Ax - b> < A(4, b)(p) ||ax - b]|p si x|

It
©

- <x, A'x - x'> < A'(A', b')(p)l!A'X'-b'Ilp si !Ix”

]
©

Done en ajoutant
= <x, (A+A")x - (b +D')> < p[A(p) ||Ax - b + A'{p) Ha' =o'l 1 (1)

si Izl = o



2k

Or si p 2 o, => Alp) <0
De méme
sipz2 0, => M(p) <0

Si Py = max (p1, p2), alors pour tout p 2 p; on a :
AMp) <0 et A(p)=oO

d'ol,dans ces conditioné, le deuxiéme membre de (1) est négatif et on
a :

- <x, A'X - b'> <0 ¥x tel que ||x” =p 2 p0

donc

el < Py = max(pys 0,)-

Corrolaire 1 :

Si A et A' , les matrices de deux systémes (I), sont symétriques
définies positives, alors le systéme "somme" (II) admet une solution
et on a :

A Al
I3l < max(\/;g-unn JT.—:,! ll211)

avec Ay et A, (resp. AM et A&) sont respectivement la plus grande
et la plus petite valeur propre de A (resp. de A')

Démonstration :

(II) admet une solution car A+A' est aussi symétrique définie positive.

Le reste est une conséquence du théoréme précédent. En effet :

_ =
MVl so et AW ) so
m m

/ I
Izl = max( ';\'_% lell ;m% e |l

d'ol



25

Lemme 1 :

Soient Bka eees B
n +
Op-k+2? *++s %, n-k nombres de R".

n-k+1 nombres quelconques de IR,

Si _
‘18 . .
D, = n et Q, = .0 Sn
k %n-k+2 k .
O ‘o O 1
n
avec 51 = sgn Bi i=k, ..., n
On a alors :
18|
k.z O
QJ Dy = 18,
OLn-l_<+2
@) o
et
IBk,‘ Bn;O O . O
T ‘. .
Bk O an-k+2 °
. . '®)
O &, % |8p]

Proposition 1 :

Si Bk est une matrice de Mn n(IR) triangulaire inférieure de
3
la forme :
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*
B = [ Bk
..Bn %n
telle que :
1°) a; 2 0 ¥i =1, ..., n
2°) a; 2 IBiI ¥i =k, ..., n

3°) oy 2 |8y W= 1, o, nokel

et si uk = max o
M j i

alors ¥ w ¢ R"

- %, By(x - w)> < 3 ol w]?
Démonstration :
La matrice Bk stéerit :
Bk = Mk + C
avec
|Bk!', O 0{'1_'l8k| O
M, = | 8 18] et C = &g~ Byl
K 4 OOL 0
.. n-k+2
.. ‘.‘ O
C) R o 0
n n
et d'aprés le lemme 1, on a :
B =q'D +cC (1)
k Q’k k
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D'autre part :

-

T

Bk+Bk=Nk+C+H
avec
18 B8 O °. o %,
) I8 | . _ a,
N = BkO n B, + lekl et H = k~1
. (o T . a
. n-k+2 O . k
O 8, B, B, | O
et d'aprés le lemme 1, on a :
T _ T
B ¥ B T 9 Dy @ +C+H (2)
or
T _1.T T _ 1, T,.T T T T
X ka—2x(Bk+Bk)x—§(x(QkaQ)x+xCx+x + x Hx)
et par hypothése on a :
aiz|%| i=k, ...y n
a; 20 ¥i=1, ..., n
donc %XTHXE(}
T 1 . T 1 .T
et kaxzszkQ,kx-l-szx
D'autre part
T _ T, _ T T T
kaw—x(Qka+C)w-x Q,kaw+wa
d'old
= <x, Bk(x--oo)>=-—xTka+xTBk

S-gx QD q X +x' Q Dy

'—%XTCX‘FXTC(D
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et en posant
y =

on obtient

y+yTD w~——1-xTCX4xTCw

- <x, Bk(x -w)> < - 1 yTD K 5

2 k

Or D, et c sont des matrices diagonales i éléments positifs, d'ol :

1 2 2.1 12 n2 1 e 2 1 2 2
- < B - w) == S0Py -0 12 LD 2 18R - w124 21 |

L

A

1 1/2 2 1 2 2 1 1/2 2
L1020 (12 + 116720 )12 = L)10%20 |

avec a1 O

k . O'an

d'ou

- <x, B(x - w)> < 2 o Jlw|?

Proposition 2

Si B est une matrice de Mn n(IR) telle que

B='zBk o0 Ic{l,2,...,n}
kel

et si ¥k € I, Bk vérifie les conditions de 1a proposition 1,

alors pour tout w e R on a

- <X, B(x-w)>s—%— (kfl Ot',u(| ) llw]l?
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Démonstration :
- <x, B(x - w)> = - xTBx + xTB‘w
=-x (I Bk)(x - w)
kel
= I - % B(x-w)
kel

I - <x, Bk(x -w)>
keI

et d'aprés la proposition 1, ona ¥k e T
1 k 2
- <% Bx-w) s Oy ]|

d'ou

- <x, B(x - w)> <3 (2 aﬁ) llof}?
keI

Proposition 3 :

Si A est une matrice de Mn n(lR) triangulaire inférieure telle que

A= ¢ Bk +D
kel

avec
1°) I < {1, ..., n}
2°)'Bk vérifie Tes conditions de 1a proposition 1 (¥k ¢ I)
3°) La matrice D est diagonale
M O
D= ..
O i,

avec Ai >0 ¥i=1, ...,n

Et, si b est un vecteur quelcongue de R" et w 1a solution du
systéme

Ax - b =0
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1 A+ Ay T+ 2oy
alors pour tout p23 Hwl|
"n

ol AM et-Am sont respectivement la plus grande et la plus

petite valeur propre de D et oy = I ok
M kel M

On a :
- <X, A(x ~w)><0
¥x / |Ix|

c'est-a-dire A(p) <

Démonstration :

=~

La matrice A est triangulaire & &léments diagonaux positifs, donc Ax~-b=0

admet toujours une solution w e r"

- <x, Alx - w)> = - x (ZB)(x - w) - x° D(x - w)
D'aprés la proposition 2, on a :

- <x, Alx -~ w)> < -;— z aﬁ ||SZ||2 — D(x - w)
kel '

IA

2 /2 2 1/2
lull® = 120 - &) 112 + 102 22

Lo’

car D est diagonale 8 éléments > O.

- < Alx -0 s - [0 -9 )12 12 212 (1)
avec
AL +20
17<%
.. 0O
H= . .
o . | .
)\n+2aM
Alors, pour que - <x, A(x - w)> < 0, il suffit d'avoir :

1/2 1/2 w
1920 - D = (11722
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1/2 1/2 1/2 X
or 6= = VR - o2y s A ey )
: 152
1/2 1/2

et IEVEY < mVR) 1Y) = oa e ol
A.insi, il suffit que :

<]l 1/2 w W

72y o™= I+ R+ 20 I3
ou bien
=-1/2 1/2

lxll > 10720 Clip™2)) + VA w2 112

d'ol si
] /Xg + /AM + 2aM
o= llxf) = % el
m

on a

- <x, A{x - w)> <0 ¥x tel que ||x| = p
ou

A(p) <0
E@margge :

57 les By, sont triangulaires supérieurs, on a les mémes conditions pour

avoir A(p) < 0 ; d'ou le théoréme suivant.

Théoréme 6 :

Si A est une matrice de Mn n(]R) de 1a forme

A=)fB+D+i B! +D
k€Ik 1 k€Ilk 2
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et telle que :
a) Yk ¢ T oueI*, ona B, et tBL triangulaires inférieurs et
vérifiant les conditions de 1a proposition 1,
b) D1 et Dz-sont diagonales & éléments strictement positifs.
Alors on a : '
1) A est inversible

2) ¥b € R" 1e systame Ax-b = 0 est le systéme "somme"
de deux systémes
AIX - bl

0
(1)
o\

avec A, = ¢ B, +D,, A,= B ' +D, et b=b, + b,.
1 kel k 12 72 k€I.k 2 1 2

3) Si wy; et w, sont les solutions de deux systémes (I)
et I est Ta solution du systéme "somme" Ax - b = 0,

alors on a : ‘
[zl < = max ( oy I lfw, 1)
z 1 \/‘é‘ 2

~avec Aé, A* sont Ta plus grande et la petite valeur

propre de D1 Aﬁ, Aﬁ sont celles de Dz’ o = I a;
] 1 k ’

kel
Oy = 2 Oy
k keII(M

Démonstration :

Si A vérifie a) et b), alors on peut vérifier facilement que A est une ma-

~

trice & diagonale strictrement dominante, d'ol A est inversible.

Si A1(p) est la fonction de localisation du systéme Ajx-b, =0 et
Az(p) est celle de Ajx - b, = O.
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D'aprés la proposition précédente, on a

\&;;+ ”A& B e |

A, {p) £ 0 pour tout p > o, = 1
1 1 2 3 1
VA
: m
1 “Aﬁ * ”AS * 2oy
A (p) < 0 pour tout p 2 =3 Hw2”

Va2
m
et d'aprés le théordme 5, on a :

12l < max (py5 f,)

Exemple :

Nous savons gque les méthodes itératives sont pratiquement utilisables pour
des systémes linéaires & n > 100, et généralement les systémes & n assez
grand sont creux. Suivant la forme de la matrice, on décompose le systéme

-~

en "somme" de m systémes dont on arrive facilement 3 calculer leurs fone-

tions de localisation.

Soit le systéme Ax — b = 0 avec A ¢ Mn n(I%) et b e R tels que
2

T =30 +.. 1
s :
A=l .‘g)
O .55
1T 0venne 1 7

comme solution.

Ce systéme admet I

—_

Le systéme Ax - b = 0 peut s'éerire comme la somme de 2 systémes

A1x - b1 =0

A2x - b2

0
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avec A1 = Bn + B2 + D1
= Rt t
A2 Bn'*'BQ+D2
cld
1 1 1
oo O 1" O 2 @)
En= O ,B2= . . ,D1=D2= O
.o O. -- _1_
10 . 11 2
10 1 3 -3
o O .-, 0
B! = , Bt = ..
2 -3
O o .-
1 3

et prenons le cas ol

3 2
. 0
by =1 > P F
3 2
On peut vérifier facilement que B, B> tBé, tBé vérifiant les conditions
de la proposition 1 3D, et D2 sont diagonales i é&léments positifs.

D'ou d'aprés le théoréme 6 :

Qo
1 M M M M M M
151 s & mex ¢ oIl o, 1)
41 )\2
m m
1 _ 31 _ 42 _ 2 _ 1
Or XM = Xm = AM = Am =3
— n— —
aM =0 + aM =1+1=2
o =a'? 4+ o'l = 3+ 1 =14
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1.2 0.37
: 0.5
w1 = E (_u2 = .
1.2 .
0.2k 0.5
d'ol :
o 2= (@ - 1)(1.2)% + (0.24)2
o l®= (o - 1)(0.5)% + (0.37)2
et
2l s Zmex GBlluyll s (1 + /) flu,ll
Nzl < 2wl (car n > 2)
[lz]] = %/(n = 1) T.BE+70.05 76 = p,
Or
fzlf = vo

pour n assez grand (n 2 4) on a aussi

pos 3 VA = 2Iz]

Ranar@e :

St Ax = b (I)
est le systéme somme de deux systémes :

Azx = .bl

Azx = b2

(II)

d'aprés le théoréme 5, nous pouvons localiser la rdcine L de (I)

dans une boule B de rayon p.
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St on fait wne translation d'origine 0' = 0 + h, nous remarquons
qu'on peut localiser L dans une autre boule B' de centre 0', et

I appartiendra alore A l'intersection de B et B',;

cectl en tenant compte qué le systéme

_(Al + Ag)(z + h) = b1 + b2 + Alh + A2h (1')

est le systéme somme de deux systémes

P - ’ .
Az(x + h) = by + Ak = b1 —
Aglz + h) = by + Agh = by
et (II') n'est autre que (II), mais e'est le second membre

qui a changé.
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CHAPITRE II

CAS D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

Théoréme 7 :
Soit F(x) une fonction non linéaire continue et définie de R"

dans R", et soit o une racine de F(x), alors pour que p > || 2 ||
il suffit qu'il existe un €, > 0 tel que :

<xs F(x)> < (1-¢,) HIxi NF(x)II ©(L)
¥x | lixlli= o |

Démonstration :

Supposons pour un p >0 (1) est vraie, alors on a p > || 2|

en effet : x > F(x) est une fonction continue et définie dans tout

]Rn, supposons que sur la frontidre de B (0,p) il existe a > 0, et X

tels que |k f| = o et ax, = Flxp).
D'aprds (1), on a : A
X o xy < (=) el lbx]
« Iholf s (e ) I
1 < (1—ep)

Oor, £, > 0, ce qui est absurde. Done, il existe d'aprés le théoréme de Brower

une solution de F(x) & 1'intérieur de B (0,p).
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EXEMPLE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

Soit

Flx) = - e ~Ax+b=0 (2

une fonction de R™® dans RZ. C'est une fonction définie et continue dans
tout RT.

On.suppose dans la suite que ¥i =1, ..., n Bi € Mnx est symétrique

n
définie non négative et A symétrique définie positive.

Posons :

1° - Q une racine de F(x) alors

QTB f

: 1
b= . + AQ

QTB Q
n

. 2° - Ai (i=1, ..., n) les valeurs propres de A, AM et Am étant respecti-

vement la plus grande et la plus petite valeur propre de A

3° - gY J=1, ..., n 1les valeurs propres de Bi (i=1, ..., n)

i
ho - B; = max (Bg). j=1; ceey 1
5= 8 = |la
6° - g = max g (i=1, ..., n).
i

On va essayer dans la suite de trouver des conditions suffisantes pour

localiser Q(racine de F(x) (2)) en utilisant le théoreme précédent.
I1 suffit alors de trouver des conditions pour que :

<x, F(x)> '
<0< 1 c'est-8-dire <x, F(x) < 0

Il PG ||

¥x e 9B(0,p)




39

ou

xTB1x QTB1Q
xT - - Ax + : + AQ <0
xB X alp @
n

ce qui revient &
xTB x - QTB Q
T 1 i
- x : -x A(x-Q) <0 (3)

B x - o' &
n n

CAS OU LES VALEURS PROPRES DE B. SONT ASSEZ PETITES (par rapport d celles de A)

Théoréme 8 :

xTle
Soit F(x) = - | -Ax + b

xTan

ou ¥i =1,...,n B, est symétrique définie non négative,
A est symétrique définie positive.

n n
min(/A B, £ B.)s ap =min (W Ay, I A,)
j=1 172 M e

Posons ;- oy

-2a,8 + y/a 6+ as? 22"

2

Bo
(1) | 4s

2 : ’
°0 Ap f./(;i= 4a1 6(a16+a2)

Py Zal

alors pour tout p compris entre Pg et p; On a (3)
est toujours négative ¥x tel que ||x|l= o
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. Ainsi
<X, F(x)>

X IFOON

et par suite, d'aprés le théoréme 7, i1 existe une racine
d 1'intérieur de 1a boule B(0, p).

Démonstration :

I1 faut démontrer que

T T
X B1x Q 819
-xT . - xTA(x-m <0
T T
X an Q BnQ
ou
x'B,x-2'B @
n
Y= -x! . < xTA(x—m =Y
T, o T
X an Q Bnn
or xTB1x-QTB19
Y < X' . | = IxTZI
xTB x—QTB Q
n n
n
T T
Y < 151 lxil Izil avec z, = x Bix—Q Biﬂ
vV i=1,...,n Bi est symétrique définie non négative alors on peut poser
B, =Q 0, 9, 1= n
i 1717 P
vy = G x v Il = Il

avec
1 =90 gl = llefl= s

=
1
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stors |z,] = | o]/ v, Il % - Jo}/% o || 2 |
< 8y lvgll ®+ 8y loyll? Vis1,....n
< 8, (p%+8°)
Y < g Ix;| - 8,(p%+6%)

i=1

n
2, .2
0%+8%) 1 8, |x,]

1=q 1+ 01

LA

<
A

8(02+62] b |xi| < /B p(p2+52]

ou
pfpz+621

<
iA

By

it ™M3

i=1

Si @, = min (zsi, /n B)

on a Y < a1 p(pz+52] . (4)

D'autre part, A est symétrique définie positive, posant :

A =Q'DQ
y = Qx
w = Q0

Y = xTAx-xTAQ = yTDy—yTDw

= DAy T DA Ve
A 0% -z
2 iy P 1Y194
2
> A 0% -8 T Ay,
Y > p? - /A, 60
= "
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De méme
5 n
Y 2Ap” -~ 8p I A,
m . i
i=1
n
alors si a, = min [/F'AM, T AiJ
1=1
on a
Y2 (A p? - o, 8)p (5)
- m 2
D'aprés (4) et (5), ona y< Y si
2..2
aqp[p +§7) < [Amp-azélp
ou si
a1(p2+62) < Amp-azs
c'est-a-dire
2
a,p Amp + 6[a16+a2] (6)

doit &tre négative.

Or, si Pgr Py sont les racines de (6), alors celle-ci est négative pour

tout p tel que py < p < p, (car a; > 0)

©
-
>
I+

2
/&m - 4 a16[a16+a2)

Pa . 20,

Pour que g et oy existent, i1 faut que :

Aé - 4o, 8(ag8+ay) > O

1

c’'est-a-dire :

2 2 _ 32 (73
46 a, * 4a26 a, Am <0

Or, (7) est négative entre les racines.
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[, 2.2 2.2
-2a26 + 4a26 :46 Am

B =
0 462

étant la plus grande racine de (7)
= 0 (7) est négative, donc (7) est toujours négative pour

et pour oy

tout a

1 tel que

0 <oy < By

" (8)

Ainsi pour tout a, < BO (a1 > 0}, 11 existe Py et P4 tel que (B) est négati:

pour tout p tel que g <p < p1

Donc y < Y, c'est-a-dire <x,F(x)> <

0 vx / x|l = o

Donc d'aprés le théoréme 7, il existe une racine a 1'intérieur de 1a boule

B(0,p).

APPLICATION A UNE LOCALISATION DE SOLUTION D'UN SYSTEME "SOMME"

Soient
‘ T
X B1x
. + Ax - b =0
xTB X
n

To,
X B1x

2 systémes non linéaires ol Vi=1, .

définies non négatives, A et A' €

T )
X [B1+B1Jx

.on B,, B! €

(1)

(2)

M 2
1 1 M axn sont symétriques

Mnxn sont symétriques définies positives

+ (A+A’)x - (b+b') = 0O (3)

T ,
X [Bn+Ban



Ll

- est le systame "somme” de 2 systémes (1) et (2). Les matrices(Bi+Bi)

(i=1,...,n) sont symétriques définies non négatives st A+A' est symétrique
défiﬁie'positive..

On désigne par Q,2' et I des solutions pour (1), (2) et (3).

Ay, @, BD’ Pg» P4 sont les ' constantes du systdme (1) et qui sont
donnés par les formules (I) du théoréme 8.

ags 05, BO‘ Pgs Py sont ceux du systeéme (2).

Théoréme 9 :

Si Qps Ops BO,'pO, pp et ai;aé, 86, pé, pi sont les constantes
de deux systeémes. (1) et (2) données par (I) du théoréme 8, et
si en plus :

ai < B
‘et p" = max (pg. py) est tel que : Pg < Py
Py < Py
alors on a : ||z]| < pf
Démonstration :
Posons Alp) = max ~XaF(x)>
lixll=e Il IF x|
Alors on a :
xTB1x
- <X, . *+ Ax-b> 2 Alp) |F(x)] p st k]| = e
' T
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- <X, . *A'x-b'> < a'(p) |Frx)|l e 81 x|l = p

x B'x
n

donc en ajoutant

xT[B1+Bilx : .
- <x, . + (A*A’)x - (b+b’)> < pfAlp) [F(x)]l + A* (o) JF (x|

T L

X (Bn+Bn]X pour "X" =p

Or par hypothése :
Py € [po. p1J =3 Mpr <0

Py e [pb, p',IJ => Mp'h) <0
{d'apres le théoreme 8) ,
donc * <X, F{x) + F'(x)> < 0 pour tout x tel que x| =o.
Ainsi :

<x, F(x) + F'(x)>
I xl| 1l Fexd + Froxa]

done I | < p'b et par suite I ¢ B!(0, b]

Exemgl‘e :
Soit =
X B1x
(1) . + Ax - b =20
xTB X
n

ot Bi est symétrique définie non négative

A  symétrique définie positive.
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- 0
(2) | xB,x| +Ax-b, =0 (=1, .., nl.
i i i ' ’
n
Ai est symétrique définie positive et tel que I Ai =A et I bi = b,.
i=1

Le systéme (1) est la systéme "somme” de n systémes (2).

Or le systeme (2) est facile a résoudre (on a n - 1 équations lin&aires

ét une équation polynomiale du second degré).

Ainsi, si les n systemes (2) vérifient les conditions du théordme '8,
alors le systéme (1) admet une racine & l'intérieur de la boule B (0, p)

~

ou

p = max (p% )] avec p < min [pi )
i 1

iem

{od p% , pa correspondant au i esystéme de (2) sont donnés par les

formules (I) du th&oréme 8).

Théoréme 10 :

F(x) +Ax - b

B. ¢ Mn n est symétrique définie non négative (i =1, ..., n)
9

A e Mn n'est symétrique définie positive

b ¢ R"
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Soient By Ta plus grande valeur propre de B; (i=1, ..

B = max (By)

A la plus petite valeur propre de A

: n
o =min (/AB, £ B;)
i=1

S A;
a <

4z|bs|

alors ¥p ¢ Cegs 91] avec

Py _ Ay ¢ /5;'- 4a2|bgr
P 202
on a :
o]l < p ol @ est une racine de F(x).
Démonstration :

On a vu dans le théoréme 8 qu'il suffit de démontrer :

- x . < xTAx -xb (1)

T T 2
or x Ax - x b 2 Amp -p Zlbil = (lm - Zlbillp

De méme :

«s N)
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N T T
ou z, = x Bix yi.Diyi

< Bipz (Bi symétrique définie non négative)
2
=> Y < inBip
<oBVTp=0 A8

de méme vy < p3£Bi_

si o = min (V/n , zp,)

on a :
3

Y = ap
Ainsi i1 suffit que :

3
op

A

(e - Zlb e

c'est-a-dire :

A

ap? (Ao - Z|b, )

AP+ Zlbil <0 (2)

ap

Or les racines de (2}

o ALt /Amz - 4a2lbi|

P 20°

AZ

existent car a< par hypothése.

4z|b, |

o étant positive, alors (2) estlnégative pour tout p tel que pusg)s p1.
Ainsi (1) est vérifié V¥ x tel que l]x]]= p et par suite *F(x) admet uns

racine 3 1'intérieur de la boulse IB(0, p).

Remarque : D'aprés les théorémes 9 et 10, on remarque que st les valeurs
propres des B, (2 =1, ..., n) sont assez petites, alors F(x) admet une

solution qu'on peut localiser.
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Application :

Dans cette partie, nous prenons quelques exemples particuliers de la forme :

F(x) = : + Ax-Db=0

et nous localisons les racines en utilisant le théoréme 10. En prenant
maintenant des points de départ appartenant & la boule déja trouvée et
qui contient au moins une racine, nous appliquons la méthode des sécantes

b

pour résoudre le systéme F(x) = 0.

Dans la suite, nous donnons une table qui, pour chaque exemple, donne la
petite valeur propre Am’ P qui est le rayon de la boule qui contient
une racine, norme de x* et norme de F(x*) oll x© est une racine de F(x) = 0
et donne aussi le nombre d'itérations m exigé par la méthode des

*
sécantes pour converger vers X .

EXEMPLES :
Exemple 1
- 2 -
y, = 0,01 X, + 2 x, 10
_ 2
Yo = 0,01 x3 + 5 X5 + x3 + 5
= 2 2 -
y3 = 0,01 x|+ 0,01 X5 + x, + 3 X3 5
Exemple 2
_ 2
y; =0,01 xi + 10 x, +2 x5, + 80
_ 2
Yo = 0,1 x5 +2x, +20x, - 87,5
= = - .
y3 =.0,1 x3 + 9 x3 12,5
Exemple 3
y, = 0,2 x2 - 0,2 x, X0 + 0,2 x2 +5x, +2 x5+ 1
1 < M = X 22 L 1 2
- 2 - -
Yo = 0,3 x3 + 2 x1 + 7 X5 2 x3 1
= 2-- 2— -
Y3 0,1 X, 0,1 X, X, + 0,1 X3 2 x5 +5 X3 1
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2
yq = 0,05 (x1 -2x x5+ xg) +5%x -3x, -2
2 2
yo = 0,05 (x1 + 2 X, X, * x2) -.3 x, + 8 X, = X3 + 1
2 2
y3 = 0,05 X2 + 0,05 X3 + x2 + 5 X3 + 2
y, = 0,05 (x2 -2 x, x, + x2) +3x, +2x, - 0,6
1 > 1 1 %2 2 1 2 >
— 2 2 2 _
Yo = 0,015 x1 + 0,015 X, + 0,015 x3 + 2 X, + 5 X5 2 x3 + 0,h
_ 2 2 _
Y3 = 0,01 x5 + 0,01 x3 = 2 %, + 3 x5 = 1
_ 2 2 2 _ _
y‘] = 0,5 (X1 + Xh + XS) + 6 X1 2 X2 5
_ 2 2y _
S 2 2
y3 = 0,75 (x, + xs) 5%+ 2% + 1,25
- 2 2 _
¥y = O,k (x3 + xs) *2xg v Tx - 2% *+5
_ 2 2 2y _ _
Y5 = 0,6 (x] + x5+ xs) 2x), +5% -5
y, = 0,03 (x2 + x2) +3x, +2x, +1
1 - 1 L 1 2
¥, = 0,002 (x2 + x2 + x2) +2x,. +5%x,-2x, -1
2 > 2 5 1’ 1 2
_ 2 2y _
y3 = 0,005 (x2 + x3) 2%, +3 x5 +1
¥), = 0,001 (xi + xg) +x, - 0,5
= 0,003 (X2 + x5 4 x2) + 5 x. + 2 xg ~ 1,5
Ys > L 6 8 5 6 ?
_ 2 2 2 _
y6 = 0,005 (x5 + xg + x8) + 2 Xg + 7 xg - 2% 1
_ 2 2y :
¥y = 0,001 (x3 + XY) 2 xg +5 Xo + 1
Yo = 0,002 (x° + x2 + x2) + 2 x4 = 0,5
8 i T 9 3 8 >
_ 2 2 _
Vg = 0,001 (x7 + x9) + 3 Xg = Xy * 1,5
— 2 2y _
Yo = 0,002 (x5 + x1o) xg + 3 x5+ 1
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- Table -
- g g | WX | HFX) |l m
Exemple -16
1 2 0,03 12 5,5778 3,1401x10 9
Exemple |
2 9 0,1 30 10,5597 0 6
Exemple -16
3 3 0,6 2,3 0,57828 | 3,7#51x10 7
Exemple , -16
4 3 0,2 9,6 0,54793 | 2,3263x10 8
Exemple -15
5 1 0,125 4 0,3824 |-5,578x10 6
Exemple ‘
3. 2,5 10 divergeée
Exemple -15
7 1 0,15 40 1,3478 | 5,5776x10 9
Remarque :

La table 1 montre que la méthode des sécantes converge pour la plu-
part des exemples considérés, avec des points initiaux Lpseees X,
appartenant a4 la boule trowvée, contenant une racine de F(z) = 0,;
d'oul nous précisons que la localisation d'une racine de F(x) = 0,

nous donne un moyen efficace de bien démarver 1l'itération (pour le

cas de la méthode des sécantes, ou d'autres méthodes ,ttératives).
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PROCEDURE ALGOLW POUR LA RECHERCHE DES RACINES D UNE FONCTION

MON LINEAIRE PAR LA METHODE DES SECAMTES

CETTE PROCEDURE UTILISE UNE PROCEDURE

PROCEDURE EVALFOMCT( IMTEGER N
CETTE PROCEDURE D'EVALUATION DE

POSSIBILITE DE RESOUDRE M SYSTEMES A
A EVALUER , U LE NUMERO DU SYSTEME;

BEGIN

INTEGER N);
BEGIN
FOR I:= 1 UNTIL N DO
BEGIM C(1):= OL;

U;LONG REAL ARRAY X,F(*));
M. COMPOSANTES DE F DOMME AUSS! LA
LA FOIS,F EST LA FONCTION

PROCEDURE PRODMAT(LONG REAL ARRAY A(*,*);LONG REAL ARRAY B,C(*);

FOR J:= 1 UNTIL N DO C(1):= CO+A(1,U)*B(J);

END;
END PRODMAT;

COMMENT M ETANT L'ORDRE DU SYSTEME F(|

LES TABLEAUX (X(1,J)),(F(1,J)) REPRESENTEMT RESPECTIVEMENT LES N

COMPOSANTES DE N+2 VECTEURS (X(.

+J)) ET N+2 VECTEURS F EVALUES

RESPECTIVEMENT EN N+2 VECTEURS (X(.,J)) J=0...N+1, :

HCL,J)=X(1,d)-X(1,J-1) I,d=1, .. .N,MCL, D) =F(1,0)-F(1,J-1) 1,d=1,...t
DE M LA FORMULE DE LA METHODF DES SECANTES '
XCo , N+1)=X(, ,N)=H*B*F(,,N) .

S| B EST L'INVERSE
S'ECRIT :

LE TEST D'ARRET EST :0U BIEN NORME DE F<EPS OU BIEN LE NOMBRLC
D'ITERATION EST EGAL A L'ENTIER ITERMAX,

LES DONNEES SONT: LA VALEUR DE N (L'ORDRE DU SYSTEME) ET LES N
COMPOSANTES DE N+1 VECTEURS DE DEPART X(!) 1=0,...N;

BEGIM

INTEGER V,U,N;

Us= 1; 4

PREMIER: READ(N);

IF N=999 THEN GOTO DERNIER;
WRITE("N,N);

WRITE("U",U);

Vi=1;

BEGIM

LONG RCAL ARRAY X,F(1::M,0::N+1);

LONG REAL ARRAY B(1::N,1::N)
LONG REAL ARRAY C,C(1::M);
FOR J:=0 UNTIL N DO

FOR i:=1 UNTIL N DO

READON (X(1,d));

BEGIN

)=0(1= 1.....N) OU F(1,*)=0,

H
1,



LONG REAL ARRAY M(1:: N,1::R);
FOR K:= 0 UNTIL K DO
EVALFONCT (N, U, X(*,K) ,F(*,K));
FOR I:= 1 UNTIL N DO

FOR J:= 1 UNTIL N DO

MO, Jd):= FQI,N=d+1)=F(1,N-d) ;

COIMENT CALCUL ,AU PREMIER PAS DE LA METHODE DES SECANTES,
DE LA MATRICE B INVERSE DCE M PAR SIMPLE ELIMINATION DE GALSS

BEGIH
INTEGER 1,J,L; LONG REAL R,TB; LONG REAL ARRAY MI(1s:N,1::2%N);

- FOR 1:= 1 UNTIL N DO
FOR J:= 1 UNTIL N DO
BEGI!: Hl(l A= M(1,J); MIU SN+J):=0L; END;

FOR J:=1 UNTIL N DO M1(i N+l) =1.L;
FOR L:= 1 UNTIL N-1 DO
BEGIN
NORMAL: BEGIN 1F M1(L,L)=0.L THEN GOTO ECHANGE;
FOR 1: L+1 UNTIL M DO
EEGII! R:= M1(1,L)/MI(L,L);
FOR J:= L+1 UNTIL N+L DO
MLICE,d)e= 11(1,J)- R*M1(L,J);
END;
END; GOTO RETOUR;
ECHANGE: BEGIN INTEGER Q
Q:= L+1; \MILE (M1(Q,L)=0.L) AND (((-N) DO (:= Q+1;
IF G= N+1 THEN GOTO IMPOSSIBLE ;
FOR J:= L UNTIL N+Q DO
BEGIN R:= RI1(L,J); MI(L,J):= M1(Q,J); 11(C,d) = R;
END; GOTO NORMAL END;
RETOUK: ERD;
BEGI!): IHTEGER I,J,L; IF MI(N,H)=0.L THEN GOTO IFPOSSILLE

FOR I:= I STEP -1 UNTIL 1 DO

FOR J:= N STEP =1 UNTIL 1 DO

BEGIi TB:= 0.L; FOR L:= N STEP -1 UNTIL I+1 DO
TB:= TB-b(L, d)*Ml(I L);

B(1,J):= (TB+M1(I N+d))/M1(I,I);

EMD; EMD; END; GOTO A2; END;

Al:

FOR l:= 1 UNTIL N DO

BEGI!! O(1):= B(N,1);

FOR J:= N STEP -1 UMTIL 2 DO
B(J,1):= B(J=1,1); B(I,1):= 0(1); EMD;

COMMENT CALCUL AU KIEME PAS DE LA pETHODE DES SECAMTES ,DE LA

MATRICE B INVERSE DE M PAR PERTURBATION ;
BEGIN LONG REAL R; LOMG REAL ARRAY Bl(l M,10:M);
FOR J:= 1 UNTIL N DO
0(J):= F(J,N+1)-F(J,1)-F(J,1)+F(J,0); R:= 0.L;

FOR l =1 UNTIL N DO

Ri= R+B(1,1)*0(1); R:= -1.L/(1+R); PRODMAT(B,0,C,N);
FOR I:= 1 UNTIL K DO

FOR J:= 1 UNTIL N DO



BI1(1,J):= R*C(1)*B(1,4);
FOR I: UNTIL N DO
FOR J: UNTIL N DO
B(1,Jd):= B(1,J)+B1(1,J);
FOR l:= 1 UNTIL N DO
FOR J:= 0 UNTIL N DO

BEGIN X(I,d):= X(1,J+1); F(1,Jd):= F(1,J+1); END; END;

Lonad S |}

COMMENT AYANT LA MATRICE B ON CALCULE A CHAQUE PAS LE
NOUVEL ITERE :X(.,N+1)= X(.,N)=H*B*F(, N);
A2: PRODMAT(B,F(*,N),C,N);
BEGI!! LONG REAL ARRAY H(1l::M,1::N);
FOR l:= 1 UNTIL N DO
FOR J:= 1 UNTIL N DO
H(1,d) = X(1,N=d+1)=X(1,N-J); PRODMAT(H,C,0,N); CMND;
BEGIN INTEGER |, ITERMAX; LONG REAL R,EPS;
FOR 1:= 1 UNTIL N DO
BEGI!!
XC1,N+1) o= X(1,N)-0(1);
END;
EVALFONCT (1., U, X(*,N+1) ,F(*,N+1));
FOR 1:= 1 UNTIL N DO
WRITE("F(XI+1)", 1,"=", F(1,N+1));
R:=0.L; FOR l:=1 UNTIL N DO
Re= R + X(I,N+1)#%2; R:= SQRT(R);
WRITE ("HORME DE XN "M =" R);
R:= 0.L;
FOR I:= 1 UNTIL N DO
Ri= R+F(1,M+1)*%2; R:= SQRT(R);
WRITE("NORME DE F(XN)"," =" R);
IF R<1'4L THEN GOTO IMPOSSIBLE ;
EPS := 1'-12; ITERMAX:= 20; .
IF ((R<EPS) OR (V=ITERMAX)) THEN GOTO A3;
END;
Vi= V+1; GOTO Al;
A3:
WRITE(" NOMBRE DES ITERATIONS ='v) ;
FOR 1:= 1 ULTIL N DO
WRITE("RACIHE DE F(X)",X(1,N+1));
IMPOSSIBLE:
Us= U+l; '
CGOTO PREMIER ;
END;
LHD; DERNIER:
END.
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