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INTRODUCTION







-~ II -

Les notions de mémoires virtuelles et d'environnement paginé

sont aujourd'hui trés répandues [1]. Comme toute nouvelle technique son
utilisation a mis en évidence de nouveaux problémes. En particulier, le
"bon déroulement” d'un programme devient tributaire de certaines propriétés
liées 3 la structure de ce programme [2]. Comme conséquence il est vite
apparu que l'ordre dans lequel étalent chargés en mémoire les différentes
parties (modules, données, ...) d'un programme pouvait &tre fort important,
1'idée de base &tant d'éviter une trop grande dispersion des parties de

la mémoire référencées lors de 1l'exécution du porgramme : de 13 1'idée de

restructuration.

Ce probléme n'a cependant pas donné lieu & beaucoup de résultats
et 1l'essentiel de ceux-ci figurent dans [31[41[5]. La raison de cette
carence est certainemerit 1'énorme complexité du probléme surtout dans les
contextes quont voulu aborder la plupart des auteurs : grands systémes,

multiprogrammation...

Notre premiére préoccupation a &té de décrire un petit systéme
3 mémoire virtuelle en le réduisant i quelques principes fondamentaux :
en particulier nous réservons la mémoire virtuelle i un ensemble de données.
Notre idée est de nous limiter i des données numériques utilisées par des
programmes simples. Aprés avoir défini une gestion de mémoire nous adoptons
comme colt d'exécution de notre programme le nombre de demandes de pages.
Nous pouvons alors mettre en évidence certaines relations entre 1'organi-
sation de données et ce colit. Un contexte matriciel a été choisi pour cette
Btude ; si ce contexte peut étre limitatif en taille il a cependant pour
avantage de permettre de poser assez clairement certains problémes. En par-
ticulier 1'importance d'un probléme appelé "partitionnement de matrice"

apparait nettement.

Ce dernier probléhe, sous la nomenclature de la théorie des graphes,
est d'ailleurs fort connu, surtout par sa difficulté. Nous avons délaissé
délibérément toutes les heuristiques relatives & la résolution de tels

problémes. La forrmlation matricielle adoptée nous a poussé 3 rechercher
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quelles particularités matricielles pouvaient faciliter la résolution.
Certains cas probabilistes, réputés faciles et dornmant des matrices de
rang 1 (A(i,J) = pipj) ont attiré notre attention sur 1'importance du
rang des matrices utilisées. Nous dégageons ainsi au chapitre IT une
notion de problémes de distance euclidienne maximale ainsi que quelques
principes généraux utilisés par la suite : principe de projection maximum,
solution 3 la précision relative € , approximation de matrices définies-

positives par des matrices de rang donné .

Ces interprétations se révélent trés fructueuses dans certains
cas exposés au chapitre III et qui concernent le bi-partitionnement d'une
matrice de rang trés faible. Deux types d'algorithmes sont décrits : le
premier, un peu du type "branch and bound", pour une matrice de rang 2 et
le second, basé sur une &numération, pour une solution a la précision rela-
tive € . Une combinaison de ce type d'algorithmes pourrait &tre envisagge.
A la base de ces deux types d'algorithmes se trouvent des problémes de tris
dont la rapidité assure le succ@s des méthodes précédentes. Une extension
3 des matrices quelconques est envisage, utilisant 1'approximation par des

matrices de rang domné.

Dans le chapitre IV une extension 3 un partitionnement plus
général est développée ; de nombreuses difficultés apparaissent : en parti-
culier, le probléme de tri, cité plus haut, devient un probléme plus complexe
de programmation linéaire en nombres entiers. Le probléme reste simple seule-
ment pour une matrice de rang 1. Nous pouvons cependant élaborer des méthodes

dont les résultats sont fort acceptables.

Notons que le point de vue adopté nous a toujours permis de borner

les solutions des problémes traités.

‘Nous présentons dans le chapitre V quelques situations non clas-
siques ol pourrait intervenir la notion de mémoire virtuelle qui n'est
certainement pas réservée aux grands calculateurs. Le schéma développé au
chapitre I aurait des applications assez directes dans le domaine des

micro-calculateurs et des mini-calculateurs si la technologie woulait tirer



profit d'une gestion paginée des mémoires fines (registres, caches,...).
Quelques aspects pratiques de la restructuration sont alors illustrés par

des exemples empruntés au calcul numérique.

On peut s'&tonner du nombre relativement faible des données
utilisées par nos algorithmes (environ 100).

A ce sujet remarquons simplement que puisque les problémes posés
avec une centaine de dormées apparaissent trés difficiles i1 n'y a aucune
raison pour qu'ils devierment faciles lorsqu'il s'agit de 10 000 données |
Ceci pour dire que certaines restructurations qui concernent effectivement
autant de dormées ne peuvent &tre abordées dans toutes leur généralité.
Certaines hypothdses simplificatrices doivent donc étre faites 4 priori
pour pouvolr traiter cesprobléme ; ces hypothéses sont d'ailleurs souvent
justifiées pour des raisons de calculs d'adresses. Nous sommes alors en
face de problémes réduits i des dimensions convenables.

Ce n'est pas notre but d'aborder de telles situations.

Le chapitre VI présentera quelques résultats ammexes sur la
"ecomplexitéd" de certains algorithmes &laborés dans les chapitres IIT et IV.
En particulier nous montrons comment certains problémes de partitionnement
qui, relativement au nombre d'éléments n , rentrent dans une classe de
problémes NP-complets [6]1, peuvent,si on les particularise, se résoudre de

manidre approchée en A n Log2 n opérations &lémentaires.

A la fin de ce méme chapitre nous montrons l'analogie de certains
problémes traités avec des problémes de "Clustering'" manipulant des nuages
de points. Une adaptation des algorithmes décrits au chapitre III est alors

envisagée.

Pour conclure, signalons que ce travail n'est pas un catalogue
de "recettes" et de techniqueé de restructuration de programme. Notre but
a été d'essayer de comprendre, sur des cas extr@mement simples et dépouillés
d'artifices extérieurs, la nature des problémes posés. Nous avons toujours
chercher des voies originales dans un domaine de recherche dont les bases

mémes sont certainement encore mal &tablies.




NOTATIONS

n
Nous noterons un vecteur de JR

X(1)
X(2)

X(n)
T . - ;
X~ désignera le vecteur ligne :

(X(1),X(2),...,X(n))

"m,

n,n

(IR ) (respectivement m\_‘ n n((C)) désigne 1l'ensemble des matrices
3

34 n lignes et n colomes 3 coefficients dans IR (respectivement dans €).

A(i,j) désigne 1'élément de la ligne i colonne J.
AT désigne la matrice transposée de A .

E. . est la matrice de (\T\, (R) définie par :
1,] n,n

% 1 si i=k , j=2
0O sinon

cpp désigne la norme sur Rr" :

n
o (x) = (£ |xEH/P
p i=1

S est la norme d'opérateurs sur (\‘\'\_‘ (IR)
pCPp n,n

S () = Max o _{(AX)
5% CPp(X) =1 P
X ¢ IR"
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Nous noterons aussi :
1/2
0,0 = 0"

A étant une matrice définie positive de (\T\’n n(IR)
3

nous noterons H H A la norme sur Rr"

I, = o axn??.







CHAPITRE I

GESTION DE MEMOIRE PAGINEE ET EXPRESSIONS
MATRICIELLES DE QUELQUES PROBLEMES DE RESTRUCTURATION







I - GESTION DE MEMOIRE PAGINEE ET PROBLEMES DE RESTRUCTURATION

1.1. UN CALCULATEUR ELEMENTAIRE

Nous nous bornerons & guelques notions nécessaires pour intro-

duire les problémes traités par la suite.

De nombreuses variantes sont possibles autour du méme théme

mals les problémes de base sont les mémes.

1.1.1. Mémoire programme

Notre calculateur dispose d'une "mémoire programme' contenant

le "code" (instructions) nécessaire 4 1'exécution du programme.

1.1.2. Mémoires de type "donnée"

Les mémoires de type "donnée" contiendront les données (variables,
constantes, ...) utilisées par le programme. L'unité de taille mémoire sera
appelée "mot".

Nous distinguerons dans ces mémoires de type "donnée"

1/ La "mémoire opératoire" divisée en m blocs de d mots,
2/ La "mémoire périphérique" divisée en blocs de d mots mais de taille

aussi grande que 1l'on veut.

1.1.3. Transferts d'information entre les deux types de mémoire "données"

Des transferts peuvent se faire entre mémoire "donnée'" "opératoire"
et mémoire "dornée" "pé€riphérique" mais uniquement sur les blocs de d mots

cités plus haut.

1.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

1.2.1. Ensemble des données

L'ensemble finil des données sera noté
X = {xl,xg,...,xn}

ol X, sera une "donnée" pouvant &tre mémorisée sur un mot.




1.2.2. Programme - Programme & références simples

Nous supposerons que notre programme "utilise" ou "référence"

successivement I, ensembles des données aux "instants" t=1,2,...,L.

~

Nous supposerons notre programme a "références simples" c'est

d dire que 1l'ensemble de données référencé a 1'instant t est du type :
(5.} L, € X
Nous noterons :

%: {21} R {22} s ey {/Q }

L

1.2.3. Organisation des données en “"pages™

Notre machine n' acceptant que des transferts par blocs de d
mots nos domnées seront réparties en r '"pages" Yqs¥pseeesYy, contenant
chacune au plus d données.

Ces"pages" pourront &tre mémoriséesdans un bloc de 4 mots, soit
en mémoire "opératoire',soit en mémoire "périphérique".

Nous noterons :

Y = {yljyg,‘ ".')yr}

Nous aurons :

n<rxd

Nous verrons plus loin (chapitre I, paragraphe 2.1.) comment représenter

une "organisation de données" en pages. m désignera une telle organisation.

1.2.4. Suite des pages référencées

Les données étant réparties en page suivant = 1le programme 3

références simples "utilise” une suite d'ensembles de pages du type :

{p} oo} 5eee, {pt} seees {pL}

Dy désigne la page contenant Qt
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1.2.5. Contrainte pour 1'exécution du programme

ILa seule contrainte que nous imposerons pour 1'exécution du
programme est que la page utilis€e & l'instant t dolt se trouver en
"mémoire opératoire".

Nous allons voir comment par un transfert de pages précédent
1'utilisation de p, nous réaliserons cette condition.

Précisons tout de suite que nous ferons abstraction des moyens
pratiques réalisant de tels transferts et de tout probléme de calculs

d'adresses résultant d'une organisation de donnée

1.3. GESTION DE MEMOIRE - GESTION DE MEMOIRE VALIDE [5] [8]

1.3.1. Contexte

Nous possédons un ensemble de "pages"
g

Y = Ay sVose eyt

Notre mémoire opératoire peut contenir m pages.

Le programme nous fournit une suite

{pl} > o 5eee, {pL} P €Y t=1,2,...,L .

1.3.2. Gestion de mémoire

Nous appellerons "gestion de mémoire" un couple (R,S) de suites

du type :

.S

R = (rl,rg,...,r ) ry ecri>(Y)

g2ty

S = (51’82""’St""’SL) S, € Gg)(Y)

R représente la suite des pages "rentrer" en mémoire opératoire.

S représente la suite des pages d "sortir" de la mémoire opératoire.

Plus précisément, 1'utilisation de la page p, sera précédée des transferts

définis par rt et st .
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1.3.3. Suite des contenus en pages de la mémoire opératoire

Soit (R,S) une gestion de mémoire.
Posons MO =0
La relation

Moo= (M, \ s) U, t=1,2,...,L

définit une suite finie {M} £=1,2,...,L

de sous-ensembles de Y représentant les contenus successifs en pages de

la mémoire opératoire, résultant de la gestion de mémoire (R,S).

1.3.4. Gestion de mémoire valide

(R,S) sera dit valide si :

) r,0M_, =0 £=1,2,...,L
B) 5. <= M4 t=1,2,...,L
Y) b } = M ‘ £=1,2,...,L
8) card (M) < m t=1,2,...,L

o) signifie que les pages amenées ne figurent pas déji en mémoire opératoire,

B) signifie que les pages i sortir sont bien en mémoire opératoire,

y) signifie que les pages référencées par le programme sont en mémoire
opératoire,

8) signifie que le nombre de pages en mémoire opératoire ne dépasse pas m .

1.4. COUT D'EXECUTION EN DEMANDES DE PAGES

X et la suite {21},{22},...,{RL} sont fixés.

Considérons le déroulement de notre programme sur une machine effec—
tuant des transferts de blocs de taille d et ayant une capacité mémoire
opératoire de m blocs (pages).

Les données étant organisées suivant m et la mémoire gérée par (R,S) valide
on pose :
L

DP(m,d,m,R,S) = I card (r)
t=1

(card (ry) = 0 si re = 9)
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1.5. GESTION DE MEMOIRE "A LA DEMANDE" ET ALGORITHME DE REMPLACEMENT

La gestion de mémoire la plus réaliste est celle qui ameéne &

1'instant t 1la page unique Dy si celle-ci ne figure pas en mémoire.

1.5.1. Définition : Gestion de mémoire "& la demande"

Une gestion de mémoire (R,S) est dite "3 la demande" si :

o) (R,S) est valide

R) card (r, ) <1 card (St) <1 t=1,2,...,L

Y) b, € N%—l = v =8 = 4] £=1,2,...,L

§) Dy € M _, ebcard (M_)<m=>s =0 £=1,2,...,L
Remarque

(R,S) étant valide, on a forcément r. = p. sip ¢ Mt-i'

I1 faut alors remarquer que la gestion de mémoire est parfaitement déter-

-~

minde si on connait la page d sortir de la mémoire lorsque

pe M _, card (M__,) = m

1.5.2. Algorithme de remplacement [1] [5]

La "stratégie permettant” de choisir la page de Mt i sortir
sera appelée "Algorithme de remplacement.
Plutdt que de définir formellement une stratégie donnons deux exemples que

nous utiliserons par la suite.

Algorithme de remplacement LRU (Least Recently Use)

Supposons que nous ayons a4 choisir une page dans Mt—l' Pour

chaque page a; € Mt—l définissons :
ei = Max ©
0<t
Po™24
On choisira pour 8 la page a; telle que :
o
6. = Min 6.

e i
o} 16{1.aieMt_1}




Cela signifie que la page choisie est celle qui est la moins récemment
référencée.

Nous noterons (RLR s SLRU )

avec 1'algorithme LRU.
Algorithme de remplacement "optimum" Belady

» toute gestion de mémoire 3 la demande obtenue

Supposons que nous ayons 3 choisir une page dans Mf—l . Pour

chaque page a.i € Mf—l définissons :

6. = Min 6
1 st
Po™84

éventuellement ei = +o si la page n'est pas référencée par la suite.

On choisira pour S, la page a; telle que :
o

ei = Max ei
o 1e{1zai€M£_1}

Cela signifie que la page référencée le plus longtemps aprés sera choisie.

Optimalité [1] [51

Belady a montré que cet algorithme de remplacement &tait celui
qui minimisait le nombre de demande de pages, parmi toutes les gestions de
mémoire "3 la demande",nous 1'appellerons algorithme "optimum" ; nous noterons
(Rppt, SOpt) foute gestion de mémoire 3 1la demande obtenue avec 1'algorithme

optimum.

1.6. GESTION DE MEMOIRE VALIDE ET GESTION DE MEMOIRE A LA DEMANDE

1.6.1. PROPRIETE
Etant donnée une gestion de mémoire valide (R,S) il existe une
gestion de mémoire 3 la demande (RD,SD) telle que :

DP(m,d iR, SP) < DP(m,d,T,R,S).

La démonstration (peu difficile mais longue) figure dans [5].



1.6.2. Conséquence

La propriété 1.6.1. justifie le peu d'intérdt des gestions de
mémoire générales. Cette notinn nous sera utile comme outil de démonstration
mais nous nous intéresserons uniquement 3 des gestions de mémeire "3 la

demande".

1.7. PROBLEMES DE RESTRUCTURATION [7] [8]

1.7.1. RESTRUCTURATION D'UN ENSEMBLE DE DONNEES

Nous avons vu que 1'erganisation de données 1w est paramétre du
colit en demandes de pages. Naturellement, il se pose le probléme de savoir
si en modifiant 7 c'est-3-dire en "restructurant" notre ensermble de données
on peut diminuer le nombre de demande de pbages.

Suivant les cas l'algorithme de remplacement pourra &tre fixé ou

non.

1.7.2. UNE FORMULATION MATRICIELLE

Le premier probléme étudié sera celui de "la minimisation du nombre
de changements de pages™ par restructuration.

Les méthodes &laborées pour la résolution de ce probléme nous ont
permis par la suite de fournir une aide précieuse pour 1'approche de quelques

problémes beaucoup plus difficiles.

1.7.3. PROBLEME 1 ~ MINIMISATION DU NOMBRE DE CHANGEMENTS DE PAGES

Nous supposons que m (capacité en pages de la mémoire opératoire)
est égale 3 1.

Une seule gestion de mémoire 3 la demande est possible car Mt est
parfaitement défini : M, = {pt} . Le nambre de demandes de pages sera en

t
fait le nombre de fois que p, sera différent de Piiq (plus la demande
de p, ).
T désignant une organisation de donndes en page de d éEléments au plus on
notera CP(d,m) ce nombre de changements de pages.

CP(d,m) = pombre de fois que Dy # Dt g




A, USRI sl

e e ————

Le premier probléme posé sera :
Trouver une organisation de donnée 7> telle que :

CP(d,n*) = Min CP(d,m) .
m

1.7.4. PROBLEME 2

Soit m > 1 » T une organisation de données et "alg" un algorithme
de remplacement.

(Ralg’ Salg) désignera toute gestion de mémoire 3 la demande
obtenue avec 1'algorithme "alg".
Un deuxiéme type de probléme sera :

Trouver une organisation de donnée =* telle que :

pP(m,d,n*,R%19,5219) = Min DP(m,d,m,R?'9,5219)
m

Nous étudierons plus précisément :
*
Trouver 7% telle que :

pP(m,d,m* RRYSERY)  — win pp(m,d,r,RERY, SLRY)
m

1.7.5. PROBLEME 3

m étant toujours supérieur 3 1 nous nous proposons de minimiser
le nombre de demande de pages parmi toutes les organisations de données et
les gestions de mémoire 3 la demande.

Etant dormée 1'optimalité de la gestion (RoPt,SOpt) le probléme
est formellement &quivalent 3 '

: . . ~ %
Trouver une organisation de donnée m telle que :

DP(m,d,7* ,ROPE,SPY) = Min DP(m,d,m,ROPt,5OPY)
m
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IT - RESTRUCTURATION ET CHANGEMENT DE PAGES.

MATRICE D'ADRESSES JOINTIVES

2.1. ORGANISATION DE DONNEES

2.1.1. Traduction vectorielle d'une organisation de données

Soit X = {Xl’X2""’Xn} 1'ensemble des dornées 3 répartir en r

pages Yl’Y2""’Yr pouvant chacune contenir au plus d données.

A chague page Yk on associe un vecteur Vk de R" vérifiant :

1 k

+1 si X. €%
Vk(l) = g

0 sinon
Pour représenter une organisation de données on choisira done un systéme

de r vecteurs de IRV

(Vl,Vé,...,Vf) veérifiant les contraintes (C)

0 k=1,2,...,r
(c1) Vk(l> = %

1 i=1,2,...,n

(C) n
(C2) z Vk(i) < d k=1,2,...,r

i=1

r
(C3) rovi (1) =+ i=1,2,...,n

k=1

La contrainte (C2) signifie qu'une page ne peut contenir plus de d données.

La contrainte (C3) signifie que chague donnée appartient 3 une page et une

seule.
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2.1.2. Indicateur d'appartenance

Nous utiliserons par la suite une fonction f :
£f: XxX- {0,1}

qui étant donnée une organisation de données particulidre est définie par :

0 =i x. et Xj € méme page
f(xi,xj) =

1 sinon.

Soit Eij la matrice de base detyxl,n n(]R). Pour 1'organisation de donnée
b
représentée par les vecteurs (Vi,V2,...,Vf) satisfaisant les contraintes (C)

on a ¢
T
fi(x.,x.) = z V. Y
O3%5) ko=1,...,r %1 X K
=1, N
k1 # k2
Dé&monstration
T T T
Ona V., E..V, = (V, e.)(e:V )
kl 1] k2 ki 1773 k2

Le seul terme Vil e, non nmul est celui dont 1t'indice k1 est tel que
T T

X; € Yk et de méme pour Vk e. = e: V

1 2 J 1 K
. ~ T
S1 X5 et Xj € méme page les termes Vkl bij sz s k1 b k2
sont donc tous nuls.

Si x. et Xj ¢ méme page un seul des termes

i
T - -~
Vki Eij ng s Ky rd k, est non nul et égal 4 1.

2.2. NOMBRE DE CHANGEMENTS DE PAGES : MATRICE D'ADRESSES JOINTIVES

Soit Eii = {21},{22},...,{2t} ,{Zt+1},...,{RL} la suite des
ensembles de données d un élément référencés par le programme.

Supposons 1'organisation de données représentée par (Vl,V2,...,Vf).
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2.2.1. Changement de page

Considérons les références £, = x. et 2 = X,
£ i, e=1 i
11 y aura changement de page si Qt et Rt—l n'appartiennent pas 4 la
méme page.

Le nombre de changement de page lors de la référence a & sera :

= z Vi E V.

ok, f1 et k5

£t )

2.2.2. Nombre total de changements de pages ;

Matrice d'adresses jointives

Le nombre total de changements de pages durant 1'exécution du

Programme sera :

L o L
Lof 0 )= Vv, (L E. . )V
t=o T g K i Tk

Nous pouvons aussi transposer 1'expression matricielle suivante ce qui

donne :
L
z Vg (Z E. i >Vk
k,#k, 2 t=2 -1t K
172
et aprés permutation des indices :
L
5 Vi (T By 5V,
k1¢k2 1 t=2 t-1°"t 2

En faisant la demi somme de ces deux expressions nous obterions 1la

forme symétrique :

T 1 1 T
VoA E. . +E .o =L 5 T .y
ok, T2 t=p Teedpg o iUk T2 a0 KT Tk
172 12
L
A= (E. . + E. . )
t=2 Ttolt Lo q01t




- 12 =
Nous pouvons &crire A= ¥ A(LJ)E..
1, 1

En identifiant les deux expressions de A il vient :

nombre de fois que (Rt,kt_l) = (xi,xj) y  t=2,...,L

A(i,J) = +
i=1,2,...,n nombre de fois que (Rt,ﬁt_l) = (Xj,Xi) 5 -t=2,...,L
J=1,2,...,n

Cette matrice A symétrique de‘\11vn n(l%) est appelée matrice

L]

d'adresses jointives du programme.

Sous des formes assez voisines, c'est un outil déja utilisé dans [2] [4] [7]

[81.

Le nombre de changements de pages sera donc fonction de 1'organi-
sation de dormées m et de la matrice d'adresses jointives A , on notera
maintenant :

cp(d,m,A)

Si 1'organisation de domnées est représentée par un systdme de

vecteurs V,,V,,...,V_ on aura :
1°°2 r
CP(dsmoA) =5 T Vi AV,
kl#k2 1 2

2.3. NOMBRE DE DEMANDES DE PAGES :

UNE SEULE PAGE EN MEMOIRE OPERATOIRE

Nous avons vu que dans le cas ol la mémoire opératoire posséde
1l'emplacement pour une seule page le nombre de demandes de pages est égal
au nombre de changements de pages plus le chargement de la page référencée
g 1'instant t = 1 .
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2.4. RESTRUCTURATION : PROBLEME 1

Le probleme 1 de restructuration (paragraphe 1.7.3%.) prend

donc la forme :
Trouver 1l'organisation de dennée ™ telle que :

CP(d,n*,A) = Min CP(d,n",A)
m

La représentation d'une organisation de donnée, développée
plus haut nous servira, dans leschapitres suivants 3 étudier le probldme
de minimisation et dans 1'immédiat i &tudier dans un formalisme identique

au probléme 1 des probldmes proches des problémes 2 et 3.

ITT - GESTION DE MEMOIRE ET RESTRUCTURATION

MATRICE D'ADRESSES JOINTIVES GENERALISEES

3.1. BORNES INFERIEURES POUR LE NOMBRE DE DEMANDE DE PAGES

3.3.1. Gestion de mémoire "donnée par donnée"

S1 nous considérons des pages de taille d = 1 au nombre de n
1'organisation de données est unique. Nous pouvons donc envisager le dérou-

lement du programme avec une gestion de mémoire i la demande et 1'algorithme

de remplacement optimum. Ceci nous donnera un nombre de demandes de pages

uniquement fonction de la suite des références aux données
= {Qj},{22},...,{£L} et de la capacité en pages de la mémoire opératoire m.

On notera : DP(m,l,W,ROpt,SOpt) = F(m).
3.3.2. Théoréme (Johnson [8])

Pour une capacité de mémoire opératoire de m pages de d données,

pour une organisation de donnée 7

DP(m,d,m,R,S) > & F(m x d)

¥ m,d,m,(R,S) valide.
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3.2. ALGORITHME DE REMPLACEMENT LRU ET RESTRUCTURATION

L'algorithme de remplacement LRU a 6té défini au paragraphe 1.5.2.

Nous commencerons par étudier le cas ol deux pages peuvent se

trouver en mémoire opératoire.

3.2.1. Cas de deux pages en mémoire

Rappelons la fonction "indicateur d'appartenance"

f: XxX- [0,1]

0 si Xs et x. € méme page
f<Xi’Xj) = J

1 sinon.

~

Notre programme fournit la suite :

{21},{22},...,{Rt},{2t+1},...,{RL}.

Essayons d'exprimer le nombre de demandes de pages lors du passage de
{zt_l} a {zt}

- Si zt_l et 2t—2 n'appartiennent pas 3 la méme page elles appartiennent

aux deux pages le plus récemment référencées et ce sont donc les deux
pages en mémoire aprés la référence 3 L¢_, - Le nombre de demandes de

pages est donc égal 3 :

(e )£(8

g2 T 50 o)
Malheureusement, il est déji difficile de travailler avec ce produit

et nous nous contenterons de la majoration :

1
P2 TR0 ) <0 5 [P0 4 (R 0, )],
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- 51 Qt—l et Qt—2 appartiennent 3 la méme page il faudrait faire inter-
venir Qt—B . Nous pouvons remarquer que la quantité

majore dans tous les cas le nombre de demmndes de rages.

En effet s'11 n'y a pas demande de page la majoration est &vidente
et s'il y a demande de page :

Le 5 %44 € méme page f(Qt, - 1) =1
s % s ¢ méme page : f(zt, - 2) =1
et la majoration reste vraie.
Nous prendrons comme majoration du colit de passage de &, . i ¢

t-1 v
la quantité

1

Pour t=2 on prendra :
e, 0. )+1]
2 t27t-1

et pour t=1 on prendra : 1 .
Une majoration du colt en demandes de pages total sera donc :

L

1
+ SI0(0,,0 )41 + t§5 [f(ﬁt, - 1)+f(2t, o]
L L
3.1 T P08 ) v 5 I P08 )
2 2 t=2 t=3

Nous retrouvons le formalisme des matrices d'adresses jointives

du paragraphe 2.
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Notons A la matrice d'adresses jointives du programme.

Notons A(2) la matrice de(\YLh n(D@ définie par :
L)

nombre de fois que (% (1,3) ;3t=3,...,L .
a@,g) =4 s

nombre de fois que (2

t-Z’Rt)

(3,1) 5t=3,...,L .

t-2%¢)
Notre majoration s'exprime alors par :

(2)
AN AR N
k1¢k2 1 2 k1¢k2 1 2
(2)
i.e. 3+3 T v, &y
k1¢k2 1 2
~ A+A(2)
La matrice 5 symétrique i coefficients positifs ou nuls

sera appelée "matrice d'adresses jointives généralisée" ou matrice d'adresses
bi-jointives.

Nous avons en fait :

a+n(2)

LRU,SLRU) 2 )

DP(2,d,m,A

< CP(d,m,
Nous allons généraliser ce résultat dans le paragraphe 3.2.2.

3.2.2. Cas de m pages en mémoire

Le probléme est de plus en plus difficile et nous proposons
quelques outils de travail.

S'il y a faute de page lors de la référence 2, aucune des pages

t

contenant Qt-l’zt-Q""’zt—m ne contient Zt car ces pages sont en mé-

moire opératoire. On a donc :

f(Qt,,Q,t_l) =1
f(lt,lt_z) =1
f(Zt,,Q,t_m) =1
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Si (ul,uz,...,um) est un m-uplet de réels positifs tel que :
u1+u2+...+um =1

On a :
m
T ou. £
q=1 ¢

go¥-g) = *1

Le nombre de demandes de pages est donc majoré par :

m

I ou f(R,,2, )
ge1 4 tt=q

Si t <m on majorera par :
t-1

m
r o, f(lt,it_q) + Z q

q:1 4 q:t a

Le nombre total de demandes de pages sera donc majoré par :

m t-1 m L m

g (¢ TR L. )+ T u)+ = Tu_ £ 8, )
t=1 g=1 Lh t7tq q=t d t=m+1 q=1 q t? t-q
m m m L

s Ty, t T T (R 0. )
t=1 qg=t ¢ g=1 4 t=g+1 tt-g

Notons A<q) la matrice symétrique positive de(“\h n(IZ) définie par :
3

nombre de fois que (Rt’zt—q) = (1,3) 5 t=g+1,...,L
AP, =)

nombre de fois que (Rt,ﬁt_q) = (J,1) 5 t=g+1,...,L

D'aprés un calcul déji effectuéd d propos de la matrice d'adresses
Jjointives on a :

L
1 T (@)
s fle. 0, )= 3§ V' a V.
t=q+1  C Q2 U Tk K,




Done :
A a 7 T (q)
U Zf(l,l_):_-Zu N v AqV
m
ki#k, “1g=1 4 2
= CP(d,m,A)
avec

m
A=z z oy a@
e=1 ¢
A sera appelée "matrices d'adresses Jointives généralisée" ou matrice
d'adresses m-jointives

m
0P (m,d, mALRU SLRUy < cprg may 4+ T 1w
t=1 g=t q
Le cas du paragraphe 3.2.1. correspond 3 :

1

m=2 u1=U2=§o

3.2.2. Restructuration : prob]éme /4

L'expression DP(m,d,n,R ,SLRU) &tant difficilement manipu-
lable nous lui substituerons la majoration ci-dessus ce qui nous conduira

a un probléme de restructuration du type :

Min CP(d,m,;A)
m

identique au probléme 1.
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3.3. ALGORITHME DE REMPLACEMENT OPTIMUM ET RESTRUCTURATION

3.3.1. Notations

Soit QZf = Uﬁ}’{Q9}=""{QL} la sulte des ensembles de données
référencées par le programme.

Ltorganisation de données 7 permet d'en déduire une suite
{p} s{pots-.osipyp}

de références aux pages.
La mémoire opératoire peut contenir m pages et posséde donc m
blocs pour contenir ces pages que 1'on numérotera de 1 a m .

Nous définirons pour t=0,1,2,...,L
- 1 2 fRit
E. {et}{et} e Let}

ol e% est la page figurant dans le bloc i de la mémoire opératoire apres

la référence 3 la page ST

Ej = 2,9, ...,0

m .
On notera M o= U {el}

3.3.2. Eclatement de la suite ;ii

A chaque référence Qt nous affectons un bloc de la mémoire

opératoire it dans lequel sera chargfeune copie de la page P -

Poup 1 fixé, 1 < i1 < m , nous poyyons donc extraire de O, la
sous—-suite é;? formée des €léments de E;P auguels ont été affecté le

bloc i
Pour chaque sous-suité E{i:i nous pouvons construire une matrice

d'adresses~jointives A, .

3.3.3. Propriété 1

Soit 1 <i<m

Ie nombre de fois que {e%} F4 {e%~1} , t=1,...,L. , est égal 3

1+ CP(d,m,A;).
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Démonstration

e% ne peut étre modifié que si la page Rt est affectée
au bloe i
e%_l # ei si on est & la premiére référence L, telle que i, =1

ou si la référence précédente a cet emplacement était différente, ce qui
correspond bien au nombre de changements de page CP(d,w,Ai)+1e chargement

initial.

3.3.4. Propriéte 2

I1 existe une gestion de mémoire a la demande (RX,Sx) telle que

Mfg M, 3 t=1,2,...,L.

€

Démonstration

Nous allons construire une suite (RY,ST) 1=1,2,...,L , de

gestion de mémoire 3 la demande pour la suite des références en pages

fp,} o} ... b}

1

et vérifiant

i .
M D M, t=1,2,...,1

- On pose (R',S') = ({p,3,0)

- Supposons construit (Rl,Sl) et construisons (R1+1,Sl+1).
On pose
1”%‘+1 = r% £=1,2,...51
s%+1 = s% £=1,2,...,1
d'ol
Mi+1 - Mi M _ .
L = t:—)- I £=1,2,...,1

La page demandée en t=i+1 est D:4q



PREMIER CAS

Piy1 € M§+1 - Mi
alors

ao 5 edieo
dans ce cas on a

M%:i - M§+1 - Mi v {pi+1}:2-Mi v {pi+1}
DEUXTEME CAS

Pit € M§+1 - Mi

card (M§+1) <m
alors

Al s il
dans ce cas :

Mi::ll 2 Mi v {pi+1} =2 Mi+1

TROISIEME CAS

pi+1

- 21 -

i+l 1

¢’ =

1

i+l

card (Mi )= m .

i
Remarquons que P; 4 ¢ Mi car Mi:g_Mi

Mi+1 .

= m pour amener en rémoire Ds 41 il fallait donec sortir

une page s de Mi'

Cette page

S

figure aussi dans M§+1:2

1
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On pose alors :

i+1 _ {

1+
Ty T } 5 sTtT - {s}

i+1
dans ce cas :

M= 0\ (eh U py,,) = 0N\ {sD) U fpy,))

i+1
W72 (LN 1sH U oy, ) = w

i+1 1+1

- Si card (Mi)< m 1l existe donc s € M§+1 \ M

On pose alors :
i+1 _ . i+l _
ri T {pi+1} R Siyq T {s}

dans ce cas :

Mi+1

41 b =M

i+l
- (Mi \ {sh U {pi+i} 2Mi v {pi+1 i+1

il est évident que si (Rl,sl) est une gestion de mémoire a la demande
i+l i+1)

par construction (R~ ~,S est une gestion de mémoire & la demande.

On posera : (RL,SL) = (RX,SX).

3.3.5. Propriété 3

DP(m,d,m,R*,S%) < m + CP(d,m,A) avec A = A.

m
z
. 1

1=1

Démonstration

S'il y a demande de page & 1l'instant t c'est que by ¢ M:_i .
Mais alors Py ¢ IVLU._1 et 11 y a donc forcément changement de la configu-
ration Et .

Ceci signifie qu'il existe 1 wunique 1 <1 <m tel que :
i i
(el} # {eg_y)
Pour avoir une majoration du nombre de demandes de pages on prendra donc :

m m
r (1+CP(d,m,A.)) = m + CP(d,m,A) ; A= I A. .
i=1 1 peq I
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3.3.6. Propriéte 4

Si on considére 1l'algorithme de remplacement optimum

DP(m,d,ﬂ,Ropt,SOpt) < m + CP(d,m,A)

3.3.7. Restructuration : probléme 3

De méme .que pour 1l'algorithme LRU nous substituerons 3
DP(m,d,ﬂ,ROpt,SOpt) la majoration ci-dessus ce qui nous conduira i un

probléme du type :

Min CP(d,m,A)
m

identique au prozzime 1.

-~

L'éclatement de 3 choisir peut étre guidé par plusieurs considérations.

Nous en présentons une intéressante.

3.3.8. Amélioration d'une gestion de mémoire & la demande par restructurati

on

Notre programme s'exécute avec une certaine organisation de dorné
et une gestion de mémoire 3 la demande (R,S) .
Nous pouvons définir 1'état Et des emplacements mémoires

E, = {eé}{eé} cen {eg}

L'éclatement de la suite se fera de la maniére suivante :
3 1'instant t on demande Dy - Si o est en mémoire i l'emplacement i
on pose 1 = it . S1 Pt n'est pas en mémoire elle sera chargée i 1'emplg-

cement 1 et on posera i = it .

Nous pourrons done construire m matrices d'adresses jointives Ai et

m
A= I Ai .
i=1
Par construction :
DP(m,d,m",R,S) = m + CP(d,m,A)

Si on trouve ™ tel que CP(d,ﬁx,A) < CP(d,m,A) on aura donc :

DP(m,d,m%,RK%,5%) < m + CP(d,n ,A%) < DP(m,d,m,R,3).

e n
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3.3.9. Exjstence d'un éclatement optimal

I1 existe forcément ™ tel que :
DP(m,d,r%,R°PY s°PY) < DP(m,a,m,ROPY,s%PP) Vo1
Pour la matrice A¥  construite 3 partir de ™ U%pt,SOpt) on aura donc :

Min CP(d,m,A%) = OP(d,m™,A%)

™
et le probléme de trouver WX pourra se présenter sous la forme d'un pro-
bléme exposé au paragraphe 2.

Malheureusement AX n'est pas accessible.
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CHAPITRE Il

FORMES MATRICIELLES EQUIVALENTES DES PROBLEMES
DE RESTRUCTURATION : PARTITIONNEMENT DE MATRICES

ET PROBLEMES DE DISTANCES EUCLIDIENNES MAXIMALES
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0 - CONVENTIONS DE NOTATIONS

Problémes d'optimisation

Pour un probléme du type :

Trouver XX € @ tel que

f(xx) = Min__f(x)
Xe

Nous noterons seulement pour abréger :

Min _ f(x)

€ )

la recherche de xX

Problémes équivalents

Scient par exemple deux problémes :

(1) Min ~ f(x) (2) Max g(y)
X2 o@ X

Nous dirons que ces deux problémes sont égquivalents si nous connaissons

deux applications :

: éa - K

&1
5 K- D
telles que :
¥ . * - ~
¥ solution de (1) => sl(x ) solution de (2)

yX solution de (2) => sg(xx) soluticn de (1)

étant sous entendue ; de méme pour un probléme de max.
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I - RAPPELS DE NOTIONS INTRODUITES AU CHAPITRE I

1.1. LA MATRICE D'ADRESSES JOINTIVES (chapitre I, paragraphe 2.2. ;
chapitre I, paragraphes 3.2., 3.3.)

Ae %‘n,n(ﬁ) A symétrique, pesitive.

1.2. LES VECTEURS D'ORGANISATION DE DONNEES (chapitre I, paragraphe 2.1.)

V = (Vl,V2,.. . ’Vr> vérifiant les contraintes (C)

0 K=1,2,...,T
(c1) Vk(i) =

1 i=1,2,...,1n

©) n
(c2) z Vk(i) <d k=1,2,...,0

i=1

r
(C3) r () =1 i=1,2,...,r

k=1

&9/ sera 1'ensemble des systémes de vecteurs V vérifient (C).

1.3. LE PROBLEME D'OPTIMISATION (chapitre I, paragraphe 2.4.)

T

Vi

AV (Pb.1)

Min
1 K

1os
k. #k
CTRARTIS S



- 28 -

IT - QUELQUES PROBLEMES EQUIVALENTS

2.1. TRANSFORMATION EN UN PROBLEME DE MAXIMUM

Notons U le vecteur de IR "' défini par :

U) = 1 i=1,2,...,n

La contrainte C3 s'exprime par :

r
U= 3 V
k=1 ¥
Nous avons donc :
r r
VAT = (3 v, You( oz v, )
k=1 1 R
r
= 3 vi AV, + T vi AV,
x, ¢k, <1 2 k=1
1755
d'od :
T T r
DV, AV, =UA- 3 vi AV,
KAk, 1 2 k=1

Le probléme I est donc &quivalent au probléme suivant :

.
Max LoV AV (Pb.11)

A¥. 2 kN Yk
(VysVpseensV )W k=1

2.2. MODIFICATION DE LA DIAGONALE DE LA MATRICE D'ADRESSES JOINTIVES
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2.2.1. Addition d'une matrice diagonale

Soit D une matrice diagonale de(‘Tl, (R ).

n,n
T n
- 2 - - 3
Vk D Vk z g Vk(l)D(l,l)
i=1
r n T
I VDV, T I (I VENIDE,D)
k=1 i=1 k=1
2,08 _ .
Or Vk<l) = Vk(l) (O ou 1)
roo n r n
T Vk D Vk = L (z Vk(i))D(i,i) = ¥ D(i,i)
k=1 i=1 k=1 i=1
Nous avons donc :
r oo r o n
I V,(AMD)V, = I V, AV, + I D(i,i)
k=1 k=1 i=1

Le terme ajouté ne dépend donc pas de V = (Vl,Vé,...,Vf) et le
probléme II est donc équivalent 3 :

r

.
Max = V
k=1 K k

(Vl’VZ""’Vr) € \jf’

2.2.2. Propristé
Soit A€ mn L(R).
3

I1 existe D matrice diagonale de(x‘\,n n(IR) telle que
1
A + D soit définie positive.

(A+D)V
(Pb.III)



Démonstration

Soit X e R" X %0
I la matrice identité de WT\,n (R
>
Onpose D=yl

LA+ = XCAX + p XX
T, _ .2
On a : XX = cpz(x)

T
|XTAX| <@, (X) %, (AX) icpg(X)Scpépg(A)

done :
T 2
X (A+uDX > oi(X) [pw - (M1
—e SCPZ%
Si on prend u >S (n)
PP
on a X (A+uI)X > O Siw,(X) # 0

2.3. PROBLEMES A "TAILLES EGALES"

A

La contrainte (C2) limite le nombre des coefficients égaux a + 1.
Nous allons transformer ce probléme de maniére i manipuler des vecteurs pos-—

sédant exactement d composantes égales a + 1.

Posons m = r x d et construisons A' e%m m(]R) de la
3

maniére suivante :

A' sera symétrique, positive et sera appelée également matrice d'adresses
jointives : elle correspond d 1l'adjonction de données fictives non réfé-

rencées.
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Soit V' un systéme de r vecteurs de R™

(V3,73,...,V))

vérifiant les contraintes (C ) :

0
1 vy =
(c'1) Vk(l)
1
m
]
(e (c'2) I VIi) =4 k=1,2,...,r
i=1
r
(c'3) P V@ =1 $21,2,....m

V)
L'ensemble des systémes V' sera noté Kj).

I1 est évident qu'd chaque V = (Vi,Vé,...,Vf) vérifiant (C) on peut

associer un (ou plusieurs) V' = (V',V%,...,V;) vérifiant (C') et tel que :
r r
I OVAU = 3 A
k=1 k=1

et réciproguement.

Ceci nous permettra de substituer au probléme II un probléme du
type :

R
Max AR IS

' k Po.IV
(V' V' V')G w k'—'1 k
3 2”"’ r

dit "3 tailles &gales" la contrainte C'2 se traduisant en égalités et non

plus en inégalités.
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IIT - QUELQUES PROBLEMES RELATES AU PROBLEME A"TAILLES EGALES"

3.1. MATRICES BLOC-DIAGONALES ET PERMUTATIONS

PARTITIONNEMENT DE MATRICES

Soit n=r xd

A G‘YTLn n(IR) symétrique positive
H
Soit % 1'ensenble des indices

des éléments d'une matrice(Yn.n o (R) ! a
3
qui constituent les r sous matrices
jut - b
de 9 d(IR ) bloc-diagonales.
]
{ 4
Notons : O > <>
d d d
¥(a) = z A(i,J) Exemple n = 3d
(i,3)e %

Soit GS 1'ensemble des matrices de permutations de(\‘\n n(HU

Nos problémes précédents sont équivalents :

ST
Max__ ¥(P'AP
Peaé's?( )

Nous regrouperons tous ces problémes sous le nom de "partitionnement de

matrices”.

3.2. PARTITIONNEMENT DE GRAPHES

Soit n=rxd
Soit A G(Yn“n n(ﬂ%) symétrique positive.
]
Soit G un graphe comportant n noeuds, les noeuds 1 et j é&tant joints

par un arc non orienté de poids A(i,j).
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Le probléme est de partitionner 1'ensemble des noeuds de G
en r ensembles de d noeuds de maniére 3 minimiser la somme des poids
des arcs joignant des noeuds appartenant i des parties différentes.
11 existe de nombreuses variantes autour de ce probléme en théorie

des graphes [12].

3.3. METHODES DE RESOLUTION

3.3.1. Queiques mots sur la complexité du probléme

Ctest un probléme d'optimisation sur un ensemble fini mais méme
pour des matrices d'adresses jointives de tailles modestes 1'@&numération
est illusoire (n = 40 , d = 20 , 155 117 520 configurations possibles).

Sous la forme de partitiomnement de graphes ce probléme est bien
cormu et non résolu.

Dans la classification de Karp [9] c'est un probléme NP -complet. De nom-

breuses études sur la complexité de ce type de problémes ont été faites

[61181[91.

3.3.2. Les heuristiques

De trés nombreux auteurs ont proposé des méthodes "intuitives"
pour résoudre ce probléme ; certaines d'entre elles domnent d'excellents
résultats mais il est souvent difficile de situer la solution obtenue par
rapport 3 la solution réelle. On peut avoir un apercu de ces méthodes dans
[17[10].

Certaines de ces méthodes heuristiques s'interprétent géométri-
quement (gradients,...) mais ces interprétations ne sont pas trés fructueuses

Un certain nombre de méthodes d'amélioration locale sont utilisées

pour affiner une solution proposée : parmi elles la méthode d'échange.

3.3.3. La méthode d'échange

Nous citons ce type de méthode car elle sera utilisée plus tard

pour "affiner" des solutions proposées par d'autres algorithmes.
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_ T1 est inutile de 1l'expliciter formellement :
la méthode d'échange consiste d chercher si par "échange" d'un &lément
affecté au groupe k, avec un élément affecté au groupe k, on peut

améliorer la valeur du critére [3][11].

3.3.4. Notre position vis-a-vis du probléme

L'idée d'utiliser les vecteurs propres de la matrice d'adresses
jointives apparait dans [71.

Nous développerons cette idée en essayant dermettre en évidence
"es cas simples" ou apparaitront 1'importance du rang de la matrice.

Nous nous efforcerons par la suite de voir ce que la connaissance

de certains vecteurs propres peut apporter pour la résolution du probléme.

IV - PROBLEMES DE DISTANCE EUCLIDIENNE MAXIMALE

4.1. PROBLEME

Soit n

r xd n,r,d € N
Soit V = (Vi,Vé,...,Vf) r vecteurs de R

vérifiant les contraintes (C)

0 1=1,25...500
(C1) Vk(l) =
1 171,2,...,0
(C) n
(c2) LI v.(3) =4 k=1,2,...,0
i=1
r
(c3) - L v @) =1 i=1,2,...,n
. k=1

\fy/ désigne 1'ensemble des V vérifiant (C).
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Soit Ae(”nnﬂﬂ symétrique semi-définie positive.
>
Le probléme posé est :

T
Max y VO AV

k k
] k=1
(V) sVpsene v e

4.2. Matrice symétrique définie positive et distance euclidienne

maximale dans R""

Soit Xe R ¥

Soit Ar la matrice de (ilnr,nr(ﬂa ) définie par :

(Ar est composée de r blocs diagonaux constituée de matrices A et de
zéro ailleurs).

A, est définie positive et notons I “A ~ la norme sur R™ géfinie par :
r
2 _ LTI
Iy =x A X
T
Soit 1'ensemble de R'Y définie par :
vy
U E
= (W = _ (Vs VseesV) € \3/ }
V
r

Nous avons :

T T
T OVEAV. =W oA W= W2
p=1 K k r A,
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Nous pouvons donc poser le probléme en ces termes :

Nﬁax [ Wl AY"

-

Ce qui revient i chercher le point de (Lj/;lus loin de 1'origine pour || H4
l-‘_ (’

4.2;2. Résolution

Un certain nombre d'algorithmes peuvent s'interpréter comme des

tentatives de résolution du probléme :

%O( o i

par des méthodes de gradients projetés par exemple.

La premiére chose i noter est qu'il n'est pas forcément facile
d'exprimer Co((l¥) par un ensemble de contraintes simple (il ne suffit pas
en tout cas de mettre des inégalités dans les contraintes (C)!).

La seconde chose, et la plus grave, est que toutes ces méthodes
convergentlvers des maxima locaux : il est de plus difficile de situer la

solution trouvée par rapport au maximum global.

4.3. MATRICES DONNEES PAR A =

I ™Yo

.
, B.B. p<n B, ¢ I

i

PROBLEME DE DISTANCE EUCLIDIENNE MAXIMALE DANS IRP"

p
Soit A dommée par A = I B,BL
i7i
k=1
Calculons 1'expression :
r
IV A,
k=1
r P r P

5 vﬁ( 5 BiBg)Vk -1 3 (Bgvk)z
k=1 ¥ i=1 k=1 i=1
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Désignons par Y., le point de IR P de coordomnées :

v
T T T T, _T T T T
BV 5BoVy s+ BV By Vo sBVns e o B Vs By Vs BV,

Nous avons done :
r
T _ T _ 2
k§1 VA, = vy o=y’

Le probléme posé en U4.1. est donc formellement équivalent 3 :
mex [l Il
velyY

4.4. "MEILLEURE APPROXIMATION DE RANG p" D'UNE MATRICE SEMI-DEFINIE

POSITIVE

4.4.1. Valeurs propres et vecteurs propres de matrices symétriques

semi-définie positives [4]

A symétrique semi-définie positive posséde n valeurs propres

positives :

Ay > A

1 > a0 > A

> 0

2 n

et une base orthonormée (pour :pg) de vecteurs propres associés :
Wi,wg,...,Wh

A peut s'écrire sous la forme :

n n
A= I XiW.WE = I C.C?
1=1 1 i=1 *t
avec C. =V X W. 1=1,2,...,0.
i il
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4.4.2. "Meilleure approximation" par des matrices données par

P T
z BiBi p fixé
i=1
P T
Les matrices ¢ B.B. sont des matrices symétriques semi-définie
i=1

positives de rang inférieur ou égal 3 p .

Appelons Sp 1'ensemble de ces matrices.
Théoréme [5]

Min S (A=X) = A
ves, 022 pt1

et le minimum est atteint par

X* &tant de rang p nous 1'appellerons "meilleure approximation de rang p"
de A.

4.4.3. Calcul d'une "meilleure approximation de rang p".

Nos méthodes de partitionnement seront é&laborées pour des matrices

P T P . . ~
du type iil BiBi p étant faible, nous remplacerons une matrice A symé-
trique semi-définie positive par une meilleure approximation de rang p .

Le probléme qui se pose est donc le calcul des p plus grandes
valeurs propres d'une matrice A symétrique semi-définie positive et d'un
systéme orthonormé de vecteurs propres associés ; ce calcul devra se faire
pmwchsmﬁmﬂésdet&lm assez importante (n = 100 comme ordre de
grandeur ) . ‘

Nous utiliserons une méthode de calcul simultané de ces p valeurs
propres et vecteurs propres due i Bauer [2] et dont des versions trés effi-

caces pour le cas de matrices définies positives figurent dans [13][14].
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4.4.4, Remarque : matrices des problémes "& tajlles égales"

Remarquons que si A est symétrique semi-définie positive toute
matrice construite & partir de A pour un probléme "3 tailles égales"
(paragraphe 2.3.) est aussi symétrique semi-définie positive et qu'une
meilleure approximation de rang p (p < n) se déduit immédiatement d'une
meilleure approximation de rang p de A uniguement en rajoutant des

composantes nulles aux vecteurs Ci .

¥. PRINCIPE DE PROJECTION MAXIMUM POUR DES PROBLEMES DE DISTANCES

EUCLIDIENNES MAXIMALES

Tous les problémes exposés au paragraphe U peuvent se mettre sous
la forme suivante :
Soit 08 un ensemble fini de IR™
Soit M une matrice symétrique définie positive demm m(IR)
3

Soit H “M la norme euclidierme sur IR™ dé&finie par :

xe R" 112 = X
Trouver X~ € R™ vérifiant :

X8, = Xg?a Xy

5.1. NOTATIONS

Scit '\L(m) = fue B™ uTu = +1}

'\L(m) désigne 1'ensemble des vecteurs unitaires de RT .

On notera (\A.S(m) un sous-ensemble de R" vérifiant :

W m) < L ) WS u (<MSmy) = W m



- o -
On notera ’\L+ (m) le sous-ensemble de R™ défini par :

UWrm) = fu eu(m) : u(i) >0 i=1,2,...,m}

’ éﬁé. PRINCIPE DE PROJECTION MAXIMUM : CAS GENERAL

11 existe u* € %(m) et g voisinage de u* dans'\k(m)

tels que pour tout u e g les problémes :

Max XTM u
Xeoﬂ

aient une solution unique X" commune vérifiant

XXTMx* = Max  XTMX

Xgoﬁ

Démonstration

Soit X* solution du probléme :

g

Posons
Tl Gl cp2(Xx)
Nous avons
X < xXTax® vxe o)
) M%) < T vie &
donc
x=-x®)TMx-xF) +2xFm(x-x*) < 0 vxe od

De plus (@ étant fini on peut trouver € > O tel que :

XX TMx-x%) > & > 0 vxe D
X3
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Nous avons donc :

> Fmx®) < - ¢ ¥ X eod)

X £
i = X < - £+ et
et en divisant parCP2(Xx)

K ®) < - n o+ 2 ) ¥x e oD

gtant fini il existe un voisinage :3 de u* dans ﬁ\}“ (m) tel que :

i () —%iXTMuiXT(MuX) + 3 vxe &
vue 'y
done :
me5%+xTMu’f§%—n+XﬂMu"<%—n+%+x*T1vm

11 en résulte que :

vgeo@, X # X € .,

XMy < - D-+ X7 Mu
¥Yuce :;
*

X* est donc l'unigue solution du probléme

XMy Vueg
%3

5.3. PRINCIPE DE PROJECTION MAXIMUM : CAS SYMETRIQUE

Supposons que éb soit symétrique par rapport 3 l'origine i.e.
xeo) > -xXed

Nous pouvons énoncer le principe suivant :
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I1 existe u” e '\Ls(m) et 3 voisinage de u* dans

‘\Ls(m) tel que pour tout u e 3 les problémes :

Max_. X Mu

.
Xe

aient une solution unique X~ commune vérifiant :

Tiux*® = Maxn~ X MX

Xe

5.4. UTILISATION DU PRINCIPE PRECEDENT

Nos méthodes présentée plus loin reposeront toutes sur une
"exploration" systématique mais guidée de‘\L(m) et des problémes

Max XTMu qui dans certains cas seront extrémement simples.
JUS

VI. METHODES A PRECISION RELATIVE ¢ POUR DES PROBLEMES DE

DISTANCES EUCLIDIENNES MAXIMALES

6.1. DEFINITION

Nous choisirons la distance euclidienne usuelle.

Considérons le probléme :

3T T.

X*::ggga)cx

Nous ‘supposons toujours savoir résoudre les problémes :

Trouver X’E € @ tel que X

ol @ est un sous-ensemble de R™.

Trouver X € @ tel que XTu = Ma% XTu
u u Xe

XE sera appelée solution & la précision relative si
KT - xlx_ |
<eE et Xe € 8
XTX

€ €




6.2. ensemaLes U (m) , Sy, Wt m)
i — € €

Par analogie avec les notations du paragraphe 5.1., nous

adopterons les notations suivantes :

(\L 8(m) désigne un sous-ensemble de \L (m) vérifiant
la propriété suivante :

Vueu(m) Huec_ue(m) : uTu > 1

&7 J1+e

(\kz(m) désigne un sous-ensemble de (\k (m) tel que

Mi(m) U (-\Li(m)) soit un ensemble (\k €(m) .

(U\,Z(m) désigne un sous-ensemble de(\k+(m) vérifiant la

propriété suivante :

Vue\lﬁ(m) Hu;eu;(m): ulut >

i p—

v l+¢

6.3. THEOREME : CAS NON SYMETRIQUE

Soit un ensemble /\Lg(m)
Soient Xz € @ et uz € Mg(m) vérifiant :

X%T u¥ = Max Max XTu

©f ueL () XeoB

Alors X: est une solution a Ta précision relative ¢



T

Démonstration

Soit X* une solution du probléme et scit le vecteur unitaire

i

u =z —
(XﬂXx>1/2

11 existe u_ € (\Le(m) vérifiant :

U.TU. > 1
e =

1+e

Nous avons donc :

e ug 1
(XxTXx)i/z Tie
Mais X, u_ < Ma_x@XT u_ <X ¥
Xe
T =
dtol 1 < Xe £
*T *
| (X2 ug)2
et 1+¢ <
o)

*T X2 ¥ %
de plus (XE ue) f—Xe X€

ce qui donne X’ETX3E < (1+5)X:§T Xi

e I G
€ € < e
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6.4. THEOREME :-CAS SYMETRIQUE

Soit un ensemble ‘\Li(m) et 08 symétrique par rapport &
1'origine.

Soient Xt I @ et ust sue (p) vérifiant :

X*ET qu = Max Max XTu

€ € uc_\ksa(m) XE @

Alors X€ est une solution & la précision relative

(Démonstration

Soit X une solution du probléme et soit

XX

(XxTXaﬁ)l/z

11 existe ‘u. ou- u € '\ke(m) tel que

uT Ue pd L
v 1+e

ou

G- w) > L

v 1+e

ce qui peut s'écrire :

=T

X U 5 1

(X XX)1/2 1+e
ou

_ X

(-X ue)_ 1

(x¥Ty )1/2 v 1+e

Mais -x‘eog

Dans les deux cas, on a donc :
¥

o <Max°2>X u_ (-xT uei%f u
Xe Xe

la suite de la démonstration est alors identique au théoréme 4.3.
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6.5. DIMINUTION A POSTERIORI DE L'ERREUR RELATIVE

Si on reprend les démosntrations des théorémes 4.3. et 4.4,

on remarque que :

Xfoxlﬁ (1+€)(XtT Lli)z

On peut poser :

%T ¥io _ 1 ¥ %
(XE ue) _WXE XE r]>O

L'égalité devient finalement :
ETyE o 1re xTyx
— 1+n £ €

d'ot

XXTXX _ XXTXX
£ € £-N

<
- 1+r]

< €
xT
S

X

Notons que 1'on a forcément n < e sinon 1'inégalité

) Gl GPIE AN Cb'e donnerait

6.6. ALGORITHMES D'ENUMERATION

Les algorithmes d'énumération consisteront i résoudre tous les
problémes Max XTu et a retenir X° (et u®)  tels que :
€ € €
Xe &)
xT

X %=
> uE

Max Max XTu
UG'\}\,E(IH) Xe o
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Pour qu'une telle énumération soit réaliste il faut :

-

1/ que les problémes projetés soient "faciles" 3 résoudre : nous verrons
qu'il existe des cas oll cette condition est réalisée;

2/ que les ensembles t\k, E(m) ne posséde qu'un nombre relativement restreint
d'éléments.

C'est cette derniére question que nous aborderons en 6.7.

S
6.7. CONSTRUCTION D'ENSEMBLES (m) ET UL 2(m)

6.7.1. m=1 5 m=2

Dans le cas de m = 1 1'ensemble U, (1) se réduit aux deux

vecteurs (1) (-1) . Nous prendrons donc :

‘\LEM) = {DL-D} \Lf(l) = (D).

Cas non symétrique q\.LE(Z)

Divisons 1'intervalle [0,27] en n (n > 2) intervalles égaux

et posons :
6. = 21;1_ % i i=0,1,..3,0-1
cos 0. -
u. = * 1=0,1,...,n-1
* sin 6.
i
Tout vecteur de (\L (2) peut s'écrire
cos © - -
u = ) ee[_H’ZT—H[
sin ©

Nous pouvons alors trouver ei tel que :
i
fe - 6i| f.ﬁ

cos O . cos ei + sin 6 sin ei = cos(® - Gi)

T
Nous avons u ui

T
uu;

m
COS = .
1 n

|V
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1
v l+e

Si nous choisissons n tel que cos

S

2
nous pourrons prendre :

W@,  i04,...00
Pour cela il nous faut prendre :

'n' —
5 < arctg v €

n> mn/ Arctg /¢
T
Choix réalisé si n =[—————
Arctg vV €
ol [x] désigne l'entier tel que : [x]|-1<x < [x]

Cas symétrique '\L 5(2)

Divisons 1'intervalle [O,m] en n intervalles &gaux et posons :

m - .
ei =gl 1=0,1,...,n-1
cos ei .
u, = 1=0,1,...,n-1
1 sin 6.
i
u étant un vecteur de U,< 2) u ou -u peut se mettre sous la forme :
cos 8
T i
e € [_ o s T [
<sin 0 > en an

Nous pouvons alors trouver ei tel que :

T
|6 ‘ei’ iﬁ

Un raisonnement identique a celui fait ci-dessus montre que 1'on peut

choisir :

l\k 3(2) = {ui i=0,1,...,n-1}




a condition que : cos EH.Z 1
v 1+€
condition réalisée si : n = ﬂ———-¥1————4
2 Arctg vV €

Premier quadrant de IR2 : .\LZ(Z)

Nous aurons besoin pour la suite de ce type d'ensemble.

Nous divisons 1'intervalle [O, %] en n intervalles égaux et nous posons :

6; =g—ni 1=0,1,...,0
cos 6,
u. = 1 1=0,1,...,n
* sin 6.
i
Tout vecteur de *(2) peut s'écrire :

| A
[@»)
| A
ST

cos 6
u = 0]
sin 6
et nous pouvons alors trouver ei tel que :

m
!e_eil <HH

Nous choisirons donc :

I\A, 2(2) = {uy i=O,1,...,nj

v
avec Ccos EH z

condition réalisée si :

S N
I Arctg V' e
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6.7.2. Construction récurrente d'ensemble \l.e(m)

La construction d'ensembles \}’EKHD est capitale pour la
résolution des problémes & la précision relative € . Il serait souhai-
table de construire 1'ensemble E(m) possédant le moins d'éléments
mais ce probléme semble difficile.

Nous allons indiquer une méthode qui permettra de construire

les ensembles Ngx,e(m) de maniére récurrente.

2

Nous pouvons &crire tout vecteur de \vx«(m) sous la forme

vyt ul e «vk (m,)
> u? e \J&(Hb>
u2

1
(&) e \K@

) et(\AvZ(2). Nous pouveons trouver

Soient (\.La(ml) ,U b<m2

trois vecteurs appartenant respectivement aux ensembles précédents et

tel que :
Wt uy > !
1+a
uZrP uz > 1
b =T

-
-3
SN
o
o
\__/
|
e
e
c
o
-
2
N
c
N
3
o
o~

2 2
veous s
c b

Pour simplificr nous prendrons @0 & = b = ¢ =
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Le produit scalaire précédent sera minoré par :

al ul u! e (\k (m, )
nn 9 n

u’ € un(mg)
a? u? (OLI) € MTQ)
n o o2 n

n

soit un ensemble ug(m) il suffira de choisir n tel que :

1

1+e

1
Tm 2

]

n<vy1+e=-1.

Construction du '\Lg(m)

En utilisant la construction précédente avec la convention

suivante :

m = 2q m, =m., = q

m = 2g+1 m.,=q i, = g+l

Nous remarquerons qu'il est possible de construire ug(m) par récur-
rence en utilisant des ensembles (\ke,@) s E,(l) et METQ)

construits en 6.7.1.

Nombre d'éléments de '\kg(m)

Nous noterons N(m,e) 1le rombre d'éléments deug(m) construit
de la maniére précédente.

+ ol
L2

Nous noterons de méme N+(2,s) le nombre d'éléments de \k

Nous posoris n=+v1i+g-1
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1
o
Si aucune des composantes de ( Ty n'est nulle nous aurons pour chague
2
o
ol n
valeurs de ()
OL2

N(ml,n) X N(mg,n) vecteurs différents.

+ .
Les deux vecteurs (2) et (é) de '\Ln@) donnent respecti-

vement N(m2,n) et N(ml,n) vecteurs différents.

Nous avons donec la relation :

N(m +m,,e) = [N (2,n)-21 x N(m,n) x N(m,n) + N(my,n) + N(m,sn)
n =v1+e-1

6.7.3. Construction récurrente d'ensembles (\}\, z(m)

La méthode est exactement la méme et basé sur le fait que 1'on
peut construire un ensemble UJ i(m) avec m,

+m, =m en considérant
les vecteurs :

al u! ule(\)\o(m)
non n U\‘n 1)
- i€ Ve
! o T
nom Cny e AL, @)
o
n
avec n=v1l+e-1.

Si NS(m,e) désigne le nombre d'éléments de u “;(m) nous aurons :

S
N (m1+m255) = [N+(zaN)’2J x N (mlan)N<m2:n) + NS(ml’n) + N (m2’n)
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6.7.4. Quelque valeurs de N(m,e) et Ns(m,s)

Nous donnons quelques valeurs de N(m,e) et Ns(m,e).

Nous noterons = lorsque ce nombre dépasse 10000.

N(m,e 2
€
0.1 0.5 1
m

2 11 6 5
3 107 44 20
.4 705 80 L8
5 x 476 188
6 * 2808 728
7 x x* 2186
8 * %* 6560

9 x * *




€

0.1 0.5 1
2 6 3 2
3 58 26 11
4 383 Ly 27
5 5673 251 104
6 x 1483 Lok
7 3 6147 1214
8 % ¥ 3644
9 % % ¥

6.7.5. Précision relative effective donnée par les constructions

précédentes

Prenons 1'exemple de construction de qu,i(z).
La précision relative e serait obtenue exactement si le découpage en n

parties de [O,n] était tel que :

m

2 Arctg V ¢

Le fait de choisir n = [ —————E———T; ] nous fournit donc une précision
2 Arctg v €

supérieure 3 celle demandée.
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Exemple

Nous demandons = 0.1

_ w | = 6
n= | P =
2 Arctg v 0.1

L'ensemble kLE?(Z) réellement construit en divisant [0,m] en six
intervalles correspond 3 :

e! = 0.07

Malheureusement, cela ne signifie pas que 1'on peut diminuer le nombre
des &€léments de M 5(2) ‘pour la précision demandée.






CHAPITRE  III

BIPARTITIONNEMENT DE MATRICES
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I. RAPPEL ET ELIMINATION DE CONTRAINTES

1.1. RAPPEL. PRESENTATION DU CHAPITRE

Compte tenu des remarques faites au chapitre II nous pouvons
sans perdre de généralités étudier un probléme de type IV (chapitre II,

paragraphe 2.3.) avec une matrice définie positive.

Dans ce chapitre nous étudierons le cas du bipartionnement (r=2)
mais en contrepartie nous ne supposerons plus que le partitionnement se

fait en deux parties égales mais seulement en deux parties de tailles fixes.

Nous supposerons de plus que A est seulement semi définie posi-

tive.
Voici done la forme de notre probldme :
. ~ ¥
Solt n = d1+d2 n,dl,d2 € IN
Soit A € o n(IR) symétrigue semi-définie positive.
>
Soit 1'ensemble des couples V = (Vi,Vz) v, et v, étant deux vecteurs

de R™ vérifiant les contraintes :

0 k=1,2
c1 Vk(l) =
1 i=1,2, >N
(©) . .
c2 r V.(i) =a4a Z V, (i) =4
C3 V(1) + V(1) =1 i=1,2,...,n

Le probléme posé sera de trouver V- = (V Vx) € K3 tel que :

VfTAvf + VgTAVZ{ V AV, + yT A
(V, 5V, e




i e S ST gl X

_57_

1.2. ELIMINATION DE CONTRAINTES PAR PARAMETRISATION [3]

Soit U 1le vecteur de R défini par :
U(i) = +1 i=1,2,...,n

La contrainte C3 se traduit par :
V1 + Vé =U

Nous poserons done :

_1
V1—§(U+K)
_ 1 _
Vé = §-(U K)
avec K = Vi - V2 .

Les contraintes (C1) et (C2) sont globalement &quivalentes 3 :
(c'1) K(i) = ¥1 1=1,2,...,n
n
(c'2) ZK({E) =4 ~4d
i=1 e
§< 1o
Nous appellerons 1'ensemble des vecteurs K de 1R vérifiant les
contraintes (C'1) et (C'2).
Evaluons la quantité :
T T
VlAV1 + V'2AV2
F @ AW + § -0 TAUK) = 2 W' + kFax)

Notre probléme se traduira donc de la manidre suivante :

Trouver K* q':}<, tel que K*TAK* = Max KTAK .
e}



1.3. REMARQUE

Si d1 = d2

:}{» est symétrique c'est~i-dire :

Ke M > -XKe H

1.4. NOTATIONS

Soit K € -3<_.. Nous noterons :

K,={1]1<iz<n K(i) = +1}
K ={i]1<iz<n K(1) = -1}
D'aprés la définition de K : card (K+) = d1 card (K ) = d2 .

P
I1. MATRICES DONNEESPAR A = ¢ B.Bl ET PRINCIPE DE MAXIMUM
i=1

2.1. PROBLEME DE MAXIMUM DANS R"

Soit A€ (IR ) donnée par :
n,n

A= % B.§§
i=1 1
Nous avons :
P
KIAK = ¢ (K'B.)2
. i
i=1
Notons :
X(1) KgBl
X(2) K*B,
@z{x.empl : = 0 ke M}
X(p) K™Bp

Soit__cp2 la norme euclidienne usuelle sur R
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Si 4 chaque X € @ on sait associer K ¢ ]'L tel que :
N | .
X(i) = K'B. 1=1,2,...,p

1

le probléme 1.2. est équivalent 3 trouver x* € @ vérifiant :

0, (X%) = L 9,00

I1 est évident que si d1 = d2 s ’3{ et @ sont alors symétriques

par rapport i l'origine.

2.2. PRINCIPE DE PROJECTION MAXIMUM : CAS GENERAL

Reprenons le principe de projection maximum cité dans le
chapitre II, paragraphe 5.

Soit “\k,(p)

2.2.1. Principe

{ue Y : ulu - +1}

I1 existe u* e q\l..(p) et un voisinage :S de u* dans
QJK,UJ) tel que pour tout u e t& les problémes :

Max XTu

Xe of)

aient une solution unique x* commune vérifiant

T

T %% = max x'x

Xe

2.2.2. Résolution du probléme de projection maximum [4]

Nous allons voir que la résolution d'un probléme

T
Max~ X U
X o)

est particuliérement simple.
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P
Nous avons : XTu = ¥ X(i)u (1)
i=1
P
Xy = 3 (KB )u (i)
. 1
1=1
P
X =K' r B.u (i)
NP |
1=1
Xu = KB B e I]R"
Théoréme
Soit Be IR "
KT = Max KB <> viekr,vjekt:
Ke H.
Démonstration
Soit Ue R" tel que U(i) = +1 i=1,2,...
Remarquons d'abord que :
T T KX+U. T K+U\T
K""B = Max KB <=> ( 5 )"B = Max (—270 B
Ke X, Ke
et nous avons en posant UK = K;U
UK(i) =1 <=> K(i) = 1

UK(i) =0 <=> K({i) = -1
T T
¥ Supposons que U™ B = Max U, B
K
ke
. . % . 53
Soient 1, € K[ et Jo € K™ .
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Considérons K' tel que :

K'(1) = KN(4) i1 ,3,
K'(i,) = K‘(j0> = -1
K'(j,) = KN(i) = +1

Nous avons :

u_B > U,, B ;
k* 7

ce qui se traduit par :

T B(i) > L, B(1) - B(io) + B(jo)

R = .
1€K+ 1€K+

AL . .
d'ou B(1O) z_B(JO) .
Réciproquement supposons que :

¥Yiek , ¥jek ; B > B()

UTX B-U.B= 1. B(i) - ¥ B(®i)
K . .
K ieX, 1eK+

Nous pouvons écrire :

Ky =k, 0 (k0 k) =@ n k)l (KF 0 K_)
K, = K, N (€ 0 K5 =, 0 kDY (K, N K5

8t finalement :

T

Ly ieKNK_ iekNK,

U B-UgB > ©  B@E)- 5 B(i)
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Kf AN K_ contient le méme nombre d'indices (&ventuellement 0) que Kf nK,.

. s X -
Chaque irdice 1 appartenant a Kf 1 K appartient donc a K+ et de méme
. . ~ ot
chaque indice j € Kf N K+ appartient & K .
Nous avons donc :
T T

v, _B-0U,B > O
K K —

La résolution d'un probléme de projection maximum se réduit donc

aun tri des n nombres B(i).

Ce tri peut méme étre qualifié de partiel en ce sens que seuls

les ensembles K, et X_ sont demandés.

C'est en fait 1'efficacité de certains algorithmes de tri qul permettra

d'utiliser le principe de projection maximum [1] [2].

2.3. PRINCIPE DE PROJECTION MAXIMUM : CAS SYMETRIQUE

En reprenant les notations de ITI.5. nous avons :

VS (p) « Utp) VS u WSy =V )

~

Nous pouvons énoncer le méme principe en remplagant(\}u(p) par ‘\Jk§(p)
oéé est symétrique par rapport 3 1'origine.

si

Si OZ) est symétrique par rapport & 1'origine, il existe
u* (] qvkus(p) et un voisinage de ¥ dans ‘\Avs(p) tel que pour
tout u e les problémes
T
Max_ X' u
Xe &)
aient une solution unique x*  commune vérifiant :

T x* - omax xT x .

Xz D
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2.4. RELATION : CAS SYMETRIQUE ET CAS GENERAL

Conformément 3 2.2.2. le probléme :

Max_ X!

Xe &

se résoud par un tri des composantes d'un vecteur B.

I1 est important de noter que le tri qui permet de résoudre Max XT(—u)
Xe

est celui des composantes du vecteur - B .

Si nous faisons donc un tri complet des composantes de B nous avons la

solution des deux problémes

Max XT u et Max XT(-u)

¥e B Xeod
Pour cette raison, il sera souvent utile de considérer \Jk-(p) sous la
forme :

Kip) = WSy u (- Uy,

2.5. METHODES EXACTES ET APPROCHEES

Nous allons exposer des algorithmes permettant de trouver une
solution exacte pour p trds faible. Le cas p = 1 étant trivial nous
nous attarderons au cas p = 2 , compte-tenu de certaines applications
intéressantes de ce cas particulier que nous exposerons au chapitre VI.

Les principes élaborés permettraient de développer des algorithmes
pour des valeurs de p 1légérement plus grandes (3, 42).

Cependant , ces problémes intervenant comme des approximations

de problémes plus complexes nous &tudierons pour des valeurs de p de
l'ordre de 3, U4, 5, des méthodes A précision relative domnde trés effi-
caces et dont les avantages seront la simplicité et 1la rapidité ce qui est
primordial étant donnée la taille importante des problémes traités.
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ITT. METHODES EXACTES p = 1,2

3.1. p=1

La matrice A est égale 3 BlB§ B1 € IR

Les seuls vecteurs unitaires de TR é&tant (1) et son opposé (-1) il

suffira de trouver K1 et K2 tels que :
K| B, = Max KTB1
KR

T _ T,
K2 (—Bl) = Max K (-B

Ke R

K sera alors celui des deux vecteurs trouvés qui maximise (KTBl)2

)

A noter que les deux opérations de base permettant de trouver K1 et K2

sont un méme tri des composantes de Bl'

Nous verrons (chapitre IV, paragraphe 3.1.2.) quelle interprétation donner

3 de telles matrices.

3.2. p=2

_ T T
A = B1B1 + BB [4]

Les notations sont celles introduites au paragraphe 2.2.1.

3.2.1. Description de u(2) R M'S(Z) et principe de projection maximum

Nous prendrons

cos 6

{ Ve < ‘> € [0,2n] }
sin 0

cos 6
Wi = oy, < > 8¢ 10,1 )
sin 6

ez

il
1]

Soit csa ensemble fini de 1IR? . Le principe de projection maximum peut
prendre la forme suivante.
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I1 existe un intervalle ouvert ;3 = ]eo,el[<: [0,27]
tel que pour tout o ¢ :§ les problémes :

Max,. X'V

Xe D

aient une solution unique x* commune vérifiant

T
8

2T x* - Max X7 x

Xe ob)
Pour le cas symétrique il suffit de remplacer [0,27[ par [O,7].

C'est dans une exploration systématigue des intervalles [0,2r[ ou [O,7[
que seront construits les algorithmes suivants.

3.2.2. Bornes

Notations
. Vé s Vé désigneront par la suite deux vecteurs unitaires de R2 avec :
1 2
m
- T _ T - :
bar comséquent, V. V., =V. V., = cos (9.-6.) > O .
6 6 6 0 2 "1
1 2 2 1
y, = Max xTVe Y, = Max XTVe
o % xxdd %
C = {Xe IR 2 X=2AV, +4V A s u > 0}
%1 8, % %
Lemme 1
y,ouy, <0 = ¢ n SZ) = @

Par convention nous poserons :

Max xXx=o0.
Xec8162 n %
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Démonstration

Si X € Cy e~[1 égb 11 résulte des définitions que
172

v, > 0 et XXV >0
0, > 0 =

ce quil est incompatible avec y, ou y5 < 0.

Lemme 2
31 XecC N CSD et Vs ¥ > O
6,6 1 2 =
271
Alors :
(y2+y2-2 cos(6,-9 ))1/2 y
T 1/2 Y17Io7eY495 27 Iq 2
(XX) iMll’l s 3"
sin (92—61) cos(eg—ei) cos(e2 61)
Démonstration
Soit X e C
9.8,
X=AV, +uV A, u>0
61 62 ?
Posons :
X, = XV, = A+ u cos (8.-8.)
1 61 2 71
%, = XV, = A cos (8.-8,) +
2 0, 27917 T H -
(Notons que X, et X5 sont positifs si X et pu sont positifs).
Les expressions de A et y en fonction de Xy et X5 sont
X 7%, cos(ez-el) Xy=Xy cos(ez—el)
>\ = u:
" _ s 2 _
sin® (o, 61) sin (82 6,)
A >0 <= X=X, c§s (62—91) > 0
B>0 <= x,7x, cos (62-61) > 0,




Nous avons :

XTX = A2 o+ u? + 2)xu cos (62-61)

ce qui donne en remplacant A et u par leurs expressions en fonction

de X1 et X2 :

_ 2402 ‘o -

XX = [x2+x3-2x,%, cos (6, 61)]
S 2 -

sin (62 61>

Nous avons donc pour X € C
9,6,

- 2,02 -
XX = [X1+X2 2X1X2 cos (62 el)]
2 -
sin (62 61)

X,>¥%, cos (8,76,) X5>X, cos (6,-8,).

De plus, pour X € &ET nous avons :

T _ T -
Xv, = X, 2V et XV, =x

51

Notons vy 1l'ensemble suivant :

v

X X X2 CcOoSs (62_61) ) X1 < yl

A e )

Xy 2 %y cos (65,764) 5 X, <V,

\2

Nous avons donc :

C N JEB <y
2

616
. T
Nous allons mgjorer X X sur ¥y

2 2_ -
x%+x 2x1 X, €OS (61 62)

T 172
Mach3 X'X < Max
XeC n X .. 2 _
6162 (Xl)E‘Y sin (62 61)
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(%) Posons :

y1=x + f
y2 = x2 + f2

2 2_ _ o 2,42 -
yi+y3-2y,y, cos (92 61) XJ+X3-2X X, COS (82 61)

+ 2f1(x1—x cos (62—61))

2

+ 2f2(x2—x1 cos (62—61))

+

2,02 -
f2+f£2-2f, £, cos (82 61)

172 172
2 2_ -
£2+£2-2f £, cos (6,-6,) > O V£ ,E,
%
De plus, si ( ) € vy :
2
f1 >0, 1,20 X "X, €OS (62—61) > 0
X=X, €OS (82—61) > 0
Done :
X1
o w2442 _ 2,2_ -
( . ) €y = X +%5-2%, X, oS (62 61) < YIt¥572y,¥, cos (62 61)
2

et en fin de compte :

2 2 _ -
y1*Y572y,¥, cos (6,76,)

Max . XX <
XeCy o N S -

., _
185 sin (62 61)

(3z) Considérons maintenant la fonction de Xy sulvante :

v ) = w242 - _
fxg(xl) = Xj+x% - 2x,%, cos (62 61)
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L 2 %, cos (62-81)

sur v, = {x) ] > X 294}

5 2 %, cos (8,76,)

>
\%

\

X

X~ Vérifiant X, 5_y2

2

' - - -
fX2(X1) 2X1(X1 X, COS (62 81)).

Sur Yy oo fX2 est done crolssante et comme X; cos (62—81) <X ,ona:

L]
—~~
>
~
IA
+
kel

2 _ 2
5 T exg X €Yy

Mais : f (Xi) <¥5

indépendamment de X

On a done :

2_

2
X1+X2

2 - 2
2X X, COS (62 61) Y5 X,

A
N
S~
n
<

2 2 - 2 -
sin (62 61) cos (92 61) 2

. T 2
et finalement Max XX < I1
2 -
XeC 6111 C35 cos (62 61)

%5



-70;

y2
Max XX < 1
f\éz) 2 _ '
6, cos (92 81)

(%x£) On démontre de méme

XeC
%

La réunion des trois résultats de (%) , (%) , et (3x) donne le lemme

annonceé.

Interprétation géométrique et remarque

(yi+y5-2y,y, cos (62-91>)1/2

Posons : o =

sin (62-61)
Iq
61 =
cos (62 61)
Y2
62 =
cos (62-61)

Yy est l'ensemble du lemme précédent et sera hachuré sur les figures
cisdessous :

FIGURE 1
Qn a en fait :
o est la meilleure o = OM
borne sur Y 81 = OM2
B.1 =M

2 1




FIGURE 2

81 = OM2 est la

meilleure borne

sur
FIGURE 3
82 = OM1 est la

meilleure borne

sur vy
Remarque
2, 2. _ 1/2
(y1+y2 2y,¥, cos (62 61))
La formule
sin (62—61)

peut poser des problémes de calcul lorsque 62 > 91 .

Ceci nous a conduit 3 utiliser d'autres bornes présentées dans les lemmes
suivants.

LEMME 3

(y11Y,) Max (yq.¥,)

T
xecezelno%»XXi

1 + cos (92-61)



Démonstration
Xe Ce 5 X=XV +uV A,y >0
172 1 2
XK = A XV, + XV, < (M) Max {y.,y.} si Xe
61 62—— 1%92
De plus :
Xy o= A+ u cos (6,-6.)
9, H 2 1
X = A cos (6,-6,) +
62 2 1
V. + X v +y
81 62 192
d'ou (A+u) = <

1 + cos (6.-6.) 1 + cos (62—61)

2 1

d'oll XX < X€eCyq N éi)

172
1 + cos (62—61)

LEMME 4

Si X e 6 19 N C&) et YysYy >0

To1/2 (y1+y2) Max (y13yZ) yl y2 )
(X X) iM'in ’ N ;
1 + cos (62-61) cos (ez-el) cos (62-61)

Démonstration

I1 suffit de remplacer la formule

(y9+y5-2y,¥, cos (62—61))1/2
1/2
(X X)

sin (82—61)

par 1'inégalité de lemme 3.
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3.2.3. Algorithme de base : Cas général

Soit une suite {Si} de subdivisions de [0,2m]

el ol i
S, = {90’91"“’eni}

vérifiant les propriétés suivantes :

i i _
1/ 60 =0 Gn. =27
1
i i i
2/ 60<81< . <en.
1
i i
3/ ej_’_l-ejf_'ﬂ-/u
4/ Si+1?—si
s/ led, el o
J i > 4o

Description de 1'é@tape i

Aprés avoir trouvé une solution a chaque probléme

MaxéTVi j=O,...,ni
Xe 0~
J

nous noterons X: la solution qui est de norme euclidienne (XTX)l/ 2

maximale.

UJ% sera un majorant de XTX pour X € C i3 n c% calculé i 1l'aide
| ejej+1
des lemmes 1 et 2 (ou 1 et 4).

Nous noterons Mt = Max 113.’
J

‘e désigne une solution du probléme Max XTX

e &)




THEOREME 1

Pour tout e > 0 on peut déterminer i* tel que :

xT % xT ¥

¥i>i1 X1 Xi > X X" - ¢
Démonstration
Dans le cas ol Max XT V’i et Max T V’i sont tous les
Xegh 6 Xe 8341

deux positifs, nous avons (lemmes 2 ou 1)

T 2
(Max X~V ) *T
. X ol X5 el
Uj]%f_ J i S
2 l__l 2 i __j._
cos (6j+1 ej) cos” (8344 6J)

33 une des deux quantités précédente est négative 1'inégalité reste vraie

car nous avons posé par convention :

Nous pouvons donc écrire :

0T iE oL F
1 1

. i i
wh o< =
i 2 (9T . -pt Y I gt
;n cos (63+1 eJ) cos® Max (6J+1 ej)
Puisque ei - Gi < /4 nous avons
d j¥1 73 =
%]
G e
e o ot

(/3

Nous pouvons choisir i* tel que :

i> 1% o sin? Max (67, - 63)

jau T e
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Pour 1 Z'i! nous avons donc :
! = Qin2 i _giyy < x
M (1 - Sin M (65,4-6)) <3
M- e < X3 o
-1 "

et done X xF-e<x Kt

Remarquons de plus Que la suite X§T~X§ est croissante (Si+j_;3 Si) et

donc que lorsque l'algorithme fournit au plus i* une solution provisoire

x=
1

telle que :

XJET XX -¢ f_X;T X§

1'inégalité reste vraie pour i z_ix .

THEOREME 2

I1 existe i* tel que :

¥i>i* xﬁT X% = AT (%

Démonstration
dtant fini il existe €* > 0 tel que
X * - Max X% = ¥
X '
XAy

il suffit donc d'appliquer le théoréme précédent en prenant € < €
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3.2.4. Elimination de directions de projections : algorithme modifié

Soit €>0
Supposons qu'au début de 1'étape 1 nous possédions :
. une solution provisoire X?_l
. une partition de {0,1,2,...,n,-1} = Ji u Jg
vérifiant la propriété suivante :

Mg = Max XX < xﬂ1 T
i- 1
Xe( U ¢, N
i elel
J€J2 J i+

Description de 1'étape i

. Si Ji = @ , nous avons :
i e
XST Xx M2 1 1—1
On pose alors X: Xf i*l =@ et 1l'algorithme stationne'.

. Si Ji # @ , aprés avoir trouvée une solution 3 chaque probléme

Max XT V.
Xe o o
J . i

jedt
Maxéé'T v,
0 %,

Nous noterons X la solution de norme euclidiernme maximale.

Nous ch0181ssons X? celui des vecteurs X XSE de norme euclidienne

maximale.
Ji+1 Ji+1

Nous construisons 1 > comme cela sera indiquée.par la suite.
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THEOREME 3

Pour tout e > 0 on peut déterminer i* tel que :
X

i > 1 .
¥i> ; ;>

Démonstration

-~

Elle est pratiquement identique 3 celle du théoréme 1.
Nous pourrons choisir im tel que :
j+175 =

1>1 2T X sin® wex (61,,-07) <e
j

PREMIER CAS

I1 est possible (et souhaitable) que 1l'on ait trouvée

K .
17 < 1
—

33
tel que Ji” = B . L'algorithme statiomne i partir de i* avec 1a
solution Xx* .
i
DEUXTEME CAS
i . .
J1 0 i1
im %n
Posons = Max u,
" LA Y
JGJ1

i

ol ujm' désigne un majorant de XTX pour X € C i iﬂlfléib calculé 3

J Jj+1
1rajde des lemmes 1 et 2 {1 et U).

Nous pouvons montrer comme dans la démonstration du théoréme 1 :

1 T
M’m—e<X. X.
1 1 1
m m



¥ vérifie donc :
1m

1
M- e < X%T X?
1 -1 1
m m
3 ¥ %
Mém—egxi X5
m “m
donc : X*T X’E -e< X?T X?
"
m Tm
. T % X .
La croissance de Xi Xi permet donc de conclure et de poser 1 = -
Construction de J1+1 J;+1

A la fin de 1'étape i on calcule u§ Jje€ Ji et on note :

1 _ - i, i T
L, =1eJdy: uwy <X X; + e}l
Nous prendrons alors :
i+l _ g i+l i+l i,i
35 =1j€ {0,1,...,ni+1—1}l[6j 05771 ¢ y i[ej’ejﬂ]}
el

. o mge s v aas om e s ~ T
ce qui correspond 3 1'idée intuitive d'é€liminer les secteurs ou X est

borné 3 la fin du pas 1 par XiT X§ + e . Xe

e . 0 .0
Initialisation J1 J2

Nous prendrons Jg =0 et X, n'a méme pas besoin d'étre défini.

3.2.5. Construction des ensembles Si

Nous prendrons
8, = {o,m/4, /2, 3w/b,m, 5U/L,F3W/2, 70/ ,2mM}

. - . 1,1
et on construira S, en découpant chaque intervalle [ej’ej+1] en DP:4

parties égales.
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Nous essayerons les deux découpages sulvants :

p, =4 , p,=4 , py=2 i>2

Pq

"
=
-
o)
n
!
N
H
Y
N

3.2.6. Cas symétrique

L'algorittme 3.2.4. se tradult dans le cas symétrique en
remplagcant [0,2r] par [O,7]

Nous poserons Sy = {o,n/4,m/2,3m/4 7}

et nous essayerons les découpages :

plzu 3 pgzu s pi:2 l_>_2

pp=4% , py=2 i>2
Que donne 1'algorithme ?

L'algorithme précédent donne X? tel que :

T E > T xX _ ¢ 1> 4%

i M= -

Pour que la solution soit optimal il faut choisir correctement

(suffisamment petit), ce qui peut présenter des difficultés.

3.3. RESULTATS NUMERIQUES DES ALGORITHMES 3.2.4., 3.2.6.

Nous prendrons des vecteurs B1 et B2 3 composantes entiéres.
La variation minimum de (KTBl)2 + (KTB2)2 est donc de U4 et en prenant

€< U nous sommes sirs d'atteindre le maximum.

La méthode de tri utilisée est la méthode du tas ou
Heapsort [1]1 [2]
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Nous donnons les temps d'ex&cution des algorithmes précédents

en utilisant pour les mémes exemples deux découpages différents (para-

graphes 3.2.5. et 3.2.6.).

Cas de deux blocs &gaux d1 = d2

Série 1
dimension 20 ko 60 80 100
Temps Découpage 18 50 73 168 168
d'exéeu- 1
tion P
(1/100 s.) Decoxglpage 20 50 73 166 170
Série 2
dimension 20 40 60 80 100
Temps DEcoupage 23 21 38 71 130
d'exécu- 1
tion -
(17100 s.) Decogpage 25 21 40 73 135
Cas de deux blocs inégaux d1 # d2
Série 3
d1 15 30 Lo 30 Lo
Dimensions _
(3.2 5 10 20 50 60
Temps Découpage 31 60 145 101 175
d'exécu-~ 1
tion 2
(1/100 s.) Decogpage 36 66 160 110 191
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IV. METHODE A LA PRECISION RELATIVE ¢ p << n

4.1. METHODE

La méthode est celle exposée au chapitre II.6. appliquée au

probléme de distance euclidienne maximale du paragraphe 2.1. 3

P T
Max T (KBi)2

ke X.i=1
Elle consiste en une énumération des solutions des problémes projetés :

P T
Max £ (K Bi)u(i)
KM i=1
le vecteur u décrivant un ensemble l\}ve(p), ou a\lu i(p) si K est
symétrique.
Ie vecteur K% solution du probléme projeté de valeur maximum sera soly-
tion & e-prés du probléme.
Conformément au paragraphe 2.2.2. la solution du probléme projeté
se déduit d'un tri du vecteur
P
% B. u(i)
i=1 1
Ce tri étant identique pour u et -u nous construirons des ensembles

\Mxé(p) de la maniére suivante (paragraphe 2..4.)
W = o v - W

4.2. PRECISION RELATIVE EFFECTIVE

Nous avons vu (chapitre II, paragraphe 6.7.5.) que la précision
relative aprés construction d'un ensemble \jv €(p), «J\,S(p) ou qvk,é(p)
était en fait meilleure que celle demandée.

Nous donnerons pour les exemples qui suivent la précision effective.
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4.3. DIMINUTION A POSTERIORI DE L'ERREUR RELATIVE

Nous calculerons comme il a été indiqué au chapitre II, para-

graphe. 6.5. le facteur n de correction de 1l'erreur.

Rappelons que la précision relative a postériori est alors :

e-n
1+n

si € désigne la précision demandée (ou effective).

4.4, RESULTATS NUMERIQUES

Ia méthode de tri est toujours "Heapsort". Nous reprenons, pour

comparer, quelques exemples du paragraphe 3.3.

Nous dornons la précision relative réelle lorsque la solution

nous est connue.

Exemples p =2 , d1 = d2 Exemples du paragraphe 3.3., Série 1
Précision demandée € = 0.1 (Précision effective € = 0.07)
Dimension 20 4o 60 80 100
‘ooz .
Temps d'exécution 5 11 19 o7 26
(1/100 sec.)
n : 0.049 0.003 0.009 0. 0.015
Précision
réelle O. 0.006 0. 0.01 0.




_83_

Précision demandée € = 0.5 (Précision effective 0.%3)
Dimension 20 Lo 60 80 100
1 A 3 R
Temps d'exécution 3 6 11 16 51
(1/100 sec.)
n 0.098 0.010 0.076 0.005 0.002
Précision
réelle 0. 0.08 0.07 0.07 0.03%
Exemples p = 2 , d1 # d2 Exemples du paragraphe 3.3%., Série 3
Précision demandée € = 0.1 (Précision effective 0.07)
dl 15 30 40 30 40
Dimension
d2 5 10 20 50 60
Temps d'exé&cution
(1/100 sec.) 5 12 0 25 B2
N 0.016 0.003 0.014 0.02 0.017
Précision
~ 0. O. 0.008 O. 0.
réelle
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Précision demandée ¢ = 0.5 (Précision effective €= 0.33)
d 15 30 40 30 40
Dimension
d 5 10 20 50 60
ot s
Temps d executlon 3 8 1 14 29
(1/100 sec.) :
n 0.17% 0.003 0.010 0.02 0.017
Précision 0. 0. 0.07 | o. 0.
réelle
Exemples p =4 , = d2
Précision demandée 0.1 (Précision effective ¢ = 0.086)
Dimension 16 48 100
Temps d'exécution 511 763 1857
(1/100 sec.)
n 0.038 0.024 0.05
Précision demandée 0.5 (Précision effective ¢ = 0.37)
Dimension 16 48 100
P
Temps d'exécution ol 91 217
(1/100 sec.)
n 0.092 0.029 0.034
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Précision demandée € = 1 (Précision effective
Dimension 16 48 100
Temps d'exécution .

(1/100 sec.) 15 58 134

n 0.154 0.015 0.067

Exemples p =4 , d1 # d2

Précision demandée € = 0.1 (Précision effective

4, 12 32 60

Dimension
d2 i 16 40
1 A 3

Temps d'exécution 219 SuY 1927
(1/100 sec.)

n 0.019 0.03%2 0.012

Précision demandée € = 0.5 (Précision effective

o d, 12 32 60
Dimension
d2 L 16 40
s .

Temps d'exécution o5 100 235
(1/100 sec.)

n 0.089 0.03%2 0.034

0.56)
e = 0.086)
e = 0.37)
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Précision demandée ¢ = 1 (Précision effective e = 0.56)
d 12 32 60
} . 1
Dimension
d it 16 40
2
s .
Temps d'exécution 15 64 155

(1/100 sec.)

n 0.005 0.03%2 0.067

V. BIPARTITIONNEMENT DE MATRICES SYMETRIQUES SEMI-DEFINIES POSITIVES

UTILISANT UNE MEILLEURE APPROXIMATION DE RANG p

5.1. METHODE EMPLOYEE

Conformément au probléme posé en 1.2. nous voulons trouver

KijE E_.R_ tel que :
KT 4 k* = Max KX A K
keR
p p
Soit 5 B.B?L - 3 xivivz
i=1 * i=1

une meilleure approximation de rang p de la matrice A (chapitre II,
paragraphe 4.4.).

En utilisant les méthodes exposées en 3 et U nous pouvons trouver
une solution approchée ou exacte KO du probléme :

vex & 3 B K

L R T

KO sera pris comme solution approchée du probléme Max KT AK.

Ke M
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5.2. AMELIORATION LOCALE DE LA SOLUTION

Connaissant Ko solution approchée du probléme

Max KT AK
Ke X
Nous pourrons a partir de Ko appliquer des méthodes locales de maximi-

sation du critére :

T

K" AK

pour obtenir une solution approchée meilleure que KO : par exemple une

méthode d'échange (chapitre II, paragraphe 3.3.).

5.3. MAJORANTS

Notons d'abord l'existence de majorants liées aux valeurs propres
de la matrice A concernant des problémes de partitionnement plus généraux.
Ces majorants seront étudiées plus précisment lors de 1'étude du partition-

nement en plusieurs blocs.

Soit A symétrique définie positive s'écrivant :

P n
A= T AV + T OALVLVE
i=1 11 1 i:p+1 1121

un systéme orthonormé de vecteurs propres.

Al’x2""’%n tant les valeurs propres en ordre décroissant et
Vi,V

PEREREIEN

Supposons que 1'étude du probléme :
P

Max K (% xivivg)x

KX i=1

nous fournise un majorant M tel que :

¥ Ke

(T AV.UDK <M <A
111 — - 1
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Vi’VZ""’Vh formant une base orthonormée nous avons :
noom
r (Kv)?2= K2 =n
i=1 2
Posons
P T .
T (K'V.)?2 = on 0<a<1
. i - -
i=1
Nous avons :
P ; n
KTAK = KT( z A.VﬁV?)K + qu T AV.VLK
jmq 144 jopsq 114
n
KAK<M+A . I  (Kv,)?
P i=p+1 1
KIAK < M + A (1-a)n
— p+l
D'autre part :
P n
KK <A I V) AL, T (KW,
i=1 PY ieph

T
K'AK < A, an+ Ap+1 (1~a) n

KTAK_g axq(xl-k ) +n A

p+l p+l

Nous avons donc deux majorants de KTAK qui sont fonctions de o .

Représentons sur un graphique
ces deux mgjorants :

~
la pente de la premidre droite NHnAp+1\\\\\\ |
est négative, celle de la I nkl
seconde positive.
s : M
De plus nous avons : nAp+1 ™~
<
M<n ki
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Un autre majorant nous est donné par 1l'ordornnée du point I intersection

des deux droites.

=
+

(1-a) Xp+1 ns=noaua (klekp+1) +n Ap+1

MAmiyg "DAy=na (>‘1—>‘p+1+)‘;p+1)

Q) = ————

n kl
L'ordomnée du point I est done :

M

M+n(1‘i—q)>\p+1
A
_ ptl
M(1 w ) +n Ap+1

5.4. RESULTATS NUMERIQUES

Nous allons domner quelques résultats rumériques concernant un

bipartitiomnement en deux parties égales (d1 = d2)

Nous considérerons quatre valeurs et vecteurs propres et nous

utiliserons une méthode i précision relative e = 0.5.

Le majorant sera celul obtenu au paragraphe 5.3. (nous rempla-

cerons méme Ap+1 par Ap).

Nous donnons d'abord la valeur du critére KT()KIpuis celle
T T
de Vi( )Vi + Vé ()Vé .
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CHAPITRE IV

PARTITIONNEMENTS "A TAILLES

DE MATRICES

EGALES"







_92_‘

I. RAPPELS DES PROBLEMES

Soit A G(XX\VH n(IR )  symétrique semi-définie-positive.
3

Scient r ,de N : rxd > n
V désigne un ensemble de r vecteurs de R

vV = <V1’ e ,Vf) vérifiant les contraintes :
0 k=1,2,...
(c1) v, (1) =
1 i=1,2,...
©) n
(c2) r V() <ad k=1,2,...
i=1
r
(c3) IV (i) =1 i=1,2,
k=1

\:%,sera ltensemble des systémes de vecteurs V vérifiant (C).

Le probléme posé est :

Trouver V& € kj/l; v = V? V?,...,V?) tel que :

r 1”
7 vavi - Mex TAVk
k=1 R AR STV )

Rappelons aussi le probléme "3 tailles égales" caractérisé par :
n=rxgd ol la contrainte (C2) devient :
n

Iv(1) =4 k=1,2,...
i=1
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IT. MAJORANTS

2.1. THEOREME DE HOFFMANN ET WIELANDT

Soient A et B deux matrices normales de(YT\.n n(C) -

L]

Soient : Al,kz,...,xn le spectre de A

xl,xz,...,xn le spectre de B

Soit ||| ||| 1a norme sur (X‘Ivn (€}  définie par

A2 = = lag.]®
iy "
I1 existe o permutation de {1,2,...,n} tel que :

T Dy -2 < I A-B2

i=1 o(i)’ =

Nous admettrons ce théoréme dont la démonstration figure
dans [2] .

2.2. THEOREME

Soient A et B deux matrices symétriques defXT\'n n(R )
semi-définies-positives.

A >0

Sofent @ A; > A, > ... n

| v

0

v

u

| v

n

les spectres réels et positifs:de A et B .

On a 1'inégalité suivante :

n n
i,3=1 i=
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Démonstration

A et B étant symétriques elle sont normales. Nous pourrons
donc appliquer le théoréme 2.1. et il existe o0 permutation de {1,2,...,n}

tel que :

: 2 = T s 22

izl (Ai_uo(i)) < i,§=1 (A(1,3)-B(1,3))
c'est-3-dire :

n n n

i§1 K; + iiluoz(i> -2 iil li uo(i)

n n .
< I (AEGNE+ T BAE,NT -2 ¢ AGLIB(LL,G).

13t 1,3=1 i,j=1

Remarquons que :

n n
T (AL,GN?% = £ A(L,J)AGG,1) = A%2(4,1)
j=1 j:l
Donc :
n n
I (AL, dN% = & A%(4,i)
i,j=1 i=1
ol A% = A x A
n
ce qui peut s'écrire : Z (A(1,3))? = trace (A?)
i,j=1

Or les valeurs propres de A% sont :

M 23> >22

n n
L (A(i,3))? = trace A% = T x;
i,j=1 i=1
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De méme, on a :
n

n
.« s 2 _ 2 o 2 _ 2
. ;_(B(l,J)) = trace B® = § i § My (1)
i,j=1 i=1 1=1
L'inégalité fournie par le théoréme de Hoffmann-Wielandt devient donc

n n
-2 Z )\l %(1) i -2 . Z-:_ A(:L’J)B(lm])
1,J=1

i=1
ou :
n n
j 1A(1,J)B(1,J) < 1%1 As 3 M (4)
Or quelle que soit 0o on a
n n
2 ud(l) . ]El M U

i=1
puisque toutes les valeurs propres sont positives et dans 1l'ordre décrols-
sant.

VALEURS PROPRES ET MAJORANTS POUR LES PROBLEMES DE PARTITIONNEMENT [1]

2.3.

Nous prenons le probléme posé en I et nous supposerons que les

valeurs propres de A sont

A >A> .. > A >0

1 n

2

n-d <gd<n. Ona g<r.

Soit q € N vérifiant :

2.3.1. Propriété

q
Z V AV <d 2 A ¥ (n-qd)>\q+1

O’ k=1 k=1

(Vo Voo o¥
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Démonstration
T n n
On a : VoAV, = ¥ V.(D)(r AW@E,V. ()
k kK .- 'k o k
i=1 J=1
T n n
Vi AV, = % T AL,V (1), (F)
SR FE R 1 K
T o .. T, . .
Vi AV = ¥ A,V V)(,3)
k kK - .4 k'k
1,J=1
S
D'ol : T VAV = £ A(1,])B(1,])
Tk k = Lo,
k=1 1,
T T
avec z Vka =B .
k=1

Best derang r .

De plus, V. (k=1,2,...,r) est un vecteur propre de B et on a :

k

T
BV, = (Vkvk)vk

la valeur propre associée i Vk est donc :

T n
vV, o= TV (1)
Kk~ 42, 'k

B posséde donc r valeurs propres

Mg Z_u2 > . W, >0

vérifiant

Le théoréme 2.2. nous domne donc :

I’T r
TOVIAV, < T oA
ke KK T e KK

k=1,2,...

N




A== oo TN < TR N NG TR R e AE ol R TGP, B SRR R S ST

Scit g e N défini par :

nd < gd < n

considérons la quantité vy

q
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Yy=4d ¥ i + (n-gd) AQ+

k=1 K

1

r q r
Y= I Ay, = 2 (d-u) + (n-qd)xr - I Aup
N N LI
r g r
Y- I A > A % (d=u ) + (n-—qd)x -z
L W g K
r
> A [gd+n-qd - ¥ y 1]
a+ k=1 K
r
d'oll Y- % au >0
=1 k"k —
Or Yy ne dépend pas de V = (Vl,Vz,...,Vf) done
T
Max z Vk A Vk <y
(Vl’VZ""’Vf) € k=1
2.3.2. Propriété
roog m
Max T Vk A Vk <d 2 At (n-md)
(VysVpsenesV)) & k=1 i=1
Siom < g

aq+1
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Démonstration

I1 suffit de majorer Xi par Am pour i>m

Cette inégalité est utile lorsque 1'on connait seulement les m valeurs

propres de plus grand module.

2.4. PROBLEMES APPROCHES LIES AUX VALEURS ET VECTEURS PROPRES ET MAJORANTS

POUR LE PROBLEME DU PARTITIONNEMENT

2.4.1. PROBLEMES APPROCHES LIES AUX VECTEURS ET VALEURS PROPRES

A Etant une matrice symétrique semi-définie-positive possédant

les valeurs propres :

X, > X

>
X > o>

>0

2 n

nous avons vu (chapitre III, paragraphe 5.1.2.) que :

ol les wi sont des vecteurs propres orthonormés associés aux Xi .

Nous poserons

Ap étant la meilleure approximation de rang p .

Conformément a ce qui a été développé au chapitre III, paragraphe 5.2.,

nous utiliserons le probléme approché :

r
Max r V. A V
(VysVssen V) € O x=1 b
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2.4.2. Majorant utilisant le probléme approché

r
si Max ZVIAka§M<n>\1
(V1’V2’°"’Vr)€ k=1
r A
alors Max z Vl AV < M(1 - 2:1)+nkp+l
(vl,vz,..., V.)e k=1 1
Démonstration
Nous avons :
n n
T T T
Vo I WW.V, = $ (WV)?=|v]?2
kizlllk 1=1 1k k“2
donc :
r I. r
T T
TV (L WWOV = 3 [[v]2=n
g=1 X 4o 117k 0 E
P P
T T T
V. I WW.V, = » (Wv)? <|v]?
kizlllk 121 1k 1J2
Nous poserons :
r P
DV, I (WWDV, = én 0<s<1
k=1 i=1
Considérons maintenant :
r r r n
b vi AV = 3 vi AV + 3 vi 5 x.wiwf v,
k=1 k=1 b k=1 £ i=p+1
Nous pourrons écrire :
r T r n ’ T
LV AV <M+ 31 AL (VW)
k=1 k=1 i=p+1 *
r n T
XM+ ooz (V, W,)?
P+l yeg sope1 K1

<M+ A 1 - .
< b (1 -8) n

+1
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Nous pourons aussi écrire :

r
T

§ Vk AVk 5_x1 Sn + Ap+1(1 -8 n

k=1

Des deux inégalités précédentes dépendants de § on déduit suivant la

méme démonstration que chapitre IIT, paragraphe 5.3., la majoration

sulvante :
r A
T _ ptl
k=1 1
1I11. PROBLEMES "A TAILLES EGALES"
P T
ET MATRICES DONNEES PAR A = X Bi Bi
i=1

3.1. MATRICES DU TYPE A = B, BI

3.1.1. Propriété

A est une matrice de(\w\,n n(IR) avec n=r xd .
>
Soit O une permutation ordomnant les éléments de B1 dans un ordre

décroissant :
B, (0(1)) > B, (0(3)) n>i>j>1
Le systéme de vecteurs V* géfini par :

k

1 si 1i=0() ,Je {(k1)a+1,...,kd}

Viﬁ) = K=1,2,.0.,0
0O sinon
vérifie
r r
b Vf A vi - Max \'T % Vi AV,
k=1 (V1’V2" .,Vk)e k=1
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Démonstration

Soit V° un systéme de vecteurs Vg,Vg,...,Vg, vérifiant :

r
AVe = Max z V AV

(Vi,Vé,. V')e k=1

Nous pouvons supposer sans perdre de généralité que si iO est 1'indice

de la plus grande composante de B, alors :

1
Vi(lo) = +1 ,

(I1 suffit de changer la numérotation des vecteurs Vi).

Considérons la quantité :

T T

V(j). AV§+V§ AVﬁ k>1
T 2 T 2

vs' B2 + (T B))

Considérons les couples de vecteurs (Vi,Vk) vérifiant :

0
v, (1) = i=1,2,...,n
1
v, (1) = i=1,2,...,n
ct 1
n n
T V.4 =z V(i) =
j=1 1 j=1 ¥
Vi(i) + Vk(i) = Vg(i) + Vi(i) i=1,2,...,n

I1 est évident que si le couple (Vi,Vk) vérifie ces contraintes le

-~ o . e ke . . -
systeme (Vl’ 5 .5 V2 1,Vk,Vk+1, V;) vérifie toujours les contraintes

associées au probléme 1n1t1a1.
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Nous devons donc avoir :
T 2 T 2 _ T 2 T 2
(V; Bl) + (Vf{ Bl) —Max{('vi Bi) + (Vk Bl) }

Vi, Vk vérifiant C!
Or ce probléme est en fait un probldme de bipartitionnement d'une matrice

de 2d,2d<ﬂ{) égale 3 :

a = bbl

b étant le vecteur déduit de B1 en ne conservant que les indices 1

tels que :
Of=3 - s -
Vi(l) =1 ou Vi(l) =1 .

I1 s'agit donc d'un bipartitiomnement de matrices du type a = bb

Nous avons vu que la solution se ramenait 3 un tri du vecteur b . De plus
comme nous avons fait 1'hypothése que le plus grand &l&ment de B (et donc

de b ) était sélectionné par Vi on a

¥il vg(i)

+1
B, (1) > B, (J)
¥ ] UR)

K]
+
[EEN

Ceci étant vrai pour k = 2,3,...,r on a :

1
+
RN

¥ i viad)

"
O

¥l e

Ayant fixé un vecteur Vg remplissant les conditions précédentes il suffit

dtappliquer le méme résultat i un probldme de taille n - & pour affirmer :
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I1 existe un systd@me de vecteurs (VE,VS,...,V;) vérifiant :

¥i|V (i) =1
| kl( ) ¥k Lk,
B, (1) > B,(J)
ViV () =1 1k <k <r
>
T oT R,
et T (V- B,)? = Max T (V. B )2
x B4
k=1 (Vl,vz,...,vr)e&)’ k=1 £ 1

I1 suffit alors de constater que tout systéme de vecteurs de uj véri-
fiant les premiéres contraintes donne une méme valeurx du critdre pour
achever la démonstration.

3.1.2. Matrices B1 BI et cas probabiliste

Dans un cadre probabiliste on peut 8tre amené 3 construire des

matrices d'adresses jointives telles que :
A(1,§) = a p; Py o >0

avec p, = probabilité de reférencer la donnée i

Ce cas donne des matrices du type traité ci-dessus.

3.2. MATRICES DONNES PAR A =
.i

neo~m o
o
lo =)

3.2.1. Remarque fondamentale

Contrairement au probléme de bipartitionnement nous n'avons
trouvé aucune méthode simple pour exhiber un probléme de type tri ou méme

un probléme d'équipartitionnement relatif 3 une matrice C CT de rang 1

ayant méme solution que le probléme initial.

Plus précisément nous verrons que 1'application du principe de

projection maximum nous conduit & des problémes de programation en nombres

entiers généralisant d'une certaine manidre le tri mais dont la résolution

est loin d'étre aussi simple.
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3.2.2. Probléme de distance euclidienne maximale dans RP"

Ses difficultés

Conformément & la présentation faite au chapitre 1T, paragraphe

4.3.2., nous avons :

r m r P T
I Vg AV = I T (Bi VK)2
K=1 k=1 i=1

et nous sommes ramenés 4 un probldme de distance euclidienne maximale
T
dans IR P .

Si nous voulons utiliser le principe de projection maximum nous

serons amener a4 résoudre des probldmes du type suivant

Soit un vecteur unitaire de IRFPT donnée par rp composante

ai,k 1=1,...,p
k=1,...,r
r P
by T a? =1
k=1 i=1 1K

Le probleme projeté sera du type suivant

r P T
Max ) % oa. B, V
(Vj_ 3V2, °s . ,VP)G 0/ k=1 i=1 l’k 1k

r T P
Max r V. (3% a. B.)

(V)5 Vssenn Ve k=1 K 4z Lk 1

Deux constatations nous feront délaisser de telles méthodes :

1/ Le probléme projeté est un probléme (complexe) de programmation lindaire
en nombres entiers (0,1).
Aucune paramétrisation ne peut le ramener 3 un probléme de tri comme pour

le bi-partitionnement.
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2/ Le principe de projection maximum est appliqué 3 un espace RrT
de dimension élevé :

o)
"
o
B
"
=
-
e
2
"
(o0}

Bien qu'il soit possible de réduire la dimension 3 p(r-1) il n'est
pas possible de résoudre 1000 problémes de programmation linéaire

en nombres entiers du type précédent en un temps raisonnable.

3.2.3. Utilisation des seules matrices Bi B§

Ayant résolu en 3.1. le probléme d'équipartitionnement pour de

telles matrices nous pouvons trouver p systémes de vecteurs (vi,...,vi)

vérifiant :
r ViT
T ( B.)? = z (V B; )2
k=1 ¥ 1 (V)57 V)e&) k=1
i io
Soit (V1 ,Véo, .,Vf ) celui de ces systémes de vecteurs vérifiant :
r iT .
(7,0 B, )2 = Maxz(vil B.)?
- k i . k —i
k=1 0 i
Propriéte
ioi i
(Vlo,Véo,...,Vfo) est solution 3 la précision relative p-1
P T
du probleme d'équipartitionnement pour la matrice : A = ¥ Bi Bi .
i=1
Démonstration

Elle est triviale ; soit (vf,vg,...,vi) une solution du probléme

avec la matrice A .

r P r P T
5 kAV§= 5 Z(kBl)2< 5 >:(Vk13)2
k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
r r 1T
o 2
Evf"wiip L (VB )

k=1 o)
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r r iT r iT
DA - L (V0B )? < (p-1) 3 (v,° B, )?
k=1 k=1 15 k=1 1
Donc puisque

T iOT r iOT 10

g (V"B. )2 < £ V A V.
k=1 K o0 Tymp K K

r T r 1T 1 r 1T 1
LV AT - TV av© < (p-1) T v, © Ay ©
k=1 Ko g=1 k=1

Nous pouvons d'ailleurs avoir une meilleure borne en prenant :

iT
z (Vk

% B.)?
ik 1

Diminution a posteriori de 1'erreur relative

Nous pourons poser :
r iOT r 1T i
2 (V.” B, )? =

k=1 ¥ 15 k=1 K

L'erreur relative a posteriori sera alors :

p-1-n
1+n

Eremple p=4 , n=1
A priori 1'erreur est : p-1 =73

A posteriori 1'erreur devient :

Avantages de telles méthodes

La rapidité due 3 la facilité de résolution des problémes
oo

Max T (V, B.)2
k=1 *
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La diminution a posteriori de 1'erreur relative assez importante

en général raméne la solution & des précisions fort acceptables.

L'utilisation d'améliorations Tocales (chapitre II, paragraphe
3.3.3., ou méthodes locales issues du bipartitionnement) permettent

d'améliorer considérablement les solutions précédentes.

3.2.4. Méthodes "locales" issues du bipartitionnement

Possédant un systéme de vecteurs (Vi,Vé,...,Vf) [ () nous

pourons essayer de maximiser "localement" le critére

r

T
L VO AV
k=1 k k

de la maniére suivante :

On s€lectionne deux indices iet j € {1,2,...,r}
i#]
et on considére les &l&ments de (ET’de la forme :

(v

13Vps e s Vs sV, V)

1 r

(qui ne @ifférent que par Vi et Vj ).

Le probléme Max L (VEAV, 4VITAV. 4V1TAV. )
(vi,v2,...,vi,...,Vj,...,vr)e() >

est un probléme de bipartitiornnement que 1l'on peut tenter de résoudre avec
les méthodes du chapitre IIT.
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3.3. MATRICES SYMETRIQUES SEMI-DEFINIES-POSITIVES ET RESULTATS NUMERIQUES

3.3.1. Méthode employée

Elle est ldentique a celle employée au chapitre IIT, paragraphe 5,
et consiste a remplacer une matrice A semi-définie-positive par une

meilleure approximation de rang p . (chapitre 1T, paragraphe 4.4.).

La résolution approchée du probldme simplifié qui s'en sult nous
fournit alors une approximation de la solution du probléme initial relatif
d la matrice A que 1'on peut situer en utilisant les différentes bonnes

données au paragraphe 2.
Nous pouvons enfin utiliser une méthode locale comme la méthode
d'échange (chapitre II, paragraphe 3.3.3.)pour améliorer notre solution

approchée.,

3.3.2. Résultats numériques

Les quantités calculées seront % e ()yv, .
k k
k1¢k2 1 2

Nous utiliserons quatre valeurs propres et vecteurs propres d'une

matrice définie positive : A .
La solution trouvée sera construite de la manidre suivante :

4

— recherche de la meilleure solution pour la matrice ¥ iWiwg an utilisant
i=1

les matrices de rang 1 , BiBE , Bi = /"Xiwi (i=1,2,3,4) conformément

au paragraphe 3.2.3.
b

- Amélioration locale du critére pour la matrice & AiWiwg par une méthode
i=1

"locale" issue du bipartitiomnement (paragraphe 3%.2.54).




Exemple 1 : n=16 , d=14 r=4
Solution Soluti
Majorant Majorant trouvée : trolxjvégn-
déduit du déduit des valeur pour valeur éur
sous-probléme valeurs propres 4 T b
A WLWL A
1711
1
605.92 498.00 372.%6 U6l
Exemp]e 2 : n=48 , d=16 , r =3
795.82 725.38 531.27 628
Exemple 3 : n=148 , d=8 r==6
795.82 629.43 376.80 556
Exemple 4 : n=100 , d=20 , r=5
373%8.33 3483 ,8Y 1516.26 2917




Exemple 5 : n=100 , d=10 , r =10
3463.69 3298.14 1122.29 2757

Commentaires

Le premier commentaire est que la qualité de la méthode semble
se dégrader quand augmente le nombre de blocs. Cela est certainement di
au fait que le nombre de vecteurs propres considérés (quatre dans les
exemples ci-dessus) n'est pas assez important.

Ce fait se traduit aussi par un majorant déduit du sous-probléme

généralement moins bon que celui déduit du théoréme d'Hoffmamn et Wielandt.

Nous pouvons remarquer aussi que la valeur du critére est beau-
coup moins concentrée sur les vecteurs propres considérés que lors du

bipartitionnement.

En conclusion, notons que sur chaque exemple des considérations
particuliéres permettent d'améliorer les solutions fournies par 1'algo-

rithme précédent.
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CHAPITRE v

QUELQUES APPLICATIONS DES

TECHNIQUES DE RESTRUCTURATION
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I. NATURE DES APPLICATIONS POSSIBLES

1.1. RESTRUCTURATION ET "GRANDS" SYSTEMES

L'idée de restructuration pour une mémoire virtuelle paginée
est probablement issue de constatations faltes sur le mauvais comportement
de gros programmes se déroulant dans un systéme 3 mémoire virtuelle. Ce
gros programme , un compllateur par exemple, est en général découpé en un
grand nombre de modules dont la répartition en mémoire est évidemment
importante ; en effet certains de ces modules s'appellent trés souvent

entre eux et i1l est important que de tels modules socient dans une méme

page.

C'est dans cette optique qu'ont été faits les travaux de Hatfield,

Gerald et Johnson dont nous avons parlé au chapitre I.

Remarguons cependant que, mis 4 part les &tudes précédentes,
relativement peu de travaux ont été faits sur le sujet précédent. Cela
est certainement dl & 1'énorme difficulté du probléme. En effet, pour ce
type d'applications, il faudrait, en plus de ce qui a été,ait au chapitre I,
noter les difficultés supplémentaires suivantes :

- c'est le programme lui-méme qui est restructuré,

- le déroulement du programme n'est connu que par des mesures statistiques,

- 1'algorithme de remplacement est en général mal connu, >

- la capacité en pages de la mémoire opératoire n'est pas constante en
général si (et c'est le cas des exemples cités) on fonctionne en multi-
programmation,

- la taille des "données" (les modules) n'est pas constante,

et on pourrait en citer d'autres.

Toutes ces constatations font qu'il est méme trés difficile de

poser correctement le probléme.

Notons cependant la qualité des résultats obtenus dans de si

difficiles circonstances.




- 113 -

1.2. ADAPTATION D'ALGORITHMES A UNE MEMOIRE VIRTUELLE

Pour la résolution d'un probléme précis, 1'apparition des
systémes a pagination a suscité la recherche de nouvelles méthodes et
de nouveaux algorithmes mieux adaptés.

L'optique adoptée est alors trés différente de celle de la
restructuration. En effet une modification de la structure de 1'ensemble
des données est rarement envisagée dans sa gfnéralité mais des algorithmes
totalement nouveaux sont élaborés.

Par exemple dés 1967 R.C. Singleton [9] étudiait un algorithme

de "Transformation de Fourier rapide" en environnement paginé.

L'étude d'algorithmes de calculs matriciels a été faite dans
cette optique ([61[71[81)

Bien que 1'idée de changer 1l'organisation des domnées soit
sous-jacente dans les travaux précédents, cela n'a pas été fait systéma-
tiquement en raison du cadre de travail que s'était fixé les auteurs pré-
cédents. En effet, si 1'on étudie des opérations matricielles sur des
matrices de (YT\~1OO,1OO(D% ) le nonbre de "données" considérées est de
1'ordre de 10 000 or rien ne permet d'aborder de tels problémes actuel-

lement dans toute leur généralité.

1.3. MICRO-CALCULATEURS ET MINI-CALCULATEURS

Les contraintes de simplicité imposées par nos techniques de
restructuration nous limitent donc i des problémes beaucoup plus modestes
si aucun regroupement préalable n'a ..lieu .

En particulier, la construction de micro-calculateurs trés spé-
cialisées, utilisant forcément des mémoires de hiérarchies différentes,

pourrait certainement tirer profit de telles optimisations de programmes.

Dans un cadre voisin, celui de la micro-programmation, peut-€tre
serait-il intéressant de procéder 3 des transferts groupés de données
inspirés des techniques de mémoires virtuelles. Les procédés de restructu-

ration pourraient alors étre utilisés de maniére i réduire le volume d'un
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micro-programme par exemple.
Nous sommes d'ailleurs quelquefois trés proche de préoccupations

d'optimisation d'allocation de registres [1]1[41[8].

Les mini-calculateurs, dont certains répondent d'ailleurs assez
fid8lement 3 la description dormée au chapitre I sont directement concernés
par de telles méthodes.

En effet, si certains de ces calculateurs possédent un  répertoire
d'instructions assez important le nombre de mémoires adressables est souvent
fort 1imité.

Nous pourrions donc envisager un mode de transfert de données sur
une mémoire extérieure : carte magnétique ou feuille de papier !

11 est alors important de réduire au minimum ce nonbre de trans-
ferts et une restructuration de 1l'ensemble des données pourra s'avérer utile.

C'est un peu dans cette optique que seront traités les quelques

exemples du paragraphe 3.

Notons que nous n'aborderons pas en général des problémes techniques
d'adressage et d'écriture du programme dans un langage bien définie : nous
ferons remarquer au passage, seulement, que les solutions trouvées peuvent

déboucher sur des programmations faciles.

1.4. OPTIMISATION DE PROGRAMME ET COMPILATION

Dans le cadre général des optimisations de programmes d la charge
du compilateur il est envisageable de procéder i des restructurations
d'ensembles de données ou méme de parties du code généré afin d'adapter ce

code 3 une utilisation en environnement pagineé.




IT. CONSTRUCTION DE MATRICES D'ADRESSES JOINTIVES OU m-JOINTIVES

2.1. MATRICES D'ADRESSES JOINTIVES OU m-JOINTIVES

La matrice d'adresses jointives a &té définie au chapitre I,

paragraphe 2.2.2.

Les matrices d'adresses m-jointives ont été définies au chapi-
tre I, paragraphe 3.2.2.. Nous nous limiterons au cas ol les m coefficients
uq sont tous égaux a4 1/m. Pour des raisons de simplicité nous construirons

la matrice 3 coefficients entiers &gales 3 m fols la matrice précédente.

La définition méme de ces matrices nous fournit un procéder de

construction :

d& chaque appel d'une donnée £, nous ajoutons +1 3 tous les &léments de la

t
matrice d'indices (i,j) tels que :

(Xi,xj) = (zt,zt_q) q=1,...,m
ou
(XJ' ,Xi> = (’Q’tysz’t_q) g=1l,...,m

la matrice &tant bien sir initialisée 3 z&ro.

2.2. UN PROCEDE DE CONSTRUCTION DE MATRICES D'ADRESSES m-JOINTIVES

Pour mettre en ceuvre sur quelques exemples les techniques de
restructuration nous avons été amené a construire de manidre systématique

des matrices d'adresses m—~jointives.

Nous avons choisi 1'hypothése d'un programme initial donné sous

forme d'un code FORTRAN [5] é&crit avec certaines conventions.

La construction des matrices d'adresses m~jointives relatives au

déroulement de ce programme se fera en trois &tapes :
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Etape n° 1 Définition du travail a effectuer

Nous définirons d'abord quel type de matrices d'adresses
m~jointives nous voulons calculer,c'est-d-dire quelle valeur de m
avons-nous choisie.

Nous procéderons & l'insertion de cartes "commandes" dans le
a

programge initial de fagon & définir exactement le travaill a effectuer.

L'étape n° 1 est donc & la charge de l'utilisateur. {

Etape n® 2

Le programe initial avec les cartes "commandes" est transfor-
mé de maniére automatique en un programme définitif toujours sous forme
d'un code FORTRAN.

Etape n° 3

Le programme transformé est exécuté et fournit, en plus des |
résultats obtemus par le programme initial, la matrice d'adresses m-jointives.

2.2.1. Commandes

Les eartes "commandes" sont de deux types et sont sous formes
de cartes commentaires FORTRAN particuliéres.

Commande de prise en compte d'une donnée

/ CDZNE DIM N dimension 1 dimension 2 ...
nonbre Nom
de de 1la
dimensions donnée
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Ie nombre de dimension est un entier :
0 pour une variable non indicée
1 pour un vecteur

2 pour une matrice etc...

Le nom correspond au nom de la variable utilisée dans le programme

et que 1'on désire voir figurer dans 1l'ensemble des dormées.

Les dimensions sont des entiers ou des variables entiéres du

programme définies au moment de 1'exécution.

La carte commande précédente provoquera lors de la transfor-
mation du programme la génération d'instructions spéciales ; leur but est
de répertorier les dormées que 1'on veut prendre en compte et de leur
affecter une numérotation. La numdrotation se fait dans 1'ordre d'apparition
des données dans les cartes commandes. Pour un tableau les &léments sont
rangés suivant la convention FORTRAN par indice croissant, le premier

indice variant le plus rapidement, et ainsi de suite.

EXEMPIE : 1'élément A(i,j) d'une matrice de (\ﬂ\,n _(TR) est numéroté
S

(j=1) x n + i si le premier &lément est numéroté 1.

Commande de traitement d'instructions

ADECQ) n

n indique que le traitement portera sur les n instructions suivant la

carte commande.



- 118 -

Le traitement d'une instruction signifie, lors de la transfor-
mation du programme, la génération d'un code permettant la mise 3 jour
éventuelle de la matrice d'adresses m—jointiwves lors de 1'exécution si

une donnée prise en compte figure dans 1'instruction traitée.

Une instruction comportant une donnée prise en compte devra

étre de la forme :

X=Y
ou
X=Yt?Z t e {#,/,-,+}

ces restrictions assez draconiemnes ont pour but de simplifier & 1'extréme
le programme effectuant la transformation qui ressemblerait sinon, de fort

prés au compilateur FORTRAN.

Si X,Y,7 sont des données prises en compte, leur ordre d'appel

lors del'exécution sera :

- pour X =Y ordre Y,X

- pour X =Yt 7Z ordre Y,Z,X

L'exécution de ce type d'instruction se réalise en général avec

un accumulateur ACC suivant le schéma :

ACC := Y
ACC := ACC t Z
X := ACC

Restriction sur 1'écriture du programme initial

Nous ne rentrerons pas dans les détails techniques et nous dirons

simplement que ces restrictions concernent l'emploi de certains mots

réservés et comme nous l'avons vu au paragragphe 1.3. la forme des instructions

traitées.

Nous allons domner un exemple simple et briévement commenté de

programme transformé.




FoU DA T NP MRt . W

R A= S LVERSas O R ST OB A S ORBEIRIE T TP e SR S

Programme initial

avec cartes
commandes

Cartes commandes

Programme

transformé

- déclaration et
initialisation
des variables
supplémentaires
créées pour la
transformation
du programme.
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C PROGRAMME DE MULTIPLICATION DE MATRICES

50

REAL A(4,4),B(L4,4),C(4L, L)
READ(5,50) N
FORMAT(13)

C INITIALISATION DES MATRICES

1

no 1 I1=1,N

Do 1 J=1,N
ACl,J)=1.
B(I,J)=1.

CONTINUE

CALL PROD(A,B,C,N)

C SORTIE DE LA MATRICE C

CDONE
CDONE
CDONE
CDECO

Do 3 I=1,N
WRITE(6,51) (Cc(1,J),J=1,N)
CONTINUE
FORMAT(1X,6E15.7)
STOP

END '
SUBROUTINE PROD(A,B,C,N)
DIMENSION A(N,N)
DIMENSION B(N,N)
DIMENSION C(N,N)

2 ANN

2 B NN

2 CNN

09

no11=1,N

no 1 J=1,N

ACC1=0.

no 2 Kk=1,N
ACC2=A(1,K)*B(K,J)
ACC1=ACC1+ACC2
CONTINUE
c(!,J)=ACC1
CONTINUE

RETURN

END

INTEGER*2 TRANSI( 0000000050, 0000000050)

COMMON TRANSI

INTEGER XXX000,XXX001,XXX002,XXX003,XXXN04, XXX005
COMMON XXX000,XXX001,XXX002,XXX003,XXX004, XXX005
INTEGER XXXX00,XXXX01

COMMON XXXX00,XXXX01

INTEGER XXXX02,XXXX03,XXXX0kL, XXXX05

INTEGER XXXX06,XXXX07,XXXX08, XXXX09

COMMON XXXX02,XXXX03,XXXX04,6 XXXX05

COMMON XXXX06,XXXX07,XXXX08,XXXX09

INTEGER XXXXXO0

COMMON XXXXX0

INTEGER XX0000

COMMON XX0000

EXTERNAL XXXXXX

EXTERNAL X00000
XXXXX0= 0000000050

XXXX00=XXXXX0
XXXX01=XXXXX0
XXX000=0

N0 1 I=1,XXXXXO0
DO 1 J=1,XXXXX0
TRANSI(1,4d)=0
CONTINUE

CALL XXXXXX
CALL X00000
STOP

END



Début du programme

i transformer

/
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SUBROUTINE XXXXXX

INTEGER*2 TRANSI( 0000000050, 0000000050)

COMMON TRANSI

INTEGER XXX000,XXX001,XXX002,XXX003,XXX004,6 XXX005
COMMON XXX000,XXX001,XXX002,XXX003, XXX004, XXX005
INTEGER XXXX00,XXXX01

COMMON XXXX00,XXXX01

INTEGER XXXX02,XXXX03,XXXX0kL,¥XXXX05

INTEGER XXXX06,XXXX07,XXXX08,XXXX09

COMMON XXXX02,XXXX03,XXXX04, XXXX05

COMMON XXXX06,XXXX07,XXXX08,XXXX09

INTEGER XXXXXO0

COMMOM XXXXXO0

INTEGER XX0000

COMMON XX0000

C PROGRAMME DE MULTIPLICATION DE MATRICES

50

REAL A(C4,b4),B(L,u),C(L,4)
READ(5,50) N
FORMAT(13)

C INITIALISATION DES MATRICES

1

N0 1 I=1,H
PO 1 J=1,H4
A(l,Jd)=1.
BC1,J)=1.

CONTINUE

CALL PROD(A,B,C,N)

C SORTIE DE LA MATRICE C

CDONE

DO 3 1=1,!
WRITE(6,51) (C(1,J),Jd=1,N)

CONTIMUE

FORMAT(1X,6F15.7)

RETURN

END

SUBROUTINE PROD(A,B,C,N)

INTEGER*2 TRANS!( 0000000050, N00G000050)

COMMO!N TRANSI

INTEGER XXX000,XXX001,XXX002,XXX003,XXX00k, XXX005
COMMON XXX000, XXX001,XXX002, XXX003, XXXN0L, XXXN05
INTEGER XXXX00,XXXX01

COMMON XXXXN0, XXXX01

INTEGER XXXX02, XXXX03, ¥XXXX0L, XXXX05

INTEGER XXXX06,XXXX07,XXXXN8, XXXX09

COMMON XXXX02,XXXX03, XXXX0L, XXXX05

COMMOM XXXX0G,XXXX07,XXXX08, XXXXN9

INTEGER XXXXXO

COMMON XXXXX0

INTEGER XX0000

COMMON XXN000

DIMENSTON A(MN,N)

DIMENSION B(N,N)

DIMENSION C(N,N)

2 AN N

XXX001=XXXN00+N*N

C RECUPERATION DU NOMBRE TOTAL DNE DONNEES TRA!ITEES

XX0000=XXX001

Irise en compte 5 CDONE 2 B M N

des donnSes \\\\

XXX0N02=XXX001+N=N

C RECUPERATIOM DU NOMBRE TOTAL DE DONNEES TRAITEES

XX00N0=XXX00N2

CDONE 2 C N N

XXX003=XXXN02+N=*N

C RECUPERATION DU NOMBRE TOTAL DE DONNEES TRAITEES

XXN000=XXX003
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CDECO 09

DO 1 I=1,N

PO 1 Jy=1,N

ACC1=0.

DO 2 K=1,N

ACC2=A(1,K)*B(K,J)

XXXX02=XXX000+!+(K=1)=*N

TRANS T (XXXX02, XXXX00)=TRANSI (XXXX02, XXXX00)+1

TRANS I (XXXX00, XXXX02)=TRANSI (XXXX02,XXXX00)

% TRANS I (XXXX02,XXXX01)=TRANST(XXXX02,XXXX01)+1

TRANS | (XXXX01, XXXX02)=TRANS! (XXXX02, XXXX01)

A XXXX00=XXXX01

////’ XXXX01=XXXX02
XXXX02=XXX001+K+(J=1)#*N
Instructions TRANST (XXXX02, XXXX00)=TRANS I (XXXX02, XXXX00)+1
cessaire 3 1a TRANS 1 (XXXX00, XXXX02)=TRANS I (XXXX02, XXXX00)
- TRANS | (XXXX02, XXXX01)=TRANS 1 (XXXX02, XXXX01)+1
construction de TRANS I (XXXX01,XXXX02)=TRANSI(XXXX02,XXXX01).
. XXXX00=XXXX01
la matrice d'adres- XXXX01=XXXX02
ses jointives ACC1=ACC1+ACC2
2 CONTINUE

C(1,J)=ACC1
\\\\*\‘ XXXX02=XXX002+ 1 +(J=1)*N
TRANST(XXXX02, XXXX00)=TRANS I (XXXX02, XXXX00)+1
TRANS | (XXXX00, XXXX02)=TRANS I (XXXX02, XXXX00)
TRANS | (XXXX02, XXXX01) =TRANS I ( XXXX02, XXXX01)+1
TRANS I (XXXX01, XXXX02)=TRANS I (XXXX02, XXXX01)
XXXX00=XXXX01
XXXX01=XXXX02
1 CONTINUE
RETURN
END

Sortie de la

matrice d'adresses SUBROUTINE X00000

L. INTEGER*2 TRANS!( 0000000050, 0000000050)
jointives COMMON TRANSI

INTEGER XXX000,XXX001,XXX002,XXX003,XXX004, XXX005
COMMON XXXOOO,XXX001,XXX002,XXXOO3,XXX00&,XXX005
INTEGER XXXX00,XXXX01

COMMON XXXX00,XXXX01

INTEGER XXXX02,XXXX03,XXXX04,XXXX05

INTEGER XXXX06,XXXX07,XXXX08,XXXX09

COMMON XXXX02,XXXX03, XXXX0h4, XXXX05

COMMON XXXX06,XXXX07,XXXX08,XXXX09

INTEGER XXXXXO0
COMMON XXXXX0
INTEGER XX0000
COMMON XX0000

DO 1 I=1,XX0000
WRITE(L,2) (TRANSI(I
WRITE(8,3) (TRANSI(I
CONT I NUE
FORMAT(1X,6512)
FORMAT(401!12)

RETURN

END

J),J

’
’

W N -2
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I11I. ASPECT PRATIQUE DES METHODES DE RESTRUCTURATION

3.1. SES DIFFICULTES

la premiére et sans doute la plus grande difficulté réside
dans 1'étude des gestions de mémoires avec plusieurs pages en mémoire
opératoire. Nous avions vu (chapitre I, paragraphe 3.2.2.) que les ma-
trices d‘'adresses jointives généralisées associes 3 l'algorithme de
remplacement LRU ne permettaient seulement que d'avoir des majorations

du nombre de demandes de pages. Les matrices d'adresses jointives géné-
ralisées sont elles relativement a construire dans le cas général.

En particulier, il faut bien avouer que les restructurations
€laborées i partir de certaines matrices d'adresses jointives généra-

lisées n'ont donné aucun résultat satisfaisant (cf. page 129).

Pour ces raisons il est plus juste de considérer ses méthodes
comme une "aide 3 la restructuration" utilisée de maniére intéractive.

3.2. REMARQUES GENERALES SUR LES EXEMPLES TRAITES

Nos exemples porteront sur des algorithmes trés simples de
calcul matriciel [2] : la donnée Elémentaire sera un nombre réel. Nous
envisagerons pour une capacité de mémoire opératoire fixe quelques gestions
de mémoire de type paginé.

Les methodes de partitionnement de matrices sont celles &tudiées
aux chapitres II et III éventuellement suivies d'amélioration locale (algo-
rithme d'échange). Notons que pour les matrices d'adresses jointives géné-
ralisées en particulier une optimisation trés grossiére basée sur un ou
deux vecteurs propres est souvent préférable; : cela se comprend assez
bien car une "idée globale" du probléme méme assez floue: est certainement
plus réaliste qu'une optimisation fine d'une quantité qui en fin de compte

n'est qu'un majorant.
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Les minorants proposés pour le nombre de demandes de pages
sont calculés & 1'aide de la matrice d'adresses jointives (dans le cas
ol la mémoire opératoire ne contient qu'une seule page) ol i 1'aide de
la gestion de mémoire "dormée par donnée" (chapitre I, paragraphe 3.3.2.).
Ces mincrants sont souvent médiocres et ne tiemnent certainement pas

assez compte des particularités des algorithmes.

L'ordre dans lequel sont initialement rangées les données sera
précisé i chaque exemple ; i 1'intérieur d'un tableau l'ordre sera celui
indiqué au paragraphe 2.3.1.

La répartition initiale en pages est alors obtenu en remplissant succes-
sivement les pages avec les données dansl'ordre précédent.

Nous entendrons par taille d'une page le nombre maximal de

dormées qu'elle peut contenir.

IV. EXEMPLES

4.1. EXEMPLES : RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE A DEUX INCONNUES
AVEC QUATRE MEMOIRES OPERATOIRES

Soit le systéme linéaire :

AX + BY = E

CX + DY

F

Nous supposerons que toutes les opérations sont faites par 1'intermédiaire

d'un accumulateur ACC et nous désirons avolr le résultat dans X et Y .
Nous avons donc huit domnées : initiallement dans l'ordre :

A,B,C,D,E,F,X, Y.

4.1.1. Méthode de Gauss

L'algorithme pourra s'écrire symboliguement en un code de type
FORTRAN :
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11 ACC =C 10 | ACC = -ACC

2 | ACC = ACC/A 11 1 ACC = ACC+F

3 | ACC = ACCxB 12 | ¥ = ACC

| ACC = -ACC 13 | ACC = ACC/D

5 | ACC = ACC+D 14 | Y = ACC

6 | D = ACC 15 | ACC = ACCxB

7 ACC = C 16 | ACC = -ACC

8 | ACC = ACC/A 17 + ACC = ACCH+E

9 | ACC = ACCxE 18 | ACC = ACC/A
19 | X = ACC

Quatre pages de taille 1 : Gestion de mémoire "donnée par donnée"

L'ordre des données n'intervient pas. Avec 1'algorithme de

remplacement optimum nous avons :

9 demandes de pages.

Deux pages de taille 2

Le minorant du nombre de demandes de pages fournit par 1'étude

de la gestion de mémoire "domnée par donnée" est €gald 5

Nous pouvons utilisée la propriété exposée au chapitre I, para-
graphe 3.3.8. en partant de 1'organisation de domnées initiale et de

1'algorithme de remplacement optimum.

La restructuration nous fournit la méme organisation de dornées :

Page 1 = {A,B} Page 2 = {C,D}

(E,F} Page 4 = {X,Y}

Page 3
Avec 1'algorithme de remplacement optimum nous avons :

6 demandes de pages.

Une page de dimension 4

La gestion de mémoire donnée par donnée nous fournit un minorant

€égal 4 3 pour le nombre de demandes de pages.
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La matrice d'adresses jointives nous fournit la méme minoration.
La répartition initiale provoque 8 demandes de pages.

Par restructuration nous obtenons 1'organisation de données

suivantes :

{A,C,E,X}

Page 1

Page 2 = {B,C,F,Y}
TLe nombre de demandes de pages est alors de 5

Des considérations particuliéres a cette petite matrice nous
permettent d'affirmer que la solution trouvée est en fait optimale (pour

le cas d'une page de dimension 4).

4.1.2. Méthode des déterminants de Crammer

Pour une valeur aussi faible de 1'ordre du systéme, peut-€tre
serait-il plus simple d'utiliser les formules de Crammer.
I1 nous faut pour cela introduire une nouvelle variable DELTA .
Les formules de Crammer sont les suivantes :

DELTA = AD-RC
X = (ED-FB)/DELTA Y = (FA-E2)/DELTA
Les données sont initialement dans 1'ordre :

A,B,C,D,E,F,X,Y, DELTA

Le code FORTRAN utilisé pour cet algorithme est le suivant :
1| ACC = C 13 | ACC = ACC-X

2 | ACC = ACCxB 14 | ACC = ACC/DELTA
3 | DELTA = ACC 15 | X = ACC

4Ly acC = A 16 | ACC = C

5 | ACC = ACCxD 17 | ACC = ACCxE

6 { ACC = ACC-DELTA 18 | Y = ACC

7 | DELTA = ACC 19 | ACC = A

8| ACC = F ‘ 20 | ACC = ACCHF

9 | ACC = ACC%B 21 | ACC = ACC-Y

10 | X = ACC 22 | ACC = ACC/DELTA
11 | ACC = E 23 1 Y = ACC

12 | ACC = ACCxD
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Quatre pages de taille 1 : Gestion de mémoire "donnée par donnée"

Avec 1l'algorithme de remplacement optimum nous avons :

12 demandes de pages.

Deux pages de taille 2

Le minorant fourni par la gestion de mémoire "dormée par donnée"
est 6

Nous appliquons la méme méthode que pour la méthode de Gauss
avec l'algorithme de remplacement optimal et 1'organisation de données

initiales.
La restructuration nous fournit 1l'organisation suivante :
Page 1 = {A,B} Page 2 = {C,DELTA} Page 3 = {E,F}
Page 4 = {X,Y} Page 5 = {D} .

le nombre de demandes de pages avec 1'algorithme de remplacement optimum
est : 12 .

Une page de taille 4

Le minorant fourni par la gestion de mémoire domnée par donnée
est : 3
Le minorant fourni par la matrice d'adresses jointives est : 8
La restructuration nous dorne 1'organisation de données suivantes :

Page 1 : A,F,Y,DELTA
Page 2 : B,C,E,X
Page 3 : DELTA

Le nombre de demandes de pages est alors de : 10

Conclusion

Parmi les &ventualités envisagfes la meilleure (pour le nombre
de demandes de pages) est celle de la méthode de Gauss utilisant un systéme

de pagination A une seule page en mémoire avec la répartition proposée.
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4.2. Exemples : Calcul de valeurs propres d'une matrice de nka,4 4(]R)
avec huit mémoires opératoires

Nous emploierons 1'algorithme LR, sans nous préoccuper de

problémes de convergence.

Nous &tudierons la partie de l'algorithme correspondant d une
itération de 1'algorithme LR : décomposition LR et produit R#L le résultat

se trouvant dans la matrice initiale A

Ie code FORTRAN ayant servi a étudier cet algorithme se trouve

en annexe 1 de ce chapitre.

Les données prise en compte sont celle s de la matrice A et

sont donc au nombre de 16 .

Huit pages de taille 1 : Gestion de mémoire "donnée par donnée"

Avec 1l'algorithme de remplacement ootimum nous avens 31 demandes

de pages.

Deux pages de taille 4

La gestion de mémoire "dormnée par domnée" nous fournit un minorant
g

de 8 demandes de pages.

La mémoire opératoire pouvant contenir deux pages nous avons

constrult la matrice d'adresses 2-jointives.

La restructuration nous fournit 1l'organisation de données suivantes

by 2 1 3 A la place de chaque élément
I 5 1 3 de la matrice A est 1nscrit
A = le numéro de la page a laguelle
4 2 1 2 i1l appartient.
b 3 1 3

Le nombre de demandes de pages avec l'algorithme LRU est de 44 et il

devient 32 avec l'algorithme optimum.
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Notons cependant que cette nouvelle organisation de domnées
n'est pas meilleure que 1l'organisation initiale dont elle est d'ailleurs
fort proche : en effet, la répartition initiale provoquait 42 demandes
de pages avec 1l'algorithme LRU et 31 avec 1l'algorithme optimum.

C'est un premier exemple ol il convient donc d'utiliser avec

prudence les techniques de restructuration.

Une page de taille 8

Le meilleur minorant nous est fourni par la matrice d'adresses

jointive et il est de 28 demandes de pages.

La restructuration nous donne 1'organisation de données suivante :

Nous avons alors 37 demandes de pages alors que la répartition initiale
provoque 52 demandes de pages.

Commentaire

Parmi les cas étudiés la meilleure solution semble &tre un
découpage en quatre pages sulvant la répartition initiale ou bien une
gestion "donnée par dormée'" puisque toutes deux aboutissent & 31 demandes

de pages.

4.3. EXEMPLE MULTIPLICATION DE DEUX MATRICES DE(\T\4 4(B2)
AVEC 16 MEMOIRES OPERATOIRES

A, B et C étant trois matrices de(YTLu u(]R) nous voulons réaliser
3
le produit A%B et placer le résultat dans C .
Le code FORTRAN correspondant est en annexe 2 ; a noter 1l'emploil

de deux accumulateurs.
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Les seuls données prises en comptes sont les &léments des

matrices A, B, C prises dans cet ordre.

Seize pages de taille 1 : Gestion "donnée par donnée"

Avec 1'algorithme de remplacement optimum nous avons 59 demandes

de pages.

Quatre page de taille 4

La gestion de mémoire donnée par donnée nous fournit un minorant

de 15 demandes de pages.

La restructuration 3 partir de la matrice d'adresses 4-jointives
nous donnent la répartition de données suivante : chaque ligne de A et C
constitue une page ainsi que chague colonne de B comme cela est schématisé

ci-dessous.

! 1
page 1 page 9
{ |
page 2 o RVe ~ el pag{e 10
f o 4 o - 4 o o
page 3 g1 ¥ % ¥ page 11
I o ) & o o <)
page U ! page 12
{ | J |
A B C

Le nombre de demandes de pages avec 1'algorithme LRU est alors égal & 24
et 1'utilisation de 1l'algorithme de remplacement optimum le réduit & 19

Avec la répartition initiale nous avions 96 demandes de pages avec
1'algorithme LRU et 51 avec 1l'algorithme optimum.

Deux pages de taille 8

La gestion de mémoire donnée par donnée nous fournit un minorant

de 8 demandes de pages.

Nous procédons comme précédemment avec une matrice d'adresse
2-jointives : malheureusement les résultats obtenus par restructuration

de cette matrice sont peu significatifs.
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En particulier, la restructuration obtenue ne permet pas d'amé-

liorer la répartition initiale qui provoque 64 demandes depages avec

1'algorithme de remplacement LRU et 56

optimum.

avec l'algorithme de remplacement

I1 faut cependant noter une restructuration efficace obtenue

en regroupant deux pages consécutives de taille 4 conformément au schéma

précédemment obtenu avec la matrice d'adresses U-jointives : nous avons
alors 48 demandes de pages avec l'algorithme LRU et 34 avec 1'algorithme

optimum.

Un page de taille 16

La gestion de mémoire donnée par domnée nous fournit un minorant

de 4 demandes de pages.

Par une premiére restructuration nous obtenons 1'organisation

de domnées suivantes :

f
Page 1
| Page 3 |
Page 2
- —
B C

Le nombre de demandes de pages est alors de 48

La répartition initiale destdonnées en provoquait 144 .

Notons qu'une restructuration plus fine nous permet d'arriver

i une organisation de données provoquant seulement 45 demandes de pages

et qui est la suivante :

Page 3

N7
g 8eg
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Commentaire -

Nous pouvons faire quelques commentaires de portée tout & fait

générale pour les problémes de restructuration.

Tout d'abord le changement radical de la répartition lorsqu'on
envisage une page de taille 16 ou quatre pages de taille 4 : la difficulté
du probldme avec deux pages de taille 8 s'explique peut-&tre par un compro-

mis entre deux situations trés différentes.

Le compromis entre une certaine "régularité" de la restructura-
tion et la qualité de la restructuration apparalt clairement dans le

dernier cas traité.

4.4. EXEMPLE DECOMPOSITION DE CHOLESKY D'UNE MATRICE SYMETRIQUE
DEFINIE POSITIVE DE (YTI/IO,IO(IR) AVEC 20
MEMOIRES OPERATOIRES

La matrice A est décomposée sous la forme
A = RR
la matrice R étant placée dans la partie triangulaire inférieure de A.

Le code FORTRAN utilisé figure en armexe 3 : a noter 1l'utili-

sation de deux accumulateurs.

Les seules données prises en compte sont les &léments de la

matrice A.

Vingt pages de taille 1 : Gestion de mémoire donnée par donnée

Le nombre de demandes de pages est égal & 87 .

Deux pages de taille 10

Le minorant fournit par la gestion de mémoire domnée par donnée
est 9, minorant sans intérét et que 1'on peut de toute mani€re remplacer

par 10 car toutes les pages sont demandées.
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L'organisation de donnée résultat de la restructuration est

6 5| 518199l 9 10]7]7

1 6

- S R

la suivante - T }
i
|

1 116 9199

3 30 3.5 19 |10

45710 9 10 7 8
3 03 3 42 5.9 5 718
1 1 3 2 2 4. 5 6,78

c -
11 4% 2 2 44 617 .8
S . e 1‘, _ . : 4;> R
1 1 .4 2}2}&55 6. 6 |8
- ’ s . w?_._..“,a__
1 3 2~2?2'ui5~6i616

L

Le nombre de demande de pages est alors de 123 avec l'algorithme de
remplacement ILRU et de 106 avec 1l'algorithme optimum.

L'amélioration est certaine par rapport 3 la répartition initiale qui
provoque 192 demandes de pages avec l'algorithme LRU et 146 avec
1'algorithme de remplacement optimum.

Un page de taille 20

Le minorant fournit par la gestion de mémoire donnée par donnée
est 3 demandes de pages, minorant sans intérét pouvant &tre remplacé

par 5 (il y a en effet cing pages).

% A chaque €lément de matrice nous avons affecté le numéro de la page i

laguelle elle appartient.
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La restructuration nous donne la répartition indiquée sur le

schéma et nous avons alors 81 demandes de pages.

3 3 3 3 h 5 b 4 5 5
1 3 3 3 5 4 b b 5 5
1 {1 2] 35 4] 441515
1| 11| 3] 31 4} 4} 4yi5]|5
1| 1t 1) 22484l 4] s5 |5
1111 2] 212 Ly 4| 5|5
1l 122224455
1l 12| 2fj2}1 2| 3|34 |4
1122223313

1l 1l 2221331313153

Notons que la répartition initiale provoquait 106 demandes de pages.

Remarquons que la répartition proposée n'est pas trés simple :
il semble cependant que les &léments de la matrice aient &té& rangés appro-
ximativement par colonnes d'abord dans la partie triangulaire inférieure
stricte et ensuite dans la partie triangulaire supérieure. Cette remarque
pourrait donc nous suggérer 1l'organisation suivante beaucoup plus "réguliére"

et aisément applicable 3 toute matrice
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3 3 3 3 3 by ly h 5 5
1 3 3 3 3 4 il ! 5 5
Tt 11331314181 4l 515
11112 3] 3|48 8|5 ]5
1 1 1 2 3 b b b 5 5
1 1 1 2 2 4 i 4 5 5
1 {11 2]2f2]l2 4] u]|5|s:s

5 5 5

3 5 5

3 3 5

Le nombre de demandes de pages est alors 82 peu différent du précédent.

Commentaire :

La derniére solution envisagée, méme aprés une certaine régula-
risation, reste la meilleure du point de vue du nombre de demsndes de pages.

V. CONCLUSION

La pratique de la restructuration apparait donc difficile et les
méthodes élaborées doivent 8tre considérées plutdt comme une aide i 1a réso-
lution de tels problémes : en particuliér 1'utilisation des matrices
d'adresses jointives généralisées doit &tre prudente.

Remarquons aussi que toutes les possibilités, d'une mémoire opé-
ratoire réduite 3 une seule page jusqu'a la gestion de mémoire "donnde par
donnée" ont pu donner sur des exemples précis des résultats satisfaisants.

Notons qu'il est probablement illusoire d'espérer des méthodes plus
générales pour résoudre de tels problémes. Ce n'est certainement qu'en
tirant parti des particularités de chaque probldme que 1l'on pourrait espérer
de meilleurs résultats.
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ANNEXE 1

REAL A(lL,4)
EXTERNAL PASLR
READ(5,50) N
FORMAT (13)

DO 1 1=1,N
READ(5,51) (A(1,J),J=1,N)
CONT I NUE

CALL PASLR(A,N)
Do 2 1=1,N
WRITE(6,52) (A(1,d),J=1,N)
CONTINUE
FORMAT(1X,6E15.7)
FORMAT(10F5.1)
STOP

END

SUBROUTINE PASLR(A,N)
DIMENSION ACN,N)
2 ANN

58

DO 2 1=2,N
ACC=A(1,1)
ACC=ACC/A(1,1)
AC1,1)=ACC
CONT I NUE

DO 3 K=2,N
KM1=K-1

DO &4 J=K,N

DO 5 1=1,KM1
ACC=A(K, 1)
ACC=ACC*A(1,J)
ACC=ACC-A(K,J)
ACC=-ACC
A(K,J)=ACC
CONTINUE
CONTINUE

IF (K.EQ.N) GOTO 9
KP1=K+1

DO 6 1=KP1,N

N0 7 J=1,KM1
ACC=A(1,J)
ACC=ACC*A(J,K)
ACC=ACC-A(1,K)
ACC=-ACC
AC1,K)=ACC
CONTINUE
ACC=A(1,K)
ACC=ACC/A(K,K)
A(1,K)=ACC
CONTINUE
CONT I NUE
CONTINUE



18

13
12
1L

17

15
11

CDONE
CDONE
CDONE
CDECO

IM1=1-1

DO 12 J=1,IM1
DO 13 K=1,N
ACC=A(1,K)
ACC=ACC*A(K,J)
IF (1.EQ.K) GOTO 18
ACC=ACC+A(1,J)
CONTINUE
A(Cl,J)=ACC
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

no 15 J=1t,N

IF (J.EQ.N) GOTO 16
JP1=J+1

DO 17 K=JP1,N
ACC=A(1,K)
ACC=ACC*A(K,J)
ACC=ACC+A(1,J)
A(l,J)=ACC
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN

END

ANNEXE 2

SUBROUTINE PROD(A,B,C,N)
DIMENSION A(N,N)
DIMENSION B(N,N)
DIMENSION C(N,N)

2 ANN

2 B NN

2 CNN

09

pno 1 1=1,N
no 1 J=1,N
ACC1=0.

Do 2 K=1,N

ACC2=A(1,K)*B(K,J)
ACC1=ACC1l+ACC2
CONTINUE
C(1,J)=ACC1
CONTINUE

RETURN

END
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ANNEXE 3

SUBROUTINE CHOLES(A,N)
DIMENSION A(N,N)

2 ANN

03

ACC1=A(1,1)
ACC1=SQRT(ACC1)
A(1,1)=ACCl

po 1 1=2,N

01
A(1,1)=A(1,1)/ACC1
CONTINUE

Do 2 J=2,N

ACC1=0.

JM1=d-1

pno 3 1=1,JMl1

02
ACC2=A(J, 1) *A(J, 1)
ACC1=ACC1l+ACC2
CONTINUE

03
ACCl=A(J,J)-ACC1
ACC1=SQRT(ACC1)
A(J,J)=ACCl

IF (J.EQ.N) GOTO 6
JP1=J+1

N1

DO 4 1=JP1,N
ACC2=0.

DO 5 K=1,JM1

02
ACC3=A(J,K)*A(1,K)
ACC2=ACC2+ACC3
CONTINUE

02
ACC2=A(1,J)-ACC2
A(1,J)=ACC2/ACC1
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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CHAPITRE VI

COMPLEXITE DES ALGORITHMES ETUDIES .

PROBLEMES DE "CLUSTERING".
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I. "COMPLEXITE" DES ALGORITHMES A LA PRECISION RELATIVE ¢

1.1. BIPARTITIONNEMENT

1.1.1. Décompte d'opérations élémentaires

Soit A e(\(T\m rl(IR ) donnée par :
3
P

A= I BB B, e R ; i=1,2,...,p .

i=1 11 1

Nous avons mis (chapitre III) le probldme de bipartitionnement de cette
matrice sous la forme :
p
Max I (KTBi)?-
ke R i=1
Les méthodes i précision relative ¢ consistalent en 1'énumération des
solutions des problémes projetés :
T P
Max K~ Z Bi ue(i)
ke M. i=1
U décrivant un ensemble de ]RP (\kg(p) ou\Jg(p)) dont le nombre
d'éléments ne dépend que de € et p (NS(p,e), N(p,€)) .

Schématiquement 1'algorithme se déroulait de la maniére suivante :

Tant qu'il reste des vecteurs Ug

P
- trier les composantes du vecteur ¥ B, ue (1)
i=1
m P
- é&valuer Max K~ I Bi us(i)
KK i=1

- mettre en mémoire le vecteur K: solution du probléme précédent si la
valeur correspondante est supérieure au maximum trouvé paur les u

déja énunéreés.
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Essayons d'évaluer sommairement le nombre d'opérations élémen-
taires du type "comparaison" et "op&rations arithmétiques usuelles"

nécessaire pour le déroulement de cet algorithme.

P
I'évaluation du vecteur I Bi ug(i) demande de 1'ordre de 2 p n
i=1
additions et multiplications.
P
Le tri du vecteur I Bi ue(i) demande de 1l'ordre de X n Log2 n
i=1

"eomparaisons" par la méthode utilisée (Heapsort).

I'8valuation du critére demande de 1l'ordre de n additions-

soustractions.

I1 reste 3 faire un test pour réaliser la derniére &tape.
Compte tenu que nous devons réaliser cet ensemble d'opérations pour chaque

U le bilan total est donc de :
M(p,e) (A n Log, n + B(p)n + C)

ol M(p,e) est le nombre de vecteurs u_

3i nous faisons entrer en compte le calcul du vecteur u8 le bilan
est plus difficile a établir mais le nombre "d'opérations élémentaires"

intervenant dans le calcul des u, ne dépend que de p et € .

De toute manidre le nombre "d'opérations élémentaires' est donc

de la forme :

A(p,e) n Log2 n + B(p,e)n + C(p,g)

Nous avons donc la propriété :
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1.1.2. Proprieté

p et € étant fixés le nonbre "d'opérations &lémentaires"
(comparaisons, opérations arithmétiques usuelles) nécessaires au dérou-
lement de 1'algorithme précédent est asymptotiquement en A n Log2 n

lorsque n >+« .

1.1.3. Transferts et occupation mémoire

T1 est facile de voir que la propriété reste vrale si nous

prenons en considération les transferts de mémoire.

_ Au pointde vue occupation mémoire 1'algorithme précédent peut
se dérouler, du point de vue des variables utilisées avec environ (p+1)n

emplacements pour des variables réelles.

1.1.4. Remarque

Le résultat précédent est assez surprenant car le probléme de

bipartitionnement d'une matrice quelconque est NP-complet [17.

Cependant car si le comportement asymptotique en n Log2 n peut
paraitre favorable les constantes A(p,e) , B(p,e) et C(p,e) ne sont évi-
demment pas polynomiales en p et sont trés importantes méme pour des

-~ .

valeurs de p assez modestes i priori (p v 10).

1.2. PROBLEMES DE PARTITIONNEMENTS A "TAILLES EGALES"

Soit A e(leJ n n(IR) donnée par :
3

D
5 B.BT B. € R"
i=1

A=
11 1

Nous avons vu que l'application des méthodes 3 la précision relative e
fournissait pour les matrices ci-dessus des problémes projetés qui étaient

en fait des problémes de programmation linéaire en nombres entiers [4].
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Ces problémes sont donc "3 priori'" NP-complet et 1'algorithme

ne peut donic pas &tre polynomial en n.

Notons cependant qu'il est possible que les problémes projetés
poss&dent certaines particularités qui rendraient possible 1'élaboration

d'un algorithme polynomial en n.

De maniéres plus réaliste peut-&tre pourrait-on &laborer pour
les problémes projetés précédents des algorithmes polynomiaux fournissant
une solution a une précision donnée domme.eéla a été fait pour le célébre
probléme du knapsack [3] . Cela nous permettrait d'é&laborer des algorithmes

polynomiaux de partitiomnement 3 "tailles égales".

IT. PROBLEMES DE "CLUSTERING"

2.1. RESTRUCTURATION ET CLUSTERING

Dans pratiquement tous les travaux de restructuration 1l'analogie
avec les problémes de "clustering" est faite. Malheureusement le terme est
bien vague et regroupe trop de problémes différents. La notion de méthode
de "clustering" n'a pas tellement de sens dans un cadre général et souvent

la plus grande anarchie régne dans l'utilisation de ces méthodes.

Nous avons &tudié quelques problémes particuliers 1liés 3 la
restructuration en nous efforgant de les poser clairement. Nous pouvons
alors constater que les problémes posés sont effectivement trés voisins de
quelques problémes de "clustering" eux aussi parfaitement posés.

Les algorithmes étudiés fournissant des méthodes efficaces pour

résoudre ces problémes nous en donnons quelques exemples.
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2.2. APPLICATION DU BIPARTITIONNEMENT DE MATRICES DU TYPE

T T . n
BlBl + BZBZ ; Bl’BZ e R

2.2.1. Problémes combinatoires sur un ensemble de points de R?

Soit un ensemble de n points de IR2

'{xl,x2,...,xn}

| B, (i)
Le point X. aura pour coordonnées
1 Bz(iﬁ

~ n
B1 et B2 gtant deux vecteurs de IR.
En vue de simplifier certaines expressions nous associerons a

une partition de l'ensemble des n points un couple de vecteurs de R" :

(Vi,Vé) vérifiant les contraintes :

0 k=1,2
Vk(i) =

© 1 i=1,2,...,n
v, (1) + V(1) =1 i=1,2,...,n

avec l'interprétation Vk(i) =1 <= Xi € groupe k

Nous allons voir que certains problémes combinatoires sur la
bipartition de cet ensemble de point sont extrémement proches de ceux posés
par le bipartitiommement d'une matrice Ble + Bgég et peuvent donc recevoir

une résolution efficace par les algorithmes longuement développés au
chapitre III.

Ces algorithmes sont 3 rapprocher avec certaines méthodes de
"pranch and bound" adaptées 3 ces problémes [2].

2.2.2. Séparation optimale des centres de gravités

Probléme : Nous voulons trouver le bipartitiomnement qui maximise

la distance des deux centres de gravités des deux groupes de points.
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n n
.Z Vi(l) = d1 .§ V2(1) =4
i=1 1=1

Nous avons :

Gy

d1 + d 2: n

désignera le centre de gravité du premier groupe de points

(G2 le second).

Les coordonnées de G1 seront donc :

T T
VB Vi By
d et )

1 1

et nous avons des formules identiques pour G2 .

Le carré de la distance euclidienne de G1 a G2 sera donc :

T T T T
ViBy Vo B, ViBy V3B
(=737 33
1 > 1 >

Le probléme posé est donc un probléme de distance euclidienne maximale

Xe IR? :

T
Max X~ X
XeoD)
T
VB Vo By
X(1) = =g~ -3 )
1 2 (Vi,Vé) vérifiant les
VL g VL g contraintes (C)
_ 172 2 72
X(2) - d - a
1 2

La résolution de ce probléme par les méthodes exposées au

chapitre III sera donc tributaire des problémes projetés :

~ Max (

T T T T
V. B, VB VB, V3B
g " g )cos 8+ (5= -

) 1 2 1 2

2

Jsin 6
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Posons Vi + Vé =V V(i) =1 1=1,2,...,n
Vi - Vé =K.

L'expression 34 maximiser est donc :

(K+V)T B1 cos B (V—K)T B1 cos 0 (V#K) B sin 8 (V--K)T
+ -

B2 Sin

0

2 d1 2 d2 2d1 2 d2

d'old :

(Cos 6 + cos 6

sin 6 51n 3]
[‘2d 2 d, )B]

2d

)B, + (
1 1

) 1 e
cog 6 _ cos 6) V B (51n 0 _ sin )

d1 2 d2 2° 2 d 2 dQ

+VB(

d1 et d2 étant fixés le probléme sera donc Equivalent 3 la maximisation de

T cos 8 sin ©
K' [z=——==.nB, + ==Y 3]
2 d1 d2 1 2 d1 d2 2

et se résoudra 3 1'aide d'un tri des composantes du vecteur

B1 cos O + B2 sin 6 .

La constante multiplicative ;rzrll——— ne changeant rien.

d

B !
Ce tri étant donc le méme pour toutes les valeurs d, et o« d., il
sera facile d'énumérer les solutions correspondant a4 chaque valeur du coupl.

(d1’d2) et de cholsir ensuite celle qui maximise le critore du probléme pro-

jeté.

Nous pourrons donc appliquer avec quelques pet.ites nodification::

évidentes les algoritimes du chapitre ITI.
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2.2.3. Minimisation d'un critére "inter-classes"

Probléme : Nous désirons maintenant minimiser la fonction :

z P2(X.-G,) + z P2(X.-G,)
XieGroupe 1 2711 XieGroupe 2 1e

oﬁtp2 désigne la norme euclidienne usuelle sur R?2

Nous allons voir que ce probléme est trés voisin de ceux déja

Etudiés.
Nous introduirons deux matrices diagonales D1 et D2 telles que :
D1(1,1) = Vl(l)
i=1,2,...,n
D2(1,1) = Vz(l)

En ce qui concerne les points du premier groupe nous avons :

T T
V, B vV, B
2 - _ _ 1 1.2 _ 1 2 2

Introdulsons le vecteur :

VE By
Dy By - GH Vi

Sa 1€ composante est nulle si Xi n'appartient pas au premier groupe de

points et sinon égale 3 :

v B v B
B,(1) - é 1 -y - 3 1
1 1 1

La partie du critére correspondant aux points du premier groupe est donc :

(D.B —\E—B—lv)T(DB -ﬁfiv>+(pg —VngV)T(DB —V?Bgv)
11 d 1 171 d 1 12 a 1 12 d 1

1 1 1 1
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Développons le premier facteur :
T

v B v B V' B
T T T 15 .7 151 181,
B1D1D4By - ByDyvy 3 Vy Dy By T, +( a A
done :
(viB)2 (W B )2 F B,)?
Bp g -ptt, 1B e (VB
17171 d1 dl T T171 71 _d'l"

En écrivant le second facteur et les termes analogues pour le secord groupe
le critére s'exprime alors par :

T 2 T 2 T 2
BL D, B ——-———(V1 P1) +BL D B —-————-(Vl P +B DB ————-—(V2 Py
1 Y1 Pq a, o Y1 o d; 1 Y2 B 3
p)
T 2
+B. D, B, - V2 %) )
> U By 3

La matrice D1 + D2 étant la matrice identité nous avons done :

T 2 T 2 T 2 T 2
T5 o+l _[(Vl B)*+(Vy By) . (V5 B))*+ (V5 B,) :
1 By + B By GH 3

Le probléme de minimisation du critdre précédent est donc équivalent au

probléme suivant :

T 2 T 2 T 2 T 2
(V1 Bl) + (V1 B2) (Vé Bl) + (Vé B2)

Max +
(V,,V,) 4 d5
oy _
S1 1'on pose V1 + V2 \
V1 - Vé = K

aprés calcul le critére devient :

.__ d.-d
Lo 2o )21 + B, x / 2+ yT g 21
n 1 2 iy 1 d.d 1 ’H"‘J
172 n d
195
d.-d
n T /1 T 2 1 2
P KBy </ e v VB, ]

172 n /d.d
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Finalement, nous sommes ramené au probléme de distance eucli-

dienne maximale ou 1l'ensemble Cﬁ} est :

—_— a,-d K = V,-V
O@ =1 XeR? : X(1) = KTBi /dl—d + VTBi — (v Vl) xzrérifiant C
192 n v/ a4 12'2

i=1,2

La remarque importante est que les problémes projetéstse résolvent
de la méme manidre que ceux exposés au paragraphe précédent car le tri a
effectué est celui du vecteur :

B1 cos O + B2 sin ©

indépendant de d1 et d2 ce qui permet de résoudre aisément ce probléme.

2.3. AUTRES POSSIBILITES

T1 est évident que les probldmes précédent peuvent se traiter
dans IRP avec des matrices
P
T n
I BB B, € R

1=1 .
1=1,2,...,D

De méme des interprétations voisines peuvent étre données aux

probldmes de partitiormnements en plus de deux parties.
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