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INTRODUCTION

Dans le domaine du traitement automatique des dessins, 1'utilisa-
tion de modéles génératifs semblables aux grammaires formelles, permet
une approche originale de nombreux problémes.

Différents travaux ont &té faits dans ce sens relatifs ess entie]-
Tement & des problémes de reconnaissance de formes.

En introduisant le concept de "Grammaire de Graphe" on peut alors
définir un modéle général.

Pour illustrer les possiblités d'utilisation de ces grammaires de
graphes nous avons choisi une grammaire de MONTANARI produisant les graphes
planaires sans isthme .

Dans le premier cnapitre nous verrons comment 1'on peut représenter
un dessin par un graphe, ce qui pour la suite permet de ramener tout pro-
bléme de traitement de dessin & un probléme de traitement de graphes.

Le second chapitre est consacré a 1'eétude des différents modéles
génératifs utilisés dans la représentation ou le traitement des graphes
ou des dessins : expression produite par une grammaire de “chaine", gram-
maire de structure, grammaire de graphe.

Dans le troisiéme chapitre, aprés avoir défini Tes grammaires de
grpahes et en avoir &tudié les principales propriétés, on en donne plu-
sieurs exemples . On &étudie plus particuliérement la grammaire donnée
par MONTANARI, pour pouvoir par la suite construire un algorithme d'ana-
lyse.

Le quatriéme chapitre est donc consacré a 1'étude des problémes
posés par 1' analyse dans le cas des grammaires de graphes. On voit
ainsi comment on peut obtenir un algorithme d'analyse efficace pour la
grammaire produisant les graphes planaires sans isthme.

C'est dans le cinquiéme chapitre que 1'on voit les possibilités
d'application des grammaires de graphes : probléme de reconnaissance di-
rectement 1ié & 1'analyse syntaxique; recherche de 1'isomorphisme de
deux graphes; génération et dessin de graphes, avec en parficu]ier un
algorithme pour le dessin planaire des graphes planaires; possibiliteé
d'un codage trés économique d'un graphe par la suite des régles de la de-
rivation.

Enfin pour un graphe planaire sans isthmes nous verrons comment on
peut donner Te couple de permutations (o,a) de la carte planaire corres-
pondante (au sens de CORI [52] ) et donc utiliser pour le codage le code
de Lehman Lenormand.
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DESCRIPTION D'UN DESSIN PAR UN GRAPHE.

1.1. DESCRIPTION DE DESSINS ET RECONNAISSANCE DE FORMES.

Pour pouvoir traiter en machine un dessin quelconque, ou une représenta-
tion d'un objet, on est amené 3 formaliser une description de ce dessin ou

de cet objet.

Les divers modéles de description que nous connaissons, ont, la plupart
du temps, &té donnés par des auteurs s'interessant i des problémes de recon-
naissance de formes [13.17.20.25].

C'est dans ce domaine, en effet, que le besoin d'outils pour le traitement
automatique des dessins s'est fait le plus vite sentir, en raison des lacunes
de la méthode par classification, qui &tait 1'approche traditionnelle du pro-

bléme

1.1.1. METHODE PAR CLASSIFICATION.

Principe.

Le principe de la reconnaissance des formes par classification, consiste
d munir 1l'ensemble des formes que l'on veut reconnaitre d'une relation d'équi-
valence,

Le nom, et donc la deseription d'une forme reconnue par dn tel systéme
sera le nom de la classe d'équivalence 3 laquelle la forme appartient.

Pratiquement on procéde ainsi

Des filtres (détecteurs physiques, opérateurs....) calculent les

propriétés des formes i reconnaitre selon les valeurs d'attributs caractéris-

tiques (intensité&, niveau de gris, couleur, opacité ou transparence etc...)



ou en fonction de certaines configurations Eﬂﬂ.

C'est & partir de ces propriétés que l'on décide a quelle catégorie
p prop

appartient la forme.

FORME
a
ANALYSER

DECISION

|
P — T N N———

OO0

INSUFFISANCE DE LA METHODE.

On ne peut par ce procédé&, que reconnaitre les formes relativement simples

Méme si dans certains cas (reconnaissance de lettres) on peut décomposer la for

me en €léments plus simples (segments de droite ou de courbes), ce procédé n'es

pas systématique et la reconnaissance de formes se fait globalement.

Chaque systéme est apte 3 reconnaitre un nombre trés limité de formes, et

on ne peut, en se limitant i ce proc&dé, envisager de pouvoir reconnaitre des

formes qui , bien que constituées d'é&léments assez simples, ont une structure

complexe, comme

- des
- des
- des
-~ des
= des
- des

~ des

.
.

photographies aériennes

résultats d'expérience en chambre 3 bulle
schémas de circuits électriques

plans d'architecture

dessins biomédicaux

représentations de molécules chimiques

scénes naturelles.

etc..'-



Avec de telles structures on est amené 3 se poser des questions telles
que 3

—~ est—ce qu'on trouve tel objet dans la forme ?
- est—ce que tel objet apparait avec telle qualité ?

- quelle est la position de tel objet par rapport 3 tel autre ?

peut-on donner une description compléte du dessin ?

- etc....

I1 s'agit alors de savoir classer la forme dans une catégorie ou dans
une autre,

Pour pouvoir répondre 3 ces questions, on doit &tre i méme de donner une
description détaillée de la forme 3 analyser : nature et propriétés des objets
qu'elle contient, ainsi que les relations existant entre ces objets.

On est donc amené & décomposer les formes en &léments plus petits, et
a introduire un formalisme permettant de décrire les relations entre ces &élé-

ments.

1.1.2. METHODE PAR DECOMPOSITION.

PRINCIPE,

Le principe de la reconnaissance de formes per décomposition, consiste 3
rechercher dans une forme a structure complexe, les &léments fondamentaux, ou
€lémentaires, dont 1'assemblage constitue la forme. Ces élé&ments sont sou-
vent appelés primitives.

Une fois cette décomposition faite, on peut facilement avoir une repré-
sentation schématique de la forme. Les primitives sont représentées par une
figure géométrique simple et il ne reste plus qu'ad décrire les relations entre
ces primitives.

C'est pour cette description que de nombreux modé&les ont &été proposés [28].



Dans ces modéles on retrouve une formalisation de la description des
dessins ou d'une classe de dessins.,

On peut, dans ce processus de formalisation, distinguer deux étapes,
plus ou moins distinctes, suivant les modéles

¢
1°/ Représentation du dessin au moyen d'un graphe

2°/ Description du graphe, éventuellement au moyen d'un systéme formel.

1.2. REPRESENTATION D'UN DESSIN PAR UN GRRPHE.
1.2.1. RELATIONS ENTRE PRIMITIVES
Soit d un dessin et soit P = {pl,...,pm} 1'ensemble des primitives conte-
nues dans d.
Entre les éléments de P sont définies un certain nombre de relations

maires notées R(Xl""’xn) ou xiéﬂ? pour l<i<m.

EXERPLE,

Soit le dessin suivant :

-~

On peut y distinguer six primitives appartenant i quatre classes de

primitives, & savoit

On a donc P ={D,G,V,,V,,H H, } o Nl




On définit une relation binaire entre ces primitives ; la concaténation

Pour cela on &tiquette les deux extrémités des primitives : 1'une o,
1'autre e, (Dans le cas général on prendra deux points distincts faisant
figure d'extrémité),

Les primitives avec leurs extrémités &tiquetées sont alors :

(e}

La relation binaire de concaténation entre deux primitives Pi et Pj se
note CAT(Pi,Pj),

La définition de cette relation est : l'extrémité e de Pi est confondue
avec l'extrémité o de Pj.

Le dessin ci-dessus sera donc décrit par les relations :

CAT(V ,H,)
CAT(V1 ,D)
CAT(D,G)

CAT(H,,V,)

Avec la relation CAT telle qu'elle est définie, on ne peut exprimer que
les extrémités de G, H, et V, sont confondues, ainsi que pour les extrémités
e de V1 et H].

On doit donc définir d'autres relations de concaténation.

On peut donc définir une relation ternaire TRI(Pi’Pj’Pk) signifiant que

les trois primitives Pi’Pj’Pk forment un triangle de la fagon suivante :




et une relation quaternaire QUAT(Pi’Pj’Pk’Pl) signifiant que les quatre pri- -

mitives Pi’Pj’Pk’Pl forment un quadrilatére de la fagon suivante

9 i <
{ e e
Py P
olo e|o

Le dessin est alors décrit par

TRI(D,G,H,)  QUAT(H,,H,,V )

v
1772

Enfin 1'on peut dé&finir une relation 3 six éléments MAISON (Pi’Pj’Pk’Pl’

P ,P ) ainsi définie
m’ n

e
P Pn
0.4 ae
e e
Pl
P.
Pi 3
o o
o P e

Le dessin sera dé&finit par MAISON (VI’VZ’H]’HZ’D’G)'
Partart d'un dessin formé de m primitives, on peut le décrire par une relation
a m éléments.

On peut également le décrire par un ensemble de relations 3 n éléments
2<n<m.

De toute fagon, comme nous le verrons plus loin, on se raméne toufours
3 un ensemble de relations binaires, et ce sont ces relations que l'on a re-

présenté a 1'aide de graphes.



1,2.2., GRAPHES DES RELATIONS

Une premiére fagon de représenter i 1'aide de graphes les relations
entre les primitives d'un dessin, consiste & se définir ainsi des graphes
orientés et renseignés,

Les sommets du graphe correspondent aux primitives et les arétes ex-
priment les relations entre ces primitives,

Il y a une aréte &tiquetée par Rk entre les sommets étiquetés Piet Pj

si on a la relation Rk(Pi’Pj)'

EXEMPLES

1°/ Le graphe représentant la relation CAT pour le dessin ci-dessus sera :

CAT

CAT

D CAT

On pourra dans le méme graphe exprimer d'autres relations de concaténa-
tion, notamment entre les primitives G et V,, et H2 et V, d'une part et entre
H et Vl d'autre part,

Si CATZ(G,VZ), CAT2(H2,V:) et CATB(VI,H]) sont ces relations, le graphe

sera




2°/ Pour décrire le schéma d'une molécule de chimie organique, on prendra
comme primitives les atomes, On définit une relation binaire symétrique Rl’
R2,R3 entre les atomes selon qu'il existe une liaison simple, double ou

triple entre ces atomes,

A la molécule : \

REMARQUE
Lorsqu'on a des relations entre primitives, qui ne sont pas des relations

binaires, on décompose la relation en conjonction de relations binaires

R seen,P) = Ry P )A Ry (By aPop)a ot AR (Pyys Brp)

avec
Py Prgr 0P P € (P, )

Par exemple
TRI(Pi’Pj’Pk) —

' . P.,P
CA'l(Pi,PJ.)ACATZ(PJ,P ) A CAT3 (P, ,P,)



1.2.3. GRAPHE DES PRIMITIVES

Ayant défini sur les primitives deux extrémités o et e on peut assimiler
une primitive & une aréte, Dans ce cas il n'est pas nécessaire de représenter
les relations de concaténation puisqu'elles sont données par le graphe lui-
méme ,

On doit cependant représenter par d'autres arétes les autres relations,
ce qui peut entrainer dans certains cas des ambiguité.

Par exemple, si on a les primitives A,B,X,Y,Z et les relations CAT(X,Z),

CAT(Y,Z2), R(X,A), R(Y,A) sachant que l'on représente R(X,A) par

X R A

.————}—-ﬂ\_?/’/““?*—‘

Le graphe correspondant sera

graphe qui décrit également les relations R(X,B) et R(Y,A).

On réservera donc la représentation d'un dessin par le graphe des pri-
mitives aux seuls cas ol les relations entre les primitives sont des relations
de concaténation,

C'est par exemple le cas pour les schémas des mol3cules chimiques ol les

i
primitives sont d'une part des liaisons et d'autre part les atomes. Dans ce cas
le graphe est une reproduction fidéle du dessin, et, comme nous le verroms au
paragraphe suivant on peut, a partir du graphe, obtenir une représentation
graphique dudegssin.

Comme on peut s'en rendre compte, le probléme de la représentation d'un

dessin par un graphe, n'est pas un probléme définitivement résolu,
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En fait, pour chaque cas particulier, c'est-i-dire chaque classe de dessi
a représenter, il faut choisir la solution la plus appropriée, et ce en fonc-
tion de la nature et du nombre des primitives contenues dans le dessin, ainsi

i
que des relations entre elles,

1.3. DzSSIN AUTOMATIQUE D'UN GRAPHE.

1.3.1. DESSIN ET TERMINAL GRAPHIQUE.

La fagon de résoudre le probléme du dessin sur un terminal graphique

dépend
- d'une part des informations i partir desquelles on va pouvoir
élaborer le dessin
- d'autre part de la nature du terminal utilisé et des techniques
de programmation dont on dispose.

EXEMPLE,
Si on veut dessiner un cube, les différentes informations dont on dispose
peuvent 3tre

- les coordonnées relatives dans l'espace des huit sommets ainsi
que la donnée des couples de sommets entre lesquels il faut tra-

cer des segments de droite
— la donnée de trois couples de plans deux i deux paralldles

- la description du graphe suivant :

4 7

avec l'indication que toutes les ar8tes dnivent BFra daceinZae mam dmn ;;cee—o.



de droites égaux, et que les arétes (1,2),(3,4),(5,6),(7,8) d'une part et
les arétes (1,4),(2,3),(5,8),(6,7) d'autre part sont paralléles.
(On peut d'ailleurs & ce niveau 13 indiquer toutes sortes d'autres séries
de contraintes : angles droits, parallélisme de faces etc...)
-~ description du parcourt d'un chemin avec indication des longueurs
et des changements de direction.

— etCev.s

Tout ceci pour montrer qu'il existe de multiples fagons de décrire un
cube, et suivant les informations données, on dispose, ou on ne dispose pas
de renseignements tels que la grandeur, l'orientation, la position dans l'es-

ace, voir la forme méme du cube.
b

Pour le taitement du dessin proprement dit, les facilité&s dont on dis-

+

pose sont également trés variées :

dessindes segments de droite indiquant seulement les coordon-
nées des extrémités, ou au contraire obligation de les dessiner

points par points

-~ existence d'un sous-programme de dessin de parallélogramme ou

méme de cube

- programmes de calcul de ligne ou de surfaces cachées,

possibilités d'interaction avec le terminal graphique, permettant

de modifier le dessin du cube, de 1'agrandir, de le changer d'orien
tation etc,,.

. - . - - ' 3
Compte—~tenu de toutes ces contraintes, ou possibilités, il reste encore
de nombreuses fagons d'envisager le dessin du cube sur le terminal graphique

avec ou sans vue perspective, avec ou sans tracé des lignes cachges, avec ou

sans ombrage des faces ......
Pour pouvoir dessiner un graphe, on retrouve les mémes problémes :

- de quelles informations dispose~t-on, a4 la fois sur le graphe,



et sur la fagon de le dessiner ?

- de quelles techniques de programmation va-t-on pouvoir disposer ?

Nous verrons d'abord le cas ol les seules informations se réduisent &

la donnée du graphe.

1.3.2. DESSIN D'UN GRAPHE SANS RENSEIGNEMENTS

L'information minimum dont on doit pouvoir disposer pour dessiner un
graphe est la donnée du graphe, c'est-d-dire de 1l'ensemble des sommets et
des couples de sommets entre lesquels il y a une aréte,

D'un point de vue technique de programmation, on doit se limiter 3 dessi-
ner les segments de droite. Rarés sont les terminaux qui permettent de dessi-
ner des courbes, on doit le faire point par point ce qui entraine des temps
de calcul et une occupation mémoire importants,

Compte-tenu de ceci la premidre et triviale fagon de dessiner le graphe,
est de disposer aldatoirement les sommets et de tracer un segment de droite
entre les couples de sommets qui forment les aré@tes du graphe.

Le résultat n'aura évidemment rien d'harmonieux et ne correspondra pas
en géndral i ce qu'on attendait.

On améliore la présentation en définissant de la fagon moins simpliste
la disposition des sommets les uns par rapport aux autres. C'est ainsi qu'on
impose une distance minimum entre les sommets, qu'on interdit 1'alignement de
trois sommets ou plus.... Mais le résultat reste encore décevant.

Certains algorithmes permettent de rendre beaucoup plus agréable le
dessin.

On peut donner comme exemple 1l'algorithme de dispertion barycentrique
(SAILIARD [lﬂ ). Chaque sommet affecté d'un poids (son degré par exemple) est
disposé de fagon 3 8tre situé le plus possible du barycentre des autres sommet

Mais la seule facon d'obtenir un dessin du graphe conformé a des désirs



(alors que justement aucune information ne précisait quels étaient ces
désirs), est de disposer d'un terminal interactif, afin de pouvoir modifier
a sa guise, la disposition des sommets du graphe.

En général on utilise aussi 1'interaction pour se donner la possibilité
d'ajouter ou de supprimer des ar@tes ou des sommets du graphe. Dans ce cas
13 1'aspect du dessin est moins important, car alors on dispose d'un outil

puissant pour définir de nouveaux graphes ou en modifier d'anciens.

1.3.3. RENSEIGNEMENTS SUR LE GRAPHE

Comme nous 1'avons vu dans les paragraphes précédents on peut se
servir d'un graphe pour représenter un dessin. Quand on dessine un graphe
on veut donc pouvoir retrouver le dessin qu'il représente.

On se limitera ici & ce que nous avons appelé le "graphe des primitives"
dans le cas ou il n'y a que des relations de concentration entre les primiti-
ves. C'est le seul cas o@t 1'on puisse encore parler de dessin de graphe, car
le passage graphe-dessin est relativement simple, il suffit de remplacer le
dessin d'une aréte (en 1l'occurence un segment de droite) par le dessin de la
primitive qu'elle représente.

Le premier renseignement i ajouter est donc le nom de la primitive
associée 3 chaque aréte.

Mais cela n'est en général pas insuffisant.

En effet on ne dessine pas de la méme fagon un réseau PERT, un organigram-
me ou un Schéma de molécule chimique. Il faut tenir compte en?plus des con-
traintes propres au type de graphe 3 dessiner.

I1 est difficile d'isoler ces contraintes du contexte de 1'élaboration du

. ' . P .
dessin. C'est pourquol on est amené 3 concevoir autant d'algorithmes qu'il y a

de type de graphe & dessiner.



Par exemple pour dessiner un réseau PERT on placera les sommets de

gauche 3 droite de la source au Ppuits.

Pour dessiner un organigramme, on les placera de haut en bas

Mais une simple rotation de 90° ne permettra pas d'utiliser le méme

progranme de dessin d'un réseau PERT 3 un organigramme ou réciproquement,
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DESCRIPTION FORMELLE D'UN GRAPHE

2.1. PRINCIPES UTILISES.

2.1.1. MOTIVATIONS

Les moyens de décrire un graphe et d'y associer une représentation interne
pour le traitement machine, sont fort nombreux :

- matrice de connectivité ou d'incidence

- table des liaisons

- représentation avec des pointeurs : plexes
- représentatior. associative hashcodée

- modéles compacts comme le codage par un mot d'un langage algébrique

[s52].

Ces différents modéles présentent les mémes inconvéniants que la méthode
de classification en recomnaissance de formes : le graphe forme un tout; il
n'apparait plus la notion de structure que 1l'on avait dégagée avec la décompo-
sition en primitives.

D'autre part, ces graphes.que l'on veut décrire représentent des dessins.
Donc a certaines classes de dessins on devra associer certaines classes de
graphes. Tout comme les dessins appartenant a une méme classe sont consti-
tués a partir du méme ensemble de primitives, les descriptions des graphes
correspondants, devront comporter des &léments communs. C'est pour toutes ces
raisons que plusieurs auteurs ont proposé des systémes génératifs pour décri-

re des graphes, ou plus généralement, des familles de graphes.

2.1.2. GRAPHES ET GRAMMAIRES

Soit g une grammaire (pour le moment on ne précise ni la nature, ni la



forme de la grammaire).

La grammaire g produit un langage L(g).

Si 3 tout x, X E'L(g) on peut associer, i un isomorphisme prés un
graphe Gx appartenant 3 une famille de graphes 5%.

&t si, réciproquement, 3 tout graphe G, Gé_.% il existe un y, ye L(%)
unique représentant G, on dira que la famille de graphes. 3% est décrite par
la grammaire %.

Les propriétés que doivent avoir de telles grammaires sont les suivantes

1°/ Permettre de décrire, avec des moyens finis, un ensemhle in-

fini de graphes.

2°/ Donner, par le processus méme de génération, une structure du
graphe décrit, correspondant & la structure du dessin repré-—
senté.

3°/ Donner des moyens efficaces pour la reconnaissance, 1l'analyse,
l'interprétation et la génération des graphes et des dessins

qui y sont associés.
4°/ Permettre un codage trés économique du graphe, soit au moyen
de la description elle-méme, soit avec la liste des régles per-
mettant la génération de la description.
C'est en fonction de ces propriétés, qu'ont &té proposés les diffé-
rents modéles de grammaires que nous allons &tudier dans les paragraphes

suivants.

2.1.3. LES DIFFERENTS MODELES DE GRAMMAIRES

On peut classer les modéles de grammaires décrivant une famille de graphes
en trois catégories, qui, comme nous le verrons, sont inclues les unes dans les
autres

1°/ les grammaires de chafnes
2°/ les grammaires de structure

3°/ les grammaires de graphes.
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Les grammaires de chalnes produisent des expressions linéaires (chai-
nes) décrivant les graphes au moyen d'opérateurs unaires et binaires.

Tel est la notation P.D.L. (Picture Description Language) de A.C.
SHAW [41,42].

Les opérateurs utilisés ont été étudiés algébriquement, indépendemment

de la notion de graphe (R. MOHR [4ﬂ ).

Les grammaires de structure ont la particularité d'indiquer, dans les
régles de production, comment construire le graphe.

C'est ainsi que NARASIMHAN [30—34] a donné une grammaire produisant
les lettres de 1l'alphabet.

Ces grammaires ont &té& formalisées par FEELER DS,]%} sous le nom de
"Plex grammar".

Les grammaires de graphes produisent directement des graphes, 1'applica-
tion d'une régle de production consistant 3 remplacer un sous—graphe par un
autre sous—-graphe.

Ces grammaires ont été introduites par PFALTZ et ROSENFELD [38] qui leur
ont donné le nom de ''Web-grammars".

MONTANARI @9} a repris ce modéle et en a donné des applications interes-

santes.,

t

2.2. DESCRIPTION D'UN GRAPHE PAR UNE EXPRESSION PRODUITE PAR UNE GRAMMAIRE.

2.2.1. DEFINITIONS.
Soit G un graphe G = (S,A)
S l'ensemble des sommets

A ¢SxS ensemble des arétes



Si agAona a-= (oa,ea) et on dira que 0, est L'origine de a et e
Llextrémité de a.

A toute ard@te a du graphe, on associe valeur v(a) V. V est l'ensemble des
valeurs associées aux arétes du graphe.

Dansila description on identifie a par sa valeur v(a).

Pour décrire le graphe on définit un certain nombre d'opérations appelées
"conceténations'.

C2 ne sont pas 3 proprement parler des lois de composition, mais ces opéra:
tions renseignent sur la fagon dont deux ou plusieurs arétes sont connectées
entre elles.

Pour pouvoir définir les concaténations comme des lois de compositiom, il
faut donner 3 l'ensemble de toutes les ar@tes un support sur lequel les ar@tes
seront 2quivalentes, 3 un déplacement priés. MOHR EASJ.

La concaténation indique quelles sont les extrémités qui sont confondues
et définit, pour 1'ensemble des deux objets concaténés [arétes ou ensemble

d'ar8tes déja concaténés) une origine et une extrémité.

2.2.2. EXEMPLES DE CONCATENATIONS

Parmi toutes les définitions de concaténation possibles, nous donnerons

en exemple, celles retenues par A.C. SHAW [41,42]

e et O sont confondus, la nouvelle origine est Oa , la nou-
1 %2 1
velle extrémité e, -

2

(On remarquera 1l'analogie avec la somme vectorielle).
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0 et O sont confondus, la nouvelle origine est O (ou O_ ) et
a a a

1 2 1 2

la nouvelle extrémité est ea

a
1
1
/a/'
a
i
© a e
2
)
o
AT
ea et ea sont confondus, la nouvelle origine est Oa et la
1 2 1
nouvelle extrémité e (ou e )
a a
1 2
o a,
a]'/p“———_‘\“‘ﬁix\\\\\\\\i
0
e
aj
1%
)
2
°a
2
o
4°/ a ¥ a,
__________ ]
0 et O sont confondus d'une part, et d'autre part e et e
a, a, a a
2

le sont également.

La nouvelle origine est 0a (ou Oa ) , et la nouvelle extrémité ea (ou ea)
1 2 1 2



2.2.3. AUTRES OPERATEURS.

Pour faciliter la description du graphe, il peut &tre utile d'introduire
d'autres opérateurs, notamment des opérateurs unaires, opérant sur une seule
aréte.

Conme exemple, on peut citer 1'opérateur /, introduit par A.C. SHAW,
opérateur qui permet d'échanger 1l'origine et 1'extrémité.

Ces opérateurs peuvent également s'appliquer 3 des ensembles d'arétes

déji concaténées; ensembles oli 1'on a définit une origine et une extrémité.

2.2.4. DESCRIPTION DU GRAPHE.

A 1'aide des concaténations et des autres opérateurs, on décrit comment
les différentes arétes du graphe sont assemblées antre elles.

La représentation litérale des symboles de ces opérateurs et de leurs op
randes, les ar@tes, donne une expression qui est 1a description du graphe.

5

EXEMPLE,

Soit le graphe suivant :
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On peut le décrire par l'expression

(((((a)+a)wal) * (Ja)) * (/(((a,+ay) * (/a5) +a,))

Pour un graphe donné, la description n'est &videmment pas unique.

En revanche on démontre que tout graphe peut étre décrit par une telle
expression.

De plus, 11 n'est pas nécessaire d'utiliser tous les opérateurs précédemme
définis.,

C'est ainsi que, par exemple les trois opérateurs /, + et * sont suffi-

sants pour pouvoir décrire n'importe quel graphe SHAW [41,421, MOHR [AS]

2.2.5. GRAMMAIRES PRODUISANT LES DESCRIPTIONS DES GRAPHES.

On peut décrire un graphe par une expression qui est une chalne linéaire
de caractéres,

A une classe de graphes donnée, on peut donc associer 1'ensemble des expr
sions dé&crivant ces graphes, c'est-d-dire un ensemble de chalnes de caractéres

S'il existe une grammiire 9 produisant un 1angage<§f tel que<§§soit 1'en~
semble des chalnes de caractéres associé & une classe de graphe fﬁ on dira que

produit les descriptions des graphes appartenant & %Z

EXEMPLE 1-.

La grammaire hors-contexte % suivante, produit lesdescriptions de tous le

graphes dont les arétes sont étiquetées a_ ,a

] ou a

2 37
% = (Vn, Vs’ S,é%

0,}

VT = {(,) ;/;'*')*:a] 3aza33}
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2

S - a,
S - a,
¢ S - a,
o, /
02—> +
O3 > %

Cette grammaire produit toutes les expressions complétement parenthésé
que l'on peut construire avec les opérateurs binaires + et *, 1'opérateur

a, et a,_.

unaire [ et les opérandes a;, a, 3

Elle produit donc les descriptions de tous les graphes dont les arétes

> 3y et a3

sont étiquetées par a
EXEMPLE 2,

On peut également produire les descriptions d'une classe de graphes beaucoup
moins générale. La grammaire hors—contexte suivante produit les descriptions

des graphes représentant les réseaux électriques série-paralléle n'ayant comme

composants que des résistances (r) et des capacités (c)

g - (VN’VT’S’QS

avec vy = {8}
VT = {r:C,(,)a*:+}
éy : 1) S > (S +9)

2) S =+ (S=*28)
3) S » r
4) S > ¢
La grammaire produit 1'expression suivante :

(r+((r*c)+c)) * (c+((r*r)+r)
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qui décrit le schéma du rsseau

2.2.6. APPLICATIONS.

Les grammaires produisant les descriptiéns de gfaphes sont la plupart du
temps de type hors—contexte,

On peut doﬁc facilement réaliser des analyseurs syntaxiques reconnaissant
et analysant les expressions produites par ces grammaires. Parmi les symboles
que 1l'on retrouve dans ces expressions, il y a d'une part les opérandes repré-
sentant les primitives, et d'autre paft les opérateurs qui indiquent comment
les primitives sont assemblées entre elles.

Si par un procédé quelconque on peut d'une part recoﬁnaitre les primitive
d'une forme et d'autre part décrire comment ces primitives sont assemblées ent:
elles, alors grice a l'analyséur syntaxique on réalise un processus de recon-
naissance de forme.

C'est ainsi que SCHAW analyse les photographies d'expériences de physique
des particules dans une chambre a bulle [&1] donnant par 13 une application con

créte des grammaires produisant les descriptions des graphes.
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2.3. 5SRAMMAIRES DE STRUCTURE

2.3.1. PRINCIPE.

Comme pour la description des graphes avec des expressions, on utilise
notion de primitive
Mais, dans ce cas, les primitives ne sont pas directement assimilables aux
arétes du graphe, En effet, au lieu d'avoir pour chaque primitives deux
points particuliers, 1'un appelé origine, 1'autre appelé extrémité, ce qui
rend 1'analogie immédiate, on pourra, dans chaque primitive, particulariser
nombre n de points, n n'étant pas nécessairement égal i deux.

>'est en ces points que sont assemblé les primitives. Pour pouvoir asso
cier ie dessin obtenu i un graphe, il faut, au niveau de chaque primitive
ajouter les ar@tes reliant les différents points de connection,

3
Par exemple la primitive v 2 ayant trois points de connec-

1

tion pourra étre représentée par 1'un des graphes suivants
P

3
3 3
2
2 T3 of oS
2
1
1 1

2.3.2. DESCRIPTION DU DESSIN

Dans le formalisme utilisé pour décrire un dessin 3 1'aide d'une gramma:
de structure, les symboles terminaux représentent les primitives, et les
symboles non terminaux représentent les parties du dessin de plus haut niveat

Les différents symboles de la partie droite d'une régle de production
correspondent aux constituants du dessin défini par le ou les symboles de

partie gauche,
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La description des concaténations des différentes parties du dessin
entre elles, est donnée par une extension des régles de production ; 3 1a
suite des symboles terminaux et non terminaux, en partie droite et en partie
gauche, on adjoint une liste des points de connection, ainsi qu'une table de
correspondance entre les points de connection de la partie droite et ceux de
la partie gauche,

Dans le cas d'une régle hors contexte

A — X
od A est un symbole non terminal et X une chaine de symboles terminaux et de

symboles non terminaux, la ré&gle &tendue sera

AAA____,X wXA

AA est la liste des points de connection de A

by est la liste des points de connection entre toutes les primitives ou partie
du dessin représent&s par les symboles de X.
AXA est la table de correspondance entre les points de connection des éléments

de X et ceux de A,

2.3.3. EXEMPLE DE DERIVATION

NARASIMHAN [}OJ, dans le cadre d'un systéme de reconnaissance de caractéres,
donne une grammaire qui permet de décrire et de reconnaltre les lettres de

?
1'alphabet.

Par exemple pour définir la lettre A on utilise les trois primitives sui-

vantes : 1
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Les régles de production sont

1) A 5 INV . h
2) INV — r « l

L'extension de la deuxiéme régle est :

INVA — Tl v, A r.1 INV
NV

avec 123
INV = (1,2) il reste dans INV deux points de connection
étiquetés 1 et 2
Ur.1 = (11) r et 1 sont connectés de fagon 3 ce que les
les points de connections s de r et s de 1
soient confondus
1 > 2(r) le point de connection s de INV est le point
A =
[} IL‘ -
r.l IXV 2 > 2(1) de connection 2 de r

Le point de connection 2 de INV est le point

de connection 2 de 1.

Pour simplifier, on peut &crire la régle de production sans qu'il n'y

ait aucune ambiguité

INV(1,2) - r.l (1132:2)
ol dans la parenthése de partie droite on trouve d'abord wr.l puis pour chaque
primitive de partie droite le point de connection correspondant au poit de
connection précisée dans la parenthé@se de partie gauche.

NV est donc représenté

INV 1 2

L'extensicon de la premiére régle est

A A > INV.h Y

INV.h INV.h A
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AA est vide, car A représentant le dessin final, ne contient plus de points de
connection,

I1 est donc de méme pour[ﬁ§Nv‘hA

Vv o (11,23) c'est-a-dire les points de connection 1 de INV et | de h
sont confondus, ainsi que les points de connection 2 de INV

et 3 de h,

La regle de production peut donc s'écrire

A — > INV,h(11,23)

Et le dessin produit est

Y

2.3.4. COMPARAISON AVEC LES GRAMMAIRES DE CHAINE

Tout ce que 1l'on peut décrire par une grammaire de chaine, peut &tre décrit
par une grammaire de structure.

En effet une primitive, dans une grammaire de chaine, avec ses deux extré-
mités o et e, est une primitive, dans une grammaire de structure, ayant deux
points de comnections o et e.

Quant aux lois de concaténation utilisZes dans les grammaites de chalnes,
elles peuvent étre décrites dans les grammaires de structures au moyen des

extensions des régles :

1) c — a+b

devient
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30,38,)

o]

devient
clo e) ~ a:b(e_ e ;0 5e)
3), ¢ > a=*hb

devient

c(ocec) > a - b(oaob;ea

Donc tous les dessins que 1l'on peut décrire par une grammaire de chaine, p
vent etr. décrits par une grammaire de structure.

Réciproquement, pour tous les exemples de dessins décrits par une grammair
de structure que l'on connait, on a trouvé des descriptions produites par une
grammaire de chaine. Mais on ne peut cependant pas généraliser et 1'on pense ma

gré tout que le formalisme des grammaires de structure est plus puissant que ce

des grammaires de chafine

2.4. GRAMMAIRES DE GRAPHE

2.4.1. PRINCIPE
Les grammaires produisant des chalnes de caractéres décrivant les graphes
sont des grammaires génératives de type hors—contexte.

Les grammaires de structure n'apportent qu'une extension au niveau des régl

de production.
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Avec PAVLIDIS [35,36] d'une part, PFALTZ et ROSENFELD [38] d'autre part,
apparait un formalisme assez différent. En effet, ce que 1'on produit, ce n'est
pas une description du graphe, mais c'est le graphe lui-méme.

L'axiome de départ, est un ensemble de graphes initiaux.

Tous les graphes ont leurs ar8tes et leurs sommets étiquetés, les étiquettes
étant des &léments des vocabulaires : vocabulaire terminal et vocabulaire non
terminal.

Le graphe produit est un graphe dont toutes les arStes et tous les sommets
sont étiquetés par des éléments appartenant au vocabulaire terminal.

Si au cours d'une dérivation un graphe n'a pas tous ses sommets et toutes
ses ar@tes étiquetés par des symboles terminaux, on peut &ventuellement appliques
une régle de production.

Dans une régle de production, il y a :

- d'une part deux graphes

le graphe de la partie gauche qui doit au moins avoir un sommet

ou une aréte étiqueté par un symbole non terminal
et le graphe de partie droite
- d'autre part un ensemble de régles d'imbrication et de conditions
d'application de la régle.

Pour pouvoir appliquer une régle de production i un graphe G, il faut :

1°/ que la partie gauche de la rdgle soit un sous-graphe de ¥

2°/ que les conditions d'application de la régle soit remplies
t

L'application proprement dite de la ré&gle consistant i remplacer le sous-gr:
partie gauche par le sous-graphe partie droite, tout en respectant les régles d':

brication.

Ce formalisme sera précisé et défini dans le chapitre suivant.
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2.4.2. EXEMPLE DE GRAMMAIRE DE GRAPHE ET DE DERIVATION.

On donne, en exemple une grammaire produisant toutes les représentations
des schémas des molécules chimiques possibles (indépendemment de toute exis-
tence vérifide expérimentalement par des chimistes).

Les &léments du vocabulaire terminal sont d'une part les symboles atomique
(étiquettes des sommets du graphe) et d'autre part 1,2 et 3 (étiquettes des aré
tes signifiant liaison simple, double ou triple).

Les €léments du vocabulaire non terminal, ne sont que des étiquettes de sc¢

mets : MJ’MI’MZ’MB’MA'

Le 2raphe initial ou axiome est .Mg

Les régles de production sont données par les dix schémas de régle suivant

1) Mi — M+ 1 M] 0<i<3
1 l . 1L

2) Mi e Mi+7 2 M2 0<i<2
—
3) M, — Mi“’.L 3 4M3 ogi<]

Pour ces trois schémas de régle il n'y a pas de condition d'application.
Les régles d'imbrication sont les suivantes

- Le sommet de partie droite &tiqueté Mi (M.

+1 M.+3) est le méme que

1+2°71
1'unique sommet de partie gauche.

~ Le sommet étiqueté M](MZ,M3) est un nouveau sommet,

Les autres régles sont les suivantes

4) M. M, > M. 1 M. . 1<i<3

5) M. M, N M, 2 M. 1<i<2
ol o] 1+;2_______4 J+2 ];jf__z
6) %1 ?] -> M4 3 M
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Pour ces trois schémas de régle la condition d'application est la suivante :
les sommets de la partie ne doivent pas &tre connexes dans le graphe a dériver.

Les régles d'imbricationsont immédiates : on crée une nouvelle arlte entre
les deux sommets et leurs &étiquettes deviennent celles de la partie de droite.

Enfin les derniéres ré&gles sont les suivantes

7) M, —, H/Li/Na/F/C¢ ..... atomes de valence 1

1

8) M, —> Be/Mg/Ca/0/S...... atomes de valence 2
9) M3 —> B/A1/N./ps.vvs..., atomes de valence 3

10) M4 —>» C/S1/Ti,.evvevs.., atomes de valence 4

Pour ces quatre derniers ensemhles de régles de production il n'y a pas de

condition d'application, et les régles d'imbrication sont immédiates.

EXEMPLE DE DERIVATION

Mo
¥ régle 1
M].A, 1 Ml
¥ régle 1
M]¢_¥ 1 gz 2 jy]
¥ régle 1

régle 1

-

es osa

régle |

“
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M M

e o se v e -

<

en ne dessinant pas les liaisons avec les atomes hydrogéne.

Comme autre exemple de grammaire de graphe on peut donner celui de la gramma
re décrivant des organigrammes dans l'article de KNUTH et FLOYD [48]

Le graphe initial est <progfamme> ou P.

Les étiquettes des sommets sont les suivantes

symboles terminaux EJ] @ DEBUT FIN

symboles non terminaux <programme> ou P
1 4 L]



1)

2)
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<instruction> ou 1!

<instruction>de base ou B

<instructi

on conditionnelle>

<instruction d'itération> ou

Les &tiquettes des arétes sont des

Les régles de production sont

P - DEBUT

FIN

oul

symboles terminaux :

ou C
iT
OUI et NON.
iT
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f .
i oul i
non
! ]f‘ w

2.4.3, COMPARAISON AVEC LES AUTRES GRAMMAIRES.

6)

Avec le formalisme des grammaires de graphe on peut générer tous les graphes
appartenant aux ensembles de graphes décrits par des grammaires de chaine ou des
grammaires de structure,

On remplace dans chaque régle de productior. la description du graphe ou de
la partie du graphe, par le graphe lui-méme.

Par exemple une régle d'une grammaire de chafne telle que:

c — a+hb '///’;?’——-—.

devient
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la régle d'imbrication étant que les sommets étiquetés 1 ou 2 en partie gauche
et en partie droite se correspondent, le sommet étiqueté 3 &tant un nouveau
sommet .

La grammaire produieant des cescriptions de réseaux série-paralléle donnée
en exemple au paragraphe2.2.5, peut 8tre transformée en une grammaire produi-

sant directement des réseaux serie-paralléle :

5

v"“ﬁi\\.

graphe initial

régles de production :

Les étiquettes des sommets indiquent les régles d'imbrication :
la méme étiquette en partie gauche »t en partie droite indique qu'il s'agit du
méme sommet dans le graphe; un sommet non étiqueté en partie droite indique un

nouveau sommet

2) 1./—’\ ) . /?\2
1

3) Le—>—, > .

4) TN,
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Pour ces quatre régles, il n'y a aucune condition d'application.

Dans le cas d'une r&gle d'une grammaire de structure

INV(1,2) r.1(11;2;2)

¢ 1 1
2 2
3
3
On aurait
t/\e
val IIgV2
r e
et pour

A —= INV,h(11,2 3)

on aurait

A - INV h h INV

- - —e 2

-

A une primitive i n points de connections, correspond un graphe & n sommets.
L'extension d'une ragle de production d'une grammaire de structure précise quelles
sont les régles d'imbrication de 1la régle de production de la grammaire de graphe
correspondante.

Il n'y a donc aucune difficulté pour produire avec une grammaire de graphe,
les graphes décrits par une grammaire de chafne ou une grammaire de structure.

Réciproquement, il est plus difficile de passer d'une grammaire de graphe

3 une grammaire de chafne ou une grammaire de structure.
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En effet, dans les régles de production, il faut remplacer les graphes de
partie droite et de partie gauche par leur description. Or pour un graphe donné,
il n'existe pas une expression unique permettant de le décrire avec les opéra-
teurs + * et /, et il en est de méme en ce qul concerne les extensions des ragles
des grammaires de structure.

Pour chaque ré&gle de procuction, il y aura plusieurs "traductions" possibles
et 1'ensemble de la grammaire va manquer de cohérence,

IL est également difficile d'exprimer au moyen du formalisme des grammaires
de chaine et des grammaires de structure, les conditions d'application d'une régle
De méme pour respecter les régles d'imbrication, il peut &tre nécessaire d'intro-
duire de nouvelles primitives qui n'apparaltrons plus dans la description finale
du graphe.

Le formalisme des grammaires de graphes, est le formalisme le plus général qui
qui permette de décrire et méme de produire directement des graphes.

On peut avec les grammaires de graphe faire tout ce que 1'on fait avec les
autres formalismes,

On abordera dans le chapitre suivant, une étude plus appronfondie de ces
grammaires,

Mais, comme on le verra, ce que 1'on gagne en généralité, on le perd en
efficacité au niveau des applications notament en ce qui concerne 1'analyse syn-

taxique.






CHAPITRE
111






GRAPHES ET LANRARES

3.1. REMARQUE PRELIMINAIRE.

Dans cette partie, on définit des graphes renseignés sur les sommets
et sur les arétes, et on généralise 1la notion de grammaire de chaine i la
notion de grammaire de graphes.

Ces grammaires correspondent aux 'Web-grammars' introduites par PFALTZ
et ROSENFELD [35]. On a cependant adopté des notations plus générales pou-
vant s'appliquer & tous types de graphes : orientés, non orientés, rensei-
gnés, etc....

L'exemplg de la grammaire permettant de produire les graphes planaires
sans isthmes a &té &tudié par MONTANARI [2?].

C'est 3 partir de cette grammaire que dans le chapitre suivant on étudi-
ra les problémes de 1'analyse syntaxique. On a donc repris les démonstrations

concernant cette grammaire de fagon 3 pouvoir introduire plus aisément les al-

gorithmes d'analyse.

3.2. DEFINITIONS
3.2.1. GRAPHE RENSEIGNE

DEFINITION.

Soit V un ensemble fini appelé vocabulaire de renseignements, et soient

Vs et V, deux sous-ensembles non vides de V, non nécessairement disjoints,

A
tels que Vsk)VA = V, appelés respectivement vocabulaire de renseignements sur

les sommets et vocabulaire de renseignements sur les arétes.

On dit que G est un graphe renseigné par V si G est un quadruplet ainsi
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défini :
G = (S,A,fs,fA)
1°/ S est un ensemble (non nécessairement fini dans le cas général) appe-
1é ensembie de sommets.
2°/ A est une partie de SxS appelée ensemble des arétes
3°/ fS est une application partout définie de S dans V...

S

4°/ fA est une application partout définie de A dans VA'

EXEMPLE et REPRESENTATION.

Soit V =ViUV, avec V. = {a,b,c,d}
et VA = {c,d,e,f}
et soit
G = (S,A,fs,fA)
avec
5 = 15,,5,,5,,5,)
A=

1(8458,),(5555),(8,,5,),(5,,5,),(55,5,)}

fs ainsi définie fS(Sl) = a
£,(5,) = b
fS(S3) = c
fS(SQ) =d
fA ainsi définie fA((Sl’SZ)) =c
£,((3,,8,)) = d
fA((SZ’SB)) = e
fA((SZ’SA)) = f ?
=d



- 41 -

Le graphe G sera représenté de la fagon suivante

CAS PARTICULIERS DE GRAPHES RENSEIGNES.

Si Card(VA)=l et Card(VS)>l, le graphe est renseigné uniquement sur les

sommets,

Si Card(VS)=1 et Card(VA)>1, le graphe est renseigné uniquement sur

les aretes.

Si Card(VS)=l et Card(VA)=l le graphe n'est pas renseigné.
La plupart des graphes utilisés dans les applications, peuvent &tre aisé-
ment définis comme étant des graphes renseignés

- réseaux PERT
— représentation de schémas de circuits électriques
- représentation de schémas de molécules chimiques

- etc,...,

SOUS-GRAPHE RENSEIGNE.
DEFINITION [46]

Soit G un graphe renseigné par V G =(S,A,fA,fs) et G' un autre graphe ren-
seigné par le méme V G' =(S',A',fé,,fA,). On dit que G' est un sous-graphe ren-

seigné de G si
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1°/ s'cs

20/ Al = (S'XS')nA

3°/ pour tout seS' fé,(s) fs(s)

4°/ pour tout agA' fA,(a) = fA(a)

¢

On dit que G' est un graphe partiel de G si
1°/ 8" =8
2°/ A'c A

3°/ & 4°/ comme ci-~dessus

EXEMPLES

Si G est le graphe précédemment donné en exemple,

le graphe a
c d
b (4
e
est un sous—graphe renseigné de G, S' = {51,52,53}
Le graphe

est un graphe partiel de G. A' = {(s],sz),(s],s3),(53,54)}.



Enfin le graphe

est un sous-graphe partiel de G, avec S' = {51,52,83}

et A' = {(s],sz),(sl,s3)}
GRAPHE RENSEIGNE NON ORIENTE.
DEFINITION
Soit G un graphe renseigné par V G = (S,A,fs,fA)

On dit que G est non orienté si, quel que soit sie:S et quel que soit Sje.P

on a

1°/ (si,sj)eA<———> (sj,si)eA
2°/ (siys;) EAc—s (sj,si)¢A
3°/ (sirs)e & — fA((si,sJ.)) = £, ((s558:))
On représentera les deux arétes (si,sj) et (sj,si) par une seule aréte,
en indiquant qu'une seule fois le renseignement commun.
Pour simplifier, on appelera par la suite graphe, un graphe renseigné non

orienté, fini.

Exemple de graphe
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3.2.2. GRAMMAIRE DE GRAPHE

DEFINITION
Une grammaire de graphe g est un triplet
| g = (V,I,R) ot
1°/ V est un ensemble fini, non vide, appelé vocabulaire de renseignements.

V est constitué des sous—ensembles vs’vA’Vi’VN’VSN’VST’VAN’VAT ainsi définis

VSL’VA =V

V, est un ensemble,non-vide, appelé vocabulaire de renseignements sur les sommet

S

VS = VSNL’VST avec VSN non vide

et VSNnVST = @

VA est un ensemble, non vide, appelé vocabulaire de renseignements sur les arét

v

A VANUVAT avec V) NV, =9

Vr

VST\)VAT est le vocabulaire des renseignements terminaux,
ou vocabulaire terminal

vy = VSNL}VAN est le vocabulaire des renseignements non termi-
naux, ou vocabulaire non terminal.
(Par la suite on représentera par des lettres de 1'alphabet minuscules les &lé-

ments du vocabulaire terminal et par des lettres majuscules les &léments du

vocabulaire non terminal).

2°/ I est un graphe , appelé graphe initial. C'est un graphe 3 un seul somme

renseigné par "S", SeV (V.. n'est pas vide, par définition, il contient

SN SN

au moins S).

3°/ R est un ensemble fini de régles de production.Une régle de production

r est un triplet
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sont deux graphes renseignés par V,

y est une application (pas nécessairement partout définie) de S dans S .

Application d'une régle de production
Soit r = (a ,8 , y) une régle de production et soit G = (S,A,fs,fA) un
graphe.
Pour pouvoir appliquer la régle r au graphe G, il faut :
1°/ que o soit un sous-—graphe partiel de G. ]
2°/ que tous les sommets de o pour lesquels 1'application y n'est pas
définie, aient le méme degré que les sommets correspondants de G. En effet si
ces sommets avaient dans G des degrés supérieurs, les arétes dont ces sommets
étaient 1'une des extrémités, et qui n'appartenaient pas au sous-—graphe a,
n'auraient aprés application de la régle pas d'extrémités correspondantes.

L'application de la régle r au graphe G, consiste i transformer ce graphe

G en un graphe G' ainsi défini :

G' = (S',A',fs,,fA,) avec
1°/ S' est formé de tous les sommets de G sauf des sommets du sous-graphe a,
auxquels on ajoute ceux de g. Les sommets de S, appartenant au sous—graphe a,
pour lesquels 1'application y est définie, sont remplacés par les sommets cor-=

respondants (par l'application y) de 8. !

2°/ A' est {ormé, d'une part des arétes appartenant i A, mais n'appartenant
pas a Aa’ et d'autre part des arétes appartenant a AB.
Certaines arétes, appartenant pourtant 4 la fois 3 A et 2 A' n'auront pas les

memes extrémités dans les deux cas.,
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a) $i s; et sj appartiennent & S sans appartenir & Sa alors
(Si'sj)eA = (si,sj)eA'
[s31 = 1
b) Si s, et sjes, s; ¢ Sa et Sj eSa alors (si,sj)eA = (si,y(sj))eA
<4 .
c) $i s et Sj eS si,sjeSa et si (si,sj)eA sans que (si’sj)eAa alors
(Y(Si) ’Y(Sj))eA'

!

d) dans ce dernier cas si (si,sj)¢Aa alors (Y(Si) ,Y(sj))eAme(jy(si) ,Y(sj

.1 = 1
e) si s;€8, siesa, sjés, sjes alors ((Si)’sj) eAB ~>(y(si),sj)€A

B
.9 N t
f) si Si'sj¢SB i Sje'SB alors si (si,sj)c:,AB alors (si_,sj)e-_A .
3°/ Pour tout seS'
fS,(s) = fs(s) si seS et sésa

fs,(S)

f_ (s) si1 seg8

S8 B

4°/ Pour tout (si,sj)eA'

fAv((Sigsj)) fA((si’Sj)) si (Si,sj)EA ’ (Si’sj)ﬁA(x

|

fA.((si,53)) = fAB((si,sj)) si (si,sj)GIAB

s. et ¢, &tant les correspondants dans S, Sa ou S_ de si et 53,

B

REMARQUE

Dans les cas b) et ¢) ci-dessus on voit que si Si(ou sj)é.S si(ou sj)egsa
pour que l'on puisse appliquer la régle, il faut que 1'application y soit dé-
finie en s; (ou Sj) dans le cas ol si(ou sj) est 1l'extrémité d'une aréte n'ap-
partenant pas & Aa' Si 1'application y n'est pas définie en de tels sommets, il
ne faut pas qu'il existe de telles arétes., C'est pourquoi tous les sommets de o
pour lesquels 1'application y n'est pas définie doivent avoir le méme degré que

les sommets correspondants de G,
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EXEMPLE D'APPLICATION,

Soit G le graphe suiyant ;

et soit r = (a,B,Y)

avec

(12 (13

Y ainsi définit : Y(az) =
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@ est un sous—-graphe partiel de G ; une premiére fois si on considére les
sommets sl,sz,s3 et les arétes (s],sz), (31,53),(52,53), et une seconde fois
s1 on considére les sommets Sgs5,,5, et les arétes (35’82)’ (55,34),(32,84).

L'application y n'est pas définie pour le seul sommet o de o, I1 faut donc
le sommet correspondant dans le graphe G ait le méme degré, c'est-i-dire 2. Ce

n'est le cas que pour le premier des deux sous- graphes, , et c'est donc 13

que 1'on va appliquer le régle, et 1'on obtient le graphe G' ;

a —
s! s
7
d f
D E A
°3
59
b
F E a
°6/ b
S S ¢
S —
C D A
NOTATIONS
On notera G - G' 1'application de la régle r a G,
. . * .. .
On dira que F dérive de E, et on notera EvgvdF si 11 existe une séquence de
graphes Gl’GZ"""Gn’Gn+l et une suite de régles deé? TiaTgseceesT tels
que E = G] F= Gn+l et pour tout i = 1,...,n
G, —— G,
1 r 1+1

La suite des régles (r],...,rn) s'appelle une dérivation
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3.2.3. LANGAGE PROBUIT PAR UNE GRAMMAIRE.

DEFINITION.
Soit ? une grammaire de graphe
é§= (V,1,R)
Le langage produit par la grammaire g est un ensemble de graphes Lg -
Lg = (G = (S, A, £,f,) / (1 ——g—»c)
A ( pour tout seS, fs(s)eVST)

A (pour tout a €A, £, ) e V,o) )

AT
GRAMMAIRES de GRAPHES EQUIVALENTES
DEFINITION

On dit que deux grammaires de graphes sont équivalentes si elles produisent

le méme langage,

GRAMMAIRE de GRAPHE SOUS-CONTEXTE,
DEFINITION,

Soitg = (V,I,R) une grammaire de graphe,

On dit que ~?est une grammaire de graphe sous-contexte, si pour toute régle
reR, r = (a,B,y) 1il existe un sommet peg Sa tel que le sous-graphe obtenu
en enlevant au graphe g le sommet p soit un sous—-graphe de B8, que Yy restreinte

3 1l'ensemble des sommets de ce sous=-graphe, soit 1'application identique ( ¥y

est donc définie pour tous ces sommets) et que card(Sa) < card(SB)

EXEMPLE
La régle suivante est une régle sous-contexte b e c
b — € c 81 B2
Y(Otl) =
a H 8 ' D ¢ B Y s Y(az) =
Y(Ol3) =
B
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PROPRIETES DES GRAMMAIRES DE GRAPHE SOUS-CONTEXTE

1°/ L'ensemble des sommets crééds au cours d'une dérivation peut €tre repré-
senté par une arborescence.

En éffet, chaque fois que 1'on applique une ré&gle r, il n'y a qu'un seul
sommet qui est "modifié".

On donnera comme descendants de ce sommet, tous les nouveaux sommets ap-—
paraissant dans Sget qui n'appartenaient pas i S

Par exemple en appliquant la régle ci-dessus, on aurait :

A

B % 9, A

2°/ Le probléme est de savoir si un graphe donné appartient ou non au langag

produit par une grammaire donnée est calculable.

En effet au cours de la dérivation, ni le nombre de sommets, ni le nombre
d'aré@tes du graphe que 1'on construit ne décrolt.

Les vocabulaires de renseignements sur les sommets et sur les arétes étan
finis, le nombre de régles de production de la grammaire étant également fin
il n'y a qu'un nombre fini de dérivations permettant de produire des graphes
ayant le méne nombre d'ar@tes et le méme nombre de sommets que le graphe con

déré.

REMARQUE.
Dans le cas des grammaires de chalne, on a la propriété suivante: Pour to

grammaire ol toutes les ré&gles de production ont une partie droite de longue

plus grande que celle de la partie gauche, il existe une grammaire sous-cont
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te équivalente [47].

Cette propriété, qui est en quelque sorte, la réciproque de la propriété
2, n'est pas vraie pour les grammaires de graphe.

Cela est dii au fait que, lorsque une méme ré&gle r peut s'appliquer en plu-
sieurs endroits du graphe G (il existe Pplusieurs sous-graphes partiels de G
isomorphes # o) on ne peut pas, comme on peut le faire avec les grammaires de
chaines, appliquer indifferemment en 1'un quelconque de ces endroits la régle,
pour finalement produire le méme graphe,

Dans le cas des grammaires de chaines on dit que la grammaire est ambigue et
pour différencier les dérivations on introduit des notions telles que dériva-
tion la plus & gauche.

Pour les grammaires de graphes on ne peut pas parler de dérivation la plus
3 gauche car il n'existe, en général, aucune relation d'ordre entre les sommets
ou les arétes du graphe.

Mais surtout, le fait d'appliquer une régle 3 un sous-graphe plutdt qu'ad un
autre peut avoir des conséquences pour la suite. On peut par exemple en appli-
quant la régle au premier sous—graphe modifier le second et de ce fait on ne
pourra plus appliquer la régle au second sous-graphe.

Donc on ne peut pas dire qu'en remplagant une régle pas une séquence de
régles sous-contexte (par exemple mais en fait c'est général) dans une gram-

maite on obtient une grammaire équivalente.

EXEMPLE DE GRAMMAIRE DE GRAPHE SOUS-CONTEXTE.

= (V,I,R)

aQ
|

avec V = VSU VA

Vg = {s,A,B,C,a,b,k}
Ven = {s,A,B,C}
v = {a,b,c}

ST
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A
. B
1) a 8 B : 24 R
% B C
A
2) o
BZOLZ ) c
3) o @Ql B : gBl Y o: y(al) =
4) o §01 B : 981 Yy i v(a)) =
5) a Qa B : Sg YlY(dl)=

Exemple de graphe généré

Y

Y(Gl)

Y(az) =

Y(a3)
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On obtient ainsi une classe de graphes maximaux planaires & n sommets (n23
si ny4 deux sommets ont un degré égal & trois
deux sommets ont un degré égal & n-1
les n-1 autres sommets ont un degré égal & guatre

L'arborescence représentant 1'ordre de génération des sommets est la suivante:

(on ne représente que les renseignements
des sommets).

GRAMMAIRE DE GRAPHE HORS-CONTEXTE

DEFINITION
Soit‘é? = (V,I,R) une grammaire de graphe.
On dit que(giest une grammaire de graphe hors-contexte, si pour toute régle

rdeR r = (a,B,y), ¢ est un graphe 3 un seul sommet p et tel que

fsofp) €Vey

EXEMPLES DE GRAMMAIRE DE GRAPHES HORS-CONTEXTE

1) Grammaire permettant de produire les arbres binaires

g = (V,I,R)

v=vyv,

Vg = {s,s} Ven = {s} Vor = {s}
Vo = Var = lel Vg = o

I =25
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R ensemble des régles de production

]
S
B1
1) o e B : v ot Y(al) = B]
a] S 82 83 S
¢
S S
2) a i e B : . Y:Y(Ot])=31
) By

Exemple de graphe généré

2?/ Grammaire permettant de produire les arborescences représentant les déri-

vations d'une grammaire de chaine hors—-contexte

g = v,1,R)
Soit G = (Vn,VI,S,fP) une grammaire de chalne hors-contexte
VN : vocabulaire non terminal

VT : vocabulaire terminal

S eVN

\S : ensemble des régles de productions du type

ou C. » D.E
] ]

avec Ai’Bi’Cj’Dj’F‘j eVN et aieVT

i

% est ainsi définie :

Vv = VSUVA
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Vs = VoY Vg1

Vg = Vy = 5{‘/ XeVy )

Vop = Vo UV

Vy = VAT = {e} Van = ()
I

R ensemble des régles de productions comprend :

1°/ toutes les régles de la forme A

Q
Qe
— )..0.1

<

<

~

Q

~

1

™

i
2°/ toutes les régles de la forme j
a:?JT B 545 T Y i v(a) = B,
a ] 2 % j

. . ®
si C, - DjEj est une régle appartenant a VL

GRAPHE INDIRECTEMENT PRODUIT PAR UNE GRAMMAIRE

DEFINITION

Soit G = (S,A,fs,fA) un graphe appartenant au langage ngproduit par une
grammaire de grapheg.

Soient VST et VAT les vocabulaires terminaux de la grammaire. Pour tout

seS, fs(s)ev et pour tout aeA fA(a)c—,V

ST AT’
: t t -
Soient VST et VAT deux sous—ensembles de VST et VAT
\] 1
Vst € Vst Var € Var

On dit que le sous-graphe partiel de G, G' = (S',A‘,fs,fA) si i1 existe
est indirectement produit par la grammaire Qgsi

o ] 1
1°/ pour tout se¢$ fs(s) VST
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et pour tout seS et s & S' alors fS(S) @VéT

2°/ pour tout agA' fA(a)e_VA

et pour tout acA et a € A' alors fA(a)eVAT

!
REMARQUE.

31 la grammaire % ne produit que des graphes renseignés sur les sommets
(ce qui est le plus courant), le graphe G' indirectement produit par %?
est le sous-graphe de G restreint aux sommets renseignés par des &léments
de VéT et aux arétes reliant de tels sommets.

lLa notion de graphe indirectement produit par une grammaire a été intro-
duite pour pouvoir conserver les propriétés de calculabilité de certaines
grammaires (tout comme pour les grammaires on introduit des marqueurs en
bout: de chalne pour les grammaires de chaine). On évite ainsi, d'avoir i
supprimer certains sommets ou certaines ar8tes "auxiliaires'" utilisées au
cours de la dérivation.

Nous verrons dans les paragraphes suivants les exemples de telles grammaire

3.3. EXEMPLES DE GRAMMAIRES DE GRAPHES
3.3.1, RAPPELS SUR LES GRAPHES PLANAIRES ET LES GRAPHES SEPARABLES.

On peut donner plusieurs définitions des graphes planaires, quisont toute:

équivalentes,

DEFINITION TOPOLOGIQUE.

Un graphe est planaire si on peut le dessiner sur le plan ou sur la sthére

de fagon & ce qu'on n'ait aucune intersection d'ar@te en dehors des sommets

DEFINITION DE KURATOWSKY

Un graphe est planaire si et seulement si, il ne contient pas de sous-
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graphe '"partiel” (au sens large, c'est-a-dire que les arétes sont, soit

des aré@tes du graphe, soit des chaines) ayant 1'une des formes suivantes

K K
3,3 5
DEFINITION DE MAC LANE
Un graphe est planaire si et seulemnt si, on peut trouver une collection
de cycles de base tels que chaque aréte est prise au plus deux fois dans

cette collection.

DEFINITION DE WHITNEY. Un graphe est planaire si et seulement si, il

un dual au sens de Whitnevy [57] . Ce dual est un

graphe, qui n'a de sens que pour les graphes planaires, est un graphe ob-
tenu 3 partir d'une représentation plane du graphe. A chaque face (surface
du plan limitée par des arétes du graphe) on associe un sommet, et il y a

t
une aréte entre deux sommets si les deux faces sont adjagantes.,

EXEMPLE DE GRAPHE PLANAIRE ET DE SON DUAL.
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PROPRIETE,

Soit n le nombre de sommets d'un graphe planaire, et n_ son nombre

d'arétes, n; et n; ceux du dual,on a ;

GRAPHE SEPARABLE,
DEFINITION,
Un graphe connexe G est séparable si il contient deux sous-graphes F1

et F, ayant au moins une ar@te, et tels que

soit a F

-~ toute aréte de G appartient soit i Fr, 2

—~F] et F2 ont exactement un sommet en commun appelé sommet de coupure

EXEMPLE DE GRAPHE SEPARABLE

p est le sommet de coupure

Si un graphe connexe n'a pas ces propriétés, il est dit ™non séparable”.
Si un graphe séparable est planaire, on a la propriété suivante
I1 existg un sommet P tel que sa séquence de faces contienne plus d'une
fois la méme face. (On appelle séquence de faces d'un sommet P d'un graphe
planaire, la suite des faces que 1'on rencontre en tournant autour de P
duns le sens des aiguilles d'une montre, et en partant de 1'une quelconque

des faces).
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La réciproque est Egalement yraie, c'est-a~dire que cette propriété
caractérise les graphes planaires séparables,

La démonstration est immédiate, en construisant une courbe fermée
passant par P, entiérement contenue dans une face et séparant le graphe

en deux sous—graphes,

DECOMPOSITION DES GRAPHES SEPARABLES,

Si un graphe est séparable, on peut le décomposer en deux sous-graphes
F] et F2 qui n'ont, en commun, qu'un seul sommet.

Ces deux sous-graphes, ou 1'un d'entre eux, peuvent a leur tour, &tre
séparables et décomposés en deux, et ainsi de suite, jusqu'd ce que 1l'on
n'ait plus que des graphes nén séparables.

Un graphe séparable peut donc €tre décomposé en n sous-graphes non sé-

parables,

EXEMPLE

La structure du graphe ainsi décomposée, est une structure d'arbre.
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GRAPHE AVEC ISTHMES

DEFINITION

On dit qu'un graphe est un graphe avec isthmes, si dans sa décomposition
en sous—graphes non séparables, un au moins de ces sous—graphes est réduit
& une aréte appelée isthme,.

§1 ce n'est pas le cas on dit que le graphe est sans isthmes.

PROFRIETES

- un isthme est une ar@te qui n'appartient 3 aucun cycle,

- dans le cas des graphes planaires, on démontre qu'un graphe planaire
est un graphe avec isthmes, si et seulement si, il existe une aréte

(p,q) adjagante des deux cotés 3 la méme face.

COURBE DE COUPURE D'UN GRAPHE PLANAIRE
DEFINITION

Jn appelle courbe de coupure d'un graphe planaire, si elle existe, une
courbe plane fermée, ayant les propriétés suivantes

1°/ La courbe ne coupe la représentation planaire du graphe qu'aux

sommets,

2°/ Les différents segments de la courbe (parties de la courbe com~

prises entre deux sommets) appartiennent 3 des faces différentes.

EXEMPLE




Une courbe de coupure d'un graphe planaire, induit une partition de
1'ensemble des sommets ( d £ i
resp.des faces) du graphe en trois classes :

[+]
1°/ La classe des sommets (resp.des faces) frontiéres : ceux qui sont

sur la courbe

(=3
2°/ la classe des sommets (resp.des faces) intérieurs : ceux qui sont

o e s
a l'intérieur de la courbe

[+
3%/ la classe des sommets (resp.des faces) extérieurs : ceux qui sont

d 1'extérieur de la courbe
De méme une courbe de coupure d'un graphe planaire induit une partition

de 1'ensemble des ar@tes du graphe en deux classes :

1°/ la classe des arétes intérieures : celles qui sont 2 l'intérieur de

la courbe

2°/ la classe des arétes extérieures : celles qui sont i 1'extérieur de

la courbe.

Nous démontrons maintenant une propriété des graphes planaires sans is-
thmes et des courbes de coupure. Cette propriété sera utilisée d'une part
dans le paragraphe suivant dans 1'exemple d'une grammaire produisant les
graphes planaires sans 1sthmes, et d'autre part dans le chapitre suivant,

dans le cas de la construction d'un analyseur de tels graphes.

LEMME
Etant donné un graphe planaire G sans isthmes et sans boucles, et étant
donné une courbe de coupure de ce graphe planaire, il est toujours possible
de trouver une aréte intérieure ayant les propriétés suivantes
1°/ Une des extrémités de 1'ardte est un sommet frontiére et une
des faces adjacante 3 1'ar@te est une face frontiére

2°/ L'autre extrémité est

a) soit un sommet intérieur

b) soit un sommet frontiére consécutif du premier som-—

met sur la courbure de coupure
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4°/ L'autre face est

a) soit une face intérieure

b) soit une face frontiére adjagante 3 la lére face

Exemple sur lequel on

peut voir les 4 cas possib

DEMONSTRATION

Pour tous les sommets frontiéres, il exsite au moins une aréte vérifiant
la propriété 1°/ car sinon, deux segments consécutifs seraient contenus dan
la méme face.

Au moins une de ces ar@tes (et méme deux s'il y a plus d'un arc inté-

rieur connecté 3 ce sommet) est adjagante i une face frontidre

» F] et F5 sont des faces frontiéres

comme on peut le voir en examinant la séquence des faces associée 3 ce somm
Supposons que le nombre de sommets frontiére soit inférieur ou égal 3

trois.
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Alors les conditions 2°/ et 3°/ sont stisfaites pour certaines de ces arétes

Dans ce cas le premier sommet est adjacent aux autres sommets sur la courbe
de coupure.
Donc 1'autre extrémité de 1'aréte est, soit un sommet intérieur cas 2°/a)
(sommet 3 sur 1'exemple ci-dessus) soit un sommet fronti&re consécutif cas
22/b) (sommet 2 sur 1'exemple),
I1 em» est de méme pour les faces,
Donc la face N est adjacente 3 P et 2 un sommet R qui n'est pas adjacent i P.
Ainsi on peut construire un nouveau graphe planaire en ajoutant 3 G 1l'aréte
(P,R).
Si les conditions 2 et 3 ne sont pas satisfaites on peut construire un nou-
veau graphe planaire G' dans lequel tout sommet frontidre est relié par une
aréte intérieure 3 au moins un sommet frontiére non adjacent (si c'est la condi-

tion 2) qui n'est pas vérifiée pour chaque sommet frontiére, c'est déji le cas).

-
—_— e -

-~ ! . . -
Il ne reste plus qu'a montrer que G n'est pas planaire ce qui améne la contra-

diction.

Dans le cas ol il y a quatre sommets frontiére c'est évident :
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Si le nombre de sommets frontiére est n(ny4), considérons 1'ar@te (P,Q)

En enlevant les ar@tes redondantes , c'est la seule ar@te intérieure connecté
soit ayve P soit ayec Q (ou les deux), prenon P.

Si R et S sont les sommets frontidres, adjacents 3 P, Q ne peut &tre adjac
aux deux i la fois (car sinonil= 4),

Supposons maintenant que le nombre de sommets frontiére est au moins de 4.

Supposons également qu'aucune ar@te satisfaisant 3 la condition 1) ne sati
fasse aux conditions 2 et 3,

Si une ar@te satisfait 34 la condition 1, mais ne satisfait pas 3 la condi-
tion 2, cela signifie que cette ar@te relie deux sommets fronti&res non consé

tifs sur la courbe de coupure

-

Soit (P’Q) une aréte satisfaisant 3 la condition 1 (P est un sommet fron-

tiére, M est une face frontiére)
Si (P,Q) ne satsifait pas 3@ la condition 3 cela signifie que 1'autre face
n'est pas adjacente d la face N sur la courbe de coupure.

Soient R et S les extrémités du segment de la courbe de coupure traversant
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la face R et S sont des sommets frontiéres.
On a R#P et S # P et, soit R, soit S, (ou les deux), prenons n'est
pas adjacent 4 P, car si P,R,S é&taient deux par deux adjacents, ils seraient

les seuls sommets frontiéres.

Q
Soit Q non adjacent 3 R. On peut alors enlever 1'aréte(P,Q) et la rempla-
cer par l'ar@te (R,Q). On a ainsi le méme probléme pour n-1 sommets frontiéres
On recommence le processus jusqu'd ce qu l'on n'ait plus que 4 sommets fron-

tidres, et 1'on a ainsi établi la contradiction.

3.3.2, GRAMMAIRE DE GRAPHE PRODUISANT LES GRAPHES PLANAIRES SANS ISTHMES.

THEOREME
La grammaire de graphe suivante, génére indirectement tous les graphes
planaires sans isthmes.

Elle génére exactement ces graphes et leur dual.

G- w,p
vV = VS(J{e} (graphes enseignés sur les sommets)
=V J
VS \ST VSN
Ve = fa,bl Vgp = fal
Vey = (8,A,B}

I §
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Ensemble des régles de production

]o/ ? — /\
I \/
A
/1 B

20, / —— 2

B
2
A

A
\ !
4°/ 2% B —_ B/

2b
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A
a
2 2

6°/ B 1 . b 3
I — b
3/8
4

4 a

Exemple de dérivation
(on numérote les sommets au fur et & mesure de leur création et ce numéro reste

le méme ; le sous—graphe de partie gauche est surchargé)

1S
! 1)
o A
B,
2B
3 A
‘ 2)
B S
A
}
B 6
4
7 B



O
<
(Va)
3 M o~

/M
iy
~ /Mm
— <
(o _Il
< .
~ )
<
m
~
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6)

Le graphe indirectement généré est
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DEMONSTRATION

On démontre d'abord que la grammaire génére indirectement tous les gra-
phes planaires sans isthmes,

Soit G un graphe planaire sans isthmes quelconque. Considérons une repré-
sentationéplanaire de ce graphe,

On veut construire une copie de ce graphe et de son dual en appliquant les
régles de la grammaire.

On cherche une séquence de courbes de coupure du graphe telles que la partie
extérieure du graphe représente la partie &gale déji copiée, On montre alors pa
induction qu'il est toujours possible de construire le prochain pas de la copie
en appliquant une des ré&gles de la grammaire,

A un "pas" dans la copie on a les propriétés suivantes ;

1°/ Les sommets extérieurs sont renseignés par le symbole "a" pour le graphe
et "b" pour le dual.

2°/ Les sommets frontidres sont renseignés par le symbole "A" pour le graphe
et "B" pour le dual,

3°/ La courbe de coupure existe dans la copie, c'est un cycle d'arétes reii—
ant alternativement les sommets renseignés par A et ceux renseignés par B. Nous
1'appelerons cycle des symboles non terminaux.

4°/ On vérifie aisément en regardant les régles de production de la grammair

a) il n'y a pas d'ar€te reliant deux sommets renseignés par le sym-
bole "A" (resp."B") : de telles ar@tes n'existant ni dans les gra-
phes de la partie droite, ni dans les graphes de la partie gauche,

et 1'on n'en crée jamais en appliquant 1'une des six ragles.

b) Tout sommet renseigné par le symbole "A" (resp."B") est connectd
d exactement deux sommets renseingés par le symbole ™B"(resp"A")

(pour les mémes raisons).
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Pour trouver une premiére courbe de coupure, on considére 1la face exté-—
rieure de la représentation planaire et 1'une quelconque des arétes adjacen-
tes 3 cette face.

La courbe de coupure contiendra tout le graphe sauf cette aréte. Elle pas-
sera par la face extérieure (représentée par un sommet renseigné par le symbole
"B") et 1'autre face adjacente i 1'arfte choisie (représentée également par le
symbole "B"). Les deux sommets renseignés par le symbole A sont les deux extré-
mités de 1'ar@te.

La régle de la grammaire correspondant 3 cette construction est &videmment
la régle 1,

I1 ne reste plus pour compléter le schéma qu'id construire 1'ar8te reliant

entre eux les deux sommets renseignés par le symbole "B",

Dans la suite on considérera que les sommets renseignés par les symboles
B et b correspondent aux faces frontidres et extérieures. On se retrouve alors
dans les mémes hypoth&ses que pour le lemme 1, On peut donc trouver i chaque
pas une aréte intérieure (aréte du graphe qui n'a pas encore &té copiée) ayant
1'une des 4 propriétés trouvées. A ces 4 types d'arétes on peut associer res-
pectivement la construction des quatre régles 2/, 3/, 4/ et 5/ comme nous al-

lons le yoir cas par cas.
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1, CAS DES PROPRIETES 1, 2a, 3a ;

On peut trouver une ar@te intérieure ayant les propriétés suivantes :
~ Une des extrémités est un sommet frontidre (sommet renseigné par le
symbole A) et une des faces adjacentes 3 1'ar8te est une face frontidre (re-
Presentée par un sommet renseigné par le symbole B).
L'autre extrémité est un sommet intérieur (c'est donc un nouveau sommet
que l'on va copier), 1'autre face est une face intérieure (c'est également
une nouvelle face),

On peut schématiser ce cas ainsi :

La régle 3 appliquer pour recopier 1'ardte est la régle 2/. On obtient alors
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2éme CAS PROPRIETES 1, 2a, 3b

On peut trouver une ar€te intérieure ayant les propriétés suivantes :
Une des extrémités de 1'ar@te est un sommet frontidre (A) et une des
faces adjacentes 3 1'ar8te est une face frontiére (B)
L'autre extrémité est un sommet intérieur (nouveau sommet 3 recopier)
l'autre face est une face frontisgre adjacente 3 la premiére (B).

On a donc le schéma suivant

La régle 3 appliquer pour recopier l'ar8te est la régle 3) et on obtient

3éme CAS PROPRIETES 1, 2b, 3b

On peut trouver une ar8te intérieure ayant les propriétés suivantes :
Une des extrémités de 1'aréte est un sommet frontidre (A) et une

des faces adjacentes i 1'ar8te est une face forntiére (B).
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L'autre extrémité est un sommet frontidre (A) consécutif du premier sur la cou

de coupure. L'autre face est une face intérieure (nouvelle).

On a donc le schéma suivant

4éme CAS PROPRIETES 1, 2b, 3b

On peut trouver une arte intérieure ayant les propriétés suivantes :
Les deux extrémités sont des sommets frontisre (A) consécutifs

Les deux faces adjacentes sont des faces frontidre (B)

On obtient le schéma suivant ”
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La régle 3 appliquer est la ré&gle 5) s'il y a plusieurs ar8tes intérieures

ou la régle 6) s'il ne reste plus qu'une ar8te i recopier. On obtient

Dans le cas ou il ne reste qu'une ar@te i recopier, on retrouve obligatoi-
rement les hypothéses du 4&me cas et on applique la ré&gle 6). Le graphe est ains

complétement recopié et 1'on a de méme construit le dual.

REMARQUE

Ce processus de'recopiage" du graphe ar@te par ar@te n'est pas qu'un simple
artifice de programmation. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant on
peut par ce processus &laborer un algorithme d'analyse du graphe d'aprés la
grammaire.

On démontfe ensuite que la grammaire ne génére que les graphes planaires,
c'est-d~dire que 3 tous les stades de la dérivation aprés avoir appliqué une
régle la partie du graphe obtenue et on dual peut &tre dessin sur le plan.

Soit Gi le graphe obtenu aprés 1'application de i régles de la grammaire.

Les sommets renseignés par les symboles "A" et "B" sont en alternance sur
un cycle que nous ayons appelé "cycle des symboles non terminaux". Les autres
sommets (renseignés par les symboles "a" et "b") sont 3 1'extérieur du cycle,

A partiy de Gi’ on construit Gi en ajoutant 3 1l'intérieur du cycle un som-

met renseigné par le symbole "c" et connecté i tous les sommets renseignés par

"A"
€
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Les sommets renseignés par "B" sont connectés deux par deux s'ils sont adja-

cents 3 un méme sommet A",

On a comme hypoth&se que le sous-graphe formé des sommets renseignés par
les symboles "A","a" et "c¢" et les arétes les connectant, est un graphe pla-
naire sans isthme.

Le sous-sgraphe formé des sommets renseignés par les symboles "B" et "b"
et des ar€tes les connectant est le dual du premier.

Cette hypothése est vraie si on n'a appliqué que la ragle 1 :

Supposons qu'elle soit vraie pour Gi et appliquons a4 Gi 1'une quelconque

des régles 2/ a 6/

On obtient le graphe Gi+]'

Dans tous les cas on peut construire le graphe Gi+ dont le sous-graphe

1
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formé des sommets renseignés par les symboles "A", "a" et "c” et les ar8tes
les counnectant est planaire sans isthme,

Avec la régle 2/ le nombre de sommets renseignés par les symboles "A" et
de ceux renseignés par le symbole "B" est augmenté de un.

Pour construire Gi+ on ajoute une ar@te "A-c" entre deux arétes "A-c"

1
Gi+] reste planaire. Cette ar@te est adjacente & deux faces différentes donc

G! reste sans isthme.
1+]
Pour les régles 3/ et 4/ la disposition des sommets sur le cycle des sym-

boles non terminaux reste identique.

Pour le régle 5/ il y a un symbole A et un symbole B de moins, on enléve

donc une aréte "A-c".

Enfin apré&s avoir appliqué la régle 6/ il n'y a plus de cycles des symboles
non terminaux, donc Gi+], on a enlevé deux ar@tes "A-c" qu'on a remplacées

par une seule aréte "a-a",

Gi+] est donc planaire sans isthme.

REMARQUES,

1°/ La régle 1/ est la premiére régle 3 appliquer (c'est la seule régle
ayant le graphe initial ou partie gauche) mais on ne peut 1'appliquer qu'une
fois (il n'y a aucun graphe de partie droite ayant un sommet renseigné par le
symbole "S"),

2°/ La régle 6/ est la dernidre régle a appliquer et on ne peut 1'appliquer
qu'une fois : c'est la seule régle n'ayant pas de sommets renseiénés par des
symboles non terminaux dans le graphe de partie droite. C'est également la
seule régle ol le graphe de partie gauche est la totalité du cycle des symbo-
les non terminaux. Donc aprds avoir appliqué la régle 6/ il n'y a plus de sym-
boles non terminaux et la dérivation est terminde.

3°/ ‘haque fois que l'on applique une régle, on crée une nouvelle aréte.
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Donc la longueur d'une dérivation (nombre de régles i appliquer pour générer
un graphe) est &gale au nombre d'aréte du graphe indirectement généré (qui

est également &gal au nombre d'arétes du dual).

4°/ RELATION D'EULER
Soit m lé nombre d'ar@tes du graphe.
n, le nombre de sommets
nb le nombre de sommets du dual.
Ng est le nombre de somemts renseignés par le symbole "B"
a tout stade de la dérivation on pose fi = nB.+na- + nbi
si 1'on applique 1'une des régles 2 3 5 fi est augeme;té ;e 1 fi+1=fi+l’
Si on applique 1la régle 1 ou 6 f. est augmenté de 2

Or ces deux régles ne sont appliqées que une fois chacune, les quatre autres

étant au total appliquées m—~2 fois.

On a donc (m-2) + 2x2 n_+n

a b

soit la relation d'Euler
&?

AUTRES GRAMMAIRES DE GRAPHES

na + nb—2

En modifiant les régles de la grammaire précédente ou en ajoutant d'autre
on peut générer indirectement d'autres classes de graphes planaires

Graphes planaires non séparables en modifiant la régle 2°/
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Tous les graphes planaires en ajoutant les régles

7°/ a a a et 8°/

oD

(voir MOMTANARI [29])
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GRAMMATRES DE GRAPHES ET ANALYSE SYNTAXIQUE

4,1. NECESSITE DE L'ANALYSE SYNTAXIQUE

4.1.1. POSITION DU PROBLEME

Soit €g = (V,I,R) une grammaire de graphes et soit L(:le langage produit
par Q. |
L?emt un ensemble de graphes. Etant donné un graphe quelconque G, 1'ana-
lyse syncaxique permet de résoudre les deux problémes suivants
1°/ Est-ce que G appartient a L??

2°/ Le probléme de 1'appartenance de G 3 L&étant résolu, quelle
est la dérivation ou quelles sont les uérivations de gigui per-

mettent de produire G ?

4.1.2. PRIBLEMES SE RAMENANT A UN PROBLEME D'ANALYSE SYNTAXINUE

De nombreux problémes concernant les graphes peuvent se ramener a un pro-
bléme d'analyse syntaxique

1°/ Etant donné une classe de graphe C, si il existe une grammaire;ZZtelle
que le langage produit par @, Lg coincide exactement avec C, alodfs le
probléme de 1'appartenance d'un graphe quelconque G a la classe C,

c'est-d-dire a I.%iest donc un probléme d'analyse syntaxique,

2°/ Etant donné un graphe G appartenant au langage Lg prod&it par une
grammaire %, la dérivation (suite des ré&gles, et pour chaque régle
renseignements sur "1l'emplacement" du sous~graphe de partie gauche
par rapport & l'ensemble du graphe) qui permet de produire G, déter-

mine de fagon non ambigue ce graphe.

Tout comme une matrice renseignée, ou un tableau d'ar@tes, la dérivation,
obtenue par 1'analyse syntaxique, peut &tre une représentation ou une descrip-

tion du graphe.
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Dans certains cas, comme nous le verrons pour la grammaire de Montanari,
cette représentation peut @tre trés économique sinon le plus économique, et
- on peut envisager son utilisation pour le codage en machine des descriptions
{

des graphes,
3°/ Soient deux graphes G et G' appartenant au langage produit par une
grammaireg%. Si il existe une dérivation D qui permet de produire a
la fois G et G', alors les deux graphes G et G' sont isomorphes.

Pour montrer que deux graphes sont isomorphes, on peut donc, d'abord faire
1'analyse syntaxique du premier graphe afin de trouver la dérivation D qui per-
met de la produite, puis 3 partir de cette dérivation essayer de produire le
second graphe.

Dans certaines conditions on peut &galement montrer 1'homorphisme de deux
graphes,

Dans le chapitre 5 on reviendra sur ces differentes applications de 1'ana-

lyse syntaxique,

4.2. LES PRINCIPES DE L'ANALYSE SYNTAXIQUE ET LES GRAMMAIRES DES GRAPHES.

4.2.1. CRITERES DE CLASSIFICATION DES ALGORITHMES [491

Les principaux algorithmes d'analyse syntaxique ont &té développés pour
des langages de type hors-contexte. Les critéres généralement adoptés pour
la classification de ces algorithmes sont les suivants
1 - 1'algorithme est-il ad'hoc, c'est-i-dire propre & un seul lan-

gage, ou est-il paramétrique, c'est-i-dire la syntaxe du langage

est-il un paramétre de 1'algorithme ?

2 - 1'analyse est—elle unique (une seule dérivation fournie) ou mul-

tiple (plusieurs dérivations) ?

3 - 1'algorithme est-il déterministe ou pas ?
g
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4 - 1'algorithme est-il ascendant, descendant ou mixte ?

5 - 1'analyse sur la chaine se fait-—elle de gauche & droite ou de

droite a gauche ?

5 =~ & chaque pas de 1'algorithme, analyse-t-on un caractdre ou n

caractéres ?

7 - 1'algorithme est-il général ou particulier, c'est-d-dire doit-
on mettre la grammaire nous une forme particulidre (forme normale,
forme standard de Greisbach.., pour les grammaires de type hors~-

contexte) ?
3 — l'algorithme est-il relatif ou nom, c'est-d-dire peut-on adjoindre
des renseignements & 1'algorithme ?
Les critéres 1,2,3 et 8 - c'est—-a-dire algorithme ad-hoc ou paramétrique,

analyse unique ou multiple, algotithme déterministe ou non, et enfin sélectif

Ou mon - sont trés généraux et peuvent donc s'appliquer aux algorithmes d'ana-
lyse syntaxique de grammaires de graphes.

Le critére sur le sens de 1'analyse de gauche a droite ou de droite i gauche
n'a pas de sens en ce qui concerne l'analyse des graphes, en effet on ne peut
pas définir, d'une facon générale une relation d'ordre total que ce soit sur
1'ensemble des sommets d'un graphe ou sur 1l'ensemble des ar@tes d'un graphe.

Quant au nombre de caractéres i analyser & chaque pas de 1'algorithme, il
s'agira évidemment du nombre de sommets et du nombre d'arétes du graphe.

Les algorithmes d'analyse de graphes pourront également &tre,généraux ou
particuliers suivant qu'il faudra apporter des transformations i la grammaire
de graphes ou pas.

Nous verrons dans les paragraphes suivants & quoi correspondent les cri-
téres d'analyse ascendante et d'analyse descendante pour les grammaires de

graphes.



- 83 -

4.2.2. ANALYSE ASCENDANTE

PRINCIPE,
On part du graphe a analyser et en "remontant" la dérivation on essaie d'arri-
ver 4 1'un des graphes initiaux de la grammaire,

A chaque étape, on cherche donc, s'il existe un sous-graphe du graphe en
cours d'analyse, sous-graphe isomorphe 3 1'un des graphes de 1la partie droite
des régles de la grammaire.

Si un tel sous-graphe existe, on "applique 3 1'envers” 1la régle correspon-
dante, (si c'est possible), c'est-i-dire qu'on remplace le graphe de partie
droite par le graphe de partie gauche, en respectant la correspondance entre
les sommets et les arétes,

On recommence un tel processus jusqu'id ce que le graphe en cours d'analyse
soit lui-méme isomorphe 3 1'un des graphes initiaux de la grammaire. Dane ce
cas le graphe appartient bien au langage généré par la grammaire et 1'on obtient
la dérivation en prenant en sens inverse 1'ensemble des régles utilisées au
cours de 1'analyse.

Si au cours de l'analyse on ne trouve pas de sous—graphe isomorphe i un
graphe de la partie droite, c'est que le début de 1'analyse est erroné, il
faut essayer une autre voie. Si toutes les voies ont &ta essayées sans succés,
c'est que le graphe n'appartient pas au langage produit par la grammaire.

C'est la fagon dont on essaie successivement ou parallélement toutes les

voies d'analyse qui fait la particularité des algorithmes.

EXEMPLE

Supposons que dans la grammaire de graphes on ait la ré&gle suivante :



-~ 84 -~

A
e) .
‘ (1) A
D
e e c
B2 £ 3y c

c a b

(2)

Les chiffres entre parenthéses indiquent la correspondance entre les sommets

Si au cours de 1'analyse on a le graphe suivant




REMARQUE

I1 n'est toujours pas possible, ayant trouvé un sous—-graphe isomorphe 3 un
graphe de partie droite, "d'appliquer la régle i 1'envers".

En effet, la correspondance entre les sommets du graphe de partie droite
et du graphe de partie gauche, n'est pas une bijection.

Si 1'application n'est Pas surjective, et si le degré d'un sommet qui n'est
1'image d'aucun autre est Plus grand dans le graphe que celui du méme sommet
dans le sous-graphe de partie droite, alors les arétes partant de ce sommet
n'appartenant pas i ce sous-graphe ne pourront &tre connectés 3 aucun sommet .

C'est le cas, si voulant appliquer 3 1'envers la régle de 1'exemple pré-

cédent, on avait le graphe suivant

Les sommets &tiquetés A et C dans le graphe de partie droite ne sont 1'image
d'aucun sommet du graphe de partie gauche, donc dans la substitution des arétes
(1) et (2) ne pourront €tre connectées d'aucun sommet .,

D'un autre cbté si l'application n'est pas injective, un méme sommet peut
etre 1'image de plusieurs autres, il y aura donc plusieurs fagons de connecter
les ar8tes ayant un de ces sommets comme extrémité, et n'appartenant pas au sous-
graphe. Il faudra alors envisager toutes les possibilités ce qui évidemment alour-

dit considérablement 1'algorithme.
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CONCLUSION

La performance d'un algorithme d'analyse ascendant est limitée par le nom-
bre d'essais 3 faire pour couvrir toutes les possibilités d'application des re-
gles a chaque étape. Il peut d'une part y avoir plusieurs graphes de parties
droites des régles de grammaire isomorphes i plusicurs sous—graphes du graphe
en cours d'analyse.

D'autr: part si 1'application entre les sommets du graphe de partie droite
et ceux de partie gauche, n'est pas injective, il peut y avoir plusieurs fagons
d'appliquer la régle.(D'odl 1'intérét de n'utiliser que les grammaires pour les-—
quelles, daas toutes les régles d'application, cette application est injective).

L'intériét d'un algorithme d'analyse ascendant, est que partant du graphe 3
analyser, il est constament guidé par ce graphe qui se modifie tout au cours de

1'analyse.

4,2.3. ANALYSE ASCENDANTE

PRINCIPE

On part de 1'un des graphes initiaux, et 1'on essaie, apras applications suc-
cessives des régles de la grammaire de produire le graphe i analyser.

La facon d'appliquer une régle ne pose dans ce cas aucun probléme car dans
la régle d'application sont définies les conditions d'imbrication et il n'y a
donc aucune ambiguité,

A chaque pas de 1'algorithme, il faut choisir d'une part la régle 3 appliquer
et trouver d'autre part dans le graphe déjia généré le ou les sousigraphes isomor-
phes au graphe de la partie gauche de la régle,

Mise & part quelques considérations sommaires sur le nombre de sommets ou
d'ar8tes créés ou le degré des sommets, le choix de 1la régle a appliquer est
trés arbitruire, car la donnée d'un graphe produit par une grammaire ne donne

que trés peu de renseignements sur la facon dont ce graphe a &ts produit. I1
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faudra donc envisager i chaque pas toutes 1les possibilités d'application de

régle de production.

CONCLUSION

A la limite on peut presque dire qu'un algorithme d'analyse descendant
¢
consiste 3 énumérer tous les graphes produits par la grammaire jusqu'a ce qu'on
ait trouvé le graphe a analyser.
Pas plus que 1'algorithme d'analyse ascendante, cet algorithme est en géné-

ral efficace : ce sont des algorithmes essentiellement combinatoires car on

essaie toutes les solutions possibles.

De plus les principales opérations i effectuer sont des recherches d'iso-
morphismes ou d'homomorphismes entre graphes,recherches qui sont &galement com-
binatoires,

Bien que faciles & décrire et i réaliser, ces algorithmes ne peuvent s'ap-
pliquer au cas général en raison du nombre d'opérations 3 effectuer, nombre

croissant exponentiellement avec la complexité du graphe 3 analyser.

4.2.4, CHOIX DE L'ALGORITHME

Si, d'un point de vue théorique, rien n'empéche d'écrire des algorithmes
d'analyse paramétriques, en raison de leur caractére combinatoire de tels al-
gorithmes sont impossibles i mettre en oeuvre.

Pour réduire le nombre d'opérations & effectuer on doit nécessairement
tenir compte des particularités de la grammaire, et pour cela on réalisera des
algorithmes ad'hoc,

Ces algorithmes devront autant que possible &8tre mixtes, c'est -i-dire as-
cendants pour que 1l'analyse soit "guidé" par le graphe 3 analyser et descendants
pour enlever toute ambiguité au niveau de l'application des régles.

Nous yerrons dans les paragraphes suivants, comment en étudiant la grammaire
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de Montanari, on peut réaliser un algorithme répondant 3 ces caractéristiques,

4.3. ANALYSE SYNTAXIQUE POUR LA GRAMMAIRE DE MONTANARI.

4.3.1. EXISTENCE D'UNE DERIVATION SYMETRIQUE

La premiére particularité de la grammaire de Montanari que l'on met en &vi-
dence est 1l'existence d'une dérivation symétrique : pour toute dérivation D per-
mettant de produire un graphe donné G, il existe une dérivation symétrique D'
permettant de produire le méme graphe que G, mais en créant les arétes dans 1'or-
dre inverse de celui ol elles ont &té crées par D.

Gridce 3 cette propriétd, on vérifiera que tout algorithme ascendant (toujours
pour la grammaire de Montanari) est &quivalent 3 un algorithme descendant et ré-
ciproquement.

Mettons d'abord en évidente 1'existance de la dérivation symétrique.

NOTATIONS,

Soit G un graphe indirectement généré par la grammaire de Montanari.

Si G a n ar@tes, on notera (r],rz,...,rn) la suite des régles de la grammaire
qui permettent de générer indirectement G.

On notera Gi le sous-graphe produit apré&s 1'application des régles T, jus-

23
qu'd r. (dans le méme ordre), A. le sous-graphe de G. restreint aux sommets &ti-
: , Ay grap i

quetés "a" et "A" et aux ar@tes reliants de tels sommets, et Bi’ celui restreint

aux sommets étiquetés "b" et "B". On a évidemment An=G°
}
On notera K;‘le complémentaire de Ai par rapport 3 G.(En considérant les gra-

phes Ai et G comme n'étant pas &tiquetés),

K; est la partie du graphe G qui n'a pas encore &té générée,
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EXEMPLE

Le graphe G suivant

est produit en appliquant successivement les régles (],2,2,2,3,4,4,5,5,4,5,6)

Aprés application de L c'est-a-dire la ré&gle 1, on a le graphe

A

Le graphe A1 est donc

On vérifie de méme que le graphe A5 par exemple est

Alors que KEL est le graphe
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Soit D = (r],,..,r ) une dérivation, on note a; 1'aréte de G créée par
n
1'application de la régle 1i.
En reprenant 1'exemple précédent, les ar@tes du graphe G seraient ainsi

étiquetées

Ces différentes notations seront utiles pour démontrer le théoréme dont

1'énoncé est le suilvant

THEOREME
A toute dérivation D = (rl,rz,,..,rn), chaque .l étant 1'une des six

régles de la grammaire de Montanari, on peut associer une "dérivation symétri-

que” D' = (ri,ré,...,ré),
Ainsi définie : pour tout i 1<i<n ré_i+] = f(ri)
ayec f(1) = 6 £f(4) = 4

£(2) =5 £(5) = 2

£(3)

Il
[

]

3 £(6)
La dérivation D' a les propriétés suivantes ; ’

1°/ L'application successive des régles de la dérivation D' permet de pro-

duire le meme graphe G que celui produit par D.

2°/ Les ar@tes de G sont crées dans l'ordre inverse en dérivant selon D'

que celui obtenu en dérivant selon D.

3°/ L'ensemble des sous-graphes de G obtenus a chaque application d'une

régle, selon D d'une part et selon D' d'autre part, sont deux a deux

complémentaires, en les associant dans l'ordre ol ils sont produits
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pour D dans 1'ordre inyerse pour D',

EXEMPLE
Toujours pour le graphe précédent, la dérivation symétrigue de la dériva-
tion (1,2,2,2,3,4,4,5,5,4,5,6) est la dérivation (1,2,4,2,2,4,4,3,5,5,5,6)

Les arétes sont crées selon D' dans 1'ordre ai,aé.... ainsi

DEMONSTRATION

Pour toutes les dérivations, la premidre régle qu'on doit appliquer est
la régle 1 car c'est la seule qui ait le graphe initial en partie gauche, La
derniére régle i appliquer est obligatoirement la régle 6 car c'est la seule
n'ayant pas de symboles non terminaux en partie droite.

Donc quel que soit D on a r]=] et rn=6.
On peut alors écrire pour D' r;=] et r'=6
D'autre part pour l¢icn on ne peut en aucun cas avoir r;=l car une fois ap-
pliquée la régle 1 le symbole non terminal "S" ne se rencontre plus.

De méme on ne peut avoir ri=6 (toujours pour 1¢i¢n) car apréds application
de la régle 6, il n'y a plus de symboles non terminaux, dont la régle 6 est

obligatoirement la derni&re régle appliquée.

Dans tous les cas on a bien

£(1) =6 et £(6) =1
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Pour la suite de la démonstration on ne considérera que les régles r. pour
1<« sachant que r. ne peut étre que 1'une des r3gles 2,3,4 ou 5.

On rappelle que Gi est produit aprés application des régles LS TR
et que a. est 1'ar@te crééepar 1'application de la régle ..

Les graphes A, et B, sont deux sous-graphes de G; et ils n'ont aucun sommet
nl aucune aréte en commun.

Le graphe Gi est formé du graphe Ai’ du graphe Bi et d'un nombre pair d'aré-
tes reliart un sommet &tiqueté "A" i un sommet &tiqueté "B". On appelle Ci le
sous—graphe de Gi formé de tous les sommets &tiqueté&s "A" ou ""B" et des arétes
les reliant, arétes n'appartenant ni 3 A; nia B..

On définit ainsi le graphe E;.

o— —

Gi est formé des graphes K; et B.

5 (Bi complémentaire de Bi par rapport i

Bn le dual de G) ainsi que du graphe Ci'

Ceci est possible car les sommets étiquetés par "A" (resp."B") sont les
seuls sommets appartenant 3 la fois i Ai et a KI (resp.Bi et ﬁ;}

On voit toujours pour 1'exemple cité précédemment comment est construit-

le graphe 5; d partir des graphes K; et B5 et CS’
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On écrira G. = A.UB. C.
i i

Q|
It
>
C
o
o

On va montrer qu'il existe une bijection sur 1'ensemble des régles {2,3,4,5}

telle que si 1l'on applique f(ri) 3 Gi on obtient Gi= 1.

- o on e ] -

On numérote | et 2 les deux sommets de Ci : qui font partie du graphe de partie

gauche de la régle 2
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En appliquant la régle 2, on crée un nouveau sommet 3 &tiqueté par "A" et
une aréte a; entre 1 et 3.

Donc Ai s'obtient & partir de Ai— en ajoutant le sommet 3 et l'ar@te a, entre

1

entre 1 et 3.
On crée également un nouveau sommet 4 étiqueté& par "B" ainsi que 1l'ar@te bi
entre 2 et 4.

Bi est formé de Bi— auquel on a adjoint le nouveau sommet 4 et une aréte

1

entre 2 et 4,

Pour ayoir Ci 3 partir de Ci— on ajoute les sommets 3 et 4 et on remplace

1
1'ar8te (1,2) par les arétes (1,4), (4,3), (3,2).

Le granhe Ei précédemment défini, est formé de 1'union des graphes Xi’Bi et

C.s Ki et Ei étant les complémentaires des graphes A, et B, tels que nous les

ayons construits a partir de A;_, et B, ..

Si maintenant, on applique la régle 5 3 E} avec comme graphe de partie gauche,
le graphe formé des arétes (1,4), (4,3) et (3,2) ainsi que de leurs extrémités,
on obtient le graphe formé de 1'union des trois graphes suivants :

- le graphe Ki auquel on,adjoint une ar@te entre les sommets | et 3, 1'ar@te

a; . Comme Ai étant 1'union de Ai—l et de 1'aréte a., 1'union de Zﬁ et de l'aréte

——

a; est le graphe Ai—]'

- le graphe E& auquel on adjoint une aréte entre les sommets 2 et 4, 1'aréte

e

bi’ c'est-a)dire le graphe Bi—l

1

- le graphe Ci ol 1'on supprime les sommets 3 et 4 ainsi que les arétes

(1,8), (4,3), (3,2) remplacées par 1'aréte (1,2)

—————

L'union de ces trois graphes forme par définition le graphe Gi—]

On peut schématiquement représenter le graphe G, le méme graphe auquel on
1=1

a appliqué la régle 2, c'est-d-dire le graphe Gi ainsi



~ 95 ~

R2

De méme pour le graphe E;'et 1'application & ce graphe de la régle 5

“
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R5

Zéme_cas__r, = 3_

On numérote 1,2,3 les trois sommets de C -1 qui font partie du graphe de

partie gauche de la régle 3

(1 ) (3

i

En appliquant la régle 3 on crée une aréte a; entre les sommets &tiquetés
par "A" 1 et 3.

Donc 4 partir de Ai—] on obtient Ai en ajoutant la seule aréte a, entre
1 et 3.

On créde un nouveau sommet 4 &tiquetd par "B" et on a 1'aréte bi entre

2 et 4.
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Bi est formé de Bi 1 auquel on a adjoint un nouveau sommet 4 et une aréte

entre 2 et 4,

Pour avoir Ci a partir de Ci-l on remplace le sommet 2 par 1le sommet 4

et les arétes (1,2) et (2,3) par les arétes (1,4) et (4,3),

Si maintenant on applique toujours la régle 3 a E; avec comme graphe de
partie gauche le graphe formé par les ar8tes (1,4) (4,3) et de leurs extrémités
les sommets 1,4 et 3, on obtient le graphe formé de 1'union de trois graphes

suivants

- le graphe K; auquel on adjoint une aréte entre les sommets 1 et 3, 1'aréte

a., c'est-d-dire le graphe Ai—] .

- le graphe ﬁ;, auqueloon adjoint un sommet 2, une ar@te entre 4 et 2, 1'ardte
bi’ c'est-3-dire le graphe i;;]

- le graphe Ci ol 1'on remplace le sommet &tiqueté par "B" 4 par le sommet 2
et les ar@tes (1,4) et (4,3) par les arétes (1,2) et (2,3), c'est~a-~dire

le graphe Ci—l'

—————

]

On a bien le graphe Gi;




1-]
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3éme cas___r. = 4

R e Sttt L e

On numérote les 1,2,3 les trois sommets de Ci—l qui font partie du graphe

de partie gauche de 1la régle 4

En appliquant la ré&gle 4 on crée une aréte bi entre les sommets 1 et 3.

Donc Bi est formé de Bi—l et de 1'aréte bi entre 1 et 3,

On crée également un nouveau sommet étiqueté par "A" numéroté ici 4, ainsi
que 1l'ar@te a, entre 2 et 4,

Ai est formé de Ai-l du nouveau sommet 4 et de 1'ar8te a; entre 2 et 4.

Ci s'obtient 3 partir de Ci«l en remplagant le sommet 2 par le sommet &
et les arétes (1,2) et (2,3) par les arétes (1,4) et (4,3)

Si on applique la régle 4 a ?{ avec comme graphe de partie gauche le sous-
graphe de Ci formé des ar@tes (1,4),(4,3) et de leurs extrémités 1,4 et 3, on
obtient le graphe formé de 1'union des trois sous—-graphes suivants

- le graphe KI auquel on adjoint un nouveau sommet numérotd 2, et une aréte
entre 4 et 2, 1'aréte a;, c'est-a~dire le graphe X;:I'

- le graphe E; auquel on adjoint une ar8@te entre les sommets | et 3, l'aréte
bi, c'est-a-dire 'le graphe §;j;.
- le graphe Ci oi 1'on a remplacé le sommet &tiqueté par "A" 4 par le sommet

2 et les ardtes (1,4) et (4,3) par les arétes (1,2) et (2,3), c'est-a-dire le

graphe Ci—]'
G.

L'union de ces 3 graphes forme bien le graphe -1
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beme cas___ri =5

On numérote 1,2,3,4 les quatre sommets de Ci—] qui font partie du graphe

de partie gauche de la régle 5

En appliquant la régle 5 on crée une aréte a, entre les sommets &tiquetés
par "A" | et 3.

Done Ai s'obtient 3 partir de Ai—] en ajoutant 1'aréte a, entre 1 et 3.

De méme on crée 1'ar@te bi entre les sommets &tiquetés par "B" 2 et 4.

Bi s'obtient 3 partir de Bi—] en ajoutant 1'aréte bi entre 2 et 4,

Pour avoir Ci a partir de Ci—l on supprime les sommets 2 et 3 ainsi que
les aretes (1,2),(2,3) et (3,4) que 1l'on remplace par 1'aréte (1,4).

Si on applique la régle 2 au graphe E; avec comme graphe de partie gauche
1'ar8te (1,4) et les sommets 1 et &4 on obtient le graphe formé de 1'union des
trois graphes suivants.

- le graphe Ai auquel on adjoint un nouveau sommet 3 et une ar@te entre I
et 3, 1'ar@te a;, c'est-a-dire le graphe K;:T.

- le graphe Bi auquel on adjoint un nouveau sommet 2 et une ar@te entre 4
et 2, 1'ar8te bi’ c'est-a~dire le graphe Ezi?}

- le graphe Ci ol 1l'on ajoute les sommets 2 et 3 et od 1'on remplace 1'aréte
(1,4) par les arétes (1,2),(2,3) et (3,4),

—n

- 1'union de ces trois graphes forme bien le graphe Gi—l
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Nous avons vu d'une part le ca odi i=1 et i=n et d'autre part le cas ol 1.ien.

L'application f est bien définie pour l'ensemble des régles 1,2,3,4,5,6

£(1) =6 £(4) = 4
£(2) =5 £(5) =2
£(3x =3 £(6) =1
Soit D une dérivation D = (r],rz,...,rn) permettant de générer le graphe G.

G est le sous—graphe An du graphe Gn'
Si en appliquant la régle | on crée les ardtes a et bn’ le graphe produit

t 1 .
es e graphe Gn-]

En appliquant 3 ce graphe la régle f(rn_]) on produit le graphe Gn On ap~

_2'

plique successivement les régles f(r ) 5o,y f(r On obtient le graphe 51.

n-2 2)'

On applique enfin & ce graphe E& la régle 6 en créant 1les arétes a, et b], le
graphe produit est le graphe Gnt Donc le graphe G est indirectement produit
en appliquant successivement les régles de la dérivation (f(rn), f(rn_l),...
...,f(rz),f(r])) appelée dérivation symétrique de la dérivation D.

Cette dérivation vérifie comme nous le vemons de le démontrer les trois
propriétés énoncées précédemment.

Exemple d'une dérivation et de sa symétrique (La premidre dérivation est

écrite de haut en bas, la dérivation symétrique de bas en haut).
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4.3.2. ALGORITHME D'ANALYSE

Etant donné qu'il existe une dérivation symétrique, on peut 3 la
fois combiner un algorithme d'analyse ascendante et un algorithme d'ana-
lyse descendante.

I1 est mémeimpossible de dire si 1'algorithme est ascendant ou des-—
cendant.

En effet si on considére que 1'algorithme est descendant, partant du
grapne initial § pour arriver au graphe G en suivant la dérivation D, on
peut considérer que cet algorithem part-du graphe G pour remonter au
graphe initial $ en suivant en sens inverse la dérivation symétrique D'.

Tout dépend de la fagon dont on interpréte les différentes étapes de
l'algorithme. Dans la suite nous décrivons l'algorithme i la fagon d'un
algorithme descendant, mais on autait aussi bien puprendre la convention
Opposée

Grdce & cette interressante propriété on peut cumuler les avantages des
algorithmes ascendants et descendants tout en minimisant les inconvénients.

Le choix de la régle 3 appliquer 3 chaque étape ainsi que le choix du
sous—-graphe de partie gauche n'est cependant pas unique. Afin de pouvoir
envisager toutes les solutions possibles on utilise la technique classi-

que du retour en arriére (back-track).

PRINCIPE DE L'ALGORITHME !

Partant du graphe initial, on veut construire le graphe d'analyse,
en essayant Systématiquement d'appliquer toutes les régles de la grammai-
re,en appliquant ces régles partout ol cela est possible.

Lorsque les conditions d'application d'une ré&gle sont réalisées, on

n'applique cette nouvelle ré&gle que si 1'ar@te créée appartient effecti-
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vement au graphe a analyser. Le sous-graphe, limité aux sommets étique-

1

tés par "a" ou "A" et aux ar@tes les reliants, du graphe construit au

cours de 1'analyse est 3 tout moment €galement un sous-graphe du graphe
a analyser.

Si aﬁrés avoir fait systdmatiquement tous les essais possibles on
ne peut reconstruire le graphe, c'est que le graphe ne peut €tre produit

par la grammaire, donc ce n'est pas un graphe planaire sans isthmes.

PREMIERE EVALUATION

Soit G le graphe a ana'yser, G ayant n sommets et m arétes.

La longueur de la dérivation permettant de produite G est égale 3 m.

Chaque fois que 1'on applique 1'une des six régles, on construit une
nouvelle ar@te. Avant d'appliquer la iéme régle on a d'une part le choix
entre les six régles, d'autre part le choix entre (m-i+l) arétes 3 cons-—
truire.

Le nombre d'essais possibles est donc borné par 6(m—i+!). Pour 1'ensem-

ble de 1'analyse le nombre d'essais est formé par

e

[l
=}

i 6(m-i+1) = 6 m!

i=1

Cette bornme est trés grande et 1'on voit qu'un tel algorithme, bien que
facile 3 programmer éerait inutilisable d&s que le nombre d'arétes est su-
périeur 3 quelques unités. (Pour m=6 la borne est égale a 33.592.320)

Mais comme nous allons le voir, en &tudiant les régles de la grammaire,
et surtout les conséquences de leur application, sur la suite de la dériva-
tion, on peut considérablement améliorer 1'algorithme et ainsi limiter le

nombre des essais.
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4.3.3. AMELIORATION DE L'ALGORITHME

On étudie d'abord les régles 1 et 6 et on en déduit quelques améliora-
tions concernant le début et la fin de 1'analyse.

On étudie ensuite les régles 3,4 et 5 et leurs conséquences sur la suite
de la dérivation.

Enfin on &tudie la régle 2 qui se révéle &tre celle dont l'application

a plus de conséquences sur la suite de 1'analyse.

REGLE 1

lLa régle | est la premiére régle 3 appliquer et elle ne peut s'appli-
quer qu'en début de la dérivation.

L'aréte créée en appliquant la premiére régle doit &tre choisie parmi
les m arétes du graphe.

En fait on démontre que l'on peut choisir arbitrairement 1'une quel-
conque des m arétes, sans avoir ensuite 3 essayer les m-! autres.

En effet il suffit de se réferer 3 la démonstration du théordme mon-
trant que la grammaire de Montanari, produisait 1les graphes planaires
sans isthmes

Le principe de la démonstration consistait 3 essayer de recopier un gra-
phe planaire sans isthmes en appliquant les ré&gles de la grammaire. Pour
cela on commengait par recopier une aréte du pourtour de la face exté-
rieure, en appliquant la ré&gle 1. Partant de cette aréte, on ?ontrait en-—
suite que si le graphe &tait planaire sans isthmes, on pouvait recopier
tout le graphe en appliquant les régles de la grammaire.

Or une des propriétés des graphes planaires est que 1'on peut tou-
jours dessiner le graphe de facon 2 ce que 1'une quelconque des faces

soit la face extérieure.

On voit donc que 1l'on peut choisir n'importe quelle ar@te du graphe
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comme premiére aréte & recopier.

REMARQUE.

Le choix de cette premiére ar@te n'est pas aussi arbitraire que cela
du poimnt de vue de la performance de 1'algorithme.

En effet, c'est autour de cette ar@te que sera recopié le graphe, et
les prochaines ar@tes 3 recopier seront les arétes connexes. On a donc
intérét 3 limiter le nombre d'essais entre ces arétes , et pour cela choisir
comme premiére aréte, une aréte dont 1l'un au moins des sommets extrémité,

ait un degré minimum.

REGLE 6

Cette régle ne peut &tre utilisée qu'une fois dans la dérivation et
c'est la dernidre régle.

Par conséquent, tant qu'il reste au moins deux ar@tes ou plus & reco-
pier, on n'a pas 3 essayer d'appliquer la ré&gle 6, et s'il ne reste qu'une

seule aréte & recopier, on ne doit essayer d'appliquer que la tégle 6.

REGLES 3,4,5.
On va montrer que si on a la possibilité d'appliquer l'une des régles 3,4,5,
on peut le faire sans que cela ait de conséquences pour la suite de la dé-
rivation.

On précise d'abord ce que l'on entend par " ne pas avoir de conséquence:
pour la suite de la dérivation".

Soit D : (r],...,ri,...,rn) une dérivation permettant de produire un
graphe G.

Alors, on dira que Di = (rl,...,ri) est un début de dérivation correcte

pour G. L'application de ri+l n'a pas de conséquence pour la suite de la
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dérivation, si Di+l = (rl,...,ri,ri+1) est un début de dérivation correc-

te, autrement dit s'il existe r! fepre

' |-
HUTERETS A tels que D (r],...,ri,r

c ey r%) permette de produire G.
On rappelle que Gi est le graphe obtenu aprés application des régles
LR} et que Ai est le sous-graphe de Gi restreint aux sommets étiquetés

T

par "A" et "a" et aux ar@tes les reliants.

Si r. est 1'une des régles 3,4 ou 5 et si Ai+ est un sous—graphe

1+1 |

de G qui a les propriétés suivantes : les sommets &tiquetés par "a" ont

le méme degré que les sommets cor espondancs de G, les sommets étiquetés
par "A" ayant un degré strictement inférieur que celui des sommets corres-
pondants alors Di+l = (ri,...,ri, ri+l) est un début de dérivation correcte.

Ce résultat est d'abord di au fait que lorsque 1l'on recopie 1l'ar8te

produite par la régle r. le graphe reste planaire et sans isthme, ainsi

+12
que nous 1'avons vu dans la démonstration du théoréme montrant que la gram—
maire de Montanari produit les graphes planaires sans isthmes.

D'autre part, cela tient au fait que contrairement 3 ce qui se passe

lorsque 1'on peut appliquer la régle 2, il n'y a pas d'ambigufé sur le choix

de l'aréte 3 recopier.

REGLE 3

Le sommet du graphe de partie gauche é&tiqueté par "A" a dans Ai un de-
gré égal 3 celul du sommet correspondant de G, moins un.
Il ne reste donc qu'une seule ar@te connectée 3 ce sommet et non encore

recopiée. Il suffit alors de vérifier que l'autre extrémité n'est pas un

somemt de Gi.
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REGLE 4 et REGLE 5

On doit recopler une ¢réte entre les deux sommets étiquetés par "A"
du sous—-graphe de partie gauche.

S'il y a plusieurs arétes, entre ces deux sommets, qui n'ont pas été

¢

recopiées (arétes multiples) le choix dé 1'une quelconque de ces arétes,
ne pose aucun probléme car elles jouent toutes le méme rdle, et on pourra
successivement les recopier en appliquant la régle 4 pour les premiéres,
la régle 4 ou la ré&gle 5 pour la derniére.

S$'il n'y a qu'une seule aréte, c'est évidemment celle-13 qu'il fau-

dra recopier.

REMARQUE.

Lorsqu'on a la possibilité d'appliquer ipdiferemment la régle 3, la
régle 4 ou la régle 5 (1l'application de chaque ré&gle concernant évidemment
une aréte différente), pour améliorer la performance de l'algorithme, il
convient d'appliquer d'abord 1la régle 5.

En effet, pour chercher si 1'on peut appliquer une ré&gle, on utilise
des considérations sur les degrés des sommets renseignés par un symbole
non terminal, et sur 1l'existenae ou non, d'arétes entre ces sommets.

Or la régle 5 diminue de deux le nombre de ces sommets, ce qui diminue,

par la suite, d'autant le nowbre de recherche 3 effectuer.

REGLE 2

Les seules possiblités de choix qu'il reste, se situent au niveau de
1'application de la régle 2.

En effet le sommet du graphe de partie gauche étiqueté par "A", est
1'extrémité de plusieurs ar@tes qui n'omt pas encore &té recopiées et dont

1'autre extrémité n'est, également, pas encore recopiée.
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[.'ar@te choisie appartiendra au pourtour de la face représentée par
le sommet étiqueté par "B" dans le graphe de partie gauche.

Donc & moins de connaitre 3 l'avance quelles sont les faces du graphe,
il n'est pas possible de déterminer 1'aréte 3 recopier. On devra donc faire
autant d'essais qu'il y a d'ar@tes non encore recopiées dont le sommet con-
sidéré est 1l'une des extrémités.

81 1'on connait quelles sont les faces du graphe, c'est que 1'on sait

que le graphe est planaire. Daﬁs ce cas le probléme de l'analyse ne se
pose pas du tout de la méme fagon et 1'on peut facilement &crire un algo-
rithme dont la durde de son exsécution est directement proportionnelle

au nombre d'arétes du graphe.)

EXEMPLE
Prenons le cas du graphe suivant ou l'on a surchargé les ar8tes déja

recopiées
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On peut appliquer la régle 2 en prenant comme graphe de partie gauche

le graphe

B
11

T N

{

On peut alors recopier soit 1'aréte (7,1) soit 1'ardte (7,2) et on ne
peut savoir & priori laquelle de ces deux arétes appartient au pourtour

de la face représentée par le sommet 11 et auquel appartient déji 1'ar8te

(7,8).
REMARQUES

1)

Si aprés avoir essayé de recopier toutes les arétes dont un sommet
étiqueté par "A" est 1'une des extrémités, on n'a pas trouvé de bonne
dérivation, il est inutile d'essayer d'appliquer la régle 2 (aussi bien
d'ailleurs que les autres régles) 3 un autre sous—graphe. En effet, si
l'on pouvait appliquer la régle 2, on &tait dans les conditions 1,2a,3a
du lemme et comme on 1'a vu dans la démonstration, si le graphe &tait pla-

naire sans isthmes, il était impossible de le recopier.

2)

Dans le cas ou l'on a recopié qu'une seule ar8te donc aprés avoir
appliqué la régle 1), si on ne peut appliquer la ragle 2 (ce qui est
toujours le cas si le graphe n'a pas d'arétes multiples), alors il n'est
pas nécessaire d'essayer toutes les arétes. En effet, i1 y a deux faces
de part et d'autre de la premiére aréte et il y a pour chaque face une
aréte connect&e 3 1'une des extrémités de la premiére aréte, et appartenant
au pourtour de la face. A ce niveau de 1'analyse, les deux faces ne sont pa:

différencies, et chaque aréte peut donc &tre indifféremment associée avec
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1'une ou l'autre face. Le nombre d'essais a faire est alors égal au nom-

bre d'ar@tes libres moins une.

4
n /
AY / 3
N\ / Ve
Ve
\\ A
]\'.///
A
B B
1L I
2 A

Si les arétes (1,2) et (1,3) appartiennent au pourtour de la méme face
et que (1,2), (l,n) appartiennent au pourtour d'une autre face, on peut

indifféremment appliquer la régle 2 ainsi

ou bien
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Comme on 1'a vu, on peut appliquer la régle 2 3 n'importe quel sous-
graphe A &————4B du graphe produit. Pour diminuer le nombre
d'essais, on prendra donc le sommet €tiqueté par "A" ol le nombre 4'ara-
tes 1iéres est minimum. (Ce minimum n'est jamais inférieur 3 2, car s'il
€tait égal 3 1, on pourrait appliquer la régle 4).

Dans le cas de la remarque précédente, le premier sommet choisi est
le sommet ayant dans le graphe le degré minimum. Or pour les graphes pla-
naires, ce degré est au plus égal a 5, donc le nombre de choix & faire
pour appliquer la premidre fois la régle est au plus de 3.

Si le degré minimum du graphe est €gal a 3, il n'y a aucun choix

On applique successivement la régle ] qui recopie (1,2), puis la régle
2 qui recopie (1,3), enfin 1a régle 3 qui recopie (1,4).
Si le degré minimum est égal a 4, il y a au plus deux choix (dans 1la

mesure ol le premier choix s'est avéré mauvais).
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On a appliqué d'abord la régle 1 en recopiant (1,2), puis la régle 2
en recopiant soit (1,3) soit (i,4).

Enfin si le degré minimum est égal 3 5, il y a au plus trois choix

On applique d'abord la ré&gle 1 en recopiant (1,2), puis la régle 2 en
?

recopiant soit (1,3), puis si ce choix s'avére mauvais (1,4), enfin si on
ne parvient toujours pas 3 trouver une bonne dérivation (1,5). Si c'est
encore sans succés, 1l est inutile d'essayer (1,6), le graphe ne peut é&re

produit par la grammaire.
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ALGORITHME AMELIORE.

On décrit pas & pas l'algorithme, en tenant compte de toutes les améli
rations précédentes.

Fa technique du retour en arridre est ctenue grice i une procédure
récursive ANALYSE écrite en pseudo-algol.

On utilise également la procédure PPS(Ri), procédure booléenne dont
la valeur est vraiesi on a la possibilité d'appliquer la régle Ri, et la
procédure APPLI (Ri) qui permet d'appliquer effectivement la régle Ri.

NAR est le nombre d'ar@tes que 1'on a déja recopiées

NA est le nombre d'arétes du graphe.

Le programme d'analyse est le suivant

début
APPLI (R1);

NAR <« I;

si ANALYSE (NAR) alors écrire " le graphe est planaire"

sinon écrire " le graphe n'est pas planaire ";

fin

La procédure ANALYSE est la suivante

logique procédure récursive ANALYSE (NAR)

début

tant que (NAR<NA-1) et (PPS(R5) ou P@S(R3) 93_P¢S(R4)) faire

début
si PPS(R5) alors APPLI(RS)
sinon Ei_P&S(R3) alors APPLI(R3)

sinon si P@S(R4) alors APPLI(R4);
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NAR < NAR + 1;

fin;
si (NAR<NA-1) alors
ARRETES (NAR,A,N);

IMPASSE <« vrail ;

tant que I<N et IMPASSE faire
si PPS(R2,A(I)) alors
APPLI(R2)
NAR <« NAR + 1;
si ANALYSE (NAR) alors IMPASSE < faux;

fin;
si I>N alors ANALYSE < faux ;

fin;

sinon si P@PS(R6) alors ;

début
APPLI(R6)
ANALYSE < vrai;
fin;

sinon ANALYSE < faux;

fin;

La procédure ARRETES (NAR,A,N) recherche parmi tous les sommets &tique-

tés par "A" celui d'ol part le moins d'ar@tes non encore recopides.

A est 1'ensemble de ces ar@tes et N leur nombre. Si NAR est égal a 1
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ce nombre est diminué de un.

A(I) représente 1'une de ces arétes et la procédure P@S(R2,A(I)

indique si 1'on peut appliquer la régle 2 en recopiant 1'ardte A(D),

t

4.3.4. PROGRAMMATION.

La donnée du programme d'analyse est &videmment le graphe Z analyser

La représentation interne du graphe peut 8tre soit une matrice de connec-
tivité, soit un tableau des liaisons, soit, si le langage de programmatior
le permet, une structure de liste.

Le graphe produit peut &tre décomposé en trois sous-—graphe
1°/ Le sous-graphe formé par les sommets étiquetés par les symboles "A" ¢
"a", ainsi que les ar@tes les reliant, le sous-graphe Ai' C'est la partie
graphe 2 analyser déji recopiée.
2°/ Le sous-graphe formé par les sommets &tiquetés par les symboles "B"
et "b", ainsi que les ar8tes les reliant, le sous-graphe Bi' C'est la par-
tie correspondant au graphe dual.
3°/ Le sous-graphe formé des sommets étiquetés par "A" et "B" et des aré8te
ayant une extrémité "A" et une extrémité "B", le sous-graphe C;» ou cycle
des symboles non-terminaux.

Ces trois sous-graphes peuvent tr&s utilement, &tre représentés

indépendemment les uns des autres.

Le premier sous-graphe est un sous-graphe du graphe a analyser, o
peut donc, pour le représenter, utiliser la feprésentation interne du gra-
phe @ analyser, soit en marquant les ar@tes déji recopides, soit en les su
primant au fur et 3 mesure. Ceci est possible car on ne s'intéresse qu'aux
arétes qui n'ont pas encore &té recopiées, d'autre part si on a gardé une

trace des régles que l'on a appliquées, on peut facilement reconstituer la
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partie du graphe déja recopié.

Pour ne pas avoir a les recalculer chaque fois, il est utile de
garder en mémoire les degrés des sommets du graphe a analyser ou de la
partie du graphe quin'a pas encore été recopiée. Dans le cas d'une repré-
sentation sous forme d'une matrice de connectivité, on peut par exemple
utiliser la diagonale de la matrice.

Le deuxiéme sous—graphe n'est pas indispensable pour 1'analyse.

On le construit donc que si 1'on veut disposer du graphe dual.

Le troisi&me sous-graphe est un cycle. On peut donc le représenter
sous le forme d'un tableau linéaire.

C'est une partie de ce cycle qui constitue le graphe de partie
gauche des régles 2,3,4 et 5. (La totalité pour la régle 6).

On peut donc caractériser de fagon non ambigie quel est le gra-
phe de la partie gauche de la régle en donnant 1'indice du premier sommet
de ce graphe dans le tableau i condition de toujours parcourir le cycle

(dcnc 1e tableau) dans le méme sens.

Les sommets ducycle sont en alternance des sommets étiquetés par
"A" et des sommets étiquetéds par "B". En prenant comme premier sommet, un
sotmet étiqueté par A, tous les sommets &tiquetés par "A" auront un indice

irpair, et ceux &tiquetés par "B" un indice pair.
p

EXEMPLE.

Le cycle des symboles non terminaux suivant

3

pourra €tre représenté par

zfs(s(&ffb

<+ b
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5 §
Et si @&————® est le graphe de partie gauche de la.régle 2, on dira

qu'on applique la régle 2 en 3.
I1 ne reste plus qu'id décrire les procédures APPLI et P@S précédemment
définies.

. La procédure APPLI (Ri) permet d'effectuer 1les modifications néces-
saires sur les différents sous—graphes et les variables du programme lors-
que 1'on applique la régle Ri. |

Cela consiste essentiellement a

- ajouter une ar@te au premier sous-graphe, c'est-3a-dire i en

supprimer une dans 1'ensemble des arétes non encore recopifes
- ajouter &galement une aréte au second sous-graphe
- modifier le troisi®me sous-graphe suivant la régle :

régle 1 : création des 4 sommets
régle 2 : insertion de deux nouveaux sommets

2
régle 3 & 4 : remplacement d'un sommet par un autre

[ ¥

régle ! suppression de deux sommets

régle 6 : suppression de tout le cycle
La procédure P@PS(Ri) recherche si il existe une partie du cycle
des symboles non terminaux qui peut—-€tre le graphe de partie gauche de 1la

régle Ri. Enseuite on regarde si on peut effectivement appliquer cette

régle :
Les conditions sont :
- pour la régle 2

I1 existe une ar@te non encore recopiée, dont une extré-
mité est le sommet &tiqueté par "A" du graphe de partie

gauche, et 1'autre sommet n'est pas encore recopié.
=~ pour la régle 3

il existe une aréte non encore recopiée entre les deux

sommets du graphe de partie gauche &tiquetés par "A",
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ces deux sommets étant les eutrémités d'autres arétes
non encore recopiées.
- pour la régle 4

Le sommet du graphe de partie gauche &tiqueté par "A"
n'est l'extrémité que d'une seule ar&te non encore
recopiée. L'autre extrémité de cette aréte n'est pas

recopiée elle aussi.
— pour la régle 5

I1 existe une ar€te non encore recopiée entre les deux
sommets du graphe de partie gauche renseignés par "A".
Un seul de ces sommets est 1'extrémité d'autres ar@tes

non encore recopiées.

4.3.5. EVALUATION DE L'ALGORITHME ET INTERPRETATION DES RESULTATS.

I1 est trés délicat d'évaluer un tel algorithme. En effet le nom-
bre d'opérations 2 effectuer pour analyser un graphe, dépend non seulement
du graphe donné, mais aussi de la fagon dont ce graphe est représenté.

En effet, lorsque 1'on veut appliquer la régle 2, on a le choix
entre plusieurs arétes, et une seule de ces arétes premettra d'obtenir
une bonne dérivation. Comme rien, 3 priori, ne distingue ces ar@tes, c'est
donc la fagon dont le graphe est représenté qui sera déterminante.

Le nombre de choix, lui, dépend du graphe 3 analyser. Il est
fonction d'une part du nombre de fois oii 1'on ne peut appliquer que la
régle 2, 3 1'exclusion de toute autre régle, et d'autre part, chaque fois
que l'on doit appliquer cette régle, du nombre d'arétes entre lesquelles
on doit choisir

1°/ nombre d'occurences de la régle 2 dans une dérivation.
Soit m le nombre d'ar@tes d'un graphe pouvant &tre produit par

la grammaire.

On sait que la longueur de la dérivation est égale au nombre d'arétes du
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graphe. La r&gle 2 ne peut se trouver ni en début de dérivation, ni en
fin.

D'autre part, lorsque l'on applique la ré&gle 2, le nombre de
sommets du cycle des symboles non terminaux est augmenté& de 2, et il n'y
a que l'application de 1la régle 5 qui permet de diminuer, également de 2,
le nombre de ces sommets. Au début ce nombreest nul, la régle | en crée
quatre. Avant d'appliquer la dernidre régle, la régle 6, il doit égale-
ment rester quatre sommets, comme seules régles 2 et 5 modifient le nom-
bre de ces sommets, on en déduit que dans toute dérivation, on trouve
autant de fois la régle 2 que la régle 5.

Le nombre maximum d'occurences de 1la régle 2 dans une dérivation

est donc E:Z .

2

EXEMPLE DE DERIVATION OU LA BORNE EST ATTEINTE

S
10

g

>}
N

5y
A

3
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Dans le graphe produit, il y a m = 6 arétes et on a appliqué

— =2 fois la ragle 2.

I1 existe d'autres dérivations, permettant de produite le méme
graphe et pour lesquelles le nombre d'occurences de la régle 2 n'est pas
égale 3 (m-2)/2, par exemple la dérivation (R1,R2,R3,R4,R5,R6)

On remarquera que dans 1'analyse, on aurait d'abord trouvé cet-
te dérivation, car on essaie d'abord les régles R3 et R4 avant d'essayer
d'appliquer la régle R2.

Pour les graphes planaires sans isthmes, le maximum d'occurences
de la régle 2 dans une dérivation n'est atteint que dans certaines déri-
vations de certains graphes. Le nombre d'occurences sera donc pratiquement,

. e e . m-2
toujours inférieur 3 —= .

2
Si on analyse un graphe quelconque, il se peut que 1'on essaie
plus de Eég fois d'appliquer la régle 2, dans ce cas il est inutile de
poursuivre plus loin 1'analyse, on sait que le graphe ne peut €tre pro-

duit par la grammaire, donc que le graphe n'est pas planaire sans isthmes.
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2°/ Nombre d'ar@tes auxquelles on peut appliquer la régle 2.

Le nombre d'ar@tes auxquelles on peut appliquer la régle 2 est
au minimum de 2, car sinon on pourrait appliquer la régle 3. Au maximum,
il est &gal au degré du sommet renseigné par A moins 1.

I1 y 2 au minimum deux sommets renseignés par A dans le cycle
des symboles non terminaux. Soit d le degré maximum de tous les sommets
du graphe (exception faite du sommet de degré maximum) ol 1'on prend
le degré moins un, car on y a déjd appliqué la régle 1).

Le nombre d'ar@tes auxquelles on peut appliquer 1la régle 2

est au maximum d-1, donc le nombre maximum de choix possibles est

[(m-2) /2]
(d-1)

I1 est évident que cette borne n'est presque jamais atteinte.
On peut donc par exemple remarquer que si l'on peut appliquer plusieurs
fois de suite la régle 2 avec le méme sommet étiqueté par "A" dans le
grephe de partie gauche, le nombre de choix diminue de 1 i chaque fois.
D'autre part, le nombre de fois ol 1'on ne peut appliquer que 1la
régle 2, n'est qu'exceptionnellement &gale 3 (m-2)/2, et si le début de
la dérivation est mauvais, il ne sera pas toujours nécessaire d'essayer

les m régles de la dérivation, le nombre de choix sera encore diminué.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS DES GRAMMAIRES DE GRAPHES

5.1.. REMARQUE PRELIMINAIRE.

Dans ce chapitre on essaie d'envisager les differentes applications pos-
sibles des grammaires de graphes.

Si certaines applications sont immédiates, d'autres sont beaucoup plus
délicates 3 mettre en oeuvre, voir méme hypothétiques.

Quant 3 l'inter@t de ces applications, il est également trés divers,
il r&side bien souvent, beaucoup plus dans 1'originalité apportée i la

résolution d'un probléme, que dans 1'apport d'une solution efficace !

5.2. RECONNAISSANCE D'UN GRAPHE

5.2.1. RECONNAISSANCE DE FORMES.

Comme nous 1'avons vu dans le premier chapitre, c'est pour résoudre des
problémes de reconnaissance de formes qu' ont &té introduites les premiéres
grammaires de graphes.

Les principales réalisations concernaient :

- la reconnaissance des caractéres (NARISIMHAM £30-33])

- la reconnaissance des chromosomes (LEDLEY [26] )

- 1l'analyse des photographies d'expériences en chambre i bulle
(scHAW [41-43] ).

Dans ces applications, les grammaires de graphes étaient représentées
par des grammaires de chalnes de type hors-contexte. L'analyse syntaxique
était alors classique, la reconnaissance du caractére du vocabulaire termi-

nal étant remplacé par la reconnaissance d'une primitive de la forme.
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L'utilisation de grammaires de graphes plus générales permettrait de
reconnaitre des classes beaucoup plus vastes de formes. On se heurte alors
a la difficulté de 1'analyse syntaxique.

5.2.2. PLANEARITE.

Et;nt donnée une classe de graphes C, si il existe une grammaire G telle
que le langage produit par ¢, Lg coincide avec C, alors le probléme de 1'ap-
partenant d'un graphe G i C se réméne i 1'analyse syntaxique du graphe G
selon la grammaire G.

En utilisant 1'analyseur syntaxique décrit au chapitre précédent, on
peut donc déterminer si un graphe quelconque est planaire sans isthme. (Etant
donné qu'il est trés aisé de décomposer un graphe avec isthmes en plusieurs
graphes sans isthmes, on peut donc.plgs généralement déterminer si un graphe
est planaire).

Cependant cette fagon de procéder n'est pas, dans le cas général, la
Plus performante. Si n est le nombre de sommets du graphe, les meilleurs
algorithmes de recherche de planéarité neqessitent un nombre d'opérations

proportionnel i n’. En 1971 HOPCROFT et TARZAN ont publié un algorihtme [23]"

Vou ce nombre &tait proportionnel 3 n Log(n), puis en 1971 et 1973, 1ls ont

publié deux algorithmes [50] ol le nombre d'opérations est directement pro-

portionnel 3 n.

5.3. PRODUCTION D'UN GRAPHE

5.3.1. PRODUCTION DE TYPES DE GRAPHES PARTICULIERS.

Le probléme de la production d'un gfaphe‘(ou d'un dessin, ou d'une forme)
d'un type particuleir est le probleme inverse de celui de la reconnaissance
de formes.

Il suffit>de connaigre une grammaire de graphes C dont le langage engen-

dré, Lg, soit exactement 1l'ensemble des graphes du type désiré.
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Avec la grammaire de 1'exemple donné au paragraphe 2.4.2. on peut pro-
duire n'importe quel schéma de molécules chimiques.

Li notion de grammaire de graphe est une notion trés générale (ou
trés peu contraignante si on préfére !) la construction de la grammaire

désirée est donc en principe relativement aisée.

5.3.2. DESSIN DE GRAPHES
Sachant produire un graphe d'un type donné il peut €tre interes-
sant d'avoir une représentation graphique (ou dessin) de ce graphe.

Pour cela a la production, donc au niveau de chagjue régle de produc-
tion, il faut associer un algorithme de représentation graphique, c'est-i-
dire indiquer d'une part, 1'emplacement des sommets les uns par rapport aux
autres, et d'autre part la fagon dont 1'on doit dessiner les sommets et les
arétes.

Par exemple pour la grammaire donnée au paragraphe 2.4.2. si on veut
obtenir le dessin du schéma d'une molécule chimique, la principale difficul-
té sera de définir 1'emplacement des sommets C53] . En effet la grammaire
ne donne aucun renseignement de nature topologique.

En revanche le dessin des sommets et des ar8tes sera simple : symbole
chimique pour le sommet, liaison simple, double ou triple pour les arétes.

Avec la grammaire de MONTANARI, produisant les graphes planaires sans
isthmes, on pourra obtenir un dessin planaire d'un graphe planaire.

Les algorithmes dans ce domaine sont fort nombreux [50.54.55] , mais

)
dans ce :as on peut s'imposer une contrainte supplémentaire, 3 savoir 1'empla-
cement des sommets sut leplan est donné par avance (C'est une contrainte que
l1'on rencontre souvent dans la pratique, par exmple sur une plaque de cir-
cuit imprimé ol 1'emplacement des différents modules est imposé pour des rai-

sons technologiques).
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Le principe de 1'algorithmeest le suivant
au fur et a mesure de 1'application des régles de la dérivation on
dessine le graphe ainsi :
le cycle des symboles non terminaux définit une surface 3
l'intérieur de laquelle se trouve la partie du graphe déji dessiné. Les
sommets du graphe non encore "cr&és" se trouvent tous 3 1'extérieur du
cycle.
On vérifie que, lorsque l'on applique 1'une des six régles de la gram-
maire, on peut toujours en modifiant le dessin du cycle des symboles non
terminaux, dessiner la nouvelle ar@te de fagon i ce qu'elle ne coupe aucune

des arétes déja dessinées.

EXEMPLE
On veut dessiner le graphe
°1
52 %4
4
Les sommets &étant disposés ainsi
s5
sl *s3
L 4
L] .SZ

Une dérivation permettant de produire le graphe est la suivante

R1, (R2,4), (R3,3), (R4,6), (R3,5), (R&4,4), (R5,2),R6
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REGLE 1

Soit (Si’sj) la premiére ar@te & dessiner. Il est toujours possible
de tracer une courbe passant par Si’sj et telle que la surface délimitée
par cette courbe ne contienne aucun autre sommet.

On marque sur cette courbe les deux sommets correspondant au graphe
dual. On oriente &galement cette courbe de fagon & retrouver 1'ordre des
somemts sur le cycle.

-

Il ne reste plus qu'a tracer 1'aréte (s.,s.) 3 1l'intérieur de la courbe
plus q §75;

EXEMPLE

REGLE 2

Deux cas peuvent se présenter :
1°/ L'indice du premier sommet du graphe de partie gauche est pair.

Soient Bi et sj les deux sommets du graphe de partie gauche, et soit Sy le
nouveau sommet i créer.

On trace une courbe de Bi a éj passant sur Sy telle que ‘cette courbe
soit entiérement 3 1l'extérieur de la surface délimitée par le cycle des sym—
boles non terminaux, & telle que la surface délimitée par cette courbe et la
partie du cycle allant de Bi a Sj ne contienne aucun sommet non encore Créé.

On peut toujours tracer une telle courbe.

Entre Si et Sj’ sur la courbe on ajoute l'autre sommet du graphe dual
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On trace 1l'aréte Sj’sk a2 1'intérieur de la nouvelle surface précédemment
définie et on modifie le cycle des symboles non terminaux en remplagant la

partie (Bi’sj) par la nouvelle courbe.

EXEMPLE:

2°/ L'indice du premier sommet du graphe de partie gauche est impair.
Si s et Bj sont les deux sommets du graphe de partie gauche on trace une
courbe allant de S5 a Bj passant par Sk le nouveau sommet 3 créer. Le prin-

cipe est le méme que dans le cas précédent.

REGLE 3

Soient Si» Bj et Sic les trois sommets. Il est toujours possible de tracer
une courbe allant de h a Sk a l'extérieur de la surface définie par le cycle
des symboles non terminaux et telle que la surface définie par cette courbe
et la partie du cycle (si’Bj) et (Bj’sk) ne contienne aucun sommet non encore
créé.

A 1l'intérieur de cette surface, on dessine 1'aréte S;>8 On ajoute sur
la courbe le sommet du graphe dual et dans le cycle des symboles non termi-

naux la partie (Si’Bj)’ (Bj’sk) est remplacé par la nouvelle courbe.
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EXEMPLE

REGLE 4

Soient Bi’sj’B les trois éléments du graphe de partie gauche, et

k

soit sy le nouveau sommet a créer.

On peut toujours tracer une courbe allant de Bi a Bk passant par Sy» a
1'extérieur de la surface démilitde par le cycle des symboles non terminaux
et telle que la surface comprise entre cette courbe et la partie du cycle
des symboles non terminaux (Bi’sj)’ (Sj’Bk) ne contienne aucun sommet non
encore créé,

On déssine 1'aréte sj,s 3 1'intérieur de cette surface, et dans le

1
?
cycie des symboles non terminaux, on remplace la partie (Bi’sj)(sj’Bk) par

la nouvelle courbe.

EXEMPLE
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L'application de la régle (R3,5) donne

L'application de la régle (R4,4) donne
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REGLE 5
Deux cas peuvent se présenter
1°/ L'indice du premier sommet du graphe de partie gauche est pair
les quatre sommets du graphe de partie gauche. On peut

1

toujours tracer i l'extérieur de la surface délimitée par le cycle des sym-

Soient Bi,sj,Bk,s

boles non terminaux, une courbe allant de Bi a $; de fagon 3 ce que la surface
comprise entre cette courbe et la partie du cycle (Bi’sj)’ (Sj’Bk)’(Bk’sl) ne
contienne aucun sommet non encore créé.

On trace 1'aréte (Sj’sl) i 1'intérieur de cette surface. Dans le cycle
des symboles terminaux, la nouvelle courbe remplace la partie (Bi,sj),(sj,Bk)

(Bk,sl)

EXEMPLE
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2°/ L'indice du premier moment du graphe de partie gauche est impair.

Si S:5 Bj’ Sk’Bl les quatre sommets du graphe de partie gauche, comme pré-

cedemment on trace une courbe allant de s d B, et a3 1'intérieur de la sur-

1
).

face ainsi formée on dessine 1'ar@te (si,s
{

k

REGLE 6
La régle 6 est la derniére 3 appliquer. I1 suffit alors de dessiner la
derniére aréte, 3 l'extérieur de la surface formée par le cycle des symboles

non terminaux, et de supprimer ce cycle. On a bien un dessin planaire du gra-

phe, les positions des summets du graphe ayant 8té fixé&s par avance.

EXEMPLE

Le dessin définitif du graphe sera
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REMARQUE
Pour un graphe donné et pour des emplacemenis de ses sommets donnés,
il y a plusieurs fagons de le dessiner avec cet algorithme.
I1 peut y avoir plusieurs dérivations permettant de produire le méme
graphe et donc l'ordre dans lequel on dessine les arétes peut &tre différent.
D'autre part pour une dérivation donnée, il y a plusieurs fagons pos-
sibles de dessiner le cycle des symboles non terminaux, notamment au moment

d'appliquer la premiére régle. La suite du dessin sera modifiée en conséquence

EXEMPLE.
Toujours pour le méme graphe on aurait pu dessiner ainsi le premier cycle

des symboles non terminaux et donc la premiére aréte.
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ou bien

5.4 ISOMORPHISME

Soient deux graphes Gl et 02 renseignés par le mémevocabulaire

Gy = (8)5Ag, fsl £y )
2
G, = (S,,A., f. £, )
2 2’72 82 A2
On dit que G, et G, sont isomorphes si, et seulement si, il existe une

l 2

application bijective ¢ de Sl dans S2

telle que :

Pour tout xl’ylesl et pours tout xz,y2€,32

(x],yl)e.A1 == (4(x), ¢(y)) € A,

ou
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(xy,7)€ by <= (67 (), ¢ (7)) € A

Pour les graphes renseignés, que pour tout X5 Yy S

1

£, (x,) = £, (o(x)))
S1 1 82 1

sy @A £y () =y (06, 4D

EXEMPLE

Les deux graphes sont isomorphes.

La bijection entre les deux ensembles de sommets est la suivante :

a, <> b

1 4
a, <7 bg
ay <> b2
a, <> b3
ag <> b]

Le probléme de la recherche de 1'isomorphisme de deux graphes, est un
probléme trés important.

Par exemple, dans toute représentation d'un graphe, on établit implici-
tement un ordre sur l'ensemble des sommets ocu des arétes.

Si on utilise une représentation par une matrice de connectivité,
1'ordre sur les sommets sera celui des lignes ou des colonnes associées

a4 chaque sommet dans la matrice.
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L'ordre des ar@tes sera celul obtenu en parcourant la matrice ligne
par ligne par exemple.

Pour les deux graphes précédents, on aurait les matrices

a; | 2 25 3, 3s b 5y b3 by | Ps
a, I I I b, | I
2, ! i 1 by | 1 I I !
2y I i I 1 by | I I 1
a, I I i 1 {|b, i I I
ag | 1 b | I I

Ces deux matrices représentent le méme graphe. Dans la premiére 1'ordre

oub,,b_,b_,b,,b..

427577277371

a3,a4,al,a2 ou b],bz,b3,b4,b5.

des sommets est a],az,a3,a4,aS

Dans la seconde matrice 1l'ordre est as,
Cet ordre sur les sommets ou sur les arétes, ne dépend que de la fagon
dont on représente le graphe. Il est donc, en général, tout & fait aléatoire
Pour trouver si deux représentations de graphes, représentant effective
ment le méme graphe, on est amené 3 rechercher si les deux graphes représen-
tés sont isomorphes.
Les algorithmes de recherche d'isomorphisme sont essentiellement combi-
natoires et bien peu sont performants [56].
Avec des grammaires de graphes, on peut concevoir des algorithmes procé

dant différemment.

Soit G une grammaire de graphe produisant une classe de graphesg Si
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deux graphes Gl et G2 appartenant é.efsont tels qu'ils puissent &tre pro=
duit par une méme dérivation de G, alors ils sont isomorphes.

En utilisant la grammaire de MONTANARI, on peut rechercher 1'isomorphis-
me de deux graphes planaires sans isthmes.

Dans un premier temps, en utilisant 1'algorithme décrit au chapitre
4, on fait 1'analyse syntaxique de 1'un des deux graphes. On obtient une
dérivation.

Dans un deuxiéme temps, on essaie avec cette dérivaion de produire le
deuxiéme graphe.

Si (Sil’sjl) est la premiére aréte produite par la premiére régle de
la dérivation du premier graphe alors on devra essayer d'appliquer cette

régle 3 toutes les arétes (siz,sjz) du deuxiéme graphe telle que le degré

de s., soit é&gal au degré de s, et celui de s., 3 celui de s,
i2 1l j2 1

-

On essaie d'appliquer ensuite les autres cycles de la dérivation. Ce
n'est que pour appliquer la régle 2 (comme nous l'avons vu dans 1l'algori-
thme d'analyse), qu'il peut y avoir plusieurs choix possibles, on devra tous
les envisager.

L'algorithme de recherche d'isomorphisme est alors le suivant:

D est le tableau dans lequel sont rangées les NL régles de la dérivation
du premier graphe.

A est le tableau des NA arétes du second graphe qui pourraient &tre

t

produite par la premiére régle

I « 1

tant que non DERIV(A(I)) faire I « I + 1;

Si I<NP alors écrire "Les deux graphes sont isomorphes"

sinon écrire "Les deux graphes ne sont pas isomorphes"

logique procédure DERIV(A)
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APPLI (R1,A);
M« 1;
DERIV ¢ SUIT DERIV(IM);

logique procédure recursive SUIT DERIV (IM)

tant que IMANL et R(D(IM)) faire IM < TM+1;
SUITDERIV « IM = NL;

R(I) est une logique procédure qui essaie d'appliquer la régle I, 1'applique

si c'est possible et retourne la valeur vrai, retourne la valeur faux sinon.
En particulier pour R(2), si A(2) est 1'ensemble des N2 arétes ot 1'on

peut appliquer la ré&gle 2 on a :

I« 1

tant que non SUITDERIV2(IM,A2(I)) faire I <« I+1;

R« I #N2;

avec

logique procédure SUITDERIV2(IM,A)
APPLI (R2,A);
IM <« IM+1;

SUITDERIV2 <« SUITDERIV(IM);

5.5. REPRESENTATION INTERNE D'UN GRAPHE.

5.5.1. RAPPELS
Soit G un graphe ayant n sommets et m arétes. Les principales fagons
de représenter le graphe G en mémoire sont les suivantes
Représentation par une :table 3 une dimension :
chaque entrée de la table correspond & une ar&te du graphe, re-
prentée par le numéro du sommet origine,le numéro du noeud extrémité, 1'iden-

tification de 1'aréte.
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La taille mémoire occupée est de 3xm emplacements mémoire, ou seule-

ment 2> emplacements si on supprime 1'identification de 1'aréte.

Représentcation par une table 3 deux dimensions :

Chaque ligne correspond 3 un sommet origine et chaque colonne 3 un
sommet extrémité. A 1'intersection de la ligne at de la colonne, on trouve
1'identification de 1'ar@te correspondante.

. .. - 2 L. 2
La taill: mémoire occupée est de n~ emplacements mémoire, (m+1) on adopte
la représentation duale, ol les lignes et les colonnes sont assocides aux

arétes, alors que le numéro du sommet se trouve i 1l'intersection).

Représentation avec des pointeurs :

Soit avec des plexes (pour chaque sommet autant d'entrées que d'arétes
dont ce sommet est origine, pour chaque entrée, identification de 1'aréte
et pointeur sur le plexe du sommet extrémité) soit avec des enregistrements
chalnés.

La taille mémoire occupée varie avec les graphes pour les plexes, et
est de 3n emplacements pour les enregistrements chainés.

I1 existe beaucoup d'autres représentations internes des graphes tels
que les codages par exemple le code DARC [][] et surtout les représenta-
tions associatives hashcodée (on associe 3@ chaque sommet les ar@tes dont
il est 1l'origine au moyen d'une table hashcodée).

On utilise 1'une ou l'autre de ces représentations suivant 1'usage
que l'on veut faire du graphe. De toute fagon la quantité d'information
nécessaire pour représenter un graphe, n'est jamais inférieur 3 2xm ol m

est le nombre d'arétes.
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5.5.2. REPRESENTATION PAR UNE DERIVATION.

Soit g = (V,I,R) une grammaire de graphe et G un graphe appartenant & Lg.
Si D = (r],...,r ) r;€R est une dérivation qui permet de produire G et si
n

E= (S ,...,S ) est la suite des ensembles des sommets des sous-—graphes

1 2
de partie gauche lorsqu'on applique les régles Lyseeest alors le couple
n

¢« D,E> permet de différencier sans aucune ambiguité le graphe G, c'est donc
une représentation de G..

Cette représentation, peut dans certains cas €tre trés économique. En
effet en plus de l'information "explicite" c'est-d-dire la donnée da couple
<D,E>, il y a une information "implicite'", la donnée de la grammaire g.

Les prinicpaux inconvénients de cette représentation sont d'une part
son manque de généralité : pour une grammaire g donnée on ne peut représen-
ter que les graphes appartenant a4 Lg, et d'autre part, sauf cas particulier,
son inaptitude 3 tout traitement sur le graphe.

On n'utilisera donc cette représentation que lorsque 1l'on veut stocker
une grande quantité de graphes, dans le cas ol cette représentation est trés
gconomique par rapport a toutes les autres, ou bien si cette représentation

est appropriée a un traitement particulier (c'est-3-dire une application ot

1'on utilise directement les propriétés de la grammaire).

EXEMPLE

Soit la grammaire g = (V,I,R) premettant de produite tous les graphes
non-orientés sans boucles

V= {S,s,e} ; V. = {S,s} ; VSN = {8} ; VST = {s}; V, = {e}; VSN = ¢; V..

S ST

On ne représente par le renseignement sur les arétes



- 145 -

R ensemble des ré&gles de production

1°/ a ¢ f g8 : . v o: y(a]) = B,
B
! 1
2°/ o : O B:S S :oy(a,) =
HE : Y oy al = S]
a B] 82
3°/ a ? B8 :%——%; Y @ Y(a]) = Bl
2 1 2
1
° .8 .8 s . _
4°/ a : 3 B: I Y @ Y(a]) 31
¢ | 2
1
5°/ o i o S B: %}——%% Yy : (e = B)
o) o, 1 2 y(az) = 82
6°/ a: > 5 g &8 ., v() =8
4 % B B v(ay) = 8,
° . S5 S8 . S . y(a,) =B
7°/ o : PO B: ET——éz Y 1 1
Y(Otz) = 8,

I1 y a redondance entre les régles, mais c'est pour que les dérivations soient
plus courtes.
Comme on ne crée jamais plus d'un sommet 3 la fois, on numérote les

sommets 1,2,... au fur et 3 mesure qu'ils sont créés.

On donne un exemple de dérivation

S
S r, = 2; S = {1} )
o
) 1
1 ¥ .
S S _ . _
T Tt 8, =
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S S = =
I 2 r3 =2, 58 {2}
i 3
S
3
¢
24
s S
1 r[’ =6 N SC{. = {3,4}
[ 72 4
S S
3 4
6 +
S
® r., =7 sy S = {2,3}
1 2 5 a
5
s
3 4
7 4+

[¢] —
:Nm
2] [y

Le graphe ainsi produilt pourra &tre représenté par le couple <D,E, avec

D

(2,3,2,6,7)

et E ({ry,{1,{21,{3,41,{2,3hH
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Ce que l'on peut également représenter par le tableau linéaire suivant
ol 1'on alterne le numéro de la régle de production, notée en négatif, et
la suite des sommets correspondants :

(—2’]s—3,]’—2’2’—6’3’49_7’2’3)

5.5.3. REPRESENTATION DES GRAPHES PLANAIRES SANS ISTHMES.

Pour pouvoir effectivement, représenter un graphe par une dérivation,

il faut évidememnt pouvoir disposer de cette dérivation, donc avoir un ana-
lyseur syntaxique.

Nous avons vu au chapitre précédent comment on pouvait construire un
tel analyseur pour la grammaire de MONTANARI permettant de produire les
graphes planaires sans isthmes.

Nous allons voir comment, & 1'aide de la dérivation ainsi obtenue, on
peut représenter de fagon tr&s &conomique les graphes planaires sans isthmes.

La représentation du graphe est formée du couple<D, E>.

La dérivation D commence par la régle 1 et se termine par la régle 6, il
n'est donc pas nécessaire de les représenter, on peut donc se contenter de
la suite des m-2 régles (si m est le nombre d'arétes du graphe) (rz,...rm_l)

ol r. est 1'un des régles 2,3,4 ou 5.

E est la suite des ensembles des sommets des sous—graphes de partie gau-
che. Or ces sous—graphes sont eux-—mémes des sous-graphes du cycle des sym-—
boles non-terminaux. .

On ne numérotera donc au cours de la dérivation que les sommets &tiquetés
par un symbole non terminal.

De plus si 1'on prend la convention de parcourir ce cycle toujours dans

le méne sens, étant donné que sachant la régle & appliquer on sait le nombre

de sommets du sous—graphe de partie gauche, il suffit donc de donner la posi-

tion du premier sommet dans le cycle.
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EXEMPLE

Si on prend comme origine du cycle le sommet étiqueté par "A" de numéro
1, et que 1'on parcourt le cycle dans le sens des aiguilles d'une montre, ap-
pliquer la régle 3 en 4 signifie que le sous~graphe de partie gauche est le
sous-graphe dont les sommets sont 6,7 et 4.

En appliquant la régle | on cré le cycle des symboles non terminaux et
on fixe arbitrairement en 1'un des deux sommets étiquetés par "A" 1l'origine
du cycle.

Quand on applique la régle 2, on intercale deux nouveaux sommets.

Quand on applique la ré&gle 3, on remplace un sommet étiqueté par "A" par un
autre. Si l'ancien sommet était 1'origine du cycle, le nouveau sommet devient
la nouvelle origine.

Pour la régle 4, on remplace un sommet étiqueté par "B" par un autre.

Enfin lorsqu'on applique la régle 5, on supprime deux sommets. Si le
sommet étiqueté par "A'" supprimé était 1'origine, par convention, on prend com-
me nouvelle origine le premier sommet étiqueté par "A" suivant (toujours en

parcourant le cycle dans le méme sens) l'ancienne origine.
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EXEMPLE

1 ¥ cyecle : (1,2,3,4)

on applique 2 en la position 1

2 ¥
cycle @ (1,6,5,2,3,4)
6 B
A
] A
B 5
4 2B
A3
34 on applique 5 en la position 6

cycle : (5,2,3,4)
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3 A

Une représentation du graphe (et aussi de son dual) pourra donc &tre
(2,1) , (3,6) , (5,6).

On peut sans aucune difficulté, associer a cette représentation des
renseignements sur les arétes et les sommets du graphe.

Etant donné que chaque fois que 1'on applique une régle on crée une aréte
il suffit de ranger les renseignements concernant les arétes dans 1'ordre de
création de ces derniéres.

I1 en est de méme pour les sommets car on ne crée jamais plus d'un sommet
d la fois, exception faite pour la régle | ou l'on en crée deux. Dans ce der-

nier cas on prendra comme convention d'associer le premier renseignement au
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sommat origine du cycle des symboles non terminaux, comme cela il n'y a
aucune ambigulté.

Par exemple le graphe renseigné :

pourra étre représenté par :
(2,1),(3,6),(5,6) pour sa structure
(e,c,b,a,d) pour les renseignements sur les arétes
(D,F,E,C) pour les renseignements sur les sommets.
On sait que pour pouvoir représenter avec des chiffres binaires un en-
sembles de n informations, 1'on doit utiliser LogzN chiffres binaires ol N
est tel que Zi-]<n§N = 2i.
Si on veut représenter 1l'ensemble des graphes 3 n sommets, on doit dénom-
brer le nombre de tels graphes.

Deux graphes G1 et G, 3 n somemts sont différents si les ensembles A]

2

et A2 de leurs arétes sont différents, 1'ensemble des sommets S &tant iden-
tique pour les deux graphes.

Or ACSxS et donc le nombre d'ensembles d'ar@tes différents est égal

card (Sx8) (nz)

au cardinale éﬁ%sxs), c'est-a-dire 2 soit 2 .

2
n - . ~ i
Il y a2 graphes 32 n sommets et pour pouvolr représenter tous les
nz 2
granhes 4 n sommets on doit utiliser Log22 = n" chiffres binaires.
C'est ce nombre qui est nécessaire pour une représentation par une
matrice de’ connection.

Dans la représentation des graphes planaires sans isthmes de n sommets

et m arétes par la dérivation selon la grammaire de MONTANARI, on doit re-
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présenter m-2 couples (ri,si) r, est 1'une des régles 2,3,4, ou 5, donc
deux chiffres binaires seulement sont nécessaires pour le représenter.

s, est un numéro de sommet qui ne peut prendre au plus que 2n valeurs
différentes (cas ol tous les sommets sont sur le cycle des symboles non
terminaux) .

Donc s; peut étre représentd par log2(2N) chiffres binaires soit

i-1 i
1+Log2N ou N est tel que 2 n N=27,

Le nombre de chiffres binaires pour représenterle graphe est donc &ga

for

(m-2)(3+Log2N) = mLog2N+3m-2Log2N-6.
On peut comparer cette représentation 3 la représentation des graphes de n
sommets et m arétes par la table des arétes. On a dans ce cas besoin de
mXZXLogzN chiffres binaires.

Cependant la représentation des graphes par la dérivation selon la gri
maire de MONTANARI ne permet pas de représenter tous les graphes planaires
n sommets et m areétes.

On ne représente pas les graphes orientés. On peut le faire en ajoutar
des renseignements sur les ar@tes. En effet, comme on 1'a vu, on peut numéi
ter, au fur et 3 mesure de leur création, les sommets du graphe, donc on pe
définir une relation d'ordre entre les sommets du graphe. Pour toute aréte

(i,j) i¢j du graphe non orienté on associera le renseignement '+' , '-' o

indiquant dans le graphe orienté on a 1'ar8te (i,j) , (j,i) ou les deus

Par exemple le graphe orienté suivant

sera représenté par la dérivation (2,1) , (3,6) , (5,6) i laquelle on adjoi

les rensiegnements (= , + , + , - , =).
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Il faut alors ajouter 2m chiffres binaires pour la représentation.

On peut également représenter les boucles sur les sommets c'est-a-
dire les arétes (i,i) en ajoutant un renseignement sur les sommets, soit
n chiffres binaires.

Pour représenter les graphes planaires sans isthmes orientés avec bou-
ches 11 faut

m LogZN + 5m + n-2 LogZN—6 chiffres binaires.
Si le graphe est avec isthmes, il suffit de transformer chaque isthme

en une aréte double

deviendra

Donc au plus (dans le cas d'un arbre) on devra doubler le nombre d'arét:
et ajouter un renseignement sur ces arétes pour indiquer qu'elles sont doublé
Le nombre maximum de chiffres binaires est nécessaire pour représenter

de cette fagon un graphe planaire quelconque sera

2m Log2N + 12m - n-2 Log2 h~il ,




5.5.4. CODAGE DES CARTES PLANAIRES.

La notion de carte (ou d'hypercarte), permet d'obtenir une défini

purement combinatoire des graphes (ou des hypergraphes) [5ﬂ .

Une hypercarte est un couple (o,a) de permutations sur un ensembl
B de brins, tel que le groupe engendré opéré transitivement sur B.

i Si a est une involution sans point fixe, 1'hypercarte (o,a) est -
carte. (Les orbites de o sont les sommets, les orbites de o, les arétes

Une carte est une carte planaire si son genre est nul :

go,0) = 1 + 5 [2(0) - 2(0) - Z(a0)] = o
oi Z (8) désigne le nombre de cycles de la permutation .

Pour toutes les cartes planaires ol l'on a particularisé un brin
(cartes planaires pointées ) on peut construire un code représentant ce
carte. Ce code a pour longueur le nombre de brins de la carte. Avec Leh
et Lenormand, on peut méme transformer ce code en un code de méme lon-
gueur construit 3 partir d'un alphabet de quatre lettres seulement.

Le probléme est donc, pour un graphe donné de trbuverles permutat
(0,0) associées, ce qui en fait se raméne une recherche de planéarité

Pour les graphes planaires sans isthmes, on peut utiliser la gram
maire de Montanari, et méme directement construire o et o & partir de 1
dérivation :

Une dérivation commence par la régle 1, puis pour un g
phe de m arétes, m—~2 couples (Ri’si) ol Ri est 1'une des régles 2,3,4 o
5 et S5 1'indice du premier sommet du graphe de partie gauche dans le c
des symboles non terminaux, puis 3 la fin on trouve la régle 6.

B contiendra 2m brins. On crée deux brins pour chaque régle de la
dérivation, notés 2i-1 et 21 pour i=1, ... m. Ces deux brins forment u
aréte,donc o sera le produit des permutations circulaires (2i-1,2i) pour
i=1,...,m.

0 sera formé des permutations circulaires associées aux sommets
Pour chaque régle on ajoutera un brin dans deux permutations circulaire
de fagon a ce que sur le dessin planaire du graphe on parcourt les arét
associées dans le sens trigonométrique. Dans le cas oli le brin n'est ni

le premier, ni le dernier de ia permutation, on procéde ainsi :

Régle 2 . Le brin 2i-1, est ajouté a droite de la partie de
la permutation déja construite, si s, est pair, a gauche si s, est im-

pair, pour 1'"ancien" sommet.



Régle 4 En parcourant le cycle des symboles non terminaux dans le sens
trigonométrique, on ajoute le brin 2i-1 3 gauche dans la permutation cir-
culaire associée au premier sommet du graphe de partie gauche, et le brin

21 pour le dernier sommet.

Pour la régle 5 si s, est pair on ajoute 2i-1 & gauche, et si s, est impair
on ajoute 2i 3 droite sommet qui reste non terminal. (L'autre brin &tant

le dernier de la permutation associée 3 1'autre sommet).

Exemple

—_——

Soit le graphe

sa dérivation est 1(2,1), (3,6), (5,6), 6
a sera (1,2) (3,4)(5,6)(7,8)(9,10)

¢ sera ainsi construite

régle cyclé des symboles non terminaux permutations com
régle 1 (l,e.... (2,...

régle 2 en 1 (3,1,c0e(b,yeee. (25....

régle 3 en 4 6,.... (4,.... (2,.... (3,1,5)

régle 5 en 6 (4,8,...(2,.... (3,1,5) (6,7)

régle 6 %,8,9)(2,10)(3,15

Carte que l'on peut représenter

Le cycle & est (1,2,10,9,4,8,7,6,5,3)

Le code de CORI est xo x3x3 x2 x2 x2 x] xl x° xo

et le code Lehman-Lenormand x x ¥y X y X x X Yy ¥






Conclusion.....

Avec le formalisme des grammaires de graphes, on dispose d'un outil trés int
ressant dans le domaine du traitement automatique des graphes ou des dessins. Mais
comme tout formalisme trés général, i1 est souvent difficile de pouvoir 1'utiliser
de facon efficace . C'est par exemple le cas des algorithmes d'analyse syntaxique
qui sont essentiellement combinatoires donc peu performants.

Nous avons pourtant vu, comment, avec une grammaire de graphe particuliére (1
produisant des graphes planaires sans isthmes), on pouvait aborder de fagon treés
différente des problémes “classiques" tels que la recherche de la planéarité, 1'isc
morphisme de graphes, ou le dessin. Si ces algorithmes ne sont pas toujours aussi
efficaces que ceux connus par ailleurs, comme ils procédent du méme modéle, leur
association peut é&tre trés heureuse : par exemple avecl'utilisation d'une dériva-
tion pour le codage du graphe, puis a partir de cette dérivation, dessin du graphe
ou recherche d'isomorphisme.

C'est dans ce sens q'u'il serait fructueux d'étudier d'autres types de gramme
res de graphes. Pour une catégorie de graphes ou de dessins donnée, on peut ainsi
aborder globalement les problémes de reconnaissance, de codage, de dessin etc.....

Les grammaires de graphes sont également des objets mathématiques dont une
etude approfondie pourrait également &tre trés dnteresssante. De nombreux probléme
resten encore ouverts, et leur étude permettrait de mieux comprendre Te fonctionne-
ment des algorithmes et de pouvoir ainsi les améliorer. Quel est, par exemple, le

lien entre les grammaires de graphes et les grammaires de chaine ou les autres sys-
témes génératifs ?

On peut également se demander si le graphe est bien la structure algébrique
la plus indiquée, et si on peut généraliser la notion de grammaire formelle (ou
autre systéme génératif) a d'autres structures pour lesquelles des problémes tels
que 1'analyse syntaxique conduiraient a des algorithmes plus efficaces.
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