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INTRODUCTTION

Dans ce travail, nous étudions d'une maniére systématique les
méthodes d'estimation et test dans les modeéles courants de séries chrono-
logiques, qui s'appuient sur la méthode du maximum de vraisemblance e+t
nous généralisons ces méthodes aux problémes d'estimation correspondant

au cas des processus gaussiens en temps continu.

Le premier chapitre est consacré au probléme d'estimation dans

le modéle général de processus :

I.1. X(t) =

W™ 8

TOA) e(t=))
J=0

ol e(t), t&Z, sont des vecteurs aléatoires indépendants, centrés, de

méme [oi ayant une matrice de covariance G et ol les matrices AG(J),j=O,1,..

dépendent d'un paramétre 0 ¢ ® < Rk. Le paramétre spécifiant le moédéle

est v = (0,06).

Whittle [29] a résolu le probléme d'estimation de  par maximi-
sation de |'approximation suivante de la fonction log-vraisemblance :
__N _ N g -1 N
Ly(v) = - 7 Log det(2n6) - —= [’ Trif SO0 T°00} dx
ol fv(') est la densité spectrale du processus et ol IN(.) est le périodo-

gramme.

Box et Jenkins [6] dans les cas particuliers des processus (sca-
laire) autorégressif, en moyenne mobi le et mixte a estimé les paramétres
par minimisation de la somme des carrés des résidus (c'est-a-dire la som-
me des carrés de €(t,0), ces derniers étant calculés en fonction de

X(s), 0 < s <t et de 0 & partir de la définition du modéle). Sa méthode

’



généralisée au cas multivariable par Wilson [27] équivaut & maximiser
| 'approximation suivante de la fonction log-vraisemb|ance :
N

Ly(v) = - N Log det (21G) - N z
N 2 2 4

Ye(t,0067! ect,0)

1

ol e(t,0) est défini comme ci-dessus.

Il a été démontré (Walker [30], Pierce [23] ...) que les fonc-
tions LN et LN possédent les propriétés analogues & celle d'une fonction
log-vraisemb lance classique. Un point important est néanmoins ignoré dans
ces fravaux est de savoir dans quelle mesure LN(resp. LN) est uné approxi-
mation de la fonction log-vraisemblance exacte JfN (le processus étant
Supoosé gaussien). Pour répondre & cette question, nous montrons que la
di fférence 5N(v) =1$“v) - LN(V), ainsi que ses dérivées premiéres et secon-
des, calculées au point v*(v* é&tant la vraie valeur de v) sont bornées en
probabiIiTé quand N > = . Ceci montre que |'estimateur de Box e+t Jenkins,
s'il est consistant est asymptotiquement efficace et asymptotiquement équi-
valent a3 I'estimateur consistant de maximum de vraisemblance si ce dernier
existe. D'autre part, nous montrons que les bornes supérieures des valeurs
absolues de 6& (v) = Ly) - Ly(v) et de ses dérivées premiéres et secon-
des sur un voisinage de v* sont bornées en probabilité quand N > =, Cela
entraine que les méthodes d'estimation de Box et Jenkin et de Whittle sont

PO N -1 N
equivalentes & l'ordre N ' prés.

La maximisation de LN (resp Ly) peut s'effectuer & |'aide de I'al-
gorithme de Newton-Raphson. Mieux, nous montrons que si |'estimateur initial
est convenablement choisi, alors la premiére itération est déja un estima-
teur asymptotiquement efficace. dans le chapitre Il, I'application de cet
algorithme au cas des processus en moyenne mobile et mixte en utilisant la
fonction Ly permet de retrouver les procédures d'estimation d'Hannan [14].
Ce résultat est déja mis en évidence par Akaike [2]; toutefois, notre tra-
vail dégage une deuxiéme procédure équivalente : celle qui utilise la fonc-

tion LN'



Le probléme de test d'adéquation du modéle auto-regressif et en
moyenne mobile est aussi considéré. Notre méthode est une adaptation de la
méthode générale de Neyman [21]. On construira la statistique de test a par-
tir des dérivées de la fonction log-vraisemblance calculées pour les vraies
valeurs des paramétres. Comme ces paramétres sont inconnus, on les rempla-

1/2

cera par leur estimateur N consistants (i.e. la différence entre |'esti-

1/2

mateur et la vraie valeur du paramétre, multipliée par N est bornée en
probabilité). Le test de Neyman est équivalent au test de maximum de vrai-
semblance (Moran [19]) mais posséde |'avantage d'étre plus facile & calculer.
Dans le cas de |'adéquation du modéle auto-régressif, nous avons ainsi cons-

truit deux tests :

Le premier test est basé sur les matrices de covariances emplri-
ques parielles. Si le modéle est auto-régressif d'ordre q, ces matrices,
d'ordre plus grand que q, sont asymtotiquement indépendantes et de loi gaus-
sienne centrée. Ce résultat généralise un résultat bien connu dans le cas
du processus auto-régressif univariable : les coefficients de corrélation
empiriques partiels d'ordre plus grand que q sont asymtotiquement indépen-

dantes, de loi normale centrée (Anderson [3]).

Le deuxiéme test peut étre identifié avec le test de Quenouille
généralisé obtenu par Hannan [14]. Toutefois, notre travail établit la
liaison entre ce test et le test général de Neyman et par |a dégage une mé-

thode de calcul pratique plus simple.

Enfin, dans le chapitre Ill, nous étendons les résultats du pre-

mier chapitre au modéle de régression

X(t) = B (j) Z(t-j) + Y(1)

T}

Jj=0

ol {Y(1), t &€ Z} est un processus stationnaire centré du type (1.1).

Notre travail généralise celui de Pierce [23] en étudiant un vectoriel plus
générale. Nous avons aussi ajouté les résultats sur la comparaison de la

~
fonction log-vraisemblance exacte avec ses approximations LN et LN.



La normalité asymptotique du vecteur des dérivées de LN(resp LN) est aussi

redémontrée d'une maniére rigoureuse.

Dans la deuxiéme partie nous considérons le probléme d'estimation
dans les processus en temps continu. L'analogue du processus mixte en Temps
continu est le processus gaussien stationnaire centré de densi+é spectrale

rationnelle, soit :

1.2 ) =T ’—Lm ’
e 21 | qCiA)

ol p et g sont deux polyndmes de coefficients du plus haut degré unité et

de degrés respectifs n et m (n ¢ m).

Dans le chapitre IV, nous étudions donc |'estimation des parame-
tres de la densité spectrale d'un processus gaussien stationnaire centré
de densité spectrale (1.2.). Nous commengons par calculer la dérivé de
Radon-Nykodym de la probabilité image d'un tel processus, par rapport a une
mesure dominante. || existe des résultats généraux sur |'équivalence et le
calcul des dérivées entre les mesures gaussiennes (voir Neveu 20b ), mais ce
ne sont pas des résultats constructifs. C'est grace & un thoéréme de Girsanov
[13] que nous pouvons déterminer une expression explicite de la fonction log-
vraisemb lance exacte du modéle, & partir de laquelle nous dérivons une appro-
ximation asymptotique notée LN' Cette derniére est définie comme suit :

Le processus observé {X(t), t € [0,T]} peut étre représenté 3 par-

- tir d'un mouvement brownien {£(t), t+ > 0} par :
X(t) = p(g—T) Y(t+)
(m=1) (m=1) g '
Y (t) - Y (0) - f q(ag) Y(s) ds = o E&(t)
o

"ol q(u) = g(u) - u". D'autre part on définit un processus :



{¢p (t), + &€ [0,T]} tel que :

[X(m—n—l) (m-n-1)

1
ECT) = W(H) - ( ¢ (s) ds ol wW(t) =% (1)-X (0)]

Jo
La fonction LN est alors
T 1 T 2
Ly =j ¢ (D dwid - 2 f |6 ()]° dt
o 0

Cette fonction peut s'écrire formellement :

T 2 T
woor [ (e [ ()
0 0

ce qui fait apparaitre sa resemblance avec la fonction log-vraisemblance

de Box et Jenkins dans le cas discret.

Nous établissons ensuite la validité de |'approximation LN. Nous
montrons que la différence de LN et la fonction log-vraisemblance exacte
ainsi que ses dérivées premiéres et secondes calculées pour les vraies va-
leurs du paramétre, sont bornées en probabilité quand T - «. Nous montrons
parallélement |'existence d'une version réguliére de la fonction de vrai-
semb lance qui pour chaque réalisation du processus, est une fonction deux
fois contintment dérivable par rapport aux paramétres. Ce probléme d'exis-
tence d'une version réguliére de la fonction de vraisemblance, triviale
dans le cas discret demande une démonstration assez compliquée dans le cas

continu.

Finalement, nous étudions le calcul numérique des estimateurs.
L'algorithme utilisé est encore du type de Newton-Raphson, lequel tfournit
dés la premiére itération un estimateur asymtotiquement efficace. Avec
quelques modi fications, on obtient un algorithme trés simple permettant |'es-
timation des ocefficients des polyndmes p et q de la densité spectrale du

processus.

Dzhaparidze dans [10] et [11] a aussi considéré le probléme d'es-
timation des paramétres de la densité spectrale d'un processus gaussien
stationnaire centré de densité spectrale rationnelle. || utilise une appro-
ximation de la fonction log-vraisemblance semblable & celle de Whittle dans

le cas discret :



o

r X T oy - e Tonl TNy
= ],w Loglf ¢ ylroo1 ax - ‘[ £ - I T ) d

ol f(.) et fo(.) sont respectivement les densités spectrales correspondantes
3 une valeur quelconque et & une valeur donnée du paramétre et ol IT(.) est

le périodogramme.

L'inconvénient de cette fonction est qu'il faut donner une in-
terprétation spéciale de la deuxiéme intégrale qui diverge. D'autre part
la méthode d'estimation de Dhaparidze fait intervenir la résolution d'un
systéme non linéaire. Remarquons aussi que d'aptrés notre théoréme 3.3. du
chapitre |V, la fonction log-vraisemblance de Dzhapardze et notre fonction
Ly sont asymptotiquement équivalentes :la différence entre elles et ses dérivées
jusqu'a |'ordre deux par rapport au parametre admettent des bornes supé-
rieures sur un voisinage de la vraie valeur du paramétre, bornées en pro-

babilité quand T » = .,

Dans le dernier chapitre, nous considérons deux extensions du mo-
déle étudié au chapitre précédent. Le premier est celui du processus gaus-

sien vectoriel stationnaire centré de densité spectrale

£(N) %?(A+1AI)-1 G(A+iAD) !

Ce modéle correspond & |'état stationnaire d'un systéme dynamique
stochastique régit par I'équation :
ax(t) = Axcndt + 62 dect)

ol &(t) est un mouvement brownien vectoriel standard.

Notre travail rejoint celui de Le Breton [17] mais dans un context

différent.

La deuxiéme extension est le modéle de régression (scalaire) :
Kk

X(t) = L ooz () + Y(1)
v



o {Y(t), t R} est un processus gaussien stationnaire centré de densité
spectrale rationnellie. La démarche est la méme que celle du chapitre IV.
Nous déterminons une approximation de la fonction log-vraisemblance dont
nous établissons la validité. Tous les résultats du chapitre IV peuvent &tre

alors généralisés sans difficulté.






CHAPITRE 1

METHODE GENERALE D'ESTIMATION DANS LES MODELES DE

PROCESSUS STATIONNAIRES CENTRES EN TEMPS DISCRET

Trois modéles de processus stationnaires centrés en temps discret
sont couramment employés dans la littérature : le modéle de processus auto-
régressif, celui de processus en moyenne mobile et celui de processus mixte.
Ces modéles peuvent étre groupés sous le titre "modéles finis" car ils sont
décrits & I'aide d'un nombre fini de paramétres. En fait, la loi de probabi-
lité du processus dépend aussi d'une loi de probabilité sur Rp, p étant la
dimension du processus (vectoriel), mais on verra dans la suite que la spé-
cification de cette loi est indifférente en ce qui concerne le probléme

d'estimation des paramétres du modéle.

La méthode générale d'estimation dans les modéles finis consiste &
maximiser une fonction qui est une approximation de la fonction de vraisem-
blance dans le cas ol le processus est gaussien. Elle sera étudiée dans ce
chapitre et son application dans les cas particuliers sera |'objet du

chapitre suivant.

DIFFERENTS MODELES DE PROCESSUS EN TEMPS DISCRET

Nous rappelons ici briévement les définitions et principales pro-
priétés des différents "modéles finis". Pour les détails, le lecteur pourra

consulter [6] ou [14].



Tous les processus considérés dans la suite sont vectoriels de p
composantes. D'autre part € (1), t € Z désignera toujours une suite de

vecteurs aléatoires indépendants centrés de méme loi, ayant une matrice de
covariance notée G.

Définition 1.1.

"Un processus stationnaire centré {X(t), t € 2 } sera dit en

moyenne mobile d'ordre q s'il peut étre représenté sous la forme :
q
(1.1.) X(t) = £ B(j) e(t-))

ou B(i), j = 0,...,q sont des matrices d'ordre p avec B(o) = 1 matrice
unité".

Théoréme 1.1.

q .
"Avec les notations précédentes si det[ I  B(j) 291 n'a pas de
J=o
zéro de module inférieur ou égal a l'unité, alors les e(t) peuvent étre

calculés en fonction de X(s), s < t comme suit :

(1.2.) e(t) = T A(J) X(+-))
J=o

ou les matrices A(j), j=0,1,..., sont les coefficients du développement :

-1
q .
T B(j) 2 -

Jj=o J

.

ACj) 29 lz| <1 "
o

W™ 8

Définition 1.2.

"Un processus stationnaire centré {X(t), t € &} sera dit auto-

régressif d'ordre q s'il vérifie :

(1.3.)

n ~MO

AC)) X(t-)) = e(t)

Jj=o



ou e(t) est indépendant de X(s), s < t et ou A(j) sont des matrices d'or-

dre p avec A(o) = Ip"

Théoréme 1. 2.

"Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un pro-

cessus stationnaire {X(1), t+ € Z'} vérifiant les conditions de la défini-
tion 1.2 est que det[ T A(]) zJ]n'ait pas de zéro de module inférieur ou
J=o
égal a l'unité. Dans ce cas le processus {X(t), t+ € Z } est donné par :
(1.4.)  X(t) = £  B(j) e(+-]))
J=o

ou les B(j), j = 0,1,..., sont les coefficients du développement :

-1
ACj) zY
o J

B(j) 2z |z| <1 "

n MmO

"
W~ 8

J

Théoréme 1.3.

n
La densité spectrale du processus auto-régressif (1.3.) est :

q R q . -1
(.50t = |1 oA e S E gy e
j=o j=0

et sa fonction de covariance vérifie les équations (de Yule-Walker) :

(1.6.) ACj) R(j-k) = O k=1,2,...

o

" ~MQ

J

A(j) RGj) + G =0 "
(o]

n Mo

J



Définition 1.3.

"Le processus stationnaire centré {X(t), t € & } est dit mixte
d'ordre (q,r) s'il vérifie :
(1.7.) ACJ) X(t=]j) =
° J

B(j) e(t-j)
(o]

n MO
n ™Mo

J
ou e(t) est indépendant de X(s), s < t et ou A(j), j =0,1,..., q,

B(j), j = 0,... r sont des matrices d'ordre p avec A(o) = B(o) = |p "

Théoréme 1.4.

"Il existe un processus statiomnaire {X(1), t &€ Z } vérifiant les

conditions de la définition 1.3 si det ACj) Z{J n'a pas de zéro de

™M Q0

Jj=o

module supérieur ou égal a4 l'unité. Dans ce cas, ce processus est donné

par :
C(j) B(k) e(+-j-k)
o k=0

ol les C(j) sont les coefficients du développement :

(1.8.)  X(t) =
J

n o~ 8

n M~

-1

ACj) 2z
o J

c(j) z |z] <1
O

n ™~ Q0

u
W ™8

J

ST en plus det [
J

nom~

B(J) z%] n'a pas de zéro de module inférieur
o

ou égal a l'unité, on peut exprimer e(1) en fonction de X(s), s < t comme
suit :

(1.9.) &(H) = T D)) %A(k) X (+-k)
Jj=o k=0



2.

ou les D(j), j =0, 1, ..., gont les coefficients du développement :

-1
[z B(j,zJ)]

D(j) 29 lz| <1 "

0
n o~ 8

j=0

Théoréme 1.5.

"La densité spectrale du processus mixte (1.7.) est :

*

oyl . r . Rt |
A ¢ sie STz Baoe [ acpe I
k=0 j

(1.10.) f(x) =1
Jj=o k=0

q
z

™My
N MO0

et sa fonction de covariance vérifie le systéme d'équations :

9 9 . . t v ot
(1.11.) ¢ z A(j) R(j-k-u) ™ A(k) = L B(j) G~ B(j+u) u=20,1,...,r
j=o k=0 Jj=o
k
T A()) R(j-k) = 0. k > r "
Jj=o

§ 2. LE "MODELE FINI" GENERAL

Les modéles précédents sont des cas particuliers du modéle général

(2.1.) X(t) = JEO Ae(J) . e(1-]) Ae(o) = |p

ol les e(t), t€ZL sont des vecteurs aléatoires indépendants centrés,

de méme loi ayant une matrice de covariance G et ol les matrices

Agld) 5 J = 1,250, dépendent d'un paramétre vectoriel 6 € ® C RY.

Pour que la série (2.1.) converge, il faut et il suffit que :
L Tr[G Ae(j)t‘Ae(j)] <+ e
j=o
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En fait, nous faisons des hypothéses beucoup plus forte sur les
coefficients Ae(j). Ce sont des hypothéses de fravail pour le probléme

d'estimation du paramétre 6.

Nous noterons dans toute la suite :

1A 2 2| <1
j=o

(2.2.) he(z)

ix G *,
(2.3 f,00 = hoed 2= nice'™
ol v désigne le couple (6,6). La vraie valeur de v (resp.8, resp. G) sera

notée v* (resp. 6%, resp. G™).

Les deux hypothéses suivantes sont supposées étre vérifiées dans

toute la suite :

] (e'A) est définte continue dans[-m m] xV(8 )

H1. "La fonction (%,8) hy
ou V(&) est un votsinage de 8%, et admet des dérivées partielles jusqu'd

L'ordre 2 par rapport 4 8, continues dans le méme domaine'.

H2. "Les coefficients de Rourier Ce(j), j € &L de la fonction h;l(e'x) sont

.

nuls pour | < o et sont deux foils dérivables par rapport d 6 et vérifient :

(2.4.) I J‘HCG* (J)|| < + o
J

(2.5.) Dol G Coliggll < v
J h )

2
. ) .
(2.6.) J”(‘a—ehTR CG(J))9=6‘H < 4+ » "

. ™



Nous notifierons, lorsque |'hypothése suivante, assez forte, sera faite :
H2' : C'est H2 avec en plus : il existe un voisinage V(6) de 6 tel que :

2
(2.7.) £ j Sup

5 .
|| ====—C.())|] <+ = "
o & V(g™ 99,98, O

Remarques :

1.- La série ¢ Ce(j) 2 est d'aprés H2 absolument convergente

J
U DR DY i

pour |z| < 1. L'égalité hg (e ™) hgle' ™) = Ip donne alors :

k
(2.8.) 3 C()) A(k=]) = o k=1, 2,

J=o
et C4(0) = Ip. 1l s'en suit que ‘Z Ce(j) 2 he(z) = Ip. Les Cq(J) sont

donc les coefficients de la fonction h;], analytique dans |z| < 1.

2.- L'hypothése H2 implique :

9 .
(2.9.) j Sup |[|=C,(J)]] <+ =
i e e vty 9 ¢©
(2.10.) £ j Sup ||Ce(j)|| <t w

j 8 eVveH)

En effet, d'aprés le théoréme des accroissements finis :

)2
——C ().,
aehaez ) 0=0

™M x

3 o .
56 Ce(J) = (53— CO(J))6=6* +

(6 -0 )
h h % 2k

1

ol 6'est un point sur le segment joignant 6 et 6”. En tenant compte de
(2.5.) et (2.7.), on obtient (2.9.). De méme fagon, on démontre (2.10.).

Les hypothéses Hl et H2 sont raisonnables. Elles sont satisfaites

si he(z) est une fraction rationnelle en z dont les coefficients sont des



§ 3.

fonctions deux fois continument dérivables de 8 et dont les plles et zéros
sont de module strictement supérieur & 1 pour 6=6. On vérifie également

que dans ce cas H2' est aussi satisfaite.

FONCTION DE VRAISEMBLANCE ET SES APPROXIMAT IONS ASYMPTOT IQUES

Nous considérons le cas ol le processus (2.1.) du § 2 est gaus-
sien. La densité de la loi de probabilité Pé du vecteur aléatoire X, de
composantes XJ(T),j =1, vee, p, T =1, ..., Nest:

/2

-1 1t -1
{deT[ZnI‘N(\))]} exp{ —5 X T (v)x}

ol FN(v) est la matrice de covariance de X.

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est alors :

X N(v) = -%-Log det [ZnFN(v)] --%tx F;](v) x

Cette fonction est trop compliquée pour étre utilisable. Nous
sommes amenés a la remplacer par des approximations asymptotiques (N-w)
plus facile a manipuler. Une approximation valable serait une fonction
LN(v) possédant toutes Ieé‘propEIéTés habituelles d'une fonction qu-
vraisemblance (voir Cramer [7]) qyi est telle que la différence SN(v) =
aﬁN(v),i_LN‘v) soit deux fois dérivables par rapport a 8, sa valeur et
celle de ses dérivées premiéres et secondes calculées en v, étant bornées

en probabilité quand N -,

Rappelons que : "les vecteurs aléatoires UN’ N=1,2,..., sont
dits bornés en probabilité quand N »»si quelque soit N > Ny, pour tout
e > 014l existe Ale) tel que :P{||U || > Ale)} < e ". Ainsi, si pour

un a >0, E||UN||a < K, YN >Ny alors Uy, N = 1,2,..., sont bornés en

Nl
probabilité quand N + «.
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Nous allons définir deux approximations deSfN proposées par Box

et Jenkins [6] et par Whittle [29] et nous montrons que la condition ci-
dessus est vérifiée.

Pour faciliter la lecture les démonstrations des lemmes et théo-

rémes de ce paragraphe et des paragraphes suivants sont groupées dans une

annexe.

Théoréme 3.1.

"Avee les notations introduttes :
N
Y% ol x = 3 SFep 67!

FOT) x
N o

ou F(t) est la matrice définie par :
F(H) X = E (e(t)] x)
(Ev(e(T) |X) étant calculée suivant le modéle 2.1. avec v = (8,G) comme

paramétre) "

{ Remarque :
\ Notre résultat étend un résultat de Box et Jenkins [6] (p. 272)
\ concernant le processus en moyenne mobi le.

Maintenant, nous avons, compte-tenu de (2.8.)

(3.2.) e(t) =

™M 8

Ce(j) X(t=j)
j=o

-1
Une approximation de Ev(e(T)| X) serait I Ce(j) X(t-j). Cela
j=o

revient & remplacer |'espérance conditionnelle Ev(X(T)| X), t < o par son

espérance qui est nulle.

Lemme 3.1.

"Pour tout S < 0, j = 1,u.., p  L'application v + E (XJ(S)I X)
& valeurs dans 1'espace vectoriel de dimension p.N des variables aléatoires
combinaisons linéaires de Xn(T), h =1, «.., p, t = 1,..., N est deux fois

dérivables et on a pour tout N :



2,1/2
.

9
{EV* || (33; EV(X(S)| X))v=v } < K

3 2.1/2
{Ev* |I (ssfss— Ev(X(S)I X))v=v*ll } < K'h "
Jh J

Lemme 3.2.

"Soient U(t), t € Z , des vecteurs aléatoires vérifiant E[|U(1’)||2

<A, t € Z et A(j), j=0,1, ... des matrices telles que :
Ly llAag ] < K

ou ||Al] = Sup {||Ax||;||x|| < 1} est la norme d'opérateur de A. Posons :
sy () = £ A(J) UCH-)) I <t <N
J=t1
=1
= 3 A()) UGH-)) £ N
j=t=N

alors on a

2y1/2 ALK N

"Mz

{E||5N(+)||

T=1

o

L AE[8 (D]
T=N+1

3/2 Ak N

L'application des lemmes 3.1. et 3.2. donne immédiatement :
Lenmme 3. 3.

"Sotent :
(3.3.) §(t,0) =

n o~ 8

Ce(j) e(t-J)
J=t
alors l'application v~ EV(G(T,G)I X) est deux fois dérivables par rapport

a v et on a pour tout N :
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N
r (e, || scte 0] x][]2r V2 <k
V \Y
t=1
N
pE L= E (scte] x0)  1?%< k,
- % AVIN A% vVEV* J
T=1 N
N 2
d 1/2
+§1 {Evﬁll(avj TN EL(8Ct,00[ X)L} < Ky

et des majorations analcgues avec § (t,06) a la place de Ev(é(f,e)l Xy "

Le lemme 3.3 permet de justifier |'approximation de Ev(e(T)| X)

=1
par L Ce(j) X{(t-j) car Ev(é(f,e)l X) est précisément la différence entre

J=0

les deux termes précéedents. Maintenant :

Lemme 3.4.
"On a : N N
Logldet FN(v)] = NLog det G + I Log det [I1+G Hn(v)]
n=1
o H_(v) sont des matrices positives, deux fois dérivables par rapport

a v et vérifient :

IR <t
3
g M I < e
2
ll(a—a—g— Hoon ol <+
VJ Vh n V=V

Nous obtenons alors :
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Théoréme 3.2.

"Sort :

N LNt »

(5.4.) LN(v) = = > Log det (2nG) - 5 T e(t,0) G e(t1,8)

t=1
ou

-1

(3.5.) e(t,0) = b Ce(j) X(t=])
J=0

alors le logarithme de la densité de Pé est xaN(v) = LN(v) + GN(v) ou GN(v)
est deux dérivables par rapport d v, sa valeur et celles de ses dérivées

calculées en v* étant bornées en probabilité quand N -+ "

L'approximation (3.4.) de«fN est |'extension au cas multivariable
de celle de Box et Jenkins. Une deuxiéme approximation, due & Whittle dif-
fére de la précédente en remplagant la somme finie dans (3.4.) par la somme
infinie :

1 1

2

Tet,0) 67! ect,0)

1

n ™8

1.
ou e(t,6), pour t+ > N est défini par :
-1
(3.6.) e(t,8) = I Ce(j) X(t=j) t >N

En posant XN(T) = X(t) si 1 <t <N et XN(T) = 0 sinon, on voit

que €(1,6) est la convolution de la série Ce(j) et X ,(t). Sa série de

N
v -iat iny, N -t
Fourier €(A,8) = I e €(t,0) est alors he(e ) I X(1) e . D'ol -
=1 t=1
p Tert,0067 e(t,0) = = f le(+,0)] G e(t,0)da
=] -m
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<) m™
3.7.) t Tett,0067! e(t,0) = =N f et oo VOO T a
2m
t=1 L
. ol
*
N . N .
3.8 oo - 5 oMo e M
2r | =1 t=1
est le périodogramme".
Théoréme 3. 3.
"Soit :
™
> 2N - N -1 N
LN(v) =" 3 Log det (2xG) ype [_“Tr[fv (M) T(n)] dr
alors la différence GN(v) = LN(v) - EN(v) est deux fois dérivables par

rapport d v, sa valeur et celles de ses dérivées calculdes en V' étant

bornées en probabilité quand N » =,
ST 1'hypothése H2' est vérifide, alors il existe un voisinage

V(V¥) de v* tel que les variables aléatoires :

' 2 §
Sup |6 (v)! , Sup | — &, (»)] , Sup | = 5, (V)]
VeV N vevity vy N vev(v) 9vjavy N

sotent bornées en probabilité quand N + ="

L'intérét de la derniére assertion du théoréme est d'assurer
['équivalence compléte entre LN et t&. Ces fonctions ont mémes propriétés
asymptotiques et les estimateurs obtenus par maximisation de |'une ou |'au-
tre ne différent que par un ferme N—”2 en ou ey O en probabilité quand

N > o,
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§ 4. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA FONCTION DE VRA|SEMBLANCE

La fonction LN (resp. tN) possédent toutes les propriétés habituel-
les d'une fonction log-vraisemblance relative & des observations indépendan-
tes. Ces propriétés ont déja obtenues dans les travaux de Box et Jenkins 61,
Pierce [23], Walker [30] ... Ces auteurs ont considéré le cas univariable.

La génération au cas multi-variable n'est pas difficile. Toutefois, les
résultats suivants ont leur importance et sont utiles pour la suite. Remar-
quons qu'aucune hypothése n'est faite sur la loi de ¢(1) sinon qu'elle pos-

séde une matrice de covariance G.

Nous commengons par remplacer e(f,g) défini par (3.5.) par :

8

(4.1.)  E(t,0) = Cold) X(t=])

N ™

Jj=o

Une démonstration analogue (et plus simple) & celle du théoréme

3.2 montre que |'erreur :

1

- L 1
GN(v) =3

Te(t,0)6”
'

Tot,06™ Tt -—;-

1 T

ce(t,0)

nmM~MmZ
nm~M =z

.'.

et ses dérivées premiéres et secondes (qui existent), calculées en v¥ sont

bornées en probabilité quand N » =,

Ecrivons maintenant :

(4.2.) L(v) = - 3 Log det (216) - gTr G

> .G(p) + 8 (V)

ol :

- N _ +—
(4.3.) G(g) = I e(t,0) elt,0)

X
N

1.

Nous voyons que le comportement asymptotique de LN et de ses déri-
vées découle de celui de G(8) et ses dérivées. A |'aide du théoréme ergodi-

que (Doob [91), on a :
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Lemme 4.1.

"Quand N > =, G et ses dérivées premiéres par rapport a 6J et ses

dérivées secondes par rapport d ej, 6, calculées au point 6*, convergent

L
: PN . *
presque surement respectivement vers G, vers 0 et vers :

TT
o -1, iX 0 =1,
[-—n’ (%J he (e ))e=exf\) (A) (E he (e%)e=e*d)\ +

™
3 -1 A 5 -1, A "
J_T‘-(aez he (e ))e=e*f\) (A) (a—'ej he (e ))e=e’-d>\

On en déduit :

Théoréme 4.1.

"Quand N » ©, le vecteur des dérivées premiéres et la matrice des
dérivées secondes de N Ly (resp. 1-1 EN, resp. N_1JTN) calculézs en \QJV

convergent en probabilité respectivement vers O et vers :

)

o : S et H sont les matrices de terme général :

’ ™
o 19 =1, i 5 . -1 i
(4.4 5 - J_ﬂ Tr{G (36; hg (e g gu £, () (o= hg (e 3
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-l -1 -1 -1 «
(4.5.) H(J,Z)(J',l') = (G ).., (G )22,+(G )jl'(G )J 1< % et

JJ j'e
' <« 2"
H -6 ., w6 jr< o
(J,g)j',e") JJ' J&!
= ]_ -1,2 "
"Gopa,y 27 €0,

. . < 2 < P -1
Nous allons étendre le résultat précédent au cas ol les dérivées de N LN

sont calculées en un estimateur consistant de v.

Lemme 4. 2.

"Soilt la variable aléatoire :
s T

r
2N = 0 T po0 VOO 1A

F- v
ou (v,\) - pV(A) est une fonction matricielle continue sur V(y*)x [-m, =],

V(v®) étant un voisinage de F. ators :

N N
-2

vVe>0 3 n>o0.; p

Su
vil|v=v*|] < n
ou My tend en probabilité vers une constante quand N » o.

En particulier si vy €St un estimateur consistant de v, alors

2N N Lo en probabilité quand N » ="
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Ce lemme et |le théoréme 3.3 donnent immédiatement :

Théoréme 4.2.

.

. » ~ . ~ .
"Les conclusions du théoréme 4.1 relatives d LN restent vrates

quand v est remplacé par son estimateur consistant N Si 1'hypothése
H2' est vérifide, ce résultat s'applique aussi pour la fonction LN"

)kl%éoréme 4. 3.

1/2 1/2

"Le vecteur des dérivées de N LN’ resp. N-l/ZofN)

ar rapport 4 6, calculé en v* converge en loi selon N vers la loi gaus-
p pp g

LN (resp. N
stenne centrée de matrice de covariance S.

S7 les (1) possédent des moments d'ordre 4, le vecteur des déri-—

vées de N_]/2 LN (resp.N—1/L t&,resp. N_l/zafN) calculé en v¥* convergent

en Lot selon N vers la loi gaussienne centrée de matrice de covariance.

o )

oi H =H st les cumulants d'ordre 4 de (1) sont nuls.”

§ 5. CONSTRUCTION DE L'ESTIMATEUR

Une méthode d'estimation de v consiste a maximiser LN (resp. tN)

ou plus exactement de résoudre le systéme

d

(5.1.) = LW = 0
J

(5.2.) (resp. =— T, (v) = 0)
ij N

Nous appelons estimateur de maximum de vraisemblance un estimateur
obtenu de cette fagon quoique LN (resp. EN) n'est une approximation de la

fonction log-vraisemblance que dans le cas gaussien.



.25.

Pour fixer les idées nous travaillons sur la fonction T&. On ob-
tiendra les mémes résultats relatifs & la fonction LN si |'hypothése H2!
est vérifiée. Nous supposons d'autre part que la matrice S du théoréme 4.1.

est non-singuliére (la matrice H étant non singuliére car G |'est).

La fonction LN posséde toutes les propriétés d'une fonction log-
vraisemb lance ordinaire. On peut s'attendre & ce que le résultat classi-
que sur la consistance de |'estimateur de maximum de vraisemblance reste
valable, i.e.

"Il existe pour chaque N un estimateur T fonction seulement de
XC1), ..., X(N) tel que quand N » =, vy converge en probabilité vers v* et
est solution de (5.2.) avec probabilité tendant vers 1".

Ce résultat peut étre démontré en utilisant un raisonnement ana-
logue & celui d'Aitchinson et Silvey [1], et en appuyant sur le résultat

suivant qui est une conséquence du lemme 4.2

BZLN 2L, y
e >0, n>0: Sup I(m)(\)) - (m—)(\) )I < g sz
J 2 J A

villv=v || <n

ou les M?l tendent en probabilité vers des constantes quand N - w.

Nous ne nous intéressons pas & la construction d'un estimateur
consistant de maximum de vraisemblance de v. Par contre nous allons définir
un algorithme qui fournit un estimateur approchant ce dernier et asympto-

tiquement efficace.

L'idée est de calculer la solution de (5.2.) a |'aide de [Talgo-

(n)

rithme de Raphton-Newton. Si v est le n-iéme estimateur de v, le

(n+1)iéme estimateur sera :

(5.3.) by m) K;](v(n)) kN(v(”))

ol kN(v) et KN(V) sont respectivement le vecteur des dérivées premiéres

et la matrice des dérivées secondes de -N—1 LN'
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Comme KN(v(n)) converge en probabilité quand N > » vers |a ma-

(n) . . . . . .
étant supposé consistant), une généralisation

de l'algorithme (5.3.) consiste & remplacer KN(v(n)) par un estimateur

consistant KN de K.

trice K (théoréme 4.1, v

Si la suite {v(n)} converge, Sa |imite sera évidemment |['estima-
teur de maximum de vraisemblance. La convergence de cette suite dépend
du choix de |'estimateur initial v(O). Nous allons montrer que si v(O)
est convenablement choisi, la premiére itération est déja un bon estima-
teur. Pour cela nous introduisons d'aprés Neyman [21], la notion de N]/2
consistance :

1/2

"L'estimateur«fN de \W(v) est dit N consistant s

N-]/Z[QN— Q(v¥)] est borné en probabilité quand N -+ «"
D'autre part, pour simplifier les énoncés des résultats, on note
Uy ~ vy si (U Vy) > 0 en probabilité quand N » = ({u } et {v } étant

deux suites de vecteurs aléatoires).

Théoréme 6.1.

"Sotent v, un estimateur N]/2 consgtstant de v et un estimateur
N

consistant de K alors 1l'estimateur :

-1
vN = vN KN kN(vN)

vérifie /N(vN-v )~ - K kN(v*)

St les cumulants d'ordre 4 de e(t) sont nuls, on a en plus
_/N ICN ~ N GN ou SN est l'estimateur consistant de maximum de vrai-

semblance de v'.

Nous remarquons que la matrice K du Théorémé 4.1. a la forme :
S O
(o u)
ce qui suggére le remplacement de |'algorithme (5.3.) par :

(5.4.) e(n+1) _ e(n) _ S—l (n)



027.

G(n+1) (n) -1 (n) (n)

(5.5.) =G - HN h,, (8 , G )

ol SN et HN sont respectivement un estimateur consistant de S et de H et
ol sy(8, G), hN(e, G) sont respectivement le vecteur des dérivées de -NLN
par rapport & 6 et par rapport a G (Dans (5.5.), G est supposée écrite .

sous forme vectorielle).

Maintenant, podr 6 fixé, un calcul élémentaire montre que'tN est
maximisé quand :
A ® -t
(5.6.) G = G(8) = I e(t,8)" e(t,8)
m

o .t
=]—-f h91 ™ N n T ey a

-m
Cela suggeére le remplacement de (5.4.) par :
(5.7.) G -G ")

Le théoréme suivant justifie |'algorithme (5.4.) et (5.7.).

Théoréme 5.2.

"Soient BN un estimateur N1/2 N

tivement un estimateur consistant de G et de S (S étant définie par (4.4.).

consistant de 6 et GN’ S,, respec-—

Alors l'estimateur :
GN = G(GN)

est consistant et L'estimateur :

6, =6, - S sN(eN, GN)
ou s\ (0,6) est le vecteur des dérivées de N7 EN par rapport 4 6, vérifie :
A E - 6% ~- A s s e% 6%
N N
D'autre part st (§N, EN) est l'estimateur consistant de maximum

de vraisemblance de (9,G) alors VN GN’“’/N é&et"/ﬁ oy~ /N 6N "
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Nous terminons ce paragraphe par deux remarques :

Remargue 1 :

L'algorithme connu sous le nom "régression non linéaire" (voir
Box et Jenkins [6), Wi tson [27]) est en fait un cas particulier de I'algo-
rithme général (5.4.) et (5.7.). Cet algorithme est défini de la fagon
suivante :

Pour G fixé, la maximisation de LN est équivalente & la minimisa-

Tion de :
1 N 1 -1
(5.8.) Qu(8) == I e{t,8) G e(t,0)
: N 2
t=1
En linéarisant e(t,.) autour de e(oz un estimateur initial de g:
(o) 3 _ (o)
e(+,0) ~ e(t,8 ) o+ ; (ng e(t,8)) (o) (ej ej )

J J 6=6

on obtient une forme quadratique en o, soit :

) )
(5.9.) Q(8) :.QN(G(O)) + Tre- 649y AN<e(°3 616 - 69y

. G-N(G(O),G ) . o - e(o)]

ol AN(e,G) est la matrice de fermes généraux :

Ny
L 3 -1

- cth,0167 2 or,0
=1 ] %

et ol <1N(e,G) esT le vecteur de composantes :

N .
DR -1
t21 [ng e(t,8)1 G e(t,s)
J
Comme G est inconnue, on la remplace par son estimateur initial
6'® = 56, 1a minisation du deuxidme membre de (5.9.) fournit un deu-

9(1) de 8. En itérant la procédure on obtient une suite

xiéme estimateur
{e(”), G(n)} dont la limite, si elle existe est |'estimateur de maximum

de vraisemblance de (6,G).
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(N

Maintenant un calcul élémentaire montre que 6 est défini par

(1) (o) (o) (o)

o) -6 = - 1A 6!, 619 Ta (809, 619

N

Ou CLN(G,G) n'est autre que N sN(e,G) et N_1 AN(G(O),G(O)) converge en

probabi |ité vers S. En effef, un raisonnement analogue & la démonstration
du théoréme 3.3. montre que :

I -1 3

AN,JQ (6,G) = i [ e(t,8)] G 892 e(t,8) + SN,jk(v)

ol Sup {]8 jz(v)| ; veV(v*)} est borné en probabilité quand N > . L'ap-
’

plication du lemme 4.2 montre alors :

-1 (0) (o)) ., ! = 1,3 -1, %
N Ay (800,80 e T R (1,00 06 T (g e(F,00)
t=1 J 2
-1 N t, o -1, 9
N z (W E(‘l‘,e))e___epG (W fi('l’,e))e=e‘,e
t=1 J L

La derniére expression converge presque sdrement quand N - @
vers Sj d'aprés le théoréme ergodigue,
Remarque 2 :

La valeur maximum de LN pour 6 fixé est d'aprés ce qui précede
te

"N
- (N/2) fog [det G(6)] + C ~. On peut penser & estimer 6 par maximisation
de -Log det G(8) . Pour ce faire, appliquons {'ajgorithme de Raphton-Newton,
et calculons les dérivées premiéres et secondes de Logldet G(6)] qui sont

respectivement :

A1 3 A 2 LN ~
Tr G (9) ¥g— G(8) = - N(fgg—)(e, G(s)
J ' J
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et : :
& 2 1 o) 6(8) G (8) wom G(8)
Tr G (G)WG(G) +Tr G (9)'35_; 'ge'é'
J 2 J
2L .
- N(SEESE;) (6, G(8)) + EN(G)

Si_eN est un estimateur consistant de 6, alors, d'aprés les lemmes 4.1 et
4.2., on a 'CS(GN)'\J G, (38/aej)(eN>~’o, d'ol eN(eN)AJO. Nous sommes donc

~

amenés a l'algorithme (5.4.) et

5.7 6" = Get),

qui est essentiellement le méme que (5.5.) et (5.7.).



ANNEXE : DEMONSTRATIONS DES LEMMES ET THEOREMES

Démonstration du théoréme 3.1.

Ce théoréme découle directement du résultat suivant :

"Spient X1""’Xn et € J = 1,...,ni, i € Nl des variables

aléatoires de carrés intégrables centrées définies sur un espace probabi-

lisé €ABP) telles que :

() X1""’Xn appartiennent au sous-espace vectoriel fermé en—
gendré par €} J=1, ..., ney i
(27) €] est non corrélé avec €1, )1 powr tout i' £ 1 et tout j'.
’

On suppose en plus que la matrice A de covariance du veeteur aléa-

toire X = T(Xl ‘e Xn) et les matrices Gi de covariance des vecteurs qléa~
totres e, = (ey ... €., ) sont toutes non singulidres. Alors
i
-1 z T -1
= F.
A e 6Ty

ol F. est la matrice d'ordre (n;. n ) telle que FiX soit le vecteur des

projections de Ei]”"’sin sur le sous—espace des combinaisons lindaires

de X, ,uur, X !
1 n

En effet, on peut écrire d'aprés (i) et (ii)

ol les matrices Ai sont uniquement déterminées par :

ex’ ) =A G
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D'autre part, d'aprés la définition de Fi
E(e% = ELCFxIXT = F, A

Par suite A, = /\TFi ! et :

O I (O N A S L N X Y
. N N |
| [

Comme A est inversibie, on a le résultat.

Démonstration du lemme 3.1.

Nous noTeronS’Lz(fv)~l'espace de Hilbert (Rozanov [24], p. 30) des

fonctions vectorielles sur [-",“] telles que :

fxp*m fu (AP (L) dA <+ o
muni du produit scalaire :
™
2 _ *
P, €L (f,) <> = f_ﬂkp () fv (A) 5 (A) dA

Nous savons que |'espace Lz(fv) est isomorphe au sous-espace fermé
des variables aléatoires de carrés intégrables (selon Pé) engendré par XJ(T),
j=1, «eo, p, T , par l'isomorphisme :

e.e”\)rq—» X. (1)
J J

ol ej est le j-iéme vecteur de la base canonique de rP,

Nous noterons Lﬁ(fv) 4e sous-espace de L2(fv) engendré par
e.e'lt, j=1, «eepypy t =100, Net Ws le projecteur orthogonal de
2 2 V214 N ids s .
L™ (f,,) sur LN(fv)' L'élément Wv(eje ) correspond alors par |'isomorphisme

précédent & Ev(XJ(s>| X) et est donné par :
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T i
f Mt ) e o) an =.[ e Mt ) e Man te1,
\Y v ] v J
—7 -
Nous allons montrer que si 1'application v-*kv € Lz(fv) est con-
tinlment dérivable, alors il est de méme pour |'application v » ﬂc kv et

que la dérivée de cette derniére est :

3 N _ . N ] -1 0 _ N
se—'.'(TTV k\)) =T [Wk\)+ (f\) a—e?f\)) (k\) 'ﬂ'\) k\)):,

Comme |'application v + f, € C([-m, w]) ol C([-m,7]) est I'espace
des fonctions continues sur [-7,7] muni de la norme du max, est deux fois
dérivables (a cause H1), on voit alors que |'application v » ﬁs kv est deux
fois dérivables par rapport & v si |'application v-*kv I Test.

: iA
En prenant kv = ejeI S, s < o et en remarquant que la norme de

ﬂs (kv ) dans Lz(fv) est inférieure & celle de ‘(v » On obtient le lemme.

I'l nous reste & démontrer |'assertion que nous venons d'énoncer.
Soit donc 6V un accroissement de V et 5kv 5(ﬂv k,) et 6f les accroissements

N .
k et fv. On a :

correspondants de k, de T

m

[ -iat N )
S © fv(X) G(nv kv)(A) dA=

N

v+6v v+6v(x)]}dk

m
-iAt
I-ne TE,00 8k Q0+ 8 (W Ik, ¢ (M)

Par conséquent :

N
ve8v” Muasy Kussy

N, N -1
8my k= mI8Kk + £l 8f (K )]

On peut montrer que la métrique de L (f +6v ) est équivalente de

celle de L (f ) si 8v est suffisamment petit.
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Pius exactement, il existe &> 0O tel que :
[ovl| <& ¢ [I9l] <ol , <<l
L2 (f ) L (fv+6v) L2 (f )
En effet, & cause de HI : >0
1/2
[6v]] < e €72 W2 0] < Lemm
O\ ]/2 ” - . ” . . . . -~
u A désigne la racine carrée hermitienne positive de A et olA
[1Al] = sup{|lAx]], Txx < 1} est la norme d'opérateur de A.
Par conséquent :
i
2 1/2 2 2 2
19112, - I ool aco? (gl
V+6V
De méme fagon :
1/2 -1/2
[18v]] < e 200 2000 < 1/e A -na

ce qui entraline le résultat.

. . P N 2
1 —
D'apreées ce qui précéde, la norme de kv+6v ﬂv+6v kv+6vdans L (fv)'

reste bornée quand év + O. Par suite G(HNk ) tend vers O avec 8vet |'appli-

cation v - ﬂs kv est continue. En prenanT 6v =hsii=]jet év = 0 si

=1

i #J et calculant la limite h 6(ﬂ k ) on oleenT le résultat cherche
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Démonstration du lemme 3.2.

On a :
o
EffsyDI] < A = [|A)]] 1<t <N
J=t
o«
EdlgytN[] < A T [|A()]] <t
. J=1
comme ¢
oo 0 0
Lot Al 2 lApIT < K
t=1 j=t Jj=1

on déduit le lemme.

Démonstration du lemme 3.4.

Ecrivons :

n
X(n+1) = Uln+1) + I  A(J) X(])
J=1
ol U(p+1) est non corrélé avec X(1),ee., X(n). Si Gn+1(V) est la matrice
de covariance de U(n+1) et T la matrice correspondant & la transformation :
(XY, oo, X(n+1)) > (X(1),...,X(n), Un+1))

T,(

alors la matrice de covariance Pn de ('X(1) ... TX(n+1)) est :

r 0

+1

n+1 0 G

Comme T est triangulaire de termes diagonaux égaux 3 1, on a :

detll , (1 = det T (V) det G, (V)

1



.36.

Or d'aprés (3.2)

X(n+1) eln+1) = L CL(J) X(n+1=})

j=1 °

= e(n+1) - §(n+1,8) -

Ca(J) X(n+1-)
J

1

" ™MD

ol &(n+1,8) est donné par (3.3). Par identification on a :
Uln+1) = e(n+1) - [8(n+1,0) - Ev(d(n+1,6)] X(1),eoa,X(n)) ]

Le crochet du second membre est non corrélé avec e(n+1).

Si Hn+](v) est sa matrice de covariance, on a : G (v) =G+ H (v).

n+1 n+1
N =1
Log [det PN(v)] = N Log det G + I Log det [I + G Hn(v)]
n=1
Maintenant le terme général de la matrice Hn(v) est :
i

_ (n (n) _ (n) (n) > 2
(Hn(\)))ﬂ— j_ﬂ(cp (anf vA)P, (A dr = <@ "P (f )

ol cpj”)

E(5J(n,6)l X(1),..., X(n=1) (voir la démonstration du |emme 3.1).

est ['élément de Lz(fv) correspondant & éj(n,e)-

En utilisant le fait que |'application v > f € C([-m,m]) est

continliment dérivable, on montre que :

d _ _..(n (n), 2 (ﬂ (n)
EMR AT <‘PJ g Bv Po > * < v, » Py
(n) - ) D)
K <(P EN Al e
a
D'ol la majoration :
(n) (n) D ,(n)
oz F g | < 11 Illlav?”|I+l|3—\,;?”ll¢2”’ll

<K e I 'R

D'olu :
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D'aprés le lemme 3.3, les séries
)} (n) 2 (n)
IR (R ]
sont absolument sommables quand v = v La série

d
%(53; Hn(V))jQ

est donc absolument sommable. Les autres résultats du lemme se démontrent

d'une maniére analogue.

Déronstration du théoréme 3.2.

E (e(t)] X) = €(1,0) + E_(8§(1,0)| X)
\Y) v

En tenant compte du lemme 3.4, on obtient :

N
N el
GN(V) =3 L Log det [I+G Hn(v)]
n=1
Ny -1
-5 L E (8(1,0) | X)6 ~ E (E(1) | X)
EPURRY
t=1
N
-5z TeneT e sct,00] 0
t=1 v

Comme £ [||Ev*(€(+)| X)!|2] et E [ €(+,6)||2]sonT bornés pour

\)*
tout t et

N p p i}
0 < Logldet(1+6 'H )] = % Log(1+A;) < 3 A, = Tr(6'H )

i=1 =1
(A],..., Ap étant les valeurs propres de G_1Hn), les lemmes 3.2 et 3.4
montrent que :

E, eyl <k v N

Par suifee&N(v*) est borné en probabilité quand N + =, Les autres

résultats du théoréme se démontrent d'une maniére analogue.
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Démonstration du théoréme 3.3.

On a d'aprés (3.7)

o]

_ 1 T -1
GN(v) =3 z e(t,0)G "~ e(t,0)

taN+1

od €(+,8), + > N est donné par (3.6). A |'aide du lemme 3.2 on montre faci-

lement que 6N et ses dérivées premiéres et secondes au point Vv sont bornées
en norme L1 pour tout N. D'ol la premiére partie du théoréme.

Supposons que H2' soit vérifiée, on a :

t=1
Sup [lett,0|] < £ [ Sup e (O]T [xa=i 1]
8 e V(o¥) j=t-N Q@ eVv(e")

Notons S(t) le crochet du second membre. I| existe alors un voisinage V{(y*)

[oe]

de v* fel que [§,(W)| < Kk I s, NV e Viv®).

=N
Or d'aprés le lemme 3.2.

o]

€ , (5?12 < ¢y
t=N

par suite {Ev*[S(T)]Z]-]/z < Cet:

e [s(h)?% < ¢?
t=N Y
D'ol ;
Ed Sup |6 |} < c%k v N
Vv e V(v*)
De |la méme fagon, on obtient :
Sup ’gg—aN(w’ < K.I S.(4) S(H)
ve V(v 199 J
ol .
S = sw |- e[ [ x|
J 6 v 9

. et des majorations analogues. On en déduit alors le théoréme.
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Démonstration du lemme 4.1.

Nous avons :

e N
B oo =L s enmWn+v.nlen
a0 . N N j j

J =1

3G * po N + + R
wam, Ot I T T ey

_T.
+ VJQ(T) e(t)

ol Vi(T), VJQ (1) sont respectivement les dérivées de €(+,0) par rapport a

J L
en remarquant que :

m
+ _ ]’ R P Y 3 -1
E [vJ<+) V(1 = ] (5= hg (e ))e g fy (V) (6= hg
. il J L
Démonstration du théoréme 4.1.
Nous avens
3Ly
=1 0Ny ooy 1 -1 aG -1
N (ae ) (v¥) = Trl6 (55 %) 1 + N o
J
AL
-1, N ] -1,86 ) ~ =1 /= .x -1
N g = S Trfe (55——) G [6(8™) - 61} + N o)
J2
N"(—BZLN Y = =116 T8 ey . N o
96 .06 2 96 .06
JR J R
52L '
-1 N » 1 1. 3G -1 3G -1
= = ) G N )
(55~ s W) =5 Tr 6 (aG 5 —(g*)] + O(N

ja

1)

PY 2 * z Py IS .
8. et 2 GJ, B, calculées en 6" . Le lemme découle alors du théoréme ergodique

i
h (e ))e=e* dA
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2
3L
-1 N 1 3 -1 96 1 = *
N Y ) = 2 Tefl (G 6™ n_x(To ) - 6¥]3
NIy BERLE Y B, 86
-3Tre TR T8 Ly o)
| i I

od O(N) est une variable aléatoire bornée en probabilité quand N > o

Le résultat du théoréme découle alors du lemme 4.1 en remarquant

que :

X g e

si j <%
ot J

LJ
E..
JJ

ol EJQ est |a matrice dont fous les éléments sont nuls sauf celui sur la

J-iéme colonne et la %-iéme ligne qui vaut 1.

Démonstration du lemme 4.2

On peut sans restreindre la générali+té supposer V(v*) compact. La
fonction (v,A) » pv(k) est alors uniformément continue. Pour tout € > 0, il

existen > 0 tel que :

[v=vr L <m ) A=) <n s e - p || < e
Ecrivons : N
Moo = emo™ R o Ko P X = 2 e M xen

on obtient :

N N
o 1] < |2 - 2

1 ~ 2
S f;ll Py = p ) X ()] dx_

™
> T
ZaN f" XN()\)XN()&)d)\

() X(H)]
’

([ e -

1
=€[_
Ny
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Le crochet du second membre converge presque sirement suivant N vers la

constante M = E(]| X(CO)}} 2).
Maintenant si\)“ est un estimateur consistant deV, on a : ( x>0).
N N oy
P Zgy = Zoel < erad} > PIM < Mea, | [u-vt] | < e )

> 1= PM > Ma ) -P{[[y v || > e}

e second membre tend vers 1 quand N—o00. D'ol le lemme.

Démonstration du théoréme 4.3.

La démonstration suivante est due & Pierce [23].

Ecrivons les dérivées de N-l/2 LN(o) sous la forme :

~1/2 %% —172 N -1 ~1/2

N (5:70(v ) =N z e(t)G VJ(T) + N O(N)
J

t=1 ;

ol O(N) est borné en probabilité quand N »wet ol :

Vi - k§1 (563-Ce(k))e=e,X(+-k)

Toute combinaison de ces dérivées est donc de la forme

- N -
V12 B 172 g
£21
avec @

Wt = 2 ¢, Tettr e Thvoh
: J J
J
Si dlt désigne la sous-tribu engendrée par X(s), s < f, alors

EWH) | A = 0. Comme les W(s), s < t-1 sont C1T-1 mesurables on a :

-1

E WD) | WiE=1), W(t-2),... 1 =0
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Le processus W(t), t = 1,2,..., est d'autre part stationnaire
ergodique avec :
I C ¢, Elens v nt
T J
Jo

v(+)6 !

G2IW(H) ] A

e(t)]

I CocE{Tre Tenerns T v nty, (h1}
J8 J 7L J L
’

r C.c, Tr{E[G —1€(+)TE(T) G "] ELV () TV (1)1}
g 4t oo

S, = 02 < o
J

L C.cC
: J

2
Jsk

ou Sj est donnée dans le théoréme 3.1.

-1/2
+

D'aprés un théoréme de Bllingsley [5]1(p. 206) : N W(t)

n M™M=z

1

. . . . . 2
converge en loi selon N vers la loi normale centrée de variance o“. La pre-

miére partie du théoréme est donc démontrée.

Maintenant, la dérivée de N"]/2 LN par rapport 3 sz’ J < & cal-
culée en v s'écrit :
-1/2 1 -1 36 . -1, N t -1/2
N = Tr{(G 5 — 6 ) [ (e(P) e(t) =G )]} + N O(N)
2 3G . _
JL t=1
Posons £(t) = G —1€(T) la premiére expression devient :
-1/2 N -1 .
N L [EMM g () +E(H) E(D]/2-@G si jJ #2
t=1 J 4 S
N 2
-1/2 ~1
N z AT = G..'] /2 ij=2
[EJ jj i _ siJ
t=1

qui est donc de la forme N_]/2 X rjéf). Les rjz(f) sont indépendantes de
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d1+_1, centrées et admettent des variances finies si les moments d'ordre
4 de €(t) existent. Dans ce cas toute combinaison linéaire de FJQ(T) et
W(t) vérifie les conditions du théoréme de Billingsiey. D'ol la convergen=
ce er loi selon N du vecteur des dérivées de N_]/2 LN’ calculé en v vers

une loi gaussienne centrée.

Maintenant la covariance entre FJQ(T) et W(+) est clairement nulle
et celle entre rJQ(T) et rj,z,(T),d'aprés un calcul explicite est égale

~

a HJKJ'K'SI les cumulants d'ordre 4 de e(+) sont nuls,

Démorstration du théoréme 5.1.

D'aprés le théoréme des accroissemts finis

3
- *
kN.(v = Ky (V) + T kN.(v))

i N) N . 5o (VNQ—vz) ou vy est un point sur

=\u!
g W VEY

le segment joignant N et v et par conséquent est un estimateur consistant

de v. Le théoréme 4.2 permet d'écrire

kN(vN) = kN(v ) o+ KN(vN-v ) o+ GN(vN-v ) ol 6N est une matrice aléatojre

tendant vers O en probabi|ité quand N » o

Par suite :

- =1 L
/N(vN—v ) = - /N Ky Kyv) o+ (Ky &) - /N(vN V)

Le dernier terme du second membre tend vers O en probabilité selon

N. En effet, /N(vN—v*) est borné en probabi 1118, pour tout € > 0, il existe
A(e) tel que :

P {WN llvN ¥ > A} < e/2
Soit maintenant n>0, il existe No(e,n) Tel que :

N> Ny o PRSI > n/AY < e/2
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D'ol :

*
P {8y N =V || < n}

> P{I|KN6N]| <. n/A, ¢N1|vN-v*|| < A}
> 1 -¢/2-¢€/2=1-¢
On en déduit : /N(3N¥v*)'” -N K@] kN<v*)»u - /A K] kN(v*)

. ”» e ' N -
Remp lagons maintenant dans les calculs précédents VN Par vy ou GN est

I'estimateur consistant de maximum de vraisemblance de v, on obtient :

: - 3 = »* —yk -
0 kN(vN) kN(\) ) o+ KN(\)N AVAD IS N(VN Vo)

ol 6& > O en probabilité quand N + « ,

Par suite :
5 —y* -1 %) = 1 $ —y*
ANV + N K k00 = (K8« Qo
comme KN 6& ~ 0 et W K§1kN(v*) est convergent en loi, d'aprés un théoréme

. . "_ ~ = -1 ®Yy o
de Billinsley [5b] (p. 62) on a VN(v -v ) N Ky kW~ NS v )

D'ol ie théoréme.

Démonstration du théoréme 5.2.

L'application du lemme (4.2.), compte-tenu de (5.6.) montre que :
Gto,) - G(6”) =+ 0 en probapilité (N » ).

D'autre part, le théoréme 3.3 et le lemme 4.1 montrent que :
G(6%) > G en probabilité (N + ).

D'ol la consistance de'EN = 6(6N)‘

Maintenant, nous avons

%; Tri @ 1628 (g Q1

_ *
/N s, .(8,,,G,) - s (8,671 = N ae

N,Jj 'N’°N N, J
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Le second membre tend vers O en probabilité selon N. En effet,

N 7~ 2/\
oG G * * 3G ,
(Z7=)46,) = (S)(67) + T (8, —8,) ( ) el
38 . N 9. N ¢ . N
b 0 i Q L BGJBGQ

ol 6& est un point sur le segment joignant EN et 6.

Or d'aprés le lemme (4.2.), compte-tenu de (5.6.)

20 24

96 Wy _ 96 * L .
aeJ_aelQ (GN) '553561(6 ) >0 en probabilité (N » « )

Par suite (82@/86J862) (8}) converge en probabilité, vers une li-

mite quand N > o  (lemme 4.1.).

Comme GN est NV2 consistant et GN est consistant, le terme :

-1 - 2n
A 76 6T 5 (e —g%) (X6

-/ ")
N Q NZ % 36J862 N

tend vers O en probabilité selon N.

D'autre part, un calcul explicite montre que la variance de
(3@736J) (6%) ol G est donné par (4.1.) tend vers O comme N_1. On en déduit
que /N(BG/BBJ) (6%) est borné en probabilité et :
N Tr G "—G@‘)(g%ueﬂ + 0 en probabilité (N » w ).
-J

1

La démonstration des résultats comme /ﬁ(g&-e*)“J-/ﬁ s ' s (e*) et

N
JN‘§L'VVN §N est maintenant essentiellement la méme que celle du théoréme
5.1.

Finalement :

~ _ A A _ _,\ 3_G__ '
NG - 6o =N L (B ~8y;) (55 (o)
J - J
ol e& est un point sur le segment joignant CIN et CNE Comme N et EN sont

1/2

N'"%< consistants les considérations précédentes montrent que le second mem-

bre tend vers O en probabilité selon N. D'ol le théoréme.
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CHAPITRE 1II

SPECIFICATION DE LA METHODE GENERALE

DU CHAPITRE PRECEDENT

Nous allons appliquer la méthode générale d'estimation décrite
dans le chapitre précédent au cas des modéles de processus auTo-régressif,
en moyenne mobile et mixte, en |'adaptant & chaque cas particulier de fa-
gon & utiliser au mieux la structure particuliére du modéle. Nous retrou-
vons ainsi les méthodes d'estimation d'Hannan [14] et de Box et Jenkins
[6] dans le cas des processus en moyenne mobile et mixte. D'autre part,
on obtient des résultats intéressants dans le cas du processus auto-
régressif, conduisant & des tests simples de |'ordre d'auto-régression du

modéle.

ESTIMATION ET TEST D'ADEQUATION DU MODELE DE PROCESSUS AUTO-REGRESSIF

Considérons le modéle de processus auto-régressif d'ordre q

défini au chapitre I, § 1.

(1.1.) ACJ) X(t=j) = e(t) A(0) = T

j=0 P

n MO

On suppose que les matrices A(j) j = 1,..., g qui constituent le

paramétre 0 du modéle vérifient. :

det[l + SA()) 2] A0  z: |z| <1
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On est alors dans un cas particulier du modéle général du chapi-

tre |, § 2;clairement les hypothéses Hi-HZ' sont vérifiées.

. Fonction de vraisemblance

En remarquant que la densité spectrale du processus (1.1.) est :
q Co q - _
F(0 = [ 2 A e dA] -ZG— [ 2 A()) e JA* 7!

j=0 T j=0

la deuxiéme forme du logarithme de la fonction de vraisemblance approchée
est ((3.9.), chap. 1)

L

T, = - log detizne) -3 Tr YA 6
N 2 G I

" Ace) IN(A)] ol (Jm8 g,

od V(M) est le périodogramme défini par (3.8.), chap. 1. Ce dernier est

aussi la transformée de Fourier de la fonction de covariance empirique,

soit :
IN(A) = 51—- pX o U RN(u)
m |u| < N
ol RN(u) est définie par :
N1 N t
(1.2.) RU(W =5 £ XX+ 0O <u<N
+=1
N
‘1N : X(H Xt “N<u<O
t={u]+1
=0 lul > N
Par suite :
q q
(1.3.) T, = 5 Log det (2n6) - 5 = : o Tritac oA RYG-0g
j=0 € =0
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Cette fonction est une forme quadratique en A gy
aB

Nous noterons DN(j) la matrice de terme général aLN/aAa (j.

B

Un calcul élémentaire montre que :

q _ :
(.40 N =-n 1 67 am) ’RVGg-)

£=0

et par suite les dérivées secondes de LN sont :

3L

N =ne T RN e
3A (j)3A (L) oy |
of ¥é

t

Pour simplifier les écritures nous noterons 2 = “(A(1)... A(qQ))

et & le-iéme vecteur colonne de Q. La matrice des dérivées secondes de
*a

N

LN par rapport aux différentes composantes de 2, . et a‘B est alors (G_1)mB T

ol :

RV RNV-1) ... N1-gq)

R RN ... AN

RVg-1) RNg-2)... Vo

Le théoréme suivant qui découle du théoréme ergodique est une version plus
fine du théoréme 4.1. du chapitre I (la convergence en probabilité est rem-

placée par la convergence presque sire).

Théoréme 1.1.

"Quand N » o, DN(j), J = 1,11l, @ convergent presque surement
vers O et PN converge presque surement vers : ’ =
R(O)  R(-1) ... R(1-q)
R(1)  R(0) ... R(2-q)

R(g-1) R(g-2)... R(0)

ou R est la fonetion de covariance du processus (1.1.)"
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La matrice G-1 ® T qui correspond & la matrice S du théoré-

me 4.1 du chapitre | est non singuliére d'aprés le :

Théorérme 1.2.

r

"La matrice * est non singuliére'.

Démenstration

Si T est singuliére, il existe des vecteurs A(1), ... A(q) non

tous nuls tels que :

T4
IOUA()) X(j) =0 p.s
J=1 .

Soit k le plus grand j tel que A(j) # 0, alors PA(K) X(k) est
une combinaison linéaire de X(k-j), j > 1. Or d'aprés la relation d'auto-
régression : q
e(k) = X(k) + I A(j) X(k=j)

J=1
par suite t)\(k)e(ﬂ est aussi une combinaison linéaire de X(k-j), j > 1,
ce qui contredit le fait que e€(t) est non corrélé avec ces derniers. D'ol

le théoréme.
D'autre part, comme un processus auto-régressif d'ordre q est aus-

si auto-régressif d'ordre g+s (avec A(j) = 0, j = g+1,...,q+s), le théoréme

4,2 du chapitre T donne :

Théoréma 1.3.

"Les matrices N_V2 DN(j), » =1, <., q*s définies par (1.4.) et

(1.2.) convergent en lot quand N > = vers des matrices aléatoires gaussien-—

nes centrées dont la structure de covariance est donnée par :

fim N EDDY () Dy (4l = 6™h R -9

N > o ag

ou DZ (J) désigne lao-iéme ligne de DN(j) et o R désigne la fonction de

ecovariance du processus"”.
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1.2. Estimation des paramétres

La maxjmisafion de LN revient a résoudre le systéme d’equaTron

N, ;
D(jy =0 J =1,..., q Les estimateurs de maximum de vraisemb lance (rela-

tifs & L ) A (M, A (q) de A(1),..., A(q) sont donc solutions des équa-
tions (de Yule-Walker)

(1.5.)  RY-j) +

L

ANeey RNGe- )

1

N~z
n
(@]
—.
n
.
-
Q

compte-tenu de (1.4.), on a :

=1

N
(.60 AV - A1 RVa-p
g1

N e oMo J=1,...

Les théorémes 1.1. et 1.2. nous donnent alors

Théoréme 1.4.

. N .
"Les estimateurs A [1),...,AN(q) sont consistants presque-siirement",

N t N N
Nous notons a = "(A"(1)...A (g)). La loi asymptotigue de aN est
donné par le théoreme suivant qui est une spécification du théoréme 4.2 du
chapitre I et qui peut &tre aussi démontré directement & partir des théorémes

1.1 = 1.4,

Théoréme 1.5.

N . .
WWMN+W,v@a—dhﬂemmlammewﬂwr@a,wmww
en lot vers une matrice aléatoire gaussienne centrée telle que la matrice

. . . -1
de covariance entre son a—iéme et son B—iéme vecteur colonne est GaB r n

1.3. Test d'adéqgafion du modéle auto-régressif

On considére le probiéme de test de |'hypothése HO : les observa-
tions proviennent d'un processus auto-régressif d'ordre q contre |'alterna-
tive que ce processus est auto-régressif d'ordre g+s. En choisissant s
suffisamment grand, la classe des alternatives est suffisamment riche pour

approcher convenablement la structure réelle du processus.

Notre procédure de test est une adaptation de la procédure généra-

Y

le de Neyman [21} et Moran [19] Elle consiste & transformer la suite

]/2 DN(J) J=1,2,...,9+*s en une suite de matrices aléatoires
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nN(j), J=1,2, ..., g+s asymptotiquement indépendantes. Pour cela, nous
calculons les résidus de |la régression de N—V2 DN(j) sur N_”2 DN(z),
£ =1,..., j=1, en utilisant les covariance |imites entre les différentes

variab les DZB(E). La matrice nN(qu), (J > 1) (ou plus exactement une appro-
ximation de celle-ci) sert alors & tester |'hypothése que le modéle est

auto-régressif d'ordre j-1 contre I'alternative qu'il est d'ordre g+l.

D'aprés le théoréme 1.3, la structure de covariance limite des
DN(j) est directement liée & Ila fonction de covariance R du processus X{(t).
Cela suggére le calcul des coefficients de régression de DN(j) sur DN(Q),

1 < 2 < japartir des coefficients d'auto-régression du processus X(t).

Définition 1.1.

"Soit {X(T), T € Z} un processus stationnaire du second ordre de
fonction de covariance R. On appelle coefficients d'auto-régression (resp.

d'auto-régression conjuguée) d'ordre m, les matrices A(m,j) (resp. A(m,]),
J=l,eee, my, telles que : '
m
e(t,m) = X(+) + A(m, j) X{(+-])

1

(resp. e(t,m) = X(t) + Alm,j) X(++))

n o™ 3

J

soit non corrélé avee X(t-j)(resp.X(t+j),j=1,...,m.

D'autre part, on appelle matrice de covariance résidueclle d'auto-
régression (resp. d'auto-régression conjuguée) d'ordre m, la matrice de
covariance G(m) (resp. G(m)) du vecteur €(t,m) (resp. e(+,m)) et matrice

de covariance partielle d'ordre m la matrice A(m) = Ele(+,m) tE-(T-m-l,m)]"

Les matrices A(m,j), Alm,j), j = 1,...,m, G(m), G(m) et A(m) pré-
cédentes ne dépendent en fait que de la fonction R et peuvent étre calculées

a 1'aide du :
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Théoréme 1.6.

"Les matrices A(j,m), j = 1,...,m et A(m,j)vérifient respective-

ment les systémes d'équations :

n
o
=~

I
3

R m
(1.7.)  R(-k) + T A(m,J) R(j-k)
J=1

Alm,j) R(k=j) =0 K =1,00e, m
1

(1.8.)  R(k) +
J

n ™3

et les matrices G(m), G(m), A(m) sont données par :

(1.9.) G(m)

m
R(o) + I Alm,j) R(j)
j=1

Alm,j) R(-j)
1

R(o) +
J

(1.10.) G(m)

ntm3

m
R(-m=1) + I A(m,j) R(j-m=1)
J=1

(1.11.)  Alm)

)

RCj-m~1)T&(m,j) ©
i

R(-m=1) +
J

™3

Démonstration :

Le systéme (1.7.) (resp. 1.8.) s'obtient en écrivant que e(+,m)
(resp. e(t,m) de la définition 1.1 est non corrélé avec X(+-k) (resp. X(t+k)
k=1,..., me La formule (1.9.) (resp.(1.10.)) découle du fait que G(m)
G(m) = E[e(T,m)TX(T)] (resp. G(m) = E[Elf,m)TX(T)]) et la formule (1.11.)
découle de A(m) = E[e(+,m) ™X(t-m=1)] =E[X(t+m+1) Ye(t,m)]
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Epmargues :

1.- Les coefficients et matrices de covariances résiduelles d'auto-
régression conjuguée relatifs a la fonction de covariance R sont les coef-
ficients et matrices de covariances résiduelles d'auto-régression relatifs

a la fonction de covariance tR )(tR(u) = R(~-u)).

2.~ Si R est la fonction de covariance d'un processus auto-regressif
d'ordre q, de paramétres A(1),..., A(q) et G, alors les coefficients et la
matrice de covariance résiduelle d'auto-régression d'ordre m (m > q) rela-
tifs @ R sont : A(m,j) = A(j) si j < g et Alm,j) =0si g<j<met
Glm) = G.

1 . . .
Or 'R est aussi la fonction de covariance d'un autre processus

auto-régressif d'ordre q car la densité spectrale associée a R est aussi
I'inverse d'un polyndme. Par conséquent, si m > g on a A(m,j) = A(q,]),

Jj=1,...,9, Alm,j) =0, g < j<metBm = G(q).

3.- Les coefficients d'auto-régression et d'autres peuvent étre
calculés récursivement & I'aide d'un algorithme proposé par Durbin (voir [6])
généralisé par Whittle [29]. Cet algorithme est basé sur les relations de
récurrence :
(1.12.)  A(m+1,m+1) G(m) = =A(m)

(1.13.)  A(m+1,j) = A(m,j) *+ A(m+1, m+1) A(m,m+1-]) J= 1,000, m
(1.14.)  Am+1,m+1) G(m) = fa(m)
(1.15.)  A(m+1,J) = Al(m,j) + Alm+1, m+1) A(m,m+1~]) J=1,0ee, m

Quant & G(m) et G(m) elles peuvent &tre calculées soit & |'aide
de (1.9.) et (1.10.), soit & I'aide des relations de récurrences suivantes

qui sont une conséquence simple de (1.12.) - (1.15.) :

(1.16.) G(m*1) = G(m) + A(m+1, m+1) TA(m+1)
(1.17.) G(m+1) = G(m) + A(m+1, m+1) Alm+1).

Si R est la fonction de covariance d'un processus auto-régressif
d'ordre g, alors A(g) = 0. On retrouve les conclusions de la remarque 2, &

savoir A(m,j) = A(q,j) j = 1,.-+., q, Alm,j) =0, g < j<met Gim = G(q).
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Revenons maintenant & notre probiégme. Nous noterons dans foute
la suite A(m,j) (resp. A(m,j) j = 1,..., m et G(m) (resp. G(m)) les coef-
ficients et la matrice de covariance résiduel e d'auto-régression (resp.
d'auto-régression conjuguée) d'ordre m et A(m) |a matrice de covariance

partietle d'ordre m, du processus auto-régressif (1.1.). Alors :

Théoréme 1.7.

"Quand N+ =, les matrices aléatoires :

m-1
om + z Nt A1, 01 m=1, ..., q*s
J=1
convergent en loi vers des matrices aléatoires gaussiennes centrées indé-
S _—
m] = @™h  Bm-1)

N

n (m) = N_l/2

pendantes n(1),..., n(q+s) telles que E [tna (m) ng

(n, (m) désigne la a-iéme ligne de n(m))"

Démons+tration

D'aprés le théoréme 1.3., la matrice de covariance |imi+te entre
tn1/2 DZ () et L7172 Dg (8)) est (G"))mB fois celle entre X(-j) et

X(=%). Par suite la matrice de covariance entre Ny (m) et TnB (2) est

-1

(G ) fois celle entre :

af
_ m=1
e€l-m, m=1) = X(-m) + £ Alm=1,j) X(-m+]j)
J=1
et : B ‘ -1
e(=2, 2=1) = X(-2) + © A(&-1,]) X{=2+])
J=1

Or e(-m,m=1) est par définition non corrélé avec X(=m+j),
J=1,..., m=1, donc avec (-2, 2-1), pour tout 2 < m. On en déduit que

ni{m) est indépendante de n(&), & < m.

D'autre part, la matrice de covariance de EY-M,m-]) est G(m-1),

d'ob celle entre t”a (m) et th. (m) est (G_])as Cim-1)

B
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Les matrices nN(m) ne sont pas des statistiques car elles dépen-
dent des paramétres inconnus. Définissons des estimateurs consistants
ANem, 3, B, 5, Jo= 1,ee,m, &Ny, TVmy, aNm par 1a résolution de
(1 7.) et (1.8.) et les formules (1.9.)-(1.11.) ol R(u) est remp lacée par
R (u). On pourra alors dans |'expression de n (m), m=qg+l,..., gq+s rempla-
cer Alm=1,7J), j = 1,.v., m=1

(i) soit par AN(m-1,j); dans ce cas le résultat ne dépend plus

de.A(j), j =1,..., ¢
(ii) soit par KN(q,j) si 1 <j<qgetparO0siqg«<j<ml; dans

ce cas A(j), J = 1,..., q seront remplacés par A(q,]).

Le théoréme suivant montre que ces opérations ne changent pas la

loi asymptotique de nN(m), m=qg+l,...,q+s.

Théoréme 1.8.

pVm « 1 DN ANy = - neTT aNem=1) m s g+s

Quand N + = , les statistiques VN AN(m-l), m = qg+l,...,q+s, atnsi que les

statistiques VN HN(m), m=qg+l,...; g+l

1 AV, RV eme -0 T AN, k)
j=0 k=0

HN(m) =

(AN(q,o) = KN(q,o) = Ip) convergent en loi vers des matrices aldatoires
indépendantes de méme loil gaussienne centrée telle que la covariance entre
Les termes indexés par (a,B) et (y,8) est G (G(q))86’ et en plus

[H (m) - AN(m-1)] + O en probabilité".
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Démonstration

On a, en posant AN(m-1,O) = A(0) = Ip

m _y m= q
t Nt A1, = -6t [ 2 A RV -me )1 TN (-1, )
j=0 j=0  £=0 ,
q m=1
=-neT oA Loz R T AN o1, )]
220 j=0
D'aprés (1.8.) et (1.11.) le crochet du second membre est nul si
£ 2 1 (m>q) et est égal 3 AN(m—l) si £ = 0. D'oll la premiére partie du
théoréme.

Comme KN(m-l,j), J = 1,..., m1 sont des estimateurs consistants
de Alm=1,1), j = 1,..., m=1, la différence de VN aN(m=1) et -6nM(m) od
nN(m) est définie dans le théoréme 1.7, tend en probabi |ité vers O quand
N e, On en déduit la deuxiéme partie du théoréme (en remarquant que

G(m) = G(q), m>q).

Maintenant, pour m > q, A(m=1,j) =0, q < j < m-1 et A(m-1,]),
J = 1,...,9 peuvent &tre estimés d'une maniére consistante par AN(q,j),

J=1,..., q. Par conséquent, la différence entre nN(m) et :

-1/2
J

MNemy = N oV m-j) T (g, )

n ™0

0
converge en probabilité vers O quand N » o .
Or :

9 . g
Mm o= -6 s [T AW RN(k+j—nQ]t Mg,
j=0 k=0

-G

RV (ks jom) t A(q, )]

q
£ ACK) [_ ,

k=0 J

H MO
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Comme VN [AN(q,k) - A(k)}, k = 1,..., g sont convergentes en
loi (théoréme 1.4.) et que le crochet du second membre converge en proba-
bilité vers O (d'aprés (1.8.)), on voit que AN(m) ne differe de :
- - q
N6z
k=0

TR e

ANig, k0 RN ke j-m B aNGg, 1) (m > q)
0 |

que par un terme fendant en probabilité vers O. D'ol le théoréme.

Nous sommes maintenant en mesure de définir des tests du modéle

auto-régressif d'ordre q

Test basé sur les covariances partielles

Ce test est basé sur ta statistique :

q+s _ _ q+s
1N 1T WD N1 T TriaN mm AN, m
m=q+] m=q+]

D'aprés le théoréme 1.8., cette statistique, multipliée par N

converge en loi quand N— o vers la loi du ‘xzé sp degrés de liberté.

Ce test a été proposé dans le cas univariable (p=1) par Box et
Jenkins [6] pour déterminer ['ordre d'auto-régression. Dans ce cas G(m)=G(m)
et par suite les statistiques N AN(m,m), m = q+l,...,q+s sont asymptoti-
quement indépendantes, de loi normale.cenfrée réduite. La statistique de

q+S .
test est alors basée sur N I [A(m,m)]2 qui suit approximativement la
m=q+1

loi du XLZ a s degrés de liberté.
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Test de Quenouille généralisé

Ce test est basé sur la statistique :

qars N o =i
Q' = I Tr{Hm [G(q
m=q+1

TWNm Ng1h

D'aprés le théoréme 1.8. NQN converge en loi quand N » = vers la
joi du x2 a sp degrés de l|iberté. Dans le cas univariable (p=1) cette

statistique devient :

q+s

: HVY /N 12
m=q+1
ol g q
HNm = 2 2 RVmej-o AV aNoo
j=o k=0

On reconnait alors la statistique de Quenouille (voir Anderson [1],
p. 218). Notre test est donc une généralisation au cas multivariable du
test de Quenouille. On peut montrer aussi que notre test est le méme que
celui d'Hannan [14] p. 400. Néanmoins sa statistique de test, définie 3
partir de la factorisation d'une densité spectrale, semble moins naturelle

et est difficile & calculer numériquement.

Test basé sur les résidus d'auto-régression :

La valeur maximum de la fonction de vraisembiance sous |'hypothése

que le processus est auto-régressif d'ordre g (resp. g+s) est :

- N ogldet 2n6MN(q)7 -

> p (resp. - N-Log [det 2nGN(q+s)] - g-p)

2

Nz

La méthode de maximisation de vraisemblance conduit donc & la statistique
de test : N{Logldet 6(q)] - Log[det G\(q+s)]}.

On peut montrer que cette statistique est asymptotiquement équiva-

lente aux précédentes (i.e. leurs différences tendent vers O en probabilité).
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En effet, d'aprés (1.18.) et (1.16.)

N

N - Nm) = ANGmet, me) BNmet, me1) GNem)

ce qui montre |'équivalence asymptotique de :
q+s o N

N oZ Tr|
m=q+1

{m,m) KN(m,mﬂ

et N Tr{[GN(q) - GN(q+s)] [GN(q+s)]—]} . Cette derniére statistique est

~

asymptotiquement équivalente & N{Log[det GN(q+s)]- Logldet G(g}} d'aprés
I'inégalité :

2

Tr F - %-Tr(F } < Log det (I+F) < Tr F

quelque soit la matrice définie positive F (cette inégalité vient du fait

que X - x2/2 < Log (1+x) < x; x > 0)

Remarques sur les tests précédents

Les frois tests précédents sont asymptotiquement équivalents
sans |'hypothése & tester Hy- Ce résulfat ne permet pas néanmoins de compa-
rer ces ftests au point de vue puissance. Ce sont tous des tests consistants
pour définir leurs puissances asymptotiques, il faudrait considérer une
suite d'alternatives Hy convergeant vers HO ; par exemple HN est 1'hypothése
Alg+j) = EN(j), J=1,...,5 0U /N gN(j) converge vers une limite finie.
On peut alors se demander si les puissances de chacun des tests précédents

ont une limite et ensuite les comparer.

Le fest basé sur les covariances partielles est particuliérement
adapté pour tester les hypothéses multiples correspondant aux différents
ordres d'auto-régression. Les statistiques VN AN(m—l) sont asymptotiquement
indépendantes et chagque WN AN(m—l) est la statistique naturelle pour tester
| 'Thypothése que le modéie est d'ordre m-1 contre celle que le modéle est

d'ordre m.
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La statistique de Quenouilie a I'avantage de ne faire intervenir
que les coefficients d'auto-régression et d'auto-régression conjuguée jus-
qu'ad l'ordre q mais de ce fait, elle est liée 3 I '"hypothése que le modéle
est d'ordre q et semble moins adaptée pour le probléme du choix de |'ordre
d'auto-régression. D'autre part, avec I'algorithme de Durbin généralisé,

le calcul de la suite AN(m,m) et A(m,m) n'est pas plus long que celle de
la suite HN(m).
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§ 2. ESTIMATION ET TEST DANS LE MODELE DE_PROCESSUS EN MOYENNE MOBILE

COnsidérons |e modéle de processus centré en moyenne mobi le d'or-

dre q défini au chapitre I, § 1

M Q

X(t) = B(J) e(t-)) B(O) = Ip

0

J

e

e

- On suppose que les mafrices‘B(l),..., B(q) SEL\Sgggiiigggi

paramétre 6 du modéle vérifient :
/__’h/-\/ e e
det[l + IB(j) 291 # 0 z: |z| <1

de facon que les hypothéses H1, H2, H2' du chapitre l, § 2 soient vérifides

Nous noterons conformément aux notatiions de ce paragraphe :

q .

h(z) = §  B(j) 24
j=0

h (2 = 1 o)) 2

J=0
et :

f(0) = =—he') 67! hie'?

2%

(Les indices étant omis pour alléger les écritures).

Les deux formes approchées du logarithme de la fonction de vrai-

semb lance s'écrivent :

N N -1
(2.1) L = -3 log (det 216) - = 1 Tte (+,8) 67! e (t,0)
z kN N
m Py PR
(2.20 T = - 5 togtder 216 - ¥ f Trh e TN o
- =T
ol
t=1 .
(2.3) g (1,6) = C) X(+-j) 1 <t<N
J=0

et ol IN(A) est le périodogramme défini par (3.8), chapitre 1.
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Nous allons distinguer fe cas univariable et le cas multivaria-
ble de fagon & metfre en évidence les difficultés qu'on rencontre en géné-

ralisant les calculs relatifs au premier cas.

2.1. Estimation dans le cas univariable {p=1)

Lemme 2.1

"Les eN(T,O), t =1,..., N et leurs dérivées peuvent étre calcu-

lées a l'aide des équations de récurrence suivantes :

q
(2.4) en(ti8) = = I B()) € (+-j,8) + X(1) t =1, ..., N
J=1
(2.5) 9 (1,8) = = T BUj) wle e (+1.8) = & (+8.0)
' 8B(L) N TeT T j=1 3By ST NG
. o 3 ) "
de conditions initiales eN(T,e) = 3BT eN(t,e) =0 + <0

Démonstration

D'aprés leur définition, les coefficients C(j), j = 0, 1, cee,

vérifient :

min(qg,u) 0 siu>0
z B(j) C(u-]j) = : si u=0
J=0
D'ol :
q q t=J-1 _
I B(J) ey(t-j,0) = I B(])) T C(k) X(t=j-k)
j=0 j=0 k=0

=z L ACj) Clu=j) X(+=u) = X(1)

En dérivant (2.4) par rapport & B(%), on obtient (2.5).



.63,

D'aprés le lemme si uy(t,8) est solution de :

q
(2.6) u (t,8) = - ¢ B(J) u,(t-j,8) - ¢, (T,8), t =1,...,N
N N 4+ N
J=1
de conditions initiales uN(T,e):‘ 1 <0, alors :

) -
(2.7 eN(T) =

B (t-2,8)

UN

Les dérivées premiéres de LN s'écrivent donc :

BLN 1 N
(2.8) m) = 6 +=21 UN<1"‘JL,9) (-;N(T,e)
D'aprés (2.6), on a aussi
3Ly 9 N .
(2.9) S - T JEO +§1' uN(T—Q,e) uN(T—J,G) B(J)

N

D'autre part, d'aprés la remarque 1 & la fin du paragraphe 5 du

chapitre |, les variables aléatoires

(2.10)

e(f,8) e(t,0) u, (t-j,8) u

n M=

1 3 _ 1 -
c 35(]) 3B(L) "% LW N8

et -32LN/BB(j)aB(2) convergent en probabilité vers les mémes limites si 6
est rempiacé par un estimateur consistant eN. Les |imites en question sont

SJR)données par (4.4) du chapitre 1. Dans le cas présent nous.avons :

1 T -1, iA ) -1, i
SJ',Q,_G[_E-B—G)—h (e )f()\)—aB—(E)—h (e ) dA

™

Un calcul simple montre que :

m

1 A -2 i(j-0A
a0 s, —Gf_Lh(e | T e dx

Les relations (2.9) et (2.10) suggérent |'introduction de la

"fonction de covariance empirique" AN(s,e) de la série uN(T,e)
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1
(2.12) AN(S,S) =

N uN(T,G) uN(T+s,6) = AN(-S,G) s >0.

ne~=

T=1

On peut montrer que la différence entre NAN(j—Q,e) et

| U (t=J,8) uy(+-2,8)

M2

T

est bornée en probabilité quand N > = si 6 est remplacé par un estimateur

consistant SN. Cela vient du fait que uN(N-s,B ) ainsi que uN(s',eN) sont

bornés en probabilité (s, s' étant fixés).

1/2

Les dérivées premiéres de -N_ Ly calculées en 9,\l sont donc ap-

proximativement :
-1/2 1

- N 5 [0 ,8) +

I ™Mo

M (J2,8) B(L)]

=1

. . ' -1
et les dérivées secondes de -N

ment AN(j-l, eN)/G.

G LN calculées en eN sont approximative-

Nous noterons UN(G), uN(G) respectivement la matrice de terme gé-
néral AN(j—Z) et le vecteur de composantes AN(j,B). Le vecteur sN(O) des
L il Pl B
dérivées de -N LN s'écrit alors :
- L
(2.13) sN(e) e [uN(e) + UN(G)G] + GN(G)
ol 6= t(B(1),..., B(q)) et ol NGN(GN) est bornée en probabilité si eN est

un estimateur consistant de 6.

L'application du théoréme 5.2 du chapitre I montre immédiatement :
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Théoréme 2.1.

"Avec les notations introduites, si eN est un estimateur NV2

consistant def, alors l'estimateur

-1
GN = 26N - UN (BN) uN(BN)

est tel que /N(eN-e) converge en lot vers la lol gaussienne centrée de

matrice de covariance S. De plus st O, est l'estimateur consistant de

N
maxtmim de vratsemblance de %L alors /N(GN—G } > O en probabilité selon N'.

Considérons maintenant |'estimation basée sur la fonction LN'
Cette derniére peut s'écrire : '

T ..M R 2
) Ly = = 5 Log det(2mG) - == +E1 [e(+,0)]
ol
-1
(2.14)  e(t,8) = = C(j) X(+=]) t >N
j=t-N

On voit facilement que e(+,6), t+ =1, 2, ... vérifient encore
(2.4} & condition de poser X(t) =0 t > N. Les calculs sont donc les mémes
que précédemment excepté le fait que dans la formule (2.12) la sommation

est étendue sur toutes les valeurs de f allant de 1 & |'infini.

On peut d'autre part, effectuer les calculs dans le "domaine

spectral", c'est-a-dire en partant de (2.2)

3L m : :
N _N Ay -2 -1, iA,;N P2
(2.15)  z=rm 5 .J_“Ih(e ) | h™ (e T e ™" da
BZE T )
N __N i\ =4 N P(2-J)A
(2.16)  —5raEm) S J>_|h(e MM e dx

™

Par identification, |'analogue de A(s,8) est :
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m™ . .
(217 R (s,0) = J Ince' ™ Ny 7T
-

On refrouve alors la méthode d'Hannan [14], & ceci prés que le

second membre de (2.17) est remplacé par |'expression approchée :

eis.(21rk/N) |—4 -is(2mk/N)

N N
= £ |n 1V (21k/N) e

2.2. Estimation du cas multivariable

Dans le cas multivariable, les eN(T) peuvent &tre encore calcu-
lés a |'aide de |'équation de récurrence (2.5). Leurs dérivées par rapport

~

a B (%) sont solutions de :

af
2En(t,0) g . ey, 0)
38 - 2 B T am— 7 Egp - sy (1mR,0)
) af J=1 af

ol EaB est la matrice dont tous les termes généraux sont nuls sauf celui

sur la a-ieéme ligne et B-iéme colonne qui vaut 1.

La difficulté du cas multivariable est que nous ne pouvons plus

calculer les dérivées de eN(T,G) par rapport a BaB(l) a l'aide de la réso-

lustion d'une équation de récurrence. On doit en effet résoudre p2 équa-

tions

(aB) o . @B) . _
N (+,8) = ; B(j) uN (t-j,9) EaB eN(T,B)

n MO

1

de fagon a avoir les dérivées de sN(T,S)

3e(1,0) _L68) oy o)
3B (%) UN ’
“aB

On peut bien slr généraliser le théoréme 2.1, mais les calculs

sont beaucoup plus lourds. La matrice UN est d'ordre pzq.
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Par contre, une généralisation des calculs dans le "domaine spec-
trai", relatifs & la fonction LN conduit & la résolution d'un systéme
d'ordre pq seulement. Cela vient du fait que la matrice S est produit ten-
soriel de G avec une matrice d'ordre pq. En effet, d'aprés (4.8) du chapi=-
tre I :

s
-1 ) -1, ix 3 -1, ix
S . = f Tr 6 ==——h (& Df(}) ———=h (e ") di
(0,B, ) (y,68,8) o aBaB(J) aBYs(z)
™
=——1-f Tr{6™" n7e™E e h Tl M)t T gy
27 -1 - aB 8y
En posant :
ﬂ
(2.18)  A(s) = —L f £ o7t aa
47 il
On a :
. . = -j) . = -2
(2.19) S(a,B,J)(G,y,l) Aya(l J) GBG AaY(J ) G86
Maintenant, notons DZB(J’G’G) la dérivée de IN par rapport a
BaB(J)’ on a : .
R
o (36,60 ==~ | Trh e, oo Moo &7 o
afl 2w —r Bo.
™
(2.20) 0"(j;6,6) - 7:\:-'( oo Moo n Tl 7T gy
-
D'ou en posant :
™
(2.21) aN(s;50,6) - —‘—Z-f oo Mo £7hon &7t
4n

-
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2.220  0V(j,8,6) = N rN(j-;6,6) B(2)G

i MO

0

Les formules (2.21) et (2.22) généralisent (2.17) et (2.9) compte-
tenu de (2.12).

Lemme 2.1.

"Sotent (eN,GN) un estimateur consistant de (8, G), alors

AN(S;GN,GN) converge en probabilité vers T quand N + o "

Démonstration

Nous savons que la mesure IN(A) dX converge faiblement presque
sdrement selon N vers f(A)dx. En effet, pour tout o e(ﬁp, la mesure positi-
ve o IN(A)a dx, ayant pour coefficients de Fourier o RN(u)a, convergeant
presque slrement selon N vers a R(u)a, converge donc faiblement presque-
slirement selon N vers la mesure a f(A)adh (théoréme de Lévy). Or pour toute
matrice Q, on a :

(a+B ¥ Q(a+B)-(a~B)*Q(a-B) - i[(a+1B)* Qla+ig)=(a=i8)* Q(a=iB)] = 40*QB

En prenant pour a,8 les vecteurs de la base canonique de Rp, on

a le résultat. Le lemme découle alors du lemme 4.2 du chapitre T.

Théoréme 2.2.

"Sotent 8 = (BN(1),..., By(a)) un estimateur N1(? consistant de

pet G, wn estimateur consistant de G, et {B&(j), j=1,..., q} la solution
de : ¢
N LI VO 2
A (Q;GN,GN) o *=j; N’GN) BN(J) =0 = 1,..4,9
J=1
{

alors les estimateurs :

By(J) = ZBN(j) - B&(J) J=1,.00,q

sont tels que /N[gh(j) - B(jﬂ » J = 1,000, @ convergent en loi selon N
vers la lot gaussienne centrée de structure de covariance :

X - S ~ -1

lim N Cov{[By (Jlg »[B A5y} = (T Y@, dy(v,%) C8s

N> w

ou T est la matrice de terme général F(a,J)(Y’l) = AaY (2-)
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D'autre part si 6, est l'estimateur consistant de maximum de

N
vratsemblance de 8, alors /N(GN—eN) + o gn probabilité selon N"

Démonstration

L'application du théoréme 5.2 du chapitre 1, compte-tenu du lem-
me précédent montre que |'estimateur (By(J) - BN(j), J=1,...,9) ot les

B“(j) sont solutions de

N, " IR I VR
, g ) By (32,856 (B g B(A). N™' Dy (35856

pcsséde les propriétés du théoréme.

Or le systéme précédent s'écrit sous forme matricielle :

N, LN,

™M .Q

aNej-n;e

n ~MO

. N’GN) BN(E) GN
J=0

Par suite B&(j) définie dans le théoréme est égale & B“(j) + BN(j).
D'l By(J) = By(Jj) - BJ(J) et le théoréme est démontré.

Bgnargue :

L'intégrale :

m .
Ns,0,6) = —15- j oo Ny oo 718
-7

4n

n'est pas commode .& calculer. La méthode d'Hannan consiste & la remplacer

par :

N-1

— g+ N 2mN TV 2rk/N) §

1 1
27N k=0

(20k/N) e—is(an/N)
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Une autre méthode consiste & passer au 'domaine tempore!' par

la transformée de Fourier :

too

(2.23) MVs;0,60 =Lz vot,e.eT v (+;8,6)
NP N

ol VN(T;e,G) sont les coefficients de Fourier de

-1 N i
20 (\) I X(H) e
t=1

M et par conséquent vérifient :

T . -1
BUJ) V(1+],8,6) + G ¢ (1,0)

(2.24) VN(T;O,G) = -
1

N .0

J

ol les eN(T,e) sont donnés par (2.4).

La relation de récurrence (2.24) ne permet pas de calculer

VN(T,G,G) car on n'a pas les valeurs initiales. Toutefois, comme VN(T,e,G)

tend exponentiellement vers O quant t - ©, on peut les supposer nulles &
P PP
partir d'un rang N+M. Un calcul détaillé montrera que |'erreur commise

sur PN(S,G,G) est négligeable quand N +w

Nous terminons ce paragraphe en indiquant un choix possible de
I'estimateur initial BN(J), J=1,...,9. Soit :

(2.25)  fy(0) = /RN o 1A

lul <q
Nous savons (Hannan [14], p. 66) que si deTffN(Aﬂ #0, il existe

une factorisation :

o1
(2.26) fN(A) T [

- q .
. ijA . TJA
J By(J) e'3"16, [-f By (J) e V%15 B(O) = Ip

0 J=0

I ™0

vérifiant :

(2.2 detlzB ()21 # 0 Vzo:|z|<l.
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Les BN(J), J=1,..0,0, GN peuvent étre déterminées & partir de

RN(u); u=20,1,...,9 comme |'unique solution de :

g-u

(2.28) RV =z B, (J) 6B (j+u) U=0,1,...,q
J=0
vérifiant (2.27).
On voit alors que BN(j), J=1,...,q, GN sont des fonctions conti-

nument dérivables de RN(u), u=20,1,...,q dans le domaine ol elles sont
définies. Comme /N[RN(u) - R(w}, u=20,1,...,9 sont asymptotiquement gaus-
siennes (Hannan [14] p. 228), d'aprés un théoréme de Cramer, i! en est de méme
pour NIBL()) = B(D], j = 1,...,q, MN(G6). D'ol le N1/2

de ces estimateurs.

- consistance

La détermination de BN(j), J=1,...,q, GN n'est pas commode,
on peut |'éviter en remarquant que les estimateurs B&(j), J=1, ..., ¢

1/2

du théoréme 2.2. sont aussi N - consistants et leur calcu!l ne fait

intervenir que :

r T :
: -1 N -1 -isA ~ N .
—_— fN (N TN fN (A) e dx =T (S,SN,GN)

4y -T

Hannan [14] a montré que |'on peut remplacer |'intégrale précé-
dente par une sommation sur les valeurs 2mk/N de X sans changer les pro-

prriétés asymptotiques des estimateurs obtenus. Pour estimer G, on peut

utiliser soit :
6t - Noe sy« 3 aNeise .6 B
N NN SN NS N
scit :
o N +
GN X E EN(T,GN) s(T,eN)

t=1
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§ 2.3. TEST D'HYPOTHESES DANS LE MODELE DE PROCESSUS EN MOYENNE MOBILE

Nous considérons le probléme de test de | "Thypothése Hy que le
processus est en moyenne d'ordre q contre |'alternative qu'il est d'ordre
g+s. Pour cela nous rappelons ce résultat fondamental qui est la spécifi-

Cation du théoréme 4.3., compte-tenu de (2.19).

Théoréme 2. 3.

-1/2 N

"Sous 1'hypothése H les matrices N D(j;8 ,6), j=1,...,q+s

O.’
définies par (2.22) et (2.21) convergent en lot quand N -~ =, vers des ma—
trices aléatoires gaussienmnes centrées dont la structure de covariance est

donnée par :
vim N g[ oV
[xe3

N > o

N

donné par (2.18)"

. t, N o
(j,6 ,6 )5 (458 ,6 N =a (j-2) . Cog

ou D a(j;e ,G ) désigne laa-iéme colonne de DN(j;e ;6 ) et ol ) est

Le théoréme 2.3 ressemble beaucoup au théoréme 1.2; les tests de
ce paragraphe peuvent &€tre construits de |la méme maniére que ceux du para-
graphe 1.3. 11 faut toutefois faire attention au fai+ que DN(J;e,G) dépend

des paramétres 6,G qui doivent &tre estimés.

Soit donc eN un estimateur N1/2-consis+an+ de 6 et GN un estima-
teur consistant de G. La démonstration du théoréme 5.2, chapitre I, montre
que :

(2.29)  1im N /2

N » o

N, . N, . s e as
(D (J,GN,GN) -D (J,eN,G*)] = O(en probabilité)

D'autre part la démonstration du théoréme 5.1 montre que |'on

peut écrire :



VAR

-1 N ,. -1 N . %*
- N‘ Dug (428G ) = =N D (j,8%6% + = s

»*
- ¢
y8e (“;Q:J)(Y:s’e)[BN(e) B )]Ys

N " *
" Elo,m,0) (4,8,0) (Bydy - 8"b]yg

ol S est donnée par (2.19) et EN-o O en probabilité quand N—> oo

Comme 9N = (BN(C),Q =1,...,q9) est Nl/2 consistant :
B} Q. ..
(2.30) N"1/2 oMej,0,,6% - 0V(y,0%,6%) = R ZAG-0[" @) - X)) 6* s o)
€1

ol O(N)=> 0 en probabilité quand N—oo,

Répétons maintenant la démonstration du théoréme 1.7 ol A joue le
t N
D

role de R et (j,8%,6 ) joue le rdle de DN(j). Remarquons que d'aprés

(2.18) :A est la fonction de covariance d'un processus auto-régressif d'or-

.t

dre q (ol les coefficients sont TB(?),..., B(g) et ol la matrice de cova-

riance des résidus esT‘G_w). Par suite si B(q,1),...,B(q,q) et G(q) sont
les coefficients et la matrice de covariance résiduelle d'auto-régression

conjuguée relatifs a A, alors : "les matrices aléatoires :

M) = N pN(m;6%,6 ) B(q,J) DNm-j,6%,6 )1 m = q+1,...,q+s

J

n ™MoO0

1

convergent en loi quand N> vers des matrices aléatoires indépendantes de
méme loil gaussienne centrde dont la matrice de covariance entre les o-idme
et B-iéme vecteurs lignes est G(q) GaB"'

Soitm {g+1,...,q+s} et EN(j) un estimateur consistant de B(q,j)

si 1 s j<qetdeOsig<j<m Il estclair que la matrice :
m-1 ,
N = N2mer 60+ z BV Nm-j,e*,6 )1
J=1

ne différe de nN(m) que par un terme tendant vers O en probabiiité quand

N+ Maintenant, compte-tenu de (2.29) et (2.30) la différence entre :
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m-1

n oo

<1/2; N =N, . N .
(2.31) N ) (m,eN,GN) + B'(j) D (m~J;6N,GN)]

J=1

et ﬁN(m) est :

N B Am-g-0aN) - 8t 16% o

N M3
“o
T MO

0 1

J
ol BN(O) = Ip et ol O(N) tend vers O en probabilité quand N > =,

Or le premier terme de |'expression précédente s'écri+ :

3

[z BY) Am2-)DIA BV - dyla

LN/

n MO
™

L 0]

Le crochet tend vers O en probabilité quand N + «d'aprés (.11,
par suite la différence entre ﬁN(m) et (2.31) tend vers O en probabilité

selon N.

Comme estimateur §N(J), on peut prendre soit EN(j) = BN(q,j)
Jo<aq, BV =0, j>q, soit BV = BVm-1,1), ob les B(m,j) sont les
coefficients d'auto-régression conjuguée relatifs a A. On obtient donc le

théoréme suivant qui est |'analogue du théoréme 1.7. .

Théoréme 2. 4.

"Quand N+ = , les statistiques N HN(m, m=gqg+l, ..., g+s ou

T q
Hm = 3 5 Vg, Mmmjee,e,60 BV @%q,0 - 8%0)
j=0 2=0 NN

n
©
~

convergent en loi vers des matrices aléatoires indépendantes de méme loi

gaussienne centrée telle que la covariance entre les termes indexés par

-1
(aB) et (v,8) est (G(q)&Y (G )86

On a le méme résultat pour les statistiques /NtAN(m—1), m= q+1,

.o, Qts, ou AN(m) est la matrice de covariance partielle d'ordre m relative

N

a PN(.,eN,GN) est en plus /N[HN(m) - A {m-1)] g <m< q+s tend vers O

en probabilité selon N",
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§ 3. ESTIMATION DANS LE MODELE DE PROCESSUS MIXTE

Considérons ie modéle de processus mixte d'ordre (q,r) défini au

chapitre |, § 1

[Ne o]
S5

(3.1) ACJ) X(+-]) =

0 J

B(J) e(+-) Alo) = B(o) = Ip

I o™~

J 0
Nous ne restreignons pas la généralité en supposant que les matri-
ces A(j) (resp. B(j)) dépendent d'un paramétre vectoriel a ¢ R“(resp; b € RE)

de fagon que :

q . a
plz) = ¢ A 2) = 1 8, $,(2) a, = |
j=0 k=0
SRR
(z) = £ B zd= 1 b i (2) b= 1
j=0 k=0 k %k 0

Nous notons 6 = (a,b),v = (8,6) et nous supposons que pour la
vraie valeur de 8, det [¢(z)] et det f(z)]1 ne n'annulent pas dans le dis-
que fermé |z| < 1 du plan complexe. Ainsi les hypothéses H1-H2' du cha-

pitre I, §2 sont vérifisdes.

Infroduisons |'opérateur symbolique : Z : ZX(1) = X(+-1).

De méme maniére que dans le paragraphe précédent, on a :

Lemme 3.1.

"Les eN(T,e), t &€ Z intervenant dans la fonection LN (ou fN)

vérifient l'équation de récurrence :

B(J) ey(t-J) + B(Z) X (1)

N

" MO

(3.2) sN(T,e) = -

J=1

ou XN(T) = X(t), 1 <t <N et XN(T) = 0 sinon. Les dérivées de

eN(T,e) par rapport & aj, notées U?(T,e) et par rapport g bj’ notées

V?(T,e) vérifient respectivement les équations de récurrence :
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N q
\ N

(3.3) H,0) = I Bt U (t-g,b)+ ¢ (2) X (1)
" BB AR
N 2 N

(3.4)  vi(H,0) = I B Vi(H-1,8)- i (2) € (1)
J 2=1 J J N

D'aprés (3.3) on voit que u?(f,e) ne dépendent en fait que de b.

On la notera u?(f,b) quand on veut expliciter cette indépendance.

Les dérivées de —N—]L sont données par :

N
ol N
CIEN () = Ny =L s N -1
(3.5) N(aa ) (V) lj(v) N § uJ(T,e) G gN(T,e)
J =1
aL N
LN Ny 1 t N -1
(3.6) N(abJ) (v) = kj(v) N +§] VJ(T,e) G gN(f,e)

D'autre part si vy = (eN,GN) est un estimateur consistant de .

D'aprés la remarque 1 & la fin du paragraphe 5, chapitre T, on a :

a L, N “1 N .
-1 _ 1 T N(+,b, )G, u, (t,b.) _ ¥
(3.7) N Gaaa) N TR LD Ul NN BTN = M Gy
J % =1
(3.8) - <il;N—->< ) o [; N¢ 2 ()
: N ‘Paab N WP U T, bN)GN k” 6 25 (v
J Kk t=1
(3.9) —l<£L—N——)( yul g N NE TR IENLAL - N o
. N abjabk VN N 2 v 846y vk T, By )= Vik VN

Le signe XN~ YN signifie que la différence XNTYN converge en

probabilité vers O quand N ~ =,

D'aprés le théoréme 4.2 du chapitre 1, les matrices aldatoires

UN(vN), QN(VN)y VN(vN) convergent en probabilité quand N » « vers des
matrices notées U, g, V. Ces matrices peuvent étre calculées & |'aide de

la formule 4.8 du chapitre J.
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L'application du théoréme 5.2 est immédiate. Elle montre que :

"eg 6N = (aN,bN) est N]/Z-consistant alors l'estimateur :
~ 3N { ay UN(vN) QN(vN) QN(vN)
(3.100 8 = = - .
~ t N N N
bN k\bN Q (vN) Vv (vN) k (vN?

est tel que /N(ﬁh-e*) converge en lot vers la loi gaussienne centrée de

matrice de covariance :

A
et en plus st 6N est l'estimateur de maximum de vraisemblance de 6, alors

~J 1]

N 8, ~ Moy
. 3 _ N L

Nous avons remarqué que rre EN(T,G) = uj(f,b) est indépendante

de a, Cela entraTne :

eN(T,e)

MR

a. oVt b)
j=0 J 7J

N . PP - N . N
(uO(T,b) étant défini de la méme fagon que UJ(T,b)). Par suite £ (8,06)

est une forme linéaire en a :

b Ne,e = Nb,6).a - i5(b,6)

ol uN(b,G) est écrit a la place de qN(v) car ce dernier est indépendant de
a et ol ug(b,G) est le vecteur de composantes -

N 1

Yo

+ N

ug(t,b) G

(3.12)

M=

(b,6) = 4 G, b)
J N© o J
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On voit alors que si b,G sont donnés, la valeur de a qui maximise

LN peut étre calculée directement, elle est :

(3.13)  ab,6) = - Wb,6 Ug(b,G)

Nous avons donc intérét a séparer |'estimation de b & celle de a,

cette séparation est précisée par :

Théoréme 3.1.

"Avec les notations introduites, st eN = (aN, bN) est un estima-
teur N1/%-consistant de 6, GN’ un estimateur consistant de G, alors les
estimateurs SN"EN définis par :

(A
ay a(bN,GN)
v '
v = (3, b)), (6
~ N T N N
| - - 1 - 1 1

By, = oy WV o - T Tute,el T oy ey

T2 (R

EN a(bN, GN)

vérifient W 3| ~ N ay, N b ~ /N by o (3,8y) est donné par (3.9)"

Démonstration

D'aprés (3.10) on a :

N ~ N ~ N
U (vN) (aN—aN) + 9 (ON)(bN-bN) + 2 (VN)

I
O

N Neo N
(v (Bmay) + Vv Bmb) ¢ K (u)

n
o

Eliminant EN—aN du systéme précédent, il vient :
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1 t 1

Y _ N N -1 N ot N -
{v (vN) Q (vN)[U (vN)] Q (vN)} (bN bN) = Q (vN)[U (vN)] )

D'aprés (3.11) et (3.13) le second membre est :
-1 () (a)ma ) KMev )1
1y v(])

Or la matrice des dérivées de kN par rapport a a calculées en VW ol vy

est un estimateur consistant de v et TQN(\?N) convergent toutes les deux

en probabilité quand N + « vers la méme |imite tQ. L'expression précédente
peut donc s'écrire :

- kN 1_ Ly! o= U
k (vN) + eN(aN aN) AN ((aN,bN),GN)

ol en ™~ 0. On en déduit alors

N -1

T N TN N -1 N,
/N(bN by, YN{V (vy,) 2 v U (vl @ (vN)} K v

~ N'_
N(bN bN)

Maintenant, la premiére équation du systéme précédent donne :

_ N -1 N N . _
ay-ay = -[U (vN)] [2 (vN) + Q (vN (bN bN)]
Un raisonnement analogue au précédent montre que le deuxiéme cro-

chet peut s'écrire (compte-tenu de (3.11)).

N N ~
UNoGy) -+ 3y * U (b8 + gy . (Byby)

N ; - 3 - ~ -
ou e 0. Ce qui entraine que /ﬁﬂaN aN) /N(aN aN).
Renarque :
Dans le cas univariable, G (qui est alors un scalaire) peut étre

€éliminé dans tes formules de UN’ VN, QN et kN’ RN.

N N
L (vN)-k (vN)
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Nous terminons ce paragraphe en indiquant un choix possible des
estimateurs initiaux ay et bN° En fait en utilisant I|'algorithme basé sur
te théoréme 3.1, on n'a pas besoin de a,,. Maintenant la fonction de cova-

N
riance R du processus vérifie.(théoréme 1.5 du chapitre 1),

(3.14)

q
T A()) R(j-k) = O k= rel,..., r+q

J=0

q + r-u +
(3.15) b T A(J) Rlu+j-k)' A(k) = b} B(Jj) G'B(j+u) u=20,1,...,r
J=0 k=0 Jj=0
Si on remplace R par la fonction de covariance empirique RN, le
systéme (3.14) fournit un estimateur N]/z—consisfanf (AN(1),..., AN(a))
de A(1),...,A(q). Par suite, un estimateur N1/2—consisfan+ de R(u) ot R(w

désigne la valeur commune des deux membres de |'égalité (3.15) est :

~ q q ) 4
3.16) Bhw = oz AN RNu-g-0 N0
j=0 k=0
Ators |'unique solution du systéme :
r-u
a7 B = oz 8Ny dNeVgew BN = 1p ; u=0,...,r
J=0
r N .
vérifiant det[ £ B (j) 2J1 40 Yz : |z| <1, est un estimateur
J=0
N]/%-consisTanT de (B(j), j =1,...,r, G). On peut en déduire un estimateur
1/2
N

-consistant bN de b.

La résolution du systéme (3.17) est difficile. On peut |'éviter

en utilisant |a procédure suivante :
Soit f(A) la densité spectrale correspondant 3 R définie par (3.15)

£ d Iz Riw e ™ = 4 e epfte™
u <q
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La dérivée de -NEN par rapport a bj’ notée ?N(v) s'écrit :
ki

~ 1 -1 -1 -1 ix, -N x=1 (D)
ky(d) = 2—1T-f Tr G (W LPJL{J o) (e ) T (p* " e’ da
-m

i

J

M=o r oo (e ™ ), ona

Trtd, b o™ Mo g™ oo o
i

comme Lf.:_] (e

Gan W= 3 W
J k=0 Jk k
ol
™
3:29) Vz’lk(") - EL'/ Tr[+j(e“\) 5 thite™ :—1“)4’*(3“) N .
o f'1(x)] da

Nous noterons respectivement VN(v) et Vg(v) la matrice de termes

N N

ij(v), Jok = 1,...,B et le vecteur de composantes VOk(v), k=1,..., B,

et nous posons :

C TN 1T N
(3.2 bl = - Vo] T Vg

/2

bN), GN) est ['estimateur N] -consistant de v calculé par

la méthode précédente. D'aprés (3.19)

o = by = [Veu] T RNy
D'aprés le lemme 2.1 et le lemme 4.2 du chapitre I, ta suite
{VN(vN)} est convergente en probabilité (la limite est d'ailleurs la méme
que celle de V (vN)). Comme les dérivées de kN calculées en v&, ol v& un
estimateur consistant de v, tend aussi en probabilité selon N vers une
limite, on obtient d'aprés le théoréme des valeurs moyennes et le fait que

VN est N]/Z-consisfanf :
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N IN<vN> - NN - o

ol O(N) est bornée en probabilité quand N » « |,

1/2

On en déduit alors que b est un estimateur N -consistant de b.

N
Son calcul ne fait intervenir que (voir (3.21) et (3.20))

o

= W el
lul < a

Ainsi on évite la résolution de (3.17).

D'aprés Hannan [14], on peut remplacer I"intégrale (3.20) par une
somme de Riemann calculée au point A= 2mm/N, m = 1,..., N. On peut montrer
que |'erreur commise sur kN ésT de 1'ordre N-1 O(N) ol O(N) est bornée en
probabilité quand N = =, Cette approximation ne détruit pas la propriété

1/2

N -consistance de b&.






CHAPITRE III

ESTENSION DE LA METHODE DU CHAPITRE I AU CAS DU MODELE

DE REGRESSION A RESIDUS STATIONNAIRES

§ 1. LE MODELE

Nous allons étendre les résultats du chapitre | au modéle de
régression du type :

(. n X(t) = m(t) + Y(1)

ol {Y(1), t+ & Z } est un processus stationnaire centré appelé processus
des résidus et ol m(t) uépend d'un paramétre vectoriel u € R de 1a fa-

gon suivante :

(1.2)  m(t) =
J

[T e I

B (J) Z(+=))
o n J J

{Z(+),t € Z é&tant une suite donnée de vecteurs de RY et Bu(j) étant des
matrices d'ordre (p,q).

Nous supposons en plus que les résidus Y(1), + € Z suivent le

modéle général du chapitre I, § 2, & savoir :

(1.3) Y =z A et
j=0
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ol les matrices A (j) vérifient les hypothéses H1, H2 (ou H'2) et ol
(1), + € Z sont des vecteurs alédatoires indépendants centrés, de méme

loi ayant une matrice de covariance G.

Nous notons e*,u*,G* les vraies valeurs de 6,u,G. D'autre part v
désigne le couple (8,0) et  désigne le couple (v,n); leurs vraies va-
l2urs sont notées v*et w*. Conformément aux notations du chapitre I, §2,

nous posons :

. ) g
(i.4) he(z) ,.Z Ae(J) z
J:
c.(j) zJ
o ®

u'MBO

(1.5) h;](z) -
j

_ b [P *, 1A

(1.6) (0 = 2= h(e'™) or¥ce'™)

Nous faisons les hypothéses suivantes relatives aux Bu(j) et aux

Z(f). (Ces hypothé&ses assurent en particulier que la série (1.2) est

convergente)

H3 : La série :

(1.7)  g,(2) = B () zJ

nw™8

J=0
est absolument convergente pour tout u € V(u*), un voisinage de et
la fornetion (A,u) - gu(e‘x) est continue dans -m,nm x V{(u ) et admet des

S

dérivées partielles jusqu'd l'ordre 2 par rapport 4 6, continues dans le

méme domaine.

H4 : Les matrices Bu(J) sont deux fois dérivables par rapport d u et

vérifient :
(1.8) z j||Bu*(j)|| <+ e

(1.9) z Jll(gﬁz Bu(J>)u=uJ| <+ e
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o ) .
i 5 —
(1.10) : Jll(a“za“h B (1)l

On a souvent besoin de |'hypothése suivante, plus forte :

H4' : C('est H4 avec en plus :

d
(1.11) T j Sup | le=—=—=— B ()] <+ ow
J ouevh Mg du T

ou V(u*) est un voisinage convenable de w "

Remarque :

t.- L'hypothése H2 implique (voir la remarque 2 du § 2, chapitre 1)
(1.12) T j  Sup |58, ()] <+

J pev(u®) Mg H
(.13) £ j Sup I1B ()]l <+

j pevapy) ¥

2.~ Les hypothéses H3 et H4' sont vérifiées si gu(z) est une frac~
tion rationnelle en z, dont les coefficients sont des fonctions deux fois

continlment dérivables ce u et dont les pdOles sont de moduie strictement

supérieur a |'unité.

Finalement la série Z{(t) sera supposée vérifier une condition ana-

logue de celle de Grenander et Rosenblatt [12].

H5 : Il existe une constante A telle que |[Z(D)|| < A, 1€ Z D'autre
part quand N > « , la matrice :
1 N T
N I Z(T) Z(F+u)
t=1

converge vers une limite notée p(ul"
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LES APPROXIMATIONS DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE

Soient X (resp. Y) le vecteur aléatoire de RpN de composantes
X[(1) tresp. Y (1)), J = 1,0.0,p, T = 1,000, Net m e vec+e$r de RPN de
composantes mJ(T), J=1,c,p, T = 1,..., N, Si Pw (resp. Pv) désigne la
loi de probabilité de X (resp. Y) et & désigne la mesure de Lebesque,
on a :

oP" ] aP! o

(‘—dT)(X) -(m—)(x—m) X € R
On obtient donc d'aprés le paragraphe 3 du chapitre I deux appro-

ximations du logarithme de la fonction de vraisemblance :

N
(2.1) Ll(w) = 5 log det (216) —-% T Ter(t,0,u) G e'(+,0,1)
=1
ou
-1 ®
(2.2) e'(1,0,0) = I CuUDIX(H=]) - I B (NZ(F-j-k0] ;1< T <N
j=0 k=0
et
: T - - N LD L
(z.3) (w) = - 5 Log det (24G) - = ¢ e'(+,6,u)G  e'(t+,6,un)
N 7 2 .
ot
-1 m
(2.4) €', = T CUDIXU=]) = T B (KZ(H-j-k)] ;T > N
j=t-N k=0

Les expressions (2.2) et (2.4) font intervenir les valeurs de
Z(T) pour tout t. On dispose seulement en général des observaiions de Z(t)
pour 1 & t ¢ N. Nous sommes alors amenés 3 remplacer chacune de ces expres-
sions par :
o

C.(J) [Xy(t-j) - %
o © N k=0

(2.5) e(t,0,u) = Bu(k) ZN(T—j—k)]

Ht~ 8

J
ol XN(f) = X(+) si 1 < t < N, XN(T) = 0 sinon et ol
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ZN(T) = Z(t) si 1 <t <N, ZN(+) = 0 sinon

Ainsi nous obtenons les approximations suivantes du logarithme de

fa fonction de vraisemblance : -

N
(2.6)  Ly(w) = - % Log det (216) - ~ = Te(+,0,u) G (+,8,u)
=1
~ N T2 ¢ -1
2.7 Tow) = - N log (det 206) -+ 5 Tett,0,10 67 e(+,8,m)
N 5 z I

~ -~ P .
La fonction L,, admet une deuxiéme écriture :

N
™
(2.8)  Ly(w) = - 3 Log (det 21G) - — [ Trfp (0 dNoo]
) N 2 8 amo w
ou
X0 X0 2o . 7Xo
2.9) N = = N N~ N N
' 27N
Zm L Too L 2R
&Y e ESIA4(6
_ N
(2.10) X, (0) = = e M xih
$=1
N
(211 Za) = 1 e M 721
+=1
et ol :
o0 7100 g e
v v H
(2.12) @ (X) =
w N . .
-1 %, 1A -1 P A
ey £y M oy g e
ng [S] v gu e v g],l e
N it
En effet, la série de Fourier 1 ¢(t,8,u) € = €(x;6,u) est :
=1
~ . _ "’1 iA o~ , _1 i)\ i)\ 4
e(X;0,u) = he (e ™) XN\A) + he (e ™) gu(e ) ZN(A)

T PN S D PY PR
= (hg'te™  nle™ g te ALY
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On en déduit :

m
@ - ~% - ~
t Yett,o,we! 1,8, W =-7%-// e, we™! e, W da
t=1 T
S (0 N da
27 (Pw

-

Nous montrons maintenant que LN(resp. EN) ne différe de L&

(resp. t&) que par une quantité négligeable.

Lemme 2. 1.
"Sotent
2
Dy, (¥ = '=Zo [|Ce(J)|[ 'lBu(l-J) 2 =0,1,...
J
alors :
]|s(+,°e,u) - e'(tew]] < z De u(;L)||Z(‘r-5L)|| 1 <t <N
=1 !
< 3§ D (2)||Z(+-£)|] + >N"
=t-N ¥
Qémonsfrafion
Si 1 <t <N :
=1 o
e(t,8,u) - ¢'(+,0,n) = z C (J) T B (k)Y Z(t-j-k)
j=0 6 k=t-j H

En posant 2= k-j, i1 vient :

’ © 1""1
elt,o,w) - e'(fo,0) = £ 5 [C (B (-] . Z(+-p
2{:1" J:O e M
D'cl :
|le(t,0,0) = e'(t,6,)]] < £ D () z2(+-2) ||
g=t Oon
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Sit >N
-1 -1
e(t,6,1) = = ' (1,0, = I C PlT B (K Z(t=j-k)]
Jj=t-N k=t-j ¥
T-N-1 t=1-]
-t Gl B (0 zt+-j-K))
j=0 k=t-N-j M
En posant g= k+j, il vient :
@t
e(t,8,m) - e'(t,0,0) = I . I Cytd) B (a-1)] Z(t-0)
2=t j=t-N H
t=1 +-N-1
-z [ z CotJ) B, (2-))] Z(+-2)
D'ol 2=1-N J=0

lett,8,u) - e'(+,8,W ]| <z D, (&) |]z(+-2)]]
e e
Lemme 2.2.

S7 B(j) et C(J), j =0, 1,..., vérifient :

oglBWiIl <ve 5o jlle]] < o+ e
J=1 j=1
alors les D{(j) définis par :
J
D) = T |[lck]].]IB(j=K) ]|
k=0
vérifient aussi :
I D) <+
J=0
Démonstration
On a :
© © J
D jo(y) =z oz jl|BG-k|| |]ctk]]
j=1 j=0 k=0
= I r (k+2)||B(O]]| |]CtkI|]

k=0 2=0
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Comme k+4 £ 2k&si k21, 2> 1, |'expression précédente est

majorée par :

18O, £ Kllctko|[+]]cco]]. e 1811+ £ k|00l (E ol [sear]| ]
k=1 €= k=1 2=1

D'ol le lemme.

Le théoréme suivant se démontre d'une maniere analogue & celle dont
on démontre les théorémes 3.2 et 3.3 du chapitre |, compte-tenu des |emmes

35 1 et 3.2 du méme chapitre.

Théoréme 2.1.

"S5 L (w) est le logarithme de la fonction de vratsemblance du mo-
déle, alors Za différence 6 (w) entre L (w) (resp. L (w) ) et & (w)
est deux foils dérivables par rapport d w et ses derzvees, caZcuZees en w*

ainst 6 (w*) sont bornées en probabilité quand N + « .

St les hypothéses H2' et H4' sont satisfaites, 71 existe un voisi-

nage V(w*) de w* tel que les variables aléatoires :

Z

~ a ~ ) ~
Sup |8 (@] ,  Sup | =— &, , Sup | ——=— ()|
WVt N weV*) 9 N weVip® 95wy N

ou gh(w) = th(w) - Ly(w), sont bornées en probabilité quand N + o "
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§ 3. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE

Les propriétés asymptotiques de la fonction LN (resp.'tN) du
chapitre I, paragraphe 4 s'étendent dans ce cas. Pour les obtenir, nous
commengons par rempiacer, dans |'expression de LN’ e(+,0,u) par :

Cald) X(t=J) = & B (k) Z(t=j=k)
0 k=0 M

e(t,8,u) =

n ™8

J
Le méme raisonnement que celui du chapitre 1 monfre que !|'erreur

commise, ainsi que ses dérivées premiéres et secondes calculées en co*

sont foutes bornées er. probabilité quand N » =,

Lemme 3.1.

N .
"Soit Z (A) = I elx* Z{t) alors la mesure (2uN)

N F=1

converge faiblement quand N + « vers la mesure dM ()) définie de maniére

1~ ~a
ZN(A) ZN(X)dA

unique par (voir l'hypothése HS5)

w . )\
p(u) =] e Uram)m

i)

Démonstration

On a :
7,00 2700 = 1 L z(H Tzt 7MY
lu] <N 1T <+ <N
1 < T+u <N
-1 o ~
On voit alors que les coefficients de Fourier de (2wN)y ZN(A)ZJ(A)

convergent vers p(u) (d'aprés |'hypothése H5).
Pour tout o ¢ €9, le théoréme de Lévy montre que la mesure
positive :

(2mN) !

*‘\l N*
o ZN(A) ZN(A)a da

converge faiblement quand N - « vers la mesure dMa(A) définie par :
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T
a‘p(u)a = [ el)‘u aM (x)
Jooq o

Or un calcul élémentaire montre que pour toute matrice A :

(arB)*AarB) + (a-8)*Ala~B) - I[(a+ig)*A(arig) - (a-i)*Ala= 18)] = 4a*Ag

Par suite la mesure complexe :
@m0~ la* Z () ZX08 dx

converge faiblement quand N » » vers |a mesure dMaB(A)

m
%o (u)B =}[ o' M aM (V)
-7
En choisissant a et 8 deux vecteurs quelconques de |a base cano-

nicue de rRY on obtient le lemme.

Nous pouvons maintenant &tendre |e théoréme 4.1 du chapitre T en

Théoréme 3.1.

"Quand N » = | lo vecteur des dérivées premiéres et 1g matrice
des dérivées secondes de N-1 LN (resp. N-]EN, resp. N_lafN) calculés en

convergent en probabilité respectivement vers 0 et vers

S 0
- K = - 0
0O 0 H

on S et H sont définies dans le théoréme 4.1 du chapitre T et oy T est la

matrice de terme général :

o] -1 ] iA 3 iA "
(3.1) le > ] Tr fv (x) (Sﬁz-gu(e ))u=u* dM(A)(sEz-gu(e ))u=u*dA
Démonstration

La convergence des dérivées de N~ LN par rapport & V se démontre

d'une maniére analogue & celle dont on démontre le théoréme 4.1, du chapi-
tre I. Maintenant :
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oL
N ‘(S—N)(m*) N
M s

t
1

™z

e(+) W (1) + O(N)]
J

s

ot O(N) désigne une variable aléatoire bornée en probabilité quand N » «

et ou:
-1k 3
W) = [z (W) (=) B (k-u)) t-k
=6 i [u=O Cq (W) () B (k=) T Z(4-k)
De la méme maniére :
2
3L N N
N e wh) = N[ s tern Wt + 2 o W+ o)
Hi%e t=1 J t=1 .
ol
0y < s )
Wo =6 | 2 L (g—Cow), . (=B (k-u)) _ ] 2(t-k)
] =0 u=0 905 0 Tese Bu o -

8

® 9
Vo(H) = I (== Co (k) 4 [X(1) -
3 oo 38, "8 o=6 [ |

i ™

. By (U z<+—k—u>}

On peut montrer & |'aide du lemme 2.2 que WJ(T) et WJR(T) sont
bornés pour tout t. Par suite :

N
s e Wi ot N

=1 ' +

ety w. ()
J2

convergent vers O en moyenne quadratique quand N +» =, D'ol la convergence

1

en probabilité de N~ (BLN/auJ) (w*) vers 0 quand N + w,

Calculons maintenant :

i N
e[nt ozt

.t.

2 -2 t it
Vo (H) W (0] - T W) B[V () v )] W)

i s,t

1l
=z

SoiT(QR(A) la densité spectrale du processus stationnaire VJ(T);
I'expression précédente s'écrit :
s

N2 jk 5 Tw (s L, (A) e ) dn -
-T s,t J J
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Comme  est conTinue,IItp(A)ll < K,V A€ [-m 7] et [Tex-
pression précédente est majorée par :

kil
N2k |z W (e

. N
M200 = 2ik(n? 3 || wj(+>||2

et converge donc vers O quand N » =, D'ol |a convergence en probabilité

de N7 (3L /auJae ) (w*) vers O quand N » o,

D'autre part :
2

-1, 2k e Ny Nt
N g )(w Y= N [T Ye(d) Wig (T + W ()G W (D) + O(N)]
U . ou _ _ L J
J t=1 =1
ol
' L kep 2k 52
Wio(t) =6 I LI Cyoih) v (=) B (k=u)) _ ] Z(+-k)
J k=0 u=0 Hjoug u u=u

Le méme raisonnement que précédemment montre que le premier terme
du second membre de |'égalité précédente converge en moyenne quadratique

vers O quand N - =,

Considérons maintenant WJ(T) défini de la méme fagon que W (1)
avec Z(t) remplacé par Z (1) ou Z (t) = Z(+) si 1 <t < N et Z (T) =0

sinon. Alors :
~ oo . ¥ — - . . ~
oo =z owme M - T T (g o) T,
J T u=y

t=1 j N

ol Z&(A) est défini dans le lemme 3.1. D'aprés ce lemme :

N-1

o8

...‘] TrN* ~
tw£<+> G W'(H) = (21N) f WEo 6 W.on da
J x X J

t=1

converge quand N » « vers

kis

3 iA ¥-1 QA *-1 =1, irx.. 3 i
Tr /_“(SU—J gu (e ))U=U*he* (e "G he*(e )(E gu(e ))u=u*dM(>\)



.95,

En utilisant les lemmes 2.2 et 3.2 du chapitre 1 et une démons-
tration analogue 3 celle des théorémes 3.2 et 3.3 du chapitre |, on peut

montrer que la différence :

Ny = 4
z W () GW.(t) - ¢ W) G W'(H)
- 2 J - £ J

t=1 t=1

est bornée en probabilité quand N + » . D'ol le théoréme.

Théoréme 3.2.

"Les conclusions du théoréme 3.1 relatives & la fonection EN res—
tent vraies quand w* est remplacé par son estimateur consistant. Si les
' hypothéses H2' et H4' sont satisfaites, ce résultat s'applique aussi pour

la fonetion LN”.

Le théoréme précédent est une conséquence directe du lemme suivant

dont |a démonstration est analogue & celie du lemme 4.2 du chapitre 1.

Lemme 3. 2.

"Soit la variable aléatoire :
i

N - f Trip (0 N1 ar
w w
o -T

o (w,A) = pw(k) est une fonction matricielle continue sur Viw ) x [-m,m]
Viw ) étant un voisinage de w . Alors :
Ye>0, 3n>0 : su 12N - 2N
* w ()
w:| o w*]] <n

ou MN tend en probabillité vers une constante quand N + =
Le théoréme suivant est une extension du théoréme 4.3 du chapitre 1.

Théoréme 3.3.

-1/2 ~ -1/2

1/2
Ly, resp. N ;(N)

"Le vecteur des dérivées de N~ Ly (resp. N

par rapport 4 (8,u), calculé en w*’converge en loi selon N vers la loi

gaussienne centrée de matrice de covariance :
S 0

O T
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ST les € (1) possédent des moments d'ordre 4, le vecteur des

1/2 -1/2 ~ -1/2

dérivées de N~ Ly (resp. N Lys resp. N ng) calculé en

converge en Lot selon N vers la loi gaussienne centrée de matrice de

covariance :
S 0 0
O T o0
o o0 H

ou H = H s les cumulants d'ordre 4 de € (+) sont nuls".

Némonstration

Nous allons montrer que toute combinaison |inéaire des dérivées
de N_]/2 LN par rapport a 6 et & u (resp. 36 a G et a 1) est asymptoti-

quement normale.

Considérons d'abord une combinaison linéaire des dérivées de
N_]/2 par rapport a u. Elle s'écrit d'aprés la démonstration du théoréme
3.1,

N—1/2

Teety wen « N2 o0 S W(E) = 3 CL W ()
. 5 N

Nt~z

1

od O(N) est borné en probabilité et ol

© k
-1 r 3
W.(t) =6 X z C, (W(== B (k-u) 1 Zt-k)
=y ¥
J k=0 | u=0 O BuJ H H=U
On peut appliquer le théoréme central limite & la premiére somme

de |'expression précédente si la condition de Lindeberg (voir par exemp le

[5),page 42) est véritfige, i.e.

N .
—;— z E[n2<+>’ﬂ{ln(ﬂ|>ssN}]+ 0 N > o
s2 4=

N
ol Nt = Te(4) W(T) ot ob s, = g(n(1) + n(N))

N
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Comme |n(t)| < [[W(H]|]]]eth]] < my Sy * et ]] ot

m, = Max{|[w(t)]] /sy» T = 1,0.,N} ona:

N
N
— [Pk nn] > esw}] <
s tT=1 '
N
-1 N 2 2 ]
L= = [{wHO“Je[ e ]]7A{} etn]] » e/m}
S =1
N
2 Ny
Or SN = I W(+)G W(1); le premier crochet du second membre est donc
t=1

borné quand N » . D'autre part my > O quand N » = car W(t) reste borné

pour tout t et N"1 sﬁ tend vers I CJ C2 le quand N + « (voir la démons-

tfration du théoréme 3.1). La condition de Lindeberg est satisfaite. Le
vecteur des dérivées de N—] LN par rapport a M converge donc en loi vers

la loi gaussienne centrée de matrice de covariance T.

Maintenant en se rapportant aux calculs de la démonstration du

théoréme 4.2 du chapitre |, nous voyons que toute combinaison |inéaire

des dérivées de N-V2 Ly par rapport a 6 et u peut s'écrire :
N N
N2 e e N2 e T v - 82 o
t+=1 =1
ol V(+) = C' V. (1) et :
RN
J
V.t - 3 5%— Colk) o g [X(1-K) = B (W Z(t-k-u)]
J k=1 J u=0 ¥

La suite n(+) + Ye(t) g~

ni stationnaire. Nous sommes amenés & poser :

V(t) n'est ni & termes indépendants

g (h =t e v viM

I
[ae'}
(@]

.-

(m) m ]
vJ () = kEO 353 ceme.fe [x<+-k> )

1
ot
@
c
N
T
=

]

o

—
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Les processus Em(T) est m-indépendant, c'est-a-dire gm(f) est in-
dépendant de £ (s) si |t-s| > m. D'aprés un théoréme de Orey (voir Rozen [261)

N
T [ntH+g ()] si
=1 m

le théoréme central timite s'applique & la somme N"V2

1—
(i) La condition de Linderberg est vérifiée

—_ N 2 2 2
(i1) Lim £ o%[n(H)+g (t)]1 /s < + o o0 s est la variance
N » o f=1 m N N

de [n(1)+€m(1)] + [n(2) + Em(Z)] + o0 [InN+ Em(N)].

On montre (i) en utilisant le fait que la condition de Lindeberg
est vérifiée pour les n(+) et pour les gm(T) et en se servant du lemme
suivant de Rozen [26]:

" S5¢ T1""’Tk sont des variables aléatoires et o > O alors :
K .
T E|T
=1

2

2 ,
E T, + + T 2 < 2k n ﬂ{lTn|>a}}

1 K {7+ 0T [>al - n

Quant au point (ii), il vient du fait que (n(t), gm(f)) est non

corrélé avec (n(s),Em(s)), t # s ce qui entratne :

N
2 = 1 GIn(HE (D]
N m
=1
) -172 N
'l en découle que N L n(t+) + gm(f) converge en loi selon N
tT=1
vers la loi normale centrée de variance 52 = |im N—1 sﬁ « Un calcutl
N >

élémentaire montre que :

2 m
S C.C T. + L CtC!s
X L RN TR AT
i J ik J

m t,0m -1 (m)
SJR = El VJ (t) G V2 (t)1]
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Quand m + o, ij)(f) converge en moyenne quadratique vers VJ(T)

et par suite 5?2 converge vers sz' Nous appliquons maintenant le lemme

de Berstein (Anderson [3] p. 425).

"Soit YN ou & converge vers O en probabilité

) yN,m ¥ 6N,m N,m

quand m > o, uniformément par rapport 4 N, i.e.
Vo> 03¢0 Smo:mZmOQP{|6N,m]>a}<€

57 YN.m converge en lot quand N + » vers la loi normale centrée
’

2

de variance 0% tendant vers o° quand m + = , qlors yy converge en lot

selon N vers la lot normale de centrée de variance 02".

-1/2
+

'l suffit donc de vérifier que § = N

' <
N,m Em(T) ou

1

[ e Bv=d

t -1 (m
() = e(1)G LCHV.(H) -V,
gm 3 J[ J J

Y]

converge vers O en probabilité quand N > + »  uniformément par rapport & N.

Or un calcul élémentaire montre que E[GN m] 2

. (m) -1 . (m) N .
t e - - '
h) CJ CZ E{[VJ(T) Vj ()] G LVQ(T) Vl (1)]1}. D'ol le résultat.

Jsl
Dans le cas ol les moments d'ordre 4 de e(t) existe, la méme

démonstration que la précédente montre que toute combinaison |inéaire des

-1/2

dérivées de N LN par rapport a 6, a pet a G est asymtotiquement nor-

male. D'ol le théoréme.
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§ 4. CONSTRUCTION DE L'ESTIMATEUR

La méthode du chapitre |, paragraphe 5 reste valable; en particulier
on a le résultat suivant :
"Soit wy un estimateur N_T/Z-consistant de , K, un estimateur

N

consistant de K(K étant défini dans le théoréme 3.1) et kN(w) le vecteur
des dérivées de N_1 LN s alors l'estimateur :

-1
Wy KN kN(wN)

“N
vérifie : /N(GN—w*) ~ -YN K_].kN(w*). 51 les cwmulants d'ordre 4 de e(t)
sont nuls, alors WN GNA’ /N GN ou GN est l'estimateur consistant de maximum

de vraisemblance de w'.

A cause de la forme particuliére de K, et le fait que pour (g,u)
fixé LN est maximisé quand :

~ o +
(4.1) G = G(8,u) = z e(t,8,w) e(t,6,u)

6 : N *
- 4 ]_the’um J ””f’e,u(“ da

ol

(4.2) b S0 = (e h;1<e”>.gu<e”>)

H

N

on est amené & considérer |'algorithme suivant pour construire les estima-

teurs de 6,u,G :

e(n+1) _ oo (n) (n) (n)

(4.3)
(4.4) Ll(n+1) - u(n) _ [Tén)]-l t (e(") u(n) G(n))

(4.5) G(n+1) - 6(e(n),u (n))



.101.

ou Sén), Tén) et sN(e,u,G), tN(e,u,G) sont respectivement des estimateurs

consistants de S, T et les vecteurs des dérivées de N—] Ly par rapport a

B et & u.

On montre de la méme maniére que pour le théoréme 5.2 du chapitre |

que si (6(0), u(O)) est un estimateur N1/? consistant de (6,u) et G(O) un
estimateur consistant de G alors
Mo og%) m- N s 5, (0%,u%,6")
\/N( (1) * /‘ -1 1 4 | e
oo =8%) ~-¥YN T +N<e SHT,GT)
et G(1) est consistant. D'autre part si (6,u,G) est |'estimateur consis-

tant de maximum de vraicsemblance de (6,u,G) alors
AoV Wd; WNe'-wmwé ; Woe'lle /WG

L'interprétation de (4.3)-(4.5) est clair : Pour estimer les coef-

ficients de régression, on suppose que le processus résiduel

Y(t) =
J

N o™ g

Ae(j) e(t-]J)
0
a une structure de covariance connue, déterminée & {'aide des estimateurs
O(n), G(n). De la méme fagon pour estimer les coefficients de structure
0,6 du processus, on suppose que les coefficients de régression sont

(n) . .
. On fravaille alors sur le processus résiduel.

connus et donnés par u
Le probléme d'estimation simultanée des coefficients de régression
et des coefficients de structure se décompose donc en deux problémes :
estimation des coefficients de régression, la structure de covariance du
processus étant connue et estimation des coefficients de structure de co-

variance d'un processus centré.
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SUR L'ESTIMATION DES COEFFICIENTS DE REGRESSION

Considérons le modele :
X(+) = B Z(+) + Y(+)

o Y(+) est un processus centré donné par :

Y(1) = I A()) e(t-))
j=0

On suppose que Z(t) vérifie |'hypothése H5 du § 1 et que la fonc-

tion :

h(z) = ACj) zd

J

n ™~ 8

0
vérifie :
"h

Fourter-notés C(]) sont nuls pour j < O et satisfont : & j||C(j)]|| < + ="

-1(e'x) est définie et continue sur [-w,n]; ses coefficients de

N

Nous nous intéressons a |'estimation de B, les matrices A(])

étant supposées connues. On dispose deux méthodes :

5.1. Méthode temporelle

On maximise la fonction LN du § 2
N

' N
) -1
LN = Log{(det 2 G) > TE

1

te(+,8) 67 e(+,B)

1
-1

e(t,B) = Ce(J) [X(+-j) - BZ(+-j)1]

n e

Jj=0

En notant EaB la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf

celui sur la a-iéme ligne et B-iéme colonne qui vaut 1, on a :



. 103,

1 -1
e(+,B) = £ C(j) X(+=)) - g BaB [ z

C(j) E_ Z(t-)]
J=0 . a B J oB

0

La maximisation de LN équivaut & la minimisation de :

N

. T

1

e(t,B) G ' ¢(+,B)

t=1

ce qui revient & faire une régression de la série (¥X)(+) sur les séries
(F Eug £1(1) ol T est le filtre Iinéaire défini par :

t-1
FX)(H) = 1 C) X(t-))
J=0

5.2. Méthode spectrale

On maximise la fonction tN du § 2

s
f

T _ _N N , N
Ly = > Log det (2nG) 4w~}-ﬂTr\F(A) J7)
ou
e = oo oo
Bl BB+ B

~

~ /\a* ~
XA X0 ) ZN(A)

Ny = =
2N - ~X ~ ~x
Zyn Koo Zioo T
N N
X\ = 1 eMxen Zoo = 1 ez
t=1 T=1

On voit que IN est une forme quadratique en BaB’ soit

“~t

_ 1 t T - *
Ly =C' %+ == Tr B.]’ £ 00 X
4 -

() ZN(A) dx

m 1 -1 ~ Y
— Trf Bf ())B ZN()‘) Z.(x) da
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2
On notera B(resp. t) le vecteur de R de composantes BaB
ki

1 {[ 710 Xy (A dA}aB)

an2N

(resp.

et T la matrice de terme général

™

1 -1 5
T = — j‘ Fay M) [Z (0 7 <xu dx
(,8)(8,y) ~ , 27 ) _ oy N

L'estimateur 8 de B est alors donné par :8 = 17! t

La présence des intégrales n'est pas commode au point de vue

calcul numérique. On est conduit a remplacer t, T par :

N
2.1 -1 . N .
(5.1) tas ol [JE1 f o (2nj/N) IXZ(ZWJ)/N)]as
T~ g N -1 N
(5.2) T(a,e)(y’é) =3 JE} faY(ZﬂJ/N) [T,(2 J/N)]as
ol
LU0 = = X () z(0
XZ 2 N N
N 1
L = 70 I 0

La justification de cette approximation consiste a montrer que
la différence entre le vecteur d = N (t- TB) des dérivées de LN eT son appro-
ximation d N(t TB) est borné en probabilité quand N + ». Comme T et T

convergent vers une méme matrice quand N > =, on a que :

est borné en probabilité quand N + =, |'erreur d'approximation converge

donc vers O en probabilité comme 1/N.
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Considérons maintenant le cas ou la structure de covariance du
processus dépend des paramétres 6,G. Ces paramétres seront remplacés par
jeurs estimateurs. Or les formules (5.1) et (5.2) ne font intervenir que
f(A) et non (8,G). On peut penser & généraliser la méthode au cas ol la
structure de covariance du processus résuduel est non paramétrique mais
sa densité spectrale peut é&ftre estimée & |'aide de la procédure habituel-
le du lissage du périodogramme. Hannan [14], p. 442 a résolu ce probléme
et sa méthode est effectivement analogue & la précédente. L'estimateur

de est donné par :

g--117%
N - = [g £ Nmg/my f (nj/m)
tO‘B Coo2M R x ™ xz '™ M](XB
J=-M+1
~ 1 M _1 _ -]
T(a,8)(v,8) = 2 J=§M+1[fx iy, (15 il
o fX’ fXZ’ fz sont les densités spectrales estimées calculées par la

méme méthode de |issage du périodogramme avec M comme point de troncation
(Les séries X(t), Y(1), Z(t+) étant considérées comme des réalisations de

processus stationnaires).






CHAPITRE 1V

ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN PROCESSUS GAUSSIEN EN TEMPS

CONTINU, STATIONNAIRE CENTRE DE DENSITE SPECTRALE RATIONNELLE

Dans les chapifres précédents, nous avons considéré le prob {éme
d'estimation des paramétres dans les modéles de processus en temps di!s-
cret, en particulier les modéles auto-régressifs, en moyenne mobile et
mixte. Nous considérons maintenant |'analogue de ce probléme pour le

cas du temps continu.

Nous savons (théoréme 1.4 du chapitre L) que le processus mixte

a la densité spectrale :

=

r . q Lk
r Boe s acpe I
J' =

k=0 j=0

1 MO

.. r .
A YT s B /KA E
o | ° ) [k=O ez

et admet |la représentation :

© T

X(t) = £ D(J) ett=]) = £ D(t-u) e(u)

=O y=-—o

ol (1), T € Z sont des vecteurs aléatoires indépendants, centrés, de
méme |loi ayant une matrice de covariance G, et ol les matrices D(j) sont

les coefficients de Fourier de :

-

[ ae T B(k)eik}‘}
j=0 k=0

L'analogue en temps continu de ce processus sera un processus stationnaire

centré admettant la représentation :
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t
X(t+) = jr D(t-u) d &£(u) ; L ER

ol {&(u), u € R} est un processus & accroissements indépendants, dont les
accroissements g(u+h) = £(u), u € R (h fixé) sont de méme loi ayant une
matrice de covariance G.h et ol la fonction D(e) est la ftransformée de

Fourier d'une fonction de la forme :

]

(1 ay aod ] [ r o BaoGak]
j=0 k=0

D'aprés un théoréme de Doob [9] si presque-slrement les trajec-

toires du processus {g(u), u & R} sont continues alors le processus

{g(u) - £(0), u € R} est gaussien. Par suite {X(1), t € R} est aussi
gaussien. L'analogue en temps continu du processus mixte serait donc le

processus gaussien stationnaire centré de densité spectrale de la forme :

MO

r -1
s (0F] [ 2 A

. r r
A and] T [ e oo GnX) %— [z
k=0 T "k=0 j=0

fo0 =[
j=0

Dans le cas univariable cela équivaut a dire que la densité spec-
trale du processus est une fraction rationnelle enA (Rozanov [24] p.44).

L'estimation des paramétres d'un fel processus est |'objet de ce chapitre.

Nous ne considérerons pas le modéle multivariable le plus général.
Toutefois, dans le chapitre suivant, nous étudierons le cas d'un processus

gaussien stationnaire centré de densité spectrale :

*

ACH Y] ! ACQ) = Ip

N ™MaOQ

foo = [zoagand] Tt &g
J

j=0

..
o]
o

qui représente |'état stationnaire d'un systéme dynamique régit par |'équa-

tion différentielle stochastique :

- g-1
x'T s s oA x

J=0

Dy gt =62 et
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. DEFINITION DU PROBLEME DE NOTATIONS

Considérons un processus {X(t), t &€ R} gaussien stationnaire cen-
tré de densité spectrale :
£ = of | Pt
27 g, (1X)

0
ol Pg et 4 sont deux polyndmes de degrés respectifs n et m (m > n), de

coefficients du plus haut degré unité, dépendant d'un paramétre © € C)CZF$.

Nous nous intéressons au probléme d'estimation de 6 au vu de
I'observation d'une trajectoire du processus sur [0,T], le paramétre 02
étant supposé connu car sa valeur peut &tre déterminée avec probabilité 1
de ta fagon suivante :

D'aprés ie théoréme de Baxter [4], si {Y(1),t € R} est un proceé-

sus gaussien stationnaire de fonction de covariance RY :
2 K k=1, 2
Lim L Y (=) -Y (—) = RNO-) - RI(O+) presque-slirement
P 7P 2P Y Y
D'autre part le processus {X(t), t € R} est m-n-1 fois dérivable

en moyenne quadratique et posséde une version dont les trajectoires sont
{(m-n-1)
= X

m-n-1 fois dérivables (Cramer et Leadbetter [8]). Posons Y(t) (+.7),
on a : .
oo ' 2 (ixymn ]p (ix) |2
R () = et g ‘ da
Y . n | T g (in)

ce qui entraine (Doob [91,p.544) R;(O—) - R+(O+) = OZT. Par suite :

ZP T 2
im . {X(m-n—1)(5_0 B X(m—n-1) [(k—1)T]}
p + o k=1 2P 2P

2 _
g =

-

Nous noterons Ck([O,T]) |'espace des fonctions k fois contindment

dérivables sur [0,T], et PX la loi de probabilité image sur
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(€1 (10,TD), &) du processus {X(1), t € [0,T1}, & étant Ia fribu en-

endrée par les projections §(+) i x(.) > x(+), t & [0,T]. D'autre part o¥

désignera la vraie valeur de ©.

Dans la suite nous faisons les hypothéses suivantes

HO : Pour tout 6€ O, les parties réelles des 3éros de Py et de q, sont

strictement négatives.

H1 : Les coefficients des polyndmes Pg et qy sont trois fois continiiment

dérivables par rapport & .

CALCUL DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE

Grace & un théoréme de Girsanov [13], nous pouvons donner une ex-
pression explicite de la dérivée de Radon-Nikodym de P: par rapport & une
mesure dominante. Pour ce faire, nous redéfinissons Pé a I'aide de Ia

construction suivante :

Le processus {X(t), t+ € R} admet |a représentation (Hannan [14])

® (-ix) 2
(2.1)  X(1) = -iat P '
. = e m-)—' o dZ(A)
- )

oD{Z(A),A € R}esf un processus gaussien centré 3 accroissements indépen-

dants avec £ |2(x,) - z(x,)|? =[x, 2. Par suite, si on pose :

oI,
(2.2)  &(t) = 1 azm)
(2.3) Yt =| &M 9 0,
o qe(—xx)

{g(+),t > O} est un mouvement brownien et :
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(2.4)  X(1) = p, (S—Jr) Y(t)

t

(2.5 vy D gy ytm oy, f 4 (52 Y() ds = o £(1)

o
ol ab(u) = qe(u)‘— u" et ol, pour'j < m, (a/at)dy(t) = Y(J)(T) est la dérivée

J=iéme en moyenne quadratique de Y(t+) (comme ce processus est gaussien, «

c'est aussi la dérivée j-idme de ses trajectoires. Cramer et Leadbetter [8]).

Posons maintenant :

Yo = W0, vInTD gy,

-t
XO = (X

oy, xmn=1) 6y,

On montre que ces vecteurs aléatoires sont indépendants de
E(T), t 2 0. En effet, si &k et p sont les fonctions dont les transformées

de Fourier sont@p (-iA)/q (-iA) et g /q (-iA), on a (Hannan (16], p. 69
o o
X(+) =/ X (t-s) dg(s) 5 Y(t) =/ R(t-s) d&(s)
- 0o -

Or les fonctions p (-iA) et g (-iA) sont analytiques dans le demi-
plan supérieur du plan complexe ce qui implique que & (1) et A(+) sont nuls
pour ¥ < 0. Par suite XO et YO ne dépendent que de g(s), s < 0. D'ol le
résultat.

Comme Y(i)(O), J= n,...,m=1 peuvent &tre déterminés 3 partir de
YO et XO par (2.4), la résolution de |'équation différentielle stochastique

Y A X

(2.5), avec la donnée de la loi Peo 0 du couple (YO,XO) détermine compléte-
YoX X
ment la loi Py~ de Yo X(H), 1 € 10,7 . La foi Py apparaft comme la loi
YOX
marginale de P g surC ( 0,7T).
m-n-1
: Y A X ~
Remarquons que P est une loi de probabilité sur _Q0

=R c . ([0,TD), muni de la triby B ® A . D'apres sa défini-

tion on a :
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Lemme 2. 1.

"Sotent W, 35 les applications de T x [0,T] dans R définies par :

B oxCn > W@ - LDy ety
~ - ~ o~ _ _]_ _d_ m=n ~ Q_ _~ d_
w (y,x(.)) = ¢e(w,T) =3 [(dT) e(dT) qe(d+)] y(1)
ou Bb(u) = pe(u) - 4", qe(u) = ag(u) - 0" et on y(.) est la solution de

pe(d/dT) y(t) = x(t) de conditions initiales y(])(O) =y J=1,c..,n-1

i+1?
' t
Alors le processus {ge(f) = W(t) - f ¢e(s) ds, t >0 est wun
o
Y X

0

"
0 )

mouvement brownien sur Q, , P

Nous utilisons maintenant |e théoréme de Girsanov que nous énon-

gons ici sous la forme qui nous convient le mieux :

Théoréme 2.1. (Girsanov [13])

" Sotent {n(t), t €[0,T]1} un mowvement brownien sur un espace
probabilisé (Q,d, P) et cﬂo une sous-tribu de P-indépendante de
n(t), t ¢ [O,T] et b une application QB[O’T]-mesurabZe de @ x [0,T]
dans R, vérifiant :

(i) Vt€[0,T] : ¢(.,t) est Czt;mesurable ol Czt’ est la sous—

tribu engendrée parcqo et n(s), s ¢ +.

T
(ii) /’ |¢(.,+)|2 d+ <+ o P-presque~siirement.
0

ST om pose :

t
A(t) = n(+) —f #(s) ds
0

€(¢)

T _— P
/ $(t) dn(t) - > / ¢ |“ gt
0 0
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et Q la mesure de densité exp §(P) par rapport a P. Alors sous réserve
que Q soit une probabilité, le processus {ﬁ'(t), t € [O,T]} est un mouve—.
ment brownien sur (,8,Q),Q —indépendant de C’IO et P et Q cotneident sur A O"

A partir de ce théoréme et du lemme 2.1, on montre :

Théoréme 2.2.

"Sotent W, ¢9 définis comme dans le lemme 2.1 et :

Yo (y,x(.) 5y g R
T(X(O)(O)...x(m-n-1)

X_ i (y,x(.)) -

o (0)) £ R™"

alors il existe une probabilité unique Pe 0 sur @ telle que sur (1,4, P
t4

)
6,0’
iW(T), té [O,T]} est un mouvement brownien, indépendant du couple (YO,XO)

Y X

dont la loi image est PeO O ot
Y X
ap © T o R
-5 = exp f g(T) dwit) - = / Ld’e”)J dw (1)
8,0 0 0

T o
ozij ¢9(T) dW(t) est l'intégrale stochastique de Ito par rapport au mou-—
Y

vement brownien (ﬁ',(ﬂ,Pe O,{W(T), t e(_O,T]} ); cette intégrale peut &tre
2

oYX
calceulée dans 1'espace (Q,d, Pég O) on 6" €E® en décomposant (selon le

le lemme 2.1) W(t) en une somme d'un mowvement brownien ge,(ﬂ et d'un

to
processus 4 trajectoires & variation bornéde jo qbe*(s)dsn.

Corollaire
Il existe une mesure,ﬁ( unique dont 1'image par (YO,XO,W(T), t 0,7T)

est le produit de la mesure de Lebesque et de la mesure associée au mouve-
ment brownien, telle que :
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YOX
Py 0% T L) 2
" fo (YgXy) expl /o B (YW () - §-J¢e<+)l dt}
YOXO : YOXO
ou fe est la densité de Pe par rapport d la mesure de Lebesque".
YOX ]
L'intégration de la fonction = définie sur R ' x C ([0,TDH
dd m-n-1

par rapport a sa premiére variable conduit 3

Théoréme 2.3.

"Il existe une mesure w définie sur Co-n-1([0,T]) dont 1'image
par X,,W(t), t € [0,T] est le produit de la mesure de Lebesque et de la
mesure associée au mouvement brownien, telle que :

X

de Y X
. 0”0
= Log f, [

¥ 1
Log Eg (Yol %0,%] + 5 Log det(2ma,)

T - -
[fo B (1) dW(TﬂX]--EJ; {Eg [05(D X gt

~
ou les notations sont ceZZes du théoréme 2.2., ou X est la projection

~ Y AX
de Q sur Co- - ([b 7)) ,0u E (Z[X) est, relativement d la lot P 0

l'espérance conditionnelle de 7 & X considérée comme wne fonction sur
Y X
C- e 1([O TDet oy A est, reZatzvement a la lot P 0 » la matrice de

covamances condztwnnelles de Yo X"

La démonstration du théoréme faire appel au lemme suivant :

Lemme 2.,2.

"Soit ¢ application de C . 1([O,T]) x [0,T] dans R définie par :

b (Y,x(), 1) = ;JKO,X(.)),T]

ou ¢, est définie dans le lemme 2.1, alors on a :
Sl ly,x()),1] = ¢e(x( ),t) + he(T).y
oud la fonetion hg appartient a [L2 R @ +,dt)]m
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Pour appliquer la méthode du maximum de vraisemblance & I'estima-

tion de nous devons montrer |'existence d'une version &£ (.,8) de
1 ’

Iog(dPg/du) telle que tout x(.) € Cm_n_]([O,T]), la fonction &£ (x(.),.)
soit deux fois continlment dérivable. Une telle version, si elle existe,
est nécessairement unique et est appelée version réguliére de la fonction
log-vraisemb lance. Nous montrerons son existence dans le paragraphe sui-

vant en nous appuyant sur |'hypoth&se H1.

FONCTION DE VRAISEMBLANCE ASYMPTOTIQUE

. X . £
L'expression de dP"/duy donnée dans le théoréme 2.3 est trop com-
pliquée pour &tre utilisable. Nous sommes amenéds 3 |a remp lacer par son

approximation asymptotique (T » o).

L'application du lemme 2.2 permet d'écrire :

dPé
Log o = LT(e) + eT(e)
ol
T o 2
(3.1)  Li(e) = / 6. (1) dW(+) ——/ ls_(+) |2 at
5] 2 6
0 0
Yo*o . = s 1
(3.2 ) = Log +,° O [E,(Vg[R0,%)1 + £ Log det(znn )

T

1— ~
+ Ee(Yo|X)J hg(TIIAW(H) ~ ¢ (1)dt]

0

i e (T R .
+ EG(YOIX)[\[O he(T) he(T)dT] Ee(YO|X).

Nous allons montrer que er, ainsi que ses dérivées par rapport 3 o,
sont bornées quand ¥ - =,
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Lemme 3.1,
"L'application & - he e [LZ(R+, R+,d+)]n ou h6 est définte
dans le lemme 2.2 est trois fois continiiment dérivable".

Lemme 3. 2.

"L'application 6 -+ E (YO|;<) € [LZ(Cm_n_1([O,TJ),G,Péx)]n
est trois fois contintiment dérivable; ses dérivées jusqu'a 1'ordre 2

caleulées au point o®sont bormées en norme L2 quand T + = ",

Les résultats précédents permettent de montrer le ':

Théoréme 3.1.

"Les variables aldatoires eT(e), e ® définies par (3.2)

possédent des versions eT(.,e) telles que pour tout x(.) e Cm_n_1([O,T]),

la fonetion er(x(.),.) est deux fois continiment dérivable et les varia-
bles aléatoires définies par sT(.,e) et ses dérivées jusqu'd 1'ordre 2
par rapport a 8 calculées pour 6 = 6% sont bornées en probabilité Péx
quand T + « M,

Le théoréme 3.1 montre que Iog(dPé/du) posséde une version régu-

fiere si LT en possede une. Ceci est assuré par :

Théoréme 3.2.

"Il existe une verstion L (.,8) de LT(e) telle que pour tout

x(.) Cm—n—1([O’T]) la fonection LT(x(.),.) est deux fois continiiment
dérivable et on a presque stirement :

T

3 - 3 . - -
(3.3) 353 LT(.,e) = fo BGJ ¢6(t) d&e(t) ; dae(t) dw(t) ¢e(t) dt

2 T 2 T

5 3° - 3 3
(3.4) —2%— L_(.,0) = / =2 "4 (+) de_(+) —/ =2 b (1) =2 ¢ (f)dt"
Bejael T 0 39J392 0 8 0 aeJ 0 362 3]
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Nous allons donner une deuxiéme approximation de Log(dPé/du),

~

comparable & celle de Dzhaparidze [10].

Théoréme 3.3.

"Eerivons :

2 2(m-n)

n
qe(TA) qg(=in) = z d. A« PoIR) pa(=in) + R (D)

ou Rg est un polyndme de degré strictement inférieur @ 2n; Alors :

: m-n-1 rT (N 2 2
(3.5)  Lo(x(.),8) = - ——= rod. D at e of e —a
T 2 J m=1 n-1
20 . o
J=0
© RO
+ T I-ody + n(x(.),0)
« [P (in]? T T
0
T S (7 it 2 :
or 1 (x) = (2nT) | jﬁ e " x(f) dt|4, ou a,.y et b _, sont les coeffi~
0

ctents des termes de degré n-1 de Py €t de degré m-1 de qq et ou 5

vérifie :
(i) nT(x(.),.) est deux fois dérivable

(i) Il existe un voisinage V(6X) de © tel que les bornes supé-
rieures des variables aléatoires ]nT(e)I,IBnT/BGJI et laznT/aeJaell pour

6 & V(6%) sont borndes en probabilité quand T +

Le résultat (ii) du théoréme assure que nT et ses dérivées calcu-
lées pour eT ol GT est un estimateur consistant de © sont bornées en pro-

babilité quand T + «. Ce résultat serait utile dans la suite.
La démonstration du théoréme précédent s'appuie sur :

Lemme 3. 3.
"Sott {Y(+), t [0,1} wn processus presque sirement 4 trajectoires
m-1 fois dérivables tel que sa dérivée (m-1)-idme soit de la forme
OE(t) + V(L) od &(t) est un mowvement brownien et on V(t) est un proces-
Sus presque sirement 4 trajectoires & variations bornées; alors quels que

sotent les polyndmes P1,P2 de degrés respectifs m-1 et m, ona:
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T m-1 T (i) 2 >
] Pi(D) Y(1) P,(D) Y(1) dt = £ o / [y )] dt-ia, . o“T
0 _ j=0 % 1o , 17

+ Q(T)- Q(O)

on Y Y(t) = Y
(m=-1)

(t), (J < m) est la dérivée j—iéme de Y(t), ou D" Y(1) dt

désigne dY (1) et o les o sont les coefficients de polyndme

P,(ID) P,(~iD) et oi enfin Q1) est une forme quadratique en Y(1), Y (4),
L ™ Gy

Remarque :

On peut montrer que |'approximation de LT(G) donnée dans le théo-
réme 3.3 est, 3 un ferme additif indépendant de 6 prés, |'approximation de

la fonction log-vraisemblance de Dzhaparidze [10].

. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA FONCTION LT

Nous allons montrer que les dérivées de L+ possédent des propriétés
de convergence analogue a celles des dérivées d'une fonction log-vraisemblance

classique.

La technique de démonstration consiste & pionger. |'espace

C ([0,T]) dans C (R) muni de la loi de probabilité P _, induite par
m-n-1 m-n-1 g%

un processus stationnaire gaussien centré de densité spectrale :

fq (A) = (02/2n)| pex(ix)|qex(ix)|2, 8% étant la vraie valeur de g. Dans

cet espace, le processus ¢e(+), t > O est approché par un processus sta-

tionnaire de la fagon suivante :

Soit la représentation spectrale du processus "coordonnée"
{X(1) : x(.) > x(t), t € R}

Py (=10

4.1 X1 =/ o TAT 5dZ ()

g (=ixr)
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On pose :
[ . (=i 2)
- ) -iat 1 Pgst
(4.2) Y () = / e ST Ty © 92
o e e"
3 Lo dmn o dy 24y v
(4.3) (D) = = (o) PelaP ~ diqp TP
. (=ia) p (=12
- —iAt[, .. \m-n _ qe : g
)f e {( ix) pe(-ix) ] qex(_ix) daz(y)

(=]

'l est facile de voir que les lemmes 2.1 et 2.2 admettent les

. extensions suivantes :

Lemme 4.1. +

"Le processus {g(t) = W(t) - j ¢ex(5) ds, t > O est un mouve-
0]
ment brownien relativement d Eéx"
Lemme 4. 2.
"on a : +
B () = 6g(t) + Thy (1) T, , >0
ou he est définie dans le lemme 1.2 et ou 76 0 est le vecteur aléatoire
b4

(0) 7(n—1)

de composantes Y = (0),..., (0) ",

Nous noterons sT(e) et ST(e) respectivement le vecteur des dérivées

premiéres et |la matrice des dérivées secondes de -T-] LT. Les lemmes 4.1 et

T

3.1 permettent de remplacer pour le calcul de s (8) et ST(e) le processus

$,(1) et ses dérivées, par ¢.(t) et ses dérivées en ce sens que :
S 0

' Toasey - _ 3 = =
(4.4) SJ.(G ) = f (_36- ¢9(T))8=63¢ dg () + 0O(T)
o
T T 9% - = 1(7T o= .0
(4.5) SJ. (%) = -}o (We(f))e=ex dg(f) + -2-[0 (chpe('f)ﬁ-;j)e(f))e:ex

dt + O(T)
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Lemme 4.3,
semne £.9.
"On a au sens de la convergence en probabilité :

T
. =1 3 — =
Fim T [ (==—¢ (1)) _ .de(t) =0
T o w o 96;°6 o=e

T2
lim T (—5— 5 (1)) __ _ dE(t) = 0
T e f 30,30, "0 " '6=0

.
.
im T g T P M) gugudt = S
T » » 0 J 2 J
ou
+oo
Cix) o q. (ix)

1 s Yo s g %
(4.6) 5. = .] (o= =) .. f (28 ", da "

7 - =p% =p%

J2 o aeJ pe(lx) 8= 8 ael pe(lx) 8=90

Théoréme 4. 1.

"Quand T »w, ST(G”) et ST(ex) convergent en probabilité respecti-
vement vers O et vers S. Le méme résultat reste valable si o est rempla-

cé par un estimateur consistant".

La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence facile du

Lemme 4.4,
"Pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que :

s |]sTe) - sT(en)|| < Mo s Sup o []sTce) - sT<e==>[|<eMT
0:]]6-6%]|[<n . o:]]6-0%||<n
ou M1 et M% tendent en probabilité vers des constantes quand T » «
Théoréme 4.2.
"Le vecteur aléatoire T1/2 sT(ex) converge en Lol quand T + o

vers la lot gaussienne centrée de matrice de ecovariance S.
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CONSTRUCTION DE L'ESTIMATEUR

Pour estimer 8, on pourra maximiser la fonction LT(e) qui est une
approximation de la fonction de vraisemblance. Remarquons que LT(e) peut

s'écrire d'une maniére formelle.

T T 2
o dw 2 - dW ,
L (8) = f g ¢t “ ot +/ l—p) ot
0 0
De cette fagon la maximisation de LT(G) apparalt comme la minimi-

sation de |la somme des résidus :
T dge 2
/ [ 2] ot dEg (1) = dW(t) =g, (1) df

En fait |'intégrale précédente est divergente et nous utilisons 2
la place la fonction —LT(6). Notre méthode généralise donc la méthode de

Box et Jenkins [6] dans le cas discret.

On peut montrer avec un raisonnement classique (Aitchinson et

Sitvey [11), compte-tenu du lemme 4.1 et du théoréme 4.1, que :

"Il existe pour tout T un estimateur eT, fonetion de x(t),t O,T
tel que quand T - ©, 8 converge en probabilité vers 6 et est solution de :

h'(8) = O avec probabilité tendant vers 1".

Cet estimateur eT sera appelé estimateur consistant de maximum de

vraisemblance.

La méthode du chapitre 1, paragraphe 5 permet de construire un
estimateur approchant |'estimateur consistant de maximum de vraisemb|ance
Le résultat suivant se démontre de la méme maniére que le théoréme 5.1 du

chapitre I:
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Théoréme 5.1.

"Sotent GT un estimateur T1/2-consistant de o(Z.e. T]/z(eT-e )
est bornée en probabilité quand T - = ) et S| un estimateur consistant
de S, alors l'estimateur :

5 - a - (cTy-l T

eT = eT (s") s (eT)
est tel que /—(5T-8 ) converge en loi quand T + » peps un vecteur gaus-
sten centré de matrice de covariance S. D'autre part s< D est Z estima—
teur consistant de maximum de vraisemblance de 8, alors /?(6 —6 ) >0

en probabilité quand T + o"

Pour appliquer ce théoréme, on peut prendre 5T - ST(eT), mais pour

le calcul numérique , il est plus simple de prendre 'ST = UT(BT) ol

T
T I 9 3
(5.1 Ujl(e) =T ‘f 56 ¢e(+) 55 ¢6(+) dt
0 "7 L
Comme U (8 ) converge en probabilité vers S quand T + » (voir
l2mmes 4.2 et 4.3), U (9 ) est bien un estimateur consistant de S d'aprés

2 résultat suivant : (vonr la démonstration du théoréme 4.2)

Lemme §.1.

"Pour tout e > 0, 71l existe n + O tel que :
Sup [1uTce)- u (6 ]| < e M

8: 16 - -0 T
ol My converge en probabilité vers une constante quand T + «",

La démonstration du lemme 5.1 est la méme que celle du lemme 4.4,
compte-tenu de :

Lemme 522;

Ecrivons :
. (ix) g Ciny  2tmmn=1) S g
] 9 d 9 - J 9
56, 5 (o se. o) - E CjA”+ 2
J e L e J=0 [p.Cin)|

ou 9y est un polyndme de degré strictement inférieur 4 2n; Alors :
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T
C, . f [x4) (+))? g+
b Jo

T

(N dx + g.(x(.),0)

o Relg ()

g
o (i) 4 T

- 0O

ot la borne supérieure de gT(.,e) sur un voisinage convenable V(6%) de g%

tend vers (0 en probabilité quand T + .

Cas de !'estimation des coefficients de Pg et de -

Considérons le cas ol le paramétre 6 se compose de deux vecteurs

a = t(a yores@ ) et b = t(b sesesb,) et ol :
1 a 1 B8

™M
n o~

pe(z) = po(z) +

; aJ pJ(z) ; qe(z) =-qo(z) +

b, q.(2)

1

Les polyndmes pJ (resp. qJ) sont évidemment de degrés au plus n-1
(resp. m=1). Le cas intéressant est celui ol o = n, pj(Z) = zn—J, J=0,...,a
et B =m, qJ(z) = zm_J,'j = 0,...,m. Dans ce cas les a\j et bJ sont les coef-

ficients des polyndmes Fg et g -

Le lemme suivant donne une approximation utile des dérivées de ¢e:

Lemme 6. 3.

"Soient Ygl:) et ze(.) respectivement les solutions de condi-

tions initiales nulles de :

_d

(5.2) P ) Y1) = x(1)

t t
(n-1) d (m=-1) ~ d.
(5.3) ]' dz (s) + PQ(EE)Z(S)dS =‘IO dy (s) + qe(ag) y(s)ds
0
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~

ou ;e(u) = pe(u) -u, qe(u) = qe(u) -u™; Alors :

2 B - I
abj ¢e(x(.),T) = 5 qj(dT) ye(T)
9 I t
BTJ- bg (xC), 1) = = pj(df)ze(ﬂ + he’J.(T)x
ou Xg = T(x(O)(O) e x(m—n-])(O)) et ou he J.(T) est une combinatson liné-

aire des fonctions yr(e) exp. Ar(e),T, les Ar(e) étant Zesséros de Pq et

Les Y, étant des fonctions continues de O ",

Nous décomposons, suivant qu'il s'agit de dérivées par rapport a aj
ou a bj’ le vecteur sT(G) en T(hT(e) kT(e)) et la matrice UT(e) en

H (o) w'(e)
“Wie) Kk'(e)

On en déduit alors du lemme 5.2 le

Théoréme §5.2.

sy OT est un estimateur consistant de 8§, alors :

T 1 T d
(5.4) VTh (6.) ~ = —— f- p. (&) z c dg, (1)

= T 1 T d '
(5.5) VT K. (8.) = = —— ] q.(3=) y,. (1) ode. (1)
Jj T oZ/T 0 J at GT BT
T | T g d
(5.6) H' (8.) - p.(5m) z, () p, (=) z, (+) dt
j T 02/T jo Jrdt “er 2 dt" e,
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T T d d
(5.7) Wi (0 / P gy zeTm a, (3P yeT (t) dt

(5.8) (87 = -

K‘«
—

d d
qJ.(a-> yeTm qz(d—T)yeT(T) dt

ou Up v Vo signifie que (uT-vT) > 0 en probabilité quand T » "

Remarque :

Les formules (5.4) et (5.5) font intervenir des intfégrales du

fT
£ (Hde. ()
o °r b1

Type :

Cette intégrale est interprétée comme suit : le processus :

.
{18) =/ fo(t) dg (1), 6 €@ )
o @

est continu et possé&de donc une version séparable 1(8,x(.)) qui est mesura-

ble. L'intégrale précédente sera alors définie par I(eT(x(.)),x(.)).

On peut calculer |'intégrale en question ar une intégration par
p 9 p g p

parties. La fonction fe qui nous intéresse peut se mettre sous la forme :

t
fe(T,x(.)) = AEG(T,X(.)) + JO ge(s,x(.)) ds
ol la fonction g(.,x(.)) est continue pour tout x(.) ¢ Cm ne ([0,ThH et ol
{ge(T),f [0,T]1} est un mouvement brownien relativement 3 Pg. D'ol
T 12 X
£, (1) dg (t) = = (E5(T) - T) P, presque-sirement .
0 6 6 2 0 6

Par suite on a Pé presque-siirement :

T T (-T \
[o fo(t) dE () = [fo ge(T)dT] Eg(T) -1 9p (1)E (1) dt + 5 (g, (T) - T)
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Le second membre est défini pour tout (8,x(.)) et est bien Ia

version séparable du premier membre.

D'aprés le théoréme 5.2 nous estimons les paramétres (a,b) selon
[talgorithme : »

"Sotent a(v), b(v) les v-iémes estimateurs de a, b; on calcule
les (v+1) —iémes estimateurs comme suit :

(2) On résoud les équations (5.2) et (5.3) avec 8 = (a(v), b(V))

et on obtient des solutions de conditions initiales nulles notées y(.),x(.).

(12Z) On calcule :
t
cE(+) = y(n 1)(‘H + f qe(ggd y(s) ds
0
puis :

T
j -[o P (qy) 2(NodE ()

0
n

=
1

[ a
1 qj(gp) YHodE )

T4 d
Hig [ Py (GE) 20 py gy z(h) dt

T

ool el

# 7| Pitar
o

) 2(t) q (39 y(1) dt

K. - (! Gy vty g G it dt
i e VT Gt Y
0

alors les (v+1) estimateurs de a,b sont donnés par :
(v+1) (v)
a a

b(v+1) b(\)) Tw K K
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Remargues :

1.- On doit prendre les précautions décrites dans la remarque pré-

cédente pour fe calcul de h et k.

2.- Comme k. est une forme Iinéaire en b : k. =Z K, b + K. o,
J gy dr 2 JO
ol T
_ d {m=1) d
KJO = . qj(a?) y(t) dy (t) + qO(E?) y(t) dt

on peut séparer m'estimation de b de celle de a en procédant comme au chapi-
tre 11, § 3:

"Soit a(v) le v-iéme estimateur de a :

(i) A l'aide de a(V), on calcule K et KO et puis le v-iéme estima-

teur b(v) = K_] KO de b.

(ii) On calcule maintenant les matrices H, W et le vecteur h, ce
qQui permet de calculer le (v+1)-i&me estimateur de a par :
(v+1) (v) 1 -1
a

=a Y -tk g

On revient & |'étape (i) ou a(v) est remplacé par a(v+]).
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ANNEXE

DEMONSTRATIONS DES THEOREMES ET LEMMES

DZmonstration du théoréme 2.2.

Nous allons appliquer le théoréme de Girsanov & |'espace

v YAX

0
(2,4, Pe

). Il est clair que les applications YO’ XO et Ee(s), s t et
les applications (y,s(.)) + y(s), s < 1 engendrent une méme sous-tribu notée
Cit de @. On peut vérifier que la fonction -¢e du lemme 2.1 satisfait aux

conditions du théoréme de Girsanov. Ainsi, si la mesure Q, de densité par

YOX
rapport a Pe
T . - 1 LI 2
exp[j -¢6(T) dge(T) - §-.f [¢6(T)] dt]
0 0

est une probabilité, elle posséde toutes les propriétés demandées pour &tre

~—

0* X W(H), t € [0,T]

la probabilité Pe 0 du théoréme. Comme les applications Y
meftent Q en bijection avec R" x CO ({0,T]) ot CO ([0,T]) est |'espace des

fonctions continues sur [O,T] nulles en 0, on voit que P est 1'image

8,0
d'une loi de probabilité bien définie sur R" x CO ([0,T1) et par conséguent

est unique.

Pour montrer que Q est une probabilité, on utilise le lemme 7 de

[13] et la remarque qui suit. Ce qui revient & vérifier que :
"e(‘:”“ = £(Z,0.),1)
ol Z(t), t€[0,T] est un processus de Jto, et f vérifie :

ez, < fo(||z(.)l|), fo étant une fonction non décroissante.

(0)
(i)

Nous prenons comme Z(t) le vecteur aléatoire 5-+t(y (t)yenn,
Hl,

i =0,...,m1, £€[0,T1}, ce qui montre que Q est une probabilité.

y(m—1)(+)), alors on voit facilement que l;e(;»f)l < K.max{|y
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Y X

Maintenant la densité de Peo par rapport 3 Pe 0 est :

T ~ AT
exp r- b (DAE (1) 5-1’ [0 (1] “ ot

0
0
ol la premiére intégrale est I'intégrale stochastique par rapport au mouvement

A YOX ~

brownien (,d,P 4 ,{Se(f), t €[0,T1}). Nous allons montrer que cette intégrale

Y X
est Pe 0 (ou Peo )-presque-sirement égale 3 :

T~ . T ~ 2 )
j’ bg (1) dW(t) - J[ [3,(6)]) dt
0 0

ol le premier terme est I"intégrale stochastique par rapport au mouvement

brownien (Q,m,P¢ O,{W(t), t €[0,T]1}). En effet, le processus $§(T), t €[0,T]
étant gaussien conTinu)la suite :

I = =z
n =

¢6(TJ)[€9(TJ+1) - Eg(t))] t.o=j

1}
it

b TP INGE ) = W(t )]

Y X T -
converge en probabilité Peo (resp. Pe O) vers jp ¢6(T)d£e(f)
’ 0
T N T . 2
9o (TIAW(T) - J [¢e(+)] dt).

(resp. I
0

0

T.
Le méme raisonnement montre que / ¢e(+)dW(+) est presque-sirement
0

T T. -

égale a J g (1) dEgs (1) + j' ¢ (1) ¢g:(T)dT ol le premier terme est i'in-
0 0

tégrale stochastique par rapport au mouvement brownien

t < Yo%
{8y (t) = Wit - Pgls)ds, t & [0,T]} sur (n,a,Pex ).

0
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Démonstration du lemme 2.2 et du lemme 3.1

Si y*(.) désigne la solution de I'équation Pe(SP)y (H=x(1),

t € [0,T] de conditions initiales nulles, on a : y(t) = y®¥(4) + 2(+) o z(T)

est la solution de D (dT) z(t) = 0 de conditions initiales z( )(O) = yJ+],

Posons Z(+) = +<z<0)<+>...z(”'”<+>>; la fonction vectorielle 7

vérifie |'équation différentielle : 2'(+) + AeZ(f) = 0 dont la solution est :

Ag.t ~Agt
Z(t) = e Z(0) = e Yy,

Il est clair que :

~ d .m-n -~ d

oo Ly,x(.)),11 = 0g(xC), 1) +[(E?) Pe(qT - qe dT)] z(+)
= ¢e(x(.),+) + he(T) .y

.t . .
ou he(T) est la premiére ligne de :
-A.t -A_t
d .m-n d d o 8
[(E;J PolgF) - dglg7)]1 e = Bge

Un calcul explicite montre que det (A - zD) = (-n)" pe(-z).
Par suite les valeurs propres de Ae sonT de parTles réelles strictement
poistives, ce qui entraine que he é[L (R s R+,dT)]n

Montrons maintenant que I'application 6 » hg [L2(R+,05 dt)1"

R+

est trois fois contintment dérivable. Pour cela, il suffit de montrer que

'application o - he € [LZ(R, R,dA/Zw)]n ou he est la transformée de

Fourier de he » €st trois fois contindment dérivable.
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?

Or th (X) est la premiére ligne de la matrice :
o At
S e* e O gt -8 (A-nD”
8 8
0
Comme det (Ae—iAI) = (-1)" pe(—iA), he J(A) est une fraction ration-

nelle de la forme re(X)/pe(—iA) ol M est un polyndme de degré strictement

inférieur 3 n car he(X) + 0 quand A > o

Les dérivées partielles de Re -(X) par rapport & 8 jusqu'a |'ordre

,

5 sont aussi des fractions rationnelles de la forme Ug (A)/v (X) ol le poly-
ndme Ug est de degré strictement inférieur & celui du polynome Ve et ou les
coefficients de Ug et de Vo sont des fonctions continues de 6.

Sojient a, et be respectivement les coefficients du plus haut degré

0
de Ug et de Vg Il n'est pas difficile de monfrer que :
() a
((1,8") > (»,8)) —> (/1422 S
(A) be

La fonction (A,6') - /3+A2 Ug (A)/v (X)) est donc continue sur le

compact R x V(8) ol R est la drojte achevee eT ol v(®) est un voisinage com-

pact de 6. On peut alors montrer que :

(A) U ()

1

(8" » 9) /1422 i— > /1l 8
v, (0 NEN

uniformément pour tout A € R.

~

Considérons maintenant he+66(') - he(.) ou 68 est de ta forme

GOJ =6, 661 =0, 24 j. 0na

=17~ . o _ _3_ ~
67 [ Mauget® = by = 1 2= o)

6+86 j B = GAE [6,0+56]

Or chaque <aﬂe(x)/aej)£ est de la forme ue(A)/ve(A) précédente.
Par suite si & est choisi suffisamment petit, on a

“Tih

[167 Thg, s = ngOT = 22 h 0] <

€
0, 6 /122



La norme dans L2(R,@>R,dk/2ﬂ) " de la fonction de A du premier

membre est donc inférieure & /2. D'ol

T ~ _ b
lim 6 Ry, 5000 = Rg)] = 2= N
§ >0 J

au sens de L2(R,65R,dk/2n) ". on démontre de la méme facon que les dérivées
d'ordre 2 et 3 de I''application e-->he é LZ(R,OBR,dA/Zn) " sont aussi les

dérivées partielles correspondantes de he(A) par rapport & 6. D'ol le

lemme 3.1.

Démonstration du théoréme 2.3.

Y X
Comme Log feo O(y,x) est une forme quadratique en vy, d'aprés le

coroilaire du théoréme 2.2 et le |emme 2.2, on peut écrire :

YOX
dPg. 1t T
T3 (y,x(.)) = Ke expﬁ~§ [yAey+2 be(x(.)).y+C (x(.))]1}
= Ky expl- 2 Ty=y*xC.DIA, [y-y* (.01 = 2D (x(.)3)
0 2 ' : ) T 278 :
YOX
On reconnatt facilement que y¥(x(.)) est relativement a Pe

I"espérance conditionnelle de YO a X, définie comme une fonction sur
Y X
Cm—n—l([O’T]) et que Ae1 est reliativement 3 Pe la matrice de covariances

conditionnel les de YO a X.

En intégrant la densité précédente par rapport a la variable vy,

on a
dPé -1 1
g (x(.)) = det(2mA ') .K exp[- = D (xC.M1].
du 3] 2786 Y X
ap 0
- l ! 6 b4
Or Keexp[ > De(x(.))] n'est autre chose que o [y (x(.)),x(.)],

ce qui entraine le théoréme.
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Démonstration du lemme 3.2.

Y A X
Notons He le sous-espace fermé de LZ(Q,dI,PBO ) engendré par les

variables aléatoires i(T) : (y,x(.)) » x(1), t€[0,T]. Nous savons que la
correspondance i(*)fﬁ»(kﬁ*e—le) établit un isomorphisme de He SUr un sous-
espace fermé de LZ(R,&SR, Fe)nofé L$(F6)’ Fe étant la mesure spectrale du

processus (%(t) (voir Rozanov [24]).

Comme le vecteur aléatoire Ee(YOIX) a pour composantes les projec-
tions sur HO des composantes de YO’ il correspond par |'isomorphisme précé-

dent & un élément X , de [L%(Fe)]n vérifiant :

® iAt Y
¥ t e[0,T] : /_w xeme fe(x)d)\ Ee [YOX(T)]

C it
/ ngWe M £ na

-

ol f (1) = (02/2ﬂ)|p6(i>\)/qe(i>\)l2 est la densité spectrale du processus et

ol g est la fonction intervenant dans la représentation spectrale :

(o]

i} p(=in)
Y, (V) SRy o9z

Remarquons que ltes métriques des espaces LZ(R,OER,FB) sont équiva-
lentes car pour tout (6,8') € ®*on a 0 < C1 < fe(K)/fex(A) < CZ’ ¥YaeR
Par suite les espaces L%(Fe) ont méme support. Nous allons montrer que si

I'application 8 > kee LZ(R,63R,F63) est continue (resp. contindment dériva-

ble) alors |'application g » "g ke ot ﬂ; désigne le projecteur de

LZ(R,65R,F9) sur L%(Fe), est aussi continue (resp. contindment dérivable

dont les dérivées sont :

) d _ 3 1
36, "a Ko © g g Kg * (kgm g kKe) (5 fo) 70

) T T T
)
Cd J J 6

En effet, soit 66 un accroissement § e+ 6ke, Gfe, Gngke les accrois-
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sements correspondants de ke, f, et “gke' Nous avons

8

© (>

Yt € [0,T] :‘f. (Gn;ke)(x) e'H fe(x)dx = /

At
0o(Ske(}\)e fe(k) dA

© T it
+.[_£k6+66(x) Tovse psge M1 € 8 00 d

—
)

ce qui entraine que :

T T
Gne k.= ne[éke + (k

T
0 k 66) 6fe/fe]

0+66 "0+80 6+

Faisons 66 » O, il est facile de voir que dfe(x)/fe(x) tend vers

zéro uniformément. D'autre part, dans L2(R, R’Fe+ae)’ la norme de
T

C s . . 2
ﬂ6+66k6+66 est inférieure a celle de k9+66’ par suite, dans L7 (R F.)

» R) e 2
la norme du premier est inférieure & K fois celle du dernier (K étant une

constante) et reste donc bornée quand §6 > 0. Ceci entrafne que 6ngke + 0
T

quand 68 - 0. D'ol la continuité de {'application 6 » Ty ke.

Prenant maintenant 60 de la forme 86. = h, aez =0, 8 # ] et
calculant la limite quand h - O de h™' & ng kg» ON obtient le résultat
anoncé.

Nous appliquons ce résultat pour ke = Ng o puis pour

’
R | _ T L) 1
ke Mg T35 Me,i * Mg, i ~ "o M,i) 35 o) 7
. J J e
et enfin pour ke = ng défini par la méme formule que la précédente ol g

est remplécé par né. Chaque fois ['application 8 » ke est continlment déri-

vable d'aprés les remarques suivantes :

2 . . .
0 L7 (R, R,Fex) est trois fois contini

ment dérivable. Ceci résulte d'une démonstration analogue & celle du lemme 3.1.

(i) L'application 8 = n
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(ii) La fonction (Bfe/aej)/fe est une fraction rationnelle dont
les coefficients sont deux fois continlment dérivables par rapport a 6 et
dont le degré du numérateur est strictement inférieur & celui du dénomina-
teur et par conséquent appartient 3 I'espace:JCuYR) des fonctions mesurables
bornées sur R muni de la norme du sup. Une démonstration anatogue a celle du
temme 3.1 montre que ['application 6 » (afe/aej)/fe € L7(R) est deux fois
contindment dérivable.

(111) Si 8~ h, € LZ(R,@;R,Fex) et & > g, € L (R) sont des appli-
cations continues (resp. continliment dérivables) alors I'application

& > hy 9 € LZ(R,65R,FGX) est aussi continue (resp. continliment dérivable de
dérivées B(hege)/aej = (ahe/aej)ge + hy age/aej). '

(%R, . F 1"

Nous avons donc montré que |'application 6 » nT r'Fa

6"6
est trois fois continlment dérivable. Un calcul explicite montrera que ses

dérivées calculées pour 6 = 6% sont bornées en norme quand T » =, D'ol te lemme.

Démonstration du théoréme 3.1

Pour monter |'existence d'une "version réguliére" de e;(8), il nous
suffit de montrer !'existence des "versions réguliéres" de Fe(YO X) et de
. .
f he(A) dW(X). Pour ce faire nous utilisons une généralisation facile d'un
0 .

résultat de Kolmogoroff (Neveu [20], p. 92)

"Sotent Xys++»X , n applications de & dans LZ(Q,(Q,P) ou ® est
un compact de Rk et supposons qu'il existe des comstantes ¢ > 0, p>1, q > 1
telles que :
E{]X;(e+h) - X, (®)|P} < ¢ |n]]9

alors il existe des versions x](.,e),...,xn(.,e) de X1(6),...,Xn(6)

telles que les fonctions Xi(w,.) sont continues sur ®',

Comme |'application 6 €® - Ee(YOIX) € [LZ(ng)]n‘ est trois fois

continiment dérivable, si ® est compact, ses dérivées Jusqu'a I'ordre 2 véri-

fient la condition précédente (avec p = q = 2). Si ® niest pas compact, il
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est contenu dans |'union dénombrable de compacts et on peut se ramener au

cas précédent. 1l existe donc des versions aJ (.,8) de aZEe(YOIX)/BGJ 28,

qui, pour chaque x(.), sont des fonctions continues sur ® ., On défini+ en-

suite des versions des dérivées premidres de Ee(?oli), puis de E (Y, |X) par

I'intégration des foncfions o, Q(X(')")' De cette fagon, on obtient une

version réguliére de E (Y IX) ayant les propriétés demandées.

D'autre part, d'aprés le théoréme 2.3, il existe une probabilité P
équivalente 3 ng felle que {W(t), t€[0,T]} soit un mouvement brownien sur

(Cm_n_]([O,T]),(ﬂ,P). Par suite |'application 6-9[T he(f) dw(t) &.LZ(P) est
0
trois fois contindment dérivable. Le procédé précédent fournit une version
T
régul iére de ./ he(T) dw(+).
0

Finalement, les lemmes 2.1 et 2.2 montrent que les dérivées de €1 (e),

Calculées pour la valeur 8% sont majorées en norme L (P 2) quand T > o

Démonstration du théorseme 3.2 :

L'équation différentielle pe(d/df) y(+) = x(t) peut s'écrire sous

fa forme :
dz
I AeZ(T) = V(t)
ol
Z(t) - Dy Py,
vty = oo, ... x4
La solution de cette équation de conditions initiales nultes est :
t —Ae(T-s) '
Z(t) = f e dv(s)
0
MalnTenanT fa relation Pg (d/dt) y(+) = x(t) permet d'exprimer
y(n)(T), puis y(n t), y(m ])(t) comme combinaisons |indaires de

y(l)(t), J=0,..., n-1 et de x(J)(t), J=0,..., m=n-1. Ce qui entratne :
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-1 (0 t
a.(8) x J(+) « f B.(t-s) x(s) ds
J o @

: n

¢e(x(.),T) = z

ol les fonctions aj sont trois fois continiment dérivables et ol la fonction
(6,1t) = Be(T) admet des dérivées partielles jusqu's |'ordre 3 par rapport

& 6, continues sur ® x [0,T].

Soit P une probabilité relativement & laquelle W(t),t € [0,T] est

un mouvement brownien. (voir démonstration du théoréme 3.1). L'application :
T
g + {0 $o (L) dW(t)

. . 2 '
est un isomorphisme de E = L (Cm_n_1([O,T])x [O,T],d16065[0,T], P x dt) sur

un sous-espace de L2(Cm_n_1([O,T}),Ca,P) (Métivier [181).

Nous allons montrer que |'application 6 > ¢e(.,.) a vateurs dans
E est trois fois continliment dérivable dont les dérivées premiéres et secon-
des sont :
2

3

]
T ¢e(.,.) et TN ¢e(.,.)
J 2

J
On obtient alors le théoréme avec une démonstration analogue &

celle du théoréme 3.1.

Pour montrer |'assertion précédente, notons que les dérivées par-
tielles jusqu'a |'ordre 3 de ¢e(x(.),+) par rapport & 6 sont de la forme :

-1 (N ft
Yy.(8) x ety s ; 4, (t-s) x(s) ds

n

ge(x(.),T) = E

ol gee ofm([O,T]) (im[O,T] est |'espace des fonctions mesurables bornées

sur fO,T] muni de la norme du sup) et ol les fonctions Yj et |'application
9->+6 3 wa([O,T]) sont continues. Par suite :

Ve > 0, 36 >0 :|]e'-0]] <5
m-n-1

. t
lge,<x<.>,+) = gxC, 0 < [ | x(J)(T)I +J' Ix(s)]ds]
J-0 0
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Le crochet du membre droite est un &lément de E, par suite :

Ilge,(.,.) - ge(.,.)IIE < €K
Une démonstration analogue & celle du lemme 3.1 montre alors que

['application 8 - ¢e(.,.) € E posséde les propriétés énoncées ci-dessus.

D'ol le théoréme.

Démonstration du lemme 3.3 :

D'aprés la formule d'Ito (voir [15] ou [18])

. : T T
Yy vy gy v gy - f Yy ar® ey o Ly g 0 44
0 ‘0
si j <m-1, & <m
(=13 2112 _ o lm=1) - 2 T =) (m=1) °T
[y (M1 - 1vy'"™ o1 “ - 2‘[ YT eyt ™ e e &L
0

L'application répétée de ces formules donne : (on note Q(t) une

(0)
(

forme quadratique en Y 9,..,Y(m—1}ﬂ).

(i) j < L <met jet 2 sont de méme parité :

T . T
j YOy gy 4y o oqy (Rm0D/2 ] Y9 206012 44 4 omy - oo
0 0

(i1) j <& < m-1 et jet & de parités différentes -

T
) (2-1)
[ Y dy

/0

(1) = Q(T) - Q(0)
T 2 :
Gif) {’ v gy (M=) 4y L '°2T + Q(T) - Q(0)
0
Or, si j et & sont de méme parité (-1)7V/2 _iyhyd o i)y

est e coefficient dh mondme (iD)z(—iD)J. On en déduit le lemme dans le cas

ol les polyndmes P, et P2 sont de degrés inférieurs ou égaux & m-1
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Dans le cas o P2 est de degré m. L'intégrale :

T
P.(D) Y(t) P,(D) Y(t) dt

- 1 2

-0
contient le terme :

T 2

J 8t B YT ™Dy Ly 9T o - 0(0)

o M1 °m m=1 "m
ol 3-1 et bm sont les coefficients de plus haut degré de P1 et P2. Comme le
coefficient de plus haut degré de P1(iD) PZ(-iD) est Aoy = iam_1bm, e

femme est démontré.

Démonstration du théoréme 3.3 :

Par définition :

T e 2
LT(e) =‘[ ¢6(T)dW(T) - E—; [¢6(T)] dt
0 70
ol
1 m-n _
¢9(T) =3 [D pe(D) qe(D)] Ye(T)
_ 1 m-n=-1
daw(t) = E—d [D pe(D)] Ye(T)

.

(D = d/dt et Ye(T) étant la solution de pe(D) Y(+) = x(1) de conditions

initiales nulles).

D'aprés le lemme 3.3 :

o (T ) 2 o’T
L(8) = - ——5-{ z % | [Ye (£)1° dt - fos -1 5 } o+ Qg (T2
2g . .0
J=0
. . (0) (m-1) .
ol Qe(T) est une forme quadratique en Ye (T),...,Ye (T) et ol les aj

sont les coefficients du polyndme :
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. Mm=n . . L m=n . .
[¢iD) pe(lD) qe(sD)][( iD) pe( iD) qe( iD)]
. m-n . N .
- 2[0iD) pe(lD)—qe(ID/]( iD) Py (~1D)

Un calcul simpie montre que le polyndme précédent est égal a :

2(m=-n)

[qe(lD)qe(-xD)-D PaliDIpy(~iD)]

. ~yM=nN ; . N 1! . .
+[(iD) pe(lD) qe(—lD) -(-iD) pe(-lD) qa(lD)]

Le deuxiéme crochet est un polyndme impair de coefficient de plus

haut degré o = 2 i(bm_ - a ). Par suite les a,. sont ies coefficients

Zm~-1 1 n-1 2]

du premier crochet.

Une nouvelle application du lemme 3.3 montre que :

-1 /T . 2
I Y P (DIY, (1) 1%t +
0 © 0 j

T
(J), 1112
By J( [Yg! (H1% dt

©o’To, _ma D} = Lo(e) s 0g (T).

ol les BZj sont les coefficients du polyndme Re(Re ainsi que les dj étant
définis dans le théoréme), et ob Qe(T) est une forme quadratique en

Y(O)(T),..., y(m=1)

5 8 (M.
Nous allons maintenant montrer que :
T

n-1 X © R, (M)

r B, f D2 gr -1 [ o I'odr +Q! (D
s 2] 0 / . 2 8
j=0 s - |p6(lA)|

ol Qé(T) est une forme quadratique en YéO)(T),...,Yén_1)(T)
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Pour ce faire nous définissons Ye(f) pour t > T par la résolution

de |'équation différentielle pe(d/dT) Ye(T) =0, t>T, de conditions ini-
éJ)(T+O) = YéJ)(T-O), J=0,..., n-1, et nous posons Ye(T) =0, Tt < 0.
La transformée de Fourier de Y6 est alors :

. T
Y () = — f e Myt dt
0

. o
Comme la transformée de FOurier de YéJ)(T) est (ix)Y Ye(x), on a :

tiales Y

n—-1 L (i) 2 n-1 L . 2

LB, | IV (1% dt = 3 s./ Iy o0 “da
. 2] 8 . 2j 8
J=0 0 J=0 T

® R, (A)
] T/ —2 "o
- e |p,(in)]?
0
Une démonstration analogue a celle des lemmes 2.2 et 2.3 montre que :
(j) _t \
Ye (T+t) = Ze(T. he,J(T)

N _ 1, (0) (n-1) < 2, .+ n ' .
ol Ze(T) = (Ye (T)...Ye (T)) et ol he,j [L™(R, R+ dt)] et I'appli
cation 8 - he j est deux fois dérivable. Par suite :

n-1 © .
QL(T) = - B, [ [vgd (112 gt
Jj=0 A

est une forme quadratique en YéJ)(T),j=O,...,n—1, dont les coefficients sont
deux fois dérivables par rapport & 6. Un examen de la démonstration du | emme

3.3 montre que les coefficients de QG(T) sont aussi deux fois dérivables en §.

On obtient donc le résultat du théoréme avec nT(e) = Qe(T)+Q'(T).

I'l nous reste & montrer que Ny posséde les propriétés énoncées.

Pour ce faire, il suffit de montrer que les dérivées jusqu's |'or-
dre 2 de YéJ)(x(.),T) par rapport a 6 existent et que les bornes supérieures
de leurs absolues pour & parcourant un voisinage convenable V(g%)

de 6%, sont des variables aléatoires bornées en probabilité quand T - «,



Or d'aprés la démonstration du théoréme 3.2, YéJ)(T) est de la

forme :

n-i (2) T
z a, () x (T) + | B, (T-s) x(s) ds

g 6
0 0

m-

L

L

ol les fonctions ay sont deux fois continiment dérivabies et ol Be est une
n

fonction du type : I yr(e) exp Ar(e) .t o, Ar(e) étant les zéros du
r=1
polynbme Py et les fonctions Y- étant deux fois continlment dérivables.

Il est clair que YéJ)(T) est aeux fois dérivable par rapport 3 o
2t que ses dérivées sont de la forme précédente sauf que les fonctions ag,
Y- sont seulement continues. Soit V(6¥) un voisinage compact de 6% et
AO < O la borne supérieure des parties réelles de Ar(e), r=12,...,n,

B & V(e*), alors on a

Aot
Sup |Be(T)| < Ke
8 &€ V(")
D'ol la majoration
.  m=n-1 T A.(T-s)
o6 e v < T x k] P s &0 xisyas
8 g=0 * 0

et des majorations analogues pour les dérivées de YéJ)(T) par rapport a 6.
Comme le second membre de |'indgalité précédente est de norme L2 bornée

quand T + =, on obtient le résultat cherché.

Démonstration du lemme 4.3 :

Nous avons (Doob [9], Métivier [18])

Toa- 2 _ (T 3 = .y 2
Eex[[O (5596 (t))g g dE(DI” = ! Boul(Ga— 0 (1)) 1%t
J .40 J
-TE 1

a —
Egx [(563'¢e(0))e=ex
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D'od la convergence en moyenne quadratique vers 0 quand T + » de :

_1 T a —_
T Jo (563-¢6(T))6=6xdg(f)

De méme fagon, on obtient la convergence en moyenne quadratique

vers O quand T + » de :

L
T J (a—e—ae—- ¢e(f))e=ex dg(t)
0 J e

Finalement le dernier résultat du lemme est une conséquence du thé-

oréme ergodique.

‘Démonstration du lemme 4.4

D'aprés le théoréme 3.3 les variables aléatoires s}(e) et S}Q(e)

sont de la forme :

oo

m-n-1 NGRS T 1
T a. (8) = | [x4(H)1% dt + ale) + g, (A I'(X) dx + = £_(8)
j=0 J T 0 6 T °T

-0

ol o et aJ, J = 0,...,mn-1 sont des fonctions continues, et ol 9 est une
fraction rationnelle dont les coefficients sont des fonctions continues de 6
et telle que la différence des degrés du dénominateur et du numérateur est
au moins égale a 2, et ol enfin gT(e) est felle que pour un voisinage conve-
nable V(6%*) de 6%, Sup{lgT(e)I, 6 € V(6*)} est borné en probabilité quand

T > =,

On peut prendre V(8% compact, |'application (8,x) - ge(k) est
continue sur le compact V(8%) x R, ol R est la drojte achevée, On peut montrer
que :

Ye>0, In>0:||e-o%

|aJ(9) - o (6%)

< n=>0eV(e¥) et :

>€ , J=0,c.,mn-1; [al8) - al6¥)| < ¢

l9g (1) = g (V)] < ¢ Ve R.
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Par suite pour 6:|]6-6%|| < & la différence S}(e) et s}(e”) est

majoré en valeur absolue par :

e[l -

ix 91y 2 gt +./ 1TOodA ]+ &

T Sup \gT(e)—ngeXA

V(e*)

m-n-1 l; (T
= T -‘;

0 0

J

Quand T » =, |e crochet et le dernier terme de |'expression précé-

dente convergent en probabilité respectivement vers une constante et vers 0.
On obtient de la méme fagon des majorations analogues pour la

différence ST () - ST (8%). D'ol le lemme.
J2 J2

Démonstration du théoréme 4.1

La premiére partie de ce théoréme est une conséquence directe du

lemme 4.3; la seconde partie découle du fait que si GT est un estimateur

T T

consistant de 6, ST(GT) - s (8%) et S (eT) - ST(ex) tendent en probabilité

vers 0 quand T - =, En effet, d'aprés le lemme 4.4 :

Pls (op) - sT(e)| >e Al < P{|]oy = 0[] > n}yu {M > AD)
< P{llo; - o%]] > n} + P{N. > A}
On peut choisir A de fagon que P {MT > A} » 0 quand T » ., D'ol le résultat.

Démonstration du théoréme 4.2

Pour alléger les écritures, on pose WJ(T) = (aEé/aeJ)ezex. D'apres
les lemmes 4.1 et 4.2 :
T
AT = T2 [ e @ ) - o
. J o

ol O(T) ~ O en probabilité quand T » =,

T
11 suffit donc d'étudier la convergence de 71/2 / 4:(+) dE(t).
0
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Ce dernier vecteur aléatoire peut &tre approché par :

5 [nT]-1

-1/ Jy ety L osdyy o (InT1 172
T z @ g - e - (2o=D) S[aTlon
J=0
ol [nT] est la partie entiére de nT et ol :
N-1 .
172 Jy ooty s
Sym = N T e g - e
J=0
L'erreur d'approximation est :
- [nT]-1 /n . : B T _ o
R =TV2 (g [pd v w - ph] dEw - / b (+)d E(H))
T,n . n n
J=O 0 [nT1/n

Nous allons montrer que :

(iy T Ve>0 ,¥ n< 0, T>T N> P(|RTn|>€)<n:

0° ng ° 0’

(ii) Quand T » o, S[nT] , converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien
b4

centré de matrice de covariance S.

Le résultat du théoréme découlera alors du !emme de Berstein

(voir p. 99).

Montrons (i). On a en yt+ilisant !@ stationnarité de {b(t), te R}

1/n
12 - 17 [T f £y b ~ ]| au « LT e o)
0

T,n E

[nT] nT - [nT] 2
T el Hocor

ol K = Sup{Ee | ) - F{J(O)||2 ; 0 < u< 1/n}. Comme K, > 0 quand n » e
car le processus {§(t), t € R} est continue en moyenne quadratique,

[|2 + 0 quand n -+ uniformément pour tout T > TO. D'ol le résultat.

T,n Y
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Montrons maintenant (ii). Le processus {¥:(+),t € R} admet la

représentation spectrale.

o . (=ix) pox(=iX)
, ) -irt s % 0
Yyt -f_w e “aeJ. Po (-1 Jo=0* g -yl 2

ol la fonction dans le crochet est analytique dans le demi-plan supérieur
du plan complexe. Par conséquent i () peut &tre exprimé en fonction de

£(s), s < t (voir les arguments du § 3). D'od

oy Fdtly - F T s <d 3 -
Eq {4J<n> [ - E] | E(s), s < = }=0

Si on pose :

12 A I |
Vi=n (g [Ee —) ()]

alors @ E_ <vJ|vJ_],vj_2,...) = By [E, (VJ|£(5), s < J/n>[vj_},...] =0

comme la suite {VJ} est stationnaire ergodique, le théoréme de Billingsley [ﬂ ’

p. 206) montre que :

converge en loi quand N -« vers un vecteur aléatoire gaussien centré de
matrice de covariance :

T t
Ee [Vo Vol = Ey [$0) 0)] =

e 0

Démonstration du lemme 5.2 :

Nous avons :

(™ o Dy C g 9y Yo (1)

0 (1) = IF Pe'ar) ~ 9 Gy

1
o

ol ye(T) est la solution, de conditions initiales nufles, de pe(d/dT) y(t)=x(1



.146.

Par suite :
3 _ 1 r,d m=n 3 d _ 0 d
550 %7 5 LG 56 Po'ar " 3aT 9%‘Gr) ] Ve (1)
J J J
1 d .m=n d d ]
' E'[(E?” PG ~ %G 3|y D
Or, il est facile de voir que 3ye(T)/39J est la sotution, de

conditions initiales nitlles, de

g

P, 0
9 dt

)+ =2 po Vg (1) = 0
J

Par suite sij ze est la solution, de conditions initiales nulles,
de :

d B . d 2 _
Peigy) 2(1) = ye(t) i.e [pe(a;)] z(t) = x(t)
alors on a :

I 4
— ye(T)— 56 Py (dT) ze(T)

Exprimons maintenant 8¢9(T)/86J en fonction de zé :

5 1 d . 3 d . 3 ., d
30 (1) = 5 lagigp 5 Po (T 5 9% T Polgpl zg

D'aprés le lemme 3.3, on a :

Ty 3  emed T .2
35 P (1) 22— Po(t) = — z P [ [z, °7(£)]° dt+Q (T)
fo 2 Yo' B0, 2 oo 2 [, ‘e 6
ot QG(T) une forme quadratique en zéO)(T),..., zém+n_])(T) et ol les o)

sont les coefficients du polyndme :

(i) q, (=ix)

12 9 Y 22 3 6
[pg (1M1 == () x [p. (=i)] (——)
8 BGJ pe(IA) 6 ael pe( ix)



En écrivant le polynbme précédent sous la forme :

2(m-n-1) . 4 Z2n- .

5 C, AJ|pe(iA)| vz BJAJ
j=0 j=

Une nouvel le applicafionvdu temme 3.3. montre que :

m-n-1 /T . n-1 /T . .
roc,. oY antare ¢ ] (297 (402 gt -
. 2] - . 2j 70
Jj=0 -0 J=0 <0

m-n-1 T .
Doy, { 2537 (1) gt + Q1)
j=0 70

ol Qé(T) est encore une forme quadratique en zéJ)(T).

En répétant la méme démonstration que celle du théoréme 3.3, et
n-1 ‘
en remarquant que z B A2

J - Re ge(x), on obtient le résultat.
J=0

2]

Démonstration du lerme 5.3.

Nous répétons les mémes calculs que ceux du début de la démons-

fration du lemme 5.2 en remarquant que :

(i) Pg ne dépend que de a avec ape(.)/aaj =

1
O
—
~

]
0

(i) 9y ne dépend que de b avec aqe(.)/abj j

(iii) y (.) est la solution, de conditions initiales nulles, de

p (a/dt) y(1) = x(f) ef par suite ne dépend que de a.

Ainsi on obtient :

o 1 d .m-n d 1..,d - :
— (t) = — (&L (& Xlred_ym-n dy_g 9y, 8
ey i o gt PG Vet v Gl bt 9 (g7 % ve it
) o d
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et :

- - 5.4
—_— ye(T) = pj(dT) ve(T)

ol Vo est la solution, de conditions initiales nulles, de pe(d/dT) ve(f) = yeﬁﬁ

Par suite :
9 - - g (9 d
aaj ¢6(T) qe(dT) pj(dT) ve(T)

Posons zg () = qe(d/df) Vo (t). La fonction Ze est n-1 fois dériva-

ble. En tenant compTe de la re!aTaon ye(T) = pe(d/dT) v (T), un calcul

élémentaire montre que :

~ t
(n=-1) (n 1) ~ . d _ o m=1) {(m- 1)
gt = 2.0y s Jope(ag)ze(s)ds = yg" P eh=y "V o)
T - d
J qe(agJ ye(s) ds
0
Les zéJ)(O), J =0,1,..., n=1 ne sont pas tous nuls. En effet, d'aprés la

relation pe(d/dT) ve(T) = ye(T), les v

. S (2)
naisons linéaires de Yo

(Q)

én+J)(O), J=0,...,m=1 sont des combi-

(0), & < j, et d'aprés la relation pe(d/df) ye(T)=xﬁ),

(0) (R -n)

(0) est nul si 2 < n et est une combinaison linéaire de x (0). (0

=
sinon. Par suite z J) (0) est nul si j+*m=-n < n et est une combinaison |inéaire

des x(h)(O) sinon.

Par conséquent, si z. est la solution, de conditions initiales nulleg;

6
de :
1 1
(n=1) ~ d _ {m-1) ~ d
O[dz (s) + pe(ag) z(s)ds] = JO [dye (s)+q6(ag) ye(s) do]
alors
v N N 1, O (m-n-1) N
ze(T) = ze(T) + he(T) - X ol Xg = (x (0)... x (0)) et ou

les composantes de he(.) sont des solutions, de conditions initiales données,

de pe(d/df) z(t) = 0
La démonstration du théoréme 3.2 montre que les h J.(.) sont de la

forme % Y (8) exp A (e) ol A (6) sont les zéros de Po et ot Y sont des

fonctions continues de 6.
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Démonstration du théoréme 5.2

L'assertion (5.4) est prouvée si on montre que :

T T
1 1
% }(O heT’J.(T) dEeT('f) =T [O heT,J.(T) dEe;('f) +

i

T
. 77.[0 her (1) L¢e,(+>-¢eT(+ﬂ dt

-tend vers O quand T » =,

Nous commengons par montrer qu'il existe un voisinage V(8%) de 6

tel que :

.
o € v(e*) : | f h

. ’j(+> dge*(+)| < Z

0 T

- . . . . 2
ou ZT est une variable aléatoire bornée en norme L pour tout T.

‘ On a :
(T T ‘
= - 1
}O he,j(t)dge*(T) he,j(T)Ee (T) [O he,J(T)Ee,(T) dt
D'aprés le résultat du lemme 5.3, il existe un voisinage V(6*) de®"
tel que : AOT AOT
6 € V(™) & |h, (D] <Ke ; [hr o H] < K' e
6,J 6 ,J
ol AO < 0 et K, K' sont des constantes. Par suite, le second membre de |'iné-
galité précédente est majoré par :
T
Z1 = Klexp AOT) ]ge*(T)] - JO (K'eprOT).Ee*(T) dt
En utilisant le fait que I'intégrale du deuxiéme terme est aussi
définie au sens de la moyenne quadratique, on obtient :
T T
- [ 2,1/2 21/2
{€ Ljo (exp Apt).| gu(t)| 1]} "7« . (exp A t) E|gg, (D] dt
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Par suite ZT est bornée en norme L2.

Maintenant, on a :

1 I{T hy (1) [ 4 (t)=¢ (+) 5+|2< i-fT h2  (H)dt fo¢ (t)-¢_(1)] 2 gt
T 'y 0] R 6 Tlo 6, o- 6% 6

Or :

T 2 A 3
7o O|¢e*(+)-¢eT<+>| dt = % (8 785087 p0)7 <5§3-¢6<+) 5§;¢e<+>%=

g T T.a7T ] at

1
ot

ol 8' est un point sur le segment joignant eT et 8 . Le lemme 5.1 montre
T

alors que le second membre de I"égalité précédente tend vers 0 quand T » o,

L'assertion (5.4) est donc démontrée.

Maintenant pour démontrer (5.6) et (5.7), il suffit de montrer que :

T
! -
T T

her, (1) hop , () dt et o )

1
T 0

3
h ) (== . () dt
0 =
0 T, 862 0 3] T

{0

convergent en probabilité vers 0 quand T » w. Or ceci résulte du fait que
['intégrale g hg j(T) dt est majorée par une fonction continue de 6 et

que :

converge vers une constante quand T -~ « (lemme 5.1). D'ol le résultat.






CHAPITRE V

EXTENSION DE LA METHODE D'ESTIMATION
DU CHAPITRE PRECEDENT

Nous considérons ici deux extensions du modéle de processus
gaussien stationnaire centré de densite spectrale rationnelle. Le premier
est le modéle multivariable et le second le modéle de régression & résidus

stationnaires.

§ 1. ESTIMATION DANS LE MODELE D'EVOLUTION STOCHASTIQUE LINEAIRE

Un modéle de processus couramment employé pour décrire le com-
portement d’'un systeme dynamique stochastique est défini par 1l'équation dif-

férentielle stochastique lingaire :
(1.1) dX(t) = AX(t) dt + Bd&(t)

od X(t) est un vecteur aléatoire & valeurs dans RP décrivant 1'état du sys-
teme et o0 {&(t), t > 0} est un mouvement brownien standard.
. . . X(0D) ) < . p
Etant donnée la loi P du vecteur X(0) 1'équation (1.1) dé-

termine complétement la loi du processus.
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Nous allons montrer que le modéle précédent contient comme cas
particulier le moddle de processus gaussien stationnaire centré de densité

spectrale

1 -1

(1.2) FA) = é%—(A+iAI)_ BUB(A+1AT)

En effet, un tel processus admet 1a représentation spectrale

+00
X(t) = e M ipes )77 BdZ (A)

¢ -

o0 {Z(\)sxe R} est un processus & accroissements orthogonaux avec

E{[Z[AZJ-Z(A11][Z(A2J—Z(A1]]"} = (AZ—A1)I. Par suite, le processus

o eI,
E[t) = } TdZ()\)

est un mouvement brownien standard. Comme

t e Tidt
X(t) - x(0) - [ AX(s) ds = J ———— BdZ(A\) = BE(t)
0 -0 1

On voit gue le processus X(t), t 2 0 vérifie (1.1). Si donc la loi du vecteur
initial PX[D] est convenablement donnée, 1la résolution de (1.1) fournit un

processus ayant méme loi gque le processus X(t), t = 0 précédent.

1.1. Structure statistique

Considérons 1'équation (1.1) o0 1la matrice A dépend d'un parame-
tre @ € ® ¢ Rk gue 1l'on notera maintenant Ae. La résolution de cette équa-
tion avec la loi du vecteur initial PE(O) (qui dépend éventuellement de 8]
fournit une loi de probabilité sur (C([0,T], RP).A) oy c[0,7T1,RP) est 1'es-
pace des fonctions continues de [O,ﬂ & valeurs dans RP et‘dlla tribu trace

de 1a tribu p @ 1071 (@ p €tant la tribu des boreliens de RP).Cette loi
R R ‘

ainsi définie dépend de deux parametres 6 et G = BtB et sera notée PE‘G' Notre

3

probléme est 1'estimation de ¢ et G dans la structure statistique

(cclo, 11 ,RP), @L,{Pe €@ ced )
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ot f

est 1'espace des matrices symétriques définies positives,

En fait, on peut déterminer G avec probabilité 1 au vu d'une

seule observation. Cela vient du fait que pour tout mouvement brownien sca-

laire standard{W[t], t > D}on a

n

% lim 3z [wlh - W(k—?nlz = 1

n presque slrement.
n > o k=1 2 2

o . ez 2 2
En utilisant 1'égalité 4a.b = (a+b)"-(a-b)

nous déduiscns que
si{g(t), t 2 0}

est un mouvement brownien vectoriel standard
n

1 , KT, k-1 t KT, _ k-1 -
T lim % [E(T—n] Esz T)] [ngJ E( o 7)1 I

p.s
n o k=1 2 2 2

D’autre part si X(t), t 2 0 est le processus solution de (1.1}

dont les trajectoires sont continues, alors X(t)

= V(t) + £(t) ol V(t) est

un processus a trajectoires contindment dérivables, ce qui entraine

n

2
lm 3 vk -vil g2 L g
n > o k=1 2 2

On en déduit, en se servant de 1'inégalité de Schartz

2[1

1. Kooy o o k=1 oot KT
T lim x [X(—F T) X(——E-T]] [X(—)

—X[i“—n1 T =6 b.s
N+ o k=1 2 2

2 2

Nous pouvons donc supposer G

connue et nous écrirons Pé a la
X
place de Pe,G'

La structure statistique considérée devient

(ctlo,m,r"), Cﬂ,{P)e( , 8e¢®))

Nous faisons dans toute la suite 1'hyptohese gue pour tout
6e ® » les parties réelles des valeurs propres de A

9 sont strictement
négatives et que 1'application 8 > A

6 est deux fois contindment dérivable.
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1.2. Fonction de vraisemblance et estimation de parametre

Rappelons d'abord que le théoréme de Girsanov [13] est aussi
valable dans le cas vectoriel. Il s’énonce de méme fagon que le théoréme 2.1
.du chapitre IV avec des modifications évidents, & savoir
(1) plt), t €[0,T] est un mouvement brownien & valeurs dans Rp,
(11) ¢  est une application de g x [0,T] dans RP,
(iii) ||¢e (t)||2 remplace]¢e(t)|2 et f; t¢e[t] dpn(t) remplace

.
.( 6glt) dnlt).

J o
Nous noterons X(t) : x(.)s x(t), t 20 le processus des
"coordonnées” et ¢6[t] = 6_1/2 AeX[tJ, wit) = 6_1/2 [X[tJ - X[Uﬂ ; alors il
est clair que le processus
t
(1.3) g () = Wit - J ¢ (s) ds
6 g e

est un mouvement brownien sur (C([o0,77, RDJ, a, PX)
&)

Avec des arguments analogues & ceux de la démonstration du

théoréme 2.2 du chapitre IV, on déduit

Théoréme 1.1

"Il existe une probabilité unique P sur (C([0,T], rRPy, 1)

0.9
. N vq ey . . X(0
telle que relativement 4 cette probabilité X(0) est de loi P (o) et

. ]
{Wlt), t € [0,T]yest un mouwvement brownien indépendant de X(0) et :

X

P T, 1 T 5
= exp j 0. (E)aW(t) - = f (t) dt
9Py e g e 2 0 Hfbe [

T
ou ( t¢e(t) dwW(t) est l'intégrale stochastique de Ito par rapport au mou-
0

vement browmien ({W(t],t » 0}, Py e] 3 cette intégrale peut étre calculée

relativement & la loi Pe., ou g% ¢ @ en décomposant d'aprés (1.3), W(t)
en une somme d'un mouvement brownien g . (£} et un processus a trajectoires

a variation bornée I ¢.15] ds”
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Supposons maintenant gue les lois Pg[O], p € ® , admettent
des densités Fe par rapport & une mesure y, sur Rp En remarquant gue
C([o,T11, Rp) est en bijection avec Rp x C [[U 11, Rp) par la correspondance
x(.) » (x{0), x(.)-x(0)) ot C [[D 17, Rp) est le sous-espace de C([O,T], Rp
formé par les fonctions nulles en 0, il existe une mesure unique p sur
C([D,T],Rp] telle que son image par la bijection précédente soit le produit
de y avec la probabilité image du mouvement brownien. Le théoréme précédent

montre gue
Corollaire :

"Le logarithme de la densité de Pz par rapport 4 , s'éerit :
-1 T tv t 1 -1 T te t
Log f + Tr G [ dX(t) "X(t) 17 A-356 A [f X(t) “X(t) dt 17 A, "
] 0 6 2 6 lg 0
Comme Fe ainsi que ses dérivées jusqu'a l'ordre 2 par rapport
a g, supposées exister, ne dépendent pas de T, une approximation asymptotique
de la fonction log-vraisemblance est
t -1

- 51 R 22
L, =T Tr[6 R} A -5 G A ]A

ol
-1 T oot (]
R = T d X{(t) "X(t) ; R, =T X(t) X(t) dt.
T : T
0 0
L'estimateur de g est défini par la résolution du systeme
(1.4) T'1—?L—T=Tr[s R - A [—-A]]-D
) 26, Rt o 11 Fe;

J

Dans le cas oll g est 1'ensemble des termes de la matrice A,

1'estimateur A de A est alors

- r )]
(1.5} A = RLR.

EAC SV

1.3, Probriétés asymptotiques de 1'estimateur

Nous commencons par monter que les dérivées de LT possedent les

propriétés asymptotiques habituelles d'une fonction de vraisemblance. Pour
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cela nous construisons un espace probabilisé de référence ,%, P) sur lequel
est défini un processus gaussien stationnaire centré {Y(t), t e R} de densité
spectrale

1 . -1 . -1
> [Aex + 1ixI) G[Aex + 1XI)

ol 6* est la vraie valeur de 6. Ce processus vérifie 1'équation différentielle

1/2

(1.6) dy(t) = A Y(t) dt + G dg(t) t >0

as
SRR

o0 £(t), t 2 0 est un mouvement brownien standard.

En augmentant éventuellement 1’espace (£,%,P), nous pouvons cons-
truire un vecteur aléatoire 7(0) sur (2,¥%, P), indépendant de E(t), t 2 0 et
Y(0) et de loi Pgio]
étant la solution de (1.6) de condition initiale Z(0). Maintenant, pour étudier

- Nous définissons ensuite le processus Z(t), t > 0 comme

le comportement asymptotique des dérivées de L., nous devons plonger 1'espace

T

~

(ct o,T1 ,Rp),cﬂ,Pex) dans (C(R™,RP), A, P) ot A est la tribu trace sur

+

C(R+,Rp) de 65;1 et P est précisément la loi de Z(t), t > 0. Par suite, la
loi de probabilité de la famille des matrices aléatoires{ R%. R T201} qst

T > 0} o

TJ
la méme gue celle de la famille : {R%, ﬁ},

=~ -1 (7 t =~ -1 T
R: = T ] dz(t) “z(t) ; R_=T1 / Z(t) Z(t) dt
0

En ce gui concerne les propriétés de convergence en probabilité ou en

~

loi, on peut travailler sur [ﬁ%, E}J a la place de [R%, RTJ.

Maintenant comme {Y(t), t 2 0} et {Z(t), t > 0} vérifie la

\%

méme équation différentielle (1.6), on a
Z(t) = Y(t) + [2(0) - Y(O)] e

En remarquant que les parties réelles des valeurs propres de A6

sont strictement négatives, on a
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Lemme 1.1.
- » (T "
RT =T [ g Y(t) "Y(t) dt + O(T)]
a‘o
~ ~ (T t ' T t
R - A LR =T [f dy(t) “Y(t) - A f Y(t)“Y(t) dt + O(T)]
T B%"'T g
0 0
T
-1 ( "2 gece) Fve) dt + 0(T)]
¢ 0 .

ou 0(T) est une matrice aléatoire bornée en probabilité quand T + = ".

Une démonstration détaillée de ce lemme se trouve dans
Le Breton [17]. A 1'aide de ce lemme et avec une technigue analogue & celle

des démonstraticns du lemme 4.3 et du théoréme 4.2 du chapitre IV, on montre :

Théoréme 1.2

"ouand T > oo

(1) Ry converge en probabilité vers R(0) ou R(.) est la fonetion de cova-
riance du processus stationnaire {Y(t), t € R}.
(2) Ry - Ae*. Ry ‘converge en probabilité vers O .
(t21) T[R% - Ae, RTJ converge en loil vers une matrice aléatoire gaussienne

centrée M de structure de covariance EM,, M ) = G. R(0D). "
i k% ik i

. s o . s -1 .
Maintenant les dérivées premiéres de T L_ sont données par

T
(1.4) et les dérivées secondes de T 1LT sont
2 2
-1 9 a -1 . 9 t

-1, 3 3 ot
Tr [G (3Tg AeJ RT (E Ae]]

En tenant compte de (1.4) et (1.7} le théoréme 1.2 montre que
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Théoréme 1.3 :

s s . N , T
"Le vecteur sT(GJ des dérivées premiéres et la matrice S (g)

e -1 e
des dérivées secondes de -T LT vérifient :

(7) Quand T > = , sT[e”] et ST(exJ convergent respectivement en probabi-

lité vers 0 et vers la matrice S de terme général :

-1, 9 3 ¢t
. = TriG '(=2— A . R(0O)(==— "A ) "
T [aeg 6’ g-px R [aej 8’ p=p]
(22)  Pour tout ¢ > O, il existe n > 0 tel que
T T, o T T, ,
Sup ||s (6)-s [6"]|| < e . MT; Sup | s (8)-5 [e")ll < gMT

8:]|0-0%[| < n 6:]lo-6%|] < n

ou MT’ M+ convergent en probabilité vers des constantes quand T > «
et par suite le point (i) reste vrai quand o% est remplacé par un esti-
mateur consistant L
... . . 172 T, ., .
(ii7) Le vecteur aléatoire T ' “s'(gx) converge en Lot quand T » o vers la

lot gaussienne centrée de matrice de covariance S".

On peut donc utiliser 1la technique de construction de 1'estima-
teur décrite dans les chapitresI au IV quil fournit un estimateur asymptoti-

guement normal et efficace de g.

Dans le cas ol § est 1'ensemble des termes de la matrice A, on

déduit directement du théoréme 1.2 gue l'estimateur de maximum de vraisemblan-
A -
ce A = R%-RTq est : (i) consistant, (ii) asymptotiquement normal de matrice

de covariance A de terme général

-1
= G
Mi,pp T Cak RO,

§ 2. ESTIMATION DANS LE MODELE DE REGRESSION A RESIDUS STATIONNAIRES

2.1, Définition du modeéle et structure statistique

Le modéle qui nous intéresse est de la forme

(2.1) X(t) = m(t) + U(t)
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od {U(t}, t € R} est un processus stationnaire centré appelé processus rési-
duel et ol m(.) est une fonction de la forme
L
m(t) = 2 v, z,(t)
- J J
On suppose en plus gue le processus résiduel {U(t),t &€ R} est
gaussien centré stationnaire de densité spectrale
> .
£y = = ’ Eﬁiii) ‘ 2
) 27 Gelin)
ol pe, qe sont deux polynémes de coefficients de plus haut degré unité, de
degrés respectifs n et m (m > n), dépendant d’un paramétre 9 &€ ® C RK dont
les coefficients sont des fonctions trois fois contindment dérivables de g et

dont les zéros ont des parties réelles strictement négatives pour tout g ¢ ®

Nous supposons d'autre part que les fonctions zj[.] possédent
presque partout des dérivées d'ordre m-n qui sont des fonctions de carrés inté-
grables sur tout intervalle fini. Cette hypothése impligue que les supports

des lois image PXZ du processus {X(t}, t €[0,T]} sont dans Cm_n_1([O,T]]
o 56,V
et d’'apreés Rozanov [25], elle est nécessaire et suffisante pour que les lois

PX2 pour 02 fixé soient toutes équivalentes.

c 50,V

. 2 . -
Le paramétre ¢ sera supposé connu car sa valeur peut étre

déterminée avec probabilité 1 par

P
2 T
Cr2 = 1im a1 5 {x[m n 1)[5;4 _ X(m n-1) [(k 17T ]}2 D.s
P> k=1 2P 2P
Ce résultat vient du fait que
p p p
2 o o _ 2 I kT/2 _
. {m(m n-1J KT, o (m=n-1) [(K 1]T]}2 -zl .y n)(t]]Z dt
k=1 2P 2P k=1 1 (k-1)T/2"

T
5-—1— j [m(m—n)[t]]2 dt - 0
P Jo

et des arguments analogues a ceux du chapitre IV, § 1.
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Nous noterons alors PX a la place de PX

6.v . Notre probléme
g ,6,

V)
g ,060 ,ve R )

est d'estimer (6,v) dans la structure [Cm—n-1[ 0,T ), A, p v

2.2. Fonction de vraisemblance asymptotique

Considérons la bijection de Cm—n—1( 0,7 ) sur lui-méme

k
T 0+ x(.) » x(.) - m(.) (m(t) =% v, z.(t]))
v . J J
j=1
I1 est clair gue la loi image de Pg N par Tv est Pe 0" D'aprés le résultat
du chapitre IV, § 2, il existe une mesure u telle gue
X
dP Y_X
6,0 B 0 Of A B T 2 1
(2.2) LogT = log f, LEetYolexD] + 5 Log det(2mA)
T T
\ A %) 2
" E, \j b (t) dwit) | X] > | Eglog(t1[X) % at
0 1]
Lemme 2.1.
"on a
4P ' dpP T /T _(m-n) 2
Log —2¥ = (Log —2:0y | ., o™ ey aweey -1 [ m )7
du dp g 2 o]
0 0
Démonstration

D'aprés le théoreme de changement de variable, pour toute fonc-

tion mesurable bornée h, on a

[ ..x -1 X
T AN j the =) Py o
X
dP
= j (h o T-1] 8,0 du
v du
[ dP
= ( du oTv] d[u\a’[v]
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. -1 .
ou HeT est la mesure image de u par Tv . Par suite :

X X
Pov . Moo
d[uotv] du AV

d

D'autre part si T désigne la bijection de Cm—n—1[[D’T]) sur

RT M x cy (0,71

(3] 1 [x(m—n—1)

(0],j=0....,m-n—1,.g _ x(m-n—ﬂ

T : x(.) > (x

(.) (a1

la mesure image de u(resp uorv] par T est le produit de la mesure de Lebesque
et de la loi d’un mouvement brownien centré (resp. de moyenne

[m(m-n](_] - m[m-n][D]]/c]. D'aprés un résultat de Rozanov [25], p. 40 on a :

duet ) - oxp " (m-n) 1 IT m[m'”)(tiz gt
2

1
! — wit) -
—__CTLTU— jo 0m (t) dw(t) [ S

0

d'ol le résultat,

Théoréme 2.2.

On a :
dPé v
Log o = LT(G,v] + eT(e,v)
ou
T 1 {m-n)
(2.3) LT(G.v) = J [¢e(t] + —m (t) - ¢,.(m(.),t)] dw(t)
0 g 0
rT
21 1 (m-n) _ 2
: J ) [0,(t) + = m (t) - ¢(m(.),8) 1% at

et ou sT(e,v) posséde la propriété suivante :

Il existe une version eT(..e.v] de eT[G,v) telle que pour tout

x(.) € Cm—n—1[[0’T]]’ la fonction eT(x[.),.,.) est deux fois dérivable et

les variables aléatoires :

v 9 w s 0 w s
eT(.,e ,Ve), 35 eT(.,e S VR, 357 eT(.,e » V%)
J J
2
_3__ e. (. e:: \)::] _i._ e_(. e::.\)::] et ___3____ e (. 8%, v¥it)
06 .96 T ’ 96,936 TERY 09.96 T
J L J 2 J L
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défintes sur (C__ _ ([0,T]), , Py .) sont bornées en probabilité quand

e-.
T > o
Démonstration
Nous avons d'apres le théoréme 3.1 du chapitre IV :
dP
6,0 _
Log T = LT[e) + €T[e]

Nous posons : eT(e,v] = ET(OJ ° T, et LT(G,V] = LT(GJ ° T

On a

T 1 T f
LT(G,V) = { ¢e(t) dw(tl] o LN [ [¢e(t] ° T, dt

40 0
al T
+ TRy quey -2 0 2™ 1% gt
I g o 2 j o}
0
Comme 1'intégrale
:"T
¢, (£} dW(t)
. 0
<0
peut étre évaluée presque-sdrement par
n g . -
lim o (= Ty [ wWE=-T) - w1
6 n n n
k k I
k> e j=1

ol {nk} est une suite d'entiers tendant vers 1'infini avec k, on a presque

sdrement
(T T T n(mnd iy
[ }o g (t) dWlt)] o T = f0[¢e(t1 o T,] dwit) - Jo [og(t) o 1 ] dt

En remarquant gue ¢e(t] ° T T ¢e(t] - ¢e(m(.),t), on obhfent 1'expression de

LT donnée dans le théoreme.
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Maintenant eT(e] est donné par

YoX o s 1
er(8) = Log f, [Ee[Y0|X),XO] + = Log det(2mA)

T
t ~ ~ { _
+ Ee[YO|XJ ) he[dW(tJ 0g(t) dt]

to o T t - 1o
+ Ee(YD|x)[JD he “he(t) dtl E. (Y ]X)

I1 est clair que ET(e,v) est donné par la m@me expression avec

Land ~ T ~ ~
Eq(YglX)se, et go he(t) dW(t) remplacées par E (Y [X) o 1 , ¢ (t) ot et

(T

jg he(tJ dw(t)] o T,

Calculons Ee(VUIXJ ° 7 . Nous savons que la correspondance

X(t) < (A~ e_lkt) définit un isomorphisme entre 1’espace de Hilbert engen-

dré par X(t), t € [0,7] et le sous-espace vectoriel L?(Fe] de LZ(R, R,Fe(xldk)

engendré par les fonctions A ~ elxt,t € [0,T]. Soient Ke j[.] 1'image de

s

(Ee(YD|X])j par cette isomorphisme et ke le vecteur (K6,1"' ’Ke,n]
Si m . (p)
(p) P 1Aty
ke = I ay (8} e
=1

est une suite de [LTH’GJ]n tendant vers ke. on a au sens de la convergence
en moyenne guadratique :
m

E.(V|X = 1im T
670 o

p Land
a[p] X[t(p]

2 L )

En remplagant la suite du second membre par une sous-suite convena-

ble, on peut supposer que la convergence a lieu aussi presque-sirement. D'ol

m -

p
vV i . (p) (p)
Eg(YglX) o 1, = E.CV[X) - 1im 1 oP met P

)
p—>oo,Q,=’| L L
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D'aprés un résultat de Rozanov [2ﬂ pP. 44, les fonctions zj[.J ad-

mette les représentations

»

[+ ]
) irt o
zj[t] = /.a? zj ék] Fe[AJ dx

ixt ~
e .

m(t) = j mgA) fe[AJ dA 3 mA) = Zvj z. ()

-0

On en déduit

(o]

Ee[YO]X] ° T = 56[Y0|x1 —./ kg(A) fig (A) £.(A) da

-0

On montre sans difficulté que les applications 6 - Eﬁ 6 sont trois

fois continlment dérivables dans L?[Fe] dont les dérivées jusqu'a 1'ordre 2

calculées en 8 sont bornées en norme L?(F J guand T > » . D'aprés le lemme 3.1

6
du chapitre IV, il existe donc une version de Ee[YOIXJ °T, qui pour x(.) fixé

est une forme affine en.v et une fonction deux fois dérivable en 8.

D’autre part un raisonnement analogue & la premiére partie de la

- démonstration de ce théoréme montre gue

(T T T m[m—n](t]
h,(t) dW(t) ot = f h,(t) dwW(t) - f h. (t) —————— d¢t
0 v 6 3] g

|
°0 0 0

D'aprés la démonstration du théoreme 3.1 du chapitre IV, il existe
T

une version de j he[t] dW(t) gui pour x(.) fixé est une fonctinn deux fois
0

dérivable de 6. La relation précédente permet alors de définir une version de

(T
| hettJ dWi{t) o T, qui pour x{.) fixé est une forme affine en v et deux
)
fois dérivable en 6.
Finalement
[
bg(t) o1 = ¢,(t) - b(m(.), 1) = g (t) - ij vy gz 0.),1)

et ¢e(zj(.),t) sont des fonctions deux fois dérivables en 6.
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Nous déduisons alors l'existence d'une version de eT(e,v] qui pour
chaque x(.) est une fonction deux fois dérivable en 6 et v. Les résultats
précédents, compte-tenu des lemmes 2.1 et 3.1 du chapitre IV, montrent que
cette version et ses dérivées jusqu'au deuxiéme ordre, calculées en 6%, v¥

définissent des variables aléatoires sur (Cm_n[[O,T]], , P ..} borneées en

9::, v

6,v
ble aléatoire Z est la méme gue celle de Pe p Par la variable Zo Tv). D'ol

probabilité quand T -+ «. (On remarque gue la loi image de P par une varia-

le théoreme.

X
Une deuxiéme approximation de Log (dP

0 v/du] est basée sur le théo-

réme 3.3 du chapitre IV. Posons

~T
D112 gt + *10__ -2 )

n
f d 178n-1

~ 1 .
(2.4) L.(8) = - —= { . [x
o2 1 I Jg

T

8

T R,(i})
R R i
Jo |pytin)|

. IT(A) di }

ol les notations sont celles du théoréme 3.3 du chapitre IV :

Théoréme 2.3.

on a :
_N o m
(2.5) LT(O,G,v) = LT( ,0) o T + f

ou nT[.,e,v] vérifie :

(2)  neix(.),., . est deux fois dérivable

(1) Il existe un voisinage V(8%,v%) de 8" ,v* tel que les bormes
supréieures de n T(o,e,v] et de ses dérivées jusqu'd l'ordre 2 par rapport
a (8,v), quand ce dernier parcourt V(8%,v¥) , définissent des variables alé-

. . 1
atoires bornées en norme L (P, o) quand T > = .
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Démonstration

Tl est clair que nT(O,e,V] = nT[e] ° T, od nT[e) (définie dans

le théoreme 3.3 du chapitre IV) est une forme guadratique en Y;J][x(.)),

J =0, ..., m-1 dont les coefficients sont des fonctions deux fois dérivables

en . Les variables Y;J][x(.l) sont définies dans la démonstration du théora&-

me 3.3 du chapitre IV et il est clair que
k

(x(.)) - ¢ v Y
2=1

(i) (3)
Yéj(x[.]) ° 1= YeJ (z (D).
On en déduit les propriétés de nT(.,e,V].

2.3. Propriétés asymptotiques de la fonction LT

Nous allcns étendre les propriétés asymptotiques de la fonction
LT[eJ du chapitre IV. Pour cela nous aurons besoin de la noticn de mesure

spectrale d'une fonction de R+ dans Rn.

Définition 2.1.

On dit que la fonetiom h : R 5 R" posséde une mesure spectrale
st :
¢ T

lim 2 | niter) Phites) = pfser)
T > e J 0
La mesure M uniquement définie par :

plu) = [+w eiAU dM{a)

est appelée mesure spectrale de h".

Le résultat suivant estfanalogue en temps continu du lemme 3.9

du chapitre II.

Lemme 2.22
"Soit
T irt
h (A = ( e A" h(t) at
/0

1

alors la mesure (2nT) hT(AJ h%(k) dX converge faiblement quand T + «

vers la mesure spectrale de h".
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Le résultat suivant généralise celui de Kholevo [16].
Lemme 2.3

"Soit h une fonction vérifiant :
1um 7 2Ry - g i = 0,1,.00,r-1

T > e

et supposons qu'il existe un polyndme stable (c'est-d-dire les parties réelles
de ses zéros sont strictement négatives). R, de degré r tel que la fonction
k(t) = R(d/dt) h(t) posséde une mesure spectrale M; alors quels que soient
les poZynémes stables P et Q de degrés respectifs v, et v, avee v,y < T,
la fonction :

R(E) = 06 y(t)
oi, y(.) est la solution de Pl(d/dt) y(t) = h(t) de conditions initiales nul-
les, posséde une mesure spectrale N donnée par :

2

QiA) aMn)

N = sty RGN

Démonstration

Nous avons R(d/dt) P(d/dt) y(t) = k(t). Définissons la fonction y’

comme solution de

R(d/dt) P(d/dt) y'(t) k(t) 0<t«<T

t <T

1]
@]

de condition initiale nulle et posons 2'(t) = Q(d/dt) y'(t). La fonction &'

est bien définie car y' est v, +r fois dérivable et il est clair que

1

v1+r-1

pt) = )+ oz vy g O<t<T
i J
j=0
ol gj sont des fonctions tendant exponentiellement vers O & 1'infini (P et @
étant stables). Par suite :

T
lim T—1 j‘ [2(t) - 2'(t]]t[2(t—u]-2'[t-u]] = 0 u >0
T+w 0
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La mesure spectrale de % est ‘donc égale a celle de £”’(si cette der-

niere existe). D'autre part, pour t > T

v, +tr-1
! (3)
Lty = oy g e-T)
j=0 ’

-1/2 () p , . .
et comme T y (T) > 0 quand T— o (cela résulte de 1 hypothése faite
sur h), on a

-1 ® t
lim T L' (t) "' (t+u) = 0
JT

On déduit alors compte-tenu du lemme 2.2 que la mesure spectrale
de % est la limite faible quand T + » de la mesure (2nT) ' & (A) 2’ (1) 1%dA

od &' est la transformée de Fourier de 2, c'est-a-dire

.
I . QGA) irt
21O R Jo k(t) e

D'oltl 1e résultat.
Nous faisons dans la suite 1'hypothése suivante

H : La fonction z(.) = t[z,I(.]...zk(.J] vérifie les conditions du lemme 2.4

relative @ un polyndme stable de degré m-n”.

I1 résulte de cette hypothése que la fonction z posséde une mesure

spectrale notée M.

Maintenant, pour obtenir les propriétés asymptdtigues de la fonc-
tion LT' nous plongeons 1'espace Cm—n-1([D’T]J dans Cm-n—1[R) muni de la loi

Fe“ Vi d’'un processus gaussien stationnaire de moyenne- I v? zj(.] = m*(.) et

de densité spectrale Fex (les fonctions zj étant prolongées sur R en posant

z(t) = 0, t < 0).
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Nous notons {X(t) : x(.) > x(t), t € R} 1le processus des "coordon-
nées”. Il admet la représentation spectrale

@©

. Pase (1A
X(t) = m*(t) + e 8 azon
q..(ix)
0 g+
On pose
. P...(-i}X)
= ~ -ixt 1 A
Yolt) = }- © b (-12] g.(-in ° 920
e 6 GRS
Y S - B L R B v
(2.8) ¢g(t) = S [[dt) Rgg) qe(dt)] Yo (t)
/m 2 _
] S pgymn e 1A]] Poze 21 dzZ(A)
p.(-1i)) g,..(-1A)
e e en
Les lemmes 4.1 et 4.2 du chapitre IV admettent alors les extensions
suivantes

Lemme 2.4.

"Le processus {£(t), t > 0} ou

1 [mx(m-n-13 $g:c(s) ds

E(t) = W(t] - 8— —_ m::[m_n‘1]

S
ct

{(t) 0yl -

est un mouvement brownien relativement d ﬁe“ e
2

Lenme 2.5.

On a :
— ) ) e o
dlt) = ¢glt) - ¢ (m(.],t) he Yo g
sV -t (1) <(n-13 . L
ou Ye,o = (Ye(OJ. Yo (0)...., Yo (0)) et ou hg» ¢, sONE définies dans

le lemme 1.2 du chapitre IV'.

Compte-tenu de ces résultats, un calcul analogues a celui du chapi-

tre IV, § 4 montre que :
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I T _
(2.8) (55 (8%,v%) = f (55~ $p(t)) g g GE(E] + O(T)
3 0o °j
3L T _
(2.7) (5 (6%,v F = X, gu(t) d E(t)

J 0 ’

2

3L, T _
(2.8) () (8%, 0%) = J (e— % o(t)), .. dE(L)
3v 36, o 28, %3.e 6=6
T
o T o
{ EY d)e[t)]e:e::,j,e::[t]dt + 0(T)
0 L
BZLT ol 52 _ _
(2.9) [m—-][e",\)"] = . [m ¢e(t)]e=exd€(t]
J R 0 J L
Ty 5 —
o (W ¢e(t] EY ¢e(tJ]e=6:cdt + 0(T)
) g J %
BZLT , T
(2.10) () (8%, V%) = - () L (t) dt
avjavz 0 j,0 2,0
ol X, .(t) = 1 z,(t) - ¢,(z.(.),t) et ob O(T) est une variable aléatoire bor-
8, g ] SR .

née en probabilité quand T » .

Remangue :

Q|—

La gonction Xg, ] peut étre obtenue pan : Xe,j(t) = 5 qgld/dt) Aj(t)

oll Aj(.) est La solution de Py (d/d) Aj(t) = zj(t) de conditions initiales
nulles.
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Théoréme 2.4

"Quand T - » , le vecteur des dérivées premiéres et la matrice des
e s -1 vy e, .
dérivées secondes de T L, convergent en probabilité respectivement vers Q
et vers :

ol S est donnée par (4.6) du chapitre IV et ou :

( T gy (id)

1
T = e— v ——————
o2 ) pexflk)

dM{A)"”

Démonstration

La convergence en probabilité quand T » « des dérivées de T_1LT
par rapport & 6 se démontre d'une maniére analogue & celle de la démonstration
du théoréme 4.1 du chapitre IV.

Montrons maintenant gue

-1 9Ly
T (5;—)(6“,vx] + 0 en probabilité quand T +

J

D'aprés (2.7) i1 suffit de montrer que

lim T

! (t) dE(t) = 0
T> o J
0

j.e%

en moyenne guadratique. Or la norme de 1l'expression dont on cherche la limite

est
-2 T 2
T [X., ...(t)]" dt
0 J,en

D’apres le lemme 2.3 et la remargque qui précéde ce théoréme et compte-

tenu de 1'hypothese H, la fonction X = t(x » X ) posséde une mesure

CES 1,0%7 """k, 0%
spectrale ayant la densité o—zlqex[ixl/pex[ixl|2 par rapport & M. L'expres-

. P -1
sion précédente converge donc vers 0 comme T quand T - e,

Maintenant, compte-tenu de (2.8) pour montrer la convergence vers O

en probabilité quand T - « des dérivées de T_1 LT par rapport a vj. 92 il

suffit de montrer que
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LT
w2 g _ L IEt)
| 38, X5.g" g=gn
0 0%
et > (T a‘
(i) T (8P t))y anx. ault) dt
ii jU 3@& : e=e"XJ’e"

convergent vers 0 en moyenne quadratique quand T 4 . Or la norme en moyenne

quadratique de ces expressions sont respectivement

T ,
-2 g 3 X 2
T (36 e[t]]e=

. dt
O 2
et ’ fT
-2 | 2
T ! (A L0 d
| e (1) ] Xj, g (A ]7 da
&

[®]
[

%Q(AJ est la densité spectrale du processus {(agé(t]/aelleze". t €R} et
xj o est la transformée de Fourier de Xj o Le lemme 2.3 permet également

de montrer que les fonctions (8)8 eu(t)/aejJeze"possédent une mesure spectrale
On voit alors que les deux expressions précédentes convergent vers 0 gquand

T 5 .

Finalement, le dernier résultat du théoréme résulte de (2.10) et de

ce que

_1 T ® 1 qeu[i)\)
im T . (t) (t) dt = ke dM, ())
lim fu X, g3 X, 0% ) 2 p_(in Dt
B 0 o en

T—)oo

qui est une conséquence du lemme 2.3.

Maintenant, avec une démonstration analogue & celle du lemme 4.4

du chapitre IV et en tenant compte du théoréme 2.3, on a :

Théoréme 2.5

"Les résultats du théoréme 2.4 restent vraies si (g:,y) est rempla-

¢é par un estimateur consistant'.

Théoréme 2.6

"Supposons que les fonctions z.(.) sont bornées, alors le vecteur
pp q 3

-1/2

des dérivées de T L s calculé en (gi,\) converge en Lot quand T » o

vers la loi gaussienne centrée de matrice de covariance

(o )
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Démonstration

La démonstration du théoréme est une synthése des démonstrations du

théoréme 3.3 du chapitre III et du théoréme 4.2 du chapitre IV.

D'apres (2.6) et (2.7) il nous suffit de montrer gque toute combinai-
son linéaire
T rT
-1/2 1 3+ d¥ ’
T LI C, [ ( 06t g, E(hi d, |

J C aej .0

Xg g (t) dE(t) |

converge en loi vers une loi normale centrée quand T -~ «,

Nous posons L#j(t) = (a¢e/36j]e=e* et nous considérons 1'expression
discrétisée

- inT) -1 (p+1)/n -
-1/2 0 v i By [F(P*1y _ 7B ! Tyl
T . I ey [EED -Ed] + 24, Xy g (t) GEC) ]

p=0 L7,

- p/n
T -

01172 . a-12 00T Gy o,

= ) InT] . le T+q -

nT -0 L p p

D'apreés la démonstration du théoréme 4.2 du chapitre IV, il nous

suffit de montrer que

N—1/2

. . . . 2
converge en loi vers une loi normale centrée de variance o telle que

lim 02 existe. D'autre part, la méme démonstration montre que :#j[t] peut
p > n

s'écrire sous la forme

, t _ rt _ ;t-m/n _
hs(8) = | ayls) dEls) = a,(s)dg(s) + o (s)dE(s)

[+2]



174,

On décompose alors aén]sous la forme E[n,m) + r(n,m) od

p
' t
Wrett™ g™ @) EEL @1, M f o, (s)dE(s)
P J 13 J £-m/n
N-1
On vérifie facilement que N /2 z rén,m] converge en probabilité
p=0

vers 0 uniformément en N quand m » «(n étant fixe). L'applicaticn du lemme de
Berstein (voir la démonstration du théoré&me 3. du chapitre III) nous conduit

& monter gue

N-1/2 [E[n,m] . n(n]]

n M

. . . 2
converge en loi vers une loi normale de variance cn m telle que
’
. 2 2
lim ¢ = 0o

m -+ o n,m n

Nous pouvons. alors appliguer la méme démonstration que celle du

théoréme 3.3 du chapitre III. Pour cela, il suffit de montrer gue la condition

(n)

de Lindeberg est vérifiée pour la série an . Or les variables aléatoires

(n) : p .
n sont normales centrées de variances

{p+*1)/n
2= [ |z d,- ><je(t)|2 dt
/ p/n J ’
Par suite
(nl2 _ 2 I
Elos V8 nemy | > ) T % EXx) 5 a /ap}]
p

ot X est une variable normale standard et on en déduit que la condition de

Lindeberg est vérifiée si
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tend vers 0 quand N > «, Comme les fonctions zj sont bornées, il en est de

méme les fonctions Xj g et par suite la derniére condition est satisfaite.

Finalement, un calcul élémentaire montre que

N-1
lim oo 2y o ey UL T C, STQ £ T od9 T
N > oo beg P p iy I R
ou
(m) _o=- m) o m)
Sjl E—"‘j (0} 1y (0) - Sjg guand n -

Le théoréme est démontré.

2.4. Construction de 1'estimateur

La méthode exposée au chapitre III, § 4 s'adapte sans difficulté dans
ce probleme. En particulier lz probléme d’estimation simultanée des coefficiente
de régression et des coefficients de structure se décompose en deux problémes:
estimation des coefficients de régression, la densité spectrale du processus
residuel étant connue et estimation des coefficients de la densité spectrale

d'un processus stationnaire gaussien centré.

Nous terminons ce paragraphe en considérant le probléme d'estimation
des coefficients de régression connaissant la densité spectrale du processus

résiduel, soit

D(iAJ)Z

=—£
FA) 2m lq[ik)

D'aprés le théoreme 2.2, la fonction log-vraisemblance approchee

s'écrit
T s T
L. = g v, x.(£) :dW(t) - ¢(t]d£ﬁ -2 PTov.x () 2 gt + ct®
J 73 - 2 373

C i0
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ol x.(.) est définie par : x.(t) = 0_1 qld/dt) A.(t), A,(.) étant la solution
X j j j

de p(d/dt) Xj(tJ = zj[t], de conditions initiales nulles, et ol p(t) est

définie par
olt) = o] [ dtJ pt dtJ q( dt)] yit)

y(.) étant la solution de p(d/dt) y(t] = x(t) de conditions initiales nulles.

t
Pasons £(%) = X(t) - ! ¢(s) ds, on a
ge(t) = ay ™ ey . G0 yt) 5 Gu) =qu) -

On voit gque d§(t) est définie comme y.(t) dt avec z,.(.) remplacée
X3 j

par x(.).

L'estimateur de maximum de vraisemblance v est alors solution de

(2.11) | xj(t) delt) = E [;U xj(t) xg (£) dtl v, =0
-0

L'interprétation de (2.11) est claire : le processus £(t) admet

la fonction moyenne it z vj Xj(sl ds ; le systéme (2.11) n'est autre que le
o
systéme des équations normales pour l'estimation des coefficients de régression, E

sous l'hypothése que { £t), t €[0,T]} est un mouvement brownien.
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