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L'origine de ce travail sur les graphes complétement orientés a été 1'étude de

1'écoulement de 1'information dans un réseau.

A ce propos, nous avons été amenés & chercher une formulation algébrique de
certaines opérations sur un graphe (simplification d'un graphe avec contrainte sur
les degrés, sans création ou destruction de circuits, opérations sur les treillis

des écoulements....).

Ces notions sont 1liés & des problémes pratiques d'implantation, de découpage,

de testabilité de réseaux.

Dans le chapitre I nous étudions les opérations de suppression et de contrac-

tion d'arcs avec les contraintes suivantes :

Ne pas faire croitre les demi-degrés de certains sommets fixés & 1'avance
au dessus de certaines valeurs.

Ne pas faire décroitre les demi-degrés de certains sommets fixés a
l’avance en dessous de certaines valeurs.
Ne pas créer de circuits.

Ne pas détruire de circuits.

Nous fournissons des méthodes booléennes, ou combinatoires pour trouver les

suites maximales de suppressions ou de contractions et les graphes minimaux cor-

respondants, ceci pour chacun des problémes &noncés.

Dans le chapitre II la notion d'écoulement, entre sources et puits d'un graphe

sans circuit, est introduite.

Les opérations d'union et d'intersection d'écoulements mettent en évidence la

structure en treillis des écoulements d'un graphe.




Les contractions et suppressions d'arcs sont alors utilisées pour simplifier un
graphe sans modifier son treillis des écoulements : il s'agit de la réduction d'un

graphe.

Ces opérations sont appliquées & la recherche de tous les écoulements d'un grap

Nous fournissons a cet effet une procédure descendante dans le treillis des écoule-

ments.

Le chapitre III concerne plus précisément le treillis des écoulements :

propriétés, mise en évidence des éléments U irréductibles et N\ irréductible, opéra-
tions sur les treillis des écoulements de deux ou plusieurs graphes, treillis des
écoulements des graphes série-paralléles, graphes série-paralléles généralisés (c.a.
ayant méme treillis d'écoulements qu'un graphe série paralléle), représentant d'une

famille de graphes (classes de E-équivalence).

Le chapitre IV est, entre autre, une application de ce qui précéde & un certain

type de réseaux modulaires : implantation de fonctions booléennes, testabilité du

résead.



CHAPITRE -I-

SIMPLIFICATION D'UN GRAPHE PAR CONTRACTIONS OU SUPPRESSIONS D'ARCS
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Le but du chapitre est d'étudier des simplifications d’'un graphe complé-

tement orienté, par contraction ou suppression d'arcs, en respectant différent

contraintes.

Dans un premier temps, nous considérons des contraintes sur les demi-

degrés d'un graphe en abordant deux problémes :

Probléme a) : ne pas faire décroitre les demi-degrés d'un ensemble de

2z

sommets fixés a l'avance en dessous de certaines valeurs, par suppressio

d'arcs.

Probléme b) : ne pas faire croitre les demi-degrés d'un ensemble de som-

mets au dessus de certaines valeurs. '

Dans un second temps, nous imposons les contraintes sur les circuits d'u

graphe et abordons trois probléemes :

Probléme c) : ne pas détruire de circuits par suppression d'arcs.

Probléme d)} : méme probléme pour la contraction d'arcs.

Probléme e) : ne pas créer de circuits par contraction d'arcs.

Pour quatre problémes sur cing, nous fournissons des méthodes de recher-

che des suites de contractions ou de suppressions maximales.



Nous considérons un graphe complétement orienté G = (X,U) ;

X est l'ensemble des sommets du graphe

U est 1'ensemble de ses arcs ; soit x et y dans X : si y est suc-
cesseur de x dans G, un arc reliant x a y est noté (x,y) ou bien a = (x,y)

lorsque les arcs de G sont marqués.

-Un chemin est un ensemble de sommets (ou concaténation d'arcs) ordonnés

par la relation de succession ;

Si x5 est son origine et xp son extrémité, (x5 et x, étant des éléments

de X), on le note (Xgsoses Xpls

Si a, est son origine et 8p son extrémité, (ag et ap étant des éléments

de U), on le note ao...ap.

-Un puits est un sommet p sans successeur dans G, c'est & dire dont le

demi-degré sortant, g’ (p), est nul.

-Une source est un sommet s sans prédécesseur dans G, c'est & dire dont

le demi-degré entrant, d (s), est nul.
-Un arc-puits est un arc dont 1'extrémité est un puits.
-Un arc-source est un arc dont 1l'origine est une source.

-Une rivieére est un chemin dont 1l'origine est une source (ou un arc-source)

et dont 1'extr8mité est un puits (ou un arc-puits).

-La téte d'une riviére r par rapport & un de ses sommets xk, notée Tr (xk)

et la queue d'une riviére r par rapport & un de ses sommets xk, notée Qr (xk)

sont définies sur le figure suivante
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XK

(80, «4s,xK)

Tr (xk)

n

Qr (xk) (XK, +es,po)

- La suppression d'un arc a de G est 1'opération qui consiste & enlever

l'arc a du graphe tout en conservant ses extrémités. La relation de succession

étant conservée pour les autres arcs.

Exemple :

@ { > , (665{2/

G 3 désigne le graphe obtenu & partir de G par suppression de 1'arc a.

- La contraction d'un arc a de G est l'opération qui consiste & supprimer
l'arc a de G en identifiant ses extrémités. La relation de succession étant
.conservée pour les autres arcs.

N

Ga désigne le graphe obtenu & partir de G en contractant 1'arc a.

ExemEle HE

(6)




Nous préciserons ultérieurement différents marquages du graphe G et

des graphes obtenus en effectuant ces opérations.

- Variable booléenne de support un arc de G : G = (X, U) a u

=

a désigne 1'opération qui consiste & supprimer (ou & contracter) 1l'arc
a, c'est a dire la négation de a.

a désigne 1l'opération qui consiste & garder 1l'arc a.

Sur ces variables la somme (+) et le produit (. ) booléens classiques

sont définis.

Les méthodes booléennes proposées dans la suite utiliseront les véria-
bles sous leur forme directe.

C'est & dire que les calculs concernant la recherche des graphes mini-
maux (solutions des probléemes étudiés) seront réalisés en exprimant que pour
chacun d’eux un ensemble d'arcs est gardé. Sur les expressions booléennes a-
boutissant aux résultats, on utilisera les lois de l'algebre de boole :
commutativité, absorption,...etc...

- Nous utiliserons, par contre, les variables sous leur forme complémentée

(a) en indice, en distinguant : a pour la suppression

’\J .
a pour la contraction

A Ainsi, la notation G; désigne le résultat de la suppression de l'arc adeG
Gél,...,é est par généralisation obtenu en supprimant de G, successivement
p
les arcs ag, ..., ape

Gg désigne le résultat de la contraction de 1l'arc a de G, Ggl,...,g
P
est obtenu par contractions successives des arcs 8yseves @pe



II - SIMPLIFICATION D'UN GRAPHE AVEC CONTRAINTES SUR LES DEMI-DEGRES

Soit G = (X,U) un graphe complétement orienté aux arcs et sommets marqués

Par suppression d'arcs les demi-degrés ne peuvent que diminuer.

Spoit en effet, un arc a =(i,j) tel que d+(i] = p et d—(j] = q.

Aprés suppression de a tous les demi-degrés sont conservés sauf

d+[i] qui vaut p-1 et d (j) qui vaut g-1.

On considére une partition Pn de 1l'ensemble des sommets X du graphe G

associée & un entier n fixé et induite par la relation

Rn(x) = {x€x 7/ ¢ (x) <noud (x) <n}

Soit BRn(x] la fonction caractéristique de Rn

BRn(xJ

n

0 <=>x € X2, X2 C X

B, (x)

RN 1 <=>x € X1, X1 & X

La suppression d'un arc quelcongue de G conserve les éléments de X1. Il

n'en est pas de méme de ceux de XZ2.

Définition 1

Un arc est dit n.suppressible si sa suppression conserve Pn.

Dans le cas o0 n = 1, l'arc sera dit suppressible
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Exemple : -

Fixons n = 2

G = (X,U)

P2 = (X],X,)
X, = {1,2,3,6,5}
Xo= {4}

La suppression d'un des arcs a,b,e ou i conserve P2.

Par suppression d'un des arcs c ou d la partition devient

Pz = (Xi. X2]

X {1,2,3,6,5,4}

x'

5= 0

L’ensemble des arcs 2 supressibles de G est

K = {alble!i}

Caractérisation _d'un_arc_n-suppressible

Propriété : un arc a = (i,j) est n-suppressible

si et seulement si :

min [d+[i). d (i)) < n ou bien d+[i] > n

et min (d+(j]. d (j)) <n oubien d (j) > n

Parmi les arcs n-suppressibles d'un graphe G on distingue les arcs :

- incidents a deux éléments de Xl, dits n-suppressibles de lére espéce.

- incidents & au moins un élément de X2, dits n-suppressibles de 2e es-

pece.
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IT-1-2 - COMPATIBILITE DES SUPPRESSIONS

Considérons deux relations internes & 1'univers U des arcs de G :

la relation unaire de suppressibilité,aS :

a est n.suppressible dans G (on distingue aS1 (resp. a82] : a est

n.suppressible de 1ére espére (resp. de 2nde espéce))

la relation binaire de compatibilité, abC :

b est n-suppressible dans G puis a est n-suppressible dans

G privé de b.

Propriétés de ces relations

aS1 et bS => abC et baC

Par définition d'un arc n-suppressible de 1ére espéce, il est clair que
la suppression d'un arc n-suppressible, a, conserve les arcs n-suppressi-

ble de 1ére espéce (sauf a éventuellement), ce qui se traduit par :

aS1 et bS => abC

Réciproquement la suppression d'un aro,q/n-suppressible de 1&re espéce

conserve les arcs n-suppressibles (sauf a) d'ol

aS1 et bS => baC

c.g.f.d.
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Corollaire

La suppression d'un arc n-suppressible crée au plus 2n arcs

non _n-suppressible.

D'aprés la propriété 1, seule la suppression d'un arc n-suppressible
de 2nde espéce peut créer des arcs non n-suppressibles. Le maximum
d’arcs ainsi créés est atteint pour un arc a = (i,3) tel que :

d (1) = n+1 et d (j) = n+1

Par suppression de a, n arcs non n-suppressibles sont crées en chaque

extrémité de a ; au total 2n arcs non n-suppressibles au plus sont crées.

Exemple :

ieg X2 La suppression de a rend b, ¢, f, e non-suppressibles

J e X2 alors qu'ils 1'étaient avant.

abC => a$S

La partition Pn des sommets de G est conservée par suppression de b
puis de a, elle est donc conservée par la suppression de a seulement,
car les deux suppressions conduisent au méme graphe, quelque soit 1’ordre

dans lequel on les effectue.

c.q.f.d.

Corollaire 1

La suppression d’'un arc n-suppressible conserve les arcs nqn

n-suppressible.




Corollaire 2

La compatibilité est symétrigue

abC = baC

Démonstration

C'est évident si a et b n'ont pas de sommet commun.
Sinon supposons gu'on puisse trouver a et b tels que
abC et non (baC)

On sait que abC => aS (propriété 2}, la négation de baC se réduit a:

b non suppressible dans G privé de a.
abC => bS (par définition)

bS, aS et non (baC) => sz et aS2 (propriété 1)

et de plus a et b ont un sommet commun x dans X2

abC => x appartient a X2 dans G privé de b puilis de a

non(baC) => x appartient a X1 dans G privé de a puis de

b

D’'ol la contradiction.

Plus généralement nous parlerons de file compatible dans 1'ensemble des

arcs de G.

61""ap est une file n-compatible si et seulement si

- 318

- quel que soit 1 = 2,...,p ay est n-suppressible dans G privé

de a :

gr8nrenesds 4
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Remarquons que, d'aprés ce qui précede, si a1....,ap est une file compa-

tible alors gquel gue soit i = 1,...,p On a aiS.

La réciproque est évidemment fausse, mais si 1'on fait 1'hypothese sup-
plémentaire : quel que soit i = 1,...,p,aiS alors a,],...,ap est une

1
file compatible.

La compatibilité d'une file est indépendante de 1'ordre

de ses éléments.

Démonstration :

soit f une file compatible. Permuttons 2 éléments consécutifs de

f: a, et a, .. On obtient la file f..
i i+1 1
Considérons G—
Q,50e:,4a,
1 i-1
a.a. C => a, a.C dans G—
i i+ i+171 a,,s0:,0a,
1 i-1

6162""ai—1aiai+1 et a1az,...ai_1ai+1ai y sont des files compatibles.

Les graphes obtenus aprés suppression de a,]....,ai,ai+1 sont isomorphes

quel que soit 1'ordre des suppressions.
Donc (f compatible) implique (F1 compatible). f restant compatible quel

que soit 1la permutation de 2 é&léments consécutifs, le reste pour toute

permutation.

II-1-3 - FILES COMPATIBLES MAXIMALES ET GRAPHES MINIMAUX

Soit K 1'ensemble des arcs n-suppressibles de G. Par défini-
tion une file compatible est maximale si elle est maximale par inclusion

dans K pour la compatibilité.
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La méthode de recherche de files compatibles maximales consiste a écrire

gue pour chague sommet de X2 dans G on doit garder n arcs entrants et

n arcs sortants.

Le produit booléen des expressions obtenues fournit les graphes mini-

maux correspondant & la suppression des files compatibles maximales.

Exemple: 1

lepns n=3

G- (X,U)

Ensemble des arcs non 3-§uppressibles de G :
K = {1,2,4,8,6,7,5,10,15,89}

Tous les autres arcs sont 3-suppressibles inférieurement.
On a donc un seul graphe minimal obtenu en gardant 1'ensemble des arcs
de K.

On peut le vérifier en remarquant que :
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Exemple 2 Fixons [n=2

k={0,1,2,3,10,11)
)(22 =“(¢,tl’0 C‘>

Outre les arcs de K, on doit garder :
pour le sommet c : 4+5
” " a: 6.7+6.8+7.8
" " b : 7.9+9.12+7.12

L'expression
E = (4+5)(6.7+6.8+7.8)(7.9+9,12+7.12)

fournit 8 solutions (qui outre K) consiste a garder :

4.6.7.9 5.6.7.9.
4.6.7.12 5.6.7.12
4.7.8.9 5.7.8.9
4.7.8.12 5.7.8.12

Ces graphes minimaux sont deux & deux isomorphes (4 et 5 jouant le

méme réle).
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IT.1.4. - PROBLEME a)

Ne pas faire décroitre les 1/2 degrés d'un ensemble

de sommets X' fixé & l'avance au dessous de n.

Fixons une valeur n et un ensemble de sommets X' de G et cherchons
les suites de suppressions maximales pour le probléme a) et les gra-

phes minimaux correspondants.

I1 s'agit d'effectuer les suites de suppressions maximales de G sans

modifier la restriction & X' de la partition Pn de X.

=

Soit Xé la restriction & X' de 1’ensemble X2 définl antérieurement.
On applique la méthode exposée précédemment a Xé.

Si X' = X on est ramené & la recherche des files compatibles de G.
Mais si X' # X on ne se raméne pas & la recherche des files compati-

bles d'un sous graphe de G.

Exemple :
Fixons n = 1 et X' = {1,3,5}

4
Pour le sommet 1 on doit garder (a+b)(c+d)
" 3 " (c+h) (e+i)
" 5 " (i+d) (f+3)
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L'expression :
E = (a+b)(c+d)(c+h)(e+i) (i+d) (f+])

fournit 16 graphes minimaux qui consistent & garder :

pour G1: acedf pour G5 ¢ agcddf
GZ: aced.j GB :acd.
GB: b.c.ed,f G7 : bedd
G4 :  beced] G8 i bedJ
G9 : adhef 813 : bdhef
G 10 : acd;heE’dJ G 14 H b:dxh.e.J
qu:adhlf 615 t bhdhddf

" G, , adhig " G,. : bdhdj

16
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II-2 - Contraction d'arcs

IT-2-1 - CONTRACTION DE SOUS-GRAPHES CONNEXES DISJOINTS

Définition 1

Deux sous graphes connexes de G sont disjoints

s'ils n'ont pas de sommet commun.

Fixons un ensemble de sommet X' ='{x1....,xp} de G, et imposons nous
de ne pas détruire par contraction d'arcs les éléments de X'. On est
donc amené & contracter des sous graphes connexes disjoints de G :
G ,...,G tels que :

X X

1 P

Vi = 1,...,p x, €6

Un tel sous graphe Gx est dit relatif a ><i .
i

Exemple :

Désigqons un sous graphe par 1l'ensemble des arcs qui 1’engendrent

G, = {a,c} , G = {d}, G = {h,3j}
1 X5 X3

sont des..sous graphes connexes relatifs respectivement & x,,X,,X,.

172773
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Définition 2

Exemple :

a a
| +
~ ~
~ X
—
1] 1]
o um

On appelle demi-degré d'un sous graphe partiel K

de G les quantités

a" (k) [resp. d (K)] telles que

d¥(x) [resp. d (K)] est le nombre d'arcs de G

n'appartenant pas & K mais ayant leur origine

[resp. leur extrémité] dans K.

[ iR A di’-K

— - s

(G)
iy
Soit X' =‘{x1,...,xd-un ensemble de sommets de G.
Soient Gx ,...,GX' des sous graphes partiels de G

1 p
respectivement relatifs a XqsenesX

p*
Aprés contraction des sous-graphes partiels BX ,...,Gx

1
on a : p
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Démonstration

La contraction de Gx revient & identifier tous les arcs &t sommets de
GX en un seul sommet X4 Les sous graphes étant disjoints on a la

i ... . . . . . .
propriété énoncée pour les demi-degrés de x et ceci gquel gue soit

ie{1,....p}.

Con *r&c'\'m\g

lcs QOUSH %\‘QP‘\Q; ‘

Gy, ot Gy,

bz

IT1-2-2 - CAS PARTICULIER : CONTRACTION D'UN ARC

Effet sur les demi-degrés de la contraction d'un arc

A cet effet on distingue trois sortes d’arcs : les boucles
les arcs-sources (ou puits)

les autres arcs.

La contraction d'un arc ne peut modifier que les demi
degrés de ses extrémités.
En particulier la contraction . d'une boucle abaisse
les demi-degrés de son sommet d'une unité.

. d'un arc-source (ou

puit) abaisse le demi-degré entrant (sortart) de son
extrémité (origine) d'une unité.
. d'un arc-source-puits

abaisse chacun de ces demi-degrés d'une unité.
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Démonstration

. a est une boucle

i'
par contragtion de a : i i’ et b
d" (') = d7(4)-1
- @ est un arc puits (non arc-source)
il
Par contraction de a : 131! c
st
et d (i) = d*(1)-1
d (') = d (j)+d (1)-1 = Max(d (3);d (1)) car d (3) =1
‘ d (i) = 1

. a est un arc source-puits

Par contraction de a : i—y 1
J 1’
+
d (i)-1
d (§)-1

et d (i)
d (1)
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La contraction d'un autre arc (ni arc-source, ni arc-

puits, ni boucle) ne peut diminuer les demi-degrés.

En effet soit a = (i,j]) cet arc.
Par contraction de a : i > 1’
j> i
+ . + + +
et d(1') = d7(i)+d (j)-1 = Max(d (i),d (3))

* +
car d (i) =21 et d(j) =21 .
Définition :

Un arc est n-contractable si et seulement si sa contraction ne

crée pas de sommet de demi-degrés supérieur a n.

Caractérisation d’un arc n-contractable

Une boucle est n-contractable guel que soit n.
Un arc a= (i,j) o0 i # j est n-contractable si et seulement si

+ +
d (i)+d  (j) < n+1.

+ + - -
Notation : d (i)+d (j) est une abréviation de d+[i]+d+(j] et d (i)+d (j)

Démorgtration

Une boucle est n-contractable (cf. propriété 2J.
Soit un arc a = (i,]j) i# 3.
+
Soit i' le sommet crée par contraction de a. On doit avoir d (i') < n.

Contractons a : i »> i’

i




d (i) = d (i) +d ()1

a est n-contractable <=> d+(i'] < n <=> d+(i]+d+(j] < n+1l

Exemple

a est 4-contractable mais non 3-contractable.

d (1)+d"(3) = 243 = 5
d (1)+d (j) = 1+1 = 2.
Corollaire

Un arc est n-contractable <=> Il est p-contractable Vp 2 n.

IT-2-3 - CAS OU L'ON PEUT REALISER UNE SUITE DE CONTRACTIONS
SANS ABAISSEMENT INTERMEDIAIRE DES DEMI-DEGRES

Considérons le graphe G suivant 1

4/ |b
2 (G)

Effectuons la suite de contractions (a,b,c)

En contractant 1'’arc puits a le demi-degré sortant de 2 décroit d'une

unité.

Effectuons la suite de contraction (c,b,e,d) :

en contractant 1l'’arc d (aprés contraction de c, b et e) les demi-degrés

de 1 diminue d'une unité.
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La condition nécessaire et suffisante pour que la contraction

d'une suite d'arcs n'abaisse pas les demi-degrés des sommets
d'un graphe G est que les arcs de cette suite constituent
une forét sans arc-source ni puits de G.

Démonstration

- la contraction d’un arc-source ou puit abaisse un
demi-degré
- la contraction d'un cycle se termine par la contraction

d'une boucle donc abaisse des demi-degrés.

Les arcs de la suite constituent donc une forét de G sans arc-source ni
puits de G.

La réciproque est immédiate par la propriété 3.

II-2-4 - ON IMPOSE LA CONDITION SUPPLEMENTAIRE : LES DEMI
DEGRES NE DEPASSENT PAS UNE VALEUR FIXEE N.

On désigne par I 1'ensemble des deux conditions (celle du paragraphe
IT1.2.3 et celle précédemment énoncée).
C'est-a-dire gqu'une suite de contractions d'’arcs vérifie la condition

I si elle satisfait aux deux conditions

1°) 'Aucun abaissement intermédiaire des demi-degrés
2°) Les demi-degrés ne dépassent pas une valeur n fixée (aprés les

contractions).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de
contractions d'arcs vérifie la condition I esf que ses arcs
engendrent des arbres disjoints de G : Tl""’Tp sans arc-
source ni -puits de G et tels que quel que soit

i=1,...,p di(Ti) < n.
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C'est en effet un corollaire du théoréme 1 et de la propriété 1. Ceci

ne dépend pas de 1'ordre des contractions.

a) Recherche des suites de contractions relatives a X' ='{x1,...,xp}

maximales pour la condition I' et pour un ordre sur X'.

Définition : Une suite de contractions d'arcs est dite maximale relati-

vement & X' pour l'ordre 1,...,p si ses arcs engendrent des arbres dis-

Joints de G sans arc-source, ni puits de G : Tx ,...,Tx tels que :
1 P

=

- quel gue soit i = 1,...,p Tx est relatif a X5
i
+
- Tx est maximal par inclusion dans G pour la condition d'[Tx ] <n.
1 1
- TX est maximal par inclusion dans G2 ~ pour la condition

i e T seeesT
¢ (T ) <n. 1 i-1
i

On rappelle que GK désigne le graphe obtenu par contraction dans G du

sous graphe partiel K.

On désigne par Gx. la composante connexe (contenant xiJ du sous graphe
de G engendré parlxi, les sommets ni source ni puits de G, mais aucun

autre sommet de X' que Xg .

Exemple

Tout arbre maximal relatif a xi‘est’contenu dans Gx

i

I1 ne peut en effet contenir d’autre arc que ceux de G>< car ce sont
. . i .
soit des arcs-sourcesou puits de G,
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soit des arcs d'origine ou d'extrémité X0 xj # Xy

solt des arcs n'appartenant pas a un sous-graphe relatif a Xy dont 1la
contraction ne peut en aucun cas avoir d'effets sur les demi-degrés de
xi. On peut supposer dans un premier temps que ces arcs (ni-source,

ni puits) ont &té contractés.

Algorithme de recherche des suites maximales relatives a X' = {xq,...xp}

pour 1l'ordre (1,...,p).

Pour chague i appartenant & {1,...,p} rechercher 1'ensemble des arbres

maximaux TX relatifs a Xi'
i

. On considére G . Parmi les chalnes maximales de x. dans G on conser-

i - . i
ve celles d'entre elles (ou des sous—chalnes)max1males pour la con-
L]

dition suivante

+ + +
(1) Oq)*(d (y,)=10% e (d (v )-1) <

Si 1a chaine considérée est x1y1,...yj,...,yp.[en effet apres contrac-

tion de la chaine x1y1,...,yj, d_[xi] valent 1'expression ci-dessusJ

. Par combinaison des chaines (ou sous-chaines) obtenues on en déduit

~

facilement les arbres maximaux relatifs a X5 pour le probléeme énon-

cé. Il suffit en effet de rajouter & une chaine obtenue les sommeté
© d'autres chaines obtenues jusqu'a saturation de la condition (1)

sans déconnecter les Chaihes et sans former de cycle.

Supposons par exemple qu'on ait obtenu deux chaines maximales rela-

tives a X;0 M étant égal a 5
*1¥1Y2Y3Y4
X1Y1%2%3

On fait suivre chacune d’elle des demi-degrés figurant dans 1'expres-

sion (1).
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Par exemple :

X1y1y2y3y4 d— 2+1+0+1+1 = 5
d : 1+1+1+0+0 = 3

+
x1y12223 : d_ 2+1+0+2 = 5
d 1+1+2+0 = 4

La chaine xiy1y Yq n'est pas maximale pour le probléme car on peut

273
lui rajouter 1l'arc y,]z2 de la seconde chaine.

Pour T1 = x1y1[y2y3y4+22) on obtient :

5+d+( )
)

3+d—[22]

1
i

+
d (x,]) 5+0 = 5
1

d (x.)
1

3+2 = 5

De méme & la chaine X,y on peut rajouter 1l’arc y Yo de 1'autre

1%2%3 1

chaine :

Pour T_ = x1y1[y +z_z_) on obtient

2 2"%2%3
d (x.) = 5+d (y_.) = 5+0 = 5
oF R Yoo! = i}
d (xi) = 4+d (y2] = 4+1 = §

T1 et T2 sont 2 arbres maximaux relatifs a Xgn

. Les arbres maximaux relatifs & X' = {x1,...,xp} dans cet ordre sont

des sous-arbres des TX , deux & deux disjoints (c'est-a-dire sans

e ! A .
sommet commun) et maximaux pour la condition (1) successivement dans

1’ordre 1,...,p.

Supposons par exemple que 1'on ait : X' = {xq.xz} et que 1'on ait

obtenu T et T' relatifs a x
X X 1

’ maximausT , maximal relatif a x..
1 1 o)

2

Les arbres maximaux relatifs a X' = {x1.x2} dans 1'ordre (1,2) sont :
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ol Tx est un sous-arbre connexe de Tx maximal par inclusion dans T
. A

pour %a condition d'étre disjoint de Ti . Tx n'est pas toujours uniq%e.
1 2

Le raisonnement est analogue pour TX relativement a T; .
2 1

b) Application

Considérons le probléme suivant au sujet de la contraction d'arcs (probleme
b)

Ne pas faire croitre les demi-degrés d'un ensemble de sommets de G fixés

a 1'avance au dessus de certaines wvaleurs.

Fixons un ensemble de sommets X' ='{x1,...,xp}'de G et une valeur n.

Larésolutionduprobléme b) consiste & extraire de G tous les sous graphes

partiels connexes disjoints GX relatifs a X i

1,+..,p dont ies
5 ‘

demi-degrés sont < n.
T1 n'existe pas de méthode autre qu'heuristique pour aboutir & 1'ensemble

des plutions.

En imposant la condition supplémentaire que les demi-degrés des éléments

de X' ne décroissent & aucune étape de contraction, on trouve un

ensemble de solutions maximales particulieéres qui consistent ayant

~

fixé X' et un ordre Y sur X' a rechercher les suites de contractions

~

relatives a X' maximales pour la condition I et l‘ordre Y .

Exemple :

3 = ' = ‘
Fixons n 5 X {x1,x2,x3,x4}



Les sources sont 10, 12.

Les puits sont 6, 11, 13, 14, 15, x

3
q" d

X4 2 1

x2 3 1

x3 0 1

X4 1 1
a’-1 | d7-1

1 1 1

2 0 1

3 0 2

4 1 0

5 1 0

7 1 0

8 0 2

g 2 0

Les arcs multiples fournissant chacun les mémes

suites il suffit d'en considerer un seul

Chaines issues de Xy dans G
- x1

2+1+0+1+1
141+1+0+0
2+1+0+2+¢
1414240+ F =
2+0+1+0+1+1
[ 1+2+141+0+0
2+0+2+0+1
142+0+2+0

+

i

x1.1.2.4.5.

x,-1.3.8.8.f

I

il

[}
H 0w o,

+

+
I
(8)]

x1.3.1.2.4.5

|1}
ul

+

x1.3.3.8.7

o ajoa ajao ajaoa o

L}
U o,
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Arbres maximaux dans G relatifs a x,l

x1.1[2.435+3] + (5,5)
x1.(1.2.4.5+3] + (5,5)
x1.1[2+3.9] + (5,5)

X, «14%x,.3.9 »> (5,4)

1 1
x1.3.(1.2+9] + (5,5)
x1.3.1.2.4.5 -+ (5,5)
x1.3.9.8.7 + (5,5)

Trois de ces arbres ne sont pas isomorphes : x1.3.1.2.4.5 3 x1.3.9.8.7 et

x1.1.2.3.9. Mais pour la suite nous devons garder leurs différentes facto-

risations
3 1
(G ) X2-9-3-7'-¢-,4--5~~ 3+2+0+7 = 5
x2 20T qhgee = 5
2 x2.9.¢.f 3+2+0+f = 5
1+0+2+f = 3
x .7.8.8.%.1 3e140+7 = 4
2 # 1+U+2+¢] = 3
, 3+1+1+0+7 = 5
X:5.4.2.
7 Xo 2 / 1+0+0+1+4 = 2.

Arbres maximaux relatifs a x2 :
x2.9(8+3] -+ (5,5)
x2.[7.8+5)-*[5,3)
x2.5.4.2 -+ (5,2)
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1}
(8)]

Xy-5.4.2.1.3.4.4.7 0+1+1+0+1+0+2+/
140+0+14142404/ = 5

=

Arbres maximaux relatifs a x

3 H
x3.5.4.2.1.3 - (5,5)
Xy+2:1.3.9.8.7 1+0+1+0+2+0 =
O0+1+1+2+0+2 =
X4e2:1.5 1+0+1+1 = 3
0+1+0+0 = 1

Arbres maximaux relatifs' a x4 :

x4.2(1.3.9+4) + (5,4)
x4.2[1.3+4.5] + (4,5)

Arbres maximaux relatifs a X' dans 1l'ordre

1,2,3,4

S1 = x1.3.1.2.4.5, x2.9.8,®,¢

S. = %X,.3.1.2.4.5, x

2 1 2.7.8,®,®

S, = x1.1.2.3.9, x2.7.8.5,®,®

S, = x,.1.2.3.9, x

4 1 2.5.4,@,@

SS = x1.3.9.8.7, x2.5.4.2,®,®



I-30-

. . . > 1] ’
S fOU'ﬂl' '0 g'Oth Arbres maximaux relatifs a X' dans 1l'ordre
minimal ‘;ésa 1.4,3,2
4 X, | |
S1 = x1.3.1.2.4.5,®,®,x2.9.8
82 = x1.3.1.2.4.5,®,®,x2.7.8

S, = x1.1.2.3.9,®,x3.5.4,x2.7.8

Sg = %,+3.9.8.7,x,.2.1.4.5,8,8

Arbres maximaux relatifs a X' dans 1'ordre

3,4,2,1

wn
]

1 x3.5.4.2.1.3,®,x2.9.8,®

[92)
1

5 x3.5.4.2.1.3,®,x2.7.8,¢

Arbres maximaux relatifs & X' dans 1'ordre

2,1,3,4

81 = x2.9.8.3,x1.1.2.4.5,®,®
S, = x2.7.8.5.x1.1.2,®,®

SS = x2.7.8.5,x1.1.2.3.9.¢,¢
84 = x2.5.4.2,x1.1,3.9,®,¢
S5 =-x2.5.4.2,x1.3.9.8.7,®,¢

Les suites maximales n’ont pas toutes la méme longueur et ne conduisent

pas toutes au méme réseau.

On ne peut dans ce cas espérer décrire ce qu’on obtient gqui dépend de n.

Nous allons considérer le cas ol n est trés grand (cette notion sera pré-

cisée). Dans ce cas, les graphes minimaux sont caractérisables.
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II-2-5 - SOUS-GRAPHE RELATIF A L'ENLEVEMENT DES SOURCES ET DES
PUITS D'UN GRAPHE

. On se pose le probléme suivant au sujet de la contraction

d'arcs :

Ne pas faire croitre les demi-degrés des sommets de G au dessus de n

sans abaissement intermédiaire des demi-degrés, n_étant trés grand.

Soit @ le sous-graphe de G engendré par les sommets ni source, ni puits
de G.

[e] o
Soit F une forét complete de Q. F a p constituants connexes.

Exemple: 3 | .
_ ====qarc deF

s | p=2
(G) | d*(F)=8
| d~(F)=6

° .

Remargue : Les demi-degrés de F ne dépendent pas du choix de la forét

Soient m le nombre d'arcs ni-source, ni puits de G et n le nombre de
sommets ni source, ni puits de G.

o
Soit k le nombre de cordes de F

K = m-n+p

_ o
d (F) est égal au nombre d'arcs-source de G + k

o]
d' (F) est égal au nombre d’arcs puits de G + k
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On ne peut sans abaissement intermédiaire de demi

degrés faire croitre des demi-degrés des sommets de

G au dessus de di(F) par contraction d'arcs.

Démonstration :

On sait que 1'on doit contracter une forét de G, sans arc-source ni puits
de G.

Soit F une telle forét. Il existe une forét ; (ci-dessus définie) telle
que F CZ;.

; s'obtient en ajoutant & F des arcs ni-source, ni puits de G. Les demi-
degrés de ; ne peuvent donc 8tre inférieurs a ceuxde F :

a*(F) < dtF).

On ne peut d'autre part contracter d'autres arcs en plus de ceux de ;

car ce sont des arcs-source ni-puits de G dont la contraction fait décroi-

tre des demi-degrés.
c.g.f.d.

+ © _ o
Fixons n = Max(d (F), d (F)).

Les graphes minimaux pour le probléme énoncé sont obtenus en contractant
o

F. Ils sont isomorphes entre eux. Soit Gm un tel graphe.

Em est constitué de p sommets:(éVentuellement bouclés) x‘,...,xp'aquuels

sont adjacents les arcs-sources et puits de G.

o
Le nombre de boucles de Gm est égal au nombre de cordes de F, c’est-a-

dire k.
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Exemple:1 -
S
(G) ke 2
p=1
(Gm)
(G)
(Gm)

G est sans boucle
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Exemple 3

ke 2
p=2

(G)

ITT - SIMPLIFICATION D'UN GRAPHE AVEC CONTRAINTE SUR LES CIRCUITS

IIT-1 - Suppression d'arc§

On ne peut par suppression d'arcs créer de circuits.
Les deux problemes suivants sont donc égquivalents.
Ne pas détruire de circuits de G par suppression d'arcs (CJ.

A aucune étape des suppressions ne détruire de circuits (C').



I-35-

- La suppression d'un arc détruit un circuit si et seulement si les

extrémités de 1'arc sont dans une méme classe d'isovalence.

Pour tout graphe G il existe un graphe minimal et un seul Gm solution

du probléeme CJ.

Gm est obtenu en supprimant de G les arcs dont les extrémités ne sont

pas dans une méme classe d'isovalence.

En d'autres termes, Gm est constitué des sous graphes de G engendrés

par les classes d’isovalence.

Exemple

(G)

====arcde Gy,

ITI-2 - Contraction d'arcs

ITI-2-1 - CAS _OU LES CONTRACTIONS NE DETRUISENT PAS BE CIRCUIT

IITI-2-1.1. - Arc d-contractable

circuit si et seulement si

a est une boucle, ou bien

a est la traverse d'un circuit, (c'est-a-dire il existe un

circuit C ne contenant pas a mais tel gue x et y appartiennent

a C¢ en contractant a on crée un "court-circuit”").

Un arc dont la contraction ne détruit pas de circuit est dit

d-contractable.
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Exemple 1

a n'est pas d-contractable
b n'est :pas d-contractable : la contraction de b détruit le

circuit cdfe dont il est 1la traverse.

Exemple 2
txemple ¢ a

Co»)

(6,)

a est non d-contractable car c'est la traverse du circuit bec.
De méme b est non d-contractable.

Par contre c est d-contractable.

III-2-1-1 - Effets de la contraction d'arcs d-contractables

sur les autres arcs.

=

On définit 2 relations internes & 1l'univers U des arcs de G :

- ab : a est d-contractable dans G (on note : non (aD) sa

négation.

- baN : a est d-contractable dans G, puis b est non d-contrac-

table apreés contraction de a.
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aD et non (bD) => baN
c'est-a-dire:la contraction d'un arc (d-contractabie)
conserve les arcs non d-contractables.

Démonstration : c'est immédiat si b est une boucle.

Sinon b est la traverse d'un circuit et apres contraction de a,
b est soit une boucle, soit la traverse du méme circuit. En ef-

fet on a seulement 2 configurations possibles

d
c

"~

Dans ce cas b devient une boucle

¢ d

Dans ce cas b reste la traverse du méme circuit.

(aD et bD => baN)
si et seulement si(a et b forment un cycle}ou bien (a
et b ont un sommet commun et Ta chaine ab forme 1la
traverse d'un circuit.)

Corollaire : Sous certaines hypothéses la relation

baN est symétrique : bD et baN <=> aD et abN

Démonstration : En effet a et b joue des roles symétriques

d'apres la propriété 2.
Donc si b cesse d'étre d-contractable aprés contraction de
1'arc d-contractable a, a cesse d'&tre d-contractable apres

contraction de b.
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III-2-1-3 - Suites de contractions d'arcs d-contractables

- un arc non d-contractable le reste, quelles que soient les

contractions effectuées.

- un arc d-contractable peut cesser de 1'étre.

On consideére les suites de contractions permises.

Les suites de contractions d'arcs d -con
tables sont commutatives.

C'est en effet une conséquence du corollaire de 1la propriété
2 : on peut permuter 2 éléments consécutifs guelconques d'une
telle suite a,,...,a .

1 P
Permutons a; et 841"
Aprés contraction de TR L NP TL P est d-contractable sinon
il ne le serait pas apres contraction de a; .
La suite 840+ ¥85 48544 est donc permise . Considérons a,-
Si ay n'était pas d-contractable aprés contraction de 85,1°
_par la propriété 2 aj,q Ne serait pas d-contractable aprés
contraction de ay-. C'est en contradiction avec 1'hypothése
sur la suite a,,...a .

1 P

A une suite maximale de contractions d’arcs d-contractables
correspond un graphe minimal obtenu par contraction'des arcs

de cette suite.

Les graphes minimaux sont isovalents
et caractérisés par le fait que tout arc est
soit une boucle, soit 1a traverse d'un circuit.
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Exemple de graphes minimaux :

. A
O &

Tout arc de 61, 62 et GB est une boucle.

Tout arc de 64, G5 et GB est la traverse d'un circuit.

Exemple de suites de contractions maximales

a‘
(G)

(e) est une suite de contractions maximales qui conduit au graphe

minimal G :
™ .

((;n71

(a,c) est une suite maximale conduisant au graphe minimal G .
2

(c;nniz
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Aux marques prés, tous les graphes minimaux sont isomorphes a Gm ou

Gm- 1
2 -

Les suites de contractions maximales pour le probléme d) n'ont généra-

lement pas toutes la méme longueur et ne conduisent pas au méme graphe.

ITI-2-2 - CAS OU LES CONTRACTIONS NE CREENT PAS DE CIRCUIT

III-2-2-1 - Arc c-contractable

Définition 1 - La contraction d'un arc a ne crée pas de

circuit si et seulement si :

- a est une boucle ou bien

- il n'existe pas d'autre chemin que a Jjoignant x a y.

Un tel arc est dit c-contractable.

Exemple : 1)

f d
(6;)

a est non c-contrectable dans G1 (sa contraction crée le cir-

cuit bc).

Chacun des autres arcs de G1 est c-contractable.

2) a

>

(G, )

Seul 1'arc c est c-contractable dans Gz.

Remarque : Une définition intuitive serait de dire que la contraction d’'un
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arc a de G ne crée pas de circuit si le nombre de circuits

n'augmente pas par contraction de a.

Or le compte des circuits avant et aprés contraction peut
étre trés compliqué.

En effet, considérons un arc a = (x,y).

- Si 1l'ensemble des chemins joigrant x & y est disjoint (pour
les arcs) de 1'ensemble des chemins joignant y & x le conpte

des circuits avant et apres contraction de a est facile.

- ce n'est pas le cas si ces ensembles ne sont pas disjoints.

(G)

Contractons a :

I1y a 12 circuits dans G. (G‘_, )
Il y a 11 circuits dans Gg. a
Dans 1le cadre de la définition donnée la contraction de a

crée les circuits 275 et 235. a n'est donc pas c-contractable.
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Si G est sans circuit ou bien isovalent
la contraction d'un arc c-contractable conserve 3
G cette qualiteé.

—_—

Démonstration

i) G est sans circuit.
Soit a un arc c-contractable de G.
a n'est pas une bouclé.
Confractons a = (x,y) x>z
y >z
Supposons que Gé“ait un circuit. Alors ce circuit passe
par z et provient d'un chemin de G joignant x & y. C'est
en contradiction avec la définition d'un arc c-contrac-

table.
ii) G est isovalent.

La contraction d’'un arc quelconque ne peuf modifier la

propriété : il existe un cheminde x a vy.

III-2-2-2 - Effets de la contraction d’arc c-contractables

sur les autres arcs

| Par contraction de 1'arc c-contractable a,
1'arc non c-contractable b ne peut le devenir qu'en
devenant une boucle.

En effet, si b = (x,y) avant contraction de a il existe un che-
min autre que b joignant x & y, il n'en existe plus aprés con-

traction de a. Donc b est devenu une boucle.

Remarquons que les hypothéses de cette propriété entrainent que

a et b forment un circuit (avant contraction de a).
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Corollaire :

Si par contraction d'arcs c-contractables
un arc b non c-contractable devient c-contractable,
il le reste que1qués soient les contractions ulté-
rieures.

En effet, la contraction de tout arc laisse & b sa structure

de boucle.

Pour que la contraction de 1'arc c-contrac-
table a rende b non c-contractab]é,a]oks qu'il T'etait
avant]ii faut et i1 suffit que a et b forment un
demi-cycle.

Démonstration : La condition est suffisante.

Si a et b forme le demi-cycle u+.
Soit u— 1'autre demi-cycle.
Par contraction successive de a et b,uf devient un circuit

donc b n'est plus c-contractable aprés contraction de a.

La condition est nécessaire

La seule configuration possible est en effet

Cz Cd’

1'un des C, ou C, pouvant ne pas exister.
1 2

&
o
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ITI-2-2-3 - Suite de contraction d'arcs c-contractables au

moment de leur contraction.

Considérons le probléme suivant : ne pas créer de circuit dans

un graphe G par contraction d'arcs (probléme e)

Définition 2 : Une suite de contractions d'arcs de G satisfait

au probléme e) si et seulement si aucune d'elle ne crée de

circuit dans le graphe au moment de sa contraction.

En d'autres termes, une suite satisfait au probléme e) si et

seulement si c'est une suite d'arcs c-contractables.

Soit S une telle suite, on peut d’aprés ce qui précéde dis-

tinguer deux sortes d'arcs dans S : ceux qui sont c-contrac-

tables dans G, ceux gqui le deviennent ultérieurement et gqui

le reste quelques soient les contractions ultérieures.

Dans la recherche des suites de contractions satisfaisant
au probléme e) on peut donc d'abord contracter les arcs de la
premiére catégorie puis contracter les boucles obtenues qui

constituent la 2éme catégorie.

La contraction des arcs de la premiere catégorie ne peut se

faire dans un ordre quelconque : en effet, un arc c-contrac-

table peut cesser de 1'dBtre puis le redevenir :

d

c
G)

a est c-contractable dans G.

Contractons l'arc c-contractable b, a n’est plus c-contractable.
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Puis contractons 1'arc c-contractable d (qui 1'était déja dans

G), a devient une boucle donc c-contractable.

Suite de contractions maximales et graphes minimaux

Les graphes minimaux pour le probléme e) sont soit vides, soit

caractérisés par le fait que tout arc constitue un demi-cycle.

(cf. propriété 3)

A

(G'JL) (Gl)

17 GZ’ G3 sont minimaux.

La recherche des graphes minimaux s'effectue :

a) en écrivant gue pour chague demi-cycle on doit garder au

moins un arc et pour simplifier 1'expression E obtenue on

applique les lois d’absorbsion.

b) On supprime ensuite les boucles obtenues.

Remarque:a) se réalise en couvrant les cycles qui ne sontpas des

circuits par les demi-cycles les plus courts.

Application :
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-
N

Exemple 1

(c)
G est isovalent.

‘ On a 4 cycles gui ne sontpas des circuits :

1536, 235, 346, 2645

Ils sont formés des demi-cycles 156/3, 23/5, 34/6, 26/45
E = (1+5+6)3(2+3)5(3+4)6(2+6) (4+5)

Les 1/2 cycles 156 est absorbé par le 1/2 cycle : 5

Les 1/2 cycles 23 et 34 sont absorbés par le 1/2 cycle : 3
Le. 1/2 cycles 26 est absorbé par le 1/2 cycle 6.

D’ oU

E = 3.5.6.

On obtient un graphe constitué de 3 boucles que 1'on contracte.

I1 y a un graphe minimal gui est vide.

Exemple 2 1

—2.

5

(G)

C'est un graphe isovalent qui ne deviént pas vide.

Chaque arc de G forme un 1/2 cycle. G est minimal
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Exemple 3

G est isovalent. On a en effet les circuits suivants qui con-
tiennent tous les arcs :

(13,(023,(8),(10)

(3),(8), 10

(4), 10, 1

(5), 1, 2

(73, 8, 10, 3

(9), 7, 5, 1

Les 1/2 cycles minimaux (c'est-a-dire non absorbés) sont :

6 gui forme un cycle avec le 1/2 cycle 7.8

2 " " " 9.7

5 " " " 8.10

3 " " " 1. 9

4 " " ” 9.6

8 " " " 5.3.8

9 " " " 2.5.3

7 " " " 6.10.1.2

L'ensemble des 1/2 cycles de droite sont absorbés par 1'en-

semble des 1/2 cycles de gauche.

E =2.3.4.5.6.7.8.9

Seuls1 et 10 sont & la fois c-contractables dans G,
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4 devient une boucle gue 1'on supprime.

On obtient un seul graphe minimal Gm isovalent

Exemple 4

Les cycles & considérer sont : 2/8, 34/5, 125/4, 3486/7.
Les autres sont absorbés

E = 2.8.5.4.7
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Le graphe minimal est Gm
G contient des circuits,

Gm n'en contient pas.

()

Exemple 5

G est sans circuit
Les demi-cycles minimaux pour 1'absorbsion sont :

2.3,4,5.6,7.8.8
E = (2+3)4.(5+B6)(7+8+9)

E fournit 12 graphes minimaux isomorphes & Gm :

(G )
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Gm est sans circuit

Exemple 6

G esT sans Circulv

/
Les demi-cycles minimaux pour 1'absorbsion sont:
1,2,5,6.7,7.8,9,10.12,11

E = 1.2.5.9.11(6+7) (7+8)(10+12)

E fournit 4 graphes minimaux deux & deux isomorphes & G
et G2

1

12.5.9.11.6.8.10
142.5.9.11.6.8.12
1.2.5.9.11.7.10
1.2.5.9.11.7.12
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Les notions générales sur la contraction d'arcs et la suppression d'arcs
vont &tre particularisées dans les graphes sans circuits. C'est le théme du
chapitre II o0 1l'on introduit,en outre, la notion d'écoulement entre source

et puits d'un graphe orienté sans circuits.

—
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CHAPITRE - II

R -

GRAPHES ORIENTES SANS CIRCUIT

OPERATIONS ET ECOULEMENTS

- -t - - - - -0 - - - - - -
. . o : . . . o . . - M
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On s'intéresse aux graphes complétement orientés sans circuit.

On étudie sur ces graphes diverses opérations :

- la suppression d’'arcs

- la contraction d’arcs

- la réduction qui consiste & simplifier le graphe sans créer source,
puits ou circuit par contraction d'arcs, et la réduction totale qui
est une "fonction de bord” suivie d’'une réduction.

On montre que les graphes obtenus & partir d’'un méme graphe par réduc-

tion sont isomorphes.
-La mise en série et en paralléle de graphes.

On introduit la notion d'écoulemgnt entre sources et puits d'un tel

graphe. On montre qu'ils forment un treillis. [es premiéres propriétés de ces

treillis liées aux opérations précédemment définies sont ensuite examinées :

- la réduction d'un graphe conserve son treillis d'écoulement

- la mise en parallele de deux graphes G1,et 62 correspond au produit
direct de leur treillis des écoulements et la mise en série correspond

au produit contracté des treillis.
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Dans ce chapitre G désigne‘un graphe connexe compl&tement orienté

sans circuit (les résultats présentés étant valables sur chaque constituant

connexe d'un graphe orienté sans circuit).

On définit le bord de G :

- le S-bord de G est 1'ensemble des sources et des puits de G, noté
BS[G].

- Le A-bord de G est 1'ensemble des arcs-source et des arcs-puits de
G, noté B(G).

- Le bord de G est non vide

Contre exemple dans le cas ol le graphe a des circuilts

Ce graphe est isovalent.
B(G) = BS(G] =9

On rappelle qu'une riviere est un chemin ayant pour origine une source

et pour extrémité un puits.

- Par tout arc de G il passe une riviere

Contre exemple dans le cas ou le graphe a des circuits

Par a il ne passe aucune riviére.
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I - OPERATIONS DANS UN GRAPHE : suppression d'arcs
contraction d'arcs

réduction, fusion du bord,
réduction totale.

I-1 - Suppression d'arcs

Rappel : Un arc est dit suppressible (1-suppressible) si et seulement si

sa suppression ne crée ni source ni puits.

Ekemple :

1 est suppressible car y était source (et le reste en devenant aussi puits)
2 " car z était source

3 ” car z était source et puits

4 est non suppressible car x devient puits alors qu'il n'était ni source

ni puits.

Rappel : Condition pour qu'un arc soit suppressible

(d"(x) =0 oud (x)>1)
a = (x,y) est suppressible <=> et
+ -
(d (y) 0oud (y) >1)

Dans un graphe G orienté les arcs suppressibles sont suppressibles de
seconde espéce sauf ceux qui ont pour origine une source et pour extré-

mité un puits qui sont suppressibles de premiéere espéce.
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Exemple :

X a y
6) N7

a est suppressible de premiére espéce dans G, : d (x) = d+(y] = 0.

1

x a_ Yy

60 N\

a est suppressible de seconde espé&ce dans G, : d (x) = 0, d-(y] > 1
x 9 Y
a est suppressible de seconde espéce dans G : d+(x] > 1 et d+[y] =0

3

(6,)
4 x y

a est suppressible de seconde espéce dans 84 : d+(x] >1, d (y) > 1.

Rappels sur la suppressibilité : aS et la compatibilité : abC
(cf. chapitre I)

1) abC => a$s

2) aS1 et bS => abC et baC

3] abC = baC

4) La suppression d’'un arc suppressible conserve les arcs non sup-

pressibles et crée au plus 2 arcs non suppressibles.
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Exemple :

1) on a : ghC => gS

2) " : jS1 et aS => jaC et ajC
3y : geC <=> eggC
4) : 182, sz. gSZ

La suppression de f rend 1 et g non suppressible.

La suppression de 1 rend f non suppressible et réciproguement.

” . s
: 381
La suppression de j ne peut créer d'arcs non suppressible.

I-2 - Contraction d'arcs

Un arc non-SUppréssibTé ést'C‘COhtfactable

(cf. Chapitre I : définition d'un arc c-contractable).

Démonstration : Soit a = (x,y) non suppressible.

- ‘ -
On a entre autre d+(x] =10ud (y) =1, car sinon‘d’ (x) > 1 et d (y) > 1"
implique “a suppressible?
L'hypothése‘%+[x) =10ud (y) = 1”entraine qu'il n'existe pas d’autre

chemin que a joignant x & y. a est donc c-contractable par définition.
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Corollaire :
Par contraction d'un arc non suppressible, un graphe complé-
tement orienté sans circuit reste sans circuit.

On considére la relation binaire interne & 1’univers U des arcs de G :

abD : b est non suppressible dans G et a est suppressible

aprés contraction de b.

Et 1'on rappelle que la relation aS signifie“a est suppressible dans G

aS => abD

Un arc suppressible reste suppressible aprés contraction d'un arc non

suppressible.
En effet par contraction d'un tel arc les demi-degrés ne peuvent diminuer.

Sous certaines hypoth@ses la relation D est symétrique :

'(non(bS)'ét baD) <=> (non(aS) et ‘abD)

De plus les contractions succéssives de a et b
conduisent au méme graphe quelque soit 1'ordre dans
lequel on les effectue.

Démonstration : Il suffit de montrer 1l'implication dans un seul sens.

Supposons gu'on ait non (bS) et baD.

baD entraine par définition : non(aS).
Les 2 hypothéses réunies“hon[bs] et babD”entraine que a et b

ont exactement un sommet commun- x.
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La seule configuration possible est :

x

avec d+(x] =d (x) = 1,du a non(aS).

Dans cette configuration on a : abD , a et b jouent des rdles

symétriques.

c.q.f.d.

I-3 - Réduction d'un graphe G

On rappelle gue G est complétement orienté et sans circuit.

Le but est de simplifier G sans créer ni source, ni puits, ni circuit.

Définition : Un graphe est dit réduit si tous ses arcs sont suppressibles.

Ce résultat s'obtient par contractions successives d'arcs non suppressibles,

qu'on appelle réduction.

car

La réduction d'un graphe G ne crée ni source, ni
puits, ni circuits

% si GX est un graphe réduit de G, G et G* ont méme
bord B(G) = B(G*).

% G est sans circuit. Un arc non suppressible est
c-contractable ; donc par contraction de tels arcs
G reste sans circuit.
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La réduction est indépendante de la maniére d'opérer.

=

- Les graphes obtenus par réduction a partir de G sont isomor-
phes.

- C'est une conséquence de la propriéte II-1-2

G’ G: I est un isomorphisme de GT sur G;
11 quelques soient les réductions R1
* et R,
Gy

On note EE’ le graphe réduit de G.

-

Le nombre de contractions & effectuer pour réduire
G est égal au nnombre de sommets tels que d+(xlr= 1 et d(x)#0

+ nombre de sommets (différents de x) tels que
d (y) = 1letd(x) £0

- nombre d'arcs joignant x & y mais ne joignant pas y a x.

En effet en niant la condition pour gu'un arc soit suppressible on ob-

tient la caractérisation d'un arc non suppressible :

a = (x,y) est non suppressible <=> [(d+[x] =1 et d (x) # 0) ou bien

(d(y) =1 etd(y) #0)].

Exemple 1

A ?

3
(G) e %

- d°(2) =1 et d (2) # 0

Un arc a contracter pour réduire G.
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Exemple 2

(6) d* (2
d (3)

i

1 et d (2) #0
1et d(3) #0

Aucun arc ne joint 2 & 3. Deux arcs & contracter pour réduire G

Exemple 3

d (2)
d (5)
d (8)

6 a joint

7

Cet arc

D'ol 3 arcs & contracter pour réduire G.

1etd(2) #0
1 et d (5)
1 et d (8)

1} ]
S

536 mais d (5) = d'(6) -

n'est pas & déduire.
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Graphe réduit et compatibilit® des suppressions

On rappelle que la relation a S dans 1’ensemble des arcs de G signifie :
a est suppressible dans G et que la relation abC signifie : b est sup-

pressible dans G et a est suppressible dans G privé de b.

Application & la réduction de graphes partiels, obtenus & partir de G
par suppression d'un arc non suppressible, de la symétrie de la relation
abC.

Considérons un graphe G réduit :

GxG”*

Tout arc de G est suppressible : ¥n ¢ {1,...,10} on a : ﬁS.

- Supprimons de G 1'arc 1 et réduisons le graphe Gi obtenu.

[G%) 5 est non suppressible dans Gi'

On en déduit : 1 est non suppressible dans G

5
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~ Supprimons de G l'arc 5 et réduisons Gg

2 4 10

On a de plus’4 non-suppressible dans Gg

Donc 5 est non-suppressible dans Gi

-Supprimons de G 1'arc 4 et réduisons Gi

q 7

3
(Gz)

On a de plus?6 non-suppressible dans GZ

Donc 4 est non suppressible dans Gé

- Supprimons de G l'arc 8, réduisons Gé

7
8 g

2 4
10

(6g)

De plus 7 est non-suppressible dans Gé

Donc 6 est non suppressible dans G;.
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Seul 6 est non-suppressible dans G;

~Supprimons de G 1'arc 2 et réduisons Gé'

Arc non suppressible de Gé 1 3

Donc 2 est nonvsuppressible dans Gé'

~

.. Supprimons de G l'arc 3. On obtient Gé' 3 et 2 jouent des rdles symétri-

gues dans G.

«~Supprimons de G 1l'arc 8. Cette suppression ne crée aucun arc non Suppres-

sible. Gé est réduit.
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~De méme la suppression de 1'arc 9 (resp. de 1'arc 10) ne crée pas d’arc

non suppressible. .

~ X
G- ~ Gg

~ X
G0 ~ %10

On rappelle qu'une file compatible est une suite d'arcs suppressibles

de G : a ....,ap telle que a, est suppressible dans G

1 1

et a,

141 est suppressible dans G privé de a1,...,a.

i
quelque soit 1 = 1,...,p-1.

Si G est réduit, tout sous—ensemb]é de 1'ensemble des

arcs d'une riviére r de G est une file compatible.

En effet, quelque soit l'arc a de G on a : aS.

Les configurations pouvant créer un arc non suppressible b par suppres-

dans lesquelles a et b n'appartiennent pas & une méme riviere.

sion de a sont :

c.q.f.d.

Considérons la relation de compatibilité abC sur 1'ensemble des arcs d'un

graphe G &t le graphe symétrique K de compatibilité défini par

K = (V,A).

+ Chaque sommet vy de V est 1'image d'un arc a; de G.

« Deux sommets vy et vj de K sont jointifs si et seulement si : ay ajC-
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-~

Le graphe de compatibilité associé & la relation de
compatibilité C définie sur 1'ensemble des arcs d'un
graphe G réduit est connexe.

Démonstration : G = (X,U).

Quel gque soit a dans 'V, on a : aS.
G a au moins une source et un puit, on peut donc trouver dans G :
- soit un arc a joignant une source et un puit
- soit 2 arcs consécutifs a et b satisfaisant & la condition :
il n'y a pas d'arc joignant 1'origine de a et 1’extrémité de

b (car G est sans circuit et fini).

Dans le premier cas, a est suppressible de premiére espdce, donc quel que

soit 1'arc d de U, on a :

ad ¢

et K est connexe.

Dans le second cas, a et b appartiennent & une méme riviére, on a donc
abC (propriété 3).

De plus quel que soit 1l'arc d de U on a :
dac ou dbC

car la suppression desd ne beuvent rendre & la fois a et b non suppressibles

(d’aprés 1'hypothése d ne joint pas 1'origine de a et 1'extrdmité de b).

K est donc connexe.

Exemple : f
e ./ £
b Y e (6)
> >
a

G est réduit. d et b vérifient 1'hypothése du second cas.
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K esT Connize

s s o e e X
Définition d'un ordre sur les arcs de G - Ordre induit sur G

G étant sans circuit on peut ordonner ses arcs en conformité avec la

relation de descendance : (1)

b est descendant de a[1; n°b > n°a

Exemple :

ou bien

etc...
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Ordre induit sur Gx

Si a est non suppressible dans G

ou bien a est seul prédécesseur de ses successeurs {bi}i“1 K
“ i1y eeay

Aprés contraction de a dans G, les margues sont identigues
aux précédentes sauf a qui disparait et bi qui devient

a_bi, Yi = 1,...,k

Dans ce cas on dit gue a est non suppressible de type pré-

décesseur.

ou bien a est seul successeur de ses prédécesseurs {Ci}i - 9
- 5 waay

Aprés contraction de a dans G, les margues sont identigues

aux margues précédentes sauf a gui disparait, et c4 qui

devient Ci.é, Vi = 1,...,1.

Dans ce cas a est dit non-suppressible de type successeur.

ou bien a est non suppressible & la fois de type prédécesseur et
successeur.

Dans ce cas on a le choix des marques d'un type ou de 1'aut:

ex :

ou

Et ainsi de suite jusqu'a réduction de G (c'est-a-dire Jjusqu'a ce

gue tout arc soit suppressible].

Apres contractions successives d’arcs non suppressibles, on obtient des

arcs de la forme a,,...,a

1 k—1'ak'ak+1""an que nous désignons par arc

composé.
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Un arc composé contient une et seule marque non surlignée.

L'ordre défini sur les arcs composés est l'ordre compatible avec 1la

relation de descendance (1), de sorte que :

~

veed_ <B,,ieesb.sea.D
a seeed 51 bJ bp

1,...,ak

<=>

b, > a, uel que soit i = 1,...,Nn
j 9 fued |

=

Le marquage ici défini conserve & chaque étape des contractions les ri-
viéres de G et n'en crée aucune autre ; ce qui permet d'énoncer le

résultat suivant :

La réduction conserve 1'ensemble des riviéres d'un

graphe

" L'ensemble des riviéres de G est isomorphe & 1'ensemble des riviéres de
X
G L]

Exemple :

137, 1369, 1459, 237, 2389)}
2459, 89}

L'ensemble des rividres de G est {

Celui de G* est {137, 136§, 145@, 237, 2369, 2359, a§ }
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Ceci tient au fait que les ares contractés_sont non suppressibles et 1la

propriété est mise en défaut si 1'on contracte un arc suppressible.

Supposons que 1'on contracte 1'arc non suppressible 6 de G. Dans ce

cas on crée une riviére : 87 entre autre.

I-4 - Mise en série ou en paralléle de deux graphes orientés sans
circuits : graphe série paralléle et graphe pseudo série
paralléle,.

a) Mise en série

Mise en série de deux arcs

Définition 1 : La mise en série de deux arcs a et b, notée a "V" b, con-

siste & identifier 1'extrémité de a et 1'origine de b.

. a b

4 23 4

Mise en série de deux graphes orientés sans circuit.

1 et GQ’ notée G1 N G2

consiste & identifier les puits de G1 et les sources de 82 en un seul

Définition 2 : La mise en série de 2 graphes G

sommet.

Exemple :

661)



I1-70

-

b) Mise_en_paralléle

Mise en paralléle de deux arcs

Définition 3 : La mise en paralléle de deux arcs a et b, notée a "||"

~

consiste & identifier 1'origine de a et 1'origine de b d'une part,

1’extrémité de a et 1'extrémité de b d'autre part.

a b

{——2 3—4

a

13< b 24 (a"I"b)

Mise en paralléle de deux graphes orientés sans circuit.

Définition 4 : La mise en paralléle de deux graphes 81 et 82, notée
G1 ”"” G2 consiste & identifier les sources de G1 et les sources de

G2 d'une part, les puits de G1 et les puits de G2 d'autre part.

Exemple :

En considérant les graphes précédents 81 et GZ’ on a :
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On sait gu'un graphe obtenu par récurrence 3 partir des opérations

considérées dans les définitions 1 et 3 est dit : série-paralléle.

Par analogie on dira qu'un graphe obtenu par récurrence a partir d'opé-
rations considérées dans les définitions 2 et 4 est pseudo série-paral-

lele.

Exemple :

(G)

G est pseudo série-parallele.
G ~ (61 "o, " 61] u“n G

~,

ou

2

(6, )

et

o

(G, )

Mais G n'est pas série-parallele.

Tout graphe n'est pas pseudo série-paralléle : (61 ne 1'est pas).
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I-5 - Fusion du bord d'un graphe G

Définition 41 : La fusion F du bord d'un graphe G est la transformation

gqui consiste a identifier ses sources en une seule source et ses puits

en un seul puits en conservant la relation de descendance dans G.

p

s2
¢ ! F(6)

Un arc a est [non] suppressible dans F(G) si et
seulement si i1 est [non] suppressible dans G.

Propriété_2 | | -

ors. F(G) = G.

Si un graphe G ést”série-paralléié,‘q1

C'est évident car un graphe série-paralléle n'a qu'une source et qu'un

puits.

I-6 - Réduction totale d'un graphe G

Définition 1 : La réduction totale d'un graphe est le produit de sa

réduction R et de la fusion de son bord : F.

o
Le graphe obtenu est dit totalement réduit. On 1le note Gx
RoF=FoR (corollaire de la propriété 1, § 5).

Exemple :
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Exemple :

Définition 2 : Un graphe est dit série-paralléle généralisé si son grapt

totalement réduit est série paralléle.
Exemple : -
- \G) (¢*)

G est série paralléle généralisée.
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/

~/

IT - NOTION D'ECOULEMENT ENTRE, SOURCE ET PUITS, D'UN GRAPHE
I4

Rappelons que G = (X,U) est un graphe orienté sans circuit.

II-1 - Ecoulement de G (entre sources et puits) : définition

Définition 1 : Un écoulement de G est un ensemble de rivieéres de G, tel

qu'on ne puisse lui ajouter de riviéres sans leur ajouter d’arc.

Exemple :

{81:63’31 a4} est un écoulement de G.

e .{51-183’52 a4} n'est pas un écoulement car on peut lui ajouter 1les
T s rivieres a,3, et aza3 sans lui ajouter d'arcs.

Toute riviére d’un graphe G sans circuit est un écoulement ainsi gue

i'ehsemble des rivieres de G.

Définition 2 : On définit sur 1l'ensemble des écoulements de G la relation
d'inclusion.

Soient E1 et E2 deux écoulements de G :

E1 C:E2 <=> toute riviere de E1 appartient a E2
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II-2 - Union d'écoulements

Définition 3 : Soient E1 et E2 deux écoulements de G.

L’écoulement E1 U E2 est : i) 1'ensemble des riviéres de G réalisé au
moyen de 1'union ensembliste des arcs de
E1 et E2,

c'est aussi :1i) 1'écoulement minimal par inclusion con-

tenant E1 et E2.
Exemple :
a -
! de Ea- riqjla'ilzcxg ach -
02 03 d Ez:{d;d_;]s,
a
4 Em\)E,_zid‘ﬁ.c,ﬂzaaaﬁ,aads,

dq,¢5¢&5g~

Les définitions i) et ii) sont éqguivalentes.

En effet, soit E' 1'écoulement défini par i) et E" celui défini par ii).

E' est un écoulement
E' DE

1.
E' D
£ 2 E

donc E' D E”

EII D E1
” D
E E24
donc E" contient 1'uniton ensembliste des arcs de E, et de E

1 2
E" D E'.
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II-3 - Conditions pour que 2, puis p riviéres forment un écoulement

P

Propriété 1 - Deux rivieéres r, et r, forment un écoulement si et seulement si

) satisfait 1'une des conditions

tout sommet X, commun ar,etr

1

suivantes :

i) 1les rivieres ry et r, ont méme téte par rapport a Xy

ii) les riviéres r

1 et r, ont méme queue par rapport a X

Exemple :
cr1 = aef r2 = abf
T (x,) =T [x1] = a
r,] I"2
Q (x,) = Q (x,) =+
r1 2 r2 2
r1 et rz forment un écoulement.
er; = def r2 = aec
T ,x,) =d#T7T_,(x,) = a
r1 1 r2 1
Qr%[x13 = ef # Qré(x1] = ec

ra et r! ne forment pas un écoulement.
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Démonstration :

Propriété 2 :

La condition suffisante est évidente.
Condition nécessaire : supposons qu'il existe un sommet Xx commun

ary et r, tel que :

Qr1(X] # QrZ(XJ
et
Tr (x) #T_ (x)
1 2
Alors T_ (x) Qr (x) est une riviére de G que 1'on peut ajouter
a l'ense%ble {rf,rz} sans ajouter d'arcs de G. Donc'{r1,r2}

n'est pas un écoulement.

Deux riviéres r, et r, forment un écoulement si et seulement si

1 2
leurs arcs non communs forment un intervalle sur chacune des deux

==

rivieres.

On a en effet 4 configurations possibles :

r
ra
— e @
ra

r

Fa :
fa

d .
f

Contre exemple:

: b:c-<

r,-abcd ’ rzr ebcef
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Les arcs non communs a r1 et r2 forment 2 intervalles sur ry et r,

{r

4 r2} n'est pas un écoulement.

Corollaire : Deux riviéres ne forment pas un écoulement si et seulement si leur:

arcs non communs forment n intervalles (avec n > 1) sur chacune de:

deux rivieres.

Exemple :

L'ensemble des rivieres {14, 32} n'est pas un écoulement car
leurs arcs non communs forment 2 intervalles sur chaque riviére :
les intervalles 1 et 4 sur la riviere 14

les intervalles 3 et 2 sur la riviere 32.

\

E

Propriété 3 : p riviéeres r1,...,rp forment un écoulement si et seulement si
r1(J vee U T, = {rq,...,rp} ; 1'union des rivieéres étant prises

au skns de 1'union d'écoulements.

Démonstration : La condition est évidemment suffisante.

La condition nécessaire : r, U ... Ur_ est 1'écoulement minimal

1
gqui contient {rq,...,rp}. Si’{r1,...,rp} est un écoulement on a

1'égalité.
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II-4 - Intersection d'écoulements

Définition 4 - Soient E1 et E2 deux écoulements de G.

L'écoulement E1 n E2 est i) 1'ensemble des riviéres communes &

E1 et E2

c'est aussi:ij) 1'écoulement maximal par inclusion

contenu dans E1 et E2.

E1 = {136}
3 5

E, = {12, 45}

E1ﬂE2=<I>

II-5 - Support d'un écoulement

Définition 5 - Le support d'un écoulement est 1’'ensemble des arcs qu'il

contient noté S(E).
Soit A < U un ensemble d’arc de G.

Considérons 1'application A + E(A) dont 1'image est 1'ensemble _

des rivieres de G dont ks arcs sont contenus dans A.

Propriété 4 - E(A) est un écoulement de G.
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Propriété 5 - L'application A - S(E(A)) est une fermeture pour la relation
duale de 1'inclusion.

Démonstration : S(E(S(E(A)))) = S(E(A))

A o S(E(A))

B O>A => S(E(B)) D S(E(A))

Propriété 6 - Soit E1 un écoulement alors E[S[E1)] = E

/I

Soit E2 un écoulement tel que S(E1] C:S[Ez], alors E1'c:E2.

Démonstration : Les écoulements E1 et E[S(E1]] ont méme support

d'aprés la propriété de fermeture, ils -sont donc égaux.

S(E1] CS(E2] => E[S(E,I]) cE[S(EZ)]

c'est-a-dire E, c E_.

1 2
Exemple :
A1 = {a;d;i:g:b}
A, = {a,d,i,b,c,f}
A3 = {b,g,f,d}

E(A) = E(A)) = {a d i}

S(E[A1]] = S[E(AZ]] = {a,d,1i}

.E(A3] =0 = S(E[AB]]
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Propriété 7 - Le support de 1'union de 2 écoulements E1 et E2 est 1'union de

leur support S[E1] et S(Ez).

S(E1 u E2] = S[E1] U S[E2]

Le support de l'intersection de 2 écoulements est contenu dans

l'intersection de leurs supports :

S[E,]n E2] CS(E1] U S[EZ]

Démonstration : Pour 1'union la propriété découle de la définition

de 1'union de 2 écoulements.

Pour 1'intersection : E1:> E1 N E2

E,D E,Nn By

donc S[E,]]ﬂ S[E2] DS[E,]n E2].
Mais la réciproque est fausse ;

Contre exemple :

{abc}

m
1]

{dbf}

m
[t}

S[E,]) Ns(E,) = {b}

S(E1 n E2] = 0

Corollaire :

E(A) UE(B) cE(A UB)
E(A) nE(B) = E(A nB)

Démonstration : E(A) UE(B) CcE(AUB) ?

E(A) CE(A UB)
=> S(E(A))U S(E(B)) < S(E(A UB))
E(B) CE(A UB)
or
S(E(A)) U S(E(B)) = S(E(A) UE(B)) (propriété 7)

donc
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E(A) U E(B) c E(A U B) (propriété 6)

E(A) N E(B) = E(ANDB)?

S(E(A) N E(B)) c S(E(A)) NS(E(B) cANB (propriété 7)
donc
E(S(E(A) N E(B)) = E(A) N E(B) cE(AN B) (propriété de fermeture)

Réciproquement, soit r € E(A N B)
reste une riviére contenu dans A N B, donc r est une
riviere de E(A) et de E(B), soit une rivieéere de

E(A) N E(B].

En définitive E(A N B) = E(A) N E(B].

Exemple :
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Aq

B,

E(A1 LJB1) = {85, 843, 8429, 8420, 743, 7429, 7420, 19, 10, 85, 75}

{8,4,3,9} E(A,) {843}

n
1]

{7,1,0,5,2} E(B,) = {10,75}

E[A1]LJ E(B,) = {843, 10, 743, 75, 85}

A2

B, = {8,9,7,4,3} E(82]

E(A, N 52) = {843}

1
"

{8,4,3,2,9} E(A) {843, 8429}

{843, 743}

E(A,) N E(B)) = {843}

II-6 - Treillis des écoulements

Les opérations U et N induisent sur 1'ensemble des écoulements de G

une structure de treillis.

L'ordre partiel est défini par :

By SEy <> E NE, = E,

Nous notons F[GH ce treillis.

Exemple :

(6,) T(G,)



1 = be
2 = bd
3 = ac
4 = ad

1 = ad

2 = ace

3 = bc

0 N O U
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{ve,
{be,
{bd,

{ac,

bd}
acl
ad}
ad}
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0'
(G4 ) A

1 = acf 4 = bef

2 = ad 5 = bd

3 = ac 6 = be

Propriété - Quel que soit 1'écoulement E de T(G), le sous treillis [®.e]

est le treillis des écoulements du support de E.

(&)
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II1 - EFFET SUR LES ECOULEMENTS DE LA SUPPRESSION D'ARCS, DE LA
CONTRACTION D'ARCS ET DE LA REDUCTION (totale)

Rappels : Si K est un graphe orienté sans circuit on note K 1'écoulement qui

a pour support 1'ensemble des arcs de K.

. G; est le graphe obtenu par suppression de l'arc a de G et 1'on

a: GQ,B isomorphe & GB,é .

.G; est le graphe obtenu par contraction de 1'arc a de G.

III-1 - Suppression d'arcs et écoulements

Propriété 1 - a est suppressible dans G <> Gé est le support d'un écoulement
de G. ’

Démonstration : Pour tout arc de G; il passe une riviere de G.
Sinon par suppression de a on aurait crée un puits ou une source.

C'est en contradiction avec 1'hypothése a suppressible.

G- est formé de toutes les riviéres contenues dans Gé, c'est donc
un écoulement. Les rivieres de Gé sont des riviéres de G ; Gé est donc
un écoulement de G.

La condition est donc suffisante.

La condition nécessaire est évidence.

Exemple :
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G)

b est suppressible dans G

GB est le support d'un écoulement de G.

e est non suppressible dans G

Gé n'est pas le support d'un écoulement de G.
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é 2 - 51 G; et GB sont des écoulements de G et si b est suppressible

dans Gé alors Ga(\ GB = Gé,B

Démonstration : En effet dans ce cas G- - est un écoulement de G d'apré

a,b
la propriété 1 et le fait gue toute riviére de Gé est une riviere de G.

On rappelle que S(E) désigne le support de 1'écoulement E et U désigne
1'ensemble des arcs de G.

S[Gé] = U-{a} S[BB) = U-{b}

S(Ggi n GB] cS(Gé] nS[GE] = U-{a,b} = S(G;,B)

donc G‘; n GBC Gé,B .

Théoreéme

Réciproquement 55’5 c 63N GB car toute riviére r = a4seesay Ol a;*a

et a, # bV¥i =1,...,p est une riviere de G- et de Gr.
1 / a b

: Soit G un graphe réduit. Alors gquel gue soit une rivieére r de G

G privé d'un sous-ensemble quelcongue des arcs de r est un écoulemen

de G.

G privé de 1'ensemble des arcs de r est un écoulement de G.

C'est un corollaire de la propriété 1 précédente et de la propriété 3
§ I.3.
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Exemple :

G est reduit

(

Les rivieres de G sont : 13, 23, 145, 245, 75, 146, 246, 76.

La suppression des arcs de chaque riviere fournit des écoulements de G :

(146) (246) - (76)

Par contre la suppression de 1'ensemble des arcs 7, 4, 5 gui ne forment
ni-une riviére ni un sous ensemble d'arcs d’'une riviére ne fournit pas

un écoulement de G.
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Propriété 3 : Supposons gue Gé 5 soit un écoulement de G, alors Gé est un écou-

lement de G <=> GE est un écoulement de G.

Démonstration : Gé est un écoulement de G si et seulement si on a : aS

G; g est un écoulement de G et aS implique baC

baC implique bS

Donc GB est un écoulement de G.

a et b jouent des rdles symétriques : G

La propriété est donc une éguivalence.

Contre exemple dans le cas ol Gé n'est pas un écoulement de G.

b

G; 5 est un écoulemenf de G.

G; n'est pas un écoulement de G donc GE n'est pas un écoulement de G.
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I111-2 - Contraction d'arcs et écoulements

On suppose G marqué en conformité avec la relation de descendance (1)
définie au § I.3 (rappelons que G est le support d'un écoulement que
1'on noteG (abus de langage)l).

est
On dit gqu'un écoulement E de G¥isomorphe & 1'écoulement G si et seu-

lement si leurs riviéres sont en bijection.

Propriété 1 - a non suppressible dans G <=> Ga est un écoulement isomorphe a G.

Démonstration : En effet il existe un marquage des arcs de Gg tel que

' 1'ensemble des rivieres de Gg soit isomorphe & 1'ensemble des rivieres

de G. (voir § I.3)

Réciproguement : contractons dans G un arc suppressible a, montrons

que Gg n'est pas un écoulement isomorphe & G.

. Si a est un arc-source ou puits de G, G5 est un écoulement de G stric-

tement plus petit que G.

. Si a n'est ni arc-source ni arc-puits de G, G5 n'est pas un écoulement

de G car il existe au moins une riviere de Gé non contenue dans G.

En effet, d'aprés la caractérisation par les demi-degrés des arcs

suppressibles : a = (x,y) est tel que :

- +
d (x) #0, d (x) >

v
N

et
d'ty) #0, d (y) >2
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Soit C1 un chemin de G, d'origine une source, d'ext@mité y ne contenant

pas 1'arc a (C1 existe car G est sans circuit et d—[y].Z 2).

Il existe de méme C2 d’'origine x et d'extrémité une puits, ne contenant

pas 1l'arc a.

E1 CZ est une riviére de Gg qui n'appartient pas a G :

n'est pas isomorphe & 1'écoulement G.

(6)

(]
1}

bc
de

(]
[t}

(6x)

bcde est une riviere de Gg, sans 8tre une riviére de G.

1'écoulement Gg
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Exemple 1

a est non suppressible dans G (des deux types)

" (¢7) b zd . (63)
f

3

Dans les deux cas I'ecoulement G g est isomorphe a I'écoulement G

ou bien

. Exemple 2

E
b
(G) \ a est non suppressible
d de type successeur dqns G
e

Les écoulements G et Ga» sont isomorphes.
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Prapriété 2 - Gy = 6 (au sens des écoulements)’
=>GB ~ est un écoq}emeng de G‘

,a e

GB écoulement de G. isomq{phe a GB

C'est un corollaire de la propriété 1 et des rappels du § I .1

/ ——

Exemple :

(S}a{‘ (Si;»)

(65] ~ (B) G; est un écoulement de G

au sens des écoulements
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Alors Gp ~ est un gcoulement de G isomorphe'é.ﬁg )

Propriété 3 - Si 85 S est un écoulement isomorphe & G alors Gg est un écou-

lement isomorphe & G.

(Corollaire de la propriété 3, § L2J.

Exemple :

~ vy

( a.b

(Gy)

les rivieres de G sont : 1ab
2ab
3b

Les rivigéres de Gg % sont : 1ab
» Py

2ab
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Celles de G~ sont : 1ab

b
2ab

o~

3b

Généralisation : Si Gg 3 est un écoulement isomorphe & G alors
Gg 1 3 pest un écoulement isomorphe & G quel que soit la
PUEERRFLN
permutation [i1""’ik] d'un sous-ensemble d'indices de
{1,....p}.
Ceci est un corollaire de la propriété’2 et du fait que GE 5
est isomorphe a G» 3 (propriété 3 § 1.2).
——
Propriété 4 : G; g écoulement de G Gé écoulement de G
=>
GB écoulement de G GB 3 écoulement de G isomorphgwgﬂga.
C'est un corollaire de la propriété 1 et de la symétrie dans certalnes

hypothéses de la relation abD vu au § I.2

Exemple :

Gé z est un écoulement de G §
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G§ est un écoulement de G ¢

Alors Gé est un écoulement de G &

et G§ 5 est un écoulement isomorphe a Ggﬁ

63,%)
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I1I-3 - Classes de E-equivalence

Théoréme :

Si deux graphes ont méme graphe totalement réduit, leur treillis

des écoulements sont isomorphes

Oy . Oy -
~ => ~
51 G2 T(G1] T[G2]

Démonstration : En effet la fusion du bord d'un graphe ne modifie pas

le treillis des écoulements du graphe et la réduction non plus puis-
qu'il est possible de marquer les arcs de GX 3 partir de ceux de G

de telle sorte gque 1l'ensemble des riviéres de Gx soit isomorphe a
1'ensemble des rivieéres de G et gque tout écoulement de Gx soit 1'image

d'un écoulement de G et réciproguement de fagon biunivoque.

>

Exemple :

Donc la réduction d'un graphe conserve ses écoulements.

On a T(G) = TG = T(6M

e ree—ra——————
e N ——————————
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Définition 1 : Graphes E-équivalent

[} ~O*
G1 ~ 62 si et seulement si G, ~ 62

E

C'est évidemment une relation d'équivalence.

Exemple :

5 . S 6.)

Q °

G est obtenu par contraction de
a et b dans G,.

1
. o R
(6) <> (6.)
o x
G, . G G_ est obtenu par fusion du bord
1 2 2
E de 82

Corollaire 1 : Les graphes d'une méme classe de E-équivalence ont méme treillis

des écoulements.

)
~ <=>
[61 82] (G

: ) => [T(G1] ~ T(GZ])

Une classe de E-équivalence sera dite série-mralléle (notée S.P.)
o

. . . X P N
si et seulement si son représentant G~ est un graphe série-parallele.

o

Exemple : Quelques classes de E-équivalence caractérisées par G
contenant le nombre minimum d’arcs.
Soit n le nombre de sommets de Ex : Vx d+[xJ.Z 2
ou
d (x) =0
et
Td (x) > 2
ou
d (x) =0
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h=2 0

n=3
"4 §

(S.P.)
n=5

1 classe S.P.

! classe S.P.

@ 0

(non SP) (S P)
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I1I-4 - Produit direct de deux treillis et mise en paralléle de
deux graphes

Définition 1 : ab est une branche dans un treillis T si b couvre a.

Définition 2 : Les branches ab et cd sont équivalentes, si elles sont confon-

dues ou s'il existe une suite finie de branches :

ab = e1f1. ezfz,...,emfm = cd telles gue quelque soit i=1,...,m-1

ey T e Nfy et Fg e U
ou bien

€49 T 8 N Fypg b Fy = UL

Produit direct

Définition 1 : Le produit direct de deux treillis T1 et T

2 noté T,I X T2 est le

treillis défini par :

T, xT, = {x1x2 / xq€ Tyetx, ¢ T2}

Propriété 1 : |eproduit direct de plusieurs treillis est associatif et commu-
tatif.

On note 2P 1e treillis de Boole a 2D éléments.

Nombre d'éléments d'un treillis produit direct de deux treillis :
51 Card(T,) = m, Card(T,) = n

alors Cem:l(T,I X TZJ =m X n.

Nombre d'atomes :

Si T, a p atomes, T

1 a g atomes

2

alors T1 X T2 a p+q atomes.
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Nombre de classes de branches
Si les treillis T1""’Tn ont une seule classe de branches, alors

T1 X...X Tn a n classes de branches.

G. Birkhoff définit un treillis simple comme un treillis T dont les

seules congruence sont 1'égalité et T2,

M. Trehel a montré que si un treillis a une seule classe de branches,

il est simple.

Treillis des écoulements de deux graphes mis en paralléle

Soit G = G, "||” G-

Les éléments de T(G) sont 1l'ensemble des éléments E1LJ E2 ol Ei

est un élément guelconque de T(Gi], car 1'ensemble des rivieres
formé de 1'ensemble des rivieéres de E1 et de 1’ensemble des rivieres
de E2 est un écoulement de T(G) et réciproquement.

Théoréme 1 : Le treillis des écoulements de deux graphes G1 et G2 mis en paral-

12le est isomorphe au produit direct des treillis de G1 et de GZ'

~

T(G, || » G,) % T(G6,) X T(G,)

-~

Si T[61] et T(GZJ ont une classe de branches, T(G1 ﬂ|" GZJ a

deux classes de branches.

Exemple :
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u
| oy ]

(64)

X ~ nlln nil »
6" 2 G, I G, I G,

~

T(G) = T(6X) T 2%

T(G) 3 3 classes de branches.
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IIT-5 - Produit contracté de deux treillis et mise en série de graphe

Produit contracté

Définition 1 : Le produit contracté de deux treillis T, et T2 noté T, x T

1 2

1
est le treillis défini par :

T, x T, = {X1X2 / X, € T, et x

1 > 1 ,Ii‘CP,xZGTzet,xzi‘@}.

Propriété 1 : Le produit contracté de plusieurs treillis est commutatif,

~

associatif et a pour élément neutre 2! T x 2P T T,

Nombre d'éléments d’'un treillis produit contracté de deux treillis :
Si card [T1] = m, Card(T2] = n

alors card (T1 % T2] = (m-1) (n-1) -1

Nombre d'atomes :
Si T,l a p atomes, T2 a g atomes

T1 X T2 a p X g atomes.

Nombre de classes de branches

Si T1 et T2 sont non réduit a 2! et atomiques

T,I ) T2 a une seule classe de branches, donc est simple.

Treillis des écoulements de deux graphes mis en série

Soit G = G1 "L GZ

Les écoulements de G sont formés d'un écoulement de F[61] (non vide)
concaténé a un écoulement de F(GZ].

Or T(G) < T(F(G)) quel que soit le graphe G.

Les éléments de T(G) sont donc :

E,]E2 ol Ei c T(Gi] et Ei non vide.
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Théoreme 2 : Le treillis des écoulements de deux graphes mis en série est
isomorphe au produit contracté des treillis de 81 et de 82
) ~
T(G1 ~ GZJ ~ T(G1] X T(Gz].
Corollaire : Si G est pseudo-série, c'est-a-dire G < G1 " Gz, si G1 et 62

‘contiennent chacun au moins deux riviéres et si T(G1] et T[GZ)

sont atomiques, alors T(G) n'a qu'une classe de branches.

C'est en effet 1'application d’un résultat sur le produit contracté
montré par M. Trehel. Si G1 contient au moins deux riviéres on a
en effet T(G,) # 2'.

Exemple :

{ 3

2 4
) T(G) a une classe de branche

(¢

T(G) a 3 classes de branche.

(G)
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Treillis des écoulements des graphes pseudo-série-paralléle

Le: treillis des écoulements d'un graphe G obtenu par récurrence
3 partir de graphes mis en série et en paralléle est isomorphe au
treillis obtenu par récurrence par produit contracté et produit

direct de ces graphes.

Exemple : G ~ ( (61 "~" 62] ”” ” GB "” ” G4] "~" (GS "“ ” GB]
alors
T(G) ~ ((T(51] X T(62] X T[G3] X T(G4]] X (T(GSJ X T[GSJ]
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III-6 - Treillis des écoulements des graphes série-paralléle et
série-paralléle généralisées

Les propriétés des treillis des graphes série-parallele généralisés

sont identiques & cellesdes treillis des graphes série-parallele.

On dit qu'un treillis est un treillis C.D. s'il est formé a partir

de 2! par un nombre fini d'applications du produit direct et du

produit contracté.

Théoréme 4 : Les treillis des &coulements d'un graphe série-paralléle (géné-
ralisé) est un treillis C.D.

C'est immédiat par définition des graphes série-paralléele et appli-

cation du corollaire des théorémes 1 et 2.

Ces treillis ont déja été rencontré dans la littérature .

Exemple :

G = [[1 n"n 2 n“» 3) n, [5 n”u (6 nan 7))] n”n 4
TG) 3 L2 x 28 x 23 x (28 x (2! x 2'))] x 2!

(23 x 22) x 2}

e
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T(G)

Corollaire 1 : Le treillis des écoulements d'une classe S.P. de E-équivalengg

est un treillis C.D. Réciproquement tout treillis C.D. est le

treillis d’une classe S.P.

R —— raea - o

Démonstration : En effet un treillis C.D. caractérise de fagon unique

un graphe série-parallele [101 . Ceci résulte de la factorisation
unique des produits direct et contracté et de 1'incompatibilité de

ces deux factorisations.

Corollaire 2 : Un graphe série-paralléle donne par réduction totale un graphe

série-parallele.

En effet, si G est série-parallele T(G) est un treillis C.D. il carac-
o

. X
térise donc une classe S.P. de E-équivalence dont le représentant G

est série-parallele.
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En définitive : la suppression d'arc a permis de caractériser certains écoulements

d'un graphe. La contraction d'arc a permis gréce & la réduction

d'isoler une famille de graphes plus vaste que celle des graphes série

parallele, dont les treillis d'écoulements sont des treillis C.D.

souvent rencontrés dans la littérature.

Les propriétés de T(G) non spécifiquement liées aux opérations ci-des-

sus font 1'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE - III
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Ce chapitre est consacré aux propriétés algébriques du treillis des

écoulements T(G) d'un graphe G.
On montre qu'il est fini

atomigue

coatomique.

Les N- et U -irréductibles sont caractérisés de fagon immédiate dans

le graphe G.

T(G) est complémenté, relativement complémenté et 1'on montre que :

les compléments d'un atome forment un N -demi-treillis ol les élé-

ments maximaux sont des coatomes,

les compléments d'un coatome forment un U-demi-treillis ol les élé-

ments minimaux sont des atomes.

On introduit la notion nouvelle de degré de réduction d'un graphe.

Elle permet de mettre en évidence une fonction de rang dans le treillis.

On donne des résultats sur la connexité entre deux lignes consécu-
tives du diagramme de Hasse du treillis.

Les résultats de M. TREHEL sur le produit direct et le produit
contracté de treillis sont appliqués aux treillis des écoulements des

graphes pseudo-série paralléle et série-paralléle généralisés.

Les propriétés générales des treillis d’écoulements s'appliquent

a la recherche des écoulements dans un graphe :

A cet effet on fournit un algorithme ascendant dans T(G) et une

procédure descendante dans T(G).
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ITI-1 - Treillis des écoulements T(G) : propriétés

L'élément maximal de T(G) est G lui-méme.

L'élément minimal de T(G) est 1'ensemble vide.

4

ITI-1 - T(G) est_fini_donc_atomigue et coatomigue

Soient |G| 1e nombre d'arcs de G et |T(G)]
T(G).

T(G) 5_2lG|

le cardinal de

G est dit pseudo série s'il s'obtient par mise en série de graphes

non vides. Pour un tel graphe on a en particulier :

~ » N N1 N s ‘
G ~ G1 N 62 ol 81 et 62 sont non vides.

Corollaire : Si G est tel que son graphe totalement réduit G°* est pseudo-

série, alors T(G) n'a gu'une classe de branches ; T(G) est donc

simple.
Démonstration :
oX ~ 0x "o " oX i
G < G1 VLR 2
oX oX

G1 et G;* ne sont pas réduits & un arc donc T(G

1
pas isomorphes a 21 et sont atomiques.

Le résultat est donc un corollaire du chapitre II.2

] et T(B;x] ne sont
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. X P . ~
Remarquons que si G°  est pseudo-série il en est de méme de G,

mais la réciproque est fausse.

Exemple :

(G)
G ~ 81 % G2

G est pseudo-série

go* 3 G, s G, n'est pas pseudo-série.

~

Exemple de graphes dont le treillis des écoulements & une classe

de branches :

(&)

G est pseudo-série.
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(G)

G est pseudo série

Contre exemple dans le cas ol G n'est pas pseudo-série.

(G) >

TG) < 28

T(G) a donc 3 classes de branches

X1%2%3%4¥1Y2Y3Y4f 1%2%3%4

- o - - - - .-

Rappel : Le complément de E dans T(G) est un élément € de T(G) tel
gque :
Eu
EN

m»>m>

Définition 1 : Une couverture minimale d’un ensemble d’arcs A de G est

un des plus petits écoulements de G dont le support contienne A.

Nous le notons Eé{A].

Propriété 1 : A # @ => E.(A) o
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Rappel : S(E) est le support de 1'écoulement E de G.

Théoreme 1 : Une condltlon nécessaire et suffisante pour qu’un écou-

lement E soit un complément de E dans T(G) est gue E

soit une couverture minimale de U-S(E) dans T(G).

On utilise le lemme suivant pour démontrer le théoréme 1.

Lemme : Toute riviére d'une couverture minimale de A passe par un

€lément de A.

Démonstration : sinon la minimalité serait réalisée pour les

riviéres vérifiant le lemme.

Démonstration théoreme 1

E = EC(U—S(E]]
S(E) U S(E) = U = S(G) donc EUE =G

Par le lemme EN E = O.

Corollaire : Le treillis des écoulements d’'un graphe G est complé-

menté ; il n'y a pas en général unicité du complément.
Exemple :

= {cb,ab}
-S(E) = {e,d}
{ad, e}

= {cd,e} sont des couvertures

1

2 A

E
u
E
E
Tinimales de E

E3 = {ad,cd,e} est un complément

de E qui n'est pas une couverture

minimale de U-S(E).
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En effet, soit E1 un élément de [E.G].
Notons A = S(E), B = U—S(E1].

Alors EC(A U B) est un complément de E, dans [E,G]. On le désigne

1
par E2.
Par construction comme précédemment on a E1 U.E2 = G, qul E2 = E.
e
Exemple :

S(e) = {1,3,4,5,8,9,10,11} = A

S(E,) = S(E) U {2} ; B = {1,6,7,12}

S(E,) = {1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
= U-{2}

E,UE, =6 E,NE, = E.

Propriété 2 : VE € T(G), le sous -treillis [@,E] de T(G) est le
treillis des écoulements du support de E donc est

complémenté.

Corollaire : Le treillis des écoulements d'un graphe G est relati-

vement complémenté

En effet : YE € TI(G), E@.E] et [E,Gl sont complémentés.

——

Remarquons que T(G) n'étant pas modulaire : complémenté n'implique

pas relativement compléetement.
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Graphe des compléments [10]

On dit qu'un graphe non orienté K = (Y,V]) est le graphe des complé-

ments d'un treillis T si

Y = T-{0,1} 0O est 1'élément minimal de T

1 est 1'élément maximal de T.

L'arc (a,b) appartient & V si et seulement si b est complément de

a dans T.

Théoréme : Si G est tel que 6°% est pseudo-série alors le graphe des

compléments de T(G) est connexe.

Toute aréte de ce graphe appartient au moins & un cycle

élémentaire de longueur 4,5,6,8.

Deux éléments guelconques peuvent &tre reliés par au moins

une chaine de longueur paire et une chaine de longueur

impaire.

Démonstration :

7(6°%) T 1(6)
oX ~ ,n

G ~ 61 GZ

~

T % T(G,) x T(62] ol T(Gj) est non isomorphe a 21,
T[G1] et T(G2
est valable pour TI(G) [24]

) sont complémentés. Dans ces hypothéses le théoreme

Exemple :

©) — (6 (<<

G“""’ G‘ ”N" Gz
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Contre exemple (]
G n'est pas pseudo-série

1 3
K=(X,V)
n‘est pas conpexe
4 6 5

Correspondance des compléments [ﬁ@ ]

Un treillis T & nombre pair d'éléments et complémenté, a
la propriété de correspondance des compléments si on peut partitionner
T-{0.1} en deux parties égales A et B,telles qu'on puisse trouver une

bijection entre A et B,associant & un élément un de ses compléments.
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Propriété : Si G est série parallele généralisée alors T(G) a la

propriété de correspondance des compléments.

En effet T(G) est un treillis C.D.

M. TREHEL a montré la propriété pour les treillis C.D.

G

)%

IT1-1-3 - Eléments de T(G) irréductible pour 1'union et 1'intersection

Exemple

3]

1

Propriété : Les atomes de T(G) sont les riviéres de G.

Les seuls U-irréductibles de T(G) autre que 1'élément

1

minimal sont les atomes.

Les éléments couvrant 1'élément minimal de T(G)
sont les rivieres de G. La seconde partie de 1'énonc

découle du fait que T(G) est complémenté.

La réduction de G conserve TI(G).

Supposons donc G réduit.
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Propriété : Les coatomes de T(G) sont les écoulements obtenus par

suppression d'un arc et d'un seul de G.

Les seuls  -irréductibles de T(G) autre que 1'élément

maximal sont les coatomes.

Tout arc a de G est suppressible car G est réduit.
Ga est un coatome de T(G) car c’est un écoulement de
support maximal strictement contenu dans G. La
réciproque est immédiate.

La seconde assertion de la propriété découle encore

de la complémentation de T(G).
Si G n'est pas réduit on remplace dans 1'énoncé G par

Gx en tenant compte du fait gue
T(6) = T(GY).

Compléments des irréductibles de T(G)

Propriété : Dans T(G) les compléments desU -irréductibles forment un

MNdemi treillis ol les éléments maximaux sont des

N-ifréductibles.

Démonstration

Supposons G réduit.

G = (X,U).

Soit r une riviére de G ; r = a1,...,ap.
Par la propriété 3, chapitre II paragraphe I.3 :

A

R = g; - ot {a. ,...,a. } est un sous-ensemble non vide
ai ,...,ai ’ 11 lk

guelcongue de 1Kensemb1e des arcs de r (éventuellement k = p),est un
écoulement de G.

~N A

RNr =& car r ne peut appartenir & R (en effet k > 1]).
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S(RU r) = S(R) U s(r) =U
d'ot RU r = G.

A

Réciproquement, soit R un complément de r dans T(G).

R Nr = ® entraine gu'il existe au moins un arc de r qui n'appartient

pas au S(R).

a
c
o]
]
ep]

entraine que tout arc qui n’appartient pas & r appartient
au S(R).
Les compléments de r dans T(G) sont tous les R ci-dessus définis.

Il yena 2P-1,

R1 n R2 = R3
En effet, R1 = GA ol A1 est contenu dans 1'ensemble des arcs de r
1 et n'est pas vide.
De meme R2 = GA .
A A 2
R1r1 R2 = GF_TJ—K—' (en faisant référence au théoréme ci-dessus
1 rappelé).
Le plus petit complément de r dans T(G) est G- s
PR

Les compléments maximaux sont G; , i= 1,...,p qui sont des coatomes

de T(G). i

Exemple :

Considérons 1'atome 13
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Ses compléments sont :

5#77 6 5 f/ 6
4

2 3 2

De méme en considérant 1'atome : 246.ses compléments sont

Gé' Gzr, Gé’ Gizl' Gé,é' Ga,é, Gi,i,é .

Propriété : Dans T(G) les compléments d’'un N-irréductible forme

un U-demi-treillis ol les éléments minimaux sont des

U-irréductibles.

Démonstration :

On peut sans restriction supposer aussi G-réduit. Un fMirréductible
est de la forme G; ol a est un arc gquelcongue de G.

Tout complément de Gé dans T(G) est formé de riviéres passant par a.
Réciproquement tout écoulement Forméj'u%nsemble de riviéres passant
par a est un complément de Gé.

Le plus grand des compléments est celui formé de toutes les rivieres
de G passant par a.

Si Ea est un complément de G;, Eé un autre complément de G;.

Alors Ea LJE; est un écoulement formé exclusivement de rivieres
passant par a. C'est donc aussi un complément de Gé'

Les compléments minimaux sont des atomes (U -irréductibles de T(G) :

ils sont formés d'une riviére T, passant par a.

c.q.f.d.
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Exemple :

1,
2/
QT est un coatome.

Les compléments de 61 forment un

U demi. frellis.

Exemple 1

G est réduit : G < e

Les Mrirréductibles de T(G) sont : G, G;’ GB’

GE: Ga-

Exemple 2

G n'est pas réduit

Les N-irréductibles de T[Gx] sont :
* 1) U 1 ’
G?: Gq; 82: Ga, G4
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ol G’ = {b & df, bde} obtenu en supprimant a.c de G
6, = {b3d¥, addf} " "G
Gy - {aBd?, ace} " " b8
Gy = {ade, bce} " "odof

Ils sont isomorphes aux N-irréductibles de T(G)

G, G1, G

avec : G, = {bcdf, bcel}
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Les propriétés ne sont pas valables en général pour d’autres éléments.

Exemple :
74
(E;) fsAk /ﬂf é;4h-
2 % 3

5 -

1/
E = 2347
§1 =>134567 est un complément maximal de E
E2 = 12456
61 = 1456 est un complément minimal de E
§2 = 1356

~

Corollaire : le nombre d’ N -irréductibles de T(G) est égal a |G |.

Théoréme : Tout écoulement E de G s'obtient par suppression d'un arc et

d'un seul de son successeur réduit dans une chaine maximale

de T(G).

Démonstration :

Soit E1 un successeur de E dans une chaine maximale de T(G). Le sous-trei
lis de T(G) : [Q.E{l est un treillis d'écoulements.

Réduisons le graphe engendré par le support de E1. On obtient 1'écoule-
ment EX, dit réduit.

[e.e,] = [o 7]

On applique la propriété 3a EQ,E?].

On rappelle que S(E) désigne le support de 1'écoulement E.

~ o~ ~ ~ %
Un arc composé a, a - a, a, «..,a_ de G a pour
P I R B L L P LR P

dans G 1'ensemble d’arcs'{aq,...,ap}. Aucun a;, 1 = 1,...,p n'est suppres

sible dans G sauf ai.
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Le théoreéme précédent peut aussi se formuler de la fagon suivante :

Soit E un écoulement de G et E1 le successeur de E dans une chaine
maximale de T(G). Alors E s'obtient en supprimant de S(E1) un ensemble
d'arcs preimages d’'un arc de S[E?], sauf les composantes qui figurent
dans d'autres arcs de E?.

Exemple :

E = {ac,bc}

On a par exemple E, = {ac, bc, ade, bde}.

E s'obtient en supprimant de E les rivieres qui passent par les arcs
d et e car {d,e} est preimage dans E1 de 1'arc d.e de E?. et ni enid

appartiennent a d'autres arcs de E:.

by
S(E) = S[EqJ?{d,e}
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Rappel : Tout écoulement E de T(G) a pour support le "sous-graphe partiel
X

de G obtenu a partir de son successeur réduit E1 dans une chain

maximale de T(G) par suppression d'un arc et d'un seul et réci-

proquement.

Corollaire : La longueur de toute chaine maximale de T(G) est inférieure

ou égale au cardinal de 1'ensemble de ) -irréductiblesde T(G).

Démonstration :

Soit 1G(c] la longueur d’'une chaine maximale de T(G)

%
IG[C].i |67

Soit I(G) le cardinal des{V-irréductible de T(G)

16) = |6%|
—X—
a) Caractérisation dans G des chaines maximales de T(G)
Soit ¢ = G,X4sena, X une chaine :aximale de T(G).
X, est obtenu & partir de G~ par suppression d'un arc (suppressible)

1

=

Xi est obtenu a partir de Xi-1 par suppression d’'un arc[supﬁressible

X
de Xi—1 .

Xiq %

X
L*algorithme se termine lorsque X_ = X (ou X> =& ).
g e termin q D p+1 o
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b) Degré de réduction de G

Soit a le nombre d'arcs non suppressibles le long d'une chaine
maximale de T(G). Nous allons montrer que o ne dépend pas de la chaine

choisie, et ce nombre sera dit degré de réduction de G.

Le degré de réduction o de G est égal au nombre de sommets ni source,

ni puits de G.

Démonstration :

Par suppression successive des arcs suppressibles de G (en vue d'extraire
une chaine maximale de T(G)) tout sommet x, ni source, ni puits de degré

supérieur strictement & 1 deviendra & une certaine étape de degré égal

a1, c’est-a-dire :

d'(x) =1 ou d(x) =1

Si d+[x] =1 (x,y) est non suppressible
sid (x) =1 (t,x) est non suppressible.
¥
Exemple :
€76 6 B 5 B 0 B5LR.G.3
est une chaine maximale de T(G).
d est non suppressible dans Gé.
d et g sont non suppressibles dans Gé,? dans Gé,?,a et dans Gé;;’5,5>
o = 2.
Corollaire 1 : Les chaines maximales de T(G) ont méme longueur et

1;(e) = [6]-a




Exemple: Chaines maximales de T(G)
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Corollaire 2 : Le treillis des écoulements de G vérifie la condition

de Jordan Dedekind et admet la fonction de rang
r(G).
r(6) = |6|-o

(on compte les noeuds du treillis et le noeud ¢ est au rang 0).

Exemple 1

i
()]

o =5 r(G) 11-5

Exemple 2

rangT(G) = |G]-0 = 4-1 =3

T(G) —s 3
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Propriété 1 : Pour tout couple d'atomes r et r' de T(G), 11 existe une

suite d'atomes r1,...,rn et une suite d'écoulements

& sereaB g telles que :

91 couvre 1:‘,I et r2

e et r

couvre r
2 3

2.

e couvre r et r
n-1 n-1 n

Démonstration :

Les atomes de T(G) sont les riviéres de G. Soient r et r' deux rivieéres
de G.

- si r et r' forment un écoulement ey c'est fini : e, =T r' = {r,r'}

91 couvre r et r'.

- si r et r' ne forment pas un écoulement on a vu que dans ce cas les
arcs non communs de r et r' forment sur chacune des 2 riviéres n inter-
valles avec n > 1.

Alors il existe n rivieres de G : r1,...,rn telles que

r1 =r r, = r'.
et quel gque soit k = 1,...,n-1 les arcs non communs a T et rk+1 for-
ment sur T et rk+1 un seul intervalle.

I1 suffit en effet de définir Ty comme suit :

Soient I,]....,In et Ia,-.-,Ia les intervalles formés par les arcs non

communs & r et r' respectivement sur chacune d'elles.

rk est formée de 1'ensemble des arcs communs & r et r' et de Ia. Ir,..I!

2 k-1’
TseeesIe



Les arcs non communs & Ty et L1 forment sur rp 1'intervalle £h et
Sur T, 1'intervalle {E:
Ces deux riviéres forment donc un écoulement e
ok = T Y Tier T e !
e, couvre Ty et L quel gque soit k = 1,...,n-1.
c.q.f.d.

Exemple :

1°) Soient r = ab
r' = adgi
rVUr' = {r,f'} = e,
o
——>rang 2 de T (G)

, "—-ﬁ rang | de T(G)

2°) Soient r = adgi
r' = cefhi

Les arcs non communs a r et r' forment 2 intervalles sur chacune

d'elles.

Ty = r = adgi

r, = cegi

rg = cefhi 2 Q' ‘2

e = Ty Vr, = {adgi, cegil A a—

e, = T, J rg = {cegi, cefhi} rs f' r2 r's "3
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Propriété 2 : Pour tout couple de coatomes Ei EE.Ej de T(G) il existe

- soit un coatome E et deux écoulements ey et e, tels que

2

e, est couvert par Ei et E

/l

92 est couvert par E et E,

- soit 2 coatomes E, et E. et 3 écoulements e,, e_ et e

1 — "2 1 2 3
tels gue :
91 est couvert par Ei et E1

92 est couvert par E1 et E

e, est couvert par E3 et E,.

3

Démonstration :

La réduction de G conservant T(G), supposons G réduit.

OraEi=GéietEj=Géj'ai€U’ ajEUa
Alors d'aprés la propriété 4 du chapitre II, paragraphe IT.1.3.il

existe
- soit un arc a tel gue a ai@ et a a; &
- soit deux arcs consécutifs a et b sans arc joignant 1'origine de

a et 1'extrémité de b tels gue a aié’ , b aj€ et ab & .

Dans le premier cas, on définit

e. = G- - ; (e, couvre G- et G-)
1 a,,a 1 a, a
e. = G- ; (e. couvre G- et G-)
2 a,,a 2 a. a

J
et E = G-.
a

Dans le second cas, on définit :

e, = Gé.,é 3 (91 couvre Gé_ et 65]
8, = Gé,B 5 [92 couvre G- et GB] ‘
eg = GB,é 3 (e3 couvre GB et G;')

J J
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£

1]
(vp}
ot

E G-

2 b

Dans T(G) on obtient les configurations suivantes :

ou bien :
E;j=Ggij E=Gg Ej=Ggqj
bk GsSiste
ou bien !
E; 'G'c'i, Gg Gp El=65j
e'-'-G"ua 32=Ga','5 ez =GE"3’
Exemple :

©)

G n'est pas réduit.




ITT-134

Les coatomes de T(G) sont : G%, Gé’ Gé' Ga, Bé, Gé' G;’é.

“v
Les arcs de Gx sont : 1,2,3,4,5,6,7.8

et les arcs consécutifs 1 et 3 sont tels que :

1.38, 1.4E, 1.5, 1.8, 1.78E et 3.28 .

G

n-1

rV/

Quel que soient les coatomes E

1 et E2 de T(G) au rang n, on peut

aller de E,I a E2 en n'utilisant que les rangs n-1 et n-2.

Théoréme (généralisation)

Soient E' et E" deux écoulements de méme rang k dans T(G), alors

on peut aller de E' & E” en n'utilisant gque les rangs k et k+1

(respectivement k et k-1J).

k+1

Démonstration :

En effet, soit n le rang d'un treillis d'écoulements : la propriété
est vraie pour k = n-2. car T(G) est gradué donc il existe des coatomes

E1 et E2 tels gue :
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On peut aller de E1 3 E_ en n'utilisant que les rangs n-2 et n-1

2
d'aprés la propriété 2.

G

- 4‘\~. n-’
Ey ; / \{/’ N E,
E;’ ' E;II

n-2

I1 en est de méme pour E' et E".

Supposons la propriété vraie pour k et faisons une récurrence sur k en
descendant dans T(G).
Soient E' et E" au rang k-1 couvert par E,| et E2 au rang K.

On peut aller de E1 a E2 en n'utilisant que les rangs k et k+1 avec les

: 21ém
éléments b1,...,bp du rang k+1 et lesfg1 Sq}f,ez,...,e ;e

p”8p+1 = E2 du rang
kl

Mais dans chaque sous treillis (9, bi), i=1,...,p de rang k+1 on peut

aller de ey a €44 PAT les rangs (k+1)-2 et (k+1)-1 soient k-1 et k.

On peut donc aller de E' & E” en n'utilisant que les rangs k-1 et (k-1)+1=

c.g.f.d.

] ’ [

\ (X R I ¢t \

\ /

VAV IATEVE/AVER

v Y vy ob k-1
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La propriété est vraie pour k = 2 : soient E' et E” au rang 2 cou-
vrant les atomes a' et a”. Par la propriété 1, on peut aller de a' a a”

en n'utilisant que les rangs 1 et 2, donc de E' & E”.

Supposons la propriété vraie pour k et faisons une récurrence ascendante

dans T(G). /
Soient E' et E” au rang k+1 couvrant E1 et E2 au.rang k.

D’'aprés la propriété démontrée pour les rangs k et k+1 on peut aller

de E1 a E2 en n'utilisant que les rangs k et k+1, donc de E' & E”

en n'utilisant que les rangs k+1 et (k+1)-1.

c.qg.f.d.

E;’ ‘E'l

k+/

l?, ‘i? k

Corollaire : Deux lignes consécutives de T(G) sont connexes.
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Démonstration :

Considérons deux lignes de rangs k et k+1.

Tous les
ments de
Tous les

de rangs

Exemple :

géléments de rang k+1 sont connectés entre eux a l'aide d'élé-

rangs K.

éléments de rangs k sont connectés entre eux & 1'aide d’éléments

k+1.
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IT1I-2 - Application : recherche des écoulements d'un _graphe G

Suivant les problémes & traiter il est souhaitable de savoir énumé-
rer les écoulements & partir du plus grand et d’obtenir des écoule-
ments de plus en plus petits (procédure descendante dans T(G)) ou bien
au contraire partant des rivieres d'obtenir des écoulements de plus

en plus grand (algorithme ascendant dans T(G)).

Sur G considérons une relation d'ordre induite par la relation de
descendance dans G

y est un descendant de x[g; ordre de y > ordre de x;les arcs sont

numérotés a partir de "1” conformément a (1) pour la procédure des-

cendante. Les sommets le sont pour 1l'algorithme ascendant.

III-2-1 - Algorithme_ascendant_dans _T(G) G = (X,U)

Soit E un écoulement de T(G) et r une riviére non contenue
dans E alors E U r est un écoulement de T(G) différent de E. Réci-

proguement si E, est un écoulement de T(G) gqui ne soit pas une ri-

1
viére, alors gquel que soit une rivieére r de E, il existe un écoule-

1
ment E tel gue E1 =EUTr.
Donc tout écoulement de T(G) peut s'obtenir par union d'une

riviére et d'un autre écoulement (éventuellement vide).

En particulier si E est au rang p, 1l existe E1 au‘péng

p-1 tel que E = E1

de Jordan. De dekind.

Ur ol r est une riviére car T(G) est atomique et

On obtient facilement les écoulements de E par union d'une

riviére et d'un écoulement.
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Les écoulements de rang 1 de T(G) sont les rivieres de G
Les écoulements de rang 2 de T(G) sont les éléments mini-

maux obtenu & partir de ceux de rang 1 par union d’une ri-

viédre (ceci pour toute rivieére de G).
Les écoulements de rang p de T(G) sont les éléments minimaux
obtenu & partir de ceux de rang p-1 par union d'une riviere

(ceci pour toute riviere de G).

Application :

s— 1

2 /ﬁ; 4
(G)

Les riviéres de T(G) sont : 134
1367
1368
234
2367
2368
567
568
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1.2.3.4
1.2.3.6.8

Au rang 2 de T(G)

1.2.3.6.7
1.3.6.7.8
2.3.6.7.8

5.6.7.8
1.3.4.6.8

1.3.4.6.7
2.3.4.6.8
2.3.4.6.7
1.3.5.6.8
1.3.5.6.7
2.3.5.6.8
2.3.5.6.7

lements disjoints

ecou

-

Union de 2

1.3.4.5.6.8

1.3.4.5.6.7
2.3.4.5.6.8

{

2.3.4.5.6.7

1.2.3.4.6.8
1.2.3.4.6.7

Au rang 3 de T(G)

1.2.3.6.7.8
1.2.3.5.6.8
1.3.4.6.7.8

1.2.3.5.6.7
1.3.5.6.7.8
2.3.4.6.7.8

2.3.5.6.7.8

lements disjoints

ecou

P

1.3.4.5.6.7.8 Union de 2

2.3.4.5.6.7.8
1.3.4.5.6.7
2.3.4.5.6.7

1.2.3.4.5.6.8
1.2.3.4.5.86.7

2.3.4.5.6.8

.4.5.6.8

.3

1

1.2.3.4.5.6.7.8
1.2.3.4.6.7.8

Au rang 4 de T(G)

1.2.3.5.6.7.8
1.2.3.4.6.7.8
1.2.3.4.5.7.8
1.2.3.4.5.6.7.8
1.2.3.4.5.6.7.8

12345678

G:

Au rang T de T(G)
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Elle permet d'énumérer les écoulements de G sans répétition.
Elle utilise le résultat du théoréme du paragraphe 1.3

Tout écoulement d'un graphe G s'obtient en supprimant d'un de ses prédé-

césseurs E dans T(G).

- un arc suppressible

ou bien

- un ensemble d'arcs non suppressibles, premimage d'un arc compose de E .

Soit un écoulement obtenu & une certaine étape de la procédure :

E = (S,S,0) c'est-a-dire E est obtenu en supprimant de G'l'ensemble des
arcs de 0 ; S (resp. S) est 1'ensemble des arcs suppressibles (resp. non
suppressibles) de E.

=

- Chaque arc de S peut &tre tout & tour enlevé fournissant un nouvel

écaulement E’

E' = (S', S', 0O Ua)

a ¢
S'S S (par suppression d'arc un arc non suppressible, reste

non suppressiblel.

- Tout sous ensemble A d'arc de S preimage d'un arc composé de Ex peut

gtre enlevé fournissant un nouvel écoulement E”

En = [S", é", D UA]

S" 5S-A

Tout écoulement s'obtient d’une faon ou de 1'autre.
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La relation d’'ordre choisie sur les arcs de G permet de ne pas énumérer

deux fois le méme écoulement.

A cet effet, on note : a le plus grand élément de 0O et a+1 le successeur
(pour 1'ordre choisi) de a dans G.

S, é, 0 sont totalement ordonnés.

Nous donnons 1l'organigramme de la procédure et détaillons ensuite ses

étapes essentielles.

Nous adoptons la notation“a': pour désigner

- un arc suppressible de 1'écoulement E«dans ce cas a est un entier,
/

- un ensemble d'’arcs non suppressibles préimage d’un arc suppressible

" . . X . . . .
de 1'écoulement réduit E”¢ dans ce cas c'est une suite ordonné d'entiers.

Nous supposons d'autre part que le graphe de départ G = (X,U) est

réduit. S'il ne 1'est pas on le réduit avant de numéroter ses arcs.



®

Initiatisation

® | %7

S=U

Arc suppressible de Eg :

ﬂl

Recherche de I’ensemble des nouveaux arcs
@ non suppressibles deE : :54;Se—S us,

Ne conserver dans S que Iensemble des arcs
suppressiblesde Ec . S+—S-3S,

'

@ Ecrire Ec(S,'S-,O)

ISl=02?

K )

@ a:le plus grand élémentde O ; a«——a+1

Suppressiond‘un
ensemble d'arcs non

weeylp = a} ordonné darcs de
§ qui i soit préimage dunarc de Ec

dont chaque elemem est
supérieur a un élé:

oui

non

oui

suppressibles

ae—A ; S+—35-a
’

Suppre ﬂssion

d’un|arc

suppres lsible

O,

S*S-a




1°)

2°)

3°)

4°)
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Décrire G par smatrice d'indidence arc-arcs :(G)

G(i,j) 1 <=> j est successeur de i dans G (j > i)
G(i,j) = -G(j,1)

Initialisation : puisque G est réduit, S =0, 0 =& , S = U
G = (8,0,U).

Nous entrons dans une série de boucles permettant d’obtenir les des-
cendants de G dans T(G).

Soit E' un écoulement obtenu & partir de E = (s,S,0), par suppression

1
des nouveaux arcs non suppressibles de E' s'effectue grdce & la carac-

d'un arc s de S ou d'un ensemble d'arcs s ,...,sp de S 35 la recherche
térisation des arcs non suppressibles dans la matrice de E' : (E')

soit 1 un arc de E'’

s'il existe j unique tel que E'(i,j) = 1, alors j est non suppressible
dans E’ ‘

soit k un arc de E'

s'il existe j unique tel que E}(j,k] = 1, alors j est non suppressible
dans E’'.

Soit S1 1'ensemble des nouveaux arcs non suppressibles ainsi obtenus :

S« SUyU S1

Ecrire Ects,é,o)

suUsuao
sAsS Ao

1}
c

1}

A partir de la matrice d'incidence de G, et des ensembles S, S et O on
peut écrire la matrice d'indidence de EC : (EC]. I1 suffit d'6ter de (G)

les lignes et colonnes correspondant aux é€léments de O.
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5°) 6°) 7°)
A partir de 1'écoulement EC, rechercher certains descendants de EC dans
T(G).
E _(s,5,0)
c
a est le plus grand élément de O (si a = |G| on est en fin EC]
a <« a+1.
Si a appartient & S on obtient un nouvel écoulement

EC(S-a, S, 0Ua).

Si a appartient a S on cherche s'il existe un ensemble d'arcs
A de S contenant a : {a,],...,ak = a} (que 1'on ordonne) qui
soit préimage d'un arc de Ez.

OnaO0=b,...,b = a1
1 p

Siona:a >b

a, > b _-(k-1)
1 p

Alors on supprime de EC 1'ensemble A ; on obtient ainsi un
nouvel écoulement de T(G). Les inégalités ci-dessus permet-
tent de ne pas obtenir deux fois le méme écoulement,

Ec(s,é-A, o UA).

Le repérage de A dans la matrice d’incidence se fait gréce a la
caractérisation des arcs non suppressibles en commengant par

a et en tenant compte du fait que a; est un prédécesseur de
3441 dans G : a,],...,ak forment une partie connexe d’une riviere
de G.
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Application :

Exemple 1
(G) 1 2 3 4
1 1 1
2 1 1
3 -1 -1
4 -1 -1

a=0 G(1,2,3,4 ;0 ;)

3
a=1 E_(3,4;2; 1) 2 4
B} 2
a =3 E8; 2,4 ; 1,3) . ‘,,_i__ Fiv E
c -—-qp--52g.. Fiv
{ 3
a=2 EC[3,4 3 15 2) 4
= H ’ H 2: ’

n

a=4 EC[@; 1,3 3 2,4; _—

{ 3
> 4., ——" Fil
3 EC[’I,Z s 4 ;5 3) 2 :

et a+1 est dans S, mais card(S) = 1 ) Fin Ec

a)]
"

o
U}

.3, {
4 E (1,253 4) 3

a+1 > Card(G), Fin EC 2
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Rang T(G) = 3

Nous examinons un exemple ol il faut rechercher des ensembles d'arcs

non suppressibles de E formant un arc composé de EX

Exemple 2

G est le graphe série paralléle généralisé tel gque Card(G) est minimal.

G=6*

G 1 2 3 4 5 B 7
1 1 1
2 1 1

3 1 1

4 -1 -1

5 -1 -1 1 1
B -1 -1

7 -1 -1
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G(1,2,3,4,5,6,7 ;0 ;9)
a=1 | E_(23367 ;5 5 ; 1)
i a, EC[4B7 3 35 5 12)
' a=4 EC[87 ;3 35 ;5 124)
a=6 EC(® ;5 357 ; 1246)
a=7 EC(© 5 356 ; 1247)
a=68 EC[4 ;3 357 ; 1286)
§,7 est suppressible dans E: 3 7 >6, 5>20u7 et?2
sont dans O.
|a=5,7 « EC[® ;5 34 ; 12567)
a=7 EC[4,358 5 127)
a=3 EC[4B7 3 25 5 13)
a=4 EC(87 3 25 ;3 134)

25 est non suppressible dans Ez

‘a=8 EC[Q 3 256 5 1346)

la=7 EC(® 5 257 ; 1347)

a=6 EC(4 3 257 ; 138)

5.7 est suppressible dans Ez ;5 7>6,5>30u3et6
sont dans O

a=5,7 EC(® 5 24 ; 13567)

p=7 EC(4 3 256 5 137)

a=4 EC(2387 5 55 14)

a=6 EC(ZB 5 57 ; 1486)

5.7 est non suppressible dans Ez
a=7 EC[23 ;3 56 ;5 147)
a=6 EC[234 5 57 5 16) _
5.7 est suppressible dans Ei et 5>1, 7>6 ou1 et 6 sont
dans O
a=5,7 EC(23 5 4 5 1567)

a=7 EC[234 s 56 5 17)
a=2 EC[14587 3 35 2)

a=4 EC[167 ;5 35 ;5 24)
5.5 est suppressible dans EE;S >4, 3> 2 ol 4 et 2 sont dans O
a=3,5 EC(B7 5 1 3 2345)

a=6 EC(® 3 17 5 234586)

a=7 EC[Q 3 165 23457)
a=6 EC(1 ; 357 ; 248)

c -~ X
357 et 5.7 ne sont pas des arcs de EC

a=7 EC[1 3 356 ; 247)
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a=5 EC(87 ; 134 5 25)

a=8 EC[Q; 1347 ; 256)

a=7 EC(Q; 1346 ; 257)

a=6 EC(145 ; 37 ; 2B)

3.7 n'est pas un arc de Ezf
a=7 EC[145 3 36 ;5 27)

a=3 EC[1,4.5,8,7 3 2 3 3)

Cette étape se déduit de 1'étape a=2 (car 2 et 3 jouent le méme
rdle) en intervertissant 2 et 3 dans 1'étape a=2 et en supprimant
les sous étapes obtenues,oﬂ 2 Figure/pour ne pas obtenir plusieurs
fois le méme écoulement.

a=4 EC(187 3 25 5 34)

a=6 EC[1 3 257 ; 348)

a=7 EC(1 ; 256 5 347)

a=5 EC(87 3 124 ; 35)

a=6 EC(® 3 1247 ; 356)

1 |a=7  E_(2 ; 1246 ; 357)

ia=8 EC[145 ;3 27 ; 36)

a=7 EC[145 ; 26 5 37)

a=4 EC[12387 5 55 4)

Cette étape se déduit de 1'étape a=1 (car 1 et 4 jouent des rdles
symétriques) en intervertissant dans 1'étape a=1, 1 et 4 et en sup-
primant les étapes ainsi obtenues qui contiennent dans a un élément
inférieur a 4.

a=6 EC[123 3 57 ; 46)

a=7 EC(123 ; 56 ; 47)

a=5 EC(2367 3 14 5 5)

a=6 EC(23 s 147 ; 5 B)

a=7 EC[23 ; 146 ; 57)

a=6 EC[12345 ;3 7 5 6)

7 EC(12345 3 65 7)

a

Dans chaque colonne figure les éléments de méme rang de T(G).
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On retrouve le fait que rang T(G) = 5.

Au rang 1 : // 357
356
34
256
257
24
17
16

Au rang 2 : 3567
3457
3458
2567
2457
2456
2357
2356
234
167
1357
1356
1347
1346
1257
1256
1247
1246

Au rang 3 : 34567
24587
23567
23457
234586

13567
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13467
13457
13456
12567
12467
12457
12456
12357
12356
12347

Au rang 4 : 234567
134587
124567
123567
123467
123457
123456

Au rang 5 : 12345867

I1 serait aisé de fournir d'autres méthodes différentes de recherche des
écoulements d'un graphe. Nous n'avons ici présenté gque deux algorithmes

a titre d'exemple.
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CHAPITRE - IV

APPLICATIONS
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Nous formalisons algébriquement & 1'aide, entre autre, de la
notion d'écoulement, le travail de M. Montagnon (1). Quelgues résultats
sont fournis en ce qui concerne les fonctions synthétisables sur les

réseaux modulaires An.

La partie concernant la testabilité de ces réseaux est liée
4 la notion de "Pannes dans les réseaux acycliques” (2). Nous utilisons

les relations de préordre entre les pannes de sous réseaux particuliers.

(1) Synthese booléenne dans les réseaux cellulaires (1870)

[2]'Pannes’dans les réseaux acycliques; M. Verdillon (1872)
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I - OUTILS DE SYNTHESE POUR UN TYPE DE RESEAUX MODULAIRES

I-1 - Fonctions booléennes et matrices associées

Flxys.++,x_)ifonction booléenne simple (F(xy»....x) € ,1})de n

variables booléennes simples X5 e {0,1} i=1,2,...,0.

F est donnéesous forme canonique en somme de produits (S.P.)

Un mond8me canonique ui sera représenté par un vecteur booléen de n

variables.
(Fi)g=1,....n  Fig €10,
avec
Fij =0 si lii'Xj =0 (1a vqriable_xj apParait
' sous forme indirecte dans
= 1 si ui xj = ul
ex : u = x1xéx3x4xé

(F,.) = (1011 0)
1]



IV-155

Une fonction sera représentée par une matrice de m lignes.

(Fij]i=1,....m
J=1,ee4,n

Chaque ligne (Fij] représentant le vecteur associé au mondme u; cou-

vert par la fonction

Ex F(x1.x2,x3.x4] = (x1+xé]x2+xé.x4

‘n =4 | s L 111 1]
1110

m = 10 0011
1011

(Fy ) - 0001

100 1

1101

0101

1100

0100

Dans le paragraphe précédent, nous avons supposé 1'énoncé des varia-
bles représenté par :

.

P = (x,,x

1 s e e X, X

2 i i+1""'xn]

Les variables.y sont ordonnées par ordre d'indices croissant

.V apparaissant sous forme directe.

Nous appellerons P "base principale” et définirons plus généralement

une base quelconque B par :

. BB £ B |

Y1) Xy (2) " Xy i) Xy )
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Y étant une permutation des n premiers entiers :

{ytmy,y2),....ytmy} = {1,2,...,n}
et

B, € {o0,1}
avec

x? = x'

Xl = X

Nous passons ainsi de la base principale & une base B par une opéra-
tion T = B o Y , produit d’'une permutation Y par une opération de

complémentation B . (

Dans la base principale P une fonction F sera représentée par la
matrice (Fij] précédemment définie que nous noterons FP. pour plus de

clarté.

Dans une base quelconque B nous aurons une matrice FB définie par :

Bij Bj
= <=> . =
.F 1 Hy xy[j] Wy
B, .
F 1l . g<es> =c--- =0
pour i = 1,...,m et j = 1,...,0Nn.

étant bien entendu que 1'opération de cohplémentatioh B intervient
une fois gérée la permutation Y , ce que'tfaduit la loi de compo-

sition "0”" dans T = Bo Y .
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- e e s e - - - emen e b e - e-w-- - .- - - - -

avec
B oy = ('6182 . Bﬁ' o Y(1),...,y(n))
Nous aurons :
B _ _P
Fij B Fi,Y(j) 0 Bj

c'est<a-dire les variables sont complémentées dans leur nouvelle

‘position.
Exemple 1 L

T = ('001010' ©®8 (1,3,4,6,5,2))

= [V ’ ’

B (x1g3}4x8x5f2 )
Exemple 2
Considérons la fonction F = (x1+xé]x2'et la base

= [

B [x1x3¢2).

T est définie par :

T = ('001" 011,3,2))=Bo0 Y

Nous avons @

1 1 17
Fo = 11
0 1
1 1
FY[P]= 1 1
00 1]
001
F = F_ .= 011
B o y(P) B 11 1
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- Entre_deux_bases_quelcongques.

B =8 o yv(P)

B' = B' o y'(P)
alors :
B' = B”" o y"(B)
avec
B" = (y' oy '(B)) B B
Y' =y oy
et
F?j =‘F?.Y”(j] o 8
Exemple :

Pour la fonction F précédemment définie, considérons la nouvelle

base B' = [xzxéx1] pour laquelle T= B' oy' = '101’" o 2,3,1
B' = B"” o y"I(B)
avec
Yy" = (2,3,1) o (1,3,2)
B" = y"(B) ® B' =100 ® 101’ = '110’
B' = ('110' o (2,3,1) o (1,3,2))(x!)x.x,)

17372

(x2%3%4)

De méme on obtient :

oo
B _
Fiymepy™ (710
111
B' = B ”
Fi3 = Fiyni) 9 B3
1 0 1
LI R

110
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de .
I-2 - Les réseaux/synthése A - Matrices .associées

‘1.2.-1 - Definition_des réSeauthh"

Structure d'un réseau .

Le réseau de synthése utilisé se définit comme un graphe aux arcs

© margués.-
S : ensemble des sommets du graphe
U : ” " a rc S ” ”
® : loi de répartition des margues :

' {x1,x X ,x',x',...,xé} sur les arcs du graphe.

2R o R

- Loi de répartition sur les arcs du graphe

- Le graphe
L

693;2

.
025 |03s
I\ 024 | 634
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Exemplesde lois de répartition

1°) Loi_naturelle 6

P - oP (3] P(j)
Elle est définie par eij 91‘0 P(})

1 si j pair
0 sinon

=

Cette relation définit la loi de répartition & partir de la premie
ligne du graphe.
Remarquons que cette loi ne fait pas jouer le méme rdle aux lignes

et aux colonnes.

Exemple : A4 avec BN
La premiére ligne étant
’ ’
1 X1%2%3%4
Xy
Xq
X3 Xa
X3 X
3 *ﬁ474
X2 X3 X4
X5 X3 X
—2 3 4
X3 X2 X3 X3
X X2 X X
1 24 3 4 o

Cette loi correspond & 1l’opérateur [GN] symbolisé par chaque

sommet du graphe.

z est une variable d’entrée 1ié & la premiére colonne (& gauche)

v
z ‘ | L‘ : T
2.(V4V) e (QN) FS——
L 2

2/ (UeV)




IV-161

2°) g91_91 S

1 ou 1 (modulo 4)
3 ou 4 (modulo 4)

. ‘ . 0 si j.
oK) sy b
1] ei,o avec ‘K(j) 1813

~

Cette‘loijest aussi définie par rapport & la premiére ligne du
graphe.
. Exemple : Aa.avec 61 o

La premiére ligne étant : X4 XoXg
(

[ ] )
xs ‘ g B R j
x5~- - 3/p é
X2 X3
X2 X3
{ .
Xy X3 X3
Wil & X | X3 S :

Elle correspond & 1'opérateur [6&)‘symbolisé’ﬁar chaque sommet

du graphe.

Z 5‘*1

Z (uaV) o———_d“(61)

. V

.

Z(u+V)

=

2 est encore une variable d'entrée liée & la premiére colonne.



IV-162

-~ Base d'un réseau

En généralisant la notion de base d'une représentation, nous appel-

lerons "base d'un réseau A n" 1'ensemble :

B = {600.910,920,...,6n_1‘0}
Exemple
Reprenons 1'’exemple de 6N avec la base principale, c'est-a-dire
Gi 0 = X4 Vi = 0,...,n-1 et considérons la fonction

F = [x1+xé)x

2

o = 1 [V .
Sous forme canonique : F x1x2x3+x1x2x3+x1x3x2

Forme booléenne de F dans la base principale



IV-163

1-2-2 - Implantation_sur A d'une_ fonction boolé&enne suivant

le_choix_de_1'opérateur (e;) ou (6y)

Le réseau comporte 2” chemins allant des sources auxpuits.
Nous nous placons ici dans le cas de répartitions 6 telles que 1'on ait
bijection entre les 2" sommets de 1'hypercube & n dimensions et les

2n‘chemins.

Cette bijection est définie par :
pour chaque chemin allant d'une source au puit, on fait le
produit des marques apparaissant sur les arcs de ce chemin.

On obtient ainsi un mondéme canonique, image du chemin.

A une fonction F couvrant m mondmes canoniques, nous associerons ainsi

les m chemins images des m mondmes.
Cette association se fait grace a la matrice d'implantation de F.

Matrice d'implantation : Définition

Etant donnée une fonction F de matrice (F§j] a3 synthétiser sur un

réseau de base B, pour une répartition 6,

nous définirons la matrice d'implantation de F

8 _ B .i=1,...,m _ B
IG[F] = [aiij=1'.'-,n 6[(Fij]J
avec aij = 0 si le jieéme arc du chemin représentant le iéme

mondme est vertical (jiéme arc en partant du puit)

= 1 si cet arc est horizontal.
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Exemple 1 : Pour la loi de répartition GN

nous aurons

I

D’'ol le nom de répartition”naturelle”.

Exemple 2 : Considérons la répartition 92.

Pour cette loi la matrice d'implantation sera définie par :

2 -
1 1
B B B .
= v =2, eaey, N °
%3 Fiz ® Ti,3-9 J )
avec F; =1
i,

Application & la fonction F = [x1+x3]x2+x2x4 dans la base

B = {x1, X xé, x4}-
(110 0]
11
11
11
0
Fy =

-
A O ~ 0O 0O 0O =~ 0O -~ 0o
JECEN N N PN QO - PN o

A s 0O 0O o
0O 0o o o -~
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O_\O_;_A_A_;O_.\Q_\
A A A A OO0 -~ = 0O 0o

a2 0 0O 0O 0O 0O 2 & o
O O O O 2 a4 a a o a2 o

Cas de la loi GN

Fo = T, (F)

(F)

i
.

-
A A 0O 0 0O O’ o
0O O » & 0O 0O = =2 A -2
O =~ 0 ~ 0O 0O ~ 0O ~ O
a0 2 0O 0O 2 0O o -

— —

Chaque ligne de cette matrice repfésente un chemin dans An pour la

loi 61.
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Par exemple la ligne : 1 1 0 1 de Ig (F) représente le chemin

1

G

o

L

Un changement de base a été défini comme le produit d'une
permutation et d'une complémentation. L'’effet du changement de base

sur la matrice d'implantation est fonction de la loi de répartition .

Exemple 1 : Loi SN

Nous avons vu que dans ce cas la matrice d'implantation est

identique & la matrice de la fonction booléenne pour une méme base B.

Ce cas a donc déja été étudié en I-1-3.

Exemple 2 :

Soit IB la matrice d'implantation de F dans la base

%

B=Boy (P)

. Onérons sur cette base une complémentation d

La nouvelle base est :

B' = (@8 d) oy (P)
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L'implantation de F dans

167 .

B' est.définie par :

La nouvelle base est B

B:
111
110
B
T = |10 8001
1 000
011

[Ig ) = (Ig ) 8d.@d,_,
11] 143
Exemple
F o= x1x2+xé" '
11 1] 11
110 110
F,== | 100 1, = 101
P 0,
010 0oQo
000 011
s d -
X3
X
[S Xs  |X5
Fsur. L)z x2 | x3
[
X X2 X3
X
Lxlx | x|
Soit la complémentation d = 0 Q@ 1

(1111 @ 001 o 1,2,3)
(001 o 1,2,3)

X4 X5X3
00 1
000
- 01 1|
110
10 1
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. Opérons sur la base B une permutation ¥’ de 2indicesde Y (soient

et k ces indices]).

<
"

Y[1] Y(2] LA ‘Y[R/] L Y[k] LI Y[n)

Y1) y(2) ..o y(k) o0 v(R) ... ¥(R)

Y' oy
Soit B” ='(X'(B]O (y' o fi) la nouvelle base.

Alors 1l'implantation de F dans la base B' est définie par :

” ‘ k .

(Ig ) =12y e © [Ig ) ) sigo= R, 8+, k. k+
143 115 p=ta 11j

(Ig'l = (Ig ) si j £ %, %1, k, k+1
113 113

Remarque : Dans le cas particulier ol k = 2+1, alors

B” _ ..B
5 ) = (I, )

(I 0
1 2+1,] 1 241,

Exemples :
Permutons les indices 1 et 3 dans l'exemple précédent ;

- g”

1

{100 o 3,2.1}

LR
X3%2%9
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001 [o0d]
000 111
2 - o1 8 |11
o 110 000
101 000
110
000
- | o011
001
010
®

Nous pouvons ainsi traiter une permutation quelcongue comme
produit de ces permutations élémentaires, et un changement de base

quelcongue.
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Pour une fonction F synthétisée dans un réseau de base B

et de loi © nous définissons sa matrice d'intersection : Ag (F) par :
2 mondmes ui et uj couverts par F se coupent au sommet sk

avec k > 1 si les coefficients Aik et Ajk sont égaux et seulement si

. . R . S

il existe 2 indices 21 et 22 tels que AiIL #A‘]Q,,] 2,1 k

1

l\m2 ;el\jIL 5, <k

ce qui se traduit par la relation suivante :

i=1,...,M

B B
!\e (F) = [Ae]ij
J=1,ee4,n
B, _ (B B .
(Ae]ij = [Aeli,j-1 +1(19)i,j Vj=2, ¢eu,n
B B
(A, .= (I5)
071,1 91 1.1

Exemple :

Soit .F une fonction dont 1'implantation dans la base B pour la

‘loi O est :
000 1] +u,
L ->
B 1011 W,
0 0011 nd U3
-P 11 D-{ -+ U4
0oo1]| -,
. 1123 >,
0 ‘ 0012 > Ua
0122 > U
L - 4
A car A = A
U, et M, se coupent au rang 3 sur ( 319 car &, 4 = f4,3 ¢

Aoy ? 5\\4,4 ;
et A, ;2 A, 4

?
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- Mondmes compatibles : cas de 2 mondmes

x Nous n'avons pas évogué jusgu'ici, dans nos définitions, 1la

guestion suivante

Pour une loi 6 donnée,

base B »
toute fonction booléenne est-elle synthétisable par le

procédé des paragraphes (T:2) 4,457
La réponse esf‘évidemment : NON. Comme contre-exemple il suffit

de prendre une fonction somme de 2 mondmes se coupant sur le

réseau.

-~
AnG mume b

> 2
-4 R R NS AT SRS

Les 2 chemins associés aux 2 mondmes forment du fait de leur
intersection 4 rivieéres représentant 4 mondmes. Et la synthése
ainsi réalisée couvre, au sens strict, la fonction

(mondme 1) + (mondme 2).

x Autre question

Pour une loi © donnée,

toute fonction booléenne est-elle synthétisable ?

Ici on se permet d'opérer des changements de base & volonté. La

encore la réponse est : NON.

Contre-exemple

F=x8y 8 zn'est pas synthétisable avec 91 (.
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Définition :
Pour une loi 6 et une base B donnée, 2 mondmes ui et uj seront
dit compatibles si leurs riviéres associées dans AB forment un

)

écoulement (voir chapitre II-B-3).

Ex. : Les configurations possibles stylisées sont les suivantes :

e |

MonuM T > j — T
AW pAb e " " Chmmmnses ,
: Ui\.\Q.u{"-;

Commined s Sead b pula
LS SECII Y W

. :
(L SVRTIFRTRTNRN

B 1\(\‘-n\‘.~=¢»\ TS

x Conséquences pour les matrices.

Considérons la matrice d'intersection de 2 mon3mes :

Ils seront compatibles si et seulement si :

i=1,.0.,m

la matrice [A?j) conduit sur 1'organigramme qui suit &

j=1,..4,0

case "compatible”, c'est & dire

T (X)) =T (x

u1 k “2 k)
ou
Q (x,) =0Q (x, )
uﬂ K UZ K

~

V k tel que xke 111 nuz



COMPATIBLES |

non

IV-173

P=p+i

non

_’j:jq

k=k+1

NON COMPATIBLES
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ui et attachons nous plus particu- .
1

- Considérons une fonction F =
i

o3

lidrement au cas de 2 mondmes u1 et u2 appartenant & F. Sur un

réseau leurs sont associées deux rivieres r1 et rz.

Si ces 2 rivieres se coupent de fagon a en former 4 : r1, Ty

s Tys d'aprés ce gque nous avons vu, u1 et uz sont incompatibles
Mais si les mondmes “3 et u4, d'images ry et T, appartiennen

aF : M et»u4 cF, le fait gue u, et u2 solent incompatibles,

3
(U1 + u2 non synthétisables) n'entraine pas que F ne soit pas

synthétisable sur ce réseau.

La fonction u1 + uz + u3 + u4 sera synthétisable, puisque

sur le réseau, seuls leurs 4 riviéres images seront représentées.

®
%x F est sythétisable sur un réseau (Anlg'si et seulement si

1'ensemble des riviéres, images sur le réseau des mondmes cano-

niques de F'est un écoulement.
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[-3 - Un algorithme [77] de synthése sur An‘présenté avec ces outils

m 0
< synthétisable

[Otaurangi |

:
U

o
[mémoriser ¥ k=0 |

QUEUE:

ke—k+1 Permuter
cqlonnes ieti+k
¥ :ordre obtenu

i
[i=0 je—j+1 |

Permuter i et i—j
¥'e—nouvel ordre

Fonction non [©faurangi |
synthétisable
N
<i‘au rang
i
0

auran -
i ?9 —
0

ie—i-j k=0
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II - QUELQUES CLASSES DE FONCTIONS SYNTHETISABLES SUR A, AVEC (GN) et (61)

II-1 - Caractéristiques du treillis des &coulements de An

'Rappelons;gue Agx désigne le graphe totalement réduit de Ah
dans
que Ag et;An sont/la méme classe de E-éguivalence ;

ils ont donc méme treillis d'écoulement.

Représentant de An dans sa classé de E-équivalence

n=3 n=4

Ns est S.‘P. & 4 est non S.P.

hs estnon S.P. g @st non S.P.

Nombre d'arcs dw graphe réduit. déAAn‘: .
% S "Su ‘-Pru%":v‘al':"\"nb
IAnI =4+ (n¥1) (n+2) ~  car il y a 2(n-1) arcs non seppemee dans Ann
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Degré de réduction ded , :

_ (n-1)(n-2)
n 2

Rang du treillis des écoulements de An :

n2+5n-2

RIT A ) = ]8 | -a =
(An] n n o

II-2 - A tout ensemble de fonctions synthétisables sur A, avec (eN) correspond

un ensemble de fonctions synthétisables avec (91) et réciproquement -

Loi Ie

Soit Ie la loi d’'implantation gui permet d’'évaluer 1'implantation
IG‘ en fonction de 1'opérateur 6, & partir de la matrice booléenne (F) d'une

fonction F.
(F) —0—— IG[F]

Rappels :

I, =4 (identité)

Soit Fe une fonction synthétisable sur An avec (GN).
Oy , ,
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Soit Fe la fonction synthétisable sur 61 définie par :

Réciproguement, étant donnée une fonction Fe synthétisable avec
1
1 il lui correspond une fonction Fe , synthétisable avec GN, définie par :
N

Loi I,.-1

Soit My C i1§2 e §n un mondme canonigue guelconque d'une fonction

Fe syhfhétisable avec GN. Le mondme canonique correspondant de la fonction

Fe synthétisable avec 91 est :

u1 = X,]X2 Ve Xn défini par :
z. . x1@x20 e @xj_1@xj
R
Exemple 1 :
Fg = X #Xy* «ee +(x2p/x2p+1J

On montre que 1'ensemble des fonctions correspondantes synthétisabl

sur%1 est

F61 = X Xy tXgt e e +(xép/x2p+1]

Par complémentation de la base principale ces fonctions Fe sont
- 3

synthétisables avec eN' L'ensemble des fonctions EFe ) fait globalement parti
N .
du noyau de Ig-1 : 379N = XXt e X
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Exemple 2 :
Fe1 T XgXptXg
. . i ,
110 110
111, 111
(F91] = 110 T FeN = 100 |
011 001 |
‘001 010

Fe = x_ X *+(x +x2]8x

12 1 3

II-3 - Fonctions & deux et trois mondmes canoniques

I1-3-1 - @as de deux mondmes

Propriété 1 : Toute fonction booléenne constituée par 1'ensemble de

2 mondmes canonigques est synthétisable sur An avec (61] ou [eN]

indifféremment quelque soit 1'ordre y des variables

En effet soit F = u1+u2
soient:® 1'opérateur utilisé [(61] ou [eN]]

et Y un ordre guelconque des variables.

Soit I:(F) son implantation : soiti le plus petit indice

tel que U, et s s'y coupent au rang i, nous faisons le changement

de base définissant qz :

B. = (11 ... 101 ...10Y)
! A
rang 1
C'est a dire que dans la matrice d’intersections les coeffi-
cients égaux de la colonne i sont rendus inégaux. A 1'un d’eux on sous
trait 1'unité (ainsi qu'aux éléments des colonnes d'indices supérieurs
a4 i) a 1'autre on ajoute 1l'unité (ainsi qu'aux éléments d'indices supé

rieurs a i).
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Alors u1 et u2 ne peuvent se couper qua un rang j, J > i.

Nous éliminons ainsi pas & pas les incompatibilités de U1 et U,

Exemple :

F o= X X! XIXIX_+X!X_X X)X

172737475 7172737475
[FZ y = (1200 Y = 1,2,3,4,5
N 01101
,1\
(A: ] = (1 111 2]
N 01223
/r

Les mondmes se coupent au rang 2. (

Le changement de base & effectuer est:’

P~>B = P oY
N - ’ ’ S : = ’
ou R 101711 c'est a dire B x1x2x3x4x5
k & 142253
[Fg ) = [1 1o 1] A o = (11223 )
N 164 .14 N
»
- B | B ) L
Les coefficients Ae (1,2) et Ae (2,2) sont désormais inégauw
N N

, - B ~ . . . )
Les coefficients de AG sont désormais soient ingéaux, soler
N \

égaux & partir de la 3éme colonne.

F est donc synthétisable sur An avec (GN] dans la base

X, XIx_ X, X

172737475
Examinons 1'opérateur {613
(FZ ) = (1 011 D]
1 00100
(A: ] = (1 123 3]
1 00111
F est

synthétisable sur An avec [91] dans la base principal

X1%2%3%4%s5 "
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Propriété 2 : Toute fonction booléenne a 2 mondmes canoniques est

synthétisable avec (91) ou (ON ) sur An dans une base B o Y quelque

1

soit la complémentation B.

Soit B une complémentation pour deux monSmes canonigues U, et U,

de n variables. Montrons qu'il existe un ordre Y tel que u1 et u2

soient compatibles aussi bien avec 1'opérateur (91] que IGN].

- Cas de 1'opérateur GN. On considere Ie (Fl = F
N

On distingue 4 sortes de colonnes :
les colonnes(g}etkl)qui peuvent se mettre ol 1’on veut.
les colonnes{?)il y en a n1
1\,
les colonnesko)ll y en a n2
On a un ordre pour lequel u1 et u2 sont compatibles qui consiste

01 1
5 ' : s : : N
a mettre d’'abord les colonnes(1)51 n, 2n,ou blen(0)81 n, 2n

1
Exemple :

F = W, * UZ

FBOY - ?D 0 DN1 1 1‘1 D]

01101000

u1 et u2 sont donnés dans une complémentation quelconqgue

et .1'ordre x1, xz, i..’ x8
U IR CR 0 0y i)
: 000011160

(u2]

Y = x1>§4x5x7x5x-2x3x8

! et‘u2 sont compatibles dans la base B = 8 o v.

1

- Cas de 1'opérateur 61. Dn considere F8 s F = u1 + uz

Une solution consiste amettre d'abord les colonnes(:\puis les

0 1 . 0
cqlonnesk11 puis les colonnes\D\et enfin les colonnes(o)«
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Exemple :
eBoyY ={o 001001 C,)
1101100 (uzl
Y = XXy ees XgXo B quglcohque
Boy’' 1000100

M111000

Y = X4X,‘X2X5X7X3X8

BoY'_ 1011001
1111011

)

u, et u2 sont compatibles dans la base B o Y'.

1

II-3-2 - Cas de 3 monOmes

Propriété 3 : Il existe au moins 3 bases différentes dans lesquelles

~

une fonction & 3 mondmes canonigues est synthétisable, quelque soit

1'opérateur (91] ou (GN]-

Dans chacune de ces bases 1'un des mondmes est d'implantation horizon-

tale}

Soient 3 mondmes u1.,u2 et u3 et un ordre‘{.

. Cas de 1'opérateur [91]

On choisit 1'un des monOmes comme base (u1 par exemple). Son

implantation est horizontale.
My =my wewm = B

d

P
(d,) = (m;_Om.) = Tg (u,)
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Dans la base B = (Boy) on a : -

B ow)-1 m)oed=1011 ... 1)
0 1 0 1 ‘
1 1
B _ P
Ie (uz) = Ie (u2] 0 d
1 1
B _ 4P
Ie1tu3] = 161(“3] 0d

Quelque soit désormais une permutation des indices “3 et U1 d'une part,

U, et u1 d'autre part, sont compatibles.

2

~

I1 reste & rendre compatiblesu2 et u3 ; par permutation d'indices la

propriété 2 permet de le faire. On obtient un ordre Y’'.

H,, H

40 My et g sont compatibles dans la base &'=Boy = w, oy’

On obtient ainsi 3 bases différentes :

’ ” LU ] ™ 3 = S -
H, oY', u2 ovY", ua oY ol la fonction F H1 + U2 + UB est synthé

1

tisable avec 1'opérateur 91.

. On procéde de méme pour 1'opérateur eN

Application :

Soit F = U1 + U2 + U3 telle que :

X1X2X3X4XSX8X7

u1 =1101110
UZ =1011100
Ua =00101180

Cas de 1'opérateur eN

1223455
A (F) = 1123444
0011233
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Ces mondmes ne sont pas

compatibles [u1 et U, se coupent au rang

Choisissons u1 comme base

= ’ )
B x1x2x3x4x5x6x7

| EEEREE
IgN[F]= 1 110
L000011
(123456
M) = [111233
000012

-

Dans cette base la fonction F = U

,
An avec 1'opérateur GN.

Cas de 1'opérateur 61

_—— e e - -

—
n
~—
1]
SR
o
a
JENEEN
(=}

122234
Aj(F)= 111233
lo11112

Ces mondmes ne sont pas
Choisissons u1 comme bas

| I, (RN | ’
B x1x2x3x4x5x8x7

e

1711111

1 + u2 + u3 est synthétisable st

2

-

compatiblesbtu1 et uz se coupent au rang

e dans cette implantation .

-,

1
B’ |
I, (A = |[1010100
| |
! 011101

-

1
|

=5

Dans cette implantation u2 et u3 se coupent aux rangs 2 et 5.

\\‘
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Levons l'intersection de U, et u3 au rang 2 en permutant les

2
“indices 2 et 5 (les colonnes 2, 3, 5, 6 sont modifiées).

” o LRV ’
B x1x5x3x4x2x6x7

1111111
12(F1= 1100010
! 0004101

Dans cette implantation uz et u3 se coupent au rang 5.

Levons 1'intersection de uz et ua au rang 5 en permutant les

colonnes 5 et 6 (les colonnes 5, 6 et 7 sont modifiées).

1] I, [ V] ’
B x1x5x3x4x8x2x7

1111111
Ig(F)= 17100010
1 ooo1000

~

Dans cette implahtation les mon&mes u1. u2 et u3 sont compatibles.

—— My

B S

—

-n

~—
n

P

B tF) | e
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II-4 - Les fonctions clés de parité {fn} sont synthétisables avec (BN) et

les fonctions I -1 (f,) avec (8;)

-
0]

. x18x28 “es @xn

= p ves 1
ou = P, x18x28 8xn0

Sur An muni de [GN] les riviéres, images des mondmes canoniques

de fn’ sont toutes celles d'extrémités : les points d'abscisses

0,2,4, ... n ou n-1 (pour pa)

1,2,5, ««. nou n-1  (pour in)

Ex. : Synthése de i4 = x,8x,8x8x

172 4

[

[ §

2pet f =1

xép sin = n n
On montre que Ie-1(fn] = x2p+’| sin = 2p+1 " "
1 x2p sin = 2p fn = pn

xép+1 si n = 2p+1 " "

~

Donc It 1(F ) = x
P n

i
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II-5 - L'ensemble des fonctions symétriques S et et leur image IG(S)

- Fonction symétrique par rapport & un ensemble de variables X (soit p

le cardinal de X)

Les 2n points du treillis- de Boole se partagent relativement aux
permutations de ces variables en p+1 classes ; chaque classe est 1’ensemble
des ancétres d'un élément x de Bn, situés sur un méme rang ou cet élément

x lui-méme.

Exemple :

Chaque point du treillis de B" est représentatif d’un mondme canonigue :

4 ’ ’
1001 est image de XXX 3%y
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Ensemble des classes Ci de mondmes pour les permutations de

X = {x1,x2,x3,x4}

c, ={1111}
¢, = {0111, 1011,1101, 1110}
¢, = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100}
¢, = {0001, 0010, 0100, 1000}
C. = {oooo}
Ensemble des classes Ci pour les permutations de X = {x153§
Cy = {1511}
¢, = {0111, o011}
Cy = {0101}

Les fonctions (symétrigques par rapport & un ensemble de variables X)

formées des mondmes d’une seule classe sont dites symétriques élémentaires

(par rapport a X).

Les fonctions somme de fonctions symétrigques élémentaires (par

N

rapport a X} sont les fonctions symétfiques[par rapport a X];

- Synthése des fonctions symétrigues

. L'ensemble des mondmes d’'une classe wconles permutations d’un ensemble

gst synthétisable sur An muni de 1'opérateur ON.

Soit {ui} les mondmes de la classe
ie:)[l’n--,Kt)

X X => x ]Ji Vi 1, vees K

Soient 2 mondmes non compatibles sur An avec GN. u1 et “2 de la classe.
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Alors 1'ensemble de mondmes qui les rend compatibles appartient a la
méme classe.
Soit i 1le plus petit indiée tel que :

Mg =By

Alors les mondmes définis par :

Myg ooe Ay Ay sg eee Ay

Ay, «oo A, A een A

21 21 1,1+ 1n

appartiennent & la méme classe (car A2n = A1n) et levent Vincompatibili
de Uy et u2 au rang 1i.

Et ainsi de suite.

Proposition 1 : L'ensemble des fonctions symétrigues élémentaires est synthe

tisable sur An avec 1'opérateur (GN]

. 3 = [N} 1!
Ex. : Soit F (x18x2) (x38x4) + x1x2x3x4 + x1x2x3x4
o101
‘0110
P é
F.=1I, (F) = 1001
P GN

1 Q»1 0
0011
17100

r

Elles correspondent & un guadrillage de An (voir Caldwell)
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Proposition 2 : Les fonctions symétrigques par rapport 3 un ensemble de

variables X sont synthétisables sur An avec [GN]

- Soient 2 fonctions s, et symétriques élémentaires par rapport a un

1 52
méme ensemble de variables : X.

Dans le treillis de Boole les images de leurs mondmes canoniques sont

les élémenfs de deux rangs T, et r2.

<
Supposqns r1 r2

Y u1 & r, [u1 = Xy e xn]
v u2 e T, (uz =Y, e yn)
S v
X3 2 Y
. . ; - s o< -
Donc si pour un indice 1/A1i AZi’ alors V j i A1j A2j'

Pes mondmes u1 et u2 sont compatibles.

La fonction S,*s, est donc synthétisable sur An avec (GN]. D'oll 1a propriété

en généralisant & une somme quelconque de fonctions symétriques ¢lémentaires

par rapport & un méme ensemble de variables.

Remarque :

De nombreux réseaux synthétisent cet ensemble S de fonctions.

L'intérét est ici de mettre en évidence un ensemble de fonctions synthé-
tisables sur An avec 1'opérateur [Qil'

Leur svnthdse ne "codte pac chérs” vu la localisation des arcs et

cellules sur An'

Proposition 3 : Les fonctions appartenant. 3 1'ensemble Ie—1[S) sont synthé-

tisable sur An avec 1l'opérateur 01.
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Images par Ie-1 de fonctions symétriques particuliéres . °

Les fonctions symétriques croissantes Leurs images par Ie-1
(1) Celles sui sont représentées .
I B 1111
dans B2n par 1'ensemble des élé- ,/ﬁ\\
ments de rang n et,n-1vk 3 . v ‘ » 7 11110 o
’ 11111 ot <
,,f’ 411100 S~
< >
N 411000 s
N ’
N /’
\\ /,
AN 910000 -
Y ’
N ’
AN 4
AR e
. \ /
11110 11100 211011 10111 o111 00000
F(x1,...,xn] =i§1X1"'xi-1Qixi+1"'xn

ol Qi signifie ;i est absent du
mondme. | Ie-1(F] est une chaine de B2n

(2) Celles gui sont représentées

dans B2n par 1l'ensemble des élé--

mencs de rang n, n-1 et n-Z.

1111

11110 11101 | 11011 10111

11100 11010 10101 01101 ----- ooi
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IIT - TEST DU RESEAU A,

III-1 - Probléme du test

ITI-1-1 - La_plaquette

s

La plaquette initiale, qui sert & la synthése d'une fonctio
de n variables, est d'un modéle standard :

de forme triangulaire, elle comporte %-(n+1](n+2] cellules
identiques, implantées, reliées entre elles parhdes liaisons diagonal

destinées & irriguer le réseau avec les variables d'entrées.

Modéle standard de la plaquette pour une fonction

de 5 variables

$-

Nous savons que la synthese se fait a partie de la
décomposition can onique de la fonction . Chaque mondme canonique
est implanté, par matérialisation de son chemin image,a 1'aide

"de liaisons verticales et horizontales. Ces liaisons sont dites:
arcs actifs du réseau.
m.
! ) arcs actifs

—p BNtrées

| ———p sorties




€n
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Les cellules ont été testées a la fabrication lors de
1'assemblage sur la plaguette. A notre niveau nous les supposons

donc toutes bonnes. .

Remarque :

Nous ferons 101 cholx de 1 operateur 9 pour présenter les tests.

Une étude 51m11a1re pourralt etre falte pour 1’ operateure

Rappel :
_— v
z
Z(U+V) @——i{(0¢) v
i /
Z(V+V) z

Les séquences d'entrées :

A \\\\ 7 . { 00...000
. € _«s.B =
B . I ) o n

1M1...111

\\\\ \\\‘ doivent produire les séguence:
° | JR . ; ]

\ \ \ " de sorties :
: 'Y 10...101

e’\\\\.\\\\f\\\“\\\\; S o7 n } 01...010

/,
g
g
/
/

35 les. séquences de scrtiec

A e ®, ’ A " obtenues différent de ces
., \ \ \ \ \ S " séquences prévues, on obtient
, S, S, — — — = =

1 2: ' - ¥n immédiatement la (ou les) dia

" gonale(s) défectueuse(s].

A ce stade les plaquettes sont testées. Seuls les é1éments corrects
sont conmservés en vue dé la synthése. Nous supposons dorénavant toutes

les diagonales correctes.
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- Les arcs actifs

IT1-1-3 - Couverture d'un &coulement
Les arcs actifs du réseau sont le support d'un écoulement E.
Une couverture minimale R de 1'écoulement E est un ensemble de rivieére

ir P j=1, ..., k, tel que :

J
K k-1

U ry=E et U r, #E
=1 L p=1 Jp

ol {j1""'jb} est une permutation de (1,...,%, .0 0.k}

N

E % n'appartient pas & 1l'ensemble.

Exemple :

(E)

ITI-1-4 - D&finition_des_pannes

Les cellules et les liaisons diagonales étant supposées
correctes, nous considérons que les pannes sont des collages a "g”
ou a "1" d'arcs actifs.

Nous distinguons 3 types de pannes :

- la panne simple, si le réseau comporte un seul collage,

- 1la panne uniforme, s'il comporte exclusivement des

=

collages a "0" (resp. a "1"),
- la panne multiple s'il comporte au moins un collage a

~

"0" et un collage a "1".
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La premiére question est de savoir si le réseau est opérationnel, il
s'agit de la détection de la panne. L'autre guestion est de localiser

la panne en déterminant sa nature.

I11-2 - Séquencé de test d'un écoulement

Etant donné un écoulement E & tester, considérons une couverture
minimale, R de E. Nous allons successivement tester chaque riviere de R

jusqu'a la rencontre d'une riviere défectueuse (s'il en existel.

. Test d'une riviére r de R

Isolons la riviére r par des "1"” aux entrées diagonales de ses

cellules : soit Vr ce vecteur.
Soit tr le vecteur d'entrée diagonale correspondant dans le réseaud.

La premiére composante de tr (entrée diagonale de la cellule de la premiere

couche) vaut 1.

Un tel vecteur caractérise de fagon unigque une riviére du réseau : tr et V.

sont en correspondance biunivoque.

Exemple : Considérons A4
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L'implantation de la riviere r est Ir = 101.
I1 lui correspond le vecteur v, = 1111 et le vecteur tr = (1)001
La premiére composante de tr est "1" guelque soit r.

tr est donc définie par les composantes suivantes notées (tr]1’ e [tr]n'

I est définie par n- composantes notées (I ),, ..., (I) .
r r 1 rn

Calcul de tr en fonction de Ir :

= J (
(tr]1 (Ir]1

4 J ] i}
[tr]i si [Ir]i+1

l
PN

(6 ), =

[tr]i si [Ir]i+1

. Soit u le vecteur d'entrées horizontales et verticales de la couche extert

du réseau‘An (celle qui contient n+1 cellules) définie par :

u = [[D,O), s w0y (O;O]]
4 4
cellule 1 cellule n+1

Définissons de méme u’
u' = (1,1, oo, (1,1))

. Opérons sur les cellules de la couche‘externe de An le changement

u »> u' et considérons les sorties correspondantes de la couche interne

(celle qui contient une cellule) : F(tr,u] et F(tr,u'].

N\
o '1'
Exemple : e
* o=t
. ""- -
| \_ !
0—=1
AN -
N 11
N o
N “ . 0!
N\ -
\O0 11
AN , l
N . $ ot
—r -
11
} o
—— [ ° .492’

F"r'(“"“"
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I1I-2-1 - Détection_des_pannes

‘Considérons un écoulement E de An et une couverture minima
R de E. .

Une riviére r est isolée. par le vecteur tr'
La Fonctidn de sortie F dépend uniquement des vecteurs u et u’.

Si F(tr,u],est difféféht de F(tr.u'] la riviére r est exeémpte de

pannes .
Ceci étant vrai pour toute riviére de E, le bilan de détection est 1
- suivant :

(

vr R F[tr,u] # F(tr,u'] <> E est exempt de panne

Définition : Le voisinage d'une riviére est 1l'ensemble des arcs acti

gui lui sont incidents intérieurement.

v : * wninaminaad |0 TiVviére r

une autre riviére
(arcs actifs)

Exemple :

-——~ Voisinage de r

' )

o~

Grace au vecteur tr seuls les arcs de r et ceux de son voisinage

sont susceptibles de propager les collages qu'ils contiennent.
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collagea 1 d'un arc
du voisinage de r

Exemple :

—— e ==

u=1{

utv=1 g x(6)

N

utv=1

S'il n'y a pas de collage & 0 sur r en aval de x/F(tr,u] = F(tr,u'] =
Le collage & 1 du voisinage de r est propagé en sortie.

Si dans les mémes conditions il s'agissait d'un collage & O du voisi-
nage de r au lieu d'un collage & 1, il ne serait pas détecté par le

test de r.

" - Pannes couvrant d'autres pannes

i) Soit o une panne simple en couche 1i.

Soit B une panne quelconque (simple ou multiple) & partir de la

couche j, telle que j > i.

S'il n'existe pas de riviéres actives telles que o et B soient sur
deux ensembles de riviéres disjointe (pour les arcs) alers la panne
B ne peut 8tre détectée par les tests précédents : elle est masquée

par la panne 0.
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C'est le cas ol tout écoulement de E irriguant B irrigue aussi o.

On. a: Ba. <.o. relativement & la séquence de tests proposés.

ii) Soit B une panne quelconque, telle que tout écoulement irrigua
B admette une charniére qui posséde un collage & 1 en son voisinage.

Soit a1 ce collage.

x est une telle charniére

Dans ce cas la panne X masque la panne B ; pour les séquences de

tests ici proposés on a :

a,B <o,

. Nature des pannes

L'écoulement E de An comporte une panne si et seulement si

il existe une riQiéfe r d'une couverture R de E telle que :
F(t_,u) = F(t_,u")
r r

Soit r une telle riviere.

D'aprés ce qui précéede nous sommes amenés & considérer le plus pres
de la sortie lesphénoménessuivants :

=

a) collage & O sur r.’ +=

b) collage & 1 sur r ou en son voisinage.
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Le bilan de localisation est le suivant :

F[tr,u] = 1 <> La panne la plus proche de la sortie (sur r ou son
voisinage) est un collage & 1 sur r ou son voisinage
F(tr,u'] = 0 <> La panne la plus proche de la sortie (sur r) est un
collage &@ O sur r.
Par tests successifs des riviéres de la couvertureR de E, nc
pouvons espérer localiser de fagon de plus en plus fine © la positic

des pannes.

En effet chague fois que 1'on rencontre une riviere r telle

gue F(tr,u] # F(tr,u']'on'én déduit que r est exempt de pannes et que

le voisinage de r neconfient pas de collage a 1.

Si la localisation obtenue n'est pas assez fine on peut encc
tenter de 1'améliorer en testant d'autres riviéres de E non contenues
dans R. Et, en définitive, on localisera sur chague riviére la panne 1¢

plus proche de la sortie.

Application

Exemple 1 : Soit E un écoulement de A4 a tester. Supposons gue

E comporte une panne simple.

(E)

T - Collage a
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Considérons la couverture R de E :

R = {r, = 0000, r, = 1000, ry = 1090, r, = 1100, r; = 1110}

Test de r1 et r2 :

F(tr su) # thr ,u’)
1 1

F(t ,u) # F(t_ ,u')
) s

r,etr, sont donc exempts de pannes et lesvoisinagede r, et r, ne

contiennent pas de collage & 1

Apres test de r, et r,

1 | - , arcs exempts de
W pannes
c
' arcs non collés
a1
d

Test de r3 :

F[tr »u) = F(tr ,u') =1
3 3

3 ou son voisinage comporte un collage a 1;c.et d ne sont pas collés

a U ldonc exempts de pannes).

r

Apres test de r1, r2 et r3 on obtient donc :

. . .
liaison valide

* a ou b collé a1

s
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Si 1'on sait d'avance qu'il s'agit d'une panne simple, le test des

autres rivieéres n'apportent rien de plus.

Sinon le test de re permet d'affirmer que toutes les liaisons sauf

a et b sont valides.

Les tests proposés ne permettent pas de 1ocaliservp1us finement 1la
panne car toute riviére,contenant'a admet b en son voisinage et

réciproguement.

Exemple 2 : Soit un écoulement E de AS a tester.

Supposons la panne uniforme -

' Spit un collage uniforme & O dans E.

Considérons la couverture minimale R de E ci-dessous définie :

Py
n
ey
"3
-
"

00011, r. = 00110, r, = 01010, r, = 11110, r. = 11011,

2 3 4 5

"3
"

10000}

Utilisant les mémes notations que dans 1'exemple 1 pour représenter
les liaisons valides et 1'hypothése qu'il s'agit d'une panne uniforme,
on obtient :

Apreés test de r, @

emss liaisons valides

~~> CO0llage & O éventuel
lement, mais pas de
collage a 1




l . : %& ~aoubouccollés a0

- Q- 0~
1,3" b
-!\:.’y>i

on localise un collage & 0 de a

Le test de r4 fournit alors :
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Le test de rs :

a.collée ao

b ou c oudcollées a o0

Le test de rB :

a collée a0
(¢eet b) ou ¢ ou d collées a O

les autres liaisons intactes

La localisation ne peut étre plus'précise.

Exemple 3 : Traitons le cas d'une panne multiple dans un écoulement E
de As.

collages : Ee=Aa

*
* 1 ; i é:::::::}: C

1

‘

[«]
RN
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Considérons une couverture minimale de E :

]
"
o~
]
-
[

0ooocoa, r pooo10, r

= 001101, r. = 110001,

2 3 = 001000, r,

5

1111111},

ie)
[}

11jQD1. r,

*4

Rappelons les représentations sur le caractére des liaisons

.

smmme liaison intacte = - eglloge o o

an~~ pas de collage a 1 azzz=  collage & =

Testons r, : (Todte liaison de r, est valide ; pas de collage a 1

en son voisinage) car F(t_ ,u) # F(t ,u')
. 1 (4

puis testons r2 : Tout arc de r2 est valide car

F(tr u) # F[tr ,u')
2 2
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Testons alors r3 :

a ou b collées a 1

a . P & Py
- > ad

Testons r4 : L'arc b est intact ; on localise le collage a 1 de
1l'arc a.
{ 1
agl
) r—-—.
r—e
¢ ] [
Test —-s g - - .
eSTons T'g , Fr¢_ ,u) = F(t_,u') =0
s s

Le collage le plus en aval sur r5 est un collage a O

L'un au moins des arcs c, d, j, k
est collé a 0 et aucun collage & ’

ne lui succéde sur rs
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Testons r. : F(t ,u) = F(t ,u') =1 ...
T . Ts

6 6

r. ou son voisinage comporte une panne et le collage

6

le plus aval est un collage a 1.

D'aprés ce qui précéde (test de r5] j et k sont intactes

ainsi que %.

Testons r. : F(t_ ,u) = F(t_ ,u') =0
r r

¢ 7

7

r7 contient une panne. Le collage le plus en avant de

r, est collage a O.

Nous arrivons a la conclusion suivante, qui ne peut gétre améliorée

avec nos séquences de tests :

. a est collée & 1.

. c ou d sont collées
de la sortie est un

. e ou f sont collées

de la sortie est un

3 0 et la panne du segment cd la plus proche
collage a O.

a3 1 et la panne du segment ef la plus proche

collage a 1.
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« M, noup sont collées & O et la panne du segment pnm la plus
proche de la sortie est un collage a O.

. Toutes les autres liaisons sont intactes.

La méthode de tests ici proposée permet de détecter 1la panne
d'un réseau quelconque.

Suivant la positﬁbn des collages dans le réseau eile permet

de les localiser plus ou mdins?finement.

"
I
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