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INTRODUCTION

-~ - L n
Le but de cette thése est d'étudier une classe de normes sur R
qui peuvent &tre définies a partir des normes des espaces de Banach E i 1'aide

d'un systéme fini de n vecteurs linéairement indépendants (f.) de E et
i=1-n

sont indispensables & la résolution de certains problémes de 1'analyse numérique,

en particulier les problémes de 1'approximation linéaire.

Dans un espace de Banach E de norme ||a||, solent Vn un sous-espace
de dimension finie n et f un élément n'appartenant pas i Vn' On considére alors

le probléme des meilleurs approximations linéaires de f dans Vn.

n
Soit (f.) une base de V . Un élément gx = 2 kifi de Vn est meilleur
i=i-n n 1=1
approximant de f dans Vn si et seulement si :
|[|£ - g"|| = Inf ||£-g|| =1Inf ||f- = x.£|]
n . 171
x¢V x& R i=1
n
. + R o o
Soit maintenant 1'espace Rr® ] muni de la norme Y définie par :
T(xi, rres X Xn+1) = lelfl + ... + xnfn + Xn+1f|] (1

) n+1 s
pour tout vecteur x& R de composantes (xj) dans la base canonique

(ei) de Rp+]. Alors 1'élément gx = E kifi de Vn est meilleur
i=1-(n+1) i=1

. . . n °*
approximant de f dans Vn si et seulement si le vecteur k = (ki)E: R est

. . n e e oy
meilleur approximant de e dans R au sens de la norme Y ainsi définie.

+1
On peut donc transformer un probléme d'approximation lin&aire dans un espace de
Banach E de dimension quelconque finie ou infinie en un probléme &quivalent

dans 1'espace Rn+1 muni d'une norme convenable ¥ définie comme ci-dessus (1)

a partir de la norme de 1l'espace E dont la résolution devient dans certains cas
plus simple et facile. De cette fagon CARASSO dans son exposé ([1]) a pu résoudre

son probléme. Grace aussi 3 l'introduction de cette catégorie de normes ainsi
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P . , n ., . . - , -
définies (i) sur l'espace R, j'ai pu résoudre le probléme inverse du probléme
du lieu des meilleurs approximants linéaires dans un sous—espace de dimension

finie n d'un espace de Banach.

Ce sont deux applications concrétes parmi d'autres de la théorie des
n o . . ' <
normes sur R générées par la norme d'un espace de Banach & laquelle on pourra

avoir recours en analyse numérique.

Cette thése se compose de trois parties :

- Dans la premiére on présente les définitions générales de la classe de normes

n _ . '
sur R générées par la norme d'un espace de Banach quelconque E.

- Pour un espace de Banach quelconque E, il est impossible de dire si une norme

Y de R" est générée par sa norme, encore moins de caractériser la classe de
normes sur R générées par la norme de E, car la structure d'une norme ¥ sur

R générée par la norme de E dépend évidemment de celle de la norme E et qu'a
priori on ne connalt rien sur sa structure. Dans la deuxisme partie, on se bornera
d 1'étude de certaines classes de normes sur R" générées par les normes des
espaces fonctionnels usuels de Banach en vue d'une &tude plus commode et plus
précise permise par la nature méme de leurs &léments qul sont des fonctions et

par de nombreuses propriétés connues s'appliquant 3 ces espaces.

. La troisiéme partie est consacrée 3 des applications de cette théorie de normes
dont la plus importante sera la résolution du probléme inverse du probléme du
lieu des meilleurs approximants lindaires dans un sous—espace de dimension finie
n d'un espace de Banach.

Enfin sont donnés quelques exemples simples de construction de n &léments

(£.) de l'espace (([a, b|, R) définissant une norme quelconque ¥ de R".
i=i-n h .

Ces résultats permettent d'affirmer que la norme de la convergence uniforme

sur [a, b| de 1'espace c([a, b], R) génére toute norme ¥ de R" sans toutefois
avoir recours a certains résultats de la topologie algébrique, en particulier le
théoréme de HAHN-MAZURKIEWICZ qui sont trop forts [Cf. DEUXIEME PARTIE,
Chapitre II, §fi]~

[1] cARrasso c.
Sur la convergence de 1'algorithme de REMES-LAURENT en 1'absence de
condition de Haar.

Séminaire d'analyse numérique (i1971-i972) - Institut de Mathématiques
Appliquées - Iniversité Scientifique et Médicale de Grenoble.



PREMIERE PARTIE

GENERALITES






CLASSE DE NORMES DE VECTEUR SUR R" GENEREES

PAR LES NORMES DES ESPACES DE BANACH

1 - Définitions et notations

Soient E un espace de Banach de norme Y et (fi) un systéme
i=1-n

de n vecteurs linéairement indépendants de E. On a alors cette propriété :

Progosition

La fonction ¥ définie sur R" et & valeurs dans Rf par :
n n
Fe0 = W(ii xe)) =0 E 4 x B =L€(121 x;£5)

n
¥x = (x], cee Xn) =z R

- . n n
od (ei) est une base canonique de R, est une norme de R.
i=l-n

Vérification

1) On a :

¥(x, y) ¢ RO x R et ¥(A, W) ¢ R

n n
YO + uy) = wizl (x; + uyde;) =$<i§1 (x; + uy )£
n n
=fCT (xpf, + T (uy)E)
i=1 i=1
, n n
< IXILF(E x £+ [ul Pz C(y)E)

1=1 1=1

Par suite

YOx + uy) < [A] ¥+ |u]| Y.



n n
2) ¥(x) =0=>Y(zZ xifi) =0=> I x.f, =0= x, =0 ¥i=1-n
i=1 i=

[
@)

car les (fi) sont linéairement indépendants ; d'od x

. n
Y est donc bien une norme de R .
Définition

Soient E un espace de Banach de norme Y et ¥ une norme de 1'espace

R

On dit que la norme Y est générée par la norme Y de E s'il existe dans E

n vecteurs linéairement indépendants (fi) tels que :
i=1-n
n n
Y(x) = W(BZ xiei) =‘{7(x1f1 + ... + ann) =(F(.Z xifi)
1=1 1=1
n
¥x = (Xl’ ceey Xn) € R,
Remarque

I1 est clair que dans la proposition précédente le fait d'@tre complet
pour 1l'espace normé E n'intervient pas. Cependant on peut toujours supposer
que E soit complet sans pour autant perdre de généralités quite i compléter
E. D'ailleurs tous les espaces fonctionnels normés fréquemment rencontrés

dans 1'analyse fonctionnelle sont de Banach.

2 - Relations fonctionnelles entre une norme Y d'un espace de Banach E

no_
et une norme Y de R générée par Y

La définition précédenteest clairement équivalente & llexistence

d'une injection linéaire * de R" dans E définie par :
a(ei) = fi ¥i=1-n

telle que :

¥(x) =¥ (= (x)) = (o a) (x) ¥x < R
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Par suite si Tf désigne 1'ensemble des injections linéaires de R dans E,
n . . . '
alors la classe de normes sur R générées par la norme  de E n'est autre

que 1'ensemble {¥ = Yo a, aeJ}.

I1 en découle 1la

Proposition 2-1

Soient E un espace de Banach de norme Y et B une bijection linéaire
n . P PR
de R sur Rn, Alors si la norme Y génére la norme Y de RF, elle génére

aussi la norme ¥ o R.

Vérification

En effet on a :

S “‘V(
¥Y=%oo avec O & .
donc
YVoB=%Yoao0B=Yoy aveé Y =0 0B e o

En termes plus familiers 3 1'analyse numérique, la proposition 2-1

peut s'énoncer comme :

Proposition 2-2

Soient E un espace de Banach de norme f et A une matrice carrée
. . o . A oas n
d'ordre n non singuliére. Alors si la norme 4 génére la norme Y de R,

elle génére aussi la norme WA définie par :

TA(X) = Y(Ax) ¥x e R®



Vérification

En effet dans R" muni de la base canonique (e.) , toute
i=1-n

bijection linéaire B peut &tre représentée par une matrice carrée d'ordre
n non singuliére A. Par suite la norme YoB peut s'exprimer en notation
matricielle par ¥, en -identifiant éhaqus véctauryxwdeﬂﬁn I une.
.colonne matricietle forméewpar"leb”composanteéu£X£) de~x dans Ia base
canpnique”(ei), que l'on note aussi x par abus de notation si aucune confusion
ne se présente.

Enfin cette dernidre propriété dont la vérification est immédiate

Proposition 2-3

Soient E et F deux espaces de Banach.
Si F est isométriquement isomorphe a E, c'est i dire s'il existe un

isomorphisme Yy de E sur F conservant la norme :
[y ] = ||x]] ¥x € E

n o
Alors les classes de normes de R générées par les normes de E et F sont

les mémes.

3 - Interprétation géométrique

Soit ¥ la norme de R" génédrée par la norme Y d'un espace de

Banach E :
\ _ on
W(x], coes xn) —Lf(xlf] + ...+ xnfn) V(Xl’ coes xn)ﬁ; R

Soient Vn le sous espace de E engendré par les vecteurs (fi)

i=l-n
et U la boule unité de 1l'espace E :
U={feE :9 () <1}
2 n
Alors 1'isomorphisme canonique (x.) - —_—> % Xifi de R sur Vn transforme
i=1-n i=1

la boule unité de la norme ¥ dans R"” en la boule unité Vn(q U de Vn et

réciproquement.
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Par suite, géométriquement dit, une norme ¥ sur R est générée par la
norme ¥ d'un espace de Banach E si et seulement si elle est la jauge de la
- n ) . N o ’ : . . n
transformée dans R, par l'isomorphisme canonique entre R et un sous espace

v, de E, de l'intersection Vn.n U de la boule unité de E avec'Vn.

s
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4 - Propriétés générales d'une norme ¥ de R générée par la norme 4 d'un

espace de Banach

. no___
I1 est clair que la structure d'une norme Y de R générée par
la norme Y d'un espace de Banach E dépend de celle de ¥. C'est ainsi que
si 1'espace E a une structure hilbertienne, toute norme Y de R" générée

par la norme de E sera de la forme :
¥(x) = (' A x'/? ¥x ¢ R°

avec A une matrice carrée d'ordre n symétrique définie positive.

[Voir DEUXIEME PARTIE - CHAPITRE VI]

On peut caractériser la stricte convexité de la norme Y d'un espace de

Banach E par la

Proposition 4-1

La norme ﬁ’d'un espace de Banach E est strictement convexe si

. n_o . . .
et seulement si toute norme ¥ de R générée par i est strictement convexe.



Vérification

])L? strictement convexe => V¥ strictement convexe. En effet soient

x et y deux vecteurs non nuls de Rn tels que
Y(x +y) = ¥x) + ¥y
c'est a dire
n : n n n
(2 oxfy v 2oy f) = (X xf)+ (I yf)
1=1 i=1 i=1 1=1
par suite, puisque la norme ¥ est strictement convexe, il existe un nombre

o > 0 tel que :

v; = axi ¥1=1-n

Autrement dit y = ox

2) D'autre part si la norme \f n'est pas strictement convexe,

alors il existe deux vecteurs f] et f2 non colinéaires dans E tels que :
tP(f] + fz) = %(fl) + @(fz)

Formons un systéme de n vecteurs linéairement indépendants (fi)
i=1-n
de E dont les deux premiers sont effectivement f1 et f2..

. no_ o . . P
Soit ¥ la norme de R générée par la norme ¢y par l'intermédiaire de

ces (fi) :
- n
W(x], cees xn) = ?(x] f1 + ...+ xnfn) V(Xﬁ"7xn) e R
On a :
¥(1, 1, 0, ..., 0) = ¥(1, 0, ..., O) + ¥(0, 1, O, ..., O)

La norme ¥ n'est donc pas strictement convexe. D'oill la proposition.

Toutefois, il se peut qu'une norme non strictement convexe
P n .
d'un espace de Banach E génére des normes ¥ de R strictement convexe comme

le montre cet exemple dans le cas ol la dimension de E est finie. On
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considére E comme 1'espace R muni de la norme  relative i la base

canonique (e.) définie par :
i’,
i=1=(n+1)

ﬁ’(x], vees X Xn+1) = max[p(xl, ooy xn), [xn+ll]

n+1

V(x], ceey X ) e R

X
n’ “n+l

< . n
ou p est une norme strictement convexe sur R .

I1 est facile de vérifier que la norme ¢ est non strictement

convexe

Soient x = (Xl’ ceay xn) et y = (y], ceey yn) deux vecteurs non colinéaires

de R" tels que :
p(xl, cees xn) = p(y], cees Yn)

Soit X4 € R,

xn+1, > p(x], ceey xn)

%’(x +y, 2Xn+l) max[?(x +y), 2|Xn+1|]

(x, x ) + (y, x )

2' n+1

x =
n+1|

n+l . . .
Or les vecteurs (x, x_..) et (y, Xn+l) de R ne sont pas colinéaires,

n+1
d'ol la non stricte convexité de la norme .

.l . PP e
D'autre part, la norme p de R~ est effectivement générée par la norme ¥,
%

Dans la deuxiéme partie [bhapitre IT, paragraphes5. et 7;], on pourra voir
des exemples d'un espace de Banach de dimension infinie dont la norme non

. PURY . n
strictement convexe généere des normes strictement convexes de R .

Proposition 4-2

1) En général la norme Y d'un espace de Banach E ne peut pas générer

n
toutes les normes Y de R .

n . . .
2) Pour toute norme ¥ de R il existe au moins un espace de

Banach dont la norme { génére la norme V.



Vérification

1) On démontre dans la deuxisme partie [phapitre I, §.6,

Chapitre IV, §.2] que :
. La norme de 1l'espace L'(X, U) ne peut pas générer la norme h_ de R"
sauf si n < 2. '
. Toute norme ¥ de R" générée par la norme d'un espace de Hilbert est
donnée par :

VY(x) = (xT A x)l/2 ¥x ¢ an

avec A une matrice carrée d'ordre n symétrique définie positive.

; n . ~ e
2) L'espace R muni de la norme V¥ peut etre considéré comme

un espace de Banach dont la norme géné&re la norme VY.

Mais un résultat non trivial, trés important démontré dans le §.7

[Chapitre Ii] est que la norme de la convergence uniforme sur [a, B] de

1'espace fonctionnel de Banach C{[é, ﬁ], R) géndre toutes les normes V¥
n

de R,

Evidemment pour certaines normes ¥ de Rp, il se peut qu'il existe des
autres espaces dont les normes générent les normes Y. Par exemple, on

démontre dans la deuxiéme partie [bhapitnal, §.1 et §.5, Chapitre II,

§.2 et §.§] que :

- La norme h_ peut &tre générée par les normes des espaces fonctionnels

de Banach Lw(X, w et C(K, F).
. La norme h1 de R" peut &tre générée par la norme de I'espace Ll(X, N
comme par celle de 1l'espace C(K; ).

- La norme h, de R peut &tre générée par la norme de 1'espace de Hilbert

comme par celle de l'espace C(K, F) si l'espace F est de Hilbert.

On termine cette premiére partie par ce résultat :

Proposition 4-3

Si la dimension de l'espace de Banach E est finie et égale 3 n.

Alors toute norme de R" générée par la norme 4 de E est de la forme WA.

WA(x) = W(AX) : ¥x € R



~ no. . A . -
oi Y est une norme de R générée par Y et A une matrice carrée d'ordre n

non singuliére.

Vérification

La démonstration est immédiate en vertu des résultats du paragraphe

2Q
Remarque
Pour une norme ¥ de R" générée par la norme ‘¥ d'un espace de Banach E,
1'unicité des (fi) lin€airement indépendants de E tels que :
i=1-n
' . n
=y + .00 + x f cee < R
W(xl, , xn) E(Xifl X n) V(xl, , xn) < R

n'est pas assurée en géndral comme on pourra le constater dans la suite.
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DEUXIEME PARTIE

CLASSE DE NORMES DE VECTEUR SUR R™
GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
FONCTIONNELS USUELS DE BANACH







Dans la premiére partie on a présenté les définitions et
. n . . .
propriétés générales de la classe de normes sur R générées par la

norme d'un espace de Banach quelconque E.

Dans cette deuxiéme partie, on se bornera i 1'étude de
. no_ . _ :
certaines classes de normes de R générées par les normes des espaces
fonctionnels usuels de Banach en vue d'une étude plus commode et plus
précise permise par la nature méme de leurs éléments qui sont des fonctions

~

et par de nombreuses propriétés connues s'appliquant 3. ces espaces.
CRERITRR T°

NORMES DE VECTEUR DANS R" GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
FONCTIONNELS DE BANACH LP(X,u).

1 - Les espaces fonctionnels Lp(X,u). Définitions et propriétés générales

Dams tout ce chapitre, on suppose que X est un espace localement
compact métrisable et séparable et U une mesure borélienne positive

(u# o). En général X = R™ et U est la mesure de Lebesgue sur rR™.

Soit LP(X,u) (p > 1) 1l'espace des fonctions f pu-mesurables

-~

dont la p1eme puissance de la valeur absolue lf]p est intégrable sur X.

-~

Soit Mp la fonction définie sur LP (X,U) et a valeurs dans

+
R par :

1
fPaul P el Px,w

Mp(f) =

f:-:‘

On montre que Mp est une semi-norme sur Lp(X,u)

[Cf{l]et[4?]. I1 lui manque 1'axiOme de séparation

Mp(f) =0 = f = 0 presque partouf.
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La relation binaire sur LP(X,u) : £ v g™ f-g=0 presque partout,
est une relation d'équivalence. Il est facile de voir que la fonction
II llp définie sur 1'espace quotienthP(X,u)/% est une norme :

v N
[1£]] =M (£) sif=c (£).
p p

Définition.

LP(X,U) est 1'espace quotient Lp(X,u)/% muni de la norme || II .

On démontre que [C_If o, 243 et{é]:

Proposition 1.1,

1) - Les espaces normés LP(X,U), (pzi), sont complets.
2) - Les normes II llp de LP(X,U ) sont strictement convexes
sauf si p = 1.

3) - Les espaces LP(X,u)sont séparables.

N w s
~* Cas ot p = +® . Espace L (X,}).

Définition.

Une fonction f M-mesurable est dite bqrnée en mesure (ou
essentiellement bornée) si Inf {a : lflf a sauf peut &tre sur une
partie de mesure nullel} <+, . |

On note Lm(X,u) 1'espace vectoriel des fonctions U-mesurables
essentiellement bornées. _

Pour tout élément féLw(X,u) soit M_(f) la borne inf ainsi
définie. On démontre sans difficulté que [?f[f}et[ﬁﬂ M, définit une ’
semi-norme sur Lw(X,u),

Comme les fonctions Mp (p21), M_ ne vérifie pas 1'axidme de
séparation :

M (£)=0 =>f=0 presque, partout.

Cependant la relation d'équivalence sur Lm(X,u)définie par

f v g <> f-g=0 presque partout.
permet de définir 1'espace quotient LW(X,U)/% sur lequel M devient

une norme notée II llm:
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r\J o
el = m.( si ¥

CL(£)
Définition.
o . o -
L (X,H) est l'espace quotient I (X,u)/V muni de la norme
On montre que [bf E{E et 345] :

Proposition 1.2.

o o]
1) - L'espace normé L (X,U) est complet.
. [e o]
2) - La norme || ilw de L (X,H) n'est pas strictement convexe.

3) - L'espace Lw(X,ﬂ) n'est pas séparable.

REMARQUE :
1) - Si f est une fonction mesurable bornée sur X, alors elle

est essentiellement bornée et on a :

M, (£) < Sup |£(t)|
t X

2) - L'espace des fonctions continues bornées sur X est contenu

0. . o0 B
dans L (X3) : C (X, R) L (X,H).

° Dualité des espaces LP(x,u) (1<p<+e
= " -1
On démontre que [Cf[i]et[éj] :

Proposition 1.3.

Pour tout p (I1<p +~) le dual topologique de l'espace

LP(X,U) est 1'espace Lq(X,U) avec q tel que % + é = 1.

En particulier le dual topologique de 1'espace Ll(X,U) est 1l'espace
o

L (X,W).

et
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Proposition 1.4

Le dual topologique de 1'espace Lm(X,u) contient mais

n'égale pas 1'espace L'(X,H) en général.

I1 y aura identité entre L'(X,H) et le dual topologique de

1'espace L®(X,U) si et seulement si le support de la mesure M est fini.
De ces deux résultats, on déduit la

Proposition 1.5

Les espaces Lp(X,U) (1€p<+») sont réflexifs.

Les espaces LL(X,H) et L®(X,U) sont réflexifs si et seulement
si le support de la mesure U est fini.

Méme dans le cas des espaces fonctionnels bien connus
Lp(X,u), le probléme de caractérisation de la classe de normes sur R
générées par les normes de tels espaces reste encore impossible.
On se contente alors d'étudier certaines normes usuelles sur Rn, qui

sont les normes de Holder hp (15p<+®)

n p 1/p
= y . <p<

ey = B bl 7” o s

n
V(xl,...,xn) R

et
n

hm(x],...,xn) = max lin V(xl,...,Xn)g R

i=1-n
ECfinet @Qﬁ, que les normes des espaces LP(X,U)peuvent générer. On
distinguera plusieurs cas suivant que p=1,2 ou + © dans lesquels certains

résultats particuliers peuvent se présenter.
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2. Normes usuelles de R® générées par la norme de 1'espace Ll(X,u).

. 1 : ) L
L'analogie entre la norme || .| , de L (X,u) et la norme

h] de Rn :

1

rerton el = fylfla

" %,

[ e =]

X = (x],...,x )< R h,(x) =
n ! i=1

nous raméne i poser le probléme suivant : la norme h1 peut—-elle &tre

générée par la norme ” ”1?
Pour résoudre ce‘probléme on va d'abora donner une caractéri-
sation des (f.) de Ll(X,u) qui définissent la norme h] de Rn :
n i=1-n n
h](x) =izllxi| = ”xlf]+...+xnfn” ¥x = (x],...,xn)e:R

-~

Ensuite on cherche 3 savoir s'il existe dans Ll (X,u) de tels
(fi)' .
Pour simplifier le raisonnement, on se place tout d'abord

dans R?

Proposition 2.1.

Une condition nécessaire et suffisaqte pour que f],fzelﬁ(x,p‘
vérifient
(1 hl(xl’x2)=|X1'+'XZJ=illel+x2f2"1 = [xlx £yt lan
¥x = (x],xz)GR/
est que :
RIS

ii) Il existe deux parties yu- mesurables Xl et X2 de X telles que :

X = X,U Xy, U X,) =0

Hh
I

0 sur X2\~(X]r§ XZ)

Hh
1l

0 sur X]\N(Xlgj X2)
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Vérification

Condition nécessaire'
Soient £, f, deux &léments de L'(X,)) ¥érifiant larrelation (1),
En prenant x = e, et x = e, dans (i); op déduit que :

el = g, 1], =

Soit x = (xl, xz)esz, on a :
£fxlfl+x2f2ldu < £[,xlfl[+|x2f2[]du = Ix,[+]x,]

Par suite pour qu'il y ait 1'@ alité, il faut que
q y g q

(2) lxlf1 + x2f2| = lefll +Ix2f2| presque partout sur X

Posons :

I
[

{tex: fl(t) # 0}

Y, ={teXx: f2(t) # 0}

1 2
2

Y. et Y2 sont bien deux parties‘u- mesurables de X puisque f. et f
sont des fonctions mesurables. En dehors 'de la partie Y = Yle Y
f. et f2 sont nulles, la condition (2) devient alors

i

' : =
(2") |x]f] + xzle Ix]fll + lxzle presque partout sur Y
On sait que :
a,b« R |a+bf=|a|+|b| => ab >0
Par suite en prenant x = (xl,xz) tel que x1x2>0 on obtient

fl(t). f2(t) < O presque partout sur Y
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De méme avec un X = (XI’XZ) tel que X%, <0 On a:

fl(t)'fz(t) < 0 presque partout sur Y.

En combinant ces deux conditions on obtient cette propriété :

Fh
]

0O presque partout sur Y2

Hh
]

0 presque partout sur Y]

Autrement dit U(Y]n Y2)=0. On peut alors toujours trouver deux
parties U - mesurables X, et X, telles que Y

1 2 1 -
la condition ii) de la proposition 2.1. Par exemple en prenant :

Xl’ Yzz; X2 et vérifiant

Condition suffisante.

Roient maintenant f]’f2 deux éléments de Ll(x,u) vérifiant les
conditions i) et i1).
Puisque U(X]nX2)=O alors pour tout x=(x1,x2)ﬁ132

On a :

[ % £ +x, 8, lan = fX]|x1f1+x2f2|dU + flexlf]fxzledu
Or
“ = = ! : £ = l =
i u]f]+x2f2|du i |x1f1+x2f2|du i |x]€]ldu I!xlfl||] !xll
Y . X]\(Xﬁﬁng° ‘ TN (ay) - =

y ) ) ) )
et [ [x £ +x,£,lau =/ lxlf]+x2f2|du = [ Ix,t,lau =[x, 11, = Ix,|
X2 Xz\(XrﬁXz) XZ\(X] X2)

Par suite :

H’x]f1+x2f2||1 =fX|xlf]+x2f2|dU = |x]|+'x2| = h](xl,xz)
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2
¥x = (X],XZ)GIR .

. . n . . ' .
La dimension de 1'espace R n'intervient pas dans le raisonne-
. . 2 . <
ment qu'on vient de faire dans le cas de R » on peut croire donc 3 1'exten-
; .o L P n
sion possible de ce résultat dans le cas général de l'espace R

(n entier quelconque).

Proposition 2.2.

Une condition nécessaire et suffisante pour que n éléments

(fi) de LY (X,u) vérifient
i=1l-n 0
(1) = b Gphennsx) =i§]|xi| N I[x]f]+...+xnfn||1=foxlf]+...+xnfn du
¥x = (xl,...,xn)e:Rn
est que
D e ] == e, =

ii) Il existe un recouvrement de 1'espace X par des parties

U - mesurables (Xi) telles que :
i=1-n

. U(Xf1Xj)=0 ¥ij  (i,j=1-n)
o fi=0 sur Xj\(Xwaj) Vi#] (i,j=1-n).

Vérification

Condition nécessaire

Soient (fi) » n éléments de L'(X,u) vérifiant la relation (1.
i=1-n

En prenant x = e; (i=1-n) dans (1) on obtient

Hfill1 =1 Vi = 1-n.
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Posons :
Yi={t X @ £.() # o} (i=1-n)

Les Yi sont bien des parties U - mesurables de 1'espace X puisque les

(fi) sont des fonctions mesurables sur X.

I1 est clair que pour tout couple (i,j) i # j :

h,(a,B) = Ilonsi+efj I, ¥(a,B) € R

Ce qui donne d'apré&s la proposition 2.1
U(YiﬂYj) =0
On a bien :
£.=0 sur Yj\(Yf1Yj) Vi #3 (i,j =1-n)
I1 se peut que les (Yi) ne forment pas un recouvrement de X, mais

i=l-n

ceci ne pose pas de probléme puisque 1'on peut toujours trouver n parties

U - mesurables (Xi) 3§ partir des (Yi) qui -vérifient les conditions

i=1-n i=1-n

i) et ii).
Par exemple, on peut prendre ces n parties suivantes :

. =Y, ¥i=l-(n-
Xl i Vi 1-(n-1)

n
Y U IC Ux,)] .

i=1

<
]

Condition suffisante

Soient maintenant n éléments (f.) de L?(X;M) qui satisfont les
i=1-n

conditions 1) et ii).
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On peut écrire :

n i-1
= = X\l . s AU
X i=§i x]u)(xz\\(x]nxz))b ...Uﬂ(xi\(xiy}(}fixj))) cee
n-—1
Bﬁ(Xn\(Xnm(éflxj)))-

en remarquant que :

1-1 ijl
Xi(\([j X.) = U (Xi{ﬂX ) ¥i = 2-n

j= j=1
On a

©i- »
X = Xlu}(xz\‘(X]{EXZ))hj"' mKXi\ ;i](Xwaj))Ml...
n-1
MJ(Xﬁx;:I(an\Xj)

Par suite pour tout x = (x],...,xn)é;Rn :

/ |x1f1+...+xnfn|du =/ |x]f1+...+xnfn|du + ]§lfl+.f.+xnfn|du+..f
X X1 Xz\(thXZ)

+ [ {x]f]+...+xnfn|du LT | ]x]f]+..n+xnfn|du

i-1 n-1
X U (quxj) XN U (X&ﬁXj)
J=] 1:]
Or d'aprés i) et ii)
/ Ix]f]+...+xnfn|du = f ]xlflldu - le]fllll = x| .
X] Xl
et pour tout i = 2-n :
/ lef]+...+xnfn|du = f Ixifildu = Ixifildu = leifilll = Ixil
i1 i-1
L [y
X{s}J (Xf}Xj) Xi\.“'(xi Xj) Xi

J=1 j=



Par conséquent, on a :

lelf +...+xnfn||I = |x | +...+ |xn| = h (x ,...,Xn)

1 1

¥x = (x],...,xn)e Rn.

La proposition 2.2 nous donne les caractérisations des &léments

(fi) de 1'espace fonctionnel de Banach L!(X,u) qui permettent de
i=1-n
définir la norme h] de R" 3 partir de la norme [ lll de L'(X,n).

I1 est facile de voir que 1'existence de tels &léments (fi)

dans L' (X,u) est toujours assurée, d'ol :

Proposition 2.3.

L'espace fonctionnel de Banach L!(X,u) formé des fonctions

numériques intégrables sur X, muni de la norme ]I ||1 :
feLl(X,n) el =] [£]an
X

figure parmi les espaces fonctionnels de Banach dont les normes générent

la norme hl de Rn.

n __ .
3. Normes usuelles de R générées par les normes des espaces

LP(X,1) (1<p<+m)

L'analogie entre deux normes hp de R" et ll llp de LP(X,U)
n 1/ n 1/
neo = 5 g PIYP wer® o (fel] IS PP e 1o
P i=1 Px :

. . . n o ..
fait penser que h_ fait partie de la classe des normes de R générées® par

o,

Ce qui est d'ailleurs juste comme on pourra le constater dans la

suite.



_22_

On va donner maintenant une caracté@risation des n fonctions

(fi) appartenant a LD(X,u) qui permettent de définir la norme
i=l-n

hp de R" 3 partir de la norme || Ilp de LP(x,1).

Proposition.B.l,

Une condition suffisante pour que n fonctions (fi) appartenant

a LP(x,p) vérifient Visimn

- p1/p _y | P /e
hp(X)=|izl X, =|[x]fl+...+xnfn||p=|fX|x]f]+...+xnfn| dy|
¥x = (X),.00% )< R"
est que :
i) ||fi||p = | ¥i = I-n

ii) I1 existe un recouvrement fini de 1'espace X par les parties

(Xi) U - mesurables telles que
i=1-n

fi=0 sur Xj Vi #3 (i,] = 1-n).

Vérification.

Soient (fi) s, N &léments de Lp(X,u) vérifiant i) et ii).
i=1l-n

Comme dans la proposition 2.2, on peut décomposer X en une

union disjointe :

i-1 n-1
X = X] y (XZ\ (Xli ) X2))1§‘; e Ul (Xi\, i (XiXJ)) oo i (Xn\ U (Xnn XJ))
j:] j:]
D'ol quelque soit x = (x],...,xn)E:Rn on a

f |X1f1+..o+xnfn pdu = f |x]f]+...+xnfn|pdu+...+f lxlf]+...+xnfn|pdu

P!
Y a0 T . 3
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+ oo+ |x1f1+...+xnfn|pdu
n-1

X~ (X X.)
j=1

D'aprés ii), on obtient pour tout i = l-n :

£, |Pay = |x.|P
N LT B LN ML ELUC L
i-1

Xt (X.-X. X. o (X.~X. . X.

1;‘;:1(1‘?_1) 1j:1( il J) 1

Par suite, en tenant compte de i) on arrive 3 :
S . pyl/p : p.1/p

hp(x) = | §=]'Xi| ] =||x1f1+...+xnfn||p=[fX|x]f]+...+xnfn| dy|

I1 est facile de voir que 1l'on peut trouver n &léments (fi)

de LP(X,1) qui satisfont i) et ii). D'od :

Proposition 3.2.

La norme || IIP de 1'espace fonctionnel de Banach LP(X,u)

£otPaw, el = [ JelPa]'/?
X

génére la norme hp de R"

n
5 lxilp]]/p

X = (x],...,xn) hp(x) = [ ]

1

REMARQUE :

La condition citée dans la proposition 3.1 est suffisante
mais pas forcément nécessaire dans le cas général des espaces Lp(X,u)
(p>1). Pour p = 1, elle est aussi nécessaire [voir la proposition 2.2].
On a pu la démontrer en utilisant 1'indgalité fonctionnelle suivante :

| £ +...+fn|p < |f1|p+...+|fn]p sip=1

1



_24_

oi (f.) sont n éléments quelconques de L!(X,n).
i=1-n '

Pour p quelconque > 1, on ne peut .pas obtenir de telle
inégalité pour n éléments (fi) quelconques de Lp(X,u).
i=l-n
Dans le cadre des espaces LP(X,1) on va &tudier maintenant

ces deux cas particuliers correspondants aux p = 2 et p = + o,

4 - Etude du cas ol p = 2. Espace de Hilbert L2(X,u).

L®(X,u) est un espace fonctionnel de Hilbert ([i] et [4]).
Son produit scalaire &tant :

(f,8) = L2(X,1) x L*(X,u) » <f,g> = [4£-g du

qui donne la norme |l°'r2-:

£ LA, I'fllg = <f’f>]/2 = [fxfzd“]l/z

D'aprés le résultat précédent du cas général, la norme
[ llz de L?(X,H) génére la norme euclidienne h, de R". Mais de
plus grdace 3 sa structure hilbertienne, on obtient un résultat plus
complet que celui de la proposition 3.1 donnant les caractérisations

des éléments (fi) de L2(X,u) qui permettent de définir la norme
i=l-n

h2, c'est 3 dire :

" 5 1/2 , 172
h,(x) = g]lxil ] = Hxlf]+...+xnfn||2 - [f,x lef]+,,,‘+xnfn| du]

Proposition 4.1.

Une condition nécessaire et suffisante pour que n &léments

(fi) de L?(X,n) vérifient la relation suivante :
i=1-n

n 2. 1/2 " 2 1/2

n hz(x) = [§=1|xil ] = [fxlx]f]+...+xnfn| du]

¥x = (x

n
ERERP xn)<5 R
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est que :
>=6,. i,j = 1-
<fi’fj 613 (i,] 1-n)

Vérification

Condition nécessaire.

Considérons n éléments (fi) appartenant a L2(X,u) et
i=1-n

vérifiant la relation (1). Il est facile de voir que (1) est équivalente i :

o 2 B 2
Ik |7 =[x |T)ELES> Y 2D xx <ELfL>
e o N R A s J

n
¥x = (xl,..., xn) ¢ R

En prenant x = e, on trouve :
<f.,f.> =1

1’771
Ceci quelque soit i = I-n.

Cela dit, pour que la relation (1) soit vraie on doit avoir :

X x.%x.<f.,f.> =0 )

P | 1] {

1<i<j<n. P=> < ,E> =0
| 1]

n ;

¥x = (x,...x )R ¥i#3j (i,j = 1-n)

Autrement dit la condition nécessaire est que :
<f,,f.> = 6., i,j = 1- :
fl,fJ 613 ¥i,j 1-n

C'est 3 dire le systéme (fi) doit €tre orthonormé.
i=1-n
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Condition suffisante.

Soit maintenant un systéme orthonormé (f.) . d'éléments
i=l-n

de LZ(X,u) : <fi’fj> = Gij Vi,j = 1-n

Pour tout x = (xl,...,xn) , on a :

2 <x f +...+x f ,x f +...+4x f >
nn 11 nn

||x1f1+...+xnfn||2 £

En développant le produit scalaire, on obtient :

n
||x1f1+...+xnf ||2 2 - z |x.|2<f.,f.?+22 x.x.<f,,f.>
" i=1 1t I<i<j<n * 31
n
=1 lxilz
i=1
Par conséquent
n 9 1/2
Hx]f1+...+xnfn||2 = [§=1|xi| ] = hZ(X)
¥x = (xl,...,xn)é:Rn.
REMAROUE :

1) - D'aprés la proposition 4.1, la condition citée dans 3.1
pour les espaces LP(X,U) est suffisante mais non nécessaire dans le cas
oi p = 2. Citons un exemple : »

X = [O, 2ﬂ] U = mesure de Lebesgue.

cOSx cos{n-1)
=228 AT s

- . . . 1
Ce systéme de n fonctions trigonométriques — cees
yX R %0
est bien orthonormé, mais ces n fonctions ne satisfont pas la condition ii)

de la proposition 3.1.

2) L'espace L?(X,n) fait partie des espaces fonctionnels de
Hilbert dont les normes générent une classe de normes de R™ bien déterminde.
Une étude plus approfondie de la classe des normes de R générées par les

normes de tels espaces fera le sujet du chapitre IV.
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5. Normes usuelles de R générées par la norme de 1'espace Lm(X,u).

On va voir maintenant si le résultat de la proposition 3.2

reste encore valable pour p = +», c'est 3 dire si la norme || .!!w
de 1'espace Lm(X,u) génére la norme h, de R™,
Proposition 5.1.
Si (fi) sont n éléments de 1'espace LQ(X,u) satisfaisant
i=1-n
i) ||£;]]= max £, (e)] =1 ¥i = I-n
teX
ii) u {eex = [£.(e)[=1} >0 ¥i = 1-n
n
iii) T Ifilfl presque partout sur 1l'espace X
i=1
Alors on a :
h (x) = max lxil=‘lxlfl+"'+xnfn.lm,
1=1-n
n
¥ o= (x],...,xn):R .
Vérification
Soient (f.) »01 &léments de LI(X,U) vérifiant les conditions
i=1-n
i), ii) et iii).
Pour tout élément x = (Xl,...,xn)CERn, on a :
, n
N < “ee < . .
lel+ +xnfn|-|x]fl|+ +|ann|—[?if_nlxlllxi=]Ifl‘

Or d'aprés 1iii)

n

z Ifil < 1 presque partout sur X
i=1

"ol : I U < :
D'od lefl xnfnl_hm(x) presque partout

Par suite ||X1f1+"'+xnfn||w < h (%)
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D'autre part, pour tout &lément x = (xl,...,xﬁ), il existe
une composante x, de x telle que : h _(x) = max Ixil = lxk[.
: i=1-n
D'aprés ii) et iii) i1 existe une partie mesurable et de mesure

non nulle Y telle que :

k
Ix]f](t)+...+xnfn(t)| =[x f (0] = Iz N, = % | ¥eey
D'ol : Hxlf1+...+xl_1fn||°° > kal = h (%)

L'inégalité dans les deux sens, donc 1'égalité

‘|X1f1+"'+xnfn|l¥ = max lxil = h (%)
i=1-n

n
¥x = (xl,...,xn)é R
La proposition est bien prouvée.
Probléme : Existe-t-il de tels &léments (fi) dans Lw(X,u)?
i=l-n

La réponse est positive. En effet, considérons n parties

U - mesurables (Xi) telles que :
i=1-n
i) U(Xi) >,0 ¥i = |-n
i1) u(quXj) =0 Vi # j (i,j = 1-n)
et n fonctions simples (fi) définies par :
i=1-n

/lsiteX.
iy § 1
f.(t) = WXi(t) = 3
t O ailleurs

(*fx = fonction caractéristique de la partie Xi)
i
(o]
Ces n fonctions (fi) appartenant & L (X,d) vérifient les
i=1-n
conditions i), ii) et iii). D'od :
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Proposition 5.2.

La norme il IIOo de l'espace fonctionnel de Banach LW(X,u)

P n
génere la norme h_de R.

* Cas de la norme h1 de Rn.

On va démontrer maintenant qu'en plus de la norme h_, la norme
|| |lm génére la norme duale h] de h . Pour cela on se place tout d'abord
2 . . o -
dans le cas de R”, ensuite on essaiera d'étendre le résultat obtenu

P n
au cas général de R .

Proposition 5.3.

Si fl,f2 sont deux éléments de Lw(X,u) satisfaisant :

D £, = max [£,(0)) =15 [[£, I = max £, =1
t X t X
ii) p({tex : fi(t) = fz(t) =+ 1Hh >o0
iii) p({teXx : f](t) = - f2(t) =+1}) >0
Alors on a :
]lxlf] + x2f2||oo = |x]| + |x2| = h ()

_ 2
¥x = (x], xz)é R™,

Vérification.

Soient fl,f2 deux éléments de Lw(X,u) vérifiant i), ii) et iii),
o1z 2
Pour tout é&lément x = (x],x?) € R™, on a :

I R e N TP N T P T R A (Y B Uy
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. 2
D'autre part on a aussi pour tout x = (x],xz)é»R :

lixlfl + Xzlelw > lxll + |x2| =h ()

En effet soit x = (x],xz)éz IRZe

Si x, et x, sont de méme signe, alors
lef](t)+x2f2(t)|=|x1f1(t)l+|x2f2(t)|=|x]I+|x2|= h, (x)
¥t X f](t) = f2(t) =+1
D'aprés ii) on déduit que :
N N P e

De méme si x, et x, sont de signe contraire, alors
lef](t)+xzf2(t)|=|xlf](t)l+lx2f2(t)l=|x]|+|x2|= h, (x)
Ce qui donne, en tenant compte de iii) :

I8, % x5yl 2 Ly |+ 1y] = b G0

L'inégalité dans les deux sens, d'ol 1'égalité :

hl(x) Ix]' + Ile = llx]f] + x, f

2%yl

2
¥x = (x]’XZ) € R™.

Probléme : L'existence de tels f],f dans Lw(X,u).

2

Soient XI’XZ deux parties U - mesurables de X telles que :

XnXy, =0 5 ux) >0 H(X,) >0
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Considérons les deux fonctions simples suivantes :

£,(e) = (1 streXuX > f =if =P s
30 ailleurs 1 XIL_)X2 -X] EXZ
{1S8iteX ‘f (f

f(t)=i‘15itex <= f = -

2 0 ailleurs2 2 X] X2

I1 est clair que

D el =max [£,©] =1 5 lg,]], = nax 2,0 = 1
t X t X
i)  w(eeX @ £ (1) = £,(6) = 1}) = H(X)> 0
iii)  u({tex : f](t) = —fz(t) =1} ) = u(X2)> 0
D'ol
Proposition 5.4.
La norme |' ]Ioo de 1'espace fonctionnel de Banach Lm(X,u)

P 2
génére la norme h] de R™,
I1 reste maintenant 3 étendre si c'est possible ce résultat
P n ’
au cas général de R .
. . . 2 .
Le raisonnement qu'on vient de faire dans R” est uniquement
basé sur un jeu de signes des composantes 3 du vecteur x. Pour n = 2

il y a deux cas a distinguer suivant que x, et x, sont de méme signe

1 2
. . . n-
ou de signe contraire. Pour n quelconque il y aura 2 cas en tenant
compte de la symétrie & savoir ‘:
x = (x

.,xn) — 8§ = (§ ...,Sn) avec Gi = sgn (Xi)

12 1’

La symétrie de ce jeu de signes se traduit par le fait que §
et -8 ne présente qu'un cas i considérer. (Au premier calcul il est
clair que le nombre de cas &tudiés est &gal au nombre des &léments 8 ainsi

PR s e n P . . P
définis c'est 3 dire 2, la symétrie de ce jeu de signes réduit ce nombre

2 - . . . .
a —— = 2" 1). C'est cela l'esprit général du raisonnement, on va maintenant

démontrer la :



_.32...

Proposition 5.5.

o
Si (fi) sont n éléments de L (X,U) satisfaisant :
i=l-n
i) Ilfoilw = max ,f.(t)l =1 ¥i = 1-n
1 1
t X

ii) Pour tout &lément 63=(6J,..., 5;)
n .
- . = 831
v(ﬁilitfx $ (0 = 61)> 0

Le nombre de ces conditions est égal au nombre de cas 3

étudier suivant le comportement des signes des composantes Xos c'est 3 dire
n-1

2 .
vee = X = oot = n
Alors h](x], ,xn) i=1lxi| !|x1f1+ annllm ¥x = R,
Vérification.
L3 o .. 3
Soient (f.) n &léments de l'espace L (X,U) satisfaisant les

.. . ..y 1=1-n
conditions i) et ii).

Pour tout élément x = (x .,xn) il est clair que :

120"

R N N P R [T

<yl 1l g e e | e |

(o]
D'ol d'aprés i) on a :

Hx]f]+..@+xnfnlloo < Ix],+...+lxn| = h](x) ¢

. P n
D'autre part soit x = (xl,...,xn) un €lément quelconque de R,

alors

lxlfl(t)+...+xnfn(t)' = lefl(t)|+...+|xnfn(t)l = lxll+...+|xn| = h, (x)

¥teX : fi(t) = Gi (6J est le vecteur de signes des composantes

(Xi) de x)
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Tenant compte de ii) on dé&duit que :

< - =
L ot | A N EO e E N I €
Par conséquent, on obtient :
||xlfl+...+xnfn||oo = |x1|+...+|xn| = hl(x)
n
¥x = (xl,...,xn) e R
Probléme : Peut-on trouver de tels (fi) dans L*°(X,Md) ?
i=1-n
Soient (X.) , 2n-l parties U - mesurables de X
1. n-1
1=1-2
telles que :
. . . . . n-1
i) Xi{;Xj =@ Vi # 3 (i, = 1-27 )
ii) ux;) >o ¥i = 1-2%7]

Considérons maintenant n fonctions (fi) (i=1-n)

définies sur X par :

i

. . .:'6. Si t e X. Zn—] j
. o =
o -y Pl gy
{ 0 ailleurs j=1 3
Les (6?) sont les composantes du vecteur 8°. Ces vecteurs, au nombre
i=1-n

n-1 - . . .
de 2 », représentent tous les cas possibles du jeu de signes des composantes
n
(Xi) du vecteur x de R .
Ces fonctions (fi) sont des fonctions simples sur X, donc

appartiennent a Lm(X,u). I1 est clair que :

||fi||°° = max lfi(t)l =1 ¥i = I-n
t X
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. n
D'autre part soit x = (x],...,xn) un vecteur quelconque de R,

il existe alors un vecteur &7 tel que :

3 ¥i = I-n
i

Sgn(xi)

ou

. o Co
Sen(x;) Gi Vi = |-n
On a alors :

lx]fl(t)+...+xnfn(t)i = lefl(t)|+...+|xnfn(t)' = |xi|+...+|xn|= By (x)

¥t ¢ X,
]

Or u(Xj) >0 , d'ou

+o.04 > +...+ =
[y £l 2l ool | = 0G0
L'inégalité dans 1'autre sens est évidente si Iffil|m= 1
¥i = 1-n, ce qui est le cas. D'od 1'énoncé :

Proposition 5.6.

La norme de 1'espace fonctionnel de Banach Lm(X,u)
[e o}

génére la norme h] de R".
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6. Probléme.

On a précédemment démonfrétque les norﬁes [ ||1 et || ||°°

[o0]
des espaces LI(X,U) et L (X,u) générent la norme h, de Bp, et que la

1
norme I‘ iim génere la norme h_ de R". Vues la dualité entre les normes
h] et h d'une part, la dualité entre les espaces LI(X,U) et Lm(X,u)
d'autre part, 1l sera alors intéressant de savoir.si la norme || l'l
génére aussi la norme h_ ?

La réponse a ce probléme est négative sauf si n < 2,

Pour prouver cette affirmation, on va tout d'abord citer ce résultat.

Proposition 6.1.

Entre les normes h] et h de Rz, il existe cette relation :
: 2
h(x) = h (&) ¥x = (x,,%,) € R
ol A est la matrice suivante
/2 1/2

|
§ =i1/2 -1/2

Par sulte si f1 et f2 sont deux éléments de LI(X,H) vérifiant

_ . ; _ 2
h](x) = fX|x1f]+x2f2|dU ¥x = (xl,xz) R
Alors on a :
h. (x) = f ix g +x.g. |du ¥x = (xX,,X,) € Rz
o0 X 11 7222 1°72

avec g, = (f1+f2)/2 et g, = (f]—fz)/2



Vérification.

On va démontrer que :

| X‘+x2-l+l XI_XZ i

max (|X1‘9|XZI) = “'_E' - 5 V(X]axz)ci !RZ
Si |x]l > |x2| alors :
alx]l+|x2| Si Sgn(x,)=Sgn(x,)
|x1+x2| =
leli"|x2| Si Sgn(xl)=—Sgn(x2)
et
lxll*lx2| Si Sgn(x])=Sgn(x2)
IX]_le
|x1|+lx2| Si Sgn(x1)=-Sgn(x2)
X, +X X, =X
pron max (Ix,],lx,D) = Ix,| _l 12 ? N 12 2|

Méme raisonnement dans le cas oi 'le > lel

Par suite pour tout x = (xl,xz) e RZ, on a

X +x X =X
.1 72 1 72
hm(x) = | lz l+| > :|= hl(Y)
‘1/2 1/2]
avec y = t ‘ % . X.
j1/2 1/2]

i

Ceci démontre la premiére relation. La dernidre n'en est qu'une
déduction en tenant compte de la proposition 2.3 [5.2.]. On va citer

maintenant la :

Proposition 6.2.

La norme || || de 1'espace L'(X,U) ne peut pas générer la norme

h  de R™ si n > 3.

1



Vérification.

I1 suffit, pour cela, de montrer que la norme || ]I ne peut pas

1
générer la norme h_ de RB puisque si la norme II |] d'un espace de Banach

P n . - P p
E génére la norme Y de R (pour un entier n donné), Il ]I génere forcément

%3 de R™ pour m < n.
Supposons qu'il existe 818,58, appartenant a LI(X,U) tels que
(1) ho(x,,X.,X,) = f Ix g +x, g +X.g IdU V(X ,X.,X.) & B?
S B A x 171 7252 73°3 1°72°73
Les deux couples (gl,gz) et (gl,g3) peuvent donc définir la norme h de Rz :

h, (®,8) = [ Iag]+6gzldu = Iagl+8g2|du ¥(a,B) & R?
X X

D'aprés la proposition 5.1 il existe f],fz,h],h? appartenant 3

LI(X,U) et vérifiant :

ho(0,8) = [ |of +Bf |au = [ |on +Bh, [du  w(o,8) € RZ
1 g 1R s M)

pour lesquels on a les relations fonctionnelles suivantes :

F_
) £+, _ 1 £,

& 2 > 8y 2
_ byt _ by

&1 2 > 83 7

On va trouver maintenant les relations entre (f],fz) et
(hl,hz).

En vertu de la proposition 2.1, il existe pour le couple
(fl’fZ) deux parties M - mesurables X] et X2 telles que :

U(X]ﬂ XZ) = 0,

X = X]U X2 H f] =0 sur Xz\(Xlnxz).
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Au point de vue d'intégration, on ne compte pas le comportement
de la fonction intégrable f sur une partie de mesure nulle :

f = g presque partout = fEfdu = ngdu

On peut donc supposer, sans pour autant changer le fond du
probléme étudié, que :

f1 = 0 sur X2 s f2 = 0 sur X]

Ceci dans le seul but de simplification du raisonnement.
De méme pour le couple‘(h],hz) il existera deux parties

U-mesurables de 1'espace X telles que :
u(Yln Yz) =0
X = YIUY2

h1 = 0 sur Y2

=2
1l

0 sur Y

Posons

Z, = XﬂWY] s Z, = X]QY2
Z, = X.nY s Z, = XzﬂY2

Les quatre parties Zi U-mesurables forment bien un recouvrement

de 1'espace X. D'autre part il est facile de vérifier que

On va traduire alors la relation f]+f2=h]+h7 sur X dans les

parties Zi :
<h1+h2=f] sur ZIUZ2

h1+h2=f]+f2 sur X => 1
h1+h2=f2 sur ZBUZ4



=f sur Z

h,+h,

T
=t sur 2,0z, = {B,=f, sur 2

h . =f_ sur Z
h +h =f_, sur z Uz, = .
P22 374 4 of sur z

Les fonctions h] et h2 doivent donc €tre déterminées 3 partir

de f],f par :

2

ff] sur Z]

=
1]

I ?:fz sur'Z3

"0 ailleurs

h, = <}f2 sur Z4

L0 ailleurs
La relation (1) impose ces deux conditions ||g]+g2+g3[| =1 et
1

li %]‘22+g3]| = 1 que 1'on va expliciter maintenant :
1

Condition ||g +g. +g.|| =1
1 72 %3 1

+ — -—
. 1772 71 2 12
e +ayteqil= [ g tayreyldu = [ |[5= +——= + —]|au

N X X

=1 |2f]+h]—h2|du |

2 .
Xy
Puisque X = g:lzi et u(Zﬁqu) =0 WL £ § ({H,] = 1-4)

alors :

/ |2f1+h1—h2|du = [ |2f]+h1-h2|du+f |2f1+h1—h2|du+f ]2f]+hl—h2Idu
X z z z
1 2 3
+ f |2f1+h]—h2|du
24
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En tenant compte des relations fonctionnelles entre (f],fz)

et (hl’hZ) trouvées ci-dessus et les caractérisations de f1 et‘fz,
on a :

/ |2f1+h]-hzldu = fz 3l lan 5 f |2f]+h]-h2|du = | .Iflldu

Z I Zy Z,

/ |2f]+hl—h2|du = [ lledu'; / |2f]+hl—h2|du = [ |f2|du
23 Z3 Z4 Z4

Par suite :

/ |2f]+hl-h2|du 3f £, ldu + f Ifildu + fz [ledu + fz [fzfdu

X Zl 22 3 4

[ 1€ law + [ [g,]au + 2f |f |du

Z]U22=X] Z3UZ4=X2 Z]

e ]+ |1, +2 [ I€ lau
Yy 2 z, 1

Or llflll =||f24[ =1 (carac¢térisation’de f],f2 définissant la norme h1 de R"
1 1 :

d'aprés la proposition 2.1.).
D'oli la condition ||gl+g2+g3|| = 1 est équivalente 3 :
1
'f: [£,]du =0
Z
1
Condition Ilg]—g2+g3||l= 1

De méme, en calculant llgl—g2+g3|]' on obtient :
1

Hermeyvsgl | =5 1260 hylau = 116,11 +lley]] + 2] s, low
3
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Autrement ‘dit la condition ||g]—g2+g3]| =1 est équivalente 3 :
1

1]

f |f2 I du 0

Zg

Par conséquent on a :

[In

[l tau+ [ £, lan éIdu = I =o
Z] 23 ZIU 3—Y1 1

Ce qui est contradictoire avec le fait que ||h1|| =1

(d'aprés la proposition 2.1). :
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CHAPITRE II

NORMES DE VECTEUR SUR R" GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
DES FONCTIONS CONTINUES SUR UN ESPACE METRIQUE COMPACT ET A VALEURS DANS
UN ESPACE DE BANACH.

1.- Espaces C(K,F) des fonctions continues sur un espace métrique compact

K et 3 valeurs dans un espace de Banach F. Définitions et propriétés générales.

Soient K un espace métrique compact et F un espace de Banach.

On note ('(K,F) 1l'espace vectoriel formé des fonctions continues de K dans F.

La compacité de K permet de démontrer que la fonction ||.|| définie sur
C(K,F) et a valeurs dans R+ par : llf'l = Sup ||f(t)|l= max llf(t)ll
t&éK &K
¥feC (K,F)

est une norme de C(K,F) ([f] et [2]).
On démontre aussi que ([1], [2] et [17])

Proposition.

1) - L'espace normé C(K,F) est un Banach.

2) - La norme de l'espace C(K,F) n'est pas strictement convexe.

3) - L'espace C(K,F) n'est pas réflexif.

4) - Si K = [a,blC R, le dual topologique de 1'espace C([a,b],R) '
est 1'espace des classes des fonctions numériques 3 variation bornée sur

[a,b], BV[a,b]/d, ([31,[16], et []8]).

Ces espaces viennent aussitdt aprés les espaces de Hilbert
quant & leur importance en analyse fonctionnelle par leurs nombreuses
propriétés remarquables, ceci permet d'élargir 1'étude de la classe de

n _ . _
normes sur R generees par les normes de ces espaces.

2.- Cas général : F est un espace de Banach quelconque.

PP n o o
La définition de la norme Y de R~ générée par la norme

[.]] de C(x,F)

W(xl,...,xn)=iIx]f]+...+xnfni|=max|lx]fl(t)+...+xnfn(t)||, Vx=(xi)6 R"

tekK
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ol (fi) est un systéme de n vecteurs linéairement indépendants de
C(K,F), s'exprime d'une facon linéaire en XpseeesX s ceci fait penser
que la norme de l'espace de Banach C(K,F) peut générer les normes h]

n
et h, de R,

2.1- Caractérisation des (fi) définissant la norme h1 de R",

On va donner maintenant la caractérisation de n éléments

(fi) » qui permettent de définir la norme hl de R" 3 partir de
i=l-n

la norme de C(K,F). Le probléme d'existence de tels (fi) dans C(K,F)

sera étudié dans la suite.

Proposition 2.1.

-Une condition nécessaire et suffisante pour que n fonctions

(fi) de C(X,F) vérifient

() b = |x1|+...+,xn| = ||x]f1+...+xnfnll = maxllx]f](t)+...+xnfn(t)||
tek
¥x = (x],...,xn)é R™
est que :
i) Ilfill = | ¥i = |-n

ii) Pour tout vecteur x = (Xl”"ﬂﬂg < Rp, il existe un élément
tXGK tel que
a) l[fi(tx)]|=||fi||=] ¥i = 1-n

b) llxif](tx)+...+xnfn(tx)||=|lef](tx)l|+...+|lxnfn(tx)|l
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Vérification.

Condition nécessaire.

Soient (fi)’ » N éléments linéairement indépendants de
(i=1-n) ‘
1'espace C(K,F) et vérifiant 1la relation(1l).
I1 est clair, en prenant x = ess (i=1-n), dans (1) que

e, [T =1 ¥ = 1-n.

D'autre part, soit x=(x],...,Xn) un vecteur quelconque de

n
R, on a :

Ilxlf](t)+°"+xnfn(t)lIfl’x]f](t)l|+"'+|Ixnfn(t)llfllefll|+"'+iixnfnli=h]<x)

¥teK

D'oll pour que la relation (1) soit vérifiée, il faut qu'il

existe un élément tX € K tel que :
£, e = e 0] =1 ¥i = |-n
ilef](tx)+...+xnfn(tx)||=||x1fl(tx)||+...+lIxnfn(tx)ll

Condition suffisante.

Soient maintenant n &léments (fi) linéairement indépendants de
C(K,F) et vérifiant les conditions i) et ii). .

. n
Soit x = (x],...,xn) un vecteur quelconque de R .

On a :
L O R N I I X N O R R N O I P R P PR

¥teK
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Par suite d'aprés i)

[[x]f1+ou.+xnfni|=?Z§£[xlf](t)+...+xnfn(t)|l §|x1l+..,+'xn|= h](x)

L'inégalité dans 1'autre sens se déduit aisément de la condition

1ii), d'od 1'égalité :

||x1f1+...+xnfn]]=|x]l+...+|xn|= hy (%)

n
¥x = (x ..,xn)élR.

1’

2.2 - Probléme d'existence de tels (fi) dans C(K,F) -

On se pose le probléme suivant : Existe-t-il dans C(K,F) des
€léments (f ) qui vérifient les conditions i) et ii). La réponse 3 cette
question sera positive,

Pour cela, on va considérer tous les cas possibles du compor-
tement des signes des composantes (x ) du vecteur x. Comme dans le §.5

[DEUXIEME PARTIE, Chapitre ﬁ] on va introduire les &léments 8= (6],...6 )

Gi = Sgn(xi) ¥i=l-n

n—l),

correspondants 3 tous les changements possibles des signes des (x ) en

On a démontré qu'il y a au total 2n—] éléments 6J(j=]—2

faisant la convention, pour le compte du raisonnement, que :
Aux vecteurs x et (-x) ne correspond qu'un seul &lément =(61,...,6n)

déterminé & partir de x par :

Gi=Sgn(xi) ¥i = I-n ’ .
ou ‘ .
6i=Sgn(—xi)=—Sgn(xi) ¥i =1-n
Ceci étant dit, on va choisir dans le compact K, 2n~l points

. -1 ..
quelconques (tj)’ (J=1-2n ), distincts.
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D'aprés le théoréme de prolongement des fonctions numériques
continues bornées sur un espace métrique ([1]), il existe n fonctions

de K dans [}l,l] telles que :

D . =6:.] s 1o o1 n-1
\fi(tJ) ;  ¥i=l-n et ¥j=1-2

. 8me i
5; =i composante du vecteur 6°.

Soient maintenant € un vecteur quelconque de norme égale 3 1

de 1'espace F et Y isomorphisme canonique de R sur RE :
Y : R > Re

A > e

Les applications fi de K dans F définies par
FRRCRD

sont bien des applications contindes et de normes égales 3 1.

. n . .
Soit x = (X,,...,X_) un vecteur quelconque de R, i1 existe alors un
1 n 9 d

vecteur GJ=(61,.;.,6i) tel que :

j = 1 = -
61 Sgn(xi) Vi 1-n
ou
j = - ] = -
61 Sgn(xi) ¥i = I-n

Pour le point tj de 1'espace métrique compact K, on a
e epTl=lTaop e =[] v GO =8 ek 5] €] ]=
¥i = I-n
De plus

Ilxlfl(tj)+...+xnfn(tj)l|=||x161.8+...+xnéi€||
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mais d'aprés ce qui précéde, on a soit xiég = Ixil ¥i=1-n,
soit xiG% = -Ixii ¥i=1-n, par conséquent
ilx]fl(tj)+'°'+xnfn(tj) ] l=[|x] [+ ]x [ %[ e] |=]x, |+..7+|xn|

Ce qui prouve 1l'affirmation précédente, d'od :

Proposition 2.2.

La norme de 1'espace fonctionnel de Banach C(K,F) des applications
continues d'un espace métrique compact dans un espace de Banach F génére la
norme h] de Rn.

Pour la méme raison que la norme h], on se demande si la norme

duale h_ de hl’ elle-aussi, pourra &tre générée par la norme de C(K,F).

2.3 - Caractérisation des (fi) de C(K,F) définissant la norme h_.

Dans le cas général on ne peut donner qu'une condition suffisante
P : P n
pour que n éléments (fi) de C(K,F) définissent la norme h,de R". On verra

dans la suite que si F = R cette condition sera aussi nécessaire.

Proposition 2.3.

Une conditions suffisante pour que n éléments (fi) de C(K,F)

vérifient
hm(X]"”’Xn)=TfX Ixii= le]f]+...+xnfn|’
1=1-n
est que :
i) Hfil|=1 ¥i=]-n
n n
i) T |]£.(©)]]<1 ¥eeR (<= max[T [[£. 0[] ] = 1)
i=1  *t tek i=1
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Vérification.

En effet, soient (fi) n éléments de C(K,F) vérifiant les
i=1-n

.. . .. o n
conditions i) et ii), on a pour tout &lément x=(x],...,xn) de R :

n
llxlfl(t)+...+xnfn(t)|lgllefl(t)l|+...+||xnfn(t)||§|max|xi||xz Ilfi(t)ll
i=1-n i=1
¥teK

D'ol d'aprés ii) :

||x1f1+...+xnfn|I=max[|xifi(t)+...+xnfn(t)|l max [x;| = b (%)
tek 1=1-n

D'autre part pour un vecteur x=(x],...,xn) il existe Xy telle que -
max x| = |x,|
1=1-n

Soit tk un élément de K tel que :

1€, [ [=max|]£, &) | |=]]£, (£)]]
k! TRl KTk

Alors en vertu des conditions i) et ii), on a :
[1y€ ) e+ £ e =] [ £, (e =l | 11, ] [=]x, [=h (0

Par suite :

[z £+ £ > b )

L'inégalité dans les deux sens d'ol 1'égalité :

h (x) = max ]xi] = ||x1f1+...+xnfn|l

1=1-n

n
¥x = (x],...,xn)eiR .
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2.4 - Probléme.

Peut-on trouver dans C(XK,F) des (fi), i=1-n, vérifiant les

conditions i) et ii) ?
La réponse & cette question sera aussi positive.

En effet on peut démontrer dans le cas ol F=R, que la condition

citée dans la proposition 2.3 est aussi nécessaire et qu'il existe n &léments

(gi) de C(K,F) vérifiant cette condition :
i=1-n
i) llgill= max Igi(t)l=] ' ¥i = 1-n
t K
n .
ii) ¢ I Igi(t)fgl ¥teK
i=1

[Cf §.6., proposition 6.3 dans 1la suite]

Soient maintenant € un vecteur de F, de norme égale 3 1, et Y

1'isomorphisme canonique de R sur Re :

Y : R > Re
A > Ae
Considérons alors les n foncitons fi’ (i=1-n), de K déns F définies
par :
£ =vog;
Les (fi) appartiennent bien i C(K,F) et on a :
D 1] = max |]£,(0) | = max || (yog) (0)]] = max| [g, (t) .e] |
tek t€eK teK
= max |g.(t)] =1 (¥i=1-n)
tek  *
et n n n n
1) 2 [0 [[=2 []yog; () [|=2 [[g (e).e]|=F le, (&) <1
i=1 <= i=1 i=]

¥tcK
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Ces {?{) permettent donc de définir la norme h_ de R" 3 partir
de la norme de C(K,F).

Proposition 2.4.

La norme de C(K,F) des applications continues d'un espace compact

K dans un espace de Banach F peut générer la norme h_ de R™.

3/- Cas ot F est un espace de Banach dont la norme est strictement convexe.

Dans le cas ol la norme de 1'espace de Banach F est strictement

convexe, on peut donner une caractérisation plus précise des &léments (fi)
P n
de C(K,F) définissant la norme h] de R,

Pour cela, on va tout d'abord prouver ce résultat.

LEMME.

Si la norme ||.||d'un espace G est strictement convexe, alors
pour tout systéme fini (y.) d'éléments de G, la relation :

i=l-n
@ lyyseery |l = 1y ey ]
entraine
- o) —_—
y; = di yj ¥1,] = 1-m

od les ai sont des nombres positifs ou nuls. (ai >0)

Vérification.

On a d'aprés 1'inégalité triangulaire de la norme :

[y yoeeoy )] < a1+l ey ||

Ce qui donne, en tenant compte de la relation (2)

[y ety 1] = [y 11+l lypeeecsy ||

La stricte — convexité de la norme impose que :
y2+...+ym = X]y] K] >0

En raisonnant de la méme fagon, on obtient
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Et ainsi de suite, enfin on obtient ce systéme

YopFee ¥ty = Ay
Yatetyi-eotyy = A,
yit '*ym - i-17i-1
. = >\
ym—l:Ym m-2y -2
ym - m—]ym-l

ot les (Xi), i=1-(m-1), sont des nombres positifs ou nuls.

En remontant de bas en haut dans le systéme, on peut calculer
tous les y; en fonction de A si Yo # 0, dans le cas ol Yy = 0, 1'élément yp
dont 1'indice p est le plus grand tel que yp # 0 jouera le rdle de S

Par conséquent on a :

.

_ ] s s
v ai yj ¥i,] 1-m

I1 est facile de voir, d'aprés le systéme, que ces nombres ai

sont positifs ou nuls.

Proposition 3.1.

Si F est un espace de Banach dont la norme est strictement

convexe, alors les fonctions (fi) de C(K,F) vérifient
i=1-n
h, (x) = |x1|+...+|xn| = ||x1f1+....+xnfn{| .
n
¥x = (x],...,xn) € R

sl et seulement si

) [g,0] =1 ¥i= 1-n
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ii) Pour tout vecteur 87 = (5%,...,5;), j = l-2n_], il existe un

€lément tj € K tel que :

5; fi(tj) =y oll y est un vecteur de F de norme é&gale & 1.

Vérification.

I1 suffit d'expliciter la condition ii) de la proposition 2.1
dans le cas ol la norme || || de F est strictement convexe, en utilisant le
lemme qui vient d'@tre montré. La relation b) de la condition ii) entraine

alors

A .
.I. = 0O .X.t. = 1-
lel(tx) l(x) foJ(tX) ¥i,] I-n

avec ﬁg(x) > 0. Soit, en introduisant le vecteur 83 =(6%,,;.,‘63) tel que
i . i_
Gi Sgn(xi) Vl.l n ou Gi Sgn(xi)
¥i = I-n, les vecteurs 6ifi(tx)’ i=1-n, sont proportionnels aux coefficients

positifs, or d'aprés la relation a) :

Ilfi(tx)ll = IIfi" = 1 ¥i = I-n

D'ol on a :

(Sj = e = '=—

£ () =y, yeF |lyll =1  (#i=1-n)

I1 est facile de voir que dans ce cas 1'élément tx ne dépend
que du comportement des signes des composantes (xi) du vecteur x, autrement
dit tX dépend du vecteur 83, Enfin, on peut conclure dans le cas oii la norme

de l'espace F est strictement convexe, que la condition ii) devient :

ii) Pour tout vecteur 6J=(GJ,...,63), j=]-2n_1, il existe un =
élément tj € K tel que :
s - Do -
Gifi(tj) y Vi 1-n

ol y est un vecteur de F de norme égale 3 1.
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L'exemple que 1'on vient de donner pour montrer 1'existence des
(fi) qui permettent de définir la norme h] de R" 3 partir de celle de
l'espace fonctionnel C(K,F), dans le cas général, est aussi admissible dans

le cas ol la norme de F est strictement convexe, d'ol :

Proposition 3.2.

‘Soient K un espace compact, F un espace de Banach dont la norme
est strictement convexe. Alors 1'espace C(K,F) des applications continues

de K dans F génére la norme h] de R".

< PR n
4. Cas ol la norme de 1'espace F géndre une norme Yde R .

On se place maintenant dans le cas particulier inté@ressant oii
P . n .
1'espace de Banach F génére une norme + de R". On obtient alors ce
résultat-:

Proposition.

. P P n
S1 la norme de 1l'espace de Banach F génere la norme Y de R,

alors la norme de 1'espace C(K,F) géndre aussi la norme ¥ .

Vérification.

. n P -
Puisque la norme 4 de R est générée par la norme de F, alors il

existe n éléments (ei) de F tels que :
i=1-n
cee = +.o..1
“‘f (x]s 3Xn) HXIE:] +Xn€nl|
n s
¥x = (x],...xn)e R

Soient O 1'application continue de K dans [—l, ]] dont la
norme est égale a 1, et Y i = I-n, 1'isomorphisme canonique de R sur Rsi
. ¢ R > Re.
Y; Re.

4

A > Ae.
1



Considérons ces n fonctions fi de K dans F définies par :

£, = Y,00 (¥i = 1-n)

i

Ce sont bien n éléments de C(K,F) ; et on a pour tout vecteur

n
X = (x],...,xn) € R :

iIx]f]+...+xnfn|l max lelfl(t)+"'+xnfn(t)|'

teK

= max |lx].d(t).€

+...4x .0(t) . |]
tek n n

1

Enaxld(t)l]xllxle

+...+x € ||
tER nn

1

||a||.||x161+...+xnen§!=|lee +...+xnen||

1

Soit :

|Ix]f]+...+xnfn|| = ”{(xl,...,xn)

¥y = (x],...,xn)
Remarque.

Pour que cette propriété soit vraie quelque soit 1'entier positif
n, il faut supposer que la dimension de F est infinie. On va &tudier
maintenant le cas plus important ol 1'espace F est de Hilbert, on sait
d'aprés le résultat précédent que la norme de 1'espace C(K,F) génére la
norme h_ de Rn, mais en plus dans ce cas on peut donner une caractérisation

2
des éléments (fi) de C(K,F) définissant la norme h2 de R".

5. Cas ou F est un espace de Hilbert.

Proposition.

Soient K un espace compact métrique et F un espace de Hilbert.
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S1i (fi) sont n éléments de C(K,F) vérifiant
i=]-n
i) Pour tout i # j (i,j=1-n)
<fi(t>’fj(t)>=0 ¥teK (<.,> est le produit scalaire de F)

ii) I1 existe un &lément T € K tel que :

e 1= Tle ol = ¥i = I-n
Alors on a :
n 1/2
||x1f1+...+xnfn|] = —§=1'X1I21 = hZ(X)
VX = (x),...,) € RD
Vérification.
Soient (fi) n éléments de C(K,F) vérifiant les conditions

i) et ii). 1=1-n

On a pour tout x = (x],...,xn)<2 rR" .

2
llx]fl(t)+...+xnfn(t)|| <xlf](t)+...+xnfn(t),x]f1(t)+...+xnfn(t)>

n 2 2
2oxGE O]+ 20 xpx< £.(0,8,(0)>

1=l 1<i<j<n
n " 2

=7 xgl'fi(t)ll d'aprés i)
i1

%
Ceci quelque soit t .. K, par suite d'aprés ii) on obtient

|| f +...+x f ||= ax|lx £ (t)+...+x f (t)[]= [; x211/2=h (%)
x £t f max|lx f, ceetx £ : ; 5 (x
t<K

n
¥x = (x],...,xn)é R
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Ce résultat nous fournit un exemple du fait que la norme de
1'espace fonctionnel C(K,F) qui n'a pas de structure hilbertienne, géndre
‘tout de méme la norme h2 de R".

Ceci répond au probléme 3 savoir si seules les normes des espaces
hilbertiens peuvent générer la norme h2 de R" vue 1'analogie entre ces
deux normes ? ' ‘

Enfin on se place dans le cas le plus utilisé dans 1'analyse

numérique ol 1'espace F n'est autre que l'espace R,

6. Cas odi F = R.

La norme habituelle de R, " valeur absolue ", est strictement
convexe, en plus c'est un espace 3 une dimentsion ; on obtient dans ce
cas une caractérisation plus simples des &léments (fi) de C(K,R)

définissant la norme h1 de Rn.

_ . . P e . n
6.1-Caractérisation des &léments (fi) définissant la norme h] de R,

Proposition 6.1.

Une condition nécessaire et suffisante pour que n éléments (fi)

de C(K,R) vérifient la relation :

n
hy (x) = §=llxi| = llx]f]+...+xnfn||

n
¥x = (xl,...,xn)e R

est que

i) - [|£;]] =1 ¥i = I-n

ii) - Pour tout vecteur GJ=(61,...,63), j = 1—2n—], il existe un

€lément tje K tel que :

= j 1 = -
fi(tj) 6i ¥i I-n
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Vérification.

I1 suffit pour celd, d'expliciter la condition ii) de la propo-

sition 3.1 dans le cas oi F = R. On a alors

ii) - Pour tout vecteur 6J=(6J,...,6i), j=l—2n_l, 1l existe un

€lément tjé K tel que
§IF.(t.) =1 ¥i = I-n
i7it7]
Autrement dit : f.(t.) =57
i3 i
D'ol la proposition

P . A ; P n
6.2 - Caractérisation des éléments (f.) définissant la norme h, de R,

La proposition 1.3 nous fournit une condition suffisante pour
que n &léments de C(K,F), F est un Banach quelconque, définissent la norme
n . . . ~
h, de R 3 partir de la norme de C(K,F). Cette condition n'étant pas

nécessaire en général, 1l'est dans le cas ol F=R comme le prouve

Proposition 6.2.

Pour que n éléments (fi) de C(K,R) vérifient la relation :

(1) h (x) = maxixil = ||x]fl+...+xnfn||= maxlxlfz(t)+...+xnfn(t)|

i=1-n teK

il faut et i1 suffit que

1) llfi|‘= 1 ¥i = I-n
n n -

ii) T Jf£. ()<t VoK (<= max[Z [£.(0)|] = 1)
i:] 1 - t K i=] 1
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Vérification.

Condition suffisante.

Soient (f.) n éléments de C(K,R) vérifiant i) et ii)
i=l-n

n
Pour tout vecteur x=(x ..,xn)e[R , Oon a :

1’°

|x1f1(t)+...+xnfn(t)lglxlllfl(t)l+...+lxn|lfn(t)l

_n
fEmax IxillXZ lfi(t)l
i=1-n i=1

..n .
< h () % max [T |£,()]]
t-K i=1 t

Par suite

n
m%ylxlfl(t)+...+xnfn(t)lf?(x). mifl g fi(t)ll
te t&! 1=1

Alors si-ii) est vérifié on aura

max ]x f (t)+...+x f (t)l <¥(x)
te 11 n n -

n
D'autre part on a pour tout x = (x],...,xn)e R

¥(x) = max 'xil = le'
i=1-n
Soient t, & K tel que ‘fk(tk§'=||fk||= 1 (d'aprés i)) alors

x]f](tk)+x2f2(tk)+...+xnfn(tk) = xkfk(tk)
car fi(tk) =0 si i # k d'aprés ii)

Par conséquent

max

| fl(t)+...+xnfn(t)|zW(x)
te

1

D'olG la relation (1).
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CONDITION NECESSAIREi

Pour tout i=1-n, on considére 1'é17—ent x=(x1,...xn) dont

toutes les composantes sont nulles sauf la iéme Xis la relation @))
nous donne alors
max lxk|=|xi|=lxi| maxlfi(t)l => 'lfi||= 1

k=1-n te X

Ce qui montre i)

On considére i nouveau 1'inégalité précédente

. n
max|x £ (O+...4x £ (6)| < ¥(0). max[z £, ()]

te - teE¥ 1=1

¥x e R"
n

La fonction : t ~——3) ¥ Ifi(t)l étant continue sur K,
i=1

n n
soit t, € tel que mgx[g !fi(t)lj = ; Ifi(to)l
te 1=] 1=1

Soit x = (Xl""’xn) un &€lément de Rn tel que

a) lxll = ... 0= Ixn' = a>0

b) x;f,(to) = lxifi(to)l = ]xillfi(to)] = ulfi(to)l ¥i=1-n
Avec de tels éléments 1'inégalité précédente devient

n
mgg7lef](t)+...+xnfn(t)| <al |f (o)
t- 1=]
mais .

n
Ix]fl(t0)+...+xnfn(to)| = a§=1|fi(to)| < ??§Jxlf](t)+...+xnfn(t)|

Ce qui montre que 1'égalité peut &tre atteinte dans cette

inégalité. D'autre part la relation(l) nous donne

n
lf.(to)l =0 = ﬁaxff If.(t) = 1
i S i
=1 te ' 1=1

Q
He M B
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D'oll 1la condition ii) est nécessaire.

On va maintenant prouver qu'il existe bien de tels &léments (fi)
dans C(K,R), autrement dit la norme de la convergence uniforme de

C(K,R) génére bien la norme h de R".
Pour cela on vérifie tout d'abord ce petit lemme.
Lemme 1.
Soient Y un espace topologique séparé et (y.) n points

i=1-n

distincts de Y. Alors il existe n voisinages ViE V(yi) (i=1-n)

tels que pour tout i=l-n

Vﬂq(U?j) =0
j#i
j=1-n

Vérification.

Puisque Y est séparé, pour tout couple (yi,yj) i#j il existe
Vije V(yi) et Vji e V(yj) disjoints. Considérons maintenant pour tout

i=1-n v, = N Vi
j#i

Les Vi restent encore voisinages de y; car il s'agit d'une

intersection finie de voisinages. D'autre part pour tout i=l-n, on a :

)

V.aU V.) =U (V,V.) = ¢
Wipr 37 gp 1

car si i et j sont différents

ViV snYy) < @
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Proposition 6.3.

Soit C(K,R) 1l'espace fonctionnel de Banach formé des fonctions
numériques continues sur un compact métrique. Alors il existe n éléments

fi (i=1-n) de C(KJR) vérifiant
i) ljfi!1= 1 ¥i = 1-n

n
i) max [ JE.)]|] =1
x €K i=1 t

Autrement dit, en tenant compte de la proposition 6.2, la norme

de la convergence unifo;me»de C(K,R) géndre-hien la norme h, de Rp.

Vérification.

Choisissons n points distincts quelconques X (i=1-n) de K.

D'aprés le lemme précédent il existe n voisinages VieV(xi) tels que

n ,
vinWU vy = ¢

=1 -
il
(Dans ce cas ol K est métrique ceci revient 3 dire qu'il existe p>0

tel que les boules ouvertes Bo(xi,p) E:V(xi) vérifient la propriété,

On peut toujours supposer que ces Vi sont des voisinages ouverts.

Pour tout i = l-n, posons Fi =CVi
n

On a alors (U V.)C'.'Fi ¥i = 1-n
j:] ] s
j#i

Fi et {xi} sont deux fermés non vides et disjoints de
(¥i=1-n). D'aprés le théoréme de prolongement (de fonctions continues) de
Tietze-Urysohn (]:lI et [81) il existe une foncfion continue fi définie

sur K 3 valeurs dans [b, 11 telle que

fi(xi) = 1
et
fi(x) =0 ¥x EFi
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et ceci pour tout i=l-n.

'I1 est facile de voir que, quelque soit i=1-n, 1'ensemble

{ x € K : fi(X)>O }est bien conténu dans Vi'

Les fi appartiennent 3 C'(K,R) et sont tous de normes
(i=1-n)
égales a 1. D'autre part,
n
; fj(x) = fi(x) si x e Vi
]=1
et
o o] n n n
%::]lf.(x)l =0 si xé{:U Vk=U CFk=C(n Fk)<=> xe [} Fk
=] k=1 % k=1 k=1 < k=1
Par suite on a bien la condition suivante :
T e, l]
max |2 |f.(x) =1
XEK[H ;0]
M
1
0 X L‘ 1 ) KT' Iy N \r
TR P A T } t [ -
X X X, X
1 2 i n
V] V2 Vi Vn
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7. Certaines propriétés particulidres concernant la norme de la

convergence uniforme de 1'espace C(K,R).

Dans §.4. [}REMIERE PARTIE] on a pu démontrer par un exemple
qu'une norme 4 non strictement convexe d'un.espace de Banach peut générer

: . n
des normes strictement convexe ¥ sur R .

Dans le cas particulier de 1'espace C(K,R) dont la norme
est non strictement convexe, on va chercher 3 savoir si les normes usuelles
n . n__ _ .
hp (1<p<+©) sur R font partie de la classe des normes sur R générées par

la norme de C(K,R).

Soit (fi) un systéme de n vecteurs linéairement indépendants
i=1-n

de 1'espace C(K,R). On définit les fonctions 8 et 8 de K dans R" par :

9+ .oon
K —————R

t ~——----+e*<t>=<f]<t>,...,fn<t>>

et _ .
6 (t) = -6 (t) ¥te K

Puisque les fi (i=1-n) sont n fonctions continues de K dans R,
6+ et © sont des fonctions continues de K dans Rn. On pose
T=9+(K)UGYK). I' est une partie compacte symétrique par rapport i l'origine.
fﬂnwremarﬂue que 0" et 8 représentent deux courbes paramétrées dans 1'espace
R" symétriques par rapport i 1'origine'01.

Ceci &tant dit, on peut alors exprimer la norme de tout élémen;

le1+"'+xnfn € C(K,R) 3 1'aide du produit scalaire de 1'espace eucl%dien

R" et de 1la partie T

[|x, £ +...+x_f | t= max|x £ (t)+...+x_f (t)| = max XL 2
171 nn tek 171 nn 7el

n
¥x = (x],...,xn) € R
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Pour toute norme de Holder d'ordre p, hp’ (1<p<+x) , on pose

n
u = eR : h <1
. {x p(x)_}
et
s ={xeR™:n (x) = 1}
p p
On peut énoncer cette
Proposition
Si les (fi) vérifient la relation :
(1) ||x1f1+...+xnfn|| = maxlx]fl(t)+...+xnfn(t)| = h ()

tek
n
¥x = (x],...?xn) & R

alors on a :

, n 1/q
h [f(),.... ()] = [z |£.(]Y <1 ¥t g K
q*- 1 n 1= 1 -
oli q est le nombre conjugué de p = % + é =1,

Autrement dit la partie compacte ' correspondante est contenue

dans la houle unité Uq de la norme hq(norme duale de hp)

“A¥rfication.

En effet supposons qu'il existe un &lément o e K tel que

n 7 1/q n :

el »>1 =1 |f.]¥>1

. i . i

1=1 1=1

Considérons alors le vecteur x=(x],...,xn)«5 Rn tel que :

x, = |5, @17 sen(e, (@) ¥i=l-n
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On a :

| lx]f]+. . .+xnfn| |=ma5:.-|x]‘f1 (E)+.. +x £ (t) IZIX]fl @+...+x £ (o) ]

tex
Or n q n q 1/p -
lx]fl(a)+...+xnfn(a)|= I [£ @] > lg_ [£. @17 =h (k%)
d'od 1=1 1=1

x. £ +...+x f > h ce
|I 171 *n n” p(Xl’ ’xn)
ce qui entralne une contradiction.

7.1 - Caractérisation des &léments (fi) de 1'espace C(K,R) définissant la

norme hp de R" (1<p<+x)

On va donner maintenant une caractérisation des &léments (fi)
de 1'espace C(K,R) vérifiant la relation :
P

le]f]+...+x £ || = max X'z = h (x)
nn zeT P
n
¥x = (x,,...,x ) € R
1 n

I1 est clair que cette relation est €quivalente 3 la suivante :

x. f +...4x f || = max xTz =1
171 n'n
z €l

yAVx = (x],...,xn)e Sp
On cite alors cette

Proposition 7.1.

Pour que n éléments (fi) de 1'espace C(K,R) vérifient la relation :

(D ||x1f1+...+x fnll - max x'z = 1
n zel
¥x = (x],...,xn)esp

il faut et il suffit que T vérifie cette propriété :

S CTcu
q q
Vérification. ’
La dualité entre les ‘normes hb et hq de Rn (%-+ %-= 1) permet
d'affirmer cette propriété
VxeRn, x #0 Jve Sq : h_(x) = max xTz = xTy

z€S.
q

En fait il y a unicité de 1'élément y vérifiant cette relation
. n . - .
pulsque les normes hp (1<p<+w) sur R sont strictement convexes, plus préci-

sément on peut donner les relations entre X et y :



- Xi! p-l
y; = L o (x)] . Sgn (Xi) ¥i = l-n
P
Six e S ona:
P
_ p-1 c 1
v; Ixil . Sgn (xi) ¥i=1 n

Cette correspondance entre x et y définit donc une bijection de
Sp sur Sq. D'autre part d'aprés la proposition ci-dessus,une condition nécessaire

pour que les (fi) vérifient la relation(l) est que I'C Uq, par suite on a :

T T T

max X z < max X z = max x z
zel zel z€S
q q

On en déduit alors que les (fi) vérifient la relation (1) si et

seulement si la partie T contient Sq.

7.2 - Probléme d'existence de tels (fi) dans 1'espace C(K,R).

On a définir la partie I' comme la réunion de 6+(K) et GF(K) ol
o' et 6 sont deux fonctions de K dans R" déterminées par :
n
e+ : K=———> R
+
t—— 0" (t) = (£,(t),...,£_(t))e R™
et '
- +
8 (t) = -8 (t) ¥te K

6+(K) et © (K) sont deux parties compactes symétriques par rapport
a l%origine 0. Par suite la partie T contient la partie Sq 8i et seulement
si 6+(K)‘contient une intersection de Sq avec un demi-espace fermé déterminé
par un hyperplan de R" passant par l'origine , (c'est 3 dire la moitié de Sé).
Le probléme d'existence des éléments (fi) de 1'espace C(K,R) vérifiant 1la
relation (1) est donc équivalent au probléme d'existence d'une fonction
continue 6 de K dans R" tel que 6(K) contient une moitié de la partie Sq tout
en restant dans Uq. On va montrer qu'il existe des espaces métriques compacts
K tels que les espaces C(K,R) contiennent des (fi) satisfaisant la relation
(1). Avant tout, on &nonce ces deux propirétés indispensables 3 la démonstra-

tion :
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Proposition 7.2.1

Pour toute norme Y de Rn, la frontiére SW de la boule unité de
¥o:osy = {xe R" : ¥(x) = 1}

est compact, connexe et localement connexe.

Vérification.

Il a &été démontré dans ([7], [8] et [10]) que 1a sphere

n
8, = {xe R : h, (x) = 1} est compacte, connexe et localement connexe,

D'autre part 1'application de SW dans 82 définie par

1 _ .
X € SW e h2 O X est une homéomorphie de SW sur S,. Par

2

suite SW est compact, connexe et localement connexe.

Proposition 7.2.2. (Théor&me de HAHN-MAZURKIEWICZ) ([QI).

Pour qu'un espace métrique E soit 1'image d'un intervalle [é, B]
R par une application continue il faut et il suffit que E soit compact,

connexe et localement connexe.

Vérification.

Cetzte propriété est démontrée dans ( [81, et [9] ). Elle permet
de caractériser les espaces métriques compacts connexes et localement connexes.,
Un tel espace est appelé espace de Péano.

Ceci étant dit, on peut citer la

Proposition 7.2.3.

Si K est un espace métrique compact tel qu'il existe une fonction
numérique continue Y de K sur un intervalle [a,bl(: R, alors la norme de

1'espace C(K,R) généére toutes les normes usuelles hp de Bp.

Vérification.

On a démontré que la norme de 1'espace C(K,R) géndre les normes
h] et h_de R" quelque soit 1'espace.métrique compact K [?roposition 2,2 et
2.4]. I1 suffit donc de prouver que la norme de la convergence uniforme de

C(K,R) génére les normes hp (1<p<+) de rR".

Vel
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D'aprés la proposition 7.2.1, Sp est un espace métrique compact,
connexe et localement connexe, par suite, en vertu de la proposition 7.2.
il existe une surjection continue p d'un intervalle [a,BlC: R sur Sp.
L'application 6 = oY de l'espace métrique compact K dané Sp est donc

une surjection continue :

KT [a,5] —2s s
/W P
.__..’/'
8= by

D'ol 1'assertion précédente.
Corollaire.
Si K est un espace métrique compact et connexe, alors la norme

de 1'espace C(K,R) génére toutes les normes usuelles hp de Rn.

Vérification.

En effet d'aprés le théoréme de prolongement des fonctions continues
sur des espaces normaux ([l] et [8]) il existe une fonction numérique y
continue de K dans [é,b]telle que a et b appartiennent 3 Y(K), cette fonction

numérique est forcément surjective puisque K est connexe. D'oili ce résultat.

7.3.-Généralisation des résultats de 7.1 et 7.2.

Dans les parties 7.1 et 7.2 on a donné une caractérisation des
€léments (fi) de C(K,R) qui permettent de définir les normes hp de R"
(1<p<+) 3 partir de la norme de 1'espace C(K,R) et ensuite montré 1'existence
des espaces métriques compacts K tels que les espaces C(K,R) contiennent
effectivement de tels (fi).XOn voit que la démonstration de la proposition
7.1 n'est basée que sur la stricte convexité des normes h (1<p<+®) et
jamais la structure particuliére de:hp n'y intervient. D'ol 1'idée de

P . . . . n
généralisation de la proposition 7.1 aux normes strictement convexes de,R ,

Proposition 7.3.1.

. n . * . . -
Si la norme ¥ de R™ est telle que sa norme duale ¥ soit strictement
convexe, alors pour que n &l&ments (fi) de 1'espace C(K,R) vérifient la
relation :

(1) llx]f1+...+xnfn][ = max xTz =1 ¥x = (xl,...,xn) e S

zel i
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il faut et il suffit que la partie T vérifie :

Syt~ TQUy* .

Pour la démonstration de cette proposition, la propriété suivante

valable pour une normeﬁ? quelconque de R" est indispensable.

Proposition 7.3.2.

. n
Soit {?hne norme quelconque de R .
Une condition nécessaire pour que n &léments (fi) linéairement

indépendants de 1'espace C(K,R) vérifient la relation :

(]) Ile+...+Xf|l T _
pl| =max x z = 1 ¥x=(X.,...,x )€ S
zel I n ?

est aie la boule unité U,x = {xeR" : ¥(x) < 1} eomrient T.
Y" <

Vérification.

Supposons qu'il existe un &lé&ment o < K tel que‘{ [f (@) ye..,f (a)l >1
La dualité@ entre les normes‘f’et “f assure l'existence d'un

€lément x€ S, tel que :

1 T

Xy

Y P = P Fy) >
(£, 7))

ol y
Par suite
max xTz > xTy > 1
zgl
D'ol la contradiction avec la relation (1). Par conséquent on a :
b 3
L AINONWR NOIES ¥tek
c'est 3 dire T U -

Ceci étant &tabli, on va montrer maintenant la proposition 7.3.1,

Vérification de la proposition 7.3.1.

. * n
On a en vertu de la dualité entre les normes Yet ¥V deR

V§e:ST 3y wa ¢ ¥Y(xX) = max xTz = xTy

ZG:ST*
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. x . ) el . e
De plus si la norme ¥ est strictement convexe, il y aura 1l'unicité

de 1'€lément y.
D'autre part puisque la partie T doit 8tre nécessairement contenue

dans UW*’ on a pour tout xé{SW :

T T T
max x z <max x z = max X z = (x)

z€l zeUW¥ zeswx

La condition suffisante est alors évidente. Quant 3 la condition
nécessaire supposons qu'il existe y& $,¥, g ' il existerait alors un é&lément

x& Sy tel que :

Y(x) = max xTz = xTy =1
z€B i
. v T T . .- x
Par suite max x' z < X'y = 1 car la stricte convexité de la norme V¥
z&l

assure l'unicité de 1'élément y.

Le probléme d'existence de tels (fi) dans 1'espace C(K,R) peut &tre
traité de la méme fagon que dans le cas 7.2. Dans le contexte plus général du
probléme des normes sur rR" générées par les normes des espaces C(K,R) on va
démontrer qu'il existe des espaces métriques compacts K tels que les normes de

C(K,R) géndrent toutes les normes ¥ de R".

Proposition 7.3.3.

Si 1l'espace métrique compact K vérifie 1'une des conditions suivantes :
i) I1 existe une surjection continue de K sur un intervalle [é b] de R.
ii) L'espace métrique compact K est connexe. Alors la norme de 1' espace

C(K,RP¥ o ndre toutes les normes ¥ de R"

Vérification.

D'aprés la proposition 7.2.1,‘Swi est un espace de Péano.par suilte
dA'aprés le théoréme de FAHN-MAZURKIEVICZ (prorosition 7.2.2) Sy¥ est 1'image

continue d'une application Y d'un intervalle [a,b] de R dans R" :

[a,b] —Y R

Y([a,b])
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D'autre part 1'une des conditions i) et ii) assure l'existence
d'une surjection continue 0 de K sur [é,b] ; par suite 1'application
n .
6 = YOD de K dans R~ est continue et telle que B(K) = wa.

Les fonctions (fi)’ i = 1-n, fonctions coordonnées de 6 :

fi = Gopr_]i ¥i = l-n
ol prji désigne la projection de 1'espace R" sur les espaces facteurs,
définissent bien la norme Y 3 partir de la norme de C(K,R).

I1 est clair que la proposition 7.3.3 permet d'affirmer la propriété

suivante :

Proposition 7.3.4

Tout espace normé de dimension finie est isométriquement
isomorphe 3 un sous espace de C([a,b],m).
La démonstration de ce résultat faite ci-dessus est uniquement basée sur
le fait que la dimension de 1'espace normé est finie. Alors il v a

P ¥* . n
réflexivité des normes ¥, ¥ = Y, et que toute partie Sy {xer,

¥(x) = 1} est un espace de Pé&ano.
Cependant ce résultat pouvait &tre prévu grice i la propriété
de 1'universalité de 1'espace C([a,bl, R) dont la démonstration est

différente et plus compliquée.

8. Universalité de 1'espace C([a,b], R)

Définition. Soit E un espace métrique séparable. E est dit
universel si tout espace métrique séparable est isométrique 3 un sous
espace de E. '

Le mathématicien russe P.S. URVSON a ABmontrd en 1025 qu'fl existe
espaces universels. Plus tard les mathématiciens S. Banach et S. Mazur

ont prouvé que l'espace C({O,ll, R) est universel.

La démonstration du théordme de Banach et Mazur est basée sur

la faible compacité des espaces duaux.
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Pour arriver & ce résultat, on doit passer par plusieurs étapes

sanctionnées par des théorémes ([]61) et ([17]).

Théoréme 1.
Tout espace de Banach séparable est isométriquement isomorphe

4 un sous espace de C([C,]l, R) .

Théoréme 2. (FRECHET)
Tout espace métrique séparable X est isométrique 3 un sous

espace d'un espace de Banach séparable.

Théoréme 3. (BANACH-MAZUR)

Tout espace métrique séparable est isométrique 3 un sous

espace de C([C,l], R).
Et enfin ce théoréme de BANACH-STONE qui permet de conclure
que tout espace C([a,b], R), ol [é,bI est un intervalle quelconque de

R, est universel.

Théoréme (BANACH-STONE) ([17]).

Si S et S' sont deux espaces compacts, alors les espaces
C(S,R) et C(S',R) sont isométriquement isomorphes si et seulement S et S'
sont homéomorphes. ‘

Ce résultat est effectivement plus général, mais dans le cadre
de cette théorie de normes dans les espaces vectoriels 3 dimension finie
générées par les normes des espaces de Banach, celui de §.7. est plus
avantageux puisqu'il permet de caractériser les &lé&ments (fi) de 1l'espace
C([é,b], R) tels que :

W(xl,...,xn) = ||x]f +...+xnfn|| = max lefl(t)+"'+xnfn(t)l

te[a,bl

1

n
V(x],...,xn)e R
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- CHAPITRE III -

NORMES DE VECTEUR SUR R" GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
DES APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES D'UN ESPACE NORME DANS UN ESPACE DE
BANACH.

1. - Espaces L(F,G) des applications linéaires continues d'un espace

normé F dans un espace de Banach G. Définitions et propriétés générales.

Soient F un espace normé et G un espace de Banach, alors
1'ensemble des applications linéaires continues de F dans G posséde une

structure d'espace vectoriel. On note L(F,G) cet espace vectoriel.

On démontre que la fonction ||.|| définie sur L(F,G) et a valeurs dans
R+ par :
[1£]] = sup [[ECO|] ,  ®¥£€L(F,6)
teF
[£]]=1

est une norme sur L(F,G), ([2],[3] et [5]) et que l'espace L(F,G) muni

de cette norme est un espace de Banach.

L'analogie entre la norme de L(F,G) et celle de C(K,F) fait
-penser :que la norme de L(F,G), elle aussi, peut générer les normes h] et h
de R". Mais il n'en est pas ainsi, dans le cas général, contrairement
d ce que l'on pouvait attendre. Par exemple si F est un espace de Hilbert
et G =R, alors L(F,G) est le dual topologique de F, F', qui est isométrique-
ment isomorphe 3 F, ([21,[5] et [5]), et la classe de normes de &P’générées
par la norme de F' ne contient pas les normes h1 et h_de R™, [Cf. Ch. IV].
D'autrg part si F = Lm(X,u) et G = R, alors l'espace L(F,G) n'est autre
que L](X,ﬁ) dont la norme [[.I]l ne génére pas la norme h_ de R™ sauf si

s
n < 2.

La structure de la norme de 1'espace L(F,G) est si liée 3 celle
de F et de G qu'il est impossible de savoir, dans le cas général, si
. n . n
certaines normes usuelles de R font partie de la classe de normes de R

générées par la norme de L(F,G).
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On va étudier maintenant les cas particuliers suivants

» -~ ) P \’ V » I n
2.- Cas ol la norme de G génére une norme .{ de R .

Dans ce cas particulier ol la norme de G génére une norme

n . . . L
de R, on obtient ce résultat intéressant :

Proposition.

- ) . k n
Si la norme de 1'espace de Banach G géndre la norme \f de R,
alors la norme de 1'espace L(F,G) des applications lindaires continues

d'un espace normé F dans 1'espace G génére aussi la norme .

Vérification.
I1 suffit pour cela, de montrer 1'existence des n &léments
(fi) de L(F,G) tels que
%;(X]""’Xn) = llx]f]+...+xnfnll
n
¥x = (x],...,xn)é R

Puisque la norme‘%f de R" est générée par la norme de G, il

existe n éléments 8s de G tels que

i

\‘{ (X]’...’Xn) = Hxlgl+...+xngnH
¥ = (x,..x )€ RD

Soient 0, une application linéaire continue de F dans R dont

la norme est &gale a 1 :

o : F—— R o] ] = tS:lépFIOL(t)I =1
Hel] =1

et ., (i=1-n), 1'isomorphisme canonique de R sur Rgi

Y R H R o e e O ‘Rg .
1 1 (¥i = 1-n)

}\ S )\ g i

Considérons maintenant n applications linéaires continues (fi)

de 1'espace F dans 1l'espace G définies par

fi = Yio a (¥i = 1-n)
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Ce sont bien n éléments de 1'espace L(F,G), et on a pour tout

n
vecteur x = (x ..xn) de R :

1’

]ix]f]+...+xnfn!| = Sup |ix1f1(t)+...+xnfn(t)!|
tEF
el ]=1

= Sup IIX].(Y]OG) (t)+...+xn.(ynoa) )]
[lef]=1

= Sup lla(t)]xlg]+...+xngnlll

[le] =1
,f [éup!a(t)l]x||X1g1+"'+xngﬁiI=||xlgl+"'+xngn|l
[lel]=1

D'ol :

|[X1f1+---+ann|[ = %ﬁ(x],...,xn)

n
¥x = (xl,...,xn){i R,

Dans le cas oi G est un espace de Hilbert, la norme de L(F,G)
génére donc la norme h2 de R®. En plus dans ceé cas on peut donner une
caractérisation des éléments (fi) de L(F,G) permettant de définir la norme

h2 de Rp 3 partir de la norme de L(F,G).

3.- Cas ou G est un espace de Hilbert.

* Caractérisation des éléments (fi) de L(F,G) définissant h2.

Proposition.

Une condition suffisante pour que n éléments (fi)’ (i=1-n),

de 1'espace L(F,G) vérifient la relation : .

n
2=1/2
R

. n
¥x = (x],..,,xn)t: R
est que :

i) Pour tout i #j , (i,j=1-n), on a :

<fi(t)’ fj(t)> =0 ¥t E&F (<,> étant le produit scalaire de G).
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ii) I1 existe un él&ment T ¢ F, de norme égale 3 1 tel que :

HE T = 11E ] =1 ¥i = 1-n
Vérification. ,
Soient (fi) » n é€léments de L(F,G) vérifiant les conditions
i=1-n

i) et 1i).

n
Pour tout vecteur x = (x],...g%g &R, on a :

lelfl(t)+...+xnfn(t)|i2 s E (O (), X £ ()4 x £ (£)>

n 2 )
- xITEO ] 20 2w <t (0,8 (6)>

1<i<j<n
n
=1 x?|]fa(t)]|2 d'aprés i)
i= 1

Ceci pour tout t & F, donc en vertue de ii) on obtient :

n
. 1 ‘ 241/2
g e e 1] = sup fimg £y (0o £ O] [=[F %21 2h, 0
teF 1=1
el]=1

D'ol la proposition.
Comme dans le cas des espaces C(K,F), ce résultat nous fournit
encore un exemple d'une norme d'un espace fonctionnel non hilbertien qui

génére la norme h2 de R".

4.- Cas ot F = LP(X,1) et G = R.

Alors on a :
N , 11
L(F,6) = F' = LY(x,n) (P,q>1, _+ _=1)

D q
et la norme de 1'espace L(F,G) génére la norme hq de R" [bh. I, §.3.].

En particulier si p = 1, on a L(F,G) = Lw(X,u) dont la norme

ll.l]m génére les deux normes h] et h _ de Rr" [Ch. I, §.51.
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5.— Cas ol F est un espace de Hilbert et G = R.

Dans ce cas, on obtient
L(F,G) = F', qui lui-aussi, est un espace de Hilbert dont la norme géndre
n._. . .
une classe de normes ¥ sur R bien déterminée :

o 1/2 n
¥(x) = (x Ax) ¥x € R [ch. 1]

ol A est une matrice symétrique définie positive.

Ces normes sont appelées normes ellipsoidales puisque leur
oL 4 . n . . ., -
boule unité sont des ellipsoides dans R . Si A = I = matrice unité V¥

e . n
est la norme euclidienne sur R .

T \1/2

hz(x) = (X" X) ¥x & Rn.
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- CHAPITRE IV -

NORMES DE VECTEUR SUR Rn GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
DE HILBERT.

1.- Espaces de Hilbert. Définitions et propriétés générales.

Définitionl.

Un produit scalaire <.,.> sur un espace vectoriel réel E est

une forme bilinéaire définies sur E X E qui posséde les propriétés

suivantes
i) - <f,g> = <g,f> ¥f, g€ E
ii) - <F3f> 2 0 VEE E
iii) - <£,f> =0 <> £ =0

On démontre que si un espace vectoriel E est muni d'un produit

scalaire <.,.>, alors la fonction | | définie sur E par :

.

/2

f =<f,f>l ¥f € E
€]

est une norme de 1'espace E ([2], [Zl, [5]).

Définition 2.

Un espace normé complet E dont la norme provient d'un produit
scalaire sur iL.est s2oveld espace de Hilbert.

Les espace: de Hilbert constituent actuellement les exemples
les plus importants d'espaces de Banach, non seulement parce qu'ils sont
la généralisation le plus proche et la plus naturelle, dans le cadre des

" dimensions infinies "

, de notre géométrie euclidienne classique, *mais
surtout parce qu'ils ont &t&, jusqu'd présent les espaces les plus
utiles dans les applications A 1l'analyse fonctionnelle.

Dans le cadre de cette &tude, leur structure particuliére
permet de caractériser parfaitement la classe de normes de R~ générées
par leurs normes.

Avant tout il est nécessaire de rappeler certaines propriétés

importantes des espaces de Hilbert concernant cette &tude :
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Propriétés générales des espaces de Hilbert ([]], [21, [3] et [3]).

1) La norme hilbertienne est strictement convexe.
2) Tout espace de Hilbert est réflexif, E" = E.

3) Le dual topologique E' d'un espace de Hilbert E est isométriquement

isomorphe 3 E.

4) Tout espace de Hilbert E admet une base orthonormale.

De ces propriétés et des résultats de la premiére partie

[5.2. prop. 2.3 et §.4. prop. 4.1], on déduit la

Proposition.
Toute norme ¥ de R" générée par la norme d'un espace de Hilbert
est strictement convexe.
. Les classes de normes de R" générées par les normes des espaces

de Hilbert E et de son dual topologique E' sont les mémes.

- o L3 n - - - L
2. Caractérisation de la classe de normes de R générées par la norme hilber-

tienne.

Proposition.
Soit E un espace de Hilbert.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la norme V¥ de Rr"®

soit générée par la norme I[ Ilde E, est qu'elle vérifie :
n . .
Cw=z ey +28 x, x.[‘l’z(e,+e.) - v (e - vie))]
1] 1] 1 ]
i=1 ]<1<J<n :

n
¥x = (xl,...,xn)g R

o . n
(e:) étant une base canonique de R .
i=1-n

Vérification.

Condition nécessaire.

Soit ¥ une norme de R" générée par la norme |l.|| de E, alors

il existe n vecteurs (fi)’ (i=1-n), lindairement indépendants de E tels que :

_ ‘ e 1/2
¥(x) = I|X1f1+...+xnfnll—<x]fl+...+xnfn, x £ *oouwx f >

n
£ s, ¥x = (xl,...,xn)é R
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n
Par suite ¥ (x) = I x; <€,£>+2I  xx, <E,E.>
i=1 I<i<j<n ?
En prenant x = e;s i = 1-n, on aura :
v2(e,) = <£,,£,>,  ¥i = I-n.
i i’7it?

D'autre part si x = ei+ej, (i#j), alors :

Wz(e.+e ) =< f,,f.54<f,,f.>+ 2<f ,f >=T2(e )+W2(e.)+2<f. f.>
1% A R Rl i’7j i j 7]
Dloti 2<f,,f,5= ¥2(e.+e.)-¥2(e,)-¥2(e,)  ¥i # 3 (i,j = I-n)

i’j . ij i j ’ .

. . .n
Par conséquent, pour tout x = (x],...,xn)e: R, on a : L

S
n B
W) =1 %2 ¥i(e )+ x.x, [¥2 (e, +e.)-¥2 (e, )-¥2(e.)]
.0 i e o1 i 73 i h|
1=1 1<1<3<n
Condition suffisante.
Soit ¥ une norme de R" telle que :
2, 0% 2,2 2 2 2 n
Y= (x)=% xiW (ei)+22 x.x.[@ (ei+e.)—W (ei)—W (e.)], Vx=(x1,...,xn)e R,
i=1 1<i<j<n J J J

. . n . P P
Wz(x) est bien une forme quadratique sur R . La matrice symétrique définie

.. c s g2 -
positive A associée 3 Y7 (x) est donnée par :

A= (aij) avec 3537 8% 8k,

T 2
On a alors : ‘l’z(x) = (x Ax)]/ , ¥x & an.
s
D'autre part d'aprés la théorie de diagonalisation matricielle,
il existe une matrice P non singuliére telle que :
A = PTP
D'od :

Wz(x) = XTAX = xTPT

Px = (PX)T Px = [hz(Px)lz, ¥xe R"

C'est 3 dire : Y¥(x) = hz(Px) , ¥x £ R".
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Par ailleurs, comme ce qui a &té fait au §.4 [phap. II pour

prouver que la norme 'I.liz de 1l'espace fonctionnel hilbertien LZ(X,U)
génére la norme h2 de R ; 11 est facile de montrer qu'un systéme de
n éléments (fi) d'un espace de Hilbert E vérifie :

i=1-n

1/2

+ootx £ || = <x f 4. 4x f, x. f.+...4x £ >
n n 171 n n 1 n

1 n

n
I
hy () =[§=1X§] /2. RER: 1

n
¥x = (xl,...,xn)é R™.
Si et seulement si

< R .. 1.1 = 1-
fi’fJ 613 ¥i,j I-n

autrement dit les (fi) forment un systéme orthonormé de 1'espace E.
Par suite, en vertu de la proposition 2.2 [?REMIERE PARTIE, §.2.J, la

norme ||.|| de 1'espace hilbertien E géndre la norme ¥ de R".

REMARQUES

On appelle norme ellipsoidale sur R™ toute norme ¥ définie par :

Y = a2 wxe R

ol A est une matrice symétrique définie positive. Autrement dit

¥(x) = hy(Px) oi A = P'P

Cette terminologie est dfie au fait que la boule unité d'une
telle norme est une ellipsoide. Dans le cas oii A = I = matrice unité, on
a la norme euclidienne h2 de R" :

¥o = 02 o h e e

. n - - -
On peut donc dire que la classe des normes de R générées bar la

. . . . - n
norme hilbertienne est effectivement celle des normes ellipsoidales de R .
Inversement on a la

Proposition 2.2.

Soit E un espace de Banach. Si toute norme ¥ de R générée par
la norme E est ellipsoldale :

¥(x) = h,(Px) , ¥xe& r"
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Alors E est de Hilbert.

Vérification.

D'aprés [51, il suffit de prouver, pour tout couple (f],fz)

d'éléments de E, que :
2 2 2 2
g0, 112+ T1E,-£, 012 = 2[11g, 1121 15,112
Soit ¥ la norme de R? définie par :
2
W(x],xz) = ||x1f1+x2f2|| s  ¥x = (x],xz)égiR
Par suite d'aprés l'hypothése, il existe une matrice P d'ordre

2, non singulidre telle que : ¥(x) = hz(Px) , ¥x& RZ.

On a alors pour tout couple (x,y) de vecteurs de Rz :

V@ery) + Vi (amy) = [hy @xpy)]? + [hy xopy)]?

2[h2(Px)]2 + 2[h2_(Py)12 = 2[‘1‘2(x) + ¥ ()]

En prenant x = e ety = e,, on obtient :

e+, 117+ 11g,=5, 117 = 2[1|g, 117 +11£,]17].

On peut donner alors une caractérisation des espaces de Hilbert

par la

Proposition 2.3.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace de
Banach E soit de Hilbert est que toute norme ¥ de R" générée par la norme
E soit ellipsoidale
¥(x) = hy(Px), ¥xe R

1 . .
3. Norme duale d'une norme de R générée par la norme d'un espace de Hilbert.
L2 g

n o . .
On va montrer que la classe de normes de R générées par une norme
hilbertienne est stable par la dualité, c'est 3 dire si ¥ est une norme

. - % .
ellipsoidale, sa norme duale ¥ 1'est aussi.



- 87 -

Soient ¥ une norme de R et A une matrice carrée d'ordre n,
non sintulidre. Alors la fonction WA définie sur R™ par :
v, (x) = ¥(Ax) , ¥xe RV

est une norme de R". D'autre part on a la relation suivante entre la

norme duale Ti de ¥ et la norme duale ?z de WA :

T .
v = Ve« = v ah ] wxe RM

Si de plus la matrice A est symétrique, alors :
%

N = Ve - ¢ m1e , ve RN

Vérification

I1 est facile de vérifier que WA est une norme de R"

([1] et [7D.

Quant 3 la relation entre les normes duales, on a :

T T T -1
N X'y X'y XA 'y
WA(X) = max = max = max ————
y#0 ., y40 ¥ayy v#0 ¥y
by
A7) x|y T
= max — — = WﬁzA ]) gI
y#0 Y(y)

La relation suivante s'en déduit immédiatement.
De ce résultat on peut tirer la proposition suivante dont la

vérification est immédiate :

_Proposition :
Soient E un espace fonctionnel de Hilbert et ¥ une norme de R".
Si la norme ¥ est générée par la norme de E, alors sa norme duale
¥* 1test aussi.
Autrement dit puisque le dual topologique E' de 1'espace E,
muni de la norme duale de celle de E est isomorphe 3 E, si 1'on veut avoir
une relation entre ¥* et la norme de E' :
Si la norme de E génére la norme ¥ de Rn, alors la norme de E'

2 = * n
génére la norme ¥ de R.

PP . . n . . _
Vérification : Soit ¥ une norme de R générée par la norme de 1l'espace fonc-

tionnel de Hilbert E. D'aprés la proposition 1., il existe une matrice symé-

trique définie positive A = PTP telle que :



- 88 -

Y(x) = (xAx)!/? = h,, (Px) ¥xe R®
D'ol en vertu du“}gmme précédent :
W*(X) = hz( (P_])Tx) = (xTA_]x)l/2 ¥x € R™

. .. %
ce qui montre, en tenant compte de la proposition 1., que la norme V¥

est bien générée par la norme de 1'espace E.

La derniére relation n'en est qu'une conséquence immédiate.

4, Probléme.

On peut se poser le probléme suivant

Caractériser les espaces de Banach E qui vérifient cette
propriété :

° Si la norme de E génére une norme Y de Bp, alors
la norme duale de E' génére la norme duale Wx de V.

E' étant le dual topologique de l'espace E :

E' = L(E,R), sa norme étant :

%€ g [12]] = Sup &(f)

el =1
D'aprés les résultats précé&dents, tout espace de Hilbert
vérifie cette propriété. Par ailleurs on pourra voir dans le éhapitre VI
[ﬁtude de la classe de normes duales des normes dans mp'générées par les
espaces de Banach. Caractérisation des espaces de Hilberﬁ] que cette

propriété peut &tre servi pour donner une caractérisation des espaces de
Hilbert.
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- CHAPITRE V -

NORMES DE VECTEUR DANS R" GENEREES PAR LA NORME DE L'ESPACE DE
BANACH DES FONCTIONS NUMERIQUES A VARIATION BORNEE SUR L'INTERVALLE
[a,b] de R.

~ . n . . .
Avant d'étudier la classe de normes sur R génédrés par la
norme de cet espace fonctionnel de Banach, il est indispensable de rap-

peler ses structures algébriques et topologiques.

1. Définitions et notations.

Soit f une fonction numérique définie sur 1l'intervalle
[a,ﬁ] de R (a<b).

Soient (ti) une suite finie d'éléments de [é,bl tels
1=0-m
que

a =t <t <...<t <t =b
o -1 m

1 m-1
et V la quantité :

m-1
VeI E(e, ) - £ ()]
1=0
b
On note V (f) la borne supérieure des quantités V relatives
a
b
aux suites finies (ti) de [?,b]. I1 est &vident que V(f) peut &tre finie
a v
b
ou infinie. On dit que la fonction f est 3 variation bornée si V (£f)< + o,
a

-

On notera BVI?,Q] 1'ensemble des fonctions numériques 3 variation bornée

sur [5,5].

2. Propriétés algébriques des fonctions numériques 3 variation bornée

sur [Q,BJ. Structure algébrique de BV[a,H].

Proposition 2.1. ([TI)

b
1) S1 V (f) < + o, alors f est bornée sur [ﬁ,B]
a
b b
2) S1V (f) < +oetV (g) <+ », alors Af (Ae R),
a a

f + g, f°g sont aussi a variation bornée sur [a,b], et on a :
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b b

V (Af) = |A] V (£)

a a

b b - b .

V (f+g) SV (£) +V (»)

a a a

b . b _ b

V (f.8) < [Sup Hee)l] « v (£) + [sup HOIBAC
a te [a,b] a te |a,b a

3) Soit f une fonction numérique définie sur [é,b] ; alors on a :

b c b
V (£) =V (f) +V (f) ¥c € [a,b]
a a C -

-~

4) Toute fonction numérique croissante sur [ﬁ,bl y est 3 variation bornée, et :

\}; (f) = £(b) - f(a)

a

Inversement une fonction numérique définie [é,bl y est & variation
bornée si et seulement si elle est &gale 3 la différence de deux fonctions
croissantes sur [a,b].

Il est clair que la partie P de BV [ﬁ,b] formée des fonctions

numériques croissantes sur [é,b] est un cOne convexe de sommet O.

P+PC P APC P ¥A >0
d'ol : :
Proposition 2.2 ([1]) et ([21)

L'ensemble BV [a,ﬂl des fonctions numériques définies et a

variation bornée sur [a,b]‘a,une structure d'espace vectoriel réel. De
plus on a :

BV[a,b] =P - P

3. "Pvpriftés topologiques des fonctions numériques 3 variation bornée

sur [é,b]. Structure topologique de BV[@,b].
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Proposition 3.1 - ([]I) et ([21).

1°) Toute fonction numérique 3 variation bornée sur [é,bl a une limite
a gauche et 3 droite en tout point :

f(xo+0) lim f(x)
X > X

X > X
o

et

f(xO-O) lim f£(x)

X > X
(o]

x < X
fo}

existent en tout point X, € [a,bl. Autrement dit toute fonction numérique

3 variation bornée sur [é,b] est ré8glée. L'ensemble de ses points de

discontinuité est au plus dénombrable.

2°) Si f est 3 variation bornée sur [é,b], alors sa dérivée f'
existe presque partout (c'est 3 dire sauf peut &tre sur une partie de

[ﬁ,b] de mesure Lebesgue nulle). De plus f' est intégrable sur [é,bl.

3°) Si f est continfiment dérivable sur [é,ﬁ}, alors f est 3 variation

bornée sur [é,b] et :

b {h
V(E) = | |£'(t)|dt
a a

4°) Toute fonction numérique continue 3 variation bornée sur [é,bI

est égale 3 la différence de deux fonctions continues croissantes.

De la propriété 2°) de la proposition 2.1 on déduit facilement

£

b
que la foncfion V (f) est une semi-norme sur BV [;,b].

a
La relation binaire sur BV[?,bI:
£ o g <> f - g = constante sur [é,bI

est_ yne relation d'équivalence ; d'ol :
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Proposition 3.2.

L'espace quotient BV|a,b]/, est w ecspace normé.

Sa norme étant définie comme :

N . . o b
f€ vl,u)/,  f=cue  ||¥]]= v
On démontre que ([ﬁ]) : y a

Proposition 3.3.

I) L'espace de Banach BV[@,E]/& n'est pas réflexif.
2) La norme de BV[A,B]/m n'est pas strictement convexe.

On va énoncer maintenant une propriété trés importante de

l'espace des fonctions numériques i variation bornée BV [a,bI:

Théoréme (F. RIESZ) ([1]), ([3]), et ([4]).

Toute fonctionnelle linéaire continue £ sur l'espace des
fonctions numériques continues sur [?,b], C([é,b], R), peut s'exprimer
sous la forme d'une intégrale de Stieltjes par :

b

¥fe C([a,b], R) L(f) = | £(t)dg(t)
a

ol g & BV[a,bI. De plus
Y 1 b ‘
[12]] = vie).
a

? autre part on a- :

Proposition-B.d,([)]) et (Bﬂ).

%

Toute fonctionneile linéaire % définie sur‘C([a,B], R) par
un élément g de BV[?,B]Q l'aide d'une intégrale de Stieltjes par :
b - b |
¥f € C(la,b], R) 2(f) = | £(t)dg(t)
a

est continue et b

121 =V (.
a
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En combinant ces deux résultats, on obtient le troisidme

Proposition 3.5.

L'espace normé BV[?,b]/% est isométrique 3 l'espace dual

de ¢([a,b], R) :

BV[a,b]/, = ¢([a,b], R)

n . . .
4. Classe de normes de R™ géndrées par la norme de 1'espace quotient

D'aprés la propriété 1) de la proposition 3.1, 1'espace
BV[?,B] est contenu dans L]([é,b],u) du point de vue de structure
algébrique, quant & la structure topologique la topologie semi-norme

de BV[é,b] n'est pas induite par celle L]([é,b],u), cependant il y

'

b b
a une analogie entre les semi-normes V(f) et |f|du. D'autre part
a a

1'espace BV[a,bl/& est le dual de C([é,bl, R), et puisque la norme
II "1 de 1'espace L]([a,bl,u) génére la norme h1 de R" mais non la
norme h _ sauf si n < 2, et que la norme de la convergence uniforme
de 1'espace C([a,b], IR) génére les normes h1 et h _ sur Rn, on se
demande si la norme de 1'espace BV[é,b]/& génére les normes h] et

n
h sur R ?
o)

n _ .
Pour la norme h] sur R, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1 .
si (f,) sont n &léments de 1'espace BV[a,b] vérifiant
i=1-n
b
i) Hflll =Z (‘fi) =1 ¥i = |l-n

ii) Il existe n intervalles [éi,bil disjoints ou méme ayant

des extrémités communes dans [é,BI tels que :
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-vf. continue aux extrémités a. ét B.
i 1 1
. fi est constante dans [g,ai] et [bi,ﬁj
Alors on a :
h](xl,...,xn)=|x1|+...+lxn|=||x1f1+...+xnfn]|=Z(xlf1+...+xnfn)

¥x = (Xl’”"xn)ean'

Vérification.

Soient (fi) n éléments de I'espace BV[a,b] vérifiant les
i=1-n

.. . . .. } n
conditions i) et ii). Pour tout vecteur x = (x],...,xn)é R™, on a

d'aprés la propriété 3) proposition 2.1

o

b m 3+1
V(X1f1+"‘+xnfn) = ; \ (X1f1+‘°‘+xnfn)
a . 3=0 Otj

ol (aj) est une suite finie croissante de [é,b] formée par les points

a, b et les extrémités ai"bi rangées dans 1'ordre croissant

o0 =a<aqo, <. <. =b
o 1 m
o o, o o o
fo) 1 72 3 m
-]t
a a4 b4 al b1 a5 b5 b
36 by

aJ = b1 et Qj+1 = ak
On a
i+l
Z (x1f1+"’+xnfn) =0
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puisque 1la fonction‘xlf]+...+xnfn y est constante.

Alors
b n bi
V(xlf]+...+xnfn) = ; \Y (x]f]+...+xnfn)
a 1=1 a.

i
Or pour tout i=l-n :
by by b
\Y gg]fl+...+xnfn) =V (xifi) = V(Xifi)
a; a; a

Car les autres fj (j # 1) sont constantes sur [;i’ biI

D'od

b n b n b
Vi £ibeaatx £) =1 V(xf) =1 linV(fi)
a i=1 a i=1 a

|x.| d'apres i)
=1 1t

[}
He M 3

D'ol la proposition précédente.

Existence de tels (fi) dans BV[?,bl

I1 est facile de voir qu'il existe bien des fonctions

(fi) de 1'espace BV[?,bI vérifiant les conditions i) et ii)
i=1-n

de la proposition 4.1. En voici un exemple simple. Soit (xi)
i=0-n

une suite finie croissante de [},b] telle que : .

o =a<a, <...<a. =b
o 1 n
-'E% f/
OLo 0‘1 0L2 o
' n
i ' 4 ¥ —
a o ol o b
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Chaque intervalle [?i’bél de la proposition 4.1 est dans ce cas

1'intervalle E&i—]’ ai] (i=1-n), ces intervalles ont les extrémités communes.
Chaque fonction fi sera prise strictement monotone dans [gi—l’ aél, constante

dans [@o’ a;_,] et Exi’ a ] de telle sorte que

%3 b
V(£ = V() = [f(a) - £( =
ST a

On peut alors énoncer la

B Proposition 4.2.

La norme de 1'espace fonctionnel de Banach BV[% bI/ génére la

norme h de lR

* Cas de la norme hoo

Il est évident que la norme de 1'espace BV[@ B]/ génére la

norme h_ sur R puisque sur R on a cette relation entre les normes h] et h :

h,(0) = h, (Ax) ¥x € R

1/2 - 1/2

1/2 -1/2

Cependant on ne peut rien répondre au probldme 3 savoir si la
P n :
norme de BV[?,HI/& génére la norme h_ sur R (n>3) comme dans le cas de

1'espace fonctionnel de Banach L](X,u) [bh.I, §.6.1
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ETUDE DE LA CLASSE DE NORMES DUALES DES NORMES DANS R" GENEREES
PAR LES NORMES DES ESPACES DE BANACH. CARACTERISATION DES ESPACES DE HILBERT.

1 - Position du probléme.

Dans le premier chapitre, en &tudiant les espaces fonctionnels de
Banach Lp(X H) on a pu démontrer que les normes h sont dans la classe des
normes sur R" générées par la norme i‘ ]I de Lp(X w. '

+

=])

Les dualités entre les normes h et h (p,q>1, L.
p q - p q

d'une part, et les espaces fonctionnels Lp(X,u) et Lq(X,u) d'autre part font
penser que si une norme ¥ de R" est générée par la norme 'i.'l d'un espace
de Banach E, alors sa norme duale vE est générée par la norme ||.||'
(duale de ||.||) de 1'espace dual E' de E. Ceci est tout 3 fait faux comme
le montre cet exemple :

Dans le §.6 [Chap. 11 on a démontré que la norme ||.||w de 1'espace

L (X,u) génére la norme h, de R" mais que la norme ||. i, de 1'espace

1
L (X,1) ne génére pas la norme h _de R" sauf si n"< 2. Pour une mesure

positive u quelconque, le dual topologique de 1'espace Lm(X,u) contient
1'espace L?(X,u) et est en général différent de L](X,u). Cependant il y
aura identité entre l'espéce L](X,u) et le dual topologique de 1'espace
Lw(X,u) si et seulement si le support de la mesure U est fini{[éll En
prenant par'exemple la mesure U comme la somme finie des mesures de Dirac

£

te

aux m points distincts tss (i=1-m) de 1'espace X.
i

- . 1 . s
Dés lors on voit que l'espace L (X,u) est isométriquement

isomorphe i 1'espace R™ muni de la norme h, et 1'espace Lw(X,u)

1
'1'espace R™ muni de la norme h_. De plus ces deux espaces sont réflexifs,

D'aprés les r@sultats de §.5 et §.6 Bﬁmp. I.I en prenant
n-1|

m= 2 et n > 3, on obtient cette propriété :
La norme i].]i de 1l'espace Lw(X 1) génére la norme h] de rR"
sans que la norme ![ il (duale de la norme ||. II ) de 1l'espace L (X,1),

dual de 1'espace L (X, u) genere la norme h_ (duale de la norme h]) de R" .
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. ! : n
Soient E un espace de Banach de norme II.QI et ¥ une norme de R

générée par la norme ]I. | ;3 c'est a dire :

(1) ¥(x) = Hx]f1+...+xnan ¥x = (Xp5esx ) € R"

ol (fi) est un systéme de n vecteurs linéairement indépendants de E,
i=1-n

On note Wx la norme duale de :

—T
¥ x) = max =l
y # 0 ¥Y(y)

Soient E' le dual topologique de E, muni de la norme duale de

la norme !l.ll de E, c'est a dire 1'espace vectoriel des fonctionnelles

linéaires continues sur E muni de la norme [I.II' définie par :
: 2(£)
[[ef]" = sup ——
feE ||f]]
£f40

I1 est treés intéressant de pouvoir déterminer les espaces de Banach
E pour lesquels la propriété suivante est vérifiée :

Si ¥ est une norme sur R" générée par la norme I].II de E, alors
sa norme duale ¥" est générée par la norme ll.ll' de E'.

Autrement dit la relation (1) assure 1'existence d'un systéme de
n vecteurs linéairement indépendants (Qi) de E' tels que : '

i=1-n

¥ (x) = ||X10‘+"'+Xn£n|l'

. 5N
¥x = (x],...,xn)at R,

Le probléme de caractérisation de tels rspaces est trop géﬁéral
et trés difficile 3 résoudre. Cependant avec une condition supplémentaire
que 1l'on va imposer i ce probléme, on pourra donner une solution trés
simple, celle-ci permet d'obtenir une caractérisation des espaces de Hilbert
par cette théorie de normes sur R".

Tout d'abord on va étudier certaines propriétés de la norme duale

d'une norme Y générée par la norme d'un espace de Banach.
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2. Propriétés générales de la norme duale d'une norme générée par la norme

d'un espace de Banach E.

2.1 - Cas ol la dimension de E est finie et égale 3 n.
Dans ce cas on peut démontrer que si la norme ||.|| de E génare
n . it -
une norme Y de R, alors la norme duale |{,|| de E' génére la norme duale
x o P
y" de . En effet soit ¥ une norme de R" générée par la norme ||.!| de E 3
il existe alors une base (fi) de 1'espace E telle que :
A i=1-n
W(X],...,xn) = ||x1f]+...+xnfn||

- N
¥x = (xl,...,xn)t. R

D'autre part, ([11 et [21), il existe dans E' n vecteurs

L.) linéairement indépendants tels que : Qi(f.) = Gi' ¥i,j = I=n
i=1-n ] ]
Par suite, pour tout &lément x = (xl,...,xn)f Rn, on a :
(7% . okl | ) cetx 2
v ' (v b 'l'Xna,ﬁ)A, (£) x, 1(f)+ X n(f)
||x12]+...+xn2n|| = max - = max
f< E | 1£]] fe E L£]]
f#0 f 40
m
X Vot eV ey
= max -\;(‘},‘—*“—f;j\?‘ CoTe \(“) B “”:E(Xl’ fees¥ )
 ye gP SRRV v g2 E( n
y#0 v#0

D'od la :

Proposition 2.1.

Soit E un espace de Banach de dimension finie n.

. P n
Si la norme de E génére une norme ¥ de R, alors la norme de E'

P X
génére la norme VY .

2.2 - Cas ol la dimension de E est infinie.

Le résultat de la proposition n'est valable que dans le cas oili

la dimension de 1'espace E est finie et égale 3 la dimension de 1'espace
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R™ sur lequel on &tudie les normes. Autrement on n'obtient que ce résultat

Proposition 2.2.

. . nooo
Si Y est une norme Sur R gé&nérée par la norme d'un espace de
Banach E :

W(Xl,.,.,xn) = ][xlf]+...+xnfn|l V(X],...,xn)€E R

Alors il existe un systéme (Qi), (i=1-n), de n vecteurs lindaire-
ment indépendants de E' tels que

WX(X],...,XH) < '|X121+...+xn2n’|'

V(x] - ..,xn)é rt

Vérification.

La démonstration est analogue 3 la précédente mais dans ce cas

on obtient une inégalité au lieu d'une égalité. En effet il existe dans
g g

E' n vecteurs linéairement indépendants Zi, (i=1-n), tels que :

Qi(fj) = ..

i3 ¥i,] = I-n

Par suite pour tout vecteur x

= (xl,...,xn)EfRn, on a :
L ce '3
IIX]£]+'--+X [ "v = Sup X, ](f)+ +Xn n(f)
. feE [1£]]
f#0
> max LA = max 2 '= W;(x)
Cye R [ly fiey £ ] ve BT ¥(y)
y#0

y#0

2.3 - Cas ol 1'espace E est un Hilbert.

On a démontré que tout espace de Hilbert E satisfait la propriété
e . o e . P n
clitée ci-dessus, c'est 3 dire que si la norme de E génére une norme Y de R

PR * PR
alors la norme de 1'espace E' génére la norme ¥ . Plus précisément, on a la

.
.
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Proposition 2.3

Si E est un espace de Hilbert ; alors pour tout systéme de
n vecteurs (fi), i=1-n, linéairement indépendants de E, il existe un
systéme de n vecteurs linéairement indépendants

(Qi), i=l-n, de E' tels que :

k3 ' | ]
v (x) = ||x121+...+xn2nHE = [l 8yeetx 8 || =] ]x T+ x T

En En

¥x = (xl,...,xn)E R™
n

ol E_ =® Rf, et L. = L.|E_ ;
n i=1 1 1 1 n

. n . .
Si ¥ est la norme sur R définie par :

_. n
W(xl,...xn) = ||lel+°"+xnfn|| V(xl,...,xn)&: R,
Varification. n
Pour tout i=1-n, soit Yi =G@ R fj
=1
i#i

On a (fS], [6] et [7]) :

|
i

E-. =V, * V. ol V. = Rg,
n 1 1 1 1.

On peut toujours choisir 8; tel que <gi, fi> = 1. Ainsi on

obtient un systéme de n vecteur (gi), i = 1-n, de En vérifiant

<gi? fj> = Gij ¥i,j = 1-n

Pour tout i = 1-n, soit li & E' défini par :
= . >

Ki(f) <gl, f ¥f & E

Alors pour tout x = (xl,...,xn) e R"
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xlll(f)+...+xnln(f)

!
[|x 2 +...4x 2 || = sup
171 nn E fA E IIfH
£40
<x]gl+...+xngn,f>
= Sup
£ E €11
£f#0
<x . g.+t...+x g ,f>
= ||x1g]+...+xngn|| = max Ot nn’
£ E €11
£f#0
' — —
= ||X1£1+...+xn2n||E = ||x1£]+...+xn2n||E
n n

*
Yy (x],...,xn)

D'oll la proposition 2.3.

On va donner maintenant la réciproque de cette proposition

qui sert 3 caractériser les espaces de Hilbert par cette théorie de

n
normes sur R .

3.- Caractérisation des espaces de Hilbert.

Dans le cas ol l'espace de Banach E est de dimension >3, on a

la réciproque de la proposition 2.3.

Proposition 3.1.

Soit E un espace de Banach de dimension > 3.
Si pour tout couple (fl’fz) de vecteurs linéairement indépendents de E
il existe un couple de vecteurs (21,22) linéairement indépendants de E' tels que

pour tout (x],xz)éi Rz :

x]l](f) + lez(f)

* 1
(2) ¥7(x,,%x,) = |[x, 8, +x. 8. || = Sup
f#0
x L (£)+x,. 2., (f) '
171 272 ' — -
= max =||x, 2. +x.2. || = [, % +x, %, ||
171 7272 171 7272
f€E, “f“ £ F2
f#0

oli Y est une norme de Rz définie par : W(x],x2)=l|x]fl+x2f2|| V(x],x2)€£ R2
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et E, = Rf ®:Rf,, L = 21|E2, %, = %,|E,

Alors E est un espace de Hilbert.

Remarque.
La condition supplémentaire citée ci-dessus (§.1) figure dans (2) :
elle exige que pour tout (x],x2)€5 Rz, la norme de la fonctionnelle linéaire

Xlkl + x222 est atteinte dans E2, c'est 3 dire :

|l ] . . .
A L R L L e N I R

E E2 E2

Cette condition est tré&s importante, elle seule permet la

démonstration de cette proposition.

Vérification.

On sait que ([2]) E est un espace de Hilbert si et seulement si
tout sous-—espace E3 3 3 dimensions de E est de Hilbert.

Soit E2 un sous espace a4 2 dimensions de E3 (EZ(: E,.C E)

3

Considérons le couple (fl’ fz) formant une base de E, et la norme

9 2
Y de R® définie par :

= - | 2

T(xl, x2) = ||x]f] + x2f2|| V(xl, Xz)éi R

D'aprés 1'hypothése, il existe deux fonctionnelles linéaires

continues sur E, QI et 12 (2 E', £, < E') telles que :

- 2
L E ' _— _— ’
iz, x,) = I'x]l] + x222|| = ||xlz] + x222||

E E2

2
¥(x;, x,)€ R

ol E} = QIIEZ et Eé = £2|E.

801eét L1‘= £]|E3 et L2 = £2|E3, il est clair que :

et L, = L2|E2
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Alors on a pour tout (Xl’ XZ)GE Rz

e T 1 = gty + gty | ®
E

Soit T l'application linéaire de Eé (dual topologique de E2)

dans Eé (dual topologique de E3) définie par :

T (‘E]) =L etT (32?2) =L,

La relation (3) entrafne bien que T est isométrique, ce qui

montre que E3 est un espace de Hilbert ([3]).
Par conséquent 1'espace E est un Hilbert.
Remarque.
La condition donnée dans la proposition 3.1 pour n = 2 est aussi

équivalente 3 la suivante :

« Pour tout systéme de n vecteurs (fi)’ i = 1-n, linéairement

indépendants de E, il existe un systéme de n vecteurs (Zi), i =1-n, de E'

tels que pour tout x = (x],...,xn)éi R™,

% ' ! _— - —
YUy eeex ) = ||xl£1+...+xn2n|| = ||x]£1+...+xn2n|!F =!!x121+...+xﬁ21||
n
n
OB E =@ Rf, et L, = 2,|]E et ¥ est la norme de R™ définie par :
no ., i i i'"n
W(xl,...xn) = l,x]f]+...+xnfn,l V(xl,...,xn)éé R"

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.3,
En jumelant les propositions 2.3 et 3.1, on peut é&noncer une

caractération des espaces de Hilbert :
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Proposition 3.2.

Soit E un espace de Banach de dimension > 3.

Une condition nécessaire et suffisante pour que E soit de Hilbert
est que :

Pour tout couple (f], fz) de vecteurs linéairement indépendants de
E il existe un couple (21, 22) de vecteurs linéairement indépendants de E'

tels que pour tout (Xl’ xz)éi Rz :

% . ' ' —_ — '
Vi, x,) = w8y + x,8,] = [ 2 + %8, = [, %) + %,8,]|
E E2 E2

- _ T = - 2 . . .
od E2 = Rf] C)sz, 2 2 |E2 , Qz = 52,2|E2 et ¥ la norme de R” définie par :

2

W(Xl, X2) = ||X f + x.f V(X],Xz)t R™.
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- CHAPITRE VII -

NORMES DE MATRICES SUR ‘j(lné) n) (R) GENEREES PAR LES NORMES DES ESPACES
) :
DE BANACH.

1 - Définitions et propriétés générales.

Soit E un espace de Banach de norme ||.||. Considérons 1'espace vectoriel

(o n§ (R) formé des matrices réelles A 3 m lignes et n colonnes. Cet espace est
s

- . . - . cer 2« XN P
a m*n dimensions et peut étre identifié 3 R , on peut alors définir les normes de

. mxn
matrices sur 4 n)([R) comme les normes de vecteurs de R .
bl

Définition.
Soit E un espace de Banach de norme | I.II. Une norme @ sur C/“S n)aR)

(m,
est dite générée par la norme II.II de E s'il existe un systéme de mxn vecteurs

linéairement indépendants (fi') de E tels que :
i=1-m
j=1-n

) = ||z a,. £..]]

i=]-m Y31

j=1-n

our toute matrice A = (a.. .

Propriétés générales.

Tous les résultats obtenus précédemment pour les normes de vecteurs
n . . . P
sur R générées par les normes de Banach E restent &videmment valables pour cette
classe de normes de matrices sur ®).

(m, n)

2 - Cas de normes de matrices carrées. Normes sous-multiplicatives.

Sim-= n,C*QD(n n)(IR) ademet alors une structure d'algébre.
b
On se demande alors, pour un espace de Banach E donné, s'il existe des

normes @ de (n, n) générées par la norme I].|| de E qui sont compatibles avec
b

la structure d'algébre de (n n)(IR), c'est 3 dire

@(A B) < @(A). @(B) ¥A,B € Jé(n,n)
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Une telle norme 6 sera dite sous-multiplicative surlM’

(n, n)°

Pour la réponse 3 cette question, on a :
Proposition.

Soient E un espace fonction 1 de Banach E de norme ||.||, et
(fi') un systéme de n2 vecteurs linéairement indépendants de E.

Ji,ij=1-n
Alors il existe un systéme de n2 vecteurs (gij) proportionnels
i,j =

aux (fij)

gij = afij ¥i, ] = I=-n
tels que la norme Y dec,(7 définie par :

(n, n)
n
Y@) = ||z a.. g.. YA = (a..
@ =12 el @ edb

i,j=1
est sous multiplicative. Plus précisément, ce nombre O est déterminé par
b B

Sup —m™——
A#0 §(A).0(B)
B#0

|0«|~ 2 uo =

ol 6 est la norme relative aux (fij)

o =[]z a.. f£..]]

i,j=t-n 3

Vérification.

On sait que pour toute norme @ de (R) il existe un scalaire

, (n, n)
HU>0 telle que la norme u@ soit sous multiplicative ([61). D'une fagon plus précise
si U vérifie 6(A B)
W >y = Sup SO S .
a#0 ¢ 0 L

B#0

alors u@ est sous—multiplicative.
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Soit @ la norme deC‘¢7 définie par :
(n, n)

n
da) = ||z a.. f..]] VA = (a..)éiCA(D

i,5=1 3 i ij (n, n)
Considérons alors la norme ¥ surCAeQn n)donnéapar :
b
¥(a) = §(on) VAeJ’t:(n )

0 &tant un scalaire tel que | 2 M,

Ce qui est équivalent 3 : ¥Y(A) = loclﬁ(A) VAGCM’ (n, n)
b

Y est bien une norme sous-multiplicative. En explicitant la norme 6 on a :

¥@a) = § (oa) = |z (@a, ) £, 01 = []2

a..(af, )| |=]||z a.. g..||
i,j=1-n i,j=1-n Y3 M

i,j=1-n *J 1

D'ol 1'assertion précédente.

3 - Caractérisation des é&léments (fij) définissant les normes sous-multiplicatives

sur o ).

2 . . PR,
Soit (fi') un systéme de :  &léments lindairement indépendants de
i,j=1-n
1'espace fonctionnel de Banach E. Soit @ la norme de*CA(3 (n, n) (R) générée par la
b

norme II || de E :

) n
bw - Hf,j=1 %5 Lyl ¥A = (aij)'ECMD (n,m) ®

I1 est facile de voir que la norme @ sera sous—multiplicative siset
seulement si :
dca B)
= _— <
[ Sup <1

A#0 §(a).0(B)
B#0
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Dans le cas général, ce nombre M, est pratiquement incalculable,
par suite le probléme de caractérisation de la classe des &léments (fij) de E
permettant de définir des normes sous-multiplicatives surC)Q7(n n)(iR) 3 partir
b

de la norme E est insoluble 3 moins que l'on se place dans les espaces fonctionnels

particuliers.

A titre d'exemples, on peut citer quelques cas particuliers des espaces
fonctionnels de Banach E dans lesquels on connalt des (fij) qui peuvent définir
des normes sous-multiplicatives @ sur (n n)(!R).

b

3.1 - Cas des espaces fonctionnels Lp(X,u)

Dans la partie II (Normes de vecteur sur R" générées par les normes des
espaces fonctionnels de Banach LP(X,U))on a démontré que les normes de types h
(normes de Holder d'ordre p) peuvent &tre générées par les normes || ||p de
1'espace LP(X,U).

Par suite les normes Hp définies surC)(é(n’ n)(iR) par :

n . 1/p
H (A) = |Z .. VA = .. il R
s® = [T a7l (alJ>€J’{> (a, my ®
1,]3=1
sont bien générées par les normes || Ilp de Lp(X,u). I1 existe alors n2 éléments
linéairement indépendants (f..) de Lp(X,u) tels que :
i,j=1-n
I |
~H_(A) = ||Z a,. f.. (N
.. ij i
P 1,3=1 I p

- - . . .. P
D'autre part on a démontré que le coefficient minimal “b des normes

Hp est donné par ([61)

, H  (A.B) 1 sil<p<2
U~ = Sup ={ _
O .4 (A).H (B) nll72/P) s p> 2
B£C P P .

D'od :

*+ 811 <p <2, les éléments (fij) de 1l'espace LP(X,U) définissent bien

2

Is
les normes sous—multiplicatives H sur../’ (R).
P (n, n)
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* Sip > 2, les normes Hp surC’GQ )GR) définies par la relation (2)

ne sont pas sous—multlpllcatlves Mais les normes @ decﬁb n) définies par
’
() = ||z . g, VA = (a.. b R
Q_P( ) l,- ‘o alJ glJH (alJ)e (n, n)( )
1,3=1 P
od gij = afij ¥i,j = l-n
aVéc . la’ > Ug n(1—2/p)

seront sous-multiplicatives.

3.2 - Cas des espaces des fonctions continues sur un compact C(K,F)

~ - n
Yin vertu des résultats obtenus dans II (Mornes de vecteur de R
générées par les normes des espaces des fonctions continues sur un métrique
compact C(K,F)), il existe deux systémes de n2 éléments de
C(K,F) £..) et (g..) tels que :
(X, /(13 84 q

n ' JQ
H (4) = Ilf . a5 £5511 ¥A = (a;0€ (n, o ®
H (A) = ||Z a,. g.. YA = (a.. G)%? R
o (A) lll %5 8yl (a; 0640 ®
s ]
Il.l[ etant la norme de C(K,F).
| Les &léments (f.J) définissent bien une norme sous—multiplicative'sur

(R), ce qui n'est pas le cas des (g .) ¢ les Eléments (a.g..) peuvent
(n, n) ij i3

définir une norme sous-multiplicative sur(’ﬁ) n)(R) si et seulement si
,

o] > n.
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APPLICATIONS

RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE DU PROBLEME DU LIEU DES
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La position du probléme inverse que l'on va essayer de résoudre 3 1'aide
de la théorie des normes de R" générées par les normes des espaces de Banach, sera
présentée dans partie II. Auparavant, il est indispensable d'exposer le probléme
d'approximation linéaire dans un sous—espace de dimension finie d'un espace de

Banach.

I - APPROXIMATION LINEAIRE DANS UN SOUS-ESPACE DE DIMENSTON FINIE D'IIN ESPACE DE
BANACH

1 - Définitions — Notations

Dans un espace de Banach E de norme ||.||, soient Vn un sous—espace de
dimension finie n et f un élément&Vn.

On appelle meilleur approximant de f dans Vn’ s'il existe, 1'élément gxéi Vn

vérifiant cette relation :

o E - ¥ = uiz £ - gl
8V,

Autrement dit 1'é€lément gx réalise la distance de f 3 Vn :
x
g - g™l = ace 5 v)

Du fait que la dimension de l'espace des approximants de f est finie on a :
q

Proposition

Tout élément f & Vn admet au moins un meilleur approximant dans Vn'

Vérification _ .
s Soit le nombre
o= |l£ll = |l - of|
est strictement positif (p > 0) car f§ v,

Pour tout élément g de Vn’ on a :

el 2 |l - oll - e - ol
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ce qui fait que ||f - g|i > p si llgll = Ilg - 0]' > 20

Par suite, le domaine des meilleurs approximants de f dans V est contenu dans

l'intersection V N B(0, 2p) ot
B(O, 20) = {ge E : ||g|| < 2p}
Un élément gxe; Vn’ meilleur approximant de f dans Vn’ sera alors défini par :

1€ = &Il = min ||z - g|| = min || £ - ]|
geV_ gelv NB0,20)]

Puisque le sous-espace V est de dimension finie, V LN B(0, 2p) est une partie
compacte, d'autre part 1a fonction numérique g - Ilf - g|| est continue, alors

1'existence d'un meilleur approximant au moins de f dans Vn est assurée.

2 - Caractérisation des meilleurs approximants de f dans V

1l

On cite toute de suite cette propriété importante dont la démonstration

ne présente pas de difficulté :

Proposition 2-1 (D])

L'élément gxei v est meilleur approximant de f dans V si et seulement

s'il existe un &lément £ de 1l'espace dual E' tel que :

i) 2(g) =0 ¥ gc V£
ii) ||&]] =1
iii) 2(eX) = |[¥|] oi X = £ - g

£ 3
Si 1'on utilise la notion d'orthogonalité de R.C. JAMES dans les espaces normés, 3

savoir : .

glh <= [lg+ ]| > |]g]] ¥ie R (2h

On peut énoncer la :

Proposition 2-2 (Bﬂ)

L' element g G \7 est meilleur approximant de f dans Vn si et seulement

si 1'8lément e* = £ - g est orthogonal a Vn'
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P, * . . . .
Tout élément g , meilleur approximant de f dans Vn’ est donc la projection ortho-

gonale au sens défini par R.C. JAMES de f sur Vn'

Pour 1'unicité du meilleur approximant, on a ce résultat :

Proposition 2-3

Si la norme de l'espace E est strictement convexe, alors tout &lément

f de E, £ €.Vn, admet un meilleur approximant et un seul.

Vérification

Supposons que f admet deux meilleurs approximants gT et g; dans Vn :

'(g?‘ # gl‘;)

g - &5l = [1£ - g5l| = min |[£ - gl|

geVn

On a d'une part :

X x *

1€ - g7 + £ - gyl | < 1€ - &fl] + |1£ - &)l

D'autre part : X -
% % . % )

f—g]+f—g2=2f-(g1+g2)=2f—----2—-——

D'ol :
* *

g -] + £ -g5l1 =2lle - &) + e/l 2 2]l - g}l

On en déduit :
*x *

e - gD+ & -gpll =g -gfll + [l - g5l

Ce qui est contradictoire avec le fait que la norme ||.|| de E est strnictement

* * . . ~
convexe car les deux vecteurs f - g, et £ - g, ne sont pas proportionnels. D'ol

la proposition.

3 - Interprétation du meilleur approximant de f dans Vn 3d 1'aide de la norme

R” générée par la norme || || de E
. : +1
Soient (fi) une base de Vn et ¥ la norme sur R® ] générée par la
i=1-n
la norme || || de E, relative au systéme (f.) avec f =f :

L o= (n+1) n+l
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(Xl’ cony X 5 X

0 n+1) = ||x1f1+ eee + ann + x fll

n+1.

n+l

¥ x = (x], vhey X 3 X )= R

n n+1

. P . < n .
Alors le sous espace Vn est isométriquement isomorphe 3 l'espace R muni de la
norme

z pol = -
x = (Xl’ cony xn) R+~ g xifie; \Y

1 n

| =]

i

, Xifill

nh~mp

i

Cf(xi, coos xn) = ||

. P * . . P
Par suite 1'élément <« V_, meilleur approximant de f dans V , sera caractérisé
n’ n

d 1'aide de ses composantes dans la base (f.) , par :
i’,
i=l-n
- n
g = .Z kifi
i=1
avec
q(k], o e e g kn, - ‘g)=min n-&;(x], e oy Xn"])
X< R
D'oi :

Proposition 3-1

‘ x x
'alé Fa =
L'élément g~ « Vn’ g ;£

[ =]

k.f., sera meilleur approximant de f dans V1
i=1 :
si et seulement si 1'élément k = (k], oy kn)EE R" est meilleur approximant du
vecteur e . dans R" au sens de la norme ¢.

' ~ . n+1 *
(e.) étant la base canonique de R .
i=1-(n+1)

Soit la partie :

K =fk= &, ooy ke RY Pk, . k, - 1)

(£, 500 E L)

min _¥ (x,,
xéERp 1

R S 1)}
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. - . . n . P
On va maintenant étudier les propriétés de cette partie R , qui est évidemment

non vide d'aprés la proposition 1.

4 - Etude de la partie K

(f ,...,fn,f)

1

Les éléments de K(f £ ,£) sont les composantes des meilleurs approxi-
preeeofs

mants gx de f dans V_ par rapport d la base (f.) y K, ) . dépend donc de
n , i (f],...,f ,£)

la base (f.), et 1'é1lément f. 1=l
1l i=l-n
Soient (gi) une nouvelle base de Vn et Pn la matrice de changement de base :
i=1-n
P
(£,) (g,
i=1-n i=1-n

Alors on a :

P

K(flaf) - n’ K(gl,f)

Cette relation n'est qu'une traduction de la formule du changement des coordonnées

lors du changement de la base.

Soient Pn+1 la matrice carrée d'ordre (n+l1) :
]
i
!

P = ; P 0

n+1 5 n
i
i
L ™ ’
{ 0 v 1

n+l .__. .
et ¥ la norme sur R définie par :

W(x], cres X Xn+]) = qKPn+1 . X) =(PPn+] (x], sees X, xn+])
_ n+1]
¥ox = (xl, ey X xn+1)€: R
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c'est 3 dire

W(xl, cees X, xn+1) = ||x1g1 + ... + X 8 + Xl gn+]||

avec g .. = f

Alors K eut s'exprimer comme :
(g,, £) PEUt S &xp

n . .
[k = (epp vovy kDE R ¥(kyy oony ko, = 1) = min _ LCHPTN W)

K =
(glyf) n xeé R

On va maintenant énoncer la :

Proposition 4-1

i) K(f £) est une partie compacte convexe de R"
i’

P . + P - .
ii) Si la norme ¢ sur R 1, générée par la norme II. I de E 3 1'aide

des éléments f], ceny fn’ f:
LP(XI’."f’ X s X ) = ]]xlf]+ e vx fo4x £]]
n+l
¥ (Xl’ ceey xn+1)€. R

est absolue, alors K(f £) est symétrique et on a :
* 3
i

Rg,n 7 1= G k) 1@l = D = 0, ny 0, = )

iii) K(f £) sera réduit 3 un point si la norme Lfest strictement convexe.
LI 2
i

13

Vérification
On a
n . _
Keg, gy = [k = (ks oees kKDE R Pk, - 1) =min _@(x, - 1)}
r x€ R

La fonction numérique x € R" ——éJP(x, - 1) est continue, donc K(f £) est fermée
i’

n
dans R . D'autre part
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K pClke BT 50@ <o, - D + min _ ¢x, = D}
t x& R

Cette partie est alors bornée ; d'ol elle est compacte.

La convexité de K(f £) provient du fait que la norme (P est convexe.
i’

La norme q7est absolue si

x) = (|xh ¥ x€ [Rn+1

o
cr

|XI = (|x1|), vy |xn+1|) si x = (x], ceey Xn+1)

On montre que ‘' est absolue si et seulement si {p est monotone, c'est a dire

xl < Iyl =P @ <Pm (3D

el < Iyl = Il <yl wi=1 -]

1

Par suite la propriété ii). La propriété iii) n'est qu'une conséquence de la propo-
prop P q q prop

sition 2-3.

II - PPNBLEME INVERSE [l PRORLEME Ny LIEU DES MEILLEVRS APPROYIMANTS LINEAIRFS DANS
UM SOUS-ESPACE TIE DIMENSION FINTE NN ESPACE DE BAVACEH

i - Position du probléme

On peut résumer les résultats de la partie I comme suit :

Dans un espace de Banach E de norme [ .||, soient Vn un sous—espace et f un

élément, f& A

D e . . . n .
Soit (f.) une base de Vn’ alors 1'isomorphisme canonique entre R et Vn :
i=1-n s

n
n
x=(x], .,.,xn)e R —> g = __Z_ x.fiev

met en correspondance le lieu des meilleurs approximants de f dans Vn avec une

n

partie compacte convexe K R

de
(f,,5)
x n
g = I kifi est meilleur approximant de f dans Vn si et seulement si
i=1

k= (k;p -o0y kDE K(fi’f)
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Ceci &tant dit, on peut poser le probldme inverse suivant :

. . . n . .
Soit K une partie compacte convexe non vide de R, existe-t-il un espace de

Banach E dans lequel on peut trouver (n+l) &léments linéairement indépendants f],

f2’ cany tn’ f tels que :

x 3
g - [
i

[ ng =l

i

(Vn étant le sous-espace de E engendré par (fi))

Autrement dit K = K(fi’f)

P . n__ _
Dans le cadre de la théorie des normes sur R générées par les normes des espaces

fonctionnels de Banach, on va essayer de résoudre ce probléme important.
Avant d'envisager le probléme dans toute sa généralité, on va étudier certains

cas particuliers :

2 - Cas ol la partie compacte convexe K de R° se réduit 3 un point :
K=1{k = (eps oo k)t

Dans ce cas, on obtient le résultat suivant :

Proposition

Soient k = (ki’ faey kn) un point quelconque de R et E un espace de

Banach dont la norme est strictement convexe. Alors pour tout systéme (f )

1 i=1-n

de n &léments linfairement indépendants de E, il existe un &lément f de E, £& Vn

est le sous-espace engendré par (fi)) tel que : .
K(fi’f) = {k}

Vérification

En effet, d'apfés la proposition 2-2 il existe un élément h # O de E

orthogonal (au sens de R.C, JAMES) i Vn . Soit gx 1'é1ément de Vn dont les compo-

X3

santes sont (ki) dans la base (fi)

)

kifi sera meilleur approximant de f dans Vn si et seulement si k = (ki)e K

\
n
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Tout é€lément f = gx +Ah avec A # O n'appartient pas a Vn et admet g* comme
son meilleur approximant dans Vn car (f - gx).l Vn. L'unicité de g* résulte

de la stricte convexité de la norme de l'espace E, d'ol

K = {k}.
(£;,6)

~

Passons maintenant 3 un autre cas tr&s important :

3 - Cas oli K est une partie compacte convexe symétrique admettant 1'origine O

comme point interne

. e e AGErd n
On sait que la fonction ¢ d42finie sur R par :

@ (x) = Inf {0 > 0 : x € 0k}

appelée jauge de la partie convexe K, est une norme de Rr" ([ﬁ]) et que

RK={x R, (x)<1} ([4]) et ([5])

On obtient alors la

Proposition 3-1

Si K est une partie compacte convexe symétrique admettant 1'origine O
comme point interne, alors il existe un espace de Banach E dans lequel on peut

trouver (n+1) éléments linéairement indépendants f], fz, vees fn et f tels que :

K=K
(£;,5)

Vérification .

Soit ¢ la jauge de la partie convexe K. Considérons la fonction ¥ définie

+
sur Rp ! par :

V(X 5 ooes X s Xn+1) = max E%(x], cees xn), ,xn+1[]

. n+1
Y est bien une norme sur R telle que

‘}’(x], s o0y xn, O) =('?(x], ceey Xn)
v (Xl’ ey Xn)é R"
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On a alors :

K=fk=(p, oooy k) B o) < 1}

K= {k = (ks ooos k) 2 ¥(kpy oy k_, = 1) = min L bl
xc R
. + .
Autrement dit dans 1'espace de Banach E = R© ! muni de la norme ¥, les vecteurs
€15 €ys coey €, € v de la base canonique peuvent bien jouer les rBles des &léments
£, £y, cany £, £, d'od :
K=K

Ce qui montre la proposition précédente.

On en déduit le
Corollaire

Soient K une partie compacte convexe symétrique admettant 1'origine O

. . . n+l ___. .
comme point interne, de jauge ¢, et ¥ une norme de R définie par :

W(x1, reos X, Xn+]) = max E?(X], veey Xn)> |Xn+]|]

Si la norme d'un espace de Banach E génére la norme VY :

T(x], veoy X 5 X

X)) = le]fl oo+ x o+ x £

n+1 n+1l|
Alors on a :

K=K -
(£;,5)

Applications

. . . n ..
. S1 K est la boule unité de la norme hoo dans R, alors la norme Y associée

n+1
n'est autre que la norme h_ sur R :

\F(X], v oy Xn, xn+]) = max Eloo(xls ceey Xn)’ Xn+1!]

)

max |xi| = h_(x

ey X 4 X
i=1-(n+1) n

1? n+1
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D'aprés la proposition 5-2 (Chapitre I) et la proposition 2-4 (Chapitre II) la norme
de la convergence uniforme de C(K, F) et la norme || |l°° de Lw(X, ) générent la

~

norme h_ de Rn, d'ol :

Proposition 3-2

. . n ..
Si la partie compacte convexe K de R est la boule unité de la norme

n
K={k=(k], enony kn)é R :hoo(k]’ “"’kn)f]}

Alors il existe dans 1l'espace C(K, F) des applications continues d'un espace métrique
compact K dans un espace de Banach F (respectivement dans 1'espace Lm(X, u)b(n+1)

éléments linéairement indépendants fl’ £ coey fn’ f tels que :

99

&

K=K
(£,,5)

. n
Remarque : I1 ne faut pas confondre la partie compacte convexe K de R et 1l'espace

métrique compact K de C(K, F).

, . n
S1 par contre la partie compacte convexe K de R n'est autre que la boule

unité de la norme hi

n
= = & = o <
K = {k (ks woes kD€ R =h (ky, eeny k) <0}
Alors on obtient ce résultat :

Proposition 3-3

. . n .
Si la partie compacte convexe K de R est la boule unité de la norme hl’
alors il existe dans l'espace des fonctions numériques continues sur 1'intervalle

la, b] de R, C([é, b], R), comme dans celui des fonctions mesurables essentiel-

lement bornées Lm(X, W), (n+1) éléments linéairement indépendants fl’ ey fn, f tels
que
K =K,
(£,,6)
Vérification

Pour prouver cette proposition, il suffit de démontrer que les normes
i o © P n+ PN
des espaces C(Lg, bJ, R) et L (X, Y) générent la norme ¥ sur R 1, associée a la

norme h.i
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W(x], ceny X

0 Xn+]) = max hl(x], ceny xn), |x

n+1l

- n+1
V(Xl, LI :"‘A, Xn_'_l)’.:.‘; R

. Cas de 1'espace C([a, b], R)

D'aprés la proprosition 2-4 (Chapitre II) la norme de la convergence

uiforme de 1'espace des fonctions continues d'un espace métrique compact K dans un

espace de Banach F, C(K, F), génére la norme hl de R". Dans le cas oii F = R,
on a pu caractériser parfaitement des &léments (fi) permettant de définir
i=1-n
la norme h] a partir de celle de C(K, F) :
- = |l
hy (s veny ) l,“]fl ..+ xnfn|| (1)

n
¥ (x_l, ceey xn)e R

De plus sivl'espaée métrique compact K est 1l'intervalle [é, 5] de R, on peut

prendre les (fi) vérifiant (1) tels que :
Supp (fi) < [a, c] ce la, b[
¥i=1-n

Soit maintenant une fonction f continue sur [a, b|, de norme égale a I et dont

le support est contenu dans [;, B] :

[1£]] = max lf(t)] =1 et Supp (f)C [ﬁ, b]
t€la,b

) € IR_n+1 .

Qn a pOurJtout €lément (Xl’ sees Xy X

n ' n s
max Y x.f.(t) + x f(t)‘ =max |max | Z x.,f.(t) + x_,  f(t)
tela,b]lim L1 n¥l ce[a,c]limr * 1 n 1

n
max Y x.f.(t) + x f(t).
tele,p] li=1 b1 o+l
or
- n n
max EZ Xifi(t) + xn+1f(t)' = max_ .Z Xifi(t) = hl(x], ey xn)
té[é,cl 1=1 te[;,gj 1=1
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et

: x| 2] = x|
max r x.f.(t) + x f(t)| = |x max f(t)| = |x
te Jc,b] 'i=1 tt n+l ntl te[c,B] o+l
D'od :
[|x, £+ ... + x f + x__ f|]| = max |x £ () + ... + x £ (t) + x__ £(t)]

171 nn n+l te[ﬁ,B] 171 nn n+1
= T(x], cees X, Xn+1)

D'od

Proposition 3-4

La norme de la convergence uniforme de 1l'espace C([?, H], R) génére la

n+tl . .
norme ¥ sur R définie par :

W(x], ches X, Xn+]) = max [ﬁl(xl’ ceos xn), Ixn+1|]

n+1
¥ (X], oo X xn+])€—, R

[e¢]
. Cas de L'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées L (X, W)

D'aprés la proposition 5-5 (Chapitre I) la norme || IIW de 1l'espace

Lm(X, 1) géndre la norme h] sur R" :

h (x5 +n0s X)) = le]f] .. xnfnll (1

- ) o - - 3 - . . - o ’
On peut toujours trouver n &léments (fi) linéairement indépendants de L (X, 1)
%

vérifiant (1) et tels que
fi = 0 presque partout dans Y

¥1=1]1-n
ol Y est une partie mesurable de X avec u(Y) > O.
Avec f =J{Y (fonction caractéristique de la partie Y) on vérifie aisément (comme

dans le cas précédent) que

)

Hx_if1 + ...+ ann + x fII

e+ 1 = W(xl, cees X5 X

0 n+l
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Par sulte :

Proposition 3-5

© +
lw de 1'espace L (X, U) géndre la norme ¥ sur R- ]

définie par :

W(Xi’ coes Koy Xn+1) = max [%](X], sons xn), Ixn+][]

n+1

¥ (xl, Snny X 9 X 0 )E R

n n+1l

_ . . . - . n .

On a étudié deux cas particuliers oli la partie compacte convexe K< R~ est, soit

la boule unité U1 de la norme hl’ soit la boule unité U, de la norme h et prouvé
o 3 3 )

qu'il existe dans les espaces fonctionnels de Banach L (X, W) et C(K, F) ou

C([ﬁ, b], R) suivant le cas, des éléments f caay fn’ f linéairement indépen-

]’
dants tels que :
i) K=K
() (£. ,£)
i
De plus, d'aprés les résultats de §.2, §.6, [bhapitre Iil et §.5 [bhapitre i] on

peut expliciter facilement les &léments f], N fn, f vérifiant la relation (1).

- - . o~ kg n . -
Dans le cas général ol la partie compacte convexe K C R est la boule unité
d'une norme ¥ quelconque, on sait que tout espace de Banach E dont la norme

géndre la norme Y sur R *l définie par :

n n+i) = max [;l(xl’ et Xn)’ |Xn+1’]

ye Bp+1

3W(x1, feey X 5 X

¥ (Xl’ ey Xy X1

IS

satisfait le probléme inverse des meilleurs approximants linéaires relatif iala

o . 3 - - 4
artle compacte convexe K, c'est 3 dire qu'il existe des &léments f eoey F £
9 l’ ] n’

dans E tels que

K =K, ,
.»f
(fl, )
.. - + .
En dehors du cas trivial ol 1'espace E n'est autre que 1'espace r® ! muni de
la norme ¥, on a ce résultat particulier trds important d'aprés §.7 [bhapitre II,

DEUXTEME PARTIE |
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Proposition 3-6

. . n c
S1 la partie compacte convexe K de R est la boule unité d'une norme ,

11 existe dans 1'espace C([ﬁ, QJ, R) des éléments £ , ..., fn’ f tels que :

1

K =K, .
(£;,5)

4 - Généralisaclon des résultats précédents

Les résultats de §.3 ipropositions 3-2 et 3—3| concernent seulement les

parties compactes convexes qul sont les boules unités de la norme h et h en

1’
. . PP . n

fait on peutr les généraliser aux parties compactes convexes de R , de la forme

Pn . K ot Pn est une matrice carrée d'ordre n, non singuliére et K la boule unité

de 1a norme h, ou h .
1 00

Pour cela on va prouver cette propriété qui est, en quelque sorte, une généralisa-

tion du corollaire de la proposition 3-1.

Proposition 4-—|

. I, 51 . . . .
Soient K C R une partle compacte convexe symétrique admettant 1'origine (

. . . n+l ___. .
comme point 1nterne, de jaug ¥ et Y une norme sur R définie par :

pr—

T(x], cres X Xn+1) = max tﬁ(xl, fnny xn), |Xn+1[}

. ) n+1
¥ (X5 -0y X, Xn+])e R
i - L. +
Alors si la norme ]i }[ d'un espace de Banach E génére la norme VY sur Rn !
Y( R = heo * +
kP(Xl’ e Xy Xn+1) ilefl * ann Xn+lfn+1||
L +
elle génére aussi la norme i sur R" ! ¢

CHIPRE Xn+i) = max [%(xl, voos xn), |Xn+1j}

- n ... . o . , . P
ou & est une norme de R définie a partir de la norme ¢ par l'intermédiaire d'une

matrice carré P d'ordre n, non singuliére :

=g Y = "J) g = n
d(x) —\r(Pn X) ‘Pn (x) ¥ x (Xl’ cony xn)c_ R
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Par suite il existe (n+1) vecteurs linéairement indépendants (g.)
i=1-(n+1)

dans E tels que :

W(X], aney an xn+]) = ||X]gl oa.lo t Xngn + Xn+lgn+1||
n+1
¥ (X], vees Xy Xn+1)6 R

. n -1 PR
et toute partie compacte convexe dans R de la forme Pn . K vérifie :

=i -1

P K=P K =K
n n (f.,f) (g.,f)
i i
Vérification
Si la norme ||.|| de 1'espace E génére la norme Y sur Rp+l, elle

PR . n ~ .
génére aussi la norme ¢ sur R, et par conséquent la norme & [cf. Partie I,

§-2, proposition 202]. On a alors un systéme (gi) de n vecteurs linéaire-
i=1-n

ment inde’pendants de E, qui n'est autre que le transformé du syste‘me (f.)
1
i=1-n

par la matrice Pn
Pn

i=1-n i=1-n

tel que :
@(xl, coes Xn) = ||x1g] + ..+ Xngnll

n
¥ (xl, vans xn)e R

Soit maintenant la matrice carrée Pn+1 d'ordre (n+1) définie par : .
P = P 0
S n+l . n
0 1
elle est non signulidre et on a :
n+1

U(x) = ‘P(Pn+1 X) ¥x= (x ceey X . X . )E R

1°? n® “n+l
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La norme Y est donc générée par la norme |l. | de 1'espace E, en fait on a :

w(x], ooy Xy xn+]) = |[x1g1 et x g X f||

+1

+
¥ (x], cees X, X )E RY !

n n+l

La derniére propriété s'en déduit immédiatement d'aprés les résultats du

paragraphe 4.
On peut citer alors les résultats suivants qui découlent de la proposition 4-1 pour

généraliser la proposition 3-3.

Corollaire 1

Soient A une matrice carrée d'ordre n, non singuli&re et ¢ une norme

de R" définie par :
P (x) =h1(AX) ¥ xe R°
Alors la norme Y sur Rp+] donnée par :

‘P(x], sees X, xn+]) = max E((x], vesy xn), |xn+1[l

est générée par la norme de la convergence uniforme de 1l'espace fonctionnel

c([a, b, R).

Vérification

C'est la conséquence de la proposition 3-4 et la proposition 4-1.

Corollaire 2

Pour toute partie compacte convexe KC Rp, de la forme A . Kl :

1
ol A est une matrice carrée d'ordre n, non signuliére et K] la boule unité de
la norme h] dans Rp, il existe (n+1) éléments linéairement indépendants fl’ f2,
fl’ f2, cany fn’ f dans 1l'espace fonctionnel de Banach C([;, ﬁ], R) comme dans

[o o]
1l'espace L (¥, W) tels que :

K=K .
(£5,6)
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Vérification

C'est le résultat de la proposition 5-3-1 et du corollaire 1.

Dans le cas de la norme h_, une telle généralisation est &vidente car la norme ¥ sur

n+1 NP n+1
R associée & la norme h_ n'est autre que la norme h  sur R

Corollaire 3

. n
Pour toute partie compacte convexe KC R, de la forme A . K1 :

K=A.K

1
ol A est une matrice carrée d'ordre n, non singuliére et K] la boule unité de 1la
norme h_ dans Rn, il existe dans 1'espace des applications continues d'un espace
métrique compact K dans un espace de Banach F, C(K, F), comme dans 1'espace des
fonctions mesurables U-bornées sur i'espace X, Lw(X, W, (n+1) éléments linéaire-

ment indépendants f , ..., £ , £ tels que :

K =K.

Vérification

C'est une simple déduction des résultats du paragraphe 4 et de la propo-

sition 3-2.

< . n =
5 - Cas ol la partie compacte convexe K C R est le translaté de la boule

unité d'une norme ¥ de R

Soient E un espace de Banach, Vn son sous-espace de dimension finie n,

s

et h un élément de E. Soit Vh le translaté de Vn :

Vh = Vn + h

Si heV_ , alors V. =V
n h n

On a le résultat suivant :

Proposition 5-1

Soit f une élément de E ; f@%'vh = Vn + h, alors
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1)f-h§vn
11) Tout élément gi e Vh est meilleur approximant de f dans V. si et

h

seulement si g‘k = -he Vn est meilleur approximant de f - h dans Vn.

&h

Vérification

I1 est clair que :
F§V, < f-hEV
D'autre part soit gﬁeg Vh’ un meilleur approximant de f dans Vh ;3 on a en posant

% _ % .
gh—g+h’gevn°

g - &&= min ||£ - g || =min ||£ - @]
gﬁEVh geVn
|| (g-h) - g%|| = min ||(£-n) - g]|
geVn

D'ol la proposition,

. . . n .
Soient maintenant K1 une partie compacte convexe de R et a un point

quelconque de R".

Spit K le translaté de K, : K= a + K

1 1

On peut alors citer la

Proposition 5-2

, . n - .
Si la partie compacte convexe K. de R représente les composantes des

1
meilleurs approximants gx de f dans Vn par rapport & la base (fi) de V; :

%
g =
i

n~MB

kifi &> k = (kl, ceey kn)e K

1 1

Alors le translaté K = a + K] représente les composantes des meilleurs approxi-

: n
mants gt de f+h-h= 2 aifi - dans Vn par rapport d la méme base (fi) :
i=1

ceoy kn)e; K=a+K

171 1°

n
= I k.f, =>%k = (k 1
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Vérification
D'aprés la proposition 5 1, 1'élément gh sera meilleur approximant de
f+h dans V si et seulement si g = g: - h est meilleur approximant de f dans V .

En traduisant cette propriété entre les &léments gh et g par l'expression de leurs
composantes dans la base (fi) de Vn’ on obtient le résultat de la proposition 5-4-2.

D'oll en tenant compte de la proposition 5-2-1 et de ce résultat, on déduit la :

Proposition 5-3

. e n
Pour toute partie compacte convexe symétrique K1 de R~ admettant
. . . . P n . .
l'origine O comme point interne et tout &lément a € R » 11 existe un espace de
Banach E dans lequel on peut trouver (n+1) &léments linéairement indépendants

fl’ cacy fn’ f tels que :

K=a+ K] = K(fi’f)ﬁ

En particulier 1'espace fonctionnel de Banach C([é, ﬂ], R) vérifie cette propriété
d'aprés les résultats de §.7 [@hapitre II, DEUXIEME PARTI@J et la proposition 3-6.

D'od :

Corollaire

. .. n . . .
Pour toute partie compacte convexe symétrique K] de R admettant 1'origine C

. . P n . . .
comme point 1interne et tout €lément a € R, il existe dans 1'espace fonctionnel

de Banach C([;, ﬁ], R) des éléments f], vy fn’ f linéairement indépendants tels
que : ‘
K=a+ K] = K(fo’f)a
i
3
Applications

Généralisation des corollaires 2 et 3 de §.4

On va étudier maintenant ces deux cas particuliers généralisant les

corollaires 2 et 3 de §.4, dans lesquels on peut expliciter les &léments

Ers ooy £ 5 £
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Proposition 5-4

» - o, - n . -
Soient K1 ia boule unité de la norme h] dans R , A une matrice carrée

d'ordre n, non singuliére, et a un &lément quelconque de rRT,
Alors pour toute partie compacte convexe K C Rn de la forme

K=a+ A, Kl’
il existe (n+1) &léments linéairement indépendants fl’ cees fn’ f dans 1'espace

o ([é, 6], R) comme dans Lw(X, W) tels que :

K=K .
(£5,£)

De méme, on peut citer la propriété suivante :

Proposition 5-5

. .- n . .
Soient K] la boule unité de la norme h dans R, A une matrice carrée

. o m P, n
d'ordre n, non singuliére et a un &lément quelconque de R .

Alors poﬁr toute partie compacte convexe K C R de la forme K = a + A . K], il
existe dans 1l'espace des applications continues d'un espace métrique compact K
dans un espace de Banach F, C(K, F), comme dans l'espace des fonctions mesurables
l-bornées sur 1'espace X, Lw(X, 1), (n+1) €léments linéairement indépendants

f]9 cony fn’ f tels que :

K a+ A . K

= K .
I (fi’f)

-

6 - Cas ol la partie compacte convexe K est symétrique par rapport a 1l'un de

ses points (K non réduit & un point)

. n . . -
Soit KC R une partie compacte convexe et symétrique par rapport a

un point a€ K, c'est i dire :
K=2a-K
Pour résoudre ce probléme, on peut supposer que la partie compacte convexe K est

symétrique par rapport a l'origine, en vertu des propositions 5-4-1 et 5-4-2.

. . . n+l . . - ~ .
On va maintenant introdulre une norme ¥ de R qui nous servira & la résolution

du probléme.,



6-1 - Etude de la norme introduite ¥ de Rp+l

Soit (g,) une base de Rp+1 telle que € = e et que
17, n+l n+l
i=1-(n+1)

. . n . . ' n+1
(8i) solt une base de R, (les (ei) désignant la base canonique de R ).

i=1-n
On note V_ le sous—espace de R" engendré par (€,) » et V le supplémentai:

no Ti=t-m

de V_, engendré par (£.) .

m Li=(m+1)-(n+1)

Soient { une norme de V, et h une norme de V, strictement monotone ; c'est i dire

qu'elle est monotone et de plus vérifie cette propriété :
x| < |yl = h) < ey
([}xl < |y| = le <yl et |x|# Iyl s |x| = (]xil) ol X, sont les composantes

de x dans la base (€i) ).
i=(m+1)-(n+1)

. 0 . . P n+1
Considérons maintenant la fonction ¥ définie sur R par :

W(x], ceoy X oy X s X . .) = max E?(xl, coay xm), h(xm+1, vees X, xn+]lJ

x ® 0
m’> “m+i°’ n n+1

, n+1
pour tout vecteur x &€ R de composantes Kis veey X 5 X

cies X 4 X
m’> “m+1’ > “n°®

n+l

dans 1la base (Si)n

Proposition 6-1

. . n+1 .
La fonction Y est une norme de R » qul est monotone par rapport aux

(n+1)-m composantes (x cosy X 5, X . .) du vecteur

m+i’ n’ “n+li
n+1
(x], ooy Kys Ko is eees X, Xn+l) € R
3
W(x], Pees Xy Ko cnas Xy Xn+1) < W(x], ooy Xps Yogqs cees Yoo yn+])
Si le < lyl, X = (xm+1, cees X xn+1)45 \Y

Y= Opepr wovs Yo V) e Ve

Vérification

Cette propriété provient tout simplement de la définition de la norme ¥
et de la monotonie de la norme h de V. On remarque ici que la stricte monotonie

de h n'est pas nécessaire dans cette assertion.



- 138 -~

Citons enfin ce résultat important qui sera indispensable pour la

sulte 3

Lemme (|5])

n . . o

Dans un espace R tout ensemble convexe A de dimension n posséde au
moins un point interne.
(cf. [5] page 124 - Exercice i1).

On peut énoncer maintenant la :

Proposition 6-2

. . .n . P
Si K< R est une partie compacte convexe et symétrique par rapport
4 1'un de ses points, alors il existe un espace de Banch E dans lequel on peut

trouver (n+i) vecteurs linéairement indépendants f_ , ..., fn’ f tels que :

1

K=K, .
(£,5)

Véritication

Soit K une partie compacte convexe symétrique par rapport d l'origine O,
p P ym q g

(K C Rp), On note Vm le sous—espace de Rp, engendré par K. Soientf(ei)

i=1-n

une base de R telle que les m premiers vecteurs 81, ceey em forment la base
+

de Vm, et V le supplémentaire de Vm dans R" ! engendré par les vecteurs

snes €5 €. a0

IS
m+i? n’ n+i

+ . . s
Sur 1l'espace R® ! muni de cette base (81, coey € ) on considére la norme VY

e
n’ n+l
définie ci-dessus :

co0n g X

Y(x cens X X
( 1, s n’ n+]

SR T ) = max E?(X], veoy xm), h (xm+1, ceey X 4 X YI

n’ “n+l’-
1]
ol {f est la jauge de K dans Vm, qui est une norme de Vm d'aprés le lemme précédent,

et h une norme de V, strictement monotone, qui sera prise comme une norme de type

hp (norme de Holder d'ordre p, | < p < + ®) pour le besoin du raisonnement.

Ceci étant dit, on va montrer que 1'ensemble des meilleurs approximants de e

n . . o 4.
dans R est la partie compacte convexe K ; c'est 3 dire :

Yl s eeos ky ks neey oy o 1)

1]

min Y(x chay X X ceey X -1
( 1’ H] m’ m+1’ . 3 n’ )

n
X (x], coos xn) € R
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si et seulement si ki =0 ¥i=(m+1) - n et

Cf(k.l, ooy k) R0, .0ay 0, = 1) =1

Cette vérification est immédiate en vertu de la proposition 6-1 et la stricte

monotonie de la norme h de V.

D'old la proposition 6-2.

Ce résultat est obtenu dans R muni de la base (Ei) qui peut &tre diffé-
i=l-n

. n
rente de la base canonique (ei) , cependant on peut le transformer dans R
i=l-n

avec la base canonique, pour cela il suffit de travailler avec une autre norme

de Rp+1 déduite de la norme ¥ par 1l'intermédiaire de la matrice de passage Pn :
Pn '
(e:) —> (€.)
i7, . .
1=1-n 1=1-n
_ -1 . n+1
V() = ¥ _ % ¥xe€ R
ol
Pn+l = Pn 0
0 1

ce qui est équivalent &

se

Y(x, x

n+1

_ -1
) f T(Pn X, Xn+1)

(les composantes x ..., X sont prises par rapport a la base canonique
i’ > “n

(e.) de I'?_n)o
i7.
1=1-n

Si de pius la base (ei) est choisie orthonormée, ce qui est toujours le
i=l-n

cas, la matrice Pn est unitaire et :



~Par suite la norme U de Rp+]seca1cu1e plus simplement

U(x, Xn+l) = ¥(P§ X, xn+1) ¥ x e R"
Applications
1) . Soient a un point quelconque de R” et (Ci) une famille de
il
boules unités de centre a relatives a la famille (?i)' de normes sur R".
1€l
Soit C = 511 Ci’ C est bien une partie compacte convexe et symétrique par
IS

. . o g . (i g2, . n
rapport au point a, de plus si on considére la fonction ‘+ définie sur R

i

par :
¢ . on
CP(x)=Sup‘-?.(x) ¥x& R
IO |
1l
On a
= Iy e R
c=1{xe R, Px-a <1}
La fonction { peut ne pas étre partout définie sur R" sauf si 1'ensemble I
est fini ; dans ce cas ‘¥ est une norme de R" et C est une boule unité de centre

a de la norme , par suite les résultats de §.3 s'y appliquent. Dans le cas

général, en vertu de la proposition 6-2, on a la :

Proposition 6-3

Soient (%&) une famille de normes sur R et a un point de RF.
i1

Soient (Ci) une famille de parties de R" définies par :
iel
c. ={xe BR*, P.(x-a) <1} ¥ie I
i i -

et C = (\ C.
ijer 1

Alors 1l existe un espace de Banach E dans lequel se trouvent (n+1) vecteurs

linéairement indépendants £ , ..., £ , £ tels que :
1 n

C=K
(f;,)
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2) . Dans le cas général, le probléme inverse des meilleurs appro-
. o o . ~ . s n+1
ximants linéaires est résolu avec un espace de Banach trivial, l'espace R
muni d'une norme Y convenable, et par suite avec l'espace fonctionnel de

Banach C([a, b], R), [Cf DEUXIEME PARTIE, Chapitre II, §.7].

Pour une solution non triviale du probléme inverse, c'est d dire que l'espace
de Banach E en question est un espace de dimension infinie, il est difficile

en général d'expliciter les £ ceey fn’ f tels que :

1’
K=K

.>f

(£,
Dans ces deux cas suivants, du fait que la norme <P de Vm prend une structure

particuliére : ¢ est égale a la norme h, ou la norme h_ de Vm’ on peut expliciter

1
les &léments fi’ f grdce aux résultats obtenus dans la deuxiéme partie

[@hapitre I et Chapitre Ii].

Proposition 6-4

. n . P
Soient KC R wune partie compacte convexe et symétrique par rapport
. n - .
au point a € K, Vm le sous—espace de R engendré par la partie K - a (le

translaté de K) et { la jauge de K - a, qui est une norme de Vm.

Si la norme ¥ est identique a la norme h] de Vm’ alors il existe dans 1l'espace

~c([a, b], R) des fonctions numériques continues sur [a, b] comme dans 1'espace
e o]

des fonctions mesurables essentiellement bornées L (X, W), (n+l) vecteurs

linéairement tels que :

K=K

Vérification

La démonstration sera analogue a celle de la proposition 3-3. :

D'aprés la proposition 6-2, il suffit de démontrer que la norme Y de Rp+]

définie par :

vesy X

) = max [;l(xl’ caes xﬁ?’ hl(x n’xn+1

W(x], eey X 9 X consy X 3 X r

m m+1° n n+1

est générée par la norme de la convergence uniforme de 1'espace 0([9, 6], R) et

la norme || ||°o de 1l'espace Lw(X, W .
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On sait que la norme de l'espaec C(K, F) génére la norme hl de R" [Ef I1, §.2,
proposition 2—2], de plus si l'espace métrique compact K est 1l'intervalle [g, b]

et 1'espace normé complet F est R, on peut choisir les (f.) tels
i=1-(n+1)

que :

i) (fi) définissent la norme h] de Vm a partir de la norme de
i=1-m
¢([a, bl, B :

hl(xl’ NN xn) = le]fl + ... 0t menll

¥ (Xl’ cees Xm)éi Vm

ii) (£.) définissent la norme h, de V, supplémentaire de V
1. 1 m
i=(m+1)-(n+1)
dans Rp+1.
iii) Supp (£)C [a, | ¥i=1-m
et Supp (fi)il lc, b] ¥i= (mtl) - (nt+l)

oll ¢ est un point de |a, b[ choisi i 1'avance.

Avec ces (fi) ainsi définis, on aura :

T(xl, oy X teny X 4, X

0 ey N n+]) = ||x]f] MRS S S PP x £+ X £

+1 n+1

n+l

¥ (XI’ eny X )E R

n+1

En tenant compte des résultats de [@hapitre II, §.5, proposition 5-6| et en

faisant le méme raisonnement, on peut prouver facilement que la norme Y est
0 %

aussi générée par la norme || ||oo de l'espace L (X, W). D'ol la proposition

5-5-4.

La démonstration du cas ol la norme “f’ est égale 3 la norme h sera strictement

pareille ; on a la :

Proposition 6-5

. . n . P
Soient K. R une partie compacte convexe et symétrique par rapport
\ n - .
au point a = K, Vm le sous—espace de R engendré nar la partie K - a (le

translaté de K) et 4 la jauge de K - a, qui est une norme de Vm'



Si la norme est identique 3 la norme h_ de Vm’ alors il existe dans 1'espace
de C([?, 6], R) des fonctions numériques continues sur [ﬁ, EJ comme dans 1'es-
pace des fonctions mesurables L-bornées ﬁm(x, w), (nfl) vecteurs linéairement
indépendants f], fnoy fn, f tels que

K=K
(£;,5)

Vérification

On sait que la norme de la convergence uniforme de 1'espace C(K, F)
génére la norme h] et h _de R" [Chapitre IT, §.2, propositions 2-2 et 2-4].
Dans le cas ol l'espace métrique compact K est 1l'intervalle [é, ﬁ](: R et
l'espace de Banach F est la droite réelle R, on peut trouver (n+1) &léments
linéairement indépendants fl’ '""‘fn’ fn+1 de C([a, 6], R) tels que :

i) Les m premiers éléments f , ..., fm définissent la norme h_ de Vm

]’
3 partir de la norme de C([a, B|, R)

hw<X]’ naoy xm) = ||x]f] + o0, + memll

ii) Les (f.) définissent la norme h] de l'espace V, supplémen-
i=(m+1)-(n+1)

. + ]
taire de Vm dans Rn 1

]
—

iii) Supp (£,) < [a, c ¥ i -m

et

Supp (£,)<" [c, b] ¥is= (@) - (o+1)

oll c est un point de|a, b| choisi & 1'avance.
13

.. oo . n+l . .
Dans ces conditions, on vérifie aisément que la norme ¥ de R satisfait :

e i

W(xl, cany X 4 cony X 4 X ’n+1,|

. a n+1)=||xlf1+.,.+xf +

x

nn |
oo

On raisonne de la méme fagon pour l'espace L (X, W) en tenant compte des résul-

tats de [@hapitre 11, §~5].

On remarque enfin que les deux propositions 6-4 et 6-5 constituent une extension

des résultats des paragraphes 3, 4 et 5.

On va se placer maintenant dans le cas général du probléme inverse des meilleurs

approximants linéaires.
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P - . n .
7 — Cas général ol la partie compacte convexe K de R est non vide et

quelconque. Résolution du probléme inverse des meilleurs approximants linéaires

. . . n .
Soient K une partie compacte convexe non vide de [R et a un point de
n . .
K (a= K). On note Vm le sous-espace de R engendré par la partie K - a (la

translatée de K) dont la dimension est m (m < n), m est aussi la dimension de la

partie convexe K). Soit (si) une base de R (en général prise orthonormée
i=1-n
par raison de commodité) telle que les m premiers (Ei) forment la base de
1-m

vV .

m
Solient e o le (n+1)eme vecteur de la base canonique (e.) de 1'espace

n i=1-(n+1)

+ . . .
mp l et K' la transformée de la partie K par la symétrie par rapport au point
e vq ¢

Voo -
K 2en+] K

_ . . n+1
11 est clair que K' est une partie compacte convexe de R .
q

v

v
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Dans 1'hypercube H = Rp + e +1° soit T la réunion des segments [?i’ f{],
(i = (m+1)-n), symétriques par rapport i e vl ¢
fi + fi

en+1 = — ¥1i= (m+tl) - n

et paralléles aux vecteurs (g.) de la base (ei) :
i=(m+1)-n
. = e+ A, . €. i = (m+1) -
f1 e + Al - €5 ¥ 1 (m+1) = n
XiGlR )\i#O ¥i= (ml) - n

I' est évidemment compact comme réunion finie de compacts [?i’ f{]. On note

C l'enveloppe convexe de la réunion K U K' U T.

Proposition 7-1

La partie convexe C ainsi construite possédde les propriétés suivantes :

1) C est symétrique par rapport a e i1

o
i1) L'intérieur C de C est non vide et en+1€E C

Ix = (x

) € Rp+1 b 4 = O}

‘o . ;
i11i) L'hyperplan Ho 41

hnsy X 4 X
1° > "n? Tn+l

qu'on peut identifier 3 Rp, est d'appui de C et que :

R} C = K.

oo . n+1
1111) C est une partie compacte de R .

. ' n+1 ~ . ’
Remarque : On suppose toujours 1l'espace R normé pour pouvoir parler des
e ° ) 13
notions topologiques comme C, compacité de C.

Vérification

1) C est symétrique par rapport 3 e car la partie K U K' U T 1'est.

n+1
o
ii) L'intérieur de C est non vide car dim(C) =n + | et en+l€ C
car e .. est un point de symétrie de C ([5])3

111) Le demi-espace fermé défini par {x = (x], cees X, xn+l) P > O}

contient K U K' U I', donc contient son enveloppe convexe C.

Ho est par suite un hyperplan d'appui de C.
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R'n C =K
Soit A l'enveloppe convexe de la réunion I' U K'. A est contenu dans
. P S n+l .
le demi-espace fermé {x (Xl’ vees KXo Xn+1)€5 R R S > ]} et que H est

un hyperplan d'appui de A. Il est clair que C est aussi 1l'enveloppe convexe de

A U K, par suite, puisque N et K sont deux parties convexes, on peut &crire :

c={x= Alx] + szz 3 A, A

1
U EEN

(x],xz) AxK

22’0 )\]+)\2=] et x]é A,xzéK

poacpn & = U ([x,, x,] N &Y
1 2
(%, ,%x,) AXK
1°72
n
X = -

Or pour tout couple (XI’ xz) A x K, [%], xé](‘ R {XZ} car le sous-espace
R" ne rencontre pas le demi-espace fermé

ye rM > 1} ; alors :

oaa X X
] > n+1

i? n n+1
cn R =K

iiii) Quant 3 la compacité de C, elle provient du résultat suivant :

Lemmes ([5]) et ([7])

n .
Dans 1'espace R, 1'enveloppe convexe d'une partie compacte est compacte.

. . n+1] P
So1it Co =C - e 1 Co est une partie compacte convexe de R s Symétrique
par rapport & l'origine O et admettant O comme point interne. Sa jauge VY définit

+1

, + .
bien une norme de R" '. Dans 1'espace de Banach Rr" 1 muni de la norme Y,

n S
dans R~ est exactement la partie

s

1l'ensemble des meilleurs approximants de e

~compacte convexe K. D'oi :

Proposition 7-2

. . . n . .
Si1 K est une partie compacte convexe non vide de R, alors il existe
un espace de Banach dans lequel se trouvent (n+!1) vecteurs linéairement indé-

- pendants fl’ Sy fn’ f tels que :
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D'autre part d'aprés §.7 [phapitre IT, DEUXIEME PARTIE] la norme de 1'espace
fonctionnel de Banach C([?, ﬁ], R) génére toutes les normes de R>. Par suite

on peut citer le résultat trés important suivant :

Proposition 7-3

, , . n . .
Si K est une partie compacte convexe non vide de R, alors il existe
dans 1'espace fonctionnel de Banach C([é, E], R) (n+1) vecteurs linéairement

indépendants f], N fn, fn+1 tels que :

K=K, .
(£,

Remarques :

1) Dans le raisonnement précédent, a la place du point e on peut prendre

n+l?
) ; +

un point 2 quelconque de R" 1, € &, r".

2) La résolution générale de §.7 appliquée a §.2 donne des autres espaces de
Banach tels que C([é, bl, R) dont la norme n'est pas strictement convexe
qui satisfont le probléme inverse des meilleurs approximants linéaires rela-

tif & la partie compacte convexe K réduite i un point.

3) Si la partie compacte convexe K C R est d'intérieur non vide, K 0,
c'est 3 dire dim(K) = n, la partie ' peut @tre supprimée. On considare 1'en-
veloppe convexe C de la réunion K U K' seulement.

De plus si K est symétrique par rapport 3 un point a€ K, soit K =K - a H
on noteCF la jauge de Ko’ qui est une norme de R" et ¥ 1la norme de RP+]>

définie par :
W(xl, sres X, xn+]) = max kikx], coos xn), |xn+][]

N .. n+] .
D'aprés les résultats de §.3, dans 1l'espace de Banach R munl de la norme
. . n .
¥, 1'ensemble des meilleurs approximants de e dans R est la partie
compacte convexe K° (pour la partie compacte K il suffit de faire une

translation de vecteur a, [@fn §.5])¢

D'autre part dans la résolution du probléme général (§.7) la partie C, 1'en-

P n+1 . .
veloppe convexe de Ko U K; permet de définir une norme de R satisfaisant
le probléme &tudié. En fait, dans ce cas, la partie C n'est autre que le

cylindre de base K0 dont les génératrices sont paralléles 3 e et qui

n+1
est justement la boule unité de la norme ¥ définie ci-dessus, translatée

de vecteur ehei? c’est a dire :
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=c-e, =B,0, D ={xe " : v <1}

A

On voit donc que la démonstration générale (§.7) coincide avec la démons-—

tration faite dans le §.3 au cas particulier ol la partie compacte convexe
n e . P - :

K de R est d'intérieur non vide et symétrique par rapport 3 1l'un de ses

points.

13

4) De méme dans le §.6, pour résoudre le probléme inverse des meilleurs
approximants linéaires relatif & la partie compacte convexe K ayant une

~

symétrie par rapport a4 l'un de ses points, on est conduit & construire une

norme Y sur Rp+l telle que la boule Bw(e 1) = {xéa Rp+] : Y(x-e ) <

n+1? n+1
admet R" comme son hyperplan d'appui sur la partie K0 = K - a (a étant
le point de symétrie de la partie K, c'est 3 dire K = 2a - K ) :
n
R N B“P(en-i-] ’
qu'n s particulier de la méthode générale présentée dans le §.7.

i) = Koe La méthode de résolution dans le §.6 n'est donc

1}
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5) On peut donc dire qu'il n'existe qu'une seule méthode de résolution du
probléme inverse du probléme du lieu des meilleurs approximants linéaires
dans un sous-espace de dimension finie n d'un espace de Banach, elle consiste

< . n+]
a construire dans l'espace R une norme Y convenable de telle sorte que 1la

boule BW(E’ i) = {x € Rp+1 : ¥(x - ¢e) < 1}, ol € est un &l&ment de Rp+1
€ &: RP (en général € = en+]), admet R" comme son hyperplan d'appui sur la
partie compacte convexe donnée K de R- : Rnr1 BW(E’ 1) = K,

. . - n+

Ensuite il reste 3 chercher les espaces de Banach autres que 1l'espace R ]
. . , P . n+1 .

munl de la norme ¥ dont les normes générent la norme ¥ de R pour pouvoir

obtenir une solution non triviale

8 - Application : Carctérisation des parties compactes convexes de 1'espace

Rn

Des résultats obtenus dans les parties I et II, on peut caractériser
. n . . P . .
les parties compactes convexes de R" 3 1'aide de la théorie de 1'"approximation

comme sult :

Proposition 8-i

Une partie non vide K de R est compacte convexe si et seulement s'il
existe un espace de Banach E dans lequel se trouvent (n+1) vecteurs linéairement

indépendants f], feay fn’ f tels que :

K =K
(£;,9)

Plus précisément, puisque la norme de 1' espace fonctionnel de Banach C([é, b] R)

génére toutes les normes de R". on peut énoncer la : *

Proposition 8-2

. . n . .
Une partie non vide K de R est compacte convexe si et seulement s'il
existe dans 1'espace fonctionnel de Banach C([é, QJ, R), (n+1) vecteurs linéaire-

ment indépendants f crny fn’ f tels que :

]’

K=K
(£5,5)
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III - EXEMPLES SIMPLES DE CONSTRUCTION DE n ELEMENTS (fi)’ i = 1-n, DE L'ESPACE

C([a, b], R) DEFINISSANT UNE NORME ¥ DE R"

Dans la deuxiéme partie [Ehapitre 11, §,i] on a démontré que la norme de
la convergence uniforme sur [é, B] de 1'espace C([;, EJ, R) génére toute norme
Y de Rp, on a méme pu caractériser les (fi)’ i = 1-n, de C([}, EJ, R) définis-

- : n . ' .
sant toute norme Y de R~ dont la norme duale est strictement convexe, en parti-

&

lier les normes usuelles hp (1 <p <+ @),
On rappelle ici le résultat obtenu dans §.7 [ﬁEUXIEME PARTIE, Chapitre Ii], a
savoir :

Une condition suffisante pour que les (fi)’ i = 1-n, de 1'espace C([ﬁ, B], R)

vérifient la relation :

Y(x) = Iix]f + ... +x f

_— ) T
1 n n|| = max |X1f1(t) ool F ann(t)l max x Z

té[?,ﬁ] Zel
¥ x = (x], cons xn)e R
est que :

(1) sxCTlcu

¥ *

b4

r=o9 ([a, b]) UG ([a, b]) ot 6 et 8 sont des fonctions de [é, B] dans R"

définies par :

A la, b] > RM

> 87 (t) = [fl(t), cens fn(ti]

et | .
8 (t) = - 6" () ¥t € [a, b

Cette condition suffisante est aussi nécessaire si la norme ¥ est telle que sa

x . R
norme duale ¥ soit strictement convexe.

Sauf les cas oui ¥ = h] ou h_ de R" dans lesquels on peut expliciter facilement les
€léments (fi) de C([é, ﬁ], R) définissant la norme Y [@f. DEUXIEME PARTIE,
Chapitre II, §.2 et §.6], on n'est pas encore arrivé i trouver d'une facon

simple des (fi) de 1'espace C([;, ﬁ], R) qui permettent de définir une norme Y
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quelconque de R 3 partir de la norme de C([?, E], R) .

La méthode de construction suivante qui consiste 3 définir d'une fagon

assez simple une fonction 6 de [é, ﬁ] dans R telle que :

0([a, b]) = syx = {x € B®: ¥¥(x) = 1}

dont les fonctions coordonnées (fi) satisfont bien la relation (1), résoud

ainsi ce probléme.

[

Puisque tout intervalle fermé borné [é, 6] de R est homéomorphe

[0, 1] :
o : [o, 1]

t

> [a, b]

> o(t) = (b - a) t + a

7

est une homéomorphie de [@, f] sur [é, E], et que wa est homéomorphe

7 n
s, ={xe R .hz(x)—l}
pour toute norme ¥ de R" (T* étant sa norme duale) :

B : S, ~——> 18 %

2 Y
X > *l X
¥ (%)
est une homéomorphie de 82 sur wa,

11 suffit de construire une fonction 0 de [o, 1] dans R” telle que
(2) o([o, 1]) = 5,

Ce résultat correpsond au cas oi a =0, b =1 et ¥ = h2, pour les autres cas,

13
a, b et ¥ quelconques, la fonction cherchée n'est autre que B 06 oo ].

1 — PREMIER EXEMPLE

La construction de la fonction 6 vérifiant (2) nécessite certains
résultats de la théorie des nombres,[Cfo []Q], [11]| que 1'on va présenter ci-

dessous.



1J &

Ensemble triadique de Cantor

C'est l'ensemble C des nombres t € [0, 1] qui peuvent se mettre sous

cette forme :

8
®

+ .
t= 3 — oi a, = 0, 2 ¥i=1,2, ...
= 3* t

Géométriquement, l'ensemble C peut &tre obtenu & partir de [b, E] en y enlevant
une infinité dénombrable d'intervalles ouverts deux i deux disjoints.

Ces intervalles ouverts enlevés de [b, f] sont les suivants :

Dans la premiére &tape, on divise Eb, i] en trois intervalles égaux et on
enléve 1'intervalle ouvert au milieu |1/3, 2/3[, il reste alors deux intervalles
fermés [0, 1/3] et [2/3, 1] dans lesquels on va refaire 1'opération précédente

et ainsi de suite. [Tf, [}Q] et [if],

L'ensemble C est donc fermé dans [@, [] et par suite est un compact.

Proposition 1-1

L'intervalle fermé [@, i] de R est une image continue de 1'ensemble

triadique de Cantor C.

Vérification

Soit g 1'application de C dans [@, [] définie par :

ai )
ib, = — ¥i="1,2, ...
2

G
N.-:.l H?‘
e}

[=
o
it

> g(t) = .Z

I1 est facile de constater en utilisant la représentation en systéme binaire des
nombres de l'intervalle [b, [], [;f. [1@] et [}[j], que la fonction g prend
toutes les valeurs de 1'intervalle [0, 1| et qu'elle continue (CEf. [11]].

La fonction g prend les mémes valeurs aux extrémités de chaque intervalle enlevé.
En définissant alors la fonction h comme &tant &gale 3 cette valeur sur tout
intervalle, et en posant ailleurs h(t) = g(t) ¥ t « C, on obtient une fonction
continue définie sur 1'intervalle entier [@, [] dont le graphe est donné par cette

figure :
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Proposition 1-2

L'ensemble triadique de Cantor C est homéomorphe 3 la puissance infinie
de 1l'ensemble constitué de deux &léments A = {0, 2} :
400

C= I A A =A=1{0,2}, ¥n
n=1 n n

Vérification Cf. [lﬂ

Ainsi, on peut identifier les points de C avec les suites de zéros et
de deux ; en d'autres termes on identifie un nombre appartenant i C avec la

suite de chiffres qui le représente dans le systéme ternaire de numération. On en

déduit alors la

Proposition -3

L'espace produit ¢ =cxcx «++ X C (n facteurs est homéomorphe

a l'espace C.

Vérification

. n A . -
En effet tout point p€ C peut &tre représenté sous la forme

(x(l)’ x(n))

p =
(1)

LECNL Y

ol x » ¥1 =1 - n, est une suite de zéros et de deux. De ces n suites on

en forme une seule :

X](]) X(Z) . Xl(n) Xz(l) X2(2) .

(n)
1 .o X2

a0 ee s 0

que l'on note f(p). Il est facile de vérifier que f est un homéomorphisme de
¢ sur C ,:Cf. [11]].

Proposition 1-4

s
L'espace produit I = I X I x ,,, X T (n facteurs) est 1'image

continue de l'espace C. (I = [b, []).

Vérification
n
Soit Il g 1'application de C" dans I définie par :

. n
p= G Lk @y = e, L, ™) ]
1



ol g est la fonction surjective continue de C sur I donnée dans la proposition

n
I-1. L'application Il g est bien une surjection continue.
1

Soit maintenant 1’intervalle fermé J = [-TI/1, H/i] de R. On note J" le produit

cartésien de n intervalles identiques 3 J.

Soit o, 1'homéomorphie de I sur J :

0 I——>J

t >oc(t)=%-(2t—1)

: : n
Il est clair que 1l'application II o définie sur 1" est i valeurs dans J" par :
1

n o
> (M o) (1) = "d(t]), ...,a(tn)]

T=(t1,”.,tn) 1 |

~ . n n
est une homéomorphie de I sur J .

Par suite on a la

Proposition 1-5

L'espace produit J% est 1'image continue de 1l'espaceC.

Vérification

En effet on a :

J%= n(c)
n n -1
avec h= (I o) o (Tg) op oi p = f .
1 1
Soient hi (i = 1-n) les n fonctions coordonnées de h, ce sont des fonctions

continues de C sur J :

h. : C
i

> J h (0 = 7J, ¥i=1-n

Or puisque 1'ensemble C est obtenu & partir de l'intervalle I en y enlevant
une infinité dénombrable d'intervalles ouverts deux 3 deux disjoints, on peut

prolonger chaque hi en une fonction continue Bi sur l'intervalle I tout entier
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en la prenant linéaire dans chaque intervalle enlevé. De cette facon, la fonction

B = (Bi) de I dans J" est continue et surjective.

B= () 1 > 3% 5 B(1) = 3% ; glc = h.

Proposition 1-6

Le produit J% est 1'image continue de 1'intervalle I.

. . . . + P
Considérons maintenant 1'application Yy de J" dans R" ! définie par :

Y : Jn S Rp+1

u = (u], cee un) > y(u) = v = (v ey vn+]) tel que

v, = sin u,
m-1
v.= (Il cosu,) . sinu pour 2 < m < n-]
m . 1 m - -
1=1
n—1
v. = (II cos u.) . sin 2u
n . i n
1=1
n-1
Vn+1 = (iE] cos ui) . cos 2un

Il est facile de vérifier que Y est continue et que 1'image de J© par cette

application est effectivement 82(: Rp+1. [?f. [}2] .

Y@ = s, = [xe R, h, (x) = 1}

Moyennant ce résultat, on peut affirmer alors la

Proposition 1-7

1) La spére Sy = [xe r™!

1'ensemble triadique de Cantor C.

: hz(x) = 1} est 1'image continue de

2) La sphére 82 est 1'image continue de 1'intervalle I.
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Vérification
En effet on a : 82 =2(C) o £ =Yoh
De méme : 52 =0(I) o 6 =7v7o08B

On a pu ainsi construire deux fonctions continues % et 6 respectivement du

compact C sur S, et de 1'intervalle I = [0, 1] sur 82. Cette construction

permet d'affirmzr sans toutefois avoir recours i certains résultats de la
topologie algébrique, en particulier le théoréme de HAHN-MAZURKIEWICZ

[@f. DEUXIEME PARTIE, Chapitre II, §.z] qu'il existe des espaces métriques
compacts K tels que la norme de la convergence uniforme sur K de l'espace

C(K, R) génére toutes les normes Y de r™.

On va maintenant expliciter les fonctions coordonnées £i (i1 =1-n+1)

et fi (i = 1 - n+l1) respectivement de £ et O.

Expressions des li (1 =1 = nt+l1)

On a le schéma suivant de 1'application

n n
Ig II
¢c —> Ll le st Yo o/

n n
h= o) o [Tg) op, £=vYo0oh .
1 1

D'aprés la proposition 1-3, la fonction f-] =p = (pi) est définie par :

> !

p:C

> f(x) =p = [g(l), e x(ni]

x = (xi)
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ol les x(J) sont donnés par :

<3 (¥ j = 1-n

=X,. o
1 (1=1)n+j ¥vi=1,2
’ E) ® 0 o

Par suite on a :

Py () = 3 ¥ j = 1-n
C'est 3 dire :
pj : C——> C
+00 +o0 x .
X=X -— > 0. (x) = I k ]1){n+J
k=1 3 k=1 3

n n
D'autre part d'aprés les définitions des fonctions Il o et II g, on obtient
1 1

1'expression suivante de la fonction h :

> ¢

h = (hj) : C

> h(x) = [a(g(P, (®))), ..., alg( _(x)))
1 n

On en déduit alors les expression suivantes des fonctions hj (j = 1-n)

h. : C
J

> J
¥j=1-n)

X > hj (x) = oc(g(pj (x)))

C'est a dire, en tenant compte des définitions de o et g :

+0 X I + x(k_]) 3
x= I — >h.(x) =3 Z-—-———ﬁi—l-l
k=1 3 J k=1 2

Enfin en composant les fonctions Y et h on obtient la fonction 2 dont les

fonctions coordonnées Qi (i =1 - (n+1)) sont données par :
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S SZC: Rp+1

SL=(ILi) : C

X

> L(x) = Y[hl(x), hn(x)]

oi les fonctions Qi (i=1=(n+1)) de C dans R sont de la forme :
Q](x) = gin [F](xi]
m—1 _
2 (x) = (I cos [5.(xi]). sin [p (xi] pour 2 < m < n-1
m ; i m - -
et
n_] - e -
Rn(x) = ( ? cos |hi(x1J) . sin [ghn(xlj
n-1 ) _
2n+](x) = ( ? cos [}i(x)]) . COS [éhn(xlj

En tenant compte des expressions de hj précédemment obtenues, on arrive 3 ces

résultats :
+oo  x
Pour toutx=(xk)é C, x = 12 -—E-
k=1 3
+°°7' X _
Zl(x) = - cos %» z (k ;l?+l
k=1 2
w7 e, T e
Qm(X) == (Il sin %~ (k ii?+l ) . cos %- v (k ii?+m pour 2 < m < n-l
i “ k=1 2 “ k=1 2
n-1 [ e x _ . [ 4w x
kn(x) =- (1 sin %- )} (k iz?+l ) . sin [T I —E%T .
1 k=1 270 k=12
n-1 +00 x . +® x
. . I (k=1)n+1 nk
2 (x) == (Il sin |7 & ———t—=|) . cos |I ¥ —=
n+1 i [; -1 2k+1 | k=1 2k+1
Expressions des fi (1 =1 - n+l)

D'aprés les résultats précédents on obtient le schéma suivant de la

fonction 6 :
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I\Bi)szc Rn+]
O=vo8B

-

oi B est la fonction prolongée de la fonction h par ce procédé :
B = (8)

avec Bi définie par :

Bi = hi dans C et Bi linéaire dans chaque intervalle enlevé

[Cf. Proposition 1-5],

En composant les fonctions Y et B, on obtient la fonction 6 dont les coordonnées

(fi) ont des expressions analogues 3 celles de Zi précédemment obtenues.

2 - DEVIIEME ZYFMPLE

Cette deuxiéme méthode, qui paraft plus simple que la premiére, consiste
a construire directement une fonction w = (wi), (i =1-mn), continue de I
n . .
dans R telle que w(I) = I™ (sans passer par l'ensemble triadique de Cantor C).

Elle est basée sur un résultat de KIYOSHI ISEKI |Cf. ri3| et [15] » & savoir :

Proposition
400
[ee]
Le cuve de Hilbert I =1 I est 1'image continue de 1'intervalle I.
1 .

Vérification E:f. [13] et [15]]

La démonstration de ce résultat est basée sur les développemeq}s

. KIYOSHI ISEKI a introduit la

binaires et ternaires des nombres de [@, 1
fonction £ définie sur R et périodique, sa période &tant égale 3 2 :
0si te [0, 1/3]
We) =
1si te [2/3, 1]

£ étant linéaire dans D/B, 2/5_[ et 2(-t) = 2{¢t) ¥ te I_—Q, ]_—l
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T -

T T T

1
0 1/3 2/3 1

et a ensuite définie une suite de fonctions w continues de I sur I 3 partir

de la fonction & de cette fagon :

+%© n—-1 v
w(t)=22kfl:32 (Zkl)lt] Vte I
n .
k=1
b
Moyennant ces fonctions w s il a démontré que la fonction w de I dans R

(¥ = N - {0}) définie par

%
w: I-——rere> R.N

t > w(t) = (w (t))

(oo}
est continue et que wW(I) = I

Ce résultat est évidemment valable dans le cas du produit fini 1" de I. Les n
fonctions coordonnées w, de la fonction continue w de I sur I sont donmées
par les formules ci-dessus.

Dés lors en opérant de la méme fagon que la premiére méthode, on obtient les
expressions des fonctions coordonnées (fi) de la fonction centinue 6 de I sur

n+1
SzC lR Ll
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