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INTRODUCTION

On s'intéresse dans ce travail 3 la résolution de problémes

d'optimisation du type
(P) a = Inf [< x,z > Ic(s) << x,a(s) >, ¥s €S ; x € VtJ

ol X est un élément d'un espace vectoriel topologique localement convexe
X en dualité avec X', z est un élément fixé de E', S un compact
quelconque, c une application continue de S dans R, a une application

continue de S dans X', enfin Vt est une variété affine de X.

Le probléme (P) recouvre de nombreux probldmes d'eptimisation
convexes ; il peut s'interpréter comme la minimisation d'une fonctionnelle

linéaire sur une intersection de demi espaces dans une variété affine.

En utilisant systématiquement la théorie générale de la dualité
basée sur les perturbations du problémes (P) (théorie développée par
R.T. ROCKAFELLAR [56], J.L. JOLY et P.J: LAURENT [37]) on forme (chapitre 1)
un probléme dual du probléme (P) ne faisapt intervenir que des mesures
positives » On donne quelques hypothéses assurant 1l'existence de solutions
pour levprobiéme (P) et pour son dual. On étudie, en le mettant sous la
forme du probléme (P), le cas de la minimisation d'une fonction convexe sur

un convexe.

Lorsque Vt est une variété affine de dimension finie, les mesures
intervenant dans la résolution du probléme dual de (P) ont un support de
cardinal borné ; on peut alors exprimer le probléme dual sous une forme

géométrique. On montre comment différents problémes de minimisation peuvent




s'exprimer sous la forme du probléme (P). On développe dans le chapitre 2

un algorithme, appelé "algorithme d'échange" ; cet algorithme permet
d'atteindre la valeur o aussi prés qu'on le désire au moyen d'une suite
d'éléments xk de Vt vérifiant de "mieux 'en mieux" 1'inéquation

c(s) < < x,a(s) > pour tout s dans S. L'intérét d'un tel algorithme est
qu'il ne nécessite a chaque étape que la mémorisation d'un nombre fini

(et fixe) d'éléments de S. Cet algorithme fut décrit gans un cadre diffé-
rent par A.A. GOLDSTEIN [32]. Le déroulement "classique" de cet algorithme
nécessite 3 chaque étape qu'un certain déterminant soit différent de zCro,
on dit alors que l'algorithme est "itératif". Lorsque le probléme (P) est
un probléme d'approximation d'un élément dans un sous espace vectoriel d'un
espace normé, l'algorithme d'échange est alors l'algorithme de E. REMES [ 53]
généralé par P.J. LAURENT [40]. Pour pouvoir démontrer la convergence de
l'algorithme ces auteurs (@insi que A. A GOLDSTEIN) faisaient sur a( ) une
hypothése appelée "condition de HAAR generallsee". Cette hypothese asquralt
en méme temps que l'unicité de 1'optimum, le déruulement "1t€rat1f” de
1l'algorithme. Malheureusement cette hypothése, trés forte, est rarement véri-
fiée dans les cas pratiques. Nous démontrons que, moyennant une hypothése
faible : algorithme "itératif", on peut approchef un élément optimal (pas

forcément unique) de (P).

Dans le chapitre 3 on indique comment 1'on peut, 3 partir d'une
procédure d'échange standard, résoudre différents problémes d'optimisation.

Les programmes et résultats numériques sont complétement.décrits.

Les chépitreslu’et 5 sont consacrés. aux problémes d'approximatiaon
dans un esbace hbrmé. On proceéde & une &tude géométrique de 1'algorithme
ce qui nous conduit 3 une autre démonstration de la convergence. On résoud
également‘quelques questidns concernant la structure des meilleurs appro-
ximants (c'est un convexe quelconque) et le nombre de points critiques

lorsqu'il y a unicité.

Lorsgue l{algorithme d'échange n'est pas itératif on développe
dans le chapltre 6 un algorlthme d'échange general derlve d'un algorlthme
proposé par Topfer. Cet algorithme est recur81f par rapport da la dimension

de la variété affine vt . On démontre sa convergence et on étudie sa mise




en oeuvre pratique.

Dans le dernier chapitre on montre que l'hypothése d'itérati-

vité de 1'algorithme peut &tre considérée comme raisonnable. On démontre

pour cela que, pour l'approximation de Tchebycheff, 1'ensemble des fonctions
que l'on peut approcher au moyen d'un algorithme d'échange itératif est
partout dense.







CHAPITRE 1

ETUDE PAR DUALITE DE LA MINIMISATION D'UNE
FONCTIONNELLE LINEAIRE SUR UNE INTERSECTION DE
DEMI ESPACES DANS UNE VARIETE AFFINE

Nous étudions dans ce chapitre le probléme de la mini-
misation de la fonctionnelle < x,z > sur l'intersection d'un convexe C de
la forme C = {x € ch(s) < < x,a(s) > , ¥s € S} et d'une variété affine
V. (8 est compact). On forme le probléme dual en utilisant des perturba-
tions u appartenant d l'espace vectoriel des fonctions continues sur S.

La technique utilisée est celle de [37 ] (voir [56]). A partir du dual
obtenu on donne des conditions assurant 1'égalité de l'optihum du probléme
initial et de son dual et l'existence de solutions pour les deux problémes.
On analyse la liaison existant entre les solutions du probléme dual et

celles du probldme initial.
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Scient X et X' deux espaces vectoriels topologiques localement
convexes et séparés en dualité par rapport d la forme bilinéaire < x,x' > ,
pour x dans X et x' dans X'.

Soit S un compact, ¢ et a deux applications continues de S dans,
respectivement, R et X'.

On pose
c={x¢€ ch(s) < < x,a(s) > , ¥s € S}

et on note Vt le translaté d'un sous espace vectoriel V de X.

Soit z un élément fixe de X' ; on se propose de trouver un

élément x de C N vV, tel que

(P) 0 = < x,z>= Inf < x,z>
x€AWV
t
On notera (P) ce probléme, appelé probléme primal et A l'ensemble (éventuel-

lement vide) des solutions de (P)
A= {xE€ Vt Ncl<x,z>=a}

Dans toute la suite on supposera que ¢ est fini (hypothése HO).

Pour écrire le probléme dual de (P) on utilisera la technique

des perturbations décrite dans [37] et Cu1l .

Notons C l'espace des fonctions réelles continues définies sur S

muni de la topologie de la convergence uniforme

lull = sup Ju(s)]

: 's€S

On note M le dual topologique de ¢ 3 M est l'espace des mesures
de Radon sur S. On muni M de la topologie faible o(M,C) et on note (u,u')

la valeur de la mesure u' sur la fonction u.

Soit ¢ la fonction convexe de X X ( dans R définie par

p(x,u) = /

T < x,z > si c(s) -<xza(s)>< u(s), ¥s € S et x€ Vt

¥ oo " sinon
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On note (Pu) le probléme "perturbé" suivant

(P ) h(u) = Inf ¢(x,u)
u xEX '

correspondant a la perturbation u.

L'espace X x ( est en dualité avec 1'espace X' x M au moyen de

la forme bilinéaire
< (x,u),(x",u') » = < x,x'" > + (u,u')
Notons Y la polaire de ® ; elle est définie par
¥(x',u'") = Sup [<x,x'> + (u,u') - Pp(x,u)|x € X et u € ]
+ . - :
Notons M’ (respectivement M~) les mesures de Radon positives

(respectivement négatives) définies par

+
M™ = {u' € M|(u,u") > 0 , pour tout u > 0}

M o= - o

Notons v l'application qui 3 chaque x de X associe 1'application

s c(s) - < x,a(s) > de S dans R
On a alors ‘

C=1{x€X|c<v(x)} et

< x,z > si c-v(x) <u
Cp(X,U) = ’ ’

+ o sinon

[

L'expression de ¥ peut alors s'écrire

¥(x',u') = Sup [< x,x'-z >+ Sup ((u,u')’c—v(x) < u)]
x€vt
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On a

“(c-v(x),u'") si u'€ M
Sup [(u,u')]c—v(x) < ul =
4 + o sinon
En effet, si u' n'appartient pas a M‘, il existe une fonction
positive u de C telle que (uo,u') > 0 ; si u est telle que c-v(x) < u
on a, pour tout A > O c-v(x) < u+ u_, par suite

Sup [(u,u')|c—v(x) 5_u] =T+ ®
u

Si u' appartient 3 M on a
(u,u') < (c-v(x),u') d'ou le résultat
On a alors

"Sup [< x,x'-z >= (v(x),u")] + (e,u') si u'€ M
/g xEVt

I + o sinon
o

Soit % un élément arbitraire de Vt'

Y(x',u')

Notons w la transposée de v définie par
(vix),u') = < x,w(u') >

avec w(u') dans X'.

On a alors

I3

) (c,u') + <§,x‘—w(u')—z > si u'éM et x'-w(u)-zEVe
¥(x',u') =

+oo sinon

Le probléme dual de (P) est alors

(Q) B = Inf ¥(O,u")
u'eM
soit
(Q) B = -<%,z >+ Inf[(c—v(&),u')|u'€Mh et —w(u')€Y°+Zg
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Le probléme dual perturbé correspondant a la perturbation x'

s'éerit
(QX,) k(x') = Inf W(xf,u!)
u'e M

Le probléme (Q) peut aussi s'écrire si 1l'on pose :

-B = % et -u' = t'

% = <¥,z> + Sup [(c—v(x),g')|3'€M+,et w(t')€V°+z]
ou
(23) E = <§,z> + Sup [r—<§,£>|(r,2) € JN Rx (Votz)]
avec

{((cyu), wu))|u' € ¥1)

I
1

a,
On note B l'ensemble des solutions de Q :

v}
1)

{(r,2) € JN Rx (Vo+z)|B=<¥,2-2> + r}
On sait que 1'on a toujour ([41])

%:—B((},

On note (H1) 1'hypothése :
H1 I1 existe x* dans Vt tel que c(s) < <,xx,a(s) > V¥s € S .

[

i
On a alors

PROPOSITION 1.1

Si H1 est vérifié alors on a § = o et le probleme 6 (ou le pro-

bléme (Q)) a au moins une solution.
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DEMONSTRATION

Meontrons que la fonctionnelle u W @(x*,u) est continue en O.
La compacité de S et la continuité de ¢ et a assurent l'existence d'un

scalaire € > 0 tel que

Max (c(s) - < x*,a(s) ») = - ¢
s€S

Pour tout u de C appartenant au vqisinage de zépo

U = {u€cllld] < e}
On a

c(s) - <xx,a(s) > < u(s) pour tout s dans S.
Donc

$(x*,u) =< x*,z > pour tout u dans U.

La fonctionnelle u H-m(x*,u) est donc continue en O.
On applique alors le théoréme (7.6.1) de [41). Le probléme (P) est "stable"
vy N )
et ainsi on a % = o et le problédme (Q) (ou le probléme (Q)) a au moins une

solution.

PROPOSITION 1.2 : ce | ,

‘

éi (H1) est vérifiée, une coridition nécessaire et suffisante
pour que x appartenant a CN Vt soit solution de (P) est qu'il n'existe
pas d'élément x dans V tel que < x,a(s)> > O pour tout s dans ’F(x) et
< x,2><0 , ol F(X) = {s € Slc(s) = <x,a(s)> }

i
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DEMONSTRATION

On utilise la technique des déplacements admissibles (voir [u41]
chapitre I).

Notons C_ = {x € X|< %,z > < < x,z >}

Le cOne des déplacements intérieurs F(CO;;) de x vers C_ a
o

1l'expression suivante
I’(co,;) = {x € X|< x,z > < 0}
Le cdne des déplacements intérieurs de x vers C s;écrit
r(c;x) = {x € X|< x,a(s) >> 0, ¥s € F(x)}
avec
F(x) = {s € 8] c(s) = < x,a(s) >} (voir [41] théoréme 1.8.8).

Enfin le cOne des déplacements adhérents Fx(Vt;i) relatif & Vt est égal 3 V.

o]
L'hypothése (H1) signifie que C (1 Vt # @ . D'aprés le théoréme
général de caractérisation (thépréme (1.4.4) de [u;]), 1'é1ément x de

cn Vt est solution de (P) si et seulement si
r(c_sx) N T(C;x) N T %) = @
d'ol le résultat.

. Q.E.D.

On peut aussi caractériser les solutions du probléme primal (P)
v . ' -
a l'aide des solutions du probléme (Q). C'est l'objet de la proposition

suivante
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PROPOSITION 1.3

Si (H1) est vérifiée, une condition nécessaire et suffisante
pour que X appartenant a C N Vt soit solution de (P) est qu'il existe
[r,2] dans J N R x (V°+2) tel que : ‘ '

<X, > =T

J = {((c,u"),w(u)|u' € ¥}

DEMONSTRATION

on utilise les théorémes (7.5.1) et (7.5.2) de [41], x dans

cn Vt est solution de (P) si et seulement s'il existe u' dans M  tel que

p(x,0) + (0,u') =0,

soit
(i) < %,z >+ (c,u') - Kwu') £z > =0
avec w(u') + z dans V°,
En posant u' = -u' , (c,u') = r et w(a') = &

on a (i) qui s'écrit

avec (r,2) dans J N Rx (V°+z)
I,'appartenance de f & V°+z entraine
¢ X,z > = < %02 >

L'égalité (i) s'écrit alors

< X, > =T
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Examinons maintenant le cas ol V est de dimension finie. Dans

toute la suite nous supposerons que V est de dimension n.

Soit Visee.oV une base de V.

Notons a'l'application de S dans R définie par
a'(s) = [< vl,a(s) > .ee,< vn,a(s) >]
On pose aussi

n
z' = [< V,sZ >,.0..,< V2 >] € R

PROPOSITION 1.4

Si (H1) est vérifiée,'une condition nécessaire et suffisante
pour que 1'élément x de C N Vt soit solution de (P) est que dans R"

z' appartienne au cdne convexe engendré par a'(F(x)) ol

F(x) = {s € S|c(s) = <x,a(s)>} .

DEMONSTRATION

Lorsque V est de dimension n, le théoréme 1.2 peut s'écrire de
la fagon suivante : x dans C N Vt est solution de (P) si et seulement s'il

n'existe pas de coefficients Ai (i=1,...,n) tels que

n
T A, <v,,-a(s) >< 0 ¥s € F(x)
. i i
1=1
n .
I A, <v,,z><0
o d i
1=1

Notons @ = {x € R"|(A]|-a'(s)) < 0 ¥s € F(x) et (A\[z') <0}

. . n
o ( | ) désigne le produit scalaire dans R

L'élément x de C N Vt est donc solution 'si et seulement si

Q=0 . .
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D'aprés la proposition (3.3.5) de Lu1], © est vide si et seulement
si O appartient & l'enveloppe convexe de -a'(F(x)) U z'. Mais 1'hypothdse

(H1) entraine que l'on ne peut avoir 0 € co a'(F(x)) d'od le résultat.
Q.E.D.

On peut alors énoncer la proposition fondamentale de caracté-

risation suivante :

PROPOSITION 1.5

Si (H1) est vérifiée, une condition nécessaire et suffisante
pour que x appartenant a C N Vt soit solution de (P) est qu'il existe
[r,2] dans cc(j(S)) N R x (V°+z) tel que :

k
r=<x,4> et [;,i] = 1 Oi(c(si)sa(si))
1=1

avec j(s) = (c(s),a(s)), k<net p, > 0.

DEMONSTRATION :

Ceci résulte de la proposition (1.4) et du théoréme de Carathéo-

dory dans R"™. On a en effet
0 € co(a'(F(X)) U -b') et 0 @& cala'(F(x))

on peut donc trouver k éléments s, de F(x) dvec k < n tels que

k ’ I
0= ¥ w,a'(s.) - wb' avec w, > 0 i=0,...,k
. o, 1 i o i
i=1
En posant pi = wi/wo . i=l,...k on a
k
b' = I p, a'(s,)
i i

i=1
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Ce qui peut encore s'écrire

k
< v.,z - L p.als,) > =0 jzl,...,0
3 j=p 0 1 1

soit
k
Y p.a(s.) € VO+z
. i1
1=1
L'élément x appartenant a C, les relations

c(si) = < i,a(si) > iz1,....k

sont équivalentes 3

k k
I p, clsy) =<x,% p.a(s,) >
i=1 * 7 i=p 7
_ k _ k
En posant r = .§ ps C(Si) et 2= L p, a(si)
1=1 1=1

on a le résultat.

REMARQUE :

La proposition (1.5) exprime le fait que, lorsque V est de
dimension n on peut remplacer dans la proposition 1.3 la mesure positive u'
tel que [r,2] = [(c,u"),w(u')] € J par une mesure positive a support fini

faisant intervenir un nombre de points inférieur a n.

L2

On notera (H2) l'hypbthése

(H2) Dans R"™ 1'élément z' appartient a 1'intérieur relatif du céne

convexe engendré par a'(S).
Cette hypothése peut aussi s'écrire' :

(H2') L'ensemble {x € V |< xya(s) > >0 ¥s€ S ; < x,z> =0}

est un sous espace vectoriel.
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PROPOSITION 1.6 :

Les hypothéses (H1) et (H2) entrainent que le probléme (P) a
au moins une solution .

DEMONSTRATION

Le sous espace V étant de dimension finie, il existe ué dans
telle que la fonctionnelle x' & W(x',ué) soit quasi—d-continue (Cu1rl).

Si 1'on pose

< x,z >six¢€ Vt et c(s) < < x,a(s) >, ¥s € S
f(x) =

+ © sinon

L'ensemble {x € X}f (x) = 0} est ici égal &

{x € V|< x,a(s) > > 0 ¥s € S 3 < x,2 > = 0}

D'aprés le théoréme (7.7.8) de [u41], le probléme (Q) est inf-dif-

stable, il résulte alors que le probléme (P) a au moins une solution.

Q.E.D.

Lorsque V est de dimension n, on peut aussi écrire d'une manicre

plus précise le probléme dual @)
PROPOSITION 1.7

Les hypothéses (H1) et (H2) étant vérifi€es on a :

0 =< X%,z >+ Max [r-<%X,2 >|(r,2) € ccj(S) N Rx (V°+z)]
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DEMONSTRATION

Soit x dans C N Vt une solution de (P). Il suffit de montrer
que 1'élément [r,R] qui caractérise x dans la proposition 1.5 est bien
solution de 8.

Dans le probléme dual (B) on sait que l'on peut prendre pour X
un élément quelcongue de Vt' Prenons X = % . Pour 4' dans M' définie par

k
r\l pd
(u,u') = X pi u(si) ou les pi > 0 et les s; de S sont ceux qui caracté-
i=1

risent [r,2] dans la proposition (1.5), on a

- n, - n, - _ -
< %,z >+ (c,u') - < x,w(u'") > =< x,z2>+1r - < x,8>

Or on a :

<x,z>=a et 1r=<x,>
d'ou

O =<Kz >+ - <%,
avec

(r,2) dans ccj(sS) N R x (Vo+z).

Q.E.D.







2.

1

CHAPITRE 2

ALGORITHME D'ECHANGE ITERATIF
POUR LA MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE
LINEAIRE SUR UNE INTERSECTION DE DEMI ESPACES
DANS LE TRANSLATE D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL.

A partir du probléme dual formé au chapitre 1, on décrit un
algorithme appelé "Algorithme d'échange" qui minimise une fonctionnelle
linéaire sur une intersection de demi espaces.

On applique l'algorithme a la minimisation d'une fonction convexe.

On va décrire un algorithme permettant de résoudre :

o = Min [<X,z>|c(s) < < x,a(s) > ¥s € S et x € Vt]

On supposera que Vt est le translaté d'un sous espace vectoriel V de dimensi
p engendré par,vl,...,vp.

' . . < . n

On étudie d'abord le cas ou X est l'espace euclidien IR = et

v = RrR"

MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE DANS UN CONVEXE DE R"

Soit z un élément, de R"”, S un compact, ¢ et a deux applications
. . n
continues de (respectivement) S dans R et S dans R .

On se propose de rechercher un élément x de R tel que :

o = (x|z) = Min [(xlz)’c(s) Eﬁ(xla(s)), ¥s € S

)
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On suppose vérifiées les hypotheéses
HO o est fini

H1 il existe un &lément x* de R™ tel que c(s) < (xx|a(s)) pour tout

s dans S

H2 1'élément z appartient a 1'intérieur relatif du cOne convexe engendré

par a(S).
On sait alors (chapitre 1) que x existe et que l'on a :
o = =B = Max [r|(r,z) € cc(3(8))]

avec j(s) = (c(s), a(s)).

Plus précisément on a :

n n
- = Max{ ¥ p.c(s.)| % p.a(s.) =z , p. >0ets. €S j=1,...,n]
i=1 j=1 3 = ]

L'algorithme d'échange est basé sur cette formule de dualité.

DESCRIPTION DE L'ALGORITHME D'ECHANGE

On dispose a 1'étape k de n points S? (j=1,...,n) de S et de n

coefficients strictement positifs p? (3=1,...,n) tels que
n
z = I pk a(sk)
521 3 0]
On pose : ' ’
S
dm = % p. c(sl)

On note-xk 1'élément de R tel que :
k k k .
c(s.) = (x |a(s.)) , J=1,...,n
] J .
On a donc aussi :

as

(xk|z)

On pose :

o
"

Max [c(s) - (xa(s)] + d¥
s€S

D'aprés la définition de x%, on a ak - ds 0.
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PREMIER CAS : d~ < @&

On détermine un &élément z<'1 de S tel que

+ k k+ k
(2= (M a2 = Max [e(s)-(xN[a(s))]
SES
et un indice jg de {1,...,n} tel que, en posant
 k
s 377
ktl _ ) 3 )
sj =1 J=1, ,N
- Zk+1 si 5 o= .k
L" Jo= 3,
. . s k+1 .
on pulsse trouver des coefficients pj (j=1,...,n) tels que
k Dkl k+1
p. >0 et z= I p. “a(s. ")
DEUXIEME CAS : d° = g%
On pose alors conventionnellement
k+1 k k+1 k .
= 8. et . = =1 n)
; ; P54 o (3=1,...,
. - k+1 _ _k
ce qul entralne x = x

(Dans la pratique on arréte 1'algorithme).

DEFINITION 2.1

On dit que 1'algorithme d'échange est itératif si pour tout k on a :

: pk >0 j=1,...,n .
J o
REMARQUES
1) On doit évidemment se donner au départ les éléments S? et p?
(j=1,...,n). Ces éléments existent d'apréds 1'hypothdse H2.
2) La définition 2.1 revient a dire que, & chaque étape k, z appartient
d l'intérieur du coOne convexe engendré par les éléments a(s?) (§=1,...,n)

de B{n .
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3) D'aprés la proposition 1.2, on peut éwchaqué étape ne rechercher
le point it que dans 1'ensémble des points extrémaux de 3F{S)

ou dans un ensemble E contenant tous ces points extrémaux.

4) I1 est en général numériquement impossible d'avoir le point zk+l

de S qui réalise exactement le maximum de c(s) - (xk| a(s)) sur S. On obtient

le plus souvent une relation de la forme

k
(M) - (M|azZMh) = Max [e(s) - (a(s)] - 1
s€S
avec nk > 0. Nous verrons quelle propriété doit vérifier la suite {nk} pour

que l'algorithme convergé.

MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE DANS UN CONVEXE DU TRANSLATE

D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE X.

On se place maintenant dans le cas du chapitre 1.

(P) a = Inf [<x,z >]x € Vix et c(s) < < x,a(s) > ¥s € s]

On suppose encore que sont vérifiées les hypothéses HO, HI1,

et H2, voir chapitre 1, et que V est de dimension n .

Soit v :,V_ une base de V.

e
127 n ’

PROPOSITION 2. 1

Une condition nécessaire et suffisante pour que x = j§1 vaj soit
une solution de (P) est que le vecteur : X = (X1,...,Xn) solt éolﬁtion du
probleme de minimisatiqn_:

(P") o = <§;2:>{ Min‘[(xlz')Ic'(s) g:(x|a'ts)) s € S]
avec :
z' = (< VisZ >5eea,< VL2 >) ¢'(s) = c(s) - < %,a(s)'> et

a'(s) = (< vp,a(s) >,e.0y€ vyLals) )
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DEMONSTRATION

Tout élément x de V, peut s'écrire

n
X = % A.v.tx (A, € R)
o, 373 3

j=1
on a alors
n :
ny . : u
< Xyz > T <X,z >+ L A, < v.,z>=< x,z>+ (Xlz')
j=1 ]
en notant (.|.) le produit scaldire euclidien de R .
De méme
o n n
< x,a(s) > = <x,a(s) > + ZA.<%,dS)>=<X¢ﬂs)>+(lh'®))
j=1

par suite, la relation c(s) < < x,a(s) > s'écrit pour x dans Vt
c'(s) < (x|a'(s))

d'ol le résultat.
Q.E.D.

REMARQUE

La proposition précédente nous permet de résoudre le probléme

(P) exactement comme en 2.1.1.

Nous allons expliciter les différentes étapes de 1'algorithme.
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ETAPE_ k_:
On a
n
z' = L p a'(sk) avec pk >0
521 j j
ou
n
<v,, L pka(sk)—z >=0 , i=l,...,n
i~ 3
J=1
soit
n
(1) ) pka(sk) -z € V°
j:l :] ]
On pose
n
= 3 e (s
j:1 :] j
Soit
n n
(2) a = 1 oK) - < ¥, 3 pkas) >

On note Xk 1'élément de R tel que :

c'(s?) = (Kkla'(s?)) J=1l,...,0

soit
‘n
N :
c(sk) =< X X%v.+x,a(sk) > J=1,...40
. ' J c_q 3] ]
J1=1
. K _ ook v
L'élément x = X A.v.tx de vV, est donc déterminé par 1'équation
j:ljj
(3) c(s?) = < xk,a(sg) >, 3=1,... 50

On a aussi

(1) cd s ey = Kz - <Xz >
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PASSAGE A L'ETAPE k+1 :

On détermine un élément zk+l de S tel que :

3 = ¢ (MH-0]a () = supler(9)-(K[ar(s))]
S€S
soit
(5) ak—dk = c(zk+l)— <xk,a(zk+l) >= Sup[c(s)—<:xk,a(s) > ]
s€S
PREMIER CAS : d~ > d
On détermine un indice jg de {1,...,n} tel que, en posant
rk . .k
85 323,
k+1 =
S, = J=1, 511
] KL Lk
] ]o
. .. k+1 .. o
on puisse trouver des coefficients pj (j=1,...,n) tels que
ot s o et
i =
n
z' = T QK+1 a'(s%+l)
521 3 j
ou
] k+1 o
(6) L op. a(s. 7) -z €V
j=1 7
DEUXIEME CAS : @f_f_gf ’
On pose alors conventionnellement
k+1 _ k k+1 _ k k+1 _ k
S = s , 0 = pP. et X = X

(Dans la pratique 1l'algorithme s'arréte).

DEFINITION *:

Comme en 2.1, on dit que 1'algorithme est itératif si pour tout

k,p?>0 G=1,.v.,m) .
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2.3 MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE.

On considére le probléme de minimisation
(P) o = Inf [f(x)|c(s) < < x,a(s) > ¥s € S et x € Vt]

ol f est une fonction convexe continue sur un e.v.t.%.c.é$)x dont la restric-
tion de la polaire £ est continue sur dom £° 5 on'suppose dom £* faiblement
compact dans X'. La variété linéaire V. est de dimension n.

Nous allons décrire l'algorithme d'échange dans ce cas

On a

f(x) = Sup * [< x,x' > - £ (x1)]
x'€dom

Par suite
o = Inf [e]|c(s) < < x,a(s) > ¥s € S
—fx(x') < - < x,x" >+ e ¥x'€dom £ ot XEV+§]
Si on note
< (x,e),(x',e") > = < x,x"'" > + ee!

la forme bilinéaire mettant en dualité X x IR avec X' x IR ; on peut écrire

le probléme (P) sous la forme

(p") o = Inf [< (x,e),(0,1) > | c(s) < < (x,e),(a(s),0) > ¥s€S

[

P (x1) < < (x,0),(-x",1)> ¥x'€dom £

et (x,e) € Vx R+ (%,O)]

Le probléme (P') a alors la forme générale du probléme type du
paragraphe 2.2.
Nous allons expliciter l'algorithme dans ce cas en remarquant que

W=V x R est de dimension n+l et WC = vO x {0}

(%)

. - ' Pd ~
e.v.t.%.c.s. = espace vectoriel topologique localement convexe separec.
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ETAPE k :
On a :
5 p?(-x!k,l)»+ L o%(a(s"),0)-(0,1) € v° x {0}
jEJE J jng J J

avec xﬁk € dom % et S? € S

Soit
) pka(sg)~ ) pkx'k ¢ v°
eas 1 gk 9
(1)
)X p% =1 et card Jk+card Jk = n+l et card Jk
jGJE J 1 2 1
k k
Jp U g, = {1,...,n}
on a
k
= p?(—fx(x!k))+ E p?c(s?)
JeJl jEJ2
- < %, Zk p§(~x§k)+ Zk p?a(s?) >
jEJl jEJ2
soit
(2) = n K< S ) 1 p5(e(s5)- < Yuacsk)s )
jegk I Poesy 0 !

[
L2

On a (xk,ek)'de X x R qui est déterminé par

< xk,xjk >—fx(x3k) = ek pour € Jk R
et ‘
c(s§) = < xk,a(sg) > pour j € J;

Mais de la relation :

k

| < (xk,ek),(o,l) > - < (%,O),(O,l) > , on tire

1

dk = ek .
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Par suite

k k

< Xk,x! > —fX(Xlk) =d s
] J
(3)
k k 3 k. .
<xalsy) > =elsy) 0 €7,

PASSAGE A L'ETAPE k+1

Uz Max [ Max | (FF(x')- < (5,4, (x-1)> )
x'€dom f
Max'(c(s)—~<xk,a(s)> )]
s€S
ou
ak—dk = Max [f(xk)—dk ; Max (c(s)—'<xk,a(s) > )]
s€S
PREMIER CAS : @f_;_gf
a)  a%dX = 5(9-dX  ou X = £

On considére alors un &lément zk+l de dom £F tel que

. xk,zk+l S - fx(zk+1) :'f(zk+1)
ou
2N € 9E(K) ,
B) 3% = Max (e(s)- <xa(s) >)

s€S

On cherche alors un &lément zk+l de S tel que

k+1 k k+1
Z ) -

c( < x ,al(z

) > = Max (e(s) - < Xk,a(S) > )
s€S,

On détermine un indice jg de J; U J, tel que, en échangeant

1'é1ément skk (ou x't) correspondant avec zk+ , On puisse trouver des coef-
N j '
. k+1 S '
ficients pj > 0 tels que :
k+1_, k+1 e+l k+1 o . k+1
) o. “a(s. ) - o. “x! eV b 0. =1
- k+1 oKL : : oKL
j€dy ] j€u; ;) jeu] ]

avec
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a) si zk+1 €d 7 et jk € Jk
Qo 1
k+1 _ _k k+1 _ _k
Jo o T Jo s T E )
Sk+1 - Sk € Jk+1 ot !k+l -
J J 2 J
b) si zk+l € dom £* et jk € Jk
o 2
k+1 k .k k+1 _ _k k
Js g, - {3t s gy =y {5}

gkl . s si j € Jk+l et x!k+1 =
J J 2 ]
c) si zk+l € S et jk € Jk
e} 1
k+1 k k k+1 _ .k .k
Iy Jo r Uik s 9 = Jp - 5
-k . .,.K
(Sj si j#]
sk+l =1 \ jEJg+1 et
J |kt ..
kZ S :I—]
a) si Ml es ot 3Ke g
o) 2
k+1 k k+1 k
& J2' = J2 t Jl - Jl
. ..k
SS si J#7
s%+l :} jEJ};+l et
] R
L I3=Js
-k k

DEUXIEME CAS : d =d

On pose alors conventionnellement

k+1 k ...k
s, = s, €J,. =
J j &2

kt+1 k
X

Jk+1 X!k+1
2 J

k+1
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2.4 CONVERGENCE DE L'ALGORITHME D'ECHANGE LORSQU'IL EST: ITERATIF.

Nous avons vu que le probléme de la minimisation d'une fonctionnelle
e . * .
linéaire ou d'une fonction convexe f telle que dom f~ soit compact dans le

translaté d'un sous espace vectoriel de dimension fini se ramenait au probléme
(P) a = Min[ (x|z)]e(s) < (x|a(s)) ¥s € 5]

du paragraphe 2.1.1.

Nous démontrerons donc la convergence de 1'algorithme d'échange

dans ce cas.

DEFINITION :

On dira que la suite {n'} i=1,2,... de réels positifs ou nuls repré-

sente la précision de 1'algorithme d'échange si, a chaque étape k on a :

sk .k

d*-d* = Mg)sc [c(s)-(xkla(S))] = c(zk+1)—(xkla(zk”)) + K
S

k

avec ak-dk—n >0

On  fait  les hypothéses :

H1 il existe x* dans R™ tel que c(s) < (XX|a(s)) ¥s € S
H2 =z appartient & 1'intérieur du cOne convexe engendré par a(S).

H3 1'algorithme est itératif. ’

[
€

LEMME- 2.1

La suite {dk} est croissante et bornée supérieurement par (XXIZ).

On a plus précisément :

k+1 XK _ k+l,=k_ .k k
-4 =p -d™-n")

-k (d
Jo

d d
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DEMONSTRATION
On a
k+1 n k+1 k+1
d = L p. c(s. 7)
j=1
et

c(s?) = (xk|a(s?)) j=1,...,n

ou, par définition de s§+l

c(s§+l) = (xk|a(sk+l))

. . .k
j=1,...,n j £ i

On peut donc écrire dk+l sous la forme

n
k+1 k k+ k + k+1 k+1 k+1
d = (x| 2 p%+la(s. l)) - (x ka 1a(s )) + p L Te(s )
21 J j .k .k .k .k
J 30 ]o jo jo
Des relations
n
b} p?+la(8?+l) =z (xk]z) = dk et sk;l = zk+1 on tire
J=1 Jg
k+ + k k
a 1 - dk + pkkl[c(zk'f‘l)_(x |a(s +l))]
I
Soit
dk+1_d}< - pkil(ak—dk—nk) ,
« N jo
. . Yo .. . N k+1
L'algorithme étant itératif (hypothése H3) on a p K 0.
]
o

La suite {dk} est donc croissante.

On a par ailleurs (hypothdse H1)

c(s) < (xX]a(s)) par suite

n I
) pkc(s%) < (<%, x pka(sk))
521 33 T

soit

dk < (xxlz)




- II.14 -~

LEMME 2.2
Si la précision {nk} de 1'algorithme d'échange est telle que :

1im nk =0

k—)oo

et s'il existe s > O tel que

0O< s g_pk;1 alors :

JO
lin@-d¥)= 0 et 1im df =
ko koo

DEMONSTRATION
A partir du lemme 2.1 on tire

-k .k 1 k+1 k
S

da-d" < =(d —dk) + 1

La suite {dk} étant croissante et bornée supérieurement converge, on a donc
< s k
si limn = 0 :
Jcco
1im (ak—dk)
k >0

11
(@]

Montrons que lim dk =q
koo
Les hypothéses HO, Hl et H2 entrainent (proposition 1.1) que

i

¢ <o

' . . . . k
Notons 8 la limite de la suite croissante {d} , ou 8 <o
",
Supposons que d < o . La proposition 1.1 nous assure 1'existence d'un scalaire

d tel que
d = I p.c(s.) avec ) p.a(s.) =z p. > 0 j=1,...,0
-4 j ] s — j . j >

et
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n
Posons d-d = u > O

I1 existe un élément s de S tel que

c(§)~(xkla(§)) > H pour tout k de W .

(Sinon, pour un indice ko on aurait

k
c(s)-(x ®la(s)) < u x nl pour tout s dans S
z p.
j=1
et par suite
n k ko
% p.c(s:) - (x °lz) =d-d °<yp)
j:l j j
On a alors
d-q¥ = Sup [c(s)—(xkla(s))] z_c(é)—(xkla(g))
s€S
et
dRogk > M
— n
rp.
j=1
. . . -k Lk, _
On ne pourrait avoir lim (d"-d") = 0O

ko0

On a donc 1lim dk =
k-0

[

LEMME 2.3

Si on note A 1'enveloppe convexe de z U a(S), il existe une

constante r strictement positive telle que

AU -AC r.A
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DEMONSTRATION

L'hypothése H2 étant vérifiée, il existe pj >0 (j=1,...,n)
strictement positifs tels que
n '
b}
j=1

N
)

pja(sj) avec Sj €S

par suite

n p.
O:%z+ X ——%—(—a(s.))
n
avec K=1+ Z p. >0
j=1 -
et
n p.
0=L(zy+ v La(s.)
K 5=1 K ]

On a donc O qui appartient a 1l'intérieur de Al (-A).
On note B(O,e) une boule de centre 0 et de rayon ¢ contenue dans AU -A ;

S étant compact, AU -A est borné, il existe donc py > 0 tel que
AU -AC B(O,u)

De la relation
B(0,e) © A

on tire : ' ,

‘

B(O,u) =

o=

B(0,e) C % A

En posant v = %-on a le résultat.

Q.E.D.




THEOREME 2.1

Les hypothéses H1, H2 et H3 &étant vérifides, si la précision {nk}
de 1'algorithme est telle que ‘

lim nk =0
k>0

alors

1) 1im dk = 0
ko
11) 11 existe une sous suite {dw(k)} de {dk}‘telle que

1im (@ W@y 2o |
Jereo

DEMONSTRATION

. . . k PP
Si pour tout j la suite {pj}kEJN est bornée inférieurement par
un scalaire strictement positif on a d'aprés le lemme 2.2
lim dk = o et 1im (ak—dk) =0
k>0 k>0
le théoréme est donc démontré dans ce cas.
‘Supposons maintenant que {p}]f}ke]N ne soit pas bornée inférieurement

par un scalaire strictement positif.

. . » 3 k . Pl
Soit i, un indice de {1,...,n} tel que {p. } ne soit pas borné
1
inférieurement par une quantité strictemeht positive. On peut alors extraire

une sous suite définie par PPy N> N telle que
:pl(k)
lim Py =0
koo 1

S'il existe i, € {1,...,n} - i, tel que

P, ()

lim p. =0
T2
. (k)

on extrait de {pi . } une sous suite définie par ®, : N> N telle que
2

mQ(k)

1lim pi =0

ke 2
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On centinue cette opération jusqu'd ce qu'on ailt une sous suite

définie par $p : I > W telle que :

P10 4
1) lim p.p = 0 pour tout i dans I ={i ,...,1}
1 o) 1 P
L0
2) il existe p > O tel que pour tout i dans Il complémentaire de Io

dans {1,...,n} on ait

op_(k)
P
Ho<ops

Remarquons que l'ensemble I est non vide ; en effet,-de la relation

1

n
z = 5 p%a(s?)

J=1
on tire
n
Max |a(s)| j=1 J
s&S |

Démontrons le lemme technique

LEMME 2.4
I1 est impossible que, pour k fix&, 1'on ait pour tout k' > k

o (k) py k)
{si ;1€ Il}C{si ; i=1,...,n}

DEMONSTRATION

D'aprés 1'hypothése Hl, on a :

Max [c(s)—(xxla(s))] =d <0
SES
d'ou :
n n n
) ka(Sk)~(xx| ) p%a(sk)) <d % pk <0
et
n
k t H |
o< £ o 0a] < | + ¥l
j=1
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Par suite

N .
k 1 v *®
L p. < (lal + =" -ilzl) = k
5 o5 < 4]+ e
J
v k
avec d = lim d
koo
La suite {p}jf}kEJN étant bornée pour tout j € {1,...,n} , on peut
o (k)
extraire de {pip+1 }kG]N pour i, dans I, une sous suite définie par
) +l(k) :
{pip }kERJconvergeant ver 0, > 0 3 onjpeut de méme extraire de
p+l Tpt+l
Cpp'*'l(k)} (. d 1 ) . d/f. . n B\I+]N 1
pip+2 KETN lp+2 ans 1 une sous sulte définie par @p+2 telle qe:
P (k)
lim pip+2 = P, >0
koo pt2 lp+2

Fn opérant ainsi sur tous les indices de Il’ on dispose d'une

sous suite définie par P, ¢ N >IN telle que

P, ()
1im p. = 0 pour j dans I
Koo I ©
% (k)
1im p. = p. pour j dans I, avec p. > u > O
oo ] 1 i

Si le lemme n'est pas vérifié on a

P (k') p (k') "o (k') ® (k)
. a(s.” Y+ % p.n a(s. " )
-jeIO 3 J jell J J

—

o zZ =

pour tout k' > k

En faisant tendre k' vers 1'infini on aurait

% ()
z = Y p. a(s. )
jer, ,
. nop (k) @ (k) P (k)
. . . n n n
ce qui est impossible car z = I p. a(s. ) avec p. > 0

Le lemme est donc démontré.
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o (k)

Quitte a extraire de ﬂpjp } une nouvelle sous suite définie

k€N

par ® : N >~ IN , on peut supposer d'aprés le lemme que l'ensemble :

{;p(k+l)
]

; J € Il} contient au moins un point nouveau par rapport a l'ensemble

{é?(k) 5 §=1,...,0}

p(k+1)

Notons Sa(k) le dernier &lément nouveau introduilt et supposons

qu'il ait été introduit a 1'itération ¥(k)
(k) < ¥(k) <p(k+1))

On a donc :

’sg(k) si 5 # e(k)
é?(k+l) = j € Il
1\s§(k)+l si j = e(k)
De la relation :
FGt1) _ ég(k+1)c(§p(k+1)) .y 5?(k+l)c(§?(k+l))
jEIo J ] jell ] J

on déduit, en retranchant la quantité :

n
d\P(k) - (XW(k)IZ) -y é?(k+1)(xw(k)|a(§?(k+1)))
j=1

des deux membres :

’

. ép(k+1)~dW(k) - ap(k+l)[C(S?(k+1))_(XW(k)Ia(ép(k+1)))]
€1 J J ]
J
o
I S R E e N A EICL I
€L -
jte(k)

*,5ﬁgtgl)<5W(k)4dw(k)‘”W(k))
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¥(k)

En tenant compte de la définition de x et en ajoutant

b} 6?(k+1)(xW(k)|z) aux deux membres il vient
jeI,
ép(k+l)+(€(k)—l)dW(k) = % SP(k+l)[c(é?(k+l))—(xW(k)|a(§?(k+l5—z)]
ser I j j
o

N éﬁﬁi;l)(aW(k)_dW(k)_nW(k))

avec g(k) = % d?(k+l)
jel
Posons :

B(K) = 3 5?(k+1)[c(é?(k+l))—(xW(k)|a(é?(k+l))~z)]

jer_
et
W = Max |c(s)[
s€S
On a :
BUO| < e + 2 max [0

t€-a(s)U{z}

L'élément z appartenant d 1'intérieur du cdne convexe engensrd
par a(8) il existe, d'aprés le lemme 2.3, une constante positive w telle

que :

AU (-A) T w A avec A= w(-a(s) U {z})

[
L .

On a alors :

Max I(xW(k)lt)| = Max (XW(k)lt) < Max (XW(k)’t)
t€A tEAU(-A) tEwWA
ou
Max |(xw<k)lt)] < w. Max (XW(k)|t)

t€-a(s)u{z} t€-a(s)u{z}
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On a :
Max (XW(k){t) 5_Max[c(s)—(xW(k)!a(S))]+ Wt = EW(k)—dW(k)+wx
t€-a(s) s€S
et

En effet d* = (x*|z) est supérieur a dW(k) (lemme 2.1)

On a donc :

Max I(XW(k)It)I ﬁ_w(aW(k)-dW(k)) +w Max(wx,dx)
t€A

et par sulte :

|BOO| < e(x) [ +wMax(w®,d*) + w (EW(k)_dW(k))]

En posant :

d' = o* + w . Max (wx,dx) >0
il vient
o (k+1) iy q Y (K) L P (k+1)_¥(k) p(k+1) <Y (k) ¥(k)
d +(e(J)-1)d te(k)d"+p iy > (g we (k) (d d )
L'indice e(k) appartenant a I,,ona:
ok
O<u 5-5£Ek;l)

.

Y (k)

. La suite {d dW(k)} est majorée (pour k suffisamment grand)

par la suite {uk} avec :

1

k  p-we(k)

o (ép(k+l)+(€(k)—l)dW(k)+ e(k)d' + Kn
. k L, k
La suite {n } tendant vers zéro, la convergence de {d } vers d

et celle de e(k) vers zéro entraine :
1lim Oy =0
Jero0

et par suite :

vim (V0¥ - o

ko0
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. k . .
On a toujours d < o , en faisant un raisonnement analogue J

celui de lemme 2.2 on a le résultat

lim dw(k) =

koo

o

{dk} étant croissante

lim dk = o
koo

REMARQUE

k+1
P

Dés que ak—dk = o )—(xkla(zk+l))+nk est inférieur 3 e, 1'élément

xk est solution du probléme

k k

(P*) d" = Min [ (x]z)]c(s) < (x]a(s))+e]

Si € est petit xk sera donc prés de l'ensemble

A= {x € R"|(x]2) = a et c(s) < (X]a(s))}
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CHAPITRE III

PROGRAMMATION ET APPLICATIONS
DE L'ALGORITHME D'ECHANGE
DANS LE CAS OU IL EST ITERATIF

On décrit dans ce chapitre une méthode de programmation de
1'algorithme d'échange (dans le cas "itératif") pour la résolution du

probléme
(P) o = Min [< x,z >|c(s) < < x,a(s) > ¥s € S x € V+¥]

avec V de dimension finie.

La méthode consiste & former une procédure d'échange indépen-
dante des fonctions c et a ; cette procédure est ensuite utilisée pour
la résolution de nombreux probldmes correspondants 3 des données parti-

r

culiéres de ¢, a et du compact S.

Chaque exemple est décrit complétement, les procédures ALGOL W

correspondantes figurent en annexe.

MINIMISATION DANS R" D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE SUR UNE INTERSECTION

DE DEMI ESPACES.

- ¢ - ..‘ r\)
On s'intéresse ici au cas ol V = R~ et x = 0 ; c'est le probléme

du paragraphe 2.1
(P) o = Min [(x|z)|c(s) < (x|a(s)) ¥s € s]

ou (.|.) désigne le produit scalaire FEuclidien sur R.




- IIT.2 -

PRATIQUE DE L'ECHANGE

Notons u? = (c(s?),a(s?)) (j=1,...,n) les éléments de rOTT
appartenant a Jj(S) dont on dispose d l'étape k et R (c(zk+l),
a(zk+1)) 1'élément que l'on cherche a échanger avec un élément o (on pose

o ol A .k) o)
pour simplifier j = 3) .
On a :
ok k K X
(1) L p.u. = (d ,2) avec p. >0 (4=1,...,n)

o1 j

J

Pour obtenir jo on peut procéder de la facon suivante

1) On résoud le systéme linéaire
n
(2) X w.a(s%) = —a(zk+1)
j:l j ]
En ajoutant la relation
n .
(3) z pka(sk) =z
j:l j :]
w.
Jo
multipliée par - —— oo obtient
0.
Jo
n w wj wj
k+ k j :
(1) az™ + T (=L - 2y aih) = (- 2z
e k k 7 k
j=1 oL ok 2
J jo o
2) On détermine jO € {1,...,n} vérifiant
L K wj W
= _9° = 1 __j_.
do Sl ) Min ”
p:] ]_l: »11 p]
o
LEMME 3.1

Le scalaire o est strictement négatif .
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DEMONSTRATION

Si o n'était pas strictement négatif, en multipliant 1'équation

(4) par —a-et en 1l'ajoutant a 1'équation (3) on aurait
o
o K
0 = ¥ uy.a(s.) + p. a(z
j:l :l j jo

k+1
)

avec |, strictement positif et u., > O .
] o .
En multipliant scalairement par x on aurait

2 K
T p.c(sy) + p.
Pl R ]

(M) = Gogko kK

o

L'hypothése Hl entrainant par ailleurs

k+1 k+1

2 ®_, k % o k
0= ¥ u.(x |a(si)+u, (x la(z"" 7)) > ¥ pu.c(si)+u. clz )
j=1 ) I, jz1 3,

on aurait

ak—dk—nk < 0
ce qui est absurde.
Q.E.D.
3) Le scalaire o étant strictement négatif, on peut poser
W
W j
1 .k J o] . e
&_o'p:] ( pk pk ) y J=1l,...,n ’ j¢]0
S i,
J 1 i
o ] j_jo
o
Par définition de jO on a p?+l > 0
En posant
k . .
‘ Xu. 3=1,...,0 j#jo
k+1 _ )
u. -_-‘\
. B : .
3=1,
on a
k+1 o kbl K+l K+1
(d ,2) T L p. Tu. et on suppose (algorithme itératif) pj > 0 (j=1,.

j=1 -

.,n)
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CONSTRUCTION DE VALEURS DE_DEPART

I1 peut étre difficile de déterminer a priori des valeurs s?
de S et des coefficients p? vérifiant, au départ
oo o
z = ¥ p.a(s.) avec p. >0 J=1,...,n
i=1 J J
:]_
Une méthode pour résoudre ce probléme consiste d ajouter a
j(8) n points u? = (c?,a?) de R x R" (j=1,...,n) tels que, si

% est solution de P, x est aussi solution de

(P") o = Min [(X]z)lc(s) 5_(x|a(s)) ¥s € S c? < (x!a?) s §=1,...,0]
On choisit les élé&ments a? (§=1,...,n) de fagon qu'ils vérifient
Yoo
z = ¥ p.a. avec p? > 0
et les éléments c? j=1,...,n négatifs et de grande valeur absolue ; ainsi

les n contraintes ne seront plus "actives" aprés un certain nombre d'itéra-

tions.
La détermination de u? (j=1,...,n) peut se faire de la fagon
suivante
1) détermination de 1'indice i de {1,...,n} tel que, si on pose
z = (Zl" ’Zn)
on ait )
) |z.| = Min {z ]
il i
o 1=1,...,0
2) On note ¢ > 0 la plus petite valeur autorisée pour p? , et

u(i,3) la i composante du vecteur u?
On peut alors poser

o,. . . o,. . . . . 0
u (1 ,i = signe z. 3 u (i,1 =0 i=1,...,n i#i et p. = |2Z.
o? O) g lo: s O) Py 5 plo I

et
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a) Pour j > i
__________ o
- si Izjl > £ on pose
u?(3,3) = signe z. p? = |z.| et w(i,5) = 0 i=1,
- si [zjl < € on pose
O, - _ Ops oy _ _ o_ o _
u(j,3-1) =1 u(j,j) = -1 Py = 051725
u(i,3) = 0 dizl,...,n i#j
b) Pour j < i
__________ °
- si Izjl > € on pose
u®(3,3) = signe Z5 s p? = ]zjl et u’(i,j) = 0 i=1,...
- si [zj] < € on pose
Ofs O, o o
u(j,3) = -1 u{(j,j+1) = 1 ? = 57 g,
J-3 Js] pj pj+l i

uC(i,g) = 0 i=1,...,n i#]

La valeur la plus petite atteinte par pz sera

n
m = |z. l - [z.] > lz, l - n g
i . — i
o) =1 o
373 ,
il faut donc avoir
lzi l
£ < |z, | -ne ou O0<egec< 2
lo n+l

o0 ifd

o0 177

C'est la construction de ce vecteur qui fait intervenir explici-

tement les fonctions c, a et le compact S.

Pour chaque' donnée de c, a et S on doit pouvoir construire 1'appli-

cation qui 3 ¢ de W™ associe le vecteur e = (c(zk+1),a(zk+1

i tels que

i - c(zk+l)—(xk]a(zk+1)) = Max [c(s)—(xk|a(8))] .

s€S

})) et 1'élément




PROCEDURE échangedsrn (INTEGER VALUE n; REAL ARRAY z (x%);
PROCEDURE appui; REAL VALUE prec; INTEGER VALUE itermax; REAL ARRAY x (#); REAL RESULT d;
LPGICAL RESULT itératif);

COMMENT

- I11.6 -

La procédure APPUI jouera ce rdle dans les programmes.

En définitive, la téte de la procédure ALGOL W décrite en

annexe aura la forme de

La procédure calcule dans x = (Xl""’xn) et dans d de R des

valeurs approchant (respectivement) x et solutions du probléme
o = Min [ (x z)|c(s) < (x|a(s)) ¥s € s] = (x]2z).

La valeur logique itératif prend la valeur FALSE si 1l'algorithme n'est pas
itératif.

Le scalaire strictement positif PREC représente la précision que 1l'on désirg
atteindre, l'arrét de l'algorithme se produisant sur des valeurs x et d

telles que
d = Min [(xlz)|c(s) 5_(x|a(s)) + PREC V¥s € S] = (x]z)

ol lorsque 1l'on dépasse le nombre d'itérations ITERMAX > N.

La procédure APPUI a pour paramétres formels le vecteur x = (Xl""’xn)’
le vecteur e = (eogel,...,en) et le scalaire i1 ; elle calcule dans e et i
les valeurs € st et 1 telles que
I=e - (x](ef,.n5e)) = Max [e(s)-(x]a(s)] ;
s€S
REMARQUE

La structure générale d'un programme ALGOL W résolvant le probléme
(P) a = Min [ (x]2)]c(s) < (x]a(s)) ¥s € 5]

sera
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PRUCEDURE résolutiondep (en paramdtres formels n,z,c,a et S;
précision dans PREC; résultats dans x et d; réponse 3 la question
l'algorithme est itératif dans ITERATIF);
BEGIN C@MMENT définition de la procédure appui;
PRPCEDURE appui ( REAL ARRAY x,e; REAL ib;
BEGIN

END appui

échangedsrn (n,z,appul,prec,itermax,x,d,itératif)

END résolution de p;

PROGRAMMATION LINEAIRE.

On a dans ce cas
S ={1,...,m} avec m > n

L'hypothése Hl entraine qu'il n'y a aucune contrainte de type

égalité, c'est-d-dire de la forme cj = (x!aj).
Les itérations se terminent en un nombre fini d'étapes.

tlge s qui réalise

le maximum de c(i)—(xkla(i)) on peut se contenter d'un &lément Z a1 que

I1 n'est pas utile d'avoir a chaque étape k 1'élément zk

k+1
Z

(2" -(x|a(z"1)) > 0

REMARQUE
Dans ce cas la proposition 1.2 donne pour le probléme dual
k k
(Q) -B = Max [.Z_pici|1 <k<n Py > 0 .Z p.a; = z)
i=1 ' 1=1

formule classique du dual d'un probleéme de programmation linéaire. Le choix
d chaque étape de n points a, de S correspond au choix d'une base dans la
méthode du simplexe, l'échange représente alors une itération de 1l'algo-

rithme du simplexe appliqué au probléme "dual"

m
(Q") -8 = Max [(plc)] p> 0 L p.a. = Z]
I

en notant p = (pl,...,p ) c = (c

m 1 "Cm)
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. . k . . p
Les coefficients pi (i=1,...,n) successifs représentent les

valeurs non nulles des points extrémaux du polyédre

[v

m
P={p€R" = p;a; = z o 0}

i=1
L'algorithme est itératif si aucune "dégénérescence" ne se

produit dans 1l'algorithme du simplexe appliqué a (Q').

Appligué au probléme "dégénéréd" :

o = Min [ -0,75%, +20x

1 2—0,5x3+6x X, <1 x ,XQ,X3,X >0

yl173 1 4
0,25%,-8x,-x,+9x, < 0 ; 0,5%,-12x%,-0,5%,+3x, < 0]

la procédure PROLINECH a donné en six échanges pour minimum -1,250028 la

solution étant

x = (1,0,1,0)

MINIMISATION SANS CONTRAINTE D'UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE.

Soit £ : R"

+ R une fonction convexe et dérivable sur R
On suppose qu'il existe x° dans R" tel que l'ensemble
T = {x € R" £(x) S_f(xo)} soit borné.

On cherche & résoudre le probléme

’

o = Min_ f(x) = Min [f(x)|x € T]
’VxEﬂ{n

L2

La fdnction f étant dérivable, sur T on a :

(%)

It

Max [f(t)+(f'(t)|x—t)]
t€T

En posant

c(t)

il

F(E)=(£7 ()| 1)
a(t) = -f'(t)

on a (voir chapitre 1)

a = Min [ ((x,d)](0,1))]c(t) < ((x,d)|(alt),1)) ¥t € T] .




- ITT.9 -

On aura donc dans ce cas

. . . nt+2 . T
et la fonction "appul" déterminera un élément e de R et un scalaire i

tels que, pour un (x,d) de RO donné, on ait

e = (c(t),a(t),1) avec =z tel que
1= ce(t)-((x,d)|(alt),1)) = Max [c(t)—((x,d)f(a(t),l))]
teT

ou

c(t)=(x]a(t)) = Max [c(t)-(x|a(t))]

teT

et

i= c(%)—(xla({))—d
Soit

F(E)+(F (D) | x-1) = Max [ F(O)+(£' (1) |x-1)] = £(x)

t€T

d'ou

t = x

e = (F£(x)-(£'CG)|x) , -F'(x),1) et 1 = £(x)-d
(on posera dgns le programme Roel T d).
REMARQUE

La condition imposant & chaque étape 1'appartenance de z = (0,1)

. . - k . .
d 1'intérieur du cdne convexe engendré par a(sj) (j=1,...,n) s'écrit dans

ce cas
! n+1
k k
(0,1) = £ p.(a(sl),1)
j?l J _,]
soit
n+l n+l
k k k k
z ' (t)) =0 et % .= 1 . >0
. p] J p] p]

j=1 J=1
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Lorsque n = 1, l'algorithme peut &tre décrit de la facon suivante

Etape 0 : on considére deux abscisses ty et t, telles que

f'(tl) et f'(tQ) soient de signe opposé.

Etape 1 : soit x l'abscisse et d 1l'ordonnée de l'intersection des deux
droites tangentes a f en t, et t, l

Etape 2 : si f(x)-d < € on arréte sinon on va a l'étape 3.

Etape 3 : calculer f'(x).

Etape 4 : on échange x avec l'abscisse ts (i=1 ou 2) telle que f'(ti) et

z

f'(x) soient de méme signe et on va d 1l'étape 1.

On peut faire une description géométrique analogue pour

n quelconque.
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La procédure correspondant 3 la méthode précédente est MINFCTCONV.

Appliquée 3 la minimisation de la fonction
- L2182 B 2 Y o 2
f(xl,x2,x3,x4) = lOO(x2 Xl) + (1 Xl) + 90(Xl1L x3) + (1 X3)

+ 10.1[(x2—l)2 + (xq—l)zj + 19.8(x2—1)(x4~1)

la procédure aprés 84 échanges, a donné pour vecteur solution
; = (0.9973434, 0.9945696, 1.003249, 1.006322)
la solution exacte étant le vecteur
x = (1,1,1,1)
On a :

. ) ]
F(X) = 4.40 % 10°° et £(%) = 0

MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE AVEC CONTRAINTES.DERIVABLES.

On considére le probléme

(P) o = Min [fo(k)|fi(x) <0 i=1,:..,p]

[
L2

n. . . .
ol f. + R >R i=0,...,p sont des fonctions convexes dérivables. On

suppose qu'il existe x® dans R" vérifiant fi(xo) <0 i=l,...,p tel que
T={x € RYE G < £ et £,(x) <0 iz1,...,p)

est non vide et qu'il existe x* de R® tel'que
fikx*) <0 izl,...,p .

Sur T la fonction fo peut s'écrire

£ (x) = ¥2? [£,(0+(£! (0) [x-1)],
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Le probléme (P) s'écrit alors :

(P) a = Min [((x,d)[(0,1))[£,(x) < 0 i=1,...,p;F (O)+(£1 (1) |x-t) < d
vt € T)
De méme :
fi(x) = ?Z? [fi(t)+(fi(t)[x—t)] izl,...,p
d'ou :
o = Min [((Gx,d)[(0,1)) £, (O)+(£1(t) |x~t) < ny 1=0,...,p ¥t € T

avec

d si i1 =0

ﬂi-
0 sinon.

On a aussi

Q
1"

Min [ (Ge,d) [(0,1)[£_(0)-(£1 () [£) < ((x,d)[(=£1(£),1)) ¥t € T
O O

£.(0)=(£1(0)|t) < (G, d)[(~£1(1),0) ¥t € T]
1 , i

Posons

wn
t

- {0,...,p} x T
Soit ¢ 1l'application de S dans R définie par :

c(i,t) = £.(0)-(F1(D)]1)

et a l'application de S dans B{n+l définie par :

a(i,t) = —vfi(t)
En posanf
(1 si i=0
5. :i
&Q sinon

le probléme (P) s'écrit

o = Min [ ((,d) [(0,1)) [e(i,t) < (x[ali,t))d.5; (i) € 8] .
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.On retrouve la forme générale du probléme7du paragraphe-2.3.1.

La fonction APPUI sera 1'application qul, da un element (x d) de H{n+l

n+2

associe 1'élément e de R et 1 de R tels que

= (c(3,1),a(3,1),8))
N

avec (j,t) défini par

1= c(3,0)-(x|a(3,0)-d8_ = Max [c(j,t)-(x|a(5,t))-ds.]
i (3,t)€s -
soit
i= Max {Max [£. (t)+(f'(t)!x—t)] d6 }
j=0,...,p t€T
d'od t = x et
i= Max [f.(x)-d8.] = £ (x)-d§_
j=0,...,p - . 3 ]
Par suite
e = (F_(x)-(£'(x)]|x),-£'(x),5 )

J 3 N J

La procédure correspondant 3 ce probléme est MINCONTR.

Appliquée & la résolution du probléme

(P) o = Min [x +x2]xi—x <0 et x, >0]

1 2 — 1 -

on obtient '‘en six itérations

"0,= 0 et x. = xX.=0..




3.5.

- ITT.14 -

MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE SOUS DIFFERENTIABLE AVEC CONTRAINTES

SOUS DIFFERENTIABLES.

On considére comme dans l'exemple 3 le probléme :

(P) o = Min [fo(x)|fj(x) <0 j=1l,...,p]

En supposant maintenant fi : R" > R convexe et sous différentiable

(Bfi(x) £ ¢ ¥x) pour.i:O,...,p . L'exemple 3 est évidemment un cas parti-
culier correspondant au cas Bfi(x) = {fi(x)}

On suppose encore qu'il existe X dans R" vérifiant f.(xo) <0 j=1,...,p
tel que T = {x € ﬂ{nlfo(x) i.fo(xo);fj(x) <0 j=1,...,p} est borné qu'il
existe x+ tel que fj(XX);< 0 (j=1,...,p)

On a pour x dans T :

f.(x) = Max [< x,t > - 0)]
t€T )

ou f? désigne la polaire de la fonction fj

(f?(t) = sup_ [< x,t > ~£G)])
xER

Le probléme (P) peut donc s'écrire
o = Min [((x,d)l(o,l))|—f§(t) 5_((x,d)l(-t,6j)> 3=0,...,p CLET

en posant

f

. V(L) = —f?(t) ot a(j,t) = (-£,8.)  § = {0,....p} X T

on retrouve la forme standard du paragraphe 2.1 dans Hin+l .

La fonction APPUI fera correspondre dans ce cas le vecteur

e = (e ,e ’en+l) et 1 a partir de (x,d) € R” + R avec

€. 0
0*71? n

11

e = (c(j,t),~t,8 ) et (j,%) € S tel que
' ]
= c(3,8)-((x,d) | (-t,8 )) = Max [c(3,t)-((x,d)]|(-t,8.))]
' ’ i t€T J
3=0,...,D

=
i
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Soit
i= Max {-d&.+Max [ (x t)-£(t)]}
3204444 ,p 1 ter ]
Mais
S e
M -f. = | )=t .) = .
Ha [(x t) ff(t)] (x[t5) £(8)) = £500
avec
t. € 9f.(x)
J ]
D'ou
i= Max [ f.(x)-d8.] = £ (x)-d§_
j=0,...,p T3 §
= ~FE)-((x,d) | (-T_,6))
s 20

J 13

Par suite

®
i1

(-£%% ),-T_,6 ) avec t_ € ¥ (x)
I T B I3

-

On peut donner comme exemple de fonction convexe sous différen-
tiable, une fonction qui est l'enveloppe supérieure de fonctions affines.

Nous traiterons ce cas plus directement dans 1'exemple 6 suivant
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MINIMISATION DE L'ENVELOPPE SUPERIEURE DE FONCTIONS AFFINES SUR UN

POLYEDRE

On considére le probléme :
(P) o ='Min.[ Max (c.—(x|a;))|c.—(x a.) <‘O i:m+1,...,p]
.- i i i i’ =
1=1,...,I
ol (Ci’ai) € R xR" i=1,...,p sont donnés avec n < p.

Le probléme (P) peut s'écrire
a = Min [((x,)}(0,1))]e, ~(x]a;) < 8y pi)d i1, ... ,p]

avec

1v0 si i=m+l,...,D

6 = Min [((g,@[(o,l))[ci 5_((x,d?|(ai,al,m(i))) i=1,...,p]

On a un probléme analogue a l'exemple 1.
Pour que (P) ait une solution, il faut (hypothése H2) que (0,1)
appartienne 3 1'intérieur du cdne convexe engendré par (ai,Gl m(i)) i=l,....p
S

il doit donc exister des coefficients pi,...pi > 0 tels que

r 71 n
& k 0 =p, a, +...+p. a,
‘ i, 1l ln 1n
n
et 1= L 0.
. 1.
1=1 J
1<i.<m
—

On suppose de plus (hypothése H1) qu'il existe %* dans R" tel que

b3 .
c; - (x Iai) <0 i=m+l,...,p
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La fonction APPUI déterminera dans ce cas, d partir de x ‘et de

d = X g Un élément e = (eo’el’°f"en+l) etvun sgalélre i te}slgge‘:
1= e ~(Co)f(a 8y (5 = Max  [ei-(x[as)=8, (5)a]
i i J=1se..sp
et
e = (c_,aT,él’m(ﬁ)) .

J 3
REMARQUE

Le nombre de points de S = {1,...,m} étant fini, la fonction APPUI
peut se contenter de déterminer un élément j tel que 1 soit strictement

positif. D'aprés le théoréme 2.1 on aura convergence de l'algorithme d'échange.’

Application numérique

n = u m =25 p:10

On prend pour coefficients

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cc(J) 30 30 -3 -2 -1 30 30 30 -4 -3
A(1,J) 2 -1 1,5 | 4,3 {-5,1 1 1 2 0 -1
A(2,3) | -6 0 3,2 | 3,8 | 0,32 2 -y mn -1 5
A(3,J) 0 0 | 0,3|6,1 |2u | 8 -6 3 -2 -3
AC4,J) 0 0 |-4,5 |-3,5 | 3,4 | -u 0 2 -3 8
- ‘ VA S SRR

e e e S — s i b ot \\/,_,--/ﬁ—.f\____.v.._,.,m
coefficients définissant coefficients définissant

la fonction 3 minimiser les contraintes

, Le minimum obtenu en 8 échanges est 216,4242 ; il est atteint
pour x = (36.10, 3.92, -1.60, 1.09).

. Les contraintes 6, 7, 9 et 10° étant actives.
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MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE DIFFERENTIABLE SUR UN CONVEXE

DEFINI PAR UNE INFINITE DE CONTRAINTES.

Soit f une fonction convexe différentiable de R dans R, T un
compact quelconque et g une application de T X R"™ dans R. On suppoée que
pour tout t l'application x = g(t,x) est différentiable.

On considére le probléme :
(P) o = Min [f(x)]g(t,x) <0 ¥t € T]

On suppose qu'il existe x° dans R" vérifiant z(t,x") <0 ¥t €T tel que
K= {x € IRnlf(x) f_f(xo) 5 g(t;xo) < 0 ¥t € T} soit borné et qu'il existe
x* de R" tel que g(t,xx) < 0 ¥t € T . Ce probléme peut aussi s'écrire

sous la forme :
o= Min [f(x)]|g(t,x) <0 ¥t € T et x € K]

ou

as Min [ ((x,d)[(0,1))|f(x) < d g(t,x) <0 ¥t € T}
Sur K on a aussi :

£(x) = Max [£(y) + (£'(y)|x-y)]

yEx.
et
g(t,x) = Max [g(t,y)+(g! (t,y)|x-y)]
yEK
ou g;(t,y) désigne le gradient en y de la fonction x > g(t,x).

On a donc
o = Min [ ((x,d)] (0,10 £)~(£' (1) ]y) < ((x,d)] (~£'(y),1)) ¥y € K

‘ L gy =gl ]y) < ()] (' (t,y),0))
| | w(t,y) € T x ]
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Si on note t+ un point n'appartenant pas a T,
*
g(t™,x) = . f(x)

= (TU {t*} ) x x

wn

Pour (t,y) dans

c(t,y) = glt,y)=(g! (t,y)]y)
1osi t=tr
a(t,y) = -g'(t,y) ; Gt =
0 sinon
alors le probléme (P) peut s'écrire
(P) o = Min [((x,d)](0,1))]e(t,y) < ((x,d)|alt,y),8,) ¥(t,y) € ]

On retrouve dans H{n+l la forme standart du paragraphe 2.1.1.

La fonction APPUI sera l'application qui,d un élément (x,d) de
n

R x R (on posera dans le programme el © d) ,fait correspondre 1'élément
nt+2 . T
e = (e ,el,...,en+1) de R et le scalaire 1 tels que
e = (c(t,y),a(t,y),8)
t
avec :
is= c({,§)—(x|a(%,§))—d6_ = Max [c(t,y)- (xla(t,y)) -dé8 ]
' t  (t,y)€S
Ou < '
i= Max [ Max (g(t,y)+(g (t,y)|x-y)-dé ]
teu{t¥} yEK
= MaxX [g(t,x)-d8S ] = Max [ f(x)-d ; Max g(t,x)]
t€TU{t"} , €T
Si I = f(x)-d on aura : t = t* et y = x d'ou :
= (£(x)-(F' ()] %) ,-F'(x),1)
. T n - ny - o
Si i = Max g(t,x) = g(t,x) onaura t =t ety = x d'ou :

t€eT
= (g0 -(g(F,0)]),-g1 (¥,%),0)
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APPLICATION

Approximation dans un espace de hilbert d'une fonction vérifiant
des contraintes données.

Soit : wu(t) = sin t
on veut approcher u par un polynome p(t) = x_ +x, t+x t2+x,t3+x tF de degré 4

172 3 L 5
vérifiant la contrainte

cos (t)-p'(t) < 0,02 sur [- g , + g.]
Plus précisément, posons
U | m
5 2, , 2
Inll= = f o p(edt 5 <u,v > = [ ult)v(t)de
) T2
' m 0
et ¢ = {p€ Pulcos t-p'(t) < 0,02 t¢€ [- 5 5—] }

On cherche p dans C tel que

1,2 _ 1 -2 _ . 1 2
5 - = 5 lu-pl| < = Mlg 5 || u-pl|

Si G désigne la matrice de Gram des fonctions Ti(t) = tl_l 1z1,...,5)
(matrice symétrique formée des produits scalaire <'Ti’Tj > i,j=1,...,5)

et h = (< T ,u>,..., <T_,u>)€ R
On a :

: 5 ’
N N 1 2
o E(x) = E(xg,eax)) = 5—“g - -Z XiTiH

¥

%‘(X'GX)—(X|h) y 1< u,u >

2
5 -
Le polynome p(t) = L xitl appartient & C si
i=1
> . i-2 ' T
cos t - (1—l)xit < 0,02 t € [- st 5-]
‘ i=2 '
ou ; en posant
g i-2
g(t,x) = cos t - L (i-l)xit - 0,02
i=2
on doit avoir :
m 7
glt,x) <0 vt € [ - 50 5 ]
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Posons

v 1
f(x) = £(x) - 7 < u,u >

Le probléme s'écrit alors

On a :

et

Avec

Par suite

o= %_(82_<:u,u>) = £(x) = win [£(x)|g(t,x) <0 ¥t €[~ 7, gJ]

f'(x) = Gx-h

g;(t,x) =z (o,-1,—2t,—3t2,—4t3)

1 ..
/ — 37l o5 14922,4,6,8,10
(i+j-1)2t"J
G = (a. ) a, =
1. 1.
J J 0 si i+j=3,5,7,9
b, = 0 h, = 2
h, = (-2 Y- i-1) (i-2)n I
i 2 i_2 CRLEEY
2
_ am a
hy = 0 h, = 5= - 12 hg = O
5 5 2
f(x) = E r x. % a. x.-2x —(EE— - 12)x
2 .. i . i.73 2 2 )
1=1 J=1 7
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Aprés 208 échanges, la procédure MINFCTCONTRINF a donné

le polynome
P(t) = -0,726 + 0.991 t - 0,032 t% - 0,137 t® + 0,0065 t*

et on a %—“Sin - ?H = 1,32
On peut noter que, dans cet exemple (et d'une facon générale
pour des normes d'espace de Hilbert) méme si 1l'algorithme est 1tératif,

. k . N - .
les points a(si) (i=1,...,5) ont tendance a converger vers un meéme point.

Aprés un grand nombre d'itérations l'algorithme devient instable.

ALGORITHME DE MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE DANS UN CONVEXE

D'UN TRANSLATE D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINI.

Dans X espace vectoriel topologique localement convexe on consi-

dére le probléme

(P) a = Inf [< x,z >|x € Vix et c(s) < < x,a(s) > ¥s € s]

[
&

"
ol V est un sous espace vectoriel de X de dimension p ; z et x donnés ;

c et a applications continues de S compact dans R et X.

On suppose, comme dans le chapitre 1, que sont vérifiées les

hypothéses
HO o est fini
: . * v *
H1 il existe x™ € V+x tel que c(s) < < x7,a(s) > ¥s € S

H2 z' € ir éc(a'(S)) (Voir page I.11)
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On a alors (proposition 1.2) :

k k
n
Q) o =<x,z>+ Max [ % p.c(s.) —‘<¥, r p.a(s.) >|
L i . i i
i=1 i=1 e
K o
1<k<p 5 p, > 0 3 5, €S 3 i§lpia(si) € vo+z]

On résoudra le probléme (P) selon la méthode décrite en 2.2 par

les équations (1) & (6).

5.8.1. PRATIQUE DE L'ECHANGE.

Notons u? = (c(s?),a(s?)) (j=1,...,p) les éléments de R X X
appartenant a j(8) dont on dispose a 1'étape k
On a (équation (1) de 2.2)
; p%a(sk) € v%+z
521 303
Soit

k+1

o - (c(zk+l),a(zk+l))

1'élément que 1l'on cherche d échanger avec un é1ément u?
o
Pour obtenir jo € {1,...,p} , on peut procéder de la facon

suivante
1) on résoud 1l'équation
p 14
(1) . I w.als) +azt) e v°
j:l‘j J

en ajoutant la relation

w.
J p
- = (z pka(s%)—z) € v°
k . j 3
[ 1=1
Io
on obtient
P o, Y “3
a(zk+l) + 7 p% (L - ——gda(sk) +—=2€ v° .
j=1 3 P oK I oK
J ] j

O O
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2) On détermine jo € {1,...,n} vérifiant
W.
3y W
ao = 5 c . Min i
(o J71l,ee05p P
3y ]

En appliquant le lemme 3.1 au probléme de minimisation mis sous la forme

de la proposition 2.1 on a

a_ strictement négatif.

w.
w. 3 w.
S SN s I -5y - ko J cq= 177
= pj(k ) (pj OL) J=1,eeop 73
o o o) o
J JO
pk+l _
]
1__1 si 3=
o (@]
. o)
On a alors p?+l >0
et
{ u 1=1, - 5D j¢:|
k+1 _ J ] °
u. - \
] k+1 ..
L e 373,

3.8.2..CONSTRUCTION DE VALEURS DE DEPART.

Il est en général difficile de trouver directement des valeurs

S? (i=1,...,p) de S et des cocefficients p? > 0 tels que

P

)3 p?a(s?) € vtz

j=1 J J

Afin d'éviter cette difficulté, on ajoute a 1l'ensemble des contraintes
c(s) < <'x,a(s) > ¥s € S

p contraintes définies par les éléments (cj,aj) de R x X

c. < < %,a. > j=l,eee5p
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On choisit ces contraintes de fagon que =
i) la solution du probléme (P) n'est pas altérée :

f\' ' N
o = Inf [<x,z >|x € V#x ; c(s) < < x,a(s) > ¥s € S et

c. < < x,a. > j=1,...,n]

J - 3
ii) on puisse construire des coefficients p? > 0 tels que
P
)3 p?a. € vo+z .
j=1

Nous indiquons un algorithme de construction de valeurs de départ
directement inspiré de 1'algorithme décrit dans le paragraphe 3.1. Lorsque
X = R" et lorsque 1'on ne connait explicitement qu'une base Vp+l""’vn
de V° (cas le plus courant) un autre algorithme est utilisé (voir paragraphe

3.9).

On note Vl’v2""’vp une base de V.
1) On détermine 1'indice i de {1,...,p} tel que :
|< V. 5z >| z |< Max |< V.,Z >|
e} i=1,...,p
2) on détermine a; dans X vérifiant
o
< V. a, > = signe < v, ,z > <v,,a, > =0 1i=1,... 1#1
;0% ‘g i 1093 s 2P o
o o o ’ o
L O‘
et on pose pi = |< vi A >| .
: o o

. . PO . ‘ . o O P
Si e désigne la plus petite valeur autorisée pour pj (e représente
en fait la précision de l'ordinateur utilisé) on. pose
a) pour j > io

- si | < visz >| > e

On détermine a, dans X vérifiant

< v.,a. > = sgigne < Vj,z >

< vVv.,a. > =0 i=l,...,p 1i¥] .
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o

On pose p. |< V.,2 >
] J

- si < vj,z >| <e

aj est solution de
<v.,a.>=-1 et<v.,,a.>=0 i=1,... i#7
]5] 13:] 3 SP j

1'élément ay. est modifié de fagon que sa composante sur vy soit

i

< . > =
Vj’aj—l 1

les autres composantes &tant inchangées.

On pose

b) pour j < io
- si | < viez > > e

On détermine aj comme solution de

< > = si < v.,z > < v,,a. > = i=1,... i#]
Vj,aj signe V]’Z et vl,a] 0 1=1, ,D  1i#]

On pose
pcj?.: l< vj,z >|
- si | < Vs»z >| <e ,

On détermine aj comme solution de

< vj,aj > = -1 < vi,aj >=0 i=1,...,p i#3

On modifie’aj+l de facon que 'sa ‘composante sur Vj soit
. > =

< Vj’aj+l 1

On pose

p: = p? - < v.,z >
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La valeur la plus petite atteinte par '?'sera :

m=<vi,z>|—'§|<vj,z>|_>__|<Vi,z>—n€
o 1=1 o
I#3,

on doit donc avoir :

< vi A >|
o)

ptl

Les éléments cj sont pris de fagon d ne pas vérifier les contraintes 3

l'optimum ; on prend pour cela cj négatif et de grande valeur absolue.

REMARQUE

On peut chercher les éléments aj (j=1,...,p) dans V ; ils

s'expriment alors sous la forme

>3 .
a. = L ayv, (o; € R.)
j R AR | i
i=1
Les éléments ag (i=1,...,p) étant solution d'un systéme linéaire de la forme
Gal =+ e&J

avec G matrice de Gram formé des éléments < vi,vj > et

el = (0,...,0,1,0,...,0) avec e% =1 .

I3

APPLICATION A LA MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE DANS UN CONVEXE D'UN

TRANSLATE D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE R"

n

Dans le cas ol X = R~ , le probléme (P) du paragraphe 3.8 s'écrit

(P) a = Inf [(x|2)] x € V4% et co(s) < (x|a(s)) ¥s € s]

avec V de dimension p engendré par Vl,...,vP
L'espace V° est alors de dimension n-p et engendré par les é&léments
n
Vp+l""’vn de R

On ne suppose connus que les &léments Vop1ott sy -
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La construction des valeurs de départ peut se faire suivant une
méthode analogue 3 celle exposée dans le paragraphe 3.1.
On construit ainsi des éléments p? >0 (j=l,;..,p) ‘et une matrice U &
p colonnes et n lignes telle que

O

P
(1) X P

j=1

U(%x,j) = 2

ol U(x,j) représente la jeme colonne de la matrice U.

On détermine d'abord les p premiéres lignes de U et les &léments p?
(j=1,...,p) on compléte ensuite une colonne U(x,io) de U de fagon g vérifier
1'éguation (1).
On pose alors

U(x,3) = aj i=1, ,p et on a

P oo n o o .

Y p:a. + X pjvj =z avec pj =0 j=p+l,...,0

j=1 23 gepat

L'élément xX de V+§ vérifiant
k k k .
c(sj) = (x Ia(sj)) j=l,....p

sera solution du systéme linéaire

(xkla(sg)) c(s?) 521,...,p

n ,
(Xklvj) (xlvj) J=P+l,...,0

de n équations a n inconnues.

‘
@

+1 k+1

),a(z )) de B{nfl et un

élément de U(x,jo) = (c(skk)) (voir équations (5) et (6) de 2.2.) pourra

Jo

s'opérer de la fagon suivante

L'échange entre le vecteur (c(zk

On résoud le systéme linéaire

i

n

) w.a(gk) + L w;v. = —a(zk+l)

on ajaute 1l'équation

1% o | “

X pka(sk) + I pgv. = z multipliée par - —E9~: - ag
i=1 ] J j=p+l J 3 pj




-~ I1IT.29 -

On obtient :
p W ®3 n w ¥
Loahy p N -l oa s p Ll oy, -,
s ] o k . k k N
0 3=1 o P. 0. J=p+l o Q. P
] jo J jo

On détermine jo dans {1,...,p} tel que :

[IVI
jo wj
ao = T . Min "
O J=1,...,p pP.
jo ]

1'hypothése H1 étant vérifiée on a - a >0

On pose alors

kY
D:] - &— J=1,...4n :1#]0
o]
k+1 _
%
-1 -
5 3=3,
)
et
(e(s$),a(s8))  pour 71,0 33

(e(s5™),a(s5™) -
(c(zk+l),a(zk+l)) si j:jo

Le choix de jo entraine

p - n
) pk+la(sk+%+- ) pk+lv. =z
MREE jeprl )
ou
p
)X p¥+1a(sk+l) € vz
j=1
avec pk+l >0 .
;i =
k+1 >0

On suppose (algorithme "itératif'") que pj
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La t8te de la procédure (algol W) de 1'algorithme d'échange permet-

tant de résoudre le probléme (P)
(P) o = Inf [(x]2z)] x € V+X et c(s) < (x a(s)) Vs € s]

n . . o .
avec x dans R, V de dimension p, V  engendré par Vp+l""’v s'écrit
n

PROCEDURE echtransdern (INTEGER VALUE n,p; REAL ARRAY vo(x,%);
REAL ARRAY z, xt(x); PROCEDURE appui; REAL VALUE prec;

INTEGER VALUE itermax; REAL ARRAY x(%x); REAL RESULT d;

LOGICAL RESULT iteratif);

COMMENT 1a procédure calcule dans D avec la précision PREC et dans
X(1),...,X(N) la solution du probléme (P). L'é1ément ¥ est représenté par
XT(1),...,XT(N) et la base v, de v° par : V@(%,P+1),...,V@(%,N). La procé-
dure APPUI (X,E,IB) calcule dans E(0),...,E(N) et dans IB les valeurs telles
que

n

1B = E(0) - % X(3).E(3) = Max [c(s)-(x|a(s))] .

j=1 s€S
itermax indique le maximum d'itérations autorisées dans la méthode d'échange.
La valeur logique itératif prend la valeur TRUE si aucun des p? (3j=1,...,n)
n'est inférieur & 1077 ; 1'algorithme est alors itératif. Si 1'hypothése H2

n'est pas vérifiée, un ordre d'écriture 1l'indique.

La résolution de (P) pour des fonctions c et a particuliéres aura

la structure générale (voir paragraphe 3.1).

PROCEDURE resolutiondep (INTEGER VALUE n,p; REAL ARRAY
vo(%,%); REAL ARRAY z,xt(%); spécification de s, c et a;
REAL VALUE prec; REAL ARRAY x(%); REAL RESULT d; LOGICAL RESULT itératif);

COMMENT cette procédure résoud le probléme (P);

BEGIN  PROCEDURE appui (REAL ARRAY x,e(#); REAL RESULT ib);
COMMENT définition de la procédure "appul' utilisée dans
echtransdern 3 partir de s, ¢ et a;

BEGIN

END appui;
echtransdern (n,p,vé,z,xt,appui,prec, nombre défini suivant le
probléme, x,d,itératif)

AND resolution de p;
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EXEMPLES

3.10.1. PROGRAMMATION LINEAIRE AVEC CONTRAINTES DE TYPE EGALITE ET
DE TYPE INEGALITE.

On considére le probléme

(P) a = Min [(X]Z)I(X|bi) = f, i=l,....q c; 5_(x|ai) i=1,...,m]

Le sous espace vectoriel V est alors l'orthogonal au sous espace
vectoriel engendré par b, ,...,b ; ces éléments forment donc une base de V°.
On détermine un élément x de R~ en posant x; =0 (i=gq+1,...,n) et en résol-

vant le systéme linéaire

q jr\l
% bi xj = fi i=1,...,9

J

1
- 1 n
avec bi z (bi""’bi)

La procédure appui sera la méme que celle définie en 3.2.

La téte de la procédure résolvant le probléme est

PROCEDURE prolin (INTEGER VALUE n,q,m; REAL ARRAY a,b(x,%);

REAL ARRAY c,f,z(%); REAL VALUE prec; REAL ARRAY x(%);

REAL RESULT d, LOGICAL RESULT iteratif);

COMMENT la procédure calcule par la méthode d'échange le minimum D de

(X|Z) pour X vérifiant les contraintes de type inégalité

n 1
T A(LLI) X(F) < C(i) (i=1,...,M)
j=1
et les contraintes de type égalité

n
2 B(i,j) X(j) = F(I) (i=1,...,Q) ;
j=1 '
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3.10.2. MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE DE n VARIABLES DANS UN
CONVEXE D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL.

On considére le probléme
(P) o = Inf [f (x)]£.(x) < 0 i=1,...p (x|b,) = g. i=1,...,q]
o i — i i
ol g <n . On suppose qu'il existe x° vérifiant (xolbi) =g izl,...,.q
et fi(xo) < 0 i=1,...,p tel que 1l'ensemble
T = {x € R"|f(x) § fO(xO) 3 £(x) <d i71,....0 (x|b)=g, i=1,....q}

soit borné ; et qu'il existe x* de R™ tel que fi(xx) <0 i=l,...,p

* .
et (x |bi) = g; i=l,...,9 .

Les fi (i=0,...,p)sont des fonctions convexes dérivables de R™ dans R.
Les fonctions fi peuvent s'écrire sur T :

fi(x) = igi Efi(t)+(f£(t)|x—t)] 120,400 sp

On a alors (P) qui s'écrit

oz Inf [((x,d)|(0,l)) fi(t)+(f£(t)!x—t) <n iz0,...,p ¥t € T]

(x[b,) = £; iz1,...,q

“d si i=0
avec N, =
0 sinon . ‘ ,
.

En définissant comme en 3.4 les applications c et a de

sz {0,1,...,p} X T dans R et R" par :

c(i,t) = £.(t) - (F1()]|D)
1 1

1 si i=0
avec §. =

0 sinon




-III1.33 -

On a :

o = Inf [ ((%,d)|(0,1))|c(s) < ((x,d)]|a(s)) ¥s € S et

(xlbi) = £ i=1,...,q]

. v P N . ep.
S1 on note x un élément de R~ vérifiant :

v .
(x]by) = g; j=1,...,q

Ww={x¢€ Binl(x bi) = 0} i=1,...,9 et V=W x R

a= Inf [((x,d)l(O,l))l(x,d) € V+(§,O)c(s) < ((x,d)|(a(s)) ¥s € 5]
qui est sous la forme générale de 3.9.

L'hypothése
H1 I1 existe x* vérifiant (xxlbi) =g; 1i=1,...,q tel que :
£, <0 i=1,...,p
est alors équivalente a :
" 11 existe (x%,d%) de V+(X,0) tel que
c(s) < (X%, |a(s)) ¥s € S..

* Les &léments (bi,O) i=1,...,q engendrent le sous espace V° .

La procédure APPUI est la méme qu'en 3.4.







CHAPITRE -4

ETUDE GEOMETRIQUE DE LA RECHERCHE
D'UN MEILLEUR APPROXIMANT DANS UN

ESPACE VECTORIEL NORME

Soit E un espace vectoriel normé, et V un sous espace vectoriel
de E de dimension finie. On s'intéresse 3 la construction d'un élément g

de V tel que
(P) o = [|£-g| = min [||f-¢fl|g € V3

A partir d'une interprétation géométrique, on caractérise
1'ensemble des éléments é de V vérifiant (P). On &tudie la structure de
1'ensemble des meilleurs approximants de f dans V. On donne ensuite des
‘théorémes de caractérisation pour différents espaces vectoriel normés. On
caractérise enfin 1'élément g meilleur approximant de f dans V avec des

contraintes du type c(r) < < x,a(r) > pour r parcourant un compact.

’

N [
L3

4.1. - CARACTERISATION GEOMATRIQUE D'UN MEILLEUR APPROXIMANT.

Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique.
On muni E' de la topologie faible o(E',E). On note ”g“ la norme d'un élément

g de E et S' la boule unité de E' munie de la, topologie forte définie par

la norme
[It)ll = sup [ <x,t > ||« = 1]
st ren| el <13

(On note < x,t > la valeur de la fonctionnelle t en x).
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On sait (théoréme de Banach-Alacglu) que S' est faiblement

compacte.
Soit V un sous espace. vectoriel de E de dimension n engendré
par les é&léments fl,...,fn . Soit f un élément n'appartenant pas a V.
On pose
(P) o = Min “f—g“
v
et M= {g € vllf-gl = o

L'ensemble M est 1l'ensemble des meilleurs approximants de f dans V.

On note ¢ l'application de S' dans R définie par
c : te> < £,t >
et a l'application de S'-dans R"™ définie par

a : tr ( <fl,t > ,..., < fn,t > )

et T'' 1'ensemble de H2n+l image de S' par l'application

j oot (e(t),al(t))

n+l o . Loz
Dans l'espace R on note D la droite engendrée par 1'é€lément

e, = (1,0) € R X R" et DY la demi droite positive.

On a le lemmé suivant caractérisant géométriquement la quantité

| £-g| pour un é1ément g de V.
LEMME 4.1

n
La quantité ||f - & x.f.|| , avec x = (x,;:..,x ) élément de r",
‘ L1=1 1ob . 1 1’1" :

1

représente 1'intérsection avec Dt de 1'hyperplan ﬁx de 13n+ orthogonal a

(1,~x) et d'appui a I''




DEMONSTRATION

On a -:

- Ivi3 =

Ho={ye R ([ 1,-x]]y) = Max ([l,~%]|y)}
| o yET! '

(Notons que c et a étant

compact,

soit

[''" est compact

Par ailleurs

Max ([1,-x]|y)
yeT!

L'élément i e,

C1,-x][ie)) =

- n
iz|lf- © =x,
1

izl

faiblement continues et S' étant faiblemgnt

et ﬁx est non vide).

Max Ec(t)-(xla(t))]

t€S!
n
= Max [<f - % =x.f.,t> ]
t€S! j=1 * 1

n
Hf - 2 x.f.“ .
j=1 7

de DT (i > o) appartenant a ﬁx est tel que :

le- 3 el
Cooi=l

£

‘Q.E.D.
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DEFINITION

On note A(T'') 1l'ensemble des hyperplans d'appui a T'' = j(S'")
ayant un point commun avec pt = {y € E23+1|y = ey avec ) > O}

Si H est dans A(T'') on note i son intersection avec D'

H o
REMARQUE :

Un hyperplan d'appui a I' ne‘peut contenir la droite D. En

n+l

effet, si 1l'hyperplan H = {X € R [([u,x]]X) = 0} contient D et est

d'appui a I'' on a :
a =0
et

xi a(t) < 0 pour tout t de gt
1

HMZ3

i

Mais, a(S8') étant symétrique dans R" (car S' est équilibrée), on a :

n n .
y x, a(t) = ¥ x, < f,,t > =0 pour tout t dans S'
. i . i i
1=1 1=1
soit
n
z X'fi =0
i=1 *t
ce qui est impossible car, par hypothése, les &léments fl""’fn sont

r

linéairement indépendants.

\
<

On avlaAproposition

PROPOSITION 4.2 :

. . .
Une condition nécessaire et suffisante pour que % Xifi soit

un meilleur approximant de f dans V est‘qué 1'h7perplan Hde 4(r') ortho-

gonal é.(1,-i1,..,,—ih)msoit tel que : .
i_ = Min {ig|H€ 40"}
a ;

On a de plus
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DEMONSTRATION

A tout hyperplan H de A(I'') on peut associer un éldment x de
R" tel que (1,-x) soit orthogonal 4 H. D'aprés le lemme 4.1 on a alors

) A
o lle - e

1=1
Par suite

n n
a=lf- 5 x| =uin ||F- 5 x.£]
i it1

i=1 xER" i=1

Q.E.D.

D'aprés la proposition 4.2, la recherche d'un meilleur appro-

. N < n+l
ximant de f se raméne 3 la recherche dans R

d'un hyperplan d'appui
a T' = j(S'") coupant la demi droite D' "ie plus prés possible de zéro"
L'ensemble des meilleurs approximants M s'identifie alors &
l'ensemble des hyperplans d'appui a TI'' coupant D" en ae -
On note E(S') l'ensemble des points extrémaux de S' (ce sont
les points qui ne sont pas combinaison convexe de deux autres points de
S').

On a alors le lemme
LEMME 4.2 :
On a : ‘ .

ATY) = A(T)  avee T = j(E(S"))

et
Jje) = (< f,t >, < £58> 5,00, < fn’t >')
DEMONSTRATION
On a
n n
£ - £ x.f]l = Max < £- 3§ =x.f.,t>
1 1 11

i=1 t€E(S") i=1
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n
et par suite, si H = {y € Bin+l[((l,—x)|y) = Hf - 3 ox. £}
X saq 174

est un hyperplan de A(T''), on a :

Ho={y € R C1,=d]y) = Max ((1,-x)](c(t),a(t)))}
% tEE(S") ‘

ou
Ho= {y € R™(1,-x]]y) = vax ([1,-x]|y)} ,

yer

done HX est aussi dans A(T') et réciproquement.
Q.E.D.

Le lemme précédent nous permet de réduire 1l'ensemble des hyper-

plans permettant de caractériser 1'ensemble M des meilleurs approximants.

4.2. - STRUCTURE GEOMETRIQUE DE L'ENSEMBLE DES MEILLEURS APPROXIMANTS.

La proposition 4.2 nous permet de voir que, si l'ensemble M
est toujours un convexe fermé borné, il peut avoir toutes les "formes"
possibles. Par exemple, si l'on considére l'espace E = C(I) des fonctions

continues sur wn intervalle I fermé borné muni de la norme

el = Max |g(O)] ,
t€1 :

1'ensemble M peut &tre

M= {g€ VLg = x f. +

151 x2f2 , X2+ %2 < 1}

1 2

I1 suffit de considérer l'approximation sur 1'intervalle

[O,2ﬂ+l] de la fonction

. s 0 si t € [o,2m]
f(t) = \
' _x-2m  si t € [2m,2m+1]
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par un élément du sous espace vectoriel engendré par

,'sin x si  x € [0,27]
i
£,x) = 4;; ‘ :
e si = € [om,2m+1]
et
I’cos X si  x € [0o,2m)
() = 4 .
bext2mtl si x € [2ﬂ?2ﬁ+l]

Les fonctionnelles extrémales de S' étant de la forme :
fr ef(t) avec (eg,t) € {-1,+1} x I

(Dunford et Schwartz p. 441), l'ensemble I' de IR® est formé par la courbe

gauche de la figure ci-dessous

ND

N

X

On :a donc
o-= 1

et l'ensemble des (x x2) tels que x,f. + x2f2 soit dans M est le cercle

171

l)
de centre zéro et de rayon 1.
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Les formules de dualité du chapitre 1 nous permettent de carac-

tériser les hyperplans H de A(I') de direction (1,-x) tels que

H ™Mg

Xifi soit un meilleur approximant de f .
1

i
PROPOSITION 4.3 :

n
Une condition nécessaire et suffisante pour que 7 Xifi soit
i=1

un meilleur approximant de f est que 1'intersection i_ e, de 1'hyperplan
' H

de A (I') orthogonal i (1’—i1""’_in) avec D* appartienne a 1'enveloppe

convexe fermée de k points (k < n+1) de HN I' . On a.alors i =oa .
H

DEMONSTRATION :

On a :

0 = Min “f—él

gev

ol

o = Min Sup < f-g,t >

gtV t€s!

(P) Min [ <[x,d],00,1] > | c(t) < < [x,d],[a(t),1] >, ¥t € s']

14
1

En appliquant la propositidn 1.3, 1'élément [Q,a] sera solution
de (P), si et seulement s'il existe (E’El’EQ) de

ce(3(s") x {1}) N R x {0} x {1} tel que

= (%, [2,,2,D)
On a alors a = o .

_ m m m
= : : 2 = = : = ‘ - . >
Posons r .Z pic(ti) L, E pia(ti) 0 5 2 E 0. 1 p

i=1 S L) i
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L'é1ément [E’El] appartenant au convexe engendré par j(S') et

d 1l'hyperplan El = 0 peut s'écrire
-— o~ k » ‘ —
= = t
(r,%l) iElpi(c(ti),a(ti)) avec k < ntl et 21 0 ti € E(S")

(On applique le théoréme de Caractheodory (Eggleston [28]), le fait qu'un
convexe compact de H§n+l est l'enveloppe convexe de ses points extrémaux

et que E(j(S')) < J(E(S")).

n
Par construction on a d = {f - I Xifi“ et, dﬂaprés le lemme 4.1,
i=1
i=1
H
On a donc :
k B k
- = 1 ! =
(1) .Z pi([l, x][[c(ti),a(ti)]) i_e, ty € FE(S') .§ p; =1
1=1 H 1=1

L'hyperplan H orthogonal & (1,-x) a pour équation

i={ye r™|C1,=ly) =1} ;
H
étant d'appui A T = J(KS')) on a
C1,-x]lelt),ae )] < i i=1,... 5k .

H

La relation (1) entraine qu'on a 1'égalité, donc les éléments

(c(ti),a(ti)) appartiennent &8 HN T

[

PROPOSITION 4.4 : (P.J. LAURENT [41J})

n

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = ¥ iifi soit
i=1 :

un meilleur approximant de f dans V est qu'il existe k (k < n+1) fonction-

nelles extrémales tj de la boule unité du dual fort de E et k coefficients

n :
p. >0 (avec r p. = 1) tels que

1) < f-g,ty > =[f-d| - i=1,...k

2)

o~ s

=z o (<f,ty >, <f,t; >0, <f ,t.>) = ([f-g[,0,...,0)
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DEMONSTRATION :

On applique la proposition 4.3 ; le plan H appartenant a A(T')

a pour équation
A= {y € RMH(C1,-x]]y) = |le-gl}

Les points de I' étant de la forme j(t) =(< £f,t > , < fl,t > L., < fn,t > )

avec t extrémal de S', les k points de Hl T vérifient

x.f.,t, > = ||fg i=1,....k

< f,t, > - <
1 11

i

1M

1

L'appartenance de i e, a4 1ltenveloppe convexe de ces k points

. H
s'écrit alors

n
Iopg(<E,ty >, <Lty >, < e >) e = [ £-glle,
i=l H
Q.E.D.
REMARQUE :
n
La relation 1 et l'égalité I pj < fi,tj > =0 i=l,...,n
j=1

entrainent directement 1'égaitité

n
L pi < fati > = “f—g“
i=1

REMARQUE :

Prenons E = C([ 0,1]) muni de la norme du max.
Si on note f la fonction a approcher par une élément du sous espace vectoriel
1

V engendré par f

+
1,...,fn,let ¥ 1'application de {-1,+1} x [0,1] dans r"

définie par :
(e, t) » e(f(t),fl(t),...,fh(t))
on a

D= 5(E(S')) = ¥({-1,+1} x [0,1]) -
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L'ensemble ' est alors une courbe gauche symétrique dans R

Si H est un hyperplan d'appui d I' orthogonal & (1,-x), on a

. n
H={y€ R™C1,-x1y) = ||£ - ¥ x££}
- 21 *+ 1t

Les points de contact de H avec I' sont les points de la forme
Ei(f(ti),fl(ti),...,fn(ti)) avec (Ei,ti) dans {-1,+1} x [0,1]

vérifiant
n
ei(f(ti)~g(ti)) = ||f-g| en posant g = ¥ x.f.

i=p t*t
c'est ce que certains auteurs appellent les 'boints critiques'
En appliquant la proposition 4.2, g sera un meilleur approximant
de f dans V si 1l existe k (k < n+l) coefficients pi > 0 (avec

k
) p. = 1) , k éléments (Ei,ti) de {-1,+1} x [0,1] tels que
i=1 .

1) e, (t(t)-g(t,)) = We-g| . i=1,....k
k .

2) Lopge  (FOE),E (10,0000 (£.)) = || £-gl,0,...,0)
i=1

On retrouve la généralisation classique du théoréme de caractérisation

de Tchebycheff (cf. P.J. LAURENT [381]).

r

On dit que V vérifie la condition de Haar si tout élément de V s'annule

au plus n-1 fois sur [0,1] . Géométriquement cette condition revient a
dire que toute demi droite passant par zéro dans R"” a au plus un point
de contact (compté avec son ordre de multiplicité) avec la courbe gauche

{y e R"|y = (£,(t),...,f (£)) , t € [0,1]}

Si la condition de Haar est vérifiée, le théoréme de caractéri-

[

sation fait intervenir exactement n+l points (Ei,ti) (c'est-3-dire

; ’ n
k = n+1) (P.J. LAURENT [417] p. 94). L'élément I Xifi meilleur approximant
i=1
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de f est alors tel que l'hyperplan H d'appui a ' qui est orthogonal a

(1,-x .,~§n) a au moins n+l points de contact avec I' (ou n+1 points

100
critiques de [0,1]) Il existe alors qu'un seul hyperplan de A(I') qui
coupe D' en « ; 1'ensemble M des meilleurs approximants est réduit a

un seul élément, on a unicité.

On peut se poser la question inverse ; existe-t-il des fonctions
f’fl""’fn de C[O,l]‘telles que f admette un seul meilleur approximant é
dans le sous espace vectoriel V engendré par fl""’fn ., l'erreur f—é

ayant moins de n+l points critiques ?

L'interprétation géométrique du paragraphe 4.1 nous permet de
répondre affirmativement d cette question.
I1 suffit de construire des fonctions f,fl,...,fn telles que

n+l

la "courbe" ' de IR gui leur est associée admette un seul hyperplan

d'appul coupant pt en o e, et ayant moins de n+l points de contact avec T

Par exemple, pour n = 2 , en prenant

1
[1-(1-8t)2]? si t € [0,3]
£(t) = 0 si o t€el 1l
. \ 1
| [1-(8t-7) 1° si t €L S—, 1]
\\. .
SR si telo, 7]
]
fl(t):\“sin(~ﬂt+gﬂ) si tel+,2)
gt si tel 2,1]
: i
=8t+l si tE[O,%]
SRS 5T . 13
fz(t) = ¢ sin (—Wt.+ E—-) si t €[ o E.]
0 si t € [‘%3 1]
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la courbe T a 1l'allure suivante

On voit immédiatement que

1 = o = Min I:Hf_xlfl‘XQfQ“l(Xl’XQ) € ]sz

I1 existe un seul hyperplan de A(T) qui coupe D en e » cet
hyperplan de direction (1,0,0) a un seul point de contact avec T
L'ensemble M des meilleurs approximants est réduit & 1'élément O les

points ti'critiques pour l'erreur, (]f(ti)l = 1) sont {%-, %}
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4.3. - EXEMPLES DE THEOREMES DE CARACTERISATION.

Nous allons caractériser 1'ensemble des points extrémaux de S'
pour certains espaces vectoriels normés. On pourra alors donner une forme

plus précise d la proposition 4.2.

4.3.1. APPROXIMATION DANS C(Q;B).

Soit B un espace de Banach dont la norme est notée H H .

On note C(Q3;B) 1l'espace des fonctions continues f définies sur le compact Q

et 3 valeurs dans B. On muni C(Q;B) de la norme

€1l = vax CleCll[a € Q -

On a la proposition .suivante (SINGER Leol p. 197)

PROPOSITION 4.5

Les fonctionnelles extrémales de la boule unité du dual fort
de C(T;B) sont de la forme

fo < t,0(q) >

ol t est une fonctionnelle extrémale de la boule unité U' de B' dual fort

de B et g est un point de Q.

Etant données n+l applications,f,fl,...,f linéairement indépen-
n

dantes ,de C(Q;B) on cherche un élément

N ,
g= Z x.f. tel que
1=1

n .
(P) a=llf- = xEl = min [ £ - Elxifim | (x

L'élément g est un meilleur approximant de. f.

§

On a alors la proposition
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PROPOSITION 4.6 :
noo_
L ox.f.

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = b

1=1
soit un meilleur approximant de f est qu'il existe k (k §Jn+1) é1éments
(ti,qi) de E(U') x Q et k coefficients o > 0

k
(avec % p. = 1) tels que
i=1 *
1 < ty,fa-elap) > = [l£-gll =1,k .
k
2) 151 o, (<ty,f(a) >, <ty,£,(a) >, <t (g;)>)
= (Il £-g It ,0,...,0)
DEMONSTRATION

On applique la proposition 4.4 en remarquant que, d'aprés la
proposition 5.4, les fonctionnelles extrémales de la boule unité de

C(Q:;B) peuvent s'identifier & E(U') X Q .

APPLICATIONS

On peut donner de nombreuses apRlications de la proposition
précédente poyr 1'approximation de fonctions.
Si B = IR 1l'espace C(Q;R ) est l'espace C(Q) des fonctionnelles

continues sur Q munies de la norme

£l = Max [£(q)]
q€Q

La boule unité U' du dual fort de R est l'ensemble des fonction-
nelles de la' forme : s as avec Ial < 1.

Les fonctionnelles extrémales de U' sont de la forme
t : s~ gs . avec |€| =1
Les fonctionnelles extrémales. de C(Q) sont donc de la forme

f »e f(q) avec |g| = 1 et q dans Q (voir DUNFORD et SCHWARTZ

71 p. uu1).
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L'application de la proposition 4.6 nous donne le théoréme

de caractérisation de Tchebycheff généralisé.

4.3.2. APPROXIMATION AU SENS DU "MAX" DANS C'(Q).

Supposons que l'on veuille approcher une fonction f dans Cl(Q)

(espace des fonctions sur Q (compact) ayant une dérivée premiére continue)

munil de la norme

€] = Max [Max |£(q)| ; Max |f'(q)1]
q€Q q€Q

Dans C({0,1} ;B) avec

ov]
1]

C(Q) notons I 1l'application

et Fj les applications

F. si 1 =0

J
im F.(1) =
]
f! si i=1
J
ou f,fl,.,.,fn sont n+l fonctions de CJ(Q) linéairement indépendantes.

La recherche d'un meilleur approximant de f par un &lément

n ‘
g = 1 xjf. du sous espace vectoriel V' engendré par fl""’fn dans C](Q)
js1 o

revient a réchercher, dans C({0,1} ;B), un meilleur approximant de F de

abl

n

la forme ¥ x.F.
j:l j j

On a en effet

n n
1”F - -Z ij.m = Min n”]F - 7 ij.”
j=1 ] € R j=1 .
avec .
n ' n
(1) EO T
IlF - = x.r.l= Max L[ = 5 =877 ]
s21 3 3% yeto,n =y 93 @
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~
ou, en posant g

1"
™Mz

n
x.f. et G = ¥ x.F.
521 33 521 37

le-clll = Max Clle=gll o) 5 NE7-g'llqy] = 1€l

En appliquant la proposition 4.6 on obtient le théoréme de

caractérisation : (LAURENT [41])

PROPOSITION 4.7

n
Une condition nécessaire et suffisante pour que g = ¥ ijfj
=1
soit un meilleur approximant de f dans V est qu'il existe k (k < n+1)
é1léments : (e;,45,7;) de {-1,+1} xQ x {0,1} et k coefficients p; >0

k
(avec T p; = 1) tels que :
i=1
(r;) _(ry) )
L e C R N C R I R
k (r;) (ry) (r;)
2) _1§1 S N C P B S C P P T N C P DI

f-g| . 0,...,0).
(“ g“C 1(Q) »Ys ,0)
4.3.3. APPROXIMATION GLOBALE D'UN ENSEMBLE COMPACT

’

Soit Q un ensemble compact d'éléments d'un espace de Banach B
(dont lanorme est notée || ||). On désire approcher "globalement" 1'ensemble
des éléments de Q par un élément du sous espace vectoriel V engendré par

les éléments fl,...,fn de B. Plus précisément, on cherche un élément
-_— n -
g = .Z Xifi tel que :

1=1

(P) a = Max ||g-q| = Min Max || g-q|
a€Q gE‘{ a€Q

g est appelé un meilleur approximant global de 1l'ensemble Q dans V.

(Voir Laurent et Pham Dinh Tuan (43 ]).
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Le probléme (P) revient a approcher dans C(Q;B) la fonction
identité I de Q dans B : I(q) = q par un élément du sous espace vectoriel
engendré par les n applications constantes Fj de Q dans B :

Fj(q) = fj (5=1,...,n) au sens de la norme :

Il 5] = Max [[H(q)]
q€Q

On a en effet (M. BENAMARA [5 ])
la- 5 %l :
0 = Max ||q - 2 x.f.]| = Min ”|I - ¥ x.E
g€Q j=1 3 x€mr™® j=1 3 3

En appliquant la proposition 4.6 on a le théoréme de caracté-

risation :

PROPOSITION 4.8

™ 3

x. f.

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = 5

i=1
soit un meilleur approximant de Q dans V est qu'il existe k (k < nt+1)
¢1éments (ti,qi) de E(U'") x Q (U' boule unité du dual fort de B) et k

coefficients Py > O (avec ig1 Py = 1) telsque :
: n _ n
1) < ii,qi _j£1 xjfjf> = ggg la - j£1 XijH =B i=1,...,n
2) | ii p, (< ti,qi >, < tLf > i, < L > ) = (B,0,...,0)

4.3.4. APPROXIMATION PARTICULIERE DANS C'(Q)‘

On cherche a approcher unefonction f dans Cl(Q) muni de la

norme :

“h“ = Max V%Z(q) + h'z(q) .
9€Q
par un élément du sous espace vectoriel V engendré par les éléments

fl,...,fn de C (Q).
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~

Cette approximation revient 3 approcher, dans C(Q;IR?) la
fonction F : g+ (£(q),f'(g)) par un élément du sous espace vectoriel
engendré par les fonctions

Fooooae (£(2),£1(q)

1'espace IR? étant muni de la métrique euclidienne. La morme de C(Q;R )

est

llelll = wax [[ecl
q&Q IR
Les fonctionnelles extrémales de la boule unité du dual fort

de R? sont de la forme :
(xl,x2)v+ uxl+6x2 avec //a2+82: 1

On a alors, en appliquant la proposition 4.6, la caractérisation

suivante :

PROPOSITION 4.9 :

n
Une condition nécessaire et suffisante pour que g = I Xjfj
j=1

solt un meilleur approximant de f au moindres carrés dans V< Cl(Q) est
qu'il existe k (k < n+1) éléments (0 ,85,0;) de [-1,+1]% x Q (avec
k

ﬁigiég = 1) et k coefficients py > 0 (avec ¥ Py 7 1) tels que :
r 1=

Doy (Elag)-B(a;)) B (£ (@) -8 (a)) = ax (£-2)% () +(f'-g") % (q) = B
q
n
2) HCR{CHERACHRINCHIVNNCE N

1=1

a.f (4)+B;f (a;)) = (3,0,...,0)
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4.3.5. APPROXIMATION DANS UN ESPACE PRODUIT.

Soient El et E2 deux espaces vectoriels normés dont les normes

sont notées || “l et || H2 .

On considére 1l'espace produit El X E2 de norme

Il =l + el

On note U' (respectivement Si et Sé) la boule unité du dual fort

de El X E2 (respectivement El

Soit L 1l'ensemble des fonctionnelles de (E

et E2).
1
1% E2) de la forme

(f,g) » < f,tl > + < g,t2 >

avec tl extrémal de Si et t, extrémal de Sé

On a alors le lemme

LEMME

Si I, est faiblement compact, les fonctionnelles extrémales de
t
(E1 X EZ) sont dans L .

DEMONSTRATION :
Notons n(f,g) = Hf“l + HEHQ .

On a d'une maniére évidente

. n(f,g) = Max < (f,g),t >
. €L

donc

%

n(f,g) = Xi(f,g) ot Xf* = n (J.J. MOREAU [501])

On a aussi

|

n(f,g) Max < (f,g),t >

tEU!

soit

X

n(f,g) = xp, (F,g) d'od n* = x¥)
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La fonction caractéristique de U' étant une fonction convexe

propre de (El X EQ)' on a

b+ S & S
XL - XU' - XUv

d'ol : (P.J. LAURENT [38 ])

et, L étant faiblement compact, on en déduit (N. BOURBAKI [ 7 1)

E(U')C L
Q.E.D.

Soit E un espace vectoriel normé, Tl et T2 deux applications

linéaires continues de E sur E, et de E sur E2 telles que
Ker T, N Ter T, = {0}

On définit la norme sur E au moyen des normes de E_ et E2 par

1
Inl = flo,mi + fopnl

On a alors la proposition

PROPOSITION 4.10 :

'

Les fonctionnelles extrémales de la boule unité du dual fort de E

sont-de la forme :

h-» < T,h,t

1 > + < Tzh,t >

1 2

1

et Sé

ou t, et t, sont des fonctionnelles extrémales de, respectivement, Si
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DEMONSTRATION

Notons T l'application de E dans El X E2 définie par

h ~ (Tlh’TQh)

L'application T est linéaire, continue, biunivoque (car

Ker T, N Ker T, = {o}) ; si on muni E, X E, de la norme

el =14l + llel

lrll =1

[

(en effet |1 = sup [ITa] = supd|r ] + [Tl | Il = D

Ihlll =1

et llull = I, nl + frjnl )

Le dual topologique de (El X EQ)' de E, X E, s'identifie 3

E'x 1
1 EQ

L'application T étant surjective et de noyau réduit a zéro,
sa transposée tr applique Ei X Eé sur E'.

Si on muni (El X EQ)' de la topologie forte définie par la

norme

‘ Ny
[Cestpll = max (e bt D
l'application'tT applique la boule unité U' de (E1 x Ez)' sur la boule
unité S' de E'.
L'application linéaire YT est encore continue si on munit
(El X'EQ)' et E' de la topologie faible (N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ L7 1]
p. 478). Les boules U' et S' étant faiblement compactes on a

(N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [ 27] p. u439)
(truny < Fre(un)
ou

E(s') < SrE(UY)
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D'aprés le lemme 4.2, les fonctionnelles extrémales de U' sont

1 1
de la forme (tl,t2) avec t; dans E(Sl) et t, dans E(SQ)

2 :
Par suite, tous les éléments t de E(S') sont de la forme

t _ ot t
T(tl,t2) = Tltl t Tt
ou
: < > < >
t h » Tlh,tl + T2h,t2
Q.E.D
APPLICATION

Supposons que l'on veuille approcher, dans l'espace W des fonctions
de carré sommable et essentiellement bornées sur une partie compact Q de

n . .
R, une fonction f par un élément du sous espace vectoriel V engendré

par fl,...,fn au sens de la norme
“h“ =y ess Sup |h(q)| + S ¢?gmigf§355 (y et § > 0)
a€Q

Si on note E l'espace W ainsi normé,

E_- l'espace W normé par

1
”h“ Z ess sup lh(q)| ,
q€Q
E, 1'espace W normé par
2 /T

T1 1'application h = vh de E dans El et

T2 l'application h+ 8h de E dans E, alors,

2

en appliquant la proposition 4.10 on a

[
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PROPOSITION 4.11

Les fonctionnelles extrémales de la boule unité de E' sont de

la forme :
h > 8e h(q) + 6 IQh(q)e(q)dq
avec (e,q,e) dans {-1,+1} x Q x N
ol N = {g € L*(Q|fg?*(@)dq = 1}
DEMONSTRATION :
Les fonctionnelles de E(Si) sont de la forme :

h = ¢h(q) avec (e,q) dans {-1,+1} x Q

E2 étant un espace de Hilbert, les fonctionnelles extrémales

de Sé s'identifient aux éléments de N.

Q.E.D
On a alors ; en appliquant la proposition 4.4.
PROPOSITION 4.12 :
— n -
Une condition nécessaire et suffisante pour que g = Z Xifi
. 21

soit un meilleur approximant de f dans V contenu dans 1'espace W muni

de la norme :

IW] =y ess sup [h(a)| + & V[ch* (a)dq (y et &> 0)
q€Q
est qu'il existe k (k < n+1) &léments (Ei’qi’hi) de ’
{-1,+1} x Q x {g € W| ngz(q)dq = 1} et k coefficients p, (avec

k
L p; = 1) tels que, en posant e = f-g on ait :
i=1
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D vegeag) * 8fpe(@h; (@)dq = |ld| =1,k
k

2 B oeilreif(ay) + 8fpf(@h;(@da,..,
1:

ve;£,(4) + 8fgf (@b (@da) = (18]),0,...,0)

. . ” l . ~
On peut aussi considérer dans C (Q), espace des fonctions a

dérivée premiére continue, la.norme :

“h“ = § Max |[h(q)| + S Max [h' ()|
q€Q q€Q

On note V le sous espace vectoriel de CJ(Q) engendré par f ,f

IEREREE
On a alors la proposition suivante (P.J. LAURENT [41])

PROPOSITION 4.13 :

n
Une condition nécessaire et suffisante pour que g = & iifi
' i=1
soit un meilleur approximant de f dans V pour la norme :
(1) IR = v Max [h(q)| + & Max |h'(q)]
q€Q aeQ
est qu'il existe k (k < n+1) &éléments (e5,n;,95,7;) de {-1,+1}% x Q% et
' k
k coefficients Py > O (avec Z p; = 1) tels que, en posant e = f-g,
i=1
on ait : ’
1) yeié(‘qi) + anié'(ri) = ||| i=1,...,k
k —
2) i=1pi(yeif(qi)+dnif'(ri)""’Yeifn(qi)+6nifﬁ(ri)) = (HeH,O,...O)
DEMONSTRATION :

Notons Tl 1'application h ' vh de Cl(Q) muni de la norme (1)

dans Cl(Q) muni de la norme Max |h(q)| et T

1'application h = &h'
q€Q ‘

2
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On a :

Il = gnly + lmnl

En appliquant la proposition 4.10, les fonctionnelles extrémales

de Cl(Q) normées par (1) sont de la forme

hew vy <h,t, >+ § <h',t, >

1 2

avec tl et t2 extrémales de la boule unité du dual fort de Cl(Q) muni de

la norme H “1 . Les fonctionnelles tl et t2 sont donc de la forme
h = nh(q) , ((n,q) dans {-1,+1} x Q). Par suite, les fonctionnelles extré-

males de C1(Q) muni de la norme (1) sont de la forme
h - yh(q) + Sh'(r) avec (v,q) et (S,r)

dans {-1,+1} x Q

En appliquant la proposition 4.4. on a le résultat.
Q.E.D.

4.3.6. APPROXIMATION DANS L,(Q;B).

Soit (Q,Z,p. un espace de mesure, Y étant une mesure positive
o-finie; ‘soit B un espace de Banach dont la norme est notée H “ .
On note Ll(Q,Z,u;B) 1'espace des applications £ de Q dans B

telles que q Hf(q)“-soit mesurable sur S et pour lesquelles la norme
il = [l £Cllucaa
est finie.

On note Qw(Q,Z,u;B) 1'espace des applications e de Q dans B

telles que q ~ He(q)“ soit p-presque partout borné avec la norme:

llell = n-ess.sup [[e(q)]
q€Q

On a alors la caractérisation suivante (SINGER [s0d et

M. BENAMARA [ 5 ]):
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PROPOSITION 4.14 :

Les fonctionnelles extrémales de la boule unité du dual fort
de L1(Q,Z,U;B) sont de la forme :

£ [y <e@,f@) > u(da)
ou e est un élément de L _(Q,z,u;B") et e(q) est extrémal de la boule

unité de B' pour p-presque tout q de Q.

EXEMPLE :

Si on prend pour Q un compact de R" muni de la mesure de
Lebesgue-Stieltjes de fonction de répartition T telle que dF = w(q)dq
(w(q) > O pour tout q dans Q) et pour espace B la droite IRR. L'espace
Ll(Q;I{) est 1l'espace des fonctions absolument sommables sur Q muni de

la norme

€l = [ [£(a)]wla)dq

Les fonctionnelles extrémales de la boule unité du dual fort de

Ll(Q) sont de la forme :
£ o IQ e(q).f(qlw(q)dq

avec

|e(q)| = 1 pour presque tout q dans Q.

En appliquant la proposition 4.4 on a (SINGER [e0])

PROPOSITION 4.15 :

[ e

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = Xifi soit

1

meilleur approximant de f dans le sous espace vectoriel V de L1(Q;Hi)

i

engendré par‘f1,.}.,fn (au sens de ||H| = IQ | £(q) |w(q)dq) est qu'il existe
k (k < n+1) fonctions'ei (telles que ]ei(q)! = 1 pour presque tout q dans Q)

k
et k coefficients Py > O (avec I ;= 1) tels que :
i=1
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1) fQ e; (q). (f-2) (@w(q)dq = fQ|f(Q)-§(Q)|w(Q)dq i=T,...,k
ko

2) z p; (g o3 (@E(@u(@da,....[q e; (f (Quw(@)dq) =
i=

(fQ | £(a@)-g(9)|w(q)dq,0,...,0)

REMARQUE

La relation :

fQ e, (@).(f-g)(qw(q)dq = fQ | £(q)-g(a)|w(q)dq
entraine que :

e;(q) = signe (f-g)

pour presque tout q appartenant & Q-Z(f-g)

(On note Z(f-g) l'ensemble des q de Q tels que (f-g)(q) = 0)

Si z(f-g) est de mesure nulle, les fonctions e, (iz1,...,k)

représentent le méme &lément de Ll(Q) on a alors k = 1 .

4.3.7. APPROXIMATION GLOBALE DANS Ll(Q)'

Supposons que. 1'on veuille approcher "globalement" (voir
paragraphe 4.3.3.) un ensemble compact H de fonctions de Ll(Q) par une

fonction é appartenant au sous espace vectoriel V de Ll(Q) engendré par

n

fl,...,rn . Plus précisément on cherche g = L Xifi dans V tel que :
i=1

(P) o = Max IQ | g-h|w(q)dq = Min Max,fQ | g-h|w(q)dq

hEH geV heH

(voir LAURENT et PHAM-DINH-TUAN Lu3]).

Le probléme (P) congiste a approcher dans C(H;Ll(Q)) la fonction

identité par un élément du sous espace vectoriel engendré par les
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n applications constantes de H dans Ll(Q) :

t P~ fj (j=1,...,n)

au sens de la norme :
Il = vax [ Ix(E) (@) |wladdg
f€H

on a en effet :

n n
a=ll1- 2 %El= Min T - Z x|
jz1 t* *€R" jz1 ¢t
En appliquant la proposition 4.8 et en utilisant 4.14 on a le

théoréme de caractérisation :

PROPOSITION 4.16 :
n —
L ox.f.

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = 15

i=1
solt un meilleur approximant ''global' de 1'ensemble de fonctions H de
L1(Q) est qu'il existe k (k < n+1) couples (ei,hi) (ot e, est une fonction
de Q dans R telle que ei(q) = 1 pour presque tout q dans Q et hi une

k
fonction de F yet k coefficients oy > O (avec p; = 1) tels que :
i=1 ‘

1) [qe:(@).(h;-g) (@w(q)dq = Max [,|h(q)-glw(q)dg = || h-g]| i=1,....k
Q1 1 heH  Q

n ) ’
D2 eUq o3 (@b (@e(@da,fg e (@F (@u(@dd, -,

1=1

[q ej@f (@w(@da) = ([l h-glll ,0,---,0)

Supposons que l'ensemble H de fonctions de Ll(Q) soit formé de

. . N n
fonctions continues g » h(t,q) ou t parcourt un compact T de R .

On peut chercher & approcher "globalement én moyenne'" 1'ensemble

de fonctions H au moyen d'un élément de V ; c'est-d-dire chercher un élément
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n
g = % xifi de V tel que

iz1
n —
(P) o = fofQJh(t,q) - izl Xifi(q)|w(q)dq]w(t)dt
f n
= Min [, In(t,q) - T x.f.(q)|w(q)w(t)dqdt
R T O i=p t 1t

ol w est une fonction strictement positive sur T (les intégrales sont

prises au sens de Lebesgue Stieljes).

Ce type d'approximation revient d approcher dans Ll[T;Ll(Q)]
la fonction : J : t = h(t,.) par un élément du sous espace vectoriel
engendré par les applications constantes : Fj ot > fj (j=1,...,n) ,

au sens de la norme

Ixh = [lxcolwe)a

ou “ H représente la norme de Ll(Q)'

En appliguant la proposition 4.4 et en utilisant la/représentation

des fonctionnelles extrémales du dual de Ll(Q;B) donnée en 4.14 on a

PROPOSITION 4.17

n
Une condition nécessaire et suffisante pour que g = ¥ Xifi
1=1

solt un meilleur approximant, en moyenne pondérée par w (w > O sur T),
de 1'ensemble de fonctions continues de L1(Q) = {h(t,.)|[t € T} ou T est
un compact de R ( ou (i1,...,in) solution de (P)) est qu'il existe k

(k < n+1) fonctions e, de T x Q dans R telles que

lei(t’q)l =1

pour presque tout q dans Q et presque tout t dans T
) k ; ‘
L op. = 1) vérifiant

et k coefficients Py > 0 ( i

1=1
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n |
D Jfp ety mit,a) - z X, £ (@)w(t)w(q)dtdq
1:
n
= Jpfglntt,a) - z x; £ (@) ]w(@w(t)dqdt = B
i
k
2 eilfofr ei (t,h(t,Qu(tw(@)dtda, [ e; (t,a)f; (@w(t)w(q)dtda,
1:‘

-5 fof7 €3 (6, (@w(t)w(q)dtdq] = (B,0,...,0).

4.4. - APPROXIMATION DANS UN CONVEXE D'UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE DIMENTION FINIE.

Soit E un. espace vectoriel normé de norme H “ et V un sous espace

vectoriel de dimension n de E engendré par les éléments fl""’fn de E .

Soit R un compact, ¢ une application continue de R dans R et
a une application faiblement continue de R dans E' le dual topologique

de E . On note C le convexe de E défini par :
C=1{h€E|c(r) << h,alr) > ¥r € R}

Soit f un élément de E n'appartenant pas 3 V, on cherche un

" n
élément g = I gifi de VN1 C tel que :
i=1
(P) a = ||f-g| = Min [||t-gl|g € cn v] .

On fait 1'hypothése

H1 " I1 existe h dans V tel que c(r) < < h,a(s) > ¥r € R " .

Notons ¥ .1'application de S' boule unité du dual fort de E dans

R" définie par :
t (<<fl,t > ..., < fn,t > )
£ l'application de R dans R" définie par :

re (< fl,a(r) > Liee, < fn,a(r) > )
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Fl = {y € ﬂ%n+2[y = (<f,t>,¥(t),1) avec t € E(S")}
T2 = {y € ﬂ{n+2| = (c(r),E(r),0) avec PVE R}
r = Fl U TQ

On note A(T') 1'ensemble des hyperplans homogénes d'appui a T ;

plus précisément, H = {y € rOT?

si Max (u|X) = 0 .
XET

LEMME 4.3 :

L'intersection de 1'hyperplan de A(T)

- n+2 _ _
Ho={y€ R “[(1,~x,-d]l]y) = 0} (x=(x, .+

ayant un point commun avec F1

avec la droite D d'équation y = O et Vaq © 1 est

(0,...0,||f-d| ) avec g = x;f; &lément de C .

DEMONSTRATION ¢
.Si H, appartient & A(T') on a :

(L 1-x,-al|[ < £,t >,¥(t),1]) < O pour tout t de E(S')

I3

soit .
- n
<f - ¥ x.f,,t><d ¥t € F(S')
. iti -
i=1
ol gl <d.
L'hyperplan HX ayant un point commun avec Fl on a Hf—g“ = d.

On a aussi =«

(C1,-%,-a][[e(),E(r),0]) < O
soit

c(r) - < g,alr) > < O

par suite g appartient a C.

Q.E.D.

|(u!y) = 0} est dans A(I') si et seulement

.,Xn))
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PROPOSITION 4.18 :

x.f.
1 11

o1

Une condition nécessaire et suffisante pour que g =
, -

soit un meilleur approximant de f dans CN V est que 1'intersection, de
1'hyperplan H de A(T') orthogonal i (1,—x1,...,—xn,—Hf—§H) et de la droite

D d'équation Y; = O 1=1,...,n et y = 1, appartienne au cOne convexe

n+1
engendré par k points (k < n+1) de HN T .

DEMONSTRATION :
On a :
(P) a = Min (JF-4| |g € v c]

: n
Min [([x,xn+l]|[0,l]‘“f - .% Xifi“ < x

ioq n+1

et c(r) 5_([x,xn+1]|[€(r)4oj) ¥r € RJ

= Min [Lx,x  J[0,1D] < £,6 > < Cx,x_ J|[¥(),1])

¥t € 8! et co(r) f_([x,xn+1]|[§(r),oj ¥r € RJ

Si on note K le compact {1,2} x S' x R (muni de la topologie
produit), c¢' et a' les.applications de K dans R et Hin+l :
{< f,t > si irfl

o' o (d,t,e) -

L, c(r) si i=2

([y¥(e),1] si i=1
| .

i

a' : (i,t,r) » ¢

[e(r),0] sii=2
Le probléme (P) s'écrit :
o = Min [(x]z)]c(s)’i'(x]a‘(s)) ¥s € K]

avec z = (0,1) € R” x R
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En appliquant la proposition 1.3 et la technique de la propo-

sition 4.3, 1'élément x = (x ) sera solution s'il existe (r,%)

: : SEREREE |
appartenant a cc(c'(K) x a'(K)) N R x {(0,D} tel que

C(C1,-x]|[z.2D) = o
on a :
ok " |
r= L p.c'(s.) L= ¥ p.a'(s.) = (0,1) k < n+l
B i i . i i —
=1 i=1

et
([l,—§]‘[0'(si),a'(si)]) =0  izl,...,k

Pour que & soit égal a (0,1) on doit avoir un élément a'(Si)de la forme
(¥(1,,1), ce qui entraine que §n+1 = Hf—é“ .
Les points Xi = (c'(si),d(si)) (i=1,...,k) appartiennent donc

3 HOT , avec

i={yer"™ |[C1,-x,-e-g|1]y) = o}

L'intersection de H avec la droite D est (Hf—é”,o,l) qui est

le cdne convexe engendré par les k points Xi .

ImMBﬂTmNAJ9:
n —
Y x.f.

Une condition nécessaire et suffisante pour que g = o5

i=1
soit un meilleur approximant de f dans VN C est qu'il existe m fonction-
nelles de E(S') : t

m
A >0 (2
1=1

1,...,tm m>1), m coefficients

Ai = 1) ; p éléments de R : r1,...,rp p>0);

p coefficients w2 O avec m+p < n+l1 tels que :
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1) < f-é,ti > =|f=gl = i=1,....m
2) c(ri) = < g,a(ri) > 1=1,...,p
m

3) 121 MO<Ety >, <f,t >, < f Lt )+
p
§ Ui(c(ri)’ <f1:a(ri) Zyenes
1=1

< £,a(r;) >) = (If-gl,0,...,0) .
DEMONSTRATION :

D'aprés la proposition 4.18, 1'hyperplan H d'équation :
" nt2 = -
{y € RV 1,-%,l¢-gl|y) = 0}

et d'appui & I' contient k (k < nt+l) points X5 de T' . Ces points sont

donc de la forme ( < f,t > ,¥(t),1) ou (c(r),E(r),0) avec t dans S' et r

dans R. En utilisant le lemme 4.2, H est aussi d'appui a Fl on a donc :
Q1] £-g[d]0< £,0, >,¥(e),1D) = 0

i=1,...,m avec t, € E(S")

et

C1,=x,] £-glJ[Lelr;) E(x),0D) = 0

. . i=1,...,p avec r. € R.

Soit.:

< f—é,ti > = Ilf_é“ i=1,...,m
et

c(ri) = < g,a(ri) > i=l,...,p
et

m+p < nt+l .
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De plus, d'aprés'4.18, on a :

(l£-gll,0,1) =
i

TR

>
. piXi avec pi 0

soit, en notant Xi les pi coefficients de points Xi de la forme

(< f,ti > ,W(ti),l) et Hy les e coefficients de points Xi de la forme

(C(ri),i(ri),o)
on a -
_ m P
Gi£-dl ,0,1) = TOA (< £yt > ¥, ¢ T (elr) E(ry),0)
i=1 i=1
D'ol :
(l£-d|,0) = RERSICE M S FO TN TIT £t >
i=1
P
+ .§ ui(c(ri), < fl,a(ri) > Leee, < fn,a(ri) >
i=1
m
et I A, = 1.
j=1 *

Q.E.D.




CHAPITRE 5

ALGORITHME D'ECHANGE POUR LA CONSTRUCTION
D'UN MEILLEUR APPROXIMANT DANS

UN ESPACE VECTORIEL NORME

On applique 1'algorithme d'échange général au probléme parti-
culier de la recherche, dans un espace vectoriel normé, d'un meilleur
approximant d'un é&lément f par un élément du sous espace vectoriel de
dimension n engendré par n &léments : fl""’fn' On obtient 1'algorithme
de Rémés [53] généralisé par P.J. LAURENT [38]. On étudie le rdle joué
par la '"condition de Haar'" dans le comportement de 1'algorithme de Rémés.

On applique la méthode a plusieurs espaces vectoriels normés de fonctions

et & l'approximation '"globale" d'un ensemble.

5.1 - ALGORITHME DE REMES GENERALISE.

Soit E un espace vectoriel ndrmé. On notera H H la norme de E.
Soit T un &lément de L et V le sous espace vectoriel engendré par les

é1éments fl""’fn de E.

On cherche un élément g de V vérifiant
(P) o = |f-g| = Min [{[£-g||g € v] -
On note M(f) l'ensemble des sclutions

M(£) = {g € V| a= ||f-g|}
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On appellera M(f) l'ensemble des meilleurs approximants de f dans V.

Le probléme (P) peut aussi s'écrive (chapitre 4)

o =Min[d |<f,t> <

™M

x, < f.,t > +d ¥t € s8]
1 1

i=1

ol S' désigne la boule unité du dual fort de E

st ={t€Er | sup <x,t> <1}
I =1

On pose
< f,t > = c(t) s a(t) = (< fl,t > ..., < fn,t >)

et j(t) = (c(t),alt)).

La boule 8' étant O(E',E) compact et les applications c et a
étant o(E',E) continues, on peut appliquer 1'algorithme d'échange décrit
au chapitre 2.

FEn posant z = (0,...,0,1) € ﬂ{n+l on a en effet

a = Min [ ([x,d]]|z)|c(t) f_([x,d]![a(t),lj) ¥t € s']

A 1'étape k on dispose de n+l éléments t? de S' et ntl coefficients p? >0

tels que

n+i

k k

b} Qj(a(t.),l) = (0,1)

j=1 . '
soit ¢ :

n+l n+1l
(1) Popfa(dy =0 et 3 pr=1

j=1 j=1

n+l 1 K
La relation (1) revient & dire que la fonctionnelle L(h) = % pjh(tj)
. j:1

s'annule sur V (voir LAURENT [38]).
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On détermine 1'élément (xk,dk) de R" x R tel que

k .k k k .
([x",a ]|[a(tj>,1]> = () 3=1,...,0+1
ou :
k k k .
(2) c(t?)—(x |a(tj)) = d j§=1,...,0n+1
k ok
Si on note e 1l'erreur f - ¥ Xifi a l'étape k, la relation (2)
iz1
s'écrit
< e,t? > = dk . j=1,...,n+t1

Pour passer d 1l'étape k+l on calcule

% = Max [e(o)-(C=5,d|latt), 1] ,
t€S! ’

ce qui peut encore s'écrire

n
ik = Max [< f- X X%f.,t >]-—dk
t€s! izt 7
n
=l - 5 X5g-d"
i=1 1
ou :
i = ||eff-a"
On pose ak = “ekH '
Si ak—d = 0 on pose conventionnellement
k+1 k k+1 k .
t. = et ) = p. (9=1,....,n+1)
j j p] pj j 9 9
(on a alors en fait d = dk = )
si ak—dk > 0 on détermine un é&lément zk+l de S' tel que
<k Kok K+ k+1
= e d = o l)-([xk;dkjl[a(; ),11)
ou :

“ek“ - < ek,zk+l N
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On dit quelquefois que 1'élément At décompose la norme de o
(voir N. GASTINEL [31Y). Un tel &lément zk+l est un sous gradient de la
fonctionnelle norme en e

. 24z k+ sz N .
On échange 1'élément z ! avec un élément tk de fagon a pouvoir

k
J
construire de nouveaux coefficients positifs p§+l tels que
n+l
- k+1 k k+1 k+1
z p]f (alty),1) + o ) (alz ),1) = (0,1)
=4 Jo
373
ou, en posant
(€ st 5
tk+l = 7
J \‘zk+l o . _ .k
‘ J = jo
n+l n+l
b pk+l a(tk+l) =0 b) pk+l = 1
521 j jop

On peut remarquer que 1'échange ne concerne que les éléments
k k k .
uj = (cj(tj),a(tj),l), j=l,...,n+1

P P n P e -
en tant qu'éléments de IR XIR X IR. En effet ces elements nous suffisent

!
pour calculer X et dk

*

i * ~ ~ P P k e pd
¢ En pratique, on opeére, 1l'échange de 1'élément u i &vec 1'élément
' 3

o
gL - (c(zk+l),a(zk+l),1) sans conserver a chaque étape les éléments t?

qui peuvent, pour certaines normes, &tre compliqués.

DEFINITION :

On dit que 1'algorithme est itératif si a chaque étape les

coefficients p? sont strictement positif.
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REMARQUE

On sait que (LAURENT [38]), si E(S') désigne les éléments extré-
maux de S' on a , pour tout h dans & :

It = Max [< h,t > |t € E(SY)

On peut donc restreindre la recherche de 1'é&lément zk+1 aux
Eléments extrémaux de S' et plus généralement A tout ensemble F contenu

dans S' tel que, pour tout h dans E il existe t dans F tel que
Il = < he >

On prendra systématiquement dans la suite F = E(S')

L'algorithme d'échange décrit dans ce cas est exactement 1l'algo-

rithme de Rémés généralisé décrit par P.J. LAURENT [38 ]

Pour des waisons pratiques, on ne choisit pas un élément zk+1
tel que HekH = < ek,zk+l > mais tel que
k k+1 k k
1) e,z > > e - n
k _k+ k
2) <e ,z bosa

' PR 4 . 2 .
La quantité n > O représente l'erreur commise dans la détermi-
nation du sous gradient d 1'étape k.

i

Afin de permettre le démarrage de 1'algorithme, on fera 1'hypo-

thése
H4 " I1 existe un ensemble M de n+1 éléments de S' tels que, quels que
~ soient [SERERTIN de M le déterminant
det [ < fi,tj >]
est différent de zéro ".
REMARQUE

Cette hypotheése n'est pas la'condition de Haar"
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PROPOSITION 5.1
Si 1'algorithme est itératif, si la suite {nk} est telle que

lim 0 = 0
koo

et si 1'hypothése H4 est vérifiée,

alors
i) lim @ = o
koo
ii) il existe une sous suite {dw(k)} de {dk} telle que
tim (Je’ ®)-a*®)y = o
koo
DEMONSTRATION

I1 suffit d'appliquer le théoréme 2.1, en vérifiant les hypo-
théses H1 et H2. L'hypothése H1l est trivialement vérifiée. L'hypothése H2
revient d dire qu'il existe n+l &léments ti de S' et n+l coefficients
P > 0 tels que

n+l ' n+l

< ro> < f 1> ) = .=
‘ _§ pi( fl,ti e ey fn’ti )} = 0 et .é P 1
1=1 i=1

L'hypothdse H4 &tant vérifide, il existe un ensemble M de n+l

fonctionnelles de S' tel que '

i
L2

det [ < fj’ti >] # 0 pour tout (tl,...,tn) de M"

On résoud le systéme linéaire

avec {tl""’tn+1
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L'hypothése HU4 entraine que le systéme linéaire a une solution

et que A, # 0 J=1,...,n ; en effet A. = 0 entraine
] Jo
nt+l
. < £, . > = : =

.§ Xj fl,t] 0 avec xn+l 1
1=1
373
d'ou :

det [< fi,tj 1l =0 pour t ,tj —l’tjo+l’ ot
En posant

n
- _ 1
K= 2 A +1 et p, = |A] % X
21 3 j 3

t! signe A..tj (=1, ,n+1)
On a

n+l n+1l

Lop. (< F ot > oo, < Ff Ltb>) =0 et ¥ p. =1

521 3 1773 n’-j 521 0

L'hypothése H2 du théoréme 2.1 est donc vérifiée.

Q.E.D.

5.2 - INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE L'ALGORITHME DE REMES GENERALISE.

’ I3
La norme d'un élément g de E s'écriwvant

el = Max [< g,t > |t € E(s)]

Si g désigne un meilleur approximant de f dans V on a

o = Hf—é“ = Min Max < f-g,t >
gEV  t€E(S'")

On pose

a(t) = (<« £ ,t > ,..., < £t >) clt) =< f,£> () = (c(t),alt)

l)
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En posant x = (x

"’Xn) et en notant (’) le produit scalaire
1

1

euclidien dans E{n+ on obtient

a = Min Max (El,fX]]j(t))
#€R" t€E(S") ‘

~
ou, en posant

T = j(B(s'))
et
' £ - 1w
d_ = Max ([1,-x]|x) = |£- = %, F.|
*  Xer izp * T
on a

o = Min d

R "

1 1

On note e, = (1,0,...,0) € RO et DZ la demi droite de R™

engendrée par e,

nt+l

p' = {x e R"™|x = he , avec A > O}
O o) —

P A 3 pe . . +
L'élément dxe représente l'intersection avec DO de 1'hyperplan

o
d'appui a T orthogonal a la direction (1,-x) de IR X rR"

La recherche d'un meilleur approximant revient donc a rechercher
un hyperplan H d'appui 3 T qui coupe D; le plus prés possible de zéro.
On“dira qu'un hyperplan est optimal s'il est d'appui a I' et
cau é D+ en
Pe Z5

ae =1
O

Tout hyperplan optimal définit un meilleur’approximant s 1l

suffit pour celd de considérer le vectewr (1,-x .,—xn) orthogonal a

IR
n

1'hyperplan X Xﬁfi est alors un meilleur approximant.
i=1
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Nous allons caractériser, parmi les hyperplans d'appui a I' qui

+ . .
coupent DO ceux qui sont optimaux.

Notons que, les éléments T .,f étant linéairement indépen-
n

100"
dants, un hyperplan d'appui & ' ne peut contenir la droite DO . En effet,
soit H de direction (0O,x) un tel hyperplan ; I' étant symétrique (car E(S')

est équilibré), si H contient DO il contient aussi I' ; on a donc
(x|a(t)) = 0 , pour tout t de E(S'),

ce qui entraine
n
< ¥ x.f.,t > =0, pour tout t de E' ,
j=1

par suite

n
Y, x.f. =20 , avec x # 0

PROPOSITION 5.2

Soit H un hyperplan d'appui 4 I' qui coupe D; en I.
Une condition nécessaire et suffisante pour que H soit un
hyperplan: optimal est qu'il existe k (1 < k < n+1) points de HN T tels

que I appartienne a 1'enveloppe convexe de ces k points.

DEMONSTRATION :

%

T1 s'agit d'une formulation géométrique d'un théordme de caracté-

risation d'un meilleur approximant dans V (I.SINGER [exﬂ, P.J. LAURENT [38 ]).

Solellt }(- - < :E,t. > . < f],t. > > ey < f ,t. > leS k OlIltS

k
de =1I= ¥ p.X. avec p. >0 et L op. =1
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Cette relation est équivalente a

k B 7
< f X t. > =4 = ||f - L E.
L5 e e 1w

avec (1,-x) = (1,-x ..,—xn) orthogonal a H, et

1"
k
< f., % p.t.>=0 s i=l,...,n -,
1 j:l :] j
k ,
ce qui équivaut a dire que I pjtj s'annule sur V.
i=1

Posons

n
= % x.T.

L'hyperplan H a pour équation

H={XE¢g ]R=n+l|(X|[l,—x]) = d}
et puisque Xj est dans H, on-a
< f,t.>=d et < f.,t.>=0 i=1,...,n
J 1]
d'ou :
< fogity > = il £-gl F21,. ..,k

En appliquant le théoréme 3 de [38J , g est un meilleur appro-

«

ximant, donc H est un hyperplan optimal.

REMARQUE :

On pourrait faire une démonstration de la proposition 5.2 indé-

pendante de la nature particuliére de 1l'ensemble I' (voir C. CARASSO Liu D).
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L'algorithme de Rémés généralisé 3 pour but de déterminer une

suite d'hyperplan Hk coupant D; en dkeo et tels que

1im d =, avee df < dl | xz1.2,...

koo

On dispose a 1'étape k de n+l points indépendants x5

(j=1,...,n+1) de T engendrant un hyperplan Hk qui coupe D; en IX = dke

appartenant a l'intérieur relatif de 1'enveloppe convexe des X?

(j=1,...,n+1).

[¢]

Soit ﬁk l'hyperplanbd'appui a I' paralléle 3 Hk coupant D; en

I = akeo avec " S_ak . On choisit un point VAR r
k ., . n+l
On note S l'enveloppe convexe des n+2 points de R :
k k k+1
Xl""’Xn+1’Z

La demi droite DZ pénétre dans Sk en 1N appartenant d la face

de dimension n de Sk de sommets X? (j=1,...40n41) ; elle ressort de Sk

k+1 - dk+1.e

au point I o

Deux éventualités peuvent se produire

(\f} dk = ak . L'hyperpiah Hk est’ alors un plan d'appui a et

d'apfég la proposition 5.2, c'est un hyperplan optimal ; on a donc

d = o .
(;i) a& < 3 . On a alors deux éventualités selon la position
de zK+1, 1 ’

2.a) Ik+l appartient d 1l'intériéur relatif d'une face de dimension
n de Sk de sommets
AR

. . .k
X, (§=1,...,n+1 ;3 3 # i)
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On pose alors

k+1 _ .k ' . o Lk

Xj = Xj | j=1,...,n+1 3 j#jo
et

k+1 _ _k+1

X.k = 7

jO

1'hyperplan Hk+l est alors l'hyperplan passant par les points X§+l

(§=1,...,n+1).

2.b) Le point Ik+l appartient a une face de dimension r (r < n)

de Sk . On dit alors que l'algorithme n'est pas itératif, et que k est un

"indice d'arrét de 1'algorithme".

REMARQUES  :

On doit se donner au départ n+l points X? de T (j=1,...,n+1)

0
= doeo appartenant

. +
tels que l'hyperplan u° qu'ils engendrent coupe DO en I
d 1'intérieur relatif de 1'enveloppe convexe de ces points. Ceci est toujours
possible grdce a l'hypothése Hu.

Si on note (1,—xk) 1'é1lément de R X R" orthogonal a KX (et ﬁk)

on a d chaque étape

n
| E—> £ | = 3 ,
; joq 1
avec‘:
n
gk = ¥ X fi et ek = f—gk
i=1

- (erreur a 1'étape k)
i) = @ .
On a par ailleurs

X§ :.j(t§) S avec ¢ f?idans Bs')y , j=1,...,n
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Si on pose

k k k
M o= {tl,...,tn}

k - . s Z . 3 -
alors g peut etre interprété comme la meilleure approximation de f au

sens de la semi norme

p,(h) = Max < h,t >
K teMUMK

On a en effet, en appliquant la proposition 5.2
dk = pk(f—gk) = Min pk(f—gk) .
gev

Pour une utilisation systématique dessemi-normes on consultera

P.J. LAURENT ([u1]).

A chaque étape k on a les inéquations

d <o < 3"

On arréte l'algorithme lorsque dk - dk < € 3 on a alors

a E_Hf—ng <a+te

5.3 - DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DE LA CONVERGENCE DE L'ALGORITHME DE REMES

GENERALISE DANS LE CAS ITERATIF. ’

L2

Nous allons utiliser 1l'interprétation géométrique de 1'algorithme
de Rémés généralisé pour démontrer géométriquement la convergence de 1'algo-
rithme (proposition 5.1).

. ‘s . k 2
Nous supposerons pour simplifier que la suite {n } représentant

l'erreur dans le calcul “ek“ est nulle.

LEMME 5.1

Pour tout k on a la norme euclidienne de xk qui est borné supé-

rieurement.
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DEMONSTRATION

Notons
hk = (l,-xk) / /€+“Xk“2

. . cos =k . k .
la direction unitaire orthogonales & H ; si ||x]|? était non borné, on
. . k .
pourrait extraire de {h"} une sous suite convergeant vers un élément

(0,h,,...,h ) auquel correspondrait 1'hyper lan d'équation
1 N P yperp
([O,hl,...,hn]|X) =0

et d'appui & I' ; cet hyperplan contiendrait donc I' qui est symétrique.
Les éléments fl,...,frl ne seraient alors pas linéairement indépendants.

Q.E.D.

Le cas oll 1'éventualité { 1 ) se produit étant trivial, nous
supposerons que l'on se trouve toujours dans 1'éventualité 2.a (le cas

2.b correspond au cas non itératif).

k k+1

Le polyédre Sk de sommets Xk n+l,Z est alors un n+l

ook
+1

simplexe dans r"

SEED SIS SUTTS o

[Xl?"f’xr+1] la variété linéaire de dimension r engendrée par ces r+l points.

P k ‘
1 désignent r+l sommets de S, on note

On note d(X,A) la distance euclidienne dans Bin+l d'un point X d un ensemble
A . Notons Fk 1'ensemble des faces de dimension p (0 < p < n) de Sk
Une face élément de FE est définie par la donnée de pt+l sommets appartenant

5 sk

[Zk+l Ik+l
< >

Soit Uk 1'intersection de la dreite ] avec Hk

Uk appartient 3 la face de dimension n-1 de sommets

K ﬂ | Lk
Xj (3=1,...,n+1 3 ]#]O)
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Posons

les hyperplans Hk et Hk étant paralléles, on a aussi

RIS L R S R

Soit p le plus grand entier tel qu'il existe n > O vérifiant

pour tout k € W, (k=0,1,2,...) la relation :

Min, a(r"I D> n

FEFS
p
1) Supposons que l'on ne puisse trouver un scalaire n > 0 tel que :
Mink d(Ik+1,[F]) > n (c'est-ad-dire p < 0)
Fer
o]
ou
Min [d(1k+l,xi),d(1k+l,zk+l)] >n

i=1,...,n+1

On peut alors trouver une suite Xg(k) de sommets de Sn(k) tels que
k

vim a(pnUO*L nlay o i € {1,...,n+1}
1 k
ko0 k
Supposons que le point Xg(k) ait été introduit 3 1'étape ¥(k)
L : k
(avec ¥(k) < n(k)) , on a alors

UL T OPS RS ¢ S

Tk T
De l'appartenance de fW(k)-et de Z\y(k)+l d ‘1l'hyperplan ﬁW(k)
on tire
([l,—xw(k)]!iW(k)),Z aW(k)
et

([l,—XW(k)]lxg(k)) = a?(k)
k
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Y(k)

Les éléments x étant bornés (lemme 5.1), on en déduit

1im a(fV0O 10y 2 g
ko0 T

et par suite
1im a(ft ) ULy -
koo

soit
Lim (EW(k)_dn(k)+l) -
koo

De 1'inéquation :
dk"1,<dkia_<_&k

pour tout k et de la relation HeW(k)H = EW(k) ; on déduit que

lim'd = o et lim (HeW(k)H - dW(k)) =0

koo koo

2) Supposons que l'on ait p > 0 .
I1 existe alors un scalaire n > 0 tel que

' d(Ik+l,X?) > pour 1 = 1,...,0%l .

. k . .
La suite {d"} étant croissante et bornée supérieurement, con-

’

- verge vers: une valeur b ; on a donc
- +

L3

Lo n N
lim (TP = 0 et 1im I =T = (d,0,...,0)
o0 Jeaoo
" K k N
mais T° est dans [Xl,...,Xn+l] dtou
| 1im,d(1k+l;[xi,...,xi+l]) =0
k>0

1

et par suite p < n-1
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On a alors

+1 k. .. kA
d(Ik ,[Xj;j:l,...,n+l,j#joj) >n

donc :
a(r**, %y >
et
o '—‘kTrl]‘k—
d(z™ ~,u™)
L'ensemble I' étant borné dans I{n+l, d(zk+l |

rieurement ; il existe donc s > 0 tel que

0 < s« pk+l
De la relation
3K _ gk - (pk+l)—1(dk+l _ak
on déduit
3k Lk < oL@ C gk

La suite {dk}'étant convergente, on a :
lim'(ak—dk) =0 et 1lim dk = g

k>0 k->c0

2.2) Si 0 < p < n-1.

2.2.1) Supposons que : lim pk+l =R >0
. koo '
soit {p" )1} une sous suite telle que lim'pu(k)+l =B

. : k>0
I1 existe alors € > 0 et un indice k tel que, pour tout k >

oM ) >B-e>0.

,U") est borné supé-

k on ait
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On en déduit

au(k) _ du(k) < (8 - 8)—1(du(k)+1 _ du(k))

d'ou :

lim (EU(k) - dU(k)) = 0 et 1im dk = q
Yo Jeo0

2.2.2) Supposons maintenant que l'on ait

Tim o™t = 1im T = 0 .

koo koo

Par définition de p, il existe une suite {ﬁp(k)} de faces, avec p $ )
(k)
dans é§+l ) tglle que

1im a(PUOTL P07y 2 g

Je>o0

( est une application strictement croissante de IN dans N et on suppose

que P04 @ UerD)y

k AV
Puisque 1im I = I , on a aussi :
ko0
"
lim a(I,[FP7y = 0 .

k>

Quitte 3 en extraire une sous sulite, on supposera gque la suite

{fp(k)} est telle que ﬁp(k+l) n'appartient pas a éﬁit)

‘Ecp(k+l) : Y(k)+1

Chaque face contient donc un élément Z avec

w(k)}f_W(k) f;m(k+l) - 1 tel que ﬁp(k+1) ait pour sommets

1 1
Zk +1 Xk

b

k!

S ae X,
1 Jp+1
(On pose pour simplifier k' = ¥(k)).

De la convergence de 1" versﬁllén.déduit

Lim a(r< PPy
in |

(avec jr dans {1,2,...,n+1} , 1r=1,...,p+l)."
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De 1'hypothése lim pk+l = 0 et de la relation

kL gk kL gkl K

T . k'+l_Uk'H

) , on tire : lim “I
k=00

On a donc aussi

(1) 1im a(ui [Py o

ko0
Mais, par définition de p , on a :

1 1
Ik +19[Xk

kv
d( NS DI
I1 jp+l

donc, a partir d'un certain rang, on aura aussi

(2) d(Uk',[Xf',...,Xk' D>
, 3q J -

NS

ptl

1 1
Soit U; la projection de Uk sur [ﬁp(k+1)] .
De la relation (1) on déduit que

14 1]
lim (Ug -y =0

k>0

1
Pour k' suffisamment grand, d'aprds (1) et (2) Uk n'appartient

1 1 1 1 lp k'
pas a [X? ,...,XB J donc Zk 1 appartient 3 [X?J,...,Xk ,U 1 et
1 Ip+1 1 p+1
' t 1 | 1
vim a2 LK K KTy =0
oo Iy Jp+1
] 1 1 1
La variété [XK ,...,XB ,Uk ] &tant contenue dans HY
. . I pt+l
) ' '
lim a(z® Tk = o .
koo
. k'+1 . s ok! . : .
Puisque 7 appartient a H , la distance entre les deux

=] !

1
hyperplans paralléles Hk et Hk tend vers zéro lorsque k tend vers 1'infini

avec (k) < k' <o(k+l) - 1 .
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On a la relation :

1 ,_;l
d(Hk ,Hk ) =

N k' N k'
oi (1,-x ) est orthogonal d H

\
La quantité “xk |2 &tant bornée (lemme 5.1) on déduit

‘l/(k)ll_dA‘P(’k)) .

1! '
lim (3% L ) = 0 d'ol lim (||e

k>0 koo

et 1im dk = o
Jcao0

REMARQUES :

1°) Lorsque p = n-2 on peut montrer (C.CARASSO [14])7qu'il est
k+1

impossible d'avoir 1lim p =0
ksvoo
29) Pour avoir p > 0 il suffit de supposer que aucune fonctionnelles
de 1'adhérence faible de F(S') ne s'annule sur < fl""’fn > . Dans le

cas de l'approximation au sens du max dans l'espace des fonctions continues

. sur un compact K, il suffit de supposer que les fonctions‘fl,...,fn ne

s'annulent pas toutes en un méme point.
’

\
@

5.4 - PROGRAMMATION DE L'ALGORITHME DE REMES GENERALISE.

- Nous avons, vu au paragraphe 5.1 que 1l'algorithme de Rémés géné-
ralisé était un cas particulier de l'algorithme d'échange.
Si on note :

n n

(P) o =||[f- % iifiH = Min R lx - = xifiH
tizl (Xl’ ,X_JER i=1
on a aussi, en posant x = (Xl""’xn+1) , z = (0,...,0,1),
c(t) =< £,t > 'a(t) = (< fl,t > Leeay < fn,t >)
a = x__. = Min [ (x]z)|c(t) < (x[[a(t),1]) ¥t € S']

n+l
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On peut donc appliquer au probléme (P) la méme méthode de réso-

lution qu'au chapitre 3.1. Le passage d'une étape k & une étape k+1 se

fait en construisant un vecteur E de R

Soit

et

avec

1'é1ément

sk
1

£

Afin
k+1
z

DLt un scalaire IF tel que

C1,-xT|E) = Max ([ 1,xT|[e(t),alt),1])
tes!

k+1

C1,-x|Lez"h),az"h 1)

k
n+l

n
- 5 <fe| - x
j=1 * 7t

K+l k+1
, . ... E
1 i S n+1

n n
PoxEl =< £- 1 x0T
11 1 1

i=1 | i=1

de déterminer le vecteur E on cherchera systématiquement

parmi les fonctionnelles extrémales de S'.

Le programme permettant de résoudre le probléme (P) a la

structure suivante en ALGOL W :




- 5.21 -

begin déclaration de la procédure ECHANGEDSRN du chapitre 3.
integer N; affectation d'une valeur a N; ‘

begin procédure NORME (real array X,E(%); real result IB); :
comment la procédure construit a partir de X(1),...,X(N)

le vecteur E(0),...,E(N+1) et le scalaire IB = 1i;

begin déclaration des éléments f’fl""’fn et de tous les
é€léments permettant de définir 1'espace vectoriel E

et sa norme

end NORME ;

real array X,Z(1::N+1); real D; logical ITERATITF;

for I:=1 until N do Z(I):=0; Z(N+1):=1;

ECHANGEDSRN(N+1,% ,NORME, '-5,100,X,D, ITERATIF) ;

for 1:=1 until N do

WRITE("X(I)=",X(I));

WRITE("distance de £ & V =",D); S

WRITE ("l‘algorithme est itératif. Réponse : ",ITERATIF)
end |

end.

: ‘Ce n'est donc qu'au niveau de la procédure NORME que 1l'on

particularise 1'espace vectoriel E et les éléments f et fl,...,fn
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5.4 - ALGORITHME DE REMES GENERALISE AVEC CONTRAINTES PAR INEGALITE.

Considérons dans 1'espace vectoriel normé E le convexe C

défini par :
C={h€E]| alr <<h,p(r)> ¥ &K}

ol K est un compact, o est une application continue de K dans R et une
application continue de K dans E' le dual topologique de E muni de la topo-

logie o(E',E).

Soit f un élément de E et V le sous espace vectoriel de dimension

n engendré par fl,...,fn
On note H1 l'hypothése :
H1 " il existe un élément g de V tel que :

a(t) < < g,B(t) > VYt€ K .

On cherche un élément g de VN C tel que

(P) o = ||£-g| = Min [l£-g .
gEVNGC
n —
Le probléme (P) s'écrit aussi, en posant g = I Xiﬁi

n n n
a=f- 3 x £l =min [l - 2 xElllato) << T ox£, (0) >
i=1 i=1 izl

[

¥t € KJ

Posons, pour t daﬁs ST,

at(t) = (< £,,£> ,..., < £ ,t>) élément.de rRY
et pour r dans K :

a'(r) = (< fl,B(f) > yeees < £ ,B(r) >) élément de rR"
) éléments de R" x R

z = (0,1) et x = (x .X

o %
12 n’“ n+l
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On a alors. :

= Min [(xJz)| < f,s > 5_(x|[a'(s),lJ) ¥s € S

1
bl

(P) . o n+l

alr) < (x|[a"(r),0]) wr €Kk

| A

S' désignant la boule unité du dual fort de E.

Notons B le compact {1,0} x S' x K (muni de la topologie

produit) et
c: B+ IR

S'< f,s > si n=1
(n,s,r) =~
(u(r) si n=0

a: B+ R"x R

Ta'(s),n] si n=1
(n,s,r) &

La"(r),nl si n=0
Le probléme (P) s'écrit alors

(@) a = Min [ (x]2)]c(t) < (x|a(t)) ¥t € B]

I3

L!algorithme d'échange appliqué au probléme (P) est alors le

©

suilvant

A 1'étape k on dispose de n+l1 éléments u? = (c(t?),a(t?))
j=1,...,n (avec t? dans B) et de n+l coefficients p? > 0 tels que :
' n+l »
k k
(d,z) = X p.uk
j:l :] j

Les éléments t? sont de la forme

k kK k k
t. = P B o
P (n], 5 j)
k k v ko
avec n dans {0,1} , v dans .S' et 5 dans K .
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Posons

k

™ =1{je¢ {l,...,n+l}|n? = 1}
et

k .

J =1{jé€ {l,...,n+l}|n? = 0}
On a alors

d0,1) = 3 y oK(<£,65 a5, 1) + 3 L o5 ,an(%),0)

J€T J ] ] i€J J J ]

Soit

dk = I ” p% <f,s¥ >+ I K pgu(rk)

ser 3 j seg 3]

0= 1, pk(<fl,sk >, <fn,53 SEII p3(<f1,5(r3) >,
jGI ] ] ] ]eJ ] J
k.
< >
fn,B(rj) )

Cette derniére relation revient 3 dire que la fonctionnelle :

L= o3 ok s § 058 (x5)
jerc 33 e 3
s'annule sur V .

On a enfin :

k"3 v ,

- - ¥ k 3 3
ce qui ehtraine que I est toujours non vide.

On détermine 1'élément x° de R™ te1 que

(a<t§>|xk> = c<t§> 521,... 041

Pour passer a 1'étape k+1 on détermine un élément zk+l de {1,0} x §' x K = B

tel que :




- 5.25 -

- k k
I = o (M- a ™) = Max [e(t)-(R(eN)]
t€B
ol
<k _ k k
i” = Max ( Max [c(ﬁ)—(x Ia(t))]s Max [c(t)-(x |a(t))])
t€{1}x38"xK te{0}xs %K
soit '
n n
ik = Maxﬂlf - I x%f.“—xk ; Max [a(s) - < I xkf.,B(s) > 1}
521 11 n+l €K sz 1
n
En posant gk = X xkf., on a :
izg 7
=k : )
i = Max {“f—gk“—xk s Max [a(r) - < gk, (r) >]}
n+l
- T€K
On pose ik = ak - dk
a) Si
o SR TO NTR
[P
on doit alors avoir :
k+1 k ktlyy - 1e Ky _ Uk
‘C(Z )-(x la(Z )) = “f g ” R+l
On pose alors
N AR TETC AR PIEICF JELEICIE S SR S AL D
avecék é1lément de S' tel que
l£-ghl = < £-°.5% >

On choisit en pratique, comme dans 5.4, 1l'élément 5K parmi les

fonctionnelles extrémales de S'.

i
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b) si

ik = Max [a(r) - < gk,B(r) >]
r€K

on pose alors :
+ k+1 k+1 -k -k -k
2 = (e ,aG ) = (@(F9,< £L8G55) >, < £ L8> 0)

~k ..
avec r défini par :

() - < g8 > = Max [a(r) - < g,8(r) >]

reK
2 - k+l P4 k \ .
On échange Z avec un élément u K de facgon a avoir :
n To
k
z = 2 p.+l a(t%) + pk+l a(zk+l)
izq ) ] .k
J J5
‘¢.k
NERIN

On a la proposition :

PROPOSITION 5.2 :
Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :
H1 " 1l existe gX dans V tel que :

a(t) << ghe(t) > Ve .

Hz il existe un ensemble M de n+1 éléments de E(S') U B(K) tels que,

'quels\qpe solent t ety de M le déterminant

1
det [< £,,t; >]

est différent de zéro ' .

H3 " 1'algorithme est itératif (p§ >0 Wk et Vj =1,...,n) "
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alors
i) 1imd< = o
koo
iy . . : Wk) Ky 411 ‘
ii) il existe une sous suite d{" '} de {d"} telle que
k0
DEMONSTRATION

On applique le théoréme 2.1. L'hypothése H1 de ce thé&oréme

. s s . . +
revient a8 dire qu'il existe xx de R" 1 tel que

< f,s > << xx,[a(s),l] > ¥s € S*

et
alr) < < xx,[a"(r),O] > ¥r € K,
* 2 3
soit, en posant : g = I x.f,
. ivi
1=1
Lo & *
alr) < < gX,B(r) > ¥r € K..

La premiére inéquation est trivialement vérifiée en prenant
I .

E * . . PN P | ~ ~
x suffisamment grand, la deuxieéme est vérifiée d'apreés 1l'hypothese HI.

nt+l &

L'hypothése H2 entraine que 1l'hypothése H2 du théoréme 2.1 est

vérifiée (méme technique de démonstration qu'en 5.1).
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APPLICATION A L'APPROXIMATION GLOBALE AU SENS DU MAX

On considére dans C[a,b] un ensemble compact Q de fonctions
dérivables sur [a,b], soit V le sous espace vectoriel de C[a,b] engendré
par n fonctions fl,...,fn dérivables. Soit g une fonction dérivable sur

un intervalle [c,d] contenu dans [azp].

On note C l'ensemble :
= {h € C[a,b]|g(t) < h(t) pour tout t dans [C,@]}

On cherche un élément g de V1 C approchant globalement au sens

du max, l'ensemble Q de fonctions, soit :

(P) o= Max Max ﬁh(t) g(t)l Min Max  Max |h(t)—g(t)|
neQ t€la,b géVNc heQ tela,b]

Si 1'on note B l'espace C[a,b] et C(Q;B) 1l'espace des appli-

cations continues de Q dans B muni de la norme :

&l = Max “H(q)“ avec ||hl] = Max lh(t)l
q€Q “t€l a ;b

le probléme (P) peut s'écrire (voir paragraphe 4.3)

n n n

o =T - 2 oxEfl=win [T - 2 okl e << 3 owFLE >

i=1 i=1 1=1

‘

V(-qat) € Q% [Cadj}

avec I et Fi i=1,...,n applications constantes de Q dans B définies par :
I: .ol .
qrq Fl qr fl
et 6q t fonctionnelle linéaire continue sur 1'espace vectoriel
~19
de C(Q3;B) engendré par Fl""’Fn
S : Hwe H(q)(t)

q,t
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On a un probléme qui se formule comme en 5.5.

La mise en oeuvre de l'algorithme d'échange ne nécessite que le calcul,

a chaque étape k de :

n

sk k k
i" = Max {“I - 7 xiFi[” - X105 Max [g(t)—(xk|h(q,t))]}
i=1 (q,t)€Q c,d]

avec :

h(q,t) = (< Fl’éq,t >, , < Fn’éq,t >)
ol

h(qft) = (£ (8, ,F (1))
Soit

n n
K = Max {Max ||h - % x?fiﬂ—xi+l; Max (g(t) - X x?fi(t))}
h€Q i=1 t€l c,dl i=1
Si
n n
Ek = Max Hh - x?fi“—x§+l = “E - I XifiH - x§+1
h€Q i=1 i=1
n
Coimemy Ko =y Uk
= [h(t) - L X F (O] -
i=1
le point de rM? 3 échanger sera :
q g<tl o (5 ﬁ({),gfl(E),...,éfn(%),l)

avec :

—_ [ n k -

s = signe (h(t) - I x.f,(t))

. iti
1=1
. S1
' n n
sk _ k. _ xy k., %
it = Max  (g(t) )} xifi(t)) = g(t™) ) xifi(t )

t€l ¢ ,d] ‘ i=1 i=1
le point a échanger sera :

7+ (g(t*),fl(t*),...,fn(t*),O)
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Le programme ALGOL W aura la structure suivante

begin procédure ECHANGEDSRN (voir chapitre 3);

integer N

affectation d'une valeur 3 N;

begin procedure GLOBAL CONTR (real array X,E(%);

end

end.

REMARQUE :

{< fl;t >seeen,< £t >/t € E(S')} étant symétrique, il peut dtre difficile

real result IB);
comment la procédure construit a partir de X(1),...,X(N) le
vecteur E:Zk+l(E(O),...,E(N+1)) et le scalaire IB=zi;

begin déclaration de Q,g,f,fl,...,fn,[a,p],[c,gj

end GLOBAL CONTR;

real array X,72(1::N+1); real D; logical ITERATIF;

for I:=1 until N do Z(1):=0; Z(N+1):=1;
ECHANGEDSRN(N+1,%,GLOBAL CONTR,'-5,100,X,D,ITERATIF) ;
for 1:=1 until N do

WRITE("X(I)=",X(I))}

WRITE("distance de Q 4 V intersection C",D);
WRITE("1'algorithme est itératif. Réponse:",ITERATIF)

Dans le cas de probléme d'approximation, 1'ensemble

de choisir "artificiellement" les points de départ U(i,j) (i=0,...,n ;

j=1,...,n+1l) de 1'algorithme d'échange. Ces point doivent en effet s'élimi-

ner aprés gqlielques itérations (chapitre 3). Une autre méthode est appli-

cable dans ce cas lad, il suffit de considérer nt+l éléments tj (j=1,...,nt1)

de E(S') tels que toutes les sous matrices d'ordre n de la matrice formée

des éléments <fi,tj > (i=1,...,n 3 j=1,...,n+l) soient de rang n
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On résoud alors le systéme linéaire

n
. < £, > = - < £, > =
Iy < £yt £.ot o i=1,...,n
3=1
L'hypothése sur le choix des tj entraine : kj £0 j=1,...,n0
On pose
o 2 s~ . ° =
tj = signe Aj'tj j=l,...,0 3 ’tn+l tii1
o |xj| o) !
pj = n j:lS an 2 pn+l = n
AL+ R P
. i i
i=1 i=1

On prend alors comme points de départ de l'algorithme d'échange

U(0,3) = < f,t? > "(
’ o j=1,...,0t1
Ui,3) = < £,,t0 > i21,....0 {

1 ] )

avec les coefficients

RO(§) = p? o 3=1,...,n41 .

' Ces points ne sont plus "artificiels" car de la forme

(c(t?),a(t?)) avec t? dans E(S').




CHAPITRE 6

ALGORITHME D'ECHANGE GENERALISE

Nous avons décrit, dans le chapitre 2, 1'algorithme d'échange
en supposant qu'il est "itératif". Cette hypothése revient d supposer
qu'un déterminant est d chaque étape différent de zéro. Nous montrons
dans ce chapitre comment 1'on peut modifier 1'algorithme d'échange pour
qu'il converge sans faire d'hypothése d'"itérativité". Notre étude est
d rapprocher de celle de TOPFER [64] sur 1'algorithme de Rémés sans con-

dition de Haar.

6.1 - DESCRIPTION DE L'ALGORITHME D'ECHANGE GENERALISE.

. n .
On considére dans R~ un é&lément fixe z, un convexe

¢ = {x € R"[c(s) < (x|a(s)) , ¥s € s}

I3

ol S estsun compact,
c est une application continue de S dans R et

a une application continue de S dans rR" .

On note VJC le translaté d'un sous espace vectoriel V de r"

n
de dimension p. On note Vt = V+x .
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On considére le probléme de minimisation
(P) o = Inf [(x]z)|x € cN V.

Nous ferons (voir chapitre 1) les hypothéses

HO "o est fini "
H1 " Il existe x* dans Vt tel que c(s) < (x|a(s)) pour tout s dans S " .
H2 ' (v%+z) N intérieur cc(a(S)) # ¢ " .

On a alors (chapitre 1)
Q) o= -8 = (%|z) + Max [r-(X]2)] (r,8) € cc(3(8)) N R x (v%+2)]

et le probléme (P) a au moins une solution.
Le sous espace V étant de dimension égale d p, on a (propo-

sition 1.2)

r r
8= (X|z) +Max [ T p.e(s,) - (x| T p.a(s))]
. i i . i i
i=1 1=1
r O
>0 3;s.€8; L p.a(s,) -z € V']
1 i:l 1 1 . ¢

l<r<psop,

L'algorithme d'échange se décrit alors de la fagon suivante :

I3

On dispose (comme dans l'algorithme d'échange itératif) de p

L4

points SE";"SE de S et de p coefficients pi,...;p; tels que
p
b} p%a(s?)—z € v° et p?

> 0
.1

i

On pose
‘ p
Ko ox

I P e()-Glatef NI




et on considére le probléme de minimisation suivant qui définit d

REMARQUE :
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T EA I EIRRINS TP B
Vi = {x € Vt|c(sk) = (x|a(s¥)) , 1€ Ik}
1 : L

d —dk = Min Max [c(s)-(x]a(s))]
x€Vt S€S

a¥ est 1la valeur du minimum du probléme

k k
(P) avec C = {Sl,...,sp} .

On a :
LEMME 6.1
koo K

En notant x'" un é&lément de Vt et en posant

Vk=Vl,é—x'k on a :

= . k
@9 3% = Max [e-(xM2) ] (r,0) € co(3(8)) N R x (V)]
DEMONSTRATION

) ~ k Pd -
Le probléme (P) peut s'écrire :
-k koo
. dv-d” = Min [([x,a]|[0,1])]c(s) 5_([x,d]][a(s,l]);

[x,a] € V¥ x R + (x'%,0)]

On a un probléme d'optimisation de méme nature que le probléme
(P). Nous appliquons la formule de dualité (Q) en vérifiant les hypothéses
HO, H1 et H2.

La quantité 3<_a¥ &tant positive, l'hypothése HO est vérifiée.

P ‘. . P P % k
Pour vérifier H1 il suffit de considérer un élément x~ de Vt et
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un élément d* de R tel que

Max [c(s)—(xX|a(s))] < a* .
s€S

On a alorsu(xx,d*) qui appartient a Vk X ﬂ{-f(x'k,O) et qui vérifie
3 1 ‘
c(s) < ([x",d ] [a(s),l]) pour tout s dans 8
L'hypothése H2 s'écrit dans ce cas
1©
0€ ir [V" x {1} - ce(a(s),1)]

soit

(Vk)O N ir co(a(s)) # ¢ .

D'aprés 1'hypothése H2 du probléme (P) initial, il existe x'
dans V° tel que

x'+z € ir cc(a(s))
On a par ailleurs

P
- I p% a(s%) +z = x" € V°
. i i

i=1

“d'ou
x'+x" € ir cc(a(8)) !
et
Vo N ir co(a(s)) # @ .
Le sous espace Vk étant contenu dans V on a :

(V)° N ir cola(s)) # o

1'hypothése H2 est donc vérifiée.
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En appliquant la formule de dualité (Q) on obtient

-d = (€x%,0100,11) + Max [r-Cx"*,03|2,,2,]) |

(£,2,,2,) € ca(3(s) x {11 N Rx(V)° x {1}]

ou
r r
X zMax [ 3 p.els) - (x*N] T p.a(s))| 1<r<p;
. 1 1 N 1 1 — -
i=1 i=1
r r k.o
L p. =1 et % p.a(s.) € (V)]
. 1 . 1 1
i=1 i=1
soit :
ak—dk = Max [r—(x'k]£)|(r,£) € cq(j(sS)) N Rx (Vk)O]

Q.E.D.

PASSAGE A L'ETAPE k+1 :

Par définition de akfdk et de Vt, on a taujours

ék-dk_i 0

'PREMIER CAS : d'=d" = 0 .

On pose alors, conventionnellement

© kt1 % k+1 k )
s, .= s. et ) = p. Z1l,...,p)
5 5 o, o, (j=1, D

ce qui entraine :
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REMARQUE
Dans la pratique on arréte l’algorithme.

DEUXIEME CAS : d5-d% s o .

On note (rk,Qk) un élément de co j(S) N Rx (Vk)o tel que
K _ak = kK]

Soient z§+l élément de S et A§+l > 0 (i € Nk) tels que

k ' k+ +
rto= LA Lot
ien
k k
= AMal™ (z A=
ien icy
. . e e .k k .
On détermine un indice I, de I tel que 1l'on ait
k k . k ;.
ce(l ,a(si): ieg Iz‘{ji} ) N vo4z £ ¢
Plus précisément % p¥+1a(s$ﬁmk+12k—z e v° p%+l > 0 et mk+l >0
. N 1 1 -
i€ -3
o
On pose alors
k+l ktl, _ ;. Kk ...k .k k+1 . k
{si ,...,sp } o= {si |1€I‘ {jo}} U {zi |1 €N}
REMARQUES : '
1) Lorsque l'algorithme est itératif on a :

k . : P
Ik = {1,...,p} Vt = {xk} ; 1l'ensemble {z? |1€Nk} se réduit
d un élément et
2) La détermination 3 1'étape k de -1'élément (rk,zk) nécessite la
résolution du probléme (Pk) qui est de méme nature que le probléme initial
(P) mais dans un espace de dimension moindre que Vt' L'algorithme est donc

récursif.
3) On a :

card Nk = p-card Ik+l
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6.2 - CONVERGENCE DE L'ALGORITHME.

LEMME :

. . 2 . n
La suite dk est croissante bornée supérieurement par (XX—XIZ)

et vérifie :

dk+1_dk k+1(

a-- k)
DEMONSTRATION :

De la relation :

(1) z pk+la(s¥ + mk+lﬂk—z e v°
k .k "1 i
i€T -j
on tire (par définition de aktly
k v
gt - k kp %c@ )bdds)]+mmﬁﬁ’-|2)]
i€r - *

ou , x'k appartenant a Vt

sy * oML (xR K[a(s)] + m T oK 0M)]
1 1
i€T - i,

e LGk

‘/ ” {\l ~ -
L'&lément x‘k—x appartenant a V, on tire en tenant compte
PP s P

’

de la relation (1)

dk+l . mk+l[ I‘k"(

€

1997 + (x%X]2)
On a apar ailleurs :

L, 0} a(s Y-z = x" € V°
1EI

d'ou :
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(x'k:¥|z)

(x'kJQ l 2 p%a(SK))
jers *+ 0 *
k .

et, x 1K appartenant a Vt

Kl = 5 elTe-(lasin] = &

ier
P k k
On a donc, en tenant compte de la définition de (r,2)

ktl_gk _ ktl

d (3-d")
o s k+1 P . o, . ' _k k z
Le coefficient m étant strictement positif et d"-d é&tant

positif, la suite {dk} est croissante..

De la relation (hypothése H1)
*
c(s) < (x]a(s)) , ¥s € S

on tire

= 3 pﬁtc(sg)—(§|a<s§)>] < EE |2, ofats-n) + F])

i€r i€r
. X r\l - ~ ~
mais, x -x appartient a V d'od :

a* < (XX;;|Z)

Q.E.D
LEMME, 6.3
Stil existe s > O tel que :
o< s <mktl
alors :

' 1im (ak_dk) =0 et 1lim dk + (’}\élz) = o .

koo koo
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DEMONSTRATION :

D'aprés le lemme 6.2 on a :

-k .k

§-a < I (dH-d

d™)

. k . .
La suite {d"} étant croissante et bornée supérieurement converge,

on a donc

1im (3%-d%) = o .

k>0

Montrons que lim dk =0 .
ko0

D'aprés la formule de dualité (Q), on a :
"\
dk <o - (x]2)
. S " v
Supposons que l'on ait lim 4" = d < a -(x|z).

>0

Le probléme (Q) ayant une solution, il existe d tel que

p "
d= 3 pi[c(si)-(X|a(Si))]

i=z1
avec
P 0
T p.a(s.)-z €V et p, >0 (i=1l,...,p)
. i i i~
i=1
et !
L :fd+(§|z)
Posons
n
d-d = u >0
I1 existe s dans S tel que
e 'k -
c(s) - (x'" a(s)) Z_—E——-——~ pour tout k
R

i=1
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(Sinon il existerait kO vérifiant

k "
c(s) -(x' °la(s)) <

et on aurait

D ko D

T p.Le(s,)-(x' ®la(s,))] = &

. i i i .

izl i=1
D

_Zp
i=1
k
=d-d °<u)
On a alors
ak—dk = Min Max [c(s)—(x|a(s))] >

XEVt s€S

On ne peut alors avoir :

1im (3%-d%) = o
k=00
~On a "donc
o,
1lim dk = a ~(x|z) ,
k>0

pi[c(si)—(¥|a(si))]

(x' o;§|a(s.))
1

p
z

i=1

Q.E.D.
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THEOREME 6.1 :

Les hypoth&ses H1 et H2 &tant vérifiées, la suite a9

construite par 1'algorithme d'échange général est telle que

1) 1imd+ Ko = o«
ii) il existe une sous suite {d’ I} de {d¥} telle que
1in @ ® &y 2o |
Jeroo
DEMONSTRATION

Si & une étape de l'algorithme on a :

. P 7z k
alors, si x est un é&lément de Vt on a :

Max [c(s) - (xla(s))] =0
sE€S

donc x appartient a C Ve

On a aussi

%
)

k k
p.c(s,) = (x|
1 1
1=1 ‘

en appliquant la proposition 1.3, on a x qui est solution de (P) et
a“ = a . “
. k k+1
On suppose maintenant que, pour tout k on a d° < d
. . . k .
S'il existe U > O tel que pour tout k on ait U < pi (i=1,..
+ 3 / - P . » -
alors mk 1 est aussi borné inférieurement par un scalaire strictement
positif. En appliquant le lemme 6.3 le théoréme est démontré.

Supposons que pour tout U > O on puisse trouver des indices i

et k tels que p? < u

.sP) s
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En utilisant la méme méthode que dans la démonstration du

théordme 2.1, on. peut extraire de {p?} une sous suite {p{p(j)} telle que

lim pc?(j) -0 si i€ IS {1,...,p}

et

lim
j—)oo

p(3) _
Py = 7 1

p. >u >0 si i€ 1,={1,...,p} -1
i— ' o
avec I, non vide.

1 )
On a évidemment Il<: jp(j) ¥

On ne peut avoir, pour j fixé 1l'inclusion
‘ .
{é?(] )Ii €1} {é?(j)|i=l,...,p} ¥t >
i 1 1
Si ce n'était pas le cas on aurait

vim (0 200y 4y (315 (203),
jroeo d€I T * ier, * i

o 1
. a(é?(j))
1 1

avec % p. a( ) élément de VO+z

Scrg(j)
i€1, .

‘on aurait donc

_ (3 _ (3,
Il = fp et pi = pi .

De méme, de la relation :

H = lim‘dgp(j') = v pll:c(sci(j)) _ (’>\£|a(sci(])))]

ko0 1€Il

on tirerait
in, i |
d = PO

k+

ce qui est impossible car;dk <d 1 pour tout k .
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Quitte 3 en extraire une sous suite, on suppose que {é?(]+1)|i € Il}

contient au moins un élément nouveau par rapport d l'ensemble
(2 s=1,.

On suppose que ce point nouveau fait partie de l'ensemble des

points z§(3)+l (i€ Nw(])) introduits a 1'étape Y(j)

@(3) < ¥(3) <p(i+l))

On note e(j) l'ensemble des indices 1 de I, tels que

1
PG+ | ¥
4 ;

i
(on a e(j) < Nw(j))
On a donc :
S'sg(j) si iéd e(j)
ég(j+l) i€ II
zly(j)+l si i€ e(j)

De la relation :
PG+ 5 pqi)(j+1)tc(scg(j+l))_&la(scg(jﬂ))]

1EIO

pox UML) Gla?GMy))

iGIl ,
on déduit, en'notant xw(j) un élément de Vi(j) Vérifiant
(D) (FD ) I _FGE) e )
et en retranchant :
') = D R = T 3 éﬁ(j+l)a(§?(j+l))).
i=1
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ép(j+1)_dW(j) - 5 ap(j+1)[c(5p(j+1))_(xw(j)Ia(ép(j+1))]
i€T i i 0 i
0

v ROt D pat Dy
€T +
1
i€e(3)
fp @O (D)
€1, |
i€e(j)
¥(3) L )
t

Comme x appartient a

et Il<: Iw(]), on a :

c(sg(j))—(xw(j)la(si(j))) = 0 pour 1 E.II

d'ou :
ép(j+l)_dw(j) _ é?(j+l)[c(§?(j+l))_(Xw(j)|a(é?(j+l))]
i€T
0
p oz U@ gty
i€e(j)
En ajoutant :

z 5?(j+l)(xW(j):§lz') aux deux membres avec
i€r, *

z2' € (Vo+z) N ir cc(a(8)), en notant que at3) = (xw(j)J¥|z')

et en poSant :

I3

e(j) = I 5?(j+l)
' i€r, *
on obtient :
dp(j+l)+(€(j)_l)dW(j) - ¥ d?(j+1)[c(£?(j+l))-(xW(j)la(éﬁ(j+l)>zﬁ

i€l
i€ 0

_ (§|Z')] +( 3 0 ?(j+l))(aw(j)—dw(j))
iEe(j.)
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Posons

B(j) = I 5?(j+l)[c(§?(j+l))—(xw(j)Ia(é?(j+1))—z')]

et 1 - o
0]

et

wx = Max |c(s)|

sE€S

On a :

IB()] < e(DW® +2  Max l(xq](j)lt)l)

t€-a(sW{z*

~

L'élément z' appartenant 3 1!intérieur relatif du cdne convexe
engendré par a(S) 1l existe, d'aprés le lemme 2.3, une constante positive

W telle que :
AU (-A)C w A avec A = co(-a(s8) U {z'})

On a alors :

Max |(XW(j)|t)| = Max (XW(j)It) < Max (xW(j)lt)
tEA AJ(-A) tEwWA

ol

Max I(xw(j)[t)| <w Max (xw(j)lt)

t€~a(s)U{z"} t€-a(s)U{z}

On a : '
Max (X\P(j)lt) < Max [c(s)—(xqj(j)la(s))]+wx = I _g¥ (3D %
t€-a(s) s€S

et
(XW(j):klz') - dW(j) f.EW(j)"dW(i) + g

avec dx = (xxlklz')

. . e ~ ,\) . e . ~ i
En effet d* est aussi égal a (xx—xlz) qui est supérieur & dW(j)

d'aprés le lemme 6.3.
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On a donc :

Max | (x| < w@ 3.

t€A

dW(j))+w Max (dx,wx)

et par suite :

IB(| < e(j)[wx+wMax(wx,dx)+w(c_in).—d\Kj))]
En posant

a' = o* + wMax (0¥,a%) > o
On obtient |

I e (9)-19a" T vesrar-Flz )

<z p U (g @ 3)g¥a)y

i€e(3)
Les indices de e(j) appartenant 3 Il’ on a :
0<yu< dp(j+l) pour tout i de e(3j).
La suite {EW(j)—dw(j)} est donc majorée (pour j suffisamment

grand) par la suite‘{uj} avec :

1 : ) :
o, = (@' e(3)-1)a
J carde(j) x u - we(j)

YD esy@ar-Elzn)

[

La convergence de {d5} vers d et celle de e(j) vers zéro entraine

la convergence de la suite {aj} vers zéro et par suite :
Lim (aW(J)_dW(j)

§ro0

) =0

La convergence de {dk} vers se démontre comme dans le lemme 6.3.

i

Q.E.D.
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6.3 - REMARQUES SUR LA MISE EN OEUVRE PRATIQUE DE L'ALGORITHME.

Afin de permettre un 'démarrage" de l'algorithme on peut,
comme dans le cas itératif (voir chapitre 2), introduire des "points

n+l

artificielsg" (Ci’ai) (i=1,...,p) de R et des coefficients pi > 0

(i=1,...,p) tels que

p o
YL p.a.-z €V
. ii

1=1

Ces points doivent &tre choisis de fagon a disparaitre aprés

quelques itérations.

Les cas des dégénérescence correspondent aux cas ol le cardinal
de Ik est strictement inférieur 3 p. Dans le chapitre 2 on supposait que
ce cas ne se produisait pas (hypothése d'itérativité). Lorsque card ™ < )
on doit résoudre un nouveau probléme d'optimisation (Pk) ; on peut prendre
1

. e me . .. k
alors de nouvelles variables artificielles ou utiliser les éléments s,
i

pour k' < k

EXEMPLE

Supposons qu'a 1'étape k-1 on ait card Ik_l = p et d 1'étape k

card 7% = qk < p . La dégénérescence décelée a 1'étape k nécessite la

-résolution du probléme (Pk) ou de son dual (Qk) qui s'écrit

K k_k p-q*+1 o PraiHL
QM) d°-a" = Max [ % A.c(s.)-(x", L X.a(s.))
i=p  t 7 i=1 vt
k k
p-q +1 P~gq +1 k.o
A, >0 oA, =1 T h.a(s.,) € (V)]
3 — . 1 . 1 1
i=1 i=1

Pour initialiser 1'algorithme de.résolution de (Qk) on doit
disposer d'éléments 54 (i:l,...,p—qk+l) de S et de coefficients Ay >0
(iZl,...,p—ék+l) tels que

p-q +1 P-q

5 ha(s.) € (VOO et
. 1 1 .
i=1 1

1w ™M =
>
H]
=
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On dispose a 1'étape k-1 des points s?_l tels que

Z p?_la(si_l)+ L ps als
€T QT

Le cardinal de Ik_l étant égal 3 1, on a :

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
a( )

k - —_ 1
Zoaopy alsy D 2y opy alsprp pTials g Ty = x
i@r i€ -7 ]
O O O
et a 1'étape k :

5 0 a(s) 4" a(sX y-z = xm € v°

K k-1 T i jk—l jk
iEI'*jO o) o

En retranchant la derniére égalité d la précédente il vient :

2 oKl e e ) € pas) 1 € )+ v°

. Ik i i .k k-1 i

i¢ 3 N

o] o}
< ks Ik s s . n P

ou L(a(si)[l € ) désigne le sous espace vectoriel de IR~ engendré par
les éléments a(s?) pour i dans Ik .
Comme

V<= v p(asH]i € 19°
On a :

k-1, k-1y, k-1 _ k-1 k.o
Icpy o alsy ey als o) €V
eI I Jo

’

On peut denc prendre pour initialiser (Qk) les points

@

{SE_,|i € {1,...,p} - ™+ {ji_l}} et pour coefficients :
k-1 . k k-1
{pi /u|li € {1,...,p} - I + {]o }}

avec
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6.4 - APPLICATION A L'ALGORITHME DE REMES GENERALISE AVEC CONTRAINTES PAR

EGALITE.

Soit E un espace vectoriel normé f’fl""’fn n+l éléments
linéairement indépendants de E . Soit V un sous espace vectoriel de
dimension p de R"™ . On cherche x dans V tel que :

n n
(P) a=l|f- 5 x££l =wminlf- 5 x.£
i=1 Y ey j=1 * 1

On a vu (chapitre 4) que (P) pouvait s'écrire
(P) o = Min [([x,d]][o,lj)| < f,t > S-([x,djlfa(t),lj)
¥t € S et (x,d) € Vx R]

ou S' est la boule unité du dual fort de E et a l'application de S' dans

R" définie par :
a: t#&» (< fl,t >, ,< fn,t >)

Si on applique l'algorithme d'échange généralisé on aura a

1'étape k
ptl
5 pf(a(t5),1)-(0,1) € v° x {0}
. 1 1
1=1
ol ,
pt+l n+l
z p%a(t%) e v° pX p% =1 p% >0
1 1 . 1 1 -
i=1 1=1
K pt+l
d = Z p. < f£,t, >
. 1
i=1
I}< Ry k
= {i¢ {1,...,p+1}1pi > 0}

rl

W

E {(x,d) € Vv ><B{]<f,t? > = (x|a(t?))+d vie 1Y

ou, en remarquant que si (x,d) appartient a Wt ona d = dk
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avec

Ve = {x€ v, |< f,tk > = (x[a(t]f))+dk Vi g Ik}
t t 1 1

Le probléme (Pk) que 1l'on a a résoudre pour passer a l'étape

k+1l s'écrit

(r) ak-gk = Min - Max [< £t >-([x,d]|La(t),1]]
(x,d)EWJE t€S!
ou
ak—dk = -d* + Miﬁ Max [< £,t >-(x|a(t))]
S
soit

_k n
d* = Min_[l£ - T x.f
XEV i=p Y Y

Si on note xk 1'é1ément de V vérifiant
< f£,15 > = GHFlace) + o 1=1,...,p+l

(Notons qu'une des équations est inutile), on a :

vi = VS
avec . . '

vk“: {x€v (x[a(t?)) =0 i€
ot

V=V L) ;1€ 790,
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Par suite

x noo n
d* = Min_ [£- ¢ xif, - ¢ xf
<€V 5o TR 4o H
n
et, en posant gk = I xkf.
. iti
1=1
n
) & = min |le-g - 2 x £l
xEV iz1 *

On a un nouveau probléme d'approximation du méme type que le
~ » 3 3 3 k s . .
probléme initial (P), le sous espace vectoriel V= étant de dimension

moindre que V. Précisément on a :

dim Vk = p - card Ik+l

La détermination de 3¢ se fait done comme pour le probléme (P).

On construit p-card Ik + 2 points z§+l de S' et p-card Ik +2 coefficients

Y K p-card 1*42
Ki (A; >0 3 % Xi = 1) tels que
* i=1
p-card Ik+2
= 3 A<, M s
i=1 * *
p-card Ik+2 K Kl k.o
et » Xsoalzo ) € (V)
i=1 oot ‘
o=k ko - : k _
Si d -d = 0 on arréte 1l'algorithme on a alors d = o et V

est 1'ensemble des solutions de (P).
Dans la pratique on arréte l'algorithme lorsque ak—dk < €

€ étant une précision donnée a l'avance. On a alors

K K

d'" <o <d” + e




Si ak—dk > 0 on remplace tk

k+1 k+1

{zl ye s sZ K
p-card I +2
k+1

% 0.

iGIk—jk i

o

avec mk+l >0 et P

On pose alors

A
i i
et
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(avec ji élément de Ik) par

k
Jo
} , 1'indice ji étant déterminé de fagon a avoir :
p—cafd Ik+2
a(ty + mt x Aa(2thy e v
1 . K 1
i=1 :
s o 1 MR
i = o

si i€ 1553
O

k (. .
veeespl = T +{3§}} = {25421,

i

. sp-card Ik+2}

et
k+1,. k .k +1, k.

{pi 1!1 € {1,...,p} - I+ {jo}} = {mk 1Ai]1:1,...,p—card Ik+2}

REMARQUES :
1) Comme dans le cas "itératif" on n'a pas dans la pratique
" n p-card Ik+2
Mink Hf—gk - I x £ = ) A < f—gk,z¥+l >
© €V j=p * 1 iz1 *

mais saulement

p-card Ik+2 n
(1) i A]; < f—g’,-k,z}i<+1 > > Min, “f—gk_— ) xifiu =

i=1 : €V N

et ;

p-card Ik+2
(2) D A? <zf—gk,z?+l > > <

i=1
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Si lim nk = 0 peut-on montrer que

k>0
. ko .
lim d© = o ? La question est ouvert.
ko0
2) Dans la pratique on a rarement (voir chapitre 7) 1l'égalité

p? = 0 mais plutot p? "petit". On peut alors remplacer

Ik

(i€ {1,...,p}]0} = 0
par

. k k
™ = {i€ {1,....p}]0} < €
ol {ek} est une suite de nombres positifs donnés. L'étude de la pratique

et de la convergence de 1'algorithme dans ce cas 13 reste a faire.

n . e Pt . P P e .
3) Lorsque V = R~ , 1'algorithme présenté ci-dessus a été& décrit
dans le cas de l'approximation de fonctions continues avec la norme de

Tchebycheff par TOPFER [ 64].

4) Comme pour l'algorithme d'échange itératif on peut décrire
1l'algorithme pour la minimisation de fonctions convexes et pour le calcul
“d'un meilleur approximant par un élément d'un espace vectoriel vérifiant

des contraintes de type "égalité'" et "inégalité".

I3







CHAPITRE 7

GENERALITE DE L'HYPOTHESE D'ITERATIVITE

On a vu au chapitre 4 comment 1'algorithme d'échange, dans
le cas ou il est itératif, permet d'obtenir le meilleur approximant
d'un élément dans un espace vectoriel normé. Cet algorithme, généra-
lisation du "deuxiéme algorithme de Rémds" (P.J. LAURENT [38]), a été
étudié sans faire 1'hypothése classique de Haar. On démontre en particu-
lier que 1'on peut atteindre un meilleur approximant en supposant, seu-
lement, qu'a chaque étape un certain déterminant est différent de.zéro 5
on dit que 1'algorithme est itératif. Nous démontrons ici la "généralité"
de cette hypothése en montrant gue : si fl et f2 sont deux fonctions de
C[O,;] données (telles que tout élément non identiquement nul du sous
espace vectoriel V qu'elles engendrent s'annule au plus une infinité dénom-
‘brable de fois) et, pour des conditions initiales données, l'ensemble des
fonctions f, pour lesquelles l'algorithme de Rémds appliqué 3 la recherche
d'un meilleur approximant de f dans V est'itératif, est partout dense dans

C[O,l] muni de la norme du max.

7.1 - DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans l1l'espace des fonctions continues sur L0,1] muni de la norme

b = Max [ |n(o)| | t€Llo,11]

on considére trois fonctions f, £, et f2 linéairement indépendantes.
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On cherche x = (§1,§2) tel que

(P) o = Hf—§1f1—§2f2n = Min Hf—xlfl—x2f2H
%€ R

on note ¥* l'application de [0,1] dans R?® définie par

+

VT e (E(0),E (0),E,(0) 5 ¥ = -yt

et § l'application de [0,1d dans R? définie par t (fl(t),fQ(t))
r* = y"(Co,1D) r=aHurh

Pour A< R? on note

N 2 | s . . '
A = {(Xl’x2> € R |1l existe e € R : (XO’Xl’XQ) € A}

e, = (1,0,0)
D;:{Xe IR3|‘ilexiste)\zO :vX:)\eO}

Rappelons dans ce cas particulier, la description géométrique de 1l'algo-

rithme d'échange (chapitre 4).

o
o 2 +
formant un triangle S~ et définissant un plan H® tel que HC coupe DO en I

On se donne au départ trois points X9, X et Xg de T non alignés

o
appartenant a4 l'intérieur relatif de s°

On note
T xg: €§W+(t§) i=1,2,3 avec (e},t;) € {-1,+1} x Lo,1] .

On suppose qu'a 1'étape k on dispose de trois points

k. +
Xk = e.¥ (tk) i=1,2,3 ,
1 1 1

- . P ° ’ Pa o o - k
ayant ‘les memes propriétés que X? Ai=1,2,3). On définit de meme S ,

Kok oLk kK _ k K kK k Lk
H, I =1 e, et g = xlfl + ngzAavec (1, X x2) orthogonal a H
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Pour passer 3 1'étape k+l on considére le plan d'appui'ﬁk
3T qui est paralldle i B et qui coupe DZ en fk = akeé
(On a ak = Hf—gk“, voir chapitre u4).

Soit Zk+l - 8k+l\y+(zk+l

rn ﬁk lorsque l'on décrit simultanément les segments

) le premier point rencontré de

t o W+(t) et te ¥ (t) de O vers 1.

Trois cas peuvent se produirent

<::) Aucun des segments Zk+lX§ (i=1,2,3) ne coupe D;

On pose alors

X" = i=1,2,3
\x}f si i # 5"

o 4 N + .
L'indice ]E étant tel que DO traverse le triangle de sommets X

(1=1,2,3)

k+1
i

Un des segments Zk+lX? (i=1,2,3) coupe'Dz . On ne peut alors

itérer.

HS = % et gk est un meilleur approximant de f dans V

'

On pose alors conventionnellement
.

X T o= X? (i=1,2,3)

DEFINITIONS :

7.1 On dit que 1'algorithme s'itére n fois si le cas (::) ne se

produit 4 aucune étape k (k=O,1;2,...,n).

7.2 On dit quée 1'algorithme est itératif s'il s'itére une infinité

de fois.
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7.2 - DENSITE DES FONCTIONS POUR LESQUELLES L'ALGORITHME EST ITERATIF

DEFINITION 7.3 :

On dit que V (ou f1,f2)) vérifie 1'hypothése (D) si
quels que soiént les réels Xy et x, , il existe au plus une infinité

dénombrable d'abscisses t de [O{]] vérifiant :

X1f1(t) + xzfz(t) =0 .

REMARQUES :

1) Cette hypothdse est a rapprocher de celle de Haar d'apreés

laquelle x,f, + x,f, ne peut s'annuler qu'une fois sur [0,1] .

2) L'hypothdse (D) peut s'exprimer géométriquement en disant que :
" toute droite de R?Z passant par O ne rencontre'qu'au plus une infinié
dénombrable de fois la courbe I'" de R? , chaque point étant compté avec

sont ordre de multiplicité "

PROPOSITION 7.1

Si V vérifie 1'hypothése (D), 1'ensemble des fonctions f de
(L0,1] pour lesquelles 1'algorithme de Rémes est itératif est partout
“dense.

14
La démonstration se fera en trois phases

‘
Ll

Phase A :
On définit les fonctions N-régulieres qui sont des fonctions f

particulidres telles que l'algorithme s'itére au moins N fois.

Phase B :
“On montre comment on peut transformer par une petite perturba-

tion toute fonction N-régulidre en une fonction N+l-réguliére.
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Phase C :

A partir d'une fonction f de C[O,;] et de conditions initiales
(eg,tg) (i=1,2,3) données ; en itérant le processus de la phase B on
définit, par passage 3 la limite, ume fonction ¥€ aussi proche que 1'on
veut de f (au sens de la norme du max) telle que l'algorithme appliqué

~

a ¥€ , avec les méme conditions initiales, soit itératif.

Les conditions initiales (e?,tg) (i=1,2,3) choisies une fois
pour toute sont telles que O appartient a go, ol S° est le triangle de

R? de sommets X{ = 8§W+(t§) (i=1,2,3).

De méme les fonctions fl et f2 qui vérifient 1'hypothése (D) sont fixes.

Phase A :

Soit f une fonction de C[0,1] telle que 1l'algorithme appiiqué
a f s'itére au moins N fois. Si (eg,t?) (i=1,2,3) définit les points
X? » on notera par R la suite des abscisses utilisées jusqu'a 1'étape n
(pour n < N) , soit

K .
R = {ti | i=1,2,3, k=0,1,2,.,.,n}

DEFINITION 7.4

~

, Les "points interdits' a4 1'étape n d'une fonction f telle que
1'algorithme appliqué a f s'itére au moins n fois sont tous les points t
de [0,1] n'appartenant pas 2 R tels que la droite joignant le point 6(t)
a 1'origine vencontre 1'ensemble e(Rn) . On notera I(f,n) 1'ensemble des

~

"points interdits'" a 1'étape n .
DEFINITION 7.5

Soit f une fonction pour laquelle 1'algorithme s'itdre au moins

N fois. On dit que f est N-réguliére si pour tout k inférieur ou égal a N

on a : '
. N k+1 k . . ' :
i) le premier point z oi |f-g| atteint sont maximum n'appartient
pas a I1(f,k).
ii) tous les autres points (s'il en existe) ol |f-gk| atteint son

maximum sont des points de Rk .
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LEMME 7.1

Si f est N-réguliére, l'algorithme appliqué i f s'itére au

moins N+1 fois.

DEMONSTRATION :

e . . .
itération est possible, ou

I1 suffit de montrer que la N+1°"
que l'éventualité (i::) de la description de l'algorithme ne peut se pro-

duire.

Si ZN+l est 1'un des trois points X? (i=1,2,3) on est dans

1'éventualité <E{>

Si ZN+1 n'appartient pas a RN’ par définition de I(£,N) les

N+1

droites construites sur XN (i=1,2,3) et Z ne rencontrent pas D_

i
(c'est 1l'éventualité <::> ).

Si ZN+l appartient a RN, il est facile de voir que 1'on se

trouve encore dans l'éventualité <::>
Q.E.D.

DEFINITION 7.6 :

La 'fonction de garde' gg d'une fonction f N-réguliére est
définie par : ' ,
S\ k
ge(t) = Inf ﬁp(t),Hf-ng - [£(t)-g (t)]|k=0,...,N}
avec :

o(t) = (et (-t * (t-t)* .

On voit que f étant N—réguliére~g¥ ne s'annule que sur Ryep -
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NOTATIONS

Tous les objets RN (suite des points utilisés), gn (meilleur

approximant 3 1'étape n), ;L (premier point ol |f—gn| atteint son
maximum) etc... sont des objets qui dépendent de f ; aussi, chaque fois

que cel sera nécessaire, on écrira RN(f), zn+l(t), gn(f), t?(f) etec...

Phase B :

LEMME 7.2 :

Soit f une fonction N-régulidre, g? sa fonction de garde ;

si la fonction f est telle que :

(1) | £(t)-1_(8)] <egp(t) avece<1 et t€L0,1]

alors la fonction f8 est N-réguliére et on a :

(2) X?(f) = X?(fe) 121,2,% 3 k=0,1,...,N ,

ou X?(f) et X?(fe) représentent les points de IR?® obtenus en appliquant
N itérations de 1'algorithme de Rémgs a f et 3 fe .

DEMONSTRATION :

Puisque gg s'annule sur (ti,tg,tg) on peut déja affirmer que
o o . , o o
Xi(f) = Xi(fE) (i=1,2,3) et g (f) = g»(fe)

De la nrelation (1) on tire
F(t) - eg (1) < £ (1) < £(£) + egh(t)
£ — e — hid

ce qui entraine, par définition de gg, que:

i) si t est un point ou :
3° = |l£-g%o)| = |£(6) - g2(E) ()|
on a :
£ (t) = £(t)
€
d'ou :

@ = £ (1) - (B0 .
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ii) si t n'est pas un point ou |f—goi atteint son maximum on

a alors
[£_(£)-g”(D) ()| < |£(0)-g°() ()] + e(@-[£(£)-g”(£)(D)])
soit

£ (£)-g°(E)(0)] < &°

Ceci prouve que les fonctions lf—go(f)[ et |f€—go(f)|
atteignent leur maximum d° sur le méme ensemble et de plus f et f€ sont

égales sur cet ensemble. On en déduit

XI(E) = XI(F) (i=1,2,3) et g (£) = g (£)

On procéde de méme pour montrer que If—gl(f)! et |f€—g1(f)|
atteignent leur maximum sur le méme ensemble et ainsi de proche en proche

le lemme est démontré.
Q.E.D.

On va maintenant décrire un procédé permettant d'associer a
toute fonction f N-réguliére une fonction fe N+1l-réguliére et artitrai-

rement proche.

Soient donc f une fonction N-régulidre et € un réel strictement

I3

positif plus petit qué 1.

'
L

e s o N - 3 N+l
f étant N-réguliere, [f—gNI atteint sont maximum en z n'appar-

tenant pas a I(f,N).

i). §i_|f—gN+l! n'atteint son maximum qu'en des points de R

N+1 °

(C'est le cas en particulier si gN est un meilleur approximant de f dans V

car conventionnellement on a gN+l = gN). Le point zN+2 est alors un point
de Ry, n'appartenant pas a I(f,N+1). £ est donc N+l-réguliére, on pose
alors ’ 7

f =f
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‘s . N+1 . . .
ii) si |f-g | atteint son maximum en un point t n'appartenant

pas a RN+1 .

En t, la fonction de garde de f est strictement positive, soit a tel que
N

(3) gf(t) >a>0

I1 existe n, > 0 tel que pour |t-§| <n, on ait gg(g) > a

N+1

On va supposer que f(t) - g ~(t) est strictement positif,

les modifications a apporter dans le cas contraire sont évidentes.
I1 existe n, > 0 tel que pour lt—&[ < n, on ait

N+1 N+l“

(4) £(E)-g  T(E) > ||f-g

—-% a avec 0 < gx<1

f étant N-réguliére, l'ensemble R est fini ; d'aprés 1'hypothése (D)

N+1
1l'ensemble I(£f,N+1) é&tant au plus dénombrable est d'intérieur vide il

existe donc un intervalle

J = [1-21,14+2\] avec A >0

tel que
(5) a) Jn Ryep = 9
(6) B) T n'appartient pas 3 J(f,N+1)

c . M ro_Ma
(7) v) J Zyyo Min(n, 5Nz L -Min(n, n,)
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DEFINITION 7.7

On note r, la fonction définie par le graphe :

rl(x) 1

4 'y 1

0 T=-2A T=A T T+A T+2A

T, la fonction définie par :
r,00 = 1 CLE(T-D) g (e £+ ()]

re la fonction définie par le graphe :

rg(x)

Soit P la fonction :
Pe = rotrs

et %I]a.fonction caractéristique de 1'intervalle J .

x\'
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LEMME 7.3 :

La fonction De est continue et posséde les trois propriétés

suivantes :
(8) 1) el < ea
(9) ii) 0<p. < gN X
— e PP
iii) la fonction :

X |f(x)+p€(x)—gN+1(Xﬂ

atteint son maximum uniquement au point € .

DEMONSTRATION :

Vérification immédiate.
Q.E.D.

Dans le cas ii) on pose :

f€ = f+pE

On a alors le lemme :

LEMME 7.4 : ' '

[
L2

La fonction fE associée i f par la procédure qui vient d'étre

décrite posséde lesttrois propriétés suivantes :

(10) i) |e-f | < eglg
ii) fg est N+l-réguliére
iii) la fonction de garde g? de f€ , considérée comme
' ' 3
fonction N-réguliére, satisfait la relation :
N N
(11) gr < (1+€)gf .

€
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DEMONSTRATION

Dans le premier cas on a f€ = f ceci démontre donc i) ; dans

le deuXiéme\cas on a
e-£ | = |p,|

Par construction |p€| est nul en dehors de J et plus petit que ea sur J ;
comme J est inclus dans [t—nl,t+nl], intervalle sur lequél gg est plus

grand que a, le point i) est complétement démontré.

Le fait que £ soit N-réguliére est une conséquence du lemme 7.2
qu'on peut appliquer. Dans le premier cas f est déja N+l-régulidre, comme

f = f€ le point 1i) est démontré. Dans le deuxiéme cas, fe—gN+l(f€)|

est égal d'aprés le lemme 7.2, a |f€—gN+l

(f)[ par construction de fe cette
derniére fonction atteint son maximum en un unique point T n'appartenant
pas a I(f,N) qui est égal 3 I(fE,N) (d'aprés le lemme 7.2), ceci démontre

complétement ii).

Le point iii) est immédiat dans le premier cas ; dans le deuxiéme

cas il découle facilement de ce que, d'une part pour n < Non a

gn(fe) = g"(f)
et d'autre part
N
- <
lf fel < egg -

Phase C :
' Nous allons construire maintenant une fonction ¥€ arbitralrement
proche de la fonction donnée f.
La fonction f est supposée l-régulieére ; les points initiaux
o)

Xi (i=1,2,3) étant choisis pour qu'il en soit ainsi, la fonction de

garde de £ est alors g; =
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Définissons une suite £ par récurrence de la maniére suivante

soit € € J]aq,1[

(12) f =f ;e =¢; f = (f) C
o) eo o} n+l n €n+1
€ £
S Min ( . )
nt+l) n n+1l
el 27
n

Les fonctions fn sont n-réguliéres et on a (lemme 7.3)

§
Iy el < 2ol |

Soit

(13) £ —fnll < -

n+l 2n+l

La suite {fn} est donc une suite de Cauchy, elle tend vers une
n

limite f_ qui posséde les propriétés énoncées dans le

LEMME 7.5 :
ny 1 ® 1 -1
La fonction f_ satisfait, pour €< T (1 +—) ", les
' ¢ ' L o

points 1) et ii) ci-dessous : ’

[
L2

) feerf < o

ii) L'algorithme de Rémés appliqué & la recherche d'un meilleur
. n, .
approximant de f’E est itératif.




- T.14 -

DEMONSTRATION
On a :
n
sl e+ © e )
d'aprés (13)
n £ 1
“f“an et 121 '2"1— = 2 (1 - 2n+l)€

En passant a la limite on a 1).

~
Pour démontrer ii), nous allons évaluer Ifg—fnl et appliquer

le lemme 7.2

On a :
p-1
£ . -£] < |f ., -f .
n+tp n' — ._ n+ti+l "nt+i
1=0
D'aprés (10) et (12)
p-1 . € p-1 1 R
- n+i n+i
|£  ~f| < I e..¢g <— I -—rg
P ont gy B fn+i T ot izo 2t fn+1

La fonction de garde est un "inf", donc :

n+i

n
< .
LS S ,
n+i n+i
et d'aprés (11)
n n
g < (1+e_ g
fn+1 nt+l gn
soit
. n
g < m (l+e_ .)g
n+i j=1 ntl fn
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Le produit infini

i i 1
i (1+€n+.) est inférieur 3 7 (1 + —) = k <
j=1 J j=1 27
d'ol la majoration
gn < Kk gn
f .- f
n+i n
ce qui donne enfin
ke p-1 1 2ke
-f | <— I —T-gn —~—-gn
n+p n — o iy ol fn =, f
1
Pour € < — on a
Lk
L n
f -f | <—g
n+p n =5 fn
et
1
N
n
lfs_fJ ST g
2 n
"

ce qui prouve, d'aprés le lemme 7.2, que fE est n-réguliére.

"

Comme fe est n-réguliére pour tout n, l'algorithme de Rémés appliqué
o ,

a fe sera itératif.

’

* Le lemme 7.5 achdve la démonstration de la proposition 7.1.
REMARQUES

1) I1 serait intéressant que l'ensemble des fonctions pour
lesquelles 1'algorithme est itératif soit ouvert dans C[0,1], cela est
faux méme pour une norme de Ck[O,l] s il suffit de considérer une situa-

tion dans laquelle |f-g®(£)| & 1'allure du dessin

)
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A | £-g°(6)]

ol z1 est un point non interdit et B un point interdit. Par une pertur-
bation arbitrairement petite de f au voisinage de zl, on peut s'arranger

pour que le premier point ou If—go(f)| atteint son maximum soit le point

2) L'ensemble des fonctions pour lesquelles l'algorithme est ité-

ratif contient-il un ouvert ? La question est ouverte.

3) L'ensemble des fonctions n-réguliéres n'est pas ouvert : en
effet on peut toujours en perturbant trés peu f, faire "apparaitre" des

points ou lf—go(f)l atteint son maximum comme le montre la figure

N
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An. ?

1 - Procédure de résolution de systémes linéaires.

La procédure GRESOLSYSLINE résoud le systéme linéaire AA * X = BB. ol
AA est une matrice carrée d'ordre N, BB un vecteur de Rn. BOOL prend

Ta valeur FALSE si le systéme est singulier.

PROCEDURF CRESULSYSLINE(REAL AKKAY Ap(#,4)
FEAL  ArRAY EBDB(x) 5§ KFEAL ARKAY X{%) 3 INTECER VALUE N
LUGICAL BOOL )
BEGIN
KEAL ARRAY All::Neli:iv)g
HKEAL ARRAY B3(1::iN)
TRIANCULARISATION: BUCLi=TRUE 3
BEGIN REAL K SINTEGER T4J 4K3
FIR T:=1 UNTIL N DO BEGIN BI{I):= BR(I1};
FOR o Jde= 1 ENTIL N o0 A{leddi= AA(T oJ) ENL 3
FOk Ke=1 UNTIL N-1 30
EEGIN NORMAL @
BEGIN [F ABS A{K,,K) <= '=§ THEN GCIC ECHFANGE 3
FOR Ti=K+1 UNTIL N DO
BEGIN Ri=A{LJKI/ALKyK) 3 FCOF JetsK+]l LNTIL N CC
Alisd)i=A014J)-RFA(KyJ) 3 ‘
EAL)s= 00 )-r*E(K)
END
FEND 3 GOTO RETOUR
ECHANGE @
BEGIN INTEGER M § Mi=K+1l 3 FET: IF PES £{MyK) <= '—=8 THEN
MizM+]l ELSE GCT CCHT
1F M=(N+1) THEN
BEGIN BUCL:=FALSE § GOTC IMEGES
ENO ELSE GOUTG RET 5 - CONT: FUR J3=K LMTIL N DC
BEGIN w:i=A{K,yJ) i A{K,yJd):s=A[M,I])
A{MyJ e =K .
END 3 Re=i{K) 5 BIKI:=BIM) 3 BN 3=R 3
GUTO NUORMAL END 3 ReTOUR:T ENG END TRIANCGULARISATICN
KESSYSTRI: j :
EEGIN INTEGERK T.d 3 REAL TX 3 FLR I:=N STEP -1 UNTIL 1 OO
BEGIN Tx:=0 5 FOR J:=N STEP -1 iUNTIL I+1 ~
DU TX:=TX=X{J)2A(I4d)
IF ASS A{I+I) <= '-38 THEN
GEGIN RUOUL:=FALSE ¢ LOTC IMFCSS
END 3 XCT)e=dBlL )+ TX) /7801 ,1) ENE
ENL KESSYSTRI ¢ IMPQSS: )
fal GRESOLSYSLINE 3




An. 3

2 - Procédure d'échange dans le cas itératif.

La procédure ECHANGEDSRN résoud le probléme :
d = (x]z) =Mh|&xﬂz)| xeR" 5 c(s) < (x']a(s)) seﬂ

La procédure APPUI qui figure en paramétre formel a pour " téte de

procédure

PROCEDURE appui (REAL ARRAY x,e(%); REAL RESULT 1ib);

-

COMMENT Ta procédure calcule a partir du vecteur x de R" Te

vecteur de Rn+1

n _
ib = € ~ 2{__ X85 = Max
i=1 sgS

et le scalaire ib tels que :

cls) - (xlas))] 3

Les paramétres DEP1 et DEP2 servent & 1'initialisation de
1'algorithme d'échange. On prend normalement DEP1 = 100 et DEP2 = 1.
Pour les problémes o0 {(c(s), a(s))| se€S} est symétrique, les
problémes d'approximation par exemb]e, on peut prendre DEP1 = 0.

La quantité ITERMAX donne une borne supérieure pour le nombre
d'échanges permis. ITERATIF prend la va]éur FALSE si 1'a1gorithme
d'échange n'est pas itératif. Le bon fonctionnement de 1'algorithme
néceésite 1'é11mfnation des variables értificie]]es. On arréte
1'algorithme lorsque IB‘<PREC ou 1oksque la progression relative

des quantitées dk générées par J'a]gorithﬁe est inférieure a PRECREL.




FROCELURE ECHANGEDSKN( INTEGFER VALLE N 5 FEAL ARRAY Z2(*) ; An. 4
PRUCELLKE APPUI 3 KEAL VALUE PREC,PREGREL 3 INTEGER VALUE ITEKMAX,
EP L QEP 2
WAL ARR AY X(*) 3
RUAL KESULT D 5 LOGICAL RESULT ITERATEIF)
BEGIN REAL PROCEDUKE SGRMKEAL V)
IF V< o0 THEN —1. FLSE +1. 3

procédure gresolsysline

INTECER TOWJ0WCCOMPT o NB 3 REAL MAXoNINJALC FP, 1B ,CA ;
LUGICAL BUUL 9BUOLT,BALZAC; REAL AFRAY W, U(D:2:NsIz:N) 3
REAL AKKAY UM RUZSMELI:IN) 3 REAL ARRAY FAGI:IN)

INTEGER  ARKAY STO{1l::n) 3
FRUCEDURE CCNSTRUCTIONS 3
COMMENT CONSTRUCTICN TE VALELRS DE DEPART H
EEGIM
EALZ2C2= TRUE 3

FCF 1:=1 UNTIL N-1 CD
If 2ES 2(1) > '—-8 THEN FRALZAC:= FAL<E 3
IF £ES (Z(N)}=1) > "=8 THEN EALZAC:= FALSE :
IF E2LZEC THEN
EEGIN
COMMENT INITIALISAT ICN PCUR UN 2 EALZAC 3
FCR I:=1 UATIL N-1 DD
EEGIM FOUF J:=1 UNTIL I-1 €N LUEyd)e=C ;
UGI,1)2=1/CEP2 3 Utl,141):==-1/TEPZ ;
FCR o:=142 UNTIL N IO CllIyJd)z=(
ENC
FCk w:=1 UNTIL N CO
EECIM UIMNyJ)z=1 $RC(JIII=1/N; LICyJ):=—LEP1 END
END ELSE
EEGIM
102=1 ;3 MAX:=ARS Z{1)
FCF I:=2 UNTIL N CO
IF MAX < ABS Z{1) TEEN
EECIN MAX:=ARS Z{I) 3 TC:=1 END 3 EP:={MAX/(N+1}) *DEP? 3
IF EF < '-6 THEN BEGIN WRITE(YLA VALEURW,DEPZ2,"DE DEP2 EST TRCP GRAN[ED}
3 CCTC FIND ENT ‘
FCE 1.-1 UNTIL TC-1 TO ULLE, 10):=C
UCI0, 101 e=SENLZLIN) Y 3 RO(IC)I=MAX 3
FCF 1--1ﬂ+1 UNTIL N TO L{Lei0):=C 3 ITERATIF :=TRUE 3
FCF J:=1N041 UNTIL N CD
IF AESHL2UJ}) > EP THEN
EECID UlJyddz=SENIZJ)) ¢ RN{J)
FOF Iz=1 UNTIL J-1 E0 Ul,J 10
FOF T:=g+1 UNTIL N €N Ul1,4)¢
END ELSE ,
EECIN Ulded~10t=1 5 U(J,Jd¥2==1 5 RO(JIII=RO(J-1I-2(J-1) :
FCF T:=1 UNTIL J-1 €D Ut1,d)2=C ~
FOCF I:=J+1 UNTIL N C0 U{T,0)=(
END 3
FCR J:=10-1 STEP -1 UNTIL 1°00
LF 2ES Z(J) > EP THEN
EEGIN U(Jdyd)e=SENIZIJ)) 5 RO(JIDIT=ABS Z(J)
FCF It=1 UNTIL J-1 CO Ull,d):=C ;
FCF I:3=J+1 UNTIL N 0O UC1,0%z2=¢C
ENC ELSE
EECIN UlJdeddz==1 3 UlJdyd+1)e=1 3
FCII)i=kCUI+1)-204) 3
FCF I2=1 UNTIL J-1 €O UL
FOF I3=g+1 UNTIU N LT3 L(
ENE ¢

-s

1,4)
Iyd1l

LY Y
!I “

J
J




An. 5

IF LEF2 > 1 THEN

FOR J:=1 UANTIL N COD

EECIM ROt )s=RClJI*CEPZ 3
FCR 1:=0 UNTIL N £0
ULy d=U(1,J/0EPZ

ENC 3
FINs=2(1) 3 ECR J:=z UNTIL N [0
IF Z41) € MIN THEN MINT=7(1) 3
FOR Je=1 UNTHIL N €D

LD edds==1AES MINLEP]) 3
ENE

ENG CONSTRUCT ICNS 3
CONSTRUCTIONS
COMMEM FIN CE LA CONSTRUCTION L[F VALEURS DFE DEPARTS,
COMNENT CEFUTCESITERATIONS 3 COMPT:=(C 3
MEI=C
FCR Iz2=1 UNTIL N CC STCU(I):=C 3
FCF Y:=1 UNTIL N CC FCR J3=1 UNTIL N DO
Wllyuds=Ui{dy 1)
1TER: ((MPT:=CCMPT 41 3
IF COMET >1 THEN
FCR 3= 1 UMIL N CO
WlJ0 g d)s=U(JydD)
CRESCLSYSLINE (W U (D o% )y XgN,y EQGL ) 3
IF = ECCL THEN WRITE(WLF SYSTEWME L INEAIRF POUR CALCULER X A LYITEFRATL
(NS COMFT,"EST SINGUL JER®)
FFFUT (X, By 1E) 3
1F (I1E < FREC) ANC (CCMPT >1) TFEN
CCTIC FINT
COMMENT CEEUT CE L* ¢CHANCE TF F AVEC UN ELEMENT U(%,90) ¢
FCF 1:=)1 UNTIL N CO SM(1):=-E(1) ;
GRESCLSYSLINE(UySM,UM,N,BIOCLY) 3
1F -~ ECCLY THEN WRITE(®ENNLT PCUR CALCULLER LE VECTIEUR CMEGA DANS L 'EC
FANCE 2 LYATERATICNY; CIMPTY
JCz2=1 3 AMLO:=CM{1)/RO(]) 3
FLFR gs=2 UNTIL N CO
IF CPIJI/RULI) € RLC TEREN
EEGIN JDz=J 3 ALC:=(M(J)I/RC(J) END 3
IF ALC >= .0 THEN
WEITE(MLYENSEMELE CES CONTRAINTES EST VIDE™) 3
FOCE o3=1 UNTIL JC=-1 [0
FOUU)s=ROUI)-CMLII/ZALC 3 RCLICY=—1/ALC 3
FOR J3=J04+) UNTIL N CO ’
FOWI ) :=kCLU)-CP I )/ RLC 5
FCR 1:=0 UANTIL'N €N
GUI,JC)e=FLI) 53
IF MNECKN THEN
EECIRD
FCF I:=1 UNTIL N CC IF STO(1)=J7 TFHEN
CCTC VA 3 STUINE#1):=JC 3NE3=NB#1
ENE
Vi
12:=0 3
L:=0 3
FCR o3=1 UNTIL N CO
C:=04RC(INI®U(D, 3 3
1F (L-TZ2)/AES [ < PRECREL THEN CCIC FINT 3

COMMERMY LY ECEANCE EST TERMINE
FOR (=1 UNTIL N CO
I# AES RCUJY < -7 THEN
EECIN ITERETIF:=FALSE 3 CCIC FINY ENC
TF COMET < TITERMAX THEN
GETC JITER ELSE
WEITE("SCKT IE PR CCMPTEUR,LFE NOMBRE D'ITERATICONS PERMISES FST LEF

-




An.

ASSER ITERMAX ) 3
CFINES
IF AESA THEN WRITE(YLES PTS CE CEFART N ONT FAS ETE ELIMINE ®,
CWCOARER UKE VALEUR PLUS CRANCE QLE ®,DEPL, ’
) LEPLI®,“ET™,CEPZ,™A CEPZ®,®CL ALGMENTER ITERMAR™)Y
ERE ECHANGELSHEN 3

3 - Programmation linéaire.

ORULE JJRE PRILINECA(INTEGER N ¢ BEAL ARBAY 2{ ) 3

REAL W RAY Cl051 3 wEAL ARRAY A%} 3

INTEGEK 4 3 REAL PREC 3 REAL ARRAY XU%) 3

JEAL ) 3 LDGICAL [T=2aTiF) o '

COMME ST _A PRICEDIKE CALCULE DAMS X=(Xx(1) eee s XIN}J Y ET.
CANS 3 D5S VAL FURS SILUTIONS N PROBLEME DF PROGRANMATION
LINEAIRE =814 DE oI54a POLE T=1 A N DE

A1 201 AWED Cld) 4= X SCALATRE A(x,J) PLUR

J=lypeees ds PRIL 1NJLQIE LYFEOAR T MAXIMUM DESIRE PCUR

INE COINTAAINT & NN SATISEFALTE. TIERATIF PEEND LA VALEUR
FALS & ST LYALGORITHAR JPECHANCE GTTLLSE NPEST PAS AbPLICARBLE,
(N A Zflean)y Clleeaddgal LeanN, 12 M)

BEGIN

Procédure  ECHANGEDSRN

PRUCIUIIE AP PR IL IN(IREAL ARRPAY Xab(%) 3
REAay 13) 3
Besln REAL S ¢ INTLGER JM ¢
Ins 2 3§ v
F3 Jde=1l o JRTIL 4 )d
EEain o se=) 3 R bi=)l UNTIL N DO
SesSHELL YAl Tt 3 !
Se=((Jh=y 3 : '
1IF 5 > I8 THEN
Heoln JAs=4 3 18:=5 gHD
END 3 ’
qF itk > ) THAEH :
GEIN FIR Te=1 JNTIL N DO
EfLlyesA(l,d4) ¢
EfY) )z = (M)
“END
ENG A2RUTIPRILEIN 3 B}
tLhAQ}iDS-{N(.J,.l,/r\Pr‘iJlP\’ilL]"-l,,r’h'l(f.,"-6,M+1,x,D,
ITERATLE) : ,
END PRUL I ECH




4 - Minimisation d'une fonction convexe. An. 7

PROCENURE MINFCTCONVIINTEGFR VALUE N 3 REAL PROCEDURE F.FP
REAL VALUE PRFC 3 RFAL ARRAY X( %) 3

REAL N : {OGICAL 1TFRATIF ;3 INTEGER ITERMAX) 3

COMMENT CALCUL. PAR LA METHODE D'EFCHANGE DANS

X{1::N) DY MINIMUM DE LA FONCTION CONVERGE DERIVABLE F

NE DERIVEE FP, LF MINIMUM OBTENU EST DANS D,IL APPRUCHE LE
MINTMUM REFL AVEC LA PRECISION ABSOLUE PREC, ITERATIF PREND
LA VALEUR LOGIQUF TRUE SI L'ALGORI THME D'ECHANGE EST I1TERATIF,
ITEPMAX REORESENTE LE NOMBRE MAXIMUM DI TERATICNS AUTCRIS EES
DANS LYALGORITHMF DYECHANGE. X EST DECLARE DE 1 A N+1 :

REGIN
AN\
Procédure ECHANGEDSRN
v
PROCENURE APPUIFCTCONVIRFAL ARRAY XeEL=>) 3
PEAL 1B)

BEGIN REAL S,V 3
F{-1Ys=Ses=F(X) 2

TRy =S—X{N+1) 3 S:=F({X) 3

FOR T:=1 UNTIL N DD

REGIN Ve=FP(T,X)

St=8S=-Vv%¥ (1) 1

F(T1)e=-vy
END 2 E(N):=S ¢ F(Mp1)2=1
END APPUTIFCTYCONY 3
REAL ARRAY Z{l::N4+1)
ZIN+1)2=] 1 f0OR f:=) UNTIL N DD
IARBEET
FOHAMGEDSRMINS 1, 7, APPUIFCTCONY,

PREC, v_g. ITERMAX,X,D,ITERATIF,
END MINELTCONY .

5 - Minimisation d'une fonction convexe avec un nombre fini de contraintes

par inégalités. : ,

[
< .

FRCCETURE MINCONTRUINTECER NyP 3

KERL FRCCELURE F,FP

FEAL FREC ;3 REAL ARRAY X(%) ;3 REAL [ 3

LCCTCEL ITERATIF 5 INTECER TTERMAX) 3

CEMMEMT CALCUL PAR LA METHCLE C'ECHANGE DANS X(1::N)

LU MIMNIMUM CE L2 FONCTION CONVERGE FUG,X) QUL X VERIFIF

LES CANTRAINTES FUI4X) <= € POUR [=1ysee4Pes LA PROCEDURE
FP{T,y.sX) COUANE LA COMPDSANTE | OF LA DERIVEE EN X DF LA FONCTICN
F(J'*)o

LE MIPMINMUM CETENU EST [ANC [, JL APPRCCHE LF MINIMUM REEL AVEC
LA PFECISICN PREC. ITERATIF PREND LA VALEUR TRUE SI
L'ALCCRITHME CYECHANCE EST TTERATIF, ITFRMAX INDIQUE LF
MAXINMUM C* ITERAT ICNS PERMISES, X EST DECLARE DE 1 A N+1

EEGIN
AN

Procédure ECHANGEDSRN




An. 8
FRUCCICURE APPUICUONTR(RFAL ARRAY Xy Ef{m) ¢
FEAL JE)
EECIM FEAL SeVeWw ;3 INTECER JR H
h:=F(ﬂ,X) H
Si=t~X{N+1) 3 JR:=(C
FOF J2=1 UNTTIL P LD
BECIN Vi=F{J,X)
IF VvV > S THEN
EECIN JB:=yg 35 S:=V 3 w3=Vy END
EML 3 1Es=S :
FCF I:=1 UNTIL N LD
BECIN S:=FP{1,JB, X}
TEW-SEX(1) 3
F(l):=-5
EMD 5 E(O V=W 3
IF JE=C THEN
E(N+1)2=]) ELSE E(N#+1):=0
ENC 2FPULCONTR 3
REAL JIRRAY Z2(13:N+1} ;
ZIN+1)2=1 3 FCR I:=1 UNTHW N [O 7(1}):=n :
EC&AA(ECS%N(NélyZ,bPPUl(CNTR,PREC,'-ty
ITERNMIX9 10919 Xy Cy ITERATIF)
EMC MINCONTER 3

6 - Minimisation du maximum de 1'enveloppe supérieure d'un nombre fini de

fonctions affines.

PrOLelUke MINSUPFUTAF{INTEGLR NyNMyF 5 Fodl £LRRAY ((#) 3
R #L AXKAY Alay%) 5 noal ARKLY X%}

KeAd L s LUubloeAL HICRATIFD)

CuMMo T La PRUCebURe ALCULe DANS 0 L MINIMUM DU

MAX IMULM e (L(J)=StuMa wbk I=1 & N Lk X{l)%

all ed)) PAUR J=1yeoe sl avil X{1e3N) LAMS L POLYELKE

CId =X SCaLaiRe £ls9d)) <= § FLUR ia=NM4130009Pe

Ul A ({132 P)y Al dsinNg12:P)y X{Ll2iN+i)e Li MINIMUWNM

£ ST ATTelnNT FOGUR X(i::MNe La VabLbLk LCELI6UE ITERATIF

FRe N Lh VAaLecUR FALSE ST LA METHGOLE DYECFANGE N'e ST PAS

TiewmeTIve WU ST Lt PCLYocwRe ©87 CYIMNTERIEUR VICE 3

griolN i '

Procédure = ECHANGEDSRN

|

FROCoUURE APMINSUPLReAL ARKAY X (%) 3
Fogl I8) 3
ol INTLGER JB 3 Rueal 5
igs=9 3
Pk Ji=i UNTIL F og
peG N Si=0{iJd)} 3
FUR Te=1 UNTIL « LC
Si=S=-X(DIwalled) 3
ik J<= M THED
Se=S=xX{nN+1) 3
iF 18<= & THcN
BoCIN Jsi=d 3
Ise=5H
chL
eNU 3




, An.
iFo1ls >0 Tiden
BLCIN E(C)i=CUJd) 3
FOR Te=1 UNTIL N UL
cdede=44{1,J3) 3
If Jo<= F Thei
plh+1)i=1 vl8c cint+l) =y
o IND
iU APMINSUP 3
nual EdrkaY Z{i3iN+i)
FUR 13=1 UNTiL W DD Zlibs=y 3 4iN+1):=1 8
CUHANCEUSRN (N + Ly ZoaPMINSUP g Y=g g b+ J o X gL o4 TeRATLF)
ENL MINSUPFCTAFR

7/ - Minimisation d'une fonction convexe avec une infinité de contraintes

PROCELURe MINFOTOONIRINFUINTeGL R M 5 Fibl FRCCEDURE FeFFeGyGP 3
Roal VALUE A.ByPREL 3 KiAL ARKAY X{%) 3
ReoAl L 5 LUGILAL 1 VerATIF 3 INTECeR Tickdax)
CUMMeNT LalLUL PAR LA PeTHUDe D' CHAMGE LADMS X{i:z:dN)
LU MINIMUM De LA FOMTION CONVEXE CERIVAELE FIX) CUL X
VeriFie LeS CONTRAINTES G{(TyX) <= G FCUF T CUNPRIS
ENTke & T Ve LA PRKCGCEUULRL FFPL1oX) COME L2 1tk ULNFLSANTE
CU OrRECIeNT DE F BN X ©1 LA PRULELURE GL1s19X) UDUNNE
LA dckt CUMPCSANTE LU CRADIENT i G BM X FLULR T Flirte
Le MIMIMUM OBTenNU €ST b Dell AFPRUCEE Lt MINIMUM REEL AVEC
LA PRECISIUN PRECe ITeERETIF PRENMN: LA /VALELE TRUE S1
LYALGURITHME LYelHAaNGe e 8T 1 TckATIFe 3TmkMEX INUIGLE Lo
MAXIMLN OVYITEHATICONS PrhMiobSe X LLCLARE CF 1 A N+ 3
BecGIN
PRUCcIURE APPULIFCTCOUNTRIRcAL ARKAY X, 884) 3
kcAl ie)
BuLliv kool SeleVeTByrdskl 3 inTeGu b ¢
LutliCaL duu 3
BUls=TRJe § St=F(X)=X(N+1) 1 C:=L
t=dt~-A) /5 3 HOU=R/Z2
I C{ayX) > 5 TriN
boLIN T83=Aa 5 S:=v ; 8
TTers Ti=A4HU 3 wHilbLe
Feoan Ve=G{T4X)
FecGIN TB2=T 35 5t
Blus=FalSc
chbL 3 Ti=T+4H
oL 3 wis=U+a
iF {8 < PRECY AN (6 < %) THEN
BueliIN Hi=n/fe 3 FLli=H(/¢ 3 GUTIC 11k EM g
=< 3
iF ELU THeN
BoCdh SI=F(X) 3 FOR l3=i LATIL N LI
EvelN VI=FP(QeX) 3
Si=s=x{ i)V ;
clili==V
vl 3 e{U)i=s 3 N+ )i=10
chid ol S ' ’
Bullh S3=GAToX) ¢ FIR L:=1 UMNTIL M D4
B CIM Vi=GklL sy TELX)
Sis=-X{l)wV g
c{l)i==-V
eivl 3 clodi=d> 3 b+ l)i=0u
o

e

-

T -
“

T

-

AN
ol

m

z

Land

-.

1
Vo !

I

eNL A FFLIFCTCONTR 3
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Procédure ECHANGEDSRN

s
koal 4RnAY ZOa3in+]) 3

ZAN+L)3=1 5 FOK dbe=1 UMNTIL N UG 2L1)z2sC 3
Ebhﬁi’\]cﬁLSRi‘*‘{N*l'[,APPUIFLIK’U‘\TH1P¥L’.C7""(21
JTERMAX y1GU Y L o XDy 1TERATLIF)

eNU MINFUTUCNTRINF 3

8 - Algorithme d'échange itératif avec contraintes

PROCEDURKE TOHTRANSOORNUINTEGER VALUL ANyP
REAL ARRAY VO{k, %) 3 e e
EEAL ARRAY 7,XT(%) 3 FRUCCEDUKE APPUL 3 REAL VALUE FREC,LEPL,LEPZ 5
INTECER VvALUE TTEERMAX 5 wIAL AKRAY X(*) 3
REAL 2rSULT 3 LOGTCAL RESULT ITERATIF)
CLSMENT LA TROGCPLUNRE CALCULE DANS L AVEC LA PRECLISICN EPS T
SANS XiElsom) LA SCLUTLON DU PROBLEME
D INCIX/Z7Z2Y/ % CANS{VvExT) ET
CES) <= (x/AL0S)) FLUR S LANS 5)={(X/2)
v T3 LN SCLE ESPLCE VECTURIEL CE CIMENSION F CE RNe NVO(¥ 440
PR =041 JUSQUA N R FRESENTE UNE BASE LE LYGRTHCOGUNAL DE V
LA PROCELCURE APPUTIX,Eylu) CALCULE LANS ELZ::N) ET LANS
It LeES vALEURS TELLFS (UE:
Id=b 0~ {X/E)=vAXLLCUSI={X/ALS))) POUR S DANS &),
TIESMAX TNDIGUE LS MAAXINMUA D'TIERATICNS AUTORISEES CANS LA
METHUODE CTECHANSE . LA VALEUK LULGIWUE LTERATIF EFRENC LA
VALe R Trus ST LYALGURTITHME EST ITERATIF. (PARAGRAFKE 3-G)
pholN REAL FRUCEDURFE SEM(REAL VALUE Vv 3
IF ¥ < o7 ThEN =14 FLSE 1. 3 ,
PRTEGER 19 ,C0MET KT
REAL MAX,EP%SCﬁ}lE,ALC s LA
REAL ARRAY SNMLRC,ENM(L122N)
KEAL ARRAY LIYTsN1siN)
RTAL AREAY »nlleriNylsiinv)
REAL ARRAY F(OTIN)
S LOOTOAL BUCL,BC0CLY yE2ALZAC
PrOGhudr b CUNSTRUCTION 5
BiEGEn
COMBENT CONSTRUCT HIN Ok viLTeJRrRS T C0 KU LE LEFART
I0:=1 3 MAX:=ARS 2(1) ;
BALLAC= TRUT 3
Fokm Te=1 UNTIL N=1 [C .
LFARS 201) > vY=& TEEN ELL2AC:= FALSL
I ass {ZAN)=1) > '—¢ ThEM pALLaC:= FALSE 3
IF BALZAC THEN
BEGIN
COMMENT INITLALISAT ION PLUK UN £ BALZAL
ik Ji=1 UNTIL B CC
SEGIN Jihyd )= s RO Yi=17P Dne
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FOR Ti=n=3 STEP =1 ULANTIL N=P+1 L0
BEGIN FUR Ji=1 UNTIL I=-N+P-1 09 Ullyd¥z=7
UlTel=tieP )=l /00F2 3
T g I-P+P+1 ) ==1/0FFz 3
FOR Jr=T-=-N+P+2 UNTIL F LU L(1sd) =0
(RN R
Fiov T
R Jes
ENDYOEL G
BREGT
Fisgk Te=2 UNTIL M [T
[F 4AX < AES 7201 TrHERN
AT MAXT=AB3L Z01) 5 1oi=1 End 5 EP:aMax/{(P+1) ;
IF 8P < =7 THFEN
SEGIN ITERATIFI=FALSE
WwRLIE("LE VECTREUR 2 EST TRUP PRUCKHE UE ZERGM™Y 3 GUIC FIM
END O
I+ I P TRHEN
Bl

-+ STEP =1 UNTIL 1 LU
ULNTIL P CC U(lyd)i=0

l
TE

Fove le=1 UNTIL I0=-1 LC L ULyI0) =0
BTy 1) e =SONUZATC)Y/LERZ 5 RULIC):=MAXRLER?
POy Te=17+1 UNTIL P uC U(I,{‘):=G H

LYERATIF s=TRYD

EokoJdr=loe]l URNTIL B LU

LFEoARS 749} > EF THEN

BrGIN Ulded) 3 =SCNI2LUY Y/LEP2; KO(JIYi=aRS LLJI)¥LEPZ;

Flhr Ti=1 UANTIL J=-1 0C L{lyd):i=G 3

il Te=Jd+1 UNTIL N DU U{lyd):=1

FAL L SE

SO Uluyd=1)1=1/0CFPe; Uldeddi==1/0EP23 ROLJGI:=ROLJ-LI-2 LY EDEP 2
00 Te=1 URTIL J-1 DO Lldyd):i=0

Fover Te=d+41 UNTIL N Cu Ullyd):=J
(R M
t

g Jdr=lo=-1 STEP =1 ONTIL 1 )

TP AadS 740d) > EF TEEN

RElN ULl a0 e=SENLZLU )Y )/ 0EP2; wkdlJd)i=As8s LY )5LEP

Fio Te=1 LNTTL J-1 EU Lilydiz=0

FAl Te=d+1 UNTIL N Du UllyJd):i=3G

END ELESE

AEGIN Lloyd)i==1/CEPZ 5 Ulded*l)i=1/C602

CRNR OV I SR OV E R U AN QN 0 o S

PR Tr=l UNTIL J=1 00 Lilydde=0

'H# I'ZJ*lvUNTFL N DU LlLyd)e=3
*~C=‘ Ti=psel UNTIL N DC
Ul 10 e =200/ (MAXSDEF L)

B ELSE

Ay
Fill

~N
-

’

-

T:=1 GNTIL 1C-1 LU ULilsP)i=0 g
T B s =SCON(Z IO 3 kCIP)Yi=MAX
TTERATIFI=TRUE 3 ,
Ji=v-1 STES -1 UNTIL 1 OUG
TFoavs 2000-F+44) > EP THEM
srLlN LOEo=P+d 3 1=50N40I0=P+d) ) 5 KOG ) 2=48BS LUL(~F+u)
FOR O T2=1 UNTIL 16-F+0=-1 D06 Jliyddei=7
FORF 1Tr=T0=-P+J+1 UNTTIL N DU U(T, J)‘*Q
o BLsr

SELTN LTI =PHd el Yr=—1 5 JlULo=-PHdyd+l)i=1
SR I L(J+l)~]( Pe=P+d)

Fos Te=) URNTTYL TO0=k4g=1 DU Jlledde=)

Bk 1 = H_P+J+1 UNTTL N Ly U(lyJ):=

[

pE A




P Tr=1 URTIL 199 LG An. 12
pliyPYyr=2 1)/ MAX
PR Te=T04+0 UMNTEL N DU
i{l1,0)=201)/¥AX
SRR CATED B
FOR :=1 UANTIL B CC
Ll e d)e==-DFP]
iy CONSTRUCTION 3
CONSTRUCTION
CORAENT FIn OF LA CORNSTRUCTIGN DE VALEURS Ut DEPART,
GESUT LES ITEEATIONS 5 (GMPT:=d 3 LIERATIFI=TRUE 3
FUR O J=1 ONTIL P CC
FORE Li=1 UNTIL N CC
W(J'I):=U(11J) H
FOrR Je=P+1l UNTIL N DU
BEGIN FOxr 13=1 UMNTIL N DU
wlde Iy e=Ullyd)s=vO{l Y 5 SiM:=0
SEMe=SIMX TIRIEVG(Ryd) 5 UlDed)s

3 FUR Re:=1 LNTIL N LG
=S5CM 3 RO(JI):=C 3

CONPTs=CUNET+] 3

IF COmMPYT > 1 THEN
FOR I2=1 UNTIL N CC
WlJO 2 I 2=Ul14dN) 3
GRESCLSYSULINE U LN y% )y Xty BUGL) 3
IF ~ a6l THEN WHITE(LE SYSTEME LINEALKE PLLx (ALCLLER X A L'ITeRATIOAY
yOOMPT ,OEST SINGULTER") 3
APPUTIX B, 180 3
St1=0 3 FCR TI:=1 UATIL N DU
Sr=n+{ X (D) =XTLUNYH240)
[F T4 < PREC THEN
GUTH FINT
COMMENT CERUT [E LYEULRANGE Db E AVEC UN ELEMENT LU#,300 3
FOR Ta=1 UNTIL N CC SMT)i=—E(1) 3
GRESUL SYSLINEAU SN 0y Ny 300L )
[F = &t LL1 TEEN wRITE(MLE SYsTedi LINEALRE PLUR CALCULEER CMElA LARS LTEC
RANCE & LVEISEVDATIONY ZCORFY ST SINGULTERM™) 3
Jhe= s ALYI=LMEIY/ R(L) 3
er =2 UNTIL B OIT
T OMEJ)ZRT0d)Y < AL THEN
BEGIN JNt=d 3 ALCI=CNMAEJM/RULID ENG 3
1F aL” >= 0 THEN
WP ATE LML SENSENELE LS CUNTRAINTES EST VILE™)
Pk Jr=Y ULNTIL g0-1 CL
KOG =kl La)=EnLJ)ZBLL 3 RULID)E==17AL0 3
FYR o Je=do+l UNTIL N DU
EOLI)e=RL(CII=CNLII/ALG
Ful T:=0 UATIL N LC
Ul Tydm Ye=001) 3
COHMRPENT LOTCRANGE EST TERMINEG
SHRTIC W TTE(COMETY ,COMFT 4 LyIb) :
Fis Jr=l LATIL P LC
[F ABS 50(4) < '=7 ThEN
SECIN ITERATIRF:=FALSE 3 GUTU FIND END 3
TE CeRET < TTURMAX THEN GUT0 TTER :
WRITELNSOETIE BAR (OMPTEUR,LE NOMGRE CCLVTERATIONS FERNMISES=",
TTEPMAN,™EST CEFASSET) '
WRITELYLE NIFST PAS ENCORE EN DESSUGULS DLW,PREC,™TL E&Y LOAL Azv,18)
P INT: FOR J:=1 UNTIL P OU
IF ARS(LID ,J)40EP1) <= =3 Tribi
TGIN VTERATIF:=FrLSE 3
W ITELTLES VARTABLES ARTIFICIFLLETS
WDOSONT PAS LLIMINEFS, MGCIFIER UEPL GU CEPZ ™)
END
FAD ECHRTRANSTERN




Si=C0{Jd)—-5% 3

I

eNe s '
If 18 > 0 ThREN ! : .
BECIN FOR T2=1 UNTIL N DO
t{lys=A0LydV) 3
F(TYe=00JM)
EENE
ENDYAPPUTPROLTE 8

FERleogr A NP) o3 CLTC FIND EnD

ENT
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9 - Programmation lineaire avec contraintes de type égalité :

5 > TE THERN

portUUNE PROL CINTEGD R VALLE NawaM 5 REAL ARRAY A (#y%) 3
DAL MRREY CaFa7 (%) 3 REAL VALUE PREC 5 KEAL ARRAY x{*) 3
GEAL BTSULT N LOGTLAL ®iSULT LTERATLIRY
CiGAENT LA PRCCELURE CALCULE PAR LYALGURLTHAME CVECHANGE
L omlNIsud L CF (x/Z) FCUR X VIRIFIANT LES CUNTRAINTES
SANS wN: (ALEyd)/X(E)) D= LlJIlI=1seeey)

(R %)/ X5 )=F 1) (1=1reney i)
Giv J0TT AVOIR G < N 4 Led MATRICES SOAT AlLl:iihglzadd,
(12t elisN) (UL M),FELssg)e PREC EST UN REEL IR IGUANT
LA TOLLRANCE FCUE LA NCN VERIFICATICN DES CONTRAINTE S
ITERATIF PREND LA VALEULR FALSE SI LYALGORITAME NYEST PADS
[Te2ATIF. LA MATRICE © CLIT TTRE LE RANG W 5
551N InTo6eeEs INCIOE, P

SEAL A AY XT(l:iind 3 wlLAL AKRKAY PM{lsewsloswd) 3

REAL AR AY SGLLl3:o) 3 REAL ARRAY VO( Lo s gN—k+13:M) 5

LOGTCAL BCLL :\

procédure GRESOLSYSLINE

procédure ECHTRANSDERN

A
PROCELURE AFPUTFRILINGREAL ArsAY XypE{=) 3
KEAL 1m)
PEGIN ~b AL S s INTECEN JM

]
Frio gi=1 UNTIL M U
Si=Sax (1)UL 3

=] UNTIL N LG

BEGIN JMi=yg 5 lbs=0 EDND

T o >= N TFEN BECIN ARITE(MERREUR CANS LES DONMNEES & CCLY ETRE AN

INCICES =D 3

CRESTLSYSLINE(E oF 9 X Tywyotitil )}

PF SOCL=FALSE TREN

LEGIN BT INCICFe=1INLICE+Y
froe Te=1 UNTIL & Cu
FCR Ji=1 UNTIL & LU
Fullyd)e=s Ul JHINLICT)
GRiSOLSYSLINEUPNM b oSty weBLLL) 3
TFARLCL=FALSE) &NC UINCTICE < IN=g) ) THEN
GOTL BT BLSE IF IADICE=(RN-w) ThRER EZGIN ;
WA ITEAMLES VECTEURS BOEg#) PUUR [=1peewert bt SCNT PAS LINBATIREM

INUEFENLANTS® ) 3 CLTL FIND DML 3

NGy
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FOR T:=1 UNTLIL INCICE DU XT{Id:=D ;3
FOR Ti=g+INCICE+Y UNTIL N DU XT{1):=D
I InbiICE > O TREN
SECIN RO Ter=1 UNTIL 4 DU
XTULI4InEICE ) s=300 ()
END
Pi=N—{ 3
FOR Ji=1 UNTIL ¢ ¢C
FOOR fe=1 ULNTIL N OC
VO T g P+J) s =804y 1)} 5
FUHTRANSGERNIN g P oV U2 29 ATy APPUIFRLLINSPREC s 10y 1o+ ]9 XxyDy ITERATIF)
EINT:
END PROL

10 - Minimisation d'une fonction convexe avec contraintes de type égalité et

inégalité :

PROCELURE MINFOSEVIINTEGER VALLE NePyrw 3 REAL PROCEDURE FLFF 3

REAL IRRAY B xy<) 5 FTAL AERAY G{x) 3 REAL VALUE PREC

REAL PRERDY XU=) 5 wFAlL <:=SULT T 5 LLCICAL KESULT ITehATIF

INTECER VALUE TTEQRMAX)

CUMNMENT LA PROCEDURFE (ALCULE CANS AL1siiN) PARK LA METHULUE

CTEChANGE LE MINIMUNM CE FLO,X) FLUK X VERIFIANT:

FUdyX) <= 0 (J=lyeaarP) ET AXZE(H30))=60J) POUK J=11eeerle

LA PRLCEUURE FR(T,J9X) CONNE LA CUMFUSANTE 1 DF LA DERIVEE EN X UGE L£
FONCTION Fluay®)e & MINIMUM CBTENU EST GANS DyLA CONTRATHNTE LA FLULS
MAL VERIFIER A L'OPTLIMUN EST DE LA FCRME FLUJD g X) <= PKLLs TTErRATILE
PREND LA VALEUR THUF S1 L'ALGLKITHME EST ITERATIF. ITLEEMAX

INDIGUE LE #AXIMUM LY ITERATILONS PERMISES UANS LYALGURKITHME
DYECHANGES ON A BULrNy122Q)yGlIssG) ox{l2N)

BEGIN REAL AitkAY VO(TTIM4 T N42-Ciht])

LOGTICAL 3L 3 INTHGER 7,00 3

BEAL ARKAY AXyATy201::N41) 53 PERL ALRAY Prllsiwylezyl)

[

: 1
procedure GRESDLSYSLINE et ECHTRANSDERN:

{
PHLUCELDURE APPUICLUNTR(EFAL AKRZY Xy B (%) 3
REAL 18) 3
BEGIN EEAL SyVyw 3 INTECER Jdn H
We=F{M,X) 3
Si=w—=X{tl) 3 Jui=T g
FCie Je=1 UNTIL P ©I(:
BECIN vi=f(J,¥) ;
IF'V > S TREN
BEGIN JB3:=d 5 Si=V 3 %t=Vv ENC
ENE 3 I5:=5 3 .
FOR lo=1 UNTIL & DO
BECIN Se=FP L, lt,X)
T E=SEXL)
N B BTN
ENG 3 E{D) =W 3
IF J3=" THOy
EiiNtl) =]
ELSD FUN+1):=7,
END ARPUICONTE
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ZAN+YYi=1 5 FOR O Te=1 UNTIL N [C Z{1):s=D 3

FLUE J:=1 UNTIL & DS

FUR T:=1 UANTIL 4 DO

PrM{Jdylde=nli,d) ; R

COCHMENT DEslLT L CALCLUL LE AT (1::n)

GRLSCLSYSLINE{FNMyGyXT gfu g BHOL ) 3 (73 =

FOR Ti=g#+) UNTIL el S0 XTOI)i=r

1F -~ EQ20L THFEH

BEGIN REAL ALKAY XXX{1::0) 3

FOR O LOi=1 UNTTIL N-i CC

BEGIN FOR Ji=1 UNTIL & TC

FOR T:=1+407 UNTIL J#G0D CC

FN(JV])::P(IfJ) H

CRESULSYSLINE(PMy G, XXXy Ly BCL) 3

IF BCC THEN GOTC SUTTE

ENU 5 WRITE(MLE CALCUL DYUN ELENMENT XTi{l::iy) VERLIFLANT LES CUNTKAINTE
S EGALITE BROSENTE LES DIFFILULTIESH)

GUTL FinD

(S

SUITE: FOP 1:=1 UNTIL &€ 0O XTU{I):=¢C 3
FUR t=+ T+l UNTIL N+Y CC X](i):=' 4
FUR t=l 4G URTIL weg® OO0 XTUD)i=xxx{i)

END 5 LUTEA+1-G

FCR =GN+ UNTIL KN+1 [

bEGIN FUR T:=1 UNTIL N O

VELT Sy =8(T,,0-wd) 3

VOIN+tTpJ)e=D

ENDY

tCHT;\ﬂI\SL:fT:’:N(‘\"‘l,(;c'-,) '\/L779X1,/SF*‘LI'\,L‘\IK,P”\LLQJ.P‘171, ITERMAX 9 XX 30y
ITERATIF) 3

FINT

FOR Te=1 UNTIL N Do xUD)e=xx{1l) ;

eNu MINFLSEV

........

11 - Approximation de Techbycheff sur un intérvalle

La structure du programme est indiquée & partir de 1'exemple de 1'appro-

ximation de 1a fonction t° par un polyndme de degré 4 sur [-1,+1]

[
4

BN
e AL PrUCaDLE L Fal Feal valle T ) 5 Twwh g }
ALOPROL o Uhe P AL LGLR valde 13 ReAl valuo 1)
;

CADL L IF Lyt Tedi ginasyTuisg)
i il ? b ; S e l. ;?1 = }_‘ ; '
01 0

On met ici la procédure ECHANGEDSRN en remplagant éventuellement la procédure

CONSTRUCTIONS par Ta mrocédure ci-dessousqui n'utilise pas des "points artificiels"




PROCEDU

HoGIH
AAXIELS-a ) U= 10)
Foe  Ti=l LNTIL -2
FoitoJdr=g LNTLL R D
Uy b e=F{l,,0+d~1)
Fotbe le= i o UNTTL h~i
LUy T ) sae=F ], +(=1
pe SULGYSLI e (L,
VE ROl =RA oo T N
el UD AU OEPARTM)
ey i=1 g

Fae Ji=1 LTl n
Slivgd ) e=Fi{a4(g=1)
iy J v =g NETohN-1
| EEEUT L A ’

BaGl Fur
Jllyd) e
NS NN TN

Ay M Xi=Egg
Fuk Ji=1 LML o
Mi X3=MA X+ E0G0S)Y
b Jr=1 UNTLL N ©F
WG U
)

RS

FLoUCLOUR T Me X i oa

I3

IR I

PRl T oL G

NCRME Lo
Aoel D

RE  CONSTRUCTIONS ;

VA LUk 2

T AX) s
I

YRENAX)
) en Uy =0 LL)
ax] T

.
b

‘programme

(L. ’v‘f.l'l\l-'n\( x,:—() ;

,
cALLCLLL

TUHEDIUHCFF
s
L2 Folleuiiie TuHES
TCHoolroaL Vil Ul

? NETRPETIOE I

Kookl

Los VaLuzdies

LE DeFakl

KESULT

L
U

SUR UN

Diidd LeS PARAMCTRES A

.

’

5 kyeB)
CabUas s al VALUL H

T)

kl

1E)
E(CsenNtL)

INTERVALLE Aybo

MLLIFIER

An.

UANS
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Yeoo{vE-Vva)E{ve=Vvi) < o TrHuoh SLTL DLV 3
’ t ”' F i.\ iU l;.) T L \)l
$oNosEVS 3 VR r=pL{THewr) 5 CLTC 1Tk
b

> s THdK

wo

o

IS .l L )
S Py mibi=3 AN
IR B
Fe=H/Z 3
SARE Tt i 1o i=T+H
=14 fL M
JHC S =3 YHD i Lot Ul s
BNy S > S T
st reS NP Rusi=ETHE o elNU S
C o3 He=HL § Gull KubP
s XTe=RL S
14 1} 5

THE N SGN2=L clok

cinti) s =1

LR ERE
TChn S Uighy)
LR MAX
Seal AnaY Xyl{lvineg) g
PR ATIE 3 RLoAL e s
LOURTIL o0l Ztidies oy LBt =EL o
'*i.H':,-fj_,Z sMA Xy Vo iy 5 ¥b 5 Ll gLl g4 9K gy ITuRaT 18 3
=1 CERREDY AL Soid DU MAX SUR —igt.

[ i

»

fMEALS LR FLLY e Uabte MyN-1) o3
Lgtil W 00
PSR N S

¥ __».);
ST NS & NOVR FELVELIN )
b
_.‘YJ'A..)\)
I

12 Approximation globale d'un ensemble de fonctions au sens de Tchebycheff sur

un intervalle.

- 12
Nous donnons comme exemple 1'approximation des fonctions ?%a-e 20* pour O
dans [1.249, 1.251] par un polynome de degré 4 sur 1'intervalle [0,2.5].

La précision du calcul peut &tre augmentée en changeant la valeur de M (ici égale

a 10) dans la procédure GLOBALMAX.

|




DEGIN
wroal PRUCELURES FACREAL VALLE <,T) 3
EXP =T D)/ 23K ) =0T/ s SURTE2%PTI) 3

REBL PRUCEDURE FLINTEGE® VALJUE 1 3 ROAL VALLE T)
CASE T OF (1eTaTHT g T%3,0%44) 3§

KEAL ALPFAWBETAAH 3

ALPHAI=Laz4d 5 BEYR:=14251 &+ A2=0 5 Bi=Z2.b 3

Rioln /

procédure ECHANGEDSRN avec pour procédure CONSTRUCTIONS :

PraCFOUR B CONSTRLCTIUONS &
CONMMENT CONSTRUCTION DE VALEULRS CF CUFAKRT 3
B GIN
MAX:=(8=-2)/{nN=-1) 3
FOR Te=1 LNTIL N-=1 Dij
Fax Je=1 LMNTIL &N DO
Ulisdde=Fltsa+t{J=-1)=MAX) 3
Filw :=1 UNMTIL WN—1 D0
Ul s I)s==FLlisa+{N=-1)*NMAX)} 3
GRESULSY SLINT U 2L 3y 5 ) yr e M=1,BOCLY 3
I bUOOL=FALSE Treln wWRITE(
vpEnh UG AL LEPARTY) 3
wKg{N}Ye=1 3
ik Je=1 UNTIL N DO
UL 7 e d )i FALALPHA DA+ -1) #MAX]) 3
Fion Jdi=1 UMNTIL N-1 D )
IF SuhN(RU{JYI==1 THEN g
BEGIN FUR Ii=¢ UNTIL N-) DC
Ulledde==Ul1+d} 3
RUGG) s==kJdLJ )
END Oy sAaxr=Eld o
Foar Je=1 UNTIL N D
MAXs=MAX AR
Faok Js=1 UNTIL N D
groln UWINsJdd=1 3
FO(JY s=RULd ) /AKX
CND S .
PN CONSTRUCTIONS 3

INTOGER N 5 Ne=b 3§
BEGIN : o _ T
PROCELUKE GLUBALMAX { REAL AREAY Xyb(*) 3 KEAL RESULT

e

)

*
k4

An.

18
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PECIN REAL PROCEDURET MAX(REAL ¢RCCIDURE EE 5
RO EL VALUE AeB 3 REAL RESULT xa: ;r .
CONMENT CALCULE DANS Max L waxivUM CE -
;ig g:(r) PLUUR T PARCOUSANT LYINTERVALLE Aste LE NMAXIHMUM EST
ATVE InT UL T=x{ 3
BECIN
REML SeRESyH ot oVl aVZ VW33 TU»T 3
LOCICAL BOC 3 INTELERSGN '
Sr=pLS FELA) 3 RES:3=A 5 Ti=A 3
MG s=hi=(B3=A)/100 3 REP: BOU:=vFALSD 3
OCF: VIS=FE(T) 3 V2:=EelT+H) 3
V33=FE(T+2%H) 3 B B
ITER: TIF (v3-vZ)x(v2=-vl) < O TREN CCTL LCV 5
T T4.9%H > B OTHEN GUTD TEST 3 W
§i=1+h ? :1:=V2 s y2:=v3 o3 VZiELE(1424F) 5 oUTU ITER 3
ToST: 16 AES ECAB) > S THEN
BECIN S:=AES trdb) 5 rESI=U END 3

GO I SORT s

DGV: Hiz=H/Z

IF ~ BUL THEN T{:=T+H 4
BOCT=TRUE 3

IF byt > '3 THIN GLTY DEP

IF ABS V2 > 5 THEN ,

BECIN S1=ABS v 3 ReSi=T+H ONL 3
Te=2T7 ¢ Hei=pY 2 GATU REP

SUET s Xat=kt'S s

WL MAXT § IHTEGER SGN yMereRB S
mMi=lo
BEGIN .
Re Al THeVaebsSetd ¢ THe=A ¢ Hi={BETA-ALPRHAY/ (F=-1) 3
Riva=1 5 S:=0 3 ?
FOR w2=1 UNTIL ™M DU
BECIN <AL PROCEDURE EC{HEAL VALULE T)
CEGIN REAL ST 5 S1e=FA{ALPHAIR=1)%FH4T) 3
FCR T:=1 UNTIL o [C
Sle=S1-F(I+T)¥*=x(1) 5 Sl
Enlos ' ;
Ve aMPX(F gt ) 3
I S <V THN
BECTIN Si=v § R =
If BEedTd) > o kbt
SGANz=-1
N
D
Co) e =Seiskal aLvHAY (R =1 )5l T ) s
FOR T3=1 UnNTIL N DU
COI) e =SOEN=F(T»TB)Y 3 ZUN+]):=1 ;
IBe=S=x{n+i) '
N
e LGLUB AL MAX .
FrAL ARRAY XaZ(LiNh+1) 3
Lt Toal TIERATIFE 5 REAL O %
FOR Te=1 GRNTIL W DL 20T )s=0 3 ZAN+L) =1 3
ECHANGED SEMNIN®L o Zo GLUBALMAN g =5y =5, 100 3 10 34 9 X4 D9 ITERATIF) 3
ik T:=1 UNTIL N DD
AR TEOXC DY ey -1}
AR ITUAPITERAT I =, [T ATIF M= ,12)
N
N L
EN D e
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Le programme a donné pour solution en 10 échanges le polyndme :
2.002499 + 0.06550407 t - 0.8805305 t2 + 0.2906543 t3 - 0.02378936 t*

la "distance" entre 1'ensemble des fonctions a approcher et ce polyndme
étant de 0.004409492.

13 Approximation dans L1

Nous donnons comme exemple 1'approximation de t* par un polyndme

de degré 1 au sens de la norme :
1
IRl = [ [h(t)]dt
0
On obtient aprés 24 échanges :

P(t) = 0.06259626 - 0.6289786 t

1'erreur étant 0.01561318.

REGTY

DEAL PMOCEOIND FOINTEGER VAL UG T 3 REAL VALUE T) 3
CASHS I+1 0%

To 3,

1y

-

Py

Yo

)

Real O2RGCHEDUPS PEOIMTLGL vaLUs 1 3 RpAL VALUs 1) 3

DA T4 DR
{ T4 )/!,',
T

?
(T 2172,
(T* 3)/3
U

2 ﬁl /f\, ‘% ;
INT o GHE M

7 4
At =i ; = H

M= 1nn

MG

T

mettre ici la procédure ECHTRANSDSRN: avec la procédure CONSTRUCTIONS
ci-dessous '
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PEOCORIC Y O
Ciidsy:
QEGIN
MAXS = (R4 Y 41) s
FRR Tz UNTIL N=-1 [0
FOP =1 UNMTTIL » DO
Ty Ve 2000 (T d e {J=1)oMaX)=FF{l,,A)=-PF{T,8B) 3
PO Tr=1 UMTIL M=1 00
Uy T)e=={1,") 3
GRESHLSY S THI U, U0y ) gk y N=1yB00OL) 3
IF BOOL= FAL So THEN Wi ITed
wepetd T AL DEPARTN )
RO(MYs=1
CURCR Jr=t o UNTIL N D o
U7 ed)e s ZPE(N, A+ {J=-1Y M X)=PF LA )=PFL,8) ;3
e Ji=1 UNMTIL N-1 20

Se VAL UR S De e PART 3

56 (20013 ))==1 THLH
51N FoR Ti=0 UNTIL -1 Ul
UllsdYe==0(1,3) ;
RO(I Y ==R0 (L))
Fan g MAX=" g
FOR Je=1 T 1t 00
MAXT =Mz X +E ()Y 3
AR Jr= 1 UNTTIL o 10
PUGIM JUr, S )71 g
RA(I Y =R Y /MAX
g.f\}:j .

k]

A COMET RO T [0S g

INTIGEP N g Ni= 3
3614 |
PEACEDUIR £ NORMFL LIREAL ARRAY XyE(#) 3 REAL RESLLT 13) ;
COMMLNT LA PROCEOURT CalCUlz LE VECTEUR £lljeee N &1 LE
S0 A PUIP LIAPPROXIMATION DANS b1 (A,3) AVEC LA
INTECRALD Dt A & 3 DE A8S(H(T)) UTe LES SUALALRES
: PROCEDURES FUI,T) POUR 120000 sN T FN(147)
DEAAET G PEIMTITIVE OE F PUUR 1=Lljeee o N SONT DEFINIS
DANS LE LORPS D8 LA PROCEDIRE 3
Be TN
CEAL PEOCEDURE FR(ELAL VALUE 1) 3
AEGTY PEAL S 3 Si=Flo,1) ;
FAn It=. UNTIL N G
Sr=S=X{ 1) F(1,T) ;

<
) i

END R
REAL PROCET
RLGTH B

2
’

PrRAPLAL VALYI T)
T S1=PE (L, T)

FOE Ti=d UNTIL M DO

T S I TS =X | IyT) :

PENCEDUR e Shni{rc Al VALUE X))
TEE 1 ELSE -1
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AL HP, 3 (~—*)/w-r,.-H/L ;
:w'=~X(W+L) ;rﬁi Ji=0 UNTIL M 5D
S 3

W:A—H;

R Jr=nouny il M- 1 N0

BLGIM

1“1:-(T4H:’3)) 3

UrTIL &oon

)*‘s"‘ (DHJ,T+H)—P¥-(JWIH H
SGAPTRITHHI-PLUR(T))

ENG
g,]“ '«,“c"\)n"l
AL ARRAY X, HI
LOGCIC AL TTaog) s RbAL Do
ENR Tr=1 UMNTIL 8 10 201)1=¢ 3 Z{N+1):= ;
ECHAMCUNSPM N4 1,7 yNUIRM L Ly ' =530 =5, 100,004 X 4D ol TERATIF) 3
WRITEAIWT 0T D8 APPROIX, AU SENS BU MAX SUR =1 ,+1 D X4%2 PAR UN PULYND
MIDE DEGRE Iy X( 1)y "4y X{( 2) " Tn)
WRIT oA ITer ATIF="  ITERATIFy™=1,0)
EHD
END
EMDY
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