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Résumé

L’introduction sur le rarché financier du mmier dérivé clinatique portant sur les
degrés-jours en 1997 aux Etats-Unis, a donnédiein norbre inmportant de travaux sur la
valorisation des instruents climatiques et sula modélisation de la tepgrature myenne
journaliere. Cependant, aucune étude conjaietd’enserble des approches d’évaluation et
des représentations de la f@rature suggérées dans la littérature n'avait &@#mjusqu’a
présent sur le plan gumique. Nous nous sames donc proposés dans la présente these de
calculer les prix des contrats a teret des ajons d’achat climtiques a partir deséthodes
en l'absence d’arbitrage, actuarielle fendée sur la consametion. Nous nous somes
particulierenent intéressés au calcul des pd&s contrats sur les degrés-jours des villes de
Chicago, de Cincinnati et de WeYork pour lesquelles nous avions constaté des transactions
fréquentes sur le Chicago Mercantile Exchange. L'analyse conjointe des coués efsin
contrats a term climatiques a partir des difféntes msthodologies d’évaluation aantré que
le calibrage des adeles d’évaluation étaitémessaire pour obtenir des prévisions de prix
proches des cotations et plus particuliemendela réalisation réelle de I'indice des degrés-
jours a I'échéance.

Mots-clés. dérivés climatiques, méthodeégaluation en I'absence d’arbitrage, méthode
actuarielle, modéle d’évaluation des actifsafinciers fondé sur la consommation, distribution
risque-neutre, prix de marché du risque, dation de Monte-Carlo, méthode des différences
finies, méthode des moments généralisés, méttexlmmoments simulés, modeles de variance
périodique, processus a sauts, processus a mémoire longue.

Abstract

The introduction of the first weather ridative based upon the degree-days in the
United-States in 1997 has led to a great Ineimof work dedicated to the valuation of this
product and to the adelling of the dailyaverage temperature. However until now, no
enpirical study has copared all together thpricing approches and the tpemature rodels
which were suggested in the literature. Therefore in the present thesis, we set oyiute com
the prices of the weather futures and call options fthm free-arbitrage, actuarial and
consunption-based rethods.W\e were particularlynterested in the pricing of the contracts on
the degree-days of Chicago, Cincinnati and Néwk for which frequent transactions were
observed. The linked analysis of the estieu prces of the weather futures fraime different
pricing methodologies has shown that the calibration of the pricingets was necessary to
obtain predictions of the prices which were eld$o the quotations andone particularly to
the real realization of the index on degree-days at the expiration date.

Key-words. weather derivatives, free-bitrage pricing method, actuarial method,
consumption-capital asset pricing model, figkutral distribution, market price of risk,
Monte-Carlo simulation, finite difference methgeneralized method of moments, simulated
method of moments, periodic variance model®p process, long memory processes.



INTRODUCTION GENERALE

Le départerant du cormerce angéricain aestimé qu’'en 1997, le cliet avait eu un
impact sur I'activité de 70% des entreprisesisuerritoire et sur 22% du PIB &mcain. Le
colt des éveneemts climatiques aux Etats-Uky toutes causes confondues, a été évalué a 200
milliards de dollars en 2005. Les déregtsmétéorologiques qui ont eu lieu au cours de
ces derniéres années ont fait prendre consciencerdreprises et aux autorités de I'influence

du climat sur I'éconone et de la nécessité de se couvrir contre le risqueattjoe.

Les dérivés climtiqgues sont nés de ce comsths’agit de produits financiers sur un
sous-jacent qui est un indicesi@orologique lié da tenpérature, aux précipitations ou a toute
autre variable climtique. L’acheteur du dérivéimatique recoit un paieent (ou "payoff")
lorsque l'indice franchit a la hausse ou a lssbaiune linte (prix d’exercice ou "strike level")
convenue a l'avance avec le vendeur pour une période ge tmmsidérée. La rétribution est
€gale au dfférentiel positifentre le niveau atteiptar I'indice a laiin de la période (a la date
d’échéance ou deaturité) et le niveau linte pré-établi avec le vendeur. A la différence des
contrats d’assurance, les dérivés dliilques n’obligent pas leur détenteur a prouver qu’il a

effectivenent subit une perte pour percevoir uantant.

Il existe deux principaux types de dérivdsnatiques. les options et les contrats a
terme (“futures" et "forward"). L’'option perat a son acheteur de lter le nontant de sa
perte en cas deamvaises anticipations de part. Il peut renoncer a son opération lorsque le
différentiel obtenu est négatif @¢héance et ceci contre le versaind'une prire (ou prix de
I'option) au moment de la conclusion du contrd_a transaction ne pouvant avoir lieu qu'a la
date de raturité, I'option climatique est dite a 'européenne. Le contrat a éegoni ne donne
pas la possibilité a son acquéreur d’abandonneatsaction a la date deatarité ne requiére
le paienent d’aucune prira. Le contrat dit'futures" est négocié sur leanché a terra
réglenenté et fait 'objet d’'une cotation ce quoiest pas le cas du contrat dit "forward"

transigeant sur le aché de gré a gré ouanché non régleenté.



. MARCHE CLIMATIQUE

Initiés en 1997 par deux cqagnies énergétiques, les produits dérivés atines
connaissent un fort engouent. En 1999, le Cleago Mercantile Exchange (CME) leur dédie
une plate-forra électronique d’échange (GlofeLe London International Financial Futures
and Options Exchange (LIFFE) bpoite le pan juillet 2001 en créant I-&x et en lancant
sur le narché trois contrats basés sur la pénature pour Londres, Paris et Berlin ainsi qu’en
janvier 2002, une game d’indices baptisée Next@ather en collaboration avec Météo France
et suite a ladsion avec Euronext. Malgré I'int@ suscité par les dérivés chtigues, leur
développerant ne se fait pas deamiere aussi rapide et portante que I'on avait espéré. En
outre, ils sont beaucoupams liquides que lesontrats reposant, par expl®, sur l'indice
S&P. On peut apporter a cela plusieurs raistesdépart du mrché des acteurs principaux
tels qu’Enron, Aquila et El Paso a fait &ser le nomre des transactions. Enron, leader
mondial du négoce d’énergie, qui d@smau pointle prenier contrat clinatique pour Koch
Energy, a fait faillite en décemme 2001 suite a des pertes liées a des opérations spéculatives
sur le narché de I'électricité. Son fiasco retessant a entrainé une baisse de 70% du wlum
de commercialisation des autres sociétés dmirtage en énergie (Aquila et El Paso) ainsi
gu’une dégradation de leurs notations financigr@ Moody’s et Standard & Poor’s. Elles ont
eté contraintes a liquider leurs actifs pour couletirs pertes et a abandonner leur activité de

trading.

De plus, le norore de participants ene réduit et trop linté aux corpagnies
energétiques neaforise pas la liquidité du aché. Les dérives cliatiques n’attirent pas
encore suffisament d’'autres "end-users" dotd résultat dépend des aléas dimues tels
que les entreprises agricoles, de constructionde transport. Ceci peut provenir de leur
méconnaissance de ce produit. lIs ne séduiggms non plus encore lagwrité des
investisseurs a la recherche d'une divaration de leur portelille bien que le prix des
dérivés clinatigues soit tres peu corrélé aprix des autres actifs duamché financier.
L’explication peut venir dudt que les agents ree sont pas encore biamiliarisés avec ce
type de produit qui peut leur paraitre gqbexe et trés risqué surtout apres la banqueroute
d’Enron. Sur le rarché financier, on a eu coutenusqu’a présent de chercher a prédire le
cours d’'un actif et non pas I'éwdlon d’'un indice rdtéorologique. Il y a peut-étre aetire en
place une forration a la pratique des dérivés ditigues. A cela, vient s’ajouter la difficulté a

évaluer ces instruents.



[I. MODELES D’EVALUATION DES DERIVES CLIMATIQUES

La valorisation d’'un produit dérivé standadd type d’'une option européenne donnant
le droit et non I'obligation & son acheteur d’effectuer une opération a échéance, consiste a
déterniner le prix du produit dérivé a l'instamprésent ou a tout instant avant I'échéance
sachant qu’il procurera un paiem variable a ladate de raurité, le nontant du paieent
étant lié a I'évolution de I'actif sous-jacent.eét d’'usage de détemmer sa valeur (ou priem
payée au mment de la conclusion du contragh utilisant I'hypothése d’absence d’arbitrage
(il est impossible de faire des profits sangque sur le rarché financier) et en créant une
stratégie de portefeuille autofinancée constituée des quantités de l'actif sous-jacent et d’'un
titre procurant un revenu sans risque de telle sorte que la valeur deyptetef I'échéance
soit identigue au paieent de l'option que I'on cherche a évaluer. La stratégie est dite
autofinancée lorsqu’il n’y a ni apport de fondsreirait d’argent au cours de la gestion du
portekuille entre le oment de sa création & date d’échéance. La valeur du patidfe est
réajustée a chaque instant par I'agent unigaem@n nodifiant la répartition des titres dans le
portefeuille. Comme sa valeur terimale est égale au revenu de l'option, en l'absence
d’opportunités d’arbitrage, la valeur de I'optian’instant présent doit étre égale au codt du
portefeuille de duplication, autremt un profit sans risque pourra étre réalisé en vendant
I'instrument qui a la valeur la plus élevée poureteh celui dont le prix est le plus faible. Elle
ne peut étre égale qu'au codt initial du patéie puisqu’il n’'y a eu ni ajout ni retrait de
fonds du portefeuille au cours du tesn Le portefeuille de duplication est appelé aussi
portefeuille de couverture car il est possible dewendeur de I'option de se couvrir contre
une perte (rantant qu’il devra acquitter a 'acheteen cas de auvaises anticipations) en se
constituant une stratégie d’'investissminautofinancée a partir de la perobtenue et ensuite

en vendant le portedille a échéance.

Dans un cadre sipfifié qui ne conporte qu'uneseule période et aucune contrainte sur
le marché financier et ou le cqmrtenent del’actif sous-jacent, seule variable aléatoire du
modéle, suit une loi binorale, Cox, Ross et ibinstein (1979) wntrent qu’en partant de
I'égalité entre la valeur du portefille et le paiement de I'option a la ih de la période
observée et qu’en rétrogradant dans lepgente prix de l'option a linstant présent est
déterniné de naniére unique et correspond au calcul de I'espérance du gdiela I'option
(a I'échéance), actualisée au taux sans risqdéfetie a I'aide des probabilitésadifiées du
sous-jacent dites neutres au risque. Il n'appgpas dans cette foutation la probabilité



réelle ou objective de hausse ou de bawsel'actif sous-jacent. Ces probabilités sont
dénonmmeées neutres au risque car elles sdentiques a celles prévalant dans une écamom
ou les individus choisiraient deamiere indiférente I'actif risqué ou le titre sans risque, car
I'actif risqué rapporte en ayenne autant que le titre sans risque. Dans I'éc@nogutre au
risque, les agents n’exigent aucune wédmation pour le risque qu'ils supportent. Leur
attitude vis-a-vis du risque n’intervient pasndd’évaluation des options. La lira de la
formule binoniale du prix de I'option lorsque le ndmre de périodes considérées devient
infiniment grand coincide avec la foute d’'éwaluation des options en tegicontinu de Black

et Scholes (1973). Dans la pratique, les irgeants du rrché utilisent la formale de Black

et Scholes au lieu de la fouke binomale pourdéterniner le prix des options européennes
car a I'exception de la volatilité du prix deus-jacent, elle ne dépend que des variables
observables ce qui la rend plus piema nanipuler. Les probabilités neutres au risque sont
aussi appeléeseasures rartingales car sous cgsobabilités le processus de prix actualisé au
taux sans risque de l'option constitue unertmgale, c’est a dire que I'espérance de ses
accroissermnts entre les dates, t et T (odl'}, conpte tenu de l'informtion disponible en t
est toujours nulle quel que soit t. Cela revientra due la valeur de I'option en t est égale a
I'espérance, actualisée au taux sans risque atieéfous la msure nartingale, de la valeur

(ou paienent) de l'option en T.

Dans le cas des options chtigques, il n’est pas possible de constituer un pauitéd de
duplication puisque l'indice étéorologique n’est pas échangé sur larané financier. Le
marché est dit incoiplet pour les contrats cliatiques et la formle de Black et Scholes ne
peut pas étre utilisée pour leur évaluation. laectmé sera dit coptet si le résultat de I'option
est atteignable par le portefeuille de réplication. Pour résoudre ce type de probiem
souvent recours a un actif de substitution qusgde les caractéristiques recherchées et dont
le prix est forterant corrélé a celui de I'actif défaillant. Gam(1999) propose de foen le
portefeuille de couverture pour I'option clatiqgue sur la tepérature en suppléant I'indice
météorologique par un instruent dérivé sur Electricité ou le gaz qui est négocié sur le
marché a terra. Aux Etats-Unis, les contrassir I'énergie sont apparus en 1998 suite a la
dérégulation du mrché énergétique. Cepemda Brix, Jewson et Ziehann (2002) font
remerquer que le prix du gaz est tres ct#ré la derande et non pas a l'indice de
termpérature. lls suggérent plutdt le contrat a etimatique corme actif de substitution car
ce contrat, qui est négocié sur larané, évolue fortenent avec l'indice r@éorologique.

Comme il a été précisé ci-dessus, lajorité des produits dérivés clmtigues ranque encore



de liquidité. Par conséquent, la constitutiomrd’portefeuille qui duplique parfaitemt le
payoff de I'option clinatique a la date deaturité a I'aide des contrats a teznclimatiques

n’est pas pour I'instant envisageable.

Face a I'inpossibilité de créer un parfait pdeaille de duplication, plusieurs approches
alternatives ont été suggérées pour évalles options. L'une delles porte sur la
maximisation de ladnction d'utilité de I'agent. Le prix de I'option est alors détenen
cherchant les quantités de I'actif sous-jacentdu titre sans risque non pas deniare a
répliquer parditerrent le payof de I'option nais & meximiser I'utilité espérée de la richesse
de linvestisseur a I'échéance. Des auteurs merkrittelli (2000) ont nontré que cette
opération dans le cas d’'une fonction d’utilitétgee exponentiel donnait lieu & unesure de
probabilité du sous-jacent ayant la particularité deimiser I'entropie relative ou distance de
Kullback-Leibler d’'une probabilité par rapport a usetre définie a priori. Cetteesure est
communénent appelée "fimimal entropy nartingalemeasure". Une autre facon de détiexen
le prix de I'option est de chercher la gqoogtion de I'actif sous-jacent et du titre sans risque
dans le portedille de sorte a réduire la variance du risque résiduel qui satd@fnme étant
la différence entre la valeur du poseille et le résultat de dption a la in de la période
considérée. La ssure nartingale du sougacent issue de cette stratégie est méen
"variance optiml martingale neasure" (He#t Platen et Schweizer (2001) et Schweizer
(1999)).

Le prix de I'option & une date quelconque avant I'échéance se calcule alone étant
I'espérance conditionnelle du paiemh de 'option a I'échéance, actualisée au taux sans risque
et défnie a I'aide d’'une de ceseasures de mbabilité. Le contrat a terenqui ne perrt pas a
son acheteur d’abandonner sa transaction a éohdansque celle-ci lui est défavorable a une
prime qui est nulle. Le terende prix associgouvent au contrat a teentorrespond en fait au
prix d’exercice fixé lors de la conclusion du aattet qui sera coparé au niveau réelleant
atteint par le sous-jacent a la date datumté pour déternmer le gain ou la perte pour
I'acheteur du contrat. Sa valeur est égale a I'espérance conditionnelle du prix du sous-jacent a
I'échéance, calculée a partir d’'une dessaresmartingales citées précédemnt. Les prix de
I'option et du contrat a terensont corrigés deute réminération pour le risque. Rappelons
gue les msures rartingales sont égaleent desprobabilités neutres au risque et que de ce
fait, les prix qui en résultent sont analogaeseux donnés par un agent neutre au risque qui

ne réclane aucune copensation pour le risque endosseé.



Par ailleurs, en situation dearohé inconplet, le prix de narché du risque est non nul.
Il se définit conme étant I'écart entre I'espérance du taux de reredémiu sous-jacent et le
taux sans risque, rapporté a la quantité de riscpseinde par la volatilité. Le prix deanché
du risque dépend de la stratégie de portefeailleptée pour liiter le risque et donc de la
mesure nartingale choisie par I'agent pour éual les contrats. Dans ce contexte, I'attitude
des individus vis-a-vis du risqyeue un role dans la valorisation des produits dérivés. On
observe gu'il existe autant de prix qu’il y a desures de probabilité lorsque leamthé est
inconplet. Quand le rarché est comlet, lavaleur de I'option est déteinée par une seule
mesure qui provient de la technique de dupiara parfaite, les autresesures se confondant
avec cette msure. Il a été wntré qu’en terps continu, I'existence d’'une esure nartingale
entrainait toujours I'absence d’occasions d’asgé nais que la réciproque était fausse sans

conditions suppléentaires (voir Delbaen et Schachayer (1994)).

Une né&thode noins arbitraire et plus siple a nettre en place est utilisée dans la
pratique pour valoriser les produits dérivés dtiques. Il s’agit de la gthode actuarielle qui
n'est fondée ni sur 'hypothése d’absence d’arbéram sur la réalisation d’'un portefeuille de
couverture et par conséquent, ne fait appel a auoasiere nartingale. Elle calcule le prix de
I'option climatique a une date quelconqawant I'échéance came étant I'espérance
conditionnelle du payoff de l'option a la datBexpiration, définie par les probabilités
historiques ou réelles du sous-jacent et a laqs&ljeute une prira de risque a la charge de
I'acheteur du produit dérivé, le tout actualis&aux sans risque. La valeur du contrat a éerm
est, quant a elle, égale a l'espérance camtitlle du prix du sous-jacent a la date de
maturité, déterrmée par les probabilités histques du sous-jacent et augmée de la primm
de risque. Dans un souci de plification du calcul de ces prix, I'estiation du chargesmt
pour le risque n’est pas considérée par lésums (Dischel (1999), Augros et Moréno (2002),
West (2002), Platen et &gt (2004), Jewsor2004)). Il est supposé soit nul, soit égal a une
valeur arbitraire. Platen et &t (2004) expljuent que la concurrence entre les pagmies

d’assurance et la présence d’'une réassurance tendent a le famgedim

L’espérance conditionnelle est eséiena partide sinulations de Monte-Carlo car il est
souvent difficile voire irnpossible de lui trouveune expression exacte. Ceci s’explique par
I'emploi pour les phénoames clinatiques danodeles plus coplexes que ceux utilisés pour
les actifs financiers et aussi par lamere dont'indice météorologique est construit. Pour la
température, I'indice ne représente pas le niveau de cette variable anentndonné, rais



I'accumulation de cette grandeur (expém enmoyenne journaliére ou en degré-jour qui
correspond a I'écart de la tearature moyenne journaliere par rapport a une valeur de
référence) depuis une date considérée. dchrtique de simlation consiste a générer un
enserble de trajectoires pour le facteur clittque sur une période de tesndonnée. Pour
chacun de ces tirs, on déténm la valeur de’indice météorologique et le paieent de
I'option a I'echéance. Le colt de I'option chtique équivaut alors a laayenne des payoffs
actualisée au taux sans risque. De &nmmaniére, le prix du contrat a temrclimatique est

égal a la myenne des valeurs de l'indicest@orologique a la date deatuarité.

Un autre noyen pour valoriser les dérivadimatiques sans recourir a unessuare
martingale a été proposé par Cao eti\(2004) Il s’agit du nodele d’évaluation des actifs
financiers fondé sur la consamtion ("Consimption-Capital Asset Pricing Model" ou C-
CAPM) de Lucas (1978). Il repose sur une écaroatéchange pur ou les effetoonétaires
ne sont pas pris en cpte et dans laquellen agent représentatif cherche a déteemson
niveau de consomation ainsi que le mntant (éel) a investir dans les titreg&nciers de
facon a maximiser I'espérance de son utilité interfgorelle tout en respectant une contrainte
budgétaire. La condition du préen ordre issa de ce programe d’optimisation et par
rapport a la quantité du titre boursier détenu pagdht, est appelée condition d’Euler. Elle
relie le prix du titre a une date quelconque avant I'échéance a I'espérance conditionnelle du
cours futur du titre qui est pondéré par le tawxgimal de substitution intertgmorelle de la
consonmation. Le taux narginal de substitutin intertenporelle de la consomation est
défini comme le rapport de l'utilité rarginale de la consometion a la date T a l'utilité
marginale de la consometion a la date t (ou & T). Il est égal au ratio des consmations
aux instants T et t avec pour exposant un péararappelé coefficient constant d’aversion
relative pour le risque. Ce résultat décodéel’hypothése d’'une fonction d’utilité puissance

afin de nodéliser les préférences de I'agent type.

A partir de I'équation d’Euler, Cao et &V(2004) établissent le prix des dérivés
climatiques. lls rontrent qu’il existe unerelation significative entre la oyenne des
températures de certaines villes @ncaines et la consonation totale des biens et services
aux Etats-Unis. En coparant le prix calculéle I'option climatique pour une Bsure estirgée
du coefficient de corrélation (entre la fg#rature et la consomation) et pour un niveau
donné du coefficient d’aversion aux obtenu de I'option lorsque le coefficient de corrélation

est suposé nul (ce qui piique un paragtre d’aversion égal a zéro), il déduisent que la jgrim



de risque occupe une part non négligeable dans la valeur des opticatgjals Richards,
Manfredo et Sanders (2004) parviennent ané&mne conclusion que Cao et &V(2004) en

utilisant des données relatives a la ville de Fresno en Californie.

[ll. MODELISATION DU COMPORTEMENT DE LA TEMPERATURE

Pour I'enserhle de ces thodes d’évaluation des dérivés dltigues, la radélisation
de la variable méorologique est indispensablees travaux ont pour la plupart porté sur la
spécification d’'un rodele pour la tepératue qui concerne la gorité des dérivés
climatiques structurés sur leammhé. En2005, 70% des contrats négociés reposaient sur ce
facteur du climat. Plusieurs types de pr@seis ont été suggérés dans la littérature pour
modéliser cette variable pour laquelle on relemarouvernent régulier souvent foralisé par
une fonction sinusoidale. Ses variations iea'tant jaras d’une courbe wyenne, on parle
d’un effet de retour a la oyenne pour la teerature. A ce muvenent régulier vient parfois
sadjoindre une légére tendance a la hausss’guplique par le réchauffeant de la planéte
ou l'urbanisation dans les grandes villes. Une éiah cyclique est égalesnt & noter dans la
volatilité de la terpérature avec une variabilitéusl grande en hiver qu’en été selon Cao et
Wei (2004).

Pour tenir comte de la propriété de taur a la noyenne des tepératures, Alaton,
Djehiche et Stillberger (2002), Benth et SajtBenth (2005) et Brody, Syroka et Zervos
(2002) suggerent un processus enpeirontinud’Ornstein-Uhlenbeck qui est équivalent au
processus autorégressif d'ordre un enperdiscret. Les radeles en teps continu sont
construits a partir d'un ouverrent brownienstandard (ou processus daéner) qui est un
processus gaussien a accroiss@s indépendantst stationnaires. lls sont trés utilisés en

finance afin de reproduire le flux intra-journalier des échanges.

Cependant, des auteurs tels que Roug202), Cao et W (2004) et Carpbell et
Diebold (2004) rontrent en faisant appel apxocessus ARIMA (Autoregressive Integrated
Moving Average) que les oaléles autorégressifBun ordre supérieur a 1 traduisentenx la
structure de la tepérature. Parinces autels, seuls Cao et &/(2004) enploient une forre
non pararétrique a la place de la fonction sinusoidale pour représenter la périodicité de la
variable climatique. Celle-ci est constituée d’une série dgennes d’échantillonnage.



Concernant la wdélisation de la volatilité de la tgdrature, Richards, Margdo et
Sanders (2004) utilisent un processudARCH (AutoRegressive Conditional
Heteroskedasticity) tandis que Roustant (2002 a etWei (2004) péconisent plutét une
fonction circulaire pour saisir le cqrartenent saisonnier de la volatilité. De leur co6té,
Canpbell et Diebold (2004) fonvaloir un nodéle corbinant effet GARCH (Generalized
ARCH) et sorme de sinusoides. Une foemon paamétrique sinlaire a celle de Cao et &
(2004) a été égalesnt suggérée par Benth et Sajtenth (2005) pour représenter la

variance périodique.

D’autres aspects de la tpérature ont été égalemt traités dans la littérature. Les
changerents brutaux (par exgoe un hiver plis rude qu'a l'accoutué) ont été pris en
conpte par Richards, Manfredo et Sande2604) a travers I'estiation d’'un processus a
sauts qui présente des trajectoires discontinues. La présence émuoeeniongue a été se
en évidence par Caballero, Jewson et Brix (2@@2Brody, Syroka et Zeos (2002) dans la
série de teqératures journalieres enregistréless le centre du RoyaerUni pour la période
1772-1991. Caballero, Jewson et Brix (2002)délisent ce phénaine en utilisant le
processus ARFIMA (AutoRegressive Fractitypdntegrated Moving Average) caractérisé
par un paratre d’'intégration fractionnaire pouvaptendre des valeurs réelles. Un processus
en tenps continu a égaleemt été considéré pouraaéliser la mmoire longue dans la
température. Brody, Syroka et Zervos (200&) Benth (2003) ont retenu un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck avec unauverrent brownien fractionnaire. La@moire de long terra
peut aussi se anifester dans la volatilité d’urngerie. Moréno (2003) a considéré cet aspect en
estimant un processus ARFIMA-FIGARCHFractionally Integrated GARCH).

IV. PROBLEMATIQUE ET APPORTS DE LA THESE

La présentation succincte des travaux Issrdérivés climtiques nous ontre qu’une
guestion inportante n'a pas encore été tait: les mthodes d’évaluation en l'absence
d’arbitrage, actuarielle et fondée sur la conswation conduisent-elles a des résultats
divergents? (Si oui, quelle rithode adopte?). L’'objet de la présente these est de répondre a

cette question.



En vue de cela, nous effectuerons un ragpoent, sur le plan epirique, des prix
issus des différentes @modes d’évaluation. Nous chercherons a valoriser les contrats
climatiques sur la tepérature (plus précisémnt sur les degrés-jours) des villes de Chicago,

de Cincinnati et de New York pour lesquels nous observons des échapgeaiins.

Pour le calcul des prix des dérives dimues selon la é&hode en l'absence
d’arbitrage, nous suggérons la techniquétalbnnage (ou le "ark-to-rmarket") pour nous
soustraire au choix d’'uneesure nartingale parm plusieurs. Une densité neutre au risque
sera induite a partir des prix observés destrats clinatiques en utilisant le prograne
d’optimisation de Jackwerth et Rubinsteih996). Nous rd@tons en avant le procédé de
Jackwerth et Rubinstein (1996) pour I'extractaone distribution risque-neutre dans le cas
des dérivés climtiques car il présente leérite de ne pas nécessiter une expressionéerm
pour le prix théorique des contrats. Rappelqnsl est difficile voire inpossible d’obtenir
une fornulation exacte pour le prix des dérivés @iiques. Le procédé consiste a déteen
les probabilités de amieére a nmimiser la sorme des écarts au carré entre la valeur théorique
et la valeur observée des contrats. Dans katicle, les deux auteurs font appel a une
arborescence bindale pour détermmer les cows du titre sous-jacent a I'échéance. lls en
déduisent ensuite les valeurs théoriques de l'option d'achat sur ce sous-jacent. Nous
proposons ici de recourir aux sifations de Mnte-Carlo pour obtenir les niveaux de l'indice
météorologique a la date deaturité et cecidans le but d’envisager des processus plus

conplexes pour le coportenent de la terpérature.

Pirrong et Jermkyan (2001) ont suggéré de aaer la valeur des options clatiques
par la n&thode en I'absence d’arbitrage etilisant les prix de rarché du risque esti@s a
partir des cotations des contrats a tralimatiques. lls n’ont, toutefois, pasisnen
application leur suggestion. Nous nous propostarss la présente thése diildmenter leur
méthode d’évaluation. Le principe de base der lapproche est de rechercher les prix de
marché du risque de fagon a réduire la smales écarts au carré entre la valeur hypothétique
et la valeur observée des contrats. La valgyothétique est ici obtenue en résolvant une
équation aux dérivées partielles (pour une conditioniteda donnée et sous unessure
martingale) car selon le théorénde Feynman-Kac, le prix d’'un produit dérivé constitue
I'unique solution de cette équation. La résauatide I'équation aux dérivées partielles sera

menée de raniére nungrique a l'aide de la éhode des différences finies.
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Concernant le calcul des prix par teéthode fondée sur la consamtion, nous
apportons une agfioration au mdéle de Ca et W& (2004) en suggérant I'estation du
coefficient constant d’aversion relative pour le risque paréthode des mments simulés
("simulated nethod of moments” ou SMM) étdiée par Lee et Ingrar(i991). Ce point
n'ayant pas encore été abordé par Cao e@t(2004) et par Richards, Manfredo et Sanders
(2004) qui ont détermé les prix des dérivéslimatiques en présuant plusieurs valeurs
possibles pour le coefficient d’aversion pderrisque. La rithode des mments sinulés
souvent présentée dans le cadre ddéfe d’équilibre général de Lucas (1978) réside dans la
recherche des valeurs pour les pasaes figuram dans le prix théorique (ici la condition
d’Euler) qui est calculé au agen des simlations de Monte-Carlo de sorte danimiser la
sonme des écarts au carré entre ce prix ubimet le prix observé des contrats. Elle est
différente de la @thode des mments générisés ("generalized athod of noments" ou
GMM) qui est couramment enployée pour estier les coefficients du auéle d’équilibre
général dans le sens ou elle calcule I'espérdada condition d’Euler a l'aide de sihations
tandis que l'approche GMM estanl’espérane par la myenne des observations. Il est
possible d’utiliser 'une ou l'autre de cestimodes pour estiar les paramtres du prix des
dérivés climatiques. Nous pensons toutefois que la procédure SMM fournira des résultats
meilleurs a ceux de la déarche GMM dans le cades dérivés climtiques car les valeurs des
parangtres issues de la prégne nethode répondent a une exigence de calibrage qui tient
conpte du caractére siute des prix (on souhaite slealeurs de sorte a ce que le prixigém
soit le plus proche possible du prix obsért@ndis que celles provenant de la seconde
méthode répondent davantage a une exigenceimi@son (on souhaite des valeurs telles que
le prix calculé a l'aide de la myenne d’échntillonnage soit le plus pres possible du prix
observé). Pour confiren notre intuition, nousestinerons le coefficient d’aversion pour le
risque égaleent a l'aide de l'approch&MM et rapprocherons les prix donnés par ce
coefficient a ceux résultant du partre estingé par le procédé SMM.

Enfin, nous nous interrogerons sur les émuences de l'usage des cotations d’un
dérivé de substitution pouremer le calibrage et I'évaluation des dérivés aliigques pour
lesquels nous ne disposerions pas de donnépsxdéNous envisagerons la valorisation d’'un
contrat clinatique en disant appel a un autre contrat ditique basé égalemt sur la
température et dont le sous-jacent serait fogetiié a I'indice nétéorologique du contrat que

nous chercherons a valoriser.
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V. PLAN DE LA THESE

Pour traiter ces points, nous avons chaisirticuler notre thése autour de quatre

chapitres.

Le chapitre 1 débutera par une présentagénérale des instruents dérivés et du
marché a terra. Il décrira ensuite deamiéredétaillée les produits dérivés cltiques et leur

marché.

Le chapitre 2 sera consacré a la présentation @dsdes d’évaluation en I'absence
d’arbitrage, actuarielle et fondée sur lansonmation. Nous préciserons d’abord certaines
notions de base de la théorie financiére adantenir en détail a laéhode d’évaluation des
options en l'absence d’arbitrage lorsque lerané est complet. Elle sera traitée en t@m
discret (nodéle de Cox, Ross et Rubinstein (9% en terps continu (nedéle de Black et
Scholes (1973)). L’étude duadéle en teqs discret nous pereaitra d’aborder le principe du
portefeuille de duplication ainsi que les notionsy@sure nartingale et de probabilité neutre
au risque. L'analyse duadéle en teqs corinu nous perrattra de rntrer que I'évaluation
des options en l'absence d’arbitrage peuk étenée égalemnt par la résolution d’'une
equation aux dérivées partielles. Suite a Esentation des deuxaueles, nous soulignerons
les difficultés a rettre en ceuvre la @hode en’absence d’arbitrage dans le cas des dérivés
climatiqgues. Nous aboutirons a la suggestienla technique d’étalonnage pour évaluer ces
produits. Sa description sera faite pour l'inféemnl’une distribution neutre au risque et d’'un
prix de nmarché du risque lié a la teérature.Le modele en I'absence d’arbitrage ayant ses

limites, nous aborderons lestimodes d’évaluation actuarielle et fondée sur la consaion.

Le chapitre 3 aura trait a laouiélisation dda tenpérature. Aprés une bréve description
des caractéristiques de la frature moyenne journaliere, nous passerons en revue les
modeles qui ont été suggéreés jusqu’a prépent rendre copte du cormportenent de cette
variable. Nous estiarons a la fois les processus engsmontinu et en teps discret pour la
température des villes de Chicago, de Ommgti et de New York. Nous sélectionnerons
ensuite le "milleur” processus en tg® continu een tenps discret par le biais des criteres de
conparaison. Le prerar nous perrattra de déterimer les valeurs des dérivés céitiques par
la méthode en I'absence d’'arbitrage au ®du chapitre 4 puisque ses principaux résultats
ont été établis en tgmm continu. Le semnd nous perettra de mttre en place les
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méthodologies d’évaluation actuarielle et fondée sur la consion. Le processus en t@m
continu pourra égaleemt servir au calcul deprix par les deux dernieres approches qui

peuvent étre traitées indifféramnt en tenps discret et en teps continu.

Le chapitre 4 rdtra en application lesnodeles d’évaluation. En préen lieu, nous
exposerons de aniere détaillée les procédés nénques de calcul tels que la technique de
simulation de Monte-Carlo pour approcher les eapées et la Bthode des différences finies
pour résoudre les équations aux dérivéesiglas ainsi que les approches desmmnts
généralisés et siaés pour estirar les paramtres de I'équation d’Euler. En dernier lieu, nous
calculerons les prix des contrats a teret de options climtiques des villes de Chicago, de
Cincinnati et de New York en recourant a la d&ngsque-neutre inférée, aux prix darché
du risque induits et au coefficient esfind’aversion relative pour le risque a partir des
cotations des contrats a ternclimatiques.Nous déternmerons égaleent les valeurs du
contrat a terra de Cincinnati a I'aide des cours observés pour le dérivé de New York.

La conclusion résuana les principaux résiats de la présente thése, annoncera ses

limites et suggérera des extensions qui feront I'objet des travaux futurs.
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CHAPITRE 1

PRODUITS DERIVES CLIMATIQUES ET MARCHE

Le chapitre débute par une présentation géméles produits dérivés et de leuarohé
dans la section 1.1. Il traite ensuite plus méaeent des produits dérivés clatiques au cours
de la section 1.2 et de leuarohé lors de Iaection 1.3. La section 1.4 conclut le chapitre qui
a pour vocation de amtrer la particularité deastrurrents climatiques et de rendre cpta du

dynamsme actuel du rrché des dérivés cliatiques.

1.1 PRELIMINAIRES

Le principe des dérivés clatiques est siitaire a celui des instruents classiques. Il en
va de néme pour l'organisation du mmché descontrats clinatiques. Pour le attre en
évidence, nous comencons par présenter, danstte partie, I'idée de base des produits
dérivés. Son exposé est indispensable pomprendre par la suite le fonctionnemt des

dérivés clinatiques. Il sera suivi de la description darohé des produits dérivés.

1.1.1 Qu’est ce qu’un produit dérivé ?

Un produit dérivé ou dérivé est un instremhqui pernet de différer une transaction
(achat ou vente d'un actif) dont leodalités (prixet quantité de I'actif) ont été conclues a la
date d’aujourd’hui entre les parties. Il congditun instrurent de couverture contre les risques
qui résultent des fluctuations des taux d’intérét, des taux de change ou encore du prix d’'un
titre en permattant a I'acheteur du dérivé dedr a la date d’aujourd’hui le cours de I'actif
auquel il 'achétera ou le vendra dam On peit distinguer parinles produits dérivés les
instrunents conditionnels (les options) et les instenits non conditionnels ou a teenfierne
(les contrats a terenet d’échange). L’instraent non conditionnel ne perthpas a 'acquéreur
d’annuler la vente ou l'achat de l'actif a Wate de raurité tandis que linstruent

conditionnel 'autorise a ne pas réaliser la transaction si celle-ci lui est défavorable.
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L’actif sur lequel porte la transaction est appelé sous-jacent (ou "underlying"). Le sous-
jacent peut &tre une action, une obligatiomjndice, une mnnaie ou un contrat & teef. Il
peut donc s’agir d’'un instruent au comptant (action, obligation, indice, annaie,...) ou d'un
instrunent & terne (contrat a tere). L'instrument au corptant est livrable dés la conclusion
du contrat et apres paient alors que l'instrurent a terne est livrable a une date ultérieure a
celle de la conclusion du contrat et pour certains d’entre eux, il n'y a pas de livraison
physique a la date prévue de la transactioasde cas des options sur indice pour lesquelles
il N’y a pas une livraison de l'indiceais plutdtla perception d’'un wntant correspondant a la
différence entre le prix d’exercice (valeur négeca la date d’aujourd’hui pour la transaction
future) et le prix de I'indice réelleent atteinta la date de la transaction. On appelle ce type

d’opération un "cash settleamt".

1.1.1.1 Instrument conditionnel : I' option

"Une option (appelée aussi réclatmon coningente ou actif contingent ou "contingent
claim") est un contrat qui lie deux opérateuraratydes anticipations opposées. Ainsi, chaque
opérateur peut décider d’acheter ou de vendre des options’a@Ra{@002)). Il existe deux
types d’option : 'option d’achat (ou "call opti") et I'option de vente (ou "put option").

L’'option d’achat

L'option d’achat perrat a son acheteurag’quérir une quantité détemée de I'actif
sous-jacent a un prix fixé a I'avance (prix d’eciee ou "strike price") et ceci soit a une date
déterninée (date d’échéance ou deturité), soit a n’inporte quel roment avant la date
d’échéance. Lorsque l'acheteur n’est autorisé a exercer l'option, c’est a dire a acheter la
guantité de l'actifau prix d’exercice, qu'a ldate d’échéance, I'option est dite européenne.
Dans le cas contraire ou il peut I'exercer a tooment jusqu’a la date d’échéance, elle est
dite angricaine. Le souscripteur de l'optiguaie une prira (ou "prenum”) qui lui donne la
possibilité d’annuler son contrat s'il s’est trpédans ses anticipations. Le vendeur de

I'option devra alors se souwgtire a la décisiomle I'acheteur. Dans le cas de l'option, le

W | es narchandises, les maux préciew ou ercore les natiéres permiéres uvent étre tilisés canme sous-
jacents.
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montant des pertes que peut subir I'achesirlimté au nontant de la prim versée au
moment de la conclusion du contrat. La pdanou le prix de I'option est came nous le
verrons dans la section sur la valorisation al@$ons déterimée par la formle de Black et

Scholes (1973) dans un cadre bien précis.

Pour fixer les idées, prenons le cas d’'un siadeur qui prévoit la hausse du prix d’une
action dans les ais a venir. Il décide alord’acheter une option d’achat européenne sur cette
action dont I'échéance est a la datet le prix d’exercice fixé au niveau K. Sojtl& prix de
I'action a la date t, si on a $K a I'échéanceqt le spéculateur va exercer son option en

achetant I'action au prix K et il la vendra au prix Sour degager un gain meédiat de $ -K.
Siona § &, il nexercera pas son optiohe paienent (ou "payoff' @) que peut recevoir
I'acheteur du call & la date d’échéangest donné pa?

payoff® = max[ S - K,0] 1)

m

ou §_ estle cours de I'action a la dageet K représente le prix d’exercice. En tenant pem

de la prine payée par l'acheteur auoment de la conclusion du contrat et qui est
définitivement acquise par le vendeur, nous regmésns sur la figure 1 ci-dessous le profit
total obtenu par I'acheteur de I'option d’achatapéenne selon les valeurs prises par le prix

S, de I'actif sous-jacent a la date d’échéance :

@ On peutgakmentnommer ce paément "payout’ pour désjner ce queslvendeur ddiverser &’lacheeur.

® Nous verrons dans thaptre 2 surlavalorisaton des produs dérivés que ce ontantrepréserg égaknent
lavaleur de loption en .
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Figure 1 : Profit total procuré a &chéance,tpar I'option d’achat européenne .
S, désigne le cours dealction a lechéance, V représente la peiet

K correspond au prix d’exercice.

A Profit total

On observe que le profit est negatif poyr & ainsi que pour K< S<K+V ou V représente

la prime payée par I'acquéreur du call. Il est méains supérieur a -V dans le second cas si le
spéculateur exerce son option. S'il laissait expison contrat, il perdrait le ontant V.
Lorsque $>K+V, le profit est positif On voit a traversa figure 1 que le gain de I'acheteur
de l'option d’achat est illimté tandis que sa pertest linité au nontant de la prim car le
detenteur de I'option a la pos#ité de ne pas I'exercer st SK. La situation du vendeur de
I'option d’achat est inversée par rapport a celld’aeheteur. Elle est beaucoup plus risquée
gue celle de l'acheteur puisque les gains itls de I'acquéreur correspondent aux pertes

illimitées que subit le vendeur qui ne réalsee genre d’opération que s’il est convaincu de

la baisse du prix de I'actif pour toucher la peim

L'option de vente

Une option de vente est un contrat qui évefa I'acheteur le droit de vendre une
certaine quantité de I'actif sous-jacent a un pié a I'avance et ceci avant ou a la date
d’échéance. Lorsque I'exercice de l'option, c’esti@ la vente de la quantité de I'actif au

prix d’exercice, ne peut étre réalisé qu’'adkte d’échéance, I'option de vente est déméen
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européenne. Dans le cas ou il peut étre effextiodit noment jusqu’a la date d’expiration du
contrat, elle est dite atmicaine. Comme dans le cas de I'option d’achat, I'acheteur paie une
prime pour avoir la possibilité de ne pas exesmr option si la situation ne tourne pas a son

avantage.

Prenons I'exemle du spéculateur qui envisagebaisse du prix d’une action dans les
prochains mois. Il va alors acheter une tign de vente sur cette action avec pour prix

d’exercice K. A I'échéancentde I'option européenne, si le prix 8e I'action est irdrieur a

K il achetera I'action au prix et exercera son option pour Vandre au prix K afin de
réaliser un gain de K Si les anticipations du spéculateur ne se cosfitrpas a la datent

c'est a dire si $>K, il pourra ne pas exercer son option. Le payoff que procure le put

s’exprime de la mniére suivante a la datg t
payoff"= max[ K- S;_01]. (2)

En intégrant & ce payoff la prewversée V au vaeleur du put, nous illustrons sur la figure 2 le
profit total que réalise I'acheteur du contrat.

Figure 2 : Profit total procuré a &chéance.tpar I'option de vente européenne.
S, désigne le cours deaktion a léchéance, V représente la peiret

K correspond au prix d’exercice.
A Profit total

K-V
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Le profit que peut obtenir 'acquéreur de I'option de vente européenne a I'échéance atteint un

maximum qui est K-V lorsque le cours Sde l'action est nul. Il atteint unimimum qui est
-V lorsque $ est supérieur ou égal a K car l'invesgur a la possibilité de ne pas exercer

son option dans ce cas la. Il ne perd donc queoletant de la prim versée. |l peut réduire
cette perte en exercant son option lorsquekS La situation du vendeur de I'option de vente

est inversée par rapport a celle de I'acheteur, il a un gain correspondaphtntnde la

prime V et une perte liitée a K-V.

Les options d’achat et de vente peuvent étre négociées sarcleénde gré a gré ou sur
le marché a terra réglenenté (ou rarché orgargé). L'option énse sur le rarché régleranté
est dite négociable. L’acheteur de I'option paubut noment annuler sa position initiale en
revendant son contrat (il en est dénme pour le vendeur en rachetant le contrat). Nous
aborderons plus en détail ce point et déding ces deux anchés au cours de la prochaine

section portant sur I'organisation duarché des produits dérivés.

En résum nous pouvons dire que l'achetede I'option d’achat ou de vente a trois
solutions pour dénouer son opératiohpeut exercer son option (il achéte ou vend I'actif au
prix d’exercice), il peut choisir de ne pas I'exersela situation lui est déforable et enf il

peut vendre son option si celle-ci est négociable.
1.1.1.2 Instruments a terme ferme

A la différence des instruents conditonnels, les instruemts a terre ferme ne
permettent pas de renoncer a la transactionagéié conclue antérieurem entre I'acheteur
et le vendeur du sous-jacent. lls regroupenbidrat a terra et le contrat d’échange que nous
allons définir.

Le contrat a terme

Le contrat a term pernet d’acheter ou deendre une quantité de I'acsbus-jacent a

une date ultérieure et pour un prix déter@nal’avance. A la différence de I'option, le contrat
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a terne oblige les parties a acheter et a vendiee @date de rmturité. 1l n’exige le paiernt
d’aucune prire pour I'acheteur du contrat puisduie lui offre pas la possibilité de renoncer

a la transaction si celle-ci lui est eéébrable.L’acquéreur peut toutefois se libérer de son
obligation en revendant son contrat avant la date d’échéance. Nous verrons que cette
possibilité est difficilerent réalisable pour les caats négociés sur learthé de gré a gré. Le

payof du contrat a terelorsqu’il y a achat d'unquantité de l'actifa la date d’échéancg t

sur la base du prix pré-défini K s’écrit
payoff’ = (S - K) 3)
ou §_ tK. Il constitue une perte dans le cas @(¥&.

Graphiquerent, il apparait de la emiere suivante :

Figure 3 : Paienent du contrat a termxdans le cas dhe obligation dichat
a la date dchéance,t Smdésigne le cours dedlttif a I'échéance et

K correspond au prix d’exercice.

A Payoff

Le payof du contrat a termlorsqu’il y a vente d’'une quantité de I'aciifa date d’expiration
tm sur la base d’'un prix détemé a I'avance K entre les parties est défini de la facon suivante
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payoff’ = (K- §,) (4)
ol KtS, . Il représente une perte dans le cas oUK<S

La représentation graphique du payoff dans ce cas précis est présentée sur la figure 4.

Figure 4 : Paienent du contrat a terexdande cas dune obligation de vente
a la date dchéance,t Smdésigne le cours dedlttif a I'échéance et

K correspond au prix d’exercice.

A Payoff

On constate que les pertes que peut subivdstisseur sont beaucoup plugortantes s'il
souscrit a un contrat a teengiu’a une option. Elles peuvent étre illiées s'il a I'obligation de
vendre a term. Toutefois, 'avantage des coats a terra est qu'ils ne requierent pas le
paierent d’'une prine a la conclusion du contrata prime représente en général un colt tres

important pour le souscripteur.

Conmme pour 'option, le contrat a temnpeut &e négocié sur le anché de gré a gré ou
sur le narché régleranté. Lorsqu'il est éim surle marché régleranté, il est appelé "futures"
et dans le cas duarché de gré a gré, il est appéforward”. D’autres distinctions sont aussi
a souligner entre ces deux instens. Les comats sur les @mrchés organisés font I'objet

d'une standardisation. A la différence des forwards, leurs caractéristiques (échéance, prix
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d’exercice,...) sont pré-établies par learohé lls ne peuvent étre faits suresure pour
pernmettre la couverture contre un risque spaid. Par conséquent, la protection offerte par
les futures n’est pas parfaite. En revanagecaractere non unique des contrats favorise leur
liquidité. Il est facile d’acheter ou de vendre ceatrats homgénes sur le anché. De ce fait,

il est possible a tout oment de nettre fin a une position initiale en prenant une position
inverse. Lacheteur et le vendeur du futures peuvemt &t lautre revendre (pouratheteur)

ou racheter (pour le vendeur) sur larané lecontrat initialenent conclu. La présence d’'une
chanbre de comensation sur le amché régleranté s’interposant entre les acheteurs et les
vendeurs et par laquelle sont enregistrées transactions contribue égakmh a la
négociabilité des contrats. De plus, letufes neconportent pas de risque de contrepartie,
c’est a dire le risque concernant le non engegeé (livraison, paierent,...) de la partie avec
laquelle on a conclu le contrat, puisqueuwu'systere de narges (ou "margining") oblige
chaque partie a constituer un dépét initial (oepwkit") des gu’une transaction a été conclue.
Ce dépbt est quotidiennent crédité ou débité selon le gain ou la perte réalisé par
I'intervenant a la cloture du arché. Nous y reendrons plus en détail dans la partie qui suit
sur I'organisation du arché des produits dérivéautre différence ausdig prix du itures est
coté sur le rarché ce qui n'est pas le cas pour le prix des forwards. Il s’établit chaque jour au
niveau du cours de c@mnsation (ou "settleent price") déternmé par la chamre de
conpensation a la fin de chague séance boursi@vatrairenent au prix coté de I'option qui
représente la prie le prix coté du futures oespond au prix d’exercice qui sera appliqué au

moment de la transaction.

Le contrat d’échange

Le contrat d’échange (ou "swap") est un contrat de gré a gré entre deux parties qui
s’échangent des flux financiers a des dates predispeut s'agir de paieents basés sur un
taux d’intérét fixe contre desantants sur umaux d’intérét variable pour les swaps de taux
d’intérét ou de dettes dans des devises différentes pour les swaps de devises. Pour le swap de
taux d'intérét, les intéréts correspondent a dettesl@le rdme montant, libellées en la@&me
devise, l'une a taux fixe et I'autre a taux val&ales swaps perettent aux cocontractants de
modifier le taux ou la mnnaie dans lequet’exprime leurs paiemnts périodiques. lls

n'entrainent pas le versemt d’'une prire lors de la conclusion du contrat.
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1.1.2 Organisation du marché des produits dérivés

Les transactions qui prévoient une livraisgtnun paierent immédiats des actifs sont
négociées sur le aché au comptant ou a régiment immédiat (appelé aussi "spotanket")
tandis que celles portant sur des opérations diffémémiscentralisées sur learohé dit dérivé
ou marché a terra. C’est sur ce anché dérivégue sont négociés les options, les contrats a
terme ("futures” et "forwards") et les swaps. Peut distinguer au sein duarohé a terra, un
marché régleranté que nous décrivons dans lameére partie et un amché de gré a gré (ou
dit aussi OTC pour "over-the-counter”) qui edroduit au cours de la seconde partie. La
structure du rarché dérivé avec ses différententrats est reproduite sur la figure 5 ci-

dessous.

Figure 5 : Structure du mrche dérivé et tyologie des contrats

>
Engagenent Contrats
ferme forward
Marché a terne
—P gré agré
Engagerent Options
conditionnel —— P

Marché
déiivé

Engagerent |—————— P Contrats

ferme futures

Marché a terne

L » organisé

Engagerent |————— P Options

conditionnel
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1.1.2.1 Marché réglementé ou organisé

Le marché régleranté se copose du rarchéprimaire et du rarché secondaire. Sur le
marché prinaire, les demndeurs de fonds éttent des titres auxquels souscrivent les
investisseurs. Ces derniers peuvent a toament céder leurs valeurs ahilieres en les
vendant sur le arché secondaire. La spécific du narché organisé est de reposer sur des
mesures destinées a assurer la sécurité, laditguet la transparence duarohé. Il conporte
une charbre de corpensation qui s’'interpose eattout acheteur et tout vendeur de contrats.
Elle pernet de garantir la bonne fin des opérations en astreignant les agents a respecter un
enserble de régles pour lesquelles nous nous contenterons de citer les principales. L'une
d’elles oblige les participants a constituer un dépoét de garantie (@oes d’especes ou de
titres de créance) lorsqu’une transaction a étélgerafin de couvrir une partie des pertes en
cas de déillance de lintervenant. En &, entre la date de conclusion du contrat et celle de
la livraison du sous-jacent, I'une des partiestger exerple faire faillite et ne pas honorer
son contrat a I'échéance. Pour éfier ce risquale contrepartie, en plus du dépét initial qui
ne représente qu’'une fraction desntantsen jeu, les agents doivent égatarh répondre
chaque jour a des appels darge (ou "call nargin") lorsqu’ils subissent des pertes
potentielles a la cloéture duanché. Quotidienneent, a la fin de chaque séance boursiere, on
déternine le gain ou la perte de l'intervenant en @ant la cléture de l'opération a la
présente date sur la base d'un cours dmapeosation calculé par la chhre. Ce cours
correspond a la ayenne des cours traités ddasderniére deimheure. Si la position de
I'agent se solde par un gain, le qum de celui-ci est crédité. Si elle dégage une perte,
I'intervenant devra répondre a un appel degaen effectuant un réglesnt avant I'ouverture
de la séance du lendam. Faute d’exécution de [aart du débiteur, sa position sera liquidée.
Ces nesures visent a assurer la sécurité duch@. Quant a la liquidité, elle estvbrisée par
la standardisation des contrats. Les prix d’exercice, les échéances ainsi que la taille des
contrats (par exepte le nonbre d’actions qu'uneption pernet d’acheter ou de vendre) sont
pré-définis par le mrché. La transparence duarohé est pour sa part garantit par une cotation
des prix en peranence et accessible a tous. Les contrats transigeant sarcte rsont dits
négociables. Acheteur et le vendeur du comtpeeuvent lin et lautre, et indépendanent
I'un de lautre, annuler leur position initiale en effectuant une opération en sens inverse.
L’'acheteur peut avant I'échéance revendre son détile&vendeur peut décider de racheter le
produit. La négociabilité des contrats eatilitée lorsque les conditions suivantes sont
renmplies: les contrats sont cotés et standardisés et unebchate corpensation s’irmisce
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entre les acheteurs et les vendeurs p#ant ainsi & chacun de dénouer sa position sans
rechercher sa contrepartie initiale et savsrabesoin d’obtenir son accord. La cotation des
prix permet la concentration des ordres et Enstardisation peret de racheter et de revendre
les produits ihanciers avec les émes ternes €chéance, prix d’exercice) que lors de leur

émission.

1.1.2.2 Marché de gré a gré

Tout comme le marché régleranté, le narché degré a gré cqarend un narché prinaire
et un narché secondaire. La différence réside darfgit que les acteurs sur learché de gré
a gré ne traitent pas avec un orgamigia corpensation. Les négociations se font direaetn
entre les intervenants. Dés qu’une transaction a été conclue, elle ne fait pas I'objet d’'un
enregistrerant aupres de la chde de comersation. Les contrats sur cearché ne sont pas
standardisés ce qui peetmaux investisseurde trouver une couverture plus adaptée a leurs
besoins. Mais dualt que ces contrats soientiliés sur nesure et négociés a titre privé, ils ne
sont pas cotés et sonbims liquides que les camts standardisés. lls sont aussi difficiéern
négociables. L'absence d’'une cHamm de corpensation et le caractére suesure de ces
contrats ne peraitent pas de trouver a toubment une contrepartie intéressée pour clore la
position de l'intervenant. De plus, il existe usgue de contrepartie sur camché. En effet,
aucun ngécanisne n'est présent pour controler la bonne fin des opérations. Un intervenant
peut ne pas recevoir son pa@mou sa livréson a la date d’échéance du contrat suite a la

défaillance de la contrepatrtie.

Nous allons a présent voir que lenché a terra climatique, ainsi que les contrats qui le
composent, ont des structures proches de celles que nous venons de présenter.

1.2 TYPOLOGIE DES PRODUITS DERIVES CLIMATIQUES

Les produits dérivés cliatiques sont desoatrats qui ont pour sous-jacent un indice
météorologique qui peut reposer sur la pémature, I'ensoleilleent, les précipitations ou
encore le gel. lls perettent aux entrepes dont I'activité dépend du cltn(conpagnies

d’énergie, exploitants agricoles,...) de serunir contre les variations cliaiques qui
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pourraient entrainer un amque a gagner pour celles-ci. $airement aux contrats dits
classiques que nous venons de présenter, les dérivésiglies comprennent les options, les
contrats a term et les swaps. Nous allons daeste partie développer les différents types de

contrat climatique négociés sur leanché.

1.2.1 Options climatiques

L’option climatique perrat a son détenteur de percevoir un pam@ntorsque lindice
météorologique franchit a la hausse (pour un @rdap) ou a la baisse (pour un contrat floor)
une limte convenue a l'avance entre I'acheteudeetvendeur. Ce sont des contrats "cash
settlenent” qui se dénouent par un versarhenespeces plutbt que par une livraison physique
de I'indice a I'une des parties. Cama dans lecas de I'option classiqueamtionnée ci-dessus,
le souscripteur de I'instruent dérivé climatique paie une primpour bénéficier du droit de ne
pas exercer l'option lorsque la transaction lui est défavorable. Les optioradiaqlies sont

des contrats de type européen ne gdtant leur exercice qu’a la date d’expiration.

Il existe quatre principaux contrats pour lesiaps climatiques qui sont le cap, le floor,
le call spread et le put spread. Les contcag et floor sont des instriemts de base du
marché des taux. Un cap est un contrat qui péranson acheteur de se couvrir contre une
hausse du taux d'intérét au dela d’un nivéaé a I'avance (taux plafond ou taux d’exercice)
pour une série de périodes précises danstlg &t ceci myennant le paieamt immédiat
d’'une prine. Un floor est un contrat qui peetra son acheteur de se protéger contre une
baisse du taux d’intérét en deca d’un certaunl §gux plancher ou taux d’exercice) pour une
série de périodes prédétendes dans le futur et ceci contre le paetrimmédiat d’'une
prime. Les contrats cap et floor cltiquesqui ne portent que sur une seule période sont
respectiverant équivalents aux options d’achat et aux options de vente.

1.2.1.1 Le cap ou option d’achat
Le cap perrat de fixer une linte au-dessside laquelle I'indice gtéorologique ne doit

pas franchir au cours d’'une période de penconsidérée sous peine de verseimd'un

paierent pour I'acheteur de l'option cliatique.Par exemle, un ostréiculteur qui risque de
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perdre une partie de sa production d’huitresdoe les teperatures sont trop élevées peut
opter pour un cap qui lui pestira dobteir un dédommagenent des que [lindice
météorologique basé sur la tpéarature augente au-dela d’un certain seuil convenu a
I'avance avec le vendeur de l'option. La structure de paiemernminal du cap se présente

alors de la raniére suivante :

payoff® = /max[ I; -K, 0] (5)

ou t, correspond a la date desturité, k_ est I'indice nétéorologique,/ est la valeur associee

a une unité de la esure utilisée pour l'indice (le est appelée aussi "tick size") et K est le
seuil de paiemnt.

Graphiquerant, le profit total en considérant la penpayée par I'acheteur du cap apparait de

la sorte :

Figure 6 : Profit total procuré a &chéance.tpar le cap.
l; _désigne la realisation de l'indicedt@orologique en V représente la prienet

K correspond au niveau d’exercice.

A Profit total
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Ce profil de paiemnt est sinlaire a celui de bption d’achat. Il équivaut a I'achat de l'indice
météorologique au prix d’exercice K en exerchmption d’achat sur cet indice et ensuite a sa

revente au prix,| a la dated lorsque { >K.

1.2.1.2 Le floor ou option de vente

Le floor pernet de fixer une linte en-dessus de laquelle I'indice &éorologique ne
doit pas franchir durant une période de perdonnée sous peine de versatrd’'un paierant
pour I'acheteur du dérivé cliatique. Ce contrat pourrait intéresser par gerte responsable
d’'une station balnéaire dont thiffre d’affaire dimnuerait s'il ne faisait pas assez chaud
pendant la période estivale. Il serait aldé&xlormagé lorsque l'indice méorologique basé
sur la tenpérature se trouverait en-dessous denil convenu a I'avance entre les parties. Le

payoff du floor apparait de laamiere suivante a la date denrité t, :
payoff* = /max[ K-l; , 0]. (6)

Nous représentons sur la figure 7 le profit to@ll’acheteur du floor en tenant cptm de la

prime rétribuée.

Figure 7 : Profit total procuré a &chéance,tpar le floor.
|, désigne la réalisation de l'indiceét@orologique en V représente la prienet

K correspond au niveau d’exercice.
A Profit total
K-V

K-V K
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On constate que le profil de paiemh du floor sapparente a celui de I'option de vente. Il peut

étre reproduit en achetant a la datel'indice au niveau et en le revendant au prix

d’exercice K en exercant I'option de vente sur cet indice lorsgek.|

Il existe des contrats cliaiques appelés "call spreads” et "put spre&tisjui, a la
différence des contrats que nous venons deeptés corportent une lintation des risques
de la part des vendeurs (en lI'occurrence $ssieurs). Ces derniers déteremt un nontant

maximum des pertes qui seront dédmamées pour I'acheteur de I'option chique.

1.2.1.3 Le call spread

Un call spread est une stratégie d’écartapuisiste a cobiner des options d’achat de
prix d’exercice différents ou de dates d’échemaudifférentes. On parlera d'un écart vertical
lorsque sirltanément I'on achete une option d’achat de prix d’exercigeeKl'on vend une
option d’achat sur le éme adif avec un prix d’exercice Ktel que k>K;, les deux options
ayant la ndme date de raturité. On parlea d'un écart horizontal dans le cas ou les prix
d’exercice sont identiquesam les dates d’é@&ance diferent. On s’intéressera ici seulent
a I'écart vertical qui est la structure fus conmunénent enployée pour les options

climatiques.

Reprenons lindice sous-jacent | de I'option ditique avecil = Ki et ky= Kz ou ks
et lsyp SONt respectiveant la limite inférieure et supérieure du call spread sur l'indice |, les
différents cas de réalisation de pa@éata I'échéancetpour I'acheteur du call spread sont
si l'indice I a la date est inférieur ou egal a I'acheteur ne recoit aucun paiem et il

perd le nontant de la prim versée si lin<l; dsup , il recoit un paiernt se situant dans

lintervalle [lt -linf ;lsup It ] €tsilsy<lt , il percoit la sorme maximale de (kg linf) quel que

@ Le spread est une comaison d’'options. D’autres awinaisons d’opibns songgakment possbles dansd
cas @s qotions climatiques telles ge le cdlar, le stradile et le stragie.

x Collar : correspond ddchatdune opion (cal ou pu) asso@ a hvene dune opion de sens corgire (cal ou
put). Il permetde se couvria noindre coltcar lachatd’'une opion estfinancé pard vene d’'une aue opton.

x Straddle: correspond adchat simltané dun call etd'un put sur le dme sous-jacent et ayant leéme prix
d'exercice et la @me échéance. htheteur du straddlanicipe une forte variaion de cours sans savoi
exactenent dans quel sens elle aura lieu.

x Strangk: correspond @dchatsimultané dun cal et dun putde méme échéancemais a desprix d'exercte
différents. La perte, si leours du sous-jacent reste dans les valeursatesitiest inférieure a celle du straddle.
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soit I'écart au-dessus dgd Contrairenent aux call options, les gains ne sont pas iciitém
pour I'acheteur. Il y a une lite supérieuresl, au dela de laquelle le détenteur du call spread
ne gagnera pas plus dwnant naximal (Isyrlin). Le payoff du call spread a la dageest

défini par la fornule suivante :
payoff® = / max[ min(l_-lint, lsuglin) , O ]. 7)

Graphiquerant, la structure de profit total polincquéreur du call spread est de la ferm

suivante :

Figure 8 : Profit total procuré a &chéance,tpar le call spread.
l; _désigne la réalisation de l'indiceét@orologique end V représente la prienet

K correspond au niveau d’exercice.

A Proft total

Isup

lint lint + 'V

1.2.1.4 Le put spread

Un put spread est une stratégie d’écart guisiste a coftviner des options de vente de
prix d’exercice différents ou de dates d’éclemulifférentes. On utilisera le teend’écart
vertical lorsque simitanénent I'on achéteune option de vente de prix d’exercice & I'on
vend une option de vente sur Iéme actif avec un prix d’exercice Kel que Kk<K;. Dans le

cas ou ce sont les dates d’échéance qui diffean enploiera le terre d’écart horizontal.
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Comme nous l'avons précisé précédement, nouslimiterons notre analyse au cas de I'écart
vertical.

Soit le put spread sur l'indice é@orobgique | dont les prix d’exercice sonk et kyp

tels que du>lint, il NE procure aucun pai@mt si l'indice t_a la date de afurité t, est
supérieur ou égal &b Si k_ est inférieur adly, il donne droit a un paiesnt qui atteint un
maximum égal a (Isyslin) lorsque { est en deca deyl. Le payoff du put sgad a la datent

s’'écrit alors de la emiére suivante :
payoff®= / max[ min(lsusl:_, lsuslint) , O ]. (8)

En incluant a ce payoff la preninvestie V, ilen ressort la représentation graphique suivante

pour le profit total de 'acquéreur du put spread a la date d’expirgtion t

Figure 9 : Profit total procuré a &chéance.tpar le put spread.
l; désigne la realisation de l'indicedt@orologique em V représente la prienet

K correspond au niveau d’exercice.

A Proft total

lint lsuptV  lsup

Dans un souci de clarté et de pilification des calculs, nous avons fait le choix de ne

pas considérer ces contrats dont le profipdenent est un peu plus ciexe que ceux des
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types cap et floor. Cependant, les calculs etdekniques qui seront utilisés tout au long de

notre travail pourront étre transposeés aux call et put spreads.

1.2.2 Contrat a terme et swp climatique

Les contrats a teren (“futures” et "brwards") et les swaps clatiques permttent
égalenent aux entreprises de se protéger contre les aléas liés ati déndonnent lieu a un
reglerment lorsque l'indice méorologique fanchit un seuil convenu a l'avance entre les
parties. A l'inverse des options, ils ne foriljet d’aucun paieemt a I'avance lors de leur

conclusion. Les parties doivent alors exécuter leur transaction a I'’échéance.

Dans le cas de l'ostréiculteur qui craintét@ caniculaire, il peut souscrire a un contrat a
terme climatique avec obligation d’achat tlandice météorologique a un niveau d’exercice

K. Ainsi a la date d’expiration,t il pourra percevoir le ontant (] -K) si I >K. Ce nontant
correspond a I'achat de l'indice au prixeKa sa revente au prix I Si k <K, son engageemt

lui fera perdre la some de (K-k_) puisqu’il sera obligé d’achetéindice au prix fort qui est

K pour le revendre au prix faible de.IA I'inverse, le responsable de la station balneaire qui

appréhende des t@ératures trop basses poursison estivale va entrer en possession d’un
contrat a terra avec obligation de vente denice né&téorologique a un niveau K. Il percevra

alors a la date deaturité t, le montant (K- ) si <K autrenent il perdra ¢ -K). Les pertes

encourues ici peuvent étre illitées.

Le swap clinatique perrat aux entreprises qui ont des intéréts divergents d’échanger
leur couverture de risque sur une peériode depseprédéterimée. Par exepte, I'éleveur
d’huitres et le responsable de la station &ailre peuvent s’accorder pour conclure un contrat
d’échange dans lequel l'ostréiculteur s’engaijerazerser un mwntant au responsable si les
temmpératures ont été en deca d’uneiterconvenue a I'avance car I'éleveur qui n'aura pas
perdu sa production pourra la vendre dans les diehpiartis et de son c6té, le gérant de la
station accepterait de dédomager le producteur d’huitres si les tednatures ont été au dela
de cette linte ce qui lui aura peris de conserver et d’attirer de la clientéle. D&me une
station de ski qui souhaite qu’il neige beaucqqur faire le plein de réservations peut

négocier un contrat d’échange avec les autul son départeant qui préferent qu’il ne
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neige pas trop pour réduire les colts de satdgdentretien des routes. La station de ski
recevra alors une sane si I'enneigerent se trouvau dessous d’un certain seuil car elle aura
perdu des clients tandis que les autoritéoruéconorisé sur leurs frais. Elle paiera un
dédommagemnent aux autorités si I'enneigamt se trouve au dessus du seuil car elle aura
augnenté son chiffre d’affaire. Le swap amplé au risque cliatique est différent du swap
classique (swap de taux d'intérét ou de desjisé ne porte pas sur un échange de flux
financiers a des dates précise@gsvsur un seupaierrent qui a lieu a une date prédétemnge.

De ce &it, il est semhlable au contratdrward. Les contrats d’échange chitiques sont
principalenent des contrats dits cappés démtmontant des gains pour les deux parties est

borné. Leur payoff s’écrit alors de laanere suivante :

payoff®= /max[ min(l, -K, L), -L] (9)
ou L est une linte fixée entre les deux parsiecEn se placant du point de vue d’'une des
parties, un paydfpositif signifie qu’elle recoit le paieemt tandis qu'un payéfnégatif

indique qu’elle verse la sane a 'autre partie.

Cette structure de paiemt se présente sous la farsuivante :

Figure 10 : Paienent du swap cappé a2chéancet
l; désigne la realisation de l'indicectéorologique entet

K correspond au niveau d’exercice.

A Payoff
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1.3 MARCHE DES PRODUITS DERIVES CLIMATIQUES

Le marché a terra climatique est constitué d’unamthé organisé et d’'unarché OTC.
Le marché organisé cliatique est actuelleent animé par plusieurs places boursiéres qui se
trouvent en Arédrique du nord, erEurope et en Asie. Des transactions sont égalem
enregistrées en Australie pour laquelle il méx pas pour linstant de arché officiel

climatique. La plus dynaimue de ces places est le Chicago Mercantile Exchange (CME).

1.3.1 Historigue et évolution du marché des produits dérivés climatiques

La premere transaction portant sur les ciiwhs climatiques a été effectuée aux Etats-
Unis en septebre 1997. Les copagnies d’énerg Enron et Koch en ont été les initiatrices
en concluant ensesie un swap sur un indideasé sur I'accumation des degrés-jours pour
couvrir leur chiffre d'affaire contre un hiverop clénent. Le degré-jour représente la
déviation de la tepérature par rapport a unelear de référence qui est 65° Fahrenheit (ou
18° Celsius). C’est la valeur comunénent choise par le secteur de I'énergie aux Etats-Unis.
Elle correspond au seuil en deca duquel on observéskaen route du systéntle chauffage
et au dela duquel on constate le déclen@mgte la clinatisation. Lorsque I'on considéere la
température excédant 65°F, on parlera de éggur refroidissemnt (ou CDD pour "Cooling
Degree Day") et lorsque I'on s’intéresse a éoart en dessous de 65°F, on parlera de degré-
jour chauffe (ou HDD pour "Héimg Degree Day"). La dérégulation du secteur énergétique
aux Etats-Unis en 1996 a contribué au dévelogpenes contrats cliatiques. En souettant
le prix du gaz et de I'électricité aux condiis du narché, elle a créé une concurrence accrue
entre les copagnies d’énergie qui, pour consaree augnenter leur position dans le secteur,
devaient proposer des tarifs attractifs awnsonmateurs. Pour ce faire, elles devaient
chercher a mmimiser leurs codts en anticidagwvec précision la deande des agents car, par
exenple, une hausse brutale et inattenduecelite derande pour le chauffage suite a une
baisse des tepératures en dessous de la naanles contraignait a se fournir sur learohés,
aux prix forts, I'énergie dont elles avaient besoin pour répondrédimtenent au surplus de
la denande. Cette hausse des colts se répearaltas sur le mantant de la facture que devait
payer le consomateur. Pour éviter une dp forte volatilité des tarifs proposés, les
conpagnies d’énergie se sont progressigeniournées vers les dérivés chitiques qui leur
procuraient un dédomegernent financier lorgue l'indice n&éorologique s'écartait d'un
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niveau fixé a I'avance. Auouirs de I'hiver 1997, le phén@me ENino, un courant rain
chaud survenant tous les 3 a 4 ans dam2dp pacifique, a entrainé des déreglaim
climatiques inportants aux Etats-Unis, qui ontité beaucoup d’entreprises a rechercher une
couverture contre le risque clatique. Les viantes précipitations en Californie et le niveau
des terpératures plus élevé que la natendans le nord des Etats-Unis ont occasionné un
colt de 1.96 nfliard de dollars, soit 0.03% du PIB @&nicain.

L'expansion des contrats clatiques sur le aiché de gré a gré a donné lieu en
septerbre 1999 a la e en place d’'une pkfforme électronique dédiée au comrce des
produits dérivés climtiques sur le arché organisé du Chicago Mercantile Exchange. Les
premers contrats climtiqgues standardisés @ME reposaient essentiellent sur les indices
des HDD et CDD cumiés et concernaient xivilles anéricaines Atlanta, Chicago,
Cincinnati, Dallas, Des Moines, Las Veg&dew York, Philadelphie, Portland et Tucson.
Aujourd’hui, ils se sont étendus a dix-huilleas an€ricaines comrenant Baltinore, Boston,
Detroit, Houston, Kansas City, MinneapoliSacranento et Salt Lake City. Neuf villes
européennes s’y sont adjointes en oaoBO03, Ansterdam Barcelone, Berlin, Essen,
Londres, Madrid, Paris, Ramet Stockholmainsi que deux villes japonaises, Tokyo et Osaka,
pour lesquelles l'indice de tguérature est basgur la température moyenne de la journée et
non pas sur le degré-jour. Les villes europésnma a la fois un indice cliatique sur la
température myenne de la journée et surdegré-jour. Afin de répondre a un besoin de
couverture contre des risques liés a d’autres@iménes clinatiques que la tepérature, le
CME a introduit en 2006 un contrat sur le gel plauville d’Amsterdamet un contrat sur la
neige pour Boston et New York. La figure 1bmire la part prépondérante des contrats sur
I'indice de tenpérature (hors CME) qui regsentent 72% des transactions en 2005. On
observe égaleemt la part croissante des dérivés sur d’autres variablesaticjiras

(notamment la pluie).

Les contrats cliratiques se sont égalemtdéveloppés a travers leomde. En Europe, la
premére transaction cliatique a eu lieu esepterbre 1998 entre Enron et Scottish Hydro
Electric. Par la suite, le LIFFE (London Imational Financial Futures and Options
Exchange) a lancé en juillet 2001 trois contrats a desur la terpérature royenne
journaliere pour Londres, Paris et Berlin. Aapon, la firne Mitsui Marine et un producteur
d’accessoires de sport ont négocié en 199¢réarieére option clinatique sur un indice

d’enneigenent. En nars 2003, Natsource Japan, uingoortante entreprise de courtage en
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énergie, a introduit l'indice de tg@rature JWI (Japan Véather Derivatives Index) ainsi
gu'une plate-form électronique d’échange desoduits dérivés climtiques, le Japanese
Weather Exchange (J&Y. En Australie, le prermar contrat clinatique a été conclu enans

1998 entre deux copagnies d’énergie, United Ergy Marketing et Utilicorp. Au Canada, le
marché climatique de Montréal a vu le jour en juillet 2006. Il est né de I'accord entre la
Bourse de Montréal et le Chicago Céita Exhange (CCE). La figure 12 ci-dessouet ien
évidence le volum important des contrats clatiques échangés (hors CME) sur le continent

nord angéricain et révele égaleamt I'intérét grandissant de I’Asie pour ce type de produit.

Figure 11 : Répartition des contrats clatiques négociés parpg de sous-jacent
(contrats du CME non inclus).
Source : PriceWaterHouseCoopers, juin 2006
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Figure 12 : Répartition des contrats clatiques négociés par continent
(contrats du CME non inclus). AN désignant I'Arique du nord.
Source : PriceWaterHouseCoopers, juin 2006
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1.3.2 Organisation du Chicago Mercantile Exchange et structure des contrats

Le Chicago Mercantile Exchange est une beuangricaine d’instrurents financiers
dérivés. Comme tout autre rarché financierglle conprend un rnarché prinaire ou sont éia
les nouveaux contrats, urarohé secondaire surdeel les produits déja ésnsont échangés et
une charbre de corpensation qui S’interposentre les acheteurs et les vendeurs. Ses
opérations portant sur les dérivés d@iiques ndnt cessé de progresser au cours des dernieres
années come on peut le constater a trasela figure 13. Elle a réalisé 1.04illion de
transactions de produits dérivés ditigques en 2005 ce qui représente un bond de 300% par
rapport au notiore de contrats conclus en 20Q4. montant total des échanges s’est porté a
42.9 nilliards de dollars en 2005 contre 5.4liards de dollars en 2004. Il a étailtiplié par
8 entre 2004 et 2005. Le nbre de contrats gdciés pendant les périodes hivernales est
supérieur a celui des contrats souscritsadudes périodes estivales. Toutefois, on a pu
constater une hausse spectaculaire en 2005 de landende couverture pour la saison
chaude 518 952 contrats en 2005 contre 43 482@0¥. Ceci peut se justifier par la prise de
conscience des danages éconoiques engendrés pdes étés de plus en plus chauds et qui
se prolongent au fil des ans. Lorsque I'on raphe les résultats du CME et danché de gré

a gré qui apparaissent sur la figure 14, on obsgmeeprogression soutenue et de plus en plus
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importante du nofire de contrats cliatiques traés sur le CME au détriemt de ceux sur le
marché OTC. En 2005, la proportion des contraggociés sur le CME a été de 94,8% contre
5,2 % pour le mrché de gré a gré. La sécuré@tla liquidité, qui sont plus grandes sur le

CME que sur le mrché OTC, expliquere succes progressif duanghé organisé.

Figure 13 : Nombre de contrats négociés sur le CllEcours de la saison froide et chaude.
Source : PriceWaterHouseCoopers, juin 2006
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Figure 14 : Valeur notionnelle totale des contratsnatiques négociés entre 2000 et 2005
(exprimée en nilions de dollars).
Source : PriceWaterHouseCoopers, juin 2006
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Le CME est a l'origine des contrats chtiques standardisés. L’'indice sous-jacent porte
principalenent sur la temérature. Il n’est pas possible de structurer les contrats sur d’autres
indices que ceux figurant sur canthé. De plusil n’est disponible que pour certaines villes
americaines, européennes et japonaisesne®on peut le voir dans les tableaux 1, 2 et 3. Les
echéances et les prix d’exercice sont égatdmpré-définis par le mrché. Les strike prices
doivent évoluer a 'intérieur d’'un intervalle pré@t les périodes de couverture s’étendent sur
un nMis ou sur une saison (d’octobre a avril plagrcontrats sur I'indice des HDD culés et
de na a septerbre pour ceux sur I'indice deSDD cumulés). Les instrurents financiers
climatiqgues négociés sur le CME sont les contidtsne (futures) et les contrats d’option sur
futures. Ces instruamts sont négociables. Un intervenant peut a toorhent dénouer sa
position initiale en prenant une position inverse.cbéation de ces contrats estegtuée en
points d’indice. Pour obtenir kaaleur du contrat, il séit de multiplier le cours coté par le tick
size qui est par exegote de 20$ pour un degré-jolres principaux intervenants sur cerohé
sont, d'un coté, les cgmagnies énergétiquesit@s "end users") qui souhaitent couvrir leurs
risques mdtéorologiques et qui représentgmbur une grande partie la comnauté des
acheteurs et de l'autre c6té, les banques atdapagnies d’assurance et de réassurance qui

sont souvent a l'origine des transactiongj@t constituent la comunauté des vendeurs. La
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domination des compagnies d’énergie sur ceaché explique la prépondérance des indices
exprimés en degrés-jours. Toutefois, péace boursiére a étendu son offre en proposant
désornais des sous-jacents sur la pémature moyenne journaliere, sur le gel et sur la neige
pernmettant ainsi des couverturesoims destinées a l'industrie énergétique. Le CME est
organisé selon les émes regles que celles pefgées au cours de la description darainé
réglenenté. Les intervenants passent des ordrashdt et de vente qui sont confrontés sur le
marché. Les accords issus de cette confrontatioh ensuite enregistrés auprées de la dram

de conpensation et entrainent la constitutionr’dép6t de garantie pour chacune des parties.
Le conpte de narge du client est ajusté quatdnenent en fonction de I'écart entre le cours
de conpensation détermé a la fin de chaguséance boursiére et le prix auquel le contrat a
été négocié. Si I'écart se solde par un gain pgeuclient, son comte sera crédité. S'il
représente une perte, un inté&draire du rarché qui gére son cqte lui fera un appel de
marge. L’intervenant devra alors verser leomtant de sa perte avant I'ouverture de la

prochaine séance, autrent sa position sera liquidée.
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Tableau 1 :Contrats clinatiques du CME sur indice de tpémature concernant les villes éritaines

Etats-Unis
Contrats mensuds Contrats saisonnies
Futures Options sur Futures Options sur
futures futures

Villes cotées

Atlanta, Baltinore,
Chicago,
Cincinnati, Detroit,
New York, Dallas,
Philadelphie,
Portland, Tucson,
Des Moines, Las
Vegas, Boston,
Houston, Kansas

Atlanta, Chicago,
Cincinnati, New
York, Dallas,
Philadelphie,
Portland, Tucson,
Des Moines, Las
Vegas, Boston,
Houston, Kansas
City, Minneapoilis,

Atlanta, Baltinore,
Chicago,
Cincinnati, Detroit,
New York, Dallas,
Philadelphie,
Portland, Tucson,
Des Moines, Las
Vegas, Boston,
Houston, Kansas

Atlanta, Chicago,
Cincinnati, New
York, Dallas,
Philadelphie,
Portland, Tucson,
Des Moines, Las
Vegas, Boston,
Houston, Kansas
City, Minneapolis,

City, Minneapolis, | Sacranento City, Minneapolis, | Sacranento
Sacranento et @lt Sacranento et @t
Lake City Lake City
Sous-jacent Nombrecumulé de | Nombrecumulé de | Nombrecumulé de | Nombrecumulé de
HDD/CDD HDD/CDD HDD/CDD HDD/CDD
Mesure de la Fahrenheit Fahrenheit Fahrenheit Fahrenheit
température
Taille du contrat 20$ uindice 1 contrat futures | 20$ uindice 1 contrat futures
climatique climatique

Tick size

1 degré-jour=20%

1 degré-jour=20%

1 degré-jour=20$

1 degré-jour=20%

Variation minimale du
cours du ontr at

1 degré-jour

1 degré-jour

1 degré-jour

1 degré-jour

Echéances

Octobre,
novembre,
Décenbre, janvier,
février, mars et
avril pour le
contrat HDD ;

mai, juin, juillet,
ao(t et septembre
pour le contrat
CDD

Octobre,
novembre,
Décenbre, janvier,
février, mars et
avril pour le
contrat HDD ;

mai, juin, juillet,
ao(t et septembre
pour le contrat
CDD

Novembreamas
pour le contrat
HDD ;

mai a sptenbre
pour le contrat
CDD

Novembreamas
pour le contrat
HDD ;

mai a eptenbre
pour le contrat
CDD

Dernier jour de cotation

Premier jour ouvré
situé au mins
deux jours apres lé
dernier jour

calendaire du mois

Premier jour ouvré
situé au mins
2 deux jours apres le
dernier jour

calendaire du mois

Prix d’exercice

[1;1500]pour le
contrat CDD ;

[1;3200]pour le
contrat HDD

[1;7500]pour le
contrat CDD ;

[1;15500]pour le
contrat HDD

Type de I'option

Option européenne

Option européenn
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Tableau 2 : Contrats clinatiques du CME sur indice de tpémature concernant les villes européennes

Barcelone, Berlin,
Essen, Londres,

Berlin, Londres,
Paris, Stockholm

Barcelone, Berlin,
Essen, Londres,

Europe
Contrats mensuds Contrats saisonnies
Futures Options sur Futures Options sur
futures futures
Villes cotées Amsterdam, Amsterdam, Amsterdam, Amsterdam,

Berlin, Londres,
Paris, Stockholm

journalieres (TMJ)

journalieres (TMJ)

journalieres (TMJ)

Madrid, Pais, Madrid, Pais,
Rome, Stockholm Rome, Stockholm

Sous-jacent Nombrecumulé de | Nombrecumulé de | Nombrecumulé de | Nombrecumulé de
HDD/CDD ; HDD/CDD ; HDD/CDD ; HDD/CDD ;
Nombrecumulé Nombrecumulé Nombrecumulé Nombrecumulé
destenpératures | destenpératures | destenpératures | destenpératures
moyennes moyennes moyennes moyennes

journalieres (TMJ)

Mesure de la Celsius Celsius Celsius Cdsius
température
Taille du contrat 20£ uindice 1 contrat futures | 20£ uindice 1 contrat futures
climatique climatique

Tick size

1 degré-jour=20£

1 degré-jour=20£

1 degré-jour=20£

1 degré-jour=20£

Variation minimale du
cours du ontr at

1 degré-jour

1 degré-jour

1 degré-jour

1 degré-jour

Echéances

Octobre,
novembre,
Décenbre, janvier,
février, mars et
avril pour le
contrat HDD ;

mai, juin, juillet,
ao(t et septembre
pour le contrat
CDD;

avril, mai, juin,
juillet, aodt,
septenbre et
octobre pour le
contra sur TMJ

Octobre,
novembre,
Décenbre, janvier,
février, mars et
avril pour le
contrat HDD ;

mai, juin, juillet,
ao(t et septembre
pour le contrat
CDD;

avril, mai, juin,
juillet, aoQt,
septenbre et
octobre pour le
contra sur TMJ

Novembreamas
pour le contrat
HDD ;

mai a sptenbre
pour le contrat
CDD

Novembreamas
pour le contrat
HDD ;

mal a sptenbre
pour le contrat
CDD

Dernier jour de cotation

Premier jour ouvré
situé au mins
deux jours apres lg
dernier jour
calendaire du moig

Premier jour ouvré
situé au mins
2 deux jours apres le
dernier jour
calendaire du moig

h

Prix d’exercice

[1;1300]pour le
contrat CDD ;

[1;1700]pour le
contrat HDD ;

[1;1300]pour le
contra sur TMJ

[1 ;6500]pour le
contrat CDD ;

[1;8500]pour le
contrat HDD

Type de I'option

Option européenn

Option européenn

42



Tableau 3 : Contrats clinatiques du CME sur indice de tpémature concernant les villes japonaises

Asie
Contrats mensuds Contrats saisonnies
Futures Options sur Futures Options sur
futures futures
Villes cotées Tokyo, Osaka Tokyo, Osaka Tokyo, Osaka Tokyo, Osaka
Sous-jacent Nombrecumulé Nombrecumulé Nombrecumulé Nombrecumulé
destenpératures | destenpératures | destenpératures | destenpératures
moyennes moyennes moyennes moyennes
journaliéres (TMJ)| journaliéres (TMJ)| journaliéres (TMJ)| journaliéres (TMJ)
Mesure de la Celsius Celsius Celsius Celsius
température
Taille du contrat 250 000 JPYu 1 contrat futures | 250 000 JPYu 1 contrat futures
indice climatique indice climatique
(JPY=yen
japonais)
Tick size 1 point d’'indice = | 1 point d'indice = | 1 point d’'indice = | 1 point d’'indice =
250 000 JPY 250 000 JPY 250 000 JPY 250 000 JPY
Variation minimale du | 1 point 1 point 1 point 1 point
cours du @ntr at
Echéances Les 12 mois Les 12 mois
Dernier jour de cotation | Premier jour ouvré Premier jour ouvré
situé au mins situé au mins
deux jours aprés le deux jours apres le
dernier jour dernier jour
calendaire du mois calendaire du moig
Prix d’exercice [1;1500]pour le [1 ;7500]pour le
contrat CDD ; contrat CDD ;
[1;3200]pour le [1;15500]pour le
contrat HDD contrat HDD
Type de I'option Option européenng Option européenne

1.4 CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, nous avons puostater I'expansion du arché des dérivés
climatiques et notament celui du narché organisé du Chicago Mercantile Exchange.
Premere bourse a avoir lancé les contrats atiques standardisés, elle occupe aujourd’hui
une place prépondérante dans les échangesrdors’est renforcé au cours de ces deux
derniéres annéesle nonbre et la valeur deses contrats sur degrés-jours ont aeigi@
spectaculaireent et de raniere écrasante sur ceux négociées surdeciné de gré a gré. On
peut voir dans cette croissance une préférenda part des intervenants pour la sécurité, la
liquidité et la transparence prévalant sur lrahé, néme s’il n'est pas possible d'y réaliser
des couvertures surasure corpte tenu de Iastandardisation des contrats. Les déréglam
climatiques de plus en plus fréquent®etasionnant des danages éconoiques inportants

ont fortenent contribué a cet accroissarhdes contrats. En aolt 2003, une vague de chaleur
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a entrainé une panne géante de courant ldamsrd-est des Etats-Unis. Deéémme, en juillet
2006, elle a privé délectricité des dizainds nilliers dabonnés a New York, dans le
Missouri et en Californie. Le anché dimatique s’est déployé égalemt grace au
développerant de nodeles de plus en plus sophistiqués pour rendrepteomies états
climatiques. C’est ce que nous verrons au £alur chapitre 3 concernant ladglisation du
conportenent de la terpérature. Il potrait connaitre un développent encore plus
significatif si la question de I'évaluation derivés clinatiques était tranchée. Pour le
moment, plusieurs madéles concurrents se cotoieNous les présentons deniere détaillée
dans le chapitre 2.
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CHAPITRE 2

VALORISATION DES PRODUITS DERIVES CLIMATIQUES

La valorisation des produits dérivés consiste a détembeur valeur a I'instant présent
ou a tout instant avant I'échéance, sachant gordsureront un payoff variable a I'acheteur a
un nmoment donné dans le futur. Cane il a é€& nontré au cours du chapitre 1, cenmtant
dépend de I'évolution de I'actif sous-jacent. Cédiche est particuliereant conplexe dans le
cas des dérivés clatiques car I'indice #téorologique sous-jacent n’est pas un actif négocié
sur le narché financier. La m@thode enl'absence d'opportunités d’arbitrage qui est
traditionnellenent utilisée pour évaluer les produdérivés est reigse en question et d’autres
approches, telles que laéthode actuarielle é& modéle d’équilibre général de Lucas (1978),
ont été suggérées pour valoriser les déridlimatiques. Dans la section 2.1, nous
développerons le adele de valorisation enabsence d'arbitrage afin de cpmandre dans
guelle nesure l'utilisation de cette @hodologe est cormpromise lorsque le sous-jacent ne
constitue pas un actifégocié sur le arché fnancier. Nous verrons que plusieurs types de
difficultés sont rencontrés lors de I'évaluatides dérivés climtiques par cette approche. Des
propositions seront faites pour résoudre ces prads. Dans la section 2.2, nous présenterons
le principe de I'évaluation actuarielle dans la section 2.3, nous discuterons cadéfe
d’équilibre général. Nous résenons les caractéristiques des différenteséthodes de

valorisation lors de la section 2.4.

2.1 MODELE D’EVALUATION EN L’ABSENCE D’ARBITRAGE

Un arbitrage est défi conme une opératin qui génére un privfpositif sans prendre
de risque, en particulier sanssa de fonditiale. En présence d’opportunités d’arbitrage, le
marché fnancier n'est pas a I'équilibre. Par exge) s'il existait sur le mrché deux act#
identiques avec des prix thfents, il est évident que les agents réaliseraient un gain certain et
sans nee de fonds en vendant I'actif dontde(t est élevé pour acheter celui dont la valeur
est faible. Cette situation engendrerait une forteathelm pour I'actif qui a un prix bas et une
offre supérieure pour celui quium cours haut. L’équilibre se rétablissant avec une hausse de

la valeur de l'actifsuite a la drte denande et avec une baisse du prix de l'autre actif
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conseécutive a I'offre iportante. La r@hode d’éaluation en I'absence d’arbitrage consiste a
déterniner le prix d’équilibre des acfif en d’autres teres le prix tel qu’aucun agent ne
puisse bénéficier d’opportunités d’arbitrage. Plesroptions européennes, ce prix (ou gjm
est égal a I'espérance conditionnelle du pairde I'option a la date d’échéance, actualisée
au taux sans risque et @@é sous une ssuremartingale ou nasure de probabilité dite neutre
au risque de I'actif sous-jacent. Ce résultgtoniant a été déamtré en terps discret par Cox,
Ross et Rubinstein (1979) a l'aide dwahle binomal et en terps continu par Harrison et
Kreps (1979). Black et Scholes (1973) ont dolanéornule fermée de ce prix qui est plus
simple a manipuler car come nous allonsle voir elle ne dépend que des variables
observables a I'exception de la volatilité dixpiu sous-jacent. La dénstration de Cox,
Ross et Rubinstein (1979) s’appuie sur la cogadi'une stratégie de portefeuille autofinancée
conmposée des quantités de l'actif sous-jacerd’at titre sans risque qui duplique le profil
des résultats a I'échéance de l'option que I'on cherche a évaluer. Un obssmle &
I'application de la rdthode en Il'absere d'arbitrage aux dérivés clatigues est
I'im possibilité de créer cette stratégie detgfeuille car I'indice ndtéorologique sous-jacent
ne constitue pas un actiegocié sur le aiché fnancier. Il n’est pas possible d’acheter ou de
vendre cet indice sur learcthé au comptant. Nous nous trouvons alors face a uarché dit
inconplet. Il a été démntré que dans ce casr@sure nartingale n’était plus unique et que
de ce fait, il existait plusieurs prix possiblegdi® de tout arbitrage pour I'option. La question
qui se pose alors est de savoir gquellesume martingale choisipour évaluer les dérivés
climatigues. Nous verrons au cours de cegtdign que ce choix délicat pourra étre évité en
calibrant le nodéle d’évaluation par rapportpa prix observés des contrats ditigues a
condition que ces derniers soient suffisaant liquides. Dans cette section, nous décrirons le
modele binoral de Cox, Ross et Rubinsteih979) car il présente I'avantage d’aborder le
mécanisne de base de I'évaluation des options européennes sans faire appel a des
mathématiques poussées. Nous expliqueronstéeses de resure de probabilité neutre au
risque et de copiétude du rarché. Nous aamlyserons égaleemt la dérarche adoptée par
Black et Scholes (1973) pour parvenir &damulation fernée du prix. Comne celle-ci fait
appel au calcul différentiel stochastique et ommous serons a@més a nous en servir par la
suite, nous débuterons le chapitre par uneepté§on des regles principales. Nous vy
définirons égalent les notions iportantes dstratégie d’autofinanceemt et de rartingale.
L'étude des deux ndéeles mntrera que la déteiimation des prix des options peut s’effectuer
de deux facons, soit par une approchesure nartingale mse en évidence par Cox, Ross et
Rubinstein (1979) et par Harrison et Kreft979), soit par la résolution d’'une équation aux
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dérivées partielles, qui est l2éthode erployée par Black et Scholes (1973). Cette étude nous
pernettra égalemnt de cerner les difficultés liees a lasenen ceuvre de la&hode en

I'absence d’arbitrage dans le cas des dérivésatilimes.

2.1.1 Définitions et notions du calcul stochastique

Commencons par décrire lincertitude prévalasur le narché fnancier. Elle est
représentée par un espace probabilisé firk (). est I'enserble de toutes les possibilités,
F est une tribu ou un ensbim d’événemnts etP est une probabilité sur:Fa tout événeent
A de F, on associe le ndme P(A)*[0,1] qui représente les chances que se réalise
I'événerent A. Une émille croissante de sous-tribus de F nofée (F)io est appelée
filtration. On l'interpréte comme l'information disponible qui augemte au cours du tg® ce
qui signifie que cette inforation n’est pas pdue ou oubliée. En général, on ne s’intéresse
pas directerant a I'enserble  mais plutét a une application de appelée variable aléatoire
qui est par exeple X = “les valeurs possibled’'un titre a la date 2"dont les événeents

constituent un sous-ensbla de F.
Variable aléatoire. Une variable aléatoire X est une application ddans f : a tout résultat
possible de éxpérience (a tout élamt de ), la variable aléatoire fait correspondre un

nombre ®,

Processus stochastiquédn appelle processus stochastique améle de variables aléatoires
Z = (Xptto-

2.1.1.1 Stratégie autofinancée

Pour expliquer la notion de stratégie autaficée, nous la définirons d’abord enpgem

discret puis nous donnerons la définition enggicontinu.

® La défnition rigoureuse dealvariable aléabire estla suvane: sot ( ,F,P) un espace probabilisé. On dit
qu'une foncion X : o f estune varable aléabire sj pour butintervalle de | de f, X'(1) « F.
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Stratégie de portefeuille (en temps discret)Une stratégie de porgfille est une suite

z=(@ﬂ, @, ..., Qﬂ)omd\l de variables aléatoires a valeurs da‘ﬁ%l donnant a chaque instant n

les quantités B &, ..., 4 des (d+1) actf dans le portefiille. On inpose au processus @

d’étre prévisible au sens suivant :

- g, estFo-mesurable

e {0 L, d} & ogtr, -mesurable pour it 1.

Cela signife que la comosition du porteduille en n estdite au vu des irdrmations en n-1.

Stratégie de portefeuille autofinancée (en temps discretoit V;, la valeur du portefiille

a la date n qui est donnée par :
Vi= giSit 4SS (10)

ou & représente la quantité d’astifisqués, fle nonbre de titres sans risque, I8 valeur de
I'actif risqué et Sle prix du titre sans risque, la stratégie de portefeuille est dite autofinancée

si la relation suivante est réalisée :
4S+ & S= 4.5+ 4, S (11)

Le membre de gauche est égal a la valdardiquidation du portetiille constitué de g=f{g’)

a la date n+1 alors que leembre de droitecorrespond au colt de création du portefeuille
conpose de g=(4.,,, 2°,,) a la date n+1. L'égalité traduit le fait qu'il n'y a ni apport ni
retrait de fonds du portefeuille et que toutevldeur liquidative a été réinvestie pour la

constitution du portefiille a la date n+1.

Cette relation est aussi équivalente a
gr11S”+ Qﬂ $ + (d]ﬂsﬁﬂ_i_ @ﬂ Sﬂﬂ) - (¢+1Sn+1+ @ﬂ Sﬂﬂ) = q11+1sﬂ+ Qﬁﬂ Sﬂ (12)

ce Vn'Vn+1 = ¢+1Sﬂ+ @ﬂ $ - (¢+1&+1+ dﬁﬂ Sﬂ’fl) (13)
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® ViVp= Ad;ﬂ_ (31'31+1)+ @ﬂﬂ (S:' $+1) (14)
e ViVn= d}+1(8n+1'31)+ Qﬁﬂ (Sﬂﬂ- 33) (15)

On constate qu’une stratégie autofinancée est une stratégie pour laquelle les variations de la

valeur du porteduille viennent uniqueent des gains dds a la variation des cours.

Récursiverent, on obtient la relation suivante :

J

=1

=

R (16)

pour tout ne {1,..,N}.

Stratégie de portefeuille autofinancée (en temps continu)Soit \; la valeur suivante du

portekuille a I'instant t :
Vi=4S+ 4S, 17)

une stratégie autofinancée est défipe un couple @ de processus adafﬁééql)()ddr et

(&), 4 o Verifiant :

() ¢ |21dt+ g (@)?dt<+f presque-sireemt ;

(i) Vi=Vo+ il]: 4 ds, + il]: & dS p.s. pour tout ¢ [0,T]. (18)

©® On dt qu'un processus X estlapé & F si pour butt, X, estmesurabé par rappor F, ce quisignifie que
I’on observe ses wairs passées atueles en tmais pas ses valrs fuures.
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2.1.1.2 Martingale

Martingale. Une nartingale est uneamille adaptée (. .. de variables aléatoires intégrables

tt0

(c’est a dire vérifiant E(| ) < +f pour tout t) telle que pour toutd :

EQXt|F9=Xs @ EMX—-X|F9)=0 (19)

ou E(...|Fy représente I'opérateur d’espérancath@matique conditionnelle a I'ensdate F

des infornations dont disposent les agents a la date s.

On voit qu’une martingale n’est rien d’auér qu'une suite de variables aléatoires dont

I'espérance conditionnelle de son accroissdnX; — Xs est toujours nulle.

2.1.1.3 Mouvement browmien, équation différertielle stochastique et lemme d’ltd

Mouvement brownien standard. Un mouvenent brownien standard ou processus dengr
est une dmille de variables aléatoires (o a valeurs réelles qui vérifie les quatre propriétés

suivantes :

(i) Wo=0;
(i) si sdt, les accroisseents W-W; sont indépendants et stationnaires ;
(i) si s dt, les accroisseents W-Ws~> N(0,t-s) ouN désigne la loi noraie ;

(iv) W, est a trajectoires continues.

Le mouvenent brownien standard peut étre quété par un term P qui représente
I'espérance et pa® qui correspond a la variance, on obtient alors le processus suivant appelé
mouvenent brownien arithrétique avec drift (car il coprend le terra ) :

Xi=Xo+ ut+ W; avec X=0. (20)

Il peut aussi s’écrire sous la foend’'une équigon différentielle stochastique dont la définition

sera donnée ci-apres. Le prob&m@vec ce processiest qu’il peut étre négatif. 1l ne peut
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donc pas étre utilisé pour aéliser I'évoltion du prix d’'un titre. Pour contourner ce

problemne, on erploie la forne exponentielle de X
Xi = Xoexp(ut + W) avec Xx=1. (21)

Ce processus est appelé@uxenent browniengéonetrique avec drift. Il peut égalemt

s’exprimer sous la form d’'une équation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique. Une équation différentielle stochastique est une

equation du type suivant :
Xe=X+ g H(s,X) ds + g Xs,X) dWs (22)

ou sous forra différentielle”

- dXt = u(t,Xt) dt + :l(t,Xt) dVVt
®,
“Xo =X

(23)
ou W représente le auvenent brownien standard a l'instant t, x la valeur initiale, plet

sont les coefficients de I'équation.

Cette équation adeh une solution uniqu& si les pentes des fonctions p &tsont finies
(condition de Lipschitz) et si p et n'atteignent pas des niveaux trop élevés (condition de

croissance¥). La solution de cette équation est appelée processus de diffusion.

™ || s'agt d’'une noation smplifiée de léquaton intégrale. La forme diférenielle n'a pas de sens cae |
mouverent brownien Wdontles trajecbires sontoninuesmais trés heues n’estiérivable en aucun pat.

® Un processus X esbltion de 1équdion diférenielle sibchasique si:
() Xestadapték;
(i) les fonctions et 1vérifientpour butt t O :

ﬁ])t [HEXg|ds< +f et i])‘ | AsXglPds< +f
(iii) X v érifie :

Xy=Xx+ i])t H(SXs) ds+ ﬂ]; s Xs) dWs.

L’équaion diférenielle siochasitgueadnet une saltion ungue X si | et 1sontdes fondbns coninues #lles
gu'il existe K<+f (Lamberbn etLapeye (2000)) avec :
) X)) - utyl + 14X - Aty)| dK |x-y|; (condtion de Lpschtz)
(i) Jut,x)| + |Xt,x)] dK(1+[x]) ; (condtion de crassance)
(iii) E(X3) < +f.
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Supposons que nous ayons timection quelconque f(t,Xou X est régi par I'équation
différentielle stochastique gXu(t,X;) dt + Xt,X;) dW.. Le lemme d’Itd pernet de détermner

la différentielle de la fonction f(t,X

Lemme d'Itd. Soit un processus X u(t,X;) dt + 1t,X;) dW;, la différentielle du processus
Y défini par Y=f(t,X;) est donnée par :

dY, = 1 dt + 1/2— (dX)? + % dX. (24)

Cette fornule peut s’écrire sous une autre fernPour le voir, nous avons besoin d’énoncer

les regles de calcul suivantes :

() les ternes d’ordre supérieur a 1 par rapport a dt sont négligés car ils sont enfiquetits

devant dt ;
(i) (dWy)2=dt ol dw= D~/dt avecD~>N(0,1) ; © (25)
(iii) (dX )2 = B(X,,t) dt. @ (26)

Nous pouvons gintenant expliciter I'autre forolation possible du leme d'It6 :

"’f

dY,=— dt+1/z— R(t,Xy) dt+—(u(t Xo) dt + Xt,Xr) dW) (27)
e dY;= «jt + %W BLX) + = LTRSS pdt = T 1t x) dw. (28)

©  La dénonstaton de (dW)? = dt pourra éte consuiée par exepie dans’louvrage de Bxter etRennie
(1998).

2 2 2
GO (X2 = (Mt X)) dt + LX) dWy)™ = (u(t.Xy) dt)” + ( XEX) dWy)" + 2 p(t,X) dt LtX,) dWw,
= 2(t,X) di2 + B(t,X) dt+ 2 u(tXy) LtXy) dt (D~/dt) = B(t,X,) dt, les autres teres étant négligés car lds
sontd’ordre supégur a 1.
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A l'aide de la fornule d'Itd, nous pouvons paxenple expriner la forme différentielle du
mouvenent brownien géomtrique ™ en posant X= exp(ut + W) = exp(Z) = f(Z) ou
dZ;= pdt + dW; . Nous obtenons les calculs suivants :

a’f 2f 1 hi

df = o + Vo B +7u}}(jt += 1w, (29)
= [z Bexp(Z) + pexp(3)] dt + exp(z) 1dw, (30)
= exp(3) [(¥2 B+ ) d + 1dW] (31)
= f[(% B+u)d+ 1dW] . (32)

Dans la suite, nous serons emds a détermer la différentielle d’'une fonction
dépendante de deux variables de la ®Nf(t,X,X?). Pour cela, nous utiliserons le e

d’ltd multidimensionnel.

Lemme d'ltd multidimensionnel. Soient les processus' Your i =1,...,N vérifiant les

equations différentielles stochastiques suivantes :
dX = i dt + 1 dW (33)
la différentielle de la fonction & f(t,X{, ..., Xt) est donnée par :

axi + 1 1 2 _gxidx pouriz]. 34
t 2 ~XI ~XJ t t p J ( )

dYt =J

dt +
t

| T
R

@D | 5 dfférenielle du mouvenent brownien arthmétique essimplement dX, = pdt + W, .
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Appliquons ce lemme a la fonction suivante v(t:X;) ou

l= ¢ X(s)ds Y di=Xdt (35)
et
dX; = pdt + AW . (36)
Il vient
dv; = —dt + 7o|xt + Tout + 5 —(dXt)z + = ‘2’(o||t)2 + = ”x ~| dXdl; (37)

_ v v "2y + 1
1 "
2 X1 (38)
= g the X +; ¢ 1 ’d”l“xdw (39)
1 2 = 1
Nous avons2 T2 (Xtdt) 0 et = > “X ~| =0 car les teres d’ordre

supérieur a 1 par rapport a dt sont négligés. On a donc (dt)2 = Q dt dW car dW D\/Ht .

2.1.1.4 Equation aux dérivées partielles et théoreme de Feynman-Kac

Equation aux dérivées partielles.Une équation aux dérivées partielles est une équation qui

se présente de la fagcon suivante :

- ~ ~
TS[: + 7(: H(t,X) + 1/27(2 B(t,Xy) +rC(t,%) =0 (40)

ou r est une constante. Cette équationehdme infinité de solutions sans la précision d’une

condition ternmale. Par conséquent, lors de sa résolution, on I'écrit plutét sous la form

suivante :
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c
T —u(t X)) + 1/2— B(t,X) + r C(t,X) = (41)

“C(T,X7) = - (X7)

ou la fonction - (Xt) précise la valeur de la solution kiquation aux dérivées partielles a la

date T (Tt t). Elle constitue la condition teinale.
La solution C résolvant ce problemous est fournie par le théomde Feynman-Kac.
Theoreme de Feynman-Kac.Soit X le processus de diffusion défini par
dX; = p(t, %) dt + Xt,X;) dW; avec X% =X, (42)
la solution du problem (41) est donnée par
CtX) = €M Eql -(X7)] (43)
ou Eg[...] désigne I'opérateur d’espérance conditionnelle a I'évéamery.

En effet, supposons sans perte de générgliee r = 0. A l'aide de la forale d'It6,

développons le terenC(t,X) :

C(T,xT):C(t,><o+;dT EE6X) + Vs Z(5X) B X) + == (59 S X) | ds

"y > (609 X920 W, (44)
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Puisque C doit satigfe I'équation (40) et que [lintégrale stochastique
ST~
% 7(:(5,)(5) 1s,X) dWs est une ratingale ™, en prenant I'espérance conditionnelle de

I'égalité (44) par rapport aXil vient :
Exi C(T,X1)]=C(t,X) . (45)

Ce théoreéra nous sera utile par la suite pour déduire que le prix d’'un produit dérivé éxprim
sous la forme d'une espérance conditionnelst la solution unique d’'une équation aux

dérivées partielles définie avec une condition teate.

2.1.1.5 Changement de probabilité et théoreme de Girsanov

Le théorens fondanental d’évaluation en I'absence d’arbitrage stipule que s'il n’existe
pas d’opportunités d’arbitrage sur lenché, il existe alors une probabilité, équivalente a la
probabilité initiale, sous laquelle le prix actuélid’'un actifest une rartingale (Harrison et
Pliska (1981)). Pour transfoemun processusous une probabilité différente de celle sous
laquelle il est exprid@ au départ, on utilise knéorene de Girsanov. Considérons I'espace
mesurable suivant (,F) contenant deux probabilités P et Q. Ces deasures sont dites
équivalentes si elles ont lesémes enserbnles négligeables, c’est a dire que pour chaque
événerment A« F,ona:

PA) =0 o Q(A)=0. (46)

12) gt (Wt un F-mouvernent brownien et (H)o¢qr Un processugr-adapé. On peutdéfinir I'intégrale
stochasilque( 11; Hs dWS)Odt a désque i])T HZ ds < + f presque-sireemt Le processu( il)t Hs dWS)Odt a

est une nartingak si E( iI)T HZ ds) < +f. Cette condiion n’est cependantpas nécessa. Remarquons,

2
toutefois, que & condtion E( %T H2 ds) < +f estéquialente &E %sup ( i])t Hs dWs) ;<+f etqu’ on a abrs
[0,T]

2
l'égalité : EZ %T Hs dWS) cl)/;- E( ﬁ])T H2 ds) (Larberbn etLapeye (2000)).
Dans note cas, on aFil)T s Xs) dWs | Ft] = 11: s Xs) dWs.
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Avant d’exposer le théoréande Girsanov,ntroduisons la notion de dérivée de Radon-

Nikodym notéeﬂ% qui pernet d’expriner Q en fonction de P.

Lemme. Soit Z ~>N(0,1) sur un espace (F,P) ; soit Q I'application définie par

. —P 287 .-21,%= " axp87 . 2
A*F, QA=E (_(lexp©Z 211;\174_ " exp©Z 211Ao|F> (47)

2
ou la variable aléatoire e%i ?1 est la dérivée de Radon-Nikodyda Q par rapport a P,

2
c'estadirequelona e E 1:?1% et Q est une probabilité équivalente a P sous

laquelle Z ~>I\( .,1).

Nous allons chercher a préciser I'expressile la dérivée de Radon-Nikody@onmme nous
allons le voir dans la suite, le passage usuaiadsi de la probabilité initiale a uneegure de
probabilité sous laquelle en plus de donner desamtualisés qui sont desartingales, les
actifs risqués rapportent erogenne autant quedditres sans risque, c’est a dire que I'on a la
relation suivante :

E(X) =rt (48)

ou X =ut+ W;=ut+ 1D\ﬁ avec Q~>N(0,1) sous la probabilité initiale P ; ¥xprime
le logarithne du cours du titre risqué,®E..) représente I'opérateur d’espérance défini a
I'aide de la probabilité Q et r désigne le talixtérét d’un placemnt sans risque. On obtient

alors :

EQX) = pt+ NtE(D) =t + 7t . =rt (49)

car 9~>N(0,1) sous P et don®~> N( .,1) sous Q selon le lane donné ci-dessus.
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D’ou

L= A . (50)

En substituant par cette expression dans la fofation de la dérivée de Radon-Nikodyom

trouve :

2
dQ_ op8p - 2= §r-uhl LGNt O ATy, g
dP EXp©D - 9P L 20 1 3 “Pat M -5 ol: ¥, 1)

A ce stade nous pouvons énoncer le théerélm Girsanov qui va nous pegtire de

transforner un processus sous P en processus sous Q.

Théoréme de Girsanov.Soit = ( oqa UN processus adapté ailardtion F et L = (L)oaar

le processus défini par

L= ex;(- g sdWs - % S §ds) (52)
avec E[ exp(l/z T §ds)] <f,®ona:

(i) le processus L est unartingale sous P,
(i) le processus Wdéterniné par
WP =W, + ¢ sds (53)

est un nouvenent brownien standard sur I'espacef,Q) ou la nasure Q est caractérisée par

do_
=L (54)

lllustrons ce théorempar un exemle. Soit le processus de prix X vérifiant I'équation

13 Cette condtion estdesinée & assurer que Héivée de Radon-Nkodym de Q par rapporé P estune
martingale positive.
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ax; - pdt + WW; sous la rmesure de probabilité P. Pour I'écrire sous la probabilité

Xt

équivalente a P, nous posonsg WW; + t. On obtient alors% =(u- Ddt+ WWR=
t

& 840 =

‘:fl'©11117(3t+ OWR =r dt + WX .

Le terne =“—1r est appelé le prix dearché du risque.

2.1.1.6 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck
Nous verrons qu’une des propriétés de tapirature est qu’elle évolue autour d’'une
valeur d’équilibre. Un processus souvent wilgour nodeliser ce type de dynague est le

processus d’Ornstein-Uhlenbeck ou processus de retoura@yknmne.

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On le déifnit conme étant la solution de I'équation
différentielle stochastique suivante :

dXt = ( - Xt) dt + 1th (55)
ou . reflete la vitesse de retour a layenne et représente la valeur d’équilibre de long
terme. On voit que lorsqueést supérieur 3, la tendance( - X;) est a la baisse et quand
X est inférieur a, la tendance est a la hausse. Il y aquaséquent une force de rappel vers
la valeur d’équilibre.
Soit le processus général suivant :

dXe = (bu(t) Xo + pe(t)) dt + K1) dW . (56)

La solution X de cette équation est donnée par ladl@suivante :
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a -t
Xi= () o+ j KA

S
g 590y Jg e, (57)

ou -(t) est la solution de I'équation différentielle ordinaire suivante
d-(t) = pu(t) -(t) dt avec -(0) = 1. (58)

Nous appliquons cette foute pour trouver la sotion de I'équation (55)II nous faut d’abord

préciser la fonction (t) qui satiséit la relation d-(t) =- . -(t) dt avec -(0) = 1. La solution

évidente est (t) = exp(-.t). En posant y= . , nous obtenons

X¢ = exp(-.t) [ Xo + iﬂ)‘ exp(.s) . ds+ iﬂ)‘ exp(.s) 1dWs] (59)
=exp(-.t) Xo+ exp(-t) (exp(.t) - )+ 1§ exp(-.(t-s)) dW (60)
=exp(-.t) Xo+ (1-exp(-.t) + 1 iﬂ)‘ exp(-.(t-s)) dW, . (61)

Dans la partie qui suit, nous allons nous agachdécrire la éthode d’évaluation en tgma

discret et en teps continu.

2.1.2 Marché complet et modeles d’évaluation des options

Un marché est comlet si et seulemnt si le paiernt de tout actif contingent peut étre
atteint par une stratégie de portefeuille autofinancée. Soit h le grdiedtune option
européenne a I'échéance T, lerané est comlet s’il existe une stratégie de podeile
autofinancée valant h au tps T, c’est a dire ¥ = h ou \f correspond a la valeur du
portekeuille en T avec V t O pour tout t. Dans cette sition, en I'absence d’opportunités
d’arbitrage, le prix de I'option a l'instant pefgt doit étre égal au co(t initial du poegfle
de réplication puisque I'option et le porteiliuprocurent le réme revenu a I'échéance. Cox,
Ross et Rubinstein (1979)amtrent plus précisgent que ce prix est déteme a I'aide d’'une
mesure de probabilité adifiée ou nesure nartingale qui est difrente de la msure de

probabilité initiale de I'actif sous-jacent. Selon les travaux de Harrison et Kreps (1979) et
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Harrison et Pliska (1981), il ne peut exister qu’seale nesure nartingale lorsque le arché
est conplet et par conséquent qu'un seul guossible pour I'option. Nous allons voir dans les
parties qui suivent que ce prix peut s’écrireddex nanieres soit sous la fornde Cox, Ross

et Rubinstein (1979) soit sous une ferexplicite fournie par Black et Scholes (1973).

2.1.2.1 Modele en temps discret ou modéle binomial

Nous conmencons I'étude du odele de ©x, Ross et Rubinstein (1979) avec une seule
période de teps puis nous la généraliseronogressiverant jusqu’a n périodes. Dans ce
modele, nous cherchons a évaluer une optiachat européenne. Les hypothéses sont les

suivantes :

x Il n’existe pas de frictions sur leanthé finanger : pas de taxes, ni de codts de transaction
et ni de restrictions sur la vente a oléeert qui consiste a vendre un titre que I'on ne

posseéde pas en espérant le racheter plus tard a un prix inférieur.

x Il'y a absence d’opportunités d’arbitrageappelons que cette hypothese constitue une
condition minimale pour I'existence d’'un amché a I'équilibre ou I'offre de chaque titre
est égale a la deande de chaque titre.

x L’actif sous-jacent ne paie pas dividende cours S de l'actif suit un processus
binomial. A la fin de la période (a la date d®turité), il peut soit augenter de U% avec

une probabilité p soit baisser de D% avec prababilité (1-p). Par conséquent, il peut

prendre les valeurs uS et dS avec u=(1+U)>1, d=(1+D)<1 et O<d<u.

uS avec la probabilité p

dS avec la probabilité (1-p)

x Il existe un titre sans risque dont le taux d'intérét i est supposé constant. Le facteur de
capitalisation s’écrit alors R = 1 + i avec<Od < R < u pour proscrire toute occasion
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d’arbitrage. En effet, si on avait R<d, il serait alors possible de réaliser un profitisens m
de fonds initiale en epruntant une some $=S a la date 0 pour acheter I'actif sous-
jacent et en le revendant a la date 1 au prixdS pour rerbourser le rantant
RS=(1+1)S de I'enprunt et pour bénéficier du gain égal a dS-(1)& De néme si on
avait u<R, on aurait un gain de (1+)$S>0 sans mse de fonds initiale en vendant I'actif
sous-jacent au prixeSS a l'instant 0 afin de prétee nontant. A la date 1, on recoit

(1+)S et on rachete I'actif sous-jacent au prix&S.

X Le call européen a le profil de paiemh suivant a la fin de la période :

Cu =max(uS-K,0) avec la probabilité p
C <:

Cq =max(dS-K,0) avec la probabilité (1-p)

ou K est le prix d’exercice.

X Supposons qu’un portefeuille puisse étre ®rapartir d’'une quantité A de l'actif sous-
jacent et d’'un rantant B investi dans le titre sans risque. La valeur initiale de ce

portekuille est V = AS + B. Les paiemts de ce portefiille a la fn de la période sont :

<: AuS + BR avec la probabilité p
Vv
AdS + BR avec la probabilité (1-p)

Cox, Ross et Rubinstein (1979pnirent quil est possible d’évaluer I'option d’achat
européenne a l'instant 0 (en début de périodehersissant la quantité A et leomtant B tels
gue la valeur du portetille soit égale au pridfde paienent de I'option a I'échéance. En
conséquence, afin d’éviter tout arbitrage, lex ple I'option en 0 doit étre égal au codt du
portekuille en 0 puisque le call et le porafile procurent le rdme revenu a la date de

maturité. Suite a cette proposition, explicitonsB\et la valeur de I'option en 0. On suppose

I'égalisation des paieents du porteduille et de I'option d’achat a larf de la période :

C, = AuS +BR (62)

Cy= AdS +BR (63)
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En exprinant les quantités A et B earfction duprofil des résultats de I'option a I'’échéance,

on obtient :

_ G- Gy _uGy- dG,
A—(wmsetB COR (64)

On renmarque que A>0 tandis que B<O0 car on a supposé 0<d<R<u. Le portefeuille est par
conséquent constitué de I'achat de I'actif sous-jacent financé par la vente du titre sans risque.
En utilisant I'hypothése de non arbitrage, oi€aV a l'instant 0. D’ou la valeur initiale

suivante du call :

-\ = - G-G uG - dG
C=V=AS+B= ol S+ (65)
- R
ce qui revient a écriré?
C=219G+ (-9 (67)

ou q % >0 et (1-q) =llj

%

>0 car on avait supposeé O<d<R%_%j +LJ;_§ =1 et 1>0>0.

o

On constate que le teeny a toutedes propriétés d’une probabilité. Le pH®' C de I'option
d’achat a l'instant O peut s’interpréter alaomme une espérance actualisée du paignde

@9 Le prix obtenu estunique carliy a ici auent d'équatons qu'il y a d’inconnues. Lorsqueelnomnbre
d’équatonsestsupéreur au norbre d’inconnues (quanceimarché estinconplet), le prix n’est plus ungue. Il
appartent a un ntervalle de vaéurs saitsfaisanttoutes I hypothese de non arsage.

% On peut vérifier que I'on a C>8- afin que I'option d’achat ne puispas étre exercée médiatenent. Pour
cela, on endage ttois cas posbies pour S :

xuS " K, on a abrs G= max(0, uS-K) =0 etCy =max(0, dS-K) =0 car d<u edlonc G-0.
uS”"K Y S-K<0 Y S-K<C.
xdS ¢ K, on a abrs G =max(0, dS-K) =dS-K et & max(0, uS-K) =uS-K car d<u
N 1 aR-d u-rR ) K v . :
dou C== T (US —K) +—(dS-K) °=S-= Y C>S—K R(1+i) >1.
ou C=g LS —K)+ {7 (dS-K) 2= S = pusque R(1+)
xUS>K >dS, on a afs G= max(0, uS-K) =uS-K etCy =max(0, dS-K) =0 d'otl G % %’ (US-K).
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I'option a I'’échéance. Il n’inclut pas du touslprobabilités initiales p et (1-p) du sous-jacent.
Les probabilités q et (1-q) sont appelées apssbabilités neutres au risque car elles sont
identiques a celles intervenant dans une écanoeutre au risque. Dans une telle écareom

les agents choisissent deamiere indifférente’actif sous-jacent ou le titre sans risque car
I'actif risqué rapporte en ayenne autant que le titre sans risque, c’est a dire que I'on a la

relation suivante :

g5 . _ , §S.- N ®S1 o
E@_11 g@&_l ot (1-9) B R-1=i daten (68)

ol 05=5S.1= ®E§ig§3§i: [L)ngl , U=1-u, D=1-d, g et (1-g) sont respectivarh

les probabilités d’avoir US et DS.1 dans l'univers neutre au risque. En utilisant cette

relation, on aboutit aux expressions suivantes de g et de (1-g):

o

_R-d _ U-R_
g=Dg=q et (1-9)2T= (1) (69)

On conclut donc que les tees g et (1-q) sont des probabilités neutres au risque. Elles sont
egalenent nonmées nesures nartingales ou resures de probabilité équivalentes augsures

de probabilité historique ou réelle. Les probabilités q et (1-q) sonteeses rartingales car

la suite actualisé% Cn% constitue une @rtingale sous ces probabilités, @ésigne la
N

valeur de l'option au teps n. En effet das le cas d'une seule période, nous avons

I'expression suivante :

C=G=R % max(S1-K,0) | Fo ‘;74 (70)

ou S est le cours de l'actif sous-jacent au terde la période, K est le prix d’exercice et

-1 R-d
>S-K si= — (uS-K) > S-K
OnaC>S SIRu-d(US )>S
alR-d_qog dRd ;o0

Rud Y2  Rud Y,
® (p-1) uS> (p-R K quiestvraitantque R>1 ou p

[0 5]

R-d R-d, u-R _
— et —+— =1
u-d u-d ud

Par conséquen€>S-K esttoujours vrai
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EX(...| Fo) représente l'opérateur d’espérancethématique définie sous la esure de
probabilité neutre au risque owartingale souvent notée Q et conditionnelle a I'erderRy

des informations dont dispose les agents a la date 0.

Passons mintenant & deux périodes afin deettre en évidence la stratégie
d’autofinancerent du portefeuille. Supposonsaimtenant les coportenents suivants de

I'actif sous-jacent, de I'option et du portefeuille pour les deux périodes a venir :

uzs
us

S <: duS
ds

dzs

Cuu = Max(0, U2S — K)

C<: Cua= max(0, dusS — K)
Cd

Caa = Max(0, d2S — K)

A2uS + BR = Gy

AluS + BR=AS + B
A2dS + BR = Gy
V=AS +B
A2'US + B'R = Cyy= Cyq
AdS+BR=A'S + B’

A2dS + B'R = Cyq

A linstar de la situation avec une seuybériode, on utilise I'approche récursive pour
déterminer les prix du call ( Cy, C) en fonction de ses paiemts (G, Cua et Gq) a
I'échéance. Comencons par calculer le prix,Glu call a la fin de la preigre période. Pour

ce faire, on crée un portefeuille de duplication dont sa valeur de constitution dans le cas d’'une

hausse du cours du sous-jacent est ex®ipar \ =A,S + B. Les quantités Aet B, de
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I'actif sous-jacent et du titre sans risque sont choisies de telle sorte que la valeur du

portekuille a la in de la deuxiém période soit égale a,{&t G4 Elles sont données par :

— Cu-Cu :Ucud'dcuu
A Ty S () (71)

Conmme la valeur du portefeuille correspond awffirdes résultats de I'option a la date de
maturité, le prix G de I'option doit étre égal au colt, Ydu porteéuille de réplication en
I'absence d’opportunités d’arbitrage. On procede de@aaemmaniere pour détermer le prix

Cq du call. On trouve les quantités suivantes :

» = _Cud- Cud » — UGyq - dGyq
A= s BT TR (72)

Suite a I'égalisation des valeurs du pastfe etde I'option a I'échéance etiafd’éviter tout
arbitrage, le prix ¢du call doit étre équivalent a la valeur de constitution du poitief V¢ 4
dans le cas d’'une baisse du cours du sous-jagdatfin de la prerngre période, on obtient

donc les prix suivants pour le call :
C=VemAS +B et G=Ve= AS + B (73)
ou les quantités AB,, A, et By’ sont données par les équations (71) et (72).

A l'aide de ces résultats, on peutintenantchercher a calculer le prix C de l'option a
I'instant 0. On construit un porkfille formé des quantités 2et B, a I'instant 0 et dont ses
valeurs liquidatives V,=A1uS+B,R dans le cas d’'une hausse du cours du sous-jacent et
V.~=A1dS+BR dans le cas d’'une baisse seront respectnendentiques a et a G. Les

guantités A et B, pernmettant la duplication sont définies de lamere suivante :

_(1-d/R) Gu+ (-2 + UR + dIR) Gu + (1- U/R) Ga
As= (u-d)’S (74)

et
g, = (A + 01R) G+ (U + d — 2ud/R) G+ (u + UiR) Cag 75)

(u-d)zR
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On observe que les valeurs liquidatives etalestitution du porteduille sont égales. En fet,

on a V. ,=C,=V.u et V..=C4=V.q a la fin de la premre période. Nous retrouvons ici la
condition d’autofinanceent énoncée plus haut. En adoptant les quantitést B données
par les équations (74) et (75), 'agent obtienda stratégie de portefille autofnancée qui
répliquera le paieemt de I'option a la date de aturité. En I'absence d’arbitrage, on a
C=V=A;S+B; a l'instant 0. En replacant A et B, par leur expression dans I'égalité, on

parvient a la formlation suivante du prix C du call :

_ 1 d, d2. ¢ u+d ud
C=AS+B = ok 2p it 2+ 29527 Gt & 2R~ ReaCaa 3, 76)
1 -d? U-RR-Q~ , §R?* - ©
e C= > 3-Cuu 2 (U d)2 Cu @-d 1Cdd 174 (77)
e C =5 [ 47Cuu + 20(1-0)G + (20)2Cd (18)

On retrouve ici a nouveau le prix du call cométant I'espérance du paient de I'option a
I'échéance, actualisée par le taux sans rissure deux périodes et définie a l'aide des
probabilités q et (1-q) neutres au risque. Genprécédemment, nous pouvons I'exprier

aussi sous laofme suivante :

C=G=R 2%2 max(S:-K,0) | Fo ‘;74 (79)

ou S est le cours de I'actif sous-jacent a la fin de la deugipériode.

En généralisant a n périodes de penet enraisonnant toujours par induction arriere, on

obtient le prix suivant pour I'option a I'instant O :
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a’n . . S (o)
1 s n!l . n-j j N
C —@ (<| %W 1q (2-q) max(0, w 'S - K) » (80)
1% Ya

Max(0, ud"'s - K) est le paieent de I'option d’achat dans le cas ou le prix du sous-jacent a

augmrenté j fois, cette valeur est nulle si I'option n’est pas exercée, c’est a dict’s K.

Cox, Ross et Rubinstein démtrent que cetté&quation peut se ramer a la formlation
suivante lorsque le ndmme de périodes n sumne durée de tgos t fixée devient infinirant

grand (les détails de la démstration ont été placés en annexe) :

_ ety v nSIK ) L1 n-
C=SNX) -K*'N(x-4t) ou x= Nt +23/1’ RE= (81)

correspond au taux d’intérét sur la période depgemn, R est le taux
d’intérét sur la période de longueur hFeprésente la volatilité du cours d
sous-jacent et N(x) désigne la distribution nalentunulée centrée réduite|

Cette expression est identique a la folendu prix de 'option d’achat européenne trouvée par
Black et Scholes (1973) qua, contrarig ont utilisé des mthématiques plus sophistiquées

pour parvenir a ce éme résultat. C’est ce que nous allons découvrir dans la partie qui sulit.

2.1.2.2 Modéle en temps continu de Black et Scholes

Le modele de Black et Scholes (1973) évalue les options européennegpscoatmu.
Sa formule sinple et pratigue du prix dd’option a contribué a sa popularité et au
développerant des narchés a term. Toutefois,sa déronstration qui sera enée dans sa
totalité est difficile. Elle s’appuie sur le calcul différentiel stochastique einama la

résolution d’'une équation aux dérivées partieldsus verrons qu’il est possible de parvenir a
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la méme formule de naniére noins laborieuseen appliquant I'approche par laesure

martingale mse en avant dans leoakele bnomal tout en conservant un cadre en pem
continu. L'étude du mdéle de Black et Sched a pour but de omtrer une autre facon
d’aborder le problém de I'évaluation de®ptions européennes. Pour aoemcer, nous

énoncons les hypothéses dadale qui sont les suivantes :

x Il n'y a pas de frictions sur le aché fnancier, donc pas de taxes ni de codts de

transaction et ni de restrictions sur les ventes a découvert.
x Il'y a absence d’'opportunités d’arbitrage.

x Il existe un titre sans risque dont le taux d’intérét posé instantané est constant et égal a

r. On suppose que le prix de ce titfesuit le processus suivant :
d:=r.dt avec (= €' et =1 (82)

X L’actif sous-jacent ne paie pas de divide. On suppose que son prix est régi par

I’équation suivante :

dgs = udt + 1dW; 83)

dont la solution est;S Siexp(MW; + (U - ¥2 B)t) avec $=1, U se référe au rendent espéré
instantané, 1 correspond a la volatilité du prix et;\Weprésente le auvenent brownien

standard.

Détermination de la formule de Black et Boles en résolvant une équation aux dérivées

partielles

Contrairenent a Cox, Ross et Rubinsteitdf9), Black et Scholes (1973) cherchent a
évaluer l'option d’achat européenne en d¢arisant non pas un portefeuille de duplication
mais un porteduille sans risque qui est cpme des quantités de I'option et de 'addus-
jacent de telle sorte qu’il soit totalem immunisé contre les variations du cours du sous-

jacent. Son taux de rendenmb devra alors étrédentique a celui du titre sans risque afin
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d’éviter tout arbitrage. Suite a ce raisoneamils aboutissent a I'écriture de I'équation aux
dérivées partielles a laquelle obéit la valeur de l'option d’achat. Nous débutons la

dénonstration par expliciter la différentielle du prix du call Gfte8'aide du lemme d'It6 :

dc = s (84)
- —dt + 1dW) +-C S(udt + 1dW) (85)
- _dt + S(udt + 1dW) (86)
_C dt . C < S(udt + T0Ja) (87)
- Cdt + 1/2?02 SRt +-< S(udt + 10\dY) (88)

car on a dWt ~O\/Et et les terms d’ordre supérieur a 1 par rapport a dt sont négligés,

%Q = Coopy —gpS dt+—g SdW. (89)

On constate que les équations (83) et (89) possedeitie terme dW. Par conséquent, en

conposant un portefeuille a partir de I'optiehdu sous-jacent, on peut éiivar I'aléa dW

du nodéle. Il sufit que le porteduille comporte —1 C (vente de I'option) et—:% S (achat de

~—(S: actifs sous-jacents ) :

V=-1C +-CS (90)

ou V est la valeur du porefille.

Soit la variation suivante du co(t du poetefie,
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dV = -1dC +—(S3 ds ©1)

en renplagant les expressions de dC et de dS dans cette équation, on obtient

__§C 2C C eyt C C
dv = ot + % 52 S2E + S uSdt =~ 1ISdw + ~ (uSdt + 1Sdw) (92)
__8§C, 1, Corp-
e dv= ot + Y% 52 Szfldt. (93)

On renarque que la variation de notre podagdfle ne conporte plus l'aléa. On a ainsi
constitué un portefeuille sans risque. En I'aleged opportunités d’arbitrage, celui-ci doit

rapporter un @me taux d’intérét r que celui du titre sans risque, c’est a dire que I'on a
dv =rV dt. (94)
Une autre facon de définir la cpiétude du rarché est aussi de dire qu’il doit exister autant

d’aléas qu’il y a d’actifs risqués liés a ces aléas afin de pouvoir créer un portefeuille sans

risque. Revenons a I'équation (94) et ptagons dV et V par leur expression. On trouve

alors :
_8C .. 2 - 81c+-C
= e = Csop dt = AcC+ Ss dt (95)
e C..,,Cq, T _ (96)
St Vg STB+ 1S -1C =0

Cette relation est I'équation aux dérivées phetsede Black et Scholes que doit saiisf le
prix C de l'option. Afin d’obtenir une soluth unique de cette équation, il faut ajouter la
condition finale qui est {= max(S; -K, 0) dans le cas de I'option d’achat europeennenou t

est la date de aurité. Black et Scholesl973) réussissent a résoudre cette relation en la

ramenant a I'équation classique de propagatitenla chaleur dont la solution a une ferm
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explicite.

Equation de la chaleur. L’équation de la chaleur es@&duation aux dérivées partielles

suivante :

"2u _ l
- (97)

ou u(2X) représente la tgmdrature en un point x dnstant 2 La solution de cette équation

sounise a la condition initiale u(0,x) Yx) est donnée par :

S 1) 8 R
u(2><)—2\/_0#f \/_2exp© 40 1d . (98)

Black et Scholes trouvent I'expression suivashieprix de I'option d’achat européenne :

C(t,S) = S N(d) - K exp(-r(i-t)) N(d) (99)

In %4* (r + YoB)(tm- 1)
Ntort

et N est la distribution norate cunulée centrée réduite .

, =0 1 (tmrt)

ou d-=

Dans un souci de clarté, nous avons reléguédélanstration de la forome de Black et

Scholes en annexe.

Nous avons vu précédemnt que le prix de 6, Ross et Rubinstein (1979) tendait vers cette
formule quand un nobre infini de périodes @tadistingué. Sur une période t, le taux en
tenmps discret du nodeéle binomal et le taux en teps continu edoivent étre égaux, c’est a

' = d'. Nous observons que la fomhation de Black et Scholes dépend

dire que l'on a
uniquenent de S, K et r quiant des variables directemt observables. Seul le paeira 1

doit étre estira.
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Détermination de la formule de Black et Scholes par I'approche par une mesure martingale

Il est possible d’éviter ces longs calculssmnplacant directeamt dans une éconden
neutre au risque puisque nous avons vu a tsaeenodele binoral que le prix de I'option
s’exprimait a I'aide des probabilités neutres au risque. Rappelons que dans cetteié&cienom
taux de rendeemt de l'actif risqué est siifaire a celui du titre sans risque. Dans notre cas,

cette condition s’écrit de laaniére suivante :
8S._ _
E@l—pdt—rdt (100)

ou M est le rendeent espéré instantané dédiuation (83) et r est le taux d'intérét quoeé
instantané de I'équation (82). Par conséquamis pouvons foraler le processus de prix de
I'actif sous-jacent sous la probabilité neutreregue ou resure nartingale Q de la facon

suivante :

%3 = r dt + 1dWR (101)

ou WR correspond au auverrent brownien standard exprérsous la msure Q.
La solution S de cette équation différentielle est donnée par :
S = Sexp(MWR + (r - 2B)t) avec $=1. (102)

Comme nous l'avons rantré précédement, la vdeur de l'option d’achat a la date t est

définie par :
C(t,S) = &Y E°[ max (S, -K,0) | F]. (103)

bY

L’évaluation par l'approche esure nartingale consiste a utiliser cette écriture pour

déterniner le prix de I'option. Nous savons que poyr 8K, I'option est exercée, son payoff

est donné par (S K) et donc nous pouvons écrire :
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C(t,S) = &lm? g max(x - K, 0) f,(x) dx = gtm? g (- K) 00 dx (104)
ou fQ(x) fait référence a la densité de probabilité Q.
Exprimons §_sous la probabilité Q :

S, = Sexp( IWR-WPR) + (r - 1/2ZI.2)(tm-t)) . (105)

. S : . N
Signalons que la varlables—m suit une loi lognor@le ® de parangtres m et s2 avec

m = E%r[“ = (r-%B)(tart) et s2= va%;: B(tm-t).

La fonction de densité de la variable X S'écrit ;

_ 1 a1 f(x/Sym? o
©=—freoss S, a0e

a1 (x/S) - (r - YoB)(twrt) * ©

20 o € : 3,

e f(x)= exp

_1
T (107)

Effectuons un changemt de variable en posant :

__In(X/S) - (r - YB)(turt)

- Aty t

(108)

Il vient
In(x/S) =u k/tm- t+ (r - 2B)(tn-t) (109)

Oou encore

19 5et X une varable aléabire coninue; X ~>LN(m,s?) si In(X) ~N(m,s2) ou LN désgne kloi lognornale
etN la loi normale.
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X =S exf{u Ntor t + (r - 2B)(tnt) ) (110)
et

f(U) =—= exp( - ¥ 1?) (111)

\/2 &
ou u est une variable centrée et réduite.

L'expression de x s’exprimmnmaintenant en fortion de u. En la replacant dans I'équation
(104) et en utilisant la forate (111) de f(u) on aboutit & la formle de Black et Scholes
(1973). Pour ne pas alourdir 'exposé de kthade, nous avons relégué le détail des calculs

en annexe.

Nous avons s en évidence les deux fagons d’évaluer une option d’achat européenne
par la né&thode en I'absence d’arbitrage, I'uea partant de la constitution d’'un portefeuille
de duplication et l'autre de celle d'un posdafle sans risque. La cguosition de ces deux
portefeuilles étant sujet au balan@rhconthuel des quantités du sous-jacent et du titre sans
risque ou de I'option selon k@lution du cours du sous-jacent, elle requiére donc I'accés sans
limite a ces actifs sur le arché. Il est parconséquent clair que cetteétimode n’est pas
applicable dans le cas des dérivés atiques puisqu’il n’est pas possible d’acquérir I'indice
météorologique sur le amché financier afin ddlaborer les deux approches. Leramé est
alors dit incorplet. Harrison et Pliska (1981) antrent que dans cette situation le prix de
I'option en I'absence d’'arbitrage n’est pas unidguexiste autant de prix qu’il y a deasures

martingales Q possibles. Développons cet argoim

2.1.3 Produits dérivés climatiques et marché incomplet

Le marché est incomlet dans le cas des dérivés ditiques car il n'est pas possible de
créer une stratégie de portefeuille autaficeee a partir de lindice é@egorologique qui
duplique le praf de paienent terminal de l'option climatique, ou dedrmer un porteduille
sans risque copte tenu du caractére non négodu sous-jacent. Face a ce proldena
pratique courante est de recourir & un agifsubstitution qui serait négocié sur larché et
dont le prix évoluerait étroiteent avec la valeur de I'actif défaillant que I'on cherche a

remplacer. En régle générale, la corrélation des deux prix est differente de I'unité ce qui
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implique que le portetiille incluant I'actif desubstitution ne sera pas abso&mnsans risque
ou ne garantira pas une duplication parfaite darpant de I'option. Il subsiste un risque qui
sera géré en adoptant une toute autre gimtd’investissernt qui aura pour but, par
exenple, de naximiser I'utilité espérée de la riehse de I'agent au teendle la transaction, ou
encore de mmimiser la variance de I'écart enteevaleur du portefeuille et celle de I'option a
I’échéance. Nous discuterons dans ce qui suit deda en place de cesthodes alternatives

dans le cas des dérivés ddtigues.

2.1.3.1 Problemes d’évaluation des dérivés climatiques

Afin de pouvoir évaluer les dérivés chtiguespar la néthode en I'absence d’arbitrage,
Genan (1999) a proposé de refacer l'indice n&téorologique par des contrats dérivés sur
I’énergie nais selon Brix, Jewson et Zielan (2002), le prix des dérivés sur le gaz dépend
davantage de la damde que de la tepérature.Ces auteurs font plutétemtion du contrat a
terme climatique pour suppléer I'indice éreorobgique dans le portefeuille, car son prix est
intimement lié a l'indice. lls érettent toutefois des réserves quant a son usage dans
I'im médiat, car la rgjorité de ces contrats anque encore de liquidité et de ce fait, ils ne
permettent pas pour l'instant de construire untei@uille de réplication parfait. A cété de
cela, dans l'optigue d’aétioration de la r@hode en I'absence d’arbitrage, un pan de la

hY

littérature s’'est consacré a la prise en pmdes fictions sur le rarché fnancier en
suggérant la création de stratégies d’autofinaecenayant pour but, par expha, la
maximisation de I'utilité espérée de la richesse teate de I'individu, ou encore la réduction
de la variance du risque résiduel, correspondardifférentiel entre la valeur du portefeuille
et celle de I'option a la date deaturité. Lorgjue les quantités de I'acgbus-jacent et du titre
sans risque sont gioyées de mniere a maximiser la bnction d'utilité de érme
exponentielle, Fritelli (2000) ontre qu’il existe unenesure nartingale ayant la particularité
de mnimiser I'entropie relative H(Q,P) ou distce de Kullback-Leibler de la probabilité Q

par rapport a la probabilité réelle P de I'actif sous-jacent, qui s’egpiira sorté” :

@ gL ngQ o ;H”‘;_Cphn$ dP-'”In%%ldQ ehER 0
A

En tenps discret Ea—Q In 0 i f~fL foi 0V g ~In§ 9l | o0 f etf correspondent
np , 1]/4 I o fPI @FH 1 I @ @P| ; Qi P p

respectiveranta uneprobabilité neutre au risque et a yrebabilité réelle de I'actifous-jacent pouri=1,...,N.
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-gp2dQ | 8Q 0 4 o p
HQP) = ® 9P "@p i S ¥ (112)
i f sinon

ol ET...] est 'opérateur d’espérance sous la pbiliié P. La nesure Q ici est aussi appelée
"minimal entropy nartingale neasure". Lorsque lstratégie d’autofinancesnt vise a réduire

la variance du risque résiduel, Heath, PlateBatiweizer (2001) et Schweizer (199%ttent

en évidence l'existence de laesure nartingale nonmée "variance optial martingale
measure”. Signalons que toutes cessumes nartingales sont des eaures de probabilité
neutres au risque sous lesquelles les actifisiés rapportent enayienne autant que les titres
sans risque. On observe alors que le prix'@aion n’est pas unique quand learché est
inconplet, puisque I'espérance du paerhdel’option a I'échéance peut étre définie a l'aide
de plusieurs msures rartingales qui permttenttoutes I'absence d’arbitrage. Il existe par
conséquent autant de prix qu’il y a desures de probabilité Q tandis qu'une seubsume
apparait lorsque le aché est comlet. Lesdifférentes probabilités se confondent avec la
mesure unique issue de la technique delidafion. Les deux stratégies que nous venons
d’exposer sont tout a fait envisageables poaiter le problera de liquidité des contrats a
terme climatiques™®. La question est de savoir laquelleisir. Mais le problém ne réside
pas seuleent dans ce choix a effectuer, dbncerne aussi la difficulté a ptémenter ces
approches. Pour obtenir le prix d’'un actdntingent a partir d'une de ces stratégies, il
convient de calculer I'espérance de son paigrterninal a I'aide de la msure nartingale
correspondante. Le théoréme Girsanov nous montré que la msure de probabilité Q était
caractérisée par la dérivée de Radon-Nikodgn@Q par rapport a P. Donc, pour déieenle
prix sous une de cesesures, il est nécessaide préciser I'expression de cette dérivée et
notamment le terne  appelé prix de mrché du risquegui, en nous référant a I'exgie
fourni au cours de I'énoncé du théoede Girsanov, perrat le passage du prix d’'un actif
sous la probabilité P & son prix sous la phiié Q. Henderson (2000) et Heath, Platen et

Schweizer (2001) précisent par exgenque ladérivée de Radon-Nikodyhe la probabilité

@8 Brocket, Wang, Yang etZou (2006) évalient les déivés cimatiques a’lide de & méthode du pni

d'indifférerce. Elle repose sur le principe de la maximisation de la fonction d'utilité de l'agert. Le mrix
d’indifférence d’'une option correspond aviaeur telle que I'utilité optirale dela richesse a la date d’échéance
dans & cas ou 'lagentachéerat ou vendrdil’ option estideniqueacele dansle cas oulin’achéerat pas ou ne
vendrat pas loption.
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baptisée "variance optethmartingale neasure”, que nous notoﬁ:s, s’écrit sous ladrme de
I'équation (115) ci-dessous dans umdale aec une volatilité stochastique. Learché est
incomplet dans ce cadre car il y a deux aléas llié au prix du sous-jacent et 'autre a la
volatilité, alors que nous n’avons que le sous-japenr forner le portefeuille sans risque,
puisque la volatilité qui ne constitue pas un titre né&gsar le narché ne peut pas entrer dans
la conposition du porteduille. L'agent cherch alors a déterimer une stratégie de
portefeuille autofinancée constituée des quantitésadef sous-jacent et du titre sans risque
de maniere a liniter la variance du risque résidu&oient les processus de prix X et de

volatilité Y satistisant les équations d#rentielles stochastiques suivantes :

et
dY: = a(t,Y,) dt + b(t,Y) dW2 (114)

ou ! e« [-1,1] désigne le coefficient de coia@on des muvenents browniens standards{W
et W, dW? = | dW* ++/1- 12 dW® & W! et W* sont indépendants, la dérivée de Radon-

Nikodymde la probabilite’fj par rapport a la probabilité P est donnée’ar

dQ s
o L (115)
ou
9 De nmeniére général pour deux processus X &t corréks saisfaisant % = pdt + 1dW et
t
% = wdt + 1dW avec dW! = ! dW) ++/1- 2 dW/} la dérivée de Rdon-Nkodym de Q par rappor P
t
s'écrit :

dQ_ T C1p T2 g T A 4, o T
i exp( 9 mdW - g MEdt- ¢ gdw’ -2 g gfdt)
otl W et W sontdes nouvenents brownens sandardsndépendarst On a W<? =W} + mt, W/ =W+ g t,

= (uem pt+ 1awWe? et Th= (- m 3 1 Fg1)dir 1awr
t t

ol dW'® = 1 WS Q +4[1- 2 dw .
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~ t st ~. 0
7. = expS BEYS) gue - ¢t ™ W-l S,Ys) 4 T2 0ys 11
‘ expdt Y. dWi- ¢ sd > ¢ _%w) 1}951 (116)

pour un taux d’intérét sans risque r gue nous avons supposé égal a zéro

T =btY) % , (117)
J(t,Y) = - log E@xp@ﬁ M ds 2 pour odt dT (118)
ou J est la solution de I'équation aux dérivées partielles suivante :
;3+a%+%b :(2 b2%71+ %1 . (119)

En renplacant les expressions~t: b(t,Yt)% et = M:(—YQ dans les relations
t

Wt“‘5 w* ~tt d th'é W{ .t , on obtient les équations suivantes sous la probabilité

Q:
dX = X, Y¢ dWEC (120)
et
dY, = [a(t,Y) - ¢ b(t,Y)] dt + b(t,Y;) dWA?
= a(t Yy - bat, Yt) I,o|t + b(t,¥}) dwW;"° (121)
pour ! = 0.

En utilisant les équations (120) et (121), Hed®laten et Schweizer (2001) parviennent a
I’équation aux dérivées partielles suivante :
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T a JoC 1., 2~2C 1 ~2C_
= + _@l(t,Yt) - bAt,YY) E'2757 + > X Ys ~ +§ b2(t,Y;) ~z - 0 (122)

ou la condition terimale s’écrit C(T,X%,Yr) = max(Sr-K,0).

L'application du théorémde Feynman-Kac nontre que la solution de I'équation (122) est
C(t%,Y:) = EYmaxX; K,0)|F ] pour r=0. (123)

Elle correspond au prix de I'option d’achat sucteirs X déterimé a partir de la stratégie de
réduction de la variance du risque résid@nmme nous avons pu le constater lors de la
présentation du odéle de Black et Scholes (Gnnexe), les équations aux dérivées partielles
sont tres difficiles a résoudre. Face a ce gdarprobléme, on fait plutét appel auxdthodes

de résolution nudrique, notamment a celle deslifférences finies qui sera abordée au cours
du chapitre 4. Dans le cas présent, la fdation (122) qui est de dension deux est

codteuse en teps de calcul. Copiétéedu calcul du prix de arché du risquét , elle devient

alors tres difficile a résoudre. Une refaration par un changeent de I'espace des variables

s’avere nécessaire. Il existe cependant une techniquef@nirde contourner ces difficultés.

Au lieu de chercher a calculgrpour valoriser les produits dérivés, il est possible

d’employer le calibrage ou [l'étalonnageu( dit encore le "mrk-to-market") afn de
déterniner les paramtres non observablespartir des données duanché. Dans notre cas,
cette technique va consister a rechercher lesirgabtiu prix de rarché du risque de aniere a
minimiser la sorme des écarts au carré entrepkéx donné par le wdele d’évaluation et le
prix observeé sur le anché. Cette proposition aétaite par Pirrong et Jeakyan (2001) pour
évaluer les options sur I'électricité et surclanat. Une autre approche encore pluspim
pour évaluer les dérivés clatiques est d’'induire directamnt les probabilités antingales ou
neutres au risque a partir des observataungrarché. Ces deux approches par lerk¥to-
market seront étudiées ci-apres. L'utilisationadlibrage est particuliéreant préconisée dans
le cas des contrats liquides qui s’échangent avelaur juste (ou "fair price"), c’est a dire a
un prix qui n'est défavorable ni pour le vendeni pour l'acheteur, car les intervenants
trouvent facilerant pour ces contrats une contrafintéressée. Ce prix qui a été farmmn

tenant comte de I'enserble des inbrmations disponibles renseigne alors sur la valeur
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intrinseque des contrats. En présence d'illiquidiié le narché, le prix coté des produits ne
correspond pas a la valeur juste car les interisngont souvent contraints de réaliser leur
opération a un prix tres différent du prqu’ils avaient espéré c@te tenu du ranque
d’acheteurs et de vendeurs. Par conséqguestprix, sur ce type de arché, constituent
généralerant des estirateurs biaisés de la valeintrinséque. Il est recamandé dans ce cas
de pratiquer le "mrk-to-nodel”, c’est a direde ne pas caler le ouele d’évaluation par
rapport aux inforrations fournies par le aché, au risque d’obtenir un prix esénqui
s’écarte de la valeur intrinseque. Guennousl’avons nentionné auparavant, laagorité des
dérivés climatiques ne sont pas encore suffiggent liquides. Pour cette raison, nousitons
notre pratique du calibrage aux contratenmels sur la teperature (plus précisémt sur
I'accunulation des degrés-jours) des villes de Chicago, de Cincinnati et de New York, qui
sont les plus négociés sur le CME et gont considérés came étant liquides (voir
VanderMarck (2003) et Jewson (2004)). des, nous nous bornons a la période 2004 a 2005
qui a connu une envolée du volardes transdons (en norare et en valeur) des produits

dérivés clinatiques.

Lors de la nise en ceuvre de laéhode d’évaluation en I'absence d’arbitrage et aussi
des nodéles de valorisation actuarielle etgidibre général de Lucas (1978), il nous faudra
prendre en copte deux obstaclesl'absenced’une expression explicite pour le prix des
dérivés climatiques et le déiit de cotations pour les options cdlitiques (sur indice
météorologique et non pas sur futures) carsele sont négociées que de gré a gré. Le
premer implique que le prix devra étre caléuinumériquenent tandis que le second induit
gue la valeur des options cliques ne pourrpas étre déterimée par le calibrage a partir
des prix cotés des options chtiques. La dficulté a trouver uneofmulation exacte pour
I'espérance du prix des contrats ditigques réide dans le fait que I'indice ét@orologique
étudié ici repose sur I'accusation des degrés-jouré”. Les expressions du "degré-jour
chauffe” ou HDD (Heating Degree Day) et degré-jour refroidisseamt ou CDD (Cooling

Degree Day) pour un jour j se présentent dadarf suivante :

@9 EuronextLiffe cotit les contats sur b températire noyenne journakre etnon pas sures degrés-jours.
1 leois ijin -I-jmax

mois |1 2
Nmds désgne k nonbre de jours candares du nois (Marteau,Carle, FourneauxHolz et Moréno (2004)).Fin
sepenbre 2003, Euroneitiffe a retré dela cofation les contats climatiques sue a un nanque d'ntérétde b
partdes nvestsseurs.

L'i ndice mensueldes empéraures noyennes journaéres éait défini par M = 100 ou
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HDD, = max(65°F - T,0) et CDD= max(T;- 65°F,0) (124)

ou 65° Fahrenheit correspond a la valeur déreéce de l'industrie énergétique aux Etats-
Tmin 4 M .
Unis, T = —1—21— renvoie a la tepérature myenne journaliere, ;T" et T'* sont

respectiverant la terpérature rmimale et maximale de la journée.

L'indice de tenpérature est alors fornpa I'accunulation des HDD pour chacun deis
allant d’octobre a avril et par 'accwation des CDD pour chacun degisicouvrant rai a
septerbre. Il apparait de la sorte :

n
|

max(65 - T;,0) durant la période froide (125)

1" =
tm )
=1
et
n
Ic =1
tm

max(T;- 65,0) durant la période chaude (126)

=1

ou n représente le ndme total de jours du ais du calendrier (pour les contratemsuels) et

tm la date de mturité du contrat.

Pour avoir une idée concrete du probdgmsé pacette construction de l'indice, calculons la
valeur de l'option climtique d’achat sur l'indice des HDD culés par I'approche esure

martingale. En reprenant lesémes notations que précédarent, nous écrivons :

C(tl) = /€Y E?[ max (I'- K,0) |F¢] = /m? g (- K) fo(x) dx (127)

ou I[Hm qui s’exprime sous une probabilité Q constitue I'acelation des degrés-jours chauffe

sur les n jours du ais considéré,/ correspond a la valeur attribuée a un degré-jour, r est le

taux d’intérét corposé instantané, K est le prix d’exercice é{k) désigne une fonction de

densité de probabilité¢ Q de la varialle |

Remarquons que ce prix est siaire a celui dune option asiatique (ou option sur layanne
des cours du sous-jacent) :
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a . o
Clt I = /6 B max @'31 HDD; - K, 0, iy, (128)
= 4

a n
@ Cf)=/etmE? »n umax 2 | HDD 1
| @ j:l n

i 0
K, 01 | Ft , (129)
Le degré-jour chafé, qui n'est jamis négadf, peut étre mdélisé a l'aide du Bme
mouvenent brownien géomtrique que celui@hné par I'équation (101). Dans ces conditions,

il n’est pas possible de préciser la foncti8(x)‘ car la distribution d’'une some arithmétique

d’éléments suivant une loi lognoaie reste ace jour inconnue. Par conséguent, on ne peut

pas trouver une forenanalytique pour le prix.

2.1.3.2 Evaluation par le mark-to-market

Pour nous soustraire, d’'une part, au chiinne nesure nartingale parmplusieurs et,
d’autre part, a I'inplémentation dificile des pix sous l'une de ces eaures, nous avons
évoqué le principe du ark-to-market ou techique d’étalonnage pour inférer une probabilité
neutre au risque ou un prix denché du risqueé partir des cotations des dérivés dliilgues.
Une présentation détaillée de l&hode seraapportée ici. Nous comengons par exposer
I'approche la plus siple a nettre en ceuvre aavoir l'inférence d’une distribution neutre au

risque.

Extraction d’'une densité neutre au risque

Le prix a linstant t de l'option clitique d’achat sur I'indice des HDD cuis est

défini par :
C(tl) = /e E? max (I'- K,0) |F¢] = /&m? g (K fo(x) dx (130)

ou fQ(x) représente unefction de densité de probabilité neutre au risque de la varﬁn'gble I
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Dans le cas des dérivés ciitiques, il existeplusieurs distributions neutres au risq%e f

possibles. Nous pouvons en sélectionner unelepaalibrage, c’'est a dire en estim les
valeurs qui composent f, de nmaniere a réduire les écarts entre le prix donné parodela

d’évaluation ci-dessus et le prix observé sunéeché. Cette recherche passe par la résolution

du probléne d’optimisation suivant :

. N H m 2
l\/flln | c@l,) C (131)
t'1
Q

ou " se réére au prix observeé de I'option clatique sur le mrché a la date t.

Une fois obtenues les valeurs optfas de(g , NOUS pouvons ensuite Nous en servir pour

valoriser ces m@mes options ou les contrats gen sont proches. Cane nous I'avons fait
remarqué auparavant, il n’existe pas de cotatipaar les options cliatiques. Pour résoudre
ce problere, nous proposons d'utiliser les prix observés des contrats & teimatiques
négociés sur le CME. Pour le contrat a terciimatique sur I'indice des HDD cuntes, sa

valeur théorique en I'absence d’arbitrage a la date t est donnée par :

F(LE) = TESL I IR = 1 g X fy(x) dx. (132)

Ce prix découle de I'expression de Cft,pour laquelle on a ads que C(t,) était nul
puisque le contrat a teann’exige le paiemnt d’aucune prire lors de sa conclusion. La
valeur F(t,]') représente alors le prix d’exercice K convenu a l'instant t pour la transaction qui
aura lieu a la date d’échéange Nous voyons que C(f) et F(t,[') possédent une éme
distribution neutre au risque cpte tenu dufait qu’ils reposent sur le @me indice de
température. Par conséquent, nous pouvonsuévales options clistiques a l'aide des
probabilités issues des prix des contrats adectimatiques basés sur un indice gaine ou

étroitenent lié au sous-jacent des options.
Pour I'extraction d’'une densité neutre aisque, nous suggérons laétmode de

Jackwerth et Rubinstein (1996) qui ne nécegstela stipulation d’une forespécifique pour

fQ . Nous avons vu gu'’il n’était pas possiblepdéciser la densité de probabilité de I'indice de
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tenmpérature car ce dernier était établi & patér’accunulation des degrés-jours. Breeden et
Litzenberger (1978) et Ait-Sahalia et I(2000) enploient une rdthode d’inférence non

parang&trique pour déteriner la distribution risque-neutre qui résulte du calcul suivant :

_ .t 2C(,S
fo(S,,) = e'tm? —ELS) (133)

ou §, est le cours du sous-jacent a la date deumte t, C(t,S) correspond au prix de

I'option sur S a l'instant t et K est le prix d’exercice.

Bien que cette Bthode ne d&sse aucune sppsition concernant la distribution neutre au
risque, nous ne pouvons pas l'utiliser car ebepeut s’appliquer qu’aux options. Lathode

de Jackwerth et Rubinstein (1996) reposelawonstruction d’une arborescence pour le prix
du sous-jacent come dans le cas du adele bhomal de Cox, Ross et Rubinstein (1979).
Nous la nedifions en perrattant aux trajectoés du cours d’étre sutées a partir de la
technique de Monte-Carlo et ceci afin de yumiu considérer des processus plus plaxes

hY

pour le sous-jacent. La procédure d'inférence va consister a générer N parcours pour la
temmpérature myenne journaliere ;T pour i = 1,...,N sur une période de frdonnée. Pour
chacun de ces tirs, on construira I'indice degrés-jours cuntés sur les n jours du ors

étudié. Les probabilités neutres au risgsent estirdes en résolvant le program

d’optimisation suivant :

N 2 N

M g H m 2 - 2 N2
Min ETILIF] R T Ir maxQ, fo)* . (fo) (1'r’>4)
fooota " eh ~ 1 i1 ' i1
Qi
§ ? g\ 2 N N
| = I T 2 "2
ce Mln o @' It o . F . '©'1fQ’i 11 rilmax@, for) 'il(fQ’i) (135)
QI
ou
l:q,i: ! HDD;; = : max(65-Tji,O) pouri=1,....N et t, (136)

85



foi 2o f

fQ,i | ﬂTfl

QL | -2+

oit 2o avec &0:

0, (137)

Q,i+1 1:Q,N+1 =

fQ’i représente une probabilité Q de I’indicﬁ'ﬂeil, F' se rapporte au prix coté a la date t du

contrat a terra climatique, . est un paragire de régularisation,ij'l'désigne la tepérature

. s . , . . " 2
moyenne journaliére pour le jour j dwrs et pour le tir i etﬁrm = (Tj i-Tj_1 ) -
Lorsque la valeur donnée .gest petite, I'algorithra d’optimisation privilégie la réduction des
écarts entre le prix théorique et le prix observé tandis qu’'une valeur éleveékirddte a
N
respecter davantage les contraint}eéQi =1, fQi t0 i et de nnimisation de la some
i=1
des dérivées secondé('?sI &u carré. Cette derniére joue un roleamant ici car le notore N
d’'inconnues est supérieur au nam M d’équatios. En général, il faut simer un nontre
largenent supérieur a 500 trajectoires pour abtene bonne approxiation de I'espérance
du prix théorique alors que I'on dispose d’une taere de cotations pour leams consideére.
Ce genre de syst@amd’équations adet en général une uititude de solutions. Ildut par
conséquent "ajouter de I'infomtion” pour obtenir une solution unique. Par cette derniere
contrainte, on précise que la courbe de distribution souhaitée doit étf&isse

Soulignons que le problesrd’optimisation porte sur la siaition de la terpérature
moyenne journaliere et non pas sur celle oelite des degrés-jours culés et ceci pour une
guestion d’estiration. Afin de pouvoir généramn enserble de tirs relativerent fidele au
comportenent de la variable observée, dst nécessaire d’estan avec précision les
coeficients du mdele adopté pour cette nable. Or, il n'est pas possible d'utiliser, pour
cette estiration, 'intégralité des données relasvaux degrés-jours car elles sont pogges
de valeurs nulles concernant les HDD pendanpddode chaude au cours de laquelle la
température est au-dessus des 65°F et elleséggales a zéro pour les CDD durant la saison
froide. C’est pourquoi, on choisit le plus souvent de travailler avec lgétatare nayenne

journaliere.

@D La courbure d’une courbe déerpar équaton y = f(x) estdonnée par (x) = (17% §|f "(X)|

N "

lorsque f(x) est mtit. L'expressim : (nyi)2 représerd donc une resure de d courbure totale. La
il

minimisaton de cde expressin sgnifie abrs ka minimisaton de & courbure ¢tale de B(x).
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Nous pouvons aussi chercher a déduire une densité risque-neutrposanina cette
derniere d'étre la plus proche possible dedistribution réelle, c’est a dire en réduisant
I'entropie relative de la probabilité Q par rapparia probabilité historique P de I'actibus-
jacent. Ce critere a été considéré par plusieauteurs pour l'inférence de laesuare
martingale lorsque le arché est comlet (voir Stutzer (1996), Jackwerth et Rubinstein
(1996), Avellaneda, Buff, Friedam, Grandecham Kruk et Newnan (2001)). Le programe

d’optimisation estdrmulé de la naniére suivante :

M N g -

Min | EYQI"|E] F"° .1 f In-9% (138)
I tL e, 1Tt t

fQ,i t' i1 dri 2

Nous avons vu que cetteesure nartingale coincidait avec la aximisation de ladnction

d’utilité de type exponentiel. En cquawrant lesdistributions extraites de laimmisation de

I'entropie relative et des autres critéres tels que celui du plus prpctf%,i fo)’/f,, etdela
1

différence absolue} ‘f fo, ‘ , Jackwerth et Rubinstein (1996pnirent que les courbes ne

Qi
sont pas suffisament lisses. lls font égaleemt renarquer qu’une linte de ces criteres est
qu'ils requierent la déifition des valeurs.f afin que le rapprocheemt avec les probabilités
fQi puisse s'diectuer, alors qu’elles sont inusiléorsque I'on dit appel a la rmimisation de

la courbure totale. En raison de ces incormss, nous ne détemnerons pas les probabilités

neutres au risque a I'aide de la distance de Kullback-Leibler.

Extraction d’un prix de marché du risque

Au cours de I'énoncé du théoreme Girsaov, nous avions souligné que le pagam
représentait le prix dearché du risque. Ce paratre est nul lorsque le arché est complet.
On a alors p = r lorsque I'espérance est calculée par rapport a la distribution risque-neutre.

Soit le prix X d’un actifrégit par I'équation dfErentielle stochastiqu%z(—‘: pudt + dW; sous
t

la probabilité P, pour :}Llr =0 nous avons Y =r , e W, d%f‘ =r dt + WP sous la
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probabilitéQ. Lorsque le rarché est complet, il suffit donc de remplacer p par le taux

d’intérét sans risque r pour obtenir 'équation sous la probabilité équivalente.

La situation est différente quand leanché est incomlet. Le vendeur ne peut plus
former un porteduille sans risque. En conséqueneeprix de narché du risque est dans ce

cas non nul. Nous avons don(;p;lr z0, W=W,+ t dX‘ =(u- Ddt+ IWR =

r dt + ®W2 Nous ne pouvons plus substituer pu par r pour trouver I'équation sous la
probabilité risque-neutre. llafit déternmer la conposante 1 pour la déduire de p afin
d’obtenir le taux sans risque r. Com nousl’avons déja rentionné, une msure nartingale

Q est caractérisée par la dérivée de Radon-Nikadiyi® par rapport & P et notasent par le

prix de narché du risque. Par conséquent, il existe autant de prix @eche du risque qu’il

y a de nesures rartingales®® possibles lorsque le arché est incomlet. Nous pouvons
observer que les préférences de l'agent jousntrble ici dans I'évaluation des dérivés
puisqu’il faut considérer le prix de arché du risque, qui est lié a la stratégie de peuriks
adoptée par I'agent. Afin de contourner le calcul deous avons précisé qu'il était possible

de I'estiner a partir des données derohé en utilisant la technique d’étalonnage.

Pirrong et Jermkyan (2001) I'ont appliguéour évaluer les contrats sur I'électricité
pour lesquels le anché est incomplet, car I'électrcité n’est pas un bien stockable. En outre, le
prix de I'électricité subit d’irportantes liictudions liées a I'évolution de la damde. Il peut
d’un jour a l'autre passer de 20 a plus de 100 dollars pgawatt heure. Une augmtation
brutale et inattendue de la damde a souvent pour effet un approvisioneenforcé sur les
marchés de la part des cpagnies d'énagie afin de répondre aussitdt a la dede.
Généralerant, le prix pour lequel elles réalideleur opération est éleve. Le supp&iinde

colt est alors répercuté sur leur tarif. Ppuendre en copte les sursauts du prix de

2 pour b mesure nartingak appeée "mnimal enropy martingak measure" que nous rwts Q , Henderson

(2002) donne’kxpressin suvane de h dérivée de Rdon-Nkodym deQ par rapporta P. En Rprenantles
mémes processus X et Yueceuxutiliséspourla mesuremartingale "variance optiad martingale neasure", on
a:
2
dQ — § H(SYS) 1_ T " A 17T aﬁ(S;Ys) . ~2 0, .
=ex dws - awg - = + S
dP p@%s 1&5521])-(@\(5151211

. 3 _ §1 T gBSY)
ou b(t,Yt)~Y et J(t,Y)=-log ngp o2 1 OV, ds i>pour 0dt dT.
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I'électricité, un processus a sauts est le plus souvent considéré. Son utilisation rend,
cependant, le calcul des prix des dérivés plusplexe, car on se retrouve en présence de
deux sources d'aléas qui ne peuvent étrevedes par une stratégie de paatelie
autofinancée, l'une étant liee a la variation churs de I'électricité et l'autre aux sauts
éventuels du cours. Cette restriction a incigddeteurs a ne pas exaer la nodélisation du
prix de I'électricité. Pour ceaire, ils ont éns I'hypothese selon laquelle la valeur C de I'actif
contingent était dépendante de la dede d’électricité get du prix fdu contrat a termsur le
fuel, c'est a dire que I'on a C(t,fj). La valeur du contrat sur I'électricité peut ainsi étre
déterninée a partir de ces deux seuls processus dont Ipoctament n’est pas discontinu.
Conmme la variable de deamde ne représenfgas un actif négocié sur learnhé, les auteurs
ont cherché alors a estemle prix de rarché du risque lié a cette variable par le calibrage.
lIs supposent qu'il estohction a la éis de la derande d’électricité get du terps t et le
notent (t,q). Pour extraire, a partir des donnéespamngtre évoluant selon deux variables,
ils proposent d’exprimer le prix des dérivésur I'électricité comme étant la solution d’'une
equation aux dérivées partielles qui sera ltes@ l'aide de la @hode nurgrique des
différences fiies®. Par cette procédure, il est siede trouver les valeurs de toute grandeur
dépendante de plusieurs variables. Toutefoiss ph ajoute de variables et plus le perde
calcul est long puisque le nbne de valeurs a déteimer en chacun des nceuds aegie
avec l'accroisseent des points du aillage. De pus, il est a signaler que le nbre de points
sur la grille est en général déjapartant au départ car il est souhaitable de travailler avec un
quadrillage in de ficon a gagner en prédni pour les approxiations. Le prix estiré
C(t,q.f)) pour les réalisations de et f a la date t est ensuite cpané au prix observé sur le
marché, afin de déduire la valeur du prix derché du risque. Les auteurs suggerent de
I'inf érer a partir des prix disponibles des catdg a terra sur I'électricité et de l'utiliser
ensuite pour évaluer les options sur I'électricité. lls propaseiime d’adopter une déanche

similaire pour valoriser les options clatiques.

Dans notre cas, il faut tenir cpie d’'un prixde marché du risque associé a I'indice de
tenmpérature et plus précisémt attaché a la tepérature myenne journaliére, puisque pour
une question d'estiation évoquée auparavant, il est préble de travailler avec la

@3 | a méthode consiste a définitabord une grille finie deoints.Parexenple ici, le naillage est constitué

par M uK uP ponts des varbles t, ¢ et f ou M correspond au ndone de paits pour tK a celideg, et P a
celui de f. On approche endmiles dérvées de’'Equaton a I'aide du dévalppenent de Tayor pus on regroupe
les rmes pour faie appardie un schém de résoltion. A parir de ce schém on déermine les vakurs
discrétes dla quantité C(t,q,f;) pour chacun des nceuds de la grille. N@mwendrons plus en détail sur cette
approchedrs du chapre 4.
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température plutdét qu’avec l'indice. Supposogse cette variable, qui peut prendre des

valeurs négatives, suit leamvenent brownien arithrétique suivant :
dTi=pdt + 1dW; avec §=0. (139)

Nous verrons au cours du chapitre 3 que lepmtament de la terpérature est en réalité plus
conmplexe que cela. Pour linstant, cetteoadisation nous peret de présenter deamére
simple le principe de la valorisation enabsence d’arbitrage. Nous avons vu que cette
méthode d’évaluation nécessitait le passage dagssus de prix de I'actif sous-jacent défini
sous la probabilité P a un processus expramusune probabilité risque-neutre. En invoquant
le théoréna de Girsanov, le processus dmpérature sous une probabilité Q est gouverné par

I’équation suivante :
dTi= (u- 1)dt+ 1dWP avec §=0. (140)

Rappelons que le prix du contrat a teralimatique sur I'indice des HDD cuités s’écrit a la

date t come suit :
FE Tl = /B[ | F] (141)
ou I'= % max(65-Ts,0) dscorrespond ici a I'écriture de I'indice en tpsrcontinu.

Selon le théoremde Feynman-Kac, ce prixconstitue I'unique solution de I'équation aux

dérivées partielles suivante (sous lesare Q) :

F

=+ L 1)+ Y= B me(65-T0) = = (142)

avec la condition termale F(t, T; II') = /Ii'. Cette relation vient de I'application du e

d'It6 multidimensionnel & ladnction F(t, T11"). ¢%

@9 Dans & cas du calul du prk de marchédu risquede | mesure "ninimal entopy martingake measure" ou
"variance optimal martingak measure", on aurgét€ anené a résoudre une éqoat aux dénées partlles de
dimension trais canstituée @s variables |{* , T etdu cours e I'actif de substitution corrélé a Tce qui aurait exigé

un emps de catul extrénmenmentlong.

90



Une fois estir le processus de tparature, lsseule inconnue de cette équation est le prix de
marché du risque,, lié a la terpérature. Nous allons utiliser le prognasend’optimisation
proposé par Pirrong et Jeskyan (2001) pour dérmner ce paragtre. Dans le rdme esprit
gue ces auteurs, nous supposons qu'il dépendtanément de deux variables qui sont le
niveau de la teperature et le teps. Cette hypothése peut étre judefpar la constatation
faite par Cao et \& (2004) selon laquelle en hiyda tenpérature est plus variable qu’en été.
Le prix de narché du risque devrait donc étreiplélevé durant la saison froide que lors de la
saison chaude. Dans ces conditions, le probléfoptimisation s’exprine de la facon

suivante :
2 ~ 2

M 2 a -ty +f ™~ o
Min ' FET,M F"° + . & -+ & dTdt (143)
R M 't t iki Hff OT: ©t 1 1;4

ou F(t,T.1") est le prix théorique du contrat a termlimatique qui est obtenu en résolvant
I'équation (142), F représente le prix coté sur learché a la date t et désigne le term

régulateur.

La régularisation est a nouveau nécessaire ici car nous nous retrouvons face a un system
d’équations qui coporte une infinité de dotions. Le norbre d’'inconnues est supérieur au
nonbre d’équations. En effet, pour chagiete t, on ne dispose que d’'une observatidn F
alors que nous devons trouver plusieurs valeurs popuisque nous avons supposé que le
parangtre était dépendant de t et de En nous rérant & la grille de la éthode des
différences finies, nous devons en fait calculpour I'enserble des points de la variable T a

un instant précis t ce qui génere un bogimportant d'inconnues pour chaque date t.

Plusieurs cotinaisons de (t,T;) peuvent alors résoudre fanction objectif (appelée aussi
M

fonction critere ou perte):l FT,) F" ® . Afin de dégager une seule possibilité,aiitf
t

ajouter des contraintes au probdioptimisation, en I'occurrence ici on précise a l'aide des
dérivées premres que cette cdmmaison doitformer une courbe réguliere. Dans le cas
présent, I'ajout de cette contrainte allong@sidérablerant le tenps de calcul qui est déja
tres long comte tenu de la diension deux de I'équation aux dérivées partielles.
L'augmentation du tems de calcul s’explique par l'introduction d’étapes supglétaires

dans l'algorithne d’optimisation. En diet, ensuivant la procédure proposée par Lagnado et
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Osher (1997), nous exprans I'équation (143) s la forne d’une intégrale afin de pouvoir

utiliser le calcul variationnéf®. Le prograrme se présente alors de lamiere suivante :

NGARAVE Fm) o «%1 %Tl SdTdt . (144)

(tTt) Ht H]l

2 2 & 2
Posons L =(F(t,Tel{) - A") + . ?%?ﬁ %T; (;7;1

dessus s'il verie la condition d’optiralité suivante appelée équation Euler-Lagrange :

(t,T) minimise la fonction critere ci-

d_dTNLT+thTIt-%:o (145)
ou
r= === (146)
T2 T2 et £ E2(FAT-R) L. (147)
D’ou
. ‘1&1 %?w (FLTI -F) = =0 (148)

@ gdt une intégrale J @ la forme J = F(t,y,y) dt ou y {%% alors J a un ex¢nmum si I’ équaion diférenielle

Euler-Lagange est satisfaite Q Sw - ;; =0.Sionay :—:% , I'équaton deventalors :i %f i

i
dt oy dx 3

y
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ou F(t,T,I") et ;F sont obtenus en résolvant I'équation aux dérivées partielles (142).

Comme le soulignent Chiarella, Craddock et-Hhssan (2000), la résolution de I'équation
Euler-Lagrange passe par trois grandes étapes. Transposée a notre situatiorgra poeie
sur le calcul de~E aprés avoir défini les valeurs initiales pourla seconde déteinme

W(t,Ty) = (F(t,Tt,I{*) - F{“) ;F et enfin la troisiem fournit les valeurs de qui proviennent de

la relation . & "+ & - ° = W(L.T). Afin de réduire | de calcul hoisi
arelation .« + &5 p= (t,Ty). Afin de réduire le teps de calcul, nous avons choisi

de ne pas eployer la régularisatioen posant I'hypothése selon laquella’est plus souts

gu'a la variable t. En dépit de cette hypéde, le programe d’optimisation conporte
toujours plus d’'inconnues que d’équations learprix du narché ne sont cotés que pendant
les jours ouvrés alors quét) doit étre déhi pour tous les pots de la variable t sur la grille

de la nethode des différences finies. Pourpas recourir & la régularisation, nous supposons
gue les prix durant les jours non ouvrés demnt identiques au dernier prix coté ce qui nous
permet d’avoir autant d’inconnues que d’étjoas et donc d’obtenir un seul endsende
solutions pour (t). Nous retiendrons cette approche au cours du chapitre 4 afin d’extraire les

prix de marché du risque.

A travers cette section, nous avons pu nougndre compte de toute la complexité
de la méthode de valorisation en I'absenadarbitrage notamment lorsque le marché est
incomplet. Nous avons pu également obsesw qu’elle était restreinte aux dérivés
climatiques pour lesquels on disposait des daoées de prix afin de pouvoir pratiquer le
calibrage. Les cotations sont également né&saires pour le calcul des valeurs des
contrats a l'aide des mesures "minimal entropy martingale measure" et "variance
optimal martingale measure" afin d’'estimer les paramétres du processus de prix de
I'actif de substitution qui est corrélé a lavariable climatique non négociée sur le marché
financier. En outre, lI'inférence d’'une distribution risque-neutre et des prix de marché
du risque requiére la liquidité des contratsa terme climatiques cotés. Par conséquent,
cette méthode de valorisation n’est applicableour I'instant qu'aux dérivés climatiques
sur la température qui sont les plus négoc#sur le marché. Face a la difficulté a créer

un parfait portefeuille de duplication sur la base des contrats a terme climatiques qui ne
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sont en majorité pas suffisamment liquides,des auteurs tels que Brix, Jeson et
Ziehmann (2002) et Augros et Moréno 2002) ont proposé d'évaluer les dérivés
climatiques a l'aide de la méthode dite daarielle. Les principaux atouts de cette
méthode que nous allons exposer dans la sugient sa simplicité de mise en ceuvre et son
application a tout type de dérivé climatiquequ’il soit liquide ou non, qu’il possede ou

non des cotations et qu’il ait ou non un actif de substitution.

2.2 MODELE D’EVALUATION ACTUARIELLE

La méthode actuarielle évalue les produitdrivés comme étant I'espérance actualisée
du paienent futur de ces produits, définie solas probabilité réelle et non équivalente de
I'actif sous-jacent et a laquelle s’ajoute une pensation actualisée pour le risque supporté
par le vendeur du contrat. Les prix actuarigé I'option d’achat et du contrat a terrsur

I'indice des HDD curulés s’exprinent alors au teps t :

CAL, Tl = /€™ (E[ payoff [Fe ]+ bayr) (149)
et

FAT = /(ELI IR+ 4) (150)

ou payoff = nax(l{jn- K,0), K représente le niveau d’exercidegonne la valeur d’'un degré-
jour, r est le taux d'intérét sans risqug, dst la date d’échéance de l'option, E[F{]
correspond a l'opérateur d’espéranceirméf sousla probabilité réelle ou historique P et

conditionnelle aux irdrmationsF; disponibles a la date t, Laor €t 1+ se réferent a la
prime de risque ethaorr €t 1+ désignent respectiveamt la volatilité du paydfde I'option et

de l'indice des HDD cuniés.

Cette néthode repose sur la loi des granusrbres qui précise qu’en répétant un grand
nonmbre de fois une expérience, de fagcon pei@ante, on obtient une approaiion de plus

en plus fiable de la vraie valeur de I'esppice du phénoeme observe. L'espérance sous la
probabilité objective peut étre piementéede deux facons, soit en utilisant les données
historiques de la tepérature, soit enafsart appel a la technique de sitation de Monte-
Carlo. La preriere approche appelée "burnafysis" consiste a cuater sur une année les
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degrés-jours, a détemer ensuite le paybfdu dérivé pour cette année, puis a réitérer cette
opération pour les autres années. L’espérangeidulu dérivé clinatique correspond alors a
la moyenne des payfsfannuels. La second@@roche estdndée sur I'utilisation d’un wdéle
pour la terpérature afin de générer un enddande trajectoires. Pour chacune d’entre elles,
on construit la série des degrés-jours que #oounule sur la période de tgmm considérée.
L’indice des degrés-jours ainsi obtenu espkayeé pour calculer le payoff. L'espérance de la
valeur du dérivé climtique équivaut alors a laoyenne des payoffs issus de I'endbendes
tirs. En faisant abstraction ici des occasiorshitrage, I'inplémentation de cette @hode ne
pose aucune difficulté technique car il N’y a plus lieu a considérer asiwrennartingale en
particulier. Par ailleurs, les auteurs (Brix, Jewson et Zaginng2002), Jewson (2004), Augros
et Moréno (2002), Dischel (1999) et Plateh West (2004)) font tres peu ention de
I'estimation de la prira de risque qui est supgE®e soit nulle, soit égale a une valeur arbitraire.
Platen et Vést (2004) argumntent que cette pne de risque a tendance a se réduire lorsque
les conpagnies d’assurance se trouvent @nasion de concurrence et lorsqu’il existe un
systéne de réassurance. iAf de justifer le bien-bndé de ['utilisation de la éhode
actuarielle pour évaluer les dérivés dimues,Platen et Vst (2004) ont défini un cadre
théorique qui unié les approches actuarieled en I'absence d’arbitrage. llsomtrent, a
travers ce cadre d’analyse, que l'usage dedthode actuarielle dans le cas des dérivées
climatiques se jusiié par le &t que I'indice de terpérature est indépendant du postgfie

dit de croissance optiate ou "growth optiral portfolio" (GOP) dont le poids des actifs qui

le conposent fornent une stratégie autofinancéeximisant I'accroisseent espéré de sa

valeur. On a:

sup E(In(h+) | Fy) (151)

E
ou hs = V\‘;QE a la date t+1, V= (Vi correspond au processus de valeur du peuites
t

constitué par les proportion&( & .., @ des d actifs.

Ce porteéuille est a la base du lien quiitutes deux ngthodologies. Utilisé en tant que
numeraire, il permt de changer les processus de prix artingales sous la probabilité réelle
P lorsqu’ils sont exprigs en unités du GOP. Sdit le payoff suivant d’'une option libellé en
unités du GOP a la date T,
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T = VE (152)
le prix de I'option en terms de GOP a I'instant t est alors donné par :
T =ECTIR) . (153)
En valeur, il sS’exprire de la sorte :
CtT)=VE(T|F). (154)
En introduisant la dérivée de Radon-Nikodgaus la forma suivanté®® :
dQ_ S (155)

ou S désigne le cours de l'actif qui représentan actif sans risque, Platen ees¥/(2004)

déduisent que le prix de I'option peut s’écrire de &migre suivante :

_wp 85 Hr o
C(t!T) - S)E ©V'I(':E S?— |Ft 1 (156)

@0 | avaleur V %du portefelille et leprix S de lacif sans sque suientles équabns swanes (vor Bajeux-

Besnanou etPorait (2002)) :

(3
dVV@=(r+58)dt+ AW ce thzexp[:ﬂ;(Hl/zs 5)ds+ g 'dW]
et

dgs.;=rdt

ou r représentle taux sansrisqueinstanné, 5 5exprime la norne eucldienne du veaur des prx de marché
du risque , ' est la transposée du vecteuet W constitue le vecteur desouvenents browniens standards
assaiés ax d+1 actifs du portefedlle de craissarce @timale. Enconséquence, o obtient

0
d&:i: _eT 1 A
Vi exp[ % 1, 5 B ds 9 dW].
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eI (157)

:S{’EQ% IFe . (158)

On reconnait ici le prix de I'option en 'absence d’arbitrage.

Si le paienent de I'option est indépendant de la valeur du peuidlE de croissance optate,

le prix de I'option s’exprire alors de ladcon suivante :

CLT) = VEES | Fi; E(Hr IF) (159)
e CtT)=P(T) EMH]|F) (160)

ou P(tT)= \[EE%L(H Ft; constitue le prix au teps t d’'ure obligation zéro-coupon, c’est a
T

dire qui ne distribue qu'un seul flux a I'échéance et dont la date d’échéance est T.

On constate que C(t,T) représente ici le piexla néthode actuarielle quand le chargsrn
pour le risque est supposé nul. Par la suitesoméférera a la représentation de la valeur
actuarielle sans la priende risque lorsque I'oévoquera le prix de la éhode actuarielle. En
approchant le portetiille de croissance optate par I'indice nondial MSCI (Morgan Stanley
Capital International), Platen et éat (2004) montrent que lindice de tepérature (de
Sydney) n’est pas corrélé au GOP et quecaldait, les dérivés cliatiques peuvent étre
évalués a l'aide du principe actuariel. Cetbmaiusion est toutefois réfutée par Cao e W
(2004) au travers du adele d’équilibre génétale Lucas (1978) ou adele d’évaluation des
actifs financiers éndé sur la consometion ("Consunption-Capital Asset Pricing Model" ou
C-CAPM). En nettant en évidence une coa#Bon signifcative entre la myenne des
températures de certaines villes @rncaines et la consonation totale des biens et services
aux Etats-Unis, Cao et &/ (2004) suggérenau contraire de ne pas évaluer les dérivés

climatiques par le biais de laéhode actuarielle. Exposons lemélenents théoriques du C-
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CAPM et analysons les argenis de Cao et & (2004).

2.3 MODELE D’EVALUATION DES ACT IFS FINANCIERS FONDE SUR LA
CONSOMMATION

Le modéle d’équilibre général de Luca®9{B) considere une éconandans laquelle un
agent représentatdhoisit la consomation et laquantité de titres risqués et sans risque de
facon a raximiser I'espérance de son utilité interfgorelle tout en respectant sa contrainte

budgétaire. Le probleeauquel est confronté I'agent s’écrit de lanmére suivante :

af o)
Max E«! 2‘U(C5|Fti>, o< <1 (161)
A

C2Q2Q% T2t

sous la contrainte qu#’
Cot PQ2+ P3Q3 d(P2D3)Q2am + P2Q%w + L2 (162)

ou U(...) exprine la nction d'utilité de l'indvidu, celle-ci est croissante et concave ce qui
se traduit par les conditions U>0 et U"&Y | C,correspond & la consomation réelle de
I'individu a la date 2 P,et P définissent respectiveent le prix de I'actifrisqué et le prix du
titre sans risque, Bdésigne les dividendes, & B donnent les quantités de l'actifqué et

du titre sans risque, £1 et 3 correspondent aux quantités détenues depuis M périodes, L
décrit le salaire de I'agent etreflete un facteur d’actualisation qui petae rendre copte

de la préférence de l'agent pour le préselarsque tend vers 0, l'individu valorise
davantage la consanation présente ce qui estoims le cas lorsque converge vers 1.

" Hansen eBingleton (1982) préseant le modék de Lucas (1978) dans un cagtas génératonprenantN
N N

acifsfinancers. Leur containte budgésire estformulée abrs de dsore: C,+ | BQ;, d : R Qj2m + Loavec

1
j=1 =L
R # (B 2*D; ) lorscue I'actif financier j est un titre risqué ol D; représerdles dividendes.

@® Dans & cas présenmous avons U'(5>0 et U"(C)<0 ol C déspne k niveau de & consormation. La
premiére condition signifie que I'utilitéaugnente lorsque la consanation croit tandis que la seconde évoque
I'idée sebn laguele une unié suppénentire du ben consmmeé apporera plus de sasfaction lorsquel’ agent
dispose d une petite quantité de ce benque lorsqu'il en possé@ une quantité importarte.
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Nous supposons que les ressources ne sont ppiiées et que de ce fait, celles-ci égalisent

les enplois. Nous avons donc :
Cot PR+ P Q% = (P#D3Q2m + P3Q% + Lo (163)
Les autres hypothéses dwaeéle sont les suivantes :

x linfluence de la mnnaie sur I'économ n’est pas prise en cate. Par conséquent,;C

P2 P3, Det Losont exprings en terres réels ;

X nous sormes en présence d’'une éconende dotation et non pas de production ;

X les biens de consanation ne sont pas durabldsa fonction d’utilité est séparable dans le
tenps, c’est a dire que son niveau dépeledla consommation actuelle rais pas de la

consonmation passée.

L’équilibre général est obtenu en cplgtant les équations du problerpar la condition

suivante dans le cas de I'agent représentatif

ou D représente le dividende de lactisqué. Elle signifie que l'individu consame
entierenent & chaque instant t le revenu decbnonie reflété par le dividende percu puisque

nous sormes dans une écondende dotation et non pas de production.

Les quantités optimles C, Q et &satisfont les conditions de pram ordre du
programme d’optimisation stipulé par les éqtions (161) et (163). Les conditions que

vérifient Q et @ s’écrivent :

a m UI(CH ) (P+ +D+ ) o _ - am UI!CH ) Y
BTy R wt @ RERGT gy RerDay o (69)
et
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i mut ® RTRC U Py (160)

ou M U—U(%l représente le taux arginal de substitution intertemorelle de la

consonmation ®. Ces deux équations sont souvent mé®s conditions d’Euler. Dans un

souci de clarté, nous avons placé la déstration des relations (165) et (166) en annexe.

Modélisons a présent les préférences dgdht représentatif en adoptant une fonction

d’utilité puissance de laofme suivante :

cre-1
UG = ‘1_3

(167)

ou 3 t0 défnit le coeficient constant d’aversion relative pour le risque. P8&0, nous

obtenons les propriétés usuelles deolacfion d’utilité (U>0 et U’<0). Le lecteur intéressé
pourra trouver en annexe la définition du flioeent constant d’aversion relative pour le
risque ainsi que I'explication des principaatouts de ladnction d'utilité puissance. En

utilisant cette dnction d’utilité, les restrictions d’Euler deviennent alors :

a -3 0
- M &t+M -
P=E «" oG 1 (Pe+m + Drem) 2 (168)
et
3 Com -3 0
P=E « §:‘—:' C 1 P Y (169)

On s’apercoit que les prix des astifnanciersapparaissant dans ceodele d’évaluation sont
liés aux décisions de consowion des individus.

Cao et Wi (2004) utilisent ces relations poéavaluer les dérivés cliaiques. Pour les

dérivés clinatiques sur I'indice des HDD cwiés dont la date d’expiration egt teur prix a

@9 Le taw marginal de substitution intertenporelle ce la cansommation C; a la consonmation G,y mesure le
suppkment de consommation immédiate qui conpense uneaéducion de & consonmation future de fagcona
conserver le méme niveaud  utilité.
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la date t s’exprira de la &con suivant&€? :

-3 o
™ max(l;y - K,0) |Fe» (170)
m Ya

‘0

1

a
f(t,Tt,lr) = |E « Y

B

pour I'option d’achat et
3 [0}

) S, (171)

a
P = 1B T el e IRy,

pour le contrat a teren

Ces prix peuvent se ramer a ceux de la @hodeactuarielle et en I'absence d’arbitrage si on
considére que le taux amginal de substitutin intertenporelle coincide avec leaéteur
d’esconpte stochastique (ou "stochastic discofatdtor”) qui désigne une variable aléatoire
ne pouvant prendre que des valeurs positives Ballh Lo et MacKinlay (1997)).
L'existence de ce facteur ptique I'absence dpportunités d’arbitrage sur leanahé. Il est
unique lorsque le anché est comlet. Conme nous avons supposé que la fonction d'utilité
était croissante, le tauxanginal de substitiion intertenporelle est donc bien positiNous

pouvons alors écrire que

My, = Cm?

m

(172)

B0

ol M, désigne le facteur d’escqte stochastique.

Par ailleurs, Cox, Ingersoll et Ross (1985) datrent que

©9  Davis (2001) parvient & une foutation sinilaire du prix de I'optiorclimatique en utilisant 'approche de la
, E

E[U(H,% )B]
V' (x)

ou I—IXC'Etm représerte la valeur du portefelille de I'agert a I'échéarte awec x désignant sa riclesse iitiale et (E

valeur marginale (ou "shadow pece") : p =

constituant la stratégie de portefeudlgtofinancéelJ’(...) est la dérivée dka fonction d'utilité, B est le payoff
de Ioption cimatique etV(x) = sup E[U(HXfEtm)]. L'approche ded valeur marginale consite & déerminer le prix
E

tel qu'une petite sanme / investie dans I'achat e I'option autenps 0n'a pas deffet sur 'utilité maximale de
l'agent & I'échéanceSat V(x) = sip E[U(ch’Etm)] dans ¢é cas ou’lagentn’achée pas loption etW(/x,p) =
E

W(OpX) - V(X _
~ ~1

sup E[U(HCE + //pB)] dans le cas a il achete I'option, le fix p est tel ge 0 (Davis
E

X- 1, tm
(1998)).
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_py U'(WE (o
(O U'(( V\/t?)) = g'tm) . (173)

ou W correspond a la richesse de I'agent a I'instant t et

;s _ ;S _ 2
s:expa 8U.S)-r L dw, % US) =T, 0

4 ous) M 24 owus) My, (174)

ou le processus de prix S d’un actif risqué suitdevenent brownien géo#trique suivant :

%§=u¢$db+ﬂﬁﬂww. (175)

Les auteurs supposent que l'agent investit toutecbesse dans lI'achat de l'actisqué a

chaque date t. On a ainsfWS t.
Si nous définissons la fonction de densité neutre au risque de la fagon suivante :

folt) = f(10) U ¢, (176)

ou fP(Ifr’ﬂ) est la densité de probabilité réelle et les prix donnés par les équations (170) et (171)

s’écrivent alors sous la probabilité Q de lanmre suivante :

f(t,Tt,H-l) = | | My, ma((ltt'ﬂ -K,0) |Ft ] a77)
} -3
=y o S ko) £t dif (78)
g S a0 e o
= /g & ma(f - K0) (1) dif) )
— / ﬂl)f e'r(tm-t) ma((“jn - K,O) fQ(I:—yln) dIE'n (180)
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= /e E¥ max(1- K,0) |F] (181)
et F(L LI = /EYI! |F ] avecr=0. (182)

Lorsque le coefficient3vaut zéro, nous observons que les prix deviennent identiques a ceux
de la nethode actuarielle. Cette situation suntiguand les prix sont indépendants du niveau
de la consommation, car le vendeur du titre edans ce cas neutre vis-a-vis du risque. La

prime de risque est donc nulle.

Cao et Vi (2004) nontrent que la consamation totale des biens et services aux Etats-
Unis est signitativenrent corrélée a la ayenne des teperatures des cing villes Atlanta,
Chicago, Dallas, New York et Philadelphi Richards, Manfredo et Sanders (2004)
parviennent a la &me conclusion en utilisant leonsonmation et la terpérature de la ville de
Fresno en Caldrnie. Ces auteurs détamant lasignificativité de la relation entre ces deux

variables en estiant I'équation suivante :
NCG=a+alnCi+u (183)

ola dl, p=+1-2 (+ ! Q+ 1Q+ ...+ Qn , ¢estun bruit blanc indépendant de la
perturbation @ , ! désigne le coefficient de corrélation entre la comsation et la

temmpérature et 1,..., mreprésentent les paratres des irpacts passés de la tpénature sur
la consormmation. Les perturbation§) @, ... sont approchées en utilisant les résidqussus

du nodele estim® pour la termpérature. Le résultat obtenu par Cao et \(2004) et par
Richards, Manfredo et Sanders (2004plioue que le coefficient constant d’aversion relative
pour le risque ne peut pas étre nul dans ledeasdérivés climtiques et que, par conséquent,
la méthode actuarielle n'apparait pas acceptable [gur valorisation. Suite a ce résultat, Cao
et Wei (2004) déternment la part occupée par la pende risque dans la valeur des options et
des contrats a temenclimatiques en coparant les prix lorsque le cdafient de corrélation
entre la terpérature et la consamation est suposé d’une part nul et d’autre part non nul. lls
indiquent que I'écart observé entre les deux pasespond a la priende risque car les prix

se décomposent de la @niére suivante (dans le cas du contrat aég¢rm
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FOTL)  _ E[My, I IR

COV(lE‘n ) Mt,tm) .
E[ M, | Ft] E[ Mt | Ft ]

E[ M, [Fe] 1

Ft T, = I / %[ I |F] + (184)
©

lorsqu’il existe une dépendance entre la comaation et la terpérature, autreemt on a
FLT 1) = TELI IR (185)

lIs révélent ainsi que la priende risque occupgne part inportante dans le prix des options
11,61% pour un paragtre d’aversion correspondant®® —40. Nous traiterons de I'estirtion

du coefficient constant d’aversion relative pderrisque au cours du chapitre 4, ce point
n'ayant pas encore été abordé par Cao et (@004) et par Richards, Manfredo et Sanders
(2004). Nous verrons que les données sur les ges contrats a temnclimatiques sont
nécessaires pour estmle pararétre d’aversion. De ce fait et sil@mrement a la ndthode en
I'absence d’arbitrage, le odéle d’équilibre général ne pesipas d’évaluer tout type de

contrat clinatique.

2.4 CONCLUSION

L’examen approfondi des trois éihodes d’évaluation rantre que ralgré des
fondenents théoriques différents, les prigrocurés sont liés entre eux. Leodele
d’évaluation en l'absence d'arbitrage détarenle prix de l'option a une date avant
I'expiration comme I'espérance conditionnelle du paiemhdu contrat a 'échéance, actualisée
et défnie sous une asure de probabilité risg-neutre ou martingale. Concreteent, lorsque
le marché est comlet, le prix est donné par larfule de Black et Scholes. Lorsque le
marché est incomplet, il existe plusieurs prix @sibles pour I'option. Il peut étre défini en
résolvant siraltanénent une équation aux dérivépartielles pour la valeur de I'option et une
autre équation aux dérivées partielles pouprie de narché du risque qui renvoie a une
mesure nartingale précise. Rappelons gu'il existe autant de prix ateh@ du risque qu’il y a

de nmesures de probabilité risque-neutre possibles lorsqueatehén est incoplet. Conpte

@D e coefficient constant d’avecsi relative pour le risque est négatif ici car @tVei (2004) utilisent la
1+3

fonction d utilité de la forme suvarte : U(G) =ﬁ.
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tenu de la difficulté a résoudre narguenent cet ensemle d’équations, il a été proposé
d’évaluer les dérivés cliatiques en estiant soit le prix de marché du risque soit la
distribution neutre au risque a partir des ixés des contrats a tegrsur les degrés-jours,

qui représentent les produits les plus négociés suariehé

La présentation du adele d’équilibre gémal nous a révelé un outil suppléntaire afin
de déterrmer les prix en I'absence d’arbitragélle consiste a calculer le tauxarginal de
substitution interteimorelle de la consometion oufacteur d’escoipte stochastique. Platen et
West (2004) ont nis en évidence un lien eatles néthodes actuarielle et en I'absence
d’arbitrage. L’'approche actuarielle valorise les produits dérivésatijores a l'aide des
probabilités historiques et non neutres agues de I'indice sous-jacent. Nous avons vu a
travers le mdéle d’équilibre général que cette ditane revenait a adetire que la prira de
risque était nulleOr Cao et W (2004) ont nontré quela conpensation pour le risque
endossé était non négligeable dans le cas des dérivégiglies. L'utilisation de la gthode
actuarielle s’avere alors discutable pour la vakiion des contrats clatiques. Les prix issus
de cette approche seront toutefois calculésostparés aux valeurs provenant des autres
modeles d’évaluation dans le chapitre 4. Poura®,fnous avons besoin deodéliser le
conmporterrent de la température. L'objetdu chapitre 3 consiste donc a analyser les

caractéristiques de la variable clitique.
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CHAPITRE 3

MODELISATION DU COMPORTEMENT DE LA TEMPERA-
TURE MOYENNE JOURNALIERE

Cao et Wi (1998) ont souligné les caradttiques suivantes de la tpérature myenne
journaliere: conportenment cyclique, saisonnalitdans la variance, propriété de retour a la
moyenne, caractéere autorégressif (un jowmuchsera suivi vraisdtablenent par un autre
jour chaud, idenpour un jour froid) et tendae haussiere due au réchauféatrde la planéte.
Plusieurs rodeles ont été proposés dans la littératuie de prendre en caote ces
caractéristiqgues. Nous débutons dans la se@&ibnpar la synthese de ce®drles. Nous
expliquons ensuite dans la section 3.2 deméthodes d’estiration, puis nous procédons a
I'estimation des paraétres des mdéles pour la tepérature des villes de Chicago, de
Cincinnati et de New York. Nous récapitulerons les résultats obtenus dans la section 3.3.

3.1 REVUE DE LA LITTERATURE

Le cadre en teps continu de la théorie finaiere a incité plusieurs auteurs a adopter un
processus d’Ornstein-Uhlenbeckimafle saisirla propriété de retour a laayenne de la
tenpérature (Alaton, Djehiche ettiiberger (2002) et Benth et SaltyBenth (2005)). De
maniére plus élaborée, le processus pigorporer des sauts et une volatilité ARCH
(AutoRegressive Conditional Heteroskedastic{typdele de Richards, Manfredo et Sanders
(2004)) ou une @moire longue (nodéle de Broy, Syroka et Zervos (2002)). Le dernier
aspect signifie que la tgm@rature myenne journaliere peut exhiber une structure de
dépendance de long teemNous y reviendronsy en détail dans les parties qui suivent. Les
théories actuarielle et d’équilibre généradins orientées vers un cadre f@rel précis ont
favorisé l'utilisation des processus en fEndiscré plus en masure de rendre cqote de la
structure autorégressive cplexe de la temperature nayenne journaliére. Cao etéi(1998)
et Roustant (2002) ont fait appel a ungassus ARIMA (Autoregressive Integrated Moving
Average) et Caballero, Jewson et Brix (2PD®nt eu recours a un processus ARFIMA

(AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Average) afni@fiser la @moire longue.
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Canpbell et Diebold (2004) ont développén processus GARCH (Generalized ARCH)
périodique. Cette section se divise en trois pgrteeprenere introduira les coposants de la
chronique de la tepérature myenne journaliere, la seconde portera sur I'étude des processus

en tenps continu et la troisiémsur celle des processus enpemiscret.

3.1.1 Décomposition de la chronique de la température moyenne journaliére

Les différents nodeles suggérés dans la littién@ reposent sur la juxtaposition de deux
principaux corposants ah de restituer lasérie de la tepérature myenne journaliere.
L'analyse de laifjure ci-dessous qui illugt la dynarnque de la température myenne

journaliere de la ville de Houston va nous pettne de les ideniir.

Figure 15 : Tenpérature myenne journaliere (en degrés Fahrenheit)
de I'aéroport de Houston Bushténcontinental (01/01/1993 — 31/12/2002)
Source : CME
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Nous pouvons y déceler un fortoavenent cylique dont I'anplitude ne s’accroit pas au
cours du temps. Par conséquent, la série chragidue peut se décqroser selon le ndele

additif @Y suivant :

@Y sj ranplitude du neuvenent cyclique avait étéroissante, on aurait plutdtiapté le nodele nultiplicatif
suvart: T,=m ug u@
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Ti=m+s+ 0 (186)

ou m conporte une tendance, Iegroupe les oscillations autour de la tendance adsigne

les fuctuations aléatoires.
Il existe plusieurs ajustemnts possibles de la tendance. Citons lesj@ums :

X par une droite : prat+b ;

X par une parabole :im at2 + bt + C ;

. p p-1
X par une courbe polynoaie:m:apt +g,t +..+gt+3
ou t désigne la variable tgs

On évalue souvent les coefficients de facanirimiser la sorme des écarts au carré entre T

et m . On utilise, par conséquent, latimode d’estimtion des Moindres Carrés.

De maniere générale, la tendance de la série depéetures rayennes journalieres est
représentée a l'aide de la droite. Nous verrons, en testant sur nos données les différentes
formes de la tendance présentées ci-dessscefie mdélisation est ééctivenent la plus
adéquate.

Le mouvenent sinusoidal qui est constaté surfigure 15 est souvent pris en cot@ en

utilisant la transfrmée tronquée de Fourier a un ordre K qui s’écrit :

K

[ fxcosk ) + Lysin(k 2)] ou z=2S (187)

¥ = 365"

I
I
k=1

Cao et V@ (1998) ont préfére faire appel a une fermon paramrique pour représenter le
mouvenent oscillatoire de la tepérature. Nas lintroduirons au cours de la section

concernant les processus enpesrdiscret.

En notant que les variations de la pgmatue ne s’écartent jaas longtenps de la valeur

d’équilibre qui est donnée par (m ), il apparait donc judicieux de considérer un processus
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de retour a la wyenne pour la tep€ratue moyenne journaliére. Nous comencons par
etudier ses formlations en temps continu pourvenir ensuite a ses spécifications engem

discret.

3.1.2 Processus en temps continu

En prenier lieu, nous étudions les praseis de loi norale tels que le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck d@&fi par Alaton, Djehibe et Stillberger (2002) et le processus de
retour a la mmyenne gouverné par unoovenent brownien fractionnaire suggéré par Brody,
Syroka et Zervos (2002). En dernier lieu, s@xannerons le processus a sauts avec une
volatilité ARCH(1) proposé par Richards, Manfredo et Sanders (2004).

3.1.2.1 Modéle d’Alaton, Djehiche et Stillberger (2002)

Alaton, Djehiche et Stillberger (2002) utiligaime représentation de loi gaussienne pour
modéliser le cormorterrent de la terpératue nmoyenne journaliere car ils ont observé une
analogie entre la courbe de distribution devdaiable clinatique et celle de la loi noale.
Leur nodele s’écrit de la sorte :

a

aT= Iy (7o Ty wdt+ 1dW 188
=g T t (189)

ol . représente la vitesse de retour a layemne, % la volatilité de la tenmpérature,

dW; = D~/dt avecD~>N(0,1),

_2C

T'=A+Bt+Csin@+0), Z=2" (189)
A, B, C, g sont des constantes et
dT’

L =B+ ZC cos(a + ). (190)

dt
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Ce dernier éléent est requis dans la foahation (188) afin d’obtenir la propriété de retour a

la moyenne & long tere c’est a dire E[{T] §T". Dornier et Queruel (2000) font remuer

gue cette propriété ne serait pas véeifsi I'on avait eu I'équation suivante :

th = (T:n - Tt) dt + lth . (191)

En effet, la forne discrétisée de I'équation (191) aurait donné :

(Tea-T) = (T"-T) t+ 1 Dyt (192)
Tuw =T+ (T)-T)+ 10 avec t=1 (193)
eTuw =T(1-)+ . .TM+ 1 0. (194)

Dot E[Tw]=(-)E[T]+ . T netend pas vers].

Tandis que pour I'équation (188), on a

Ter-Te= (TN, -TN + (T"-Ty) "t+ 1 Dt (195)
® Tur-To, =(T-T7)+ (T7-Tt)+ 19 avec t=1 (196)
@ Tur-To, =(1-)(Tt-T")+ 1 0. (197)

Dot E[Tw1]-Th,=(@-) (E[Tt]- T") tend & décroitre géatriquenent vers O car on a

t+1

O< . <1

Par ailleurs, ladrmulation (188) équivaut an processus AR(1) en tpmdiscret ce qui n’est

pas le cas pour la représentation (191).

Alaton, Djehiche et Stillberger (2002) observguoe la volatilité differe un wis sur l'autre et

proposent de la détemer de deux ranieres qui sont :

Npl

T Nit: (T, T) (198)

0
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et

T LT T T, (199)

ou N, se réfere au ndone de jours du wis |, . est la valeur estiée de. et
Tt Tt (Ttm Ttm]) (200)

lorsque I'équation (196) estécrite de la fagon suivante :

Ty = (TT - TTl) + . T{?l +(1-) T+ 310, (201)
T -(T-Ty=.T,+@-)Tu+ 110, (202)
T, = . TN+ (1) Tu+ 21, (203)

Contrairenent a Alaton, Djehiche estillberger (2002), Benth et SaltyBenth (2005)

suggerent pour la volatilité la foersuivante afin de traduire la périodicité :

%= :@(365@ vy (204)
ou
B L
Ty (205)
et
’Q,y: Td,y TcTy (1 A-)(Td,y 1 TcTy ]) (206)

ou ..désigne le produit de Kronecker, d = 1,..536présente le jour de 'annéey = 1,...,Y,
sest un vecteur YL conposé de 1L ett=1,...,n avec n = IBYle 29 février n’est pas pris

en conpte).
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Dans la suite, nous choisissons ledéle de Benth et SaltyBenth (2005) pour représenter la
volatilité car il pernet a celle-ci de varier au jole jour ce qui est confme aux observations.
En outre, la série f}Odt 4 @vec n = 365uY de Benth et SaltytBenth (2005) est construite
a partir de la réplication pour les Y années de la sé_@éjii crée en faisant la oyenne des
résidus au carré du jour d de plusieuraéams alors qu'il sebherait que la série f}Odt "
d’Alaton, Djehiche et Stillberger (2002) renvoieldt a la réplication pour les Y années de la

série {Ajﬁ}iil définie pour tout mis Y en effectuania moyenne des résidus au carré doign

U et ceci sur la base d’'une seule année.

Des auteurs come Brody, Syroka et Zervog002) ont détecté uneémoire longue
dans la terpérature myenne journaliere. A de considérer ce caractere, ils ont étudié un

processus gaussien du type fractionnaire que nous allons introduire.

3.1.2.2 Modéle de Brody, Syroka etetvos (2002)

Brody, Syroka et Zervos (2002) ont é&é preners a proposé un processus d’Ornstein-
Uhlenbeck régi par un onvenent brownien factionnaire pour wdéliser la structure de
dépendance de long teendans la tepéraure. Le phénogne de "nénoire longue" est
observable dans les données lorsqu’il laisgmegitre dans le daame tenporel une fonction
d’autocorrélation décroissant trés lenerhquand le retard augmte et lorsqu’il révele dans
le domaine fréquentiel un pic a la fréquenceazdl est a noter gu’une série non stationnaire
se conporte de naniere sinilaire a une chmique ayant une émoire de long terra. De ce
fait, lors du traiterent des données, il conviendra de les stationnariser avanéertsy toute

analyse.
La formulation de Brody, Syroka et Zervos (2002) s’exgioomme sulit :

dT; = .(Ti“—Tt) dt + 1dwW/ (207)
ou

T'=A+Bt+Csin@+g), Z=7=, (208)
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W' fait référence au ouvenent brownien fractionnaifé® et H correspond & I'exposant de

Hurst (1951).

Pour %< H <1 le processus possede um@naite longue, pour 0< H <% il est dit anti-

persistant et pour H = % il a unémoire courte® .

Nous réécrivons la spécification (207) deo®y, Syroka et Zervos (2002) deamiere a

considérer la rearque de Dornier et Queruel (2000). Nous obtenons alors :

adm" °
dTi = «—tt + (T]- Ty i}dt + 1dwW . (209)
- 4

Nous appelons cette représentatiomdale nodifié de Brody, Syroka et Zervos".

©2 | e mouvenent brownien fracionnare a éé introduit par Komogorov (1940). Mndebrot et Van Ness

(1968) k définissentpar rapporau nouvenent brownien sandard ded fagon swante :

1

WH=——
LT KH+ %)

ﬂ])t (t_S)H»1/2 dWs

ou + représerlafoncion gammaetH correspond déxposante Hurst(1951).

®3 " Le mouvenent brownien fractonnare estun processus gaussi caragrisé par E(W" = 0, E(W'2 = | t f*

etdontla covarance estionnée par
E(WH WE) =22 | tF+ st -|ts "] |, sdt.

Les incrérents (WL, - W) et (WK, - WE' ) du nouvenent brownien fractonnare forment un processus
gaussen shationnare appet bruit gaussen fractonnare en emps discret Soent s dt, sth dt, t-s =kh, la
covarance du briigaussen fractonnare E[(WH,, - WH)( W, - WE )] s’écrit alors

(k) = % R | k+1f" + | k-1f" -2 k] & PP H(2H-1)K™* quand ko f
ol O<H <1 etH représertl’ exposantde Hurst

Si H=%, Iy(k) =0 , W' devientun nouvenent brownien sandard.
f

Si H>%, Iyk)>0 , | 4(k)=f , onesen présence d'uneémoire longueet W!! est dt persistan, c’est
k=1

a dre qu'il y a une fore chance qu’une hausse de seswalsoit suivie par une hausse de ses valeurs futures.

f
Si H<%, Wk)<0 , | | mkK)|<f, WH estdit ani-perstant. Des auturs renvoéntce cas a delmémoire
k=1
courte alas qu'il existe ici e carélation négative : les phases de hausse ¢eriddance &tre suivies par des
phases de bsge.
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Nous verrons au cours de la prochaindise@ue la terpérature des villes de Chicago,
de Cincinnati et de New York ne suit pas uneglussienne. Al de tenir corpte de cette
observation, nous est@rons un processus ausmavec une volatilité ARCH(1) dans |&me
esprit que celui spécifié par Richards, Madéreet Sanders (2004). Dans limédiat, nous

allons le définir.
3.1.2.3 Modéle de Richards, Manfredo et Sanders (2004)

Afin d’adapter leur spécification aux changgts brutaux de la tepérature, Richards,
Manfredo et Sanders (2004) ont construit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck a sauts

conprenant une volatilité ARCH(1) dont I'équatialifférentielle stochastique se présente de

la maniére suivante en utilisant les notations précédentes :

dTe= .(T"- U-T)dt+ 1dW; + Udg (210)

ou plus précisésnt,

-1 avec la probabilité dt

dTe=.(T/- U-T)dt+ 1dW + U x € avecla probabilité 1t (211)
avec
:E: o0t 1 (Tt-l-T:]l)Z, .0>0, .1 tO, (212)
T"=A+Bt+Csin@+g)+ 1 1 T et z=2&E (213)
t TR 365
i1

ol U représente I'apfitude du saut et U ~N(i, £). La probabilité de survenance d'un

saut au cours de l'intervalle de tpsndt est donnée padt tandis que celle de la non
apparition d’'un saut est fournie par it ( >0 étant une constante) et U et slognt supposés

indépendants.
Nous souhaitons apporter quelqueadificationsa ce nodéle afin, d’'une part de tenir

conpte de l'argurent de Dornier et Querl€2000) et d'autre part, pour I'adapter aux

caractéristiqgues de nos séries depg@matures. Le auteursdnt dépendre la valeur d’équilibre
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T."des valeurs passées de lapérature myennejournaliére et ceci afin de stationnariser la
série des tep€ratures par la suite en luitn@nchant la partie autorégressive a travers
I'opération (T - T). lls trouvent p = 3 pour la partie tawégressive de I'équation (213) en
utilisant le critére de Schwarz. Nous n’obhs®rs pas cette forende non stationnarité dans
nos données. En appliquant lessett stationnarité au cours de la section 3.2 pour détrm

le caractére stationnaire ou non des séries, nbtenons des chroniques non stationnaires
dues a la présence d’'une tendance sans effattgudssif. En outre, La spécification de la

volatilité n’apparait pas correcte car elle porte sur la varialleT(T) qui ne posséde pas une
moyenne nullé*” . En effet, si on discrétise I'équation (210), on obtient :
are= (T, - U-Tu) &+ &1 OW, + Uy (214)
© T-T"=Te-T"+ (TN- U-Tewy) G+ 3204/ t+Uq. (215)
En prenant I'espérance de cette relation, on aboutit a :

E[T:- Tin] = Tea- T;n + -(T?jl' My - Ter) G+ E[Uq ] (216)

Ter-TN+ (TN M, -Ted) G+p, 7t 20 (217)

ol E[U'q]=E[U] uE["q]=p, u[lu t+0u(l- )] =u, u 't puisque I'on a
supposeé que U et détaient indépendants. Par aillelRg;hards, Manfredo et Sanders (2004)

ne justifient pas la présence du termU dans leur radélisation qui irplique que la
tenpérature Ttend a retrouver sa valeur d’équilibre’ (T U) et non pas T. Si I'écriture du

modéle donnée par I'équation (210) avait été :
dTe= .(T" - T) dt + 1dW, + Udg, (218)

on aurait eu I'expression suivante sous une probabilité Q :

q
@4 Un processus ABH(q) estdéfini par ¥ = .o+ : , (fj avec.o>0et, t0 j ol E(Q| Q) =0 et
i

Var (9] Q) = £.
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dTy=[ .(T™ T - % - E(U)]dt+ 1dWe+ Udg (219)

ou correspond au prix deamthé du risque lié la tenpérature. Il n'y a pas de prix de
marché du risque associé au sautosi suppose come Merton (1976) qu’il n'est pas

systénatique et qu'il est diversifiable.

Le terne - E(U) pernet de transforer la variable actualisée de &n nartingale sous une

mesure de probabilité Q puisque I'on adE{-(.(T;- Ty) - 1)dt] = 0. En effet

E[dR] =[ (T-T)- 1 — E(U)] dt+E[Udq]
=[ .(T{-T)— 1]dt— p,dt+y, dt
=[ (T-T)— 1]dt.® (220)

Suite a ces reanques, le modele que nous proposons d'esimet que nous namons

"modele nodifié de Richards, Manfredo et Sanders" s’écrit de la fagon suivante :

a

T o
dTi= «—L+ (T™-T) »dt + 1dW;+ Udg (221)
S dt t i

soit sous ladrme discrétisée suivante :

®%  Rappelons que la probabilité Q est la pobabilité sous laquelle le mix actwlisé ét e ”S[ du titre sas

jacent est une antingale, c’'est a dire que l'on Eﬁi—s 0 ou E(d$- rSdt) = 0 sas la probabilité Q.
1
Supposons que l'on ait sous la probabilité réelle P,=@SS dt + 1S dW,.
En posantdWR = dW, + %'Tridt, on obtent dS = p Sdt+ 1S ‘:dWP- %'Tridti’/; rSdt+ 1SdWe et
E(dS-rSdt)=0.
Sion avai appiqué e lemme d’ltd a ét e" S » on aurdt obenu
ds re"sdt e"ds
re"sdt e (PS dt 1S dw,)
Se"[(Pndt W, ]
r, -°

a §j~ .
= Q M P Q S
S f'“l ndt 13w, St 3, S dW? et Ei=t+ . 0.
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a - m o

Ty = <_<| ,E + .(T?l- Tt1) i};t + 11 Wi+ U g (222)

avec
=0+ 1@, 0>0, 110, (223)

et

T, =A+Bt+Csin@ + o) (224)
ou @ ="T—E(T) (225)
= 0T —[ TP+ (T - Tea) "+, t] (226)
= LW+ UG —j, (227)

On observe icique E) =0

car EQ)=E[ 1. "W +U"q —y, 't] (228)
=E[U"q]-u, 't avec E[11"Wi]=E[ 12,0,/ 1=0 carD~>N(0,1)

=W, t-p, t=0
Le modéle peut s’écrire égalemt sous la form d’une intégrale :

'ta

o
—_ S m st
Ti=Tot g «gz+ (T-T) ys + ¢ 1dWs +

N(®)

I Urdo (229)
=1

k

ou N(t) est un processus de Poisson quiptabilise le norbre de sauts survenus depuis
I'instant O jusqu’a la date t, on suppose ici qo&l peut y avoir qu’un seul saut par intervalle
de tenps dt ce qui est plausible dans notre pasque la tepérature myenne journaliere
subit rarerent plus d’un changeent brutal par jour, Wcorrespond & I'aplitude du K™ saut

et U, N; et dW sont supposés indépendants.

Roustant (2002) note que les processusyde financier sont bien trop grossiers pour
traduire la dynamgue conplexe de la teqérature noyenne journaliere. Come nous I'avons
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mentionné auparavant, la spécification deuweta la noyenne en teps continu correspond a
un processus AR(1) en tpmdiscret alors quRoustant (2002) et en évidence un auéle
AR(3) conme étant le plus adapté pour captestiaicture autorégressive de la peErature et
ceci a partir de I'observation des autocorrélatipadielles et du critere de Schwarz. De ce

fait, nous entawns dans la partie qui suit I'étude des processus grstéiscret.

3.1.3 Processus en temps discret

De par sa siplicité, la représentation d€ao et Vi (1998) et Cao et \& (2004)
introduira cette partie, viendra ensuite ledde de Roustant (2002) qui constitue une version
plus générale de la précédente en ce sprit considéere une structure ARMA pour la
température au lieu d’'une représentation .ARous poursuivrons par une présentation du
modele de Capbell et Diebold (2004) quinet en avant une volatilit¢ GARCH périodique
puis nous conclurons la partie par I'étude docpssus a emoire longue en teps discret de
Caballero, Jewson et Brix (2002).

3.1.3.1 Modéle de Cao et Wei (1998) et Cao et Wei (2004)

Pour tenir compte des nororeux aspects da tenpérature myenne journaliére qui ont
été énurarés au début de ce chapitre, CadVet (1998) et Cao et W (2004) suggerent le

processus suivant :

p
Te=m+s+ | Uy + 1H, H~>iid(0,1) (230)
=1
—_o & n.
m 365?5) 2 (231)
§=T, (@650) (Y ) (232)
=111, (233)
Yoo
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ou eest un vecteur YL conposé de 1, d=1,...,365 correspondj@ur d de I'année y=1,...,Y,
t=1,..., n avec n=368a ,

8 .
U=T- éﬁ;t % S . (234)
et
1= 3-1 sin%—CGES N (235)

Afin de pouvoir analyser la significativité¢ da tendance dans I'équation (231), nous la

reformulons conme suivant :

—_1¢__20n
™ =365 " 3652 (236)

Nous renarquons que Cao et &/(1998) déterrment I'élément cyclique sa I'aide de la série
brute T, sans avoir 6té au préalable la tendancé.anconséquence de ceci est que le calcul de
la conposante sest biaisé par la présence de ladnce. De ce fait, nous définirongis la
facon suivante :

S= T_Sd (365 ) "'"(Y a) (237)

N Y

S=3 1T, my) . (238)
y1

Par conséquent, nous appelons edele corportant cette mdification le "nodéle nodifié
de Cao et "

3.1.3.2 Modéle de Roustant (2002)

Le modele de Roustant (2002) est prochecdkii de Cao et W (1998) et Cao et \&

(2004) a la difféerence qu’il coporte un écartype qui est parfaiteemt lisse et une
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conmposante cyclique; arangtrique. En outre, il attribue a la t@drature une structure

ARMA ©® plutdt qu'une forne purenent AR. Il s’expring en ces tergs :

p

Tt:m+5+._: !jUt.j-jI @+ 0 (239)
soit
[1-'L)] (Te-me-8) = [1-, (L)] ©, (240)
ou
p , q
=14, 0=, (241)
j1 11
avec L Vi= Yen
Ut:Tt—m—S, (242)
m=dt+e, (243)
S = a,cos(&) + b;sin(&) + acos(2&) + bsin(2&) , (244)
_2E
&_ﬁ’ (245)
@=1H, H~>iid(0,1) (246)
et
1 =a+ b cos@) + c sin (&). (247)

©® Un processusatonnare y stit un ARMA(p,q) s'il vérifie la relatin stivarte :
Vi— W= = lYep= 0= 1 Qi— ... —,qQq
ou les coefficientd; (j=1,...,p) et ,, (I=1,...,q) sont des réels e@~>bruit blanc (0, B).
@) Sot le processus ARIA(p,q) défhi par -(L)y, = 3L) Qou -(L) = [1- (L)] et L) = [1-,(L)] , il est
stationnare sile polyndme - a butes ses ranes a lextérieur du dsque urté (ce quicorrespond a des

coefficients | conpris ente -1 etl pour j=1,...,p) etl estinversble sitoutesles racinesdu polynéme 3sonta
I’extérieur du dsque urté (ce quicorrespond a des coefiénts , | conpris ente -1 etl pourl=1,...,q).
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On constate que, pour leotele de Roustarf2002), la fornulation de I'élénent cyclique s

est tronquée au rang 2 tandis que I'équation de la varianest limitée a 'ordre 1. Capbell

et Diebold (2004) vont fournir une foeplus générale a ces deux gmsants.

3.1.3.3 Modéle de Campbell et Diebold (2004)

La spécification de Capiell et Diebold2004) constitue une généralisation dad®le
de Roustant (2002), &me si elle ne considerpas une structure ARMAais plutét AR pour
la tenpérature. Son originalité tient a I'exgssion proposée pour la volatilité. En effet, celle-
ci méle & la bis un efet GARCH®® et une comosante de saisonnalité. Leodgle de

Canpbell et Diebold (2004) apparait sous la fersuivante :

p
Te=m+s+ | Ty+ 1H, (248)
=1
M
m=1 mt", (249)
m=0
| -, d(y)
— I . & o
S | «/ckcos§CE365 /S,ksm%CE%Sﬁ/4 (250)

k=1

(251)

u—U
1

L R
£=c+ : <o cos@@%%ﬁ s.e sm%(}} 36511 7+ : (1, "Qr) + |

ou d(t) est une fonction cyclique qui prenccsessiverant les valeurs 1,..., 365 au fil des

dates t. Il est possible d'utiliser, au lieu d&), la variable tes t avec t=1,2,..n ou n

q p
@ Un processus GABH(p,q) estdéfini par £= o+ ., G, : j Jtzj ol .o>:0, st0 et ;0 I, j
i1

11
®9  Canpbell et Diebold (2004pmettentla constante dans I'expression de la volatilité. Cette derniére peut alors
étrenégative puisque la cgosante de saisonnalité papse des phases positives et négatives. Afin d'éviter ce
probkene, noustdi ajoubns une conante.
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représente le ndone d’observations. Les résultats serontilgines.

Contrairenent a la spédi€ation habituellerent faite du processus GARCH, on ne postule pas

ici de contraintes pour garantir la positivité de la volatilité car la structure

«c cos@d—:-il + 5. sm%CE-Jl

3651 36511/4ssure la non négativité dé

c+

] — —

Nous observons que la fouhe (248) de ldenpérature myenne journaliére dépend de
ses valeurs passées. Nous voulonsddifier afin de faire apparaitre une structure AR définie

en fonction des teres stationnaires (Im;-s) conme il est d’'usage de la représenter.

Précisérent, nous proposons I'écriture suivante du ARMA(p,0) (ou AR(p)) :

p
Te=m+s+ | §(Ty-m-5)+ 10. (252)

=1

Nous désignons cette représentation pardére nodifié de Cambell et Diebold".
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3.1.3.4 Modéle de Caballero, Jeswn et Brix (2002)

En appliquant un ensdie de tests de émoire longue, Caballero, Jewson et Brix
(2002) ont constaté la présence d'un phé&mmde persistance dans trois seéries de
températures (centre du Royaeruni, Chicgo et Los Angeles). Afin de oaéliser le
phénonéne observeé, Caballero, Jewson et B2ix02) utilisent un processus ARFIMA(1,d,1).
Les processus ARFIMA ont été crées parngea et Joyeux (1980) et par Hosking (1981)
afin de prendre en cqte I'effet durable rais non permanent d’un choc sur une série en
permettant au paradtre de différenciion de prendre des valeurs non entiéfes

Formellement, ces processus répondent a la définition suivante.

Processus ARFIMA. Un processus stationnaire suit un processus ARFIMA(p,d,q) s'il

vérifie la relation suivanté? :

[1- (L] @A-L)ye=[1+, ()] @ t (253)

ol @~>iid(0,®) , d est un paragtre de différenciation fractionnaire a valeurs réeftés

L désigne I'opérateur de retard ,

“9 e caracére durabk d’'un choc ne pouvhiére consiléré a tavers és nodéks chssiques ARMA et

ARMA. De naniere généra un processusX; non sationnare (& non stionnarté siochasique) sui un
ARIMA(p,d,q) s'il vérifie la relatian suvarte :

[1- (L)) (L)X =[1-,(L)] @ 't
ou d est wn ertier positif, les ceefficients | (j=1,...,p) et ,, (I=1,...,q) sont des réels &@~>bruit blanc (0, B).
Dans k& cas du processus ARA(0,1,0) défnit par :
Xi=Xer + 9,

le paranttre de diférencation vautl car | suffit généalement d’'une sewd différencation pour rendrea sére
(X; -Xt1) sttionnare. On conste que pour ces processuun choc sural sére aura des répercuses
permanenes sur ses valirs fuures. Tands quepourles processus ARIA qui sontdes représeaions de sées
stationnares dontle parangtre de diférencition estégala zéro,les conséquenced’'un choc surd sére seront
temporares. En pernetant au pararétre de diférendation de prendre des \lrs non eriéres, bs processus

ARFIMA constituert ainsi des nmodéles intermédaires eftre ces dux spécifications.

“D " Le processus ARMA estprésent sous cee forme dans Bockwel et Davis (1991) Néanmins, il peut

égalenent s'écrirecomme suit : [1- I(L)] (1-L)%yi=[1- ,(L)] @ t.
“2 pour d erier, le processus ARIMA(p,d,q) équiauta un processus ARIA(p,d,q) &ndis quepourd =0,
le processus ARIMA(p,0,q) deventun processus ARA(p,q).

123



(1-1)=1-dL d(%!'d) L2- d(1-g)!(2-d)|_3 = “EO &' (254)
(" d) _ki1d -
S TOHD ek 0.1,..., (255)
+est la fonction gama,
(L) = ? LU et L (L)= l? 4L . (256)

il 1
La caractérisation de la persistance est ici effectuée a l'aide dugrarata différenciation

fractionnaire d. Pour O & < %2 le processus;d une ndmoire longue, pour - %2 < d <0 il est
anti-persistant, pour d=0 il possede un@nuire courte et pour - ¥2< d < %z il est stationnaire.

Cette classitation esténdée sur la relation suivarif® :

d=H-=. (257)

Nous allons raintenant estirar les cefficients des mdéles que nous venons de

présenter.

“3  Cette relatin s’étabit en ragprochant les fanctions d' auocovariance du processs ARFIMA(0,d,0) et du
bruit gaussen fractonnare. La foncton d’aubcovarance du processus ARVIA(0,d,0) estdonnée par

(k) = %1-20) Hk+d) . , : L
(k) X0 AL-d) 4k+10 pour -¥2 < d <% e@de variance unitaire

%1-2d) d- .
(k) §-r(d) L0 k1 quand k f.

avec

On a vu quedfoncton d’aubcovarance du briigaussen fractonnare s’écrvait

(k) & P"H(@2H-1)K"? quand ko f.
D’ou
2d-1=2H2 ce d=H-%.
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3.2 APPLICATION SUR LES SERIES DE TEMPERATURES

L’estimation des parastres des processugcessitant la stationnarité des séries, nous
mettons en application au cours de la pienmpartie les tests de non stationnarité de Phillips-
Perron (1988) et de Kwiatkowski, Phillips, Sddtmet Shin (1992). IIs eitront en évidence
une non stationnarité de type détamste qui sea corrigée en retranchant aux séries brutes
des terpératures les coppsants assujettis au tpsn Le conportenent des chroniques ainsi
défaites de leur tendance et saisonnalité fera ensuite I'objet d'odéligation par les
processus en tgr continu au cours de la secle partie. Nous estgrons les paraéres des
processus de retour a laoyenne standard, sauts et fractionnaire en vue de retenir le
"meilleur" modele sur la base des critéres d’'infation. Le nodéle choisi sera utilisé pour le
calcul des prix a l'aide de laétihhode en 'absece d’arbitrage lors du chapitre 4. Au cours de
la troisiene partie, nous pdéliserons la dynaimue des tepératures au oyen des processus
en tenps discret. Nous estienons les coeftients des processus proposés par Cao et W
(1998), Roustant (2002) et Cpbell et Diebadl (2004). Nous choisirons la spécification
adéquate par le biais de€mes criteres queeux utilisés pour la sélection du processus en
temps continu. Le radeéle retenu sera destiné@lcul des prix par leséthodes actuarielle et
fondée sur la consametion.

3.2.1 Etude de la stationnarité

L’ étude porte sur les séries de la pémature nyenne journaliére des villes de Chicago
(TCH), de Cincinnati (TCIN) et de New York IIY) qui sont disponibles sur le site du CME.
Elles couvrent la période du 01/01/1993 aul312005 et comortent chacune un total de
4745 observations (les 29 février ayant été éstafin d’obtenir un @me nombre de jours

pour chacune des années). Nous représentons lepodement sur les figures 16, 17 et 18.
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3.2.1.1 Graphiques et statistiques descriptives des séries de températures

Figure 16 : Tenpérature myenne journalierden degrés Fahrenheit)
de I'aéroport international O’Hage Chicago (01/01/1993 — 31/12/2005)
Source : CME
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Figure 17 : Tenpérature myenne journalierden degrés Fahrenheit)
de I'aéroport Northern Kentuclde Cincinnati (01/01/1993 — 31/12/2005)
Source : CME
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Figure 18 : Température myenne journaliée (en degrés Fahrenheit)
de I'aéroport Laguardia de New York (01/01/1993 — 31/12/2005)
Source : CME
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Au regard des figures 16, 17 et 18, lapénature nayenne journaliere amifeste un fort
mouvenent cyclique. Afin d’anaJser le caractére non stationnéftedes séries, nous leur
appliquons les tests de Phillips-Perron (1988)ecKwiatkowski et al(1992). La description
de ces tests est fournie en annexe. Exanstout d’abord le caractére non stationnaire de la

série de temeratures de Chicago.

“4 " Une série {){ est dite non stationnaire si elle ne ¥iérpas au mins une de ces conditions :
EXo=p t;

Var(X) = £ <f t;

Cov(XuXind = E[(X = )K= W] = k.-

Il existe deux fornes de non ationnarté : lanonstationnarté déerministe caracériséeparles processuslits TS
(Trend Stationary) et la non sationnarté stochasique représeréie par ¢s processus apmsl DS (Dfferency
Statimary). Le processgsTSs’écrit ¢k la facor suvante: X;= .+ t+ Q@ ou Q~>iid(0, B) tandis que ¢
processus DS a pour foemX; = X.; + + Q.
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3.2.1.2 Application des tests de stationnarité a la série TCH

Nous conmencons par dectuer le test dehillips-Perron qui est le plus utilisé en raison

de sa sirplicité de mse en ceuvre.
Test de Phillips-Perron

Le test de Phillips-Perron nécessite la daiation du paragtre de troncature b qui est

2/9
donné parb | 4 1—80 . Nous obtenons b = 9 pour un name d’observations n égal a 4745.

Les résultats de I'estiation du nedele avec constante et tendance du test de Phillips-Perron

sont les suivants :

Tableau 4 : Estimation des coefficients duadéle avec constante et tendance
du test de Phillips-Perron pour un paétna de troncature b égal & 9

PP Test Statistic -9.118697 1% Critical Value* -3.9656
5% Citical Value -3.4135
10% Citical Value -3.1284

*MacKinnon critical values for rejeion of hypothesis of a unit root.

Lag truncation forBartlett kemel: 9 (NeweyWest suggests: 9)
Residual vaance with no caection 4019610
Residual vaance with carection 2399170

Phillips-Perron Test Equation
Dependent Variable: D(TCH)
Method: Least Squas

Sanple(adjusted) 2 4745

Included obsemtions: 4744 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
TCH(-1) -0.054611 0.004724 -1156059 0.0000
C 2.670267 0292974 9.114348 0.0000
@TREND(1) 3.63E-05 6.74E-05 0.538282 0.5904
R-squaed 0027425 Mean dependent var 0.004216
Adjusted Rsquaed 0.027015 SD. dependent var 6.429484
SE. of regression 6.342045 Akaike info citerion 6.532912
Sumsquaed resid 1906903  Schwaz citerion 6.537000
Log likelihood -1549307 Fstatistic 6684393
Durbin-Watson stat _ 1918664 Pob(F-statistic) 0.000000

Nous constatons que la série TCH ne présgaseune non stationnarité de type stochastique
puisque la statistique de Phillips-Perron vaul29 Cette derniere est énfeure a la valeur
critique de -3.41 a 5%. On notera que la réglelédsion est inversée dans le cas du test de
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Phillips-Perron, c’est a dire que la valeur indérie de la statistique de test par rapport au
niveau critique donné n’iplique pas l'acceptn de I'hypothese nulle ('hypothése nulle

étant ici la non stationnarité de type stoclupst). La série selole également ne manifester

aucune tendance a la hausse puisque son ratudent est au-dessous de |1.96| au seuil de

5%. Nous pouvons utiliser ici la valeur critiqde la loi nornale centrée et réduite étant

donné que I'hypothése nulle du test de Phillips-Perron est rejetée. Le résultat dati@stim

du coefficient de la tendance en dehors du test de Philips-Perron que nous avons reporté dans

le tableau Bmontre cependant le contraire.

Tableau 5 : Régression de la variable TCH $aitendance t et la constante ¢

Estimation t-Student
t 0.0009 4.39
C 48.2377 85.21

La significativité de la tendance n’est pas apparente dans le cadre du test de Phillips-Perron
car ce dernier sefe étre biaisé en présence de la posante cyclique. Pour vérifier cette
hypothese, nous retranchons la partie saisomréeta série brute aprés avoir egtirses
parangtres. Comrme nous avons pu le constater @aurs de la présentation des processus en
temps continu et en teps discret, il existe piieurs facons pouradéliser les oscillations de

la tenpérature myenne journaliere. On peatopter soit une foremparangtrique (nodeles
d’Alaton, Djehiche et Stillberger (2002), dgoustant (2002) et de Caimell et Diebold
(2004)), soit une forem non paramriqgue (nmodele de Cao et W (1998)). Pour la

X

spécification s= Z/C,kcosgak%%ﬁ /s,ksin%ﬂk@'o suggérée par Cahell et

36511,

k=1

Diebold (2004), nous choisirons I'ordre K quinimisera les resures d’infornation d’Akaike
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(1973) (noté AIC) et de Schwarz (1978) (SI) Nous trouvons K=3 pour les tpératures

de Chicago et de New York Kt=2 pour celle de Cincinnati. Nous notons au passage que le
modele avec K=1 utilisé par Alaton, Djehické Stillberger (2002) n’apparait pas adéquat
dans le cas de nos données. Ladéle avec K2 proposé par Roustant (2002) n’est, quant a
lui, satisfaisant que pour la tpérature de Cincinnati. En enlevant I'élémt s de la série
brute et en appliquant le test de PhillipsrBe a la chronique désaisonnalisée, nous obtenons

les résultats suivants selon la fafation choisie pour:s

Tableau 6 : Estimation des coefficients dugdéle avec constante et tendance
du test de Phillips-Perron pour la gé&diésaisonnalisée TCHNPCAOQO a l'aide du
modele de Cao et Wei (1998) et pour un pataende troncature b égal a 9.

PP Test Statistic -26.68826 1% Critical Value* -3.9656
5% Citical Value -3.4135
10% Citical Value -3.1284

*MacKinnon critical values for rej¢ion of hypothesis of a unit root.

Lag truncation forBartlett kemnel: 9 (NeweyWest suggests: 9)
Residual vaance with no caection 3254393
Residual vamnce with carection 3032502

Phillips-Perron Test Equation

Dependent Variable: D(TCHNPCAO)

Method: Least Squas

Sanple(adjusted) 2 4745

Included obserations: 4744 afteadjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
TCHNPCAO(1) -0.272803 0.009966 -2737362 0.0000

C 13.33469 0514278 2592895 0.0000

@TREND(1) 0.000175 6.08E05 2.880606 0.0040
R-squaed 0.136480 Mean dependent var 0.004115
Adjusted Rsquaed 0.136115 SD. dependent var 6.139662
SE. of regression 5.706534 Akaike info citerion 6.321733
Sumsquaed resid 1543884 Schwaz ciiterion 6.325821
Log likelihood -1499215 Fstatistic 3746580
Durbin-Watson stat 1746466 Pob(F-statistic) 0.000000

49 | es critéres d’nformation d’Akaike etde Schwarzd’'un modék conportant k parangtres sontdéfinis

respectivermert par :
AIC=-2 & +8 ot sic =28 1+ 1IN0
n n

ou n représertle nombre d'observabns etLL correspond advaleur delalog-vrasenblanceal’ opmum. Plus
ces crieres sonfaibles etplus e modek estproche des observans.
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Tableau 7 : Estimation des coefficients dugdeleavec constante et tendance du test
de Phillips-Perron pour la série désaisalisee TCHNPCAMPB a l'aide duadéle
de Campbell et Diebold (2004) et pour un parine de troncature b égal a 9.

PP Test Statistic -26.95478 1% Critical Value* -3.9656
5% Citical Value -3.4135
10% Citical Value -3.1284

*MacKinnon critical values for rej¢ion of hypothesis of a unit root.

Lag truncation forBartlett kemnel: 9 (NeweyWest suggests: 9)
Residual vamnce with no caection 3550263
Residual vaance with carection 3297224

Phillips-Perron Test Equation

Dependent Variable: D(TCHNPCAMPB)

Method: Least Squas

Sanple(adjusted) 2 4745

Included obserations: 4744 afteadjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
TCHNPCAMPB(-1) -0.278152 0.010051 -2767507 0.0000

C 13.59794 0.520790 2611022 0.0000

@TREND(1) 0.000178 6.35E05 2.800331 0.0051
R-squaed 0.139082 Mean dependent var 0.004178
Adjusted Rsquaed 0.138718 SD. dependent var 6422366
SE. of regression 5.960293 Akaike info citerion 6.408749
Sumsquaed resid 1684245 Schwaz ciiterion 6.412837
Log likelihood -1519855  Fstatistic 3829548
Durbin-Watson stat _ 1745716 Pob(F-statistic) 0.000000

La tendance apparait significative dans les deux cas. Le t de Student est supérieur a |1.96|. La
statistique de Phillips-Perron qui est égal@@68 pour la série TCHNPCAO et -26.95 pour
la chronique TCHNPCAMPB desare inférieured -3.41 au seuil de 5%. La série TCH se
caractérise donc par une non stationnarité de dgternniste. Nous avons observé ici le
manque de fiabilité du test de Pillips-Perron lorsque la pmsante cyclique n'a pas été

éliminée au préalable de la série brute. Appliquons a présent le test de KPSS a la série TCH.

Test de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (KPSS)

Nous nenons le test en utilisant le parétne de troncature de Newey ete§¥ (1994).
Les résultats sont reportés dans le tabledie &hoix du paragire de troncature d’Andrews
(1991) conduirait a des résultats Baimes. Onremarque que le t-Student du trend est ici
supérieur a |1.96] a 5% alors qu'il était egalde cette valeur pour le test de Phillips-Perron
appliqué a la série TCH. L'analyse de la statistique de tstrenque la série de t@dratures

de Chicago ranifeste bien une non stationnaritie type détermiste puisque sa valeur
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(0.0174) est inférieure au seuil critique a 5%4480). |l apparait alors que le test de KPSS est
plus robuste que le test de Phillips-Perron en présence d'un pleaaaisonnier. C'est
pourquoi, nous n'appliquerons, dans la suite, que le test de KPSS aux sériepéiatteas

de Cincinnati (TCIN) et de New York (TNY).

Tableau 8 : Estimation des coefficients duadele avec constante et tendance
du test de KPSS avec le pagtra detroncature de Newegt West (1994)

Null Hypothesis: TH is stationay
Exogenous: ConstarntjnearTrend
Bandwidth: 53 (Newey-\&st using Bartlett kernel)

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schridt-Shin test statistic 0.017426
Asymptotic citical values*: 1% level 0.216000
5% level 0.146000
10% level 0.119000
*Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin (1992, Table 1)
Residual vaance (o corection) 3799178
HAC corrected vaiance Battlett kemnel) 1564556
KPSS Test Equation
Dependent Vaable: TCH
Method: Least Squas
Sanple(adjusted) 1/01/1993 12/28/2005
Included obserations: 4745 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 48.23858 0.565952 8523441 0.0000
@TREND 0.000907 0.000207 4.391425 0.0000
R-squaed 0.004049 Mean dependent var 5039083
Adjusted Rsquaed 0.003839 SD. dependent var 1953312
SE. of regression 1949559 Akaike info citerion 8.778675
Sumsquaed resid 1802710. Schwaz ciiterion 8.781400
Log likelihood -2082541  Fstatistic 1928461
Durbin-Watson stat 0.108763 Pob(F-statistic) 0.000012
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3.2.1.3 Application du test de KPSS a la série TCIN

Tableau 9 : Estimation des coefficients duadele avec constante et tendance
du test de KPSS avec le pastira detroncature de Newegt West (1994)

Null Hypothesis: TIN is stationay
Exogenous: ConstantjnearTrend
Bandwidth: 52 (Newey-\Wst using Bartlett kernel)

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schridt-Shin test statistic 0.016197
Asymptotic ciitical values*: 1% level 0.216000
5% level 0.146000
10% level 0.119000
*Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin (1992, Table 1)
Residual vamnce fio corection) 3213655
HAC corrected vaiance Bartlett kemnel) 1267485
KPSS Test Equation
Dependent Vaable: TCIN
Method: Least Squas
Sanple(adjusted) 1/01/1993 12/28/2005
Included obserations: 4745 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 52.76643 0520516 1013732 0.0000
@TREND 0.000516 0.000190 2713524 0.0067
R-squaed 0.001550 Mean dependent var 5398957
Adjusted Rsquaed 0.001340 SD. dependent var 1794247
SE. of regression 1793045 Akaike info citerion 8.611299
Sumsquaed resid 1524879. Schwaz ciiterion 8.614024
Log likelihood -2042831 Fstatistic 7363211
Durbin-Watson stat 0.127315 Pob(F-statistic) 0.006681

La tendance est contributive a I'explicationlderariable endogene puisque son ratio de
Student est supérieur i96|a 5%. La statistiqude test de KPSS est au-dessous de la valeur
critique de 0.1460 a 5%. La série TCIN ddialors une non stationnarité de type

déterniniste. Analysons @intenant la stationnarité de la série depgératures de New York.
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3.2.1.4 Application du test de KPSS a la série TNY

Tableau 10 : Estimation des coefficients duadele avec constante et tendance
du test de KPSS avec le pagtra detroncature de Newegt West (1994)

Null Hypothesis: NY is stationay
Exogenous: ConstanitjnearTrend
Bandwidth: 53 (Newey-\Wst using Bartlett kernel)

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schridt-Shin test statistic 0.017714
Asymptotic citical values*: 1% level 0216000
5% level 0.146000
10% level 0.119000
*Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin (1992, Table 1)
Residual vamnce fio corection) 2993875
HAC corrected vaiance Bartlett kemnel) 1277779
KPSS Test Equation
Dependent Vaable: INY
Method: Least Squas
Sanple(adjusted) 1/01/1993 12/28/2005
Included obserations: 4745 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 55.13650 0502402 1097457 0.0000
@TREND 0.000344 0.000183 1.874045 0.0610
R-squaed 0.000740 Mean dependent var 5595184
Adjusted Rsquaed 0.000529 SD. dependent var 1731105
SE. of regression 1730647 Akaike info citerion 8.540459
Sumsquaed resid 1420594. Schwaz ciiterion 8543184
Log likelihood -2026024  Fstatistic 3512043
Durbin-Watson stat 0.107189 Pob(F-statistic) 0.060986

Dans le tableau 10, la tendance n’apparait pas significative. On a aloks lestiodele
sans le trend avec uniquemt la constante. @& derniere se révele sigitiftive dans le
tableau 11. La valeur de la statistique d& @t inférieure a 0.4630 a 5%. On conclut alors
gue la série de teparatures de New York nprésente ni une non stationnarité de type

déterniniste ni une non stationnarité de type stochastique.
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Tableau 11 : Estimation des coefficients duodde avec constante et sans tendance
du test de KPSS avec le pagtira detroncature de Newesgt West (1994)

Null Hypothesis: NY is stationay
Exogenous: Constant
Bandwidth: 53 (Newey-\Wst using Bartlett kernel)

LM-Stat.
Kwiatkowski-Phillips-Schridt-Shin test statistic 0.022884
Asymptotic citical values*: 1% level 0.739000
5% level 0463000
10% level 0.347000
*Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin (1992, Table 1)
Residual vamnce fio corection) 2996092
HAC corrected vaiance Bartlett kemnel) 1278955
KPSS Test Equation
Dependent Vaable: TNY
Method: Least Squas
Sanple(adjusted) 1/01/1993 12/28/2005
Included obserations: 4745 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 55.95184 0.251307 2226431 0.0000
R-squaed 0.000000 Mean dependent var 5595184
Adjusted Rsquaed 0.000000 SD. dependent var 1731105
SE. of regression 1731105 Akaike info citerion 8.540778
Sumsquaed resid 1421646. Schwaz ciiterion 8.542140
Log likelihood -2026199  Dutin-Watson stat 0.107109

3.2.2 Estimation des parametres des processus en temps continu

Nous allons a présent esémglobalerent les coefficients des facteurs affectant
I'évolution des séries de tg@ratures afin dées soustraire ensuite aux données brutes. Nous
modeéliserons la dynaimue des chroniques désannalisées et dépourvues de leur tendance

au noyen successiveent des processus d’'@stein-Uhlenbeck standard, a sauts et
fractionnaire. Nous coparerons ensuite les résultats a I'aide des critéres d’iataym

3.2.2.1 Estimation des coefficients de la tendance et de la saisonnalité

A la difference d’Alaton, Djehiche éstillberger (2002), de Richards, Manfredo et
Sanders (2004) et de Benth et Saigenth (2005) qui tronquent arbitrairem la fonction
circulaire a l'ordre 1, nous préférons spécifeerforme de la comosante cyclique en nous
basant sur nos observations. Les représentatiatessbus fournissent les plus faibles valeurs
pour les criteres de I'’Akaike et de SchwaParm les différents radeles possibles afin de

représenter la tendance, nous pouvons constatelajustenent a I'aide de la droite a été
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retenu. Seule la série de tadnatures de New York ne cporte pas de tendance

significative. Nous pouvons égalent observer quia troncature de la transfoé®a de Fourier

a l'ordre 1 n’a pas été validée pour nos trois chronigues.

Tableau 12 : Estimation des paraétres de la déguposition additive pour les tgmératures de

Chicago, de Cincinnati et de New York

TCH TCIN TNY
Estimation | t-Student | Estimation | t-Student | Estimation | t-Student
C 48.8597 194.90 53.2584 217.45 55.9518 548.60
t 0.0006 7.05 0.0003 3.45
Cos(2) -23.1543 -130.88 -21.2204 -122.76 -20.3897 -141.36
Sin( 4) -8.5353 -48.16 -7.0521 -40.72 -9.1605 -63.51
Cos(224) -1.3106 -7.41 -1.0714 -6.20 -0.2237 -1.55
Sin(2 A) 0.2686 152 0.3158 1.83 0.1728 1.20
Cos(32) -0.6098 -3.45 -0.0207 -0.14
Sin(3 4) -0.8419 -4.76 -0.9561 -6.63
LL -16948.30 -16839.54 -15979.96
AIC 7.1470 7.1003 6.7384
SIC 7.1579 7.1085 6.7480

Nous enlevons aintenant a la série originella tendance et la cgosante cyclique esties
pour obtenir les séries que nous appeld@HSTAT, TCINSTAT et TNYSTAT. Nous
tracons leur évolution sur les figures 19, 20 et 21.
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Figure 19 : Tenpérature myenne journaliere désaisonnalisée
et corrigée de la tendance de Chicago (01/01/1993 — 31/12/2005)
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Figure 20 : Tenpérature myenne journaliére désaisonnalisée
et corrigée de la tendance de Cincinnati (01/01/1993 — 31/12/2005)
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Figure 21 : Tenpérature myenne journaliere désaisonnalisée
et corrigée de la tendance de New York (01/01/1993 — 31/12/2005)
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Au vu des figures 19, 20 et 21, les @hiques TCHSTAT, TCINSTAT et TNYSTAT
senblent ne plus coiporter de tendance ni daisonnalité. Toutefois, elles n'apparaissent pas
parfaitenent linéaires, on peut distinguer ungéée oscillation dans la dispersion des valeurs
ce qui laisse augurer uneodélisation périodiqupour la volatilité. Par ailleurs, le tracé de la
variable TCHSTAT entre 2004 et 2005 que nowusna reproduit sur la figure 22 ci-dessous
rend compte d’'une plus grande variabilité slevaleurs en hiver qu'en été com l'avait
souligné Cao et & (1998) et Cao et \& (2004).
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Figure 22 : Tenpérature myenne journaliere désaisonnalisée
et corrigée de la tendance de Chicago (01/01/2004 - 31/12/2005)
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Les séries TCHSTAT, TCINSTAT et TNYRT sont stationnaires. Toutefois, leur
variance n’est pas indépendante dugemtant donné la Iégere oscillation qui subsiste encore
dans les données. De ce point de vue, camiues ne sont pas stationnaires. @emous
allons le voir, leur madélisation a partir de processus générés par un processus bruit blanc
présente des résultatoims satiséisants en tenes de nmimisation des critéres d’'inforation

gue ceux procurés par leodeles prenant en cqte la volatilité non constante.

3.2.2.2 Processus d'Ornstein-Uhlenbeck

On se propose d’estin les paramtres duprocessus de retour a laoyenne suivant

avec une volatilité supposée constante :

a

dT" . 0
th = (_(IW + “oU (Tt - Tt) i}4dt + ]DU th (258)

qui a pour forne discrétisée :
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(Te- T = (1-.00)(Tea- T + @ (259)
ou ., et 1 désignent respectivant la vitesse de retour a laoyenne et la volatilite du

processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Les valeurs essrdes coefficients de;" Tsont données

dans le tableau 12.

Nous avons reuni les résultats des edtiioms (par la mthode des Moindres Carrés
Ordinaires) pour toutes les villes dans le tableau 13.

Tableau 13 : Estimation de la vitesse de retour ailayenne pour les séries de tpématures
désaisonnalisées et dénuéetadendance de Chicago (TCHSTA de Cincinnati (TCINSTAT)
et de New York (TNYSTAT)

TCHSTAT TCINSTAT TNYSTAT
Estimation | t-Student | Estimation | t-Student | Estimation | t-Student

1-.0u 0.7218 71.83 0.7116 69.74 0.6752 63.04

.0U 0.2782 0.2884 0.3248

Tou 5.9590 5.9131 5.1794

LL -15198.53 -15161.88 -14533.34
AIC 6.4079 6.3924 6.1275

SIC 6.4093 6.3938 6.1288

Les ratios de Student pour les trois sériast fous supérieurs a [1.96] a 5% ce qui
confirme la propriété de retour a laayenne de la temerature royenne journaliére.
L’examen des statistiques descriptives des rédiousies sur les figas 23, 24 et 25 indique
pour les trois séries un kurtogmu coefficient d’aplatisseent) supérieur a 3 ce qui se traduit
graphiquerant par une distribution plus en foemde pic que celle de la loi noalm dont le
kurtosis est égal a 3 tandis que le skewnessdetficient de syrétrie) de valeur négative
laisse apparaitre une queue de probabilité plus épaisse sur la gauche que celle de la loi de

Gauss dont le skewness vaut zéro. Les résidus n’obéissent donc pas a ladei norm
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Figure 23 : Statistiques descriptives de la sétés résidus RCH-OU issus de I'esdiiion
du processus d’Ornstein-Uhlenbgmbur la terpérature de Chicago

1000
Series: RCH-OU
[ Sample 2 4745
800 | Observations 4744
] Mean 0.003055
600 — Median 0.168784
Maximum 20.96155
Minimum -24.61900
400 | Std. Dev. 5.959010
Skewness  -0.116585
Kurtosis 3.588068
200
Jarque-Bera 79.10483
Probability 0.000000
0
T T T

1 1
-20 -10 0 10 20

Figure 24 : Statistiqgues descriptives de la séhés résidus RCIN-OU issus de I'estition
du processus d'Ornstein-Uhlenbgudur la terpérature de Cincinnati

1000
M Series: RCIN-OU
Sample 2 4745
800 [ Observations 4744
Mean 0.002687
600 ] Median 0.339431
Maximum 20.68073
Minimum -30.14883
400 Std. Dev. 5.913144
Skewness  -0.158554
Kurtosis 3.742604
200
Jarque-Bera 128.8821
Probability 0.000000
0
— —

‘30 20  -10 0 10 20
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Figure 25 : Statistiques descriptives de la sé@tés résidus RNY-OU issus de I'estition
du processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour lagérature de New York

1000
[ Series: RNY-OU
— Sample 2 4745
800 | Observations 4744
] Mean -0.001111
600 | Median 0.143970
Maximum 22.07177
Minimum -22.13602
400 | ] Std. Dev. 5.179389
Skewness  -0.106493
Kurtosis 3.437055
200 |
Jarque-Bera 46.72455
Probability 0.000000
0
f T T T T T T T T T T T T

Nous pouvons attribuer I'asygtrie de la distbhution a I'hétéroscédasticité. Des oscillations
avaient été observées au niveau de laed&pn des valeurs de TCHSTAT, TCINSTAT et
TNYSTAT. Les résultats du test AREH appliqué aux séries des résidus dadide de
Chicago (RCH-OU), de Cimgnati (RCIN-OU) et de N& York (RNY-OU) que nous
présentons dans les tableaux 14, 15 et 16ocmmit cette hypothése. Le choix du rwende
retards p pour la e en ceuvre du test yieétre déteriné au noyen de I'étude du
corrélograrme des résidus carrés qui nouddigue que les 5 praares autocorrélations
partielles (graphique non reporté) sont signtficament différentes de zéro pour RCH-OU et
RCIN-OU et que seules les 2 prienes lesont pour RNY-OU. Nous choisissons, par
conséquent, un ndme de retards égal a 5 pdR€H-OU et RCIN-OU etle 2 pour RNY-OU.

“® | e st ARCH consste & effectier une régmssion autorégressive des s carrés sur p retards :

U

Le coefficient de déterimation (le R2) estensuiteutilisé pour calculer la statistique dest qui est définie par
LM = n uR2 ou n dégine k nonbre d'observabns. Gtte statistique sui un $ a p degrés deberté sous

I"hypothése ndk d’homoscédastité des erreurs.
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Tableau 14 : Application du Test ARCH a la série des résidus carrés RCH-OU

pour p=>5
ARCH Test:
F-statistic 23.75627 Probability 0.000000
Obs*R-squared 116.0202 Probability 0.000000
Test Equation:

Dependent Vaable: RCH-OUY*2

Method: Least Squas

Sanple(adjusted) 7 4745

Included obserations: 4739 afteadjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 24.82157 1291656 1921686 0.0000
(RCH-OUY\2(-1) 0.042377 0.014496 2923404 0.0035
(RCH-OUY2(-2) 0.075784 0.014497 5.227455 0.0000
(RCH-OUY'2(-3) 0.067332 0.014506 4641599 0.0000
(RCH-OUY2(-4) 0.040506 0.014477 2.798037 0.0052
(RCH-OUY'2(-5) 0.073604 0.014475 5.084722 0.0000
R-squaed 0.024482 Mean dependent var 3545415
Adjusted Rsquaed 0.023451 SD. dependent var 5706076
SE. of regression 5638771 Akaike info citerion 1090364
Sumsquaed resid 15048923 Schwaz ciiterion 1091183
Log likelihood -2583019 Fstatistic 2375627
Durbin-Watson stat _ 2004924 Pob(F-statistic) _0.000000

Tableau 15 : Application du Test ARCH a la série des résidus carrés RCIN-OU

pour p=>5
ARCH Test:
F-statistic 80.47851 Probability 0.000000
Obs*R-squared 371.3325 Probability 0.000000
Test Eguation:
Dependent Variable: (RCIN-OU)"2
Method: Least Squas
Sanple(adjusted) 7 4745
Included obserations: 4739 afteadjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 17.83374 1.170535 1523555 0.0000
(RCIN-OU2(-1) 0.087006 0.014465 6.015022 0.0000
(RCIN-OUY2(-2) 0.109747 0.014450 7594826 0.0000
(RCIN-OUY2(-3) 0.097144 0.014450 6.722784 0.0000
(RCIN-OU2(-4) 0.096095 0.014405 6.671193 0.0000
(RCIN-OUY'2(-5) 0.097640 0.014413 6.774526 0.0000
R-squaed 0.078357 Mean dependent var 3485635
Adjusted Rsquaed 0.077383 SD. dependent var 57.70020
SE. of regression 5542274 Akaike info citerion 1086912
Sumsquaed resid 14538265 Schwaz citerion 1087731
Log likelihood -2574839  Fstatistic 8047851
Durbin-Watson stat _ 2007500 Pob(F-statistic) _0.000000
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Tableau 16 : Application du Test ARCH a la série des résidus carrés RNY-OU

pour p=2
ARCH Test:
F-statistic 58.20523 Probability 0.000000
Obs*R-squared 113.6914 Probability 0.000000
Test Equation:

Dependent Variable: (RNY-OU)"2

Method: Least Squas

Sanple(adjusted) 4 4745

Included obsemations: 4742 afteadjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 21.25506 0.793235 26.79542 0.0000
(RNY-OUY*2(-1) 0.093323 0.014431 6.466858 0.0000
(RNY-OU2(-2) 0.114115 0.014431 7907842 0.0000
R-squaed 0.023975 Mean dependent var 26381864
Adjusted Rsquaed 0.023563 SD. dependent var 4188070
SE. of regression 4138433 Akaike info citerion 1028431
Sumsquaed resid 8116311. Schwaz ciiterion 1028840
Log likelihood -2438111 Fstatistic 5820523
Durbin-Watson stat _ 1996330 Pob(F-statistic) 0.000000

On observe que les t-statistiques sont toutedeagus de |1.96| a 5% et que la probabilité
d’obtenir la grandeur uR2 ("Obs*R-squared") supérieure a sa valeur &stigst en-deca des
5%. On rejette donc I'hypothese nulle d’hosoédsticité. Il convient alors de chercher a
modéliser la volatilité des séries enmoyantnotamment les nodeles de variance périodique
proposeés par Cao eta&\(1998), Roustant (2002 Canpbell et Diebold (2004) et Benth et
SaltytiBenth (2005). Nous avons d’'abord Viéri que la spécification du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck était adéquate eenamtun test d’autocorrélation sur les résidus. Nous
avons utilisé a cette fin le test de Box-Piéféequi pernet de tester une autocorrélation
d’ordre supérieur a 1. L'exaan de la proHailité associée a la statistique Q (résultats non
reportés) nous a révelé que pour I'ensiendes autocorrélations, nous rejetions I'’hypothese
nulle d’'un processus d’'un processus deitbiolanc. Nous pouvons donc conclure que la
modélisation de la tepgérature a l'aide duprocessus d’Ornstein-Uhlenbeck n’est pas
satisfaisante. Come nous I'avons fait rearqué, il correspond a un processus AR(1) en
temps discret alors qu’une structure autoesgive d’'un ordre supérieur a 1 pettrait

d’éliminer I'autocorrélation des résidus et d’obtenir des bruits blancs. Nous faisons donc la

“9 | e estde Box-Pierce repose surdnayse de & siatistique Q quiestdéfinie par :

h

| 12
Q n! W

k™1

ol n este norrbre d’observabns et, fait référence & dubcorréktion enpirique d'ordre k. La stistique Q
sut asynptotiquement la loi du $ a h degrés déderté.
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méme remarque que Roustant (2002) selormguelle les processus en tggncontinu ne
pernmettent pas de traduire correctmh le corportenent de la terpérature myenne
journaliere. Dans I'imédiat, tentons d’amliorer la nodélisation en considérant I'estiion

des coefficients des équations de la variance.

3.2.2.3 Processus d’'Ornstein-Uhlenbeck avec une volatilité non constante

Nous estimns successiveent les paramres du processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec
une volatilité de type ARCH puis avec lesades de variance périodiqueisren avant par
Cao et W (1998), Roustant (2002), Caindl et Diebold (2004) et Benth et SaltyBenth
(2005).

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec une volatilité de type ARCH

Nous souhaitons esten les coefficients dgprocessus de retour a laoyenne de la

forme suivante :

a

dTi" m °
th = i? + “ou (Tt - Tt) ;}4dt + ]Du,tth (260)

ou %, correspond a un processus ARCH ou GARCH.

L’estimation des coefficients du processus €efifiera a I'aide de laéthode du raximum de

vraisenblance dont la description est donnée en annexe.

Afin de déternmer le nodele le meux adapté pour représenter la volatilité de nos
séries de tepératures, nous allons tout d@d chercher a préciser les ordres p et g des
représentations ARCH et GARCH. Pour ce faire, nous analysons les fonctions
d’autocorrélation siple et partielle des résidus carrés (non reportées ici). Elles nous
indiquent que la prei@re autocorrélation sipte et les 5 premres autocorrélations partielles
sont significativerant différentes de zéro polas séries RCH-OU et RCIN-OU tandis que les
2 prenieres autocorrélations partielles saignificatives pour RNY-OU. Par conséquent,
nous avons estiénles paramtres des spécifations ARCH(5), GARCH(5,1) et GARCH(1,1)
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pour les temératures de Chicago et de Gmmati et ARCH(2), GARCH(2,1) et GARCH(1,1)
pour celles de New York. La cqaraison des d@eres AIC et SIC nous a @né a retenir le
modele GARCH(1,1) pour les trois villes dont KEsultats de I'estiation figurent dans le
tableau 17.

Tableau 17 :Estimation du processus d’'OrngtdJhlenbeck avec une volatilité
GARCH(1,1) pour les tepératures rayennesjournaliéres de Chicago, de Cincinnati

et de New York.

TCHSTAT TCINSTAT TNYSTAT
Estimation | t-Student | Estimation | t-Student | Estimation | t-Student
-OU 0.2772 26.83 0.2838 27.92 0.3277 29.86
.0 0.7428 5.83 0.3359 5.49 0.7261 8.29
1 0.0515 8.05 0.0772 11.37 0.0532 7.38
2 0.9280 108.54 0.9147 130.28 0.9197 115.70
L -15074.13 -14772.35 -14422.59
AIC 6.3567 6.2295 6.0820
SIC 6.3622 6.2349 6.0875

La représentation GARCH(1,1) est donnée §ar= .o+ .1 @1+ .2 §,,, avec.o>0, ., t0et
t0. LL désigne la valeur de lag-vraisenblance a I'optinum.

Nous constatons que les doeients estirdssont tous positff et signifcativenent diférents
de zéro ce qui valide le choix duodele GARCH(1,1) pour représenter la volatilité des
températures. Nous avons reproduit conjoingetrsur la figure 26 le tracé des résidus carrés

et celui de la volatilité estiée pour les tepgratures de Chicago.
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