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L'objet de cette thése est d'apporter une contribution & la manipu-
lation algorithmique des relations binaires, relations d'ordre et fermetures ;
dans une derniére partie, nous montrerons‘comment 1'utilisation des outils ain-

si définis permet de résoudre le probléme'de réduction d'un systéme séquentiel.-

Tout calcul algorithmique effectué sur certains étres algoriﬁhmiques
-i.e. susceptible d'etre traité par un ordinateur moyennant la matérialisation
de cet algorithme en un programme- nécessite une représentation de ces &tres
adaptée a la structure de la mémoire d'un ordinateur. Chaque "mot machine"
-i.e. le plus petit sous-ensemble d'informations de la mémoire directement adres-
sable- est décomposé en k bits pouvant prendre deux valeurs notées O et 1. Une
telle information peut donc €tre considérée comme la valeur d'un vecteur carac-
téristique sur un ensemble fini de ‘cardinal k ; d'une fagon générale, tout groupe
de n mots machine permet de repérer toute partie d'un ensemble fini de cardinal:
majoré par n.k. Enfin, rappelons que tout ordinateur peut effectuer 4 partir des
mots machines les opérations d'union, d'intersection et de complémentation au
sens de la théorie des ensembles. L'ordre d'un treillis de Boole de dimensiomn

finie est donc "naturel" pour un ordinateur.

Dans la premiére partie de cette thése, nous &tudierons le probléme

du codage booléen d'un ensemble ordonné fini E, i.e. la recherche d'une appli-"

cation injective Y de E dans un treillis de Boole telle que x Sy = ¥(x) < ¥(y).
Nous chercherons en particulier quelle doit étre'la dimension minimale du treililis
de Boole pour que cela soit possible (chapitre II1I, Partie I). On peut désirer,
dans le cas ol E posséde de plus une structure de treillis, conserver cette struc—
ture d travers l'application Y. Il est impossible dans le cas général de le faire
a la fois pour les opérations de borne sup et de borng inf a moins que E ne soit
un treillis distributif. Par contre, il est toujours possible de conserver une des
deux opérations ; par exemple, on peut s'arranger pour que ¥ soit un isomoprhisﬁe
par rapport & l'intersection de E sur son image -on dira alors que Y est un '+ co-
dage-. On peut alors représenter tout treillis fini dans la mémoire d'un ordina-
teur 3 1'aide d'un U codage ﬁlet d'un éodage Yz,(1é¢reéhefche3desi‘:éédages;

sera effectuée dans le chapitre II, Partie I).




Mathématiquement, le codage dans un treillis de Boole qui est une puis-
sance cartésienne B de 1'ordonnéstotal & deux éléments B = {0,1} avec 0 <1 est
de méme nature que le codage dans 1'ordonné #™, ot £ est 1'ensemble des entiers
positifs ou nuls naturellement ordonhés. Il est d'ailleurs 3 noter que l'ordre sur
[V est également "maturel" pour un ordinateur, ce dernier pouvant effectuer la com-
paraison de deux entiers. Les chapitres II et III de la partie I traitent &gale-~
ment ce probléme plus général, On obtiendra ainsi deux ensembles de résultats :

1 - une théorie de 1'M-codage des treillis finis 3 partir de leurs éléments
U-irréductibles, généralisation de:celle qui a été faite par Birkhoff |4| et
Campbell [9} dans le cas des(1—codages dans un treillis de Boole (chapitre II) ;

2 - un moyen algorithmique d'atteindre la  dimension: d'un ensemble ordonné
fini E, cette dimension définie par Spielzrajn [33} étant le plus petit entier n
tel qu'il existe un isomorphisme d'ordre entre E et un ordre restreint 3 un sous-—

ensemble de.mfnﬁ(chapitre ITI)., =

Dans la partie II, nous étendrons: ces résultats au cas des relations

o o . __A'une relation .
binaires. D'une facon générale, la{representation/binaire |E1;f3 . EQI -voir le
sens de cette notations au début du chapitre I de la partie II- dans un ordonné

E est la donnée de deux applications Wlhet Tz de E1 et E2 dans E telles que :

¥x sz EZ’ X, X, <=> Wl(xl) < Wz(xz). Un rappel préliminaire de la théo-

1 El’
rie des correspondances de Galois (chapitre I, partie II) montrera qu'il est tou-
jours possible de trouver une telle représentation. De plus, on peut choisir comme
ordonné E un treillis complet, un treillis de Boole B" en une puissahce cartér-:-
sienne ﬁvn’ Deux séries principales de résultats seront obtenues :

1 - la généralisation du procEdé d'extension d'un ordonné en treillis complet
(procédé d'extension par "coupures" |23|) i une relation binaire quelconque. On
dégagera une extension canonique qui s'avérera minimale au sens de Birkheff [5]
(cf. chapigre IT, partie II). On exhibera également un ordonné minimal et une
relation/ﬁiggiéiz dont 1l'extension canonique en treillis soit donnéeﬂ(chapitre i1).
2 - 1l'extension de la notion de dimension ci-dessus définie pour les ensembles

ordonnés finis au cas des relations binaires finies (chapitre 1V).

Les résultats énoncés dans ces deux premidres parties seront basés sur
une &tude préalable des notions d'engendrement d'un ordonné et d'une relation bi-

naire. Dans un premier temps (chapitre I, partie I) nous &étendrons aux ordonnés




quelconques les notions d'U-engendrement et d'f-engendrement définies sur les

treillis. Dans un second temps (chapitre I, partie II) nous procé&derons i cette

extension pour les relations binaires.

La troisiéme partie traite de la représentation des fermetures sur un
treillis de Boole, cette représentation sera faite 3 l'aide des expressions -~
booléennes dans un esprit analogue a celui de la géométrie analytique ol les
constructions géométriques sont remplacées par des calculs formels. Cé type de
représentation est également adapté au traitement par ordinateur ainsi que le
montrent les travaux réalisés par 1'équipe d'algébre appliquée de Grenoble
(cf. bibliographie). Cette &tude trouvera son application dans deux probl&mes
théoriques :

1 - le concept de propriété de caractére fini introduit par Tukey [34}
sera reli& au concept de décomposition d'une fonction booléenne ; ceci se
fera grice 4 1'étude du procédé utilisé par Tukey pour engendrer ces proprié-
tés de caracté&re fini ;

2 - un moyen algorithmique sera donné pour reconnaltre 1'ordre d'une pro-
priété de caractére fini. Un tel moyen permettra en particulier de tester si
un treillis fini donné peut E@tre isomorphe au treillis des sous algdbres d'une

algébre abstraite dont la n-atité des opérations est bornée.

: Dans la quatriéme partie on redéfinira le probléme de la réduction du
nombre d'états d'un systdme séquentiel incomplet |26]. On montrera que ce pro-
bléme reste inchangé si on se place dans la catégorie plus large des systémes
séquentiels partiellement déterminés. Le chapitre I donnera un algorithme pour
opérer cette réduction en se servant des outils définis a propos de la partie III.
Dans le chapitre 11, nous étudierons le probléme plus général de la réduction

globale et etablirons certains résultats nouveaux ou plus généraux que ceux qui

ont été déja énoncés par Gray et Harrison Ilf . Cette étude sera basée sur la
notion de graphe &tiqueté qui généralise en un certain sens celle de systéme

séquentiel,
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Une fermeture sur un ensemble ordonné E est une application

f : E~> E vérifiant les trois propriétés suivantes :

¥x « E : £(X) > X (extensivité) ;
¥x = B P f(E(x)) = £(x) (idempotence) ;

Vxety E:x>y =>'f(x)L2 f'(y) (monotonie).

Une fermeture duale est une fermeture sur E ordonné par 1'ordre opposé
! P , s

les propriétés caractéristiques sont les mémes, 4 l'exception de 1'extensivité
prop q ’ P

qui est remplacée par la contractivité :

¥ E : f(x) < x.

Un invariant d'une fermeture est un &lément i tel que f(i) ='1 ; il
invariant q

résulte de l'idempotence que l'ensemble des invariants est &gal 3 f(E).

B) Canractirisation d'une fermeture par ses Lnvariants

Une partiede Moore dans un ensemble ordonné E est un sous ensemble P

tel que pour tout x appartenant 3 E, il existe un plus petit &lément % dans P

qui majore x.

Théoréme 1 : "L'ensemble des invariants d'une fermeture f est une partie de
Moore, f(x) est le plus petit majorant de x appartenant 3 cette partie de Moore.
Réciproquement, &tant donnée ‘une pa¥tie de Moore P, la correspéndance: x -+ x

est une fermeture'."

Théoréme 2 : "La correspondance qui 3 chaque fermeture f associe son ensemble

d'invariants £(E) est une bijection telle que : f <g = f(E) _ g(BEM




C)

E)

‘un tel majorant, par exemple l'é@l&ment universel). Il résulte alors du thédréme 3

Inwvardants d'une femetuwie sun un trelldis complet

Théoréme 3 : "Les parties de Moore d'un treillis complet sont confondues avec les

sous inter demi—treillis complets contenant 1'&lément universel!™
P

Lorsqﬁe ce treillis complet est le treillis des parties d'un ensemble T,

une partie de Moore sur ®(F) est plutdt nommée une famille de Moore sur F.

U Homomorphisme complet

On sait que tout ) demi-treillis complet possédant un &lément universel
est en fait un treillis complet ; la borne supérieure: d'un sous+<ensemble P est

égale a4 la borne inférieure de 1l'ensemble des majorants de P (il existe au moins

qu'une partie de Moore est un treillis complet ; ce treillis complet n'est pas
nécessairement un sous-treillis complet car les bornes sup ne sont pas:! nécessaire-

ment conservées.

Etant donnée une fermeture f sur un treillis complet‘¥ dont l'opération

v .

de borne sup‘est notée U, en notant U 1'opération de borme sup sur £( ), on peut

alors écrire 1'égalité f(Uxi) =0 f(xi), 1l'indice i variant dans un ensemble quel
i i '

conque. Cette égalité établie par Ward [33] exprime que f est un U homomorphisme

complet de ¥ sur £(%). Réciproquement, considé&rons deux treillis complets‘¥ et

%', un U homorphisme complet H de % dans ’
¥ . Pour tout x' appartenant a H(@p, il ¥
existe dans H_l(x') un plus grand &lément
x', La correspondance f ¢ x +~ﬁf§7 est une
fermeture sur%9 et la restriction.de H

3 f(® est un isomorphisme d'ordre.

Théoneme du point gixe

+.Un ensemble ordonné E est dit inductif si toute chaTne non vide admet

PEPERN ¢ ) R NI
une borne supérieure (=) ; ainsi tout U demi~treillis complet et tout ordonné

£ini sont inductifs.




Théoréme 4 : "Toute applicati'on exténsive f sur un ordonné inductif E possdde un

< o 1)
point fixes".

Rappelons le principe de la démonstration. Soit x un élément quelconque,

1'ensemble des parties P de 1'ordonné inductif vérifiant les propriétés :

a) x:& P,
b) £(P) <P,

c) 1les bornes sup des chalnes de P sont dans P,

est une famille de Moore sur E. Pour tout x appartenant 3 E, il existe donc un
plus petit sous—ensemble Cx vérifiant a), b) et ¢). On démontre alors que CX est
une chaine bien ordonnde (1'axiome du choix est nécessaire), CX posséde une borne

sup §!qui est un point fixe.

Si on suppose de plus que f est monotone, on démontre alors que la corres-

pondance T : x + X est une .fermeture. f est la limite inductive de f.

(x) Trés couramment, on admet &galement que 1'ensemble vide admet aussi une borne
supérieure (cf. Bourbaki), ceci est équivalent 3 dire qu'il existe un plus petit
€lément. Nous ne supposerons pas nécessairement vérifiée cette hypothése qui

n'ajoute pas de propriété fondamentale.




Al

SECTIONS D'UN ENSEMBLE PREORDONNE - TREILLIS DISTRIBUTIFS

Relation de préondre

Une relation binaire sur un ensemble E est un préordre si elle: est ré-

flexive et transitive -elle n'est pas nécessairement antisymétrique-. Nous noterons
¥ <y quand la relation de préordre sera vérifide, y » x sera utilisé pour noter

la relation duale qui est également un préordre.

Deux éléments x et y d'un ensemble préordonné seront dits isovalents

-notation x = y- sl x <y ety > x sont vérifiés. La relation d'isovalence est

manifestement une équivalence, ses ‘classes seront nommées classes d'isovalence.
On démontre que la relation A <B vérifide entre deux classes d'isovalence
A et B si il existe a A et b& B tels que a < b est une relation d'ordre entre

classes d'isovalence.

Deginition d'une section

Une section initiale J d'un ensemble préordonné E est un sous—ensemble

vérifiant la propriété :

¥xeJ, BWyEE 1y <x =y J.

Une section finale est un sous—ensemble ¥ vérifiant :

¥x¢F, ¥y E : y > x => y&F.

Les définitions de ces deux sortes de dections sont donc duales (remarquer
que Ll'opposé d'un préordre est également un préordre), d'ailleurs elles se corres-
pondent par complémentation en ce sens que la complémentaire d'une section ini~
tisle est une section finale, et réciproquement. On remarque &galement que le sous-
ensemble vide et 1'ensemble tout entier sont des sections 3 la fois initiales et

finales.




C) Tredlllis distrnibutifg

Un treillis ®¢ dont les opérations de borne sup et de borne inf sont notées

+ et . est distributif si la condition suivante est véalisée :
Vx) y et z e % (x+y).z = %2 + Y.z 7 .
On démontre alors que la condition duale est également vérifide, i.e. :
¥z, y et za&qF : (xey) + z = (x+z).(y+z)

Un treillis sera dit complétement distributif si il vérifie les condi-

tions suivantes @

~ ce treillis est complet

=
b
Iy
o
73]

- toute expression du type I I X, est égale 4 z/
i= T j Ji J

o T
aJ, J

P
e

ensembles d'indices I et Iy étant de cardinal quelconque. L'égalité duale est

également vérifige.

D) Thelllis de sections

L'union et 1'intersection d'une famille quelconque de sections initiales
d'un ensemble préordonné est encore une section initiale. Les sections initiales
constituent donc un sous-treillis complet du treillis des parties ; ce dernier
étant complétement distributif, il en est de méme pour le treillis des sections
initiales. Les mémes propri&tés sont &galement valables pour les sections finales ;
on remarque que la correspondance par complémentation est un anti isomo;phisme

entre ces deux treillis.

Dans le cas fini, les treillis de sections initiales d'un ensemble ordonné

jouent un rdle important par suite du théordme suivant :

Théoréme : "Tout treillis distributif fini est isomorphe au treillis des sections

infttiales d'un certain ensemble ordonné fini."
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Sections principales

. oo . o . - -
X la section finale principale engendrée par x. Il résulte de la correspondance

Etant domné un ensemble préordonné E et un &lément x¢ E, 1'ensemble ¥ des

€léments y tel que x > y constitue une section initiale principale qui est dite

engendrée par x. Deux sections initiales principales X et § ne sont égale que si
x et y sont isovalents dans le préordre. En particulier, si le préordre est un

ordre, cela nécessite x = y. Il est manifeste que toute section initiale est union
de sections primcipales, ces sections forment donc un systéme U générateur (cf.
partie I, chapitre I) ; elles sont de plus U irréductibles en ce sens que si une
section & est union d'une famille de sections, alors une des sections de la famill

doit €tre égale & X (cf. partie I, chapitre I).
Les mémas remarques sont valables pour les sections finales, on note

- ° ° . o - v -~
par complémentation que les’sections initiales égales aux (:x forment un systéme

f-générateur; ces sections sont de plus -irréductibles.

Somme d'eloment U inndductibles d'un treillis distributif fini

Propriété : "Dans tout treillis distributif, si une somme d'é&léments U-irréduc<

On peut maintenant préciser le sens du théoréme &noncé én})).
Etant donné un treillis dis%ributif fini % dont {L est 1'ensemble des &léments
U.irréductibles, la correspondance x >~ & A% de f dans & () est un isomorphisme
d'ordre entre ¥'et le treillis distributif des sections initiales de ﬂ,?rdonne
par l'ordre induit par {. La bijection inwérse est la correspondance S - Borne
Sup (S), oli S est une section initiale de u. Cette interprétation permet alors

d'énoncer la propriété suivante :
tibdes 2u est majorée par une somme quelconque Ix, alors pour tout terme u de
la premiére somme, il en existe un x de la seconde tel que u < x."

Cette propriété est évidente si on l'interpr&te en termes de sections
P : p

initiales.




(3) FONCTTONS BOOLEENNES ET RECOUVREMENTS D'UN ENSEMBLE FINI
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Trhelllis de Boole

Un ensemble ordonné fini possédant une structure de treillis distributif

()

complémenté est appelé treillis de Boole. On constate aisément que 1'ensemble

ordonné B = {0, 1} muni de 1'ordre O < 1 répond 3 cette définition, ainsi que toute
. P n . - P -
pul ssance cartésienne B de cet ensemble ordonné. D'une fagon générale, on peut &ta-

blir le théoréme suivant -cf. [3]— :

"Pour tout treillis de Boole fini,qg, il existe un entier n > 0, appelé

dimension de ce treillis de Boole, tel que soit isomorphe a B,

N - o L ae .
Dans le cas oli n = O, on conviéndra que B~ est l'ensemble réduit a un

1z : ‘o . . -1
seul &lément muni de 1'ordre trivial ; si n = -1, on conviendra que B ~ est l'en-

(xx).

semble vide

Considérons un ensemble fini E contenant n &léments numérotés de 1 3 n,
1'ensemble BE des applications de E dans B, et 1'ensemble GNE) des parties de E.
Sur BE, définissons 1'ordre "f < g <= ¥xgE : f(x) < g(x", et sur(?(E), consi-
dérons la relation clasgsique d'inclusion. Les troils ensembles ordonnés Bn, BE, (E)
sont des treillis de Boole isomorphes par l'intermédiaire des bijections o :

@(E) + B et R GRE) ﬁ-BE définies pour tout Pé(f(E) par |
o(pP) = (al, Bys ey an) est tel que a; = 1 si et seulement si 1'&lément de
E numéroté par i appartient i P ; -

B(P) : E > B est telle que 1'image de 1'élément numéroté par i soit égale a

(%) €f. chapitre I, partie II, pour la défintion d'une relation binaire sur un en-
semble vide.

(#) Un treillis dont les opérations de borne sup et de borne inf sont notées + et .
respectivement est complémenté si & chacun de ses &léments x, on peut associer un
élément x' vérifiant les &galités x.x' = 0 et x + x' = 1, 0 et 1 étant respective-

ment le plus petit et le plus grand &lément de ce treillis.
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a(P) est appelé le vecteur caractéristique de P ;

B(P) est appelé la fonction caractéristiquevde P ;

P est appelé le support de oP) ;

P est appelé le sous-ensemble caractéristique de B(P).

C) Cubes d'un trhelllis de Boole

Définition : Tout sous-treillis de Boole d'un treillis de Boole est appelé wn cube

la dimension de ce sous-treillis de Boole est appelde la dimension du cube, On uti-

o,

lisera souvent la locution m-cube -m, entier > =1~ pour désigner un cube de dimen-

; N . . n
sion m ; ainsi le -l-cube est la partie vide de B .

P . - . G, | . ,
Coordonnées d'un cube : Soit un treillis de Boole identifid & B par isomorphisme.

Pour tout couple de sous—ensembles I et J de [1, n], on vérifie facilement que le

sous—ensemble CIJ c B" constitué par les n-uplets (ai, Bgs +ees an) tels que a, = 1

si iélLC% 2y " O si j&J estuncube ; ce cube est vide si If)J # @. Réciproquement
pour touf/ﬁ, on peut déterminer un coupde de sous—-ensembles I et J dans [l, nJ tels
que C = CIJ . I et J seront appelés coordonnées du cube. Ces coordonnées sont déter-
minées de fagon unique si C # @, elles vérifient alors la condition IfNJT =0 ; par
contre si C = @, elles peuvent &tre choisies quelconques 3 vérifier la relation

flJ # 0.

Propriétés des cubes d'un treillis de Boole B" :

P1 = B" est un n-cube. Ses coordonnées sont T = J = @,

P2 : L'ensemble vide est un -l-cube. Cf. plus haut,

P3 : Tout sous~ensemble de B" contenant un seul n-uplet (al, Bps eses an) est
un O-cube. Ses coordonnées I et J sont définies par

I={ila; = 1} et J = {j!aj = 0}.
P4 : L'intersection de deux cubes est un cube, On vérifiera la formule :

Crgfi Crogr = Crypes gyyre

D] Fonetions bocldennes

Une fonction bool&enne simple de n variables est une application
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. n . < 2 = . s
f : B" = B; une fonction booléenne générale de n variables, & m composantes, est

; . . pll P
une application F : 8" + B" dont les composantes seront notées F F vees F o On
1 722 > m

utilisera couramment les notations F(O , O,y wesey, O ), F, (0, «0e, O_) et
1 2 n i1 n
f(&l, ceoy an) pour rappeler que ces fonctions dépendent de n variables ; ces no-

tations ne seront pas 3 confondre avec F(al, ey an), Fi(al’ .ony an) et

f(al, couy an) exprimant la valeur prise sur un n-uplet (al, cees an).

Ensemble carnactirnistique d'une fonction boolienne simple

Une fogggion booléenne simple &tant une appiication de B" dans B, on
peut parler de/sous-ensemble caractéristique (cf. B)), constitué par les n-uplets
(al, By e an) dont 1'image vaut 1. Rappelons que l'on définit trois opérations

sur les fonctions booléemnes, deux opérations binaires 7 'sommepét.produit, notées

f + g et f.g, et une opération unaire : complémentation, notée f' (cf. [15]). Si
on note E(f) le sous-ensemble caractéristique d'une fonction f, alors les propvié-

tés d'isomorphisme signalées en B) impliquent :

E(f+g) = E(£)UKg) ; E(f.g) = E(F)IE(R) ; E(£") = (E(f).

Fonetion Booléenne caractiristique d'un recouviement partied

Un recouvrement partiel d'un ensemble E est un &lément de(f(@(E)), i.e.
P

. ¢ o . . o0 .
un ensemble de parties de E. Moyennant 1'identification de(?(E) 3 B par l'inter-—
médiaire d'une numérotation des &léments de E, on peut associer bijectivement &

, Rl ' .
chague recouvrement partiel de E un sous-ensemble de B . Ce sous—ensemble est lui-

~ P . . o - n
méme le sous—ensemble caractéristique d'une certaine fonction booléenne~f : B ~ B

qui sera appelée fonction caractéristique du recouvrement partiel considéré.

Il est naturel d'appeler union de deux recouvrements partiels, le recou-

vrement partiel constitué par les parties appartenant 3 1'un ou l'autre de ces re-

couvrements partiels, intersection de deux recouvrements partiels, celul qui est
constitué par les parties appartenant 3 l'unet 1'autre de ces recouvrements par-—

tiels, complémentaire d'un recouvrement partiel, l'ensemble des parties n'appar-

tenant pas 3 ce dernier. Ces opérations seront notées U, f} et E comme pour les
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les ensembles. Les propriétés d'isomorphisme: signal@es en B) leur font correspondre

1

les opérations +, . et ' dans 1'ensemble des fonctions booléennes simples.

Monomes boot.zéns

Une fonction booléenne simple f : B" > B est un mondme si son ensemble
caractéristique est un cube CIJ ; la somme Card(I) + Card(J) est appelé le degré
du monome si IfjJu=C@ycon’woit ginsic-ghe la: somme du degré d'un mondme avec la di-
mension de son cube caractéristique est égale 3 n. On distingue en particulier :

- le monome de degré O correspondant au cube Bn, cette fonction booléenne est
toujours égale 34 1, elle sera donc notée "1" ;

- le mondme correspondant au cube @, cette fonction bool&enne est notée "O" ;

i

les monOmes canoniques correspondant aux O-cubes, ils sont de degré n ;

- les monOmes de degré 1 correspondant aux n-1 cubes. Un tel mondme ne dépend
que d'une variable o 3 il sera représenté par cette variable si il correspond au
cube Ci¢’ par sa complémentaire ai, si 1l correspond au cube C¢i' D'une fagon géné-
rale, en tenant compte de la correspondance entre intersection de cubes et produit
de monomes, on voit que le mondme associé au cube CIJ # @ se représente comme le pro-

duit I o . I o',
i€l T jed

Ecnitune SP d'une fonction booléenne simple

Tout sous-ensemble de B" &tant une union de cubes (on peut en particulier
considérer les O-cubes), on en conclut que toute fonction booléemne simple est re-—
présentable comme une somme de mondmes ; une telle représentation sera appelée une
écriture SP -somme de produits— de la fonction booléenne. En particulier, 1'écriture
SP correspondant & la décomposition de l'ensemble caractéristique en O-cubes est la

décomposition en mondmes canoniques de cette fonction bool&enne.

D'une fagon générale, tout mondme inférieur ou &gal 3 une fonction booléenne
peut figurer dans une de ses écritures SP ; ceux de ces mondOmes qui sont maximaux soni
dits premiers. L'écriture SP constituée par l'ensemble des mondmes premiers est la

base premiére compléte de la fonction.




- 15 =

1} Fonctions booliennes croissantes

, . . . n . o
Une fonction booléenne £ : B > B est croissante si

. Y o (alt 1 'Y = £ 5 ' 1 t
(al, By sees an) > (al, Bys eers 3) T f(al, By sees an) > f(al, Bgs eves an).

On voir facilement qu'un mondme I a,. I a! est croissant si et seulement si
iel ~  jeJ
J = @, ce qui revient & dire qu'il ne posséde pas de variable complémentée. On dé-
montre les résultats suivants quand aux fonctions booléennes croissantes :
1’ - Tout monOme premier d'unme fonction croissante est croissant ;
2 - La seule &criture SP d'une fonction croissante ne contenant que des mo-

nomes premiers est sa base premidre compléte.

J) Recouvrements partiels Lebres d'un ensemble - Cornrespondance avee Les fonctions
booksennes croissantes

Un recouvrement partiel(ﬁ_est couvert par un autre recouvrement partiel
R' -notation : £ < R'~ si toute partie de K est incluse dans au moins une partie
de R'. La relation < est manifestement un ptéordre ; on voit qu'elle n'est pas anti-

symétrique en considérant par exemple R = (ab) (abc) (cd) et &' = (abe) (c) (cd).

Un recouvrement partiel est libre si tout couple de ses parties distinc—
tes ne vérifie pas la relation de comparabilité par inclusion ; 1'ensemble des re-
couvrements partiels libres de E sera noté &l(E).

’

Propriété : "La restriction de la relation < a @;(E) est un ordre'.

Rornons nous maintenant aux recouvrements pariels d'un ensemble E fini.,
Lienseimbte § des parties maximales d’'un tel recouvrement partiel est libre, § sera

appelé base premiére de £.

K
®
[m
Y
VS

Propriétés : "1 K<

2) &

< @ sont vérifiés ;

Ew W,
.

i/
=2
’!
Sl
[N

Théoréme’; “La relarion d'ordre < induit une structure de treillis distributif

sut 6L(E)“,
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Etablissons une correspondance bijective v : E > V entre E et un en—
semble fini de variables booléennes sous leur forme non accentude. A un sous—

ensemble P ¢ E, associons le mondme croissant v(P) = II v{e) ; convenons que
ecP

~

v(@#) = 1. La relation P < Q est équivalente 3 v(P) absorbe v(Q).

A un recouvrement partiel 1ibre(£, associons la fonction booldemne

&

R

Zd v( P), P représentant la complémentaire de P dans E ; on conviendra que
Pe

0 si R est vide de parties. Puisque (Ké yL(E), chaque monfix V(GP) est premier

par rapport 3&. On voit que la correspondance £+& est bijective entre fL(E) et

les fonctions booléennes croissantes par rapport & V &crites avec leur base pre-
miére ; de plus, il est immédiat de vérifier que cette correspondance est un iso-

morphisme d'ordre, i.e. K fd" = R < (ﬂ'. Le théoréme découle de cette propriété.

La borne sup de de deux recouvrements partiels libres &K et ®' sera ap-
pelée la somme de K et £' et notée R+&'. Elle correspond 3 la borne sup des fonc~
tions booléennes croissantes associées. On l'obtient en prenant la base premiére

de 1'union de ' et (f'.

La borne inf appelée produit et notéed.d' s'obtient en prenant la base
p produit P

premidre de 1'intersection de K avec f'.
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CHAPITRE 1

SYSTEMES GENERATEURS D'UN ENSEMBLE ORDONNE
APPLICATION DE LA NOTION DE FERMETURE

A o it T qiyo T 2y T oy A - o ) 1 -







c=19 -

Dans ce premier chapitre, nous &tendrons la notion de systéme géné-
rateur définie dans le cadre des treillis au cadre des ensembles ordonnés quel-
conques. Ceci nous permettra en particulier de généraliser les notions d'é&léments
U-irréductibles (resp. r\*-rirréductibles) dont les propriétés sont semblables
d celles qu'ils vérifient dans les treillis. La notion d'ensemble caractéristique
définie au paragraphe (3) s'avérera utile dans le deuxiéme chapitre de la se-
conde partie pour Etudier 1'extension de Mac Neille d'un ordonné fini en treillis

complet (cf. paragraphe (6) de ce chapitre).

Enfin, nous &tudierons en annexe une caractérisation 3 1'aide des fer-
metures des sous—ensembles d'un treillis complet qui sont également des treillis

complets pour l'ordre induit.
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On dira qu'un sous-ensemble ® d'un ordonné E contient ses bornes sup

(resp. contient ses bornes inf) si pour tout sous-ensemble P ¢ ¢ admettant une

borne sup (resp. borne inf), cette borne appartient 3 ®. Si ® contient 3 la fois

ses.bornes sup et ses bornes inf, on dira que ¢ contient ses bornes.

- Remarques .3 .

- Si E admet un plus grand &lément (resp. plus petit élément), cet &lément
est borne inférieure (resp. borne supérieure) de la partie vide, donc il
appartient a tout sous-ensemble contenant ses bornes inf (resp. borne sup).
- 8i E est un treillis complet, les sous-ensembles précédemment définis sont
les sous:{} demi treillis complets, sous U demi treillis complets, sous treil-
lis.

-~ Toujours dans le cas oi E est un treillis complet, on a vu dans la .pre-
midre partie, que les parties de Moore sont les f) demi treillis complets
contenant 1'&Il8ment universel ; en adoptant la terminologie ci-dessus défi-

nie, les parties de Mooré.sofit les sous—~ensembles:contenant leurs bornes inf.

Dans le cas général d'un ordonné quelconque, - »

Py
5

les parties de Moore contiennent évidemment

leurs bornes inf. Mais la réciproque est .

fausse comme on peut le voir sur la figure 1 ; i B
{1,A,B} est fermé pour ses bornes inf, car A

et B n'ont pas de borne inférieure, ce n'est

C ‘ D
[F«'ﬂ-'i]

pas une partie de Moore car elle ne con-

tient pas de plus petit majorant de C.

Les familles d’ensembles contenant leurs bornes inf (bornes sup, bornes)
. . : +
sont manifestement des familles de Moore ; on notera F > F*, F » F et F +-Fx

les fermetures associées. On dira alors qu'un sous-ensemble P est

N engendré par F si Pc F

U engendré par F si Pc F

‘engendré par F si P ¢ F
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Transitivité de l'engendrement : " Si P est engendré par Q, Q est en-

gendré par R, alors P est engendré par R".

En effet les inclusions P < Q}E et Q¢ R* impliquent P ¢ Qx et Q?t < R*

. . 3 . . P x
car 1l'application F > F* est une fermeture ; il en résulte P C R

Cette propriété de transitivité de 1'engendrement est &videmment va-
lable pour 1'U engendrement et 1'() engendrement. Enfin, on peut &tablir le théo-

réme

"Un élément x est U engendré (resp. f] engendré) par un sous—ensemble F
si et seulement si il existe une partie P ¢ F dont x soit la borne supérieure

(resp. borne inférieure)".

Ce théoreme revient & dire que pour obtenir Fx, il suffit d'ajouter & F
toutes les bormes sup de ses sous—ensembles en admettant. C'est la fagon dont on
construit par exemple le sous U demi treillis complet engendré par un sous-—
ensemble F d'un treillis complet. La démonstration de ce théoréme est identique
a celle que 1l'on fait pour les treillis, nous ne la reprendrons pas ici. Il faut,
d'autre part, remarquer que cette propri&té est fausse pour 1'engendrement en

général.
Corollaire : "Un/ '&lément x est U engendré (resp. f] engendré) par un sous—ensemble
F si et seulement si x est borne sup&rieure (resp. borne inférieure) de E\F

(resp. XUF)."

Démonstration immédiate.
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{2) SYSTEMES U GENERATEURS ({) GENERATEURS) D'UN ENSEMBLE ORDONNE

On dira d'une fagon générale qu'un sous-ensemble F d'un<ordonné E est

P ;. ot
U générateur si F =E
| générateur si F* = E

- = . X
générateur si F~ =

E
+
U et A générateur si F = F = E

Les deux premiéres notions sont trés lides 3 celle d'&lément irréduc-

tible, particuliérement dans le cas fini. Un &lément o est U irréductible si il

a

appartient & toute partie dont il est borne sup. Cela revient encore i dire qu'il
n'est pas U engendré par E - {0}, En utilisant le corollaire du théoréme &tabli
dans la partie précédente, on voit alors qu'un &lément x n'est pas U irréductible

si et seulement si il est borne supérieure de X - {x}.

Remarquons d'autre part que si 1'ensemble E admet un plus petit &lément,
cet élément n'est pas U irréductible car il est borne supérieure de la partie vide.
Par contre, si E contient un &lément minimal qui ne soit pas un plus petit &lé-

ment, alors cet &€lément est U irréductible.

Théoréme : "Pour tout ensemble ordomé, l'ensemble des &léments qui ne sont pas
U engendrés par ses U irréductibles n'admet pas d'élément minimal:"

Un &lément x non U engendré par les U irréductibles n'est pas lui-méme
irréductible, il est donc borne supérieure de % - {x}. Si x &tait minimal,
g - {x!} ne serait composé que d'éléments U engendrés par les U irréductibles,

x le serait donc lui-méme par transitivitéd de 1'engendrement (cf. paragraphe (1)).

Remargue :

L'ensemble des &léments non U engendrés par les U irréductibles peut &tre

vide, c'est le cas par exemple si il n'y a pas d'éléments U irréductibles.

Coxrollaire : "Si toutes les suites strictement décroissantes d'un ordonnd sont

finies, il est U engendré par ses &léments U irréductibles."




En effet, la propriété de suite décroissanﬁe finie revient 3 dire que .
seule la partie vide n'admet pas d'élément minimal. Etant donné qﬁe tout systéme
U générateur doit contenir les U irréductibles, on en déduit que dans les con-
ditions de ce corollaire, 1'ensemble {| des &léments U irréduétibles est le plus

petit systéme U générateur.

On peut &galement définir par dualité la notion d'élément () irréduc—
tible: (i.e. &lément qui appartient 3 tout sous-ensemble dont il est borne
inférieure) ; on démontrerait de la méme fagon que 1'ensemble ] des E&léments
) irréductibles est le plus petit systéme /’générateur d'un ordonné 3 suites

strictement croissantes finies.

Enfin, remarquons que les notions d'éléments irréductibles ainsi
définies généralisent celles qui sont définies dans le cadre des treillis 5
le théoréme et son corollaire sont de méme des généralisationsde résultats con-

nus pour les treillis (cf. [3]).

(3) SYSTEMES U ET (} GENERATEURS D'UN ORDONNE

Conservation des bornes : Soit ® un sous-ensemble d'un ordonné E, P un sous-

ensemble de ¢, et x un élément de ®. On dira que :

- x est borne sup de P (resp. borne inf' de P, U irréductible, ) irréductible)

par rapport a3 @, si cela est le cas pour 1l'ordre induit sur @ ;

- ® conserve les bornes de E si toute borne (sup ou inf) par rapport a ¢

d'un sous-ensemble P € @ est borne (sup ou inf) de P par rapport a 1'ordonné

tout entier.

Remargue :

Un sous-ensemble qui contient ses bornes (cf. paragraphe (1)) conserve les
bornes de 1'ordonné. Mais la-réciproque n'a aucune raison d'&tre vérifise ;
en effet, un sous-ansemble P € & peut posséder une borne par rapport a 1'or-

donné tout entier et non par rapport i &.

Théoréme 1 : "Tout systéme U et () générateur d'un ordonnd conserve les bornes

de cet ordonné.'
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Soit & un tel systéme U et f) générateur, P un soﬁs—ensemble de ¢
possédant une borne sup x par rapport $. x est un majoranﬁ de P par rapport
d 1'ordre tout entier ; considérons en un autre y. y est borne inférieure par
rapport 3 l'ordre tout entier d'un sous—ensemble Je 9, pﬁisque ? est () géné~
rateur. Chacun des Eléments de J majore tous les &léments de P, on peut donc
dire puisque J et P appartiennent & ® que chacun des &léments de . majore la
borne sup de P par rapport & ¢, i.e. 1'@lément x. Il en résulte que, par rapport

a4 1'ordonné tout entier, y qui est borne inférieure de P, majore x.

Nous appellerons ensemble caractéristique d'un ordonné, 1'ensemble de

ses &léments qui sont U eu/et () irréductibles. Il résulte du corollaire du
théoréme éndncé en (2) que l'ensemble caractéristique d'un ordonné i chalnes
finies est le plus petit systéme U et [} générateur de cet ordonné. Dans le cas

énéral, on peut énoncer le théoréme suivant ;
b

Théoréme 2 : "Pour tout ensemble ordonné E, l'ensemble caractéristique d'un sys-
téme U et () générateur ¢ est &gal 4 1'ensemble caractéristique de cet .ordonné.
De plus, un &lément U irréductible (resp. [} irréductible) par rapport 4 ® 1'est

par rapport 3 E, et réciproquement:”

Soit CC’ =JU% 1l'ensemble caractéristique de E, €' = j'Uﬂ' celui de o,
Puisque ® est U et /] générateur, ¥ doit appartenir 3 ®. Pour démontwer le théoréme,
il suffit d'égablir que Y=4' et J = J' ; faisons le pour Yet .

1) Un élément x non U irréductible par rapport 3 @ ne 1'est pas pas.par
rapport 3 E puisque & conserve ses bornes (théordme 1) ; '

2) Un élément x non U irréductible par rapport 3 E est borne supéxieure
de ®.- {x}. % - {x} est U engendré par [ - {x}] N ® puisque & est U générateur,
donc x est U engendré par E? - {x}]l) ® -transitivité de 1'engendrement~. Si

X appartient 4 @, il en résulte qu'il est borne sup d'un sous-ensemble de &

ne le contenant pas, donc x n'est pas U irréductible par rapport a &,

1) et 2) impliquent que les complémentaires de u,etQL' par rapport &

9 sont égaux/donc %=%'. on ferait 1a démonstration duale pour &tablir J =J .
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Corollaire : "Si toutes les chaines d'un ordonné sont finies, tout &lément U
irréductible par rapport 3 un ensemble ¢ contenant 1'ensemble caractéristique
est également U irréductible par rapport & 1l'ordonné tout entier, et récipro-

quement."

Ce corollaire traduit une propriété 4 2
héréditaire du caractdre d'U irréductibilité
quand on passe & un sous-ensemble contenant
1'ensemble caractéristique. Cette propriété 37 4 4
est fausse par rapport 4 un sous—ensemble ne
contenant pas l'ensemble caractéristique. Par
exemple, 1l'ordonné représenté par la figure 2
est réduit 3 son ensemble caractéristique. LF§§°2 ]
L'élément 1 est U irréductible dans cet oreu

donné et non par rapport au sous—ensemble
{1, 3, 4}

Rbmargue :

On &tudiera en deuxidme partie (chapitre II, paragraphe (6)) les relations
existant entre 1'ensemble caractéristique d'un ordonné et 1l'extension par
coupures de cet ordommné en treillis complet. Nous utiliserons également les
deux définitions suivantes :

- un ordonné fini sera dit caractéristique si son support &gale son ensemble

caractéristique ; .

- la relation d'ordre induite par un ordonné fini sur son ensemble carac-

téristique sera appelée 1'ordre caractéristique induit par cet ordonné.

= - 4

Annexe : Application de la notion de fermeture ~ Caractérisation des sous—-

ensembles 'd'un treillis complet qui sont également des treillis 'complets pour

1'ordre induit.

Etant donné un sous—ensemble F d'un ordonné& E, toute application de
F dans F possédant les propriétés d'une fermeture par rapport i 1'ordre in-

duit sur ¥ sera appelée une fermeture reswreinte 3 F. Un prolongement de cette

fermeture. est une fermeture sur l'ordonné E tout entier dont la restriction

a F est égale 3 cette fermeture restreinte.
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Remargue :

Une fermeture restreinte ne posséde pas 1) B
nécessairement de prolopgement. Si on
considére 1’'ordonné représenté par la
figure 3, sa seule fermeture est 1'ap-
plication identité. Relativement au sous- . )
ensemble {B, D} 1'application f définie LFU; 31
par £(D)

1]

B et £(B) = B est une ferme~
ture restreinte.
un
Lemme 1 : "Toute fermeture restreinte sur/U demi treillis complet posséde au

moins un prolongement'.'

Soit f cette fermeture restreinte & un sous-ensemble F:d'un U demi
teeillis completqf. Soit x un élément quelconque deqf, posons
f(x) = Borne sup [{x} U f(ﬁﬂF)]. I1 est immédiat que 1'appli¢ationcf est mo-~
notone et extensive. D'autre part, si x€F, P(x) = £(x), donc ¢ (P(x)) = F(x).
On a vu dans les rappels (paragraphe (1) E)) que toute application € monotone
et extensive d'un ordonné inductif (donc en particulier d'un U demi treillis
complet) est majorée par uneihplus petite fermeture ¥. ¢5est un prolongement de
£ car‘f(?(x)) =f(x) = P(x) =P(x) ; cela est vrai en particulier si x&F, et
alors :f’(x) = f£(X).

Lemme 2 : "Tout systéme U générateur d'un U demi treillis complet structuré

en U demi treillis complet pour 1'ordre induit, est une partie de Moore."

Soit F ce soms-ensemble, montrons que tout &lément x admet nn plus
petit majorant dans F. x est borne sup (par rapport au Uodemi greillis™ complet
tout entier) de XAF puisque F est U générateﬁr.Soit x la borne sup par rapport
a F de X)F (cette borne sup ex?ste puisque F est structuré en U demi treillis
complet pour 1'ordre induit). x majore %AF, c'est donc un majorant de x qui est
la borne sup de ce sous-ensemble. D'autre part,'tout autre majorant de x appar-

tenant 3 F doit majorer XAF, et par conséquent x.
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Remargue H

Toute partie de Moore d'un U demi treillis complet’est strﬁéturée en

U demi treillis complet pour 1'ordre induit,en eEef ﬁne felle partie de
Moore est image de cé'demi treillis par une ferﬁeture“eﬁ toute fer-—
meture sur un U demi treillis complet est/ﬁuﬁomomorphisme complet (cf.
‘rappel (1) D)). Le lemme 2 revient 3 ‘établir la rééiproqﬁe dans le cas
oi F est un systéme U générateur ; dans le cas général, éette réciproque

peut €tre fausse.

Théoréme : ”Siqfest un treillis complet et F un sous—ensemble non vide de ce
treillis complet, les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) F est un treillis complet pour 1'ordre induit par “¥;

(2) I1 existe une fermeture ¢+ et une fermeture duale ¢ telles que
F=0"(6 %) ;

(3) Il existe une application ¥ de % dans %, monotone et idempotente, telle
que F = ¥Y(®»."

En utilisant le thé&oréme de Ward [35] (rappel (1) D)) suivant lequel
toute fermeture sur un U demi treillis complet est un U homomorphisme complet,
on établit aisément que pour toute fermeture ¢+ sur un treillis complet, 1'image
¢+(F) d'un sous-ensemble F structuré en treillis complet est &galement un treil-
lis complet ; ce ré&sultat tient encore pour les fermetures duales. I1 résulte
de . ces - remarques que (2) ~ (1).

Si ¥ est une application de‘¥'dans°f, monotone et idempotente, le:
sous-ensemble ? constitué par les &léments x tels que Y(x) Z X est non vide (il
contient au moins le plus petit &lément ) et est un sous U demi treillis com-
plet de %. 3 est méme un treillis complet, car Y(0) est plus petit &lémént dans
ﬁ. Y est une fermeture sur‘&, donc W(j) est un treillis complet ; comme d'autre

part & contient tous les points fixes de ¥, on a en fait:%%j) = Y% . D'ou
(3) » (D).

» A +
Démontrons maintenantque (1) < (2). Considérons le sous—ensemble F
+ .
U engendré par F, on a vu que F est une famille de Moore duale (remarque (3)

de la partie 2-1), il existe donc une fermeture duale ¢ telle que F' o= ¢—C¥).
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F est structurée en U demi treillis complet é&“;sf sysﬁéme U générateur de F+,

11 existe donc une fermeture f définle sur F' telle qﬁe F = f(F*) [application

du lemme 2]. Cette fermeture restreinte peut 8tre prolongée en une fermeture $+
gur % tout entier [lemme 1],§ on a donc F = _¢+(¢"(4§)).

En fait, ¢° 0 ¢ est une application monotone (composée de deux
applications monotones) et idempotente (les invariants de ¢+ sont des invariants
de ¢ ) 1'implication- (1) - (3) est donc &galement &tablie.




CHAPITRE 11

CODAGES D'UN TREILLIS FINI DANS UN TREILLIS
DISTRIBUTIF FINI
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A) Prédmmension

Une application’injective I d'un ordonné E dans un autre E' sera ap~

pelée une préimmersion si la condition suivante est réalisée

¥x et y ¢E : II(x) > l(y) = x >y.

On voit qu'une préimmersion Il est &gale & 1'inverse d'une application
monotone surjective d'un sous-ensemble de E' sur E ; par conséquent, une telle
préimmersion ne pourra exister que si 1'ordre induit sur im sous-ensemble de E'
peut se prolonger en un ordre isomorphe i celui de E. En particulier, si E' est
muni de l'ordre nul (i.e. x' <y' <=>x' = y'), toute injection de E dans E' est

une préimmersion.
B) Précodage

Etant donnés deux treillis finis Fet %' dont W et U' sont les ensembles
d'éléments U irréductibles, un précodage de % dans %" est une préimmersion Il'de
YU dans ', Y% et %' &tant ordomnés par les ordres induits par ¥ et%'. La corres-
pondance y : f +%' définie par :

Y(x) = Borne sup {II(XA¢)}

est appelée l'extensicq de ce précodage. On vévifie immédiatement que Y est mo~

notone.

) CONDITIONS NECESSATRES D'EXISTENCE D'UN (N CODAGE

SRIREIEERE R Emm R N P I N N D N D R I I R R T S S mm =

Rappelons qu'un f} codage d'un treillis®f dans un autre ¥' est une in-

jection ¥ : ¥—%" telle que :

W et ye ¥ ¢ Y(x.y) = ¥(x).Y(y),
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le signe opération . représentant les opératiouns de borne inf dans % et “b'.

Théoréme 1 : "L'existence d'un /] codage ¥ d'un treillis fini “F dans un autre treil-

lis fini %' implique 1'existence d'un ou plusieurs précodages de % dans %'."

Théoréme 2 : "Si deux treillis finis *f et ¥F' ont un mme nombre d'éléments U-
irréductibles, toug () codage de “¢ dans ' est €gal a4 1'extension d'un précodage
de % dans % '"

Nous allons donner de ces deux théorémes deux démonstrations distincies
basées respectivement sur les lemmes 1 et 2. Auparavant, prééisons les notations
suivantes : on désignera par x' 1'image dans ¥' du plus grand &lément de%¥. '
est un sous~treillis de’$', et ¥(’p) est une partie de Moore par rapport a %' ;
il existe donc une fermeture f définie sur X' telle que f(%') = Y@ . Nous no-

terons T 1'application de ®' sur % &gale 3 f o ‘Fnl.

Enfin, faisons la remarque suivante :
Si Wet iy désignent les ensembles d'é&léments U-irréductibles de ¥ et %' ,
le théoréme 1 contient comme condition implicite Card @§) < Card (§'). Nous di-
rons donc qu'un ] codage est minimal si la condition Card (§) = Card (#') est
vérifiée. Le théor@me 2 affirme que tout {} codage minimal est 1l'extension d'un

précodage.

Lemme 1 : "Pour tout €lément x d'un treillis ™, 1'ecnsemble des &léments U~
irréductibles par rapport & la section initiale % est &gal a4 1'intersection en-
sembliste de kX avec l'ensemble des &léments U~irriduciibles par rapport au treil-

PN

iis . tout entier’
Soit 2z un &lément de X non U-irréductible par rapport 3 R. Il existe

un sous-ensemble P ¢. X ne contenant pas zfﬁgaettant z comme borne supérieure

par rapport A4 X. z est un majorant de P par rapport i 1'ordonné tout entier, con-
sidérons un autre majorant z'. Les conditions z' majore P et x majore P impli-
quent x,z' majore P. La condition x.z'€ X implique x.z' majore z, d'oi z'
majore z. z est borne sup par rapport 3 l'ordormé toui entier d'un sous-ensemble
P ne le contenant pas, i.e. z n'est pas U~-irrdductible par rapport a 1'ordomnd

tout entier.
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Réciproquement, supposons que z ’n'erstwpas U-irréductible par rapport
d l'ordonné tout entier. z est borme sup par rapport i cet ordonné d'un sous-
ensemble P ne le contenant pas. Les conditions z¢ % et z majore P impliquent

P ¢ X. 11 est immédiat de vérifier que z est borne sup de P par rapport a X.

Démonstration du théoréme 1

La fermeture f définie sur X' est un U homomorphisme de X' sur ¥(¥)
‘théoréme de Ward|, elle transforme donc tout systéme U générateur de X' en un

systéme U générateur de Y(¥).

Soient Y et ' les ensembles d'&léments U—irrédué;ibles de % et ¥".
D'aprés le lemme, %X'(14' est égal 3 l'ensemble des &léments U-irréductibles du
sous-treillis %'. D'autre part, puisque V¥ est un ! codage de 4 dans %', Y@)
est égal 3 l'ensemble des éléments U-irréductibles par rapport i Y¢§). Le théo-

réme de Ward implique donc que f(X(]§') contient Y(§).
f est monotone de X' dans Y(}), ‘P_l est monotone de Y@®) dans?™ ; il
en résulte que T = fo yl est monotone de %'/14' sur un sous-ensemble contenant

4, i.e. il existe une préimmersion de ¥ dans U'.

Démonstration du théoréme 2

En gardant les mémes notations que pour la démonstration précédente,
on vérifie aisément que la condition Card () = Card (Y') implique :
U
- f est une fermeture définie sur%' dont 1l'ensemble des invar]':ants est
ggal a3 Y ; -
- 1l'application Il = fro ¥l dafinie de il dans ' est un précodage de ¥ dans

Démontrons que ¥ (x) = Borne sup {I(XN§)}.




- 33 -~

Puisque Y¥(3)est un invariant
de la fermeture f, pour tout &lément
u'edl', 1'inégalité u' < ¥(x) est équi-
valente 3 f(u') < ¥(x). Cette derniére
inégalité est elle-méme &quivalente &

Wml(f(u')) < x puisque ¥ est un{]-

codage de % dans#'. Les &léments
u'é§l' qui vérifient u' ¥ ¥(x) cons-

tituent le sous-ensemble ??;)nib' ;

SERVICE POLYCOPIE
MATHEMATIQUES APPLIQUEES

on a donc démontré que s

7 -1 2 Université de GRENOQBLE
u'e ¥ = ¥ (E@))e 204,

Réciproquement, on &tablirait aisément que tout &lément u appartenant
P -1 1 214 { s T '
3 N4, est image par ¥ ~ o f d'un &lément u' appartenant 3 ¥Y(x))¥'. Les deuwx
N
dous-ensembles ¥Y(x)1U' et M(XNYL) sont donc égaux ; 1'égalité
¥Y(x) = Borne sup {II(X09))} résulte alors du fait que{' est U générateur dans

‘ Remargue :

La condition du th&oréme 1 n'est
que nécessaire. Par exemple, bien )
qu'il existe un isomorphisme entre {Fa3'4 ]

les U-irréductibles du treillis de

Boole 3 trois atomes et les U-

irréductibles du treillis¥' re-

présenté par 1a figure 1; il n'existe pas d'f] codage de ce treillis de
Boole dans%'. Remarquons que’¥' n'est pas distributif, or ‘nous &tablirons

[l3§] que cette réciproque est vraie si%' est distributif. -
Lemme 2 : "Pour toute immersion(*) ¥ d'un ordomné E dans un autre Ef, si il

existe dans E' une égalité du type Y(a) = Borne sup (¥(P)), alors 1l'égalitéa

a = Borne sup (P) est vérifiée dans E."

(%) Une immersion est une application ¥ : E » E' telle que a <bie=> ¥Y(a) < ¥(b).
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¥(a) = Borne sup (¥(P)) => ¥xP : ¥(a) > ¥(x) => ¥x: P ::a > x =

a majore P. Réciproquement, soit a' un autre majorant de P, on obtient ¥(a')
majore Y(P) ; par conséquent ¥(a') majore ¥(a) qui est la borne sup de ¥(P),
on en tire ¥(a') > ¥(a) qui implique a' > a. a est bien la borne sup de P.
Revenons maintenant 3 1'application ¥ du théoréme 1 V¥  est un cas
particulier d'immersion. On peut &noncer le corollaire suivant dont la véri-

fication est immédiate :

"Si 1'égalité ¥Y(a) = Borne sup (P) est vérifiée dansq%, alors 1'éga-

lité a = Borne sup (T(P)) est vérifide dans %'".
On peut alors démontrer la propriété suivante :

"Pour tout &lément U-irréductible a¢{|, i1 existe un &lément U-

irréductible a'¢¥ ' tel que ¥(a) = £(a")".

Nions cette propriété et considérons un sous-ensemble P' ¢ §|' tel que
¥(a) = Borne sup (P'). Les éléments a' constituant P' sont tels que ¥(a) # f(a'),
soit a # T(a'). Le sous—ensemble T(P') ne contient pas a, ce qui eu contradic-
tion avec le fait que a soit U-irréductible et 1'égalité a = Borne sup (T(P'))

tirée du corollaire précédent.

On peut alors considérer une application quelconque II : Y > ' qui a
chaque &lément:. a&% fait corvespondre un &lément a'é §i,' tel que T(a') = a. II
est une préimmersion de‘ﬁ,dansiL' pulsque T est monotone, ce qui démontre le

théoréme 1.

Dans le cas du théoréme 2, cette application Il est nécessairement bi-
jective puiique Card (§) = Card ('), on termine la démonstration de la méme

facon.
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Théoréme 3 : "Si il existe un précodage II d'un treillis fini % dans un treillis
distributif fini %' ayant méme nombre d'éléments U-irré@ductibles, alors 1'ex-

tension Y de ce précodage est un fl-codage minimal."

Nous allons &galement donner de ce thé&oréme deux démonétrations, la
premiére sera basée sur les particularités des calculs faits dansran’treillis.i -
distfibutif, la seconde utilisera des théorémes d'isomorphisme relatifs i ces
treillis,

Premiére démonstration :

L'extension Y d'un précodage &tant monotone, on obtient facilement

1'inégalité y(x.y) < v(x).Y(y). Il nous reste donc deux propriétés & &tablir

(1) ¥x et yezéa-y(x) <y(y) = x <y (i.e. Y est une immersion) ;
(2) ¥x et ye% : Y(x) . v(y) < ¥(x.¥)

Etablissons d'abord (1). L'inégalité Y(x) < Y(y) est &quivalente &

b M(ui) < £ I(vj) -définition de y(x) et Y(y)-.Puisque?¥' est dis-

uj iﬂ% Vj .:);()Q

tributif, cette derniére inégalité implique que chaque H(ui) est majoré par au
moins un H(yj). Par conséquent, pour tout U, ¥ , il existe un v, § tel que
u; 2 Vs soit % (14 < §(14,. Cette dernilre inégalité implique x < y car % est
un systéme générateur de %¥.

Etablissons maintenant (2). Puisque ¥ ' est distributif, le produit

Y(x).Y(y) est 8gal & X Il(u).lI(v). Un terme II(u).ll(v) non nul appartenant
ueX 04
VeF i
i cette somme est égal i une somme d'éléments U-irréductibles de ¥ ; soit
M(u).M(v) = Lu'. La condition Card (W) = Card ({') implique que chacun des u'
figurant dans la seconde somme est l'image par Il d'un U-irréductible o du

treillis 06; 1'inégalité u' < II(u).l(v) implique T (o) < I(u) et H(a) < 1(v),
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solt o < u et o < v. Par ailleurs, u et v sont majorés respectivement par x et y,
donc II{u).ll(v) est majoré par une somme de termes M{e) vérifiant o < x.y. Par
définition la somme de tous les termes II(a) tels que o < X.y est égale 3 Y(x.y),

on a donc démontré que Y(x).y(y) = y(x.y)

Remarques

(1) L'hypoth&se Card (§) = Card (§') ess ¥ oV o W
essentielle pour établir ce théoréme. Con-

sidérons d'une part le treillis de Boole — ['Fg.;l']
a trois atomes notés u, v, w ; d'autre part @

le treillis distributif® ' des sections initiales de 1'ordonné représenté
par la figure 2. Les sections UT, VT.et W sont principales, ce sont donc des
&léments U-irré&ductibles de ¥' ; elles sont d'autre part deux d deux non com-~
parables, par conséquent 1'application II d&éfini par Il(u) = UT, II(v) = VT et
I(w) = W est précodage de % dans®'. L'extension Y de ce précodage est telle
que Y(uw) = UWT, y(vw) = VWT. On a y(uw) f y(vw) = WI # W = Y (uwfivw) ,

(2) L'extension d'un précodage dans un treillis quelconque vérifiant la con-
dition Card (§) = Card (') n'est pas en général un () -codage ; il suffit de

considérer le contre-exempk du paragraphe (2).

Deuxiéme démonstration :

Lemme : "Pour tout x¢?%, le sous-ensemble II(R04) est une section initiale par

rapport & l'ensemble ' des &léments U-irréductibles de AN

Soit u'le IR OU) et u'2 un €lément de %' majoré par u'l, il faut mon-
trer que u'2C— I(RN4). Puisque u'lé M(XN4), i1 aviste un &lément U-irrédductible
u€ X004 tel que u'1 = H(u.l). L'application Il étant surjective de Usury', il

1

existe un élément u,eq tel que u'2 = H(uz). La condition u'2 S u’y équivalente

E] H(uz) < H(ul) implique u, :_ u;, done u,€ 0y gtu’?‘(_l_ﬂ(}? 04 .

Démonstration du théoréme :

Désignens par £, % (W l'application définie par fl(x) = 204.
Soit = (4') 1l'ensemble des sections initiales sur §' ; d'aprés le lemme précé-

dent, 1'application f qui fait correspondre i chaque sous-ensemble SE.{WL son
PP 2 P q




._.37...4

image NI(%X 1 4) est du type £, + £,60 ~ L"), Enfin, désignons par

f3 :ﬁ)n(q})-+ﬂ§‘ 1'application définie par f3(P’) Borne sup (P'). est la

£, et £..

succession de fl’ 2 3

1) f, est injective par suite de 1'égalité x = Borne sup (X {14) —-cf. Rappels- ;

£, est injective car I est bijective entre Y et U' ;

f3 est injective car %' est distributif -cf. rappel-.

)%, f16¥),;JnKﬂ)) et ¥' sont des demis treillis par rapport d 1'opération
de borne inf, cette opération correspondant 3 1l'intersection de parties sur fle?)
et 4,@'). On vérifiera aisément en se reportant au chapitre des yappels que fl’

f2 et f3 conservent ces opérations de borme inf. Yy est donc un/] ~isomorphisme.

(4) RECIPROQUE DU THEOREME 1 DANS LE CAS OU"’{' EST DISTRIBUTIF

N R D N L R S N T R S S PN T S S N S I I I S T R S S R ST S Sssesso=z

Théoréme 4 : "Si il existe un précodage Il d'un treillis fini%¥ dans un treillis

distributif% ', il existe un (}-codage 'de % dans % ':"

Lemme : "Soit F un sous-ensemble quelconque dfun ordomné E, il existe un l- codage
du treillis 1. (F) des sections initiales de F dans le treillis J,(E) dés sections

initiales de E!Y

Soit 0 une section initiale quelconque par rapport 3 F ; il existe au

-~

moins une section initiale o' par rapport d E telle que o']F

0, il suffit de
considérer par exemple ¢' = U %, En fait, il exist¢e méme une plus grande sec-
Xe0

-~

tion initiale O par rapport 4 E telle que OfiF = o ; en effet, 1'union ensembliste

d’une famille de sections o vérifiant OiQF = 0 vérifie encore cette cqndition.

L'application o+ 0 de Ww(F) dans J.(E) est un ﬂ-codage :

Si Sy et 0, sont deux 'sections initiales par rapport a4 F, 1l'intersec-

tion de 5& N 5} avec F est égale & Gl ﬂ 02. Soit O une autre section telle que

(oU El)nF = (of)F) U (“o”l{)F) =0y, de 'méme:(OUEZ)ﬂF =0

o|F = Olﬂc I1 résulte

2 5
de ces égalités O C Oiﬂ

9
9 3 donc Olngé est égal 3 lasection maximale telle que
of)F = 610020
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Démonstration du théoréme :

Soient ‘u, et U' les ensembles d'éléments U-irréductibles de ¥ et ’7{' :

considérons les treillis distributifs intermédiatwesfg'l =Ja(IY)) et

‘z'z = In(@'). % et”’(v'1 ont méme nombre d'&léments U-irréductibles, et 1'applica-
N\

tion u > M(u) {] T(§)) est un précodage de % dansqf'l. I1 existe donc d'aprés le

théoréme 3 unfl ~codage minimal Wl :‘¥—¢“¥Vl. D'aprés le lemme précédent, il existe

un (}-codage ‘Pz :%'1‘9%'2. Enfin il existe un isomorphisme ‘1‘3 :“}'.'2—)%' puisque

tout treillis distributif fini est isomorphe au treillis des sections initiales
sur ses &léments U-irréductibles. L'application composée TBO Wzo Wl : %% est

un ﬂ-codage.

{5) CORRESPONDANCE BIJECTIVE ENTRE PRECODAGES ET [)- CODAGES MINIMAUX

Le théoréme 2 affirme que tout /! -codage minimal est 1'extension d'un
précodage ; dans le cas ol le treillis de codage est distributif, le théordme 3
affirme que tout précodage s'étend en un/) ~codage minimal. Nous allons maintenant
établir que deux précodages distincts s'étendent en deux h-codages minimaux dis-~

tincts, :ce qui &tablira la correspondance bijective.

Théoréme 5 : "Etant donnés deux précodages distincts Hl et H2 d'un treillis fini
@fdans un treillis distributif %', lears extensions Wl et Wz sont deux n~codages

minimaux distincts ."

SUpposbhanueu%ira:Té;“npusxallonSQﬁéntner, que pour tout &lément U~
n ,
irréductible uoeﬂ(, i1/existe un autre uy tel que soient vérifides les conditions :

ﬂl(uo) < Hz(ul) et uy < U

En effet Wl(uo) = Tz(uo) = r I

u,<u u, <u
1-"0o 1-"o

Hl(uo) figure dans la premiére somme d'&léments, il existe donc un &lément de la

seconde somme qui le majore. Ce qui &tablit le résultat.
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I, et Hi jouant des roles identiques, il existe un &lément U~irréduc-

tible u, vérifiant les conditions :

< u

Hz(ul) < Hl(uz) et u, ¢

1

Par transitivité, on obtient Hl(uo) < Hl(uZ), ce qui entrafne u < u,

puisque Hl est un précodage. Des inégalités u, < u, et u

2 1 1

u, = U, On a donc démontré que Pour tout U-irréductible u,, on a 1'inggalité

< uo,on~tire alors

Hl(uo) < Hz(uo) ; on démontrerait 1'indgalité inverse de la méme manidre, d'ol

Vs ¢y e
1' égalité de Hl et Hz.

Nous avons montré dans 1'introduction que les codages d'un ordonné dans

n oL, ;e . ; \ . PR

B" et N &taient intéressants du point de vue algorithmique. Comme cas intermédiaire,
. N . . n p P - 5

il est intéressant d'étudier les codages dans k , k, entier supdrieur ou égal a

Z(x) représentant 1'ensemblle totalement ordonné fini contenant k &léments.,

Un des premiers problémes gque se pose est celui de la possibilité de
trouver un.n-codage. Il suffit de remarquer pour cela que 1'application x - ¥
d'un treillisqf'dans celui de ses sections initiales est un ﬂ-codage dans

ZCardéﬁ)' Ceci montre qu'il est toujours possible de trouver un n-codage dans un

produit 2™ 3 condition de choisir n suffisamment gfand. A fortiori, on pourra
donc trouver des ﬂ-codages*dans toute puissance k™ et W™,

Considérons le ndémbre entier Pflk (resp, rzlyb égal au’plus petit n
tel qu'il existe un {l- codage dans K" (resp.jVn). Il est immédiat que la suite F¥|n

est décroissante lorsque n.est croissant, il existe donc un plus petit entier n'
el quecns>'n' => |4 = = || .
el quecnszn’ = Ml = P, = I,

PPN n
(x) Le cas k = 1 n'a aucun intérét car 1° = 1, on peut donc y coder le seul or-

donné réduit 4 un &lément.
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Nous allons étudier dans cette partie une méthode pour trouver les
ﬂ-dodages dans une puissance cartésienne minimale d'une chafne donnée k. Nous
. . . n .
commeng¢ons par rappeler les résultats connus pour le cas 2, en les reliant aux

théorémes précédemment &tablis.

(#)  CODAGE DANS 2"

g . P n
L'fl-codage d'un treillis flnlj% dans une puissance cartésienne 2

est souvent appelée 0 représentation par des parties, vu que 2™ est isomorphe

au treillis des parties d'un ensemble 3 n &léments. Campbell a remarqué [9] que
L'application x » X4 possédait les propri&tés d'un codage, et &tait plus
économique que l'application x + ¥ ; Birkhoff [4] a également retrouvé cet f}-
codage. La démonstration du caractére minimal a été donné par Zarecki [3é]x

qui a €tabli de plus que tous les ﬂ-codages possibles dans ZCard(ﬁQ étaient
isomorphes ; ce qui revient & dire qu'il existe un seul n-codage dans 2n, plus

économique que tous les autres.
Ces divers résultats se retrouvent de la fagon suivante :

Soité¥ le treillis 3 coder, Y son ensemble d'&léments U-irréductibles,
n = Card (@®. Soit ﬂfu 1'ensemble des &léments U-irréductibles du treillis de
¥
n o= - N A1
Boole 27" ; le nombre d'&léments de Y’y est gal 4 n', et ces &léments sont deux

t
N . . ~ o n
d deux non comparables. La condition d'existence d'un précodage de ¢ dans 2 se

- +

ramdne : donc simplement 3 n > n'.

Si n' = n, le théoréme 2 affirme que tout /;-codage minimal est 1'exten-
sion d'un précodage, le théoréme 3 affirme la réciproque. Puisque® ' est un en—
semble ordonné libre, toute injection de ﬂ,dans%iﬂAest un précodage. Une telle
injection est en fait une correspondance d'univoque entre Y et ;' ; l'exten-
sion d'un tel précodage revient donc & associer 3 un &lément x de”, le sous-
ensemble X QQL; on voit de plus que cet n-codage est unique a4 un isomorphisme

prés.

%) Il n'a pas encore &té possible & 1'auteur de comprendre cette démonstration,
P P p
car l'article de Zarecki (2 pages) est védigé en russe. On trouve un énoncé

de la propriété dans les Maths Review.
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(§8)  CODAGE DANS n® (n > 1)

Théoréme : "Pour qu'il existe un ﬂ-codage d'un treillis fini % dans une puissance

P : n ; : 21z
cartésienne de chaine k~, il faut et 11 suffit que 1'ensemble Y de ses &léments
U-irréductibles soit couvert par n chalnes de longueur inférieure ou égale 3
k-1."

L'ensemble §' des &léments U-irréductibles de k" est 8gal 3 1'union
disjointe de n chafnes de longueur k-1. En effet, représentons par
{o, 1, 2, ..., k-1} les &léments de la chafne k ; un &lément de k" est alors un

n-uplet (al, uz, ceoy un) de nombres compris entre O et k-1, Un tel n-uplet est
U-irréductibles si et seulement si il exite un oy # 0, tous: les autres uj étant
nuls. A chaque indice de position i, on fait donc correspondre la chafne Ci cons-—

tituée des k-1 n~uplets
{0, 0, ..., 1, 0, ... 0), (0, O, «.., 2, 0, ..., O), ..., (0, 0, «e., k-1, 0,...,0)}

Ces chafnes Ci forment bien une union disjointe en ce sens que des &léments ap-

partenant 3 deux chaines Ci et Cj distinctes sont non comparables.

Il est alors imm&diat que l'existence d'un précodage II de U dans 4’
implique une couverture de 4|, par n chalnes de longueur majorée par k-1 (il suffit
de remarquer que H—l,est une application monotone). Réciproquement,si l'on a

réalisé une couverture deqL par n chalnes Pl’ Pz, ceoy Tk toutes de longueur

majorée par k-1, on peut numéroter chaque &lément sur la chalne qud le contient

de la fagon suivante :

Le plus petit &lément de Pi est numéroté ui, 1'élément de Fi qut couvre
ui est numéroté ui, ;.., 1'élément de Fi qui couvre u? est numéroté u
Il est alors immédiat que ia correspondance II : {[:» §{' définie par .
H(#g)= (0, 0, «ve, j, 0, v.., O), oit 1'entier j est placé en position i, est un

précodage.

Ekemple : Considérons le treillis représenté par la figure 3, ses &léments U~

irréductibles sont entourés. On peut les couvrir par les 4 chatnes de longueur 2 :
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Iy = (AD), T, = (CE), Iy = (BG), I, = (FH).

332 2222
33 2221
2o\ q 022D
2olo 0210
1010 AC Lo
i0o0c cigo
[wX:NeNe]
LF%»L] J [F%.BJ

On peut donc obténir un ﬂ,codage dans 34, extension du précodage II

tel que TQA) = (L 00O)* I®d) = (200 0)
() = (010 0) II(F) = (0200)
I(B) = (001 0) I(G) = (002 0)
I(F) = (000 1) II(H) = (0 00.2)

L'extension de ce précodage est représentée par la figlre 4.

On peut également couvrir . les U-irréductibles par les 3 chafnes

Fl = (ADF), F2 = (CEG), F3\= (BH) qui sont de longueur < 3 ; on peut donc obte-

nir un {|-codage dans 43, extension du précodage II tel que

IIA) = (1L 6 0) M) = (2 00) H(F) = (300)
Ic)y = (010) II(F) = (0 2 0) I(G) = (0 30)
(B) = (0 0.1) IH) =

©o2 - -
L'extension de ce précodage est représentée par la figure 5,

(9) \-CODAGE DANS "

=R S N T F ¥ 55

On peut démontrer par la méme méthode que précédemment le théoréme sui-

vant




- 43 -

"Pour qu'il existe un fl-codage d'un treillis finiq¥'dans une puissance
2o n o, . . g 212
cartésienne N, il faut et il suffit que 1'ensemble YL de ses &léments U~

irréductibles soit couvert par n chaines".

La longueur des chalnes n'est plus bornée, on peut alors songer au

théoréme &tabli par Dillworth [11] selon lequel :

"Le nombre minimum de chalnes nécessaires pour couvrir un nombre ordonné
fini est égal au maximum d’éléments deux 3 deux non comparables que 1'on peut trou-

ver dans cet ordonné".
On obtient alors le corollaire :

"Pour qu'il existe un Nl-codage d'un treillis fini“%¥¢ dans une puissance
cartésiennelfn, il faut et il suffit que tout ensemble d'éléments U-irréductibles

deux & deux non comparables soit de cardinal inférieur ou égal i k".

Un des derniers problémes qui g pose encore est la recherche d'une cou-
verture minimale d'un ordonné par des chalnes de longueur bornée. A part une mé-
thode booléenne de couverture de cet ordonné, une fois fait le dénombrement des
chaines dont la longueur est bornée par un nombre, il ne semble pas exister de

méthode plus simple.
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CHAPITRE 111

CODAGE D'UN ENSEMBLE ORDONNE
DANS UN PRODUIT DE CHAINES
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Dans ce chapitre, nous définissons une méthode d'immersion d'un ordonné
fini dans un produit de chalnes. Cette méthode est basée sur la notion d'engendre-
ment d'un treillis de sections d'un ordomné. Les algorithmes finaux qui sont ex-
posés dans le paragraphe (5) pourraient :8tre déduits de 1'étude des représenta-
tions des relations binaires dans un produit de chafne (chapitre IV, 2&me partie).
Cette seconde méthode nécessite un assez long préliminaire théorique (chapitres I,
IT et IIT de la 2éme partie), nous avons donc préféré la développer
d'une facon autonome. On indiquera dans le paragraphe (6) du chapitre IV de la

1

2éme partie ce qui assure la liaison de ces deux méthodes.
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(1) ENGENDREMENT D'UN

E SECTIONS

Etant domné un sous~ensemble F d'un treillis completaf, nous avons dé-
- . : . * ~
fini au chapitre I, paragraphe (1) le sous—ensemble F engendré par un sous—
. P s P I
ensemble F ; on a dit alors que F &tait un systéme générateur deqf si F =?§.

En général, i ne se déduit pas de fagon simple 3 partir de F. Lorsqueqy est

F

fini, il faut considérer une suite de sous-ensembles F , Foy Foy voe, s oo
’ o> "1* "2 n

P __— g , R
définie par Bo = F, F2n+1 an s F2n+2 F2n+1 Ou encore par

= - e - 7 , : ; 1 .
Fo = F, an_"1 an 5 F2n+2 F2n+l . Ces deux suites sont des suites d'ensembles

emboités, donc & partir d'un certain indice elles deviendront stationnaires puis~-
que6¥ est fini. Il est alors facile de voir que cette limite stationnaire est

, . X . . Py Py . .

égale a F'. Si on voulait accélérer le procédé, on pourrait aussi prendre la

suite FO, Fl’ F2’ ceey F , ... définie par FO =F, Fn+l = F; u F; qui conver-

n
gerait plus vite. De toutes fagons, on ne pourra a priori se fixer une borne 3
partir de . laquelle on est sir d'atteindre la limite que relativement au nombre
d'éléments du treillis. Ce procédé d'engendrement n'est pas simple, de plus,

dans le cas infini, il pose des problémes d'interprétation. Si  est complétement

distributif, alors lfengendrement se fait plus simplement, en effet :

Propriété : "Pour tout sous—ensemble F d'un treillis complétement distributif
x eyt [T OO
Foo= (F')" = (F)"."
Cette propriété revient 4 dire qu'en utilisant les deux premiéres suites
définies plus haut, la limite stationnaire est atteinte en deux coups. Etant don-
= o'y F oty e P . * .
nés que (F°) et (F )" sont nécessairement contenus dans F s 11 suffit de montrer
oyt . e oo e ; -
que (F*) contient ses bornes inférieures et gque (I )}’ contient ses bornes supée-
- ° 3 ) ‘s + - - “ +
rieures. Faisons cette vérification pour (F*) . Chaque €lément de (F") est une
borne supérieure I x,, ol chaque xj est une borne inférieure d'éléments de F,
jeJ
-~ ¢ - - o +
Une borne inférieure d'éléments dans (F°) est donc de la forme I L ox,,,
e e ij
iel jelJ,
i
cette expression est égale a Z 1l X, par suite de la compléte distributivité.
ier
jed,
Jedy




Puisque chaque x., est borne inférieure d'éléments de ¥, il en est de méme de

ij
- ~ P syt .
chaque terme Il xij ; on obtient donc 3 nouveau un &lément de (F°) . La démonstra~

tion pour (F*)’ se ferait en utilisant 1'égalité duale.

Corollaire 1 : "Pour tout sous-ensemble F d'un treillis complétement distributif,

les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

{1) F est générateur ;
e L
{2} F est ﬂ_generateur 5

(3) F° est U générateur.”
Vérification immédiate.

Supposons maintenant quec¥ est le treillis des sections initiales d'un
ensemble ordonné E. Alors on sait que les X sont U-irréductibles dans ce treillis
et emgendrentqs par union, de méme les sections c.yﬂsont n-irréductiblés; et en~
gendrentqé par intersection. En tenant compte du fait que tout systéme U généra-
teur doit contenir les U-irréductibles et que tout systéme [).générateur doit con-

tenir les Q-irréductibles, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2 : "Etaant donnée une famille F de sections initiales d'un ensemble

ordonné E, les trois propriétés suivantes sont &quivalentes :

(1) ¥ est un systéme générateur du treillis des sections initiales de E ;
(2) Pour tout x appartenant & E, X est intersection de sections appartenant

a’F ;

(3) Pour tout y appartenant a E,C‘§'est union de sections appartenant i F."

En fait ce corollaire peut &tre vaffiné. En effet supposons que 1'on

connaisse un systéme ﬂwgénérateur J’ de 1l'ordonné E, alors si pour tout &lément

g

i'¢ J', 1' est intersection de sections appartenmant 4 F, on peut affirmer quil

en est de méme pour tout ®. En effet, tout &lément x est borne inférieure d'un

P Y/ . ¢ ! ° - - 2
sous-ensemble I° Q;J”, et cela implique que X = N i'. On peut Bgalement faire
s ¥ ?
iel

™

la remarque duale, si on comnait un sous-ensemble U générateur Y' de 1'ordonné i,




2 P e . Y 1A o o -~ .
81 pour tout éléement u'& %” 9 L U' est union de sections appartenant a F, alors il

en est de méme pour tout y. D'ol le corollaire plus fin :

Corollaire 3 : "Etant donnés un systéme U générateur‘l' d'un ordommé E, un sys-

téme ﬂ-générateur 3' de ce méme ordonné et un sous—ensemble F de sections ini-

tiales de cet ordonné, les trois propriétés suivantes sont é&quivalentes :

(1) F est un systéme générateur du treillis des sections initiales de E ;
(2) Pour tout i' appartenant a j', I' est intersection de sections apparte-
nant 4 F ;

2 oy ~ "V\ o ry -~ M
(3) Pour tout u' appartemant 3 §.', || 0’ est union de sections appartenant i F."

En particulier si 1’ensemble ordenné E est i chafnes finies, on peut
£
se. borner aux sous-ensembles J et‘urdes &léments respectivement () et U
irréductibles. Nous allons maintenant &noncer un théoréme qui présente les résul-

tats sous une forme différente.

Théoréme 1 : "Etant donnés un systéme U génsrateur ¥ ' d'un ordonné E et un systéme

0\ générateur 3' de ce méme ordommé, un sous-ensemble F de sections initiales de

cet ordonné est un systéme générateur de toutes les sections initiales si et seu-
s T e - g P PR v

lement si pour tout doublet (i', u')€ J' XY' vérifiant la condition %' g.Cu',

il existe une section S appartenant 3 F telle que ' ¢ Sc{u'."
PP q C V<

1) Condition nécessaire : Il résulte du corollaire 3 que toute section 0%’

est &gale 4 une union U S, de certaines sections appartenant 3 F. Si i' est
iel

P i N v . o . s s e
un élément de § ' tel que 1' ¢ (3", on doit done avoir i'é U 8, i cecl signifie

iel

qu'il existe un Si qui contient i', mais puisque Si est une seciion initiale,

Si contient 1' en entier. Ce qui &tablit la condition nécessaire.

2) Condition suffigsante : Il suffit d'aprés le corollaire 3 de montrer que

v 2 o -~
tout‘Cuﬁ est une union de sections appartenant 4 F.

“

. . W oy § o . o ~
Lemme : "Pour u'e Y’ Lll' est l'union d'une famille de $'."
Y ——k—. ,
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On sait déji que Eﬁ' est union d'une famille de % ; nous allons
montrer que chacun des X de cette famille peut &tre inclus dans un 1' tel
que 1' %(:u”, le lemme sera ainsi démontré. Supposons qu'il existe un ¥ pour
lequel cela n'est pas possible, cela signifie que tout T' tel que ' c X in~-
tersecte U' ; ceci est équivalent au fait que tout i' qui majore x majore éga-~
lement u'. Or x est &gal 3 la borne inférieure de ces i' (J' est (\générateur),

- a 3 3 3 ~ ’ ‘V
ar conséquent x majore aussi u', cela est incompatible avec % < [4'.
) =

s . . . vy ] .
D apres ce lemme, on peut donc exprimer Lu' comme une union de sec—

tions i'k, ol chaque i'k appartient 3 J'. Les couples (i'k, u') vérifient les

conditions du théoréme, on peut donc extraire de F une famille de sections Sk

Eal ]

~
telles que 1I' ¢ S, € Cu' 3 i1 est alors immédiat que u' est &gal 3 1'union

k
de ces §, .
k

Il est intéressant d'interpréter ce théoréme dans le cas des treillis
distributifs finis ; en effet, on sait qu'un tel treillisqf est isomorphe au
treillis des sections initiales d'un certain ordonné fini E (cet ordonné fini
étant d'ailleurs isomorphe au sous—ensemble U des éléments U~irré&ductibles de
‘? ordonné par l'ordre induit). Dans un tel isomorphisme, un élément fl-irréduc-

(3 ' V - - I - v

tible de %fcorrespond i une section cy sur E, et un élément U-irréductible

de‘¥ correspond 3 une section ¥ sur E.

Commengons donc par interpréter le théordme en prenant J' =§i' = E,

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1 : "Un sous~ensemble F engendre un treillis distributif fini si et

P X, . c11s
seulement si il intersecte tout segment( ) [u,;J de ce treillis dont la borne

inf est un élément U-irréductible et la borne sup un &lément nwirréductible.”

On peut: maintenant raffiner ce corollaire en tenant compte du fait que
E est fini, on va poserg ' = ensemble des &léments [l-irréductibles de E et
§! = -ensemble des &éléments U irréductibles de E. Désignons par ] 1'ensemble
des &éléments fl-irréductibles du treillis distributif F et parul 1'ensemble des

éléments U irréductibles de ce méme treillis. Les &léments ' tels que i'€ J'

(%) Le segment |u, i| est 1'ensemble des &léments a tels que u < a < i.
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correspondent alors biunivoquement aux &léments ¥’ (-irréductibles par rapport

3 et les 8léments Cﬁ' tels que u'e9l' correspondent biunivoquement aux &lé-

ments ' U-irréductibles par rapport a If .

fgur_bien comprendre le phénoméne, il n'y a qu'd se reporter 3 la
figure 1 ol 1'on domne, d'une part 1'ordonné E constitué par les éléments
{1, 2, 3, 4, 5}, 1'ensemble U constitué par les sections {1, 3, 5, 123, 345}
constitué par les sections {345, 15, 123, 1345, 1235}. Les

et 1'ensemble ﬁ

éléments Y f-irraductibles par rapport 5.[Isont encerclés ainsi que les &l&-
ments U' U-irr&ductibles par rapport & 1 .. On constate que ces deux ensembles

ont deux &léments communs {123, 345} qui doivent doncappartenir 3 tout systdme

générateur du treillis distributif.

iy 1235

n'y E‘"ki

)

%

5095 3“52%558 [y chbﬁl

{‘F"ﬁ’ i]

Notons aussi en passant que dans un treillis distributif, les rela—
tions d'ordre sur Uet B sont isomorphes ‘conirairement 3 une opinion cou-
rante qui consiste i les considérer comme antiisomorphes (cf. Birkhoff |[3]).

Nous n'insisterons pas plus sur ces considérations trés simples qui ne demandent

qu'une bonne figure pour €tre &claircies, on peut maintenant énoncer le corol~

laire plus précis,

Corollaire 2 : "Un sous~ensemble F engendre un treillis distyibutif finiﬁ? si

et seulement si il intersecte tout segment [i, G] tel que
la borne inférieure I est un &l&ment N-irréductible par rapport a 1l'en-

semble Ujdes éléments U.irréductibles de Uz’;
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la borne supérieure U est un &lément U-irréductible par rapport a 1'en-

semble T des éléments (.irréductibles de%."

Remargue :

Dans un treillis fini quelconque, la condition &noncée dans le corollaire 1
(et également dans le corollaire 2 ou
tout autre moins raffiné) pour qu'un
systéme F soit un systéme générateur
est suffisante.  Par contre elle
n'est pas nécessaire., Dans le treillis
représenté par la figure 1, les

quatre &léments cerclés constituent

un systéme générateur ; aucun d'entre
eux n'est contenu dans le segment
[u,i] oli u est U irréductible et i tr‘ﬂ' 1 ]

irréductible,

Nota : Se repovter au paragraphe (6) du chapitre IV en 2&me partie pour une
interprétation de ce corollaire qui ne sera pas utilisé dans les algorithmes

décrits 4 la fin de ce chapitre.

(2) CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN PREORDRE SOIT UNE INTERSECTION DE

R R R R R I R N S R N R R R N I T O N I R R S R Y S R T N R T N N T S D e A e T m S s e e e e s o

B om e ey o e At owo o

A) Dans toute cette partie, ainsi que la suivante, nous devrons considérer plusieurs
relations de préordre ou d'ordre sur un méme ensemble E. Nous 1eur donnerons
des noms distincts et traduirons par la notation x <y HQ] le fait que le dou-
blet (x,y) vérifie la relation de préordreéj. De méme nous noterons (X/()) ou
(;%9) une section initiale ou finale primcipale par rapport au préordre .
On dit qu'un préordreo" en prolonge un autre 0 six <y ]0| = x < y[(j']
La relation(' prolonge C)est une relation d'ordre sur les préordres définis sur
le méme ensemble E. Cette relation d'ordre induit méme une structure de [l- demi
treillis, on démontre que 1'intersection d'une famille de préordrescyi est le

préordre 0 défini par




B)
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x2y [0 =¥ xcy (0] I

L'ensemble des relations d'ordre est un sous O-démiftreillis de ce der-

nier.

Les notions de prolongement ét.d"intersection se traduisent bien en termes de

sections. En effet, nous allons démontrer les deux propriétés suivantes :

Propriégté 1 : "Un préordre (D' prolonge un préordre O si et seulement si toute

section initiale pour ©' est une section initiale pour O ,"

°

Propriété 2 : "Un préordre O est 1'intersection d'une famille de préordres@i
si et seulement si 1'ensemble des sections initiales principales pour les CE cons-

tituent un systéme générateur des sections pouré)."

Démonstration de la propriété 1

Toute section pourey' est section pourépg car si on considére un &1é-

-

ment x qui appartient 3 une telle section S et un élément z <x HQ|, cet Elément

-

appartient 4 S car z <X [gj =z <X [ﬁﬂ.

. Il en résulte que en particulier toute

-l

section (§/{7') est une section pour (J.
y P

Réciproquement, si toute section (§/(9') est une section pouré?, alors

la relation z <y [7] implique z¢ (3/2'), ce qui est équivalent 3 z <y [o].

Démonstration de la propriété 2 :

Remarquons tout d'abord que C?est intersection des(?, si et seulement
q q i

si pour tout &l&ment x, 1'égalité suivante est vérifide : (R/) = ( (ﬁ/CG). En
i .

effet un &lément z appartient 3 (%/7) si et seulement si z <x [Q}, ce qui est

dquivalent 3 z < x [{),]| pour tout i, soit zefl (& ).
q - i : o 1
i

La condition nécessaire découléide.cetie remarque., En effet, on sait

par la propriété 1 que chaque section principale pour LulCQ.est une section pour
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C)car chaque(?i prolonge 6?1 d'autre part, les (iﬂ@k) engendrent les (X/f) par

intersection ; ils engendrent donc toutes les sections poure7.

Pour démontrer la condition suffisante, il suffit d'établir que pour

tout x, () (i/C&) = (X/$). On peut déja affirmer que 1'intersection des (ﬁﬂ@i) con~
7

tient (%/0) car chaque (ﬁhﬁi) contient x. D'autre part, (%/U) est intersection
de certaines sections principales pour 1esC?.L (propriétés caractéristiques d'un

systéme générateur des sections initiales, (& 1-1, corollaire 2), chacune des
sections qui compose cette intersection doit contenir x et par conséquent un

(%/).) : cette intersection majore donc N (®/).). Ce qui 8tablit 1'inclusion
i J q q

i
inverse.

(3) CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN ORDONNE S'IMMERGE DANS UNE PUISSANCE

R N S D N R R T N T S D D I S N S N I N T I N R T R N N T N S N T R I N T S T R R N T S T N T s m e s s o s no==s

s 4= - . . . x
Considérons. un ensemble ordonné E et une immersion strlcte( ) Y dans

un produit de k chalnes n, X n, ¥ ... ¥.n . Soient Wl’ Yoy eees Yk les applications

1
de E sur la lére, 28me, ..., kiéme composante lorsque Y est appliqué.. Définissons

les relations de préordre sur E :

X <y L@]_J => Wl(k)

2y [6,] = ¥,

A

Wl(y)

Wz(y)

™
A
IA

¥ <y uyk] <= Wk(x)

A

Wk(y)

Puisque Y est une immersion dans le produit de chafnes, la relation

x <y H?[ sera vérifiée ol & seulemat si x < y H?.] pour tout i. Cela revient a
kel - - L

dire que l'ordre E est 1l'intersection des préordres 62.

Chacun des préordres CQ est un préordre total, ses sections initiales

principales forment donc une chaine de longueur n, (chafne en ce semns

(%) Une immersion ¥ d'un ensemble ordonné dans un produit de chafnes
n; XDy, X ... X est stricte si chaque application composante"i’i est surjective,
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que deux sections sont toujours comparables par inclusion). En appliquant la
propriété 2, on voit donc que le treillis des sections initiales de E est en—

gendré par les chalnes de longueurs respéctives Dyy Ty eoey M 3 mais il faut

remarquer que dans chacune de ces k chalnes figure la section égale a E tout
entier (cette section est donnée & chaque fois par un des &léments ﬁaximaux
du préordre total), cette section peut 8tre retirée de tout systéme généra-
teur sans qu'il perde pour cela sa propriété, il en résulte que le treillis
des sections de E posséde un systéme générateur couvert par k chafnes de lon-

BUEULS Dy 45 Ty 5 eevsy Ty g

Réciproquement, supposons que le treillis des sections posséde cette

propriété. Considérons une des chalnes Pi de longueur n s numérotons les
sections qu'elle contient de 1 3 n-1, et déterminons 1'application Wi de E

dans [i, ﬁ1 définie pér @&(i) = n sl x n'appartient 3 aucune section de Fi’

?i(x) = numéro de la section la plus basse dans FiAqui contient x. Il est
immédiat que les sections du préordreé?i défini par x <y [ﬁ&l <=> f?i(x) < Wi(y)

sont les sections de Fi auxquelles on a ajouté la section E. Faisons de méme
pour toutes les chaines qui.couvrent le systéme générateur domné, on détermine

ainsi k applications Yl, TZ, cees Wk dans des chaines Nyy Moy eeey T o

Puisque 1l'ensemble des sections considérées est un systéme générateur,

1'intersection des préordresf7i engendreép, il en résulte que l'application

x '*(‘l’l(x).j Wz(x), ceos Wk(x)) est une immersion dans n, x‘nz X oeee 3 Ty
D'ol le théoréme :

"Un ensemble ordonné E s'immerge strictement dans un produit de k

chaines ny X, X o...0X o, si et seulement si il existe un systéme générateur

du treillis de ses sections couvert par k chalnes de longueurs respectives

| 5 i
Ny g5 My g evos Ty _ge
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Corollaire 1 : "On peut immerger un ensemble ordonné dans une puissance cartér.

[

slenne d'ordre k «'une chalne de longueur n si et seulement si il existe un
systéme générateur de ses sections couvert par au plus k chaines de longueur

< n~1,"

Corollaire 2 : "On peut immerger un ensemble ordonnd dans une puissance cartér’

sienne d'ordre k de la chatne V'si et seulement si il existe un systdme géné-

rateur de ses sections couvert. par au plus k thafnes."

Corollaire 3 : "On peut immerger un ensemble ordonné dans un treillis de Boole

de dimension k si et seulement si il existe un systéme générateur de cardinal

inférieur ou égal i k."

(4) DECOMPOSITION D'UN ORDRE EN ORDRES TOTAUX - DIMENSION

."-'=====================:==’============================

Etant donné un ensemble fini E, un ensemble {Tl’ T2, ceos Tk}d'ordres

totaux réalise une décomposition d'un ordre 0 si@est &gal 3 1'intersection
mp ) g

des Ti' Le minimum d'ordres totaux nécessaire pour réaliser cette décomposi~

tion est appelé dimension de (0.

Supposons que 1'on comnaisse une telle décomposition : les sections

initiales pour un ordre total Ti constituent une chafne maximale I‘i du treillis

j’(@) des sections initiales pour 0. De plus il découle de la propriété 2 que
les Pi engendrent :f(@)

Réciproquement, si on considére un systéme générateur quelconque de
j’(@) couvert par k chaines, en prolongeant ces chafnes en k chaTnes maximales,

on peut associer k ordres totaux Tl’ Tz, owo Tk qui réalisent une décomposition

de 0

On obtient donc le théoréme :

Théoréme : "La dimension d'un ordre@ est égale au minimum de chafnes nécessaires

pour couvrir un systéme générateur du treillis de ses sections initiales."
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En rapprochant ce théoréme du corollaire 2 &établi au pargraphe pré-

cédent, on obtient le corollaire :

T 7) . . ; a ;
"Un ordrEaérest de dimension k si et seulement si il peut 8tre im-

mergé dans Nk. "

Note : Pour 1'8tude de la dimension,

Il résulte des paragraphes précédents que les problémes d'immersion
d'un ensemble ordonné dans un produit de chafnes, ou de décomposition en ordres
totaux, peuvent se traiter par la recherche de systémes géndrateurs minimaux du
treiilis de ses sections initiales. Une méthode de recherche est suggérée par
le théoréme 1, elle consiste i dresser.laliste de toutes les sections initiales
comprises dans un couple [?g Cﬁwj et ensuite & chercher un systéme de repré-

sentants minimaux.

Rechenche des élements U inndductibles (et N-inndductibles)

I1 faudra se domner 1'ensemble ordonné par 1'ensemble de ses sections
initiales principales et de ses sections finales principales. Si 1'on ne posséde
1 g . -~ 1 o PR
qu une seule sorte de sections, le passage 3 l'autre est immédiat ; dans chaque

section, on distinguera le sommet en le soulignant.

Exemple 5 £= (A, B, C, D, E, F)

Sections initiales Sections finales -
* ADE x A
# BDEF B
# CEF x C
x D ¥ DAB
E * EABC
x F * FBC
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Un &lément/est \.irréductible si 1a section I n'est pas intersection
d'autres sections principales., Pour chaque %, on considére donc 1'ensemble des
sections qui le contiennent proprement et on regarde si leur intersection est
égale a . On opére de méme pour les sections finales qui permettent de déterminer
les éléments U irréductibles. Ces &léments U ou N-irréductibles sont précédés

d'un % dans chaque liste.

Si on opére le calcul 4 la main, on se donnera l'ensemble ordonné par
son diagramme de Hasse (i.e. la relation de couverture). On peut alors détermimer
plusrrapidement les irréductibles. En effet, un &lément est U irréductibles si
et seulement si il n'est pas borne sup des &léments qu'il couvre, cela arrive
si et seulement si ces mémes Eléments sont majorés par dix &léments non compa-

rable. On regarde sur la figure si ce fait

se produit ou non. Cette méthode est plus k B ;
rapide 34 la main, mais elle n'est que 'yi=

suelle" et ne peut pas &tre programmée. La

figure 2 représente le diagramme de Hasse

de l'ensemble ordonné dont on est parti. i) 3 F

| [FEﬁ-Z J
Determination des couples (4, u) utiles

° o o 22
Si deux couples (i, u) et @', u') sont tels que ' = T ¢ (U < Cﬁ', le
second couple sera inutile en ce sens que si une partie P, & F est incluse entre
i
-~ CV - - . N &0 C*/y - -~
1 et bu, alors elle le sera aussi entre I' et Lu' ; les conditions du théoréme
ne sont donc pas & vérifier pour le couple extrBme. Pour ‘&liminer ces couples,
on dressera un tableau représentatif de la relation T Q'Cﬁ. On balaiera d'abord
. . v ¢
ce tableau par lignes pour ne conserver dans chacune d'elles que les Cu'mlnlmaux,
ensuite on balaiera par colonne le tableau restant pour ne conserver que les T

maximaux.,

La figure 3 représente ce tableau pour l'exemple considéré, les croix
simplement ou doublement cerclées correspondent au premier balayage par ligne,

les croix doublement cerclées au gecond par colonne.
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. v e e
\\\C‘i BCDEF ABDEF CEF DF ADE
T

e @
we || x @
D x x ® ®
I x ® | ® |

[Fig. 3]

C) Rechenche des systemes géndratewrs minimaux

Pour chaque couple (i, u) restant, il faut faut dénombrer les sections
intiales comprises entre T et DE. Décrivons un procédé permettant d'arriver i

ce dénombrement. On dresse une liste de sections de la fagon suivante :

Initialement, la seule section figurant dans la liste est (3. On con~
sidére alors tous les &léments maximaux de (4 n'appartenant pas 3 I, et on ajoute
a4 la liste les sections provenant de CK auquel on a soustrait un de ces éla-
ments maximaux. On passealors 4 la section suivante de la liste, et on répéte
le méme procédé ; toute fois on n'ajoute en queue de liste une section que si
elle ne figure pas d&ja dans cette liste. Le processus s'arr@te d&s qu'il n'y a
pas de section suivante dans la liste, la derniére section rencontrée est d'ail-
leurs I, Il est facile de voir que ce procédé &numdre effectivement toutes les
sections comprises entre 1 et Cy.

Pour 1l'exemple dont nous sommes partis, il faut chercher 1esmsections
incluses dans les couples :°
[ADE, ADE] ; [BDEF, BCDEF] ! [BDEF, ABDEF] ;

[cex, cxr] 5 [p, vF] ;5 [F, DF]

Dans ce cas, il y a au plus une ou deux &éctions par couple. Les sec-

tions figurant seules dans un couple sont obligatoires dans tout systéme générateur




- 59 .

Pour le reste, on procéde de la fagon habituelle pour rechercher les ensembles
de représentants minimaux. Dans ce cas on trouve en plus des section obliga~-

toires ADE et CEF, les systémes minimaux :

{DF, BDEF}

{DF, BCDEF, ABDEF}
{D, F, BDEF}
{D, F, BCDEF, ABDEF}

U{ADE, CEF}

Si on cherchait seulement les systémes générateurs de cardinal mini-
mal, on pourrait appliquer les méthodes de Quine~*Ma:C1uskéyf[ ]@ Dans l'exemple
qui nous intéresse, on supprimerait effectivement les sections BCDEF et ABDEF
qui figurent partout oii figure BDEF, ainsi que D et F qui figurent partout oii

figure DF, on obtiendrait ainsi’le seul systéme générateur de cardinal 4.

TImmersion mindmale dans Zh,ﬂfk, décomposition en ondres totaux

k

Pour 1'immersion minimale dans 2, il faudra considérer le seul sys—

téme générateur minimal de cardinal 4 ; soit :

toy Lol o
DF, BDEF, ADE, CEF.
On associe 4 variables binaires
(ul, Oy, Oy, a4) 4 chaque élément, la va- - _ i
+ ' 0061 1600 toic

riable o, = 1 si et seulement si 1'&lément

figure dans la iéme composante.

[Fyu]

La figure 4 montre le codage ainsi obtenu.
1 o ¢ o Nk .

Par contre, pour 1l'immersion minimale dans s, 1l faut trouver un

systéme générateur couvert par un minimum de chalnes. La figure 5 représente

les diagrammes de Hasse de chacun des quatre systdmes générateurs.




BhE™
i ADE cer On voit que c'est le systéme générateur de car-
¢ “ dinal maximal qui est couvert par le minimum de
DF chafnes ; on obtient donc un codage dans [¥°,
ABRDEF BCoEF Plus précisément, puisqu'il y a 3 &léments dans

chacune des deux chalnes, on obtient un codage
L

2 -
dans 4 . Considérons par exemple la chaine F,

ke _Dﬁ CEF CEF, BCDEF ; on lui associe la variable a, et

= 1 pour CE, o, = 2

O pour F, o 1

: on pose O
hDE BDEF CEF P 1

] pour BD et a

lﬁyS]

1

L= 3 pour A. On procéde de méme

avec une seconde variable o, pour la chalne D,

2
AﬂE, ABDEF. La figure 6 montre le codage ainsi

réalisé.

i 0 2 c
31 22 i3
Enfin pour réaliser une décompo- 4 R
sition minimale en ordres totaux, il suffit
de prolonger chacune des deux chaines trou-
vées en chafnes maximales. Soit : L
F, EF, CEF, CDEF, BCDEF, ABCDEF, if _ }} ii

D, DE, ADE, ADEF, ABDEF, ABCDEF. - i.
I
QLané]
d
Ces prolongements en chalnes maximales sont d'ailleurs uniques
(particularité de 1'exemple), il existe donc une seule décomposition en deux

ordres totaux. Soit : .
FLCE<KC<KD<K<B<A et D<E<A<F<BZ<C,

Cela revient également i
effectuer deux numérotations de 1

a4 6 sur les 6 &léments. |cf. fig. 7.
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Ce probléme de dimension d'un ensemble-ordonné sera étendu au cas
des relations binaires quelconques dans le chapitre IV, 2&me partie. Signalons
également que Monsieur Ducamp [}2] a décrit une méthode de décomposition mini-

male en ordres totaux basée sur la théorie des graphes.




-6 -
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DEUXTEME PARTIE

REPRESENTATION. DES RELATIONS BINAIRES

e e e T e S e e I e e A At o e A A =
-t Y I i

: Géngration d'une relation binaire.
: Homomonphisme d'une nelation binairne dans un trhelllis complet.
: Relations en escalier.

: Codage d'une nelation binaire dans un produit de chaines.
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CHAPITRE 1

GENERATION D'UNE RELATION BINAIRE
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Nous allons définir dans ce chapitre-certains concepts de base pour

une &tude comparée des relations binaires quelconques et des relations d'ordre.

Dans les deux premiers paragraphes, on fixera les notations utilisées
pour l'étude des relations binaires, et on définira les notions de sous relation
et d'homomorphisme de relations. Ces deux dernid@res notions qui sont définies
d'une fagon générale pour les relations n-aires [1?] seront rappelées au para-
graphe 3 et comparées 3 celles que nous adoptons.

Nous rappellerons dané le "quatriéme paragraphe les résultats relatifs
aux correspondances de Galois([S] et IZSD dont 1'&tude se fait seulement dans
le cas particulier des relations binaires. Cette notion de correspondance de
Galois permet d'introduire dans les paragraphes 5 & 9 le concept de génération
d'une relation binaire, généralisation du concept de génération d'une relation
d'ordre -cf. paragraphe 6~. Le paragraphe 10 donne une application directe de
ce concept au probléme de recherche des pavés pleins maximaux d'une relation

binaire.
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(1) DEFINITIONS GENERALES RELATIVES AUX RELATIONS BINATRES

Une relation binaire iﬁl’ 0, E2[ est définie par la donnée d'un en-

semble objet (ou support gauche) El’ d'un ensemble but (ou support droit) E2

et d'un sous-ensemble p du produit cartésien'El * E2 appelé domaine de vérifi-

cation de la relation. Tout doublet,(el, e2) qui appartient au domaine de véri-

fication est dit vérifier la relation ; trés souvent on crée un symbole spécial
0, appelé symbole relationnei, et on note celOeé, le fait que (el; e2) vérifie

(%)

la relation™™". Pour ne pas alourdir les notations, nous utiliserons comme sym-

bole relationnel le symbole p qui représente le domaine de vérification de la

relation ; ainsi on dira que egpey,  est vérifié pour signifier que (el, ez)g Do

Lorsque les ensembles objet et but d'une relation binaire sont confon-

dus en un méme ensemble E, on dira que la relation est interne & E. Une relation

[El, 0, Eé] pour laquelle elpe2 est toujours vérifié sera appelée une relation
< . . ¢ . q - 9 o ) o e ° 2
pleine ; une relation pour laquelle e,pe, n'est jamals vérifié sera dite vide.

=0, [E

0, E,| est la relation vide car E, X E

Par exemple, si E, = @ ou E 9 1 9

1 2 1°?

est wvide.

La relation'duale d'une relation [El, 0, EZJ est la relation [Ez, p*, Eﬂ

x s epi s ' . ~ ,
e, soit vérifié si et seulement si e l'est ; sa complémentaire

telle que e 07ey 1°e,

est la relation [ﬁl’ g, Eé] telle que e1¢e2 est vérifié si et seulement si

e ne 1l'est pas.

1Pe2

Trés souvent une relation [El, O, E2

sera représent@e par un seul

hY - poa.d - o ; o Py
symboleﬁ;, on notera alors la duale " et la complémentaires . Il est immé&diat

(x) Exemple : e < e
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que 1'on a les propriétés :

@%*qﬂ;gﬁzﬂ;ﬁ@*aﬁﬁ'

Par exemple, si on considére une relationX = iE, <, EJ oi < est un
préordre sur E, on a :

R = [o o Bl s fe B 48] 56% = [, 4, 5.

Etant donné une relation binaire [El’ 0, EZ[ et un pavé

] < . relt i o ! . éfi i "= X é
Pl X PZME1 X, E2, la relation [?1ﬂ P, PZJ définie par p P P1 P2 sera appelée

une sous relation de {Elﬁ 0, E2 . Compte tenu du fait que p' est déterminé par p,

U REPUVISE_———

P1 et P2, on notera souvent une sous relation [P], p;Pé] en utilisant le méme sym—

bole relstionnel o.

Dans le cas ol E, et E, sont finis, L2 {3 |4 |5
1 2

on pourra représenter graphiquement une rela- A 1 x X <fT
tion binaire ff = El’ P, E21 par un tableau B X {x |x
rectangulaire dont les lignes seront indicées C | x X X
par E1 et les colonnes par E2. Une case du D X
tableau contiendra une croix si ses indices BElx X X
e, et e, sont tels que e;Pe, soit vérifig, E, = {A, B, ¢, D, E}
sinon la case restera vide [&f. fig. 1], B, = {1, 2, 3, 4, 5]}

INAIRES

A) Applications décomposables

Etant donnés deux produits cartésiens d'ensembles,
IE, =E %xE, x.., *E et 1 E' = E', xE' eee X E' | indicés sur le méme
i 1 2 n ;1 1 2 n
I

ensemble T= {1, 2, ..,, n}, une application H = H}Ei‘+ I Fi est dite décomposable

L =




C)

- 68 ~

-

si i1 existe une famille d'applications indicéés sur I, H, @ By > E'i, véri-

fiant la condition:
V(el, pp ooy en) ? Ei’ H(el, €hs sees en) = (Hl(el), Hz(ez), coasy Hn(en)).

Les applications Hi'seront appelées les facteurs de H, et on dira que

H est le produit temsoriel de ces facteurs ; on note alors H = H x H2 X oee x H

ou H =1 Hi' Rappelons que si aucun des ensemblesEi n'est vide, la décomposition

en facteurs d'une application décomposable est unique.

- Homomorphisme

Etant données deux relations binaires [Fl, 0, Ez] et [E'l, o', E'g],

un homomorphisme Hy % H, i [E&, 0, Eél > (E'l, [ E'ZI est une application dé-

composable de El X E, dans E'_1 x E'2 vérifiant la condition :

V(el, ez)é E, X E e

o 197 ¢
1 % Epo <> Hy(e)p'Hy(e,).

1°¢2
Lorsque H. et H, seront surjectives on dira également que H, ¥ H

1 2 1 2

est un épimorphisme, si H1 et H2 sont injectives on dira que H1 X H2 est une

immersion, enfin si H1 et H2 sont bijectives on dira que H1 % H2 est un iso-

morphisme.

Conghuences -

Une congruence w, X W, sur une relation binaire

1 2 El’ p, E,| est cons~

2

v

tituée par une partition w; de 1l'ensemble objet El’ et une ﬂértition w, de 1'en-

semble but E

9 vérifiant la propriété :

' ' N . = ! = o' [ ] = e! !
V(el, e2) et € 1° e Z)Q“El X E2 epe,, e e 1[“1]’ e, = e ZLQZJ e'jpe’,
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A partir d'une telle congruence, on définira la relation binaire quo-

tient [ﬁlﬁﬁl’ pfﬁl x W, Ezfmél, ol O/Ei X EE est vérifié entre deux classes si
T 4
et seulement si p est vérifié entre deux &léments quelconques pris dans ces

. ] o . P - X : x . o % - ¢ .'
classes. L'application décomposable Hl H2 El E2 > Ellw1 Ez/w2 qui associe

et E2 leurs classes de congruences dans Elfal et Ez/ml res-

aux éléments de E. )

1

pectivement est un homomorphisme de la relation binaire donnée dans son quotient.

Réciproquement, si on se donne un homomorphisme quelconque H, X H_ :

1 2
[El’ 0, EZ] 9’{@'1, p', EVéa, les partitions canoniques Bi et Bé définies par
les applications H1 et H2 définissent une congruence Bi X Z& sur la relation bi-

naire [El, 0, Eé} ; de plus la sous relation [ﬁl(El), o', H2(E25- est isomorphe

3 la relation quotient {Elfai, p/ai X Eé, Ezfaé .

Rebations binaines atomiques

. N .. ~i i
Si on considére une famille (wl X wlb i€ 1, de congruences sur une rela-

i —i

tion binaire [?1, P, Eé}n les partitions Ei = V'E} et Bé =V W, définissent mani-

I 1

>

festement une congruence E& X’Z& sur cette relation ; il existe donc une plus

grande congrdencemese mg sur cette relation binaire. Si les partitions ﬂq et
ﬁg sont toutes deux nulles, on dira que la relation binaire‘?l, 0, Eé] est ato-

mique. Dans tous les cas, on constate que le quotient d'une relation binaire

quelconque par sa congruence maximale est une relation atomique.

Exemple : Si [E$ <, E] est un préordre.défini sur un ensemble E, en déstgnant par

w la partition d'isovalence (cf. rappels) associée 3 ce préordre, on voit que

@ x w est la plus grande congruence définie sur la relation [E, <, EJ. Le quo-
tient de cettre relation par W X b est la relation d'ordre induite sur les classes
d'isovalence. Il résulte de cet exemple qu'un préordre est atomique si et seule-

ment si c’est une relation d'ordre.
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RelLations bimaires semblLables

Deux relations binaires{ ' et " seront dites semblables si il existe
deux épimorphismes H”l X H'2 et H"1 b H"2 de x' et " sur une méme relation bi-
naire ; , Cette définition revient a4 dire que les quotients de ' et (" par leurs
congurences maximales sont isomorphes, la relation de similitude est donc tran-

sitive.

(3] ETUDE COMPAREE DES RELATIONS BINAIRES ET DES RELATIONS. N~AIRES

B)

R N N N S I I S R S L D S S S R T PN R R T R I R R A mErEorerFssZEsszzz

Une relation n-aire, , est définie par un sous—ensemble -domaine de

vérification- d'un produit cartésien de n ensembles, E; X E) X ... X En' On note

/ (el, s wees en) le fait qu'un n~uplet (el, s oees en) appartient au do-
maine de vérification.
A une relation n-aire on attache une relation d'équivalence ‘| sur

1'ensemble I = [1, nJ qui indice les facteurs du produit cartésien .

By X E, X ... X E . Cette équivalence appelée identité attachée &, ne pourra
pas €tre vérifiée entre deux indices u et v si Eu # EV ; par contre, on n'exi-

4!
gera pas que ré&ciproquement Eu = EV implique u 'd v.

Deginition d'un homomorphisme

Soient deux relations n-aires ' et " définies sur les produits car-

tésiens : E”1 X E'2 X vey X E'n et E“1 X E"2 X es X E"n indicés sur un méme en-—

. La définition d'un homomorphisme de ' ' dans "

semble I = [/, exige que les
identités attachées 3 /' et " soient une méme relation '!. On considére alors
un sous-ensemble I' ¢~ 1 et on dit qu'une application décomposable

X X ... % ¢+ B XEY X ... XE' = WooxE" o x ..., X E" homo-
Hl H2 : Hn E 1 2 E n E 1 E 9 E n est un hom

morphisme privilégi& par rapport 3 I' si les trois conditions suivantes sont

vérifiées :
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() u gd,v => Hu = Hv : e
(2) R'(e'ys ey, veey e ) =QR"E ("), Bye'), ov, H (') 3
2?
indice i'& I' un élément quelconque e 1€ H;}(e"ig), on peut trouver pour chaque

e e P -1
indice 1 I' un &lément e"i Hi

3) 8i on se donne un n-uplet (e"., e"_, ..., e" ) vérifiant®" et pour chague
1 n P qu

(e",) de telle facon que le n-uplet
i ¢ q b
(e'l, e'2, P e' ) ainsi constitué vérifie °'.

Dans la définition que nous donnée en (1) d'une relation binaire, nous
n'avons pas considéré d'identité attachée, mais le fait que nous n'imposons pas

de condition particulidre aux composanmsIH_et H2 d'un homomorphisme Hl X H2

exprime implicitement que cette identité est 1'&quivalence nulle. Ainsi 1la con~
P P q q

dition (1) d'un homomorphisme est automatiquement vérifice.

La condition elpe2 <=> Hl(el)p'Hz(ez) ~cf. (2) B)- implique la condi-

tion (2) dans le sens => et implique la condition (3) dans le sens <= en sous

entendant que 1'homomorphisme est privilégié par rapport aux deux indices.

Dans tous les chapitres qui suivent, nous ne. rappellerons pas les carac-

téristiques des homomorphismes de relations binaires ainsi définis au paragraphe

(2) B).

Sous-nelations

Considérons une relation n-airef sur E1 b E2 X ees X En a laquelle

. ats poe 9 . e
est attachée 1'identité ¢d sur I =_[i, ﬁ}. Une sous-relation(h' est définie sur

un produit cartésien- E'1 X E'2 X el iX E'n tel que :

1) ¥ieI, E' € E, 3

A<}
;) = ¢ = ¥ .
(2) u v E E

9 <ﬂ N , o s
L'identité /4. attachée a ' est la méme que celle qui est attachée a

(R, enfin on exige que pour tout n-uplet (e'l, e'2, cees e'n)é,E'1 x E'ZX...XE'h,_




e' )

BV a0 7 # < B E R e ¢ Pt '
(e’ ., e cesy € solt vérifie si et seulement sii (e e oo
(}.. (: 1.9 2’ s n) ( l’ 2’ 3 n

est vérifié.

On voit que les sous—relations définies au paragraphe (1) sont des
cas particulders,et que 1'on suppose implicitemant que 4, est 1'équivalence
nulle. Cette remarque a son importance dans le cas particulier des sous-—

relations d'ordre ~cf. chapitre Il- ol l'on raisonne comme si la composante

gauche de 1'ordre différait de la composante droite.

Etant donnée une relation binaire ¢ = {El, p, .E_ i, les correspondances

2
S HECE ) o o THC -V €1 i =
.6'(E1) *§3(E2) et p21 .J«(Ez) *C)(El) définies par plz(Pl) ensemble de
tous les &léments de E2 en relation avec tous les &léments de Pl’

p21(P ) = ensemble de tous les &léments de E1 en relation avec tous les &léments

de PZ’ sont appelées correspondances de Galois assocides 4 la relation binaire.

On note que pour la partie vide, on obtient p12(¢) = E2 et p21(¢) = El'
Ces correspondances qui peuvent étre définies d'une facon générale

entre deux treillis complets (Ore ?25]) possédent des propriétés remarquables

que nous allons reprendre dans ce paragraphe en précisant la terminologie qui

sera adoptée,

Propriété 1 : "Pour toute famille {P;} de sous—ensembles de El’ et toute fa-

mille {P;} de sous~ensembles de E2, on a les égalités :
oy o iy . e 1y w
o]_zcril By) /1) P1o B 3 p21(U P2) fi Py (B3

Cette propriété implique & la fois que p et p sont décroissants,
prop pirq q 12

21

et que les images fz et [1 (E ) ety (E ) par Pyo et 021 sont des familles

de Moore sur(?(Ez) ef.é%El)u Les sous~ensembles appartenant & ces familles de

Moore seront appelés clOtures gauches (pour I')) et cldtures droites (pour r'y).
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En particulier, pour tout &lément azéiEz, pztﬁggl_sera appelée cloture gauche

principale de sommet a,, et pour tout élément alﬁ'El’ plz(al) sera appelée

cloture droite pringipale de sommet aje Ces clotures principales jouent un

r8le particulier en ce sens qu'elles engendrent par intersection les familles

de Moore Fl et Pz.

Enfin, on constate aisément que les sommets d'une méme clSture prin-
o PE I 1
cipale sont tous les &léments d'une plus grande classe de congruence ; par con-
séquent, toute cldture principale d'une relation atomique a un seul sommet.

Propriété 2 : "Les fermetures associées aux familles de Moore I, et F2 sont les

1
applications p;; = Pp10P1p €L Py, = p120021."

Trés souvent, la cldture pll(Pl) d'un sous-ensemble P1 _ E1 sera notée

?& ; de mé€me on utilisera la notation fé. En particulier, on distinguera les

et a2 seront

cldtures atomiques a; et a,, clStures de parties 3 un &lément ; a,

appelées centres de a et -a,. Les clGtures atomiques jouent un rdle particulier

1
en ce sens que touteclGture est union de cl3dtures atomiques ; elles constituent

donc des systémes U générateurs des familles de Moore Pl et Fz. Enfin, on cons-

tate comme plus haut que les centres d'une méme cldture atomique sont tous les
&léments d'une plus grance classe de congruence ; par conséquent, toute cloture

atomique d'une relation binaire atomique a un seul centre.

Propriété 3 : "Pour tout sous-ensemble Pie El, et tout sous—ensemble P, < E2’

on a les égalités :

P1a (B = P (B = (B = 0, F)) 5

2107 = Py @) = 0,1 () = py ).

Les é&galités plZ(Pl) = plz(Pl)vet 021(P2) = p21iP2) ne font que re-

traduire le fait .que p,, et p,, sont des applications sur I', et I',. Les égalités
12 21 —_— 2

1.
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plzﬁPl) = plz(Pl) et p21(P2) = p21(P2) montrent que P19 €t Py sont deux anti-

isomorphismes (plz et 0p,p soOnt décroissants) 1inverses entre Fl et Fz.

La notion de pavé plein maximal permet d'interpréter cette liaison

entre parties closes. Un pavé P1 X P2 d'une relation {El’ 0, Eé} est dit plein

si la sous-relation wPl, Dy P2 est pleine. Cela revient 3 affirmer que .

(Pl). En particulier, si P, et P, sont deux parties

Py € Py (By) et P 1 2

2% Pya

closes liées par la relation, P1 be$ P2 est un pavé plein maximal, en ce sens qu'il

ne peut €tre inclus dans aucun autre pavé plein. Réciproquement, tout pavé plein
maximal doit &tre le produit cartésien de deux parties closes liées par la re-
lation. La liaison &tant bijective, tout pavé plein maximal est déterminé par

une seule de ses composantes.

On dira qu'un pavé plein maximal est principal si il est &gal au pro-

duit cartésien plz(az) X p21(a1) de deux clGtures principales. Pour que cette

éventualité se produise,:.il faut et il suffit que soit vérifiée la condition

a; = plz(az), ou la condition &quivalente a, = p21(a1) ;3 ce qui revient 3 dire

qu'une clGture principale est confondue avec une cldture atomique. Un pavé prin-

cipal est donc également de la forme a, X a,. Le doublet (a.,, a,) sera appelé
P & 17 % 1’ %2 P

Tw—

sommet du pavé principal EIlX ay. 8i la relation est atomique, ce sommet est

unique et on peut définir une bijection partielle al‘{"> a9, appelée bijection
principale, définie si et seulement si Zz'm p21(a2) [bu E; ?~012(a1y.°

Cette bijection principale peut ne jamais &@tre 1') 2] 3'

définie ; c'est le cas pour la relation repré- 21 X | X

sentée par la figure 2, ol les Ezzsont égaux

a {13, {2} et {3}, et les p,,(ay) & {12}, {23}

et {13}.
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Soit une relation {E‘jf’ 0, Ez‘] » un sous—-ensemble gl o E1 est générateur
gauche si toute clBture appartenant 3 Tl est borne supérieure de cldtures ato-
miques dont le centre appartient éi;l. Compte tenu de la dualité entre les

bornes sup & gauche et les intersections i droite, cela revient aussi 3 dire

que toute clOture appartenant i Fz est intersection de élBtures principales

droites dont le  sommet appartient é.gla ou encore que toute cldture apparte-

nant a T2 est image par la correspondance de Galois plz‘d'un sous—-ensemble in-

clus dansé?l. Remarquons également queéél est générateur gauche si et seulement

si toute clGture atomique gauche (resp.(principale droite) dont le centre (resp.
13

sommet) appartient ag ; cette dernilre propriété tient au fait que 1'ensemble
de toutes les clGtures principales droites constituent un systéme {'générateur

de la famille de Moore Fz.

On peut définir de la méme fagon un systéme générateur droit, et &ta-—

blir les mémes propriétés en remplagant droit par gauche, et vice versa.

_:-—_——-—_w_.—__m_-_.._-—-—_—-~—_-.—-.—,_-,—_,_-o——«..«_—-.—.._v’.-.-m.—w_»—,,.._‘:_-,..-_,_.—w,-..__.-m--_——.-_

A) Propristes d'une relation d'ondre

Etant donné un ordre < sur un ensemble E, interprétons les propriétés

des correspondances de Galois associées agg*=‘[h, <, ﬁ].

Dénotons par o le symbole relationnel attaché i [ﬁ, < E]. Pour tout

élément e€ E, plz(e) est 1'ensemble des &léments qui majorent e, i.e. la section
finale principale E’; de méme p21(e) est égal a la section initiale principale
€. Les deux 8galités plz(e) = & et pzl(e) = & justifient les termes de clStures
principales affectés 2 plz(e) et p21(e)‘;elles impliquent également les deux

propriétés suivantes :
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"Une relation d'ordre est atomique."
"La bijection principale d'une relation d'ordre est partout définie.’

La premidre propriété découle de 1'hypothése d'antisymétrie vérifide

? !

par une relation d'ordre ; en effet e = e! (resp, & = €") implique e = e', donc

= 9 = e dmnld = at
plz(e) = plz(e ) (resp. p21(e) p21(e )) implique e = e',

La seconde propriété est une conséquence des égalités :

S

plz(e) = pzz(e) = e

>

021(e) = oll(e) =

Démontrons par exemple la seconde.

. 3 \‘/‘ .
plz(u) = ‘ﬂ 0. Il est immédiat que

On a pzz(e) = 012(021(e)) = - n

ny-v

e, ce qui établit 1'&galité. L'ensemble de ces deux propriétés caracté-
o<e
rise d'ailleurs une relation d'ordre, en effet 3

"Une relation binaire iEl’ 0, Eé] est isomorphe 3 une relation d'ordre

fE, <, El si et seulement si elle est atomique et sa bijection principale est

partout définie,"

2|

Soitﬂt l'ensemble des cl&tures atomiques gauches de [El’ 0, E
considé&rons la relatlon binaire 1nterne(K1 Lﬁl"ﬁ’Jtll Pulsque IEl,np, Eél
est atomique, 1' appllcatlon P11 ¢ El > 1 est bijective. Puisque la bijection

E, > I

Bincipale de [E s Py E,| est partout définie, 1'application p,, :
P P 1 2 PP 21 " P2 T M

est une application sur0%1 i Py est aussi une application dansdf puisque
'El’ P, é]est atomique., On a donc établi que P11 X Py est une bijection dé-

composable de E1 X E2 surzﬂi Xle 3 pour woir que P11 x p21 est un isomorphisme
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entre [El, 0, Eé! et %%i,(;,ﬁgi]g il suffit alors de remarquer que

®10 ¥ Py1(ep) ¢ Py (ey)-

B) Systdmes générateurs

Consid&rons & nouveau une relation d'ordre |E, <, E|.(,., « E est un
s 9 f}l-

systéme générateur gauche si et seulement si toute cldture principale droite

plz(e) est 1'intersection d'une famille de cldtures principales droites dont
les sommets appartiennent 3 gﬁ ; compte tenu de 1'interprétation qui a &té donnde

oo .
plus haut, cela revient & dire que toute section finale principale e est 1'in-
tersection d'une famille de sections finales principales dont les somments ap-

partiennent ééil i cecl revient & dire que tout &lément eé&E est la borne su-
¢

périeure d'une famille d'éléments appartenant él%l. D'oll la propriété :
i '

"Pour toute relation d'ordre [E, <, E],‘glig’E (resp. gz < E) est un

systéme générateur gauche (resp. droit) si et seulement sigil est un systéme U
7

~

générateur (resp. ﬂ générateur) par rapport i cette relation d'ordre."

(7#) ELEMENTS IRREDUCTIBLES D'UNE RELATION BINAIRE

D S S S S S N o T N S S s D N I N T T T e T e e s e s e =

Soit une relation l?l, 0, Ez], un &lément e1§ E1 est irréductible
-

gauche g§i la cldture atomique 1 est U irréductible dans la famille de Moore

I, 5 par dualité, cela revient a dire que p.,(a,) est ﬂ irréductible .dans la

1P 12481

famille de Moore I',. Pour relier les notions d'é&lément irréductible: gauche:
2 g

et de sous-ensemble générateur gauche, deux cas sont i considérer

(1) La plus grande congruence gauche ﬁl est nulle : dans ce cas, il -

résulte aisément du théordme démontré au chapitre I que ¢

"Si toutes les suites décroissantes de clStures atomiques gauches
sont finies, alors l'ensemble des &léments irréductibles gauches constitue

un plus petit sous-ensemble générateur gauche."




(2) La plus grande congruence gauche 7. n'est pas nulle : les irraduc-
auene ™ P :

tibles gauches constituent encore un sous—ensemble générateﬁr gauche, mais ce
n'est pas le plus petit. Il ne peut d'ailleurs pas exister de plus petit sous-
ensemble générateur, si on extrait de chaque classe de congruence un irréduc-
tible gauche, alors on obtient un sous-ensemble générateur minimal (sous
1'hypoth&se de suite décroissante) ; 1l'intersection de deux systéme générateurs

minimaux distincts ne peut plus &tre un systéme générateur.

On peut par dualité définir les &léments irréductibles droits et
établir les mémes propriétés. Si la relation binaire considérée est une relation
d'ordre [ﬁ, <, Q], on constate que les &léments irré&ductibles gauches corres-
pondent aux U irr&ductibles, et les &léments irréductibles droits aux ﬂ irréduc-

tibles. Désormais, pour toute relation binaire {El’ 0, Eé]; on notera respecti~

: 4
vement(u,et § les ensembles irréductibles gauches et droits.

(&) PROPRIETE CARACTERISTIQUE D'UN SOUS-ENSEMBLE GENERATEUR GAUCHE (RESP, DROIT)

"Un sc,us—ensembleg1 & E1 est générateur gauche (resp. 22 - E2 est

. L 4
générateur droit) par rapport i une relation {El’ P, Ez' si et seulement si

—

pour toute clGture gauche ?Il; E (resp. cldture droite P, Ez), on a 1'éga-

P T - S Rk = = NG
1ite b plz(P1> 012<P1a31) (resp“ 021(P2) 021<P2{{‘§2))'

On a vu queg1 est générateur si et seulement si toute clBture droite
s, o v - o ¥ " ’g{': . ‘ 2 48 N
plz(Pl) est image par plZ‘d un sous—ensemble P 15&;;1 s cette cond}tlon est
° P ' ¢ g e = DA s . = G . - P
affirmée dans 1'égalité plZ(Pl) 012<P10§l)’ cette &galité supposée vraie pour

tout ?;’ est donc suffisante. Réciproquement, le sous—ensemble P'1 doit etre

inclus dans ?Eﬂ; on peut donc poser pour la double inggalité P'1 _ ?Ih?l 5151-;
&

ok

en appliquant Py aux trois membres de cette inégalité, on trouve

P15 () = p12(1'@-,:_1-0311) .

Corollaire : 'gl est générateur gauche si et seulement si la correspondance

“‘"". ——, s ® . "
Pl > Plﬁgl est injective.




La condition est nécessaire d'aprés la proprlete precedente. Récipro-

si on considg S
quement, /1e sonsSORgLabTs o7 Ql

10§1, on vérifie facllement en utilisant les
Y.

proprletes des fermetures que QL% ﬂ} 1 ; T'injectivitd implique alors

Remargue s _peut

En fait, il est aisé de voir que 1' on/se limiter & 1' 1nJect1v1te de 1'ap-

plication e1 > 610%1 vérifiée 4 partir de 1'ensemble des clGtures atomiques

gauches. Ce résultat transporté dans les ensembles ordonnes montre qu'un
sousMensembleé est U générateur si et seulement si la correspondance

X xgq‘est injective.

(9) PAVE GENERATEUR - SOUS-RELATION GENERATIVE

R T S P T Ty T I D R T N N S T e s EE e n

Un pavéiél Xf§2 d'une relation 7h1, P, Eé] est générateur si et

seulement &igl.eSt générateur gauche et{éz est générateur droit. La sous— °

o

relation induite sur 1 X%}Z est alors dite génératrice.
# ¢
Propriété — définition : "Toute relation binaire atomique finie admet un plus

o e P - oy e TR o 7
etit pavé générateur —appelé pavé caractéristi ue~‘ﬂ»X;5 oii ¢/ est 1'ensemble
g P >

des ses éléments irr&ductibles gauches, et J 1'ensemble de ses irréductibles

droits."”

Cette propriété est une conséquence immédiate du paragraphe 7. Dans
le cas ol la relation binaire n'est pas atomique, on peut seulement affirmer
qu'il existe des pavés générateurs minimaux, supports de sous-relations iso-
morphes. On dira encore dans le cas général quefQ,Xiy est le pavé caractéris-
tique. Toute relation atomique finie dont le support est égal au pavé carac-

téristique sera appelée une relation caractéristique. Enfin, la classe d'iso-

morphisme constitue par les sous-relations déterminées par les pavés générateurs

minimaux d’une relation donnée sera appelée la sous-relation caractéristique

de cette relation. Ces définition sont & rapprocher de celles qui ont &té
données pour les relations d'ordre fintés ; on &tudiera ces notions dans le

paragraphe 6 du chapitre II.




Théoréme : "Une sous relation [gl’ p',a}é} d'une relation [?1, 0, Eé] est géné-
. _ PR P o (P ) x :__(7" .

ratrice si et seulement si la correspondance P1 P2 (Plaél) (P2Q$2) qui

associe a4 chaque pavé maximal plein sa trace surfgl Xf;2 est bijegtive entre les

pavés maximaux de la premiére relation et ceux de la sous relation."

Condition suffisante :

Considérons un pavé plein maximal P1 X P2 de la sous relation
El, Ov,{*z‘] ;3 les traces surg1 X f; des pavés pleins maximaux P1 X pl2(P1)
X P & i i . ‘ .
et 021(P2) P, sont des pavés qui contiennment P, X P,. Puisque Py X P, est

maximal, les traces précédentes sont égales 3 P1 X P2 5 la bijectivité de la

correspondance implique alors :
P12(By) = P (Pygy) = By = 01, (Bp)
Py (By) = P21 Pallp) = By = 0y; (By)

Ces égalités doivent Etre vérifides pour tout pavé maximal P1 X P2,
puisque chacun d'eux a pour trace sur';1 ng un pavé maximal distinct de la sous

- - 7
Va6 ! & géné .
relation B}lg P ’3‘2]';§1 3,2 est donc un pavé générateur

Condition nécessaire :

) . 1 9 5= = -
Les correspondances de Galois p 12 et p 21 sont liées a 012 et p21

par les Egalités : -
" . 1] Cem .
Py éjl OBy =0y Prditgy 3
A {4 M i = A( .

e capmatn

Montrons que si P1 X P2 est un pavé maximal de [El’ p, E

K alors
— — - ra vooT
(Plﬂf}(l) X (Pz(}gz) est un pavé maximal de lﬁl’ p ,3 Z.J.
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P12 ENg) = e ®lf D o = PPty = ALy s

on obtient cette suite d'égalité car 1l'hypothése selon 1aque11e§j1
£

Z(Pljgl) = plZ(Pl)' On obtient de la méme fagon

' . = B—:ﬁ °
P 21@;“32) Pifiiy

est géndrateur

gauche implique pl

"4
[

On obtient ainsi tous les pavés maximaux de Eil, p',ggél car chacun d'eux
& i i
doit &tre la trace d'au moins un pavé maximal de [?,, 0, Eé]. la ¢orrespondance bi-~

jective est donc &tablie.

Corollaire 1 : "Si E;ls p,dié] est sous relation géfiratrice de la relation
! & <
[Fl, 0, Eé], alors son extension canonique en treillis complet est isomorphe a

celle de la relation totale.'

Ceci résulte du fait que les cldtures gauches de {g sont les

4 L s ‘V 2
traces des clBtures gauches de |E s D, E‘ﬁ, et que cette correspondance est in-
g 1 2 p

jective.

Remargue :

La réciproque de ce corollaire est fausse dans le cas infini. Il suffit de
considérer la relation d'ordre @?j SJMI ot N est 1'ensemble des entiers na-
turels. Tous les &léments de IV sont 3 1la fois U et {} irréductibles, #/ X ﬁf
est donc le seul pavé générateur de cette relation. L'extension de cet or—
donné en treillis complet est 1'ordonné ﬁf+ % 3 1'extension du sous-—
ensemble 2.¢Jest isomorphe.

Par contre, cette réciproque est vraie dans le cas fini. En effet,‘il doit
y avoir surﬁil autant de traces de clGture qu'il y a de cldtures gauches

dans la relation toute entiére. La correspondance P1 §Iﬂf] doit donc &étre
injective ; il en régulte que gl est nécessairement générateur gauche. Le

méme raisonnement peut &tre fait poum'gz.
{,

Corollaire 2 : "Si deux treillis complets possédent deux sous relations généra-

trices isomorphes, ils sont isomorphes."
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Ce corollaire résulte du fait que 1'extension canonique d'un treillis

complet est confondue avec ce treillis complet.

Corollaire 3 ¢ "Si deux treiilis complets possédent deux sous-ensembles U et 0

générateurs isomorphes, ils sont isomorphes.”

En effet si F est un sous-ensemble U et(} générateur, F X F est un

pavé générateur.

{10) REMARQUE SUR IES ALGORITHMES D RECHERCHE DE PAVES MAXIMAUX

De nombreus auiteurs se sont intéressés § la redheréhe de '1'ensemble des
pavés maximaux d'une relaction finie ; on peut citer principalement la méthode de
Malgrange [241 améliorée par Chein [lo], et celle de Pichat [Qj]. L'étude qui
précéde montre qu'il y a avantage i procéder sur une sous relation génératrice
comportant moins d'éléments, et d'étendre ensuite les pavés maximaux ainsi trou-

vés 4 la relation toute entiére.

Exemple : Considérons la relation représentée par la figure 3.

Les clotures principales droites sont : 1 21 3 4 |5

X 'l ,B |c lD !E Al x| x
p(X) 12 {134 {235 |1 |2 B x|l x
12

C X | X pid
On ne conserve que leg &lé~

ments {A, B, C} donnant des cldtures D=
ﬁ irréductibles. Les clotures primci- B N -
pales gauches sont : !

' Hl Ez|3 |4 55 [Fig. 3|
DZL(Y) lAB ACE BC B I C

On ne conserve que les &léments {1, 2, 3} domnant des clGtures ﬁ irré-

ductibles. On est alors ramené a la recherche des pavés maximaux de la sous
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relation déterminée par {A, B, C} x {1, 2, 3}. Une des méthodes ci-dessus citée

donnerait

P *x 123 3 AXx 12 ; BX 13 ; €x23; AB X1 ; AC x 2 3 BC x 3 3 ABC X (.

Pour obtenir les pavés maximaux de la relationm initiale, on ajoute suc-

cessivement une par une les lignes et les colonnes qui ont été supprimées, 3

chaque pas on &tend les pavés maximaux. Par exemple, si on commence par ajouter

la ligne D, on voit que D est en relation avec le sous—~ensemble 1°;

quent on prolonge tous les pavés maximaux dont le second sous-enseémble est inclus

par consé-~

dans {1l}. Les seuls pavés qui se prolongent ainsi sont AB X 1 - ABD X 1 et

ABC X ¢ > ABCD X @. On continueensuite en ajoutant la ligne E, et les colonnes

et 5. La figure 4 montre les prolongements possibles & chaque adjonction.

@ x 123 | A% 12| B x 13| ¢ x 23| AB x 1] AC x 2| BC x 3|ABC x ¢
- - - - |aBD x 1 - - |ABCD x @] |adjonction de
D x1
- - - - - ACE x 2 - |ABCDEx@||adjonction de
E X 2
¢ x 1234 - |Bx 134] - - - - - ‘adjonction de
B X 4
@ x12345 - - C x 235 - - - - ‘adjonction de
Cx5
@ x12345| A % 12|B x 134|{C x 235|ABD x 1{ACE X 2| BC x 3|ABCDEx@||Solution

[Fig. 4]
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CHAPITRE 11

HOMOMORPHISME D'UNE RELATION BINAIRE
DANS UN TREILLIS COMPLET

——— et W s > Bt o =y o
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Nous avons vu dans le chapitre I que pour toute relation binaire
l?l, R Ezjg e,pe, est gquivalent i pll(e DY Py (e ) ; par conséquent .
%, 18 . . % ? E -
1"application decomposablegf {;pll P9y E1 E2 > I X Fl est un homomor
phisme de = [E.l, p,E?J dans £, = E“l,. s Jl’ ol Tl est la famille de Moore des

clotures gauches.

. sera appelé 1'extension canonique,deéﬁ en treillis complet,ﬂ?,

1'homomorphisme canonique de (. danéc&. On remarque que les partitions associées

4 cet homomorphisme canonique sont 1es congruences maximales de la relatlonCE,

par conséquent, lorsque R est atomique, agest une immersion de (& dansm-

si R= [?, ﬁ"é] est un ordre sur un ensemble E, le procédé d'exten-

sion ci-dessus ‘défini coYfncide avec le procédé d'extension par coupures utilisé

par Mac Neille [?3] pour immergér un ordonné dans un treillis complet. Birkhoff
[5] a démontré que cette extension est minimale dans le sens suivant : en uti-

lisant les notations E < Fet E=F pour signifier qu'il existe une immersion,

ou un isomorphisme, d'un ordonné E dans un autre F, alors la correspondance

E > E définie par le procé&dé d'extension par coupures vérifie les propriétés

caractéristiques suivantes :

Y ~

E<E; E<F=E<F; siE est un treillis complet, alors E = E.

Ces propriétés sont formellement identiques aux propriétés caracté-
ristiques d'une fermeture, mais ‘le fait que les relations d'ordre sur tous
les ensembles ne forment pas un ensemble ndcessite une interprétation plus
fine. Néanmoins, si on se limite aux relations d'ordre sur les ensembles finis,
elles constituent un ensemble (modulo 1'isomorphisme = ) ; la relation E <F
est alors une relation d'ordre sur cet ensemble et la correspondance E '+ E

est une fermeture dont les invariants sont les treillis finis.

Nous allons etendre ces résultats aux relations atomiques en consi-
dérant 1l'application R.+0L Nous demontrerons de plus, que dans le cas des re-
lations atomiques finies définies modulo un isomorphisme, il existe une plus
petite relation atomique dont l'extension canonique soit un treillis fini donné ;

ce résultat sera également démontré pour les ordonnéds finis.
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(1) SOUS-RELATIONS CONTRACTEES - PROPRIETES GENERALES

Une sous-relation [P, < Q) d'une relation d'ordre [E, <, ﬁ] sera

appelée une relation de sous ordre, PUQ sera appeléd le support de cette relation

de sous ordre. Une relation de sous ordre sera dite contractée (ou sous

relation contractée) si elle verlfle leq condltons P Q et Q& p'. Rappelons

(chapitre I, partie I) que P est constitué par les bornes sup des sous-
ensembles de P qui en admettent, Q" par les bornes inf des sous—ensembles de
Q qui en admettent. On a &galement vu qu'un &ldment x appartient & P* st 11
est borne sup du sous—ensemble X{JP, que deux é€léments x et y apparténant 3
P ne sont comparables que si RAP et yQP sont comparables dans le méme sens,
enfin que 1'application x %>XQP est injective de P dansda(P) 5 les proprié-
tés duales s'appliquent ev1demment aq .

-

Propri&té 1 : "Toute sous relation contractée est atomique."

Conséquence 1mmed1ate de 1'1n3ect1v1te des applications x - X[|P

et y > yﬂq lorsque x et y appartlennent a P et Q" respectivement.

La réciproque de éeﬁﬁe propriété est, fausse. Il suffitlde consgidérer
le treillis représent& par la fig. 1 ; la sous relation [{CDE}, <, {Aﬁ'CD}J ;
est atomique, elle n'est pas éonﬁraetée car'{CDE}+ = {ABCDE}. Par contre la
sous relation [{CEDJ, <, ABCD]| est con-
tractée et atomique ; cette derni&re sous

relation est isomorphe a4 la premiére.

Propriété 2 : "Si une relation de ‘sous
ordre [?, <, Q] est contractée par

rapport a un ensemble ordonné E, elle
est &galement contractée par rappbrt'

()

a4 son support

.

‘Soit y un &lément appartenant & Q.Par rapport i 1'ordre défini sur
E; y est borne supérieure de $fiP. Par conséquent, y est un majorant de NP par
rapport & 1'ordre induit sur PUQ Par a111eurs, tout majorant de yﬁP par
rapport & l'ordre induit sur PUQ est aussi un majorant de yﬂP par rapport &

l'ordre dé&fini sur E ; il en résulte que y est borne sup de yﬂP par rapport a
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+
1'ordre induit sur PUQ ; d'o Q ¢ P' par rapport 3 1'ordre induit sur PUQ. On

établit de méme P < Q°. S

La réciproque de cette proprié&té est

également fausse E;f. fig. 2].

Proprigté 3 : "Toute sous relation génératrice d'un ensemble ordonné est une

sous relation contractée."

Cette propriété découle immédiatement de la définition d'une sous re-

lation génératrice [&f. paragraphe (9) du chapitre I|. La réciproque de cette

propriété est manifestement fausse. Il suffit de considérer un sous—ensemble P

réduit 3 un &lément et la sous relation contractée lyﬁcg, P

Propriété 4 : "Toute relation atomique est isomorphe & au moins une sous rela-

tion contractée d'une certaine relation d'ordre."

Reprenons la construction de l'extension canonique en treillis complet

(introduction) d'une relation K = [E , 0, E.|. Soitdl. 1'ensemble des cldtures
21 2 1

atomiques gauches,(?1 1'ensemble des clStures principales droites. @€1,4§¢é3£

~r

est une sous relation génératrice du treillis complet . = [Tﬁ’ C» Tlm

, ol Fl
représente l'ensemble de toutes les clStures gauéhes.mD'aprés la propriété 3,
E%i’ @,Gpiw est donc une soﬁs relation contractée de (R. L'application décom-
posable p11 X p21 est un isomorphisme;entre(ﬁwet Eﬁi"g’d?il carﬂi est atomique

et egpey = pyyle) g pyyley).

(2) HOMOMORPHISME CONTRACTE D'UNE RELATION BINAIRE DANS UN TREILLIS COMPLET

Définitions :

Etant donnds une relation d'ordre [Eg <, E| et un pavé F, xF,c EX E,

on dira qu'une application décbmposable(f}1 Xéfz : F1 X F2 > E X E est contrac-

Y . @
les ingégalités ;1(e1) > e et

tante si pour tout doublet (el, ez)g;Fl X F29

( < Srifides.
?z(ez) < e, sont vérifides
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Etant données deux applications décomposables Qﬁ X‘%} et Wl X Wz d'un
produit d'ensembles E1 X E2 dans le support E X E d'une relation d'ordre [E, <, ﬁL

on dira que Wl X Wz est plus contracté que ?ﬁ X‘f} si les inégalités??lff ?1 et

TZ f‘fz sont vérifiges. La relation "plus contractée que" est manifestement un

ordre entre les applications décomposables de E, X E_ dans E X E.

1 2

Un homomorphisme H1 X H2 d'une relation [Fl, P, Ezl'dans une relation

d'ordre [E, <, Eﬂsera dit contracté si il n'existe aucun homomorphisme stricte-

lebt plus contracté que lui. Si'[?l, 0, Eé] est une sous relation de [ﬁ, <, Eﬂ,

il ne faut pas confondre la notion d'homomorphisme contractant avec celle d'homo-

morphisme contracté ; dans le premier cas, il s'agit d'une application décompo-

sable qui poss@de d'une part la propriété d"homomorphisme, d'autre part celle

d'&tre contractante.

Propriété 1 : "Si 1'image homomorphe, par un homomorphisme Hy % H,y, d'une rela-
tion [?1, 0, Eé], dans un treillis complet [E, <y ﬁﬂ, est une sous relation con-

tractée de ce treillis complet, alors,H1 * H, est un homomorphisme contracté."

Considérons un homomorphisme H'1 X H'2 : [El’ o E;]-+ [E, <, E| plus

contracté que H X H,. L'hypothése suivant laquelle Hy % H) et H'1 X H'2 sont

des homomorphismes implique pour tout ezéEE les égalités :

2’
N
W Hy (0, () = (e )0, )

2N
(') H}(py,(e,))) = f) (e, )H] (E))

L'indgalité H'1 > H1 (dfie au fait que H'1 X H'2 est plus contracté que

H1 X H2) implique :

: k 1
(B) Borne Sup Hl(p21(e2)) < Borne Sup H 1(p21(e2)).
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L'hypoth&se suivant laquellle —ﬁl(El), <, Hz(Ezf est une sous relation

contractée implique :

N

# %

) Hz(ez) = Borne Sup ﬁz(eéX}Hl(El).

Enfin, on a 1'égalité

. / “:,M
(0) H,(e,) > Borne Sup Hy (e,

5 (e M Hy (B,)

1

qui est vérifigée dans tout treillis complet si on considére que H'2(e2) et Hfi(El)

sont respectivement un &lément et un sous-ensemble quelconque de ce treillis com-

plet.

La transitivité appliquée aux trois in&galités (B), (C) et (D), en

tenant compte des &galités (A) et (A') implique H'2(e2) > Hz(ez). Mais on a

é ' < i sqt 'ox g é X
également H 2(ez) < Hz(ez) puisque H 1 X B, est plus contracté que H) x Hy,

il en résulte Hz(ez) = H'Z(ez). On démontrerait par dualité que pour tout &lé-

= 1] o 2 4 - ¢ + -
ment e, € By, Hl(el) H 1(el). La propriété est ainsi &tablie.

Propri&té 2 : "Toute relation de sous ordre |P, <, Q| d'un treillis complet
fropriete - , REI

E, <, ﬁ] peut &tre transformée en une sous relation contractée par un homomor-

1A}

phisme contractant f X g @ E?g-f, QJ'+ [E, <, E

Soit Q' le sous—ensemble fl engendré par Q, £ la fermeture associée
a4 la partie de Moore Q°. L'inégalité X < y &tant équivalente 3§ 1'inégalité
f(x) <y lorsque y€ Q", 19applica£ion décomposable f X I(x) :PXQ>EXE
est un homomorphisme contraétant de la sous relation [?, <, Q] ; soit [%(P), <, Q]

1'image homomorphe de cette sous relation.

Soit f(P)+ le sous-ensemble U engendré par f(P) dans le sous-ensemble

Q°. Q" étant un treillis complet pour 1'ordre induit, f(P)+est une partie de Moore

duale dans Q" ; il existe donc une fermeture duale g, définie sur Q" dont 1'en-

R +; ~ . 1
semble des invariants est £(P) . Pour les mémes raisons que plus haut, 1'applica-
tion décomposable 1 X g : £(P) X Q > E X E est un homomorphisme contractant de

la sous relation [E(P), <, QJ ; soit [f(P), <, g(Qi] la sous relation image.

~T s

{*) On désigne par 1 1'application identité
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f X g, composition de deux homomorphismes contractants successifs,
fX1letlxg, est aussi un homomorphisme contractant. Démontrons que 1'image
homomorphe rfCP) <, g(Q)] est une sous relation contractée. On sait déji que
g(Q) ¢ f(P) , 11 reste donc 3 etabllr £(®) - g(Q)°, sachant que £(®) ~ Q.
D'aprés cette dernidre inclusion, tout &lément z¢{ £(P) est borne inf d'un sous-
ensemble Q' < Q. Par la fermeture duale g, Q' est transformé en un ensemble
g(Q’) dont chaque &lément est majoré par un &lément de Q' ; la borne inférieure
de g(Q') est donc majorée par z. Mais puisqﬁe z est invariant par g, z minore
également g(Q') ; il en résulﬁe que z esﬁ borne inférieure de g(Q'). Nous avons

donc &tabli que f(P) « g(Q°

Corollaire : "Pour tout homomorphisme Hy x H2 d'une relation binaire ‘El, 0, Eéi
dans un treillis complet [E, <, EJ, il existe un homomorphisme contracté

H'l x Hvz : [El’ P EZJ *‘[E2 <, E| plus contractd que H x Hy."

D'aprés la propriété 2, il existe un homomorphisme contractant £ x g

[ﬁl(El), <y HZ(EZ)] > rE, i,'ﬂj dont 1'image homomorphe est une sous relation
contractée. L'application décomposable (f o Hl) x (g o HZ) est un homomorphisme

-succession de deux homomorphismes— plus contracté que H1 b H2 -car £ X g est

contractant- ; 1l'image homomorphe est une sous relation contractée, d'aprés la

propriété 1, cet homomorphisme est donc contractéd.

La combimism des propriétés 1 et 2 du corollaire implique immédia-

tement le théoréme suivant :

Théoréme : "Un homomorphisme H1 X H2 d'une relation binaire El’ 0, Eé' dans un

treillis complet fﬁ <, E] est contracté si et seulement si 1'image homomorphe

'ﬁl(El), <y H2(E 5] est une sous relation contractée de ce treillis complet.”

{3) EXTENSIONS D'UNE SOUS~RELATION CONTRACTEE

Etant donnée une sous relation contractée [P, <, Ql, tout sous-~

- + 1z 3 . ’ ' P
ensemble P' C (PUQ) sera appelé une extension supérieure de cette relation

de sous ordre, tout sous-ensemble Q' f‘(PUQ)' sera appelé une extension infés

rieure de la sous relation.




..'9]_'..,

Théoréme : "Etant donné un isomorphismef‘f1 X‘fz : E;l, f,g 21 - [}, <, Q]
d'une sous relation génératrice [gl’ f,ﬁ_i] d'un ordonné E sur une sous rela-

tion contractée L?, <, Q] d'un treillis completg”, il existe deux immersions

' 2 - e PP R 3
@1 et @2 de E dans % vérifiant les propriétés suivantes :
(1) @1(E) et @2(E) sont des extensions respectivement supérieure: et infé="

rieure de la sous relation contractée I?, <y Q] 3

(2) Les restrictions de @1 et @2 au sous—ensenblef%l sont &gales 3 1'ap-

plication{fp1 :g 1 - P, les restrictions de @1 et @2 au sous—ensemble{§2 sont
4 i

égales 3 l'application?g :a > Q"
2 g2
Etant donné un &lément x de l'ordonné E, posons :

_ © A .
@1(x) = Bornme Sup gl(xdgl) H

W

Qz(x) = Borne Infj’z(xqu).

Démontrons les proprié&tés énoncées dans le théoré&me pour 1'application

@1, celles de @2 s'en déduiront par dualité.

Puisque [Ql, <,%_2J est une sous relation génératrice de 1l'ordonné E,
i T4

pour tout élément x E, le produit cartésien (iﬂgl) X (Eﬂ%z) est un pavé maxi-
o .

mal de cette sous relation. Il en résulte par isomorphisme que

%3(2@@1) X‘fz(iﬁgz) est un pavé maximal de la sous relation contractée

[p, <, qf. .
Pour tout élément y du treillisqg, (74P) x (¥/Q) est un pavé plein

de la relation de sous ordre [@, <y Q] s en effet les conditons z¢ F(iP et

tﬁ'§QQ impliquent z { y { t. Considérons en particulier le pavé plein

SN et C o N
(@1(XX§P) X (@1(x)f%Q). La condition ®l(x) = Borne sup\§1(§#§1) implique

i o »5; A o ’r:f'f o~ ¥ e # {il -
512;3QP < ;1(xﬂ$1). D'autre part, puisque gl(xngl) X gz(xigz) est un pavé de
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. N . s
P, < tout &lément i tient 3 jore | . (&ny ) ; 1
[P, <, Q|, tout &lément z qui appartien a(f2<x%§2) majore jl(xﬁgl) un te
- ° . ° SR ) ~n "

élément z majore donc @1(x) qui est la borne sup decrl(xﬂ§1)° I1 en résulte

o7 G0 2§, (K15,
que 2, x)[jQ 2 Iy X’@z

(\ v o N\ - 7
Les deux inclusions )P 2 Tl(x‘Al) et QI(X)anE?’Z(XQiz), ajoutées
au fait que‘?l(iqgl) ngz<kw§2) est un pavé maximal de P, <, Q] , impliquent

& R
que (@1(x)QP) X (@1(x)ﬂQ) est un pavé maximal &gal au précédent.

Puisqueagl est U générateur dans l'ensemble E, 1'indgalité x < y est
équivalent 3 iﬁé & ?ﬁjl ; cette derniére inclusion est elle-méme équivalente
f (xO ) gl(yﬁfl) puisque{f1 est bijective ; d'aprés 1'égalité des pavés

pleins maximaux qui vient d'étre &tablie, cette derniére inclusion est &qui-

lente 3 @ (x)PP < @ (y)ﬂP ; enfin, puisque o (x) et @ (y) sont U engendr@s par

P, cette inclusion est &quivalente 3 @1(x) < ®1(y). Ce qui prouve que 1'appli-
2]

cation @1 : E > % est une immersion. On démontrerait d'ume fagon duale le méme

i
résultat pour l'application @2 ¢ E > 8.

La restriction de @1 au sous—ensembleif,.1 est manifestement égale 3
?1. Soit x un €lément quelconque appartenant & Jz. Le fa1t que(:y1 ?; soit
5 G, y (o
1A < ¥ 1§17 .
isomorphisme de Bl’ le dans [P Q| implique fz(x) (x.,“) ;z(x)
- est &gal 3 la borne supérieure de ; (x) P puisque 1la sous relation fP <s 6]
a . 1 = A:%r.[‘ = . i
est contractée ; on obtient donc JZ(X) Borne Sup %1(x%£1) @1(x) Ce qui

3 la propriété

établit la seconde partie du théoréme pour 1l'application @1 5

pour &, s'obtiendrait de fagon duale. -

2

Enfin, cette dernidre démonstration prouve également que Ql(E) con~-
tient PUQ. Etant donnés que les @1(x) ont €té définis comme des bornes sup de
sous-ensembles inclus dans P, il en résulte que Ql(E) est une extension su~-

périeure de la relation de sous ordre [ﬁ, <y QJ ;3 ce qui achi™:2 la démonstration

du théoréme.
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Remargues :

(1) L'immersion & : E - % sera a pelée le.-prolongement supérieur de 1'ap-
1 P P

Lgh 4 - (’:w»r -
plication {1 51 + P, et 1'immersion <I>2 : E + 7 sera appelée le prolon-

gement inférieur de 1"application "";"‘2 12 > Q.

(2) Les deux prolongements <I>1 et <I>2 sont égaux surglng, il se peut que

partout ailleurs ils soient distincts. Considérons par exemple les tréil-

lis E et % représentds par la figure 9. T_E'oﬂonsx“(;f’1 =§?2 = {a,b},
#

P ='Q = {a'pb'}, (?]_(a) = ';{)2(3) = a', 5]{11(.'3) =<£?2(b) b'.

On aura :

& @) =1', 9,(0) = 0" ;

A
= 1M " *
@2(1) 1, @2(0) 0", |
a 4 b a'
(3) D'une fagon générale, il peut N
o

exister d'autres immersions ® : E »> 4

1
1]

1 O/f

dont les restrictions sur ; 1 et

4

C o
€2 sont égales a“fl e1;’:‘§5";2 ; on Teey hs E 'T;Q.lhs ‘%

i
démontrerait aisément que de telles

ooy 4
immersions vérifient la double inégalité {Tn’; "J

2, <<,

Corollaire du théoréme : "Soit di rf'l, < I’l" 1l'extension canonique en treillis

complet d'une relation binaire & 'il’ 0, Eﬂ Si i1 existe un homomorphisme
H1 X H2 : ITEIQ P, EZ]J, “.6, oﬁc%’? est un treillis complet, alors il existe une

immersion de i dans %."

On peut toujours supposer que Hl X H2 est contracté (cf. paragraphe (2)).
Iﬁl(El), <, HZ(EZYI est alors une sous relation contractée isomorphe & une sous
relation génératrice L(}l’ =) :3 ZA’ de Fl” <, FJ. Soit ‘:1 sz 1'isomorphisme
de &1, g_,g 2[ sur "Hl (El)” <, H2(E25'|, 1l'application du théordme précédent per-

o o 3 ° T i
met d'affirmer 1'existence d'une immersion <I>l s foT
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(4) BISSECTION CONTRACTEE D'UNE RELATION D'ORDRE

T T N R S N T T N N Sy T S S S S S S R RS S e s s s m e

Une bissection d'une relation d’ordre [E, <, ﬁ] est une relation de

sous ordre [P, <, Q] extraite de cette relation d'ordre vérifiant la condition

PUQ = E. Si [ﬁ, <, Q] est contractée, cette bissection sera dite contractée.

Deux bissections [P, <, Q| et [P', <, Q'] de deux relations d'ordre
Sl - )

[E9 f ﬁ] et [E', <y E'] seront dites faiblement isomorphes si elles sont iso-

morphes au sens des relations binaires -i.e. il existe une bijection décompo-

sable Cf)l x ‘;fz : P XQ~>P' x Q' telle que x <y <=><f1(x) f?z(y)—, elles seront

. .
dites fortement isomorphes si il existe un isomorphe d'ordre % : E~>E' tel

que P' =T (®) et Q' = (@

L'isomorphishe fort implique manifestement 1'isomorphisme faible, mais la

réciproque est en général fausse comme le montre la figure ci-dessous.

| Q'
PeQ O
- ~ P
Foy 8] 4
Théoréme : "Si deux bissection contactées [?, <, Q} et E?', <, Qf] de deux rela-

tions d'ordre [E, <, E| et [E7, <, E'| sont faiblement isomorphes, elles sont

fortement ismorphes."

Ce théoréme est un simple corollaire du théoréme énoncé dans le para-

graphe (3). Pour s'y ramener, posons P' =3 1 et Q' = 32. On posséde par hypo-

4, > I < d

toujours supposer que [E, <, Eﬂ est une relatlon d'ordre induite sur un sous-

thése un isomorphisme de relation f . On peut

g
ensemble E d'un treillis complet t -il suffit pour cela de considérer 1l'extension

canonique de [E, <y ﬁ] en treillis complet—. Enfin les conditionsg 1%&32°,
CUh = @ i ¢ < 4 ; ané—
}2 &1 , et %lUéz E' impliquent que [31’ _,{gé] est une sous relation géné

ratrice de [ﬁ', <, E']. On peut appliquer le théoréme du paragraphe (3) qui
affirme 1l'existence d'une immersion @1 : E'-+Q§,te11e que @lgfl) = @1(P') =

et ®1(§2) = ®1(Q') = Q.
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Ce théoréme permet de parler sans ambiguité d'un isomorphisme entre deux

bissections contractées sans préciser si cet isomorphlsme est fort ou falble. No-

tons que toute sous relation contractée est une bissection de 1'ordre induit sur

son support, il en résulte le corollaire suivant :

"Si deux relations contractées sont isomorphes —isomorphisme au sens

des relations-, les ordres induits sur leurs supports sont isomorphes."

Etant donnée une relation binaire quelconque [ﬁlg 0, Eé], la relation
PR s ° e i ] n'.o ;. _
e pe, est vérifide si et seulement si pll(el)‘f 021(e2). L'application décom
posable pl1 x Pyy * [?1, O, EZJ ﬁ‘f@i,-ﬁ,&}lJ est donc un homomorphisme. De plus,
la relation Fﬁi, §367£1 est une bissection contractée de la relation d'ordre

— - . N o+ ’ e
Fﬁ&myl,*g,aﬁlufl’ puisque£ﬁ1,§(Pl fet{rl =iy . Cette bissection contractée sera

dite associée 3 la relation binaire. L'intéré&t de cette bissection contractée

résulte de la propriété suivante :

"Deux relations binaires sont semblables si et seulement si les bis—

sections contract@es qui leur sont associ&es sont isomorphes."

Cette propriété,dont la démonstration se déduit immédiatement de la
propriété 4 &tablie dans le paragraphe (1),montre que 1'étude de certaines pro-

priétés des relations binaires se raméne 3 celles des relations d'ordre.

Exemple : Considérons la relation représentég 1 2 3 4
par la figure 5. Posons E, = {A, B, C, D} et A |x |x
E, = {1,‘2, 3, 4} ; les tableaux suivants B |x X {x
énumérent les ensemblesﬁ%i etﬁbl. C X |x
D X

| Fig. 5]
E |1 A B C D .. [ -
1 . L1} (j)luj L3y
“ A | B ¢ | aco | A8
E2 1] 2 3 4
@’1 ABJACD | BC B

fﬁ,iluér"l = {A, B, C, AB, BC, ACD}
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(5) IMMER

Théoréme 1 : "Etant donnés un ensemble E muni d'une relation d'ordre [E, <, E|
et un ensemble F structuré en treillis complet par une relation d'ordre {F <y ﬁ]g
1'existence d’une immersion %?: E > F au sens des relations d' ordre -i.e. ¥x et
VEE ¢ x <y <= 'f(x) < f(y)m est équivalente a4 1'existence d'un homomorphisme

B, xH, : [E, <, B] » [F, <, F[."

U

I1 est immédiat que si { : E » F est une immersion au sens des ::sl-~tions
¢ 21

d'ordre, %’X }’2 [E9 <y ﬁ] > [fw <y Fﬁ est un homomorphisme.

Réciproquement, si il existe un homomorphisme H1 X H2 : [E, <y E] >

[f, <, F|, 11 existe un homomorphisme contracté<f1 X‘fé : [E; <, E| > [f, <, F

(cf. corollaire des propriétés 1 et 2, paragraphe (2)). L'image homomorphe

E%l(E), f’efz(E51 est une sous relation contractée (théoréme du paragraphe (2)) ;

h]
on peut alors appliquer le théoréme du paragraphe (3) en considérant que [ﬁ <, El
est une sous relation génératrice de l'ensemble ordonné E. Ce theoreme affirme

1'existence d'une immersion f E » 1(E) [U fz(E) dont les restrictions a

(50

% =Eet{,6 =E sont égales ; il en résulte f= 1, = ?} donc § est une immer-
1 a2 5 r=1, =1, ]

sion de E dans F au sens des relations d'ordre.

Théoréme 2 : "L'application # ~ § qui a une relation binaire atomiqueéi fait
coxrespondreson extension canonique en treillis complet ¢ est-caractérisée par
les trois propriétés suivantes

(D@ <g s

DN ESUET £¥ &

(3) si R est une relation d'ordre associée a un treillis complet, alors

=&

N . - | IR 2 o

Les signes < et = sont & prendre au sens ~d iiriersion et d'iso-
morphisme. Toutes les propriétés directes découlent immédiatement de la défini-
tion de 1'immersion canonique. Pour &tablir la réciproque, considérons une ap-

et

plication (& ﬁ'“ possédant ces trois propriétés, et montrons queLk =£ .
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Puisque f < @ est vérifié, om a,en appliquant la propriété 2 i 1'ap-
plication f. >4, ¢/ < y. D'autre part, y = cargp—est un treillis complet

(propriété 3 appliquée i ¢ *#) 3 on en tire £ <g.

La propriété 1 appliquée a . 4 implique &. <¢l+ Puisque £ est un
treillis complet dans lequel s'immerge &, on tire du corollaire du théordme &ta—
bli dans le paragraphe (3) que(ﬁl <# . Les deux inégalités § Sget @ <A

impliquent g =d{.

Ce théoréme apparafit donc comme une generallsatlon du theoreme analogue
établi par Birkhoff [3! relatif au procédé d extension par coupures (cf.
introduction de ce chapitre). Il montre queJi est 4 un isomorphisme pres, le plus
petit treillis complet dans lequel peut s'immergerk.. Désormais, tout treillls

r~/

complet isomorphe 3 & sera appelé une extension minimale de(ﬂ«en treillis complet.

(6) ELEMENTS CARACTERISTIQUES D'UNE RELATION BINAIRE (RESP. RELATION D'ORDRE FINT)

R R T T R N N D D T N N T T T T R O N T R R O O O T I 0 i o o o 20 o o 2 0 0 om0 o o o o 10 oo e i o o o et e e
T N T S ST T N T I D D D R R N R N D N S N I R S T S Y D S T TS s E S T E s e

Dans le chapitre I (paragraphe (8)) nous avons défini un certain nombre

de concepts dits caractéristiques pour une relation binaire finie ; de méme on
a donné de telles définitions pour les ordonnés finis dans la premiére partie
(chapitre I, paragraphe (3)). Notons tout de suite que les notions de :

relation caractéristique et ordonnéd caractéristique,

sous relation caractéristique d'une relation finie et ordre caractéristique

induit" par un ordre fini,

pavé caractéristique d'une relation finie et ensemble caractéristique d'un

ordonné fini,
se correspondent deux i deux. Nous allons maintenant &tudier les relations entre
ces notions et les procédés d'immersion d'une relation binaire ou d'un ordonné
dans un treillis complet. Pré&cisons que nous nous intéressons seulement au cas
fini. Enfin, nous ne démontrerons les proprié&tés que pour les relations binaires ;
elles seront simplement &noncées pour les relations d'ordre, on s'aidera du

théoréme &noncé dans le paragraphe (3) pour les &tablir.

Propriété 1 : "Pour tout homomorphlsme H X H2 d'une relation blnalre finie

= [El’ D, I dans une de ses exten31ons minimales en treillis i iE, <, E|,

Hl(El) X H2(E2) est un pavé générateur de [E, <y EJ."
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Si Hl(El) X H2(E2) n'est pas un pavé générateur de [E, <, E], alors
Hl(El)+ ou Hz(Ez)' est strictement inclus dans-E. Supposons qﬁ'il s'agit de
H2(E2)'. D'aprés le théoréme &tabli dans le paragraphe prééédenﬁ, 11 existe un
sous-ensemble F C HZ(EZ)' tel que [F, < E] solit un treillis éomplef isomorphe

aﬁé. Deux treillis complets finis ne peuvent &tre isomorphes que si ils ont

méme nombre d‘éléments, cela est incompatible avec Fc HZ(EZ)'Q; E.

Remargue :

Cette propriété est évidemment fausse dans le cas infini. Il suffit de
considérer 1l'ensemble {-»,V, +=} des entiers naturels complété et 1'im-
mersion fy + 2N ; =0 5 w3 40 > 4w, La propriété analogue pour les en-

sembles ordonnés s'énonce :

"Pour toute immersion y d'unme relation d'ordre fini [E, <, E| dans
une de-ses extensions minimales en treillis complet, Y(E) est un sous-ensemble

U et Q générateur de ce treiilis complet."

Ces deux propriétés montrent que les propri&tés valables pour 1'homo-
morphisme canonique dans 1'extension canonique en treillis complet se conser-
vent dans le cas d'un homomorphisme quelconque dans un treillis minimal.

-

Propriété 2 : "Pour tout homomorphisme H1 % H2 d'une relation binaire finie,
ﬁy= [ﬁ19 0, Eé} dont 1&X:] est le pavé caractéristique,rdans une de ses extensions

minimales en treillis,ﬁﬁ = [E9 <, E], Hlﬁi)’x Hz(ﬁ) est le pavé caractéristique

dqu."

Cette propriété revient encore 3 dire que Hlfu) est égal 3 l'ensemble
des éléments U-irréductibles demﬁ et HzCﬂ) est &gal 3 1l'ensemble de ses &léments
(]-irréductibles. On peut encore é&noncer cette propriété plus briévement sous

la forme :

"La propriété d'@tre le pavé caractéristique est invariante par tout

homomorphisme dans une extension minimale en treillis."

Nous démontrerons tout d'abord cette proprié&té dans le cas des rela-

tions atomiques en nous basant sur le lemme suivant :
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Lemme : "Etant donnés une relation caracterlstl ue atomique ' )' et un pavé
Lg T q > P
CU" XJ " strictement inclus dans 4} x j, 1'exten31on minimale en treillls de 1la

.

sous relation Eﬂ', p,J | n'est pas isomorphe i celle de [q1, p,J |."
Si il en &tait ainsi, [A", 0, J"] serait une sous relatlon generatrlce
de f&, 0, H_] -cf. chapitre I, paragraphe (8), reciproque du corollalre 1-. Cela

est impossiblé: car 4 Xﬂ est plus petit pavé générateur par hypothese.

Démonstration de la propriété :

Désignons parfl' = Eha p,ﬂ:] la sous relation déterminée par L x J H
cette sous relation est génératrice, donc{%:est une extension minimale de(.'
en treillis (utiliser le théordme démontréd dans le paragraphe (8) du chapitre I).

Soit h Eb p,gﬂ] *'[E < Eﬂ la restriction de H, x Hy a la

17 Byt b el > 0 2 1

sous relationd '. h1 X h2 est un homomorphisme, on peut donc appliquer lg pro-
priété 1. Il en résulte que h, @) x hz(g) = H @) x H,(f) est un pavé générateur

dea%“= [E, <, E]. Ce pavé générateur inclut le pavé caractéristique Uh' x ' de%.

Supposons que cette inclusion est stricte, on pourra trouver un pavé

P < mde By X B, tel que hy (") = H (") =4’ et h (") = Hy (5" = ol g

est stffctement inclus dans i{xif, et h1 b h2 : 4, o, T t,—+ Bg, <, 'l'[ est

un homomorphisme surjectif. Les extensions minimales en treillis complet de
@y', P, J :] et BR » <50 >] sont donc isomorphes. La seconde de ces extensions
est égale “§§, il en est donc de méme de la premidre. Cette derniére proprlpte
est en contradiction avec le lemme.

L'&noncé analogue pour les ordomnés finis de cette propriété est le

suivant :
"Pour toute immersion ¥ d'un ordonné fini dans une de ses extensions
minimales en treillis complet, 1'image par ¥ de 1'ensemble caractéristique de cet

ordonné est l%ensemble caractéristique de ce treillig."

De ces deux propri&tés on pourra déduire les corollaires suivants :
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Corollaire 1 : "Deux relations finiesm.1 eté@z ont des extensions minimales en

treillis isomorphes si et seulement si leurs sous relations caractéristiques

sont isomorphes."

Ce corollaire 1 montre que parmi toutes les relations qui s'éﬁendent
en un treillis minimal donné, la sous relation caractéristique de ée treillis
est la plus petite i posséder cette propriété. De méme parmi toué les ordonnés
finis qui s'&tendent en un treillis minimal donné, la relation d'ordre éaraé—

téristique induite par ce treillis est la plus petite 3 vérifier cette propridts.

Corollaire 2 : "Une relation finie admet un homomorphisme sur un treillis com—

plet si et seulement si il en est de méme pour sa sous relation caractéristique.”
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CHAPITRE 111

RELATIONS EN ESCALTIER

e - - " - ——— o -~
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(1) CHAINES DE PAVES

1 2 . . , .
Une suitetf = {Qi X Qé, Qi X Qz, erey Qi % Q;} de pavés extraits d'un
produit cartésien d'ensembles E, X E

2
couple d'indices o et B, on a

est une chaine si et seulement si pour tout

o< B = Q?(: Q? et Q% o QS(*)‘

Si au contratire, la condition

o< B => in:» Q? et Q(;C, QE

est vérifige, on dira que:f est une chalne inversée.

Une chalne sera dite normale si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

w1l ol
[N1] o]

|
=1

= q =

2] o =¢=0f =

1
=

1.

Une chalne sera dite vompléte si les troisconditions suivantes sont
vérifiées :

[bi] elle est normale ;
-~ 1 -
— s _
|§3.-—| Q]. = El‘

Une chafne sera dite réduite 8i les trois conditions suivantes sont
vérifides ¢

(%) Noter que les inclusions sont strictes.
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[ki] elle est normale ;
[R2] o) # 0 5

[R3] Q; # 0.

Notons que [ké] et [?3] impliquent [Ri].

Exemples : Sur le produit cartésien ABCD X aBYS§,

1

f1

Iz

{¢ x:0BYy A x aB} est une chalne non normale car DNE] n'est pas vérifié.

{@ x aBYS; A x 0B} est une chalne normale non compléte car [bi] n'est pas

veérifi& ; cette chalne n'est pas réduite car [RL| n'est pas vérific.

3’3 = {@ x aBys, A x aB, ABCD x @} est une chaine compléte.

¥oo= {A x aB} est une chaine réduite.

Propriété 1 : "Toute chalne extraite de 1'ensemble des pavés pleins maximaux

d'une relation binaire R = fﬁl’ P, Eé] est normale."

En effet tout pavé plein maximal Q1 X

Q = 0= Q, =E,etQ,=¢= Q, = E. [N1] et

Propriété 2 : "Toute chafne normale:f peut étre
= & a ¢ x ¢ = X i
pléte ¥ en ajoutant le pavé Qp * Q @ E, si

s+1 s+l - s AS 1"

La vérification est immédiate, ¥ sera

def . Dans 1'exemple précédent, on a KB =i§21

(W)
Propriété 3 : "Toute chafne normale v peut &tre
duite par suppression du pavé Q} X Qé si Qi = @

Q2 extrait de & est tel que

[Nz] sont donc vérifiés.

transformée en une chaine com-

Q1 # E, et le pavé -

appelée la chalne complétée

transformée en une chafne ré—

et du pavé Qi X Qg si Q; = @."
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Vérification immédiate. La nouvelle chaine obtenue sera appelée la réduite de

la chatneJ . Dans 1'exempdle précédent,,}(y4 est la réduite de .. Enfin, notons

2
qu'une réduction suivie d'une complétion revient i une complétion et qu'une com-

létion suivie d'une rdduction revient 3 une réduction.
P

TYPE D'UNE CHAINE COMPLETE

Le type d'une chaine compléte §)= {Qi X Q;, Qf X Qg, ceey Qi x QZ}

est un doublet (0B) ol o et B sont deux quantités booléennes définies par :

0L=O<=>Q%}j=¢ et B=O<=>Q3=¢.

Exemples : Sur ABCD x aByS :

{@ x ABCD, oB x AB, aByS x @} est de type (00) ;
{@ x ABCD, aByS x AB} est de type (01) ;
“{dB x ABCD, aByS x @} est de type (10) ;
{aBYS x ABCD} est de type (11).

(2) DEFINITION D'UN ESCALIER

A)

Etant donné un ensemble de pavés(? = {Qi X Qé} » on notera

i€T1
U (Ql X Qi) l'ensemble des doublets (el, e2) tels qu'il existe un indice
1€1
{ pour lequel (e, e,)€ Q; x Qg
i pour leque ey e2 Q1 Q2 .

Définition : Une relation(ﬁ.= (El’ 0, Eé] est un escalier si il existe une

; Al 1 2 2 s s
chafne normale de pavés sur E, X E2, 39— {Ql X Q2, Q1 X Q2’ cees Q1 X QZ}

1
. e . 5{ f . = - i i
telle que le domaine de vérification de Ui soit &égal a U Q1 X QZ)'
i€[1,s
Proprietes gondamentales des escaliens
Premiére propriété caractéristique des escaliers : "= [ﬁl’ 0, Eé} est un

escalier si et seulement si 1l'ensemble de ses cldtures droites (ou gauches)

est fini et totalement ordonné par inclusion.'




- 105 -

1 -~ Condition suffisante :

Si l'ensemble Q;, Qg, cees Qz des clBtures droites de” est totalement
ordonné, il est immédiat que l'ensemble des pavés pleins maximaux Qi X Q;,
Qi X Qi, seuy Qi X Q; constitue une chafne compléte. D'autre part le domaine de

- . (] .!' - - -~ 2
vérification de © &gale 1'union des pavés pleins maximaux.

2 = Condition nécessaire :

1

Soit Jl= {Ql X Q;, Qi X Qg, cen, Qi % Q;} la chalne normale de pavés

dont on part. On peut toujours supposer que 3¢est compléte car 1l'adjonction d'un
P ] q P » _ ]

pavé tel que @ % E, ou E1 X ¢ -pavés ne contenant aucun doublet (el, ez)- ne

change pas l'union des pavés dont on part. Posons :

1 21 i 1= _ a8 _ os-l
A]. = le A2 —Ql Ql’ sy Ai "Ql Q]. s **°cy A = Ql Q].

Puisque Qi, Qi, ceey Qi est strictement croissant, les Ai sont deux

d deux disjoints et non vides,d fexception peut-@tre de A, qui sera vide si

1
Qi = . La chainetf étant supposée compléte; Qi = E, i1l en résulte que 1l'union

des Ai égale E.. Enfin, il est aisé de vérifier que

1

1 === = i
e €Ay = 0pp(ep) = Q.

L'ensemble des Q;, a 1'exception peut~8tre de Q; si A, = @, est donc

1
égal 3 l'ensemble des clBtures principales droites de . Considérons maintenant

deux cas :

o) Ay # @. Puisque la chafne est compléte Q; = E,. L'ensemble des

2

clotures droites est engendré par les intersections des Qé, il est donc &gal a

. i , - \
cet ensemble puisque les Q2 sont totalement ordonnés par inclusion et contienment
E,.
2

B) Al = . L'ensemble des Q;(i#l) totalement ordonné engendre par
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. ; ~ - » Al s ’
intersection ce meme ensemble plus E2 ; E2 est égal & Q2, la propriété est encore

démontrée.

Théoréme : "Si le domaine de vérification d'un escalierda.= [El, p,_Eé} est égal

34 1'union des pavés d'une chafne c:omplétefj’9 alorsy est égal 3 la chalne des pa-

vés pleins maximaux de cet escalier."

Pour démontrer ce th&oréme, il suffit de continuer le raisonnement
utilisé pour la démonstration de la condition nécessaire précédemment établie.
En envisageant la suite :

i+l

s _ AL _ Al 2
- Q2 Q2 5 **°y Bl = Q2 Q2’

8=1 8
B = . = - TR Bo
s T Q0 Big TQ 7 Qpy eees By
- . . ~ : ; i ~ 5
on pourra &tablir de la méme facon que 1'ensemble des Q1 est égal 3 1l'ensemble
des clotures gauches de(R» Les correspondances de Galois associées éﬂ& associeront
nécessairement chaque Qi avec le QZ de méme indice pour respecter la décrois-

sance de ces correspondances. Ce qui établit le théoréme.

Corollaire 1 : "Les escaliers dé&finis sur un produit cartésien E1 X E2 corres-

pondent biunivoquement aux chafnes complétes de pavés de E1 X E2."

Corollaire 2 : "Deux chafnes complétes ff' = {Q'i x Q';} et 87" = {Q"i

e Qng}

sont égales si et seulement si U(Q'i X Q';) = U(Q"i x Q";)."

Deuxiéme propriété caractéristique des escaliers : "Une relatimn@t= [il’ Dy EE]

est un escalier si et seulement si il existe un homomorphisme H1 X H2 de &dans

une relation d'ordre total fini T = [?, <, Ej."

Condition nécessaire :

I1 suffit de considérer 1'homomorphisme canonique

P11 xA621 : [?1, 0» Eé} +‘[?19 é, Ti] ~cf. introduction du chapitre II-.
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Condition suffisante s

Pour tout élément ¢ € E,, 0.,(e.) est 1'ensemble des &léments e
1R Pt B8 2% %2
7 4 LT . o i - _l " 4 v ) ) ' ~ B ]
tels que H2(e2) :Hl(el)D i.e. plz(el) = H2 (Hl(el))m Uné autre clGture droite
\w. . . )
(e’ )). H (e.) et H, (e
1 1 171 1 1
\f

sont deux éléments de F comparables, par conséquent Hl(el) et Hl(e'l) sont deux

EE
principale p12(ev1) est &galement de la forme Hzl(H

sous—ensembles comparables de F, il en est de méme des images réeiproques
“Lg e -1, T . . . o
H2 (H1 el)) et H2 (Hl(e l)). L'ensemble des clGtures droites principales est

donc totalement ordonné, il en est de méme pour 1l'ensemble de toutes les cld-

tures droites engendrées par intersection de ces derniéres.

Corollaire : "La relation compiémentaire d'un escalier est aussi un escalier."

Soitdg(= [El’ 0, Eé] cette relation en escalier définie par 1'homo-

mrophisme H1 X H2 dans 1'ensemble totalement ordonné [F, < F| La relation

elée2 est vérifiée si et seulement si Hl(el) 7 H2(e2) 5 cette derniére relation
est équivalente & Hl(el) S H2<e2) puisque F est totalement ordonné. Une cldéture

. . =N N
principale drolte . e. est donc egale a e, - e 3 On volLt
i le droite #,,(e,) est d le a #, (H;(e)) - {H (e} it

que ces sous-ensembles sont totalement ordonnés, la relation¢ﬁfest done aussi

un escalier.

Type d'un escalier

On dira qu'une relation binaire @Lm [EI” P, Eé] admet une ligne pleine

si 11 existe un &lément e.le;E1 tel que plz(e ) = E2 ;3 cela signifie qu'il existe

une ligne du tableau représentatif deC&»dont chaque case contient une croix.

1

Cette condition est encore équivalente au fait que la plus petit clBture gauche
est différente de l'ensemble vide ; en effet, cetie plus petit cldture gauche,

égale a 021(E2), contient alors 1'élément e,

De méme, on dira queéibadmet uge colonne pleine si il existe un &lé&-

ment e2€7E2 tel que p21(e2) = El 3 11 existe alors dans le tableau représenta-

tif deé{,une colonne dont chaque case contient une croix. Cette condition
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est équivalente au fait que la plus petite clGture droite est non vide.
Le type d'une relation binaired{ est un doublet (af) dont chaque
€lément est un nombre binaire (0 ou 1) déterminé de la fagon suivante :

G =1 <=>{ admet une ligne pleine ;

B =1 «=% admet une colomne pleine.

Propri&té 1 : "Le type d'une relation en escalier est &gal au type de sa chalne

de pavés pleins maximaux.”

Vérification immédiate. Les quatre types distincts d'escaliers sont représentés
par la figure 1.

Disons maintenant que: admet une ligne vide (resp.

= [Eys 05 By

colonne vide) si il exite un &lément e, By (resp. ezé;Ez) tel que plz(el) = @

(resp. p21(e2) = @). Il est alors immédiat de vérifier que :

Propriété 2 : "Un escalier admet une ligne pleine (reps. colonne pleine) si et

seulement si il n'admet pas de colonne vide (resp. ligne videl."

(00) (04} [F‘% . )

o) (4 4)
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‘Traduisons cette propriété en introduisant deux nouveaus indices

binaires Y et § attachés & la relation

-~

et tels que :

Y =1 <=> admet une ligne vide ;
§ =1 <= admet une colonne vide.
On obtient alors (yd) = (B'0') qui permet d'énoncer

Propriété 3 :

type (BVOL').V'

"Le complémentaire d'un escalier de type (0B) est un escaliér de
p yP

Le tableau de la figure 2 résume les propriétés associées au quatre

types d'escaliers.

Type de Pavés pleins Lignes et colomnes Type du
1l'escalier maximaux Plein Vide complémentaire
@ x E, pas de ligne- |ligne vide-
00 pleine 11
E1 x @ pas de colonne ;colonne vide
pleine '
@ x E, pas de ligne pas de ligne
01 pleine vide 10
colonne pleine |colonne vide
E1 X @ ligne pleine ligne vide
10 pas de colonne (pas de colonne 01
pleine vide
ligne pleine pas de ligne
11 vide 00
colonne pleine |pas de colonne
vide -

[Fig. 2]

C) Autres proprnietes des escaliens

1 -~ Il est facile de voir que la relation duale d'un escalier est un esca-

lier.

2 -~ Les relationsque nous avons nommées escaliers (terme choisi en raison

de la forme particuliére de leur représentation) ont &té étudiées par Ferrer [li]

en partant d'une autre propriété caractéristique basée sur la transitivité et les
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compositions des relations. Notons par le signe o la composition de deux rela=-

tions, une relation(K: fEl, R E2; est une relation de Ferrer si &o(f{,ﬁ ok & $s

ce qui veut dire en d'autres termes que alpbz, bzécl, clpd2 = alpd Ferrer

9"
montre alors que de telles relations vérifient la premidre propriété caractéd-

ristique.

PLEINS
(3) PAVES NAXIMAUX DU COMPLEMENTAIRE D'UN ESCALIER DEFINI PAR UN HOMOMORPHISME

Nous allons établir dans ce paragraphe les propriétés des pavés pleins

maximaux du complémentaire d'un escalier & = [ﬁl’ P, Eé] défini par un homomor-
phisme contracté H1 X H2 dans une relation d'ordre total finie [i, <, fl. Ces

propriétés serviront de base & la démonstration du théoréme &noncé dans le para-—

graphe (4) du chapitre IV.

On représentera par O et 1 respectivement le plus petit et le plus

1) ' e 1
Pl(a) {elle1€ E s Hl(el) >0y,

P,(0) = {ezlezeﬂz, H,(e,) < al.

Propriété O : "Tout &lément appartenant a H(E,) et différent de 1 appartient
8galement 3 HZ(EZ). Tout &€lé&ment appartenant & H2<E2) et différent de O appar-
tient également & Hl(El)."

Les deux résultats se démontrent de fagon duale, prouvons le premier.

Puisque Hl X H2 est un homomorphisme contracté, [ElcEl)’ <, HZ(EZ)] est une

sous relation contractée de [?, <, F| -th&oréme &tabli dans le paragraphe (2)

du chapitre II-. Tout &lément appartenant 3 Hl(El) doit donc étre la borne inf
d'un sous-ensemble P Q_HZ(EZ) ; si cet &lément est différent de 1, P doit Etre

non vide.Puisque F est totalement ordonné, la borne inf du sous—ensemble P non
vide doit appartenir & P. Il en résulte bien que 1l'élément considér& appartient
| H2<E2)'
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Propriété 1 : "Pour tout élément Q&F, Pl(a) X Pz(u) est un pavébplein de

1'escalier Z."

Puisque H1 x H2 : [El, P, E%J'* [F, <, ﬁﬂ est un homomorphisme,
e pe, est équivalent 3 Hl(el) < Hz(ez). Puisque F est totalement ordonné,
e1¢e2 gera vérifié si et seulement si H1<e1) > Hz(ez). Les doublets-(el, e2)
qui appartiennent 3 Pl(u) X Pz(a) satisfont 3 Hi(el).ﬁ o > H2(e2), soit

, H1 (e1)> H2 (ez) .

Propriété 2 : "Pour tout pavé plein maximal P, X P, de l'escalier & qui véri-

fie la condition P, # @, il existe 0 EF tel que Pl X P, = Pl(a) X Pz(a)."

Posons 0 = Borne Inf Hl(Pl) ; P1 est manifestement inclus dans
Pl(u). L'hypoth&se suivant laquelle P, X P, est un pavé plein de § implique
que tout doublet (el, e2) appartenant & ce pavé vérifie la condition
Hl(el) > Hz(ez). Par conséquent, si P, # @, onao = Borneelgi Hl(el) > H2(e2) 3
1" 1

d'ol il résulte P2¢§ Pz(u).

D'aprés la propriété 1, Pl(@) x Pz(u) est un pavé plein de . Les

X P, = Pl(u) X Pé(u)

inclusions P. = Pi(a) et P 1 9

1 ggiPz(a) impliquent donc P

2

puisque P1 X P2 est un pavé plein maximal.

Propriété 3 : "Tout couple d'&léments O et B de F vérifie les deux propriétés
Lropriete J p : P

suivantes :
[a] Pi(@)m Py (B) = P, (a) C P, (B) ;
[B] o # 0 et Py P, (B) = B (@)D P (B)."

L'inclusion stricte Pl(a):D Pl(B) est vérifide si et seulement si

[

il existe un élément e qui appartient & Pl(u) et non a Pl(B) ; compte tenu de
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la définition des sous—ensembleSPl(OO et Pl(B), on obtient donc :

Pl(a):D P1(8)5<=$ q e, @ < Hl(el) < B.

De méme,on vérifiera que :

A

Pz(d)cz PZ(B) <> J e2 T 0 H2(e2) < B.

Ces deux &quivalences permettent de remplacer .les propriétés EA] et
ﬁﬂ par : '

[A'] 3'31 T o< Hl(el) <B=>5 e, s o< H2(e2) < B

1 o . = () . .
[B'] B e, 10 <a<H(e,) <B=>Te :o0<He)<B,

)

L'élément Hl(el) de la propriété EA'] est nécessalirement différent de

1 car on ne peut pas avoir 1 < B ; la propriétéd O permet alors d'affirmer 1'exis-

! glé =
tence d'un élément e2 tel que Hl(el) Hz(ez), soit o < H2(e2) < B. Dans le cas
de [Bi], on suppose que H2(e2) # 0 ; la propriété O permet donc encore d'affirmer

1'existence d'un &lément e, tel que a < Hl(el) < B.

Corollaire : "Tout couple d'éléments & et B de F vérifie la propriété suivante :
. - P = ‘ = : = 1"
o #0et P (0) SP (B) et P,(0) &P (B) = P (o) = P,(B) et P,(a) = P, (B).

Nions 1'énoncé du corollaire. Il existe deux &léments o et B tels que

soit vérifide l'une des deux propriétés suivantes :

[AT] o # 0 et P1<d) e P (B) et ?z(a)¢§ P,(8) et P, (a) # Pl(g) ;
(3] o # 0 et P (@) € P (B) et P,(9) = B,(B) et P, (o) # P,().

Ces deux propriétés impliquent respectivement :

[A"] Py @ P (B) et By(a) ¢ B,(B) ;

[B"] o # 0 et Py(a) = By(R) et P, (o) o By (B).
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[A"| et |B"| sont respectivement en contradiction avec les points

E&] et [BJ de la propriété 3.

Proprigté 4 : "Pour tout &lément o # 0 de F, Pl(a) X Pz(u) est un pavé plein

maximal de Z."

On sait d'aprés la propriété 1 que Pl(u) X Pz(a) est un pavé plein
de £. Considérons un pavé plein maximal P1 % P2 qui contient Pl(a) X Pz(a).

Deux cas sont 3 distinguer :

1) P, # @. Il existe d'aprds la propri&té 2 un &lément BE P tel que
= X : ! iti :
P, X P, Pl(B) PZ(B). Les conditions o # O, Pl(u)¢;;P1(B) et P2(00<; PZ(B)
sont simultanément vérifiées ; elles impliquent d'aprés le corollaire de la
propriété 3 : Pl(u) = Pl(B) et Pz(u) = PZ(B)’ soit Pl(a) X Pz(a) = P1 x Pz.
2) P1 = @. Pl(u) < P1 est également vide. Pour montrer que Pl(u)HX PZ(OD

est un pavé plein maximal il suffit de montrer que Pz(a) = E, car le pavé

2

plein maximal P1 X P2 considéré admet une composante vide. Supposons que

Pz(u) # EZ' I1 existe alotrs un &lément e, tel que Hz(ez) > O. Puisque 0 est
différent de O par hypothése, H2(e2) est également différent de O. il existe
donc d'aprés la propriété O un &lément Hl(el) = Hz(ez). Cet &lément Hl(el)
doit vérifier comme Hz(ez) la condition Hl(el) > 0 qui est contradictoire avec

Pl(a) = @

:::——:.——.—,——-:-—.—-—_._:_--—-—-_._—._-==_.—=‘—,"_‘=‘_:=—==’:—::==:‘=‘:=.‘:‘==:::::::::‘:::::::::

Les algorithmes décrits dans ce paragraphe, relatifs aux escaliers
définis par une chalne de pavés, serviront dans le prochain chapitre pour ré-
soudre par algorithme le probléme de 1la représentation d'une relation binaire

finie dans un produit de chafnes.
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A) Numerotation canonique d'un escaliern dégfini parn sa chaine de paves pleins maxi-

maux

Une numérotation d'un escalier [El’ 0, Eé] est un homomorphisme

H1 x H2 : [El’ 0, E;} - [F, <, F], ol [?, <, ﬁ] est la relation d'ordre entre

entiers naturels restreinte 4 un de ses sous—ensembles finis F. Nous serons
amenés dans le chapitre IV & chercherune numérotation vérifiant les deux pro-

priétés suivantes

1 - la numérotation est un homomorphisme contracté ;

2 - F est de cardinal minimal.
Une telle numérotation sera dite minimale,

Propriété : "Si Hl X H2 : [ﬁl, 0, Eé}-+ [F, <, E: est une numérotation minimale,

alors rﬁl(El), <, H2(E25] est une bissection contractée de [F, <y E]."

[ﬁl(El), <, H2(E2)1 est une sous relation contractée puisque Hl X H2

est un homomorphisme contracté —-théoréme du paragraphe (2), chapitre II-. Si

on avait Hl(El) [ HZ(EZ) # F, on pourrait supprimer de F tout &lément n'apparte-
nant pas & Hl(El) U HZ(EZ) sans changer la propriété pour'H1 X H2 d'étre un

homomorphe contracté.

Corollaire 1 : "Toute numérotation minimale d'un escalier i = [hl’ 0, Eé}

est semblable & 1'homomorphisme -canonique P1y X Ppp ¢ [?1, 0, Eé} *'[?1,cﬁ,F;J."

Par définition, deux homomorphismes H! X H! et H! X H; d'une méme

1 2 1

relation binaire [Fl, 0, Eé] dans deux relations d'ordre L?',‘f, Ff} et

[F",

[,

Fi] seront dits semblables si il existe un isomorphisme d'ordre ¥ de

<’
<, Fi] sur [ﬁ",'i, Ffl(xl vérifiant les relations :

< . T = V. .
VelCE1 : Hl(el) T(Hl(el)) 3

Y(Hé(ez)).

& T
Vez\ E2 : H2(e2)
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Vérification immédiate bas@e sur l'unicité de la bissection contractée associée
a une relation —cf. paragraphe (4) du chapitre II-. On pourra &tablir de la
méme fagon la réciproque de la propriété précédente, et démontrer que toutes

les numérotations minimales sont semblables entre elles.

Numerotation canonique d'un escalier dégini par sa chaine de pavés pleins maxi-
q P 1%

maux

On numérote les éléments de la chalne J définissant 1'escalier a partir

de 0O, soit 33= {Qi X Q;, Qi X Q;,'.;., Qi X Qz}. On dé&finit les deux applications

) = Inf, (1) ; Hz(eZ) = Sup, (1)

Hl(e
“1€% N T

1

Ces deux applications de El et E2 dans le segment entier [}, s] sont

toujours définies car pour tout &lément el& El'(reSp. e, & E2), il existe au moins

2
un sous—ensemble Qi (resp. Q;) qui le contient ; en effet, la chafne &tant

supposée compléte, on a Qi =E et Qg = E,. Il est d'autre part aisé de véri-
(

fier que Hl(el) est &gal & 1'indice du sous~ensemble Qi égal 3 ), et que

1141
Hz(ez) est égal a 1'indice du sous-ensemble Q; égal 3 p21(e2). I1 en résulte que
Hl x H2 est une application décomposable semblable & 1'homomorphisme canonique

P11 X Pyq 3 H1 X H2 est donc une numérotation minimale qui sera appelée la numé-

rotation canonique de l'escalier. Cette numérotation est caractérisée par le fait

que F est un segment entier dont le plus petit élément est 8gal & 0. On remarque

d'autre part que le cardinal de F est &gal i la longueur de la chalne compléte i

Exemple : Soit la chaine compléte,ff, sur abcdef X afyde, et l'ensemble I de ses

indices :

]

[f x aByde, def x BySe, cdefl x y8e, bedef x e, abedef x 81,

, 3 ., 4 L
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© 1 @ @ @

) - T .
La figure 3 représente l'escalier E&‘ o 8 Y 5 e
associé 3 (}fainsi que sa numérotation camo- =~
nique. @ a
(3) b X
(2) ¢ X X X
(1 4 X X X X
[Fig. 3] (L) e X X X X
(o) f£ X X | X X X
C) Complementation d'un escalien
Soit un escalier (. = (El, P, E2, défini par sa chafne compléte de pavés
pleins max:l.maux,\k; = {Ql X Q2, Q1 Q;, couy Qi’ X Q;} Transformons la chalne

en lul ajoutant le pavé Q1 X Q2 =@ % E, si Q(z # @, et le pavé

Qiﬂ X Q§+1 = E X @ si Q; # E) 3 on dira alors que 1'on a forcé la chatne au

type (00), mais il faut remarquer que la nouvelle suite

° P]I' X P;, cees Pt1: X P;} n'est plus nécessairement une chafne, les

. . . i . . , i
conditions de croissance stricte sur P1 et de décroissance stricte sur P2

It= fpy xRy,

n'"étant

plus vérifiées siy n'était pas de type (00).

Etant donné un sous-ensemble PlaE (resp. P2 o Ez), convenons de

noter P (resp. P, ) le complémentaire de ce ‘sous- ensemble par rapport & El

(resp. EZ)' A partir de la s‘uitey ', construisons la suite

——— —— ——— ——— ——— ————— B o ——

:f" = {P(; x Pl, Pi x p2 cees Pi‘ X P;H cea, P

Exemple : Si on reprend la chaing ‘ précédemment considérée, il faut ajouter le
pavé § x oBySe au début de cette chafne pour la forcer au type (00). Le graphique
ci-dessous montre le procédé de formation de ¥" i partir dey'

W
1

¥

¢ x ofyle, £ X aByGa def b Byae, cdef x sz bedefiix €, abcdef xﬁ¢}

a“"‘vr

abcdef x ¢, abede x &, abc x o, ab x afys§, a’ x OLB%E{

]
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Théoréme : Tf" est 1'inverse de la chafne des pavés pleins maximaux du complé-
mentaire de 1'escalier défini par la chalne f."

On vérifiera tout d'abord aisément queif" est bien 1l'inverse d'une
chalne compléte de pavés de E, X E,.

Démontrons tout d'abord que si un doublet (el, ez) n'appartient pas

L4l

i
[

-~

4 = Y =
d l'unions des pavés deif, il appartient & un pavé def". Etant donné que se: .
déduit de:f par l'adjonction de O, 1 ou 2 pavés ne contenant aucun doublet

(el, ez), on part de l'hypothése :

vie |1, tf : (eqs ez)qé‘ Py % P,

Soit j le plus petit indice tel que e Pi. Ce plus petit indice existe
t—

puisque P, = B, ; d'autre part, il est au moins &gal i 1 puisque Pi = (., On

. 4 oi-1 .. \ j-1
obtient donc e P1 s, ce qui implique ey P1 .

© e o j j j . . j .
Les conditions e & P1 et (el, eZXﬁ P1 X P2 impliquent e2¢'P2, soit
ki s j-1 J
ezé P2. On a donc montré que (el, ezké Pl X Py.

-~

Pour achever la démonstration, il reste & &tablir que les pavés

Pi X P; et Pi_l X Pi sont deux a deux disjoints. Supposons qu'il n'en soit pas

. . Vool oi . 3-1 3
ainsi et qu'il existe un doublet (el,.ez)é._‘.Pl X P2, et (el,‘ez)t-Pi X P%T

‘s P j-1 j
La seconde condition est &quivalente a,elé P1 et_gész.

i ,
La suilte des P1 est strictement croissante dansg}' tant que i est ma-
joré par t - 1 ; en effet, dans le forgage au type (00), on a éjouté la partie

o ] i
P, = @ dans le cas ol P/ = Qi # @. Par conséquent, les conditions elffPi et
‘—'1 . N o - ~
e1¢*Pi impliquent j - 1 < i. On démontrerait de méme que les conditions
. 3 i , e . cy s
ezé.leet ezé‘P% impliquent j >’1. Les deux inégalités j - 1 < i et j > 1 sont

contradictoires.
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D) Variation du nombre de marches d'un escalier par passage au complémentaire

Le nombre de marches d'un escalierﬁ_ est égal au nombre de ses pavés

pleins maximaux, c'est doné 'aussi la longueur de la chafne if de ces rectangles.

Le nombre de marches de 1'escalier complémentaire est &égal & la
longueur de 1la chaIneff" construite au paragraphe précédent, cette longueur est
égale 3 la longueur de la chaine ¥' diminuée de 1. Pour connaltre la varia-
tion du nombre de marches par passage de& éﬁ, il suffit de connaitre la

variation de la longueur de 3) quand on la force au type (00).

l)a__et ysont de type (00) : la 1qngueur de‘y égale la longueur dey',"

par conséquent le nombre de marches de égale celui de@m diminué de 1 ;

2)& et:f sont de type (01) ou (10) : la longueur deép' égale la longueur
de .‘f augmentée de 1:&613)3(» ont doncun méme nombre de marches ;

B)Ket ysont de type (11) : la longueur deff' égale la longueur dey

augmentée de Z,ﬂa donc une marche de plus que(ﬁ‘.

Le tableau de la figure 4 résume les variations des caractéristiques

d'unn:escalier(R, par passage au complémentaire.

Type de & Type de/af .Variation,c‘iu nombre .de marches
dans le passage{X. >
00 11 -1
11 00 + 1 i
01 v 10 0
10 01 0

[Fig. 4]
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E) Numérnotation canonique du complémentaire d'un escalien

Soit un escalierdlrdonnépar la ch éﬁé%? de ses pavés pleins maximaux.,

Pour obtenir la numérotation canonique/—ieéifpeut calculer la chafne inversée

ff" et appliquer la méthode définie en B). Compte tenu du mode de passage desf
5&?", on peut &galement procéder directement en partant de la chaine:f' forcée

au type (00).

Numérotons les pavés de ¥' par une suite dbntiers relatifs successifs

dont le plus petit est -1, et en partant de la fin de la chafne:f' ;3 soit ¢

Compte tenu de cetté numérotation inverse deﬁf', la chalne ¥" &crite

dans le sens direct sera :

{P? x poL, pl

L;Pn
A

I

i s
2 "t 7 2

Q) * Q) , Qf X Qs ees O X QF , ..i, Qf x QS

i i
P1 et Q2 =P

en posant Qi

Compte tenu du paragraphe B), la numérotation canonique H. X H, de

1 2
}Rfest donnée par :

Hl(el) = Inf (i) Inﬁgi) = Inf(i) = Sup(i) ;

e T | i i-1
el'EQl e?l’l elél?l elﬁPl

H2(e2) = Supii) Sup(i) = Sup(i) = Inf(i) .

i i-1 i-1 i
eZEQ2 eng2 ezéP2 eszz

Les deux derniéres &galités relatives 3 Hl(el) et Hz(ez) sont obtenues

en tenant compte du fait que la numérotation adoptée sursg' est strictement dé-
i

. i . ;
croissante pour P1 tant que 1 < g, et strictement croissante pour P2

tant que

i>-1.
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En définitive, on obtient les formules :

Hi(e)) = Sup(iZi 3 Hyle,) = Inf(i)
e]_EP1 e2€P2

Exemple : Reprenoms la chainey considérée en B). La chalne P’ forcée au type

(00) et sa numdrotation inversée I sont :

{8 x aBySe, £ x aBySe, def x BySe, cdef x y8e, bedef X€e, abcdef x @}

- 2 ’ 1 v’ 0 Py _1 }
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CHAPITRE 1V

CODAGE D'UNE RELATION BINAIRE
DANS UN PRODUIT DE CHAINES

- o - - - " ot 7 o
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Dans ce chapitre, nous appliquons les théories qui viennent d'&tre

développées au probléme du codage des relations binaires dans un produit de

chaines ; d'une facon précise, une relation binaire finie = |E 5, E
g p b 19 p, 2

étant donnée, il s'agit de trouver un homomorphisme (au sens des relations,

, NP . : -
cf. chaptire I)‘ 1 X(fz étf? kl x k2 X p., X kn’ ol chaque ki est un ordre

total fini de cardinal k,.

Dans le cas oﬁd&,est une relation d'ordre [E, <y E], on a résolu
ce probléme avec une immersion Y (au sens des relations d'ordre) deﬁ{»dans
kl X k2 X +e. Xk . Le théoréme énoncé dans le paragraphe (3) du chapitre II
montre A& s01ution du premier probléme implique la ré&solution du second,
I1 suffit pour cela de choisir pourgf1 X*f} un homomorphisme contracté& -ce
qui est toujours possible d'apré&s les résultats énoncés dans le paragraphe (2)

du chapitre II- ; on peut alors calculer une extension supérieure, @1 (ou

inférieure, @2), ce qui est une immersion au sens des relations d'ordre.

Nous commencerons par &tudier dans le paragraphe (1) les particula-
rités attachées aux homomorphismes d'une relation binaire dans un produit car-
tésien de relations binaires. Ceci permettra (paragraphe (2)) de définir la
dimension d'une relation binaire, &noncer les propriétés de cette dimension,
et montrer qu'elle généralise celle qui est définie pour les ensembles or-
donnés (premiére partie, chapitre III, paragraphe (4)). On établira dans le
paragraphe (3) un théoréme relatif aux homomorphismes contractés dans une pro-
duit cartésien de treillis complets ; l'application de ce théoréme et des pro-
priétés des pavés pleins maximaux d'un escalier énoncées dans le pargraphe (3)
du chapitre III permettront de donner une caractdrisation combinatoire des
homomorphismes contractés dans un produit de chaines (paragraphe (4)).

Dans le paragraphe (5) nous décrirons sur un exemple les algorithmes
de codage, ils seront comparés dans le paragraphe (6) aux algorithmes d'immer-—
sion d'un ensemble ordonné dans un produit de chalnes (chapitre III, premidre

partie).
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{1) HOMOMORPHISMES D'UNE RELATION BINAIRE DANS UN PRODUIT CARTESIEN DE RELATIONS

A) TImage néclproque d'une nelation bimaine par une application décomposable

Etant donné une application décomposable Hl X H2 d'un produit car--

teslen E1 X E2 dana un autre qux F_, 1 1mage rec1nroque par Hl x H2 d' une re-

I
latlon blnalre [_1, 6 FZJ est la relatlon binaire [ 1, p, E, | définie par :

2

Velé El et ’quzGEE2 tejoe, <= Hl(el) 3] Hz(ez).

En comparant cette définition avec celle d'un homomorphisme, on ob=

tient la propriété :

"Une application décomposable Hl X H2 d'une relation binaire

[El, 0, Eé] dans une autre _Fl’ 0, Féw est un homomorphisme si et seulement si

la premiére est image réciproque de la seconde par cette application décompo-

sable."

B) Produit carntésien d'une famille de relatioms bAnaires

Etant donnée une famille de relations binaireséR} = (Fi, 61, F;J

indicée sur 1'ensemble I = {1, 2, ..., n}, le produit cartésien de cette fa-

mille est la relatimn@i; [?1, 0, Fé] dont les ensembles objets et buts sont

respectivement les produits cartésiens F1 = Fi X Fi X vee X F? et
1 2

n s
F2 = Fz X F2 X 4ee X F2, et telle que pour tout doublet (fl, fz) Fi X FZ’

£,0f, soit vérifié si et seulement si pour tout i = {I, 2, ..., nl, £197€,

PP | i . ,
est vérifieé ~fl et £, représentent les composants d'ordre i des n-uplets £

2 1

et fz—.

Soit H1 X H2 une application décomposable du produit cartésien de deux

ensembles quelconques, E, X E,, dans le support F

1 29 x F2 du produit cartésien

1
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de relations précédemment défini. Les prOJectlons de cette appllcatlon décom—

posable sont les applications dé&composables. HT,K H : E1 X E2 Fl X F2

telles que pour tout doublet (el, ez)& El x E2, on ait :

HyCe)) = (Hi(ep), Hy(e)), -nny HiGe)))
Hy(e,) = (Hy(e,), Hote,), +.., Hie))
2 20727 ThT20 Tt TgAvalle

Les applications Hi : E1 > Fi (resp. H; : E2 -+ F;) seront appelées

les projections gauches (resp. projections droites) ; d'une facon générale les
proj g P AL < g

projections gauches et droites seront appelées projections partielles. Deux
1 1

applications décomposables H, x H_ et H; X H de E. X E_ dans F. X F2 dont toutes

1 2 1 2 1 2 1
les projections partielles de méme ordre sont deux i deux &gales sauf une (i.e.

H; = H&l sauf pour un doublet (o, i)) seront dites voisines.

C) Intersection (Union) d'une gamille de relations binaires ayant méme support

L'intersection (resp. union) d'une famille de rélations binaires

i i a ‘ i . O -
ﬁi¢ = [El, 0, Eé] ayant un meme support E1 X E2 est 1la £Elat1{HL617 [El’ 0, Ezl

telle que pour tout doublet (el, e2) El X EZ’ e, re, soit vérifié si et seule-

. i iz . , , , i
ment si elp e, est verifié pour tout i (resp. il existe un i tel que elp ez).

On utilisera les notations ensemblistes pour représenter les unions et inter-—

sections de relations binaires ; il est alors immédiat qued{‘=(\@ii <=>}Rﬁ=
i # i

D) Caractérisation d'un homomorphisme dans un produit cartesien de relations

"Une application décomposable Hl x H2 du support El X E2 d'une rela-

tion binaire @{5= [ﬁl’ 0, Eé] dans le support Fl x F2 du produit cartésien d'une

. . P e i i i .
famille de relations blnalres,ifl, 0, F%J est un homomorphisme entre: les deux
_relations i
/binaires si et seulement si on a 1'égalits K= -ou 1'dgalité &quivalente
g SRLS g q
i

' T i Sieso e .y o
ﬂxa= Uﬁi _’th étant défini pour chaque indice i comme 1'image réciproque de

oy 1
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i

,del ‘application

la relation [Fi, Gl, Fﬂ par la 1°M€ projection Hi x H

" I
Hl X H2.

Soit E‘l, 9, Fz] le produit cartésien des relations [Fi, 61, F:?ﬂ

H1 X H2 est un homomorphisme si et seulement si pour tout doublet (el, ez)&

P . v = P |A . , =
El X E2, e pe, > Hl(el) 0 Hz(ez) D'aprés la définition d'un produit carté

sien de relations binaires et des projections Hi X H; de 1l'application décompo-

sable H x H,, la condition Hl(el) 0 Hz(ez) est vérifide si et seulement si
pour tout i, Hi(el) h H;(ez) est vérifige. Cette derniére condition revient
a dire que (el, e2) appartient au domaine de vérification de la-relation

i ‘o . < < o i
(R.». La condition d'homomorphisme est donc &quivalente a R = NE-.
i

. i i . =
On dira que les ensembles de relations® et% constituent la décom~

position de la relation @par rapport 3 1'homomorphisme H1 X HZ'

(2) DIMENSION D'UNE RELATION BINAIRE

Définition : La dimension d'une relation binaire ﬁf El’ 0, E2 est le mini-
mum k du nombre de redations d'ordre total%l= []_5‘1, <, Flj[ ,ﬁ‘gz = Ei‘z, <, F?'], ooy

‘%( = Eﬁ‘k, <, Flﬂ telles qu'il existe un homémorphisme H1 X H2 de dans le pro-

duit cartésien%= EE, <, F] de ces relations d'ordre total.

A) Dimension d'une relation d'ondre

Supposons que(R‘est une relation d'ordre Ij::l, <, E] H chaque%ﬁi est
un treillis, il en est donc de méme du produit cartésien%. Le théoréme 1, dé-
montré dans le paragraphe (5) du chapitre II, affirme que 1l'existence d'un
homomorphisme deéR dans%’est équivalente 3 1'existence d'une immersion au sens
des relations d'ordre. Il en résulte que la dimension définie ci-dessus coincide
avec la dimension qui a été définie pour les ensembles ordonnés (cf. chapitre

IIT, premiére partie).
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B) Proprietes de La dimension

Théoréme : "Il existe un homomorphisme d'une relation binaire dans un produit
cartésien de k ensembles totalement ordonnds si et seulement si cette relation

est égale 3 1l'intersection de k escaliers."

Smtlﬁz I:El, 0, E] la relation donnée,%l = ‘[Fl, < Fl:],

[% <, F.] ..., = [?k, <, FKJ les relations d'ordre total composantes,
fé?= LF, < EJ, le produit cartésien desin, H1 X H2 un homomorphisme de
?' . P .. 1 Sl i i
dans-g. Les images réciproques des ordonnés par les projections H1 x H2

. , i ~ o
de 1'homomorphisme sont des escaliers & , il résulte alors de la caractérisa-

tion d'un homomorphisme dans un produit cartésien de relations (paragraphe (1)

D)) que fo- ] &

2 s , . = , . . 1
Réciproquement, si@{ est &gal 3 1'intersection de k escaliers £
proq s g s

E™y veey Ek, on peut construire des homomorphismes Hi X H; de @&dans des en—

sembles totalement ordonnésqgl. La caractérisation démontrée dans le para-
graphe (1) D) implique 1'existence d'un homomorphisme de (. dans le produit

- . 1
cartésien des 4.

Corollaire 1 : "Il existe un homomorphisme d'une relation binaire dans un

produit cartésien de k ensembles totalement ordommds si et seulement si la

complémentaire ‘de cette relation est &gale 3 1'union de k escaliers."

Corollaire 2 : "La dimension d'une relatlon blnalreak.est égale au nombre

minimal k de relations en escaliers E s E s sews g telles que
}K=gﬂgq...ﬂ_£." )

Corollaire 3 : "La dimension d'une relation binaire@( est égale au nombre

minimal k de relations en escalier E'l, g'z, v, E'k telles que

}j(,= elye?uy... vk
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C) Dimensions comparées d'une relation et d'une sous-relation

Propriété 1 : "La dimension d'une relation binaire majore la diménsion de

toute sous-relation.,"

Cette propriété tient du fait que la restriction d'un homoprhisme
au support d'une sous-relation est encore un homomorphisme de cette sous-

relation.

Propriété 2 : "La dimension d'une relation binaire est &gale 3 la dimension

de toute sous-relation génératrice."

I1 suffit de démontrer cette propri&té pour les relations atomiques.
A une telle relationG{,on assocle son extension canoniqﬁe en ﬁreillis complet
R: Si® peut s'immerger dans un produit de k ensembles totalement ordomnés, il
en est de méme pour toute sous-relation génératrice de R et réciproquement. Les
sous-relations génératrices deﬂ{ sont en correspondance bijective avec celles

dedi, ce qui achéve la démonstration de la propriété.

Corollaire : '"La dimension d'un ensemble ordonné est &gale d la dimension de

sa sous-relation génératrice."

(3) CARACTERISATION D'UN HOMOMORPHISME CONTRACTE DANS UN PRODUIT CARTESIEN DE RELATIONS

R e R e e A R e A T S T NS S T T TN SN S TS TN S ST T N N D e N s L T S T T e s T S o s S e s =

Théoréme : "Un homomoprhisme H1 X H2 d'une relation binaire {El’ p,‘Eé‘ dans
un produit cartésien de treillis complets [El, <, F{J X Eéz, <y F%J X oew X

k k P . . ;
[é s S F:} est contracté si et seulement si il n'existe pas d'homomorphisme

. . 1 X 1 - X 1"
voisin H1 H2 plus contracté que H1 Hz.

La condition ést suffisante d'aprés la définition d'un homomorphisme
contract@ (cf. chapitre II, paragraphe (2)). Rééiproquement, puisque 1'on

considére un homomorphisme dans un treillis complet, si Hl X H2 n'est pas

"

2

chapitre II, paragraphe (Zi]. Considérons les projections partielles des

contracté, il existe un homomorphisme Hg X H, strictement plus contracté [@f.




homomorphismes H. X H_, et H" X H"Z’ soit :

17 %2 1
H) = Hll x le X vew X Hlk ; Hy = Hzl X H22 X ee. X sz ;
1 2 K 1 2 K
" n " ft . "o " " n
HY = HYS <HT x..oHPS 5 omD = HT oHDS xoLL, xHgS.

1 % H, # H{ X Hg implique 1'exsitence d'un indice j tel

que HEJ # HlJ ou H;J # sz. Supposons dans un premier temps que 1l'on ait

La condition H

HEJ # HlJ, on peut supposer sans perte de généralité que j = l. Considérons

alors l'application

Hi = Hgl b H12 X ,.. XH k.

Démontrons que 1l'application décomposable Hi X Hz;voisine de B, xH,

est un homomorphisme.

Le fait que H1 X H2 et HE X'H; soient des homomorphismes est exprimé

par

) e <=> ¥j

]

{1, 2, ..., k} : Hlj(el)

A

R
1€, Hy"(e,)

1l

{1, 2, ..., k} : ng(el) < H"j(ez).

(€") ejpe, <> ¥ 2

Le fait que Hg X H; est plus contracté& que H1 X H2 est exprimé par

Ve, & E;, ¥} = {1, 2, ..., k} : Hlj(el) < ng(el)

S = . j nj
(Dz) Vezé:E ¥j =11, 2, ..., k} : H, (e)) > H) (ez).

2’

Supposons tout d'abord que elpe2 est vérifié ; la condition (C")
1 1 : . 1 1
n " 1] .
implique H1 (el) < H2 (e2), la condition (D2) implique H2 (e2) < Hz_(ez) H
il en résulte Hgl(el) < Hzl(ez). D'autre part, pour tout autre indice j # 1,
la condition (C) implique HlJ(el) < sz(ez). Par conséquent e,re, implique

Hi(el) < Hz(ez).
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~ . ot et ere nl 1
Réciproquement, si Hl(el) < Hz(ez) est vérifie, H1 (el) < H2 (ez) est
vérifié, la condition (Dl) implique Hll(el) fuﬁ%}(el) ; il en résulte
1 1 ' . . '
H1 (el) < H2 (ez). D'autre part, pour tout autre indice j # 1, Hl(el) < H2(e2)
P J J h| k| ' P
implique &galement H1 (el) < H2 (e2). H1 (el) < H2 (ez) est donc vérifié pour

tout indice j, ce qui implique d'aprés (C), elpez;

Hi x H, est donc bien un homomorphisme, d'autre part il: est stricte-

ment plus contracté que H1 x H2. La démonstration aurait été conduite de la
méme maniére si on avait supposé au départ qu'il existait un indice j tel que

nj N
H2 # H2 .

(4) ETUDE DES HOMOMORPHISMES CONTRACTES DANS UN PRODUIT DE CHAINES

T S T T I o o T I I o T I i o o T e A I S A S I AT AR I e i v o g o e g o e e o = o =
B R R e - S NN RSN

Théoréme : "Un homomorphisme Hl X H2 : [ﬁl, p,Eé] - [F, <, f] d'une relation

[?1, 0, Eé dans un produit cartésien de k ensembles totalement ordonnés

: IR . - 5 _ .
[F, <, = _Fls < F;J X LFZ, 5 F J X eae X LFk, <, FEJ est contracté si et
seulement si :

1°) Les prcjections HlJ X HzJ : [El’ &, Eél > [FJ, hY FJ, sont contractées(ﬁ)

2°) Les pavés pleins maximaux des relations composants [ﬁl’ éJ, EZJ sont

des pavés pleins maximaux de la relation [ﬁl’ b, Eé]."

Pour que H1 X H2 soit contractd, il faut et il suffit qu'il n'existe

pas d'homomorphisme voisin Hi X Hé plus contracté que H, X H, (cf. paragraphe 3) ;

supposons qu'un tel homomorphisme existe, sans diminuer la généralité, on peut

poser

v _ ol 2 ' k v _
H1 = Hl X H1 X see X H1 et H2 = H2

c B O] ¥V ] P . :
soit K=l d ae B o (V1] 1e6 décompositions deaﬁ,par rapport aux

homomorphismes Hy X H, et Hi X Hé. Pour tout indice j # 1, on a'fJ = ff'J.

(x) rEl’ pj, Eél désigne 1'image ré&ciproque par HlJ X H2J de la relative

M, <, .
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Pour 1'indice 1, deux cas sont a distinguer :

(1) 91 =:f'1 3 Hll ><HZ1 et Hil X H21 sont deux homomorphismes de 91 dans
1

E‘l, <s FH, et Hil X H21 est strictement plus contracté que Hi X Hye D'ol la

premiére condition du théoréme.

(2) ffl # 37.1. Pour respecter la premiére condition du thé&oréme, supposons

que Hl1 X H21 est contracté. A chaque élément o de 1'ensemble F]', faisons cor-

respondre les sous—-ensembles :

v
Q
——t

|

Pl(a) {ellelé El" Hll(el) >

v
Q
et

Pi(a) {ellelé Eis Hil(el) >

A

a}

2, = fe,le,€Ey, B (e,)

Puisque Hil X Hz1 est strictement plus contracté que Hll x H21, il
existe un &lément o tel que P]"(oc).D Pl(oc). Cet €lément o est distinct du plus
petit &lément de Fl, car Pl(O) = El ne peut pas &tre strictement inclus dans

un ‘sous—ensemble de El. La propriété 4 &établie dans le paragraphe (4) du chapitre

précédent implique que Pl(oc) X:'P,(a) est un pavé plein maximal deyl, la pro-
priété 1 &tablie dans le méme paragraphe implique que Pi(a) X Pz(oc) est un

pavé plein de 3 'L

SES oDz

Soit une relation binaire (&f Eﬂl, 0, EZ] pour laquelle on cherche
un homomorphisme Hl X H2 dans un produit cartésien de n chalnes. On peut tou-

jours supposer que& est atomique, sinon on opére la réduction 3 une relation

atomique, et une fois trouvé un homomorphisme de cette relation, on envoie les
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PO

Eléments Equivalents sur une méme image homomorphe. On commencera par réduire
a sa sous relation caractéristiqueﬁg = lﬂ; p,l}l, et on cherchera un homo-

9
morphisme contracté h1 X h2 de@% dans un produit de n chalnes, homomorphisme

qui pourra €tre ensuite étendu 50{ en utilisant 1'une des extensions décrites

dans le théoréme du paragraphe (3) du chapitre II.

La recherche de h1 X h2 sera conduite de la fagon suivante :

(P1) Complémenterff, soit:%?= j,,'”,ﬂjﬂ la nouvelle relation obtenue ;
.‘L . )

i

(P2) Rechercher un ensemblem= {Pl

X P;} de pavés pleins maximaux de }?
il

dont 1'union couvre cette relation ;

(3) Patitionnerﬂo e des sous-ensemblesdal,ﬁ?z, ""d}n tels que 1l'union

des pavés appartenant & chaqueégi soit un escalier Ei = [h, Sl,jf].

(P4) Trouver un homomorphisme contracté h> X h: de chaque escalier £, dans
1 2 q i

une chalne k.

i X h; dans

k1 X k2 X wao X kn est un homomorphisme contracté de%f dans ce produit de

On sait alors que le produit des homomorphismes h

chafnes.

Le probléme (P3) se résoud 3 l'aide de 1la caractérisation des esca~
liers par des chalnes de pavés pleins maximaux (chapitre III), et le probléme
(P4) a &té résolu dans le méme chapitre. Il reste seulement i donner un moyen
de résoudre (P2). Pour cela nous utiliserons le critére de couverture suivant
énoncé par Carrez |f | dans sa thése :

1 1 2 2 m

m
= {Pl X P2, P1 X P2, ooy P1 X Pz} est une cou-

verture d'une relation binaired{f= [El, 0, E21 si et seulement si pour tout

"Un sous—ensembleﬁa

A

couple (Al, Pl) constitué par un cloture atomique gauche A1 et une cldture prin-

cipale gauche P1 vérifiant la condition Alx;
i S "
P1 telle que Al‘.:_yP1 Q?Pl'

P,, 1l existe une cloture gauche
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Ce critére est du méme type que celui qui a &té utilisé pour trouver
un systéme générateur minimal du treillis des sections initiales d'un ordonné

fini -cf. chapitre III, premi&re partie-, on 1'utilisera de la méme fagon.

Exemple :

N[l el +]s]- | | 8 v] o]
, A X X A x{ X X
B X X X B X X
C X X c X b4 X
D X X x D X X
E X X X E X X
Relation \{j Relation ﬁ(

Considérons la relation caractéristiqueﬁg décrite par la figure ci-

dessus.

Les cldtures atomiques gauches et principales gauches de la relation

%sont :

4

di:l = {A, BC: C, AD: E}’@l =l,{BCE9 AE: ACD’ AD: BC}

Les clotures AD et BC sont obligatoires ; il faut alors chercher des

systémes minimaux de clGtures comprises dans les couples :
f(A, AE) 5 (C, ACD) ; (E, AE) ; (E, BCE),

Le calcul conduit comme dans le chapitre III de la premidre partie, &

six solutions minimales :
(Sl) A. E. C. BC. AD

(SZ) A. E. ACD. BC. AD
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(s AE. E. C., BC. AD

3)

(§,) AE. E. ACD. BC. AD

5
(Sg) AE. BCE. C. BC. AD

(S,) AE. BCE. ACD. BC. AD

6

Considérons la solution (Sl), on peut la partionner en 3 chalnes

=%
>
B

L
[\~
i
o
&
A

A ces trois chalnes correspondent les chalnes de pavés pleins maxi-

maux o

R
¥,
¥s

A x By§, AD x y§

C x aye, BC X og

E X af

Les chafnes correspondantes forcées au type (00), et leurs numérotations

inversées 4 partir de -1 sont :

' @ x aByée A x ByS§ AD x vy§ ABCDE x @

i 2 1 0 -1 )
' @ x oByde C x aye BC x 0 | ABCDE X g

$2 2 1 0 -1
: @ x-aByse E x of ABCDE x @

K 1 0 -1
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On en tire les numérotations canoniques

A B C D E o B Y § £
1 1
h1 2 0 0 1 0 h2 2 1 0 0 2
2 2
hl 0 1 2 0 0 h2 0 2 1 2 0
3 3
hl 0] 0 0 0 1 h2 0 0 1 1 1

La figure ci-dessous donne la relationg = E&L p,ah[ codée

200 | 120 | 011 | o021 201
o B Y 8 £
200 A X X
" 0lo0 B X X X
020 C X X
100 D X X X
001 E X X X

{6) CODAGE D'UNE RELATION D'ORDRE

Appliquons la méthode précédemment développée 3 la recherche d'une
immersion ¥ d'une relation d'ordre [E, <, E| dans un produit de chalnes. On
est conduit a chercher la sous relation'g = ﬁj_, 5,3:[, restriction de [E, < F]
au pavéu’xg constitué par les &léments U-irréductibles et les &léments (-

irréductibles. Analysons la signification de la relation complémentaire

?= @’ f:gj
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-

Théoréme : "Les correspondances de Galois p12 et p21 associées 34 la complémen~—

taire d'une relation d'ordre, soit [E, £, E], sont telles que :

1) Plg; E (resp. sz;:. E) est une cloture gauche (resp. droite) si et

seulement si P1 (resp. P2) est une section finale (resp. initiale) j

est un pavé plein maximal si et seulement si P, et P, sont com-

2) By x P, 1 2

plémentaires ;

3) En particulier, pour tout &lément x appartenant & E, on a @

o
X

1]

we

o, =0% 5 o @

M

0 @ (2 5 0,00 =

Les relations de 3) sont immédiates & vérifier, et 1) en dédcoule. Il
reste 4 montrer 2).

Si P2 = plz(Pl); alors pour tout x appartenant 3 P, et tout y apparte-

1

nant & P2, x £y est vérifié. Il est donc impossible qﬁe X = y par sﬁife de 1la
réflexivité d'une relation d'ordre. On a donc PlﬁP2 = (. Soit x ‘ﬁn &lément n'ap-
partenant pas 3 Pl’ pour tout autre &l&ment x'e Pl’ x' > x n'est pas vérifié
puisque Pl est une section finale (point 1) du théora@me). Ceci impliqﬁe direc~

tement x £ PZ" On a donc PlUP2 = E, ce qui achéve la démonstration.

La recherche d'un ensemble@ de pavés pleins maximaux couvrant la
e o —s'effectue
relation == |l 5,3] -cf. critére de couverture du paragraphe (5)-/en cher-
chant les clGtures gauches comprises dans les couples E’iﬁ%,{ji@m. Ce pro-
bléme est celui qui a &té traité dans le chapitre III, premiére, . -

partie.

Notons que les pavés maximaux de %= @, 7_6,3:] peuvent se déduire de
la relation caractéristique dey, soit I = _[’,"‘.ﬁf,%i] ~cf. chapitre I,
paragraphe (9)-. Ce résultat est 3 rapporcher du corollaire 2 &tabli dans le

paragraphe (4) du chapitre III de la premidre partie.
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TROISTEME PARTIE

REPRESENTATION DES FAMILLES DE MOORE
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- o e o » n o
Etant donnée une fermeture F sur un treillis de Boole fini B » on peut lui
associer biunivoquement une représentation par des fonctions bool&ennes —on par-

lera ainsi d'une représentation analytique~ par 1'un des trois moyens suivants :

1°) Traduction en expression booléenne de la fonction générale

F : 8% » g™ H

2°) Traduction en expression booléenne de la fonction booléenne duale

% n * - n
F* : B~ » B" (on montrera que F~ représente une fermeture duale sur B ).

3°) Traduction en expression booléenne de la fonction caractéristique fM
(ou £}) de la famille de Moore M des invariants de F (cette représen-—
M p

tation a &té définie par Mme Zidani (cf. Paragraphe 2 ).

Les mondmes premiers des expressions booléennes ci-dessus définis correspon-
dent biunivoquement A certains éléments caractéristiques de la famille de Moore M
et de la fonction F ; nous étudierons ces correspondances dans les paragraphes
(3), (4) et (5). En particulier, on montrera que les mondmes premiers de F (de méme
que ceux de f&) sont attach&s a la génération des fermetures par des préordres

réguliers dont 1'étude est faite dans le paragraphe (1).

Les paragraphes (6) & (9) sont dévolus 3 1'&tude des rapports existant entre
préordre réguliers sur B” et les recouvrements par n parties d'un ensemble ;
on étudiera le cas particulier de la couverture d'une fonction booléenne simple
par ses mondmes premiers, ce qui permettra d'interpréter certains résultats &noncés
par Tison dans sa th&se sur la théorie des consensus [§31.

Le paragraphe 10 qui traite du calcul de la limite inductive d'une appli~-

] . n n , N . .
cation monotone et extensive de B dans B servira de base 3 la méthode de réduc-—

tion des systémes séquentiels partiellement déterminés (quatriéme partie — Chapitre I).




Enfin, les derniers paragraphes sont consacrés i une étude des familles de

de génération défini par Tukey [341.
Comme application, on pourra résoudre analytiquement la recherche de la n-arité

Moore de caractére fini suivant le procédé

minimale d'une alg8bre abstraite finie dont le treillis des sous—algébres est

donné ; cette derniére application rejoint 1'étude des familles de Moore de
caractére fini faite par Birkoff [4].
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(1) PREORDRE REGULIER SUR UN TREILLIS COMPLET

(%)

Soit un treillis complet I et une relation de préordre notée a—¢*b
définie sur les &léments de T; on dira que ce préordre est régulier si il vérifie

les deux axiomes sulvants ¢
(1) a>b =>a-esb ;
(2) Si deux familles {ai} et {bi} indicées par le méme ensemble I
vérifient la relation ai«e~>bi pour tout i, Vai—e->Vbi est égale-
ment vérifié.

On dira que a est une attribution de b si la relation a-e>b est vérifiée.

"Toute classe d'isovalence (cf. rappels) d'un préordre régulier contient un

plus grand &lément qui sera appelé 1'optimum de cette classe."

Indicons les &léments de cette classe par un ensemble I, soit {ai} la famille
ainsi obtenue ; désignons par b la borne supérieure des a; - La relation b z_aj
vérifiée pour tout j € I implique b—e?aj (axiome 1).

D'autre part, pour tout élément a;s la relation’aj--e?ai est vé8rifide puisque 1'on

se trouve dans une classe d'isovalence, 1l ré&sulte alors de 1l'axiome 2 :

(%) Nous avons convenu (rappels) d'utiliser le méme signe S pour représenter les
relations d'ordre et de préordre ; le signe -e» sera utilisé& pour les préordres
réguliers. Cette notation sera ainsi en concordance avec celle utilisée par
Mme Zidani [37], de méme les termes optimum et attribution sont empruntds &

Mme Zidani.
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aj -0 Vai = b. b est donc le plus grand élément de cette classe d'isovalence.

Notation : Etant donné un &lément a du treillis, nous noterons Opt(a) 1'é&lé&ment

optimum de sa classe d'isovalence.

Théoréme

"Etant donné une fermeture f sur un treillis complet T , la relation a -6->b
définie par f£(a) > b est un préordre régulier dont les &léments optimum
sont les invariants de f ; réciproquement, &tant donné un préordre régulier

'a —o-> b, l'application a > Opt(a) est une fermeture".

Partie directe

Axiome 1 : Si a > b est vérifié, f(a) > b 1'est également par suite de 1'ex~

tensivité d'une fermeture.

Axiome 2 : Si {ai} et {bi} sont deux familles telles que f(ai) Z_bi soit

vérifié pour tout indice i, alors f(Vai) z_Vf(ai) 2.Vbi'
Les éléments optimum sont les invariants de f car les conditions a —o-»>b et
b —e-ya, équivalentesa f(a) > b et £(b) > a, sont également équivalentes &

f(a) = £(b).

Partie réciproque

Il est immédiat que 1l'application a - Opt(a) est extensive et idempotente.
Vérifions sa monotonie. Si a > b, alors d'aprés 1'axiome 1, on a a w03 b. On a
d'autre part Opt(a) —e-3a ainsi que b—e-s0pt(b), il en résulte par transitivité du
préordre Opt(a) —e-—20pt(b). En appliquant 1'axiome (2) on obtient
Opt(a)—e-=0pt(a) VOpt(b) ; d'oll il résulte que Opt(a) et Opt(a) V Opt(b) sont
igsovalents. Etant donné que Opt(aj est le plus grand &lément de sa classe d'iso-

valence, on obtient alors Opt(a) > Opt(a) V Opt(b), soit Opt(a) > opt(b).
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Corollaire

"Les &léments optimum d'un préordre régulier forment une partie de Moore'.

~

Il est intéressant de chercher & affaiblir 1'axiome (2) de manidre 3 pouvoir
définir un préordre régulier sur un ordonné quelconque tout en conservant le théo-
réme &tablissant la liaison avec les fermetures. L'axiome (2) sera remplacé par

les deux suivants :

(2") Etant donné deux &éléments a et b tels que a —o—> b, il existe un &lément

¢ isovalent & a qui majore a et b.

(2") Toute chafne C d'éléments deux & deux isovalents est majorée par un &lé&-

ment ¢ isovalent aux éléments de cette chafne.

Remarquons que dans le cas fini, seul 1'axiome (2) est nécessaire puisque

toute chalne est finie.

Existence d'un optimum :

Considérons une classe d'isovalence I', et un &lément quelconque a de cette
classe. Moyennant 1'axiome du choix, on peut extraire de I' une chafne maximale C
contenant a ; il existe d'aprés (2") un él&ment c qui majore C et isovalent aux
€léments de C o c appartient donc & I', d'autre part, il appartient & C puisque
cette derniére est maximale, c est donc un &lément maximal de I'. Nous avons ainsi
démontré que tout &lément de I' est majoré par un &lément maximal ; 1'axiome (2')

implique qu'il ne peut pas exister deux &l&ments maximaux distincts.
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Démonstration du théoréme

La partie directe est immédiate.

Pour &tablir la partie réciproque, on considére 1'application a =~ Opt(a)
extensive et idempotente. On montre de la méme facon que a > b implique
Opt(a) —e—»0pt(b). Il existe alors d'aprés l'axiome (2') un &l&ment c qui majore
Opt(a) et Opt(b), et isovalent i Opt(a). Puisque Opt(a) est le plus grand &lément

de sa classe d'isovalence, ¢ = Opt(a) ; d'oli il résulte Opt(a) > Opt(b).

La fonction booléenne fM caractéristique d'une famille de Moore M E}Bn
-B" est un treillis de Boole de dimension finie (cf. rappels)- posséde des pro-

priétés remarquables qui ont &té mises en évidence par Mme Zidani [371.

Théoréme 1

P . n . , ~
"fM est attachée 3 une famille de Moore M S B" si et seulement si tout mondme

premier de f& contient une et une seule variable complémentée'.

Théoréme 2

"Un monSme O; . I O, est premier par rapport a f& si et seulement si J
j€J
est le support d'une attribution élémentaire d'indice i''.

n
1 - Rappelons que le support d'un n-uplet (al,az,.,.,an) € B est l'ensemble J
des indices des a, égaux & | ; on a vu dans le chapitre des rappels que cette
notion de support permet d'établir une bijection entre B" et 1'ensemble des

parties de [l,n], ensemble des entiers compris entre 1 et n.
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Par attribution €lémentaire d'indice i, on entend la chose suivante.

" o' défini sur B" dont l'ensemble des op-

On considére le préordre régulier
. . " n . . .
timums est égal a M ; un n-uplet (al,az,,,n,an) € B~ sera appelé une attribution

&lémentaire d'indice 1 si les conditions suivantes sont vérifiées :

n, (%)
65

I - (al,az,.,.,an)~meﬁ>(6;,6;,..,,

- 1og2 n
2 (a1’32’°°"’an) # (Si,éi,...,éi)

3 - (al,az,...,an) est minimal § vérifier | et 2.

Hous utiliserons &galement la notion d'attribution minimale d'indice i,

pour désigner un n-uplet vérifiant | et minimal avec cette propriété. Onm voit que

toute attribution minimale d'indice i est &lémentaire d& 1'exception de

1 g2 n
(Si,6i,...,6i).

(3) TRADUCTION EN_ALGEBRE DE BOOLE DE_CERTAINES PROPRIETES VERIFIES PAR UNE APPLI-

Toute fermeture ou fermeture duale F : B -+ B peut €tre considérée comme une
fonction booléenne génédrale particuliére. L'intérét de ce nouveau point de vue
consiste en ce que  toute fonction booléenne est représentée par une somme de
mondmes, et que les propriétés algébriques abstraites des fermetures seront rempla-
cées par des régles vérifiables par un algorithme devant lier ces mondmes entre
eux. C'est déj3d le cas de la situation que nous avons rencontrée en associant une

fonction booléenne simple fM a une famille de Moore M EEBH. Traduisons dans le

(%) 6% est une quantit& booléenne qui vaut 1 si i = j et 0 si i # j.

i
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langage des expressions booléennes les propriétés de monotonie, extensivité,
contractivité et idempotence qui interviennent dans la définition d'une fermeture

F : 8" -~ B".

. . n n . . .
"Une application F : B® - B est croissante si et seulement si chacune de

ses fonctions composantes est croissante par rapport & toutes ses variables'.

Ceci n'est qu'une propriété triviale de 1'algébre de Boole ; elle tire son
intérét du fait que chaque fonction composante pourra &tre représentée par une som-—
me de monOmes croissants, i.e dont aucune variable n'est complémentée. De plus,
on pourra choisir la représentation par la base premi&re compléte qui est minimale
en ce sens on peut dire qu'une fonction booléenne croissante a une seule représen-
tation avec un seul type de variable. Cette remarque a son importance du point de
vue algorithmique car la représentation, dans un ordinateur par exemple, d'un mo-
nome booléen quelconque exige la réservation de deux zones de mémoire égales con-
tenant respectivement les variables complémentées et les variables non complémen-
tées ; en ce sens, nous dirons qu'une fonction booléenne quelconque exige une

double représentation, et une fonction booléenne croissante par rapport i toutes

ses variables une simple représentation. Remarquons tout de suite que la fonction

. s . n . < .
fM associée @ une famille de Moore ¥ € B exige une double représentation.
Définition

Le support d'un mondme croissant dépendant d'un ensemble de variables

{ul,az,...,un} est le sous-ensemble I [l,nl des indices de ces variables dont
il dépend effectivement. Si ce support est vide, on a 3 faire au mondme crois-

sant toujours égal 3 1.

3

B
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DmemsmEImIn IR

- . . n n ~ .
"Etant donné une fonction croissante F : B~ - B, un mondme croissant II o,
N . . . . i€r

est majoré par une fonction composante F. si et seulement si 1'image

par F du n-uplet de support I a sa jeme composante égale a 1".

Cette propriété de vérification immédiate implique que les mondmes premiers
de Fj correspondent aux plus petits n-uplets dont 1'image par F ont leur jeme compo=

sante non nulle.

. . n n . . ‘
"Une application F : B~ > B~ est extensive si et seulement si pour tout
indice i € [l,n], G, est un mondme inférieur ou égal 3 Fi'"
La vérification de cette propriété est encore triviale. On remarque que o

sera un mondme premier de Fi sauf si Fi = 1.

. . n n . .
"Une application F : B~ » B est contractante si et seulement si pour tout
indice i € [],n], G, est un mondme supérieur ou égal 3 Fi'”
Cette propriété qui peut se vérifier de fagon directe implique que chaque
mondme premier de F, contient une variable o, sauf si F. = 0. On peut aussi dé-

i
. PRI o e .
duire la propriété 2~ de la propridté suivante :

"La duale d'une application contractante F : B" > B est une application

extensive'.
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Rappelons que la duale d'une fonction booléenne simple f(a],d un)

PERRRY
est la fonction f (a],qz,o..,@ ) = £ (! ,uz,...,a ) ; par définition, nous d&fi-
nissons la duale d'une fonction booléenne générale F = (F 2,...,Fn) comme étant

la fonction F (F 2,.n.,F ).

. . n . . .
"Une application F : B" » B™ est idempotente si et seulement si chacune de

ses fonctions composantes F. vérifie 1'égalité

(E.) Fi(a],uz,...,an) = Fi(Fl’F

"
i Fn)'

PEREEY
Cette propriété n'apporte rien de nouveau puisqu'elle ne fait que traduire
la définition de l'idempotence. On peut cependant la remplacer par la propriété

ci—-dessous dans le cas des fermetures.

. . n n . . .
"Une application F : B~ - B croissante et extensive (ou croissante et
contractante) est idempotente si et seulement si pour tout couple d'indices
1 et j, 1'8galité suivante est vérifiée :

(E..) Fi(al,...,aj,...,an) = Fi(al’“°"Fj"°°’an) N

ij
Il suffit de vérifier cette propriété dans le cas ol F est monotone et
extensive, et appliquer la propriété 2' pour l'obtenir lorsque F est monotone et

contractante.

Condition nécessaire

Fi(a],...,Fj,...,an) majore Fi(al,...,uj,...,un) car Fi est croissante et
Fj 2_uj . Fi(FI"'"’Fj""’Fn) majore Fi(al,..n,Fj,..n,an) car Fi est crois-—
sante et Fk E-Qk pour tout k. Compte tenu de 1'égalité (Ei)’ on en tire

LIPS ez
l'égalité (Eij)°
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Condition suffisante

L'égalité (E ) permet d'écrire

i,j+1

Fi(Fl’Fz"’"Fj’aj+1"°"an) = Fi(Fl’FZ"’°’Fj’Fj+1”"’un) ;

on en déduit de proche en proche en utilisant les &galités (Eil)’ (Eiz)""(Ein)
que Fi(ul,uz,-~»,an) = F (B 5Fys e bF )

Conclusions

1) Une fermeture est caractérisée par les propriétés 1,2 et 3', une fermeture
duale par les propriétés 1,2X et 3'. Les propriétés 1 et 3' sont autoduales,
d'autre part la propriété 2* est duale de la proprié&té 2, il en résulte que
la duale d'une fermeture est une fermeture duale. L'opération unaire de dua-
1lité étant notée F +'Fx, nous conviendrons désormais de se présenter une fer-—

. . . *®
meture par la notation F et une fermeture duale par la notation F*.

2) Si les propriétés 1,2 et 2* qui traduisent la monotonie, l'extensivité et
la contractivité sont commodes d'emploi, il n'en est pas de méme pour les
propriétés 3 ou 3' qui traduisent 1'idempotence ; ces derniéres conduisant
a effectuer des calculs de fonction de fonctions. Le paragraphe suivant va
nous permettre d'énoncer des propriétés plus caractéristiques de 1'idempo-

tence dans le cas des fermetures duales.
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F - 2E5 35 SR R R

Définitions

. . . . n ~ .

1) Soit une application croissante F : B" + B , un monome m crolssant par rap-
. - . - s s < .,
port aux variables {a],az,...,un} est régulier par rapport 4 F si l'inégalité

m < Fi est vérifiée pour tout indice i du support de m.

2) Un mondme m sera dit premier par rapport & F si il 1'est pas rapport & une des

fonctions Fi'

A) Proprnidtes générales des monomes réguliers

~

"Un mondme m de support I est régulier par rapport 3 une application mono-
n n . . ~ o
tone F : B® =+ B si et seulement si le n-uplet XI ayant méme support véri-

fie la condition F(XI)‘Z XI."

= P . ’ iti < R é 1 3 =
Posons XI (a],az, ,an)‘ La condltlon‘m Flest équivalente & FI(XI) 1,

cette condition &tant vdrifiée par hypothé&se pour tout indice i tel que a; = 1,

il en résulte 1'é&quivalence F(XI)‘Z XI'

Proprigté 2

~

"Le produit de deux mondmes réguliers par rapport & une méme application

n - - . N . .
monotone F ¢ B -~ Bn est également régulier par rapport 4 cette application'.

Démonstration directe :

Soient m et m' ces deux mondmes, I et I' leurs supports. Le support de m.m'

est égal 4 I UI'., Par hypoth&se, on a :
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¥i €1 :m < Fi s
¥i €I': m s Fi'
Il en résulte ¥i €I 1I': mm' < Fi.

Corollaire de la proposition I

On peut considérer la correspondance biunivoque qui associe & un mondme
croissant des variables {ul,uz,...,an} le n-uplet de B" ayant méme support que ce
mondme. Le produit de mondmes correspond alors 3 l'union de n-uplets. La propriété
2 revient alors i dire que l'ensemble des n-uplets X tels que F(X) > X constitue
un sous U demi-treillis de B" lorsque F est monotone. Il s'agit 14 d'une proprié-

té classique basée sur le fait que

F(X) >X et F(Y) >Y = FEXRUY) > F(X) > X
et

FXUY) > F(Y) > Y

par suite de la monotonie.

Nous parlerons désormais du sous M 1/2 treillis des mondmes réguliers

N . . . n. n . N
par rapport & une application croissante F : B = B, le produit de monfmes

croissants correspondant & une opération de borne inférieure.

(B) Caractenisation d'une fermeture duale

Theoreme

. - P * n n .
"Une fonction bool&enne générale F© : B > B est une fermeture duale si

et seulement si elle vé@rifie les 3 propriétés suivantes




. * . -
1) Chaque fonction composante Fi est croissante par rapport a4 toutes ses

variables ;

. . * . .
2) Si une fonction composante Fi n'est pas identiquement nulle, chacun de

ses mondmes premiers contient la variable ui ;
~ 0 X - . 1"
3) Tout mondme premier de F~ est régulier.

Les conditionsg (1) et (2) traduisent la monotonie et la contractivité ainsi
qu'on.1'a vu dans le paragraphe 3 ; il suffit donc d'établir que la condition (3)

équivaut & 1l'idempotence compte tenu de (1) et (2).

Condition suffisante

D'aprés la propriété 3' &tablie dans le paragraphe 3, il suffit de vérifier
que pour tout couple d'indice i et j, on a 1'égalité :

* : _oo* *
(Eij) Fi(al,...,aj,...,an) = Fi(al,..,,Fj,..o,an).

L E " N .
Posons Fi = @+¥ en séparant la somme @ des mondmes premiers ne contenant pas

4 . A . * *
%, de la somme Y des monOmes premiers contenant uj. Fi(ul,...,Fj

yeees0 ) est égal
-~ x ' -~ | . ~ . . n %*
a q»Fj.Ws‘Tout monome premler appartenant a ¥ contient ., et minore donc Fj
. . S S . . % .. . ~ P
(condition de régularité) ; il en résulte @ V¥ = Fj, ce qui implique 1l'égalité
- . ,
prY = cp+Fj.‘{/.

»

Condition nécessaire

Soit m un mondme premier de l'une des fonctions composantes -Ff par exemple-—,
et qj une des variables de ce mondme. Posons F? = Y, le sens de cette égalité
étant le méme que dans la condition suffisante. Pour que F* soit idempotente, il
est nécessaire que l'on ait 1'égalité o+¥ = q»F?.W. Cette égalité implique
Y = F?.W car ces deux fonctions sont majorées par 0O, et aucun mondme de ® n'est
majoré par o.,. Le mondme m considéré au départ appaitient a V¥, on doit donc avoir

m=<V= F?.W < F%.
J J
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(C) Application - Gensration des permetures duales

Considérons un ensemble M de mondmes croissants par rapport & un ensemble
de variables {al,uz,.ﬂu,un}, et construisons les applications F? = mij’ ou les
mij sont les monOmes de M contenant la variable ¢. —-on consid&rera que Fr =0
si cette somme est vide-. La fonction générale o= (FT,FX,,,,,F:) ainsi cons-
truite vérifie les propriétés 1) et 2) du théoréme de caractérisation des ferme-
tures duales. D'autre part, les mondmes de M sont par construction réguliers, il
en est donc de méme pour 1l'ensemble M' C M des mondmes premiers. La propriété
3) est donc également vérifiée, et FX est une fermeture. Réciproquement, toute
fermeture duale peut &tre construite par ce procédé en 1'appliquant & 1'ensemble
M' de ses monOmes premiers ; d'une facon génédrale, on voit que P pourra €tre
construite & partir d'un sous-ensemble quelconque de ses mondmes réguliers conte-

nant les mondmes premiers.
Exemple : Variables = {A,B,C,D,E}

M = {AB,CD,ABC,DE,CDE}

Fy = AB¥ABC = AB

*

FB = AB+ABC = AB

Fé = CD+ABC+CDE= CD+ABC
*

FD = CD+DE+CDE = CD+DE
®

FE = DE+CDE = DE

L'ensemble M' = {AB,CD,ABC,DE} des mondmes premiers est strictement inclus

dans M.
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(D) Caractérisation des monomes réguliens d'une fewmeture duale

1) Lialson entre mondmes réguliers et invariants

Compte tenu de la propriété 1 établie en A), il est immédiat qu'un monOme
- . - x . .
m est régulier par rapport & une fermeture duale F~ si et seulement si le n-uplet

X, ayant méme support que ce mondme est invariant par cette fermeture.

D'autre part, 1'égalité F*(al,az,...,an) = F'(a;,aé,...,ag) () vérifiée
pour tout n-uplet (a],az,...,an) implique qu'un n-uplet est invariant par Fr

si et seulement si le n-uplet de support complémentaire est invariant par F.
P ~ ~ . . E . .
Il en résulte qu'un mondme m est régulier par rapport & F~ si et seulement si le

n-uplet de support complémentaire est invariant par F.

2) Mondmes réguliers [ irréductibles

~ P . * n . . .
"Un monOme régulier d'une fermeture duale F~ B" -+ B" est N irréductible

si et seulement si il est premier par rapport & cette fermeture'.

Supposons qu'un mondme premier m est &gal au produit de deux mondmes

réguliers m' et m". Le support I de m est &gal & l1l'union des supports I' et I"
des monSmes m" et m". Il existe un indice i € Li,nl tel que ce monOme soit premier

R T T ~ . L . .
par rapport a Fi ~définition d'un mondme premier de F -, la variable o, appartient
N " e ok R PR T /
i ce monbme (Propriété 2” &quivalente A la contractivité établie dans le paragraphe
par conséquent l'indice i appartient & I. L'égalité I = I'U I" implique que 1'un des

-~ - 4 - 3 x . -
deux mondmes m' ou m" -monOmes réguliers par hypoth&se— minore Fi' Si 1'on suppose

R e —

(%) F' représente la fonction ayant pour composantes Fi,F',...,F;.




* o . .
par exemple que m' < Fo, alors 1'hypothése suivant laquelle m = m'.m" est premier

*x . .
dans Fi implique m' = m,

Réciproquement, considérons un mondme m régulier et MN-irréductible. Pour

i g . ~ .. . * ., . .
tout indice i du support I du mondme m, l'inégalité m < Fi implique 1'existence d'un
mondme premier mi tel que m < mi. On en tire 1'inégalité m < II m!. D'autre part

~ e - N . 18T * .

chacun des monomes mi est inférieur ou égal 3 ai (contract1v1%g de F7), par consé-
quent II m! < II a, =m. On a donc 1'égalité m = I m! qui implique 1'existence

. i . i . i

i€L i€r i€1
d'un indice i tel que m = mi puisque m est supposé Mirréductible.

(5) CARACTERISATION DES_MONOMES PREMIERS D'UNE_FERMETURE

= e

"Un mon8me croissant est premier par rapport i une fonction composante Fj

n n . ~ N
d'une fermeture F : B® > B si et seulement si son support est égal a
celui d'une attribution minimale d'indice j du préordre ré-

gulier attaché i F".

Soit m un mondme croissant de support I, (al,az,...,an) le n-uplet de

support I, Fj une fonction composante de F ;

<F, <=> F, =1 <=> > (61,8%,...,8"
m lJ FJ(a]sazs ’an) 1 F(alsazs aan) 2 ((Sj’(gja ’63)

<=> . L8200 ,8h.
(a]sa :an) —e~% (GJ,(SJ’ 963)

PIRE
m est premier par rapport a Fj si et seulement si son support I est mini-
mal 3 vérifier la propriété m < Fj' D'aprés 1'&quivalence précédente, cela revient

4 dire que (al,az,...,an) est une attribution minimale de (63,6?,...,6?).
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Corollaire

"La fonction booléenne simple £, attachée 3 la famille de Moore M E}Bn des

M

. . n n P P
invariants d'une fermeture F : B® »> B est relie A& F par 1'égalité :

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théor&me précéddent et du
théoréme 2 cité dans le paragraphe. Il n'existe pas de formule analogue pour cal-
culer F 3 partir de f& ; en effet, il faut disposer de la base premiére compléte
de f& pour pouvoir calculer les fonctions composantes de la fonction F. Ce passage
de £' 3 F n'est donc pas de nature algébrique mais résulte d'une opération particu-

M

liére accomplie sur une représentation de la fonction f!

T

Exemple : Sur 1l'ensemble {A,B,C,D,E}, considérons la famille de Moore dont le

diagramme de Hasse est représenté par la figure 1. Ses parties (+irré&ductibles sont

ABCDE
{ABCD,ABCE,AD,CE,B}
BCE
les complémentaires sont donc
CE
{E,D,BCE,ABD,ACDE}
C
La fermeture duale associée d cette famille
de Moore sera donc donnée par les fonctions composantes (%) # Fig. 1
Fz = ABD+ACDE = A+D+BC+BE
F: = ABD+BCE = B+AC+AE+CD+DE
F§ = BCE+ACDE = C+E+AB+BD
® -
FD = D =D
*
FE = E = F
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Les fonctions FA’ FB, FC’ FD’ FE donnent toutes les attributions minimales de
divers &léments A,B,C,D et E ; il est donc possible d'en déduire les attributions
minimales d'un sous-ensemble P quelconque en effectuant le produit des FA tels que

Ai € P. Ainsi les attributions minimales d'un sous-ensemble {A,C} sont dofinées par

FA.FC = AC+AB+BD+BC+BE+AE+CD.
Enfin, la complémentaire f& de la fonction bool&enne simple attachée i cette famil-

le de Moore est :
= A'D+A'BC+A'BE+B'AC+B'CD+B'AE+B'DE+C'E+C'AB+C'BD.

Remarque - Il peut & premidre vue sembler préférable de représenter la famille de
Moore M par la seule fonction booléenne simple f' que par les n fonctions compo-
santes F]’FZ""’Fn de la fermeture F définie par i/ . En fait, ces deux représen-
tations apparaissent comme identiques si f' est exprimé par sa base premiére com-
pléte ; dans ce dernier cas, on peut méme affirmer que la représentation par les
fonctions FI’FZ""’Fn est préférable car chacune d'elles exige seulement une
simple représentation alors que f& nécessite une double représentation (cf. para-
graphe 3). Nous examinerons au paragraphe 10 ce qui se passerait si on adoptait

our f) une base premi&re minimale au lieu de la base premidre compl&te.
P M P p

EE R B2k IR P R

Dans tout ce paragraphe, nous nous occuperons seulement de préordres régu-
liers définis sur un treillis de Boole B™. Donnons nous un ensemble fini € et une
famille de ses parties R = {PI’PZ""’Pn} indicée sur 1'ensemble Ll,nl des entiers

compris entre 1 et n. Nous supposerons que cette famille R est un recouvrement
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i=n
de 1'ensemble €, i.e. U Pi =€,
I i=1
I1 est alors immédiat de vérifier que la relation I —e—>J, définie entre les sous-
ensembles de’[l,n], par la condition U Pi 2 U P,, est un préordre régulier sur
, o i€1 j&
le treillis de Boole B. Le préordre ainsi défini sera dit attaché au recouvrement

E de 1'ensemble €.

Dans un premier paragraphe, (A), nous &tablirons la liaison entre les divers
éléments qui ont été définis 3 partir d'un préordre régulier et les propriétés du
recouvrement 3 partir duquel ce préordre a &té défini. En vue de résoudre le proble-
me de la recherche d'un recouvrement auquel soit attach& un préordre régulier don-
né, paragraphe (C), nous montrerons au paragraphe (B) que la donnée d'un recouvre-
ment n'est autre que celle d'une certaine relation binaire dont les correspondances
de Galois définissent la fermeture attachée au préordre régulier déduit de ce

recouvrement.

(A) Propndidtes du préorndne néguliern attach? & un hecouviement

[Pl] : "Deux sous-ensembles I et J de [l,n] sont isovalents si et seulement si les
sous familles d'indices I et J couvrent le méme sous—ensemble de €".
Cette propriété immédiate & établir revient 3 dire que I = J si et seulement

si Uwp = UpHp,.
iex * je5 J :

[PZ] : "Un optimum I (i.e. un invariant de la fermeture associée au préordre régu-
lier) correspond & un ensemble maximal de parties appartenant & K dont

1'union est égale a un domaine donné".

Ce domaine ne doit &videmment pas &8tre pris quelconque, il doit déja &tre

égal 3 au moins une union de parties appartenant a f.
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FPBJ : "Un sous-ensemble d'indicesI Ci[ﬁ,ﬁl est une attribution minimale d'un in-
e v
dice j si 1'ensemble des parties Pi indicées sur I est minimal 3 couvrir la

partie Pj".

Ceci revient & dire que I est minimal i vérifier la propriété U Pi = P,.
i€1 1
Cette derniére propri&té nous permet de donner 1'expression analytique de la fer-

meture F : B > B” définie par le préordre régulier. Soient {al,a ..,an} les

E
variables dont dépend cette fermeture, 3 chaque élément e € & associons la somme
des variables S, = a; *a, *+...to,  telles que a, < S, <=> e € P.. On sait qu'un
sous-ensemble d'indicds 2 i E}[l,%] est support minimal d'une famille de parties
extraites de R & couvrir un sous-ensemble Q C € si et seulement si I est le support

d'un mondme premier de la fonetion II S . Il en résulte que les fonctions compo-

€
santes Fj de la fermeture F sont de® Q la forme :
FJ = ]l Se
cp,
[e] ©
S = I ai
€ e€p,

Exemple :
Soit &€ = {1,2,3,4,5}
R = {A,B,C,D}
avec
A ={1,2}, B = {1,3,5}, ¢ = {2,4}, D = {2,5)}
On a : | S1 = A+B ; 82 = A+C+D S3 =B
s4 =C ; 55 = B+D
FA = (A+B) (A+C+D) = A+BC+BD
FB = (A+B)B(B+D) = B
FC = (A+C+D)C = C
F. = (A+C+D) (B+D) = D+AB+B(C
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Remarquons que les formules Eﬁl donnent plutSt une forme analytique directe

* - ~ - . .
des composantes de la fermeture duale F attachée au préordre régulier. Il suffit de

remplacer Se par les produits m = Il 0., ; on obtient ainsi &
e€P,
i
F?= b T,
e€p,
[+*] :
T o= I 0,
e eeP. 1
i

Pour l'exemple précé&demment traité, on trouve ainsi directement :

-3
= +

Fy = AB+ACD
=

Fy = B

%*

F o= C

F; = ACD+BD.

Remarque — La connaissance des fonctions composantes Fj permet de trouver les recou-
vrements minimaux de l'ensemble E extraits du recouvrement donné R . Il suffit pour
cela de connaltre un ensemble I d'indices qui constitue un recouvrement (i.e. U P,=E
on peut prendre par exemple I = [l,nI). Les supports des mondmes premiers de 1€

la fonction ®= I F
1€1

i correspondent alors aux 'recouvrements minimaux.

(B) Exemple - Bases premitres d'une gonction boolienne 5imple

Considérons une fonction booldenne simple f, désignons par € 1'ensemble de ses
mondmes canonique, par K= {M],MZ,...,Mn} l'ensemble de ses mondmes premiers. La
recherche des bases premiéres de f conduit & développer les mémes consid&rations que
plus haut puisqu'il s'agit de couvrir les mondmes canoniques par les mondmes premiers.
La fermeture F : B" + B" associée i ce probléme prend alors un sens particulier ; en
effet, par définition d'un consensus, un ensemble de mondmes pfemiers {Mi ’Mi ,--»aMi

. e - . ~ . . . . 1 k
est minimal & couvrir un monOme premier Mj si et seulement si Mj est 8gal au Consensus
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de ces mondmes. Les fonctions composantes de F, soit FI’F2’°"’Fn’ colncident donc

avec les fonctions INCLUSION des mondmes Mi que Monsieur TISON définit dans sa

thése sur les consensus [}31n I1 résulte des propriétés citées en A) que le pro-
duit de toutes ces fonctions inclusions donne l'ensemble des supports des bases
premiéres minimales de f (fonction BASE @ introduite dans la méme thése, th&oréme

4~6 page 4-33).

(C) Conrespondances de Galois associBes & un recouviement partiel

Nous conviendrons désormais d'appeler recouvrement partiel d'un ensemble &£

toute famille de parties, R, appartenant & cet ensemble.
I1 est a4 remarquer que la domnée d'un tel recouvrement partiel est formellement
8quivalente 3 celle d'une relation binaire rEl,p,EZJ. Supposons tout d'abord que

& et R soit donnés ; posons E. = &, E2 = R et e o e, <=> e € e,- Réciproquement,

1
si fEl,p,Ez] est donné, il suffit de poser & = E

1
| et R = {p21(e2)} pour obtenir

un recouvrement partiel. Désormais, nous identifierons donc un recouvrement partiel
3 une relation binaire en le notant [?,p,RI. Notons qu'un tel recouvrement partiel

est un recouvrement si et seulement si aucune ligne de la relation n'est vide.

Exemple : Reprenons celui qui a &té traité dams le pragraphe A) ci-dessus.
Le tableau représentatif du recouvrement &tudié est donné par la figure ci-dessous :

’

\g‘\\ AlB|c|D
1 x | x N
2 X x | x h
3 X
4 X
5 X X
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RS- X Ry e 2 - T R R RS o S = R~

Soit un recouvrement partiel [8,pﬁﬂ, les &léments de R sont identifiés & leurs
clotures principales gauches p2](e2) —-on considére donc que tout &lé&ment e, de E2 = I
est confondu avec p21(e2)—. Le préordre régulier attaché i [E,p,ﬁﬁ a été défini par
la relation I —e> J <=> U p, (e.) > U P,,(e.) —on convient ici d'identifier I

21727 — € 2172
e, €I : e2 J

et J d des sous—ensembles“de Ezmn

Cette derniére relation est elle-méme &quivalente 3 :

c N .
3 21 By (ey) C e B, (ey)
2 2
Les sous—ensembles ¢2](e2) sont les clotures principales gauches de la relation

binaire E8,¢,Eﬁ, et pour tout sous—ensemble I E}Ez, n ¢2](e2) est égal i ¢2](I).
e

€1
Par conséquent, la relation I —e->J est équivalente § ¢21(I) Ef¢2](J).
En considérant les clotures droites définies par les correspondances de Galois asso-

ciées i [£,¢,Eﬂ, cette derniére relation est encore &quivalente a I 533. On a donc

établi le résultat suivant :

"Etant donné un recouvrement [ﬁ,p,ﬁﬂ, deux sous-ensembles I et J de R vérifient
la relation I —o-—J si et seulement I 553, I et J &tant les clotures de T et J par

rapport aux correspondances de Galois a partir de la relation [ﬁ,é,fﬂ'K

Ce résultat permet d'établir d'une seconde facon que la relation I —owsJ est
un préordre régulier, il donne également d'une facon canonique la fermeture associée

4 ce préordre régulier. -

T T T T o S T T S D TN T R N N R L N D N N L N S S S N T RS S SR S Sy s s S S R

Supposons maintenant que l'on se donne un préordre régulier, ou ce qui revient
-~ ’ . o . n — . . -
au meme une fermeture F, sur un treillis de Boole B . Le résultat &tabli dans le pa-

ragraphe précédent permet de construire un recouvrement [ﬁ,ﬁ;ﬁ] auquel il soit attacheé
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I1 suffit pour cela de connaftre un systéme [l générateur de la famille de Moore de
ses invariants, ce systéme générateur jouera le rOle de 1'ensemble € = E 1'en-

semble K = E

1}
, sera alors constitué par les atomes du treillis de Boole B" sur lequel

est défini le préordre régulier ; enfin on posera e ) e, si et seulement si

e, 4 e - Notons qu'il est possible ainsi de trouver un ensemble € support du recou-

vrement plus petit que tous les autres en partant de 1'ensemble des éléments I irré-
ductibles de la famille de Moore. Notons aussi que si le préordre régulier est don-

né par sa fermeture duale, on a directement 1l'ensemble des complémentaires des I

irréductibles (cf. paragraphe ) ; si ces sous—ensembles sont notés f,, la relation

] b
- 3 . E .

f1 o} e2 sera définie par e, f1

Exemple : considérons & nouveau la famille de Moore envisagée dans ée paragraphe,

choisissons l'ensemble des mondmes premiers de sa fermeture duale, soit
e = {{e}, {n}, {B,C,E}, {A,B,D}, {A,C,D,E}}

Nous noterons respectivement 1,2,3,4 et 5 les &€léments de cet ensemble € ;
1'ensemble R est constitué par les éléments A,B,C,D,E. L'@numération des sous—en-
sembles constituant € permet de cdnstruire directement la relation binaire repré-
sentative d'un recouvrement |[R,p,E| associé au préordre régulier (cf. figure
ci-dessous). On obtient ainsi

PA

= {2,4,5} ; P, = {1,3,5}.

A | B C D E

1 b4

2 X )
3 X | % X

41 x | x X
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PSS N S S I RN R

La méthode précédemment développée permet de construire tous les recouvre-
ments auxquels est attaché& un préordre régulier domné. On peut montrer 1'existence
d'un tel recouvrement en utilisant la fonction bool&enne fM caractéristique de la

famille de Moore M.

"Un sous—ensemble d'indices I E;[l,n] est support d'une attribution atomique

d'indice j si et seulement si

I (o,.£) <a..f ",
€1 1M 1 M

Le n-uplet de support I est une attribution du n-uplet de support {j} si et
seulement si 1'ensemble des n-uplets optimum dont le support contient I est inclus

dans 1l'ensemble des n-uplets optimum dont le support contient {j}.
J

Exprimons cette derni&re condition en utilisant la fonction fM' Les n-uplets

optimum dont le support contient {j} ont pour fonction booléenne associée aj'fM ;

ceux dont le support contient I ont pour fonction booléenne associde II (ui.fM).

. e _ . i€1
On retrouve bien l'inégalité de 1'énoncé.

En complémentant, cette inégalité devient ¥ (a£+f') 2.u§+f& . Dé&signons par

. 11
€ 1'ensemble des mondmes canoniques de la fonction

| 13 \ 1] ~ 1 ] = LIFIPYE | 1] T = .
@+ (g +ER)+. o+ (ol +E)) 4 *Ont.. kol +E) , par R {Pl,P?_,...,P"n}

les ensembles de monOmes canoniques des diverses fonctions ui+f&. Le recouvrement

R de 1'ensemble & est associé au préordre régulier.
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Remarque - L'ensemble € des mondmes canoniques de ui+ué+...+a;+f& contient tous les
mondmes canoniques distincts de Oy eOly e v sOlp Ce dernier monSme n'appartient pas i

€. Dans le cas contraire, il appartiendrait 2 f&, ce qui reviendrait a dire qu'il

~

n'appartient pas & fM, Or le n-uplet de support [l,n] appartient 3 toute famille de

Moore. D'od :

g =o'+ol+..,.+a'.
1 0‘2 n

(10) LIMITE INDUCTIVE D'UNE APPLICATION MONOTONE_ET EXTENSIVE (resp. Contractante)

o R o i - Y T

FE-E-S-F - F-5 BN 35 54555 F NS R0 F-Sp-pog R e R

On a vu au chapitre I que si 1'on se donne une application extensive et mono-
n

"tone f d'un ordonné fini E dans lui-m@me, la suite monotone croissante f',f%,...,f ,...

stationne au bout d'un nombre fini de pas sur la plus petite fermeture f qui majore
- ~ . , . n
f ; le résultat est le méme si f est contractante, simplement la suite fl,fz,...,f 5

décroit et stationne sur la plus grande fermeture duale qui minore f.

Supposons que l'on consid@re maintenant le cas d'une application F : " » B"
possédant les propriétés Si—dessus ; si F],Fz,...,Fn sont les fonctions composantes
de F, on pourra calculer F en itérant les calculs des Fi(Fl’FZ""’Fn)' Une telle
méthode oblige & chaque pas @ remplacer toutes les variables par les fonctions cor-

respondantes. Nous allons donner des algorithmes plus adaptés au probléme.

(A) F : B" > 8" est Mohatone et axten§ive

mEEESImEs

. n n , L . . ~
"Si F : B > B est une fonction monotoiné et extensive, la fonction booléenne

simple f& attachée 3 la famille de Moore M des invariants de la limite induc-

tive F est égale a Z(ai.Fi)".

En reprenant 1'étude qui a été faite au paragraphe 4, cela revient d dire que
Z(ui.Fi) = Z(ai.Fi). Avant d'établir ce théoréme, remarquons qu'il donne une réponse

- ) ’ B - . n -
a la question de savoir si la représentation d'une fermeture sur B  est plus &cono-
‘ p




'mique en utilisant la fonction bool&enne simple ﬁ&. On a vu en effet que tout mo-
ndme premier de f& était le produit d'une variable complémentée ui par un mondme

. k ~ : . . s ' .
crolssant “i ne dépendant pas de la variable ai' Considérons alors une base premiére

queleonque de £, et &crivons 14 sous la forme :
LI | t 1
M= a].m]+a2.q3+...+un.¢3

ol les qg sont des sommes de mondmes croissants ne dépendant pas de la variable a, .
I1 résulte alors du théoréme précédent que la fonction géndrale F donE les compo-
santes sont les fonctions ui+¢& a pour limite inductive la fermeture F dont les
invariants constituent la famille de Moore M. Par conséquent, considérer une base
premiére de f&.revient & considérer une fonction générale F monotone et extensive
dont la limite inductive est égale 4 la fermeture donnée. Les deux représentations

d'une fermeture sont donc aussi &conomiques.

Démonstration du théoréme :

Un n-uplet (al,az,...,an) de support I appartient au sous—ensemble caracté-

ristique M de la fonction booléenne simple fM si et seulement si on a 1'égalitéd

(E) : (ITa,. Tah).f! =0
ier + ogeg M
Compte tenu de 1'égalité f! = X L (@l.F.), (E) est &quivalent 3
M ie[l n 1 1 ,
9

L (I al).F.) =0, soit :
jfr jer 3

¥j £1: (I a')F. = 0.
jer 1

Cette derniére condition est é&quivalente 3 :
Vi £1: Fj(al,az,...,an) = 0.
Soit F(a],az,.,.,an) < (al,az,..a,an). Comme F est supposé& extensive, on en conclut

F(al,az,...,an) = (al,az,...,an). Ce qui montre que M est 1'ensemble des invariants

de F ; ces invariants sont ceux de la limite inductive.
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Exemple : Soit la fonction F : B5 > B5 représentée par ses composantes :
FA = A+D+BC
FB = B+AC
FC = C+E+AB
FD =D
FE = E

f& = A'D+A'BC+B'AC+C'E+C'AB. Un calcul de la base premidre compléte donne
f& = A'D+A'BC+A'BE+B'AC+B'CD+B'DE+C'E+C'AB+C'BD, fonction qui a déja &té envisa-
gée dans l'exemple traité au paragraphe 5.

Procédés pratiques de stabilisation de F :

1) On cherche la base premiére compléte de f& = Zai.Fi par une des méthodes clas-

siques : algorithmes de consensus, double dualisation ... (cf. Algébre de Boole
J. Kuntzmann [181).

2) Mettre un ordre total sur les variables, par exemple a],a ,an. Remplacer

g
chaque fonction Fi(dl,...,un) par Fi(Fl,...,an) 3 soit Fi,F',...,F% les nouvel~-
les fonctions trouvées. Remplacer chaque Fi(al’QZ"°"an) par

° -~ o & ’
Fi(al,Fé,...,an) ;3 etc... jusqu'a la derniére variable o -

La justification de cet algorithme est basde sur un algorithme de formation

des consensus d'un ensemble de mondmes. En effet, remplacer toutes les fonctions

Fi(al,...,an) par Fi(Fl,...,an) revient & calculer tous les consensus des mondmes
de f& par rapport & la variable o On sait qu'en calculant successivement les

consensus par rapport aux variables ordonnées, on forme tous les mondmes premiers

(cf [18]).
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(B} F : B" > B" est monotone et contractante

a) Stabilité d'une variable :

. . . n .
Soit une application monotone et contractante F : B -+ B” dont les fonctions

composantes sont F],Fz,occ,Fn, et un mondme croissant m par rapport aux variables

ul,uz,,o.,an. On dira qu'une variable G est stable par rapport au couple (F,m)

si 1'une des deux conditions suivantes est réalisée :
Li] m ne dépend pas de o 3
[ii] m dépend de O, et m < F.,
; i i

La condition m < F, est équivalente 3 m.Fi = m. Compte tenu du fait que la

variable oy appartient 3 m et 3 tout mondme premier de Fi’ m.Fi est le résultat

de la substitution dans m de la variable 0, par la fonction F.. La condition [ii]

peut donc s'écrire m(ul,uz,o,.,an) = m(al,az,...,Fi,...,an). Lorsque m ne dépend

pas de ui, cette derniére égalité est équivalente 3 la condition [iI. D'ol :

"Une variable o; est stable par rapport au couple (F,m) si et seulement si

m(al,az,n.o,an) = m(al,az,.,n,Fi,.n,,an) ",

’

Théoréme

- . \ n . .n -
"Etant donné une application monotone et contractante F : B" - B" et sa limi-

si et seulement si
chacune de ses variables est stable par rapport 2 met a F ". .

o o W - 3 \V
te inductive F, un mondme m est régulier par rapport i F

~ ~ ~

1,“2,.,“,}?‘n les fonctions composantes de F, par FI’FZ""’F

celles de ﬁ, par F?, F;,nnn,F; cglles de F'.

Désignons par F

n
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Condition nécessaire :

~

Si m est régulier, pour chacune de ses variables ;5 on a 1'inégalité m < Fi°

Compte tenu de 1'égalité F < F, on doit avoir par transitivité m < Fi'

Condition suffisante :

Par hypothése, 1'égalité m(@],az,.‘.,dn) = m(ul,az,...,Fi,...,un) est valable

pour tout indice 1. On en tire 1'égalité m(al,az,...,an) = m(Fl,F Fn). Pour

greees
toute variable o du mondme m, l'inégalité m(al,uz,..,,an) < Fi(al,az,...,

que m(Fl’FZ"'°’Fn) < Fi(Fl,Fz,una,Fn) = Fi(al,uz,...,un). D'oll en tenant compte de

un) impli-

la premiére égalité,m(ul,uz,ﬂ.g,mn) < Fi(al,az,...,un). Cette inégalité valable pour
toute variable o du monbme m prouve que toute variable est stable par rapport au
couple (F%,m). On en d&duit par récurrence que pour tout entier n, toute variable
est stable par rapport au couple (Fn,m). Puisqu'il existeNun entier n tel que

U o= F, toute variable est stable par rapport au couple (F,m), donc m est régulier

par rapport a F.

b) Algorithme de calcul de F :

Nous distinguerons deux types de variables, les variables sous leur forme

normale {o,,0.,...,0 }, et les variables surlignédes {o 50 s+ e s30 t. Un mondme
o e 1°72 n g 1 >n ——

2
surligné est un ensemble de variables normales et de variables surlignées, cha-

cune d'entre elles apparaissant sous une forme au plus ; par exemple ABCD est un
mondme surligné, mais non ABB. Le support d'un monSme surligné est le mondme crois-
sant obtenu en supprimant tous les surlignements ; par exemple le support de ABCD

est ABCD. Une fonction surlignée est une somme formelle de mondmes surlignés ;

exemple : ABCD+BC. Le support d'une fonction surlignde s'obtient en faisant la
gsomme booléenne des supports de ses monlmes ; par exemple, le support de ABCD+BC

est égal a ABCD+BC = BC.

Produit de deux monOmes surlignés

3

Il s'obtient en faisant le produit booléen des supports et en surlignant toute
variable qui est surlignée dans 1'un des deux mondmes : exemple :

ABCD .BCDE = ABCDE.
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Produit de deux fonctions surlignées

I1 s'obtient en effectuant les produits deux i deux des monSmes surlignés
de l'une par ceux de 1l'autre. Exemple :
(AB+BC) . (AC+AB) = ABC+AB+ABC+ABC.

Réduction d'une fonction surlignée

La réduction d'une fonction surlignée s'obtient en prenant les mondmes pre-
o ~ » [ ’ -
miers de son support, chacun de ces mondmes premiers est ensuite surligné par la

régle suivante :

Si le monOme premier m est support des mondmes surlignés MMy e eyt rempla-

cer m par le produit des mondmes surlignés My M.y .

Exemple : Soit AEC+ABE+KBC+BED+§5D+A§CD, le support est ABC+BCD. ABC est remplacé
par le produit ABC.ABC.ABC = ABC et BCD par le produit BCD.BCD = BCD. La réduction

Fonctions surlignées E&quivalentes

Fonctions ayant méme forme réduite. Exemple : AB+AB+BCD = AB+BCD+BCD.

L'algorithme que nous allons décrire est basé sur le calcul des fonctions

surlignées qui vient d'@tre décrit

. n .
Soit F : B » B la fonction monotone et contractante dont on cherche la

limite inductive ; F]’FZ"'°’Fn sont les fonctions composantes de F.

Initialisation de 1'algorithme

Dans chaque fonction Fi’ surligner la variable o dans chacun de ses mondmes.
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Exemple : Si on considére la fonction F définie par les composantes
P p D

F, = AB+AC
F, = BC
F, = CA+CB,

on construira les fonctions surlignées

= A +—
FA AB+AC
FB = BC
nl o ~ +.- N
bc CA+CB

Régle de progression de l'algorithme

Si il existe dans une fonction composante Fj un mondme | dont une variable 0
n'est pas surlignée, remplacer O, par la fonction Fi et calculer la nouvelle fonc~

tion réduite ainsi obtenue.

Exemple : Considérons dans FC la variable A non surlignée du mondme CA. La régle

conduit & poser

Fo = C(AB+AC)+CB = ABC+AC+CB = AC+CB.

On trouve ainsi le nouvel ensemble de fonctions :

F, = Ap+hc %) )
A

Fy = BC

F ., = CA+CB.
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Convenons désormais de marquer par une &toile (%) la variable non surlignée &i qui

va €tre remplacée par sa fonction Fi correspondante, on peut obtenir la suite de

transformations :
F, = AB+AC | AB+iC | As™4c | K¢
Fy = BC 3¢ BC BC
T, = Ca+C®) | CA+CB | Gh+CR CA+CB

On arrive ainsi & une fonction générale F qui ne peut plus &tre transformée. Ceci
se produit dans tous les cas ; pour le voir, il suffit de définir la relation d'or-

dre suivante entre fonctions réduites surlignées :

[i] un mondme surligné m' ayant méme support qu'un autre monBme surligné m" est
inférieur ou &gal & ce dernier si toutes les variables surlignées dans m'

sont également surlignées dans m". Exemple : ABC < ABC.

|ii] une fonction surlignée f' est inférieure ou &gale 3 une fonction surlignée f"

si 1'une des deux &ventualités suivantes se produit :

- le support de f' est une fonction booléenne strictement inférieure au support
de f" ;

- les deux supports sont &gaux et pour tout mondme premier de ce support, sa
forme surlignée dans f' est inférieure ou &gale & sa forme surlignée dans

f". Exemple : AB+AC < AB+AC.

Cette relation est manifestement un ordre entre les fonctions réduites surli-
gnées et on vérifie aisément qu'ad chaque pas de 1'algorithme la fonction composante
Fi qui est transformée est remplacée par une fonction strictement inférieure. L'al~

gorithme se terminera donc puisque le nombre de fonctions réduites surlignées est

fini.
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Remarque — A partir de cet algorithme initial, on peut imaginer d'autres algorithmes
8quivalents en ce sens qu'ills donneront-les-mémes fonctions totalement surlignées’finales.
Par exemple, on peut ordonner totalement les variables‘{al,az,...,an} et remplacer

au pas de numéro i la variable o, par F.. Il est facile de voir 1'équivalence avec

1'algorithme précédent ; au niéme pas, on possédera les mémes fonctions totalement

surlignées.

"Les supports des fonctions totalement surlignées obtenues en fin d'algori~

thme sont les composantes de la limite inductive".

En utilisant le th&or&me &tabli en a), on voit que ce dernier théoréme est

une conséquence de la propriété suivante :

"A chaque pas de l'algorithme (i.e. transformation d'une fonction composante
par substitution de l'une de ses variables non surlignée), pour tout mondme m ap-
partenant i une des fonctions surlignées réduites Fi’ toute variable ¢, surlignée

du monGme m est stable par rapport a& la fonction initiale F et au support de m ".

La vérification de cette dernidre propriété s'effectue aisément.

(A) Introduction

La notion de préordre régulier sur un treillis de Boole peut servir i étudier
les familles de Moore de caractére fini. Ces familles de Moore sont un cas parti-
culier des familles de caractére fini telles qu'elles ont &té définies par Tukey
[34], Birkhoff [4] en a donné les principales caractéristiques en démontrant que
chacune d'entre elles est identique 3 la famille de Moore des sous-algdbre d'une‘

1

certaine algébre abstraite.
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Rappelons qu'une algébre abstraite est définie par la donnée d'un ensemble E

'algs £ d i 'opérations ,
(support de 1'algébre abstraite) e une famille d operatlgns {fi}lEI’ chacune
d'entre elle &tant une application n-aire (n variable) de E~ dans E. On distingue
en particulier les opérations unaire (n = 1), binaire (n = 2), ternaire ( n = 3)

etc... Un sous-ensemble F C E est support d'une sous-algdbre si pour tout i appar-

tenant 3 I, fi(Enl) CE —n; étant l'ordre de 1'opération fi—. Les suppdrts de sous-

algébres constituent manifestement une famille de Moore.

Avant d'aborder 1'étude des familles de Moore de caractére fini, nous allons
donner dans ce paragraphe les propriétés du systéme de génération des familles de
parties utilisé par Tukey pour introduire les notions de caractére fini. Nous verrons
(E) que ce procé&dé de génération est formellement analogue au procédé de décomposi-
tion d'une fonction booléenne ; nous emploierons donc une terminologie rappelant

cette analogie.

(B) Décomposition d'une famille de parties

P ’

Soit une famille ¢ de parties d'un ensemble E (® est sans répétition), une

décomposition de & est une relation binaire [P(E),W,P(E)] telle que P € ¢ <=>

¥F € R,¥ ¢ P NF YT est vérifié. RZW représente le résultant 3 droite de la rela-

tion ¥, i.e. 1l'ensemble des parties F telles qu'il existe G vérifiant G ¥ F. Le

résultant RZW sera également appelé& support de la décomposition, les parties ap-

partenant:d RZW seront appelés ensembles de décompesition. Enfin, on dira fréquem~

ment que la relation Y engendre la famille de parties &,

Notons tout de suite que toute famille ¢ admet au moins une décomposition

constituée par les doublets (G,F) tels que G € & et F = E.

Deux relations distinctes ¥' et ¥" peuvent engendrer une méme famille ®. On

distinguera en particulier les décompositions normales constitues par des couples

(G,F) tels que G < F, et les décompositions réduites pour lesquelles tout couple

(G,F) est de la forme (P N F,F), P &tant un sous-ensemble de la famille engendrée.
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Nous ne considérerons désormais que des décompositions normales. Pour normali-
ser une décomposition, il suffit de supprimer ses couples (G,F) ne vérifiant pas
G & F, la décomposition ainsi obtenue engendre évidemment la méme famille. De méme,
on peut réduire une décomposition en supprimant ses couples (G,F) non égaux 3 au

moins un couple (P N F,F) ; la famille engendrée est également inchangée.

Propriété |

"Deux décompositions d'une méme famille de parties ont une méme décomposition

réduite si et seulement si elles ont méme support ".

Preuve immédiate. Cette propriété@ nous permettra de parler de la décomposition
d'une famille donnée ® ayant un support donné S ; une telle décomposition n'existe
pas nécessairement, nous &tudierons en F les supports de décomposition possibles

pour une famille donnée 0.

Propriété 2

"Une décomposition réduite ¥ engendre une famille de Moore si et seulement si
pour tout F appartenant & son support, l'ensemble des parties G vérifiant

GYF est une famille de Moore sur F".

Preuve immédiate. ,

(C) Famille de caracténe fini

Une famille de parties est de caractére fini si elle admet une décomposition

Y dont le support RZW ne contient que des ensembles finis. On dira de plus que la
famille a un indice fini si elle admet une décomposition ¥ telle que les cardinaux
des ensembles appartenant d Ry)¥ soit bornés; la valeur minimale du plus grand cardi-
nal de RZT pour toutesles décompositions de cette famille est alors appelée 1'indice

de cette famille.
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D'une fagon générale, une relation binaire [}KE),W,P(E)] telle que GYF => G

et F finis, sera appelée une relation & composantes finies. On voit ainsi que les

familles de caractére fini sont celles qui sont engendrédes par les relations &

composantes finies.

Il existe évidemment des familles qui ne sont pas de caractére fini sur un
ensemble infini quelconque ; il suffit par exemple de considérer la famille de toutes
ses parties finies. Par contre, il est immédiat que toute famille d'un ensemble

fini est d'indice fini, cet indice &tant au plus égal au nombre d'éléments de cet

ensemble.

(D) Expression booléenne de La famille engendrie par une nelation normale

Soit ® la famille engendrée par une relation Y. Introduisons les familles

engendrées par les relations normales vérifiées par le seul doublet (G,F) ;

)
G,F
@F G est l'ensemble des parties dont la trace sur F est égale i G, une telle famil-
3
le est non vide puisque G € F. Pour tout F appartenant au support RZW, posons
WF = U ®G F b il est alors immédiat que & = N WF.
GYF ’ FERZW

Cette expression booléenne de la famille & suggére une interprétation des
décompositions par 1'algébre de Boole, cette interprétation qui est développée dans
la suite justifiera le terme de décomposition qui a &té adopté.

’

(E) Décomposition d'une fonetion bookéenne

Une décomposition d'une fonction booléenne ® dépendant d'un ensemble de varia-
P

bles E est constituée par la donnée de n sous-ensembles distincts de variables
F. ,F,,...,F appelés ensembles de décomposition et de n fonctions boolé&ennes
172 *“n

wl,¢§,..,,¢% appelées facteurs de la décomposition tels que :

1) chaque facteur ¢& ne dépend que des variables de Fi

i

2) D=L, e D
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Remargues

1) Nous avons implicitement défini les seules décompositions en produit, une

décomposition en somme serait du type Y = W +¥ +aa.+?n. En fait les décom~

positions en somme sont les duales des precedentes puisque ® = ® @ o,.¢£

est équivalent & q# q¥+¢$+.cn ¢§.

2) Il est nécessaire de remarquer qu'une décomposition est définie & la fois par
ses facteurs et ses ensembles de décomposition. Par exemple, les décompositions
'.(b'+c), a'.(b'*c).a", (a'+b).(b'+c).(a'+c') de la fonction ® = a'b'+a'c
relatives aux ensembles de décomposition [a,bc},[ab,bc,ac],[ab,bc,aé]

sont distinctes.

Nous ne nous sommes occupés dans cette définition que des fonctions bool&ennes
d'un nombre fini de variables, cette définition reste inchangée lorsque le nombre
de variable est infini. Il faut seulement prendre garde au fait queles opérations de
somme et produit peuvent &tre définies sur une infinité de termes, en particulier

on distinguera les mondmes finis dépendant d'un nombre fini de variables et les

~ e e
monomes infinis.

Théoréme

"Les décompositions normales d'une famille de parties d'un ensemble E corres-
pondent biunivoquement aux décompositions de la fonction booléenne caracté-

‘ristique de cette famille de parties '".

Reprenons 1'expression booléenne de la famille ¢ engendrée par une relation

normale ¥ ; on a posé ¥, = U9 , et on a trouwvé & = N VY
F G,F
GYF FGRZW
Chacune des familles @G F correspond & un mondme canonique pir rapport aux variables
()
de F

P
, une variable de G(F) étant non accentuée si 1'élément de E correspondant

() pour simplifier les notations, nous confondrons les éléments de 1'ensemble E dorné

avec les variables booléennes associées.Le mondme canonique associé i ®C F est
P d 2
noté G(F).




appartient 4 G, accentuée dans le cas contraire. La fonction booléenne associée & WF
est 8gale 3 la somme des monOmes E(F) tels que GYF soit vérifié ; si on note QF cet~
te fonction ne dépendant que des variables de F, on voit que la fonction booléenne

3 associde 3 ¢ est égale a I @F' Les fonctions @F et les ensembles de variables

F définissent donc une décogggg?tion de ¢.

Réciproquement, donnons nous une décomposition d'une fonction booléenne ® dont
les ensembles de décomposition constituent une famille sans répétition S, et notons
@F les facteurs de décomposition associés & chaque ensemble de décomposition F € S.
La relation Y constituée par les couples (G,F) tels que F € S et E(F) < QF est nor-
male et constitue manifestement une décomposition de la famille ® associée 3 ®. En-
fin, on voit que la correspondance entre les deux types de décomposition est biuni-

voque.

Corollaire 1

"Une famille de parties est de caractére fini si et seulement si le complé-
mentaire de sa fonction booléenne caractéristique est une somme de mondmes

finis ".

Corollaire 2

"Une famille de parties est d'indice fini < k si et seulement si le complé-
mentaire de sa fonction boolé&enne caractéristique est une somme de mondmes

dépendant de k wvariable au plus ".

Ces deux corollaires sont des conséquences immédiates de ce théorém& en utili-
sant les décompositions en somme de la complémentaire d'une fonction décomposée en
produit. Ce théoréme va nous permettre &galement de déterminer les décompositions
d'une famille de parties en appliquant les régles de calcul des mondmes d'une fonc-
tion booléenne. Cette détermination ne pourra se faire que dans le cas des familles
d'un ensemble fini en utilisant les algorithmes relatifs aux fonctions booléennes d'un

nombre fini de variables.
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1) Supports minimaux d'une décomposition

Soit une famille @ de parties d'un ensemble E dont on connait une décomposi~
tion Y. Le support RZW de cette décomposition est un recouvrement partiel de E ;

nous utiliserons lesré&sultatsénoncésdans 1'annexe I sur les recouvrements partiels.

On dira qu'une_famille ® admet une décomposition de support S, si il existe

une décomposition Y de cette famille telle que RZW = 5. Rappelons que dans ces con-

ditions S détermine une et une seule décomposition réduite.
Propriété

"Si une famille ¢ admet une décomposition de support S, pour tout S' vérifiant

S = 8', ¢ admet également une dé&composition de support S' M.

Soit ¥ la décomposition réduite de support S. Construisons la relation ¥' cons-
tituée par les doublets (P N F',F') pour F' € S' et P € &, La famille &' engendrée
par ¥' contient manifestement ¢. Réciproquement, considdrons un sous—ensemble
P' € @', et démontrons que pour tout F appartenant & S, (P' N F,F) € ¥, Il existe un
sous~ensemble F' 2 F dans la famille 5' ; ce sous-ensemble est tel que (P' N F',F)€ y!
puisque P' € @', Le procédé constructif de ¥' implique 1'existence d'un sous—ensem-
ble P €dtel que (P NF',F') = (P' NF',F'). De 1'inégalité F S F', on tire la
suite d'égalité PNF = (PNF') NF = (P' NF') NF =P NF, d'ou l'on tire
( NF,F) = (P' NF,F). Puisque (P N F,F) appartient 3 ¥, il en est de méme de
(' NF,F). -

Restreignons nous maintenant au cas d'une famille ® sur un ensemble fini.

I1 résulte de la propriété que si S est un support d'une décomposition de @, il en

est de méme pour S et toute famille de partie S' telle que S' = 5. Il suffit donc
de s'intéresser aux seuls supports libres de la famille ; parmi ceux 13, il suffira

de déterminer les supports libres minimaux pour la relation d'ordre <.
Pp
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Il est d'autre part immédiat que S est un support de ® si et seulement si il existe
une &criture en somme de mondmes de la fonction @' associe au complément de ¢ telle
que chacun des mondmes de cette écriture dépende d'un ensemble de variables inslus
dans une des parties appartenant & S. Etant donné que les mondmes premiers de @'
sont ceux qui dépendent du moins grand nombre de mondmes, la recherche des supports

minimaux revient & celle des bases premidres minimales de 9.

2) Exemple

Sur l'ensemble constitué par les quatre éléments {A,B,C,D}, cherchons les
supports libres minimaux des décompositions de la famille ¢ =‘{¢,A,B,CD,AB,BCD,ACQ}.
La fonction booléenne associée 3 @ est ® = A'CD+C'D'+B'CD. La complémentation de &
donne tous les mondmes premiers de 5', soit :

5' = CD'"+C'D+A'B'C'+A'B'D"'.
1 2 3 4

On numérote les mondmes premiers et on &crit les relations de consensus de
deux monlmes sous forme d'une fonction générale monotone et extensive, F , des

variables 1,2,3 et 4 (cf. 6~B ), soit :

F] =1
F2 = 2
Fy = 3+24
F4 = 4+13,

Le procédé de calcul de la limite inductive de F montre que F = F (cf. 10 ),

par conséquent la fonction BASE ® (cf. 6-B) de 5' est égale 3 FI'FZ'FB'F4 = 123+124.

On trouve ainsi deux bases premi&res minimales




- 179 -

LSl
]

(C'D+CD')+(A'B'C")

(C'D+CD")+(A'B'D") .

12
RO =
fl

Les supports correspondants des décompositions sont {CD,ABC} et {CD,ABD}.
Traitons par exemple le cas de la premiére décomposition constitude par les som-
mes C'D+CD' et A'B'C' ; la complémentation de chacune de ces sommes donne les fac-

>

teurs de décomposition de 9, soit CD+C'D' et A'+B'+C', On trouve donc :
® = (CD+C'D").(A'+B'+C").

En appliquant le procédé constructif décrit dans la démonstration du théordme,

on trouve la décomposition correspondante de la famille @' soit :

Y = {(cp,cD), (#,CD), (BC,ABC), (AC,ABC) , (AB,ABC) , (A,ABC) , (B,ABC),
(C,ABC), (§,ABC) }.

Ry e e e T Py

(A)  Geéndration d'un préorndre négulien

Soit un ensemble E, dé&signons par RE 1l'ensemble des relations binaires
[P(E),p,P(E)]. RE est un treillis de Boole par yapport & 1'inclusion dont le sous-
ensemble PE des préordres réguliers sur P(E) constitue une famille de Moore. Par
conséquent, pour toute relation binaire p sur P(E), il existe un plus petit préor-

dre régulier 5 tel que

(?,Q) €p => P —3Q[p].

On dira que p est engendré par p. De cette définition découle immédiatement




Propriété 1
"P est un optimum de 0 si et seulement si
¥(G,F) €p, GSCP=>FCP ",

Une relation p sur P(E) sera dite &lémentaire si (G,F) € p implique Card(F) = 1

et F & G. La décomposition élémentaire d'une relation p consiste 3 associer i cha-

cun de ses doublets (G,F) 1'ensemble des doublets (G,f) tels que £ €Fetf £G. On

vérifie immédiatement les
Propriété 2

"Le préordre engendré par une relation p est identique i celui qui est engen-

dré par sa décomposition élémentaire ".

En particulier, la décomposition &lémentaire d'un préordre régulier p est la
relation p constituée des doublets (G,f) tels que G —e f[S] et £ £ G ; ce qui
revient encore i dire que (G,f) € p <=> G est une attribution &lémentaire de f

(cf. 2 ). D'ol

Corollaire

’

~

"Tout préordre régulier P est engendré par sa décomposition élémentaire p cons~

titué des doublets (G,f) tels que G soit attribution é&lémentaire de f."

Considérons le cas ol E est fini, une variable booléenne é&tant attachée i cha-
cun de ses éléments. Les relations élémentaires qui engendrent 5 sont lides aux
fonctions booléennes générales monotones et extensives, F : P(E) - P(E), dont la
limite inductive, %, est la fermeture associée 3 5. Une telle relation é€lémentaire
s'obtient en prenant tous les couples (G,f) tels que G soit un mondme premier dis—
tinct de f de la fonction composante F.. Réciproquement, le procédé inverse permet
de construire 3 partir d'une relation &lé&mentaire p une fonction F de limite induc—

~

tive égale & F.
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(B) Caractérnisation des préondrnes néguliensde caractire fini

Ces préordres sont ceux qui définissent des familles de Moore de caractére
fini.
Theéoreme

"Un préordre régulier est de caractére fini si et seulement si il est engen-

dré par une relation & composantes finies ".

Condition nécessaire

~

Soit un préordre régulier 0 définissant la famille de Moore de caractére fini
M. 11 existe une décomposition réduite ¥ de la famille M dont le support RZW est cons~
titué par des ensembles finis. Pour tout F appartenant 3 RZW, 1'ensemble des parties
G telles que (G,F) € V¥ constitue une famille de Moore MF de 1'ensemble F (cf. R
propriété des décompositions réduites d'une famille de Moore). A chaque partie P,
associons le plus petit sous-ensemble PF qui majore P N F dans la famille Mf. Par

définition de la famille engendrée par ¥, M est caractérisé par la propriété :
[r]Qem<=>wr €rY¥:QNF=0Qq,.
Considérons maintenant la relation T i composantes finies constituée par les
couples (P N F,PF) définis pour tout P € P(E) et tout F € RZW. D'aprés la propriété

1 établie en A), la famille de Moore M' des optimums du préordre régulier T engen-—

drée par T est caractérisée par la propriété

[r,] Q €n' <=> [¥F €R)Y, ¥» €P(E), PNFCQ => P, SQ -

Nous allons démontrer que 0 = T en prouvant que M = M'.
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1) McM

Soit up ensemble Q appartenant a M, c'est-a-dire vérifiant QNT = GF pour tout
F pris dans RZT. Tout sous-ensemble P € P(E) vérifiant P N F Sfa vérifiera aussi
PNF Efa N F, ce qui implique P EEGF' L'hypothdse Q N F = aF impliquera donc
Pp cQNF c Q, donc Q € M' d'aprés [Tr?_].
2) M' C M

Soit une partie 6 prise dans M' ; en appliquant [ﬂzj au sous~ensemble P = Q,
on voit que aF E}Q est vérifié. Cette inégalité implique 6F = QF nFr E;Q NF ;

d'autre part, Q N F est inclus dans aF par définition. On trouve donc Q NF = aF

pour tout F pris dans RZW, ce qui montre que a € M d'aprés f[nlj.

Condition suffisante

Considérons un préordre régulier engendré par une relation p & composantes
finies, On peut toujours supposer 0 élémentaire et constituée de doublets (G,f)

vérifiant la condition f £ G. La famille Mdes optimums de P est caractérisde par
[r] P €M<=>¥(@G,f) €p, 6SP=>f €P,
Le prédicat ¥(G,f) € p, G C P =>f €P est équivalent au prédicat ¥(G,f) € p,
P N (G+f) # G, En effet, si G S P et P N (G+f) # G, la seule valeur possible de

P N (G+f) est G+f, ce qui implique £ € P. Considérons donc la relation ¥ & compo-

santes finies déterminée par les doublets (S,T) tels que :
1) E(G’f) € Py T = G+f

2) ¥(G,f) €p, T =0G+f => S ¢ G

1

3) S CT.
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La seconde forme du prédicat définissant M est &quivalente 3 ¥T € RZW,

(P NT,T) €Y. Ce qui montre que M est de caractére fini.

Corollaire
"Un préordre régulier { est de caractére fini si et seulement si il est en-
gendré par les doublets (G,f) tels que G soit une attribution &lémentaire

finie de £ ".

(C) Caracténisation des préondres néguliens d'indice fink

Théoréme

"Un préordre régulier est d'indice fini < k (k entier positif non nul) si et
seulement si il est engendré par les doublets (G,f) tels que G soit une at-

tribution élémentaire de f contenant au plus k-1 &léments “.

Condition nécessaire

Si la famille de Moore associée au préordre est d'indice < k, elle admet une
décomposition ¥ composée de doublets (G,F) tels que Card(F) < k. Les doublets
(P N'F,F) composant la relation T construite pour la démonstration de la condition
nécessaire du théoréme précédent sont tels que Card(P N F) < k. La décomposition &lé-
mentaire de T sera donc composée de doublets (G,f) tels que Card(G) < k. En fait,
1'égalité Card(G) = k ne pourrait &tre obtenue que si G =P NF = F, mais alors

nécessairement f appartiendrait & G. Par consdquent (G,f) € T => Card(G). < k-1.

Condition suffisante

Si le préordre est engendré par une relation &lémentaire constitude de dou-
blets (G,f) tels que Card(G) < k-1, la décomposition ¥ construite pour la démons-
tration de la condition suffisante du théoréme précédent a son support constitué

des parties G+f de cardinal < k.




(D) Seconde méthode d'étude des préordres réguliers de caractdrne find

Les deux théorémes qui ont &té établis en B) et C) peuvent se déduire direc-—
tement ‘du théoréme qui a été établi en 11-E). En effet, ce théoréme lie la notion
de caractére fini 3 celle de décomposition d'une fonction bool&enne ; plus exacte-—
ment, nous avons vu qu'une famille ¢ est de caractére fini si la complémentaire de
sa fonction booléenne caractéristique est une somme de mondmes finis. Dans le cas ol
® est une famille de Moore, nous avons vu au paragraphe 5 que les monOmes premiers
de sa fonction bool&enne caractéristique sont de la forme f'.G ol G est une attribu-
tion élémentaire de f ; ce résultat permet d'établir immédiatement le théoréme
énoncé en B). Nous avons vu également qu'une famille de caracté&re fini est d'indice
fini < k si et seulement si la complémentaire de sa fonction booléenne caractéris-
tique est une somme de mondmes dépendant de k variables au plus ; ce résultat per-—

met d'établir le théoréme &tabli en C).

(E) AppLications

a) Algébres abstraites

Soit une algébre abstraite de support E dont les opérations sont les appli-
cations {fa}a N La définition du support d'une sous—aigébre montre clairement
que ces supports sont les optimums du préordre régulier engendré par la relation
a composantes finies constitu@e par les doublets ({al,az,...,an}, fa(a],az,.,.,an))
o 1'on prend pour chaque opération fu n-aire 1'image de tout n-uplet (al,az,..,an).
I1 résulte alors du théoréme &tabli en B) que les supports des sous—algébres cons-
titue une famille de Moore de caractdre fini ; si de plus la n—arité dés opérations
est bornée par un nombre k, on obtient une famille de Moore d'indice < k1. Réci-
proquement, toute famille de Moore de caractére fini est isomorphe 3 1'ensemble des
supports d'une algébre abstraite ayant éventuellement un nombre infini d'opérations
il suffit de considérer une relation élémentaire p qui engendre le préordre régu-

lier correspondant, et associer & chaque couple (G,f) une opération ®, n-aire,
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telle que n = Card(G), ®(G') = f pour un n-uplet G' quelconque contenant tous les
8léments de G, W(G") = g

Si la famille de Moore est d'indice fini, on construit ainsi une algébre abstraite

ot g" appartient & G" pour tout autre n-uplet G" # g'.

dont les opérations ont une n—arité bornée par cet indice +1. On retrouve ainsi

les propriétés établies par Birkhoff [ﬁl.

b) Problémes relatifs aux familles de Moore d'indice 3 :

La représentation d'une famille de Moore de caractére fini par une algébre
abstraite peut nécessiter une infinité d'opérations. D'autre part, on ne sait pas

(%) )

si 1'on peut se contenter d'opérations prises dans une certaine famille

Exemple Etant donné un treillis fini, est-il isomorphe au treillis des sous-

monoides d'un monoide ?

De 1'étude qui précéde on déduit que ce treillis doit @tre de caractéristique
3 ; 1i.e. la famille de Moore qui lui est associée par son codage booléen doit Etre
d'indice 3 (cf. Chapitre II). Cette condition est aisée 3 vérifier par les algori-
thmes développés dans ce chapitre. La question demeure posée de savoir si cette

condition est suffisante.

Un autre exemple important de famille de Moore d'indice 3, est celle qui est
fournie par l'opération binaire non partout définie de consensus booléen ; i.e.
on se donne k monOmes booléens et leurs relations &lémentaires de consensus, un
ensemble de p mondmes sera dit fermé si les consensus pris deux 3 deux de ces p
monOmes font partie de ces p monOmes, les ensembles ainsi fermés constituent mani-
festement une famille de Moore d'indice 3. On voit que tout les U-irréductibles

d'une telle famille sont atomiques et r&duits & un seul &lément. La réciproque

pRe——

(%) Cependant, on voit facilement que toutes les opérations peuvent &tre commutatives,

i.e. la valeur de 1l'image d'un n-uplet ne dépend de 1l'ordre de ses composants.




est fausse, ainsi la famille de Moore représentée ci-dessous ne correspond pas

une relation de consensus entre trois monbmes bool&en A, B et C. En effet, C devrait
étre le consensus de A et B, donc A serait de la forme x'.m, B de la forme x.n

et C ne contient pas la variable x. B doit &tre le consensus de A et C ; puisque

C ne contient pas la variable x, le consensus doit se faire par rapport 3 une nou-
velle variable y. Compte tenu du fait que A est de la forme x'.m, il doit en défi-
nitive &tre sous la forme x'.y'.u ; de méme C est sous la forme y.v. Il en résulte
que B est de la forme x'.u.v, B contient donc x', ce qui est contradictoire avec

le fait que B contient x.

Le probléme de la reconnaissance des treillis finis d'indice 3 associés a
p

des relations de consensus reste ouvert.
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(1) INTRODUCTION_-_ PROBLEMES_POSES PAR_.." SYNTHESE DES SYSTEMES SEQUENTIELS

(A) Systemes séquentieds et circudlts 5éQaenLéeJA

Un systéme séquentiel S est défini par la donnée d'un quintuplet (S$,1,0,8,7)

ol S, I et O sont trois ensembles finis non vides dont les &l&ments sont appelés

respectivement &tats, entrées et sorties, ¢ et A sont deux applications de S X I

dans S et O appelées respectivement fonction de transition et fonction de sortie.

Un circuit séquentiel est un systéme séquentiel dont les trois ensembles S,

I et O sont des pulssances cartésiennes finies de 1'ensemble B i deux &léments ;
on a donc S = Bnl, I=238"2¢cto=238"% oOn représentera par X, Y et Z respective-
ment les variables booléennes générales prenant leurs valeurs dans S, I et O,
par X., Yj et Z, les variables booléennes simples composant X, Y et Z. § et A
sont alors des fonctions booléennes générales §: B™x "2 » Bnl,

A : B™ x B"2 » "3 ; on notera 6i et Ak les fonctions booléennes simples déter-
minant les valeurs de Xi et Z, en fonction de la valeur de la variable générale

X+Y.

k

Les circuits séquentiels sont les systémes séquentiels qui peuvent &tre

matériellement réalisés par l'utilisation

.

- d'éléments de mémoire pouvant mémoriser deux valeurs, associés aux varia-

bles booléennes Xi’

- de canaux d'entrée et de sortie, assimilables a des "fils', susceptibles de

conduire deux valeurs ( tension haute ou basse, intensité nulle ou posi-

L

~ d'opérateurs binaires dont les connexions réalisent les fonctions § et A.

tive, etc...), associés aux variables booléennes Yj et Z
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Les circuits séquentiels sont divisé&s en deux catdgories suivant que les va-
leurs emmagasinées en mémoire réagissent immédiatement (ou aprés un certain retard
technologique) sur les opérateurs binaires, ou bien que au contraire, le systéme
ne fonctionne que pendant certains intervalles de temps tré&s courts empéchant tout
retour des nouvelles valeurs d'états sur les opérateurs d'entrée. Dans le premier

cas, on a un systéme asynchrone qui peut changer plusieurs fois d'état alors que la

méme entrée est appliquée ; les autres systémes sont synchrones et changent une
fois d'état seulement pendant l'application d'une entrée. Notons que les caractéres
de synchronisme et d'asynchronisme peuvent tout aussi bien &tre définis sur des
systémes séquentiels en faisant abstraction de la réalisation technologique a
laquelle est due ce caractére. Nous traiterons essentiellement dans la suite des

systémes synchrones.

(B) Séquences d'entre/sontie d'un systeme séquentiel

Considérons un systéme séquentiel S = (S,1,0,8,A) dans un &état CH et appli-

quons lui une entrée il’ Ce systéme va passer de l'état S, d 1'dtat s| = G(SO,i])
en méme temps qu'il produit & 1'extérieur une sortie o, = X(so,i]). Si on applique
ensuite une nouvelle entrée iz, le systéme passera 3 1'état s, = 6(51,12) et pro-
duira une sortie 0, = A(sl,iz). D'une fagon générale, si on applique une séquence

d'entrée il'iz"'in 4 un systéme séquentiel dans 1'état S, il traversera une sé-

quence d'états s, .s o8 et produira une séquence de sortie 0. .0 £+:0 , ces deux

1772 172
s8quences étant telles que pour tout indice j.compris entre 1 et m, on ait les
relations 8; = (S(sj

,1j) et oj = A(sj_l,lj). Le couple (1].1 ...1n,o .0 ...on)

-1 2 12

est appelé une séquence d'entrée-sortie produite par 1l'état 5,°

[C) Synthese d'un cirncuit séquentiel - Spleification des séquences d'entrde-sontie.

Le probléme général consiste & réaliser un circuit sé&quentiel ré&pondant 3
certaines spécifications relatives aux s&quences d'entrée-sortie qu'il produira.
La fagon de définir ces spécifications est le plus souvent empirique (cf. [ J),

elle conduit le plus souvent i définir un systéme séquentiel incomplet
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S = (8,1,0,8,)) oi les fonctions § et A sont des applications partielles de S X I
dans S et O respectivement. Les indéterminations-nommées en anglais 'don't care
conditions'- correspondent & des caractéristiques de fonctionnement qui peuvent
étre arbitraires. Par exemple, si 1'&tat successeur d'un état s par une entrée i
peut &tre quelconque sans perturber la partie utile du circuit séquentiel que
1'on veut réaliser, l'application § ne sera pas déterminée sur le doublet (s,i) ;

la méme remarque est valable pour la détermination des valeurs de sortie.

D'une fagon plus générale, on peut considérer des systémes séquentiels partiel-

lement déterminés S = (S,I1,0,6,A) oli § et A sont des applications de S X I dans

P(S)~-p et P(0)-@ respectivement. Les applications § et A ont alors le sens suivant :
si on applique une entrée i & un &tat s, l'état successeur pourra &tre pris quel-
conque dans 6(s,i), et la sortie produite quelconque dans A(s,i). Il faut bien
noter qu'il ne s'agit pas de considérer tous les choix possibles de 1'&tat succes-
seur dans 6(s,i) ni tous les choix possibles de la sortie produite dans A(s,i), mais

d'effectuer un choix arbitraire qui sera compatible avec le circuit séquentiel 3

réaliser. Il est clair avec cette interprétation qu'un systéme séquentiel incom-
plet est un cas particulier de systé@me partiellement déterminé ; il suffit de
poser 6(s,1i) = S si § est non défini sur (s,i) et A(s,i) = O si A est non défini

sur (s,1).

’

Etant donné un doublet (so,i .iz...in) constitué par un état s, et une sé-

]

quence d'entrée il'i2"'in’ une séquence de sortie 0;+0y...0 est compatible avec

ce doublet si il existe une séquence d'états s,.s....8 telle que pour tout indice
ce doublet q 1°59 n q P

j compris entre 1 et n soient vérifiées les conditions sj E}G(sj_l,ij) et ~

oj E;A(sj_l,ij) ; si o +05.0.0 est unique on dira qu'elle est déterminde par le

1
doublet (so,il.iz...in), ou encore que ce doublet détermine une seule séquence de

sortie.




Etant donné un état s> une séquence d'entrée sortie (il'i2"'i s 01'02'°'0n)
n

sera dite déterminée par 5, si 0y:0y++.0 est déterminée par le doublet

(So,ll.lzu.eln).

(D) Problome de La néduction

Définition

Un état s' d'un syst@me séquentiel partiellement déterminé S sera dit plus
précis qu'un autre &tat s si pour toute séquence d'entrde i .i,...i , toute sé-
precis 1"t27
quénce de sortie compatible avec (S’il'iZ"'in) l'est également avec (S"il'iZ"'in)°
D'utte fagon générale, si on considére deux systémes séquentiels partiellement dé-
terminds S et S' travaillant sur les mémes valeurs d'entrde et de sortie, on dira

ue S' est plus précis que S si pour état s de S, il existe un &tat s' de S' plus
q q P p

précis que s.

Une premiére méthode de synthése d'un systéme séquentiel partiellement déter-
miné S = (S,1,0,8,A) consiste & construire un circuit séquentiel C' = (8',1',0',8",A")
tel que moyennant l'identification de I avec un sous—ensemble de I' et 1'identifica- |
tion de 0 avec un sous-ensemble de O', C' soit plus précis que S. Enipratique, on
procéde en deux temps : on cherche tout d'abord un syst&me séquentiel S' plus précis
que S et contenant un nombre minimal d'états, ensuite on le code en circuit séquen~
tiel en cherchant & minimiser la complexité du réseau d'opérateurs binaires. Nous
traiterons dans ce chapitre le premier de ces problémes, la minimisation du nombre
d'états d'un systéme séquentiel partiellement déterminé.

Remarque - On vérifiera aisément en se reportant & la théorie des systémed séquentiels
incomplets (cf. |14| ou r26J) que la notion de précision qui a été définie ci-dessus
coincide avec celle de surpassement ; nous préférons le premier terme qui paralt
mieux traduire la réalité. On constatera alors que le probléme de minimisation

ci-dessus défini généralise celui qui est &tudié par les systémes incomplets.
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Une seconde méthode de réduction qui sera dite globale consistera 3 associer

a chaque doublet (s’il'iZ"'in) un doublet (s',i].iz...in) tel que toute séquence

de sortie compatible avec le second doublet soit compatible avec le premier doublet.

Remarquons que le premier type de réduction qui a &té défini est un cas particulier

de ce dernier, il a la particularité d'é&tablir une correspondance (S’il'iz"'in)
...in. Le probléme ainsi

(s',il.iz...in).indépendante de la séquence d'entrée il.l2
défini est difficile 3 traiter dans un cas aussi général, nous 1l'étudierons dans

le cas particulier des systémes séquentiels complets (cf. Chapitre II).

(2) SURHOMOMORPHISME D'UN_SYSTEME SEQUENTIEL PARTIELLEMENT DETERMINE

- P -SSRy - S F S S S S S SIS T

(A) Surhomomorphisme d'un systame séquentiel incomplet (Rappel)

Etant donnés deux systémes séquentiels incomplets S] = (SI,I,O,GI,X]) et
- r -~ - ~ . 13
32 = (82,1,0,62,k2) operantffés mémes entrées et les mémes sorties, un surhomomorphis-

. . . . (% P e .
me de S, sur S, est une relation binaire |S.,p,S (%) vérifiant les propriétés sui-
1 2 1 2 prop

vantes ¢
(1] ¥, €5, :p,(s) # 03
[p2] ¥i €1, s. p s, =>

o) si kz(sz,i) est défini, il en est de méme pour Xl(s],i), de plus

B) si GI(SI,i) et Gz(sz,i) sont tous deux définis, Sl(sl,i) o 62(52%1) est

vérifia.

(£) cf. Chapitre I de la deuxidme’ partie nour les notations relatives aux relations.




- 192 -

Une telle relation est appelée surhomomorphisme, car on peut démontrer

(cf. [2@1) qu'elle généralise la notion d'homomorphisme. En particulier, si on

se donne trois syté&mes séquentiels SI’SZ et 33, deux surhomomorphismes

p' Sl +-52 et p" S2 %'83, la composition au sens des relations p' p" est un
surhomomorphisme de S] sur S,. L'importance des surhomomorphismes tient au résul-

tat suivant (cf. [14] ou [20:[)

"Un systéme séquentiel incomplet 32 surpasse un systéme séquentiel incomplet

S] si et seulement si il existe un surhomomorphisme de Sl sur 82 ",

La ndotion de surpassement, non définie dans ce chapitre, est équivalente &

celle de meilleure précision dans le cas des syst@mes séquentiels incomplets.

{B) Swrihomomorphisme d'un systime séquentiel partiellement déterming

En gardant les notations introduites au début de ce paragraphe, nous dirons
que [Sl,p,Szl est un surhomomorphisme de S] sur SZ si la propriété [Pl] est véri-

fiée et si [PZ] est remplacée par /

[P'2] ¥i€1, s, ps,=>

e 2 E 6 . . - . .,.
R) ¥, 62(32,1), t Sl(s],l) tel que t, o t, soit vérifié
Compte tenu de 1'identité qui a &té établie entre les systémes séquentiels
incomplets et certains systémes séquentiels partiellement déterminés (cf.. 1), C),
on vérifie aisément que [PZGJ et [PZB] sont équivalents respectivement & [?'2&]
et [P'ZB]. La notion de surhomomorphisme qui vient d'€tre définie est donc une

généralisation de la premiére.
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(C) Traduction en tewmes de relation des proprilités caracténisitiques d'un surhomo-

morphisme

Etant donné un systéme séquentiel partiellement déterminé S = (S,I1,0,5,)A),
associons a chaque entrée i € I les deux relations binaires [8,61,81 et [S,Al,dl

définies par
s8 't <=> t € §(s,1)
sATS <=> § € A(s,i).

On obtient ainsi une définition relationnelle des systémes séquentiels par-
tiellement déterminés qui va nous permettre d'exprimer de fagon simple les pro-
priétés d'un surhomomgrpbisme. En conservant les notations précédemment utilisées,
représentons par 6},6;,%?,%; les relations associées & 6],62,A],A2 pour chaque

entrée i. La condition [?'2&] peut s'éerire

i _ i
s; P s, et S, Xz § => s, Al 8,
solt ‘-_ﬁr_"——f_ (x)
- C
l 8A5 S A)

La condition [P'28] peut s'éerire

i i
= E b4
P s, et s, 62 ty, => t, s 67 t, et t, Pty

soit

Démontrons par exemple que la composition p'p" de deux surhomomorphismes

p' S1 - 82 et p" : 82 *'53 est encore un surhomorphisme. Il est imm&diat de

(%) on comvient d'@crire le produit de composition avec la notation anglo-saxonne
en supprimant le signe opératoire O et en &crivant les symboles dans 1l'ordre

naturel de leur application.
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véfifier que EP{] s'applique au produit p'p". La propriété [P'Z] s'éerit

i

i i i
c?\]_ et p”>\3_C_Z>\2;

¥i €1 : p'Az c

'icill llicill
p62_61p et p63_62p.
I1 faut vérifier que

¥i €1 : p'p"xg S A et pTp"Ey S 8] e,

ce qui est immédiat en tenant compte de l'implication S' € 8" => S'T © S"T valable

"

pour tout ensemble de 3 relations S', S" et T pouvant se composer 'u 1 et 3"T.

(D) Liaison entre suthomomorphisme et priedsion

Théoréme

eSS

"si [Sl,p,SZ] est un surhomomorphisme d'un systéme séquentiel 5y vartiellenent

déterminé sur un autre %~ la relation 5| P s, implique que s, est plus pré-

cis que 2 ",

Soit 0].02...On une séquence de sortie compatible avec un doublet (Sl’il'iZ"'in)’

. P P n . . . .
il existe donc une sé&quence d'états s;.sg...sz telle que pour tout indice j compris

entre | et n Soient vérifides les relations :

j j-1 . j-1 . (x)
85 € 62(32 ,1j) et oj € >\2(s2 ,1j)

D'aprés la propriété |P'2a[ d'un surhomomorphisme, la relation s? o sg impli-

que Az(s?,il) E}Az(sg,il), par conséquent o, € Xl(s?,il). D‘aprés les propriétés

(%) on convient de poser sq = s, et s% = s,
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1
1

On peut alors appliquer le méme raisonnement au couple d'état (s?,s;), on établira

ainsi que 0y € Kl(s;,iz) et qu'il existe un &tat sf € 61(si,i2) vérifiant sT o SE,

[PZ'B] d'un surhomomorphsime, il existe un &tat s! € 6](s?,il) vérifiant s} o sé.

etc... De proche en proche, on arrivera ainsi 3 établir 1'existence d'une sé&quence
. n . . . .. .
d'état s;.sg...sz produisant la séquence de sortie 01'02"'0n’ ce qui démontre bien

que s, est plus précis que s

2 1’

La réciproque de ce théoréme est malheureusement fausse, contrairement i ce
qui a lieu dans le cas des automates incomplets. Nous &laborerons cependant une
méthode de réduction généralisant celle qui est utilisée pour les automates incom-
plets basée sur cette réciproque. Le minimum d'&tats que 1l'on obtiendra ainsi ne

sera peut—étre pas absolu.

(A) Déginition

Un recouvrement partiel £ des états d'un systéme séquentiel partiellement
déterminé sera dit compatible si pour toute entrée i € I, il vérifie les condi-

tions suivantes :

[R1] ¥CER: N A(s,i) # 0 ;
s€C

ERZ] ¥C €ER , HC' €R tel que s € C => 8(s,i) NC' # @.

Tout sous-ensemble de S appartenant & au moins un recouvrement compatible

sera appelé une classe de compatibilité. Les notions de recouvrement partiel

compatible et de classe de compatibilité@ généralisent celles qui sont définies
pour les automates incomplets (cf. [14] ou [201). Cette généralisation comporte
cependant une restriction importante. Alors que les classes de compatibilitd d'un

automate incomplet se définissent 3 pdrtir d'une relation de compatibilité
P P P
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(deux Eéléments sont compatibles dans cette relation si leur ensemble constitue une
classe de compatibilité& par rapport & la définition que nous avons donnée) telle
que toute classe de compatibilité soit formée d'éléments deux i deux compatibles,
il n'en est plus de méme pour les systémes séquentiels partiellement déterminés.
I1 suffit pour cela de considérer le systéme séquentiel § = ({SI’SZ’SB}’ {i}, {o

§,A) tel que K(sl,i) = {02,03}, A(sz,i) = {01,03}, A(SB,i) = {o

1°°27°37
1’02}’ 6(sj’1) = Sj'
Les états sont deux & deux compatibles mais {31’82’53} n'est pas une classe de com-

patibilité & cause de la condition [Rfl.

(B) Linison entre recouviement:compatible et surchomomonphisme

Théoréme

"Si il existe un surhomomorphisme [Sl,p,SZJ d'un automate partiellement

déterminé S1 Sur un autre Sz, l'ensemble des parties p21(sz), quand Sy

varie dans SZ’ constitue un recouvrement compatible des &tats de Sl

Les DZI(SZ) constituent un recouvrement par suite de la condition [Pl] impo-

sée aux surhomomorphismes. Il reste a vérifier [Rll et [RZ](pour toute entrée i.

ER{J découle de [?'2&1 car s, € 021(52) est équivalent 3 s; P s, qui implique
A, (s,,1) 2 A, (s,,1), donc n A(s ,1) 2 A (s,,1i) # 0. ERZ] découle de
171 — 7272 €. (s.) 171 - 2°72 -
_ $17721182 ,
[P'ZB], en effet si on considére un &tat quelconque ty € Gz(sz,i), il existe au
moins un état t:1 € Gl(s!,i) tel que tl o] t2 soit vérifié ; cela revient i dire que

"A tout recouvrement compatible R des &tats d'un syst&me séquentiel partiel-
lement déterminé S = (S,I1,0,8,\) correspond un systdme surhomomorphe.,
s§' = (R,1,0,A,A) dont 1'ensemble des &tats égale R, la relation de surhomo-

morphisme |S,p,R| &tant &quivalente 3 s € C ".
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Soit (C,i) un doublet appartenant & K X I. Posons A(C,i) = N A(s,i) ; A est
une application dans P(0)-@ par suite de la condition ERI]. s€
Posons A(C,i) = {C' € R | s €C => 8(s,i) NC' # ¢} ; A est une application dans
P(S)~¢ par suite de la condition [RZ]. Il est aisé de vérifier les propriétés [flw

et [P'Z] d'un surhomomorphisme pour la relation [S,p,R} équivalente a3 s € C.
Exemple : Considérons le systéme séquentiel tel que

{A,B,C,D,E},

w2
il

I = {11,12,13}
0= 1{1,2,3}

décrit par la figure 1 oli chaque case correspondant 3 1'intersection d'une ligne
indicée par un &tat s et d'une colonne indicée par une entrée i contient les valeurs
de 8(s,i) et A(s,1) séparées par une virgule. On vérifiera (cf. également le calcul
effectud au paragraphe 4) que (AC) (CD) (BE) est un recouvrement partiel compatible.
Désignons par 0,8 et Y respectivement les classes (AC), (CD) et (BE) ; on obtient en
appliquant le procédé constructif décrit dans la démonstration précédente le sys-

téme séquentiel représenté par la figure ! bis.

B || CDE,23| BE, 13 B, 3

C |} AB,12 D, 2 Cb, 13 Figure I

D ||E, 13| ABD, 12 | ACE, 13

=1

E,2 . ACE, 13 | ABD, 123
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1] 12 13
(AC) o o, 12| B, 2 oB , 13
(CD) By, 118, 2 aB , 13 Figure 1 bis
(BE) Y[IYs 2 ]Y, I3 Y, 3
I

Remarque — La réduction d'un systéme séquentiel incomplet conduit logiquement &
un systeme séquentiel partiellement déterminé. En effet, il arrive fréquemment
qu'un doublet (C,i) constitué par une classe de compatibilitd et une entrée ait
son image par § incluse dans plusieurs classes de compatibilité du recouvrement
utilisé. On convient alors de choisir arbitrairement une des classes de cette
image ; en fait, conformément & 1'interprétation qui a été donnée en 1), C, il

serait plus logique de considérer toutes ces classes de compatibilité.
Conclusion

Les deux théorémes énoncés ci-dessus montrent que 1'on obtiendra les surho-
momorphes ayant un minimum d'états en envisageant les recouvrements compatibles
possédant un minimum de classes. Nous allons développer dans ce qui suit une mé-

thode pour arriver 3 un tel résultat.

CALCUL ’

On utilise dans ce paragraphe la terminologie et les propriétés relatives
aux recouvrements partiels rappeléusdans le chapitre des rappels. On considérera

toujours un méme systéme séquentiel partiellement d&termind S = (S,I,0,8,)\).
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(A) Propridtes algebriques Slémentaires

1 = "La base premiére d'un recouvrement partiel compatible est unm recouvrement

partiel compatible'.

2 - "La somme de deux recouvrements partiels libres compatibles est un recouvre-

ment partiel compatible ".

Ces deux prépriétés sont immédiates & vérifier. La premiére montre qu'il suf-
fit de considérer les seuls recouvrements libres compatibles pour construire un
surhomomorphe minimal. Le seconde implique l'existence d'une fermeture duale qui
sera noté Zx : PL(S) > PL(S) dont les invariants sont les recouvrements partiels
libres compatibles. Nous allons construire une application monotone et idempoten-—

~.

te Ax : PL(S) - PL(S) dont la limite inductive é&gale Ax.

(B) Génsration des recouvrements partiels Libres compatibles

A chaque entrée i du systéme séquentiel, associons l'application
6? : P(S) » P(S) telle que éz(P) = {s I 8(s,i) NP # @¢}. Etendons 6? en une appli-
cation de P(P(S)) dans lui-méme en posant ST(R) = ensemble des 6?(0) pour C € R.

" - ES % 1
R = R' => Si(R) = Si(R) .

La propriété& 1 est immédiate 3 vérifier ; elle implique directement la pro-
PR . x*
priété 2 en tenant compte de la monotonie de Gi : P(S) - P(S). Rappelons que
R < R' est vérifié& si toute partie appartenant au recouvrement partiel F est in-

cluse dans au moins une partie appartenant au recouvrement partiel R'.
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Bornons nous maintenant au sous—ensemble E}(S) des seuls recouvrements partiels
libres. Chaque application 61 peut étre considérée comme une application de P (s)
dans lui-méme en réduisant les 6 (R) 3 leur base premiére. G? : E}(S) - PL(S) est
alors une application monctone croissante d'aprés la proprlété 2 ; par conséquent,

. . * P b3
l'%ppllcatlon A" R{(S) > PL(S) définie par A"(R) =R . I 6 (R) est monotone
o i€1
croissante et contractante. Tout recouvrement partiel libre vérifiant la condition

% . - - . .
A"(R) = R sera dit stable par rapport au. systéme séquentiel ; ce sont ceux qui

. . x - . e . . %
sont invariants par la fermeture duale A" 8gale 3 la limite inductive de A

"Un recouvrement libre R est compatible si et seulement si il vérifie les

deux conditions suivantes

[R1] ¥C €ER , ¥i €I : N As,i) # 0 ;
s€C

R'2] 2*@®) =r."

I1 suffit de montrer que la condition ER'Z] équivaut & la condition [RZ]

utilisée pour définir les recouvrements compatibles. Ax(R) = R est équivalent 3
. x
¥i €1 : Gi(R) > R.
La condition [RZ] s'écrit

¥i €I, ¥%C €R, &' €R : s €C => {§(s,i) NC' # @.

|
1

C' est caractérisée par le fait que 6§(C') = C. Par conséquent, [RZ[ s*ecrlt :
¥i €1, ¥vc €R, ' €R :d’f(c')gc,
ce qui est &quivalent 3 :

¥ €1, 8((R) >R,
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Associons a chaque doublet (i,0) € I X O le sous-ensemble
P(i,o) = {s €8 | 0€ A(s,i)} ;

désignons par R(i) le recouvrement constitué par les P(i,o) maximaux quand i est

fix& et pour o variant dans O. La condition (¥C € R , N A(s,i) # @) est équiva-
s€C
lente 4 1'inégalité R < R(i). Par conséquent si on pose CO = II R(i), la condi-

. . i€
tiom [RIJ est équivalente & 1~

[Rr1] rR=c.

Corollaire 1

"Un recouvrement libre est compatible si et seulement si il est stable et

couvert par Co."

Corollaire 2

"Le recouvrement constitué par les classes maximales de compatibilité est

sgal a A7(C)."

(C) Algorithme de caleul des classes maximales de compatibilite

Cet algorithme, d'aprés le corollaire 2, se divise en deux phases :
1°  Calcul de CO :

2°  Calcul de E*(co).
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- Calcul de ¢

On construit un tableau a double entrée indicé sur IX'®' &numérant les sous—en-—

sembles P(i,o) ; ce tableau s'obtient en balayant chaque colonne d'indice

bleau de(sortie et reportant dans P(i,o) les &tats s tels que ¢ € A(s,i). On déduit

) i
aisémentsde ce tableau chaque recouvrement RE(i), on calcule ensuite leur produit

i

c . |
0

La figure 2 détaille ce processus pour 1l'exemple cité en 3) B).

0 o Ly 3

1 ACD | ABDE | ACDE
2 ABCD | ACD | E

3 BD BE ABCDE

R(1) = (ACD) (ABCE) (BD)
R(2) = (ABDE) (ACD)
R(3) = (ABCDE)

C, = (ACD) (BD) (ABE)

Figure 2

On construit un tableau 3 double entrée indicé sur SXI énumérant les sous—en-—

sembles Sz(s). A l'aide de ce tableau on peut calculer chaque 6?(0) par l'applica-

tion de la propriété 1. On en déduit alors les 6?(3), et AX(R) pour tout recouvre-

[
ment partiel R, Le corollaire 2 et l'application des propriétés des limites induc-

tives (chapitre 1) montre qu'il suffit alors de calculer les termes de la suite

CO,C],..,,Cn,... telle que Cj+l

% . - . .
= A (Cj) jusqu'a ce que deux termes successifs soi-

ent égaux ; le dernier terme obtenu est constitué des classes maximales de compati-

bilité.
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Exemple : La figure 3 représente le tableau i double entrée associé au systéme

séquentiel &tudié ; suit le calcul de Ax(Co).

* * *

5 1% %
Alfc ADE | ADE
B|C | B | ABE

Figure 3
C AB AE ACD

E BDE BE D

CO = (ACD) (BD) (ABE)

§7(C) = (ABC) (BC)  (BCDE)
§3(C.) = (ACDE) (BCD) (ABDE)

62(00) = (ACDE) (ABCE) (ABDE)

. 01 = (AB) (AC) (BD) (BE) (CD)

6?(01) = (C) (ABC) (BC)  (BCDE) (AB)
63(01) = (ABDE) (ADE) (BCD) (BDE) (ACDE)

62(01) = (ABDE) (ACDE) (ABCE) (ABDE) (ACDE)

Q
fl

(AB) (AC) (BD) (BE) (CD)

Cl = 02, on a obtenu l'ensemble des classes maximales de compatibilité.
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(5) INTERPRETATION DE_L'ALGORITHME DE RECHERCHE DES_CLASSES MAXIMALES DE COMPATIBILITE

o o e e o o o - P T LY Y g e - Y X T

L'algorithme décrit dans le paragraphe précédent s'applique & tout systdme
séquentiel partiellement déterminé ; il est utile de voir son interprétation dans
le cas particuliers des systémes séquentiels dits complets (définition donnée en
1 A) et des systémes séquentiels incomplets (définition donnée en 1 C). La notion
de surhomomorphisme colncide avec celle d'homomorphisme dans le cas des systémes
complets, le recouvrement compatible associ& correspond d une partition en
8tats équivalents au sens des séquences d'entrée-sortie produites ; dans
le cas des systémes incomplets, on a vu aux paragraphes 2 et 3 que ces notions sont
un cas particulier de celles qui sont définies pour les systémes partiellement
déterminés. L'introduction de 1'application AF PL(S) +-PL(S) montre  que les
divers algorithmes décrits pour les diverses catégories de systémes séquentiels
se réduisent 3 un seul. On peut expliquer pourquoi le calcul de KK(CO) nécessite

un nombre de pas différent suivant les cas particuliers envisagés.

1°) Le systéme séquentiel est complet : CO est une partition, de plus A* transforme
toute partition en une partition (le vérifier pour chaque 6 ) Par conséquent
le nombre de pas maximal pour atteindre AX(C ) est égal au nombre maximal de
partitions deux & deux comparables, ce nombre est égal 3 n-1, si n est le

nombre d'états.

2°) Le systéme séquentiel est incomplet : CO est un systéme de ¢liques (cf. Annexe 1),
* < . < . P
A" transforme tout systeme de ¢lldue€Sen un systéme de cliques (le vérifier pour
* . 5 TE .
chaque Gi). Le nombre maximal de pas pour atteindre A (Co) est donc &gal au

nombre maximal de systémes de cliques constituant un recouvrement et deux i
n-D

deux comparables, soit 5

3°) Le systéme séquentiel est partiellement déterminé et quelconque. Co est un re-
. % oy . .o .
couvrement quelconque, A" n'a aucune propriété particulidre. Le nombre maximal
. TE . .
de pas pour atteindre A (CO) est égal au nombre maximal de recouvrements deux

< , n-1 . .
a deux comparables, soit 2 . On pourrait montrer que cette borne est atteinte.
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On trouve ainsi trois bornes différentes, les deux premiéres étant classiques

(cf.[ ]). Notons que les recouvrements C, trouvés au cours de l'algorithme de calcul

k
* . . o P
de A (Co) coincident avec les partitions de k-équivalence et les recouvrements

k-compatibles (cf. [14]).

- Y

La recherche des classes maximales de compatibilité d'un systéme séquentiel

incomplet ou partiellement déterminé ré&sulte d'un algorithme assez simple.
_La recherche d'un recouvrement compatible minimal se révélera assez compliqués

I1 existe & notre connaissance une seule méthode d'approche permettant de trouver
un minimum strict,elleconsiste & énumérer dans un premier temps 1l'ensemble de toutes
les classes de compatibilité, et & traiter un probl&me de couverture relatif 3 ces
classes. Cette méthode est exposée par Grasselli et Luccio [16] et fait appel & des
techniques de recherche de tableau analogues 3 celles qui ont &té &tudiées par

Mac Cluskey @ﬂ. Nous aborderons ce probléme de la méme maniére, en le généralisant
au cas des systémes partiellement déterminés ; par contre, nous résoudrons le pro-
bléme de couverture par une méthode algébrique. Les principales &tapes seront les

suivantes :

1°) Détermination d'un ensemble CP de classes premiéres de compatibilité tel qu'il
existe un recouvrement compatible de coiit minimal dont toute classe appartien-
ne a Cp (cf. Paragraphe 7). L'ensemble Cp sera souvent beaucoup moins grand que
1'ensemble ¢ de toutes les classes de compatibilit&. La méthode utilis&e pour
déterminer CP est une généralisation de celle qui est utilisée par Grasselli et

Luccio dans le cas des systémes séquentiels incomplets.

2°) Soit Tp 1'ensemble des recouvrements partiels libres compatibles constituds de
classes premiéres. La somme R+R' de deux recouvrements partiels appartenant 3
Tp appartient également 3 Tp (d8monstration immédiate) ; Tp est donc un U
demi-treillis dont on déterminera 1'ensemble Up des &léments U-irréductibles

(cf. paragraphe 8).
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3°) La connaissance de Up raméne le probléme de la recherche d'un recouvrement com-—
- patible minimal 3 celui d'un probléme de couverture généralisé qui peut &tre

traité par la méthode suivante :

Associons une variable booléenne 3 chaque classe premidre de compatibilité ;
a4 chaque recouvrement partiel appartenant a Up, associons le mondme booléen crois-
sant &gal au produit des variables associées aux classes qui le composent ; enfin i
chaque état s du systéme séquentiel, associons la fonction bool&enne FS égale 3 la
somme des monOmes associ&s aux recouvrements partiels dont un membre contient s. On

a la propriété suivante :

"Les recouvrements compatibles de cofit minimal dont toutes les classes de
compatibilit& sont premi&res correspondent biunivoquement aux mondmes de
colit minimal de la fonction booléenne I FS.”

s€s

Soit R un tel recouvrement, il est égal 3 la somme U]+U2+...+Uk de recouvre-

ments partiels appartenant 3 Up. Pour tout s € S, il existe un Ui qui couvre s,
chacune des fonctions FS contient un mondme associd i 1'un des Ui' Soit U un mondme

premier de I Fs qui absorbele produit des mondmes associds aux Ui 3 ce mondme
seFS
premier qui cofrespond manifestement i une somme de recouvrements partiels compati-

~

bles ne peut pas avoir un colit inférieur i celui de R, il est donc associd & R.

’

Réciproquement, il est immédiat que tout mondme premier de I F est associé

-~ . s€s
4 un recouvrement compatible.

Exemple : Supposons que Cp = (abde),(bcd), (deh), (bc),(fg),(dh),(ag),(f) . -
On associera respectivement les variables booléennes A,B,D,E,I,J,K,I, & ces huit
sous—ensembles. Supposons que Up est constitué par les recouvrements partiels

A,E,J,K,L,BAK,DA,IDA. La table de couverture correspondante est :
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a|b c | d e | £f|g|h
A X | X X | x
E x | x
J X X
K X X
L X
BAK | x | x| x| x | x X
DA X | X X | x X
IDA | x | x X | x| x| x| X

On doit donc développer le produit booléen :

[

(A+K) (A+E) (E+BAK) (A+J)A(L+IDA) (K+IDA) (J+DA)
A (IDE+KLJE+KLDE+IDBK+BKLJ+BKLD) .

A (E+BK) (L+ID) (K+ID) (J+D) =

On voit ainsi que IDAE = (abde)(deh) (fg)(bc) est minimal. Il est utile pour aug—
menter la rapidité du calcul d'utiliser la régle de simplification suivante

~

"Si M et M' sont deux mondmes d'une m@me somme correspondant i des recouvre-

(%)

ments R et R' tels que R < R' et |R|§;IR'|, on peut supprimer le mondme M

Cette régle dont la justification est immédiate permet de supprimer J dans J+D, ce

qui donne

A.D.I(E+BK) = IDAE+ADIBK.

— i v

(%) On dira que M est exclus par M', cette relation est une relation d'ordre.
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On utilisera les notations du paragraphe (4). A chaque doublet (C,i) cons-
titué par une classe de compatibilité& C et une entrée i, associons le recouvrement

partiel T'(C,i) déterminé de la fagon suivante :

- si 6?(0) = C ou si il existe un &tat s tel que 6?(5) - C, alors
I'e,i) = ¢

- sinon I'(C,i) est 1'ensemble des plus petites classes de compatibilitd

c' vérifiant §%(c') 2c.

Chaque I'(C,i) # @ s'obtient & partir desA(s,i) tels que s € C par un calcul
formellement identique au développement booléen d'un produit de sommes de variables,
les sommes de variables étant affectées aux A(s,i) ; 3 la fin du calcul, on &limine
les monBmes qui ne correspondent pas 3d des classes de compatibilité, les mondmes

restant sont associés aux classes de I'(C,1i).

Exemple : Compte tenu du calcul qui a &té fait dans le paragraphe 5 C), calculons
les I'(C,i) relatifs au systéme séquentiel envisagé au paragraphe 3 B). Les résultats
sont présentés dans un tableau a double entrée indic8e sur CXI, avec

¢ = {(AB), (AC), (BD), (BE),(CD)}. Le calcul des I'(C,i) est inutile pour les classes

de compatibilité réduitesi un &lément, ces recouvrements sont nécessairement vides

de classes.

L i 3 recouvrements impliqués | -
(AB) || @ ¢ ) )
(AC)| @ |4cD) ¢ (CD)
()| ¢ 6 | (aB),(BE) (AB), (BE)
(BE)| @ () ¢ ¢
@) | BE)| @ ¢ (BE)
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Définition

Considérons l'ensemble des recouvrements partiels pC obtenus en prenant une
classe dans chaque I'(C,i) non vide. Réduisons chaque pc 4 1l'ensemble de ses par-—
ties maximales. Parmi les recouvrements partiels ainsi obtenus gardons seulement
ceux qui sont minimaux pour les relations de couverture (i.e. si pé et pg sont

tels que pé 2.92’ on élimine pé). Les recouvrements partiels qui restent seront

dits impliqués par C.

Théoréme

"Un recouvrement R des &tats d'un systéme séquentiel partiellement déter-
miné est compatible si et seulement chacune de ses classes C est une classe

de compatibilité impliquant un recouvrement partiel pé < R."

R est compatible si et seulement si chacune de ses classes C est une classe

de compatibilité vérifiant la condition
‘ . 1 . SEoar D
[A] vi €1, &} €R @ §7(c)) 2c.

Si Gi(C) EfC cette condition est vérifiée ; elle est de méme automatiquement
vérifiée si il existe un état s tel que 6?(3) = C, car R est un recouvrement. Dans
les autres cas, la classe C; dont 1'existence est’ nécessaire majore une certaine
classe CE appartenant d I'(C,i). En dé&signant par Pe 1'ensemble des classes Cg,

on voit que [A] est 8quivalent &

[A'] R>p,. )

fu majore un recouvrement partiel pé impliqué par C, donc [A'] =>R 2_pé.

La réciproque se déduit immédiatement de la condition EA'].
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Définition

Associons le doublet [C,pc1 d chaque recouvrement partiel P impliqué par
une classe de compatibilité C, et introduisons la relation d'ordre
[C o] ] > [C',p ] <=> C :’C' et p < p 1. Un recouvrement partiel p 1mp11que par
une classe C sera dit premler si le doublet fC Pe [est maximal par rapport i la
relation d'ordre précédente ; on dira &galement que la classe de compatibilité

C est premiére.

Exemple : Les doublets correspondant 3 1'exemple précédemment envisagd sont
p P g

| aB), 0], |(ac), ()|, |(BD),(4B)|, |(BD),BE)|, |(BE),8], |(cD),®EY|, |(A),d],
L @®),d], |@),d], | (D),8|, |(E),B]| ; tous sont premiers 3 1'exception de
[(A),¢], [(B),¢1 et f(E),¢l. Les classes premiéres de compatibilité sont donc
(AB), (AC), (BD), (BE), (CD), (C), (D).

Théoréme 2

"Il existe un recouvrement compatible minimal dont toutes les classes

de compatibilité sont premidres"

Considérons un recouvrement compatible quelconque R, et une de ses classes
de compatibilité C. D'apré&s le théoréme 1, C implique un recouvrement partiel
Pe S R. Si C n'est pas premier, il existe une classe premiére C' et un recouvre-
ment partiel Py impliqué par C' tel que C € C' et pcﬁi Pore Remplagons donsR la
classe C par C', soit RC’C, le recouvrement constitué par les nouvelles classes
maximales., L'inégalité C € C' implique R < RC’ e -
Soit C" une classe de compatibilité quelconque de Rc,c" Deux cas sont &

distinguer :
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1°%) C" # C'. C" est une classe appartenant 4 R, elle implique donc un recouvrement
partiel Pon =R < RC ot

L]

° "=t < < < 1 1. < .
2%) C C pc. Par Po R et R Rc,c’ impliquent pc, Rc,c'

D'aprés le théoréme 1, RC ! est donc un recouvrement compatible. On peut
s
ainsi supprimer au fur et & mesure toute classe non premidre en faisant décroftre

le cofit de recouvrement compatible ; ce qui prouve le théoréme.

Remarque - L'étude des classes premiéres de compatibilité dans le cas des automates
incomplets est plus simple. En effet, chaque T'(C,i) est vide ou ré&duit 3 une seule

classe égale 3 U §8(s,i). Toute classe C implique donc un seul recouvrement partiel
s€C
§(s,1)#S

Po 8gal 3 1'ensemble des parties maximales figurant dans les I'(C,i) non vides. Ce
recouvrement impliqué est celui qui est défini par Grasselli et Luccio [16], les
classes premiéres de compatibilité& que nous avons définies colncident avec celles

qui sont prises en considération par ces deux auteurs.

P O e X F R g e e R g e R T Ry g R g iyt
EY XX XX NPt N N P - R

-

Soit C_ l'ensemble des classes premidres de compatibilité. Associons 3 chaque
classe C € CP une variable booléenne v(C) ; 4 tout ensemble R de classes de Cp,
associons le mondme boolé&en croissant v(R) = I wv(C).

Cc&r

A chaque classe de compatibilité C (premiéreou non), associons la somme de

variables S(C) = L v(C'). A tout recouvrement partiel Pe impliqué par une classe
c'2C
c'ec
premidre C, faisons cBrrespondre la fonction booléenne G(pc) = 1T S8(C"). Enfin,
C"ep
considérons les fonctions Fc = v(C). )X G(pc). ¢

P impliqué par C
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SERRESESIE

"La fonction booléenne générale F dont les composantes sont les Fc est une

application monotone croissante et contractante."
"Soit F la limite inductive de F.

Théoréme

"Un recouvrement R constitué de classes premiéres de compatibilité& est stable

si et seulement si v(R) est un monOme régulier de F."

Rappelons (troisiéme partie) qu'un mondme est régulier par rapport 4 F si pour
chacune de ses variables -de la forme v(C), pour le cas qui nous intéresse-, 1l exis-
te un mondme premier MC de la fonction FC qui absorbe ce mondme. Soit v(R) le mondme

régulier envisagé, R, 1'ensemble des classes premiéres de compatibilité@ tel que

M, = V(Rc). MC est un mondme premier de l'une des fonctions v(C).G(pC) ; 1'égalité
G(pc) = I S(C") implique que pour toute classe de Pu> il existe dans RC une clas-
ng

se premigrepc qui la majore ; soit Pe < RC < R. L'application du théoréme 1 &tabli

dans le précédent paragraphe montre que R est compatible.

Réciproquement, si R est un recouvrement compatible, chacune de ses classes
C implique un recouvrement partiel Pe < R. Pour toute classe de Pe il existe donc
une classe de R qui la contient, ce qui montre que M(R) est absorb@ par un mondme

premier de Fc' M(R) est donc régulier par rapport 3 Fx.

Corollaire
"L'ensemble des mondmes premiers de F correspond i un systéme U-générateur
Up de l'ensemble des recouvrements compatibles constitués de classes

premiéres de compatibilité."
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Exemple : Reprenons celui du paragraphe 7. Associons les variables bool&ennes
1,2,3,4,5,6,7 aux classes premiéres (AB),(AC), (BD), (BE),(CD),(C), (D).

On

Ce

on

On

On

Le

au

obtient :
F1 =1 F1 = ]
F2 = 25 F2 = 245
F3 = 31+34 §3 = 31+34
F4 =4 F4 = 4
Fg = 54 Fg = 54
F6 = 6 F6 = 6
F7 =7 F7 =7
qui donne Up = {1,245,13,34,4,45,6,7}. En appliquant la méthode décrite en (6),

est conduit 3 développer le produit :
(14+245) (144) (45+6) (13+34+45+7)4 = 4(1+25) (5+6) (3+5+7).

5 = (CD) exclut 7 = (D) dans 3+5+7 ainsi que 6 = (C) dans 5+6.

doit donc développer :
45(1+2) = 145+245.

trouve ainsi deux recouvrements compatibles minimaux :
(AB) (BE) (CD) et (AC) (BE)(CD).

systéme séquentiel réduit correspondant au second recouvrement a &té& construit

paragraphe (3) B).
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Ainsi que cela a &té dit au paragraphe (6), il est inutile d'obtenir un
systéme U générateur Up qui engendre tous les recouvrements compatibles ; on peut
€liminer tous les recouvrements partiels exclus par certains autres. Il est intéres-
sant de procéder i cette &limination pendant le calcul de F. Pour cela on adoptera
l'algorithme gé&néral décrit dans la 3&me partie, paragraphe 7, B) b. Chaque fois
que l'on obtiendra dans une fonction composante FC un mondme dont toutes les va-
riables sont surlignées, on pourra considérer que ce monOme appartient & 1'ensemble
Up' On dressera donc au fur et & mesure la liste des mondmes qui composent UP.

On regardera a chaque fois si le mondme ainsi ajouté en exclut d'autres dans Up
ou si au contraire, il est exclus. Les mondmes ainsi exclus pourront &tre supprimés
de Up ainsi que des fonctions composant Fc ol ils figurent. Cette régle sera ap-

pelée régle d'exclusion.

On dispose au début du calcul d'un recouvrement compatible particulier, celui
qui est constitué par des classes maximales de compatibilité -on voit facilement

que ses classes sont premiéres— Ce recouvrement doit &tre considéré comme une

solution éventuelle du probléme & résoudre ; soit Y son cofit. Tout mondme de Up
qui n'est pas un recouvrement et dont le colit majore Y-1 pourra donc &tre &limi-
né de Up ainsi que des fonctions FC ol il apparait. Il est &galement possible que
1'on trouve un nouveau recouvrement de colit strictement inférieur i vy, il devient
alors solution éventuelle. Notons que 1'on peut trouver un tel recouvrement au
cours du développement du produit booléen destiné i fournir une solution minimale,
on peut alors appliquer les régles suivantes

-~ supprimer de chaque facteur du produit tout recouvrement partiel de coit

majorant Y-l si ce recouvrement partiel n'est pas un recouvrement ;
- supprimer de chaque facteur tout recouvrement partiel de cofit majorant Y ;

~- si un des facteurs est vide de recouvrements partiels, la solution éven-

tuelle est une solution minimale.

L'ensemble de ces régles sera appelé l'ensemble des régles de coiit.
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Exemple 1 :

Si on applique ces régles au dernier exemple traité dans le paragraphe (8),
on voit que la régle d'exclusion ne s'applique pas au cours du calcul de F. Par
contre on obtient directement le mondme 245 de la fonction %2, recouvrement de
coit 3 qui sera pris comme solution éventuelle. Ceci permet d'@liminer les monOmes
31, 34 et 54. Le nouvel ensemble Up est alors réduit aux mondmes 1,4,6 et 7 aux-—
quels correspond le produit & développer : 1.(1+4).6.7.4 = 1467. 245 est donc une

solution minimale.

Exemple 2 :

Traitons maintenant un exemple plus complexe de réduction d'automate incom-—
plet tiré de 1'article de Grasselli et Luccio[}6], ceci permettra la comparaison
des deux méthodes. La figure 6 représente les tables de fonctionnement de ce sys-
téme sé&quentiel, la figure 7 énumére les classes premiéres de compatibilité dont

la recherche est effectuée dans l'article de Grasselli et Luccio.

1, i, i, 1, ig i i,
a a o - - d o e 1 b o a - - -
bllb ofd 1 a - |- =-1a - |a Il - -
c|lb o] d 1 a |1 - - |- -] - =18 o0
dil- -|le -1 - =1b =1|b o - =-}a -
Figure 6
e |[b - e - a - - - | b - e - a |1
£fib ojec =} -1 h 1 £ 1 g o | - =
gll=- =1]¢c 1 - -l e 1 - -lg o | f o )
h a |1 e o d 1 b o{b - e - a 1
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Classes de C_ | Variable bool&enne | Recouvrements partiels impliqués
P associée

(abde) A ¢
(bed) B (ab) (ag) (de)
(cfg) C (cd) (eh)
(deh) D (ab) (ad)

Fig. 7 (be) E Y
(cd) F (ag) (de)
(cf) G (cd)
(cg) H (cd) (fg)
(fg) I (eh)
(dh) J ¢
(ag) K ¢
(£ L ¢

Le calcul ci-dessous est relatif & la formation des fonctions bool&ennes L
suivant les régles exposées dans le paragraphe (8). On adopte les régles de surli-

gnement pour effectuer ce CEJ.‘].CUJ._g -

P
[}
>

3 F. =E; F_=J;F, =K; T =1L H

A E J K L

Fp = B.A.K. (A+D) ;

Fo = C.(B+F).D ; .
Fpy = D.A.A ;

Fp = F.K. (A+D) ;

Fo = G. (B+F) ;

F = H, (B+F).I ;

F_ = 1.D ;
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Le développement des divers produits de sommes effectué en surlignant les

variables A,E,J,K et L conduit aux fonctions composantes ci-dessous :

Fy = BAK,;
Fo=CBD+CFD;
Fy = DA ;
F,=FRA+FKD;
FG=(_;B+§F,
Fpy = HBI+HF I
Fp = ID;

Le remplacement de B et D par F, et F. conduit & :

B D
F = CBAKD+CFDA;
Fp=FRKA+FRDA=FKA;
Fo = GBAR+GTF ;

Fy = HBARI+HFI;
Fp=IDA;

L' engemble Up des recouvrements partiels U géndrateurs est &gal pour le moment i :
{A,E,J,K,L,BAK,DA,FAK,CBAKD,GBAK, IDA}

- FAK est exclus par BAK ; FF devient donc &gal 3 O, et on peut annuler touf mondme

contenant F.

- Au départ, on posséde 5 classes maximales de compatibilité A,B,C,D,K ; on retrouve

cet ensemble dans Up’ on 1'élimine dans Up et dans FC. De méme on &limine GBAK qui

n'est pas un recouvrement. Le nouvel ensemble Up devient donc




- 218 -

{A,E,J,K,L,BAL,DA, IDA},

cependant que les nouvelles fonctions composantes deviennent :

Le calcul est donc terminé pour le systéme UP 5 la recherche d'un recouvrement mini-

mal & partir de ce systéme U générateur a été fait dans le paragraphe (6).

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode exhaustive de réduction des
systémes séquentiels partiellement déterminés ; cela permet d'obtenir un minimum
absolu dans le cas des systémes incomplets. Dans lescas pratiques cette méthode
peut paraitre trop &numérative, on s'orientera alors vers une méthode heuristique.
I1 n'est malheureusement pas possible & l'heure actuelle de juger la valeur d'une
heuristie. par 1'écart maximal du coiit de la solution qu'elle fournit au coiit de

la solution optimale. Signalons dans ce domaine la communication de Thorng [32].

Grasselli et Luccio Eld] ont montré que les problémes de couverture avec
recouvrements partiels impliqués correspondaient & certains types de problémes

lin8aires en nombre entier. Les contraintes de ces problé&mes sont du type :

L x. >0
i

(X xi)—xj > =1, m
chaque entier X, ne pouvant prendre que les valeur 0 ou | -soit 0 < X, < 1-, on
cherche 3 rendre minimale la somme de tous les X, Les développements précédents
montrent que de tels problémes peuvent se traiter d& l'aide d'outils algébriques
empruntés & la théorie des treillis et & 1'algébre de Boole. Une &tude intéres-—
sante consisterait & comparer les ﬁéthodes classiques développées en théorie des
programmes linéaires en nombres entiers (cf. Gomory et Baumol [15]) avec ces

méthodes algébriques.




CHAPITRE - 11

R R L - R R R S § Ry S===
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(A) Deginition des systemes siquentiels de classe D

Reprenons le probléme de réduction globale &noncé au paragraphe 1 du précé-
dent chapitre. Etant donnés deux systémes séquentiels partiellement déterminés S
et S' travaillant sur les mémes valeurs d'entrée et de sortie, on dira que S'

est globalement plus précis que S, si pour tout doublet (s il.iz...in) constitué
b

par un état s de S est une séquence d'entrée il.iz...in, il existe un &tat s'

-pouvant dépendre 3 la fois de s et i]°i2°'°in~ tel que toute séquence de sortie

compatible avec (s',il.izocnin) le solt avec (s,il.iz...in). Si de plus S' est

globalement plus précis que S, on dira que S et S' sont globalement compatibles.

L'étude de la compatibilité globale et de la meilleure précision globale
dans le cas général s'avére difficile ; nous nous limiterons i la classe des

systémes séquentiels incomplets ci-dessous définie.
Définition

Un systéme séquentiel incomplet, S = (S,I1,0,8,A) est de classe D si pour
tout doublet (s,i) € SXI, les &galités §(s,i) = S et A(s,i) = O sont &quiva-
lentes., Il revient au méme de dire que les égalités Card(S8(s,i)) =1 et
Card(A(s,1i)) = 1 sont équivalentes. Il apparalt ainsi que la classe D est une
généralisation de la classe C de systémes séquen%iels complets, et une restric-

tion de la classe J des syst@mes séquentiels incomplets.

(B) Graphe de determination d'un systeme A@uentéd partiellement determing

Soit un systéme séquentiel S = (S,1,0,0,\) partiellement déterminé et un
état S, € S. Conformément i la définition donnée au chapitre précédent (paragraphe

(1) C), une séquence d'entrée-sortie (i1 12°°'in’ 0 02°'°9n) est déterminée par
1'état S, si 03 Oye-e0  est la seule séquence de sortie compatible avec le doublet

(so,il izwnin)o Pour cela il faut et il suffit qu'il existe une séquence d'état
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S +8yeee8 telle que pour tout entier j compris entre 1 et n soient vérifides les

lati s. = §(s, i, t o, = A(s, 0.).
relations ; ( j-1 J) e oJ ( -1 J)

Posons IX0 = X, et considérons le sous-ensemble F C SX2XS constitué par les
triplets (s,(i,o0),t) tels que o = A(s,i) et t = 8(s,1i). On voit qu'une séquence
d'entrée-sortie (il'iZ'"’in’ 01,02...on) est déterminée par un &tat s €8S siet
seulement si il existe une séquence d'é&léments de F, (Sl’(il’ol)’tl)
(sz,(il,oz),tz)...(sn,(in,on),tn) telle que pour tout entier j compris entre 1 et

n-1 soit vérifiée la relation t, = s,
N 3+l

D'une fagon générale, un triplet (S,L,F) constitué par la donnde de deux
ensembles finis non vides S et I et d'un sous—ensemble F C SX1IXS sera appelé un

graphe étiqueté. Les &léments de S seront appelés des sommets, ceux de I les

étiquettes, et les triplets de F seront appelés les fléches &tiquetées (ou plus

bri&vement les fléches). Un graphe &tiquet& peut &tre représenté par une figure
dessinée sur la feuille de papier en associant un point 3 chaque sommet, et le

dessin d'une fl&che &tiquetéde par le symbole 0 allant du point s au point t,

A b

a tout élément (s,0,t) € F,

(%) € o* ; e TR N
con . e ¥b
Un mot 00y 0, I” sera dit d xe s
produit par un sommet s, si il existe une //k’ §~r
f snShniuiedoingy SN ,/ e o N
é & o) E.)eoo P
séquence de fléches (s], l’tl)(SZ’OZ’ 2) 4 ¢ Sy
(sn,cn,tn) vérifiant pour tout entier j com-— %
pris entre 1 et n~1 la condition tj—l = Sj' Dessin d'un graphe &tiquetd
-~une telle séquence de fl&ches sera appelée ‘
Figure 1

un itinéraire du graphe &tiqueté —. Le graphe

étiqueté (S,L,F) associé 3 un systéme séquentiel partiellement déterminé suivant

la construction précédente sera appelée son graphe de détermination.

* . . e . . . . 21 2
(*) L7 est l'ensemble des suites finies (y compris la suite vide notde A) d'éléments

de 2. Les suites sont aussi appelées des mots. L'opération qui a deux mots m, et

m, associe le mot m .m, commengant par le mot m et finissant par m, est appelée

2 172 1
- . * ” - -
concaténation. Elle structure I” en monoide, et A est &lément neutre.
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mmEme

"Une séquence d'entrée-sortie (il'iz"'in’ol'oz"'on) est déterminée par un
état s d'un systéme séquentiel partiellement déterminé si et seulement si le
mot (il,o])(iz,oz)...(in,on) est produit par le sommet s de son graphe de

détermination".

e

"Tout syst&me séquentiel de classe D est parfaitement défini par la donnée

de son graphe détermination".

La propriété 1 dé&coule des considérations qui la précédent ; la propriété 2

résulte d'une simple vérification.

(C) Caracternisation de La meillewre précision globale pour Les systemes de classe D

Théoréme

=TS

"Un systéme s&quentiel S' de classe D est globalement plus précis qu'un
systéme séquentiel S de classe D si et seulement si toute séquence d'entrée-
sortie déterminée du systéme S est &galement une séquence d'entrée-sortie

déterminée du systéme S'."

(il.iz...in,ol.oz...on) est une séquence d'entrée—~sortie déterminée d'un

systéme séquentiel S si il existe un &tat s de S qui la détermine.

Condition nécessailre

Soit un &tat s de S qui détermine cette séquence, il doit exister un &tat

s' de S' tel que toute séquence de sortie compatible avec (s',i,.i ...in) le soit

172
avec (s,il.iz.;.in). Puisque 0[+0,¢.0 est la seule séquence de sortie compatible
avec (s,il.iz...in), ce doit &galement &tre la seule de séquence de sortie compa-
. v e . . . . .
a +loese1 ). Il en résult el eas 0,0, 4us e déter—
tible avec (s o1 .1, n) 1 en résulte que (11 gerei 50,00, on) st dé

minée par s'.
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Remarque - On voit que cette condition est nécessaire pour les systémes séquentiels

partiellement déterminés quelconques.

Condition suffisante

Considérons un doublet (s,il.iz...in) constitué par un état de S et une sé-
quence d'entrée. Soit k le plus grand entier compris entre O et n tel que
eOpeesO

1772 k
cette séquence de sortie. Il existe un &tat s' de S' qui détermine la séquence

(s,il.iz..;ik) détermine une séquence de sortie unique, désignons par o

d'entrée-sortie (il.iz...'k;ol.oz,..ok) -si k = 0, on peut prendre n'importe quel
état de S'-. Toute séquence de sortie compatible avec le doublet (s"i1°i2"°in)
commence par les k premiers symboles 01+0yee0ps elle est &galement compatible

avec (S’i]'i2°°'in) car l'hypothé&se suivant laquelle S est de classe D implique

. ~ . ~ éme
que les symboles de sortie peuvent &tre pris quelconques apréds le k me,

Remarque - Seul le systéme S doit &tre de classe D pour que la condition soit

suffisante.

(D) Problemes £ies a L'etude du comportement global

1 - A Chaque sommet s d'un graphe étiqueté (S,Z,F) associons l'ensemble L(s) des

mots produits par ce sommet. Pour tout sous—ensemble P € 8, posons L(P) = UL(s).

€
L'ensemble des mots appartenant 3 L(S) sera appelé le comportement global ° P

du graphe &tiqueté&. On dira qu'un graphe étiqueté g, est globalement surpassé

par un graphe étiqueté gy si le comportement global de g, est inclus dans celuil

de 8y 8 et g, seront dits globalement &quivalents s'ils ont le méme compor-

tement global.

"Un systéme séquentiel S' de classe D est globalement plus précis ( ‘resp.
globalement compatible) qu'un systé&me séquentiel S de classe D si et seule-
ment si le graphe de détermination de S' surpasse globalement (resp. est glo-

balement équivalent) le graphe de ddtermination de S."
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2 ~ Cette propriété qui est un corollaire immédiat du théoréme préc&dent permet
de ramener 1'étude du comportement global des systémes de classe D i celui des
graphes &tiquetés. Le graphe de détermination (S,I,F) d'un systdme de classe D

n'est pas quelconque, et vérifie les deux propriétds suivantes :

1°) L'ensemble I des &tiquettes est &gal au produit cartésien IX0 de deux en-
sembles finis non vides ; les doublets (i,o) seront appelés doublets

d'entrée—sortie.

2°) 81 (s',(i',0"),t") et (s",(i",0™"),t") sont deux fléches étiquetdes telles
q

que s' = s" et i' = i", alors o' = o" et t' = t". En effet, o' = o" = A(s',i")

et t' = t" = 8(s',1").

Ces /deux propri€tés sont caractéristiques en ce sens que tout graphe &tiqueté
les vérifiant est €gal au graphe de d&termination d'un systéme de classe D unique.

Ces graphes étiquet@s seront appelés des graphes séquentiels. La propriété 2)

implique la propriété plus faible :

2'°) 8i (s',0',t') et (s",0",t") sont deux fléches étiquetées telles que s' = s"

et ¢' = g", alors t' = t".

-

Les graphes &tiquet&s vérifiant 2') seront dits déterministes. Les propridtés

les plus intéressantes relatives au comportement global seront obtenues pour ces
graphes. D'une fagon générale, tout graphe déterministe dont 1'ensemble des
étiquettes I sera &gal au produit cartésien IXO de deux ensembles finis non
vides (i.e. les graphes &tiquet&s vérifiant 1) et 2) sera appelé un quasi-

systéme séquentiel, les &léments de I seront alors appelés les doublets”

d'entrée—-sortie.
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3 - Deux sommets s, et S, d'un graphe étiqueté (S,2,F) seront dits équivalents
si L(SI) = L(sz) ; deux graphes étiquetés seront dits ponctuellement &équivalents

si a4 tout sommet S, € 5, il correspond au moins un sommet S, € S, tel que
L(SI) = L(sz), et réciproquement. Deux sommets équivalents du graphe de déter-—
mination d'un syst&me de classe D correspondent i deux états produisant les mémes
séquences d'entrée-sortie déterminées ; en particulier, si les deux systémes
séquentiels sont complets, on retrouve la relation d'équivalence classique défi-

nie entre les &tats d'un systéme séquentiel complet (cf. [14J).

L'équivalence ponctuelle de deux graphes &tiquet&s implique manifestement leur
€quivalence globale, la réciproque est en géndral fausse. On montrera cependant
que l'équivalence globale de deux graphes déterministes implique 1'dquivalence

ponctuelle entre certaines parties de ces graphes.

4 - Tout ensemble de mots de (IXO)x €gal au comportement global d'un graphe séquentiel

sera appelé une relation séquentielle. Si il est possible que ce graphe séquentiel

soit &gal au graphe de détermination d'un syst&me séquentiel complet, on dira que
cette relation séquentielle est compld@te. De nombreuses propriétés des relations

- . - *
séquentielles complétes () ont

été énoncées par Gray et Harrison [17], ces deux
auteurs se sont également attachés au probléme de leur reconnaissance. Nous re-—
prendrons certains de ces probl@mes en utilisant un mode de représentation des
relations séquentielles par des quasi-machines séquentielles dont elles soient

le comportement global (cf. paragraphe (6)).

(%) ce que nous appelons relation séquentielle compl&te est appelé simplement relation
séquentielle par Gray et Harrison, ces deux auteurs n'é&tudiant pas les relations

séquentielles plus générales telles que nous le définissons.
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(A) Deginition fonetionnelle d'un graphe etiquetsd

Soit un graphe &tiqueté& (S,5,F), considérons l'application A : SXI » P(S)

telle que t € A(s,0) <=> (s,0,t) € F. A sera appeléd la fonction de transition du

graphe étiqueté.

Un graphe &tiqueté@ déterministe sera caractérisé par la propriétéd

D] ¥(s,0) € SXXI  : Card(A(s,0)) < 1.

Si 1'égalité Card(A(s,0)) = | est toujours vérifide, le graphe déterministe
sera dit complet. En d'autres termes, un graphe complet est caractérisé par la don-

née d'un triplet (S,2,A) ol A est une application de SXI dans S.

(B) Application rnégulithe associle 4 un graphe tiquets

P . . . *
Etant donnés deux ensembles non vides S et I, une application A™ :

P(s) X Rl P(S) sera dite réguliére par rapport au couple [S,Z] si elle vérifie

les propriétés suilvantes :

1) ¥vpCs : A%\ =P
2) ¥m € 2% A% (g,m) = & ;
3) ¥P S}S,_le et m, €r* . Ax(P,ml.mz) ='Ax(Ax(P,ml),m2) ;
4) ¥P et P, C5, ¥m € 1% : A*(Pl Ue,,m = A*(Pl,m) U A*(Pz,m).
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Théoréme |

EE Y

"La fonction de transition A d'un graphe étiqueté (S,5,F) s'étend de fagon
unique en une application réguliére n* : P(S) » w* P(S) vérifiant la pro-

priété
¥(s,0) € SX% : A*({s},0) = A(s,0).

P . . x .o -
Réciproquement, toute application A” régulidre par rapport & un couple d'en-
sembles finis non vides [S,Z] est égale & l'extension de la fonction de tran-

sition d'un graphe étiqueté (S,%,F) unique."

Nous ne redémontrerons pas ce théoréme classique de la théorie des automates.
On pourra consulter l'article de Rabin et Scott [30J dans lequel on trouvera égale-

ment la démonstration du théordme suivant :

Théoréme 2

"Un mot m appartient & 1'ensemble L(P) des mots produits par un sous—ensemble

P des sommets d'un graphe étiqueté (S,%,F) si et seulement si Ax(P,m) #¢."

(C) Complétion d'un ghaphe Btiquetd déterminisite

’

] — Définition d'un automate fini

Un automate fini est un quadruplet (S,%Z,A,F) ol (S,I,A) est un graphe étiqueté
déterministe complet, F est un sous—ensemble de S dont les &lément sont appélés

états finaux. Un mot m est accepté par un &tat s € S si A(s,m) € F. Un ensemble de

* . . .. . - N
mots L € X7 est un k—~langage s'il existe un automate fini tel que L soit &gal 4 1'en-

semble des mots accept&s par un de ses &tats.

(%) En général on distingue également un &tat initial q permettant de définir le com-

portement de 1l'automate comme 1'ensemble des mots acceptés par q.
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Un automate fini sera appelé@ un automate & trou si tous les &tats sauf un,

sont finaux, cet &tat non final T vérifiant la condition A(T,0) = T pour tout O

dans 2.

2 - Soit un graphe étiqueté déterministe (S,Z,F) dont A est la fonction de transi-
tion. Ajoutons un &lément T & l'ensemble S, et considérons 1'application

A' ¢ (S+T1) X I > S+T définie par :

¥(s,0) €S X I: A'(s,0) = A(s,0) si A(s,0) # @,

A'(s,0) = {1} si A(s,0) = ¢ ;
¥o €3I : A'(r,0) = {T}.

Le triplet (S+T,Z,A') est un graphe &tiqueté déterministe, 1'automate & trou

(8+1,%,A",S) sera appelé le complété du graphe (S,I,F).

SmmEERmEREs

"L'ensemble L(s) des mots produits par un sommet s d'un graphe &tiquetéd est

égal & l'ensemble des mots acceptés par 1'état s de 1l'automate 4 trou obtenu

par complétion."

SDmEmmommmImTsR

"Tout automate & trou est le complété d'un graphe étiqueté déterministe unique."

P

Ces deux propriétés sont évidentes. Le proc&dé constructif pour obtenir le
graphe étiqueté associé 3 un automate a trou (S+T,X,A',S) consiste 3 d&finir 1'en-

semble de fl&ches &tiquetées F €8 X I X S tel que (s,0,t) € F <=> A'(s,0) = {t}.
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(D) Etude de £'Zquivalence ponctuelle

Rappelons que deux &tats s, et Sy d'un automate (S,Z,AF) sont équivalents si

ils acceptent les mémes mots (cf. [14]), et que deux sommets s, et s, d'un:graphe
étiqueté (S,Z,A) sont &quivalents si ils produisent les mémes mots (cf. paragraphe

(1) D)-3). On sait d'autre part que :

Les successeurs de deux états &quivalents d'un automate fini sont &quivalents,

on peut énoncer la propriété :

"Si deux sommets s et s, d'un graphe étiqueté déterministe (S,Z,A) sont équi-

* ¢ . I,
valents, pour tout mot m € I”, une des deux propriétés suivantes est vérifide :
* *
1)) A%(spom) = A(s,om) = 0 ;
® * PP "
2) A (Sl’m) et A (sz,m) sont équivalents.

Un graphe étiqueté sera dit réduit si deux sommets distincts ne sont jamais
équivalents. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
que l'automate & trou obtenu par complétion soit lui-méme réduit. On démontre que
tout automate fini est ponctuellement équivalent & un automate fini réduit unique
d un isomorphisme prés. Ce résultat se transporte dans le cas des graphes &tiquetés

déterministes. On définira un isomorphisme d'un .graphe (S,Z,A) sur un autre

(s',Z,A") comme une bijection ® : S > S' vérifiant la condition P(A(s,0)) = A" (op(s),0).
I1 résulte alors du corollaire énoncé ci-dessus que deux graphes déterministes
irréductibles et ponctuellement &quivalents sont isomorphes, la correspondance

isomorphique &tant la bijection qui lie les sommets équivalents des deux graphes.
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(E) ReLation de dominance - Composantes forntement connexes - Sous ghaphes -
Sous-graphes ferumés

Soit un graphe &tiqueté déterministe g = (S,Z,A), on dira qu'un sommet s

. . s . % . .
domine un sommet t si. 1l existe un mot m tel que t = A" (s,m). La relation de domi-
nance est un préordre sur S, ses classes d'isovalence seront appelées les compo—

sants fortement connexes (ou plus bridvement composantes) du graphe g.

Un sous-ensemble T © S sera dit fermé si s € T et s domine t impliquent
t € T. L'union et l'intersection de plusieurs ensembles fermés sont des ensembles
fermés. Pour tout sous—ensemble T € S, il existe un plus petit sous—ensemble T

fermé contenant T ; T qui sera appelé la fermeture de T est égal & l'ensemble des

. *x
A(t,m) quant t varie dans T et m dans 2 .

T étant un sous-ensemble de S, définissons 1'application A' : T X I +1P(T)

telle que A'(t,0) = A(t,0) si A(t,0) CTet A'(t,0) = @ si A(t,0) & T. Le graphe

8 = (T,Z,A') sera appelé le sous—graphe de g de support T. La définition de A'
implique que pour tout doublet (t,m) € T X Zx, A'(t,m) € A(t,m) ; 1'ensemble des
mots produits par un sommet t du graphe gp est donc inclus dans 1'ensemble des mots
produits par ce méme sommet dans le graphe g. En outre, . si le sous—ensemble T est
fermé, on voit que A'(t,0) = A(t,0) pour tout doublet (t,0) € T X I; les ensembles
de mots produits par un sommet t du graphe &y et ce méme sommet du graphe g sont

donc égaux. sera alors appelé un sous—graphe fermé.

&

—_—mooErzoox

(A) Développement d'un graphe etiquetd

Considérons un graphe étiqueté g = (S,Z,A) et l'application réguliére

AF . P(8) x ¥ > P(8) restreinte au sous—ensemble P(S) X I. On peut considdrer que

Ax est une application de P(S) X Zdang P(P(S)) vérifiant la condition Card(Ax(P,O))=1.
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Le quadruplet Ag = (P(S),Z,AX,P(S)-¢) est donc un automate a trou puisque
Ax(¢,0) = @ pour toute étiquette 0. Il résulte du théoréme 2 &noncéd au paragraphe
(2) B) que l'ensemble L(P) des mots produits par un sous-ensemble P € S du graphe

est égal & 1'ensemble des mots acceptés par l'@tat P de 1'automate A .
g 123 g

Le graphe étiqueté g = (S,%,A) associé 3 1l'automate i trou Ag par suppression

de son état trou, @, sera appelé le graphe développé de g.

Propriété fondamentale du_graphe développé

"L'ensemble L(P) des mots produits par un sous—ensemble P de sommets d'un
graphe étiqueté est égal 4 1'ensemble des mots produits par le sommet P

de son graphe développé."

En particulier, le sommet S du graphe développé produit le comportement global

du graphe étiqueté.

(B) Composantes gortement connexes du dévelLopps d'un graphe 8tiquetd déterminisie

"Si deux parties P et Q du développé d'un graphe étiqueté déterministe appar-

tiennent 3 une méme composante fortement connexe de ce graphe, elles ont

mémes cardinal."

Soit g = (S,X,A) le graphe étiquetd déterministe considéré, g = (8,%,A) son
graphe développé. Puisque P et Q appartiennent & une méme composante fortement con-

nexe de g, il existe un mot m, tel que {Q} = A(P,ml) et un mot m, tel que

- - . 2
{p} = A(Q,mz). Les &galités {Q} = A(P,ml) et {P} = A(Q,mz) sont équivalentes &
Q = AX(P,ml) et P = AX(Q,mZ) ; 11 en résulte puisque g est déterministe

Card(Q) = Card(P) et Card(P) < Card(Q).
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Définition

L'ordre d'une composante fortement connexe du développé d'un graphe &tiqueté

déterministe est le cardinal commun des sous~ensembles qui la composent.

"Les composantes fortement connexes fermées du développé d'un graphe étiquetd

déterministe réduit ont un ordre &gal a 1."

Reprenons les notations de la démonstration précédente. Considérons une partie
P & S appartenant 4 une composante fermée (' du graphe développé ;. Supposons que P
contienne au moins deux éléments, soit s et t. Puisque g est ré&duit, s et t ne sont
pas &quivalents. Il existe donc un mot m produit par 1'un des deux sommets, soit s,
et non par l'autre. Posons P = {s} U {t} U{p'} et qQ = A*(P,m). On a
Q = Ax(s,m) U AX(P',m). Q est non vide puisque s produit m, d'autre part Q appartient
a C puisque C est fermé. Enfin, on a Card(Q) < Card({s})+Card(P') < Card(P). Cette

inégalité stricte est impossible puisque P et Q appartiennent i la méme composante
c.

Remarques sur les composantes fermées d'un graphe &tiqueté : Tout sommet dominé par

un sommet d'une composante fermée appartient I cette composante fermée, les compo-
santes fermées sont donc les éléments minimaux de 1'ordre induit par la relation

de dominance sur 1l'ensemble des composantes fortement connexes. Les sommets appar-
tenant aux composantes fermées seront dits finaux. L'ensemble constitud par les
sommets finaux est fermé, le sous-graphe qu'il détermine sera dit final. Notons que
tout sommet s domine au moins un sommet final. En effet, si ce sommet n'est “pas

final, il existe un mot m qui conduit de s 3 un sommet s' appartenant 3 une compo-
sante distincte de celle de s. Si s' n'est pas final, on peut trouver un mot m' menant
d un sommet s" distinct de s et s', etc... Le procddé ne peut se répéter indéfini-

ment puisque le nombre de sommets est fini.

3
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Immersion canonique d'un graphe &tiqueté déterministe dans son graphe développé :
q q grap! pp

~

- Considérons un graphe déterministe g = (S,Z,A) et son graphe développé

g = (S,%,A). On vérifie aisément que 1'ensemble S1 € S des parties de S contenant

~

un seul élément est fermé par rapport a4 g, cet ensemble détermine un sous—graphe

~

fermé &g -appelé sous—graphe d'ordre 1- isomorphe i g par la correspondance
1

s > {s}. Cette derniére correspondance sera appelée 1'immersion canonique de g

n . . . . .
dans g. L'image d'une composante fermée de g par cette immersion canonique est une
composante fermée ; la propriété 2 revient & dire que la réciproque est vraie lors-

que g est réduit. On peut donc dire que

"L'immersion canonique d'un graphe déterministe réduit dans son graphe dévelop-

pé établit un isomorphisme entre les sous-graphes finaux de ces deux graphes".

(C) Sous-graphe nécessaire d'un ghaphe étécjueié deterministe reduit

Un sommet s d'un graphe étiquetd déterministe g = (S,Z,A) réduit sera dit
nécessaire si 1l appartient & une composante fermée et si son image {s} par 1'immer-
sion canonique dans g appartient i la fermeture du sommet S dans g. L'ensemble des

sommets nécessaires est un sous—ensemble fermé N du graphe g, gy sera appelé le

sous-graphe nécessaire. Ce sous—graphe nécessaire est inclus dans le sous—graphe
final de g. Tout sommet s qui ne domine aucun sommet nécessaire sera dit inutile.

En particulier, les sommets finaux non nécessaires sont inutiles.

Théoréme

"Si deux graphes étiquetés déterministes réduits sont globalement équivalents,

leurs sous—graphes nécessaires sont isomorphes."

Soient g = (S,Z,A) et g' = (8',Z,A") ces deux graphes, g = (S,5,R) et
g' = (§',Z,A') leurs graphes développés. Puisque g et g' sont globalement &quiva-

lents, les sommets S et S' des graphes g et g' sont &équivalents.
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On s'aidera de la figure ci-contre

pour suivre la démonstration.

Soit s un sommet nécessaire du
graphe g, {s} est un sommet final
du graphe g dominé par S, il existe

donc un mot m, € 2* tel que

A(S,m])= {s}. Ce mot m, est &galement

produit par S' et conduit i un som-

met P'. Ce sommet P' domine un sommet

final Q' de g', il existe donc un mot m, € 1* conduisant de P' 3 Q'. {s} et P’
atteintsd partir des deux sommets &quivalents S et $' par production d'un méme

mot sont &quivalents, par conséquent, {s} produit m, et méne 34 un sommet Q Equiva-—
lent 3 Q'. Ce sommet Q appartient 4 la composante fermée déterminde par {s} dans g,
par conséquent, il existe un mot my conduisant de Q i {s}. Ce mot m, est également

produit par Q' et méme & un sommet T', T' est final puisque Q' l'est.

D'aprés la propriété 2 &tablie en B), T' est un sous-ensemble de S' réduit
a un seul &lément, soit {s'}. {s} et {s'} sont deux &tats &quivalents dans g et

|

g', il en est donc de méme entre les sommets s et s'. Enfin, le sommet s' est

nécessaire dans le graphe g'.

Nous avons donc démontré que l'on peut faire correspondre 3 tout sommet néces—
saire du graphe g un sommet nécessaire équivalent dans le graphe g'. L'inverse pour-
rait se démontrer de la méme fagon. Puisque les graphes g et g' sont réduits, il

‘en résulte que leurs sous-graphes nécessaires sont isomorphes.
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"Etant donné un graphe étiqueté déterministe réduit et 1'ensemble U C § de

ses sommets non inutiles, le sous-graphe est globalement &quivalent 3 g."
| gy g q g

I1 suffit de montrer que g surpasse globalement 8y Tout mot m produit par g
est produit par 1'&tat S du graphe développé g = (5,2,5). Ce mot m peut &tre pro-
longé par un mot m' de fagon & atteindre un sommet final {s} du graphe g. L'égalité
E(S,m.m') = {s} implique 1'existence d'un sommet t tel que A(t,m.m') = s. Le sommet
t ainsi que tous ceux qui sont traversés lors de la production de m.m' par ce som-
met dominent le sommet nécessaire s. Par conséquent, m.m' et i fortiori m, sont

produits par gy

D'une fagon générale, on voit que pour tout sous—ensemble ' contenant u,
gy est globalement &quivalent & g. Par contre, si on considére un sous-ensemble V
auquel il manquerait un sommet nécessaire s, gy est strictement surpassé par g.
I1 suffit pour slen rendre compte de considérer un mot m conduisant dans g de S

a{s}, 1'égalité A(S,m) = {s} implique que le mot m conduit toujours vers 1'dtat s.

On ne peut rien dire & priori des autres sommets, certains peuvent &tre inu-
tiles (i.e. leur suppression ne change rien au'comportement global), d'autres peu-

vent 8tre nécessaires.

Exemple : Considérons le graphe étiqueté représenté par la figure 1 (paragraphe
(1), B)), son sous-graphe développé relatif 3 la fermeture du sommet ABCD Test
représenté par la figure 2. On voit que le sommet A est inutile, que C et D sont
nécessaires, le sommet B n'est pas classé. Le sous-graphe déterminé par les som-
mets B, C et D est donc globalement Equivalent au premier. En fait on voit qu'il
en est de méme pour le sous-graphe ré&duit aux seuls sommets C et D, B est donc

inutile.
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Figure 2

(E) Cas des graphes déterministes non neduits

Définition

Une application surjective @ des sommets d'un graphe &tiqueté g = (S,I,A) sur
les sommets d'un autre graphe &tiquetd, g' = (S',%,A') est un . épimorphisme si

¥(s,0) €8 xY1'8galité ©(A(s,0)) = A'(9(s),0) est vérifide.

Cette notion d'épimorphisme est voisine de celle qui est définie en théorie
des automates finis, elle vérifie des propriétés analogues dont on vérifiera aisé-

ment la validité.

"Deux graphes étiquetés 1iés par un épimorphisme sont ponctuellement &quiva-

lents."

e

"L'application qui associe i chaque sommet d'un graphe étiqueté déterministe le
sommet qui lui est &quivalent dans un graphe rédduit ponctuellement Equivalent

est un épimorphisme".
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Cette derniére propriété ainsi que le lemme qui suit vont permettre d'étendre
les résultats démontrés dans ce paragraphe au cas des graphes étiquetés déterminis-

tes quelconques.

Lemme
"[}'image par un &pimorphisme d'une composante fortement connexe fermée est une
composante fortement connexe fermée."
Soient g = (S,Z,A) et g' = (8',%,A") les deux graphes concernés, ® 1'&pimor-

phisme de g sur g', C une composante fermée du graphe g, s et t deux &tats de C.
Il existe deux mots m, et m, tels que s = A*(t,ml) et t = Ax(s,mz), on en tire
(s) = Av*(w(t),m]) et (t) = A'*(m(s),mz). ®(C) est donc inclus dans une compo-

sante fortement connexe de C'.

Soit u' un autre sommet quelconque de C', il existe un mot m tel que

''= A'*(m(s),m). m est &galement produit par le sommet s &quivalent i ®(s)

u
[P . -~ . x . -

(cf. propriété 1), et conduit & un sommet u, soit u = A"(s,m), il en résulte

u' = ¢@(u). Puisque C est fermé par hypoth&se, u appartient & C. On a donc bien

démontré que ®(C) = C'. Enfin, on vérifie immédiatement que C' est fermsd.
q q

Application

Considérons un graphe déterministe quelconque g = (S,%,A), g' = (8',2,A") un
des graphes réduits ponctuellement &quivalent & g, ¢ 1'&pimorphisme de g sur g'
défini par la propriété 2. Une composante fermée de g sera dite obligatoire si son
image par ¢ est une composante obligatoire de g'. Un sommet de g sera dit inutile
si il ne domine aucun sommet obligatoire. Le théordme démontré au paragraphe C)

peut alors s'énoncer :

"Si deux graphes &tiquetds déterministes sont globalement équivalents, leurs
sous—-graphesconstitués par les composantes fermées obligatoires sont ponctuel-

lement &quivalentes'.
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La propriété énoncée en D) subsiste sams changement. Par contre, un sommet
figurant dans une composante fermée obligatoire peut &tre &ventuellement supprimé:
sans changer le comportement global ; en effet, um composante obligatoire peut &tre

dédoublée.
Corollaire

""Si deux graphes &tiquetés ddterministes fortement connexes sont .globalement

équivalents, ils sont ponctuellement &quivalents".
En effet, les deux graphes étant réduits d une seule composante fortement
connexe, cette composante unique est obligatoire. On retrouve 13 un résultat clas-

sique &tabli dans la théorie des systémes séquentiels (cf. [20] et [38]).

(F) Cas du surpassement global

L'étude qui vient d'€tre faite n'apporte pas de résultat nouveau en ce qui
concerne le surpassement global. Le seul ré@sultat que 1l'on peut &noncer est un
théoréme dérivé directement d'un théor&me analogue &tabli dans le cas du surpas-
sement global entre automates canoniques, &tabli par Monsieur Kuntzmann [2@].
L'idée consiste &galement 3 comparer les notions de surpassement global et de
surpassement ponctuel.

’

On dira qu'un sommet s d'un graphe g surpasse un sommet s' d'un graphe

1

g

sommet de g est surpassé par un sommet de g'.

si L(s) 2 L(s'), qu'un graphe g surpasse ponctuellement un graphe g' si tout

Théoréme

"Si un graphe déterministe g est globalement surpassé par un graphe détermi-

niste g', le sous-graphe final de g est ponctuellement surpassé par g'."
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‘Notens tout d'abord la propriété suivante facile 3 vérifier

"si un sommet s surpasse un sommet s', un sommet t' atteint & partir de s'

par production d'un mot m est surpassé par le sommet t atteint 3 partir de s
par production du mot m."

Considérons un sommet quelconque s du sous-graphe final de g et un sommet s'

quelconque du graphe g. Deux cas peuvent se produire :

1 - le sommet s' surpasse s, la propriété est &tablie.

2 - il existe un mot m, produit par s et nonproduit par s'. Ce mot m, conduit

dans le graphe g du sommet s 3 un sommet S| appartenant a la composante fermée d'ou
s a été extrait, il existe donc un mot mi qui conduit de t & s. Puisque ml.mi

est produit par s, il est également produit par un certain sommet s" du graphe g'.
s'" est nécessairement distinct de s'. Soit t" le sommet atteint dans g' lorsque

s" produit ml.m;. Deux cas se présentent :
1 - t" surpasse s, la propriété est &tablie.

2 - il existe un mot m, produit par s et non par t". Comme ci-dessus, on pro-
longe m, par un mot mé permettant de retourner & s dans le graphe g. Le mot
m].mi.mz.mé produit par le sommet s 1'est &galement par un sommet s" du graphe g'.
On établit comme précé&demment que s''est distinct de s' et s", et on considére le

sommet t'"atteint lorsque s"' produit m,.m'!.m,.m'.

17172 72
A nouveau on considére les deux cas 3 partir de t"'et s, etc... ; le cas 2
ne peut se produire indéfiniment car il conduirait & construire une suite infinie
(n A . . .
s'y, 8", 8" ,...,s ),... de sommets distincts dans g', ce qui est impossible puis-

que le nombre des sommets de g' est fini.
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Remarques —- Il n'y a aucune raison pour que le sous—graphe final de g soit ponctuel-
lement surpassé par le sous—graphe final de g' ; cette propriété est méme fausse
dans le cas général. On doit donc se contenter d'un théoréme moins précis que dans

le cas de 1l'équivalence globale.

Ce théoréme permet également d'établir simplement le corollaire qui a &té

énoncé précédemment.

(A) Définitions

Soit un ensemble fini non vide I, une configuration sur I est une application

¥ : 2~ {0,1,2}, 1'ensemble {0,1,2} &tant naturellement ordonné par la relation
0<1<2.

Une configuration Wl est incluse dans une configuration Wz si pour tout

appartenant a I, Wl(c) < WZ(O). L'inclusion est un ordre.

Une configuration Wl est extraite d'une configuration Wz si pour tout O tel

que ¥(0) # 0, on a ¥'(0) = Y(0). Cette condition implique que Wl est incluse dans
y

9
Une configuration Y est simple si il existe au plus unm symbole 0 tel que
¥(0) = 1. On vérifiera aisément la propriété suivante :

"Une configuration Tl est incluse dans une configuration Wz si et seulement si

toute configuration simple extraite de Wl est incluse dans une configuration

simple extraite de Wz."
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La configuration d'un sommet s d'un graphe &tiqueté& déterministe g = (S,I,A)

est 1l'application LI AR {0,1,2} définie par :

Y (0) = 0 <=> A(s,0) = § 3
WS(O) =1 <=> (s,0,A(s,0)) est une fldche externe de g ;
WS(O) = 2 <=> (s,0,A(s,0)) est une fléche interne de g.

(s,0,t) sera appelé& une fléche interne du graphe g si s et t appartiennent i

la méme composante fortement connexe, sinon ce sera une fldche externe. Notons

~ . g . * . .
qu'une flé&che interne est caractérisée par le fait qu'un mot de I" au moins conduit
de son extrémité vers son origine, alors que cela est impossible par une flache

externe.

Pour abréger la terminologie, nous conviendrons de dire qu'une configuration
extraite de (resp. incluse dans) la configuration d'un sommet s est une configura-
tion extraite du (resp. incluse dans le) sommet s. Toute configuration extraite

d'un sommet d'un graphe &tiqueté déterministe g sera appelée une configuration

du graphe g ; nous distinguerons en particulier les configurations simples maximales

du . graphe g par rapport a4 l1'inclusion.

(B) Interprétation graphique des congigurations

1 - Considérons un dessin dans le plan représentant un jeu de fldches issues d'un

méme point. Certaines de ces flé&ches ~dites doubles~ sont tracées avec un double

trait plein, les autres -dites simples- sont tracées avec un trait simple. Donnous
nous un ensemble d'étiquettes I et affectons une étiquette différente & chacune
des fléches de ce dessin. Le nouveau dessin ainsi 8tiqueté représentera la con-
figuration ¥ : % » {0,1,2} telle que ¥(0) = 2 si O étiquette une flé&che double,

. ¥(0) =1 si 0 &tiquette une fléche simple, ¥(0) = 0 si 0 n'étiquette aucune

fléche. Ce dessin sera donc appelé le dessin de la configuration V.
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Exemple : La configuration @ sur 1'ensemble
z = {a,b,c,d} telle que ¥(a) = ¥(b) = 2,
¥(c) =1 et ¥(d) = O est représentde par la

figure 3.

Figure 3

2 - Soit un graphe &tiqueté déterministe g = (S,I,A), convenons de le représenter
par un dessin dans le plan ol les fléches internes seront tracées avec un
trait double et les fléches externes avec un trait simple. On voit alors qu'
une application ¥ : I » {0,1,2} est la configuration d'un sommet s si le des-
sin de Y est obtenu par 1'extraction du jeu de:fl&ches issues de s, on convient

dans cette extraction de "dé&rouler les boucles sur s".

Exemple : La figure 4 représente le nouveau
dessin du graphe étiqueté représenté par la
figure 1 (paragraphe (1) B)). La figure 5

représente les configurations des 4 sommets
de ce graphe, toutessont simples 3 1'excep-
tion'de la configuration du sommet B qui se
décompose en deux configurations simples.

Ce graphe n'a que deux configurations sim-

ples maximales qui sont les configurations

des sommets C et D.

sommet A sommet B
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(C) Liaisons entrne Le compontement global d'un graphe etiquete déterministe et L'en-
semble de ses configurations

-

Propriété 1

"Si un sommet s d'un graphe étiqueté déterministe g est surpassé par un sommet
s' d'un autre graphe g', il existe un sommet de g' dont la configuration in-

clut celle de s."

Notons tout de suite que si un sommet s produit un mot commengant par 1'éti-
quette 0, la configuration Ws de ce sommet est nécessairement telle que WS(O) > 1.
I1 en résulte que si un sommet s' surpasse un sommet s, alors WS(O) > 1 => Ws,(O)_i 1
Par conséquent, si la configuration Ws' n'inclut pas la configuration WS, il existe
une étiquette 0 telle que WS(O) = 2 et Ws,(O) = 1. Ce symbole 0 &tiquette donc une

fléche interne issues de s et une fldche externe issue de s'.

La technique utilisée maintenant pour démontrer cette propriété est semblable
d celle qui a été utilisde pour démontrer le thdordme du paragraphe (3) F) relatif
au surpassement global. Suivant ce qui a &t& dit plus haut, deux cas seulement sont

possibles :
I = La configuration de s' inclut celle de s, la propriété est démontréde.

2 - Il existe un symbole o qui étiquette une fl&che interne (S’Gl’tl) et

une fléche externe (s',Ul,t'). Soit m, un mot de Zx conduisant de t] a

s —un tel mot existe puisque (s,G],t]) est interne-. Le mot O}.mI qui

conduit de s & s est produit par s' qui surpasse s et conduit 3 un sommet
s'" qui surpasse &galement s. Ce sommet s" est nécessairement distinct de

1

s' sans quoi m, conduirait de t' i s' et (s',Gl,t') ne serait pas externe.

1
A nouveau, deux cas sont possibles :

1 - La configuration de s" inclut celle de s, la propriété est démontrée.
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2 - 11 existe un symbole 9, qui étiquette une flé&che interne (s,0 t2) et une

2!
fléche externe (s',Oz,t'). On considére un mot m, conduisant de t

9 as
et le sommet s" atteint lors de la production de 0,.m, par s'. On démon~-

trerait comme plus haut que 1'hypoth&se suivant laquelle (s',0.,t') et

1’
(S",Gz,t") sont externes implique que s" est distinct de s et s'.

On peut continuer ce raisonnement et créer ainsi une succession de sommets

" (n)

! s eeesS . Le nombre de sommets du graphe g'

tous distincts entre eux, s', s", s

€tant fini, le cas | sera vErifié & un certain moment. Remarquons d'autre part que

le sommet de g' peut &tre choisi dans la fermeture du sommet s'.
Corollaire

"Si s est surpassé par s', toute configuration simple extraite de s est

incluse dans une configuration simple extraite d'un sommet dominé par s'."

Ce corollaire est une conséquence immédiate de ce qui a &té dit.

"Toute configuration simple extraite du développé g d'un graphe déterministe
g est incluse dans une configuration simple extraite de g."

Soit P un sommet quelconque de g, (P’GI’PI)’ (P,OZ,PZ),...,(P,Ok,Pk) k fléches
internes d'origine P, et &ventuellement une fl&che externe (?,0,Q déteyminant une
configuration simple extraite de P.

A chacune des transitions internes (P,Oi,Pi) associons un des mots m, qui con-
duit de Pi a P, l'égalité P = AX(P,Oi.mi) est vérifiée. Tout sommet p appartenant
d P produit le mot g,.m, et conduit & un certain sommet p', de plus 1'application
p > p' est bijective. En effet, si une de ces conditions n'était pas vérifiée,
1'égalité P = AX(P,Oi.mi) ne le serait pas non plus. Pour chaque sommt p, il existe

donc un entier k tel que (Oi.mi)k conduise de p & p. Ceci implique que p et tous les
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sommets traversés lors de la production de (Oi.mi)k appartiennent a une méme
composante fortement connexe j en particulier, il en résulte qu'il existe une
fléche interne issue de p et &tiquetée par 0. On a ainsi &tabli que pout tout p
appartenant 4 P et tout symbole o, étiquetant une fldche interne d'origine P,

o étiquette &galement une fléche interne d'origine p. La propriété est donc

établie si on considére seulement des fldches internes issues de P.

Si on considére en plus une fl&che externe (P,0,Q) issue de P, Ax(P,O) est
non vide. Il existe donc un sommet p appartenant 3 P, et un sommet q, tels que
(p,0,q) soit une fléche du graphe g. La configuration ?p du sommet p est donc
telle que WP(O) > 1, la configuration WP du sommet P du graphe g est par hypo-
thése telle que WP(O) =1 3 compte tenu de ce qui a &té établi pour les fléches
internes issues de P, la propriété est &également &tablie dans ce dernier cas.
Théoréme

"Si un graphe é&tiqueté déterministe g est globalement surpassé& par un graphe
étiqueté déterministe g', toute configuration simple de g est incluse dans

une configuration simple de g'."

Soient g = (S,Z,A) et g' = (8',%,A") ces deux graphes, g = (g,Z,E) et
g' = (g',Z,l) leurs graphes développés. Soit ¥ une configuration simple extraite
d'un sommet s € S. Ce sommet s est surpassé par le sommet S du graphe g -en effet,
L(s) © L(S)-, par conséquent il existe une configuration simple ¥' extraite d'un
sommet P appartenant 4 la fermeture du sommet S dans § qui inclut ¥ (cf. corollaire
de la propriété 1).

Puisque g est globalement surpassé par g', le sommet S de g est surpassé par
le sommet S' de g' ; le sommet P de § considéré précédemment est donc surpassé par
un sommet P' de g' -il suffit de considérer un mot m qui méne de S & P, et le som~
met P' auquel méne ce mot 3 partir de S'-. Une nouvelle application du corollaire de
la propriété 1 implique que ¥' est incluse dans une configuration simple ¥" extraite
d'un sommet P" de g'. Enfin, la propriété 2 implique que cette dernidre configuration

est incluse dans une configuration simple du graphe g'.
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Corollaire

"Les configurations simples maximales de deux graphes étiquetés déterministes

globalement &quivalents sont les mémes."

L'ensemble des configurations simples maximales d'un graphe étiqueté déter-
ministe est donc un nouvel invariant attaché au comportement global de ce graphe,

cet invariant sera utilisé pour 1'dtude des relations séquentielles.

Dans ce paragraphe et le suivant, nous développons une &tude des graphes
étiquetés utilisant des techniques extraites de la théorie classique des graphes
orienté&s (cf. [2]). Comme il arrive souvent dans ce genre d'études, les résultats
€lémentaires sont tré&s intuitifs et de démonstration simple, mais le nombre de défi-
nitions nécessaires & préciser les concepts utilisés est assez important. On suivra

donc cet exposé en se référant abondamment 3 1'intuition courante.

(A) Composantes comnexes - Somme cardinale

Soit un graphe étiqueté g = (S,Z,F) dont ¥ est l'ensemble des fldches. Deux
sommets s et t sont adjacents si il existe une-8tiquette 0 € I telle que {(s,0,t)
ou/et (t,0,s) soit une fléche de g. La relation d'adjacence &tant symétrique, sa
fermeture transitive forte est une relation d'équivalence dont les classes seront

appelées les composantes connexes de g.

La différence existant entre les composantes connexes et les composantes for-
tement connexes d'un graphe &tiqueté est la méme que celle qui existe entre ces deux
notions en théorie des graphes orient&s. Remarquons d'ailleurs qu'un graphe orienté

n'est autre qu'un graphe étiqueté (S,%,F) ol I est réduit 4 un seul &lément.
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Un graphe étiqueté g sera dit connexe si l'ensemble de ses sommets est une

composante connexe,

La somme cardinale de deux graphes &tiquetés (SI,Z,FI) et (SZ,Z,FZ) est le
graphe (S,Z,F) dont 1l'ensemble S des sommets &gale la somme cardinale de S, et

SZ’ et dont 1'ensemble F des fl&ches égale Fl U Fz. Cette définition s'étend i

un nombre quelconque fini de graphes.,

Théoréme

ERETERER

"Les composantes connexes de la somme cardinale de k graphes connexes, sont
. €gales aux ensembles de sommets de ces k graphes. Réciproquement, tout
graphe est &gal & la somme cardinale de ses sous-~graphes déterminés par

ses composantes connexes''.

(B) Sous-graphes partiels

Etant donné un graphe &tiqueté g = (S,Z,F) et un sous—ensemble F' de 1'en-

semble F de ses fléches, le sous—graphe partiel gpr = ($',Z,F') déterminé par

1l'ensemble F' est défini par 1l'ensemble des sommets, S', qui sont l'origine ou

1'extrémité d'au moins une flé&che de F', et par l'ensemble des flé&ches F'.

On dira qu'un graphe g' est abrité par un graphe g -notation g' < g- si
chacun' de ses sous-graphes connexes est isomorphe & un sous-graphe partiel de
g ; ceci revient & dire que g' égale la somme cardinale de k sous—graphes par-

tiels de g.

Théoxréme

"Tout graphe g' abrité par un graphe g est globalement surpasséd par g."
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Ce théoréme est une conséquence des deux propriétés suivantes dont la véri-
fication est immédiate.

-

Proprigté 1

"Le comportement global de la somme cardinale des k graphes est &gal i

1'union des comportements globaux de ces k graphes."

(C) Cldsses de 4Leches fontement connexes

Sur l'ensemble F des fl&ches d'un graphe étiqueté g = (S,%,F), définissons
la relation £ = f' vérifiée si et seulement si 1'une des deux conditions suivantes

est vérifiée.:
1) £ =£"

2) f et £f' sont internes et leurs sommets origines et extrémités ap-
partiennent & une m@me composante fortement connue de g.
On vérifie aisément que cette relation est une équivalence, ses classes

seront appelées classes de flaches fortement connexes. Chacune de ses classes

est constituée par une seule fl&che externe oii par l'ensemble de toutes les fléches

internes reliant les sommets d'une méme composante fortement connexe.

La cloture fortement connexe, F', d'un ensemble de fl&ches F' <F est 1l'union

des classes fortement connexes détermindes par chacune des flaches appartenant &
F'. Il est immédiat que l'application F' - F' est une fermeture dans 1'ensemble des

parties de F.
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Théoréme

"Toute flé&che d'un sous-graphe partiel g' = (8',I,F') d'un graphe &tiqueté
g = (5,2,F) dont 1'ensemble F' des fldches est égal 3 sa cloture fortement
connexe est interne (resp. externe) par rapport 4 g' si et seulement si elle

est interne (resp. externe) par rapport i g."
Vérification immédiate,

(D) Decompositions d'un graphe stiquetsd

1 - Chaine : un sous-graphe partiel (S',Z,F') d'un graphe étiqueté g = (S,I,F) est
une chaine si F' est égal i la cloture fortement connexe de 1'ensemble des
flaéches d'un itinéraire de g. Rappelons (cf. (1) B)) qu'un itinéraire de g est
une suite de ses fléches (s],Ol,tl), (sz,oz,tz) seves (sn,cn,tn) telle que pour

tout entier j = 1,...,n-1 soit vérifide la condition tj = De cette défi-

S.. ..
3+l
nition, il résulte que tout mot produit par un graphe étiqueté g est produit

par une de ses chafnes.

2 - Décomposition : un graphe &tiqueté g' est une décomposition d'un graphe g si

les deux conditions suivantes sont vérifides

1) g' est abrité par g ;

2) toute chaine de g est abritée par g'.

Théordme -

"Toute décomposition g' d'un graphe g est globalement &quivalente 3 ce

graphe'’.
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' est globalement surpassé par g car g' est abrité par g. Réciproquement,

g
tout mot de g est produit par une de ses chaines, cette derniére chafine &tant

abritée par g'.

Comme décomposition particuli&re d'un graphe g, on peut citer la somme car-~

dinale de ses chalnes, cette décomposition sera appelée décomposition en chafnes

du graphe g. On peut &évidemment se limiter pour vérifier la propriété 2 a celles
des chaines qui sont maximales -i.e. F' est maximal 3 &tre la cloture fortement
connexe des fléches d'un itinéraire~ ; la somme cardinale de ces chafnes, notée
gp» est la décomposition de g en ses chaines maximales. On voit aussi qu'une dé-

composition de g est caractérisée par la double inégalité 8 <g' <g,

(E) Conglgurations extraites d'une chaine

Théoreme

"Tout sommet d'une chaine est ‘origine d'unme fldche externe au plus."

Soit g = (8,%,F) le graphe étiqueté d'ol est extraite la chafne ( = (s',Z,F")
congidérée, g = (sl,Gl,tl), (sz,oz,tz),...,(sn,cn,tn), un itinéraire de g dont F'
soit la cloture fortement connexe. Toute fl&che externe de ( est une fléche externe
de g (cf. théoréme &noncé en C)), elle appartient d'autre part i la classe forte-
ment connexe d'une des fléches de l'itinéraire précédent, une telle classe est par
définition réduite 3 cette seule fl&che externe 3 par conséquent, la fl&che externe

considérée est une fldche externe extraite de 1'itindraire 8.

Supposons donc qu'il existe deux fl&ches externes distinctes issues d™un méme
sommet de la chaine, ces deux fldches sont €gales d deux fléches externes

(s, ,0, ,t, ) et (s, ,0, ,t, ) extraite de 1'itinéraire g. Supposons que i, < i,,
1 i 1 i 1 i 1 2
1 1 1 2 2 2
. .0, eee0, &8 é i i, = i + i
le mot 011+] 11+2 5 o (éventuellement égal au mot A si 12 11 1) conduit de
t. @ s, =s. , par conséquent (s, ,O, »t. ) est une flache interne, ce qui méne
i i i i
1 2 1 1 1 1
d une contradiction.




~ 252 -

Corollaire

"Toute configuration extraite de la décomposition en chatnes d'un graphe
étiqueté déterministe est 8gale & une configuration simple extraite de ce

graphe".

Les décompositions en chafnes ne sont pas les seules i vérifier cette pro-
priété, d'une fagon générale, celles qui lesvérifient seront dites simples.
La figure 6 représente le dessin d'une composante connexe d'une telle décomposi=-
tion simple ~les parties cerclées figurent des composantes fortement connexes

du graphe dé&composé- ; la figure 7 représente le dessin d'une chatne.

Hgure 7 Figure 6

Remarque - On pourrait &galement donner une définition &quivalente d'une chafine en

utilisant la propriété &tablie dans le th&oréme précédent . Soit .:
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"Un sous-graphe partiel (S',%,EF') d'un graphe (S,%,F) est une chafne de

ce graphe si et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifides
1) F' est &gal 3 sa cloture fortement connexe ;

2) tout sommet de S' est origine d'une fldche externe au plus a artenant
24 P PP

~ [} .
ar' ;

3) pour tout couple de sommet s' et s" pris dans S', il existe un mot m

‘produit par (S',I,F') conduisant de s' 3 s" ou de s" i g'."

- . ~ . * . . -
Etant donnée une relation séquentielle R < (IX0)", toute quasi machine séquen-

tielle (S,IX0,F) dont le comportement global €gale F sera appelée une représentation

de R. En particulier, tout graphe séquentiel g est une représentation de la rela-
tion s&quentielle R &gale a son comportement global. Il existe d'autres représen-—
tations possibles de R ; par exemple, le graphe développé g en est une, et il n'y
a aucune raison pour que g soit un graphe séquentiel (cf. (1) D) 2 pour la défini-
tion des quasi-machines séquentielles et des graphes séquentiels). Dans ce para-
graphe,nous allons &noncer une propriété caractéristique des quasi-machines séquen-

tielles représentant une relation séquentielle,

(A) Degris d'un 4ommet d' une quas {-machine séquentielle

Soit une quasi-machine séquentielle (8,IX0,F), un sommet s € S et une “entrée
i € I. On peut définir deux degrés, Di(s) et di(s), du sommet par rapport & l'en-
trée i. Di(s) est €gal au nombre de symboles de sortie, o, distincts, tels qu'il
existe une fléche d'origine s étiduetée par le doublet d'entrée-sortie (i,o). Si

une de ces fleéches est interne, on posera di(s) = Di(s), sinon on posera di(s) = 0,
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Exemple : Par rapport & la quasi-machine

séquentielle représentée par la figure 8,

on a :
DO(A) = do(A) =2 ;
DO(B) =2 ; do(B) = 0.

(B) Caractinisation des quasi-machines séquentielles qui neprésentent une relation
stquentielle. '

Théoréme

"Une quasi-machine séquentielle représente une relation séquentielle si et
seulement si pour tout sommet s et toute entrée i, 1'inégalité di(s) <] est

vérifiée".

Avant de démontrer ce th&oréme, énongons quelques propriétés relatives aux

degrés di(s) et Di(s).
. < .
Pl : di(s) Di(s) ;

P2 : Une quasi-machine séquentielle est un graphe séquentiel si et seule-
ment si 1'inégalité Di(s) = 1 est toujours vérifiée. Ce graphe séquen-
tiel est associé 3 un systéme séquentiel complet si et seulement si

1'égalité Di(s) = ] est toujours vérifiée.

P3 : L'inégalité di(s) > 1 est vérifiée si et seulement si il existe deux
symboles de sortie distincts O' et 0", et une configuration simple

Y extraite du sommet s, tels que ¥(i,0') # 0 et ¥(i,0") # O.
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P4 Si une quasi-machine séquentielle est simple, 1'inégalité Di(s) > 1

est &quivalente i di(s) > 1.

Les propri étés Pl et P2 se vérifient facilement. Etablissons P3. L'inégalité
di(s) > 1 implique Di(s) = di(s) 3 par conséquent, le nombre de fl&ches issues de
s et @tiquetd@es par des doublets d'entrée-sortie distincts dont le symbole est i
est supérieur ou &gal & 2. Une de ces fléches est interne puisque di(s) # 0.

On peut donc trouver deux fléches distinctes (s,(i,0"),t') et (s,(i,0™),t") dont
1'une est interne. La configuration relative & ces deux fl&ches est nécessaire-
ment simple et vérifie les propriétés de 1'énoncé. Réciproquement, si il existe
une telle configuration simple, les deux fl&ches qui la déterminent vérifient la

condition ci-dessus, ce qui implique di(s) > 1.
Corollaire

"Si deux quasi-machines séquentielles sont globalement &quivalentes, 1'exis-
tence dans l'une d'un couple (s,i) vérifiant di(s) > 1 implique 1'existence

dans 1l'autre d'un couple (s',i) vérifiant di(s’) >1."

Ce corollaire est une conséquence de 1'invariance des configurations simples

maximales de deux graphes étiquet&s globalement &quivalents (cf. paragraphe (4) C)).

Etablissons maintenant P4. L'implication di(s) > 1 => Di(s) > | est valable
dans tous les cas. Réciproquement, si Di(s) > 1 est vérifié pour une quasi-machine
séquentielle simple, il existe deux fl&ches distinctes (s,(i,0'),t') et
(s,(i,0"),(t") distinctes. L'une d'entre elles est nécessairement interﬁe puis—-

qu'il existe au plus une fl&che externe issue de s, di(s) est donc égal 3 Bi(s).

Démontrons maintenant le théor&me. Dé&signons par g la quasi-machine séquentiel—~
le considéré&, par S une décomposition simple de g. Supposons que 1l'inégalité
Di(s) >1 puisse Etre vérifide pour un doublet (s,i) relatif & S, alors d'aprés

P4, di(s) > 1 est également vérifiée dans S. L'indgalité di(s') > 1 sera également
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~

vérifide pour un couple (s',i) relatif a g d'aprés le corollaire précédent. Par
conséquent, si 1l'inégalité di(s) = 1 est toujours vérifige pour g, 1'indgalitd

Di(s) < 1 est toujours vérifiée pour S. Cette dernidre &galité exprime que S est
un graphe séquentiel (propriété& 2), g représente donc une relation séquentielle

puisque S et g sont globalement &quivalents.

Réciproquement, si g représente une relation séquentielle, il existe un
graphe séquentiel g' globalement &quivalent 3 g ofi 1'inégalité di(s) > 1 n'est
jamais vérifige. Elle ne 1'est donc jamais pour g d'aprés le corollaire précé-

dent.

(C) Relations stquentielles compldtes

Théoréme

"Si pour tout sommet s et toute entrée i d'une quasi-machine séquentielle g,
la double inégalité di(s) <1< Di(s) est vérifide, alors g représente une

relation séquentielle compléte."

"Soit une quasi-machine s&quentielle g = (S,IX0,F) vérifiant 1'hypothése

du théor&me, et un sous-ensemble F' C F égal 3 sa cloture fortement connexe
tel que pour tout sommet s' du sous-graphe partiel g' = (S',IX0,F') et toute
entrée i, l'inégalité Di(s') = 1 soit vérifige. Si il existe un couple (s',i)
tel que Di(s') = O par rapport 4 g', il existe un sous-ensemble de fl&ches
F" contenant strictement F' et vérifiant les m@mes propriétés que F' -i.e.
F" égale sa cloture fortement connexe et Di(s”) < 1 pour tout couple (s",i)

du sous-graphe partiel g" = (S",IX0, F")-."
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Puisque Di(s') > 1 par rapport & g, il existe une fl&che (s',(i,0),t') extraite
de F dont on désignera par ¢ la cloture fortement connexe. Nous allons montrer que
F" = F' UF vérifie les propriétés voulues. Il est tout d'abord immédiat que F"
égale sa cloture fortement connexe ; d'autre part, puisque ® est non vide et

F'No = @, F" inclut F' strictement.

Soit s'" un sommet quelconque du graphe g" = (S",IXO,E") et i une entrée quel-

conque. Consid&rons deux cas :

1) Toute fl&che issue de s" et &tiquetée par un doublet d'entrée-sortie dont
la composante d'entrée est i appartient & F'. Alors les degrés Di(s")

sont égaux dans g' et g", donc Di(s") <1.

2) Il existe une telle fl&che dans 1'ensemble & . A nouveau, considérons deux

cas @

a) la fléche (s',(i,o),t') choisie au début est externe, alors s" = g'
et l'entrée considérée est i ; il est alors immédiat que Di(s') = 1

par rapport & g".
b) ® est un ensemble de fléches internes. Dans ces conditions, les degrés
di(s”) et Di(s") sont égaux dans g, donc Di(s”) = di(s") < 1 dans g.

Il en est de méme dans g" qui est un, sous—graphe partiel de g.

Démonstration du théoréme

Considérons un ensemble F' C F tel que g' = ($',IX0,F') soit une chafne du
graphe considéré dans 1'énoncé. F' vérifie les conditions du lemme, on pourra donc
l'inclure successivement dans un ensemble F" C F tel que la condition Di(s") = ]
soit vérifiée pour tout sommet s" et toute entrée i dans le graphe g" = (S",IX0,F").

Ce graphe &tiquet& correspond 3 un systdme séquentiel complet. Si toute chafne du
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graphe considéré dans 1'énoncé n'est pas abritée par g'", on recommencera la cons-
truction & partir d'une chaTne non abritée, de proche en proche, on obtiendra ainsi

une décomposition constituée par des systé@mes séquentiels complets.

Remarques - La condition énoncée par le théoréme n'est pas suffisante, il suffit de
prendre comme contre-exemple la décomposition en chafnes d'un systéme séquentiel
complet convenablement choisi. Ce théoréme généralise un résultat analogue &tabli
par Gray et Harrison [17| dans le cas de 1'automate de reconnaissance d'une relation
séquentielle compléte. En effet, on constatera aisément que le graphe développé g
d'un graphe g représentant une machine séquentielle compléte vérifie la condition
Di(s) > 1, ce graphe développé correspond & une ré&duction par &quivalence d'&tats
prés & l'automate de reconnaissance de la relation séquentielle produite par g

(cf. paragraphes (2) et (3)).
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€quivalence globale 224

extensivité 5

famille de Moore

f ermeture 5
f ermeture duale 5
f ermeture d'un ensemble de sommets d'un graphe étiqueté 231
fonction booléenne 12
fonction caractéristique d'un sous—ensemble 12
fonction caractéristique d'un recouvrement partiel 13
fonction de sortie d'un systéme séquentiel 187
fonction de transition d'un systéme séquentiel 187
fonction de transition d'un graphe étiqueté 227
forcer une chafne de pavés au type (00) 116
générateur (sous—ensemble — d'une relation binaire) 75
graphe étiqueté 222
g raphe étiqueté complet 227
g raphe étiqueté déterministe 225
graphe séquentiel 225
homomorphisme de relation binaire 68
homomorphisme canonique d'une relation binaire dans un treillis

complet 85
i dempotence 5
immersion d'un ordonné 33
immersion d'une relation binaire 69
intersection de deux recouvrements partiels 13
invariant d'une fermeture , 5
i sovalent
libre (recouvrement partiel —) 15
mondme premier d'une fonction boolé&enne 15
Moore (partie de —) 5
mot 22
numérotation d'un escalier 114
o ptimum 139
o rdonné caractéristique , 24
ordre caractéristique induit par un ordre fini 24
pavé caractéristique d'une relation binaire ’ 79
pavé plein d'une relation binaire 74
p récis 190

p récodage 30




préimmersion

préordre N

principal

produit de deux recouvrements partiels
produit cartésien de relations binaires
produit tensoriel d'applications
projections d'une application décomposable
prolonge

quasi-systéme séquentiel

quotient d'une relation binaire par une congruence
r ecouvrement compatible d'un systéme séquentiel
r ecouvrement partiel

réduite d'une chalne de pavés

régulier (préordre -—)

relation binaire

relation binaire caractéristique

relation de compatibilité

relation séquentielle

section finale

section initiale

s ection principale

semblables (relations binaires —)

s équence d'entrée-sortie

s omme de deux recouvrements partiels
sortie

sous-relation

sous-relation caractéristique
sous-relation contractée

sous-relation génératrice

support d'un mondme croissant

s upport d'un n-uplet booléen

support d'une relation de sous-brdre
support droit (gauche) d'une relation binaire
s urhomomorphisme

surpassement global

systéme séquentiel

systéme séquentiel incomplet

30

74
15
123
68
124
51
225
69
195
13
104
139
66
79
195
226

10
69
188
15
187
67
79
87
79
144
12
8
191
244
187
188




systéme séquentiel partiellement déterminé 189
systéme séquentiel de classe iy e 221
type d'une chalne de pavés 104
U engendré 20
U générateur 22
) irréductible 22
union de deux recouvrements partiels 13
vecteur caractéristique d'un sous-ensemble , 12
(1 codage 30
{1 engendré 20
1 générateur 22

(} irréductible 23
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