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INTRODUCTION

Les fonctions logiques permutantes ont été introduites par R. FRAISSE.
Ces fonctions sont telles que 1'ordre des quantificateurs portant sur les formules
atomiques n'influe pas sur leur résultat de vérité. Dans les trois premiers
chapitres, outre quelques propriétés €lémentaires, il est donné une caracté-
risation géométrique des fonctions permutantes de n variables sur 1'hypercube
de dimension n, Kn’ Cette caractérisation repose d'une part sur la notion de
connexité de f et £ sur tous les sous-hypercubes de Kn (propriété que nous
appelons de '"faible biconvexité'"), d'autre part sur la notion d'absence de
tour du cube dans f et dans f sur tous les sous-hypercubes de dimension supé-

rieure 3 deux de Kn'

A partir de ces résultats, nous constatons que, pour une fonction
f non permutante de n variables donnée, on peut fixer la valeur d'un certain
nombre des n variables dont dépend f de fagcon que f ne soit monotone par rapport
a aucune des variables restantes. La question se pose alors de savoir si une
fonction dont toutes les variables sont biformes n'est pas permutante. A cette
question est donnée dans le chapitre IV une réponse partielle.

Dans le chapitre V sont &tudiées les fonctions antagoséparables :
si on appelle pseudo-duale d'une fonction f la duale de la fonction f' obtenue
en remplacant dans f chaque occurrence de la variable complémentée X par une
variable x' indépendante de x, on dira que f est antagoséparable si dans sa
pseudo-duale tous les monOmes contenant un produit antagoniste xx' disparaissent
par absorption. Les fonctions antagoséparables sont permutantes et on démontre

s

que certaines fonctions permutantes sont antagoséparables.






CHAPITRE I

I - FONCTIONS BOOLEENNES

Soit U un ensemble de n variables booléennes, U = {xl, X5 nees X
et soit Ln 1'algébre de Boole libre engendrée par U.
Dans Ln on appelle somme, notée additivement, et produit, noté

multiplicativement.les opérations de borne supérieure et borne inférieure.

Le complément d'une variable x est X.

On appelle mondéme tout produit d'un nombre fini de variables directes
ou complémentées. Chaque variable n'apparait qu'une fois dans un monbme sinon,
ou bien il est nul (une variable et son complément), ou bien il se simplifie.

Les atomes de Ln sont appelés mondmes canoniques. Toutes les variables

y figurent.

Les éléments de Ln peuvent étre considérés comme des fonctions
£f:2"-2 (ot 2 = {0, 1}). L'ensemble 2" est appelé hypercube de dimerision n

ou n-cube.

A toute fonction f de Ln on peut associer la somme des mondmes

canoniques contenus dans f. Cette expression est appelée forme canonique
de f. *

On dit qu'un monéme u est compatible avec f lorsque pf = u.
Exemple : f(a, b, ¢, d) = ab + ac U = bcd est compatible avec f.

On dit qu'un mondme v est un mondme premier de f lorsqu'il est

~

compatible avec f et tel que tout mondme obtenu i partir de p par suppression
d'une variable n'est plus compatible.

Exemple : f(a, b, c, d) = ab + ac i = bc est monbme premier de f.



L'expression formée de la somme de tous les monOmes premiers de f

est appelée base compléte de f.

ab + ac + bc est la base compléte de f.

Une variable monoforme de f est ume variable qui, dans une écriture
de f sous forme de somme de mondmes premiers, n'apparait que sous une seule

forme (directe ou complémentée).

Une variable biforme de f est une variable qui, dans une écriture de
f sous forme de somme de mondmes premiers apparait sous les deux formes directe
et complémentée.

‘Exemple : £ = ab + ac + bc

a est une variable biforme

b et c sont monoformes.

Remarquons qu'une variable monoforme (resp. biforme) de f apparait
sous une seule (resp. deux) forme dans toute écriture de f sous forme de somme

de mondmes premiers.



IT - HYPERCUBE DE DIMENSION N

L'ensemble 2" est le treillis de Boole des 2" atomes de Ln ; treillis
pour la relation d'ordre

12 n -

bel1s

1 X in si et seulement si pour tout i, 1 < i < n,

X. = x. implique X. = Xx.
i j 1mPLiq i i

ol X; et X, représentent chacun x; ou Eiw

A un atome de Ln correspond donc un point ou sommet du n-cube.

Deux points du n-cube sont dits voisins s'ils correspondent 3 deux mondmes
canoniques qui différent d'une seule variable (directe dans 1'un, complémentée
dans 1'autre).

On définit la distance entre deux points du n-cube comme le nombre
de variables dont different les deux mondmes canoniques auxquels correspondeiit

ces deux points. La distance entre les points a et b sera notée d(a, b).

A une fonction f de Ln on associe 1'ensemble f-l(l) constitué de

sommets du n-cube. La fonction f est dite connexe sur le n-cube lorsque

f-l(l) est connexe sur le n-cube pour la relation de voisinage.

Sous hypercube

L'ensemble des atomes contenws dans un mondme il iza,. ip de Ln

(%i =X, ou'ii) correspond au treillis de Boole Zn-p’ sous treillis de 2",

Ce sous treillis 2P est appelé sous hypercube de dimension n-p du n-cube ou

(n-p)-cube du n-cube.

Chemin

On appelle chemin de longueur p entre deux points o et B distincts du

n-cube, une suite de p + 1 points

8ys 815 3ycnc, ap avec a_ = a, ap = B, tels que pour tout i, o < i < p-1, a4



soit différent de a; et a1

et a; soient voisins.

Le chemin {a, a1, 35, 335 85 as, g} est un chemin de longueur 6 entre

a et B.

L'ensemble de deux points constitue un chemin de longueur 1 entre ces
deux points. '

Un chemin entre deux points distincts o et B est dit minimal si sa longueur
est égale 3 la distance entre o et B.

£ 3

Exemple de la figure précédente : Le chemin o b1 B est minimal entre o et B.

Remarque

Soit un ensemble D de sommets du n-cube. Si D est connexe alors pour
tout couple (a, B) de points de D il existe dans D un chemin entre o et B.



Propriété

Soient o et B deux points du n-cube. Tout chemin minimal entre o et B
est tout entier contenu dans le sous hypercube minimal (pour la dimension) conte-
nant o et B.

Ecart

Soit D un ensemble connexe de sommets du n-cube. Soient a et b deux points

de D. On appelle écart dans D de a et b la longueur du plus court chemin de D entre
a et b.

Soit D = {a, b, ¢, d, e, f},
1'écart dans D de a et e
est 4.

Remarque

L'écart, dans un p-cube les contenant, des points a et b est égal i leur

s

distance.



III - FONCTIONS MONOTONES

Définition

Une fonction f de n variables X1 Xps vees X est dite monotone lorsqu'il
existe une expression en somme de mondmes de f dans laquelle chacune des variables

apparait sous une seule forme ou n'apparait pas.

f(a, b, ¢, d) = ab + abcd + abcd = ab + bd
est monotone de ses 4 variables.

Fonction croissante

Une fonction f est dite croissante de ses variables lorsqu'il existe une
expression en somme de monSmes de f dans’ laquelle chacune des variables apparait
sous la forme directe ou n'apparait pas.

Propriété 1

Une fonction f monotone de ses n variables est telle que f et f sont

connexes sur le n-cube.

Centre

Soit D un sous-ensemble de points du n-cube. On dit qu'un point a
de D est centre de D lorsque pour tout point x de D 1'ensemble de tous les
chemins minimaux entre a et x est contenu dans D.

Autrement dit a est un centre de D lorsque pour tout point x de D
le sous cube minimum contenant a et x est tout entier contenu dans D.
S

D={a,b,c,d, e, f, g, h}
chaque point de D est centre
de D.




T
a‘;z\\

D={a, b, c, d, e, f}
a est centre de D. Aucun

femr o wn - e

PR

autre point de D n'est

centre de D.

Propriété 2

e fonction f est monotone si e e i image réciproque
Une £ t f est t t seulement si 1'im récipr

f_l(l) posséde un centre.

On se place dans le cas ou f est croissante. Alors X < Y implique
fX) <« £(V).

1’ 72
Pour tout X > Xi’ i=1, ... p, £X) = 1. I1 en résulte que chaque sous cube

Soit D = f—l(l)o Considérons les points X, X, ... Xp minimaux de D.

minimum contenant 1'élément maximum 4 du n-cube et Xi est tout-entier contenu

dans D. i est donc centre de D .

Réciproquement, on pose D = f-l(l)q Supposons que I est centre de D,
alors f est croissante. '

s

Soit d = ¥a§ d(m, X) et scient X[ X5 ooy Xq les points de D a distance

d de I, Soient D1 1'ensemble des points de D non comparables a Xl’ XZ’ e Xq,
= 1, i 3 di m.
d1 %@E d( 4, X) et Xq+1’ oy Xr les points de D1 a distance dl de
1
On définit de méme DZ’ dZ’ Xr+1ﬁmo Xq, et ainsi de suite des ensembles

D,, D,, ..., Dp et des nombres dl’ d,y ooy dpo Le processus s'arréte quand

2’



DpJ‘,1 est vide. On a ainsi défini s points Xl’ XZ’ XS et pour chaque
1= 1'9 2, ..., S le sous cube minimal passant par /] et Xi est tout entier contenu
dans D (puisque xie. D pour tout i et que 4l est centre de D), donc pour tout

X > Xi i=1, ..., s), £f(X) =1 en conséquence f est croissante car X > Y

implique £(X) > £(Y) puisque si £(Y).= 0 £(X) > 0 et si £(Y) =1 alors il
existe 1 tel que Y > Xi et donc X > Xi d'ol: £(X) = 1.

Remarque : Si f est monotone alors f est monotone donc f_1 (0) posséde un
centre.



IV - DEFINITION DES FONCTIONS PERMUTANTES

1 - Opérateurs élémentaires de quantification

A chaque variable X; on associe deux opérateurs :

¥ X; Ln —_ Ln
1 . —
= xi : Ln > Ln

définis respectivement par :

V’xi f(xl,xz,...,xi,...,x ) = f(XPXZ"'°’O”"’Xn) . f(xl,xz,...,l,...,x )

3 X; f(xl,xz,...,xi,...,xn) = f(xIXZ”"’O"°"Xn) + f(xl,xz,...,l,...,x ).

Ces definitions rejoignent la signification classique des quantifi-
cateurs,

Les fonctions ¥ X f(xl, X5 enes Xy oen, xn) et

(1]

X; f(xl, Xgs wees Xgp veny xn) ne dépendent plus de la variable X .

2 - Définition des fonctions permutantes
Soit une partie X de U formée de p variables (1 <p<n).
X={x; , x; , .o0, x i, <i, <0<

i, 1 S T p}’

On choisit pour chaque générateur x de X 1'un des deux opérateurs
¥ x ou & x. On désigne par qx 1'un de ces deux opérateurs. I1 y a, dans X,

2P affectations d'opérateurs possibles.

Une telle affectation d'opérateurs :

fq: x. ,q. X, , ..., q. X. | sera notée plus simplement Q(X) et s'appellera
iy it i, T, 1p 1p

quantification de X.
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¥ X (respectivement -X) représente la quantification Q(X) dans laquelle
1'opérateur choisi pour chaque générateur est gx = ¥ x (respectivement

gx = #X).

On désigne par Q(X)f lJa fonction de n-p variables obtenue par 4
application successive des opé€rateurs de la quantification Q(X) dans 1'ordre

suivant :

QX)) £f=(q. x. oq. x;, 0 ... 0q. x. ) f.
A i, "1 i, "1, p 1p

¥Vx 3y f(x,y) =Vx [fx, 0 + f(x, 1)]

]

[£(0, 0) + £(0, 1)||£(1, 0) + £(1, 1)]

Enfin si o désigne une permutation des p premiers entiers

on note

o QX) £ = (?i X; 04q; X | O ¢o0o O (.

Définition

Une fonction f de Ln est dite permutante par rapport a X< U

si pour toute quantification Q de X et toute permutation 0 on a :

o QX) f£=Q (X) f.

Si X<-U on pourra préciser que f est partiellement permutante.

On dit que f est permutante si elle est permutante par rapport a
U tout entier.

f(a, b) = a + b est permutante.
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En effet on a :

YVa ¥b f(a, b)

¥b ¥Va f(a, b)

a 2Zb f(a,b) =3b Fa f(a, b)

et ceci de facon évidente.

De plus

¥a 3b f(a, b)

1]

ib Va f(a, b)

car
Va 3b f(a,b)=Va[f(a,0) +f(a, )] =Va(a+ta+1) =1
b Va f(a, b) =3b [£(0,b) + £(1, b)] =3b (b+1+b) =1

De méme, a et b jouant le méme rdle dans f, on a

¥bia f(a, b) =3 aV¥b f(a, b).

Mais la fonction g(a, b) = a®b = ab + ba n'est pas permutante
puisque ¥a 3 b g#3b ¥ag:

¥a3bga b) =Va g, 0) + g(a, 1)]
YVala+al=val[l]l=1
3b [g(a, b) . g(1, b)]

Bb[b.B =3b[0] =0

b Vag(a, b)

(Cette fonction et sa complémentaire (g = ab + ab) sont d'ailleurs le$
seules fonctions de deux variables non permutantes).

3 - Simplification de la définition précédente

Proposition :

Soient x et y deux variables de U et Z 1'ensemble des autres va-

riables.
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Qp a:

¥vx3yfx,vy, 1)

v

iy V¥x £, vy, 2)

En effet :

vxidyfix,y, 2) =Vx [fix, 0, 2) + f(x, 1, )]

[£(0, 0, z) + £(0, 1, 2)] . [£(1, 0, Z + £(1, 1, Z)]

£(0, 0, Z) £(1, 0, Z) + £(0, 0, Z) . £(1, 1, Z)

+

£(0, 1, 2) . £(1, 0, 7) + £(0, 1, 2) . £(1, 1, 2)

et

i

3y ¥x f(x,y, 2) =3y [£0,y,2) . £1, y, Z)]

£(0, 0, 2) . £(1, 0, 2) + £(0, 1, Z) . £, 1, Z)

La propriété est d'ailleurs évidente si 1'on considére la
signification classique des quantificateurs.

Conséquence :

Pour que f soit permutante il faut et il suffit que pour toute

partition de U en C, D, on ait :

VCEDFf(C,D) =3DVCEC,D)

La condition est évidemment nécessaire.
Montrons qu'elle est suffisante.

Soit f une fonction non permutante. I1 existe alors une quantifica-
tion Q de U et une permutation ¢ des n premiers entiers telles que .

o QM) £(U) # Q) £(U)

Or, puisque la quantification est totale, les fonctions Q(U) f(U)
et 0 QU) £(U) sont des constantes. Soit, par exemple :

o Q) £(U) =0 QW £ = 1.
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Soient C 1l'ensemble des variables x telles que gx = ¥ x dans
Q(U) et D 1'ensemble des autres variables. On obtient, grice d la propriété
précédente :

VC3DE£U) > QU £(U)
et

3D ¥ C£U) <o QU) £(U)

Soit
vCc3DflU) =1
et
3DV¥CEfU) =0

I1 existe donc une partition de U en C, D telle que

VCHaDEEC,D)#3DVCEC, D).
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CHAPITRE II

PROPRIETES ELEMENTAIRES
ET CONSTRUCTION DE CERTAINES FONCTIONS PERMUTANTES

Proposition 1

Si 1'on change dans f{U) supposée permutante toutes les occurrences
d'une variable quelconque x en son complément X on obtient encore une fonction

Qermutante °

En effet :
¥x fx, Y) = £(1, Y) £(0, Y)
Vxf(x,Y)=1£0,Y) £(1,Y)
et de méme

gx f(x, Y) =5 x £f(x, Y)

Proposition 2

Si f est permutante alors f est permutante

Cette propriété découle de la dualité (0, 1), (., +), (¥, Z), en effet

vxfx, Y

fa, y fo, v =f1dQ, YY) + £0, Y)

il
[11

x f(x, Y)

[9)]

Proposition

Toute fonction monotone est permutante

On se raméne, d'aprés ce qui précéde, au seul cas : f croissante.

Alors Ex f(x,Y) = £0,Y) + £(1, Y)

£f(1, V)

car £f(1, Y) > £(0, Y)

De méme V¥ x f(x, Y) =£(0, Y) . £(1,Y)
= £f0, Y)
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~

Faire agir gx revient donc a remplacer,dans f x par O (respectivement
1) si gx = ¥ x (respectivement gx = Z x). L'ordre dans‘lequel sont rangés les
quantificatews n'intervient donc évidemment pas.

Remarque

Les fonctions monotones ne sont pas les seules fonctions permutantes.

f(a, b, c) = ab + ac

st
¥
I

Plus généralement :

Proposition 4

Soit une partition de U en A, B, C, D telles que

f(A, B, C, D) = & ug (B, D) + Ghu(C, D) ol f est monotore par rapport aux
u’A

variables de D, g, et hu sont permutantes par rapport aux variables de B U C U D.
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Alors f est permutante.

En effet f est partiellement permutante par rapport 3 BU C U D,
indépendamment des opérateurs qa (a:; A) ayant éventuellement agi sur f aupa-
ravant et elle est partiellement permutante par rapport 3 A, indépendamment
des opérateurs gx (x B U C U D) ayant éventuellement agi sur elle auparavant.

En effet soit a~ A, On a :

Vaf ‘Valtélga+5h + 3 (ugu+ﬁhu)J

& usAM{al}

=lg,+ I (g, +uh)| .|h, + I  (ug +uh)
@ uwadar U u_l La u A\{al} % uJ

1]
=

+ b2 (ugu + l_lhu)

g Lo
ara  ya{a

Faire agir ¥ a, a A revient a remplacer dans 1'expression en somme
de £, ag_ + ah_ par g_ h_, ceci indépendamment des variables de B U C U D.
a a a’a

De méme faire agir % a, a A, revient a4 remplacer dans 1'expression en
somme de f, ag, + 5ha par g, + h a’ La fonction f est donc permutante.
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CHAPITRE III

Dt R L ———

I - CONNEXITE - BICONNEXITE
Lemme

Si une fonction f de Ln est permutante alors elle est partiellement

permutante par rapport 3 tout ensemble X de n-1 variables.

Supposons que f n'est pas permutante par rapport i un certain sous-
ensemble X de n-1 variables et soit x la variable non contenue dans X. Si f
est non permutante par rapport a X alors f(xo, X) est non permutante pour une
certaine valeur, O ou 1, de X

Supposons, par exemple, que f(1, X) est non permutante. Alors il
existe une partition de X en C, D telle que :

¥C3 f(1, C, D) =1 et ADVC f(l, C, D) = O

On peut écrire :

f(x, C, D) = x f(, C, D) + x £(0, C, D)
et on a :

vx ¥C 3D f(x, C, D) = [¥C @D £(0, C, DY] . [¥c 3 £(1, C, D]

¥C % £(0, C, D)

¥x 3D ¥C f(x, C, D)

[@ vc £(0, C, Dy] . [@ vCc £(1, C, D)J
0

& VC @ £(x, C, D) = VC @ £(0, C, D) + ¥C B £(1, C, D)
=1

Ix ID¥C f(x, C, D)

il

P ¥C £(0, C, D) + I ¥C £(1, C, D)

i ¥C £(0, C, D)
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Alors f n'est pas permutante, sinon
¥C 2D £(0, X) =0 et D ¥C £(0, X) = 1,

ce qui est absurde d'aprés la propriété d'ordre.

Corollajire 1

Si f est permutante alors f est partiellement permutante par

rapport a tout ensemble X7 U.

Corollaire 2

Si f est permutante, alors f et £ sont connexes.

(Nous dirons plus simplement que f est "biconnexe').

I1 suffit de montrer que si f n'est pas connexe elle n'est pas
permutante pour parvenir au résultat.

Soient o et B deux points du n-cube. On note d(a, B) la distance
entre ces deux points (nombre de variables différentes dans les mondmes

~

canoniques associés a o et B).

Soit f une fonction non connexe alors f-l(l) posséde q constituants
connexes. Soient Al’ 25 tre Aq, ces constituants comnexes. (2 <q).

On pose
Pi = gﬁn d(al, ai)
14

o. -A,
171
ona:p, > 2 pour i=1,2, ...,q
Soit p = Min p;. Ce minimum est réalisé par au moins un

pj. Donc p = pj = inR d(al, aj)
171

o.zA.
J )
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De plus le minimum pj de la distance entre les points de A1 et
ceux de A.j est réalisé par au moins un couple de points. Soit (B, ¥y),

BeA, v é.Aj, un tel couple. Les points B et y correspondent a deux mondmes

canoniques distants de p variables ; soit, en ordonnant, et &ventuellement
en complémentant, correctement les variables (ai = ij ol X représente

i
X ou X)

B = a; a, a. A

Y = a8, ap A
oll A représente un produit des n-p variables x. s Xo 5 sy Xj directes

Ip+1 Ip+2 n
ou complémentées.
C'est a4 dire que B et y sont opposés sur un sous hypercube Kp du

n-cube, de dimension p, défini par A = 1. Sur le p-cube Kb la fonction f s'écrit

+- - X - .
a al az on e ap solt

en effet tout point de n-cube pour lequel la fonction f ne s'annule pas

uand ) prend la valeur 1, s'écrit 3, 4, ... 4 A ol 3. représente a. ou a..
’ 12 j) i TP 1 1

D'aprés la construction un tel point ne saurait &tre que B ou y, sinon
d(B, y) ne réaliserait pas le minimum des distances de A1 aux autres constituants
connexes.

Mais alors f n'est pas permutante par rapport aux variables
bl, oy veos ap}ﬂ

En effet on a, sur le sous cube Kp

da, f ﬁ I o;
a = a. + 1 a.
R I
i#k i#k
t " )
° PN/ P _
Vak f = I ai i I ai =0
E TR
1k /L ik
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Donc en appliquant a f, sur le p-cube Kp’ les quantifications
Va; da, Ba; ... Sap et 3a, E{a3 . Hap ¥a,
on obtient que f est non permutante puisque
Va, Ha, ... Hap f=Va (2 + 51) =1
Eaz cos Eap val f=0

La fonction f n'est donc pas permutante par rapport aux variables
{al, Bys eens ap}, et d'aprés le corollaire 1, f n'est pas permutante.

Remarques

(1) Une fonction f connexe n'est pas forcément biconnexe.

Exemple : f(a, b, c) = bc + ab + ac

— o s -

3te

En effet f = abc + abc n'est pas connexe.
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(2) Une fonction f permutante est biconnexe, mais une fonction biconnexe

n'est pas forcément permutante.

V4
Ga
&
(g

R,

]
\
©
%
L]
B {

On remarque que f n'est pas biconnexe sur le 3-cube d = 1.
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I1 - FAIBLE CONVEXITE

Définitions

- Un sous-ensemble D de points d'un n-cube 2" est dit faiblement
convexe si pour tout couple (a, b) de points de D, 1'écart dans D de a et b
est égal 3 1'écart dans 2" de ces deux points.

Autrement dit D est faiblement convexe s'il contient pour tout
couple (a, b) de ses points, au moins un chemin minimum entre a et b.

- Une fonction f est dite faiblement convexe si f'l(l) est faiblement
convexe sur le n-cube. Elle est dite faiblement biconvexe si f et f sont

faiblement convexes.

Propriété

Pour que f soit faiblement convexe il faut et il suffit que f soit

connexe par rapport d tout sous-ensemble de U.

En effet si f est faiblement convexe alors f est connexe par
rapport a tout sous-ensemble de U puisque entre deux points quelconques
de f (1) il y a un chemin mlnlmum, donc dans chaque sous cube de 2" 11 y a
un chemin entre deux points de f (1)

Réciproquement si f est connexe par rapport a tout sous-ensemble de U
alors sur chaque p-cube du n-cube f~ (1) est connexe.

Soient a et b deux points de f (1) ,
I1s sont a distance p. Soit Kp le cube minimum qui contient a et b. Comme
f est connexe sur Kﬁ il y a au moins dans K.p un chemin de longueur p entre
aetb.

Théoreme

Si f est permutante alors f est faiblement biconvexe.
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En effet si f est permutante f est biconnexe ; d'autre part f
est permutante par rapport a tout sous-ensemble de U donc f est biconnexe
sur tous les p-cubes, p <r, du n-cube,

Remarque

La réciproque est inexacte. Une fonction faiblement bicomvexe n'est
pas forcément permutante.

Exemple

f(a, b, c, d) = bcd + abd + bcd + abd
n'‘est pas permutante car

¥a 3b ¥c &d f(a, b, ¢, d) =1

ib ¥a ¥c 3d f(a, b, c, d) = 0.

Pourtant cette fonction est biconnexe sur le 4-cube et sur tous
les sous cubes du 4-cube.

abcd
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IIT - FONCTION COLLIER

Définition

Soient o et B deux sommets quelconques du n-cube. Ces deux sommets
sont a distance p sur le n-cube et sont donc opposés sur un certain p-cube K.p°

Soit A un chemin minimum entre o et R. I1 est donc tout entier contenu dans

K .
p

L'ensemble des points opposés, dans K , a chacun des Sommets du
chemin A constitue un autre chemin (lui aussi minimum) entre o et B.

L'ensemble des deux chemins ainsi définis constitue ce que nous

appelons tour du p-cube ou p-collier.

Les points a et B sont a distance 3. (a, Al, AZ’ B) constitue
un chemin minimum entre a et B. Y1 et Y, sont les points opposés respectivement
a kl et AZ dans le 3-cube minimum contenant o et 8. o Al Az B Y1 Y7 constitue

un 3=collier.



- 25 -

Remarquons qu'un p-collier est connexe et que, si p # 3, il est

bicomnexe.

Remarquons aussi qu'un p-collier est biconnexe sur tous les p-cubes,

q < p -1, du n-cube, car 1'intersection d'un p-collier avec un gq-cube quelconque

est réduite au plus a un chemin de longuewr q donc minimum et biconnexe sur le
g=cube.

Définition

Soit f une fonction booléenne de n variables. On dit que f est une
fonction n-collier lorsque f_l(l) est un n-collier.

Propriété

Si n > 3, une fonction n-collier n'est pas permutante.

Nous avons vu que dans le cas n = 3 une fonetion n-collier est non
biconnexe donc non permutante.

En revanche dans le cas n > 3, on ne peut conclure de cette facon.
Soit donc f une fonction n-collier.

En ordonnant, et éventuellement en complémentant, correctement les

variables (a; = ij , pour 1 < i < n, oll X représente x ou X) on obtient que la
i

fonction f est composée de 2 chemins opposés entre les points opposés corres-
ant a 6 i a, a; ... a, a, 27 ... a_.
pondant aux mondmes canoniques a; a, az a, et a; a, az a

La fonction f s'écrit donc, dans la forme canonique (lés variables
ayant été correctement ordonnées).

2% 3 oo By 3 T B B 3

[
®
~

®1

2838 .08 ja *ta; a)aza, ...a qa

+ a 52 a

1

a a

33 crc %18 T8 8838, -0 8y 8
+ al az 33 a4 006 an_l an + al az 33 3,4 eee 801 an

83 3y oo @) 18 *a) 838738 .. 3 g a
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soit, dans la base compl&te :

f=a,a, a +a,ag 5n

+ 51 az a +a 53 én

+ 51 52 a, a +a; a, 54 én

+ + ..,

ta a, ...a ,a + 8 ay ... 8 _,a

taa, ... an_l taja;...a
ou, dans une écriture plus condensée,

n

i iil (321 *] k>1 T 321 %] k>1 ak)

Appliquons a f la quantificationVal

( n _ﬁ) ( n -
Va. f = z I a. I a X I a, )
Vi=l 1<j<i Lkoi K 2=1 1<j<g J k>£ *
n n

= I ¥ I I a. ak
1=1 2=1 1<j<i J 1<j<g J k>1

[

a

k>2

Or,si (i, ) est différent de (2, n) et de (n, 2) 1'expression :

1 I a.
j k>1 3y 4

1<j<i J 1<j<q k>£

est nulle car a5 1 apparait dans 1 a. et ou bien le terme 51-1 gpparait

1<j<i
dans 1T a., si & > 1, ou bien les termes a., . et a. apparaissent
1< i+l i+l
<j<L
respectivement dans 1 ak et dans I s si g <i.

k>1 k>2
Par conséquent, nous obtenons que :

n-1 _ n ; n-1
Va, £= T a. T a,  + T a H
Log=2 T3 K g B
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oy, en tenant compte de 1'idempotence de la multiplication

La fonction Val f n'est donc pas permutante, car elle n'est pas
connexe. En conséquence f n'est pas permutante, puisqu'il suffit d'appliquer
les quantifications :

= ] 3 8 1 '
Vaz Bag ... Ean Va, et 5a; ... Ha Vaz val pour établir que f n'est pas

1
permutante, puisque

Vaz Ba., ... san Val f=1 et

za3 coe :an Vaz val f =0,

On remarque que, dans le cas d'une fonction n-collier, il suffit
de faire intervenir deux fois 1'opérateur ¥x pour montrer que la fonction n'est
pas permutante, alors que dans le cas d'une fonction non connexe il suffit
de le faire intervenir une seule fois.

Théoréme

Si f est permutante alors sur aucun p-cube du n-cube, 3 f'p < n,

ni f, ni £ ne sont fonctions p-collier.

En effet, si f est permutante sur le n-cube alors f est permutante
sur tout p-cube, 1 < p < n du n-cube. '

3

f ni f ne sont donc sur aucun p-cube, 3 < p < n, de la forme tour du cube.
(La fonction tour du cube pour p < 2 est constante donc permutante).
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IV - CARACTERISATION GEOMETRIQUE

Lemme 1

Si Hz £(X, z) est non connexe alors f(x, Z) est non connexe,

En effet si 3z £(X, z) est non connexe alors gCX) fX, 0) + f(X 1)
est non connexe. I1 existe donc au moins deux composantes connexes dans f (1),
soient deux valeurs XO et X1 de X telles que

gliXy) = gXp) =
et telles qu'il n'existe pas de chemin permettant de passer de X.o a X1 en

restant dans g_l(l)o Donc sur chaque chemin joignant, dans le n-cubQ,XO

a X1 il y a un sommet Xa tel que g(Xa) =0 ; c'est a dire

£(1, X)) + £(0, X)) =0 ou £(1, X)) = £(0, X ) = 0.

Aucune des chaines du n-cube joignant (O, XO) (ou (1, XO)) a
(1, Xl) (ou (O, Xl)) ne peut donc étre suivie en restant dans f_l(l) et donc
f est non connexe.

Dans 1'hypothése ol f est faiblement convexe la seule solution
possible est : f de la forme totalement disjointe Hxi + Hii, en effet

dans une telle hypothé&se on a g(Xo) = g(Xl) = 1 et en chaque sommet Xu
d'un chemin quelconque du n-cube, entre Xl et Xo’ g(Xa) =

Remarquons que cette propriété peut &tre établie pour une
démonstration géométrique. En effet, on peut interpréter géométriquement
2z £(X, z) comme la projection dans la direction z, sur un n-l-cube Kn_1

des cubes z = 0 et z = 1 (on pourra prendre par exemple le cube z = O
pour Kn_l) et considérer 1'union dans Kn-l des images réciproques D0 et

Dl de 1 sur chacun des deux cubes z = Q et z = 1,



{
]
I
I
I
/
X\
/

Si £(X, Z) est connexe alors Hz f(X, z) est connexe. En effet
soient X1 et X2 deux points de g-l(l). On a f(XO, 0) + f(Xo,l) =1et

f(Xl, 0) + f(Xl, 1) = 1.
Soit, par exemple, f(XO, 0)=1-= f(Xl, 1). Comme f est supposée connexe il
y a donc un chemin (Xa’ Za) entre XO, 0 et Xl’ 1 dans le n-cube X, z ;.

et donc un chemin X entre X et X; dans K-1 donc DO,U Qlest connexe.

Lemme 2

Soit f une fonction booléemne faiblement convexe. Si ¥z fLX,‘z)

est non connexe alors £(X, z) contient un tour d'un certain p-cube, 2 < p < n.

Si gX) = ¥z £(X, z) est non connexe, alors il existe une partition
de X en Y, Z telle qu'en fixant les variables de Z a Z0 (on a éventuellement

Y =X), g(Y, ZO) soit de la forme totalement disjointe, c'est 4 dire qu'en

ordonnant, et éventuellement en complémentant, correctement les q générateurs

de Y (a; = 7j- ol ¥y =youy) g(Y, Zo) s'écrive :
i



q
g(Y, ZO) = I a, +
i=1 1

n=.Q
1

On a g(Y, ZO) = f(Y, Zo, 0) f(Y, Zo’ 1.
C'est a4 dire qu'il existe deux valeurs YO etY1 de Y, 3 distance q (les

valeurs O et 1 des ai) telles que

£(Y,, 2, 0) . £(Yy, Z, 1) =1
£(Y;, 2, 0) . £(Y, Z, 1) =1

Soit :

£(Y,, Zy»

0) = £(Y,, 2, 1) = £(Y

1° ZO’ O) = f(Yla ZO’ 1) &
Comme f est supposée faiblement convexe il existe, dans le cube

ZO, O un chemin minimal AO entre Yo et Yl, lequel chemin est tout entier

contenu dans f'l(l) ; de méme il existe dans le cube Zo’ 1 un chemin minimal

A, entre Y0 et Y1 qui est tout entier contenu dans f-l(l).
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Comme g(Y, ZO) est sous forme totalement disjointe (c'est i dire
que les seules valeurs qui n'annulent pas g sont Yo et Yl) il ne peut y avoir

de valeur Yu’ Yu # Y0 et Ya # Yl’ de Y telle que f(Yu’ ZO, 1) = f(Ya, ZO, 0) =L

En conséquence les seuls chemins possibles dans f_l(lj pour aller d'un point

du chemin Ao d un point du chemin Al passent par les points Yb et Y.. On

1
en déduit que 1'ensemble constitué des points (YO, Zo’ 1, (YO, Zo’ 0),

(Yl, Zb’ 1) et (Yl, ZO, O0) ainsi que des chemins AO et kl est un (q+l)-

collier.

En effet soit Ya un sommet quelconque appartenant au chemin AO.
I1 est 4 distance r, 1 < r < q de (YO, 0) ; dans 1'ensemble des. sommets
du chemin Al 1l s'en trouve un , soit YB’ qui est 4 distance g-r de (YO, 1).

Autrement dit, en ordonnant et éventuellement en complémentant

correctement les variables, Ya correspond au mondme canonique

r qQ _ :
I a. I a., dans le cube Z , O et tout point a distance q-r de
i=1 Jii=r+s1 Ji °

3

»

(Y, 1) s'écrit I a. I a. dans le cube Z_, 1, E_ représentant
[o) : E J. D &R J: (0] r
Ji=%p T J§F q-r .
un ensemble quelconque de r variables prises dans les q variables 8gseee aq.

Nous avons vu que les seuls chemins possibles de f-l(l) pour
aller de Ya a YB passent par les points (Yo, 0) et (Yo,l) ou (Yl, 0) et
(Yl, 1) du cube Zo”En conséquence 1'écart dans f—l(l) de Ya et YB est
est. g+l. Or si E. #11, 2, ..., v} 1'écart, dans le q+1 cube Z,, de Y,

~

et YB est strictement inférieur a q+1, et, puisque f est supposée faiblement

convexe il devrait y avoir un chemin de longueur s, dans fél(l) qui relie

Yd et YB.
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(Sur la figure Ya et YB sont 3 distance 2. I1 y a donc un chemin de
longueur 2 qui les joint, donc g ne peut avoir la forme Hai + Héi).

On déduit de ce qui précdde que le point du chemin Xl qui est
a distance g-r de Yo’ 1 est forcément le point opposé a Ya sur le (q+1)-
cube Z . L'ensemble des chemins Ko et kl et des points (YO, Zo, 0), (YO, Zo’ 1),

(Y 0) et (Y , 1) constitue donc bien un (q+l)-collier.

1’ 0’

Lemme 3 .

Soit f une fonction faiblement convexe de n variables. Si Az £(X, z)
est une fonction (n-)-collier alors ou bien f(X, z) est une fonctlon n-collier,
ou bien £f(X, 0) ou £(X, 1) est une fonction (n 1)-collier.

Soit g(X) = 3z £(X, z) = £(X, 0) + £(X, 1). On considdre 1es
projections dans la direction z des cubes z = O et z = 1 sur un (n-1) -cube
Kn—l’ gal(l) est alors 1'union, dans Kn 1° des projections des images réciproques

D0 et D1 de 1 sur chacun des cubes z = O et z = 1.
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g(X) est une fonction (n-1)-collier. On note Xi les points de
Kn-l tels que g(Xi) =1 (1=1, 2, ... 2n-2). Pour tout autre point Xj

de K _; on a g(Xj) =

g(Xi) = 1 implique f(Xi, 0) + f(Xi, 1) = 1. On se trouve alors
devant 1'alternative suivante :
- ou bien, pour tout i, 1 < i < 2n - 2, f(Xi’ 0) =1
(ou f(Xiﬁa 1) = 1) et donc f est (n-1)-collier sur le cube Z = O
1) 5

- ou bien il existe a tel que g(Xa) =1et f(Xa, 0)

(ou sur le cube z

]
O

On a alors f(Xa’ 1) = 1.

Il y a alors dans le cube z = 1 au moins une chaine de longueur
n-1 de £ (l) passant par X (qui se projette, suivant la direction z, sur

le cube K 1 selon une chaine du tour du cube X.) En effet soit, dans le

cube z = 1, X la chaine de f (1) qul passe par X et soit d 1la 1ongueur de
cette chaine. On suppose d <n - 1.

Soient XB et XY les extrémités de cette chaine dans le éube z.=1,
On a, par faible convexité, f(XB, 0) = f(Xy, 0) =1, puisqu'il y a un chemin

entre les points de £ 1(1) appartenant au cube z = O et les points de £

appartenant au cube z = 1. Or les points XB’ O et Xy, O ne sont pas jointifs

par un chemin de longueur d de f-l(l), puisque f(Xa, 0) = O et qu'un chemin
de f_l(l) passe forcément par Xa de par la forme collier de Az f(X, z).

Si donc la chaine A n'est pas de longueur n-1 f n'est pas connexe sur le
cube z = O. De méme puisque £(X, z) est supposée n'étre pas un collier sur

le cube z = 1, il y a une chaine de-longueur n-1 de f—l(l) dans le cube
z = 0.
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Ces deux chaines sont jointives puisque f est connexe. I1 existe
donc deux points a distance n-1, de Kn—l’ soient XB et Xy, tels que :

£(Xg, 0) = £(Xg, 1) = £(X, 0) = £(X, 1) =1

De plus ces deux chaines forment un tour du n-cube car, par faible
convexité, si les points de 1l'ensemble constitué par les deux chaines mises
en évidence n'étaient pas deux 3 deux opposés il y aurait un chemin entre
eux et ce chemin se projetterait sur Kn-l en deux points qui n'appartiendraient
pas au tour du cube.

Lemme 4

Soit f une fonction faiblement biconvexe. Si ¥z f£(X, z) est

une fonction collier alors il existe un p-cube, 3 < p < n-1, ot f est une

fonction collier.

SigX) =Vvz £(X, z) = £f(X, 0) . £(X, 1) est une fonction collier
cela signifie que sur le cube Kn—l 1'intersection de DO et Dl’ projections

sur Kn_1 des images réciproques de 1 sur les cubes z = O et z = 1, est un

tour du cube. Alors il existe 2(n-1) points Xi de Kn-l tels que g(Xi) =1
(et ,pour tout autre point Xj de Kn-l‘g(xj) =0).

Soit f(Xi, 0) f(Xi, 1) =1ou f(Xi, 0) = f(Xi, 1) = 1.
Autrement dit la restriction de f a4 chacun des (n-1) cubes z =0 et z =1 .

contient au moins les points d'un tour du cube. .
p

Sisur 1'un des cubes z = O ou z = 1 la fonction ne contient pas
d'autre point que le tour du cube considéré alors le probléme est résolu.
De méme si la fonction prend la valeur 1 en chaque sommet de 1'un des
(n-1)-cubes z = O ou z = 1 alors elle est exactement le tour du cube

sur 1'autre, puisque si Xj n'est pas un point du tour de Kn—l alors

f(XJ9 O) f(XJ> 1) = 0 soit si f(XJ, O) =1 par exemple, f(XJ, 1) = .O"
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Dans le cas contraire il existe un point (XB, Zo), du n-cube

(ZO = 0 ou ZO = 1) tel que f(XB, ZO) = 1. Soit par exemple f(XB’ 0) = 1.
On a f(XB, 1) = O puisque XB n'est pas un point Xi du tour du (n-1j-
cube K.

Comme f est supposée faiblement convexe, XB est connexe au tour

du cube x = 0.

ler cas : n =4

Alors chacun des cubes z = 0 et z = 1 est un 3-cube. Donc tout
point du cube qui n'appartient pas au tour du cube z = O est voisin de trois
points du four du cube z = 0. I1 n'y a que deux points Xo et X1 qui n'appar-
tiennent pas au tour du cube z = 0, Si donc f(XO, 0) =1ona f(Xl, 0) =0
(puisque f ne peut valoir 1 en chaque sommet du cube z = O, d'aprés nos
hypothéses). De plus, on a f(XO, 1) = O (d'aprés la forme collier de
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Yz £(X, Z) et les points (XO, 1) et (Xl, 0) se trouvent donc totalement isolés

dans f donc f n'est pas connexe ce qui est en contradiction avec les hypoth&ses

du lemme.

On a donc établi que, dans le cas ou n = 4, si la fonction faiblement
biconvexe de 3 variables g(X) = ¥z f(X, z) est de la forme tour du 3-cube
alors £(X, O) ou £(X, 1) est de la forme tour du 3-cube.

2éme cas : n > 4

Si la restriction de f au cube z = O n'est pas exactement le tour
du cube z = O alors il y a un point XB du cube z = 0, n'appartenant pas au
tour du cube et tel que f(XB’ 0) = 1. Soit q le minimum de la distance de
(XB’ 0) aux points Xi du tour du (n-1) cube z = O.

I1 existe au moins un point, soit Xu’ du tour du cube z = 0O
dont la distance a XB réalise le minimum q. De par 1'hypothése de faible
B

convexité il existe un chemin A de longueur q entre Xa et X, dans le

cube z = 0.

‘-§~N-‘~‘"‘““-»~m Soit XY un point du tour du cube
) o w.bx ‘*w

z = 0, voisin de Xa' Alors XB est
a distance gq+1 de XY donc a distgnce
(n-1) - (q+1) du point opposé au
point XY dans le (n-1)-cube z = 0.
Soit XY le point opposé a XY dans

le cube z = 0. I1 y a un chemin u de :

longueur n - q - 2 qui joint X, éiiy

et ce chemin ne passe pas par X,

Considérons 1'ensemble constitué des points X@, XY’ XB’ des
chemins A et y, ainsi que du chemin de longueur n-2 entre Xa et<iy, qui est

contenu dans le tour du cube. Cet ensemble constitue un tour de (n-2)-cube.
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Si donc il y a dans le (n-1)-cube z = O un point XB n'appartenant
pas a l'ensemble des points Xi du tour du cube, alors f—l(l) contient au moins

les points d'un (n-2)-cube contenu dans le (n-1)-cube z = O.

Si dans ce (n-2)-cube la fonction n'est pas exactement le tour du
cube (c'est a dire s'il existe un point de f—l(l) n'appartenant pas a 1l'ensemble
des points du tour du (n-2)-cube) alors f_l(l) contient au moins les points
d*un n-3 cube contenu dans le (n-1)-cube z = O, en appliquant la propriété mise
en évidence plus haut. |

Nous. allons montrer que, dans les hypothése du lemme, on met ainsi
en évidence un p-cube sur lequel f a exactement la forme collier (3 <p < n-1).

En effet si nous supposons que dans le cube z = O, on n'a pas
trouvé de p-cube p > 3 sur lequel la fonction f ait exactement la forme
collier alors on arrive, par application successive de la propriété précédente,
a mettre en évidence dans le cube z = O un 3-cube sur lequel f contient au
moins les points d'un tour du cube.
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(Les sommets marqués d'un cercle sont les sommets sur lesquels f vaut 1. Les
sommets ot f vaut obligatoirement z€ro sont marqués d'un carré).

On suppose donc qu'on a mis en évidence dans le (n-1)-cube z = 0
un 3-cube K3 sur lequel la fonction f est au moins tour du cube. Si f est
exactement tour du cube alors le résultat est atteint. Sinon il y a un point
X1 du 3-cube K3 qui n'appartient pas au tour du 3-cube et tel que f(Xl, 0) = 1.
Alors f(Xl, 1) = O en raison de la forme towdu cube de g(X) sur Kn-l‘ Soit -
XO le point opposé au point X1 dans le 3-cube Ksn X0 n'appartient‘pas au tour
du 3-cube. Etudions quelle est la valeur de f(XO, 1).

Si £(X_, 1) = 1 alors £(X_, 0) = O (puisque g(X)) = 0) et f n'est donc
pas faiblement convexe, puisque sur le 4-cube constitué de K3 et du 3-cube homologue

a K3 dans le cube z = 1, il n'y a pas de chemin de f_l(O) entre certains points

de f, par exemple entre (XO, 0) et (Xl, 1). I1 est donc impossible dans nos hypothéses,
que f(XO, 1) vaille 1.

Si f(XO9 1) = O alors on peut mettre en évidence un tour de k-cube

(n-1 > k > 3) dans le cube z = 1.

En effet dans le (n-1)-cube z

1 i1 y a forcément un point Xa'

n'appartenant pas au tour du (n-1)-cube z = O et tel que f(Xa’ 1) = 1, puisqu'on
a supposé que ni f(X, 1) ni £(X, O) n'étaient exactement tour du (n-1)-cube.
Alors par faible convexité on met en évidence un tour de k-cube : il existe un :
point XB du tour du (n-1)-cube z = O qui ré€alise le minimum de la distance de
Xa au tour du cube, il existe un chemin entre Xa et XB dans f'l(l) et un chemin

entre Xa et 1'opposé XY sur le (n-1)-cube d'un point XY voisin de XB’

Ceci nous permet de conclure que si ¥z £(X, z) est tour du cube
alors il existe un k-cube 3 < k < n-1 sur lequel f(X, O) est tour du cube.
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Théoréme 1

Soit une f fonction booléenne de n variables permutante | sur tous

les p-cubes, p < n-1. Si f est biconnexe et non permutante sur le n-cube alors.

f ou f est de 1la forme n-collier.

En effet supposons f non permutante. I1 existe alors une partition
de U en x, y, C, D, telle que :

¥Vxv¥C3y aDf=1

Ay AD¥x ¥ £ =0
Si ¥x 3y ¥C 9D £ = O alors on a

¥Cay D f = 1 (puisque ¥x ¥C Hy 2D f = 1)
et Ey ¥C 3D £ ?,l (puisque ¥x qy 5D ¥C £ = 0)

et donc f est non permutante sur 1'hypercube x = X, (xo = 0 ou X, = 1), c'est

a dire que f est non permutante par rapport a y U C U D,

De méme, si Fy ¥x ¥C 3D £ = 1, f est non permutante par rapport
axucupb, '

Ces deux cas sont donc exclus, f €tant supposée permutante sur tous
les p-cubes p < n-1.

I1 reste donc le cas ou :

¥x 3y ¥C 9D £ = 1 = ¥x 3y 3D ¥C £

dy ¥x ¥C 9D £

0

mails alors la fonction de deux variables:

g(x, y) = ¥C 3D f(x, y, C, D) est non connexe, comme fonction non
permutante de deux variables, et g(x, y) n'est pas non plus connexe, c'est a
dire qu'on est dans le-cas ol
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¥C 3D f(x, vy, C,'D) est non connexe et

3C ¥D f(x, y, C, D) est non connexe.

Alors en appliquant successivement et dans 1'ordre voulu les
lemmes 1, 2 et 3 (dans nos hypothéses, il est impossible que nous ayons a
appliquer le lemme 4) nous obtenons que f ou f est tour du n-cube.

Théoréme 2

Soit f une fonction booléenne de n variables. Si f est faiblement

biconvexe et si pour tout p, 2 <p < n, ni £ ni £ ne sont de la forme p—Collier

alors f est permutante.

En effet dans nos hypoth&ses f est permutante sur tous les 2-cubes
(f est faiblement biconvexe, donc connexe sur tous les 2-cubes, donc permutante
sur tous les 2-cubes) donc, d'aprés le théoréme 1 elle est permutante sur tous
les 3-cubes. En appliquant de fagon récurrente le théoréme 1 on obtient donc que

f est pernutante sur le n-cube.

Théoréme de caractérisation

Soit f une fonction booléenne de n variables. Pour que f soit

permutante il faut et il suffit que f soit faiblement biconvexe et que, pour

tout p, 2 <p <nni f ni f ne soient de la forme p-collier.
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CHAPITRE IV

REMARQUES SUR LA MONOTONIE PARTIELLE
DES FONCTIONS PERMUTANTES

- ——————————

Propriété 1
Soit f une fonction booléenne de n variables. Si f n'est pas permutante

alors il existe un g-cube 2 < q < n sur lequel f n'est monotone par rapport a

aucune variable.
En effet, soit f une fonction non permutante. Alors ou bien il existe

un p-cube sur lequel f (ou f) est de la forme totalement disjointe
(oll X représente x ou X),

ou bien il existe un r-cube (r > 3) sur lequel f (ou f) est de la forme r-collier
c'est a dire : :

;DX o+ 1K n?ci)
< ke Yooge ke Tk

’-h
i
™M=
[
N
=
b2l

I1 existe donc un g-cube, q > 2, sur lequel f n'est monotone par rapport a

aucune variable.
I1 parait donc intéressant de caractériser une fonction non permutante

par 1'existence d'un cube sur lequel elle n'est monotone d'aucune variable. Pour
ce faire il faudrait montrer qu'une fonction de n variables, monotone par rapport

a aucune de ces n variables ,n'est pas permutante.

A 1'ordre 2 la propriété est vraie. En effet les seules fonctions non

monotones de deux variables sont la fonction ab + ab et sa duale, €lles ne sont

pas permutantes.
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Propriété 2

Soit f une fonction booléenne de 3 variables. Si f n'est monotone

par rapport a4 aucune de ses variables alors f n'est pas permutante.

Soit f(a, b, ¢c) =a A+ a B,

On considére Vaf = AB.

. S1 AB = O alors f n'est pas permutante. En effet ni A ni B ne sont
nulles (puisque f n'est pas monotone par rapport 4 a) donc b 3cf = a + a = 1
donc ¥a 3b dcf = 1 et b Jc Vaf = 0, puisque Vaf = O.

. S1 AB n'est pas monotone alors elle n'est pas permutante, puisque
c'est une fonction de 2 variables, et f n'est donc pas permutante car il
existe une quantification q(b, c) de b et ¢ telle que

q(b, c) ¥af = 0 et q(c, b) Vaf = 1.

. Si AB est monotone de ses variables et non nulle. Alors ou bien
A ou B ne sont pas monotones et f n'est pas permutante sur 1'un des 2-cubes
a=0oua-=1, oubien A et B sont monotones de leurs variables. Dans ce
cas A et B varient en sens inverse puisque f n'est monotone par rapport 3
aucune variable. ‘ |

Soit A
B

1]

bC + D
bE + E

avec A croissante en C, B décroissante en C ; soit D croissante et E décroissante
en C.

s

Mais alors ¥bf = aD + aE n'est monotone par rapport a aucune variable puisque
lescas D>E (0 uE>D), E=0 (ouD=0) etD=1 (ouE = 1) sont exclus :

on ne peut avoir D > E puisque D est croissante et E décroissante, sauf dans
le cas E = 0, mais alors comme B est non nulle, B = bc et donc AB = O sauf
si D = 1 auquel cas f est monotone en a.
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—— ) - - D o o i e . o o o ot T o

Soit f une fonction booléenne de n variables. Supposons que f n'est
monotore par rapport 4 aucune de ses n variables et que, pour tout p, 2 < p < n-1
une fonction de p variables qui n'est monotone par rapport 3 aucune de ses
variables n'est pas permutante. ‘

Soit f{a, X) = a A(X) + a B(X)

- Si AB = O alors f n'est pas permutante, car
X £ = a + a (puisque ni A ni B ne sont nulles)
donc YVa X f=1letIAVaf=0

- De plus si une des fonctions de n-1 variables suivantes : A, B, AB, A + B
n'est monotone par rapport d aucune variable alors f n'est pas permutante,
d'aprés 1'hypothése de récurrence.

- Reste a étudier le cas ol A, B, A + B et AB sont monotones d'une variable
au moins. Il semblerait que ce cas ne doive pas se présenter pour au moins une

variable a bien choisie.

Soit f la fonction de 5 Variables :

f(a, b, ¢, d, e, h) = abc + de + cde + abh + hda.
Si f=aA+aB
on a A est monotone en b et h
B est monotone en c et b
AB est monotone en b et h

AB est non nulle
mais A + B n'est monotone d'aucune de ses variables.

Cette propriété se met en évidence pour certaines des variables a, b, c, d, e, h :

da f n'est monotone d'aucune variable
b f n'est monctone d'aucune variable

¥c f n'est monotone d'aucune variable

1]
-

f n'est monotone d'aucune variable sur les cubes h = 1 et e
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En revanche la variable d est telle que

¥d f est non nulle
Ad f et ¥d f sont monotones par rapport 3 une variable au moins
et f restreinte a4 chacun des cubes

d=0et d=1 est monotone par rapport d une variable au moins.



I - DEFINITIONS

1 - Pseudo duale

Soit f une fonction booléemne de n variables. On considére la
fonction f' de 2n variables obtenue en remplacant chaque occurrence de la
complémentée x de chaque variable X par une variable x' indépendante de x.

f' est une fonction croissante de ses 2n variables.

On appelle pseudo duale de f, notée f, la fonction duale de la

fonction f°.

f(a, b, c) = ab + ac
f'(a, b, c, a', b', c') = ab + a'c
f(a, b, c, a', b', c") = £%=(a+b) (a' +c)

aa' + ac + a'b + bc.

La fonction ¥ est, bien sfir, croissante de ses 2n variables.

2 - Mondmes antagonistes

On appelle mondme antagoniste de la pseudo duale T de f tout qpnémé

de T qui contient, avec une variable quelconque x la variable x' associée a X.

Dans 1'exemple précédent le mondme aa' est le seul mondme antagoniste de T.

3 - Fonction antagoséparable

On dit qu'une fonction booléenne f est antagoséparable (3 antagonismes

séparables) lorsqu'il existe une éctiture de f,sous forme de somme de mondmes
premiers telle que, dans la pseudo duale f de f tous les mondmes antagonistes
disparaissent par absorption.
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T =aa' + ac + a'b + bc

mais on peut €galement écrire f sous forme de base compléte.

f = ab + ac + bc
alors
f=(G@+b) (@ +cy (b+c)

= aa'b + aa'c + ac + abc + a'b + a'bc + bc

les mondmes antagonistes aa'b et aa'c sont absorbés respectivement par les mondmes
a'b et ac et la pseudo duale s'écrit :

= ac + a'b + bc

f admet donc une écriture, sous forme de somme de mondme premiers, telle que
dans T tous les mondmes antagonistes sont absorbés. f est donc antagoséparable.

2 - En revanche la fonction g = ab + ab n'est pas antagoséparable car
g=(a+b) (a' +b') = aa' + ab' + a'b + bb'

et 11 n'existe pas d'autre écriture de g sous forme de somme de mondmes premiers.

IT - PROPRIETES

1 - Toute fonction monotone est antagoséparable

.

En effet, dans 1'écriture sous forme de somme de mondmes premiers d'une
fonction f monotone de ses variables, n'apparaissent pas simultanément une variable
et sa complémentaire. En conséquence il n'apparait pas simultanément dans la
pseudo duale f'de f les variables x et x' et f ne peut contenir de mondmes
antagoniste. ;

2 - Pseudo duale d'un mondme, d'une somme de variables

~

.. X. ol X. représente X. ou X.
1 i Yep Xj ou Xy
p
.Oﬂ+

1]
542
2

- Soit A

alors =% +X. X. ou %. représente x. ou x!
i iy i, i i i
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- Soit u=X, +%X, +...+%. o0 X. représente X. ou X.
Soit u X xl X, ; repré e X; i
1 2 ) »
alors W= X % X.. ol X. représente x. ou x!
i i i i i i
1 2 p
Remarque

Pseudo duale d'une somme de mondmes

Soit XA = xo et u = xa deux mondmes. Alors A + u = o donc X * o= E’puisque o
est un mondme

Cependant N'. W= (x + o) (X' + ) = o + xx'

Cette remarque nous interdit toute écriture de f différente d'une somme de
mondmes premiers. En effet soit f = a A + a B + C, On ne peut écrire f sous
la forme £ = a(A + C) + a(B +.C) sous peine de calculer une pseudo duale
inexacte. |

En revanche, si f est &crite sous forme de somme de mondmes premiers :

p _ P * * .
t= I Ai alors t = 1 Ai ol ki désigne la pseudo duale, sous forme
i=1 i=1

de somme de variables, du mondme Xi'

3 - Pseudo duale d'un produit de mondmes

Soient X et p deux mondmes non nuls. Si A et p sont monotones de
méme sens de leurs variables (c'est 4 dire si Au # 0) alors Ap' = X' + o, puisque
le mondme Ay est un mondme non nul dont les variables appartiennent a 1'union
des variables de X avec celle de u. X'+ [ est une somme de ces mémes variables,

Grace a 1'idempotence de 1'addition nous obtenons bien Ap'= X'+ 1.

Cependant si Au = 0 alors A= 1> X + 1.
P

4 - Si F est antagoséparable alors 1'écriture de F sous forme de base compléte

vérifie la propriété d'absorption des mondmes antagonistes

Soit F une fonction booléenne antagoséparable. Alors il existe ume

écriture g de F, sous forme de somme de mondmes premiers telle que la pseudo
=
g

duale g de g posséde la propriété d'absorption des mondmes antagonistes.
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Soit £ 1'écriture de F sous forme de base compléte. Soit 1 un mondme de f

~ -

n’appartenant pas a 1'ensemble des mondmes de g. Chaque variable du mondme
W apparait sous la méme forme dans au moins un mondme de g.

Comme g + 1 est une somme de mondmes premiers on a (g + u)'x.=.gfx'uTx.oﬁ

g”x représente la pseudo duale de g sous la forme de produit de sommes de variables.

p T -
Si g = Ai etp = I X, (ol X représente x ou X)
i=1 i=1 Ji
. L X p x .z % o Lo _
ona(g+w'= 1T ! X, +X, +...+%X.) (ouX représente x ou x')
i=1 * 1 ) Ir

Comme chaque variable de u apparait dans un mondme de g, il existe Aix
1

(pseudo dualed'un mondme de g) tel que

R SR

1l Jq 1

alors

De méme il existe A!x = §. + K, et
)

MEAOT XSS R 4% K +F K +k K, (§j ok %)

) Ju g i 7 i1 3 Iy
Les termes X, X. , X. K etX K appartiennent au produit Ax X et, donc
J, 7] J1 2 J 1 1, 1
1 72 1 2 1 2
donneront, par multiplication par I xix, des termes de g\
i=1
i#il
i#i2
Supposons maintenant que
, s
1Koy X XX 3 3 . ¥
Ai AL AT b} s + K1 K2 - K.Cl (X. + X, ...t X, )

1 12 9 i=1
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oli les p. sont des termes de A'* anx cen A!x.
i i, i i

1 -2 q

Alors il existe kix = §. + K 1 et on a

atl  Jg1 @

S S

X X x |, X% x b b :
VYD SRS S W= ou X, + I u. K + X, K K, ... K
1, 1, lq 1q+1 j=1 1 Jq+1 i=1 1 q+l Jq+l 172 q
+K K, ...k K o X +X 0 +...+% ).
Soit
* *x x % x t 3 3
Al AT Ll AT Tt ol o+ K, ... K (x. + .00+ X))
o1 g g o 1T K Jqe2 Ir
ou les v; sont des termes de kix Aix .. Aix .
1 2 g+l
Le produit MEAE X g donc bien la forme voulue et en appliquant le
1, 7, 1q
raisonnement 3 toutes lesvariables de u'x on obtient :
u
il existe r facteurs Aix, Aix, cees Aix tels que Aix ANE X u,x = X vy
1 2 2 1 12 r =1

ol les v. sont des termes de A!X ven A!X.
i i i,

P p
En conséquence I Aix u'x ne contient que des termes de II Xix et donc
i=1 i=1
aucun mondme antagoniste.
On applique alors le méme procédé aux autres mondmes de f qui ne sont pas, des
mondmes de g et on obtient que ' ne contient aucun mondme antagoniste.

On a donc montré que si F posséde une écriture g telle qe g a la propriété
d'absorption des mondmes antagonistes alors f, écriture de F sous forme de
base compléte posséde cette méme propriété.

Nous obtenons donc une simplification de la définition :
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Définition

Une fonction booléenne f est dite antagoséparable lorsque son écriture

sous forme de base compléte est telle que la pseudo duale posséde la propriété

d'absorption des monlmes antagonistes.

5 - Pseudo duale d'une somme de fonctions

Soient f et g deux fonctions booléemnnes et soient f' et é?leurs

pseudo duales. On ne peut pas toujours exprimer la pseudo duale f + g de
f+g<Pyg. En
effet on a pour chaque mondme A de f et chaque mondme u. de g la relation

Mot

f + g en fonction de f'et g’ Cependant on a la relatlon

;>puisque si A et u; n'ont aucune varlable commune

AT R . = .= R LTI
Al My Al My et si Al xo et Al xaR alors Al Wy < Al My

6 - Pseudo duale d'un produit de fonctions

Soient f et g deux fonctions booléemnes et soient f'et g'leurs
pseudo duales. On en peut pas toujours exprimer la pseudo duale fg'de fg en
fonction de f' et g cependant on a la relation fg' > T+ d.

En effet soient f = in, g = Zuj (o Ai et uj sont des mondmes)

alors f' = Hkix, g = Hu5X (ol A'™ représente la pseudo duale du mondme A

. , I —t . .
sous forme de somme de variables) et fg = ZN uj > H(Ai + uj) puisqu'il
peut y avoir certains mondmes Xi de f dont le produit avec certains mondmes

“j de g soit nul.

7 - Soit f une fonction booléeme de n variables. f est antagoséparable

L3

si et seulement si, pour toute variable biforme a de f on a :

f=aA+aB+AB (sous forme de base complate) avec AB'= A + B

Si AB'= A'+ B alors tous les mondmes antagonistes en aa' sont

absorbés dans T

En effet £ = a A+ a B + AB



- 5] -

&
:
=)
8
1 g

B+ a'A'+ A B car tous les autres termes disparaissent par absorption.

]
m

Donc, si f n'est pas antagoséparable, il existe au moins une variable
(forcément biforme) a telle qu'au moins un mondme antagoniste en aa' ne soit pas
absorbé dans T. Il existe dora tel que f = a A +a B+ ABavec AB# A+ B

. Réciproquement si f est antagoséparable et s'il existe a telle que, pour
f=aA+aB+ AB, on ait AB'# A'+ B alors on aboutit 3 une contradiction.

En effet si AB'# A' + B alors AB'> A'+ B' (propriété 6) et donc
A= A+ B+ u. Les mondme de aa'u, dans la pseudo duale f'de f ne peuvent
donc étre absorbés.
nmaf=aau+raA+aB+AB
pour que aa‘’u soit absorbé il faudrait donc que
aa'u<aA+aB+AB

soit

li

aa'u (a A'+ a'B'+ AB)
aa'u A' + aa'u B'+ aa'u A'B)
aa'u A+ B+ AP

aa'u (A + B)

aa'u

I1 faudrait donc, pour que aa'u soit absorbé&, que aa'u < AN+ TPBece qui est
impossible puisque u n'est pas plus petit que A + B et que A' et B ne dépendent ni

s

de a ni de a' (on peut annuler - A et B sans annuler uni a ni a').

8 - Si f est antagoséparable de ses n variables alors la fonction obtenue en

fixant les valeurs de p variables quelconques est antagoséparable de ses n-p

variables

En effet soit f une fonction antagoséparable. Pour chaque variable
biforme aona f=aA+aB+AB avec AB'= A+ B.
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Soit x une variable quelconque :

A =xC+xD+C(CD B=xE+xF+FEF
OnaAB=AK+T§

soit xCE+ X DF + (DEF=xC+Xx D + CD'+ XE + X F + BF! |

ou, puisque les fonctions sont écrites sous forme de base compléte,

x CB' XDFCDEF=xC XD C'+x B XHF EP

c'est a dire

(x +CE) (x' +DF) CDEF = (x +C) (x' +D) W+ x +B) (x' + P IF

soit

xx' CDEF'+ x DF'+ x'CE'+ GBDF = x D+ x'C+ CD+x P+ x'E+E T

(puisque DF' CDEF' = DF, étant donné que CDEF' > CE + DF > DFY.

On obtient donc en donnant 3 x la valeur O et 3 x' la valeur 1 :
CE'=C+F

et en donnant 4 x la valeur 1 et 4 x' 1a valeur O :

a
DR=T+F

Si donc on fixe dans f une valeur quelconque de la variable X, soit par exemple
x=1l,onaf=aC+aE+CE et CE=0C+ E\donc f, sur le cube x = 1, est

antagoséparable.

Nous avons donc montré que si f est antagoséparable alors f est antagoséparable
sur les cubes x = 0 et x = 1. En conséquence une fonction antagoséparable sur
le n-cube est antagoséparable sur tous les sous cubes du n-cube.

9 - Une fonction antagoséparable est permutante

s

En effet,si f n'est pas permutante il existe un sous cube de dimension
P, du n-cube telle que f (ou f) soit sur ce p-cube, ou bien totalement disjointe,
ou bien de la forme tour du p-cube. De telles fonctions ne sont pas antagosé-

parables.

p - fad ~ - -

a. + I a. (ob a; = X. , X représentant x ou X)
i LA i 3.

i=1 i=1 i

-Soit f =

=k

f est &écrite sous forme de base compléte



et les monbmes antagonistes ay ai ne sont plus petits qu'aucun autre mondme

a. a' de T.
1]

- Soit f une fonction tour du'p-cube.vf s'écrit, sous forme de base compléte :

t

p -

f= 2z ( a. + 10 a
i=1 \ j<i J k>1 & j<i ak

1]

T

P
I L al! + Z z a + I
i=1 L<1 ak] E k>1i k

et un mondme de la forme ap aﬁ a, ai n'est plus petit qu'aucun autre mondme
p-1
de P (i1 est obtenu en multipliant le terme a_ de 1II ( T oal+ I a )
i=1 ' j<i I ki
par le terme ai de I a! , et le tout par le terme aﬁ de
i<p

-1
I ( z a + X ail) et par le terme a; de I a..On voit qu'il n'y a
i=1 ‘j<1 k>i j<p

aucun moyen d'obtenir un mondme plus grand que ap aé a; ai),

Nous avons donc mont®¥ que le tour du cube et la fonction totalement disjointe
Hai+H5i ne sont pas antagoséparable;.Si f n'est pas permutante il existe donc

un p-cube sur lequel f n'est pas antagoséparable et donc f n'est pas anta-
goséparable (d'aprés la propriété 8).

Toute fonction antagoséparable étant pérmutante, le probléme se pose de‘la
carac€risation d'une fonction permutante par la propriété d'antagoséparation.
I1 est possible, dans quelques cas particuliers de montrer qu'une fonction per-
mutante est antagoséparable.

10 - Toute fonction monotone par rapport 3 toutes ses variables sauf une est

antagoséparable

Soit f =a A+ a B+ AB ol A et B sont des fonctions monotones de méme
sens de leurs variables. Alors AB est monotone de toutes ses variables et



donc AB = A + B (propriété 6). En conséquence les mondmes antagonistes en
aa' (les seuls qui puissent apparaitre dans f) sont absorbés et donc f est
antagoséparable.

Cette propriété peut étre généralisée :

11 - Soit f une fonction booléenne de n variables x,, X,, ..., X_. On désigne
1’ 72 n

par U 1'ensemble de ces n variables. S'il existe une partition de U en X, Y

telle que £ = I aga(Y) + aha(Y), ou g et ha sont des fonctions monotones
- ae&X

par rapport & Y, toutes de méme sens, alors f est antagoséparable.

On a en effet, pour tout a X, g, ha‘= E; + E; ; par conséquent

chaque mondme antagoniste en a est absorbé dans £

. Une fonction non antagoséparable posséde donc au moins deux variables
biformes et n'est pas de la forme X ag, + éhaa

12 - Soit f une fonction booléenne monotone par rapport 3 toutes ses variables

sauf deux. Si f est permutante alors f est antagoséparable.

f=aA+aB+AB
avec A=x C+xD+CD
B=xE+xF + EF

Les fonctions C, D, E, F sont monotones de méme sens de leurs variables.
f étant permutante on a Va 3x f = 3x Va f

Soit (C+D) (E+F) =CE+DF

soit (C+D) (E+ F)'=CE + DF
Comme C, D, E, F sont monotones de méme sens 1'égalité précédente s'écrit :
(1) TCD+EF=C+BE O+P .

Etudions maintenant AB

W= x+C+E) x+D+FH @+D+E+F)
=xD+xPFP+xC+x'E+ ©+B D+ DP

et on a

T+B=x+0) x+D) ©+D+ x+B) &' +F E+F

!

xD+x'T+CD+xF+x'E+E
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L'égalité (1) nous permet donc de conclure que AB' = A + B
On montrerait de la méme fagon, en &crivant f = xo + XB + 0B que

aft = o + B et que donc f est antagoséparable.

13 - Une chaine minimale entre deux points situés 3 distance p est antagoséparable

Soit, dans la base canonique, une chaine f de longueur p. f peut

s'écrire :
f = k[él 8) roe @y ¥ a) 8y oAyt A a)ag ... At e v Ay . aﬁ]
~ P - . ~ 7 d =z
ou A représente un produit des n-p variables X et ou a; = X, , X représentant

Ji

X Oou X.

En regroupant les termes deux 4 deux on obtient les mondmes de la base compléte de

f=XMa,a; ... 8, * 2 az ... 3, *apa,a, ... Ay * e Ay . a2 3 +

Considérons maintenant la pseudo duale de cette chaine. Nous allons montrer que
les monOmes antagonistes maximaux sont absorbés.

=N+ (a, + ag + ... + ap)(ai tagh.. ¥ ap)(ai tay+ o+ ap);«.
?

(a] +ay, + ...+ aﬁ_l).

x, X n'apparait pas dans f.

Les mon0mes maximaux contenant le produit antagoniste a, aé sont obtenus en prenant
a, dans le premier terme, aé dans tous les termes ﬁ,partir du troisiéme. Les

mondmes antagonistes en a, aé maximaux sont donc les mondmes du produit =

i ' + +
a, a) (a1 az + ... ap)
ce sont donc les monOmes
9 a0 1 LN
a, a; aj et a, a; a, 1> 3.
Ces mondmes seront absorbés par les mondmes obtenus soit en prenant a, dans le

premier terme et ai dans tous les termes suivants, soit en prenant Xy dans les

i-1 premiers termes et aé'dans les termes suilvants.
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Les mondmes antagonistes 3, aé ai et a, aé a; i > 3 sont dorc.absorbés respec-

tivement par les mondmes a, ai et aé aj.

Le raisonnement est absolument identique pour les mondmes antagonistes
en aj aj maximaux : le j iéme terme de f ne contient pas a.. Les mondmes
antagonistes en aj aj maximaux de f sont les mondmes aj a} aﬂ pour k < j et

] 3 A 3 ' ! 1
aj aj a, pour & > j, absorbés respectivement par aj a et aj a .
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