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NOTATIONS

E espace vectoriel topologique
E* dual topologique de E <c’est & dire 1’espace des formes linéaires conti -
nues de E.
Munissons E de la topologie faible notde o~ (E,E’) définie comme suit
( 23 p. 202)
Pour toute partie finie (x’l,...,x’n) € E’ et tout £ 5 o on désigne par
vV ( ( x’l,...,x’n) s € ) l’ensemble des x e E tels que
[ <‘x,x’i>ﬂ < € 1= lyaeeyn ( < .y.>désigne la dualité
entre E et E’).

Soit B 1’ensemble des V. B est un systeme fondamental de voisinages
de O pour une topologie localement convexe sue E, compatible avec sa
structure d’espace vectoriel. Cette topologie est désignée par a~ (E,E?).

E’ est muni de la topologie notéde o~ (E’,E) ou topologie faible * (79).

La topologie o~ (E,E?) est associée 3 la famille de semi normes

’ R — s
{ Py } X' e g P (X) | < x,x >l ¥V x e E
La topologie o- (E’,E) est associde & la famille de semi normes {px} weE
P, (x* ) = , < x,x’:>l V x' e E.

Soit {Xn} une suite d’éléments de E, On dit que cette suite converge
faiblement vers x w € E (pour la topologie o~ (E,;E’) sur E) si

>

V x’ € E? lim < X X' > = <« X X’
N-—s oo n’ oo ?

Soit {x’n } une suite d’éléments de E’, On dit que cette suite converge
faiblement* (ou faiblement par abus de langage et quand il n'y a aucune
ambiguité) vers x' _ e E’ (pour la topologie o— (E',E) sur E') si

Veronalim <x,x’n> = < Xy X'oo > .

Nn— oa

Toutes les notations sont classiques. On les trouvera dans les réfé -

rences (3, 21, 22, 34, 40, 47, 52, 75, 76)
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INTRODUCTTION

Soit E un espace vectoriel topologique et E’ son dual topologique.

Soit { x’n } une suite d’éléments de E’ qui converge faiblement vers Xoy

Un probléme que 1’on rencontre fréquemment en analyse numérique est
celui de 1’estimation de L XyX1, > & partir de certains < x,x’nfy .
Comme nous allons le voir ce probléme peut &tre abordé de deux points de
vue qul semblent a priori totalement différents.
Le premier point de vue consiste a remplacer la suite {x’n } par une
autre suite faiblement convergente { yé } telle que < x,y5'>> "converge
plus vite" que < x,x’n‘>- « On effectue cette transformation a 1’aide
d’une application linéaire T’ de E’ dans lui-méme. Les propriétés de
convergence de < x,yé ~ , d’accélération de la convergence, etc.., sont
des propriétés de 1l’opérateur T’ et ne dépendent pas des propriétés de E.
On a 1’habitude d’appeler méthodes de sommation les méthodes définies de
cette facon. Il est évident qu’il revient au méme de parler de la transfor -
mation de x en y € E & l’aide de 1’opérateur T dont T' est le transposé
( T est aussi le transposé de T’ pour les bonnes topologies). Les proprié -
tés de T’ pourront donc s’énoncer sous forme de propriétés de T et inver-
sement . (Il est possible, comme cela est fait au chapitre I, de prendre pour
T un opérateur de E dans un autre espace vectoriel topologique). Le second

point de vue est un point de vue d’extrapolation. On peut le formuler ainsi :

Soit %D : NxD-—R DC R . telle que
Y aeD : lim P (nya) = o,
N —= oo
Soit \/W {;x n} la variété de E des x tels que :

Loxpx? - X > = LF (n,a) Vne IN



Supposons que LP(n,a) ait la propriété suivante :

V o= ( X yeneny X, ) e le donné et assez voisin de o e TRk

il existe un rang n, tel que YV n > ng le systéme :

X, = LF (nya) - P (n+l,a)
X, = LP(nJrl,a) - Lp(n+2,a)
= T (ntk-l,a) - F (nex,a)

admettre une et une seule solution a.

Alors si x € \/()p { x* } on aura : a indépendant de n et

< xy X0 > = <o >+ Pl Vpew (0-1)
Le calcul du vecteur a s’effectue par interpolation. On a :

< x,xr’1 > - < x,x’n_l > = LP (n-lsa) - kP (n;a)
Soit N, un rang tel que l <x,x’n> - £ x,x’n_l> \ soit suffisam -

ment petit pour tout n » n.

Dés que n > n» ny on peut écrire :

1

kIo(n,a) - LP (ntl,a)

X s <

I
%
£}
+
—
2
]
-
=
+
\.I\J
[e8]

%%
N
I
N
s
>
3
+
N
A\
IN
>
>

°<k = & X’X’n+k> - £ X’X’n+k-l> = kP(n-H{—l,a) - LP(nﬂ(,a)

On tire de ce systéme un et un seul vecteur a d’ol < Xy X' > par
extrapolation en appliquant (o-1).

En pratique il est rare que 1’on connaisse exactement LP (nya) et par
conséquent x g’ V ¢ { x’n} . La solution a obtenue par interpolation

dépendra de n, ce qui donnera :

<X3X’°°> 7{ < sz’p> + Lf)(p,a(n))



On peut se demander i < x,x’F > + LF (psa(n)) est une meilleure
approxiﬁation de < X4X'o > que < X,X'p> VpeN . X
étant donné une autre question est de savoir s’il existe au moins uny e E
tel que : '

< yyx'p> = L XX'p> + ?(ma(w) Vpe N
Un a reconnu le probléme des moments. En supposant qu’il existe au moins un vy

qui vérifie la relation précédente une seconde question est de savoir si vy

est plus "voisin" de V P { x’n } que ne l’est x, c’est a dire si
L yy X'p > converge verg < X,X’o. > et cela "plus vite" que
< XoX'p > .

Un exemple classique d’une telle extrapolation est 1’extrapolation polynomiale.

On a dans ce cas

r%‘

/

LP(n,a) = :

|

—
1
—
joo]
-

Un autre exemple est celui des sommes d’exponentielles :

<k .
LP (nya) = :E:‘ a . oa l a

i=1 i k+i k+1

< 1 Vi

Ce point de vue consiste donc & remplacer x € E par v ¢ E. Il est évidem -
ment souhaitable que < Yy x’n > "converge plus vite" que L X, X’nt> .
Les propriétés de convergence de FATS s , d’accélération de la

convergence, etc.., ne sont plus des propriétés de 1’opérateur T (non forcé -
ment linéaire) défini par y = T x mais des propriétés de son domaine d’appli-

. . s s ,
cation. En effet si x est "voisin" de V ¢ { X 0 } ’ a(n) ne doit pas dépen-

dre "beaucoup" de n pour n > Ngs M.
Ces méthodes définissent ce qu’il est convenu d’appeler un procédé d’extrapo -
lation. Tels sont les procédés de Romberg et de Richardson basés sur 1°extrapo-
lation polynoémiale et qui, de ce fait, sont lindaires ou les £ et P 7 algo -
rithmes de Wynn basés sur l’extrapolation par des sommes d’exponentielles ou
par des fractions rationnelles et qui donnent lieu & des procédés non linéaires.
Nous montrerons, au paragraphe l-4 que les procédés de sommation sont des cas
particuliers de l’extrapolation par des sommes d’exponentielles. Avant d’étudier
‘ ces méthodes nous allons définir un certain nombre de concepts dont nous aurons

besoin :



définition O - 1 : Soit T wun endomorphisme de 1’espace vectoriel E. ,

{x’n} une suite d’élémentsL;Le,E’ et x un élément de E.

Silim <T x, X’n > existe et est finie on dit que x est som -
— oo

mable par Ipar rapport 3 {x’n} .

définition O - 2 : Soit E un espace vectoriel topologique et E’ son dual.

Soit { x’i} une suite d’éléments de E’ qui converge faiblement vers xi, .

On forme si x € Eet y # 0o € E

f(n; X Y) = LX) ¥'n = Xeo 7
Ly, X', " X >
Posons si elle existe : lim (ny x, y) = ¢
n— oo
- sl o< e<l on dit que x converge mieux que y par rapport a {x’i}
-si e=o0 on dit que x converge plus vite que y par rapport a {x’i}

définition O - 3 : Soient x’ = {x’i} et y?* = {y’l} deux suites d’éléments

de E’ qui convergent faiblement vers x’ _, et y’ . On forme si

[ o)
x# © &€ E:

’ , , LXy X' = X2 >
? (n§ X'y Y ) = ’ n
<X9 Y’n - Y;,>
! Ve
Posons si elle existe : lim ?(n; X', y') = €

n— oo

- sl o< e < 1 on dit que x’ = {x’i} améliore la convergence de
x par rapport a y’ = {y’i} .

’

- si e’= o0 on dit que x’ accélére la convergence de x par rapport a y’.

remargue importante :

Les deux définitions précédentes reviennent au méme s’il existe une applica -
tion lindaire bornée T de E dans lui - méme telle que y = Tx. On définit

alors 1l’opérateur transposé T’ par <Txy, x? > = < X, T* x> > ,d’ol :

<Ysx' = x> = < Tox? - Ko > = <6TN =T X > = <XV Vo

e



Dans ce cas il revient au méme de définir des relations sur E ou sur E* ,
cependant celles définies sur E* seront plus générales car elles ne feront
par intervenir d’éléments de E (voir par exemple la définition O = 3).

Si T est un opérateur non linémire, T’ n’existe pas en général et les relations
serént a définir sur E. Ce ne seront plus alors des définitions spécifiques

de 1’opérateur mais des définitions dépendant de x & E ( voir par exemple

la définition 0-2).

Définition O-4 : Si lim < x,x’ > =1lim < Tx’ > ¥Yx e E
N —= <o n n——t> OD n
on dit que la transformation T est réguliére par rapport & x’ = {-x’n}
Définition O-5 : Si <Tx9x’n> = < XX, > ¥ n > ng
on dit que la transformation T est exacte pour x V no > ng
Définition Q-6 : Si <fx,x’n > =KX s D> Vn et si«Tx, x’n:> =

< XKoo > Vn et x, on dit que T est consistante

Définition 0-7 ¢+ Si T est réguliere et consistante on dit que T est totalee

Le premier chapitre traite des procedés de sommation, c’est-a=dire des trans-
formations linéaires d’un espace de suites dans lui-méme. Je montre que le
théoreme de Toeplitz qui donne les conditions nécessaires et suffisantes pour
que la suite déduite converge vers la méme limite que la suite initiale, est

une conséquence des théorémes de Banach -~ Steinhaus et de prolongement des
identitéss Aprés avoir rappelé les principaux procedés de sommation j’étudie en
détail la méthode de Baranger pour laquelle j’al obtenu une valeur optimale du
paramétre as Ensuite je montre que les procedés totaux de sommation sont des
extrapolations par des sommes d’exponentielless Par conséquent les procedés de
cette classe peuvent &tre considérés comme des cas particuliers de 1’£-algorithme
et sont donc moins pulssants que lule. Le chapitre II est consacré au probleme de
1’approximation de la fonctionnelle limite sur (C) espaces des suites conver-
genteses Aprés avoir formulé ce probléme de fagon générale j’étudie plusieurs

algorithmes particuliers : le procedé de Richardson, les £ et §-algorithmes

‘



et le procédé d’Aitken étendu qui sont respectivement des extrapolations

par des polynlmes, des sommes d’exponentielles, des fractions rationnelles et
des suites d’ordre quelconques Aprd&s un rappel de certaines proprietés des &£

et Q -algorithmes, je caractérise la variété de (C) pour laquelle 1’€g -algo-
rithme fournit une valeur exacte de la fonctionnelle limite. Je donne une
interprétation de 1’ & -algorithme & 1’aide des équations aux différences et

je démontre sa continuité et sa différentiabilité. Je propose enfin une forme
étg?due.du §’—algorithme aldi qu’un algorithme plus général : le ?r-algorithme.
Dans le trosiéme chapitre j’étudie en détail les conditions de convergence.et
d’accélération de la convergence des g et g’-algorithmes. Aprés avoir établi
des théorémes généraux de convergence de ces algorithmes je montre que 1’ & -algo-
rithme converge quand la suite initiale est soit totalement monotone, soit
totalement oscillante soit totalement oscillante décalée. Je donne ensuite des
conditions nécessaires et suffisantes d’accélération de la convergence puis
j’introduis un paramétre d’accélération de la convergence ce qul permet d’ef-
fectuer la liaison avec le ? ~algorithme. Je caractérise la valeur optimale de
ce paramétre d’accélération et je montre que ce choix optimal est le seul qui
permette d’accélérer la convergence. Aprés avoir comparé .ces algorithmes avec
le procedé de Richardsoﬁ j’explique tous les théorémes d’accélération ainsi

que le paramétre d’accélération a 1’alde des développements asymptotiques.

Le chapitre IV traite de 1l’approximation de la fonctionnelle limite sur une
certaine classe de fonctions. On utilise pour cela les formes confluentes

des £ et g’-algorithmes. Aprés avoir posé ce probléme de fagon générale j’étudie
les premiéres et secondes formes confluentes de 1’ £ -akgorithmes Je démontre
des théorémes de convergence et d’accéiération de la convergence. Je caracté-
rise la classe des fonctions pour lesquelles ces formes confluentes fournis-
sent la valeur exacte de la fonctionnelle limite. J’introduis dans ces algo-

rithmes un param&tre puis une fonction d’accélération. J*établis chaque fois

les théorémes correspondants. J’effectue enfin la liaison avec le ?-algorithme



et j’explique les résultats obtenus & 1’aide des développements asymptotiques.
Le chapitre V est consacré a la mise en oeuvre pratique des formes discrétes des
algorithmes étudiés. Je formule d*abord les régles particulieres & utiliser
pour éviter la perte de précision due a la troncature puis je parle de la
stabilité et de la propagation des erreurs d’arrondis. On donne divers modes
d’emploi des algorithmes.

Le chapitre VI expose les applications et les résultats numériques obtenus. On
applique les formes discrétes des algorithmes aux limites des suites et aux
sommes de séries. Je démontre qus l’application de 1’ & -algorithme aux méthodes
itératives du premier ordre pour résoudre un systeme linéaire conduit 3 la
solution exacte et ceci méme si la méthode est divergentes Pour les systemes
d’équations non linéaire je donne un nouvel algorithme de résolution. Cette
méthode, basée sur 1’ € ~algorithme, est d’ordre deux et ne nécessite ni calculs
de dérivées ni inversions de matricese On étudie également l’interpolation
inverse puls on compare les algorithmes & la méthode de Romberg pour le

calcul des intégrales définies et la dérivation numérique. Je propose un
nouveau procedé basé sur le ?2—algorithme et qui donne de meilleurs résultats
que la méthode de Romberge. Les formes confluentes sont testées sur le calcul

de la limite d’une fonction, la résolution des équations et le calcul des
intégrales improprese. Enfin, je donne une seconde forme discréte de 1°& -algo-

rithme.






CHAPITRE I
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LES PROCEDES DE SOMMATION

Ce chapitre traite des procedés de sommation, c’est=a~-dire des
transformations lindaires de suite a suites On montre que la condition
nécessaire et suffisante pour que la suite déduite converge vers la méme limite
que la suite initiale est une conséquence des théorémes de Banack = Steinhaus
et de prolongement des ldentités. Aprés avoir rappelé les principaux procédés
de sommation et éfudié en détail celui de Baranger, on explique une certaine
classe de procedés de sommation comme étant des extrapolations par des sommes
d’exponentielles, Par conséquent, les procédés de cette classe peuvent 8tre
considérés comme des particuliers de 1°€ =algorithme qui sera étudié au

chapitre suivant et sont donc moins puissants que luie



- lO"'-

1-1 Généralités
Soient E et F deux espaces de Banach de‘norme Il
E’ et F’ leurs duals topologiques.
{f’n}une suite.de F* faiblement convergente vers fl_e F’ .

{e’n}une suite de E’ falblement convergente vers e’ € E’

{e }un systéme total de E c’est-a-dire dont les combinaisons linéaires
finies engendrent un sous espace D partout dense dans E.
T un opérateur linéaire continu de E dans F.
I’ 1’opérateur transposé de T (de F’ dans E?)
[ X’n_} la suite d’éléments de E’ définie par x* =T f’n ¥ n.
Le probléme des conditions & imposer & T pour que'i%EQ::Ikyf’ﬁ>-=/£§i:ix, e’n>>

peut &tre remplacé par celui des conditions & imposer 2 {x’n} pour que ce.soit

une suite faiblement convergente vers x’ e« E’ et pour que lim<x,x’ >= lim
o p R

" - M A

-<x,e’n> + Nous adopterons ce second point de vue. Rappelons d’abord quelques

résultats :
Théoréme I-1 (35) : Une condition nécessaire et suffisante pour que{x’n}converge
faiblement vers x’°_, « E’ et que :

1)y - M ll<w ¥n

H ?

2°) - <es X’ - x> converge vers o Yk
Théoréme I-2 (21) : Soit {y’n} une suite d’éléments de E’ qui converge faible-

ment vers yl, o Si lim 4XaY; > = lim<x,e’k> Vx < D alors lim(x,y’k>=

R—>oo kR —»oo R-» oo

lim<x,e’k> V x e E.

R > o

Démonstration :

V xeD=kE E]{xn} € D :lim X, =Xe OF <X, y:_> =<xn, el > ¥n

N—see

donc < x,y) > = <X, el > ¥x ¢ E puisque y!, et e’ = sont continues.

(voir dans Dieudonné (21) le principe de prolongement des identités)

Soit ¢ l’espace des suites convergentes de nombres réels. Muni de la norme

,I X []= Sup l xil (ou Xs désigne la iéme composante de la suite x) ¢ est
[

un espace de Banach.
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>
Le dual de ¢ est léespace des suites de nombres réels telles que Z ‘ x’i‘

- i=1
converge. On peut le munir de la norme || x° “= ; x’i o C’est alors un
i=l
espace de Banache
Le sous espace D engendré par le systéme libre e, = (lylyoecs), e, = (1,0,0 coa)
e, = (051,0 sece), etce est dense dans ¢ o Prenons E = F = ¢ et e’ =f’ =

forme linéaire qui a une suite associe sa nilme composante.

Lopérateur T est défini par une matrice infinie A= (a..) et T’ est défini

par une matrice A’ transposée de A : A’ = (aji).a h
Les conditions du théoreme Igl s’écrivent :
.l°)'=“x’n”= H T° fr’l = % ay| < M Vn
20) - ’ii“nlm< e x’n> = rlllin“cw < Tek, f’n >
="%Hnwank =bk Yk s o

i

lim <e s X >

ML g OO

. £
lim «T e, n>

N—+ oo

‘lkim Z 2k =bO

N-+<o k

i

d’ou le théoréme suivant :

Théoreme I-3 : Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A

définisse un endomorphisme de ¢ est que :

o

1°) }: a }(< M Vn
R

o ; =

29) rlll_riw a b, ¥k

3°) rlll—n},ooz kT bo

Si bk =0 [ket bO = 1 alors les conditions du théoréme Is2 sont vérifides

car lim e k,e’n>= 0 Yk > o et lim <e.s e’n>= ls D’ou le

N oo M~ Qa2

résultat :
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définition I-1 : Soit Cs la variété des suites qui convergent vers S.

On dit que la matrice A définit une méthode réguliére de sommation si elle

définit un endomorphisme de CS guelquesoit S.

Théoréme I-4 : (théordéme de Toeplitz) : une condition nécessaire et suffisante

pour que la matrice A définisse une méthode réguliére de sommation est que :

1°) Z Iankl < M Vn
k

2°)  lim a, =o Vk
n—»h-o

3°) lim 2 a =1
oo K nk

i=2 Principales méthodes

1l est évident que les méthodes réguliéres sont les plus intéressantes

car elles préservent la limite. Ennumérons maintenant les principales :

Movennes de HBlder :

Les éléments de la matrice A sont :

= C .
aiJ - i J l, eodvewy 1
i = l,.oo,w
=0 j>1i

a. .
1]

Cette matrice A définit la méthode appelée (H,1). La méthode (H,k) k entier > 1

est définie par la matrice Ak.

Movyennes de Cesaro

La matrice A définissant le procedé noté (c,k) est donnée par A = H k-t ou H
est identique 3 la matrice A de la méthode (H,1) et ol L est une matrice infinie
triangulaire inférieure dont tous les termes valent l. Il est évident que les
méthodes (H,1) et(C,1) sont identiques. On montre que les procédés (c,k) et

(H,k) sont réguliers et que si x & S (espace des suites de nombres réels) est

sommable par (c,k) il 1’est par(H,k) et inversement.
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Méthodes d’Euler s

Elles sont définies par una matrice A dépendant d’un parametre positif q:

i+l i=]
A = """"'_"]'.“T"— . q J = l,.oo, i
iJ (q+l)l+l Jtl /-

i = .1.9 coe 3 OO

it
o

aij i>i

Cette matrice définit une méthode notée (E,q)e La plus connue des méthodes
d’Euler est celle avec q = 1o Ces méthodes sont régulieéres et telles que si
x € S est sommable par (E,q’) elle est sommable vers la méme limite par (Ey q)
v q > q’s
I1 existe de nombreuses autres méthodes de sommatione. Elles ont été

étudides en détail par Hardy (33).

1-3 Accélération de la_convergence

I1 est en général difficile de caractériser les suites qui peuvent &tre
accélérées par un procédé de sommation régulier déterminé et ceci méme si la
matrice correspondant est triangulaire inférieure comme c’est le cas pour les
méthodes de HBlder, GCesaro et Bulere Cependant j’al pu effectuer cette étude
dans un cas simple :

Baranger (4) a étudié les p. et les A, (i =0, seeeyn) qui rendent la formule :
[« ]
n
z u, - ZZ: A.l u
i=0 i=o Pi

optimale en un certaln sens pour un sous-ensemble donné de 1’ensemble des séries

absolument convergentes. Solt Ha l’espace des suites :

= & Ay 2
e o | D e 2

avec 0 < a <«<-1 et Aun=

Uy T Y C’est un espace de Hilbert inclus ﬁOpo—

logiquement dans ll.



- 14 -

Baranger a montré que pour p; = 1 le meilleur choix des Ai était donné par :

-2 = = S
AO = Al ess0cosssans An'l 1 et An 12

Nous nous proposons d’étudier plus en détail cette transformation et, plus

m.
particulierement, de caractériser les séries pour lesquelles \/n = E A, Uy

i=o
P "

converge vers :Z: Uy plus vite que Sn = ; U e Il nous faut d’abord montrer
i=0 i=0
que la transformation {Sn}~*{’vn}est réguliere au sens de Toeplitz. On vérifie

immédiatement que :

V=A S +(l-A) s
n n n

n n = l, XY . (I"'l)

n-1
Par conséquent, la matrice de Toeplitz correspondant & cette transformation

de suite a suite est telle que :

a.. = A et

i N ai+l,i = l—An pour 1 = 1, ees

tous les autres termes étant nuls. Les trois conditions de Toeplitz du théoréme

Z\ank\ < M Vn

k

1-4 :

lim a, = o 1'%

[1 oo

lim ZE:'ank =1

n-=eo k

(=]

sont bien vérifides et on a donc lim Vn = Z u.

: i
N-—=co 1=0
supposons maintenant que @ <« a) < a, < l. On a Hal c Hag' En effet
Aoy L et
n n
.. 35
N 2 2 u, 2
> (Au) Z (8 )
1l n
0 a5 ) ~ 2y

donc si u = { un} € Hal alors u & H Car la série est absolument convergente
2
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D’autre part si u € Hal et si Veso u ¢ Hal.—E alors u e Ha Vae [al’l[ °

peut 8tre existe t=il une valeur de a optimale dans[al,l[ , C’est-a~dire telle

que {an} converge plus vite que {Sn§ au sens de la définition 0-2 ? GC’est

cette valeur que nous allons maintenant caractériser.

. nt+l ='n
o = o
Spe1” Sp
d?’ou
. A ntl Sn+l * lgAn+l) Sn An Sn ” (l“An) Sn—l

lim =

h Sn+l - Sn

lim A (Sn+l -2 Sn i Sn—l) B Sn - Snnl pulsque A = A = s A.D’ou

n n+l l-a
P PN S "S
n+l n
As - A 1
13 | °n S'l) +As"l = 1i A+ (1-4) 2 o = 0
ATl es AS Al AS J
n
ce qui donne : ‘
. ASn=-l A 1
. o = ==
As A-1 a
n

C’est la condition nécessalre et suffisante pour que { Vn}converge plus vite que

{Sn}, ce qul nous donne comme valeur optimale pour a :

. ASn . Un + 1
a = lim —— Lim
Opt N-+eo AS Nl —» oo u
n=-1 n
Par conséquent plus \ a - aopt sera faible et plus la convergence sera améliorée.

51 a= aopt alors la convergence sera accélérées On voit également que si aOpJC

est négatif, il est impossible d’accélérer la convergence puisque a doit

positifs Il en est de méme si a4 vaut le

pt
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:
. . ‘- ‘. n ;
Prenons maintenant un exemple. Soit la série de terme général u, = br™ avec |r|q

>0
ona S= ;Z: u_ = —
) n
l-r
- o0 oo 2
2 2 2n 2\ "
(Au ) b°r T .
n _ » _ b2 _ _b sir «<a <
0 0 )
n n r
a a a L -
et par conséquent u = {u } € H_ pour a 5] r2 l[ « On a ot =rd'ota_ .=r
n a ’ opt ~*

On voit que si o «r <1 aopt € J r2,lljet peut donc &tre atteint. Par contre
si =l <r <o, aopt est négatif et ne peut &tre atteint; la valeur de a qui
améliorera le plus la convergence est, dans ce cas, a = o qui est la plus

voisine de a et correspond a la suite initiale {S }.
opt D

Pour b= 1let r=0,50na S=2et les résultats suivants :

suite initiale a= 0,25 a = 0,5 a = 0,6
1
1,5 1,6666667 2, 0000000 2, 2500000
1,75 1,8333333 2, 0000000 2, 1250000
1,875 1,9166667 2, 0000000 2,0625000
1,9375 1,9583333 . 2, 0000000 2,0312500

Pour b = 1l etr=-0,50na$ = 0,66666667 et les résultats suivants :

Suite initiale a= 0,25 a=0,5 a= 0,6
1
0,5 0,33333334 0 - 0,24999997
0,75 0,83333333 1, 0000000 1, 1250000
0,625 0,58333334 0,50000000 0, 43750000
0,6875 0,70833333 0, 75000000 © 0,78125000

Au lieu d’appliquer la méthode de Baranger au calcul de la somme d’une série,

on peut l’appliquer au calcul de la limite d’une suite en utilisant (I-1) et la

As
. s n .
relation aOpt _n%iE~TK§;:I~ « Prenons, par exemple, une suite de la forme
S=S+0(>\n.0ntrouvea = X,
n opt
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Prenons S = 1,%= 2 et A= 0,9, On trouve AOpt = 10 Nous avons effectué les

calculs avec A = 9,10 et 1l et obtenu les résultats suivants :

Suite initiale A=9 A=10 A= 11
2,8
2,62 1,1799998 0, 938999976 0,81999993
2,458 1,1619999 1,000000 0, 83800006
2,3122 1,1457999 1,000000 0,85419989

En fait si 1’on considére (I-1) comme un procédé de sommation au sens défini
précédemment, il n’y a aucune obligation d’avoir o < a < l, la seule res-

triction a imposer est a # l. Ainsi le a, peut toujours 8tre atteint sauf

pt
s’1l vaut le

Pour les autres procedés de sommation les résultats connus sont beaucoup plus
partielses C’est ainsil que pour la méthode d’Euler avec q = 1 on sait (5) que

la transformation de la série X=X - X + Xp = Xg 1 ese €n la série yo+yl+y2+y3ooe

n ntl (s .
avec y = A X, / 2 accelere la convergence si :

- la série initiale est alternde X, >0

H

la suite X5 est totalement monotome c’est-a-dire si
(=1)" A k x >0 pour k = 0,1 cees et quelque soit n
- Xi+l/ X, > a >1/2

Sous ces conditions on a

=1 == ]
<2 a avec Xn et Yn

étant les sommes partielles des séries; on voit que pour les séries telles que

X
. ntl _ . . . .
%1m - = lonaa=1etque Y, converge au moins aussi rapidement que
n ~mo
=n
2o g,
n

Dans d’autres cas la série de terme général Y, converge moins vite que la série

-l '

initiale. Ainsi X5 = rt implique y; = 2 1-1)" et | o< | i-r| /2 pour
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"l<r < 1/30
On voit combien ces résultats sont partiels et 1°intérét qu’il y aurait 3 trouver
pour tous les procedés de sommation des résultats analogues 3 celui que nous

avons obtenu pour la méthode de Baranger.

1-4_Interprétation des procédés_de_ sommation

D’apres la définition O=7, nous dirons qu’un procédé de sommation est total

s’il est régulier et consistants Dans la définition O-6 prenons pour x’n la

ie

NP . . . leme
forme linéaire qui a une suite fait correspondre son n termes Nous avons vu

qu’un procedé de sommation était défini par la donnée d’une matrice A = (aij).
D’ol le résultat suivant s

Théoréme 1-5 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A = (a,.)

1J
définisse une méthode consistante de sommation est que :
()
a.. =1 Vi
- ij
J=0

Nous appelerons cette condition : condition de consistance. La démonstration
découle immédiatement de la définition O-6. Ce théordme exprime simplement le
fait que si la suite initiale est consistante, la suite obtenue par application
du procedé de sommation défini par la matrice A est identique & la suite initiale.

L’étude du procedé total particuliérement simple de Baranger donné par
(I-1) m’a permis de trouver une interprétation ae tous les procedés totaux de
sommation tels que je viens de les définire. Ces procedés sont des extrapolations
par des sommes d’exponentielles complexes ou les exposants sont des quantités
fixées spécifiques de la méthode et ol les seules inconnues sont les coéfficients
de la combinaison linéaire de ces expenentielles,

Considérons, en effet, le procédé (I-1). Au lieu de prendre a = aopt =
A s
. n

lim

A on peut songer a prendre comme approximation de aopt la quantité
n—»eo /\ §
n—

1
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Asn

Z‘S—-— « On obtient alors :
n=1

Sn L
Vv = + (L = ———=—) S
n | - ASn 1 _ASn n=-1
Asnml AS -1
2
- q -
) Snml Sm-l S _ £ (n-1)
- 2 - 2
A Sn==l

ce qui n’est autre que le procedé A2 d’Aitken habituel (voir paragraphe 2¢3.1)
Ainsi la méthode de Baranger apparait comme un cas particulier du A2 obtenu

en prenant pour a une valeur constante. En effet, comme nous l’avons vu, le
procédé (I-1) donne S si l’on a 5= 5t « a" ol a est le paramdtre de la
méthode, tandis que le procédé A2 d’Aitken donne § si S =8 +ol AT o A est
quelconque et indépendant de la méthode. L’ensemble dee suites pour lesquelles
(I-1) donne la valeur de S est donc un sous-ensemble de celles pour lesquelles
le procedé A2 donne S. (I-1) sera donc un accélérateur de convergence moins
puissant que le procédé Aza Généralisons (13) :

Soit un procédé total de sommation défini par une matrice A = (aij)° Nous

supposerons que cette matrice est telle que Yi Jk(i) :+ V3 > k (i) a..=o.

Soit {xn} une suite infinie convergente }Ll_;nw X= S et soit {yn} la suite

obtenue en appliquant a [xn} le procédé de sommation, on a s
k(1)
V. = 2 a.. X.
i . Jtn
Pour i fixé y; sera égal a S Vn si et seulement si 1’équation aux différences

- 2

J=1

-

855 Xy (I-2)
est vérifiée Vne La solution générale de cette équation aux différences est une

combinaison linéaire d’exponentielles identiques a celle obtenue pour 1’ & -algo-

rithme. (voir chapitre II).
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on a ¢

x, =S +(’P(n,a)

ol %?(n,a) est la fonction correspondant & 1’ £ -algorithme avec k = k(i)-1
(voir théoréme I1I-2) et ol les S5 sont lids aux racines de 1’équation caractéris-|
tique de 1’équation aux différences homogene de (I-2) :
k(i)-1
ail + al2 t 1+ eesessee T ai’k(l) t

d’ou le théoreme suivant : |

Théoréme I-6 :

Soit un procédé total de sommation défini par la matrice infinie A = (aij) ol {
Vi dk(i) : V3 > k(i) on ait ajj = Oe Soit {xn} une suite convergente"

telle que lim X, = Se

n—>ee

k(1)
Une condition nécessaire et suffisante pour que di:Vn a.. X., =8
5=1 i) "jin
est que : p
> ) S
o = s
1°) X, =S+ Ai(n) Ty +'_ [Bi(n) cos b.n + ci(n) sin b.n J e
i=l i=p+l
m
+-:E:: Cs 5;. \/ n >»o
=7 1 in

ou Ai’ Bi’ et Ci sont des polynfmes en n tels que si di est égal au degré de Ai

plus un pour i = l,ees,p et au plus grand des degrés de Bi et de Ci plus un

pour i= ptlj,eeee,q oOn ait :

p q
m*Zdi+2Zdi=k(i) -1
i=1

i=p+l

2°) le polyndme k(i)
a; . t -1
L

admette les p racines réelles distinctes Ty pour i=l,eeesp

S.
les 2(g=-p) racines complexes distinctes e * (cos b, + 1 sin bi)

pour is= p+l’ll.l,q

m racines nulles
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Les conséquences de ce théoréme sont importantes. On remarque d’abord que les Ty
les S5 et les bi sont fixds et spécifiques du procedé de sommation employé. Les
seules inconnues sont les coéfficients des polyndmes Ai’ Bi’ et Ci;les cs et S.
Ce qui explique pourquoi les procédés de sommation sont linéaires, tandis que

1’ £ =algorithme qui détermine également les s; et les b, est non lindaires On
voit également que si X est de la forme donnée dans 1’énoncé du théoréme I-6

il faudra k(i) termes pour déterminer les inconnues par un procedé linéaire de
sommation et 2 k(i) -1 termes pour les déterminer par 1’£ ~algorithme. Mais la

conclusion la plus importante est la suivante

Tout procédé total de sommation est un cas particulier d’un procedé ou 1&s
) les S5 et les bi seraient également des inconnues. Un tel procedé existe :
c’est 1° € =algorithmes Par conséquent tout procedé total de sommation donnera
de moins bons résultats que 1’ & =algorithme.

Enfin ceci nous montre que lg procedé de Richardson et celui de Romberg
étant des procedés totaux de sommation, sont des extrapolations. Il en est de
mfme de la méthode de Baranger,ce qui explique pourquoi nous 1’avons retrouvée
comme cas particulier du procedé [52 d’Aitken, ainsi que des procedés de
Cesaro et de HBlder.

Notons encore que si le procédé n’est pas total, S n’est pas solution
particuliére de 1’équation inhomogene et qu’alors il n’existe pas de suites

tendant vers S et telles que le procédé soit exact pour ces suitese
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LES PROCEDES D’EXTRAPOLATICN

Ce chapitre est consacré au probléme de 1’extrapolation des
suitese Aprés avoir formulé celui-ci de fagon générale on étudie le procedé
de Richardson, les £et f—algorithmes et le procédé d’Aitken étendu qui sont
respectivement des extrapolations par des polyndmes, des sommes d’exponentiel-
les, des fractions rationnelles et des suites d’ordre quelconqueo L’ g-algo=
rithme est relié a la table de Padé, aux fractions continues et a la classe
des algorithmes de losange pour lesquels on donne les équations aux dérivées
partielles qui leur sont associées. On établit une interprétation de 1’g-algo-
rithme a 1’aide des équations aux différences et 1’on démontre sa continuité
et sa différentiabilité en un sens que 1’on précise. On propose enfin une
forme étendue du g—algorithme ainsi qu’un algorithme plus général : le ¢ *

algorithme.
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2-1 Le probléme de 1’extrapolation

Reprenons le probleme de 1’extrapolation tel qu’il a été posé
dans l’introduction mais en le généralisant quelque peu. Il s’agit d’étudier
la nature des éléments ye E pour lesquels on sait calculer <« y, y’

o >
a partir de certains « y,y’n> « Soit ‘f)(x,a) une fonction donnée ;
k
P:RxD — R Dg R telle que Y a ¢ D on ait

lim LP (xya) = 0s

X 00

Le probleme est de savoir si, V= (o(l, ....,o(k) € Rk et assez voisin de

k . . \
0e/R", il existe un n, tel que Y Xepl 7 X P >x > xno le systéme :

O(l = LP(xl,a) - Llo(><2,a)

« = Pluya) - Pxgsa)

admette une et une seule solution ae

Posons kfj ; (X,a) =Lf>(xi,a) - LP(xiH,a) 1= 1yeee,k
Fa) = (T a)eees Ty ( 12))e RS

, k+l
X = (Xl, v-..,xk_H) € $ R

Y est une application de Q x D——>[Rk et le systéme précédent devient :

Y ( Xa) = «

Des conditions suffisantes d’existence et d’unicité d’une solution a de cette
équation nous sont données par le théoréme d’existence des fonctions implicites
( voip par exemple L. SCHWARTZ (50) pages 278 et 293).
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Nous sommes ici dans le cas ol les espaces sont de dimensions finies et ou
1’espace des a et celui des® ont méme dimension. On peut, par conséquent

énoncer le

théoréme II-1

Si les fonctions ﬂJj(X,a) sont des fonctions scalaires continues

. d :
des variables X et a, et sl le déterminant jacobien des 5Tj£ (Y,b) est dif=-
J

férent de zéro dans un certain voisinage du point (Y,b) tel que‘V(Y,b) =« ,

alors on pourra, dans ce voisinage, déterminer a comme fonction implicite de Xo

1l est donc du plus grand intérét de rechercher les fonctions
LP(x,a) qui vérifient ce théoréme. Soit, en effet,{y’n} une suite d’élé-
ments de E’ qui converge falblement vers y’oo0 8Soit \@,{y’n} la
varieté de E des y tels que :;<'y,y’(mc= yé'} =(F(xn,a) Vn e IN ou les X,

forment une suite strictement monotome. On a V ye V%’{y’n}
<Y9Y,n> “'<Y9Y3nml>: LP(Xnnlaa) ’”LF(ana)

S5i n est un rang tel que‘<fy,y’n> w<:y9y’n=lj>l solt assez petit pour

tout n >0 alors, des que n » n Ny, on aura s

< yay’n+‘l.> =<y,y’n> - LP(Xn’a> - LF(XnH.’a)

<YsY k> T < YsY ntk=1" l‘;D(Xnvtkm.l’a) - LP(Xn-lrk’a)

On tire de ce systeme un et un seul vecteur a si les conditions du théoréme

II-1l sont vérifides. D’0U

<Y9Y’Oo>=<Y9Y’p>+LP(Xpsa) VP e N

Malheureusement il est souvent difficile de savoir si la condition du théoréme
1I-1 est remplie et, méme si c’est le cas, il n’est par sir que la solution

du systeme (I) puisse se mettre sous forme explicite. D’autre part si vd V?{y’n}

la solution a de (I) dépendra de X 5000y X o Il est donc important de

ntk



savoir si cette dépendance est telle que si y est "voisin" de V@“[y’n} » 1a

2 4 1t 1"
solution a ne dépend pas "beaucoup" de X peeerX Lye

on aura alors :

<V o pF <y’ > () =<zyr> VpeN

Un second probléme est de savoir sidz qui vérifie 1’égalité précédente et si

z converge plus vite que y au Sens de la définition 2.

Nous allons maintenant étudier quatre procedés d’extrapolation
basés sur des fonctions P(x,a) particuliéres. Pour les trois premiers la
condition du théoréme II-1 est vérifiée et 1’on connait explicitement la
solution du systéme I. Ce sont : la méthode de Richardson basée sur 1’inter-
polation polynomiale, 1’ ¢ =algorithme basé sur l’interpolation par des sommes
d’exponentielles et le P-algorithme basé sur l’interpolation par des fractions
rationnelless Pour le quatriéme procédé il n’a pas été possible de vérifier
la condition du théoréme II-1 ni de trouver explicitement la sglution du

systéme I. Ce procédé est construit a partir deLP(x,a) =a ag

avec o<a2<l et aaz le

2-2 Le procedé d’extrapolation de Richardson

L’extrapolation par un polyndme a été étudiée par Richardson

(46) puis reprise en détail par Laurent (36).

soit P(x,a) la fonction :

L‘P(x,a) = i ;‘}

J=1

et solt {>%1} une suite positive strictement croissante tendant vers

1’infini avec ne On a 3

k
. L 1
Y.o(ta) =) a (A - )
+ j=1 Ik X4
i 1+l
i 1
?a X X9
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On sait que le déterminant jacobien est différent de zéro puisque les x sont
tous distincs et, par conséquent, les conditions du théoréme II-1 sont tou-
jours vérifiées,

La résolution du systéme (I) conduit a s

J
k+1 k+1
avec A = ===%====
3=l 4
if; X

si yfgv¥{y’n% Laurent a démontré qu’une condition nécessaire et suffisante

pour que ce procedé soit régulier est qu’il existe o> L tel que l’on ait,

X
Vi, Ko
X
k
Plus généralement, soit g (x) une fonction numérique strictement décroissante,
k
soit?ix,a) =KZE: a. (g(x))’ et soit{x } une suite strictement croissante.
i n
Une condition est nécessaire et suffisante pour que le procedsé d’extrapolation
défini par %;é‘ Bk+l LY5Y’ >
(o : LY L . I . 5 5
=1 1 nti=1 soilt regulier Vy ;é \/‘{,{y n} est qu’il

existe o » 1 tel que 1’on ait, Yk ;

RN .4 _ st s .
Si 1l’on prend g (x) = % et x ., = 2 x on retrouve le proceédé d’extrapolation
de Romberg qui est particuliérement bien adapté & 1’accélération des suites

. ! So
obtenues par intégration approchée d’une fonction y e G [ 0,11 par la méthode

des trapézes.



2-3 L’ £ - algorithme

Je vals maintenant étudier en détail 1’ £ =-algorithme. Cet
algorithme a été trouvé par Wynn (64). C’est une méthode qui permet de mettre
en oeuvre la généralisation du procedé bien connu d’accélération de la
convergence qu’ est le 152 d’Aitkens Ce procedé a été imaginé par A.C. Aitken
( 2 ) en 1926, Il fut repris en 1939 par Schmidt (49), en 1952 par Lubkin
(38) puis généralisé en 1955 par Shanks (51). En 1956, Wynn a proposé une
méthode récursive pour effectuer cette transformation de Shanks : c’est
1’ £ -algorithmes Il s’est depuis presque entiérement consacré a son étude
et 1’a notamment relié a la théorie des fractions continues, & la table de
Padé et & certaines équations aux dérivées.partielles. Bauer (6), en 1957,

a mis en évidence, a l’alde des fractions continues de Stieltjes, les
relations qui existent entre 1’ & ~algorithme, 1’algorithme QD de Rutishauser
(48) et une classe plus générale d’algorithmes: les algorithmes de losange.
Depuis divers auteurs comme Clark (16,17), Gray, Atchison, Adams et Schucany
(26, 27, 28, 29, 30, 31) ont étudié la convergence et l’application au calcul
d’intégrales impropres de transformations dérivées du procédé classique d’Aitken. |
Ils n’ont malheureusement pas pu généraliser leurs méthodes et cela & cause
de la difficulté de démonstrations. En effet, contrairement au procedé de
Richardson, tous les algorithmes que nous allons maintenant étudier, donnent

< y,y’e> comme une fonction non linéaire de certains <’y,y’n:>.

—— o g g g g gt ot s o ot s g Y G ) P S G P G Gl G O (v e (S o o o o i K gt g g 0 e e

soit P:IN x D=R (ou ) D(_fR2 (ou az)
LP(n,a) = al.ag avec al:# 0 et\ ag‘ <1

le systéme :

dl=wmﬁ)-?hﬂﬂ)=al£

X, = LP(n+l,a) -kf(n+2,a) =a;a, | (l-a2)
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admet une et une seule solution car les conditlions du théoréme II=1 sont

toujours vérifiédes ¥ a £ Do De plus 3

|i Fin.a) P (nt1,a)
= 0 (11-1)
LP (ntl,a) k{) (t2,a)

Soit{x’n} une suite d’éléments de E’ qui converge faiblement vers x’.. et

soit x € V {x’ }QAlorsona:
¥ hi

<X, O x’n>2

Xy X' =Xy X0 = (11=2)
n-. 2,
<Xy A X n>
9 = H - 9 - 9 - )
avec <X, AX n> < Xy X bl "X n> <X, X n+.l> < XyX n>
k+l ., o _ ko, k o,
et <%y A xn>—<x,A xn_l_lmAxn)g

En effet une combinaison linéaire des lignes et des colonnes de (II=l) nous

donne :
7 (n,e) P (mt1,2) = Fln,a)
“P (ntl,a) a‘)D(nga) '“]D(n+2_na) - 2 kP(n—l—l,a) + ij(n,a)
or “P(n,a) =‘\P(n+l9a) =< X, Ax’n> d’ol
<xpXip, @ X' > le<X>A><’n>’
=0
) A‘Z )
w<x9Axn> L% x>
ce qui donne (II=2), C’est le procedé Az d’Aitkens
soit maintenant LF ¢sINx D— R (ou ) DC YRZk (ou ((“_Qk)
k n
Plojad =0 2y oy
1=1
avec ai%O et ak+i\ <1 i= Llyceoske
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on a 3 lim LP(n,a) =0
n-»oa
et 3
P(na)  P(ntlya) mmmmmmmmmmmmmmmmommnneas Py a)
LP(nﬂ-:a) L{)(1’1"'2;@) o e e e e LF (ntk+l,a)
=0 (II-3)
LP(n-i-k,a) LP(n+k+l,a) ---------------------- t‘P(n—i-zk,a)
dlou si x € V {x’ 1 une et une seule solution :
‘f n
k 3
XX > KXy QX B mmmmmmmmmmmmnmemnes {xs B X >
2 ket
LXs DX S (x9 D x’k- ------------------ Xy N l x>
n
k+l , 2k,
Lx N X >y N TR pommmmmmmmmmmnms <x AT X >
’ 11-4
L Xy X oF ” ( )
’ +1 ,
<X, A X l'? ————————————————— <X, A X n >
k+tl 2%
<X A XgmeeTT mmmmmmmm e <xy ATOX >

Cette solution est obtenue en effectuant des différences de lignes et de

colonnes dans (II-3), puis en remplagantLP(n,a) par <X, X5e> = < XpX' % ¥Yn (64).

Si X¢th{x’n} , pour k fixé la relation (11-4) n’est plus égale a <x, X’ >

mais 3 une certaine quantité € (<x,x’n>). Nous ne nous pOSErons pas pour

1’instant la question de savoir s’il existe au moins un y e E tel que

<y,x’ > =€ (< x,x’n>) et si cet y est plus "volsin" de V\P{x’n} que ne

1’est Xe

Ne considérons la transformation ek (<x,x’n>) de Shanks que comme une

application de E dans l’espace des suites d’éléments de R(ou € ) et examinons

la question du
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calcul de e, (< x, X’n>)e On voit que 1l’application de la relation (II-4)
nécessite le calcul de déterminants d’ordre élevés Le but de 1’ £ =algorithme

de Wynn est de fournir un procédé réeursif qui permet d’éviter ce travails

Posons : 6 .(.lz)= ¢} n= 1529000093
50(“)= < x x> N = 0,ly0000

et employons la forme progressive de 1’ €& =algorithme s

1
£ (n) _ ~(ntl) - _
il EN+ - (“ﬂ-),g(“) Ky n= 0,1,000 (II-5)
k k
Si les quantités (flgnﬂ') et Ek(n> deviennent égales ou trés voisines on emploie

alors des regles particuliéres déduites de (II=5) afin d’éviter une perte de
précision due & la troncature; nous les étudierons au chapitre V. On voit
que 1°& =algorithme (II-5) permet de construire, 3 partir d’un nombre fini
de valeurs initiales Eo(n), un tableau triangulaire a double entrée analogue
a une table de différences. L’indice inférieur représente le numéro de la

colonne et 1’indice supérieur celui de la diagonale s

(o)

[+]
é(4) 64(0)
-4
f:) Ez(O) o
(2) (1) °
E
6‘1 (2) e ) 3 (o)
& £, 4 (
@y ° £ W gt
L g® 4 (2) 3 £ R
(&) £ 4 l =~
6(4) e ! £ | ] =~
3 ~
e 1 ‘2(3) | ]‘ :
¢s) ° () | ! |
£, (5) Ef‘ ’ : ’ !
} 1 ! !
) o \ : ! |
; |

. n , (n) _ ,
Wynn a montré (64) que Sék) =€, (< x,x 0> ) et que &£ 2k3‘l = l/ek (¢x,8 x n>)a
Par conséquent, seules les colonnes d’indice pair sont intéressantes, les
colonnes impaires étant des calculs intermédiaires. On voit que la relation

(I1I-5) relie dans le tableau & des valeurs situdes aux quatre angles d’un
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losange. L’& =algorithme fait partie d’une clasée d’algorithmes appelés
algorithmes de losangee Des relations existent entre certains de ces algo=

rithmes et notamment entre 1° £=-algorithme et 1’algorithme QD.

s g o oae e e ot T O G40 Bt 0 e 0 o S G P B 8 o W o0 S TR G A e g . e O

L’ € -algorithme est un algorithme non linéaire. C’est-a=dire
que si, partant de quantités Egn) on obtient Ef{n) et i, partant de Eén) on

| -] o ‘
obtient E}((nz alors en partant de fén) + 5(0n> on n’obtiendra pas El((n)Jr E}((n)‘,i

L’ £ -algorithme est cependant linéaire par rapport a la multiplication par
un scalaire et par rapport & l’addition d’un scalaire, du moilns en ce qui
concerne les colonnes paires qui seules nous intéressent. Si, partant de Ein)

~(n)

on obtient ((k(n) alors, partant de go = a gin) +b , on obtiendra

e b o e /e

On montre également (59), que si on applique 1° €-algorithme a des quantités

E(n) =<x, x’n>qui vérifient s
o]

k
ZCi L X, X’n+i> = b N =0,1l,00e000
i=0

M.

'_l
1l
o

et si l'_es racines Al’ seees >‘k de 1l’équation < 2" = 0 sont réelles,

distinctes et telle que :

X
[Xll > >~2 Seves > ‘ J‘>l>,>\j+l‘>...... >l)\k‘ .

alors : (ntl)

. 2i-1 !

lim n = T

nseo €50 *
et

(ntl) >y i=15 2 eeey
lim 2i=2 -
N-soo 5‘,()_2_)_2 1 i = jtl,eees K

k
Si, de plus E 5 <y # 0 alors :
1=
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()§\> [ L (n)
E‘Qk!lf D et Eék

= mememsmSe—— n = 091300000

\

Cette dernitére propriété est lide a la fonction f)(n,a) correspondant a
1°E =algorithme. Nous avons pu démontrer (15) que la fonction kP(n,a) de
1’ £ =algorithme est d’une classe plus générale que la classe des fonctions
de la forme gig ay ai?4

le résultat suivant :

5 qui avalt été considérée jusque la. Etablissons

Théoréme II=2

La fonction %j(n,a) correspondant a 1’ £ =algorithme est de la forme s

P q
kP(nsa) =§{: A (n) r? + :E:;é% (n) cos b.n + C.(n) sin b.n)fisfL
i=l 1 1

i=ptl ~

Ai’ B.l et Gi sont des polyndmes en n tels que si di est égal au degré de Ai
plus un pour i=l,ec0y p et au plus grand des degrés de Bi et de Ci plus un

pour 1 = ptlyceoy g on ait s

p q
m+ 1 +-Zi: d, + 2 22:;di =k
i=l i=ptl

avec la convention que m = « 1 s’il n’y a aucun terme en (gin ( symbole de
Kronecker). Le vecteur a est formé par toutes les inconues s Tis Si» bi’ Cs
ainsi que les coéfficients des polyndmes A, By et C.o

démonstration : une condition nécessaire et suffisante pour que le déterminant

(II=3) soit nul est qu’il existe o, opoo;o<k tels que s

O(o ")O(n-#k,a) + o'oosaooooowk LP (n,a) = 0

€9 63 £ €9 €2 €3 €3 3 029 £ 63 653 053 3 63 £ €59 629 699 £ £33 620 69 €53 € 69 o=

O(OK‘P(n’l"Q.k,a) + oooooooco'l'o(k kF(n'}"kga) = 0

donckf(n,a), %)(n+l,a), 00009‘1)(n+kya) sont solution de 1’équation aux
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différences.

0(0 X'H( T eeoseane +°(kyn = 0

Les solutions de cette équation aux différences forment un espace vectoriel
de dimension inférieure ou égale & k. Par conséquent LF(n,a), casny %D(n+k,a)

sont linéairement dépendants et il existe des constantes Cis ool telles que :

LP ( ntkya) + ¢ kP (ntk=1ya) + eeeas + C\ %D(n,a) =0
On sait (voir par exemple (32)) que 1la solution générale de cette dfuation
aux différences est de la forme donnée dans 1’énoncé du théoréme. On remarque
que le déterminant (II-3) est nul méme si les s; sont positifs et, par consé-
quent, la fonction(f(n,a) divergentes Cela signifie que 1l’application de
1’ € -algorithme & une suite initiale de la forme £€P) = S+ %)(n,a) nous
donnera g(gi =5 VYn= Oylyeee et cela méme si lim LP(n,a) = too , Le

N —poo

m
pseudo=polynfme en g.: ;E: cs é_in’ montre, d’autre part, que les m + 1
i=0

premiéres quantités initiales Eio), gjl),...., gém) peuvent &tre abso-
lument quelconques puisqu’aucune condition n’est imposée sur les scalaires
Cosesesy an'Au chapitre VI nous verrons que les méthodes linéaires itéra-
tives du premier ordre pour résoudre les systémes linéaires générant des suites
appartenant a V ¢ {x’rl} ) tP étant la fonction du théoréme II-2, et donc
que 1’ £-algorithme donne la solution exacte du systémes Si ‘P est une appli-
cation de R x D —R, alors pour des points équidistants X, donnés par
X, =X + nh on se ramene & la forme précédente par le changement de variable
x = { x-xo) / he L’ £-algorithme (II-5) est par conséquent encore valable
dans ce cas.

n)

¢
Signalons enfin que les quantités Ek.peuvent s’exprimer en fonction des

déterminants de Hankels Soit Sn’ Sn+l’°" une suite de scalaires. On définit

S S S k-1
n ntl ntk-1 S, A S, A S,
2 k
8
Sn+l Sn+2 Sn+k A Sn & Sn n
k-1 k ZSK-Z
A S
Sn+k-l Sn+k Sn+2k-2 A Sn Sn n
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Les déterminants de Hankel H(n) (Sn) sont liés par la relation de récurrence :

k
H£n+l) (S Hﬁn“l) (S.1) - { Hin) (s,) 2 = Hﬁ?ll) (S,.1) - Hifil) (S
avec Hé“) (s) = 1 et H&“) (s) = s,
Wynn (64) a montré que :
S x>
2 H}((“) (<x, A% >)
p (n) ) fé“)(<—x A3x’>
24l Hﬁﬁkm Ax' > )
on a également (67) s
el () (e a5 ]

n 2, n 2 .,
H(k}rl <x, 8% >). Hk( D (ax, 0?0 =)

GCe dernier résultat s’obtient facilement en utilisant un développement de

Schweins (1) de la différence

1y, (5,) i Hﬁii (5y)
ONTC. T Cat o

Cette démonstration nous permet d*ailleurs de frouver entre les déterminants de

Hankel la nouvelle relation suivante :

2
H}(gn_l) (Azsn-"l)c H}(cnul) (Sn-ﬂl) - l: Hk(nnl) (A Sn-l)] - Hl(c?-zl) (Sn-’l)o
2
Hile) (D Sn—l)

(n) _ Hki?)( Sn )

on a doncé = v
(n) (A%
Hk (A Sn )

4 =
ok en posant <x,x n> Sn

1’ € -algorithme ne peut donc s’appliquer qu’aux suites telles que Hk(n)(ﬁs S)#o

Y kyn =0, 1, seo
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Soit H 1’espace vectoriel des suites infinies et convergentes de nombres réels
2

ou complexes, telles que Hk(n) (A Sn) #0 Yk, n=0,1l,000e

Soit Gk le sous espace de H des suites finies de 2k+l termes et soit Ek 1’appli-
. Sy . (n) _ .(n)

cation qui & x = (Sn’ cenes sn+2k) € G fait correspondre £ ok = By (Sn)
(n), .2 .

/H(D $) € R ( out).

(n) N . X .
H k+l(sn) est une application continue par rapport a Sn”“’ Sn+2k’ il en est

de méme de H(E) (A2 Sn)° Par conséquent, puisque H(E)( A2 Sn) = 0, 1’application

Ek est continue dans Gk‘ D’ou le résultat fondamental suivant :

Théoréme I1I-3 :

L’ € =algorithme est continu.
(n) (n) 2 D rpe .
Hh 4 (Sn) et H (A Sn) sont des applications différentiables et par

conséquent E  est différentiable dans G, d’ol

Théoréme II-4

1’ € -algorithme est différentiable

: P
on a : Qg(zrkl) H}Enz A2Sn).3_‘s_j_ H}({:i (s) - H(ITJ)rl (5. 5%3_ Hl((n) (A2Sn)
s, ) [H}((n)(A2 s )] 2

pour j S 1y eeae nt+2k.
Nous allons maintenant donner une interprétation de 1’ ¢ ~algorithme
différente de celle exposée dans 1’introduction de ce chapitre.

Soit Fk l*application de H dans S espaces des suites, définie par :

k
Fy {un}eH ——— {le U, 5=C }eS
, e

0

on a : Ker (Fk) = { {un}

un='—§':(?— +LP(n,a) ¥n }

1=0

ou (P (nya) est la fonction correspondant 3 1° € -algoritubme (théoréme I1I.2).
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. . . . . .
Etant donné une suite ( Sn’ esoccoy Sn+2k)‘€ Gk’ 1* € ~algorithme revient a
chercher les coefficients X s seoey( de 1’équation aux différences vérifides
par la sulite unique {1%1} € Ker (Fk) telle que ug = Si pour 1 = N, sseey N2k

c

n
= &

puis & calculer la quantité § =

Nous allons montrer que cet algorithme est équivalent a 1’ € -algorithme,
que la quantité S est indépendante de ¢ et que la condition H(n)(132 Sn) #£ 0 est

Y k
identique a ZZ: o£ L # O
i=o0

Pour que u; = S, pour 1 = n, sees, nt2k avec {ung € Ker (Pk) il faut que :

do Sn +'c’(l Sn+l Toovesees +b(k Sn+k - c
C)<o Sn+k +(Xl Sn+k+l + °°°°°+D(k Sn+2k - ¢

ou ¢ est une constante non nulle. Dans ce systéme remplagons la seconde ligne
par sa différence avec la premiere, la troisiéme par sa différence avec la

seconde, etCaas, 1l vient :

0( S + [ X N N N ] +o( S
0 n k

ntk = ¢
& As 8 A _
O n + 2906060 + k Sn—l‘k - O
Iy o A Sn’H("l + ""°+O(kA'Sn+2k-l = 0

faisons maintenant la méme chose avec les colonnes, on obtient :
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ﬂo Sn +ﬂl Asn + 600Q00C00B3000000 +/£k A Sn+k-—l

1
o

1
O

2 2
/g OASn +/51 A Sn 4+ cssccascccces +/6kA SITH(“‘l

000 29 £ €3 £ oo e S € (3 I D 4 DG G 30 69 G e A £ €3 6 08 £ €50 £ 9 6 60 mes v 53 28 €53 GO0 030 450 €58 25 50 2 08 Ok Bl B3 €3 1 6530 60 63 €09 €9 K

k
avec /gj - }Z:‘X i pour j = O0y==,k
i=] .
R M) (7% ) gln) gy (n)
d’at — — k n _ C ~ k+l ("n’ _
ol —Zd.—c-w et § = = = £
/fo i=o " H(“)(s ) k H (n)(AZS ) =
1+1'"n 2% K n
Si le déterminant du systéme est nul on prend ¢*=% 4’0l § = 0o
() ,2 3
On voit que Hk (A Sn) # 0 entraine Z{: M’i.¢.o et réciproquemente De plus,
i=o

si 1’on remplace ¢ par ac ou a est une constante non nulle, alors les o(i sont
remplacés par acl s et, par conséquent, S demeure inchangés. On peut également

démontrer 1’identité des deux algorithmes de la fagon sulvante :

k

O(O Sn + ccceoccoce +o<k Sn’H( = S z%l
1=0
k

O(O Sn'H{ + sso0o +D(k Sn+2k = S Zd i
i=o

ou encore 3
O(O (Sn o S) + 00000 +O<k ( Sn“i‘k‘: S ) = 0

s 53 e kO 2 b 2 2 2% €30 G B D 9 2 S i £ £ £ A KT £ D 54 0 o 05 6 50 s G0 D O 0 5 0 )

O( o (Sn+k°‘ S ) + coooo +O<k ( Sn‘*‘Zk - S) = 0

d’oll, pour avoir une solution différente de la solution nulle :

Sn - S 0000000000000 0 Sn'H(. i S

Sn+k - S 2600000000020 Sn+2.k = S
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ce qui denne :

(n
S = Hk=i (Sn) = ¢ n)
ey <

2-=3=3 Connection avec la table de Padé

D 4 o e (3 T 62 637 075 ek G € O e dems 04 R 23 15 B VA € GOT A0 6 6 AR A 0 B e G o R

Soit la série Zi_ ¢; X« Si tous les déterminants de Hankel Hk(n) (cn)
i=o

sont différents de zéro, alors il est possible de construire une suite double
pij (x) i,j = 0,1,0e0 de fonctions rationnelles de x. Pij (x) est le quotient
de deux polynBmes en x ; un numérateur de degré j et un dénominateur de degré i.
Ce quotient Pij (x) est caractérisé par le fait que son développement en

. . . . . fs s . s\ léme
puissances croissantes de x eet identique a la série jusqu’au (it+j) terme

compris j K i+j
z%: . X
P, (x) = _i=o 3 > d,
+J i K k=0 k“1+3

k=0

avec, en général, Cy #:c(k pour k > it+]

On place ces quotients Pij(x) dans une table a double entrée ou le premier
indice désigne la ligne et le second la colonne. C’est la table de Padé dé la
séries On montre que l’application de 1’ £ =-algorithme avec Eén) = Eé:ck xk

n=20, 1, .. donne :

‘5(211:) = Py (X

L’ € ~algorithme permet donc de construire ainsi la moitié supérieure de la table

de Padé de la sériee On put en construire la seconde moitié de la facon suivante.

On a : -l
L R
L =1
n ntl n n
(Zk-)l-l - 52.1:1) = [Egkﬂ) - £2k( ) |

d’ol en soustrayant et en remplacant les quantités d’indice inférieur impair



par leur valeur

{E(n-l)

2&kt2

Posons k= i et mtk=]

_[p

[pi+lyj

-1

el

-1

- p..}
ij
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o - e Ay o]

1,J70,1,00es on obtlent :

1

. -1 _[ -1
7P :[pi,j+l - pij} Fiy ~ pi,j-i}

(11-6) |

Ce qui permet de construire toute la table de Padé en partant des conditions

aux limites intérieures :

z k .
POj = ck X J= 0,1, e
; A xk i=0,1,ee

avec

io

oD

DA RO Y

k=0 k=0
et des conditions aux limites extérieures P_l 3 = o0 P.l -1 =0
3 b
d’ou la table de Padé :
oo o0 -- - -~ =~ -~---- - o0 conditions aux limites
O _____________
oo PoL Pos
0
| plO Pll Plj
| | : ,
i ! ! i
: i ! |
0 ﬁ P ’
‘ 10 il . P13
i
. 1
1

i,3=0,L|
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La relation (II=6) relie les quatre sommets d’un losange et son centre

1

Elle s’écrit ( G = N ) "Ly~ s) T T =(C-W" Li(c-g) -1

Si quatre des fonctions sont données on peut calculer la cinquieme. Etudions

le cas ou la fonction inconnue n’est pas ce On pose :

c C e
f c c
f d e
h(d, e, £) =
1 1 1
C e
f C d
on a :
N=h (S, E, W) = h (5, W, E)
E=h (N, N, S) = h (W, S, N)
S=h (N, E, W = h (N, W, E)
W=nh(E N, S) = h(E S, N)

En un sens N et 5 sont conjugués ainsi que W et E. Soit, en effet, f une fonction
reliant E, C et Wo On a N= £(S) et S= £(N)s De méme, si g est une fonction
reliant N, C et S on a E= g(W) et W= g(E)e De plus si a est une fonction reliant
C et S et b une fonction reliant C et W, on a N=a (E,W) = a(W,E), E=b (N,S) =

b (S,N) etcs

La formule (II.6) peut conduire 3 une indétermination si la fonction inconnue est
Ce Si on se donne N,S,W, et E alors, en général, ¢ n’est pas uniques Soit z une
valeur possible de co On a :

(NH+S=E-W) 2%+ 2 (NS - EW) z+ (NES +NWS-NEW-ESH) =o0
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Soit A le discriminantde cette équation :

A=4(E-N)(E-S5S)(W=-N)(W-5)
C n’est unique que si A est nul donc les valeurs de deux sommets voisins égales,
On peut maintenant résoudre le probléme suivant j; étant donnés quatre nombres
réels N, E, S, et W quelle condition doit=on avoir pour que ces nombres solent
les quotients de Padé N, E, S, et W dérivés d’une série entilre réelle ?
Puisque dans ce cas C doit &tre également réel, il faut que A sﬁit positif. Une
condition suffisante pour cela est que l’une des relations suivantes soit

vérifiée ;

E, W > m, =max (N, 8)
E, W £ My o= min ( N, S)
< E
71
> W <I7o

E>7, et W<,
W>ﬁo et Eéﬁl

Si N, E, S et W sont des fonctions rationnelles alors A est le carré d’une

ntl) _ £(n)

, , o (
fonction rationnelle. Le cas singulier & p-1 p=1

correspond pour

p = 2k 4 C infini. On a dens ce cas la régle singuliere N+ S = E = W = 0.
Bien que ces derniéres considérations semblent fort éloignées de 1’ € -algorithme,
ce sont elles qui ont permis & Wynn de déduire les régles particulicres a

appliquer dans le cas ol E(n) et E(nfl) sont égaux ou trés voisins (60, 70).
1YY k Kk

2~-3=4 Connection avec les fractions continues

La connection entre 1’ & -algorithme et les fractions continues a été mise en

évidence par Wynn (74), Une fraction continue est une expression de la forme :

b3 + ..,.,... ‘v.,. LR N ]

Pour des raisons typographiques évidentes on introduit les deux notations :
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b + ii EZ 3§ Ou encore
o) bl +b2+b3 +

a a a '
bo + IBA! + ‘FZJ-F E)éj+
1 2 3

C’est cette derniere notation que nous utiliserons. Les nombres a, et bk

k

est le kleme

s’appellent éléments, ak/bk est le k*°M° quotient partiel, ay

numérateur partiel et bk est le k"™ dénominateur partiels La quantité
a a .
bl * 506000 +-Efd est le n M€ approximant (ou convergent) de la
n

c = bO +
1

n
fraction continue. Si %Eﬁufn existe et est finde, on dit que la fraction
continue converge et que sa valeur est C = %@ﬂ»uocn. On peut calculer Cn de

deux maniéres différentes :

D =b
0 n
_ n-k _
Dk+l = bn-k»l + k= 05 aash=l
D
k
on aura : Dn = Cn

A_l =1 Ao = bO
B—l =0 BO =1
An =P Pn-l T 4 An—2
Bn - bn bn-l n Bn—2
G, = A /B 0= 0y1,00000

1l faut enfin savoir qu’il est possible, en multipliant les numérateurs et les
dénominateurs des quotients partiels par des réels non nuls, de transformer la

fraction continue en une fraction continue équivalente ayant la méme suite des
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convergents. Etant donné une certaine fraction continue posons :

A = A et B’ =B

on a ¢

2n-1 = Pon-1 Aon-2 T @) Aonos

Aone2 = Pon_g Aong T agn_p Ayy

Multiplions la premiere de ces égalités par b2n—2’ la seconde par b2n' b2n-2’

la derniere par "350m1" b2n et faisons la sommee On obtient :

boneg Aoy = U agy oy ot by bo ) oo ot ag g bol) Ay o ey ran oPon Ags
i
d’ol |
a a. . b
, _ 220 Pon-g™orPon1Pan-5t 0010 s . -l 2n-2 Zn o,
A n-‘ n=1 b n—2

b2n-2 2n-2

. N . ’ ’
et une relation identique pour B’n . A’n et B’n peuvent donc etre consideres

idme

comne numérateur et dénominateur du n convergent d’une fraction continue

dont les numérateurs et dénominateurs partiels ont la forme :

, %on-1 on-2 b2n
@h 77 b
20=2
ool bonea T Pop Py Bop T35, ) By
P n b

b2.'1-2

. . . 1
Nous venoas d2 réaliser la contraction de la fraction contilnue b0+ + eess NU

| a, ag b4 l
b, bsta, l (bbytas) b,tb, a,

»

SE

franinioncontinue bO + l

n-2 on-1 Pon-4 Pop ‘

[i(bzn-z Pon-1 T 2ana1) Pyt by 5 8y



Il est possible de transformer une série en fractions continues ;

2
1 Clx ?’
c. X = ¢ + - d,
1 0 I
1=0 . c
l+z§ X
1
_ .0 Co
bl = “ 00000000
1 Cl
L+ x
C
o]

_CZX J”‘ Clc3x l" 00000000
172

c,+tcA X catCaX

C.X
O = -
o}
1
- - clx - coczx
0
co+clx cl+c2x

A partir d’une série donnée on peut trouver une fraction continue dont le

2 73

iéeme

développement du n convergent en puissances croissantes de x coincide avec

pe n . .
la série jusqu’au terme en ¢_ X o C’est la fraction continue corres ondante. En
n P

contractant la fraction continue correspondante par la méthode précédente on

obtient une fraction continue dont le développement du nteme convergent en

puissances croissantes de X cofncide avec la série initiale jusqu’au terme en

2

M . . .
c X o C’est la fraction continue assocleeo

2n

Considérons maintenant les convergents successifs de la fraction

x+ 2 + %2 M oooo
X X

Ge sont des fonctions rationnelles de xo On peut donc espérer qu’il existe une

continue s

connection entre la théorie des fractions continues, la table de Padé et

1° & =algorithmeo En fait on peut comprendre la signification théorique de

1’ & ~algorithme de la fagon suivante (Wynn (71)):
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[~ ~ B

Etant donné la série:E:‘ ¢ z-(l+l), il est possible de construire une fraction
i=0

continue de la forme :

2 =4 z =%y

iéme . . . .
telle que son n convergent Kh ait un développement en pulssances inverses

. . . (s ~-2nt+l N
crolssantes de z identique avec la série Jjusqu’au terme en z , C’est-a-dire

(s

que Kn = jg: cy z-(l+l) + ;E:. di zf(l+l) avec, en général, di:# 0. On dit

izo .. . i=2m s s - p
que cette " fraction continue™ “® est associée a la série. Il est également

possible de construire une autre fraction continue de la forme :

Co - ql - el ~ eescsesesces "~ qk - ek = essss
z 1 z 1 z

dont les convergents :

__;
C2n 0 sessses n-1l
Z
n= O’L,.oooo
C = CO ’ = séscsss - qn J - en

ont des développements en puissances inverses croissantes de z identiques avec
‘s A ) -2ntl -2n . s
la série donnée jusqu’aux termes en z et z respectivements C’est

la fraction continue correspondantee On a 3

C = K n= O,l,ooooo.o
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Si on applique 1’ € =algorithme avec Efgo)= o, €& (n): EZ? c. z—(l+l)

pour n = 1l;2, eeessy; ON montre que 3

£ 0 =K =0y 5(2. = Cop-1

=1 . c q
(n)_ Z“ -(i+l) , _-n nl . % e
821( = Ci Z + z 28000 k
i=o z 1 Z

(n) oy o(n)

. n
De plus, soient €y et g K

W] - A
z 1 z

dont le développement en puissances inverses croissantes de z de chacune d’entre

les éléments de diverses fractions continues :

elles est identique a la série jusqu’au terme en z—k° Ces éléments eén) et

s= o RN
qin) . e(k) - q(}r(1+l) N eﬁfil)
qﬁfi eﬁn) - q(2+l) e£n+l)

on montre que :

n-1 :
E(n) - ZE::C -(i+l) ;D °n 7 q&?ﬁ egn)t - eifil qin)l

ok i z - - ) [ ; sae ; -l .
n-1 ) c

g(lﬂ) 1 ~(it1) | n '_n) s - q(n) - e(n)l
i=0 z 1 ‘ z

si o, ,~(1t1)

o 3 est le développement en série d’une fonction rationnelle,



(n)

les quantités A tendent, pour n tendant vers l’infini, vers les racines de
son dénominateurs L’& =algorithme apparait ainsi comme une méthode pour
transformer les sommes partielles d’une série en convergents successifs de ses
fractions continues associée et correspondantes

Notons que les.diverses questions associées au probleme de 1’obtention
‘de fonctions rationnelles a partir de développements en sbries peuvent-8tre

unifiées en utilisant la théorie classique des polyn8mes orthogonauxe Pour
c c

s’en convaincre il n’y a qu’a considérer la fraction continue L. . 2
aox+bO alx+blia2x+b2
iéme s A .
Len convergent A / B s’arfete au terme a_ ,x + b .« A et B satisfont
n n n=-1 n-1" "n n

nous l’avons vu, la m&me relation de récurrence :

xn+l = (anx * bn) Xn - Cn Xn--l

avec comme conditions initiales X = o0, X, =1 pour A et X = o0, X,= a x tb
0 n 0 070 "o

1 1
pour Bn' Cette relation est analogue aux relations de récurrence satisfaites
par les polyn8mes orthogonauxe De plus, on voit, que s; Xn-l est un polyndme

de degré n-1 et Xn un polynme de degré n, alors Xn+ sera un polyndme de degré

1
ntle. Ces diverses questions ont été mises en évidence par Wynn (71), qui a étudié
en détail la connection entre 1’ & -algorithme et les fractions continues (74)

et 3 tenté une généralisation despolyndmes orthogonaux(56). Mais cela nous

entrainerait trop loin d’en parler ici.

2-3=5 Généralisation aux cas non scalaires

L’ £ -algorithme peut &tre généralisé aux cas ou les 1térés initiaux ne
sont plus des scalaires mals des matrices ou des vecteurs. La généralisation
au cas matriciel ne pose aucun probléme car on sait définir l’inverse d’une

matrice carré. On a alors l’algorithme suivant
4

() L g (oh) +[E}({n+l) _Eﬁﬁ)]
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Par contre la généralisation au cas vectoriel pose le probléme de 1’inverse
d’un vecteur. Wynn (59) utilise dans ce cas la définition de 1’inverse d’un

vecteur dlle & Samuelson s

(ysy )

ol ¥ est le conjugué de y et (y,y) le prodult scalaire. Avec cette définition
ywl est le point inverse de y par rapport a la sphére unité de c®, yml est
également le transposé de Ll’inverse généralisé de y au sens de Moore et Penrose

pour les matrices rectangles. On a donc l’algorithme :

(n
£ (n) - gfn 1) £&Ek :

(nt
K+l PO

(Agén)aAgl((“))

Wynn a formulé la conjecture suivante qui a été démontrée par Mc Leod (41)

(n)

S1 on a entre les vecteurs £ uRe relation de la forme :

0
k k
(nti) _ Z -
Zci fO = S Cj_ Vn"‘ Oglsoooc
i=0 i=0
alors ES? =3 Vn

Cet algorithme présente donc la méme propriété que 1° € ~algorithme scalaire. La
fonction %)(n,a) correspondante est donc ldentique. Cependant 1l°’emploi de cet
algorithme est plus simple que l’emploi de p algorithmes scalaires. On peut
envisager d’appliquer la formule précédente, non plus a des vecteurs, mais aux
éléments d’un espace de Hilbert quelconqgue et, plus généralement comme 1°a

démontré Mc Leod (41), aux éléments d’une algébre de division associative sur Ce.

=

Nous avons vu de quelle manic¢re le fait de prendre comme fonction L]O(n,a)

celle du théoréme II.2 conduit & 1° €=-algorithmes



- 50 =

Prenons maintenant une fonction ‘-P(x,a) de la forme :
k=l

\P(x,a) = 22

on a lim LP(x,a) = 0 Y a avec ay # O

X.—> oo

Soit V‘F {y’n} la varieté de E des y tels que :

<Y, Y mY > 7 Lf)(xn,a) Ynel

Il est possible de calculer <Y,y _ > ,Vye V“F {y’n} 4 partir de certains
<y,y’n> + On utilise pour cela les différences inverses (ou reciproques) et la

formule d’interpolation de Thiele (voir par exemple (42 ou (43)):

Soit f(x) ume fonction connue pour x = Xg2 X132 eee et supposons les %5 tous

différents. On appelle différence réciproque d’ordre o la quantitéfo (xk) = f(xk)

On définit de méme :

et de fagon générale :
K - *ktn
ﬁ‘_sxk’ cor Hnor) 7 PG eses Xem)

P Uires

T o (s eeer X))

Posons SDi(J) = ?i <Xj,aeong+i)o La relation précédente devient :
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Fiv, =Fi0 # k) (11-7)

A paitic des différences réciproques on peut developper f(x) en fraction

continue a l*alde du systeme ¢

. g)(o) \ X = X
=N XX )
P
? ( ) ? (o) X =Xy
1 V9% 1 * ' - (o)
?2 (X9XO’XL> fo
(o) X =%
Ne
? nml(X3xogooogxng2) = §7 . + — - 7o)
& n ?n( R 9 nﬂ) ?n=2
dou
£(x) =§3(O>+ X 14 ’g”xl ‘+ ) \+
o [gleT ploke | - gle)
ou encore
£(x) :(Yo X =X |t X = xp | F oseo
(vle [ KXZ
© ) (o) ) (o) (o) _
do :i) ”ﬁ ~§)l. o dk ~S)k - §km2 pouz 7

On calcule les convergents successifs de cette fraction continue a l’aide des

relations habituelles de récurrence et on montre par induction que Cn (x) =

P (x) / Q (x) avec s
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= } k=1 k
Poy (x) = At AjX F eseas Aknl X + X

~ k-2, L0 )
Q2k (X) = BO + BlX + eenee T Bk-2 X + ? 2k—l X

P2k+l(x) =C_+ Clx t eese + ck_l X +'f2k X

Q2k+l (x) = DO + Dlx + ses t Dk_l X + x

Donc, si on termine la fraction continue 3 « on obtient f(x) = sz (x) /

2k=1
Q2k (x) et si on la termine & ¥y On a f(x) = Pt (x) / Q2k+l(x)° Dans ce

second cas, so l’on fait tendre x vers 1?7infini, on a ;

lim f(x) = ?
X0 2k

on voit que siy ¢ V ¢ {y n}alors <Y,y p>sera de la forme :

k-1 (o) k
CO + Clxn + scescescas T Ck“l Xn + ? ok Xn
k-1 k
 DO+Dan + secceossessce T Dk—l Xn + Xn
(o)
et que, par conséquent, on aura <VYs¥ip > = ?2}(

Si 1’on prend X = k on obtient & partir de la relation (II-7) la forme habituel=-

le du f—algorithme qui a été donnée par Wynn (65) :

(k) (k+1) P4l
Sie0 =93t (1) () (11-8)
?i '?i
avec
(k) (k) ,
€_1 = 0 et 870 = <Y,y >

on voit eme la similitude de cette relation avec la relation (II-5) de

une.

1 g ~algorithme. Les quantités calculées par (II-8) sont rangdes dans ka table

identique & celle utilisée pour les (S(E). lci encore 1’indice inférieur représente

le numéro de la colonne et 1’indice supérieur celui de la diagonale.
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Seules les colonnes paires sont utiles, les colonnes impaires sont des calculs

intermédiaires. Le Q-malgorithme appartient a la classe des algorithmes de
(k+1)

losanges Quand ?ék) et © | deviennent égaux ou tres voisins on utilise
5% la place de (II-8) des régles particuliéres analogues a celles employées

pour 1’ £ -algorithmes Nous les verrons au chapitre V.

2=4~] Forme étendue du ifalgorithme

550 4 e S o (S £ £ s £ €2 K5 £ L4 O GO 23 A 0% €3 053 6es 12 b3 0 b o £50 €20 60 2 20 e 453 03

La forme étendue du ¢=-algorithme est donnée par la formule (II=7). Elle
est plus générale que la forme (1I-8) proposée par Wynn car elle permet de
rendre compte d’une dépendance par rapport a un parametre x plus générale qu’une

simple numérotation o En effet, la fonction P(x,a) correspondant 3 (II-7) est s

kel
i
a. x
i
kP(Xa a) = =
k
i
i k-l
i=0 5 ni
i
. N i=0
tandis que celle correspondant a (II=8) est Lf)(n,a) = T
D apl
a.n
< i
i=o

Si les X sont équidistants on a X = xd+kh k= Oy1l;0000 et la forme (II-7)
se réduit & la forme (I1I-8). Par contre si les Xy sont en progression

géométrique on a :

3 _k
Xk = & Xk'—l a XO
d?’ou
k kt+l k i+1
S)( ) - 0( ) + a (al - ll
itl ) fel ng‘l) - f@k)
Vi i

- b s et o et s a2 ot e 2k 0 00 020 o 5 0t oo e 020 1 T e

~—

Dans la fonction LF(x,a) correspondant & la forme étendue (II-7) du



?—algorithme remplagons la variable x par la varialbe x"« Nous obtenons :
S 3 Xri
i (= o
Pl B S
k i=1
5
£— 45"
i=o0
Soit V?{y’n}ia variété correspondante. On a :
(o)
v? - i ’
‘<Y9}w> §2k VYe \f{y 1’1}

Les g)(k%ont calculés a 1’aide du gr—algorithme (11) =
i

(k k+l X et
'+i ) g)( -+1) i l(ii; k(k) W)
* * ?i '91

avec y(k)= o et f(k) =<y, ¥ >

-l 0
Cette forme (II-9) est encore plus générale que (II-7). Elle permet de rendre
compte d’une dépendance par rapport & x qui ne comporte que des puissances entier
de x C.Par exemple, quand on intégre une fonction par la méthode des trapezes,
on sait que l’erreur admet un développement en série ne contenant que des
puissances paires du pase On prendra dans ce cas r = 2, Si, ae plus, on choisit

des pas en progression géométrique de raison 1/2, (II-9) devient :

k ktl -2k
f()= er1) 2 22

itl i-1 9§k+l) _ ?(k)

21t2

Cet algorithme d’extrapolation est a rapprocher de la méthode de Romberge Les
2 . .
résultats numériques obtenus avec a:? - algorithme sont souvent meilleurs comme

nous le verrons au dernier chapitre.



2-4-3 Prooriétés du_ ¢ -algorithme

B PEt ottt NI FG - 55,1
Le gwalgorithme est un algorithme non linéaire au méme titre que

1% ¢ »algorithme. Comme lui il est linéaire par rapport & la miltiplication par

un scalaire et par rapport a l’addition d’un scalaire. Si partant de f(g)

n)

on obtient g’én) alors, partant de 7?gn) = a fén) + b, on obtiendralféi)=ag>(2k

+ b et ?éﬁil = §<Si+l / b ce qui peut se mettre sous la forme symbolique 3
(n) - (n)
004 (af(x)+b) = a0 (f(x)> + b

i

2xtl

et Pl (attren )=o) (e )/ b

on a de méme :

(8 (15} = 39 (0]

et plus généralement :

On o vu se dégager, tout au long de cet exposé, un certain nombre de
ressemblances entre les algorithmes étudiés. Ces algorithmes relient entre elles
des séries, des fonctions rationnelles et des fractions continues., Ils font
généralement appel a la tablegde Padé et aux polynbmes orthogonauxe Enfin ils

appartiennent & la classe des algorithmes de losange c’est-a~dire des algorithmes
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qui relient des quantités situées aux quatre angles d’un losange dans une table
analogue a la table & .

Bauer (5,6) a mis en évidence la relation qui existe entre certains
de ces algorithmese Il a trouvé un autre algorithme de losange, le g =algorithme
qui semble &tre 1’algorithme de base. De cet algorithme on peut déduire les

algorithmes QD et & ainsl que l”v-algorithme qul leur sert de lien,

On obtient le g-algorithme & partir de la décomposition g d’une
fraction continue du type de Stieltjes (ou S-fraction)e Une S-fraction est une

fraction continue de la forme :

o Al ) % |
l z I 1 I z 1

ou les scalaires q; et e, sont des réels négatifs. Les dénominateurs des
convergents successifs de cette S-fraction sont des polyndmes z. p: (z), pl(z),
z.pl’ (z), p2(z),.... pk(z) et p;‘(z) sont des polynfmes de degré k avec

frps s k , R rae . .
le coéfficient du terme en z~ égal 4 une Ils obé¥ssent aux relations de récurrence.

»*
P (z) =z pk__l(z).L = G Py (z) K= 1,2000000000
*
pk (Z) = Pk (Z) - ek pk*:'l (Z)

La suite po* (z), P (z), ;ﬁf(z), étant donnée, on obtient, identiquement par

rapport a la variable c:

p . (c) p, (c)

D e t———— C-
% p,_,(c) P (C)



Y

Introduisons les quantités 9 = 9y (c) définies par s

s
92}( I cemsesmmessma g?’k—}-l = ""“";:’M’W k = O, -l, o0
p () P (c)
on obtient la décomposition g de la S=fraction :
gy gglemg)) l g,(1- g,) ‘ 92(C=93)|
S(Z) = ‘o= b Ll '™ so0e0c60
‘ zZ { 1 ’ z l 1
So Sl
soit R(z) = — + =5+ es00eo  le développement en série de puissances qui
z z

colncide avec les n premlers termes du développement en puissances inverses

. iéme . . , .
crolssantes du n convergent de la S=fraction. On obtient, aprés un certain

nombre de transformations :

1

N
15
(@]
—

Z = C

(¢ - 5, B0,

+! + ceoed

Z = C

on répéte ensuite le processus avec s(n) (z) = partie principale de z". s(z)

(n)

~J

T oooe Les quantités 9y peuvent 8tre placées dans un tableau

o+
ig Sn+;

z z
a double entrée analogue aux tableaux g et £ o De plus les quantités de la

tables sont liées par un algorithme de losange :

(n=1) (n-1) _ (n) (n)
Iok-1 " 9 2k T 90k 9 kel _
k — l,2,9000

[1»9(212'1)J.[C¢g(2}r2:i) ] = [c-g;‘ill}-[lu%gﬂ N =051, eesoo
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- (k-—l)) :
et de plus S T Skt ( ¢ -9 on a :

(n)_ {n) (n) (n)
o)) = n| L % n)gl J+‘(°'91 [(1-9, ),+ ......
Z = C 1 ‘ Z = C
S1 1’on pose :
Aol (e- o )
on retrouve les relations de 1’algorithme QD et on a
( .
(n) _ *n ql(n) 1 i q2(n)
st (z) = - - - ~ escscace
’ zZ ! 1 l z [ 1
Si 1%on pose 1 l—gk(n) si k est pair
A A (@)
v K = s ; () ; (n)  *cceveceecess k
A 2 orgén)si k est impair
10

On obtient




w5 =

S >
n 70 i n
Eiék) = i=0 c itl * Cn+l " i=o /7 g ) £<g) =0
. (
n ntl 1 n
&éld)-l : ' Z ~(n) £ «-?L =0

(n+4) (m) ~ (m-4)
on retrouve 1’ € =algorithme s (cfk' e & )'( 5;;; - &y ) =1

(o)est le 2x*ome convergent de la S-fractione Il a comme dénominateur

€5 ,
un polyndme de degré ke Son développement en série colncide avec les 2k premiers

termes de R (c). e plus, si Xl, cacooy Ak sont les racines du dénominateur

N k
du 2k M€ convergent, on a s éiéi) = ZE: °i

i=l ¢ = A,
i

2-5-2 Equations aux dérivées partielles associées aux algorithmes de losange

o 0 e e 8 Y o o B O o o D % (5 o G 18 3 G et Ao B Y T G R0 € Ve e G 3 D 22 G4 Men 37 a2 TS G7R €90 08 O e G €59 650 €79 €7 5 a0 60 w0 8 o 50 6 G 0 9 6 0 8 €8 53 5 D e 0§ e

On peut considérer (69) les algorithmes de losange comme des approxi-
mations aux différences du premier qordre de systémes d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre par rapport a deux variables indépendantes. Les
algorithmes Qe losange sont de la forme s

o9t 0l 9l ¢4 |- o (i
avec ¢EZ) et(?én) donnés pour n = Q, L, coeess
Nous avons vu que les quantités d’indice inférieur palr ne jouent pas le méme
r8le que les quantités d’indice inférieur impaire. Nous les distinguerons en

posant s

Hn) () Hn) _ ()

Lok 2k=2 2k 2k=1

on remplace alors la relation (II-10) de 1’algorithme par les deux relations i

RIS I LU e

(1I-11)

(n) n (n (kL) (ntl) |
ZQK lcp(k) ? 243 k) ’ .].CF k ’ ZCF k=1 ©
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C’est 1’algorithme dual de losange. Les quantités (¢(n) et #(n) se plagent
dams un tableau a deux dimensions

(0)
R

o

Les quantités contenues dans le losange en traits pleins sont celles utilisées
dans les relations (II-ll) avec n = o et k = 2,

Considérons k et n comme les coordonnées du point ol se trouve la
quantitéqb(i) dans le tableau C# o
Introduisons, & la place de k et n, les coordonndes continues x = a + 2kh et
y =b+ 2 (ntk).h, ol a et b sont des constantes et h le pase

Le systeme de coordonnées précédent ;

l, k , n=1
2,k=1,n 2,k,n-1
l,k=lyntl 1l ,kyn l,kt+l,n=-1
2,k=1,ntl 2,k,n
Lk,ntl
est remplacé par :
x,y=2h
x=h,y-h xth,y=h
x=2h,y X, Y xt+2h,y
x=h,yth xth,yth

X,yt2h
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Des relations (II-1l) de 1%algorithme dual de losange on dérive les équations

fos o C o . ch\ 1 pn
aux derivees partielles en remplagant respectivement f#<k) et 9‘}<k)
& aa .

] CP (x,y) et 5 C# (xth,yth) et en faisant tendre h vers zéro.

S o

par
Prenons comme exemple un algorithme de losange qui serait donné par
, , C p

C)P}gl:)l * C'P(E) - ‘?(Eﬁ) - ”?1‘([:;‘1‘) =0 (11-12)

n ntl nt+l n
gl lord) gl la)

(

kel 27 ke
1 +1 n

2CP1(<n)' 2<P(2i;) - fﬁi ) L¢(k)

et apres quelques manipulations
(A=1) (n=1) | {ntl) (n+l)
Pt gt e g -

. . . n
et une relation identique pour Q¢§k>

En passant des variables discretes aux variables continues et en faisant tendre

q 4 o E o ? = 5 4 a s+ L2 = 9 ncor
h vers zéro cn trouve 1 (f) % 2(?\ v 2% q/% ev 1 (‘p y 2({)){ ou encore
1 - i = 0
l.aF X% ﬁb YY

gy
qui est l’équation aux dérivées partielles dont (I1I-12) est tirée par approxima-

tion aux différences finles du premier ordre.

Pour les algorithmes de losange que nous connaissons on obtient de
méme

19) = & =algorithme

(n) hm%g lE:'.(x,y) et E(n)

el _
2kel 2k h @ &<X$Y)

Falsons les substitutions g 5

£

on obtient lEsX . 5 E’y =let , &’x° L E’y': 1. lEf(x,y) et Zég(x,y) vérie

fient chacun la relation :
L i 1 ?

€y Jy &x | x
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C’est l’équation aux dérivées partielles de la surface de Padé. Il existe de

plus entre ls(x,y) et 2g(x,y,) une relation de la forme f (. &

1 ,28)=o.

2°) - Algorithme QD

5 Y =n? - ?
on obt:tentqyeX » €e Q7 q.,ey et

’
’ =
x* 9y qy

@ <(log q»

(log Q)"
X

et une relation analogue en remplagant q par e et en intervertissant x et vy,

3°) = g-aloorithme

avec les substitutions g(n) = g (x,y) et g(n) = _g(x,y) on obtient
2k=1 1 2k 2

] = ] - - = - )
29, 19 y o 19 297y et (1 29) . lg’X (c l9) .« 9%

4°) = m ~algorithme
{

1V 1y’ ,
> = ) = =/ = .
on trouve 2'7x l./? v et ) . ‘On a également :
NI VY
X Y

3

— — o =1 - -
ZEy_2/7 ? 2€,x_lf7’ lEy_ 1/7 et l‘c"x~27 J'.

5°) = Q=aglgorithme
7

Avec les substitutions h? ?él?-)-l = lS)<X’Y) et hyg{l) = 2f(x,y) on obtient :

l?’x' 2?\/ = Xx=a et l?’y ° 2?’)( = X=3 .

N ?(x,y) et 2?(x,y) vérifient chacun la relation :

3 3
X = 3 X = a

Tv/v \$x Jx

Il existe de plus entre l?(X’Y) et 2?(x,y) une relation de la forme f(lf,283)=0

L’intér€t des équations aux dérivées partielles assocides aux algorithmes de
losange apparait dans 1’étude des conditions de stabilité de ces algorithmes

comme nous le verrons au chapitre V.
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2-6_Accélération des suites hypergéométrigues

1. £ »algorithme n’est capable d’accélérer qtie des suites d’ordre l. Apres
avoir donné la définitlon de L’ordre de convergence d’une suite nous allons
construire un algorithme capable d’accélérer les suites d’ordre supérieury l.
L7intérdt de cet algorithme réside surtout dans 1’exemple de construction d’une
méthode d’extrapolation hasée sur une fonction LF(nja) données

Définition II-1  Ordre de convergence d’une suite (18)

Soit E un espace métrique et soit {xn} une suite d’éléments
de E qui converge vers x_» On dit que 1’ordre de convergence de la suite {xn}

estk > 1 si d K> 0 tel que:

< K [d(xn,xoo ]k Yn

d (xn+l’ X°°) ==

Nous voulons maintenant construire un algorithme capable d’accélérer

les suites d’ordre k # lo. Prenons E = R et supposons que ¢

k
i - K P N = Y e
dl"ﬁ'l S n avec dn An Xa;«.,
on a d] = K dk
EN O
k ket ki
d,=Kdl = kY g

nel o pe2 n n
d = KK :f‘f(\ F seococ +k+1 dk
n 0]
ei k=1 d =K' d =De"
Ii;’l Al
siki 1 o =g K
n 0
N S 0
1 1
X=T -

1 .
avec e = K et D=d_ pour k = L et e =K d et D=K pour k # L.

Il est facile de montrer que si k > 1, 1’ ¢ -algorithme n’est capable ni
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d’accélérer ni d’améliorer la convergence. On a en effet, dans ce cas :

o
lim =] Y k
Nwso X = X_,
n
S0it donc une suite de la forme X, F Xt De avec o<e<let k # 1o la
a
fonction l]D(n,a) correspondante est LP(n,a) = a) . a, 3 avec
a; = D, 3, =¢ et ay = ke Pour déterminer x_, nous avons besoin de 4 itérés
n

. . . . k
successifs puisqu’il y a 4 inconnues. Posons bn = e , nous avons :

n o n
_ kel
Ax —Dbn (bn - 1)
X =x_ _+D bk
ntl ~ Tee n _ kK, k(k=1)
Dx,, =Dbhb (brl - 1)

_ 2

Xn+2 Xoo T D bl; 2 5
N k k® (k=1)
; Axn+2 Dbn (bn - 1)

3 k

Xn+3 =X o tD bn
Axn
d? ol Db =™ (11-13)
n k-1
b™ "= 1
n
Ax
. , . k=1l _ k=1 _ ntl
Il nous faut maintenant déterminer bn « Posons .= bn s An T TR X H

Nous avons a résoudre un systéme non linéaire de 2 équations & 2 inconnues :

c};-l
An:C
n cn-l.
(11-14)
k2
k Cn_l
A = C
ntl n k
c -1
n

L’¢tude de ce systeme montre qu’il existe une et une seule solution <, comprise
A (AL T 1)

Ay (A f) +

“entre et Min (1, An). On obtient cette valeur de h
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en résolvant (II-14) par une méthode itérative quelconque, d’ol D b_ par (I1-13)
et Xpo = X - Dbno

So0it maintenant une suite telle que :

d (x| 15 %) = Z a, [ d {x_» Xw)]k

kso

un nombre fini ou infini de coefficients a) pouvant 8tre nuls. Overholt (45) a
proposé une méthode d’accélération de la convergence pour de telles suitese. G’est

une extension du procédé A2 d’Altken. Prenons E =R, -posons dn = d(x et

nsxoa )

Supposons que x = Xoo T do et que x, = x__+ a

d + a d2 + s0ese On oObtient :
1 0 270

1

=3, X a. d 2

P B

- Pve) - 5608630
1 a.l L al

En général ay est inconnue On en détermine une approximation du premier ordre

en utilisant X5 3

B 2
X2 = Xoo + al‘ d.], + a2 d;L + secocoa

+ (lta d + soee
O

1 X =X 1 Vo

cette approximation est suffisante pour que la quantité :

(1) X178 % Ax, Axl )

Xyl e =y e = &

2 T LT 2
1 0

solt une approximation du second ordre de x_ :

= = T eceeo
) X oo l=a do :

De méme toute approximation a) du premier ordre conduit a une formule du

second ordres Cette remarque est & la base de l’extension du procédé d’Aitken
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proposée par Overholt. Cette extension est analogue a celle qui permet, dans la
néthode de Richardsen, de passer d’un polynlme de degré k & un polyndme de

degré k+l

(0)
1

Afin d’uniformiser les notations écrivons X x&l), xl(z), ess alU

lieu de Xpr Xps Xy see supposons que i

2
d 1 dO + a dO T eese (11'15)

14 21
avecfall} < 1 et a) 7% 0e On utilise les k+l premiers termes de cette suite

comme arguments d’une fonction fk pour obtenir une approximation d’ordre k de x__:

(1) _ (o) (1 (k)
Xk - fk (Xl s Xl 9 ses Xl )
_ k ktl
= X g Ao T Ay o F e
Supposons a présent que a,, # 0. L’indice supérieur 1 signifie que xil) est

le premier terme d’une suite d’approximations d’ordre k de X, « La valeur

sulvante est :

2 1
xﬁ ) = fk (xg ), seses; ng+l))

k kt+l
Koo T 8y dl + 411,k dl T eese

i

et en général :

80 g G, )

A partir de (II-15) on obtlent :

k_ Kk k k=1 ktl
dl = al . do + k al . 32 dO + osoe
Ce qui donne :
(2) _ k k k-1 k+l, ktl
Gl E X, Ty Ay dp (ay, kay ~agt a2 ) dg Tt eees

.
Y

Supposons connue une approximation du premier ordre 2y de a,

- 2
L= ay A At A, d e
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on obtient

a, = a, + k a of ] dO + cessooce

_k k kel
a) a kal oo 1
= + B d + eceosce AVEC B =
L -3k 1-3 & (1 = k )
a a; a
d’ou finalement
(1) _ (o) (k1)
Xk+l - fk‘l‘l (Xl F] °°v°3 Xl )
: k
_ (2) 1 (2) _ (1)
=x o (=g
l=a
L
ak
~ k .k 1 k k
- X + akk al dO + aae+ m‘?‘i’ Bdo +°° akk(al l) dO + [-X:]
l=a
L
_ kt+1 k+2
= X T Ay iy @ Toaggy G T oeeee
avec
kel
! 2 | >
SRR (agy = o)) ag e = a)) ay |
4

C’este=dire qu’d partir d’approximations d’ordre k nous avons généré une approxi-

(o) (1)

mation d’ordre ktle On peut donc bitir a partir des valeurs initiales SRR

un tableau de la forme 3

(o)
X
4

x(*') (4) (4) 1(4)

L)//// (u//// mr////
(3)/

9(.

m/
/

'l geons
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Dans ce schéma la premiére colonne est identique & la seconde colonne du tableau

I3 (n—l)= n)

€ puisqu’elle correspond au procédé habituel d’Aitken : o xé n= 1,200y

pour le calcul de cette colonne on utilise comme approximation de ay ¢

NESIEREY
1

1
1o (i-1) (3-2)
1 1

a
D?ou comme algorithme général :

( (ntk=1) _ X(n+k-23k o (L) o) X(n+k—1))kx (n)  (11-16)

L) ) 1 k 1 1 k
ktl (n#e1) (vl _ () (oremL
(x] ! B! !
avec xl(n) =5 = n*®™ terme de la suite a accélérers

De plus on vérifie facllement que 3

(n) _ ktl

erl T Feo ¥kl Gnel 0t

avec

k
°1
Utlktl K (' koay ay + (a)=1) ak+1¢<>
1

on voit que pour k > 1 la transformation -{xén)}—a-{xﬁiig est linéaire et on

a le résultat suivant :

Théoréme I11-5

Une condition suffisante pour que le procedé d’Aitken étendu (11-16)

soit une transformation réguliére est que la suite initiale {x(n)} solt

1
convergente et que 3 (n)
ZXxl
Lin —1y 71
n-x>ZX><l
Démonstration 3
A x(n)
1
§i lim ————T—-S-# 1 les trois conditions du théoréme de Toeplitz sont
., mee e (n) (n)
vérifidess La transfdrmation {Xk } —_ {xk+l} est totale et de plus on a
lim x(n) = x car
2 o)

N —>»oco



W o, A (n-1)
Xy 0=yt i Tmol) et lim A;xl = o puisque la
X Nn—-co
1
1 =
Axln)

suite initiale convergee
Ce procédé d’accélération de la convergence est particulierement bien adapté
aux suites obtenues par les méthodes itératives de résolution d’équation.

En effet soit a résoudre dans R :

x = £(x)

Supposons f analytique autour de la raeine a. On salt que :

flate)=ata, e +a “—2*,',",'"

1 2

d’ ol

(n)
d =a,d + a d2 T eso00e AVEC a_ = £—-L§l

ntl l'n 2 °n n n!

Au paragraphe 6.1e3 nous donnerons un exemple qul montre la puissance de cette

méthode dans ce cas »

Notons enfin que la quantité xﬁii - xﬁn) est une bonne approximation de la
(n)

récision obsolue sur x
P k+1
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ETUDE DE LA CONVERGENCE

Ce chapitre ¢tudie la convergence des £ et § =algorithmes. Apres
avolr donné des théoremes généraux de convergence de ces algorithmes on montre
que 1’ g =algorithme converge quand la sulte initiale est soit totalement
monotone, soit totalement oscillante, soit totalement oscillante décalée. On
donne ensuite des conditions nécéssaires et suffisantes d’accélération
de la convergence, puis on introduit un parametre d’accélération ce qui permet
d’établir le lien entre 1° £ ~algorithme et le gwalgorithmeo On caractérise
la valeur optimale de ce parametre d’accélération. On compare ensulte ces métho=
des au procédé de Richardson et enfin on explique les théoremes d’accélération
de la convergence et le parametre d’accélération a 1’alde des développements

asymptotiquese.




“ T2 o

(n)
a
0% -6
avec a(n)= L pour 1’ &£ «algorithm
K p gorithme
(n) . r T T .
et a " F Xy T X, pour le g -algorithme

Théoréme I1I-1 Condition de convergence des algorithmes.

Supposons que lim E?gi) = S« Une condition nécessaire et suffisante pour que
n-—soco

(n)

Dog1 = ©

llm 82k+2 = Sest que lim

n—+oo
La démonstration de ce théoréme est évidente :
- Considérons la suite des sommes partielles de la série s

4ntl

L.l 5 1. L. 9 1 1
S+s- = 4 24 o2 Trocedo T 57 + F=— = m———— 1t cceessos
2376 " a7 57 20 4 2ntl o 20+1)

, . . . . n
La somme de cette série vaut zéro, mais, comme 1’a montré Marx (39), € é ) ne
converge pas mais oscille entre les valeurs o et l. Il est facile de voir que
la condition de convergence du théoréme III-1 n’est pas vérifide., Cn a :

Ne n n-

( l) 3 AS .AS 1

i AS =AS
n-l n

ol Sn est la n*™ somme partielle de la séries Pour n-l = 3p=2 et n=l = 3p=l

on trouve que lim Dén 1) =0e Par contre pour n-1 = 3p on a D§3p) = le
P——S»Oo
Dans le méme article Marx a donné une condition saffisante de conver=
gence de é?én)pour n tendant vers 1’infini. Nous avons repris et généralisé
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cette condition ¢

Théoréme 111-2 Condition suffisante de convergence

(n)

Use condition suffisante pour que &', L, soit une transformation régu=

1iére est que :

(n (n+l)
5,(23) }Ezp 2 0
p=09 oaeogket Vn >/ N
(n) (ntl)
A E 2p LA EZp £

démonstration s

Soit {Sn}une suite convergente telle que pour tout n > N on ait :

Sn > Sn+l 2 0
(111-2)
ASn <b Sn+léo
n__
La sérle équivalente a {sn?sest Sn = 2____ uy avec u = SO et uk+l::8k+lusk

i=0

quelque soit ke Pour cette série la condition (1I1I-2) devient s

u o pour n >N » 1 (111-3)

£ U e
n ntl 7

1°& =algorithme nous donne :

(n)
E = § s e
2 nt+l 1 ) 1
ntl un

Pour quegén) converge il faut et il suffit, d’apres le théoréme III~l, que

. 1 1
]’%E{E Laa-ve- w aw = O
e ntl. n
Montrons que la condition (ILI-3) entraine que Lim_ e L Ea-l‘m \ = =00
ntl n

P = u u . -V o 5
0sons \rn L/ n et supposons que A<Vn+l né Os ON a

+
A Vn<vn+l < ©
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ou A + Vi < 'JL— Lo
ntl
1
ntl Atv
n
et de mBme
At Vi SV SO
2A+vrl < A+\fnJrl
d’ol
1
Y2 < TR v <o
donc oo oo
1
D <l <o
=l e T e kK A+v
> n >
puisque la série =1 diverge il enest de méme de =1 Yntk ©€
kA+vn
qui est contraire aux hypothéses et par conséquent A = - ©0 ,
En général nous avons :
(n) _ ~(ntl) 1
Elorp = &g
glntl) _ (n)
2k+1 2k+1
- E(2kn+1) L 1
E(n+2)__ E(n 1) 4 1 1
2k-1 2k=1 (nt2)  (ntl) (ntl) (n)
€ TEx € o " €k
n)
(n) (nt1) ( (n+1)
Supposons que EZp) 252{) >0 etque A€ 2p < A€ 2p L0

pour P = 0, ssecsey k et Vn >/ N'o Alors :

lim ( L - L 5= 00
ntl n
U RV RN
et par conséquent lim ( E(I;;Zﬂ - Egg_l ) = = oo pulsque
lim (€ (n+2)_ €(n+l)) = -0 , ce qui démontre le théoréme.

2k-1 k-1

mn —»Q0
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3-2 Théoremes particuliers de convergence

Nous allons maintenant démontrer la convergence de 1’ & -algorithme dans
des cas particuliers importants. Le résultat fimal auquel nous allons aboutir

est le suivant (19) :

Théoréme I11~-3 GSi { Sn§ ou {:«Sn§est une sulte soit totalement monotome,

soit totalement éscillante, soit totalement oscillante décalée, si lim S =&
m.

—p 0O

et si on applique 1° €=~algorithme avec 5§gn) = Sn alors lim & éE) =5
n—>oo

quelque solt ko
La suite de ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme

111-3 ainsi qu’a 1’étude de ses conséquencese. Donnons tout d’abord quelques

définitions et rappels (67) :

Définition Illel

k

On dit que la suite {-Sn.} est totalement monotone si (vl)k A S 0

n #

pour k = Q, lyeee et quelque soit ne

Définition Iil.2

On dit que la suite { Sn} est totalement oscillante sl la suite

{(wl)n Sn}est totalement monotone

Dééinition 111.3

On dit que la suite { Sn} est totalement oscillante décalée s’il
existe une constante finie non nulle S telle que la sulte { Sn - S.} solt
totalement oscillantee.

Lemme I1I-1

et e S e B £ % € 5 £

Si la suite {ﬂsn} est totalement monotone alors la suite {:(nl)k Z&ksn? est

totalement monotone (k = 1,2,6000)
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Lemme I11-2

- e e won o e S e g

Si la suite { Snj} est totalement oscillante alors la suite {(ul)k Ak S, }

est totalement oscillante (k = 1,25000)

Lemme I111-3

- o s 0 s e s

Si la suite {Sngest totalement oscillante décalée alors la suite {(—l)k zxk Sn}
est totalement oscillante (k=1,2yc0000)

Les démonstrations de ces trois lemmes sont évidentes. Elles reposent sur la
définition méme de l’opérateur A .

Lemme I111-4

Si la suite { Sn} est totalement monotone alors Hin) (Sn) >0

L’idée de la démonstration de ce lemme est la suivante : 3 partir de la théorie
des moments de Hausdorff on montre que la suite {Sn}est totalement monotone

1 .

si et seulement si S = V/F b dg (x) pour n = 0,l;ee00 OU g (x) est
0

une fonction bornée non décroissante dans[0,1]e A partir de la théorie des

moments de Stieltjes on montre que H(E) (SO) >o0 et Hil)(sl) >0 si et
(s3] . .

) no- Lo :
seulement si § = //ﬁ x dg (x) pour n = Oyly0ee OU g (x) est une fonction
g
© I
bornée non décroissante sur |0, +<o[ o Dans ce dernier cas on a 3

Q9
Sn+ = /Xn dg(p>(x) n, p= O;l,eeoa
P 0
avec da(p)(x) = x° dg (x). g (p) (x) est également bornée et non
(n)

décroissante sur [O, +~00[ » Ainsi on a H (S ) >0 kyn= 01,000 On

k n

obtient ensuite simplement le résultat désiré en posant g(x) = g(x) pour

X € [O,l] et g (x) = g(l) pour x € [l, + ao[ .

A partir des lemmes Ili=l et IllI-4 on voit que Hﬁnz [32p Sn ) >0 et que
(—-l)k H(E) (132p+l S, ) > o car k colonnes du déterminant de Hankel sont

multipliées par =Lle D0l le résultat suivant :
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Lemme I11-5

o 0 8 0 o £23 6 £ 5 G 2

Si on applique 1’ € =algorithme a une suite {:Sn} totalement monotone alors :

(n)

£ Eoxtl € °

oK > et

n,k = 051500600

, . (n) H(Ell (Sn)
La démonstration de ce lemme est évidente en sachant que Eoy E@T;Tmmﬂi—
He'(A%S)
k n

i (A% s)
et que Eé_ﬁ)f k( ) :
+ n
) (AS)
Lemme I1I-6

£ €0 @2 03 €28 3 69 653 &0 &0 €3

Si la suite { Sn} est totalement oscillante alors (-1)" H§n> (Sn) > 0

A partir des lemmes III-2 et III-6 on trouve que (-1)" Hf{n) (A%P

)k(n+l) Hén) ( £x2p+l Sn ) > 0. D’ou

Sn) > 0

et que (-1

G0 e € 0 023 TR £ £ 023 €3 13

Si on applique 1°¢& -algorithme a une suite {Sn} totalement oscillante alors :

P9 n n n
("’J,.) 5 é_k) } o et (’”l) B E ‘,(21(_)1_.1- £ 0 nak:Oslgvoovao

On peut formuler des corollaires pour les lemmes 1I1I=D et Ill~7

Corellaire Ill=l :

Si la suite {=Sn} est totalement monotone et si on applique 1’£ =algorithme a

la suite [Sn}alors é?éi> £ 0 et 5(2i+l > © nyk = 0yls60000

Corollaire I1I=2 s

Si la suite {-an } est totalement oscillante et si on applique 1’ & ~algorithme

. . n _(n) ntl  _(n) ~
3 la suite {Sn}alors (=1) 5.2k'é oet (=1) 7 £ oeh1 >0 Nyk= 0ylyees
La démonstration de ces corollaires est immédiate en utilisant le fait que si
=(n)_ () =) =) g ()
£, = a g, alors £ =a £y ot Egg T Egy /%

Pour les suites totalement oscillantes décaldes le lemme III-~7 et le corollaire
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III-2 deviennent

Lemme I11-8

- 1 . o 0 e 20 O

Si on applique 1°¢ =algorithme & une suite totalement oscillante décalée

alors (-1)" (‘522) -S) > o0 et (-1)" ‘5(2i+1 < o N,k = 051, 0000

Corollaire III-3 :

51 la suite {—Sn-} est totalement oscillante décalée et si on applique

)

i . ) n (n) n _(n
1’ € ~algorithme & la suite {Sn} alors (=1) (5f2k -S) £ oet (-l) ¢ k120

l’l,k = O,l, seee
Les démonstrations de ce lemme et de son corollaire tiennent au fait que si

5—(2)=£§)n> + S alors é_gz) = g(ﬁ + S et é_(gl){Jrl = E(S])(ﬂ

Nous allons maintemant établir un résultat qui avait été énoncé i la fin du
paragraphe 2.3.2 et qul est fondamental. pour la démonstration du théoréme
111-3 :

Lemme I11-9

e St e v o e Y B e

Les colonnes paires du tableau & sont liées par la relation :

2
f(n) - g(n)_—. [Hl((?l ( Asn )]

« H(}r(l‘)l'l (Azsl'l) : H]((n) (Azsn)

n,k=0,l,.ooo

Démonstration
Pour des déterminants d’ordre 4, le développement de Schweins du quotient

de deux déterminants s’écrit (1) :

41 by 9
3 by e 4 R B SR Y N R )
ag b3 Cq d3 a, b2 <y ay b3 €y b2 <, d2
3y b4 Cy d4 a5 b3 03 a b4 04 b3 03 d3
by Sy 4y TRy o By < 4, by S
by 3 Y by ¢y by &3 93 by <3
b c d b, ¢, d
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Si nous appliquons un développement identique a :

(n) (c
S E I O B = A
2k+2 2k N (n)(likp )
1 k-‘}“l o \
kt1, - . ko
Sn L\Sn oono[}L bn b}’l ASn Do000C A -.)rl
2 k+2. . 2 kt1
Asn NS eos TS Asn VA S osocos ATTS
k+1 k+2 2k+2 k k+1 . 2k
A Sn A Sn°°A bn A Sn A bn SEPA Sn
2. 3 k+2 2 4 k+1
A n A Sn,.A Sn A Sn A Sn N Sn
3 4 k+3 3 3 k+2
A‘Sn A Sn’ Sn A Sn A Sn A Sn
M e
l<+¢25D k+35 2.k+28 kﬂs Aklzs AZKS
n n n n n n
on obtient ¢
2
2 k+i )
Asn L5y - Asy
2. 3 k+2
A bJn A bn v Sn
l\.‘l'] 1<+2
S S een 2kl
E(n) (1) A n A n A bn,
- & =
2k+2 2k
‘ (n), ,2 (n), , 2.
HR-HL(A Sn)° 1y (A bn)

Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théoréme III-3 :

1°) Suites totalement monotones

Si la suite {Sn}est totglement monotone on sait, d’aprés les lemmes I1I-1
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2 2
et I1I-4 que Hl(<+?L (A Sn) et H( n) (As ) sont positifs. Par conséquent, a
cause du lemme III-9 on a :
(n) (n) Yot Anpe (n) (n)
- ? - pd <
82k+2 £2k £ o d’ou d’apres le leme I1I-5 0 < £2k+2 < £ ok ®
Or on sait que si on applique 1’ € =algorithme a E(()“) = Eén)- S on obtient
g(“) = g(n)— S o Or la suite {E(n)} est totalement monctone et 4 t
3K ok . N par conséquen
0 £ z(n) ( ) Donc la convergence vers o de E(n> entralne la
= 2k+2 Eox e 2k
—(n . . n
convergence vers o de E2k-)l-2 et par consequent si lim E:(Zk)= S alors
) n-—=0o
(n) _ i ndaalitd (n) (n)
1]'-]1_I.n>°°£2k+2 = Se De plus 1’inégalite o é£2k+2 < EZk nous assure que la

n)
2k+2

La démonstration est identique dans le cas ou c’est la suite [-—Sn} qui est

)

convergence de E( vers S est au moins aussi bonne que celle de Eg{l .

totalement monotones. On aura dans ce cas Egz) < 5(2;)1_2 < O

2°) Suites totalement oscillantes.

Si n est pair f{_& ( A S ) et H}({n) ( A2Sn) sont de m@mes signes lorsque la

sulte {Sn}est totalement oscillante d’aprés les lemmes III-2 et III-6e D’ol, a

(2p) (2p) L pe b3

cause du lemme ILI-9 £2k+2 EZk £ 0o sin=2p, et d’apres le lemme

(2p) (2p)
I11-7 0 é£2k+2é€2<.
Si n = 2ptl les deux déterminants sont des signes contraires et un raison-

(2p+1) (2ptl)
nement analogue nous conduit a & ok £ & oKD < 0.
=(n) =(n)

Dans les deux cas la convergance de EZk vers o entralne celle de 52k+2

VEI'S Os

39) Suites totalement oscillantes décalées.

En effectnant le méme raisonnement sur la suite {Sn-S} on arrive a la
m&me conclusion que pour les suites totalement oscillantess Si c’est la

suite {—Sn} qui est totalement monotone, ou totalement oscillante, ou
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totalement oscillante décalée on est condult a des résultats identiques ce
qui achéve la démonstration du théoreme 11I-3.

Voyons maintenant les conséquences de ce théoréme :

Corollaire I1l-=4

Si on applique 1’f-algorithme a une suite totelement monotone alors

(n) (n)
Eady € &g €0 ¥,k
et
: ~(n) - —
lim &, = - ¥k
N— oo

démonstration ¢

Nous avons vu que :

(n) _ g{n¥l) L .(n)
o< Eyiy, T G T A el) < &g
2k+1,
d’ou
AE(‘D) £ o oy ou encore = AE(n) P2 i
2k A (n) 2kt 1 peln
Eotl “ 2k
ce qui entraline
(n) _ (1) b () ) (n)
i ™ ol T TS Bkl BE ity
AE
. (rtl.) (nt1)
et par consequent £2J<+J.. < £2kml £ 0
or g%n)—“-/i%ﬂ d?ou lim g%n) = = oo ce qui démontre le corollaireo
- n n-=oo =

Si c’est la suite {msn} qui est totalement monotone les conclusions du
corollaire 1II-4 sont inversées. Il n’est pas possible de formuler de corollaire
analogue pour les sultes totalement oscillantese

Comme je l?ai déjd fait remarquer le théoreme II1I=3 n’assure pas une

(n)

o ° Pour s’en convaincre

convergence de 5(21212 plus rapide que celle de €&
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1l n’y a qu’a considérer la suite totalement monotone { Sn = 1+ : } o

on trouve, apres des calculs pénibles, que :

(n) - nik T K
2k k+ 1
(n)
N N
et que lim ) = Vk
N-—>o0o 621( - 1l kt+2

3-3_Accélération de la convergence

Soit E = ¢ 1’espace des suites de nombres réels ou complexess Munissons ¢
. - . eme .

de la norme “ x[,= Sgp ] Xil ou Xy désigne le 1 terme de la suite xeC.

Prenons pour x’n la forme linéaire qui, a une suite, associe la différence

X - X La suite {'x’n}converge donc faiblement vers X’oo € (c)? = 1.+ Avec

1

ces notations et en utilisant la définition 0O-2 nous dirons que X & ¢ converge

ntl

plus vite que y ¢ ¢ par rapport 3 {x’n} si i

Axn

lim
N oo A yn

Théoreme III-4 : Condition d’accélération de la convergence

Soit un algorithme de la forme (I1I-4). Supposons que lim ( ) = llm 69(n)'—8

n—bbo

(n)

Une condition nécessaire et suffisante pour que 692k+2 converge plus vite que

(ntl) .
92}{ est que < AD(n)
: 2k+1 g
lim —~——————-——y— = -1
N> og Ag(n'l”l
2k
démonstration : (n)
(n) (n+1) (n) A8y

On a A62k+2 AQ +AD?.k+l « Supposons que ﬂ.}lm W = 0 , Cela

o) TR

a . 2k+1 .

entrafne que lim (1l + ) = o. Inversement si la condition du

N —oo A92}12+l)



[0}
(3]

. e pe s . +1
théoréme est vérifide Q(2i+9 convergera plus vite que C)éi )

On peut déduire de ce théoreme un résultat intéressant. Nous avons :

() _ (mt1) , (n)

(n) _ aln) _ .
i) Tk ok+t] =0 So

avec e
k 2k

e(n+l) + D<n) ) = 0. Si G(n) tend vers

. nln) X
sip tend vers S alors lim  ( y bl Skio

2&kt2

. n— o
S plus vite que ﬁ;éﬁﬁl) alors on aura
(n)
N , | .
lim mxg?ﬁi?) ==l et par conséquent, pour n suffisamment grand on aura
N-soo e &
k
(k1) (n)
&~ " Do

ce qui fournit un ordre de grandeur de l’erreur,

Considérons maintenant une suite pour laquelle la condition du théoréme IIl=4
n’est pas vérifiée pour une certaine valeur de ko Afin d’accélérer la
convergence nous allons introduire un facteur d’accélération un peu dans
1’idée du parametre de sur-relaxation de la méthode de Gauss-Seidel pour la

)

résolution des systemes linéaires. Nous allons définir ééi+2 par s

Bace = 0o +w oyl

Théoreme I11=5 : Cholx du facteur d*accélération

~(n)
i) Oaia
2k

A

Une condition nécessaire et suffisante pour g

Q(ﬁ)

converge plus vite

que est de prendre w = = lim P
2k-+-2 k N oo AD(n>
2k+1

Démonstration s

Nous avons

éé.lfn)tz - 9214 k U2kt
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=(n)
--(n) convergera plus vite que Q(n) si li A92k+2 0o D
92k+2 g p q 2k+2 oo AB (n) 'Y ou
2k+2
A D(n)
lim (L+ (w,-1) 2ct] ) 0
H oo k AB (n)
2k+2
Ce qui peut encore s’écrire :
&)
lim (wk - 1) )y - - 1
nmee AB s
(n)
AD
ou l’]i]ina»oo Ae (21{;-1 = -
2k+2 1-w
(ntl)
AB 5
or A9$l2 = Ae(gl) + A D(r21})<+l d’ou finalement wk = = lim ( )
fimmee ADﬁLl

Inversement il est facile de voir que ce choix de W entr8ine une convergence

gin) : (n)
de oy ip Plus rapide que celle de 62k+2°
On voit que si la condition du théoréme III-4 est vérifide alors on aw. = 1

k

et il est impossible d’accélérer la convergence en utilisant un algorithme de
la forme (III-4).

Ce parametre wy apparait comme le lien entre g et §~algoritknnes. En effet,
8. en prenant {Sn = 1 + —— } on trouve w = 2 avec af(n)= 1l ce qui

redonne le S)-algorithme, Inversement toujours avec a}(cn) = 1 et avec

{Sn =§ + a bn} on obtient wo = 1 quil n’est autre que 1° & ~algorithme. Il
serait évidemment intéressant de trouver un algorithme de la forme (1II-4) qui

k
soit tel que 9(22) =8 si eén) =S5+ Z a; bin et tel que 9$)= ay / bk

si Gc()n) = / Z b nl « On montre, aprés des calculs pénibles,
qu’un tel algorlthme ne peut exlster car il y a incomptabilité entre les
condition obtenues en imposant & la fois ces deux proprietés. On arrive

€galement & laméme conclusion pour un algorithme de la forme (I11I-4) qui



utiliserait des relations différentes pour les colonnes paires et pour les

colonnes impaires. Cependant en prenant ain) =1 et w, = k+2 on obtient

les résultats sulvants 3

si Qén) -k ?$)=% V> o
(ntk) (ntk)
0 (n) . v N k(k+2) % 5(r0 ) 60 t K %
2k i)’ 2k K+ 1
9(21)< B % 1
(n)_a
521? =2 k+1
si Q(“)=s+ab“ ggz)— 5 Vk > o
(0 o gy (k2 itk (0) 54 (1) aE
2k - k1, ?2}( - ab
(
o) - s .1
Sagz) -5 Kt 3

Ainsi, dans les deux cas, la convergence est améliorée et le facteur d?améliora-

tion est le méme,

3=4 Comparalson avec le procedé de Richardson

Au lieu d’étudier Sn quand n tend vers 1’infini, considérons, comme le fait

Laurent (36), Ll’extrapolation de la fonction § (h) en h = o ;

Supposons que S (h) possede k dérivées sur[0,H] (dérivées a droite en zéro)

on a @
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2 k=1
= > h h_ (k"l) k
S (h) = S(o) + h S’(0) + 57 S (0) + evss + (o) S (o) + h™ v (h)
ol V est une fonction bornée de h dans (o,H).

Soit{hn}une suite strictement décroissante et tendant vers o quand #i tend vers
1’infinis. Prenons Sn =5 (hn) et cherchons a quelles conditions les termes

en h disparalssent des développements de éz(n) et f(g), Pour 1°’¢g =algorithme

- U R s 1 .
on trouve que hn+l hnf hn+2 c’est-a=dire que l’on a avantage & 1’appliquer

a une suite {'Sn } ou les n, sont en progression géométrique. On aura alors

2
(n) D .
£ 5= S(o) + 7 S (0) *+ ese Pour la forme simplifide (II-8) du § ~-algo-
rithme on trouve que 2 - L + —d c’est=a=dire que les n, doivent
h h h i
nt+l n nt2 (n) h 1
&tre en progression arithmétique. On a alors 3’ o = S(o) + -_Zf—-S”(o) T eee
Laurent (36) a montré que si Sn =8+ J% + D4n ou D est une fonction bornée
n n
de n, alors l’gpplication du procedé de Richardson a S et S avec n, = kn
ny n, 2 1
*
fournit une valeur Sl telle que :
# D(n,)
5, =S =—%ﬁ—— . ——J-‘g" (D(n) - 22 )
n 1=k k
1
Il est facile de voir que l’application du procedé de Richardson & Sf et S;

( ol Sz est la valeur extrapolée sur S, et S avec ng = kn2) fournit une

2 3
valeur ST* telle que :
D(n,) D(n, )
§¥ s . (D) -2—> +—F+o0 ()
ny (1=k%) k k n

si on applique 1 € =~algorithme a Snl, Sn2 et Sn3 on obtient une valeur £'éo) |
|

telle que :

Eéc)_szﬁ%_.mi?)-g (D(n) -2 = + — +0’.(——é—)



Ce choix des n, en progression arithmétique ou géométrique sulvant 1?algorithme
utilisé est 3 rapprocher des transformations de condensation étudiées par
Daniel (19) et par Wijngaarden (55}9 On peut également le considérer comme un
choix optimal des ns et rapprocher ces résultats de ceux de Baranger sur les

formules optimales pour le calcul de la somme d’une série (4)o

35 Liaison avec les_développements asymptotiguese

Tous les résultats que nous venons d’établir s’expliquent facilement si

)
k-t

asymptotique (7, 20). Soit{%n;} une suite qui converge vers So Soit G’

(n) . (n) _ (n+l)
i &= O9lsoao Supposons que Dy 1) = 0 (D2k=l
(n) .

=y y 9
oy = O (1) Yk qui n°est autre

e n . .
1%on considere les W D(2 comme les termes suceessifs d’un développement

1*ensemble des sultes D ) ce
qui nécessite, notons le au passégeg que D
que la condition du théoréme IIIyle Alors, s’il vérifie cette proprieté,
l?ensemble G’ est la restriction a IN des fonctions définies sur [’xo, +<&9[
d?une échelle de comparalson Ge

Supposons que I . = S8k posséde un développement asymptotique jusqu’a
l7ordre k au voisinage de + s par zapport a G’ et que ce développement puisse

s?éerive s
k

- S (ntk=i) (n)
Lotk l” ier Poiel t o ((Dyly)

i=1

i

le probléme est de trouver les constantes w.. On a 3

k
~ B (ntk-1i) (n)
Sy T Z“ foy Doiey oo Dyl
i=l
o _ p(n) (n)
d’ou s=0 o to (D2k=l )

= Qg:é) W Dgzll + o0 (D(nl )

on choisit w, . de fagon a avoir
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ZX 9 rﬁl A

o) o (a ol )

k-l

2k

ce qui entratnera S = B(rl) + o (D ( )l ) puisque ZAeg_i Z
i=n

1=n

sont convergentes ¥ n. on a donc

d’ou

wk-l . A D(gl)(-l == A 9(2?:}:; o (& Dék-)- )

Ae n+l
w kel = -~ lim

n-»oo0 AD(n)l

Ce qui n’est autre que la condition du théoréme II11-H. Ainsi le théorome 111-4

apparalt comme une condition nécessaire et suffisante podl gue w = L. Le

k

fait que le choix de W, donné par le théoréme III-5 fournit le plus rapide

de tous les algorithmes de la forme 11I-4 signifie simplement que wy est le

coéfficient de pt™

Dhti dans le développement asymptotique de D—Sn+k » Ce cheix

de w, donne le seul algorithme de la classe pour lequel oun ait ;

561 =0 (it )

De cette comparaison avec les développements asymptotiques on peut déuuire

deux consdquences pratiques

: . (ntl) (n) Caedn)
o . - = : S LT
1°) nous avons ; S 92k-2 W bzk_‘ oLy )
(n'H-) ~Nw ; (n)
donc 5= 035 k-s Voked
. - k-l (n
et par conséquent S - 9(2k_% = 0 (LY ) J‘)

Donc si on
de 1’ordre

paragraphe

04,

arréte le développement asymptotique & 1’intice k = I 1’erreur sera

de grandeur de DéEZ; o On retrouve sinsi le résultat obtenu au
33

: : (i
est une mellleure approximation de $ quef?ék ) .




= Ol) =

CHAPITRE IV

s 2 2 €25 ) 22 €3 63 (3 62 (0 € €0 £ €3 €3 €2 G e

ONFLUENTES DE L° € =ALGORITHME

FORES C

Soit une fonction d’une variable. Le probléme que l°’on cherche a

résoudrk dans ce chapitre est celul de 1l’estimation de la valeur de la

fonetion pour une valeur infinie de la variable a partir de la valeur de
1a fonction et de ses dérivées en un point. On utilise pour cela les formes
confluentes des & et @-algorithmese Aprés avoir posé ce probleme de

e

fagon générale on étudie les premitre et seconde formes confluentes de

’D

17 & —algorithme. On donne des théoremes de convergence, d?accélération de

vergence et de caractérisation des fonctlons pour lesquelles on peut

Cun seonlitat exacte D dntroduit successivement dans ces formes

nfluentes un parandire puls une fonction d?accedération ce qui permet

fﬁ
5
D~
o
ot
f—
purs
o))
-
333

Liaison avec le @ ealgorithme. On explique le

obtenus & l’aide des développements asymptotiquese
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Soit E un espace vectoriel topologique et E’ son dual topologiques Soit
x’(t) un élément de E’ qui dépend contindement du paramétre t pour t&[T, +°°[
et qui converge faiblement vers x* (oo )

lim <x,x*(t) > = <x, x* (o0 ) > V x € E

bt~ oo

nousg

Le probleme que nous/posons maintenant est celui de 1’estimation de cette
limite & partir de < x,x’(t) > que 1’on connait pour une certaine valeur
finie de te Ce probléme, on le voit, est une généralisation de celui abordé
au chapitre Il en ce sens que le premier apparait comme la restrictiorn & IN
du seconde On peut le formuler ainsi
Soit ¥ (t,a) une fonction donnée, rontinuement dérivable par rapport & t

autant de fois qu’il sera nécessaire :
- , -k .
LP: T,+°O[_ X P -—->J Pck telle que ¥V a g p

lim LP(L,a) = 9

{ o> oo
I i y) - P o C e
S0it V X \u)} la variéte de E desc x tels que s
¢ {
<y x(e) = x () > = Y, Vi € [T,+00 T
- L

SUPPOSUNS L1‘)(t,a) avolr la propriété suivante :

/ Sk , . k
Voo s (4 5 sessof. ) € IE donné et assez voisin de o ek ulors 3 to
i

-

tel que ViEst le systéme :
4 O

0(.]. = k‘,P’('t:';‘)
(= "(tya)
RS ( 1v-i )

admetle une et une seule solution ae



w Q) w

Alors si x & V ¢ { x* () } on aura s

£Lx, x° (e0) > = L oy X (z)>+ t'?('::aa) Vee [T9 +<>¢>L (1v=2)

Le calcul du vecteur a s'effectue de la maniére sulvante. On a :

I8}

D« xxP (i) = L{)(n)(

©sa) nN=lyoeoy K

en supposant < x,x° (t) > Kk fols continuement dérivable par rapport a to

Soit t, une valeur de t telle que l D" o< x, x* (L) > ‘ soit suffisamment
petit V&t 3 t, pour n = ly0c05ke On a alors
o =D < xx*(t)> = Yo (t,a)

2 e € 5 3 1 e 5 £ (5 €23 €53 £ 01 £ 653 O £33 £33 3 69 €3 £ €74 631 633 G2 €69 630 £ 0 €9 63

S
I
)
A
=
=
—
ot
L
A%
!
-
—
~
g
—
é-i"
jab]
~

On tire de ce systéme un et un seul vecteur a d’oll <« x,x° (e0) > dapreés

(1v-2)e 81 x o V y i{ U} la solution de (IV-3) dépendra de t, d’ol s

@, % (s0) > st <x (w) >+ Pz, a ()

N

On peut se demander si < x;x’ (z)> + Y(z,a (t)) est une meilleure
approximation de < x,x* (o) > que <X,x’ (z)> ¥ E&[I, +<3<:>E0 X
étant donné une seconde question est de savoir s’il existe au moins.un y & k
tel que ¢
<y, x° (7 )>% <X, X (w)>+ LiD(\z'wa‘ (t)) VC@[L -fgo[
c’est le probléme des moments. En supposant qu®il existe au moins un y qui
vérifie la relation précédente, une troisiéme question est de savoir si vy
est plus "voisin" de V ¢ {x”(t)} que ne l’est x, ¢’est=a-dire si
<y, x* (z) > converge vers <x;x’ (oo ) > et cela plus rapidement que
< x,x'(z )»o Les définitions (0-1) a (0-5) se transposent immédiatement

en remplagant x’ ~par x*(t) et,x’ (e0)o L¥existence et l’unicité de la

(x0y pan

<G
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solution de (IV-l) est encoce assurée par le théoreme II-l.
Nous allons mai~'-~-n%t &tudier deux tels procedés : ce sont les
iormes confluentes de 1’ £ -algorithme qui supposent que la fonction
‘?(t,a) est une somme d’expolentielles en t analogue a la forme du théoréme

11"2.

Soit la forme habituelle (II-5) de 1’ g -algorithme. On

£ (n)

vemplace la variable discréte n par la variable continue t = atn.at, 2kl

.\n . .
par £2k+l(t) / At et L(;;)\, par EZk(t)’ puis on fait tendre At vers

2éro. On obtient alors la premiére forme confluente de 1’ €& -algorithme (62) :

€ (1)=&, (1)+ ?j:“—)-— k= Oylyeces (1v-4)
avec £—l(t) = 0 et £ (t) = < xyx'(t) >

Les propriétés de (IV-4) sont identiques & celles de (II-5); c’est-a-dire

(t) = 62k(t)a.+ b et que 62k+l(t)

—

que si “Co<t) = g Eo(t) + b alors €,

£ okl (L) /ae

Soit H<n) le déterminant fonctionnel de Hankel suivant 3

k
. Dn < X,X’(t) > Dn+l < X,X,(t)> -oo.oo.coooDn+k-l< X,X’(t)>
ntl sl nt2 s tk ,
: D < X3X (t)> D < XoX (t)> esssssesssel < X9 X (t)>
Dn+k—l< ,X,(t)> Dn+k <X,X’(t)>cooooooooo-.-o-Dn+k-2< ,X’(t)>

avec H(g) =1 Y. On montre que (62> :



o A3
€ (8 = 5y € (8) = == (1)
oK 5 okt )
By ) Hle(}j (1V-5)
' 2
1
£ t) = £ (t . C_L{EK-)}-‘L ‘X ,,,,,
22 (t) = ¢ 2k ) - H—KQF_QTEY¢-

Wynn (57) a montré que sous certaines conditions on avait Ezk(t) = xyx® (e0)?

Ge sont ces conditions que nous allons maintenant étudier.

40301 Exactitude de EZKLE)

D*aprés la définition 0-5 on dira que € o (t) est exacte pour

b o» by s £ (B)F L (s2)> Wi T

&fin de simplifier l’écriture de ce qui suit nous poserons

Une condition nécessaire et suffisante pour que & t) = 5 est que s
! 2k

e € € 3 P £ 1 £ 650 € 50 00 £ 3 G0 63 50 £ €29 651 3 653 9 53 D £ €53 £ 67 € €0 63 53

démonstration ¢ On a d’aprés (IV-5)
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— g(k) R £(K)
g {2k) ) £(2K)
(t)=S= =
2k
P ¢(ktl) T Y
flerl)____p(2) 0§t amoplkFL)
glktl) ___p(2K)
d’ou
f -8 f? mmmmcmm e —— f(k)
f? ! emcmcce e n————— f(k+l) =
£ (k) ) £(2)

Lemme IV=2
Une condition nécessaire e
t

z.to est que g(t) = £

linéaire d’oxrdre k & coéff

t suffisante pour que £, (t) soit exacte pour
p q 2k 1%

(t) = S vérifie une équation différentielle

icients comgtants pour t > to.

démonstration : g o —— g(k)
g’ S (k+l) -

k k+1l 2k

SR k) (2)
si et seulement s?il existe X o(l, ----- ’ 0(k tels que :

o et inversement



5 g(k) + 0<] g(kml) + emscmoccecos +°<k g=o0
14 guﬁn+alg“) t oo +Mk g’ =o0
of g(Zk) —i-()(‘L g(&ml) + emeeecmonmes +°(k g(k) =0
donc g,g’, ===e= 5 g(k) sont solutions de :
(k) (k=1) -
No y +-dl y + +wk y =0

Les solutions de cette équation différentielle forment un espace vectoriel

de dimension inférieure ou égale & ko Par conséquent g,g’, ====, g(k) sont
lindairement dépendants et il existe des corstantes ¢,y ===== Ch telles que s
g(k) -+ cy g(kml) T eeoees e e 959

Théoréme IV-1

Une condition nécéssaire et suffisante pour que &52k(t) solt exacte pour

p s.t 9
t >ty estque £(£) =8+ S A (t) e * +;§i:{§i(t) cos bt +
i=l i=ptl
s.t
ci(t) sin bt ] e ™ o Ay By et Gy sont des polynfmes en t tels que si

d, est égal au degré de A, plus un pour i = ly===-,p et au plus grand des

degrés de B.l et de C:.L plus un pour i= ptl, ====yq, On alt s

P q
EE d. + 2 :EZ: d. =k
1 1

i=l i=ptl

La démonstration de ce théoréme est évidente car f(t) est la solution

générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre k a coéfficients
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constants d’aprés le lemme IV-2. On voit que ce théoréme est 1’analogue

du théoreme I1I-2 correspondant & la forme discréte de 1’ &€ -algorithme.

4,1,2 Convergence de € (t)

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et
suffisantes de convergence de £2k(t) vers S et d’accélération de la
convergence au sens de la définition O-2 : On dira que 5:2k+2(t) converge

g’ (t)
plus vite que E'Zk(t) silim 242 -~

{ > oo &’2k (t)

Théoréme IV-2

Supposons que lim £ Ol (t) = Se Une condition nécessaire et suffisante
1> oo .

pour que lim £ , (t) =S est que :

1+ oo

La démonstration de ce théoréme est immédiates Elle découle de la troisiéme

des relations (IV-5)e On a également le résultat suivant :

Théoréme IV=-3

Une condition nécessaire et suffisante pour que lim € (t) = S est que :

fe e X |
(o) (2)
) Hoyy - el _
lim = 0
H

La démonstration découle de la premiére des relations (IV-5). Les conditions

des théoremes IV-2 et IV-3 sont naturellement équivalentess On utilisera

celle qui nécessitera le moins de calculs en remarquant que le théoréme IV-2

suppose vérifiee la convergence de £2k_2(t) vers Se
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Nous allons maintenant étudier des conditions d’accélération

de la convergence. Auparavant nous devons établir le résultat suivant s

Lemme IV=3

On a les relations suivantes s

2
) [ ] ) WY )

t) =

€ gl - [H (lrﬁ (1v=7)

(1V-8)

démonstration s d*iprés les relations (IV-B) on a s

( ( ( 2
gﬁkiéﬁ - pgkii [ Hk+1 J
(2 (2 -2 (2
B Hy ) . Hk+l)
2
- 2 1 ) 2
wa i, i@ [ w0 10 =il wl)

(n-1)

on obtient immédiatement (IV-6) en remplagant f par f

La troisitme des relations (IV-B)est équivalente a :

t ) + :._vﬂ.,,ﬂlww

& (M)

€

iz (B = E

d*ob la relation (IV-7). Si maintenant dans (IV=6) on fait n=2, on obtient s

W3 o [ W2 ]2

(1)
H K+l k+1

3 1
2 -y

k k+l  °

°



- (1) (1)
Divisons les deux membres par Hk+l . Hk+2

2
3 3 2
o Hf«riT [?ﬁd ]
\ , ; |
S

d’ol en utiiisant (Lv=5)

(2) 12
- (‘t> = o { H§+')L z]) = - ——-—-—l-———-—-
2k+3 1 ‘ )
Hl(m LYY €' ppalt)

Théoréme IV-4

Jne condition nécessaire et siffisante pour que & 2k(t) converge vers S plus

vite que € 2k—2(t) est que 3

. ktl k=1 _
Lim r 1z O =0
t—>ee i (2)! 1
s S A

: 2
cal . WO [
eals o A

DI ) O

d’ou la condition annoncée,

4ele3 Introduction d’un facteur d’accélération

Supposons que la condition du théoréme IV-4 ne soit pas remplies

Alors & 2k(t) ne converge pas plus vite que £ 2k-2(t)' Nous définircns
alors € (u)k,t) par :

_ _ [ a0
o (Wt = & gy oy pt) - w,y £ (1v-9)
RO
k-1 P
€, (ugu,t):= <

2Ky x* (U)> = £ (1)
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ol les w sont des facteurs d’accélération indépendants de t. La

condition de convergence donnée par le théoréme IV-2 s’applique aussi a

E 2% (u)k, t)o Il n’y a donc pas lieu de reformuler cette condition.
Cependant on peut trouver une condition analogue a celle du théoréeme III-5

pour le choix de Wy o

Théoreme IV

Une condition nécessaire et suffisante pour que &, (U)k,t) converge Vers

S plus vite que Zék (1,t) est de prendre s

w, = lim - L
k ==
1 oo ?
€y (1s%)
L= -
Eoran (Pt
2
4]
démonstration s Posons Rk = k o Nous avons
RO e
k=1 ° Tk

£y (1,1) = €22 Wy ©) - B dol

ng (wkst) = £ A2 (wk=l9t) = wk [ € 2k=2 (wkﬁlgt) = 52]((1-9*')]

On obtient immédiatement la condition du théoréme IV-5 en imposant que

e g twyot) € g (Lt)
1im g%k k = 0 o On voit que si lim =§k = 0 alors
Tres 521{('1’91-') t-eeo Eékaz(wkmLSt)

1a condition du théoréme IV=4 est remplie et que 1l’on retrouve bientuk=lo

prenons, par exemple, £(t) = 1+ % o On trouve w = 2, d’ol 1’algorithme
2
= Pt
é 2 (th) = f(t) = 2 £

qui n’est autre que la premiére forme confluente du ¢ -algoxithme que 1°on
obtient par une procédure analogue & celle utilisée pour 1° & -algorithme

(62), On arrive donc & la méme conclusion que dans le cas discret, a savoir
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que le facteur d’accélération w, apparait comme le lien entre les formes
confluentes des ¢ et ¢ -algorithmess Nous pouvons donc définir une
classe d’algorithmes de la forme de EZK (wk,t). Le choix de w , donné
par le théoréme IV-5 nous fournira alors 1’algorithme le plus rapidement
convergent de la classes Si nous connaissons analytiquement f(t) et ses

dérivées successives alors il sera possible de calculer ia valeur exacte

de wk‘c

Essayons maintenant de caractériser la fonction ? (t,a) attachée 3 cette
classe d’algorithmes.,
Lemme IV~=4

Une condition nécessaire et suffisante pour que €, (wk,t ) soit exacte

pour t > t, est que £(t) vérifie 1’équation différenticlle sulvante ¥Vt >t

f e (1)
f(i) --------- f(2i>
S k
5= Z A avec Z A = i
1=0 g f" ___________ i(l‘*;) i=0 €
() ((2i)

démonstration ;: On a 3

Ealwot) =€y 5 (w_st) ~w B

= EZk-/-l (“’k—z’t) -wk—l Ms -wk hk
k

=E- 2wk
1=4
k

H
y
+
€
’_J
M
N
e
=
—
1
m
N
j
’_
o+
p —
o
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posons:yO:l

b = Wy
k k
on a 3 52k(wk,t Z A, E (t et Z A= L
i=0 1=0

d’ol l’équation différentielle du lemme IV-4 d’apres la premiére relation
(IV-5)o Cette équation différentielle est difficile a résoudre dans le

cas général. Nous 1’avons résolue pour k=l.

Théoréme IV=6

Une condition nécessaire et suffisante pour que Ez(tul,t) soit exacte pour

=C,t
t >t est que f(t) = c, e 2 +s (avec 02:>o) ou que 3

] 1/(1-w)
£(t) “[(l"‘wl) ot + ¢, 1 +5 pour t Bt

démonstration : La condition est nécessaire. En effet on doit avoir pour

tet) e
2 o?
S = few., S OU encore g-w = 0
l f" ‘L gll
. bii 9w & g, L 9
ce qui peut s’ecrilre g’ LG ou 3 l”; g’
soit en intégrant :
log g =‘%T log g’ + ¢
l/wl
d*ou g(t) = ¢ ‘:g°(t) 1
-t
ce qui donne g dg =
»czt
1 W= =
si w.,=1 ona g(t) G, e
/(1

si w # 1 ona g(t) = [: (J,==U»l) Gt + 02]
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La condition sutfisante se démontre immédiatement en portamt ces fonctions
~c,t
f(t) dans (IV-9). En effet, si f(t) = S + Ce 2 on trouve w = 1et

- . - ll
par conséquent & (i,t) =Eé(t) = S pour t > te Si £(t) = S+ [a Ct+ CJ

on trouve w = [-a et Eé (L-a,t) = S.
-

1l faut remarquer que cette dernieére forme englobe, en posant a = 1/n pour
n entier, les fractions rationnellec uont numérateur et dénominateur sont de
polyndimes en t, le deyré du numéra_teur étant inférieur ou égal a celui

du dénominateurs,

Nous ullens malntenant essayer d’élargir encore la classe des fonctions
z w 1) est exactes C’est pour cette raison que nous

pour lesquciles €2k (ws) e b 4

introduisons un paramétre d?accélération dépendant de t: c’est la fonction

d’accéiéxatiun(uy(t).

d’olt un nouvel aloorithme

(G

g W00t = €y, (0, (0,0 =0 (Us B (11-10)

avec fc (LUO(L),t) = < xx'(t) > = f(t).

—

Pour simplifier les notations nous écrirons dans la suite W,

&’aglra de la fonction d?accélération uak(t) et W, duand il s’agira du

quand il

facteur d’accélération indépendant de te Nous avons les résultats suivants :

[héoreme 1y=7

Supposons que Lim EZk 5 (Sk .»t) = S. Une condition nécessaire et suffisantt
- =4

t->o0

pour que lim &, (u)k,t) =S est que :

A )
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Lemme IV-0

Une conultlon nécessalre et suffisante pour que EZR (uzk,t) soll exacte

poul L o> L est que f(t) vérifie 1’équation différentielle suivante Y1t a.toz
[V}

(1)

o 5 €3 o e et o 08 4 & 2

|
g = Z A (L) aver A(t) = 1 Yt

Lo démenstration est ldentique & celle du lemme IV-4,

Cetle équetion différentielle esl difficile a résoudre dans le cas générals

)

Nous L?avone résolue pour ko= L,
Thidoreque 1=
Unie conslition néeessaire et sufilsante pour que £'>001’t) 50Lll exu. e

. Jdt )
Ll > Loeoh o« L) = ¢, e t S 5 .
poal Lozl o e 1) i SR/ - _QL(L) (AT i

déslonaie one primitive de(ul(t)o

dfmonstrations la conditlon est nécessalres En effet, on doit avelr pour

Lo oL
’ 2
o - - f? — q? o
o= I - W, T Ou enlre G A= e
i i 1 a G
. . L / Z( t) A .
cheschons les solutions de ia forme g(t) = e » On obtient pour z(t)

L?équation différentielle s

a4’ ou
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Il-—'

-~ 5 =~-C

ot .Il.l(t) avec _(1.l(t) primitive de w l(t)' En intégrant

une nouvelle fois on obtient

- s
¢, t 1t - Jfll(t)

2

N

on démontre immédiatement que la condition est suffisante en portant la
fonction £(t) ainsi obtenue dans L1?équation différentielle,

Pour 152 (d;l,t) nous avons éyalement obtenu le résultat suivant :

Théoréme IV-9

Une condition nécessaire et suffisante pour que 82 (wl,t) 501t exacte pour

t > to est que la condition du théoréme IV-7 soit remplie ct que«»l(t)

vérifie
2

£ -&?i’f’f" - &

o n2 F3cm =
f ( 2f £2m) = o pour t 3 t,

démonstration: la condition est nécessaires Si 52 (u»i,t) = S alors

5’2 (:al,t) = 0 d’ou :
= 2 2 iyl
- —_ s — yiond o isdoan
&2(wl,t) =1 - W, i;; - W) Al > L L =0 et
4 fne

f"2- 5)31 f’fu _51 ( 2f||2 - f’f”’) =

La condition est suffisantes Si cette équation dififérentielle est vérifide

? —— —-—
on a alors &, (ual,t) = 0 et par conséquent ZEZ(u)\,t) = Ae Or, si lu

condition du théoreme IV-7 est vérifiéde, lim £, (w ,t) = 5 ce guil entraine
£t o0 -
A = Ss Il faut remarquer que 1’équation différentielle du théordme IV-9 peut

1
- avev ¢ = &4 Elle ne
2 4
f’
nous permet donc pas de calculer w (L) pour f(t) donnée car ce calcul
-

s’intégrer et nous donne uﬁ(t) = [ £+ ¢y ]

nécessite la connalssance de 5.
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Nous avons enfin le résultat suivant :

Théoréme I1V=10

e

Une condition nécessaire et suffisante pour que EZK (wk,t) converge vers S

plus vite que ng (wk’t) est que :

€ gpep (W0 pt) = W K - w g
lim =0
T oo -, s
Ehpmn (Wy pt) = w o R7

La démonstration de ce théoréme est immédiate & partir des définitions des
deux algorithmes. Un cas particuliirement intéressant et simpie est celul
de k = I,

On obtient alors comme condition d’accélération de ia convergence

°
o

=, —_
i f”2 - UJ‘L {ofn - W (21112 - i ™ ) -
{ =+ oo 1"”2 mw& ( }ji”z - f’f’”)

on volt que si w, =th ce rapport vaut 1 o gul est nomuede

4-2 Seconde forme confluente de 1’ € ~glgorithme

Dans la forme habituelle (1I=H) de L?€ =aloorithme remplagons n par t~a 1nat,

%
(n)  par g (n) * isone
E; o . +i(t) /At £ obur At £ (1) et fulsons

5,
Laits

tendre At vers 0o On obtlent la secunde forme coniluentic de i°€& =algorlthme

(73) :
x * ) L
E i (t)—”—&ﬁﬂ(t) + 3
(1V=-3il)
* * \ .
E 2k+2(t) = &7, (t) + )
Y
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wee & (1) =0 et X (1) =0
avec la convention
o f £ emmcc——— f(k-—2) ;
(=1) Yf £ U e ——— f(k"*) :
H =
h L e e S !
i f(x‘(-Z) f(k-i) f(k) __________ £(2k'-3) ‘
i
On peat éorire
—l /2
Xy H}(dl) % ) H:ﬁ :
& H(;) € oeit H(u)
k ket
" (Iv-12)
[yt ]°
* - * - K"'.L —d
€y L =87 () MO
K * ki

Wynn (63) & étabii des relations qui lient les deux formes confluentes de

(n

Y
L' E-uloorithmes Nous appelerons respectivement E}{ zt) el Elé”/x (t) Lles

uantités sbtenues par applications des premiére et sewnde formes
q P F

confluentes de L' £ =alyorithme & f(t) = g(n) (t)e Si nous introduisons

de plus la netation

9(—i> {t) = U//h g(x) dx
a

(n) % _ (n=1) ,
Eors W= & )

nous avens 3

e (4 = g oty Lol
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Wynn a montré (73) que, sous certaines conditions, on avait
o0

5§k(t)= / f(z ) dzr avec f () =<x, x (z )> .+ Ce sont
t

ces conditions que nous allons maintenant étudiers.

4,2.1. Exactitude de 6*2k [©)

Lemme IV=6 oo

Une condition nécessaire et suffisante pour que E_*Zk(t) = /f(x) dx est
t
que ¢

la démonstration est identique a celle du lemme IV-l. Pour cette seconde
forme confluente de 1’ & =algorithbme nous dirons donc que E*?.k(t) est

oo
exacte pour t > t_ si g*z_k(t) = t/f(X) dx YVt >t
Lemme IV=7
Une condition nécessaire et suffisante pour que E,*Zk(t) soit exacte pour

(o =]
t >to est que g(t) = /f(x) dx vérifie une équation différentielle
t

lindaire d’ordre k & coefficients constants V t > toe

Corollaire IV-1 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que E*Zk(t) soit exacte pour
t > t) est que f(t) vérifie une équation différentielle lindaire d’ordre k
a coéfficients constants YVt >to' La démonstration du lemme IV-7 est identique

a celle du lemme IV-2. La démonstration du corollaire IV-l est évidentes Il
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en résulte que la condition nécessaire et suffisante d’exactitude du

%

théoréme IV-1 est encore valable pour g t)

o

Théoréme IV-1l

Supposons que lim 6'*2k-2 (t) = o « Une condition nécessaire et suffisante

t oo
. * _
pour que lim €7, (t) = o est que
t—=> oo

2

[ & ]

k
lim =0

oo piil) (1)

t--ee HTY . H

La démonstration de ce théoréme est immédiate. Elle découle de la troisiéme
des relations (IV-12).
Lemme IV-8

On a les relations suivantes:

%, _ Hl(cl) . Hl(cii (1V-13)
21 () BYE
[ Hk+l]
(o) (o)
%, o,
£ (t) = k kl - (%) (1V-14)

K

La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme IV-3,

Théoreme IV-12
Une condition nécessaire et suffisante pour que Ezk (t) tende vers o plus

vite que gizk_z(t) est que :
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La démonstration est identique a celle du théoréme IV-4 et est une conséquence

directe du lemme IV-8

ﬂ:=ﬂ=mnmﬂu:ﬂumwma:mummmﬂunﬂmﬂwnmnnmnnnwnan-ﬂ—ﬂlﬂnnag

Supposons que la condition du théoréme IV-12 ne soit remplieo
Alors éiﬁgk(t) ne tendra pas plus vite que ékanz(t) vers oo Nous définirons

= %
alors &, (wk,t) par

2

e % ok [H(O) ]

Eolwyt) = €% o (wy o) = Wy K (1V-15)
(1) (1)
H) o HY

avec E%l (t) = o et Ef (uao,t) =0

wy est un facteur d’accélération indépendant de to La condition de convergence

du théoreme IV-1l est donc encore valable pouf?igk @ak,t)o Nous avons :

Théoréme IV=13

¥

Une condition nécessaire et suffisante pour que EZk OQk,t) tende vers o plus

. =%
vite que &7, (1,t) est que @
uok = lim 32*%
t—=e=o Ezk( l9t)

l - %
EZ}(=2 (wk"lst)

La demonstration est identique a celle du théoréme IV-5.

pour cette seconde forme confluente de 1* € -algorithme on
arrive, par conséquent, aux mémes conclusions que pour la premiére forme confluen.
te. On peut donc définir une classe d® algorithmesde la forme (IV-15). Le choix
de w donné par le théoréme IV-13 nous fournit alors l’algorithme de la classe
qui converge le plus rapidement. Si la condition d*accélération de la convergence
du théoreme 1V-12 est vérifide, il sera impossible d*accélérer encore cette

convergences
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Essayons maintenant de caractériser la fonction ‘)0 (tya)

attachée a cette classe d’algorithmes.

Lemme IV-9

Une condition nécéssaire et suffisante pour que ?—* (w k,t)

2k

soit exacte pour t » t_ est que f(t) vérifie 1’équation différentielle suivante

(vt »t)
. ¢ . ((i-1)
f(l“l) f(i) ________ f(21-.].)
Forwn ¥ &
£ (x) dx = Ai avec Ai =]
t i=o £? e ———————— f(i) i=o
) ((2i-1)

La démonstration est identique & celle du lemme IV-4. Nous avons résolu cette

équation intégro-différentielle pour k=1

Théoréme IV-14 -

Une condition nécessaire et suffisante pour que Eﬂzt (wl,t) soit
c,t

exacte pour t » t est que £(t) = C, e 2 (avec Cy >0) ou que £f(t) = o ou
que f(t) = S c,t+ ¢ (2?.—1) / (wl-l) pour t >t
.2\01 -~ 1 1 2 - o]
démonstration : La condition est nécessaire. En effet on doit avoir pour t > tO'
[ax% ]
f2
- E— = f(x) dx
1 £
t
en dérivant on obtient :
£, 2w -1 .2
£ w f

1
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Soit en intégrant 2(U1~l
W
£ =C { £ ] .
—czt
sl w.=1 on trouve f=c. e
1 1
i =2 on trouve f=o0
Sl B
2w ~1
1 wy -l ‘“:’El
si wl #* 1, 5 on trouve f = 2""1'1 clt + ¢, :l

La démonstration de la condition suffisante est immédiate.

4,2.4. Introduction d*une fonction d’accélération

T A A D e 0 e D e KR A Gt G EG b S Tun b 3 £ B At Gt 0 S S ot R e on e 9 0t e e S P ) A DR Ot P 8

A la place d’un parametre d’accélération indépendant de t, nous allons mainte-

nant introduire une fonction d’accélération u)k(t) ( notée ;?k)o Dol un
nouvel algorithme.
= ¥ =g
fzk(wk(t)st) = €& 21(“2(wk'l(t), t) - wk(t)G Rk (IV-lé}
2
[49]

=% _ - k
€, (“)O(t)fw =0 R = H(l) }ﬁl)

k-1° "k
Théoréme IV-15

= .

Supposons que lim £2k~2 (Luk_l,t ) = 0. Une condition nécessaire et suffisante

t oo

pour que lim Ezk ( u)k,t) =0 est que :

{-+oco
2
(5 ]
k

1 W (t) —F———e = o

e _@dd S

oo k-1""k

Lemme I1V-10

ot con b

Une condition nécessaire et suffisante pour que Eék (uak,t) s0it exacte pour

t >t est que f(t) vérifie 1’équation intégro-différentielle suivante Yt > tos
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O " 2 o a0 o o

k f(l_l) f(1>_____f(2l_l) k
/f(x) deed A1) aec 2 A(4) = 1
i=0 (1) i=0
£ . £
L) ((2i-1)

La démonstration est identique & celle du lemme IV-9. Nous avons résolu cette

équation pour k=1,

Théoréme IV~16

Une condition nécessaire et suffisante pour que ?g (uol,t) soit exacte pour

_ dt
t >t est que £(t) = ¢, exp [ V//:;+t - .ill(t) J pour t > Lo J).l(t)

2col(t)~l

w. (t) °

désigne une primitive de 0
1

La démonstration est identique & celle du théoréme 1V-8. On a également les

deux résultats suivants :

Théordme IV-17

Une condition nécessaire et suffisante pour que E*(usl,t) soit exacte pour
t >t est que la condition du théoréme IV-15 soit remplie et que w l(t)
‘vérifie 1’équation différentielle suivante V t ;.to:

2802 L g ) = o

’2 =’ 3 "~
f w. ff w) (

la démonstration est identique & celle du théoréme Iv-9

Théoréme IV-18

Une condition nécessaire et suffisante pour queé;t (u:k,t) tende vers o plus

vite que gé& (tuk,t) est que :
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=, o, o
o Egep Bt B R mwy R
Llim . = 0
t>oo Egpep (W yopt) =@y RY)

La démonstration découle immédiatement de la définition des deux algorithmes. Pour
k=1 cette condition prend la forme simple :
4 3 :2 1]
) F 0+ g, (20— g )

lim = = 0
w (2827 - £ )

1 —==co

on volt que si ‘Dl = uﬁ ce rapport vaut i ce qui est normals

Tous les résultats que nous venons d’établir au cours de ce

chapitre s’expliquent facilement si l’on considére les w Rk comme les termes

successifs d’un développement asymptotique. Soit f(t) une fonction donnée de t,

telle que lim £(t) = S. Soit G l’ensemble des fonctions Ri(t) définies par :

t o0

supposons que Ri+l(t) = (Ri(t)) ce qui nécessite, notons le au passage, que

R.=o0 (L) ¥i qui n’est autre que la condition du théoreme IV-2. Alors, s’il
vérifie cette proprieté, l’ensemble G est une échelle de comparaison (7,20).
Cherchons les développement asymptotique de g(t) = {(t) - S par rapport a cette

échelle au voisinage de + oo o Si un tel développement existe jusqu’a 1’ordre

non aura

n
(1) = 2w 8 (1) ¥ o (R (1))

Il faut donc trouver les constanteS(»i telles que
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Ik
g(t) = ; LO_L RJ. (t) o0 (Rk) k = 1,2,....., n
1=1
K—n
Posons 9, zii°i i (t)e Nous avons
i=i

f(t) - §= g to (Rk)

U
i
—
—
o
p —
1
[te]

F2
-+
o
—
=]

on va cholsir w . de fayon & avelr
I

—
;= ( ,t) - Pt > )
€akn Wit T Bt o LRy
ce qui entrainer. u = EZK(U)F,L) =0 (Rk) en supposant , ce qul est vérifié, gu

o0

O

|

E o fw  4x) dx et R’k(x) dx sont conversentes. On a donc :
~a A

L i ) ‘\/ by (R
Wy R s Bty st o (RY)
d’ol 3 > (lu t)
[ < TI i ?
W e iy 2 Tk
ot e R?
K
- —, i —’ T . +
or : K> = €5 \Uak_l,t) - € (i,t) ce qui donne
w o= i 4
kT .,
o0 <
1 -
)
Epk-2\W oot

ce qui n’zol autre que la condition du théoreme IV-5. D’un autre c¢8té le

théoreme IV-4 appurail comme une condition nécessaire et suffisante pour que

w, = l. Le fait que le choix de w, donné par le théoréme IV-5 fournisse la plus



rapide de tous les algorithmes de la forme (IV-9) signifie simplement que w

est le coéfficient de Rk dans le développement asymptotique de g(t) par rapport
4 G au voisinage de + @ , Donc ce choix de w, donne le seul algorithme de la

classe pour lequel on ait sz (uak,t) -8 = o(Rk)° Les autres choix de w

k
conduisent & O (Rk) au lieu de o (Rk)c De méme 1’introduction d’une fonction
d*accélération dépendant de t apparait comme un développement asymptotique
généralisé et 1’on retrouve les théoremes correspondants.

De cette comparaison des formes confluentes et des développements
asymptotigues on peut déduire trois conséquences pratiques :

1°) On peut obtenir le développement asymptotique autour de

n’importe quel point ty par un changement de varible ?5=tl T % o

2°) Nous avons S - &kaz(uakulgt) = -w Rto (Rk) donc
S = Egeg (Wi pt) ™ - wy By
et par conséquent : §-¢€, , (ugk»l’t) =0 (Rk)o

Donc si on arréte le développement asymptotique a l’indice k-1 1l’erreur sera

de 1’ordre de grandeur de Rko Inversement, si nous désirons estimer S avec

une certaine précision, si nous nous fixons k cette estimation de l’erreur nous
fournira la valeur de t & prendre et si 1t est fixée elle donnera la valeur

de ko

30)‘52k(ugk’t) est une meilleure approximation de S que

€2k’2(0u kwl’t)° Enfin il nous est possible, grfce aux formes confluentes de
1’€& -algorithme, de retwouver un résultat connu sur la partie principale d’une

primitive. En effet, si nous prenons f(t) = /ﬂt g(x) dx nous aurons 3

a
p 2
Ex0) =) o) ax - AL

a g’ (t)
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et par conséquent nous obtenons :

oD

2
g(x)dx —~ Q_X;tl_

9’(t)
Avant de terminer ce chapitre signalons qu’il est inutile de recommencer cette
étude pour les formes confluentes du ¢-algorithme puisque le paramétre

d’accélération w, permet de faire la liaison entre les deux.

4-4 Théorémes particuliers _de_convergence

Les théoremes suivants sont une conséquence directe du théoreéme

III-3.

Théoréme IV-19

Si la suite [ak = f(k) (t) } ou la suite { —ak} est soit totalement monotone,
soit totalement oscillante, soit totalement oscillante décalée pour une certaine

valeur de t et pour k=o0,l,e4., si lim f(t) = S et si on applique la premiére

£ —» co

forme confluente de 1’ € -algorithme avec Eo(t) = f£(t) alors on a :

0o <] €y () | < I € 5 (B) l Yk
. c _
et igiaa ok (t) =s

Si la proprieté de monotonie ou d’oscillation de la suite {ak}reste vraie
quelque soit t alors :

lim &

t —» co

2k(t)=s Yk

Théoréme IV-20

Si la suite { a8, 0,8 = f(k_l)(t) Vk > o} ou la suite {-ak}est solt totale-
ment monotone, soit totalement oscillante, soit totalement oscillante décalée
pour une certaine valeur de t et si on applique la seconde forme confluente de

1’ € -algorithme & f(t) alors on a :
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0 & | Equnt) | < | £y (0]

. % -
et lim £, (t) = o

k-&ee

Si la propriété de monotonie ou d’oscillation de la suite A{akg. reste vraie
quelque soit t alors :
. % _
lm g o (t) = o ¥ k.
)
En pratique, seule sera utilisée la premiére forme confluente de 1’& =-algorithme

puisque c’est la plus simple et qu’elle est relide & la seconde forme confluente

par des relations données au paragraphe 442,
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PROGRAMMATION DES ALGORITHMES

Ce chapitre traite de la mise en oeuvre pratique des formes
discrétes des algorithmes étudiés aux chapitres précédents. Apres avoir établi
les régles particuliéres a utiliser pour éviter la perte de précision die a
la concellation, on parle de la stabilité et de la propagation des erreurs
d’arrondis. On donne pour terminer les diverses possibilités d’emplol des

algorithmeso
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5-1_Considération théorigggg

Soit un algorithme

de la formes

(n)
9 {n) _ 0 (n+l)+ 4
k+l k-1 +1 n
+ 61((11 L 91(( )
avac g ET) =0 VYn et Bén) = § donné ¥ n.
(n)
a
k
Posons Dﬁn)~ sy - 9 Oﬁ
k k

Un tel algorithme est un algorithme de losange. On place les qaantités

k,n = 0y l,o..on (V"l)

calculées par (V-1) dans une table & double entrée analogue & une table de

différences. Comme nous l’avons vu au paragraphe 2.3.1 1’indice inférieur

désigne la colonne et l’indice supérieur la diagonale descendante.

Nous allons étudier les regles particuliéres puis la stabilité d’un

tel algorithme et enfin 1’effet de lissage de 1’ & -algorithme mis en évidence

par Wynn (67).

S5.lele Regles particuliéres

Supposons que les quantités

(ntl
0,75

et B }({r_1+‘2)

2

deviennent toutes

les deux égales a b. Alors eﬁTil) devient infini, @ ﬁn) et 9(n+l)

n)

k

sont

égaux a b et 9(k+l est indéterminé . La situation peut se résumer ainsi (70) :

(m+4)
g =
k-2
M+
k-3
(m+2)
Gk-z =b

(m)
GR-A
(™)
Sk = b
(m+4)
k-»j = OO
(m+4)
ek = b
(m+2)

R4

G(MJ ) ?2

K+4
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Si 9&;“ et 6 ](<r_1;2) sont trés voisins et de mémes signes il y a une
erte de précision importante due 3 la cancellation. Alors O (1) est grand
p p -mp k-1

et mal déterminé d’ol une grande imprécision dans la suite de 1’application

de l’algorithme. Pour remédier & ce fait on emploir des régles particuliéres

que nous allons maintenant établir. On peut écrire :

(m-z)t["
k-3

(m)
(=) (M 4) a
- + k
ey~ R-A (=)
(a+g) (;:4) (n+a) R4
R-2 e(m-ga) Q(MH T YRr-g e(mu ()
Roa  Red R-4 k-4
Cat (m+4)
(med) 4) ,
or B = -2
R-g -2 8(4\,#-4) (a+g)
ks k-3
! N
ou
() (ms4) o™
e = @LQ + R
¢4 -4 (miq) (mea) ()
h-g ] k-4
(m +4} \ (asd) (Miq) N f@sa) (m)
2 ) 8(« +2) 9 _ 0 @ 3 gh
k-4 la-3 b4 R~y -4 d
(a) 6(&\4-4)
: a
(n) ard) R R4
Rea™ “Th-q <
(2%2) (monr) @2 (ney) N
Qfm4)+ ™ ('”4)__ ez Frog BR-4  R-4 Rad  Rey
f-a kea k-2 @mw Q(«w) ecw) Qrwz) (med) Q(m)
hea  kes ked R4 fe-4 R-a
?«fmons
(#+4) () (a1 44) (m) (a+-4) ra) L (mH1)  (mre) (s +4)
a=|a + -a -a |8 LMY 6 - B
Req %4 -4 Rk R4 R-2 Q-4 h-3 k-4
y? P ~1
Q(MH) (m+4) M(“‘“ [ 9(/‘»1*}4)_' 9(m+£)] . ) e(m) (,,,M)[’ Q(mw) (n)
- - -4 - - -
iR-4 -4 R4 R’-q %_4 R4 “Rey g R4

R

4
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Oou €encore

m (m+2) -4 -4
(mta) (s (s (m) (m+d) . Qf”‘“) (m+1) ) (m4q)
= e T ey k-2 R R-4 R-a ~R-4 R4 K -1
m) ™) em ()™t =4 (mea) (m+2) (meg)  men) Tl g
a. 1 - - -
+ R-4 R4 R-4 R-4 R-2 k-3 R-3 k-4
’\
d od - A
() . 1
a
@ = a a +
k4 k Qmm)
L k-4 _Jl

Si () 1 on retrouve 1’& -algorithme et ses régles particuligres données par

Wynn ( 7o ) :

(m+2) m ~A] -4 ) -4 .4
a=E [4_5(*”.5(“”) J +E(:)[4—£é_4).£(m“) ]

R~-4 R-4

(m+g) (m+2) (mea) ™1 -1
- £ -
k-3 1: A ER-_; . th |

(m) (m+a4) O Bl
£ = +
ke a. A a Ek-4
Si E(Eté)et E(Efg) sont rigoureusement égaux la regle particuiiére se réduit
a:
(n) (nt2) (n) _ _(nt2)
Eprl T Eual T ENL 7 Eug
Pour a}({n): k+1 on retrouve le ¢-algorithme simplifié :
(n) (m (MH)"4 -4 (m+d) ~41-4
« =k 4-¢ )-g +k§ 4_S>WJ). Sa("”“
R-q R-4 k-4 R4 R-4 R-4
(M'#-J) -4 -1
SO Sl PR
R-3 k-3 R-4

D
I

- =
o k-f-'f + a_ ?(M+4)
R4 k-
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Si g(gti) et ? ﬁ?;z) sont rigoureusement égaux on a 3
(n) _ -1 (n) (n+2) - (n+2)
oy = (k) k §> et k.S> kol (k=1) - € ks

5.1,2, Stabilité et propagation des erreurs

La stabilité et la propagation des erreurs ont également été étudiées
par Wynn (67,68) dans le cas de 1’ & -algorithme. Ses conclusions s’étendent
facilement aux autres algorithmes que nous avons rencontré,

Supposons qu’a partir d’une valeur exacte Ef{r_]i on calcule les valeurs exactes
(n) (n-1)
2 k

. . . n
K & ; etCooo Introduisons maintenant une erreur relative 5( )

k=1 Sur

El(:i, o Cette erreur engendre les erreurs relatives §(E), 5 l({n»l)’ etCaoe
respectivement sur €}(<n) 5 E}snwl‘), ooo La prapagation de 1l’erreur s’effectue

classiquement suivant un triangle :

(a-2) (m-2)
Eh‘?‘»‘( ( 4 * g;z.‘s“ )
(m=1) ] (m=-4)
&h (44 512 )
E,(M) (4 {\S* ("va))

Req My

) (=)
Eh (4 + S;( )

On a les relations suivantes :

(n)
- o S,
£y [Ek—l_ 5k=~1.]
e@
() _ i 5 (n)

n
te
k (n) (l’H‘l (n) 2 k-1 € coooc0o0o0
£k [‘Ek—lg € l:]
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Pour un aigorithme de la forme (V-1) 1’étude de 1’influence d’erreurs sur les
valeurs initiales Qén) = Srl s’effectue & 1’aide des nombres de condition.

,. . S L. by (n)
Supposons qu’il y ait une erreur oS =~ sur S 5 il y aura une erreur @ (@ K Sn)

sur 6}({“) telle que

(n)
S(o'™, s ) L S

K n 25 n
n

Une indication sur la stabilité numérique de 1’algorithme est fournie par les

nombres de condition ¢ (e}gnz Sn) qui sont le rapport de l’erreur relative sur

(n) > =y cl
Qk a celle sur Sn'

s . Spi™
6}(“) N

Si le module d’un rombre de condition guelconque est supérieur a un, alors
17algorithme est Instuble. Pour 1’ € -algorithme la propagation de l’erreur
absolue est décrite par 1’équation (68) :
(n) (rti) [ o (ntl) . (n) (nt1) (n)
(Ek+¢ E_k"i ) g(ék an) g(£kﬁsn) +(£ £ )
k+l ’

LS s) - Tl -

Les nombres de condition sont reliés par :
p

(E(E_)H - &(Eﬁ))[éénﬂ).c (g(iﬂ), S ) —E(n).c (é(n), 5 )]+ (& (nkl) e(n)

[ef(fr’i ¢ (e(jzil, s ) - s(nfl). ¢ (g (o) 5. )J =0

avec‘ S(gsn) S ) =o0 , S(E(n) » S) =5-S



- 125 -

¢ | E(?i ) Sn) =0 , ¢ ( &én), Sn) = 1
Wynn a également montré que 1’ €-algorithme possédait un effet de lissage (67). Si
une méme erreur é‘ affecte un certain nombre de quantités initlales Sn (mais
pas toutes) alors cette erreur se propage en triangle mais diminue en passant
d’une colonne paire a la colonne paire suivante. Cet effet de lissage est di au
pseudo-polyndme en S‘in qui apparait dans la fonction (P (n,a) correspondant
4 1° £ -algorithme (voir théoréme 1I-2). Si toutes les quantités S ont le
méme erreur S‘cette erreur est transmise a tous les stades ultérieurs du

calouly 1’ & -algorithme ne peut en effet savoir si cette quantité 5‘fait ou

non partie des Sn.

5-2 Application_des algorithme

Il y a deux fagons essentielles d’utiliser des algorithmes de la
forme (V-1). La premiére est une utilisation a postériori. Si nous avons a notre
disposition 2ntl quantités initiales 9(2) nous pouvons leur appliquer

1’algorithme et construire le tableau triangulaire correspondant :

(o)
90

(4) (0)

B, 6,

@) (4) T~ L ()
Q’ 6& E&m.
1 ( -

[} ' P
) ! -

] ! (u-2)

() 91
6

laprécision obtenue sera estimée, nous 1l’avons vu, par 9(2;)- S ~ ngz-)-l

si lim Gé“) = S,

n—e=00
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Cette estimation de la précision peut précisement &tre utilisée pour une
programmation en paralléle des algorithmes. Cette programmation en paralléle
consiste a calculer successivement les quantitéé initiales Qéfw et a appliquer
1’algorithme au fur et 3 mesure. On arrétera le processus quand la précision
estimée sera suffisante. On peut également mettre en oeuvre des applications
répétées de ces algorithmes. Il est en effet possible de recommencer 1’applica-
tion de 1’algorithme en prenant, dans le tableau triangulaire obtenu, certaines
quantités comme conditions initiales pour une nouvelle application. Posons
Bl o)

1°) Application répétée associde

On obtient une nouvelle suite S 6]({“) en prenant

s V=l s=-1

e(n) = 0 seén) = 9 ég) N=0yly0000s

2°) Application répétée correspandante

on prend 89_(_?) =0 , S 9 éZn) = 8_19 r()O) et
SGC(JZ““) = 8_19 r(ll) PoOUr N = Oylyeeeaes

3°) Application itérée

On prend S 9&1) = 0, Gc()n) = 9(“) N= 0,l,e4es pour k > o

quelconque on a :

(0)’— ‘\ . . 7 ] ’ v
eo » ~. aﬂahca\'uon repetee associeea
S (»)
:<4)x’§.'e4 @ T~ g
sYo ' ,"e ~
(- 512 8(o) AR
54 éu)/;;.s ‘B(o)
s 2 { e
“)--"5:4
563 ém
Grrl;cqf[on l‘&'fu'fc.’e 5;11 . . tepe
P e—— uFPhcohon ifere e

corprespon danfe
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Les applications répétées associée et correspondante sont lides aux
fractions continues associée et correspondante (58). Sur des exemples on
s’apergoit que 1’applicqtion associée donne de meilleurs résultats mais que
1’application correspondante est plus simple & mettre en oeuvre.

Supposons que nous disposions de 2N+l valeurs itiniales Gc()n). A
partir de ces valeurs on peut soit calculer @cg& solt par applications itérées
aboutir a une seule valeur finale. On montre que dans tous les cas on est
conduit & N (2N+1) calculs des quantités Dén) ce qui nous fournit le nombre
total d’opérations a effectuer soit 2N (2V+1) additions-soustractions et N(2N+l)
divisions pour 1’ € -algorithme et éN(2N+l) additions = soustractions et N (2\+l)
divisions pour le § -algorithme simplifié.

La programmation proprement dite des algorithmes a été effectuéde en

employant la technique du losange de Wynn (60,61l). Seule 1’estimation de \la

précision a été modifiée car elle nous semblait inadéquate.

Oa retrouvera en annexe les listing de trois programmes FORTRAN. Le
premier effectue la programmation en paralléle de 1°& ~algorithme, le second
celle du ? ~algorithme. Dans ces deux programmes le branchement vers les régles
particulieres est commandé par la variable NC suivant la m¥thode préconisée par
Wynn pour le contrlle de la perte de précision dle & la concellation. Sur les
nombreux exemples qui ont été traité on s’épergoit que lors d’une sortie par
la premiere étiquette la valeur de RES obtenue & NC chiffres significatifs
exacts au minimum. Afin d’éviter certains ennuis de programmation quand les
suites tendent vers zéro par valeurs trégﬁfaibles, nous avons systématiquement
utilisé le fait que é_é}?) = 3o 92}2) si é“(()n)= ae 9(2) et toujours choisi
a de sorte que éﬁo) = lo Il existe également des versions spéciales de ces sous
programmes pour des suites de nombres complexes.

Le troisitme programme de 1’annexe est relatif a la premiére forme
confluente de 1°& ~algorithme. Il permet, a partir d’une fonction FORTRAN, a

écrire par 1’utilisateur et qui calcule la valeur de la functiun et de ses déri-

vées au point d’abscisse t, de calculer £2k {t) et Rk pour k=l,ece, KM
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CHAPITREJVI

APPLICATIONS ET RESULTATS NUMERIQUES

Ce chapitre est consacré aux applications et aux résultats numériques
des formes confluentes et discrétes des algoriﬁhmes étudiés. On applique les
formes discrétes aux limites de suites et aux sommes de séries. On démontre
que 1’application de 1’& -algorithme aux méthodes itératives du premier ordre
pour résoudre un systeme linéaire conduit 3 la solution exacte méme si la
méthode est divergente. On étudie également la résolution des équations et
1’on donne un nouvel algorithme de résolution des systemes d’équations non
lindairese. Cette méthode est d’ordre deux, et nécessite ni calculs de dérivées
ni inversions de matrices et converge sous des hypothéses assez peu restrictives.
On traite ensuite de l’interpolation inverse puils on compare les algorithmes
3 la méthode de Romberg pour le calcul des intégrales définies et la dérivation

numérique. On propose un nouveau procédé basé sur le Q:Z ~algorithme et qui

donne de meilleurs résultats que la méthode de Romberge. Les formes confluentes
sont testdes sur le calcul de la limite d’une fonction, la résolution des
équations et le calcul des intégrales impropress. Enfin on donne une seconde forme

discréte de 1’ & -algorithme.
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6-1 Applications des formes discrétes

Les algorithmes discrets étudiés sont les suivants :

1°) € ~algorithme E]({_?i = 8(1?3) + (n+l§‘ (n)
£ - £
k k
. o +1 k+1
2°) § -algorithme simpliFie S’ﬁ:i = ¢ i?l ) + (ntl) (n)
13 S
X - X
3°) forme étendue du S’-algorithmenfiii = §£?§l)+ n?gii) - (n)
Sk Sk
. oL -
. . (n) _ . (nt1) ntktl — “p
4°) ¢ ~algorithme k+l f)k—l + (ntl) _ o (n)
$x §x

Les résultats numériques seront présentés de deux fagons différentes. La
premiére correspond plus précisément i 1’application a postériori des algorithmes

Elle consiste & donner le tableau triangulaire obtenu :

plo)

0.0 e

0.0 el el
ST
JOR

La seconde correspond mieux i 1’application en paralléle des algorithmes, Elle

consiste a ne donner au fur et 3 mesure que le terme d’indice inférieur pair
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et d’indice supérieur maximaux que l’on peut atteindre dans le tableau

(n),

. N . s s n
triangulaire a partir des valeurs initiales 90

g (o) g lo)

6] 0
2 0

5'2 Bl
3 1

6{3) o)
2

g(2n) @éﬁ)

Les résultats seront systématiquement présentés sous l’une de ces deux formes.
Avant d’étudier les améliorations et les solutions que ces algorithmes peuvent
apporter a certains domaines de 1’analyse numérique nous allons donner des
exemples simples d’application a des suites et a des séries afin de tester les
possibilités respectives des algorithmes.

6.lol. Limites de suites et sommes de séries

Nous avons appliqué 1’ € -algorithme a la suite totalement monotone

S = 1+ L n s 0. On vérifie facilement que 8(n)= _E_Qﬂi;tji__ t
n ntl > O actiement 9 2k kK + 1 et que

par conséquent, la convergence n’est qu’améliorée et non pas accélérée :



2, 0000000
1,5000000
1,3333333
1, 2500000
1, 2000000
1,1666667
1,1428571
1, 1250000
1,1111111

1, 1000000

(1)
Considérons maintenant la suite totalement oscillante décaléde Sn =1+ o~

pour n > o. La convergence est alors accélérée avec 1° € -algorithme :

2, 0000000

G,5000000

1,3333333

0, 7500000

1, 2000000

0,8333334

1,1428571

0, 8750000

1,1111111

0, 9000001

1, 2500000
1,1666667
1,1249999
1, 1000001
1,0833333
1,0714287
1,0624998

1,0555557

1,0357143
0,99019608
1,0040323
0,99795918
1,0011737
0,99926363
1,0004921

0,99965493
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1,1111109

1,0333337

1,0666663

1,0055563

1,0476161

1,0416716

1,0011455

0,99974041

1,0000832

0, 99996696

1,0000152

0,99999225

},0624991
1,0500028
1,0416545

1,0357504

1,0000349
0,99999271
1, 0000020

0, 99999931

1,0399799

1,0834257

1,0000010

0, 99999981
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Quand la sommation des séries un des exemples les plus spectaculaires est la

série qui donne log (1+x) :
x2 x3 x4 ntl oy
Log (H4x) = =x - 5 +5% -9 +eeeu (-1) Tt

on sait que cette série est convergente pour x € ] -1,41 }

Pour x=1 on doit trouver Log 2 = 0,6931471806599453

SUITE INITIALE ALGORITHME précision relative estimée
« 1L000000C00000000H00L « L000Q0000A00CAA00+00L «10+101
5000000000000000+000 -5000000000000000+000 »10+101
.8333333333333333+000 « 7000000000C00000+000 - 10+001
.5833333333333333+000 «6904761904761905-+000 -60+0Q0
- 7833333333333333+000 .6933333333333333+000 0224001
«6166666666666667+000 -6930894303943089+000 «28-001
« 71595238095238095+030 .6931524547803618+000 +29-001
+6345238095238095+000 .6931457431457431+000 0 11-002
+ 71456349206349206+000 »6931473323543808+000 -87-003
«6456349206349206+000 «6931471424877166+000 «55~-004
«7365440115440115+000 .6931471849621316+0Q0 «36-004
«6532106782106782+000 «6931471795177768+000 031-000
»7301337551337551+000 .6931471806881643+020 018-005
.6587051837021837+000 .6931471805308536+000 «19=-006
0 71253718503718504+000 +6931471805636898+000 «97=007
«6628718503718504+C00 »6931471805591229%+000 0 12-Q07
»7216953797836151+000 .6931471805600549+000 «27~008
.6661398242280595+000 +6931471805599219+000 » 18-009
« 1187714031754279+000 +6931471805599485+0Q0 < 35~C0%
-6687714031754279+000 «6931471805599446+000 «52-010
.7163904507944756+000 +6931471806599454+000 022~-010
»6709359053399301+000 235-0L1

«6931471805599453+000

]
La notation .674+0Q01 signifie 0.674 x 10~

Un falt assez remarquable est que

aussi rapidement vers Log (l+x) et ceci méme si lg série est divergente. Pour

x=2, nous avons Log 3 = 1,098612288668110 et :

0 200000000000000+001
«000000200000000+000
« 266666666666667+001
-0 133333333333333+001
«506666666666667+001
= 0360020000000000+001
0 1268571428571429+002
- 61931428571423571+002

» 2000000000000030+001
»0002000002200003+000
«1142857142857143+001
+ 1066666666666667+001
01101449275362319+001
+10970464135021 10+001
» 10988066 4603691.6+001

1098521046643914+001

1’ &~algorithme converge toujours

<10+101
s40+101
« 27+Q00
«83+000
»10+002
o 11+000
« 18+020
«66-002



«3757460317460317+002
- 6482539682539683+002
«1213564213564214+003
~42199769119769120+003
+4101769341769342+003
-+ 7601087801037801+003
+ 1424424553224553+004
= 2671575446775 447+004
+5038542200283377+004
- 9525013355272179+004
«1806909190788572+00%
=¢34359703809211428+00
«6550467286026667+005
=1251455089579151+026
« 2395765779986066+006

- 134 ~

+1098625759028444+001
+ 1098606544543604+001
.1098613236862854+001
«1098611911891433+001
+1098612355798595+001
«1093612263343932+001
«1038612293437743+001
+1098612286939119+001
+1098612239007790+001
«1098612288548797+001
«1098612288692340+001
«1098612288659814+001
+1098612288669840+001
+1098612288667530+001
 1098612288668233+001

«70-002
. 49"‘033
+45-003
«41-004
«33-0%4
«38-06
«27=005
«37-006
+23-006
« 37007
«22-007
«37-003
«21-008
«38-009
«21-009

Dans ces deux cas les Sn sont évidemment les sommes partielles successives
des séries. Sur cet exemple on peut également montrer comment la forme étendus
du § ~algorithme améliore les résultats par rapport & la forme simplifiée

lorsque la dépendance en n n’est pas wesimple numérotation. Prenons en effet

n

2 .
i
Sn - Lég 2 ;é; ~§:%1I— soona %Eﬂcx>sn = L

Avec la forme simplifiée du g-—algorithme on obtient :
1,4426950
0,72134753 0,92744680
0,84157211 1,2245038 1,0852688
0,91542436 1,0987293 0,92552137 0,96337200
0,95632194 1,0468760 0,95878550
0,97780395 1,0229429
0,98881698

Avec la forme étendue du §~algorithme on obtient, en prenant X = 2",
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1,4426950
0, 72134753 0,88781232

0,84157211 1,0014584 1,0001780

0,91542436 1, 0002609 0,99999791 0,99999983
0,95632194 1, 0000385 0,99999991.

0,97780995 1,0000051

0,98881698

Signalons qu’il faudralt lolé termes de la série pour obtenir le méme résultat

pour Log 2.

6,102, Méthodes itératives en analyse numérique lindaire

L’analyse numérique linéaire offre des procedés itératifs qui peuvent
8tre facilement accélérds a 1'aide de 1’ & -algorithme. Ces procdédés sont des
procedés lindaires du premier ordre. Nous allons spécialement étudier deux
d’entre eux :

Une mbthode itérative de résolution de systéme et la méthode de la puissance

itérée (ou de Krylov) pour le calcul du rayon spectral d’une matrice.

Gole2:10o Résolution de systéme linéaire

Soit a résoudre le systéme nxn : Ax = b & 1’aide d*une méthode de

(k41) 5 ()

la forme x + co La solution x du systéme doit évidemment vérifier

x = Bx+ ¢, d’ou en soustrayant :
x(k) = x4 b (x(o) - )

On salt qu’il existe une matrice n x n non singuliere Y qui réduit B 3 sa

forme normale de Jordan J (24) s

-]
J = Yo Bo Y - Bvec J = AN
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ou les J; sont des matrices N, x ong ( ou n, est la multiplicité de la valeur

propre Xi

%i L 0
A:I’- l \\
Jl = \\ Mo
S TL
0 S
)N

Soient Y3 les vecteurs colonnes de Y. x ) - X peut se développer suivant
cette bases On aura Bk Y=Y Jk avec Jk diagonale par blocs. La jleme

k

composante de Bky:.L sera de la forme Ai(k) Ay ou Ai(k) est un polyndme en

k de degré n, -1 si Ai est réelle, de la forme [ Bi(k) cos b.k + ci(k) sin
k
b,k ]/ Ny

en S.de degré ni—l si Xi est nulle. En regroupant les valeurs propres égales

si )\ i est complexe ou enfin de la forme d’un pseudo-polyndme

on voit que :

1Y 9
x§k) = x + :E: A.(k) eajk + z% [-B.(k) cos b .k
=1 j=ptl L Y J
m
a.k
+ C. (k) sin b.k ] ed + j{: c. E;ji 1 = 1,eee0eeyn
j j = I
P 1
avec ZE: (n.l -1) + 2 _:Ej (ni—l) +m+ 1l =n puisque
;; §=pre

la somme dezgoutes les multiplicités des valeurs propres est égale 3 n. On
voit donc que 1’application de 1’& -algorithme aux suites des itérée successifs
de chaque composante est telle que si E(i) = x§k) K=0,e4eee2n alors on
obtient<fég) = X5 Yi= lyeeey no On est donc capable avec 1’ € ~algorithme
d’obtenir la solution exacte d’un systéme lindaire n x n & partir de 2n+l

itérés successifs fournis par une méthode itérative lindaire d’ordre un et cecl

méme si la méthode est divergente c’est & dire mdme si S’(B) > 1,
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1 2 -2 -3
Soit & résoudre 2 2 2 X = 0 par la méthode de Jacobie
2 2 1 -1
La solution de ce systéme est X = -1, X ;=0 et X3=lo

Si on applique 1’ £ -algorithme sur les itérations de la premiere composante

on obtient 3

)

0,5 1, 00000000000000

1,5 ~2,00000000000000 =0, 200000000000000

1,625 _1,35714285714286  ~-1,0Q000000000000 ~1,00000000000000
0,6875 0, 250000000000000 -1 ,00000000000000

0,21875 -0,553571428571429

1,390625

Les résultats pour les autres composantes sont analogues a ceux=cle

L’ £-algorithme apparait donc ainsi comme une méthode capable d’accélérer les
méthodes itératives linéalres du premier ordre pour la résolution des systemes
linéairess

6olo2s2. Calcul du rayon spectral d’une matrice

Soit & calculer le rayon spectral de la matrice A par la méthode de
la puissance itérée 3

Soit x(o) un vecteur donné tel que” x(o) H =), On forme la sulte 3
= A x(k)

L) (k1) / “ (kL) ”

Z(k+l)
.k.=Q9 l, % 6o

et on a lim ” z(k)]lf ? (A)

k—eo®
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Appliquons cette méthode a la matrice triple diagonale

3 -4
43 -4 ©
43 -4
A = Lo s O(A) = 4,732060807568877

A partir de 23 itérés 1’ &£ -algorithme donne g (A) avec 15 chiffres exacts
alors que la meilleure des valeurs initiales n’en avait que 3« Donnons la

derniére partie du tableau € (& partir de 1’itéré 17)

4,72329114099681

4,72648711474843  4,73206876039121

4,72851941897166  4,73206802782436  4,73205079106963

4,72981032579747  4,7320637.078885  4,73205080334393  4,73205080757428
4,73062972644351  4,73206197477067  4,73205080648659

4,73114660766131  4,73205127678296

4,73147936090888

Et on a g(gé = 4,7320508756887

Si la matrice & deux valeurs propres voisines la suite initiale oseille

lentement entre ces deux valeurs et 1’ & -algorithme converge soit vers l’une

so0it vers l’autre suivant le vecteur initial x

(o)

Nous avons pu accélérer également le calcul de la plus grande valeur

propre de la matrice de Jacobi associée a la méthode de sur-relaxation.

£l

X(n+2)

_ X(n+l)

B

l!x(n+l) _

l2

“ . ’(2 désignant la norme euclidienne

Pour la matrice triple diagonale 200x200



L -4
N o
-4 1}\ -4
\\ \\ \\\ 2
A = ~ T ~ -4 ? (B)= 0,999755728800233
‘\\_.4\.'3
nous avons obtenu avec 1’ €-algorithme :
Suite initiale algorithme

0, 372677996249964949 0, 372677996249364949
0,667707520800337648 0,667707520800337648
0, 775009909605 131679 0,836342559237732058
0,829614143306923340 0,886193397975935624
0,862709492911615405 0,925597103073743300

0, 884941725686843855
0,900920703529 149200
0, 912967766208480546
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0, 942245069279620419
0,957609212256559969
0, 965006859906541171

Bien que cela n’apparalsse pas le gain obtenu est tres appréciable pour la

suite de 1’application de la méthode de sur-relaxation.

6.1l.3.Rés0lution des éguations

L’¢-algorithme permet d’accélérer des méthodes itératives de résolution

des équations. Si la méthode est d’ordre deux nous avon

est incapable d’accélérer la suite des itérés. C’est ce qui se passe pour la

résolution de f(x) =x - e " par la méthode de Newton :

Suite initiale

- 0000000000000000+000
+5000000000000000+000
»5663110031972182+000
.5671431650348622+000
567 1432904097810+000
-5671432904097839+000
.5671432904097839+000

algorithme
- 0000000000C00000+0C0
«5000000000000000+000
« 156449948795 1879+000
.5671537408683628+000
.567143147151.3406+000
.5671432904097810+000
.5671432904098739+000

précision
010+101
«10+101
«10+001
«15-002
«32-007
.33-010
+00+000

s vu que 1’ &-algorithme
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En utilisant dans ce cas la méthode d’Qverholt exposée au paragraphe 2.6. on

obtient une accélération notable de la convergence :

U= 0,576449948796 187889

2
x(é) = 0,567152276606922667 4chiffres exacts

xgl) = 0,567143290428435828 10 chiffres exacts au lieu de 6
xél) = 0,5671432900409783871 17 chiffres exacts au,lieu de 14

MZme dans des cas de convergence lindaire la méthode d’Overholt apporte une

accélaration par rapport a 1’ £-algorithme. Si nous résolvons x = e~ par le

procedé du premier ordre X = e 0 nous obtenons7?\/(_:5i 0
suite initiale ! £ -algorithme ! chiffres exel méthed’Overholt ! chif.ex.
! ! ! !
1,000000 ! 1,000000 ! 0 ! 1,000000 ! 0
0,367879 0,612699 0 0,612699 0
0,692200 0,582226 1 0,571338 1
0,500473 0,564857 2 0,566958 2
0,606243 0,567526 3 0,567134 4
0,545395 0,567170 4 0,567143 6
0,579612 0,567146 5 8
0,560115 0,567143 6 9

Si le procédé est du premier ordre on voit que 1’accélération obtenue 3 1’aide
de 1’ € ~algorithme est notable,
Appliquons la méthode de Newton & la recherche de la racine double

9 3

x = =3 du polynfme x6 + 6x° + 6x4 - 18x" - Slx2 - 24x - 36 en partant de

0 o . AR
x( ) = -3,5. Deux phénomenes se produisent : une accélération de la convergence
car la méthode de Newton ést d’ordre un pour une racine multiple et une amélio-
ration de la précision du résultat car & partir d’un certain rang les itérés

de la méthode de Newton se mettent & osciller et il est alors impossible

d’améliorer la précision :
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suite initiale algorithme
- . 3500000000000000+00L - . 3500000000000000+001
- .3314015312632922+001 - .331401531.2632922+001
- .3186974034742264+001 - .2913160788588798+00L
- 3105694680781 266+001 - .2961331576850768+001
- 305716555265 7127+00L - .3021542742532907+001
-.3029932985613312+00L - . 3004720560384673+001
- . 301535 1668562098+001 - .2998019945539767+001
-.3007779399885537+001 - 299979791 4487431+00L
- . 3003916605819 156+001 -, 30000626175 16176+001
- 3001965163736 187+001 - .3000002437371561+001
- .3000984314375852+001 - . 2999999638429583+001
- 30004925925 10335+00L - 299999999235 1310+001
- . 3000246405362310+00L - 30000000006 19666-+001
- . 3000123229992691+001L - . 3000000000006568+001
-+ 300006 1621828629+001 - +2999999999999613+001
-.3000030812623127+001 - 30000000000015 45+001
- . 3000015406738996+00L - . 3000000000000763+001
- . 3000007703475 447+00L - » 3000000000001 79 7+0901
- 300000385 1764188+00L -22999399999999818+001

Nous avons également appliqué 1’ &€~algorithme aux suites d’approximations de la
somme et du produit de deux racines d’un polyndme obtenues par la méthode de
Bairstow. Quand l’une de ces deux racines est multiple la méthode est d’ordre 1
et peut donc &tre accélérée par 1’ & -algorithme.

C’est ce qui se passe pour le polyndme x(x —8,01)5 ol les deux premieres
racines trouvées en partant de s = p = o sont x =0 et x =8,0l, On obtient

alors pour les itérés de la somme de ces racines (en n’appliquant 1’& -algorithme

qu’3 partir du sixitme itéré pour éviter les oscillations) :

suite initiale algorithme
«591022656000+001 «591022656000+001
»633018124800+001 .633018124800+001
«666614499840+001 »801000000000+001
+693491599872+001 »801000000000+HCOL
«714993279898+001 «801000000000+001
»732194623918+001 »801000000000+001
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Signalons toutefois que 1’accélération de la convergence n’est pas
toujours aussi spectaculaire. Quand aucune des racines n’est multiple 1’ appli.
cation de 1’ € -aglgorithme n’apporte aucune amélioration puisque la méthode
de Bairstow est d’ordre deux. Prenons, par exemple, le polyndme qui a pour
racines 5, -5, -6+i, 4 t 31et 3% 4i on obtient pour la somme des racineg

-6+ 1et-6-1i;

suite initiale algorithme
-« 137315960545+002 -+137315960545+002
-¢126242739239+002 -¢126242739239+002
-+12112]190121+002 -+ 116713980764+002
~+120043833285+002 -+119756829683+002
-+ 120000069 798+002 -.120081384925+002
-+ 120000000000+002 -+ 120000086798+002
=+ 120000000000+002 =+119999995673+002
-« 120000000000+002 ~+119999995673+002

Quand des racines sont voisines & moins de lO—7 pres 1’ €& -algorithme accélére
la convergence. L’ g -algorithme apparait ainsi également comme un procedé
permettant de savoir si une racine est multiple ou non. Il suffit pour cela
de regarder si la convergence est accélérde ou non (le contrdle s’effectue
grace & la précision relative estimée),

Il existe une autre possibilité d’utilisation de 1’ & -algorithme pour résoudre
les équations et les systimes d’aquations non linéaires. C’est ce que je vais
maintenant exposer (8,14).

Soit a résoudre f(x)=o ol f est une application de ¢ ® dans lui-méme et soit
$ unesolution. Nous allons étudier une méthode itérative d’ordre 2 pour le

calcul de S. On rappelle qu’une suite {-Uk}qui converge vers u est d’ordre r si

oy - v ] _ _
= C #O

e o, - o]

Soit F une application non forcément convergente de « P dans lui-méme telle
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que 5= F(s). On propose l’algorithme suivant :

Algorithme
X donné
iéme =
n pas Yo T %
u = F (uk—l) kK= lyeeeey2p

Calcul de E(O) 3 1’aide de 1’ € -algorithme vectoriel :

2p
£ SE)= 0 K= Oyoe0ey 2p
k
6(() ): uk k = O’ 00.09 2p
Ag(n)
5“}31 . EI(SU N o k(n) —=] K 20, 0000,2p-1
(ags ne )
k k
. glo) = k-
Xn+l - Ezp n“'o,oooa,2pk l
avec A,E(n) = Emﬂ) E(n) s Ag(n) complexe conjugué de AE(n) et
k k k k k
& = p
(uyv) = U, vy produit scalaire dans & .
i=1

Démontrons maintenant le résultat fondamental suivant :
Théoréme VI-1l:

L L

Soit & chercher s € ¢ © tel que f(s) =0 et soit F une application de c P

dans lui méme telle que :
S = F(s)
F différentiable dans un voisinage de s
I - J inversible (J jacobien de F calculé en x=s)

alors il existe un voisinage de s tel, que quelque soilt X, appartenant a ce
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voisinage 1’algorithme précédent converge vers s et soit d’ordre 2.
démonstration :

S1 F est différentiable au sens de Fréchet on a :

Uy 7S = J(uk -s) + Lf(uk -s) - J u - s ” Yk (VI-1)
ou J est le jacobien de F calculé en x =s et ou

lim lf’(h) =0
h—o

supposons que les 2pt+l vecteurs Uy = Xps Uy = F(uo),....,uzpf F~(u2p_l) soient
9énérés par une relation de la forme :

Uppp = B u t b (VI-2)
ou Bn est une matrice qui dépend de X Appelons Xkl le point fixe de Fn(x) =
B x+b
n n
on sait (72) que les vecteurs Up produits par une relation de la forme (VI-2)

vérifient 1’équation aux différences :
g

p
kZ kUi S Xy 2 o vE (Vi-3)
=0 k=0

ou les Cy sont les coéfficients de 1’équation caractéristique de la matrice Bn'
On sait d’autre part (13) que 1’€# -algorithme revient 3 chercher les coéfficients
¢, de cette équation aux différences puls & calculer X1+ Donc 1’utilisation

de 1’£ -algorithme revient 3 supposer que uo,....,uzp sqnt générés par une
relation du type (VI-2) :

De (VI-3) on déduit :

p
P - = - -
< o (uems ) =(x s)%:__o o (VI-4)
k=0
et de (VI-2) Xob1 " Yy T By (xn+l uk)

Effectuons la différence avec (VIi-1), pultiplions par Cp et sommons :
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Utilisons (VI-4) s

p p p 2
(I—Bn) (xn+l—s) j{: 0= (Jan) (xn+l~s) ZZ: o T jgl Cp - O ( “ U8 H )
k=0 k=0 k=0
d’ol
P p
(I-J) (xn+l—s) EZ; ¢\ = E{: o - C)(lluk—snz)
=0 =0

Or d’aprés (VI-1) u O (u, -s) et par conséquent uy - =C7(xnms) Yk

kL™ k
puisque u_ = X« D’ou finalement O ” u - s "2) = C)(n x,~5 “2) Vk et s

M”‘O

c, = C)(\‘xnms[fz )

(L~ 3) Lepyy-e) k

~
I
o

ce qui démontre que, si l’on peut appliquer notre algorithme, alors le procedé

est d’ordre 2.
On sait (13) qu’une condition nécéssaire et suffisante pour que 1’on

p
puisse appliquer 1°& =algorithme est quefii Cy 7~ 0o Cela signifie que Bn ne

=0
doit pas admettre l comme valeur propre et donc que I- Bn ne doit pas avoir de
valeur propre nulle. I~Bn doit &tre inversible., Etudions maintenant la condi-
tion pour que (I»ﬂBn)ml existe et pour que l’itération converge a partir d’un
certain x .

o)

Montrons d’abord que Bn tend vers J quand X tend vers s. Soit q>

1’application qui a X fait correspondre X 4p Par notre algorithme. Exprimons

la quantité ¢ (sth) - Cp(s)o Soit B) la matrice correspondant a u, = sthe
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En supposant la régularité de I - Bl et en remarquant que S =<b(s), on peut

écrire

]

43(s+h) - CP(S)

(1-8))™ [ #(s+h) - B,(sth)] - s

(I-Bl)"l [s+Jh+ ¥ (n) .]]hjl -B, (s+h)} -5

puisque s = F(s). Dol fiﬁalement :
Plsth) =) = (1-8)™ (7 -8)) n+ (1-8)75 P (1) . h|

avec lim  P(h) = o. Comme la méthode est d’ordre 2, la matrice (I-Bl)_l(J-Bl)

h=>o
doit tendre vers ka matrice nulle lorsque h tend vers zéro, ce qui démontre que

Bn tend vers J quand X tend vers s,

Supposons maintenant I - J inversible. Puisque I--Bn tend uniformément
vers I-J on sait 371 >0 % Vxn € B(s,7l) alors (I—Bn)—l existe. D’autre part

on a :

e A AU B [N P Ty

done & cause de la convergence de B vers J, 7 My > 0 4 x, € B(s,‘7 o)
alors :

Py ). B+ Pix ms) ] )<1 f
ce qui démontre le théoréme VI-1.

Si 1’on posseéde des informations supplémentaires sur la convergence de y, ,  -s-

k+l
J (uk~s) vers zéro lorsque Uy tend vers s, alors on peut améliorer le

résultat du théoréme VI-1 par :

Théoréme VI-2 ;

vt 0

A
Si pour A >1 on a E(x) -5 -J (x=s) = O (|| x-s [|” ) alors la suite générée

par notre algorithme est telle que

X  , =5= ()(I’xn-sllx)
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La démonstration est immédiate en remplagant, dans la démonstration du théoréme
VI-1, LF(uk—s).”uk—s“ par O (ll Uy e H*; ou o ([]uk—snk Je Ce résultat
est une généralisation de celul donne par Ostrowski (44) dans le cas p=l.
Remarques

1°) Si p=1 1l’algorithme proposé se réduit 3 la méthode de Steffensen. Il
en possede d’ailleurs les propriétés et 1’on peut donc le considérer comme sa

généralisation & plusieurs dimensionse

. e 7 s ) = = 3 A =
2°) Si F est l:mealre,tf)(uk s) =0 ¥k, B=J d’ou x =5 Y X o On

retrouve bien le falt que cet algorithme fournit la solution d’un systéme

linéaire en une itération quelque soit le vecteur initial et ceci méme si les

itératives de base divergent (15).

3°) La construction d’une méthode d’ordre 2 & partir d’une itération de
base du premier ordre revient a supprimer les termes d’ordre 1 dans (VI-1l) &
la limite. La méthode de Newton effectue cette suppression en approchant le
Jacobien en s par le jacobien en X, L’algorithme étudié ici revient & approcher
(VI-l) par (VI-2). D’autre part, on sait (15) que les vecteurs produits par

(VI-2) sont tels que™s-

m
. Lok
U = Xy Zi=l P.(k) Ay

ou les inconnues, qul sont les )i et les coéfficients des polyndmes Pi(k), sont

au nombre de 2p. La détermination de x nécessite dont 1’écriture de 2p

nt+l

équations (VI-2) et, par conséquent la connaissance de 2p+l vecteurs u,; d’ou le

k’

résultat
Il est impossible, sans calculer de dérivées ni inverser de matrices, de cons-

truire une méthode d’oxdre 2 telle que le passage de X a x nécessite moins

ntl
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de 2p évaluations de Fs« En ce sens 1’algorithme proposé est optimal .

Ulm a proposé (53) sous le nom d’extension de la méthode de Steffensen, un

algorithme qui est également d’ordre 2, mais qui est loin d’&tre optimal car il

nécéssite beaucoup plus d’évaluation de F ainsi que des inversions de matrices.
4°) Si J=0 les itérations de base U = F(uk) sont d’ordre supérieur

a l.

L’algorithme est alors d’ordre supérieur a 2 mais les résultats qu’il donne sont

moins bons que ceux obtenus a l’aide des itérations de base seulese.

5°) Si 1’algorithme converge alors il converge vers un point fixe de
x-F(x)=0

En effet, supposons qu’il y ait convergence vers a alors :
-1l
a=P(a) = (-B)™. [ F (a) - Ba]

(I-B) a = F(a) - Ba d’ol a = F(a)

6°) A la place de 1’ £-algorithme vectoriel on aurait pu utiliser
1? €-algorithme scalaire sur les suites des itérés de chacune des composantes
car les deux algorithmes ont en commun la proprieté (VI-3) qui est nécéssaire
pour les démonstrations. Cependant la programmation est simplifide en utilisant
1’algorithme vectoriel,

Donnons maintenant quelques exemples numériques :

Soit a résoudre le systéme :

4
- .x. .3
X 7] 4
l-x2
y = - 0,406 e % + 1,406

dont la solution unique est x = 1 et y=l. Les itérations de base convergent
mais lemtement car les valeurs propres de J valent + 0,9« En partant de

X, =Y, =0 on obtient
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Algorithme proposé

itération

N O W N

Ce calcul a nécéssité 24

Méthode

Itération

o O r W DN

Avec les itérations de ba

Itération
20
100
200
300
2
Soit & résoudre x = %” -
y = 0,600

Dont la solution unique e

X

-0,852296235398879384
~0,969190257393206619
~0,997913048775765137
-0,999989311462832762
-0,999999999717914572
-0, 999999999999999632

évaluations de F

de Newton

~Q, 75000000000A000A00
-0, 765876880623479763
-0,921281538821868353
-0,987935311564206382
-0, 9997765205 12802722
-0, 999999982677895456

se on obtient

X

-0,981427814583948488
~0,999996212378911092
-0, 9999999998993%6917
-0,999999999999397325

3
2

l-x2
e + 0,395

Y

0,870083624375792849
0,972676333650827051
0,997848573071205496
0,999984232445226238
0,999999999141560755
1, 000000000000000200

Y

0, 304005859474086683
0, 7926625 14760822501
0,938407511361889756
0,991734013418315369
0, 999874800 260563668
1, 0000Q0006 186878680

Y

0,984764782856446254
0,999996921974735428
0,999999999918244665
0,999999999999997826

st x= -1 et y=l. Les valeurs propres de J valent

+ 1,1 et les itérations de base divergent. En appliquant notre algorithme, a

partir de X =Y 705 on obtient la solution avec 15 chiffres significatifs
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exacts en 8 itérations.
Soit maintenant a calculer la racine réelle unique x=1 de 2x3-l5x2—36x+49 = 0.
Si 1’on part de X, = 3 + V12 la méthode de Newton oscille

indéfiniment entre ces 2 valeurs. Avec les itérations de base U =

f(2u3 - 15 u2 + 49) /36 notre algorithme donne 18 chiffres exacts en 5 itérations
k k
avec x = 3+ Vi,

Soit enfin a résoudre x =y, y = x3 qui possede la solution unique x=y=o.
Ce systeme vérifie les conditions du théoréme VI-2 avec \=3.

En partant de X, =Y = 0,5 on obtient :

Itération X y
1 -0,233, 107 0,122, 107
2 10,325, 1078 ~0,273. 1077
3 0,927, 10°% -0,927. 10”%
4 0,79%. 1077 ~0,796. 1087
5 0,504, 107264 -0,504. 107261

6.1.4. Interpolation inverse

Soit £(t) une fonction. L’interpolation inverse consiste & chercher la valeur
de t telle que f(t) = a donné au moyen d’une table ['tn, f(tn)] POUTL N=0,4se,Ke
On peut utiliser la forme étendue du § -algorithme pour résoudre ce probléme
L/ (8 (5) - )

oo« Or les différences réciproques sont

I

(n)_
en prenant go = tn et X

1 =
) - a

On aura lim
t—=t
n

I+

it

completement symétriques par rapport aux X+ On peut donc considérer que
lim X, = teoméme si les x, ne sont pas rangés dans un ordre tel que cette
N-» ot

proprieté soit vrale. Nous avons appliqué cette mBthode 3 f(t) = et En prenant

a = e on doit trouver t =1 :

0
0,3 0,977789169569660
0,6 0, 997706838803423 1,00003004984940

0,9 1,00066500387999 0,999984709851802 1,00000076087482
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1,2 0,999171228565960 1,00001741342502
1,5 1,00649439414436
1,8

en poursuivant le calcul on trouve g&z) = 1,0000000161259. On voit dans le
tableau précédent qu’on peut également utiliser cette méthode pour 1’extrapola-

tion inverse. Pour a = 12,182493%6070347 qui correspond a t = 2,5 on trouve :

3

3,3 2,53441137162953

3,6 2,59146301207838 2,50497180960558
3,9 2,68221249831015

4,2

De méme pour a = 3,49034295746181 qui correspond a t = 1,25 on obtient :

0

0,3 1,19108423852308

0,6 1, 232745 11420969 152499297036 7604
0,9 1, 24906495357945

1,2

Plus t et a sont en dehors de la table et moins les résultats obtenus sont
précis. C’est d*ailleurs ce que l’on constate en comparant les extrapolations

inverses correspondant a t = 2,0 et t = 1,20,

6.l.5, Comparaison avec L’extrapolation polyndmiale

Nous allons comparer maintenant les résultats de L’extrapolation par
fraction rationnelle fournis par le filalgorithme avec ceux de l’extrapolation
polyn8miale fournis par le procédé de Richardsons

L’extrapolation polyndmiale est basée sur la formule d’interpolation
de Lagrange. Soit A{hk} une suite d'abscisses positives strictement décrois-
sante et qui tend vers zéro quand k tend vers 1’infini. 50it f(h) une fonction
connue aux points hk pour k=0,0s0,ne Ll existe un polynbme unique de degré n

qui passe par ces ntl points. Ce polyndme est donné par la formule de Langrange :
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n
_ n
P (n) = Z A (n)
=0
. n h, - h
avec A = 'T"T ———
k . h.=h
Jj=o J 'k
J#k

n n
- n n_ 1
P (o) = E Ao () avec A= 55% Tk
k=0 J#k hj

quand on passe du degré n au degré n+l les coéfficients sont lids par la rela

tion :
nt+l hn+l n
Ak = h - h Ak pour k=0,....,n
nt+l k
ntl n 1
et At =TT Nt ]
J=o0 1 n

J
Supposons les pas en progression géométrique de raison 1/2 et appelons TE le
résultat de 1l’extrapolation en zéro basé sur les abscisses

h, = i=n,...., otk
1 21

on a Tg = f(hn) V n et le procédé de Richardson s’écrit :

ntl _ ntl 1 n
Kkl - X e - T

27 -1 2" -1

T (VI-5)

S1 nous voulons interpoler par un polyndme qui ne comporte que des puissances
paires de h et si, ensuite, on extrapole pour h = o on retrouve le procedé

de Romberg :

2k
ntl _ 2 tl 1 n -
Ll =~ T, 2k I, (vi-6)

27-1 27 -1
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Les quantités TE peuvent &tre cangées dans un tableau a double entrée analogue
au tableau £ et ou l’indice inférieu désigne la colonne et 1’indice supérieur

la diagonale :

I.Q
° Q
L Tl 0

T T
0 Il 2 IO

1 3

2 1

I, 2 1§

3 I

T
6]

Contrairement aux & et §’=algorithmes toutes les colonnes ont une significa=

tion. On remarque cependant que le calcul de IO] ne fait intervenir que Ig et

s

Ié; par contre celui de IZ fait interveniz Ig, Ii et Ifo Cn va donc pouvoir

(o) )

comparer IZ avec & o' ou ? éo et ainsi de suite en partant des mémes

valeurs initiales & (n) - f (n) = T =5 donné,
0 0 0 n
Nous allons effectuer cette comparaison pour la quadrature et la dérivation

numériques

6o1o50ke Application & la quadrature numérique

La méthode de Romberg est principalement employée pour améliorer le
calcul numérique d’une intégrale définie. Soit v(h) 1’approximation de cette
intégrale calculée par la méthode des trapézes avec un pas h. v(h) peut se
mettre sous la forme s

2 -2

v(h) = v(o) + 3= v" (0) + ceco + (%n“ié‘)‘“f A22) oy 2 g

ot S(h) est une fonction bornée de h et ol v(o) représente la valeur exacte de

cette intégrale. On montre que i
2k (2k)
Tt - v(o) = h L (4)

=
(26) 1 (LoZo0eoe 25702

Au lieu de prendre une approximation polyndmiale pour v(h) nous prendrons une

approximation par fraction rationnelle. Si le numérateur et le dénominateur de
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cette fraction rationnelle ne comportent que des puissances paires de h alors,
en effectuant la division, nous obtiendrons un développement en puissances

qui ne comportera que des puissances de h2 et sera donc comparable au dévelop-
pement polyn8mial en h2 correspondant a la méthode de Rombergs Cette extrapola
tion par fraction rationnelle s’effectuera & 1’aide du §>2-algorithme en
prenant X = 1 /hn' D’ol, si les pas sont en progression géométrique de raison

1/2 (9) :

2n , . 2k+2
~ +1 27 (2 - 1)
ﬁii - iﬁl ) * (n+l) (n) (VI-7)
k "

1

approximation de 1’intégrale par la méthode

avec gg?) =0 et ?én) = Sn

des trapézes avec un pas H / 2" n o= 0;1yeees Gragg (25) a montré que 1’erreur
d’une interpolation rationnelle est du méme ordre de grandeur que celle de
1’interpolation polyndmiale pour des points d’interpolation identiques., (VI-7)
fournira donc une précision comparable & (VI-6). La différence proviendra
uniquement d’une mellleurs représentation de v (h) par un polyndme en h? pour
h tendant vers zéro ou par une fraction rationnelle en 1 /h2. Dans ce second
cas, 1l est a prévoir que la dérivée 2niéme sera plus faible et, par conséquent
1’erreur plus petite.

Nous allons comparer les résultats obtenus par la méthode de Romberg,
1* £ -algorithme, la forme simplifiée du f—algorithme et le 92—algorithme

(VI-7) appliqués aux estimations par la méthode des trapezes avec H = 1/3 de

1

dx _
d//f T+ 0.0l - 4,615120517

Nous obtenons les résultats suivants. (avec & chaque sommet de la table de

haut en bas &, S“, 5’2 et Romberg)
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18,29

10,61 3,98

5,58
5,72
7,06 4,32 4,84
4,09 4,58
4,89 4,65
4,94 4,67
5,51 4,51 4,66 4,58
4,38 4,6174 4,6176
4,67 4,6199 4,61537
4,68 4,6234 4,61570
4,91 4,59 4,62 4,613 4,61598
4,53 4,6172 4,6173 4,615106
4,62 4,6154 4,6151273 4,615120586
4,62 4,6157 4,6151402 4,615120793
4,69 4,611 4,6156 4,61504
4,59 4,6156 4,61509
4,6157 4,6151293 - 4,615120593
4,6159 4,6151409 4,615120794
4,63 4,614 4,61514
4,608 4,61517

4,615155 4,6151206
4,615155 4,6151208

4,62 4,61508
4,613
4,6151212
4,6151214
4,616
Les résultats obtenus & 1’aide de (VI-7) sont également meilleurs
que ceux fournis par diwerses améliorations de la méthode de Romberg. Reprenons
les exemples donnés par Wallick (54). Les colonnes successives concernent le
nombre de chiffres significatifs exacts obtenus par la méthode de Romberg
habituelle, par la modificatlon de Krasun-Prager et par celle de Rutishauser

0 . ‘s . N . 1 . .
sur Tn puis par ces deux modifications a la fois sur Tn, par la modification

de Krasun-Prager sur Té et enfin par (VI-7) :

L dx
Calcul de I (a) = J/r e

L+ x°



cas a
6
418
5 |1l
6 | 13
7 112
8 12
9 {12
10 |12
11 }1l
12 |1l

1

12

12

12

11

13

i2

i3

12

12

i3

12

Calcul de I(a) =

I((3) = 0,499958677685950 x 10

10

1l

12

13

14

15

10

10

10

10

10

12

12

12

1

11

13

12

13

13

12

13

12

10

12

12

12
0

1
0,01 x

11

13

12

11

1

10

14

15

15

dx

10

10

10

10

a

11

13

i3

13
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4

11

10

10

I(1) = 0,693147180659945

a=4

12

12

12

12

11

11

11

12

12

12

12

11

11

11

12

12

13

12

12

12

12

I(4) = 0,86697298733991

12

12

13

13

12

13

12

12

12

12

12

11

11l

1l

1(4) = 0,333333082895066x106 1(5)=

12

12

13

12

12

10

10

Calcul de 1 = v/(l@g x dx = 14,02585092994046
1

et de

5
1=/
0

X
e

2

dx = 0,886226925451396

0,24999999829247x10

1l

11

10

8
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n
4 ° 5 5 5 5 % 10
5 6 6 6 6 6 6 > 5 5 5 5 12
6 8 8 8 8 8 8 A A N A 14
7 1l 11 11 11 11 11 10 1@ 10 10 10 14
8 13 13 13 13 13 14 12 12 12 12 )2
9 13 13 14 14 13 15 12 12 12 12 12

10 1212 13 14 12 15 il 11 13 12 11

11 12 12 13 14 12 1171l 12 12 11

12 12 12 14 13 12 L1l 12 12 11

13 10 10 12 12 10

14 10 10 12 12 10

On voit que pratiquement les résultats donnds par VI-7 sont toujours meilleurs
que ceux des autres méthodes et que le nombre de chiffres significatifs exacts
est une fonction monotone non décroissante de n ce qui n’est pas toujours le

cas des méthodes de Romberg.

6.1.5.2, Application & la dérivation numérique

Les quatre algorithmes utilisés au paragraphe 6.1.5.ls s’appliquent

a la dérivation numérique. Soit & approcher la mérivée en x = o de £(x)=1 /(x~-1)

f(h/2) - £ ( =h/2)

h
de raison 1/2. On obtient (le résultat vaut -1) :

par v (h) = pour des pas h en progression géométrique

1,333

-1,00667

-1,01587

~1,0000038
-1, 0000000000
=1, 0000000000
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-1,00000415 -1,0000000013
-1,0039 -1,000015
"'O, 9988
-1, 020000C000
-1 ,0000000608
-1,000977
Pour ( %) wmo = Lot (sin x) «=o = L on obtient respectivement :
1,0104 1,000032 0, 9896 1,000033
0,997026 1,00298
0, 999999947 1,000000054
1,000000048 0,999999952
1,0026 1, 0000020 0,9974 1,00000204
0, 999256 1,00074
0,99399999916 1, 00000000083
1,00000000076 0,99999999924
1,00065 0,99935

La forme confluente que nous allons maintenant étudier est la
premidre forme confluente de 1’ €-algorithme accélérée ou non.

1°) Forme non accélérée

Ern (0= &y (0 +

ou encore puisque seules les fonctions d’indice pair sont intéressantes :
p

(o) B
H, Fk

E2c (0 =~ = &5 (0) - R (8) avec B (1) = W2 (2
. k-1 * "k

Les déterminants de Hankel sont calculéds 3 l*aide de leur relation de récurrent
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(n-1 +1 2 _ -1 +1
i E+2)° Hén ) * [ H(n) J - H(E+1) * H(E+l)

avec H(2)= 1 et gin) - ¢ln) (t)  pour n=0,1,eee.

2°) Forme accélérée

- parametre constant d’accélération

EZK (wkat) = £2k-—2 (wk—l,t) - wk.’Rk (t)

avec Uﬂk = lim

& > o> )

£, (Luo,t ) = £ (t)

- fonction d*accélération

i

Eplw (t),t) = &, o (o, 1(1),t) = @, (2). B (1)

E (w,t)=f (1)

Avant de donner quelques applications numériques de ces formes confluentes

établissons quelques formules :

R = [er g 02 ] -
2 g g £14). f"ﬂz

l

qu = lim

t"?"ﬁc 2 . f: f|l8

£ 2

- 3 _  f? /
E 2 (.Ualst) = —»«zﬂf" [(l - 2wl) f"Q" n wl £ fugl
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g2t £ Loy g e 27 ]
[ g ” [5”!@) fmz]z

-Q« € (u’»{;t)
u.)‘z = v
)
t—boo QL

On voit, qu’en pratique, il est difficile de continuer. Il est cependant
possible d’automatiser le‘calcul des Rk(t) pour une valeur donnée de t en
utilisant la relation de récurrence des déterminants de Hankel. Il est malheureu-
sement impossible d’employer une méthode analogue pour le calcul des w . On
est forcé de prendre toujours uok=l ou alors d’utiliser une solution mixte

qui consiste a avoir :

3 (w,_,(t),t)
1 2k-2 " k-1'"/
w k(t) = - =
N Eék (l’t ) R’k
£ 5oty (1), 1)
ce qui donne
2
f, fll
1 1 2f”2 - f* fm

On obtient ainsi pour 52 (u)l(t),t) un résultat identique & celui du théoréme

IV-6. On doit en effet avoir :

f’2 £
2f"2 - £ fm

S=1f -

d’ol avec les notations déja employées :

_29 9"2 + g gl g|u+ gn 9'2 = 0

divisons par g g> g" et intégrons, il vient :

99" =0C 9'2
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02t C3
dont la solution est g(t) = C e ou [.Clt + cz‘]

La encore, en pratique, il est difficile d’aller plus loin que le premier
terme. C’est pour cette raison que nous nous.-contenterons, presque toujours,

de prendre w, = le

602.1. Limite d’une fonction

La principale des applications de la premiére forme confluente de
1’ €-algorithme est le calcul de lim f(t). Comme nous l’avons vu, il est
E~» oo

toujours possible, par un changement de variable, de se ramener a la limite en

un point & droite ou a gauche.

Soit par exemple & calculer lim SMLX | Effectuons le changement de variable
X—+ o0
t = 1/ xo Nous obtenons lim t. sin T d’ou
1 ~=oo
| S 4 .,J; - ..J; psi
f’ = sin T y cos *©
pr= - sind
t
e = ;% sin = + *% cos =
t t t t
f(4)w - é% sin Lo =g C0S Loy % sin =
t t t ot t
Nous avons obtenu les résultats suivants :
t Rl R2 f £, £,y
1 —1,078310"1’ --2,699010“2 0,84147098 0, 94926147 0,9762561.3
0 -2,755.107%  -6,863.,107°  0,95885107  0,98640309 0,99326671
5 —4,439010—3 «lglO9ulOf3 0,99334663 6,99778517 0, 99889407
10 -1,111.107%  <2,776.107%  0,99833415  ©0,99944488 0,99972251
20 —.’2,,77701(.')“4 w6,943@l0=5 0,99958336 0,99986110 0,99993052
100 —l,llloloms =—2,776ﬁ.1.0m6 0,99998330 0,99999441 0,99999718
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On voit, sur ce tableau, d’une part 1’amélioration apportée par 62(t) et 54(t)
par rapport a f(t) =t. sin % et, d’autre part, que 1’erreur sur éEz(t) est de

1’ordre de grandeur de Rl et que cette sur 5‘4(t) est de 1’ordre de grandeur

de R2.
Calculons maintenant lim Arctg t. Nous trouvons :
t— o
o
£ = N S o= o 2t > AL 1-3t
1+ t2 (1+ t2) (1+ t2)
t] f"! 3
d’ol lim = =5 et w =2, ce qui donne
t —»oo " 1 .

™ 1.
_— NS -
5 Arctg t + T

qui n’est autre que le début du développement en série de Arctg. On peut donc
également utiliser les formes confluentes pour 1’estimation de fonctions pour
des valeurs élevées des paramétres ou des arguments. On pourra comparer les

résultats avec une autre méthode proposée par Wynn (66)

6+2.2. Calcul des intégrales impropres
t

Prenons f(t) = “/” g(x) dx. Nous avons f(n)(t) = g(n_l)(t) pour
a [ 4
n= l,2,...Les.52k(t) seront donc des approximations de V//;(x) dx si 1’on

a

suppose cette intégrale convergente. Le sew nd aspect de la question est le
o

suivant : si l}Pn connaitau///;(x) dx on peut déduire des E2k(t) des approxi-
mations de d/fg(x) dxe

Nous avon;lainsi un moyen pour passer de l’intervalle d’intégration [a,t] a
1’intervalle ['a,oo[ et inversement. C’est une propriété que ne possedent
pas les transformations G de Gray et Atchison (26,27,28,29,30,31) qul donnent
des approximations de f (©0) connaissant £(t) et £(ttk) ou £(t) et £(kt).

Donnons un exemple (12); nous avons

s

-t
M ( % s x2) = VGF- erfc x =V T . (l-erf x) = < dt

% vy
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2
t

-X
— e °
prenons f(t) = J[ v dxe Nous aurons :
0
[~ o)

-t
o/ \e/?dt= F(%,O)f ViT g £,,(t)

d’ol finalement les approximations successives :

k
erf x # L+ == = R = E

N i=1 k k
avec
e_tz

L=

£ t
2
1 1 -t

no— . =

fre=-lytamle
2
fnn=(i+_l§+__3__5_)e"t
t t 4t

les dérivées suivantes étant obtenues grice a un programme de dérivation

formelle. Nous avons obtenu les résultats_suivants :

t=1 R,= -0,13836917 R

1 2

E = 0,86163084

1 E, = 0,84706566

2

erf (1) = 0,84270079

t=1,5  R= -0,3243536.107" R, = -0,12909670.107
E= 0,96756448  E, = 0,9662730

erf (1,5) = 0,96610615

t=2 Ry= -0,45926636.10™ R, = -0,79872380.107"
E= 0,9940734 E, = 0,99532747

erf (2) = 0,99532227

= -0,145651176,10

Ry -0, 30309000, 102
E;= 0,84403476
Ry= —0,13913150.10'3
Eg= 0,96613437
Ry= ~0,46709767,10™

E3= 0,99532279
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On observe une trés nette amélioration de la précision quand t augmente. On

remarque également que R2 et R3 sont respectivement du méme ordre de grandeur

que les erreurs sur El et E2 et que 1’erreur sur E3 est petite devant R,. Si

3

on effectue les calculs analytiques donnsnt les Ek on s’apergoit que 1’on
retrouve exactement les convergents de la fraction continue obtenue par

Levy-Soussan (37). Il aurait été également possible de calculer erf t en
t
prenant f(t) = J/f e dx. Cette méthode donne de moins bons résultats. Par
0
exemple pour t = 2 on obtient :

2

-0,51667466.10" R 3

5 = 0,57408299,10° Ry = 0,10437886.10"°

j=v)
"

Im
I

0,99483326 E, = 0,99540734 E, = 0,99530296

3

La premicre forme confluente de 1’ & -algorithme peut donc &tre appliquée au
calcul de fonctions spécialess Elle génére, en effet, pour celles-ci des
approximations par fractions rationnelles. On peut ensuite, par programme,

chercher les coéfficients de ces fractions rationnelles.

6.2.3. Résolution des équations

Soit a résoudre f(x) = o. On pose y= f(x) d’ol x= f—l(y). Résoudre
f(x)=o0 revient donc & chercher lim f-l(y) ou encore, en posant y= 1/f ,
%—’O

lim f-l(l/t). Posons g(t) = f-l(l/t) et appliquons a g(t) la premidre forme

t ~» oo

confluente de 1’ € ~algorithme, on a :

da_gx_dx gy 1 gn)_dE
dt  dt dy dt 2 dx’
a%g _ 2ter + %, df’/at
at? g2

avec df’ _ df’ dx _ _ _f"

dt dx dt t2f’
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oy Lo 22 . g

dt2 t4 f’3

en continuant on obtient 3

2 2
H - fn
- 1in (2tf ")

b otses 2tf’4 - 2t f’2 "+ £ - f"2

(VI~8)

supposons que la racine de f£(x)=o soit une racine simple. On a donc £’(x) 7& 0
et par conséquent ui=20 Dol

f £

E,.=x =2
2f’2 - f f"

2

82.sera donc une meilleure approximation de la racine de f(x)=0 que Xo
Dol en itérant sur £, la méthode sulvante
?
f(xn) ° f (Xn)

X=X =2 5 (VI=9)
: 2f* (xn) - f(xn)ﬁ f”(xn)

On voit que 1l°on retrouve ainsi une méthode itérative connue: la méthode de
Schrgderf On sait que cette méthode est d’ordre 3 pour les racines simples

et d’ordre 1 pour les racines multiples. En falt pour les racines multiples

il ne faut pas prendre w, = 2 mais la valeur donnée par (VI-8). Malheureusement
on ne sait pas calculer cette valeur. On peut remédier a cet inconvénient en

prenant un w, variable et égal 3 :

2 2
o - (26522 « 1)
Lo oppe? L ooppr? g g prpma o2
. (2522 - £5m)?
oerd L opprZen 4 g2pipm . $ogn?
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d’ou 1’itération :

f £? (2f’2 - f f" )

X 4 =X = (VI-10)
ntl n 2f’4 - 2f f’2 £ o+ f2 £? f"’-— f2f"2

f et ses dérivées étant calculées au point x o« Cette méthode présente cependant
1’inconvénient de nécessiter le calcul de la dérivée troisidme de f.
L’ & -algorithme nous permet de plus d’interpréter (VI-9) comme le premier

terme du développement asymptotique de x= f “(y) au voisinage de y=o. Cette

formule (VI-9) étant d’ordre 3, conduit a des résultats numériques intéressants :

Soit 3 résoudre x-e * =o dont la solution est x=56714329. Avec X, =0 on

obtient :

méthode de Newton (VI-9)
X 0,506481993 0,57142857
X5 0,560348181 0,56714329
X3 0,567067938 "
X4 0,567143200 "
X 0,567143290 "

Soit maintenant & résoudre (x-l)6 = 0e Alors (VI-9) n’est plus que d’ordre

l et on obtient :

(VI-9) (VI-10)
X, ~2,0000000 -2, 0000000
X, -1,1429572 ~1,0000001
X, -0,53061226 "
Xo0 0,99641440 "

Soit a résoudre x6 +6x5 + 6x4 -l8x3 -31x2 -24x - 36 =0 qui a x = =3 comme

racine doubles On obtient Xy = = 3,5
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Newton : (VI-9) (VI-10)
Xl -3,28015740 ~3,2133565 -2,9242341
X, -3,21512193 -3,0804280 -2,9986283
X3 -3, 14092307 -3,0281398 ~3,0001018
X4 -3,09531585 -3,00995401 -3, 0000266
Xe -3,06175829 -3,0031880 -2,9399969
X130 -3,00614008 -2,9997533 -3, 0000003
X5 ~3,00003279 -3,0004272 -3, 0000003

On voit donc que les méthodes (VI-8) et (VI-10) sont toujours au moins aussi

bonnes que la méthode de Newton dans les cas les plus défavorables.

6.2.4. Seconde forme discréte de 1° & -~algorithme

On peut, a partir de la seconde forme confluente de 1’ €& -algorithme

en obtenir une seconde forme discréte

% : %
éEn) = 0 et g(()n) =0 pour n:O,l’@esa
(n)* - E(nﬂ.)j{{f 4 1
€ 2xt2 2k (1)~ (n)
€ 2k+l 2k+1
(n)* - £ (n+l)k 4 1
€ 2k+1 2k-1 £(n+l)*- (n)‘k iAs
2k € 2k ntk

On a les relations suivantes avec la premiere forme discréte de 1’& -algorithme

*_ _(n)

%
E:()_E = &y (n)

_ g(n)
o+l - &

- 2k+1

ntk et &
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ANNEXE

- 22 e - 0

PROGRAMMES FORTRAN

***************#*#**#******ﬁ**********$*$**ﬁ****ﬁ*g****#**m******#******#*****

*

DENOMINATION
SOUS=PROGRAMME EPSALZ2

OBJET
CALCUL DE LA LIMITE DYUNE SUITE A L'AIDE DE L'EPSILON=-ALGORITHME

APPEL
CALL EPSAL2(TERMyNCs» IKKsRgSyPREC?S ¢35 )

ARGUMENTS
TERM VALEUR D'UN TERME Dr LA SUITE ENTREE REEL DOUBLE PREC,
NC NOMBRE DE CHIFFRES IGNIFICATIFS POUVANT ETRE PERDUS LORS DE LA
SOUSTRACION DE 2 REpLS DOUBLE PRECISION VOISINSENOMBRE DE
CHIFFRES EXACTS DESIRESs ENTREE ENTIER
IKK ARGUMENT DEVANT AVOIR LA VALEUR 0 A CHAQUE PREMIER APPEL DU
SOUS=PROGRAMME POUR UNE NOUVELLE SUITE. IKK EST MODIFIE PAR

LE SOUS=PROGRAMME ENTREE ENTIER
RES  VALEUR APPROCHEE DE LA LIMITE SORTIE REEL DOUBLE PREC.
PREC PRECISION RELATIVE BTENUE SORTIE REEL DOUBLE PREC.
$ ETIQUETTE DE SORTIE EN CAS DE SINGULARITE NON ISOLEEs LA METHODE
N'eST ALORS PLUS APpLICABLE MAIS ELLE A CONVERGE ET LE NOMBRE DE
CHIFFRES EXACTS OBTENU EST EGAL A NC
$ ETIQUETTE DE SORTIE SI LA SUITE INITIALE A PLUS DE 200 TERMES
SOUS=PROGRAMMES REQUIS
NEANT
CARACTERISTIQUES

ENCOMBREMENT MEMQIRE= 190, MOTS

LYUTILISATION DE CE SOUS=PROGRAMME SE FALT EN PARALLELE AVEC LE CALCUL
DES TERMgS DE LA SUITE, APRES LE CALCUL DE CHAQUE TERME DE LA SUITE ON
APPELLE EPSAL2 QUI FOURNIT UNE NOUVELLE VALEUR DE RES ET DE PRECs, PUIS
ON SORT U SOUS=PROGRAMME POUR CALCULER LE TERME SUIVANT DE LA SUITE.

A CAUSE DES INITIALISATIONS ET DE LeUTILISATION EN PARALLELE DU

SQUS= PROGRAMME, IL EST IMPOSSIBLE DE TRAITER SIMULTANEMENT PLUSIEURS

SUITES. ON NE PEUT LES TRAITER QUE SUCCESSIVEMENT.

LE NOMBRE MAXIMUM DE TERMES DE LA SUITE EST DE 200

*$$$i$$*%¢$m****#*%(*****’3**ﬁ(2&:{x*:&*)&%hg*:g*ﬁxﬁi‘é‘*ﬁmﬁk%*W**ﬁ35051*z&’5‘*$$$7&*$*$$$>¥$$$$$$$$$**$

SUBROUTINE EPSAL2(TERMiNC» IKKeRESIPRECr$¢5)
DOUBLE PRECISION RES,TERM:BB,PRECsAO»AL»A2,E(202)7ANCsA(202)9B(202
1)9o0¢sPA TERM1L sRALPRA2,PT

DIMENSION Is1(202)

NMM=200

N2=NMM+2

IF(IKK.EQ:1)G0 TO 1

PT=TERM

IF(DABS(PT) oLTo1.D=300)PT=10p0

RES=TERM

PREC=1.D100

IKK=1

ANC=10,D0%% (=NC)

LIP=0



10

14

15

18

20
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NPI=p

ICC=0

IAC=0

IBC=¢

LB=1

LE=Q

M=0

D0 27 I=trN2

TERM1=0.D0

E(I)=0.D0

TERM=TERM/PT

AO=TERM=TERM1
IF(DABS(AO) o LTe1:D~300)A0=14,.=300
AL=AQ+E(1)

I1S=0

TERM{=TERM
IF(ISWNE.O)A0=AL=~E(IS+1)
IF(DABS(E(IS+1))ekT,1.0=300).-.0 TO &
IF(ISeGEsMeOReICCINESD OR.DABS(AO/E(IS+1)) GT.ANC)GO TO 4
NPI=1

LE=LE+1
IF(LIPoNEes1,ANDeNPI,NE.1)G0O 10 &
IF(NPI. NEol)GO 70 8
IF(LIPeNE«1)GO TO 1g
IF(ISsNE.IS1(LB))GO TO 10
TERM=TERM*PT

RETURN 6

LIP=1

IACzg

NPI=p

IS1(LE)=1S

IF(ICCWNE+1)60 TO iu
PASD+B(LB)~A(LB)

AO=PA/ (1.00+PA/E(IS))

ICC=p

LB=LB+1

IF(LB«GTWLE)LIP=0

GO TO 15

BB=0.00

IF(ISeNE., O)BB E(IS)

IF(DABS(AO) LTe1.D-300)A0=1., =300
A0=1.D0/AD+88B

IF(LIPWNE+1)6G0 TO 21
IF(IACWNE«1)GO TO 18

BB=0.D0

IF(ISeNE, 0)BB=E(IS)/(1.D0=E(1S)/AQ)
A(LE)=BB

IAC=g

I6C=1

60 TO 21

IF(IBC«NE«1)6G0 TO 2¢

IBC=p

IF(DABS(AL1) o LTe1.D=300) A1=1 .D=300
BILE)=E(IS+1)/(1.D¢= E(IS+1)/A1)
GO T0 21

IF{IS+EQe0+0R,ISCNE, (ISl(LB)+1))GO T0 21
D=A1/(1.D0=A1/E(IS+1))



21

29

26

ICC=y

GO 70 21

BB=0,D0
IF(ISeNE.D)BBZE(IS)
IF(DABS(AD) (LTo1oD=300)A01.0=300
AD=1,.D0/AD+BB
IF(ISoNE.D)E(IS)=A2
A2=A]

Al=AQ

IS=1S+1

IF(M.GELIS)g0 TO 2
E(M+1)=A2

E(M+2)=AL

IF(MoLE.0)G TO 24
IF(2%(M/2) o QoM)GO TO 25
AZZE (M)

RESzA2%PT

IF(M.EQo1)GE TO 24

RAL=ZE (M=2)

Al=RrpaR

GO TO 26

Alz=pp

RAZ=E (M=1}

A2=RAL

RESZAL#PT _
IF(OABS(AL) (LTe1.0=300160 TO 29
A2=A2 /AL
PREC=DABS(1.D0=A2)

GO To 24

PREC=DABS(A2)

MM+ 1

TERM=TERMspT

IF (Mo LT o NMM) RETURN
RETURN 7

END
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C
c*********************************n******************************************m

C
C DENOMINATION
C SOUS~PROGRAMME RHOAL2
C
C OBJET
g CALCUL DE LA LIMITE D'UNE SUITE A L'AIDE DU RHO~ALGORITHME
C APPEL
C CALL RHOAL2(TERM,PARINC+» I, KyRESIPREC,$ 1% )
C
C ARGUMENTS ‘
C TERM VALEUR D'UN TERME [p LA SUITE ENTREE REEL DOUBLE PREC,
C PAR VALEUR DU PARAMETRE CORRESPONDANT A TERM ENTREE DOUBLE PREC,
C NC NOMBRE DE CHIFFRES ¢IGNIFICATIFS POUVANT ETRE PERDUS LLORS DE LA
C SOUSTRACION DE 2 REELS DOUBLE PRECISION VOISINSHNOMBRE DE
C CHIFFRES EXACTS DESIRES., ENTREE ENTIER
C IKK ARGUMENT DEVANT AVOIR LA VALEUR 0 A CHAQUE PREMIER APPEL DU
C SOUS=PROGRAMME POUR UNE NOUVELLE SUITE, IKK EST MODIFIE PAR
LE SOUS=PROGRAMME , ENTREE ENTIER
RES VALEUR APPROCHEE DE LA LIMITE SORTIE REEL DOUBLE PREC,
PREC PRECISION RELATIVE BTENUE SORTIE REEL DOUBLE PREC.
$ ETIQUETTE DE SORTIE EN CAS DE SINGULARITE NON ISOLEE. LA METHODE
N'EST ALORS PLUS APpLICABLE MAIS ELLE A CONVERGE ET LE NOMBRE DE
CHIFFRES EXACTS OBTENU EST EGAL A NC
% ETIQUETTE DE SORTIE SI LA SUITE INITIALE A PLUS DE 200 TERMES
SOUS~PROGRAMMES REQUIS
NEANT
CARACTERISTIQUES

ENCOMBREMENT MEMOIREZ £39¢ M(TS

LYUTILISATION DE CE SOUS-PROGRAMME SE FAIT EN PARALLELE AVEC LE CALCUL
DES TERMgS DE LA SUITE, APRES LE CALCUL DE CHAQUE TERME DE LA SUITE ON
APPELLE mHOAL2 QUI FOURNIT UNE NOUVELLE VALEUR DE RES ET DE PREC PUIS
ON SORT DU SQUS=PROGRAMME PQUR CALCULER LE TERME SUIVANT DE LA SUITE.

A CAUSE DES INITIALISATIO;S ET DE L*UTILISATION EN PARALLELE DU

SOUS- PROGRAMMEr IL EST IMPOSSIBLE DE TRAITER SIMULTANEMENT PLUSIEURS

SUITES. ON NE PEUT LES TRAITER QUE SUCCESSIVEMENT.,

LE NOMBRE MAXIMUM DE TERMES DE LA SUITE EST DE 200

*******************************************************************************

OO0 O0

SUBROUTINE RHOAL2(TERMsPARYNC+ IKK+RES)PRECI$¢$)
DOUBLE PRECISION RES»TERM+BB,PREC1AOrAL,A2¢E(202) 1 ANC,A(202) 1B (202
1)'DsPArTERM19sPAR#X(202) sRALIRA2PT

DIMENSION Igi(202)

NMM=200

N2=NMM+2

IF(IKKsEQe1)GO TO 1

PT=TERM

IF (DABS(PT) ,LT¢1+0=300)PT=1.: 0

RES=TERM

PREC=1.D100

IKK=1
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ANC=10oD0%% (=NC)

LIP=p

NPI=0

ICC=0 .

IAC=0

IBC=0

LB=1

LE=0

M=0

DO 27 I=1sN2

E(1)=0,D0

TERM1=0.D0

TERM=TERM/PT
AO=TERM=TERM1

X{(M+1)=PAR

AL=AO+E(L)

15=0

TERMi{=TERM
IF(ISoNE.O)A0=AL=E (15+1)
IF(DABS(AQ) ,LTo1.0=300)A0=1.~=300
IF(DABS(E(Ig41))olTo1eD=300)60 TO &

IF(1S06GEoMoQRoICCoNE0oORDABS(AG/E(IS+1))oGT,ANC)GO TO &

NPI=i1

LE=LE+L

IF(LIPoNEo1 ,ANDoNPI NEc1160 70 6
IF(NPIONE.3)GO TO 8
IF(LIPoNE.1)60 TO 10
IF(ISoNEoISL(LB))GO TO 10
TERM=TERM%PY

RETURN 7

LIP=3

IAC=4

NPI=g

ISL(LE)=IS

IF(ICCONEol)GQ T0 14
PA=D+B(LB)=A(LB)

IF(IS.EQ.M)GO TO 28
AQZPA/ (X (M) =X(M=15 )*PA/E(1S))
ICC=0

LB=LB+1

IF(LBoGT.LE)LIP=0

GO 70 15

BB=0.D0

IF(IS.NE.O)BBZE(IS)
IF(IS.EQoM)GO TO 15
IF(DABS(AD) o LTo1.0=300)A0=1,,.=300
ADS (X (M#+1)=x(M=IS ))/AQ+BB
IF(LIP.NE-1)GO TO 21
IF(IAC.NE.1)GO TO 18

BB=0.D0

IF(ISeNEoD)BBSE(IS)/Z(X(M )y (M=IS+1)=E(I5)/A0)

A(LE)=BB

IAC=0

IBC=1

60 10 21
IF(IBCoNE-1)GO TO 2g¢
iBC=¢
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IF(IS.EQeM)GO TO 21
BILE)ZE(IS+1)/(X(M )=X(M=1S )=E(IS+1)/A1)
GO 70 21
IF(IS.EQ.O.oR.IS-NE.(ISl(LB)+1))GO TO 21
D=A1/(X(M+1)-X(M-IS+1)-Al/E(IS+1))

ICC=1

GO To 21

BB=0,D0

IF(ISeNEWO)B=E(IS)

IF(IS.EQeM)GO TO 21
IF(DABS(AO).LT.1.U'300)A0=1.n~300
A0=(x(M+1)-x(M-IS))/A0+BB

A2=AY

Al=AQ

IS=1g+1
IF(M.GE.IS)G0 TO 2
E(M+1)=A2
E(M+2)=A1

IF(M,LE.0)GO TO 24
IF(2%x(M/2) 4£Q.M)GO TO 25
ALZE(M)+(X(M+1)=X (1)) /A0
A2zZE (M)

RES=A2%PT

IF(M.EQol)Go TO 24

RAL=E (M=2)

Al=RA2

GO TO 26

Al=A2

RA2=E (M=1)

A2=RA1

RES=ZAL*PT
IF(UABS(Al).LT.l.D-}OO)GO TC 29
A2=Az/AL
PREC:DABS(l.DO-AZ)

GO0 TO 24

PREC=DABS (A2)

M=M+1

TERM=TERMXPT
IF(MoLLT e NMM)RETURN
RETURN 8

END
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&ﬂx#ﬁg***$*$**$¢*$**$*$$*¢$$*$**&u**$$ﬁ***¢gt$$****$$$**$¢$$*$$$$$$**$$**$$&*ﬁ$
C

c DENOMINATION

X SO0US=PROGRAMME EPC

¢

C OBJET

C CALCUL. DE LA LIMITE DYUNE FONCTION A L°AIDE DE LA PREMIERE FORME

C CONFLUENTE DE LIEPSILON=A; GORITVHME

. APPEL

- CALL EPC(KMoFoTeEsR)

ARGUMENTS

KM NOMBRE DE TRANSFCRMaTIONS A EFFECTUER SUR LA FONCTION INITIALE.
LE SOUS=PROGRAMME APPLIQUE 2xKM FOIS LYALGORITHME ENTREE ENTIER

F FOMCTION FORTRAN DOUBLE PRECISION QUI CALCULE LA FONCTION ET SES
2&kM PREMIERES DERIVEES AU POINT DPABSCISSE T. LE PREMIER
ARGUMENT DE CETTE FONCTION EST I QUI EST {°QRDRE DE DERIVATION
{ I=0 CALCUL DE LA FONCTION ELLE MEME )o LE SECOND ARGUMENT EST
T VALEUR DE LA VARIABLE.

T VALEUR DE LA VARIABLE ENTREE DoPo

E YECTEUR DES ESTIMATYONS SUCCESSIVES DE LA LIMITE.CYEST A DIRE
VALEURS DE EPSILON(2¥K) POUR Kz=lroo000KM SORTIE DOUBLE PREC.

R VECTEUR DES QUANTITES Ro RUI)eI=2oKM EST |LYERREUR ABSOLUE SUR
Eti=l)o R{1) EST LIERREUR SUR F(0:T) EN TEMPS QUYESTIMATEUR DE
LA LIMITE, SORTIE DOUBLE PREC,

S: US=PROGRAMMES REGQUIS
FONCTION FORTRAN F p ccRIRE PAR LPUTILISATEUR

CLRACTERISTIQUES
ENCOMBREME T MEMOIRL = 339 MOYS
KM DOIT ETRE INFERIEUR QU EGAL A 15,
E ET R DOTVENT ETKE DIMENSIONNES A KM MINIMUM DANS LE PROGRAMME
APPELANTe F DGIT ETRE DECLAREE EN EXTERNAL ET EN DOUBLE
PRECISION DANS LE PROGRAMME APPELANT,

*$$$¢$*$$$*$$*$$¢**¢ﬁ**$$¢$*$$¢*$*$$*¢$*$$$**#m**$$$$¢$$$*$***$**$***$**m*

SUBRQUTINE EPC{KMeF,TeErR)

DOUBLE PRECISION E(1)eR(L)oH (3,311 0F 0T
MKZKM

IF(KMoLE.15)60 TO 6

MKZ15

PRINT 5

FORMAT (/" PREMIER ARGUMENT RAMENE A 159/)
M=2upK 44

DO 2 T=ivi

H{1r1)=1,D0

H(2o1)2F(1=4,T)

ROL)zH(202) wH(202) /H(203)

DO 3 Kz=ioMK

Mz=Mep

DO 4 y=1oM

HI3e D)2 (H2, D)% HE 2 9 1 22 ) = H{ 201¢1)mx2) /H(L0142)
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E(K)=H(321) /H(2¢3)
IF(K.,EQeMK)RETURN
R(K+1)=H(3r2)%H(322) /H(303)/1i(203)
DO 3 I =1 M

H(l» I)=H(2, 1)

H(2¢1I)= H(3»I)

END
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Les programmes précédents ont été testés sur un ordinateur UNIVAC 1108

dont les caractéristiques sont les suivantes :

Cycle mémoire ¢ 0,75 3

mot en double précision: 72 bits ——| mantisse 60
exposant 1l
signe 1

durée des opérations arithmétiques élémentaires (en double précision) :
addition = soustraction : entre 2,625 et 3,375 ya
multiplication 4,28 etd s
division "l7,5 et 18 /us

On a les temps suivants (en secondes et & + 20% prés)

oo la st | ESM 2| REOAL 2
10 0,015 0,015
20 0,040 0,043
30 0,078 0,09l
50 0,207 0,236
70 0,433 0,475

100 0,829 0,960
120 1,180 1,371
150 1,807 2,137
170 2,293 2,724
200 3,101 3,755
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