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L'Analyse de la Variance est une technigue statistique pour analyser des
mesures ou observations dépendant de plusieurs facteurs agissant simultanément
et déterminer parmi les facteurs ceux gui ont réellement une influence sur les
observations. Elle s'appuie sur la décomposition de la forme quadratique unité
des observations en une somme des formes quadratiques orthogonales souvent appelée
"égalité fondamentale de 1'Analyse de la Variance”. Chaque forme guadratique est
interprétée comme représentant 1'influence principale d'un facteur, ou l'intérac-
tion entre un groupe de facteurs ou le terme d'erreur. Les tests auxquels on
s'intéresse sont des tests de non-influence d'un facteur ou de non-intéraction
entre un groupe de facteurs et ils sont basés sur le rapport F des formes qua-
dratigues correspondantes. Cette méthode ne met pas en lumiére la décomposition
de l'espace vectoriel des observations en Sous-espaces vectoriels orthogonaux

gui est & la base des résultats de 1'Analyse de la Variance.

Le but de ce travail est d'appliquer cette idée géoméirique et 1l'utilisa-
tion systématique du langage fonctionnel introduit dans BARRA [2], qui nous
permettent de traiter les problémes d'Analyse de la Variance dans toute sa géné-
ralité sur un plan d'expérience quelcongue & un nombre arbitraire de facteurs.
En se plagant & ce niveau de généralité, nous dégageons la notion d'hypofhéses
vérifiables et de plans d'expérience adaptés & un systéme d’'hypothéses. Cette
derniére notion est nouvelle et procede d'un point de vue différent de celui
de la littérature classique qui se bornait a étudier les plans d'expérience
ayant une structure particuliére comme les blocs incomplets équilibrés, les
carrés eulériens etc... '

Comme les hypothéses que 1'on peut faire dans le modéle I d'Analyse de la
Variance sont essentiellement des hypothéses linéaires, le premier chapitre est
consacré a l'étude des tests d’hypoth&ses linéaires ou d'hypothéses linéaires
multiples. Soit X un vecteur aléatoire gaussien de Rn, de matrice de covariances
0?2 I (I étant 1la matrice unité) de moyenne m € V ol V est un sous-espace vec-
toriel strict de Rn. Le probléme de test d'hypothéses linéaires multiples con-

siste & choisir un des 2k hypotheéses
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m €V, vi €1
1
m € Vi Vi &I

ot I parcourt 1l'ensemble des parties de {1,...,k} et V1""’Vk sont des sous-

espaces vectoriels de V.

L'idée naturelle pour résoudre ce probléme est de procéder simultanément
k tests d’'hypothéses linéaires m € Vi contre m £ Vi et de conclure suivant les
résultats de ces tests. Dans ce chapitre nous justifions cette procédure en plon
geant le probléme dans le contexte d'un probléme de décision multiple avec une
classe de fonctions de perte convenable. Plus précisément, nous montrons que la
procédure précédente est optimale dans une large classe de procédures (sans-biai

et invariants).

L'Analyse de la Variance est développée a partir du deuxiéme chapitre.

P . P . . . X
Un plan d'expérience sera représenté mathématiquement comme une partie E~ de

E =

IER=3

{1,...,vi}.
1

i
Chaque élément e = (91,...,ek] € E correspond & une expériencg réalisable,
la coordonnée ey de e désigne le niveau du facteur Fi. Dans le modeéle I d'Analyse
de la Variance, les effets des facteurs F1""’Fk se portent uniguement sur la
fonction m(e), e € E ol m(e) est 1'espérance mathématique de 1'observation X(el,
de loi gaussienne. D'ol 1'introduction de 1'espace § (resp. Qx] des fonctions
réelles définies sur E (resp. ). La décomposition de la fonction m en une som-
me des termes représentant soit 1'effet principal d'un facteur, soit 1'intéractic
entre un groupe de facteurs, correspond & une décomposition de 2 en sous-espaces
vectoriels orthogonaux. Les hypothéses statistiques intéressantes sont donc repré
sentées par un ensemble de sous-espaces linéaires de Q; Comme on ne réalise que
des expériences correspondant a e € Ex, ces hypothéses ne peuvent &tre testées
que si elles sont équivalentes & des hypothéses linéaires de Qx. D'ol la notion

d'hypothése vérifiable. Dans [20], Roy a introduit cette notion sous le nom de
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"testable hypothesis”, dont la définition s’exprime & 1'aide des matrices repré-
sentant les hypothéses linéaires. Cette représentation matricielle réduit 1'Ana-
lyse de la Variance sur plan d'expérience & un nombre guelconque de facteurs, 3
la résolution d'un systéme d'équations dites normales étudiées par Bradu [3].
Néanmoins, notre point de vue géométrique & 1'intérét de mettre en lumidre le
r6le joué par le plan d'expérience dans un probléme de test d'hypothése. Nous

N

introduisons alors la notion plan d'expérience adapté a un couple d'hypotheses,

N

a savoir hypothése & priori et hypoth&se & tester, c'est un plan d'expérience

N

pour lequel 1'hypothése & tester est vérifiable sous cette hypothése & priori.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie en détail les plans d'expérience
adaptés dans le cas de deux facteurs dont les effets sont supposés additif et
guand on teste la ngn-influence d'un facteur. Il se trouve gue la condition de
vérifiabilité de cette hypothése de non-influence ne dépend pas du facteur choisi,
par conséquence on peut parler de plan d'expérience adapté sans préciser le cou-
ple hypothése & priori et hypothé&se & tester. Comme chaque plan d’expérience
adapté contient un plan d'expérience minimal adapté, nous nous intéressons a la
construction d'une liste compléte de ces derniers. Notre point de vue differe
fondamentalement de celui des traités classiques sur les plans d’'expérience
(Dugué [5] et [8], Kempthorne [12],...1 qui cherche & construire, par des méthodes
-algébriques, des plans d'expérience ayant une structure particuliére. Par exem-
ple les carrés eulériens, les blocs incomplets équilibrés etc... Comme le nombre
des plans d’expérience minimaux adaptés d'une dimension assez petite est déja
trés élevé, nous utilisons le fait que la nature minimale adapté d'un plan d'ex-
périence ne change pas quand on permute les niveaux d’un facteur, pour retenir
dans chaque classe de plans équivalents par permutation un seul représeptant :
celui qui est le plus grand selon un ordre lexicographique gue nous définissons.

A la fin du chapitre III, on trouvera une liste compléte de tels plans d'expérience
Jjusgu'a la dimension 6 X 6. Cette liste est construite & 1'aide d'une procédure
ALGOL exécutée sur ordinateur. L'algorithme utilisé est basé sur la notion de
sous-plan d'expérience exposé en détail dans ce chapitre. Malheureusement, les
résultats obtenus ne peuvent pas se généraliser au cas des plans d'expériences

d& plus de deux facteurs, le probléme devient infiniment plus complexe et le cal-

cul numérique trop lourd.
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Le dernier chapitre est une illustration de 1'utilisation du langage fonct:
nel et la méthode géométrique pour 1'étude du modéle II d’'Analyse de la Variance
les plans d'expérience hiérarchiques. En modéle II, on se bornera & 1'Analyse de
la Variance sur plans factoriels, car seulement dans ce cas on peut trouver des
résultats intéressants. La décomposition de 1'espace des observations en sous-es-
paces vectoriels orthogonaux permet de trouver une statistigue exhaustive formée
essentiellement par les formes quadratiques égales aux carrés des normes des pro-
Jjections du vecteur d'observation sur ces Sous-espaces orthogonaux. On se raméne
alors a une structure exponentielle incompleéte & liaisons polynomiales, ces liai-
sons étant introduites par 1'hypothése gue 1l'on veut tester.Linnik dans [17] et
[1&1 a étudié ce probléme de test et a donné une caractérisation des tests sans-
biais. Néanmoins, 1'existence et la construction éventuelle des tests U.M.P. sans
biais pour tester 1'hypothése de non-influence d'un facteur ou de non-intéraction
entre un groupe de facteurs restent encore une guestion ouverte. Cependant, dans
le cas des plans factoriels & une ou deux dimensions, ces hypothéses corresponden
a des liaisons linéaires sur la structure exponentielle et on peut construire des
tests U.M.P. sans biais pour les tester. Dans le cas des plans d'expérience hiéra
chiques, la nature du phénoméne étudié demande une nouvelle décomposition de 1'es
pace des observations. Cette décomposition servira comme base ﬁour 1'étude du
modéle I aussi bien que le modéle II d'Analyse de la Variance. Dans le dernier
cas, on suppose gue le nombre des niveaux d'un facteur & 1'intérieur d'un niveau
d'un facteur hiérarchiquement supérieur est le méme pour tous les niveaux de ce

dernier.

En conclusion, c'est 1l'utilisation de la notation fonctionnelle et la décom:
position de 1l'espace des observations en sous-espaces vectoriels orthogonaux qui
permet de résoudre les problémes de tests rencontrés en Analyse de la Variance
d'une maniére simple et unifiée. En se plagant au niveau des plans d’expérience
stricts (générals), la notion d’'hypothése vérifiable s'introduit naturellement et
entraine la notion des plans d’expérience adaptés. Ces derniers permettent d'éco-
nomiser le codt d’'expérimentation quand la connaissance du phénoméne étudié per-

met de justifier une hypothése & priori. Dans ce sens, le résultat du chapitre III



est tres intéressant et pourrait &tre utile aux praticiens de 1'Analyse de la Variance
Il est important de noter gue ce nouveau résultat ne peut &tre obtenu qu'a 1'aide
d’'un calculateur. L'utilisation des moyens de calcul a en effet ouvert de nouvel-

les perspectives aux statisticiens (voir par exemple Hisleur [ﬁD],...]. Remarguons
que plusieurs guestions ne sont pas résolues dans ce travail. Le modéle II d'Analyse
de la Variance sur plan d'expérience général n'a pas été abordé car nous n'avons

pas réussi a trouver une statistique exhaustive non triviale comme dans le cas des
plans factoriels. Nous avons parlé & propos du test d’'hypothéses linéaires multiples,
des plans d’expérience orthogonaux sans étudié 1'existence et la construction de

ces plans. Il semble que 1l'utilisation de 1l'ordinateur pourrait compléter les métho-
des algébriques existantes (voir par exemple [23]], pour la construction effective
de ces plans. Enfin, nous n’avons pas envisagé la possibilité de généraliser les
résultats de ce travail au cas d'Analyse de la Variance multivariables, dont le

fondement est esquissé dans Anderson [{].






CHAPITRE - I

TEST _D'HYPOTHESE _LINEAIRE _ET_D'HYPOTHESES LINEAIRES MULTIPLES

En analyse de la variance, modéle I, les hypothé&ses statistiques, & savoir

-~

1'hypothése & priori et les hypoth&ses 3 tester, sont toujours des hypothéses
linéaires. Dans ce modéle, les observations forment un systéme de variables
aléatoires indépendantes Xl""’xn’ suivant des lois normales de moyennes res-—
pectives Myseee,m , et de variance commune 0> . Le vecteur des moyennes m est
supposé appartenant 3 un sous—espace vectoriel V de R". On considére dans v,

des sous-espaces vectoriels V]""’Vk’ chacun ayant une signification statis-
tique, et on pose la question si le vecteur m appartient 3 un ou plusieurs sous-
espaces précédents. Pour k = 1, c'est un probléme de test d'hypoth&se lindaire
ol il s'agit de choisir entre deux hypothéses : m € Vl (hypothése nulle) ou

m £ V1 (alternative). Pour k > 1, on a un probléme de test d'hypothéses linéaires

multiples oli il s'agit de choisir entre les hypothéses :

H. :m €V, ¥i €1
I 1
m £V, vi £1
(I parcourant l'ensemble des parties de {1,...,k}). .

Ces problémes seront traités dans les paragraphes qui suivent.



I - TEST D'HYPOTHESE LINEAIRE

I-1 - Définition du probléme et le test adopté

Soient X .,Xn, n variables aléatoires normales, indépendantes, de moyen-

]’l.
nes respectives ml”"’mh et de variance commune 0%. Le vecteur des moyennes

-~ . n .
m € R® est supposé 3 priori appartenir 3 un sous—espace vectoriel V de R~ (dim

~

V =r < n), et 1'hypothése statistique 3 tester est :

H:m€ Vl (dim V] =5 < r).

Notons Wl 1'orthogonal de V dans V et V le complementalre orthogonal de

V. Si x €R" » désignons par s les projections de x sur v* et W., alors
Xy=x xw 1

DEFINITION I.1

"On appelle test d'hypothése linéaire (ou F-test), le test de région

eritique {F > p} on

“ xwlll2

LU

et p est une constante choisie de fagon que le test ait un niveau de signi-

fiecation o donné".

I-2 - Propriétés optimales du F-test

Diverses propri&tés optimales du F-test ont &té données dans Hsu [1]

Lehmann [25:] ou Scheffé [2!] ; citons la plus importante :



THEOREME I-1

Le F-test est uniformément le plus puissant parmi les tests inmvariants

de méme niveau pour tester l'hypothése m € V, contre m £ v,-

On rappelle que les groupes de transformations considérés ici sont : les
. . *x : . :
translations suivant un vecteur de V', les transformations orthogonales dans W]
et les homothéties.

I-3 - Calcul de la séparatrice et puissance du F-test

Les variables aléatoires

e, 11
1
—

U =
I g
zixV*“
U R c——
g2
suivent respectivement une loi du x* décentrée 3 n, =r-s degrés de liberté avec
Ihw 12 '
< ~ 1 . P .
un parametre de décentrage p = — et une loi du x? centrée 3 n, = n°r degrés
g

de liberté&, le rapport F = UI/U suit alors une loi B d&centrée, et a pour densité :

‘ - .7 . pai e
(1.1) £ (£) = % oP/2 (p{Z)J ((no nl)/ +?) £1/2-14]
n] 9n0’P j=0 3! P(no/Z)P(nl/2+J) ‘ no+n1 N
2

(1+£)

8i 1'hypothése H : m € V, est vérifige, F suit une loi de Fisher qui ne

dépend plus du paramétre fantdme 02, on peut donc @lculer p de telle sorte que :



P(F >p) =a

soit

(1.2) jg fnl’no’o(f)df = 1-q.

La puissance du F-test ne dépend que du paramétre de décentrage p. Elle
croit avec p et il est intéressant de calculer la valeur p* pour laquelle cette

fonction atteint 1-0.. On a :

(1.3) p(D)E = o

[
0 Byef,
Alors si on teste de 1l'hypoth&se p = O contre p > p*, par le F-test, les

probabilit&s pour chaque type d'erreur de décision ne dépassent pas o.

La procédure Algol TESLIN(NI,NO,ALPHA,RO,P) permet de calculer pour chaque
n, n, 0, les valeurs de p et p* définies par (1.2) et (1.3). Ces valeurs sont
tabulées & titre d'exemple pour o = 0.05 (table I-1), o = 0.10 (table I.2) et
pour n_ = 1(1) 20 n = (1(1)20. On trouvera dans Lehmer [)6] des tables du méme

genre.

I.4 - Remarque sur la procédure TESLIN

La procédure TESLIN fait appel aux procédures FISHER et FDEC pour le calcul
des fonctions de répartition de la loi du rapport F dont la densité est donnée

par (1.1), respectivement dans le cas ol p = O et le cas général. Notons Fn

. . - 1’

et Fn n,p ces fonctions, on a les relations de récurrence : °
1’70’



P((no+nl)/2-l) xn1/2-1

Fnl,no(x) = Fn]—Z;no(x) - P(nO/Z)P(nl/Z) n°+nl
- -1
(4x) 2
T((no+nl)/2-l) <0172
Fn],no(x) = Fnl,no-z(x) * P(nO/Z)F(nl/Z) ﬁb+n]
-1
C(4x) 2

Ces relations permettent de calculer Fn n (x), en remarquant que :
1’7o

F2 x) =1 - —1_..77
s (H_x)no

- X
Fp 2™ “\/ T+x

F G0 = Z pretg(VR).

Quand 3 Fn n p..(x), on peut l'obtenir en sommant la série :
1’0
o .
Foon o = I P2 /DT ©
RpsfyeP j=0 j! n1+2j,no :
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YPROCEDUREY TESLININL,NOJALPHALRC,P) ;3 YVALUE' N1 ,NO,ALPHA ;

SINTEGER?
TBEGIN?

NLyNO 53 *REALY ALPHALRC,P ;

*REAL* PROCEDURE?Y FDEC(NZyN1,F,F,£75) ; _ ‘
CVALUE"' N2yN1aPoFHEPS 5 YINTEGER® N2,N1 ;3 YREAL' P,F,EPS ;

SCCHMENT?

CETTE PRDCEDURE CALCULE LA FONCTION DE REPARTITION

O0F LA VARTABLE ALEATOIRE U/V QU U SUIT LA LOI DY KI DEUX
CECENTREE DE PARAMETRE DE DECENTRAGE P, CE CEGRE DE LIBERTE
N2 ET V SUIT LA LGI DU XI DCUX CENTREL CE CEGRE DE LIBERTE N1

YBEGIN®

*INTEGER?
3=F/{1+F)
FCENTRE:

JaK

s YRCAL? AUX,S.,X,Y;C,L;TQR HE
s Yi=1-X ; ,

J2=N2=2%(NzZ*/'2)
TIFY J=0 'THEN®

'BECIN!

'YELSE?

AUXs=y*%(N1/2) ;3 S:=1 *LAD?
*3EGIN?

Ki=N1-2%(N1'/'2}) 3

3 IF!

K=C *THEN?

'3EGIN' $:=0 ; AUX3:=SQRT(X) *END!

*ELSE?
S:=2%ARCTANISQRTIX/Y 1 /2.141¢92€5359 ;
AUX3=2%SQRT(X*Y)/3.,141552€5359 ‘

TEND® '

TFOR?

YBEGIN?
AUXS=AUX®Y*(K-1) /K

YEND?

*BEGIN®

K3=K+2 'YWHILE' K <= N1 *3C?

S:=S+AUX ;

AUX:=AUX#N1

TEND?

TFORY

:=J+2 'WHILE® J <= N2 *DO!

TBEGINT S:=S5~AUX ; AUXS=ALX¥XH{NI+J-2)/J TENDT

T:=3
FCECENT:

YIFY P=0 *THEN?' 'GOTC* FIN ;

Ca=Ls=p/2
AUG: *1F?
. "BECINY

3 Ki=0 3

C > 83 *THEN?
3=K+] 3 S:i=S—-AUX ;

AUXS=AUXKXR{ 1+ N1=-2) 7 (N2+2%K)}) ;
C:=C~-LN{L/K) ; *GOTC' AUG

YENC?

Cs=EXPL{-C)
BOUCLE:
1=K+l

3 R:=1-C ; T;:T#ﬁ H

3 S3=5-AUX ;

AUX2=AUX¥X*{ 1+{NI-2)/(M2+2%K}) ;

C:=C*L/K

$ Re=R-C ; T:=T+53%C ;

*IFY R¥S/T > EPS *THENY 'GCTCY BCUCLE

FIN: FLEC:=
*ENC'Y fFOEC
SREALY

»
?

A:=Hi=N1/NC/ALPHA ;

AUG:

TIES
*BEGIN?
H:=H/2

FDECI{N1sNO,OsAy*'—3) <1-ALPHA 'THEN'

Ai=A+H ; 'GOTOY AUG 'END' 3

i At=A-H 3

DIvs Hi=H/Z2 ;
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tIFY FDECI{N1yNOsO,A,'=3) <1-ALPHA 'THEN' A:=A+H 'TELSEY Ai=A-H ;
TIFY H/A > '~5 TTHEN' *GOTOY DIV
ROs=A 3
Ai=Hi=N1/NC/ALPHA
AUG1: :

PIFY FDECINI NOJAyRO,*=2 } > ALPHA *THEN?

LIEGINY Ar=A#H 3 YGOTEY AUGL *ENDY
Hi=H/2 3 A:=A~H ;
BOUC: Hei=H/2 ; -
SIFt FDECINIGJNO3AR04*=3) > ALPHA TTHERY t=A+H YELSET Ai=A-H
YIFY H/A > t-4 *THEN'YGOYCY 30ULC 3
Pizd )

YENDY TESLIN
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IT - TEST D'HYPOTHESES MULTIPLES

2.1 -:Le probléme

¥
L

Ce probleme est en fa1t un probléme de dec131on multiple (v01r Ferguson [7])
801t-(Q a Pe 6 € ©) une- structure statlsthue, (Q a) étant 1' espace mesorable de
observations dont la dlstnlbutlon de probab111te est une des Pe de la famille
{'é, 6 € 6}. On se donne une partition de © en k parties disjointes @},...,@ , le
' proBleme de test~d* hypotheses multlples est de ch0131r, au vu de 1 observatlon

w €Q, une parml k hypotheses :

‘Un test ‘est’'défini par une fonction &, mesurable de dans K v

Li¥

‘ BW = @@, 0 w))
telle‘quei B ‘ %

. g ” k Lo R
@i(w) 3_0 ¥i=1,...k 5 I 0. (=1 "

ou o, (w) représente la probabilité pour que 1'on accepte 1 hypothése H quand w
est observe D S : ¥ ?’ '}i’ﬁf

La performance du test & est determlnee par sa fonctlon puissance B(. @)

défini sur @ a valeurs dans R

:B(e;o) = Eéx

@ BE @,
& .

La composante B (6;0) = E (@ ) de B(8;%) représente la probabilfté‘pour
que 1l'on acéepte 1' hypothése H en utlllsant le-test ®-et quand P est la vra1e

loi. EV1demment : e

i

im



il
—
-

B;(6;9) >0 ¥i ek

™M

ei(e;o) =1.

Remarque — Dans le cas ol k = 2, un test peut s'écrire sous forme (1-%(w),d(w))

ol ®(w) est la fonction de test c13331que.

2.2 - Critére de perte et test sans biais

Le probléme de test d'hypoth&ses multiples est aussi un probléme de décision
dont 1l'espace des décisions est {1,...,k}, on peut donc classer les tests suivant
le critére de perte de Wald [26]. Etant donné une fonction de perte W(0,i), i cha-

. . . W P
que test &, on associe sa fonction du risque R (6,%) définie par :

k
R (0;9) = E (Z w(o, 1)@ ) =
6 i=1 i

nh o~

W(0,1)B,(6;9).
1

Comme W(6,1) represente la perte quand on accepte 1' hypothése H, et que la
vraie loi est PG’ R (6,%2) n'est autre que la perte moyenne en utlllsant le test ¢
et quand la vraie loi est Pe.

DEFINITION 2.1

Soit W une fomction de perte, le test o* cst dit W-meilleur que le test &
st :

RY(68;0%) =< r"(6,9) ¥0 €0,
Nous proposons de généraliser ce critére et définir une relation de préordre

sur les tests qui a 1'intér&t de ne pas exiger la spécification compléte de la

fonction de perte que 1l'on connait d'ailleurs mal en pratique :
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DEFINITION 2.2

Soit W une classe de fonctions de perte, le test o* ost dit W-meilleur que

® e'Cl est W-meilleur que @, pour tout W € W.
La notion de test sans biais relativement 3 une fonction de perte dans un
probléme de décision a &té introduite par Lehmann (Eé} et [lé]). Dans le cas des

tests d'hypothéses multiples, on a :

DEFINITION 2.3

Soit W une fonction de perte, le test ® est dit W-sans-biais si pour tout
6 €6 6"€6 onag:

k k
LI W(0,i)B.(0;9) = ¥ W(0',1i)B.(6,9)
i=1 * i=1 *

Plus généralement :

DEFINITION 2.4

Soit W une classe de fonctions de perte, le test ® est dit W-sans-biais

8'7l existe W € W telle que ® soit W-sans-biais.

Remarque -

La définition précédente permet de retrouver la notion classiqqe du test
sans-biais dans le cas de test de deux hypoth&ses. Il suffit de prendre pour W
la classe des fonctions de perte W de la forme

W(,1) =0 si 6 € ®1 , U sinon

W(,2) = A sif € @] , 0 sinon
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oli A et U sont positifs quelconques. Le test (1-2,%) est alors W-sans-biais si

A
EPG(Q) Z-X:ﬁ pour 6 § CE.

Par conséquent un test W-sans-biais est aussi sans-biais au sens classique

et réciproquement.

2.3 - Produit des problémes de test

La notion de produit des problémes de test a &té introduit par Lehmann [14].

On retrouve dans ce paragraphe certains de ses résultats.

DEFINITION 2.5.

Sotent Pl’ "’Pr’ r problémes de test de deux hypothéses, ou P consiste
d tester 6 € B contre 6 € @' = @ \6, ;> on appelle produit des problémes
Pl""’Pr s un probléme de test d'hypothéses multiples P qui consiste a
choisir une des hypothéses Hy : 6 € @G défini par

Cﬁ = N 6 n e
i€g gt

s

ol J parcourt l'ensemble des parties de {1,...,k} telles que @ soit non
vide.
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DEFINITION 2.6.

Soit ® un test pour le probléme de test d'hypothéses multiples P, produit
des problémes de test Pl""’Pr , alors le test (I—Qi,Qi) défini par :

@i = Iz ¢ (@

13 3 g = probabilité d'accepter HJ)

est appelé test partiel pour le probléme P, déduit de 9.

DEFINITION 2.7.

Soient pour chaque i = 1,...,r , un test (l—@ 9. ) pour le probZéme de
test P, : 6 €0 jcontre 8 € @' =0 \\® 5 Zes tests (l-@i 9), i =1,..0,r
sont dits compat%bles st :

Ne ne=-¢g=1 (9) I o - 0.
i€g g 1 1€J igg 1

THEOREME 2.1.

S% les tests (I-Qi,éi), i

sont compatibles alors la fonetion vectorielle ® de composantes :

l,e00,1, pour les problémes Pi’ i=1,...,r,

¢, = T (l-@ ) I ®
1€J ifJ
défini un test pour le probléme P, produit des problémes P.s i-= l .{.,r,
appelé le test produit des tests (I @ »®. ), i=1,...,r.
D'autre part, les tests partiels deduzts de ® pour les problémes P

i=1,...,r cotneident avec (l-@ 0. ), i=1,...,r.
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Démonstration

Pour montrer que @ est un test, il suffit de vérifier :

5o =1.
> %

Cela résulte de 1'identité

r
1 [a-e)+e.] =z [1 (1-,). 1 o]
j=1 J J J i€ J ifI J

Quant 3 la derniére partie du théoréme, elle vient d'une identité plus

générale :

¢, I [(1-9)+0.] = £ [ (1-0.). 1 o.].
T 3 ;i e I g JJ

Remargue

Soit @ un test pour le probléme de test d'hypoth&ses multiples P, produit
des problémes de test Pi’ i=1,...,r, les tests partiels déduits de ® pour les
problémes Pi’ i=1,...,r ne sont nécessairement compatibles et s'ils le sont,

leur produit ne coincide pas en général avec ®.
P P

Nous allons étudier la liaison entre un test d'un probléme de test du type
produit et ses tests partiels, en ce qui concerne la relation d'ordre et la pro-
priété d'@tre sans-biais. On prendra comme classe de fonction de perte pour le
probléme P, produit des problémes Pl""’Pr’ l'ensemble des fonctions W de la

forme : .
W(e,J) = I Wi(e’l)"' z W(6,2)
i€J i€y

ol Wi est une fonction de perte pour le probléme Pi' Celd revient 3 supposer

que la perte est additive.
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Comme Pi est un probléme de test de deux hypothéses, il est naturel de

prendre Wi de la forme

W,(6,1) =0si8 €8 , u sib €8

W.(0,2) =)\, sif€€ , 0 sip €@
1 1 1 1

ol Xi, M, sont positifs ou nuls quelconques, de telle sorte que la relation

d'ordre et la propriété d'étre sans-biais dans les problémes P., i=1,...,r

coincident avec les définitions classiques.

THEOREME 2.2.

Le test o* pour le probléme P est W-meilleur que le test ® si et seulement
8T pour tout i = l,...,r , le test partiel (1—©§,¢f) s déduit de o* st
meilleur que celui déduit de @ : (l-@i,Qi) » comme test du probléme P..

Démonstration

La fonction du risque du test &, associée 3 la fonction de perte W est :

RV (8;0)

I W(8,3)8;(8;9)
J

]
[ e Bl

Dwi(e,1)EP6(1*®1)+Wi(6,2)EP6(¢i)]

1=1

Le terme entre crochet est la fonction du risque du test (l—@ ,0. ) 3 par
conséquence, le test @ sera meilleur que le test ® si pour chaque probleme P, T

le test (l-@ » ) est meilleur que le test (1—@ ,¢ ).



Inversement, si le test o* est meilleur que 9, RW(G;Q*) < RW(G,Q), donc

quand 6 € C& = N 6 n 6
i€r ' ifr

* : *
121)\1 [EPe (@i)—EPe(d)i):[+ iél u [EPe(d)i)-EPe(@i)J < 0.

Comme Ai et Y, sont positifs ou nuls arbitraires, cela entrafne que :

* .
¥o € C& P Ep (8)) S E, @) ¥i €1
) 0
* .
Ep (95) 2 E, (2,) Vi f£1
0 0
et comme @, = U @ et @ = U @_, on en déduit que le test (1-0%,0%) est meil-
1 . I 1 . I
I31i IPi

leur que le test (I—Qi,Qi), comme test du probléme Pi'

THEOREME 2. 3.

Le test © est W-sans biais pour le probléme P si pour chaque i = 1,...,r
le test partiel (l-@i,Qi) déduit de ® est sans-biais.

Démonstration

Elle est immédiate i partir des inégalités (8 € ©, 9' € @)

r
LWO,0B;(850) = I [W,(8,1)E, (1-9,)4W,(8,2)E, @]
J i=1 0 0

La}

ZWO',NB;6,0) = T [W (6,DE, (1-0,)+W, (8',2)E, @,)].
J 0

i=1 5]
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La réciproque du théoréme 2.3 nécessite une hypothése supplémentaire.

“Aucune des intersections N ©, N @ » J<{1,...,r} n'est vide".
ieg tigg ?t |

THEOREME 2.4

Sous hypothése H1, si le test ® pour le probléme P est W-sans biais,
alors pour chaque i = 1,...,r » le test partiel (l-@i,éi) déduit de

est sans biais pour le probléme P..

Démonstration

Soit 6 € ®i’ il existe I > i tel que 0 € ®I' Posons I' = I-{i} et choisis-
sons 6' € @_= N ®i N ©, (non vide d'aprés HI). La propriété d'é@tre sans
- i€ tigg *t
biais du test ¢ permet d'é&crire :

L W(O,I)B_(6;) <ZI W(O',J)B_(6;0)
J J J J
comme 6 € ®I :

r
LW(O,0B(850) = X I:Wi(e,l)EP (1-0)+W, (8,2)E;, (9,)]
J i=] S

6

= I AE (2.)+ I u, E, (1-9,) .
j€1 J Pe J jfI J Pe J
De méme, comme 6§ € ®i :
LWEO',JB.(8;8) = £ A, E_ (0.)+ £ . E (1-9.,).
J J jel' J Pe J j¢I' J Pe J



Comme I' = I-{i}, on en déduit :

< -
Ay Epe(Qi) My Epe(‘ 2.
d'ol v
.) = b
E R ea———
Pe 1 Ai"'ui

Si on prend maintenant 6 € CE, par un raisonnement analogue, on trouve

i
EPe(Qi) 3~X;Iﬁ; .
Ces deux inégalités montrent que le test (I—Qi,éi) est sans-biais pour le probléme
Pi.
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II1 - TEST D'HYPOTHESES LINEAIRES MULTIPLES

3.1 - Le probléme de test et le test adopté

1""’Xn’ n variables

Les données sont les mémes que dans le § 1.1. Soient X
2, dont le vecteur des moyen-

aléatoires indépendantes, normales, de méme variance O
V < n).

nes m appartient 3 un sous—espace vectoriel V de R (dim

Soient V],. sV k sous—espaces vectoriels de V (dim V < dim V, i=l,...,k),

on veut décider 1'une des 2 hypothé&ses:

H :m€V. i€yg
J 1
m £ Vi i gJ

ol J est une partie de {1,...,k}.

Le test que nous proposons d'é&tudier est classique

Désignons par W » 1'orthogonal de V dans V (i = 1,...,k) et V 1' orthogonal
seeesk, et Xyk les projections de x

de V dans R. Pour x 6 R", notons X . 1= 1
et V¥ » le test ® est alors donné par

i
respectivement sur Wl, i=1,...,k

“xw.“2

3.1) QJ(x) =1 si
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(@J représente la probabilité& que 1'on accepte 1'hypothése HJ ‘Les Py i=1,...,k
sont des constantes données 3 1'avance).

On remarque qu'effectuer ce test &quivaut 3 tester simultanément 1'hypothése
m € Vi contre m § Vi’ pour chaque i = 1,...,k, par la méthode de test d'hypothése

linéaire.

3.2 - Réduction du probleme

- o o . - - - — - - -

Une statistique exhaustive pour 1'observation X est :
(Xw ,...,XW ’XT’XV*) ol XT désigne la projection de X sur le sous—espace
vecéoriel T, 1l'orthogonal dans V du sous—espace vectoriel engendré& par
W],...,Wk.
Comme la fonction puissance d'un test d'hypothéses multiples ne
change pas quand on remplace ce test par son espérance conditionnelle 3 une
statistique exhaustive, on se restreint donc 3 des tests fonction de la sta-

tistique précédente.

Nous supposons vérifiée la condition (C) suivante :

(C) Les sous-espaces vectoriels w],...,Wk sont orthogonaux entre eux.
On dira alors que les hypoth&ses linéaires correspondantes a

Vl""’vk sont ind@pendantes. Cette notion importante d'hypothé&ses linéaires

indépendantes a &té& introduite par Darroch et Silvey [4]. Elle nous permettra
de réduire le probléme de test & 1l'aide du principe d'invariance. En effet, le
probléme est invariant par rapport au groupe des transformations orthogonales

dans les sous—-espaces vectoriels WI,...,Wk (d'aprés la condition (C)), et au



groupe des translations x > x+a, a € V. On se restreint donc i la statis—

tique (“XW “,...,“Xw “2, “Xv*uz) qui est un maximal invariant pour ces
1 k »

deux groupes (Lehmann p. 216 [151).

On peut encore réduire le probléme en considérant le groupe des

homothéties X + AX, A € R, mais 1'application du principe sans-biais rend

cela inutile.

dim Wi

7]
[N
]
-
“-e
o
He
Q
N
=]
'-l
]

n-dim V

[92]
"
.
™~
B
)
"

comme p. = 0 &quivaut 3 ce que m € Vi’ la restriction 3 des tests invari-

ants permet de réduire le probléme de test initial au probléme suivant.

Soient Sl""’sk’ S, k+]1 variables aléatoires 1ndependantes, S. /0
i=1,...,k et S/0% suivent respectivement des lois du x? decentrees a n,
degrés de liberté, de paramétre de ‘décentrage P; et une loi du x? centrée

a ng degrés de liberté, on veut tester les hypotheses

tp. =0 ¥i €J

p.>0 ViﬁJ s

ol J parcourt les parties de {1,...,k}.
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3.3 - Probléme de test partiel : test de 1'hypothése pj = 0 contre P; > 0

Le probléme de test d'hypoth&ses multiples précédent est du type produit.
Pour pouvoir appliquer les résultats de § 2.3, on prendra comme classe W de fonc-

tion de perte pour ce probléme, les fonctions :

W(0,J) = I W, (6,1)+ W, (8,2) o = (pl,...,pk,Oz)
i€J igJ
ol Wi(e,l) =0 si p; = o, My si P; >0 et wi(e,z) = Ai si p; = 0, 0 si Py > 0.

(Ai et |, sont positifs ou nuls quelconques).

La signification de W est facile 34 comprendre. On considére chaque décision
d'accepter 1'hypothé&se H., J < {1,...,k} comme composée de k décisions &lémentaires
accepter p, = 0 ou non, et on suppose que la perte totale est la somme des pertes
résultées de chaque décision &lémentaire, ces derniéres &tant Ai ou U, suivant que

P

i = 0 ou P; > 0, quand on a déclaré le contraire.

D'aprés § 2.3, la relation d'ordre ainsi que la propriété d'@tre sans-biais
dans le probléme de test précédent s'exprime alors i 1'aide des tests partiels pour
tester 1'hypothése p; = 0 contre p; > 0, pour chaque i = 1,...,k. Ainsi, On va

d'abord &tudier ces problémes de test de deux hypothéses:



THEOREME 3.1

Pour tout a,, 0 = a. < 1, parmi les tests (1-@ »®. ) pour tester p;, =0

contre p, > O qui so¢ent a; ~libre en moyenne sur {(p], S M 2y . p; = o}
e est—a—dire :

EP (@i) = ai ¥6 (p], v e 5P, 0,p

2
e "’Pk’o )

i=1°"2Pi4p2°

1l existe un meilleur test (l—@?,@?) défini par :

0 si s./s < p,
1/ pl

* _ , _
@i(sl,...,sk,s) = Y; si si/s =p

\%
kel

1 si si/s
ou 0 < Y; <1 et P, est choisi tel que
Pe{Si/S < pi} = 1-a, quand p; = 0,
ce qui est possible car la loi de Si/S ne dépend que de P;-

Démonstration

On utilisera la méthode des tests conditionnels pour chercher le meilleur
test parmi les tests a. —11bre en moyenne sur {(pl, s+ e3P 50 2y : P; = 0}. On cherche
d'abord une statlsthue de conditionnement, qui est exhaustive compléte pour la

famille {P (pl, “+sPy 50 2y . P; = 0}. Ecrivons la densité de S1 k’ S :

k s, e-s/ZOzsno/Z-l
£(S,5¢0058, 58) = I g (p,, =
1 k 2k o) Dy i’ 2 2n0/2 T(no/2)

~

ol gn(p,x) est la densité@ de la loi du x? décentrée i n degrés de liberté et de

paramétre de décentrage p :



g (p,x) =
n j=0

On voit que :

r P2 (/)3 e

—31’—»

-x/2.xn/2-1+J

i! 2n/2+3 T'(n/2+3)

X 1 ) P ,.X X P
g (ps—) = ——5 exp( -5+ 5-—) g ( »X)
n g2 ot 2 20 2 2 202 R 42
par conséquence :
_~2 k p. k s, k
£(8,5+0058, 58) = ! exp[l g I S S S —l—{s+ z s.)]
1 k Kk 2 .0 STt 2 200 i
n+32 o i=1 O i=1 20 1=
G © 4= 1
k P. no/-1
XL g (=, 8). —S :
i=1 By o2 i 2no/2r( /2)

On posera t

[ e

i=l

f(sl,..,sk,s) = c(xl,..,xk,oz)h(s],..,sk,t)e

si+s, Ai = piloz, la densité de (Sl,...,Sk,S) est de la forme :

k
-t/20?
g, (Ay»s)
1=1 1 ,

Sous cette forme, on voit que, quand Ai =0 (pi = 0), une statistique exhaustive
~

pour la famille des lois précédentes est (Si’T) oli

S,
1

= (S;5ee0s8,_ .S

[ e

.,Sk) et T = Si+S.

n+ 9 r .
1+1 1

i

La statistique (Si’T) est compléte. Il suffit de remarquer que (Si,T) est

fonction de (Xw ,...,Xw ,Xw

,...,Xw »T), cette derniére statistique a pour loi

une famille expénentielizlcoméféte, car sa densité est de la forme :

2m0hgly by oy
-

< xw ,mw >

“ M,
,--A,xwk,t)exp[—-z-'* I —-%;;—1]

i+l 20 j#i



ol <x,m> désigne le produit scalaire de x et m.

Par conséquent, (Soler p. 51 [24) un test (1-9,9), ui—libre en moyenne sur
(pl,...,pk,oz) P p; = 0 est de structure de Neymann par rapport i (§,T), c'est-
a-dire :

1N EPG(Q/Si,T) =a; quand p; = 0.

D'autre part, la densité de la loi de Si conditionnelle & (§i,T) ne dépend

que de Ai et est égale 3 :

h(s],...,sk,t).gni(xi,si)

£, (s./8.,t) =
Ai i’%i ~ Jh(s],...,sk,t)gni(Ki,si)dSi

Pour (gi,t) fixé, cette famille des lois conditionnelles précédentes : = une
famille des lois de probébilité de rapport de vraisemblance monotone. Cela vient du
fait que la famille des loix du x? décentrée de paramétre de décentrage A est de
rapport de vraisemblance monotone (Lehmann p. 312 DS]). Par conséquence, pour tout

O s 0 < ai <1, il existe un test @:(.Si,t) de la forme (Ferguson p. 210 [1d])

I3 Pa)
0 si s; < c(si,t)

* A .
o, (s.;8s. = i . s,
1(51’81’t) yl si s,

c(si,t)
i s, > .
1 si s; c(sl,t)

1

qui est U.M.P. de niveau o pour tester 1'hypothése Ai = 0 contre Xi > 0, c'est-a-

dire :
* A * .A =
(2) Jfo(si/si,t)Qi(si,si,t)dsi o

et pour tout test &, 0 <& <1 qui vérifie



(3) j%o(si/si,t)é(si;si,t>dsi = o,
on a
* A * * A
(4) foi(si/si,t)Qidsi 2_foi(si/si,t)®dsi O > 0).

Si @?(s.,§.,t) est mesurable comme fonction de (Sl""’sk’t)’ il définit un
test pour le probl&me non conditionnel qui soit meilleur que tout test (1-9,9), a.-=
libre en moyenne sur {(pl,...,pk,c ). P; = 0}. En effet, un tel test satisfait 3
(2), donc & (3) et en intégrant 1' 1nega11te (4) par rapport 3 la loi marginale de

(S T) on trouve :

b3 2
S = e o0 =
Ep (8) < Ep (9) ® = (py5++-5P)507) 0
0 0
* e
Or @i peut s'écrire sous la forme :
~ 0 si si/s < c'(gi,t)
* - . = ot
@i(sl,...,sk,t) y; si si/s c (si,t)
. > '
1 si si/s c (si,t)
k
car pour (§i,t) fixé, la fonction si/s = si/(t— z Si) est une fonction croissante
i=1

de s;-

Quand P; = 0, la statistique S, /S est libre, donc indépendante de (S »T),.
la condition (2) montre que c (s.,s.,t) est une constante ps - Le test o* a donc la
forme indiquée du théoréme et on voit que o* est bien une fonction mesurable de

(s],...,sk,t), ce qui achd&ve la démonstration.

s



3.4 - Aspect optimal du test (3.1)

Rappelons qu'une classe Co de tests est dite W-essentiellement compléte dans
une classe C de tests si pour tout ® € C, il existe un test ®0 € Co qui soit W-meil
leur que ¢. D'autre part, un test ¢ est dit W~admissible dans la classe C de test

. . x* . . . .
s'il n'existe pas de test ® € C qui soit strictement W-meilleur que .

THEOREME 3.2.

La classe des tests % définis par :

ou pl,...,pk sont des comstantes arbitraires, est une classe W-essentiellemen:
compléte dans la classe des tests imvariants W-sans biais. De plus, ces tests
sont W-admissibles dans la classe des tests imvariants.

Démonstration

Il suffit de considérer le probléme r&duit et montrer que les tests o* précé-

dent forme une classe essentiellement compléte parmi les tests Wsans-biais de ce

probléme. .

Soit donc @, un test W-sans-biais, d'aprés le théoréme 2.4, le test partiel
(l-@i,Qi) déduit de ¢ pour tester p; = O contre P; > O est sans-biais, et comme sa
fonction puissance est continue, on a :

E
P

(@i) = ai (constante) ¥ = (pl,...,pk,oz) : p. = 0.

0 1



Le théoréme 3.1 montre qu'il existe un test (1-® @ ) qui soit meilleur que
le test (l-<I>l ®l) Si on forme le produit de ces tests, on obtient un 0% qui sera
W-meilleur que le test . On a :

o* = 1 (1-@) il <1>

J i€J igJ

Comme @? est de la forme :

i . < pP.
0 si sl/s P;

o* =
i
i s. > 0.
1 si sl/s Py

le test ® a bien la forme indiquée par le théoréme.

. s *%x . . . * .
Soit maintenant, un test ¢, invariant qui est W-meilleur que ®°, cela im-

p11que que le test partlel (I—Qx* @x*) déduit de 0% est meilleur que le test

(1—<I>1 o* ) déduit de p** , comme test de P; = 0 contre P; > 0. Or la fonction puis-

*%

sance (1—@ @ ) est continue, on a :

%, _ x| _ _ 2 o
EPe(<I>i ) = EPe(Qi) = ¥ = (pl,...,pk,o ) avec P; 0.

D'aprés le théoréme 3.1, le test (1—@?,@:) est meilleur que le test
b 51
(1- Q** @ ) et cela pour chaque i = 1,...,k. Par conséquence, le test d'hypothéses
multlples o* est W-meilleur que @ 2 on n'existe donc pas de test invariant qui

. . . *
soit strictement W-meilleur que le test & .

s

3.5 - Fonction puissance du test (3.1). Résultats numériques dans le cas de deux

hypothéses linéaires

La fonction puissance du test (3.1), définie dans § 3.1 est une fonction 3

valeurs dans Rzk, soit B(6) dont les composantes sont :



B;(0)

i
g
D
.
o)
0
(¢
[}
el
t
[¢]
R
j=u
«
]
o]
t
=y
[0]4
7]
o
]
]
[
@
n.
~
8
Q
N
A

=Py —=——< p, ¥i€J; —2—>p, ¥ £J}

Notons Ui = “XW.HZ/O2 s L =1,...,k et Uo = IRV*HZ/GZ, la fonction puissance
i

U U
du test (3.1) se déduit de la loi de probabilité du k-triple (ﬁl seees ﬁk)' Comme

les variables aléatoires Ui’ i=1,...,k et U, suivent respectiVement def lois du
x? décentrées 3 n. degrés de liberté et de paramétre de décentrage p; = “mw.”z/cz’
et une loi du x? centrée i n degrés de liberté&, cette fonction puissance &st
fonction de (pl,...,pk) seulement et dépend des degrés de liberté no,nl,...,nk

ainsi que les séparatrices PyseresPp qui définissent le test.
Dans le cas ol k = 2, la fonction puissance a quatre composantes :

By = Bry,0y ~RU <0 UL U, <p,.U}

o

B, = 3{]} = P{Ul <pUs u, > p2.Uo}
By = Bryy = p{U1 > 0,0, U, <p,.U}
33 = B = P{Ul > p,.U_, U, > pz.Uo}

La procédure TESLI2(N1,N2,NO,P1,P2,R01,R02,BETA) permet de calculer ces

quatre composantes pour chaque valeur de nys Ty Dy Py P, et P, Py-

1

Comme exemple, prenons n, = 12, n, = 4, n, = 3. On choisira H et P, de fagon
que :
Yy
(3.2) P{ﬁ; <p;}=1-a  quand p; =0 (i=1,2)
ol o est comprise entre O et 1. Pour 0. = 5 Z, on a Py = 1.0864, Py = 0.8726.

(voir table I.1)
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On a listé (table I.2), pour chaque couple P> p2,1es quatre probabilités de décider
les quatre hypothéses : HI : P =Py = O (en haut, 3 gauche), H2 : P, = o, P, >0
(en haut, 3 droite), H3 : P, >0, P, =0 (en bas, & gauche), H4 - P >0, P, >0

(en bas, 3 droite). On voit que l'erreur de décision est moins que 5 7 si p1 n'est
pas comprise entre 0 et 30.0 et p2 n'est pas comprise entre O et 25.0. Plus préci-

sément, soit p > i =1,2 définis par :

U,
(3.4) P{ﬁ <p,/p; = p‘i‘} =0 i=1,2
ol pi, i = 1,2 sont donnés par (3.2). Alors si on teste les hypothéses :
H'] : P, =P, =0
H'2 : P, =0, Py > 0
H'3:p] >0, p2=0
H'4 : P, > 0, P, > 0]
les probabilité&s pour chaque type d'erreur de décision seront inférieures 3 a.
Les valeurs de Psis p: he dépendent que de n., n, et o. Elles peuvent &étre

calculées a 1'aide de la procédure TESLIN (§ 1.2). Dans la table I.1, pour o = 5%,
= = = % = x = ‘
n = 12, n 4, n, 3, on trouve P 27.75 et P, 24,12,

3.7 - Remarque sur la procédure TESLI2

Notons Kn p la fonction de répartition de la loi du x? décentrée i n
b

degrés de liberté et de paramétre de décentrage p, et &, la densité de 1la loi du

x? centrée i n degré de liberté, dans la procédure TESLI2, le calcul d'une compo-

sante de B, par exemple 62, s'effectue de lamaniére suivante :
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B fm [I—K (p v)].K (p,.v).g (v)dv
2 DRI nysPy 2 %
On fait appel 3 la procédure INSIRO pour le calcul de 1'intégrale (HISLEUR
p. 104 [1@]). La procédure KIDEC permet de calculer la fonction de répartition de
la loi du x* décentrée. Notons Kn la fonction de répartition de la loi du x2

centrée 3 n degrés de libert&, on a :

® h]
(x) = JEO P/2 (Pj%) Kn+2j (x).

Pour calculer Kn(x), on utilise la relation de récurrence

/2-1
_"x:2 (x/2)n
Kn—Z(X) € I'(n/2)

K (%)

en remarquant que :

Kz(x) -x/2

1-e

K, (x)

]

2N(x)-1

ol N(x) est la fonction de repartltlon de loi Normale centrée réduite (pour le

calcul de cette fonction, se référer a HISLEUR [1@)

Une autre méthode consiste & sommer la série :

Koo = 1 &2 22

j=0 T(n/2)+1+23)
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*PROCEDURE® TESLI2{N1,N2;NG,P1,P2,R01 ROZ'BETA) ;
SINTEGER® NI NI, NO ;
*REAL? Pl,Pz,Rﬂi ROZ ; *ARRAY?! BETA 3
$BEGIN? _ R
'REAL? 'PRGCEBURE? INSIRO(F sAsB8,0R0DMA X, PREC,SORT 4RES) ;
SVALUE®' A+B,ORDMAX,PREC 3 - : o _—
'REAL® *PROCEDURE® F ; 'BOODLEAN® SGRT ;'REAL' A,B,PREC ;
*INTEGER® QRDMAYX ; *ARRAY' RES H - .
*BEGIN® ' :
YREAL® L,T,P,MA 'INTEGER" N,IsJdyFAC 3 o :
~L3=8-A ; SCRT:= *FALSE? ; MA.—RES(ILL),:L*.S*(F(AJ*F(B))“: N
*FCRY Js=1 ®*STEP® 1 *UNTIL™ ORDMAX *DC? ' :
*BEGIN® T:=0 ; P:i=L/N ; , -
*FOR® I3:= 1 *STEP' 1 YUNTIL® N *DO' T: T+F(A+P*(I~.5))
- RES(/J¢1/):={P*T+RES(/J/))/2 ; FAC:=1
*FOR® 1:=J *STEP? =1 *UNTIL® 1 'DC*
¥BEGIN® FAC:=4%FAC ; . ‘
RESU/17):= RES(/§+1/}*(RES(/1+1/)-RES!/I/))/(FA£—1)
"END* ;
PIF® ABS{RES{/1/)-MA} (< ABS(RES(III))*PREC TTHEN? 'GOTD' TERM 3
MA: R‘S(!l/) H N.-Z*N
*END* ; . .
CYGCTO® AFELT
TERM:  SORT:=¢TRUE' 3 :
AFECT: INSIRO:=RES{/1/)}
*END* INSIRC ; -
*REAL® ¥PROCEDUREY KIDEC(NsPyXsEPS) H ,
YVALUE® N#PyXsEPS ; TINTEGER® N ; *REAL' P,X,EPS H
*CCMMENT?® CETYE PROCEDURE CALCUL LA FONCTICON DE REPARTITION
DE LA LOI DE KI DEUX DECENTREE BE PARAMETRE DECENTRAGE P ET
DE DEGRE DE LIPERTE N
*BEGINY S o
*REAL' *PROCEDURE* NORMALE{X,*,SIGMA) 3
*VALUE® X,MsSIGMA ; *REAL' X,5,5IGMA ;
*BEGIN®. ' ' : o
'INTEGER' I 5 'REALY SGNEsX2,Y3sRsS¢T,F15P2,Q1,Q22 ;
CX2={X-M)}/SIGMA ; SGNE:=SIGN{X)} ; X:=ABS(X) 3 :
xz::x#xv; $=e39894228C4%EXP{-X2/2} ; :
YIF® X < 3.5 *THEN? g ,
-"BEGIN® - :
I:3=1 5 T:i=0 ; Ss=Y:=Y%xX ;
YFOR® I3=1+2 "WHILE' S =~= T DC? ,
*BEGIN® Yi=Y*¥X2/1 ; Ti=S ; S:=S+Y 'END* ; ' .
_ NCRMALE:= .5+#SGNE*S R ‘
*ENDY :
YELSE' *BEGIN®
Qlz=X 3 Pl:=Y ; R:=P1/Ql ;
 Q2:=X2+1.0 ; P2:=Y%X ; T:=pP2/¢2 ;
I:=1 5 S3=0 ; . ,
*FORY I:3=I+1 *WHILE? ((R == T} & (S == T)) Do
~ BEGIN'
S:=X*P2+1*P1 ; Pl:=pP2
S3=R%Q2+I*Q1 ; Ql:=Q2
) S:=R 3 R:=T ; T:=P2/Q2
SEND* ;
C1F* SGNE=1 *THEN® T:=1-T ;

o
i
et

P2:=
Q2=

we ww
ws we
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NORMAL:=
*END*

TENDY NORMAL 3 _ ’
SINTEGER?Y K ;3 'REALY T,54AUXsCsLsR
CALCULKI: ! :

s=N=-2%{N*/%2) 3
$IF¢ K=0 *THEN?
- $BEGINY S:=1 ; AUX:=EXP{-X/2) YEND'
TELSEY 'BEGIN? _
CIFY X < 12.2 *THEN® 'GOTC* SERIE 3
sz 2ENDRMALE{SQRT({X) 4041.03-1 3
AUXT=EXPL{~X/23%SORT{X*2/3,141562¢5259) 3
SENDS _ o
TFEORY Ke=K+2 YHHILE! K<<= N *00* ,
YBEGIN® S:=S5-AUX ; AUX:= AUX%(X/K YEND® 3
*GOT0Y KIDECENT 3 v
SERIE: : ' ’
AUX:=EXPI-X/2¥*SQRT{X*2/3,141552£5359) 3
tFQRY K:=3 *STEP?' 2 SUNTILY N *DO?
AUXZ=AUX*X/K 3
s=L=AUX 3§ T:=0 ; Ki=N ;
SEOR? K:=K+2 'WHILE®* S-~=T *DO*
TREGINY ' ’
Ce=CEXIK 3 T:=§ ; S5:=5+C
~ SENDY '
KIDECENT:
- - , N
tIFY P=0 *THEN® *'GOTO' FIN ;.
=l s=P/2 3 Ki=D ; o
AUC: *1FY C > 88 'THEN? ‘
TREGIN' K3=K+1 3
§2=8—AUX ; AUX:=AUXEXX/{N+2%K} ;
C:=C-LN{L/K} ; *GOTO* AUG
YENC* 3
C:=EXPL{~-C} 3 Rei=1-C ; T:=5%C 3
BCUCLE: . :
Ke=K+1l 3 C:=C*L/K ; R::=R-{ ;
Ss=S5—AUX 3 AUX:=AUXEX/IN#22%K) ; T:=T+5%C ;
viFY R%S/T > EPS *THEN' *GOTO' BOUCLE ;
FIN: KIDEC:=1 - ‘

SEND?® KIDEC ;
tREAL? Vl,VZ,TOIALyFACT H : .
Y INTEGER® I 3 'ARRAY' RES{/1:7/) ; ‘'BOOLEAN' SORT ;
FACT := 3 I 3= NO-2 3

REC: *IFY 1 > 1 *THEN?

© YBEGINY FACT:=FACT*I ; I:=1I-2 ; '5CT0O* REC 'END' 3
YIF? [=1 *THEN?® FACT:=FACT¥SGRT{Z,14159265353/2) ;
"FORY [:=1,2,3 *'DO*

YBECIN?

*REALY *PROCEDURE' F{V) ; *VALUE' V ; *REAL' V ;

*BEGIN®
SREALY 11,12 3
Il:=KIDEC(N1:PL:V*RGI,'—3) H
12:=KIDECIN2:P24V%RC2,7-3) ;
sIF? I=1 ] I=3 *THEN!' [2:=1-12
sIFY =2 | I=3 *THEN® Il:=1-1I1

we e
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F-=EXP(~V/2)*V*#(N0/2~1)*I
YEND'
TOTAL:=0.0 ; V1: =1-g 3 V2:=NQ/2 3

*

RETOUR: TOTAL:=TOTAL+INSIRC(F,V14V2,6,?* -4 SCRT,RES) 3;

?

*IF* 1-KIDEC(NC,0,V2,°-2) < *~3 *THEN' *GOTQ' SUITE ;
V1i=V2. 5 V2:=V2+ND/2 ;
GOTQ' RETOUR ;
SUITE: BETA(/1/):=TOTAL/FACT ;
CYEND® ; | | ‘ >
BETA(/0/):=1-BETA(/1/)-BETAL/2/)~3ETAL/3/) ;
*END' TESLIZ ; | - ‘

-e
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S=E=E===z=S=====

La méthode d'Analyse de la Variance repose sur la décomposition de 1'espace
des fonctions définies sur un produit cartésien d'ensembles finis. En effet, le
phénoméne 3 analyser est soumis i 1'influence d'un ou plusieurs facteurs Fl""’Fk’
prenant respectivement un nombre fini de valeurs appelées niveaux. Une expérien-
ce est donc définie par la donnée du k-tuple e = (ei,...,ek) ol e, € {l,...,vi}

désigne le niveau du facteur Fi et un plan d'expérience est une partie EX de

E =
i

==

1 {1,...,vi}

ol chaque niveau de chaque facteur apparait une fois au moins.

Dans le mod&le I d'Analyse de la Variance, des facteurs influent unique-
ment sur la moyenne des observations, de telle sorte que le résultat de 1'ex-

-périence e s'dcrit :
X(e) = m(e)+v(e)

ol v(e) est une variable aléatoire de moyenne nulle représentant 1'effet du

hasard pur.

On voit donc 1'importance de 1'étude des fonctions définies sur E et ;a
restriction 3 E*. Comme on n'observe que les valeurs de X sur E*, on ne peut pas
tirer toutes les conclusions portant sur la fonction m, considérée comme fonction
définie sur E. D'od la notion de 1'hypothésg vérifiable (relative 3 un plan d'ex-
périence) et de plan d'expérience adapté 3 un systéme d'hypoth&ses. Ces questions

seront &tudiées en détail dans la suite de ce chapitre.
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I - DECOMPOSITION DE L'ESPACE DES FONCTIONS DEFINIES SUR UN PRODUIT CARTESIEN

D'ENSEMBLES FINIS ET LE MODELE STATISTIQUE

1.1 - Décomposition de 1'espace des fonctions sur un produit cartésien d'ensembles

finis

Ce paragraphe reprend la présentation et 1'exposé de BARRA [2] Chapitre IX,
§ 3.

Soient vl,...,vk, k entiers positifs et E le produit cartésien :

Un élément de E sera notéd e = (el,...,ek). On désigne par 2, 1'espace vecto-

riel des fonctions réelles définies sur E,  est muni du produit scalaire :

m€Q, m'€Q :<mm'>= I m(e).m'(e).
e€E
Dans toute la suite, on utilise les notations suivantes :
Soit I une partie de {1,...,k}, on notera FI le sous—espace vectoriel de Q
formé par les fonctions qui ne dépendent que des variables e;s i €I et QI

1'orthogonal dans FI du sous—espace engendré par la famille {F_, JC I, J # I}.

J’
En particulier F¢ = Q¢ est le sous—espace vectoriel des fonctions constantes sur
E. D'autre part, si m € Q, my (resp. HI) désignera la projection de m sur QI

(resp. FI).
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THEOREME 1.1 (théoréme de décomposition)

1°) QI est le sous-espace vectoriel des fonetions m € F; qui vérifient :
V.
1
(r.1) ¥i €1 % m(e],...,ei,ek) =0

e.=1
i

2°) Q_ est orthogonal & %

I pour tout I' # I

I!:

3°) F, est engendré par la famille des sous-espaces vectoriels {QJ, J <1}

en particulier Q est engendré par {Q J<{1,...,k}.

Démonstration

Les relations (1.1) sont équivalentes i 1' orthogonalité de F au Q
JCI, J# I.On en déduit que Q est orthogonal 3 QI" pour tout I' #1 (v01r
BARRA [Z] lemme 3 et 2 chapltre v, § 3).

La troisiéme partie du théordme se démontre par récurrence sur Card(I)
(card(I) désigne le cardinal de I). Supposons qu'elle soit vraie pour card(I) < n,
alors elle est vraie pour card(I) = n+l. En effet, F est engendré par Q et
{FJ, JCI, J# I} mais comme card(J) < n (si card(I) = n+l), FJ est 3 son tour
engendré par {QK, K € J}, d'ol F. est engendré par {QK, K<I}.

Corollaire
Pour tout I C {1,...,k}, I # &, la dimension de QI est 1 (vi-l)
i€r

Démonstration s

D'aprés la premiére partie du théoréme, une fonction m € Q est complétement

déterminée si on connait ses valeurs sur le produit I {l,...,v —I}qul contient

I (v, —1) points. i€1

i€I
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THEOREME 1.2 (théoréme de projection)

Les projections BI s Wy de m sur FI’ QI s'éerivent :

1

(1.2) m(e ,..e,e ) = —— I om(ey,...,e)
I k Il v, e.,i€I ! k
if1 t
d(1-J) -
(1.3) (e senre) = £ (-1 ) B (epsennrey)
JI
De plus, on a :
d(I-J) -
(1.4) L P Al [
JCI
(le symbole L signifie que 1'on somme sur tous les variables ess dont

e.,1i€I
i

1'indice appartient 3 I).
PP

Démonstration

On montre que EI définie par la formule (1.2) est la projection de m sur FI

en vérifiant :

<m,m'> = <H11,m'> ¥m' € F.
En effet :
<m,m'> = I m' (e) z m(e) = <BI,m'>.
ei,iGI ei,iﬁI

D'autre part d'aprés le théoréme de décomposition:
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m.(e) = % (e)
J v "k

gl = 2 Tl

L}

D'od

5 (_l)card(I—J)aJ(e) - 3 [ 5 (_l)card(I—J)]mk

Ja KI J=X

JCT

Si K# I, la somme I est nulle car il y a un méme nombre de termes positifs que

JX

J=1
de termes négatifs. D'ol la formule (1.3). La formule (1.4) se démontre de la méme
fagon.

Remargue

Les formules (1ﬂ3) et (1.4) nous donnent 1'identité :

(1.5) [z (I G ]2 5 (peard@D 1 (e)]?
e€E JI JI e€E

1.2 - Plan d'expérience

Reprenons le produit cartésien introduit dans § 1.1

k
E= T {I,...,v,}.
. i
i=]
. ~ L .~iéme ~
Un point e € E sera appelé une expdrience. La i coordonnée e, de g
s'interpréte comme le niveau du facteur Fi’ une expérience est donc définie par

la donnée des niveaux des facteurs F]""’Fk'



DEFINITION 1.1

On appelle plan d'expérience, tout sous—ensemble EX de E tel que :
. *
(1.6) vi € {1,...,k}, Veg € {1,...,v£L de € E e; = eg

La condition (1.6) n'est pas restrictive, elle signifie que tout niveau
d'un facteur intervient dans au moins une expérience réalisée, sinon on pourrait

supprimer ce niveau.

On continue & utiliser les notations du § 1.1. On notera Q*, 1'espace des

. ~ P * * . . .
fonctions réelles, définies sur E-. sera muni du produit scalaire :
* ] * 1 1
m € Q%, m' €Q <m,m'> = } * m(e) m'(e).
e

® ., .. .
D'autre part, pour tout m € Q, m désignera la restriction de la fonction
. X .
m & E et pour tout sous—espace vectoriel V de 2, on notera V*, le sous—-espace

. x . . . . . .
vectoriel de Q" qui est 1'image de V par cette application "restriction".

1.3 - Hypothése a priori et structure statistique

Le modéle I d'Analyse de la Variance consiste 3 supposer que le résultat

de 1l'expérience e est de la forme :

X(e) = mle)+U(e).
Les U(e), e € E sont des variables al&atoires indépendantes, normales,

centrées et de méme variance (inconnue) o?, qui représentent 1'effet du hasard.

La fonction m décrit 1'influence des facteurs Fl""’Fk sur le phénoméne

qu'il s'agit d'étudier. Le théoréme 1.1 permet d'écrire

(1.7) m= 2 m .
1< {1,...,k}



Les fonctions mr, I<{1,...,k} ont une interprétation statistique ;
my représente l'intéraction entre les facteurs Fi’ i € I, en particulier meLy
représente l'effet principal du facteur Fi et m¢ qui est une constante est la

moyenne générale des observations.

Les hypothé&ses ayant un sens statistique correspondent donc 3 la nullité
de certains des my dans la décomposition (1.7). Par exemple, la non-influence
du facteur Fi s'exprime par my = 0, ¥I i, la non intéraction entre les grou-
pes des facteurs Fi’ i €J et F., i €K (JNK=0), s'exprime par
my = 0, ¥I : INJ=+@, I NK= @.

Compte-tenu des connaissances sur le phénoméne 3 étudier, on fait alors

une hypothése i priori :

H:m= I m

e 1

ol ¥ est une famille des parties de {I,...,k}.

Comme on ne réalise que des expériences pour e € E*, 1'ensemble des obser-
vations est un vecteur aléatoire X € Qx, gaussien, de matrice de covariances
0?1 " (IQ* est la matrice unité de Q*), et de moyenne n* € Q*, o étant la res-
triction de m, qui d'aprés 1'hypoth&se i priori appartient & QK:= I Q On

1"
P C 5 €K
peut donc écrire la structure statistique du modéle : I

* *
(Q ,(B*,N(m ’OZIQ*)m* € % s 0.26 R-l-)

& étant la tribu des boreliens sur Q*.

Remarque : Cas d'un plan d'expérience avec répétition de_chaque_catégorie d'ex-

périence.

Supposons que pour chaque niveau donné de chaque facteur Fl,...,Fk, on

réalise 1'expérience avec un nombre quelconque (&ventuellement nul) de répétitions.
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On peut considérer ces expériences comme membre d'un plan d'expérience 3 k+l
facteurs oli le facteur Fk+l est le "facteur de répétition" dont le nombre des
niveaux est le plus grand de ces nombres de répétitions précédentes. Comme le
facteur Fk+l n'a aucune influence sur les observations, on exprime ce fait en

prenant pour l'hypoth&se 3 priori, une famille des parties de {1,..., k} au
lieu de {1,...,k+1}.
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II - HYPOTHESE VERIFIABLE - PLAN D'EXPERIENCE ADAPTE A UN COUPLE D'HYPOTHESES

2.1 - Hypothése vérifiable

D'aprés ce qui précéde, les hypothéses intéressantes au point de vue sta-

tistique sont de la forme :

H :m_=0 ¥IL € X
[} I [

ol 3% est un sous—ensemble de ¥

Cette hypothése &quivaut 3 :

ﬁ@;&% QH;H% 1€ H;H% I

.. * .
comme on n'effectue que des expériences pour e € E*, on ne peut tirer que des con-

. * . . s X
clusions portant sur m » restriction de m 4 E”, donc :

DEFINITION 2.1

Le plan d'expérience EX Stant donné, 1'hypothése 3% est dite vérifiable
dans X s on a :

2.1) ¥m GS%C: o € Q;4{ =>m € QKJC
o 0

THEOREME 2.1

L'hypothése 3% est vérifiable dans X si et seulement si 1'intersection de e
avec le noyau de 1l'application m € Q » m®> € QX est contenu dans ngkb.
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Démonstration

I1 est clair que 1'implication :

(2.1) VmE%m*Efgc_K = m€Q, .
- o o

entraine :

(2.2) Vme%m*=0=>m€%_&c.
(o]

. . R
' € & =m 4
D'autre part, si m G&CJC’ on peut écrire m = m +m, ol m

1

m, € QK%K » Ce qui montre que l'gmplication (2.2) entrafne (2.1).

= 0 et
Comme (2.2)

signifie que 1'intersection de {4 avec le noyau de 1'application m € Q - o € Q*,

est contenu dans QHHK » le théoréme est démontré.
o

Remargue

Le noyau de 1'application m € Q@ + m* € 0¥ est formé par des fonctions m € Q

. * ‘s . P '
qui s'annulent sur E°, une deuxidme version du théoréme 2.1 est la suivante :

THEOREME 2.1'

Une condition nécessaire et suffisante pour que 3% soit vérifiable dans ¥

est que pour tout m € Q, les relations :
mI(e)=O ¥I £ %e €E
m(e) = 0 ¥e € EF
impliquent :

mI(e) =0 ¥I HCO, ¥e € E.
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Corollaire
1°)  s% Ko est vérifiable dans ¥, alors tout JCO C ¥ est vérifiable dans X.

2°) 5% 3C(') et JCO" sont vérifiables dans X, alors JCO =3 U ng est aussi vérifia-
ble dans X,

3°)  Un plan d'expérience E® est une hypothése a priori étant domnd, il n'y a
que deux situations :

— aucun. sous-ensemble de ¥ n'est vérifiable dans X

- 11 existe Km c ¥, vérifiable dans K tel que tout sous-ensemble de X,
vérifiable dans X soit contenu dans JCm et inversement.

THEOREME 2.2

Pour que JCO soit vérifiable dans 3, <1 faut et il suffit que les conditions

suivantes soient vérifides :

1°) L'intersection de ch et Qf% se réduit 4 la fonetion nulle.

2°) La restriction de $ye de l'application m € Q-m* € 0¥ oot injective.
(o)

Démonstration

D'aprés le théoréme 2.1, la vérifiabilitéd de 3‘C° dans ¥ est &quivalente 3

s

(202) Vme%m*=0=>m€%c_$c
o

Soit m € QS‘C’ écrivons m = m, +m, ol m, et m, sont respectivement les projec-

tions de m sur QI-C et %C—&C > 1'implication (2.2) est équivalente 3 :
o o

€ € *m* -0 = = 0.
(2.3) le Q‘_Co, sz %C-KO’ mli-m2 0 >ml 0



La condition (1) du théoréme s'édcrit :
* * * *
lee% ,sze%c_&co’m-l-m =0=>m =m. =0
0 . .

et la condition (2)

]
o

*
le € QK%’ m =0 => m,

I1 est clair que ces deux conditions sont €quivalentes & {2.3) et inversement, d'o

théoréme.

THEOREME 2.3

Pour que 3C soit vérifiable dans ¥, i1 faut et 41 suffit que l'une des deux
eondttions equzvalentes sutvantes soit vérifide (QK S%G&b désigne 1'or-
thogonal dans * de QHHKb)

1°) 1l'application qui ¢ m € Qﬁb fait correspondre la projection de m* sur
* * '

QK"S%GJC est injective.
2°) La dimension de Q;-ﬂgzac est égale 4 celle de ka.
o N N

Démonstration

Soit P le projecteur de o* sur Q;TQixx » on remarque d'abord que 1'applicatic

m € Q.}C* Pm € %C%C—J'C est surjective car P(QK) = QJ-C QI-C-JC et P(%_C_JC) - {o}.

Comme une appllcatlon linéaire d'un espace vectoriel de d1men31on f1n1 dans un autz
espace vectoriel est injective si et seulement si la dimension de son image est

€gale a celle ce 1'espace de départ, la condition (1) est donc équivalente 3 (2).



1°)  Supposons que K soit vérifiable dans ¥, alors, pour tout m € QJC Pm* = 0
entralne que o E QJC—J{ et d'aprés le théoréme 2.2, cela n'est p0331b1e que
sim=0, d'oi 1'appliCation m € e > Pn* € %C_ QJ-C est injective.

o o

2°) Inversement si 1'application précédente est injective, cela implique d&ji la
condition (1) du théor&me 2.2. Quand i la condition (2) de ce théoréme, si
elle n'est pas vérifide, il existerait m # O m € QU-C tel que n* € @C—JC s
d'oll Pu® = 0 qui est une contradiction. L'hypothéseo-'ffo est donc vérififble
dans ¥,

Remarque

Le théoréme 2.3 est trés utile dans la pratique. On verra dans § 1.3 que
pour tester 1'hypothése m € %‘C—L‘C » i1 faut connaitre 1le projecteur P de o*
% %J'C On peut donc effectulr le test et en méme temps déterminer si 3C est

vérifiab1@ dans X,

2.2 - Plan d'expérience adapté a un couple d'hypothéses

~

Soit une hypothé&se a priori ¥ et une hypothése 3 tester 3{0.

DEFINITION 2.2

Un plan d'expérience EX est dit adapté aux hypothéses (JCJC) st pour ce plan
-'K' est vérifiable dans X

DEFINITION 2.3

Un plan d'expérience est dit minimal adapté aux hypothéses (3C3C ) 8"l ne

contient strictement aucun autre plan d' expérience adapté aux hypotheses
X}
G o)
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L'intérét d'un plan d'expérience minimal adapté vient du théoréme suivant

qui est une conséquence immédiate du théoréme 2.1.

THEOREME 2.4

s E est un plan d'expertence addpte aux hypothéses ( 3C3C), alors tout
plan d expérience EX contenant E est aussi adapté aux hypotheses @C3C)

Corollaire

.

Il existe des plans d'expérience minimaux adaptés a un couple domné d'hy-
pothéses 0@3%) s tout plan d'expérience adapté aux GQJQQ contient un tel

plan minimal.

La recherche de tous les plans d'expérience adaptés 3 un couple d'hypothéses
CHLﬂé) se raméne donc 3 la recherche des plans d'expérience minimaux adaptés aux
hypothéses (3;3%). Cette recherche peut &tre facilitée par la considération des

permutations sur les niveaux des facteurs.

On notera P(V) le groupe des permutations sur Vv symboles, si 0 € P(Vv),

alors (0l1,...,0V) est une permutation de (1,...,V). Considérons maintenant le
groupe H P(v ), produit des groupes P(V ),...,P(vk), donc les éléments s'écri-

=1
vent 0 = (O ,...,ok) ou,boi € P(vi) 3 on peut faire opérer ce groupe sur E par

e > 0e = (o]el,...,okek) e = (el,...,ek) € E.
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DEFINITION 2.4

Un plan d'expérience ET est dit équivalent par permutations sur les niveaux
des facteurs (ou plus briévement équivalent par permutations) & un plan E§

s'il existe o € ﬁ P(v;) tel que :

1=1

E7={0'e T e EE;}.

THEOREME 2.5

ST ET est un plan d'expérience équivalent par permutations d E: alors quel-

*

que sotent ¥ 3%,1@ plan E| est adapté (resp. minimal adapté) aux hypothéses

ag&%g 8l et seulement si le plan E: l'est,

Démonstration

Ce théoréme découle du théoréme 3.1 en remarquant que pour tout
k
Xcp({l,...,k}), sim€ 4> alors la fonction om (o € T P(\)i)) définie par
i=1

om(e) = m(oce)

appartient aussi 3 QK‘
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IIT - TEST D'HYPOTHESES

3.1 - Les problémes de test

Reprenons la structure statistique :
* * 2
« Q(B*’N(m e IQ*)II!* € % , 0.26 R+)

Comme il a &té dit dans le § 1.1, les hypothéses qui ont une signification

statistique sont de la forme :

H :m_=0 ¥l € X
[¢) I o

ot ¥ est un sous-ensemble de ¥. En notant QKHK = I QI, cette hypothése est
° o I€ I

équivalente 3 :

m € Qe ae
(o]

Pour que l'on puisse tester 1'hypoth&se H » définie par JC » 11 faut que 3C

soit vérifiable dans ¥, de telle sorte que H équivaut 3 :

x  x *
H :m € QK;K .
0

C'est donc un probléme de test d'hypothé&se linéaire que 1'on peut résoudre i 1'aide
du F-test défini comme suit : (voir Chap. I, § .

Notons respectlvement a5 ﬂK(X)’ QK{X) le carré de la norme de la projection
de 1'observation X € 0* , sur 1° orthogonal de QKHK dans QK et sur 1' orthogonal de
E%Cdans Q le test rejette 1'hypothése H si :

93¢ /Jc(X)

q3(X)



ol c est calculé de fagon 3 ce que le test ait un niveau de signification donné a.

. * - S . .
On suppose évidemment que 9c # @7 sinon, il n'existe pas de F-test.

La variable aléatoire ¢ ﬁK(X) suit une loi du x2 décentrée, dont le paramétre
de décentrage est Qe ﬁKﬁn ). ° pr aprés le théoréme 2.3, cette forme quadratique,

qui ne dépend que de® me est nulle si et seulement si e =

Soient maintenant r sous-ensembles disjoints 3%,...,3C de X, vérifiable dans

X, On s'intéresse 3 la vérification simultanée de r hypoth&ses linéaires :
H. : m_=0 ¥I EJCi (i =1,...,r)

qui sont équivalentes 3 :

* * *
H, : m" € ( = 3 Q).
t %-Ki %‘Ki 1€ 33K, I
C'est un probléme de test d'hypoth&ses lindaires multiples, qui consiste 3
déterminer parmi les Hl""’H celles qui sont vraies. Supposons que les hypothéses
linéaires H],...,H: sont indépendantes, c'est—3-dire la condition (C) du § 3.2.b,
chapitre I est vérifide, alors les résultats du § 3, Chap. I montrent que 1'on peut

résoudre le probléme i 1'aide des F-tests correspondant aux hypothéses Hl”"’H .

Le plan d'expérience E tel que les hypothéses H],...,H soient 1ndependantes

est dit alors orthogonal relativement au systéme CK seoes ,30. Cette notion a été

*
introduite par Seber [22J I1 est clair que si E° est tel que les sous- espaces vec-—
toriels 2F, I € ¥ soient orthogonaux entre eux, alors quelque soient ¥ ,...,JC ,
* I b o
E” est orthogonal relativement au syst&me GKI""’m%) ; dans ce cas, on dira que

E est orthogonal relativement 3 ¥, Cette définition contient comme cas particulier

les "hyper-cubes de RAO [19] ou "orthogonal array" (voir [23]).
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3.2 - Calcul des formes quadratiques

Les tests d'hypothése linéaire ou d'hypothéses lindaires multiples font inte
venir les formes quadratiques Q¢ ﬁK{X) ou g. ﬁK(X), i=1,...,r et qan). D'autre
part la fonction puissance de cef tests dépeﬁdent des paramétres de décentrage

QG ﬂkﬂmx) ou %K,ﬂﬂ‘m*) i=1,...,r. On voit donc 1'importance du calcul de ces

0 .1 -
formes quadratigues.

On appelle plan factoriel (ou plan d'expérience complet), le plan
d'expérience EF = E. Dans ce cas QF = Q et les sous-espaces vectoriels

* b3 .
QR’ QKRK’ 1 =0,...,r se confondent avec QK, ngxi. Comme les sous-espaces

vectoriels QI’ I1<{1,..., k} sont orthogonaux entre eux, il est clair que :

q ) = @ x|
i, i 1€ 363 L
t (G =0,1,...,r)
x) = : |x_|]?
¢ | gk I

Les ‘RI“ » I ©{1,...,k} peuvent &tre calculés 3 1'aide des formules (1.3)

ou (1.4). Le calcul de U3¢ ﬁK{X), (i=0,1,...,r) et QK(X) est donc immédiat.
i

Le plan d'expérience EX est dit strict si EX # E. Dans ce cas, il
n'y a pas de formules directes pour calculer a5 ﬂK(X) (i =0,1,...,r) et
qny). Cependant, on pourra obtenir ces quantités par résolution des systéme:s

lin8aires. Cette méthode permet en méme temps de déterminer si yi est véri-
fiable dans .

Le lemme suivant est trés utile dans la suite, il sert 3 démontrer le

théoréme 3.1 qui est la base du calcul de 43¢ KK(X)'
)
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LEMME 3.1

Soit {vl,...,vr} un systéme de générateurs d'un sous-espace vectoriel V

de Q*, notons PV le projecteur de o* sur V, alors

1 Eivi

vx €8 ByE T

MR

i
ou (YI,...,vr) est une solution quelconque du systéme d'équation :

T
jil <vi,vj>£j = <Vi’X> i=1,...,r

Ce systéme admet toujours une solution qui est unique si {V]""’Vr} est

une base de V.

Démonstration

Elle est presque immédiate, il suffit de remarquer que z'=\pVX'si*et seulement

si le vecteur xX-z est orthogonal aux-vedteurs.v];;;.,vr.
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THEOREME 3.1

Soit gl,...,gr un systéme de vecteurs de $ye qui engendre un sous-espace

vectoriel contenant QK et Q le projecteur de o* sur Q§;K ,» alors :
(o) o .

1°) L'hypothése 3% est vérifiable dans X si et seulement si la matrice A
de terme général

A, =<et,e™> - <% b
1] 1] 1 J

est de rang égal & dim( . En particulier, si {E ceenb } est une
base de 55C’ alors JC est verifiable dans ¥ si et seuZement st A est

non singulzere.

2°) Notons qi(x) =< :—Qe sX> , 1 =1,...,r ; alors :
T
o i=1
oul (51,'--,€r) est une solution de
r
21 Aijgi = qi(x) 1=1,...,r.

Démonstration

1°) I1 est clair que les vecteurs ex-Qe » 1 =1,...,r forment un systéme géné-
rateur de QK S%GJC' D'aprés le theoreme 2.3, 1'hypothése ﬂ: est vérifia-
ble dans ¥ si et sellement si ce systéme est de rang égal 3 dlm(QK ). Com-

me la matrice A de terme général : ¢ ©

b
1

Xk x %
.. <e.—Qe. ,e.,-Qe’.>
13 sl Q€1’€J QeJ

> - <€ ,Qg > i,g=1,...,r

* X
<g%
i J
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- . * * .
est de méme rang que le systéme de vecteurs {ei—Qei, i=l,...,r}, la

premiére partie du théoréme est démontrée.

2°) D'aprés le lemme 3.1, si (El,...,ir) désigne une solution de

r
Xk k % . _ _*x x . _
jzl<€i Qei,ej—Q€j>£j = <ei Qei,x> (i l,00.0,1)

c'est-d-dire

| Aijgj = qi(x) i=1,...,r

I MR

j

alors la projection de x sur le sous-espace vectoriel Qi:- Qﬁ;m est :

r
£ E. (e qe®), d'on :
'=1 J J J
J
r b3 *
qJ-C /}C(x) = .§ gi<€i-Q€i’x>
o i=1
r
Q¢ ﬂx(x) f ‘Z Eiqi(x)
o ¢ i=]

et le théoréme est démontré.

Le théoréme 3.1 permet donc de calculer numériquement Q¢ ﬁKﬂx), 3 condition
* . o
que l'on connaisse les quantités <g, ,Qe >> 1L =1,.0.,r, j =1,...,r. D'autre part,

pour avoir qkﬂx), il suffit de calculer <x,Qx> car :
age(x) = [lxl?-<x, Qx>

Toutes ces quantité@s précédentes peuvent &tre calculées i 1'aide du lemme
3.1. Il suffit de trouver un systéme générateur {nf,...,nx} de Q;KK , on résoud

alors des systémes d'equatlons linéaires pour obtenir les prOJectlons de x, et de

gi, i=1,...,r, sur QE4K .
o
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Remarque
Le paramétre décentrage de ¢ /}C(X) est gz, /JC(m ) = g /R(m —n) ol mK est

la projection de m sur e - Ecr1vons que

r

r * r
I d.q.(m”) = I Z A, .u.yu..
=1 1 i=1 j=1 Y 1J
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IV - EXEMPLES D'APPLICATION

Ce paragraphe illustre 1'application de la théorie générale précédente dans

les plans d'expérience classiques.

4.1 - Plan factoriel & trois facteurs ou 3 deux facteurs avec un méme nombre de

répétitions.

On utilise la notation indexée classique. Les observations sont notées
X 1o i=1,...,I, j=1,...,3, k=1,...,K, de moyennes mijk et de variance
’
commune 02. On désignera Y, a, b, c, (ab), (bc), (ac), (abc) respectivement pour

e Tl M2} M3} ™1,2)° ™{2,3}’ ®{1,3} °t B{y,2,3}> le théoréme 1.1 permet
d'écrire :

mijk = u+ai+bj+ck+(ab)ij+(bc)jk+(ac)ik+(abc)ijk.

Les quantités a,b,c,(ab),(bc),(ac),(abc) doivent satisfaire aux relations

(1.1), c'est-3-dire :

a. = b; =c. = (ab)i. = (ab)‘j = (bc)j. = (bc).k

ac), + .. = (abe)., , = . .
(ae); + (ac) p = (@be);; = (abe); (abe) 4 =0
La convention d'&criture est que chaque fois un indice est remplacé par un
point, signifie que 1'on a fait la moyenne suivant cet indice, ainsi :
J s

jzl (abc)ijk’ etc...

=

1 I
a =7 151 a; » (abe), =

On peut faire diverses hypothé&ses 3 priori sur le vecteur m. Seules sont

considérées les hypothéses :
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H : mijk = u+ai+bj+ck

H' : mijk = u+ai+bj+ck+(ab)ij+(bc)jk+(a§)ik
H" : mijk = mij = u+ai+bj

H'' mijk = mij = u+ai+bj+(ab)ij.

Les deux derniéres hypoth&ses correspondent 3 un plan d'expérience & deux

facteurs avec un nombre K de répétitions.

Tous les tests que l'on a’i considérer sont basés sur les formes quadra-

tiques :

= 2 2 - - = o R Sk
Sape = gy 0, = 7Gx o e g e
1,3,k
- 2 _ - - 2
Sab = “x{l’z}” K .Z. (xij. X, x.j.+x...)
1,]
= 2 = - - 2
Spe = ”X{2’3}“ I ‘2 (x.jk X 57X W FE )
35k
= 2 = - - 2
Sac - “x{1;3}” =J .Z (xi.k .. X..k+x...)
i,k
_ 2 - - 2
Sa = “X{]}“ J.K? (Xi.. X ..)

1

Sb = “X{Z}HZ I-KZ.: (x . "'X. )2 ‘

; . ..
= 2 — - 2
S. = lepgyll = I'JI‘E 570 ‘

~

Par exemple, sous l'hypothé&se 3 priori H , les tests de non-influence du facteur
A (premier facteur), B (deuxiéme facteur), ou C (troisiéme facteur) sont basés

respectivement sur les rapports Sa/Se,Sb/Se, Sc/Se, ol Se = Sabc+Sab+Sbc+Sac'
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Sous l'hypothése & priori H', les tests de non—intéraction entre les facteurs
y P

A et B, B et C ou C et A sont basés respectivement sur les rapports Sab/sabc’

Sbc/sabc et Sac/sabc'

Dans le cas du plan d'expérience & deux facteurs, il est commode d'introduire

la forme quadratique

S = S *S, S S, = I (

S .. ~X.. )2
ab b 13k ijk “ij.

alors sous l'hypothé&se 3 priori H", le test de non—influence du facteur A ou B
~ . o - +
est basé respectivement sur les rapports Sa/Se, Sb/Se ou Se Sab S, et sous

-~

1'hypothése a priori H"', le test de non-intéraction entre A et B est basé sur le
rapport S o
PP ab/S

4.2 - Plan d'expérience 3 deux facteurs sans intéraction avec un nombre quelconque
de répétitions pour chaque catégorie d'expérience

~

On considére un plan d'expérience 3 trois facteurs oii le dernier facteur
joue le rdle de "facteur de répétition". Une expérience sera défini par le
. . . . b3
triplet (i,j,k) et le plan d'expérience E= C {1,...,1} % {1,...,3} % {1,...,K}

est donné par :
(i,j,k) €E* <=> ] <k < g i €{1,.,Th, 5 €41, 00

Le nombre de répétition pour la catégorie d'expérience (i,j) est donc
nij’ il peut &tre éventuellement nul, dans ce cas, quelque soit k, le triplet
(i,j,k) n'appartenant pas 3 E*, donc il n'y a pas d'observation pour cette

catégorie d'expérience.

On utilisera les notations :



X .
ij. nij k=1 ijk

J I J
Ni = Z n, 3 X, =Ty z I
R B N, g=1 B
I 1 I
N. = X n.. H X . = o L xi.
-3 i=1 3 -3 Jjoi=1 M
I J 1 I J
N = X I n.. H X = ¥ I I x,..
i=1 j=1 1id .. .. i=1 j=1 1id-

~

L'hypothé&se 3 priori considérée est ¥ = {6,{1},{2}} . Nous nous intéressons
au probléme de test d'hypoth&se de non-influence du premier facteur, soit
mey = 0. Le test de me,y = 0 peut &tre traité de la méme maniére.
. . _ - D . . e
On a ici QH% »Q{l}’*QKKKg F{l} D autre part, il est facile de vérifier que
le projecteur Q de Q" sur (2} est défini par : ‘

*
x €07 > ox € 7Y,y Q)50 = % 5,

Comme Q{]} CIF{I} et que ce dernier est engendré par les vecteurs
€l,.oo,€ ol egjk = 8(p,i) (8(p,i) &tant le symbole de Kronecker qui vaut 1
si p =1 et O sinon), le théoréme 3.1 nous conduit 3 la considération de la

matrice A de terme général :

A = <e®P 2L | *P X
Pq s
J n . n.
= a(p’q)N - Z _P.L..Q,l
pP.- j=1 N.j
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L'hypothése de non influence du facteur F, est vérifiable si et seulement si
la matrice A est de rang I-1. Calculons maintenant la forme quadratique 43¢ ﬁkﬁx).
Comme : ' °

. X, .:X
i.mi.. o 137.3.
on.a :
I
QJ.C/J.C(X) = 2 Eiqi(X)
o i=1
ol (El,...,EI) est une solution de A = q.
D'autre part, &crivons le vecteur m sous forme :
I J
.. = U+a,+b. s = P .
m, s Wta, bJ ( E a E b 0)

Le paramétre de décentrage de gq (X) est (voir la remarque du § 3.2.b)
H%ﬁk

*
Qe ﬁkﬂm ) = ; ; A.. a, a..
o i ]

On peut résumer ces résultats dans le théoréme :
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- THEOREME 4.1 (Graybill [8])

L'hypothése de non—influence du facteur A est vérifiable si et seulement si

la matrice A de terme général

J n. n. . .
A, = - 3 ir_jr (1#3)
1] N
r=1 . T
J n?
A.. =N, - 3 AL
i1 1..
r=1 T

est de rang J-1 . Le test de cette hypothése est alors basé sur le rapport

QO/Q ol
I
Qo B az g1qi
1=]
S 5 o
Q= I r x;. - IN.x°, -3ZE&.q.
i,i kel ijk ; J 3. ; 1

(El,...,EI) étant une solution de

I J
Z A..E. =N .x - X n..X.. .
_ =1 ijvij. i

La variable aléatoire Q, suit une loi du x® décentrée de paramétre de

décentrage :
I J nir'n'r
A= I N, a?- 3 (3p 235 4.,
. 1. 1 . _ N 1]
i=] i,j r=l .r
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Remargues

1°) Les (El,...,EI) sont définis a une constante pré&s car la somme des lignes
I

de la matrice A est nulle, cela n'affecte pas QO car ona I q
I i=1

Soumis 3 la condition I Ei = 0, les El,...,EI sont des estimateurs sans

biais de a,...,a; (Gr3jhill []).

. = 0.
1

2°) Les projections de 81""’€i-1’€i+1""’81 sur Q{l} sont indépendantes,
il s'en suit que la vérifiabilité de ﬂ% est équivalente 3 la non-singularité

. - . . .—éme _,
de la matrice A', obtenue 3 partir de A en supprimant la i ligne et
.—éme
1 colonne.

3°) L'étude précédente contient le cas du plan d'expérience strict i deux fac-
teurs en prenant nij =0 si (i,j) £ E et 1 sinon. En particulier, pour un

plan en bloc incomplet &quilibré, un calcul simple montre que :

A,. =~

ij i4]

= >

A.. =r
i1

b L]

(Pour les notations, voir par exemple Scheffé [21] ou Barra [g]).
D'aprés le théoréme 4.1,. 1'hypoth&se de non-influence du premier facteur est

vérifiable et on a :

I
k 2 k 2
Q =+=2qf==— ¥ (rx,- I X..)
o AI i AI i=] 1fh(i,j)€E* ij
k . 2
Q = X x2, ~krx? -— I (r x. - X X..)
et 3 M gpet Y
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Procédure ALGOL

——— — o o vt 2 S s Y e

La procédure P2FSI(N,NU1,NU2,X,A,Ql,Q0,Q,DF sVF) permet 1'analyse de la

variance sur un plan d'exp8rience 3 deux facteurs. Les données sont :
= NUl, NU2 : les dimensions du plan

- N la matrice de terme général nij = nombre d'observations pour la

catégorie d'expérience (i,j)
- X la matrice des observations.

On calcule alors la matrice A et les formes quadratiques Ql, Q0, Q

J
Q1 = I n; . x2j ) et le degré de liberté DF de la variable aldatoire Q. Le
j=1 ° .

booléen VF prendra la valeur "vrai" si 1'hypothése est vérifiable et "faux"

sinon.
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S PROCEDUREY P2FSTI{NsNUL,NU24XsA5Q1,Q00,Q+DF4VF) 3
s INTEGER' ®ARRAY® N ; *BOOLEAN' VF ; :
YARRAY®* X,A ; *INTEGER?' NU1,NU2,DF ; *REAL' Q1,Q0,Q ;
*BEGIN? ' ‘ ~

TINTEGER?' I15IP,JyKsNB,NG ; T'REAL' SOMsR ;

*ARRAY' X1{/1:NUL1/)4X2(/1: NUZI):XIZ(Il'NUI,I NU2/) ,

S{/71:NUL-1,1:NU2/)} ;

*INTEGER® SARRAY* NL{/1:NU1/)N2{/1:NU2/} ;

=0 ; ’
*FOR® [:=1 *STEP® 1 *UNTIL® NUl *DO"
TEQR® J:=1 YSTEP' 1 'UNTIL? NU2 *DO!?
*REGINY SOM:=0 ; L A
'FOR® K:=1 $STEP' 1 'UNTIL® N{/I,J/) *DGC'
*BEGIN? : o
Q:=Q+X{/I15JsKANEX{LT 9d, K/) H
SOM:=SOM+X(/1,J9K/)

TEND® '

x12(lI,JI) =S0M

OEND! ;

NO:=0 ; : i J

YFOR® I:=1 *STEP' 1 *UNTIL®* NULl *DO?

*BEGINY , - - o
NB:=0 ; SOM:=0 ; o
SFORY =1 STEP* 1 'UNTIL® NU2 *DO!
TBEGIN? 3

 NB:=NB+NI/1,47) ;3
OM.-san+x12(11.J/1
TEND? ; »
CNL{/I/3:=N8 ; X1(/I/):=SOM; NO:=NO+NB
TENDY ; S - _
TEQRY J:=1 ISTEP' 1 'UNTIL* NU2 *OC*
*BEGIN® . : ‘ ,
NB:=0 ;3 SOM:=0 ;- ' ~
*FQR® T:=]1 SSTEP' 1 TUNTIL® NUl *DO?
*BEGIN?Y ,
NB:=NB+N({/1,J/) ;
SOM:=SOM+X12{/1,37)
*END* ;
N20/d/7):=NB ; X2(/J/):=50M
*END? ;
Q1:=0 ; o
- 9FQRY J3:=1 *STEP?! 1 YUNTIL®* NU2 *DO"
CL:=Q1+X2{/74/)*¥X2U/37V/N2L/J1)
TFQR? J:=1 *STEP* 1 *UNTILY NUl *DO?
13EGIN® A
SEQOR? IP:=1 %STEP* 1 'UNTIL® I=1 *DC*
*3EGIN® SOM:=0 ;- .
1FQR® Js:=1 *STEPY 1 ®UNTIL* NU2 ?'DC? _
SOM:=SOM=N{/71,d/)%N( /1P, 3/)/N2L/J7) ;
A(/I5IP/):=Al/IP,1/) :=50M :
.IEND! ;
SOM:=N1{/1/) ; _ ‘
TFOR' J:=1 *STEP' 1 'UNTIL?® NU2 'DD?
SOM:=SOM=N{ /1,37 )2N{/1+37)VIN2L/37)
A(/1417):=50M )
TEND?
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TFOR® J:=1 'STEP® 1 TUNTIL® NUl-1 *DO*
*BEGIN?
YFORY J:=1 SSTEP® 1 *UNTILT' NU1-1 DO
o SU7Led/Y2=A0/1,07)
SQM:=X1{/1/) ;
SFORY Ji=1 ’:_$TEP‘ 1 YUNTIL® NU2 *DO?
SOM:=SOM=-XZ{/J7VEN{/ 1,37 YIN2L7 37 5
S{7I+NU1/):=50M
TENDY H ' .
TEQRT J:=1 *STEPS 1 *UNTIL®* NULI-1 '0Q?
TBEGINY
YFORY K:=1 *STEP' L PUNTIL® I-1 *307
tBEGINY Ri==S{/KsI/)7/S{/KsK/) 3 :
TEORY Js=1 *STEPY 1 YUNTILY Nul DO!
S(/1.3712=5{/1, 3/ }4R¥5(/K /)
YEND? ; : . A
CYIFt ABS{A(/I,17)) < *—18 'THEN' *GOTQ*' IMPOSSIBLE ;
CENDY 3 ' - .
=0 3 ' '
TFORY I:=1 ¥YSTEP* 1 *UNTIL® hUl-1 ¥DC*
R3=R+S{/T4NUL/IES{/TIGNUT/YI/SUZ117) 3
Q0:=R ; Q:=Q-Q0-Q1 ; ODF:=NC-NU1-NUz+1 ; VF:='TRUL' ;
TCRINY FIN ' ‘ :
IMPOSSIBLE: VF:="FALSETY
FINs - ‘
tENDY PZFSI
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Dans le cas d'un plan d'expérience & deux facteurs, les hypothéses a priori
ayant un sens statistique intéressante sont : ¥ = {g, {1}} , ¥} = {g,{2}} ,
H=1{8,{1},{2}} et X ={8,{1},{2},{1,2}}. Les deux premiers cas se réduisent i la
considération d'un plan d'expérience 3 un facteur avec répétition de chaque caté-

gorie d'expérience. L'&tude d'un tel plan ne représente aucune difficulté.

Comme on ne s'intéresse qu'd des plans d'expérience ‘générals . on pourra
ne pas considérer le dernier cas, car si le plan n'est pas factoriel et
= {0,{1},{2},{1,2}} alors aucun sous—ensemble de ¥ n'est vérifiable dans X,
En effet, soit e £ E*, le plan d'expérience en question, notons 8% 1a fonction
définie sur E qui vaut 1 au point e et O ailleurs, alors &° appartient au noyau
de 1'application m € § » m* € 0% et les projections 6; de 8% sur QI, IC {&{2}

ne sont pas nulles.

_ . e e
Par conséquent, quelque soit H% c¥, § ¢ QKKKB’ et 3% n'est pas vérific 1.
dans ¥, '

I1 reste le cas oa ¥ = {# ,{1},{2}}. Cette hypoth&se a priori signifie
qu'il n'y a pas d'intéraction entre les facteurs. On s'intéresse 3 la vérification
de 1'hypothése correspondant 3 ¥ = {{1}} (non influence du premier facteur) ou
3% = {{2}} (non influence du deuxiéme facteur). Il se révéle que la condition de
vérifiabilité de ces hypothéses est identique et tré&s simple, ce qui nous permet

de construire des plans d'expérience minimaux adaptés.



I - CARACTERISATION DES PLANS D'EXPERIENCE ADAPTE ET MINIMAUX ADAPTES

1.1 - Condition de vérifiabilité

LEMME 1.1
Quelque soit le plan d'expérience (@ deux facteurs) E* l'intersection du
noyau de 1'application m € Q - n* € 0% qvec F{]} (resp. F{z} ) se réduit

a la fonction nulle.

Démonstration

Soit m € F{l}’ alors m(el,ez) = ﬁ(el) ol f est une fonction d'une seule

variable el Sim appartient au noyau de 1'application m € Q » m* € Q*, on a

m(e) = ¥e € g* , mais alors pour tout e € {1,...,vl}; il existe
(e »€, ) € o (définition du plan d'expérience) par conséquence, ® = 0, d'od

m = 0. En &changeant 1'indice I par 2, on a un résultat analogue pour F{Z}‘

THEOREME 1.1

Pour que 1'hypothése 3% = {{1}} (ou 3% = {{2}} ) soit vérifiable dans
= {9, {I} {2}} , 21 faut que la restriction 4 a $yode 1l'application
m€Q > €0% soit injective. Si cette condition est vérifiée, tout

sous-ensemble de ¥ est vérifiable dans ¥

Démonstration

D'aprés le th&or&me 2.1 du chapitre II, 3C = {{1}} est vérifiable dans
= {9, {1} {2}} entraine que 1'intersection Nﬂ:du noyau de 1'application
m€Q->nt €0F et {4 est contenu dans {2}. Cela n'est possible que si Ny = {o}
(lemme 1.1), d'od 1'injectivité de 1'application m € QK ot € o*. La deuxiéme

partie du théoréme résulte directement du théoréme 2.1, chapitre II.
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Une deuxiéme version du théoréme 1.l est la suivante :

THEOREME 1.1

Une conditiom nécessaire pour que JCO = {{1}} , (ou }Co = {{2}}) soit
vérifiable dans 3 = {¢,{1},{2}} est que les relations :

m S

m(e) =0 ¥e € o

impliquent

]

m(e) =0 ¥e €E

cette condition est suffisante pour que tout sous-ensemble de ¥ soit
vérifiable dans ¥

1.2 - Théorémes de caractérisation

Dans toute la suite, ¥ = {g,{1},{2}}, Ro = {{1}} ou 3{0 = {{2}} et on dit
briévement qu'un plan d'expérience est alapté (resp. minimal adapté) au lieu d'adapté

(resp. minimal adapt&), aux hypothéses (JC,JCO).

THEOREME 1.2

Pour tout e € E*, notons 8% la fonetion définie sur E qui vaut 1 au point

e et 0 atlleurs et % la projection de e sur % alors une condition néces-
saire et suffisante pour que E* CE soit un plan d'expérience adapté est que
les vecteurs {ch ,e € g%} engendrent



Démonstration

La relation m(e) = O (e € E) peut s'écrire sous forme :
<m, %> = 0.

Sim € QK’ cette relation &quivaut 3
<m,6§? = 0.

Par conséquent, les deux relations du th&oréme 1.1' équivalent 3 :

m e

<m,6§? = 0.

Ces relations impliquent que m = O si et seulement si les vecteurs
e *
{85 e € E"} engendrent e

Corollaire

Avec les notations du théoréme 1.2, une condition nécessaire et suffisante
pour que E* CE soit un plan d'expérience minimal adapté est que-les vec-
teurs {Qﬁr,e € £*} forment une base de e

Démonstration

Si E* est un plan d'expérience minimal adapté, alors le systéme {Q&, e € E¥}
est une base de QK, sinon on pourrait extraire du systéme de générateur;
{6§? e € Ex} de QK (théoréme 1.2) une base de QK, formée par les vecteurs .
{Qﬁ , e € ET} ot ET est un plan d'expérience adapté strictement contenu dans EX
- .

et E ne serait donc un plan d'expérience minimal adapté.
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Inversement, si {6§? e € E*}-est une base de QK’ alors E* est un plan

o e o . . * . - *
d'expérience minimal adapté, car pour tout EI strictement contenu dans E,

b 3 .
les vecteurs Q&, e € E? n'engendrent pas QK et E] n'est pas un plan d'expérience

adapté.
Remarques
1) Comme la dimension de QK est v1+v2—1, le corollaire précédent montre que :

Tout pla ! éri ini é conti vV, +V, = i .
t plan d'expérience minimal adapté contient exactement 17V 1 points

La réciproque n'est pas exacte. Considérons par exemple le plan d'ex-

périence 3 X 3 suivant :

eel 11213
2

1 b S
2 b S
3 *

. ~ s X
Les points marqués * sont ceux appartenant 3 E . On verra que ce plan n'est
pas minimal adapté car il contient un sous-plan 2 X 2 ayant quatre points

(voir Théoréme 1.3).

2°) On ne peut pas faire de 1'Analyse de la Variance sur un plan d'expérience

minimal adapté *

En effet, l'application m € e n* € QF &tant injective, la dimension de

Q; est égale a celle de {9, donc & celle de Q*, par consé&quence Q; = oF

et on n'a pas de F-test (voir § 3.1 chapitre II). Pour pouvoir effectuer

des tests d l'aide d'un plan d'expérience E*, il faut que ce dernier contien-

ne strictement un plan d'expérience minimal adapté.
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IT - CONSTRUCTION DE PLANS D'EXPERIENCE MINIMAUX ADAPTES

2.1 - Sous plan d'un plan d'expérience

DEFINITION 2.1

On appelle sous—pZan d'un plan d'expérience EX s> un plan d'expérience EX
obtenu 4 partir de EX on ne considérant que des niveaux e € S],

e, € 8, on 5 (resp. s, ) est un sous—ensemble de {l,...,vl} (resp. {l,...,\)2

Dans la dé&finition précédente, on suppose que S] et S2 soit choisis de

fagon que E satisfasse aux axiomes des plans d'expérience.

THEOREME 2.3

Si EX est un plan d'expérience minimal adapté, alors tout sous-plan: B
| © {1,. ..,vl}, 8, © {1,...,vé}contzent au plus

a1+u2—l points ou o = card(sl) s O

plan contient exactement a]+a2—l points, c'est un plan minimal adapté.

de E* défini par S

5 = card(Sz) s de plus si ce sous-

Démonstration

On ne restreint pas la généralité en supposant que S, = {1,.. Ny A
{1,...,v }. Comme les vecteurs {85, e € E*} sont 1ndependants, il n'existe
2 J@
pas de X € Q, A # 0 et A(e) = 0, ¥e £ EX tel que : I_ A(e)qm-— 0, ou de fagon
e€E*
différente A € Q{] 2}(1 orthogonal de (4. dans Q).

Ainsi le systéme d'equatlons :
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Y1
z A(el,ez) =0 e, = 1,...,V2
e, =1
i
(2.1) V,
Z_ A(el,ez) =0 e, = l,...,v]
e =1
avec :
¢
Ale) =0 ¥e £ E
n'admet que la seule solution A(e) = 0, ¥e € EX.

~% - . . . . - .
Comme E Ci{l,...,ul} x {],...,az} ="Ej le syst@me précédent est réduit 3 :

7 a‘l
{
§ K(el,ez) =0 e, = 1,...,@1
el-l
(2.2)
i cxz
k 21 X(el,ez) =0 e, = l,...,az
N %2
et par conséquence E . contient au plus al+a2—1 points.

~

Si maintenant on se restreint 1'attention & 1'ensemble des expériences E et
travaille dans 1'espace Q des fonctions définie seulement sur E. Nous définirons
Qﬁcde la m@me mani&re que {ye- L'indépendance des vecteurs {6ﬂ? e € E*} o QK _
est la projection de e (considérée comme un &lément de ) sur QR découle alors
du fait que :

¥A €0, A(e) = 0, ¥e £ E', A satisfait & (2.2) => A(e)=0 ¥e € E*

car nous pouvons identifier ces A comme des &léments de 2.

Par conséquence, si card(ﬁ*) = ul+a2—l dlm(Qﬂ?, les vecteurs

{6H? e € E*} forment une base de QK et ¥* est un plan d'expérience minimal adapté.
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THEOREME 2.4

Une condition nécessaire et suffisante pour que le plan d'expérience o
soit minimal adapté est qu'il existe & € o vérifiant soit la condition 1°),

soit la condition 2) suivante :

1¢) Pour tout e, # &2, alors (&1,&2) € E*ot le sous-plan d'expérience
obtemu a partir de E= en enlevant la ligne indexée par 81 est un

plan d'expérience minimal adapté.
2°) Pour tout e, # 81 , alors (el,éz) €E*ot Le sous—plan d'expérience
obtenu 4 partir de EX en enlevant la colonne indexée par 82 est un

plan d'expérience minimal adapté.

Démonstration

E 3 P . p
Supposons que E= est un plan d'expérience minimal adapté, alors
* o P
Card(E”) = V;+V,=1, et on peut trouver un point & € E* vérifiant

E*

Qo

(1) aucun des points (81,e2), e, # éz appartient

et/ou

[\
=

(2) aucun des points (e],éz), e # %1 appartient i

En effet, s'il n'existe pas de & € EX vérifiant ), card(E*) z_Zvl, et s'il

n'existe pas non plus & € o vérifiant (2), card(E*) 2_max(2vl,2v2) > v1+v2—1,

d'old une contradiction.

PR PR X] -~ o : o
Maintenant, si & vérifie 4 la fois (1) et (2), le sous-plan d'expérience

- . * . o ~ . P
obtenu & partir de E” en enlevant la ligne indexée par %1 et la colonne indexée

par 82 est de dimension (v]-l) X (vz—l) et contient vl+v2—2 points, qui est
encore une contradiction (voir théoréme 2.3). Par conséquence, & vérifie soit

. ' . e % - . * }
(1), soit (2) et le sous—plan d'expérience E obtenu i partir de E. en enlevant

soit la ligne, soit la colonne contenant &, est minimal adapté (théoréme 2.3).
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Inversement, si & vérifie (1) ou (2), le vecteur Qi est indépendant des
vecteurs {q&, e € E*-{&}} et 1le plan d'expérience EX est minimal adapté si le

~x
sous-plan E” 1'est.

2.2 - Construction de tous les plans d'expérience minimaux adaptés

Le nombre des plans d'expérience minimaux adaptés pour une dimension donnée
croit rapidement avec sa dimension et devient &norme dés que celle-ci dépasse
3 x 3. Ainsi dans chaque classe des plans équivalents par permutation (voir § 2.2
chapitre II), on choisira un représentant qui est le plus grand suivant un ordre

lexicographique que 1'on va définir.

DEFINITION 2.1

Sotent e' € E, e" € E, on dira que e' est lexicographiquement plus grand

ue e" sz e! > e" ou st e' = e, et e! > eV,
1 1 2

'
1 1 2

DEFINITION 2.2

On dira que le plan d'expérience E' est lexicographiquement plus grand que
le plan E" (tous les deux contiemnent un méme nombre, soit r, de points),
st ayant ordonné lexicographiquement les Sléments de E' et E" en e''>...>e'"
et e"'>...> " | il cxiste k , 1 Sk <y tel que

i . .
e = " ¥1 < k, e > e

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire pour qu'un plan d'expé-
rience minimal adapté soit lexicographiquement plus grand que tous les plans qui

lui sont équivalents par permutation.
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THEOREME 2.5

St le plan minimal adapté n X m,E* est lexicographiquement plus grand que
tous les plans qui lui sont équivalents par permutation, alors, il existe
kl""’kn , 1 < le kz...S kn = m¢el que pour tout i = l,...,n, on a les
propriétés suivantes :

>k

1°) E* ne contient pas les points (e],ez) avec e, < i, e, i

2°) Les points (i,§r1+l), (i’ki-l+2)""’(i’ki) appartiennent 4 EX
3°) Le sous-plan d'expérience i X k. de E* formé par i premiéres lignes

et ki premiéres colonnes est minimal adapté est Lexicographiquement

plus grand que tous les plans qui lui sont équivalents.

Démonstration

. . o . . X
Soit kl le nombre des points sur la premiére ligne appartenant i E°, alors
ces points seront (1,1), (1,2),...,(l,k1) car sinon, par permutation sur les
x %% . -
colonnes, on peut ramener E= 3 un plan E™" contenant ces points et par conséquence
. . * < PRI
lexicographiquement plus grand que E". D'od les n° 1°), 2°), 3°) sont vérifiés pour

1 = 1. Montrons par récurrence qu'il sont vérifiés pour tout i, i < n.



- 85 -

Supposons donc que 1°), 2°), 3°) soient vrais pour i < V. On remarque d'abord
qu'il existe un point (el,ez) avec e, > Vet e, < kv, appartenant i E*, car sinon
le sous—plan d'expérience (n-V) X (m—kv) formé par les n-V derniéres lignes et
m—kv derniéres colonnes contiendra (n+m—1)—(v+kv-]) = (n-v)+(m—kv) points, ce qui
est une contradiction (voir théoréme 2.3). D'une manidre plus forte, il existe
e, = k, tel que le point (V+l,e2) appartient & E* car sinon, par permutation sur
les lignes, on peut amener le point (el,ez) précédent en (V+],e2) et obtenir un

plan d'expérience g** lexicographiquement plus grand que E*.

D'autre part, le point (v+l,e2) € E* avec e, < kv’ quli existe d'aprés ce qui
précéde est unique, sinon le sous-plan d'expérience (V+1) X kv de EX formé par
les v+l premiéres lignes et kv premiéres colonnes contiendrait plus de (v+l)+kv—l
points qui est une contradiction (voir théoréme 3.3). Si k6+1 est le nombre des
points sur la v+l -iéme ligne appartenant i E*, alors ces points sont : (v+l,e2)
) ol k =k +k' -1.

V+1 V+1 Vvl
=1 points sur la V+1 ligne dont la deuxiéme coordonnée

avec e, = kv et (v+1,kv+1), (v+1, kv+2),...,(v+1,k
* .

En effet, E° contient k¢+1

est plus grande que kv et par permutation sur les colonnes, on peut ramener ces

points en (v+l,kv+l),°n<,(v+l,k ). Les n® 1°), 2°) du théoréme sont donc démon—

V+1

trés. De plus, l'application répétée du théor&me 2.4 montre que le sous-plan
P * C . ~ Py

d'expérience (V+1 x kv+l) de E* est minimal adapté car le sous-plan d'expérience

(v % k) de EX 1'est.

Finalement, il résulte directement du fait que le plan d'expérience E*
est lexicographiquement plus grand que tous les plans d'expérience qui lui sont
équivalents par permutation et qu'il n'existe pas de points (el,ez) € E* avec
e <1, e, > ki’ que le sous-plan d'expérience (i X ki) de E* est aussi lexjco-

graphiquement plus grand que tous les plans d'expérience qui lui sont équivalents.

Remarque
. L. * « . e
Si le plan d'expérience E” est tel que 1°) et 2°) soient vérifides pour
tout i, alors d'aprés le théoréme 2.4, quelque soit i = 1,...,n, le sous-plan

o . . * _ . .o . .o
d'expérience i x ki de E° formés par les i premidres lignes et ki premiéres colonnes
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- ) ~ . . * -
est un plan d'expérience minimal adapté. En particulier, E” est un plan d'expé-
rience minimal adapté ; mais on ne sait pas s'il est lexicographiquement plus

grand que tous les plans d'expérience qui lui sont équivalents par permutation.

Algorithme de construction

Le th&oréme 2.5 permet de construire une liste compléte de tous les plans
d'expérience minimaux adaptés, chacun est lexicographiquement plus grand que tous
les plans qui lui sont &quivalents par permutation ; en effet, on voit que de tels
plans de dimension ny * n, s'obtiennent 3 partir de ceux de dimension (n, -l) X n,
en ajoutant un point sur la ng—leme ligne et ceux de dimension n, X (nc-]), en
ajoutant un point sur la ng—léme ligne et sur la nc—iéme colonne. On remarque que
les plans d'expérience obtenus de cette fagon sont minimaux adaptés mais pas for-

cément lexicographiquement le plus grand dans leur classe d'équivalence (par

permutation).
L'algorithme que nous proposons est le suivant :

A 1'étape r, on dispose d'une liste compléte de tous les sous-plans d'ex-

périence minimaux adaptés, lexicographiquement le plus grand dans leur classe

da’ equlvalence (par permutation) : E* Ez,..o,E:(r)

1 L2 2 n(r) n( )t 1 i i, i
X n', n? X n oo n avec 1 < n, <v 1 < <V t + n = r+l
oy c’ R c’ ? v 2 1’ . 2 St 1y c

(c'est-3-dire le sous—plan E o contlent exactement r polnts) A partir 'du sous-

, de dimension respectives

n

plan d expérience E s en aJoutant un point soit sur la n£+] iéme ligne (sous réserve

o

i
que n2+1 =V ), SOlt sur la ny -iéme ligne et sur la n'+1—1emecolonne (sous reserve
que nL*lsv ), on obtient des sous-plans d'expérience minimaux adapté tels que la som-
me de leurs dimensions est &gale & (r+1)+l. On ne retient de ces sous—plans que ceux

qui sont lexicographiquement le plus grand dans sa classe d'équivalence. D'aprés ce

n(r)

qui précéde, en partant des sous-plans E' ,.,.,E » on obtient une liste compléte

3 n(r+i)
L

quand r = v1+v2—1.

des sous-plans d'experlence pour 1'étape r+l. L'algorithme s'arréte



Il reste le probléme de déterminer si un plan d'expérience E est lexicogra-
phiquement le plus grand dans sa classe d'équivalence. Pour cela, on construira
un plan d'expérience équivalent par permutation au plan E précédent qui est lexi-
cographiquement le plus grand possible. Soit Qi la i-iéme ligne de E, qui contient
le plus de points que les autres lignes. Soit %v le nombre de points sur Qi. Par
permutation, on a un plan d'expérience E' &quivalent 3 E dont la premiére ligne
contient les points (],l),..,,(l,kl). Considérons maintenant la i-iéme ligne Qi,

(i =2,...,n) de E', on essaye de permuter entre les colonnes de E. de fagon que

la premidre ligne de E' soit inchangée et que la ligne Ri devienne iexicographi—
quement plus grande possible (on assimile les lignes de E' comme un sous—-plan
d'expérience d'ordre 1 X m). Soit Ei cette nouvelle ligne obtenue par les per-
gutatiogs précédentes. En répétant ces 0pérationsz on obtient les lignes
2%,...,23 et on choisira 1'indice i de fagon que 2; soit lexicographiquement plus
grand que toutes les autres lignes. Par permutation, on arrive donc 3 un plan
d'expérience E?, ayant £; comme deuxiéme ligne et dont la premiére ligne est la
méme que celle de E'.

Ainsi, on passe de Ek a Ek+] par des permutations sur les colonnes des Ek
qui laissent inchangdes les k premiéres lignes de Ek et par des permutations
sur les n-k derniéres lignes de Ek. Ces permutations devraient rendre lexicogra-
phiquement plus grande possible la k+l-iéme ligne de Ek. A 1'étape n, il est
facile de voir que le plan d'expérience E" obtenu est lexicographiquement le

plus grand possible parmi les plans d'expérience &quivalents 3 E.

2.3 - La procédure ALGOL

La procédure LP2MIN(NU1,NU2,LP,NP) fournit une liste compléte (tableau LP)
des plans d'expérience minimaux adaptés de dimension NUI X NU2 qui sont lexico-
graphiquement le plus grand dans leur classe d'équivalence (par permutation).

Le nombre des &l&ments de cette liste est NP. Dans la machine, un plan d'expé-

rience sera codé par NU2 nombre ECl,...,ECNU2 de ia facon suivante

.
.



Prenons par exemple, le plan d'expérience ci-dessous. On remplace les cases
vides par O et les cases marquées * par 1, et on considére les colonnes comme
des nombres binaires lus de haut en bas. Ainsi le plan ci-dessous est représenté

par 5 nombres binaires (1100, 1010, 1001, 0100, 0010).

201121345
e

1

1 | = | x| %

2 | * b4
3 * *
4 *

Le tableau LP est de dimension NP X NU2. Chaque ligne de LP contient le code

d'un plan d'expérience de la liste.

La programmation suit de pré&s 1'algorithme expliqué en § 2.2. La procédure
LP2MIN utilise un sous—programme EQUIV(EC,N1,N2) qui permet 3 partir d'un plan
d'expérience de dimension N1 X N2, codé par EC de construire un nouveau plan
d'expérience &quivalent par permutation qui soit lexicographiquement le pius

grand possible. A la sortie de cette procédure, EC contient le code de ce plan

ainsi construit.



- 89 -

SPROCECUREY LP2MININUL,NUZ2,LP,NP) ;
*INTEGER?Y NULJNU24NP ; *INTEGERY 'ARRAY' LP 3
$BEGIN® ‘
SPROCEDURE?Y STORE{EC+LPyN2sNP)
PINTEGCERY fARRAYY EC,LP 3 TINIEGER' N24yNP ;
tREGINY : :
CINTEGER? I,J4K 3
K:2=0 ;
REP: TIF® K=NP TTHERY *50T7L* STulK
Ki=K+1l ;5 J:=1 3 .
TEST: *IFY EC(/J/) ~= LP{/K,4/} *THEN' 'GCTO* REP ;
Ji=J+l ‘ v
*IF® ) > N2 "THEN® *GOTO* TERM ‘'ELSE' 'CGOTOY TEST ; -
STOCK: NPz=NP+1 ; ‘ '
TFOR* J3=1 YSTEP' 1 *UNTIL®' NZ ‘DC!
LP{/NP,J/72)Y=EC(/J/)
TERM: '
TENDY STORE 3 '
*PROCEDUREY EQUIVIEC 4N1,N2} 3
¢ INTEGER' *ARRAY® EC ; YINTEGER' N1s4N2 ;
SBEGIN?
*INTEGERY NL NP ¢yNPEIsJsKyQy LGM H
PINTEGER!® 'ARRAY' PTLyPTK{/12100/7) 4LP,LPEL/1:100,1: NZ/) i
INIT:
NL:=NP2= H
tEQRY Ji=1 *STEPY 1 *UNTIL' N2 DO :
*BECIN® LP(/LyJ/7)3=8C{/J0/7) 3 EC(/J/)i=0 'END
LIGNESMAX: o
: LGMz2=] ; : '
SEOR Ke=1 ISTEPY 1 TUNTIL' NP DO
TRECINY ,
*INTEGER®Y. *TARRAY?Y ECR(/L:MN2/7) 3 YINTECER' LG»SHIFT ;3
SEORY Ji=1 *STEPLY 1 YUNTIL® N2 20! '
ECR{ZJZ):=LP /K J7)
PEOR? l:=N1 'STEP? -1 YUNTIL® NL *DCY
*3EGIN? ’
LGs=C 3 SHIFT:=Ji=1 ;
TASS:
S=ECRE/JSIV/Y2 :
YIFY 2% = ECR(/J4/) YTHEN® LG:=2%LC+l
SELSEY SHIFT:=2%5HIFT 3
ECR{/ZJ7):=00 3
$IFY g=N2 YTHENY *GOTOY SULITE
YIFY EC{/J47) = ECL/4+1/) 'THEN!
TBEGINY LGs=SHIFT*LG 3 SHIFT:= YENDYY
Ji=J+1 ;3 'GOTOY TASS
SUTTE: '
LGs=SHIFT*LG
TiFY LG >= LGM TTHEN?
*BEGIN®
TIFY LG = LGM *THEN?'! NPEL:=NPE+1
PELSEY YOEGINY WPE:=1 ; LGM:=LG *ERDY ;
PTI{/NPE/Y =1 ;3 PIK(/NPE/}:=
TENDY ’
TEND?®
TEND
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*TFe NL=N1 fTHEN' *GOTO*

PLANEXP 3
LISTE: v '
NP:=0 ; o
tFCR® K3=1 *STEP®* 1 *UNTIL?® NPE 'DO’
*BEGIN® : ,
S INTEGER' YARRAY! ECR,JR{/1:N2/} ;
*INTEGER?® 10:J0,KO0sRsMASQ 3
10:=PTI{/K/} ; KO:=PTK{/K/} 3
MASQ:=2#%{N1-10) ;
PERMULTE:
COdRU/17) =1
tFQRY Ri=2 *STEP' |1 'UNTIL' N2 *DO?
*3EGIN® :

Q"LP(/KO,RI)'/'MA)Q ’

tI1Ft Q=2%{Q'/'2) 'THEN' *BEGIN'
'FORT J:=R-1

Ji=R-1 ; 'GDTO' SUITE *END'
*STEP' -1 TUNTIL® 1 *DO' o

*BEGIN' | | ,
TIE' EC(/JR(/J/)/) == EC(/R/) *THEN' 'GOTO' SUITE ;
Q:=LPE /KOy JRU/J/Y /) P/ THAST 5 . |
VIEY Q ~= 2%(Q'/'2) *TREN' 'GOTQ' SULTE ;-
JR(/4417) 2=dRI/IIY :
TEND? ;
J:=0 ;
SUITE: RU/I+1/D:
TEND® ;

- TFOR? Q:=1 'STEP® 1 'UNTIL’ N2
*BEGIN? =JR{/R/)

?

Qs LP!/KO,J/}'/‘MASQ ;

b4

ECRE/R/I:=(LP{/KO,J/)- HASQ*Q)+(Q'!’2)*MASQ

1DD‘

TEND? 3
STORE{ECR,LPEsN2;NP) ;
SENDY '
PLANEXP: '
*FOR® Js=N2 'STEP? ~l 'UNIiL' 1 DO
*BEGIN®
s={GMY /Y2 . ; -
EC(/J/7):=%1F" LGM=2%Q * THEN?* 2#%EC{/J/) T'ELSE?! 2%EC{/J/7)+1
LGM: = ’
TENDY
tIF* NL=N1 °*THEN® *GOT0' TERM ;
RECOMENCE:
SFORY Ks=1 *STEP® 1 PUNTIL® NP 'DC?
*FORY J:=1 *STEP* 1 YUNTILY N2 t0C?

LPU/KsJ/Y3=LPEL/Kyd/Y
NL:=NL+1 ; *GOTO* LIGNLESMAX 3
TERM:

*ENDY EQUIV ;

*INTEGER' RyNLyN2yNPEyJsJO0 sdMsK 3

3

CINTEGER® TARRAY' NC,NCP{/1:1000/)4LPE{/1:1000,1:NU2/),

ECsECR{/1:NUZ2/)
1=NP:=NC{/1/):=1 ; LP{/1,1/)z:=1 3
RECUR:

:=R+l ; NPE:=0 ;

*FOR® K:=1 *STEP® 1 YUNTIL® NP
*BEGIN®

N2:=NC{/K/} 3 N1:=R-N2 3

lDo-’
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SFOR* J:=1 *STEP®* 1 "UNTIL®* N2 *DO?
EC{/37)2=ECR{/J/):=LPl/Ky3/) ;
COL: :
PIFY N2 = NU2 'THEN' @07T0' LIGNE 3
N2:=N2+#1 ; ECU/N2/)}:=ECR{/N2/}:=1 3
EQUIVIECSNL,N2) ;
C YFQRY Js=1 YSTEP* 1 TUNTIL? N2 *'00¢ .
TIFt EC{/J/) ~= ECR{/J3/) *'TEHEN® *GCTC* CCNT ;-
NPE:=NPE+1 ; NCP{/NPE/}3i=N2 ; S .
TFOR? J:=1 *STEP' 1 *UNTIL* N2 *'DO!
LPE{/NPEJ/)Y:=EC(/J/) 5
CONT: .
N2:=N2-1 ;
LIGNE:
SIFY N1 = NUl *THEN® *GOTOY TERM 3
Nlz=N1+1 ; JM:z=1 ; JO:=N2 ; :
AUG: '
2IFY ECRI/JIM/Y = 2%{ECR{/JIM/}?/*2) *THEN!
SBEGIN' JMi=JM+1 ; *GOTO®* AUG 'END* 3
-~ SFOR?' J:=1 *STEP* 1 f*UNTIL' N2 'DO*
ECR{/J/Y:=2%ECR{/J/} 3
PLANEXP: . S
PIFY JO > JM *THEN!
SBEGIN®
$IFY ECR{/JO/)=ECR{/JO-1/) 'THEN?!
SBEGIN' JO:=J0~1 3 'GOTO" PLANEXP 'END' 3
BEND* ' RS .
ECR{/J0/):=ECR{/JO/}+1 ; .
YFORY Ji=1 fSTEP? 1 SUNTIL® N2 'LC*
EC{/J/):=ECR{/J/) ; ‘
EQUIVIEC)NLsN2) 3 4
*FORY =1 *STEP' 1 *UNTIL® N2 *DC! . o
tIFY EC{/J/) -= ECR{/J/) *'TEEN' *GOTO* SUITE ;3
NPE:=NPE+1 ; NCP{/NPE/}:=N2 5 - . '
TFEQRY J:= 1 *STEP®' 1 *UNTIL® N2 *DCY
LPEL/NPE 3/ ) :=EC{/J/} ; '
SUITES -
LIFY JO=JM *THENY 'GOTO' TERM 3
ECR{/JO/Z):=ECR{/J0/)~-1 ;
- J0:=J0-1 ; *GOTO* PLANEXP 3
TERM: ‘ '
*END' ;
~ NP3:=NPE ;
SFORY K:=1 *STEP® 1 'UNTIL® NP ‘DO’
YBEGIN' N2:=NC{/K/):=NCPL/K/) ;
SEORY J3:=1 *STEP' 1 *UNTIL®* N2 *DO?
LP{/KeJZ)2=LPE{/KsJ/)
YEND?* 3
TIFe R < NULI+NU2-1 *THEN' *GCTO' RECUR
SENDY LF2MIN 3
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PLANS D EXPERIENCE {DEUX FACTEURS) MINIMAUX ADAPTES

CHAQUE CLASSE DE PLANS EQUIVALENTS PAR PER”UTATION SUR LES LIGNES ET

COLONNES EST REPRESENTEE PAR UN SEUL PLAN. SUR LES FIGURES LES POINIS

MARQUES * SONT CtUX APPARTENANT AU PLAN D EXPERIENCE

PLANS 3 X 3
1 * * x|
|* !
| i

PLANS 3 X 4

RS
1% i

._: i
1* |
i x|
1% *]

PLANS 4 X 4
1% % % x|
i* i
3 e
j* * x|
i*
i |
! |
TR
I

*
V- oo

-
-

-
-

'NOMBRE DE CLASSES D EQUIiV.

|*
1*
1*

NOMBRE DE CLASSES D EQUIV.

* % %|
|
!

[* = x |
1* *1
! *]

NOMBRE DE CLASSES D EQUIV.

[* * * %|
| * |
| * .
I* !

= 4
|
*|
i
= [4
j* * « | jxxx
i %} | xf
I * U S i
= 14
1 x x | |xx x |
| * *] - |x* 'Y
| ¥ 1 % I
b * | x|
jx x x| |%x.* {
| * * ix = |
1 * b o ¥
1 * r %



‘PLANS 3 X 5 3

1% % % % x|

[ * 1
1 = !
;t’r* 1
| * * %]
1 = 1

PLANS 4 X 5 @

|#

i

. R

T ek dep W G

* *»

*

- iy o

[* % & % x|

1
]
!

*
— GG Nanel bl

- o S~ i)

* *

NOMBRE

% % %
[*
%

1% % %
™
1*

NCMBRE
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DE CLASSES D EQUIV. = 10
t 3 *‘ l# * % % f l 3
| ] * * ] |*
! H *| I
] % * % ] J* %
* x| - | * 1 %
1. o+l 1 =
DE CLASSES D EQUIV. = 28
* %} 1% % % x %] ']*
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| [* B |
* l }* & % X ‘ l*
x]  ]* £] o *
1 1* (I £
[ DY I
I 1% * % 1 1%
* %] 1= *‘*} K
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| ] % |
T
* ] ] * % 1‘ {*
%* *l ' x * *! ’
* ] 1 * | |
i 1* * X I l*
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% | 1* %] j*
] I* B |
FETE !
. B * |
%* ] 1% * !
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—
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S w7
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T
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65

NOMERE DE CLASSES D EQUIV.

PLANS 5 X 5 :
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PLANS 3 X 6
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CHAPITRE IV

Ce chapitre contient deux parties : la premiére est consacrée 3 1'étude
du modéle II d'Analyse de la Variance. Nous rencontrons beaucoup de difficultés.
I1 se trouve que le théoréme de décomposition du chapitre II permet de définir
une statistique exhaustive de la structure considérée, dans le cas des plans

-~

factoriels et seulement dans ce cas. Nous nous bornons donc i 1'étude des plans
factoriels et nous sommes amené & une structure exponentielle & laisions polyno-
miales. Il s'avére que sauf dans les cas particuliers ol ces liaisons deviennent
linéaires, on ne sait pas s'il existe des tests U.M.P. sans biais et les cons-

truires &ventuellement.

La deuxiéme partie illustre l'utilisation de la notation fonctionmelle et
de la méthode géométrique 4 1'étude des plans d'expdrience hiérarchique. Pour
s'adapter au phénoméne aléatoire &tudié, on appuie sur une nouvelle décomposition
de 1'espace des observations. Cette décomposition permet de construire des tests
dans le modéle I aussi bien que dans le mod&le II d'Analyse de la Variance. Dans
le dernier cas, on suppose que le nombre des niveaux d'un facteur & 1'intérieur
d'un niveau du facteur hidrarchiquement supérieur est le méme pour tous les niveaux

de ce dernier.
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I - ANALYSE DE LA VARIANCE SUR PLAN FACTORIEL EN MODELE II

1.1 - Le modéle statistique

Nous reprenons ici la présentation de BARRA [2].

Dans le cas du modéle II sur plan: factoriel, il est plus commode de consi-
dérer des plans avec répétitions, les plans d'expérience sans répétition consti-
tuent un cas particulier de ces derniers. L'ensemble des expériences possibles
est donc défini par :

Tkt1

+
E = H {],oto,\)o}'
- 1

i=1

~

Le modéle II consiste 3 écrire que l'observation correspondante i 1'ex-—

périence e € E est de la forme :

(1.1) X(e) = u + z XI(eI)+U(e)
ic {1,...,k}
149

— M est une constante représentant la moyenne générale des observations.

- X;(ep), qui ne dépend que de e; = {ei, i € I} est une variable aldatoire
normale centrée de variance 02, représentant l'intéraction entre les fac-
teurs F., i € I (en particulier X{i} représente l'effet principal du

facteur Fi).

- U(e) est une variable aléatoire normale centrée, de variance OZ repré-

sentant l'effet du hasard pur.

De plus, les variables aléatoires XI(eI), er €I {l,...,vih I#¢

. €
I<{l,...,k}et U(e), e € E sont toutes 1ndependantesle%tre elles.
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On notera A(Oi,GZ) la matrice des covariances du vecteur aléatoire X dont
le terme général est Aee' = E{[X(e)—u].LX(e')-ul}. Avec les mémes notations du

chapitre II, on peut alors écrire la structure statistique du modéle :

2 2
(QamsN(“l’A(OI’Oe)uGR,c§€R+ ¥I < {l,...,k}, I # @, OZ€R+)

1.2 - Existence d'une statistique exhaustive

Nous allons montrer que par un changement de base convenable, la matrice
de?covariancesA(oi,O:) devient une matrice diagonale et cela quelque soit les

valeurs des 02, I < {1,...,k} et OZ.

I’

LEMME 1.1

Sotent pour tout I € {l1,...,k+1}, I # @ , une base orthonormale
{EI’I"Q.’EI,rI} de QI (rI = dim(QI)) et X e Q est définﬂ par; (1.1).

Notons
k+1 -1/2
(1.2) Y¢ = (I vi) LI X(e)
i=1 e€E
. . = . 9 X> .
(1.3) T1,i = 8p,i0% i=1,0,r, TC{I,...,k}, T#0
alors les variables aléatoires Y¢ B YI,i’ i= l,...,r}, IC {1,...,k},VI #
sont normales indépendantesv;Y¢ a la moyenne (kﬁ vi) /2 u et varéanae
' i=1
2 2 2
0°(Y,) =0+ I (I v.,)o
¢ ®aclt,.. ,x} jeg 1Y
J#0
et YI ; est centrée, de variance :
H]
2 2 2
o°(¥; ;) =0+ X (I v.)os.
I,1 e o1 jEJ 37 J

JH{1,...,k}
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Démonstration

Dans l'espace FI’ le vecteur aléatoire X_, de composantes XI(e) = XI(eI)

I’
ol er = {eI, i € I} est de loi gaussienne, dont la matrice de covariance est dia-
. + -
conale. Comme les vecteurs EJ Ly 1 = 1,...,rJ, JCI, J+# ¢et €¢ = ( kH] vi) 1/2 1
’

(1 étant la fonction qui vaut partout 1) forment une base orthonormale ée F les

variables alé&atoires <€J XI> i= 1,...,rJ, JCI,J# ¢@et <€¢ ,XI> sont normales
’

indépendantes. D'autre part <€J 5 X > est nul si J n'est pas contenu dans I, on
b

a .

[
]

< . % >4< L, U> i = oo
JEI €I,1’XJ + €J,1’U (I#9, 1 1, ,rJ)
J{1,...,k}

% ,x > +<g
Jc{l,...,} g
J#0

&!-4
]

¢’

Ces relations montrent 1'indépendance des variables aléatoires Yl i’ i= l,...,rI,
’

IC{l,...,k}, T#0 et Y¢. D'autre part, la variance de <ep X, (I ©J) est :
[(T v.).e, .(e)]%02 = (T v,)o2
i€ g3 IBLT T e 3
< .,U> 2, édui i .y 1= cee
et celle de EI’l,U est Oe On en déduit que les variances de YI,1’ i 1, ,rI,

I1#60, 1 <{1,...,klet de Y¢ sont bien celles données par le lemme.

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant qui généralise les résultats
de Herbach [9] (voir BARRA [2]). :
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THEOREME 1.1

Notons

k+1
T = N2 3 x(e N= 1 v,
eeE 1=1 r
_ 2
s; = lix,ll
T 2
Se “X X{l,...,k}“

(XI et XI sont respectivement les projections de X € Q sur QI et FI) alors la
densité du vecteur aléatoire X est de la forme :

Y - Nu S S
! exp{- l[—Q—)\—+ Z{ }.Xl.;..;\_‘i]}
N/2 1) IA1,...,k}T e
(2m) detA T#5
ou
A, = 0%+ I (I v.)o2
P w je
J{1,...,k}
A =02+ I ( I v,)o? 140
I e o je3 30
JA1,...,k}
)\ =02 [
e e

par conséquence, la statistique (Y¢ ’SI’ I#4¢, I<{1,...,k}, Se) est exhaus-

tive. Les variables SI/AI s I #¢g , I <{1l,...,k} et Se/ke sont indépen-—

dantes et suivent respectivement des lois du x°

k

N- vy degrés de liberté.
i=1

arI=d1m§2I et a
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Démonstration

La transformation qui a X € Q (isomorphe 3 RN) fait correspondre le vecteur
v € &Y de composantes Y, YI,i’ i=1,i0.,r, I#@, 1<{1,...,k+1} (Notation
du lemme 1.1) est orthogonale, la densité de X est donc la méme que celle de Y,
qui d'aprés le lemme 1;1, a la forme donnée par le théoréme (on remarque que
s = 1 |x

e . I
. I k+l
variance 02).

I et que les variables Y_ ., i = l,...,rI, pour I = k+l ont méme

I,1

1.3 - Les problémes de test

On s'intéresse uniquement aux hypothéses portant sur les paramétres 02,
Ic{1l,...,k}, I #0. Les paramdtres U et OZ sont des paramétres fantdmes. Nous
allons montrer que pour tester ces hypothéses, il suffit de se restreindre i la

statistique S = 5y, I # 0, T<{1,...,k}, se).

Remarquons d'abord qu'il y a une correspondance biunivoque entre
A= Op T#0, TS {,0kb A) €RS et 0% = (0%, 140, T<{1,...,k},00).

Plus précisémment on a :

(I v)ol= 3 (—1)°ard(I"J)AJ J#{1,...k}, J# 0
i€1 J=1
J1,...,k}
k 2
CIVO%0 L T M,
et
L nearddy o, .

J1,...,k} I

Ces &galités se vérifient facilement en remplagant les XJ par leurs expressions
en terme de O;’ K#®, kKc{l,...,k} et O:, et en remarquant que :

5 (_])card(K—J) -

J-1
JKX

0 ¥I # K, I CK.
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Les hypothé&ses d tester peuvent donc s'exprimer 4 1'aide de A. On a le

théoréme :

THEOREME 1.2

S'71 existe un test U.M.P. (uniformément le plus puissant) parmi les tests
sans-biats de niveau de signification a, pour tester A € H contre ) € K

ol H et K sont deux régions de R2k s ayant une frontiére commune Ho’ et
A= (AI, 146, I1<{1,...,k}, Ae) € Rzk, alors ce test est équivalent & un
test basé sur la statistique S = (SI, I#¢, I<{1,...,k}, Se)

Inversement, si pour la structure restreinte & S, 7l existe un test
U.M.P. parmi les tests sans-biais de niveau o, de L'hypothése A € Heontre
A € Kalors le test ® : 5(%3,3) = 0(s) de la structure compléte est aussi
U.M.P. sans-biais de niveau o pour tester A € H contre \ € X.

Démonstration

1°) Soit @ un test U.M.P. sans-biais de niveau o. Montrons que la fonction
pulssance B® (4,A) est indépendante de U. En effet, s'il existe M, et uz tels
que B® (u],A) > BQ(uz,A), pour un A fixé dans K, alors le test ®' défi-
ni par :

2 (yp09) = [ 2(y.9)ep, ()
1

(Pu (y¢) €tant la densité de la variable Y¢, correspondance au paramétre ul)

est tel que (PA(S) désigne la densité de S correspondante au paramétre A):
= [®? = [
Byr (), 1) = [0 BN (5p) J@dws)dPu] (vg)

= B@(U]:A) > B@(uz,x)°
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Comme le test ¢ est encore sans-biais de niveau 0, on a donc une contradic-
tion avec la propriété U.M.P. du test 0.
Si B<I> (M,A) est indépendant de U, le méme raisonnement montre que le test @0

défini par :
o (3gss) = [o(yg,9) ®, G

est équivalent & @(uo étant quelconque). La premiére partie du théoréme est

démontrée.

Soit ® un test sans-biais de niveau a. Comme la fonction puissance Bcp

est continue, on a Bq§u,k) =a, ¥vu €R, ¥\ € H . D'autre part, pour un
Ao € Ho fixé, la statistique Y, est exhaustive compléte, par conséquence
(Lehmann p. 134[15], Soler p. 50 [24]), le test ® est de structure de

Neymann relative & Y¢, c'est-3~dire :

o = Eu,x[CP/ij = JCP(y¢,S) dP}‘o(S)'
Par conséquence, le test qu¢,.) considéré comme test défini sur la struc-

ture restreinte 3 S (y¢ étant fixé) est de niveau 0. D'aprés 1'hypcthése

du théoréme, ce test est moins puissant que ¢, d'od :
[y, $)ap, (s) < Jes)ap, (s) ¥A €K

soit en intégrant les deux membres par rapport i la loi P. de Yb :
Bcp(u,x) < By (u,A) ¥A €K

et le théoréme est démontré.
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D'aprés le théoréme, on pourra se restreindre 3 des tests basés sur la sta-
tistique S = 5y, I # ¢ , 1<c{1,...,k}, Se)' La loi de cette derniére est une
famille exponentielle de paramétre naturelle 6 = (GI, I+40,1c{1,...,k}, Ge)

~ _ _ - - . . 2
ol GI = I/ZKI et Ge l/ZAe. On peut exprimer les o7
0; = nI(e)/qI(e) ol T et q; sont des polyndmes. Comme les hypoth&ses ayant une

signification statistique sont de la forme :

en fonction de 0, soit

02 =0 ¥I E&Co

[l

ol 3% est une famille des parties de {1,...,k}, ces hypothéses introduisent dans
la famille exponentielle des liaisons polynomiales. L'étude des familles exponen-—
tielles incomplétes 4 liaison polynomiale a &té abordée par LINIK [17] et []8]

qui a donné une caractérisation des tests sans-biais (similar), mais cette carac-
térisation, de nature analytique, n'a pas grand intérét au point de vue pratique.
L'existence d'un test U.M.P. parmi les tests sans-biais est encore une question
ouverte. Méme si on se contente i un test baysesien le plus puissant relatif i
une mesure & priori donnée, le probléme de la construction effective de tel test

n'est pas entidrement résolu.

Par contre, d'aprés Lehmann p. 139 [15], il existe des tests U.M.P. parmi

les tests sans-biais pour tester les hypothéses du type :

H : SR 6o =0
€ I{1,...,k}

I#9

Nous nous inté&ressons ici qu'aux hypoth&ses : GI—AGJ =0 @ #1, J < I)

ou ee—AﬁJ < 0, qui s'écrivent aussi :

A A
A A
I e

car ce sont les seules auxquelles on peut donner un sens statistique. Notons que pour
A =1 ces hypothé&ses deviennent respectivement AI = AJ et AJ = Ae (on a toujours

< < c .
Ae AI AJ J <1))
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THEOREME 1.3

Il existe un test U.M.P. parmi les tests sans-biais pour tester H :
AJ/AI < A (resp. KJ/ke < A) contre K : AJ/kI > A (resp. XJ/Xe > A),

S

JC1I,J# I qui consiste d rejeter l'hypothése H si le rapport

SJ S

F=— (resp -35
S
I e

~

est supérieur 4 une constante c, choisie de fagon que le test ait un

niveau de signification donné a.

Démonstraticon
o 4 . . * ol * *
Considérons la statistique S SJ =S +AS (resp. S +ASe) et SK = SK
¥K # J, dont la loi est encore exponentielle de parametre 6 = GI—AGJ

(resp. ee =0 —Ab ) et 6 = GK, ¥K # I.

D'aprés Lehmann p. 134 [151, il existe un test &, U.M.P. parm1 les tests

sans—biais pour tester 6 < 0 contre 6 > 0, défini par :

@(s*) =1 <=> sx > c(s

*
I K#1I, se)

K’

que 1l'on peut écrire d'une autre maniére :

N S vk *
d(s7) =1 <=> sI/sJ > c (sK, K# I, se).

Quand AJ = AX les variables S ASI sont des variables du x> 3 une méme

I’ J?
constante multiplicative prés. Par consé&quence SI/SJ est indépendant de

S§ = SJ+ASI et comme on doit avoir (Lehmann p. 135 [)5]) :

* X _
E(@/SK, K # 1, Se) =aq

la fonction c¢' est en fait une constante. D'oli le théoréme.
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1.4 - Exemples d'application

- - - . g e o O A . G P .

Nous utiliserons les notations d'Herbach [i]. A et B désignent les
facteurs, prenant respectivement des niveaux i = l,eeeyI, j =1,...,7.
L'observation Xijk (k = 1,...,K étant 1'indice de répétition) s'éecrit :

A B, AB
J

.. = Ute.te.te . .te. .. .
XiJk Hre e elJ ele

A B AB
Les e ej, eij’

X{l 2}(i,j) et U(i,j,k) du § 1.1, et ont comme variances respectives
b

eijk correspondent respectivement i X{l}(l), X{z}(J)

2 2 2 2
O'a, O'b, O'ab, O'e.

D'aprés le théoréme 1.1, une statistique exhaustive est formée par :

“I.J.K. X... et les variables

2]
[]

J.KZ (xi -Xx )2

i .. L)

wn
]

- 2
p = LKI X, X )

S =X I I (X..-X,.)?
i3 ok ijk Tij.

Notons Aa’ Ab’ Aab 3d la place de A{l}’ A{z} et A{]’z}, il vient:

A = 0%+Ko?, +JKg?
a e ab a

+IKo?

_ 2 2
A Oe+K0ab b

= g24+Kns2
Aab oe Kgab.



- 127 -

~

Par conséquence, les hypothé&ses & considérer sont toutes de la forme indiquée

dans le théoréme 1.3. Ainsi :

- 1'hypothése de non influence du facteur A (resp. B) : 0; =0 (resp.02b=0)
LI P = = 1 5 1'44

s'écrit Aa xab (resp. Ab Aab)’ que l'on peut tester 3 1'aide du rapport

sa/sab (resp. sb/sab).

- 1l'hypothé&se de non-intéraction entre les facteurs A et B : O o,

2 _

ab

s'@rit A = A_ que 1'on peut tester & l'aide du rapport S . /S .
ab e ab’ “e

e e e e S . g o P -

L'observation s'écrit (Herbach [9])

A B, C, AB, BC, AC, ABC
- .+e, L.tete, +e, . +e. .
XiJkQ +e1+e3+ek+e13+e3k ®ik ele+e13k2
ot (i,j,k,%) € {1,...,1} x {1,...,3} x {1,...,k} x {1,...,L}, % &tant 1'indice

de répétition.

D'aprés le théoréme 1.1 la statistique exhaustive est formée par
YIJKLX... et les variables :

S =JKL I (X, =X )2
a o l..l e s 00
1
= - 2
Sb IKL ? (X.ji. XO'.I)
j
_ - 2
S, = WL 2 X , =X )
k ‘
= - - 2
Sab KL 2 ; (Xij.. X1 . X j x ..)
i
= - - 2
Spe™ L 2 X o X X KD
] k
— - - 2
Sac JL ? z (Xl k Xi.. X..k +X.. )
1k
= - - - - 2
Sae T YT Ko Ky e R L R R R )
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(X.. =X )2

ijk  Tijk.

S = L I
e i j

X
k
Les A sont donnés par (on notera Xa,lb,... 3 la place de A{l}, A{Z},...)

g = 024102 +KLO2 +JL0? +IL02 +JKLO2+IKLO2+IJLo>
e abc ab ac c a c

b b
A = 0?4102 +KLoZ, +JL02 +JKLo?
a e abc ab ac a
2 2 2 2 . 2
= +
Ab oe+Lcabc+KLcab Ichc +IKLGb
A = o%+L02 +J1¢ +IL0? +IJLo?
c e abce ac be c
2 2 2
= + +
Aab Oe LOabc KLcab
ac= 024102 +JLo?
e abc ac
= 2+ 2 + 2
>\bcz ce Lcabc ILObc
=g24152
Aabc Ge LOabc
A = o?
e e

-~

Contrairement 3 ce qui se passent dans le cas du plan 3 deux facteurs, les
hypothé&ses de nullité des 02, ne sont pas toutes de la forme indiquée par

le théoréme 1.2. Ainsi on ne peut tester que :

1

- 1'hypothé&se de non-intéraction d'ordre 3 : o2 = 0, qui s'écrit :
y abe 4

kch = Xe dont le test est bas& sur le rapport Sabc/se'

- 1.0 Sce. J . ' . 72 = 2 . 2 .
L'hypothése de non-intéraction d'ordre 2 : oab 0 (resp. 9 0, resp Gbc

. [P . . = = =
qui s'écrit : Aab Aabc (resp. Aac A resp. Abc Aabc) dont le

abe’
test est basé sur le rapport Sab/sabc (resp. Sac/sabc’ resp. Sbc/sabc)'
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Par contre 1'hypoth&se de non-influence d'un facteur (A par exemple) cor-

respond 3 Aa—kab—Aac+A = 0 qui est une relation polynomiale en terme des

abc
paramétres naturels 0. Le théoréme 1.3 n'est pas applicable 3 moins que

1'on a supposé a priori par exemple qu'il n'y a pas 1'intéraction entre les

-~

facteurs A et B, dans ce cas Aab = Aabc et 1'hypothé&se 3 tester devient
Aa = Aac’ dont le test optimal est basé sur le rapport Sa/sac (remarquons

b’ sc’ Sab+sabc’ Sbc’ Sac’ Se)
ayant comme loi une famille exponentielle de paramétres naturels ea, Gb,

ec’ eab’ ebc’ eac’ ee'

-~

que la statistique 3 considérer devient (Sa,‘S

Le méme phénoméne se rencontre dans.le cas des plans factoriels 3 k facteurs
(k > 2). Seules les hypothéses de non-int&raction d'ordre k et k-1 peuvent
@tre testées 3 l'aide du théoréme 1.3, les autres ne le sont que moyennant

une hypothése & priori comvenable sur les o?2.
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IT - PLAN D'EXPERIENCE HIERARCHIQUE (emboité)

Ce paragrapheillustre 1'utilisation de la notation fonctionnelle et de la

méthode géométrique pour analyser les plans d'expérience hidrarchique.
2.1 - Définition
Il est important de noter que le plan d'expérience hiérarchique (ou

emboité) n'est pas un plan d'expérience strict quoique ce plan est représentd

par une partie de :

I =

{1,...,v.}.
1

i=1

Cela tient au fait que le phénoméne statistique &tudié est de nature

différente (voir par exemple Scheffé [21]).

DEFINITION 2.1

On appelle plan d'expérience hiérarchique, une partie E du produilt cartésien

k
o {1,...,v.}
=1 1

1

tel qu'il existe des applications surjectives Y oo i=k,k-1,...,2 de
{1,...,vi} sur {l,...,vi_l} vérifiant

e € E <=> ei_1 = Yi(ei) i= k,k‘],...,z.

Il s'en suit directement de cette définition que le nombre des &léments de

E est vk+1°
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Dans le cas deS‘plans d'expérience hiérarchique le phénoméne aldatoire est
tel que les éléments de H {l,...,v } qui n'appartiennent pas a E ne correspon-
dent a aucune expérience réallsable. Par conséquent, nous ne considérons que
l'espace des fonctions réelles définies sur E et nous donnons une décomposition

de cet espace vectoriel en sous-espaces orthogonaux.

2.2 - Décomposition de 1'espace des fonctions réelles définjes sur E

On appelle !, 1'espace vectoriel des fonctions réelles définies sur E,

muni du produit scalaire :

<m,m'> = I m(e).m'(e) m€Q, m €Q.
e€E
Soit i = 0,1,2,...,k, on appelle Fi le sous~espace de Q formé par des fonc-
tions définies sur E qui ne dépendent que des variables el,...,e.i et Q. 1'ortho-
gonal dans F. du sous—-espace F -1 En particulier, Q = F est le sous—espace
vectoriel des fonctions constantes sur E. D'autre part, sim €Q, m, (resp. m, )

désignera la projection de m sur le sous-espace Q (resp. F, )

THEOREME 2.1

1°) Qi'est le sous-espace vectoriel des fonctions m € F, qui vérifient :

(2.1) P i_](e ) m(el,...,ei,...,ek) =0 Vel = YZ(eZ)’°°"'
S -2 = Yi-1(e5q)-
2°) Q, est orthogonal a Qj pour tout j # i.

3°) Fi est engendré par les sous—espaces vectoriels QO,QI,...,Qi,

en particulier Q est engendré par QO,QI,...,Qk.
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Démonstration

L'orthogonalité de Qi avec Fi—l s'écrit :

' : = €
é m(el,...,ei,...) m (el""’ei-l"") 0 ¥m Qi
eCE

¥m' € F,
i-1

Comme m' ne dépend que de el,...,ei_], et m ne dépend que de el,...,ei,

on a :
. z m'(el,ez,...,ei_l,...) . éy-l(e : m(e],ez,...,ei,...) =0
i-1 i1 Yi-1
od
e = Yp(ep)s ey = vylep)snise, = Yip (o)

de fagon qu'il existe des points e,

-1 1
(o5 €y (e -

417772 tel que e = (el,...,ei,...ek) €E

Comme m' est une fonction arbitraire des variables S ERRRRLIINE 1'égalité
précédente ne se vérifie que si les relations (2.1) sont vérifiées, et le n° 1

du théoréme est démontra.

D'aprés la définition de Qi, Fi est engendré par Fi—l et Qi’ donc par récur-
rence, il est engendré par QO,...,Qi. Le n° 3 du théordme est démontré. D'autre
part si j < i, Qj est contenu dans Fi—l’ donc orthogonal 3 Qi’ d'ol le n°® 2 du

théoréme.

Remarque

"La dimension de . est v.-v, "
i 1 i-1

En effet, on a ej—l
est vi et comme Qi est 1'orthogonal de Fi—l dans Fi’ la dimension de Qi est bien

= Yi(ej), j=1l,.0.,ide fagon que la dimension de Fi

V.=V, .
1 i-i
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THEOREME 2.2 (théoréme de projection)

Les progjections m, , m de m sur Qi R Fi sont

- 1
(2.2) m. (e, ,eesse, ) = 7o z m(e!,...,e')
il k Card Si(e) e'esi(e) 1 k
(ol Si(e) est l'ensemble des points e' € E tels que e; = el,...,ei = ei)
(2.3) mi(el,...,ek) = mi(e],...,ek)-mi(el,...;ek)

De plus, on a
2 _ 2 lesls 2
0 e = I IR,

Démonstration

Pour montrer que ﬁi donné par la formule (2.2) est la projection de m sur

Fi’ il suffit de vérifier que

<m,m'> = <m, ,m'> ¥m' €F,.
1 L
En effet,
<m,m'> = X m' (e) X m(e)
el’n‘o,ei ei+l’oon,ek

(la sommation étant &tendue sur les € seresey tels que (el,...,ek) € E), d'oli
<m,m'> = <ﬁi,m'>.

D'autre part, d'aprés le théoréme de décomposition :
I PR

G 12 = IR, 1+, |2

ce quli donne les relations (2.3) et (2.4)
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2.3 - Modéle I d'Analyse de la Variance sur plan d'expériencé hiérarchique.

2.3.1 - Le_modéle_statistique

I1 est important de noter que seul les points e € E représentent une

expérience réalisable, dont le résultat est une variable aléatoire :
(2.5) X(e) = m(e)+U(e) e €E.

Les U(e), e € E sont des variables aléatoires normales, indépendantes, centrée:
et de variances communes 0% qui tiennent compte de 1l'effet du hasard. Quant 3 la

fonction m, on fait une hypothése i priori qui consiste i supposer que :

(2.6) m(e) = ieZ}Cmi(e) m, € Qi

ot ¥ est une partie def{o,1,...,k}, ¥} > 0, et m, € Qi est la projection de m sur Qi.

Le terme m, représente 1'influence du facteur Fi a 1'intérieur de F], F F

g2 sk
L'hypothé&se a priori signifie donc que certains des facteurs de Fl""’Fk n'ont pas

d'influence sur le phénoméne.

Remargue

Dans le cas ol il y a répétition de chaque catégorie d'expérience, on a
affaire & un plan d'expérience i k+l facteur ol de facteur Fk+l est un "facteur
de répétition". Ce facteur n'a aucune influence sur les observations, 1'hypothése
a priori sera donc une partie de {0,1,...,k} au lieu de {0,1,...,k+1}. '

1

2.3.2 - Test_d'hypothéses

Soit M% un sous-ensemble de ¥. On s'intéresse au probléme de test

d'hypothése :

H : m. =0 ¥i € 3%
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Notons QK, QHKK les sous—espaces vectoriels de  engendrés respectivement par

{Qi, i €3 et o-{Qi’ i€ m;ﬁ%},‘l'hypothése 3 tester est équivalente 3 :

et 1'hypoth&se a priori s'écrit :

m € Q&C

C'est donc un probléme de test d'hypothé&ses linéaires. D'aprés le théoréme
2.1, les projections du vecteur d'observation X € Q sur le complémentaire

orthogonal de QK et sur le complémentaire orthogonal de QKHK dans QK

sont respectivement °
Ik 12 et ) lIx. 12
igx i€t

On en déduit que le F-test est basé sur le rapport (voir Chap. I, § 1).

Ik ?
i€ t
F = .
) llxill2
ig X

Le test rejette l'hypothése H, si F > C ol ¢ est une constante calculée de
fagon que le niveau de signification est o, (0 < o =< 1). Les. formules

(2.3) et (2.4) permettent de donner une expression explicite du rapport F
pour chaque 3{0, ¥ donnés.

s
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Les niveaux des facteurs A, B, C seront désignés par les indices

i,j,k et £ est 1'indice de répétition. L'observation sera de la forme :

Xike = Pi5etUiee

car la fonction m ne dépend que de i,j,k. Le théoréme de décomposition

permet d'écrire :

..o = Uta,+b..+c..
mle H &4 le+cle

ol a,b,c sont respectivement les projections de m sur Ql, Qz et 93. Ils

doivent satisfaire aux relations (2.1), c'est-a-dire :

La convention d'écriture est que chaque fois un indice est remplacé
par un point, signifie que l'on a fait la moyenne suivant cet indice, la
moyenne &tant &tendue sur tous les triplets (i,j,k) tel qu'il existe £ de

facon que (i,j,k,%) € E.
Tous les tests que 1l'on a 3 considérer sont basés sur les formes quadratiques

2
X. =X
l-.‘ ...I)

[72]
1l

”x1“2 =7 (

%]
il

-x )2

p = Iy lI? =2 Gegs, 7550,

wn
1]

”X3“2 =X (xijk_xij-)z

%2]
I

- - 2
lhe, 112 = = G e ™5k,
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La sommation est &tendue sur tous les (i,j,k,%) € E et la convention
d'écriture est la méme'que précédemment de fagon que (}_zl)i = x, s
x).. =x.. et (x).,. =%X.. .

( 2)13 ijes ( 3)1Jk ijk.

Comme il s'agit d'un plan d'expérience "avec répétition", 1'hypothése a
priori sera ¥ = {0,1,2,3}. On peut alors tester respectivement des hypo-
théses correspondantes i 3% = {1} : non influence du facteur A (premier
facteur) ; 3% = {2} : non influence du facteur B (second facteur) & 1'in-
térieur de A ; 3% = {3} : non influence du facteur C (troisidme facteur)

d 1'intérieur de A et B. D'aprés ce qui précé&de, on a la décomposition des

sommes des carrés

2

2 _ 2

= +S +§
ijke - @

b+sc+se

(N étant le nombre de points de E).

On en déduit que les tests correspondants aux trois cas précédents

sont basés respectivement sur les rapports Sa/Se, Sb/Se, Sc/Se.

Modéle II d'Analyse de la Variance sur plan d'expérience hiérarchique

On ne considére ici que des plans d'expérience avec répétitionms.
Le nombre des facteurs sera donc k+l ol le facteur Fk+] est un "facteur
de répétition". .

L'ensemble des expériences possibles est représenté par E. En
modéle II, le résultat d'une expérience correspondante 3 e € E est de la
forme :

k

(2.7) X(e) =u+ I X.(el,...,e.)+U(e) e €E
i=1 1 t
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ol :
= H est une constante repré@sentant la moyenne générale des observations.

- Xi(el""’ei) qui ne dépend que de €1s++s€., est une variable aléatoire
normale centrée de variance Oi, elle représente 1'influence du facteur Fi

a 1'intérieur des facteurs FloeeesFo

U(e) est une variable aléatoire normale, centrée de variance OZ représen-

tant 1'effet du hasard pur.

De plus, les variables aléatoires Xi(el""’ei)’ U(e), i =1,...,k,

e € E sont toutes indépendantes entre elles.

- e ] - - — o - - - -

Soit n,(e.) le nombre des e. tels que e. = v, (e. . Nous ne con-
1( 1) 1+1 4 1 Yl( 1+1)
sidérons ici que le cas ol ni(ei) =n, c'est-3~dire indépendant de e
on dira alors que le plan E est €quilibré, dans ce cas, on peut montrer 1'exis-

tence d'une statistique exhaustive pour le probléme. Remarquons alors que

les n, et v, sont 1liés par les relations V. = n. Xn, . X,..XnXv .,
1 1 i i-1 1-2 1 1
LEMME 2.1

1

Sotent pour i = 1,2,...,k une base orthonormale {e.l,...,eir } de-Qi
(ri = dim Qi) et X € Q est défini par (2.7) notons : t

1

(2.8) Y o= I X(e)
— ¢
/wk+l eCE )
(2.9) Yij = <€ij,X> j = 1,...,ri i=1,...,k
alors les variables aldatoires Yo 5 Yij s 3= 1,...,ri,, i=1,...,k
sont indépendantes, Y a la moyennev vk+; et variance
k k
2 = 2 2
o (Yo) c’e.'- .E (.H. nj)gi
i=1  j=1

et les variables Yijsont centrées de variance
k k

2 2 2
0°(¥,.) =02+ X (I n.)o’.
Fig) = % h=i j=h 4 B
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Démonstration

Soit X le vecteur aléatoire appartenant 3 F dont les composantes sont
X, (e) = X (e TEPLH ) ol e(e seensey ). Pour tout e; € {1,...,v }, soit Ge la
fonctlon qui vaut 1 en tout p01nt e' €E tel que ei = e il est facile &e voir

que les vecteurs Gea, e, = l,...,vi forment une base orthogonale de Fi et que
vecteurs ( ﬁ no)—l}zée > e, = l,...,v. forment une base orthonormale de Fi'
Comme les io;posantes d: X suivant cette base sont ( ﬁ n. )1/2 X. (el,...,e ),

on voit que X est de loi gaussienne dont la matrice 3e1covariance est ( ﬁ n.)Oi

. . . j=1
fois la matrice unité. J

Maintenant F est engendrée par Qo Q ,...,Q dont une base de Fi est formée

par EhJ j= 1,...,rh, h=1,...,iet (vk+1) 172 1 (I étant la fonction sur E
qui vaut partout 1). Par suite, les variables aléatoires <vk+1_1/2 1, Xi>
et <€hJ,X >, j = 1,..,,rh, h=1,...,i sont normales indépendantes, centrées
k ~
de variance ( II nj)di. D'autre part, <€ij,Xh> = 0 si h < i, par conséquence :
j=i
Y = E w172y >+<v 1/2 U>
o k+1 Xh ?
h=1
k
. = <g,.,X >+<g,,,U>
i hzi elJ,Xh elJ,U

On en déduit que 1'indépendance et la normalité des variables Y s Y'j’
j= l,...,r1 et i =1,...,k et que les variances de ces variables sont bien
celles données dans le lemme.

13

On peut maintenant démontre le théor&me suivant qui montre 1'existence

d'une statistique exhaustive.
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THEOREME 2.3

Notons

1

Y= oio— 3 X(e)
AL
s, = HxiH2 i=1,...,k

0
]

e ”Xk+l“2

(Xi est la projection de X sur le sous-espace Qi7a%0rs la densité du

vecteur aléatoire X est de la forme :

1 o k+1

Y -/ L kS S

1 I e
(\) )/2 exp { 2 X + 2 -)-\; + Z}
2m) ~ i+l det A
o - , Kk ,
A, =0+ X (I n.)o
Y% hei jen JD
= 0‘2
e e

A = matrice des covariances de X

par conséquent, la statistique (Yo’si’ i=1,...,k, Se) est exhaustive,

les variables Si(Ai, i=1,...,k et Se/le‘ sont indépendantes et suivent
g o 2 ~ - . . = = . -
respectivement des lois du x° 4 r, = dim ;0 1 l,...,k et r, dim Qk+l

1

degrés de libertd.

Démonstration

V V,
. .- . + . +
La transformation qui & X € Q (isomorphe R k ]) fait correspondre Y € ktl

de composantes Yo’ Yij’ i= 1,...,ri, i=1,...,k+] (notations du lemme 2.1) est
orthogonale. La densité de X est donc la méme que celle de Y, qui d'aprés le

lemme 2.1 a la forme donnée par le théoréme.
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- - - - - - -

On s'intBresse uniquement aux hypothéses portant sur les paramétres
oi, i=1,...,k. Le méme raisonnement que le paragraphe § 1.2 montre que 1l'on
peut se restreindre 3 la statistique S = (Sl,...,Sk,Se). D'autre part, on peut

démontrer un th&oréme analogue au théoréme 1.2.

THEOREME 2.4

Il existe un test U.M.P. purmi les tests sans-biais pour tester
A/ < . AL tAL/AL . AL
H : }\J/)\1 A (resp AJ/Ae < A) contre K AJ/AI > A (resp kJ/Ae > A)

ou j < i qui consiste d rejeter 1l'hypothése H si le rapport

5 (resp. 3 )
i e

est supérieur 4 une constante c, c étant choisie de fagon que le test d un

niveau de signification donnée a.

D'aprés 1l'expression des Ai’ 1'hypothése Ai/xi+l < 1 est équivalente &

2 = 0. On en déduit :

93
Corollaire

Il existe un test U.M.P. parmi les tests sans-biais pour tester L'hypothése
H : Gi =0 contre K : oi >0, qui consiste d rejeter H si S./S, | >c
(pour i = k , on prend Sk/Se) ou c est une constante choisie de fagon que

le test a un niveau de signification donnée o.
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Les notations sont les mémes que celles du § 2.3.2. L'observation
s'écrit :
X

= HHA; 4B, 4C, . +U (i,j,kt) €E

ijkL 3713k Tijke

oi les A,, B.., C... , U.. sont des variables al8atoires représentant res-
1’ 7ij ijk? "ijk®
pectivement 1'effet du facteur A, du facteur B 3 1'intérieur de A, du facteur
C & 1'intérieur de A et B, et du hasard. Leursvariances sont respectivement
2 2 2 2
O,» Op» O et 0.
Supposons que le plan E tombe dans le cas défini en § 2.4.2, alors

le th&oréme 2.3 montre que les variables aléatoires

1

Yo =-;: Xijkl N = nombre total des observations
N ijk?%

s = |k, [I2 = z (x. -x )2

a- l (i,j,k’,Q,)eE lo-o * e 0 0

S, = ”x ”2 = X (x.. =-x. )2

b 2 (i,3,k,8)€E 1Jee dlaa.

S = 2 - z . -X.. 2

e ™ Il Giene kT

= 2 - - 2
A G j?k,Q)GE G i ™41,

forment une statistique exhaustive.
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Le corollaire du th&oréme 2.4 permet alors de tester les hypothéses 0; =0
(non influence du facteur A), Oi = 0 (non influence du facteur B 3 1'intérieur de
A) et Oi = 0 (non influence du facteur C d 1l'intérieur de A et B). Ces tests
sont basés respectivement sur les rapports Sa/Sb’ Sb/Sc et Sc/Se. On remarque
que les variables aléatoires Sa’ Sb’ Sc et Se suivent des lois du x> ayant

comme variances respectives:

A = 0*+JKLO?+KLo2+Lo2
a e a b c
_ <2 2, 2
R
A= o2+ Lo?
Cc e C

A =02

e e

ou J n K n L =

n, (les n, sont définis dans § 2.4.2).
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