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Soient E et E' deux espaces vectoriels réels en dualité séparante,
PO(E,E'] et FO[E’,EJ (Chapitre I), les ensembles de fonctionnelles caonvexes,
semi-continues inférieurement (pour les topologies compatibles avec la dualité)

et propres sur E et E' respectivement.

Nous définissons (chapitre II), sur PO(E,E’) st FD(E'.E) une famille de
topologies compatibles avec la bijection naturelle entre ces dsux ensembles

gue fournit la polarité.

Toute topologie de cette famille s'obtient comme la borne supérieure de

deux topologies I (inférieure) et S (supérieure).

L'étude des suites convergentes pour la topologie I conduit & la notion

de limite inférieure classigue.

La méme étude (chapitre III) pour la topologie S oblige & définir une
notion de limite supérieure différente de celle gui est habituelle depuis

Hahn, Kuratovski, etc...

Les liens qui unissent les topologies introduites au chapitre II et
les convergences gu'on peut associer aux notions de limites inférieures et

supérieures du chapitre III sont étroits.

Cependant, topologie et convergence ne se réduisent pas l'une & l’'autre.
A ce sujet, les simplifications gu’on peut observer lorsque certaines proprié-
tés supplémentaires-de métrisabilité par exemple- sont vérifiées par (E,E'),
sont dues principalement au fait gque nous nous sommes restreints & la consi-

dération de suites dans FD(E,E'J et FU[E',E).

Les convergences ainsi définies présentent cet intérét d'é&tre assez
"faibles” pour permettre, par exemple, de considérer E (séparable) comme la

limite d'une suite de sous-espaces vectoriels de dimension finie.



Parallélement, il faut donc s'attendre & ce que certaines applications

ne soient pas "continues”

C'est le cas de deux opérations fondamentales : 1'addition et 1'inf-
convolution, qui ne possedent, lorsgu'elles sont définies, qu'une propriété

de semi-continuité.
Les problémes de stabilité qui en résultent sont examinés au chapitre IV.

Nous y définissons la notion de codistance, qui parait sous ses diverses

formes, donner des conditions suffisantes utilisables pratiguement.

Des exemples de problemes auxquels on peut songer appliquer ce matériel

forment la matiére du chapitre V.

L'étude, lorsque E est supposé de dimension Finie d'une convergence sur
T (E,E') a été pour la premiére fois semble-t-il, entreprise par Wijsman en 41964,
Mals on doit & U. Mosco (1867 etc...) cette idée d'introduire -lorsque E est
un espace de Banach.reflexi¥ de dimension infinie- une convergence sur TO(E,E')

faisant intervenir & la fois la topologie forte et la topologie faible de E.

La convergence ainsi définie semble alors -par les applications qu'elle

permet et qu'en donne Mosco- bien adaptée a 1'étude de 1'approximation ou de

certaines perturbations des inéquations variationnelles dans ces espaces.

Or le fait que la théorie des fonctionnelles convexes permette souvent
une approche intéressante d'un certain nombre de problemes (en particulier
d’optimisation avec contraintes, autres gue CeuX gui ont été mentionnés plus
haut). Le fait aussi gue le cadre naturel de cette théorie soit celuil des
espaces vectoriels en dualité, nous ont conduit & fournir, 3 partir du travail
de Mosco, un effort de systématisation dont nous présentons ici les premiers

résultats.



CHAPITRE_ -
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La théorie des fonctionnelles convexes s'est largement développée durant
les derni&res années et a maintes fois eu l'occasion de faire la preuve de son
utilit@ : probléme de normes équivalentes dans les espaces normés, Asplund (1968) :
équations différentielles multivoques, Castaing et Valadier ( B69) s théorie
de la meilleure approximation, Laurent (1968) ; problémes du calcul des varia-
tions, Rockafellar (1970), inéquations variationnelles (voir par exemple Lions

(1969)).

Lui sont attachés les noms d'un grand nombre d'auteurs parmi lesquels
Young, Fenchel, plus récemment Broendsted, Kachurovski, Moreau, Rockafellar etc...

et la littérature sur le sujet est abondante.

Comme ouvrage de référence, on se reportera au livre de Rockafellar,
Convex Analysis (1970), qui traite de fagon exhaustive la question dans le
cadre des espaces de dimension finie, et au texte de Moreau, Fonctionnelles
convexes, Séminaire sur les &quations aux dérivées partielles - Collége de

France (1966).

L'objet de ce premier chapitre est de fixer, concernant les fonctionnelles

convexes; les définitions et notations qui seront utilisées par la suite.

Les propriétés sont souvent données au début sans justification ; pour

plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages cités plus haut.



Ainsi les concepts de base ont pu &tre réunis dans deux courts paragraphes

(2 et 3).

Les paragraphes 4 et 5 sont consacrés i un exposé plus détaillé des pro-
priétés de continuité et de compacité des fonctionnelles convexes. Nous avons
choisi d'introduire la notion de fonctionnelle inf-localement compacte (Joly
(1969)) dans laquelle il faut voir le prolongement le plus immédiat de celle de

fonctionnelle inf-compacte telle qu'on la trouve dans Moreau.

Son intéré@t principal est, nous semble-t-il, de nous permettre de présenter
au paragraphe 6 de fagcon unifiée et sous une forme peut &tre plus géométrique,
sinon beaucoup plus générale, certains résultats de fermeture qui concernent

l'opération d'inf-convolution.

Les applications habituelles & 1a sous~différentiabilitéd de la somme,
de 1'inf-convolution de deux fonctionnelles convexes sont ensuite données au

paragraphe 7.
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2.1 - SYSTEME DUAL

Un systéme dual consiste dans la donnée de deux espaces vectoriels E et E'
et d'une forme bilindaire dite de dualité sur le produit. On note <x,x'> la

valeur de la forme bilinéaire de dualité en (x,x') € E x E'.

On supposera toujours les espaces vectoriels réels. On fera aussi 1'hypothése
que la dualité entre E et E' est séparante, c'est-d-dire que la forme bilindaire

de dualité est non dégénérée.

Soit E un espace localement convexe et séparé (e.l.c.s) et E' son dual.
Lorsqu'il sera fait usage dans la suite d'une notion de dualité entre E et E',
il s'agira du systéme dual (E,E') canonique i.e. celui oli 1a forme bilindaire
prend par définition au point (x,x') € E X E' 1la valeur de la fonctionnelle

linaire (continue) x' au point x € E. Et cette dualité est, on le sait, sé&parante.

2.2 - FONCTIONNELLES A VALEURS DANS R. FONCTIONNELLES CONVEXES

a) On note R 1'ensemble R U (+0) U (—), On étend & R 1'addition de R, en

adoptant la convention
(=) +(+0) = (+)+(=) = (4)

Une &tude détaillée des propriétés algébriques de R peut 8tre trouvée dans
Moreau (1963).
Il en résulte en particulier quelﬁE, 1'ensemble des applications de 1'en-

semble E dans R est muni d'une structure de cdne convexe.



b)

c)

d)

e)

£)

On appelle domaine effectif de f € ﬁE, le sous-ensemble de E défini par :

dom(f) = {x € E ; £(x) < +x},

Si Q est un sous-ensemble de E et gi f € @Q, on associe & f son prolonge-

- . o
ment & E, soit f € R™, en posant :

. f(x) six €Q

f(x) =
L+ si x €Q

Ceci permet, en particulier de plonger 2 , L'ensemble des parties de E »

dans R- » en faisant correspondre 3 Q € o 1'élément q E!ﬁE, appelé 1la

fonetionnelle indicatrice de Q, fonctionnelle qui prend la valeur O dans

Q et +» en dehors.

Dans 1e but de ne pas multlpller le nombre des notatlons, On fera quelque-

fois 1'identification de Q € oF avec son_indicatrice q € IR , en utilisant

la notation abusive Q € R > Ol la lettre capitale rappelle que cet E&lément

defRE est 1'indicatrice du sous-ensemble Q de E.

Soit E un espace vectoriel. On dit que f GiﬁE est une fonctionnelle convexe

si pour tout x et y dans E et tout o € ]O,l[, on a :
£lox+(1-0)y) < af (x)+(1-a)f(y)

- . =K o
On désigne par Conv(E) le sous-ensemble de R™ constitué par toutes les fonc-
. ~ e
tionnelles convexes. C'est un cdne convexe dans R~. On remarquera que

Q € Conv(E) si et seulement si Q est un sous-ensemble convexe de E.

On dira que f € Conv(E) est propre si f ne prend pas identiquement la
valeur +», et en aucun point la valeur -, (f est alors une fonction numé-

rique convexe définie sur dom(f) qui n'est pas vide).



g)

h)

Un &lément £ de Conv(E) prenant en un point Xo‘la valeur -® est d'ailleurs
assez particulier. En effet, sur toute demi-droite d'origine X il existe
au plus un point X, oli f prend une valeur finie, auquel cas f vaut -

entre x et X5 +® au dela de X,

. . ~ . cea s P =E . .
Si toute partie de E peut &tre identifide & un &lément de R , réciproque-
< ~B . .
ment & tout £ € R~ on peut associer canoniquement deux sous—ensembles de

E X R : l'épigraphede f, noté épi(f) ou F
F={(,0) €ExR ; £f(x) < a}

. . v, -
et L'épigraphe strictde f, noté &pi(f) ou F

E = {(x,0) €E xR ; f(x) < ol

On vérifie que f €Conv(E) si et seulement si F (resp. ¥) est une partie

convexe de E X R.

2.3 - LA POLARITE ; LES ENSEMBLES I'(E,E') et I'(E',E)

a)

b)

Soit (E,E') un systéme dual. A tout f € ﬁE on fait correspondre = eR s
appelé polaire de f, par la formule

(1) fx(x') = sup (<x,x">-f(x)) , ¥x' €E'.

x€E
On remarque que £* € Conv(E') puisque d'aprés (1) £% est 1'enveloppe supé-
rieure d'une famille de fonctions affines sur E'. Ceci conduit 3 introdui-

re la notation suivante :

On désigne par T(E,E'), [resp P(E',E)] l'ensemble des éléments de ﬁE

[resp. ﬁE ] qui_sont enveloppes supérieuresde familles de fonctions affines

sur E [resp. E'] d pente dans E' [resp. E].

Lorsqu'aucune confusion n'est a craindre on peut utiliser la notation I'(E)

au lieu de I'(E,E'). L'ensemble I'(E) est un cdne convexe dans Conv (E) .



c)

d)

e)

£)

g)

On remarquera que £ € I'(E) ne prend en un point de E la valeur - que
lorsque f est identique 4 - (enveloppe supérieure de la famille vide).
On note TO(E) le sous—ensemble de I'(E) constitué des &ldments propres,
En vertu de ce qui précéde FO(E) ne différe de T'(E) que par les deux

€léments respectivement identiques & +© et —w,

Si f € ﬁE, on désigne par fF la_T-régularisée de f c'est-a-dire la plus

. . . - . r
grande minorante de f qui appartienne & I'(E). Autrement dit f est 1'en-
veloppe supérieure de la famille des minorantes affines de f, a pente

dans E',

Le résultat important concernant la polarité est le suivant : la polarité

£ > £ définit une bijection de T(E) sur T(E') . L'application récipro-

que fait correspondre a £' € I'(E') sa polaire (f')x € T'(E) (notation abusive).

On a 1'égalité f = fxx si et seulement si £ € I'(E).

Si Q est une partie de E, q € ﬁE son indicatrice, le polaire q“i‘E € T'(E")

est ce qu'on appelle habituellement la fonction d'appui de Q et 1'ensem—
ble des points x' € E' tels que qx(x') < 1 est 1'ensemble polaire Q° de

1'ensemble Q.

Soit £ € Conv(E) et x un point de E. On dit que x' € E' est un sous-—
gradient de f au point x si x' est la pente d'une minorante affine de f
prenant en x la méme valeur que f (f est donc finie en %) .

Autrement dit si x' est un sous-gradient de f en X, on a
f(Y) = f(X)+<¢Y"X,X'>, Vy‘ € E.

L'ensemble des sous—-gradients de f au point x est noté df(x) et s'appelle

le sous—différentiel de f en x.

On remarque que x' € 3f(x) si et seulement si
* 1 1
FX)+HET(x') = <x,x'>

ce qui permet de voir en tenant compte de (1) que 3f(x) € I'(E') (Convention
2.2 d)), ce qui signifie que le sous-différentiel est un ensemble convexe de
E', obtenu comme intersection d'une famille d'hyperplans de E' (& pente dans
E).

Terminons en notant que si x' € 3f(x), alors x € fo(x'). La réciproque est

vraie si f € I'(E), c'est-d-dire, en.fait, si f appartient & I (E).
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3.1 - TOPOLOGIES COMPATIBLES AVEC UNE DUALITE

Soit (E,E') un systéme dual. Une tbpologie sur E [resp. E'] est dite compa-
tible avec la dualité@ entre E et E' si elle est localement convexe et si le dual

de E [resp. E'I pour cette topologie est identique i E' [resp. El.

D'une telle topologie on dira de fagon abrégée que c'est une topologie
(E,E") [resp. (E',E)].

Lorsque le systéme dual (E,E') est sédpard, les topologies (E,E') et
(E',E) sont séparées.

Avec les notations habituelles, o(E,E') désigne la topologie faible sur E
qui est la moins fine des topologies (E,E').

La topologie de Mackey T(E,E') ou topologie de la convergence uniforme dans
les ensembles convexes et faiblement compacts de E' est la plus fine des topolo-

gies (E,E').

3.2 - FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUES INFERIEUREMENT

a) Soit E un espace topologique. Un élément f € @E est une fonctionnelle

semi—-continue inférieurement (s.c.i), i.e. vérifie :

lim inf f(y) = f(x) . ¥x € E,
VX

si et seulement si, son épigraphe est une partie fermée de 1'espace pro-

duit E X R. L'ensemble des fonctionnelles s.c.i. forme un cBne convexe

dans ﬁE.

b) Soit E un e.l.c.s. On note Conv(E), l'ensemble des fonctionnelles s.c.i.
appartenant & Conv(E). Tenant compte de 2.2.,g) si f € Conv(E) prend en un
point la valeur —®, alors elle ne prend pas d'autres valeurs que —® et 4o,

En conséquence, si f € Conv(E) est finie en un point, elle est propre.
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c)

d)

La régularisée s.c.i. E de f €R” est la plus grande minorante de f dans R-

qui soit s.c.i.

f(x) = lim inf f(y) , ¥x €E
y > X

ce qui se traduit sur les épigraphes par :

epi(f) = epi(f).

Soit E' le dual de E. L'ensemble Conv(E) est le méme pour toutes les topo-
logies (E,E'). Il est clair que T'(E) € Conv(E), et l'inclusion est stricte.
On a une sorte de réciproque.

Tout f € Comv(E) qui est propre appartient 2 PO(E). Donc si f € Conv(E)
alors f = fF si T est finie en un point, ou encore si f admet une minorante
affine & pente dans E'.

En particulier Q € I'(E) et Q € Conv(E) ont la méme signification : Q est

un ensemble convexe et fermé dans E.
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4.1 — DEFINITION

Soitt E un espace topologique séparé. Un élément f € BE oot dit inf-locale-

ment compact si f est s.c.i. et si pour tout réel p, L'ensemble
Fp ={x €E ; f(x) < p}

est localement compact.

4.2 - EPIGRAPHE
PROPOSITION

Sott E un espace topologique sépard. L'élément f € jE est inf-localement

compact st et seulement si son épigraphe est dans E X R localement compact.

Démonstration

Supposons que F, 1'épigraphe de f, soit localement compact.

Pour tout p, 1l'intersection de F avec {(x,0) € E X R ; a = p} est donc
localement compact. Ce dernier ensemble n'est autre que Fp translaté ;
d'ol le résultat.

Réciproquement, supposons f inf-localement compact.

On aura montré que F est localement compact si son intersection avec tout
ensemble {(x,0) € E X R j; o < p} est localement compact, lorsque p varie.
Mais cette intersection, pour un O donnd, est aussi 1'intersection de

Fp XR qui est localement compact (F_ 1l'est par hypoth&se) avec F qui est

P
fermé ; elle est donc localement compacte,ce qui achéve la démonstration.

Pour les fonctionnelles convexes le résultat se simplifie.
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COROLLAIRE
Sott E un e.l.c.s. Alors f € Conv(E), non identique d +~ est inf-localement
compact st et seulement st 1l existe p > Inf £(x) , tel que l'ensemble Fp

. €
soit localement compact. xNE

Démonstration

La condition est clairement nécessaire en vertu de la proposition précédente.
Pour établir la réciproque, on applique & 1'épigraphe F, qui est un ensemble
convexe et fermé dans E X IR, la remarque suivante (cf. par exemple Bourbaki [x]) :
pour qu'un ensemble convexe et fermé dans un e.l.c.s. soit localement compact

il faut et il suffit qu'il existe un point de cet ensemble et un voisinage

de ce point qui coupe l'ensemble convexe selon un compact.

Dans le cas qui nous occupe, le voisinage sera contenu dans

{(x,0) €E xR ; o <p} ce qui est rendu possible par le fait que

p > Inf £(x).
x€E

EXEMPLE S

Moreau (1966). Soit E un e.l.c.s. et E' son dual et soit x' € E'. On dit que

f € Conv(E) est inf-compacte pour la pente x' si pour tout réel p 1l'ensemble

{x €E ; f(x)-<x,x'> < p}

est compact dans E, ou de fagon équivalente lorsque f n'est pas identique & +«
si 1'ensemble précé&dent est compact pour un réel p, tel que
0 > Inf (f(x)-<x,x'>).
x€E
Les fonctionnelles inf-compactespour la pente 0, sont simplement appelées

inf-compactes.

Les fonctionnelles inf-compactes pour au moins une pente sont un exemple de

fonctionnelles inf-localement compactes. En effet, soit p > Inf(f(x)-<x,x'>)

€
tel que 1l'ensemble x5
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La fonctionnelle f admet une borne inférieure a €|R dans 1'ensemble Fp

(f est s.c.i. et Fp compact) .

Elle y est aussi bornée supérieurement pour un nombre b puisque dans Fp s
f(x) £ p +<x,x'>, et le deuxiéme nombre est borné dans Fp'
A cause du choix de p, il existe X € E, tel que f(xo)—<xo,x'> < p.

Considérons le voisinage fermé W de (xo,f(xo)) dans E X IR défini par
W={(x,0) €E XR ; a < <x,x'">+p}.

L'intersection W N A est fermée et contenue dans Fp X [é,bl qui est un

compact de E x R, ce qui prouve que F est localement compact et donc £

inf-localement compacte.

Toute fonctionnelle f € FO(E), minorée par une fonctionnelle inf-locale-

ment compacte lrespa inf-compacte pour une pente ] est inf-localement

compacte {resp, inf-compacte pour la méme pentel.

La somme d'une fonction affine et continue: sur E et d'une fonctionnelle

inf-localement compacte est une fonctionnelle inf-localement compacte.

FONCTIONNELLES INF-LOCALEMENT COMPACTES ET SAILLANTES

On sait ~et nous le rappelerons plus loin— que le polaire d'une fonction-

inf-compacte pour au moins une pente est continue en au moins un point pour

la topologie de Mackey.

Dans le but d'entreprendre la méme &tude pour les fonctionnelles inf-loca-

lement compactes, nous allons caractériser les fonctionnelles inf-compactes pour

au moins une pente dans 1'ensemble des fonctionnelles inf-localement compactes.

DEFINITION

Soit £ € PO(E) et F son épigraphe. La fonctiomnelle asymptote de f, notée

f, » est la fonctiomnelle positivement homogéne de ' (E) définie par :
f(x +Xx)—f(xo)
£,(x) = sup (—— ), x_ € dom(f).

Y aY
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La cohérence de cette notation s'&tablit aisément en vérifiant que 1'expres-
sion,dans le deuxidme membre de la définition de la fonctionnelle asymptote, est

indépendante du choix de X dans le domaine effectif de f € PO(E).

L'épigraphe F_ de la fonctionnelle f, est le cOne asymptote du convexe F :

F o= N AMF-(x_,0)) s f(x) <a..
0 A>0 0’7o o o

Le plus grand sous-espace vectoriel de E X JR contenu dans F_, est noté
Vf =F_N (=F_).

On dit -terminologie employ&e par Lescarret (1966)- que la fonction f €T (E)
est satllante si son épigraphe ne contient pas de droite affine dans E X R, ou

encore si Vg = {0},
C'est la propriété d'8tre saillante qui caractérise les fonctionnelles

inf-compactes parmi les fonctionnelles inf-localement compactes, ainsi que nous

allons le voir.

4.5 - LES FONCTIONNELLES INF-COMPACTES POUR AU MOINS UNE PENTE

LEMME

Soit £ € FO(E), inf-localement compacte et saillante, t sa fonctionnelle

asymptote. Alors £ et f sont inf-compactes pour -les mémes pentes.

Démonstration

Comme f € FO(E), il existe o € R tel que £ = f+0. Si f est inf-compacte

pour une certaine pente, f, est inf-compacte pour la méme pente.

Réciproquement supposons f, » inf-compacte pour la pente x'. Comme f n'est
pas identique 3 +wo, il existe p € R, vérifiant P > Inf (£(x)-<x,x"'>).

. €
Comme f est inf-localement compacte, 1'ensemble X 2

= {x €E ; f(x)-<x,x'> < o}
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est localement compact. Son cone asymptote est 1'ensemble

{x €E ; f (x)-<x,x'> < 0}
qui se trouve 8tre réduit a {0}, d'aprés le choix de la pente x'. Ceci
entraine (cf. par exemple Dieudonné 1966) que Fp est compact, donc f est
inf-compacte pour la pente x'.

PROPOSITION

Toute fonctiomnelle f € I (E) inf-localement compacte et sdillante est

inf-compacte pour au moins une pente et réeciproquement.

Démonstration

La réciproque est &vidente ; supposons donc f inf-localement compacte et

saillante. A cause du lemme on peut supposer f positivement homogéne. Le

résultat est alors une conséquence du fait que tout cSne convexe localement
compact et saillant dans un e.l.c.s. admet une semelle compacte (cf. Bourbaki
[x]) : la fonctionnelle f est inf-compacte pour la "pente" qui d&finit 1'hyper-

Plan contenant cette semelle compacte,
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5 - CONTINUITE ET COMPACITE
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5.1 - CONTINUITE

On rappelle le théor@me classique suivant (voir par exemple Bourbaki [xl).
Soit E un espace vectoriel topologique et £ € Conv(E) ; pour que f soit continue
en un point x € dom(f) il faut et il suffit que f soit major&e dans un certain
voisinage de x.
Dans ce cas, f est méme continueen tous les points de 1'intdrieur (évidemment non

vide) de son domaine effectif.

~

Ce résultat conduit i adopter la définition suivante :
DEFINITION

Soit E un espace vectoriel topologique. On dit que £ € Conv(E) est continue

st elle est continue en chaque point de 1'intérieur non vide de son domaine

effectif.

En conséquence f € Conv(E) est continue si et seulement si elle est continue

en au moins un point de son domaine effectif.

5.2 - CONTINUITE ET COMPACITE

Voici un résultat de dualité de Moreau (1964).
PROPOSITION
Sott E un e.l.c.s., E' son dual. On suppose E muni - : o(E,E') et E' de

T(E',E) . Une fonctionnelle f € TO(E)est inf-compacte pour la pente x' € E'

. . . * . . .
81 et seulement si sa polaire f~ est finie et continue au point x'.
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Les f € TO(E),inf—compactes pour au moins une pente, correspondent donc par

dualité aux f' € [ (E') qui sont continues.

Les pentes pour lesquelles f est inf-compacte correspondent aux points intérieurs

de dom(fx).

5.3 = QUASI-CONTINUITE

5.4 -

DEFINITION

Sott E un espace vectoriel topologique. Une fonctionnelle £ € Conv(E) est

dite quasi-continue en un point x € dom(f), si la varidté affine L. engen~

f

drée par dom(f) est de codimension finie et si la restriction de £ & Lf est

continue au point x.
DEFINITION

Sott E un espace vectoriel topologique. Une fonctiomnelle £ € Conv(E) est
dite quasi-continue si dom(f) engendre wne variété affine Le de codimension

finie et si la restriction de £ 4 L est continue.

POLAIRE D'UNE FONCTIONNELLE INF-LOCALEMENT COMPACTE

PROPOSITION
Sott E un e.l.c.s., E' son dual. On suppose E muni de 0(E,E') et E' munt
de T(E',E). Une fonctiomnelle f € FO(E) est inf-localement compacte si et

. . * . .
seulement si sa polaire f est quasi-continue.

Démonstration

Le plus grand sous—espace vectoriel Vf contenu dans F_, 1'épigraphe f_ (la
fonctionnelle asymptote de f (cf. 4.4)) n'est pas 'vertical", mais n'est pas
en général contenu dans E x {0}. En ajoutant 3 f une fonction lindaire et
continue convenable on peut obtenir une nouvelle fonctionnelle telle que le

sous—espace vectoriel en question soit cette fois contenu dans E X {o}.
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D'autre part, l'addition d'une fonction lingaire et continue & la fonction-
nelle f revient par dualité & faire une translation sur le domaine de £,

Ces deux opérations n'affectant pas les propriétés de compacité et de con-
tinuité qu'on considére. On suppose que Vf c E x {0}.

?oit ®: E +‘E/Vf, 1'application qui 3 tout x € E fait correspondre sa classe
X vers 1'esgace quotient.

On définit f i domaine dans E/Vf, par :

ce qui est possible puisque f reste constante sur toute droite affine paral-
l& 3 .
éle a Vf

Soit V; 1'orthogonal de Vf ; la topologie quotient de E/Vf est la topologie
faible O(E/Vf,VE) et la fonction f appartient & FO(E/Vf). L'épigraphe F de
f est saturé pour la relation d'équivalence définie par Vf : par définition

de la topologie quotient 1'épigraphe de F est donc fermé.

De plus, la fonctionnelle f est clairement saillante ; étant inf-localement
compacte elle est donc inf-compacte pour au moins une pente (appartenant a

V;), d'aprés la proposition 4.5.

La polaire (f)x est donc continue pour la topologie T(V%,E/Vf), en vertu
de la prop. 5.2. Il reste & montrer que T(V;,E/Vf) est la restriction & V;
de la topologie T(E',E). Pour cela, on sait qu'il suffit que tout ensemble
convexe de E/Vf, compact pour O(E/Vf,V%),soit 1'image par ¢ d'une partie
convexe de E, compacte pour O(E,E'). Mais ceci résulte du fait que Vf est

de dimension finie (f est inf-localement compacte) donc posséde un supplémen-

taire topologique dans E (¢ posséde une inverse 3 droite,continue).

La premidre partie de la démonstration s'achéve maintenant en remarquant

que

Fan = B, W eV
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et que

fx(x') =40 gi x' £ V;.
Réciproquement, supposons £ quasi-continue. Soit W la variété affine engen-
drée par son domaine effectif. Quitte & faire une translation, on suppose

. . * e -
que 0 € W. Le polaire de la fonctionnelle f~ considérée comme appartenant a
PO(W) est une fonctionnelle £ € FO(E/W°), inf-comapcte pour au moins une

pente. On vérifie que le polaire dans le systéme (E,E') de
f=fOCP/

oll ® est la surjection E >+ E/W°, est la fonctionnelle £ et qu'elle est

inf-localement compacte (W est de codimension finie par hypothése).
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6 - INF-CONVOLUTION
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6.1 - DEFINITION

Soit E un espace vectoriel. On appelle inf-convolution la loi de composition
qui a deux fonctionnelles f et g appartenant dlﬁE fait correspondre la fonction-—

nelle
z > (£Vg)(z) = Inf (£(x)+g(y)).
xty=z

A noter :
- Conventionnellement, l'addition dans le membre de droite a le méme sens

qu'en 2,2.
- Cette loi de composition est commutative et associative.
- L'inf-convolution s'interpréte dans E X IR comme la somme pour les épigra—

phes stricts : en particulier c'est une loi de composition interme pour
Conv(E).

6.2 - POLARITE ET INF-CONVOLUTION

Soit (E,E') un systéme dual, f et g deux &léments de ﬁE, non identiques 3 +=,

On vérifie immédiatement la formule
b * x
(1) (£V g~ =f+g

< P . . . . * *
ol dans le second membre aucune indétermination n'apparait puisque f~ et g ne pren-

nent en aucun point de E' la valeur -©. Pour le cas général, voir Moreau (1966).

Lorsque f et g sont convexes (et méme lorsqu'elles appartienment 3 TO(E)) on ne
peut pas déduire de la formule (1) que £ V g est égal a (fx+g*)x. En effet, de la méme
fagon que la somme de deux ensembles convexes et fermés n'est pas nécessairement
un ensemble fermé, l'inf-convolution de deux fonctionnelles appartenant 3 TO(E) n'est

pas en général une fonctionnelle s.c.i.
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On admettra le fait suivant qui nous servira plus loin et qui est de véri-

fication facile : 57 la somme F+G des épigraphes de deux fonctiomnelles f et g

appartenant a Conv(E) est fermée, alors c'est 1l'épigraphe de £ V g qui de ce fait

est une fonctionnelle s.c.i. De plus, la borne inférieure qui définit la valeur de

L'inf-convolution est atteinte en tout point ol elle est finie : on dit que e

convolution de f et g est exacte.

Ainsi tout résultat de fermeture pour la somme d'ensembles convexes et fermés
peut, s'il est appliqué aux &pigraphes de fonctionnelles convexes fournir un résul-

tat de semi-continuité inférieure (voir Lescarret (1966)).

C'est la démarche que 1'on suit dans les paragraphes suivants. Elle permet de
présenter sous une forme nouvelle certains résultats de Moreau et de Rockafellar.
Le théoréme "géométrique" sur les ensembles convexes est du 3 Dieudonnd (1966) 3

voir aussi Klee (1955),

6.3 - UN RESULTAT DE FERMETURE

LEMME

Sotent A et B deux ensembles convexes et fermés dans un espace vectoriel
topologique séparé. On suppose que A est localement compact et que les cones
asymptotes A et B ont leur intersection réduite & {0} ; alors A-B est

fermé dans E.

On pourra trouver la démonstration du lemme dans Dieudonné (1966) voir aussi

Bourbaki [x], exercice 16, page 125.

La fonction asymptotique du lemme peut s'élargir 3 :
Aoo n Boo = _(Aoo N Boo)

I1 suffit, autrement dit, de supposer que l'intersection des deux cdnes asymp-

totes est un sous—espace vectoriel de E.
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En effet, soit W=A_N B,s le sous~espace vectoriel en question. Dans l'espace'
quotient E/W, les images par @ : E/W de A et B vérifient alors les hypothéses du
lemme (seul point 3 vérifier : ¢®(A) est fermé, parce que selon un argument déja uti-

lisé on a : qfl o @(A) = A, qui est fermé dans E ; de méme ®(B)).

Du lemme on dé&duit que @(A-B) est fermé, et donc aussi A-B = Q;I.QXA—B).

6.4 - DEFINITION

Soit E un e.l.c.s, on dit que f et g deux éléments de TO(E) vérifient la con-
dition (A.S) sz

(A.8) : pour tout x € E tel que fw(x)+gw(—x) <0 alors :
fo(%) = g (x) = -f_(-x) = -g_(-x).

PROPOSITION

Soit E un e.l.c.s, f et g deux &léments de FO(E) . On suppose que
1.a) £ est inf-localement compacte

2.a) £ et g vérifient la condition (A.S)

alors 1l'inf-convolution de f et g est exacte et la fonctionnelle £ V g

est s.c.7.

Démonstration

On note F et G les épigraphes de f et g respectivement et on applique le lemme
aux convexes F et -G de E X R. (-G est formé de 1'ensemble des points de E X R

situés en dessous du graphe de x » -g(-x)).

Ils vérifient les hypothéses du lemme et de la remarque qui le suit

F est localement compact d'aprés 4.2.

Si x € E est tel que : £ (x) < -8,(-x), d'apré&s 2.a on a £ (x) =< -g8,.(x), c'est~
d-dire : F_N (-G = (-F ) N G,» qui réciproquement en utilisant la convexitd de £,

et g_ entralne 2.a.

En conséquence F+G est un (&pigraphe) convexe ferméd : c'est 1'épigraphe de

£fVg, cf. 6.2 ; le reste suit.
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6.5 - COUPLE UNI
DEFINITION
On dit que deux fonctiomnelles f et g appartenant g F (E) forment un couple
unt, st leurs domaines effectifs ne sont que trav@alement séparés, c'est-
a-dire si tout hyperplan fermé qui sépare les deux domaines, les contient
nécessairement tous les deux.
PROPOSITION
Soit E un e.l.c.s., E' son dual. Deux &léments f et g de F (E) vertfient
la condition (AS) s7 et seulement si le couple des eZements £* et g

de TO(E') est unt.

Démonstration

Soit X €E tel que

(n fw(xo)+gw(—xo) <0

donc en vertu de la condition (AS), nécessairement tel que
(2) fo(xy) = —g,(x ) = “f (7)) = g (x).

Sachant que f et g sont respectivement les fonctionnelles d' appui les

domaines de f et g (Rockafellar (1966)) 1°' inégalité (1) équivaut 3
(3) ' Sup <xo,b> < -Sup <—xo,c> = Inf <xo,c>
b€domf c€domg c€domg
et 1'égalité (2) 1
(4) Inf _<x ,b> = Sup .<x ,b> = Inf <x sC> = Sup <x ,e>.
b€dome™ © b€doms™ © cEdomgx ° cedomgx

La condition (AS) équivaut donc au fait que pour tout X, €F tel que (3)

~ . . . * b3 .
on a necessairement (4) i.e, au fait que f* et g forment un couple uni.
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Ceci nous donne une interprétation duale de la proposition 6.4
COROLLAIRE

Soit E un e.l.c.s. et E' son dual muni de T(E',E) et soient f et g deux
fonctions de FO(E).

ST

b £* est quast-continue

2b (fx,gx) est unt

alors £ V g est une fonction s.c.i et L'inf-convolution des deux fonctions

est exacte.

Démonstration

D'aprés la proposition 5.4, 1b équivaut 4 la (E muni de G(E,E')), et d'aprés

la proposition 6.5 2.a est équivalent 3 2.b. Le résultat suit de 6.4,

LEMME

5i A €RE » L.r. (A) désigne l'intérieur de A velativement & la varidté affine

engendrée par A ; on dit que Z.r.(A) = est L'intérieur relatif de A.

Soit E un e.l.c.s. A et B deux éléments non vides de Conv(E) . S7 A est

quasi-continue et si A et B sont unies alors Z.r(A) NB # @.

Démonstration

Le résultat est vrai dans le cas oii E est de dimension finie (voir par exemple
Rockafellar [ﬁ]) ; dans ce cas, d'ailleurs, 1'hypothése : A est quasi-conti-

nue, est automatiquement vérifiée.

La démonstration proposée consiste 3 se ramener au cas ol E est de dimension

finie.

Soit LA la variété affine engendrée par A. Comme A est quasi-continue, LA

est de codimension finie et A d'intérieur non vide relativement a L, .
A
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Montrons que :

a) L NB # ¢. Par 1'absurde. On peut toujours supposer O € L. . Soit alors P

1! appllcatlon canonique de E sur E/L . Le convexe ®(B) ne ﬁontlent pas

0 € E/L . On applique le résultat du lemme dans 1'espace E/L qui est de
d1mens1on finie : il existe un hyperplan séparant O et Q©(B) . Cette situa-
tion se relédve dans E et conduit a4 une contradiction puisque A et B sont

supposés unis.

b) Donc LA NB # ¢ ; montrons que ir(A) N B ne peut &tre vide. Sinon : en
vertu du théoréme d'Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé H dans le
sous—espace LA qui sépare ir(A) et B N LA # @. On suppose que 0 € H.
Comme LA est de codimension finie, E/H est de dimension finie. Dans 1'es-
pace quotient E/H, les images par l'application (ouverte) ® : E - E/H de
i.r(A) et B sont, en vertu du lemme appliqué 3 E/H, non trivialement

séparés. On aboutit i une contradiction, comme en a).
COROLLAIRE

Sous les hypothéses équivalentes de la proposition 6.4. et du corollaire
6.5., £V g appartient ¢ T (E)

Démonstration

En effet, £ V g &tant déja s.c.i. (prop. 6.4), £ V g appartiendra i T (E)
si et seulement si cette fonctlonnelle ne prend en aucun point la valeur
~®, autrement dit si (f V g) n'est pas identiquement €gale 3 -», ce qui
équivaut au fait que f*+gx n'est pas identique & +©, Mais ceci résulte de
la proposition précédente appliquée aux fonctionnelles £% et gx (au lieu

de f et g), qui assure que domf™ N domgx # § en particulier.

6.7 - CAS OU f EST SAILLANTE 3 CAS OU E EST DE DIMENSION FINIE

Lorsqu'on suppose en plus que la fonctionnelle f est saillante, les &noncés

de la prop. 6.4. et du corollaire 6.5. prennent la forme suivante (Moreau 1964)
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COROLLAIRE

Sotent £ et g deux éléments de PO(E) . 81 de fagoms équivalentes
la f est inf-compacte pour au moins une pente

2a Parmi les pentes pour lesquelles f est inf-compacte il en existe une

x' €E' telle que x ~ g(x)=<x,x'> est borné inférieurement.

ou
* .
b £ est continue
2b Il existe un point commun au domaine effectif de gX et a4 l'intérieur

(non vide) du domaine effectif de g*

alors la fonctionnelle £ V g appartient 4 PO(E) et l'inf-convolution est

exacte.

Lorsque l'espace E est de dimension finie, toute fonctionnelle appartenant
a FO(E), c'est-3-dire s.c.i. et propre est inf-localement compacte et quasi-con-
tinue.

On obtient donc le ré&sultat voir par exemple Rockafellar (x).
COROLLAIRE

Sotent £ et g deux éléments de FO(E) ou E est de dimension finie.

St de fagonséquivalentes

b £ et g vérifient la condition

fK

2b et gx sont unis

alors £ g est s.c.i. et propre ; en outre cette inf-convolution est exacte.
Remarque

La proposition 6.5. aurait pu s'obtenir comme consé&quence du corollaire

6.6. Voir Laurent-Joly (1970).
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7 - SOUS_DIFFERENTIABILITE

7.1 — SOUS DIFFERENTIABILITE D'UNE FONCTIONNELLE QUASI-CONTINUE

Soit E un e.l.c.s. et E' son dual. Une fonctionnelle f € Conv(E) est sous—
différentiable en X €E si Bf(xo) # @. La quasi-continuité, la continuité four-

nissent un critére usuel de sous—différentiabilité.

Supposons d'abord f finie et continue en X € E pour une topologie (E,E')
(a fortiori pour la topologie de Mackey) ; alors elle est sous—différentiable
en X ; en outre sa sous—-différentielle af(xo) est un sous—ensemble convexe et

faiblement compact de E'.

Si f est fermé et quasi-continue en X € E, pour une topologie (E,E'),

1'ensemble Bf(xo) n'est pas vide : c'est la somme d'un ensemble convexe et
faiblement compact dans E' et d'un sous—espace vectoriel de E' de dimension

finie.

D'une fagon générale, si f est continue pour T(E,E'), alors pour X €E,
le sous—différentiel Bf(xo) est un ensemble (&ventuellement vide) convexe

localement compact de E' faible, ne contenant pas de droite. Si f est quasi-

continue Bf(xo) est un ensemble convexe localement compact dans E' faible.

7.2 = SOUS-DIFFERENTIELLE DE £ V ¢

Soient f et g deux éléments de Conv(E). On rappelle que 1'inf-convolution
de f et g est dite exacte en un point z € E si [f v g](z) est fini et s'il
existe x et y dans E avec x+y = z tels que : [f v g](z) = f(x)+g(y).
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LEMME 1

Sotent £ et g deux éléments de Conv(E). Si Ll'inf-convolution de £ et g est

exacte en z € E alors
3[(£ V g)](2) < 3f(x) N dg(y)

Démonstration

Posons h = f V g. Soit z' € 3h(z) donc tel que
X | 1
h(z)+h " (z') = <z,z'>.
Comme z = x+y avec h(z) = f(x)+g(y), il vient :
x 1 x T — | 1
f(x)+g(y)+£7(2")+g (2') = <x,z'>+<y,z'>

ce qui n'est rendu possible que si, 3 la fois :

il

f(x)+f*(z') <x,z'>

g(y)+g"(z") = <y,2'>

donc si z € 3f(x) N 3g(y).

LEMME 2

Soient x et y dans E tels que :
of(x) N 3g(y) # ¢

alors l'inf-convolution de f et g est exacte en z = x+y et on a :

9E(x) N3g(y) C3[f V g](2).
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Démonstration

Posons h = £ V g et soit z' € 3f(x) N 3g(y).

On a donc

£(x)+£ (")

[

<x,z'>

<y,z'>

]

g(y)+g" (2")
et par suite

£ +g(y)+E (2")+g" (2') = <z,2'>.
Donc de 1'inégalité

h(z) = £(x)+g(y)
il résulte que

h(z)+hx(z') < <z,z'>
ce qui entraTne a la fois z' € dh(z) et h(z) = f(x)+g(y).
PROPOSITION
81 0f(x) N 3g(y) # @ alors en posant z = xty, et h=£f V g on a
z) dh(z) = of(x) N 3g(y)

1iz) Les ensembles Bf(xl) n Bg(yl) avec x,*y, =z sont sott vides

sott égaux 4 oh(z).

11T) St Xy, =z alors af(x]) n ag(y]) # 0@ si et seulement si L'inf-
convolution entre f et g est exacte en z = X, +y, pour les points

X, et Yy
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7.3 - SOUS-DIFFERENTIABILITE DE f+g

PROPOSITION

Soit E un e.l.c.s. E' son dual. On Suppose E muni de T(E,E') et E' de 0(E',E).
Sotent f et g deux &léments de TO(E). 5t L'une des deux conditions équivalentes
suivantes est vérifide :

1) £ est quasi-continue et les fonctionnelles £ et g sont unies,

i) £F est inf-localement compacte et £* et gx vérifient la condition (AS),
alors pour tout x € E on a

a) d(f+g) (x) = 3f(x)+3g(x)

b) 3[£% V &% (2" = a¥x") N ag*(y").

st z' = x"+y'quec fx(x')+g*(y') = [f* % gx](z').

Démonstration

La partie b) de 1'assertion résulte de la roposition 7.2 et des proposition:
P

6.4. et cor. 6.5. oli 1'on a échangé les rbles de E et E', f et £ etc...

En vertu de la prop. 6.6., £y gx € FO(E') (changement de E en E' etc...).
On a z' € 8[f+g](x) si et seulement si x € 3[(f+g)xJ(z') = fo(x') N ng(y')
avec x'+y' = z', 3 cause de b). Autrement dit : z' € 8[f+g](x) si et seule-

ment si on a x' € 3f(x), y' € dg(x) avec x'+y' = 2', ce qui démontre a).
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Soit (E,E') un systéme dual. Toute topologie T sur E (topologie qu'on suppo-
sera localement convexe et pPlus fine que O(E,E')) permet de définir sur 1'ensemble
des parties fermées non vides de E la topologie semi-finie inférieure de Vietoris
(cf. Michael (1951)), et son extension, notée I(T), 3 l'ensemble des fonctionnelles

sur E, qui sont s.c.i et non partout égales 3 +w,

Maintenant, au lieu de considérer -ce qu'on fait habituellement—- une topo-
logie semi-finie supérieure, (loc.cit.), on introduit, dans le but d'avoir un
outil mieux adapté 3 la convexité, la topologie S(T') qui est 1'image récipro-
que par l'application de polarité de 1la topologie I(T') (T' est une topologie
sur E' plus fine que O(E',E)) sur l'ensemble des fonctionnelles s.c.i sur E',

non identiques i +w,

Pour que la polarité soit bien définie ceci nous oblige 3 nous restreindre
4 1l'ensemble des fonctionnelles définies sur E [resp. E'J, s.c.i pour T [resp. T'],
non partout égales 3 +» et possédant au moins une minorante affine a4 pente dans
E' [resp. E] - Cet ensemble que nous noterons P(E) [resp. P(E')] contient TO(E)
1
[resp. PO(E )J.

On désigne par [T,T'x] et [T',T*] les topologies bornes supérieures sur
P(E) de I(T) et S(T') et sur P(E'") de I(T') et S(T).

Pour ces topologies la polarité devient alors une bijection bicontinue

entre les sous-espaces FO(E) et FO(E').
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En revanche signalons que sur TO(E) et FO(E') ces topologies ne possédent
pas de bonnes propriétés de séparation : elles sont en général T] (noté dans 1le
texte S1 pour &viter des confusions) mais ne vérifient T2 (espace de Hausdorff)
que lorsque la forme bilinéaire qui met E et E' en dualité est continue par

rapport a4 l'ensemble des variables pour les topologies T et T'.

Nous aurons pourtant 1'occasion de voir au chapitre 3 que les choses
sont moins catastrophiques qu'il n'y parait. Lorsqu'on se limite & la considéra-
tion de suites de fonctionnelles : on aura des exemples de suites convergentes
pourvues d'une limite unique quoique la topologie ne vérifie pas T2. Enfin,
signalons que la topologie la plus naturellement employée dans le cas ol E est
un espace de Banach reflexif et E' son dual est d&finie en prenant pour T et T'
les topologies fortes sur E et E' respectivement, et qu'en consé&quence, elle

est de Hausdorff.
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2 - LA TOPOLOGIE_I(T)

- —— o o0

Soit (E,E') un systéme dual et T une topologie localement convexe sur E plus
fine que la topologie faible O(E,E'). On note P(E) ~pour &tre plus correct on
devrait mettre P(E,T)- 1'ensemble des fonctionnelles appartenant élﬁE qui sont
s.c.i, non partout égalesd +*, et qui possadent au moins une minorante affine &

pente dans E'.

2.1 - DEFINITION D'UN SYSTEME FONDAMENTAL DE VOISINAGES D'UN POINT POUR I(T)

Soit fo € P(E), I un ensemble fini d'indices. Pour tout i € I, on se donne

X, €E, V; un voisinage de x, pour T, o, €R tels que :
€
a) x; dom(fo)
< Q.
b) fo(xi) a,
et on pose

[fo ; I,Xi,Vi,OLi] = {f €EP(E) ; ¥i €1, Iy, € Vi £(y) <a}

Lorsque 1 , X Vi s Oy vartent soumis aux conditions a) et b), ces ensembles

[ﬁo 3 I, x, Vo, ai] définissent une famille de parties de P(E) , notéde VI(T)(fo)'
PROPOSITION
Il extste une topologie unique sur P(E), qu'on désigne par I(T), pour la—

quelle en tout point f0 € P(E) la famille Vf(T)(fo) constitue un systéme

fondamental de voisinages.
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Démonstration

I1 suffit de vérifier que VT(T)(fo) satisfait aux trois conditions suivantes :

I - f_ appartient i tout V €V, (T)(f ).

2 - L'intersection de deux ensembles appartenant 3 VT(T)(fo) contient un
€lément de V (T)(f ).

3 ~Tout V €V (T)(f ) contient un W €V (T)(f ) tel que si g, €W, il existe
U €V (T)(g ) qui soit contenu dans V.

Vérifions 3) par exemple. Soit V = [f s I, X, V N J Posons
[fo s I, X, w 50 ] avec a > B > f (x ) pour tout i E I, W étant un voisinage de
X, tel qu'a tout Y; € W on puisse associer un voisinage U de s qui soit inclus
dans V.. Soit alors g, 6 W : pour tout i € I, il existe Vi E W tel que g (y ) = B
L' ensemble U= [go H ,y ,U o ], ol U CIV est le voisinage de v precedemment
défini, appartient 3 T(T)(g ) puisqu'on a go(yl) < Bi < a, et il est clair en

se reportant 3 la définition de VT(T)(fo) que U © V, ce qui prouve 3).

2.2 - PROPRIETES ET REMARQUES

a) La topologie I(T) sur P(E) est admissible (cf. Michael (1951)) en ce sens
de T . 4. . .
que 1'application qui d x € Em E%t gorrespondre (son indicatrice) {x} € P(E)muni de
I(D({x} est en effet fermé dans E puisqu'on a supposé T plus fine que O(E,E'))

est un Zsomorphisme de E dans P(E).

b) La trace de la topologie I(T) sur l'ensemble des indicatrices de parties

fermées de E est la topologie semi-finie inférieure de Vietoris (Michael

(1951)).
' . . . . . . I

c) L'application Y qui a4 f € P(E) fait correspondre sa ['-régularisée f
(chap. 1 - 2.3 d)) envoie P(E) dans TO(E) qui est un sous-espace de P(E).

On peut montrer sur un exemple simple que Y n'est pas continue.
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On dit qu'un espace topologique est un espace SO, si étant donnés deux points
distincts il existe toujours un voisinage de 1'un de ces points qui ne contient

pas 1l'autre.

PROPOSITION

P(E) muni de I(T) est un espace S,

Démonstration

Soient f et g deux &léments distincts de P(E). Il existe un boint x € E tel
que f(x) # g(x). On supposera f(x) < g(x). Le point (x,f(x)) appartient dont
d l'ensemble ouvert dans E X R complémentaire de épi(g). Il existe par suite
un voisinage de (x,f(x)) dans E X R disjoint de epi(g), i.e. un voisinage V

de X et un nombre o, o > f(x) tels que g £ [f 3 x,V,u].
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Soit (E,E') un systéme dual, T et T' des topologies localement convexes sur E

» respectivement plus fines que O(E,E') et O(E',E). Soient P(E) et P(E') les
1 ]

sous—ensembles delﬁE etlﬁE définis comme au paragraphe 2.

P(E")
P(E")

L'application de polarité qui a f¢€ @E associe sa polaire £* envoie P(E) dans
- K -

en fait;‘Po(Ef)) ; l'application w' qui.'a f' € R ‘associe £'* envoie de méme

dans P(E) (en fait, TO(E)).

DEFINITION DE S(T')

La topologie S(T') sur P(E) est la topologie image réciproque par & de la
topologie I(T') sur P(E').

PROPOSITION

Soit fo € P(E). Un systéme fondamental de votsinage de fo pour la topologie

S(T') peut Etre fourni par la famille V

S(T')(fo) des ensembles

* , ’
,[fo ; I,xi,Vi,OL].'_J = {f €p(E) ; ¥i €1, Ty} €V, ¥x €, £(x) 2 <x,y}>-0,}

ol I est un ensemble fini d'indzces, (Xi)iEI une suite de points de E', Vi,
pour i € I, un voisinage de xi dans E' pour la topologie T', (ailﬁI une suite
de réels, vérifiant

*®
1
a) x} € dom(fo)

L X ]
b) a; > fo(xi)-
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Démonstration

*® . * <
[fo : I,xi,Vi,ai] = {f €pP@E) ; ¥i €1, Hyi € Vi, f (yi) < ai}, oti (xi) et

(ui) vérifient pour tout i € I les conditions a) et b) ci-dessus. On a donc
* * 7
(£, s Lxi,Vi,ol]" = o (£ s Lxi,Viall])

d'ol le résultat en vertu de 2.1,

3.2 - PROPRIETES ELEMENTAIRES DE S(T').

a)  L'application vy de T-régularisation dans P(E) (voir 2.2. c))est continue.

b)  L'application de polarité o' qui envoile P(E') dans P(E) n'est pas continue
pour les topologies I(T') et S(T'). En effet, pour que W' soit continue <1
faut et 21 suffit que w o &' soit une application continue de P(E') dans
P(E) pour la topologie I(T'), et cette application, qui est la T-régulari-
sation dans P(E'), est en vertu de 2.2.¢) non continue.

En revanche, la restriction de w o w' & T (E) étant l'application identité
est conttnue et W' est par suite continue de F (E') dans T (E) ! cecl prouve
que : la poZartte est une bijection bacontanue entre F (E) munt de S(T')et
F (E') muni de I(T').

c)  La topologie S(T') ne fait pas de P(E) un espace S, s néanmoins, en vertu

de ce qui précéde le sous—espace T (E) vérifie 1l'axiome Sy
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On conserve les hypothé&ses et notations du paragraphe 3.
4.1 — DEFINITION

On désigne par EI,T'Xl [resp.[T',Tx]] la topologie sur P(E) [resp. P(E')]
qui est la borme supérieure des topologies I(T) et S(T')|[resp. I(T')et
s(m].

Remarques

a) La trace de la topologie [T,T'x] sur le sous—espace de P(E) constitué des
indicatrices des parties réduites 3 un &lément est en géndral strictement
plus fine que la trace de la topologie I(T), en sorte que ET,T'X] n'est
pas en général une topologie admissible (cf. 2.2.a)).
Citons néanmoins un cas non trivial ol {T,T'xj est admissible (cf. Chapitre 3) :
E est un espace de Banach, E' son dual, T la topologie forte sur E et T'

la topologie de la convergence compacte.

b) En vertu de 3.2. b), la polarité définit une bijection bicontinue entre

FO(E) et TO(E') pour les topologies [T,T'*l et ET',Tx].

4.2 - PROPRIETES DE SEPARATION DE [T,T'*]

On est en droit d'attendre que, restreinte 2 TO(E), la topologie [T,T'x]
posséde des propriétés de séparation plus forte que So'
On rappelle que : . *
Un espace topologique vérifie S], si étant donnés deux points distincts de cet
espace il existe un voisinage pour chacun de ces deux points qui ne contienne
pas 1l'autre.
I1 vérifie S2 (espace de Hausdorff) si pour tout couple de points distincts dans
cet espace, on peut trouver deux voisinages respectifs de ces points qui soient

disjoints.
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La propriété Sl entraine que chaque point est un ensemble fermé et 1'inter-
section de tous ses voisinages tandis que 82 n'est vérifiée que si tout filtre con-

vergent n'admet qu'une seule limite.

PROPOSITION 1

FO(E) muni de [T,T'*I est un espace Sl'

Démonstration

Soient fo et g, deux éléments distincts de TO(E) et x_ € E tel que par exem—

ple
(1 £(x)) = g, (x )te

pour un certain € > 0.

On en déduit que pour tout x' €E' on a :
x | ] 1
L < > = < D +€.
go(x ) X sX go(xo) X > fo(xo) £
Donc pour tout n > 0, il existe xé tel que
. *® xE
< '>— Y 2 -n.
X X >—E (x]) =2 £ T(x )-n
Comme £ = fxx, ceci, donne
o o
<x_,x'>-f (x ) = £ (x')-n.
0’0 oo o 0" "
Il existe donc xé €E' et €' > 0 avec €' < ¢ tels que
% ] * ) 1
= +£
(2) 8, (x) £ &x0)

Au cause de (2), la prop. 2.2. d) appliquée dans E' 3 f: et g: indique alors

qu'il existe V' et o' > f:(xé) tel que :
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g§ £ [fiv; x!, V"0t

donc que
1%
g, £ [fo ; xé,V',a'J .

Au cause de (1) et de la méme proposition appllquee a f et g, on sait qu'il

existe V et o > g, (x ) tel que

£, £ lg, 5 x,,7,0]

(e}

ce qui démontre notre assertion.

PROPOSITION 2

Une condition nécessaire et suffisante pour que T (E) munt de [T T'xl
801t un espace de Hausdorff est que la forme thtnea%re qui met E et E'
en dualité soit continue par rapport Q& l'ensemble des variables pour les

topologies T et T'

Démonstration

Soient f et g, deux éléments distincts de T (E), vérifiant comme dans la

proposition précédente

(1) fo(xo)

go(xo)+e s €>0,

* b3
(2) go(Xé) fo(xé)+€-n s, N> 0.

Si (x,x") » <x,x'> est continue pour le produit T X T', on peut, étant don-

né €, > 0, trouver V et V' des voisinages de l'origine dans E et E' pour

T et T' respectivement tels que :
|<x4,x'>-<x,x'>l <e/
0’ o 1

dés que X=X €v, x' -x €v'.
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*
Pour tout f € [fo ; xé,V',a'] on a :

Inf £(x) =2 Inf (<x,x'>-q")

x& +V x€x +V
0 x'6§2'+-v'
o
donc
Inf f£(x) = <x o >—€1—a
xex +V
Posons o' = fo(xc'))+€2 (82 > 0). Au cause de la définition de n dans (2)

et de (1) il vient

> —_-— =
Inf f(x) fo(xo) M el €

= g (x )+e-e_ -e_-n
oo 1 72
xexo+V

2

Supposons 8182 et N assez petits pour que €—€]—€2~n > 0 et soit
=g, (x )+ 1/2(e-n~ EI -€ ), on en déduit que si f € [f 3 x V',u' alors

f ﬁ [g H X »V a] » ce qui démontre la premidre partie de 1 énoncé.

Réciproquement, supposons 1'axiome 82 vérifié ; montrons qu'alors la forme
bilinéaire de dualité est continue.

Soient f et g  deux &léments distincts de I (E) 3 on peut supposer que g,
est 1! 1nd1catr1ce d'un point xo €E.

Un voisinage de g, pour [T,T l contient nécessairement un ensemble de la

forme
y %
U(go) - [go ; xo’vo’ao] n Lgo ; I,x{,Vi,ai]
et un voisinage de f,» un ensemble de la forme

U(E) = [fo ; J,xj,Vj,aj] n [fo ; K,x!

*
VTN

Supposons donc en vertu de 1'hypothése 82 que :

() U N = 9.
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Pour yi € xé+Vi ,

des fonctions affines :

L €L =1 Ug,

X > <X, y'é/>-‘0t,é’

Les fonctionnelles h (indicées par yi € xé+Vi > ¥ € 1) sont pour parler de

fagon imagée, les fonctionnelles les plus petites dans
* . *
[£, 3 Kyxp, VLo ]™ N0 g I,x},v!,0!]%,
Si 1'on restreint les pentes yé 3 appartenir non plus 3 x'+Vé mais a

'3
xi+VE avec

Vy = vy N {x’ EIE' ;]<xj,x'> <o, ] € J}

on obtient une nouvelle famille de fonctionnelles h mais qui appartiennent
cette fois 3

[go H I’Xj'_sv:'!.,ot«ilx n 'fO ; J,Xj,vj,(xj] n [f ; K 3 XIL’V' a',x

o k? k-

donc en vertu de (3), qui n'appartiennent pas a
H \ .
[go > %y o’ao'
Ceci signifie qu'il existe un nombre k tel que

Inf 2 k.
x& +v
o o
Au cause de la définition des fonctionnelles h, on en déduit que tout point
x € Vo doit appartenir i la réunion d'ensembles de la forme

- . ; '
B, = {x €E; 1Inf <x,y2> P kz}

;%

soit h 1'enveloppe supérieure de la famille



c'est-a-dire que

v <« U E
[o]

L€L L

Comme les EQ sont des parties &quicontinues du duél de E' obtenu lorsque
E' est muni de T', et que L est un ensemble fini d'indice, on en déduit
que V0 est aussi une partie &quicontinue ; mais cela revient i dire que
(x,x") * <x,x'> est continue pour T X T',

c.q.f.d.
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e o S o P S e S e Tt e Y e S i B oy T gt O P

1 - INTRODUCTION

" T o oy o

1.1 - Soit (E,E') un syst@me dual. Ce chapitre est consacré & l'étude de deux no-

tions de limite pour les suites de fonctionnelles appartenant a TO(E) ou TO(E').

Elles ont &té introduites pour la-premiére fois par U. Mosco (1967) (1968)
(1969) dans les espaces de Banach reflexifs pour étudier 1'approximation des so-
lutions de certaines inéquations variationnelles. Leur définition se présentait

sous une forme purement séquentielle non immédiatement généralisable au cas d'un

systéme dual.

L

Soit (Q_ ) une suite d'éléments de FO(E),oﬁ E est un espace de Banach reflexif ;
On pose, avec Mosco :

(1) s.lim@Q) = {x €B; x), x €q, = %x

{x €E ; H(xk), X, € Qn , X ¥ x}.

(2) w-1im(Q ) 5
K

la premiére de ces notions, celle de limite inférieure (1) pour la topologie
forte est classique depuis Hahn (1932), Kuratovski (1932) ; voir aussi Brissac
(1947) et Choquet (1947-1948). Elle s'interpréte immédiatement grace & la topo-
logie semi-finie inférieure. La notion de limite supérieure telle qu'elle est
définie par (2), quoique portant le méme nom, différe (dans le cas des espaces

de dimension infinie) de la notion habituelle qu'on trouve dans les travaux cités

plus haut.
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nous convervons (1) et
Dans le cas d'un systéme dual (E,E'),Vla forme que nous proposons pour &ten-—

dre (2)- différe de la notion classique de limite supé@rieure par 1'introduction

d'une propriété de compacité (voir 2.5).

1.2 - On pourra peut &tre trouver une premiére justification a la modification que
nous avons introduite dans le fait qu'une méthode fréquente pour &établir les
résultats de convergence des solutions approchées d'un probléme linéaire ou non
linéaire consiste a4 traduire un certain nombre d'estimations a priori en une pro-—
priété de compacité pour ces solutions approchées : dans cette optique, la proprié-

té de compacité apparait 4 priori dans la notion de limite supérieure.

1.3 - I1 y a une deuxiéme justification qui ré&sulte de l'hypoth&se de convexité

i laquelle nous nous sommes tenus. En effet, dans ce cadre 71 est naturel d'exiger

r r . . , . . opa L B
que_dans O(E) et O(E ) les notions de limites inférieure et supérieure se cor

respondent par polarité, Les définitions que nous proposons obéissent 3 cet impé-

ratif et la propriété de compacité introduite & priori dans la définition de la
limite supérieure apparait alors clairement dans les formules de polarité (voir

paragraphes 3 et 7).

1.4 - Enfin dans le cas ol E est un espace de Fréchet et E' son dual il est pos-
sible d'exhiber dans FO(E) et TO(E') des familles de suites —-dites propres (elles
possédent une propriété de compacité du type 1.2)- pour lesquelles les notions de

convergence pour les topologies étudiées au chapitre 2 et pour la notion de limite

introduite dans ce chapitre 3 coineident (et se correspondent par polarité).

Lorsque, en particulier E est un espace de Frechet reflexif, 1'exigence pour
les suites d'é€tre propres disparaissant (parce que cette propriété est automatique-
ment vérifiée par les suites convergentes dans un sens ou dans 1l'autre), 1'énoncé

de la situation prend une forme particuliérement simple.
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1.5 - Dans le cas des espaces de dimension finie les deux notions de limites infé-
rieure et supérieure coincident avec les notions classiques dont nous avons fait

mention en 1.1.

L'étude de la convergence qu'elles définissent surfFO(E) et FO(E') (et en
particulier 1'effet de la polarité) a &té faite par Wijsman (1964). Cette conver-
gence est utilisée aussi par G.B. Dantzig, J. Folkman et N. Shapiro (1967) et
M. Hukuhara (1967).

1.6 - La premiére partie (paragraphes 2,3,4) du chapitre, est uniquement consacrée
aux suites d'ensembles convexes contenant l'origine. Ceci d'une part # cause de
leur importance pratique, d'autre part parce qu'alors les propriétés et leurs
démonstrations se trouvent trd&s simplifides par le fait que ces suites sont
propres, et possé&dent une suite polaire propre. On trouvera ensuite quelques
exemples au paragraphe 5. Dans les derniers paragraphes (6 et 7) nous reprenons

1'étude pour les suites de fonctionnelles convexes.
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On désigne par (Q ) ou (Q ) -N étant 1'ensemble des entiers naturels-
8 n S n

une suite d'éléments de R, Conv(E) ou Conmv(E), avec la convention I,2.2,c).

2.1 — DEFINITION DE LA LIMITE INFERIEURE

Supposons E muni d'une topologie T et soit (Qn) une suite d'éléments de R-.

Sz VT(O) désigne un systéme fondamental de voisinagesde O dans E , onm pose :
T—lim(Qn) ={x €E ; W € V5(0), Sho, ¥n =n , (x+0) n Q, # ¢}

L'ensemble T-lim(Qn) s'appelle la T-limite inférieure de la suite (Qn) » pour la
topologie T.
Il peut &tre vide.

2.2 - PROPOSITION

Sotit (Qn) une suite d'éléments de R [resp. Conv(E)J . Alors 1l'ensemble

Telim(Qn) est fermé et appartient J RE 'resp. Conv(E)l.

Démonstration

On écarte le cas trivial ol Tﬁl&E(Qn) = . Soit alors x adhérent i
T—lim(Qn), Montrons que pour tout U € VT(O) x+U rencontre tous les Qn i partir
d'un certain rang. Soit V € VT(O) tel que V+V C U et vy € (x+V) N T—lim(Qn).
Dés que x est assez grand (y+V) N Q, n'est pas vide, a fortiori (x+U) N Qn’

ce qui démontre la premiére partie.



_46_

Supposons maintenant que tous les Qn appartiennent & Conv(E), et que T—lim(Qn)

it

contient au moins deux points distincts xl'et Xy Soit. x ax1+(1—a)x2, pour
0< o<1, Sit U € VT(O) et V € VT(O) tels que V+V C U, Pour n assez grand
x1+a—1V et x1+(1-u)—lv rencontrent tous les Qn ; de méme, x+V+V puisque

Q, € Conv(E)

c.q.f.d.

2.3 - ON DESIGNE PAR s(Q ) L'ENSEMBLE DES SUITES DE POINTS DE E QUI VERIFIENT :
€ €
x, €Q, ¥n €N,

Si la topologie T est métrisable alors on a la définition équivalente :
-1lim ={x €E; x ) €s x +x
T-lim(Q)) = { s dx ) €8(Q), x > x}
ol X g‘x signifie que la suite X converge vers X dans E muni de T.
La démonstration, évidente, repose sur le fait qu'il existe pour T un systéme
fondamental de voisinages de O dénombrable et décroissant.

2.4 - SIGNALONS une définition équivalente pour 1'ensemble limite inférieure :

T-lim(Q ) = N U N (Q +v)
" U0 n€N p= P

2,5 — DEFINITION DE LA LIMITE SUPERIEURE

Supposons E muni d'une topologie t. Soit (Qn) une suite d'éléments de R-.
* On désigne par Vt(o) un systeme fondamental de voisinages de O dans E et par
H% L'ensemble des parties compactes de E pour la topologie t.

On pose :

t—lim(Qn) ={x €g ; & € H%, ¥U € v, (0), ¥n_, dn > n_,

(+0) N G+R) N Q. # ¢}
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L'ensemble t4IIE(Qn) s'appelle la limite supérieure de la suite (Qn) (pour la
topologie ti.
2.6 - REMARQUE

Cette définition n'est pas celle qu'utilisent Kuratovski (1932), Brissac

(1947), Choquet (1947) ; qui donnerait ici

(1) tjlig(qn) ={x €E ; w € V50, ¥n_, i > n_, (x+U) N Q # P},

Les raisons de notre choix apparaltront mieux par la suite. Voici déja

sur un exemple simple une de ses conséquences

Soit (Hn) une suite d'hyperplans homogdnes fermés d'un espace de Hilbert E,
H =1{x €8 ; &' €g', x' # 0, <x,x'> = 0},
n n n n

Supposons que la suite (x;) converge fortement dans E' vers un &lé&ment x' # O

et soit
H={x €E ; <x,x'> = 0}.

Si t désigne la topologie forte de E', on vérifie immédiatement que
t—TYE(Hn) = H

que l'on choisisse la définition 2.5 ou 2.6.

Si t désigne la topologie faible O(E',E) alors tandis que au sens de 2.5 on a :
t-llm(Hn) = H

En prenant la définition 2.6 il vient :

t—llm(Hh) = E
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sauf si la suite (xg) est toute entiére contenue dans un sous—espace vectoriel de

E', de dimension finie, auquel cas t—lim(Hn) = H.(au sens de 2.6).
2.7 - SIGNALONS la définition équivalente 3 2.6.

t—m(qn) = U N U Q, NK)
K€ ﬂ% n€N p=n

2.8 - Soit (Qn) une suite d'éléments delﬁE . Notons S(Qn) l'ensemble des suites

(xk) de points de E auxquelles on peut associer une suite (Qn )  extraite
k

de la suite (Q) possédant la propriété x, € Q , ¥k €N.
e 8} p k nk

En vertu de la compacité de la réunion d'une suite convergente et de sa

limite, 11 vient :
. : t —
(1) {x €E ; H(xk) € S(Qn), X, x} Cit—llm(Qn).

Si la topologie t est métrisable, l'inclusion inverse est aussi vérifiéde.

Plus généralement, on a le résultat suivant :
PROPOSITION
Supposons que E, muni d'une topologie t, vérifie la propriété :
(L) : tout point de E adhérent q un ensemble relativement compact dans E est
limite d'une suite de point de cet ensemble. Alors pour toute suite (Qn)
d'éléments deiﬁE on a :

t4TTE(Qn) ={x €E ; H(xk) € S(Qn), x, 5 &}

871 les ensembles Q, sont fermés.
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Démonstration

Du fait de 1'inclusion (1), 11 nous suffit de montrer que tout x € t- llm(Q )
est limite d'une suite appartenant 3 S(Q ).

On écarte le cas évident o x est dans une infinité de Q » donc limite d'une
suite stationmnaire qui répond i la question.

Donc x € t- 11m(Q ) n'appartient 3 aucun (Q ) dé&s que n est par exemple,
supérieur 3 n_ "

Soit K € H%, le compact associé i x, par la définition 2.5.

L'ensemble H = U (x+K) N Qn est relativement compact dans E et x est

nan

adhérent 3 H, ©

A cause de 12 propriété (L), il existe une suite (x ) de points de H qui
converge vers x pour la topologie t. Il suffit alors de montrer qu'on peut
extraire de (x ) une suite qui appartient 3 S(Qn). Pour cela il suffit de
prouver que l'application p : N -+ IN définie par p(n) = Inf(m €N X € Qm)
tend vers 1'infini avec n.

Par 1'absurde, la propriéta

dd €N, an €N, Z_nl, p(n) <d

entraine qu'il existe § € N, n <8 =<d, tel qu'une infinité de points de
d )

la suite (xn) appartiennent 3 QQO Or, comme QQ est fermé par hypothése,

on en déduit que x € Q> ce qui est impossible.
COROLLAIRE
Soit (E,E') wn systéme dual et (Q ) une suite d'éléments de ﬁE > avec Qn

fermé pour o(E,E').

St 1'une des conditions swivante est vérifiéde

al T(E,E") est métrisable
b) 21 existe dans E' un ensemble total dénombrable pour o(E',E)
alors

G(E,E')TTE(QH) = G—TTH(Qn) = {x € ; H(Xk) € 5Q,), x, 9 x).
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Démonstration

L'hypothdse a) fait que O(E,E') posséde la propriété (L) (voir, par exemple,
Bourbaki [ng page 83 ex. 14).
L'hypothése b) entrafne que les ensembles dans E compacts pour G(E,E') sont

métrisables,

2.9 - REMARQUE

Soit E un e.l.c. métrisable, alors si T et o désignentles topologies T(E,E")

et 0(E,E') on a :

(1) Tlim(Q) = {x €& 5 H(x) € s(q), x> x}
(2) o-Lim(Q) = {x € ; A(x) € (00, x % x}.

Ce sont les définitions adoptées par Mosco (1968) etc... Mais sauf dans le cas ou
E est un espace de Banach reflexif, les formules (1) et (2) ne permettent pas

d'entreprendre 1'&tude de la "continuité" de la polarité : Q » Q°.

2.10 - ENSEMBLES T-t-limite

Soit E sur lequel on considdre deux topologies T et t, et (Qn) une suite
d'éléments de @En On dit que 1'élément Q € @E (éventuellement vide) est une

T-t~limite de (Qn), ou que (Qn) est T-t convergente vers Q si

a) T-lim(Q ) g
b) t-Iim(Q ) < Q.

Convention
zonvention
Une suite (Qn) peut avoir plusieurs limites. M&me dans ce cas, si Q est une

de ses limites, nous &crivons : T—t—lim(Qn) = Q.
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N 0 2 0 e et o e it e e o e . e o o

Soit (E,E') un systéme dual. Dans ce paragraphe et les suivants, on consi-
dérera des suites (Qn) de parties convexes fermées et non vides de E ou E'.
3.1 - ON A d'abord le résultat évident mais important suivant :

PROPOSITION
Sott T une topologie (E,E') . Soit (Qn) une suite d'éléments de TO(E),
et Q € FO(E). Pour que la suite (Qn) converge vers Q lorsque FO(E)
est munt de I(T) il faut et i1 suffit que
-13 -
T llm(Qn) Q.

3.2 - S0IT (E,E') un systéme dual ; on suppose E muni d'une topologie t plus

fine que O(E,E') et on constidére sur E' Ig topologie T' de 1lq convergence

uniforme sur les ensembles convexes de E, compacts pour la topologie t.

Comme t est plus fine que O(E,E'), T' est une topologie (E',E).

PROPOSITION

Soit (Qn), une suite d'éléments de TO(E) contenant tous L'origine.

On. a l'inelusion
e ° 112 [
(t llm(Qn)) cT EE(QH)

Démoristration

On &écarte le cas &vident o T'-lim(Q;) = E' et on suppose donc qu'il existe

dans E', x' € T'—lim(Q;).
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En se reportant & 2.1 ceci signifie qu'il existe U' € Vf(o), qu'on supposera
convexe et équilibré tel que x'+U' soit disjoint d'une infinité de Q;,
notée Q° .
Qn
k
En vertu du th&oréme d'Hahn-Banach, et parce que T' est une topologie

(E',E), il existe pour tout k un &lément Ve € E tel que :

(1) 0 < sup <y ,y'> <1 < <y. ,X'"> + Inf <y, ,u'>
1€ne K k rer K
y'€Q x' €U

Deux cas se présentent :

a) Il existe Y) » une sous—suite de ¥y et un nombre M positif tel que pour

tout % , .

]<yk ,u'> =M, wy' €7,
£
Comme par définition de T', U' est le polaire d'un ensemble convexe

8quilibré et compact K de E, la suite (y, ) vérifie :
kg

b) Dans 1'autre cas, la suite (yk) est telle que :

(3) lim ¢( sup ]<yk,u'>!) = 400
k> '€y

Définissons alors le réel Ak’ pour tout k, par :
Ak <yk,x'>= I.

A cause de (3), on a 3 partir d'un certain rang : Igf <yk,u'> < =1, donc
| \
en vertu de (1), <x',yk> > 0, ce qui entraine v U que Ak > 0.

On vérifie aussi de la méme fagon qu'a cause de (3) la suite (Xk) converge

vers O,
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Multiplions (i) par 2kk ; on obtient, en posant X, = ZKkyk les inégalités

suivantes valables pour tout k :

(4) <xk,x‘> = 2

. 1. [} ]
(5) xLy'> <24, W' € an
(6) <Xk,u'> = Z(Kk-l), Yu' € U'

De (5) et (6) on déduit que, d&s que k est assez grand pour que Ak <1/2,

on a
(7) x €Q°° Nk=0q NK.

On achéve alors la démonstration en remarquant que dans le cas b), la suite
(xk) vérifiant (7) admet une valeur d'adhérence x, qui appartient 3

t—lim(Qn) a cause de (7) et qui vérifie
<x,x'f> = 2

en vertu de (4), et parce que t est plus fine que O(E,E')) ce qui prouve

que x' ¢ (t—lim(Qn))°ﬂ
Dans le cas a), soit y la valeur d'adhérence de la suite (yk) telle que :

lim inf<yk,x'> = <y,x'>.
k
Comme <y, ,x'> 2 1 en vertu de (1), on a y # 0. Donc :
k y
<y,x'> = lim inf<yk,x'> 21 + lim inf Sup <yk,u'>.

k k u'€y'

La fonction d'appui de U' est s.c.i pour toutes les topologies (E,E'),

donc pour t ; on a donc :

lim inf Sup <yk,u'> = Sup <y,u'>
k €EN u'€y' u' €y
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ot le second membre est strictement positif parce que y # O.
On en conclut que : <y,x'> > I, donc que x' £ (t-lim(Q;)), ce qui achéve
la démonstration.

COROLLAIRE

La suite (Qn) s d'éléments de PO(E) contenant tous l'origine, converge
dans FO(E) s> munt de S(T') , vers tout Q € FO(E) tel que :

t-1im(Q ) < Q.

Démonstration

En effet, pour que (Qﬁ) converge vers Q pour la topologie S(T'), (il faut
et) il suffit que (qz), la suite des fonctions d'appui des Q,» converge
pour I(T') vers qx (chapitre II. 3.2.b)). On vérifie aisément que pour
cela, il faut et il suffit que Q; € FO(E') converge vers Q° € I (E') pour
I(T!). Donc il suffit d'aprés la proposition 3.1 que

T'—lim(Q;) 2 Q°.
et d'aprés la proposition précédente que

(t-ﬁi(Qn) )’ 2Q°

ce qui donne le résultat par polarité.

3.3 - POUR DEMONTRER la réciproque du corollaire, on est amenéd i faire une

hypothése supplémentaire sur la topologie t.
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DEFINITION
On dit que la topologie t sur E vérifie la propriété (E.C) si :

(E.C) Lorsque E est muni de t L'enveloppe convexe et fermée d'un ensemble
q PP

compact dans E est compacte.

Lorsque t vérifie (E.C), la topologie T' sur E', considérée en 3.2., de la

convergence convexe compacte est identique i la topologie de la convergence

compacte.

Avec les mémes hypoth@ses et notations qu'en 3.2 on peut maintenant prouver :
PROPOSITION

51 la topologie t vérifie (E.C) alors pour toute suite (Qn) s d'éléments

de T (E) contenant tous l'origine,om a :
[¢]
e °© S omt_q2 -]
(t 11m(Qn)) T llm(Qn).

Démonstration

I1 suffit de montrer que tout couple (xo,xé) de t—lim(Qn) X T'-lim(Q;)

vérifie
<x ,x'> <1
[} (o]

En se reportant & la définition 2.5, il existe un ensemble K € E compact

pour la topologie t, tel que pour tout V € Vt(O) on ait :

(1 ¥n_ €N, &n 20, (x V) N (x +K) NQ # ¢

a cause de 1'hypothése (E.C), l'ensemble polaire K° est un voisinage de O

pour T' et aussi

U'=—§—K° ,E> O
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5 . .
D'autre part U = {x €E ; <x,xé> S~§}, € > 0 est un voisinage de O dans E

pour O(E,E') donc pour t.

Ces voisinages U et U' fix&s on a alors pour tout x' € xé+U' et

€ +U) N +
x © (x +0) (=, K)
I<X ’X'>—<X’X'>l < l<X"x ,X'>|+|<x,x'-x'>
0’7o 0’0o o

donc, & cause des définitions adoptées pour U et U',

(2) ]<Xo,x(')f>—<x,x'f> < g

Il existe un rang, par définition de x', & partir duquel
g P iy 3D q

(3) (x}+U") NqQ # 0.
En combinant (1) (2) et (3), on obtient :
<xo,x;> < 1+€
Le réel € > O étant arbitrairement petit, ceci achdve la démonstration.
Des résultats précédents on déduit un certain nombre de consédquences

CORCLLAIRE 1

Mémes notations qu'en 3.2 ; on suppose que t vérifie (E.C) . Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une suite (Qn) s d'éléments de TO(E)
contenant tous l'origine, converge vers Q € FO(E), lorsque PO(E) est muni

de la topologie S(T'), est que

t-1im(Q) < Q.
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COROLLAIRE 2

Mémes hypothéses que pour le eorollaire 1.

Soit d'autre part T une topologie (E,E'). Alors une condition nécessaire

et suffisante pour qu'une suite (Q ) d'éléments de T o (B) contenant tous
L'origine, converge vers Q €T (E), Lorsque T (E) est muni de la topologie
[T T' j s est que :

T-t—lim(Qn) = Q.

Enfin, on peut &changer les rdles de E et E' dans le corollaire 2, combiner

les résultats, pour obtenir le :

COROLLAIRE 3

Soit (E,E') un systéme dual. Soit t [resp t 1 une topologie sur E [resp. E! ]
plus fine que o(E,E') [resp o(E' E)J et vérifiant E.C . Soit T' Lresp. T]

la topologie de la convergence t—compacte [resp. t'—compacte] « Pour toute
sutte (Qn) d'éléments de'Fo(E) contenant tous l'origine, les propriétés

suivantes sont équivalentes.

a) T—t-lim(Qn) = Q
b) T'—t'—lim(Q:l) =Q°
c) (Qn) converge vers Q dans FO(E) munt de [T,T'*]

d) (Q;) converge vers Q dans PO(E') munt de [T',Tx].
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3.4 - PROPRIETE (E.C)

Les &énoncés précédents supposent la propriété (E.C) pour les topologies t
et t'.
Voici, tirés de la littérature, des résultats dans ce sens (Bourbaki [xg],
Grothendieck [{]).

LEMME 1 (Kretin)

Sott A une partie compacte d'un e.l.c.s. E ; pour que son enveloppe convexe
fermée soit compacte, <1 faut et il suffit qu'elle soit compléte pour la
topologie de Mackey T(E,E').

LEMME 2

Soit E un e.l.c.s. St E est quasi-complet pour G(E,E') , 7l est quasi—-com—

plet pour la topologie initiale.

LEMVE 3

Le dual E' d'un espace tomnelé séparé E est quasi—complet pour o(E',E).
PROPOSITION

Soit E un espace tonnelé séparé et quasi-complet et E' gon dual. Si t et t'
sont des topologies (E,E') et (E',E) respectivement, elles vérifient la
propriété (E.C) et alors on peut appliquer les conclusions du corollaire

3 de 3.3.

Démonstration

E étant tonnelé, la topologie de Mackey T(E,E') est la topologie initiale
pour laquelle E est quasi-complet. La topologie t vérifie donc (E.C) en
vertu du lemme 1. D'aprés le lemme 3, E' est faiblement quasi-complet donc
quasi-complet pour la topologie t' (lemme 2) ce qui entraine que t' vérifie

(E.C).
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4 - ESPACES DE FRECHET

En raison de leur importance, nous allons dans ce paragraphe énoncer 3 nou-
veau pour ces espaces les ré&sultats obtenus précédemment, en les complétant par

quelques propri&tés spéciales.

4.4 = 1.7, LIMITE ET T.0. LIMITE DANS UN ESPACE METRISABLE

Scit E un e.l.c. métrisable, E' son dual alors la topologie de Mackey
T(E,E') est la topologie initiale de E. La notation T-lim désignera donc la limite
inférieure prise pour cette topologie.

PROPOSITION

Soit E un e.l.c. métrisable. Alors toute suite d'éléments de PO(E) s T.T

convergente [resp. T.0 convergente] admet une seule limite.

Démonstration

La suite (Qn) est T.T convergente vers Q si par définition :
T-lim(Q ) = Q
T-1im(Q ) €Q

Comme la topologie T est métrisable, toute suite (Qn) est telle que :
T-1im(Q ) < t-Tim(Q)

en vertu de 2.3 et 2.8, d'oli 1'unicité de la limite.
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Le méme résultat est valable pour les suites (Qn) T.0 convergentes; comme
dans le cas précédent on peut adopter pour les ensembles T-1im et O-lim
les définitions séquentielles (2.3 et corollaire 2.8 a)) ; d'oid 1'on déduit

que

Y P

T llm(Qn) o] llm(Qn)
ce qui achéve la démonstration.

Remarque
Pour que Tatlim(Qn) = Q, il faut et il suffit que a) tout point x € Q soit
limite pour T(E,E') d'une suite (xn) avec X € Qn b) toute suite (xk) avec
X € Qn , qui est convergente pour T(E,E') admet pour limite un &lément de
k
Q.
M@me chose pour que : T.0 1im(Qn) = Q ol dans b) on a remplacé la topolo-

gie T(E,E') par la topologie o(E,E").

4,2 — ESPACE DE FRECHET

Soit E un espace de Fréchet. Sur le dual E' de E on note TC la topologie

de la convergence compacte, (qui est une topologie (E',E)).
De 3.3 Corollaire 3 et de la proposition 3.4. on tire :

PROPOSITION 1

Soit E un espace de Fréchet. Pour toute suite (Qﬁ) d'éléments de FO(E)

contenant tous L'origine, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1l

Q
QO

al) 1.0 lim(Qn)

b) T.0 lim(Q;)
c) Qn converge vers Q lorsque FO(E) est muni de Et(E,E'),T(E',E)xl

d) Q°  converge vers Q° lorsque T (E') est muni de T(E',E),T(E,Eﬁ')x .
n (o]
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Démonstration

Elle résulte de la prop. 3.4, l'espace E &tant tonnelé et quasi-complet.
De méme :

PROPOSITION 2

Soit E un espace de Fréchet.Pour toute suite (Qn) d'éléments de TO(E)

contenant tous L'origine, les propriétés suivantes sont équivalentes
a)l T.T 1im(Qn) = Q

b) TC.TC lim(Q;) = Q°

el Qn converge vers Q lorsque FO(E) est muni de [T(E,E'),T:]

d) Q; converge vers Q° lorsque FO(E') est munt de [TC,T(E,E')*].

Démonstration

La topologie T(E,E') est la topologie de la convergence compacte, E' &tant
muni de la topologie O(E',E). Comme dans E' les parties compactes pour Tc
et O(E',E) sont les mémes (elles coincident avec les parties équicontinues
faiblement fermées sur lesquelles T, et O induisent la méme topologie),
T(E,E') peut &tre considérée comme la topologie de la convergence compacte

lorsque E' est muni de Tc'

Remarque
Sur FO(E) les topologies [T(E,E'),T(E',E)*l et [T(E,E'),Ti] ne sont pas
sépardes (Chap. II 4.2 prop. 2). Néanmoins, en vertu de la prop.. 4, les
suites convergentes d'éléments contenant tous l'origine ont une limite
unique, de méme dans FO(E'), muni de [T(E',E),T(E,E')*] ou de ETC,T(E,E')*]

(prop | et 2, ci-dessus).
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4.3 - REMARQUE.
Terminons par un exemple simple pour illustrer la prop. 4.2 précédente.

Soit CO, l'espace de Banach des suites réelles qui converge vers 0, avec

la norme habituelle.

. 1 . _
Soit &, son dual fort, 1'espace des suites réelles sommables.
Pour tout entier n, on considére Qn c Co’ la droite formée des suites dans

CO dont les n premiers fermés sont €gaux entre eux, les suivants étant tous nuls.
Si T et t sont toutes deux la topologie forte de Co’ on vérifie que :
T-lim(Q ) = {0} = T-1im(Q,)

c'est-d-dire que cette suite de droites Q, est T.T convergente vers {0}.

A cause de la propo. 3.4 précédente, on en déduit que
1 —
1 %y D o) - °
TC llm(Qn) % TC 11m(Qn)

En revanche, la suite Q n'est pas B-o convergente si B désigne la topologie

forte de 2 puisque 0-11m(Q ) = TC 11m(Qn) = 1 tandis que

B-1im(Q) = {(1,) € o éu A, = O},
i
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o e D n . wn  t t o —

5.1 - APPROXIMATION DE E PAR DES SOUS-ESPACES DE DIMENSION FINIE

C'est 1'exemple le plus simple ; mais il est fondamental.
Soit E un e.l.c.s possédant une partie totale dénombrable (xl,xz,...,xn,...). Si
En désigne le sous—espace vectoriel de E engendré par les n premiers termes

(Xl’x2’°°°xn) et T désigne la topologie initiale de E,on a :

(1 T—lim(En) DE
Si t désigne une autre topologie sur E, de
ey c
t 1;m(En) E

on déduit que

-t llm(En) = E.

Dans le cas ol E est un espace normé, il est classique (voir par exemple

R. Douady (1965) T. Kato lxl) d'introduire sur 1'ensemble des sous~—espaces vecto-
riels fermés de E une distance (dite distance de Hausdorff). Mais pour cette
métrique il est impossible d'approcher 1l'espace E, s'il est de dimension infinie,

par une suite de sous-espaces de dimension finie.

5.2 - SUITE D*HYPERPLANS

Encore un exemple simple pour fixer les idées.
Soit E un espace de Hilbert, E' son dual. Sur 1'ensemble des parties convexes
fermées non vides de E et E', on considére laet.o convergence (paragraphe 4).

Soit (Hh) une suite d'hyperplans homogénes et fermés dans E.
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I1 y a deux cas distincts de convergence pour la suite (Hn) donc pour la

suite des droites orthogonales (H;).

a) Il existe h # O dans E' et hn € H; tel que hn converge fortement vers h.

Dans ce cas 1.0 1im(Hn) = H si
H= {x €E s <x,h> = 0},
i.e. la suite des hyperplans converge vers un hyperplan. -

b) Le seul pecint faiblement adhérent 3 toute suite bornée (hn)’avec h € H°,

est 0 € E' et alors 1.0 1im(Hn) =
En effet dans le cas a) il est clair que H; est T.0 convergente vers H°

tandis que dans le cas b) o-lim H; < {0}, c'est-a-dire que H; est T.0 convergente

vers {0},

5.3 - FONCTIONS CONTINUES NULLES SUR UN SOUS-ENSEMBLE

Soit © un ensemble ouvert de RP. () désigne par 1l'espace des fonctions
continues 3 support compact dans §) muni de la topologie limite inductive habituel-
le ; ¥(Q) est un espace tommelé complet.

Son dual est l'espace des mesures 11! (R) sur Q. La topologie initiale de ¥ est 1la

topologie de Mackey.

Soit S une partie fermée de Rp, contenue dans (). On note 0(S), P(S), N(S)
les cdnes convexes dans J(Q) constitués des fonctions nulles sur S, positives sur 8§,
négatives sur S,respectivement. Ces ensembles sont &videmment fermés. Les c8nes
polaires de 0(S), P(S) et N(S) sont l'ensemble des mesures A support dans S, res-
pectivement de signe quelconque, négatif et positif, notés I(S), Z;(S)f2+(s)5(avec la
définition de la polarité que nous avons prise) ; on sait que (Bourbaki [xxx])

(s, Z+(S) et Z_(S) sont fermés (S est fermé).
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On dit que Sn, une suite de parties fermées dans Q converge vers S si

. P
11m(Sn) S 11m(Sn)

avec

1im(Sn) = {s €R" ;3 lim sup d(s,Sn) 0}

n

‘i‘i?n'(sn) = {s €R" ; lim inf d(s,8 ) = 0}

n

On vdrifiera aisément le fait suilvant :

LEMME

Soit S un fermé ; pour toute suite (Sn) de parties fermées dans Q, on a
lims < § si et seulement si tout compact K disjoint de S me rencontre plus

les S, a partir d'un certain rang.
PROPOSITION

Sott (Sﬁ)une suite de fermés et S un ensemble fermé. Alors les propriétés

sutvantes sont équivalentes.

1) 8 converge vers S

2) T.1 1im(O(Sn)) = 0(S)

3/ T,-T, lim(Z(Sn)) = L(8S)
4; T.T 1im(P(Sn)) = P(8)

5) Tc"Tc 1im(Z_(Sn)) = Z_(S)
6) T.T lim(N(Sn)) = N(S)

7) TCDTC 1im(Z+(Sn)) = Z+(S)
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Démonstration

On vérifie d'abord que si T et t désignent sur E = }(Q) 1la topologie de Mackey,
on peut prendre pour T' et t' sur E' =3C(Q)Vles topologies Tc et 0 ou TC et

T, et appliquer le résultat de la prop. 3.4., ce qui montre d&ja les équiva-
lences 2 <=> 3, 4 <=> 5, 6 <=> 7.

Enfin il est clair que 6 <=> 4, puisque les deux cOnes sont opposés.
1) Equivalence 1 <=> 2 <=> 3,

la) Supposons que TC—TTE(Z(SH)) = O—TIE(Z(Sn)) < Z(S).

Soit (sk) avec s, € Sn une suite de points defl qui converge vers s.
k
La suite des mesures ES , de masse +1 portée par Sk’ converge vague-

ment vers €_, donc k € € £(8), i.e. s € S. Ce qui prouve que

11m(Sn) c S.

1,) Supposons que I?E(Sn) C S, Soit alors f une fonction appartenant a
H(Q) dont le support est disjoint de S ; en vertu du lemme pré&cédent,
son support est aussi disjoint de tous les Sn’ pour n assez grand et
par suite cette fonction est dans tous les O(Sn) i partir d'un certain
rang et donc appartient éileig_O(Sn). Or l'ensemble des fonctions f

3 support disjoint de S est dense dans l'ensemble des fonctions nulles

sur S. Ceci prouve donc que:: T-lim O(Sn) 2 0(S) (prop. 2.2).

IC) Supposons que 1im(Sn) D 8. Ceci signifie que toute mesure €y de masse

quelconque, portée par S, s € S, est limite vague d'une suite €
s €8S, donc aussi limite pour T de € . Donc T -1im(Z(S )) n
n n c s, c — n

contient 1'ensemble des mesures (SS)s € g qui est, rappelons le,

vaguement dense dans L(S) ; ceci prouve que Tc-lim Z(Sn) 2 2(9).

1,) Supposons réciproquement que T—-lim O(Sn) < 0(8), et soit
s € 1im(Sn)n I1 existe un voisinage U de s et une sous-suite Sn

tels que k

s Nu=¢ , pour tout k

Pk
Si maintenant f est une fonction non nulle en s et dont le support est dans U
(une telle fonction existe), il est clair que f appartient a T—lim(O(Sn)) donc

3 0(8) ; ceci prouve que s £ S donc que 1im(Sn) 2 8.
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2) Equivalence entre 1) et 4)

2a) T-lim O(Sn) = 0(S) entraine que T-lim P(Sn) 2 P(S).

En effet, soit f € P(S). D'aprés le théoréme d'Urisohn, il existe

g €X(Q), telle que g = £ sur S et qui reste positive dans 2. Posons

h = f-g € 0(S) ; par hypothése il existe une suite d'&léments

hn € O(Sn) qui converge vers h j par conséquent la suite de terme

général fn = g+hn appartient & P(Sn) et converge vers f, ce qui prouve

notre assertion.
Zb) leig.P(Sn) D P(S) entraine que TTE(SH) C S, On fait le méme raison-

nement qu'en la.

o ) ~ - D
2C) llm(Sn) S entralne que TC lim Z_(Sn) z_(8).

Méme raisonnement qu'en I
2 .) Supposons enfin que T—lim(P(Sn)) C P(S). Pour montrer que ceci entralne

que 1im(Sn) > S, on raisonne comme en ]d’ en utilisant le thé&oréme

d'Urisohn.

5.4 - FONCTIONS DE Lq, NULLES SUR UN SOUS—ENSEMBLE

Soit § un ouvert borné de Rp, Lq(Q) 1'espace des (classes de) fonctions
numériques de puissance g-&éme intégradledans 2, muni de la norme habituelle qui

en fait un espace de Banach.

81 S est un sous—ensemble de ), mesurable, on note 0(S) le sous-espace
vectoriel de Lq(Q), formé des fonctions nulles sur S presque partout et P(S)

le cOne des fonctions positives sur S.

| B
Le sous-espace vectoriel de L4 Q) (é-+'57 = 1) orthogonal & .0(S) est
0(s') si S' = Q-8.
1
P°(8), le cdne polaire de P(S) est constitué des &léments de L4 négatifs

et 3 support dans S,
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Si S et T sont deux sous—ensembles mesurables de {2, on pose p(S,T) =
mes(SAT) oi SAT=5UT-3gn T, ce qui permet de munir 1'ensemble de ces
parties de Q2 d'une structure d' espace métrique (complet) (voir par exemple Dunford

et Schwartz [x| p. 158).
Si p(S,T) = 0 alors 0(S) = 0(T) etc...
PROPOSITION

Sott (Sn) une suite de parties mesurables de Qs S un ensemble mesurable

dans Q. On a les équivalences

1) lim p(S ,S8) = 0

n->o n
2) T,.0 1lim O(Sn) = 0(S)
3) T.0 1im O(S;) = 0(Ss")
4) 7.0 lim P(Sn) = P(S)
5) T.0 lim P“(Sn) = P°(S).
Démonstration

Equivalence entre 1, 2 et 3. En vertu de la prop. 3.4, 2 et 3 sont équiva-
lentes chacunes a 1- lim O(S ) 2 0(8) et T-lim 0(S ) 2 0(S') dans Lq(Q)

et Lq (£2) respectivement.

Comme S » S' est continue pour la métrique considérée sur 1'ensemble des
parties mesurables, les équivalences entre 1, 2 et 3 repose sur le lemme

suivant :

LEMME

La suite (S ) posséde la propriété que T~ lim O(S ) 2 0(S) s et seulement

s7 mes(S ﬂ 8') tend vers O quand n augmente tndefinament
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Démonstration

Supposons d'abord que T-lim O(Sn) S 0(8). Soit £ €19 égale 3 0 sur S et 3
! ailleurs. I1 existe fn € O(Sn), qui converge fortement vers f.

De 1'inégalité
J’Q]fn—f[p > fsn np |££1P = mes(S_ N s')

sult que :

mes(Sn n S'>n+w 0

Réciproquement, supposons que la mesure de S N'S' tend vers 0. Si S est
le complémentaire de S dans Q, soit (g ) une suite de fonctions de Lq

'
nulles sur S; et falblement convergente vers g € LY . Pour h € 0(S) on a :

[og b+ [gh

Mais de 1'inégalité

mes(S

‘J& 8n h‘ < _—EE§?§7~__ (Ilhlq)l/q (I,g Iq

suit que Jb gh = 0 pour tout h € 0(S). Autrement dit que g €0(s"), donc
que O-lim O(S&) < 0(s'), donc (prop. 3.4) que T-lim O(Sn) - 0(8) ; ce qui

achéve la démonstration du lemme.
En cons&quence pour que 1.0 lim O(Sﬁ) = 0(8) il faut et il suffit que les deux
quantités mes(Sn Ns' et mes(S& 'S) tendent vers 0, ce qui n'est autre que

la propriété 1,

Equivalence entre 1, 4 et 5.

On vérifie que 7. lim P(Sn) = P(S) si et seulement si mes(Sn N S') tend vers
0 quand n tend vers 1'infini. En effet, si f est la fonction qui vaut -1 sur

S' et O sur S, alors dire que d(f,P(Sn))n+w 0 équivaut a mes(Sn N S')n_)oo 0.
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Réciproquement, soit g, € P“(Sn), et qui converge faiblement vers g dans
'

LY. sin € P(S) on a : Jbgnh = IS n Tgnh + IS ns gnh. Le premier terme
n n

du second membre tend vers O i cause de 1'hypothése sur les Sn et parce
que (gn) est bornée. Le second terme est négatif ou nul. D'od suit que

f gh < 0, pour tout h € P(S) ; ce qui donne le résultat.

On procederait de méme pour démontrer 1'dquivalence de T~lim P°(Sn) D P°(8)

avec lim mes(S' N 8) = 0.
oo o

5.5 - FONCTIONS DE H'(2) NULLES SUR UNE PARTIE DE © (Mosco (1968)‘

I1 serait utile d'obtenir un résultat du type précédent pour les espaces
de Sobolev de distributions sur un ouvert 9 borné dans RP.

Soit
HY(D = {u €0'(@, bdlu €12(®), 0 < |i| <m)

muni de la norme habituelle ; H?(Q) désigne la fermeture de D(f) dans Hm(Q) :
ng(sz) est mis en dualité avec H(R) = {T € D'(Q), T = Ip* £, £, €L2(®),
|i] < m} par la forme bilindaire <u,T> = % f Du.f,.

HE S

On a les inclusions

i3 2
}f(;‘(sz) C...CH (Q) © L)

2O < H ()., C H ()

On note O_(E), pour E compact inclus dans § le sous—espace vectoriel de D(Q)
constitué des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées dans E.

Om(E) désigne 1'adhérence de 0,(E) dans H?(Q). On vérifie que le sous-espace
orthogonal de Om(E) est formé des distributions de H © dont le support est

dans E, ensemble qui est noté Sm(E)°
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On dit que E est m-polaire (Lions-Hormander (1956), si de facons équivalentes

5,(8) = {0} ou o0 (B) = HI;'(Q).

PROPOSITION 1

Soit Y (E) = Inf(”u”m ; u € H?(Q), u = 1 sur E)

alors E est un m~polaire si et seulement si Y _(E) = 0.
p m

Démonstration

par deux .ouverts
Soit (QI’QZ) un recouvrement de {2, tel que E soit inclus dans Ql et que 92

soit le complémentaire de E dans ). Soit (al,uz) une partition de l'unité

dans D(2), subordonnée & (QFQZ)' Si @ €D(Q) on a = a, 2@ et donc
4,0, () = [l = k(@ o[

Or la fonction o, est identiquement égale 3 1 sur E.Donc si Ym(E) = 0,

alors Om(E) = HZ(Q) et E est m-polaire. Réciproquement si E est - . m—polaire,
toute fonction @ = 1 sur E est 3 une distance nulle de Om(E), c'est-a-dire
que pour tout € > 0, il existe une fonction identique & 1 sur E dont la

norme est inférieure & €, ceci signifie que Ym(E) = 0.

PROPOSITION 2

Om(E) = Om(E') ou E' est le complémentaire du plus grand ouvert 0 tel que
ym(e NE) =0,

Démonstration

Le support de toute distribution T € H © telle que suppT € E est en fait inclus
dans E'. En effet la restriction de T 4 © a son support contenu dans 8 0 E,
qui est un ensemble polaire ; elle est donc nulle dans 6, donc Sm(E) = Sm(E')°

D'ol le résultat.
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PROPOSITION &

Soit (En) une suite de parties compactesinclusesdans U et E un compact dans fl,
alors pour que T-lim Q§En) :>Q§E) 21l faut et 11 suffit que Ym(En N K)

tende vers 0 quand n augmente indéfiniment et ce pour tout compact K disjoint de E.

Démonstration

Condition suffisante

Soit ® € D(R), dont le support K est disjoint de E. Il existe par hypothése
une suite (an) de fonctions de D(f2), identiques & 1 sur E N K, qui converge
vers 0. La fonc;ion qh = ¢*an¢ est identique & O sur K N En 3 son support
étant dans K elle s'annule identiquement en dehors de K.; donc qa € O(En).
D'autre part, q%qz = anw tend vers O fortement quand n tend vers 1'infini,
donc o € leég O(En). Comme 1'ensemble des fonctions & support dans le com—
plémentaire de E est dense dans O(E) pour la norme de H?(Q), ceci prouve

que T-lim O(En) 2 0(E).

Condition nécessaire

Soit o € D(R) identique 3 1 sur un compact K disjoint de E et identiquement
nulle sur E. (On sait qu'une telle fonction existe). Elle est limite forte,
par hypothé&se d'une suite o de fonctions de Om(En) ;3 les fonctions o -0,
sont identiques a 1 sur K N En $ comme Ym(K N En) est majorée par “a-an“

qui tend vers O, ceci ach&ve la démonstration.

Remarque

Nous n'avons pas été€ capable de trouver une condition nécessaire et suffisante
sur la suite (En) pour que, de fagons &quivalentes, T-lim Sm(En) = Sm(E)

ou O-1lim Om(En) CZOm(E)o

Evidemment, si E = E pour tout n, il est clair que 0-lim Om (En) CZOm(E).

On obtient un résultat analogue dans le cas oli m = 1 pour des suites de

fonctions positives sur des sous—ensembles compacts de f2.
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. . . . . 1 .,
Soit E une partie fermée de i, on dit que u € HO(Q) est positive sur E,
s'il existe une suite (qh) de fonctions de D(f2), positives sur E et qui
approchent u ennorme de Hé(ﬂ),arbitrairement prés.

L'ensemble des fonctions de Hé(ﬂ), positives sur E se note P(E).

PROPOSITION 4

Soit (En) une suite de parties fermées incluses dans Q, et E une partie
fermée dans Q. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que
T-lim P(En) 2 P(E) est que, pour tout compact K, K ©§, disjoint de E

on att lim Yl(En N K = 0.

>0

Démonstration

Supposons que T-lim P(En) 2 P(E). Soit K un compact disjoint de E et soit
o € D(R) telle que o soit identique & -1 sur K et & O sur E. (Une telle
fonction existe). Par hypothése, il existe pour tout n, an € P(En), tels
que (un) converge fortement vers o. La fonction an—a est 2 1 sur

E N K. Ceci entraine que Yl(En N K) tend vers z&ro quand n augmente

indéfiniment moyennant la remarque suivante :

Y, (4) = Inf loll = 1nf [l
( o€ D(Q) a€ D(R)
{a =1 sur A {a 21 sur A

si 1'on a

o] = " [Iptafy!/2

1|=1

Réciproquement, soit @ € D(Q) positive sur E et telle que

(1) X = adh {s € Q ; ®(s) < 0} soit disjoint de E. L'hypoth&se que

YI(En n K)n+
S 1 e e

o 1 sur En N K ‘et telle que “an”ﬁsa.ﬁo.

o 0, entraine qu'il existe o € D(R), pour tout n, vérifiant
Les fonctions q% = sup(m,qﬁunq», qui appartiennent 3 Hé(Q), sont positives
sur Eno D'aprés la définition de an,(qh) converge fortement vers ®. La .
démonstration s'achdve en remarquant que les fonctions ® € D(Q) telles

que (1) forment un ensemble dense dans P(E).
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6.1 - LIMITE INFERIEURE

Si T est une topologie sur E, on note encore T la topologie produit sur
E X R et en particulier T—lim(Qn) la limite inférieure, pour cette topologie

produit, d'une suite (Qn) de parties de E X R.
DEFINITION

Sott (fn) une suite d'éléments delﬁE et (Fh) la suite des épigraphes
correspondants. On appelle T-limite inférieure de la suite (fn) l'élément

de RE note T—lim(fn) dont 1'épigraphe. est 1'ensemble T-1im(Fn).

Remarque 1
Cette définition ne se justifie que parce que 1'ensemble T-}ig(Fn) est
bien 1'&pigraphe d'un &lé&ment delﬁE(iue.TfliE(Fn) n'est coupé par toute
"verticale" dans E X R que selon des ensembles de la forme @ ,R ou

[a, »[ , o &).

Remarque 2
En procédant comme dans la prop. 2.2. on montre immédiatement que
leig(fn) est une fonctionnelle s.c.i pour la topologie T. Si les fonction-
nelles fn appartiennent 3 Conv(E), la fonctionnelle limite est aussi
convexe. Néanmoins, dans le cas d'un systéme dual (E,E') la propriété
pour les f , d'appartenir i FO(E),‘n'entraine pas que Tﬁlig(fn) € TO(E)

(méme si T est une topologie (E,E")).
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6.2 - PROPOSITION

Soit (fn) une suite d'éléments, de ﬁE s £ un élément de ﬁE. Alors

f=T “lim(f ) o7 et seulement si pour tout x €E, on q :
lim lim sup inf (f (¥)) = £(x)
U€V,(x) n€N y€y O
Démonstration

Notons F 1'&pigraphe de f. Alors f = T~1im(fn) si et seulement si pour

tout (x,0) € F, pour tout U € Vf(x) et tout € > Q

s On a pour n assez grand
(cf. Définition 2.1) :

(U % |o-e,a+e]) N F # 0.

Mais ceci équivaut i

Inf £ (y) < a+c
y€u ™
autrement dit 3
lim lim sup 1Inf (fn(y)) < q,
UEVT<X) n €N y€uy

D'ol le résultat.

6.3 - LIMITE SUPERIEURE

Supposons E muni d'une topologie t. Faisant la méme convention qu'en 6,1
on écrit encore t—lim(Qn) 1'ensemble limite Ssupérieure d'

une suite (Qn) de partie
de 1l'espace produit E x R,
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DEFINITION

Soit (fn) une suite d'éléments de ﬁE (F ) la suite des épigraphes correspon-
dants. On appelle ‘t-limite supérieure de la suite (f ) —notée t- llm(f )-

le plus grand élément de & dont 1'épigraphe eontaenne L'ensemble t- 11m(F ).

Remarque

6.4 -

On vérifie que la fonctionnelle t- 11m(f ) est telle que son épigraphe contien-
ne t- llm(F ), et que son &pigraphe strict soit contenu dans t~ 11m(F ).
La fonctlonnelle t- 11m(f ) n'est pas s.c.i en général (ni convexe, lorsque

les fn sont convexes),
On reprend les notations de 2.5.

PROPOSITION

Sotlt (fn)une suite d'éléments de ﬁE, et f EiﬁE. Alors f = t—lim(fn)

st et seulement si pour tout x € E, on q

Inf lim lim inf Inf (f (y)) = f(x)
REX UEV,.(x) n€N yEunk O

Démonstration

On a f = t—lim(f ) si et seulement si pour tout (x,0) avec f(x) < a, il
ex1ste K € 3: tel que pour tout U € V (x), tout € > 0, tout n €N, il

existe n = no vérifiant :
(U NK) x [a-e,0+e]) N F +£0

c'est-d-dire, si pour tout (x,a), f(x) < 0, il existe K tel que
lim lim inf Inf fn(y) <a

U€ V.(x) n €N yE€UNK

D'oli le résultat, en prenant la borne inférieure sur H%.



_77_

6.5 = T-t~limite D'UNE SUITE DE FONCTIONNELLES

On adopte la méme définition qu'en 2.10.
DEFTNITION

Sownt T et t deux topologies sur E , on dit qu'une suite (f ) d'éléments
de lR est T~t convergente vers f € (R s ce qu'on éorit f = T-t- 11m(fn)

st on a T-t- 11m(Fn) = F dans E x R pour la suite des épigraphes.

Remarque
Une suite T~t convergente peut avoir plusieurs limites ; 1'&criture

f= T—t—lim(fn) doit se comprendre f € T-t—lim(fn).
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I e it ot et e o iy o e o s e

Soit (E,E') un systéme dual s on considére dans ce paragraphe des suites

I , . d , . C e
d'éléments de PO(E), et on exprime avec les notlons;%onctlonnelles limitesinfé~
rieure et supérieure les propriétés des suites convergentes pour les topologies

introduites au chapitre 2.

7.1 = PROPOSITION

o1t T une topologie (E,E') . Soit (f)) une suite d'éléments de I (E) et
f € FO(E). Pour que la suite (fn) converge vers f lorsque FO(E) est munt
de la topologie I(T) i1 fout et {1 suffit que

-13 <
T llm(fn) f.

7.2 = ON suppose E muni d'une topologie t qui est (E,E'") et qui vérifie (E.C)
(voir 3.3). On note alors T', la topologie sur E' de la convergence com-

pacte, T' est une topologie (E',E).
Ce qui va suivre conduit 3 distinguer une famille de suites particulidres
DEFINITION

On dit qu'une suite (fn) d'éléments de FO(E) est t-propre s'il existe
un compact K dans E pour la topologie t et un réel o tel que Inf fn(x) <0

N €
dés que n est asses grand. ® K

Remarque
La suite (fn) est t-progre si et seulement si il existe un compact dans

E x R coupant tous les €pigraphes Fn a partir d'un certain rang.
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-

Cette définition nous permettra d'établir une liaison entre la notion de

t-limite supérieure et 1la notion de convergence dans 1'espace T (E) muni de 1la
g P o

topologie S(T'). Nous verrons qu'une suite propre (fn) de PO(E) converge (au

sens de S(T')) vers tout f € PS(E) qui vérifie 1'inégalita

< LTI
f=<t llm(fn)

Cette propriété sera une conséquence de 1a proposition suivante :

1)

PROPOSTTTON
Toute suite t-propre (fn) d'éléments de FO(E) vérifie :
R arae x . *
- > T'- )
(t 11m(fn)) T 11m(fn)

Démonstration de 1g proposition

LEMVE

L'inégalité & démontrer est déja vraie si la suite (fn) vérifie la

propriété :
n fn(O) < 0.

Démonstration du lemme

I1 est facile de voir qu'il suffit de vérifier que :
T x 1 . %
(2) (t—llm(fn)) (0) =T —llm(fn)(O).

Le ré&sultat en x; 2 E', s'obtient en faisant une translation dans E',
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c'est-d-dire en ajoutant 3 fn dans E la fonction affine de pente xé.

Posons donc T'—limf: = f' et supposons que f'(0) > == (sinon 1'inégalité
est trivialement vérifiée).
Soit a € R, avec a < f'(0). Par définition de a, il existe U' € VT,(O),

convexe et équilibré, € > 0, tels que :
ate £ Inf fxﬂy')
yle u' n

pour une certaine sous-suite (n') de (n).

En vertu du théoréme de Hahn-Banach, il existe alors (yn,) une suite de

points de E, et (rn,) une suite réelle, telles que :
3 ate € Inf <y ,.,y'>~ 1,
yve UI n n

(4) Ly 4 ,x'">-r , < £ (x") ¥x' €E'.

nl b nl n' ’
Deux cas se présentent :
a) il existe (yn"), extraite de la précédente, vérifiant

<“'ynn ,}7'> =M s Vy' € u', " €N
’ 1 .
Les Eléments de (yn" ) sont donc tous dans E-U'° qui est un compact pour

la topologie t (définition de T').

11 existe donc y € E, une valeur d'adhérence de (yn" ), telle que
[e-TIm(£ )] (») < Lim inf(£ . (y_u ))-

Mais de (4) on déduit que fn" (yn") < Y et faisant y' = 0 dans (3)

on obtient :

fnn (ynn ) < —(atg)
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ce qui conduit 3 :
[t—l_ﬁ(fn),] (y) < -(a+e)
donc (définition de 1la polarité) 3 :
[t-TTE(fn)Ix(O) > a+e,

Ceci démontre 1'inégalité, € &tant arbitrairement petit et a tout réel

inférieur a £'(0).
b) On a

(5) lim( Inf <yﬁ,’y'>) = —w,
yle Ul

La suite (rn,) admet donc -» pour limite.

Pour tout M > 0, définissons Kn“ par

Ces nombres sont positifs a partir d'un certain rang et tendent vers O.

Donc, posant X, = An'yn" (3) devient

Inf  <x ,,y'> 2 -M+) |, (a+e)
y'E gr - n
ce qui prouve que (xn,) appartient 3 un ensemble compact de E pour la
topologie t.
L'hypothése (1) signifie en particulier, que toutes les fonctionnelles
fx, sont positives.
n
Multipliant (4) par An' il vient d&s que les réels An' sont inférieurs a 1,

ce qui a lieu & partir d'un certain rang (An, -+ 0) :

. . . % %
'\an ’X‘>_/\nv rnv < )\nl fn' (x') =< fnl (x") ’ ¥x' € g
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d'oll 1'on déduit, parce que fn € FO(E)
fn"(Xn') = An'rn' =M
Maintenant si x est une valeur d'adhérence de la sulte (xn,), on en déduit
que :
e , <
lt lim fnJ(x) M
donc que :

[e=Tim(£ )] 0) = u,

Ce qui prouve 1'in8galité, M &tant arbitrairement grand.

c.q.f.d,

Montrons que, griace & 1'hypoth&se que (fn) est t-propre, on peut se ramener

d 1'hyporhése du lemme.

Le fait que (fn) soit t-propre signifie qu'il existe un compact K (qu'on

peut toujours supposer convexe et équilibré puisque t vérifie (E.C)),tel que
lim sup ( Inf £ (x)) < o.
€g ™
n X
Soit k 1'indicatrice du compact K, on a :
[(£ Vk)-af() <0
et on en déduit en vertu du lemme précédent que :
—r 1% ' qs *
]t—llm((fn Vik)-a)|™ =T ~Lim((£_ V k-0)")
donc que

(6) (e=Tim(£, V k)™ 2 T'-Lim((£_ 7 1)%).

Le résultat découle alors de la propriété suivante
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LEMME

Avec les notations précédentes on a :

(7 e-Tim(f_ ¥ k) > t=Tim(£ ) V k.
(8) T'-Lim((£_ ¥ W% > T'-lim(f:)+kX et € > 0

Démonstration du lemme

Pour tout x € E, il existe un compact L (contenant x)et € > O tels que :

lim inf (fn VRKI(y) S (f V¥ k) (x)+¢
y—)x s n->ce n
ye L

Soit F la trace du filtre des voisinages de x sur L ; soit M € F ; on pose

20 = {z €k ;3 8y €M, £ (y-2) = £ Vk[m}.

L'ensemble Z(M) n'est pas vide car 1'inf-convolution de fn et k est exacte
(et méme fn VkE¢€ FO(E)), parce que k est inf-compacte pour toutes les
pentes.

On vérifie que Z(M) est la base d'un filtre sur K, et donc que

M x Z(M) est la base d'un filtre Z sur L x K.
ME F

On a :
Inf £ (y-2z) = Inf (£ V k|(y).
yE M ! A
z€ Z(M)
Par suite :

lim inf (f V k)(y) = lim inf f (y-2z)
F o 7 n

~

Comme 1'ensemble L x K est compact, en revenant 3 la définition de la

t-limite supérieure, on montre qu'il existe z € K tel que :



_84_

° . 2 __T'_' -
11mF1nf(fn V k) (y) t~lim fn(x zo)

donc tel que :

lim inf(f_ V k)(y) = [(e-Tim(£)) V k| (x),
7 n - n -

ce qui, en revenant & la définition du premier membre de 1'indgalité, donne

le résultat.

La deuxiéme inégalité se vérifie immédiatement aprés avoir remarqué que

(£ VI* = £fa,
n n
Combinant les inégalités (6), (7) et (8) il vient donc :
(e-TEm(£_ ) *+™ 2 T'-Lim(£3)+k"

(parce que kX étant inf-compact pour toutes les pentes on a :
(t—lim(fn))xﬂcX = (t—lim(fn) v k)x), Comme k> est partout finie gur E’

il en résulte que :
—— * x*
T > mto1s
(t llm(fn)) T 11m(fn)
ce qu'il fallait démontrer.

Remarque
Cette proposition s'est avérée plus longue & démontrer que la proposition
analogue pour les indicatrices de convexes contenant 1l'origine. Ceci tient
au fait que non seulement ces suites d'indicatrices étaient propres, mais

encore que l'on se trouvait d'emblée avec les hypothéses du lemme 1).

COROLLAIRE
Soit (fn) une suite t¥propre d'éléments de PO(E)G Alors lorsque FO(E) est
munt de la topologie S(T') , la suite (fn) converge dans cet espace vers

tout f€ FO(E)qui vérifie

< + 7T
ﬁ t 11m(fn)
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7.3 - On conserve les notations du 7.2 et on démontre la réciproque de la propo-

sition 7.2.
PROPOSITION
E muni de t vérifie (E.C). Alors toute suité (fny d’élémentSlQbQFo(Ef'ﬁérif%e :

(e-TEm(£,)™ < T'-Lim(£%)

Démonstration

Nous allons démontrer 1'inégalité en un point x €E'.
Soit a > [T' —lim(£ )](x ). Pour tout x € E et tout € >0, 11 existe un

compact K (qu'on suppose équilibré) pour la topologie t tel que :

lim lim inf ( Inf £ (y))< b
v€ V,(0) n €N y€ (x+U)N K

sib > [t-lim(fn)](x),
Posons U' = €K° qui est, par définition de T', un voisinage de O dans E'
pour cette topologie (propriété (E.C)).
Soit U le voisinage de O dans E pour t qui est dé&fini par :
={x €E ; |<x,xé>| < e}
Tous y € E et y' €E' tels que y-x € U NK, y'%xé € U' vérifient

l<x,xé>—<y’y'>| < 2¢

Pour U' ainsi fixé il existe n €N tel que pour tout n € N n = n s

on puisse trouver y € X '+U vérifiant f (y ) < a.
De m@me pour U = €K® est pour tout n €Nona:

fn2n ;8 € (x+0) Nk, £G)<hb
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Ainsi il existe un indice n (méme une infinité tels que)
3
> 'Y =< '>e > < '>-b.
a=f (y) =<y ,y>f (v) =<y ,y'>b
Comme d'aprés ce qui précéde, <yn,y;> est voisin de <x,xé> il vient
g = <x,xé>—b~2€ = <x,xé>-[t—lim(fn)](x).
Cette inégalité est vraie pour tout x € E, € > 0, donc
a = [e-Tim(£ )] *(x")
n o)
d'od le résultat.
COROLLAIRE
Soit (E,E') un systéme dual. Soit t une topologie (E,E') vérifiant (E.C)
[resp. t' , (E',E)] et T' la topologie sur E' de la convergence t-compacte
[resp. T , E, t'—eompacte].

Soit (fn) une suite d'éléments de PO(E) . On suppose que (fn) est t-propre

et que (fi) est t'-propre. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

al T—#—lim(fn) = f

b) T'-t'-lim(£) = £

e) (f ) converge vers £ lorsque I (B) est munti de [T,T‘X]

d) (fi) converge vers £+ lorsque T (E') est muni de [T',T*].
Démonstration

Elle résulte des propositions 7.2 et 7.3 si 1l'on montre que tout f (resp. fx)

vérifiant a) (resp. b)) appartient nécessairement 3 FO(E) [resp. FO(E')].
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Pour cela on vérifie que comme (f ) est t-propre T'- 11m(f ) ne prend en
aucun point la valeur = s il est clair que t'—llm(f ) n'est pas identique

d& +%°, puisque f est t'~-propre, d'od il résulte que f € O(E ). Idem pour f.

7.4 = CAS DES ESPACES DE FRECHET

Soit E un espace de Fréchet et E' son dual. On se place dans les deux cas
particuliers déji considéréds au paragraphe 4, c'est-3-dire oii les topologies

T, T', t et t' sont :

T t T! t!

T(E,E") T(E,E") T, T, ou 0(E',E)
T(E,E") O(E,E") T(E',E) o(E',E)

On a alors le résultat :
PROPOSITION

Dans les espaces topologiques T (E) et P (E') respectivement munis de
[T, T'x] et [T',T ] les ensembles de suttes convergentes cotneident avec
les ensembles de suites qut sont propres, qui possédent une suite polaire
propre, et qui sont (T,t) convergentes et (T',t') convergentes respec—
tiveme‘nt.

Plus précisément il y a équivalence entre les propositions suivantes pour
une suite (fn) d'éléments de PO(E)Q

a) T-t-lim(fn) £ €T_(B)

1]

b) T—t—lim(fn) f € FO(E) et (fn) est t propre.
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el T'—t'—lim(f:) =5 ¢ PO(E') et f: est t'-propre

d) (f ) converge vers f € I (E) pour la topologie [T,T'x]
e) (f:) converge vers £ € FO(E') pour la topologie [T',TXJ
Démonstration

Montrons d'abord que la propriété a) entraine déja que (f ) est t-propre
et (f ), t'-propre.

Pour la suite (f ), cela résulte du fait que T- 11m(f ) <feEr (E), et
de la remarque 4.1 appllquee aux épigraphes des fonctlonnelles (f ).
Reste 3 prouver que (f ) est t'~propre, c'est-i-dire qu'il existe un
ensemble K' C E', convexe €quilibré et compact pour la topologie t'

(t' vérifie (E, C)), et un réel o' tels que :

(1) lim sup ( Inf £5x")) = q.
n€N x'€gr T

Soit k' 1'indicatrice de K' 3 k' est une fonctionnelle inf-compacte pour
toutes les pentes et pour la topologie t'. En utilisant des arguments de

polarité déja employés plus haut (1) équivaut a

(2) lim inf 1Inf (fn(x)+k(x)) 2z -g

n€ N x€ E
ou k est le polaire de k' donc une semi-norme sur E continue pour la topo-
logie T (qui est rappelons le, la topologie initiale de 1'espace de Fréchet
E).

Soit (kp)pelN la suite des semi-normes définissant 1la topologie T ; on sup-

pose : kp+] 2 kp (T est métrisable).
Par 1'absurde supposons que (2) ne soit pas réalisé : pour tout p €N, il
existe n_ €N avecn . >n , et x €E tels que
p ptl P P
3 £ o(x) < -p(l+k_(x ))
(3) n(p p( p(p

p
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Remarquons d'abord que (4) 1lim inf k (xp) > 0. En effet, sinon une sous-
p €N
suite kp'(xp') tendrait vers 0 et la suite Xp' correspondante serait telle

que kq(xé) < kp,(xp,) a partir d'un certain rang, donc convergerait vers 0
pour la topologie T. Ceci entrafnerait 3 cause de (3) que

[t-lim(fn)](O) = =%© ce qui est impossible puisque t-lim(fn) > f € TO(E)Q

Comme la suite (fn) est t-propre, il existe un ensemble compact, pour la

topologie t, K € E et un réel o tels que pour tout n €N, il existe Y, €K

tel que
<
fn(yn) a R
Posons
z_ = (1- 0 x
. ( op)yn pp >
P
1
pp = "
k (x g
p( p) P

A cause de (4), la suite (pp) converge vers 0. Tl est clair aussi que
kp(ppxp) tend vers O quand p tend vers 1'infini, donc -mémes arguments

que plus haut- que (ppxp) converge vers O pour la topologie T.

En consé&quence la suite (zp) est toute entiére contenue dans un ensemble
compact pour la topologie t (T est plus fine que t). D'autre part, comme

fn est une fonctionnelle convexe, on a
P

fﬁp(zp) < (I-DP)a+ppfnp(xp) < a-vp (—2—B)

Par suite

lim £ (2 ) = -,
n—>o np p
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Donc, si z est une valeur d'adhérence, (il en existe) de (zp), elle est

telle que :
[e-Tm(£ ) | (2) = =,
Ce qui est impossible.
En conclusion a) implique:b), c), d) et e) en vertu du corollaire 7.3.

Réciproquement, b), c), d) ou e) respectivement impliquent a). D'oll le

résultat.

Remarque
Dans E' le dual d'un espace de Fréchet, la propriédté T'—t'—lim(fé)=f'€ FO(E')

n'implique pas nécessairement que fé soit t'=-propre.

Soit 4" le dual de Coo On choisit pour (f;) la suite des indicatrices des

ensembles
An = Co(Bn)

Azitlbnveloppe convexe et fermée pour G(Kl,CO) de 1'ensemble Bn composé& des
suites (Ai) € %' dont tous les termes sont nuls sauf n d'entre eux qui
sont égaux & 1.

On vérifie que la norme de tous les &léments de An vaut exactement n.
En conséquence, aucun compact pour 0(21,00) ne peut couper tous les ensem—

bles An : cette suite n'est paso(zl,co) propre.,

Soit TC la topologie sur L' de 1la convergence compacte,elle est aussi,
d'aprés le théoréme de Banach-Dieudonnd, la topologie de la convergence

uniforme sur les suite de C, qui converge fortement vers O.

Montrons que Tc—lim(An) # @ ; plus précisément que O lui appartient.
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Soit (XP) une suite d'indice p, d'élémentsde C 0’ qui converge vers 0,

elle deflnlt dans 2t 1e voisinage :
={(’/\i)€zl ; ZX Ay S, wp €xd,

(Tout voisinage de O dans %% pour Tc peut €tre mis sous cette forme,

pour une certaine suite (xp) d'éléments de C )

Montrons que V N Al # @ pour tout n € N.

A tout n €N, falsons correspondre 1'indice p(n) €N, & partir duquel
1

mix lx?l <= ¥ 2p(n).

11 existe d'autre part un rang i(n) tel que :

max lx?l < % ¥p < p(n).
i2i(n)

Alors toute suite de %! dont les i(n) premiers termes sont nuls, et dont
tous les autres termes sont nuls sauf n d'entre eux €gaux 3 1, appar-
tient & A N V. Ceci prouve que 0 < T llm(A ), donc qu'il existe un

convexe ferme non vide A, tel que :
-11 DA Dg-13
TC 11m(An) A>o llm(An)

ce qui montre que (An) est T. = O convergente vers A € FO(Rl) sans

étre o-propre.

COROLLAIRE

Sott E un espace de Fréchet reflexif et E' son dual. Soit (fn) une suite
d'éléments de TO(E) et £ € FO(E). Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes.
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a) T~0 1im(fn) = f

b) =0 lim(£5) = £*

c) (fn) converge vers .f dans I‘O(E) munt de [T(E,E'),T(E',E)x]

d) (fz) converge vers £* dans FO(E') muni de [T(E',E),T‘(E,E')XJ .
Remarque

Ce corollaire figure dans un travail i paraltre qui m'a &té communiqué
son auteur U. Mosco (1970). La démonstration que nous donnons de la prop.

7.4 figure dans l'article de Mosco sous la forme de son lemme 1.2
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Soit (E,E') un systéme dual. On considére (fn) et (gn) deux suites
d'éléments de FO(E) telles que pour tout entier n, la somme fn+gn appartienne
a TO(E) et on s'intéressera aux fonctionnelles limites inférieures et supé-

i r i i f + .
rieures respectives des suites (fn)’ (gn) et ( n gn)
S8i t désigne une topologie (E,E'), on vérifie aisément que

-11 > fel4 -] 1
t 11m(fn+gn) t 11m(fn)+t 11m(gn)

ce qui peut s'interpréter comme une semi-continuité supérieure de 1'opération

d'addition.

En revanche, (si T désigne une topologie (E,E'")) L'indgalité de semi-

eontinulté inférieure

s < Tqd s
(n T lig(fn+gn) T 11m(fn)+T 11m(gn)

ne peut s'obtenir que moyennant certaines hypoth&ses sur les suites (fn) et

(g,)-

Une premiére condition de ce type est donnée au paragraphe 2. Par nature,
elle ressemble au critére de Moreau (cf. Chapitre 1) pour que, f et g é&tant dans
TO(E), £* v g* appartienne i FO(E').
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Cependant, cette condition ne suffit pas pour tous les cas pratiques.
Les paragraphes suivants sont donc consacrés i une autre condition suffisante.

Nous avons choisi de 1'exposer d'abord, au paragraphe 3, dans son contexte
le plus simple : T est une topologie d'espace normé, (fn) et (gn) deux suites d'in-~

dicatrices de parties convexes et ferméeg de E.

Le probléme devient : trouver des hypothé&ses pour que l'intersection des
limites inférieures (fortes) de deux suites données soit contenue dans la limite
inférieure (forte) de la suite des intersections. Dans ce cadre, la condition
suffisante proposée repose sur la notion de "codistance" de deux convexes.

La codistance est pour les ensembles convexes 1'extension naturelle de la notion
de "minimum gap" (Kato Dﬂ), pour les variétés linéaires, elle-méme liée,é.éelle de
conorme (R. Douady (1965)) ou de (reduced) minimum modulas (Kato [x], Gindler-Taylor

(1962)) pour des applications linBaires entre espaces normés.

Au paragraphe 4, nous avons cherché i exprimer la codistance en des termes
utilisant la dualité ; en effet, celle-ci intervient naturellement soit lorsqu'on
calcule la codistance de deux variétés lindaires, soit lorsqu'on cherche une mino-

ration de la codistance de deux convexes (4.1 et 4.2).

D'ol 1'introduction d'une codistance duale (4,3), en général distincte de la

codistance ; cependant, les deux notions coincident sur les couples de convexes

tels que l'inf-convolution de leurs fonctionnelles d'appui appartienne i I'(E').
q

Le résultat important de ce paragraphe est le suivant : si E est un espace de
Banach alors pour tout couple A,B de convexes fermés (non disjoints) la codistance
et la codistance duale ont la méme valeur ; en outre pour Que 1'inf-convolution de
leurs fonctionnelles d'appui soit dans I'(E') il suffit que leur codistance soit
strictement positive.

Ce résultat est 3 rapprocher de certaines propri&tés analogues pour les conor=-
mes d'une application linéaire de son application transposée ; 1'application &tant

un homomorphisme si (et seulement si) sa conorme est strictement positive.
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A la fin du paragraphe 4, nous montrons sur un exemple simple comment 11 est
possible en utilisant la notion de codistance, de retrouver sur un cas particulier

le résultat du paragraphe 2.

Le cas des espaces localement convexes est ensuite examiné rapidement, au para-
graphe 5 toujours pour des suites d'indicatrices, et au paragraphe 6 pour des suites de

fonctionnelles convexes.

Dans ce dernier paragraphe, la propriété (COD) remplace celle de codistance

uniformément minoré&e. Dualement elle donne la propriété (CODX).

Nous avons attendu ce dernier paragraphe pour donner une interprétation de cet-
te propriété(COD*)(é transcrire en terme de codistance duale pour les paragraphes

précédents) : elle donne une condition suffisante pour qu'on ait une tnégalité de

semi—continuité supdrieure pour L'inf-convolution.

,_-'—,—X'XZ'_—T—X v ST, R
(2) t 11m(fn v gn) t llm(fn) Vt llm(gn).

Les résultats du chapitre 3 &clairent la notion de dualité qui existe entre ces

deux conditions suffisantes pour que respectivement
s < m1d s
T llm(fn+gn) T 11m(fn)+T llm(gn)

Vg R x > P 1 _JI X VT, X
t llm(fn v gn) t 11m(fn) Ve llm(gn).

Signalons pour terminer une convention particulidre 3 ce chapitre : comme
sur E et E', on ne consid@rera respectivement qu'une seule topologie 4 la fois,
les notions de limites inférieures et supérieures seront simplement notées

lim et lim,
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Les arguments utilisés dans la démonstration de la propridté suivante sont
ceux qui sont classiquement utilisés (Bourbaki [xJ) pour &tudier les propriétés
de continuité d'une fonctionnelle convexe ; ils résultent d'ailleurs immédiate-

ment de la définition de la convexitéd.
PROPOSITION

Sott E un e.v.t. Soient (fn) et (gn) deux suites d'éléments de Conv(E) , et

£ et g leurs limites inférieures respectives. Si lorsque f+g n'est pas iden—
tiquement égal 4 +°, il ewiste un ensemble ouvert non vide dans E, contenant
un point commun aux domaines effectifs de £ et g et dans lequel les fonetion-

nelles fn sont, Q& partir d'un certain rang, untformément majorde alors
i <
llﬁ(fn+gn) f+g.

Démonstration

L'inégalité est trivialement vérifiée si f+g est identiquement &gal 3 +w,
Supposons donc que ce n'est pas le cas. Quitte & faire une translation, on peut
aussi supposer que le point commun i dom(f) et dom(g) envisagé dans 1'é&noncé, est
1l'origine. Soit alors V le voisinage ouvert qu'on peut supposer équilibré de O
tel que fn < 'a dans V das que n est assez grand.

v

: PR
Nous allons d'abord montrer que pour tout x € dom(f) N dom(g) (#0, puisque il

9

contient O),on a

(1) [Lim(e +g )] (0) < [£+g] (0.
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a) Supposons d'abord x €V ; 1'indgalité est vérifide en vertu de la propriété
de majoration uniforme des fn dans V. En effet, si £(x) ou g(x) vaut -«,
les deux membres de (1) sont &gaux i -», comme on le vérifie facilement.

Supposons donc f(x) et g(x) finis et par 1'absurde qu'il existe a > O tel

que
sup lim sup Inf [fn+gn](y) >0 + sup lim sup Inf (fn(y))
Uu€ 7(0) n  y€ x+U UE V(0) n v€ x+U

+  sup 1im sup Inf (gn(y))
U€ 7(0) n y€ x+U

varce que g(x) est fini, on en déduit que :

Inf lim sup sup (f (y)) > o+ sup lim sup Inf (£ (y)) ,
U€ 7(0) n y€x+u O U€ 17(0) n y€ x+u O

donc que pour tout U € V(0), pour tout n_ €N, il existe n = s

v, € x+U et X € x+U tels que
(2) £ (y)> o+ (x )

avec

3 £ 2 £

Pour p > 0, soit U € V(0) tel que x+(p+") U+U) ©V (V est ouvert).

Posons z = (p+l)yn~ 0 X s et supposons U équilibré ; alors
5 € (p+1) (x+U) -px+pU C x+(p+1) (U+U) C V.
Comme fn € Conv(E), on a :

£ (2 )7 (y.) > (£ (v )=E_(x)).
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c)
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donc en vertu de (2) et (3)
0SS (£ (2 )€ (y)) st a-L e
0 “n""n’ "a‘'n o el ‘

Or p pouvant &tre choisi arbitrairement grand, ceci contredit le fait

que O est strictement positif.

Supposons x £ V 3 on se raméne au cas précédent en montrant qu'il existe
un voisinage ouvert W € V(0) et un réel b tels que ‘n < b dans x+W,
d partir d'un certain rang.

o ‘ » o
Comme x € dom f, il existe A > | tel que y = x € dom f, donc un voisi-
nage ouvert U € V(0) et un réel C tels que f < C dans y+U. Montrons que
si U est choisi 8quilibré et assez petit, i.e. U C (A=1)W avec W+W C v,
alors 1l'ouvert x+ &Xl W répond 3 la question pour les valeurs de n telles

que inf f (z) < C, c'est-i~dire supérieure & un certain n .
2€ y+U I I o
i < = = C — e -
En effet, soit Yy € y+U, fn(yn) C et A ;) (y+U) x+ 5+ U
Comme les fonctionnelles fn sont convexes on a ;

fn < Eii&%llg dans 1'ouvert X + Aii-v. Or 1'ouvert x+ Aii-w est contenu

dans 1'ouvert x o+ &%— -V puisque d'aprés le choix de U on a :

A=1 1 A-1 A-1 A=1
TR VER U Ve S <

En conséquence, dé&s que n est assez grand, les fonctionnelles f sont majo-~
at+ (A-1)c

= - -1
rées par — dans 1'ouvert x+-—x— W. Ceci prouve donc, i cause de a,

qu'en tout p01nt de dom(f) N dom(g) 1' inégalité (1) est vérifide.

I1 reste 3 prouver, pour calculer la dgmonstration que (1) subsiste en
tout point y € dom(f) N dom(g), y £ &ZB(f) Par hypothése 0 G dom(f) N dom(g).
Alors tout point du segment ouvert joignant y & O est dans dom(f) N dom(g).
(propriété de 1la convexité) od 1l'inégalité est, comme on 1l'a démontré,
vérifiée. Comme lim(fn+gn) est s.c.i., 1'inégalité se trouve aussi vérifige
au point y

c.q.f.d.



...99..

Remarque 1

La proposition précédente peut se formuler aussi de la fagon équivalente

suivante :

Soit E un e.v.t., (fn) gf_(gn) deux suites d'éléments de Conv(E),f et g

leurs limites inférieures respectives. Si lorsque f+g n'est pas identique

d #°, 1l existe un ensemble owvert dans E dans lequel, Q partir d'un certain

rang, les fonctionnelles f, sont unt formément majordes et si
dom(f) Ndom g # 8  alors

i + < +o,

Soit E un e.v.t. et (fn) une suite d'éléments de Conv(E) et f sa limite

inférieure. S'i1 existe un ensemble ouvert sur lequel les fonctionnelles

sont untformément majorées (d partir d'un certain rang) alores pour tout
<]

x € dom(f) on q :

f(x) = lim sup fn(x)
n €N

Démonstration

On applique la proposition et la remarque précédentes en prenant pour suite

(gﬂ) celle dont le terme général est 1'indicatrice du point x.

Soit p une semi-norme continue sur L'e.v.t. E.S7 la limite nférieure £ d'une

suite (fn) d'éléments de Conv(E) n'est pas identiquement égale 4 +», la

sutte {p V fn) est unt formément majorde sur un certain voisinage de 1'origine

En effet, en vertu de 1'hypoth&se faite sur f, il existe X €E, a < +o, et

U, un voisinage Equilibré de 0, tels que
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lim sup Inf £ (y) <€
n€ N y€ x0+U

sup p(x) <1
x€U

Pour tout z €U, on a :
pV fnl(Z) = 1nf(p(xo+y)+fn(z+xo+y)) < Inf (p(x0+y)+fn(z+xo+y))
y€ E y€ U-z
d'ol 1'on tire :
[p V £ l(z) £ sup p(x +y) + Inf f (x +y) .
n € Uz o g€y B O

Ainsi, pour tout z € U, il vient

(n [p v £, 1) = px )+2+0,

ce qui est la majoration cherchée.

Nous allons en déduire une propriété qui nous sera utile plus loin.

Comme on le vérifiera facilement on a d'abord :
(2) lim(p V fn) <pV f.

Donc comme le domaine effectif de f a &té supposé non vide par hypothése, on
déduit de (2) que le domaine effectif de lim(p V fn), qui contient celui de

p V £, est E tout entier. Appliquant alors le corollaire en tenant compte de
(1), on obtient la formule :

(3) iig[p V £ ](x) = lim sup [p v fn](x).
n n €N
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3 - CODISTANCE DANS UN ESPACE NORME

e 1t ok S o P i S o e i o A S o o G o ST it )

3.1 - DEFINITION DE LA CODISTANCE

Sotent A et B deux ensembles convexes fermés et non vides dans un espace
normé E.
57 A et B sont disjoints, on pose 0(A,B) = 0.

57 A rencontre B on pose 8(A,B) = 1 s ACB et sinon

- d(x,B)
G(A,B) = X]e:ni d—(-m .
xﬁ B

0(A,B) s'appelle la codistance de A a B.

3.2 - PROPRIETES ELEMENTAIRES

a) La codistance O(A,B) est un nombre positif et plus petit que 1.

b) On remarquera qu'en général B(A,B) # 6(B,A) . Néanmoins ces deux nombres

vérifient L'inégalité

] 1
Ie(A,B) - 6(B,A)| =1

ce qui entraine en particulier que l'un ne peut &tre nul sans que L'autre.

___le soit.

Pour vérifier cette inégalité, on écarte d'abord les cas triwiaux ou
ANB=¢ et oti 6(A,B) = 1. Soit alors X €A, X £ B, tel que
d(xO,B) < d(xo,A N B) ; un tel point X existe puisque A N B = @ et

8(A,B) < 1. Pour tout ¢ » O, assez petit, on peut trouver Yo € B vérifiant :

d(x ,A N B) d(x ,A N B)
A L o
d(xo,B)

]Txo-yo I
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et il est clair que y_ £ A. Pour €, > 0, soit alors z_ € A N B tel que

0
d(yo,A N By = “yo—zo” - 81. Comme d(xo,A Nna) < ”xo-zO”, on a :
d(x_,A N B) lly -zl
T S T
%0 Yo Yo %o

Pour tout 62 > 0, on peut choisir € > 0 assez petit pour que

“yo-zo“ d(y »A N B)

o b < + g
lly == i d(y,»A) 2
ce qui donne
d(x ,A N B) d(y _,A N B)
° Sl e €] +— 4 €
”Xo—yo“ d(yo,A) 2 8(B,A) 2

donc finalement

i 1
an - T RED

qui donne 1'inégalité cherchée,

Dans le cas particulier ol A et B sont des sous—espaces vectoriels fermés

de E, on considére 1'application ©(A,B), qui est la restriction @ A de la

surjection canonique de E sur E/B :
®(A,B) : A > E/B.

I1 est classique de définir une distance sur 1'ensemble des sous—espaces

vectoriel de E 3 partir des normes de B®(A,B) et &(B,A).

La_codistance 6(A,B) que nous avons définie plus haut s'interpréte alors

comme la conorme (reduced minimum modulus) de 1'application ®, Voir

R. Douady (1965-1966) et aussi T. Kato (1966).
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3.3 - SUITES D'INTERSECTIONS

Si A est une partie de 1'espace normé E, on note Ap (p > 0) 1l'intersection de

A avec la boule fermée de centre O et de rayon p.

En utilisant la codistance on a alors la condition suffisante suivante, de

semi-continuité inférieure pour les suites de parties convexes
PROPOSITION

Sotent (An) et (Bn) deux suites d'éléments de PO(E) s A et B leurs limites
inférieures respectives. On suppose que 0 € A N B.

Alors si pour tout p>0 , (A&)et (Bn) sont telles que :
lim inf 6¢a°,8%) > 0
n n" n

elles vérifient :

lim(A_ N'B ) 2 A N B.
— Tl n

Démonstration
Tout point z € A N B est par hypoth&se limite de deux suites (x_) € s(A.)
lzll+1  Slzller, 2
et (yn) € S(Bn) (notation de I1,2.3). Comme lim inf G(anz . an ) >0,
n

lellet o gl

les ensembles A ,» sont non vides & partir d'un certain rang.

Par suite, il existe u € AQZ“+1 n BQZ”+1 tel que
e -u |l < 2 ac a2l gllelleny
non n’’n n ’

L'hypothé&se sur la codistance entralne qu'il existe n > O tel que, pour n

assez grand :

| lzll+1 A llzll+1
e -y [l =n . aee . ns ="
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d'oli 1l'on déduit que
lim “xn-un” = 0
n->oe

ce qui montre que z € 1im(An N Bn)’ d'oli le ré&sultat.

Remargues

1) Quitte 3 faire une translation, ce résultat s'applique aux suites (An) et

(Bn) telles que A N B # @ (avec les notations précédentes).

2)  L'hypoth&se sur les codistances est suffisante mais nullement nécessaire.

Ainsi dans R?, les deux suites définies par

>
|

1
= {(x,y) €R* ; y20, y = nx+ =

1
= {(X’Y) € RZ H Yz o, y 2 -nx+ E}

o~
i

sont telles que lim(An n Bn) -~ A N B mais les codistances correspondantes

ne vérifient pas la condition de 1'énoncé.
3) I1 est quelque fois suffisant de remplacer la condition

1im inf@(Aﬁ,Bg) >0, ¥ >0
n

par la condition

lim inf6(A_,B ) > 0.
N n’ n

3.4 =~ @Y s UNE REMARQUE PRATIQUE

On s'apergoit facilement que la conclusion de la proposition 3.3 subsiste si

1'on y remplace 6(A,B) par EY(A,B) défini de la fagon suivante :
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Si A et B sont disjoints alors : Gy(A,B) = 0,

Si A rencontre B, alors : Gy(A,B) =1 81 A CB, et sinon
d(x,B)
8. (A,B) = Inf 2
Y ey YAG,A NEY)
xE B

+ + PR ooy . .
ol Yy : R >R vérifie la propriété : pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que

si y(t) £<n alors 0 <t < ¢,

Lorsque Y est l'application t = t, GY est la codistance telle qu'elle a &té

définie en 3.1.

Exemple : Soit f une fonctionnelle convexe quadratique & domaine dans E semi-
continue inférieurement. On munit E X R de la norme v : (k;a) > Max(“x”,la' )
et on considére pour t = 0, 1'application Yy définie par : y(t) = %-t si t €1
et v(t) = t- %-sinon.

Soit Vf le sous-espace vectoriel de E défini par :

Ve = {x €E; f(x) = 0}.

A la fonction f correspond une fonction convexe f, quadratique et non dégénérée
d domaine effectif dans E/Vf :

f o= f

si ¢ est l'application E - E/Vf.

On vérifie que si F désigne 1'épigraphe de f, on a 1'égalité :

- - f£(x)
Gy(r, E X {O}) —XIEfE HEEET#

x§ Vf

alors tandis que 6(F,E x {0}) est toujours nul, le nombre ey(F,E x {0}) est

strictement positif si la forme quadratique définie par f est coercive. La condi-
tion suffisante &noncée dans la proposition 3.3 supposerait donc ici une hypothése
de coercivité uniforme ; c'est celle que l'on fait habituellement lorsqu'on traite

1'approximation des problémes quadratiques (cf. Chapitre V).
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4.1 - CODISTANCE DE DEUX DEMI-ESPACES FERMES

Nous commengons par le cas oli A et B sont deux demi-espaces fermés de E,
non disjoints.
Quitte & faire une translation -ce qui n'affecte pas la valeur de 0(A,B)~

nous pouvous supposer que A et B sont deux demi-espaces fermés homogénes :

A

{x €E ; <x,a> < 0}

[o=]
]

{x €E ; <x,b> < 0}

od a et b sont deux éléments de E', distincts de O.
Nous allons exprimer 6(A,B) en fonction des €léments a et b de E'.

Soit x € E, x £ B, on sait que :

X,b>

<
d(x,B) = o

et on vérifie aisément que :

_ <x, Aa+ub>
d(x,A ﬂ‘B) = XMZXO Aa+Ub
n=zo0
D'ol 1l'expression :
. <x,b> [Aa+ub|
0(A,B) = <XIZ§ <o Mx,a>+ux,b> (Bl
E
“x,b> 2 0

AzZ0,u=20
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On en déduit que :

<x,b> Iha+ub |
O(A,B) = 1Inf - Y
T e o et bl
<x,b> > 0
AZO0o,u =20
c'est-3-dire que
Hka+ub” d(b R+a)
VOB = Inf TR T T
A=Z0
=0
Remarques
1) Si il existe A > O tel que a = -Ab, on vérifie que 6(A,B) = 1.
2) Si les deux fonctionnelles a et b sont telles que b 1 a (Birkhoff (1935)),
alors 0(A,B) = l. Ainsi, par exemple, dans 1'espace de Banach C(X) des

fonctions numériques continues sur le compact métrique X, si Pt (t €3X)
désigne l'ensemble des &léments de C(X), positifs en t alors on vérifie

que G(Pt,Pt,) = 1, pour tout t et t' dans X.

4.2 - UNE MINORATION DANS LE CAS GENERAL

Lorsque A et B sont deux ensembles convexes (et fermés), on peut donner
une minoration de la codistance 0(A,B) faisant intervenir la codistance des
demi-espaces fermés contenant respectivement A et B.

Faisons 1'hypothé&se que
(1) ANB# 9P
et que
(2) 0(A,B) < 1

A cause de (2), il existe X € A, X £ B, tel que :

d(xo,A N By > d(xo,B) > 0.
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Notons J la boule fermée de centre x0 et de rayon d(xo,A N B).

(o]
I1 est clair que les trois ensembles convexes &, J et B se rencontrent deux i

deux, mais que l'intersection des trois est vide.

Du théoréme de Hahn-Banach on déduit 1l'existence de trois demi-espaces ouverts

Q o &

P, Q, R, (P,Q,R désignent les demi-espaces fermés correspondant), déterminés par
©

Q
les hyperplans fermés PO, Qo’ Ro qui contiennent respectivement A, B et J et sont

disjoints.,

Comome P NQ C€R, on a
o ) o
PNY <d NB) = d(x ,R) = < N
(3) d(xO,P Q) (xo,A B) = (XO,R) = d(xO,Ro) d(xO,PO QO).

En sorte que (3) est une suite d'égalités.

Enfin, comme d(xo,Q) < d(xo,B), il vient

d(XO,B) d(XO:Q)

L'inégalité (4) est vérifiée pour tous les couples (P,Q) qui sont déduits du
théoréme de Hahn-Banach ; si on désigne par a(xo) la borne supé&rieure des co-

distances 0(P,Q) correspondantes, on obtient la minoration

(5) 0(A,B) =2 Inf oa(x).
x €A ©
xg £ B

4.3 - CODISTANCE DUALE : 67 (A,B)

Nous avons vu dans les deux exemples précédents, qu'il était possible d'ex-
primer ou de minorer 6(A,B) au moyen d'&léments faisants intervenir 1'espace

dual E'.
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En utilisant le matériel de la théorie des fonctionnmelles convexes, cette

étude peut 2tre reprise d'une facon d la fois pnlus précise et plus automatique.
P p G L 1% p q

Soient A et B deux ensembles convexes fermés et non disjoints dans E.
On note a et b leurs fonctionnelles indicatrices respectives, dont les polaires

* x . .
a et b” sont les fonctions d'appui de A et B.

La fonctionnelle v : x = Hx” est convexe, finie et continue en tout point

. * . . . o -
x de E, Sa polaire Vv~ est 1'indicatrice de la boule unité fermée du dual fort E'.
Si o est un réel positif, on désigne par ov la fonctionnelle x a”x“,
. P 3 * x' x x' . o s .
dont la polaire est notée V 53¢ x' > av (?;0 =V (ZTD, qui est l'indicatrice de

la boule fermée de rayon o.

LEMME

Soit o, 2 0 ; on considere les deux inégalités suivantes :

1) (v Vbyta 20v V (a+b),

2) (vx+bx) V a* < v*-é +a*y b*,
Alors 1) implique 2) et si a™v b* € I'(E') alors 2) implique 1).

Démonstration

La fonctionnelle vV V b est partout finie et continue, donc en vertu de
1,6.7 :

*

(WY b)+a)¥ = vV B)*Va

qui s'écrit (I,6.2) :

(O V b)+a)* = (VF+bT) V a*.
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On déduit donc 2) de 1), en prenant les polaires des deux membres de 1) et en

* *
remarquant que (a+b)x <a Vb,
Maintenant comme la fonctionnelle v est partout finie et continue, et que
v et b* appartiennent & I'(E'), on obtient la formule de polarité (prop. 9.b de
Moreau (1966))

(\)*+b*)x = VvV b.

. % * . a P
Si on suppose que a= Vb~ € T(E'), alors toujours en vertu du méme théoréme

de Moreau, on a :

%

OV 2 @V BE)T = au U (ath).

Q=

Prenant les polaires des deux membres de 2), on obtient alors 1).

c.q.f.d.
Introduisons la codistance duale GX(A,B)
DEFINITION

Avec les notations précédentes, on pose :

* + ax v bx}o

Ql—

ex(A,B) = sup {0€ R" ; (vx+bx) Var<v

OX(A,B) s'appelle la codistance duale de A & B.

Le lemme précédent peut alors se mettre sous la forme suivante :
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PROPOSITION

51 A et B sont deux ensembles convexes fermés et non disjoints de E, on a

toujours 1'indgalité :
*
6(A,B) < 6™(A,B)

En outre, si l'inf-convolution des fonctions d'appui de A et B appartient

a I'(E') 1'inégalité devient une égalité :
%
6(A,B) = 6" (A,B).

Démonstyration

Elle résulte immédiatement du lemme et de la définition de 8(A,B), mise

sous la forme
0(A,B) = sup {0 €R” ; (VV b)+ta = av V (a+b)}.

Remarques

. % . -

1) Nous verrons au paragraphe 6, que la codistance duale 0 » peut servir i
donner une condition suffisante, duale de celle qui est &noncée dans la

prop. 4.3, portant sur la suite des inf-convolution des fonctionnelles

d'appui de deux suites (An) et (Bn)'

2) L'inégalité entre la codistance et la codistance duale est & rapprocher de
1'in&galité entre la conorme q(T) d'une application linéaire T : E - F et

la conorme de sa transposée, (E et F &tant deux espaces normés) :
t
q(T) < q('T)

Si E et F sont complets, alors on sait que cette inégalitéd devient une
€galité (voir R. Douady et T. Kato loc..cit). La méme propriété est vraie
pour la codistance et la codistance duale, comme nous allons le voir

maintenant.
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4.4 — CAS DES ESPACES DE BANACH

- . *
Lorsque 1'espace normé E est complet on a toujours 6(A,B) = 07(A,B). La
démonstration que nous proposons repose sur le th&oréme de Banach qui caractérise

la topologie de la convergence compacte dans le dual d'un espace de Banach.
PROPOSITION
Soient A et B deux sous—ensembles convexes fermés et non disjoints d'un
espace de Banach E. St GX(A,B) > 0 alors L'inf-convolution de leurs fonc—

tions d'appui est exacte et appartient 4 T(E').

Démonstration

Soient a et b les indicatrices de A et 5 respectivement ; par hypothése
* . .
8% (A,B) > 0 ; il existe donc 0 > O tel que
b3

(v*+bx) Va¥sv +a v b

Pour tout B > 0, on a donc aussi

* *

1 * 4 1 * %
— < —
(1) (v g + b)) Va v OB +a Vb
. - . . % .
Ceci entraine que 1l'inf-convolution de a® et b° est exacte. En effet, soit x'
. . . %= ..
un point du domaine effectif de a v b*, Choisissons B > 0 tel que “x'” < o.B.

Tenant compte de (1) on a :

(2) ¥ v b5 (x') = Inf (@ x'-y) (3.
i " ly'll <8
Comme ax et b* sont faiblement s.c.i., et que la borne inférieure dans le second
membre de (2) est prise dans un ensemble faiblement compact, cette borne inférieure
est atteinte. Il reste donc & prouver que ax v bx € T(E') (en fait & FO(E)). Comme
ax v bx est finie en O (elle vaut 0), il suffit de montrer qu'elle est s.c.i. en

tout point, en vertu de I,3.2,d).
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Pour cela, & cause du théoréme de Banach (Bourbaki fxﬁl, Grothendieck LXJ), 1 suf-

fit de prouver que sa restriction d toute boule fermée de centre 0 est faiblement

s.c.7l., autrement dit que pour tout B > O,

(3) vE ég + a2tV pE

est faiblement s.c.i.

”xé“
. Notons F la

Soit xé € E' ; montrons que (3) est s.c.i. en xé. Soit B =
trace sur la boule fermée de centre O et de rayon 0B du filtre des voisinages

faibles de xé.
A 1'ensemble M € F, faisons correspondre Z(M) défini par

: 1 * *
2z = (y' €8 5 ly'll =8, B €n, [0° Vo™ (x") = & x"-y")p (yN].
En vertu de ce qui précéde, Z(M) n'est pas vide ; en outre, (M X Z(M))M € 7
est la based'wfiltre Z portée par le produit des boules fermées de centre 0, et

de rayon 0B et B respectivement.

De la définition de Z(M) et de celle de l'inf-convolution, il résulte que

Inf [a% Vo™ (x') = mf  [&F -y (Y]
x'e M X'e M
y'e Z (M)

Par suite

lim inf [2% V b¥](x') = lim inf [a¥(x'-y")+b (3" ],
X',F X',Y',Z

Comme la fonctionnelle (x',y') = xx(x'-y')+bx(y') est faiblement s.c.i, que 2

est porté par un ensemble faiblement compact, il existe yé tel que :
(4) lim inf[a® V %] (x") 2 a®(x'-y")+b (y")
< F o”o o

Le second membre de (4) &tant supérieur ou égal i [ax Y bx](x;), i1l vient finale-
ment

lim inf [a® V b*[(x") = [a* V b5 (x")

x',F ©

ce dul acheve la démonstration.
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COROLLAIRFE 1

Sotent A et B deux ensembles convexes fermés et non disjoints dans un

espace de Banach. Alors :
*
0(A,B) = 67(A,B).

Démonstration

Supposons GX(A,B) > 0 ; de la proprosition précédente, résulte que

at v b* € T'(E'") ; 1'égalité GX(A,B) = 0(A,B) découle alors de la proposition 4.3.

Si GK(A,B) = 0, alors en vertu de 1'inégalité GX(A,B) = 0(A,B) (prop. 4.3),
il vient 6(A,B) = 6%(A,B) = 0. D'odl le résultat.

Remarque

La réciproque de la proposition 4.4 ci-dessus est fausse.
Dans &% , soit A le cdne de sommet O s'appuyant sur 1l'enveloppe convexe

fermée de l'ensemble C des points

(1,2,0,05.0.,0,0...)
(1,0,3,0,...,0,...)
(1,0,0,...,0,0,...)

et soit B l'hyperplan formé des points dont la premidre coordonnée est

égale a 1.

o
L'ensemble A est d'intérieur non vide et ANB = @ ; donc 1'inf-convolution

de a* et b* est exacte et appartient a TO(QZ) (Corollaire I1,6.7).

Montrons que GX(A,B) = 0, ou de facon équivalente (Corollaire 1, ci-dessus),

que B(A,B) = O puisque > est complet.

Soit x = (A,0,...,0,An,0...), avec A > 1. Le point X appartient a8 A, La

distance de X 4 B est égale 3

d(xn,B) = A~1
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La distance de X 84 ANB clest-d~dire de X a C, est on le vérifie aisé-

ment égale 3
d(x_,C) = (A-1) V/ 1+a?

En conséquence, pour tout entier n :
0(A,B) € —

donc

8(A,B) = 6%(A,B) = o.

COROLLAIRE, 2

Sotent A et B deux ensembles convexes fermés et non disjoints d'un espace

normé E ; a et b leurs indicatrices respectives. Pour tout x'€ E', dans le
, , * *

domaine effectif de a~ V b , on pose

a(x') = Max {#%;H ; [ax v bx](x') = ax(x'—y')+bx(y')}
lorsque l'inf-convolution est exacte au point x', et sinon
oa(x') = 0.
Alors si a~ V b € I'(E') ou si E est complet, on a

8(A,B) = 6%(A,B) =  Inf o g 0.
x'€ dom(a” V b™)
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Remarques

Soit x' € E' tel que [ax % bxl(x') = ax(x;)+bx(xé), avec x' = x;+xé.

L'inégalité &évidente

a(x') = 6(P,Q)

av}
]

{x €E ; <x,x'> < ax(x')}
a a

{x €E ; <x,xé> < bx(xé)}

O
n

permet de retrouver la minoration proposée en 4.2,
Dans le cas particulier oli A et B sont deux sous—espaces vectoriels fermés
d'un espace de Banach, on vérifie immédiatement en utilisant le corollaire
2 que

0(A,B) = 6(B°,A")
8i 0(A,B) > 0 alors A°+B° est fermé dans E' (pour O(E',E')). En fait, la
fagon habituelle de démontrer ce résultat dans le cas lindaire n'est pas
celle que nous venons de présenter.
On sait que (2.2,c)) 6(A,B) est la conorme de

G(A,B) : A ~ E/B

comme A et E/B sont complets, du théordme des homomorphismes on déduit que

(R. Douady (1965-1966))

(1) 0(A,B) > 0 <=> 1Im O(A,B) fermé <=> A+B fermé

ol la seconde &quivalence résulte de la définition de la topologie quotient.



- 117 ~

Comme A et E/B sont complets, il est aussi possible (R. Douady (1965-1966) ,
T. Kato (1966)) de montrer que q(®), la conorme de @ est 8gale 3 q(tCD, 1la

conorme de sa transposée.
“@: (E/B) ¥ B° > A" ¥ m/a°.

On obtient donc

(2) 0(A,B) = 6(B°,A°)

d'oll le résultat (il est m@me Plus précis) dans le cas linéaire en combinant

(1) et (2).

4.5 - UNE REMARQUE CONCERNANT LE PARAGRAPHE 2

Il est possible de retrouver simplement, pour des suites d'indicatrices, le

résultat du paragraphe 2, en utilisant les résultats des paragraphes 3 et 4.

PROPOSITION

Sotent (A ) et (B ) deux suites de parties convexes et fermées d'un espace
norme s Aet B Zeurs szﬁtes inférieures respectives. S'il existe un point
z € A N B, centre d'une boule asses petite pour &tre contenue dans tous

les An a partir d'un certain rang alors :
lim(A. N B ) 2 A N B,
- n n

Démonstration

Par hypothése z € AN B est centre d'une boule de rayon B contenue dans
tous les An’ dés que n est assez grand. La codistance de deux demi-espaces fer-
més contenant A et B et dont l'intersection des frontidres est 3 une distance
moindre que p > O du point z est pour tout € > 0 supérieure i L a partir

p-€
d'un certain rang.
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Prenant z pour nouvelle origine, on en déduit que

lim inf 06(a°,8°) = &
N n’°n 0

Le ré@sultat découle alors de la proposition 3.3.
Remarques

1) Si (An) est une suite stationnaire, alors 1'hypothdse de la proposition
]

se réduit 3 A N B # ¢.

2) Voici un exemple de suite (An), composée d'éléments ayant tous un intérieur
(o]
non vide, telle que A N B # @, et qui néanmoins ne possé&de pas la proprié-

té requi- - dans 1'énoncé de la proposition précédente.
2 .
Dans %° soit

A ={x=(x) €2 ; lkli=1,x 24
n 1 n n

et soit y = (yi) € 22 tel que ”y“ < 1.
La distance de y a An est égale &

1
d(y,An) = Max(;- yn, 0)

et tend donc vers O lorsque n augmente indéfinira:i. La suite (An) admet
donc la boule fermée de centre O et de rayon | pour limite inférieure.
Pourtant, si y € 22 vérifie Hy“ < 1, la boule ouverte de centre vy et de
rayon 0 > O, n'est contenue dans aucun An d partir d'un certain rang.

En effet, cette boule contient les &léments de la forme

(Y],stn»~yn_],yn-p,yn+1..,)

qui n'appartiennent pas i An dés que n est assez grand.
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De la proposition précédente, on déduit le résultat suivant.

Soit (fn) une suite d'éléments de FO(E), (an) une suite réelle.

Soit f = 1im(fn) et o0 = lim inf (an). Alors si An désigne
n
= €E ; <
A {x €E ; fn(x) an}
une condition suffisante pour que
lim(A ) 2 A ={x €E; £f(x) <a}

est que

Inf £(x) < .
x€ E
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5 - CAS_D'UN_ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

Nous indiquons rapidement dans ce paragraphe comment on peut adapter la
notion de codistance dans le cas ou la topologie n'est plus définie par une norme

mais par une famille de semi-normes.

5.1 - qu(A,B) s DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Soit p une semi-norme sur E, A une partie de E et x € E. On note

d_(x,A) = Inf p(x-y)
<
p (p) =1{x €E ; p(x) < po}.
La définition suivante génédralise celle de codistance.

DEFINITION

Sotent A et B deux parties convexes fermées et non vides d'un espace vec—
toriel E, p et q deux semi-normes sur E.
St ANB =0, on pose qu(A,B) =0 ;

57 A rencontre B , on pose
6 4B = sup {o € R 4, (6B) = 0 d Ge,h NB), ¥x €4)

Remarques

1) 8i q = p, epq(A,B) est un nombre positif et plus petit que 1.



- 121 -

S8i ¢ 2 p, on a une inégalité analogue i celle de 3.2, qui exprime 1'écart
de © A,B) 3 6 B,A).
pq( »B) pq( sA)

Plus précisément, on a :

1 1
(A,B) epq(B,A)

5 | < 1.
Pq

SUITES D'INTERSECTIONS

Une proposition analogue 3 la proposition 3.3 :

Sott E un e.l.c.s dont la topologie est définie par la famille de semi-normes

(pi)i €1 Sotent (An) EE.(BH) deux suites de parties convexes et fermées

de E , telles que 0 € 1im(An) N liE(Bn)'

5% pour tout i € I, tout p >0, on peut trouver i €1, tels que

. . < <
11mn1nf ePin(An n p; (@, B N p, () >0

alors

3 D » .
lim(a NB) 2 lim(A ) N lim (B ).

5.3 - G:q(A,B) ; EXPRESSION DUALE

Si A et B sont deux ensembles convexes fermés non disjoints de E, a et b

désignent leurs indicatrices respectives, p et q deux demi-normes continues sur

E, on vérifie immédiatement que

(1) 6 (4:B) = sup {o € R™; (qVb)ta 20 p ¥ (a+b)}
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Comme en 4.3, on introduit la quantité duale

(2) 6§q(A,B) - sup {a €R 5 (™) V2" < p*-é + (a* 7 bpH)

Elle s'interpréte de la facon suivante :

. % . . * . . . .

Soit p~ la polaire de la semi-norme p ; p est 1'indicatrice d'un ensemble noté
* . . . . <

P” qui est convexe, faiblement compact, et qul est le polaire de la boule p (1).

~ % . . . . ok
De méme, q est 1'indicatrice d'un ensemble noté Q .

, * ¢~ . e
Soit x' € P, on considére 0(x') qui est la borne supérieure de 1'ensemble des

réels O tels que
oy' € Q"
[ax v b#[(x') = ax(x'—y')+bx(y').

. . . * * . .
Lorsque 1'inf-convolution de a et b est exacte en x', et qui est nul sinon.

Alors on a :

%*
8% (A,B) = Inf_ a(x").
pq( ) X”Enpx ="

5.4 = PROPRIETES

a) De méme qu'en 4.1, on vérifie 1'inégalité
6 (A,B) < 6 (A,B)
pq pq -

qui devient une égalité si a* v p* € T'(E").
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Supposons que E est un espace de Frechet ; sa topologie est définie par la

suite de semi-normes (pn) ; en utilisant le théor&me de Banach-Dieudonné

n €N
(cf. Bourbaki [#%], Grothendieck [%]), on démontre que st 4 tout i € N corres—
pond i € N tel que o* (A,B) > 0, alors l'inf—convolution de a* ot b* est

exacte et a* V b+ € f(é').
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Dans cette dernidre &tape, nous allons introduire une notion qui généralise
celle de codistance lorsqu'on consid&re non plus des parties convexes donc leur

fonctionnelles indicatrices, mais des fonctionnelles convexes quelconques.

Evidemment, si 1'une des deux fonctionnelles f ou g est une indicatrice,
1'épigraphe de la somme f+g peut s'interpréter dans E X R comme 1'intersection du
cylindre & génératrices verticales s'appuyant sur la psrtie convexe en question,
et de 1'épigraphe de 1'autre fonctionnelle ; on peut donc songer dans ce cas,

a appliquer les résultats des paragraphes précédents. Néanmoins, il semble plus

commode de repartir des formules (1) et (2) de 5.3.

6.1 - DEFINITIONS

Soit E un e.l.c.s, f et g deux &ldments de PO(E), P et q deux semi-normes

sur E.

On dit que f et g possédent la propriété Cod(p,q) si f+g n'est pas identi-

quement égale 4 +* et 81

Cod(p,q) ¢ (q V g)+f 2 p V (f+g)

Comme en 4.3 et en 5.3, on introduit la propriété duale :

f et g deux éléments de PO(E), vérifient la propriété Codx(p,q) si £5 Y gx

ne_prend en aucun point de E' la valeur - et s'ils vérifient 1'indgalité

% * % * * * *
Cod™(p,q) (q+g") V £7 <p™+(f V g").
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6.2 - PROPRIETES (COD) et (COD™)

Soient p et q deux semi-normes continues sur 1'e.l. ¢.s. E. On montre faci-

lement (cf. lemme 4. 3) que 81 f et g possédent la propriété Cod(p,q) , elles

ver%f%ent aussi Cod> (p,q9) . En outre la réciproque est vraie dés que
£ g € I'(E").

On dit que £ et g € PO(E) possédent la propriété (COD) [resp.(CODxlfsi
pour toute semi-norme p, continue sur E, il existe une semi-norme q, continue

sur E, telle que f et g vérifient la propriété Cod(p,q) [resp. Codx(p,qXJ.

Donc si f et g sont deux éléments de T (E) possédant la propriété (COD),

ils vérifient aussi (COD ).

Dans le cas oli E est un espace de Fréchet, la proposition 4.4 devient
. P o * * * .
Si f et g vérifient la propriété (COD ) alors £~ V g~ € T(E') ; en sorte

que f et g poss&de aussi la propriétéd (COD) : dans ce cas, une condition néces-

saire et suffisante pour que f et g vérifient (COD) est qu'ils vérifient (CODX).

6.3 - SUITES DE SOMMES

Introduisons d'abord une définition.

DEFINITION

Soit E un e.l.c.s, (f ) une suite d'éléments de T (E) . On dit que (f )

st une suite correcte (relativement & la topoZogze de E) s'il existe

une semi-~norme p continue sur E telle que la limite inférieure en n de

la suite [p V fn](x) ne prenne, pour aucun point x de E, la valeur —w.
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Remarques

1)

Soit (E,E') un systéme dual. On suppose E' muni d'une topologie (E',E), et

E muni de la topologie de la convergence convexe compacte (ou de la conver-—

gence compacte si E' vérifie (E.C) (III,3.3)).

On a l'interprétation suivante :

Soit (fn) , une suite correcte d'éléments de FO(E). Alors (fz) , la suite

des polaires est propre.

La réciproque est vrate, si E'vérifie (E.C).

Supposons (fn) correcte. Soit p la semi-norme continue sux E, telle que pour

tout x € E
lim inf[(p V £)] () > -
n
En particulier
(1) lim inf ([p V £ ](0)) =0 > —=.
n

Gr3ce & un résultat de Moreau, déja utilisé précédemment (4.3), sachant

que p est partout finie et continue, on a :
® . E
£f = p +f
pV fn p+f
donc

- - * *
(2) [pV £1(0) =~ Inf (p (x")+f (x"))
n %'€ | n
Combinant (1) et (2), il vient
. x,
lim sup ( _ Inf £7(x"))S —0 < 4o
n p(x')<+®

~ ~ . S N ,
dfoli le résultat puisque p  est l'indicatrice d'un ensemble compact dans E

<
(puisque c'est l'ensemble polaire du convexe p (1)).
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. e * . . . *
Réciproquement, supposons que (fn) est propre ; 1l existe un ensemble P

dans E', compact et un nombre 0% < +o telg que

lim sup Inf fz(x') < a*.

n x'€ K’
On peut supposer p* convexe et &quilibré puisque E' vérifie (E.C). Soit

* . . . * . .
alors p- l'indicatrice de P° ; il vient

lim sup Inf (fz(x')+px(x')) < of

n x'€E"

[ ; . . .
ou p est la polaire d'une semi-norme p, continue sur E.

On a donc pour x € E :

lim sup [p vV £ ](x) = ~lim sup Inf (fx(x')+fx(x')—<x,x'>) = o(x)
n k n n x'"€E' n

avec 0(x) » -, pour tout x € E, d'ol le résultat.
s P

Si les deux suites (fn) et (gn) sont correctes, la suite (fn+gn) est aussi
correcte.

En effet, pour tout n, on a l'inégalité
= .
pV (f+e) =@V £)+ (V g)
Comme d'autre part, pour tout x € E, on a

lim inf([p V fn_] (x)+[p V gn] (x)) = lim inf[p V f‘l(x)+1im inf[p V g ] (x)
n n n
il en résulte que pour tout x € E
lim infp V (£ +g )] (x) 2 Lim[p V £_] +Llim[p V g ] (x)

n

d'ol 1'assertion.

Voici maintenant la condition suffisante faisant intervenir la propriété (COD).
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PROPOSITION

Soient (fn) et (gn) deux suites d'éléments de FO(E). On suppose la suite
(fn+gn) correcte et telle que sa limite inférieure ne soit pas identique-
ment égale § +»,

ST pour toute semi-norme p continue sur E, il existe une semi~norme q con—

(COD)  tinue sur E telle qu'd partir d'un certain rang f et g, vérifient la proprié-

té Cod(p,q) , alors
. < 11 .
llm(fn+gn) 11m(fn) + 11m(gn).

Démonstration

Notons f et g les limites inférieures de (fn) et (gn) 3

Pour p et q bien choisis, on a
Cod(p,q) : (q V gn) + fn 2p V (fn+gn).
On vérifie facilement d'abord que
lim(q Vg ) <qV g.
De plus, comme g n'est pas identiquement dgale & + (sans quoi, 11m(f +g ) serait

aussi identiquement égale 3 +®) . on peut appliquer les résultats du paragraphe 2

et il vient :
Lim((q Vg )+f ) < lim(q V g )+f
L'inégalité Cod(p,q) donne donc :
Lim(p V (£ +g )) < (q V g)+f < f+g.
la propriété (COD) de 1'@noncé résulte ainsi : pour toute semi-norme p contenue

sur E, il existe une semi-norme q, continue sur E, telle que 1'inégalité suivante

soit vérifiée, 3 partir d'un certain rang,
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. < )
(1 Lim(p V (£ +g )) < f+g
Montrons que ceci entraTne que
i <
11m(fn+gn) f+g.

Par 1'absurde ; supposons qu'il existe X € E, dans le domaine effectif de f+g,

tel que
(2 [Lim(f +g )] (x ) > £(x )+e(x) = @

Parce que 1im(fn+gn) n'est pas identiquement égale 3 +©, on sait qu'en vertu du

paragraphe 2, on a :
3 Limsup [p ¥ (£ +2 )] = [Lim(p V (£ +5 )] ()
, n

pour tout x € E,
Combinant (1) et (3), il vient pour toute semi-norme p continue sur E :

(4) lim sup [p V (fn+gn)](xo) < o.
n

Montrons que (4) et (2) conjointement 3 1'hypothése que la suite (fn+gn) est

correcte, aboutissent & une contradiction.

L'indgalité (2) signifie qu'il existe un voisinage U de O dans E, tel que

¢

(5) lim sup Inf [fn+g ](y) > 0.
n y€ x _+U o

Conmme (fn+gn) est une suite correcte, il existe une semi-norme continue P>

telle que pour tout x € E, on ait

lim inf [po v (fn+gn)](X) > -
n
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On peut supposer que
sup %(x) <1,
x€U

Appliquée & la semi-norme p_, l'inégalité (4) entraine que pour tout réel k > 0,
ppliq o que p

on a
(6) lim sup Inf (f (y)+g_ (y)+kp (y-x)) < a.
GE n n‘ [0}
n y

A cause de (5), il existe une sous-suite (fn'+gn') de (fn+gn), telle que la borne
inférieure dans (6) peut €tre prise, non plus dans E tout entier, mais dans 1'en-

semble
(7 {y €8 5 p (yx)) > 1}

Pour cette sous-suite (fn,+gn,) ~telle que Inf (fn,(y)+gn,(y)) > o- et pour

+
tout y dans l'ensemble défini par (7), on ya},{o v d cause de (6),
< o'- -
(8) £ (Mg 1 (y) = a'~kp(y=x ),
si a' >0 et si n' est assez grand.
I1 en résulte donc, en tenant compte de (8)

(9) lim inf [p_ V (f +g )](x ) € Inf (a'-(k=1)p_(y-x)).
N ) n °n o p (y=x )>1 o o
o o
L'inégalité (9), pour k > 1 entralne :
11mn1npro v (fn+gn)](xo) = =

ce qui est impossible, par définition de P,

D'oti le rdsultat.



- 131 -

6.4 - SUITES D'INF-CONVOLUTIONS

-~

. . . _ . oy * .
Nous donnons ici une interprétation de la propriété duale (COD”) : elle conduit &
une condition suffisante (duale de celle qui est &noncée dans la proposition 6.3)
pour que soit vérifiée une inégalitéd de semi-continuité supérieure de 1'inf-convo-

lution.

Sa démonstration n'étant pas simplifiée dans le cas oil (f ) et (g ) sont

des suites d'indicatrices, nous 1'avons placée dans ce dernier paragraphe
PROPOSITION

Soit (E,E')un systéme dual et soient (f ) et (g ) deux suites d'éléments
de T (E). On suppose E' muni d'une topologze (E' »E) et E muni de la topo-

Zogze de la convergence convexe compacte.

8T pour toute semi-norme p continue sur E, il existe une semi-norme q con-
(CODx) :tinue sur E, teZZes qu'd partir d'un certain rang f et g, possédent la

propriété Cod™ (p»q) alors

— .k *x =, . % -, %
1 =
llm(fn v gn) 11m(fn) v 11m(gn)

Démonstration

Par 1'absurde supposons qu'il existe xé € E' tel que pour un certain

o €R on ait
[Tim(e) 7 eD] ) < o< [ Tm(ey) v TimeD] ).

. -~ . . . % o e
Ceci entrainerait alors qu'il existe un ensemble P » convexe compact et &quili-
brée dans E', et un nombre o' tels que si F désigne la trace du filtre des voi-

. % .
sinages de xé sur P” on ait

lim inf (f v g )
n,F
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avec

(1) al < [‘ﬂﬁ(f:) v Ti_m(gi)](xc')),

Notons hn la fonctionnelle définie dans E' X E' qui au couple (x',y') fait cor-

respondre la valeur fi(x'—y')+g:(y').
A 1'ensemble M € F, associons N(n,M) défini par
NN = Gy €QT 5 B M, £y ) = [V gl )

ol Qx est l'ensemble convexe compact et &quilibré de E', associé i p* par la
propriété Cod*(p,q) de la fagon suivante : la fonctionnelle polaire px de p est

. . . *x ~ * . . . *
1'indicatrice de P et de méme ¢~ est 1l'indicatrice de Q.

.l x . *
A cause de la propriété Cod” (p,q), et parce que pour tout entier n, fn et

gi sont dans TO(E), il en résulte que N(n,M) n'est pas vide.
On vérifie alors que (M’N(M)MGF , ou N(M) est défini par

NM) = UN(n,M)
n

est la base d'un filtre ¥ sur P* x Qx.
Pour X ainsi défini, on a :

. v . o ox .

lim inf h (x',y') = lim inf (£ V g)(x") = o
n n n

n,d n,?
I1 existe un filtre ¢ , plus fin que le produit du filtre de Frechet par I,
tel que

lim h_(x',y") = o'
» 0

Soit X', la projection de @ sur E' x E' ; }' possdde un point adhérent (au moins)
. . . . x b . .
puisqu'il est porté par le compact produit P X Q" ; considérons alors ¥" un filtre

\ . *
plus fin que X' et qui converge vers (xé,yé), ou yé €q.
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Il est clair que pour JM on a :

lim inf h_(x',y") = o'
Ry n

ce qui s'écrit
lim inf . (f’;(x'—y')+g*(y')) = a'
n,x'+xé, x'€p ?
*
y'_)y(')’ y'€ Q
d'ol il résulte que
lim inf fx(x'-y') + lim inf gx(Y') <a'
n * “n

n,x">x!, x'€ P n,y'yl, ¥'€Q
*
y"—)y(;’ y'e Q

et par définition des limites supérieures que
[T (eD ] -y )+ [TIme] (v = o
n oo n o)
La définition de 1'inf-convolution entrafne alors que
[Tim(£)) ¥ Tim(eH]!) < o
ce qui est en contradiction avec (1) ; d'ol le résultat.

Remargue :
Soit (E,E') un systéme dual ; E' est muni d'une topologie (E,E') vérifiant

(E.C) et E de la topologie de la convergence compacte.

Soient (fn) et (gn) deux suites d'éléments de TO(E), f et g leurs limites
inférieures qu'on suppose appartenir 4 FO(E). On suppose aussi les suites

(f:) et (gz) propres (I11,7.2), en sorte que (III,7.2 et 7.3)
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£ = lin(£) = (Tm(ei)* = £
g = lin(g) = (TIm(g®)* = g™

Si pour toute semi-norme p, continue sur E, il existe q, une semi-norme
continue sur E, telle qu'a partir d'un certain rang fn et g vérifient
Cod(p,q) donc Codx(p,q) (cf. 6.2), alors parce que £ et gx sont dans
TO(E'), on vérifie immédiatement quelffﬁ(f: v g:) ne prend en aucun point

la valeur -,

Montrons qu'on peut déduire la proposition 6.3 de la proposition 6.4.

D'aprés 6.4, on sait que
- K - £, % — K
- > )
11m(fn Y gn) llm(fn) v 11m(gn)

Comme (f:) et (g:) sont propres, fn et 8, sont correctes (6.3, Remarque 1)
donc aussi (fn+gn) (6.3, Remarque 2) ; d'autre part comme t-lim f: v gz

ne prend nulle part la valeur -, et comme, d'aprés 7.2,
. & X\ X
<
Lim(f +g ) < (lim(f_V g )",

parce que (fz v gi) est propre (fz et g: le sont), on endéduit que
lim(fn+gn) n'est pas identiquement &gale & +©. Les suites (fn) et (gn)

remplissent donc les conditions d'application de 1la proposition 6.3.

Enfin, la conclusion de cette proposition 6.3 ré&sulte par polarité du

résultat de la proposition 6.4
o e <—*':“35 Xs—.—ﬁx —_—, K 9%
lig(fn+gn) f llm(fn v gn) [11m(fn)] + [llm(gn)]
oli, & cause de 7.3, on a :
= B E
[ )]

lim(f < lim(f ).
: n —="n

Réciproquement, on pourrait de méme déduire la proposition 6.4 de la propo-

sitiocn 6.3.
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oy W - .

I ~ RESULTATS DE_CONVERGENCE POUR UNE SUITE DE PROBLEMES D'OPTIMISATION

T TR T TR 1 R 7 ) R P T 5 ) £ £ 7 TS ) 9 £ 0 3 ) P 4 o e ot e e 00 i e Pt o e £ W P O o ome o ey £ e e e s e

I-1 - SOIT E un e.l.c.s, f et g deux &léments de TO(E). On suppose que la somme

h = f+g n'est pas identiquement &gale & +», i,e, que h € TO(E).

On pose

o = oa(h) = a(£f,g) = Inf (£(x)+g(x)) = Inf (h(x))
x€E _ x€E
§ = 8(h) = S(f,8) = {x €E ; £(x)+g(x) = a(f,g)} = {x€E ; h(x)= a(h)}

Comme on a supposé h € TO(E), o(h) n'est pas égal & +», mais peut 8tre &gal

~

da -, Notons cependant que si G(h) = -», alors nécessairement S(h) = @.

On note [f,gl = fh], le probléme d'optimisation qui consiste 3 déterminer la

valeur o de l'optimum et 1'ensemble S des solutions.

On considére maintenant, pour tout entier n, fn et g dans TO(E), tels que
= 6 = = = =
h fn+gn TO(E)et o a(hn) a(fn,gn), Sn S(hn) S(fn,gn), les

n
éléments solutions de [fn,gnl.

On suppose E et son dual E' munis de topologies t et t', respectivement
(E,E') et (E',E), et vérifiant la propriété (E.C) ; on considére aussi T
et T' les topologies de la convergence compacte (chap. III, 3-3) qui sont

des topologies (E,E') et (E',E) respectivement.
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On s'intéresse alors i la "continuité" de
[£,g] = (h,a,8),

c'est-d~dire que, supposant

]
h

T~t 11m(fn)

1

T-t lim(gn) 8,

on cherche sous quelles conditions sur (fn) et (gn) sont réalisées les pro-

priétés suivantes :

(1) T-t lim (b ) = h
(2) 1im (ocn) =0

n
(3) T~t lim(Sn) = S,

1-2 - CONVERGENCE DE hn = fn+gn

Dans la plupart des applications, les résultats énoncés au paragraphe 2 du

Chap. IV suffisent ; ce qui peut s'exprimer de la fagon suivante :
PROPOSITION

Sotent f et g deux éléments de TO(E) R (fn) et (gn) deux suites d'éléments
de TO(E) telles que

It
H

T-t 11m(fn)

T-t lim(gn)

i
]
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5%, lorsque E est muni de la topologie T, les conditions suivantes sont

réalisées :
(A1) le couple (£,g) est unt

(A2) il existe un ensemble owvert dans lequel, d partir d'un certain

rang les fonctionnelles sont uniformément majorées,
alors
T-t llm(hn) = h.

Démonstration

Les deux suites (fn) et (gn) vérifient déja 1'inégalité de semi-continuité

supérieure, valable sans hypothése. particulidre
__"'_v"' > _"'-— w—'T—' .
(n t 11m(fn+gn) >t 11m(fn)+t llm(gn)

En effet pour tout x € E, tout € > 0, il existe K € Hi (notations, III,2-5)

tel que

rlfm in}f{ h (y) < [t-m(fn+gn)] (x)+€

yEK

L'inégalité (1) résulte alors de la définition de la t-limite supérieure et

de 1'inégalité

n,yl:> X n,y 5 X n,y & S
y €K y €K y €K

De (1) résulte donc

-11 > h.
t 11m(hn) >h
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La démongtration s'aché&ve en vérifiant que
~11 <
T 11m(hn) h
qui découle de 1'inégalité
-7 1 < -11 + T e 1
T llm(hn)‘ T 11m(fn) T 11m(gn)

qu'on déduit des hypothéses (Al) et (A2) de 1l'énoncé et de la proposition IV-2,

1-3 ~ CONVERGENCE DE o

Supposons que
-14 < h.
T 11m(hn) h
I1 en résulte (III,7-3) que

(t'—'l‘l"‘m(h:))* < T-lim(h ) < h

donc que
(1) t'-Tim(h™ > n*.
Comme
b 4
(2) a = -h_(0)

en combinant (1) et (2), on obtient

(3) lim sup (un) < a.
n _
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Nous allons donc chercher des conditions pour que
(4) lim inf(un) > a.
n

La condition la plus naturelle qu'il est possible de déduire des résultats

du chapitre IV est que lg suite des solutions vérifie une propriété de compa-

ctté ; c'est la suivante :

PROPOSITION 1

Sotent f et g deux éléments de T (E) tels que f+g € I (E) , (et (g)

deux suites d'éléments de FO(E) vérifiant

T—t—llm(fn) = f
T—t-llm(gn) =g
T—t—llm(hn) = h.

Alors si on suppose la suite (hn) t-propre, une condition suffisante pour

que lim(an) = 0 est que la suite (Sn) soit t-propre.
n

Démonstration

On sait déja que puisque T—lim(hn) < h,(3) a lieu. Il reste donc 3 prouver que

moyennant les hypothéses faites, lim inf(an) > 0.
n
Comme t—lim(hn) > h et que par hypothése (hn) est t-propre, on a (I1I,7-2)

T = 1_12 £
(t 11m(hn)) > T 11m(hn)
et il vient

T'—lim(h:) < n¥*,
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En vertu de (2), on aura démontré (4) si
*®
"lim(h+Y ) < T'-1§ +Y
(5) T'-1lim(h vy =T hm(hn) o
oli WO est l'indicatrice de 1l'origine.
Puisque la suite (S ) est supposé t-propre, il existe un ensemble Q » compact

et qu'on peut supposer &quilibré et convexe (propriété (E.C)), tel qu'ad partir

d'un certain rang

(6) s Naq, # 9.
Soit q €T (E ) la semi-norme continue sur E' telle que q * soit l'indicatrice
de Qo° Pour toute semi-norme p' continue sur E', on a en posant q = p'x v qé*
(q'x est 1'indicatrice d'un compact) et en tenant compte de (6)

|x < '* +
(7) q'" Vv hn P a -

On remarque que (7) n'est autre que la propriété Cod*(p',q') pour les fonc-
tionnelles h et T (Iv,6.2).

Comme h v W , qui est le polaire de h + W , appartient a I'(E), on en déduit
que n* et Wo vérifient la propriété Cod(p ,q') .

D'autre part, la suite (h +¥ ) est T'-correcte : ceci résulte (remarques |

et 2, IV,6-3) du fait que (h ) est t-propre et que (T ) est évidemment une

suite T'-correcte.
Enfin, T'- 11m(h +¥ ) n'est pas identiquement égale 3 +», c'est-d-dire que
lim 1nf(a ) > -, parce que compte—tenu du fait que (S ) est t-propre ceci

con%radlralt 1'hypothése t- 11m(hn) >heth€ FO(E)

D'ol (5) et le rédsultat, en appliquant la proposition IV,6-3.
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Remarques

1) Signalons que dans le théordme A, partie b) de Mosco (1969), 1'hypothése

que (Sn) est O-propre apparalt explicitement.

2) L'hypothé&se que (Sn) est t-propre suffit bien slir & assurer que (hn) est
t-propre.
3) L'hypothé&se que (Sn) est t-propre entralne en particulier que t—lim(Sn) # 0.

Nous verrons en 1.4 que ceci assure que S(f,g) = S(h) # O.

Voici maintenant une condition suffisante pour que la suite (Sn) soit

t—propre.

PROPOSITION 2

Sotent (fn) et (gn) deux suites d'éléments de FO(E) , fetg dansFO(E)

tels que
t—llm(fn) > f

t—lim(gn) >

vV
09

On suppose que (E  &tant muni de la topologie t)

(P1) : la sutte (fn) est uniformément inf-localement compacte, Z.e. Tl
existe un vréel p, un ensemble U ouvert dans E, un ensemble K compact

dans E tels qu'd partir d'un certain rang, fn vérifie

<
- 11 existe p < p tel que £ (o)) Nu # ¢

- £ % (o) NUCK.
n
(P2) : la sutte (gn) est t-propre

(P3) : - lim sup (an) < too,
n

(P4) les fonctionnelles asymptotes de f et g vérifient
f_(x)+g (x) > 0, ¥x €E, x # 0.

alors la sutte S, = S(fn,gn) est t-propre.
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Démonstration

‘Remarquons que (P1) implique en particulier que fn est t-propre.

Soit pour tout entier n (n assez grand peut étre), z € U tel que
= < < 0.
£(z)=p <p <p

Au cause de 1'hypothé&se de compacité faite sur K, il existe un voisinage

ouvert Uo de 0, tel que
z tU C U,
n o
En sorte que (P1) implique qu'on peut trouver z, € K et UO € Vt(O) tels que

<
N (fn (p)—zn) N U0 C KK = K]

<
- N 5 .. o 14 s
Posons Bn hn (Bn), ol Bn-— o pour tout n et llmnlnf(Bn) llmnlnf(an).

Soit alors en supposant B # @ (ce qui a lieu en particulier si Bn > mn),

— 1 . s .
wosil-+mfu;uze, B NE "~ )4 6} ;

Lorsque Bn # 9, le Hy ainsi défini est fixé.

En conservant les notations précédentes, nous allons mettre la partie cen-
trale de la démonstration sous la forme d'un lemme que nous aurons 1l'occasion

d'utiliser deux fois.

LEMME

Sotent (fn) et (gn) vérifiant (P1), (P2) et (P3) . On suppose B # 0
(@ partir d'un certain rang). Alors st (Bn) n'est pas t-propre f et g ne

vérifient pas (P4).
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Démonstration du Lemme

< . P
Posons An = fn (un). La suite (An) vérifie :

(2) Az Ca- (£ 5 (0)-z),

n

ol Xn est défini par
(3) p=A M+ (1= )p .

En effet, c'est déja vrai si U_ = p. Lorsque U > p, tout x€ A vérifie 1'iné-
J n q n n

galité de convexité
- — ='
f (A x+(1=Xx )z ) <A u +(1-2 )p o

Donc

<
AnAn+(l—>\n) z C fn (P)

et par suite
A(A-z) CE = (p)
1'1( n z'[l n (p Zn

d'od 1l'inclusion (2).

De (2), il résulte que

1 1 <
tyz) N300 S [y 7 @)=z Mo

donc, compte tenu de (1),

1 1
(A -z) N3—U Cs K.

n n

~

Deux cas & examiner selon que lim inf(An) est nul ou pas, c'est-d-dire 3 cause

de (3) et du fait que pn < p1 < p? selon que lim sup(un) est infini ou fini.
n
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On suppose lim sup(un) < 400,
n
A partir d'un certain rang, on a donc

1 1
(An_zn) n Iy Uo C X Kl

pour un quelconque des A tels que
0 < A< lim inf(An).
n
(Bn) n'étant pas t—propre, pour tout entier k, il existe n, tel que
(4) B -z ) N¥x =0
"k Pk

Soit KO le complémentaire dans Kl de 1l'intérieur de E&-Uo H Ko est un ensemble

compact qui ne contient pas 0. Nous allons montrer qu'il existe un point de Ko

oli la somme f_+g prend la valeur O.

il
Q

Toute demi-droite issue de O et contenant un point de (A. NB_ )-z

o, o o k
(Ck est &videmment pas vide) coupe K.
A tout x € Ck on associe le réel £k(x) défini par

Ek(x) = max {&};
£.x€K

soit alors y = Ek(x) . x € K ; on pose
v . T

XGCk

y=€k(X)-x

On note Y le filtre sur Ko dont une base est constituée par des ensembles

U U E(x).x.
Lk xEC2
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- e

Soit Z le filtre &lémentaire sur K associé a (z ) ; enfin, comme (gn) est
t-propre, il existe un compact. K' est un réel p' tel que pour tout n assez
grand, 1l existe z; € K' tel que

1 < 1
g, (z)) =po'.

Soit alors Z' le filtre élémentaire sur K' associé i (zg ).

On pose k
- ' z=z' .
£ v Mn-f (2) g (2 W, (M v+ 5 (y))) g, (z")
. k k k k k
(5) a = lim inf ( ) + )
K,Y,Z,2" kY kY
On a, tenant compte de (4)
A~
. ny PP
a £ lim inf ( " )

k

si

p" = Inf £(x) , p"'= Inf g(x)
x €K <€K'

et donc, 3 cause de (P3)
(6) a <0,

On peut donc trouver y € Ko’ z €K et z' €K' et Y. Z1 et Z; des filtres sur
L K et XK' respectivement plus fins queY, Z et Z' et qui convergent vers

y, z et z', tels que (5) ait lieu, ol Yl’ Z] et Zi ont remplacé Y, Z et Z'.
Revenant & la définition (I,4.4) de la fonctionnelle asymptote, on vérifie

que ceci entraine que
£ (7)+8,(y) = a =0,

donc que f et g ne vérifient pas (P4).
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Supposons que lim sup(un) = 40, Soit (un ) une sous—suite telle que
n k

lim(u ) = +%,

ko Tk
I1 n'existe aucun compact coupant une infinité de Bn , non pas parce que B
n'est pas t-propre, mais parce que sinon on aboutira%t i contredire le fait
que g € PO(E) (en effet, il existe un point de Cn oll g, prend une valeur
inférieure a Bn —un + —Ly or on a lim sup(B_ -u )= —°°).k

k Tk Tk k

M étant un réel quelconque, et x — un point de Ck tel que

k
g (x_ ) <B_ -u_ + L
e Mk I ¥
on pose
M . M
= — e — e
e 7o, “ L ‘ "o W “n,
k e
Vo e My e M
(8) vy (1 m ) TR
k nk k nk k
I1 est clair que
(9) f (y ) =< p+M
0 P 1
Bn —Unk+ .
(10) g (v ) spla, —E KX
B Tk n,

De (9) il résulte que v, —zn est contenu dans un ensemble compact (homothé-

tique de K])o ko k

§'il existe une valeur d'adhérence de (y -~z ) qui est différente de O alors

comme dans la l&re &tape on montre qu'on Ebou%it 3 la contradiction de (P4).
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Si, dans l'autre cas, (y_-z_ ) converge vers O, alors compte tenu de (7) et
v, p

8), (y; -zé ) converge a%ssi vers 0, parce que 1im(un ) = +o,
k k k k

Il existe donc un point z' € K' tel que

g(z') < p'-M.
M pouvant &tre choisi arbitrairement grand, ceci est en contradiction avec
le fait que g € TO(E).

D'oi le lemme.

Fin de la démonstration de la proposition

A partir d'un certain rang, les ensembles S, e sont pas vides.

1 é = E . + S >~ [
Pour n fix&, posons Bm {x €E ; fn(x) gn(x) Bm} ol (Bm) est une suite
décroissante convergeant vers o -
Si n est choisi assez grand, fn et g vérifient les hypothéses du lemme.
Du lemme (la l&re &tape suffit) appliqué aux suites stationnaires de terme

éné = = &dui 13 ;
général fnm fn et 8m = 8, O1 déduit qu'il existe Y, € Ko tel que
(11) (£ ooy )+ (8 ) (y) = 0.

Donc supposer qu'il existe une infinité d'indices n tels que Sn =@,

. S k
revient 3 supposer que

(fnk)w(ynk)’r(gnk)w(ynk) =0 , ¥k €W

d'oll résulte, comme on le vérifie facilement, qu'il existe y € KO, donc

y # 0, tel que

foo(Y) +g°°(Y) = 0,

ce qui est impossible en vertu de (P4).
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Ayant ainsi montré que Sn # ¢ d&s que n est assez grand, on applique le
lemme aux deux suites (fn) et (gn) en choisissant pour (Bn) les ensembles
Sn dont on vient de montrer qu'ils ne sont pas vides d partir d'un certain
rang.

D'od le résultat.

Remarque :

1-4 -

La démonstration précédente ressemble 3 celle qu'on trouve dans Dieudonné
(1966), avec quelques difficultés techniques supplémentaires dues au fait

qu'ici on considére des suites (fn) et (gn).

CONVERGENCE DE LA SUITE (Sn)

Les hypothéses

(1) t-Tim(f ) > £

(2) t-lim(g ) > &

(3) lim sup(a_) <«
n n

entrainent que

(4) t-lim(Sn) < s.

En effet de (1) et (2) suit déjia que

(5) t-Tim(h ) > h.
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L'inclusion (4) résulte de (3) et (5) en comparant Sn 4 1'intersection dans

E X R de 1'épigraphe de hn avec
{G,0) €EXR 5 p<al.
Compte tenu de (4), pour que T-t lim(Sn) = S il faut et il suffit que
(6) T—iim(sn) >8S.
C'est 1'inclusion (6) que nous allons examiner dans ce paragraphe.

D'abord, de la remarque que

_ %
Sn = Bhn(O)

résulte que (0) est un cas particulier de
-1 ") D 9nF(x!
T~lim 3hn(xn) oh™ (x").

*x ~ . .
L'ensemble Bhn(x;) a le "méme comportement' que 1'intersection dans E X R
de l'épigraphe de hn avec l'ensemble des points de E X R situés au dessous du

graphe de x H'<x,xr'1>—hf§(xr'1). Le probléme est donc du domaine du chapitre IV.

Ces deux ensembles convexes sont les termes généraux de deux suites qui ne
vérifient évidemment pas les conditions d'application de IV-2. Nous allons

donc utiliser IV-6.

Rappelons d'abord quelques définitions.
Si [' désigne 1'ensemble des fonctionnelles & domaine dans [O,+®[ a valeurs

dans [Q,+“], convexes s.c.i et nulles en O, on pose

—
]

{o €T ; ot) >0, ¥t > 0},

3
il

{p €T ; 1im &L - o},
t»0 °©
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L'involution sur I' définie par

v (¢ x € [0,+°[Psup (x.t-0(t)))
£>0

envoie FU sur FL.
PROPOSITION
Soit (hn) une suite d'éléments de FO(E), h € FO(E) tels que

T-lim(h ) < h

Soit d'autre part (x;) une suite de points de E' et (an = a(x;);)) la suite

de fonctions affines continues sur E définies par
a (x) = a(x';x) = <x,x'>—h*(x').
n n n n'n

On suppose que

(1) t'-l—fﬁl-({xr‘l}) 0
et que
(2) [r-lim(-a )] (x) = sup ~a(x';x)

x'€ t'—TIE({xL})

Alors si toute semi-norme p, continue sur E, 11 existe Y € PU telle qu'd

partir d'un certain rang

3 h-a_ > (v op) ¥ ¥yxi
n n
on a
(4) T-lim 3h)(x!) 2 M sh¥(x').

x'€c'-TTm({x’ })
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Démonstration

On écarte d'abord le cas &vident ou {ﬁ\ Bh*(x') = ¢, c'est—a-dire
x'Et'—lim({xé})

qu'on suppose qu'il existe y € E tel que t'—lim({x;}) C dh(y).
Les deux suites (hn) et (—an) vérifient les conditions d'application de la

proposition IV-2 ; on a donc pour tout X €E
- 1, 114
h(x)+ sup (-a(x'3x)) > [T'-lin((y o p) V¥ wah:(x;l))] (x) .

<'€t'-1im({x'})
n

six € -~ {i}_ ahx(x'), i.e. si
x'Et'—lim({x;})

h(x)—<x,x">+h¥(x') = 0, ¥x' € t'-Tim({x'})

il vient
. ‘o1z .
0 i [T _]__Z_L_II_I(('Y o P) v \yahX(Xv)>:[(X) 5
nn

ce qui signifie que pour tout € > O, il existe n(g) tel que pour n > n(€)
(5) d (x,9n0(x")) < ¢.

p’ nmn
(5) étant vérifié pour toute semi-norme p, (4) en ré&sulte.

COROLLAIRE 1

Soit (hn) une suite d'éléments de FO(E) et h € FO(E) tels que
T-1lim(h ) < h
— 1n
On suppose que

1im(an) = 0.
n
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et que pour toute semi-norme p continue sur E, 1l existe y € TU telle que
(5, h (x)-o >y dp(X,Sn)-
Alors

-1i -

T llm(Sn) S.

Démonstration

On applique la proposition précédente, avec xé = 0 pour tout n 3 l'hypothése

(1) est donc vérifiée. D'autre part :
T—11m(—an) = 11mnsup(—un) = —11mn1nf(un) = =0,

ce qui assure (2).
Enfin les propriétés (3) et(SI) se correspondent , en vertu de la remarque

que
_ b3
5_ = 9h(0)
S = 9h%(0).

d'ol le résultat.

COROLLAIRE 2

Sotent (fn) et (gn) deux suites d'éléments de TO(E),f et g € TO(E) tels que
T-lim £ < £
T-lim g < g

On suppose que pour tout n (assez grand), 1l existe x; € E' tel que
ELG)rE, () = - o,

que la suite ({xg}) est t'-propre et que
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- pour toute semi-norme p continue sur E, 1l existe Y € FU tel que
(Sé) g
% *
—< DS 1y '
L. fn(x) <X, %} +fn(xn) > Y o dp(x,afn(xn)), ¥x € E

our toute semi-norme p continue sur E, il existe Y € I'.. tel que
p U q
14}
(52) % %
i g 1 . ) _
gn(x) <x, xn>+gn( xn) > Y o dp(x,agn( xn)), ¥x € E.

Alors
. x, ,
T-1lim 3f (x') 2§
m—— n n
T-1lim agx(—x') 28,
—_—— n n
Démonstration

On applique la proposition précédente aux deux suites (fn) et (gn). Le seul
point & vérifier est (2).

Les x; sont, pour tout n, contenu par hypothése dans un ensemble compact K.

Soit x'€ ﬂ—lim({xé}), F un filtre sur K convergeant vers x\

il

lim inf (£%) = &=Tim(¥ ,+£5x"))(x") = a.
n X n n
n,r n

On a

a = Sup Inf fx(x').
MEF x! €y 7 °

On en déduit que

b = 0~a = Inf Sup gx(—x;).
MEF x'@q "

¢ e ae P —_— -, %
Des 1négalités (définition de t'-11m(fi) et t'—llm(gn))
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> £ (x")

')
\%

. gx(_xl) s

o
\

valables puisque (III,7-3)
t'-Tim(£3) > £F
t'-lim(gj).i 5,

suit qu' en réalité

v.

a=f(x"), b=g(=x".
Donc pour tout F sur K convergeant vers x' € t'—lim({x;}) on a :

fx(x') = Sup Inf fx(x') = Inf Sup f*(x').
MEF x'eM T T e x'eq R
n n

gx(—x') = Sup Inf g:(—x') = Inf Sup g:(—x').
MEF x'€M n MEF x'€M o
n n

I1 en résulte que

;‘ Ter 73 X 1Y o fEo

, [t 1lm<w_xr.1 £, = ~£ (x")
Mt o _*_v l=_x_v
[t umcyﬂ{r,1 g, (xD](x") = -g"(=x").

Maintenant, par polarité, {xé} étant t-propre (III,7.2) il vient :
[T—lim(<,—x;>+f:(x£)](x) = sup (—<x,x’>+f:(x')).

x'Et'4TTE({xé})

Méme chose pour la suite (g:),
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Le résultat vient maintenant du fait que :
5 (x) 25, v € '-Tim({x'])

puisque un tel x' est tel que (ecf. I, 7.2)
fx(x')+g*(—x') = =0,

COROLLAIRE 3

Sotent (fn)et (gn) deux suites d’éZéments de FO(E), fetgt TO(E), tels que
T-lim(f ) < £
T-lim(g ) < g

On suppose que pour tout n d partir d'un certain rang, il existe xé €E' tel que
o e (R = o

et que la suite (xg) est t'-propre.

Alors toutes les suites (An) et (Bn) de parties convexes et fermées vérifiant
%
) 1
A afn(xn)
* .
oD —_ !
Bn Bgn( xn)
et vérifiant
pour toute semi-norme p continue sur E, 11 existe y € FU telle que
(5%)
—< UsEr(x') > €
fn(x) <x,xn>+fn(xn) >Yo dp(x,An), ¥x dom(fn+gn).
pour toute semi-norme p continue sur E, 71 existe y € PU, telle que

(83
P T €
g, (X)=<x,—x'>+g (-x) > Y o dp(x,Bn), ¥x € dom(f +g ).
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sont telles que

1-5 - EN RESUME

=14 D
T 11m(An) S

-3 o
T 11m(Bn) S.

PROPOSITION

Soit h € PO(E). S'71 existe £ et g dans PO(E), (fn) et (gn) deux suites

d'éléments de FO(E) vérifiant

h = f+g
T-t llm(fn) = f
T~t 11m(gn) = g

et tels que les suites (fn), (gn) et (hn) sotent t-propres et que les suites

(f:) et (g:) sotent t'-propres, et si

(A1)

(A2)

(1)

(P2)

Le couple (f,g) est unt.

Il existe un ensemble ouvert dans E (muni de T) dans lequel d partir

d'un certain rang les fn sont uniformément majorés (ou les gn).

La sutte (fn) (ou la suite (gn)) est uniformément inf-localement

compacte (E muni de t).

£ (x)+g (x) >0 six €E, x#0.
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enfin si 1l'une . des conditions suivantes est vérifiée

(S) la suite de terme général h = f +g vérifie L'mypothése (S))

du corollaire 1.

' an ! , P P P
(s',8"y 1l existe (A)et (Bn) telles que An Bfn(xé), Bn Bgn( xn)

|l et Sn

_ . £, , e e s
A n B Bfn(xn) n agn( xn) vérifiant les hypothéses Sy 3

-

du corollaire 3 et la propriété

T—lim(An n Bn) :’T—lim(An) N T—lim(Bn) pour une certaine suite

1 ' X, 1 * ! = - :
(xn) t'-propre telle que fn(xn)+gn( xn) G s
alors
T-t lim(h ) = h
n
llm(un) =0
n
T-t lim(S ) = S.
Démonstration

Elle résulte des paragraphes 1.2, 1.3 et 1.4. Il faut cependant montrer

qu'il existe une suite (xg) telle que
S S
+ = e
£ ) +g (x)) o
qui soit t'-propre.
Ceci découle de la proposition 2 du paragraphe 1.3 appliquée aux suites de
terme général f: et x' L>-g:(--x').

Des propriétés (Al) et (A2), on dé&duit en effet par polarité qu'elles véri-

fient les conditions d'application de cette proposition.



- 158 -

2 - APPROXIMATION D'UN PROBLEME PAR DES PROBLEMES EN DIMENSION FINIE

i v T " o . Ty S T Tt o o . S Sy Y T G P P vt ey o ot ey D {08 G SN 0 e PO SO PR S (SO DO S Gemy S S Y S S S P P WS R O S

Nous allons exposer rapidement en quoi consiste 1'idée de ces méthodes du
type Ritz-Galerkin ou approximation discréte. Pour plus de détail voir par exemple

Aubin (1967) et aussi Mosco (1969).

Nous supposerons que E est un espace de Banach reflexif, E' son dual, que

sur E les topologies T et t sont la forte et la faible respectivement.

L'espace E &tant séparable, on suppose qu'on a (En) une suite de sous-es-—

paces vectoriels de E de dimension finie tels que
-11 D
T 11m(En) E
donc évidemment telle que
.0-11 = E,
T.0 11m(En)

Soit d'autre part pour tout n, Fn un sous—espace de E, supplémentaire topologique

de E
n
E=E ®F.
n, n

On suppose que O-Iim(Fn) < {o}.
On considére aussi Xn un espace normé isomorphe 3 E/Fn (donc & En).
Si maintenant [f,g[ est un probléme dans E, on lui associe [q;,xn| un probléme

dans Xn’ dit probléme approché.

Pour comparer [f,gl et L#h,xnl et leurs éléments solutions, il faut pouvoir com-—

parer E et Xn d'une part, puis TO(E) et PO(Xn) d'autre part.
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Soit s ¢ E > E/Fn la surjection canonique ; on identifie les &léments de

E/Fn et X et on pose

Pour remonter de Xn dans E, on se donne une application an de Xn dans E, plus

précisément de Xn dans E ¢

La comparaison de FO(E) et Fo(Xn) peut maintenant se faire de fagon assez
naturelle.
D'abord une restriction Rn envoyant PO(E) dans FO(Xn), définie de la fagon suivante :

Pour f € Fo(E), on pose

® = R_(£)
si

r
Pop = (£VY¥)

n

ol le second membre est la ['-régularisée (I,2.3 d)) de £V TF .
n
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Ensuite un prolongement Pn : TO(Xn) > PO(E) qui & @ fait correspondre f € FO(E)

telle que

f o wn =

avec la condition supplémentaire
C .
dom(£f) En

Ainsi au probléme [qh’xnj nous pouvons associer le probléme [Pn(qh)’Pn(Xn)]’

la comparaison de [f,g] et [qh’XnJ se faisant au moyen de ce prolongement.

Notons P, * E > En la projection de E sur En parallélement 3 Fn.

On considére les hypothéses

(H1) ﬁn o pn—pn converge simplement vers 0 (E fort)
(H2) t(wn 0 pn)-tpn converge simplement vers O (E' fort).
PROPOSITION

5S¢ lim inf G(En,Fn) > 0, les propriétés suivantes sont vérifides :
n

a) (pn) et, st (H1) a lieu, (&n o} pn) » convergent simplement vers l'iden-

tité sur E.
b) tout £ € FO(E) s telle que

¢ o
£V WFn FO(E) et 0~1im(f V WFn) > £

vérifie, moyennant (H1)
4 <
T llm(Pn o Rn(f)) £

e) De (H2) résulte
O—llm(Pn o Rn(f)) > £,
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Démonstration

G(En,Fn) est la conorme (IV,4.4, remarque 2 du corollaire 2) de

o > . arif1
en : En E/Fn ;3 on vérifie que

“P “ = gzgl—ﬁ—y
n n’'n

Comme T—lim(En) D E, si x €E, on sait qu'il existe pour tout n, X € E > tels

que x_ g-xo Alors de pn(xn) =X, et de 1'inégalité
Hpn(X)—pn(xn)H < ”pn“ “x—xn“

résulte que
p, (%) 3 x

d'ou (a).

Soit £ =P o R (f) ; on a :
n n n
f ow op =1IVYVY s dom £f CE .
n n
Par polarité cecidevient

(1 £ = (B o “@ o p)
n

t,— ~ ° . o
L w o son 1mage F_.
e noyau de ( H pn) étant En et ge F_

Par hypothése T—Gflim(Fn) = {0}, donc de 1'inégalité

o-Tim(FH¥0) > Fio-Tim(¥ye)
n n
résulte

o-TiE(f’ino) > £

n
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g - t, - . .
D'autre part de a), on déduit que (wn ) pn) converge faiblement unifor-

mément sur tout borné fermé (compact faible) de E' ; donc de (1) résulte

(2) o-1im £ > £,

% *
n
c'est—-a-dire (III,7.4, corollaire)
T-1lim £ < £,
B
L'inégalité

o-lim (£ ) > £,
Q) 2

résulte de 1l'hypothése (H2)selon laquelle an o p  converge faiblement uni-

formément sur tout compact faible.

COROLLAIRE 1 (Méthode de Ritz)

Soit E un espace de Hilbert ; B une sutte de sous—espace vectoriel (de

dimension finie) telle que
T—O—llm(En) = E.

L -
. Cpe N N , o ‘e
On identifie X d E/En et d En(en sorte que w op 8 identifie a pn).

Alors pour tout £ € I (B) tel que :
E __.—‘
EVYE €T® L 0TI T Yh > f

on a

7-0 lim P_ o R (f) = f.
n n
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Démonstration

En effet, on a (I1II1,3,3) T-0 1im(E;) = {0}, et les hypothé&ses (Hl) et (H2)

sont vérifiées.

COROLLAIRE 2

Dans le cas général, on suppose que G—lim(Fn) c {0}, que (H1) est vérifiée
et que lim inf e(En,Fn) > 0.

n
Alors toute suite (qh) d'éléments de To(Xn) qui vérifie
N =

Pn(qh) >fougd 11m(Pn(qh))_Z_f
est telle que

T-0 lim Pn(qh) = f.
Soit maintenant f € FO(E) ; on suppose f continue dans E fort, inf-localement
compact dans E faible.
Soit g € FO(E) telle que

A~

dom £f Ndom g # @

£ (x)+g (x) > 0 six €E, x # 0.
Soient d'autre part (En) et (Fn), (5n) et (pn) vérifiant les hypothéses
du corollaire 2.

On considére qh et Xy, dans FO(Xn) telles que

Pn(cpn) = f+\lfEn

~11 > .
0-1lim Pn(xn) > g
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PROPOSITION

51 en plus des hypothéses précédentes, les prolongements an sont stables,

Z.e. uniformément bornés et si (q%)et (Xn) vérifient les conditions

de la proposition 1.5, alors

1im(a(¢h,xn)) = a(f,g)
n

T—O(an(S(q%,Xn))) = S(f,g).
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Soit E un espace de Hilbert.

Nous donnons ici .un exemple d'un cas important. . ol dans le probléme [f.g]
la fonctionnelle f est une forme quadratique continue et coercive et g 1'indica-
trice d'une partie convexe Q. Dans ce cas, on le vérifiera aisément, on a le

résultat tré&s simple suivant :

Si T—O—lim(Qn) = Q, alors 1im(a(f,Qn)) = o(f,Q) et T—O—lim(S(f,Qn)) = S(£,Q).
n

Des exemples sont donné&s dans Mosco (1968). Celui que nous présentons ici
est tiré de Lions (%) ; il concerne un probléme de contrdle optimal, avec con-

trdle sur la frontiére.

Soit 2 un ouvert borné de Rp, de frontidre I', variété indéfinimment diffé-
rentiable, de dimension p-1, £ étant localement d'un seul coté de T'.
On suppose que l'ensemble des contrdles est donné sur I', et appartient & L3(T).

Au contrdle u € L2(T), correspond 1'état y € H*(Q) défini par

. ) a a 2
¥y €8 (), g 2 - g dt + ag Jo yx de = [ fy e+ Jp vy ar, wye vl (@.
i %53
o = E 1i/0 A .
si a5 2 a5 ct (), a_ € c, gznﬁ ao(t) > 0

- 2 2 2 .
et T oag(6).£E, > k(EEN L HED, k>0

Cet &tat &tant dans H'(Q), on peut l'observer sur une artie ', de I', et consi-
P P 1

dérer un coiit de la forme :

J(u) = J} |y(u)—zd|2dF+ E‘JF |u|2df, e > 0, zy € L2(Q).
1 .
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en sorte que la fonctionnelle J est, sur 1'espace des contrdles, la somme d'une
forme quadratique et d'une fonction affine continue, la forme quadratique étant

continue et coercive.
Choisissons pour ensemble des contrdles admissibles
=l €150 5 supp(w) €T £ susg)

avec Fo n Pl =0, Ei € LW(P), Fo et Fl mesurables et de capacité strictement
positive.

~ . % e e . .
Le contrSle optimal u” est par définition la solution unique de

Inf J(u).
uEQ

Soit Q = {u € L2(T) ; supp(u) © T E Su< En}

Tg, E vérifiant les mémes hypotheses que E et T . On. suppose

. n .
lim I IEi—gilzdP =0 . i=0,1
n
. n -
lim (mes(F0 A PO)) =
n
x .
Alors u, la solution de
Inf J() ,
uEQ

*
converge dans LZ(F) vers u ,
”~ x
De méme, les états y(u ), correspondants aux contrdles optimaux u_ , convergent

dans H' () vers 1l'état y(u ).

En effet, pour la premiére partie, il suffit de vérifier que les (Q ) vérifient
=0 11m(Q ) = s mais ceci résulte de III 5.4,

La deux1eme partie vient de ce que y(un) est solution de

Inf (ﬂ(y))-ZLn(y))
y€H' ()
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ol T(u) est continue et coercive, et Ln définie par
L (y) = J‘ uf.dt + I y.ux dar.
n Q r n

. P * x
Comme en vertu de ce qui précéde, (un) converge vers u_ dans L?(T) donc dans

H_I/Z(F), la suite des formes linéairesLLn €’F6(H1(Q)) vérifie :

=0 lim L =L
n

L) = [ v ac + [y oF at.

Le résultat en découle immédiatement.
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Le probléme type est le suivant :
Soit Eo et El deux fonctions continues sur [0,11, telles que
<&,
£ <&
On considére la solution, notée s, du probléme

" " Zd ; < < €
A oy lx"l?ar 5 &0 = x(® £,(6), ¥t € [o1]}

qui s'appelle le fonction spline relative & 1'opérateur de dérivation seconde et au

convexe formé des fonctions vérifiant les contraintes définies par Eo et El.

n

. . n n . . g
Soit maintenant Mn = (t], t2""’tm)’ un sous—ensemble fini de [01] ; on considére

le probléme
Inf {I01lx."|2dt ; £_(0) < x() S E(0), we€ M}

dont la solution est notée 5.

Alors on a le résultat : si, au sens de I11,5.3,
lim (M) = [o1]

alors (Sn) converge fortement dans H?(01) vers s.
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Ce probléme consiste donc . & minimiser une forme quadratique continue sur
un sous-ensemble convexe et fermé. Mais 1'étude de ce probléme de convergence n'est
pas aussi simple que dans le paragraphe précédent, parce que la forme quadra-

tique est cette fois—ci dégénérée.

Nous allons poser ce probléme dans son contexte abstrait tel qu'on peut le

trouver dans Atteia (1968) , Laurent (1969), Morin—Catz (1970).
Les résultats intermédiaires sur lesquels repose le résultat de convergence
que nous allons donner sont dus & Morin-—Catz, auxquels nous avons aussi emprunté

les notations.

E et F sont deux espaces de Hilbert et T : E > F une application lingaire

continue et surjective, dont le noyau Ker(T) est supposé de dimension finie q.
Une partie L de E, et t : 1, -~ R définissent

¢ ={x €E; (A]x) <t}

L
c= N ¢C,
per
On suppose dque
(K1) Ker(T) NC_ = {0}

en sorte que le probleme (Atteia (1968)), qu'on peut noter [T,Cl, ou [f,c] :

me @ lreol?) = mE )
x€C x€C

admet une solution au moins en vertu de I,6.4.(x +'% “T(x)”2 est inf-localement

compacte dans E faible parce que Ker(T) est de dimension finie et T surjective).
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On suppose que

(K2) L est compact et t continue ; tout sous—ensemble fini de L ne

contenant aucun couple d'éléments opposés est formé d'éléments linda-—

trement indépendants

(K3) C NKer(T) = ¢
(K4) {x €E; (&|x) < t(r), %L EL} #¢

Ceci permet d'obtenir la caractérisation suivante pour les solutions du probléme

(prop. I,7.3 et un théoréme de Valadier (1968)).

Une condition nécessaire et suffisante pour que s € Esoit une solution de[T,C]

est que (Atteia, Laurent)
tTT(s)+8‘PC(s) 3 o.
B¥,(s) = Co( U RV 2)

(A]8)=t (L)

On fait 1'hypothé&se supplémentaire

(X5) Pour tout sous—ensemble de (ll,...iq)de q éléments de L, ne contenant
pas d'éléments opposés, alors (Ri(x) =0, 1 £1 < q entratne que
x & Rer(T).

Elle entraine en particulier que la solution de ET,CI est unique.

Soit pour tout n € N, Ln un sous-ensemble fini de L, et
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On suppose que
(X6) O—lim(Cn) cc
ce qui entralne que

T—Ollm(Cn) = C.

Dés que Ln contient plus de q+! &léments (ce qui a lieu & partir d'un certain rang)
alors (K1),...(K5) sont vérifiées par [T,Cn] et il existe donc une solution S,

unique & ces problémes [T,CnJ.

Les deux premiéres &tapes de l'Eétude de la convergence de [T,Cnl vers [i,C] sont

immédiates : on a, si on pose f(x) = %—“T(x)”z,
T-0lim (f+\PCn) = f+‘1’C

lim(OL(T,Cn)) = o(T,C).
n

De O—lim({sn}) C {s}, on déduit donc que la suite (sn) converge faiblement vers s,

parce que s est unique.

I1 nous reste d montrer qu'en fait la suite (sn) converge fortement vers S.

Notons (Morin-Catz) Q l'ensemble des gq+l-uples 19 = (zl,zz,...,2q+l) sur L tels
que Qi # %j s1 1 # j et tels qu'il existe une combinaison convexe des Qi €4

s'annulant sur Ker(T) :

T AL, €Ker T, A, >0 , IA, =1.
11 1 -

On peut montrer que Q # @ et que le g+l-uple de (Ki) associé i Lq est unique, enfin

que Xi > 0, si 1'on fait 1'hypothése supplémentaire

(X7) I1 existe Lo C L, fini, tel que Ker(T) N N Cy = 0.
LEL
)
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LEMME 1

Soit s, la solution de (T,Cn) s done vérifiant :

T o T(s) = I W, W S0, g+l Sv =<,
T i=1,0v *
Alors dans 1'ensemble U 2? , 1l existe &? ,k? ,...,Q? tels que :
1<i<v 1 2 g+l
= 0, 00 ) €
n i lq+l

La démonstration résulte en particulier du théoréme de caractérisation de

T(Cn) donné dans Morin—-Catz.

LEMME 2

Il existe n > 0, tel que pour tout n 4 partir d'un certain rang, Lg vérifie :

Min  (JRT-2T, 185+ > n
143 1 ] 1]

21 o e d

1] n

Nous renvoyons & Morin-Catz pour la démonstration. Signalons cependant que

celle-ci utilise entre autre (K4), le fait que lim sup(an) S o et le fait

n
que

Inf f(x) £ Inf f(x).
x€ N Cg x€ CZ
6.9 €L v
n n

Ceci permet maintenant de démontrer que (sn) converge forement vers s.
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LEMME 3
Dés que n est assez grand, on a
_ e 12
(S) £(x)-o_ > allk-s_[I*, ¥x € c_.

Démonstration

s, étant la solution de [T C ] verlfle (T(x)lT&—sn» > 0, ¥x € C .
Par suite, f(x)—a = —'”T(x)”z" —'“T(S )”2 > 5 ”T(X“S )”2-

On aura prouvé (S) s'il existe a > O tel que

(1) Inf lIT (x-s )“
xEC =5 ”

On considére :
={x€E; (A|x) s0, ¥, € Lg}.
Alors (1) est impiiqué par (2) (lemme 1) :
2 Inf > a
(2) xEDg K2

qui &quivaut & (T est surjectif) et Ker(T) N Dg = {0o})

(3) Inf d(x,Ker(T)) N

a.
q q
xEDn d(x,Ker(T) N Dn)

Donc, avec les notations du chapitre IV, on aura prouvé (S) si 1'on montre que

lim inf 6(D2,Ker(T)) > 0.
n

Or,Dg est l'intersection de q+! demi-espaces fermés ; notons HE’J (1 =1,...,q+1)

ses faces de codimension q :

q’j = e 4 n = n = = n = n e q
H {x €E ; (zij1|x) (zijzlx) cee (zijq|x) 0, zijk L}

ot
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Montrons que

6(04,Ker(T)) = Min 6 (u*d Ker(T)) ;
n i<jsgqa1r P

autrement dit que dans le calcul de

Ing d(x,ﬁiﬁ(T)) = ! s
<€D sup ”X“
n d(x,Ker(T))=1
x € Dq
n

on peut supposer que X parcourt l'ensemble des faces de Dg qut sont de co-

dimension q.

En effet, soit x € F une face de Dg de codimension < ¢ ; F contient une va-
riété linéaire V contenant strictement x et paralléle i Ker(T).

Siy €V on ad(y,Rer(T)) = d(x,Ker(T)) ; pour calculer sup “y“, on peut
y&v

supprimer les points de l'intérieur relatif 2 VN F ; ce qui conduit &

augmenter la codimension de la face F ... ; on s'arréte lorsque avec X,

F ne peut contenir une telle variété, c'est-a-dire lorsque codim(F) = q ;

s

d'oli le résultat.

L'inégalité (S) résulte alors du lemme 2, comme on le vérifiera facilement.
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5 - PROBLEMES DE MEILLEURE APPROXIMATION

. ot o S T T Ty T P s S Ty Sy A Pt G G S g B Y W S g

-~

Dans cet exemple, on s'intéresse i un probléme’ de meilleure approximation dans

un espace normé E.

Ce probléme est noté'[ﬁ,V] oli V est un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E et £ € FO(E) en général la somme d'une fonctionnelle qui "ressemble"

3 la norme sur E et de la fonctionnelle indicatrice d'une partie convexe de E.

Dans les exemples pratiques, E est un espace de fonctions continues ou a
dérivée premidre continue, muni d'une norme du max. On doit donc s'attendre 2
ce que la fonctionnelle f (méme en 1'absence de contraintes) soit non diffé-

rentiable.
Le théoréme de caractérisation de ces problémes fait jouer un rGle impor-
. . P . P
tant aux points extrémaux de epi(f”), qui sont en général connus

(Singer et Laurent).

Le paragraphe | est un rappel rapide du ré&sultat le plus général dans ce

sens, qu'on trouvera dans Laurent - Pham-Dinh (1970).

5-1 - CARACTERISATION

Soit E un e.l.c.s, E' son dual muni de O(E',E).
On veut caractériser les solutions du probléme [f,V] ou f € PO(E) est
supposée continue (au sens de I,5.1) et V est un sous—espace vectoriel de

E de dimension finie.




On fait 1'hypothé&se que

o

dom £f NV # @,

en sorte que s € E est une solution de [f,V] : s € S(£,V), si et seulement si
(1) of (s) NV® # ¢,

Le fait que f est continue, entratine que 9f(x), pour tout x € E, est un en-
semble convexe fermé localement compact et ne contenant pas de droite dans E'
(cf. I,7). I1 en est de méme de 1'ensemble 3f(s) N V° ; donc (1) équivaut,

en vertu d'un corollaire de théorséme de Krein-Milman (cf. Bourbaki (zx),

ex 22, p. 156) 3
(2) E(f(s) NV°) # 9,
(E(A) désigne 1'ensemble des points extrémaux de A).

Nous allons exprimer E(Af(x) NV®) en fonction de €(9f(s)) en utilisant 1'hy-

pothése que V° est de codimension finie.
Rappelons la définition d'une facette (Bourbaki (%) p. 152).

Soit A un ensemble convexe et fermé dans E et soit x € A.
La facette F(x,A) de x dans A est le plus petit sous~ensemble extrémal de A
contenant x. (Un sous-ensemble de A est dit extrémal si son complémentaire

dans A est convexe).

La facette F(x,A) est aussi le plus grand sous-ensemble convexe de A dont

X soit un point interne relatif.

En particulier, un point extrémal est une facette (de dimension 0), un raaonv

extrémal, une demi-droite extrémale.
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On a les propriétés suivantes Q
a) F(x,F(x,A)) = F(x,A)
it
b) Si B est un ensemble convexe et fermé et x € A N B

F(x,A N B) = F(x,A) N F(x,B).

c) Si B contient une variété lindaire de codimension r la facette de tout ?1

point extrémal de A N B dans A est de dimension < r.

d) Si A est localement compact, fermé et ne contient pas de droite ,
A est 1'enveloppe convexe fermée de la réunion de ses points s

extrémaux et de ses rayons extrémaux.

e) Si E est de dimension finie, d) subsiste en remplagant

"enveloppe convexe fermée" par "enveloppe convexe'. v

PROPOSITION (Laurent, Pham-Dinh (1970)). i

On suppose que Igf f(x) < 1%5 £(x) . Alors pour que s € S(£,V) <1 faut et <1
suffit qu'on puisse trouver k ¢ 1) points de E' : xi,xé,...,xﬂ s projections i
sur E de pointe extrdémaux de epl(f ), i
2 (> 0) point de E' : yi,yé,...y' s projections sur E de direction de rayons s

2. - . * ‘ i ,"
extrémaux de épi(f ), s
k+l nombres strictement positifs, Kl,...,Ak, Myseseslly

tels que :

) k+% < 1+l i
g ' 1 € y° %
77) Zkixi+2uiyi \Y

137) f(s)+fx(x£+pny) = <s,x[>+p<s ,yi>, ¥ 20 1Sisk

1<j<t.
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Démonstration

Ainsi qu'on 1'a vu, pour que s soit solution, il faut et il suffit que (2) ait
lieu.

Soit x' € £(3f(s) NV°). La facette de x' dans 0f(s) est un ensemble convexe
fermé ne contenant pas de droites dans un espace de dimension au plus égale a r.
Dans cet espace, X' est intérieur & cette facette.

Notons E 1'ensemble des points extrémaux de cette facette, E1 la réunion des
rayons extrémaux de la facette, E; la réunion des demi~droites issues de 1l'ori-

1
gine paralléles 3 un des rayons appartenant & Ej.

Le corollaire e) du théoréme de Krein-Milman, cité plus haut, assure que
! U
x' €Co(E; VE)).

Mais Co(E_ u Ei) contient 1'intérieur de Co(E U E, U {0}) qui contient
1'intérieur de Co(EO U E]) qui contient x'.

Donc
1 U '
x' € Co(E, El).

En vertu du théordme de Caratheodory, x' s'exprime donc comme une combinaison
convexe d'au plus r+l points appartenant & E0 U Ei(et 1'un de ces points
est nécessairement dans EO (sinon nécessairement O € Co(EO u El) donc

0 € 3f(s), ce qui est impossible en vertu de 1l'hypothé&se faite sur [f,V]).

Le résultat vient alors du fait que les points et rayons extrémaux de 93f(s)
sont les projections verticales des points et rayons extrémaux de l'intersec-—

tion W de épi(fx) avec le graphe de la fonction affine définie sur E' par
y' > <s,y'> = £(s).

. P o s ok . -

Mais M? dtant une facette de épi(f ), ses points et ses rayons extrémaux sont
. . - o s eE

aussi des points et des rayons extrémaux de épi(f7).

D'oli i) et ii), la propriété iii) exprimant que les &léments extrémaux xi et

yé appartiennent & 9f(s).
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En particulier, on retrouve le résultat suivant (Singer (1956), Laurent (1968),

Laurent-Pham-Dinh (1970).
COROLLAIRE

En plus des hypothéses faites plus haut sur £ et V, supposons que dom(£f) = E.
Alors une condition nécéssaire et suffisante pour que s € S(f,V) est qu'il
existe :

k d&léments de E' : xi,x',.o,,x‘ projections de points extrémaux de épi(f*)

k
¢t ksealaires strictements positifs Al,kz,...,Ak tels que :

i 1 £k < r+l
1) sALx! €V
i71
.o : £, o\ o .
111} f(s)+f (Xi) = <s,xi>.

Exemple (Laurent - Pham-Dinh (1970))

Soit K une partie convexe &quilibrée,compacte de E', H une partie convexe et
compacte de E', W : H >R une application continue (H muni de la topologie
induite), concave et V un sous—espace vectoriel de E de dimension r (indica-
trice v).

On pose, si X €E :

d(x) = max <x—x ,X'”>
x"€K °
c=1{x €E ; <x,x*» -w(x') <0, W& € H}

f = d+c , ¢ est l'indicatrice de C.
On suppose qu'il existe %, € V tel que

<x1,x'>—w(x') <0, ¥x €H
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alors s est solution de [f,Vj si et seulement si il existe

xi,xé,...,xﬁ €E(R) avec k > 1

yi,yé,...,y' € £(H) % >0
Al,...,Ak,ul,...,uk >0
tels que
- k+l < r+l
- - > = <4<
<s X o X: d(s) 1 i<k
- < 1> = ! i <
DA w(yi) 1 1<%
- LoAx+ I ou.y! €v°

1sisk Y o1sjse J

5.2 - PERTURBATION D'UN PROBLEME DE MEILLEURE APPROXIMATION

E est 1'espace des fonctions continues sur [Oi], soit C[Ofl, E' celui des
mesures de Radon sur [Ol].
Soient T et U deux parties fermées de [bl].

On pose :
d(x) = max Ix(t)—x (t)|
t€T °
¢ = {x €cfo1] ; x(t) =x_(t), ¥t € vl
v(x) = max lx(t)l
t€[o1]

V = {restriction 2 [b]] des polyndmes de degré inférieur ou

égal a r+l}.

Et on considé@re le probléme [f,V] ot £ = d+c (c est 1l'indicatrice de 1'ensemble C),
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Soient, pour tout entier n, Tn et U, deux parties fermées de [011, auxquelles cor-

respondent comme précédemment les fonctionnelles dn et ¢

¢ il faut et il

On sait que (III,5.3) pour que T—O.lim(dn) =d et T-O.lim(en)

suffit que :

Il
==

lim(Tn)

I
(o=

1im(U )
n

au sens de III,5.3. En effet, c'est &vident pour (cn) ; quand 3 (dn) sa convergence
vers d équivaut & celle de la suite des mesures de Radon & support dans Tn vers

-~

1'ensemble des mesures de Radon & support dans T.

Faisons les hypothéses

- T contient au moins r+l points distincts de [OIJ

- X n'est pas dans V.

Les problémes [fn,V] sont équivalent aux problémes [gn,cnl ol g, = dh+v et on vérifie

que
L T l m - .

De plus
g et c vérifient (Al)
(cn) vérifie (A2),
(gn) vérifie (P1),
g et ¢ vérifient (P2) (hypothése sur T et propriété de Haar).

Donc, en particulier, si o = Inf f (x) et oo = Inf f£(x), on a
n n
x&V <€V

11m(un) = Q.
n
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Montrons maintenant que s, = S(fn,V) = S(gn,cn) converge fortement vers
s = S(f,V) = s(g,c).

Pour tout n, on peut montrer qu'une solution § au probléme [fn,V]existe et est

unique. On a aussi la caractérisation suivante (5.1) :

Une condition nécessaire et suffisante pour que s soit une solution de
Lfn,V] est qu'il existe :
1 P I

k(n) &léments de (cloi])! x] TERPE

%(n) éléments de (0[01])' y;n,...,y'n

A?,X;,.QO,AE, u?,ug,ca.,un des scalaires strictements positifs, tels que
- k(n) > 1 s> k(n)+4(n) = r+l
- les x!'” sont de la forme : x » #x(t%) , th €T

i i i n

- les yin sont de la forme : x - ix(t?) , t? €U

~ n _,n D 4D ¢ o
Zki x: +7 ui ys \

o,

- o - ', <i <
<sn Xo’xi d(sn) . 1 i k(n)

) n ' .
- <s T o= <x Lyt 1 <3i < ().
n’7i 0’74 (n)
Posons g, = dn+v. En vertu de 1.4 et 1.5, une condition suffisante pour s, converge

vers s est qu'il existe a et b deux nombres Sstrictement positifs tels que pour tout

XECLOIJet tout n a partir d'un certain rang, on ait :

%
M B (07T (E) 2 a0 T ¥k ()
(2) ey (O =,E >+ (E ) > b(v ¥ Yaex (e )) )
ol
(3) o= I oyt oz aTer gl e,
ot que n 1<i<q 1 1 1 1

T=1im(3g™) (<€) N 3cX(E )) D 11im 0F(or \ A ro1s o Eor «
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Par polarité (1) et (2) équivalent &

(4) g, (x"~E )gh(-£ ) < V(& ) x ey s W € ([0 1]
n n

(5) CHx'HE ) =ch(E) < VE )W ey o W € o 1]
n nmn

Etude de (4)

Le second membre de (4) est 1'indicatrice de 1'intersection de deux ensembles
convexes de E' : la boule duale de centre O et de rayon a et un cOne convexe qui

contient V¢,

D'autre part, cette méme indicatrice est la régularisée s.c.i de sa res-
triction a4 1'ensemble des points extrémaux du convexe (compact) qu'elle dé&finit

(Théoréme de Krein-Milman).

I1 suffit donc pour vérifier (4) de se restreindre aux x' € E' qui sont

combinaison convexe d'un nombre fini de tels points extrémaux.

En vertu de 5.1 c¢), Z1 suffit donc de vérifier (4) sur 1'ensemble des
combinaisons linéaires finies de points exwtrémaux de la boule unité de (C[o1])'

qui_sont de la forme :

E(ti): x ﬁ’x(ti) s ti € [Ol].
Posons donc

(6) x!

zB.e..
1
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Pour que x' de la forme (6) appartienne 3 ag:(—gn), il faut et il suffit que

X'

= - % v, x!"+ I B.e(t,)
1€igk(n) -~ * 3 3

avec

> . . .
Y; 0, BJ et tJ quelconques

On vérifie alors en utilisant le fait que

) AT Xin + £ €EVy°
1€isk(n) n
que (4) est vérifié pour tout x' tel que
k']l =2|8, ]+ = Y; S Min (k’z)
1<i<k(n) 1<i<k (n)
c'est-3~dire que (t) a lieu si a peut 8tre choisi tel que
q

a < Min (A?).
<1<k (n)

Etude de (5)

On a
= . .
3cn(£n) ={x €E ; <x,yin> = <xo,yin> 1 £i < 4n)}
donc
<x LIB.y!™> si x' = z B.y!™
o’ i1 1<1<% (n) i’i

* 1y =
Faexce ) ) T

+° ginon.

D'ol l'on tire immédiatement que (5) est vérifié en choisissant

b £ Min wh.

1<isQ(n) *
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En raisonnant comme dans Laurent (1967), on montre qu'il existe n > O tel que
q q

Min wh
n, 1514 (n)

2

Min (AT >n
n, 1<i<k(n)

on en dé&duit que T-lim agz(—én) P s et T-lim 8c§(£n) 2 s, et que (sn) converge

fortement vers s.

5.3 - UN EXEMPLE DANS ¢ [01] (Laurent)

Soit E = 01[011, muni de la norme

v(x) = \)l(x)+\)2(x) s M>0

Vl(x) = Max _|x(t)|
t€[o1
vz(x) = Max |x(1>(t)|.

t€[o1

Soit X, (t ~ et , t € [01]) et V 1'ensemble des polynOmes de degré inférieur

ou égal a 1.

Soit £ = Vv, +€ V,. €_ > 0. On considére la suite des problémes [f ,V].
n 1 n2 n - n
Lorsque lim(en) = £ on peut montrer que les o, = u(fn,V) converge toujours
vers o(f,V).
Mais la condition suffisante pour que s, converge vers s (correspondant & la

formule (1)) du paragraphe précédent n'est vérifiée que si € # Lo ée-l) .

On vérifie d'ailleurs que si € = 1im(€n) = lo (2_1) , on a les situations

o n
suilvantes
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= & partir d'un certain rang dont les €, sont inférieurs 3 € alors les solu~-
tions uniques S, convergent vers une des solutions $, extrémité du segment §

des solutions [fE,V]_o

-~ & partir d'un certain rang En-z € ; les s, (uniques) converge vers 1'autre

extrémité s, du segment S(fE,V).

= il y a une infinité de €, au dessus et en dessous de ¢. Alors la suite

(sn) ne converge pas :

TTLEE<{SH}) =@
T;IEE({SH}) = s u s, ©S(f ,V).
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