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Introduction générale

Cette thése a pour objet de maniere générale I'optimisation du temps de recherche
d'une poursuite aléatoire d'une cible dans les sciences du vivant et de la matiéreDe
méme que les sytémes dynamiques déterministes présentent deux visages, l'un a temps
continu, l'autre a temps discret, les systemes dynamiques aléatoires admettent une version
a temps discret et une version a temps continu. Ici il s'agira essentiellement des processus
stochastiques markoviens a temps continu a une dimension. Les principes de la méca-
nigue nous enseignent que si une particule matérielle se meut dans un champ de forces,
I'avenir de la trajectoire ne dépend de la trajectoire passée que par la position et la vitesse
a l'instant présent. La notion de processus de Markov [29] est la transposition probabi-
liste de la méme idée. Un systéme dont I'évolution dépend du hasard est un processus
de Markov si la loi de probabilité qui gouverne les états futurs du systéme ne dépend du
passé que par I'état présent.

Que voulons-nous modéliser ? Essentiellement des problemes issus des sciences du vi-
vant et de la matiére. Ainsi, cette these a commencé par la tentative de réalisation de
nouveaux modeles sur la recherche d'un site cible spéci que sur I'ADN par une protéine
enzymatique dans le prolongement de mon stage réalisé au College de France. Il s'agit la
d'un probléme trés vaste et complexe qui touche essentiellement a la biologie moléculaire
au sein du noyau des cellules pour les eucaryotes ou directement dans le cytosol pour les
procaryotes. Résumons brievement le probleme. On s'intéresse a la cinétique de la réaction
entre une protéine enzymatique typiqguement un facteur de transcription ou un enzyme
de restriction et I'ADN. Le probléeme est décrit de la facon la plus générale possible. Et
les enjeux sont évidemment fondamentaux du point de vue biologique car ce probléme
est directement lié a la régulation de la synthése protéique par exemple c'est a dire au
contrdle de I'expression des génes. En e et, pour induire ou réprimer la synthése d'une
protéine, il est nécessaire que des protéines appelés facteurs de transcription activent des
séquences d'ADN de facon spéci que. Expérimentalement on constate de facon assez sur-
prenante que la cinétique de cette réaction est beaucoup plus rapide que celle réalisée par
une simple di usion. Dans l'expérience réalisé par Bustamante et ses collaborateurs [23]
a l'aide d'un Scanning Force Microscope (SFM) qui a l'avantage de pouvoir étre utilisé
directement dans les liquides, on peut visualiser directement le déplacement d'une E.coli

2La physique (du grec'A%9J-" ) est étymologiquement la science de la Nature. On peut rappeler
aussi qu'Aristote emploie indi éremment les notions de physique, de philosophie naturelle ou méme de
recherche sur la nature dans son +uvre "la Physique".

3Andrei Andreevich Markov (2 juin 1856 a Razian - 20 juillet 1922 a St Petersbourg) était un mathé-
maticien russe. Ses travaux sur la théorie des probabilités I'ont amené a mettre au point les chaines de
Markov qui I'ont rendu célébre. Ceux-ci représentent les prémices de la théorie du calcul stochastique.
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Introduction générale

polymerase par rapport a I'ADN qui est lui absorbé sur une surface de mica. On observe
alors que la protéine enzymatique alterne en gros deux sortes de mouvements : soit des
glissements di usifs a une dimension le long de I'ADN soit des excursions di usives a
3 dimensions dans la solution environnante. Récemment les experiences de Stanford ont
con rmé ces phénomeénes d'association-dissociation, et Slutsky [68] a rappelé que l'opti-
mum était réalisé quand la durée de chague phénoméne était égales. Rappelons en n que
Berg [20, 84] dans son article fondateur avait déja proposé un tel mécanisme et l'avait va-
lidé expérimentalement. Au niveau de la modélisation proprement dite de ce probleme en
particulier, on n'a pas proposé de nouveaux modeles par rapport a celui réalisé ens stage
de DEA. En revanche on a étendu ce phénoméme intermittent a plusieurs dimensions en
considérant cette fois un mouvement de "téléportation” (repositionnement aléatoire) . Ce
sera l'objet du chapitre 12 de la troisieme partie de ma thése.

Ensuite, a une toute autre échelle, nous nous sommes intéressés au comportement
général de recherche des animaux. Dans la nature, la capacité a pouvoir trouver de la
nourriture, et un partenaire pour se reproduire sont des taches de premiéres importances
pour la survie d'une espece. De maniére générale, nous nous intéresserons aux stratégies
de recherche intermittentes. En e et, le comportement de recherche de certains animaux
peut se décomposer en deux phases éléméntaires : une phase de déplacement rapide pour
aller d'un endroit a un autre et une phase de recherche proprement dite. En outre, la cible
sera considérée comme un objet immobile et di cile a trouver. Ce sont des restrictions tres
fortes gqu'il faut garder a I'esprit. Par ailleurs, dans toute la thése la phase de recherche sera
modélisée par un processus di usion au cours duquel I'espace est littéralement scanné par
le chercheur. L'utilisation de la di usion pour la modélisation en biologie et en écologie est
maintenant largement acceptée et validée au sein de la communauté scienti que [58, 19].
Parmi les parametres du modéle, la vitesse de la phase balistique et le coe cient de
di usion D de la phase de recherche ne sont pas aléatoires dans la nature, ils seront pris
comme xes. Les fréquences; ou les temps¢; passés dans chaque état varieront de facon
aléatoire suivant une loi de Poisson. La quantité physique la plus pertinente qui sera
calculée systématiquement dans nos di érents modeéles est le temps moyen de premier
passage en fonction des. Il représente la durée moyenne au bout de laquelle la cible est
atteinte pour la premiere fois. Il s'agira ensuite d'optimiser ce temps moyen de premier
passage en fonction des paramétres ce qui permettra de dé nir la stratégie optimale de
recherche si elle existe.

Cette question de l'optimisation des stratégies de recherche a été formalisée pour la
premiere fois par des mathématiciens au service de I'US-Navy au cours de la seconde guerre
mondiale : il s'agissait alors de localiser au plus vite les sous-marins ennemis [43, 73]. La
solution proposée consistait a déterminer la meilleure répartition spatiale des e orts de
recherche, compatible avec les données disponibles sur la répartition supposée des cibles
cherchées. Plus réecemment, des prolongements de ces méthodes ont été mis en +uvre
au cours d'opérations de sauvetage en mer par les garde-cotes américains. Cependant,
ces méthodes ne sont utiles que dans le cas ou I'on dispose d'informations a priori sur
la position de la cible. Dans le cas contraire ou aucune zone de recherche peut étre a
priori privilégiée, le chercheur doit choisir arbitrairement sa trajectoire. D'autre part, il
faut distinguer le cas ou le chercheur sait, au moins approximativement, ou se trouve la
cible et celui ou il n'a pas d'information sur sa position. Dans la premiere éventualite,
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I'optimisation du temps de recherche consiste a minimiser une fonctionnelle plus ou moins
complexe sous diverses contraintes dépendant spéci quement du systeme considéré. Ce
probleme classique de poursuite optimale a été étudié de longue date et a donné lieu
a de nombreux travaux [73, 43]. Les propriétés particulieres du chercheur et du milieu

y jouant un réle primordial, il n'y a pas lieu d'attendre des résultats généraux. Nous
avons choisi de nous intéresser au cas contraire ou la position de la cible est inconnue.
Le chercheur doit alors faire usage de dispositifs de détection, et choisir arbitrairement sa
trajectoire jusqu'au moment ou la cible sera a portée des détecteurs. L'e cacité de ses
choix ne peut alors s'évaluer qu'en introduisant des notions de probabilités. Le probléme
de recherche s'en trouve d'autant plus modi é que les détecteurs sont a courte portée, et
gue les déplacements arbitraires du chercheur risquent d'étre longs. La dynamique propre
au chercheur n'est plus seule en cause, mais aussi les détecteurs employées. Ceux-ci peuvent
présenter certains points communs. C'est ainsi que la détection, qui exige I'analyse des
données collectées, peut étre relativement lente par rapport aux déplacements dont le
chercheur est capable. Dans ce cas, celui-ci a intérét a ralentir ses mouvements pour
faciliter la détection, ou méme a adopter un comportement intermittent comme c'est le
cas chez certains animaux, alternant des phases de déplacement sans contrainte et des
phases de détection durant lesquelles le déplacement est lent ou nul.

Puis, nous étudierons de maniére systématique les processus de recherche intermittent
avec mémoire a une dimension. On prendra ainsi quelques modeles toujours trés simples
reposant sur l'alternance entre di érents régimes. Le chercheur reste des temps aléatoires
dans chacun des états et ne trouve la cible que dans I'un des régimes. Pour chaque modéle,
on calculera le temps de premier passage a la cible, et on essayera d'optimiser. On aura
alors une idée plus claire de I'avantage ou non a utiliser l'intermittence avec mémoire lors
de la recherche d'une cible.

Ensuite, dans une troisiéme partie nous envisagerons les processus de recherche inter-
mittent sans mémoire au travers de deux modeles a une dimension. Ces modéles trouvent
leur application dans la réactivité chimique ou le "chercheur" est une molécule qui n'a
evidemmment pas de "mémoire”. Nous nous intéresserons aussi a des propriétés de type
"premiere rencontre” qui constitue une premiere étape indispensable a la compréhension
de la cinétique de réactions limitées par la di usion. Nous présenterons dans cette par-
tie des résultats récents portant sur I'in uence du con nement sur ce type de propriétés
de rencontre entre partenaires de réaction. Jusqu'a présent, l'essentiel des résultats que
nous avons obtenus met en jeu un unique marcheur aléatoire qui évolue en milieu con né.
La question posée est la suivante : démarrant d'une partie de la surface du domaine de
con nement, combien de temps un marcheur aléatoire met-il pour revenir a cette méme
partie de la surface du domaine ? La réponse a cette question a récemment été appportée
dans le cas d'une marche de Pearsdnpar Blanco et Fournier [22]. Nous présenterons
dans cette partie les extensions que nous avons apportées a leur résultats. En n, nous
étudierons un processus de recherche intermittent combinant des phases de di usion et
de "téléportation” (repositionnement aléatoire) dans un systeme continu sphérique ca
dimensions et dans un réseau régulier . Le chercheur alternera des phases di usives, du-

4Une marche aléatoire de Pearson est dé nie comme une succession de trajectoires balistiques a vitesse
constante v, de durées exponentielles de fréquencedont la direction est réorientée aléatoirement.
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rant lesquelles les cibles peuvent étre découvertes, et des phases rapides (téléportation)
qui relocalisent aléatoirement le chercheur, mais qui ne permettent pas de détecter les
cibles. Nous montrerons que cette alternance peut étre favorable pour minimiser le temps
de premiére découverte, et que ce temps peut étre optimisé par un choix approprié des
temps d'attente de chague mouvement. La stratégie de recherche optimale sera explici-
tement obtenue dans le cas continu et le cas discret. Des arguments seront donnés pour
montrer que des mouvements intermittents beaucoup plus généraux ont des stratégies de
recherche intermittente ad dimensions. Ces résultats peuvent étre utiles dans le contexte
de la catalyse hétérogéne, ou dans de divers exemples biologiques de transport a travers
les pores membranaires.

Fig. 1 Dessin de Ricard Solé



Premiere partie

Recherche d'une cible cachee par des
animaux






Introduction a la premiere patrtie :
processus de recherche en biologie
comportementale

L'observation du monde animal d'un point de vue éthologique c'est a dire I'étude
scienti que du comportement des animaux dans leur milieu naturel, fait apparaitre que
le mouvement de certains animaux se réalise par intermittence avec des pauses allant
de la milliseconde a la minute. Un mouvement sera dit par intermittence quand la force
gu'exerce un animal pour se déplacer lui-méme est appliquée de facon discontinue et
gue les pauses durent assez longtemps par rapport a la durée d'un simple mouvement
cycligue des membres locomoteurs. Ce mouvement intermittent se trouve dans un trés
grand nombre d'espéces allant de simples protozoaires jusqu'aux mammiféres et dans
di érents milieux (aquatiques, terrestres ou aériens). Il intervient naturellement lorsqu'il
s'agit de rechercher de la nourriture, de poursuivre une proie, de rechercher un partenaire
pour la reproduction, de trouver un habitat, de fuir un prédateur, ou tout simplement de
se déplacer. Méme si a priori cela doit augmenter les dépenses énergétiques, cela permet
aux animaux qui ont ce type de comportement d'étre plus attentifs au milieu dans lequel
ils évoluent. Quand ils font des pauses, ils peuvent plus facilement repérer s' il y a des
proies ou des prédateurs présents. Un rouge-gorge par exemple traverse une pelouse en
une série de petites courses interrompues par des périodes sans mouvement apparent. Les
écureuils quand la chance nous est donnée d'en apercevoir semblent avoir ce méme type
de mouvements quand ils cherchent de la nourriture sur le sol. La liste des exemples est
longue [45, 25, 39, 56].

Cette premiere partie sera consacrée a un type de mouvement intermittent en particu-
lier, celui de la recherche de nourriture. Il s'agira de modéliser ce phénomene simplement
en calculant le temps moyen de premier passage d'un animal pour trouver une proie ou
de la nourriture immobile et cachée.

Rappelons tout d'abord qu'il existe d'autres modeles qui reposent notamment sur
des considérations énergétiques. Ainsi, en écologie comportementale, I'ensemble des re-
cherches liées a I'Optimal Foraging Theory est jusqu'a présent dominé par le théoreme
de la valeur marginale, énoncé par Eric Charnov en 1976 [24]. Il s'agit de déterminer les
stratégies comportementales optimales que devraient avoir adoptées les animaux au cours
de I'évolution, et en particulier le temps optimal d'exploitation des agrégats de ressources
disponibles dans I'environnement. Selon la théorie de I'évolution, le processus de sélection
naturelle favorise la subsistance des organismes les mieux adaptés a leur environnement.
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Or I'aptitude darwinienne d'un animal s'apprécie principalement via sa capacité a trans-
mettre son patrimoine génétique aux générations futures. Il est donc conjecturé qu'au
cours de I'évolution, I'animal a adopté un comportement optimal dans son environne-
ment naturel. A n de corroborer cette hypothese, les écoéthologues recherchent quel est
le meilleur compromis entre d'une part, la consommation d'énergie et la prise de risques,
et d'autre part, I'e cacité du comportement. Cette problématique est a l'origine de I'Op-
timal Foraging Theory. Désormais classique, le modéle théorique de Charnov mene a des
prédictions cohérentes en ce sens qu'elles correspondent a l'intuition et de surcroit aux
observations expérimentales. Bien que les prédictions auxquelles ce modéle conduit soient
le plus souvent véri ées chez des animaux aussi di érents gqu'invertébrés, oiseaux, reptiles,
et méme mammiféres, sa valeur n'est qu'heuristique. En e et, il repose sur quelques hy-
pothéses contraignantes. D'une part il s'agit d'un individu isolé. Aucune concurrence avec
ses congéneres n'est pris en compte. D'autre part il est supposé I'omniscience de l'animal
c'est a dire la connaissance des distributions spatiales et qualitatives des ressources dans
I'environnement ce qui n'est pas vraiment plausible. Ainsi les contestations et les critiques
ne manqguent pas [61]. En e et, la détermination de ce que la sélection naturelle maxi-
mise vraiment n'est pas évidente. Les animaux ne sont pas manufacturés. Les stratégies
optimales peuvent étre inaccessibles. Les tests et les hypothéses n'ont pas été clairement
véri ées. Et en n la valeur heuristique est discutable...

Beaucoup de modeles ont été proposés pour étudier le comportement de recherche des
animaux [72, 8, 4, 5, 34, 44, 55, 60, 31]. Mais plus récemment un autre type de modeles
de comportements optimaux de recherche reposant sur des vols de Lévy a été développé
par Wiswanathan [76, 77, 78, 79, 80, 81, 49, 7, 62]. lls considérent une distribution de
cibles aléatoires et un chercheur aléatoire (a un état) qui réalise une marche de type Lévy.
Plus précisément, les regles du modele sont les suivantes. Le chercheur commence par
choisir au hasard une direction. Il réalise alors un vol balistique dont la longuelrest
choisie selon une loi de Lévy () = 1=I". Les deux éventualités suivantes sont alors a
considérer : ou bien une cible est rencontrée au cours de cette étape balistique, auquel cas
le marcheur interrompt sa phase balistique au moment de la rencontre ; ou alors aucune
cible n'est rencontrée, et cette fois le marcheur réalise cette étape balistique en entier. Les
auteurs se sont alors intéressés a l'e cacité de ce processus de recherche, dé nie comme
le nombre moyen de cibles détectées par unité de temps. Plus précisément, il s'agit de
savoir s'il est possible d'optimiser I'e cacité de la recherche par rapport au parametre
de la loi de Lévy. En fait, Viswanathanet coll. ont été amenés a considérer deux types
de recherche di érentes. Le premier cas correspond a une recherche dite non destruc-
tive , ce qui signi e qu'une cible détectée réapparait a la méme position apres la visite
du chercheur. Cette situation peut étre adaptée a la description de cibles générées a un
taux régulier, mais elle n'est absolument pas pertinente du point de vue de la question
de déterminer la stratégie optimale pour retrouver un objet caché . Dans ce cas, les
auteurs ont montré que! % 2 correspondait a la marche de Lévy la plus e cace. Le
second cas correspond a une recherche dite destructive , ce qui signie qu'une cible
détectée disparait apres la visite du chercheur. Cette situation est bien la situation per-
tinente du point de vue de la question qui nous intéresse ici de l'optimisation du taux
de rencontre avec des cibles cachées. Dans ce second cas, les auteurs ont montré que la
stratégie optimale n'est pas une marche de Lévy, mais en fait une simple trajectoire ba-
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listigue entre deux cibles consécutives (ce qui correspond & 1). Finalement, dans la
situation qui nous intéresse de I'optimisation du temps de rencontre avec une cible cachée,
si le chercheur est capable de chercher en méme temps qu'il se déplace, la stratégie de
recherche optimale est en fait une stratégie purement balistique. La question que nous
posons ici est la suivante : que se passe-t-il si le chercheur ne peut pas chercher en méme
temps qu'il se déplace ? Cette situation est physiquement trés importante, sachant que
bien souvent le mouvement dégrade signi cativement la perception et que, par ailleurs,
certaines recherches sont intrinsequement2aétats.

A I'échelle macroscopique, nous observons donc dans le cas de nombreuses especes
des stratégies de recherche intermittentes. Ce mouvement saltatoire est caractérisé par les
observations expérimentales suivantes :

Ces animaux manifestent une alternance entre des phases de déplacement et des

phases quali és de "stationnaires". Ces phases stationnaires sont décrites comme

des phases ou l'animal se déplace peu et qui permettent la détection des proies. La

nature précise de ces phases n'a cependant pas été élucidée.

Les durées de ces phases varient notablement d'une espéce a l'autre

Il semble exister une corrélation entre les temps passés dans chacune de ces phases.
Nous allons donc proposer un modéle stochastique tres simple, visant a rendre compte de
ces observations expérimentales, inexpliquées jusque la.



Introduction a la premiére partie : processus de recherche en biologie comportementale
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Chapitre 1

Modele et équations
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1.1 Introduction

Chercher un objet situé aléatoirement est une des taches les plus fréquentes pour les
organismes vivants, qu'ils'agissent de nourriture, d'un partenaire sexuel pour la reproduc-
tion ou d'un abri. Dans ces exemples, le temps de recherche est généralement un facteur
limitant qui doit étre optimisé pour la survie de I'espéce. La question de la détermination
de l'e cacité d'un comportement de recherche est ainsi un probleme crucial d'écologie
comportementale qui a inspiré de nombreux travaux expérimentaux et théoriques . Cela
releve aussi de plus larges domaines comme la théorie des processus stochastiques, de
mathématiques appliqués, et de biologie moléculaire.

De nombreuses études d'animaux cherchant de la nourriture pour un grand nombre
d'especes ont montré qu'un mouvement intermittent est communément observé et que les
durées de recherche et de déplacement varient grandement. Ce mouvement intermittent,
parfois quali é de saltatoire, est facilement compréhensible dans le cas de cibles di ciles a
détecter et peu abondantes. Et puisqu'un mouvement trop rapide altére signi cativemnt
ses capacités de perception, I'animal doir chercher lentement. Puis, il se déplace rapide-
ment pour pouvoir explorer un nouvel espace et cherche lentement encore. Et ainsi de
suite...

Dans la suite, nous supposerons donc que le chercheur peut avoir alternativement deux
attitudes distinctes (voir g. 1) :

- une phase de recherche minutieuse durant laquelle le chercheur explore son voisinage
immeédiat avec ses organes sensorielles. Cette phase sera modélisée par un "lent” mouve-
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Chapitre 1. Modele et équations

ment di usif c'est a dire une marche aléatoire continue avec un coe cient de di usiorD.
La cible est trouvée quand le mouvement atteint la location de la cible pour la premiere
fois.

- une phase de déplacement durant laquelle le chercheur se déplace "rapidement” et
ou il est incapable de détecter une cible.

Ensuite, nous supposerons que le chercheur peut passer d'un état a un autre aléatoire-
ment avec un taux par unité de temps i, et que les proies sont immobiles et distribuées
aléatoirement avec une densité uniforme.

Fig. 1.1 Un modele a deux états du comportement de recherche des animaux

Dans un premier temps, nous introduirons la notion fondamentale de temps de premier
passage, puis nous présenterons plus en détail notre modele.

1.2 Temps moyen de premier passage

1.2.1 Equation de Chapman-Kolmogorov vers le passé

Il sera utilisé des modeles faisant intervenir des processus de Markov c'est-a-dire qu'il
sera considéré que l'avenir des processus ne dépend pas de tout le passé mais seulement du
présent. Chaque état dure un temps aléatoire suivant une loi de Poisson. Il faut rappeler
en outre qu'il sera adopté une approche continue du probleme. Il s'agit maintenant de
montrer qu'en partant de I'équation di érentielle de Chapman® - Kolmogorov ® vers le

5Sydney Chapman (29 juin 1888 a Eccles - 16 juin 1970 & Boulder) est un mathématicien anglais. Il a
travaillé sur la théorie cinétique des gaz, en météorologie, en géomagnétisme, en physique ionosphérique
et en aréonomie.

6Andrei Nikolaievich Kolmogorov (25 avril 1903 & Tambov - 20 octobre 1987 a Moscou) est un mathé-
maticien russe dont les apports en mathématiques sont considérables. Les physiciens le connaissent pour
sa contribution fondamentale en hydrodynamique (1941), et pour le fameux théoréme KAM (1954) qui
établit la stabilité des orbites quasipériodiques d'un mouvement conservatif classique par perturbations.
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1.2. Temps moyen de premier passage

passé ou "rétrograde" qui joue un réle fondamental dans I'utilisation des processus de
Markov, il peut étre obtenu le temps moyen de premiére atteinte.

Soit p(+;i;tjr%j;t = 0) une densité de probabilité de transition, I'équation de Chapman-
Kolmogorov vers le passé s'écrit de maniére générale :

terme de di usion, et d'entrainement

} {
it =0)= D1 EE IR =0+ AT pr UL =0)

+  [p(&k;tjr%jit =0) i p(+i;tjrjt = 0)] W, (1.1)
|k {z }

terme de sauts

Il est & noter que les opérateurs mathématiquers;‘;) et r -, agissent sur la variabler®
de "départ" d'ou l'expression "vers le passé" ou "rétrograde”.

Soit < tjr%i; 0> le temps moyen premiéere atteinte de la cible :

xn Z z +1
<tjr%i;0>= df p(¥;i;tjrSj; 0)dt (1.2)

j=1 0

En intégrant I'équation (18) par rapport at entret=0 ett =+ 1 ,
en supposant quetllir;nl p(t;i;tjr%j; 0) = 0, et puisquep(t;i; Ojf%j; 0) = & H+i 79,
il est obtenu : |

i & Hri M= ng(i)P(f;ijro,j; 0)+ Ajr P (%ijr%j; 0)

£ [P(EK 0)i P(£ijre ) )Wy (1.3)
k

R, o
oUP(ijf%j; 0)= , p(+i;tjrdj; O)dt

En intégrant I'équation (20) par rapport * :

X
i &y = Dyr ZP(ijr0j; 0)+ Ajr P (ijr%); 0)+  [P(Kir%j; 0)i P(ijroj; 0)Wy (1.4)
k

N .. . R+1 .. .
ouP(ijrej; 0)= ,* P(#ijr%j; 0)dt

En n en sommant suri cette expression, nous aboutissons a :
X
i 1=Djr Z<tjr%j; 0> +Ajr ,<tjr%j; 0>+  [<tjrok;0> | <tjro%j; 0>]W
k
(1.5)
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Chapitre 1. Modele et équations

Nous disposons donc maintenant d'une équation faisant intervenir le temps moyen de
premiére atteinte.

X
LY t(xo;i0) + vigt(Xori0) i t(Xes1)] =i 1 (1.6)
i
ou LiyO = D@y + v@ et , i, est le taux de transition d'un régimeip a un régimei.
conditions aux limites :t(Xp;ig) =0 siXxg=0 etig=1

1.2.2 Calcul du temps moyen de premier passage dans des cas
tres simples
Pour se familiariser avec la notion de temps moyen de premier passage, voyons ce que
cela donne dans des cas trés simples :

S'il y a seulement un chercheur qui di use alors I'équation de Chapman-Kolmogorov
vers le passé se réduit a :

d2
Dwt(x) =il 2.7)

donc

2
t(x) = | ;—D +AX+ B (1.8)

Avec deux bords absorbants i.et(0) = t(L), nous avons :
1
t(x) = 5X(L| X) (2.9)

Apres moyenne sur la position :
Z
171 L2
<t>= — —Xx(Lj X)dx= — 1.10
L , (Li x) 10 (1.10)
Avec un bord absorbant et un bord ré échissant i.et(0) = 0 et dixt(x)szL, il en
résulte :

1
t(x) = EX(ZLj X) (2.12)
Aprés moyenne sur la position :
z
171 L2
<t>= — —X((2L j x)dx = — 1.12
L, 2pX@Li X)dx= 35 (1.12)

Il peut arriver qu'un chercheur commencant erx = % par exemple aille d'abord vers
L puis reparte en arriére avant d'atteindre sa cible ex = 0. Des événements comme
celui-la rallonge le temps moyen de premier passage. Ainsi, le temps moyen de premier
passage dans ce cas est quatre fois plus long que précédemment.
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1.3. Modéle balistique-di usif avec mémoire a une dimension

Ces résultats donnent graphiqguement :

I

— avec deuxbords ab®rbants
—— avec tn bord absorbant etun bord r! fl! chissant

tx) [

Fig. 1.2 Représentation graphique du temps moyen de premier passage

1.3 Modele balistique-di usif avec mémoire a une di-
mension

Nous présentons ici un modéle idéaliste a une dimension décrivant approximativement
le processus de recherche intermittent des animaux.

Considérons dans un premier temps un segment de longuéuravec des bords ré é-
chissants.

—
o
.
=R
—
¢

—

Fig. 1.3 Représentation schématique du modele

La position du chercheur le long du segment est noté par Le chercheur peut adopter
deux régimes dynamiques di érents indexés par=1 ou 2 :
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Chapitre 1. Modele et équations

-Pendant le régimel, le chercheur réalise un simple processus de diusion ou un
mouvement brownien avec une constante de di usioD, modélisant la phase de recherche
intensive et de faible déplacement. Dans ce régime, la cible (nourriture) est découverte
lors du premier passage du chercheur a cette position.

-Pendant le régime2, le chercheur réalise un mouvement balistique avec une vitesse
constantev.

L'utilisation du mouvement Brownien ” pour modéliser la phase de recherche est jus-
ti ée par le fait que la cible est dicile & trouver. De méme, le mouvement balistique
est aussi utilisé dans un souci de simplicité. Des modeéles plus sophistiqués peuvent étre
envisagés mais cela ne changera pas qualitativement nos conclusions.

Les durées successives de chaque réginsent supposées étre des variables stochas-
tiques indépendantesT; :

ProT >t)= € '=¢« (1.13)

. i peut étre vue comme un taux de transition d'un régime a un autreg; est la durée
moyenne d'un de ces régimes.

Quant a la cible, elle est supposée ponctuelle et localiséexen 0.

Nous calculons maintenant analytiquement le temps moyen de premier passage.

En utilisant I'équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé, on obtient :

D%+ LItc3)i toe D= 1 (1.14)
e CEIRCE R (1.15)
D@Dy oo we2)= i1 (L.16)
R R (IR EE (1.17)

Les conditions aux limites s'écrivent alors :
Nous avons un point absorbant en 0t(0;1) =0 et t(0;2) =0

et des bords ré échissants en O dt :
3 pour les états di usifs cela entraine

@€x; 1) -
3 @x - X=L O
@€x;2) _
@x X=L - O

’On attribue traditionnellement l'observation de ce mouvement pour la premiére fois au botaniste
Robert Brown (21 décembre 1773 a Montrose - 10 juin 1858 a Londres) etB27. Il observait alors au
microscope le mouvemenent erratique des grains de pollen en suspension dans I'eau, qui ne sont soumis
a aucune autre interaction que des chocs avec les petites molécules du uide environnant. On trouve
cependant une descrition détaillée de ce mouvement dés 1785 par le hollandais Jan Ingenhousz alors qu'il
observait le mouvement irrégulier de la poudre de charbon de bois a la surface d'une solution alcoolique.
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1.3. Modéle balistique-di usif avec mémoire a une dimension

@fx;1) =0

3 @x - x=0
@€x;2) —
@x o 0

et pou(r) les états balistiques t(L; 3) = t(L; 4) et t(0; 3) = t(0;4)

Un modeéle similaire mais plus simple considere une particule qui se déplace sur un
cercle de longueur, en alternant un mouvement di usif (phase 1) et un mouvement
de vitesse constanter (phase 2). La cible est placée en un poir® du cercle, origine
des coordonnées curvilignes. Ce modele peut évidemment représenter I'évolution d'une
particule dans un réseau unidimensionnel de cibles régulierement espacées.

Fig. 1.4 Représentation schématique du modéle

L'équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé donne plus simplement :

D%+ At 2) 0 ] =0 1 (1.18)
;2
e R IR CTIREE! (119)
et cela revient avec les conditions aux limites périodiques a :
t(0;1) =0
t(L;1)=0

t(0;2) = t(L; 2)
La résolution détaillée de ce probléme est étudiée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Résolution du modele balistique-di usif
avec memoire

Sommaire
2.1 Calcul du temps moyen de premier passage . . ... ... 19

2.2 Moyenne sur la position du temps moyen de premier pas-

sage

2.1 Calcul du temps moyen de premier passage

Le systeme d'équations di érentielles (1.18) s'écrit sous forme matricielle, en prenant

t(x;3) = Lt(x; 1) :

0 1 0 10 1 1
d t(x; 1) 0 0 1 t(x; 1) 0
—@yx;2)A=@;2 2 0AQ@Qtx2)A+@ ;LA (2.1)
t(x; 3) 5 195 O t(x; 3) i %
Il peut étre facilement résolu :
8
_ + D 1
3t(x;1) = C1e™ + Cre* + Cy+ 2= lv’z(%i X) + -
3 1(%2) = 2C1€™ + 2Coe* + Cy+ 252(-20 § X) (2.2)
L t(x;3) = ®CE™ + ToeX | A
q 2 q 2
avec®= (-2 + :2+d4g)et” = i(2) 3+4%)
Les conditions aux limites périodiques sont :
8
21(0;1)=0
L 1)=0 (2.3)

" 1(0;2) = t(L; 2)
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Chapitre 2. Résolution du modele balistique-di usif avec mémoire

Aprés quelques calculs on trouve :

5 -
Cl—(_+_)|— | =17 &t

s 1
— 1 1
(_+ ) ®1 “1jel

(2.4)

- cs- (Ci+ C) | (1+ 1) 1
d'ou
t, 1| g™ 1| e 1+ oX
tG1) = =t | @& 1727 (25
+ L 1i 2 1 g®x _efx + X 1
tX;Z :51 32_ 2 \ (@2 . >1 >2_. _ 2.6
0i2) 21,2 i®[_ 1j e ' 1I e‘L Ji aov (2.6)
avec®= (-2 + 2+4g2)et” = 1(2 3+43)

2.2 Moyenne sur la position du temps moyen de pre-
mier passage

o 1+, 1 e i1 ®21i eﬁL‘L.l 1 2L
<t>= t(x; 1)dx = 2 — oL - 2.7
0 D L1,2 i ®[_ 1 eot ! 1j et li .1 @)
- - . Ve ’ - q Y
Dans la limite de basse densité dé nie pak >> 12; %,
L, 1 1 2+2
<t>= E( + )p" = (2.8)

L1860 L2800 2 %+4¢
oug¢ = \5’—2 et 1 la densité de cibles. Nous remarquons la dépendance linéaireLefia
distance typique entre les cibles). Cette stratégie est plus e cace qu'une simple di usion
qui évoluerait enL?.
En variables adimensionnées, (2.8) s'écrit :

<t> L X+Y., X2+2Y
— = o—( P (2.9)
é 2ve Y X2+4Y

ouX = % = %1 ety = L = f— sont les variables adimensionnées des temps.

s 2¢
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Optimisation du temps moyen de
premier passage
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3.1 Introduction

C'est la partie la plus di cile et la plus technique de notre modélisation. Une premiere
approche peut étre basée sur une analyse par loi d'échelles, mais elle ne renseigne pas sur
les comportements asymptotiques. L'étude compléete qui fait intervenir les courbes de
niveaux est donnée dans ce chapitre.

3.2 Etude du temps moyen de premier passage avec des
courbes de niveau

Avec les notations précédentes, le temps moyen de recherehie> est donné par

<t> L X+Y nX2+2Y . L

= I ——— 3.1
DR AR Y G0
En introduisant une nouvelle variableu = é nous obtenons :
u+2yY
1+ U)p—-—= 3.2
LT (3.2

ce qui permet d'exprimerX et Y en fonction deu et C
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v= 2P s Ve (3.3)
2 — —
X =uy = S0 T I+ DiE 1l (3.4)
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3.2. Etude du temps moyen de premier passage avec des courbes de niveau

1.6 - \\\
\
1.4] \

1.2

08l | /
0.6 [/
0.4/

0.2+

0 02 04 06 08 1 12 14

X

Fig. 3.1 Courbes de niveaux du temps moyen de recherche. Courbe rouge plai@e= 3.
Courbe bleue haché€ =2:5

avec

(3.5)

Courbes de niveaux

Il est maintenant facile d'obtenir les courbes de niveaux du temps moyen de recherche
dans le plan(X;Y ) correspondant a une valeur donnée dé : X et Y sont donnés par
(3.3,3.4) et 3.5 en tant que fonction paramétrées par, avecu 2 [0;Cj 1]. Quandu! 0,
X etY tendent versOet 5! 0:la courbe est tangente a I'ax¢Ox). Quandu! Cj 1,
X etY tendentversOet-! Cji 1

On voit que pour une valeur donnée de, X et Y augmentent avecC et l'intervalle
[0;C i 1] des valeurs possibles de augmentent avedC si bien que la ligne de contouy
correspondant a une valeur d&€ est contenue a l'intérieur de n'importe quelle ligne de
contour j ¢ tel que C°>C.

Valeurs maximum de X et Y
Il est clair que pour une valeur donnée d€, X et Y ont pour valeurs maximales
respectivesX , et Y, . A partir de (3.3,3.4,3.5), nous trouvons que

dy 1 P 2i C ’

- — = 2 - .

a4 SoHHT 1].ﬂ87u T 7HHi C

dX 1 P_——— WP+ Cl¥j 2C ’
- = 2 . n .
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Chapitre 3. Optimisation du temps moyen de premier passage

A partir de ces expressions, nous pouvons montrer qd¥=du et dY =du s'annulent pour
u = u; et u = up, respectivement,u; et u, étant des valeurs déterminées d®;C j 1],
correspondantes aux maxima d& et Y.

Courbes de X maximum

Si dX=du = 0, nous voyons a partir de (3.6) que

p_.
200+ T2 1 C 28 1
c= MW+ Wi h o =C s Wigd) 3.7)
2i WHi Q1) H 2i WHi Q1)

En insérant I'expression deu dans (3.3,3.4), nous obtenons I'équation de la courbe e
maximum, parametrée aveq 2 [1;1 ] :

2 3=2 Ht Uzl 1 2 5=2 Q-+ pu\zl 1
Y=(Wi 1) —P= X =2(1ri 1) : —P——=- (3.8)
27 MM D) 27 p(ui i 1)]
On voit que sip! 1, ce qui correspond a1! 0,ouX ¢ Y, alors
B Tas
X
Y — :
> 5 (3.9)
alorsque sip!l ,alorsu!l , X A Y et
H 3ﬂ 1=3
Y » 2 X 2= (3.10)

Temps de recherche optimal avec  ¢; minimum

Nous avons montré que la plus petite valeur du temps moyen de recherche g%t
obtenue quandC =1, correspondant aX = Y =0, ou¢; = ¢» =0 : ce n'est clairement
pas une condition réaliste, puisque, pratiquement, le chercheur ne peut pas réaliser des
oscillations in niment rapides entre les phases 1 et 2! En fait, il est raisonnable de supposer
gue le chercheur a besoin d'un temps minimurg,,, Si bien que la durée moyenne de
la phase 1,¢;, devrait étre au moins ¢, . Alors, la plus petite valeur accessible d€
corresponds a une courbe de niveaw pour laquelle la valeur maximum dexX estX,, =
éam=¢. Ainsi, nous obtenons la condition optimale :

X =Xm; Y » CX® (3.11)

C et ® étant donnés par (3.9) or (3.10), ce qui est en bon accord avec les données
expérimentales pour une grande classe d'animaux cherchant de la nourriture.

Cependant, il peut étre remarqué que la phase 2, correspondante a un mouvement
rapide balistique devrait aussi avoir une durée minimurg,, Nécessaire pour que le cher-
cheur realise de meilleures performances physiques.

Temps de recherche optimal avec ¢, minimum

Pour discuter de cette nouvelle situation, nous devons considérer les courbesyde
maximum.
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SidY=du = 0, nous voyons a partir de (3.6) que

P
2(11 + 2 1 2 . 1
c= Kl p M ) ety= M1 (3.12)
1+p i1 1+ il
Par (3.3) et (3.12), nous obtenons les équations pour la courbe demaximum :
1.2 3—2“+puzi1 1.2 5=2 u+pu2i1
Y= (i 1) "—p—— et X = (1 1) B 3.13
S0P 1) v R T S0 1) L+ 1p (3.13)
a partir de laquelle on peut voir que spu! 1, alorsu! 0, X ¢ Y et
Y » 20 25X 3% (3.14)
etsip!l ,alorsu! 1, et
Y » X (3.15)

Si nous voulons optimiser le temps de recherche avec la condition que Yy, = ¢éom=¢ (et
pas de condition surX ), nous devons choisiC de telle maniére que la valeur maximum
de Y sur la courbe de niveau correspondante est jusggn=¢, et nous obtenons les lois
d'échelle (3.14,3.15), ave¥ = Y.

Temps optimal de recherche : cas général

En fait, il semble raisonnable d'optimiser le temps de recherche avec les deux conditions
x, 4my, en (3.16)

¢ ¢

Alors, nous devons considérer plusieurs situations, dépendant des valeurs respectives

et ¢om. Evidemment, il est tres di cile de savoir ces valeurs pour les animaux. Néanmoins,

nous pouvons remarquer que le temps minimug,, nécessaire pour la phase de recherche

- laquelle nécessite d'analyser l'information contenue dans les signaux faibles ou intriqués

fournis par les récepteurs - devrait probablement étre plus grand gug, dans la phase

de déplacement. Ainsi, nous supposerons que

dm , éam (3.17)

Alors, la valeur minimum de C correspond a une courbe de niveauc qui est tangente
a la frontiere de la région permiseX , ém=¢; Y., <éam=¢) OU qui passe par un point
(Xm; Ym). Mais le point de contact ne peut pas étre un point d& maximum, donné par
(3.13), parce que pour ces points) = X=Y est toujours plus petit que 1, par (3.12).

Finalement, si le point de contact dej . avec la ligneX = ¢n,n=¢ corresponds a
U= U, ém=ém, alors la valeur optimale du temps de recherche apparait por =
Xm = éam=¢; Y= Y = éom=¢ : le chercheur devrait passer d'une phase a l'autre aussi
frequemment que possible. A partir de (3.7), cette situation arrive quand le parametge
satisfait l'inégalité ,

2Wig)  am X (3.18)

2i MHi i 1) em  Ym

25



Chapitre 3. Optimisation du temps moyen de premier passage

Utilisant (3.3,3.4) et (3.6), lI'inégalité (3.15) peut étre écrite
AY2(1+ Un) i 2YmUn(1+2uy)j ud, O (3.19)

Ainsi, dans la région (A) du quart positif du plan(X; Yn) ou (3.19) est valable, la valeur
minimal du temps moyen de recherche est obtenue podr= X, et Y = Y,,, et aucune
loi d'échelle ne devrait étre valable. Au contraire, dans la région complémentaire (B) du
guart positif du plan, la valeur minimal du temps de recherche est obtenue poMr = X,
etY d'aprés (3.9) et (3.10), dépendantst A X ouY ¢ X.On peut noter que la courbe

i séparant les régions (A) et (B) satisfait les équations

= 4(1‘1 Gl 2u P ITBu@ 0] u= x=v (3.20)
A1+|O§ o=
, Si bien que, quandu! 0, X etY ! 0, avecY » > X ,etquandu!l X
My T 1. P—
etY!1l ,avecY » > .Quandu=1,X =Y = §[3+ 17]%.0:89

La région (B), ou les lois d'échelle tiennent, se trouve a l'intérieur de. Si la condition
heuristique mais raisonnable (3.14Y,, - X, est satisfaite, tous les point¢X,; Yn) sont
dans (B) pour X, - 0:89et la loi d'échelle (3.9) est valable.

Par ailleurs, pourX,, , 0:89, la loi d'échelle (3.10) est seulement justi ée X ; Ym)
se trouve dans la région (B), i.e. Si, poukKm A 1, Yn - (Xm=2)2, lequel est considéra-
blement plus fort que (3.14).

Apres quelques calculs, nous montrons qu'il y a un seul minimum quand

s Imax (3.21)

sg:1+65:23:1i ?:0 (322)
En écrivant (, »¢) ¥4 C(, 1¢)°, une simple analyse des lois d'échelles montre que I'équa-
tion donne deux di érents régimes :
si ,1¢ ¢ 1(regime S), nous trouvons

,15 Imax (323)
2

2 Ya(—)
(&

NI .

W=

2

.3 (3.24)

et le prédateur passe plus de temps a chercher qu'a se déplacer.
si ,1¢ A 1 (regime M), nous avons

s 17, 1max (3.25)
3

8.1 2
2 Ya(5)5. 1 (3.26)
¢
et le chercheur passe plus de temps a se déplacer qu' a chercher.
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3.2. Etude du temps moyen de premier passage avec des courbes de niveau

Nous aboutissons a deux lois d'échelle dépendant de et de , , avec des exposants

tres proches et 3 La valeur seuil 1 a la signi cation d'une Ilmlte de recouvrement :

¢ est la duree pour laquelle la distance limite couverte est la méme pour les états

et 2. La condition de non recouvrement est déterminée en formant le rappodrtde la
IongueHr scannée en phase de recherche sur la distance couverte en phase de déplacement

Yo= 2 . Dans le régime St (, 1(,)6 < letilny a pas de recouvrement. Il est

\

remarquable gue dans ce régimé;peut étre petit, ce qui veut dire que l'espace scanné
n'est pas connexe mais laisse des trous d'espace non visités. En revanche, dans le régime
M, nous avons¥at (, 15,)% > 1 et un recouvrement peut arriver, ce qui semble contre
intuitif pour une exploration optimale. Néanmoins la puissances assure quésn‘est jamais

plus grand quel et la trajectoire optimale explore toujours des espaces non scannés de
taille signi cative.
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Chapitre 4

Application aux animaux
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4.1 Analyse des données expérimentales et comparai-
son avec les predictions theoriques

De nombreuses études sur le comportement des animaux ont montré que le comporte-
ment intermittent apparaissait sous di érentes formes et chez beaucoup d'espéces. Dans
cette section nous allons analyser les données expérimentales issues d'O'Rrieal. [56],
et Kramer et al. [45]. Ces études fournissent la durée moyenne (et donc son inverse le
taux) des phases de recherche et de déplacement pour 18 espéces di érentes incluant des
poissons planctonivores [56], des oiseaux se nourrissant sur le sol [25], des lézards [39] qui
utilisent tous une stratégie de recherche intermittente. Les taux correspondants vont
de 0.1 a 100 Hz sans corrélation systématique avec la taille des animaux. Nous supposons
gue toutes ces espéces adoptent la stratégie optimale obtenue dans le cadre du modéle
stochastique exposé précédemment. Cette hypothése forte repose sur 'idée que I'évolution
a eu tendance a sélectionner les comportements de recherche optimaux de ces animaux
(pour autant qu'ils soient décrits par le modéle stochastique décrit ici!). On peut alors
obtenir a partir de la relation optimale 3.22) et des fréquences mesurées le temps ca-
ractéristique inconnu¢,. De maniére assez inattendue, il se trouve que I'histogramme de
log(¢), représenté sur la gure (4.1), a la forme d'une distribution bimodale. Le premier
pic (autour det = 0:1s.) correspond a des chercheurs dans le régiSiect le deuxieme pic
(autour det = 25 s.) a des chercheurs dans le réginv. Un résultat surprenant est qu'en
fait les animaux représentés par le pic de gauche sont ceux appartenant au gro8pe ni
précédemment, passant plus de temps a chercher qu'a se déplacer. Alternativement, le pic
de droite correspond a I'ensemble des animaux, noté précédemment, passant plus de
temps a se déplacer qu'a chercher. Finalemehbg(¢) prend essentiellement deux valeurs,
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Chapitre 4. Application aux animaux

et est grossiérement constant pour chacun des deux ensembles d'anim@ust M .

Log t distribution (extended set)
T R T

o
IS
T
|

o
)
T
|

Normalized number of events

Fig. 4.1 Histogramme des valeurs déog(¢) pour les animaux au comportement salta-
toire. Le premier pic autour de 0.1 s corresponds aux animaux appartenant au groupe S.
Le second pic autour de 25 s corresponds aux animaux appartenant au groupe M.

La deuxieme gure est la représentation graphique en log-log des donnéeset |, ,
des setsS et M. Les deux sets sont fortements corrélés avec un coe cient de corrélation
r > 0:9 comme le montre les régressions linéaires. En outre, leur pente sont en bon accord
avec nos prédictions théoriques a savogr pour M (pente expérimentale :0:7 § 0:1) et %
pour S (pente expérimentale 0:6 8 0:1). L'accord quantitatif est donc raisonnablement
bon. Ce bon agrément suggere que de nombreuses especes minimisent leur temps de
recherche de nourriture selon la stratégie intermittente décrite par notre modéle et met
en avant l'idée que la cinétique des trajectoires est un facteur prédominant optimisé par
la sélection naturelle.

30



4.2. Conclusion

SetM
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Fig. 4.2 Courbes log-log de la fréquence expérimentalg en fonction de la fréquence
expérimentalef ; : en haut les animaux du groupé et en bas les animaux du group# .
Chaque point correspond a un animal di érent. Les droites sont les régressions linéaires
des points expérimentaux.

4.2 Conclusion

Nous avons vu qu'il existe de nombreux modeéles étudiant le comportement de re-
cherche de nourriture des animaux. Les premiers étaient basés sur le théoreme de la
valeur marginale de Charnov (1976) en prenant en compte le gain net d'énergie, la prise
de risque et I'e cacité du comportement. Cette approche, cependant, met en jeu des
caractéristiques spéci ques de chaque espéece et ne permet guére d'obtenir des résultats
généraux. Plus récemment, il y a eu la publication de plusieurs articles s'appuyant sur
des vols de Lévy donnant des résultats généraux mais de portée limitée : les stratégies de
Lévy ne sont optimales que dans le cas tres arti ciel de cibles "revisitables”, c'est a dire
qui sont régénérées au méme endroit apres avoir été visitées par le chercheur.

Les travaux présentés ici sont une alternative aux approches précédentes. Dans cette
section nous nous sommes posés la question de déterminer la stratégie la plus rapide pour
trouver une cible. Cette question d'intérét général a été abordée dans le cas d'animaux
cherchant leur nourriture, pour lequel de nombreuses données numeériques sont disponibles.
Nous avons proposé et résolu un modele stochastique a deux états de la recherche de cible,
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basée sur une modélisation du mécanisme de perception par de la di usion. Ce modele
fournit une relation en lois de puissance entre les temps caractéristiques passés dans chaque
état qui s'accorde bien avec les résultats expérimentaux. Notre modéle suggere qu'au cours
de I'évolution les animaux qui ont adopté un mouvement intermittent ont optimisé ainsi
leur temps de recherche de cibles cachées aléatoirement suivant les principes de I'évolution
des espéces de Darwth
Soulignons que les stratégies de recherche intermittentes sont observées aussi a I'échelle

microscopique dans la cas d'une protéine enzymatique qui recherche un site cible sur
I'ADN. Doit on en déduire qu'il s'agit d'un mécanisme de recherche universel ? Au dela du
détail de la dynamique mise en jeu, les deux exemples mentionnés ici (animaux cherchant
de la nourriture et protéine cherchant un site cible) relévent en fait d'un méme schéma
de recherche, combinant deux phases :

la premiere phase est une phase lente mais réactive (permettant de trouver la

cible) : c'est la cas de la di usion 1D le long de I'ADN ou des phases de recherche

attentive dans le cas des animaux;

la deuxiéeme phase est une phase rapide mais non réactive (ne permettant pas de

trouver la cible) : c'est la cas des excursions en volume pour la protéine ou des

phases de déplacement pour des animaux.

Rappelons que c'est en partie grace au hasard que les espéces ou les cellules s'adaptent

a leur environnement. Les processus de recherche intermittents fournissent donc un nouvel
exemple du réle du hasard dans I'évolution et dans les processus naturels.

Fig. 4.3 La chasse de l'albatros

8Charles Robert Darwin (12 février 1809 a Shrewsbury - 19 avril 1882 a Downe) est un biologiste bri-
tannique. Il développa la premiére théorie d'un mécanisme biologique de I'évolution, la sélection naturelle,
qui explique la diversi cation de la vie a travers un lent processus de modi cation par I'adaptation.
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Deuxieme partie

Stratégies de recherche intermittente
avec memoire et a une dimension
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Introduction a la seconde partie :
memoire et recherche intermittente

Le sujet de cette deuxieme partie est I'étude systématique de plusieurs modeles trés
simples du point de vue de la modélisation, du méme type que celui introduit pour les
animaux qui recherchent de la nourriture de fagon intermittente. Aussi, tous ces modéles
reposent sur l'alternance entre une phase de recherche, modélisée soit par une marche
aléatoire brownienne soit par un mouvement balistique, et une ou plusieurs phases de
déplacement di usives ou balistiques. Par ailleurs, on étudiera aussi le cas d'une réac-
tion imparfaite et d'une cible étendue. A chaque fois, on calculera le temps moyen de
premier passage, pour étudier I'optimisation de ce temps moyen de premier passage en
fonction des paramétres pertinents du systeme c'est a dire ici les fréquences ou les temps
correspondant a chaque régime. Les calculs deviennent malheureusement vite compliqués
analytiguement...

Dans cette partie, nous allons donc en particulier approfondir I'étude des recherches
intermittentes et essayer de répondre aux questions suivantes :

Quand est-il intéressant d'adopter une stratégie intermittente, i.e. d'interrompre les
phases de recherche attentive par des phases de déplacement pur?

Et le cas échéant, comment répartir son temps entre les phases dé nies précédem-
ment pour étre le plus e cace possible ?

A ces questions primordiales pour toute application a des problémes pratiques, il est
di cile de répondre précisément et de maniére générale. C'est pourquoi nous devons
nous appuyer sur le traitement explicite de di érentes situations typiques. De cette vision
fragmentaire du probléeme, nous verrons cependant apparaitre certains comportements
généraux qui fournissent quelques éléments de réponse aux questions précédentes.

Mémoire et recherche intermittente

L'étude du modele intermittent tres simple développé dans la premiere partie fait ap-
paraitre quelques conclusions relativement surprenantes, qui semblent corroborées par les
observations e ectuées sur de nombreuses espéces animales. Un trait caractérsitique de
ce modele est que le chercheur conserve la mémoire de sa vitesse d'une phase balistique a
l'autre. Cette hyothése est assez bien véri ée pour les animaux considérés, et elle parait
assez logique : puisque la détection de la cible a courte distance est sans erreur (la cible
est trouvée instantanément et avec certitude) lorsque le chercheur parvient a la position
de la cible dans son état actif, celui-ci doit scruter des régions encore inexplorées lors-
gu'il se trouve dans cet état, et il n'a donc aucun intérét a revenir sur ses pas pendant
ses phases de déplacement rapide. Cependant pour conserver la mémoire de sa vitesse,
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certaines capacités physiques et mentales sont nécessaires. La plupart des animaux suf-
samment élaborés les possedent, mais il n'en va pas nécessairement de méme pour “les
chercheurs" élémentaires tels que les bactéries et les molécules. A n d'étudier I'e et de
cette mémoire éventuellement possédée par le chercheur, mous allons dans ce chapitre
examiner les propriétés optimales de di érents modeéles ou le chercheur fait preuve de
mémoire. Nous considérerons d'autres modeéles ou, au contraire le chercheur ne posséde
pas cette mémoire spatiale dans la partie V.
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Chapitre 5

Modele balistique-balistigue avec
memoire a une dimension
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5.1 Modele et équations

Le premier modeéle que l'on va considérer ici est un modéle exclusivement balistique
ou un chercheur alterne entre deux phases de vitesge(régime 1) etv, (régime 2). Mais
il ne peut trouver la cible que pendant le régime 1 de vitessge. Le chercheur passe un
temps aléatoire de duré exponentielle dans chaque état. La question est de savoir si il
existe une stratégie intermittente optimale en fonction des fréquencesaveci = 1;::;2.
Pour cela on va s'intéresser au temps moyen de premier passage au niveau de la cible. En
utilisant I'équation di érentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé, il est obtenu :

T CEIRCIVENE! 61
T CRRCEI ! 52)

Les conditions aux limites périodiques sont :
t(L;1)=0
t(0;2) = t(L; 2)
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5.2 Reésolution

Les solutions s'écrivent sous la forme :

1 1., 1 1, 1 1
t(x;1) = C.e¥+ C,j —+— P+ = 5.3
(x; 1) 1€ 20 ®V1 Vi )] ®2v1 Vi Vz) (5.3)
1 1.1 1 .2 1 1
X+ Cri [+ Z2=( =+ D)x+ R S— 5.4
v 20 [ ®v( v VZ)]X v, v, Vz) (5.4)

avec® = 7
Calculons Ia moyenne sur la position initiale :

<t> = V1 ®V1 V2 ® +[ =+ =2 _+_ L=2 55
v_l el 1 vi ®vy (i Vi )] (5:3)

V2,1

5.3 Optimisation

On trouve numériquement que< t > est minimum par rapport a, ; quand , ; = 0,
et est minimum par rapport a, , en prenant, , aussi grand que possible. le chercheur a
donc toujours intérét, dans ce cas, a rester dans la phase réactive 1, comme le suggére
I'intuition. S'il ne peut le faire, et si les circonstances pratiques imposent une valeur nie
de, 4, il doit rester le moins longtemps possible dans la phase 2. Ce modéle ne conduit
donc pas a des comportements non triviaux si les fréquenceset , , peuvent étre choisies
indépendemment : dans ce cas, l'intermittence entre les phases 1 et 2 n'est pas une stratégie
utile pour diminuer le temps de recherche.
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Voici ce que cela donne graphiquement.
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Fig. 5.1 Graphe de<t> en fonc-
tion de ,; avecv; = 1, v, = 10,
.2 =1, L=100.
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Fig. 5.2 Graphe de<t> en fonc-
tion de ,, avecv; = 1, v, = 10,
,1=1, L=100.

Fig. 5.3 Graphe de<t> en fonction de, ; et , , avecv; =1, v, =10, L=100.
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6.1 Introduction

Le modele di usif-balistique avec mémoire pour une cible ponctuelle a été traité de
maniere détaillé dans la partie I. Nous considérons ici et dans le chapitre suivant deux
généralisations ce modele, supposant d'abord que la cible a une dimension nie, puis que
la détection de cette cible n'est pas instantannée.

6.2 Modele et equations

Considérons un chercheur alternant entre des phases di usives (régime 1) et des phases
balistiques (régime 2) le long d'un cercle de longuelr Comme précédemment, il reste un
temps aléatoire dans chacune des phases selon une loi exponentielle. La grande nouveauté
par rapport aux modeles précédents est que la cible est maintenant étendue de taille
Par ailleurs la réaction est supposée parfaite c'est a dire instantannée dés que le chercheur
se trouve dans la zone de longuea

L'équation di érentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé nous donne donc le
systeme d'équations di érentielles a résoudre :

Dg%%9+mmﬁaiﬂﬁm=il (6.1)
V@g?+,$MDiﬂﬁm=il (6.2)
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Fig. 6.1 Schéma avec les conditions aux limites périodiques pour une cible étendue

ges conditions de raccordement s'écrivent :

Et(OJ';l) =0
t(0";2) = t(L; 2)
stLi &1)=0

(L @) =t(Li aT;2)

6.3 Reésolution

On montre que suivant le segment, les solutions sont de la forme :
Pour le segmenO;L ; 4] :

= + D 1
t(x;1) = Ce™ + Cpe* + Ca+ 2 22(2 2= x)+ = (6.3)
L1V .1
— + D
t(x;2) = 22Ce™ + 22Coe* + Cy+ > 22(>2=j X 6.4
(X;2) = C1 B2 3t (,1v' ) (6.4)
q 2 q 2
avec les constante®= (-2 + 3 +4d)et” = (2 +42
Pour le segmenfL j a;L]:
t(x;1)=0 (6.5)
. 1
t(x;2) = Ciev*+ = (6.6)
5 2

Pour déterminer les constante€; aveci = 1;::;4 qui apparaissent dans les expressions
des solutions, on a donc a résoudre le systeme d'équations

Ci+ Co+ Cat 22 e S | 6.7
_ o + D 1
C.e®Li® 4 Coe Lid 4 Cyt M[’ 2 i (Lj @]+ —=0 (6.8)

L1V .1
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2 2 (L1t .2).2D ,
2EC + 2ECo+ Cyt 2= 22222 = Cuev -+ — 6.9
LGt /&2 3 ()2 4 5 (6.9)

. - B D B . 1
5 2 ®(L| a) 5 2 (L| a) 5 2 . . —_ 22 (L| a)
2=-C,€e + 2=C,e + Cs+ V|— L a)] = Csev + —
Vv 1 ®V 2 3 5251 [,1V | ( | )] 4

Aprés quelques calculs assez longs, on trouve la valeur des consta@te<C, et C; en
fonction dewC, et f qui sont dé nis juste apres.

® v 1 X
= PR H + > .
Ci= =g, 1 ewall Vet (g, i b (6.11)
_® v 1 )
C2= =8 ,1; emaWCt T S (6.12)
avec
v ® 1 . 1 1.
Y2 e —t— S 1. 1
I (6.13)
71_®,_2[1; @iy | 1 e*(Lia))]"' Lo 2
et
+
f=(ai D=2~ (6.14)
.1V

Soit <t > le temps moyen de premier passage moyenné sur la position initialelu
chercheur, supposé uniformément distribuée sur le cer¢eL]. Apres avoir exprimé les
constantesC, et C, en fonction dewC,, puis moyenné sur la position, on obtient

12
<t>=<t(x;1)>= r

Lia . 1 v . ® 2
o t(X, 1)dX - _I—@Dh—Z[WC4(®+ ) | f (T + 6)]

_ ® v 1 _
+( aj L_) _l—@D’_ZWC4[1 : e_(l-i ) 1 1 : oL a) ] (615)
® 2 L1t ,21

® . - . . 2
1; e Ciay ' 1 FeaE Rl Y oLia)

+f[

Dans la limite de basse densité dé nie parl >> 12 220
la constantewC, s'écrit

. 1
i ® f 17@ 1+ .2 1
.2 | . B B
WCy » - T, I » ® [(aj L) v ]_1 s I (6.16)
I i ®, 2 1 el %a > 1 i ®, 2 1 e %a
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D'ou
2 B 3
_ ® v o \.1t.ong ®,iz_il . %5
L<t> » (a. L)_i—®>_2[(al L) Y ] _i1®12—2+ .1 1 =
. lj e v@
1,1+ .2 2
Ze *2(L;i a 6.17
T Lia (6.17)

aveca << L , on aboutit nalement a

)2>1+321 1
® :_ZL+
212 225G

<t>=<t> (a=0)+ L(_G_Q
[

(6.18)

1
1j e V2

— — ®& . 1
avec<t> (a=0)= ~t=2L(g=i 332
On peut donc écrire le temps t > dans la limite de basse densité comme la somme du
temps<t> poura=0 c'est a dire avec une cible ponctuelle et d'un terme dépendant de
la taille a de la cible. L'étude analytique de I'optimisation reste cependant assez di cile
a mener ici du fait de la complexité de I'expression.

44



Chapitre 7

Modele balistique-di usif avec une
réeaction imparfaite
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7.1 Modele et éguations

Dans le cas de la modélisation du processus de recherche intermittent des animaux,
nous avions considéré un modeéle idéalisé, tres schématique, balistique-di usif avec une
réaction parfaite. Et nous avions obtenu des lois de puissance reliant les temps ou les
fréquences de recherche et de déplacements en bon accord avec les données expérimentales.
Mais qu'advient-il de ces relations si la réaction est imparfaite c'est a dire avec une
constante de réactiork ?

Comme d'habitude nous allons utilisé I'équation di érentielle de Chapman-Kolmogorov
vers le passé et obtenir un systéeme d'équations di érentielles a résoudre.

L'équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé donne :

@t(x; 1)
@
DL i )= 7.2

En x =0 and x = L ou le chercheur trouve la cible, il y a un point absorbant : donc
t(0;1) =0 et t(L; 1) = 0. La condition de continuité s'écrit :t(0; 2) = t(L; 2)

D + (1% 2)§ t(x1)i kx(x)=i1 (7.1)
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Chapitre 7. Modéle balistique-di usif avec une réaction imparfaite

Fig. 7.1 schéma avec les conditions aux limites périodiques pour une cible centrée

7.2 Reésolution

Soit <t > le temps moyen de premier passage moyenné sur la position initialelu
chercheur, supposé uniformément distribuée sur le cer¢lelL].
A basse densitéL. ! +1

LX+Y,_ X+2Y?
<t>s — [
X2+4XY?2

v Y
oux = ﬁf Y = 45 sont les variables sans dimension des tempsle temps caractéristique
tK = % caractérise la réactivité de la cible.

K] (7.3)

o
I
&O
®

7.3 Optimisation

L'optimisation peut étre étudiée par les deux méthodes utilisées dans le cas des cibles
parfaites.

7.3.1 Lois d'échelle

Il peut étre montré qu'il n'y a pas de minimum global pour des valeurs nies dX et
Y : la valeur minimum de<t >

L
<t> pin = E(1+ K) (7.4)

est obtenue quandX etY ! 0, avecY / X’et % T

Ainsi, nous obtenons le résultat surprenant que la meilleure stratégie devrait étre
d'alterner les deux phases in niment rapidement, comme c'était le cas pour une cible
parfaite. Cependant, nous supposons raisonnablement que la phase di usive doit avoir
une durée minimum¢éamin , Nécessaire pour détecter la cible. Alors, le temps de recherche
minimum est obtenu pour¢ = ¢éimin , €t Y satifaisant % <t>=0,ou

8Y5=6X2Y2+ X3+ K(X2+4XY?): (7.5)
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7.3. Optimisation

En écrivant queY / X°, avec3 - © - 1, il en résulte que :
(i) : siX ! 0, le terme principal du membre de droite esX 3 ce qui donne® = g
comme pour la cible parfaite. Plus précisément :

+ 1
18K)sx2 (7.6)

Y » (

(i) :siX 11, le terme principal dans le membre de droite est de l'ordre di+ 3°
if K 60, 0u2+2° siK =0 ce quidonne® = 2 siK 60,° = £siK =0. Précisément :
siK 60,

Y » K2X 4 (7.7)
tandis qu'une cible parfaite,K =0, a le comportement spéci que

Y»(Zﬁxi (7.8)

Ainsi, une transition apparait pour K = 0 si Xmin A 1, i.e., si la durée minimume¢amin
de la phase de recherche est beaucoup plus grande que le temps caractéristique

7.3.2 Courbes de niveaux

Cette analyse des lois de puissance est con rmée par I'étude des courbes niveaux de

v<t> X +Y
L Y

X +2Y?2
p— +
X2 +4XY 2

[ K. (7.9)

Suivant les méthodes utilisées dans la partie modélisant les processus de recherche
intermittent des animaux, nous voyons que

4y?2

X 1
= + — + —)2 + > 1+ K. .
t=(1 Y)[(1 X2+4XY2)2 K]>1+K (7.10)
En écrivant X = uY, nous avons
u+2yY
uz +4uyY

etsip= =i K, X etY peuvent étre exprimés a l'aide des paramétreset i > 1

up p
=5 Wi 1+ @il (7.12)
2
X =uY = %p Wi 1[u+ pUZi 1] (7.13)
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Chapitre 7. Modéle balistique-di usif avec une réaction imparfaite

A partir de quoi il est facilement vu que pour une valeur donnée de la courbe de
niveau j  est une boucle commencant et retournant a I'origin€d; 0) quand u augmente

deu=0 jusquau= i L Sit°>t i esta lintérieur dejw. Ainsi, si X a une
valeur minimale réalisableX ,, le plus petit possiblet corresponds a la courbe de niveau
i ¢ laguelle est tangente ala lign&X = Xp. Soit M l'unique point de j; ot % = 0. A
partir de 7.12 etp= ;- i K nous aboutissons a

dx _ + K P— |,1+|,1(2K+1)+ MK(K +1) | 2t

— = = + i1 +p+ Kt 7.14

a0 (| (TS VR | W+ KT 1 H i t] (7.14)

si bien qu'enM,

— (KA 2 1) t . — 213 1)
t= b StU=ngi 1=

avec

DW=21 Wpi K)+(u+ K) i1 (7.15)

Nous obtenons alors I'équation pouM , paramétrée avequ 2 [1;1 [ :

p___
Y = (1P 1)3(;“p 2 1)=D(y) (7.16)
X =2(18; 1)2(u+ B 1)=D(W)? (7.17)
Sipu!l 1, D(u)| 1+K, X etY tend versy,
Y » (llll)2 X » 2(l1|1)2 et

TIvK (1+K)2?
+ K
5X s (7.18)
En outre,t! 1+ K lequel est le minimum absolu pout.
D'un autre cOté, sip!'l ,K 60 : X etY tendentversl , D(M) » 2uK
Y » “— X » fé_z et
Y » K2X 4 (7.19)

2 1 .. . ,
Alors, t » }-» X2 :le temps minimal de recherche augmente comme la racine carrée
de la valeur minimale de¢;.

SiKk =0,D(! 2,

Y » %p“, X » %}_16, et

Y» (S )% 5 (7.20)

Le temps de recherche optimal egt» -p“ » X z, comme dans le cas précédent.
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Chapitre 8

Conclusion de la deuxieme partie

Nous avons considéré dans cette partie une série de modeéles de recherche de cibles a
une dimension sur un cercle tous basés sur l'intermittence entre deux phases réactives et
non réactives qui peuvent étre di usives avec un coe cient de di usionD ou balistiques
c'est a dire de vitesse constantg. Le chercheur reste des temps aléatoires dans chacun
des états suivant des lois exponentielles. Nous avons méme étudié le cas d'une réaction
imparfaite.

Récapitulons les résultats obtenus. Dans le cas du modele dit "balistique-balistique™ ou
le chercheur alterne entre une phase réactive, balistique de vitesséente et une phase non
réactive, balistique de vitesse, rapide, le temps moyen de premier passage est minimum
pour ., ; =0 et une valeur de, , aussi grande que possible, les vitessgset v, étant xées
ainsi que la longueur du cerclé. Dans le cas d'un modéle du méme type que celui utilisé
pour les animaux autrement dit un modele "di usif-balistique avec mémoire orientée"
mais une cible étendue, on a pu obtenir une solution analytique mais son optimisation
par rapport aux fréquences reste dicile a faire... avec une réaction imparfaite, il y a
apparition d'une transition pour une des lois de puissance qui permet de di érencier ce
modele de celui avec une cible parfaite. Pour tous ces modéles, il faudrait bien sur pouvoir
les appliquer a une situation concréte ou le chercheur a une mémoire spatiale pour achever
leur optimisation completement. D'ailleurs si on avait accés avec su samment de précision
aux lois de puissance véri ées par les temps ou les fréquences dans chaque état au minimum
pour un systeme donné, on pourrait prévoir si la réaction est parfaite ou imparfaite.
Evidemment on peut imaginer toutes sortes de variantes combinant phases di usives ou
balistiques, réaction parfaite ou imparfaite, zone ponctuelle ou étendue. La seule limite
étant la capacité a pouvoir déterminer analytiqguement ou au moins numeériquement la
stratégie optimale si elle existe ...

Tentons maintenant de répondre a ces deux questions :

Quand est-il intéressant d'adopter une stratégie intermittente, i.e. d'interrompre les
phases de recherche attentive par des phases de déplacement pur?

Et le cas échéant, comment répartir son temps entre les phases dé nies précédem-
ment pour étre le plus e cace possible ?

Pour répondre a la premiére question, on se rend vite compte que toute la di culté
du probléme réside dans la facilité ou non a pouvoir trouver la cible au moment de la
phase de recherche propement dite. Il faudra suivant les cas un mécanisme de détection
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Chapitre 8. Conclusion de la deuxiéme partie

adapté. On peut distinguer deux cas extrémes : celui de cibles facilement détectables et
celui des cibles cachées. Si I'on considére le cas des cibles facilement repérables, c'est a dire
le cas ou le stimulus émis par la cible est fort, alors le chercheur est capable de détecter
la cible dés son premier passage. On modélise la phase de recherche par un mouvement
balistique a vitesse constante su samment lente pour permettre la détection de la cible.
Imaginons par exemple un conducteur de voiture sur l'autoroute a la recherche d'un pan-
neau de signalisation, c'est exactement le comportement qu'il adoptera. Dans le cas des
cibles cachées ou le stimulus émis est trop faible, méme en réduisant la vitesse, on n'est
plus sOr de détecter la cible. Le chercheur doir explorer a plusieurs reprises la position de
la cible si il veut la détecter. On modélisera ce mécanisme de recherche par un mouve-
ment di usif. C'est le type de modélisation utilisable pour les animaux au comportement
saltatoire ou encore pour le mécanisme de recherche de la vision. Rappelons que l'on ne
considére pas ici tous les processus biologiques qui entrent en jeu lors d'une recherche
car ils sont bien trop complexes pour étre modélisés en détail. On cherhe seulement a en
capturer les caractéristiques essentielles. En utilisant cette modélisation simpli ée, nous
avons alors montré que dans le cas des cibles facilement repérables, I'intermittence n'est
d'aucune utilité : il est toujours préférable d'adopter exclusivement le mode de recherche
minutieux (mode lent mais réactif). Si la cible est cachée, il devient avantageux de suivre
un comportement intermittent. Contrairement a ce que I'on pourrait penser : perdre du
temps dans des phases de déplacements aveugles permet d'accélérer le temps de recherche
de la cible. Soulignons par ailleurs que l'intermittence peut étre vu comme un mécanisme
de recherche intéressant & di érentes échelles.

Prenons le cas des cibles cachées, avec une alternance entre une recherche di usive
(régime 1) et un déplacement balistique (régime 2), c'est a dire un cas ou l'intermittence
est favorable. Et tentons de répondre a la deuxieme question : comment répartir son temps
entre les phases 1 et 27? Pour y répondre, il faut considérer la notion de mémoire orientée.
Si le chercheur est capable de conserver la direction de ses déplacements balistiques (cas
des animaux au comportement saltatoire), la stratégie optimale consiste, dans la limite
des faibles densités de cibles, a passer des temps trés courts dans chacune des deux phases,
ces deux temps étant liés par la loi de puissance donnée dans la premiere partie.
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Troisieme partie

Processus de recherche intermittent
sans mémoire et réaction chimique
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Introduction a la troisieme partie :
réactivité et processus aléatoire

Les modéles intermittents considérés jusqu'ici supposaient le chercheur apte a conser-
ver la mémoire de sa vitesse au cours des di érentes phases balistiques. De cette maniére il
evite au mieux de revenir sur ses pas. Comme il I'a été remarqué dans la partie Il, une telle
mémoire spatiale ne lui est pas toujours accessible, en particulier dans un environnement
uniforme. Ce ne sera pas le cas, par exemple, si le "chercheur" est une molécule. Or cette
troisieme partie est principalement consacrée a l'application des processus intermittents
a des réactions chimiques élémentaires.

C'est pourquoi nous allons traiter ici le cas de processsus intermittents sans mémoire.
Nous considérerons d'abord deux modéles simples a une dimension, qui font ressortir
les di érences avec les processus avec mémoire étudiés dans la seconde partie. Puis nous
examinerons certaines propriétés remarquables de processus de recherche, en particulier les
marches de Pearson, en milieux con nés. Ces propriétés, qui portent sur les temps moyens
de résidence dans des zones spéci ques, trouvent en e et des applications intéressantes
dans la modélisation d'une réaction chimique et seront utilisé dans la suite.

Le dernier chapitre sera consacrée a cette modélisation, basée sur le processus aléatoire
dit de "téléportation". Aprés avoir dé ni ce processus, nous traiterons explicitement le
cas de molécules qui, dans leur phase réactive, se déplacent en di usant dans un systeme
a symétrie sphérique a dimensions. Nous montrerons que l'intermittence peut encore
permettre d'optimiser le processus, c'est a dire d'augmenter la constante de réaction.
Puis nous envisagerons le cas ou les molécules constituent un réseau discret, ou I'optimi-
sation est réalisée dans des conditions sensiblement di érentes. En n, nous étendrons ces
résultats a des cas beaucoup plus généraux, plus proches de la réalité.
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réactivité et processus aléatoire
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Chapitre 9

Modele di usif-di usif a une dimension
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9.1 Modele et éguations

Dans ce modéle, on considere un chercheur qui alterne entre deux états di usifs de
constante de di usion di érentes D, (régime 1) etD, (régime 2). Le chercheur qui reste
pendant des temps aléatoires dans chaque régime, ne peut trouver la cible que pendant le
régime 1. La réaction est supposée instantannée. Il se déplace sur un segment de droite li-
mité par des barriéres ré echissantes situées aux coordonngédg et L, la cible ponctuelle
étant a l'origine.

En utilisant I'équation di érentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé, il est ob-
tenu le systeme d'équations di érentielles :

t(x; 1
Dl%+ Ll 2)i to )] = 1 (9.1)
t(x; 2
Dz%"‘ D)t 2)] = 1 9.2)
83 ’
@€x;2) —
53 @x | 0
Les conditions aux limites sontS %;X"‘) =0
X=i M
T 1(0;1)=0
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Chapitre 9. Modéle di usif-di usif a une dimension

9.2 Reésolution

En divisant chague équation respectivement par; et , ,, puis en additionnant, on est
nalement amené a résoudre :

d?g(x) 1 1
=i (—+ — 9.3
e (, - ’2) (9-3)
en posant,g(x) = 2:t(x; 1) + 22t(x; 2).
Cette équation admet pour solution :
1 1 1 .
gx)=(—+ —)(i 5+ Lixj+ A) (9.4)
1,20 2
avecg(0) = -2A = B2(0;2)) A = —1-D,t(0;2)
En utilisant le fait que t(x; 1) = #~(9(x) i 22t(x;2)) , on obtient :
d*t(x; 2) . S o1
T @t(x;2) = | Dlng(X)l D, (9.5)
avec® = gL + 52
Les solutions de cette équation s'écrivent sous la forme :
(
t(x;2) = Kycosh®(x j L)+ Kysinh®x+ f(x) pourx> 0 (9.6)
t(x; 2) = Ty cosh®x + M) + T,sinh®x+ g(x) pour x< 0 '

ou f (x) et g(x) sont des polyndmes du 2éme degré de la forae® + bx + c.

En injectant ces solutions dans I'équation, puis en identi ant on détermine les constantes
des polynémes.

8 3
< @x2 =0
En outre en utilisant les conditions aux limites 3 @(@i;)' x=L _ , il apparait que
( - @x X=i M =0
K2 =0
T,=0

On a donc nalement :

t(x;2) = Kicosh®(x | L)+ gif-&(i 3+ Lx + Aj G2
t(x;2) = Tycosh®x + M) +

@,1+,2) pour x> 0 (9.7)
5i5:%(i 31 Mx+Aj &-B) pourx< 0

s
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(
§07;2y=t(0";3) -
En utilisant les raccordements en 0, c'est a dire  gy,. ) _ e
@x =0+ @x =0
on détermine les constanteK , et T, :
(
— M+L h®M
K1 cosh®L = T, cosh®M ) Ki= Dl:DZZ( & )sin%O%(L+M)
— L1t o M+L — .1+t . 2(M+L)  cosh®L
K1sSinh®L + T;Sinh®M = 1.2 DZZ & T, = DllD; & Sinh &(L+ W)
en n puisque - A= B2 —1(0;2) = 1+ -5 52 (g5 coth®L + (A + ,121’2) )
; — 1 1 cosh®M cosh®L . ®2D
ontire A = 5 6% ’1@(®(M + L S EM F L) | 1+ T 12)
Finalement
£ o}
. _ + (M +L)cosh®M (cosh®Lj cosh®(xj L)) D X .
t(x; 1) = ,12D12 D11®3 sinh ®(L + MI) ' + ®L-2 lX(Z i 1) a pour x > 09 8)
. - M+L h®L h®M h®(x+ M .
t( 1) = L52gks (M +L)cos S"g‘;f’g(uw'l;"s (xtM)) 4 ®M 2D1x(55+1)  pour x <
Dans le cas symétrique,
£ o
. - + cosh®L j cosh®(x L) D
(61) = “piptsd ™ a2+ OLEBIXGET 1, pourx> 0
. — + cos cosh®(x+ D .
t(x;1) = 12012 5oes L S‘mh®L + ®LjD;x(2L +1) pourx< O

computation of the mean rst passage time averaged on the position

En faisant la moyenne sur toutes les positions powrallant de j M aL, on trouve le
temps de recherche moyen :
1+ .2 .1 (M + L)cosh®Lcosh®M 1,120
,D, D@ sinh®M + L) i ®" 3" D,

Dans le cas symétriqueM = L, équivalent a un chercheur se déplagcant sur un réseau
régulier de cibles espacées de la distarzle, on a

<t> = ®=—=(M?; ML + L?(9.10)

1t .2 .1 - 1. 1 _,,Dq1 5
<t> =2 22 - | coth®Lj —+ —®"=—-L 9.11
,D; D@ ''® 3 ..D, (0-11)

Nous considérerons désormais seulement le cas symétrique
La formule peut s'écrire

1t .2 .1 . 1 1 _,,.D;
<t>=2 - Lcoth®Lj =+ —®~*=—L 9.12
,D; D@ '® 3 ..D, (9-12)

9.3 Optimisation

On trouve numériquement dans le cas symeétrique quet > est minimum par rapport
a , 1 pour une certaine valeur, 1, et est minimum par rapport a, , pour une certaine
valeur , ». Il n'y a pas de minimum global cependant.
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