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INTRODUCTION

Le présent travail a pour but 1l'étude des formes
lexicographiques des fonctions booléennes simples complétes ou
incomplétes, Ces écritures ont pour application directe la syn-
thése arborescente des fonctions booléennes 2 l'aided = 1'opé-

rateur U.

Nous présentons un algorithme de construction des telles
formes que nous avons programmé ainsi qu'un certain nombre de

propriétés s'y rapportant.






[1]
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1. - Définitions générales

2. - Représentations arborescentes des formes
irréductibles
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CHAPITRE I

DEFINITIONS GENERALES ET PROPRIETES DES
FORMES LEXICOGRAPHIQUES

I - DEFINITIONS GENERALES

Tout d'abord un rappel de quelques définitions.

l.a.- une lettre est une quantité booléenne simple ne tenant pas compte

de 1l'accentuation et faite d'un seul caractére

a et a' sont la mBme lettre a.

1.b,~ une variable est une quantité booléenne simple obtenue & partir d'

1edq"'

une lettre, avec ou sans accentuation

a et a' sont deux variables différentes d'ailleurs
complémentaires,

une fonction @-booléenne est une fonction P définie par ses bor-

nes booléennes f et f respectivement inférieure et supérieure, et

telle que toutes les valeurs que © puisse prendre vérifient
_t:scp.é?

on dira de plus qu'une fonction booléenne g est compatible avec ¢
si 1'on a pour toutes les valeurs de la variable générale dont ¢
et g dépendent

fsge:_f-

une arborescence est un arbre (réseau connexe sans cycle) orienté

dans lequel un seul noeud a un degré inférieur nul, tous les autres
1l'ont égal a 1.

Le degré inférieur d'un noeud est égal au nombre d'ar@tes orien-

tées qui arrivent 2 lui, tandis que le degré supérieur d'un noeud

est égal au nombre d'ar8tes orientées qui en partent.
Le noeud particularisé dans la définition de 1l'arborescence est
appelé racine de l'arborescence. On peut appeler feuille YR noeud

dont le degré supérieur est nul,



Propriété.

P

Une arborescence a une seule racine mais peut avoir plusieurs

feuilles,

pour des raisons de dessin, nous considérerons toujours que l'orientation

va de la racine aux feuilles et rendant le dessin clair, nous ne mettrons

1,

pas de signe d'orientation,

e.,~ Une arborescence lexicographique locale sur un ensenblfzgzde lettres

est un réseau arborescent obtenu en affectant des noeuds a des va-

riables de telle maniére que :

* d'un noeud partent vers les feuilles, soit uniquement des branches
liées a des noeuds correspondant 2 la m@me lettre, soit aucune

branche pour les feuilles,

deux chemins quelconques de longueur q et r q & r allant de la racine
aux feuilles, ayant leurs p premidres variables identiques et dans le
.m@me ordre, p& q (si p = q prendre p = q-1) se servent effectivement
des m@mes p premiers noeuds, sont distincts et n'ont jamais, chacun
plusieurs fois la méme lettre '

Exemple, E=1 a,b,c,d,e, f}

1
e’ _
e
o/
m\\\\ c!
c?




P

Propriété. De chaque noeud n'appartenant pas aux feuilles, il part au

plus 4 branches.

X 'CP(Y5-

X'-'KQ\P(ZV

S'il y avait en plus x,y(T) par exemple, la condition *% ne serait pas

vérifiée,

1.f.~ Relation entre une arborescence lexicographique locale et les ex-

pressions booléennes en somme de produit.

1.£.1.- Si nous faisons la somme de tous les chemins de l'arborescence

1.£.2,-

écrits sous la forme de concaténation (produit) de variables, on

obtient une fonction booléenne telle que

- tous les monBmes ont la m@me premiére lettre
- tous les monBmes de plus de p lettres ayant p variables i-

dentiques ont la m@me pt+léme lettre,

Réciproquement : il est toujours possible d'associer & une fonc~
tion booléenne £(X) une arborescence lexicographique locale,
Pour cela il faut mettre en facteurs des couples de variables

dans un certain ordre que nous préciserons plus tard.
£(X) = £, (x,¥) = x'fi(l,Y) +x' £(0,7)

Si nous ne nous permettons pas de simplification il est possible
que l'on ait

soit fl(l,Y)

1+ fll(Y)

1+ £, (Y)

soit fl(O,Y) 12



soit les deux d'ailleurs, Nous distinguerons l'apparition de ces

constantes pour avoir de f£(X) une représentation donnée par un des

15 réseaux

- 10 - - 11 =

s x'\fl(O,Y)

' £ ¥ x' £, (Y)

- 12 - - 13 - - 14 - - 15 =



il y a en effet

drdrd+dd

4 TG TG C =15

Nous pouvons recommencer cette mise en facteurs des quantités fl(l,Y)
et fl(O,Y) ou si c'est le cas des quantité fll(Y) et le(Y) jusqu'a ce
que les quantités obtenues soient réduites & la constante 1 auquel cas
il n'y a plus de mise en facteurs possible, La représentation obtenue

vérifie les conditions de définition de 1l'arborescence lexicographique,

En effet, d'un noeud il ne part des branches que vers des
noeuds affectés a la mdme lettre celle qui est mise en facteurs; de plus
sont regroupés sur un mé@me chemin de longueur p, tous les mondmes de q
variables, q ® p ayant les m@mes p premildres variables et dans le méme
ordre, |
Propriété.

Quelle que soit £(X) 1l'arborescence lexicographique locale
peut ne pas &tre unique. Elle dépend de l'ordre des variables suivant
lequel nous effectuons des mises en facteurs; Nous qualifierons cet ordre
d'ordre lexicographique local par opposition a l'ordre lexicographique
ol toutes les mises en facteurs se font dans le m@me ordre quelle que

soit la branche choisie,

Exemple,
f = abd + ¢d + ab'c

_~d
- e
k\\dwc

s (d+cd) © (1)
(bd+cd+b'e)
H C
(n
(e+ed)
@ s
- (d) (n
a'® c @ d

(cd) (d) (1)



d'od l'arborescence lexicographique locale

4 _
b
a ‘ 46— ¢
()
b' _

¢ o—2d

que 1'on peut écrire

abd + abdc + ab'c + ab'ed + a'ed

d'oli les définitions :

l.g.~ une forme lexicographique locale d'une expression booléenne en
somme de:produits est l'écriture d'une arborescence lexicographi=-
que locale obtenue par mise en facteurs sulvant un ordre:lexico-
graphique local.

Remarque : elle peut ne pas &tre unique.

1.h,- une forme lexicographique d'une expression booléenne en somme de

produits est une forme lexicographique locale:.avec un ordre lexi-

cographique.

Propriétés des formes lexicographiques (locale ou non)

cf. § 1.f.1, elles sont en effet les mames,

Exemple de forme lexicographique sur 1'expression précédente avec

l'ordre lexicographique a = b = d = ¢

buu gorv-u SLaeses (o C..e.ﬁ.ﬂ) O(uu ?«\«..K;}-\ ¢~ (mca(oé'@mu ‘«-Q aqb (L\r%
Sods to. ((fo cata) z‘mu v-gcw.nt"% R w%m(@ mw&c:-‘”{



d
d- c
c
a! c
d c
d c

1,i.- une forme lexicographique (resp. locale) irréductible F1 d'une
forme lexicographique (resp. locale) F est 1'écriture obtenue en

appliquant a F les deux opérations suivantes :

- allégement : remplacement de Am 0+ Am par Am

- réduction : remplacement de Amd + Amd' par Am
et ceci jusqu'a ne plus pouvoir les appliquer.

N.B.v Nous dirons indifgeremment forme et donitine.

Reprenons 1l'exemple précédent,
Une forme irréductible locale est
////b'"“” d
a ‘
<:::: \\\\b"’“' c

d

—c
a' .

Une forme irréductible est

/b-—---d
a\ —"

b'

| ! c
\\\\\\\ab///’//b—__“— d g
AN

b! G I




Propriété de F1

Parmi tous les mondmes de Fl’ il n'y en a aucun qui soit

multiple d'un autre.

Conséquence.
Le produit d'un mondme quelconque de Fl par un autre mondme

quelconque de F1 est nul, Ce que l'on peut écrire en posant

F, = .2 m,
1 I i

Vi€ 1, */k €l itk m oo om = 0
Parce que deux mondmes quelconques ont une td8te de monBme commune, peut-
atre vide, et une variable sous la forme directe dans 1'un, complémentée

dans 1'autre.

1,j.- La structure d'arborescence nous améne & parler encore de deux
notions.,

Une bifurcation sur la lettre a sera l'écriture

ag taleg
* obtenue & partir de deux écritures 8 et g, dont le réseau est
a g
'
a' g,

Lor sque 81 (ou gz) sera nulle nous aurons un cas particulier de

la bifurcation appellée aussi adjonction de la variable x a l'éeri-

ture g la quantité

X o 8

on peut considérer chaque variable x comme 1'adjonction de x & la

constante 1,



1.k.~ Fermetures indépendantes

1.k.1,- Définitions cf. Eé]‘ p.65.

X
®(X.Y) est une fonction compléte, on note par ﬁ;j(X,Y) sa ferme-

ture supérieure indépendante de X et par (X,Y) 1l'inférieure défi-

r-’ b

"

nies par X
T
(X,Y) = % cp(xl..,xp,Y)
X °0°x
1"

o(Z,Y) 1 m(zloa.zq,Y)
™ 21002

7
les opérations de sommation et de produit sont étendues aux 2P de

la variable générale X, (29 pour z)

Remarque.

o La fermeture supérieure est aussi une projection

. Ces fermetures sont uniques.,

1.k.2,- Obtention des fermetures

. Inférieure. Nous obtenons X a partir de la base compléte de ¢

en supprimant tous les mon8mes contenant une ou plusieurs lettres
dont X dépend. Nous sommes contraints de partir de la base compléte
de ¢ car nous devons supprimer des mondmes et obtenir un résultat
unique. Nous ne pouvons partir de bases premiéres non uniques, |
En effet,

p(X,Y) = ac +b'c'e' -

o) donnerait O

e

Tandis que la base compléte vaut

ac + b'c'e' + ab'e!

olt p = ab'e!

Mec
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M

.. Supérieure. Nous obtenons @ X3 partir d'une forme polynomiale

quelconque de ¢ en supprimant dans tous les mondmes toutes les let-

tres dont X dépend.

Ainsi ®(xy) = ac + b'c'e’
C
rc? = a + biel

en partant de la base compléte nous aurions le m@me résultat,

Propriété des fermetures.

Quelle que soit la fonction compléte @(XY), nous avons toujours

X
o (X,Y) r;] (X,Y)

My

9. REPRESENTATIONS ARBORESCENTES DES FORMES LEXICOGRAPHIQUES IRREDUCTIBLES.

Nous nous attachons 3 représenter les. formes lexicographiques

irréductibles le plus fidélemeﬁt possible et non & réaliser des synthéses

arborescentes de fonctions booléennes (cf. §2-b-2).

2.a.~ Représentation au moyen de 1'arborescence lexicographique locale

du § 1-e. Comme il s'agit de formes irréductibles nous nommerons un

tel réseau, réseau lexicographique local ou non,
Propriétés.
2.a.1., - Pour chaque noeud n'appartenant pas aux feuilles le degré supé-
rieur est au plus égal a 2. '
Au § 1.f dans les 6 réseaux ce degré était au plus égal a 4.
Maintenant il s'agit de formes irréductibies les seuls dessins sont
ceux numérotés 1-3=4-9-10-11-13-15-, = c'est-a-dire les seuls ol il

n'est pas possible de faire des allegements.
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2.a,2,~ A toute écriture irréductible (resp. locale) il ne correspond ¢

qu'un seul réseau lexicographique (resp. local),

2.b,- Représentation & 1'aide de 1'opérateur U

Zabelo"' DéfinitiOn
Uy, o, ‘i’.) = yot+ YWY
ol vy, ®; et Y sont des fonctions booléennes. y peut &tre appellée
fonction de commande : en effet

Si y =1 U(l,cp,‘l’) =0
Si v=0 U(0,p,¥) = ¥

w et ¥ en sont alors les entrées,
Comme il s'agit de formes lexicographiques et non de synthéses
de fonctions avec cet opérateur, nous ne mettrons comme fonction de
P 3

comnande une seule lettre appellée lettre de commande.
Ula,p,¥) = ap + a'¥

En effet, _
Ua',p,¥) donnerait a'y +a't = U(a,¥,p)

ot les entrées sont échangées.

2.b.2.~ Représentation de 1'opérateur U

Nous en utiliserons deux

- celui notéqira 3 entrées, la supérieure étant la commande

U (%,Y,2)

représenté par XY + X'Z "{iE

-~ celui noté U a 2 entrées, la lettre de commande é&tant mise 2

1'intérieur

UX(Y,Z) représenté par Y
x¥ + x'Z ——-E]<
™ Z
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On remarquera que l'ordre des entrées est trés important.

- différence entre ces représentations.

La différence fondamentale vient de la commande ol tout est
permis pour Qb, seule une lettre pour U, Seulement, nous ne nous
servirons pas de cette distinction. Seul subsiste le fait que les
variables pouril/sont supposées réalisées sans le concours d'opé-
réteur,ce qui n'est pas le cas pour U.

xy + x'z' se représente en effet par

2,b.3,~ Propriétés de ces opérateurs

Toute fonction booléenne se décompose 2 l'aide des opérateurs

-U et %

En effet,

£(X) ol X dépend de n lettres a;, ays.ee; 2

on peut poser

fl(al’ Yl) = £(X)

Y, dépendant des arguments de X saut a, donc de n-1 lettres

1
= = '
£(X) fl(al,Yl) a, fl(l,Yl) + a fl(O,Yl)

= U (al, fl(l,Yl), fl(O,Yl))

de méme ,
£,(1,a,,Y,)) = £(1,Y) /

Y., dépendant des n-2 lettres g5 8yseces B

2
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D'une maniére générale
SATRTLR IR MIRICHRTI A

Si 1 est une suite des i-1 premidres variables égales 2 0 ou 1,

Yi dépend des (n~i) lettres 8 4q0e0esd
et on a

fiul(Siml,Yi_l) =U (ai, fi(Si_l,l,Yi), fi(Si_l,O,Yi))

nous devons maintenant distinguer deux cas distincts relatifs aux

opérateurs U/ et U,

1°/ Nous ne voulons comme entrées terminales c'est-a-dire des opérateurs
des décompositions les plus poussées que les constantes O et 1. Nous
nous arrétons au plus 2 fn ou Yn est vide; pour parvenir 2 f1 il faut

au maximum une décomposition

2 i-1
aux f2, 2, aux f3 27 aux fi 2
et aux f 2nm1 au plus,
2 2 i-1 e R T
Soit au plus 1 +2 + 2° ... + 2 see + 2 = 5y 20 =2-1
1=0

D'olt le résultat suivant
Toute fonction booléenne f(X) dépendant de n variables peut &tre
réalisée au moyen des constantes 0 et 1 et d'au plus 2.1 opé-
rateur U
La décomposition peut ne pas Btre unique,
Nous réalisons la fonction f(X) 2 1'aide de ces opérateurs U
ayant comme entrées soit les constantes 0 et 1 soit les sorties df

autres opérateurs.,

2°/ Parmi les deux entrées de chaque opérateur terminal nous prenons au

moins une variable. Nous décomposons alors jusqu'aux fn 1
Il y a donc au plus n

1+2+2% L +2m2 = 1

2

2d = 2n"1_1 décompositions

d'oll le résultat,
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Toute fonction booléenne f(X) dépendant de n lettres peut Btre
réalisée au moyen de variables construites sur les lettres dont f dé-
pend, des constantes O et 1 et d'au plus 2n—1_1 opérateurs LL ala
condition que 1'une au moins des entrées d'opérateurs terminaux soit
une variable.

L3 aussi, la décomposition peut ne pas &tre unique, nous réali-
sons la fonction £(X) & 1'aide de ces opérateurs w ayant comme entrées
soit une des constantes O ou 1 soit des variables, soit encore des sor-

ties d'autres opérateurs.

2.b.4,.- Réseaux U-arborescents.,

Nous n'appellerons ainsi des réseaux réalisés uniquement
- avec des opérateus U ou 111, il n'est pas question de faire un
méldange d'opérateurs dans un réseau.

Un réseau sera dit arborescent si la sortie d'un opérateur

ne sert d'entrée qu'a un seul opérateur au plus,

Exemples de réseaux U-arborescents.

Exemple du § 1-i
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I1 est bien entendu que les réseaux U-arborescents ne sont
pas les meilleurs ni les seuls pour réaliser les fonctions,ici par ex-

emple on peut donner le réseau suivant

e

\1:0

celui-ci est resté arborescent.

Remarque 1,

La décomposition en opérateurs U est unique dés qu'on se don-
ne l'ordre des décompositions successives. Or une forme lexicographique
(-locale) posséde un et un seul ordre lexicographique(~local) qui est
celui des décompositions successives d'od le résultat.

Propriété. A chaque forme lexicographique (-locale) il ne correspond

qu'un seul réseau U-arborescent,

Remarque. 2,

I1 faut toujours moins d'opérateurs ﬁLL,que d'opérateurs U
pour les réseaux arborescents car on se permet comme entrées des varia-
bles et non uniquement des constantes.

Exemple : ab + a'c!
1

__m// 0
0

C

ou




I-16

3, OPERATIONS SUR LES FORMES LEXICOGRAPHIQUES

On peut en considérer quatre :

le complément d'une forme

-la duale d'une forme

la somme de deux formes

le produit de deux formes.

3.a.~ Complément d'une forme irréductible

Nous trouvons dans [} j_pp°58-59 une maniére d'obtenir le
complément d'une forme lexicographique E irréductible ou non, locale
ou non, Il suffit pour celd de prendre les mondmes de E les uns aprés
les autres, de les‘amputer d'un nombre p de variables p > O et de
complémenter dans les mon®mes obtenus la derniére variable conservée,
Le complément E' est la somme des mondmes ainsi obtenus qui ne sont -
diviseur d'aucun mondme de E.

Exémpleo
E = agbc + agb'd + agb'df + a'ec + a'e'f + a'e'f'd

agbe' agh'd'’ aghb'df' a'ec'! a'e'f' a'e'f'd'

agh' agh a'e' a'e a'e'f
ag’ a
aU

E' = agbc' + agb'd' + ag'bdf' + ag' + a'ec' + a'e'f'd’

3.a.1,- Sur le réseau lexicographique

En voici une nouvelle se servant des réseaux lexicographiques

de formes irréductibles et basée sur le théoréme suivant :
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THEOREME

Si on extrait deux sommes, sans aucun mondme commun, d'une somme
de mondmes tous disjoints égale & 1, et ceci d'une manidre quel~

conque l'une est le complément de 1'autre.

Soient X mi et b nﬁ les deux sommes

1 -J
On a par hypothése
i + Co= =
pX mi X mj ,» ; mk 1
I J I+J
by m1 . mj = vy mm, =0
I J IxJ

en particulier si la somme de départ est réduite 2 la quantité 1

la méthode donne O et 1 car O est la seule quantité disjointe avec 1.

3.a.,1.,b. - Obtention ou complément

Prenons le réseau lexicographique correspondant & la forme

lexicographique locale irréductible considérée soit par exemple

b ——c

/
N

\\& , € = C
a
< f
ez:::j
fl— d

si 1'on compléte en pointillés ce réseau de manidre 3 le rendre homogéne

a4 -——g
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(tous les degrés supérieurs non hulg égaux 2 deux) il vient

Ce réseau représente la fonction 1 (la somme de tous les monBmes associés
aux chemins est égale & 1) tous les mondmes sont disjoints. Les deux ar-
borescences extraites en prenant :

= d'une part les chemins n'ayant pas de pointillés

tous
~ de l'autrevceux ayant une ar@te en pointillés.

sont les réseaux arborescents des écritures lexicographiques locales

irréductibles E et du complément E' car tous les monBmes sont disjoints.

Tei
‘ | <::b —c'
| a<::jg' b d'
E g

e_—c¢c'
a2<::j
e!_ f?___ dl

E' = agbc' + agb'd' + ag' + a'ec' + a'e'f'd’
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Remarque. Réseau arborescent de 1a fonction
£(Y) + £'(Y) g(2)

Y et Z n'ayant aucun argument commun; pour obtenir un réseau, il suffit
de mettre le réseau correspondant & g au bout de toutes les branches
en pointillés du réseau de f + f',

Exemple : N . ..
£(Y) = abd + cd + ab'c g(Z) = e + fg

3.a.2, Sur le réseau QJL-arborescent

THEOREME

Pour obtenir le complément d'un tel réseau on peut complémenter

les entrées inférieures des opérateursQquui n'ont que des varia-
bles ou des constantes 0 et 1
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Démonstration. Nous procédons par induction sur le nombre M d'opérateurs.

Pour M = 1 il ne peut y avoir que

1 -ab ~a'c  ou ab+a'c
a a a a
1 b- 0 b - les représentent
1 0 c c
a Fa a a
0 11! 1 b! en sont les compléments
0 1 c' c!

car
0+1=1

ab + ab' + a' =1
a'lc +a+ate' =1

ab +-a'c + ab' + a'le' =1

Supposons-la propriété vraie pour M opérateurs et démontrons la pour Mtl

Le plus général se présente sous la forme. :

a
S ] ks ¢ . éme ’
0 ol 1'opérateur dessiné est le M+l et g et ¥ ont
au plus M opérateurs. (¢ ou ¥ éventuellement réduit
2 0). p et ¥ - sont indépendantes de a.
. Ceci s'écrit'aussi ap+ta'y

dont le complément est

a m' + at y!

puisque @ et ¥ ne dépendent pas de a.
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Le réseau représentant comme précédemment.
acpl_l_ai‘i{'

a comme M+l opérateur

¢
\lfl

en appliquant la propriété a ¢ et ¥ on 1'a pour cet opérateur ce qui

achéve la démonstration,

Exemple précédent (§ 3.a.1.8)

dont le complément est

ia g b
C'
1 d'
e
c' ¢

soit ¢ agbe' + agb'd' + ag' + aec'! + ae'f'd!’

ce qui est bien exact.

3.a.3.~ Sur le réseau U-arborescent

On trouve dans [9] p. 10 une méthode qui consiste a complé-

menter toutes les entrées 0 ou 1 de chaque opérateur,



qui donne

agbc' + agb'd' + ag' + aec™ + ae'f'd', c'est bien le résultat

espéré,

-3.b.- Duale d'une écfiture'lexicographique irréductible
Nous noterons cette opération * dont on rappelle: 1'idempo-

tence
’ *
(£%) = f

3.b.1l.- Sur les Réseaux 1i/arborescents
v —

' THEOREME
Si dans un réseauttb-arborescent représentant £ on échange les
deux entrées de chaque opérateur en prenant soin de complémenter
1'entrée éventuellement constante, on obtient un réseau QL?arbo-

rescent de la duale de £,

Nous démontrerons ce théoréme par induction sur le nombre M

d'opérateurs 1}90

M=1 v

u _ u
*

X ux & utx=utu'x 1



u u
' %
' ux+u' E (wix)u' = u'x 0
X
u _ u
. *'
X ux + u'y & (utx) (u'+y) = uy + u'x y
y

x et y # de constantes.
Supposons la propriété vraie pour M et démontrons la pour
M +1,

, . N éme .
Soit un tel réseau ol le M+l opérateur est par exemple

u
Rop olt Rp et RY sont des sous arbres ayant au plus
RY M opérateurs représentant ¢ et ¥.

Si RY représente la fonction O

u u
u ¥ <?§;> ut+t¥ =u+u'y {41
RY RY .
et
u u
Rep u® +u'y ¢£;§> (utp) (W'+H) = up + u'¥ RY
Ry | Rep

@ et ¥ pas constantes,

Ce qui démontre le théoréme.
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R := R¥* :=
c d
c b
Ld c
0

f =abd + ab'c + a'ed
f* = ac + ac'd + a'be + a'b'd

3.b.2.,~ Sur les réseaux U-arborescents

COROLLAIRE 1

Si dans un réseau U-arborescent représentant f on échange les deux
entrées de chaque opérateur en prenant soin de complémenter les
entrées éventuellement constantes, on obtient un réseau U-arbores-

cent de la duale de f.

N —

Ceci se déduit du théoréme précédent! En effet, on agit de méme.
1 1

M f 1 | Eﬂ<::o [:F::

Les variables de bout de branche sont conservées

0

M=2
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* _ 0

é::::} 1
* a

0

0
* c

1

= ]

*

EX

0

pour 2° comme pour \fM il en est de méme que pour les réseaux 1}90

Exemple

f* = a¢ + ac'd + a'bc + a'b'd

3.b.3.- Sur les réseaux lexicographiques

COROLLAIRE 2

- 81 dans un réseau lexicographique représentant £ on échange les
deux entrées de chaque bifurcation en prenant soin de complémen-

ter l'entree éventuellement constante on obtient un réseau 1ex1co«

graphique de la duale de f.

Remarque

I1 faut considérer chaque adjonction comme une bifurcation dont

une entrée est nulle.
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//d.l
Exemple ' ' ¢
p \\ :
a—c— d s'écrit aussi Las ~d',o
/N
/."f/ ¢ .0
\\\~a';0
a
dont le dual est <<f c
_a,(/// d,1
N\""-\.C'<
d'.o
atetd = a + g'¢ + a'ed
Exemgle
‘ d,1
d b/
v Nd'.0
a< c.l
/ , b!
_a\\\\ s'écrit <:: c'.0
b' _ ¢ a' '
<a, NN d.1
, \C-\d \ N0

dont le dual est
c.l
a, d.1
<,
h\d'.o
b
a' \\c’,O
d.1
W/
¢

d'.,0 c

'
ou encore /////' ¢'—d
\ b—¢
.aL/
bt g

f* = ac + a¢'q + a'be + a'pb'g
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On remarquera que le calcul de la duale par le moyen habi-
tuel sur la forme polyndmiale lexicographique ne donne pas une forme

lexicographique, les simplifications perturbent la lexicographicité,

Exemple :

f = abd + ab'c + a'ced

f*¥ = ac + ad + be + b'd

propriétés des réseaux U,

Une fonction, son complément, sa duale ont des représentations

U-arborescentes de méme cofit,
On passe de 1'une a l'autre sans changer le nombre d'opérateurs.

'3.c.- Structure des Ecritures lexicographiques dont les variables

générales n'ont pas d'argument commun.,

3.c.l.~ Somme
Soient ¢ (Y) et (Z) deux écritures lexicographiques locales
ol Y et Z n'ont pas d'argument commun,
On définit la somme de ¢ et y notée + par
21 £ 9@ = s+ o (D). y (@)
déf
dans 1l'expression de droite les opérateurs + et . sont les opéra=

teurs booléens habituels et p%Y) le complément de 6 (Y.

Exemple
®(Y) = abd + ab'c + a'cd
¢'(Y) = abd' + ab'c' + a'cd! + a'c’ cf.§3.a.1.b.
v (Z) = e+ e'f
oY) + 6'(Y) . ¢(2) = abd + abd'e + abd'e'f + ab'c + ab'c'e +
ab'c'e'f + a'cd + a'cd'e + a'cd'e'f +

I}

a‘cle + a'cle'f
Notons que

V() + 9(¥) =ete'f+e'f abd+ e'flab'c + e'f'a'cd
ce qui démontre la non-commutativité,

O et 1 jouent leur rdle habituel. O sera 1'élément neutre du monoide

et 1 1'élément spécial,
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Sur les réseaux lexicographiques d'écriture irréductibles la somme

de 2 réseaux s'obtient facilement,

d

v
/ o
s

\\\\\\ <;E’—E‘d ou

aV// ‘\ d' | : £

\
N

a

c'y e

Propriétés de la somme

La somme de deux écritures lexicographiques locales (respt, irréductibles)

sans variable commune est encore une écriture lexicographique locale (respt, ir-

téductible),
En effet si ¢ ()= I My
i€1
p (@) = g3 y
j&J

(YY) + y(2) = : u L TR
i€l iy 1 J
Tous les mondmes de cette somme sont disjoints,. En effet, les ¥; le sont

'
entre eux, les Aj le sont entre eux, les L Aj aussi , les Hi et les

A, le sont aussi, ce qui assure 1'irréductibilité,

(0 4 E= 0+ 00+ (g49"y)" €

o+ ¢ty (p+o'y") €
¢+ o8+ 'Y+ 9ly'E

N
. ui

i}

o+ o' C Y+ g)

¢+ (P +£)
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nous avons donc 1l'associativité,

La somme donne donc une structure -de Monofde.

3.¢.2, Produit de deux écritures n'ayant aucunevariable commune,

Le produit de ¢ parTEKnoté d»& }fé’obtient en concaténant chauge
mondme de @ avec chacun des mondmes de *f. C'est le produit booléen
‘normal puisqu'aucune simplification n'intervient, chaqﬁe éeriture

‘n'ayant aucune variable en commun,

Propriétés du produit

= 11 n'est pas commutatif
1'écriture @ X \Wn'est pas égale 2 \P_)g C{«‘, 1'ordre lexicographique
n'étant pas le mlme, ‘
- il est interne

~ il est associatif puisqu'il s'agit du produit booléen

6x (¥x9H) =@x¥)x$

-~ il posséde un élément neutre, le 1 booléen habituel

- aucun élément différent de 1'élément neutre n'a d'inverse car on
ne pourrait faire le produit de deux écritures ayant les!m8mes
variables,

- il n'est pas distributif par rapport & la somme comme  le montre
1'exemple suivant

aX (+ec)

aX (b+hb'c)

i

ab + ab'c
(a Xb) +@ X c) = ab + ac
- le complément de l'écriture ab étant
al +b|
nous avons
ab + (a' +b') ac = ab + b'ac
l'ordre lexicographique n'est plus respecté.
Le produit donne donc une structure -de monoide 1 en est 1'élément neutre,
0 1'élément spécial, L'ensemble des formes lexicographiques (restp, ir-

réductibles) posséde par rapport des opérations + et X une double structure

de monoide.
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i 3.d.~ Structures des écrituress lexicographiques relatives 2 un ordre donné

81 1'on fait la somme et le produit booléens on obtient une
écriture ayant 1'ordre donné,

L'addition est interne
associative
commutative
idempotente

il n'y a pas d'élément neutre ayant l'ordre donné.

Le produit est interne
associatif ,
distributif par rapport & 1'addition.

(1) Si 1'on ne se permet aucune simplification booléenne (allégement,
réduction ou par consensus) on a un gerbier d'écritures non irré-
ductibles, _

(2) Par contre si 1'on se permet toutes les simplifications et si on
les fait toutes on a un pseudo treillis des écritures irréductibles
car ¢+ Y= ¢+ Yp = ¢ (absorption),

Exemple i '
¢ = abd + ab'c' + a'de'g + a'de
w =a'b?c7f+ anCV +a7dl .'el

(1) ¢$+y = abd + ab'c! + ab'c'f+ a'de! + a'de'g + a'd'e' + a'dc
¢ ¥ =ab'c'f+a'de'yg

(2) ¢ +y = abd + ab'c' + a'd + a'd'e!
¢ v =ab'c't+ a'de'g

Tous les algorithmes qui suivent travaillent sur des écritures lexicogra-

phiques locales irréductibles pour des questions de rédaction le mot ir-

réductible ne figure pas toujours,
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1 - DEFINITIONS DIVERSES

l.a. Différents colits relatifs aux écriturés'lekibographqieus~1ocales

irréductibles.

Nous en établirons trois qui sont :
- le colit en lettres L sera le nombre de variables utilisées pour une
écriture sous forme polynomiale en somme de produits

Exemple
edcba + ede' + ed'a . . L=11

- les deux coflits U-arborescents A et ({_seront les.nombres d'opérateurs

U et W des réseaux U-arborescents associés a la forme lexicographique.

Notons qu'a chaque écriture lexicographique locale irréductible

il ne correspond qu'un seul réseau arborescent associé a celle~ci.

1,b. On appellera forme lexicographique locale C-dptimale d'une fonc-

tion £(X) une forme lexicographique locale irréductible de £(X)
réalisant le plus petit collt C.

Remarque.
l.- I1 y a toujours une telle forme optimale quels que soient
‘la fonction et le colit, le minimum de ce dernier existant toujours.
2,~ La forme lexicographique locale C-optimale peut ne pas &tre

unique.

Propriétés.
Le réseau lexicographique d'une forme lexicographique C-
optimale est tel que
-'tout‘sous arbre obtenu en ne prenant qu'une entrée d'une bifur-
cation quelconque est optimal sinon le réseau ne le serait pas.
- tout autre sous arbre peut ne pas &tre optimal,
Exemple
f
E

abc'd' + cde'f' + a'b'ef.
adf'e'c + ad'c'b + a'f'e'dc + a'feb!,
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//d f' e' ¢

’///’/ a\\d' c' b
\\\\\\ /)f e b'

ai
NFf' e! de

feb . a df' e' ¢
<:: est optimal mais /// ne l'est pas
f' e' dc Na' f' e' cd

car il s'écrit df'e'c a une permutation prés des variables.

2, EVALUATION DES DIFFERENTS COUTS D'UNE ECRITURE LEXICOGRAPHIQUE

Quels que soient la méthode adoptée et le colit arborescent cherché
il est bon de regrouper d'abord les mondmes ayant le plus grand nombre-
de variables de t2te consécutives communes. C'est d'ailleurs ce que nous

faisons habituellement.

2.,a, Réseaux (U)-Evaluation de @

@ est le nombre d'opérateurs Qiﬂ, donc le nombre de lettres de

commande, a chaque opérateur, il correspond en effet une lettre de com-

mande et réciproquement,

(1, est égal au nombre de lettres de commande

nous avons besoin de deux définitions,

On appelle variable terminale de lére catégorie d'un mondme, une

variable X, telle qu'existent :

~ le mondme X, X, ... X, x, ol \f i #i
Jl Jo I 1 8 8

-~ au moins un mondme commengant par

X. X, oo.x., %!
L) Ii
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Remarque. La lettre qui correspond aux variables x, et xi est ainsi

lettre de commande d'un opérateur.

On appelle variable terminale de 22&me catégorie d'un mondme,

sa variable terminale si elle n'est pas de lére catégorie,
Les lettres correspondant a ces variables ne seront jamais des
commandes d'opérateur.

Exemple : E =ab + a'c +a'c'd

les variables terminales sont b, ¢, d

c est de lére catégorie, b et d de 22&me,

Voyons le réseau QJ3 S

a

b
c
1
d

+ les variables de 2&me catégorie ne compterons jamails, on appelle
E1 1'écriture obtenue & partir de E en supprimant dans les monBmes
leur éventuelle variable terminale de 2&me catégorie.

a, - O,
E
1

dans E1 il y a encore les variables de lére catégorie de E.

++ Considérons dans E1 ces variables terminales; elles apparaissent

dans le réseau W comme une entrée égale a2 1., On ne peut toutefois la

remplacer par O et donc supprimer les monOmes contenant ces variables

en effet 1'exemple précédent donnerait

|
J

a+a'c!

dont la représentation est

a

1
est 2,

de cofit 1 alors que le colit cherché
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ons plusieurs méthodes de deux types
artir du réseau lexicographique local de E1

artir d'une écriture par ligne de El

partir du réseau représentant E1

2.,a.l.a,

B i T A CDE NPTV TR AT

cz,est égal'éu nombre de bifurcations (y compris les adjonctions

ca

s particuliers des bifurcations) autrement dit
o

CU est égal au nombre de figures <:; ol augmenté du nombre

de variables n'entrant pas dans cette figure.

Exemple I,
E:

E1=

yvtyvizutyviz'x+y' ' x'zut+y'xu'

yvtyvtz+yv'z'+y'x'z+y"'x

v
Z
VI
]
X z L=2+3=5

& chaque bifurcation correspond un et un seul opérateur‘Lbet réciproque~

ment d'ou le résultat,

Exemple II.
E

Ey

bac+bac' £fd+ba'd" +b' d'e+ b'd'e' £fa+b'd'e'fa'c

bac+bac'f+b aé + b'd'le + b'd'e'f a + b'dfe'f a!

<.

<,

€ Q=5+3=3
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2,a,1.b, Evaluation récursive du cofit

Définition, On appelle cotit d'une bifurcation la somme des colits

de ses entrées augmentée de E;si nous avons

<::ja Rl
a' R2

ol R1 et R2 sont deux sous réseaux lexicographiques de coﬁts C1

+C, +1 c'est- é-dlre un opé-

C2 le cofit total correspond bien & C1 9

rateur 1L de plus

(Cz)

¢,)
Si l'on attribue aux variables les plus 2 droite le colit 0 ( O opé-

rateur pour les réaliser), on est capable de tout calculer

Oyest égal au colit de la bifurcation la plus a gauche (racine

de 1'arborescence).,

N.B. Le coit d'une adjonction est Buidemment Le coit de © £'entrse augmentze
de 1.

Remarque. Cette méthode est effectivement utilisée dans les programmes

qui suivent.
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Exemple I
//V(O)
y(Z)\\ z(0)
(5) v
| (iio) z' (0)
v .
(2)\\\\XL——”’ (0)
(1)
Exemple II
c(0)

o
b/(Z)\c'___f(o)
/<3>\ (1)

a' (0) e(o)

(8)
\b_’____ d'

f
@ G\ (0)
(2)

d'ol les réseaux

1 f

0

t

d d
0 e
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2.a.2. - A partir de 1'écriture lexicographique E1 de E

2.a.2.a, Ecriture par ligne

On considere El; chaque mondme de E1 est écrit sur une ligne

différente de telle maniére que les deux mondmes

X x2 x3 sos xk xk+1 Xk+2 s xm
et X, X. X x, x' . x coo X
17273 k “k+1 kl+2 n
soient écrits
x1 x2 X3 Q00 xk xk+1 Xk+2 0 00 xm

et x, %X, X X soe X
n

x x!
17273 k “k+1 k1+2

le premier sur m colonnes, le second sur n+m-k-1,

C[est égal'au nombre total de colonnes

En effet, le nombre de colonnes est exactement le nombre. de
variables de commande car deux variables opposées d'une méme
bifurcation sont 1'une en dessous de 1'autre et les variables

terminales de lére et de 2&me catégorie sont absentes.

Exemple I : Exemple II
y Vv bac
y vz bac'f
yv' z! b a'
y'ﬂ DX b'O [ ] ) d' e
y'. ..x'z b'., . . d'e'fa

! i 15t !

12 34 5 b's . . d'e'f a

123 45678

Q-3
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2.a,2.b. Factorisation

Mettons en facteurs dans E1 & l'aide de parenthéses le plus
possible de variables entre deux ou plusieurs mondmes afin qu'il n'y ait
pas de somme de la forme

ab+ably mais a(b +b' )

De plus 1l'expression elle m8me sera mise entre parenthdses. Dans 1'expres-
sion obtenue nous parenthésons totalement les produits booléens. Nous
disons:

;&
Lj;est alors le nombre de parenthéses ouvrantes (ou gauches)
Exemple I

%« Mise en facteurs et entre parenthéses :
(y(v + v'(ztz")) + y'(x + x'2))
%% Ouverture supplémentaire de parenthéses :

(yv+v'(z+2z")) +y' x+ x'(2))
12 3 4 5

A-= 5
Exemple II
« lactac'f+a')+b'd'(e+e'fa+e'fal))

ex bale + " (E)+ at) +b'(d'(e + o' (F(a + a'))))) A =g
123 4 : 5 6 78

On peut aussi affecter & chaque parenthése ouvrante (fermante) un
nombre entier croissant & partir de 1, le 1 correspondant 2 la parenthe-
se ouvrante (fermante) la plus 2 gauche.(z;est égal au nombre affecté

a la parenthése ouvrante (fermante) la plus a droite.

Justification (cf. § 4.b.a.l.)

A est le nombre de bifurcation et d'adjonction. A chacune de ces
opérations correspond une et une seule paire de parenthéses et récipro=-
quement,

En effet, soit

(a u+a'y) une parenthése

ou bien
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- U et VY sont vides et la parenthése (a + a') donne_hieh une bi-
furcation il n'y en a pas d'autres, - |
- M ou V ne sont pas vides tous les deux
- W pas vide, y) vide \l est alors dans au moins une paren-
thése et il vient
(a(M) + a'’)

-t et V ne sont pas vides, il vient :

(@ (W) +a' (V)

la grande parenth&se correspond bien 2 une bifurcation sur la lettre a.
Si | ou V est nul, on a une adjonction,

Soit (a) soit (a (W) ).

Remarque,

Obtention de @ & partir de E par factorisation et parentheésage

précédents sauf pour lesproduits avec des variables terminales. de 2&me

catégorie,

Exemple I
(y +v'(zu+2z'x) +y' (xu' + x'(z u))

1 2 3 . 4 5 = (L

Exemple TI
(b (a(c+ec'(fd) +a'd") +b'(d'(e+e'( £(a+a'c)))))
1 2 3 4 56 7 8 -

2,a,2.¢c. - Une derniére méthode.

Ecrivons les mondmes de 1'écriture E1 les uns en dessous

des autres,
Regroupons ceux qui ont le plus grand nombre de variables identiques

en té&te si ce n'est déja Fait,
La bifurcation de t2te se trouve forcément dans la lére colonne,
Tirons un trait horizontal séparant les variables directes des accentuées.,

Les bifurcations suivantes seront des colonnes non coupées par le trait
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de bifurcation précédent, et comprenant une seule lettre sous les deux
formes, directe et accentuée, Tragons encore le trait de bifurcation.

- Ainsi de suite des bifurcations seront les colonnes suivantes comprenant
la méme lettre sous les deux formes, non coupées par les traits les bifur-

-cations précédentes.

En effet
Bl a ¢
bl a'
bl a' d
Jﬂ a f

La colonne (b,b,b'b') est une bifurcation mais (a,a',a',a) n'en est pas
une mais deux distinctes,

Encerclons les bifurcations d'une part, et d'autre part les restes
de colonne Pas interrompéds par des traits de bifurcation -ceux-ci corres-
pondent a des adjonctions - le cofit arborescent est alors la somme des

cercles,

Exemple I

-

y

adjonctions

A=3 +2 =5

L) &

=
R

y! bifurcations

y.
Exemplé'{

X
1\J
A [ |
bl la adjonctions
A=2+6=28
\U Ej bifurcations

On a bien A puisque la somme des bifurcations (et des adjonctions)

Ky,
A2

]
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2.b. - Réseaux U-évaluation de A,

Nous retrouvons les deux types de point de départ. Nous par-

tons de E car toutes les variables comptent.,

2,b.1, - Réseaux lexicographique de E,

2.b.1.a., - A est égal au nombre de bifurcations (y compris

toutes les adjonctions cas particuliers des bifurcations) cf.§ 2.a.l.a.

Exemple I

12 —x A=4+5=9

al __d' \  A=5+6=11

e

'b'_d'< a
el _f

a'—C

2,b.1.b. - D'une manidre récursive cf. § 2,a.1,b,
c(0)

<
v(0) 23)
/ c'— f _d'(0)

Y(L") \ \ / / (5)\a l__dl (0)

2!’ —x (0) \\ e(0)
' x—u((0) bu_d'<' ~a(0)
(4)\<1> | (5) (DN 1 |

3) @\

X' —z —u(0) a'— ¢(0)

(2) () (1)




IT = 43

2,b.2. - Ecriture lexicographique de E.

2.b.2.a. - Ecriture par ligne cf Bﬂ p.15, cf. § 2.a.2.a.

Exemple I Exemple II
y v bac
yv'lz u bac'fd
yv'z', x ba'., . . d'
y'e o+ o o X'z U b's o o . . d'e
yv'e o o o X . . u B', e o o o dle'f a

! ot
123456789 booooodefa'c

1234567891011
A=9 A=11

2,b.2,b, - Factorisation cf. § 2.a.2.b.

On fait la meme chose que précédemment mais avec E,

Exemple I
(y W+v'(zu+2%) +y'(x' zu+xu'))

(y W+ v'(z(w) + 2'(x)) +y'(x'"(z(w) + x(x")))
A=29
Exemple II

(b(a(c + c'£d') +a'd'") +b'd" (e + e'fla + a'e)))
(b(a(ec + c¢"(£(d"))) + a'd') + b'(d' (et+e' (F(a + a'(e))N))

A=11

2.b.2,c, - On prend E et on applique la mBme méthode cf.82.a.2.c,
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Exemple 1 Exemple II

b a' (d¢
b d'
b' |4 fl |a
b! dJ /| £ @
adjonctions \\_,)\‘J adjofictions
. A=44+5=9 A=5+6-=11
bifurcations bifurcations

2.c. - Correspondance des divers collts d'une mlme écriture

2,c.1l. - Expression liant A et (L pour une écriture E(X)

A et @ ne différent que par le nombre de variables terminales

de 2éme catégorie (cf. 2.a.1,)

A= -CL + card(X).

, Si 1l'on appelle K 1'ensemble de toutes ces variables de 2&me catégorie

,ce qui s'énonce :

Le cofit arborescent A est égal au colit arborescent (] augmenté du

nombre de variables terminales de 2&me catégorie de mondmes

2.¢c,2, - Expression de A en fonction de L d'une écriture E(X)

Le gain du colit A par rapport a L provient du fait qu'a chd-

que bifurcation,
a g + a’g2

le colt A est augmenté de 1 quelles que soient g et gz,tandis que L

s'accrolt de la somme des nombres de mondmes de g et de 8,
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Le gain a chaque bifurcation est égal & ce nombre de mondmes diminué de 1.

2.c.2,a, Si 1'on appelle bi le nombre effectif de mondmes en~-
trant dans la bifurcation i on voit que ce nombre est la somme des nombres
de mondmes des bifurcations conduisant 3 ses entrées.,
En donnant 2 1 le nombre O la variable terminale de chaque monBme

a un nombre égal a 1 le gain est égal & bi -1

A=L- ) (b, -1

ig1

ol card(I) est égal au nombre de bifurcations y compris les adjonctions,

chaque bifurcation étant indicée par I.

Exemple I - précédent

B
u
y(3< ' /Z 4)
(5) ?zi‘\~z'~——"x le nombre entre parenthéses
(1) est le b,
. ///x —u' ’
y (1)
(2)
\\\x'__ zZ —u

A =17 -(4+241+0+0+1+0+0+0) = 17 - 8 = 9
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Exemple IT

C
a c! ' f —d!
S @ @ )

b
N
(6)

alm d
(1)
e
bt__d\
a
(3) (3) e‘__.f<(;: .
(2) (@2)ra" c

(1)

A =25 = (5 +24+1+0+0+0+2+2+1+14+0) = 25 - 14 = 11

2.¢.2,b, - Autre formulatipn

~

On peut ne s'intéresser qu'aux bifurcations a 8 + a’g2 ol
8y et g, ne sont pas nulles et affecter & chacune un coefficient aj égal
au nombre de variables se trouvant 2 gauche d'elle méme, n'entrant pas
dans une autre véritable bifurcation,

I1 vient alors

A=L- J (a, +1) @, - 1)
je X

ol K& I représente 1'indicage des seules véritables bifurcations.

En effet, dans la formule du §2.c.2.a. nous répétons le nombre-
de mondmes trouvé & une bifurcation autant de fois qu'il y a de bifurca-
tion a uné entrée nulle soit aj fois donc & chacune de ces opérations on

au l 1) b, - l)
( (
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Exemple I aj est le nombre placé au dessus de bj
v
y 0<:f z—u
0 (3)Nv' 0
(5) (2)Nz'—x RS
. x—u' A=17 - (4R24141) 1 =9
y' O
(2) x'— z —u
Exemple IT
0

blew d 1<
3) el _f1 8
(2) alem C

A =25 - (5x1+2x1+1x1+2x2+1x2) =25 - 14 = 11
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3. - Autre manidre d'obtenir une solution
optimale

4. - Simplifications préliminaires
5. - Exemple traité par programme
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1., PRINCIPE ET MISE EN OEUVRE

l,a., Remarque sur les écriture lexicographiques,

=~ Considérons une écriture lexicographique locale irréddctible
optimale E(X) d'une fonction incompléte donnée par (£(X), £(X)) od X
est une variable générale, Prenons une t2te de mon®me m figurant dans un
terme de E(X) (m # 0). Nous pouvons donner les résultats suivants :
- 1°/ L'ensemble des termes de E(X) commeng¢ant par m est une écri-
ture lexicographique locale irréductible optimale de
m£X), m £(X))
En effet, il n'y a dans E(X) que deux sortes de mondmes, d'
apres les propriétés des mondmes des formes lexicographiques
locales tous les mondmes de E(X) ont comme premidres variables
- soit un certain nombre de variables de m (il y en a au
moins une)
- soit effectivement toutes les variables de m et dans
1'ordre.,

de £(X) § E(X) € £(X)

nous tirons mf(X) € m E(X) € m £(X)
Si 1'on appelle g(Y¥) la somme des restes des mondmes de la
2eme catégorie ol l'on a enlevé m, Y étant la variable générale

n'ayant aucune lettre de m, 1'inégalité précédente devient

m £(X) € m g(¥) < m £(X)

les mondmes de la lére catégorie ont tous un produit nul avec m.

- 2°/ g(Y) est une écriture lexicographique locale irréductible op-
timale de la fonction booléenne compléte qu'elle représente,
§i elle ne 1'était pas E(X) ne le serait pas non plus.
—~—Inversement si 1'on a
mfX) Lmg®)gm £X) m# 0
Il y a une écriture lexicographique locale de (@ £(X), & £(X )
qui comprend les termes m g(Y¥), si l'on choisit g(Y) lexicogra-

phique locale irréductible optimale, Remarquons que rien -
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n'assure l'optimalité pour (£(X), £(X)).
1.b. - Principe de 1'Algorithme

Il nous faut obtenir une forme lexicographique locale. irré-
ductible optimale de la fonction incompléte donnée par (£, £) a partir
d'écritures lexicographiques locales optimales irréductibles g telles

qu'existe m vérifiant

(1) mfg m_gsm_t: m#0

Propriété ,
(1) est équivalent 2 (2) mg fg+£f'g' m#0

- . (1)=> ()
- % mfgmg donne
n' +g'=(m+£) (m+g")=mn +\£-vgv

soit en multipliant par m aprés avoir effectué

() mg'=mnf'g'
=% mggm f donne
®) mg=mf.n g=mf g

en faisant 1'addition membre 2 membre des égalités (g) et (8)

(y) m = mn(f g+ f'g")
ou encore m<?g+£' g'
= e (2)9(1)
- % (y) donne

m' =m' + (f' +g') (£+g) =m + £ f+f g+ fg'

ajoutons dans chaque membre f'

m' £l s m hE EHE gt fglaf
par consensus avec f', f g' donne g' -
de méme avec g', f' g donne f'

il vient alors

m"+£"=m'+g'+£'

équivaut a
mfgmeg
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- % (Y) donne

mg=m £ g =mn f.m g

donc —
mggmf

ce qui achéve la démonstration de la propriété, Nous avons donc

(2") ' O<m5?g+§'y
si m = 0, toutes les inéquations (1) sont vérifiées quelles que soient g,

ces écritures ne peuvent donc convenir.,

Nous voyons que le produit

fg+flgl

va établir la validité d'une écriture g - g ne sera sélectionnée que si

ce produit n'est pas nul,

l.c, - Mise en oeuvre

L'algorithme va consister A construire d'une manidre exhaustive
toutes les écritures g(Y) a 1,2,3,...,n variables a 1'aide de 1'opération
bifurcation 2 partir des constantes O et 1 d'abord, ensuite des g(Y) sé-
lectionnées auparavant. Ayant obtenu deux écritures gl(Y) et gz(Y) on forme
les écritures

G(Y,x) = x gl(Y) + x! gz(Y)

oll x représente successivement toutes les variables de X dont Y ne dépend

pas. N
(2) donne ng £G+ £'¢

mg £(x gi + x! gz) + £'(x gi + x! gé)
mg x( f g, * £ gi) + x'(f g, * £ gé)
nous remarquons que m dépend des mondmes relatifs aux écritures précédentes

B ot gy
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Ecrivons les mondmes relatifs a gl(Y) sous la forme

m = hl(x, Zx) ol Z, dépend des mémes lettres que Y,
sauf x.
De méme

m, = hz(x, ZX) pour gz(Y)
1'inégalité précédente devient

1
mg X hl(x, ZX) + x hz(x, Zx)

cependant, la lettre x apparalt dans G(Y,x) nous ne la voulons pas dans
m. Pour cela nous devons mettre en facteur x dans h1 et x' dans h2 et

prendre le consensus des termes ainsi trouvés par rapport 2 x et x'

1
me< X h1(1, zx) + x hz(o,zx)

% 3) me b (1,2) . hZ(O’zx)

i

Il ne nous sera pas nécessaire de calculer le produit

£(X) . C(Y,x) + £1(X) . G'(Y,x)

pour connaltre si G(Y,x) sera sélectionnée ou non mais seulement le

produit

K(zx) = hl(l,zx) A hz(o,zx)

c'est pourquoi nous devons garder pour chaque sélection de G(Y,x) les

‘mbdnomes m qui lui sont relatifs,

1,d, - Obtention des solutions

Démontrons le théoréme

THEOREME

§i pour E on a hl(l’zx) . hz(O,ZX) = 12:2 E est une écriture 1ex%-
cographique locale irré-
ductible -
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-1 hy . h =1 > solution compatible (cf. réf 1-c., chap. 1)
Démontrons la proposition par 1l'absurde.
Ecriture non compatible ~>» h1 . h2 71

Deux cas se présentent a nous :
- 8 E<fgf
|

ouB'» f'2 £

(2) donne m<¥E+_f_' E'
SE+f <f+f' =1
h1 h2 <1
- MW ES>ESE ouE'<f < £
' (2) donne mgf.E+ £ E
- - —
SE+E' <f+f =1
< .0
hl h2 1 ici aussi

- 2 E compatible =» h, h, =1

1%
hy . hy = EE+ £ E ol fgEgT

E+E'=1

ce qui achéve la démonstration.
En résumé 2 chaque G(Y,x) construit on fait correspondre

le produit h1 . h2.

Si h1 . h2 est nul G ne sera pas gardée

Si h1 . h2

sairement opfimale.
Sih

est égal 2 1 on aura une solution pour (f, f) pas néces-

1 M
le gardera pour construire d'autre G.

\

est compris entre O et 1 et différent de ces deux quantités on
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1. e. - Cas particulier des fonctions complétes

f fonction compléte peut se caractériser par
f=f=f o
on obtient la méme chose que les fonctions incomplétes en remplagant

£ par f et f' par f'

2, ASPECT PRATIQUE

2.a, - Réalisation
Nous rangeons dans un tableau les gkY).successifs ainsi que

les mondmes m associés, Les deux premidres lignes sont seules connues au

début, | |

0 » m ¢

1

g(Y)
g(Y)

l'ensemble de ces deux lignes formera la classe O, ,

D'une maniére géhérale nous prendrons pour gl(Y) les écritures g(Y)
déja obtenues dans l'ordre du tableau et pour gz(Y) celles antérieures
strictement 2 gl(Y) que nous combinerons sous toutes les formes possibles
& &) +al 8y ' ' :

Pour ne pas combiner plusieurs fois les mémes écritures nous sommes
amenés & donner des précisions :

% A partir de la classe 0 on forme donc les g(Y) d'une lettre a, a', b, b',..
on doit effectuer les produits des différentes fermetures inférieﬁres o
de £(X) et de £'(X), ce qui revient 2 ne prendre que les variables ef-
fectivement présentes dans la base compléte de f.

% Pour former les écritures de la classe i nous prendrons o

- pour gl(Y)'toutes celles, dans 1'ordre du tableau, obtenues dans

la classe i - 1, '

- pour gz(Y) toutes les écritures de toutes les classes inférieures

ai-1 jusqu'a O et celles de la classe i - 1 qui dans le tableau

sont antérieures & gl(Y) que 1'on vient de choisir,
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Nous devons alors connaltre
- a - de quelles lettres dépendent 8 et 8, solent Yl et Y2
b - quelles sont les lettres que les mondmes m interdisent pour
g et pour g,.

Nous ne pouvons en effet faire des bifurcations sur 8 et 8
que pour des lettres n'entrant ni dans Y1 ni dans Y2° De plus si pour
8y par exemple, les mondmes relatifs ont tous la variable a' ou si l'on
préfere

hl(a, za) =a'Q® (za)

il sera inutile d'essayer des bifurcations comprenant a g, car le pro-
duit sera toujours nul (en faisant a = 1, a' est nul), avec ces restric-
tiontions simples nous possédons une écriture valable dont le test de
validité est donné par 1'inégalité (3). Si la quantité de droite est
nulle c'est terminé on ne garde pas le g(Y) formé., Si elle ne l'est
pas, nous devons essayer d'optimiser le tableau (au départ il est optimi-
sé, si on le fait & chaque fois il le restera). Nous prenons le vecteur
de vérité du produit, sur l'ensemble Za et cherchons tous les vecteurs
de vérité - calculés sur le méme Za

- égaux a lui-méme
3 chaque fois que nous en avons un nous Stons du tableau celui des g(Y)
correspondants de cotit le plus fort (s'il s'agit de celui que nous venons
de former nous ne le rangeons pas et passons un autre g(Y). Dans le cas
ol les colits sont égaux nous ne gardons que le premier rangé. Nous réité-
rons la méthode jusqu'a ce qu'il ne soit plus possible d'adjoindre une
lettreyc'est-a-dire aprés la formation de la classe N si N est le nombre
d'arguements dont dépend X.

Au pas N nous ne testerons que les solutions éventuelles comme aux
pas précédents. Nous n'optimiserons pas et nous ne garderons pas les fonc-
tions puisqu'ellés ne serviront a rien,

De plus toute écriture dont le colit est supérieur 2 celui d'une so-
lution sera abandonnée 2 la formation. En mettant le cofit optimél de la
solution & n 2n-1 (cf, chap. V §3.b au départ, on peut entreprendre l'al-
gorithme, |
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2. b. - Remarque

" Dans la pratique nous trouverons-G(Y) EOus la forme :
= !
G(Y ) = x g (¥)) +x g, (Y,)

ol Y est une variable qui comprend d'une part les arguments de Yl’ de
1'autre ceux de qu -
Si m, dépend de Z, et x et m, de Z._ et x on veut que le produit con-
1 9°P 1x ) 2% veut 4 P

convenable ne dépende que de ZX avec les notations précédentes. Zx est

- d'ailleurs la variable n'ayant que les arguments communs a le‘ et ZZx

En consequence my et m2 seront remplacees par leur fermeture in-
ferleure sur Z . Particularisons en posant X = a,
Nous devons poser Y1‘ variable générale dont les arguments sont ceux

de Zla qui ne se retrouvent pas dans Za et

hl(a, Zla) Hy (a, Y, za)

2a ? Za)

nz(a, Z, ) = H, (a, Y2a

i1 vient alors

(4)
mg H (1, Yo za) - H, (0, a0 za)°
1
¥1a Y24
il faudra calculer le produit H, = KH(Za)

1° - Une des 2 g(Y) est nulle

On ne restreint pas le probléme en dlsant que gl(Y) est nulle.

mg af'+a'(f g, + £' g))
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, Z.)

si 1'on pose £'(X) = (a, Xa) = (a, Y 24

2a

= hz(a, ZZa)

m
2
en reprenant les notations ci-dessus.
T 14
m ne dépendra que de ZZa' On ne prendra qu'une seule fermeture

inférieure soit

n& ¢, Y, zza) . h2(0, Zza)v (4"

' 1Y
2a

2° - Une des 2 g(Y) est égale a1
Soit gl(Y) =1

mg a f+a' (F 8, + f! gé)

si 1'on pose

- - \y ='\.,
£(X) a, x) =¥ (a, Y, 2,,)
il vient
~ 1"
mg W A, Y,.,2,) . 0,00, 2,) (4"
( l Y
2a

Prenons un exemple,
Pour montrer 1l'utilité de ces fermetures inférieures X dépend de
a, b, ¢y d, e,
£(X) = F(X) =b'd' +ab' + ce + a'de
on veut former a'e + ab'
a e correspond o be+ a' d . Yl = {e}
a b correspond d'e' + c'd' + ae' + ac' Y2 = {b}



II1 - 58

LV, = {e, b}

2N Z, = {a, c, d)

m =(bec + 1d) o . l(d'e'+c'd'+ le' + 1c¢!
— oipd l I {ef

m=c'd

3 - AUTRE MANIEREVD'OBTENIR UNE SOLUTION OPTIMALE

3. a. Grandes 11gnes de la méthode (cf [f] p.61)

Nous pouvons obtenir une écriture lexicographique optimale
de (f, £) & partir d'écritures lexicographiques locales irréduc-

tibles E et E de f et f de la manidre suivante :

Ne prendre que les mondmes de E qui sont des diviseurs de ceux de E.

Exemple,

I}

E = abe + abcﬁé§+ ab'd + a'b'c’

H

E = abcd + ab' dc'.

d'od 1'on tire

i

E ébc + ab' d.

Formalisons en pOSant

§=2 " Vie1, VYje s TN Y
i€l _ J
E= T A, Vier, ¥Yjes A, .\, =0,
§€7 j i h|

on définit K& I par
k/k.e K, 3j€7. Xk‘.,uj = My (ou M T Ms = kk)

La solution est donnée par

k€K
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Propriété

A chaque monbdme i, de E il correspond un et un seul mondme )  de
| M de E ;

E dont il est multiple

(z) A chaque ui il correspond un Xj-tel que /

ui T Ay Ty ]
pour démontrer cette proposition nous montrons que 1'opposé est absurde,

Si existe My, tel que

i €T g f s o |
jE€ e T A5 7y @J

en faisant la somme sur J il vient

ajoutons a chaque membre TR
i

il vient -

T oy, tZ N, FZ e FZ0A,
| I A
ce qui est impossible,

(:) Il est unique

si Q&EJetke‘Jtels que
Hy - hg T Hy
My« M T Hy
nous aurons alors en faisant le produit membre 3 membre

uj ')\L'Kkzuj=0

car V’k»EJ, Viées 4L+«k }‘L’A‘k=0

ce qui achéve la démonstration,
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Remarque
On peut définir K par
Yk €x ‘EjEJ xkuuj#o
L3, J ey =0
jV i, Y€ Xb M
Conséquence  \

(:) E a au plus le nombre de monBmes de E card(K):E card(J)

En effet il se peut qu'a deux,,. et (. i # j il corresponde le méme ) .
P A R k

(:) E est une écriture lexicographique locale irréductible 0ptima1¢ de
£ 6

En effet E g
E+E= T N\t X uy =3 = E
keK jeJ keK
d'aprés la propriété précédente

Mg

-
Ykexr JFj5¢eq Mg Ay
Voen bty a vup=a,

nous avons finalement

E_\<E$E

3. b, Restrictions 3 apporter

On ne peut toutefois appliquer cette méthode 2 deux écritures lexi-
J

cographiques E et E ayant des ordres lexicographiques quelconques,
En effet soit

f=4d+ abe

f=dabec'+abec

d+d'abec
=abc+ab c'd

1= m=)

si on applique la méthode il vient

d

=]

or d.s E car =d+d'abec
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mais d et E ne sont pas comparables.
dabec'+t+dabeccd
d+abec=E

=
1}

d
d+E

tandis que la solution est
cab+c'd

Cette dernidre est obtenue par algorithme; on peut la réobtenir par

application de la méthode de couverture précédente sur les écritures

=cab+cab'd+cad+c'd
c'dab+cabdb .,

= =]
I

On peut déja dire que la méthode précédente s'applique sur des écri-

tures lexicographiques locales optimales ou non de E et E ayant la

méme orientation lexicographique locale,
Il est intéressant de voir ce que cette méthode donne sur
les réseaux lexicographiques locaux respectifs de E et E soit sur

1'exemple.

|t=

On voit que prendre les mondmes de E qui soient des diviseurs de ceux

de E revient & faire l'intersection des réseaux c'est-3-dire de ne pren-

dre que la portion commune aux deux réseaux. Dans cette intersection ne fi-
“

gurent que les mondmes de E qui sont aussi des tetes de mondmes de E.
3. ¢. - Résultat

On obtient une écriture lexicographique de (£, £) en prenant
l'intersection 2 2 2 des réseaux lexicographiques locaux de F et E cor-

respondant & la méme ordination lexicographique locale et ceci pour
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toutes les ordinations possibles,

Reprenons 1'exemple de 2.a, et écrivons £ et f sous forme. de base

compléte
f=abcd+ablec'q
f=abe ;‘a d ;-a’b'c'
la solution obtenue par progrgmme en 15 secondes est
-—C
.-‘a
b'ad

que 1'on peut obtenir par intersection des deux réseaux suivants

d \
b
a a<
bleed » / bt .
/;L_..b'___.c' ' —"’;’f

3. d.-Remargue

Cette méthode est essentiellement intéressante si on s'im-
Pose un ordre lexicographique local. Fn général elle n'a qu'un rbdle
justificatif aprés-avoir obtenu la solution par l'algorithme précédent,
Ou par programme, Fn effet, ayant la solution on peut considerer les
écritures - 1ex1cograph1ques E et E dont les ordres sont les mhemes en ce
qui concerne le début des monbmes entrant dans 1’1ntersection Il ne
reste plus, ensuite, qu'a faire 1'intersection pour retrouver le résul-
tat.

I1 est inutile d'avoir pour cela les écritures optimales quel
que soit le cofit. En effet, reprenons 1'exemple § 3,b, les écritures

E et E ne sont ni A—optlmales ni Cﬁ:—optlmales (avec les operateurs U et?lo)
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4 - SIMPLIFICATIONS PRELIMINAIRES

4. a, Paralléle entre fonctions booléennes et @-booléennes

Appelons A et {1 les applications respectivement de 33 dans
CB, de f‘dans D
01‘1'% est l'ensemble des fonctions booléennes

-$ - - @-booléennes

qui a tout élément de@ (resp. de{ ) fait correspondre son écriture

-

lexicographique optimale

Propriétés
l.a, -\ est‘sur]’ective
erg on a A(E) = £

donc tout@ est atteint.

1.b. - A est injective
VeeB vgeB ME) # 3 (g) =p £#g
car ) (f) = fet A(g) =g
est donc une bijection de @dans& o

2. - u n'est pas surjective car 03 (il é
u. n'est pas injective
autrement dit

Ffe §,3g € § telles que ' (f) = |} (g) avec f # g
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Exemple

f=acd+abc'd+ @abd + cd + ab'c)

acd+tabc'd+ @(abd + cd)

I}

g

une solution pour les deux fonctions est

db'ce+db a
a
car .
b~ b'c
o/ <
S\ b ba
a |, :
¢ d' a b'c
g f

4. b. - Conséquences

Ceci améne quelques théorémes intéressants,
4.b.1, - 1'une des bornes est indépendante d'une lettre.on peut
imposer la méme condition 3 1'autre borne, donc a la forme
lexicographique optimale en prenant de nouvelles bornes.

~ On ne restreint pas le probléme en posant
S £(Y) et £(Y,a)
4.b.l,a.»*jLa premiére idée est de prendre la fonction (g.g) on
o g = £(¥)
g = £(Y,0) + £(v,1)
- si'l'on se trouve dans le cas £(Y,a)et £(Y) on prendra

g = £(Y,0) £(v,1)

£(Y)

i}

et §
toute solution compatible aveC'(g,E) ne le sera pas forcément

avec (f,f).
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Prenons )

f = abed + a'b'c'd + @(c'de'+a'b'd+a'b'c'e+det+abe)

X = [a,b,c,d,e} Y = {a,b,c,d}

£(X) = c'de' +a'b'd+ a'b'c'e' + de + abc

£(X) = abed + a'b'c'd = g(¥)

g(¥) = £(Y,0) + £(¥,1) =c'd+a'b'd+a'b'e' +d+ab c
=d+abecec+ab'c!

une forme lexicographique optimale pour (g, E) est
d
en effet

abe
g(¥)

a'b'C'

_ d
g(¥) < abec
de™ |
, \\~\~ a'b'e!
“or d n'est pas compatible avec (;,E)
on n'a que d > £

mais pas d £ £
—

Remarque
On a ) _ _
g(¥) g £(X) ¢ £ ¢ £(X) g g(Y¥)
une fonction ¢ vérifiant g £ cp;s\g,
ne vérifiera pas toujours f g9 Q_f-

4.b.1.b. - il nous faudra donc prendre
g(¥) = £(X,0) + £(x,1)
ou - _ -
g(¥) = £(X,0) . £f(X.1)

puisque c'est le seul cas qui tient compte du fait que les
mondmes de f qui ne sont diviseurs d'aucun mondme de £ sont

inutiles,
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On a alors
fsggegt
toute solution compatible avec (g, g) le sera avec (j,f).

Sur 1l'exemple précédent
g(Y) =a'd+ab c
g(¥Y) =abcd+a'b'e'd
oi la solution est

b'd a'+ b e a

qui est bien compatible avec f,

4.b.2, - Généralisation dans le cas ol les bornes ne dépendent

pas des m@mes lettres.

Supposons que nous ayons

£(X,Y) et £(X,7)

nous remplacons f par la fonction obtenue en mettant a2 1 (resp. 0)
toutes les variables directes (resp. accentuées) de Y,

et f en mettant a O (resp. 1) toutes les variables directes (resp.
accentuées ) de Z.
Remargue. Pour ce qui concerne f on prend la fermeture supérieure in-

dépendante des lettres de Y notée
r-~—-—7 Y
fxY)
ce n'est pas exact pour f si elle n'est pas donnée sous forme de base

compléte, Dans le cas ol elle 1'est effectivement on prendra

£(X 2)
]z
Exemple X-= {a,b,c,d}

abedg + a'b'c'd
c'de'f + a'b'd + a'b'c'e'f'+cdef+abe

| |
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{g}

g(x) = :mf. =abecd+a'ble'd
gX) = f =a'b'd+abec
i {e, £}
~d'od la solution a
d/’
b"’
L,
*\\\,c
~a

Ces simplifications sont trés intéressantes au point de vue temps de
calcul, en voici une idée sur l'exemple cité en b,l.a et b.l,b
Pour (f, f) au bout de 11' on n'a pas terminé complétement le programme -

mais au pas 3 la solution a été élaborée,

Pour (g, g) on a mis en tout 9"

THEOREME
Si une fonction @ booléenne est donnée par £(X Y) et f(X Z)
on peut remplacer f par la fonction (g, g) od
g(X) ='£(X‘Y)I et g(X) = £(X 2)
Iz

‘et toute écriture lexicographique locale irréductible de (g, E) le

sera pour (£, ).

4ec, - Simplification due aux mondmes de f et £

THEOREME
Si dans une fonction @-booléenne (£(X) . E(X))ﬁ £ contient un monBme

qui a un produit nul avec tous les mondmes de £ on peut le supprimer

dans f sans rien changer & la solution,
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Soit f = .Z v; f =.2 uj
iel jeJ
si Jkey Pier vy M =0
On restreint f & J EJ uj olt Jl =J - {k ¢ 17, 1€1 Vi My =0}
1

En effet, ce monBme est surabondant dans f tous les points couverts par
lui ne se retrouvent pas dans £ donc aucun de ses multiples ne sera dans

E on peut donc le supprimer.,

4.d, - Etant données une fonction @-booléenne (£, £) et son écri-
ture lexicographique ZO optimale qu'arrive-t-il si on ajoute un mondme
seulement 2 f ?

Prenons un exemple,

f=dabec'"+abce

— Z = 1
f=d+abec o~ ¢abteld

Ajoutons & f le mondme-a b e,
Ce mondme couvre un mondme de f déja couvert par un monbme.de’?,
a b c, Cette adjonction d'un mondme & f ne change pas la solution on a
toujours 20 =cab+c'd que 1'on.retrouve par

ce c ab/e

E ah<’ ou '

¢! d ab

=]
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Voici le probleme qui se pose :
Si un mondme de f a plusieurs diviseurs dans f un seul servira plus tard
Seulement dans toutes les écritures E de f et E de f les mondmes sont

transformés et on ne sait plus quel diviseur va servir.

5 - EXEMPLE TRAITE PAR PROGRAMME

b'd' + ab' + ce + a'de
ab'd' + b'e + ace + a'de + ab'c

I+h  +h
1

dont les bases compléetes nécessaires sont

= b'd' + ab' + ce + a'de + b'e

£
£'= a'e' + be' + abc' + a'bd' + be'd' + c'de’
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DIVERS PROGRAMMES ET RESULTATS MACHINE - COMPARAISON DES
OPTIMISATIONS DES ECRITURES D'UNE MEME

FONCTION

1. - Programmes et Résultats Machine
2. = Comparaison des optimisations

3. - Formes lexicographiques de f et f'
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1 - PROGRAMMES ET RESULTATS MACHINE

l.a, - Divers programmes

Nous avons programmé 12 méthode exposée au chapitre III en
Algol du fait de la présence a 1'I.M.A.G. de procédures MAP-IBM-7044
et de procédures Algol de traitement et de calcul sur les fonctions
booléennes. Un autre langage aurait peut 2tre donné des résultats en
des temps plus rapides mais le rapport des femps de deux programmes
serait sensiblement le m@me.

Le programme LEXICO dont on trouvera un listing en appendice
est la toute derniére version qui réduit au maximum le nombre des g(Y)
essayées et ne construit aucune bifurcations a gl(Y) + a' gz(Y) avant
d'avoir effectué le test de validité par le produit des mondmes associés.
Ces mondmes sont gardés en mémoire sous deux formes, le vecteur de véri-
té de la fonction qu'ils représentent calculé sur le nombre effectif de
variables dont la g(Y) dépend, et la forme polynomiale résultant du pro-
duit effectué. Le vecteur de vérité est nécessaire dans l'optimisation
pour savoir si deux g(Y) de cofits différents ont les mémes mondmes m.
Ce programme Algol fait au total 7618 unités syntaxiques. La complexité
du programme est accrue par la représentation machine des fonctions
booléennes avec ordination quelconque des variables ainsi que les divers
renseignements que nous devons garder en mémoire sur chaque g(Y). Ce
programme existe en 3 variantes ot l'optimisation est réalisée sur les
3 colits L, A et &L Nous avons en outre écrit d'autres variantes ol
L'optimisation s'opére suivant deux critéres de cofit dont le premier est
prioritaire sur l'autre. Le second optimisant 12 ol le premier conclu\
a un litige. Nous les avons appelées

L+A et “A+L , L+d& E et &+L

il ne nous a pas paru utile d'écrire les variantes A + @ et @+ A,
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1.b. - Résultats Machine

Référence de ' : Fonctions Etudiées
la fonction du complé-
£(X) ment f' £(X)
" 1-4 abd + cd +‘ab'c
1-5 ' abce + c'de + ad'e
2-5 abe + cd + bde' + ade
3-5 abde + abc' + ab'de' + a'c'd' + a'bed + a'cde'
4=5 ace + bed + d'e
5-5 (7-5) ab + bed + d'e
6-5 ' ae' + b'cd + d'e
7-5 (5-5) b'd + a'c'd + b'e' + a'c'e' + a'd'e’
1-6 (6-6) abc + b'd'e + ad'f + a'bd' + cd'f
2-6 (8-6) aef'! + ab' + ad' + a'cf’
3-6 (4-6) | ab + af + cde + cd'f'
4-6 (3-6) ~a'c! +ble'f! +alde' + b'de'f‘ + a'd'f
5-6 (11-6) a'd +b'd + c'd + b'e'f' + abcf' + ac'e'f' + a'b'c'e'
6-6 (1-6) a'd + b'd + c'd + ble'f! + abe'f' + ac'e'f' + a'b'c'e’
7-6 (9-6) acf' + bd + ef + b'ce
8-6 bdf + abde' + a'c' + be'de' + a'f N
9-6 (7-6) a'b'e' + b'e'f' + afd'e’ + d'e'f + b'c'f + c'd'f'+a'bdf’
10-6 (12-6) a'd+b'd+ c'd+b'e'f' + abc'f' + a'c'ef' +a'b'c'e’
11-6 (5-6) a'bd' + b'd'e + c'de' + abcf + ad'f + cd'f
12-6 abc + bed! + cd'e + ab'd'e + a'bd'e' + ad'f + bd'f +
cd'f + d'ef '
13-6 a'd +b'd + c;d + ble'f' + abc'f' + a'c'e'f! + a'b'c'e'
14-6 a'b'de' + cd'eaf + b'd'f + ac'f + abd'ce + a'bedef
15-6 c'df + a'b'd + abc + a'b'c'e'f' + cdef
16-6 a'bde!' + b'd'f + ac'f + ad'ef + bc'def
"
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Référence (suite)

17-6
18-6
19-6
20-6
21-6
22-6
23-6
24-6
25-6
26-6
27-6

1-7
2-7
3-7
4-7

def + be'e' + ac'f + c'ef' + ac'd

cf' + ce' + cd' + a'b'e' + a'def + a'b'd'f + blc'le'f!
bdf + c'd'e' + abe' + b'de' + ae'f

b'e' + a'd + d'b'a'ef' + a'c' + bd

abed' + cdef' + efa'b'

abc'd' + cde'f' + efa'b’

abd + cd + ab'c + e'f

d'e'f' + ad'ef + be'def + a'b'de!' + b'd'f + ac'f
bed' + be + c'lef
c'df + a'b'd + abc + a'b'c'd'e'f' + cdef.

ac'eg + d'f'g + ab'c'g!' + b'd'f’
abd + ¢d + ab'c + ef' + £ + g
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SOLUTIONS L~-OPTIMALES

7-6
8-6
9-6
10-6
11-6
12-6
13-6

14-6

15-6
16-6
17-6
18-6
19-6
20-6
21-6

22-6
23-6

25-6
26-6
27-6

bac + bac'fd’ + ba'd’ + b'd'e + b'd'e'fa + b'd'e'fa’c

bd + bd'fc + bd'f'ca + b'ec + b'ec'f + b'e'f'ca

af + af' + af'b'cd’ + af'b'cde + a'cde + a'cd'f"

a'c’ + a'cd’f 4+ a'cde’ + af'b'c! + af'blce’d -
cba'd + cbaf’ + ovam + cb?d'fle’ + mqm + c'd'e’a’b’ + c'd’e'af’

de? + dcb' + dcba' + d'f'b'e! + d'f'be’a + d'fe'ctblal

fe 4+ fel'db + f'b'ce % f'blcela + £f'bd + f'bdica
mmdw+mmﬂﬁgmq +m=m+mdmmo. ,

fe'db' + fe'd' + filca'bd' + f'ca'ble’ + £ic'd’ + £'c'db’

dcba’ + dcb' + de' + d'fe’c'b'a' + d'f'abc’ + d'f'able’ + d'f'a’e’b' + d'flalec’
cabf + cb'd’'f + cb'd'f'e + c'd'e'af + c'd'e’'a'b + c'd'e

~cbd' 4+ cbda + cb?d'f 4+ cb'd'fle + c'd'e’a’d + c'd’e'af + c'd'ef + c'd'efibla

de' + dcb' 4+ dcba' + d'bflc’a + d'bf'clae’ + d'ble'f? + d'bie’fc'a’
ac'f + acd’be + acd'b'f + a’b'de! + a'b'd'f + a'bfedc!
c'df + c'df'b'a’ + c?'d'f'e'b?a?! 4+ cb'da’' + cb’dafe + cba + cba'fed

‘bfedc'’ + bfed’a + bfelc'a 4+ b'a'f 4+ bida’e’ + b'dafc’
efd + efd’c’a + - ef’c' + e'c'b + e'c'bfaf + e'c'bfa’f'd

d’c + d'c¢'b’'fa’ + d'c'b'fl'e! 4+ defa' + def'c + de'c + de'c'bla’

“dbf + dbf'e'a + db'e' + d'e'c + d'e'c'af + d'e'c’af'b

bd + bdfc'a’ + b'ea’d + b'ea'd'fc' + b'ea'd'f' + b'e!
bcdf'e + becd'a + b'efa' + b'ef'dec

fbd'c'a + fb'ea’ + f'de'c + £'d'c'ba

abd + abd'fe' + ab'c + ab'c'fe' + a'fedc + a'fe'! + a'f'dc

be + be'd'c + bifec' + b'fle! .

-fcde + fcde'ba + fcde'b'a' + fcd'ba + fc'd + f'beca + f'bla'd + f'bfa’defc!?

fclage 4+ fc'lag'b + fidc'age + f£'dclag’b' + fldig + mwm.mqvne

f gf + gf'e + gf'e’abd -+ gfi'elabl’c + gf'e’a’dc 4 g!




Quelques réseaux solutions,

¢ ba

d<
1-5 c c!
| 'a

af"b f

o
<

b
3-6 b'c<{‘
4 d 1
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e f
£ . b ¢
7-6 'db | £l

N\

\ d 8-6 £
2 .
f'\/ d'ca a :
LY 1 e ' '
b C’; f'c
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Réf£Ce Temps |Temps | Temps Lexico " lexico
L U-A  |4f - ( pas écriture avec écriture

1-4 | 15"

1-5 20"

2-5 120"

3-5 1'10" | 1'10"

5-5 30"

6-5 | 30"

7=5 30"

1-6 4'40" | 4'50" ] 4'40 143'10
2-6 1'30" | 130"} 1'40"

3-6 3! 3! 3'3o"

4-6 3!

5-6 5'30" | 5'30 | 5'30"

| 6-6 3'50 4! 4rio" 237" 3!

7-6 5! 5!

8-6 120"

9-6 3'40

10-6 6'

11-6 5!

12-6 | 5!

13-6 5 15!

14-6 8!

15-6 6! 6'50 16'50

16-6 6'10

17-6 4'40

18-6 5'30

19-6 4'40"
20-6 | 3'10"
2i—6 2'50" { 2'50".
22-6 2120 | 2'20

123-6 3rio"
24-6
25-6 > 1
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26-6 ~1150"
27-6 6'50 | 6'55

11-7 > 12!

2-7 > 8!

3~7 1 11! ‘ 7'46" pour le dernier
4-7 9! o
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l.c, - Elimination heuristique cf [F] p.18.

Nous avons essayé de supprimer certaines écritures-g(Y) au.
moment de leur formation parce qu'elles avéient une "distance" a
la fonction f(X) trop élevée. Nous ne sommes pas toujours assurés
d'arriver a une solution, Il faudrait traiter un grand nombre |
d'éxemples pour avoir une valeur convenable de. cette distance mi-

nimum afin de parvenir a une écriture optimale.

Distance
Nous prenons comme distance de deux fonctions le nombre de composantes
fip s 4 gspes n
de leur vecteur de vérité qui différent. Ces vecteurs ayant tous 2

composantes si X dépend de n variables.

2, COMPARAISON DES OPTIMISATIONS DES ECRITURES D'UNE MEME FONCTION VIS

A VIS DES DIFFERENTS COUTS

2.,a, - Position du probléme

Nous voulons savoir si les écritures lexicographiques locales
irréductibles d'une méme fonction, optimales vis & vis des diffé-

rents cotits L, A et & peuvent atre les memes od si elles sont toutes

différentes.
Les programmes

L A Qe
donnent respectivement les cofits

L

Lo (Ls
Lot J AL A A, Q. A,
SREE
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ol LO,.AO etC%)sont les cofits optimaux.

prpelmmsgg, A et défllensemble des écritures ayant_résﬁectivement
pour cofit LO, onet Clb, ' '
L

; ’ €
0 Min {LE, E. $}

£ - {E, 1

VE Ly 2 L, est la propriété du cotit optimal.

E Lo} -

Ici nous avons

< 2, e =
b T L A %4 2T
£ A2 2
b ® hyshy B2l

S1 nous voulons connaitre les cofits I, optimaux des. écriture U.et %b ar-
borescentes optimales nous utilisons:les programmes. A + L.ou @&+ 1L

- qui donnent

A+ L Ly Q. L

@ &y

N LS
ou Ly 2L, et 3~ 1y

2.b. Comparaison vis 3 vis des cofits L et a.

Prenons 1l'exemple réf. 15-6
f=cldf +a'b'd+abc+a'b'c'e'f' + cdef
'le programme L donne pour solutibn : o
cba + cba'fed + cb'afe + cb'da' + cd'f + c'df'b'a'»+gcfd’f'e'b'a’

= a -
LO 33 1 16

les,réseauxiléxicographiques et tbarborescents sont.:
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a

BN
c/ \é'fed
/ AN afe

b'd¢”

,/ Na!
< £
d
NS

‘\dvlflelblal

: | d | b
/
| [ 0 lq ' p 0 0‘

fede + fode' ba + fede'b'a' + fed'ba + fo'd + £'bea + £'b'da’ + £'b'd'e'c'al,

i
le programme @ donne

ouL2=38 @'O=11
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nous ne pouvons conclure car le programme ne donne pas. forcément Lé =38
Le programme (8+ L donne: la mlme solution que le programme _.- dont les

réseaux sont

- ///e ba
s\
f/ \dlba \b'al

c'd

beca

o a
N\,

d'le'c'a!
b
c ad a
b a'
Ar d |
, da
4 c 0

Conclusiog

Il n'y a pas parmi les écritures czroptimalesbd'écritures
L-optimales,

3f.; $f N J%’=¢
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ce n'est pas vral pour toute fonction f

Si f=a on a 2%8 = Cﬁ%’
: f f

Nous pouvons énoncer le résultat suivant :
Résultat
Quelle que soit:la fonction £, ses deux ensembles de solutions
L-optimales et Cl-optimales ne sont pas comparables :
— il existe des fonctions telles que des écritures. lexicographiques lo-
cales réalisent le minimum des colits, soit CZLO et LO.
- 1l existe une fonction pour laquelle il n'y a aucune écriture. lexi-

cographique locale réalisant CELO et LO a la fois,

- 2,c. - Comparaison vis & vis de A et L

Nous n'avons pu & l'opposé du 2.b., conclure d'une facon nette,
sur la comparaison  de A et’%ﬁ .

Montrons évec des exemples les deux propriétés.
Propriété 1

Il existe deux é cr i t ur e s lexicographiques d'une meme

dont les coflits respectifs A, L, et A2, L, vérifient
e = <
L1 L2 et A1 A

fonction E1 et Ez

2

Exemple
| f(X) = ace + a'ed + a'b'c

E, = cae + ca'bd + ca'b'

1
E2 = gec + a'bde + a'b'c
L1 = L2 =10

Les fréseaux U - arborescents suivants dorment‘A1 et A2
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1
’ :, 1
0
K o
EJ
0 - '-
A1 =5
A =5 A2 =7

autrement dit :

Parmi les solutions L-optimales certaines peuvent ne pas 2tre A-optimales
ou  Jg | J ? A

f <
olt A =16 L =33

olt 33 est bien le cofit en lettres ce qui ne permet pas de conclure,

Voyons les réseaux U des,autres solutions L et CZ,+-L optimales
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Il y a des cas pour lesquels L est défavorisé : lorsque beaucoup de 1
apparaissent dans les entrées des opérateurs U et peu de O,

Exemple. Voyons la différence en prenant le réseau normalement dessiné
ci-dessous et celui.qui prend comme entrées les chiffres entre parenthises

lorsqu'il y en a et les autres chiffres quand il n'y en a pas.
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A=A'=18 o
cba'fed.+:cb'dafe' + c'df'p'a' + c'd'fe'ba’
£' = cba + cba'fed + cb'dafe' + cb'da' + c'df + c'df'b'a’ + c'd'fe

+ c'd'fe'bal + c'd'f'
L = 23 L' FL+17 =40

Malheureusement la fonction est modifiée, il y e en général des.soluﬁions

de coit meilleur,

Propfiété?Z
I1 eiiéte‘deux écritures lexicographiques d'une méme fonction

El et E2 dont.les.coﬁtstAI,le et A2"L2 vérifient

A, =A et L <L

1 2 1 2
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Exemgle
Réf 3-5 f = abde + abc' + ab'de' + a'c'd' + a'ecbd + a'cde'
E1 = abcde + abc' + ab'e'd + a'deb + a'deb'e' + a'd'c!

E2 = deba + deba'c + de'ab' + de'abe' + de'a'c + d'c'a + d'cta' + d'c'ab
L =2 L, = 29

et les réseaux

1
@
E<:\°
3¢

0
e'{ 1
le \{EI<
— - 10
‘fL\g/u3~——[EL<;r~u//o
eL'\_
= 0 S

14

1

oll encore

Parmi les solutions A-optimales certaines peuvent ne pas. &tre L-optimales

ou E; f Af jé ii@.

Propriété 3
I1 existe une fonction pour laquelle ces solutions A-optimales

et L-optimales sont toutes les memes

| I Af égiéi
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il n'y a qu'a prendre f = a
La seule chose que nous pouvons conclure au point ol nous

sommes est

, 3 f pour '_laquellle Af A ‘{gf‘ # ¢

Reste 3 .montrer. :

vf on a .Af/\i‘zefié 1)

ol quelle que soit f il y a une solution réalisant le minimum des 2 colits,

Reprenons 1'exemple du'paragraphe 2.b. le programme A + L donne 1'écriture

dont le réseau est
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3 - FORMES LEXICOGRAPHIQUES DE F ET F'

3.a. Ordres 1exi¢ographiques optimaux de f et de f'

vDe la propriété 1 il résulte que si 1'on part d'une écriture
lexicographique locale L-optimale mais pas A-optimale (ni(¥) les ordres
lexicographiques locaux optimaux de f et de f' ne se correspondent pas

en appliquant 1'algorithme §3.a(chap.I)

Exemple précédent

- c

e~

/ Nt a,/e\cl
N

al \
N o C . ]
RO R TN
b<f// ~c! \\\ '/ \ c'
a'/ \\d' a d/
\“ '/C \b'
b, ~
f' = aec' + ae' + a'bdc' + a'bd' + a'b'c! L =15
e

e
a
c<<j \\‘e;(/d c
— b beud'
Slk\~$' a;(jb"‘d' :é> 5 <:: \\aL/’

f' = cae' + ca'bd' + ¢! L=28

S, est en gffetIA—optimale (ou L), S, ne l'est pas et au § 3.b propriété(ch,I)

on dit que f et £' ont des représentaiions A(ou @) optimales de méme cofit
d'ol le résultat. |
i Les ordres' lexicographiques locaux des formes lexicographiques
locales irréductibles de f et de son complément f' qui onf des représen-
tationst-arborescentes optimales sont les mémes,
I1 n'en est pas le cas généralement pour les formes optimales
pour le colit en lettres puisque le complément n'est pas nécessairement

optimal,
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On ne peut pas dire que f et f' ont des ordres. lexicographiques

optimaux pour toute fonction f,

3.b. - Etude comparée de diverses fonctions et de leur complément.

Les temps d'obtention des solutions L-optimales relatives &

f et £' ne sont pas toujours les memes ou voisins. Le nombre des g(Y)

n'est pas le méme non plus. Le tableau suivant montre 1'évolution succes-

sive & chaque pas, dans chaque case en trouve le temps passé i ce pas en

haut et & gauche, 1'indice.ou nombre total de mondmes de tous les g(Y)

sélectionnés pour avoir une idée des divers encombrements.

Il n'est cependant pas possible de savoir pour quelles rai-

sons il est plus rapide de considérer une fonction plutdt que son complé-

ment,

Pas poids Temps
REECEN 1 2 3 4 5° 6 L ng;igr total Joptimale
N —d

e 1 9 66 f131 f63 14 PYIN 4145
8 70 198 307} 367 367
6-6 1 11 64 109 46 8 2 35 4
8 63} 185 2511 284 284
2-6 1 6 p2 Jeo U 2 13 34 136"
7 15§ 119 1891 201 201
8ot 1 6 J28 39 |15 2 14 20 pragn]
7 13 108 142 ) 148 148 ' l
7-6 1 9 62 | 150 34 12 23 37 5
8 66 220y 374} 426 ! 426
',‘ ‘
9-6 ! S R Rl LA AR A YA TR e | d—
8 511 146H 263j 299 ,  299j N ’







Fonction de la forme x £(Y) + x'g(Z)

—
-
[}

2. - Propriétés dues aux mondmes premiers

3. - Encadrement du nombre delmonﬁmes et du nbmbre

' de lettres d'une écriture lexicographique

4. - Somme de mondmes disjoints et forme lexicographique
5. - Recherche de la lexicographicité d'une fonction

donnée sous forme polynomiale
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I. FONCTION DE LA FORME x £(Y) + x' g(Z)

ol Y et Z ne dépendent d'aucun argument commun, on démontre le
théoréme cf. [9] pp.21.22

l,a. Théoréme

Si une fonction non égale 2 une constante est de la forme

F=x £(Y) +x' g(z)
Y et Z ne dépendant d'aucun argument commun ni de x en particulier
foug peut &tre égale a4 0 ou 1. Il existe un ordre lexicographique
local ayant pour premiire lettre x et optimal par rapport & F au poiht

de vue des coiits U-arborescents,

La démonstration se trouve 2 la référence ci-dessus, Voici le principe;
on part de E = x Ef. + x! Eg ol Ef et Eg“ sont des écritures lexicogra-
phiques U-arborescentes optimales de f et de g. On considére une écriture
E' quelconque de F, et en faisant x =1 (resp. x = 0)on moﬁtre que son
colit ne peut pas &tre inférieur & celui de E (resp E ) donc que le cofit
de E' est supérieur ou égal a celui de Ef augmenté de celui de Eg et de 1

car Y et Z ne dépendent d'aucun argument commun ni de x.

1,b. Remarque

Nous noterons qu'il est alors suffisant de chercher pour F les
écritures lexicographiques locales optimales du point de vue arborescent

de f et de g.

l.c. Exemple
F = e(abd + cd + ab'c) + o' (£+gh)

cherchons une é&criture A-optimale de F.

Ici £(Y) = abd + cd + ab'c

dont Ef = abd + a'cd + ab'c de colt 6

et g(Z) = £ + gh dont Eg = f+ f' gh de colit 3

Ep = e(abd + ab'c + a'cd) + e'(f + f'gh) de cofit 10,
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2, PROPRIETES DUES AUX MONOMES PREMIERS

2.a. Théoréme,

Tout mondme de toute écriture lexicographique E de f est multiple au sens|

3
E]

large d'au moins un mondme premier de f,

Soit un mondme lexicographique quelconque de E

My est le seul mondme de E A couvrir 1'hyperplan a* b*

*
4 car tous
les autres sont disjoints avec lui,

Supposons qu'il n'existe pas de mondme

premler ayant une partle (ou tout) des x* de My dans un ordre quelconque

(c! est- a-dire un d1v1seur de uk) Les mondmes premiers sont par définition

inférieurs 2 f et tels qu'aucun de leurs diviseurs ne le soit

Il en résulte qu'il n'est pas possible de trouver un mondme

premier, multlple de uk Les fonctions f et E ne cofncident pas sur 17

fy-
perplan a* b*

en conséquence on a le théoréme .

2.b., Théoreéme

51 tous les mondmes premiers de f ont tous la lettre a,

tous les mondmes
lexicographiques ont la lettre a,

d'aprés le théoréme précédent (52.a) nous savons que tout mondme lexicogra-

phique est multiple d'au moins un mondme premier, Puisqu'ils ont tous la

lettre a,; tous les mondmes lexicographiques 1'ont,

La réciproque est naturellement fausse, Toutes les formes cano~

niques ont toutes les lettres dans leurs monodmes,

i 2,c. Théoréme

Si tous les mondmes premiers de f ont tous la lettre a, il y a un ordre

.

lexicographique optimal pour £ commengant par a,
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Montrons qu'a tout ordre O ne commeng¢ant pas par a nous pouvons
faire correspondre un ordre O1 commencant par la lettre a, qui n'utilise
pas plus de mondmes et pas plus de lettres que O,

D'aprés le théordme précédent (§2.b) nous savons que tous les
mondmes - lexicographiques quelconques ont p variables identiques (p = 0)

et dans-le meme ordre et la meme ptléme lettre,

. . 1 * . . . s .
51 la variable a” fait partie des p premieres il n'y a pas de
probléme a faire passer a* en premiére position, Nous n'augmentons pas

plus de nombre de mondmes ni le nombre de lettres,

Si par contre a®* n'apparait pas dans les p premiéres, elle ne
peut qu'dtre i la pt+léme et figure sous les deux formes a et a', La

faire passer en premidre position n'accrolt aucun des nombres précités,

I1 est possible que ces deux nombres diminuent comme le montre 1'exemple

suivant

Exemple
f = abc + ab'e + a'b! de
dont la base compléte est
abc + ab'e + ace + a'b'de
un ordre O donnerait
| eac + eab' + e'bac + e'b'a'd

tandis que O1 commengant par a donne

abc + ab'e + g'e'b'd

Conséquence

51 nous avons f(X) telle que tous ses mondmes premiers ont la
lettre a nous posons :

D = £, (a,0)

Pl

et pour chercher 1'écriture 1exicogfaphique optimale de f il suffira de
chercher celles de

fl(l,Y) et fl(O,Y)
Remarque

Dans le théoréme du §2.c. 1'optimisation est valable quelque soit

le colit (L,A ouf.).
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3. ENCADREMENT DU NOMBRE DE MONOMES ET DU NOMBRE DE LETTRES DES SOLUTIONS

L-OPTIMALES D'UNE FONCTION COMPLETE DE n LETTRES,

3.a, Encadrement

Soit une fonction f compléte de n-lettres,

Soit E une écriture lexicographique (locale ou non) L-optimale
de f et solent © et ¥ respectivement une forme canonique et une base premig-
re irredondante de f ayant un nombre minimum de mondmes et un cofit en let-
tres minimum, Désignons par %p le nombre de mondmes de ®, yp le cotit en

lettres de 9 11 vient :

(1) MYSMESMQP

(2) LW < LE < Hm

en effet

- ¢ est une écriture lexicographique (non locale) particulidre, il
n'y en a pas de plus cofiteuse tant pour M que pour L. Elle peut cependant
8tre optimale.

- ¥ est une écriture ﬁe f qul comporte un nombre M et un colit L

minima. ¥ est choisie 2 cette fin. ¥ n'est en général pas une écriture lexi-

cographique,
Exemple
f=abc+a'ed+a'b'c =y
E = cba + cb'a' + cba'd
® = abed + abed' + a'bed + a'bled + a'b'ed’
(1) et (2) donnent 3 <3 <5 et 9<10s 20

3.b. Détermination des bornes supérieures en fonction de n

n
¢ ne peut pas avoir plus de 2 mondmes comme le montre

1'exemple suivant pour n = 3
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e
a-//, ‘\\\c'
\b.'/
N

Cc

A
&

il faut ‘que cette écriture 1exicographiqug n'ait pas deux mondmes ayant
sur leurs n variables n-1 variables identiques et lé derniére sous une
forme chez 1'un sous la forme complémentée chez 1'autre, puisque nous
voulons des bornes de formes irréductibles .’

M, = 2n-1 et L1 = n.2n-l

pour n =4 M1 =8 et L1 = 32

Cecl peut ne pas paraltre avantageux. Cependant les fonctions clés de

parité et clés d'imparité atteignent effectivement ces bornes.

P =%y ® X, ® Xy oes ® X

égale d'ailleurs comme son nom 1'indique 2 toutes les fonctions obtenues
en complémentant un nombre pair de variablesv(un nombre impair correspond

au complément de ml).

Exemple

a®b®c®d
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abcd + a'bed + ab'c'd + a'bc'd + a'bed' + ab'cd! + abc'dt+ a'bte'd!

M1 = ME = 8 L1 = LE = 32
Voici quelques valeurs de M1 et Ll
n= 1 2 3 4 5 6 7
M1 = 1 2 4 8 16 32 64
L1 = 1 4 12 32 80 192 448

de (1) et de (2) on peut donner

an MY < ME < Min(q$, Ml)

2") Ly < LE < Min(H$, Ll)

3.c. Exemple montrant que la borne supérieure est en général trop

élevée,

¥ =f = abc + b'd'e + ad'f + a'bd' + cd'f (réf 1-6)
E = bac + bac'fd' + ba'd' + b'd'e + b'd'e'fa + b'd'e'fa'c

@ = abcdef + atcdef' + abcede'f + abede'f' + abed'ef + abcd'ef!' +
abcd'e'f + abed'e'f' + abc'd'e'f + ab'cde'f + ab'cd'ef + ab'cd'ef'+
ab'cd'e'f + ab'c'de'f + ab'c'd'ef + ab'c'd'ef' + ab'c'd'e'f +
a'bed'ef' + a'bed'e'f + a'be'de'f + a'bc'd'ef + a'be'd'ef' +
a'be'd'e'f + a'be'd'e'f' + a‘b'cd'ef + a'b'ed'ef' + a'b'cd'e'f +
a'b'cd'e'f' + a'b'c'd'ef + a'b'e'd'ef!,
pour cette fonction nous avons

M, = 5 M. =6 m$ = 30 M, = 32
192

i
—
9,
|l

[}
N
(9]
o

i
—
o]
o
[

]
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Remarque. On peut abaisser Lcp et M¢ en remplagant ¢ par o obtenue en
appliquant 2 ¢ les réductions du type A¥ + Ay' = A jusqu'ad ce que ¢a ne

soit plus possible.

9 = abc + ab'cde'f + ab'cde'f + ab'cd'e + ab'cd'e'f + ab'c'de'f +
abc'd'é + ab'c'd'e'f + a'bedlef! + a'bcdie'f + a'be'de'f +
a'be'd' + a'bled' + a'b'c'd'e

od M =14 et L =74

2} ¥
" <M
am My . Min(Mwa Mcol’ Ml)
. ' 1
(2" Ly S Ly < Min(ch, chl, Ll)_
donnent _
5<6 <14 et 15 < 25 < 74

4, SOMME DE MONOMES DISJOINTS ET FORME LEXICOGRAPHIQUE

4.,a, Définition et propriétés

On dit que deux mondmes sont disjoints lorsque leur produit
est nul, |
- On peut toujours écrire toute fonction sous la forme d'une somme de mondmes
disjoints, la forme canonique ou de Lagrange, la forme lexicographique

locale irréductible, existant toujours, sont deux telles sommes.

~ toute forme lexicographique de f est la somme de mondmes disjoints égale
3 la fonction f. La réciproque n'est pas vraie comme le montre 1'exemple
suivant
f =ab' + be' + ca'
gous les mondmes sont disjbintsvmais‘cette expression n'est pas lexico-
graphique.
En effet toutes les lettres a, b et c jouent le méme rdle

E =ab' + abc' +a'c +a'c'h
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- toute somme de mondmes disjoints n'est pas nécessairement lexicographique.
- parmi toutes les sommes de mondmes disjoints il y a au moins une forme

lexicographique locale irréductible,

4.b. Applications avec des vecteurs de vérité

A chaque mondme u de 1'écriture lexicographique E = 3 by on
i€I
affecte w,» vecteur de vérité a 2" composantes si n est le nombre de lettres

dont E dépend; on appelle de plus V celui de E

on a
- V=% w,
i€ *
“Vier Vies 1+ j w, .w, =@

1 J
ol les sommations et produits sont ici les opérations entre deux vecteurs

dont on fait les sommes et produits booléens composantes 2 composantes,

Vecteur de vérité. C'est un vecteur ul a autant de composantes que 1'hy-
q y

percube associé & la fonction a de sommets; chaque composante est égale

81 si la fonction vaut 1 sur le sommet de 1'hypercube correspondant, 0 autre-

ment,
Exemple
£(X) = abd + cd + ab'c card(X) =
0
0
0
0
1 correspond & ab'cd!
0
V(f) = 0
0
0
0
l '00000000.0‘0. abc'd
1 .UODBCOODOOGQO a'b’cd
1 OlOIQQG'.DOOOC ab'cd
1 D'QGBDUQGOOODD a'bcd
1 ‘GOOV..OOOB!.' abcd
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on peut lui faire correspondre l'ensemble des indices des composantes
non nulles

46

{5, 11, 12,13, 14, 15}

1

ﬁg(abd) = {11, 15}
Qab'e) = {5, 13}
€Ca'ed) = {12, 14}

on peut obtenir les écrituresdes fonctions ayant peu de mondmes en don-
nant tous les multiples d'un mondme m de la base compléte de f et en les
rangeant avec m dans une colonne appelée classe de m, A chacun de ces mo-
ndmes M, on affecte 1'ensemble g (Hi) précédemment défini. Nous devons
maintenant faire avec ces mondmes ou ces ensembles %;(Hi) des partitions
de f ou de 1'ensemb1e%2)(f)° Nous n'aurons pas nécessairement une écriture
lexicographique, et devrons tester la lexicographicité de 1'écriture po-

lynomiale obtenue (cf. § 5). Reprenons 1'exemple précédent

dc 12,13.14.15 dba 11.15 cb'a 5.13
dca 13.15 dcba 15 dcb'a 13
dca' 12.14 de'ba 11 d'cb'a 5
deb! 14.15

deb'! 12,13

dcba 15

dcha' 14

deb'a 13

deb'a' 12

pour réaliser les partitions nous découvrons la notion de composante

indispensable ou sommet indispensable.

Définition. |
On dit qu'un mondme m de la base compléte de £(X) a un sommet
i
indispensable s' il est le seul mondme & couvrir ce point sommet de 1'hy-

percube & N dimensions si card(X) = N,
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Ici, dc a 12 et 14 comme sommets indispensables
dba a 11 , cb'a a 15

on dira qu'un mondme de f est indispensable si tous les points qu'il

couvre sont des sommets indispensables.

Propriété,

Un mondme indispensable est disjoint de tous les autres mondmes

de f.
Exemple
. £(X) = ab' + be' + a'c a ses 3 mondmes indispensables
32; 1.5 &5;, 2.3 a'c | 4.6
ab'e 5 abc' 3 a'be 6
ab'c' 1 a'be' 2 (a'b'c 4

la partition (1,5)(2.3)(4,6) de (1,2,3,4,5,6) ne donne pas une écriture
lexicographique comme nous 1'avons vu plus haut (§ 1) par contre

b'a + bc' + bca' + b'a'c en est une.

5. RECHERCHE DE LA LEXICOGRAPHICITE D'UNE FONCTION ¢ DONNEE SOUS FORME

POLYNOMIALE

5.a. Méthode

Soit = X by la fonction considérée.
i€I
le probléme n'est possible que si 1'on a.

ViEI VjeJ i#] My «H; =0

Sinon ¢ n'a méme pas ses mondmes disjoints, elle ne sera pas non plus
lexicographique.

La recherche suivante consiste & donner essentiellement un ordre
lexicographique s'il y en a ou aucun (on pourrait si l'on veut les cher-
cher tous).

Ecrire ¢p sous forme lexicographique revient 2 déterminer les
bifurcations éventuelles, donc la présence d'une lettre dans les mondmes

de l'arbre ou de sous-arbre considéré. Cette méthode est récursive et trés
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facilement programmée. Elle consiste & chaque pas & chercher les racines

possibles, 2 en envisager une jusqu'a ce qu'elle donne une solution sinon
1'abandonner et reprendre 2 cet embranchement jusqu'ad ce qu'on obtienne

une partition de tous les mondmes.

5.b. Exemple
® = b'd'e+ ab'd'e'f + abc + a'bd' + a'b'cd'e'f + abc'd'f

la solution s'extrait en lisant l'arbre formé par les majuscules



V- 114

3 "wPi® q e
m.m-v U-ﬁﬂ-m
P q,¢e

2 qe

#.%,Pp ,qe®e
2P 9



vV - 115

Solution
_‘? ou bac + bac'd'f + ba'd' +
/a< b'd'e + b'd'e'fa + b'd'e'fa'c
b s c'. . d' _f
<;\a!m.d'
b L€
. \md' a
e' f<v
a'c
Remarque

Lorsqu'il y a le choix entre une bifurcation et une adjonction

nous prenons l'adjonction,
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: SDEBUT? ‘ _
1 TENTIER' M, NyPyTeSsALPHA,PAS,K o14J9K1,COMPT,IND, ICANON, TOPADR, TOPRES,

34 CPREMy AR yPDEF ¢NBSYNT,PDEGyCARSYNT,, TOPMCA, TOPMONs NO4MO4PD,FALT,LD,
60 TOPFACT, MALET,MALONS+NONMALONS yMADR, NONMADR, MANB , NUNMANB MACOUT,

78  TOPSYNT,TRACE,COMPTSOLLONGSYNT,TAN 33
88 TENTIER® 'TABLEAU' RANGyNOMyMASQUE.(1:36).sF4G, H.(l 50)es

112 MASKPDS. (12714 2 MANL MAN2 ,MAN3. (1:53). NONMASK(1:15), 3¢
137 "BOOLEEN® ESSAI,DC,ARRET 13
144

144  'COMMENTAIRE' CODAGE A 01, A'LO 5 PAS DE A 3D LE MONOME NUL CONTIENT
144  EN PARTICULIER 11 :: |

144
144 . LIRE(N,; TOPFACT, TOPMCA , TOPMON, TOPRES , TOPSYNT) s:

159 NDi= TG(262143,18) z: PIz=2 11

172 'POURYI:=2 TPAST 1 'A® N 'FAIRE® PD:=Py*2 ::

187 LO:=(P0O-1) /43641 ::

199 *SI? N 'SUPER? 7 'YALORS' 'DEBUTY FACT:=2 23 MD:=7 1 'FIN'
214 *SINON' *DEBUT* FACT:=1 2: MDs=N YFIN® 3:

225 "DEBUTY *ENTIER?*TABLEAU' FACTEJR(L32#N,D:TOPFACT)s MCANON.{12L0,
247 1:TOPMCA) oy SYNTHESEL (1:FACT s TOPSYNT ) o yRESUL & (-1 ¢FACT 403 TOPRES ey
275 MONJ{1:TOPMON) 4y KUBsKUBDEF,KUBDEG.{12Ld)s oADRESSE.(12TOPMCA). 32

300
380

300 ,
300

300 ‘

300 'PROCEDURE® RCH ::

303 'COMMENTAIRE® RETOUR A LA LIGNE 33 | |
303 | I ... ... .'CDoE*

|._____._________.__________ e

628  'FCODE' ::

630 | -

630 }'PRDCEDURE' LIGNE(AsB) 23 'VALEUR'A,B :: *ENTIER'A,B :=:

648  YCOMMENTAIRE® DEFINI DEUX MARGES ENTRE LESQUELLES TOUS LES TEXTES
648 SUIVANTS SERONT EZRITS

648 SI LA PROCEDURE N'EST PAS APPELEE ON ECRIT SUR TOUTE LA LARGEUR DE

(648 LA FEUILLE ::
648 - o | : L _ 'CopE*

Mmmm
. L

697  VFCODE® 21
699 . '
699  YPROCEDURE® SORCHAINE(I,JsX) 22 'VALEURY I,4 28 ¢
» | CHAT! s o 22 YENTIERY IeJdeX.¢
;gx 'COMMENTAIRE® ECRIT UN TEXTE DE I SYMBOLES DONT LE PREM!ER’EQT DANS
,72} LA MEMOIRE X EN POSITION J o LE TEXTE S*IMPRIME A LA SUITE DES
21 TEXTES PRECEDENYS , S'IL Y A SUFFISEMENT DE PLACE. AUCUN ESPACE N'EST

721 PREVU . 22
721 C e as






194
196
796

q:?;gtdbgip§gdm,

'pkncébﬁﬁii'SGRrexTE¢xz S1 VCAMNE® X i ¢ CODE®

NSRRI RGNS RGOS <SSR <R

1058

1060

1060

1072
§

1265

1267
1267
1267
1279
1286

1286
1286
4

1419
1421
1421
1421

1421

1421
1430
1439
1439
1439
1451

1451.

1451
1451
1451
1451
1451
1451

'FCODEY 23
"PROCEDURE " SORENTIER(X) 232 *VALEUR'"X:: YENTIER! $e

*CODE!
L g L L
VECDDEY 23
YENTIER' *PROCEDURE' REUNTON(F4M) £: 'VALEUR® M ::
CENTIERY M :: YENTIER' 'TABLEAU' F ::
"COMMENTAIRE ' CETTE PROCEDURE PRENDS L'UNION LOGIQUE DES
M PREMIERES MEMOIRES DU TABLEAUF =3 |
. 'CODE!
[ S AN DR R ARG

e .

*FCODE?

"PROCEDURE* ECRIRDCB({A) :: 'ENTIERY 32
SORCHAINEl1l,64A) 32

¢

'PROCEDURE® PREPAREL(N) :: '*VALEUR' N :: *ENTIER®' N 2
'COMMENTAILRE?
CETTE PROCEDURE FABRIQUE LE TABLEAU DES MASQUES .
ELLE PREPARE LA MACHINE A TRAITER DES PROBLEMES DE N VARIABLES
ELLE LIV PAR EDONNEE 2#N DONNEES 3
CHAQUA GROUPE DE 2 CHIFFRES CORRESPONDAS A UNE VARIABLE :
LE PREMIER CHIFFRE EST LE RANG BINAIRE (COMPRIS ENTRE 1 ET 18) DE LA
VARIABLE, LE DEUXIEME CHIFFRE EST LE CODE D.C.B DU NOM DE LA VARIABLE 23
'DEBUT' YENTIERY 1,5 =2






1538
1537 C ‘ : _
1537 YPROCEDURE® LECTL(F+MsN) 22 *VALEUR® N 22 YENTIER' M,N 23
15655 TENTIER?® 'TABLEAU' F 23 *COMMENTAIRE' CETTE PROCEDURE LIT
1559 UNE EXPRESSION POLYNOMIALE ET LA RANGE DANS LE
1559 TABLEAU F JLES UNIONS SONT REPRESENTEES PAR LE SYMBOLE + ,
1559 LES COMPLEMENTS PAR LE SYMBOLE * SUIVANT IMMEDIATEMENT UNE LETTRE,
1559 LES INTERSECTIONS NE SONT PAS REPRESENTEES .
1559 L'EXPRESSION LUE NE DGIT PAS ”DMMENCER PAR + , ET DUIT SE TERMINER
1559 PAR LE SYMBOLE . 22
1559 TDEBUT® 'ENTIERY T,1,J.6 t: YENTIERY 'TABLEAU' Call273)a 22
W
1811 'FIN' LECT1 =:
1813 '
1813 *PROCEDURE?' EXTRFL{F MyN,LIGNE) =22
1825 - *VALEURY MyN,LIGNE :t: ?*ENTIER® M,Ny,LIGNE z:
1834 *ENTIERY *TABLEAU' F ::
1843 YDEBUT?Y 'ENTIER® ZARLLIBRETAU.T3JsAsB,LA 23
1861 CUMMENTAIRE? IMPRIME EN LITTYERAL ENTRE LES POSITIONS 1 ET LIGNE
1861 LE POLYNOME DE N VARIABLE ET DE M MONDMES SITUE DANS LE TABLEAU F 33
861 CAR:=0 t: LIBRE:=LIGNE~2#N :: -
1873 RCH 23 : - _
2076 SYOP : *FIN' EXTRF1 3=
2080
2080
2080 .
2080 *PROCEDURE® INCLUREIL{F,J,A) :: :
2090 . YVALEUR?® 3 YENTIER' A,J 2: *ENTIER' *TABLEAU® $:
2162 YCOMMENTAIRE®
2102  AJOUTE AU POLYNOME DE J MONOMES SITUE EN F , LE MONOME A .
2102 S1 LE POLYNOME ETAIT IRREDONDANT , ON OBTIENT EMCORE UN PDLYNU“E
2102 IRREDONDANT HE
%}?% *DEBUT® *ENTIER® BeC,I+K :: *BOODLEEN' RECUP ::
22712 STOP: SFIN® INILUREL =:
2276 *PROCEDURE®* REDULL{F.M) 22 YENTIER? 3 PENTIER' 'TABLEAUY =3
2291 *COMMENTAIRES® SUPPRIME LES MONOMES REDONDANTS DU POLYNOME DE M
2291 MONOMES SITUE DANS LE TABLEAU F  =:






2291
2297
2301
2310
2324
2321
2327
2327
2341

2430
2432
2432
2432
2432
2450
24517
2469
2475
2675
2475
2675

24715

2850
2850
2850
2850
2866
2873

2881

2881
2881

2881

3003

'"DEBUT® 'ENTIER® T,Jd 32

- ‘5
‘_

TPOURY I3=2 *PASY 1 'JUSQUA®' M *FALRE?
INCLUREl(F!J:Fu(I).) b s
TEINY REDUZL 23

YPROCEDURE® COMPLEMENTY(F, MyNsG,P) 32
VALEUR! MeN 23 YENTIER ¢ MyNyP o2

2848

VEIN® COMPLEMENT 23

YPROCEDURE® DUALEL(F¢MyN,G,4P,DCyMAX) 23
‘VALEUR’ MyN,”AX : .
ENTIER"MoN,PaMAX 2 *BOOLEENY OC  3:
"ENTIER ' *TABLEAU ' F G 2t :
'COMMENTAIRE!
DUALISE LA FONCTION F DE N VARIABLES ET 'M MONOMES . & EST LE DUAL , P LE
NOMBRE DE MONOMES. LE BOOLEEN DOC SERA FAUX SI EN COURS DE CALCUL IL Y
A -DEPASSEMENT DE LA CAPACITE MAX DU TABLEAU 6 ::
'DEBUT? T'ENTIER' SyY,QsPleP25JsKsRyL 22

'FIN' DUALEL 2:

'PRDCEDURE’ PRODUIT{FLaML F24M2y54M) 23
. TENTIERY MLyM2,M 33

'ENTIERY*TABLEAUY FLF2,6 22
tCOMMENTAIREY FAIT LE PTODUIT DE M1 MONDMES DE F1 AVEC LES M2 MONDMES.DE
*COMMENTAIREY FAIT LE PRODUIT DE M1 MONOMES DE F1 AVEC LES M2 MDNDMES DE
F2 ET. LES RANGE DANS DANS G SUR M MONOMES :: .

~ 'DEBUTY YENTIERY 1,J4KoA4BsC 1

S ——" SR | S—— |

*FINY PRODUIT 1t

NG .

3005
3024
3031
3035

Y PROCEDURE ' COMPREML (FoMyNsMAX,DC) 22 TVALEURY N,MAK %%
PENTIER? MoNoMAX 22

VENTIER' 'TABLEAU' F 2t

TBOOLEENY DT 2@






T VEOMMENTATREY  ~ e e -
o CALCUL TOUS LES COMPOSANTS PREMIERS DE LA FONCTION DE M MONOMES

3038
ET DE N VARIABLES SITUEE DANS LE TABLEAU F . o
gggg LE BDOLEEN DC SERA VRAI SI LA CAPACITE MAXIMUM MAX DU TABLEAU F
EST DEPASSEE . ]
gggg EN CAS DE DEPASSEMENT DE CAPACITE , ON OBTIENT DANS F UNE BASE
UELCONQUE . _
gggg : ATTENTION - UN TABLEAU AUXILIAIRE DE MAX MEMDIRES EST UTILISE DANS
38 LA PROCEDURE . =3 '
‘ggSB 'DEBUTY TENTIERY I1,Je5,11,12,P,Q,RyNLI,N2 22
3060 . 'ENTIER' 'TABLEAU' AUXe(l:MAX}, 33
AR - .
3326 T STOP: YFIN® COMPREML it
3328
3328
3328

3328 YENTIER''PROCEDURE? VALIRE (RESUL,INDICE,POSITION) ::

3339 'VALEUR' INDICE,POSITION :: _

3344  YENTIER' INDICE,POSITION 23 'ENTIER® *TABLEAU® RESUL ::

3353 YCOMMENTAIRE' LIT LA MEMOIRE JE LA POSITION 1 A DRDITE A 7 DE 5 BITS
3353 CHACUNE DANS LE TABLEAU RESUL - :

3353 'DEBUT' *ENTIER' MASK ,POS,UN 1:

3361 YSI* POSITION *INFEGY 7 *ALORS?
3366 'DEBUT® POS:=POSITION :: UN:=1 :: YFIN®' *SINON® *DEBUTY POS:z=
3380 PDSITION - SIUNI=2 23 YPINY 2

3390 DERDEDER : MASK:= MASKPDS{PDS). z:

3399 MASK := ET(RESULS{UNSINDIZE) o, MASK) =3

3413 VALIRE := TD{MASK,5#(P0S-1)) 1:
3428  *FINY' VALIRE ::

3430

3430

3430 'PROCEDURE? VAPLACER (RESUL.INDICE,POSITION,NB) ::

3442 *VALEUR® INDICE,POSITION :: VENTIER* 'TABLEAU?

3449 RESUL =: 'ENTIER' INDICE ,POSITION,NB ::

3458 *DEBUT*'ENTIER! MASK4POS,UN =2

3466 'SI' POSITION *INFEG'7

3469 . YALORS*'DEBUT' P)S:=POSITION P2UN:=1 :: 'FIN* YSINON' 'DEBUT!
3483 POS:=POSITION=7 22 UN:=2 2: 'FIN'

3495  DERNIERE : MASK:=MASKPOS,. (POS), ::

3504 RESQL&(UN:INDICE).:=DU(RESUL.(UN,INDICEI.:TG(NB'S*(PDS-Z))) $:
3534  SFIN® VAPLAZER :: '

3536 ‘

3536 o ' , '
3536 YPROCEDURE® SORTPERML (RESUL+PAS,PLACE,LIGNE) 2: 'VALEUR!' PAS,
3551 PLACE,LIGNE $IYENTIER'*TABLEAU® RESUL z: YENTIER! PLACEsLIGNE ,
3564 'COMMENTAIRE' SORT LES G(Y) OU TABLEAU RESUL,CHAQUE MONDOME AYANT SON
3564 DRDRE EFFECTIF ET NON L ORDRE CANONIQUE .IL EST A NOTER QUE CETTE '
3564 ECRITURE EST L INVERSE DE CELLE HABITUELLE , LA DERNIERE LETTRE DE
3564 CHAQUE MONOME EST LA RACINE DE L ARBORESCENCE ASSOCIEE ::

3564 PAS :: _

>
.






A-6 |
3566 'DEBUT® VENTIER' CAR,LIBREsLAsAsByTsd,KoNOMB 212

3586 *SI' RESUL.{1,PLACE}. =3 'ALDRS?
3596 'ALLERAY STOP :=:

3599 RCH::*POURY K:=0 *PAS® 1 *A' LIGNE*FAIRE' *DEBUT! .
3611 $= RESUL {1,K+PLACE )22 *SIY A=0 SALDRS® *DEBUT!
3628 ECRIRDCB(1) :: SALLERA' STOP 2 *FIN' 33

3638 TPOURTJ:=]1 *PAS' 1 'A' PAS YFAIRE!

3647 *DEBUTY B:=VALIRE(RESULsPLACE+K,J) 2:

3661 'SI' B=D 'ALORS' 'ALLERA! PASSA ::

3669 LAz= ET(By15) 2z Bz=ET(B,16) :: LAz=NOM.(LA). ::

3694 ECRIRDCB(LA) 23

3699 ST B=16 *ALORS!? ECRIRDCB(12) 23

3709 PASSA :

3711 CFIN' =3 *SI' K *N=' LIGNE®ALORSY *DEBUT' ECRIRDCB(48) 2t
3724 ECRIRDCB(16) :: »

3729 ECRIRDCB(48) 2 *FIN*® 23
3736 TFINY 3@

3738 STOP : RCH 2: 'FIN' SORTPERM 1 ::
3744

3744 'PRDCEDURE‘ PLACERNB { ADR, NB,QDMB,PLACE RESUL) :: 'VALEUR* ADR, NB,
3763 NOMB,PLACE :: 'ENTIER' '"TABLEAU' RESUL 2:

3771 *ENTIER' NOMB,NB,PLACE,ADR z:

3780  'DEBUT® 'ENTIER!' A,8 ::

3786 A:=TG(NOMB,15) 3 B:=ET{RESUL.{D,PLACE).,MALET) :2:
3809 = QUITGINB20),A} 2 1=DUITG(ADR,25),4A) 1
3837 RESULS(O4PLACE)e = QU(A,B) ::

3851 'FIN' PLACERNB z:

3853

(2]
»e

3853 *PROCEDURE® PLACERNBL{NOMB,PLACE) 2: *VALEUR® NOMB,PLACE
3866 TENTIER® NOMB,PLATE ::

3871  'DEBUT® 'ENTIER' A,B :: ‘

3877 A:=TG(NIMB,15) ::3:=FT(RESUL, {D'PLA”E)o;NDNHALDNG) :3
3900  RESULL{DyPLACE).:=DUlA,B) 2=

3914 SFIN' PLACERNB 1 s

3916 ’ | :
3916 'PROCEDURE" PLACERNB2{NOMB,PLAZE) 2: TVALEUR' NOMB,PLACE
3929 YENTIERY NOMB.PLACE :3:

3934 *DEBUT* 'ENTIER® 4,3 :: '

394D i= TG(NOMB,20) =2 B:=ET(RESUL.{D,PLACE).,NONMANB) 3:

(1)
e

¥

3963 RESUL{D+PLACE). 2= OU(A,B) 2t
3977 'FIN' PLACERNB1 = :
3979

e
(1]

3979 *PROCEDURE® PLACERADRINOMB,PLACE)} 2: *VALEUR' NOMB,PLACE
3992 *ENTIER® NOMB,PLACE 1

3997 'DEBUT' *ENTIER® AK,8 ::

4003 A= TGINOMB,25) 2: B:=ET(RESUL.(D, PLACE).;NBNMADR) 23

4026 ¢ RESUL.(0sPLACE). := OU(A,B) 2:
4040 *FIN' PLACERADR ::
4042 o

4042 'ENTIER“PRDCEDURE' LIRENBl(PLA’ EY 3 YVALEUR' PLACE ::
4052 *ENTIER' PLAC

4055 LIRENBI"TD(ET(QESUL lOsPLAuEl.f&ALDNu),IS) 32

4074 _

4074 YENTIER?'PROCEDURE® LIRENB2(PLACZE) 2: 'VALEUR' PLACE s
40B4 *ENTIER!' PLACE ::






A -7

4087 LIRENB2:=TD{ET(RESUL.(0sPLACE).,MANB ),20) ::
6 | | |

:igé "ENTIER® *PROCEDURE® LIREADR{PLACE) 2: 'VALEUR® PLACE :3:

4116 ‘'ENTIER® PLACE :: |

4119 LIREADRZ=TD(ET(RESUL.(0sPLACE)«, MADR 1,25) ::

4138 |

4138

4138

4138 ' . ;
4138 'PROCEDURE' VERITE2({FONCsUNsMsNyPoKUB,ABS) 232

4156 'VALEUR® ABS,UNsMyN 2: .

4165 'ENTIER' 'TABLEAU® FONC,KUB:: 'ENTIER* M,N,UN,P,ABS ::

4182 *COMMENTAIRE' CHERCHE LES POINTS DE L'HYPERCUBE BOOLEEN COUVERTS PAR LA
4182 FONCTION FONC DE M+1 MONOMES. LE RESULTAT EST CODE DE 1 A 2

4182  PUISSANCE N LE ZERO EYANT CADRE A DROITE «ee

4182 ENSUITE .. EXTRACTION DU VECTEUR DE VERITE LE TABLEAU KUBLLES PDIDS
4182  FAIBLES DANS KUB(1) 0 A DROITE LES PDIDS FORTS DANS KUB(LQ)LE PLUS
4182 FORT A GAUCHE,AB8S 2 FOIS LES LETTRES PERMISES ::

4182 DEBUTY 'ENTIERY I+JsAsBsCsD 23 .

4196 :=TG{ ABS ,18) =z

4205 TPOURY Jz2=1 'PASY 1 'A* LD 'FAIRE! KUBJ{Jles=D 22
4221 TPOURY J:=0 'PASY' 1 'AY TRACE 'FAIRE!

4230 tSIY ET(JsABS) =J TALORS® .

4240 DEBUTY As=0U(J¢DJ(T5{I,18),D)) =1

4260 tPOURY I:=D SPAST 1 *A* M *FAIRE® *SI®* OU{AJFONC.(I+UN),)
4281 - =A *ALORS' 'DEBUTY B:=Jv/'35+1 3: C(:=J-36#(B-1)+1 =2
4307 KUBeo {BJe:=0U(KUB (B4 yMASQUE, {C)e) 33

432% TALLERA' TDSSA o

4326 ~YFINY 3@ .

4329  TOSSA @ 'FIN' :: _

4333 pe=0 :: YPOURY J:=1 'PASY! 1 *A? L) *FAIRE!

4346 1= P+ POIDSIKUBS{JIo) 22

4358 FIN' VERITELl ::

4369

4360

4360

4360

4360

4360 - 'PROCEDURE? PRESEVCE(F:M MaK1loyINDMONsG4P, INDCAN) @

4380 'VALEUR® MyN,P 23

4387 *ENTIER' 'TABLEAU' F , 2t

4393 YENTIER' M,N,KL,INDMON,P,INDCAN 2:

4406 SCOMMENTAIRE® DONNE DE 1 A K1 DANS LE TABLEAU RESUL LES G{Y) D UNE
4406 LETTRE. CE SONT D AILLEURS LES VARIABLES FIGURANT EFFECTIVEMENT
4406 DANS LA FONCTION :=:

4406 .'DEBUT® TENTIER! S ToJeKeReQobLyToUsRANSALIK 232

%432 YBOQLEEN' RIEN,V 3 ’

4437 SORTEXTE(*? PQESENCE 1t} 23 RCH 22

4447 S:=REUNIONI{F M} 2:

4456 *POUR® Ji=1 'PASY 1 *A' N 'FAIRE®

4465 *DEBUTY R:=NONMASK’(J¥. 2 ‘

44713 'POUR® 1:=0,16 'FAIRE! : .
4480 'DEBUT' K= 9§14 I=D *ALDRS* 0 *SINON' 18 1t
4492 Q:=MASQUE. {K+Jd), 23

4501 © A3=ROTIQs18) &t






A -8

4510 'SIY ET(S,Q)=Q 'ALORS®

4520 ' 'DEBUT?

4521 VYCOMMENTAIRE® ON PEUT CHANGER LE COUT 2:

4521 MONOBIFUR(1,05Qs A o INDMONyRyK1y0gM-1,P+14P-1,151y INDCANsRIENSV) :

4562 51 RIEN YALDRS® ®DEBUT?

4566 RESUL« {0sK1)o2=0UIRESUL. {24K1)4yR} 1z

4585 RESULe{1sK1l),e2= UGS, 1) 32
4599 TPOURY K 2=2 *PASY 1 *AY FACT *FAIRE' . RESULSUIKyK1l)e2=0D 22
4617 ~ TEINY 22 .

4619 PSIY V YALORS® *DEBUTY LONGSYNT2=) 2@

4627 -~ SYNTHESE. {1+0}.:=00tJd,1) z2:

4641 TEINY f:

4643 : tEIN® o

4645 TFINY s

4647 TFIN' 2

4649 YFIN® PRESENCE ::

4651

4651

4651 :

4651 'PROCEDURE?® DERIVATION{FsMyNgsIND1,G4sPsLET,ABS) 3¢

4671 *VALEUR?® ABSeLETyMNyINDL 22

4682 YENTIERY *TABLEAUY Fo5 $: YENTIERY MyN,IND1,P,ABS, LET ::

4701 *COMMENTAIRE® DERIVE DANS LE TB3LEAU F DEPUIS IND1 M+1 MONOMES PAR
4701 RAPPORT A LET ET RANGE DS LE TABL G LES P+1 MONOMES OBTENUSNOTER
4701. QUE LET EST UN MASQUE ::

4701 *DEBUT® 'ENTIER® 4, BvlanQthJrL9aA -

4721 o.(l). =0 33

4728 B: NG(LET) ] =ROT(LET,18) =2:

4744 =0U{LET, Q) 32 Ji= 0 iz ’

4757 'PGUR' I:=0 'PAS® 1 'A' M 'FAIRE?

4766 IDEBUTY Ki=IND1+I :: ' v :

4773 t=Fe(K)e 22 Ar=FT{L, U} ¢ SSI9 A=U YQUY A=Q
4796 PALORSY YALLERAY PALUI 2= :

4801 GAz= *SI' A=LET ®*ALORSY ET(L,B) *SINON* L ::
4817 ’ *SIY ET(GA,ABS) 'N=t GA
4825 TALORSY *tALLERAY PALUT 22

4830- ' $SIY GA=D YALORSY fDEBUTY Ps=1 3! Ga{lle2=) 23
4847 SALLERAY CETERMINE 22

4850 CFINY 2

4852 YSI? J=0 YALORS? *DEBUT® 5e.{l)e:=0GA 22 J3:=1 23

4869 . TALLERAY PALUT 2@ :
4872 . PEINY 23

4874 ' INCLUREL{G+JsGA} 22

4883 PALUI:

4885 YFINY $:

4887 pPs=g 3

4891 CETERMINE

4893 TFINS BERIVATIBN 22

4895

4895

4895 *PROCEDURE! MONDBIFUR(IAaIBsLET,CDMPL,IHD ABS, INDICE,NOMB,
4914 ByAyBL AL, COUT,ICANON,CEBON, ILYASDOL) 32 _

4931 SVALEURY IA,IBsLET,C0MPL,ABS NDOMB,ByAsAL,B1,COUTS:

4954 'ENTIER® 1A,1B,LET,COMPL,IND,ABS,
4967 INDICE,NOMByBsAsB1,AL1,COUT,ICANDN 2:






A-8

4983 tBOOLEEN?Y CEBON,ILYASOL 2: ’

4988 1COMMENTATIRE® ON A FAIT UNE BIFURCATION SUR LES INDICES 1A ET I8 AVEC LA
4988 LETTRE DT LE MASQUE EST LETET SON COMPLEMENT COMPL . DN CHERCHE LES MONO
4988 RELATIFS A CETTE BIFUR N AYANT QUE DES LETTRES DS ABS(ON A ENLEVE

4988 LET A ABS) « LE TOUT EST RANGE A PARTIR DE MON{IND+1) =3

4988 $DEBUTY *ENTIERY CeDaLsFelsW 23

5002 sCNTIER? FlgI:!511&29Jg£195,ﬁ1'EIQU1V15ARINDyK 22

5029 tENTIER?Y *TABLEAU® MCyMDo{1:LD)s $:2

5040 - :=DU(ABS,TG{ABS,18}) 22
5054 : MAN3 {1)es=MANZL[1)}os=U 23 -

5066 DERIVATIDN{MON,B,N;A.MAN3.F. LET E) 23

50385 DERIVATION(MONyB1l,NsAl4MAN2,D, COMPL,E)} 23

5104 ILYASQOL 2= YFAUX'® 2:

5108 OPTISOLL = - '
5110 1570 INON® (MAN3.(1)e =0 *ET® MAN2.{1).=J 'ET' F=1 SET' D=1)'ALORS!

5136 | *ALLERA® RECHMULT =3

5139 'S¢ CARSYNT ?SUPER® COUT 'ALORS!

5144  TDEBUT' CARSYNT := JOUT 23

5149 RCH ::  SORTEXTE('' SOLUTION **) ‘32
5159  SORTEXTE(*® DE COUT '') :: SORENTIER(CDUT) ::

5172 ILYASOL t= 'VRAI' :z:

5176 TFINY 13

5178 | *ALLERA' NUL 2:

5181 RECHMULT @ - ‘

5183 1SI* PAS=N 'ALORS' "ALLERA® NUL ::

5191 'SI' MAN3.(1),=D 'ET' F=0 *DU' MAN2.(1).=0 'ET? D=0 *ALORS®
5214 tALLERAY NUL 23

5217 PRODUITIMAN3,F oMAN2,D ¢MANL,IC) 3%

5232 1S1Y MANL,{1).=0 'ETY IC=D tALORS® *ALLERA' NUL 3:
5247 VERITE2 (MAN1,1,1C~1,NsC1+MC,ABS) 22 <
5266 OPTISYNTL C

5268

5268 'POURY I:=1 *PASY 1 YA’ ICANON *FAIRE!

5277 IDEBUT! C:=ADRESSE.{I). ®: F3=ET{C,TRACE) 23
5294 G:=TD(ET(C MACOUT) 413) 3

5308 ' ' Di=TD(ETI{CMANB) 20} =3

5322 - 1S1v F=ABS 'ET' D=C1l  'ALORS®  'DEBUT!
5332 © 1ppURt J:=1 YPASY 1 TATLD 'FAIRE! o
5341 YST? MCANDNe (Jolde *N=t MCo{J)e "ALDRS® *ALLERAY OTRI 33
5357 'S10 G 'SUPER' COUT *ALORS'

5362 "DEBUT?

5363 © Ur=TDIL,25) @

5372 D1:=LIRENBL{U) =

5379  1pQURY Ji=-1 ,1 'PAS' 1 'A' FACT 'FAIRE!

5391 'POURY K:=U *PAS' 1 *A*' U+D1'FAIRE

5402 . RESUL. (JoK)e 2= 0 32

5411 ' - ~ SALLERA' ‘BON1::

5414 YEIN® &3

5416  YALLERA' NUL ::

5419 : - YFINY 22
5421 OTRI 2

5423 - PFINY 3@

5425 'ALLERA® BON1z:

5428 NUL: CEBON := 'FAUX' 23
5434 , SALLFRAY MOVAIL::
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INDICE =INDICE+] 23 CEBON = PYRAI' 22
ICANDN 3= ICANON#L 2@
1= ABS 3
W o= QUIW TG COUT,13)) 22
W ot= DULWsTGH Cls23)) 22
W 2=z DUlW,TG{INDICE,25)) 23
ADRESSE. {ICANDNY 2= t
PLACER NR{IMND+1,1C-1,NOMB,INDICE,RESUL) 32
TPOURY [:=] IPASY l 'ﬁ* 1 YFAIRE®
INDi=IND+1 2:
MON . (IVD!.‘¢MAM1 (1), s2fFINY 33
SPOURY Ja=1 PPASY 1 *A® LD *FAIRE?
MCANON.{Jo ISANON). = MCo{dde 32
RESUL. (=14INDICE}s3=0U{ TGIABS;I?).CDUT) -
MOVAIL =
TEIN' MONOBIFUR ::

' DEBUT?

'PROCEDURE* BIFURE A?!GN(PAS,IMBINF:INGSUP;N:COMPT.IND) L

PVALEURS PAS,INDINF,INDSUP,N 23

TENTIER® PAS,INDIMF,INDSUPsN,COMPT,IND 22

tCOMMENTAIREY CONSTRUIT UNE BIFURCATION DU TYPE Aea # Aleso AVE’ LES

INDICES IA ET IB CF A LA FOIS ADJONCTION ET MONO BIFUR 3:

*DEBUT® 'ENTIER® UN,DE 21 sAsCOMTy JpCeBaddsKKeHeLoKeP3sJ1,5,ILCOUT,
AlsH1,L1,NOMB,NC4NB, CGIND:IA:CGUTGTAL MAX:INTyIK i
*BOOLEEN' OMENTE,CETUNESOL 23

RCH 3t _
SORTEXTE( Y =memam——we- L T RQH 232 . ‘
SORTEXTE('® BIFURCATION **) 2: SORENTIER(COMPT) 2t
SORTEXTE{*? **) =: SDRERTIER(!%D} 22 RCH 33
SORTEXTE(?? ~—omme—mmme— 11} 23 RCH =3
I:=INDINF 22 ’
BOUCLE: -

COMT:=LIRENBLIE) 2:
1T IYINFEG® 1 'YALDRS® TALLERA?® CONTINUE 23
161! AESULL{Ls1)e=0 'ALODRS® SALLERA?® PACELECT 23
CDNTINUE :
'DEBUT' *ENTIER? *TABLEAUY ATTENTL{O:FACT,D: CDMT+1). ::
A:=RESULL{-1,1). 21 COUTs=ET{A.127 12 A:=TD{A,17) 23 .
'PDUR' Ji= 1 TPASY 1 'AY N 'FAIRE?®
IDEBUTY Ci=MASQUE.{J)s 33 B:=MASQUE.(J+18), i3
2511 ET(A,C) *N=*C *ALORS® *ALLERA' NICELECI =3
NB :=NONMASK, (J). 3t NC:=ET{A,NB} = :
¢ o MAX 2= OUi(B,CY 33
IPOURY JJ:=C,B *FAIRE?
" YDERUTY *SI* JJ=C *ALDRS?
tDERBUTY KK2=B8 22 Ji:i=
TFINY 'SIMO&'
fDEBUTY KK:3 s Jl:=1l6 33
TEINY 22
H‘~LI%EMB2!I) sefLs=LIREADR{I} 22
C4POURY K:=0 'PAS' 1 *A' H tFAIREY






5956 'DEBUTY Pr=Jl4Ksy INT2=ET{MAX, MONs {P}.) =3
5975 TSI' INT *N=' KK SETY INT PN=T MAX

5982 YALORS® *ALLERA® CETEXA ::

5987 _ TFINTY 2

5989 _ YALLERAY PACELELA 23

5992 CETEXA: *PDURY Ki=0. tPASY | AT COMT ¥FAIRE®

6003 YDEBUT® "'POURY L:=]1 *pase § RS FACT *FAIREY

6013 "DEBUTY ATTENT.(L,K)*::RESUL.(L5K+i). 32

6030 ‘ VAPLA&ER{A?IENT,KsPASvJ+J1) HH

6043 TEINGY 2: ATTENT.(D,KJ.:=E¥1RESUL.(U,K+X)~9MB} 02
6066 *FIN® 22 L= 23 o ;

6072 REBOUCLE: ’ S = LIRENBI{L) 2:

6081 'SIY L=1 *ALDRS® *ALLERA? NICELELA 332 -

6089 YSI® L SINFEG® 1 vALDRSY YALLERAY CETUN ==
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