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Avant-propos

Ce mémoire d’habilitation porte sur des travaux de recherche réalisés entre fin 1998 et
fin 2004, c’est-a-dire depuis mon arrivée au Laboratoire de Physique Théorique & Orsay. Les
résultats présentés ici sont le fruit de collaborations avec les personnes suivantes :

— Partie I: V. Colizza (Rome), J. Kurchan (Paris), V. Loreto (Rome), M. Sellitto (Trieste)

— Partie II : T. Biben (Grenoble), J.N. Fuchs (Orsay), Z. Racz (Budapest), E. Trizac
(Orsay), F. van Wijland (Orsay)

— Partie IIT : 1. Alvarez-Hamelin (Orsay), M. Barthélemy (CEA-Bruyeres-le-Chatel), L.
Dall’Asta (Orsay), R. Pastor-Satorras (Barcelone), A. Vazquez (Notre-Dame), A. Ves-
pignani (Orsay).

Je profite de ce préambule pour témoigner ma gratitude envers les membres du jury. Je
voudrais également remercier toutes les personnes avec qui j’ai eu le plaisir de travailler durant
ces années de recherche : qu’ils sachent que toutes ces collaborations m’ont été extrémement
agréables.



a Luisa



Introduction générale

Ce mémoire d’habilitation a diriger les recherches présente dans ses deux premieres parties
des travaux dans le domaine de la physique statistique des milieux granulaires. Ce domaine a
connu une grande activité dans les derniéres années compte tenu de la multiplicité des ques-
tions, des expériences, des champs possibles d’application, en particulier au sein de la physique
statistique hors d’équilibre. Il concerne de nombreux groupes aussi bien d’expérimentateurs
que de théoriciens.

Les systemes étudiés sont par essence hors d’équilibre ; par les échelles d’énergie mises en
jeu, les milieux granulaires peuvent en effet étre considérés comme & température nulle, et toute
dynamique comme réponse a une stimulation externe; la diversité des stimulations possibles,
c’est-a~dire des manieres d’injecter de I’énergie, résulte en une grande diversité de situations a
étudier.

La premiere partie de ce mémoire correspond a une injection « faible » d’énergie : on
étudie alors la matiere granulaire dense en compaction. Aprés une introduction présentant
les principaux résultats expérimentaux et un certain nombre d’approches théoriques, un cha-
pitre est consacré a l’étude numérique détaillée d’un modele certes schématique mais dont
les regles simples permettent de reproduire une phénoménologie riche. Suit un chapitre a
propos d’une approche ambitieuse qui tend a généraliser les outils de la thermodynamique ha-
bituelle & ces systemes hors d’équilibre. Nous avons en effet montré dans le cadre de modeles
schématiques que ces idées, d’abord mises en avant par S.F. Edwards et collaborateurs, peuvent
se révéler fort pertinentes. Je présente aussi des premieres expériences permettant de mesurer
une « température » dans les milieux granulaires denses.

Dans la deuxieme partie du mémoire, je présente des travaux visant a comprendre au
contraire les « gaz granulaires », c’est-a-dire la matiére granulaire soumise a des vibrations
suffisamment fortes pour la fluidiser et la rendre similaire & un gaz. Les états stationnaires que
I'on peut créer different cependant de ceux que l'on peut observer dans les gaz moléculaires
(systeémes conservatifs), parfois de maniére spectaculaire et non intuitive. Les différents cha-
pitres présentent plusieurs de ces différences, comme la non-équipartition de I’énergie cinétique
ou le phénomeéne du « Démon de Maxwell ».

Finalement, j’ai choisi de présenter dans une troisieme partie des travaux plus récents, qui
concernent I’étude des réseaux complexes. Ce domaine, qui connailt une intense activité depuis
quelques années, est par nature interdisciplinaire et m’a permis d’entrer en contact avec des
communautés aussi diverses que I’épidémiologie ou I’étude du réseau Internet. J’ai donc voulu
inclure une description partielle de ces travaux, qui concernent une part croissante de mon
activité de recherche, dans mon mémoire d’habilitation.
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Chapitre A

Introduction

A.1 Expériences

L’intérét de la communauté de physique statistique [1] pour étude de la compaction des
milieux granulaires a été en grande partie suscité par une série d’expériences réalisées a Chicago
[2]. Le groupe de Jaeger et Nagel a en effet considéré de fagon systématique I’évolution d’un
granulaire modele, a savoir des billes monodisperses, contenues dans un tube vertical étroit,
soumis & des secousses (« taps ») d’amplitude connue (voir figure A.1) : ce forcage, dont
I'intensité est quantifiée par le rapport I' entre 'accélération maximale atteinte et la pesanteur,
conduit a une compactification lente. La densité du systéme est mesurée d’une part en étudiant
la hauteur maximale des billes dans la colonne, et également de facon plus locale en quatre
hauteurs différentes. Les principaux résultats de 1’étude sont les suivants :

— le systeme, initialement préparé dans un état reproductible de faible densité pg, évolue
lentement vers un état plus compact ; la loi d’évolution de la densité moyenne est conve-
nablement décrite par la forme p(t) = poo — ngﬁiﬁ’ﬁ/ﬂ, ol pPoo, B, 7 sont des pa-
rametres de fit et ¢ est le temps mesuré en nombre de secousses. On fera référence a cette
dépendance fonctionnelle comme « loi logarithmique inverse ».

— a forcage constant I', I'’évolution est plus rapide et permet de rejoindre des densités plus
élevées pour des amplitudes I' plus importantes

— pour des valeurs de I' pas trop grandes, la densité est localement plus importante pres
du haut de la colonne.

— si on impose au systeme une amplitude de forcage d’abord faible, puis qui augmente
lentement, la densité croit ; lorsqu’on diminue de nouveau I', la densité continue a croitre.
La courbe initiale de densité en fonction de I' est donc irréversible. Une seconde séquence
d’augmentation suivie de diminution de I' donne par contre une courbe réversible. Les
courbes réversible et irréversible se rejoignent pour I' suffisamment grand, supérieur a
' ~ 5.

— la densité obtenue en diminuant I' depuis une valeur importante jusqu’a un I'g donné est
nettement plus importante que la densité asymptotique obtenue en maintenant I' = I'.

D’autres expériences, réalisées dans la méme configuration, ont aussi considéré des change-
ments brutaux [4] dans l'intensité du forgage : I'influence a temps courts d’un tel changement
est opposée a ce que I'étude a I' constant pourrait laisser prévoir. En effet, on obtient lors
d’une augmentation brutale de I' une décompaction, tandis qu’une diminution brutale de I'
mene & une augmentation temporaire du taux de compaction. Cet effet, appelé « mémoire a

11
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Fia. A.1 — Figure de gauche : schéma de I'expérience du groupe de Chicago. Les billes sont
contenues dans un étroit cylindre. La densité est mesurée par quatre condensateurs. Figure de
droite : courbes « irréversible » et « réversible » obtenues en augmentant puis en diminuant
I’amplitude du forgage I'.

court terme », disparait apres un régime transitoire : le taux de compaction correspondant a
la nouvelle valeur de I' est rejoint a temps longs. Nous verrons dans le chapitre B comment
I’étude d’un modele simple permet de comprendre ’ensemble de ces résultats en exploitant la
présence d’hétérogénéités.

Les expériences réalisées a Chicago utilisaient un tube tres étroit (son diameétre représente
a peu preés 10 billes) afin de supprimer la possibilité d’apparition de rouleaux de convection.
Les effets de bords pouvant de ce fait étre tres importants, de nouvelles expériences ont été
réalisées & Rennes dans une géométrie différente [3]. Une relaxation lente a été ainsi observée,
mais la forme fonctionnelle obtenue est en exponentielle étirée, et le systéme rejoint un état
stationnaire. Ceci est rendu possible en particulier par la présence de convection qui accélere
fortement la compaction. De plus, les profils de densité ont également pu étre mesurés.

Notons finalement que 'utilisation de secousses n’est pas le seul moyen de rendre un gra-
nulaire plus compact : des expériences menées au laboratoire IUSTI a Marseille ont étudié le
cisaillement d’une boite parallélépipédique remplie de billes [5]. Le cisaillement est réalisé tres
lentement, son amplitude 6,4, caractérisant donc l'intensité du forcage. Une phénoménologie
similaire au cas des secousses a été obtenue, avec cependant la présence de cristallisation a
partir des parois. De plus, grace a 'utilisation de billes transparentes et d’un liquide iso-indice,
les trajectoires individuelles de billes colorées peuvent étre suivies durant la dynamique. Des
phénomenes tels que Ueffet de « cage »! ont ainsi été mis en évidence pour la premiere fois de
maniere directe dans les granulaires.

A.2 Approches théoriques

Diverses approches théoriques ont été proposées pour comprendre la phénoménologie de la
compaction des milieux granulaires.

Lune particule est piégée par la « cage » formée par ses voisins proches ; deux types de mouvements sont alors

présents : petits déplacements a l'intérieur de la cage, et sauts plus importants lorsque la particule s’échappe
de la cage.
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Des simulations partant du niveau microscopique ont été réalisées par Mehta et al. [6] :
les particules sont simulées de la maniere la plus réaliste possible, et des réarrangements
coopératifs sont autorisés. Ces simulations prédisaient une évolution du systeme avec deux
échelles de temps (correspondant a des mouvements individuels et collectifs), avec une dépendance
en temps de la densité en désaccord avec les expériences ultérieures, ce qui a limité I'intérét
porté a ces travaux.

Le modeéle du « Parking » [7] fut proposé par I’équipe ayant réalisé les expériences de
Chicago : il s’agit de décrire 1’évolution d’une couche donnée du granulaire. Deux mécanismes
sont alors en compétition : I’adsorption d’un grain venant d’une autre couche, si le volume libre
dans la couche est suffisant, et ’éjection de grains due au forcage. Les particules ne peuvent
pas diffuser a l'intérieur de la couche, et bien str ne peuvent pas se recouvrir. Ce modele, tres
phénoménologique, présente 'avantage de pouvoir étre traité analytiquement en dimension 1.
En particulier, dans un certain régime temporel, la densité varie comme 'inverse du logarithme
du temps.

D’autres modeles phénoménologiques de différents types ont été proposés et étudiés dans
les dernieres années. En particulier, des modeles de particules sur réseau en dimension 1
peuvent étre ramenés a des systemes de spins. Plusieurs groupes ont travaillé sur ces modeles,
démontrant une phénoménologie riche [8, 9, 10, 11]. L’analogue des « coups » donnés aux
granulaires a méme permis de définir et d’étudier un nouveau type de dynamique pour ces
systémes de spins (voir en particulier la these d’A. Lefevre [10]).

Un certain nombre de modeles microscopiques considéerent des particules diffusant sur un
réseau : bien que ceci ne soit pas réaliste, I'idée est de définir des modeles simples qui peuvent
étre analysés en détail numériquement, et qui conservent certains ingrédients essentiels pour
reproduire la riche phénoménologie de la compaction des granulaires. La présence du champ
de gravité et du forcage est simulée par 'utilisation d’un réseau carré ou cubique « penché »,
avec une direction privilégiée (la verticale), et des probabilités différentes pour les particules de
diffuser vers le haut (p,;) ou vers le bas (pgown ). L’amplitude du forgage est alors donnée par le
rapport & = pup/Pdown de ces probabilités. Dans tous les cas, les particules sont confinées dans
une boite avec un fond fixe, et diverses contraintes géométriques ou cinétiques sont utilisées
pour simuler les contraintes stériques des granulaires réels. Parmi ces modeles, on peut citer :

— le gaz sur réseau frustré [12], directement inspiré par I’étude des verres de spin : chaque
particule ¢ peut se trouver dans deux états, décrits par une variable s; = 1. Les par-
ticules diffusent, avec la restriction que deux particules voisines doivent satisfaire la
contrainte s;s; = €;;, ou les ¢;; = £1 sont des variables aléatoires gelées qui introduisent
de la frustration et ralentissent ainsi la dynamique a haute densité.

— le modele de Kob et Andersen [13], d’abord défini dans le contexte des liquides surfondus,
considere un gaz sur réseau, en dimension 3; les particules ponctuelles diffusent sur le
réseau avec la restriction suivante : une particule peut aller d’un site a un site voisin si
le site d’arrivée n’est pas occupé et si de plus la particule a moins de m voisins aussi
bien dans sa position initiale que dans sa position finale (pour un réseau cubique en
dimension 3, on utilise en général m = 4). Cette contrainte a pour but de reproduire la
« cage » formée pour chaque grain par les grains qui '’entourent et produit une forte
croissance du temps de relaxation a haute densité?. Ce modele, bien que trés simple et
schématique, reproduit de nombreux aspects de la phénoménologie des verres [15, 16] et
des granulaires en compaction [17].

2 7 7 . .
Pour des résultats exacts récents sur cette croissance, voir [14]
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— dans le modele « Tetris »[18], les contraintes sont au contraire purement géométriques :
les particules sont des batonnets rigides qui peuvent prendre deux orientations orthogo-
nales, correspondant aux axes du réseau. La frustration vient du fait que deux particules
ayant la méme orientation ne peuvent occuper deux sites qui sont voisins dans cette
direction. Ce modele présente deux états « antiferromagnétiques » de densité 1, et la
dynamique peut étre décrite en termes de croissance de domaines, avec po, = 1. Cette
pathologie peut étre éliminée en considérant une variante de ce modele, qui utilise des
particules de formes aléatoires. Une étude détaillée de cette variante a été présentée
dans [19, 20]. Le chapitre B présente un résumé de cette étude.

Mentionnons finalement une approche théorique trés ambitieuse, initialement développée
par S.F. Edwards et collaborateurs [21], qui a connu un renouveau d’intérét dans les derniéres
années. Aux temps longs, la dynamique de compaction meéne le granulaire & effectuer un
certain échantillonnage de l'espace des configurations a priori accessible. Il s’agit alors de
comprendre comment obtenir cet échantillonnage de fagon statique, c¢’est-a-dire de définir une
mesure de ’espace des phases qui le reproduise. La mesure proposée par Edwards est construite
en considérant une moyenne sur toutes les configurations bloquées (c’est-a-dire telles qu’aucun
grain ne peut bouger sans un apport extérieur d’énergie) de volume donné. L’hypothese consiste
donc a traiter toutes les configurations bloquées de volume donné comme équivalentes. Cette
approche vise donc a décrire un granulaire dense d’une maniere thermodynamique, en utili-
sant un petit nombre de parametres : la simple donnée de la densité rejointe dynamiquement
a temps longs, par exemple, permettrait, via la construction de la mesure d’Edwards a cette
densité, de connaitre et prédire d’autres observables comme des fonctions de corrélation. Nous
verrons au chapitre C comment nous avons pu tester I'intérét et la validité de cette approche
dans le cas de deux modeles sur réseau, & savoir le modele de Kob et Andersen et une variante
du modele Tetris [22, 23]. De nombreuses autres études ont également été réalisées pour divers
modeles, [8, 9, 11, 24, 25, 26, 27, 28], menant a la conclusion importante que la mesure d’Ed-
wards a une validité approchée pour reproduire les observables obtenues dynamiquement ; la
mesure peut étre améliorée si la mesure est restreinte en fixant non seulement ’énergie mais
également d’autres observables. Des expériences sont actuellement en cours de développement
pour apporter un éclairage également expérimental & cette problématique [29, 30].

Les deux chapitres suivants présentent donc d’une part une étude numérique d’un modele
de particules sur réseau (chapitre B), et d’autre part une présentation de la mesure d’Edwards
et des méthodes que nous avons utilisées pour tester sa pertinence (chapitre C).



Chapitre B

Le modele « Tetris » avec formes
aléatoires

Comme brievement expliqué dans le chapitre précédent, ce modele considere des particules
impénétrables diffusant sur un réseau carré incliné a 45°. L’ingrédient principal réside dans
la frustration géométrique dictée par les formes aléatoires des particules : chaque particule
est schématisée par une croix a quatre branches de longueurs aléatoires Iyxg, INw, lsw, lsE,
occupant les liens du réseau (figure B.1). Deux particules ne peuvent alors se trouver sur des
sites voisins que si la somme des longueurs des bras sur le lien joignant ces deux sites est

inférieure au pas du réseau.
I |

Fic. B.1 — Exemple d’arrangement local de particules pour le modele Tetris avec formes
aléatoires : chaque particule peut étre schématisée par une croix a quatre branches de longueurs

aléatoires Ing, INw, lsw, lsE.

La gravité est introduite en considérant que les particules diffusent plus facilement vers
le bas (probabilité pgewn) que vers le haut (probabilité p,,), et le forcage est quantifié par la
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quantité & = pup/Pdown, défini entre 0 et 1 (car pyy < 1/2) : si le systeme n’était soumis a
aucun forgage, on aurait une simple relaxation a p,, = 0.

Les particules sont confinées sur un réseau avec conditions aux bords latérales périodiques,
mais fond rigide a hauteur z = 0. Le systéme est initialisé en laissant diffuser les particules une
a une depuis le sommet jusqu’au fond de la boite. On obtient ainsi un systéme peu dense. Le
forgage commence alors, selon une dynamique de type Monte-Carlo : a chaque pas de temps, les
particules tentent de diffuser dans une direction choisie aléatoirement selon les probabilités p,,,
et Paown (droite et gauche étant choisies avec probabilités égales) ; le mouvement est accepté
si aucune contrainte stérique n’est violée.

L’évolution du systeme est quantifiée par la mesure d’une part de quantités globales, comme
I’énergie potentielle totale (ou hauteur moyenne), la densité moyenne dans la partie inférieure
de la boite (le quart ou la moitié), et d’autre part de quantités plus locales, comme les profils de
densité. Nous verrons comment ces profils p(z,t), qui mesurent la densité moyenne a hauteur
z et instant ¢, permettent d’interpréter les résultats des simulations.

Nous avons étudié aussi bien le cas d’'un forcage constant que l'effet de variations, lentes
ou brutales, de son intensité.

B.1 Forcage constant

A x constant, la densité du systéme, mesurée dans la moitié inférieur de la boite, croit
lentement (figure B.2), et I'évolution peut étre décrite par une loi logarithmique inverse. De
plus, si & un temps ¢ donné on mesure la densité rejointe par le systéme en fonction de z, on
s’apercoit de I'existence d’une valeur optimale de x, qui dépend de la zone dans laquelle est
mesurée la densité.

Afin de mieux comprendre les phénomenes se produisant durant la compaction, il convient
d’étudier comment les profils de densité p(z,t) évoluent au cours du temps. Cette étude est
essentielle car il est clair que deux systémes peuvent avoir la méme densité ou la méme énergie
potentielle mais avoir des profils de densité tres différents.

La figure B.3 montre des diagrammes spatio-temporels d’évolution des profils pour diverses
amplitudes de forcage x. Alors que les courbes d’évolution de la densité ou de la hauteur
moyenne ont des formes similaires pour différentes valeurs de x, de fortes différences sont
ici mises en évidence. La premiere constatation est la possibilité de diviser grossierement le
systeme en deux : le coeur et l'interface, dont les évolutions sont couplées.

Tout d’abord, la largeur de I'interface est plus large pour de plus fortes amplitudes. D’autre
part, une couche tres dense se forme a faible amplitude juste sous l'interface. La formation de
cette couche vient du fait que la diffusion est plus facile grace au volume libre au-dessus de
I'interface, et donc les particules proches de 'interface peuvent plus facilement se réarranger
localement et donner des configurations plus denses. Cependant, cette couche dense va bloquer
la compaction a temps longs en agissant comme une barriere au réarrangement des particules
du ceeur qui n’ont pas de volume libre a disposition. Ceci est particulierement visible sur la
figure B.3 : a temps longs, la seule évolution notable consiste en un élargissement tres lent de
la couche dense, mais la densité du coeur reste faible.

A grand z par contre, les particules diffusent plus facilement, et I'interface est nettement
plus large : la compaction du cceur en est donc facilitée, et sa densité continue a croitre a temps
longs. Ainsi, & temps longs, un systéme soumis & un forcage plus fort va étre globalement plus
compact. A trop grand forgage néanmoins, 'interface devient tellement large qu’elle empiete
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F1G. B.2 — Evolution de la densité moyenne dans les 50% inférieurs du systeéme, pour différentes
amplitudes du forcage. L’insert montre la densité & ¢t = 10% en fonction de z.

sur la zone de mesure de la densité : la densité mesurée diminue alors : ceci explique I'existence
d’une valeur optimale de x comme observé en figure B.2.

Notons finalement que les évolutions de 'interface et du coeur se font sur des échelles de
temps tres différentes : I'interface, avec sa couche dense ou non, se forme rapidement, tandis
que le coeur évolue ensuite beaucoup plus lentement.

Pour résumer, des amplitudes faibles permettent de rendre compacte une zone proche de
I'interface, mais cette zone bloque ensuite I’évolution des couches plus profondes, tandis que
des amplitudes fortes compactifient de fagon efficace les zones plus profondes tout en donnant
une interface peu dense. Ceci nous amene a une meilleure compréhension de lefficacité des
« cycles ».

B.2 Cycles

La meilleure fagcon d’obtenir un granulaire trés dense est de commencer par un forcage
trés énergique, puis d’en diminuer amplitude. Cette constatation de tous les jours (utilisée
par exemple pour compactifier du sucre, du café dans un récipient) a été vérifiée et quantifiée
expérimentalement (cf. les courbes irréversibles-réversibles mentionnées au chapitre précédent).

Nous avons étudié cet effet dans le cadre du modele Tetris, en faisant varier x lentement
d’une grande valeur x; jusqu’a xp : la compaction est d’autant plus efficace que 'amplitude
du forgage est diminuée plus lentement et que 'amplitude de départ est grande. On constate
par exemple que le profil de densité obtenu en passant d’une amplitude x; = 0.9 a zp = 0.1
(en pas de Az = 0.01 et 10* pas de temps & chaque valeur de z intermédiaire), montré en
figure B.4, est tres différent des profils obtenus & amplitude constante : le coeur est tres dense,
de fagon homogene, et 'interface tres étroite.
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p(z.t)

FiG. B.3 — Profils de densité pour diverses valeurs de x, & temps courts (t = 0 & t = 10%) &

gauche et & temps longs (t = 10 & t = 10%) & droite. A petit 2 on observe la formation d’une
couche dense, et une interface plus large a grand x.

L’étude de la section précédente permet de comprendre ces résultats : la grande valeur
initiale de x permet de compactifier les couches profondes; la diminution progressive de = va
compactifier les couches de plus en plus proches de I'interface, sans perturber les couches déja
compactes, jusqu’a ce que, a petit z, 'interface elle-méme devienne compacte. Bien str, plus
le processus est lent, et plus les couches successives atteignent des densités élevées.
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Fia. B.4 — Profils de densité obtenus a forcage constant et lors d’une diminution lente du
forcage.
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B.3 Effet mémoire

Les effets de mémoire qui ont été mis en évidence expérimentalement [4] peuvent tout aussi
bien étre compris en analysant les profils de densité : ’expérience concluait essentiellement au
fait que la densité seule ne suffisait pas a caractériser 1’état du systeme, ce qui est précisément
la raison de 'utilisation des profils de densité.

La procédure consiste a laisser le systéme évoluer sous un forgage x1 pendant un temps t,,,
puis & changer brutalement ’amplitude en x5 et & revenir & Pamplitude z1 a t,, + At. Notons
que cette procédure est directement inspirée des expériences de saut en température dans les
verres de spins [31].

Le premier effet observable est une mémoire a court terme, également obtenue dans les
expériences (figure B.5). Cet effet est symétrique et correspond & une réponse contre-intuitive
par rapport a I’évolution de la densité a = constant : le systéme a donc une mémoire de son
évolution avant t,,. En effet, si zo > x; on obtient une décompaction a temps courts apres
t, tandis que, si z9 < 1, la vitesse de compaction commence par augmenter sensiblement.
Apres ce transitoire, le taux de compaction change et se rapproche de celui observé a constant
T = x9 : compaction plus rapide si zo > x1, et plus lente si 9 < x1. Le deuxieme effet de
mémoire est observé uniquement si xo < x1, et pour t,, suffisamment grand : dans ce cas, le
systeme est déja tres compact a t,,, et évolue tres peu durant At. A t,, + At, x est brutalement
augmenté de xo a x1, une rapide décompaction se produit donc, et la courbe d’évolution de la
densité repart du point rejoint apres I’évolution a x1 a t,, : le systéeme a gardé la mémoire de
son état a t,,. Pour xo > 1, le systéme évolue notablement entre t,, et At et aucune mémoire
a long terme ne peut donc exister.
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Fia. B.5 — Hlustration de 'effet mémoire a temps courts. Gauche : 1 = 0.1, x5 = 0.4; une
décompaction est observée juste apres 'augmentation du forgage. Droite : 1 = 0.4, z5 = 0.1;
a temps courts une brusque accélération de la compaction se produit.

Ces résultats peuvent étre interprétés grace aux profils de densité. Dans le premier cas,
lorsque zo > x1, le premier effet est une décompaction globale, en particulier a 'interface qui,
une fois moins compacte, permet plus facilement les réarrangements et finalement une meilleure
compaction du coeur. Au contraire, dans le second cas, lorsque x est abaissé brutalement, les
particules vont avoir tendance a aller vers le bas rapidement, ce qui donne temporairement une
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accélération de la compaction, en particulier au niveau de l'interface qui réagit rapidement.
L’interface plus compacte bloque par contre les futurs réarrangements et finit par ralentir
la compaction. Apres t,, + At, 'augmentation du forgage supprime la couche dense et la
compaction peut recommencer. Si t,, est assez grand, le cceur du systeme est déja assez compact
et le forcage plus faible pendant At ne lui permet pas d’évoluer. A t,, + At, le forcage est de
nouveau augmenté ; I'interface relaxe rapidement ce qui ramene le systéme a sa situation a t,,.

B.4 Conclusion

L’étude numérique détaillée du modele Tetris avec particules de forme aléatoire a permis
de montrer 'intérét de ce modele : I'ingrédient simple de volume exclu entre des particules de
formes diverses meéne a une frustration géométrique induite par la dynamique de compaction,
et donc a un fort ralentissement de cette dynamique. La riche phénoménologie de la com-
paction granulaire est ainsi reproduite, et analysée en détails par I'utilisation des profils de
densité (il est a noter que certains aspects, comme ’existence d’une couche dense sous la sur-
face libre, ont été en fait confirmés par des expériences ultérieures [3]). L’analyse des profils de
densité montre bien 'importance des hétérogénéités, souvent négligées dans des modeles plus
phénoménologiques, pour l'interprétation de certains effets comme I’effet mémoire. Finalement,
ce modele se révele donc une approche valide pour effectuer analyses et prédictions. En par-
ticulier, il fait partie des modeles « simples » de matériaux granulaires permettant d’étudier
d’autres approches telles que celle présentée au chapitre suivant : la possibilité de représenter le
granulaire en compaction par un nombre limité de variables de type thermodynamique, selon
les idées de S.F. Edwards.



Chapitre C

Utilisation de notions
thermodynamiques

Les systemes granulaires constituent 1'un des plus fameux exemples de systemes hors
d’équilibre ; en particulier, la température habituelle n’y joue aucun role. Le fait que ces
systemes soient constitués en général d’un grand nombre de particules incite cependant a vou-
loir les traiter par des méthodes de type thermodynamique. Il est donc raisonnable de chercher
a comprendre jusqu’a quel point de telles approches sont envisageables. En particulier, est-ce
que des concepts comme température ou entropie peuvent étre utilisés 7

Une approche thermodynamique est justifiée en général lorsqu’il est possible d’identifier
une distribution laissée invariante par la dynamique (par exemple l’ensemble microcanonique)
et de supposer que le systeme va rejoindre cette distribution, sous des conditions appropriées
d’ergodicité. Dans le cas des granulaires cependant, de I’énergie est perdue lors des collisions
(et dissipée dans des degrés de liberté internes), et regagnée par contact avec des sources non
thermiques : ni ’ensemble microcanonique, ni aucun autre ensemble simple ne sont invariants
par cette dynamique. Ceci pose un sérieux probleme pour toute tentative de construire une
thermodynamique.

Le concept de température a en fait été largement utilisé dans le contexte des milieux
granulaires. La définition la plus simple correspond au cas des granulaires dilués sous forte
agitation, ou « gaz granulaires » (voir partie II) : par analogie avec les gaz a 1'équilibre, la
« température granulaire » est définie en termes de I’énergie cinétique moyenne par particule.
Dans les milieux granulaires denses, la situation est plus complexe, en particulier parce qu’il
est méme difficile de rejoindre un état stationnaire. Ces systeémes présentent du vieillissement
[32, 20] et des phénomenes de mémoire [4, 20]. Les analogies avec d’autres systémes exhibant
du vieillissement, comme les verres, ont mené a la définition de températures dynamiques a
partir de la violation du théoréme Fluctuation-Dissipation [33], ce que ce chapitre présente.

C.1 Théoréme Fluctuation-Dissipation et généralisations

Pour un gaz ou un liquide a 1’équilibre en contact avec un thermostat a température 7',
une des versions du théoreme fluctuation-dissipation (FD) relie la diffusion aléatoire et la
mobilité d'une particule donnée du systéme selon la relation d’Einstein ([r(¢) — r(t')]*) =
2dT6<r(t)5;r(t/)>, ou r est la position de la particule et § f est une petite perturbation constante
(la notation (...) correspond & une moyenne sur diverses réalisations).
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Rien ne garantit la validité d’une telle relation dans des systemes hors d’équilibre. C’est
encore plus vrai dans des systémes comme les granulaires, pour lesquels on ne sait pas quelle
quantité devrait jouer le réle de la température. Des développements récents dans la théorie
des verres, et en particulier au sujet de leur dynamique hors d’équilibre, ont montré que dans
des systémes évoluant lentement, wieillissant, la relation FD est modifiée d’une fagon tres
intéressante (voir [34] pour un article de revue récent). Pour une certaine classe de modeles de
champ moyen, qui contient de fagon schématique ’essentiel de la phénoménologie des systemes
vitreux [35], la dynamique hors d’équilibre a été résolue analytiquement [36], ce qui a permis
de révéler I'existence d’'une température dynamique Tgy,, pour tous les degrés de liberté lents
correspondants aux réarrangements structuraux [37, 38]. Cette température dynamique rem-
place en fait la température du bain thermique dans la relation d’Einstein ; bien que différente
de la température externe, elle a les bonnes propriétés définissant une température [37]. En
particulier, sa mesure peut étre faite en utilisant n’importe laquelle des relations FD reliant la
corrélation et la réponse d’une observable [39]. La relation FD est ainsi devenue un outil tres
étudié dans le contexte de la dynamique vitreuse [40, 34].

Les analogies entre les systémes vitreux thermaux et athermaux [41] ont stimulé les études
portant sur 'existence de températures dynamiques ou effectives a partir de relations FD
dans les milieux athermaux. En particulier, I’étude de relations de type relation d’Einstein
dans les milieux granulaires denses en compaction lente a montré I’apparition de températures
dynamiques [22, 23, 42] en relation avec la construction thermodynamique proposée par S.F.
Edwards mentionnée en introduction. D’autres travaux se sont par ailleurs concentrés sur une
autre relation FD, qui relie les fluctuations d’énergie et la chaleur spécifique, avec le méme
type de résultats [8, 9, 24].

Notons que jusqu’ici la plupart des travaux dans ce domaine sont théoriques et que peu
d’expériences ont mesuré des relations FD dans les milieux granulaires. La derniere partie de
ce chapitre présente brievement un exemple récent d’expérience allant dans cette direction,
concernant un milieu granulaire dense, mais dans un régime de type « liquide » [43].

C.2 L’approche d’Edwards

Comme expliqué au chapitre A, S.F. Edwards et ses collaborateurs ont proposé pour les
milieux granulaires denses un équivalent a I’ensemble microcanonique [21, 44, 45] : I'idée est de
reproduire les observables obtenues dynamiquement & temps longs en mesurant tout d’abord
la densité du systeme, puis en calculant la valeur des observables dans un ensemble formé par
toutes les « configurations bloquées » a la densité en question. Les configurations bloquées
sont définies comme celles pour lesquelles aucun grain ne peut bouger.

Cet « ensemble d’Edwards » mene naturellement a la définition d’une entropie S gy,
donnée par le logarithme du nombre de configurations bloquées a volume ou densité donné, et
de sa densité spgw = Spaw/N (ot N est le nombre de particules).

Le fait que les configurations bloquées soient importantes dans un granulaire en compaction
est assez intuitif. L’hypothese forte cependant consiste a dire que les configurations rejointes
dynamiquement sont vraiment les configurations bloquées typiques a cette énergie ou densité.
Si I’ensemble statistique retenu était formé en contraignant toutes les observables macrosco-
piques & leur valeur mesurée dynamiquement, la construction serait triviale. Le fait qu’il suffise
de contraindre la densité pour obtenir la valeur d’autres observables (méme s’il s’agit peut-étre
seulement d’une approximation) est hautement non-trivial.
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Les progres récents en théorie des systémes vitreux mentionnés ci-dessus (section C.1) ont
permis de clarifier et de soutenir cette hypothese. En effet, la température dynamique qui ap-
parait dans la relation d’Einstein correspond exactement aux idées d’Edwards pour les modeles
de champ moyen : on peut en effet y identifier les minima d’énergie (qui correspondent aux
configurations bloquées), et calculer 1/Tgq4, comme la dérivée de leur entropie par rapport a
I’énergie. Un calcul explicite montre alors que T'gg,, est égal a Ty, obtenue a partir de la dyna-
mique hors d’équilibre du modele en contact avec un thermostat & température quasi-nulle[46].
D’autre part, étant donnée 1'énergie atteinte a temps longs F(t), la valeur de n’importe quelle
observable est également donnée par une moyenne plate sur tous les configurations bloquées
d’énergie E(t). On peut traiter au méme niveau d’approximation des systémes ayant d’autres
types d’injection d’énergie, sans changer les résultats, méme en ’absence de température d’un
bain thermique [47].

Le scénario a la Edwards est donc réalisé au niveau du champ moyen et pour des faibles
injections d’énergie. Nous nous sommes donc intéressés a la question de savoir si ces résultats
s’étendent a des modeles plus réalistes. Nous avons pour cela développé une méthodologie pour
analyser des modeles reproduisant la phénoménologie de la compaction granulaire.

C.2.1 Stratégie générale

Notons qu’une premiere interprétation de ’hypothése d’Edwards consisterait a proposer
que les configurations rejointes dynamiquement ont les propriétés macroscopiques des configu-
rations bloquées typiques. Ceci impliquerait que le systeme se bloque a la densité pour laquelle
le nombre de configurations bloquées est maximal. En fait, on s’apercoit rapidement que ces
configurations, en grande majorité, sont beaucoup moins compactes que celles obtenues dyna-
miquement. On doit donc renoncer a prédire la densité rejointe et se contenter de la mesurer
lors de I’évolution dynamique. La stratégie est donc d’amener le systéeme dans une situation de
tres faible injection d’énergie, dans laquelle il continue & se compacter trés lentement. La me-
sure d’Edwards est alors construite comme une mesure uniforme sur les configurations bloquées
a la densité rejointe par la dynamique.

Afin de vérifier I'hypothese d’Edwards, nous avons montré comment construire la mesure
d’Edwards de fagon systématique dans des modeles en dimension finie (donc au-dela du champ
moyen). On peut ainsi calculer I'entropie et d’autres observables et les comparer avec les
observables obtenues par la dynamique. La construction est illustrée par le cas du modele de
Kob-Andersen (KA) mentionné au chapitre A, qui considére des particules sur un réseau en
trois dimensions, avec au plus une particule par site et des contraintes purement cinétiques :
une particule peut bouger d’un site a un site voisin si elle a strictement moins que m voisins
dans sa position initiale et dans sa position finale. A noter que nous avons obtenu des résultats
équivalents en utilisant le modele Tetris présenté au chapitre précédent, et que J. Kurchan et
H. Makse ont également présenté des résultats similaires dans un modele de spheéres dures sous
cisaillement [42].

C.2.2 Equilibre

Dans le cas du modele KA, la regle d’évolution dynamique implique que la distribu-
tion d’équilibre est simple : toutes les configurations d’une densité donnée (qui respectent
la régle d’une particule au plus par site) sont équiprobables (le Hamiltonien est 0 puisqu’au-
cune interaction statique n’existe). La densité et le potentiel chimique sont alors reliés par
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p=1/(1+exp(—pu)), et Pentropie d’équilibre par particule vaut :

Seat(p) = ~pInp = (1= p)ln(1 = p) — L — g, (€1)
Notons que dans ce modele, la température 1/ apparait seulement en facteur du potentiel
chimique. On peut donc la fixer arbitrairement & 1. Notons aussi que le facteur de structure
est une simple constante gequi(r) = p? : aucune corrélation n’existe puisque les particules sont
mises au hasard sur le réseau. Ceci permettra de comparer plus facilement avec les facteurs de
structure obtenus dynamiquement.

C.2.3 La mesure d’Edwards

Afin de construire et d’échantillonner la mesure d’Edwards, qui considére 1’ensemble des
configurations bloquées, le pas crucial consiste en 'introduction d’un modéle auxiliaire [22] :
Iénergie auxiliaire Fyg,, est définie comme le nombre de particules mobiles (une particule est
considérée comme mobile si elle peut se déplacer en respectant la régle dynamique du modele
d’origine). La mesure d’Edwards est alors construite comme 1’ensemble des états fondamen-
taux (Fgquy = 0) du modele auxiliaire, qui peut s’obtenir par une procédure Monte-Carlo de
« refroidissement », a densité fixée, de la température auxiliaire Tyyy (avec Boue = 1/Tauz)- 11
est essentiel de noter que la dynamique Monte-Carlo du modele auxiliaire ne doit pas forcément
respecter les regles dynamiques du modele d’origine, ce qui permet un échantillonnage efficient
méme a haute densité grace par exemple & des mouvements Monte-Carlo non-locaux.

A partir de la mesure de D’énergie auxiliaire pendant le « refroidissement » & densité
donnée p, Equz(Bauz, p), (et de la densité d’énergie €qyr(Bauz, p)), on peut calculer 'entropie
d’Edwards définie comme :

SEdw(p) = Saux(ﬂaux = OOaP) = Sequil(p) - /0 eaum(ﬁaumap)dﬁaux (02)

ol Sequit(P) = Sauz(Bauz = 0, p). La figure C.1 montre le résultat obtenu pour sgq,(p) & partir
de cette formule, comparé avec Sequ(p).
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FiG. C.1 - Densité d’entropie d’Edwards s gy, (p) (trait plein) et d’entropie d’équilibre s,qy(p)
(courbe pointillée) pour le modele Kob-Andersen.

La pente de la tangente & s pgy, (p) permet d’obtenir la « température d’Edwards » Trgy(p)-

ldsEdw(p) _ dSEdw(p)/dseqUil(p) ) (C.3)

7! =
dp

Edw__u dp dp
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De fagon similaire, le facteur de structure dans la mesure d’Edwards est obtenu comme la
limite du facteur de structure du modele auxiliaire quand la température auxiliaire tend vers
0:

gEdw(T) = 5 lim gaux(ra /gau:v) . (04)

aux 00

C.2.4 Dynamique de compaction

La dynamique de compaction est obtenue en essayant d’augmenter la densité du systeme,
a partir d’une situation de basse densité pour laquelle le systeme peut étre considéré comme a
I’équilibre. Pour le modele KA, on augmente lentement le potentiel chimique imposé ; lorsque
ce potentiel chimique devient suffisamment grand, les contraintes dynamiques empechent le
systeme d’atteindre la densité voulue : la dynamique résultante est une compaction tres lente
hors d’équilibre.

Au cours de cette compaction, on enregistre la densité p(t) ainsi que la densité de parti-
cules mobiles p,,(t) : celle-ci devient systématiquement plus faible que la densité de particules
mobiles des configurations d’équilibre a la méme densité moyenne. Ceci suggere déja que par
exemple les facteurs de structure seront différents a 1’équilibre et dans les configurations ty-
piques obtenues par compaction lente.

L’existence d’une relation d’Einstein est testée en mesurant la mobilité des particules

(st + 1) = dNZZ (i (tw +t)—7“k(f w)) (5)

obtenue par I'application de forces aléatoires sur les particules entre les temps t,, et t, + t,
ainsi que leur déplacement quadratique moyen

Blty, ty +1) NZZ (rf(tw +1) — 7(tw))?) (C.6)

a k=1

(N est le nombre de particules; a = 1,---,d désigne les dimensions d’espace : d = 3 pour le
KA ; r{ est la position de la particule k sur le réseau). En effet, a I’équilibre, les quantités
X(tw,tw + 1) et B(ty,tw +t) (qui ne dépendent alors que de t) sont reliées par

2(1) = 7 B(t), ()

eq

ou X est le rapport Fluctuation-Dissipation, égal a 1 a I’équilibre. Toute déviation de cette loi
correspond a une violation du théoreme Fluctuation-Dissipation. Dans de nombreux systemes
en dynamique vitreuse, et en particulier pour le modele KA [16], les violations consistent en
I’apparition de deux régimes : un régime de quasi-équilibre avec X = 1 pour t < t,, et un
régime de vieillissement avec X < 1 a t grand devant ¢,,. Cette deuxiéme pente est souvent
associée a une température dynamique, avec Ty, > Toq et X = Xgyp = Toq/Tayn [37].

C.2.5 Comparaison des mesures

A ce stade, on peut comparer les résultats obtenus en utilisant la mesure d’équilibre, la
mesure d’Edwards et la dynamique lente hors d’équilibre. La figure C.2 montre la déviation des
facteurs de structure par rapport a I'absence de corrélations (p?). En particulier, les valeurs de
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((gayn (r)—p*)) obtenues lors de la dynamique de compaction irréversibles montrent 'apparition
de corrélations absentes a 1’équilibre, qui sont correctement reproduites par la méme observable
mesurée en échantillonnant la mesure d’Edwards a la densité rejointe dynamiquement.

0.015

0.01

0.005

a(r) - p°

-0.005

-0.01

Gibbs
Edwards
Dynamique

,,,,,,,

2/ X(t,t)

15

0.5

Gibbs ——
Edwards
Dynamique o

Lo
5o°
<5

-0.015 . . . . . 0
0.5 1 15 2 25 3 35 0 05

15 2

Fia. C.2 — Figure de gauche : Facteur de structure du modele KA, obtenue dans une
compaction lente, ainsi que dans la mesure d’Edwards a la densité rejointe dynamiquement
(p =~ 0.848). Figure de droite : relation d’Einstein dans le modele KA. La mobilité x(t,t,,) et
le déplacement quadratique moyen B(t,t,,) sont reliés linéairement (symboles). La pente de la
ligne pleine correspond a I’équilibre, tandis que la pente de la ligne pointillée confondue avec les
symboles est donnée par la température d’Edwards a la densitée atteinte a t,,, p(t,,) = 0.848.

D’autre part, a temps longs dans la dynamique de compaction, la mobilité x(¢,t,,) et le
déplacement quadratique moyen B(t, t,,) sont reliés linéairement, ce qui permet de définir une
température dynamique Ty, [16]. La figure C.2 montre que cette température dynamique est
en fait égale a la température d’Edwards 7,4, obtenue a partir de ’entropie des configurations
bloquées a la densité rejointe dynamiquement.

C.2.6 Conclusions de I'étude

En somme, durant la dynamique de compaction irréversible, les contraintes cinétiques
conduisent le systeme hors d’équilibre a haute densité ; la mesure d’équilibre n’est alors plus
pertinente, tandis que la mesure d’Edwards, obtenue par un échantillonnage uniforme des
configurations bloquées a la densité atteinte par le systéme, semble & méme de reproduire
certaines observables comme les fonctions de corrélation spatiales ou la relation d’Einstein.

En addition aux travaux résumés ici, plusieurs approches ont permis d’approfondir et de
clarifier partiellement le probleme de la validité de la construction due a S.F. Edwards. De
tels travaux ont considéré des modeles de particules ou de spins en dimension 1 [8, 9, 26], le
modele dit du « parking » [28], des simulations de dynamique moléculaire en dimension 3 [42],
des verres de spin dilués et des sphéres dures sur réseau [24], etc... Bien qu’il ait en fait été
démontré dans un cas particulier que la construction d’une mesure uniforme sur les configura-
tions bloquées n’est pas rigoureusement exacte [25], ¢’est-a-dire ne reproduit pas exactement
les observables obtenues dynamiquement, les conclusions de tous ces travaux tendent a la
validité au moins approximative d’une telle approche. De plus, des généralisations ont été pro-
posées, en contraignant non seulement la densité mais éventuellement d’autres observables a
leur valeur mesurée par la dynamique. Ces généralisations permettent d’obtenir de meilleures
prédictions pour les observables qui ne sont pas contraintes « & la main » [27, 23]. Il se pose
alors la question du nombre d’observables a imposer pour pouvoir prédire les autres de facon

fiable.
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Bien que de tels aspects théoriques restent pour 'instant ouverts, le probléme le plus crucial
concerne maintenant I’éventualité de vérifications expérimentales. En particulier, la mesure de
la diffusion et de la mobilité de particules marquées dans un milieu granulaire dense sous
faible agitation pourrait confirmer ou infirmer ’existence de températures dynamiques. De
telles expériences sont actuellement envisagées par plusieurs groupes, et des premiers résultats
sur la diffusion ont été publiés dans [29, 30|, tandis que des mesures de relation fluctuation-
dissipation dans un granulaire dense sous vibration assez fortes ont déja montré la possibilité
de mesurer des températures dynamiques dans des milieux granulaires « liquides » [43]. La
section suivante donne un apercu de ces expériences.

C.3 Indications expérimentales dans le cas d’un « liquide » granu-
laire

C.3.1 L’expérience

L’idée de l'expérience consiste a reproduire & une échelle bien différente I'expérience du
mouvement brownien. Le milieu granulaire, constitué de billes de verre millimétriques contenue
dans une boite cylindrique, est agité par des vibrations de maniére a le rendre assez fluide. Le
role de la particule brownienne est joué par un pendule de torsion plongé dans le granulaire, et
dont les mouvements sont mesurés tres précisément (voir figure C.3). L'intensité des vibrations
est mesurée par un accélérometre et quantifiée par un parametre noté I'. D’autre part, un couple
de torsion peut étre appliqué au pendule, afin de mesurer une susceptibilité.

ext ¢

=2

Fig. C.3 — Schéma de l'expérience. Le milieu granulaire est constitué de billes de verre de
diametre 1.1 + 0.05 mm dans un cylindre de hauteur 60 mm et diametre 94 mm.

C.3.2 La relation FD pour un oscillateur brownien

Considérons un pendule de torsion de moment d’inertie I et de constante élastique G, a
I’équilibre en contact avec un bain thermique, dont la position angulaire 6 obéit a 1’équation
de Langevin

16(t) + ab(t) + GO(t) = &(t) + Cemr(?) (C.8)
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ol « est un coefficient de frottement, £(¢) décrit le bruit thermique (bruit blanc Gaussien de
moyenne nulle et de variance q) et Ce,y est un éventuel forcage externe.

On peut résoudre ’équation précédente en passant en transformée de Fourier, et obtenir
aussi bien le spectre de puissance S en l'absence de forgage (défini comme le double de la
transformée de Fourier de la fonction de corrélation (6(¢)0(t'))) que la susceptibilité x. On
obtient

2q
S(w) = C.9
(CU) .[2((02 _ WS)Q + 042(4}2 Y ( )
ou wy = /G/I est la fréquence propre de l'oscillateur, et
O(w 1
X(w) = ) = . (C.10)

Ceaxt(w) T (wg — w2) + jaw

Dans un systeme a 1’équilibre, la variance du bruit thermique est reliée a la température par
q = 2akpT, ce qui permet d’écrire la relation FD comme :

S(w)w
X" (w)

La description de I’équation de Langevin, pas plus que la relation FD, n’ont a priori de raison
d’étre valables dans un milieu granulaire soumis a des vibrations.

= 4kpT. (C.11)

C.3.3 Résultats

Les mesures expérimentales de 0(t) permettent d’accéder aussi bien au spectre de puissance
qu’a la susceptibilité pour différentes valeurs de ’agitation I'. On obtient d’une part que les
courbes de S(w) et celles de |x(w)| peuvent étre fittées par les formes fonctionnelles correspon-
dant au formalisme de I’équation de Langevin. L’agitation mécanique est donc transformée
par le granulaire en un bruit blanc effectif qui agit sur l'oscillateur, au moins dans la gamme
de fréquences étudiée. D’autre part, les rapports FD S(w)w/(4x"”(w)), montré en figure C.4a,
bien que non rigoureusement indépendants de w, sont a peu pres « plats », surtout si on les
compare aux résultats obtenus dans d’autres systémes hors d’équilibre comme le glycérol [48]
ou la laponite [49].

Ces rapports permettent donc de définir une température effective T,;y. La figure C.4b
montre que cette température effective croit avec I'agitation imposée I', comme on pourrait
s’y attendre intuitivement.

L’ordre de grandeur de la température effective ainsi mesurée correspond a celui de tempéra-
tures granulaires typiques définies comme ['énergie cinétique moyenne par particule. Il se
pourrait donc que la température effective mesurée a partir des rapports FD dans un gra-
nulaire « liquide » soit en fait reliée a la température granulaire habituellement définie dans
les gaz granulaires ; cette constatation est particulierement intéressante eu égard a des résultats
numériques récents qui relient en effet, dans les gaz granulaires, température granulaire et rap-
port de type FD [50, 51, 52].

Quelques précautions sont de rigueur a ce stade. Tout d’abord, ces expériences ont un
caractere préliminaire. Des investigations plus poussées semblent indiquer une dépendance du
rapport FD en fonction de certains parametres de I'expérience, en particulier la nature de
I'interaction entre le pendule de torsion et le milieu granulaire semble jouer un role important.
D’autres complications sont liées a I’hétérogénéité du milieu et a ’anisotropie. Des études
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Fic. C.4 — (a) Rapports Fluctuation-Dissipation S(w)w/(4x”(w)) pour différentes intensités
de la vibration imposée. (b) Température effective en fonction de I'. La ligne pointillée est un
fit de la forme kpT,rr = 3.5 x 1071912,

systématiques sont en cours. D’autre part, le lien entre la température dynamique mesurée ici
et la température d’Edwards n’est pas complétement clair. De premiéres indications indiquent
que des tendances observées numériquement pour la température d’Edwards [42] existent en
effet dans l'expérience. On peut espérer que de nouvelles expériences comme celles de [30, 29]
aideront a éclaircir ce point.
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Chapitre A

Introduction

A.1 Expériences

L’expérience typique permettant de créer un gaz granulaire peut étre facilement réalisée.
Il suffit de mettre des billes de verre, d’acier, du sable... dans un récipient fermé, et de le
secouer vigoureusement. L’énergie ainsi fournie permet aux billes de se comporter essentielle-
ment comme les molécules d’un gaz, et de suivre des trajectoires balistiques entre collisions
(pour des revues récentes, voir [1]). Toutefois, ces collisions font perdre de ’énergie au systeme,
qui se retrouve donc rapidement au repos si 'agitation cesse. La partie délicate de 'expérience
réside dans la mesure de différentes quantités (densité locale, vitesses des billes...), qui exige
I'utilisation de moyens de détection sophistiqués : caméras ultrarapides, imagerie par résonance
magnétique, localisation de particule par émission de positrons, etc...

Les dispositifs expérimentaux les plus fréquemment adoptés mettent en jeu soit des récipients
cylindriques [2], ce qui peut poser des problemes de visualisation, soit des cages de faible
épaisseur avec parois transparentes, qui rendent le systéme étudié quasi bidimensionnel [3].
D’autres configurations comme des billes roulant sur des plans inclinés ont également été uti-
lisées [4]. Afin d’obtenir des résultats fiables et reproductibles, des billes sphériques typique-
ment millimétriques, et monodisperses (c’est-a-dire quasiment de méme taille) sont utilisées.
Il s’agit donc de « granulaires » tres particuliers. D’autre part, nous nous intéresserons aux
milieux granulaires fluidisés par une excitation violente (e.g. un piston vibrant a la base de
Péchantillon). L’énergie injectée en surface (et dissipée en volume) est alors suffisamment im-
portante pour que l'on puisse négliger la force de gravité (cela suppose de surcroit que le gaz
soit confiné verticalement).

A.2 Modélisation et approches théoriques

A.2.1 Spheres dures inélastiques

Dans la modélisation des gaz granulaires, deux aspects fondamentaux sont généralement
retenus : I'aspect « volume exclu » (cceur dur) d’une part, et d’autre part, le caractere dissipatif
des collisions. Nous obtenons ainsi le modele des spheres dures inélastiques, qui s’est imposé
comme un paradigme. Dans cette approche, des grains sphériques n’interagissant pas a distance
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subissent des collisions instantanées® (les événements impliquant plus de deux corps pouvant
donc étre négligés), qui modifient les vitesses v et vo des partenaires supposés ici de méme
masse et de méme diametre o suivant

, 1+a, .. ~
Vi =Vi- (0 -vi2) o
1+ao N

vh = vo + 5 (0 -vi2) o (A1)

ol vig = V] — Vg, & est le vecteur unitaire centre & centre (orienté indifféremment 1-2 ou
2-1), et « le coefficient de restitution (0 < o < 1, et & = 1 pour une collision élastique).
La quantité de mouvement totale est ainsi conservée tandis que la composante normale de la
vitesse relative se voit réduite par rapport au cas élastique? :

V/12 o=« [V/12 ) 6’] élastique = -aviz: o ) (AQ)

ce qui implique une dissipation d’énergie.

Par souci de simplicité, « est en général pris constant pour un type de billes donné, c’est-a-
dire indépendant de la vitesse relative ou de 'angle d’impact. Peu d’études expérimentales de
ce coefficient ont été réalisées méme si l’on sait qu'’il dépend des parametres de la collision [6, 7].
Pour autant, le modele simplifié a coeflicient constant est largement utilisé, car il permet de
reproduire la riche phénoménologie observée expérimentalement tout en autorisant certaines
études analytiques.

L’étude de ce modele utilise des méthodes allant de la théorie cinétique (description micro-
scopique), a ’hydrodynamique (au sens d’une description de type milieu continu, & plus grande
échelle, dont le but est de relier les différentes densités locales, de particules, de quantité de
mouvement, d’énergie cinétique etc...).

A.2.2 Traitement du modéle

Dans I’hypothese d’homogénéité spatiale, 'équation d’évolution de la distribution a une
particule fy s’écrit

M = O'd_1 /dV1 dVQ d& 0(—V12 . 6’) (—V12 . 6) fQ(Vl,VQ;t)

ot
[6(v = v]) +6(v = vy) = 6(v — v1) — (v — v2)] (A.3)

ou d est la dimension de 'espace et o le diametre des particules, et o v/ et v}, sont reliées &
v et vo par la loi de collision (A.1). Cette écriture n’est pas la plus compacte, mais souligne
la structure gain/perte de l'intégrale de collision (gain lorsque une paire 1-2 conduit & vj = v
ou v}, = v apres collision, et perte lorsqu’un grain de vitesse v est impliqué dans une collision
avec un partenaire quelconque, i.e. vi = v ou vy = v).

L’équation (A.3) n’est pas fermée ; elle fait intervenir la distribution & deux corps au contact
fo. L’approche la plus commune consiste alors a supposer que les vitesses juste avant collision
ne sont pas corrélées, et a écrire donc pour les particules au contact :

f2(I’1,V1,I‘2,V2; t) = fl(rl,vl;t) fl(I'Q,VQ;t). (A4)

ceci correspond & négliger la (faible) déformation des grains lors du contact hertzien, qui entraine des
collisions de durée finie [5]

2dans cette modélisation, la composante tangentielle (perpendiculaire & &) n’est pas affectée par la collision,
comme dans le cas élastique; si ’on cherche une description plus réaliste, on peut également prendre en compte
la friction coulombienne, introduire un coefficient de restitution tangentiel, etc.

1
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Cette propriété de chaos moléculaire, I'une des seules fermetures opérationnelles de I’équation
de Boltzmann (A.3), constitue le point de départ d’un nombre conséquent de travaux; ses
limitations ont donc été étudiées en détail [8, 9, 10].

L’évolution décrite par 1’équation A.3 correspond au déclin libre : les particules subissent
des collisions inélastiques et ne regoivent pas d’énergie. La « température granulaire », ou
énergie cinétique moyenne 3 T = m(v?)/d, tend donc vers 0.

Les gaz granulaires étudiés expérimentalement sont par contre soumis a un forgage qui
injecte de ’énergie et leur permet de rejoindre un état stationnaire de température constante.
Afin de représenter cette injection d’énergie, un des modeles les plus simples de forcage est
le « thermostat stochastique » défini comme suit : une force aléatoire (bruit blanc) agit sur
chaque particule, et compense la perte d’énergie due aux collisions inélastiques. L’équation du
mouvement d’une particule s’écrit alors

dVZ‘ Fz

= g0, (A5)

ou la force aléatoire de chauffage £ est de moyenne nulle et de corrélation
&(E;(¥) = & b0t —t) L. (A.6)

La valeur moyenne (...) porte sur les différentes réalisations du bruit, et I est la matrice
identité (de dimension d x d). Un terme de diffusion dans I’espace des vitesses traduit alors le
forcage dans le terme de droite de I'équation (A.3) : €2 (3/0v)* f1(v;t) .

Bien que I’équation de Boltzmann ne soit pas soluble analytiquement, un certain nombre
de prédictions analytiques peuvent en général étre faites, en particulier sur le comportement
de f; pour les grandes vitesses, ou pour un développement de f; autour de la gaussienne.
De plus, la technique dite « DSMC » (pour « Direct Simulation Monte Carlo ») autorise
une résolution numérique trés précise, qui permet de tester les prédictions analytiques. Cette
technique, introduite par Graeme Bird en 1963 [11], s’est rapidement imposée comme outil
numérique dominant en théorie cinétique. Elle consiste a interpréter ’équation de Boltzmann
comme un processus stochastique. L’idée est de construire une chaine de Markov pour un
ensemble de Ny particules (avec Ny le plus grand possible, typiquement de 10* & 10%), dont
I’équation maitresse soit précisément I’équation de Boltzmann que ’on cherche a résoudre. On
obtient ainsi la solution exacte de (A.3-A.4).

D’autre part, des simulations de dynamique moléculaire, malgré de possibles effets de
taille finie, permettent d’obtenir les propriétés du modele étudié sans faire d’hypotheses d’ho-
mogénéité ou d’absence de corrélations a priori : les équations du mouvement sont intégrées
dans une boite (en dimension 2 ou 3) avec en général des conditions aux limites périodiques.
On peut ainsi par exemple tester le bien fondé d’une description a la Boltzmann : les deux
techniques sont ainsi complémentaires.

Dans le cadre des simulations de dynamique moléculaire, il est également possible d’utiliser
des types de forcage plus réalistes, comme l’injection d’énergie par des parois vibrantes, de
fagon plus similaire aux conditions expérimentales.

Dans les chapitres suivants, nous verrons comment nous avons utilisé ces deux méthodes
de maniere complémentaire pour étudier les problemes posés sous différentes approches. Nous

3T est défini de maniére purement cinétique pour les gaz granulaires ; ’appellation « température » vient
de I'analogie avec les gaz moléculaires et ne présuppose aucun sens thermodynamique a 7. On utilise souvent
par abus de langage le terme « température » au lieu de « température granulaire ».
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nous intéresserons ainsi d’abord aux distributions de vitesses de gaz granulaires, puis au
probleme de la non-équipartition de I’énergie dans les mélanges. Enfin, nous décrirons le
phénomene du « Démon de Maxwell », qui peut librement exister dans les gaz granulaires sans
violer les lois de la thermodynamique, puisque ces gaz sont par définition hors d’équilibre.



Chapitre B

Distributions de vitesse

B.1 Problématique

Une importante caractéristique des gaz moléculaires réside dans la distribution f;(v) des
vitesses des molécules : le caractere conservatif des collisions impose qu’il s’agisse d’une max-
wellienne (loi gaussienne). On peut légitimement anticiper que cette propriété soit mise en
défaut pour un gaz granulaire. Les premieres mesures de cette distribution, peu précises, n’ont
toutefois pas montré de déviation particuliére a la gaussienne [12], et ce n’est que récemment
que le perfectionnement des techniques expérimentales a permis de mettre en évidence des
différences (plus fortes aux vitesses élevées, correspondant a de faibles probabilités d’obser-
vation). En particulier, plusieurs études expérimentales ont établi que f1(v) était surpeuplée
par rapport a la maxwellienne a la fois pour les faibles et les fortes vitesses (d’oul une sous-
population aux vitesses intermédiaires, pour assurer la normalisation). La question naturelle
qui se pose est alors la suivante : la distribution de vitesse est-elle universelle, de méme que la
gaussienne est universelle pour les gaz a I’équilibre ?

Diverses expériences ont été réalisées dans des conditions différentes, donnant des résultats
divers : typiquement, des exponentielles étirées sont obtenues (f1(v) ~ exp(—Av?)), avec
diverses valeurs pour I'exposant B. La diversité des conditions expérimentales (différents effets
de bord en particulier) ne permettait pas de conclure sur 'universalité. Dans cette situation,
une étude réalisée a I’Université du Massachusetts a suscité un certain écho [3]. D une part, elle
semblait indiquer une distribution de vitesse indépendante des détails de I'expérience, comme
I'intensité du forcage, ou la densité de grains. D’autre part, la forme trouvée, proche d’une loi
en exp(—v%/2), semblait en accord avec les prédictions de la théorie cinétique [13], obtenues
dans le cadre tres simplifié du thermostat stochastique présenté dans le chapitre précédent,
c’est-a-dire pour un systeme homogene avec forcage effectif en volume via un bruit blanc :
cet accord apparent était surprenant car, dans la réalité, le forcage a lieu en surface, et la
densité ou la température varient avec le point considéré. En fait, accord théorie/expérience
ne résiste pas a une analyse plus poussée. Dans le cadre de la théorie cinétique, le régime en
exp(—Avg/ 2) prédit n’est atteint que pour des vitesses de trés loin supérieures & celles qui
sont accessibles expérimentalement [i.e. vitesses telles que f1(v) < 107¢f(0)]. La figure B.1
illustre ce résultat. Il ne s’agit pas la d’un échec de la théorie cinétique, mais de I'insuffisance
d’une modélisation trop crue (le probleme de trouver un bruit de forcage effectif raisonnable
est délicat).

La section suivante aborde le probléeme de I'universalité sous un angle différent, en intro-

39
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.E (Cx)
ﬁ (Cx)

F1a. B.1 — Distribution de vitesse horizontale adimensionnée (toutes les distributions tracées
sont de variance 1/2), en échelle semi-logarithmique (a) et linéaire (b). Les cercles représentent
les mesures expérimentales [3] et les carrés montrent la distribution de vitesse obtenue avec
le thermostat stochastique, et un coefficient de restitution exagérément faible (o = 0.6); si
a > 0.6 (une valeur expérimentalement pertinente serait 0.8 ou 0.9), fi(c;) est indiscernable de
la gaussienne représentée par le trait continu. La ligne pointillée correspond & un raffinement
du modele des spheres dures inélastiques incluant trois parametres pour tenir compte des
frottements et des degrés de liberté de rotation [6, 14, 15]. Les triangles correspondent &
un forgage aléatoire multiplicatif qui, au prix de l'introduction d’un nouveau parametre, peut
étre ajusté pour reproduire les données expérimentales [16]. Les résultats numériques ont été
obtenus par simulations de Monte Carlo Directes (DSMC) dont le principe a été présenté dans
le chapitre A.

duisant le modele des sphéres dures inélastiques a coeflicient de restitution aléatoire. Dans ce
chapitre, nous considérerons également un cas tres particulier, a savoir la dimension 1 : des
comportements tres intéressants sont alors obtenus et soulignent que la comparaison théorie-
expérience doit étre faite avec prudence.

B.2 Un modele effectif : Dynamique projetée et coefficients de
restitution aléatoires

Un certain nombre de tentatives ont été faites pour modifier et adapter le modele du ther-
mostat stochastique. Il est alors possible de reproduire fidelement la distribution expérimentale
(cf [17, 16], et figure B.1), en payant le cott de lintroduction pas forcément justifiée de
parametres supplémentaires. Notre approche a été en quelque sorte complémentaire a ces
modélisations [18, 17]. Elle part de la constatation simple suivante : dans les expériences ty-
piques, les distributions mesurées concernent les vitesses horizontales alors que 1’énergie est
injectée dans les degrés de liberté verticaux. La mesure est en général effectuée dans une partie
du récipient ou les gradients de densité et de température sont faibles. L’énergie est redistribuée
dans les degrés de liberté horizontaux lors des collisions entre grains (et non entre les collisions
par l'opération d’un bruit, comme c’est le cas avec le thermostat stochastique). Pour étudier
les degrés de liberté horizontaux, on peut donc se restreindre a une dynamique projetée ou
les particules subissent des collisions inélastiques, qui peuvent aussi bien injecter de ’énergie
qu’en dissiper (figure B.2). De cette projection suivant la direction du forcage résulte le ca-
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ractere aléatoire du coefficient de restitution effectif a..g des collisions projetées. Si I’expérience
initiale est en trois dimensions, le modele effectif sera en deux dimensions, tandis que pour
des expériences quasi-2D comme celle de la référence [3] (grains vibrés de diametre o confinés
entre deux plaques verticales et paralleles espacées d'une distance légéerement supérieure a o),
le modele effectif devient unidimensionnel.

V.
1
k
]

Apreés collision

Avant collision

Fig. B.2 — Exemple d’une collision globalement dissipative qui injecte de 1’énergie dans les
degrés de liberté horizontaux.

Une premiere approche consiste a traiter le modele effectif au niveau de I’équation de Boltz-
mann, en dimension 1 ou 2, avec diverses lois de probabilité du coefficient de restitution effectif
wu(aes), et en négligeant les corrélations entre ag et les vitesses relatives des particules lors de
la collision. On peut alors déterminer analytiquement le premier terme d’un développement
de f; autour de la gaussienne. D’autre part, des simulations DSMC montrent que f; dépend
sensiblement de la forme de p(aeg) [18]. En dimension 2, on obtient typiquement des expo-
nentielles étirées si p(aeg) est bornée ou décroit suffisamment rapidement a grand aeg. La
distribution jiexp des coefficients de restitution effectifs a été mesurée expérimentalement par
K. Feitosa et N. Menon [19], pour le systéme correspondant aux résultats publiés dans la
référence [3]. Les distributions de vitesse obtenues en injectant ficxp sont alors en loi de puis-
sance ; de plus, en dimension 1, des lois de puissance sont présentes méme pour des p(cef)
bornées, en contradiction nette avec tous les résultats expérimentaux..

Ces résultats montrent que les corrélations qui ont été négligées sont en réalité cruciales
pour une description correcte. En effet, la définition de cref :

_ (U1/2):v
Qleff = (U12)x ; (Bl)

qui est donc le rapport des vitesses relatives horizontales post- et pré-collisionnelles, montre
que typiquement les faibles (v12), sont associées aux grandes valeurs de aeg, et que aeg doit
présenter une coupure au dela de 1/(v12), (figure B.3). Pour prendre en compte ces corrélations,
on doit introduire la densité p(aeg|(v12)sz), conditionnée & une vitesse pré-collisionnelle (pro-
jetée) donnée.

Nous avons réalisé des simulations numériques de dynamique moléculaire dans lesquelles
des disques inélastiques sont confinés entre deux parois vibrantes : il est alors possible de
mesurer (aef|(vi2),) (les données expérimentales n’étant pas suffisantes pour en obtenir
une forme précise). L’injection de cette loi conditionnelle, tirée du recoupement entre me-
sures expérimentales et simulations numériques [20], dans le modele & coefficient de restitution
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fi(c)

Fia. B.3 — (a) : Histogramme expérimental de aeg pour des billes d’acier (cercles) et de verre
(carrés). Ligne : p(a) obtenu dans le modele a coefficient de restitution aléatoire. L’insert
montre les mesures expérimentales de aef en fonction des vitesses horizontales relatives g, =
(v12); avant collision pour des billes de verre. Les données sont issues de [3] et [19]. (b) :
Distribution de vitesse horizontale adimensionnée, en échelle semi-logarithmique. Les cercles
représentent les données expérimentales pour des billes d’acier [3]; les triangles correspondent
au modele proposé, simulé par la méthode DSMC, en incluant les corrélations entre vitesses
pré-collisionnelles et ag.

aléatoire, au niveau simplifié de I’équation de Boltzmann homogene, donne alors une distribu-
tion de vitesse en excellent accord avec son pendant expérimental (figure B.3). Cela montre
I’autocohérence du modele avec coefficient de restitution aléatoire.

Notons que ce modele ne permet pas d’obtenir une prédiction analytique pour fi : les
données expérimentales et/ou numériques pour p sont indispensables pour tester la cohérence
de I’approche effective, qui perd de ce fait toute vertu prédictive. Le but n’était d’ailleurs pas ici
de remettre en cause une approche de type thermostat stochastique (une équation de Langevin
au bruit ad hoc fournit une description effective correcte de la dynamique du systeme [16, 17])
mais plutot de proposer une alternative —qui peut étre compatible— conduisant a I’identification
de quantités expérimentalement pertinentes, et complémentaires de la distribution de vitesse.
Les distributions p(aef) et p(aeg|v) sont des signatures sensibles de la dynamique du systéme.
Par conséquent, leur mesure expérimentale précise pourrait mettre en évidence une influence
du type de matériau utilisé, ce qui permettrait de discuter 'universalité de la distribution de
vitesse avec des éléments nouveaux.

B.3 Un cas particulier : la dimension 1

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas particulier du gaz granulaire en dimension
1, aussi bien maintenu dans un état stationnaire par le thermostat stochastique, qu’en déclin
libre. L’intérét réside dans la possibilité d’un traitement analytique et numérique d’une tres
grande précision.

Le travail analytique a été effectué dans le cadre de I’équation de Boltzmann homogene
[i.e. (A.3) avec factorisation de fs] dans le but d’obtenir un comportement de référence pour
la distribution de vitesse, comportement auquel comparer les résultats de simulations. Par
ailleurs, la richesse mathématique de 1’équation cinétique en question est elle-méme digne
d’intérét [21, 22].
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La limite de grande vitesse de f; pour le gaz soumis au thermostat stochastique a été
analysée par Van Noije et Ernst [13] : dans I'équation (A.3), le terme de perte dans l'intégrale
de collision est compensé par le forgage, ce qui donne

O (100
5 <v 81}) v f1(v) pour v — oo, (B.2)

d’ott on tire fi(v) Xy oo agexp(—Av3/?) [13]. La distribution de vitesse est surpeuplée par
rapport a la maxwellienne. Ce résultat est valable pour toutes les valeurs du coefficient de
restitution 0 < a < 1, et en n’importe quelle dimension.

D’autre part, dans la limite quasi-élastique (o« — 17) et en dimension 1, il a été montré
rigoureusement par des mathématiciens [21] que In f; se comporte comme —v® aux grandes
vitesses, d’otli une sous-population par rapport & la maxwellienne!.

Les comportements considérés ci-dessus, de sur- et sous-population, ne sont en fait pas in-
compatibles : la non commutativité des limites de quasi-élasticité et de grande vitesse réconcilie
ces deux prédictions [23] :

1
limg, - limy_eo %1(1)) = cste (B.3)
v3/2
I
limy_ oo limg_1- %;(U) = cste. (B.4)
v

Les simulations habituelles de DSMC donnent en général une précision de 7 a 9 ordres de
grandeur pour f;. Afin de résoudre en détail le passage du comportement en exp(—v3) a
celui en exp(—v3/ 2), nous avons mis en ceuvre une méthode numérique itérative plus précise,
décrite dans la référence [23], qui donne une précision de 25 & 35 ordres de grandeur. La figure
B.4 montre deux distributions, dans les limites de quasi-élasticité, et de forte inélasticité.
On obtient bien que pour tout a < 1, f1(v) o exp(—v%/?) aux vitesses suffisamment grandes.
Lorsque « se rapproche de 1, une gamme de vitesse intermédiaire apparait, sur laquelle f1(v) o
exp(—v?), et le comportement en exp(—v3/2) est repoussé au dela d’une certaine coupure C(v).
Cette gamme s’étend vers les vitesses de plus en plus élevées lorsque @ — 17 : la coupure C tend
vers 'infini, ainsi que la zone de fi qui se comporte en exp(—v3/2). La figure B.4 montre que
pour a = 0.999, le régime en exp(—v3/ 2) ne peut exister que pour les densités de probabilité
inférieures & 10730 f1(0).

Le comportement précédent est propre a la dimension 1. En dimension supérieure, la li-
mite quasi-élastique n’est plus singuliere, et ’on retrouve une maxwellienne lorsque a@ — 1.
La singularité de la situation unidimensionnelle est vraisemblablement une conséquence de
I'impossibilité de thermaliser le gaz élastique.

Les corrélations spatiales —négligées jusqu’a présent et étudiées dans la référence [23]— ne
changent qualitativement pas les conclusions précédentes.

Nous nous sommes également intéressés au régime du déclin libre ou la limite quasi-
élastique est particulierement curieuse : comme attendu, fi(v;t) — d(v) aux temps longs
(puisque D’énergie cinétique du systéme tend vers 0), mais ce pic de Dirac est constitué de
deux sous-pics centrés en :|:<v2>1/ 2 pics d’autant plus fins que « est proche de 1; en d’autres

Horsque a@ — 17 sans que & — 0, la température (v?) diverge; on considere donc systématiquement la
distribution de vitesse adimensionnée ¢ = v/ <v2)1/ 2 qui est indépendante de & et réguliere quand o — 17. Le
comportement pour o = 1 est quant & lui nécessairement différent puisqu’un gaz 1D élastique de particules
identiques ne se thermalise pas (la distribution de vitesse initiale n’est pas affectée par les collisions).
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F1G. B.4 - Distribution de vitesse adimensionnée ¢ = v/+/(v?), pour deux valeurs du parametre
de restitution «. La ligne pointillée représente la loi gaussienne (moyenne nulle, variance 1), et
les lignes continues les résultats de la méthode itérative. Pour comparaison, les distributions
obtenues par DSMC sont représentées par les symboles o et *.

termes, la distribution de vitesse adimensionnée tend vers [§(c+1)+d(c—1)]/2 lorsque a — 1~
(voir figure B.5, et [23]), ce qui a méme été montré de fagon rigoureuse par des mathématiciens

[24].

£”1(c)

c (Ic|-1)e™

Fi1c. B.5 — Distributions de vitesse pour le déclin libre en dimension 1, dans la limite quasi-
élastique. Figure de gauche : Distributions de vitesse adimensionnée pour a = 1 — € avec
e = 1072, 1073 et 1074, obtenues par simulations DSMC. Figure de droite : collapse des
distributions.

D’autre part, nous avons également mis en évidence que I’évolution de la distribution de
¢ comporte une structure auto-similaire, la largeur des pics décroissant en el/3 (e =1-a).
La figure B.5 montre en effet le collapse de trois distributions sur une courbe maitresse, dont
nous avons élucidé les caractéristiques principales grace a un développement en puissances de
e (voir [23]).
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B.4 Conclusion

Le panorama esquissé dans ce chapitre peut laisser insatisfait : aucune universalité ne
semble émerger pour les distributions de vitesse. Un certain nombre d’informations peuvent
cependant étre retenues.

Tout d’abord, les prédictions analytiques a partir de I’équation de Boltzmann concernent en
général des limites de « grandes vitesses ». Il s’avere que ces limites sont en pratique souvent in-
observables pour des inélasticités réalistes. La comparaison en particulier avec ’expérience doit
donc étre faite avec précaution, et la résolution numérique par DSMC s’avere un complément
essentiel des approches analytiques. Dans ce cadre, la mesure de coefficients de restitution
effectifs pour les collisions projetées peut représenter une piste intéressante.

Différents groupes, dont le notre, ont effectué des simulations numériques de dynamique
moléculaire avec injection d’énergie par des parois vibrantes [25, 26, 20, 27, 28] : les résultats
obtenus, compatibles avec les mesures expérimentales, sont néanmoins plus précis que ces
dernieres. Ils indiquent de maniere concordante qu’aux grandes vitesses, les distributions sont
génériquement surpeuplées par rapport a la gaussienne. En revanche, les détails fins de la
distribution de vitesse dépendent de tous les parametres (densité, inélasticité, mode d’injection
de I’énergie), et méme de la position a laquelle on la mesure dans I’échantillon. La valeur 1.5
obtenue dans la référence [3] pour le parametre de exponentielle étirée n’a donc probablement
pas de signification particuliére, et son apparente robustesse pourrait étre due a la difficulté
de faire varier les parametres de I'expérience sur une large gamme de valeurs.

Le fait que les études expérimentales aient donné des résultats contradictoires n’est peut-
étre alors pas surprenant. Les distributions de vitesse ne sont pas gaussiennes, mais au-
cun caractere universel ne semble émerger. Différentes conditions expérimentales, différents
moyens d’injecter 1’énergie conduisent a des distributions de vitesses différentes. Bien sur,
cette conclusion se fonde sur I’étude de modeles numériques simplifiés, si bien que 'on peut
encore considérer la question de I'universalité comme ouverte du point de vue expérimental.
Un seul trait commun peut étre dégagé : la surpopulation des distributions par rapport a la
gaussienne, surpopulation observée aux grandes vitesses. Cependant, aucun argument simple
ne semble exister pour expliquer ce phénomene.

D’autre part, la manipulation de ’équation de Boltzmann, méme si elle s’opéere a un ni-
veau encore plus simplifié que les simulations de dynamique moléculaire, nous donne d’autres
indications. Nous avons en effet considéré différents types de thermostats ainsi que différentes
modifications de I'équation de Boltzmann. Dans ce travail encore en cours (collaboration avec
M. Ernst a Utrecht et E. Trizac & Orsay), nous avons montré aussi bien analytiquement que
numériquement que les distributions de vitesse obtenues ont un comportement a grandes vi-
tesses génériquement en exponentielles étirées, I'exposant dépendant de la forme précise du
thermostat ; si le thermostat injecte trop d’énergie ou pas assez, I’état stationnaire devient in-
stable; a la limite de stabilité, des lois de puissance apparaissent pour fi. D’autre part, toute
une zoologie de comportements est obtenue dans la limite quasi-élastique en dimension 1 : en
particulier, des pics § apparaissent comme dans la section B.3, avec éventuellement une partie
continue de la distribution.



46

CHAPITRE B. DISTRIBUTIONS DE VITESSE



Chapitre C

Mélanges : Non-équipartition de
I’énergie

Considérons un mélange de deux gaz moléculaires (1) et (2), a Iéquilibre. Leurs deux
températures sont égales (T} = T5) et I'énergie cinétique moyenne d’une molécule du gaz (1)
est égale a celle d’'une molécule du gaz (2). On peut alors se demander si cette équipartition
est encore valable dans un mélange binaire de grains maintenus dans un état de type gazeux
par des vibrations fortes, et donc hors d’équilibre.

C.1 Résultats expérimentaux

Récemment, deux groupes d’expérimentateurs se sont donc intéressés au probleme de I’(in)-
équipartition d’énergie cinétique dans un mélange binaire de grains, soit quasi-bidimensionnel
[29] (étudié par visualisation directe), soit & trois dimensions [30] !. Dans les deux cas, les
expériences ont clairement montré que les deux composants étaient caractérisés par deux
températures granulaires différentes. Il est a noter que cette violation de l’équipartition de
I’énergie n’est en fait pas surprenante dans un systéme hors d’équilibre : les températures en
question sont dénuées de fondement thermodynamique et n’ont qu’un statut cinétique.

Les principaux résultats expérimentaux sont les suivants : (i) bien que les températures des
deux especes dépendent de la position dans la boite (de la distance a la paroi ou 1'énergie est
injectée), leur rapport est constant dans une grande partie de la cellule, voisinage des bords
vibrants excepté; (ii) les particules les plus lourdes sont plus énergétiques (v = T1 /T2 < 1 ou
I'indice 1 désigne 'espece la plus légere), avec des valeurs typiques de ce rapport comprises
entre 0.6 et 0.8 [29, 30]; (iii) le rapport des températures v semble peu dépendre de la densité
totale moyenne, et ne varie que faiblement avec la composition relative du mélange.

Comume il est impossible dans les expériences de faire varier a loisir les différents parametres
du probleme 2, il est naturel d’aborder cette question d’un point de vue théorique, ce qui
a été fait par divers groupes [31]. Nous avons considéré deux approches complémentaires :
simulations numériques « réalistes » d’une part [20], et théorie cinétique d’autre part [32],

Na technique de mesure est alors plus compliquée : on suit, par une technique d’émission de positron, une
unique particule marquée; moyennant une hypothése d’ergodicité, le suivi de cette unique particule permet
d’accéder au comportement d’ensemble.

24 priori le rapport des masses, des tailles, et des densités des deux espéces en présence, ainsi que leurs
inélasticités.
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avec 'objectif d’obtenir des prédictions aussi explicites que possible pour ~.

C.2 Généralités

Considérons un mélange composé de billes d’especes 1 et 2, de masses mi et mo. La
généralisation de la loi de collision (A.1) pour la situation ou les partenaires i et j n’ont pas
méme masse s’écrit : -

Vé = Vi—m(l—i—aij) (&VZJ) o. (Cl)
Différents coefficients de restitution sont ainsi associés aux collisions 1-1, 1-2 et 2-2, avec
toutefois la contrainte «o;; = ay; pour assurer la conservation de la quantité de mouvement
totale.

Il est important a ce stade de noter que la mesure expérimentale de ces quantités est
entachée d’une certaine imprécision (voir aussi chapitre sur la distribution des vitesses), et
concerne en général uniquement les coefficients associés a des collisions entre billes de la méme
espece (ay;). De plus, la modélisation par coefficient de restitution constant est en fait trop
simple : ce parametre dépend de la vitesse relative, les collisions devenant quasi-élastiques aux
faibles vitesses d’impact. Ces restrictions impliquent que nous nous intéresserons essentielle-

ment a des tendances, et non au détail fin des valeurs numériques.

C.3 Théorie cinétique

Nous nous sommes tout d’abord placés au niveau d’un systeme homogene décrit par
la théorie cinétique d’Enskog-Boltzmann. Les distributions de vitesse dans 1’état homogene
(f1(v,t), fa(v,t)) obéissent alors aux équations suivantes :

Ocfilvr,t) = Jijlvalfi, 3] + F fs (C.2)
J

ou les J;; décrivent l'effet des interactions dissipatives entre particules et F f; représente un
forcage externe qui permet au systeme de rejoindre un état stationnaire. En dimension d, on
peut écrire les noyaux de collisions J;; pour les collisions entre une particule de type 7 et une
particule de type j comme

Jlolfi £5] = xigol ! / dvs / 055 - v12) (%fxva)fj(vg)—fi<v1>fj<v2>> (C3)
o

ou les x;; sont les fonctions de distribution de paire au contact, a priori inconnues, bien
que des approximations fiables existent dans le cas élastique. Comme les systémes que nous
étudions sont dilués, il est suffisant de les remplacer par leur limite de basse densité (xi; = 1).
0ij = (0; + 0)/2 est la moyenne des diametres des particules, et [ représente [O(& - vy2).

On obtient finalement, dans ’état stationnaire, la série d’équations suivante pour les
températures granulaires partielles définies par "édTi(t) = [dv mg’Q fi(v,t) (n; est le nombre
relatif de particules d’espece i) :

dI'(d/2) a1 2(1— 012-) 3/2 d—1
@D/ Ti = X g T X0 i
7
oT,  2T; T, —T: 1 /21, 2T;\?
(1= a2 Ly g 4(1 I A A Ml C.A4
|::U']Z( al]) (mz + mj> + ( +az])m1 +m2 m; ‘|‘ mj 5 ( )
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ou I' est la fonction d’Euler, FT; traduit 'effet du forcage sur la température de l’espece i
(terme source), et p;; = m;/(m; +m;).

La définition précise du forcage permet ensuite de résoudre ces équations et d’obtenir
~v = T1/T>. Nous avons en particulier étudié le cas du thermostat stochastique : le forcage est
un bruit blanc de sorte que les particules obéissent a 1’équation de Langevin (A.5)

de‘ Fi

P p— + &;(t), (C.5)

Le terme de forcage apparaissant dans (C.4) devient FT; = mlfg et 'on obtient ainsi un
modele d’ordre 0 auquel confronter les résultats expérimentaux. Les températures s’obtiennent
analytiquement dans quelques cas limites [32], et le cas échéant par simple recherche numérique
des solutions de (C.4). Bien que le modele soit en 1'état assez cru, les valeurs de v = T4 /T, qu’il
fournit sont en bon accord avec les résultats expérimentaux (et indépendantes de 'amplitude du
bruit &y, comme il se doit). Les tendances observées dans les expériences sont ainsi confirmées
et affinées : les particules les plus massives sont génériquement (mais pas systématiquement)
les plus énergétiques, la violation d’équipartition est d’autant plus prononcée que le rapport
des masses est élevé alors que les rapports des rayons et des densités ne jouent qu’un roéle
mineur (cf la référence [32]). Quelques exemples de comportement de 7 sont donnés en figure
C.1.

——kn = 3 n,
0.8 t +——+n, =n,
s—an=n,/3
O Expériences
> 0.6
i
76
0.4 r
(b)
0.2 !
0 2 4 6 8 10
m,/m

Fia. C.1 — (a) : v = T1/T% en fonction du rapport des masses, pour a1 = 0.7, aja = 0.8,
azy = 0.9 et 01 = 09, et divers rapports de densités ni/ny. (b) : méme figure mais pour
des inélasticités « inversées » (a31 = 0.9, a2 = 0.8 et azy = 0.7), ainsi que les valeurs
expérimentales de [29], correspondant & des valeurs similaires des parametres.

C.4 Simulations de dynamique moléculaire

Afin de tester dans un cadre plus « réaliste » !'influence des différents parametres, nous
avons également réalisé des simulations de dynamique moléculaire, avec injection d’énergie par
des parois vibrantes et dissipation en volume [20].

Les principaux résultats sont résumés dans la figure C.2, qui montre un exemple représentatif
de profils de densité et de température pour les deux constituants d’un mélange. Exactement
comme pour un granulaire monodisperse, la température baisse et la densité augmente lorsque
Pon s’éloigne des bords vibrants situés en y = 0 et y = L, qui injectent ’énergie : en effet,
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FiG. C.2 — Profils verticaux pour un mélange binaire avec mg = 3mq, @11 = 12 = gy = 0.85.
La fraction d’empilement moyenne est g = 0.015, les fractions moyennes partielles sont égales
(m,0 = m2,0) et le mélange équimolaire comporte N = 500 particules. Les deux constituants
étant de méme taille, les fractions d’empilement 7 et 7y sont directement proportionnelles
aux densités locales. Les courbes indexées n; représentent 7;(y)/n;0. Dans la partie supérieure
du graphe, la courbe pointillée montre le rapport de température v = T4 /Ts; les cercles
représentent la méme quantité, pour un mélange non équimolaire (cas d’une dissymétrie assez
forte, ott 2,0 = 8m1,0).

I’énergie injectée est dissipée par les collisions inélastiques et 1’énergie cinétique des grains
diminue donc.

L’étude du rapport entre les températures des deux especes, v = T4 /75, fait ressortir
deux points importants : d’une part, v présente un profil beaucoup plus homogene que les
températures elles-mémes; d’autre part, la proximité entre les deux courbes de la partie
supérieure de la figure montre que la composition relative a peu d’influence sur le rapport
~. Ces résultats sont proches des observations expérimentales.

D’une maniere générale, on constate un tres bon accord entre les résultats numériques et
expérimentaux. Cet accord concerne non seulement les valeurs de ~, et surtout leur évolution
en fonction des parametres du probleme (rapport des masses, inélasticités, densités rela-
tives...), mais également ce qui releve d’une observation plus détaillée, comme ’anisotropie
de la température?, ou méme des tendances fines comme des profils non monotones de 7 en
fonction de la distance aux parois vibrantes, aux densités plus élevées que celles de la figure
C.2.. .cf [20]. Ces derniéres comparaisons font appel a des données expérimentales non publiées,
communiquées par K. Feitosa et N. Menon de ’Université du Massachusetts.

En résumé, des simulations numériques de dynamique moléculaire du modele de spheres
dures inélastiques permettent de reproduire assez fidelement les résultats expérimentaux,
malgré la simplicité du modele et '« oubli » d’un certain nombre de caractéristiques des

3on peut définir des températures horizontales et verticales par la variance des composantes concernées de
la vitesse.
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billes réelles. Ces simulations permettent donc en particulier d’explorer plus facilement 1’es-
pace des parametres accessible.

C.5 Obtention et test de I'’équation d’état du mélange

Nous nous sommes de plus demandés si, dans un mélange de gaz granulaires, hors d’équilibre
et donc hors du domaine d’application des relations thermodynamiques, il était possible de
définir une équation d’état qui soit compatible avec les données observées dans les simulations
numériques.

Nous avons choisi de calculer une pression purement cinétique a partir du théoreme du

viriel :
1 N
PV = - <er> . (C.6)
t

i=1
Dans cette expression, d est la dimension d’espace, r; la position de la particule i (d’une espece
quelconque) sur laquelle s’exerce une force f; ; les crochets désignent une moyenne temporelle.
Dans le modele des spheres dures inélastiques, les particules ne subissent des interactions
que lors des collisions. La moyenne temporelle devient alors une une moyenne collisionnelle du
transfert de quantité de mouvement. Dans le cadre de la théorie cinétique d’Enskog-Boltzmann,
il est possible d’évaluer cette moyenne (cf. appendice de la publication [20]), et d’obtenir

d
d—1 Tij
E pil; + pn2 E Tily +m] (14 ayy) T; <0d> Xij (C.7)

ou l'indice i (ou j) porte sur les différentes especes (masse m;, densité p;, diametre o; et
fraction relative x;, avec ) . ; = 1). La valeur moyenne sur la distribution de taille est notée
(...), 0ij = (0i + 0;)/2, et les x;; désignent les fonctions de corrélation de paire au contact,
que nous remplacons comme précédemment par leur limite de basse densité (x;; = 1). La
relation (C.7) se réduit dans le cas élastique a l’expression exacte de la pression d’un mélange
de spheres dures (on a alors équipartition 7; = T'). A notre connaissance aucune expression de
P n’avait jusqu’ici été proposée dans la littérature, tenant compte a la fois de I'inélasticité et de
la violation d’équipartition ; il est a noter que ’étude de la violation de ’équipartition est assez
récente, et que les mélanges binaires de granulaires ont longtemps été considérés comme ayant
une unique température. Enfin, notons que 'expression (C.7) a été obtenue indépendamment
de la forme de la distribution des vitesses f1(v); en particulier, aucune hypothese de type
gaussienne n’a été invoquée.

Nous avons testé I’équation d’état proposée en utilisant les simulations de dynamique
moléculaire décrites ci-dessus. Ces simulations permettent en effet d’échantillonner une large
gamme de parametres (densité, température) en une unique configuration, grace aux hétérogénéités
mises en évidence (figure C.2). Dans nos simulations, ni ségrégation totale, ni convection (pas
d’écoulement a grande échelle) ne sont observées. Les équations bilan de I’hydrodynamique im-
pliquent alors, en régime stationnaire, que le tenseur des pressions est de divergence nulle ; s’il
y a invariance par translation dans la direction x transverse au forcage, on obtient 0, P, = 0.
Ainsi, en remplagant les T; par les valeurs mesurées dans la simulation pour la variance T7Y
des vitesses verticales en un point donné, on devrait obtenir une valeur pour P indépendante
de laltitude y (les densités locales p; et les fractions relatives sont également mesurées dans la
simulation). C’est en effet ce que I'on obtient, avec une tres bonne précision : Py, est constant
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dans toute la cellule, y compris au voisinage immédiat des bords vibrants. Il s’agit 1la d’un test
indirect de la validité de I’équation (C.7). Notons finalement que des simulations numériques
récentes [28] ont montré l'inpossibilité de définir une équation d’état de forme simple (i.e.
sous une forme telle que P/(pT) est une fonction de la densité seule) lorsque I'inélasticité des

particules devient trop importante.



Chapitre D

Une expérience de « Démon de
Maxwell »

D.1 Le phénomeéne

En 1871, James Clerk Maxwell imaginait un démon qui soit capable de séparer molécules
lentes et rapides dans un gaz, afin de créer un compartiment « chaud » et un comparti-
ment « froid ». Plusieurs physiciens parmi lesquels Léon Brillouin ont contribué a exorciser ce
démon : dans un gaz a 1’équilibre, une telle séparation spontanée est bien sir impossible. En
revanche, comme souligné en introduction, un « gaz granulaire » ne constitue pas un systéeme
a ’équilibre : il est maintenu dans son état « gazeux » par un apport continuel d’énergie. Plu-
sieurs groupes ont montré qu’une séparation spontanée similaire a celle imaginée par Maxwell
est alors possible [33, 34].

Le dispositif expérimental est étonnamment simple : on utilise une boite divisée en deux
compartiments communiquant par une ouverture (voir figure D.1). Cette boite contient des
billes qui peuvent éventuellement passer d'un compartiment a I’autre. Le gaz granulaire obtenu
en agitant fortement le récipient se répartit symétriquement dans les deux compartiments ; si on
diminue lentement ’agitation, la situation reste symétrique jusqu’a un seuil critique en dessous
duquel la symétrie se brise spontanément entre les deux compartiments. L’un des deux devient
plus peuplé, la dissymétrie augmentant encore si I’on abaisse 'amplitude d’agitation. Dans le
compartiment le plus peuplé, les billes subissent plus de collisions, dissipent plus d’énergie d’ou
une énergie cinétique moyenne plus faible.

L’identification communément utilisée dans les gaz granulaires entre énergie cinétique
moyenne des billes et « température » amene donc a considérer qu’on obtient un compartiment
plus dense et plus « froid », en contact avec un compartiment plus dilué et plus « chaud ». Ce
résultat explique I'utilisation du nom « démon de Maxwell » pour ce type d’expériences. Le
second principe de la thermodynamique n’est bien siir pas remis en question, puisque le gaz
granulaire est continuellement hors d’équilibre.

L’instabilité droite/gauche peut étre expliquée relativement simplement. A cause de 1'iné-
lasticité, une région plus dense, dans laquelle se produisent donc plus de collisions, a une
énergie moyenne plus basse. Considérons alors une fluctuation qui rend un des compartiments
légerement plus peuplé que l'autre. L’énergie moyenne dans ce compartiment diminue, et
par suite, les particules s’en échappent moins facilement. A I'inverse, I’énergie moyenne dans
I'autre compartiment augmente un peu et les particules peuvent d’autant mieux s’échapper.

o3
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i

Fia. D.1 — Schéma expérimental : un matériau granulaire se trouve dans un récipient constitué
de deux compartiments communiquant par une ouverture de petite taille. Une excitation
périodique maintient ’ensemble dans un état gazeux. (A) pour les fortes amplitudes de vibra-
tion, la répartition des grains est symétrique droite/gauche. (B) en diminuant progressivement
I’amplitude de forcage, on observe que les grains peuplent majoritairement un compartiment,
qui devient plus « froid » que l'autre.

La fluctuation se trouve amplifiée. Si la vibration de la base est suffisamment forte, 'apport
d’énergie peut I'annihiler. Si au contraire cet apport est trop faible, une brisure de symétrie
se produit.

Des approches phénoménologiques ont été proposées pour affiner I'argument, mais aucune
description rigoureuse —avec un point de départ microscopique— n’a été élaborée a ce jour. Il
en va autrement lorsque l'ouverture entre les deux compartiments est de grande taille (par
exemple lorsqu’elle permet le libre passage sur une moitié de la hauteur totale, dans la partie
inférieure du récipient) et que l'agitation fournie est suffisamment forte pour pouvoir négliger
la force de pesanteur. En maintenant ’agitation constante, la brisure de symétrie apparait alors
lorsque I'on augmente le nombre de billes N au-dela d’une valeur critique. L’état stationnaire
symétrique, dans lequel le nombre moyen de particules dans chaque compartiment vaut N/2,
est alors instable. L’un des compartiments devient plus dense et donc plus « froid » que
I’autre. Remarquablement, cette brisure de symétrie apparait au niveau d’une description
hydrodynamique simplifiée [35], dont les prédictions sont par ailleurs en excellent accord avec
les simulations numériques mettant en jeu les spheres dures inélastiques.

D.2 Cas d’'un mélange binaire

En considérant les résultats décrits au chapitre précédent C pour les mélanges binaires,
nous nous sommes demandés si le processus du « démon de Maxwell » pouvait étre mis a
profit pour séparer les constituants d’'un mélange granulaire : les particules plus légeres ayant
une plus faible température granulaire, il semble possible que la brisure de symétrie entre
compartiment « chaud » et « froid » mene a une ségrégation. Nous avons étudié cette question
par simulations de dynamique moléculaire en dimension 2, en utilisant des disques bidisperses
(de type 1 et 2, nombres N et No, masses mj et mz) ayant différents rapports de masses et
coefficients d’inélasticité, dans une boite de simulation séparée en deux compartiments, avec
une ouverture de grande taille [36]. Une des parois communes aux deux compartiments permet
d’injecter de I'énergie au systéme (comme dans les simulations du chapitre C). Par souci de
simplicité, nous nous sommes limités au cas ou Ni; = Ns.
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A faible nombre total de particules, le systeme reste symétrique en moyenne, avec autant de
particules de chaque type dans les deux compartiments. Lorsque le nombre de particules aug-
mente, une brisure de symétrie droite/gauche apparait, avec un compartiment plus peuplé, ot
les températures granulaires sont plus faibles, et un compartiment plus dilué et plus « chaud » .

D.2.1 Parametre d’ordre pour la transition

Les premieres études de la brisure de symétrie utilisaient la différence AN = N9auche _
Ndroite entre le nombre de particules présentes dans le compartiment de droite et celles
présentes a gauche. Cependant, sur un temps suffisamment long, les configurations droite/gauche
les plus dissymétriques finissent par s’inverser, et la moyenne de AN finit par s’annuler. A faible
nombre de particules, le systéme fluctue autour d’une situation symétrique. Lorsque le nombre
de particules augmente, on s’apercoit clairement que la situation symétrique n’est plus stable :
le systéeme passe d’une configuration dissymétrique a une autre, avec un temps typique de plus
en plus grand, et AN moyenné va rester nul. A trés grand nombre de particules, le systéeme
va rester dans une des configurations dissymétriques pendant presque toute la simulation, et
la moyenne de AN sur la durée de la simulation sera non-nulle. On voit cependant bien que
cette mesure va dépendre du temps accessible a la simulation (figure D.2).

Il est donc essentiel de considérer [’histogramme des valeurs prises par AN : cet histo-
gramme passe d’un pic centré en 0 au-dessous de la transition a une forme caractéristique
a deux bosses lorsque I’état symétrique devient instable. Ce comportement rappelle celui de
I’histogramme de l'aimantation pour un modeéle d’Ising lors de la transition de ’état para-
magnétique a l'état ferromagnétique. Dans notre cas, la transition sera donc localisée par
I’évolution de la valeur la plus probable de AN en fonction du nombre de particules.
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F1a. D.2 — (a) évolution temporelle du nombre de particules de type 2 dans le compartiment de
gauche, en fonction du temps, pour diverses valeurs de N, et m/mo = 3. La ligne horizontale
correspond & la symétrie droite-gauche. (b) Distribution de probabilité de ¢ = (N9@uche _
Ndroite) /(2N) pour myq /ma = 3.

D.2.2 Résultats pour un mélange binaire

Les simulations d’un mélange bidisperse montrent, comme dans le cas monodisperse, une
importante brisure de symétrie droite/gauche lorsque le nombre total de particules est suffisam-
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ment grand ; I'un des compartiments devient plus peuplé, avec des températures granulaires
plus basses. La brisure de symétrie est plus forte pour ’espeéce lourde, qui est donc majoritaire
dans le compartiment « froid »; de plus, lorsque le rapport mj/msy augmente, la brisure de
symétrie augmente pour 'espece 1 et diminue pour l'espece 2 1. Toutefois, la densité de I'espece
légere dans le compartiment « froid » (ou elle est minoritaire) est nettement supérieure a sa
valeur dans le compartiment « chaud » ou elle est I’espece dominante. Il apparait ainsi que la
ségrégation lourd/léger n’est que partielle, et en définitive qualitativement comparable a celle
de la situation & un seul compartiment (cf par exemple la figure C.2).
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Fic. D.3 — Profils de densité (a) et de température (b) dans les compartiments droite et
gauche, pour un mélange de 500 particules lourdes (label 1), et 500 particules légeres (label
2). Le rapport des masses est mj/ms = 2; les coefficients de restitution partiels valent 0.9; la
coordonnée verticale est notée y, et ng désigne la densité moyenne dans le récipient. L’énergie
est injectée par une paroi vibrante a y = 0. La séparation entre les compartiments se trouve
aux altitudes y comprises entre 0.4 L et L, ou L est la hauteur du récipient.

En résumé, le dispositif expérimental en compartiments étudié ici ne semble pas réaliser une
séparation efficace entre les constituants d’un mélange. L’intérét des simulations est néanmoins
de mettre en évidence l'existence de fluctuations temporelles de densité particulierement
marquées au voisinage du point ou la solution symétrique droite/gauche devient instable [36].
Ces fluctuations invalident les approches hydrodynamiques usuelles et le recours a I’hydrody-
namique fluctuante semble une question & approfondir pour tenter une description correcte
du systeme. Il est intéressant de noter qu’un phénomene similaire a été observé de maniere
indépendante et simultanée dans une autre brisure de symétrie d’un gaz granulaire : pres de
la transition prédite au niveau hydrodynamique, le systeme exhibe de grandes fluctuations qui
le font passer tres rapidement d’un état dissymétrique & un autre [37].

'Nous avons étudié différentes valeurs des coefficients de restitutions des deux espéces : la situation qualitative
reste inchangée
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Chapitre A

Introduction

Depuis un peu plus d’une décennie, la communauté des physiciens statisticiens porte une
attention sans cesse croissante a des systemes en dehors de son champ d’application tradi-
tionnel. La physique statistique possede une longue tradition dans I’étude des comportements
collectifs des systemes a plusieurs corps et elle a pour cela développé des outils mathématiques
et des concepts tres puissants qui ont permis la compréhension des transitions de phases et des
systemes critiques. Ces phénomeénes sont des exemples emblématiques de systémes complexes
possédant des propriétés émergentes et il était naturel pour ces physiciens d’envisager ’applica-
tion de ces méthodes a de nouveaux problémes provenant de disciplines différentes. L’exemple
le plus récent de cette démarche concerne le domaine actuellement tres actif de la structure et
des fonctions des réseaux complexes. Ces réseaux qui possédent en général un grand nombre
de constituants ne présentent pas d’ordre facile a mettre en évidence et constituent donc un
terrain privilégié d’étude pour la physique statistique [1, 2, 3].

Des travaux récents ont montré que I’étude des réseaux est par nature interdisciplinaire car
ceux-ci jouent un role central dans la compréhension de nombreux systemes dans des domaines
scientifiques aussi variés que la physique, la biologie, I'informatique ou bien les technologies
de l'information. Les exemples de réseaux vont de la structure de I'Internet ou de la Toile
jusqu’aux interconnexions d’agents financiers ou bien aux réseaux trophiques des écosystemes.
On peut aussi citer les grandes infrastructures critiques telles que le réseau électrique ou le
réseau des transports aériens, dont dépendent de maniere cruciale nos sociétés modernes. Enfin,
la cellule, constituant élémentaire des étres vivants, n’est pas une exception et son organisation
ainsi que ses fonctions sont aussi le résultat d’un réseau compliqué d’interactions entre genes,
protéines et autres molécules.

Pendant longtemps, on a considéré que tous ces systemes pouvaient étre décrits par un
ensemble de points reliés aléatoirement, suivant le prototype du graphe aléatoire proposé par
les mathématiciens Erdés et Rényi dans les années 60 [4]. De tels graphes sont homogenes,
dans le sens que la distribution de probabilité P(k) du nombre de voisins ou connectivité k est
centrée autour de la valeur moyenne (k), avec des fluctuations limitées, c’est-a-dire que (k2)
est fini, et P(k) décroit exponentiellement rapidement a grand k (figure A.1). L’apparition ces
dernieres années de grandes bases de données, I'augmentation de la taille de la mémoire et des
capacités de calcul des ordinateurs ont radicalement modifié cette vision. En particulier, les
projets de cartographie de la Toile et de I'Internet ont offert une premiere chance d’étudier
la topologie des grands réseaux complexes. Graduellement, d’autres « cartes » sont apparues
et ont permis la description de nombreux réseaux intervenant dans les sciences sociales, les
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infrastructures critiques et la biologie. Les chercheurs de ce domaine ont alors commencé a
étudier de maniere systématique ces grands ensembles de données et ont mis en évidence
des ordres cachés et des motifs qui peuvent étre considérés comme la manifestation de lois
sous-jacentes gouvernant 1’évolution de ces systemes complexes. En effet, lors de I’étude de la
structure des réseaux complexes, on observe qu’en dépit de leur apparente complexité et de
leur caracteére aléatoire, des motifs et des régularités statistiques apparaissent et peuvent étre
facilement traduits dans le langage des mathématiques.

Plus spécifiquement, nombre de ces systémes sont des « petits-mondes », ce qui traduit le
fait que la distance topologique moyenne dans le réseau (qui mesure le nombre moyen de sauts
pour aller d’un site & un autre) varie treés lentement avec le nombre total de sites (typiquement
comme un logarithme). Une autre découverte particulierement importante est le fait que de
nombreux réseaux sont caractérisés par une abondance statistique de « hubs », c’est-a-dire des
sites qui ont un tres grand nombre de connexions avec d’autres éléments du réseau. Cette ca-
ractéristique ressort clairement lors de I'observation de la fréquence d’apparition de sites avec
k voisins, qui est décrite par une loi de puissance, i.e. P(k) ~ k=7 avec typiquement vy € [2; 3],
indiquant ainsi I’absence de toute échelle caractéristique (figure A.1). En d’autres termes, pour
ces réseaux, la notion de moyenne ou de site représentatif (ou typique) a peu de sens car les fluc-
tuations de la connectivité d’un site & un autre sont gigantesques (en particulier si v < 3, (k?)
diverge avec la taille du systeme). Ce résultat a permis I'identification d’une nouvelle catégorie
de réseaux dits « sans-échelle » dont les propriétés topologiques sont cruciales pour un grand
nombre de propriétés physiques du systeme global telles que sa résistance a ’endommagement,
sa vulnérabilité face a une attaque ou bien encore la propagation d’épidémies.
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Fi1a. A.1 — Exemples schématiques de distributions de connectivité : a gauche, distribution
décroissant exponentiellement a grand k, typique de réseaux homogenes ; a droite, distribution
en loi de puissance caractéristique de réseaux hétérogenes sans-échelle. Une bonne visualisation
requiert une échelle linéaire a gauche, et logarithmique a droite.

Les tentatives de modélisation et de compréhension de I’origine des propriétés topologiques
observées ont mené a un changement radical de perspective en passant des graphes statiques
reproduisant le réseau a un instant donné & une vision dynamique qui tente de reproduire
I’évolution des réseaux. Cette nouvelle approche provient de 'observation du fait que la plupart
des réseaux résultent d’un processus de croissance. Le nouveau paradigme est représenté par
le modele de Barabési et Albert (BA), dont la construction combine la croissance du réseau
et un ingrédient connu sous le nom d’attachement préférentiel [5] : en effet, les nouveaux sites
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introduits dans le réseau n’établissent pas leurs connexions complétement au hasard, mais vont
plutot se lier a des sites ayant déja de nombreux voisins (et donc « connus », ou « importants »).
La reégle de construction est donc la suivante : on part d’un certain nombre Ny de sites, liés
entre eux; a chaque pas de temps, un nouveau site est introduit; ce site n choisit m sites
préexistants avec une probabilité proportionnelle & leur connectivité (la probabilité de choisir
un site ¢ est donc k;/>_; k;j olt k; est le nombre de voisins du site ), et établit des liens vers
ces sites ; le processus est ensuite renouvelé par I'arrivée d’un nouveau site, jusqu’a I’'obtention
de la taille désirée du réseau. Ces regles simples permettent d’obtenir un réseau sans-échelle,
caractérisé par une distribution de connectivités en loi de puissance avec v = 3. De nombreuses
variations de ce modele ont été proposées et étudiées par la suite : les réseaux complexes sont
maintenant typiquement décrits comme des systémes dynamiques qui évoluent par addition (ou
soustraction) de liens et de noeuds. L’ensemble des regles dynamiques qui définit ces processus
résume la théorie dynamique nécessaire a la compréhension des propriétés macroscopiques des
réseaux.

La recherche dans ce domaine a un caractére hautement interdisciplinaire, mais la physique
statistique y a énormément contribué dans la mesure ou les réseaux sont constitués d’un grand
nombre de composantes dont les interactions donnent lieu & des comportements collectifs
émergents et des propriétés topologiques non-triviales. C’est dans ce contexte que la physique
statistique s’applique naturellement a ces systémes et se propose de relier les diverses propriétés
a grande échelle aux interactions locales qui gouvernent 1’évolution des éléments constitutifs du
systeme. Ce n’est donc pas par hasard que de nombreux articles fondateurs de ce domaine ont
été publiés par des physiciens et ont eu un grand impact sur d’autres disciplines. Cependant,
une approche véritablement interdisciplinaire est nécessaire afin de comprendre les spécificités
de réseaux particuliers. Cette interdisciplinarité a conduit a ’émergence d’un nouveau domaine
de recherche parfois défini comme la « science des réseaux »[1, 2, 3].

Dans ce cadre, notre activité récente s’est en particulier concentrée sur plusieurs as-
pects pour lesquels l'introduction d’éléments dynamiques apparait comme essentielle pour
une compréhension plus profonde du réseau et de son comportement.

Nous nous sommes d’une part intéressés a la caractérisation des réseaux complexes au-
dela de la topologie : la plupart de ces réseaux présentent en effet une grande diversité dans
I'intensité des liens présents, qui doit étre analysée dans le contexte des réseaux pondérés
(chapitre B).

D’autre part, nous avons étudié le probleme de la découverte par des méthodes de carto-
graphie de réseaux d’informations & grande échelle comme Internet, dont la topologie reste en
grande partie inconnue (chapitre C). Une approche analytique de type champ moyen, alliée a
des simulations numériques, nous a permis de mieux comprendre différents aspects essentiels
de cette problématique.
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Chapitre B

Réseaux pondérés : Caractérisation et
modeélisation

Comme souligné en introduction, ’étude de nombreux réseaux réels ne saurait étre compléte
sans une caractérisation de la diversité des liens entre les nceuds du réseau, et des éventuelles
corrélations entre la topologie et les intensités des liens, ou le trafic prenant place sur ces liens.
Par exemple, dans le réseau Internet, certaines connexions offrent une bande passante bien
supérieure a d’autres; dans les réseaux sociaux, certains liens entre personnes ou entités so-
ciales sont nettement plus forts que d’autres ; dans les réseaux de nature biologique également,
certaines réactions chimiques (par exemple) portent des flux énormes tandis que d’autres sont
marginales.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils essentiels a la caractérisation empirique
des réseaux pondérés, avant d’étudier plus en détail un réseau de type social et un réseau
d’infrastructure, et de proposer un modele simple de réseau pour lequel 1’évolution de la
topologie et celle des intensités des liens sont étroitement couplées.

B.1 Outils

— Poids
Les propriétés d’'un graphe sont encodées dans la matrice d’adjacence a;j, dont les
éléments valent 1 §'il existe un lien connectant le site i au site j, et 0 sinon (avec
i,7=1,---,N ou N est la taille du réseau). Les réseaux pondérés sont de méme décrits
par une matrice de poids w;; qui spécifie les poids des liens (avec w;; = 0 si i et j ne sont
pas connectés). Dans ce chapitre on considérera seulement le cas de poids symétriques
et positifs w;; = wj; > 0.

— Distributions de connectivité et de poids
La caractérisation habituelle d’'un réseau est obtenue par ’analyse de la distribution de
probabilité P(k) qu’un site a k voisins. Les réseaux complexes exhibent souvent une
distribution en loi de puissance P(k) ~ k™7 avec 2 < v < 3, en fort contraste avec
les graphes aléatoires pour lesquels P(k) décroit exponentiellement. De fagon similaire,
une premiere caractérisation des poids des liens est obtenue par leur distribution de
probabilité P(w).

— Connectivité pondérée
Un site donné i est tout d’abord caractérisé par son nombre de voisins k;. Certains voisins
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peuvent cependant étre plus importants que d’autres, ce pourquoi il est nécessaire de
considérer la connectivité pondérée définie par [6, 7]

5; = Z wij (B.1)

JEV(i)

ou la somme porte sur 'ensemble V(i) des voisins de i. Cette quantité concentre l'infor-
mation a la fois sur la connectivité et sur 'importance des poids des liens du site ¢ : c’est
la généralisation naturelle de la connectivité. Dans le cas ou les poids et la topologie
sont indépendants, on obtient pour la connectivité pondérée des sommets de degré k :
s(k) = (w)k ou (w) est le poids moyen. En présence de corrélations on peut s’attendre
a s(k) ~ AkS avec 3> 1 ou B =1 mais A # (w).
— « Clustering » et clustering pondéré

Le coefficient de clustering ¢; mesure la densité locale de liens : il est défini pour chaque
sommet ¢ comme la fraction de voisins de ¢ qui sont connectés entre eux [8]. Le coeffi-
cient de clustering moyen C' = N1 >, ¢ quantifie donc I'aspect cohésif du réseau, en
donnant la densité moyenne de triplets interconnectés. Des informations plus détaillées
sont obtenues par 1’étude du coefficient C'(k) moyenné sur les sommets de degré k. Cette
caractérisation purement topologique ne tient cependant pas compte du fait que cer-
tains voisins peuvent étre plus importants que d’autres. Nous avons donc introduit un
coefficient de clustering pondéré, qui combine les informations sur la topologie et sur les
poids :

1 (wi P+ w-h)
w o J ? P
ci = I — Z 5 ij QiR jh,. (B.2)

j,h
Pour chaque triangle formé dans le voisinage d'un sommet ¢, ¢’ compte donc le poids
des deux liens issus de i. Ainsi, on ne considére pas seulement le nombre de triangles
auxquels participe ¢ mais aussi leur poids total par rapport a la connectivité pondérée
du sommet 4. Le facteur de normalisation s;(k; — 1) assure que 0 < ¢ < 1. On définit
également Cv et C"(k) comme le coefficient de clustering pondéré moyenné sur tout
le réseau ou sur la classe de sommets de degré k. Dans le cas soit de poids homogenes
w;; = const soit de poids aléatoires sans corrélations avec la topologie, on retrouve
Cv = C et C¥(k) = C(k). Dans des réseaux réels cependant, on peut avoir a priori des
cas différents : si C* > C, les triangles sont plutot formés par des liens avec des grands
poids ; dans le cas contraire, le clustering topologique est en fait généré par des liens peu
importants et I'existence de triangles a une importance moindre dans ’organisation du
réseau puisque les poids les plus importants sont répartis sur d’autres liens.

— « Assortativité » et assortativité pondérée : affinité
Une autre quantité importante dans la caractérisation des réseaux est le degré moyen
des voisins d’un sommet 7,

1 N
knn,i = k_z j;aij/{?j . (B.3)

A partir de cette quantité, une mesure commode des corrélations entre les degrés est obte-
nue par le degré moyen des voisins des sommets de degré k, ky, (k) [9]. Le comportement
de cette fonction de k définit deux grandes classes de réseaux : on parle d’« assorta-
tivité » lorsque kpn(k) croit avec k, et de « disassortativité » si kyp (k) décroit [10].
L’assortativité, présente par exemple dans les réseaux sociaux, correspond au fait que des
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sommets de fort degré sont préférentiellement liés & d’autres sommets de fort degré. Le
cas contraire se rencontre dans des réseaux hiérarchiques pour lesquels les « hubs » sont
connectés a de nombreux sommets de faible degré.

Pour les réseaux pondérés, la généralisation de k., est obtenue par la moyenne pondérée
des degrés des voisins :

N
1
i = — D_ ijwish. (B4)
L

Cette définition implique que k), ; > knn ;i si les liens avec les plus grands poids pointent
w

. . A . . w
vers les voisins de grand degré, et k), ; < knpn,; dans le cas contraire. La fonction ky, ;
mesure donc 'affinité effective avec des sommets de faible ou fort degré, en prenant en
compte I'intensité des interactions. On étudie de méme la fonction k%, (k), définie comme

une moyenne sur les sommets de degré k.

B.2 Résultats empiriques

Grace aux outils précédemment introduits, nous avons analysé deux réseaux pondérés de
natures différentes :

— le réseau des collaborations scientifiques est un exemple de réseau social; les som-
mets du réseau sont les auteurs et les liens représentent ’existence d’une collaboration,
matérialisée par des articles cosignés. Le réseau analysé comprend les personnes ayant
soumis des manuscrits & 1’archive de prépublications de matiére condensée ! entre 1995 et
1998. 1l est formé de N = 12722 sommets, avec un degré moyen (nombre moyen de colla-
borateurs) (k) ~ 6.28, et degré maximum 97. Le poids d’un lien a été défini comme suit
[11] : Vintensité d’une collaboration entre deux auteurs i et j est w;; = >, 6?5? (np,—1),
ol p désigne les articles, n, est le nombre d’auteurs de l'article p, et 67 est 1 si 'auteur
1 a signé le papier p, et 0 sinon. Cette définition semble assez objective : elle donne un
poids qui augmente avec le nombre d’articles cosignés, mais la contribution d’un article
donné est inversement proportionnelle au nombre de ses auteurs.

— le réseau des connexions aériennes est par contre un exemple de grand réseau d’infrastruc-
ture. Il comprend N = 3880 aéroports et les liens correspondent aux liaisons aériennes
directes?. Le degré moyen est (k) ~ 9.7, et le degré maximum 318. L’intensité d’une
connexion est donnée par le nombre de places disponibles sur cette connexion sur une
année.

L’analyse des propriétés topologiques de ces réseaux a montré 'existence de lois larges
pour les distributions de connectivité [12] (figure B.1). Il s’agit donc clairement de deux réseaux
hétérogenes. De plus, la distribution des connectivités pondérées présente également des queues
larges, ce qui n’est pas trés surprenant puisque s; croit avec k;.

D’autre part, nous avons étudié les corrélations entre topologie et poids des liens : la figure
B.2 montre le comportement obtenu aussi bien pour les vrais réseaux que pour une version
« aléatoire » dans laquelle les intensités des connexions sont redistribuées au hasard. Pour le
réseau des collaborations, on obtient dans les deux cas s(k) ~ (w)k. Par contre, pour le réseau
du transport aérien, un exposant « anormal » 3 = 1.5 est obtenu : la connectivité pondérée

"http ://xxx.lanl.gov/archive/cond-mat
2Ces données viennent de la base de données IATA (International Air Transportation Association
http ://www.iata.org)
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F1a. B.1 — Distributions de connectivité k (inserts) et de connectivité pondérée s. A) Pour les
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tions. B) Pour le réseau des connexions aériennes k est le nombre de connexions vers d’autres
aéroports tandis que s correspond au nombre total de passagers passant par un aéroport.
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F1a. B.2 — Connectivité pondérée moyenne s(k) en fonction du degré k. A) Pour le réseau des
collaborations scientifiques les données sont similaires au cas du réseau avec poids aléatoirement
redistribués. B) Pour le réseau des connexions aériennes s(k) est en loi de puissance avec
exposant § = 1.5, ce qui montre I’existence de corrélations fortes entre topologie et trafic.

croit donc plus vite que la connectivité, ce qui signifie que les intensités des liens appartenant
aux sommets les plus connectés sont plus grandes que ce qui serait obtenu avec des poids
aléatoires. On observe donc une tres forte corrélation entre topologie et trafic dans ce réseau.

Les corrélations topologiques et pondérées des deux réseaux étudiés sont mesurées par
les coefficients de clustering et le degré moyen des voisins. Ces quantités sont présentées en
figures B.3 et B.4. On constate dans tous les cas que les quantités pondérées peuvent différer
fortement des quantités purement topologiques, et donnent des informations supplémentaires
sur la structure des réseaux.

— Collaborations scientifiques
Le spectre de clustering C(k) présente une décroissance monotone. Cette structure
montre que les auteurs ayant peu de collaborateurs (faible degré) font habituellement
partie d’'un groupe de recherche bien défini dans lequel tous les chercheurs travaillent
ensemble. Par contre, les auteurs a grand degré collaborent avec différents groupes ou
communautés qui n’ont que peu de collaborations, d’out un plus faible nombre de tri-
angles. L’inspection de C* (k) montre cependant que pour k > 10 le clustering pondéré
est nettement supérieur au clustering topologique. Ceci implique que les auteurs ayant de
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Fia. B.3 — Comparaison des corrélations topologiques et pondérées pour le réseau des collabo-
rations scientifiques. A) Le clustering pondéré est supérieur au clustering pour k£ > 10. B) Le
caractere assortatif, habituel dans les réseaux sociaux, est encore plus marqué si on considere
le poids des interactions. La différence relative peut atteindre 100%.

nombreuses collaborations ont tendance a publier plus d’articles avec des « cliques » in-
terconnectées, et constitue donc un signe que les chercheurs ayant beaucoup d’influence
forment des groupes de recherche stables ou se situe la plus grande part de leur pro-
duction. D’autre part, le comportement assortatif obtenu, caractéristique des réseaux
sociaux, est confirmé par I’analyse de k2 .
— Réseau de transport aérien

Dans ce cas, 'analyse des corrélations pondérées nous offre un complément important
d’informations. En effet, la décroissance du clustering topologique C(k), conséquence du
role des grands aéroports qui fournissent des connexions vers des destinations lointaines
qui ne sont pas directement connectées entre elles, est beaucoup plus prononcée que celle
du clustering pondéré. Ceci montre que les aéroports de fort degré ont une tendance
a former des groupes interconnectés avec un fort trafic. De plus, tandis que k,, est
essentiellement plat pour £ > 10, le comportement de k7 montre une nette croissance,
c’est-a-dire une assortativité effective : les aéroports ayant de nombreuses connexions
ont une plus grande affinité pour les autres grands aéroports, et la plus grande part du
trafic réside sur ces liens.

B.3 Modélisation

La plupart des approches précédentes pour la modélisation des réseaux complexes pondérés
se sont concentrées sur des topologies de réseaux croissants pour lesquels les intensités étaient
assignées une fois pour toutes aux liens [6, 13]. Ces mécanismes ne tenaient pas en compte
I'importance des corrélations entre topologie et intensité des liens que ’étude empirique révele,
ni ’évolution dynamique des intensités. Par exemple, si un nouvel aéroport est créé, il va
générer du trafic supplémentaire vers un certain nombre d’aéroports, dont les connexions déja
existantes vont en partie bénéficier : on s’attend & un renforcement des intensités de liens
préexistants.

Nous avons donc proposé un modele [14] qui tienne compte de ce mécanisme en couplant
croissance de la topologie du réseau et évolution de l'intensité des liens. Nous nous sommes
volontairement restreints & un cas simple et analytiquement soluble, tout en analysant quelques
variations possibles : ce modele représente une illustration du mécanisme de couplage et peut
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Fic. B.4 — Comparaison des corrélations topologiques et pondérées pour le réseau des
connexions aériennes. A) Le clustering pondéré est nettement supérieur au clustering. B) A
grand k, k,, est plat tandis que la prise en compte des intensités des connexions montre un
caractere assortatif effectif plus prononcé.

servir de base a d’autres modeles plus détaillés et plus réalistes.
La dynamique du modeéle est définie comme suit : & partir d’une source initiale de Ny sites,
avec des liens de poids wg, un nouveau sommet n est attaché a chaque pas de temps a m sites

choisis selon la probabilité
S;

Zj S
i.e. proportionnellement a la connectivité pondérée du site. Le poids du lien (n,7) créé est wy.
Cette loi relaxe la regle de 'attachement préférentiel selon le degré et pourrait s’appeler « les
actifs deviennent encore plus actifs » ou « l'activité va a qui est actif » : de nouveaux sites se
connectent préférentiellement aux sites ayant plus de poids. Ce mécanisme est vraisemblable
dans de nombreux réseaux comme par exemple I'Internet (un nouveau fournisseur d’acces
cherchera & se connecter a un fournisseur d’acces existant capable de gérer un important trafic),
le réseau aérien, la Toile... Dans un réseau social également un nouvel arrivant cherchera a avoir
des liens avec des personnes ayant une forte activité.

L’introduction du nouveau lien (n,7) va provoquer des variations des poids préexistants
dans le réseau. Pour simplifier, nous considérons simplement 1’évolution des poids entre ¢ et
ses voisins j € V(i), selon la loi

T, = (B.5)

avec Wi
S

Cette regle, illustrée en figure B.5, considere donc que le nouveau lien de poids wg induit une
augmentation totale d; du poids des liens (4, j), de fagon proportionnelle aux poids préexistants.
L’augmentation totale de la connectivité pondérée de i vaut donc d; +wy (NB : on peut prendre
wp = 1 sans perte de généralité). Nous avons considéré aussi bien le cas d’augmentations fixées
0; = 0 = const que d’hétérogénéités entre les sites (e.g. d; variables aléatoires). Il est également
possible d’introduire des §; dépendant des caractéristiques du site (k; ou s;). Finalement,
lorsque les poids ont été mis a jour, un nouveau site est introduit et le processus se répete.
Ce modele dépend uniquement du parametre §, c’est-a-dire de la capacité des sites a re-
distribuer le nouveau trafic introduit a chaque pas de temps. Pour § ~ 1, le nouveau trafic est
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F1G. B.5 — Illustration du mécanisme de renforcement : un nouveau site n se connecte a 7 avec
un poids wg. Le poids total sur les liens préexistants est augmenté de 6.

entierement redistribué sur les liens préexistants. On peut penser que c’est typiquement le cas
pour un réseau de type aérien, ou le trafic en transit est important. Pour § < 1, les nouveaux
liens influencent peu les anciens : ce peut étre le cas par exemple de réseaux sociaux. Enfin, le
cas extréme 0 > 1 donne une sorte d’effet multiplicatif de forte augmentation des intensités.

Nous avons étudié ce modele aussi bien analytiquement (par des techniques de champ
moyen qui permettent d’écrire les équations d’évolution des différentes quantités) que numé-
riquement (jusqu’a des tailles N = 10%). On montre par exemple que la connectivité et la
connectivité pondérée d’un site ¢ sont reliées a temps longs par

si 2 (20 + 1)k, . (B.8)

Cette relation linéaire (5 = 1), de préfacteur différent de (w), montre l’existence de corrélations
entre topologie et poids. Elle montre de plus que le mécanisme proposé permet de retrouver un
attachement préférentiel dépendant du degré de maniere effective : ceci souligne un mécanisme
microscopique alternatif reproduisant ’attachement préférentiel.

Il est également possible de montrer que les distributions des intensités w;;, des connecti-
vités et des connectivités pondérées se comportent en loi de puissance (cf figure B.6) :

_ _ 40 + 3
~ k77 ~s Y = — —
P(R) ~ KT Pls) s iy = 5 (B.9)
1
Pw) ~w™® ;a=2+ 5 (B.10)

Le réseau obtenu est donc sans échelle, avec un exposant v € [2,3] qui dépend du parameétre
d : pour § = 0 les liens ne sont pas affectés par 'introduction de nouveaux sites et on retrouve
le modeéle de Barabasi-Albert. Pour de plus grandes valeurs de ¢ la distribution devient plus
large, avec v — 2 lorsque § — oo. Le couplage de la croissance topologique aux poids génere
des réseaux sans-échelle avec des exposants non-universels variant dans la gamme observée
empiriquement dans de nombreux réseaux, et procure ainsi un mécanisme général d’obten-
tion de diverses lois de puissance sans qu’il soit nécessaire de modifier de maniere ad-hoc le
mécanisme d’attachement préférentiel habituel.

B.4 Conclusions et perspectives

La prise en compte de l'intensité des interactions entre les sites constituant les réseaux
complexes permet d’en donner une vision plus complete. Ces interactions présentent elles-
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F1a. B.6 — Distributions de connectivité pondérée P(s) et des poids des liens P(w) pour le
modele présenté, pour différentes valeurs du parametre J. Les inserts montrent 1’accord entre
I'exposant mesuré (symboles) et la prédiction théorique (lignes).

mémes des comportements statistiques complexes, avec émergence de lois de puissance et
de corrélations non-triviales avec la topologie. Ces corrélations peuvent étre quantifiées par
la définition de quantités adaptées comme le clustering pondéré. L’analyse de réseaux réels
montre la nécessité, pour une modélisation adéquate, de la prise en compte des poids et du
couplage entre topologie et poids. Nous avons donc introduit un modele simple de réseau en
croissance, pour lequel ’adjonction de nouveaux sites et liens détermine un renforcement des
liens préexistants. Ce modele reproduit un certain nombre de caractéristiques des réseaux réels
et peut servir de base pour des modélisations plus fines et détaillées, en incluant des regles
éventuellement plus compliquées [15, 16, 17], 'existence d’un caractere spatial du réseau [18],
ete- - -



Chapitre C

Cartographie de réseaux complexes

C.1 Introduction

C’est en grande partie grace aux premieres cartes du réseau Internet que s’est ouvert le
champ d’étude des réseaux complexes : en effet, la mesure de la distribution de connectivités
P(k) amontré que le paradigme habituel des graphes aléatoires n’était plus adapté, provoquant
une explosion d’activité pour la modélisation et 1'étude de réseaux hétérogenes [1, 2, 3].

C.1.1 Problématique

L’obtention de données fiables et précises concernant la topologie des grands réseaux d’in-
formations (Internet, la Toile) reste un défi technique. Ceci est di en particulier a leur na-
ture dynamique et a 'absence d’un controle centralisé de leur évolution. Internet peut étre
représenté comme un graphe ayant pour noeuds les routeurs et pour liens les connexions phy-
siques (cébles) entre ces routeurs. Pour obtenir des informations sur la topologie de ce graphe,
la stratégie habituelle consiste a construire des cartes partielles a partir de différents points de
vue, et a les combiner en une carte globale. Les cartes partielles sont obtenues par 1’évaluation
de chemins a partir de sites « sources » vers des sites « cibles », en utilisant des outils comme
« traceroute ». Un certain nombre de groupes de recherche ont ainsi produit des cartes d’'In-
ternet [19] qui ont été utilisées pour une caractérisation statistique des propriétés du graphe
G = (V, E) obtenu (avec N = |V| sommets et |E| liens) :

— Internet est un graphe dilué, c’est-a-dire que le nombre de liens est tres petit par rapport

a celui d’un graphe complet (|E| < N(N —1)/2);

— d’autre part, la distance moyenne entre deux sommets est tres petite (propriété « petit-
monde »), ce qui est essentiel pour un bon fonctionnement des communications dans un
tel réseau ;

— la propriété la plus surprenante concerne la distribution des connectivités, qui suit ap-
proximativement une loi de puissance P(k) ~ k™7 avec 2 <y < 2.5 [20], i.e. est une loi
large. Cette caractéristique a généré une activité intense de modélisation [21, 22, 2, 23, 3].

Les cartes obtenues par 'utilisation d’outils comme traceroute sont incompletes : en
effet, les sondages sont effectués a partir d’un petit nombre de sources, ce qui implique que de
nombreux liens ne sont pas explorés. Ainsi, des biais incontrélés dus a I’échantillonnage peuvent
étre introduits et compromettre ’étude des propriétés d’Internet : le graphe échantillonné peut
avoir a priori une topologie fortement différente de celle du graphe réel. En particulier, des
distributions de connectivité larges peuvent méme étre obtenues dans des cas particuliers
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d’échantillonnage de graphes aléatoires de type Erdos-Rényi [24, 25]. Ceci jette un doute
sur la pertinence des propriétés observées d’Internet et motive une étude systématique de ce
genre de problemes a partir de graphes synthétiques : 'idée est de modéliser le processus de
cartographie sur des réseaux dont on connait la topologie, et de comparer les réseaux partiels
obtenus par cartographie avec le graphe originel. On peut ainsi quantifier 'influence des biais
introduits par la mesure. Nous avons réalisé une étude analytique au niveau champ-moyen
de processus de type traceroute, complétée par une étude numérique dans le cas de réseaux
homogenes et hétérogenes, ce qui nous a permis de relier la pertinence et I'exactitude des
graphes échantillonnés a des propriétés topologiques fondamentales du graphe initial.

C.1.2 Un modele pour l'outil traceroute

Le dispositif utilisé typiquement consiste en un ensemble de sources actives qui lancent des
commandes traceroute vers un ensemble de destinations ou cibles. Chaque traceroute envoie
des paquets de données vers une cible et récolte des informations sur les sites traversés dans le
chemin suivi, ce qui permet une découverte partielle du réseau. Le chemin exact suivi dépend
de nombreux facteurs comme les politiques de routage et les accords commerciaux entre les
fournisseurs d’acces Internet. En premiere approximation cependant, on peut considérer que
traceroute permet de découvrir le chemin le plus court sur le graphe entre source et cible

(figure C.1) 1.

Cibles

Sources

FiG. C.1 — Exemple schématique de la découverte partielle d’un graphe par 'outil traceroute :
les carrés représentent les sources, les disques noirs les destinations. Les cercles sont les autres
sites du réseau. Les liens montrés en traits pleins sont découverts, ceux en pointillés sont
ignorés par le processus de cartographie qui parcourt les plus courts chemins entre sources et
destinations.

Plus formellement, la découverte partielle simulée du réseau procede de la fagon suivante :
on considére un graphe dilué quelconque G = (V, E) de sommets V = {1,2--- N} et de
liens E = {i,j}, sur lequel sont placés au hasard Ng sources et Ny destinations. Pour chaque

LCette supposition n’est en fait pas tout & fait suffisante car il peut exister plusieurs plus courts chemins.
On se placera alors dans le cas de la découverte d’un seul de ces chemins.
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positionnement des sources et destinations, les plus courts chemins connectant chaque source a
chaque destination sont calculés. Le graphe échantillonné G = (V*, E*) est alors défini comme
I’ensemble des sommets V* (N* = |V*|) et des liens E* obtenus par I'union de ces plus courts
chemins. Ce graphe est ainsi I’analogue des cartes d’Internet obtenues par 1’échantillonnage
traceroute.

Les cartographies d’Internet sont effectuées a partir d’un petit nombre de sources vers un
grand nombre de destinations. De ce fait, les parameétres du modele sont le nombre de sources
Ng (densité ps = Ng/N), et la densité de cibles pr = Np/N. Une quantité pertinente est
également

~ NgNp
‘TN

qui mesure la densité de sondes traceroute lancées dans le réseau, c’est-a-dire le trafic imposé
au systeme par l'effort de cartographie.

= prNs, (C.1)

C.2 Analyse de champ moyen du processus de cartographie

L’analyse consiste a écrire pour chaque placement des sources et destinations, et pour
chaque lien ¢ — 7 du graphe réel, une fonction qui vaut 1 si ce lien fait partie de ’ensemble
des chemins les plus courts entre sources et cibles, et 0 sinon. On peut ensuite moyenner cette
fonction sur ’ensemble des placements aléatoires des sources et cibles. Le pas crucial consiste
en une approximation de champ moyen qui néglige les corrélations entre les différents chemins.
Ceci permet d’arriver & une expression approchée pour la probabilité moyenne de découverte
d’un lien lors du processus de cartographie :

(mij) = 1 —exp (—prpsbi;) , (C.2)

ou (---) effectue la moyenne sur les positions des sources et cibles, et b; ; est la centralité
(« betweenness centrality ») [26, 27], trés étudiée dans les réseaux complexes. Sans entrer dans
les détails, elle correspond au nombre de plus courts chemins dans le réseau passant par le lien
i — 7, lorsque l'on considere tous les plus courts chemins entre paires de sommets. Si chaque
sommet envoie un message a tous les autres, b; ; (qui varie entre 2 et N(IN — 1)) quantifie en
fait le trafic passant par ¢ — j.

La probabilité de découverte d’un lien dépend donc fortement de sa centralité. Par exemple,
pour des liens de centralité minimale b; ; = 2, on obtient (m; ;) ~ 2prps , ce qui correspond au
fait que ces liens ne seront découverts que si I'une des extrémités est une source et I’autre une
destination. Pour des densités pr et pg finies, tous les liens auront donc une probabilité non
négligeable d’étre découverts. Ce n’est plus le cas pour un échantillonnage plus réaliste avec
pr fini mais un nombre de sources non extensif (Ng = O(1)) : on peut alors exprimer (m; ;)
sous la forme

(mij) ~1—exp (—ebj ), (C.3)

ot b;; = N71b;; est limitée & l'intervalle 2N 1, N — 1]. Dans la limite de grands réseaux
N — o0, les liens a faible centralité ont une probabilité tres faible d’étre découverts (m; ;) ~
O(N~1) pour tout e fini.

Cette analyse implique donc que dans des situations réalistes, le processus de découverte
sera loin d’étre complet, une grande part des liens de faible centralité étant ignorée. D’autre
part, I’échantillonage s’améliore bien sur lorsque l'effort € est augmenté.
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Une analyse similaire pour la probabilité de découverte des sommets, au méme degré
d’approximation, donne

(mi) =1 — (1= ps — pr)exp (—prpsbi) , (C.4)

ot b; est la centralité du sommet 4, avec b; € [0, N(N — 1)] [26, 27] (et on notera b; = b;/N) :
on a b; = 0 pour les feuilles du graphe (i.e. les sommets ayant un seul voisin), auquel cas
on trouve (m;) ~ ps + pr (ce genre de sommet ne peut étre découvert que s'il s’agit d’une
source ou d'une destination). On peut également donner une approximation simple pour le
degré effectif découvert, noté k', d'un sommet 7 : chaque lien partant de ¢ participe a ce degré
proportionnellement & sa probabilité de découverte, d’out

(k) => " (1—exp (—ebij)) ~ GZ@. (C.5)

J

Pour des liens de centralité petite, em < 1, et en utilisant la relation y bij =2(b; + N —1),
on en déduit

(k) =~ 2¢ + 2¢b;. (C.6)

L’analyse effectuée montre que les propriétés effectivement mesurées du graphe dépendent
fortement des parametres de I’exploration et surtout de la topologie du graphe réel. La quan-
tité la plus importante est la centralité, une quantité topologique non locale dont les ca-
ractéristiques dépendend fortement du type de graphe considéré. Des graphes de topologie
tres différentes seront donc échantillonnés de manieres tres différentes.

C.3 Exploration numérique de graphes synthétiques

Afin de confirmer I'analyse précédente, nous avons réalisé des simulations numériques de
Iexploration de graphes de deux types : i) Graphes homogénes (’exemple typique utilisé est le
modele d’Erdos-Rényi [4]- ER); ii) Graphes sans échelle pour lesquels P (k) est une loi large,
typiquement une loi de puissance P(k) ~ k=7 (I'exemple typique est le modele de Barabdsi-
Albert [5]- BA).

Le caractére « homogene » se réfere ici a 'existence d’une connectivité moyenne bien
définie k : les sommets ont tous une connectivité voisine de k. Au contraire, une fraction non
négligeable des sommets a une connectivité tres grande devant k pour les graphes hétérogenes
« sans échelle » (la variance k2, qui quantifie les fluctuations de connectivité, diverge avec la
taille du réseau).

L’analyse du paragraphe précédent, alliée a la connaissance des propriétés de la centra-
lité dans ces deux types de graphes, permet de faire certaines prédictions sur le processus
d’échantillonnage. En effet, dans les graphes utilisés, la centralité d’un sommet est fortement
corrélée & sa connectivité 2, et la distribution P(b) est similaire & la distribution des connec-
tivités : piquée autour de sa valeur moyenne b pour les graphes aléatoires, et large pour les

graphes hétérogenes 3.

2 sz , s N . . . .
c’est assez général également dans les graphes réels, méme si, dans des cas particuliers, certains sommets
peu connectés peuvent avoir une grande centralité, cf par exemple [12].

3Pour les réseaux sans échelle, la centralité typique d’un site est reliée & son degré par b(k) ~ k%, o B
dépend du modele précis [28].
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Fi1G. C.2 — Haut : Fraction N}/Nj, de sommets de degré k découverts, pour les graphes ho-
mogenes (a gauche) et hétérogenes (a droite) ; Bas : connectivité découverte (k*) /k en fonc-
tion de la connectivité réelle. On considére Ng = 2 sources et différentes valeurs de l'effort
€ = Ngspr.

Pour les réseaux homogenes, la plupart des sommets et liens auront une centralité voisine
, . -1 ——1
de la valeur moyenne. Un effort d’échantillonnage ¢ > max {b , be } permettra donc une

découverte presque complete du réseau. Par contre, pour des valeurs plus petites de e, le
graphe sera découvert seulement partiellement, et ceci de fagcon a peu pres équivalente pour
des sites de petit ou grand degré.

Au contraire, pour des réseaux tres hétérogenes, le degré et donc la centralité varient sur
plusieurs ordres de grandeur. Méme pour des petites valeurs de ¢, les sommets de centralité
assez grande seront donc découverts (si b(k)e > 1).

Ces prédictions sont vérifiées sur la figure C.2, ot sont reportés les comportements de la
fraction N} /Nj, de sommets de degré k découverts par le processus de cartographie, en fonction
de k. Cette fraction augmente bien sir lorsque € augmente. De plus, dans le cas de graphes
homogenes, elle n’augmente que peu lorsque k croit, tandis que pour des graphes sans échelle,
elle croit fortement pour saturer & un pour les sommets les plus connectés (« hubs »). La figure
montre également que la fraction des liens découverts autour des sommets de degré k, (k*) /k,
reste uniformément faible pour les graphes homogenes, mais devient proche de 1 pour les hubs
des graphes hétérogenes.

Comme déja mentionné en introduction, une caractéristique importante des graphes échan-
tillonnés réside dans la distribution de connectivité. La figure C.3 montre les distributions cu-
mulées P.(k* > k) obtenues dans le cas de ’échantillonnage de graphes ER et BA, et comparées
aux distributions réelles. Dans le cas de graphes homogenes, les distributions échantillonnées
sont assez différentes de la vraie distribution, mais sont également loin d’étre des lois larges. 11
est en fait possible d’obtenir une loi large par échantillonnage d’un graphe homogene [25], mais
ce biais important est obtenu seulement dans le cas Ng = 1, et la loi large comporte de toutes
facons une coupure autour de k. Afin d’obtenir une loi large sur plusieurs ordres de grandeur,
k doit donc étre tres grand, ce qui n’est pas réaliste pour les réseaux de type Internet.

Pour des graphes hétérogenes, les résultats précédents montrent que les sites de grande
connectivité sont échantillonnés de maniere efficace. On s’attend donc a ce que la queue de
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Fia. C.3 — Distribution de connectivité cumulée des graphes échantillonnés, pour des graphes
sous-jacents homogenes (graphes de gauche) ou hétérogenes (droite), pour Ng = 2 sources et
différentes densités de cibles pr, ou pour pr = 0.1 et différentes valeurs de Ng. Les courbes en
traits pleins correspondent aux distributions des graphes réels.

la distribution de connectivité soit proche de celle de la distribution réelle, tandis que des
déviations importantes peuvent étre observées a faible k. C’est en effet ce qui est observé
(figure C.3) : une loi large est obtenue méme pour des efforts e assez faibles; la distorsion a
faible degré peut par contre mener & des imprécisions sur la mesure des exposants [29].

C.4 Conclusions et perspectives

L’analyse présentée permet de lier les processus de cartographie de réseaux inconnus & leurs
propriétés topologiques. Elle montre en particulier que, pour obtenir un graphe échantillonné
avec distribution de connectivité sans-échelle sur e.g. n ordres de grandeur, le graphe réel sous-
jacent doit soit étre réellement treés hétérogene, soit étre homogene avec un degré moyen k ~
10™, ce qui n’est pas réaliste. Il est donc tres vraisemblable que les distributions larges mesurées
pour Internet sont réellement une caractéristique de ce réseau complexe, méme si les exposants
mesurés peuvent étre biaisés par le processus d’exploration. Les réseaux a distribution de
connectivité large sont en fait plus « faciles » a découvrir que les réseaux homogenes, dans la
mesure ou les sites les plus connectés sont tres facilement découverts.

Les processus d’exploration de type traceroute, bien que permettant donc de distinguer
entre topologies homogenes et hétérogenes, donnent une vue tres partielle du réseau réel.
Il est donc important de comprendre comment optimiser ces mesures, par exemple par un
placement non aléatoire des sources et destinations [30]. D’autre part, la contrepartie de la
facile découverte des sites les mieux connectés est que le processus de cartographie les « vi-
site » tres souvent, générant un trafic indésirable. Nous étudions actuellement cet effet, ainsi

que l'influence séparée des nombres de sources et destinations sur les caractéristiques du graphe
échantillonné.
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