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INTRODUCTTION

Ce travail a pour objet de présenter le probléme de la répartition,
on dit aussi "allocation", optimale d'une activité et de montrer comment
les méthodes de la programmation dynamique de type discret ou continu
permettent de résoudre un tel probléme.

Apres avoir explicité le mot activité et ce que nous entendons
par répartition optimale, nous citons quelques exemples empruntés aux

domaines suivants

gestion de stock
théorie des sondages
théorie de la détection

De nombreux autres problémes pratiques peuvent étre présentés sous
la forme de problémes de répartition optimale d'activité. Pour résoudre
ce type de probléme nous avons suivi les démarches usuelles de la pro-
grammation dynamique.

Notre étude étant orientée vers le calcul numérique, nous avons dis-
tingué deux versions du probléme.
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Les chapitres II-III-IV concernent la version discréte du probléme
de la répartition optimale d'une activité. Nous en présentons le
formalisme mathématique. Nous appliquons a ce probléme la méthode
classique de BELLMAN. Puis nous donnons une nouvelle démonstration
plus générale de la méthode de KARUSH. Nous mettons alors en évidence
certaines propriétés conduisant i de nouveaux algorithmes permettant
de résoudre le probléme. Reprenant ensuite le probléme sous sa forme
originale et en introduisant un multiplicateur de LAGRANGE, nous

proposons une nouvelle méthode de résolution.

La seconde partie de notre travail concerne la version continue
du probléme (chap. V-VI-VII-VIII). Nous énoncons le probléme dans
cette version et montrons qu'il est possible de ramener ce probléme a
un probléme plus restreint auquel on peut appliquer la méthode de
PONTRYAGIN. Nous avons cherché a éviter ce passage et le retour au
probléme initial. Nous avons, pour cela, repris les résultats du
caicul des variations classiques et obtenu des conditions nécessaires
que doit vérifier toute solution du probléme. Nous avons, de plus,
appliqué la méme méthode que dans le cas discret pour obtenir des

conditions suffisantes pour qu'une fonction soit solution du probléme.

Nous avons reporté a la fin (chap. IX-X-XI-XII), la partie
concernant la rédaction et l'utilisation des programmes ainsi que
les résultats numériques obtenus.
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Certains problémes de répartition d'activité peuvent s'exprimer
sous des hypothéses moins restreintes que celles envisagées ici
(notamment répartition dans un espace & plusieurs dimensions et
certaines discontinuités sur les fonctions). Nous avons signalé
certaines particularités des méthodes utilisées qui devraient en
faire des outils intéressants quant a la résolution de tels problémes.






CHAPITRE ~-1T

INTRODUCTION AU PROBLEME DE LA REPARTITION

OPTIMALE D'UNE ACTIVITE

I-1: GENERALITES

Soit a répartir une certaine activité entre plusieurs

secteurs.

Le terme activité peut aussi bien désigner une quantité

d'eau a répartir entre plusieurs entreprises qu'une somme

d'argent & investir.

Supposons par exemple qu'un Etat consacre un budget

donné & sa Recherche Nucléaire en vue de fabriquer des matigéres

fissiles.

I1 peut s'orienter vers plusieurs voies

a)
b)
c)
d)
e)

Piles.
Séparation isotopique par diffusion gazeuse
" " - " triage électromagnétique
" i " ultracentrifugation.
Procédé original.



Y

Le probléme est alors d'évaluer les sommes a investir dans les
différentes voies.

I1 existe en général plusieurs répartitions possibles,
aussi est-il nécessaire de trouver un critére permettant de
décider si telle répartition est plus avantageuse que telle
autre ou non.

Dans ce but supposons qu'il soit possible d'associer
a chaque secteur une grandeur, que nous nommerons effort,
fonction de 1l'importance de l'activité allouée a ce secteur,
sur laquelle il soit possible de faire les hypothéses suivantes

a) L'effort associé & un secteur pour une activité
fixée déployée dans ce secteur ne dépend pas de la répartition
dans les autres secteurs.

b) Les efforts associés aux divers secteurs pour une
répartition donnée peuvent se mesurer avec une méme unité.

c) L'effort total de la répartition d'une activité donnée
est la somme des efforts associés a chaque secteur pour cette
répartition de l'activité.



Le_probléme est alors celui-ci :

Comment répartir cette activité entre plusieurs secteurs de

Ay

fagon a rendre optimum 1l'effort total ?

Pour de nombreux problémes il est commode de mesurer
cet effort par un cofit ou un profit exprimé en argent. On peut
envisager d'autres grandeurs : ainsi dans la fable Le Laboureur

et ses Enfants, leffort de recherche peut é&tre mesuré par le

volume de terre déplacée ; dans les applications militaires,
il sera presque toujours mesuré par le temps /, temps nécessaire
a une patrouille pour localiser un objet, par exemple.

I-2-1 : Constitution d'un stock en vue d'un fonctionnement en

régime stationnaire et délai de livraison aléatoire
(voir [14] XKARUSH)

Préliminaire

Considérons unmagasin dans lequel sont en vente des articles
d'un type donné selon le procéssus suivant :

1) Chaque client commande un article et un seul

2) a) si 1l'article demandé est en magasin, le client est servi,
de plus une commande est immédiatement passée en vue de
remplacer ltarticle vendu.



b) Si l'article demandé n'est pas en magasin, la demande
n'est pas satisfaite, aucun ordre de remplacement n'est
donné et on enregistre une pénalité,

I1 s'agit la d'un systéme sans attente, on écarte l'éven-
tualité des arrivées répétées correspondant a des arrivées
de clients non servis précédemment et qui se présenteraient
a nouveau.

On suppose que les arrivées des clients ont lieu aux
instants tys t2,.,°,tn,,.. tels que

T1 = t1, T, =t

2 2—t1,.oo,T :t _t

n n n-1*'°°"

soient des variables aléatoires mutuellement indépendantes
et distribuées selon une méme loi exponentielle de moyenne
1 L4 2 + ” -

X - Le nombre des arrivées de clients pendant une période
T est alors une variable aléatoire distribuée selon une

loi de Poisson de paramétre?\T.

Soit Sn’ lt'intervalle de temps entre l'instant tn ou la
commande de remplacement est envoyée et le moment de la
livraison de cette commande. Sy est le délai de



livraison de la commande envoyée & l'instant t,-

S1, 82, cee g Sn,

aléatoires mutuellement inﬁépendantes, toutes distri-

sont supposés étre des variables

buées selon une méme loi quelconque de moyenne /;L'
Désignons par x le nombre d'articles en stock au
début du processus. Dans toute la suite, la somme du
nombre d'articles en magasin et du nombre d'articles
dont on attend la livraison est un nombre constant
égal a x. |

Espérance mathématique du colit des demandes non satis-

faites en régime stationnaire.

Le nombre d'articles commandés avant l'instant t et
non encore livrés a cette date peut &tre représenté
par une variable aléatoire.

Soit N(t) cette variable.

Toute demande d'article se produisant & un instant t,
alors que N(t) est égal a X, n'est pas satisfaite.

Plagons nous dans le cas du processus limite station-
naire, c'est-a-dire dans un intervalle de temps T suf-
fisamment éloigné de l'instant ou le magasin a ouvert



pour la premiere fois, pour que la distribution N(t)
soit la méme pour tout t appartenant & 1l'intervalle T.
On désignera cette variable aléatoire N(t) simplement

par N.

En fonctionnement stationnaire, la probabilité pour que
N soit égale a x est donnée par la formule de perte
d'ERLANG valable pour une loi de délai de livraison
quelconque. ([15] LE GALL)

W
P (N=x) = d)a

xszZ _—
4 =0

=

!

Q.

I

Posons p(x)

P (N:x); p(x) est une fonction strictement
convexe de X ; c'est-a-dire que '

P(x-1) - p(x) > p(x) - p(x+1)



Supposons que la pénalité enregistrée soit proportion-
nelle au nombre de clients non servis. Soit C le coeffi-

cient de proportionnalité.

Pour une période T donnée en régime stationnaire, le
colit moyen des demandes non satisfaites est alors

C.T.A. p(x)

Soit u le prix d'achat d'un article ; posons

7z = X. U
u, C,T,A, étant donnés, ce colt moyen peut é€tre expri-

mé en fonction du montant, z, affecté a la constitution



du stock x. Soit f(z) ce cofit, on a alors
f(z) = C.T.g&. p( %)

Si u est suffisamment petit devant z, on peut consi-
dérer que f est une fonction continue de z, définie sur
l'intervalle donné [0,S] , S représentant le montant
maximum susceptible d'étre affecté & la constitution
de ce stock.

Probléeme.

Soient p types d'articles A1, A2, cee AP en vente
indépendamment les uns des autres selon le mode et les
hypothéses précédentes et R le montant total fixé,
affecté a la constitution des stocks pour 1l'ensemble des
articles.

Pour une période T fixée, en régime stationnaire, soient.
A1 T, ... ,«%P T les moyennes des variables aléatoires
représentant les arrivées des clients désirant un article
du type Agy von Ap respectivement et )%i’ “ o ,)}~
les moyennes des variables aléatoires représentantt
les délais de livraison pour chacun des types d'articles
respectivement. Toutes ces variables aléatoires sont
supposées mutuellement indépendantes, on peut, dans une
certaine mesure, se ramener a ce cas. QjS] WEINSTOCK~
 YOUNG). Désignons par {fi(zlg, i=1, ... , p la suite



I-2~-2

de fonctions définies sur [O, Si] respectivement ;
fi(z) représente le colit moyen des pénalités enregis-

trées lorsque le montant affecté a la constitution du
stock d'articles de type Ai est z, pour 1 =1, ... , P.

Remarquons que R est astreint & vérifier la double

inégalité
s
O R £ %5 8

Déterminer

M"—:Infl—z £.(z.)] 0=2z.< 8., i:’l,...,P,‘Z Z . :::R]
o ii i i i=q 1
et les valeurs I, (i=1,...,P) des variables z,, (iz?,..,P)
qui réalisent ce minimum.

Iy (i=1,...,P) représente le montant a affecter a la

constitution du stock d'articles de type A;, (i=1,...,P)

et M le cofit total des pénalités enregistrées pendant
la période T.

Répartition optimum d'un budget global de sondage par

stratification ([11] FOURGEAUD)

La stratification consiste a répartir préalablement
aux opérations de sondage, les unités de la population
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en groupes homogénes appelésstrates suivant des carac-
teres supposés en relation avec le caractére & étudier.

A l'intérieur de chaque strate on préléve un échantil-
lon aléatoire. Supposons les unités de la population
groupées en strates Ugr eee Un i quelle taille
d'échantillon doit on prendre dans les différentes strates,
sachant que la somme disponible pour effectuer le son-
dage est S et qu'il faille dépenser une somme Ci pour
examiner un individu de la strate Ui?

Si, par exemple, la loi de répartition du caractére a
étudier a une forme connue et que l'orn désire avoir une
estimation d'un paramétre de cette loi, on cherchera
a déterminer les tailles des échantillons & extraire
des strates Ui’ (i=1, ... , n) de facon a rendre minimum
la variance de l'estimateur du paramétre de la loi.

La "théorie de 1la récherche", ou recherche est pris
dans le sens de détection, fournit aussi des exemples
pratiques. ([10]DE GUENIN et[9] CHARNES-COOPER).

On peut schématiser le probléme fondamental ainsi
Comment répartir une activité de recherche donnée sur
une région fixée de manidre & rendre maximum



- la probabilité de découvrir 1l'objectif : recherche
d'une caravane dans le désert.

- le nombre probable d'objectifs découverts : prospec—
tion miniere ou pétrolieére.

Citons aussi un autre type de probleme d'origine écono-—

mique qui peut étre ramené a un probléme de répartition
optimale d'activité. ([20] YAARI).

Soit un intervalle de planification [T,, T,]
Désignons par € un programme de consommation appartenant
a C, ensemble des programmes admissibles.

c appartient a C si

£y

— ¢ est une fonction a valeur réelle définie sur
[

- c(t) appartient & un intervalle borné, pour t
appartenant a[TO, T1] ,

- Wwétant un nombre fixé représentant un budget &
répartir dans 1'intervalle [T, 7,1, on a

T4
f c(t) dt =w .

To
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De plus soient P(c) la satisfaction correspondant a
un niveau de consommation ¢ et & (t) une fonction
d'actualisation. Le probléme est alors le suivant

Quel programme de consommation ¢, admissible, faut-il
adopter pour rendre optimum
T

]
J (c) =J P(c)  (t) dt
Tq
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CHAPTIT R B II

PROBLEME GENERAL DISCRET

I-1 : Enoncé du probléme DI

Soient, dans R, une suite donnée d'intervalles
[a. Af] (i=1 .,N) et de fonctions données f. (x) (i=1,...,N),
respectivement définies sur ces intervalles et W un nombre donne,

1Y

appartenant a 1! 1nterva11e[§:j a, N AL ]
’ .,;a.,.,

Le probleme consiste a déterminer le minimum M de la fonction

N
F(Xqy Xgpeoey X) = =2 £.(x)

sous les contraintes

a.€x.<A., (i=1,...,N)

1 i i’
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et les systemes de valeurs Yqr =+ 0 Yy des variables Xqreoe 0¥y
respectivement, réalisant ce minimum.

Nous modifierons 1l'énoncé du probléme DI pour montrer qu'il
s'tagit bien d'un probléme relevant de la programmation dynami-
que et qu'il est alors possible d'appliquer la méthode classique
de BELLMAN.

Nous nous intéresserons ensuite, plus particuliérement,
aux cas de fonctions fi, continues et linéaires par morceaux
(nous dirons de fonctions formées de segments se raccordant)
et donnerons un nouvel exposé de la méthode de KARUSH étendant
cette méthode au cas de fonctions dont les segments ne sont
pas nécessairement de pentes positives.

KARUSH a proposé un algorithme original de résoiution du
probléme DI dans le cas de fontions fi formées de segments
se raccordant de pentes positives. Cet algorithme a 1'avan-
tage de donner toutes les solutions du probleme avec une grande
précision car la méthode est une méthode exacte, mais exige
un nombre important de mémoires. C'est pourquoil nous avons
écrit un algorithme que nous avons appelé de BELLMAN-KARUSH
ou, pour réduire trés sensiblement le nombre de mémoires par
rapport a l'algorithme de KARUSH, nous avons utilisé la méthode
de BELLMAN, mais nous effectuons le calcul des fonctions récur-
sives au moyen de la méthode de KARUSH, donc de fagon exacte,
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ce qui n'était pas le cas du procédé classique de détermination
des fonctions récursives.

Si on considére que définirdes fonctions fi formées de
segments se raccordant (le choix de ces segments étant laissé
3 1'utilisateur) constitue une approXimation correcte du pro-
bléme DI, on peut dire que cette méthode conduit & une solution
cxacte du probleme approché alors que le procédé classique de
programmation de la méthode de BELLMAN fournit une solution
approchée au probléme posé.

Dans la mise au point théorique de cet aldorithme, nous
avons été amenés & introduire un opérateur de transition. Nous
avons utilisé les propriétés de commutativité et d'associativité
de cet opérateur pour obtenir un algorithme original appelé
KARUSH-SIMPLIFIE applicable dans le cas particulier ol 1les
fonctions fi formées de segments se raccordant.sont convexes.

Nous utiliserons ensuite la méthode des multiplicateurs
de Lagrange pour obtenir une condition suffisante pour qu'une
suite iyi y i=1,...,N soit solution du probléme. L'algorithme
gqui en découle est délicat & programmer a cause, en particulier
de la non-unicité de la solution. Nous ferons donc les habituel-
les hypothéses de convexité et de dérivabilité sur les fonc-
tions fi pour pouvoir écrire un programme numérique de résolu-

tion du probléme.
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II-2 : Enoncé du probléme équivalent D-II

Posons ZO =0

On obtient le probléme suivant, équivdlent au probléme D-I.

Déterminer le minimum M de 1la fonction :

N

*
F (24, Z2"'°’ZN—I) = > f,

= i (25-23_4)

sous les contraintes Zq = o,
z;-25 1 € [a;,a ] . (i=1,...,m),
2y = W

et les systémes de‘valeursz? eoo Z

- S0t DN-T?
respectivement des variables ZaveserZy 1o
réalisant ce minimum.
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Ainsi énoncé, le probléme entre bien dans le cadre de la
programmation dynamique déterministe, notons aussi que cet
énoncé a détruit la '"symétrie" du probléme et suppose le choix
d'un ordre sur les fonctions fi.

T1-3 Méthode récursive de résolution.

Appliquons pour résoudre le probléme D-II, la méthode
classique de BELLMAN.
pour n = 1,...,N posons

n n
b = 2= a et B = T, A
n k=1 k n k=1 k

Considérons alors les fonctions auxiliaires

g,(u), (n=1,...,N), définies sur gbn,,B | respectivement par

i

- n_ i s -

gn(u) =lnf['f;1fi (zi-zi_1) 2q=0; 2,=U; zi-zi_1éfLai,Ai? i=1,..10}
Pour n = 2,...,N, posons

I,(w) =Inf Ju-a , Bn~1]

Sn(u) = Sup [urAn, bn-{]
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Les fonctions auxiliaires gn,(n=1,...,N); satisfont au
systéme S suivant dont la résolution détermine complétement
la ou les solutions du probléme.

g1(2) = £,(z), 2€[a;,4,]

(T1-3) g,(u) = Inf [gn_1(v) + £, (u—vﬂlsn(ujsvsin(u)] (2)

ué [bn,Bn] ) 0=2,.. N
gy(w) = M
En effet, désignons par v =‘f;(u) la fonction éventuellement

multivoque qui assure  le minimum du second membre de II—S.
Il est clair que toute suite qreeer Sy satisfaisant a

<E§n =\F; £§£+1) n=1,...,N-1
Sy=v

est solution du probléme général DII.
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II-4 : Introduction d'un opérateur de transition

Soit%f]Jopérateur qui, aux fonctions f et g respectivement
définies sur [a,b] et[e,d] , fait correspondre la fonctions h
définie sur [a+c, b+d] par

h(z) = Inf[f(x) + g(y) , xé[a,bJ,yE[c,d,]J X+y = z]
On notera
h = E?(f,[a,bl ; g9, [c,d] )
Avec cette notation, le systéme (II-S) s'écrit donc :
g,(u) = £4(w) ué[aI, AI]
I9n = &?(fn' [an’Aﬁj ’ gn-1’[bn-1’ Bn—1] )
définie sur [b ,B, ], n=2,...,N

QN(W) =M

Remarquons que 1l'opérateur %o est commutatif et associatif .
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CHAPITRE III

oo tmedontmarmprans fmmmn femd i Sompmiefnse e emaesvermp e froonfamuneimard

METHODE DE BELLMAN-KARUSH

Nous établirons dans ce chapitre, une méthode permettant d'obten:
le graphe de la fonction 9, a partir des graphes de 9,1 €t fn
lorsque les graphes de ces fonctions sont formés de segments se
raccordant.

III-1 Définition des fonctions fi

Hypothese 1 : les fonctions f£.,(i=1,...,N) sont définies et
continues dans tout l'intervalle de définition [a;.44]

Hypothése 2 : chaque fonction f., (i=1,...,N) est tabulée sur

un systeme de W(i) + 1 points fu?}de pas h? variables

W = a, ; u1 = a, + h1 ; ; uk = a, + j%: ht ; ; uw<i)~ A
s R s T 1 S T ittt i B §

t=1



- 21 =

Pour tout i, k‘varie de 0 & w(i). Cet indice placé en exposant,
permet de repérer les points du systéme. L'indice inférieur
i(i=1,...,N) désigne la fonction

Nous pouvons encore dire que chaque fonction est donnée par
une suite de segments se raccordant, chaque segment étant défini
par les coordonnées de ses extrémités.

Le k iéme segment de la fonction fi est alors défini par

k-1 k- k k ]
[(U'i‘ ' fj_ (ui ) (ui' fi (ui))
Cette structure particuliére , définie par la notion de

chaine, sera étudiée au paragraphe III-2-1

III-2 : Représentation géométrique

Considérons l'espace R et utilisons les définitions et
notations suivantes '

Un point est défini par ses coordonnées et un segment par
les coordonnées de ses extrémités. '

Si s désigne un segment et P un point alors P + S désigne
—
le segment s translaté de P

P+ [A,B] =[P + A, P + B]
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Si F est une famille de segments et P un point, alors P + F
désigne cetté\famille translatée de P,

En particulier : P + & = 4.

On considére tantdt les segments de F comme des éléments
de cet ensemble, tantdt comme des éléments de 1l'ensemble des
parties de F pour alléger 1l'exposé. ‘

On désignera par A(s) la pente du segment s

g = [kxj, Y1) ; (Xg' yg)]

Yo = ¥

2 1

*(S)ﬂz ———.
X2 - X,]

III-2-1 Chaine

Soit f une fonction dont le graphe est formé. des
segments[Ai_1, Ai] , i=1,...,P

AO et AP étant les points extrémités respectivement
a gauche et a droite du graphe de cette fonction, nous
compléterons la famillefEAi_1, Ai}{, i=1,...,P par deux
demi-droites verticales situées l'une au dessus de AO

dtextrémité A l'autre au dessus de Ap dtextrémité Ap.

O’
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Nous conviendrons que la réunion de ces segments et
de ces 2 demi-droites forme une chaine de la fonction f£.

Les points Ai’ (i=0,...,P) sont appelés points de
concours. Remarquons que ces points de concours ne sont
pas nécessairement des points anguleux.

Soient r et s deux segments consécutifs d'une chaine,
Q le point de concours commun a ces deux segments.
A<(Q+O) désigne la pente du segment situé & droite de @ ;
A (Q-0) désigne la pente du segment situé & gauche de  ;

Q est un point anguleux convexe si ¥ (@ -O)<®<’(9+O)

Q » = n " concave si & (Q-O)>0((Q +0)
Une chaine sera dite concave (resp. convexe) si tous

ses points anguleux, non compris les points extrémités de

la chaine, sont des points anguleux concaves (resp. convexes)
Soit {Ai} i=0,.,..,P une suite de points dont les

abscisses sont strictement croissantes. Cette suite permet
de définir une chaine et nous avons les relations suivantes

o((AO - O) = =0,
X(Aj_q + 0) =xX([A;_4, A;]) =% (a;-0), (i=1,...,P),

<{(AP + 0) = o0-
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IIT-2-2 : Famille de segments admissibles par rapport a un

point d'une chaine.

1y

Soit P un point appartenant a une chaine, un segment
t est dit admissible par rapport a ce point P si

X (P-0)< ¥ (t) < X (P+0)

On notera ['(P) la famille des segments admissibles
par rapport a P.

A étant une famille de segments, l'ensemble des
segments de A admissibles par rapport au point P est
l'ensemble A/\rq(P),

Si P est un point anguleux concave, 1l n'existe pas

de segment admissible par rapport a P.

IIT-2~3 : Enveloppe inférieure d'une famille de segments

Soit s un segments, désignons par W (s) sa projection
sur l'axe des abscisses. ' -
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Nous appellerons enveloppe inférieure d'une famille
*
F de segments, l'ensemble E des points (x,y ) tels que

- l'abscisse x parcourt l'ensemble projection des
segments de F sur l'axe des abscisses ;

* . .
- 1'ordonnée y , pour x fixé, est la valeur minimum
des valeurs y prises par 1l'ordonnée du point (x, v)
appartenant & un des segments de F

h x€ U woAs)
{ (x,y)€ B { SEF
y* = inf‘[ﬂy c (x,y)et, teF

Exemple

soit F = {AB, BC, Dg}

11____—_———- ' L'enveloppe inférieure de F est
l'ensemble des points des 2

segments AB et BC.
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I11-3 : L'opératewr?? sur des fonctions définies par chaines.

Soient F et G les chafnes des fonctions £ et g respecti-
vement définies sur les intervalles [a,A] et [b,B], Pi,(izo,.a.,n}
les points de concours des n segments consécutifs si,(i=1,,,o,n),
de F et Qj,(j=0,...,m), les points de concours des m segments
consécutifs tj’ (j=1,...,m) de G.

Posons

S = £s1,...,sn}
T = {t1,...,tn}

Théoreme

Soit L 1l'opérateur qui aux deux chaines F et G fait corres-—

pondre 1'enveloppe inférieure de la famille de segments.

n m '
[ ( -Uo [p, + eI TIDUC Y [ QJ_ + I Q) 5] )}
1=

j=0

F LG est une chaine deczf(f,[é,A:}; g, [b,B] ).
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ITI-3-1 Lemme 1

Si P est un point de la chaine F, Q un point de G
et P+Q un point du graphe de Z (£, [a,a]; g, [b,B] ) alors

K(P - 0)< % (Q+0) et X(q-0)¢ X(P+0)

Démontrons la premiére inégalité, la deuxiéme se
démontrant de fagon analogue.

0N

1) si P est un point extremité & gauche de F, ou Q un
point extrémité a droite, la relation est évidente.

(x, £(x))
(v, g(y))

2) sinon, posons P
Q

1l

Par hypothese P + Q est un point du graphe de
Z (e, fa,A} ; g,[b,B] ) donc

(a) £(x) + g(y) = Inf (£(t) + g(u) | agt<A, bsuxB, utt = x+y)

Supposons X (P-0)> X (Q+0)
Cette inégalité entraine qu'il existe au moins une valeur
£ strictement positive telle que
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L (p-0) = E(X) = E(x=&) ¢ (qso) = S¥rE) - 9(y)

i £

On aurait alors f£(x) - f(x=&£) > gly+ £€) - gly)
- &

Cette derniere inégalité peut encore s'écrire
£(x) + g(y) > £(x-&) + g (y+&)

Or, cette inégalité est incompatible avec la relationf(a)
donc

X (P-0) & X (Q+0)

IIT-3-2 : Lemme 2.

Soit V un point du graphe de&€(f, [a,A]; g, {b,8])
alors il existe un point P appartenant a F et un point

S

Q appartenant a G tels que

a) P +0Q v
b) soit : i) P est un point anguleux convexe de P

It

ii) Q appartient & un segment t de G et
X (P-0)€ < (t)g X(P+0)

~

oubien i) Q est un point anguleux convexe de G

ii) P appartient a s, segment de F et
X (Q-0)< < (s)g< K (Q+0)
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a) Posons (x,y) =V
¥* * . .
Soient u et t des valeurs respectives de u et t satis-
faisant aux contraintes

agugA
£ t€B
=X

et réalisant le minimum de la somme

£(u) + g(t)
* * * *
Les points P = (t , g(t )) et Q = (u, £(u))
appartiennent aux chaines G et F respectivement et nous
pouvons écrire '
V=P+Q

b) D'aprés le lemme 1

X (P-0)=X(Q+0) @
X (Q-0)< &(p+0) &

- Supposons que P soit un point anguleux concave

{(P+0)< X(P-0) (B
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Les relations @, ® , ® entrainent 1'inégalité suivante :
A(Q-0) < (P-0) < X(Q+0)
On en déduit

i) Q est un point anguleux convexe
ii) Soit s le segment situé & gauche de P, P appartient

s

a s et

% (Q-0)< % (s)g X (Q+0)

— Supposons que P soit un point anguleux convexe

X (P-0)< A(P+0) @

si «(Q+0)s X(0-0) O

Les relations () , @9 , (® entrainent la double inégalité
X (P-0)€ *%(Q-0)% %(P+0)

Donc i) P est un point anguleux convexe

ii) Soit t le segment situé a gauche de Q, Q appar-
tient a t et

X (P-0)¢ % (t)z X (P+0)
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si X(Q-0) < (Q+0) (&)
Les points P et Q sont alors tous deux convexes, i) et ii)
sont immédiatement vérifiées.

- Supposons que P ne soit pas un point anguleux. Il appar-
tient alors a 1l'intérieur d'un segment s de G et nous
avons les relations

f(P-0) = ~(P+0) =K (s) (@)
C) , ® (7 permettent d'écrire
A(Q-0)<X (s)E %(Q+0) ®

Si Q est un point anguleux convexe le lemme estdémontré
sinon la double inégalité peut &tre écrite

X (Q-0) = %(s) = A(q+0) (®

Q appartient alors a un segment r de F et

X (r) = (s)

Dans ce cas, pour tout point P, = (a,g(a)) appartenant a

s et Q= (b, £(b)) appartenant a rlvérifiant la relation
* *
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nous avons
gla) + £(b) = £(u”) + g(t")

I1 existe, alors au moins un couple P1)Q1 vérifiant
les conditions précédentes, tel que P, ou Q, soit
extrémité des segments s ou r. Nous sommes alors
ramenés a l'un des cas précédents.

Démonstration du théoréme III-3

Montrons que F étant une chaine de la fonction
f, et G une chalne de g, alors F_ G est une chaine
décrivant la.fonction€ (£, [a,A]; g, [0,8]).

a) Montrons que la projection de 1l'enveloppe inférieure
de 1l'ensemble que nous désignerons par R dans la suite

n by
(Ule, +re, U (U Loy +r ), 5]

m
i=O J:

0

Sur l'axe des abscisses est lt'intervalle [ a+b, A+3]
de définition de¥ (£, [a,A] ; g, [b, B]).
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Rappelons que r étant un segment, nous avons désigné
par or (r) la projection de ce segment sur 1l'axe des abscisses.

a; 1) U 'CU'(I‘)CEa+b, A+B]
r€ R

En effet tout point (x,y) appartenant a un segment
de R peut étre écrit

(X9Y) =<X1’ Y1) + (X21 y2)

ol (x1, y1) appartient & la chaline F
et (x2, V,) appartient & la chaline G.

or x4 appartient a 1'intervalle [a,A] et X, a [b,B] ,

£y

donc x=x, + X, appartient a [a + b, A + B]

a; 2) 1j—-uj(rlD [a+b, A+B

ré R

Soit %2 un point de l'intervalle [é+b, A+Bj et désignons
par h la fonction%?(f,[?,A]; g,[b,B] ). '
Appelons u et t des variables vérifiant les conditions
suivantes
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u € [a, al
t € [b, B]

u+t=z
£(u) + g(t) = b(z)

Le lemme 2 montre que dans l'ensemble des couples
zu, ?} remplissant ces conditions, il en existe slirement
un, soit x,y} tel que 1l'un des points (x,f(x)) ou
(v, g(y)) soit un point anguleux convexe d'une chaine,
l'autre appartenant a un segment admissible par rapport
4 ce point. Donc (x,f(x))+ (y, g(y)) est un point appar-
tenant a un segment de R. Nous en déduisons que z=Xx-y appar-

tient a l'ensemble U 7T (1)
ré R

Nous avons ainsi démontré que

U wir) = La+p, A+B |
rER

b) Pour alléger l'écriture continuons a désigner par h la

fonction ¥ (£, [a,A] ;g [b,B] ). Montrons que le graphe

de h est 1l'enveloppe inférieure de la famille R.
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Vx : x€[a+b, A+B] , Vy : (x,y)€Er, € R

= hix)s vy
11 résulte immédiatement de la construction de la
famille R, qu'il existe deux nombres X, et Xy

X, € [a,A] et XZE [b,B] tels que

X=X1+X2

H

y = £(x;) + g (%)
Par définition de 1gopérateur%?
h(x) € £(x;) + g(x,)

clest-a~-dire h(x) svy

I1 n'y a donc pas de point appartenant a des segments
de R situé au desscus du graphe de la fonction h.

¥ x, x € [a+b,A+B] ,,3y : (x,,y)E.r,, TE&
= h(x) =V
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Le point (x, h(x)) étant un point du graphe de h,
d'aprés le lemme 2 11 existe deux points P et Q tels que

(x, h(x)) = P + Q

ol P est un point anguleux convexe d'une chaine de f ou
de g et Q appartient & un segment s de l'autre chaine,
admissible par rapport & P. Le segment P + s appartient
donc & R et le point (x, h(x)) appartient alors bien

a un segment de R.

Le théoréme est alors établi.

III-3-4 : Propriétés de 1l'opérateur L

P1 L'opérateur 1 définit sur l'ensemble des chaines une loi
de composition interne associative et commutative.

Le théoreéme précédent montre que F et G étant deux
chaines,'Fi.G est aussi une chaine. Les prcpriétés d'asso-
ciativité et de commutativité se déduisent des propriétés de
1'opérateur §.

P2 Soient 2 chaines F et G. Tout point anguleux convexe de
la chaine FL G est la somme de points anguleux convexes

P et Q appartenant & F et G respectivement et satisfaisant
aux inégalités suivantes :
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X (P-0)< X(V-0) <X(v+0)< X (P+0) @

! (Q-0)< A (V-0) <X (V+0) £ {(Q+0) B

Soit V un point anguleux convexe de Fl G d'aprds le lemme 2,
il existe deux points P et Q appartenant respectivement
a F et G tels que

V=P+0Q
Montrons que ces points satisfont aux relations (1) et @

Soit Tl une chaine déterminée par deux segments contenus
dans F et ayant le point P pour point de concours.

La chaine1ﬂQ déterminée par les segments de T translatés
de Q n'a aucun point situé au-dessous des points de 1la
chaines F.LG, d'aprés la définition de l'opérateur ) . De
Plus les chainesTTQ et F1G onlen commun le point V = P+Q
convexe par rapport a la chaine FJ1G. On a donc 1les
inégalités suivantes

L(P+Q-0)<€ X (V-0)< X (V40)< X (P+Q+0)

P+QETr
Q

I
P+Q =3 Q
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La chaine ]FQ se déduisant de T par translation de Q
seulement

X(P) € X (v-0)< X (V+0) < X (P)
PE T PETT

La chatne 7T étant contenue dans F, la relation @ est
démontrée.

En utilisant une chaine formée de deux segments consécutifs
ayant le point Q pour point de concours, contenus dans G,
la méme méthode permet de démontrer la relation @

Soient deux chaines conceves F et G. Désignons par PO et
P, les extrémités de la chaine F, QO et Qm les extrémités de
la chaine G, S et T les familles des segments de F et G respec—
tivement. La chaine F A G est l'enveloppe inférieure de 1l'ensem-

ble.

{pg + P (TR, + M), T, ag + T (9 )8, Oy #P(Q A8 ¢

D'aprés le lemme 2 tout point de F1G est 1la somme de
deux points appartenant respectivement X F et G et dont l'un
ou moins est un point anguleux convexe. Or dans ce cas,

P P QO et Qm sont les seuls points anguleux convexes.

o' "n’
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I1 suffit donc pour obtenir l'ensemble des segments décri-
vant la chaine F] G, d'examiner les segments admissibles par
rapport a ces points.

Soient PO’ P1""’Pn les points de concours des segments
conséculbifs Sq1 SpreeesSy formant une chaine F, et S
l'ensemble de ces segments. L'enveloppe inférieure de
l'ensemble

no 3
(6 6o,y
1=0

est la chaline F} F.

¢ Soient PO’ P1,,,.,Pn les points anguleux tous convexes
d'une chaine F. Les points 2 Py» 2 Pyy..., 2 P sont les extré-
mités dJdes segments consécutifs formant la chaine F [ F.

Désignons par S l'ensemble des segments{%i, =750 00, %5
de la chaine F. FLF est l'enveloppe inférieure de 1'ensemble.

R ={.@O P, +F(Pi)/\ s}
i=

Appelons S:.q et S deux segments consécutifs dont le point
de concours est Pi’ i=1,...,n
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(P, S=fsi..v 51}’ i=T,.0qn
P (Pglp s = {2
et R ={?O,+ Sq1 P1 + Sq, P2 + So P3 + 52,...,P + S Pn+8n

n n-1,

or [?i’ Pi*4]= Sy i=1,...,0

“on en déduit que 2PO, 2P1,,..,2Pn sont les points de concours

de la chaine FLF.

Ce résultat peut &tre obtenu sans faire intervenir la
notion de chaine, plus généralement:

Soient N fonctions identiques, convexes,
définies sur un intervalle [é,g], alors pour z&[Na, NAJ
nous avons la relation : :

N N
7 e .
N x£(2) = Inf[ T f£(x;)| agx. <A i=1,...,N*2_ x. = 27)
.N ( T=1 i [ 1 ! / =9 1

F et G étant deux chaines convexes, F LG est une chaine for-
mée des segments de F et G mis bout & bout et rangés selon

“des pentes croissantes.



Soient F et G deux chaines convexes représentant
les fonctions f et g définies sur [a,A] et[b,B]respec—
tivement.

Soit K la chaine formée par les segments translatés
de F et de G, mis bout & bout et rangés selon des pentes
croissantes. Les points extrémités de cette chaine étant
les points

(a+b, £(a) + g(b))et (a+B , £(A) + g(B)).

W étant wn nombre donné, appartenant & l'intervalle
* *
[a+b, A+B], x et y deux nombres tels que

X" € [a,A]

y*€ [b,B]

x* + y* = W

(W, £(x) + g(v'")) €x

. _— * * )
montrons que cette répartition x , vy de W est bien une
répartition optimale.

S'il n'en était pas ainsi, il existerait une répar-u
tition X,y de l'activité W telle que 1l'on ait

(%) + gy)<E(x") + g(y™)
(III.H)
X # X"
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Supposons, pour fixer les idées, que x;>x* (s'il n'en était
pas ainsi, un raisonnement analogue pourrait &tre fait en
Prenant y et y*). Soient 84 SpreecsSy, les segments contenus
dans F, définissant une chaine ayant pour une extremités les
points (x*, f(x*)) et (x,£(x)), T4y Tpyeo.,r les segments,
contenus dans'G, définissant une chaine ayant pour extrémités
les point (y, g(y)) et (y*, g(y*)).

F et G étant convexes, nous avons les inégalités suivantes :
L (s x(8,) € v v g (s))
(2N X ()€ .o S A(x,)
Par suite
¥*
£(x) = £(x) 2% (s7)%(x-x")
»* *
g(x) = gy A (x ) x(y -y)
DU . , % *
Les segments de F situés a droite de (x , £(x ))

n'ont pas &été utilisés dans la construction de X dans l'inter-
valle [a + b, wj . On en déduit que "

A (P2 < (r)

or
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Nous pouvons donc encore écrire
¥* *
£(x) - (£) = gy) - g(y)
¥* ¥*
£(x) + g(y) =z £(x) + g(y )

Cette dernisere inégalité est en contradiction avec 1l'hypo-
thése (III.H)

La propriété P6 se généralise facilement au cas de N
chaines convexes.



CHAPITRE - IV

METHODE DIRECTE DE RESOLUTION DU PROBLEME DI

IV-1 Introduction d'un multiplicateur de Lagrange

Reprenons le probléme de la répartition optimale d'une

activité sous la forme DI. Le probléme DIII suivant lui est
équivalent.

A étant un parametre réel, déterminer

' N : N
M, = Inf (51 £ (u) - )\ui (v € Ta;.a] 4 i=1,...,N, %‘ u =)
et les systémes de valeurs {xiz, i=1,...,N, des variables
{ui}, i=1,...,N, respectivement, réalisant ce minimum.

En effet, nous pouvons écrire

N N
S (5(u) - M) = 5 £ () - Av
i=1

i=1
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et 11 est évident que toute suite [ é} i= ..,N, solution .
du probléme DIII est aussi solution du problﬁme DI et récipro-

quement. Notons aussi que

M = M1 - A W.

Considérons alors le probléme
2 A
M2 = Inf (:5’_—___1 fl(ul) - Lli lulé [ai,Ai] , 1:1,...,N)
que l'on peut encore écrire

M = %Inf (£ (ug)= Mi | € Eai'Ai])’

La suite des valeurs des variables {ﬁig , i=1,...,N,

#

solution de ce dernier probleme dépend du paramétre!\,

Désignons par K. (A), (i=1,...,N) une valeur de u,, réalisant

l’
le minimum en u; de £. (u ) ~ Ay l,(1 1,...,N), respectivement.

La suite fKi (A)},i=1,.,,,N, solution de ce probléme n'est
pas nécessairement unique, formons la somme

sk

i=1
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Cette expression est définie pour toute valeur réelle de A
et prend ses valeurs dans l'intervalle E§ ai 5§Aij . Supposons
qu'il existe une valeur AO du parametre 1
A telle que '

g‘ Kl((\o) =W

Si=1
I1 est clair qu'une telle suite rend minimum la somme
= () -0
F.o(u,) -0 W
i=1 it 0
et satisfait aussi aux contraintes du probléme DIII. Nous
~ pouvons donc énoncer le résultat suivant
Théoréme

Une condition suffisante pour dJue la suite {ki(ﬂo)},i=1?,a,,N

soit solution du probléme DI est qu'il existe une valeur AO
‘de ( telle que Ki(ao) soit solution en u de :

Inf (£;(w) -

o w \ u é [ai,Ai] )

pour i=1,...,N ,
et que la relation suivante soit vérifiée

N
;§ K (&) =



Iv=-2
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On en déduit immédiatement une #&thode de résolution du
probléme DI : ajuster la valeur du paramétre;\de fagon
a vérifier la relation

N
Z K (d) =w
1

Application aux fonctions convexes

Précédemment nous n'avons fait aucune hypothése sur les
fonctions fi’ nous supposons maintenant que ces fonctions sont
strictement convexes, pourvues de dérivées premidres et

secondes continues.

Pour i=1,...,N, dans 1l'intervalle [ai,Ai] le minimum en
u de la fonction

est obtenu pour

a; si A sf'i(ai)

x si 3 x, xé]ai,Ai[
f'i(x) :i\o

Nous pouvons alors énoncer le coreilaire suivant
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Corollaire
Une condition suffisante pour qu'une suite
gxij, i=1,...,N, telle que :

x; € [ai,Ai] , (i=1,...,N)

N
=z X; =W
1
soit solution du probléme, est qu'il existe une valeur f\O
telle que pour i = 1,...,N
f'i(xi) > 4() six; = a;

f'i(xi)észo si x, = Ai

f'i(xi) =d_ si x; € Tag,A L

Montrons que la méthode précédente fournit une seule

solution et que cette solution est 1l'unique solution du probléme

i

Posons : 41 Inf (f'i(ai)l i=1,...,N)

I

Az

2t S |
Ssup (£ i(Ai)! i=1,...,N)

Il existe une valeur unique 4 de4 appartenant & l'intervalle
[A1, ] auquel correspond une sulte unique de fonction X ()

telle que

> ©. (A
iza Ki( O) - W= 0
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Pour i=1,...,N, la fonction f'i(u) —/\ est une fonction
continue strictement croissante par rapport a u, définie sur
[ai,Ai] et a valeurs dans R. Il en résulte que la fonction
Ki(A) est une fonction continue, définie dans R et a valeurs
dans [a;,A 7.

Remarquons que Kici) est strictement croissante par

rapport a & dans [f'i(ai), f'i(Ail], par suite la somme
%% KiOQ) est wune fonction strictement croissante def49 pour«\
1 N

appartenant a ):A1, /\12], depuis .:,:Ki(n)1) = *E: a,
. N N 1 1
Jusqu-aZKv({\ ) = A

7 1 2 1

Cette méthode fournit donc bien une répartition de 1l'acti-

- 2z Y N .
vité W, pour W appartenant a[%{ ai, = Ai_] et 11 y a une seule
valeur deAd dans 1'intervalle L 1

(A4, ,sztelle que
N
= Ki(J) -W=0
i=1

I1 reste a montrer que le probléme & une seule solution ;
or il est clair que l'on a la condition suivante

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite

{XiS’ i=1,...,N, soit solution unique du probléme DI est que,

by

pour toute suite & &léments non nuls {S{},i:?,“.o,N»
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telle que

N _
> Si =0
1
= . =
Sl - 0 s1 xl al
i=1, «,N
<7 = .
Si.\ 0 si Xy A:L

L'inégalité suivante soit vérifiée

N N
(IV-A) > £(x +8))> 5 £.(x;)
i1 1

Désignons par gxi}, i=1,...,N, la suite solution du

o

probleéme DI et montrons que cette condition est vérifide.

Les hypotheéses faites assurent l'existence d'une suite
éjé@_} ,J =1,...,N, dont tous les éléments vérifient la
double inégalité ’

telle que pour i=1,...,N on ait
2
— | "
fi(xi +8;) = fi(xi) + f i(xi) Sy + —5— £Ui(xg + 5 S;)



(IV-A) peut alors &tre écrite :

N
3 3= 2
Z f'i(xj-) Si* 3 va,si gy (g + ég §;)> 0.
1 j_;: i

f'i(x) étant strictement positive, pour tout X appartenant
é[ai, A;], on a :

N 2
i=1

Montrons alors que la relation suivante est vérifiée

; (xi) s; 20. (1v-B)

o
3
i

Soient $§;); i=1,...,N les vecteurs de base deTRN. Les suites
fsi{, i=1,...,N remplissant les conditions

N
1
si?ao si x5 = a4, i=1,...,N
Siéo Si Xi = Ai, i=1'o.-’N
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Définissent un céne " dans R" que 1'on peut écrire ,f7:TW4[7'

en désignant par :

-J 1'ensemble des indices j pour lesquels xj = aj

- K 1l'ensemble des indices j pour lesquels xj = Aj

N
- T 1'hyperplan défini par 1'équation : Zi.Si = 0.
1

— ity .
— - -‘ _.: -
- q le cbne {3 r<ey, <§> 20, 153 ; <ei,5>50, i€ Kj

' La relation (1Iv-B) sifytifie que le vecteur F ainsi
défini ‘

1y )
{
!
\

=,

£1, (%)

appartient a l'orthogonal du cbne M . Les vecteurs appartenant
au cbne orthogonal de P1 sont de la forme :

< T.A - Z e A,

iegy 1 1 iex

Aiao pour i€ JVK,
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Soit F un vecteur orthogonal au cdne ™, il peut donc &tre
écrit '

N —_——
- - .. . .
F = A 1+ Z Al ' Il(xi) €
O . __1
ol : 1 désigne le vecteur suivant de =

1

— 1

°

{ii(x1£ , 1=1,...,N est une suite dt'indicateurs

-1 si X = Ai
Ii(x) = 0 si x 5;]ai,Ai[
1 sl X = a;

: Ai‘Z—O pour i =1,...,N

; AO quelconque

Soit encore e

f'i(xi) = AO + Ai Ii(xi)-,1=1,...,N
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Il est alors équivalent d'écrire

f'i(xi);AO pour 1ié&]J
R 1, (xy) 5,% " iEX i=1,...,N
£ (%) =AO n i¢J UK

Cette condition (IV-C) est donc équivalente & la condition
(IV-B) ; on sait que la suite‘{kig, i=1,...,N fournie par 1le
corollaire vérifie (IV-C). Cette suite est donc bien l'unique
solution du probléme.
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CHAPITRE~-V

PROBLEME GENERAL CONTINU

Enoncé du probleme CI

Soient

un intervalle donné [TO, T£1,TO étant strictement inférieur
a T,

une constante donnée W ;

Y(t,v) uwne fonction donnée a valeurs réelles, continue par
rapport au couple (t,v) ;

“a(t) et b(t), deux fonctions données, définies sur [?O,Ta R

continues, a valeurs réelles et telles que a(t) soit strictement
inférieure & b(t) pour tout t appartenant éﬂ]TO,vT1C .

Déterminer la ou les Ffonctions v(t) sur ETO, T{}, telles que



- 56 -

1) v(t) soit continue par morceaux, c'est-a-dire n'admette qu'un
nombre fini de discontinuités de premiére espéce et que de
plus, entre deux points de discontinuités, la relation suivante
soit vérifiée

a(t) €v(t)< b(t)

2) on ait la relation :

Ty

v(t) dt = W

3) L'intégrale

T, |
J(v) z‘f Y (t,v) dt
To

soit minimum pour les fonctions v satisfaisant a 1) et 2).

On désignera par () la famille des fonctions Vv satisfaisant
aux conditions 1) et 2).

Toute fonction v de la famille (i, représente une répartition
de 1l'activité W sur l'intervalle [TO, T1]‘, L'effort associé a
cette répartition est évaluée par l'inte jrale J(v). (@ est
appelé ensemble des répartitions ou commandes admissibles.
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Dans toute 1la suite, nous supposerons que cet ensemble n'est pas
. *

vide. Une repartltlon Vv appartenant a @ sera dite optimale, si

elle rend minimum 1! intégrale J(v), c'est-a-dire si

¥*
J(v) = Inf(J(v) |v € @)
Sous forme condensée, ce probléme peut étre écrit

déterminer v(t) et M solution de

T | Ty
M = Inf (L Lf(t,v(t)) dt ’a(t) £ v(t)sb(t), te L'TO,T,'];;T v(t)dt = w)
0 0

Notons qu'il est équivalent d'écrire, en posant
1..

~

s(t) = J, v(x) dx
To

Déterminer s(t) et M solution de

M = Inf(S Lf(t s'(t))dt‘ a(t)<s' ()€ b(t), tE[T T,

s(TO) = 0, s(T1) = W),
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Nous montrons dans ce chapitre qu'un autre type classique de
probléme de gestion de stock peut, dans certains cas, étre ramené

4 ce formalisme. Il est clair que ce résultat pourrait &tre appliqué
au probleme sous sa version discrete.

Dans les chapitres suivants, nous supposons tout d'abord la fonction
W (t,v) continuement dérivable par rapport a t et le domaine de
variation de la répartition v uniformément borné (nous montrons dans

la suite que le probleme CI se ramene a ce dernier cas par un changement
de variable) et appliquons la méthode de PONTRYAGIN ( [17] ).

Nous supposons ensuite la fonctiontf(t,v) pourvues de dérivées
premiéres et secondes continues par rapport a t et d'une dérivée premieére
continue par rapport & v. Nous considérons alors le probléme CI comme
un cas particulier du probléme de BOLZA ( [Blet {71). Des conditions
nécessaires que doit vérifier toute solution a ce dernier probleme, nous
en déduisons des conditions nécessaires généralisant l'emploi de la
méthode de PONTRYAGIN & notre probléme ol le domaine de variation de

la commande n'est pas borné de fagon uniforme.

Sans faire dthypothése supplémentaire sur la fonction q(t,v) nous
avons cherché une condition suffisante pour qu'une fonction soit solution
du probléme en utilisant la méme méthode que dans la version discrete.
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Pour obtenir des algorithmes faciles a programmer et donnant
des résultats numériques précis, nous avons étudié en détail,
le cas ou la fonction Y (v) est strictement convexe par rapport
4 v, le probléme ayant alors une solution unique.

Un probléme dégénéré,

La famille (4 des fonctions v représentant les répartitions
admissibles, sur l'intervalle [TO’TTJ de 1l'activité w, W

A

appartenant a l'intervalle

T T
L jTo a(t) dt, JT b(t) dtj

0
est définie par :

a(t) <v(t)=b(t), té[TO,T.I]
T

1
<J' v(t) dt = W.
To

La seconde contrainte indique que toute l'activité W doit étre
répartie. Montrons que moyennant certaines conditions sur la
fonction.f(t,v) le cas ou cette contrainte est remplacée par

T
S v(t) dtg .

To
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peut &tre ramené & un probléme de répartition optimale d'activiteé.

Considérons donc le probléme CII suivant :

déterminer v(t) sur [TO'TTJ , solution de

T1 ! A]

Inf‘(f L?(t,v) dt ) a(t)s v(t) <b(t), teL‘I‘O,TJ ;o v(t) dtgW).
TO 'I'O
Nous supposerons qu'il existe une fonction c(t) vérifiant

la double inégalité

a(t)<c(t)<b(t), ¥ te [1,,T,]

telle que quelque soit t.appartenant a ETO,T1] , la fonction .
(f(t,v), comme fonction de v, soit non croissante sur [a(t), c(tX]
et strictement croissante sur [c(t), b(t)].

Désignons par (Lla famille des fonctions v sur [T,,T.],
continues par morceaux, vérifiant les relations suivantes

a(t)<v(t)=b(t), t é[TO,T,,]

T,
g v(t) dt < W.

To
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Nous supposerons que I n'est pas vide et désignerons par(ze
la famille

., T T
a’ ={v € a,j 1 v(t) dt = Inf (w,51 c(t) dt}
T

0 To

est solution du probléme Inf (J(v)‘ vEQR).

Théoréme : Toute solution du probléme Inf(J(v>"v€ ar)

Soit V(t) une solution au probléme C II et ?(t) une fonction
définie sur ETO,T1] ; sauf pour les valeurs de t pour laquelle
v(t) n'est pas définie, par

V(t) = me(T(t), c(r)

D'aprés les hypothéses faites sur la fonction(f(t,v)g il est
clair que la relation suivante est vérifiée pPresque partout

A\ —
Y (t, () <Y(e, V()
or'@ appartient a la famille &, c'est donc aussi une solution™
du probléme C II. De plus'@‘appartient a la famille des fonctions
V continues par morceaux Ssur [TO, T1] vérifiant les relations
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a(t)gvl(t)=b(t), t € [Ty, T,]

T1 T1
v(t) dt< Inf (w,) c(t) dt)
To To

Soit EL cette famille de fonctions.

Ceci raméne donc la recherche de la répartition optimale, pour
t appartenant & [Ty, T4], & l'intervalle [a(t), <(t)], inter-
valle dans lequel 1la fonction‘f(t,v) est non croissante. par
rapport a v. Il est alors évident que pour toute fonction v
appartenant a0 » 11 existe une fonction v* appartenant a o
tel que 1l'on ait

T -T
{ " gee, vx(e)) ar< {7 g (e v(e) .
TO TO

Nous pouvons donc écrire la relation suivante
T

T, 1
L((t,v*(t)) dt =S (f(t, (t)) dt
To To

Par suite, toute solution du probléme de répartition optimale
dtactivité :

T,
Inf S §(t, v(t)) dt ‘ a(t)=sv(t) <c(t),
fo T 1
t Ei[fO’Ti] : S v(t) dt = Inf(wij W(C(t))
To To

est solution du probléme C II.
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METHODE DE PONTRYAGIN

VI-1 Application de la méthode de PONTRYAGIN

Supposons que la fonction q(t,v) soit continfiment dérivable
par rapport a t et que le domaine de variation de la répartition
v ne dépende pas de t, c'est & dire que les fonctions & et b
de la condition 1) soient de la forme

a(t) = ag
b(t) = by ou a8y €t b, sont des constantes
3y < Dby

Nous pouvons alors appliquer la méthode de PONTRYAGIN.
Considérons la fonction

HELY, YY) = v - Y(t,v)
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Cette fonction H, Yet t étant fixée, atteint son maximum
sur l'intervalle féo, bO] pour une valeur de v, fonction de
\f et de t ; soit X(t,¥) cette valeur.

Pour toute solution v(t) du probléme C I avec les hypothéses
restrictives précédentes, il existe une fonction W (t) continue
sur [?O,T1] , telle que s(t), v(t), Y(t) soient solutions
du systéme différentiel suivant

(Se¥® =0
= s(8) = v(t)
1\ v(t) = K(t,\{/)v |
s(Tg) = O
\ s(T1) =W

supposons la fonction K univoque ; on est alors en présence
d'un systéme ol les équations différentielles enyet t sont
trés simples, mais ol les conditions sont des conditions aux
limites.

Ce systéme peut-&tre résolu numériquement par une "méthode
he " ~ A P
de tir, Les hypothéses précédentes permettent encore d'énoncer
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ce théoréme sous la forme suivante

Une condition nécessaire pour qu'une fonction v(t) soit
solution du probléme précédent est qu'il existe une constante
&VO telle que

v(t) = x(t, ¥y) ;
T

( v(t) dt = W ;

To

VI-2 : Réduction du probléme C-I

Pour ramener le probléme C I au probléme précédsnt oy 1la
commande v(t) appartient & un domaine uniformément borné, on
effectuera le changement de variable suivant

La différence b(t) - a(t) est strictement positive dans
tout 1l'intervalle ]TO»T1E . Considérons alors la fonction A
définie dans [TO,le par

' t
VI-A A (t) =j (b(y) - a(y)) dy

T

0



Cette fonction est strictement croissante de 0 al= A(T ) ’
elle admet donc une fonction inverse t(A)

Posons

t(A)
VI-B w(d) = 5 (v(y) - a(y)) ay

To

La dérivée par rapport é)ude cette fonction est

T W) = () - ae(d) L e
v(t) - a(t)
b(t) - a(t)

On peut alors écrire :
VI-C  v(t) = (b(t) - a(t)) —x uA) + a(t)

Effectuons alors la substitution de 1la variable v(t) par
u(A(t)) La condition

a(t)<v(t) b(t)
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est équivalente a
0gox ) g

La condition
T

g ! v(t) dt = W
T

0

est remplacée, d'aprés VI-A, par :

{u(o) =0

u(-h—) = W1
T

En posant W, = W —'jT a(t) dt. D'autre part en effectuant
0

le changement de variable défini par VI-A et VI-C l'intégrale

T
(1 (f(t,v) dt

Tg

peut étre écrite

A
5 $ (A, < =) a\

0
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On est alors ramené au probléme suivant

déterminer la ou les fonctions u(d) sur 1'intervalle [Q,A,]

solution de

W= 1ne <§A¢<A, S ) | og g, wo) = o) = W
0 . | |

Ce probléme peut &tre résolu par la méthode de PONTRYAGIN ;
on en déduit ensuite la solution de C I puisque

m=m

et que v(t) s'obtient a partir de u@\) par VI-C
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CHAPITRE VII

o s s et e o e . e et e, s ! e g s g vt s S

METHODE VARIATIONNELLE

Nous supposerons dang ce chapitre que la fonction Lf(t;v)
admet des dérivées premiéres et secondes continues par rapport a t,
une dérivée premiére continue par rapport & v, et les fonctions a(t)
et b(t) pourvues de dérivées premiéres et secondes continues.

VII-1 Conditions nécessaires

* : ) e *
Soient v une répartition optimale de l'activité W, S
* .
le graphe de la fonction s définie sur [TO, T1] par

* t *
s (t) = 5 v (t) dt
T

0

et H la fonction :

H(trvteota) :@O tf(t,V) +5V
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ou 6% et @ sont deux variables auxiliaires i valeurs réelles.
Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1

Il existe un couple de constantes (66,6% tel que 66 = 0
et que le couple (é%,éﬁ ne soit pas nul et un couple de fonction
(%1(t),’u 2(t)) a valeurs négatives ou nulles, définies et

continues sur [TO,T1] , sauf peut &tre pour des valeurs de t

. * .
correspondants aux points anguleux de S ou elles possédent des
limites a droite et & gauche respectivement égales tels que les

. . . Y e ez *
relations suivantes soient vérifiées le long de S

VII-A c90 é% Y (t,v) +Ox N,y (t) - 722(t) = 0
viz-B T, (t). (v(t) - a(t)) =0

0

i

VII-C ’722 (£) (b(t) - v(t))

24 2 * * * .
Pour tout élément (t,s , v ) de S et toutYappartenant a
ltintervallef(a,t), b(t)]

*
VII-D H(t, v, 30,9).;}1 (t, v ,050
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Nous déduirons la démonstration de ce théoreéme a partir
du probléme de BOLZA ; Auparavant, il est nécessaire de modifier
un peu le probléme, pour n'avoir que des contraintes écrites
sous forme d'égalités

La double inégalité
a(t) g v(t)=b(t)
peut étre écrite sous la forme suivante :

c(t,v) =0
c,(t 7}=z0

en posant

o (t,v) = v - a(t)

c, (t,v) = b(t) - v

Nous emploierons la méme méthode que VALENTINE ([183) et
introduirons deux fonctions zq(t) et zz(t)‘solutiQn des
équations différentielles suivantes :

r

W(t) - a(t) ; 2,(T5) = 0 ; 2,(T,) =

|
fas)

il

(z7,(t))?

- ~

b(t) = v(t) ; zy(7

i

(z1,(£))? =05 z(1,) = P
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ou P1 et fzvsont des paramétres réels. Le probleme C I , sous
forme condensée, peut alors s'écrire

déterminer s(t), z1(t), zg(t) et M solutions de

) 2t 20, (t,s') s(Tg)=0  s(T )=V
M = Inf (S V(s (1)) at | > 521(To>=0}rz1(T1)=f1)
oo f “'g =Gp(ths") 2,(Tp)=0  2,(T,)=F,

VII-2 Enoncé du probléme de BOLZA.

Le probléme de BOLZA a été étudié, en particulier par le
groupe BLISS, GRAVES, REID, Mc SHANE, HESTENES. Les théorémes
qui suivent sont ceux exposés par BERKOVITZ ([ 57 ) et démon-
trés dans BLISS (L[6] ) et Mc SHANE ( [16] ).

Déterminer un arc (x(t), y(t), z(t)) sur l'intervalle donné
[TO,T1] tel que :

1) x(t), v(t), z(t) sont des vecteurs appartenant aTR"®, R™, R"
respectivement, dont nous noterons les composantes

X1(t) Y»}(t) fZ,‘(t)
x, (1) S I eeS

* . - L]

Y

x, () y, () 2,(t)
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Ces fonctions pourvues de dérivées premiéres et secondes définies
presque partout et ntayant qu'un nombre fini de discontinuités
de premiére espece sont solutions du systeme différentiel suivant

Gi(t,x,y') - x', =0, (i=1,...,n)
to .
Rj(t,x,y‘) - Z'\j = 0, (J:1)"‘ir)
ou les fonctions Gi,(i=1,..,,n) et Rj,(j=1,...,r) sont des fonctions
données continues et pourvue de dérivées premiéres et secondes conti-
nues par rapport a t,x,y' et sont indépendantes. Sous forme vegto-
rielle nous écrirons ce systéeme de la fagon suivante :

G(t,x,y') - x' =0
R(t,x,y') - 212 = 0

Les conditions aux limites pour ce systéme sont les suivantes

1

X(TO) = 0 ; X(T1) = X
y(Tg) =0 ; y(ry) =T
z(TO) =0 ; 2(Ty) =f

x‘ est un vecteur donné de 1Rn,TT et‘f des vecteurs de TRm et 1Rr

respectivement et dont les composantes sont des parameétres réels.
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2) (x(t), y(t),z(t)),satisfaisant a 12’minimise 1'intégrale

T

£(t,x,y') dt

ou f est une fonction continue, a dérivée premiére et secondes
continues par rapport a t et a x.

I1 s'agit ici d'un énoncé simplifié par rapport a celui
exposé par BERKOVITZ ou T, et X(T1) sont supposés appartenir a
un domaine donné.

Pour énoncer les conditions nécessaires que doit vérifier
toute solution au probléme de BOLZA, nous utiliserons les nota-
tions suivantes

X étant un vecteur de TRP, on désigne par T le vecteur
transposé de x.

F étant une application de TRP dans TR on désigne par

) P
?%; F le vecteur colonne gradient de F par rapport au vecteup~xde’R

F étant une application de TRP dans TRq, on désigne par

4 F(x) la matrice dont les lignes sont formées du gradient de

dx chaque composante de F par rapport a x.
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VII-3 Conditions nécessaires du probléme de BOLZA.

Théoréme 2

* . . *
Soit X wun arc solution au probléme de BOLZA. Le long de X ,
nous avons les conditions nécessaires suivantes

- Il existe une constante,\o positive, un vecteur de TR" A
et un vecteur de TR 4(t) tels que le vecteur de 7Rn+r+1

Ao
A(t)
AL t)

ne soit jamais nul et que A(t) et ,«(t) soient continues sur [TO’T1]
sauf peut étre pour des valeurs de t correspondant aux points

¥* . . . . N .
anguleux de X . En ces points d'abscisse t, les limites & droite

Y

de ces fonctions sont égales a leurs limites & gauche respectivement.
De plus, -la fonction F ainsi définie

P(t,%,y,2,x' Ag ) = A f + A (ex) + g (rez?)

satisfait aux conditions suivantes le long de K




*
- entre deux points anguleux de K

d 2 o
< 2 r= 2 7
dt  ox! Ix
d J P
< L r= Z F
dt By' "ay
4 2 .. 2,
dat ery Jdz

. ) 2 J
- En un point anguleux de X , 5%T F, =l F,. A F et

F - x',é%T F - Y',égT F—z[ﬁggT F ont des limites définies, 1les

a

limites a droites étant égales aux limites a gauche respectivement.

y =0
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Théoréme_de WEIERSTRASS

Pour tout (t, X1 Y12, Xv, Y', z') dlfferent de (t,x,vy,z, X',
y',z') de K et satisfaisant aux équations du 1) de 1 enonce
du probleme de BOLZA, ¢ étant une fonction définie par

&(t,x,y,Z,X' ’y' 7Z'7X'DY' ’Z' ’A O'A, /z)

F (t,x,y,z,X',Y',Z", Aoi(\ 12 ) - F (t,X,y,AZ,X',Y',Z', onA 1/?)

t o £

(X'—X') °G—}ZTF— ..t(z_z )-__Q__

Y'-y')35§; F ST

30
e

,é@;.p,,jék-F,ﬂséQ F sont évaluées au point (t,x,y,z,x',y',z',A O’A’4

la relation suivante est vérifiée

8(t1X9Y9ZyX'9Y' y 2, XYY, » ’\ O:A :/2)7/0

'S By Y,

2

LY
O
LK}
o
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Solution du systéme linéaire

(5% G)eF-I4=0
g—a-% R)o/2 -2 A =0

ou I est une matrice identité d'ordre ryxr et A une matrice diagonale
dtordre rxr ¢

La relation suivante est vérifiée :

" 92 r 2
t*%xég F)o(+f/3(5;,_'.§ F)f3 - 2 ?ixfi § =0

Normalité

I1 peut exister plusieurs triplets de multiplicateurs
O\O,A ;% ) satisfaisant le théoréme précédent. On dit que la
courbe K* est normale s'il n'existe aucun triplet tel que Ao
soit nul. Dans ce cas, on peut choisirz\o égal a 1 ; Ce choix
étant fait; on montre qu'il existe un seul triplet (1,4//€)
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satisfaisant au probléme. Si la courbe K* n*test pas normale, il
n'y a alors pas de courbes au voisinage de K* satisfaisant les
contraintes. Des conditions nécessaires et suffisantes de nor-
malité pour le probléme de BOLZA sont donnés en référence (C&3IBLISS)

VII-4 Retour au probléme.

Le probléeme que nous nous proposons de réscudre peut étre
formulé ainsi, en utilisant les notations du probleme de BOLZA.

Déterminer x(t), y(t), z1(t), zz(t) et M solution de

x(TO)zo X(T1)=W

Ty yimxt =0 y(Ty)=0 y(T,)=TT
M = Inf (J F(t,y'(t)) dt c,](t,y')—-z',lzzo ;

T 2 2 (T()=0 2, (Ty)= £,

0 c2(t,y')—z'2 =0

ZQ(TO):O 21(T1):f92

2

Les fonctions y'-x', c,](t,y')—-z'1 , Ca(t,y')~z'22 sont indépendantes.

En effet la matrice jacobienne. de ces fonctions s'écrit

1 -1 0 0
1 0 ~-22'1 O
-1 0 0 -2z!
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Nous avons supposé a(t)« b(t) dans l'intervalle [TO,T1] , cela
entraine que z'1(t) est différent de z'g(t) dans cet intervalle.
Cette matrice est bien de rang 3 dans 1l'intervalle [TO,T1] .

Les hypothéses du probléme de BOLZA sont alors toutes
vérifiées et nous pouvons appliquer le théoréme.

Démonstration du théoréme 1 & partir des conditions nécessaires
du probléeme de BOLZA.

La fonction F est réduite &

Abf (6,y1) +Alyr=x) +4 (C(t,y") - 2,%) +4,(c (t,y") - 21,2

o .
Identifions 56 avec Ao,c9avectx, W1 avec -4, et &5 avec 4, .

La condition.Ac);>C)assure 6%.;;0. La premiére relation du théoréme
d'EULER-LAGRANGE s'écrit :

4 At) =0
dat

C . ' * - .
La continuité le A(t) entre les points anguleux de K et la relatio
. * .
de WEIERSTRASS-ERDMANN aux points anguleux de X nous assure de
l'existence d'une constante/\ .
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Remarquons ici que la fonction H est continue le long de

Sf, En effet en tout point de K*
_ J - Jd o ) _ 2
H—F—X'j—}—{—,—F y'?y. F Z'Vé‘i"] F z'g,é—i-,—QF

et ce second membre est une fonction continue. La deuxiéme rela-—
tion du théoréme d'EULER-LAGRANGE s'écrit

a 2 _
It Ssyr F=0

et <2 F =Q

DY fy| (t,y") +(\+/71 _’,/t%.

0

Toujours d'aprés la relation de WEIERSTRASS—ERDMANN,iS%L F est
* 7 .
continue le long de K ; De plus, au point extrémité d'abscisse T1

* : . . .
de K , nous avons la condition de transversalité suivante :

o _
Syr =0

puisque y(T1) =1, Ceci justifie larelation VII-A

AO fy| (tvyl) +A+/‘(1 —--"'Qz = Q

Les relation VII-B et VII-C se démontrent de fagon analogue
en utilisant les mémes résultats on obtient :

’
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Etant donné que
Z'»] = C1 (t7Y')

z' Cyo(t,y")

N
Il

on peut encore écrire
A, (t).cq (ty') =0
Alg(t)ocg (t,y') =0

I1 est clair que

* ) 9 "’9 '} ':) 1 9 \
H(t7Y' ,AO'(\)=F—X’D—5{_'—F_Y"§}—7_‘—FZ1F1 Feg 2’9_2_'_2 E

H (t,Y',f\O,A ) = F-X!—§L Py 2 F—Z'ﬁ§%¥ F—Z'Z$§;

On voit alors que. la relation VII-D n'est qu'une écriture diffé-
rente du théoréme de WEIERSTRASS.

v Conservons les notations du probleme de BOLZA, pour montrer
que (AO,¢§(t)) ne s'annule jamais le long de K. En effet si,
pour une valeur t appartenant éjJTO,T1E., le vecteur(A(ye\(t))
était nul, les relations VII-A, VII-B et VII-D déja démontrées
stécriraient
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A (1) -4, (x) = o,

]
(@]

M (0 . Caltyyt)

/[/2(1:) ° Cg(try')

i
@)

La seule solution de ¢€ systéme serait alors
A, (t) =4, (t) = o.

Ce qui est impossible puisque le vecteur (Ao,r\(t), /%(t), /5(t))
ne s'annule jamais le long de K*.

Les fonctions/l1 et,Aé sont a valeurs négatives ou nulles
ce résultat se déduit du théoréme de CLEBSCH. En effet le systéeme
linéaire de ce théoréme s'écrit

.
’

PB-X=0
/3-22'1}(1=o

it
O

-5~ 2 z'y ¥
On sait que z', et z', ne peuvent étre nuls en méme temps

dans 1Ty, T4C . Si C1(t,y') est différent de zéro, alors-43
est nul puisqu'on a

A, (t) . cy(t,y') = o.
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Si C1(t,y') est égal a zéro, alors z', est nul ; cela résulte
de la définition de la fonction z,. Le systeme linéaire précé-
dent montre alors que/8est nul ainsi que‘gé, On peut prendre gﬂ
égal a 1 et la relation de CLEBSCH s'écrit

A,(t) =0

¥*
De fagon analogue on montre quezéé(t)fg(), le long de X .

Lorsque le domaine de variation de la commande v ne
dépend pas de t, les équations (VII-A,B,C,D) sont tout & fait
équivalentes au principe du maximum de PONTRYAGIN. Les résultats
auraient été identiques si 1la constante¢90 avait été prise
égale & -1. Le minimum H du probléme serait alors le maximum
de Hdans la méthode de PONTRYAGIN.

Le théoréme donnant les conditions que doit vérifier
toute solution au probleme de BOLZA, montre que 1l'on pourrait
aussi résoudre un probléme de répartition optimale d'activite
moins restreint que celui envisagé, ol la répartition se ferait
dans un espace a plusieurs dimension au lieu d'une dans le cas
présent, ou le domaine de variation des activités dépendrait non
seulement de t, mais encore de l'activité déja répartie dans
1'intervalle ETO,'tj .
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VII-5 Corollaire

I désignant un intervalle contenu dans ETO,T1] » Si
en tout point t appartenant & I, on a :

v(t)

a(t) alors &q Lf\',(t,v(f:))i-&’:,»,o

p(t) " Gy Y (e, ML)rB< o
I Lol
€la(t),p(t) G Yolt, )+ 8= 0
Ce corollaire résulte immédiatement des relations
(VII-A,B,C) et de ce qwaﬁ&(t) et ﬁz(t) sont des fonctions a

valeurs négatives ou nulles.

Application au cas d'une fonction‘f(t,v) convexe.

Supposons la fonction %(t,v) strictement convexe par
rapport & v et cherchons & déterminer une fonction v(t) solution
du probleéme CI.

Nous pouvons supposer¢§b différent de 0, s'il n'en
était pas ainsi la solution serait évidenteet consisterait a
suivre l'une des contraintes sur tout [Tg» T47- On peut donc
prendre &0 égal a un.
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Soit X(t,0) la fonction continue par morceaux sur
Lry,T,] ainsi définie :

]

a) si ! (t,a(t)) + &z0 alors K(t, &) a(t)

it

b) si ! (t,p(t)) +Fs0 v v =D(t)

¢) sinon k(, @) est ltunique racine de 1l'équation en v :

LP’v(t,v) +@=0

a(t) «v <b(t)

Cette fonction K(t, &) vérifie les conditions nécessaires
du théoréme 1. Au chapitre suivant nous donnerons une condition

suffisante que doit vérifier cette fonction pour &tre sclution
du probléme CI.
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CHAPITRE - VIII

METHODE DIRECTE DE. RESOLUTION

DU PROBLEME CI

VIII-1 Introduction d'un multiplicateur de Lagrange

Reprenons le probleme général CI.

Déterminer v(t) et M, solution de
T

_ /T - T
M, = Tagf f (e, v(t)) at | a(t)g v(t)eb(t), S v(t) dt = w]
T, TE b €Ty 7,

Le probléme C-III suivant, lui est équivalent
Déterminer v(t) et M, solution de

T
M, = Inf,;[f‘( ‘f (t,v(t)) + )\v(t)) dt , a(t)=<v(t)gb(t),
T ,
0

T

1
GStST,; S v(t) dt = w]
To
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I1 est évident que toute fonction v(t) solution de 1'un
des deux problemes est aussi solution de ltautre et que

La fonction v(t) sur CTO,T13 , solution de ce dernier
probléme C III dépend du paramétre )\ . Désignons par K(t,A ) la
valeur de v(t) pour t fixé, comprise entre a(t) et b(t), réali-

. sant le minimum de

Y (t,v(t)) +Av(t)

A une valeur du parametre A peuvent correspondre plu-
sieurs valeurs K(t, )\ ). Supposons qu'il existe une valeur)\O
du paramétre \ & laquelle correspond K(t,ACQ telle que

T1
K(t, ho) dt = W

Il est clair qu'une telle fonction est solution du probléme C III
puisqu'elle rend minimum l'expression
T

,' ’ .
/ (f (c,v(e)) +p,v(t)) at
T

0

et satisfait aux contraintes.
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Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant

Théoréme : une condition suffisante pour g'une fonction v(t)

telle que X(t, ), solution ca v de

me (P(e,v) +dv) | a(t)svsn(t))

pour t appartenant a l'intervalle [TO,T%], vérifie la relation

suivante :

T

1
/ K(t,A) dt = W

To

VIII-2 Application au cas d'un fonction‘f)(t,v) convexe.

Supposons de pluskf(t,v) strictement convexe par rapport
v, pourvues de dérivées premiéres et secondes continues par rapport
t, & dérivée premiére continue par rapport a v. Le minimum en
de la fonction\F(t,v) + AV est alors obtenu pour

/
a(t) si \Fv(t,a(t)) +>\?» 0
K(t,}\) = b(t) si \f;(t,b(t)) + )sg 0

u si ‘3 u s ug ]a(t), b(t)[:, solution de
l'équation\f:,(t,u) +A= 0.
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Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant

Une condition suffisante pour qu'une fonction K(t,h),

définie pour t appartenant éETO,T1] par

a(t) si \]D:,(t, a(t)) + Ay o
K(t, N) = b(t) si Y. (t, b(£)) + A €0

u si 3 u: ué€ ]a(t), b(t)L
solution de‘f;(t,u)-+) = 0

soit solution du probléme est qu'il existe une valeur AO de )‘
telle que

T

1
/ K(t, A ) dt = w

To

Remarque. Nous avons déja montré, au chapitre précédent, que
cette condition était aussi une condition nécessaire.
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Posons

: 1
W, =j a(t) a4t ; W, =/ b(t) dt
T

A,
Ao

It

~sup ( f (b)) | te [751) )

- Inf ( ‘f’v(t,a(t)) l te [To’TJ )

]

Montrons qu'il existe une valeur unique )\O de?\ appar-

tenant a l'intervalle[}w ,’)\2] auquel correspond une fonction
unique XK(t, A) telle que

T

/1 K(t,\) dt =W =0
T

0
En effet, pour tout t fixéappartenant a l'intervalle
]TO’T1[ , \f';(tyv) +A est, par rapport a v, définie sur[a(t), b(tﬂ ,
continue,strictement croissante et & valeur dans R. Par suite, K(t, A dest
continue et strictement croissante pour A appartenant e‘i[)\1 , )2']
depuis W, jusqu'a wgo Posons

T4

F(A) z/ K(t,A) dt

To
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F()) est donc une fonction strictement croissante de)\, dans
1'intervalle [}\1, Al -

La condition énoncée dans le corollaire est une condition
nécessaire pour qu'une fonction K(t,}) soit solution du probleme
C I. Nous avons montré qu'il y avait une seule fonction vérifiant
cette relation et indiqué une condition suffisante pour que cette
fonction soit effectivement une solution. La Ffonction X(t, \)
satisfaisant cette relation est donc 1l'unique solution du probleme.
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ALGORITHME. DE BELLMAN - KARUSH

IX - 1 Rappel du probléme

Soient
- {[ai,Ai]}, i=1,...,N, une suite donnée d'intervalles telle que
ai< Ai, i=1,.,,,N;
- {fi(x)} , 1=1,...,N, une suite donnée de fonctions définies
respectivement sur [ai,Ai])i=1,...,N;

N N -
- W un nombre donné appartenant a 1'intervalle[ :Z’ai, = Ai] .

1 1 B
Le probleme consiste & déterminer le minimum M de la
fonction

N
F(X1:X29°°°1XN) = Z fl(xl)
1
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sous les contraintes

N
:5 X, = W
1

et les systémes de valeurs YqreeesYy des variables Xqreeer Xy
respectivement, réalisant ce minimum.
- N n .
— —- -
Posons bn.":E:ak et B, = T/ A, n=1,...,N.
1 1

Nous avons montré que ce probléme revenait & résoudre le systéme
61(2) = £,(2) ;
9y = gfzgn—1' G%P4’ Bn—1] ’ fn’[én’ An] ),(n=2,...,N) }
gy(W) =m ;

puis le systéme

;l’l _an(;?‘n_}_'])i (n=1,,°"N_1)/~

3. =w;}o=o/-
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De la suite j;i’ (1i=0,...,N) solution de ce systéme, on déduit
immédiatement la suite (yi},(i=1,...,N), solution du probléme

yi:Zi—yi_,l, (121,..0,N)-

Remarque : Les valeurs de la fonction-gn, (n=1,...,N), ne nous
interessent que comme intermédiaires, & 1l'exception de Iy qui
est calculée en dernier.



Algorithme de BELLMAN

Y

Entrée des données

lire les donctions tabulées
fii (i=19°°°:N)
Initialisation

e
91‘4— f1

|

Nn e 2
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calculer

- . \
gn'%a(fn’ [an’Anj ’ gn-—‘l’[bn—‘l’ Bn—’lj’

( n %:§:2>____.non._4{ N + Tepn

N

écrire gNl

A
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Iy-2 Calcul de 9y

e et Sl vt . e VA e, oo S s . B P, i S i, s SR T S St > i, U 7o i et

Soient

it

Inf ( u—2a_ , bn~1 )

Il’l(u) n

n=2,...,N

5(2)

il

Sup (Q“An’ [ }

Pour n = 2,...,N, la fonction 9y est définie dans l'inter-
valle [bn, Bn] & partir de g par
n-1

gn(u) = Inf [gn__1(v) + fn(u-v) 'Sn(u)SVSIn(u) j

Le procédé classique permettant de déterminer la suite
des fonctions g, est le suivant

Les fonctions En41¢=1,,°°,N) ayant été tabulées sur un
-systeme de points & pas égaux h, on détermine, pour u variant
depuis b, jusquta B, par pas h, la valeur correspondante gn(u)f
On procéde ainsi : u étant fixé on détermine la valeurﬂ’n(u)
de v qui rend minimum gn_q(v) + fn(uwv) en calculant la valeur
de cette somme depuls v = Sn(u) jusqu'a v = In(u) par pas h. Il est
nécessaire de garder en mémoire la suite Y%(u) , n=2,...,N.
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Supposons maintenant que les fonctions f;,(n=1,...,N)
vérifient les hypothéses du paragraphe II-1 c'est-a-dire sont
formées de segments se raccordant. Il en est de méme des fonc-

tions g, (n=1,...,N).

Soient F, une chaine de fn' (n=1,...,N) et G, une
chaine de gn,(n=1,.,.,N). Le bloc de calcul de g, peut étre
remplacé par

Y
Détermination de.
F, et G,

Détermination de

Gn« Gn—’l‘L Fn

Détermination de
Iy

4
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Ce bloc est pratiquement réduit au calcul de qn-TL Fn
puisque la connaissance des points anguleux des graphes de fn et
In-1 suffit a déterminer aussi bien les chaines que les fonctions.

Soient S l'ensemble des segments de Fp et PO, P1,,..,Pk,
128 points anguleux de cette chaine. De méme soit T
l'ensemble des segments consécutifs de Gn d'extrémités QO’ Q,],...,Qm°

La détermination de la chaine G, se fait en deux étapes

= Celcul de l'enveloppe inférieure H de 1'ensemble

X |
U & +IM(®)as)

i=1

- Catcul de 1l'enveloppe inférieure de 1l'ensemble

m
1Y Jti (@ + T@;)1p™)

Cette division justifie la création d'une procédure appelée
ADMISS que l'on appliquera successivement & ces deux ensembles.
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IX-3 Exemple : Soient £1 et £2 deux fonctions représentées par les
chaines F, et F2 dont les points anguleux sont les suivants (voix

graphiques)

F‘1 0 2 9 13 17 21
0 10 10 4 14 2

F 1 4 S 11 14 18
10 3 3 1 12

Alors F1_J_F2 est une chalne de la fonction g définie svur 1l'inter-
valle [1 ; 39]par

g(u) = Inf‘[ £, (x,l) + £2(x2)l 0< x, €21, 18x, £18, x gt X, = uj
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Les points anguleux de F1.l.F2 sont les suivants

Tableau IX-A

abscisses : ordonnées
mommmmme- __;6 ___________
__g______-____ __mg __________
mmommmme e ___g __________
PP B
13,727 273 2 11
14,333 333 - 11
17 T
B
24 . 5
24,482 758 1 6,206 895
s s T
E
.“gg_____“_____n___g __________
35 L4
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ot e st D s s S A S T 0 S A . W i TR et e s W A Y S S i o W S R e 44U T TR

fonctions définies par des segments se raccordant ;

Dans le premier procédé la fonction.g est définie sur
sur un systéme de points alors que dans le second procédé elle est
définie pour tout point appartenant a ltintervalle de définition.
De plus, ce procédé est théoriquement exact, les seules erreurs
sont des erreurs dtarrondis ; dans l'exemple précédent, nous
avons 7 chiffres exacts. Ce procédé est aussi plus rapide dans
la mesure ol il suffit de peu de segments pour caractériser les
fonctions, mais le nombre de mémoires de maneuvres exigées est

aussi plus élevé.

Programme ALGOL correspondant

o o o oo i, ot i W il S el WA P WA P, S W R S e Vo i

1) Les données :

N désigne le nombre de fonctions
wlr) : " " " " segments nécessaires
pour déterminer la Iéme fonction. I varie de 1 a N
W MAX : désigne le nombre suivant
sup (W[I]'Iz’l e, N)

X[I’I] : le Jiéme segment (repéré & partir du segment le plus

Y[I,ﬂ 4 gauche de la founction numérotée I a pour extrémités,
a4 gauche le point (X[I,J—1] , Y[I,J—1]) et & droite
le point (x[1,7], v[r,7]). |

KPEND : désigne un nombre minorant de la pente des segments
nombre conventionnel représentant — od
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2 ) Initialisation

J -— 1

resx [1] <= x[J,1]

oo}
it

Oy ve e, WET]
RESY [1] *— v [J,1]

Les tableaux & deux dimensions TPT, ACT, COUR permettent de
déterminer la répartition optimale de 1l'activité. Chaque segment
de la fonction récursive est repéré ainsi '

TOT [J,i] désigne 1l'abscisse du point de départ des segments

numéro I.

COUR[Q,I] désigne le numéro de la fonction d'ou provient le

segment.

ACT [J,IJ désigne 1'abscisse du point de départ de ce segment
’ dans la fonction numéro COUR [J,I].

3 ) Calcul des fonctions récursives

Soient EXA une chaine, représentant la fonction numéro J,

définie par

Exax 1] < x[J,1]
I=0,...,Ww [J3
EXaAY [ 1] «— Y[ J,1]
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et RE une chaine, représentant la fonction récursive, définie

par

RESX [I]
I=0,...,W RES
RESY (17

La procédure ADMISS détermine les segments contenus dans
EXA admissibles par rapport aux points de concours de RE
et construit l'enveloppe inférieure de ces segments.

Le I&me segment de cette enveloppe est défini par

[oox[1], wov[1] ) 5 (Fx[I], wry [1])], 1=1,...,L

De plus, ORIG [I] représente l'abscisse du point de concours
par rapport auquel le segment était admissible et PROV [ I7)

est égal & 0, si le segment appartenait a RE, et égal a I, s'il
appartenait a EXA.

Une deuxiéme application de la procédure ADMISS détermine
les segments contenus dans RE admissibles par rapport aux
points de concours de EBXA et achéve la construction de l'en-
veloppe inférieure représentant la chaine EXA LRE. R

4 ) Sortie.

Dane le dernier bloc de calcul étiqueté SORTIE, on déter-
mine, & partir des tableaux TOT, ACT, CCOUR, la répartition
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de l'activité REP. Cette répartition est calculée seulement pour
les points anguleux de la chaine représentant la dernidre fonction
récurrente. "Mtre deux points anguleux, on a indiqué le numéro

de l'activité & faire varier pour obtenir une répartition
optimale.



IX=4=1"
PRUGRA““C BELLMAN- KARUSM

(DEBUT' 'ENTIER' WMAXsN FF LIRE (N,wMAx) Ff"'f’}n" :
1 DEBUT' 'ENTIER! L,Lal,I,J,WRcs,T,s FF‘;jf
' < tREELY PEND,SPENG FF i e
“VENTIER' 'TABLEAU' WellFN)e ,;zxt*-» '
COUR. (1FNsOFWMAX¥ (N+3)) o« FF- : a '
'REEL' 'TABLEAUY X5Y, 1FN,OFWMAX).aTOT9ACT.(1FN;OFWMAA*(N+3>).a
: A’RLSYG(OF“MAX‘(N+3)) '
*;'ENTIERv ' TABLEAU! COMPT.(IFN) FF

tPROCEDURE"' ADMISS (XJaYJe'J9JaXKaYKaWK’K,MDX9MDY>MFX,MFY9PROV9ORIG9
LsWMAXsKPEND) rF

PENTIER Y "JaK sl s x,wJ,*<FF

VIREEL! KPEND FF L : -
S TREEL  t TABLEAUY NDx,mDY,hFx,MFY,ORIU,XJ,YJ,XK,YKFF o
CLENTIER!® ‘THBLEAU' FROV. FF

tDEBUTY 'RE Lt ADX»>ADYsAFXsAFYsAPENS KPENG,RDX,RDY,RFY9RFY9MINOaRXs
o MAXT sBDXsBDYsBFXs>BFY s MABS,BORI,BPEN,MIR,MIBS,MAQ,RY FF
FENTIER! PoWKPL1sIsMsT»BPROSLMIFF ‘
1BCOLEEN' PSWK FF
"REEL' 'TABLEAU! wa,vDYshFXaWFY.(lFNMAX) JFF o
RECCF 'PCUR' IF=1 'PAS' 1 'JUSQUA™ wWJ - TEAIREY ©
IDEBUT' =~ ADXF=XJe(I-1)FF ADYF=YJel(I- 1). FF AFXF = XJ.(I) FF. .
' AFYF=YJde (1)e FF . T e } DT
APENF=(AFY=ADY)/ (AFX=ADX) FF .;' PSWKF— TVRATY FF
F=1 FF WKP1F= WK +1 FF LR R .
AUGPF 151! PYINFER'WKPL 'ALORS' 'DEBUT! KPENGF:KPEND FF
KPENDF = (YK e (P) a=YKe (P=1)e) / (XKa (P)o=XKo(P=1))FF
13511 (KPENG'INFEG'APEN) VET (APENtINFEG'KPEND) +ALORS!
VALLERAY RS 'SINON'*'DEBUT' PF=P+1 FF 'ALLERAY AUGP

. cFIﬂt
TEINY B , : Coe '
tSINON! 'SI"(KPEND'INFEG!APEN)'ET'PSHK . tALORS
tDEBUT! PSWKFE= -t FAUX iALLERAr-Qs 'FIN'

tSINON® tALLERATY FINI FF i BT

RSF MF=1FF RDXF=XKe (P~ 1).+ADXFCRDYF YKe (P~ 1)o+ADYFF

L RFXF=XKe (P~ l). AFXFFE RFYF YKe(P~- l).+AFYFF
~ BSF TF=1 FF ,

ITERTE tSIt T=L 'ALORS',’DEBUT' MDX. oF= RDX FE MDY'(L)

RCY }"F MFXe (LY e F=RFX F%‘ )
l‘/‘“"Yo(L)oF QFY FF D?OV.(L).F J FF OQ’G.(L).’: XKO(P 1)0‘:;
LE=L+1 :
TEINY ' . : : A
tSINONt 1DEBUTY MINOF=. 1517 MDX-(T)-1INFEGfRDX 'ALORS'
RDX 'SINON' MDXo(T) FFE : ; '
MAXIF= 511 mrX»(T).'INFEG'RFX '“LOPS'
MFXe (T)s 'SINON' . RFX FF - g
1SIt MINO'SUPEGMAXI 1ALORS!Y 'DEBUT' TF=T+1 e
VALLERAY ITERT tFINY: L ‘
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P SINONY . *DEBUT! : : \ el ‘ -
BDXF=MDX.(T).'FF BDYF=MDY,. (T)e FF BFXF=MFX.(T)e FF BFYF=
MFY«(T)e FF R . : C e
BPROF PRov.(T)° FF BORIF=0ORIG«(T). FF BPENF=(BFY-BDY)/
(BFX—-BDX) FEF o :
" MIRF=RDY+APEN*(MINO=-RDX) FF MIBSF=BDY+BPEN*(MINO-BDX) FF
MARE =RDY+APEN*({MAXI—=RDX) FF MABSF=BDY+8PEN®(MAXI-BDX) FF
15Tt RDX'INFERYMING '*ALORS!' 'DEBUT! WDX.(M).F=RDX FF
WDY e (M) o F=RDY FF WFXe(M).F=MINO FF '
' WEY e (M) oF=MIR FF MF=M+1
TFIN' FF _ :
151y (MIRYINFEGH MIBS ETH(MAR'INFEGIMABS) '1ALORS! '+DEBUT!
ng“ T)eF=XKaelP~-1 FF , ‘
Xa(T)oF =M FF %DYO(T).FzMIR FE MFXe(T)eF=MAXI FF MFY.(T)oF=
MAP FE Pqu =J FF :
AR BvalmrEP'Mlmo rALORSt 1DEBUT! MDXe{L)esF= BDX FF MDYe (L) oF=
BDY FF MFXo.{(L)aF=MINO FF :
MEY, (L) o F=MIRS FF PROV.(L)F=RBPRO FF ORIG.(L)«F=BORI FF
LF=L+1 . .
VFINY FF

-
ST

*
Ve
N/

\

r—¢>

1S11 BFX'SUPERYMAXI 'ALORS! 'DEBUT! MDXe (L) «F=MAXI- FF MDY.(L)
F=1Abo FF MFXo(L)eF=BFX FF :
MEYo(L)oF=BFY FF PROV.(L)+F=BPRO FF CRIG.(L).F=BORI FF
LF=L+1 , :

tFINl

FINY

'SI NONT ‘SI' MIR'INFER'MEIBS 'ALORSY ' DEBUTY
RXF=0.5%(=BPEN* (BFX+BDX)+BFY+BDY+APEN* (RFX+RDX)~RFY=RDY )/
{APEN-BPEN) FF ' '

RYF=MIBS+BPEN* (RX=MINO) FF ,
MDXo (T)eF=MINO FF MDYe(T)eF=MIR FF MFX.(T).F=RX FF
MEY . (T)oF=RY FF PROV.(T)oF=d FF GRIGW(T)oF=XKs(P=1)s FF
MDXo (LYeF=RX FF MDYe(L)oF=RY FF MFXe(L).F=BFX FF
MEY L (L)W F=BFY FF PROV.(L).F=BPRO FF
ORIGs (L) «F=BORI FF LF=L+1 FF

1S1v BDX'INFERTMINO 'ALORS' '1DERBUTY MDX.{L)sF=BEDX FF

13Yo’L) F=8DY FF MFYe(L)oF—N‘Nu Fr o

> FEYL (L) WF=MIBS FF PROV. (L) F=BPRC FF ORIG.(L).F=BORI FF

LF=L+1 FIN :

CFINY :
SINON' 1581t MAR'INFER'MABS 'ALORS!
tDEBUT! RXF:OoB%(~BPEN (BFX+BDX) +BFY+BDY+APEN*( (RFX+RDX )=
RFYeRDY>/<APEN—BPEm> FF

‘ RYC MIBS+BPEN® (RX-MINO) FF

D\< ol".—BDXFL'MDYo( )DF BDV"'FMFXO(T)SF QXCFMFYQ(T ;:RYFF
. P u\/o(T)a."zgrDPO VF

ORIG.(.T) ORI FF MDX.(,)QFzRX FF MDYe(L).F=RY FF MFX.(L)oF=
MAXT FF “LYo\Ll F=MAR FF S '
PROVe (L)eF=JFF ORIGe(LYoF= XKo(P=1)oFF LF=L+1FF
151 an'SQ.“RfMAy1‘1A'OR5' PDERBUTY MDXe (L) o F=MAXT FF
mavw(u).r-r;,i EF MFXo JF=BFX FF '
MEYo (L) F=RFY FF Paov,<u>ar~apqo FF ORIG.{(L)F=RBORI FF

VEIN
. -
VEINT FR



/S11 RFXTSUPER'MAKI 'ALORS!' 'DEBUT! WDX. (M) F=MAXI FE
WDY o (M) e F=MAR FF WFX. (M) F=RFX FF :
. WFY e (M) o F=RFY FF MF=M+1
PEINY
TEIN!
PEIN' FF
ME=M—1. FF 181t M1SUPEGH1 tALORSY +DEBUT! RDXF=WDXs (M)ys FF
ROYF=WDYw (M) s FF RFXF=WFXe (Mo FF. ’
REYE=WFYe(M)s FF 'ALLERA' BS

'FINY FF
PF=p+1 FF 'ALLERA' AUGP FF
FINIF
CEIN
PFIN'  FF

1 PROCEDURE RANGEMENT(MDX:MDY9MFX9MFY9ORIG>PROV9LM1)FF

PENTIERY LMl FF :
CENTIER!' 'TABLEAU' PROV FF ‘
VREEL Y 'TABLEAU! MDX s MDY s MFX s MFY s ORIGFF
MMENTAIRE' CHAQUE SEGMENT EST REPERE PAR UN INDICE 1 VARIANT DE
LM1eLES CARACTERISTIQUES DE CE SEGMENT SONT CONTENUES DANS LES
TABLEAUX PRECEDENTS.CETTE PRCCEDURE CLASSE LES SEGMENTS PAR
1SSES EXTREMITES A GAUCHE MDXe (I)e CROISSANTES.

1pESUT! 'ENTIER' MsN»IP FF 'BOOLEEN' RANG FF
IREELY IDXSIDYsIFX,I1FYsIORI FF
POUR! ME=2 1PASY 1 1JUSQUA LML 'FAIRE!
IDESUT'RANGF= 'FAUX'FF NF=M-1 FF
COMPAF 151t MDXe(M)ot INFERI!MDXW (N) e tALORSt 1DEBUTY
RANGF='VRAI' FF NF=N-1 FF ¢SI' N'SUPEG'] tALORSY TALLERA

SN A
(\.Cl\'ipr\ ;

PEINY FF SR | | |
1511 RANG VALORS' '1POUR! NF=N+1 tTANTQUE!
MUINFER M SFAIRE! ' |

i WFE
'DEBUTY (IDXF=MDXe (N) e FF IDYF=MDY. (N)e FF
( o (N
F

F
[EXE=MFXe (N) o FF IFYF=MFY. (N FF
' JORIF=0RIG, (N)s FF IPF=PROV.(N). FF
MDX e () o F=MDXa (M) FF MDY o {N) e F=MDYa (M) e FF
VMEX e (N) s FEMFXe (Mie FF y ,
MEY o (N) o F=MFY o (M) e FF ORIGe(N)F=0RIG.(M)o FF
PROVe (N} o F=PROVS (M) FF -
MDY e (M) o F=1DX FF MDYs({M)eF=1DY FF MEX o, (M) oF=1FX FF
MEY e (MY oF=I1FY FF ' '
ORIGe (M) o F=TCRT FF PROVe (M) F=1P FF
CEINY
LEINY
PFINY FF



SR P

"PROCEDURE 't LECTU(AsBsUsN) FF
- PENTIERY N FF 'YENTIER® 'TABLEAU' W FF
tREEL' 'TABLEAU' As3 FF
_ 'DEBUT' "ENTIER! I.J FF _ R
'POURY [F=1 'PASt 1 "JUSQUAY N 'FAIRE' LIRE(WelI)s) FF
: 'POUR' JF=1 tPASY 1 VJUSQUA' N *FAIRE" -
'POUR!Y 1F=0 tPAS' 1 'JUSQUA' Wel(J)e 'FAIRE!
LI PE(A.(J,1>.,B.<J,1>.) ' :
OFINI FL‘

PROGRAMME PRINCIPAL  F

tECTU(X9YaWsN) Fr
LIRE(KPEND) FF
WRESF=We(1l)e. FF : ' I
S0 U YPOURY IF=C 'PASY 1 *JUSQUAY WRES 'FAIREY $DEBUT! ~
RESXe(I)e F= Xe(lsl)e FF RESYe(I)a F= Yoellalle  FINV FF.
' 'POURY JF=2 'PASY 1 +JUSQUA' N +FAIRE! :
'DEBUTY TENTIER!' WJ FF :
TREELY '"TABLEAU' EXAXSEXAY.(OFWMAX)e :
“MDX s MDY sMFX sMFY s ORIGe { LFWMAX® (N+3) ) o FF
VENTIER' 1TABLEAUY .PROVe (OFWMAX* (N+3)) s FF
v\;\IJF'-:Wo(J)Q FE ) .
tPOQURY IF=C 'PASY 1 'JUSOUA' WJ *FAIRE!
: 'DEBUT! EXAXe(I)eFzXal(Jdslle FF EXAYe(I)eF=Ye(JsI)s 'FIN'FE
LF=1 FF
, ADMIbs(EXA(,LXAY9WJ9J9RESX9QE¢Y9WRESyOoMDX,MDYyMFX9MFY,PROV9
‘ ORIG,LsVAAX) FF o
LML F= L-1 FF . ' _
'ADMISS(RESXgRESY,WRES,OoEXAX,EXAY;WJ;JoMDXoMDYsMFXgMFYsPROV,
©ORIGsLsWMAX) FF L '
- LM1F=L=-1 FF
RANGEMENT NDX;NDY,MFX,MFY,OPIG9PROV,LM1)FF
tPOURY IF=1 'PASY 1 *JUSQUA' LML 'FAIRE" . -
PDEBUTY TOTalJsI=1)eF=MDXe(I)e FF COURel{Jsl=1)eF=PROVe(I)e FF
ACTe(Js =11 4F= ORIG.(I). ‘ : RS
CYFINY FF _
o TOTe(JsLML) JF=MFXe(LM1)s FF
Y, COURG (JsLMl)y F= PROV.(LM1)e FF
COMPTO(J)O F—' A..IVJ. FF
IF=1 FF TF=0 £F ' L
PENDF—(MFY.(l).—MDY.(1).)/(MFX.(1).-MDX-(1). FF
APOURY SF=2 1PASY 1 'JUSQUA' LML *FAIRE! :
DEBUT Y -
' PENGF=PEND FF . , :
PENDF=(MFY o (S) a=MDYo(S) o)/ (MFXel(5) e~MDXWe(S)e) FE
1SI' PENGINONEGYPEND YALORSY 1DEBUTY ‘ o E
RESX.(T)onf"XDXD(I)c FF RESYe(T)aF=MDYet(l)e FF _
: TF=T+1 FF IF=$ 'FINY -
VFINY FF _
?tDXo(T =MDX e (1)s FF RESYe(T)oF=MDYe(1)e FF WRESF=T+1 FE
REOX RFS)QF'*\’F)\Q( Ml). FF REQY.(WRCS)OF= FY.(LMJ. )c
tFINY :F’ .



SORTIEF

ECRIRE( ' (*COUT TOTAL') V) FF
ECRIRE(Y{IX¥ ), {rys)r) FF : : '
: ' 'POUR! [F= O'PASt 1 1JUSQUA' WRES. 'FAIRE!
CCRIRE (RESXe(I}esRESYe(1)el) FF SAUTLIGNE
IDEBUTY 'REEL' BONsREP»Ss»VALMAXFF 'BOULEEN' VALFF
'REELY JUSQ,VALMAXT FF
REPF= TOTe(NsO)e FF
RETOURF SF=0 FF '
ECRIRE( ' { *REPARTITION') 1 4REP) FF VALF=¢VRAI' FF
TVALMAXI F= TOTe(NsLM1). FF
LPCUR! JFaN tPAST =1 tJUSQUAY 2 'FAIRE!
IDEBUT ! IF=QFF
NOUVE tSIv REP 1SUPEG! TOTe(JsI+1)e 'ALORS' 'DEBUTY IF=I+1 FF
151t [=COMPT.(J)e 'tALORSY VAL F= tFAUX' ¢SINON' tALLERAY NOUV FINY
1TSTNONY 1ST1 VAL tALORS! o
B tDEBUT ' VALMAX F= TOTe(Jsl+1l)e — REP FF
1ST¢ VALMAXVINFER'Y VALMAXI tALORSY VALMAXI F= VALMAX *FIN' FF .
1511 COURG(JsI)e -*NONEG' J 'ALCRS : : R o
‘ : 'DEBUT ' BONF= ACTe{JsI)e FF
CREP F= REP -LBONFF :
ECRIRZ(REPs 1 {1 ACTIVITE' )t 3JsBON) 'FINY
‘ 'SINON' 'SIv tNON' VAL  tALORS!
UDEBUTY BONF=REP=ACT.(Jsl)e FFREPF= ACTe(Jsl)e FF
ECRIRE(REP» # (1 ' ACTIVITE') tsJsBON) tFIN
1S INON' *DEBUT' VAL F= ‘'FAUX!' FF
BON F= REP = ACTe(JsI)e FF REP F= ACTe(Jdsl)e FF JUSQ F= BON+ VALMA}
FF '
ECRIRE(REPst (1 ACTIVITE! ) v sJsBONst (1 JUSQU At)1,JUSQ)
tFIN' FF : ! '
$ F= & + BON
‘ ‘FIN' FF - :
'SIt VAL TALORSY 'DEBUT!' IF= G FF
NOVE 1811 REP 1SUPEG! Xel(lsI+1l)e PALORSY 'DEBUTY IF=l+1 FF
PST 1 'NONEGY Well)e 'ALORSY tALLERAY NOV *tFINt
S CSINONY  'DEBUTY. , '
VALMAX F= Xel(lsI+l )e =REP FF o
151v VALMAX YINFEG!' VALMAXI tALORS' VALMAXIF= VALMAX FF
JUSQ F= REP + VALMAXI FF '

ECRIRE(U o1 ACTIVITEY ) ' s JsREPs v (0 JUSQU At)v,Jusa)
FFALLERAY TRIQ 'FIN' ' FFINY FF
ECRIRE(O 50 (! ACTIVITEY) v 41sREP) FF
TRIQFS F= & + VALMAXI+ REP FF
VST SYINFER'TOTe(NsLML)e 'ALORS'IDEBUTY REP F= § FF
VALLERAY RETOUR FIN' FF '
SAUTLIGNE FFECRIRE {SsTOTe(NsLML) o) FF
PEINY _
VEFINt CFINY FF
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IX-4-3 Utilisation du programme ALGOL
Entrée des données
La premiére carte porte le nombre de fonctions et le maximum

des nombres de segments nécessaires pour définir chaque fonction.
Structure de cette carte (/ N ; WMAX ;

Ensuite un paquet de N cartes ; la Iéme carte du paquet porte
le nombre de segments permettant de définir la Ieme fonction.
I varie de 1 a N.
Structure de cette carte (, w [13;

Ensuite N paquets de cartes, le Iéme paquet contient W I + 1
cartes. La Iéme carte du Iéme paquet porte les coordonnées du
J + I ieme point anguleux de la Iéme fonction.
I varie de 1 a N et J de 0 & w [I] S
Structure de cette carte I X [1,5]; Y [I,71]

La derniere carte donnée indique un minorant des pentes des
segments définissant les fonctions

Structure de cette carte KPEND ;
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IX~-5 : Exemgle

Reprenons les fonctions £1 et 52 de 1l'exemple précédent.

u étant fixé, soit a déterminer X1y X, et M solutions du

probleme
M = Inf (fl(x1) + fg(xz)' 0%x, -521,1sx2 =18, X, + X, = u)

Les données sont alors les suivantes

lere carte 2.5 5
2é " 5 ;

3é " 53

4e " 0; O
5& " 2 ; 10 ;
6e " 95 10
7@ o 13 5 4 ;
ge " 17 3 14 ;
9e " 21 ;3 2
10& " ' 1 3 10
11¢é " 4 5 33
128 " 95 3
13é " 11 5 1
14e " 14 ; 12 3
15¢ " 18 5 9 ;

16& " -30



- 115 -

Les résultats

Dans une premiére phase (libellé : COUT TOTAL) est
indiquée, en fonction de 1l'activité a répartir (1ére colonne),
la valeur correspondante du minimum M (2&me colonne). Il s'agit
d'une fonction continue et linéaire par morceaux, on a imprimé
seulement les points anguleux.

Pour 1l'exemple précédent,le résultat est le tableau
IX-A précéde du 1ibéllé suivant

COUT TOTAL
X en 1ére colonne Y en 2éme colonne
Dans une deuxiéme phase, en face du 1ibéllé REPARTITION
est indiqué ltactivité a répartir et, au dessous, la répartition

optimum.

La 1ére colonne est une colonne de vérification la derniére
ligne de cette colonne doit étre égale a O.

La 3éme colonne indique le secteur.

La 4éme colonne indique 1l'activité a allouer a ce secteur.

Si, en 5éme colonne, se trouve le 1libéllé JUSQUA , alors
en 6éme colonne est indiquée la valeur maximum a laquelle
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s

peut &tre portée l'activité a répartir dans le secteur correspon-
dant tout en ayant une répartition optimale

Résultats de l'exemple précédent : Tableau IX-B

: activité

REPARTITION : : maximum a:
: allouer
. REPARTITION : 1 c : :

: : ACTIVITE 2 1 : JusQu A 13,727 273
: 0] : ACTIVITE L 0 : : :
REPARTITION : 13,727 273 : : : : :

¢ ACTIVITE : 2 11 : : '
0 . ACTIVITE 1 2,723 272 : JUSQU A @ 3,333 333

o o e . e i S0V St e S s sy i s e o o s S . e s s ey . T ot i i e e S BV S St e M e S v i A S S T A S | S G000 o ) S s A e e

. REPARTITION : 14,333 333

ACTIVITE ; 2 4 ; ; :
0 s ACTIVITE T 1C,333 333 JusQu A : 13 :

REPARTITION : 17 : : : :
: ACTIVITE : 2 4 : JusQu A : 11
: 0 : ACTIVITE L 13 : :

ACTIVITE : 2 : 11 : : :
0 : ACTIVITE 1 13 ¢ JUsSQU A : 13,482 758

N — PR o rmem corm i e G o O oy e i o o it S ) e e e e i L i e 7 i W4 TR P D T G e o SV AL I Sy R G TV 2

: REPARTITION : 24,482 758 : : : : :
: : ACTIVITE 2 3,482 758 : JUSQU A : 18 :
: 0 : ACTIVITE 17 21 : :
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a) Soit & répartir llactivité u = 24. Oa sait que l'effort
Ccorrespondant, mesuré par la valeur de M correspondante (Tableau
IX-A), est égal & 5. On 1it sur le tableau précédent IX-B, la
répartition correspondante

Xq = 11

13

»
Il

b) Soit

a répartir l'activité u = 5. Par interpolation linéaire on
obtient M = 3. La répartition correspondante est la suivante

x1 = 0
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CHAPITRE-X

ALGORITHME DE KARUSH SIMPLIFIE

X-1 Exposé de 1talgorithme

Considérons le méme probléme que précédemment et supposons
de plus, les fonctions f., (i=1,...,N), linéaires par morceaux
et convexes.

Les propriétés P1 et P6 du paragraphe III-3-4 , dans ce cas,
conduisent & l'algoiithme suivant

Soient z un nombre donné appartenant a l'intervalle
N

[:E a.,fé: A.] représentant une certaine activité et X,, X5y .-ky
T 1 T 1 1 2
une répartition optimale de cette activité. L'effort correspon-

dant est évalué par la somme

N
= £ (%)
I
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Désignons par J l'ensemble des indices, contenu dans
l'ensemble 1,...,N , tel que, pour tout j appartenant & J
le point(xj, fj(xj)) ne soit pas point extrémité a droite
de la chalne représentant la fonction fj. Pour j appartenant a J

N

désignons par s., le segment de la chailne de fj situé a droite
d i ., F.o(x.)).
u point (X J( J))

s étant un segment, rappelons que nous avons désigné par
W (s) la projection de ce segment sur l'axe des ordonnées et
par &K (s) la pente de ce segment.

Supposons 1l'ensemble J non vide et posons
bz = 1ns (W (s;) ] jeT)
et soit j* un indice appartenant a J tel que

A (s*) = me (A (s;)| jen

Alors la répartition de l'activité z +QA z, ou @ est un
parametre dont la valeur est comprise entre 0 et 1, peut étre
représentée par la suite {;yi} , 1=1,...,N ainsi définie

X5 si i # j*
yi =
x; *00z si i = jx
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N
La répartition de l'activité z _.Eia est évidente : c'est

la suite { i} y 1=1, yN. Par 1teratigns successives sur W,
obtenues en utilisant.l algorithme du paragraphe précédent avec
9 =1, 11 arrive un moment ou les conditions suivantes sont
vérifiées

IPIEEN

z + Az>3W

On arréte alors l'itération et on ajuste la valeur 9 de fagon
a vérifier la relation

Z 4—9 [S zZ =W

La répartition de l'activité W s'en déduit immédiatement.

- X-2 Programme ALGOL correspondant

Le programme correspondant est mis sous forme de procédure.

Notations utilisées

1) Les données




N
TOTAL

R[1]

x[1,J]
Y[1,7]

VERIFI

désigne le nombre de fonctions
" ltactivité a répartir
" le nombre de segments permettant de définir
la fonction repérée par le numéro I. I varie de
de 1 a N.

Chaque fonction EI est repérée par une suite de segments
Le Iieme segment de la fonction fI est défini par :

(x[r,0-1), v[(1,0-1]), x[1,31, ¥[1,571)]

I désigne le numéro de la fonction et varie de 1 & N.
J désigne le numéro du segment : les segments sont
numérotés de gauche a droite

J varie de 0 aw I .

désigne un identificateur booléen pouvant prendre les
valeurs VRAI ou FAUX. Si VERIFI a la valeur VRATI, une
vérification élémentaire est effectuée et permet de détecter
deux types d'erreurs dans les données avant exécution :

- l'activité a répartir n'appartient pas au domaine
N N

[ F 40

- une des fonctions au moins n'est pas convexe.

Si VERIFI a la valeur FAUX aucune vérification
n'test effectuée.



2) Les résultats

ERREUR

CouT

acr [1]
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si VERIFI a la valeur VRAI on sort de la procé-
dure par un ordre allera ERREUR lorsque le
programme de détection d'erreur a détecté

une erreur. |

Cette étiquette devra figurer dans le programme

principal.

désigne l'effort total de la répartition de
ltactivité TOTAL.

A la sortie normale de la procédure
act [17, (1=1,...,N), désigne l'activité &
répartir dans le secteur I.
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't PROCEDURE ! &Aql(ksY,R,N,TOTAL;ACT’COUT,VERIFIsERREUR) FE
CREEL' TOTAL»COUT FF .
ENTIER' N FF
TREEL' 'TABLEAU' X»Y»>ACT FF
"ENTIER' 'TABLEAU' R FF
'BOOLEEN' VERIFI FF
'ETIQUETTE' ERREUR FF

"CCMMENTAIRE
CETTt PROCEDURE CETERMINE LES VALEURS ACT.(l).,ACT.(Z).-*—-
ACTe{Ne)e DES VARIABLES X1sX2s~=sXN RESPECTIVLEMENT -
- RENDANT MINIMUM LA SOMME F1(X1)+F2(X2)+===+FN(XN)e« CHACUNE
DES N FONCTIONS EST DEFINIE PAR DES SEGMENTS SE RACCORDANT.Well)esWel(2)
s———3We(N). DESIGNE LE NOMBRE DE SEGMENTS PERMETTANT DE DEFINIR CHAQUE
FONCTIONWLLE JIEML SEGMENT (REPERE A PARTIR DU SEGMENT LE PLUS A GAUCHE)
DE LA FONCTION NUMEROTEE I A POUR EXTREMITES A GAUCHE LE POINT
(IyJ—l).,Y.(Isd—’). A DROITE LE POINT XelIsd)esYel(Isd)e I VARIE DE
1 ANET JDE O A Wellle ’
=VERIFIANT POUR I = 1ls---»sN LA DOUBLE INEGALITE
(I50)e 'INFEG! XI 'INFEG! Xe(IsWe(1l)
~TELLES QUE X1+X2+===XN = TOTAL
VERIFI PRENDRA-LA VALEUR 'WRAI' SI ON DESIRE EFFECTUER QUELQUES
VERIFICATICNS ELEMENTAIRES CONCERNANT LA CONVEXITE DES N FONCTIONS QU
L EXISTENCE D UNE SOLUTION. SI UNE ERREUR EST DETECTEE AU COURS DE CES
VERIFICATIONS ON SORT DE LA PROCEDURE PAR UN ORDRE'ALLERA!' ERREUR +CETTE
ETIQJETTE DEVRA FIGURER DANS LE PROGRAMME PRINCIPAL. ’
-LA VALEUR 'FAUX'+SI 'ON NE DESIRE PAS EFFECTUER CETTE
VEQIFICATIOA.
APRES UNE EXECUTION NORMALE DE LA PROCEDURE COUT DESIGNE LA
- SOMME "DES N FONCTIONS CQRRESPONDANTS AUX VALEURS ACTe(l)as===sACTW(N).FF

'DEJUTY TENTIER!' IsIND ,JaWMl FF
© YREELY PENTESPENSREP:BASTESHAUTEsBASSHAU FF
- +BOCLEEN' VAL FF E
'ENTIER' 'TABLEAU' Ge (1FN). FF

1Sit VERIFI 'tALORS' 'DEBUT

IREELY INFs5UP FF

IMFE=SUPF=0 FF

PPUGURY TF=1 'PASY 1 'JUSQUAY N tFAIRE! .
PDEBUT Y INFF=INF4Xe{190)s FF SUPF=SUP+Xe(I1sRe(I)s)e 'FIN' FF
VSTV {TOTALYSUPERISUP) 1OQU T (TOTALYINFERCINF) +ALORS
CALLERAY ERREUR FE : o

VPOURY IF=1 tPASY 1 'JUSQUA' N 'FAIRE® 'DEBUT!
CWMLF=ERe(I)e—1 FF -

tPOURY JUF=1 'tPASY 1 'JUSQUA!' WML 'FAIRE!

P8I (Yellod)e=Yollod=1)e)/(XellsJd)o=Xalls J 1. Y'SUPER'
(Yo(l’J’i‘l)o“‘Ya(,[’J)o)/(X'(I)J+l)o*Xo(19J)

PALORS Y 'ALLERA' ERREUR 'FIN' FF

VEINY FF

REPF=COUTF=0.C FF o

POURY IF=1 'PASt 1 '*JUSQUA' N 'FAIRE!
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'DEBUT' Ga(1)oF=C FF REPF=REP+Xe(1,0)s FF COUTF=COUT+Y.(1+0)4'FINt FF

DEPARTF
VALF='\WRAL ' FE.

tPOURY IF=1 'PASY 1 '"JUSQUA' N 'FAIRE!"
1SIt Ge(I)WtINFER'R4(I)e 'ALORS' 'DEBUT!
31' VAL " TALORS! 'DEBUT'

ASTEF = x-<1, .(1 1)e=XelIsGe(I)o)e FF
HAL}TLI"— {(1sGafl +1 "Yo(I’Gc(I )l- FF
PENTEF=HAUTE/6A5TE FF
VALF=tFAUX!' FF INDF=I

FFINY '

tSINON! 'DEBUT'
BASF=Xoe(1sGal{I)e+l)e=Xuel(IlsGu(l
HAUF=Y o (15 G°<1>.+1>.—Y.(I,G.(I
PENF=HAU/BAS FF ,
S 1SIt PEN'INFER'PENTE 'ALORS! 'DEBUT'
INDF=1 FF PENTEF=PEN FF HAUTEF=HAU FF
BASTEF=BAS 'FILN! ‘
FFIN' CFINY FF

ede FF
Jole FF

Goe {IND) F=Ge (IND) e+l FF
REPF=REP+BASTE FF
COUTF=COUT+HAUTE FF

tS1' REPTINFERITOTAL 'ALORS'Y 'ALLERA' DEPART
’ PSINONY 1DEBUT '
tPOUR! IF=1 tPASY 1 'JUSQUA' N 'FAIRE!
1S I 'NONEGTIND 'ALORS?! ACTe(I) eF=Xel(IlsGal(llela
'SINON' *DEBUT! '
ACT e (1) eF=TOTAL-REP+X. AD,Ga(IND).). FF
COUTF=CCUT~PENTE#(REP~ TOTAL),
VEFIN' VFIN' FF ;
PFIN' FF '
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X-3 Exemple 1

Soient quatre fonctions (voir graphiques) définies par 1
tableau suivant

x [1., ] L1 2 3 a6
v [1,-]: 10 7 5 5 8
Y[2,—j§ o 5 7 8

v [2,-]: 4 5 6 8

x [3, -] P N T

v [3,-3J: 5 2 2 3

x [4-7J: o 2 5

v [4.-3: 3 1 o

Les résultats

Soit a répartir l'activité TOTAL entre les quatre secteur
Nous avons indiqué les résultats obtenus pour diverses valeurs:
de TOTAL
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e wo

0w

T

- —

o

OTAL ; Sect 1 : Sect 2 : Sect 3 3 Sect 4 : COUT :
15:4§0;6§5'11:

 Les résultats donrés par la procédure KASI sont exacts.
Cela est dfi au fait que la méthode utilisée est une méthode exacte
lorsque les fonctions fi' (i=1,...,N), sont formées de segments se
raccordant, comme c'est le cas ici et que, de plus, le nombre
d'opérations effectuées est faible.
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CHAPITRE - XI

ALGORITHME DIRECT

XI-1 Rappel du probléme

Soient [fi(x)}, i=1,...,N une suite donnée de fonctions
strictement convexes, a dérivées premiéres et secondes continues
respectivement définies sur les intervalles donnés[ai, Ai] ,

iy

i=1,...,N et W un nombre donné appartenant & l'intervalle
N

[%I' 2 = AT

H

R

siterminer
N N
—_ y - . - -
M = Inf (%fi (ui) I uié [ai, Ai] , i=1,...,N; T u; = W)

et les systémes de valeurs {xi} , 1=1,...,N des variables
{ui} , 1=1,...,N respectivement, réalisant ce minimum.



Théoréme

Une condition suffisante pour qu'une suite {Xi}

telle que

{' Z Xi = W
\ 4
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soit solution du probléme est qu'il existe une vahaur)c)telle que,
pour i =1,...,N, on ait

£ (%) 2 A,
£150x) & X

£ (x5) = A

Nous avons de

si yie ]ai, Ai[ .

Plus, montré que cette condition fournissait

une seule suite solution et que cette suite était l'unique solution

du probléme.
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XI-2 Approche numérique du probléme

Posons
N N
W= 2Z A W2 = F A
1 I
'A1 = Inf(.f' (ai), i=1,...,N ) ;
Ao = Sup(f‘i(Ai)l i=1,. m)/

et désignons par Ki(A) la suite telle que

a; si f£'y(ay) = )
K5 (A = Ay si f'i(Ai)s A
Xi si f'l(xl) = A

La méthode numérique de résolution du probleme est alors
~ la suivante : ajuster la valeur de ),de fagon a vérifier la
relation :

N
= xQ@Q)-w=0
< |



A
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On sait que pour W appartenant & l'intervalle [W1, W2] le

probléme a une solution et que pour}\ appartenant a[}1
la “mcuon? (A) - W ne s'annule qu'une fois.

XI-3 Programme ALGOL correspondant

Ce programme est mis sous forme de procédure.

XI-3-1 Notations utilisées

Les données :

2]

N désigne le nombre de fonctions ;
W " ltactivité a répartir;
DF (I,X) " la dérivée par rapport & X de la fonction

numérotée I. I varie de 1 & N et X appartient

a lt'intervalle de définition de la fonction

numérotée I, c'est-a-dire ays AI]
Av[1] désigne le nombre ar, I=1,...,N
AP(1] " " " A, I=1,...,N;



ETAT
ETA
EPST
EPS

Les résultats

PAS DE RACINE
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sont des parametres de précision

On sort de la procédure par un ordre allera
PAS DE RACINE dans les cas suivants

- la fonction f'i(x), n'est pas strictement conve
pour x appartenant a a., Aij
N N

- . = K. -
% Xy ()\1) S et 2 Kl(ﬂz) W, sont de
méme signe. Ce cas se produit, en particulier
si W n'appartient pas a 1l'intervalle [w7, WZ]

A la fin de la procédure U[I],I=1,..,,N, désigne

by

ltactivité a répartir dans le secteur I .
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XI-3-2 Signification des paramétres de précision

Détermination de Ki(A) solution en x l'équation

— — o0 T s s et e 7R S ) ot o e St s s mo i 4, > . ] ol Sk ) e e A e St et el e e St e S VO

£1.(x) =M= 0, i=1,...,N

Dans la procédure BISSECTION utilisée pour résoudre cette
équation ( f27] BISSECTION). On partage 1'intervalle de variation de
X c'est-a-dire [ai, Ai] en deux parties égales, on teste celle
ou la fonction change de signe et on recommence jusqu'a ce que,
soit la longueur de l'intervalle est inférieure a ETA en valeur
absolue, soit la fonction est inférieure & EPS en valeur absolue

a l'une des extrémités de l'intervalile.

L'itération s'arréte lorsqu'on entre dans la partie hachurée.

t 4109 %

p 1N
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N
Détermination de N solution de 1'équation ;Ef K\ -w=0

De méme que, dans la procédure BISSECTION, on partage
1'intervalle de variation de A, c'es’c-—é—dire[,\1 , ,\23, en
deux parties égales, on teste celle ou la fonction change de signe
et on recommence jusqu'a ce que, soit la longueur de 1l'intervalle
est inférieure & ETAI en valeur absolue, soit la fonction est
inférieure a EPSI en valeur absolue a l'une de ses extrémités.

N
(p) =W
p 70

: ETAL b




X=3- - o '
'PROCLJURE' DIRLCT4(DFa:aAVaﬁPsU,W,ETAI,EPSIsETA,EPSsPASDEQACINE) FF :
TREEL! M’ETAI,EPQI;ETA,EPS FE. 0 S Tl e Sl b
UENTIER' N FF o S - e r ;-;', ' ; g
REEL' 'TABLEAU' AV,APSU FF ' L ’
~ 'REEL' 'PROCEDURE' DF FF
CVETIQUETTE! PASDERACINE FF

' COMMENTA IRE ' ' ¢ : :
CETTE PROCEDURE DETEQ4INE LES VALEURS DE LA SUITE Ue(1l)as 3

Ue (2)as===3Us(N)& . b
- RENDANT MINIMUM LA SOMME DEPUIS I = 1 JUSQUA I.= N DE P

FONCTIONS DONT LES DERIVEES PAR RAPPORT A U SONT DEFINIES PAR REEL .

PROCEDURE DF(1sU)s===3DF(NsU) OU LA PREMIERE VARIABLE EST UN INDICE i
PERMETTANT DE REPERER LA FONCTION ET LA DEUXIEME EST UNE VARIABLE REELLE ©
APPARTENANT A L INTERVALLE D EXTREMITES A GAUCHE AV.(I)e ET A DROITE
AP.(I/.,REPRLSLNTANT LE DQMAIWE DE DEFINITION DE LA FONCTION NUMERO I .
-~ VERIFIANT POUR I = 1s=---,N LA DOUBLE INEGALITE
AVelI)e VINFEG! Us(l)e 1INFEG! AP (1), ‘ N
- TELLE’QUE,LA SOMME Ue (1) e+Ue (2) e+===4Ue(N)s SOIT EGALE A W f

S1 UNE DES CONTRAINTES N ETAIT PAS VERIFIEE ON SORT DE LA PROCEDURE B
PAR UN ORDRE 'ALLER A' PAS DE RACINE « CETTE ETIQUETTE DEVRA FIGURER ;
DANS LE PROGRAMME PRINCIPAL ,

ADEBUT' 'ENTIER' [ FF
IREELS! L1sL2sINTER FE

L1F=DF(15AVe(1)e) FF L2F=DF(1sAP4(1)s) FF

'POURY IF=2 'PAS' 1 'JUSQUA' N 'FAIRE!' 'DEBUT! . . .
CINTERF=DF(IsAV.(1).) FF : ' ol
1SIY INTER'INFER'L1 'ALORSY LIF=INTER FF- 5

INTERF=DF (IsAP.(I)e) FF S

tS1¢ INTER'SUPER'L2 "ALORS' L2F=INTER 'FIN' FF

CVDEBUTY fENTIERY IsJsK FF
tREEL' G»sGlsLAMSBDA FF

I PROCEDURE! BISSECTION(F,YLlsY25,EPSsETAsXsPASDERACINE)FF ', . P

CPVALEUR' Y1,Y2 FF o e ;5
PREEL' 'PROCEDURE' F FF . @ = S N R _ I
FREEL! Y15Y2,EPSSETASX EF ST O :

'ETIQUETTE' PASDERACINE FF S e L
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,“CONMENTAIRC' CETTE PROCEDURE EST DESTINEF ‘A TROUVER UN- ZERO DE

LA FONCTION F. (DECLAREE REEL PROCELURE FIX)) ENTRE Y1 T Y2.
v»n_hUL DE F{Y1) ET DE .F(Y2)
S1 L'UNE DE CES QUANTITES EST INFERICURE A EPS EN VALEUR ABSOLUE

LA RACINE X £EST EGALE A L'ABCISSE CORRESPONDANTE

SINON » SI CES QUANTITES SONT DE MEME SIGNE » ON SORT DE-LA

PROCEDURE POUR ALLER A PASDERACINE o ( CETTE ETIQUETTE DEVRA

OBLIGATOIREMENT FIGURER_DANS LE PROGRAMME '} &
DANS LE CAS OU F(Y1) ET.F(Y2) SONT DE SIGNES DIFFERENTS » ON

iPARTAGE L'INTERVALLE EN 2 PARTIES EGALES » ON TESTE CELLE OU LA

FONCTION CHANGE DE SIGNE ET ON RECOMMENCE JUSQU'A CE QUE
SCIT LA LONGUEUR DE L'JINTERVALLE EST VINFER' ETA
SOIT: LA FONCTION EST 'INFER'EPS A L'UNE DES EXTREMITES DE
LYINTERVALLE
REMARQUES F 1 - CETTE PROCEDURE EST AVANTAGEUSE DANS LE CAS OU L OR
A DEJA LOCALISE GROSSIEREMENT UN ZERO DE F
9 = 51 DANS L'INTERVALLE (Y1,Y2) »ON A UN NOMBRE PAIR D
ZEROS DE F » CETTE PROCEDURE N'EN TROUVERA AUCUN
. (SIGNE(F(Y1)) = SIGNE(F(Y2))) .
i SORTIE VERS PASDERACINE .
S 3 =~ §1 CE NOMBRE EST IMPAIR s BISSECTION FOURNIRA UN
QUELCONQUE DE CES ZEROS FF ‘ .

'DEBUT!' 'ENTIER' I»JsK FF

ALPHA F G F= F(X) FF

TEST

'REEL' G»Gl FF
CIF=JF= KF= 1 FF
XF= Y2 FF
ST ABS(G/ ' INFER'EPS 'ALORS' TALLERA' TERM FF
1SIv I=1 'ALORS' 'DEBUT' IF= 2 FF S
GLF=G FF. ' R
| | XF= Y1 FF
VALLERA' ALPHA
'FIN' FF . | .
1500 SIGN (G)= SIGN (G1) 'ALORS' 'DEBUTY 'SI' J= 1
VALORS' 'ALLERA! PASDERACINE FF
Y2F= X FF
'ALLERAY TEST
_ PFIN' FF | -
1511 K= 1 'ALORS' 'DEBUT! JF= KF= 2 FF
. *ALLERAY MILIEY
STy . 'FINv FF | L
» COY1F= X FF R | R
F 1SI' ABS(Y1-Y2) 'INFER'ETA 'ALORS' 'ALLERA'-TERM FE

MILIEU F XF= (Y1+Y2)/2.0 FF

PALLERAY ALPHA FF'

CTERM F rFIN' PROCEDURE BISSECTION FF
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PRCGRAMME PRINCIPAL F
IF=JF=KF=1 FF
 LAMBDAF=L2 FF

. ALPHAF DEBUT' 'ENTIER! P FE-

C GF=-W FF _
tPOURY PF=1 'PASt 1 'JUSQUA!' N 'FAIRE
'DEBUTY +1SIt LAMBDAUVINFEGIDF({PsAV.(P) W) 1TALORST Ue(P)oF=AVe(P) ;
tSINON' 1SIt LAMBDA'SUPCZGIDF(PsAP(P)e) TALORS! Us(P) F=AP(P)e. S
PSINON' 'DEBUT' 'REEL' SOLU FF ' BURERETI
'"REELT 'PROCEDURE!' CALDF(X) FF 'VALEUR' X FF 'tREELY X FF
CALDF  F=DF(P,X)~LAMBDA FF ' o
BISSECTION(CALDF 3AV . (P) e sAPW(P) o sEPSSETASSOLUSPASDERACINE) FFE
Ue (P)eF=SOLU ' ~

CUFINY FF
GF=G+Ue (P) o

CUFIN'Y 'FINY FF

tSI' ABS(G)*INFER'EPSI 'ALORS!' 'ALLERA' TERM FF
'SI' I=1 'ALORS' 'DEBUT!' IF=2 FF G1F=G FF LAMBDAF=L1 FF
PALLERAY ALPHA tFIN' FF -
PSI' SIGN(G)=SIGN(GL) 'ALORS' 1DERUT!
"SIt J=1 tALORS' 'ALLERA' PAS DE RACINE FF L2F=LAMBDA IFF 'ALLERA!
CTEST 'FIN' FF : AT . o :
tSIY K=1 'ALORS' 'DEBUTY JF=KF=2 FF 'ALLERAY MILIEU *FIN' FF
LIF=LAMBDA FF - »
TESTF 'SIv ABS(L1I-L2)'INFER'ETAI 'ALORS' 'ALLERA' TERM FF P
- MILIEUF LAMBDAF=(L1+L2)/2.0 FF 'YALLERA' ALPHA FF . _ v
- TERM F i , B i L
'FIN' 'FIN' FF
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XI-4 Exemple 1

soit £,(v) :; v+ 1 : [a1' AJ =[-5, + 5]
Ey(v) = 3 (ve1)2 v 2 [y, 4,7 =[-5, 0]
£50v) =2 (w2)2 + 3 5 [ag, 4,7 =[0,+ 5]
£,(v) =.% (v+3)% + 4 5 [a, 4,] ‘=[o, 10]

Il est immédiat de déterminer les dérivées de ces fonctions
f'1(v) =V

+ 1

i
<

£1,(v)
f'3(v) =V + 2
f'4(v) =v + 3

I1 est, dans ce cas particulier, facile de déterminer 1l¢ structur
de la suite solution X;(A) , i=1,...,4. (voir graphiques)



g (V)=

K, (N)=

Ky (A=

K, ()=

si

si

si

si

si

si

si

si

si

si

si
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Prenons ETA
ETAI

Nous obtenons les résultats suivants

-8
)

EPS = 10
EPSI = 10

- 142 -

Pour W =0

°
.
°
.

valeur calculée

valeur exacte

08 ¢0 co es o

X4 0, 500 00 48 ¢ 0,5 :
; X5 : -0, 499 999 52 -0,5 ;
: 3 0 O E
: X4 : O : 0 S
: M § 16, 750 000 § 16, 75 ;
: Pour W = 10 H :
: X4 ¢ 5, 000 000 O ¢ 5 :
: X2 : 0 ¢ 0 :
: X3 ¢ 3,000 000 5 i 3 :
; X4 ; 2,000 000 5 ; p) :
: M * 48,000 005 48 :

se o0 se
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XI-5 Exemple 2 Influence des paramétres. de précision

8nit a résoudre

-2<€X, €2
4 4 4 4 I
X + XH. + X + X N _
M:In£(1 2 3 4 —1$X253}.ZX1_8)
4 O:§x3522 I
< 3
1\x4$3

La solution analytique est la suivante :
X' = 2, (i=1,o'oo'4‘)
M =16

Les résultats numériques obtenues pour diverses valeurs des
paramétres ont été résumés dans le tableau suivant. Le temps
de calcul indiqué est la différence entre le temps indiqué par
la procédure de gestion TEMPS ( [ 7] BOUSSARD) avant et aprés
exécution de la procédure DIRECTE.
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¢ erreur maximum

; : ¢ solution
. 107 . 10™% . 0,000 305 2
oo™ 1073 % 0,000 427 2
. 107  : 107°  : 0,000 389 1
P10 f 1073 % 5,000 386 2
: 107® ¢ 107 i 0,000 030 5
1077 % 107 % 0,000 002 9
. 1077 ¢ 107° i 0,000 002 7
1077 % 107> ! 0,000 000 1
: 10—8 : :

EPS=ETA : EPSI=ETAI : sur la suite X, i

s 606 oo o

erreur sur

Temps en dixieme
de seconde

— s wn oo it . i e sttt vt ¥ o s s s S A VD D S WSS O S S et e b e

22
cyclage

Pour obtenir des résultats numériques corrects, il semble

nécessaire de prendre des valeurs EPS et ETA compatibles avec la

précision de la calculatrice2ttenant compte de la complexité des

calculs a effectuer pour déterminer les fonction fi ; bpour EPSI

s

et ETAI, prendre des valeurs un peu supérieurs a ETA XN,
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CHAPITRE XII

ALGORITHME VARIATION

XII-1 Rappel du probléme

Soient :

- un intervalle donné [TO,T1] » Ty étant strictement inférieur
a T1 s

- W un nombre donné ;

—-\P(t,v) une fonction donnée a valeurs réelles, pourvues de
dérivées premiéres et secondes continues par rapport a t
et a dérivée premiére continue par rapport a v, strictement
convexe par rapport a v (c'est-a-dire dont la dérivée par

" rapport-a v, \P,V(t,v), est strictement croissante par
rapport a v),
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- a(t) et b(t) deux fonctions données, & valeurs réelles,
continues et pourvues de dérivées premieres et secondes
continues telles que a(t) soit strictement inférieure a b(t)
pour tout t appartenant a l'intervalle:]To, T1E .

Déterminer la ou les fonctions v sur 1'intervalle[To, T1]
telles que :

1) v(t) soit continue par morceaux, c'est-a-dire n'ait qu'un
nombre fini de discontinuités de premiére espéce et qutentre
deux points de discontinuités)on ait

a(t) gv(t)gb(t)

2) la relation suivante soit vérifiée

v(t) dt = W.
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1

kP (t,v) dt soit minimum pour les fonctions
o , : ,
v satisfaisant & 1) et 2).

3) ltintégrale /
T

Théoréme 1

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
K (t,8), & valeurs réelles, définie pour t appartenant a
1'intervalle [T,, T,] et toute valeur réelle de @ par :

a(t) si fl(e, alt)) + & 20
X (t,8) = b(r) si Pl (t, p(r)) +H S0

x si'a x, x €& ja(t), b(t)f , solution
de 1ltéquation en Vv

f/ Ev) + 6 =0

soit solution du probléme, est qu'il existe une valeur 90 de B
‘vérifiant la relation :

T

/1 k (t,8) at = w

To
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Posons
T T4
w1 -_-/ a(t) dt; w2 = / b(t) dt ;
To To
6, .. sup ( \f\,,(t,b(t)) | £ efr,, 7,7
9o -~ me (Wit te1, 1]

Théoréme 2

A

Si W appartient a l'intervalle :]W1, w2[.alors 11 existe
une valeur unique 90 de @ appartenant & 1l'intervalle [61 8
telle que la fonction K(t,RB) vérifie la relation : /

T

/1 K(t,0) dt = W

To

Remargue

hY

Si W n'appartient pas a l'intervalle [W1, w2}, alors le
probléme n'a pas de solution.
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Si W est égal a W1 ou & W2 la solution est soit 1'arc
a(t))soit ltarc b(t).

XII-2 Approche numérique du probléme

Considérons la fonction R(f), définie A partir de K(t,9),
pour & appartenant af#1, 82), de la facon suivante
T1
R () = / K(t,8) dt
To
R(#) est une fonction continue de 8.
On se propose d'ajuster la valeur de B’de fagon a vérifier

la relation
R (H) -w=o0

On sait que dans 1l'intervalle [91 ,&2] cette équation
nta qu'une seule racine. On utilisera donc, pour déterminer
numériquement la valeur 90 de £ solution de cette équation, i
le procédé classique de bissection qui sera toujours convérgent
pourvu que W appartienne bienm & 1l'intervalle [ w1, w2].
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Schéma de calcul de_la_fonction X (t, Q_l_gggg_des valeurs

t et ®@ fixées.

e e " ot o i > o S, o S o

Si \P; (t, a(t)) + @est positif, alors X (t, @) = a(t) ;

li

o

+
~

si P, (t, b(e)) + & est negatie, alors x (t,)

sinon, X (t, &) est racine de 1l'équation en v :

\Fv/ (t,v) +B= o.

On sait que la solution de cette équation appartient
a 1l'intervalle ouvert Ja(t), b(t) [et qu'elle est unique.
On la détermine par la méthode de bissection :

Si 1l'une des valeurs YV) (t, a(t) +6ou ‘f'\l{(t,b(t)) + O
est inférieure a une quantité fixée & 1l'avance EPS en valeur
absolue, alors K(t, §) est égale A la valeur a(t) ou b(t)
correspondante, sinon, les quantités ‘P,\; (t,a(t)) +8et
\F’V(t,b(t)) + @ n'étant pas de méme signe puisque \P; (t,v)
est strictement croissante et qu'il y a une racine unique dans
l'intervalle [a(t), b(t) J, on partage cet intervalle en
deux parties égales, on teste celle ou la fonction ¢
\f’v (t,v) + @ change de signe et on recommence alors le méme
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processus avec l'intervalle de variation de v dans lequel la

fonction change de signe jusqu'a ce que

- soit la longueur de l'intervalle est inférieure & la quan-
tité donnée ETA.

- soit la fonction \Pvl (t,v) + & est inférieure 4 EPS & 1'une

des extrémités de l'intervalle.

schéma_de calcul de la valeur de @ comprise entre &1 etf2

s s ot s s

de_bissection.

On calcule successivement, pour ﬁ: 91 et & = (92, les
valeurs de K (t, ﬁ),au moyen de l'algorithme précédent pour
des valeurs discretes de t depuis t = Ty Jusqu'a t = T, par

T, = T 1

H (ce pas est défini par = 2 O o3 N est un entier

donné) et la valeur correspondanteNde R (&) par intégration
de X (t,#) au moyen de la méthode des trapézes.

Si 1l'une des quantités R ( 51) - W ouR (ég) - W est
inférieure a une valeur fixée EPSI en valeur absolue, la racine
7] o de O est égale a 1'abscisse correspondante. Sinon, ces
deux quantités devant &tre de signe opposé, on partage l'inter-
valle ['@ 1, 92"] en deux parties égales, on teste celle ou la
fonction change de signe et on recommence alors le méme proces-

sus avec l'intervalle de variation de @ dans lequel R (B) - w
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change de signe, jusqu'a ce que

- soit la longueur de l'intervalle est inférieure a ETAI

- soit la fonction R () - W est inférieure & EPSI & 1l'une
des extrémités de 1l'intervalle de variation.

Remarque

La valeur R (f), pour @ fixé, est déterminée par intégra-
tion de X (t,§#) par la méthode des trapézes. Lorsque la
fonction K (t, @) est discontinue ou encore peu réguliere
cétte méthode donne encore des résultats corrects a condition
de prendre un pas suffisamment petit.

Ce schéma suppose aussi que l'on a déja déterminé les
VALEURS ﬁ‘l et @2. Cec calculs préliminaires peuvent &tre
faits analytiquement si les fonctions Y”;(t,v), a(t), b(t)
ont des expression analytiques simples, sinon on utilisera
une méthode numérique permettant d'obtenir les quantités
f1 et B2 de facon suffisamment approchée

Notons aussi qu'a la fin du pfocessus, on a, non seulement
déterminé la valeur 00 de @ solution de l'équation R (#) - W
mais aussi déterminé la fonction K(t,f; ) solution du-

probleéeme.
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XII-3 Programme ALGOL correspondant

Le programme ALGOL correspondant est mis sous forme
de procédure . :

Les données

DVPHI (T,V) : sous programme de calcul de 1?: (t.v);

A (T) : " " # " 1" a (t)
B (T) : " " " " " b (t)
TO : désigne le nombre Ty
. ' f 1
T1 : ! ! ! T,]
N : nombre de points sur lequel est calculée la
solution wv(t) dans 1'intervalle [Ty, T,]
L1 : désigne le nombre ﬁh
L2 : 1] 1" " 92
W ! activité a répartir
ETAI
EPSI paraméetres de précision
ETA
EPS

Les résultats

NON EXISTE : on sort de la procédure par un ordre allera
NON EXISTE dans les cas suivants :
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- a(t)» b(t) pour une valeur t appartenant a

- [Ter 747

- R(éﬁ) - WetR (é%) - W sont de méme signe ;

- P/ (t, a(©) + & et f/ (t, b(t)) +Bpour
une valeur t appartenant a[TO, T1'] et une
valeur @ appartenant aff1, &2 sont de méme
signe.

Ces cas se produisent, en particulier, si :

- W n'appartient pas & 1'intervalle [ w1, w2];

- il vy a une erreur de calcul des bornes 81 ou 52

\Pd

- la fonction v (t,v) n'est pas strictement
croissante par rapport a v pour toute valeur
de t appartenant a [TO, T1j Ix v appartenant a
ltintervalle [a(t), b(t)] ;

- a(t) n'est pas inférieure & b(t) dans fTO, T1] .

Aprés exécution de la procédure :

L1, L2 encadre la valeur 56 '
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: le tableau V contient les valeurs de la fonction
X (t, BO) depuis t = Ty» auquel correspond
K (‘I‘O, 60) =V [1], jusqu'a t = T,,» auquel
correspond K (T, ,80) = V [P] par pas
T, - T
1 0
N

H =



1 PROCEDURE' VARIATIONI DVPHI,A,B,Tu,Tl,w,v,p,N,Ll,Lz,ETAI,EPSI,'

~ETASEPS,NON EXISTE) FF
TREELY TUsT1oWsL1sL22ETAISEPSISETASEPS FE
“PENTIER!' NsP FF
ETIQUETTE' NON EXISTE FF
. YREEL' 'PROCEDURE' DVPHIsAsB FF
- TREEL 'TAdLEAU' \Y% FF,.

' COMMENTAIRE!' CETTE PROCEDURE DETERMINE LES VALEURS v.(1>.,
Va(2)eseeesVa(P)osDEPULS TF= TO JUSQUA TF= T1 PAR PAS (T1- TO)/N
D UNE FONCTION V(T) -
1) RENDANT MINIMUM L INTEGRALE DE DE TF= TO A TF— T1
D UNE FONCTION DE T ET VI(T) DONT LA DERIVEE PAR RAPPORT A V EST-
DEFINIE PAR LA REEL. PROCEDURE DVPHI(T,V). CETTE DERNIERE FONCTION
~ ETANT STRICTEMENT CROISSANTE PAR RAPPORT A V .

R Nt o <

2) VERIFIANT POUR POUTE VALEUR DE T APPARTENANT A L INTERVALLE
C(TOsT1) LA DCUBLE INEGALITE A(T) #INFEG! V(T) vINFEG' B(T) QU A(TI
»ET B(T) SONT DEUX FONCTIONS DEFINIES PAR REEL PROCEDURES TEL QUE A(T(

‘INFER' B(T)

3) TELLE QUE L INTEGRALE DE VI(T) DE TF=TO A TF; Tl SOIT EGALE

A LA QUANTITE W» :
SI UNE DES CONTRAINTES N EST - PAS VERIFIEE ON SORT DE LA

PROCEDURE PAR UN ORDRE 'ALLERA' NON EXISTE o CETTE ETIQUETTE DEVRA

FIGURER DANS LE PROGRAMME PRINCIPAL.

LTAIaEPoIsETAaEPS SONT DES PARAMETRES AUXILIAIRES DE PRECISION. FE

r;'DtBUT' VBOOLEENY IsJsK FF
tREELY LAMBDA ‘ sACTIVsGlsH FF
PENTIERY PM1 FF IR ~

=(T1-TU)/N FF
IF=JF=KF=YVRAI' FF

LAMEBDAF=L2 FF : i A
ALPHAE 'DEBUT' 'REEL' TCALsBCALsACAL FF
tENTIERY Q FF I : ;

_ TCALF=TO-H FF PF=0 FF .

“ 1POURY TCALF=TCAL+H 'TANTQUE" TCAL'INFEG'T1 'FAIRE!
IDEBUTY PF=P+1 FF . '
BCALF=B(TCAL) FF

, ACALF=A(TCAL)'FF R
151t ACAL 'SUPER!'. BCAL 'ALORS' 'ALLERA' NONEXISTE FF

S LAMBDAPDVP%I(TCAL,BCALJ'I“FEG O 'ALORS' . = -

IDEBUT! V. (P).F=BCAL FF "ALLERA' SUITE tFIN' FF
'SIP'LAMBDA+DVPHI(TCAL,ACAL)!SUPEG{O ' ALORS!

C iDEBUTY Ve{P)oF=ACAL FF 'ALLERA' SUITE 'FIN' FF
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CCACINEF 'DEBUT!' 'BOOLEEN! I,JsK FF

'REEL' GsGlsSOLU FF
IF=JF=KF=tVRAL' FF
SOLUF=BCAL FF

S RACALPHAF GF= LAMdDA+DVPHI(TCALaSOLU) FF

'SI1 ABS(G)'INFER'EPS 'ALORS' '1ALLERA' RACTERM FF . .
1SI' I'ALORS!' 'DEBUT! IF='FAUX'FFGLF=G FF -

SOLUF=ACAL FF TALLERA' RACALPHA 'FINt FF
tSIVSIGN(G)I=SIGN(GL)Y *ALORS' 'DEBUT!
1SIt J 'ALORS' 'ALLERA' NON EXISTE FF

 BCALF=SOLU FF 'ALLERA' RACTEST 'FIN' FF

tSIt K YALORS' DEBUTY JF=KF='FAUX' FF
"ALLERAY RACMILIEU 'FIN'. FF

ACALF=SOLU FF

RACTESTF 'SI' ABS(ACAL-BCAL). 'INFER' ETA 'ALORS!

tALLERAY RACTERM FF

RACMILIEUF SOLUF=(ACAL+BCAL)*0.5 FF.
C VALLERA' RACALPHA FF

RACTERMF Ve (P).F=SOLU
CAFIN' FF e

COFl

SUITEF
N' FF . \
ACTIVF=(Ve(l)e+Va(P)e)*0s5  FF

 PM1F=P~1 FF

OACTIVF=ACTIV#H =W

'POUR' QF=2 'PAS' 1 'JUSQUA' PM1 'FAIRE!
ACTIVF=ACTIV+Ve (@)« FF

f

'FIN' FF

NSIY ABS(ACTIV) VINFER'EPST 'ALORSt YALLERA' TERM

1Sy T tALORSY 'DEBUT! IF=tFAUX' FF GlF=ACTIV FF
LAMBDAF=L1 FF *ALLERAY ALPHA 'FIN' FF
181 SIGN(ACTIVI=SIGN(Gl) +ALORS!

© WDEBUT? 1SI' J 'ALORS' 'ALLERA' NON EXISTE FF
L2F=LAMBDA FF tALLERA' TEST 'FIN' FF

MILIEUF LAMBDAF=(L1+L2)*O$5 FF

 TERMF

tSIt K tALORSY 'DEBUTH JF=KF=tFAUX' FF 'vALLERA* MILIEU

L1F=LAMBDA FF
TESTE '"I' ABS(L1~L2) *INFER'ETAL +*ALORS* 'ALLERA?

'ALLERAY ALPHA FF

'FIN' VARIATION FF .

TERM FF

=157 -

VFINY FF

G S e A o
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XII-4 Exemple 1 Soit & déterminer v(t) solution de
2

2
M = :tnf(/(v(t)2 - 2 v(t).t+4) at 2@(1:)44,/ v(t) dt = 2,1
. 1 1
- La solution analytique de ce probléme est la suivante :
2 pour 1€£t<£1,5
v (t) =

t+0,5 " 1,5€t€2

- solution numérique. Posons

LF(t,v) 2 -2 vt + 4

=V
a (t) =2
b (t) =4
Ty = 1
T =2

1

et donnons aux parametres auxiliaires les valeurs suivantes

ETAI = EPSI = 10'6
ETA = EPS = 10~/
N = 10

Nous obtenons les résultats suivants :
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: t : v (t) calculée : v (t) exacte ;
R * 2, 000 000 O . 2 o
C1, . 2, 000 000 O : 5 :
o1, 2 ‘2. 000 000 O : 2 :
.1, 3 . 2, 000 000 O : > :
S, 4 . 2, 000 000 O i ) ;
: 1, 5 : 2, 000 000 O : 2 :
o1, 6 P2, 099 998 O : 2, 1 :
L1, 7 . 2, 199 998 0O : 2, 2 :
1,8 P2, 299 998 O : 2, 3 ;
©1, 9 2, 399 998 1 2, 4 :
oo * 2, 499 998 0 2, 5 :
M . 2, 082 499 2 : 2, 083 333 4

XII-5 Influence des paramétres de précision

Supposons, tout d'abord, N fixé ; la précision avec
laquelle les valeurs de la fonction X (t, 90) sont déterminées
pour t = T, Jusqu'a t = T, par pas H dépend des valeurs données
aux parametres EPSI, ETAI, ETA, EPS dont les graphiques rappel-
lent les significations.



AR(B)-w - 160 =

résolution de
R(8)-w =0 /

résolution de
/
%;(hv}f@:o | ETA/}fé/T,///’
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Le critére IR (B) - W|<EPSI permet de s'assurer que
l'on répartit bien l'activité W. Pour &tre slir que cette
condition est bien rempli, il est nécessaire de donner des
valeurs trés faibles aux autres paramétres ETAI, EPS, ETA.
Mais toutes ces valeurs doivent &tre compatibles avec les
erreurs d'arrondis de la calculatrice et la taille de N
caractérisant la précision de la méthode des trapezes utilisés
dans 1'intégration de la fonction K (t, 90).

Exemple 2 : Reprenons le probléme précédent et faisons varier
les paramétres EPS, ETA, EPSI ETAT et N.
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Temps de erreur

EPS BPST N caleul en de erreur M

ETA ETAI

1/10 s commande

P07t 104 0 F 16t 10™% P o, 000 888
L o— . - i 20 : 32 - : 266
oot - 40 1 63 - i 111
P -+ - i 80 :+ 135 : - : 072
foo. b o P 60 o269 - ; 063
i - i 320 : 539 : - : 062
: 107 107 ¢ 10 21 : 2 1072 i 0, 000 825
oot -t 20 P 39 - : 200
C - i o= i 40 1 77 : - 044

- P - P 80 ! 164 ] - 004

- i - i 160 : 327 : - 005

- i - i 320 [ 653 ] - 005 |
b 1077 106 . 10 @ 29:2 107° i o0, 000 834 2 :

- F - Y 20 ' s8° - ‘0, 000 208 O °
: : . 40 : 115 : - 051 4 :
f ; © 80 ; : 011 5 °
: : : 160 : 406 : - 001 O :
; ; 320 | 816 : - ; 0001
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En pratique, on prendra donc EPS et ETA compatible
avec la précision de la machine et la complexité de la
procédure DVPHI. Les paramétres EPSI et ETAI seront choisis
un peu supérieurs é..(T1 - TO) EPS.

Si N n'est pas fixé, il sera alors prudent d'effectuer
les calculs pour diverses valeurs de N, par exemple
Ng» 2 NO""’ et,... et de v01r comment évoluent les valeurs

de x (t, O ) et l'lntegrale/ l‘P(t X (t,0 5)) dt en fonction
de N. TO
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XII-6 Exemple 3 : Comparaison des méthodes & propos d'un exemple
simple

Déterminer v(t) et M solution de

10
M= Inf ( %f (t+1) v2(t) dt/ 0gv(t)g-t + 10,
0 ’ 10
ostsm:/ v(t) dt = w)
0
pour une valeur W donnée appartenant & l'intervalle 0,50

Pour obtenir une solution analytique simple, nous
prendrons W égal a 11,5 + 18 log (4,5) soit 38,5738. Les
temps de calcul indiqués correspondent au temps de passage
de chaque programme sur l'ordinateur IBM-7044.

Solution analytique

L'unique solution du probléme est la suivante

-t + 10 O£t <1
v (t) = t1f1 1€t 48
-t + 10 8<£t<10

M = 323, 29
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Solution numérique

On utilise la procédure VARIATION pour déterminer la
solution v(t) depuis t = 0. Jusqu'a t = 10 par pas de 0,2
ce qui correspond a N = 50. On obtient les résultats suivants,
pour diverses valeurs des paramétres de contrdle

: : : Temps de : erreur maximum : valeur de
: EPS-ETA : EPSI-ETAI : calcul en : en valeur abso-: M calculée
: : : 1/10 s : lue sur v(t) :-erreur -

: -6 : -4 g : :

¢ 10 : 10 5 61 s 0, 004 : 0,14
- : 107 : 65 : - : -

: - . 1074 : 69 : - : -
SN E 5 5

¢ 10 : ¢ cyclage : :

Remarque : on aurait eu intérét, dans ce cas & remplacer
la résolution de 1l'équation en v,‘fé(t,v) +f=0 par la solutic
analytique de cette équation car la fonction réciproque de
1;((t,v) par rapport & v se déterminait facilement.
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On discrétise par rapport a t, soit A le pas.

T, - T

Posons N = ~l;———9—, La version discréete du probléme est la
suivante
déterminer la suite {vi},i=1,...,N solution de
N ,
A s 2
Inf ( 5 T (ti+1) vy | O\<vi$-ti + 10,

1

N
i=1,ooo,N;Zv4=
4

Di=

Pour obtenir des résultats analogues au précédent
prenons A = 0,2 ce qui permet d'écrire l'expression précédente
sous la forme

50
Inf (0,1 = ((i-0,5)+ 0,2 + 1)-vi2 Og v, £10 - (i-0,5) = 0,2,
i=1
50
i=1,...,50 ; &2 v; = 192,867)
1

Utilisation de la procédure DIRECTE

Pour diverses valeurs des paramétres de contrdle, on obtient
les résultats suivants
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: HE : Temps de : erreur maximum : valeur de
ETA-EPS : ETAI-EPSI : calcul en : en valeur abso-: M calculée

: : : 1/10 s ¢ lue sur v(t) :-erreur-

: 10’6 S 10"5 : 72 : 0,002 : 0,06

: 1077 ¢ 107° : 79 : - : -

T - . 1077 : 83 : - : -

cs
°

Ces deux méthodes sont badties sur le méme principe
et lterreur moyenne, de l'ordre du milliéme en valeur absolue
avec laquelle est déterminée la solution dans chacun des cas

est la méme.

Utilisation de la procédure KASI.

Les 50 fonctions sont ici définie par des segments se
raccordant, le choix en est laissé a l'utilisateur. On sait
que le probleme n'admet plus alors une solution unique puisque

les fonctions ne sont plus strictement convexes.

Désignons par S le nombre total approximatif de segments
utilisés pour définir les 50 fonctions, TEMPS, le temps de calcu
évalué en dixiémes de secondes et par E l'erreur maximum en
valeur absolue sur v(t).
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° oo

‘valeur de

f S : TEMPS : B ° M calculée

e ;___ . . cerreur-

. 600 : 50 : 0,7 0,84

: 1200 : 115 : 0,2 i 0,08

. 1500 : 130 : 0, 2 0,01 ¢
2500 : 210 0 : :

1 — °
9 . °
o -
° o

0o oo o

Ces résultats montrent bien qu'il est plus intéressant
dtutiliser la procédure VARIATION ou la procédure DIRECTE
lorsque les données se présentent sous une forme analytique
L'emploi de la méthode de BELLMAN - KARUSH n'est pas justifié
ici puisqu'il s'agit de fonctions convexes. Nous 1l'avons tout
de méme fait par curiosité et avons obtenu des résultats dont
la précision est comparable a ceux obtenus par la procédure
KASI, mais le temps de calcul est supérieur, de plus le nombre
de mémoires de maneuvre a réserver est important. Compte
tenu du nombre de mémoires rapides de l'ordinateur IBM-7044
dés que le nombre total de segments servant a définir les
fonctions est supérieur a 1000, il est nécessaire de redéfinir
les fonction récursives par un moins grand nombre de segments
a chaque étape de la récurrence.



BIBLIOGRAPHTIE

(1] BARRA - BRODEAU
[2] BELLMAN

[3] BELLMAN - DREYFYS
(4] BELLMAN - KARUSH
[5] BERKOVITZ

"Cours de Programmation Dynamique
Déterministe®
Polycopié Faculté des Sciences de
GRENOBLE 1964

"Dynamic Programming"
Princeton University Press 1957 .

"Applied Dynamic Fregramming®
Princeton University Press 1961

"On a new fonctionnal transform in
analysis ; the maximum transform"
Bull of American Mathematical Society
67 (1961)

"Mathematical programming and the maximum
transform"
Journal of Society ofr Industrial and

Applied Mathematics. Sept 1962

"Variationnal methods in problem of contro
and Programming"

A Governement reserach report. Memorandum
RM 2888 PR Dec 1961. Prepared for United
States Air Force. Project RAND. The Rand
Corporation. 46 pages.,



(6] BLISS

(7] BOLZA

[8]) BOUSSARD

[9] CHARNES - COOPER

[19] DE GUENIN

[11] FOURGEAUD

(121  uEsTENES

"Variational Methods in Problem of Control
and Programming"

Journal of Mathematical Analysis and
Applications, Vol. 3 (1961)

"On control problem with bounded state
variables"

Journal of Mathematical Analysis and
Applications, Vol. 3 (1962)

"Lectures on the calculus of variations"
University of Chicago Press, Chicago,
Illinois, 1946

"Lectures on the calculus of variation"
Chelsea Publishing Company New York

"Compilateur ALGOL sur 7040/44"
Manuel d'emploi. Institut de Mathématiques
Appliquées de Grenoble - A - 01. Juil. 1964

"The theory of search, optimum distribution
of search effort"
Menagement Science & N° 1,(1958)

"Optimum distribution of effort : an exten-
sion of the KOOPMAN basic theory"
Operations Research Jan. Feb. 1961

"Les fondements d'une théorie de 1la
Recherche"

Revue de Statistiques Appliquées 7, n° 4
1959

"Cours de Statistiques"

2éme année Licence-é&s-Sciences Economiques"
Faculté de Droit et des Sciences Economiques
de Paris C.E.F.A.S.E. 1964 )

"Elements of the calculus of variations"
BECKENBACH Editor Mc Graw Hill Book
Company, Inc 1956



[+7]
[¢]

[19]

KARUSH

KARUSH

LEGALL

Mc SHANE

PONTRYAGIN
BOLTTANSKII
KAMKRELIDZE

VALENTINE

WEINSTOCK -~ YOUNG

"Variational theory and optimal control
theory, Computing methods in optimization
problems"

edited by BALAKXKRISHNAN and NEUSTADT
Academic Press New York 1964

"A general algorithm for the optimal
distribution of effort"
Manegement Science Vol. 9 N° 1 oct., 1962

"A queing model @ér an inventory problem"
Journal of the operation Research Society
of America Vol. 5(1957)

"Les systemes avec ou sans attentes et
les processus stachastiques™

Collection Technique et Scientifique du
C.N,E.T Dunod 1962

"On multipliers for LAGRANGE problems"
American Journ. Math. Vol. 61,(1939)

"Necessary conditions in generalized -
curve problem of the calculus of variations
Duke' Math. J. Vol. 7,(1940)

"The mathematical theory of optimal processes
Interscience Publishers 1962

"The problem of LAGRANGE with differential
in equalities as added side conditions"
Contributions to the calculus of Variations
(1923-1937) The University of Chicago Press,
Chicago, Illinois, 1937

"The influence of correlation of replenish-
ment times on inventory control system"
(abstract). Operation research 5,145(1957}



"On the existence of on optimal plan in
a continuous time allocation process"
Econometrica Vol. 32 N° 4/Oct 1964

"Procédure de la bibliothéque AT,GOL de
1'Institut de Mathématiques Appliquées
de Grenoble .



TABLE___DES MATIERES

CHAPITRE -I : INTRODUCTION AU PROBLEME DE LA page
REPARTITION OPTIMALE D'UNE ACTIVITE

I_1 Généralités ® 0 0 & 5 0 06 O G O O O 0 0 O 08 * 0 & 0 0 & 6 0 0 " > B
1—2 Exemples ® 6 & & 0 & 6 0O O 0 O 0 & O & O ® 0 O & 6 0 O 0 O B ¢ D O O O S 3
I-2-1 Constitution d'un stock en vue d'un fonc-

tionnement en regime stationnaire et

délai de livraison aléatoir€...eeseeees. 3
I-2-2 Répartition optimale d'un budget global de

sondage par stratificationNn....ceeeeeeeo. 9
I-2-3 AULres eXemMPleS.cesoosocoeceoosossososess 10

CHAPITRE - II : PROBLEME GENERAL DISCRET

II—1 El’lOYlCé du PI‘Obléme D:o © 0 0 0 0 0 ¢ & 0 D O G 6 & O C O @ 13
I1-2 Enoncé du probléme équivalent DIIl....... 16
II-3 Méthode récursive de résolution......, 17

1I-4 Introduction d'un opérateur de transition 19



CHAPITRE - III

ITI-1
ITI-2
II1-2-1
ITI-2-2

ITI-2-3
ITI-3

IIT-3-1
ITI-3-2

ITI-3-3
III-3-4

CHAPITRE IV :

: METHODE DE BELLMAN - KARUSH

Définition des fonction fi.o.o.......
Représentation géométrique...coeoeess
Chaine.soocoeesooososossosooonoessocsss
Famille de segments admissibles.par..
rapport a un point d'une chafne......
Enveloppe inférieure d'une famille de
SegMENES . s coooccsooorsosocososaoceses
L'opérateur(zosur des fonction définies
PAr ChalNeS.cveocvooeosooocsoscosanecess
Lemme Teoccoceocsosocscocsnocasoanncosoa
Lemme 2.c.ccoocccssoscoscsocscosscososs
ThéOoreme. . o oovcoooosccoassonocncasoas
Propriétés de l'opérateur.cceeeccesss

METHODE DIRECTE DE RESOLUTION DU PROBLEME

Iv-1

Iv-2

DI

Introduction dfun multiplicateur de
LAGRANGEOOQo’ooo‘0000.0.000.."00...’0
Application aux fonctions convexes...

20
21
22

24
24

26
27
28
32
36

44
47



CHAPITRE - V : PROBLEME GENERAL CONTINU

V-1 Enoncé du probléme Cl..ceeceeeeosecoses
V-2 Un probléme dégénéré...ccocscecoosocss

CHAPITRE - VI : METHODE DE PONTRYAGIN

VI-1 Application de la méthode de PONTRYAGIN
VI"'Q RéduCtiOI’l du PI‘Obléme CI @08 060 0 s00 0 e

CHAPITRE - VII : METHODE VARIATIONNELLE

VII-1 Conditions nécessaireS..eeeeeosessooss
VIiIi-2 Enoncé du probléme de BOLZA.seeooooss
VII-3 Conditions nécessaires du probléme
de BOLZA...ccosocoooconocooosacscenas
VIiIi-4 Retour au Probléme...cececevcosococaos
VII-5 COr0llalr@.oooosoosocosoosecosonsecss

CHAPITRE - VIII : METHODE DIRECTE DE RESOLUTION DU

PROBLEME DI

VIII-1 Introduction d'un mulplicateur de
LAGRANGE.OOOOOOD0.00000&90.00.60"00.

VIII-2 Application au cas d'une fonction
HD(t,v) CONVEXE s o sacocscscscossooess

55
59

63
65

69
72

75
79
85

87

88



CHAPITRE - IX : ALGORITHME DE BELLMAN -KARUSH

IX-1
IX-2
IX=-3
IX-4
IX-4-1
IX=-4-2
IX-4-3
IX-5

Rappel du probleéme..occocesocsocccscsa
Calcul de g eeeoceononsacocsonnaacos
EXemple.scossocccsoscsaesososnsosccocons
Programme ALGOL correspondant.......
Schéma général de calCUlescooccossan
Programme BELLMAN-—-KARUSH..coecco0o0sse
Utilisation du pProgramme...ssocecoocss

Exempleooooooooooonooo‘oooobaooﬁoono

CHAPITRE - X ALGORITHME DE KARUSH SIMPLIFIE

X-1
X2
X-3

Exposé de l'algorithme...ccoeeccsose
Programme ALGOL correspondant.......

Exempleoooooooooeaceooooooooooaoo.eo

CHAPITRE - XI ALGORITHME DIRECT

XI-1
XI-2
XI~-3
XT=3-1
XI-3-2

XI-4
XI-5

Rappel du Problémecescssccceacccoccs
Approche numérique du probleme......
Programme ALGOL correspondant.......
Notations UtiliséeS..ceececocesecsse
Signification des parametres de

Précision..ceocscovocscssssacssocnas
Exemple T.ceeoccosacccoocsososaccasso

Exemple 20@09000aooocoooeosaao.acoae

93
97
100

104

104
108
113
114

118
120
126

128
130
131
131

133
138
143



CHAPITRE - XII

XII-1
XIT-2
XII-3
XII-4
XII-5
XII=-6

BIBLIOGRAPHIE

¢ ALGORITHME VARIATION

Rappel du Probléme.cccscoccooccoccososoa
Approche numérique du probléme.......
Programme ALGOL correspondant...o.o.e...
EXemPle:occoocooocoooossoocooocsssosoa
Influence des paramétres de précision
Exemple; comparaison des mékhodes a

propos d'un exemple SiMPle€..cooosoose

145

145
149
153
158
159

165



VU

Grenoble, le

Ie Président de la thése

VU
Grenoble, le

Le Doyen de la Faculté des Sciences

VU, et permis d'imprimer,

Ie Recteur de 1'Académle de Grenoble



	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001t.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002c.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000055.tif
	00000056.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005b.tif
	0000005c.tif
	0000005d.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005h.tif
	0000005k.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000005o.tif
	0000005q.tif
	0000005s.tif
	0000005t.tif
	0000005u.tif
	0000005w.tif
	0000005x.tif
	0000005y.tif
	0000005z.tif
	00000060.tif
	00000061.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000064.tif
	00000065.tif
	00000066.tif
	00000067.tif
	00000068.tif
	00000069.tif
	0000006a.tif
	0000006b.tif
	0000006c.tif
	0000006d.tif
	0000006e.tif
	0000006f.tif
	0000006g.tif
	0000006h.tif
	0000006i.tif
	0000006j.tif
	0000006k.tif
	0000006l.tif
	0000006m.tif
	0000006n.tif
	0000006o.tif
	0000006p.tif
	0000006q.tif
	0000006r.tif
	0000006s.tif
	0000006t.tif
	0000006u.tif
	0000006v.tif
	0000006w.tif
	0000006x.tif
	0000006y.tif
	0000006z.tif
	00000070.tif
	00000071.tif
	00000072.tif
	00000076.tif
	0000007e.tif

