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INTRODUCTION

Le but de cette étude est de rechercher les valeurs propres
d'une matrice quelconque & éléments appartenant a C par triangularisation
au moyen de matrices unitaires. Nous savons - théoreéme de Schur - que,

quelque soit la matrice A, il existe une matrice unitaire U telle que
*
A' = U AU

soit triangulaire supérieure (ou inférieure) et telle que les éléments

diagonaux de A' soient les valeurs propres de A,

La méthode de Greenstadt sera tout d'abord étudiée, elle
montrera qu'elle est la méthode la plus rapide lorsqu'elle "converge',
mais on ne pourra ni définir, ni préciser cette convergence, Une étude de
1'algorithme QR de Francis nous permettra de proposer une méthode firant
parti de la méthode de Greenstadt dont 1l'ordre de convergence est le méme
que celui de QR, mais que 1l'expérience montre &tre plus rapide surtout

dans les cas défavorables a QR,

Toute 1'étude et toutes les procédures utilisées emploient
l'arithmétique complexe. Les exemples numériques ont été traités sur

IBM 7044, !







MATRICES TESTS

Pour tester une méthode de calcul de valeurs propres nous avons

le choix entre deux solutions

% ou bien prendre une matrice quelconque dont on peut connaitre
les valeurs propres par'un autre moyen, par exemple en cherchant les raci=-

nes du polyndme caractéristique)

% ou bien construire une matrice dont nous connaissons -d priori-
les valeurs propres. C'est ce que nous ferons le plus souvent aussi nous al-

lons indiquer ﬁﬁ'moyen de construire de telles matrices

. L i n \
Soient deux vecteurs X, Y appartenant 4 R (ou C ) et la matrice
anti-scalaire [1] :

K =X YT

nous avons alors

I
=
>

et nous posons A

K est une matrice & polyndme minimal du second degré (c¢'est-a-dire

K vérifie une équation du second degré)

Soit a, b € R (ou C) et
¥ ‘
M = al + bK

ltinverse M de- M, si elle existe, est du méme type que M

M 1 = a'l +b'K




a® et b' étant déterminés par
MmlM = MM'1 = aa'l + [(a+b)) b' + ba'] K =T

ce qui entraine si

a# 0
ath A # 0

It

1/a
-BY [4(a\b)]

al

bl

Soient les n nombres complexes Vj (J =1, 2, ... n) qui seront

les valeurs propres de A matrice & construire

Les vecteurs X et Y sont choisis arbitrairement, a et b sont réels

choisis de maniére que
a+Ab#0
a# 0

Soit D = (di% la matrice diagonale avec
a

V. 8

%ﬂ’ = V5 By (@iijmbole de Kronecker)

-1 . » .
Dans ce cags, D et A=M DM ont les mémes valeurs propres,

Remarque :  Si les vi sont de la forme un entier plus i fois un entier et

si nous voulons A avec des éléments entiers il suffit de prendre

3

. a=1

et MYT X

¥

It

0 (X,Y orthogonaux)

b étant alors un entier quelconque

Voici une procédure Algol permettant de construire une matrice-

[




test par ce procédé, La matrice A = Al + i A2 ainsi créée étant a éléments

complexes.,

Procédure FORMAT (A,B,X,Y,VP,VC,N,Al,A2) ;

entier N ; reel A, B ;

tableau X,Y,VP,VC,Al,A2 ;

commentaire

cette procédure forme une matrice,dont la partie réelle est

Al et la partie imaginaire A2, d'ordre N, Cette matrice a pour valeurs pro~-

pres les N nombres complexes VP[K] + i.VC[K] (RK=1, 2, ... N) . XetY

sont deux vecteurs quelconques de dimension N, A quelconque # 0, B quelcon-

que de manidre que A + B(XTY) # 0 ;

debut E reel

procedure D(I,J) ;

i
i en

tier

D

I, J;

=i I =7 alors 1.0 sinon 0,0 ;

" reel L, AP, BP, S, T, AS ;

entier I, J, K;

L

our

:= 0.

I

0

.
3

1 pas 1 jusqua N faire

L:=L+x[1]x v I[1];
= 1/A

AP
pour
pour

[N

ébut

I
J

- pour K

1

~.début

o =

j

fin ;

Al[TI,J]:=

fin

fin FORMAT ;

; BP := (-B)/(A+LxB)/A ;
1 pas 1 jusqua N faire
1 pas 1 jusqua N faire
= T := 0,0 ;

1 pas 1 jusqua ,N faire
AS := (AP x D(I,K) + BP x X[1] x Y[KD)
x (A x D(K,J) + B x X[K] x Y[JD) ;
S + AS x VP[K];

T + AS x VC[K]

=
W

S ; A2 [1,J] =T







CHAPITRE 2

METHODE DE GREENSTADT

1 NOTATIONS

U sera utilisée pour U transposée conjuguée
T c1a oz 5

U sera utilisée pour U transposée

¢ est le conjugué de C

Nous rappelons qu'une matrice U est unitaire si et seu-
lement si

U"U=00" =71 (Si U est réelle, U est orthogonale)

Nous noterons la norme Ewucl idienne de la matrice A par

i=n
d4=n
2
LAl = ) gyl avee a= (3 atorare n
i=1
J=1
s (Symbole de Kromecker) = | O i#4d
1] 1.,1i=4
¥ 4
2 METHODE DE GREENSTADT
. T
Soient a € R et c € C

et soit la matrice unitaire qu définie comme suit
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1 —
Uy = 8 ; sauf Uop = a '.1 -

u_ =a _ &y P

“_ - Yap "
u . ,=°C 00

P : 1 |_q
u_=c T

qp .

"1

avec a2 + |c|2 =1

Formons la transmuée de la matrice A dont on cherche les va-

(1

leurs propreé par la matrice qu, soit A

U en posant A(o) = A

Le but de la méthode est de déterminer une suite de matrices

U U ,qon,U 3y oo
4Py 5 9P, 9P,
de telle maniére que
: (o) .
pim A = 0t v A Yy e U cie =T
ko <0 9Py 941P 9P Py

(le choix de (q,p) sera fixé ultérieurement)
soit une matrice triangulaire supérieure,

I3

(k)

v Solit A la matrice obtenue a la kiéme itération et étudions
la transnmuée ’
A (kL) % | Ak 4
Qa1 Prtl 41 Pryr

(k)

Pour faciliter les écritures, les éléments de A seront

¢
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(k+1)

notés (aﬁlvceux de A (%i) et ceux de U @) lorsqu'il n'y a

U1 Pt
pas ambiguité

done C = U* AU

Les éléments de C sont les mémes que ceux de A sauf dans

les lignes p et q

les colonnes p et q

Nous aurons alors les éléments transformés

e — N\
¢c . =a ,a-+ aq, c -
PJ PJ J | i =1, 2, voen j # P,q
C , =g ,ct+a . a
q] Pl q] }
¢, =a, a+4+a. ¢ )
ip ip iq o
_ > 1=1,2, ...n 1i#p,q
ar-DJ “iq Tp ¢ F 24q ?
2 2
¢ =aa +(a -a_) ac - c
qp qp qq PP Pq
2 - -2
c =4 +(a -a_)ac-a ¢
pq ®pq aq = “pp qp
c o= aza + a ac + a ac + a |c|2
Pp pp Pq qp qq
2 - 2
¢ = a3 a - a_ ac - a ac + a Icl
~ 99 qq Pq qp PP

De plus, a et ¢ sont reliés par
2
a  + |c|2 =1 (I1-2)

Nous allons annuler [2] 1'élément qu

¢ =a" 3 + (a -a ) ac - a c2 =0 (11-3)
qp qp qq PP Pa

puisque A n'esF pas hermitique, il n'est en général pas possible d'annuler
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a la fois ¢ et ¢ o
qp Pq

Supposons a # O , sinon il est impossible d'avoir'qu=0
2
et a + |c|2 =1 si a_ #0
Pq

(II-3) nous donne en posant

X =cl/a 2 =a =-a
) “fap “qq 7 %pp
a xz_zé X~-a =0 (11-4)
pPq qp qp

tenant compte de (II-2) nous avons

a=(1+ |X|2)_l/2

(11-5)

c=+xHH2x

avec X une des deux racines (a # )
P4
2
+V2 +a a - +a a
x1 = Bap " " Bqp 7 %gp pq o = Sdp \/qu pq “qp

?pq a
Pq
De ces deux racines nous choisirons arbitrairement -pour
le moment- celle de plus petit module. Si nous avions calculé a/c au lieu
de X, nous choisirions évidemment celle de plus grand module et les formu-

les (I1-5)¥seraient légeérement modifiées,

3 ETUDE DE LA METHODE

Dans ce qui va suivre, nous moterons par M(C) le carré de
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de la norme Euclidienne de la partie triangulaire inférieure de la matrice C,

2
Soit M(C) =ﬁ§i |cﬁ|
15 ‘
5 .
i>j
En considérant les propriétés importantes de la transfor-

, e . *
mation unitaire U sur la matrice A (C = U” A U) nous obtenons

2 2 2
%4l 251

2 .
‘Cipl + laiq| v i#p,q

(11-6)
2

le

IC lC 2

2 2 .
qjl !apjl + |'an'l vifea

1l

|c |2 + lc |2 + |c |2 + rc‘ Iz |a |2 + |a Iz + Ia |2 + |a |2
- qp qq pq: PP qp P qq Pq : PP

Ce qui fait que, dans M(A), seule la partie
=1
_ _ 2 2, . 2
m(A) —i (laip! + !aqi| )+ Iaqpl
i=p41.

a changé,

Le schéma représente les éléments (notés %) intervenant
dans la partie m(A) qui ont été changés,
n =5 X

q =5 P X

p

i
p =2 X X X 0%
% x x X
q X ; e 2

_ [ —

Cette partie m(A) devient
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q-1

2 2 2
m(C) = }" Qoo™ + fegqlD + legl
i=§:l

uisque c¢ =0
P d qp

-1 )
m(C) = jé: (|Clp| |clq| )
i=p-+1
= Ei gy 1w P LS
Jd=p+1 d =p+l
-1 ) _
+a [e i: (%Jp g apd a ) + ¢ i: (a dP dq
d=pil ol
posons
51 = il (a, |2+ Ja | = m@) - |a_ |?
dp a4 qp
d=p+1
9 oot 2 2
$2 = i: (Iadpl + lapd' )
d=p+l
g-1 _ _
S3 = s + it = Z (adp adq_apd aqd)
™ d =p+1 '
d'ol '

a? sl + |~c|2 S2 + ac S3 + ac S3

i

m{C)

[t}

m(C) 2 n(A) + S2 |c|2 4+ 83 ac + 53 ac -

2gp|
'“aqp

2
+ Iapdj

pd )]

Cas particulier«:Matrices hermitiques et matrices symétriques
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A est hermitique si

vV, ., = 1, 2, ¢ 1 a,, = a,,
i ij ji
¢ qui entraine = Vi=1,2, cen
ce qui entraine %1; 5 { L, 2, ...

Donc dans ce cas

ﬂ:_l ~ N "*’11
83=>_ (a, a, -a ,a.=§‘ (a, a ,=~a, a )=
Jp jqa PJ 4] looe Jjp 4] JP q]
j=p+l j=p+l
-1 :
25, 2
et S2 = a + la_, =
i: (] jq| | PJI ) = sl
j=p+l

d'ol
2
m(C) = a2 S1 +—|€¢ S2 = (a2 +-|Q|2) Sl = sl

- 2
= m(A) - |aqp|

Nous pouvons alors écrire

2
Mm)=mm)+Mm)mmm)=Mm)=|%d
Choisissons pour (q,p)
A0p = Sup (laij|) (Ii-7)
R
>3
¥ ; n(n-1) 2
dauns ¢ as M(A) < ===t |g
ns ce cas (A) < 5 l qpl

2
a

et M(C) = M(a) [1 - —'[——ﬂl’-L] < (L =23 M(A)
M) n(n-1)

Itérant le procédé, nous calculons successivement

A(;)‘a (2) . (k) A(k.+1>

(o)
A s eoe 5 A s

=A3

3 oae
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a chaque itération (q,p) étant choisis suivant la regle (II-7).

Nous awurons alors

A (13 < a- E?%ZTT) uaky = [1 2 qktl o, (0)y

M( " n(n-1)

2 )k+l

Lorsque k — ©° lim (1 - D)

(o)

Dans ce cas A = T matrice triangulaire supérieure. Les ma-.

trices de transformations U étant unitaires, nous avons

(<) (0)
a7 = a7 = LAl

La paire (q,p) étant choisie, 1'élément aqp Sera tout naturel-

lement noté "pivot de la transforamtion'.

Dfol
o e e e o Théoreme === mmmm o e e e e e e e e e e e e e -
| ' !
|
E Si la matrice A est hermitique (ou symétrique), la méthode de |
5 . , . k '
lGreenstadt est convergente a la condition suffisante que le pivot aép) de :
Ela k'SP jtération soit choisi de telle manidre que :
{
I
f k (k '
! aép) = Sup (laij)l) :
i L] : l
| i>]j :
s S !

Remarque : Si a est symétrique nous retrouvons la méthode classique de Jacobi,
Cas général : matrices quelconques

[ . . .
Nous allons voir que -ici- nous ne pourrons pas conclure,
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En effet, dans le cas ol a et c ont été choisis par qu =0
2 2 . A R . N
et a +~|c| =1, il ne reste plus un seul paramdtre pour minimiser m{C).

Le fait de choisir a complexe aurait d'ailleurs abouti au méme résulbat,

Remarque préliminaire Relation entre S1, S2 et $3

Soient les deux vecteurs

T _ o L
¢ = [ap+1p s ese agulp Ayl > e s 2 0q-1 ]
LT = &1 a -8 e ,=4
p+1q 3 ese q_lq 3 PP+1 5 oee pqml
Diaprés 1'inégalité de Schwarz
2 2 2
<on> |t <o |17 x |
mais
2 2
<C,L>= 83 , llC ]I = Sl ) ||L |l = S2
donc

Iszslz < Sl x S2

Etude de la quantité m(C)

Posons v @ =i cos B
- i
¢ = sin 8 &
nous avons pris a >0 , il suffira de choisir
. < <I
2 2

Nous avons alors

m(C) = cos2 olst + s2 tgz 6 +2tg p (s cos o+t sin o) >0

'SL, S2 >0
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X et

s2 X% + 2 (s cos p +t sin ) X + SL >0

posons tg B

g(X)

g(X) présente un minimum pour

s cos ¢+ t sin @

S2 # 0 Xm F = T
(s cos ©® + t sin cp)2
= - . >
g(X ) S1 5 EY

I1 est en général impossible de choisir ¢ de telle maniére que
X)=0
g( m) 1
ce qui entrainerait

S COSs

o+t sing = & |/ST82

Pour que cette équation (g est réel) ait des
que s2 + t2 > 8§81 .52

soit |s3|2 > S1°S2

Dfaprés la remarque précédente,

|s3|2 = sl s2,

soient les vecteurs C et L colinéaires, ce qui

¥ Tragons m(C) en fonction de X =

racines, il faut et il suffit

il faudrait donc

en général n'est pas réalisé,

tg 8 , ¢ étant fixé
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§1

|
!
|
'
'
i
1
I
1
l
Ll
!

1 0 X0 X1 X=tg 0

Ce graphique montre la difficulté de conclure dans cette méthe-
de. Fn effet ® et § (ou tg §) étant choisis par la relation ¢ = O , il
est trés possible de "tomber" sur un X = tg 6 tel que X ¢ [X'1,X1]. Donc

dans ce cas m(A) < m(C),il y a croissance de la quantité M(C),

Ce graphique explique aussi le choix de la racine de plus petit
module pour c/a (Ic/a| = | ts 6|), pour justement essayer de se trouver dans
1'intervalle [X'l,Xl]

Les résultats expérimentaux montreront d'ailleurs que nous pou~-

vons effectivement trouver'M(A(p+1)) > M(A(p))

¥ \

Ces difficultés proviennent du fait que les quantités qu et

m(C) sont indépendantes dans une trés large mesure,

Remarque importante

Néus venons de voir que si q et p sont quelconques (q > p) nous
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ne pouvons conclure, Cependant considérons le cas ol

q = ptl
nous avons alors
2 g, Pl 2 2
n@ = (e |” + fegqlD +y (epil” + eyl )+ Jeqs”
i=q+l i=1

tenant compte des relations déja citées (II-6)
2 2

2 2 .
lcipl + |ciq| = ‘aipl + 'aiql v o i#p.g
2 2 _ 2 2 .
o317 * Tegyl™ = laps 1™+ lag] MRS
nous trouvons
n(©) = u@a) - a_ |*
d'ou
2 ,
M(C) = M(A) - |aqp| (11-8)

Cette relation = (II-8) est la. base ~d'une étude faite . au chapitre V,

4 RESULTATs|EXPERIMENTAUX
!

Les matrices traitées sont des matrices a éléments complexes
(Si ces éléments'sont réels leur partie imaginaire sera inscrite 0). Méme si
nous traitons uné.matrice a éléments réels et ayant des valeurs propres réel.-
les nous emploierong 1'arithmétique complexe car rien ne permet d'affirmer
que, pour de telles matrices,le discriminant (qu )2 + a apq soit posititf

. qp
ou nul,

Nous calculerons successivement
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- A, A(l)s L A(k)

k étant tel que

1,3
i>j

Sur les graphiques seront tracées les courbes

y = tog (P)2)=fm>
i>]
et y = oo = g (T)

N désignant le numéro de l'itération., Itération signifiant ici

l'annulation successive des n(n-1)/2 termes sousdiagonaux.

T signifiant le numéro de la transformation, appelée au début

du chapitre itération,

En l'absence de critéres de convergence, plusieurs stratégies

ont été adoptées,

Ordre d'annulation des pivots

¢

»

¥ Deux sont cycliques, Chaque cycle constituant une itération

# a) stratégie S,

!
N/
—®

X
w

2

e

o3

e |
~ B
§7 T
%x ]
(Vo IR o Y
A/ R
)
XX X
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% b) stratégie S

% c) stratégie non cyclique S,
le couple (q,p) étant déterminé par
(k) (k)|)

a =  Sup (|a,,
qp i>5

et l'annulation de n(n~1)/2 tels éléments constituant une itération

Exemple (II - Ex - 1)

28 + 16 i 2 5+ 12 i 0 i
0 36 + 32 1 1 2 3+4 1
M = - i 5 20 + 32 i 3 31
0 6 + 81 0 -12 6
. , 3 i 4 - i -16
2 —
Notant “A‘E)IE = E: ai?)lz quantité que nous mettrons dans
v i>j
les colonnes Sa s Sb s SC , et p le numéro de l'itération, nous avons :
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. g g S Xi exactes

) A. calculées
a b c (2 10-4 ) i

2 2

1.53 10° |-12,3318 -i 1,3858 |-12,3339 -i 1,3822

8.644 10“2 -16,1074 +i 1,0125 {-16,1052 -i 1,0092

1.654 10~4 19,2108 +i 31,7147} 19,2108 +i 31,7147
28,4302 +i 16,4434} 28,4302 +i 16,4434

0| 1.53 10° |1.53 10
6.446 10 {1.115 10™

2 | 2.643 1073 4,102 10”7

1
8

- -5]. 20| . -8
3| 7570 10 713,024 10771 3.381 10 " | 3¢ Lo00 . 32,2150] 36,7981 +i 32,2149
4| 2,961 1078 —— 1.880 102
5 | 5.744 107%] ——n 7.707 162
6 | 3.214 10’"23 i
Pl 6 4 6
des

Le test d'arrédt était

(k) 2
14 < 10-20

Les trois stratégies Sa 5 Sb s Sc donnant les mémes résultats

dans des temps tr&s voisins se valent (Voir graphique II - fig,1l )

Exemple (IL -Ex,2) [3]

¥ —

( 1+2i 3+41 21+2214 234241 41+421
43+441 134141 15+161 33+341 35+361
M= 5+61 7+81 25+261 27+281 45+471
47+48i  17+18i 194201 37+381 394401

9+101i 114+12i 294301 314321 49+501

Nous porterons toujours dans 1gs colonnes Sa’ Sb, Sc les

€
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valeurs correspondantes de " A(E)nz = z:. a§§)|2

Les valeurs propres de M seront données au chapitre V, notons

déja que la valeur propre O est d'ordre 2

P Sa Sb Sc

0 1;4018 10% 1.4018 10% 1.4018 10
1 5.7503 10° 4.0148 102 7.6942 10"
2 1.0056 10° 2.3301 10" 3.1999 10!
3 5.9819 10t 6.5335 1072 8.7289 107!
4 1.3477 10t 2.3395 107 2.1888 10*
5 1.7914 4.6964 107° 1.4543 10!
6 2.5657 10”2 3.3549 10718 1.2914 1073
7 7.7218 10~ _ 1.7696 1071
8 8.2864 107" 9.7124 107°
50 7.2245 1074 cecasnaas

Dans cet exemple la stratégie Sa est mauvaise, car d'apreés
les calculs il semble que
L4 N

(k)
1

-4

K - | A “2 -7 10

donc lim A n'est pas triangulaire supérieure,

k-—)t)o

Au contraire, la stratégie Sb donne de bons résultats,

‘Quant & la stratégie SC , i1 semblerait que pour p > 8 nous
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ayons
vk >1 AP _ ) e b -9, 10, 11
Nous avons en effet ||A(ik+p)|| = ||A(p)H
1

- 1 ) . o (3k+p) ~
et l'ordre d'annulation des pivots pour A est exactement le méme que

(p)-
pour A o

Il semblerait donc que la stratégie S gsoit incapable de
donner une matrice triangulaire supérieure comme limite de A(p) (p~®. Pour

voir ce cycle apparaitre on se reportera a (II - fig.2) page II-24.

Exemple (II-Ex,3)

[ 7291841 17-32i -53-100061 ~140+28881 -3434832i
55-1038i ~17+41974 94346681 268-10552i 596-41211
M =| -530+4024i  139-7451i -291-1540321  -1544+460161  -3607+163151
1773343301  -470426574 94745414441 5309-162038i  12388-579551
| ~77494589581 2033-109161 -4265-2255830i -22532+4674072i -52678+239230i

Les valeurs propres de cette matrice non connues 2 priori,
seront indiquées et comparées avec les résultats obtenus avec d'autres mé-

thodes au chapitre v,
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P Sa Sb Sc

0 5;8407 102 5;8407 1012 5.8407 10'?
1 4.8532 10 1.7225 10% 4.8437 10°
2 7.8299 10° 1,4562 10 2,9046 10°
3 1.2585 10° 1,3817 10% 2.3215 10%
4 5.5408 10’ 1.3693 10” 3.0613 10’
5 2.8456 10 1.4019 10” 2.5633 10°
6 1,2377 10’ 1.4627 10” 2.9222 10°
7 5.9248 10° 1,4208 10* 1.3399 10%
8 1.4059 10° 1.4869 10" 41144 107
9 8.2493 10% o 2,9294 10°
10 9.8580 10° . 1.9401 10°
11 2.9473 10% . 4.4202 10’
12 6.7785 107" . 2.3398 10”
13 1,9614 107° : 4.9672 10’
14 34020 1072 . | 2.1853 10°
15 1.0 1018 . 2,2779 10*
16 5 1077 1.5269 10% 5.4215 10’

¥ Stratégie Sa: elle est bonne car les résultats comme nous

le verrons au chapitre V sont bons. Le test d'arrét était atteint dés 1'ité-

(k) 2
I

ration n° 14, Nous avons montré que “ A 1 *peut 8tre treés petit.
¥ \ I
% Stratégie Sb ¢ Si nous avions indiqué le résultat des itéra-
tions suivantes, nous aurions vu que

10° < ||A(11‘)||2 < 10° 1<k< 49

(50) |2 1

et ||A 1] = 1,9591 10~

«
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1AV 2 - 2.1601 107
a2 = 3777 1070

La précision désirée a été atteinte a la 52°M€ jtération mais
trois des cing valeurs propres n'ont plus un seul chiffre significatif; Cela

doit provenir du fait que

1897 = o.s9ssogir 10"
et que

;1A(52)” 2 = o.59580122 10"
alors que nous devrions avoir “ A(O)uz = ” A(Sz)'ﬁ

¥ Stratégie SC
Nous obtenons aussi de mauvais résultats dans les valeurs pro-

pres., les erreurs -apparailssant dans Sb apparaissant ici aussi.

Tei, la'précision" a été obtenue a la 47°™€ jtération ou

- {%(i”u 2 = 9.1804 1071
aprés que ]iﬁﬁ)uz elit fait de nombreux sauts entre 102 et 10

¥ N
Nous avons ici

u A(&Z?MZ 13

= 0,59579675 10

On pourra se reporter au graphique (II - fig.3) page(II-25)
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Nous donnerons un exemple dans le cas d'une matrice hermiti-

que,

Exemple (II - Ex.4)

5.0
23,23+1.25i
5 902“"402:1
6.23-0,121
L 6.,2+121

23.23-1,251
18
2,25-0,861
3.24+4214
3.1-2,.341

5.,02+4,21
2,2540,861
32
-12-3,251
-14,3-251

6.23+0,12i
3,24-211
~1243,251
-l 2
3.24412i

6.2-12i
3,142,343
~14.3+251
3,24-121
6.23

Dans ce cas, il n'y a pas de probléme de conver ence, En effet,
y P P g

si les valeurs: propres sont distinctes, la convergence est alors quadratique (4]

P sa Sb Sc

o | 2.4162384 10° 2.4162384 10° 2.4162384 10°

1| 2.7824 107 7.1753 10 3,1897  10%

2 | 2,8891 1.8982 10t 3.2068 1073

3 | 1.2628 107 1.1626 10 3.1874 1070

4 | 3.8661 1077 7.9047 102t 1.6016" . 107

A, | -27.915648 -8 10‘21 -21,097315 -1.2 10‘21 7.7163739 -4.5 10“21
57,646974 =3 10751 | 7.7163733 +1.4 107°i| 40.679600 -7.9 107 i
40.679598 43 10781 | 57.64697L -7.5 107%i| 57.646977 +1.6 107
7,716373g 18 1078 ~27.915646 +2.9 1078 ~27,915649 -6 10783
21097316 -7 10785 | 40.679597 +2.6 1075 | -21.697317+1.1 1071

Les valeurs propres seront comparées & celles trouvées au cha-
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pitre V, Pour chaque stratégie, le temps a été le méme soit 4 secondes, temps

que l'on comparera 2 celui trouvé au chapitre V,

5 MATRICES PARTICULIERES ET EXCEPTIONS

Montrons un exemple [2] ot la méthode de Greenstadt ne peut

sfappliquer

1 X 0
. (o) _ , _
Soit A =A=l0 1 x x # 0 (I1-9)
X 0

Aprés un nombre fini de transformations (ici 8), nous obtenons

A(8) L % A7 =

(o)
7 7 A

U

On montre que la méthode de Greenstadt ne peut s'appliquer & la

classe: ‘G de matrices définies par
X a,., = a,, voi,j

ij “ij =0 avec ou bien ag; = 0 et a4 # 0

ou bien a,,  # O0Oet a,, =0
i ji

* chaque ligne ou chaque colonne a au moins deux éléments non

nuls .

Au bout d'un nombre fini ou infini de transformations sur

1 . ;
A(o) s A( ) s eeos ON retrouve A(o), pour A(O) € %3

1
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‘Pour 1'exemple (II-9), écrivons les transformées successives

de A = o0
1 x O 1 x O 1 x O 1 x O
2@ o 1wl A olo 1wl a® o 1l a® 2l 1 .
x 0 1 < 0 1 x 0 1 x 0
1 0 x 1 0 1 0 -x 1 0 -x
/
A ol a® - |x 1 A 2l 1 0l aD Sk 1 o
X 0 =x 0 x 1 _0 x 1
A(8) - A(o)

6 CONCLUSIONS ET REFLEXIONS SUR LA METHODE DE GREENSTADT

Nous venons de voir combien le choix de la stratégie est ha-
sardeux, En effet, d'un exemple & l'autre une stratégie passe de trés bonne
a4 trés mauvaise’ ou inversement. Pour un cas particulier, une seule de ces
stratégies est efficace. Cependant, les nombreux exemples traités semblent
montrer que la stratégie Sa donne de bons résultats dans la plupart des cas,
elle est tombéd en défaut dans le seul exemple (II- Ex,2) . Mais comme le mon-
trent les egemples, il n'y a aucune raison pour que ce soit Sa la meilleure,
On aurait d'ailleurs pu imaginer un choix aléatoire des pivots (q,p) de tel~
le maniére qu'en n(n-1)/2 transformations. nous soyons passés une fois seule-
ment par chaque pivot. Nous noterons que l'exemple du chapitre V (V-Ex.10) ne
montre aucune convergence quelque soit la stratégie employée.

¢

Cependant, il est & noter que lorsque la méthode de Greenstadt
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"converge'" elle le fait trés vite. Il faut aussi remarquer que le "cofit" d!
une transformation est peu élevé (¢ = 24 n pour une matrice 3 éléments com-

plexes).

On remarque aussi que la présence de valeurs propres multi-

les n'a guére d'influence quant 3 la "convergence", seule la précision sur
g

)
ces valeurs propres est différente de la précision sur une racine simple,

Comme dans la méthode de Jacobiﬂ pour les matrices symétriques,on constate

!
que la précision est meilleure pour les valeurs propres de grand module, elle

parait décroitre en méme temps que le. module “des'¥aleurs propres.
Il semble que pour une matrice quelconque on puisse avoir au
maximum , v/p chiffres exacts si on travaille avec v chiffres en virgule flot-

tante et si p est la multiplicité de la valeur propre.

Exemple (II - Ex.5)

[ 5 10 10 -5 1]
1 0 0 0 0O
M = 0o 1 0 o0 o
0o 0 1 0 0
o 0o o 1 o |
M a pour polyndme,caractéristique (.lle)5'='0

On trouve aprés 28 itérations

(28) .2 _ -23
" A 1 " = 0,73 10
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et N
i calculées

1.0598 4.7 10724
1.0125 -5.8 10”24
0.9561 +3.7 10”21
0.9501 -2.9 10”21

1.,0215 45,5 10”21

nous avons travaillé avec 8 chiffres en virgule flottante, on trouve alors
vip = 1.6

Nous donnerons un dernier exemple sur une matrice d'ordre n=12,
la matrice M est & coefficients réels, nous désignons ses valeurs propres par
Ki nous avons alors : [1] : 0
A z: A

1.

A, , . ,
= pode 1 . 1= i
my <05y YR ST T DT

nous avons pris B = 2 d'on

Exemple (11 - Ex.6)

(k)
1 g
rations (qui comporte chacgune 66 transformations).

) , -
La précision I‘A " < 0.8 10 23 a été atteinte en 10 ité-

(4

Le temps d'exécution a été de 68 secondes.

C'est la stratégie Sa qui a été employée

[
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Ai exactes Ai calculées
27.5 27,499 966
29 28,999 959
28,75 28,749 961
28.5 28,499 965
28 27.999 966
25,75 25,749 971
26 25.999 971
25 24,999 971
24 23.999 975
23 22,999 983
20,05 20.049 987
20 ‘ 19.999 987

Ce qui montre que les résultats sont trés bons.

7 PROCEDURE ALGOL DE LA METHODE DE GREENSTADT

La procédure indiquée ici correspond a la stratégie Ba s pour

Sb et SC seules quelques petites modifications seraient nécessaires.

I3

procedure GSTADT (B1,B2,VR,VC,N,EPS,NT@,BEOL) ;
valeur N, EPS, NT@ ; tableau Bl, B2, VR, VC ;
booleen BOOL ; reel EPS ; entier N , NI ;
commentaire cette procédure calcule les valeurs propres (partie réelle dans
VR et partie imaginaire dans VC) de la matrice & éléments complexes W d'ordre N
de partie réelle Bl et de partie imaginaire B2, par la méthode de Greenstadt,
On fera au plus NTﬁ itérations., Si la précision EPS est atteinte (Soit la som-

me des carrés des modules de A(I,J) - I > J - sur 1é carré de la norme de
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A < EPS) alors B@®L porte la valeur VRAL et la valeur FAUX sinon) ;

debut procedure TRINGDEG2 (Al, A2, X1, X2, TRUC) ;
tableau Al, A2, X1, X2 ; booleen TRUC ;
commentaire calcul des racines d'un trindme du second degre. Le booleen

TRUC porte la valeur VRAI si le module d'une racine depasse 0,25 38,

pour éviter dés dépassements de capacité o
debut reel A, B, S, RH# , THETA, R, Z, C@, SI ;
A = A1[2]x A1[2] - (A2[2]xA2[2] + 4 x A1[1]x AL[3])+4xA2[1]x A2[3]
B := 2 x Al[2]x A2[2] - 4x(A1[1]x A2(3]+a2[1] x A1[3]) ;
S := 0,785 398 16 ; TRUC := faux ;
RHP := RAC2 (A x A + B x B)
si ABS (B) > ABS (A) alors
debut si ABS(A)/ABS(B) < 107>° alors
debut THETA := 2 x SxSIGNE (B) ;
allera ZINGK

it

1§

°
3

fin
fin 3
THETA := si A > 0 alors ARCIAN (B/A) sinon
si ABS(A) =0 , ABS (B) = 0 alors 0,0 sinon ARCTAN(B/A)HixS ;
ZINGK : R := RAC2 (RH@) ; CO := COS (THETA/2) ;
SI := SIN(THETA/2) ; Z := 2 x(A1[1]x A1[1] + a2[1] x a2[1]) ;
x1[1] := (a1l1] % (-a1l2] + R x cé) + a2[1] x (-A2[2] + R x SI) )
si ABS (x1[1]) >z alors '
debut’ si'z/aBs(xi[1]) < 2 x 1077 alors

i

3

debut TRUC := vrai ; allera ETIQ fin

fin
x1[1] = x1{1])/z ;
x2[¥] := a2[1] x (al[2] - R x c@) + a1[1] x (-a2[2]+ R x SI) ;
si ABS (x2[1]) >z alors
début si zZ/ABS (x2[1] < 2 x 1019 glgig

debut TRUC := yrai ; allera ETIQ fin

fin ;




fin
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X1[2] := x1{2])/z ;
x2[2]:= a2[1] x (al[2] + R x cd ) + all2] x (-A2[2] - R x SI) ;

si ABS (x2[2] ) >z alors

début si z/aBS(x2[2] < 2 x 10717 alors
debut TRUC := vrai ; allera ETIQ fin

fin ;
x2[2] := x2[2] / z ; ETIQ ;
TRINGDEG2 ;

reel BAl, BA2, Bl11l, B12, B21, B22, D1, D2, El, E2, PIC, A, B, Z,RH®, RARI,
RAR2, MADR1, MADR2, S, MADR, AC, Cl, C2, NORM, NORMI ;
entier ANTG , I, J, Q, P, K ;

DEBS

ANT® := 0 ; NORM := 0.0 ;

our I := 1 pas 1 jusqua N faire

pour J := 1 pas 1 Jjusqua N faire
NORM := N@RM + BL[I,J] x B1[I,J] + B2[1,J] x B2[1,J] ;
: NORMI := 0,0 ;

pour I := 1 pas 1 jusqua N-1 faire

pour J ¢
NORMI := NORMI + BL[J,1] x B1[J,1] + B2[J,1] x B2[J,1];

PIC := NORMI/NGRM ;rANTé := ANTd +1 ;

si PIC < EPS V ANT@ > NTO alors

I+1 pas 1 jusqua N faire

debut

BOOL := PIC.< EPS , allera FINISH

fin 5 |

e
pour Q :='2 .pas 1 jusqua N faire
pour P :=1 pas 1 jusqua Q-1 faire

debut tableau W1, W2[1:3] , X1, x2[1:2] ; booleen TRUC ;

wi[1] := B1[qQ,P] ; w2[1] := B2[Q,P];
wil2] := B1[q,Q] - B1[P,P); w2[2] := B2[Q,Q) - B2[P;P] ;
w 3] := B1(p,Q]l ; w2[3] := -B2[P,q] ;
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si ABS(W1[1] x wi[1] +w2[1] x w2[1])= 0 alors allera TERM ;
TRINODEG2 (W1, W2, X1, X2, TRUC );
si TRUC alors allera TERM ;

MADR1 := x1[1] x x1[1] + x2[1] x x2[1] ;
MADR2 := x1[2] x x1[2] + x2[2] x x2[2] ;
si MADRL > MADR2 alors
debut MADR := MADRI ;
RAR1 := X1[1] ; RAR2 := x2[1]
fin
sinon debut MADR := MADR2 ;
RARL := x1[2] ; RAR2 := x2[2]
fin
BELLE .= : AC := RAC2(MADR/(1+MADR)) ;

si 'ABS(AC) = 0,0 alors debut Cl :=1,0 ; C2 := 0,0 fin
sinon debut Cl := AC x RARL/MADR ;
C2 :=-AC x RAR2/MADR

fin ;

pour I := 1 pas 1 jusqua P-1 , P+l pas 1 jusqua Q-1 ,

Q+l pas 1 jusqua N faire
debut D1 := AC x Bl [P,1] + B1[Q,I] x cl + B2[Q,1] x ¢C2 ;
D2 := AC x B2 [P,1] - B1[Q,I] x ¢2 + B2[Q,I] x Cl ;
El :=m31[P,1]_x cl + B2[P,1] x c2 + Ac x B1lQ,1] ;
E2 := AC x B2[Q,1] - B1[P,1] x c2 - B2[P,1] x CL ;

Bi[P,1} :5 D1 ; B2[P,1] := D2 ;
B1[Q,1] := E1 ; B2[Q,I] := E2 ;
Dl := AC x B1[1,P] + B1[1,Q] x €1 - B2[1,Q] x C2 ;

D2 := AC x B2[I,P] - B1[1,Q] x c2 + B2[1,qQ] x C1 ;
El := AC x B1[I,Q] + B1[1,P] x c1 - B2[1,P] x C2 ;
E2 := AC x B2[1,Q] + B1l1,P] x ¢c2 - B2[1,P] x C1 ;
B1[1,P] ;= D1 ; B2[1,P] := D2 ; :
B1[1,Q] := EL ; B2[1,Q] := E2 ;




fin
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Dl := AC x AC ; El :=Cl x Cl - C2 x C2 ; E2 := Cl x C1l +C2 x C2 ;

BAL := -Dl1 x W1[3] + AC x (¢l x Wil2] + ¢2 x w2[2] )
“Wi[1] x E1l - 2 x Ww2[1] x C1 % C2 ;
BA2 := -D1 x W2[3] + AC x (c1 x w2[2] - ¢2 x wi[2] )

-wW2[1] x E1 + 2 x Wi[1] x €1 x C2 ;
x (-Wi[3] x ¢1 + w2[3] x c2 +wil1] x c1 +wal1l x c2 ) ;
x (-W1[3] = ¢2 - w2[3] x ¢1 - wil1]l x c2 +w2l1]l x c1 ) ;

RHO := AC

S := AC
Bll := D1
Bl2 := D1
B21 := D1
B22 := D1
BR1[P,Q]:=
BZ[P,Q]:=
Bl[Q,g]:=

TERM :
Lin

allera DEBS ;

FINISH
pour I

x BL[P,P] + RHO + B1[Q,Q] x E2 :

x B2[P,P] + s + B2[Q,Q] x E2 ;

x B1[Q,Q] - ®HO + B1[P,P] x E2 ;

x B2[Q,Q] - s +B2[P,P] x E2 ;

BAl ; B2[P,P] := B12 ; Bi[P,P] := Bl ;
BA2 ; B1[Q,Q] := B21 ; B2[Q,q] := B22 ;
B2[Q,P] := 0,0 ;

o s

3

1

debut VR[I] :

fin GSTADT ;

pas 1 Jjusqua N faire

B1l1,1] ; velz] := B2l1,1] fin
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Remarque sur la conduite du calcul

Quand nous avons dit que nous annulons c.qp (II-3), nous avons cherché

la racine X =

oo

de 1'équation du second degré

a +2 8 X-a X =0 (1)
qp qp Pq
Les premiers programmes écrits résolvaient effectivement cette équation
mais 1'expérience a vite montré qu'en calculant la plus petite racine en mo-

dule de (1) il était impossible de faire décroftre ). aijl au dessous d'une
i

. . . . . ., a .
certaine valeur fonction de la matrice donnée, tandis qu'ayant calculé Py il

n'y avait aucune difficulté., Les changements entre les deux programmes (1'un

C a . . C .
calculant Py 1'autre E) n'intervenant d'ailleurs que lorsque 7 est "petit",

Ceci se comprend trés bien d'ailleurs, quand on connait 1'erreur com-

mise dans une soustraction en virgule flottante.

Supposons aqp "assez petit"

dans ce cas £ = (A - VKZ + a a )/ a
a qp qp qp P4 Pq
e | —— e — |

Ces deux quantités ( A etv/;\_2 + a a_ ) étant du méme ordre de gran~
qp ap qp pq

deur, l'erreur est grande car il a perte d'un grand nombre de chiffres signifi-

; . : . C .
catifs, donc finalement lorsque aqp est petit 2 n'est pas donnée avec une gran-
PR c .
de précision, et Z n'annule plus le premier membre de (1). Quand on calcule

a . S .
< ce phénomeéne ne se produit pas car :

2
2 - (A —%VQ +a a )/;
c qp qp Pd qp qp
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Nous citerons et construirons le graphe des exemples (Il.ex.3 et IL.ex.4)

. a c
ayant calculé — et —
c a

wh Lo [:.Z;'J' ol ¥]
tol- T-Ex-3

N iferations
b ivosonasl -

P

-1t

-ln,.:):

La stratégie employée étant Sa




CHAPITRE 3

REDUCTION D'UNE MATRICE
A LA FORME DE HESSENBERG

1 DEFINITION

Une matrice H a éléments hij € ¢ sera dite quasitriangu-~-

laire ou de la forme de Hessenberg si
v oi,j tels que i-j > 2 h,. =0 (111 - 1)

Exemple n = 4

by By by by,
oo fap PBap Bpy By
O hyy hyy By

(0 0 b, h,

Il résulte qu'une matrice hermitique (ou symétrique) de la
forme de Hessenberg est triadiagonale.
vy Une matrice H de la forme de Hessenberg sera dite compléte
si vi = 1, 2, ... n-1 hi+1 i # 0
2 TRANSMUTATION DE A MATRICE QUELCONQUE EN UNE MATRICE H DE LA FORME DE
HESSENBERG

¥l existe plusieurs maniéres de transmuer A en une matrice de




111 - 37

la forme de Hessenberg. : méthode de Hessenberg, par des matrices du se-
cond degré ... Nous étudierons uniquement ici des transformations unitai-

res dites de Givens [5] qui permettent de résoudre le probléme posé,

Transformations de Givens

Nous donnerons ici une démonstration d'un type semblable a

celle qui se trouve au chapitre IV.

soit 4% = A
et définissons A(k) par
—x x X X X x|
X X X X X X
A(k)= o X X X X x |«<k
o o x X X X
0o o o X X X
.o o o x x x|
Tk
a(?§‘=0 >3 j< k°
’ 2 . a(g? si non

1]
posons la matrice unitaire

= < <
Qq qu+2 avec k+2 g< n

Q étant définie de la méme mani&re que U.

qk+2 ! qk+2 au chapitre II.




IIL - 38

Alors il existe une matrice unitaire Uk+l telle que

(k+1) _ % (k)
A = U & Uen (11-2)

et finalement

A(an) I A(n~3) U

% (o)
n=-2 n-2 A v

U

est la forme de Hessenberg cherchée,

(k)

5 N . *
Le fait de multiplier a gauche et & droite A , par U et

U , a pour effet de modifier les lignes et les colonnes p et q .

Si nous posons

g (@) _ ¥ pla-1) Q

. gk¥2) _ ()

avec

nous avons d'aprés les formules (II-1) du chapitre IT pour les éléments

des lignes k+2 , et q & gauche de la colonne k+2

(@ _ (a-1) a4 b(q—.l) z

Ly k423 qj

=1 eee s kil

(q) (q-1) (q-1)
b= prdT + b7
qj k+2j © qj

Remarquons qu'un élément

(a)
pk+2 .
n'est pas affecté par cette transformation,

[}
\

b avec k42 < p < ¢ qui a été annulé ou qui est nul

, (g-1) - . (g-1) _ .
Mais bk+2j b ai 0 pour j =1, ... k+1
b(q)‘ = b(q? =0 pour j =1, ... kt+l
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Choisissons a et ¢ de telle maniére que

¥+ le? =1

(q) (g-1) (q-1)
b = - b c +b a=0
qk-+3 k+2k+3 gkl3
o, (g-1) _ T _
si bqk+3 0 Qq =1
Formant ainsi B(k+3) ceo B(n) nous obtenons B(n) qui est
une matrice du type A(k+l)
(n) _ % - % (k+2)
B = Qn e e Qk_+3 B Ak,+3 ° 62 Qn
et posant Uk+1 = Qk+3 oeo Qn
. - , (k+1) _ % (k)
il existe Uk+l telle que A = Uk+1 A Uk+1
Posant
U=0 0y e U
-2
et g=a®2) o g a0y

nous obtenons

Remarque Cette démonstration revient & choisir comme pivots successifs
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iéme

(p colonne et q q  ligne)

(0:0) ____ (3,2) (4,2) ..o (n,2)
(4,3) oes (n,3)

(nsn"l)

et d'annuler dans 1'ordre

(3,1) (4,1) ... (n,1)
(4,2) ouo (n,n=2)

On pourrait choisir un autre ordre d'annulation des pivots

Soit (q,p) N (n-1, n-2) ... (n-1, 1)
(n-2, n-3)  (n-2, 1)

o-oouno-oaa:'oe

(2,1)

1'ordre d'annulation des éléments est alors

(m, -2) e (@, 1)
(a-1,0-3) .ot (a1, 1)

v ) 80 aens 020008

(3,1)
Remarque Décomposition en sous-matrices

Cas ol la matrice H de la forme de Hessenberg ainsi obtenue

posséde un é&lément hi+1 i = 0




Dans ce cas,

Exemple

écrivons H
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by Byp M3 By, Py
by Boy | Py By Byg
° ° hyy By, By
° 0 hg Buy Bys
© © hoy By, B

H1

sous la forme de sous - matrices d'ordre i et n-i

H2

H est triangulaire par blocs et les valeurs propres de H (donc celles

de A) sont celles des matrices Hl et H2 qui sont encore de la forme de Hes-

semberg. Nous sommes ramenés au méme probléme que précédemment, mais avec

deux matrices dont les dimensions sont plus petites.

3. APPLICATIONS NUMERIQUES

Nous ne donnerons que deux exemples sur des petites matrices

(I11-Ex~1)
J5+41 3+21
A = 4451 v 4+3§
3+41 5+41
2431 4451
qui donne :
5+41
5.552+16.941
H = '
0
0

214210
2+1
3+21
4431

3.760+14.305
9.177+17.722

-
3+41
2431
1+21

2+1

3,303+12.666

0

0.505+12.604
-1.158-10.023
-0.141-11.783
1.036+10.081

1.621+i0.815 |
0.344411.574
~1.120-10.738
~0.036+10.061
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(II1-Ex~2)
1421 3441 S+4i 3+21 ]
241 2431 451 4431
A:
3421 1421 3441 5+41
| 4431 241 2431 4t51

qui donne

-1+Zi 5+456-+15.797 -2.825-12.161 -1.591-i0.697
5.865+12.933 8.674+19.953 0.144+10,.393 0.369-i1.120
0 -1.703~14,622 0.390+12.020 0.700+1i1.624
0 0 -1.1994+i0.218 -0,064+10.026

4. PROCEDURE ALGOL

La matrice de partie réelle Bl et de partie imaginaire B2 est transfor-
mée en une matrice de Hessenberg dont les &léments sont & nouveau dans B1+iB2

(N ordre de la matrice).

procédure HESSEN (B1,B2,N) ;
tableau B1,B2; entier N ;

début entier P, Q, I, J ;

réel D1, ACy C1,:C2, D2, El, E2, B@l, B@2, RH@, S,
B11, B12, B21, B22, Z, X, AD1, AD2, YI, Y2, C ;

pour P :=2 pas 1 jusqua N-1 faire

pour Q :=.P+1 pas 1 jusqua N faire

début Z := Bl [Q,P-1] x B1[Q,P-1] + B2 [qQ,P-1] x B2 [Q,P-1] ;
Si ABS (Z) = 0 alors allera PIED ; '

X :=B1 [P,P-1] x B1 [p,P-1] + B2 [P,P-1] x B2 [P,P-1] ;

S1 ABS (X) = 0 alors début C2 := AC := 0.0

;
Cl := 1.0 ; allera TOIR

fin ;
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AC := RAC2 (X/(X+Z)) ;
¢l := AC/X x (81[Q,p-1] x B1 [P,P-1] + B2 [Q,P-1] x B2 [P,P-1] ) ;
c2 := AC/X x (B2[q,P-1] x B1 [P,p-1] - B2 [P,P-1] x B1 [Q,P-1] ) ;
TOIR : AD1 := B1 [Q,Q] - B1 [p,P] -1 [?,q]
AD2 := B2 [Q,qQ] - B2 [P,P] -2 [p,qQ]
pour I := 1 pas 1 jusqua P-1, P+1 pas 1 jusqua Q-1,

Q+1 pas 1 jusqua N faire

debut D1 :=ac x B1 [p,1] + B1 [@,1] x c1 + B2 [Q,1] x €2
D2 := AC x B2 [P,1] - B1 [Q,1] x ¢2 + B2 [Q,I] x C1 ;
El := -B1 [P,I] x ¢1 + B2 [P,I] x ¢c2 + Bl [Q,I] x AC ;
E2 := AC x B2 [Q,I] - B1 [P,1] x c2 - B2 [P,I] x C1 ;

B1 [P 1] := D1 ; B2 [P,I] :=D2 ;
Bl [Q,I] := E1 ; B2 [Q,I] := E2 ;

D1 := AC x B1 [1,P] + B1 [1,0] x ¢1 - B2 [1,Q] x ¢2 ;
D2 := AC x B2 [1,P] + B1 [1,Q] x c2 + B2 [1,Q] x C1 ;
El := AC x B1 [1,Q] - B1 [1,P] x c1 - B2 [I,P] x C2 ;
E2 := AC x B2 [1 Q] + B1 [1,P] x c2 - B2 [1,P] x C1 ;
B1 [ 1,P] := D1 ; B2 [I,P] := D2 ;
81 [1,Q) := E1 ; B2 [1,Q] :=

fin ;

C:=Cl xCl -C2xC2 ;X =201 xCl+ C2x¢C2;
B@1 := -AC x AC x Y1 + AC x (C1 x AD1 + C2 x AD2) - Bl [Q,P]xC_ZXCIXCZXBZQEk
B2 := -AC x AC x Y2 + AC x (C1xAD2-C2xAD1)-B2 [Q,PJ]xC+2xC1xC2xB1 [Q,P]
RHG := AC x (-Y1 x CL + Y2 x C2 + Bl Lq,P] x c1 + B2 [q,P] x ¢2) ;
S 1= AC x. (-Yl x C2 - ¥2 x €1 - Bl [q,P] ¥ c2 + B2 [Q,P] x C1) ;
B11 := AC x AC x B1 [P,P] + RHG + B1 [Q,Q) x X ;
B12 := AC x AC x B2 [P,P] + S + B2 [Q,Q] x X ;

+ +

B21 := AC x AC x B1 [Q,Q] ~ RH® + B1 [P,P] x X ;

B22 := AC x AC x B2 [Q,Q] - s + B2 [P,P] x X ;

Bl [P,Q] := B@#1 ; B2 [P,Q) := B@2 ; B1 [P,P] := Bl ;
B2 [Q,Q] := B22 ; B1 [Q,Q] :=B21 ; B2 [P,P] := B12 ;

B1 [Q,P~1] := B2 [Q,P-1] := 0.0 ;




B1 [Q,P] :
B2 [q,P] :
PIED :

fin ;

fin HESSEN

3
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AC x AC x B1 [Q,P] + AC x (ADIXC1-AD2 x C2) + C x Y1 -2xC1xC2xY?2
AC x AC x B2 [Q,P] + AC x (AD2 x C1 + ADl x G2) + CxY2+2xC1xC2xY1

I

°
3

2







CHAPITRE IV

ALGORITHME QR

1. FACTORISATION D'UNE MATRICE A EN QR

La matrice A quelconque est décomposée en le produit d'une

matrice unitaire Q par une matrice triangulaire supérieure R,

Ceci est toujours possible et sous certaines conditions, cet-

te décomposition est unique.

en
Nous montrerons l'existence de cette décompositionV(construim

sant la matrice Q telle que

Q¥ A =R
Soit A®) = A
(k)

définissons A par

b

]
T

-

o]
o]
]
b
®ooX
»

(k) o o] X

o]
o}
o
™
b
oM

v ' |l o o o x x N
7
k
agk) =10 i>j3 et j<k
1]
(k) .
a,. si non
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posons la matrice unitaire

* - K v < <
Q = Q Kt avec k+1 q n

q k+1 étant définie comme au chapitre II

131, c L e+1 -
* % . :
Q =Q = .
q ktl T Y 1
-C a g
1
°1
| _
; k+1 g
. . % e
Alors il existe Uk+1 unitaire telle que
(k+1) _ % (k)
A = U A

et finalement

L (0-1) ok A(m=2) _ ot ot 2 (0)
-1 n=-1 1

est triangulaire supérieure,

» Le fait de prémultiplier A(k) par Qt a pour effet de
changer les deux lignes k+l et q de A<k)
v ' '

si nous posons

B(q)’= Qj B(qml) avec B(k) = A(k) pour q = k+l );2 n
nous avons

(q) - (q-1) - . (q-1)
Pt 3 T Py TPy
b(?) = -c b(q—l) + a b(q_%
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mais

,(a-1)
k+1 j
b(qfl) -
q]

0 pour j = 1,600 k.
0 pour j = 1,... k
donc nous avons encore

p @ = (@
k+1 i qj

t
o
<<

j= 1,000 k

Choisissons a et ¢ de telle maniére que

a2+ |‘.C|2=1
(q) (=1) . o 9= 1)
= i b =
by ke gl et & Pt 0
. (g-1) _ T _
si b qk+HL 0 alors Qq =1
/ -
formant ainsi B(kpl) sen B(n) et remarquant qu'une fois un élément -de la

colonne k+l et d'une ligne i (i > k)- annulé cet élément n'est plus affec-

té par les QTq (q > i ) suivantes et posant

¥ _ * F
Uk+1 - Qn °ﬁ°'Qk+2

nous pouvons écrire que

(kF1) % (k)
A = Uy A
¥ Donc finalement
o (n=1) % * %
R =A = Un—l coe U1 A=Q A

est du type cherché soit triangulaire inférieure

d'ot A= QR




tion de A en

I
i
i
1
'
i
: gulaire supér
|
|
|

Remarque : les
tifs ou nuls. C

sorte.,

ce diagonale un
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o o e G D G D 0 0 O 1 (0 D WD e D T M G 53 s B () ) (e G S D G D R Sl et ) Rt (53 ) 6 o) e ) d el Sk P R Bl

Pour toute matrice A quelconque il existe une décomposi-
le produit d'une matrice unitaire Q par une matrice trian-

ieure R

]
éléments diagonaux s de R peuvent &tre pris réels posi-

, , s s k ~ .
e qui revient a dire que les a( peuvent étre pris de la

ke

o 10 oo m et 3 v T ) 65 0 653 € S G G £R0 (a9 630 GO (0 G (T2 S DN CRN i) Chmn Gy o e D G o Gt G ) Cha g £ G T LIRS M Chi3 s G e R S50 Gt e o P £ o k) £ By D s S et G P e G

Pour le faire, il suffit de prémultiplier A(k) par la matri-

itaire D = (d._) avec

ij .
= = o1
dij éij sauf dkk e
nous avons alors
les nouveaux a(k) = o'® a(k?
k kj
| .
solt si a@ii =p ele il suffit de prendre
© =-6 (module 2¥)

Exemple (IV - Ex,.1)

Exemple de

¥ \
1 2
A = 2 5
o 1

décomposition de A en QR

3 1/V5  -2/V30 2MNE 5 12/V5 9/V5
3 =|2/V5  1/V30 -1/V6 o Ve6/N5  7/V30

2 0 VNG  1/Ve 0 o 5/V6




IV - 49

29/5 47/V6 7/V§b
A = 2Y6/5 41/30 1/6V5 | = RQ = QT A Q
_ 0 5V5/6 5/6

2, UNICITE DE LA DECOMPOSITION A = QR

~Supposons maintenant A non-singuliére et les ros stricte-

ment positifs.
‘A étant non singuliére, R l'est aussi.
Supposons que A puisse se décomposer de deux maniéres (6]
A= QR = QR

Si A est non singuliére, R1 et R2 le sont

donc -1, . %

Ql et Q2 unitaires entrainent que QT Q2 donc (R1 R;l) l'est aussi

donc -1,-1 _ -1

®; R, = R; R,

-1~ . . o
(Rl R2 ) est triangulaire supérieure
(R1 R;l) est triangulaire inférieure
¥ : , . (1)
Ces _deux matrices sont donc diagonales.. Notant r, | et
2 S L ~-1y=

rij) les éléments de R, et R, > les éléments diagonaux de (Rl Rzl) 1 et
de (R1 R; )+ sont égaux, donc

2 5

ii = ii
MO R )

ii ii
{
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soit ‘rii)lz = |r§§)|2 comme ces éléments sont réels et positifs

(1) _ (2)

r .. = r,.
ii ii
-1

et Rl R2 = I
soit Rl = R2 et Q1 = Q2
La décomposition A = QR est unique

3. ALGORITHME QR

Posons A, = A

1
définition de l'algorithme
As - Qs Rs
= = o¥
s+l Rs Qs Qs As Qs

ce qui montre qu'ad chaque pas AS est transmuée par une matrice unitaire.,

La décomposition de AS est unique si les conditions du pa-

ragraphe 2 sont réalisées,

' . . . . (s)
Nous supposerons maintenant A non-singuliére et les r i1
Ny +
(i=1, .., n) choisis réels et positifs

Les itérés successifs
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entrainent que

A | = (QT

*
il vos Ql) A (Q1 Q) ..o Qs) (IV - 1)

Toutes les AS sont gemblables & A = A1

Posons QQS = Ql Q2 - QS
SLs B Rs vee R1
et formons
gL)s jbs - Q1 °°f_Qs—1(QsRs) Rs—l ot R1
= Ql s o 0 QS 1 AS RS“]- e a9 Rl

D'aprés (IV-1)

donc .
- - Q ¢
Qe By = A Qe Ry Ry = a R, B
puisque
(a_ = mz = '[
o 0
r """"""""""""""""" 1
|
] — S
: Qs \%S Al :
e e J

Pour montrer la convergence de l'algorithme QR , nous mon-

trerons 1a?convérgence de la matricecls quand s 7% en effet

*
A = Q@
s+l CQs Al s

La convergence de CQS est bien une condition suffisante
de convergence de A |
genc s+l

¢
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4, CONVERGENCE DE @
Supposons que les valeurs propres de A soient séparées

|x1| > |x2| > a0 > |xn| >0

Dans ce cas, A et donc A® = Ai

il existe une matrice X telle qu'elle soit indépendante de s et que

sont diagonalisables et

=1
A] T X aiag ) X =xD°y
avec D = (dij) diagonale
dlj = )\i 61] YVoi,j
Posons
X = QR Y = LU

avec R et U triangulaire supérieure, Q unitaire et L triangulaire supérieu-
re avec des éléments diagonaux égaux a 1, Cette décomposition de Y n'est pas
toujours possible [7] , mais peut &tre faite avec quelques modifications que

nous n'étudierons pas ici. R est choisie de telle maniére que r. . >0,

Dans ce cas
S

[ = @R D° Lu=qr (O° L D% D° U (IV - 2)

A

La matrice D° L D”° est du méme type que L, Mais ses &1é-
ments non diagonaux sont, désignant ¢eux de L par 1ij s

1. O, /)% i>

| ]
c'est & dire si

s
. o0 5 Cos
S 1ij (Xi/Kj) 0 i>

on peut alors écrire

{
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p°L D™ = I+E E_~ o auand 5o e
s 8
= D
A1 QR (I + ES) ; U
-1 s
= Q@ +RE R )RD U
= Q(I + FS) R D° U : avec FS - 0 quand s — @
La matrice T + FS peut &tre décomposée d'une maniére unique
-~ A Ar
en QS RS (QS matrice unitaire, ﬁ; triangulaire supérieure)
donc
I+ Fs = Qs RS
~ ~
lim (T + Fs) = lim QS RS =1
5o s ¥
Donc 6;,ﬁ;o= I ce qui entrafine GLD =1
fioa =1
en effet
“~ ~ ~ N_..]_
Qo Ro=1 =y Qo= =Y

A
donc Qe triangulaire supérieure, ce qui est impossible pour une matrice

Fad A
unitaire donc Qe est diagonale

~ fv* "
Ro= Qg entraine

a4 ~
Re = Q°°= I
Nous pouvons écrire encore

s ~ it s
Ap = (Q QS) (R, R D" U)

“~

Q QS est unitaire
n g S ° . . . !
Rs R D U est triangulaire mais rien ne permet d'affirmer que les éléments

¢
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diagonaux de cette matrice sont positifs. Hormis la possibilité dfune

post-multiplication de Qa; par une matrice diagonale unitaire)PS est
S
égal 2 QQS et donc converge vers Q.
Ecrivons
D = |D|D1
]
IPI= [dlg5=1 2 164
Ai
Dy =y &4
1 ,Xil *4
et v=p, o} u
2 2
D1 et D2 sont des matrices diagonales unitaires et D;l U

a des éléments diagonaux réels et positifs,

Nous pouvons encore écrire

s s s.=1"" s s -1
Al = fQQsDle), E(Dle) R_R_ (D,D]) |D| (D,” U) ]/ (IV-3)
P\g US

Cette fois-ci US a bien des termes. diagonaux réels >0

donc puisque la décomposition est unique

QS - PS
R =U
S S
Donc Q_~ QDZDi’ S ®
° = — S
mais QS Q1 esvooea QS QD2 Dl
_ S
Qg = Q evveenr Qy~Q@, Dy Dy

I3

donc Qé L1 > D1

La matrice Qs tend vers une matrice diagonale dont les élé-

ments sont de module unité

A
Qw =% 0,
oo} |Xi’ ij

5 - CONVERGENCE DE Ak VERS UNE MATRICE TRIANGULAIRE SUPERIEURE,

Nous avons

¥
A =@k A M
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converge

Qk converge)donc Ak

puisque Ak = Qk Rk

R, converge aussi

k
Rk converge donc vers une matrice triangulaire supérieure.
kY
Notant a3 les éléments de Ak
(1) F3
g2 = @ R, e
213 T oy Q By ey
. k
1 1
1Ay ]
i
Donc pour i >j r£?)= 0 &A k
Lim 9%?) =0
K> o
et lim |r ‘ = 1im lafk)|
L ij
k = a
d'olu le
provmmcn TREOTBINE i m i o i s o s o o o o 0 212 ) 0 o 2 22 20

Si A est quelconque non gsinguliére et telle que sesg valeurs

propres solent de module distinct, alors la matrice A définie par 1l'al-
8

I
!
(
i
i
| gorithme QR converge vers une matrice triangulaire supérieure dont les
!
| élément s diagonaux sont les valeurs propres de A,

!

{

6 = CON%FRVATION DE LA FORME DEHESSENBERG par QR .

. 4z . . t .
Considérons la formation de Q  telle que

Q*a = R
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avons vu au paragraphe 1 que

t _ At t
Q = Qp ceeeenes Q)

mais QE est de la forme

[ a +
-c

t
Q

cC

a

—

La prémultiplication de Q; par Qg a pour effet de changer

3

les lignes 2 et
avec qéi) =
(2)
q3j
donc pour j >

(1 | -
qu + C
(1)
-C q 2j + a
(2) _ (2)
425 7 935

(1)

(1)
3]

0

Aprés cette transformation les lignes 1| et 2 ne sont plus
- . t - _
changées. Par cette construction Q est la transposée d'une matrice de

la forme de Hessenberg.

Donc Q est de la forme de Hessenberg,
Or nous savons que le produit d'une matrice ¢ telle que
. =04, . i< i-3 &
Qij qu <) J | P
0 i-3j>p .
¥ f_par une matrice triangulaire supérieure est une matrice du

méme type due Q donc

A

o4l RS QS est de la forme de Hessenberg.,
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7 - VALEURS PROPRES MULTIPLES,

BEEE 84
Nous supposerons que les diviseurs élémentaires de A1 = A

sont tous linéaires, Nous avons encore [7] d'aprés (IV-2)

S
A

XD LU

et. nous supposons

Xp = Xp+1,.......o Kq

et que toutes les autres valeurs propres ont des modules
distincts,
Les éléments de D° LD™® gont égaux a
1, O, /2)° i>
1] 1 J
qui tendent vers O & moins que
qzi >j zp
ot ils restent égaux 2 lij puisque Xi = Kj

S -8 s
D LD~ =L +Eg (ES-->O)

~t

ot L est du type
1.
o -,
p e Y
O He
pesedl
q 0 0 0,
°1
P dq
¥ — -

'lEcrivons XL = QR nous avons alors
s -1
Al =@ (1 + 1. E) p% U

]

Q (I + R’f.“lES Y ro®

S
QI +E)RD U E T 0)

~/ o~ s
(QQ) (R, R D" 1)

~ o~
ou QS RS est la décomposition de T + Fs en "Q R",
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Introduisant les mémes matrices que dans (IV-3) pour avoir des nombres

positifs dans (Rs R D° U) a la place des éléments diagonaux, nous pou-
vons conclure que Qs“_*' Q a une matrice diagonale unitaire preés,
Nous pouvons donc conclure que l'algorithme "QR", soit la

matrice As’ converge vers une matrice triangulaire supérieure, méme s'il
existe un seul groupe de valeurs propres multiples et si A est diagona-

lisable. 7

Exemple (IV - Ex - 2)

Posons xt = (2, 4, 4, 4, 5, 5, 6 ]
Yt = [4, 2, 2, 2, 2, 2,0 ]
t
et P=1+X"Y
et soit M=p L DP
D ayant Xi pour valeurs propres
d.y \; exactes !X1+1!/|Xl+ll Ki caracteéres
d,. 1000 (1+i) 0.1 9999,9986 (1+1)
deg 100 (1+i) 0.1 100,00005 (1+1)
d33 10(1+1) 1 99,998825(1+4i.)
d22 10(1+1) 0.1 9,9999942(1+1)
d11 (144) 0.1 0.99999892 (1+i)
d44 0.1(1+44) 0.1 0.10001221(1+i)
de 0,01(1+i) 0.01003342(1+1)
N (s) 2
Le test d'arrét est |41 Il <§_10‘20 , il a été atteint
2

A 11

au bout de 15 itérations, la matrice M ayant été mise au préalable sous

la forme de Hessenberg,

Remarquons que la convergence est trés rapide car les

’Xi+ll/ ]Xii sont égaux a 1/10 sauf X4 / X3 = 1 qui comme nous venons

de voir n'altére pas la convergence,




IV - 59

8 ~ VALEURS PROPRES DE MEME MODULE,

Soient A et Xp%l les valeurs propres de méme module
p .
i &,
iYp
XP e I
_ i &p+l
Kp+l e |X|

d'aprés le paragraphe précédent les éléments de p° LD?®

sont ici égaux a

1. G, /A8 i> g
ij i j ,
lorsque s => , ® lij (Xi / Xj)s -f>\‘o i> 3
] ; .‘_ b, s.\‘= j ) - 0/ 5
sauf 1p+1P (Kpfl /fxﬁ)‘ 1p+1~ef(0%+i p)3

qui n'a pas de limite,
Dans ce cas on montre que la limite de AS est une matrice

triangulaire pgr blocs.

Exemple p=3
fi %] [ b X X X
! - H R - -

|ty | X ® X

lim A = (s) _(s)
s a a X

33 34
a.(s) a(S) X

43 44
¥ N L 2‘5

Le bloc de dimension 2 (deux valeurs propres ont méme module)

a(s) é<5)
33 34 ; . .
n'a pas de limite mais a pour valeurs
a(s) a(s)
| 743 44 4

propres XB et ka . On remarque dans un calcul effectif que

(s) (s) —_
a1 + a3a > XS -+ X4
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On montrerait aussi que s'il existe p groupes de kp
'Valeurs propres ayant méme module alors la limite de A est une matrice
triangulaire supérieure par " blocs, possédant d'allleurs p blocs de
dimensions kpo

Si la taille de ces blocs n'est pas connue a priori, il

est trés difficile de les détecter sur une calculatrice.

9 -~ CONCLUSION - ORDRE DE CONVERGENCE -

Dans le cas ol la matrice A a toutes ses valeurs pro-

pres de modules distincts on peut montrer que les éléments de A soient

‘(Q)

( 1 > j) converge vers O comme ( l)s

lJ
donc (S) (j?(x / K ) i >
Si la matrice est de la forme de Hessenberg
aiii i (fa (Xi+1 / Xi)s i=1l...en-1
a3 = 0 i-j >2

Donc la méthode convergera d'autant plus vite que les
valeurs propres sont mieux séparées. Lorsque les modules sont voisins,

La convergence est trés lente comme nous le verrons au chapitre V,

’
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procedure QR (Bl, B2, VR, VC, N, EPS, NT@, BGOL);
valeur N, EPS,NT@; tableau Bl, B2, VR, VC; reel EPS;
entier N, NT®; booleen B@GL;
début procedure NOR (Bl, B2, N, NI);
valeur N; taBleau Bl, B2; reel NI; entier N;

début entier I; NI := 0,0;

pour I := 1 pas 1 jusqua N-1 faire
NI := NI + B1 | 1+1,1] xBL [1+1,1 B2[141. 1 xB2(141,1]
jig.NﬁR;
procedure ALGOQR (Bl, B2, N);

valeur N; tableau Bl, B2; entier N;

~debut reel Z, A, Cl, C2, X, T, S; entier I, P,J;
tableau AL, L1, L2 i:N-1];
pour P:= 1 pas 1 jusqua N-1 faire
‘ debut z := Bl [P, P] xB1 [P,P+ B2 [P,PIxB2 [P,P];
} si ABS (Z) = 0.0 alors
' debut A := C2 := 0,0; ClL := 1,0;
i allera PIC

fiin;
x := Bl [p+1,Ply®1 [P+1,P)+ B2 [P+1,PIxB2 [P+1,P];

4 A := RAC2 (z/(X+Z)); ”
? cl:= (Bilp+1,PIxB1 [P,P]+ B2 [p+1,PlxB2 [P,P])/Z xaA ;

c2:= (-B1lp+1,PIxB2[P,P +B2[P+1,PIxB1[P,P])/2ZXA;
PIC: ALLP):=a; L1[P]:= c1; L2[P]:= c2 ;

pour J ;= P pas 1 jusqua N faire ‘
A (B1[P, 51+ cixB1lP+1,7)+c2xB2[P+1,7];

debut T :=
v | s :=ax82 [P,5])- caxBilp+1,5Hc1xB2[P+1,T];
E X := A xB1[P+1,5)-c1x81[P, s rc2xB2(P, 3 ];
% .z =4 xB2[P+1,7]-c1xB2[P,J]-c2xB1[P, ];

| g B1[P,J]:= T; B2[P,J):=s; B2[P+1,7]):=2;
| B1[P+1,0]:=x;B1[P+1,P]:=B2[P+1,P]:=0.0
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pour P:=1 pas 1 jusqua N-1 faire
pour J:= 1 pas 1 jusqua P+l faire
debut A := AL[P]; c1 := L1[P]; ¢2 := n2[P];

T := AxB1[J,P]+ c1xB1LJ,P+1]-c2xB2[J,P+1];
s := axB2[7,P] +cixB2LJ,p+1 J4c2xB1 LT, P41 ];
X := AxB1[J,P+1]- cixBl [J,PJ-c2xB2[J,P];
z := AyB2[J,P+1 4c2xB1LI,P1-c1xB2L1,P];

81ly,pl:= 1; B2L3,P]:=s;
B1Ly,P+1]):=x; B2[J,P+1]):=2
fin
fin ALGOQR; ‘
procedure HESSEN (BIL, B2,N;’;
fin HESSEN;
entier I, J, K; reel NI, HI;
K:=0; H1:=0.0;
HESSEN (B1, B2, N\iy

our I:=1 pas 1 jusqua N faire

pour J:= 1 pas 1 jusqua N faire
Hl := Hl + Bl [1,7Ix81l1, 0+ B2 [1, JJ xB2[1, J1;
ITER : K:= K+l1; NOR (Bl, B2, N, NI);
si NI/H1 <EPS alors
debut BOOL := vrai ; allera FINISH fin;
i K >NI6 alors '
; debut BOOL := faux ; allera FINISH fin;
ALG@QR (B1l, B2, N);
allera ITER;

FINISH : pour I:=1 pas 1 jusqua N faire
debut VR [1]:= B1 [1, 1];
ve [1):= B2 [1, 1]

fin

fin QR;




CHAPITRE V

MATRICES &.P- TRIANGULAIRES

la
Soit une matrice quelconque Z, nous décomposerons en la somme de deux matrices
triangulaires - )
Z2
Z=A(z _,) = =21 + Z2
1]
z1
Z1 = = .. i j
avec 1 ( zlij) zlij 2, 5 i>j
igi]
Z2 = . . . . g
(ZZiJ) 2213» = 24 1g]
0 iy ]
1) Théoreme
E Lorsque la méthode de Greenstadt est appliquée a un pivot appartenant a la
v '
g premidre sous diagonale (g = pt+l), le carré de la norme euclidienne de la partie trian-
% gulaire inférieure de la transmuée de A diminue du carré du module de ce pivot.

En effer si U est définie par

W, = o, . gauf | u G-
L] L] , PP 49

It
=1
§
[

u

Pq

u
qap




avec a2 +BC|2 =1 et ¢ = pl
- S R
et A(l) par q=P*4 M ¢
AL o Au
nous écrivons P oprt
A?(L'L) H 2 _ > ai}) 2
ij
1 1 1
) LEJ)*‘?:(E) ()I)
iyj i=q+1
i,3#p,q
2
a(1)
T Tap
a et ¢ étant choisis tels que
a2 +ic = 1
(1)
a =0
qp w
Nous savons aussi que
fl) B .
ajy = Ay ¥i,j b # p,q
et d'apfes (ilw6) que
¢ 2 2 N L (D)2
ai M aiq 1p iq
Vi # q,p P
y 2
[!3 2, ’a 2 LD N la(})
pi qi pi qi.

(1)

+1a

(1)} 2

qi

)
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relations résultant du fait que U est unitaire donc

-1
2 .
A(l) 2 a, +a.2)+§ ( 2+a 2)
1 iq ip — . qi
1>J q+1 i=1 | pi
i,3i#p,q
soit
A(l) 2 = A 2 - la 2 (V—l)
1 ) 1 qp

done le théoréme est établi

2) Etude d'un algorithme

Soit M une matrice dont on cherche les valeurs propres, et A une matrice de
1

la forme de Hessenberg semblable a M.

Posons Lft(o) = A

Appliquons la méthode de Greemstadt au pivot ap+ de J%( )p étant déter-

miné de telle manigre que

= Sup (
i=1...n-1

a
i+1i

al"’P+1P|}.

-

. . L
Nous obtenons une matrice A{ ) telle que

Mtz i B2 2
Al _"J? ap+lP
(1) ks 2+1E|2 1 [l Ao
ou A1 , l I}Q(O) 1 = — ) (H
(0) ? 2
) o .
puisque JL_ 6;(n=1) 4 1p |
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(1) D)

Maintenant la matrice A n'est plus de la forme de Hessenberg, A( est de

1la forme

W T

b
b
»
]
]
w

[N 1
ptl—s} %y 0 x x x x | _ A( )
X)X X X X
X X X

X X

(D) ot a(l)
p+1l p-1 pt+2p

a une matrice de la forme de Hessenberg.
[

I1 y a deux éléments "perturbateurs'a

, il serait donc
A(D |

tentant de repasser de
Nous allons montrer que

Soit une matrice A du type définie comme suit

(i=1.,.n=1) a1 1 # 0 sauf ap+1p =0
ai+pi =0 p;>2 sauf ap+1 p-1° ap+2p #0 (p 1, n—l)
sifp = 1) ap+2p # 0,
p = #0

-1 &
B7h) %41 p-1

¥ !
dans c¢e cas la transmutation de A en une forme de Hessenberg H au moyen de trang
formations unitaires, du type Givens ou Householder, est unique & un coefficient de

module 1 pres.

(o)

i
=g

)

Nous savons que A est issue d'une forme de Hessenberg AO (=




, -1 .
Donc 1la matrice de passage U convient

i

-1 -
A' = (U )*A U 1 est de la forme de Hessenberg mais dans ce cas
E 1|2 E (0)}] 2
a, . = a..
1] 1]
>3] iy

(1)

il n'y a donc eu aucun intéré&t a passer a la forme A .

Soit Y une matrice formée par des produits de matrices de type Givens ou

Householder qui rendent A de la forme de Hessenberg H

*
Y AY = H
= (h, )
1]
1<>2
= /A .
(hp+kp 0 p=1anon~2)
Soit encore AY = YH
Y est de la forme I-1 0O cieveoe O ]
0 y
22 21’1
0 yn2 ynn
- 4

En suppo§%nt pour fixer les idées que p = 3, exprimons les éléments de la

lére colonne de

AY Y H
11 ) 11
221. - IRRLY (%)
0 | - h
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(x)entralne que h21 # 0 si . #£0

done V P> 2 _‘1p2

par conséquent puisque Y es

.n 2

E Y2 = 1
‘p:

n

2 .
Z.lyZpl s
p=2.
nouas obtenons = eiv

Y92

et nous avons aussi sz =

donc h

11 %11

e_i‘P a ( om

h21. 21

22me colonne

21 Y22
22 Y99
32 Y22

42 Y22

=0

t unitaire

et

Yo, = 0 (p> 2)

prendra désormais\f= 0)

12
22 Y22
32 733
32 Y43
=hy, v (P>

(v=-2)

(v-3)
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R 0 . .
a9 # 0 sinon A( ) aurait pu se décomposer en deux matrices de la forme de Hessenberg

donc h32 # 0

hy, # 0 — Y3 = 0 p> 4

Nous avons Y unitaire donc

-
o
w
Do
|
oy

B 2 2
= ly33l + |Y43|

2, 2
439 )

2 _

d'aprés (V-2) et (V-3)

donc h32 est thque au facteur e’ prés il en est de méme pour Y33 et Y43 deés

que Oet \P sont fixés.

3éme colonne

213 Y33 ¥ 214 Y43 = by
353 Y33 T a4, Yy = hyy ¥y,
833 Y33 T a5, Y4 = hyg ¥aq F Ry,
4 Y43 = B33 43 Y5y,
353 Y33 ¥ 354 Y43 = Py3 Iy (v-4)
0 = B3 Ve
mais sachant que
a = a (O)
53 854 C

‘ _ L0 4 d'apres (II-1)
54 56 %o ;
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(V-4) devient

(O)s/

454 Kigg co T Y43 3 | T B3 Vsy

tenant compte de (V-2) nous avons

a(O) a + a a
Y22 54 | €0 %32 7 %42 %0
- X
Y
avec a = 8(0) a
32~ #32 %
__.(0)
%2 "7%32 %0

donc h43 Veg = 0
soit Y5y = 0

Done Y est de la forme

1 F
Y33 Y34 Y35 "¢ Y34
Y53 Y44
0 0
V L]
0 0 yn5 ynn

Nous avons donc (Y unitaire)

2 2
|y33| +|y43| =1

= b3 Vg,




de plus

Y33 Y34 T Y43 Y4y T

Y34
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0

T Z&&~ Y43

Y33

pourtant dans (V-5) nous obtenons

Y4

donc

donce

ce qui ent

Y3p

Y4p

Y33

Y43

Y34

Y4

raine

=0

=0

2
2
2 -1
2 =1
(py &)

mais nous remarquons que la matrice H obtenue avant que la sous-matrice

ynn

-




D'ot 1la forme de Y

o

1

Y33 Y34

Y43 Va4

1

(o
Une telle matrice nous redonnera la matrice A ) de départ sauf que lignes

et colonnes 3 et 4 peuvent &tre multipliées par un facteur de module 1.

Nous obtenons donc

n=1 . 2 } n-1 (0) 2
;ggi i+1i T=1 i+1i

et nous voyons qu'il était inutile d'appliquer la méthode de Greenstadt pour

obtenir la relation (V-1)

3) Matrices "e?-triangulaires"

P

Nous appelerons matrice " g'-triangulaire" une matrice dont les éléments ,

fonctionsde € , sont tels que :

s 2]
. ’ . bornés
”Alll = (Z la.ij'Z)l/Z _ Z. A gt (0(1

iy] i=p i quandE-+0 )
iyj - R}l

Nous noterons plus spécialement "matrice presque triangulaire" une matrice

de la forme de Hessenberg qui est §-triangulaire . (Dans ce cas a,

it1i Ei i=1l...n-1)

[
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les termes

(Nous supposerons & assez petit pour négliger dans A1

O(i Bi pour iy p)

I1 est intuitif que plus p est grand plus les éléments diagonaux de A doivent
\
étre‘voisins!’des valeurs propres de A. Pour confirmer ce résultat nous ferons appel

au théoréme de Ostrowski [10] (voir de plus [11]).

Théoreme de M. OSTROWSKI

Soit A =(aij) carré d'ordre n dont les éléments satisfont aux inégalités
m (j <1)
M (i>1)

avec O<m<M

Alors les valeurs propres de A se trouvent dans les cercles de centres

a,, et de rayons:
ii
1 1
Mmn -~mMn
& (m,M) = T T
M® P
La relation s'écrit, en posant , (m=¢g)
m.1/n E1/n _
(ﬁ) = (ﬁ) = 9

n-1
8(8,M)=M91—:—g——— (V-6)




On voit donc que plus njfmoins la majoration est bonne. Cependant (V-6) nous .

donne quand méme une idée de la proximité des "valeurs propres par rapport aux éléments

diagonaux pour une matrice eP - triangulaire.

Exemple (de Forsythe)

— -
O 1 0..... .. O
. par exemple
. n =10
. \\ 0
0 0 AN |
£ 0 .0
- -
Si €= 0 Xi=o ¥i=1,..n
si €= 10710 N4 g -0
d'ol )\il =0,1 Vi
d'aprés (V-6) nous avons
¢ -1 -9
d(E,M) =107 1 -10
<5 — <o.112
On retrouve sensiblement les Xi avec Xi, = 0.1

v +

Remarque  Si M=m nous avons
lim 5(m,M) = (n-1) M

m_..M




donc pour une matrice hermitique &p-triangulaire nous avons

_ o p
.. 1=1a =m =M
aul |ji| (&

donc

2y - N1 EP

qui est donc un trés bon résultat. Donc dans ce cas si les éléments non diago-

naux sont petits, les éléments diagonaux sont voisins des valeurs propres.

4) Application de la méthode de Greenstadt 3 une matrice presque-triangulaire

a) Premiére stratégie

Nous avons la matrice A "presque triangulaire"

” Aln= (:Z:" ai+11’.l W2 €

R . . . P b
Dans un calcul effectif A sera dite triangulaire avec la précision & si

soit

[
] <

La matrice presque-triangulaire est obtenue par un procédé tel que 1'on

calcule (sur la forme d'Hessenberg)

© L 6,

s

A(s+1) ‘

ge e

A

3
[

L4

et tel que
lim llA(f) " = 0

S —» 00

Cependgnt s est fixé de telle maniere que

(s)
“A1

)
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Dans ce cas il est inutile d'aller en général jusqu'au rang s si 1l'on tient

compte du théorzme (V-1)
A k) sera calculée jusqu'au rang P tel que

Sl

i=1

2 - Sup la(P) |2) £ € 2 (v-7)

(p) N
i=1...nigtt

i+1di

En effet la méthode de Greenstadt appliquée au pivot a;p)q de A(P) nous

(pt+1) +1
donne une matrice A telle que, si q est choiside maniére que !
(p) - (p)
3q+1q ~ SUP [ii14]
2 2 2
A(p+1)' RS RS2
1 1 qtlq

d'aprés le théoreéme (V-1)

Soit donc
(p+l) 2 n»«l (p)

, 2
= a(p) - Su
1 § ¢ [ PiH1d P31
=1

i=l...n=-1

2

A a

donc d‘apres (V-7)

¥ ! i
A§p+1) /'.S; IS
+1 '
et A(p ) est triangulaire avec la_précision € .

Cette stratégie est d'un coft trés peu élevé (le cofit d'une application de la

(®) , ,(

méthode de Greenstadt étant proportionnel a n), tandis que le passage de A

pouvant &tre fort long comme nous le verrons dans (V-Ex.-1)
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b) 2éme shatégie:passage a une matrice 8p_triangulaire (b>»2)

Soit A presque triangulaire, et soit a le pivot de la méthode de Greenstadt

1)

( p+lp
qui transmue A en A ') nous avons d'aprés (II-3)

en posant 2 A]y+1p = ap+1p+1 - app

(1) 2 2
= P -+ 2 - e ol =
Aotlp © ® Fprip T2 Ap+1p ac - a 4y ¢ =0
pour c/a nous cholsissons la racine

o4

a = Bonp ”“\/A;rl,p +

fotlp Zpptl )/ Aoptl

a a . 1/2-

= Z§P+1E 1 - (1 + _gilg,_ﬁﬁii) J
app‘Jrl A ptlp

c A dotlp “pptl az+1 2 +1

5 = ) [l - 1_ - p p pp + p p pp + e

24 pt+lp 8 AP+1P

Gpp+1

est petit ( = Ep) nous ne conservons que les termes du ler ordre

puisque ap+1p

€11

i &
soit % # _ 'T'"p (V-8)
Apiip ’
¥ N
(si A = 0.nous aurions immédiatement
ptlp

Vapﬂ'p = ‘JEP

\/app+l \/app+1

. . . 2 ; . .
et au lieu d'obtenir une matrice ~ triangulaire nous obtiendrons une
g

C =
a

3/2
matrice § / (- triangulaire)




puisque'az + Jc 2. 1 nous pouvons écrire d'aprés (V-8)
£ ¥
a1l IAp+1p|~2
, 18
'cl 2 IAp+1p|
Posons Ey = {ap+1p :p impair}
EF = {ap+1p : p pair }
R T L
= p_é_JF& pTip
2

T
‘pl - pe E,,,apﬂp

Nous avons

[ * 4 e

Appliquons la méthode de Greenstadt 3 1'ensemble des pivots appartenant 2
croissant ’
;) d(1'ordre des pivots étant déterminé par 1'ordre des indices de colonnes)

(0) (1)

La transmuée de A = A quand a5 est choisi pour pivot est A telle que
M2 |, »ff2 2
A% = A1 - 321

Les termes sous-diagonaux affectés sont

(1) (1) _(»
21) %317 %39




D'aprés (II-1) nous pouvons écrire (a31 = 0)
RO . A 2
)1 =a ay + 2 91 8C " Ay ¢ =0
L1 . .
31 T 932 *agya
(1) _ P
839 Th A5, @ - afc
coit LD Z l 21] €L €9

431 432 3|A21| 2 |A21!

2D l 21 l

=|a (1 - 2) #

432 32 8!A21
o (3) . . (D e . .
si maintenant A est la transmuée de A » 8,4 €tant choisi pour pivot

nous av

12 Y e

ons

(0)| 2 2
O - bl

Les éléments sous-diagonaux affectés sont

ey
931 2

Nous obtenons comme précédemment

(3)
431

]

.3
41

(D
41

3

¥

()
431

2D
431

(1)
439

(1)
89

(1)
33 »

LB &
z|A21

#'51 £y &|

2185 1][8 4|

LD
53 °*

(D)
454

N




(3) -

439 439
(3} _ \l)
442

(3)
343 = 0
2L |,
53 a 54
a(3) (1)
54 A5

Notons

aopartenant i Ed , une

0 X pie

et ¢ x

e & o

52

B = Es3

La matrice B

J* 371 -

a

) (1 -
8\%1

a32l(1

&5

SR

&

’IC| He oz, A,

)
a # ,\ (1 m|iﬂ§l——2)
4

81845

matrice qui a la forme :

¥ ® X X X X
X X X X X %
X X ® X X
X ¥ X X X X
£ X ®x X X
22 0 bid ® X p:d

82 £ x b4 X

83 2? 0 X b4
‘ &2 £ x

&? E?

= (bi.) est telle que :

p+14

QE

4]

Tl

KoM M

X

(V - fig.

) ° L] P ”» -~ .
£1un terme d'ordre EP nous obtiendrons en itérant le procédé aux pivots

-1)




4 . . 2
Nous avons de plus, se limitant aux termes en &

(3) I |a5” |843|2 |
|b32 =lgy | # |ag,[|1 - 5 Bou2 " [Bas]? )
2 2
_L.&» [ '343' |365|
Pss|= 756 | !“‘754' -3 (|A43l2 +IA65|2 )
, el _ | (n=1) b -1 |a 5 3|2 |a 1]2
si n pair|b n~2'- a ;| nmzl ‘angl 02 -3 (F?x n- |2 An.n- l )
n-2 n-3 I n n-1}
i n impair - . l |2
_|.(n 1 n-1 n-2
n nmli_ an n=1 an n~1| L - 8 (Iﬂhwl nnzlz )
donc - ] 9
2 2 p+2 pt+l
Z ‘bpﬂp " L apﬂpl ) T OA, )
pt+2 p+l
PQE@ pekp

la partie entre parenthéses ayant un terme en moins si n est impair

~

Appliquons maintenant la méthode de Greenstadt & 1'ensemble des pivots appartenant 2

E g » nous obtenons une matrice C telle que

2 . |2 E 2 '
||C1.“ w |51». T L Pi+l i
e 1€ E(ﬁ
soit
2 (0)jf 2 E 2 ' 2
Icl # ”A gy sy TR E Pidl 1
! le Eo{ 1 eE’b
( 2 '
4141 il 2112 542 4412
+ Lk + R
i€k, Al Ajio 111
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. (0) § 2
mais A = ai+1 i
1€%UEﬁ
o0
donc r Ia |2 . |
i+l i ii=-1 i+2 i+l (X i
l # Z v Yl TR Z._ i €
1€EP ii-1 i+2 i+l i=p
Z N 9 4 lz 1/2 Sup {a + 1'
-i+1i! if=4 | i+2 i+l i= 1‘,.n
1« Sl i { Infﬂo{ , 'J
, 4 Piia] i s S 2Taf e b1 4l ble
ieEF, 0(
. , (0 . .
Mais puisque A est C-triangulaire

Inf ['o(]’](slj { ¢

S
up <8

a, .
i+1,1

donc nous pouvons écrire

) LSS
ieEq

|c1 ” # % €% avec

cle“é 2

Les termes en £° (p> 2): ayant

[0
t
[0

négligés car & est suffisament petit.

2
La matrice C est donc £ - triangulaire
v \

On montrerait aisément que la matrice C est maintenant telle que




V--83

Xx x x®x X X X X X %X X )
83 X X X X X X X X X
&2 0 x x x x®X* X X X X
£3 52 53 ¥ X X X X X X

C = & 4 83 82 0 x x x X X X (V- fig.~- 2)

64 63 E? 63 X X X X
65 Cﬁ ég E? Xx X X X
ua E? 8? :3 X X
E? &? 5? 8? 0 X X
¢ 5 62 83 X

Remarque : Nous avons montré qu'en choisissant dans A les pivots appartenant sucessivement
a By puis 2 E@ (L'ordre inverse ent donné un résultat semblable), nous obtenons une
matrice & ~triangulaire. On peut montrer aussi qu en choisissant les pivots dans 1'ordre
(a s Bgpsens B 1) on arrive a une matrice 5 ~triangulaire, dans ce cas 1l'expression
dencl“ est alors bien plus compliquée, ce qui explique notre choix. Dans ce cas C serait
une mafrlce pleine telle que les éléments soient 2 sur la p 1eme sous~diagonale

(Pi 2} et E ou O sur la premiére.

Nous allons maintenant montrer que C peut &tre transformée en une matrice D

3
£ ~triangulaire.

2 B
I1 est possible de'"transférer les & " de la deuxiéme sous-diagonale sur la

- 4

premiére sous-diagonale parrla méthode de Greenstadt en prenant pour pivots successifs

[« (o2 PN c,. co o
31° 7422 P Tii-2




f 4214 P .
L'élément C37 étant pivot nous avons

(1) '
c = o
21 c21 a + C23 C
c() _
32 Clp @t gy @
nous avons alors (Céi) = 0)
al | 2831| |22
soit a # 1
2
2
! 31
"¢ c,
done | €D |2 s 622_23__‘ S| e aluler B
A31 31
[ &
ol
31

2 , .
dont les parties principales sont enf quand € est suffisamment petit ; les

termes des colonnes 1 et 3 sont tels que

W] _ | o

<1 }cil g +C5C I i#3,1
(n} _ -

“37| = !“Cil c *Cya




d'aprés la figure (V-fig.-2)

i-1

%17 % iy3
_¢i=3 ,
Ci3 =g 12;5

Donc nous avons pour les termes sous diagonaux

41

<1)! i

de partie!, principale en £

(1) —I 4-1 1+ 2_4_3 c43| ='83+£xﬂ3|

—+ 1 x 3|

et pour les termes des lignes suivantes

, i-3 o2
(i)___ E.lﬂl 1+ EZAE
t 31
i-1 2 ,
e [ et S
31

dont les parties principales sont en

e -1 ¢ 81-3 elles sont donc inchangées par
rapport a C

14 .
Itérant le procédé a tous les pivots Ao i avec (i=l...n-2), nous obtenons

finalement une matrice dont les termes sont en €  sur la premiére sous-diagonale et

en EP ( p>.2) sur les autres sous-diagonales. Soit finalement :




rx X X X X X X X X x~
2
& b4 X X X X X X X X
6 2
é € X X X X X X X X
63 56 22 X X X X X X X
64' 83 56 82 X X X X X X
g &4 E? E? &2 X X X X X (V. Fig.-3)
E? E? Eé f§ E? 82 X X x X
g E? é+ é3 €§ 82 X X X
E? é, éi éi é+ é; E? E? X pid
g & d & 9 & & o«

. f 1z e 2 . :
Appliquant le procédé que nous avons utilisé pour rendre A § ~triangulaire,
. . 2 ,
nous obtiendrons une nouvelle matrice n'ayant plus de terme en £, donc cette matrice

3
est § - triangulaire.
D'ou

Théoreme

Soit A une matrice presque triangulaire. Il est possible de rendre la trans-
3 .
muée A' de A &'~ triangulaire, en appliquant la méthode de Greenstadt aux sous-diagonales
1, 2 et 1 (dans cet ordre)) lorsque les pivots sont choisis dans l'ordre des indices

de colonnes croissant.
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5) Application des résultats précédents

Nous appliquerons les résultats précédents a l'accélération de l'algorith-

me QR etudié au chapitre IV,

% Nous remarquerons surtout l'intérét de la premiére stratégie que nous no-
terons "stratégie du Sup" (S.S). En effet, supposons une matrice telle que
Aitl

i

les Y, =

i = .... . soient petits sauf un seul v,k =
i 1 P Yi=Yp

qui est voisin de 1 (Cas de deux racines de méme module). Dans ce cas la "stra-
tégie du Sup" associée a QR est convergente en effet, d'aprés le paragraphe

(Iv-8), si AS est la s "¢ matrice formée par QR, J N(¢) tel que s > N

nelo) (s 2 2
%1 i41 i S W - 9)
(s)
= o >¢€
| a o+l pl > (en général)

8i o< € la relation (V-9) serait aussi vérifiée, et As serait triangulai-
o

re au sens de la précision fixée.
Nous avons donc

(s)
& = Su |a
p P

i+l 1
Appliiquant la méthode de Greestadt au pivot a(S)p+lp nous obtenons une
matrice A(S+l) qui d'aprés (V-1) est telle que :
" A(s+1)” 2 _ IIA(S) |2 Y
1 1 P
soit d'aprés (V-9) _ 9
HA(s+l) u < e2

¥

s+1 , Lo o .
A( ) est triangulaire, La stratégie du Sup fait converger QR.

Reprenons et donnons les valeurs propres de 1'exemple (II - EX - 2)
Nous avons
|

%51

142, 488

2 I |x3|/| le 4 0. 99 61
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Nous avons posé le test d'arrét
(s)|
4
| A l

Au bout de 1000 tours "QR" la précision n'était pas atteinte tandis qu'

< 10710

avec la "stratégie du Sup'" il a suffi d'appliquer "QR" 6 fois. D'ou les valeurs

porpres qui sont en accord avec celles données dans [9] .

127. 38666 + i 132, 278 18
-9.. 460002+ i 7. 280 189

7. 07331 - i 9. 558 408
- 166 +1i 2 10‘6
2.,710‘7 - i 1.1 10"8

N'ayant pu rendre A € - triangulaire par QR il n'a donc pas été possible

2 o ,
de la rendre € - triangulaire.

. . . 1x 2 . . .
# # Nous appliquerons maintenant le procédé (€7) sur la matrice €-triangulaire:

A/obtenue par QR, des que le test

IIA(S)I"Z < € est satisfait.

L'accélération de QR sera alors d'autant plus appréciable que la decrois-

‘s
A \8 . . .
sance de "A / en fonction de s sera lente nous citerons un exemple de matri-

1

ce empruntéé 3 Wilkinson dont les valeurs propres se trouvent aussi dans |9
prop
(V - Ex - 1) .
A(S)1 )
Pour obtenjr ) uA'" < 10 il a fallu avec QR 1431 tours, avec 1g

"stratégie du Sup" 289 et avec le procédé (62) 418.

Nous avions llA1(418)Il C. 1.7 10—6 aprés avoir appliqué la mé-

thode de Greenstadt & 1'ensemble des pivots E& nous avions la matrice A(419) tel-

le que .
‘ ”A§419).“ 2 _ 1. 7 10—17
M (420)

puis a 1'ensemble des pivots'EB nous avions la matrice A telle que :

"A(420) -24

1 ||2 = 8.5 10




En appliquant QR seul,nous obtenions seulement

Al(550) 2 _ 5,5 1078

Donc le gain est trés appréciable.

A(420) ou A(289)

D'oli les valeurs propres données par si la stratégie

du Sup a été appliquée :

10. 797 649 + 1 8., 623 366
-4, 966 803 - 1 8. 087 016
1. 032 0396+ 1 9. 294 003
8. 811 235 + 1 1. 549 364
2, 389 871 + i 7. 268 014
5. 436 390 - i 3. 971 395
=5. 279 442 ~ i 2. 275 944
4, 161 7175+ i 3. 137 482
-1. 935 193 - i 3. 975 078
-2, 447 548 4+ 1 0. 437 12554

Dans ce cas encore la "stratégie du Sup'" a été la plus efficace.

. fr s 2 . 3 . .
Nous donnerons un exemple ou il a été nécessaire de rendre €™- triangulaire
la matrice étudiée,
(I1-Ex~3)

A est la matrice hermitique du chapitre II

Au bout de 35 tours QR nous obtenons

(35) 2 -7
A 3 v“ = 5.4 10
Appliquant le procédé (92)
”A§36)‘{2 = 9.5 1078
et le procédé (€3) ;
37)y 2 _ -14
ja,”") “= 7.7 10

Pour obtenir le résultat avec QR seul il faut 73 tours avec la stratégie

du Sup il en faut 66,
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(IT-Ex-1)

2
Valeurs propres données par les procédés (S.S) et (g7)

S.S € QR seul
36.798067 + 1 32.214896 36.797854 + i 32.214721
19.210791 + 1 31.714606 19.219233 + i 31.712912
28.430135 + 1 16.443380 28.427808 + i 16.445153
-16.105210 + i 1.009192 -16.105201 + i 1 .009194
-12.333893 - i 1.382233 ~12.333883 - i 1. 382235
51 105 201

Nombre de tours QR

Avec le procédé (82) on passe de :
I 2 (105) =22

) ﬂz = 5.45 1077 a “ A (107)

1 “2 = 2. 10

(TI-Ex=-3)

Les résultats sont obtenus trés rapidement car :

A,
i+1
A

i

Sup < 0.1

Valeurs propres données par le procédé (62),

‘
A

¥

-48242,705 - - 1 72477.574

495.7778 - 1 3977.2756 ?
- 3.059898 - 6.115902 %

1.004743 + i 1.987229 i
- 0,005767 + 1 9:912§§9V  }

Pour les nombres de tours respectifs on se reportera au tableau de résul-

tats. Tci le procédé (62) a été le plus rapide.
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Premiere conclusion

: - A fis (o2
Nous venons de volr que tantdt la stratégie du Sup, tantdt le procédé (e7)
est meilleur. Donc il était logique d'associer ces deux avantages. C'est ce que

nous ferons avec cette nouvelle accélération (méthode de synthése M-S).

Soit : dés que l'un des tests suivants sera obtenu, le procédé QR ne sera

plus appliqué

).

n-1
Z ! i 2 _ | 2 62 -
21 s - S e 7)< (v-7)
i=1l..n-1
ou
fa |2 € (V-10)
I 1! N -
Si (V-7) est satisfaite et si Sup [a, .. | € E_ alors le procédé (62) sera
. i+11 o}
i=1..,n-1
NN N o . . , . c
appliqué a EOL puis a EB (dans 1'ordre inverse soit EB puis Ea si Sup iai+1i| EB

En effet dans ce cas nous obtenons une matrice intermédiaire (V-fig 7) telle

que
S ESY
) €

P

2 2
“ Bl n Fo, \ ap+lp ‘

donc a fortiori (V-7) est vérifiée, appliquer la suite du procédé (62) a B
B
1

Si  (V-10) est vérifiée avant (V-7) le procédé (62) et au besoin , le pro-

pour obtenir C(V-fig 2) ne peut que faire décroftre donc C est triangulaire.

H

cédé (63) est appliqué,
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6°) ¥Fxemples Numériques

Pour noter dans un tableau la méthode employée, nous

marquerons

* QR pour llalgorithme QR

* (QP) pour le procédé rendant 8p-triangu1aire une matrice
presque triangulaire

* 5.8 pour l'application de la stratégie du Sup,

* M.S pour la méthode de syntheése

* S avec un indice a,b,c pour indiquer 1'emploi de la

méthode de Greenstadt avec la stratégie Sa, Sb ou Sc .

Seuls les résultats donnés par la meilleure des stratégies

seront inscrits.

(Ve Ex = 2)

Cet exemple est la réduction de IV = Ex - 2 34 l'ordre 6 en

supprimant x, et y, et la valeur propre >\2 = 10 {1+i),

@£ ‘u3
Les valeurs propres sont alors >\i =10 " (i=1,.,.6)

et la convergence est trés rapide.
y 4 .

V - Fx - 3)

Nous avons choisi dans cet exemple des valeurs propres de
modules voisins, Nous remarquons que trois-des valeurs propres sont exactes:
‘ .
c'est parce que)dans la matrice M,ces trois valeurs propreskﬁ ’As et)E se
xy

trouvent &tre les seuls &léments # O dans les lignes 3 , 4 et 5 respecti=~

vement,




>4
I

=<
!

=
]

I + XY

et M= P"’l DP
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=[t,1,0,2,0,07

=71, -1,4,0,0, 4]

_ . 2 ,
dii = )\ i exactes 1)\ i i X i QR )\ ; M.S
d44 1.5 + i 4,009 18.322 1 1,499 95 + i 4,008 8 1,199 92 + i 3.999 96
d22 1.258 + i 4,05 17.985 1 1,257 94 + 1 4,049 8 1.257 97 + i 4.049 87
dl] 1,2 + i 4 17.44 1,199 96 + i 3.99995 1,500 04 + i 4,008 9
d33 1,35 +1i 4,1 18.632 5 1.35 + i 4.1 1.35 + i 4,1
d55 1,2437+ i 3,987 17 443 1.2437 + i 3.987 1.2437 + i 3,987
d66 1.198 + i 4,201 19,083 6 1.198 + i 4,201 1,198 + i 4,201
(V - Ex - 4 )

)

¥

Voici un autre exemple ol des valeurs

module,

T

I)

[1,4,8,8,5,5]

[2,2,6,1,4,47

I+ XYT

M=2P DP

propres sont encore voisines en
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dgg | Ay exactes | Nirn /N ] Ay (M8

d, | 1456 +i7 14,559 981 + i 6,999 9841
0.605 - -

do, | 6.423 + i 7.358 6.422 996 + i 7,357 9668

> 0.9 -=

d 5 + 4 7.2345 4.999 9563 + i 7.234 4788

66 63 788
0.975

a, | 6.02 +i6.123 6.020 0371 + i 6.123 0388

| 0.642 - ===

dy, | 4.219 = i 3.56 4.218 9724 = i 3,560 0619
0.106 o T

dyy | 1.5678 + 1 0.9835 1.567 7689 + i 0,983 53105

Les chiffres soulignés sont ceux qui différent des résultats donnés par QR.

(V ~Ex -5)

T

Soit P =1 + XY

(N

=12 )

leg valeurs propres sont classées par ordre décroissant. Les lére et 6&me

colonmes indiquant le numéro des composantes de X et Y,

i Xi Y, >\i exactes X? Yi )\anctes an+1/>jB
» ¥ ! . . . 0.56
7 145,32 f 61,3 1321.123 + i 369.147 7.24156.,2 |37.25 - i 31.65
' 0.53
316 23.1 1 153,24 + i 247,23 8,95134.56 |25.689 ~i 15.768
0.56
5 18.24 3 53.24 -+ 1 209.134 71.56§31.0 | 7.321 -i 12,35
0.09
bgh 34,23 192,147 + i 34,023 0,012¢ 4,231 1,23 -i 4,012
0.42
1 34,5 2.3 178,942 + i 51,23 5.423¢4-6.731~0.15 + i 1,687
’ 0.015
2 §52.3 4.0 §71,23 + 1 50,245 =24 ,12§ 51,34 <0025 - i 0,0003584]

aingi que

M= P“l DP

le numéro des dii :‘ki éléments diagonaux de D (matrice diagonale) avec
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(V = Ex -6 )

T

Matrice dfordre n = 15 avec P =1+ XY
X Y. xi exactes “XJ.M/,\j' ifx, Y, ’\i exactes ‘>‘j+'/ >‘j,
5 12,311 1004 .21 253 .4 10 43,2)=-12.3|-42.5 ~ i26.14 0.87
0.46 0,805
2 12,45 { =12.56 |189,23+1 429.23 815.,2 3.141 25,24 + 1 31,23
0.6 0,7
7/ 4,25 % ~12.3 198.02+i 197.4 115,23} 4.12}-12,3 - i 25,23
» 0.55 0.4
1 1.45 1 -25.8 102 -i 115,89 131 12,.3]-1.34 7.77 - 1 7,89
- 0.82 0,41
9 | 7.12{~ 5.32 | 92.45+i 86.24 e |4.25| 31, 4,15 + 1 0.2
0.79 0,1
14 4,23 § -12.5 9,56-1 99,475 15} 1,45} 6,12 1,02 - i 0.8
0.875
4| 1.25]-45.1 | 32.14+1 81.5 3 |-1.34[-1.34] 0.023 - 0.00456 0.0003
0.645
12 5,12 3.24 51,23=1 25.47
R | . _\.
et M =P ~ DP avec D diagonale (dii —A i)
(V -~ Ex =7 )
Soit M la matrice dVordre n = 20
M= ‘Pm‘l DP avec D diagonale (dﬁ ==>\, )

r

¥ ' P=1+ XrY

L
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. o . I
iox; Y, )i exactes lf\Ju/Aj' i Xi Y, >i exactes l;\)ﬂ)\ﬁ
3 12,4 [-1.02 | -809963,12 ~ i 7631254 lo} 1.23} 4,12 ~23,45 +i 30,78| 0.37
0.02 0.61
8 1,57 }-2.35| =150234.5 + i 20.43 131 1,24 | 5.24] -17.24 +i 15,98
0.64 0.68
1§ 1,23 {=1.45} ~12345,67 - i 95012.3 713,12} -14,5 ~10,56 +i 11,89
0.05 0.65
11y -12,R218-1,47} -2345,78 - i 4501,23 173 1,57 6.24{ - 6.45 +i 8,23
0.35 0.62
14§ 0,02 §-4,05} -304.56 + i 1798.98 6] 1.23] 0.12 6,24 =i 1,57
0.52 0,62
18 12,03 1,25} -35,99 = 1 953.45 2] 3.57] 1.5 -3.12 +i 2,48
0.48 0.52
20 421,45 {-14,25) -456,12 =i 14,56 41-1, 451 1,231 =2.04 -i 0,31
' 0.53 0.77
19F 1,58 {~1,23 | ~237.6 - 1 38.38 5f 1.23}) 5.12 1,56 -1 0,25
0.64 0.37
12§ 5.23 1-14,2 { ~154,58 -1 1,23 15f=1,23§ 5.42 0.24 ~i 0,53
; 0.68 -4 -6 0.00]
9% 1.54 1-4.67 69,12 - 1 80.28 16§ 0,12 4.32] -3410 "=i5,710
() 2
Le test d'arrét était ‘igil‘-l = 10=20 pour QR et 10“=35 pour MS ce qui fait
que les résultats sur les valeurs propres seront moyens vu que ('A'IZ ¥ 7 1018
(V - Ex - 8)
9 + 101 2 + 341 61 + 51 24 + 71 ;57 + 6d 4 + 243 5+ 2i
3+ 5i 41 + 621 5+81i 58 + 671 24 +.51i 5 + 2i 8 + 6i
24+ 314 31+ 51 4 +6li 24 + 141 3+ 211 1+ i 2 + 4i
3441 12+ 31 5442 10+ 21 10+ 8i 2 + 41i 5+ 61
9 + 7i 5+ 8i 5+ 4i 2+ 5i 21+ 1 8 + 91 2 + 3i
41 -+ 5i 21 + 431 2 +71i 351 + 24i 34 +2i 5+ 7i 6 + 211
31 + 511 52 + 411 21 4321 5+ 7i 6 + 8i 24 + 51 31 + 42i%

aand

Nous donnerqns les valeurs propres dans 1'ordre des modules décroissants

et uniquement les chiffres significatifs qui ont été trouvés communs aux

quatre méthodes (de Greemstadt, QR ,

n

MSH N

@ehH

) .




La précision demandée était
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ol

R ~20

“An? = 1§

106.473
=-48,631
49,671
~44.,345
18,443
26,919 52§
12,468

[ RS

4
41

540

-4

+
_l..
+

f=to

151.41760
26.106 8
14,513 98

5.324 11
31.886 96
18.045 25

6,159 281 3

(V = Ex = 9

)

Nous donnerons un autre exemple pour une matrice & éléments réels

et & valeurs propres réelles. Cet exemple est proposgé par Francis [8] o

Cependant pour avoir uAH relativement faible nous avons congidéré non pas la

=7

matrice A mais la matrice B = 10 ° A , et nous avons pris pour test dParrét
tﬁi 10720 (N =10)
o
M fomees pr et e o | /s
264312 ?ggxig 26 312 938, 0.69
18 107 433,58 18 107 392, 0.86
15 637 089.47 15 637 064, 0.45
7 013 550,23 7 013 535.3 0.79
=5 512 964,66 =5 512 95%°2 0.45
2 461 37EGZE 2 461 370.6 0.75
=) 777,648,52 -1 777 644,5 0.76
1 357 863.87 | 1 357 860.4 0.74
=1,067 060,23 -1 067 058,2 0.38
407 361,43 ; 407 360,9%
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Les chiffres soulignés étant donnés incertains par Francis. Les

résultats donnés par la méthode de synthése sont donc excellents.,

(V = Ex = 10 )

Soit P =T+ X' Y
avec X'=[1,2, 4,1, -2, 17
Yos[-l,2, 1,1,1 , 27

et soit D la matrice diagonale de valeurs propres >\i

et M= p! pp

Wi exactes ')\]"_-Jrl/)\i, M1 calculées (M.S)

12,4 +1i 14,5 12,4001 + 1 14,4994
0,74

9.9 + 1 10,2 9.8997 + i 10,201
0.588

5,5+ 1 6.3 5.50005 + i 6,2993
0.565

4,2 + i 2,2 4,2005 + i 2,2002
0.51

1.2 +1 2,1 1.1995 + i 2,0997
0.413

0.8 +1 0.6 0.799 997 + i 0,59999

La précision demandée était telle que

[

¥ N ‘ ()t 2
, _lALNWJL_M <; 10-15

jaf?

les résultats sont bons,
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TABLEAU DES RESULTATS DES DIFFERENTS EXEMPLES UTILISES

temps de calcul en secondes N emplois QR
mxemple n° | | 8 | M.S R | ms ordre & .

Il = Ex = 1 4 34,8 9.2 201 51 5
IT - Ex - 2 >150 1.6 >1000 6 5
IT -~ Ex - 3 }a 12 2.1 1.6 11 5 - 5
IV = Ex - 2 21 5.6 3.1 15 5 7
V = Ex -1 35,2 502.3 180.1 807 289 10
Ve Ex-2Ffal 9 2.9 2.4 10 6 6
Ve Ex-3{a 2 346.9 125.9 1462 531 6
V- Ex-4lal 7 117.4 26,4 486 106 6
V = ExX =5 62 305.9 62.5 334 64 12
V = Ex - 6 293.8 177.4 63.3 125 37 15
Vo Ex-7|c| y200 | 918.4 159.9 390 55 20
Il - Ex = 4 | 4 12.9 7 73 35 5

- Ex - 8 17 109.6 32.6 339 98 7

- FEx - 9 199 75 39.6 118 57 10
V - Ex -10|b] 10 22,2 4.8 90 17 6
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7) Conclusion

Les exemples exposés, et d'autres, montrent que le gain
de temps obtenu en appliquant l'accélération de la méthode de syntheése
est non négligeable, si ces temps sont comparés A ceux donnés par QR,
L'exemple le plus remarquable étant d'ailleurs II - Ex ~ 2 ol QR ne
converge pas mals ou l'application de la méthode de Greenstadt fait

que les valeurs propres sont obtenues trés rapidement.

La précision sur les valeurs propres est dans la plupart
des cas la méme lorsque QR est employé seul ou lorsque QR est accéléré
ce que l'on peut voir dans V - Ex = 3 lorsque le test d'arrét

A(S) 2 rA.“z est le méme pour les deux méthodes.
Ia%y x

Le procédé (62) s'est montré excellent dés qu'il est
employé , et il n'est d'ailleurs pas rare de passer de & a EI) avec
P »> 2 lorsque cette accélération est appliquée, Cependant, le procédé
(83) n'a pas donné en général de bons résultats. Quelquefois, d'ailleurs
la quantité ﬁ A(i)“ a augmenté au lieu de décroitre. Devant ce fait

la procédure de la fin du chapitre ne tiendra pas compte du procédé (8,3)°

Nous concluerons donc en préconisant l'accélération de
QR par l'emploi de la méthode de synthése, car elle conserve tous les
avantages de la méthode QR en y ajoutant plusieurs non négligeables
(gain de temps, et convergence dans le.cas ol il existe un couple de va-

leurs propres de méme module),
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(V - Prog. 4 )

procedure VALPROP (Bl, B2, VR, VC, N, EPS, NT@, BOOL) ;
valeur N, EPS, NT@ ;
tableau Bl, B2, VR, VC ; reel EPS ;
entier N, NT® ; booleen BOOL ;

commentaire les valeurs propres VR [K] + i VC [K] (K= 1,2, «.. N ) de la
matrice Bl + i B2 a éléments complexes sont calculées par cette procé=-
dure. Si au bout de NTO tours la précision EPS n'est pas atteinte

BOOL = faux , vrai sinon ;

debut
procedure HESSEN (Bl, B2, N) ;
voir au chapitre III

fin HESSEN ;

procedure TRINODEG2 (Al, A2, X1, X2, TRUC) ;
tableau Al, A2 ; reel X1, X2 ; booleen TRUC ;
commentaire cette procédure calcule une racine X1 + i X2 de 1'équa-
tion du second degré,
(A1[17+iA2[ 1 XxX+(AL[27+1A2[2DX+AL[ 3] + iA2{37 = O ;
debut reel A, B, S, RH# , THETA, R, Z, C@, SI ;

A = AI[27]x AL[27 - (A2[2]xA2[2] + 4x A1[1]x A1[3])
+ 4 xA2[ 17 XA2[3] ;
B := 2x AL[27xA2[2] = 4x ( Al[1x A2(37] + A2[1]X AL[3]) ;
S := 0,785 398 16 ; TRUC := faux ;
RHG := RAC2 (AXA + Bx B) ;

sivABS (B) >ABS(A) alors
debut si ABS(A)/ABS(B) € 1077 alors
debut THETA := SIGNE (B)x 2XS ;
allera ZINOK
fin
fin ; |
THETA ¢= si A > O alors ARCTAN (B/A) sinon
si ABS(A) = O ABS(B) = 0 alors 0.0 ginon ARCTAN(B/A) + 4XS ;
ZINOK : R 1= RAC2(RHO) ; Z := 2 % (A1[1]xal[1] +A2[1]x A2[1]) ;
@ := coS (THETA/2) ; SI := SIN (THETA/2) ;
X1 = AL[1]% (=A1[27 + RxCO) + A2[1] x (-A2[2] + RxSI) ;
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si ABS (X1) > Z alors
debut si Z / ABS (X1) g 2.0,
debut TRUC := vrai ; allera ETIQ fin

0—19 alors

fin
X1 :=X1/ 2z ;
X2 := A2[17x (AL[2] + RxCO) + Al[1]x (=-A2[2] - RxSI) ;
si ABS (X2) > Z alors
debut SI Z / ABS (X2) ¢ 2.0 10719 alors
debut TRUC := wrai ; allera ETIQ fin

fin ;

X2 :=3%X2 / z ;
ETIQ :
fin TRINODEG2 ;
procedure GSTADT (B1l, B2, N, Q, P) ;

valeur N ; entier N, Q, P ; tableau Bl, B2 ;

debut
reel BAl , BA2 , B11, B12, B21, B22, D1, D2 ,
El, E2, A, B, Z, RHO, S, MADR, AC, Cl1, C2, X1, X2 ;
entier 1 ; tableau W1, W2 [1:37 ; booleen TRUC ;
Wif17 := Bl [Q,P] ; W2 [1] := B2 [Q,P] ;
wif27 == Bl [Q,Q] - Bl [P,P] ;
W2[27 := B2 [Q,Q] - B2 [P,P] ;
Wi[3] := = Bl [P,Q] ; W2[3] := - B2[P,Q] ;
si ABS (WI[1]x Wi[1] + w2[1]xwW2[1]) = 0 alors

allera TERM ;
TRINODEG2 (W1, W2, X1, X2, TRUC) ;
EifTRUC alors allera TERM ;
MADR := Xlm X1 + X2 XX2 ;




BELLE : AC := RAC
si ABS(AC) = 0.0 alors

V-103

2 (MADR/ (1 + MADR)) ;
debut Cl := 1,0 ; €2 := 0.0 fin

sinon debut €l :=

our

T :=1pas 1 j

ACX X1 / MADR ; C2 := -ACXX2 / MADR fin ;
usqua P-1 , P+1 pas 1 jusqua Q-1 ,

Q + 1 pas 1 jus

qua N faire

~ debut

D1 :
D2 :
El :
E2 :
B1 [P
Bl [Q
D1 :=
D2 :
El :
E2 :
Bl [I
Bl [1I

fin ;

D1 :
:= = DI W1 [3]

BAl
BA2

RHO :
¥
S =
B11
B12

AC X B1[P,1]
AC X B2[P,I]
AC X BI[Q,T]
AC A B2[Q,1]

+ Bl [Q,I]x €1 + B2 [Q,I]X C2 ;
- Bl [Q,T]X C2 + B2 [Q,I]XCl ;
- Bl [P,I]X C1 + B2 [P,I]XC2 ;
- Bl [P,1]X C2 ~ B2 [P,ITXCl ;

,I] := D1 ; B2 [P,I] = D2 ;
,I7 2= E1 ; B2 [Q,I] := E2 ;

ACX Bl [1,P]
AC X B2 [I,P]
AC X B1 [1,Q]
ACk B2 [1,Q]

+

BL [1,Q]x C1 - B2 [I,Q]XC2 ;
+ B1 [I,Q4 €2 + B2 [I,Q]RC1 ;
Bl [I,P]x Cl - B2 [I,P]xC2 ;
+ Bl [I,P]%C2 - B2 [I,P]xCl ;

1

,P]1 :=D1l ; B2 [I,P] :=D2 ;

,Q] = El ; B

ACx AC ; E

= « D1 X W2 [3]

AC X («W1[37 X
ACR( - WI[3]X

:= D1 ¥ Bl [P,P]
:= D1 X B2 [P,P]

2 [1,Q4 := £2 ;
1 :=ClxCl - C2gC2 ; E2 := ClxCl + C2¥C2 ;
+ AC X (C1X Wl [2] + C2xW2[27] ) -~ Wil1]X El
- 2 Xw2[1] XCc1A C2 ;

+ AC X (C1XW2 [2] - c2xwl [2]) - w2l1]x E1
+ 2 XWi[1]XClXc2 ;

Cl + W2[37%C2 + WI[1]XCl + W2 [1]%XC2) ;
€2 - W2[3]7%cCl - W1[1] XC2 + W2 [1] ACl) ;
+ RHO + Bl [Q,Qd X E2 ;

+ S + B2 [Q,Q] % E2
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B21 := D1 x B1 [Q,Q] - RHO + B1 [P,P] x E2 ;
B22 := D1 x B2 [Q,Q) -~ s + B2 [P,P] x E2 ;

B1 [p,Q] := BA1 ; B2 [P,Q] := BA2 ; B1 [P,P] := B11 ;
B2 [Q,q] := B22 ; B1 [qQ,Q] := B21 ; B2 [P,P] := B12 ;
B1 [Q,P] := B2 [Q,P] := 0.0 ;

TERM :

fin GSTADT ;
procédure NORSUP (B1, B2, N, N1, N2, P)
tableau B1l, B2 ; réel N1, N2 ; entier N, P ;
début réel S,T,Z ; entier I, K, L ;
Nl :=N2 ¢=8S =T := 0 ;

our I :=1 pas 1 jusqua N = 2 faire
début Z:=B1 [2xI, 2xI-1] x B1 [2xT, 2xI-1]
+ B2 [2xI,2x1-1] x B2 [2xI, 2xI-1] ;
Si Z 2 S alors début S :=Z ; K := 2 x I-1 fin ;
Ni := N1 + Z
fin ;
pour I := 1 pas 1 jusqua (N-1) . 2 faire
début Z := Bl [2xI+1, 2xI] x B1 [2xI+1, 2xI]
+ B2 [2xI+1, 2xT] x B2 [2xI+1,2xI] ;
S1 Z » T alors début T :=2Z ; L :=2 x I fin ;
N2 := N2 + Z
fin ;

P o= §i_ T > S alors L sinon K
£in NORSUP

procédure ALGO QR (B1, B2, N)

~~~~~~~~~~~~~~~~ (se reporter au chapitre IV)

fin ALGO QR ;
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entier K, I, J, L, P, V, W ;
réel NI, N2, H1, NI ;

HESSEN (B1, B2, N) ; H1 : = 0.0 ;
pour I := 1 pas 1 jusqua N_faire

pour J := 1 pas 1 jusqua N faire
H1 H1 + B1 [1,J3) x B1 [1,J3] + B2 [1,7] x B2 [1,J] ;
L =0 ;
ITER : L := I+1 ;
Si L > NT@ alors début B@PL := faux ; allera FINISH fin ;
ALGS QR (B1l, B2, N) ;
N@RSUP (B1, B2, N, N1, N2, P) ;

si (N1 + N2 - B1 [P+1,P] x B1 [P+1,P] - B2 [P+1,P] x B2 [P+1,P])/H1 < EPS

alors début
si (P> 2) x 2 # P alors début V :
W

2 ;
ENTIER (W/2)x2

°

fin

3
ENTIER ((W-1)/2)x2+1

Sinon début V :

W e

1

fin ;
pour K := V pas 2 jusqua W faire
GSTADT (B1, B2, M, K, K - 1) ;
BAPL : = vrai ; allera FINISH

fin ;
Si (N1 + N2)/ H1 > RAC2 (EPS) alors allera ITER ;
Si N1 » N2 alors début V := 2 ; W := ENTIER (N/2) x 2 ;

¥ 1

fin
3 ; W := ENTIER ((N-1)/2) x 2+1 ;
2 ; J := ENTIER (N/2)x2

Sinon début V :
I

fin ;

I :=3 ; J := ENTIER ((N-1)/2) x 2 + 1
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pour K :=V pas 2 jusqua W faire
GSTADT (B1, B2, N, K, K-1) ;

pour K := I pas 2 jusqua J faire
GSTADT (B1, B2, N, K, K-1) ;
BOPL :=vrai ;

FINISH : pour T := 1 pas 1 jusqua N faire
début VR [1] :=B1 [1,1] ;
ve [1] =32 [1,1]

fin ;

fin VALPROP ;

ooooo
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