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APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES A LA PROGRAMMATION

DE QUELQUES FONCTIONS REMARQUABLES

. L [
- g iwm W

CEHAPITRE I

INTRODUCTION

N
i w

1. = GENBERALTTES, PLAN. -

Un probléme important en Mathématiques Appliquées est
celui de 1l'approximation des fonctions transcendantes : on veut:
avoir pour une certaine valeur de la variable, une valeur appro—
chée de la fonction, et cela en utilisant le moins d'opérations
pour une précision donnée, Pour résoudre ce probléme, actuelle~
ment, on utilise le plus souvent des développements en série,
des développeméhts asymptotiques, ou bien des apprdximations"
par une famille de fonctions (e*, Bessel, Tchebycheff,sess).

Cette méthode est satisfaisante pour quelques fonctions
et dans des domaines restraints, Pour des domaines plus étendus, -
il faut calculer un nombre assez grand de termes de développe- ‘
ments et utiliser des coefficients plus élabords. D'oi des
calculs de plus en plus lourds et laborieux dont le résultat
n'est pas toujours & la mesure de 1'effort. En fait, tous ces
procédés n'utilisent que ltalgorithme de la multiplication.

On peut espérer trouver une autre voie en utilisant un algorithme
trés ancien, dont lt!'importance théorique en Mathématiques pures
est grande, mais trés peu utilisé en Mathématiques appliqudées 3

~clest 1'Algorithme des "Fractions cbntinues". Les fractions
continues utilisent la division. Elles se pré&tent trés bien au
calcul numérique, awbomstique ou manuel : on obtient un schéma
identique & celui de HYrner pour le calcul d'un polyndme,
en remplagant "division" par "multiplication®.

"_.)
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L'idée générale de notre étude est la suivante : pour
certaines fonctions - en tout cas pour toutes celles que nous
avons considérées - le développement en série et le develonoement
en fraction continue se compleétent bien et ont chacun leur domaine
pour le calcul effectif : prés de l'origine; on utilisera les
séries, et pour les plus grandes valeurs, les fractions continues.

Nous sommes partis du développement en fraction: conti-
nuev de l'éxponentielle intégrale. Nous avons étudié expérimen-
talement 1a'rapidité de convergence pour différentes wvaleurs de
X 30,73 0,53132; 83 et 10, en nous appuyant sur les
Travaux Théoriques de T.J. STIELTJES [56] « Nous avons comparé
nos résultats (nombre d'Opérations, nombre de chiffres exacts)
avec ceux obtenus par les séries. |

Nous avons ensuite étudié la fraction continue générale
qui développe la fonction Gamme incompléte dont Ei(—X) ntest
qulun cas particulier, '

| - La convergence est théoriquement démontrée par
HoS. WALL [59  , page 355 formule 92.5] et par T.J. STIELTJES
[56J » Nous avons traité le cas général, & un facteur preés,
en étudiant la fonction Ea(x) ; nous avons €tudié un cas parti-
culier important : la fonction erreur,.§5(x), en comparant le
nompre de chiffres obtenus par le développement en série et
par les fraotlons contlnues, compte~tenu du nombre de termes
utlllses.

Nous avons ensuite généralisé & l'axe imaginaire ces
différents développements et avons étudié les cas particuliers :
Oi(x) eﬁ Si(X) donnés par la partie réelle et la partie imagi-
naire de la fraction continue complexe ; C(x) et S(x), intégrales
de Fresnel, parties réelle et imaginaire d'une autre fraction
continue, les deux fractions continues étant des cas particuliers
de le fraction continue plus générale donnant M (1-a, ix) .

Nous avons comparé gvec les séries pour trouver dans quelles

zones les différents développements en fraotlon conbinue sont
1nteressants.
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Nous avons calculé teutes les fractions continues par
la méthode de contraction (réduites paires et impaires) et en
"rém@ntant”.lOn peut faire les calculs en "descendant" commé
pour une série : le colt en opérations Mult.Div est alors
important, mais pour calculer un terme supplémentaire, on.ne
doit pas recalculer tous les précédents. Lorsque l'on connait
le nombre de termes & utiliser, la méthode en‘remontant\est nlus
avantageuse. Sur les différentes méthodes de calcul des fractions -
continues, on peﬁt,cénsulter TEICHROEYW [57] ]

DERINTTTONS, NOTATIONS, =

Soit une fonction f(x) de la variable, on appellera
"développement en fraction continue de f(x)" 1ltexpression 2

£(x) = P(x) T b, + ‘ '

. 8 “
b o el

n ~

@
3 -
13
t

ou les a; et les bi sont des fonctions de 1la variable x réelle
ou complexe,

| La fraction continue est "limitée" si un &y est identi-
quement nulélquelwque soit x,
La fraction continue est illimitée dans le cas contraire.
On notera la fraction. continue illimitée d'une fagon plus commode
por 3 _ v
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‘ a.| a a f
. " 1 2 - n .
F(X)E b + -+ + eeoeevscses +-¢ T evewree (1)
0 §b1 ]bg ‘bn : .

et la fraction continue limitée par &

( ) , a,l a2 ‘ a _1‘ a
Px E b+ + + esesccnea -+ +
_ —~ "o ib1 ’bZ, ]bp_1 , bp

»Reduite dtordre n : Clest la fraotlon contlnue limitée, obtenue

en negllgeant les termes suivant$ bn « On note cette réduite -

par R (X) n

APPROXTMATTON D'UNE FONCTION PAR BON DEVELOPPEMENT EN FRACTION

CONTINUE, -

A partir du développement en fraction continue de 1la
fonction f£(x), développement démontré d'une fagon formelle par
1l'analyse au moyen de relations de récurrence, de la théorie des

" moments, etc...., on cherche la rapidité de la convergence de la

40"

- ou

fraction continue, c'est-d~dire le nombre de chiffres significa-
tifs obterius en fonction du rang de la réduite.
On a 3 f£(x) = Px).

L'erreur sera

me

B dme .. .
f&(x) - Fn(x) = ?n(x) pour la n réduite

f(x) - Pﬁ(X) = ep (%)
- n

£(x) - I (x) = & (x)
) =er

DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE D!'UNE FONCTION REPONDANT A Uii:

RELATION DE RECURRENCE LINEAIRE. -

Soit une fonction An(x) et la relation de récurrence 3

An—1(x) = n -1 An(x) + %n n+1( x)

5
ou les a4 et bi sont fonctions de leur indice,
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On peut 1téerire (pourva que An(X) ;é-o

o

ol

sz:LSfl" = [“*'1 {*‘*’*lj + veesenees + “ntp. - i -
A (x) Ao (x)

An+pt1cx)

I

On consideére alors la fraction continue infinie

(X) _
» Ce développement en fraction
An(X) / A (x)

. X
continuqbeut converger ou non selon le comportement de _nfp et

(=)

comme developpement de

, n+p+1
On peut améliorer la conwe rgence de la fractlon contlnup en
prenant pour la néme réduite :
b f n ‘+ an+1l+ LN B BN AR BN BN BN B BN ) + an+
lb \bnf1 | ‘ |

> A
ou b est la limite de @) lorsque p —> x> OU une

. A X .
valeur voisine. n+p+1

Nous ne ferons pas usage de cet drtifice. Ia théorie et la
pratique de cette méthode se trouvent exposéespar P. WYNI [52] .
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CHAPITRE - II
 DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

DE L'EXPONENTIELLE INTEGRALE B, (-x)

Soit la fonction Exponentielle Intégrale définie par f .
S L O | ' ‘
| ~Ei(—x) = J[ emqb =71 at
Vx

~On peut en trouver un développement en fractlon continue, et cela -
‘de plusieurs fagons 3

,;

D = DEVELOPPEMENT A PARTIR DE LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE CONIFLUBNTT,. -

On a la felation':‘ -Ei(—X) = ™% (1,1 ;5 x)
o-  W(1,1,x) est la fonction hypergéométrique confluente de
deuxidme espece, o’est~émdire : |
” 1+ o - -
Ylayex) = —— o~XY 1a=T(qpp)0mem1 g4
ey
" avec R(a) >0 et R(x)»O0

“5.1. ~ Ecriture de la fraction continue. 3

La fonction- Y (a,c,x) admet plusieurs relations de
récurrence (sur a, ¢ ou sur les deux & la fois) et notamment :

(o~a~1) Y(a,c~-1 X) - (c=1 ,+X)\4/ 8,0,x) + X yw(a, c+1, X) =0

qul permet de developper H

C=l=a | . C=2=a
W (a, c+1, x) c=14x X J - X
Ve, o, %) % ) g | egm

en fraction continue,



En faisant ¢=% a = 1 et ¢ = 1 dans cette relation, il vient '
Y(1,2,2)  _ ] * *

-+

) =1+, Lot :
‘%)(1"1'.}{‘ | X;;‘]' / Xm2 =5

X .

En inversamt et en tenant compte de \F(1,2,X) = ~%~ s On obtient 2

| \{2(1,A1-,‘x) =-:§J§—__J+ _51; !+ £ | %

+QI.O.. + +0.ll

’ 1 X=1 X=2 , X=D
o X X X

qui peut s'écrire 3

N o e e e

x ‘ X~ X2 X=3 o b x=p ’

Dtoll pour ~E; (=x)

, . , | -
"‘Ei(—'X) = e 1 !+ X i’*‘ 2X \+ LI I BE I I A + o _X + uocaro,-{
: X ! X=1 ( X2 S XD B

2:2. Comparaison avec le développement en série asymptoticue :

: o0 -1, .
Ltintégrale J1 - A—; [ admet comme développement
asymptotique @ Y0 X+ ’
_ or 11 21 31 n
S(X) - - + - T eeeoen ("’1) e
» %2 ) <+ L1

S1 on calcule les réduites de la fraction continue yrécédente, on
obtient su¢wessivement pour les 3 premieres réduiteq 2

;‘ ; 1 12 1.1 4 2

we
N

“-e

Le numérateur Am_1 et le dénominateur Bn+1 de la (n+1)%% réduite
sont donnés par

Ah+1 = (x~n) A, + nx A,

Boyq = (x=n) B, + nx B, g
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Pour qu'lil y alt identification . Jusqu'a la (n+1)e €
B 4 &
il faut que Bq = X et que A ., ®o0it un polyndme de

degré n en x avec, comme coefflclents, les factorielles

réduite,

guccessives @

n N T2 n=-i 1n

i

'- ' i, | . -
An+1 X -X +2! X - .."......' (""1) l! X +IOO(_'1) n!
clested~dive : A o =xA + (1) nl
Si on suppoSe_Ah et Bn de l1la forme voulue jusqu'é 1l'ordre n ,
en les portant dans la relation de récurrence, on obtient pour
An+1 ev Bn+1 :
by = Gen) & +n[a 4 (=DP @01] =xa 4 (=Dl
n+1 A A . = Ay
Bn*1'= (x=n) x® +n x . ¥ = 21
On peut donc identifier aussi loin que 1l'on veut cette fraction
continue et le développement asymptotique,
Gréce & la possibilité de contraction de la -
fraction continue (fractions continues admettant les r&duites
palres ou impaires), il ost 1nteressant de les utiliser pour |
calculer la fonction,
b - DEVELOPPEMENT BN FRACTTONS CONTINUES DE LAGUERRE. -
f | th-' 4 = e . |
, intégrale EEsnTa du peut se développer en
fraction continue. 0 , | |
LAGUEREBS montré, en effet, que la fraction continue 3
P(x) = —dyp 2t 31, 2}, 24, 3], 3] 4..._}.4_‘

X '»1 }X t,] JX +\1’+"X toesace .‘1 I

convergealt vers cette intégrale.



T, J. STIELTJES a démontré cette convergence pour des cas plus
géneraux et pour les valeurs complexes de X k_56 ]

s , Rl .
0 [ R L s o)
Xl ) t AR M e

0 Y X '

D'ou 1m second développement en fraction continue de,Ei(—X) :

‘ _ | o o=x [ 1] . 1l 2J 21l 3] ol en!
Ei(X)"e. [X +,f’1 +“X_+H _‘X +H +....+Nﬁ’—+‘
Cettevfraction continue de LAGUERREest différente de celle
obtenue par le développement de « Y(1,1,x) et on -ne peut les
réduire 1l'unb & 1l'autre.

. . ; &me ‘ .
Si on appelle Pn(X) ta n réduite paire de la.
fraction continue de LAGUERE

et I (X) sa n eme réduite impoire,
on a 1es relations suivantes demmntrees par T.J. STIELDJES

L~ 56, page 320i}entre P, (y), T (X), le développement asymptoticue
et 1a fonction

e
Y ¢
0
L 21 2 n-1)1
P (X) > g - 1 + '2,, —
‘ 2 j . ® 8 & ¢ 0. ) n
pd x7 X
I (X) ‘ . 1 hind 1 + 2 » o e ¢ O Q".'. + 2n !
< 2T 21

. o0 -0 g |
Pn(_x)< j & du < I,(x)

0 X+u

Les réduites paires de la fraction continue obtenue par récurrence
et les réduites paires de la fraction continue de LAGUESEE sont
toujours inférisures & la fonction. Les réduitcs impaircs des
deux fractions continues lui sont toujours supérieures. On a -
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foujours les inggalités suivantes :

ven

. ) Mc el -1 . '
PI(x) < By (x)< / Lt <L < 1Ak
| . 0 - .

ou Pﬁ(X) et IQ(X) sont respectivement les réduites paires et

impaires de la « 1ére fraction continue.

On a identiquement peur le développement‘asymptotiqué :

- : ‘ ‘ w _ ‘
1 _ 1 21 (on=1)1 ‘ | e " du
X 5t 3 tcteerees T i~—;2%“f s: Pn(x)~<( : X+U.

X X~

. 1 1 : §2n[!
<In(X) ’< X - 2 secesccnne T X2n+1

Pour calculer ~E, (-X), on a donc toujours inté St & choilsir le

developpement en frqotlon continue de HAGUERRE qui borne la

fonction ag plus pres.

B JC YN R D B N zlﬂ 2

CALCUL DE =, (=x). =

On utilisera la fraction contlnue de LAGUERRE en
Scrivant les fractions continues Pn(x) et In(x) admettant
ses réduites respectivement vaires et impaires.

_’?’+ +;—-%~/+!—-§J

On a montré qu'en posant

——

T T T

Bh é&ait i_ v

~Ei(~x) = e~ F B(x)
D'ou | .
| ~Ei(~x) > e Pn(x)
et :
OB (=) T I ()
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avec _
1] ] 4 1 : (p-1)° |
P (%) = m— - B ‘ X+on=-1
‘et
- o 1) 1.2 1 23] .. fo=1n |
In(X) v~— "3]{'/' 1 - ’X+2 -.'l X+4- "“] X+6 "‘ o0 808 00 ! mzrl

(W)

Rapidité de la convergence @

Les deux fractions continues I(x) et P(x) convergent .
done vers e* <%Ei(—xz>'; 1l'une par valeurs supérieures._(l(x))‘,
l'autre par valeurs inférieures. ILa conv¥ergence est d'autant'
plus rapideique X est grand, car le comportement de ces fraetions
continues est analogue & celu1 du développement qsymptotloue»
tout en donnant une erreur m01ndre.

| Llerrcur fournie sur —Ei(—x) sera d'autant plus

faible quand x croit, qu'elle est multipliée par e £,

Les courbes suivantes donnent le Log de 1'er¢eur
en fonction de l'ordre de 1la réduite pour I, (X) et B, (x)
montrent la rapidité de la convorgenco.



L_gﬂ £M[I(")] + 14.
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Log EnlPI] ¢ 44
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8. - RESULTATS NUMERIQUES. -

TLes calculs ont été effectués sur une machine CANMA
tambour, en point d601ma1 flottant en simple précision.
On obtient 9 chiffres significatifs. _ ‘
4 Ces résultats ont &té comparés. aux données de la

Table N.B.S. (1940), volumes 1 et 2, donnant 9 chiffres signifi-
catifs exacts pour —Ei(~X) entre = 0,001 et x = 10,

- Les tableaux suivants montrent la rapidité de la
- convergence en fonction de x et la variation de l'erreur en
fonction du nombre de réduites: | |



45 -

O_H.Q.H.@ des H - N o : lm e , i L o 4
réduites | Tnl P1(%)] Py |-E; ()] | | e
X = oﬂH | anA:xv = 1,822 923 06
2 3,435 918 22 0,704 86k 52 1,612 994 26 1,118 059 44
15 1,877 921 2@ 1,784 339 58 0,054 998 24 0,038 584 38
200 1,822 924 18 { 1,822 923 82 oo . 1078 14 . 1078
. A e ey -1
X = omm mHA x) = 5.597 735 mm . 10
2 0,622 923 383 0,499 495 841 6,314 978 8 .107% 6,027 775 4 , 10°°
10 0,560 386 409 0,559 164 315 6,128 14 ,Ho-k 6,092 &0 . 107"
18 0,559 804 600 0,559 742 667 3,100 5 .107° 3,002 8 . 1072
x = 1 :mHAlxv = 2,193 839 34 pouu
10 2,19% 955 32 ,10"+ 2,193 704 79 .10" % 1,159 8 .107° HMuxm 5 . 107
15 2,19% 846 80 1071 2,19% 830 90 1071 7,46 .1071 18,y . 1070
20 2,193 840 07 1071 2,193 838 52 107t 7,3 .ponm 8,2 . 1078
X = 2 -mHAuxv = m\mmo 051 07 . 1072
: ‘ -2 -0 ...t. _ -4
2 4,021 283 03 .10 4,833 402 99 ,10 3,123 196 . 10 5, 664 808 . 10
10 4,890 055 29..107° 4,890 045 30 1072 4yee ..Ho'm 5,77 . 1078
15 1,890 051 17 .107%| 4,890 050 96 .107% | 1 a L1077 (1,1 . 1077
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-2

X =3 |mumlxv = 1,304 838 11 . 10
n |mwwﬁlxv . 1623 -mmsanxv.@dwm (5 -‘mwb. 1077 mmp - mwM. 10~
3 | 1,303 987 03 4(0"% 88, 108
4 1,304 926 70 KNIWU 4 671 31 8,859 16,680
5 858 78 4 801 20 2, 067 3,601
6 843 51 28 85 540 926
7 839 66 35 54 155 257
8 8 58 37 b W7 77 |
9 8 26 37 86 15 25
10 8 17 38 02 6 9
11 3 08 2 3
12 2 09 1 2
13 2 10 1 1
1k 2 10 1 1 )
x =5 -muﬂnxv = 1,148 295 59 . 102
n -mwwﬁ-xv . 2g2 -mwsA-xv . 2| E -E, . 107 B, - By . 1077
2 1,146 88k 59 14,110 0
3 5 8 170 34 Alv 1,252 5
4 1,148 301 83 AU 8 280 68 0,062 4 149 1
5 296 57 93 40 9 8 21 9
6 5 76 95 21 17 3 8
' 5 62 51 3 8
8 5 59 57 0 2
s by 259 28, o I




... 1'7 -~

-E, (~x) = 3,766 562 28 . 107>

= 8
5 (ex) . 1070 _ 51 s lm oL 10710 | g . -9
n -mMnA x) . 10 ;mmwA'xv . 10 E; - mH4. 10 Ey mm . 10
2 3,765 396 85 1,654 3
3 3,766 579 4k 6 502 85 1,716 594 3
4 63 67 58 01 139 ho 7
5 62 41 61 90- 1 32
6 29 62 25 1 3
7 9 8 0
/ = 10 -E; (-x) = 4,156 968 93 ._Honm
n -mw (-x) . Houm -E; (-x) . po-m mw - By . 10710 E;, - E; . 10-10
! —=n —
2 4,157 102 03 4,156 331 5€ 1,331 0 6,373 5
3 ~6 975 01 o4l 66 60 7 242 7
4 - 69 33 967 57 L o 13 6
5. - 68 97 S & i 10
6 7 8 90 i 3
7 2 0 -1 3
-8 2 -1
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, Ces tableaux montrent la convergence desydeux fractions
continues ¢ I (X)-et P (x)., Cette convergence, trés lente pour
x = 0,1, s amellore rapldement tet, & partir de x = 1, on obtlenﬁ'i
agvec n = 20, une erreur de 7,3.10" -8 (pour -E (=x) ) et 8,2.10 -8
(pour —Ei(-x)) Pour =x=5 1la capacaté de la machine est ‘déja
dépasség— avec n = 8: on a 9 chiffres significatifs exacts oo
- par In(x) et 8 par P (%), |

De plus, si on compare £ [I(X)] et Sn LP }
on a lee relations suivantes .

a)v pour X-<jO 5 [i(x)] Y £, [?(x)}
- LI<X>]< o [P00)]

b) pour O, 5:< x <1

[I(X)] = & LP(X)]
¢) pour x> 1 & [I(X)] < £n [P(X)J

ea [T0] > ey [20)]
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Co =~ STABITITE DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. —

TLes résultats numériques montrent que llerreur est
toujours décroissante avee mn croissant, et cela quelque solt x.-
On pourrait ewoire que pour n trés grand, les fractions continucs
In(X) et Pn(X)fSe comportent comme le développement'en sdérie
asymptotique ; clest-d~dire que lterreur se mette & croftrc
& partir d'une certaine valeur de n. |

I1 n'en est rien et c'est 1& une profonde différence
entre les deux moyens de calcul, Expérimentalement, on peut
prouver ce fait -

nous avons pris x = 10 pour lequel les fractions continucs
convergent trés rapidement.,

La valeur O »415 696 890 est atteinte pour n = 6 avec la fraction
continue P (x). fLa vraie valeur est 0,415 696 893]

On a imprimé les denomlnateurs partiels Gl(x) en prenant

R

= 50 eb en prenant n = 59.
1) pour n = 50 ou n =59, on obtlent pour la fonction, la
m8me valeur que pour n = 6,
2) & paptir de G (X), on déroule la méme sequenoe de calcul
cpour n = 50 ou n = 59. On a, en effet i A

[éég(X)J 50 = s,G29(X).J59 et ainsi de suite pour
| o | tous les G (X) k <29

3) pour 29 <k <49, - Lg la différenoe'
~entre G-‘] et | G deoront dlmlnue lorsquo k dccroit »
o LEds k J5g | _,
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k a. (X) n
[59]
58 98,511 811 1
57 . 90,019 183 2
56 86,162 981 0
55 85.892 115 4
54 82,241 072 0
b3 80 84 316 9
52 79,552 998 4
51 78,304 815 0
50 77,073 483 1
kel 75,847 911 1
48 T4, 623 421 9
h7 73,398 034 0
46 72,170.890 0
45 70 941 595 9
4h 69,709 945 8
43 68,475 807 9
42 67,239 077 3
b1 65,999 657 O
4o 64,757 449 8
39 63,512 354 9
38 62,264 266 2
37 61.01% 071 1
36 59,758 650 0O
35 58,500 875 7
4 57,239 612 1
55 55,974 713 9
32 54,706 025 3
31 53,433 379 3
30 52,156 595 9
29 50,875 481 5
28 19,589 826 5
27 48 299 404 2
26 47,003 068 2
25 45 70% 250 4
24 44,396 957 7
2% 45 084 769 2
22 41,766 331 9
21 40 41 256 2
20 39 109 110 5
19 57;769 41k 3
18 %6, 421 630 3
17 35,065 154 8
16 33,600 305 1
15 32,323 304 5
14 30,936 263 6
13 29,537 155 5
12 ?8 124 784 5
11 26 ,607 Thh 9
10 25, 254_365 oy
9 23 792 633 8
8 2,310 091 9
7 20 803 684 6
6 19,269 537 4
5 17 702 615 5
i 16 96 178 8
% 14,440 861 1
D 12,723 008 3 - ,
1 10,921 L4o2 3 59 0,415 696 890 4
R




i
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84;972

77,885
74,637
72,649
71,126
69,780
63,502
67,249
66,003
64,758
63,512
62,264
61,013
59,758
58,500
57,229
55,074
54,706
53,435
52,156
50,875
49,589

18,299

b7, 003
45,703
Hh, 390
43 084
31,766
4o, 4k
39,109
37,769
36,421
- 35,065
33,699
22,223
30,936
29.537
28,124
26,697
25,254
23 792
22,310
20,803
19,269
17,702
16,096
14 4ho
12,723
10,921

o4
751
539
905
780
220
ikl
834
857
ERINS)
134
672
883
614
714
025
379
596
481
826
4ok
068
250
957
769
331
256
110
ik
630
154
305
304
2673
155
784
T4y
565
633
091
684
527
615
178
861
008

Log

AVARGIIVENIN =S VIV I A N e FONONRUTOWO_TW R UITW~ = O =l

AN = 00U OV 0N NO LU U OV = CONLE A \UT

0,415 696 890 i

{
i

|

me
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- Ainsi lorsque n croft, les différents Gy se "rafflnent”
et leur "raffinage" n'est limité que par la capacité de la
machlne. , ‘
~ Une .autre expérience montre un fait identique :

pour une valeur x = 0,71 avec n = 200 et 201, on a calculd
-E; (-x) graoe 3 T (X) L'erreur pour n = 200 ou 201 est la mémé :
22 10 8, Avpartlr de F 15 ] on a i'égalité’et la méme’

fin de séquence, 282

clest-a~dire que pour n = 185 environ, on a atteind 1terreur
minimum que peut donner la capacité de la machine.

10. — COMPARATSON AVEC LES SERTES. - o /

Autour de 1'brigine, —Ei(ex) est donné par la séric @

] = e e | _ X - X X _ X » o
SH(X> — Y LOge(X) + 1! 1 | 2‘ 2 + 3! 3 41 4 ) + 00.900»
. n -
S =1 X
eevese  (=1) T

avec y = 0,577 215 665 (constante deUW“T)'

Pour les plus grandes valeurs de x, la séric usympto-
'thue de =B, (~x) donne, comme nous 1'avons wu, une moins bonne
approxlmatlon que la fraction continue, ,

Nous allons comparer la série S (x) et la fraction

continue au point de vue nombre d'Operatlons et nombre de
chiffres exacts fournés.

104 1s = Nombre respectif d!opérations.

- Nous ne tenons compte que du nombre de Mult, Div,
~ la série sera calculée :
n=-1

X ' ) o . ‘ rd .
o=7) 1 =) en mémoire




or
X ! 1 : X N 4
YT X e T T I = en mémoire
i
Xn ' | 1 Xl’l ‘ ’ :
T e T T & ajouter au terme précédent

Chagque terme que l'on ajoute colte 3 Mult, Div. de plus.

n=171 - aucune Mult,Div 1 Loge X
2 o

n=2 (=) 2Mlt.Div de plus; au totel : 2 Mult.Div
n =3 3 Mult,Div L "m0 n

! +

!
- J , _ _ L \
n=mn ' 5 Mult.Div " ; n ! 3n~4 Mult,Div

ek r—pp——

Pour n termes, la série cofite 3n~4 Mult.,Div et Log, x.
. e
- unlr )

- la fragtion continue In(X) :

(=)

.Chaque n cofite n;1+_§;: 2 Mult.Div de plus
n =1 3 Mnlt.Div et oF
n=2 | 4 Mult,Div au total et o~
n=3 5 oo

Pour n termes, la fraction continue,In(X) coflte

on~1 MultDiv et eX
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- la fraction continue Pﬁ(x) :

v 2 . ‘ ) ‘
chaque n cofite XﬁEQ—T 2 Mult,Div de plus
n =1 1 Mult.Div et e
n=2 2 m o ]
n =73 4 v no 1

Pour n termes, la fraction continue Pn(x) colite

S

C2n=2 Mult.Div et eX'

La fraction Pn(x) est la plus économique en Mult.Div. Pour un
terme n, on gagne sur la série n-2 Mult.Div et 1 Mult.Div sur
L (x).

10.2. — Zones minimales.,

On va rechercher les "zones minimales", clestw=i~dire log
zones ou un des deux procédés donne un nombre d'opérations
moindre que l'autre en fonction du nombre de chiffreg cxacts.
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:t * Ay
b 4 5 5 9 R v N U U L
4l 201 2 29 19 45 39 x
A5.
(1 ¥ 9 9 19 23 M
" 5 3 9 A4 47 20 23 26
65 5 25 25 o A 25 g5 b
‘ 3 3 ] % M Al 20 20
17 o 1

- On quadrille le plan

; & chague mocud du réseau, on portc . le

nombre de Mult.Div néecsessaire pour avoir "ce" nombre de chiffres

H

3 " A o 1 . . : ;
exacts pour cette" valeur de x ﬂNowﬁrzr“ﬁfﬁmﬁmlﬂmﬁmu?ihw

w

& . 4,"_
4 foribre iam‘ SO

~x .= 1,5, on aura deux zonocs :

Si on partage le plan par une droite

0 «x <« 1,5 ¢ zonemminimale de la série

Ty5<x < 00

zone minimale de la fracéion continue
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CCHAPITRE IIT

DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

~ DE LA FONCTION GAMMA INCOMPLETE : ['(1-a,x)

"11, - CAS GENERAL. -
Soit la:f0noti¢n' rﬂ(lfa, x) définie par |
: , - N ol S e '
' (1-a, x) = J( e ” t7% dt
) SJx : |

On peut la'déVeiopper en fraction ¢ontinue.l
On obtient S |

' A v o amX =2 11 a l 1] a+i} . 2 |, a+2f 17,':f
[a-a, x) = e x [ T "Ix "1 TTx .*41_*1 x T
I@ developpement en fractlon continue converg@ pour a > 0 et reeJ_f
WAuL L;Qj page 355), Les redultes impaires donnent des valeurs
SUperleureo a la fonotlon et les réduites paires des wvaleurs
inférieures (T.J. STIELTJES [ 567 )

11.1. - Btude de la fraction continue F(x,a).

On pose :

a+2 |

A, al, 1, _asi |, 2 | .
1 . lX, o0 8 0 4 20 8 0B 0

F(X;a) = '+ ™ '+"1

4

La fractlon Ohntlnue ayant comme réduites les
redultes 1mpa1res de F(x, a) sern -

. SR a | a+1)J 2(a+2) |
I(X,‘a> = 1 - ,—-}—(—_;é:-'_l—-i t X+a+3 ‘ X+8J+5 s c‘o o .4 g‘o .

(n-1) (a+n-1) ]
- r x+a+ .2n-1
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et la fraction continue ayant comme réduiltes successives. les

réduites paires de T(x,a) sera

x ] a ] 2(a+1) | n(at+n=-1 o
P(x,a)v_ X-+a B [x+a+2 —f XA+ Peeccerr Tl x4Aa42n T

La fraction continue limitée In(x,a) donne

- toujours des limites supérieures de la fonction, et la fpaction
cAntinue limitée Pn(x,a)'des limites inférieures.
Le calcul se falt en utilisant effectivement
l'algorithme de la division et non en calculant
: littéralement le quotient de pelyndme auquel conduisent les

réduites,
Alele= Inggalités,

On peut eamparer F(a,x) au développement
asymptotique ‘

s(a,x) = 1 - ; + a+% - a(a+1%(a+2) Ce et reeanens
X X

(-1)7+ a'(a+1>;£;i(a+n) e reneeans

et on aura

© 2 0 60 v s s 0000

Pn(x,a) > 1 - By a+; _ a(a+:51)(a+2$,

ala+1)....(a+2n-1)

EERE 2n = SEnKa’X)
I (x,2) < 1=~ i + a+% Ceeneenea. F a(a+1gﬁ;i(a+2n)
X bd
= 82n+1(a’X>

D'ol les inégalités suivantes

Sgn(a,x) <an(x,a) < e xa{q(i-a,x) <LIn(X,a) < 82n+1(a,x) ‘
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o

l%ﬁ;j; CAS PARTTCULIERS : B, (x) et
On peut ainsi grice & ce développement calculer les 
lfonctiOnS suivantes qui sont des cas particuliers de r1(1~a,x)':

;- _ ’ DO‘*_tA

a =1 : (ex) = [ |
& By (=) = _%m_dt = |"(0,x)
] : : X '
a,ﬁi o o o o
2 - fonctions erreur : <O(x)

u st Vx
Qon s [ Eee () 2V ey o VE 11 L2
dtow s Ber (1) =45 G = oL (L, 5?)
] | = .
[ B2 o) =45 (1= J0 ) =L (L, 22
L - -
e La. fonection Ea(x) définie par

: Ea(X) :/ e"'XU. u'.'a. du

rﬂ(1~a; X); = x 178 E;(X) :
o B (1) =2 [T (4ea, x)

{ __" , > a,"" \ ’ ’
Clest-d~dire au facteur X 1 pres le cas général,



.l.i'" CALCUL DE T4 FONOT}IQN‘. B (X)e =

Comme nous 1l'avons vu =

Ea(X) = e ™2 Gy = ¥ e~ $7 gt
1 X
P (x,8) I (x,8) — T
. . . 1 - =X ¥
-~ CEE) < B @ v e xRxa) |
6 -« X e [} X -

, Nous avons oompare nos calculs 3 1a table donneo par le
N.B.S. (A.M,S, 37) (Tables of functions and of zeros of Iunctlone,
.3954){ Ea(x) y est tabulée pour a = 1 & 20 avec - ~"§Pﬂ
pour x 0,01 (0,01) 2 et 2 (0,1) 10, '
| Nous avons caleculé les fonctions suivaﬁtes

‘,  EZ(X) 3 | ES(X> ; | ETO(X) .5 Ego(?)

pdur'les valeurs. : X:O,1 H x = 0,3 x = 0,5 H X =1

a0

X="1,5 5 x=2 3 x =5 H X =8 s x =10
et cela au moyen'de'In(X,a) et de P?(X,a)
Comme pour la fonction ~E; (=x) -qui est E (X)

le developpement en fraction continue utlllee converge vers 1a
Valeur.de 1la fonction, régulitrement par valeurs supérieures -

[I (% a)_/ et par valeurs 1nfer1eures{_P (x, a)] Qe developpemant e'
nﬁ diverge pas 8 partir diune certaine valeur de n comme le o
deVGlOppement en série asymptotique.

La convergence est lente pour les faibles valeurs de X'fu
et elle est tres rapide pour les valeurs de x > 1. I1 est &
Temarquer que, pour les faibles valeurs de x, la fraotlop continue -
Converge dl'sutant plus v1te que a est grand, mais que pour les .-

Valeurs de % plus grandes, la convergence est & peu pres 1noependante
e a. »
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;Aﬁféontraire les faibles ordres de a paraissent converger plus
tfépidémenf que les orires supérieurs,.  Par exemple , pour avoir.
8 chiffres. 81gn1flcat1fs pour x = 10, il faut n=6 pour a—2 et a~5,
lalors qu 111 faut n=7 pour a=10 et a=20, '

Les courbes suivantes donnent le nombre e chiffreg
.signifiCatifs obtenus par I (x,a) en fonction de n, La partic
hachurée entre 8 et 9 chiffres indigue que les calculs ont 8té
conduits en P,D.F, en simple précision, avec 9 chiffres.

La droite paralléle & ltaxe des m, pour n=5, 6 ou 7 donne la
pre0181on de la table utilisée pour cette valeur de x. A partir de
cette droite, les courbes sont tracées en pointillé ; les courbes
sont traoéeé sans tenir compte de 1!'arrondi, |
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Pour:x_gﬁ“ le déveioppement en fraotionlcontinue bonverge‘trop
~lentement pour &tre utilisable; sauf pour a > 10.

Pour x > 1, et plus précisément & partir de x = 1,5, on obtient la
méme précision que la table citée (6 chiffres) pour n £ 13 et cela
méme pour Eé‘ Pour x = 2, il suffit de n <~11 pour avoir 6 Chlff“eo
exachbs (la table n'en donne que 5).,

)

Pour x » 5 avec n.5;11, on obtient 9 chiffres pour tous les}Ea(x);‘

La table ne donne que 5 chiffres,

Pour les valeurs de x telles que 0,1 <% £1, ona intérét e
choisir le développement en série «. e autour de ltorigine.

- Pour x tel que 1 <« x ¢ 5, selon l'ordre "a", on peut choisir 1le
développement en série oﬁlle développement en fraction continue.

Pouxvzcg; 5, le développement en fraction continue est nettement plus
intéressant que le développement en série de Taylor.

De toutes fagons, quelque soit x, la fraction conbtinue
est toujours plus intéressante que le développement asymptotique 2
-~ elle est plus prds de la fonction par valeurs supérisures et
inférieures, |

~ elle ne diVerge pas & partir d'un certain n,

Pour comparer 1'erreur absolue de l'errecur donnée paxr
I (x,a) et par E, (x,a), on peut dire que 2

pour les "grandes valeurs de x" 3 e [?(x,aj}( 3% [P(Xfa

, ‘1 B T
avec cependant ?n(jI(X’a{j > ?n+1 LP(X,a{j

pour les "plus faibles valeurs de x" 32

[P(X’a£]< ?n l:I‘(X,ai}

avec : ?ﬁ [?(X;ai}>‘?n+1‘[i(x;?)]

p—
[N
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La valeur de x 2 partir‘de laquelle les . «
inégalitéas s'inversent est fonction de 1l'ordre "a", On o @

£, [I(a,a)] = fn .[?(a,a{] |

14. = CALCUL DE LA FONCTION @ (x). =

J4.1s = Développement en fraction continue.

: 2
Booz [(ta

'ﬁ

‘ ) 4 ' ~X _=a g
P (x) =1 -1 I (-—-—, e PV e F(x°,a)
- Y= V= o
On peut ealculer ¢>(X) au moyen de B (X ,a) et T (%2 sa)
Les 1nega11tes sont inversdes 3 :

R - ~x _-a 5
e X 2 e X 2

T - I (x-,a (x) 1= =2 P (x%,23)
!i—_ﬂ‘( n ’ )< % ﬁ \/}: n L2

On doit ecalculer les fractions continues I et P avec X2 au dicu de x,

Done | 1la convergence sera encore plus falble pour les valours de x £ 1,

mais la rapiditd de convergence sera augmentee pour les valeurs de

X >
2

gomme 8 = = y pour les valeurs de x > —%~ ; I£(X2,a)
donnera une plus faible erreur que B, (X a)e '

Nous avons calculé 1la fonotlon qE(x) pour
x = 0,5 3 =0,8 ;3 x =1 3 X = 1,5 ;5 x =2

14e2e =~ Résultats numériques.

Le tableau suivant donne les valeurs obtenues nour les

2

premieres réduites de In(X‘, a).



A

. x = 0,5 x = 0,8 o= 1 x = 1.5 x =2

n 1 (x)=0,520 499 8 D (x)=0,742 100 96 $(x)=0. 842 700 79 & (x)=0,466 105 15 |C(x)=0,995 322 27

o2 0,446 692 45 0.732 726 92 _ 0,840 343 28 0,966 037 56 0,995 320 69
3 0.478 665 44 0,738 221 01 1 912 38 091 76 2 08
I 0. 494 909 18 0,740 307 76 2 399 07 101 9% 24
5 0,504 016 Ok 0,741 205 9l 57% 86 b 26 6
6 0,509 471 34 0.741 627 74 647 45 4 88 7
7 0,512 900 81 0,741 839 17 673 39 5 06

8 0.515 138 24 ¢ 741 950 71 687 09 .12
9 0,516 641 88 0,742 012 0O4 69% 67 14

10 0.517 677 31 Oh6 9l 696 97 15

11 0.518 405 09 067 40 6908 69 \

12 0.518 925 68 079 69 699 60

1% 0,519 303 77 087 25 700 11

14 0,519 582 06 091 98 39

15 0,519 789 35 095 00 55

16 0,519 945 39 196 95 65

17 0,520 064 00 098 23 71

18 0,520 154 ok 099 09 Th

19 0,520 225 21 099 66 76

20 0,520 279 92 100 05 77

21 0,520 322 80 32 78

22 0,520 %56 62 51 79

23 0,520 383 44 64

'
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14,%. = Comparaison avec la série,

Au voisinage de 1l'origine, la fonction cﬁ(x} peut se
développer selon la séris @

2 X3 2 X7 n x§n+1‘
Dn(X> = J?M [;X ~TTs tsT s T " ceoeean (=1) ne C2n¥1)]

On a calculé Sn(X) pour x = 0,5 ;3 x = 0,8 3 x =1 3%X="1,0 3
x = 2 et x = 10, '

Pour x = 2, on ne peut avoir, en calculant en.P.DJI.
avec 9 chiffres, micux que 7 chiffres exacts, Pour x = 10, on
nlobtient aucun chiffre exact. ‘

‘Chaque terme supplémentaire cofite par la série :

4 Mult,.Div de plus.

n =1 1 Mult.Div
o= 2 5 on ]
'Il=3’ f n u
pour n termes : 4n - 6 Mult. Div

Par la fraction continue, il faut :

g‘2n~1 Mult.Div. par In(x)

e

one2 MM par Pn(x)

Donc, & n égal, il est plus intéressant d'employer les
froctions continues.

10 on obtkent 9uchiffres
exacts par IT(X>

i

Pour x = 1,5, avec n

avec n = 15 on obtient 8 chiffrcs

\_ " exacts par la série.
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A partir de "x » 1, il est plus intéressant d'employer

les fractions continues

(et In(X) de préférence, qui donne une

erreur moindre que Pn(x) BF

On va rechercher les zones minimales pour qb(x) calculé

par la série et par la fraction continue 2

on quadrille le plan en portant & .chaque nocud lo

nombre de Mult.Div nécessaire par chaque procédé de calcul.

x M
9 3 3 3 3 3 3 5 17 g
| 30 3% 46 73 53 é6 0 X X
15 3 % 3 b 7 13 45 A9 19
) 44 2 26 34) - 3% 42 46 54 X
A 3 p | les\_les  |es 49 149
’ 3 A0) m 48 AT ” < %
o R 3 ¥ 47 39 %9
7 3 3 10 1 43 22 22 26 E
05 9 33 33 |
K 3 3 3 ¢ A4 14 A4 18 X
¢ 4 0} 3 / ) & ¥ & j Nﬂnlﬂ"’
Lomn - _,’, o

NGW}EQ"E )"" MMH‘D;V F}Lﬁ{h ﬁériﬁ-w”

mmihu.déﬁ lsouf‘ f.il’(x) ‘

-

/.-)a"

de ok Hr‘
exa,i‘ '

Néiﬂgi'e de Mulf Div qu

+ ¥ % .
i paclior coh 'Tg-. W
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CHAPITRE IV

GENERALISATION SUR L'AXE COMPLEXE

DU DEVELOPPEMENT DE.[" (1=a,x) EN FRACTION CONTINUE

™ g » g .y

15s = CAS GENRAL, -

15s1s = Beriture de la fraction continue,

Si dans la fraction eontlnue precedemment etudlee, on
change X en ix, on obtlent la fractlon continue

e 11, a1, 1], atl i o, a2 |
Fa<lX) = 1 +} X +" 1 1+* X +z 1 ’f“‘ v{‘ Z’LX-.—J -+ ae.\IC,Q.GQ“

, Tes fractions continues ayant pour réduites les réduites
de F (1X\ Tespectlvement palres et impairesyseront alors &

ix ) a | (a+1)2 f
ixta, 11X + a + 2 (ix 4+ a + 2

™ oeseven

P‘fixg'é)“a

| §“~1)(a4ﬂ 2
sererre ‘ 1x+a+2(n«1

’Zr‘(iX?g\ A - & J 1,{.3;&:1_)_.__‘ sesens

i;”ix +a Tt ‘1X+a+3

o (ee1) (atne)
seoetnu ﬁlX’!‘a'f?‘nW" :

-

D’ou le developpement en fraotion contlnue de fﬂ(1~a,1x) §

{T(1ma yix) =67 (1x)7F P, (ix)
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~1ix ..
e = 008 X - 1 gin x

R N L 1t
(ix) = = 5 (cos 5= ~ 1 sin )

Boit en posant

A [Fa(ix)] = partie Réelle [Fa(ix)]

B [Faux)]

(ﬁﬁﬁﬂ(mﬂk u@(mﬂ,ow(-+ﬂ+B Fhﬂ}sm@+w}

1l

partie Imaginaire [ﬁa(ix{]

!

i

Imag {}1(1-a,ixi} = ~i——(\B LF ix ] cos{x + 2a - A [Fa(iX{}Sin (x + “§M>g
R
On a pour ﬂi[k‘ Tg) 1X\] et Ima#'ﬁ 1-a. lXX] les mémes expressions
en prenant I (a ix) ou P (q .ix)  avae leurs varties réelles ot
imaginaibes.

Les cas particuliers importants de fﬂ(1—a,iX) sont 2

o
]
O

qui domme G, (x) et 54 (%)

S = w%a gui donne  G(r)} et S(x)

Avant de traiter ces cas, nous allons voir les programmes donnant Irg
parties réelles o+ imaginaires de In(a,ix) et de Pn(a,ix).

@

1224 _m_Programmes.

Calcul des réduites impaires : I (a,ix)

(n~1) (a+n-1) |
! ix+a+2n-1

T essecesses ™

1%) = ] e g
In(a’lx) =1 l ix +a+1
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On pose Dk - ‘Gk:"'in
Ke = DLp+4 M
avee Dk: m‘ix +la + 2k - ] - K,
dlou 1 G-k:::a + 2k:... 1'-'Lk:
‘ k (a+k)
et XK, ‘ i
: k ,Gk+1 + 1 HkM
aton L, = ke(a+k) 5 e,
| G + H +1
k+1 k+1
_ k(. at+k)
N T : « Hpeq
&2 . + HZ
k+1 k+1
avee Dn:m+a+gmvnqw) Gn=a+gn..'1
CHy=x
(nn;i)(a+n~1}' ; 'Gn . -
Kn~1 ) ' i = I’n-'l -T2 5 (n~1) (a4n-1)
Gn-{"lHn ,~Gn+Hn ;

‘ : Hn . - ( )
-1 " 5= (n~1) (a+n~1
Mn 1 G2 2 |

n n
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k=1’l—-1, n""2, R R N NN 1

Pn(a,ix) =

On pose 3

avec

et

- ix) = 4 o B ‘ = ¥
1 G + H
~ 1 1
( ) aH1
B (I) =
n 2 2
G1.+ﬂH1
Calcul des réduites paires Pn(a,ix)
. a (a+1) 2]
m%ahwmmﬂ “}mmm Preereree T
Qk = Uk + i Vk.
Rk = Xk + i Yk
Q. = ix + a + 2(k~1) = R,
dtol @ U, =a + 2(k=1) = X,
Vk = X -~ Yk,
R = klatk=-1)
k Uk+1 + 1 Vk+1
dtod :( X k(atie-1) U
k U2 " V2 k+1
kt+1 Tkt
3 k(a+k=1)
T = 52 1 2 Tk
k+1 k+1

Cn~1)(a+n—2)}~

| ix+a+2(n-1)

»
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Pour débuter :

Q, =‘ix +a + 2(n=1) — U, =a+ %(n—j)
Vn = X
R, = (n=1) (an-2) _ X o= dn=D)(adn-2) LU
- Uﬁ + ivn T ] U2 4 72 n
' - 'n n
_ (n-1) (a4n=2) .
n n : :
k: n""l, 1’1—.2,........., 1 -
' . e Cxv
P (2,ix) = —fl 4 (P) = = 1
n? Q1 n' 7’ U2 + 72
1 1
x U
By(B) = ——1
| U: + v

1 1

16, = CAIOUL DE ¢, (x) et g:(x). -

On définit le cosinus intdgral et le sinus intégral par les
formules 3

X
_ . cos t
Cl(x) = foo ——?—-— dt
X
] sin t
8 (x) —‘jf =5 at
- O . &= ) ‘
Pour le sinus intégral, on définit également Jd;(x) = ~§£%4tdf'
~ N o« ’ — - — --:Eu- ) . )
2t on & o Ai(X) = + Si(X) 2 ) :

in fonetion de [ (1~a, ix) on a 3

Ci(X) + 1 /Al(x) = - r‘(o’ lX)
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1647 —iFormules.
Dlou

_ 8in x _ .Cos X -
Ci(x) T x An<F> X Bn<b)

T

' cos x
8; (1) = == = (

~28X (1) + EEER (5) )

1

Oi(X) et Si(x) ont été caleculds au moyen de In(a, ix) et de Pg(a,ix)
on se référant 3 la table N,B.S., AMS 32 (1954) "Table of Sine and
Cosine Integrals for Arguments from 10 to 100", En effet, les aubteurs
de cette table ont utilisé,pour x » 30, les développements asymptoticucs
de Ci(x) et Si(X)‘:

Si(x) = _%_ ~ M(x) cos x -~ N(x) sin x

Gi(X) = M(x) sin x = N(x) cos x

4
avec I\E(X) = - + v4’ b T cevesscas
! !
N(X) = 12 - 34 + 5% - g + S8 e m e 0wy
X X X X

Pour x & 30, ce développement asymptotique n'est pas suffisant
pour la précision., Pour x = 30, il faut 15 termes pour obtenir les
13 décimales voulues 3 5 termes sont suffisants pour x = 100,

@

16,2, = Résultats numérdoies.

Nous avons calculé Ci(X) et Si(ﬁ par Pn(ix) et Ig(ix)
pour les valeurs de x 2 .
x = 10 3 x = 20 : X = 30 x = 40 $ x = 50

x = 80 3y x = 100,

we

et pour x = 97,399 634 5

97,399 634 6 qui donne une racine de Ci(x)

ii

X

il

Les tableaux suivants consignent les résultats,



C,(x) par I ¢, {x) par P \e AHSJ 7@51_ n| 85 (x) mww I, MHANV par P_ TAHSVW /mgsvﬁ

x = 10 ¢, (10) = -0,045 456 435 0 x = 10 8,(10) = 1,658 347 59
-0,045 460 609 4| ~0,045 4% 192 1| 4,176 x.Holm 16,759 H.Hou@ 211,658 354 11| 1,658 322 65 QNmm.Ho|m mx,@:.uo=@
0 045 456 717 7| ~0,045 45h 567 9 | 2,847 L1070 |18,651 .1077 |3 | 1,658 347 08 | 1,658 Z47 62 5,1 1070 | 3 L1070
~0,0U45 456 372 8| -0,045 456 502 3 | 6,02 1078 6,93 1078 | 4 1,658 347 58| 1,658 347 75 |1 1078 1,6 1070
-0,0645 LU56 U432 6| ~0,045 456 449 7 |4 10710 1,67 1078 511,658 347 60| 1,658 347 58 |1 L1078 1 L1078
-0,045 456 434 11 ~0,045 456 431 3 11,1 .Ho-@ 1.7 .Ho;@ 6 | 1,658 347 59 | 1,658 347 59 10 wHonm 0 .Ho-m
-0,045 456 4%2 8| -0,045 456 433 0 |2 L1070 0 10710 4 id. id, id. id.
~0. 045 456 432 7| -0, 045 U456 433 L |3 10710 |y .1071% 8 id. id. id. id.
id, id, id. id, 9 id. id. id, id.

x = 20 ¢;(20) = 0,044 k19 820 8 X = 20 5;(20) = 1,548 241 70
0,04k 419 978 4| 0,044 419 248 1| 1,576 L1077 5,727 1070 |2 1,548 241 76 | 1,548 242 7 |6 ,Houm 1 .Hox@
0 Obk 419 816 9| 0,044 198 202 |3,9  .1072 |6 107100 5 |4 548 oht 71 1,548 241 69 |1 L1070 | 1 L1070
0,044 419 821 1| 0,04k 198 214 |3 10719} 6 10710y | 1,548 241 71 | 1,548 241 71 |1 L1070 | 1 L1070
0,0b% 419 821 1| 0,044 198 208 | 3 10710 o 10710 5 id. id. 1d. id.

x =30 C,(30) = -0,033 032 417 3 x =30  8,(30) = 1,566 756 Sk
~0,033 072 k2% 9| -0,033 032 264 7 | 6,6 1077 |152,6  .1072 |2 1,566 756 53 | 1,566 756 51 |1 1078 3 L1078
~0,03% 032 417 3| -0,033% 032 418 3| 0 10”10 1077 % 11,566 756 55 | 1,566 756 55 |1 .Ho‘m 1 .HOlm
-0,033 032 417 2| -0,03% 0%2 417 1|1 107101 4 107100y 1,566 756 55 | 1,566 756 55 |1 L1078 11070
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¢, (x) par HSW ¢;(x) par P TXHSX, ,mﬂwbz W n mwﬁnv par I mwﬁmv par P_ TAHBV“ ~mAw5:
X = 10 ¢, (%0) = 0,019 020 007 9 x = 40 5,(40) = 1,586 985 12
0,019 020 007 0 | 0,019 019 972 7! 9 .10710 |32 .107%9 2| 1,586 985 12 1,586 985 10 | 0.107°| 2.1078
0,019 020 007 8 | 0,019 020 008 0| 1 .1207%0 | 1 10710 3| 1,586 985 12 [1,586 985 12 0.1078| 0.1078
0,019 020 007 8 | 0,019 020 007 7| 1 10710 2 L1079 g id. id. id. id.
0,019 020 007 8 | 0,019 020 007 8| 1 10710 1 .10710 5 id. id. id. id.
id. id., id. id. | 6 id. id. id. id,
X = 50 ¢, (50) = -0,005 628 386 3 x = 50 5,(50) = 1,551 617 07
-0,005 628 385 62]~0,005 628 379 92 mkm.HOlHo muwm.uoxuo 2| 1,551 617 08 1,551 617 09 H.Mo;m m.po:m
0,005 628 386 25|-0,005 628 386 27| 5 .107 1 | 3 10711 5| 1,551 617 08 |1,551 617 08 | 1.107C| 1.107®
-0, 005 628 386 25|-0,005 628 386 23 5 10711 7 0y id. id. id, id.
k28  c,(80) = -0,012 ho2 012 x =80 5,(80) = 1,572 330 88
. ; -10 ~10 : . -3 -8
~0,012 402 501 2 |-0,012 402 499 91 0 .10 77 {13 .10 2| 1,572 330 89 |1,572 330 88 | 1.10 0.10
-0,012 402 501 2 |-0,012 402 501 1| © 10710 1 10710 3| 1,572 330 89 |1,572 330 89 H.Ho;m p.po*w
% = 100 ¢, (100)= =0,005 148 825 1 - 1 x =100 mHAHomwn 1,562 225 U7
~0,005 148 825 06 |-0,005 148 824 86| 0 10710 | 24,1077 | 2 | 1,562 225 48 |1,562 225 48 |1.1078 | 1.1078
-0,005 148 825 07 |-0,005 148 825 11} O .10"10 o .107%0 31 1,562 225 48 {1,562 225 47 M.Ho;m o.HOfm
id. id. id. id. 4 id. id, id. id.
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Pour x = 97,399 634 5 , On obtlent comme valeurs de C, (x) 2

avec m=23 5,52 10 5,11 10~©

n=3: 566 10710 5,68 10710

A partir de n = 3, la valeur né se modifie plus,

x = 97,399 634 6 , on obtient pour C, (x)

’ ~10 ~10
avec mn =2 ~4,75 10 -5,16 10
n=3 4,61 1070 4,50 1071
n=4 -4,60 10710 4,59 10719

8 partir de n = 4, il n'y a plus de modifications‘pour Ci(x).

”

Les tableuux donnant la valeur de n nécessaire pour
Obtenir Oy (I ) s (P ) Si(I ) et S5 (P ) montrent la
oonverﬂence du developpement en fraction contlnue de C (X) et
de 85 (x). On obtient une moins bonne précision pour C, (X) car .
on d01t faire la différence de deux membres petits, alors que
pour Si(x) on les ajoute,

' 51 on compare ces résultats & ceux de la table citée,
on voit que pour tout l'intervalle de la table, c'est~d-dire
10 £ x £ 100,avec le développement en fraction continue
il suffit de prendre :( au maximum n = 19  (In o Pn)

au minimum n = 3% (In ou'Pn)

I1 y a une différence entre ge développement en
fraction continue (c'estei-dire pour une valeur complexe) et les
précédents 3 en effet pour I (ix) et P (ix) on ntobtient pas de
bornes supérieures et 1nfer1eures de la fonctlon.I (ix) et P (ix)
oscillent awtour de la valeur de la fonction. ; ce sont des _
oscillations dont 1'amplitude décroit rapidement. Mﬁis; & part
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quelques rares exoeptlons I, (ix) et P, (1x) sont tougours de part
et dlautre de 1a fonction,

16.3. — Comparaison avec les séries,

G (x) et 85 (x) se développent au voisinage de 1l'origine
par les Serles :

3 5
— X - X X ‘
Si(X) "“ '}I 1 32 3+ - 5! 5 " + lt.Q..r‘
,Ci(X) = Y + Log(x) o T v (v = constante

d'Euler)

~ Nous avons comparé le developpement de S (x) aux
fractions contlnuss pour les valeurs @

x =2 3 X= 3,142 3 x=8 3 x=10 3 x=20

Le nombre d'opérations Mult,.,Div pour n termes par la
série est 3n~-2 pour avoir 84 (x) : én~4 pour Si(x) et Ci(x).

S—————

Pour les fractions continues, chaque terme cofite .
6 Mult,Divs dtou au total & 6n+3 Mult,.Div pour avoir A, et B

e‘estné—dire fn+7  pour avoir Si(x) et Oi(x) plus le
calcul de sinx et cos x. 7

A partlr de n > 4, il est plus intéressant 4! utiliser
L (X) ou P (x) si op veut & “1a fois Sl(x) et Ol(x), lorsque le
nombre de ehlffres exacts donnés est le ménme,.

Pour x < 3,142, le développement en série est plus
1nterossant que les fractions continues.

, Pour x = 10, on obtient au maximum 7 dblffres par la
série avec 17 termes, ,
'et avec x = 20, 2 chiffres avec 24 termes

alors que pﬁr les fraotlons,'ll sufflt de n = 4 pour avolir 8 chiffres
& x = 10, '
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On va quadriller le plan pour obtenir les zonegs .
minimales & & chaque noeud on porte le nombre 4!

operatlons nécessaires
pour obtenlr 54 (x) et Cy (x) par 1a

série ou par les fractions
continues, '
o Frachon con inue
o
Série 7
X A
A0 4¢ 16 A6 16 A6 22 22 28
2 0 78 ¥3 %% %[ X X
g 46 44 46 16 16 g2 34 40
3 48 54 60 66 - ¥o i - x X
\
} i
17 | '
' 6 9 18 24 4 30 42 42 x
9 ' 46 29 £2  log 46 82
¢ & [ 42 48 A8 24 30 X
0 4 2 3 4 5 6 7. - & 5 Nom(z’f"e i
: , de chitfres

exacls

Zones mfnin%a]afs iaour.SL('DC) ef ‘:-L(al) o
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17. = CALCUL DES INTEGRALES DE FRESNEL. -

17 1. Définitions.

On deflnlt 1es 1ntegrales de Fresnel par

Il

O(x) = —1

- X : ,
-S(X)n..'.‘l.._,.. | ot L.
. o 0 ¥t

On emploie également les notaﬁions :

. . ] X .
So(x) = \/f Sin — t2 at

2
0 )
. ».4 .
- o I 42
GO(x} = , cos 5 +° at

- JO

On peut passer d'une notation & 1Llautre par 3

5,(x) = 8(-Ex%) ou §(x) = soq/-?-'-'?‘-_'

GO(X) = ¢ (~%f X2) ou C(Xj = ¢ _( _2x )

Les intégrales de Fresnel sont relides aux fonctions de

et J1/2 :

IX .
So(?) = —%— Ji) 1/2(‘5) dt

X

_ 1
Cp(x) = —21= . 1/2(t) at
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| 1132. Développement en. fraction continue des’intégraies de Fresnel.

En paftant de la relation

1/2 | T
y 1 [c@) -1 s(x)]

Y (\) lix)—~ (1X) (—=

: ot v(\) ix) = [ (o> -—P( w,m

- on obtient pour S(x) et C(x) un developpement en fractlon COﬂthuO
O I1 se déduite de celui de [ (1-a, ix) avec a = + _%— .

On obtient 3

,G‘(X)‘: ; + vs:;;XX - An [FUZ(:LX)] : c\i/)zm}i B’ [,}/2(3&&)}

S() = L - sz g [y (iX)]. . cosx , [g v(mj
2 o ™ 12 Vomx Il;MAT/? E

1703 RéSultats»numériqués.

Nous avons calculé les valcurs de G(X) et S(X) at’ moyan .
“des developpem@nts en erctlon contlnuc P 3¢ ,1X) ¢ 1 (-~, ix)
pour les valeurs de x 3 ‘

2

X =5

-

x = 10 -; x = 20 3 x = 30

i

x =503 % =80 3 x= 100

2

| ~ Wous avons comparé les résultats et la méthode de caleul, ™
avec la bable de A. VAN WIJNGAARDEN and W.L. SCHEEN ‘[76]
, Les auteurs calculent O (x) et BN (x) pour 0,01 £x < 20

1eﬁ.donnant 5 décimales, Leur methode est celle~01 : ‘



-52 =

0< X £2,5 0, (x) et so(x) sopt calculds au moyen du

développement en série de Taylor autour de
1'origine,

~

2,5:§:x5& 12 C,(x) et 8 (x) sont calculés gréce au déweloppe-~
C ' ‘ ment asymp%otique (avec. des coefficients
modifids) . ] o
. . : 2
0« x €12 sous tabulation en intégrant cos ~%—t? eb sin.%~t_
' (avec 5 décimales) :
12 € x & 20 calcul au moyen du dévelonpement asymptotique

. et vérification'pab duplication totale du caleul
- Or, lovsque lton caldule Oo(x) pour X = 12, on calcule C(72,%)
OO(X) pour X = 20, *® ’f C‘(ZOOﬂ‘C)
0, (x) pour x = 2,5 " C(3,125,x)

Nous verrons que C(x) et S(x) convergent trés vite s
aussi vite que Ci(x) et Si(x) et, comme & des ‘' valeurs de x. )
pour Oo(x) correspondent des valeurs —%~ x2 pour C(x), la conver—
gence sera encore plus rapide pour x > 1



C(x) par I, C(x) par P, ; n ‘ S(x) par I, 3(x) par P
0 10
x =5 ¢(5) ou ¢  ( v—-;) x =5 8(5) ous  ({/—2)
0,328 384 453 1 | 0,328 058 92 2 | 0,465 976 154 | 0,465 717 130
0,328 451 822 0,328 849 70 3 0,465 929 747 0,465 953 274
0,%28 458 876 10,328 454 680 4 0,465 940 248 | 0,465 946 722
0,328 457 051 0,328 455 405 5 0,465 941 o946 | 0,465 941 291
0,328 456 551 0,328 456 583 6 0,465 941 6L8 [ 0,465 okl 183
0,328 456 576 0,%28 U456 706 7 0,465 o4l Lo6 | 0,465 ol1 451
0,328 Ls6 618 0,328 456 651 8 0,465 oLk1 483 | 0,465 ou1 513
| 7,528 456 629 0,328 456 626 9 0,465 941 492 0,465 941 507
2 , 25 10 o7 499
27 26 11 98 o7
26 27 12 o7 o7
26 26 13 o7 or -
x =10 ¢(10) ou co(\/—gg) x = 10 6(10) ou S_( V—Q%)
0,436 961 651 0,436 958 349 2 0,608 438 627 | 0,608 422 128
| 5 897 627 L4z > 6 037 36 493
’ 3 976 63 906 4 6 261 S X 2=
- 53 48 5 61 254
id. 54 6 58 259
id, 53 7 59 259
x =20 c(20)ou C_( V’—£%> x =20 5(20) ou 8 ( VCE%>
0,580 389 050 | 0,580 388 50% 2 | 0,461 645 816 | 0,461 646 ko7
8 970 ootk | 3 780 ‘ 5 766 .
8 972 2 4 id. ! 80
i x =30 €(30) ou C_( V—Q%) x =30 8(30) ou SO(\/—§%
| , |
E‘0‘427 908 088 0,427 908 220 2 ; 0,489 968 620 %0,489 968 605
; ‘ 91 091 3 30 | 30
E e rarenn B JUPU—
| x = 50 C(50) ou C_( 1%90 x = 50 S(50) ou so(Jlgg)
0,484 657 899 | 0,484 657 9ok ) 0,445 721 706 0,445 721 719
8 808 | 3 7 o7
x =80 C(80) ou CO(\/ng) x = 80 8(80) ou so(\/igg)
0,455 705 425 0;455 705 427 2 0,505 199 940 10,505 199 9kLo
i x =100 ©(100) ou C_(/-=22) x = 100 §(100) ou 8 (\/£29)
0,479 628 505 i 0,479 628 505 2 ! 0,465 702 00 10,465 702 00
L |
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17ede = Comparaison avec les séries.

A 5 1e3e5e7
En posant R(X) = ] - 1 +. _ P esenna
| (2x)? (2x)* |

‘ ; — 1 i 1.3.- 5

les développements asymptotiques de C(x) et S(X)‘s’écrivént :

+ sersnee

Ox) = = S0 % i) L S8 E gy

| Skx) 1 08 X p(x) - sin x D(x)

‘?_' Varx - Yonx

Le developpement asymptotique donne des résultats moins
1nteressants que la fraction oontlnue : dans la zone ol on 1'emploic
elle doit lui &tre préférde. '

I

Il est intéressant de comparer la fraction continue et

le développement en série au voilsinage de l'origine : par le quadril-
lage du @lanAet la recherche des zones minimales, on obtient une
limite respective des deux méthodes, compte~tenu de la valeur de x
et du nombre de chiffres exacts que l'on veut

| Pour C(x) et S(X), les séries st'écrivent :
¢ (x) mv:;%; 42»3 (= 1)

R k=0 (4%+1). (Zk)!

SO

s{x) ,-.... ~2~>:$_ ; (=) E 2t
' * k=0 (4k+3) 4 (2k+1)!

Torsque &i'on Caknﬂe 3 la fois C(x) et s(x) il.faut
pour chaque terme de plus : 9 Mult.,Div. Au total pour le 22 4o rme
il faut 9n-5iMult, Div

e ]
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Par les fractions continues, chaque terme cofite

6 Mult.,Div, dloil au total, pour avoir C(x) et S(X) )& la foig 3
6n+7 Mult,Div ‘

]

D'ou les zones minimales pomr C(x) et S(x)

Ff&utdﬂ
9 “'Ohhﬂue

* 4

P2
[
o
e
i\»“\
ro
[
0o

16 16 16 16 : "
44 B 3 [ 46| sEL 64 x X

4¢ 16 46 A6 08 28 34 40

A 16 A6 22 Jir~_l28 |28 28 4 _
0.8 2lgo Aelgp A9 {og A3|se 28|y 28] 57| 4 X
' 12 12l 42 42 12 12 9 1 19
0 A 2 3 4 K 6 7 & '3 Nowmbre
’ E_Qn%rﬁ

exachs

Lones minimales pour  C(x) ef S(x)
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