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Sur les solutions exactes des équations

di mouvement avec ’suzface libre d’un liguide pesant.

INTRODUCTION.

Considérons le mouvement irrotationnel et avec ligne libre d’un
fluide parfait et pesant dans un plan vertical. Il existe 4 I'intérieur du
domaine du fluide en mouvement un potentiel harmonique des
vitesses, défini par des conditions sur la frontiére. La difficulté du
probléme harmonique aux limites qui se pose ainsi pour cette fonction-
potentiel tient a la forme de la condition sur la ligne libre, et & ce que
le domaine du mouvement, qui est limité par cette ligne libre et par
des parois solides, n’est pas entiérement connu a priort.

Cette derniére difficulté conduit a introduire le plan { du potentiel
complexe dans lequel I'tmage du domaine fluide, qui est une bande
rectiligne, est connue. Le mouvement est alors défini par la connais-
sance d'une fonction z(¥), analytique et univalente dans ceite bande,
dont elle effectue la représentation conforme sur le domaine de I'écou-
lement dans le plan 5 du mouvement. De plus, sur 'image du profil
libre, que I'on peut supposer étre un c6té de la bande, la fonction z(¢)
doit vérifier une condition frontiére (F'), déduite de la relation a la
ligne libre.

Relativement a cette fonction z({) divers problémes se posent.

On peut chercher & construire des fonctions z({) univalentes dans
une bande rectiligne et satisfaisant a la condition frontiére (F) sur
- Pun des cotés. De telles fonctions constituent alors des exemples de

THESE R. GERBER. 1
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solutions du probléme du mouvement, lorsqu’on suppose le domaine
fluide indéterminé a priori. Récemment H. Lewy (*) et F. John (),
ont réussi & donner la forme générale de la solution de ce probléme
indéterminé, et ce dernier auteur a construit un exemple explicite
d’une classe d’écoulements périodiques qui entrent dans un des types
de mouvements que nous étudions.

On peut aussi s'imposer certains éléments du domaine de ’écou-
lement et M. H. Villat (*) a montré que lorsqu’on se donne la forme |
de la ligne libre, la détermination du mouvement revient a la réso-
lution d’une équation intégrale, dont il est parvenu a former la
solution.

Mais le probléme qui se pose naturellement est celui de la déter-
mination des écoulements, qui s’effectuent sur des parois connues.
Ce probléme a été considéré par M. H. Poncin dans sa Thése (").
Cet auteur a montré que si I’on se fixe une fonction qui caractérise la
forme générale des parois, la fonction z () est définie dans la bande
par un probléme mixte aux limites qui, dans certaines conditions,
admet des solutions, ce qui établit alors I’existence d’écoulements sur
des parois ayant méme allure que des parois données. Il est d’ailleurs
a remarquer que les théorémes d’existence de M. Poncin concernent
principalement les mémes types de mouvements que ceux que nous
considérons : ce sont des écoulements relativement rapides dans des
canaux.

Nous nous sommes proposé d’étudier les solutions exactes des
équations des écoulements qui ont lieu sur une paroi fixée, les
hypothéses que nous serons amenés a introduire faisant d’ailleurs que
le schéma que nous envisageons se rapporte aux écoulements dans un
canal découvert.

(") H. Lewy, On steady free surface flow in a gravity field (Comm. Pure.
Applied. Math., t. 5, 1952, p. 413-414).

(*) F. Joun, Two-dimensional potential flows with a free boundary (Comm.
Pure. Applied. Math., 1. 6, 1953, p. 497-503).

(*) H. ViuLar, Sur I'écoulement des fluides pesants (Ann. Ec. Norm. Sup.,
t. 32, 1915, p. 197-214).

(*) H. Ponew, Sur le mouvement d’un fluide pesant dans un plan vertical
(Publ. scient. et techn. Minist. Air, n° 16, 1932).



—_ 3 _

Lorsque le fond est rectiligne et horizontal, ce probléme se raméne
a celul des ondes, qui a été résolu en toute rigueur par Struik (*) dans
le cas périodique, et qui vient de recevoir une solution pour 'onde
solitaire dont I'existence a été établie par K.. O. Fiedrichs et
D. H. Hyers (*).

Quand le fond du canal est quelconque le probléme qui intervient
est un probleme de représentation conforme : la fonction
inconnue z({), univalente dans la bande rectiligne duplan{, transforme
un des c6iés de la bande en la paroi donnée dans le plan du
mouvement et sur Pautre coté elle vérifie la condition frontiére (F).

De plus, pour achever de déterminer la fonction z({)il nous faudra,
outre le débit 4y, se fixer un deuxiéme paraméire. Bien qu'il soit
usuel dans les études sur les canaux de se donner la valeur de 'énergie
totale, nous avons pris pour la commodité des raisonnements la
valeur V, de la vitesse en un point particulier du profil libre comme
deuxiéme paramétre.

Pour établir nos théorémes d’existence et d’unicité, nous utilisons
des relations intégrodifférentielles, dues a M. Vﬂlat, qui nous
permettent de réduire le probléme de représentation conforme a une
équation fonctionnelle unique a laquelle s’applique la théorie du
point fixe de Schauder et Leray.

Dans le chapitre I, a partir des propriéiés de la corresponddnce des
fronticres dans une représentation conforme, dues & M. Leray et
précisées par M. J. Kravtchenko dans sa Thése (7), nous montrons
que si la paroi admet une courbure bornée les solutions éventuelles
satisfont & certaines conditions de régularité, et que celles-ci vérifient
alors le systéme X des équations intégrodifférentielles de M. Villat.

Inversement nous établissons que toute solution de ce systéme X
détermine un mouvement du type voulu, pourvu que les para-
metres V, et ¢, satisfassent & une condition qui assure le non-recou-
pement du domaine fluide.

(%) Struik, Math. Ann., t. 93, 1926, p. 595-634.

(°) K. O. Frieoricns et D. H. Hyers, The existence of solitary waves (Comm.
Pure. Applied. Math., t. T, p. 517-360, 1954).

(") J. Math. pures et appl., t. 20, 1941, p. 35-301.
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Enfin, en vue des raisonnements qui suivent, nous effectuons des
limitations a priori des solutions et, en particulier, nous montrons
sur le systéme X que la vitesse peut se limiter supérieurement et infé-
rieurement sur tout le domaine du mouvement, en fonction d’une
minorante et d’une majorante de la vitesse sur le profil libre.

Le chapitre II est consacré a I'étude d’un cas particulier simple :
c’est celui des écoulements a périodicité géométrique et quisont symé-
triques par rapport aux verticales de créte et de creux. Les fonctions
inconnues sont alors définies sur un segment et le systéme % peut se
mettre sous la forme d’une équation fonctionnelle unique

(1) x=V(z),

olt z est un élément d’un espace de Banach.

Les modes de démonstration utilisés exigent la vérification de deux
catégories de propriétés de I'équation (1); les premiéres concernent
la compléte continuité de la transformation V; les secondes consistent
en une limitation a prior: de I’ensemble des solutions.

Nous avons pu mettre Péquation fonctionnelle (1) sous une forme
qui satisfait aux propriétés précédentes, pourvu que la pente de la
paroi conserve un signe constant sur une demi-période et si, de plus,
on ne considére que la classe des mouvements pour lesquels la pente
de la ligne libre est de méme sens que celle de la paroi.

On obtient ainsi un théoréme d’existence concernant les écou-
lements du type précédent, moyennant une condition pour les para-
metres V, et &, qui exprime que I'on a affaire a des mouvements
rapides.

Dans le chapitre III, nous donnons un théoréme d’unicité pour le
probléme des mouvements précédents. Pour cela nous adaptons les
raisonnements de M. Weinstein sur les jets plans et nous utilisons des
résultats dus a M. C. Jacob.

Nous considérons au chapitre IV le cas des écoulements uniformes
a Pinfini, sur un fond ayant des asymptotes horizontales.

Une difficulté provient alors de la présence du point a Pinfini a la
frontiére du domaine de définition des inconnues et une étude a priort
des solutions au voisinage de ce point est nécessaire pour garantir la
régularité des transformations utilisées.
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Lorsque la paroi et le profil décroissent constamment avec une
allure asymptotique suffisamment réguliére pour la paroi, et si le
" nombre sans dimensions 7\%" est inférieur a4 1, des artifices nous ont

]
permis de réduire le systéme intégrodifférentiel du probléme a une
équation fonctionnelle a laquelle s’applique la théorie du point fixe
de Schauder et Leray.

Nous obtenons ainsi un théoréme d’existence qui concerne encore
les mouvements rapides dont la pente conserve un signe constant.

Enfin, nous établissons au chapitre V un théoréme sur le prolon-
gement analytique qui assure que le profil libre est une courbe
analytique.

En résumé, nos résultats (*) concernant des classes d’écoulement,
a deux parameétres, du type torrentiel, sur des parois a pente de sens
constant. Sont donc exclus en particulier de notre théorie des
problémes tels que celui du déversoir.

En s'intéressant a mes recherches el en acceptant d’en présenter les
premiers résultats a ’Académie M. Henri Villat m’a donné de précieux
encouragements qui m’ont incité a poursuivre mes efforts. Je tiens
également a dire ici toutle parti que j’ai tiré de I'étude de ses Mémoires
consacrées aux écoulements des liquides pesants.

M. Villat m’a encore fait ’honneur d’accepter de publier ma Thése
dans le Journal de Mathématiques qu’il dirige.

Aussi je le prie de trouver ici 'hommage de ma respectueuse
gratitude.

M. le Doyen Pérés a bien voulu témoigner un intérét constant et
bienveillant pour mon travail. Il y avait la pour moi un encouragement
des plus efficace. J’ai tenté, sans doute en vain, de m’inspirer du
modéle de rédaction que constituent ses Ouvrages classiques pour
présenter mes propres résultats. '

De plus, M. Pérés a bien voulu accepter la présidence du jury de

(%) L’essentiel de mes résultats a fait I'objet de Notes aux Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, (t. 233, 1951, p. 1261 et 1560; t. 235, 1952, p. 693 et
1601). Ces résultats ontété également résumés par M. Kravichenko au VIIIe Congrés
tnternational de Mécanique théorique et appliquée (1933, p. 244-245).
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ma Thése a Grenoble, malgré les trés lourds devoirs de sa charge
parisienne.

Je le prie d’agréer I'expression de ma respectueuse reconnaissance
pour cet honneur dont je sens tout le prix.

Les résultats de M. Jean Leray m’ont fourni Uinstrument essentiel
de mes recherches. M. Leray a bien voulu examiner mon manuscrit
et plusieurs améliorations de ma rédaction définitive sont la consé-
quence de ses directives et de ses observations. Sa présence dans mon
Jury a été pour moi une trés grande récompense de mes efforts.

J'al été trés sensible a ces marques de sollicitude ; que M. Leray
veuille bien accepter mes remerciments respectueux et les plus vifs
pour l'aide précieuse qu’il m’a ainsi apportée.

Le sujet et les idées directrices de mes recherches m’ont été indiqués
par M. Julien Kravtchenko et plusieurs de mes résultats sont le fruit
de ses suggestions orales ou de la lecture de ses travaux, en particulier
de sa Thése.

Au terme de ce travail qui a été poursuivi sous sa direction, je suis
heureux de pouvoir lui exprimer ici ma profonde reconnaissance pour
Paide si efficace qu’il n’a cessé de m’apporter.

M. Kuntzmann, Professeur 4 la Faculté des Sciences de Grenoble,
et M. Gallissot, Maitre de Conférences, ont témoigné de leur intérét
pour mes recherches en acceptant d’étre Membres de mon jury. Je les
en remercie vivement.

CHAPITRE 1.

SCHEMA DU MOUVEMENT. PROPRIETES GENERALES.

1. Mouvements trupms. Nortations. POTENTIEL COMPLEXE. —— Nous
considérons le schéma suivant du mouvement d’un liquide dans un
canal.

Dans le plan vertical Oy, ott Oy est orienté suivant la verticale
ascendante, un fluide parfait et pesant, de densité I, est animé d’un
mouvement irrotationnel et permanent. Le domaine fluide est limité
par une paroi (3), qui est fixée, et par une ligne libre (L), de forme
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a priori inconnue. (S) et (L) sont des courbes simples, sur lesquelles y
~ est une fonction bornée de z, variant de — oo & + o, et la distance
de ces deux courbes est différente de zéro.

On suppose de plus que la vitesse ne s’'annule pas sur laligne libre.

4\‘7/ ‘“P
Yo
—
(L)
0}
A X
o
?
(x)- 22
0
(S)
Fig. r

La paroi () est prise rectifiable et douée d’une tangente continue
et Pon désigne par { Iabscisse curviligne d’un point de (S), le sens des!
croissants étant celui de I'écoulement qui est supposé s’effectuer de la
gauche vers la droite. Soit alors 0 I'angle algébrique que faitavec Oz
la tangente orientée & (S). Cette courbe est définie a une translation
prés par la donnée de la fonction § = 0[/], [variant de — oo & 0, et
P’on suppose pour achever de déterminer (S) que le point d’abscisse
curviligne zéro a été amené & lorigine du plan Oxy.

Les hypothéses faites entrainent 'existence du potentiel des
vitesses o(x, y) et de la fonction de courant {(z, y), qui sont
des fonctions harmoniques conjuguées. On introduit la variable
complexe s =z -1y et le potentiel complexe est alors défini par

L(z)=9(z, y)+ il.!)(x, )
les constantes arbitraires étant choisies de maniére que {(0) soit nul.

Les composantes et ¢ suivant les axes du vecteur vitesse \7(3:, ¥)
sont alors données par

g

dz

—u— .

D’aprés cela le module V de V est égal a l%l Nous appellerons U
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e ‘
I'angle algébrique que fait le vecteur V avec Ox; on a donc

arggg =—U.

La fonction {(z) est holomorphe sur le domaine fluide que nous
désignons par A ; elle réalise la représentation conforme de @ sur la
bande @ du plan { qui est définie par

-~OO<CP<+OO, 0<‘«P<qj0

le nombre positif ¢, mesurant le débit total de I'écoulement.

Dans cette correspondance entre les domaines & et @, les
courbes (S) et (L) ont respectivement pour image les droites ¢ =o
et b=1,; les origines des deux plans se correspondent, ainsi que
les points & 'infini des deux domaines (¢ =— % et 2 =-} o d’une
part, ¢ =- o et x = oo d’autre part).

2. Foxcrioxy w({). — Introduisons la fonction w ({) qui est définie par

dg

o = Voo,

(1.1)
le nombre positif V, désignant la mesure d'une vitesse arbitrairement
fixée. ‘

La fonction w({) est holomorphe sur ®@; elle détermine & une
constante prés, au moyen de (1.1), la fonction z({) qui effectue
'application conforme que I'on vient de définir de @ sur €. La partie
réelle de w est égale a argument U du vecteur vitesse dans le plan z;
sa partie imaginaire, que nous appellerons T, a pour valeur 10g%-
On a done

‘ P
w=U-{T=argV -+ /log

v

La courbe (L) est une ligne de courant & pression constante et les
hypothéses faites sur le mouvement entrainant la relation de Bernoulli,
on a sur (L), en désignant par y I'accélération de la pesanteur

VdV 4 ydy =o.
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Les fonctions U(g, {) et T(o. ¢) ont alors sur Pimage de (L) des
limites que nous appellerons /(o) et g(9), et qui vérifient la relation
classique

(1.2) %:——V%e*"a”@)sinf(ap).

Soit maintenant /= [(¢)la fonction inconnue qui établit la corres-
pondance entre la courbe (S) a tangente continue et son image dans
I'application conforme de @ sur @; cette fonction est continue et il en
résulte que la partie réelle de w a sur le coté inférieur de @ une limite
continue qui est (°)

Ulg, 0)=108[{(9)].

~ En résumé, a un mouvement de Pespéce envisagée, et de débit §,, il
correspond une fonction w ({), holomorphe surla bande @ (o < <,
— o0 < @ <+ ) et qui jouit des propriétés suivantes :

1° () définit a une constante prés, au moyen de (1.1), une
fonction z({) qui est univalente sur @.

2° La constante étant choisie de maniére que z(o) soit nul, la
fonction z({) ainsi déterminée transforme le c6té inférieur de @ en la
courbe donnée (S), avec correspondance des points a I'infini.

3¢ Sur le c6té supérieur de @, w a une limite continue f(g) - 18(9)
qui vérifie (1.2).

Inversement, une fonction w () qui satisfait aux conditions précé-
dentes détermine un écoulement du type considéré sur la paroi (S) et
de débit {,. En effet, la fonction univalente z({) construite a partir
de w, réalise la représentation conforme de la bande @ sur un domaine

(°) Dans son travail, cité dans U'introduction, M. H. Poncin se donne « priori
la fonction U(g, o). La fonction w(g), analytique dans la bande @, est alors
définie par les conditions suivantes sur la frontitre; elle a une partie réelle prenant
des valeurs données sur le c¢61é inférieur et sur le coté supérieur elle a une
limite continue qui vérifie (1.2). Une méthode d’approximations successives
permet & M. Poncin de construire une solution de ce probléme mixte, moyennant
certaines limitations des données. Par un choix convenable de la fonction U(o, o);
il correspond alors & cette solution un écoulement sur une paroi de forme géné-
rale voisine de celle d'une paroi donnée.

THESE R. GERBER. 2
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simplement connexe @ du plan z qui est limité par (S) et par une
courbe (L), sur laquelle la condition a la ligne libre est vérifiée.

Nous étudierons le probléme de la détermination de la fonction w(7);
les méthodes que nous utiliserons reposent sur la connaissance a prior:
de quelques propriétés de w sur la frontiére de @ que nous établirons
dans la suite de ce chapitre.

Une condition suffisante d’univalence de z({). — Pour terminer ce
paragraphe nous allons indiquer une condition suffisante, qui nous
sera utile par la suite, pour que la fonction z({) déterminée par (1.1)
soit univalente sur un domaine convexe d du plan {. Il suffit pour cela
que l'intégrale de 'expression V' ¢ © ne soit pas nulle le long d’un
chemin particulier joignant intérieurement a4 d deux points quelconques
d’affixes {, et {, de ce domaine. Le domaine étant convexe, on peut
prendre pour chemin d’intégration le segment d’extrémités {, et {,.
Sur ce segment, 'argument de dz="V,"¢“® d{ est égal a une
constante prés a la partie réelle U de w; la fonction o ({) étant continue,
il s’ensuit que z({) est univalente si l'oscillation de U sur d est infé-
rieure ou égale a =, et U(e, ¢) étant harmonique, cette condition
est satisfaite lorsque l'oscillation de U sur la frontiére de d est infé-
rieure ou égale a = (*°).

3. CONSTRUCTION D’UN MODULE DE CONTINUITE PoUR [(¢). — Nous nous
proposons de construire un module de continuité pour la fonction
inconnue /(¢), qui établit la correspondance entre (S) et son image
dans Papplication conforme de @ sur @. La fonction 0[ /] étant fixée,
de la connaissance de ce module de continuité il résultera un module
de continuité pour la fonction 6] /(9)], qui est en partie réelle de w sur
le coté inférieur de @.

Rappelons que (S) est une courbe a tangente continue et que la
distance de (S) et de (L) est supposée étre différente de zéro. Soit

(1*) Ces raisonnements peuvent étre utiles dans d’autres types de problémes
plans avec ligne libre. M. Mladen Boreli s’en est servi dans sa Thése Contribution
a Uétude des milieuz: poreuz en cours d’impression dans la Collection scientifique
et technique du Ministére de I’ Air (II° partie, chap. G).
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alors 6 une minorante, non nulle, de cette distance (**). De plus, nous
ferons hypothése qu'il existe un nombre positif et non nul a, tel que

(1.3) 02| =2 — a

Soit enfin @3 une bande indéfinie du plan z, limitée par deux
horizontales A, et A, de distance A, et telle que le domaine fluide
appartienne a @.

Ceci posé, nous montrerons que /(9 ) admet un module de continuité

du type

(14)  12e) —Ue) | £
log = |
=g

ou p est un nombre positif, fixé arbitrairement, et C, et C, deux
nombres finis, non nuls, positifs, qui dépendent des grandeurs p, a, A, .

Pour établir ce résultat” nous utiliserons deux lemmes dus a
M. J. Kravtchenko (%) que nous allons faire connaiire, et qui
précisent des résultats de M. J. Leray sur la correspondance des
frontiéres dans 'application conforme d’un domaine borné sur un
demi-plan.

Previcr teMME. — Considérons un domaine borné I, sumplement
connexe, d’étendue intérieure o, de fronticre I, situé dans le plan de la
vartable L =X -+ 1Y. Soit 7. — 2.(%®) la fonction analytique qui réalise
Uapplication conforme de T' sur le demi-plan supérieur B -=1i--in.
Sotent t,, 1y, t;, t,, quatre points de I’ axe réel du plan © avec t,<t,<t,;<¢,

. . . PN
et s0tent ay, 0y, 05, o, les images de ces points. Appelons A<a2a3, oy oc4>
la plus courte longueur des chemins tracés dans le plan 7. intérieurement

. . TN TN . v, .o,
al et joignant o, a, d oy a,. Cect étant, on al inégalité

/

TN TN
dmo
A‘z(agag, oy a,y)é T T

log m

(") Dans chaque cas particulier que nous étudierons par la suite on sera assuré
a priori de U'existence d’une telle minorante.

(**) J. Kravrcuenko, Représentation conforme de Helmholtz, Théorie des
stllages et des proues (Thése) (J. Math. pures et appl., t. 20, 1941, p- 139
et 151-160).
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ot r désigne le rapport anharmonique des points t,, t,, t,, t, pris dans
cet ordre (**).

, TN
Druxieme Levve. — Supposons qu'un arc B' G/ de T' admette une
tangente continue. Désignons par I, I'abscisse curviligne d’un point
/—\ - . - -
de B'C' et 501t 8, Uangle algébrique que fait avec OX la tangente orientée

N . s . TN
a B" C! dans le sens direct. Supposons que Uon ait sur B' C/,

0:[4)| <7 —a,

LK) . . gy . .
ot a, est positrf et non nul. Sotent maintenant, BC un arc de U intérieur
/_\ . . .
a B'C/, d’extrémités différentes de B’ et de C' et A un pownt appartenant
. TN . TN
a larc C! B' complémentaire de B' C! par rapport ¢ I".
(Nous supposons que les points B/, B, C, ¢/, A, sont rencontrés
dans cet ordre lorsqu’on décrit I dans le sens direct.) Nous appel-
TN .
lerons A <BC, oY B’) la plus courte longueur des chemins tracés dans
le plan Zintérieurement a I et joignant BC a C’ B'. Soit enfin 7 — 7.(%)
la fonction analytique qui réalise I'application conforme de T" sur le

demi-plan supérieur G, les points B, C, A ayant respectivement pour
image les points de Paxe réel,

t——1, =41, =4 co.

Dans ceite représentation conforme la correspondance entre
SN
arc B’ G’ et son image est déterminée par la fonction [, — L (¢).
. TN
Cela étant, on a sur le segment, —1 "¢~ -1, image de BC,

(1.5) [0(8) — 4, | = 22

I I

10g——|t—t’|

(**) M. R. Huron est parvenu & donner & la démonstration de M. J. Kravtchenko
une forme entiérement ¢lémentaire (Ann. Fac. Se. Toulouse, 1931, p. 135-160).
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ot p est un nombre positif, choisi arbitrairement, et ot la constante peut

. ., . . 1 1
etre majorée en fonction de majorantes des grandeurss, -, 1 .

“ A(BC, TB)
Démonstration de la relation (1.4). —1° Soitmun point particulier
de (S), d’abscisse z,, et soit y1 Pordonnée du c6té inférieur A, de la
bande @. Effectuons la représentation conforme de & sur le cercle
unitaire (C) du plan Z =X ;Y au moyen de la transformation

. A 14 Z
(1.6) A_Elogl_z

: A
-+ &y + zy1+l;a

ou le logarithme est pris égal a sa valeur principale.

Les points Z=—1 et Z=-11, que nous appellerons A, et A
correspondent alors aux points ¢=—> et o=+ de B; le
diamétre imaginaire de (C) est I'image du segment

=2y, YLy Zyi+ A

Le domaine fluide @ a pour iransformé un domaine simplement
connexe I, de frontiére IV, situé a I'intérieur de (C), et 'image de (S)
est un arc (S,) & tangente continue, d’extrémités A, et A. Soit A
I'abscisse curviligne d’un point de (S,), le sens des l, croissants
correspondant au sens des / croissants, et soit 0, I'angle algébrique
que fait la tangente orientée & (S,) avec OX.

Il est aisé de vérifice qu'il existe un nombre d, positif, non nul,
inférieur a 1, dépendant seulement de « et A, et tel que
[22

P

si X =d.

dz(X,Y)
arg _—FZ

Soient alors, D', D, ; D,, D', les droites du plan Z qui ont respec-
tivement pour équation

X=—d, X:—g, X:+§’ X=++d.

Il suit de la que sur un arc de (S,) appartenant a la région de (C)
limitée par D, et D), on a :

lﬁlléMaxl()]Jr—g
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ct compte tenu de (1.3), Pangle 0, satisfait sur cet arc a Pinégalité
T a
0 fm o — 5
2 2
Nous appellerons B/, B, €, € les points d’intersection, qui sont

uniques, de (8,) avec les droites D, Dy, Dy, D}. Les images des
points B et C sont deux points de (5) que nous désignons par b et c.

1 D Dl
AY D, Dl by |2 2
> 8z © (7)
R I
.,._-———"“"”‘__”\N / \
A ]
SRy a A o | 4
M~ S A - S S W A - A ANTY
JCQ A 3 C‘ A 5(
\\\_,,,/“" 1 &\NB ¢l
(S
($) A, N : %
\q_ﬂ
¥
T
A, @ A (%)
¥ 3 A? B C A
(Pb (PC (P tA] "i +1 T
Fig. 2.

2¢ Effectuons maintenant Papplication conforme de I' sur le demi-
plan supérieur & =1t iz, de telle maniére que les points B, C, A
aient pour image les points ¢ ==—1, t=—+41, { == ». Le deuxiéme
lemme que nous avons énoncé fournit alors un module de continuité
“pour la fonction /,(z) qui réalise la correspondance entre l'arc BC
de (5,) et le segment — 1 7¢ < -1,
L’aire o de I est majorée par Vaire de (C). D’autre part nous allons

; - L, i . cq,
minorer la grandeur A (B(J, 0 B’> précédemment définie. Considérons
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pour cela un chemin joignant intérieurement a I" les arcs BG et ¢/ B'.
Sice chemin atteint 'une des droites D’ ou D, salongueur est minorée
1 2

par le nombre 651 qui ne dépend que de a et de A. Si maintenant ce

chemin reste a U'intérieur de la région limitée par D et D) sa longueur
est minorée par le produit

ai Min

-

dz

pour —déXéd}.

. .. ‘ . 17, . R
Mais sur cette région de (C) la fonction ‘CEE‘ est minorée par un

e~ TN
nombre non nul, dépendant de a et de A. La grandeur A<BC, C’B’>
a donc une minorante non nulle, fonction des seules quantités a, A, 8.
Les résultats du lemme déja cité permettent alors de conclure; la
fonction /,(¢) admet un module de continuité du type (1.5), ou la
- constante ne dépend que de p, a, A et .

3° Les correspondances conformes que nous avons considérées
entre @ et I'd’une part, I' et & d’autre part, définissent une application
conforme de & sur . Soit /= [(¢) la fonction qui réalise la corres-

pondance du segment — 1 "¢+ 1 et de son image qui est I’arc be
dz

de (5). Comme |-

[(r)admet un module de continuité de la méme forme que celui de/, (2),
la constante dépendant toujours de a, A, p, 3.

TN
est majorée sur bc (en fonction de a et A),

4> Considérons enfin la correspondance entre le domaine @ du
plan { et le demi-plan @, qui est définie par I'intermédiaire des trans-
formations conformes précédentes. Les images des points t=—1
et =1 sont deux points ¢, et ¢, de I'axe Oo.

L’'image de t =- o est le point ¢ =40 . Enfin, le point ¢ =—
est 'image d’un point de I'axe réel d’affixe 7, (qui dans le plan Z a
pour image le point A, d’affixe Z=—1). On a évidemment

— o0 < tA1<~—I.

Cette correspondance entre les domaines considérées des plans %
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et { est donnée par

& — lA;

III'
(= "log “+

— Iy

et I'on a pour la correspondance entre les deux axes réels

@~1F0 1

(1.7) dt = m t—1,,

La fonction 2(9) qui définit la correspondance entre les segments
Qo= =%, el —1Zt -1 vérifie donc pour —1 < 1=~ 1 une
inégalité de la forme
(1.8) [2(¢) — (o) | Zconst. | ¢ — ¢'|,

ot la constante est majorée en méme temps que |, |.

Pour effectuer la majoration de Z;,| revenons a la représentation
conforme du domaine I" sur le demi-plan supérieur % et utilisons les
conclusions du premier lemme que nous avons énoncé, en prenant

ty==—1, =1, ty= o0, L=ty ().

Les images de ces points sont les points B, G, A, A,.
Le rapport anharmonique ces pointst,, ., ¢,, 1, pris dans cet ordre

2

est égal a et 'on a donc

I —

Ay
bro

Az (6&, XTB) .

10g |1_;[A‘| !é

N
La longueur A <CA, A, B) est minorée par d. Il s’ensuit que |z, | est
bornée supérieurement en fonction de a et Ajilen est de méme pour
la constante de I'inégalité (1.8).
Il en résulte que {(9) admet aussi sur le segment P9 0, le

module de continuité.

(**) On n’a plus icl & <7ty <C £, << ¢,, mais le résultat du lemme en question est
encore valable'd la condition que ces quatre points soient rencontrés dans cet
ordre, lorsqu’on décrit la frontiére en demi-plan supérieur & dans le sens direct.
Cela résulte de ce qu'on peut par une transformation homographique, laquelle
conserve le rapport anharmonique, se ramener au cas de 'énonce.
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G,

57

(1.9) 12(9) — 1(9') | =

log ————
BT =]

ou la constante C, dépend de p, a, A et &, mais est indépendante de
I’abscisse «, du point m.
5° L’inégalité précédente est valable lorsque les points d’abscisse

curviligne /(@) et I(¢') appartiennent a I'arc be de (S). Il est d’autre
part facile de vérifier qu’il existe un nombre non nul %, dépendant
de a et A seuls, et tel que tout arc de-(S), de longueur inférieure a A,

—~

soit intérieur a un arc be construit comme il a été indiqué, a partir
d’un point m convenablement choisi. Il s’ensuit que (1.9) sera
satisfaite pourvu que

[(e) — U(9") | =2

Il existe alors un nombre C,, positif et non nul, tel que Pinéga-
lité (1.9) est vérifiée quand

¢ — ¢ | £ Cs.

Ce nombre C,, comme X et C,, dépend seulement des valeurs de p, a,
A, o. , ’

Le résultat annoncé, et qui est exprimé par (1.4), est ainsi établi.

Remarque. — Le module de continuité que nous venons de construire
pour () dépend de la valeur de & qui est inconnue a priori. Dans
les paragraphes qui suivent nous allons améliorer ce module de
continuité et montrer qu’il ne dépend en définitive que de grandeurs
connues.

4. Equarions ciNgraLEs. Existence b’use pirivis ornie ovr(@). — Nous
ferons dans ce qui suit l’hypothése que (S) a une courbure ‘di—? =0[7]
qui est bornée. Il suit de la et des résultats du paragraphe précédent
que 8[{(9)] a un module de continuité de la forme

o . .
(Loxo) O[N] —O0[UPN LT st [9—¢'|=C,

log—
O I
*To—¢]

THESE R. GERBER. 3
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ott les constantes, finies et non nulles, C, et C, dépendent de A, «, J2
o, Max [ 0],

Sur I'image de (L) Ia fonction () a une limite continue qui
satisfait & la relation (1.2); la vitesse étant finie et non nulle sur (L)
1l en résulte que g(¢) a une dérivée bornée. Nous établirons dailleurs
au chapitre V que w({) est prolongeable analytiquement a travers
Pimage de la ligne libre qui est alors une courbe analytique.

Un probléme mixte harmonique dans une bande indéfinie. — La
fonction w(C) est définie a 'intérieur de la bande @ par la connaissance
des fonctions g(¢) (valeur de la partie imaginaire de w sur § = bo)
et 8[/(9)] (valeur de la partie réelle de w sur $=0). Ces deux
fonctions étant intégrables et bornées, w peut étre explicitée a lintérieur
de @ au moyen des intégrales que M. Villat a fait connaitre (**). et
qui s’écrivent dans le cas envisageé

(1.11) o(f)=-— L /J”'Mdu

La premiére de ces intégrales a une limite continue sur b=1{,et
la seconde intégrale a une limite continue sur ' =0. Nous allons
¢tudier le comportement du premier terme du second membre
de (1.11) lorsque { tend vers la valeur réelle ¢, finie; pour cela nous
écrivons ce terme, suivant un artifice classique, sous la forme
équivalente

b +w0[1(u)]~—0[[(<p):)6 B g L A du .
2¢0‘[” lu 0[[(@)]2%f_n m—shi

shﬁ;(u~§) Q%(LL—C)

Le point d’affixe { étant inférieur & @ un calcul élémentaire
P

(%) H. Viar, Sur Pécoulement des fluides pesants (Ann. Ec. Norm. Sup.,
t, 32, 1915, p. 177).
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. +
l f ® du
—_— JRS—— -1,
2 ‘~I/0 o

T
sh — (u—
%12L{,J()(11 7)

montre que

D’autre part, 0[/(¢)] ayant le module de continuité (1.10) ou p
peut étre pris supérieur a 1, I'intégrale
o +wO[l(u,)]—()lrl(cp)ld
> ‘[” shi(u—C) !
o0 v

a pour ¢ tendant vers ¢ une limite continue qul est

__,;f‘*”0{1<u>1—0[l<@>]du.
2, o sh%}(n——ﬁ?)

D’une maniére analogue, g(¢) ayant un module de continuité
lipschitzien, le dernier terme de (1.11) a sur { = ¢ + iy, une limite
continue qui est

-+ w
- I o) —8(9)
ig(¢) — quf *’ﬁ—b@du”
SV sl e (00— @)
QH(JO '
Des raisonnements qui précédent, on déduit alors les résultats
suivants :

1° La partie réelle de ©({) a une limite continue /(o)
sur{ =0+ i, (— o< o< +ow ) et cette limite vérifie

(L.x2) f(o)=— ;l{.lr —‘Mdn—k j f —Oil—(u)—L“du,.
R sh;l&t(u,—cp) 0 chm(u,——cp)
2° La partie imaginaire de  a sur {=0(—w <0<+ o) une
limite continue, que nous désignerons par s(¢), et cette limite est
donnée par

(1.13) hig)=— ' f G[Z(u)]n()[l(cp)]du

2,

— oe—
5112 (u,\ o)
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3> La fonction w({) ayant une limite continue sur $=o
(—w< o<+ w) la vitesse V y a également une limite continue et
la fonction (@) est dérivable. De plus, d’aprés (1.1), I(¢) et h(0)

sont liées par la relation

- dl 1 . o
(1.14) ;Z;?_~—;e g, {(0)==o.

Les quatre fonctions d’une variable réelle, g(9), /(0), {(9), 2(0)
vérifient ainsi le systéme des quatre équations (1.2), (1.12), (1.13)
et (1.14) : nous verrons que celles-c1 constituent les équations

générales du probléme considéré.

Module de continuité de [(p). — Les raisonnements de ce paragraphe

ont permis d’établir 'existence d’une dérivée pour /(¢); nous allons
Zp| ¢ % sont bornées. Ce
dernier résultat signifie que la vitesse est bornée supérieurement et
inférieurement sur le profil (S), et d’aprés (1.14) il sera la consé-
quence de la propriété que nous allons établir pour |[A(e)| d’étre
bornée supérieurement.

La vitesse étant par hypothése bornée supérieurement et infé-
rieurement sur (L), |g(¢)| est une fonction bornée et le dernier

terme de (1.13) est inférieur en valeur absolue a

montrer maintenant que les fonctions

Maxjg(9)i o= [ T = Max (o).
2o/, ch I (u—@)
2,

D’autre part, compte tenu du module de continuité (1.10)
de 6[/(¢)] la fonction A(9) qui vérifie (1.13) est bornée
sur —w< @<+ et le nombre Max |A(9)| peut étre majoré en
fonction des grandeurs p, Max|g(9)|, C,, C,, ces deux derniéres
constantes se majorant elles-mémes au moyen des quantités a, A, o,
Max | 6/].

Pour les mouvements que nous envisagerons, nous saurons
majorer |g(¢)| @ priori. Nous ne connaissons pas par contre une
minorante ¢, non nulle, de la distance des courbes (S) et (L); mais
nous allons montrer que le nombre Max|A(¢)|, dont nous avons
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établi Dexistence, peut étre majoré pourvu que l'on connaisse des

majorantes des seules quantités Max| g ()|, Max |0, é~

5. LiraTions DE LA VITESSE SUR LE PROFIL (S). — Considérons un
mouvement plan, irrotationnel et permanent, d’un fluide parfait,
incompressible, le domaine fluide @& étant du type que nous avons
envisagé jusqu’a maintenant. Nous supposons, en particulier, que (S)
est douée d’une courbure bornée et que sur cette courbe, on a

(1.15) 16[1]|é§—a (a> o).

Les raisonnements du paragraphe précédent ont montré que si la
vitesse sur (L) est bornée supérieurement et inférieurement par des
nombres finis non nuls, cette vitesse jouit alors des mémes propriéiés
relativement a (3).

Désignons par V,, et Vy une minorante non nulle et une majorante
de la vitesse sur (L). Nous nous proposons dans ce qui suit de
construire une minorante et une majorante de la vitesse sur (S) qui
ne dépendent que de V,, V, et des grandeurs connues {,, a,
Max | 0"]. .

On connait par hypothése une majorante G de Max|[g(¢)| et le
nombre fini H=Max|A(¢)| existe. Nous allons alors chercher a
majorer H en fonction de G. Pour cela nous utilisons les deux
relations (1.13) et (1.14).

Le dernier terme de (1.13) est inférieur en valeur absolue &

G L f+°° du
athy J_ ch :u

0

Pour majorer la premiére intégrale de (1. 13) décomposons l'inter-

by b
7r’<9+q77?

valle d’intégration en I, = [cp~—*q ] et en son complé-

mentaire I,, v désignant un nombre positif, non nul. La valeur
absolue de la contribution de I, est inféricure a

W
A5
ﬂ

1 u
2 f Tu du,
‘-lJO n q}o Sh —_—

k3 2&!/0

Max

d
%0[1(@)]




-2
ce (qui est majoré par

2o Max

e

d .
@6{Z<@Hj~

La relation (1.14) donne

d’olt

d ] I e
laz?—()[l(@)}i;évoe Max 61

Compte tenu de cela, la_ contribution” de I, dans le caleul de la
premiére intégrale (1.13) est, en valeur absolue, inférieure a

and ,
2020 g1 Max | 0] -
ﬂ"‘Vn

Quant & la contribution de I,, elle est majorée par

Rl

du

——Max 0] — 2 Max 10!
Y ™

‘-:Jx)

iogth:?i-
¥ sho—— *
i 2 Wy

Compte tenu des résultats précédents, (1.13) permet d’écrire

(1.16) HéG~+§Max!i}} ;

5 2¢ .
log th fz } 4 ;-Eg%l\’iax 10 et
Vg

Prenons alors v égal 2 e™; 7 est ainsi non nul et inférieur a 1.
Par suite

n
iogtl‘iﬂfélvmgm':"

logth i E
i
et I'inégalité (1.16) donne

HG+

2 Max {0 + 222 Max |0/ 4+ 2 H Max | 0
s mV, ’ T

1
log th 7

et, euégard a (1.1d)on a

log th % +

2"})0 LB }
.?VOM?‘MG §5

{(1.17) H.« 2@{@«% ﬁ\’laxﬁ}% p-
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Silon prend le parameétre V, égal a 1, on a alors

(L.177) Max‘iLogV[sur(S)é%{Maxf.logVisut‘(L)
24/0 Max | y1
-+ mi\]ﬂ\,g ;5.

Cette inégalité établit le résultat que nous avions en vue (*°).

4+ 2 Max |0
™

1
log th i

Remarque. — Les raisonnements que nous venons d’utiliser
permetiraient de minorer V sur (S), en fonction de la seule valeur V,,
d’une minorante non nulle de V sur (L).

En effet, prenons V, égal a V, et cherchons a majorer le
nombre H~ qui désignera le maximum de |2(9)| pour & négatif.
V sur (L)

Vi

1l s’ensuit que la derniére intégrale de (1.13) a une valeur positive
et

Ona g(g)=log

et g(o) est donc positive.

]}I'"’:EQ; EVIE!F{ Ei_gp:; t/lii f; - 0 Esif %f-;zi;‘;“lj)}if (s?)) ] Cild .
quo ?

D’autre part, on a évidemment

dl
3(,?,

1
10—
4:-—V e,
m

Les calculs précédents conduisent alors & l'inégalité

2%

+
™V

Max | (/]

v : e T2 i
(1.17") H éulgﬂMaxg@:

1
log th A

qui constitue une minoration de la vitesse sur (S) en fonction de V,,
seul. Nous ferons également usage de cette limitation de V au
chapitre III.

Il convient de signaler que les méthodes utilisées ne permettraient

('*) 1L est & remarquer qu’ayant construit une borne inférieure pour le
dz
dz

de la distance de (S) et de (L.

module de la transformation z(¢) on en déduit une valeur de la minorante o
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pas, par contre, de majorer la vitesse sur (5) en fonction de la seule
valeur d'une majorante de V sur (L).

6. M4soRATION DE L'ANGLE S(2). — Nous envisageons a nouveau un
mouvement pour lequel la condition (1.2) est vérifiée sur la ligne (L)
et nous désignons par V,, la borne inférieure, non nulle, de la vitesse
sur (L).

Nous allons montrer que Pangle f(o) que fait la tangente orientée
a (L) avec une horizontale est limité au moyen de la relation

(1.18) ()= T8 4 Max 0.
Pour cela définissons la fonction o (L) en faisant Vo=YV,,. Il suit
de la que g(o) est positive et que, d’aprés (1.2)

dr
(1.19) d;; éVY

La formule (1.12) permet par ailleurs d’écrire

dg| 1 T | P T du
@lm[w _T:u du—%Max{ﬁ,m[w .

sh %

2, 24,

|/ (9) ] < Max

ou (17)

[f(9)] < o Max

dg .
d—:lo,+Mak|el,

ce qui, compte tenu de (1.19), établit (1.18).

Remarque. — D’aprés (1.2) on a aussi
dg Y ‘
| %] = Max 1001
1 N 1 (uv— o) )
(*7) Pour calculer Vintégrale — - 7 o @ on peut remarquer
2¢o J_ shn'(u—cp)

2,
que celle-ci représente la valeur de la partie réelle sur ¢ =1, de la fonction
holomorphe sur @, imaginaire pure sur ¢ =0, et ayant sur ¢ =y une partie
imaginaire égale a ¢. Cette fonction est ¢ et par suite l'intégrale ci-dessus est
égale & — Uo.
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et les raisonnements qui précedent permettent alors d’écrire

/(o) = Y9 Max | £(g) | + Max [0].

Ainsi lorsque

X by
VT

m

<1,

Max | f(¢)| tend vers zéro quand Max|0] tend vers zéro, ou encore
si 0[/] reste petit, ’écoulement est sensiblement uniforme; si le fond
est rectiligne et horizontal la seule solution est alors le mouvement
uniforme.

CHAPITRE 1L

(iAS OU LE MOUVEMENT PRESENTE UNE PERIODICITE GEOMETRIQUE.
THEOREME D EXISTENCE.

7. Exoxct prs prosuines. Prosuows (P). — Feoulement (P). — Dans
ce chapitre ct le suivant on suppose que la paroi (S) présente des
ondulations qui se reproduisent périodiquement et qui admettent des
axes verticaux de symétrie. Au surplus, on suppose que le profil (S)
croit, ou décroit, constamment entre deux axes de symétrie successifs.

Ay .
() C ;
L+0
D ()
A & /
R
B
Fig. 3.

La fonction 6[/] est alors périodique et 'on désigne sa période
par 2L,. On prend pour origine des abscisses un point de créte de (S),
que l'on appelle A; avec cela la fonction 6[ /] est impaire et elle est

THESE R. GERBER. 4
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négative ou nulle sur le segment 0 ==/ -2 L,. La courbe (S)ayant une
tangente continue 0[/]-s’annule pour/=o et l=L,. Nous appelons B
le point de (3) d’abscisse [ = L.

Nous considérons les écoulements qui ont la méme périodicité
géométrique et les mémes éléments de symétrie que la paroi (S), et
pour lesquels, de plus, laligne libre est croissante entre deux verticales
de symétrie ol la paroi est croissante (**). Nous appellerons écou-
lements (P), les mouvements qui jouissent des propriétés géométriques
précédentes.

Probléme (P). — Désignons par V, la vitesse en un point du profil
libre (L) qui est sur une verticale de créte. Nous étudierons dans ce
chapitre le probléme (P) de la détermination des écoulements (P)
qui, sur une paroi fixée, correspondent a des valeurs données des
paramétres V, et .

C’est ce nombre V, que nous ferons entrer dans la formule (1.1)
qui définit o ({).

11 suffit évidemment de considérer le domaine du fluide en mouve-
ment qui est limité par les verticales des points A et B. Dans ce qui
suit, nous désignerons ce domaine par €. Soient C et D les points

“de (L) qui sont sur les verticales de A et de B. L’angle §[ (] est alors

o , TS
négatif ou nul sur arc AB.
Dans le plan { Pimage de @ est le rectangle

0L < ey 0P <Tih,

ot le nombre ¢, est donné tandis que g, est inconnu. Ce rectangle
sera désigné par 0.
Envisageons une solution du probléme (P). La fonction o ({) est

(15) Il est & remarquer que cette derniére condition élimine toute une classe
d’écoulements possibles sur le profil (8). On peut d’ailleurs donner des exemples
de mouvements qui ne vérifient pas cette condition. Ainsi, en effectuant un
prolongement par symétrie sur les mouvements & périodicité géométrique sur un
fond rectiligne et horizontal, dont Uexistence a été établie par Struik {Math.
Ann., t. 95, 1926, p. 595-634), on obtient des écoulements pour lesquels la parot
et la ligne libre ont des sens de variation opposés.
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holomorphe a I'intérieur du rectangle @ et, compte tenu des résultats
du paragraphe 4, elle satisfait aux conditions sur la frontiére ci-apreés :

1° Surle c6té supérieur, w a une limite £(9) + g (¢) qui vérifie (1.2).

2° Sur le coté inférieur, w a une limite qui est 0[ /(o) |+ (), les
fonctions inconnues {(¢), 4 (), étant lides par (1.14) et I(o) vérifiant
[(0) =0, I(9y)= L.

3° La partie réelle de o est nulle sur les cotés verticaux de M.

4° La fonction w est nulle au point Y ={,, e =o.

5o Sur le c6té supérieur de d@ la partie réelle f(o) de w satisfait aux
inégalités
—r=f(9) <o.

Inversement, les paramétres V, et {, étant fixés, soient, @, un
nombre positif, et w({) une fonction analytique qui satisfait aux
conditions précédentes sur le rectangle @, défini & partir de g,.

La fonction 0[ /] étant par hypothése bornée par les nombres — = et
zéro sur le segment o =1 - L,, la partie réelle de w () est également
bornée par ces nombres sur la frontiére de @. Un résultat du para-
graphe 2 montre que la fonction z({), définie par (1.1), est alors
univalente sur le rectangle @ dont elle effectue I'application conforme
sur un domaine simplement connexe du plan z.

L’'image du coté inférieur de @ est un arc de courbe d’équation

intrinséque 6 =0[ /], o=/ <L,. C’est donc I'arc AB de (S).
Lesimages des ctés verticaux de @ sont deux segments verticaux E

et BD.

Enfin 'image du c6té supérieur de @ est un arc CD sur lequel la
condition a la ligne libre est satisfaite, et la vitesse est égale a V, au
point C.

Des symétries alternées sur les domaines @ et @ définissent alors
une solution du probléme (P). '

Remarque. — La condition — = =~ f.~ o entraine que I'image & du
rectangle @ ne se recouvre pas, et cela suffit a justifier nos raison-
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nement concernant la limitation des inconnues. Mais il peut se faire
que le domaine @ se recoupe avec son symétrique par rapport a BD,
TN
~ . P < ™
lorsque f prend sur CD des valeurs inférieures a — é

Nous considérons dans ce qui suit le probléme de la détermination
du domaine @, et nous indiquons une condition suffisante pour que
I'image de @ soit bien un domaine simplement connexe &.

1l serait facile de former une condition suffisante pour que &L et son
symétrique ne se recoupent pas; cetie condition, qui est plus stricte
que celle & laquelle nous arrivons, s'obtiendrait en remplacant dans

. .y . v, s T
nos calculs les inégalités — = =~ f~Zopar les inégalités — ~ = f=o.
Plan Z. — Nous introduisons le plan auxiliaire
Z—=X-+i{Y==pet

et nous représentons conformément @ sur la demi-couronne (G) qui
est définie par ' ‘

ois<m glpl (0¢q)
)\P Y
¥y .
(C) (A
@ 7 T tq  +1 X
Fig. 4

de telle maniére que les demi-circonférences frontiére de (C), p=¢q
et p= 1, correspondent respectivement aux deux cé6tés horizontaux,
Y=oetd=1, de ®. ~

Cette correspondance entre les deux domaines des plans { et Z est
donnée par

(2.1) g::z‘%iogZ%»—c?ﬁ—i%,

le logarithme étant pris égal a sa détermination principale.
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Le nombre ¢, inférieur a 1, a pour valeur

(2.2) g=e .

La correspondance entre les deux demi-circonférences frontiéres et
leur image est donnée par
(2.3) cp:—%os%—cpo.

Au moyen de cette transformation w({) devient une fonction de Z,
holomorphe sur (C), et aucune confusion n’¢tant a craindre nous
désignerons cetie derniére fonction par w(Z).

Aux fonctions £(9), g(¢), [(¢), h(¢), précédemment définies, le
changement de variable (2.3) fait correspondre quatre fonctions des,
qui sont définies sur le segment o="s<_7 et que nous noterons
encore f(s), g(s), L(s), h(s). .

Ces fonctions vérifient les deux relations suivantes, que T'on déduit

de (1.2), (1.14) et (2.3)

dg D0 g
(2.4) . - Oe 381 sin f(s),
dl o his)
(2.5) %_—ﬂ_.voe .
De plus, la fonction o({) est nulle pour Z=—1, d’ou il suit

que g(s) est nulle pour s=m; enfin I(s) vérific les conditions aux
limites [(n)=o0 et (o)=L,

Nous écrirons les relations (2.4) et (2.5) sous la forme suivante
qui tient compte de ce que g(x) et [(n) sont nuls:

h'E¢ ﬁ . .
(2.6) g(s):—-;—% S e#sW@sin f(u) du,

e~ du.

(2.7) 1) =25

Le probléme (P) peut donc s’énoncer ainsi :

Définir un nombre ¢ intérieur a 1, et une fonction w(Z) holomorphe
sur la demi-couronne (C), de rayon intérieur ¢, et qui satisfait aux .
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conditions sur la frontiére suivantes :

1° ®(Z) a une limite continue f(s) + ig(s) sur la demi-circonférence

extérieure et cette limite vérifie (2.6);

2° Sur le demi-circonférence intérieure o a une limite qui est
O[L(s)]+ih(s);
I(s) et h(s) élant lides par (2.7);
3% w(Z) est imaginaire pure sur I'axe réel ;
4° La fonction {(s) vérifie

{{0) = Ly;

5 La fonction f(s) satisfait aux inégalités

— = f(s)ZLo.

[ Le nombre o, qui intervient dans ces conditions est construit a
partir de ¢ au moyen de (2.2).]

Nous allons maintenant étudier certaines propriétés des fonctions
holomorphes dans une demi-couronne circulaire.

8. UN PROBLEME MIXTE HARMONIQUE DANS UNE DEMI-COURONNE CIRCULAIRE. —
Considéronsune fonction w(Z), holomorphe dans la demi-couron ne(C)
(¢<p <1, 0<s< %) et imaginaire pure sur 'axe réel. Soit g(s)la
limite de sa partie imaginaire sur la demi-circonférence extérieure et
soit @(s) la limite de sa partie réelle sur la demi-circonférence
intérieure.

Cette fonction w est prolongeable analytiquement 4 travers 'axe
réel et elle est analytique & U'intérieur de la couronne. Ses valeurs
frontiéres sur la demi-couronne inférieure sont alors données par

O(s) =—0(am —3), g(s)=g(am—s).

Lorsque les fonctions O(s) et g(s) sont intégrables, w(Z) peut
s’exprimer a U'intérieur de (C)aumoyen des intégrales de M. Villat (*"),

(**) H. ViLuar, Sur Uécoulement des fluides pesants (Ann. Ec. Norm. Sup.,
t. 32, 1915, p. 212).
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portant sur ces deux fonctions, et qui s’écrivent dans le cas présent

" , Yoo — L LooZ — lt)
2. A [, o . o &30 ( i s
(2.9) o(Z) Wlﬁbuwdh“gm—iu%Z+”>

i [" ' L , ——
— %fu 0 (u) dlLog [E»O<~ I,Loga — 1A>£30<— lLOg§ - u,>]-

Les fonctions elliptiques qui interviennent dans cette formule et
dans les suivantes sont construites avec les périodes 2w, et 2w, ot

®; == T, wy;=— 27logq.

Nous allons étudier le comportement de la fonction ainsi définie
lorsque le point d’affixe Z tend vers un point d’une demi-circonférence
frontiére.

La premiére des intégrales (2.9)a une limite continue sur la demi-
circonférence intérieure et la seconde intégrale a une limite continue
sur la demi-circonférence extérieure.

Pour étudier le comportement de la premiére intégrale lorsque Z
tend vers le point e* nous I'écrivons sous la forme suivante qui est
équivalente :

(2.10) imw_i/fﬁm~ﬁwwméﬂ_“%z‘w

T, Eso(— IlogZ + u)
Le noyau

d o Lao(— tlogZ — u)
du "PEu(—ilogZ + u)

a une singularité polaire pour Z=¢™. Si g(s) est une fonction
holdérienne, l'intégrale de V'expression (2.10) a donc une limite
continue sur la demi-circonférence extérieure qui est

2[00 — o) dlogE =)

T Fao(s 4+ u)

et cette limite est réelle. _
Etudions maintenant ce que devient le dernier terme de (2.9)
lorsque Z tend vers g e®. Ecrivons pour cela ce terme sous la forme
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suivante :
i (" ' o7 o Z ‘
{(2.11) —«—f {@(‘u)——G)(s)]dlogv[im<~—zlog~—u>£30<—~tlogm+za>1
L . q g i

£ *«5190‘?;*7? ng<wilog%+7r)
00y, e\ Ty T i ")

e 2
ez (=il o)
&30 ( 1108 7,
d . . A ) ‘ 7
@log [&a(—* llO{-{é‘ — le) Exe (—- L}ng} 4 u>«l

a une singularité polaire pour Z=ge™; si ©(s) est holdérienne,
Pintégrale de Pexpression (2.11) a alors une limite continue sur la
demi-circonférence intérieure et cette limite, qui est imaginaire, a
pour expression

Le noyau

— 2 [ 1000 = O] dlog [Ea(s — ) s+ ).

Enfin, le dernier terme de (2.11) a pour valeur

./
e n et
O(s)+ %‘_—'(“)(s} log 7

: <-ilou% +7z).
Sao o8 ,

Les résultats précédents montrent que, lorsque @(s) et g(s) sont
héldériennes, la partie réelle de w a une limite sur p =1, que nous
appelons f(s), et la partie imaginaire de ® a une limite sur p =g que
nous appelons %(s). De plus, ces limites sont données par

(2.12) f{8)= %f; [g (1) — ()1 Ny {u, 8, q) clu —+ %f) O (u)No(u, s, 9) du,

1

2.13) his)= wfu[ﬁ(zz)MG(s)]Ng(u,s,q)du—i—%fng'(u)NA(zL,s, g) du

2 E‘;fms
- = 8(s) 10*’,“%&9(3 s ‘71'}’
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avec
| ) == ld o (s —u)
Natons s gy == G logg Sy
e '/)_-—Llloglc o(s — w+ilogg) Lue (s + u + ilogg)l,
@.6) :
. , . |
, Na(u, s, ) =— 17 ——log|[Es(s — u) Eso (s - )],
du
N; L O,E_:‘»O(.S'—[/,_t_‘l‘]og(]).
| N, (uy s, ¢g) ==+ d{L bi“ﬂ('9+1t%—ilogq)

Les quatre intégrales des formules (2.12) et (2. 13) définissent des
fonctions de (s) continues sur le segment 0 s =%

La fonction log ﬁ

el pour s = ; si @(s) est holdérienne et s’annule pour ces valeurs de s
le dernier terme de (2.13) est donc continu pour o s < x.

Etablissons maintenant des propriétés qui nous seront utiles, rela-
tlves au signe des noyaux N, et N,.

Ona

a une singularité logarlthmlque pours=o

L EBe(sHuy | Eyy(s—u)
Ny (e, 8, g) = Fao (1) Egp (5—10)

= Qs u) 4 o(s—u),

avec

11 suffit de construire la courbe ¢ = o(«) (@ réel) pour voir que
lorsque s et « appartiennent au segment [0, 7] le noyau N, est du
signe de u — 5. De plus ce noyau s’annule pour s =o et s = 7.

Le noyau N, peut étre mis sous la forme

Or

A ) -
[p (o) o] 2= DR 0n)

HLplo—u)—e] (pr —es),

D uw—7mp 4

THESE R. GERBER. 5
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Mais s étant réel on a

. (AN .
p(s o+ ;—) gy ¢\ (o e3) (e — ).
avec & réel,
Cela permet d’écrire

' apusindy{e — e;) (e,— e;) ,
[pu—er—e (e, —e) (o) ) [pu— es— B\ (o167 (ea—e3) ]

Lorsque u et s réels restent sur le segment o, n la fonction

Ng-::

8 == argp (3+ f’—;«) varie de — 7t & zéro et la fonction Pp’u est négative.

Ul s'ensuit que le noyau N, est réel et positif <o = ; = ﬁ>- 11 ne
s’annule que pour s==0 et s = =.

9. Mise &N #ouations pu prosLiME (P). Transroryation V. — Consi-
dérons une solution du probléme (P), le profil (S) étant supposé avoir
une courbure bornée. Nous avons indiqué au chapitre 1 que les fonc-
tions g(¢), I(9), 8[1(¢)] ont alors une dérivée bornée; il sensuit que
les fonctions g(s), {(s), 8[{(s)], on également une dérivée hornée.
Cela permet d’exprimer f(s) et A(s) en fonction de g(s) et 0] (s)], au
moyen des formules du paragraphe précédent. On a

I

(2.15) FO= 2 [ g — g NGy, 9) d

T

-+ % [ O[!(ze}] No(u, s, q) du,
/g

1

(2.16) A(s)= —fﬁ{B[Z(u)}—e{l(s}]}Ng{u, s q)du

™

ko)

2 hry Esos
-+ o(u) Ny (u, s, q) du + E@{!(x}}k}w >

1
nJ, ° P Euo(s -+ m)
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Les fonctions f(s), g(s), (), h(s), sont d’autre part liées par les
deux relations (2.6) et (2.7). De plus [(s) doit vérifier la condition
l(o) =Ly

que, compte tenu de (2.7), nous remplacerons par

2. [ — Qo N —h{) dy,
(‘ 17) L ﬂVo[ e ©

Enfin f(s) satisfait aux inégalités
(2.18) — 7w f(s)=Zo.

Inversement, soient £(s), g(s), {(s), h(s), quatre fonctions définies
et continues sur le segment o~s. 7 et soit ¢, un nombre positif
auquel nous faisons correspondre par la formule (2.2) un nombre g,
positif et inférieur a 1. Supposons que ces cing éléments vérifient le
systéme des cing équations (2.6), (2.7), (2.15), (2. 16)et (2.17) et
supposons que les inégalités (2. 18) soient vérifiées.

Tl existe alors une fonction w(Z), holomorphe sur la demi-
couronne (C) de rayon intérieur ¢, imaginaire pure sur axe réel, et
qui, sur les demi-circonférences frontiéres, a des limites continues qui
sont f(s)+ig(s) et 0[1(s)]+ th(s).

Cette fonction w(Z) satisfait a I'ensemble des conditions (2.8) sur
la frontiére de (C) et il lui correspond alors une solution du
probléme (P).

Nous désignerons par X le systéme des équations (2.6), (2.7),
(2.15),(2.16) et (2.17). Nous venons de montrer qu’a toute solution

de T qui vérifie les inégalités (2.18) il correspond un écoulement du
type ().

Systéme £*. — Nous allons remplacer X par un systéme X* de cing
équations, tel que toute solution de ce nouveau systéme soit solution
de X et satisfasse nécessairement & la condition (2.18).

Ainsi 4 une solution de £* il correspondra un écoulement (P). Pour
définir X* substituons & (2.6) Péquation suivante :

ko

9.1 ' () — — ﬁ‘lf e—ss) sin f*(w) du,
(2.19) s =18 | )
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avec . :
JHY=f(s) s1 — T f{s) Lo,
M=o si —m>f();  f(s)>o0

et désignons par X* le systéme des cing équations (2.7), (2.13),
(2.16), (2.19) et (2.19).

Une solution de X, qui satisfait a (2.18), est évidemment une solu-
tion de X*. Soit inversement une solution de X*. D’aprés (2.19)
g(s) est une fonction décroissante et le noyau N, étant du signe
de 1 — s, Pexpression

:i—f [a(e) — g ()N (e, 5, g) du
"y
est négative. .

D’autre part, en vertu de (2.9) et (2.17), {(s) reste comprise
entre zéro et L, quand s varie de zéro & =; il résulte alors des hypo-
théses qui ont été faites sur 0[] que 0[/(s)] est négative ou nulle. Le
noyau N, étant positif, il s’ensuit que le terme

;_f O0[1(e)I No(ue, s, ) due

est également négatif.
La fonction f ( s) est donc négative en vertu de (2.15).
Par ailleurs, d’aprés (2.19), la fonction g(s) est pos1t1ve et l’on a

dg

ds

- {%e
—~ 7V

et par suite
' (’g(’

(l@

B

s
M\U

- Un résultat du paragraphé 6 montre alors que

()12 B Max 0717

Si done nous supposons que les données satisfont a la condition

R
(2.20) Ji-}’i' 4 Max |6 <7,

Q
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la fonction f(s), qui appartient & une solution de X* vérifie les inéga-
lités (2.18).

11 suit de la que toute solution de X* est une solution de X, vérifiant
les inégalités (2.18), pourvu que la condition (2.20) soit satisfaite.

En résumé, lorsque la condition (2.20) est satisfaite, il correspond
une solution du probléme (P) a toute solution de X%, constituée par
un nombre positif ¢, el par quatre fonctions continues f(s), g(s), I(s),
h(s)(oLsZm).

Nous allons étudier l'existence des solutions du systéme X*. Pour
cela nous mettrons ce systéme sous la forme d’'une équation fonction-
nelle unique, a laquelle s’appliquera la théorie du point fixe de
Schauder et Leray.

Transformation V. — Pour faciliter le langage, nous introduirons
les espaces abstraits E, E,, &.

Par définition E comprend les fonctions continues sur le segment
0=.s = m; nous appelons norme d’une fonction ¢(s) appartenant &
cet espace la grandeur

lo(s)ll=Max|o(s)].

L’espace E, sera formé des fonctions qui vérifient sur o Zs ==
une condition de Holder d’indice . La norme d’un élément de E,, est
définie par

Ho(s)lla=1lo(s)]

- plus petite constante entrant dans la condition de Holder d'indice o,

Nous supposons dans.ce qui suit que l'indice « est fixé, o étant
positif et inférieur a 1.

Enfin & désignera I'espace produit E > K ><E, et la norme d’un
point  de & sera notée ||z ||. Les espaces que I'on vient d’introduire
sont linéaires, normés et complets.

Considérons le systéme X* que nous allons rappeler

J(s)=T{(s), 2(8y=G(s), h(s)y=H(s);
(2.21) )= 1 f g —g@)N(u s ) de

+%f 0[2(w)| Ny (s 5, @) dt,
0
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(2.92) H(s)= %fﬂ{e{zm]w[zu)};N;(u, 5 q) du

0

“’L"I‘j gluyNi(u, s, q)du -+ EQ[Z(S)]Iog,, &30S
7 J, p

Cso (s +7) ’
. ’ b3 -
(2.23) G(s) = — 2% [ e siu f*(ue) du,
n Vi J, .
o T
{2.24) 1(s) = =% e=M) fy,
Vo,
(2.95) Lo= & f ) dlg.
Vo 0

Les noyaux N,, N,, N;, N, sont donnés par (2.14) et les nombres
@, et ¢ sont liés par (2.2).

Lorsqu’elles sont solution du probléme (P) les fonctions h(s)
et f(s) sont des éléments de E et g(s) est un élément de E,.

Donnons-nous alors un élément g(s) de E, et deux éléments £(s)
et i(s) de E. La relation (2.25) définit un nombre positif 9, et par
suite un nombre ¢ inférieur a 1. Soit /(s) la fonction construite au
moyen de (2.24) avec ce nombre g, et avec I'élément /(s) donné.
Cette fonction /(s) a une dérivée bornée et c’est un élément de E,;
elle s’annule pour s == et elle est égale a L, pour s==o0; enfin I(s)
reste comprise entre zéro et L, sur le segment 0 -~s %, 1l suit-de la
que 0[{(s)] a un module de continuité holdérien et s'annule aux
extrémités du segment [o, = . La fonction
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est alors continue pour 0 =Zs T,

Considérons maintenant les intégrales des formules (2.21) et (2.22)
qui sont construites avec I’élément g(s) donné et avec les éléments
8[1(s)] et ¢ que l'on vient de définir. Les fonctions g(s) et O[1(s)]
ayant un module de continuité holdérien, ces intégrales fournissent
des fonctions de s continues. Les formules (2.21) et (2.22) définissent
- ainsi deux éléments de E, F(s) et H(s). Enfin le second membre
de (2.23) détermine une foucuon dérivable G(s); c’est donc un élé-
ment de E,. o :
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Nous désignerons par V(«) la transformation que 'on vient de
définir, et qui, & un ¢élément x de &, de coordonnées f(s), h(s), g(s),
fait correspondre un élément 2’ de &, de coordonnées F(s), H(s),
G(s). La recherche des solutions du probléme (P) est alors équi-
valente 4 I’étude des solutions de I’équation

(2.26) 2=V (x)

(ui appartiennent a &.

M. J. Leray et J. Schauder ont fait connaitre des critéres d’existence
pour les équations fonctionnelles de ce type lorsque la transformation V
jouit des propriétés suivantes (*°) :

1° V est définie sur un espace linéaire, normé et complet;

2° V prend ses valeurs sur cet espace;

3¢ la transformation est complétement continue (**).

Nous avons montré que la transformation V était définie sur & et

qu’elle prenait ses valeurs sur cet espace; nous allons maintenant
vérifier que cette transformation est complétement continue.

10. CowpLETE coNTINUITE DE V. — Supposons que la transformation V
opére sur un ensembe borné de &. Les grandeurs ||A(s) ||, || /(s) ],
|| g(s) ||« sont alors bornées et il est aisé d’établir les résultats successifs
ci-apres :

1° Les nombres ¢, et ¢, donnés par (2. 2) et (2.25) dépendent

contintment de I'élément A(s) de E, et o, et - — sont bornés.

2° La fonction I(s), fournie par (2.24), et par suite §[/(s)], sont
des éléments de E, qui dépendent contintiment des arguments g,,
h(s), et les normes || {(s) ||, || 8] {(s)]||« sont bornées.

(%) J. LEray et J. Scuavner, Topologie et equatzons fonctionnelles (Ann Ee.
Norm. Sup., t. 51, 1934, p. 45-78).

(**) Une application de & dans & est dite complétement continue si elle
est continue et si elle transforme les ensembles bornés de & en des ensembles
compacts.
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3¢ Le second membre de (2.23) définit une fonction G(s) qui a

L , ! dG ‘ . C
une dérivée bornée et le nombre Max,(Ts est borné. G (s5) considére

comme élément de 1, dépend d’une maniére continue des arguments
Po S (5), 8()-

4° Les fonctions 1'(s) et H(s), qui sont données (2.21) el (2.22)
sonl des éléments de K qui dépendent contintiment du paramétre ¢ el
des arguments 0] [(s)] el g(s) considérés comme éléments de E,. En
effet, envisageons 'expression

o

By = [ L) = ()N, 5, )

ct supposons que les arguments ¢ et g(s) recoivent des accroissements
8q et 8g(s), ce dernier étant un élément de E.. La fonction F,(s)

q 8(5); (8]
subit alors une variation 8 F, (s) qui est donnée par

(2.27) 0T, (s)= f“[Sg(u) — 0g(8)INy(u, s, ¢+ 0q) du
0
4—[ [g(w) — &) [Ny (u, s, g +3¢) — Ny (u, s, q)) due.

Lorsque [[8g(s)|, tend vers zéro, le premier terme du second
membre de (2. 27) tend uniformément vers zéro. Par ailleurs, I’expres-
sion (. —s5)[N,(u, 5, g+ 3¢) — N, (u, s, ¢)] tend uniformément vers

"g(n)—g

zéro avec 8¢ et l'intégrale f u~i(8)du est bornée quand g(s)

0

appartient & un borné de E,. I vésulte de cela que ||SF, (s) || tend
vers zéro en méme temps que || 8 g(s) [, et 8¢.

On étudierait d’une maniére semblable la continuité des éléments
de E qui sont définis par les autres intégrales (2.21) et (2.22)..

Construction d’un module de continuité pour F (s) et H (s). — Lorsque
la transformation V(x) opére sur borné de & les fonctions 0[2(5)]
et g(s) sont des éléments de E, et les quantités 1OLLCs) s 1| 8C8) [las

sont bornées dans leur ensemble. De plus O[Z(s)] s'annule pour

fs—oets=m,
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Nous allons montrer que I'(s) et H(s) sontalors des éléments de E,
et que les normes || I(s) ||, || H(s) [l sont bornées dans leur ensemble.

On voit que les intégrales des formules (2.21) et (2.22) ou figurent
les noyaux réguliers N, et N, définissent des fonctions de s qui ont une

OLLCOTL T (o) 1,

dérivée qlll se HlaJ ore au moyen des quantltc

I —- (/
. Considérons maintenant I’ expression

" 4

n.(s):;'%[ [O[2u)] - 0[L(s)] ) Ny(u, 5, ) du + - lé(“ ]logzm(‘?iﬂ)
qui représente la valeur de la partie imaginaire sur Z ==q¢e" de la
fonction w,(Z), holomorphe dans la demi-couronne (C), ¢ < | Z| <1,
o<s<m et qui prend les valeurs frontiéres suivantes : w, (Z) est
imaginaire pure sur I'axe réel et elle est réelle sur 7 = &*; sur Z =g ¢"
la partie réelle de w, (Z) est égale a 6] {(s)].

Si Pon fait la transformation (2.71), w,(Z) devient une fonction
w,({), holomorphe dans le rectangle @, o Lo 90,0 < &.1) < %, du
plan {=o0 +7{, et qui est réelle sur le coté supérieur et imaginaire
pure sur les cbiés verticaux de @. Sur le coté inférieur, les parties
réelle et imaginaire de w,({) sont respectivement égales & 0[1(@)] et

H,(¢), qui se déduisent de 0[I(s)] et H,(s) par le changement de
variable (2.3).

La fonction 0[/(¢)] a donc sur 0 =<2 < «,, le module de continuité

(2.27) 0] 2] — O[Z(of]l/( ) 10[ 4]l @ — o' 2.

On peut prolonger w, ({) par des syméiries alternées dans toute la
bande, o <4 <4y, on elle a la période 20,. Comme 0[I(s)] s’annule
pour s=o, s=m, 0[l(¢)] s'annule pour ¢ =0, ¢ =09, et ainsi la
partie réelle 0[/(¢)] de w,({) sur le coté inférieur de la bande a
‘partout le module de continuité (2.27").

D’aprés un résultat du paragraphe 4, on peut donc écrire

H(9)=— é_;)_ng [l(lé)]*e[l(q’)]d

- sh———~(u——<9)

2o

THESE R, GERBER, 6




— 42

Or, en reprenant les raisonnements de Priwaloff, nous montrerons
au chapitre V que si 6[/(2)] a le module de continuité (2.27") (quels
~ que soient ¢ et ¢’ finis), H,(¢) qui est donnée par I'intégrale précé-
dente a alors le module de continuité

() 11 | Zeomst. () 10010 el — &'

ot la constante ne dépend que de I'indice o, inférieur & 1.
11 suit de cela que H,(s) a le module de continuité

T (s) — H, (5) | <L const. || B{4(8) ] {la |5 — &' |2

On aurait un résultat analogue pour lintégrale de (2.21) ou
figure N,. '

Les résultats que nous avons établis au cours de ce paragraphe
entrainent les conséquences suivantes : I'application de & dans & que
définit V(@) est continue et elle transforme un ensemble borné de & en
un ensemble borné de 'espace produit E,>< E,>< E,; un tel ensemble
est compact dans & qui est I'espace produit E > E>< E, (**).

La transformation V est ainsi complétement continue sur &.

441. Lnutamion pes INCONNUES. — Les critéres d’existence que nous
allons utiliser supposent essentiellement que l'on sache effectuer,
a priori, une limitation des solutions de I'équation fonctionnelle du
probléme.

Nous supposons que les données vérifient les deux conditions

(2.28) ‘%9+Max;o;éﬂ_b,
]

(2.29) — T a0l Zo,
ol « et b sont deux nombres positifs et non nuls, arbitrairement petits,

et nous nous proposons de montrer que I'on peut majorer la norme
d’une solution éventuelle de (2.26) quand on connait des majorantes

(**) Parce que : 1° un sous-ensemble borné de Eg est compact dans Eg si
o« a < BZ1; 2° an produit d’espaces compacts est compact.
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des grandeurs sans dimensions

(2.30)

X% xh Y Max |6’
I), V(.; ) Vﬁ Y Vo I |

2=

Envisageons pour cela une solution de (2.26). La condition (2.28)
étant veérifiée, la fonction w(Z) correspondante définit une fonc-
tion z(Z) qui est univalente, et cette solution détermine alors un
écoulement (P) sur la paroi (S) Considérons le domaine & du fluide

TN TN

en mouvement qui est limité par les arcs AB, CD et par les verticales

AC et BD. Compte tenu de (1.18) et (2.28), sur 'image de CD on
a — 7= f(s)<o, ce qui montre que la ligne libre est décroissante

~

sur 'arc CD. D’autre part, d’aprés (2.23), la vitesse qui est égale
TN

& V, au point G, est croissante sur CD et elle y satisfait 4 la condition

(2.31) ' VdV=vydy.

La majoration des solutions éventuelles se fera alors en plusieurs
étapes que nous allons indiquer.

C
D
A
A -
. B
Fig. 5.
1° Majoration de la longueur AC. — La fonction w(Z) est imagi-

naire pure sur I’axe réel; sa partie réelle est négative sur la demi-
circonférence intérieure ou elle est égale a 0[/(s)]; sa partie imagi-
naire est d’aprés (2 23) positive sur la demi-circonférence exterleure
On peut donc écrire

(L) =w(Z) +wy(Z),

oy 0
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olt w,(Z) et w,(Z) sont analytiques sur (C), 1 1mag1nalres pures sur
Paxe réel, et ot de plus :

0, (Z) a une partie réelle nulle sur la demi-circonférence intérieure
et une partie imaginaire positive sur la demi-circonférence extérieure.

w,(7Z) a une partie imaginaire nulle sur la demi-circonférence
extérieure et une partie réelle négative sur la demi-circonférence
Intérieure.

Des prolongements analytiques & travers Paxe réel et & travers la
circonférence de rayon ¢ montrent que la partie imaginaire de w,(Z)
est positive sur le segment — 1, — ¢ de I'axe réel.

On peut aussi prolonger analytiquement w,(7) & travers l'axe réel
et a travers la circonférence de rayon 1. On voit alors que la partie
réelle U, de w, est négative sur la demi-couronne supérieure et posi-
tive sur la demi-couronne inférieure. Sur le segment —1, — ¢, de

4 dU‘) N - * - *
Iaxe réel, on a done 3" =Zo. Soit T, la partie imaginaire de w,; sur

e JT,
le segment considéré, on a alors X = . est nulle au
point Z =1 il résulte de cela que T, est positive surle segment — 1,

— ¢ de Vaxe des X.
Il suit des deux résultats précédents que la partie imaginaire
de w(Z) est positive sur ce segment. Cela montre que la vitesse est supé-

rieure ou égale a V, sur le coté AG. On a done

Longuear AC = o
T ‘/Q
. . - 2 *
° Majoration de la vitesse sur CD. — Désignons par y,, vs, Yo, ¥n»
les ordonnées des points A, B, G, D. D’aprés la relation (2.31), qui
S
est satisfaite sur Parc CD, on a sur cet arc

Vi VeZ Vi ay|ye—op

Mais
@3 e izl e AC2Ls &,
d’ott l'on a sur CD', |

(2.33) Vi Vg Vi ay(Loot 4’0).
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3° Linutation des nombres o,, — D’apres les résultats” du

T—q
paragraphe 6, et compte tenu de la condition (2.28), I'angle f que
N
fait la tangente orientée a CD avec O satisfait sur cet arc aux
inégalités
- ~~7:+/)é/éo.

Soient alors 2, et a, les abscisses des points C et D il suit de ces

inégalités que Pon a
~ S — A |
Longueur CD '_&—‘ZJL ~+ g — a2y

Lo -
° 2

et eu égard a (2.32) et a ce que | we— 2, | = L, cecl s'écrit
o, 2
(2.3 Longueur ( D/ AN - <I —4- 2)—>L0.
On a d’autre part

(2.34") 99=Z Longueur CDh { MaxV sur (L)}

Les limitations que l'on vient d’établir pour la longueur de CD et

N
pour la vitesse sur CD permetlent alors de majorer le nombre 0,. La

formule (2.2) donne ensuite une majorante pour le rapport ——.
1—g

4° Majoration de || g(s)|l.. — Les inégalités (2.33) donnent.

3 o _£ 9 ,)YLO P TL’HO .
(2.35) 16() 1= glog( 142172 )

Ensuite, on a d’aprés (2.23)

|

et compte lenu des résultats qui précédent | formules (2.33), (2. 3/)

dg
ds

- X%
7rV

et (2.34)]
dgll _1{2 b, 2\ 7L o PN
D 0 Ly d4e _ o 4 o T2,
ds | =75 vg*(‘-%)vg; B R
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Enfin, on a
dg
ds

g (s) llas g (s) 1+

5° Majoration de || h(s)||. — La majoration que nous avons établie
pour || g(s) || nous permet de construire, au moyen de la formule (1. 17)
une majorante de || A(s) || qui ne dépend que des grandeurs (2.30).
La grandeur || f(s)| est inférieure a n. Les résultats que nous -
venons d’établir permettent alors de conclure que la norme
el =+ 2+ | g(s)lle dune solution de (2.26) peut

étre majorée en fonction des grandeurs (2.30).

Remarque. — Désignons. par const. des nombres positifs qui sont

., . aniitae Lo % Lo ¢y .
majorés en fonction des quantités — - V'V, Il résulte des
calculs qui précédent que la norme || g(s) ||, vérifie une condition de
la forme

lg{s)la<<const.y
et d’apres la formule (1.17), h(s) satisfait alors & I'inégalité
[ 2(s) || << const. {y + Max |8 - Max |07 |}.
Enfin, en vertu de (1.18) on a

1/(s)]] <<const. {y -+ Max|0]].

Cela montre que la majorante que nous avons construite pour une
solution du probléme (P) est de la forme '

(2.35M [l || < const. {y + Max [0 ]+ Max [ 0']}.

12. Existence p'uNe soruTion pu ProBLEME (P). — Indiquonsessentiel
de la théorie de I'indice total de M. Leray, dont nous allons faire
usage. ,

Soit une équation de la forme

(2.36) 2=V (),

ol z est un élément d’un espace de Banach & et V() une application
complétement continue de & dans &. On associe a cette équation la
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transformation
(2.37) e — V().

Soit alors D un domaine borné¢ de & dont la frontiére ne contient
aucune solution de (2.36). On appelle indice total des solutions
de (2.36) contenues dans D, le degré topologique de la transfor-
mation (2.37) au point zéro, et relativement & D. Cet indice total
reste constant quand on modifie continament la transformation vV,
sans qu’aucune de ses solutions ne vienne sur la frontiére de D.

Des théorémes d’existence peuvent alors s’obtenir par le procédé
suivant : on transforme continament 1'équation sans qu’aucune de ses
solutions n’atteigne la frontiére de D en une équation assez simple
pour que l'on sache déterminer I'indice total de ses solutions appar-
tenant & D. Si cet indice différe de zéro, l'indice total des solutions
de (2.36) contenues dans D qui lui est égal, différe de zéro;
I'équation (2.36) a alors au moins une solution sur D.

Nous allons appliquer les critéres d’existence précédents a I'é¢qua-
tion (2.26) du probléme (P). Pour cela introduisons un paramétre
réel et positif K et envisageons I'équation

(2.38) 2=V (z, K)

qui s’obtient en remplagant dans le systéme X*les éléments y et 0] /]
par Ky et KO[/]. L’équation (2.38) est donc P'équation du pro-
bléme (P), pour les données V, et ,, lorsque Paccélération de la

pesanteur est égale a Ky et quand l'arc AB de (S) a pour équation
0=K0[l], o LI LL,.

Il est aisé de s’assurer que la transformation V(@, K) est unifor-
mément continue en K sur un borné de &. D’autre part, les résultats
du paragraphe 11 montrent que, si les inégalités (2.28) et (2.29)
sont vérifiées, les solutions éventuelles de (2.38) sont bornées.dans
leur ensemble lorsque K prend ses valeurs sur le segment [0, 1]. On
conclut de la que l'indice total des solutions de (2.26) est égal a
I'indice total des solutions de 'équation

(2.39) x=V(z, o)

qui correspond a la valeur zéro du paraméire K.
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[ est aisé de voir que 1'équation
(2.40) . =12 V{xz, o),

ol 7 désigne un paramétre, a, quel que soit 2, la seule solution 2 = o.

Lorsque 2 est égal a zéro, le second membre de (2. 40) est indépen-
dant de Pargument @ et I'indice total des solutions vaut -+ 1. L’indice
total des solutions de (2.39) vaut donc aussi -+ 1, et il résulte alors
des raisonnements précédents de I'indice total des solutions de I'équa-
tion (2.26) du probléme (P) est é¢gal & 4-1.

Concrusion. — 1l existe au moins un écoulement du type (P) sur le
Jond (S) & courbure bornée, pourvu que les données satisfassent auz
deuz conditions (2. 28) et (2.29). :

Faisons remarquer que la condition (2.28) exprime que le nombre

de Froude }VE‘JG doit étre suffisamment petit, ou encore que I'écoule-
4 .

ment considéré doit étre relativement rapide.

CHAPITRE II1.

CAS 0U LE MOUYEMENT PRESENTE UNE PERIODICITE GEOMETRIQUE.
TutoreMe p’uNICITE.

15. Préliminaires. — Au cours du précédent chapitre nous avons
établi que le probléme (P) admet au moins une solution, lorsque les
données sont assujetties a certaines conditions. Dans ce chapitre, nous
nous proposons d’étudier le nombre de ces solutions et, en particulier

d’indiquer des cas ot la solution est unique.

Les modes de démonstration de ce théoréme d’umcm, reposent sur
lhypothesc supplémentaire que la courbure de (8) vérifie une condi-
tion de Holder, dont V'indice sera désigné par v. :

Dans une premiére partie nous montrons que, moyennant cette
hypothése, la transformation V admet une différentielle de Fréchet,
dans le voisinage de tout élément de & auquel il correspond une soli-
lion du probléme (P), qui ne se réduit pas i un écoulement uniforme.
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Nous réduisons ensuite la discussion de I'équation linéaire et homo-
géne ainsi obtenue 4 un probléme mixte harmonique, du type envi-
sagé par M. Weinstein, et, en adaptant des raisonnements de

o) b 3 b
M. C. Jacob, nous montrons quec dans certains cas ce probléme

) [
n’admet pas d’autre solulion que zéro. Les méthodes de Schauder

ct de M. Leray permettent alors de conclure.

A4. DIFFERENTIATION DE LA TRANSFORMATION V. — Nous nous proposons
dans ce paragraphe d’¢tudier la transformation V dans le voisinage
d’un point de &.

Soit 2 un point de &, auquel V fait correspondre un point 2’ de cet
espace, cl soit @ - Az un point voisin de @ qui a pour transformé le
pomnt @+ Ax'.

Nous montrerons en particulier (u’il existe une transformation
W (z, Az), linéaire, homogéne, ct complélement continue par
rapport & Az, qui constitue la différenticlle de Fréchet de V, en tout
point @ auquel il correspond un écoulement (P) qui ne se réduit pas
a un ¢coulement uniforme.

Rappelons que par définition la transformation W (z, Ax) linéaire
et homogéne par rapport a I'argument Az, est la différentielle de
Fréchet de V(@) au point 2, sil'on a

Viz + Az)=V(z)+ W(x, Az) + R(x, Az),

TRz, Az) |

ItAz |l . o

Les propriétés annoncées resulteront de la différentiation des équa-
tions du probléme (P) que nous allons cifectuer.

tendant vers zéro en méme temps que || Az

le rapport

.

Notations. — Nous désignons les coordonnées de x par /(s), h(s),
2(s) et celles de son transformé &' par F(s), H(s), G(s). Les autres
¢éléments qui s’introduisent dans la transformation sont [(s), ¢,, ¢.

Nous appelons A/(s), Ak(s), Ag(s) les coordonnées de I'élément
Ax de &; Af(s), Ah(s) sont des éléments de E et Ag(s) est un élément
de I2,. Lorsque les arguments /(s), /i(s), g(s) recoivent les accrois-
sements Af(s), A(s), Ag(s) les éléments o, ¢, I(s), 8[L(s)], F(s),
H(s), G(s) subissent des accroissements Ao,, Aq, Al(s), AO[L(5)],
AF(s), AH(s), AG(s).

THESK R. GERBER.
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Les parties principales de ces accroissements, que la différentiation
des équations va mettre en évidence seront désignées par Jg,, og,
31(s), B8[L(s)], 3F(s), HL(s), 3G(s).

Enfin nous appellerons 82’ le point de coordonnées 2F (s ), cH(s),
8G(s).

Eléments 8., 8q, 81(s), 80[L(s)]. — L élément o, est donné par (2.25);
39, est défini par cette relation différentiée qui s’écrit
(3.1) 0=z ﬁéﬁ"i ne*’““" é’ez - o ﬁe“'“"f’”Ah(u} du.
s V() o ’Ex’l() o
Les parties principales 87 et 8/(s) des accroissements Ag et Al(s) sont
ensuite obtenues par différentiation de (2.2) et (2.24).

4 bia
(3.2). *q(Tl VQ 3%7
Y 2 T kot
(3.3) az(s):%‘{-;; f i) dly — %\gﬂ eHONR (u) .

La fonction 3I(s) qui est dérivable est un élément de E, et compte
tenu de (3. 1) elle vérifie :

(3.4) 3l{o) =20, 3l(m) = o.

Enfin la partie principale de la variation de 3[2(3)] est
(3.5) B0[ 4(s) )= 0'[1(s)] 8(s).

Nous faisons 1’hypothése que 0'{/] a un module de continuité
holdérien, d’indice v, et {(s) et 8(s) sont des éléments de Ea, il s’ensuit
que ¢0[I(s)] appartient & 1’espace E,..

Nous désignerons dans ce qui suit par n(3) des grandeurs numé-
riques positives qui tendent vers zéro lorsque le nombre A tend vers

zéro,
En tenant compte de ce que

ehBhom ok AR e Ahn(AR)

et en utilisant les formules (2. 2), (2.24), (2.25), (3.1), (3.2) et (3.3)
qui définissent @,, ¢, {(s), S¢,, 8, &l(s) on obtient sans difficulté les
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relations
(3.6) [Agy— dog | == || AL (s) [ n[ [| AR (s) |IT,
(3-7) |Ag —dg|= »

d dol

ZSAZ— T = »

cette derniére, eu égard aux conditions (3.4), donnant

(3.8) 1 AL(s) — 81(s) lla==|| A (s) ||l | AR (s)[[]-

Eléments SF (s) et SH(s). — Les éléments I (s) et H(s) sont donnés
respectivement par les formules (2.21) et (2.22). Nous allons calculer
la partie principale des accroissements des quantités qui entrent dans
ces expressions.

1° On a déja indiqué que la partie principale 20 [(s)] de 0[{(s)]
est égale & 0'[1(5)]3l(s), et que c’est un point de I'espace E,,.

2° Les noyaux N, (u, s, ¢), N,(u, s, ¢) admettent des dérivées par
rapport & ¢, qui sont des fonctions continues de u et de s, <o = Zé ﬂ>.

Nous désignerons ces dérivées par N, (i, 5, ¢) et N, (1, s, 7).

Les noyaux N,(u, s, ¢) et Ny(u, s, ¢q) ont des dérivées en ¢,
N’ (u, 5, q) et N,(u, 5, q), qui sont continues en u et s, sauf pour
u= s ou elles ont une singularité polaire.

Les parties principales des variations des noyaux N;, N,, N;, N,,
quand la partie principale de 'accroissement de ¢ est 8¢ sont

ag N, (u, s, ),  9gN,(u, s, q),

dgN (u, s, q), g N (1, s, q) (ws).
.C- . B .

3° L’expression log;——ﬂ-s—— qui figure dans le dernier terme de
Es0 (s 4+ )

(2.22) peut se mettre sous la forme

SEa08 T—Ss
lo =l -+ log
) am(mrs) 8T s
o . $Eas
Sur le segment o—s-=, la quantité log(nns)&m(ﬂ+s) est une

fonction continue, de s qui, par rapport a ¢, a des dérivées continues.
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La partie principale de I'accroissement de log »——(’—“«-l—j est alors
&3o

5%0

lo
% 5g '8 T e T )

Les résultals qui précédent permettent de définir ¢l (s) et ¢ H(s) au
moyen des expressions suivantes, linéaires et homogénes par rapport
aux arguments Ag(s), 2(s), 57,

(3.9) SR = ;]—r-f“[iAg(u,) — AL () IN (u, s, q) du

) =
+~;Ef WLy 0Ly Nuluy s, ) die

0

+¥I[W*®WW&WM
Yo
871('] [ O“(U’”N;(’h 5, q) du,
L}

3.10) Sl{s) = 1/7{ O L] 8Ly — WU 8L Nl s, ) due

0

f Ag{uy Ny (e, s, (}) du —+ —l f SUON, (1, s, q) du
0

+ _Zf [{(u) — O[1(s)]}IN L, s, g)du

2 ., a0S

+ -0 U(S)JOZ(‘)lO*:?“m

2 d o S )
”*'%OU(S)JO‘/(;(}}Ob (77— 8)Eao (T 1 5)

Les noyaux N,, N,, N, N, sont réguliers; les noyaux Ny, Ny, N,
N, ont une singularité polaire pour s =u.

. 08 . ., ' .
L’expression log;——i‘;"%_»;r—) a une singularité logarithmique pour
S :;08

s=o0 ets=m et l’expressmn lob est une fonction
(7 — $)Eao (T~ 5)

continue de s.- v
‘Comme Ag(s) est un élément de E, et 0'[/(s)]8I(s) un élément
de E, 8I(s) sannulant pour s=o0 et s=m, les formules qui pré-

cédent ont un sens et définissent deux fonctions continues SF(s)
ct eH(s) (0o Zsw).
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Etude des normes || 8F (s) — AF (s) ||} sH (s) — AH(s) ||. — Nous allons
maintenant comparer les éléments 6F'(s), SH(s), aux éléments AF (s),
AH(s) et en particulier nous montrerons qu'ils vérifient des relations

du type

108 () — AF (s) || = | |
B.11) [11AZ(5) lat [ AL(S) o+ Ag ][l Ags) llo—+[1 AL(s) [la+ Ag) ],
|0 H(s)— A (s) || = » »

ce qui, compte tenu des propriétés de continuité de la trans-
formation V, entraine

g {IFO=8TO U=k a5 ) ARG+ [ A86) 1]
| o1L(s)— AT (s) || = » »

Les seconds membres des formules (2.21) et (2.22) qui fournis-
sent F(s) et H(s) se présentent comme des sommes de fonctionnelles
L{0[I(5)], N(s, q)} ou I[g(s), N(s, ¢)] linéaires et homogénes des
éléments g(s), 0[{(s)], N(s, ¢)}. Considérons une de ces fonction-
nelles du type I {6/ (s)], N (s, ¢)}, les raisonnements que nous ferons
s'adaptant, avec des simplifications, dans le cas d’une fonctionnelle

I[g(), N(s, )
Lorsque Pélément x recoit la variation Az, la variation de
L{6]1(s)], N(s, ¢)} que nous notons Al, est

(3.13) AL=T{0[L(s) + Al(s)], N(s, g+ Aq)} —L{O[1(s)], N (5, ¢) }.

Dans les formules qui définissent ¢F (s) et 2G(s), nous avons
remplacé Al par sa partie principale oI, avec
(3.14) SL=T!0'[l(s)]0L(s), N(s, ¢)} -~ 0qT{O[L(s)], N'(s, ¢) }-
Nous poserons
(3.15)  SL=T{0'[{(s)]AL(s), N(s, @)} +AqgL{0[L(s)], N'(s, ¢) }.
On a
(3.16) AT — L] | AT — 8L, ||+ || 8T, — 3T .

Les propriétés des éléments 0'[1(s)], 8l(s), Al(s), N(s, q), N'(s, q) et
des fonctionnelles des formules (3.9) ct*(3.10) permetttent facile-
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ment de vérifier que
1|81, — 8T || = const. [ 1| Al(s) — 3L(s) [lat+ | Ag — 8¢]],

‘en désignant par const. des nombres bornés en fonction du point .
Cette derniére inégalité, compte tenu des formules (3.7) et (3.8)
donne

(3.17) 81, — 3L [l = | AA(s) [[a{ ]| A (s) 1]

Pour établir les formules (3.11) il reste & montrer que les
normes || 8I, — AI || vérifient des relations de la forme

(3.18) oL —AT{={{|AL(s) lu—+Ag [T n[[|AL(s) [la-+Aq]].

Nous wn’effectuerons cette vérification que lorsque I désigne
I'expression

L

(3.19) I:EAWWUMH"Mﬂ@HNﬁQ&mmL

(’est dans ce cas ol P'établissement de la relation (3.18) est la plus
délicate, et les raisonnements que nous ferons seraient simplifiés si
Pon considérait les autres termes entrant dans les formules qui
fournissent F'(s) et H(s).

On a, I étant donnée par (3.19),

I

(3.20) Al= %fn{ O[ 2y + Al e) ) — O[L(s) + AUSHTIN; (2e, 5, g+ Ag) du

1

———f §002(u))—0{(s)] I No(u, s, g) du

‘ T
et
(3.21) 0l = ;Irf { O 2(u) 1A L) —0'[(s)]AL(s) } Ny(u, s, ) due
C i_—q ﬁ{ 0[2()] — O[ 1) ]I Ny (&, 5, q) du.
Posons

(3.22) O[1(s) + AL(S) | = 0[1(5) ]+ ALV [L(s)] + r[l(s), Al(s)],
(3.23) No(uy 8, g+ Aq) =Ny (u, 5, ¢) + AgNi (u, 5, q) + Ru, s, g, Agq).
Nous allons indiquer quelques propri¢tés des éléments r[I, Al]

et R[u, s, g, Ag] ainsi définis, qui seront utiles a la suite des raison-
nements. -



— 5% —

1 Le noyau R[u, s, ¢, Ag] a une singularité polaire pour u==s el
le rapport

(3.24) (”’4'9) P\(I,L, 8 4, A(/)

Aq

tend uniformément vers zéro lorsque Aq tend vers zéro.

o0 Les fonctions 0[{(s)], 0]{(s) + Al(s)] appartiennent a K,
et 0'[[(s)| Al(s) est un ¢lément de E,y. Il s’ensuit que [ (), Al(s)]
est un élément de E,,. De plus les normes | O £(s) + AL($) [
101U ALCS) s 10TC5) ] ey ot par conséquent [[72(5), A o
sont bornées en méme temps que || Al(s) |-

Sil'on pose

(3.23) B[, 1, AT = 0L+ (AT} — 0] 1],
On a
(3.26) 1, M]:Azf (e, [, AL dt.

Comme §/[/] vérifie une condition de Holder d'indice v (3.25)

montre que
| 1], 4, Al)| < const. [AL} (oLt 1),
et d’aprés (3.26)
| r[ 1, Al]] = const | ALY,

d’ou
(3.27) | [ 2(s), DI(s) V]| < const. || AL(s) |1+

Les formules (3.20), (3.21), (3.22) et (3.23) permettent de
mettre l'expression Al — 81, sous la forme sulvante, qui a un sens en
vertu des propriétés que nous venons d’indiquer pour rl{(s), Al(s)]
et R(u, s, q, Aq),
(3.28) ATl — oL, == é‘}ﬂ {07 4(u) + Al(u) ] — O L(s) + Al(s)] 1R (u, s, g, Ag) du

+ A—ﬁq/o'_{ 02y AL () — O'[L(s)JAL(s) } NG (e, 8, q) du
-+ %/0*7‘{ Py, Al(u)) — r[i(s), AL(s)]} Na(u, s, q) du.

+ éﬁ_" fﬁ{r[l(u), Al(u)] — r[1(s), Al(s)] I N, (s . ) de.

0
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Nous allons étudier les normes dans E des quantités quifigurent au
deuxiéme membre de (3.28).
1° D’aprés les propriétés de R(u, s, ¢, Ag) déja signalées, la norme
du premier terme est de la forme Agv(Ag) lorsque [|Al(s) |, reste
bornée.

2° On a Pinégalité
O L) ALY v 10T L) T [ ALC8) Ty
ce qui montre que le second terme du deuxiéme membre de (3.28) a
une norme majorvée par Uexpression const. Aq{[Al(s)]l, ol la cons-
tante dépend de [ 0'[4(s) }{o-
3» Considérons maintenant les deux derniers termes de (3.28) qui

sont de la forme

(:3-?.9) fﬁ !’f“ll)ﬁ A/(U}l o ;if(\), Al(é)l I((ﬁ(\ 5. g, Aff\} i,

i — 8

le noyau K(u, s, ¢, Aq) étant végulier et borné.

En décomposant U'intervalle d’intégration en [s—z¢, s-¢] ol 2 est
positif, non nul et en son complémentaire, on voit que la norme de
(3.29) est majoréc par

(3.30) const. {e 1l 7[1(s), A(s)]aw— Hoge [ [ 7[1(s), AL(s)]11 T

On a moniré que [|r|[{(s), Al(s)]lley était bornée et que
|7 1(s), Al(s)]| satisfaisait & la relation (3.27). Il suit de cela que
Pexpression (3.30) a une majorante du type

const. {5+ [loge [[|A{s) [+ }.
Prenons ¢ égél a | Al(s)||*+; cette derniére majorante s’écriti alors
const. || A4(s) |1 AZ(s) [P+ (1= ) [[ALs) || {log [ Ad(s) 1|
ce qui est de la forme
‘ faL(s) in{llAL() ]
et par conséquent aussi de la forme |

HAL(s) [lanl 1 AL(s) [fa].
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Les calculs qui précédent établissent le résultat annoncé. La
norme || AT — ¢, || vérifie la condition
AL — oL [| = { || AL(s) lla—+ |Aq |} 0[] AL(s) la+[Ag]].

Compte tenu des remarques que nous avons faites, les formules
(3.11) se trouvent justifiées.

Elément 8G(s). — Lafonction G(s) estdonnée par la formule (2.23)
que nous allons rappeler '

dG v, v

: e silsin £5(s),  G(T) — o.
(3.31) s angc glshin f*(s), G(m)=o

Désignons par Af*(s) la variation de f*(s)
(3.32) AL () =[f(8) +=AS() ] — ()

et soit 6G*(s), la partie principale de la variation de G(s)lorsque, o,
g($),/ *(s) ont des accroissements ¢o,, Ag(s), Af*(s). On a par diflé-
rentiation de (3.31)

(3.33) %aee%é{ff =I5 f* (s) — ‘)’Ff\_‘,“P e=sin f*(s) Ag (s)
: BN Yy
TP o ag s f* * 3 —
o e W cos f*(sYAS (), 0G(m) =o.

Ilu égard aux propriétés de la différentiation, on voit que

d

— AG — C—Z 0G* | < const. |Awy— dy, |
ds s / !

“+ Ao+ [AS I+ [[Ag D) a(Age+ [[A)" ]+ {[Ag D),
ce qui, compte tenu de (3.6), et des conditions

AG(n)y= 0G(m)=o
enlraine
HAG(s) —aG*(s) ||«
AL AL )+ [ Ag ) |-

(3.34) = ALs) [+ 1AL () [+ [[Ag ($)]]a]

Les raisonnements que nous utiliserons supposent essentiellement
que SF(s), SH(s), 8G(s) sont construits a I'aide de transformations
linéaires et homogénes par rapport aux arguments Ag(s), Ak(s), Ag(s).
Nous sommes ainsi conduits & définir 6G(s) en substituant Af(s)

THESE R. GERBER. 8
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a Af*(s) dant (3.33). Nous posons done

{800

(3.33) ~—5G.~ e‘*‘a‘%mf {s) — ——~—M(3“ stdbsin f*(5)Ag(s)

-+ ;»%i( S eas ()Af( ), 0G{ny=o,

et nous allons indiquer des cas ot la norme ||2G — 3G* ||, vérifie une
relation du type
136G — 3G fla= [ Aw {|n( [[Ax |} ).
Comme d’aprés (3 .33)et(3.35)ona

(3.36) %aaw> L 3G (s) | =

%&sm@mmwwww )]
const. [Af(s) — Af(s) |,

ceci nous amene & comparer les éléments Af*(s) et Af(s).
Nous étudions la différentiation de V en un point 2 qui est solution
du probléme (P). Cela entraine que f(s) vérifie les inégalités

— b f(8) =0 (6> 0)
et par suite que
Sy = f(s)

Désignons par e( ||Af || ) le sous-ensemble du segment [o, =] (qui
peut étre vide) sur lequel

FAOIES VIO
Sur le complémentaire de e( |Af]| ) on a
LA > ar
et [si||Af(s) || est inférieur a b1,
— < f(s) - Af(s) Lo
On a alors sur cet ensemble
JU$y=f0s) [f) -+ Af(s) "= f8) 4+ B (s)
et Af"(s) étant défini par (3.32)
Afr(s)=Bf(s)
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Enfin sur e( |Af]|) on a
VA () — AS(s) L= Af(8) |-
Les résultats qui précédent et I'inégalité (3.36) montrent que la
Zac- Loa

grandeur satisfait aux relations suivantes :

d ... d
ds " T ds
» =) ) sur T—~€(HA‘/H)

(3.37) { 3| <eomsu [ 8/5)| sur e [Af]),

Si nous désignons par |e( ||Af]|) | la mesure de Pensemble e(1Af1D
les conditions (3.37) entrainent que 8G(s) — 6G*(s) vérifie une
condition de Holder, d’indice « inférieur & 1, avec une constante qui
est égale a (*%)

(3.38) const. [ Af(s) | [e[|[Af(s) [} ]1'—*

Compte tenu des conditions 3G(n)=3G*(z)=o0, ceci entraine
I'inégalité
(3.39) 10G(s) = 0G(s) llaz comst. [|A/(s) || [e( [ AL ) [ =2

Supposons maintenant que la solution considérée du probléme (P)
ne soit pas identiquement nulle (ce qui d’ailleurs ne pourrait se pro-
duire que si 6 {]= o). La fonction f(s) est alors continue, négative,
et elle ne s’annule que pour s=o et s=== (**), Il s’ensuit que la
grandeur [e( Af||) | tend vers zéro lorsque || Af(s) || tend vers zéro, 11

(**) En effet si s

[9() = ()| <Cls—5| et [o(s)—g(s)<GCie

do y do .
a1 < C sur e de mesure e et -~ == o ailleurs, on a
ds a

et 'on vérifie que
Inf{Cls —s'|, Cle|} ZC e~ s —g 2 (o <<a<Cr).

(?') Cette derniére propriété se vérifie sur 'équation (2,13). On a déja fait
remarquer que pour une solution du probléme (P) la premiére intégrale de celte
équation était négative ou nulle. Dautre part, le noyau N, (u, s, ¢) qui est positif
ne s’annule que pour s = o et s = 7. Si la fonction continue 0[4(s)] quine prend
pas de valeurs positives, n’est pas identiquement nulle, f(s) est alors négative et
ne s’annule pas a l'intérieur du segment [o, m].
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résulte alors de (3.39) que
[18G(s) = G (s) {la= | Af(5) lalll A5 1]
et en tenant compie de (3.34) on a

| AG(s) — dG(s) ||
HASG) T+ TAL() I+ [[Ag (s) s

(3-40) =0 A7) [+ AL |+ 1]Ag () ]]a].

Transformation W (2, Ax). — Nous désignerons par W (z, Ax)
I'ensemble des transformations au moyen desquelles nous venons de
définir un point éz’ de &, de coordonnées SF (s5), SH(s), SG(s) a
partir des éléments a et Aw de cet espace, dont les coordonnées
sont respectivement f(s), h(s), g(s) et Af(s), Ah(s), Ag(s).

Les formules qui entrent dans ces transformations montrent
que W (x, Az) est linéairc et homogeéne par rapport a argument Ax.
D’autre part, lorsque @ est une solution non nulle du probléme (P),
les normes [ 317 (s) — AF (s) [}, | SH(s) — AH(s) [, [| 3G (s) — AG(s) ],
sont de la forme ||Az|[n(||Az]||), ce qui établit que le rapport
1V{z+Az) ~V(z) — Wiz, Az)||

I Az

tend vers zéro quand ||Az| tend
vers z€ro.

La transformation W (&, W) est alors la différentielle de Fréchet
de V() au point z.

Enfin les raisonnements que nous avons utilisés pour établir la
compléte continuité de V() montreraient que W (x, Az) est égale-
ment complétement continue par rapport a Az.

Envisageons maintenant 'équation linéaire et homogéne en Sz,

(3.41) dx == W(xz, dx),

ol oz est un élément quelconque de & et @ un élément de cet espace
qui constitue une solution du probléme (P).

La démonstration de notre théoréme d’unicité nécessite que nous
sachions indiquer des cas ou cette équation n’admet pas d’autre
solution que zéro.

Nous allons dans le paragraphe qui suit montrer que ce probléme
se raméne & la vésolution d’un probléme linéaire aux limites pour une
fonction harmonique.
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18. Sur LA RESOLUTION DE L'EQUATION S == W (&, 02) AU MOYEN D'UN
prOBLEME AUX Limrres. — Nous ferons tout d’abord une remarque
concernant la forme des seconds membres des relations (3.9)et(3.10)
qui définissent SF(s) et SH(s). Cette remarque qui permetira
.d’alléger I’écriture sera aussi utile a la suite des raisonnements.

Désignonsrespectivement parl, {0[1(s)], g(s), ¢} et L{O[L(5)], (), ¢}
les seconds membres des formules (2.21) et (2.22) qui déterminent
F(s) et H(s) a partir des éléments 0[1(s) ], §(5), q- Ces fonctionnelles
I, et I, sont d’ailleurs lindaires par rapport a 0[/(s)] et g(s).

Considérons alors les seconds membres desrelations (3.9) et (3.10).
Si nous groupons les termes qui contiennent 0'[/] ¢l et Ag nous
obtenons les expressions

LLO[1]80 Ag, g) et L{0[l]87, Ag, ¢}

Les termes qui restent contiennent &g en facteur et il résulte des
propriétés des noyaux N, N;, N;, N}, et des éléments 0[L(s)], g(s)
que ces termes représentent les expressions '
J d
89 5, LOUL 80 a1, 0954 21010 85 4}

Cela permet d’écrire les formules (3.9) et (3.10) de la maniére
suivante :

(3.42) 6F(5):I|{0'[1(s)]5l(s), Ag(s), g}
Jd .
‘ +3q%11{9[1(8)],g(s), (]}a
(3.43) oM (s)=1,1 0’[1(8)] ol(s), Ag(s), ¢}

+6(]§Z]IQ{0[[(3)]> g(s) q}

Equation 8x = W (x, 8x). — Larésolution de cette équation revient
a trouver deux nombres réels 3p,, 8¢ et quatre fonctions 3f(s) et Sh(s),
3g(s), Sl(s) [/ (s) et ch(s) appartenant & E, 3g(s) et 8l(s) a E,] qui
vérifient le systéme linéaire et homogéne des équations obtenues en
faisant
Af=30F =df, Ag—=3G=1dg, Ah—=0H=23~A

dans les formules (3.1), (3.2), (3.3), (3.9), (3.10) et (3.35).
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Ce systéme s’écrit, compte tenu de la remarque précédente

(3.46) 37(9) =T { 011(5)] 3105, 3g(s)r 7}
g L)) 8(5), 7,

(8.45) Sh{sy=L {0]1(s)di(s), 02(s), ¢}
80 3 1 O[ 1), 5(5), 1]

(3.48) Osz}; J’“e“‘"'*f“) da.—%%£x6‘~"4“)§iz(za}'clzz,

" ®
3.4 e R} e _,30_0, -t : ;
(3.47) ol{s) = Vu,[ M dr TEV()I et § R {u) du,
Tl
(3.48) 99 ’;*’0 30y,

d

(3.49) C—?; 8g == 18\?? et sin f*(s) — e*3o(°?s;nf {(s)Y8g(s)

—+ —é%%e“ﬂé’(‘)casf*(s) 6f(s), dg(m)y=o.

Nous allons maintenant transformer la résolution de ce systéme en
la recherche d’une fonction harmonique, assujettie a certaines condi-
tions linéaires aux limites.

Fonction Sw(Z). — Nous commencerons par montrer que les deux
équations (3.44) et (3.45) expriment lelfait qu'il existe une fonc-
tion dw(Z), holomorphe dans la demi-couronne (C), imaginaire pure
sur Paxe réel, et qui prend les valeurs sur la frontiére suivante :

Sw{ed) =3 f(s) + idg(s),

{3.50) : 6q d/z,

| 8 (ge) = 0'[1()]00(s) -~ T oo+ §f>’< >+<}‘f BU,

ds 5

Cette fonction 8w(Z) représentera d’ailleurs la partie principale de
la variation de w(Z), définie a partir des éléments 8[{(s)], g(s), ¢,
lorsque ceux-ci subissent des variations de partie principale 0/ (s)] 8(s)

g (s), 8q.

1° Soit 6w, (Z) la fonction holomorphe dans (C), imaginaire pure
sur’axe réel, quia 6'[1(s)]2l(s) pour partie réelle sur Z = ge®, et 3g(s)
pour partie imaginaire sur Z = ¢®. Les éléments 5g(s) et 0'[ I(s)]Sl(s)
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appartenant respectivement aux espaces E, et E,,, la fonction sw, (7))
a des limites continues sur les demi-circonférences frontiéres de (C)
et ces limites sont

dwi () =1, { 0'[ L()] 81(s), 08 (5), ¢} + 13g(s),

B8 1 du (gete) = 01 1(5)131(s) + iTa 0] 1(5) ] 8L(5), 38(5), ¢ .

2° Supposons maintenant que les éléments 0[1(s)] et g(s) restent
fixés mais que le paramétre ¢ varie. w(Z) est alors fonction de ¢ et
nous la désignerons par w(Z, ¢).

Les noyaux de la formule (2.9) ont une dérivée par rapport a ¢,

qui est réguliére a Pintérieur de la demi-couronne C(g) de rayon
dw

97 existe et est analytique a

intérieur ¢. Il suit de cela que la fonction
I'intérieur de C(q).
Nous poserons

(3.52) . Swg(Z):Sq—d—M,

dq

6w, étant alors la partie principale de la variation de w(Z) lorsque ¢
regoit 'accroissement dq.

Les dérivées relativement a ¢ des noyaux de la formule (2.9) ont
sur Z=gqe" des limites qui ont pour seule singularit¢ un pole
pour u==s. Comme 0[/(s)] et g(s) sont holdériennes, dw, a donc une
limite continue sur Z = ¢e* que nous allons calculer.

Posons

gy O L dw

Cette fonction Q(Z) est analytique dans C(q), et sur Z = ge® elle
a une limite continue qui est

o [Ow ] dw
Q ( qe pu— [ ‘d—q :|Z:,/ci; —+ e [a—Z ]Z:,ﬂ,i.\-

le deuxiéme membre de cette égalité pouvant se mettre sous la
d i1
forme -d(}w(qes, 7).

On a donc

[d_m _ d() qes, q) — e d_(’_) .
()fl rl:ei-‘_a—q, (](/ ’ [ _dZ Z:,,,,is
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Comme

o (get, q) = 0]{(s)] + L {B[U(9)], &(5), ¢ .
on a

Jd ) .0 .
P w(ge”, g) = 13(}12 (O12(s)], £(s)y g}
D’autre part

id e o LAYy, 1 dA
=geis | q Z{Emwb 1) = q ds  qds

Il résulte des calculs qui précédent que la fonction définie par
(3.52), a sur Z = ge® la limite suivante :

g dh g U] 0

(3.53) Oy (gels) = 7 & Yy T ds a[élz{fi{’l(s)],g<s‘),fi}g'

Enfin ¢w, est imaginaire pure sur 'axe réel, et sur la circonférence
de rayon 1, elle a une limite qui est réelle et qui a pour valeur’

iy —— Jw . dw(eis’ q)
5“2(8)“‘0‘1[55}z:cfs‘“69”‘““‘dq )

ce qui peut s’écrire

.y .0 : :
- (3.50) 6&)2(6”)::0(/(751,{011(3)], &(s8), g}

Considérons alors la fonction
(3.55) 8 (Z) = 8, (L) -+ Sy (Z)-

Cette fonction est analytique dans la demi-couronne (C); elle est
imaginaire pure sur I'axe réel, et elle a des limites continues sur les
demi-circonférences frontiéres, qui, compte tenu des formules (3.44),

(3.45), (3.51), (3.53) et (3.54) ont les valeurs (3.50).

Fonction . — En adaptant des raisonnements de M. Weinstein (>)
nous allons maintenant définir & partir de cette fonction 8w, une
fonction §, harmonique dans le rectangle ® du plan {, et astreinte &
vérifier certaines conditions linéaires aux limites, lorsque les éléments

(>} M. Weinstein a fait les calculs pour le jet en Pabsence de forces de

pesanteur. Nous avons adapté les calculs de cet auteur au cas présent en utilisant
des résultats de M. C. Jacob.
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Sf(s), 8g(s), Sh(s), 8l(s), 3p,, oq sont solution du systéme des équa-
tions (3.44) a (3.49).

Remarque. — Nous avons défini des correspondances conformes
entre les domaines @, &, C des plans {, z, Z et les quantités que nous
envisageons dans ce qui suit peuvent alors étre considérées comme
des fonctions de I'un ou de 'autre des arguments {, z, Z a 'intérieur
du domaine correspondant. Nous ne préciserons donc pas dans 1’écri-
ture ’argument dont sont fonction ces quantités.

Nous définissons tout d’abord la quantité 3 au moyen de la
relation (2. 1) différentiée
(3.56) az:%“iﬂ(g—i%)
et nous introduisons la quantité 8z, qui est déterminée & une constante
prés par

' dos . ddg . 00,
(3.57) W_z(?m—kd—c_l(?w—i——%-
Enfin nous posons
o = _ dg
‘ (3.58) l~8§—£8~,
avec
(3.58") v=o -+ if.

La quantité v est alors une fonction analytique de { a I'intérieur du
reclangle @, et nous allons établir les conditions que sa partie imagi-
naire {3, qui est harmonique, est assujettie a vérifier sur la frontiére.

Remarque. — Les quantités o et 0z sont les parties principales (a .
une constante prés pour ¢z) des variations que subissent en un point Z
fixe, {(Z) et 2(Z) quand g(s), {(s), @,, recoivent des accroissements
de partie principale 3g(s), 8/(s), 8p,. La quantité y est alors la partie
principale de la variation de {(z) en un point z fixe. Cette interpreé-
tation de y permet de prévoir que cette fonction doit vérifier des
conditions simples aux limites.

Un probléme harmonique aux limites pour §

1° Condition sur le coté inférieur du rectangle ®. — Exprimons A

THESE R. GERBER. 9
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en fonction de 39, et de %g—ga a 'aide de 'équation (3.47), dérivée

relativement a s, _
8 é@ e .?E..Y?.g’i @"{
@y Pq ds
et portons cette valeur de 0%, dans I'expression (3.50) qui donne la
valeur de dw sur image du c6té inférieur de @. On obtient

NP 8q dh . {mV, ,ddl 89, dg dBfi(s)]
dw (ge }m{){l}a w«i e 'i—lé %o ¢ *zz;ﬁ*'g;“i—* 77—* WCEM*}'

La formule (3.57) donne alors

@59 E=awpna-Deald LN G4,
(1}

ds g ds “g ds

Sur I'image du ¢0té inférieur de @ on a
(3.60)  da=eVdl
et d’autre part, de I'équation (2.24) il suit que

a o dl . Dy ds
(3.61) . 3‘; e me .

Portons dans (3.59) les valeurs de dz et de ds tirées de (3.60) et
(3.61). On obtient comme expression de d 8z sur la portion de fron-
tiére considérée

A5 == e | 0 di3l ddl)+ (db i dh) 2o 09 gt
’ WV() q

. i0 —T Do ‘?_Z i
= df el 9l] YoV p de®,
d’ou, en faisant un choix particulier de la constante d'intégration

. e ol AT &@z i
(3.62) . Oz == el 31 LV qem.

Compte tenu de (3.62) et de ce que

dg ;
?‘EMVGW“’,
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“la formule (3.58) donne

Y(@):%(gg~i%) — Vye' ol +-

13
9 m gt
0

Sy

d’ou, 39, et 8¢g étant liés pas (3.2)
(3.63) . T(cp):%z@;voeh 5.
0

Cela montre que 7y est réelle, et par suite que {3 est nulle, sur le c6té
inférieur du rectangle .

00 Condition sur les cotés @ = const. — Sur un de ces cdtés, on a
dz =1idy, 0w = {JT
et d’aprés (3.57)
dox +id oy — — idy<6T+ %%9>5
en posant

0z = 0 + [ Y.

On voit que oz est constante sur les segments considérés, cette
valeur constante étant d’ailleurs nulle comme le montre la for-
mule (3.62) appliquée aux points =0, ¢ =0 ou ¢ =0, 0=0,
(en ces points 8/ est nulle et w est imaginaire).

Comme sur ¢g=o0 et 9,= 9, cTE est réelle et que la partie réelle

de d{ y est constante, la formule (3.58) permet de conclure que « est
conslante sur ces segments.
On y a donc la condition suivante pour 3 (*°)

d_q):o sur ©=—o0 et @ = @ (o << db <<idy).
Remarque. — D’aprés (3.63), « est nulle au point o = o, ¢ =0

[ou &l(o)=o0]. La valeur constante de o sur le coté g=o est
donc zéro. ' ‘

(**) L’interprétalion de y que nous avons indiquée permet de retrouver immé-
diatement les conditions aux limites auxquelles doit satisfaire 8 sur les cotés
inférieur et latéraux de .
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3° Condition sur le coté supérieur de . — Sur cette portion de
frontiére on a

dz — \;— e ¢(cosf-+isinf)dg, Ow=—0df+ idg.
0

La formule (3.57) donne alors

dds 1 e ] o,
—d—@hv;c a(gos_/+zsmj)<1,6/~80+_O_>?

T
dot . ) o 1 .
ou, en séparant le réel et 1maginaire

diy

. . .0
(3.64) 7o ‘703‘3<c0sf6f—5111f8g+5mf%>-

I

L’équation (3.49) permet d’exprimer 3/ en fonction de 8g et 0g,,

. . . 8‘%00 . TV} dag
208 fOf = 3 sin fog — —sin fq- 0 grg L8
cos fof i fog % f o e —

ou
‘ . "9, . . VI o ddg
(3.65) (:05f§f:3$111f8g~—%sm/—— \‘_’e"é‘ 7{(75).

1

En éliminant cos f 8/ entre (3.64) et (3.65) on obtient

ddy 1 7 . Vi doge
(3.66) WMVO(’: n(\zslnl/&c—f?eé’w)-

Tirons sin f de la relation

dg " .
- S M sin f,
dy Vi

ce qui permet de donner & (3.66) la forme suivante

ddy Vi d "
d_cp__? @(6 %),
d’ou (*7)
(3.67) k oy — — % ¢* Jg |- const.

{*") La constante d’intégration de la formule (3.67) est en fait déterminde;
elle s’obtiendrait en intégrant (3.57) sur le segment ¢ == o, et en lenant compte
de la valeur de dy pour ¢ = = o, qui est donnée par (3.62).
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D’autre part (3.58) donne
ou sur ¢ =1,

5:<%<P—a—l@> (cosf+ism f),
d’oti il suit, en séparaut le réel et l’imaginaire
(3.68) 8y:vl—(;e“n< Boosf— asinf i o0 <psmf>
En égalantv les deux expressions (3. GH) et (3.68) de &y, on obtient
(3.69) = oo (@ cosf + o stu g smf> - const. -,

En vertu d’une remarque précédente  est nulle au point ¢ = o,
¢ =1,. En ce point, cg, g etfsont également nulles. Cela montre
que la constante d’intégration qui figure dans la formule (3.69) a
pour valeur

T
- W@(()’ l<I')0)7

On a done
B.70) dg= ;{;3—33 <ﬁ cos f+ a sin f — %cp sinf> — :{7@(0, thy) e,
Vi Po Vi

Par ailleurs les quantités cw, 8, y sont liées par (**)

d‘y

(3.71) iz

+ld§(‘ — 07) = — i 0w,

dont on tire sur ¢ = ¢,

do df dg 39, dg
(3.92) 3&’3— % %"“"‘@dq)‘*ag

(**) En éliminant 0z entre (3.57) et (3.58) on a

d [ ds a3
d_z[d§< 80] 7

et en remplacant C pa1 -I—e—”” cela donne (3.71).
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Eliminons 8g entre (3.70) et (3.72) et tenons compte des relations

du a8 - dg v

%:W, Zia__——we—%’sinf.
Cela donne sur ¢ = ¢,
d d .
(3.93) 3$:<d_£ —{~Vlge~36’sulf>ﬁ-vlg@(0a by ) e73%.

En résumé, a une solution de I'équation Sz = W (z, o) il corres-
pond une fonction (9, ), harmonique dans le rectangle @ du plan
{=¢ 14, et qui satisfait aux conditions sur la frontiére ci-aprés :

1° Bestnulle sur Y=o, 0 Z¢ . g,.
B

2° La dérivée normale g—q) est nulle sur les cotés ¢ = o, ? = @,.
3° Sur le coté, ¢ = ¢, 099, 3 vérifie la condition (3.73).

Conséquence. — Supposons que la seule solution du probléme
linéaire et homogéne que l'on vient de poser pour f, soit f§=o.
Comme « est nulle au point, ¢=W¥=o, la fonction y = + i3 est
identiquement nulle et, compte tenu de ce que ¢l(s) vérifie les condi-
tions aux limites (3. 4), les formules (3.63) (3.47),(3.70) et (3. 49),
montrent successivement que les éléments So,, 8/(s), Sh(s), 8g(s),
¢/ (s) sont nuls.

La seule solution de I'équation 8z =W (x, 82) est alors 3z = o,

Nous allons maintenant indiquer des cas ou le probléme posé
pour {3 n’admet pas d’autre solution que 8 = o.

16. Cas o0 LE PROBLEME MIXTE HARMONIQUE POSE POUR B NapMET PaAS
D’AUTKE SOLUTION QUE ZERO. — Les quantités u et ¢, coordonnées du
vecteur vitesse dans le plan s, sont des fonctions harmoniques de Q
et W a l'intérieur du rectangle 0.

Sur les c61és verticaux de @ on a

Cdu

(3.74) d—CP__O.

Sur le coté supérieur de @, u vérifie la relation, signalée par
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M. C. Jacob,

. Ju df . Y o
(‘3.70) W:u<%+‘—}ge “é’cosf>—§}—gu(o,%)e 28

qui s’obtient & partir de deux relations

1w (9, Yo) ==V, &5 cos f (@),
v(¢, bo) = Vo es@ sin f (o),

en tenant compte de (1.2), et de ce que u et — v sont conjuguées.
Cette relation (3.75), que vérifie u(g, ¢,) est identique a la
relation (3.73), a laquelle satisfait 8(o, ¢,) (?*).

Domaine d. — Nous appellerons domaine d, un domaine contenu &
I'intérieur du rectangle @, dont la frontiére est constituée par des
arcs 3=o0 et par un sous-ensemble de la frontiére de @, et pour
lequel, de plus le produit

(3.76) B0y o) B(es o)

est positif ou nul sur la portion de sa frontiére qui appartient au

segment § = d,, 0 < o < g,.

(**) En combinant (3.73) et (3.75) Ia condition que vérifie sur la ligne libre
s’écrit sous la forme suivante que nous utiliserons dans ce qui suit :

du 3B 7
@w —u W = W(“ﬁo*ﬁuo)»
uy=ufo, ¢0>:V07 @Ozﬁ(o, LPo)

Cette derniére relation peut se retrouver par des raisonnements directs qui
nous ont été signalés par M. Leray et que nous allons indiquer.

Désignons par les symboles &, et 0 une variation & z constant et une variation
a { constant; on a

(a)

0l =y=—a-+ 1B,
(5) - a 0 0
8:—~6z_Y'(—)Z .—85—0(()—(P —_— ﬁw-
Sur la ligne libre on aura
(¢) O (u>+ v+ 2yy) == 286G (6C == const.).
Compte tenu de (5), des relations

. dy ¢ dy u
(d) d:y =o, %wv—g’ W—W
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Il est facile de voir qu'il existe un tel domaine d. Si (o, ¢, ) est
nul ou si §(9, ¢,) n’a pas de zéro on prendra d identique a @. Dans
le cas contraire, il partira du c6té supérieur de @, et intérieurement a
ce domaine, une ou des lignes 8 == o0, qui compléteront la frontiére
d'un domaine du type considéré.

Conditions pour que (3 soit nulle. — Supposons que 'argument

s . w , .
U(e, {) du vecteur V reste compris entre — ~ et zéro (sans atteindre

; (i - . .
la valeur — E) sur @ et sa frontiére. Nous savons d’ailleurs imposer

a priori des conditions aux données pour qu’il en soit ainst.
~ La quantité u(¢, {) est alors positive et non nulle sur @ et sur sa
frontiére.

Introduisons avec M. Friedrichs I'intégrale

(3.77) f( ~-«%§%>da,

ou C désigne le contour d’un domaine d précédemment défini, et 7
la dérivée suivant la normale extérieure & ce contour. Cette intégrale
a un sens, # ne s’annulant pas sur G, et compte tenu de ce que u et 8

et de ce que sur la ligne libre
(e) %(a¢2+ P payy)=o,
(¢) s’éerit
f) 6(u+v>—5d¢<u+v2+zw>~260
Au point 9 == o0, Y=, on a
Oy (- oy = o, p=o0, ="V,

d’ou la valeur de la constante 5C,

8o
oC = v,
Comme )
_ 200 B8 98
) uMSZd 5)—/6& 5}; azp___.%.
(f) donne
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sont harmonicues, elle est égale 4 I'intégrale double
ques, g 8

‘ o (T1/0B B duN> (9B B du
@ o= (- ) (G- i ) e

Nous allons utiliser les conditions que verlﬁent { et « sur la fron-
tiére de d pour calculer I'intégrale 1.

1° Sur les lignes § = o la quantité intégrée est nulle.

2° Sur les portions de frontiére qui appartiennent aux segments

@=o0¢eto=1¢, ona
du,_fl_@__
dn — dn

et la quantité intégrée est également nulle.

3° Bur le coté supérieur de @, en vertu des conditions (3.73)
et (3.75), ona v

pd8 _ 8 0

90 uW:ﬁvﬁg@ L o) B (9, do) e—’uvm%%

w(9, Uy)

w(o, da) ¢,

Mais sur la partie de la frontiére de d, qui appartient & ce coté, et
que nous noterons ¢, on a par hypothése

B0, ¥o) B (%, Po) > 0.

I1 suit alors des résultats qui précédent 'inégalité ci-aprés

(3-79) V;U(o Gy f e8] dg .

0
ou

07{3 du () w\ 1B
L T
D’autre part d’aprés la relation de Bernoulli

“99 S do " Vos
ou

oy du
(/{) —Uu B‘qj dq} -+ .1 V) o

e - oy . . .
et en éliminant P entre (&) et (&), on obtient la relation (&) que nous avions

eu vue. 7

THESE R. GERBER. 10



— T —

Posons B=rnu, v étant donc une fonction continue sur d et sa
frontiére. Remplagons § par nu dans les formules (3.78) et (3.79) et
exprimons que J, qui est égale a I vérifie I'inégalité (3.79); 1l vient

(3.80) ﬂz [<3!’?> <ﬁl)> ]dce = 33 fn wes|del,

d’ou 1l suit

N | R Co ey

en POS&Ht

4 Maxa(g, by e
(3.82) A= G T Min et (3, 1)

Sur les arcs 8 = o, la quantité v est nulle; il résulte alors des pro-
priétés de la frontiére de d, que sur d' on a

Wy
(3.83) ne W= [ GLAY (o <hi<d).
D
L’inégalité de Schwartz fournit la relation

&

skt 2o [ () v [ (52

d’ou résulte I'inégalité

(380 [ v tdeizn [(5) a2 v

Les formules (3.81) et (3.84) permettent alors de conclure que la
quantité

(3.85) o <0n> <g$}\)

est nulle sur d lorsque le nombre Ad, est inférieur a 1.

Si la quantité (3.85) est nulle sur d, 1 y est aussi nulle (v s’annu-
lant sur une portion de frontiére de d), donc 8 est identiquement
nulle sur d, et par suite sur @.

Limitation du nombre A. — Nous allons maintenant montrer que
I'on peutimposer a priori des conditions aux données du probléme (P),
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qui assureront que pour loute solution de ce probléme la quantité u
ne s’annule pas, et que le nombre A vérifie 'inégalité '

(3.86) ' A< 1.
Rappelons que par hypothése 'angle 0[7] vérifie la condition
(3.89) — L az0[l].<o,

ol a est positif, non nul.
D’aprés un résultat du chapitre I, f(9) satisfait alors aux limi-
tations suivantes :
- !
T Yy
(3.88) - 4*“—Tgoéf(@)(to;

Il suit des inégalités (3.87) et (3.88) que argument du vecteur V

. .y ™
n’atteint pas sur @ et sa frontiére la valeur — - pourvu que

W
(3.89) v .

Cette inégalité entraine donc que « ne s’annule pas sur M et sa
frontiére. ’

Effectuons la majoration du nombre AW,. On a

i 24 Yo f(9)

(g, bo) easie) - LE0I LR

Vi V(9 $o)
et comme V, minore la vitesse sur (1.)
v v
(3-90) Maxvﬁﬁuw, o) €7D Z g

Par suite la condition (3.86) sera vérifiée lorsque sera satisfaite
I'inégalité

g (2 ).
(3.91) Vi < Min Vi

La quantité u(¢, &) atteint son minimum sur le c¢dté supérieur ou
sur le coté inférieur de @.

1° Siw atteint son minimum sur le coté supérieur on a

Min#?> Vi Min cos* f
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et d’apres (3.87)

(3.92) Min 2>, V2 sin® (a — ﬂ‘;;g” )

2° Si ce minimum est atteint sur le cété inférieur, on a alors
Min 2> Min cos?0[ /] Min V2 sur (S) = sin?a Vi e—2i,
en désignant par H~ une majorante de [2(¢)| pour 4(¢) négatif.

Au paragraphe 3 nous avons calculé une valeur de H— [(for-
mule (1.19")] ce qui donne alors

1

ar
{ tog ml E;\{a,\'lo - —(-z-I—“- Max |0 )
] PR

w* § s

(3.93) Minw?2a Visin*ae >

II résulte des formules (3.91), (3.92) et (3.93), que la condi-
tion (3.86) est vérifiée toutes les fois que les deux inégalités ci-aprés
sont satisfaites :

‘ YH’JO e, T(‘PO
(3.94) s a— 5 b
) Vi \E .
- o E a2 12 RS TR A
(3.95) {;p,o _sintad m{ tog th 7| 2 Max 0]+ % Max [0 .
0

Conclusion. — Les raisonnements qui précédent montrent que
I'équation linéaire et homogéne

Sz == W{z, dz)

n’admetl pas d’autre solution que 8x = o, lorsque « est une solution
du probléme (P), pour des données qui satisfont aux conditions (3.89),

(3.94) et (3.95).
On s’assure aisément que ces conditions sont vérifiées lorsque les
deux nombres sans dimensions

1o
[

= Ve }:::%%Maxle"

sont inférieurs a deux nombres positifs ., (@) et 1,(a), lesquels sont
des fonctions décroissantes de la quantité « <a = g — Max | 0] )

Silon suppose que §, est fixé, il suffira pour qu’il en soit ainsi que
le parameétre V, soit assez grand.
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17. U Takorime p'unicrté pour Lt ProsLEME (P). — Envisageons
I'équation
(3.96) 2=V (z)

du probléeme (P), posé pour des éléments §[7], v, V,, W,, qui
satisfont aux inégaliiés (3.89), (3.94) et (3.95). Nous supposons de
plus que 0[/] n’est pas identiquement nulle et que cette fonction est
douée d’une dérivée holdérienne.

Les conditions du théoréme d’existence du chapitre II sont en
particulier satisfaites et il s’ensuit que les solutions de (3.96) appar-
tiennent & un borné de & et que l'indice total de ces solutions a la
valeur +1.

D’autre part, si « est une solution de (3.96), la transformation
V(x) admet en ce point une différentielle de Iréchet, W (x, dx)
complétement continue, et I’équation linéaire et homogéne

(3.97) ox = W (x, 8:0)~

a la seule solution ox = o.
La théorie des équations fonctionnelles de J. Schauder et de
M. Leray établit alors les propositions suivantes :

1° Les solutions de (3.96) sont isolées, et comme elles appar-
tiennent & un ensemble borné, elles sont en nombre fini.

2° L’indice d’une solution z de cette équation est égal a 'indice de
la solution dz = o de 'équation (3.97) correspondante, cet indice
étant d’ailleurs égal & -1 ou —1.

3° Si V,(«) est une transformation suffisamment voisine de V()
sur tout borné de &, et si x est une solution de (3.96), il existe une
solution &, de I’équation

xz=V,(z)

qui est arbitrairement voisine de .

Supposons alors que l'indice de la solution éz = o de (3.97) soit
égal & 1, lorsque z est une solution de (3.96). Il s’ensuivra que
'indice de chacune des solutions de (3.96) vaudra -1, et I'indice
total des solutions de cette équation sera égal a la somme des indices



— 78

de ces solutions, qui sont en nombre fini, ce qui entraine que cet
indice total sera égal au nombre des solutions de (3.96). Comme cet
~indice total a la valeur 41, 'unicité de la solution en résultera.

Nous allons donc chercher & préciser la valeur de I'indice de la
solution 0z = o de (3.97), quand @ est une solution de (3.96). Pour
cela nous transformerons continttment I’équation linéaire et homo-
géne (3.97), de maniére a ne pas introduire d’autre solution que zéro
en une équation dont la solution aura un indice connu. Ce dernier
indice sera alors égal a 'indice de la solution de (3.97).

Voici comment nous effectuons cette transformation de I’équation
(3.97). Nous introduisons un nombre réel et positif K, et nous consi-
dérons le probléme (P), posé pour les paramétres V,, ¢, lorsque
'accélération de la pesanteur a pour valeur Ky et quand la fonction 0[]
est remplacée par KO[/].

Nous désignerons par

(3.98) z=V(z, K)
et
(3.99) dx = W(z, oz, K),

les équations qui correspondent, par intreduction du paramétre K,
aux équations (3.96) et (3.97).

Si 2(K) est une solution de (3.98), et si K est différent de zéro, la
transformation W[z (X), 8z, K] est la différentielle de Fréchet de
V(z, K) au point x(X). D’autre part, lorsque K est inférieur a 1, il
est facile de voir que sont encore satisfaites les conditions du para-
graphe 16 qui assurent que I'équation

(3.100) dr =W[z(K), dz, K]

a la seule solution dz = o.

Les propositions de la théorie des équations fonclionnelles rappelées
au début de ce paragraphe, permettent alors de conclure que si x est
une solution de (3.96) il existe, pour o < K <1, une solution x(K)
de (3.9R), qui est continue par rapport a4 K, et qui se réduit a
pour K =1.

Considérons l'équation

(3.101) Sx = Wl (K), dz, K]
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construite avec cette solution x(K). Cette équation est définie pour
o< K21, elle admet la seule solution éx = o, et pour K =1 elle se
réduit a I'équation (3.97).

Lorsque 3z appartient 4 un borné de &, le second membre de (3.101)
est uniformément continu par rapport a 2(K) et a K. Comme x(K)
est continue en K(o</K._Z1) il s'ensuit que le second membre
de (3.101) est uniformément continu par rapport a K pour o< K 1.

D’aprés la remarque de la fin du paragraphe 14, lorsque K tend
vers zéro, (K) tend vers zéro, et il s'ensuit que équation (3. ro1) se
réduit alors continttiment en I'équation

(3.102) dx = W (o, oz, 0)

qui admet la seule solution 8z = o, comme on le vérifie facilement
sur les formules (3.44), (3.45) et (3.49).

De Pensemble des propriétés de ’équation (3. 101) que nous venons
d’¢tablir, il résulte que l'indice de la solution de (3.97) est égal &
'indice de la solution de (3.102).

Or ’équation

dx =AW /(o, oz, o),
otl % est un paramétre, admet la seule solution 8z = o quel que soit A.
L’indice cherché est donc égal 4 I'indice dela solution de I'équation

dx =0
qui vaut évidemment +-1.
Les raisonnements de ce paragraphe permettent alors de conclure :

St la paroi (S) a courbure hildérienne n’est pas rectiligne et horizon-
tale, la solution du probléme (P) est unique quand les paramétres V,

et Y, vérifient les conditions (3.89), (3.94) et (3.95).

CHAPITRE 1V.

(CAS DU MOUVEMENT UNIFORME A 1. INFINI.

18. Mouvvements trupiis. Prosrime (P, ). PROPRIETES DES SOLUTIONS. —
Probléme (P,). — Nous considérons dans ce chapitre des mouvements
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pour lesquels la paroi (S) et la ligne libre (L) admettent des asymp-
totes horizontales. De plus, nous supposons que le fond (S) du canal
est décroissant dans le sens de I’écoulement, et nous limitons notre
étude aux mouvements ou le profil (L) jouit de cette méme
propriété (**). Nous appellerons écoulements (P,) les mouvements qui
possédent les propriétés géométriques précédentes.

La relation de Bernoulli montre que pour ces mouvements la vitesse
sur (L) a une limite aux deux points & Uinfini, et nous désignons
par V, la limite de cette vitesse en amont de (L). Nous étudierons le
probléme (P,) de la détermination des écoulements (P,) qui, sur une
paroi (S) donnée et ayant les propriétés requises, correspondent a des
valeurs fixées des paramétres V, et ¢,. Nous nous proposons, en
particulier, d’indiquer des cas ol le probléme (P,) admet une solution.

Propriéiés des solutions. — Dans le chapitre I nous avons établi des
propriétés de la fonction w({) sur la frontiére de la bande @, les deux
points 4 linfini de ® exclus. Nous allons maintenant indiquer
certaines propriétés des solutions éventuelles du probléme (P,) en ces
deux points a l'infini.

L’existence d’asymptoles horizontales pour (L) entraine que

I'intégrale f sin f(9)dy est finie et que g(¢) est continue

pour @ == oo, nulle pour ¢ ==— =, si, comme nous le supposons la
fonction w({) a été définie en prenant pour paramétre V, de la
formule (1.1) la vitesse en amont de (L).

D’autre part g(¢) est dérivable et elle est lice & f(¢) par la
relation (1.2) que, compte tenu des propriétés ci-dessus, nous
écrivons sous la forme suivante :

]

(k. 1) g(cy):——l;f 36 sin f(u) due.
Vi

o —

Nous envisons toujours des paroi (5) douées d’une courbure bornée
et pour lesquelles 8[7], qui est négative, vérifie la condition (1.15).

(%) 11 est & remarquer que, comme dans le cas des écoulements 4 périodicité
géométrique cette derniére condition élimine toute une classe de mouvements
possibles sur la paroi.
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De plus, du fait de I'existence d’asymptotes distinctes pour (3) et (L),
il existe une minorante 3, non nulle, de la distance de ces deux courbes.
dl de
il [
sont alors bornées sur « <o <+~ », et il s’ensuit que /(¢) tend vers
U'infini lorsque | o | tend vers 'infini. Si nous supposons que 6[ /] tend
(| tend vers P'infini 0] {(¢) ] est alors une fonction de ¢
continue sur | — o, - o |, nulle pour ¢ == .
Enfin /(o) et 2(¢) sont liées par la relation (1. 14) que nous écrivons

D’aprés un résultat du chapitre I les fonctions |A(g)|,

vers zéro quand

1 ¢
(. 2) l(cp):.\—ff e du.
. 0 0

Les fonctions g(¢) et 6[/(¢)] ayant des limites pour ¢ =— oo et
¢ =+ w, la fonction w({) a également des limites aux deux points a
Pinfini de @, et celles-ci sont

w(—ow)=o, 0+ c0) == ig(+ ).

Cela montre que la vitesse est uniforme et horizontale aux deux
points a 'infini du domaine fluide, avec une valeur égale a V, en
amont. La hauteur de 'écoulement en ce point, que nous notons H,,

est donc connue et égale a —i—" D’autre part, ~(¢) est alors continue
0

aux deux points ¢ =— 0, ¢ =-} et
(—o0)=o0, Te(+o0) =g(+ ).
La connaissance de la hauteur du domaine de 1’écoulement en
amont permet de limiter a prior: la fonction g(¢) pour un

mouvement (P,). Soit pour cela A la différence des cotes amont et
aval de (S); nous définissons une vitesse V, en posant

(4.3) Vi=Vi+2y(He+ A).
On a alors sur (L)
Voo V<V,
et par suite
Is(e) <G,
avec
(*.4) G:logyvi-

THESE R. GERBER. 11
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La formule (1.17), ou G a la valeur précédente fournit une
majorante H de la grandeur Max | 2(9)|, et il suit les inégalités

dl
dcp

I

s VO

‘ 4/_ vVO 6" .

Nous désignerons par M une majorante commune des trois

nombres H, V

06 3 V)
Onaalors
(.5) d@ /(cp)]~ <M Max | '],
(&.6) (o) = 2.

La formule (4.5). donne un module de continuité de [ {(p)] pour
toute valeur finie de ;3 par ailleurs 0[/] tend par hypothése vers zéro
lorsque / tend vers plus ou moins l'infini et 'inégalité, (4.6) permet
alors de construire un module de continuité de 0[1(¢)] aux deux
points ¢ ==— o et ¢ = oo. Le nombre M ayant été défini 4 partir
des seules données, nous connaissons done a prior: un module de
continuité de 8] /(¢)] pour toute valeur finie ou infinie de ¢.

Equations générales. — 11 a ¢té établi au chapitre I que les autres
éléments f(0), g(0), h(9), {(0), vérifiaient les deux relations inté-
grales (1.12) et (1.13).

Ces quatre fonctions inconnues, qui sont définies et continues
sur [—w, -], sont donc solution du systéme des quatre
¢quations (1.12), (1.13) (4.1) et (4.2). De plus, f(o) satisfait

pour un écoulement (P,) aux iné¢galités
(%.7) = mf(9) <o

Nous désignerons par X, le systéme des quaire équations (1.12),
(1.13), (4. 1) et (4.2).

Soit inversement une solution de £, qui satisfait aux inégalités (4.7),
formée par quatre fonctions f(¢), g(9), £(¢), I(¢), continues
sur [ — oo, + o |, les fonctions f(o), g (co), h(¢) étant de plus finies.
D’aprés Ies résultats du chapitre I, il correspond a cette solution un
écoulement avec ligne libre decrmssante sur la paroi (S), et le débit
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de cet écoulement est égal a ¢, (**). La fonction g(¢) étant finie et
continue sur [ — oo, 4 o |, la vitesse a une limite finie, non nulle, en
amont et en aval de (L) et la relation de Bernoulli montre alors que
cette ligne libre est douée d’asymptotes horizontales. Enfin,
d’aprés (4.1), g(— o) est nulle et la vitesse en amont de (L) a la
valeur V,. L’écoulement considéré constitue donc une solution du
probléme (P,).

Nous étudierons I'existence des solutions du systéme ¥, mais les
raisonnements utilisés supposent essentiellement que 1'élément
inconnu f(¢) soit recherché dans une classe de fonctions ayant un
module de continuité a Uinfini, fixé a priori. Soit

[f(e) ] <CG®(e)

ce module de continuité. Les propriétés précises de @ (o) seront définies
page suivante.

Cette condition imposée a 'inconnue /() permettra en effet d’intro-
duire au lieu de X, un nouveau systéme, que nous appellerons X, g,
dont la forme dépendra de la constante C, et de la fonction ®, et
auquel s'appliquera la théorie du point fixe de Schauder-Leray (*?).

Nous allons maintenant définir le systéme % 4 et nous montrerons
qu’il est possible, moyennant certaines conditions, de choisirle module
de continuité C®(9) de f(¢) a linfini, de telle maniére que toute
solution de X 4 soit une solution de X,. Nous montrerons ensuite que
le systéme X ¢ admet au moins une solution.

Il est & remarquer que ce mode de démonsiration nous permettra
de connaitre un module de continuité a Vinfini pour la solution du
probléme (P,) dont nous établirons I’existence.

19. Mise N tQuations pu proBLEME (P,). Systime X, 5. — Module de
continuité de Q[ 1] a linfini. — Pour les parois que nous considérons,

(*') Les indgalités (b.7) et — 13 < 6{{] L0 entrainent que la partie réelle

de w(Z) reste comprise entre — 7 et zéro sur la frontiére de @, d’on Iumvalence
de 2(¢) (¢f. la fin du paragraphe 2).

() C’est en particulier pour avoir une transformation complédtement continue
que nous avons dd avoir recours a l'artifice consistant & introduire le systéme Z¢ 4.
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la fonction 07/ a une dévivée O/ 1 elle tend vers zéro lorsque / tend vers
S &
plus ou moins Pinfini, etl intégrale f 0} ] dl est finie.
Nous ferons de plus Uhypothése que 0] £]a un module de continuité
a Vindint de la forme
(%.8) O[] =W () (<l %),
ot la fouction W(Z) jouit des propriéiés suivantes :
o, W({) est continue sur — w217 40y elle est positive, croissante
pour £ négatif, décroissante pour £ positif et
(o 0) = W (4 0) = u;
% . R .
{(.9) 4, L’lmégralef i ({) ddi est finie.
o R W (1) .
c. W(I) admet une dévivée W'(/) et le rapport Ty a une limite

\ (nulle, finie ou infinie) lorsque 7 tend vers plus ou moins Uinfini.
Il est alors loisible de supposer que (**)

e v/
(103 ’ iff'(é/')l

oM,

oit le nombre o cst donné, et que nous supposons vérifier les inégalités

‘ 7
(feoxv) 0 < @ <
9y

(#) Si W(/) ne vérifiait pas (. 10) on définirait W, ({) par

RGP L U1 NS TR PO O :
imzﬂ;lnf{ WL,aM;; "bgn»@;; == Sgn Nk W, (0) = W (0).

11 ost aisé de s'assuver que Wi(/) satisfait aux conditions (4.9, a), (f.10), et
que W, (1) =W (/). Dautre part, eu dgard a (.9, c), pour [{] asscz grande,
W, (1) vérifie une et une seule des deux relations

) " e
W, 0,

{P'x fomd iil” Tﬁ'; fusond Ole,

Le paramdétre @ ¢tant non nul, et W (/) satisfaisant a (.9, d), W, ({) satisfail
anssi & Ja condition {%.9, 0}
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Systéme ¢ 5. — Soient, C un nombre positif, non nul, et ®(¢) une
fonction continuesur [— oo, 4], et qui posséde les propriétés (4.9,a)
et (4.9,b) relativement & la variable o. Nous nous proposons de
montrer que I'on peut choisir C et ®(¢) de telle maniére qu’il existe
une solution du probléme (P,) pour laquelle

(.12) | f(9) =GO (a).

Une telle inégalité donne un module de continuité & Pinfini
pour £(g). |

Supposons que la condition (4.12) soit vérifiée par une solution
de X, satisfaisant & (4.7). Les éléments f(9) et g(o) satisfont par
ailleurs a 'équation (4.1), aux inégalités (4.7), et g(¢) est positive.
nn r-ésulte de (/1'.1) et (4.12) que les deux fonctions f(o) et g(¢)
vérifient la relation

]

(h.13) g(go):%f' Tnf | — o3 sin f*(u), GO (u) ] du,

0

ou le symbole Inf {o,(u), 9,(u)} désigne la fonction de u, qui est
I'enveloppe inférieure des deux fonctions positives 0, (), @.(u).

Nous désignerons par X, ¢, le systéme des quatre équations (1.12),
(1.13), (4.2) et (4.13). La forme de ce systéme dépend du choix
des ¢léments C et P(o).

Une solution du probléme (P,) qui satisfait a la condition (4.12)
est formée de quatre fonctions f(9), g(0) h(0), I(0), qui vérifient le
systéme X, .

.o . dy
A ) el 1" . U5
Soit inversement une solution de X, ¢. D’aprés(41.13), g(p)et do sont

pOSitiVGS et
4 Y.. .
~_—“ Vo

de

do

En vertu d’un résultat du paragraphe 6 si les données vérifient la
condition

(. 14) vdj S+ Max |0 =7
0

on est alors assuré que
[ fle)]<m.
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D’autre part, o étant positive, et 0[/] étant négative, I'équa-

tion (1.12) entraine que /(¢) est négative. Il suit des résultats qui
réceédent que, movyennant (4.14), on a
P [ue, moy

—nLf{9)=0

et la relation obtenue en remplacant /*(u) par f(u) dans (4.13) est
alors vérifiée par toute solution de X ¢.

Une solution de X, ¢ sera ainsi une solution de X, vérifiant les
inégalités (4.7), pourvu qu'elle satisfasse a la condition (4.12). En
effet, g(¢) étant positive, (4.12) entrainera alors

Inf{ — e~ sin f*(w), C®(u) | ==— e sin fu)

et Péquation (4.1) sera vérifide.

Nous allons déterminer les éléments C et @ (o) de telle maniére que
toute solution de X, ¢ satisfasse a la condition (4.12) et nous établirons
ensuite que ce systéme X, ¢ admet au moins une solution. On pourra
alors conclure a lexistence d’un écoulement (P,) correspondant au
choix des données.

Détermination de C et de ®(p). — Considérons la fonction &, (o)
qui est définie par (**)

(h.15) ()= ()

Cette fonction jouit des propriétés (4.9) relativement a la variable o,
et, compte tenu de (4.10), elle vérifie

(%.16) ,ﬁ?é;’; =

Nous prendrons alors pour ®(¢) une fonction qui satisfasse aux
conditions (4.9) (relativement & ¢), et aux deux relations ci-apreés

O’ («
(Z"‘I7) (I’((G:)) éa,
(h.18) D(9) @i ().

(**) Rappelons que le nombre M, qui a été défini au paragraphe précédent, ne
dépend que des données du probléme.
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I existe au moins une telle fonction ®(¢) : c’est ®, (o).
Envisageons maintenant une solution du systéme £, ¢ qui correspond
au choix que 'on vient de faire de # (o) et supposons que les données
vérifient la condition (4.14). Cette solution détermine alors un
écoulement qui ne differe d’un écoulement (P,) que par le fait que la
condition sur 'image de (L) est remplacée par la relation (4.13).
- La formule (4. 13) entraine que la vitesse V sur (L) vérifie v

. . dV
IVdavi<Zvydy, T =0
et le domaine fluide ne se recoupant pas, il s’ensuit les inégalités
Vo V2V,

ot la valeur V, est donnée par (4.3).
Il résulte de cela les limitations suivantes pour toute solution de X, ¢,

(f.19) [g(e)| LG,
) dl dw
(f.20) [2(9)] <M, @ <M, al <M,

ol les nombres G et M, qui ont été définis au paragraphe 18 ne
dépendent que des éléments donnés (S), V,, W,.
Une solution de X, g vérifie donc (4.6), ce qui, eu égard a (4.8)

et (4.15), entraine |6[{(o)]| =W (%) » o

(k.21) 6[(9)] =D (9).

D’autre part, d’aprés (4.13), on a pour cette solution

s

/ ne .

Nous allons utiliser les deux inégalités (4.21) et (4.22) pour
construire un module de continuité a I'infini de Pélément /(9), lequel
vérifie I'équation (1.12).

Compte tenu de (4.21) on a

™ -« 4
(h.23) ._‘..f U+l 4, Licb,l(o)_‘wf Pi(n+q)du,
2 b, . ch U = ol ) ®,(9) ch U
2% e 2‘-!/0
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11 suit de (4.10) que

*d’,(nﬂ«u}
~d(9)

- g% buf

et o vérifiant (4. 11) Vintégrale

wimf'+wtl)1{za+a?) du
)L TR g T

2We

est bornée pour — o L9 £ 0.
On peut d’ailleurs écrire
o
. 2h i B+ 9] "
(. 25) , \2% j:w o dul 2 AD (9},

ch —
2,

ot A est un nombre positif, fini, qui ne dépend que des paramétres «
et W,
D’autre pcm eu égard & (4. zv), on a

":’C 23
ie‘;"(““*”‘%)“z‘a’(‘?)i,;:*"\;ﬁ"if ‘”i’(?w))d"\
@ b

et par suite

(. 25)

du

i f T g(e ) — &)
e e AT oSSBT
B

2y e

L -
2,

‘ / S On ls"

e ) @y .
£ S il(m) i e du.
\f 2 0, -

290 ‘shwm‘

L'inégalité (4. 17) entraine

D(o+0) _ aye
W%e
®(y)

d’ou il suit que

\[W‘Z" 2 nl
(h.26) Sy *) oo

e
" T

st i ) —
i e
2, 2y

o |sh
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et 'inégalité (4.25) donne alors

e s — ¢ R AR T
! f glu+9) b((P)du éﬁfb(@) ! f LAl T
2y, J U Vi 2y /. U
—= sh += oafsh
Q\PO ZLIJO
Le nombre « vérifiant (4.11) on a
IR 7y
j ! T u— !
(h.27) 2%/_@ L du =B (a, dy),
2,

ou B(a, ¢,) est un nombre positif et fini, qui dépend de = ct de ¥,.
Les résultats qui précédent montrent que

I /”g(u+<.°> —5(9)
2y J_ L

2,

Des formules (1.12), (4.24) et (4.28), et compte tenu de I'inéga-
lité (4.18), on tire la relation suivante :

du

2G5 B(2, do) (9).
(%.28) 0

B(a,dg) A
(1-29) s | =i [ R4 R,
Si la condition . :
(fp,30) ﬂ%& <1

est satisfaite on pourra alors choisir C assez grand pour que f(9)
satisfasse nécessairement a la condition (4.12).

En résumé, a tout ensemble des quatre éléments 6{7], &,, V,, «,
satisfaisant aux conditions (4.8), (4.9), (4.11), (4.14) et (4.30),
nons avons montré que I'on peut associer une constante positive, finie,
C et une fonction ®(¢) jouissant des propriétés (4.9) (relativement
a 9), et cela de telle maniére que toute solution du systéme X g,
correspondant aux données 0[/], V,, ¢, précédentes, vérifie la
relation (4.12) et soit par suite une solution de X, satisfaisant aux
inégalités (4.7).

Nous allons maintenant chercher a préciser la forme de condi-
tion (4.30).

N
THESE R. GERBER. 12
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On vérifie facilement que B(a, ¢,), qui est donnée par (4.27);
est une fonction continue et croissante de o pour o < a < 7%
De plus, B(a, §o) a pour « = o une limite qui est ‘

+ o
h.: B by ) == —— “ :
(%.31) B (o, do) g%‘f_ e du
= gh ——
2({4’0
ou
(h.32) B(o, du) =y

Il résulte des calculs précédents que la quantité

(k.33) LB (o, o)
‘/i)’ \ ]
croit de ﬂi‘l 4 -+ oo lovsque « croit de zéro & T
Vi 2

Cela montre qu’il existe un nombre a, positif et non nul, qui vérifie
la relation (4.30), pourvu que les données satisfassent & la condition

. !
(h.34) , YV‘“ <1

=

On peut alors conclure : les hypothéses de régularité a Pinfini
de 0[1], (4.8) et (4.9), étant vérifiées, il existe un systeme X g
jouissant des propriétés qui ont ¢été énoncées, toutes les fois que les
données satisfont aux conditions (4.14) et (4.34).

Remarque. — La condition (4.34) étant vérifiée soit § > o tel que

S DA

Les raisonnements qui précédent montrent que f(¢) posséde &
Pinfini le moins fort des deux modules de continuité suivants :

| f(9)| < const.e~Bl¥l,
1/ (9)] <1p~(1\%>.

Ainsi 1'allure a linfini de la solution ne dépend que des para-
métres V, et ¢, lorsque la pente de la paroi tend vers zéro
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suffisamment rapidement (décroissance exponentielle d’exposant
assez grand). Dans le cas contraire elle dépend de I'allure asymp-
totique de la paroi.

20. Equatiox FONCTIONNELLE DU PROBLEME. TRANSFORMATION V. — Nous
nous proposons maintenant de montrer que le systéme X, 4 admet au
moins une solution et pour cela nous allons mettre ce systéme sous la
forme d’une équation fonctionnelle a laquelle s’appliquera la théorie
du point fixe de Schauder et Leray.

Espaces E, E,. — Nous introduirons tout d’abord les espaces
abstraits E et E,.

Nous appellerons dans ce qui suit E D’espace des fonctions de la
variable ¢ qui sont continues et finies sur [—o, -], la norme
d’un élément % (¢) de E étant définie par

[ 2(e) | = Max | A(q) |.

Cet espace est linéaire, normé et complet.
Soit v un nombre positif inférieur & 1; E, comprend par définition
les éléments A(¢) de E qui vérifient une inégalité du type

(k.35) [A(9) — (@) | ZLconst.lo — @'Y si [@—¢|<x

et Apo‘ur un élément 2(¢) de E nous définissons une norme ||A( e)|l en
posant

(5.36) [|2(9) [lv==1|2(¢) || + plus petite constante entrant dans I'inégalité (k. 35).

L’espace E, est évidemment linéaire et normé; il est d’autre part
facile de voir que cet espace est complet. .

Transformation V,. — Il sera commode pour la suite des raison-
nements d’introduire la fonction inconnue qui est définie par

ro (T (@)
(f.37) klo)=h(g)— ~— B g,
: ? of““ chi(u—qz)

2,
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Le systéme . g peut alors sc metire sous la forme suivante :
g(9)=0G(g),  k(9)=K(9)

" ¢
h.38) Glo)= ne Inf{ — e-#esin f* (), CO(w) | du,
( ? Vﬁ i .

-t B

(h.39)  flO)=— = ﬁ%yﬁﬁLw
W) e
:’AL}/O
~}- «):{/ f Ol/k“)’i {1
PO e ol (1 — @)
dw oy YT O .
(hfo)  Kigym— o [ Al el
e,

7: .
cr gl e (1 )
2y !

3

e
(h.41) @)= \'ff e~ oy,
: A

Lo

(k.42 h(o)y= K(v)-+ ,9,}; f.(‘”) du.
TV ch oY (10— @)

Considérons une solution de ce systéme. La fonction g(¢) est, en
vertu de (4.38) un élément de I, ; en conséquence elle vérifie aussi
une inégalité de la forme (4.35) ou v esl un membre positif et
inférieur & 1. 11 suit de cela que g(9) est un élément de E,.

D’autre part, les fonctions g(o) et £(p) sont des éléments de E
lorsqu’elles appartiennent & une solution du probléme (P,) et nous
avons indiqué que si g(¢) appartenait a E il en était de méme pour la
fonction de o qui est déterminée par I'intégrale de la formule (4.37).
11 s’ensuit que (o) est également un élément de E. »

Donnons-nous alors un élément k(p) de E et un élément g(o)
de E,, I'indice v étant supposé fixé, mais inférieur & 1.

Les formules (4.42) et (4. 41) déterminent successivement une
fonction A(g), qui est bornée, et une fonction / (¢) qui a unc dérivée
hornée et qui tend vers plus ou moins Uinfini en méme temps que ¢.

Portons maintenant les valeurs des deux ¢léments g(o) et {(¢)
précédents dans les seconds membres des formules (4.39) et (4.40).
Les propriétés qui ont éteé indiquées pour les intégrales de ces
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formules montrent que (4.39) détermine alors une fonction f(¢),
continue pour —a < o<+, et que (4.40) fournit un élément
de E, que nous appelons K (o).

Enfin le deuxiéme membre de (4.38) définit, & partir de f(¢) et
de g(0), un élément de K, et par suite de E, que nous notons G ().

Nous désignerons par V; la transformation que nous venons de
définir, et qui, & un point = de espace If >< K, et de coordonnées k(¢),
~ g(9), fait correspondre un point &', de coordonnées K(¢) et G(¢),
de ce méme espace.

Nous appellerons dans ce qui suit & l'espace E >< E, el la norme
d’un point  de &, que nous notons || || peut étre définie par

lzli=1k(e) 1+ 1lgCe) |-

La résolution du systéme X g est alors équivalente & la recherche
des solutions de I’équation
(.43) x=V,(x)
qui appartiennent a &. \
En vue d’appliquer les critéres d’existence de la théorie des
équations fonctionnelles de Schauder et Leray a I'équation (4.43)
nous allons montrer que la transformation V, est complétement
continue.

Compléte continuité de V,. — La transformation V, définit une
application de & dans &. Nous commencerons par établir que cette
application est continue, puis nous vérifierons que V, transforme les
ensembles bornés de & en des ensembles compacts de cet espace.

Continuité de V,. — Soit & un point de & de coordonnées k(¢)
et g(0), et soit «+ Az un point voisin dont les coordonnées
sont k(@) + Ak(e), g(¢) + Ag(e). Nous désignerons par le symbole A
les accroissements que recoivent les éléments A(e), (o), 0[1(¢)],
K(0), G(o), lorque k(o) et g(o) subissent les accroissements Ak(¢)
et Ag(9). Enfin nous désignerons par const. des grandeurs numé-
riques qui sont bornées sur un voisinage borné de « et par v (|| Az|))
des quantités qui tendent vers zéro en méme temps que la

norme || Az [ = [ Ak(e) |+ | Ag (%) [}
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La formule qui fournit A(¢) montre que

[AR(9) | < const. || Az ||,

puis d’apres (4.41)

(h.44) I%Al!f{:const. Az ], Al(o)==0
et

(. 45) ' [AL(g), = const. | Az || i @1,

d’ou eu égard a ce que 0[] a une dérivée bornée
(.46) ’ TAOLI(9) ] Zconst. | Azl 0.

D’autre part, d’aprés (4.41) on a

(o) i =2 et 0]1(0)]]| = Du(e),

const.

ot @, (o) est continue sur [ — o, 4+ |, nulle pour ¢ = 4.
Il suit de cela que
(h.47) FAD[(9) ] =Z2®:(0)

et les deux inégalités (4.46) et (4.47) permettent de conclure que

(.48) FAO[(9) ] < const. n(]] Az |])-
Enfin on a

(- 9) | S5 801 19)] | < const

11 est aisé de vérifier que les formules (4. 48) et (4.49) entrainent
les inégalités ci-apres

(h.50) LA f(9) ]2 constm(f| Az |)),
(5.51) TAK(9)! = const.n(fj Az ).

11 résulte de cette derniére formule la continuité de la coor-
donnée K(¢) de I'image du point 2.

Etudions maintenant la continuité de la coordonnée G () qui est
un ¢lément de E,.

Ona

PR f o p—3g0) sin F{ ¢ N oY 1 - —
do = V3 nff—e sinf{9), G®(9) ], G(—w)=o
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- et par suite
(.52) AG(—w)=o,

d
/ e S ;
(&.53) ’d{;AG < const. B(¢),

{I.54) : EZ{%AG!ééonst. Al— &%) sin f*(9)],

cette derniére inégalité, compte tenu de (4.50), pouvant se mettre
sous la forme o

(h.54") %AG‘écomt,yw(n Ax ).

La fonction ®(g) a une intégrale qui est finie sur [—a, oo ]; il
résulte alors des formules (4.52), (4.53) et (4.54') que AG(9)
vérifie une inégalité du type
(5.55) |AG (@) | < const. v (|| Az]}).

Enfin AG(¢) satisfait d’aprés (4.54") & la condition

|AG(9) — AG(9) [ Zconst.u(f Az () [ — o' sl fo—¢'f<rx.

Il suit de (4.54") et (4.55) que
(fe.56) : | AG (@) [lv== const. n (|| Az ).

Cette derniére inégalité établit la continuité de la coordonnée G(9)
de P'image du point x. '
En conclusion, V, définit une application continue de & dans &.

Compléte continuité de V,. — Nous supposons maintenant que la
transformation V, opére sur un ensemble borné de & et nous dési-
gnerons par const. des grandeurs numériques, finies, qui ne

dépendent que de 'ensemble borné considéré.
On a par hypothése .

I Ke) [l 18(%) [}y == const.,
- ce qui entraine successivement les inégalités
o) Zoonst., | 72| <comst.
de lol
I ‘ 49 y
(b.57) Id1§<mnst., (@) | >

(%.58)

d
=0 i < const.,
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Un raisonnement déja utilisé permet de conclure, compte tenu
de (4.57), quil existe ®,(9), continue sur [— oo, —+ o], nulle
pour o == oo, et telle que

(h.59) M= 1)
lorsque V, opére sur 'ensemble borné considére.

Construction d’un module de continuité pour K (o). — Nous allons
nous servir des résultats qui précédent pour construire un module de
continuité, en tout point de [— o, -+ oo ], pour la fonction K(¢) qui
est donnée par

(f.60) K(¢)=— — fﬂOIAZ(UYI‘?)I_OIAZ(”'du.

aby J Tu

h ——

24

Il suit de (%.58) les deux inégalités ci-apreés

[{0] 20w+ )] —1(2)10]) — 0] (e + o) —0[2(9")]} 1< const. | ],
............................... ceeieiieec s Zconst, y — o |

Soit alors & un nombre positif; les deux derniéres formules
permettent d’écrire

e

(h.61) ]K(qo)—[x(cp’)|<const.f Y du
Ce g U
: NPT
o w
du
+const.|<p—<|)’]j
eoop Y
2,
<const.%s+|q>-—~ o’ loth—Trg—)l
2 | §

et si on prend e égal a o — 9’| cela montre que K (o) posséde a
distance finie un module de continuité du type

(f.62) [ K(¢) —K(¢) | <const. 1¢ — ¢ |log g — ¢!
Soit d’autre part A un nombre positif avec

o <& <A
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On a, compte tenu de (4.58) et (4.59)
(4.63) 1K (9)]< const. z+F(A)

—z v A L ‘
-+ c.:onst,.{f +/ }(D;‘(u i (P)+(D3(Q)du,
—A + 8 sh..’]_r—li
2y

ot F(A) est une fonction du nombre positif A qui tend vers zéro
lorsque A devient infini. »

Il est possible de choisir ¢, A, puis un nombre B de telle maniére
que le second membre de (4.63) soit inférieur 4 un nombre 7}, non
nul, arbitrairement petit, pourvu que

o> B.

La fonction K(9) s'annule donc pour 9p==r-o, el elle a en ces
deux points un module de continuité¢ qui ne dépend de Pensemble
borné de & que I'on envisage. .

Les résultats qui viennent d’étrve établis montrent qu’a un ensemble
borné de & la transformation V, fait correspondre des fonctions K(o)
qui ont un module d’¢gale continuité en tout point de [—oo, +w].
Celles-ci forment donc un sous-ensemble compact de E.

Liélément G(¢) appartient d un ensemble compact de E,. — Quel
que soit le point @ de & la fonction G(9) qui est égale au second
membre de (4.38) vérifie les deux relations

dG N
.64 -
(h.64) dp | = VJ)
N dG| G
)/ i b :

D’aprés (4.64) I'élément G(¢) appartient 4 un ensemble borné
de E,. D’autre part la fonction ®(¢) a une intégrale qui est bornée
sur [—o, -] et (4.65) permet alors de construire un module
d’égale continuité aux deux points ¢ = —w el ¢ =—+ao, valable pour
tout élément G(¢). Ces deux propriétés de G(o) justifient notre
assertion : I'élément G (o) appartient 4 un ensemble compact de E, (*%).

(33} En effet, soit une suite G, d’éléments bornés sur E, et qui ont de plus un
module d’égale continuité d Uinfini. Du fait de Iégale coutinuité en tout point

THESE R. GERBER, 13
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On conclut des résultats qui viennent d’étre établis que V, trans-
forme les ensembles bornés de & en des ensembles compacts de cet
espace. ‘

21. TuroreMe p'existence. — Les théorémes d’existence que nous
énoncerons pour le probléme (P,) résulteront de la limitation que
nous allons effectuer des solutions de I'équation (4.43).

Limitation des inconnues. — Envisageons une solution de I'équa-
tion (4.43) qui correspond a des éléments donnés qui satisfont aux
conditions

(%.66) ~ T huzlj£o  (a>o),

(h.67) 0021+ e <
) i

Ces inégalités étant vérifiées cette solution détermine un écoulement
sur (S) qui ne différe d’un mouvement (P,) que par le fait que la
condition sur la ligne libre est remplacée par la relation (4.38).

Des raisonnements qui ont été déja utilisés montrent alors que les
normes || g(¢)| et ||2(o)| sont limitées supérieurement “par les
nombres G et H qui sont donnés par les formules (1.17), (4.3) et (4.4).

D’autre part, I’équation (4.37) donne

(o)l =l R() I+ g () li-

de [—o0, +o], on peut extraire une suite convergente sur L.
On a pour cette suile

(@) [ G — G || < ex si m,n>N (ex—>08s1 N-—>ow)
et aussi ‘
(" HGu(9) — Gun(e)] — [Gu(y) — Gn(e')] | = const. "y — 4" 1.

T
¢

De () et (Z) on tire
1[Ga(9) — Gun(9)] — [Gu(9') — G (¢)] | = const. e~ [o — '[!
et v étant inférieur & 1,
[ Gr(e) — Gu(e) fv—>o0 st oM, > 4wt

L’espace E. étant complet; la suite considérée converge done sur E,.
? o



Enfin, d’aprés (4.38) on a

Il suit des résultais qui précédent que, eu égard aux formules qui
définissent G et H, on peut limiter @ priori la norme

o)l =[lk(e) || +118e) v

d’une solution de (4.43) si 'on connait des majorantes des grandeurs

! LoyA e Yool
(4.68) oo A e
Ezxistence d’une solution de U'équation x=V,(x). — Soit K un

nombre positif et envisageons I’équation
(%.69) ‘ z=V,(z, K)

qui est obtenue en remplacant dans les formules qui déterminent V,
le paramétre y par Ky et la fonction donnée 8[ /] par KO[Z].

Il est aisé de s’assurer que la transformation V, (z, K) est unifor-
mément continue par rapport a K sur tout borné de &.

Pour K nul la transformation V,(#, o) est indépendante de son
argument.

Enfin, lorsque les conditions (4.66) et (4.67) sont satisfaites les
résultats qui ont été établis au début de ce paragraphe montrent que
les solutions de I'équation (4.69) sont bornées dans leur ensemble,
quand K prend ses valeurs sur le segment (o, 1).

L’indice total des solutions de (4. 43) vaut donc +- 1 et cette équation
admel au moins une solution.

Existence d’une solution du probléme (P,). — Comple tenu des
raisonnements du paragraphe 19 nous pouvons alors conclure :

Il existe au moins un écoulement du type (P,) lorsque la paroi vérifie
a Uinfind la condition de régularité (4.8), (4.9) et st les paramétres V,
et §, satisfont a Uinégalité

1o
(%.70) Vi <I.

i3.
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1l est 4 remarquer que dans la théorie approchée cette derniére
condition caractérise les écoulements torrentiels.

CHAPITRE V.

SUR LA NATURE ANALYTIQUE DE LA LIGNE LIBRE.

Q9  IxoNCE DTN LEMME SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE. — [niro-
duction. — Considérons un mouvement irrotationnel et permanent

d’un liquide pesant dans un plan vertical, et supposons (ue sur un
are (1) le fluide en mouvement soit cn conlact avee un milieu &
pression constante.

La fonction w({) correspondante, que nous avons introduite au
paragraphe 2, est analytique a U'intéricur d’une bande du plan {
du potentiel complexe, limitée par deux droites paralléles. Suar
Pimage de (L), a Uexception des points ot la vilesse s'annule, w(l)a
une limite continue, /(9) -+ ig(9), qui vérific la relation

(5.1) ds const. =389 sin f{0)
. g = const- ¢ flo).

Supposons alors que w({) soit prolongeable analytignement &
Lravers les cotés de la bande, en tout point sur le voisinage duquel
cette fonction a une limite qui satisfait a la relation (5.1). Il
s’ensuivra que toute ligne libre a pression constanic sera une courbe
analytique ct réguliére, en dehors des points ou la vitesse s’annule et
des points de raccordement i des parois frontiéres.

e deuxiéme membre de (5.1) est analylique par rapport aux
arguments f(g) et g(9), ct la propriété précédente concernant le
prolongement de w({) résultera d'un lemme plus général sur le pro-
longement analytique que nous établirons dans la suite de ce cha-
pitre, et que nous allons maintenant ¢noncer.

Un lemme sur le prolongement analytique. — Soit w({) une fonction
holomorphe sur un domaine simplement connexe @ du plan

[ ==£ 4 77, limité par une courbe de Jordan I, Une origine ct un sens
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de parcours étant choisis sur I, désignons par s Iabscisse curviligne
d’un point de T, et faisons les hypothéses suivantes :

La courbe I' est analytique et réguliére dans le voisinage d'un
point M, d’abscisse curviligne s,.

. Dans le voisinage de M, la fonction w(7> a une limite continue
sur T que nous appelons /(s )+z (5), et g(s) est dérivable et vérific
la 1‘elat10n
) dg
(5.2) i

W f(s), g(s), 5],

ou W(f, g, s) est une fonction analytique de ses arguments autour du
systéme de valeurs

S=J(s0); =g (5), § =2 8.

Cela étant, la fonction w({) est prolongeable analytiquement en M
i travers la fronuere T.

Les modes de démonstration que nous utiliserons permettront
d’ailleurs de construire une minorante, non nulle, du rayon de
convergence au point M de w({), lorsque 'on connait en ce point un
module de continuité de cette fonction (3°).

Un énoncé particulier du lenune. effectuons une appli-
cation conforme du domaine @ sur un demi-plan, le transformé de I'
est une droite, et la correspondance des frontiéres est analytique dans

(**) Les résultats de ce chapitre ont fait objet d'une Note aux Comptes rendus
de I’ Académie des Sciences de Paris (1. 233, 1951, p. 1560-1562).

Depuis la présentation de cette Note, Jai eu connaissance de la démonstration
que IMans Lewy a dounée d’un théoréme analogue sur le prolongement analytique.
Cette démonstration qui a été publiée dans les Proceedings of the American
Mathematical Society de 1952 (vol. 3, p. 111-113) avait été présentée a la
Société en avril 1931,

La démonstration de cet auteur, qui est particuliérement concise et élégante,
utilise les propriétés de convergence des équations différentielles dépendant d'un
parametre. Le résultat en est un peu plus général que le ndtre, le second membre

de la relation (5.2) pouvant étre également fonction de / Par contre ces modes

de démonstralion ne semblent pas permettre de préciser le rayon de convergence
sur I' de la fonction prolongée.
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le voisinage de M et de son image, que nous supposons a distance
finie. La fonction w({) est alors transformée en une fonction qui
satisfait aux conditions du lemme précédent, dans le cas particulier
ot @ est un demi-plan. D’autre part, il est loisible de supposer que la
limite de w({) en M est nulle.

Nous pourrons donc démontrer le lemme, énoncé sous la forme
particuliére suivante :

Soit o ({) une fonction holomorphe dansle demi-plan supérieur du
plan { =&+ i, et qui, dans le voisinage de I'origine, a sur Paxe réel
une limite continue f(&) - 1g(§) nulle pour £E=o, g(&) étant déri-
vable et vérifiant la relation

(5.3) % =W, 800, 2

ot W(f, g, £) est une fonction analytique de ses arguments autour du
systéme de valeurs '

f=g=i=o.

La fonction w(¥) est alors prolongeable a I'origine a travers axe
réel.

Transformation 5= 5({). — Désignons par R un nombre positif,
non nul, strictement inféricur aux rayons des cercles de convergence
associés de la fonction analytique W( /, g, £) aux points f =g =_E =0,
et soit A une constante numérique positive, inféricure a 1, supposée
fixée, et dont nous préciserons la valeur par la suite.

La fonction w({) étant continue sur 0 et sa frontiére dans le voisi-
nage de l'origine ou elle prend la valeur zéro, et W(/, g, &) étant une
fonction continue de ses arguments, il existe un nombre p, positif,
non nul, et tel que les conditions ci-aprés soient satisfaites :

(5.4) o Z 1R,
(5.5) ()| £AR s (g]<Zp,  no,
(5.6) oIW[F(E), £(0), E]|Z4AR sur —p ZEZ+op.

Soit alors C la demi-circonférence du plan { qui est définie par

gl <o, n > 0.
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Effectuons la représentation conforme de C sur la bande @ d’un
plan z =z -+ iy, d’équations

o <y<m, — 00 < & < -

et cela de telle maniére que le diamétre réel de C ait pour image P'axe
réel du plan { et que les origines des deux plans se correspondent.
Cette représentation est déterminée par la relation

p+t

5. z=9log
(5.7) 2log'—

et la correspondance entre les deux axes réels est donnée par

(5.8) » E=t(x),

avec

5. ' F(a)=opth.
(5.9) Ex)=p b

Au moyen de ceite transformation w({) devient une fonction de z,
que nous appellerons Q(z), qui est holomorphe & V'intérieur de la
bande.

Sur l'axe réel, Q(z) a une limite continue, que nous notons
S (@) +1g(@), qui vérifie la relation déduite de (5.3) au moyen du
changement de variable (5.8). Cette relation, compte tenu de (5.9),
s’écrit

dg ¢ [ - -&-ﬂ] W[ f(2), g2, E(2)]

dx 4 p
ou
(5.10) L = 0f(2), 5(2), 2],
en POS&nt
(5.10) Fai-2 )P s n=00 80

Il résulte de cette formule, et des propriétés qui ont été indiquées

~ pour W(/, 8, 8), que ®(f, g, ) est une fonction analytique de ses

arguments autour du systéme de valeurs f = g = £ = o, et le nombre R
représente encore une minorante des rayons de convergence associés
en ces points.
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D’autre part, d'aprés (5.4)ct (h.g)ona
(B.11) - @) =R
et eu égard a (5.6) et (5.10")
(3.10) [RLf () gx), ()] =0Ty ool T o,

Enfin, (5.5) cntraine que sur @ et sa fronticre, Uinégalité
(3.13) |Q(5) | MR
est satisfaite.
On monltrera que Q(z) est prolonecable 4 travers 'axe réel dans la
) o
bande
sy T 0y —

ol 7 est un nombre positif et non nul qui ne dépend que de la fonction
d(f, g, &), dunombre R, et de la counstante . Il sensuivra que o (&)
scra p1*olo11gea] le a L.a.vers Paxe réel, dans le voisinage de l'origine,
et il est facile de vérifier qu’en ce poinl le rayon de convergence

de ©(&) sera au moins égal & o tg%, cetie derniére quantité étant en
i

déflinitive construite a parlir de la connaissance de W(/, g, ) dans le
voisinage de f= g="F5=—=o0 ct de cclle d'un module de continuilé
de w({) a Porvigine [[a cause de (5.5), pour préciser la valeur de p, il
cst nécessaire de connaitre un tel modale de conlinuité |.

Cetle possibilité de prolongement de Q(z) résultera de la propriété
que nous ¢tablivons pour /() et g(a) d’etre des fonctions analy-
tiques, ayant un rayon de convergence uniformément minoré, par

rapport & &, par le nombre r.

Nous allons maintenant indicuer lc systéme des équations aux-

quelles satisfont f(@) et g(@).

Equan'onv du probléme. — Appelons 6(:1*‘) ta limite continue de la
parho véelle de Q(z) sur le coté supériewr de la bande. Comme,
daprés (5. 10), g gm) a en tout 2 un module de continuité lipschitzien,
S(@) peut sexprimer 4 Vaide des intégrales de M. Villat portant
sur g(@) et 0(w). Celles-ci s’écrivent
g'_(jg ——w< ) e - !M o ~«~9{—i(-—\—~ eler.

i — 2 RN i

sh e

2 2

&4

(3.14)  fla)== ‘N /

el s
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D’autre part f(x) et g(x) vérifient I’équation
d, . )
(8.15) E =alf(@) s(2), )},

ol E() est donnée par (5.9) et ott ®(f, g, &) est une fonction analy-
tique de ses arguments pour

(8.16) Ifl<R, g1k, [El=R

Enfin les conditions suivantes, établies précédemment, sont salis-
faites
[6(z)|=AR,
[f(z)|ZAR,  |g(2)| LR, [E(@)|ZAR,
|®[f(x), g(=), L(2)] | Z IR,
' —oo<lax < -+,

(5.17)

Nous montrerons que, moyennant les hypothéses précédentes sur
®(f, g, &) et les inégalités (5.17), les deux fonctions f(x) et g(x)
qui vérifient les relations (5.14) et (5. 15) admettent des dérivées de
tous les ordres, et qu’il existe une série entiére, de rayon de conver-
gence supérieur 4 un nombre r, non nul, qui est majorante pour les
développements tayloriens de /() et g(z), pour tout fini.

Nous allons maintenant établir certaines propriétés des inté-
grales (5.14), qui seront utiles a la suite des raisonnements.

93. SUR CERTAINES PROPRIETES A LA FRONTIERE DES FONCTIONS HARMONIQUES
ET CONJUGUES DANS UNE BANDE RECTILIGNE. — Espace H,. — Pour abréger le
langage nous introduirons I'espace H,. Le nombre « étant supposé
fix¢, inférieur a 1, H, comprendra les fonctions continues et bornées
pour — oo < & < o0, et qui vérifient une condition du type

(5.18) [o(x) — o (2') | L const. | & — 2/ [*.
Pour un élément ¢(z) de H, on définit une norme en posant
|l 9(«) lla==Max | ¢(z) | + plus petite constante entrant dans Pinégalité (5.18).

Indiquons ici quelques propriéiés faciles & vérifier, qui seront utiles
a la suite des raisonnements :

1° Lorsque ¢, () et 9,(x) appartiennent a H,, il en est de méme
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pour la fonction ¢, (@) g.(x) et

o (@) 0 (@) la=Z 1l 90 (@) lla [ 92(2) [la

. ~ L. . .
2¢ Sio(x) ::Z 0,(x) est une série de fonctions qui converge pour
1
toute valeur de x, si les o, sont des éléments de H,, et si la

série Z | 9u(2) || est convergente, alors ¢() est un élément de H, et
1

19 (@) llazt 2 1l 00 () [l

32 Soient des fonctions fi(x), 121k, qui appartiennent a Il,,
et soit W( /;) une fonction analytique des arguments f; pour fi== fi(z).
Posons

¢(z) = W[ fi()]-

Pour toute valeur de x, o(x) est développable en unc série de
terme général

Gy (@) ()] Sy e

Ce terme général est alors un élément de H, dont la norme est
mférieure a

{ i L () e QL) - I () I3

et d’aprés un résultat precedent, si laséric W( f;) converge absolument
pour fi= || fi(2) [|,, la fonction @(1) est un élément de H,,.
Les raisonnements qui précédent montrent, en particulier, que

si S(f;) est une séric a coefficients positifs, majorante pour la
série W(f7), et s1 5]

lo(2) lazs S[ILAi(2) [l ]

° Si o(2) est bornée et admet une dérivée ¢'(x) bornéé, ¢(x) est
un élément de H,, et si F est une majorante des quantités Max |¢(2) |
et Max|o'(2)|, ona (*")

llo(2) luez 3F.

(*") En effet, ¢ (x) vérifie les deux inégalités

lo(z) —o(2) | ZF |z —2|,  |o(z)—o(2)[£2F,
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En particulier, la fonction £(#) qui est définie par (5.9) a des
dérivées de tous les ordres et I'on vérifie que

’ 2!
[E(z) <0, i;(”’(x)iép?—ﬁ,

ce qui, compte tenu de I'inégalité (5.4), permet d’écrire

Bag)  (EH@ LR, @) s san
Intégrale 1(z). — Désignons par I(x) la fonction de 2 qui est

déterminée par la seconde intégrale de la formule (5.14).
La fonction () étant intégrable et bOrnee, I(x) a des dérivées
bornées de tous les ordres et

;Im)(x)[é;%Max[@(l)!f: du.

R odr [ I
EEJ’E[ u,—ww]
- ch
2%

-
I [ * du
2T w
Y—= ch—
2

On a

et ’on vérifie que

ar 1 h—fé "'(ZnWI)én?
dur  u 2 o
ch—
2
d’oi1, eu égard a (5.17), il suit que
|1(z)| <R, |InW(z)]<n!dR

1l résulte de cela que I(2) et ses dérivées appartiennent & H, et

(5.20) (@) et 30R,  [[100(2) [lo =32 R (-4 1) !

Intégrale J| g(x)]. — Nous désignons par J[g(x)] la premiére

ce qui entraine
l0(2) — (@) | £ (3F)—2F% | & — 2 |2
et
| o(2) lul 2~ F + F Z3F.

THESE R, GERBER. 14
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intégrale de la formule (5.14) :

sl = = f_<__>_:;s_§zc_zd

u—x
sh

2

Lorsque g(x) appartient a H,, J[g(a)] est une fonction de x
continue, bornée et ,

Goan  ols@lZls@) s [

ful”
lshf{
2

D’aprés un théoréme de Priwaloff (**), on sait que si deux fonctions
harmoniques et conjuguées dans un cercle, 'une d’elles vérifie sur la
frontiére une condition de Holder, d’indice inférieur a 1, Iautre
fonction vérifie alors une condition du méme type.

En utilisant les raisonnements de Priwaloff nous allons montrer
que J[ g ()] appartient & H,, ot « est inférieur a 1, lorsque g(@) est
un élément de cet espace.

Nous montrerons, de plus, que I'on peut calculer la constante rela-
tive & J[g(«)] de la condition (5.18) en fonction de celle relative

i g (@)

Démonsiration. — Posons

du =7 g(x) e

(5.22) §(@, A)y=0[g(z + A)]— I[g(x)]

et décomposons I'ensemble d'intégration en deux ensembles

eo==[z—o|ALzt+2]Al], a=[—w,o=2]A]]+[z+2]A] +=]
Sur ey, |@—u et |z + A —u| sont inférieurs a 3|A|. La fonc-

tion g(2) vérifiant la condition

(5.23) lg(@) —g(2) | =Cle— 2|

'intégration sur e, donne pour |8(, A)| une contribution inférieure a

PRI

20— e e,
PEJam sk

2

(*y Bull. Soc. Math. Fr., i W4, 1916, p. 100-103.
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ce qui est majoré par le nombre

4.3%

(5.24) e

ClA[

Pour intégrer sur e, nous écrivons

oz L mslerd) g —sgl@)
u—x—A ©—x
sh ————— sh
2 2
! 1
=[g(w) —g(a+ M)
sh 2 sh -

L8z D) —g(z)
shu__x

L’intégrale du dernier terme du second membre de (5.25) est
nulle sur e,.
On vérifie d’autre part que

1 1\ /(1 1 3V3
(w7 ): (- 5)|=

d’ou 1l suit I'inégalité

1 1
lg(e) —g(z+4)] shu—j” N sh=—=
3v3, , 2|Al

ct compte lenu de la condition (5.23) vérifiée par g(x), ce dernier
terme est inférieur a

3¢3C [Alju—a—A

2 lw —x||w—ax—A]
ou a '
33 [A]
2 I
I — |t — a>—*
|z — w0

Sur e,, ot |u— x| >x2|Al, cette derniére expression est inférieure a

3V3._ 1]

2% [ — [
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I résulte de (5.25) et des calculs qui précédent que l'intégration
sur ¢, donne pour |8(, A) [ une contribution inférieure &

(5.26) ﬁcm[ifﬂﬂ:-?’—\/g_cma.
21

27,04, =% om(1— a)

La quantité |3(=x, A)| est alors majorée par la somme des deux
quantité (5.24) et (5.26)
.3 . 3y3 }C|A\°‘.

2
arw 27 (1 — a)

(5.27) |6<x,A>|é{

Cette derniére formule établit le résultat annoncé.

En rapprochant ce résultat de celui qui est exprimé par la for-
mule (5.21) on a la propriété suivante, que nous utiliserons dans la
sulte des raisonnements :

Si g(z) appartient a H,, J[g(2)] est aussi un élément de cet
espace el

(8.28) | I8 (@) laZ Ao |l §(2) [|as
avee

" o 2.3* 2\/3
(5-29) Aa=m ot am(1—a)

Dérivée de I g(x)]. — Simaintenant g(x) admet une dérivée g’ (),
qui apartient & H,, J[ g(«)] est dérivable et
d ]
(8.30) =g (@)]=I[g"(x)].

On peut en effet écrire

a[g(x)]:ﬁf glotu) —&(*) 4,

u
sh -~
2

et les hypothéses faites sur g() et g'(x) permetient de dériver sous
le signe somme. '

Q4. EXISTENCE DES DERIVEES SUCCESSIVES DE f(x) Er g(2). — D’apres
(5.15) et (5.17) g(x) est bornée et admet une dérivée bornée avec

lg(z) | ZAR,  |g'(z)|<LAR.
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11 suit de cela que g(x) est un élément de H, et _
lg (@) llaL 32R.

En vertu d’un résultat du paragraphe précédent, J[ g(«x)] appar-
tient alors a H, et
| 908 (2)] iz 3 A0 R

La fonction f(«) qui est donnée par
(8.31) S(z)=I[g(x)] +1(z)
est donc aussi un élément de H,, et compte tenu de (5.20)
| f{x) o= 3A 2R + 3AR.
Enfin () appartient a H, avec
16(2) lla==32R.
Choisissons la valeur de la constante numérique A égale a

1

(5.32) )\:6(1_—|—Aa)

Il résultera alors des inégalités précédentes les majorations
sulvantes :

R R R
(5:33)  g@lhZ 0 W@ s IE@) ez

Supposons maintenant que f(z) et g(x) admettent des dérivées
jusqu’a 'ordre n qui soient des éléments de H,. Les hypothéses faites
sur la fonction ®(f, g, &) et les propriétés de (), entrainent
que ®[ f(x), g(x), E(bc)] est une fonction de « qui admet une dérivée
d’ordre n.

De plus, cette dérivée d’ordre n se présente comme un polynome
par rapport aux dérivées [ (x), g@(x), £ (x) (1=i=Ln), et les
coefficients de ce polynome sont des fonctions analytiques des argu-
ments f(x), g(z), £E(x), qui convergent absolument pour | f(2)| <R,
| g(2)| =R, | E@)| <R

D’aprés un résultat du paragraphe précédent, et eu égard aux
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conditions (5°33), ces coefficients sont alors des éléments de H,, et
codr ; e 4 -
par suite %,—L(D[f(x), g(x), &(x)] est aussi un ¢lément de cet espace.

La fonction g(«), qui vérifie (5.10), est donc dérivable jusqu’a
Pordre n -1, et la dérivée g+ (@) qui est donnée par

dr .
(5.34) g (a) = C;?(D[f(x), g(x), E(x)]

est un ¢lément de H,.
En vertu d’une propriété indiquée au paragraphe 23, cela entraine
que J[ g(2)] admet une dérivée d’ordre n +1, donnée par la formule
dIH—i

T A8 (@)= I{gh(2)]

el qui appartient a H,.
La relation (5.31) montre ensuite que /"' (x) existe el que c’est
un élément de H,. On a d’ailleurs

(3.35) Sre (@) = g g (@)] 4 1) ().

Les hypothéses ayant servi au raisonnement qui précéde étant
salisfaites lorsque 7 est égal a zéro, on conclut que f(x) et g(x) ont
des dérivées de tous les ordres, qui appartiennent a H,, et qul sont
données par récurrence au moyen des formules (5.34) et (5.35).

Nous allons maintenant construire des majorantes des grandeurs

7)) s || (@) |fo

25. MAJORATION DES DERIVEES successives DE /(@) BT g(a). Cis roxe-
TIONS SONT ANALYTIQUES. — Lia dérivée f+1) (@) vérilie larelation (5.35),
et il résulte alors des formules (5.20), (5.28) et (5.32) que Pon a

(5.36)  [S0(2) [a Aa [ 81 (2) ra+- (n+2)!

R
2(1+ Ay)
Nous poserons

(5"37) { p- = plus grande des quantités || f(z) [lo, | g(2) lla || E(2) lla-
™= » » Il (@) o 11 870 () [y 1| EW (@) [[o-
Le nombre A, est supérieur a 1 et ||£™(x)|, satisfait a inéga-
lite (5.19); d’autre part g+ (x) vérifie (5.34). Compte tenu de
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cela et de (5.36) on a l'inégalité

R

(038) ‘qu+1éA:x Q(I—i—f\“.)

n N ) 7
T V), (@) b)) | + (n 4 2)1

qul va nous permettre de calculer par récurrence des majorantes des
nombres ..

Introduisons la variable indépendante y, et désignons par S[y]la
série enliére a coefficients positifs, déduite de la série obtenue en
faisant f=g==E=y dans le développement de ®(f, g, &) par
rapport a ses arguments. Il résulte des propriéiés de ®(f, g, &)
que S[y] converge absolument pour y - R.

Envisageons alors 'expression

dlz

(8.39) 7 Sy ()]

écrite en considérant S|y ()] comme fonction d’une fonction indé-
terminée y (), supposée dérivable jusqu’a 'ordre n.

Si dans Pexpression (5.39) nous remplacons respectivement y(x)
par-le nombre ? qui d’aprés (5.33) majore y., et y'(x), ..., y"/(2),
par des majorantes des nombres ., ..., p,, nous obtenons, en vertu

d’un résultat du paragraphe 23, une majorante de la grandeur

dr
da?

O f(), (), 5]

En rapprochant ceci de la relation (5.38) on voit que les nombres
positifs H,(1 ~n <+ o), qui sont définis par la formule de récur-
rence

R- R
I‘Iig-AmSI:;J%‘ m > 2,
(5. 40) Jn : R .
Ho= Ay [gﬁs[)/(x)]J,(x):g, =1 S A (r—-2)!

(1=£ign)

majorent les y,, et par suite aussi les grandeurs Max| /™ (z)],
Max | () .
Si donc la série de terme général

H,

_— x’l
n!

(5.41)
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a un rayon de convergence non nul, les fonctions f(z) et g(x) seront
analytiques pour toute valeur de , et elles auront un rayon de
convergence uniformément minoré par celui de cette série.

Etudions la convergence de la série (5.41). Posons

R R 1
B/ 2 —— I . .
(B5.42) Rh(z)= Y Aa)[2 +Z (n+2) - y]__ A (=
et considérons ’équation différentielle
5 dy _ ; :
(5.43) dx_AaS[y(x)]+iL(a,).
Le second membre de cette équation est analytique en @ et y au
.. R . .
voisinage de @ =o, y=""- Il existe donc une solution, que nous
appelons y,(x), qui est analytique pour x assez petit, et qui
R
pour & = o prend la valeur y,(0) = - On va montrer que yo(x) se

développe suivant la série (5.41).
Soit

le développement de y, ().
11 résulte des proprletes des séries S[y] et yo(x) que S|y, ()] est

développable en une série de &, pour x voisin de zéro.
Ce développement peut s’ écrire

x" dn '
SLr@N =Sy oy [ st | e

(1éién: =
et compte tenu de (5.44)
R dr
(5.45) S[y(x)]:S[;] e n![dxn [y(xﬂ] g=2y =,
(1LiLn)

Le développement de y/, (z) est d’autre part

n

(8.46) Yo(@) =Byt B e

et celui de h(x) est donné par (5.42).
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Portons les développements (5.42), (5.45) et (5.46) dans
Iéquation (5.43) que vérifie y,(x). Par identification des deux
membres, on obtient la relation de récurrence suivante qui détermine
les coefficients

R . R
B‘ffx“stg] YT W

(5.47) ] dn x
By = Ax[%n"s[.)'(x)]]y(x):%, it y=m m (n+2)!
(1Lizn)

On voit que cette formule de récurrence est identique a la for-
mule (5.40) qui définit les nombres H,,. Il s’ensuit que

B,—H, (1 n=+ ),

et la série y,(x), qui a un rayon de convergence non nul, est donc
majorante pour les développements tayloriens de f(x) et g(«) autour
de toute valeur de . '

On en conclut que f(x) et g(x) sont analytiques pour tout z, et
elles ont un rayon de convergence qui est uniformément minoré par
celui de y,(«) pour . La méthode des majorantes permet enfin de
calculer une minorante r de dernicr rayon de convergence; on trouve

R
S8R 7
ASIR] - s |

.‘27':1*6){})5*‘—

( 2
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