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Chapitre 1

Introduction

Les besoins des systµemes de communication tendent vers un ¶elargissement des

bandes, une augmentation des d¶ebits et plus de versatilit¶e. Ces caract¶eristiques doivent

être prises en compte tout au long d'une châ³ne de r¶eception et particuliµerement µa

l'interface entre le monde analogique et le monde num¶erique. Les techniques de conver-

sion analogique/num¶erique actuelles ne permettent pas de r¶epondre aux besoins fu-

turs. En e®et, on constate que les convertisseurs dont les fr¶equences d'¶echantillonnage

sont les plus ¶elev¶ees ont des r¶esolutions en nombre de bits trop limit¶ees et que les

convertisseurs les plus pr¶ecis travaillent µa des cadences trop faibles. Les progrµes des

technologies vont certes vers une augmentation des fr¶equences d'¶echantillonnage et

des r¶esolutions en bit mais il semble indispensable de r¶e°¶echir µa de nouvelles archi-

tectures intrinsµequement plus rapides et plus pr¶ecises. De plus, a¯n de r¶epondre au

mieux aux besoins de la conversion du futur, il faut envisager des systµemes qui soient

capables de s'adapter aux di®¶erents types de signaux µa convertir. Pour cela, il faudra

pouvoir modi¯er dynamiquement les caract¶eristiques de ces systµemes, c'est ce qu'on

appelle la versatilit¶e.

Ce travail a pour objectif d'¶etudier un dispositif qui, pour une cadence d'¶echan-

tillonnage donn¶ee, permette d'¶elargir la bande de fr¶equence de conversion analo-

gique/num¶erique et dont les caract¶eristiques soient modi¯ables. L'orientation choisie

est celle des structures parallµeles et en particulier des bancs de ¯ltres hybrides (BFH).

Le principe des BFH repose sur une d¶ecomposition fr¶equentielle du signal en plusieurs

sous-bandes via un banc de ¯ltres analogiques appel¶e banc d'analyse. Pour chaque

sous-bande, le signal est num¶eris¶e µa l'aide d'un convertisseur analogique/num¶erique

classique µa une cadence plus faible que la fr¶equence de Nyquist du signal d'entr¶ee
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du BFH. En¯n, un banc de ¯ltres num¶eriques appel¶e banc de synthµese recompose les

signaux en un signal que l'on souhaite le plus proche possible du signal d'entr¶ee du

BFH qui serait ¶echantillonn¶e µa la fr¶equence de Nyquist. Une telle architecture permet

d'¶elargir la bande de conversion µa partir d'une cadence d'¶echantillonnage donn¶ee.

Ces ¶etudes ont ¶et¶e e®ectu¶ees au cours des thµeses de Caroline Lelandais-Perrault et

Tudor Petrescu men¶ees en partie en collaboration. Elles font partie d'un projet plus

vaste sur les systµemes de num¶erisation du futur, ce qui a permis d'¶echanger des id¶ees

et des r¶esultats avec des chercheurs d'autres ¶equipes (P. Duhamel du LSS, M. Barret

et J-L. Collette de Sup¶elec µa Metz) et d'aboutir µa des publications communes. Ces

systµemes µa BFH sont aussi une des trois architectures qui vont faire l'objet du projet

RNRT intitul¶e < VersaNUM > labellis¶e en septembre 2005.

Notre travail a abouti µa de nouvelles m¶ethodes de synthµese de BFH, une extension

de leurs fonctionalit¶es et une ¶etude de leur sensibilit¶e par rapport aux imperfections

de r¶ealisation. Ces r¶esultats sont d¶etaill¶es ci-aprµes (les initiales de l'auteur principal

sont pr¶ecis¶ees entre parenthµeses).

La particularit¶e des m¶ethodes de synthµese de BFH d¶evelopp¶ees ici est qu'elles

prennent en compte les contraintes de r¶ealisation des ¯ltres analogiques. En e®et elles

partent d'un banc d'analyse quelconque mais suppos¶e connu. Elles calculent alors un

banc de synthµese compos¶e de ¯ltres num¶eriques. Il y a tout d'abord les m¶ethodes

exploitant l'¶echantillonnage de la r¶eponse fr¶equentielle : celle qui utilise latransfor-

m¶ee de Fourier inverse (TP), la m¶ethode d'approximation locale aux moindres carr¶es

(CLP) et la m¶ethode d'approximation globale aux moindres carr¶es (TP). Une autre

classe de m¶ethodes repose sur la minimisation d'un critµere continu soit la m¶ethode

d'approximation continue (CLP). D'autres m¶ethodes permettent d'obtenir des ¯ltres

de synthµese µa r¶eponse impulsionnelle in¯nie (CLP en collaboration avec D. Silion,

stagiaire µa Sup¶elec). De plus, µa partir d'un BFH calcul¶e par l'une des m¶ethodes pr¶ec¶e-

dentes, on peut chercher µa optimiser les bancs d'analyse et/ou les bancs de synthµese

(TP).

Un autre r¶esultat est l'extension de la th¶eorie des BFH passe-bas au cas passe-

bande (CLP). On montre notamment comment les m¶ethodes de synthµese des BFH

passe-bas peuvent être transpos¶ees au cas passe-bande.

Toujours dans le cadre de l'extension des fonctionalit¶es des BFH, un atout des

BFH est leur versatilit¶e potentielle o®erte par le banc de synthµese. En e®et, les ¯ltres

de synthµese ¶etant num¶eriques, leurs coe±cients peuvent donc être modi¯¶es en fonc-
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tion des besoins. Nous avons exploit¶e cette id¶ee et obtenu une m¶ethode qui permet

d'am¶eliorer la r¶esolution potentielle dans une bande de fr¶equence restreinte (CLP).

En¯n, nous avons ¶etudi¶e l'in°uence de la quanti¯cation (du signal et des coe±-

cients des ¯ltres de synthµese) ainsi que la sensibilit¶e vis-µa-vis des imperfections de

l'analogique (TP). Les BFH s'avµerent trµes sensibles µa ces imperfections. Ce problµeme

majeur a donc engendr¶e des recherches sur les solutions possibles. Pour pallier le

problµeme de sensibilit¶e, une m¶ethode de calibration a ¶et¶e mise au point.

Organisation du rapport :

Nous avons choisi de poursuivre notre collaboration dans l'¶ecriture de nos m¶e-

moires de thµese. Nos deux manuscrits se composent donc d'une partie commune (l'in-

troduction, les chapitres 2 et 3 et la conclusion) et d'une partie qui est propre µa chacun

(chapitre 4). En ce qui concerne la partie commune, nous nous en sommes partag¶e la

r¶edaction. Dans le r¶esum¶e des chapitres qui suit, les initiales du r¶edacteur sont cit¶ees

entre parenthµeses.

Le chapitre 2 pr¶esente les besoins en termes d'applications qui amµenent µa reconsi-

d¶erer les techniques de conversion analogique/num¶erique. Les performances souhait¶ees

pour ces futurs systµemes de num¶erisation sont pr¶esent¶ees (CLP). Les solutions poten-

tielles de type structures parallµeles sont expliqu¶ees. Puis le rapport se focalise sur les

BFH dont les bases th¶eoriques et les m¶ethodes de synthµese classiques sont r¶esum¶ees

(TP).

Le chapitre 3 pr¶esente nos m¶ethodes de conception des BFH. Tout d'abord, nous

¶enum¶erons les possibilit¶es de r¶ealisation des ¯ltres analogiques du banc d'analyse

qui nous ont amen¶es µa choisir les caract¶eristiques des bancs d'analyse (CLP). En-

suite, nous exposons les m¶ethodes de synthµese des BFH d¶evelopp¶ees et les r¶esultats

(CLP,TP).

Le chapitre 4 de la thµese de Tudor Petrescu traite de la sensibilit¶e des BFH par

rapport aux erreurs de r¶ealisation des ¯ltres analogiques et num¶eriques. Le bruit de

quanti¯cation total d'un convertisseur analogique num¶erique impl¶ement¶e en structure

BFH est ¶etudi¶e. Une m¶ethode de calibration des ¯ltres num¶eriques visant µa compenser

les erreurs d'impl¶ementation de l'analogique est pr¶esent¶ee et ses performances sont

¶etudi¶ees.

Le chapitre 4 de la thµese de Caroline Lelandais-Perrault ¶etend les fonctionnali-

t¶es des BFH a¯n de mieux r¶epondre aux besoins exprim¶es dans le chapitre 2. Tout

d'abord, nous pr¶esentons l'extension des m¶ethodes de synthµese de BFH au cas passe-
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bande. Nous montrons ensuite la capacit¶e des BFH µa e®ectuer une focalisation spec-

trale. Les m¶ethodes de synthµese pour obtenir des ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle

in¯nie sont expos¶ees.

Pour conclure, nous proposons une m¶ethodologie de conception de BFH qui met

en oeuvre nos r¶esultats. En¯n, aprµes un bilan de notre travail, nous pr¶esentons les

perspectives ouvertes par cette ¶etude dans le domaine des systµemes de num¶erisation.
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Chapitre 2

La num¶erisation µa hautes

performances

2.1 Besoins

2.1.1 Besoins applicatifs

Au d¶ebut des ann¶ees 1990, la ¯n de la guerre froide a amen¶e la d¶efense am¶eri-

caine µa r¶eorganiser ses activit¶es de radiocommunications. Constatant la trµes grande

diversit¶e et l'incompatibilit¶e des systµemes radio utilis¶es par les militaires, le DOD

(Department Of Defense) initia le concept de Radio Logicielle [53]. Il s'agissait alors

d'¶etudier des systµemes ¶etant capables de s'adapter µa di®¶erentes fr¶equences, di®¶erentes

modulations, di®¶erentes normes.µA en croire le nombre trµes important de publications

sur le sujet, cette id¶ee a ¶et¶e adopt¶ee sur le plan international aussi bien dans le monde

acad¶emique qu'industriel, ceci pour des applications de t¶el¶ecommunication plus g¶e-

n¶erales, dont les applications commerciales. Les applications de la radio logicielle

auront un impact important sur nos modes de communication personnels, et aussi

sur l'industrie, tous domaines confondus. En e®et, les souscripteurs de services dis-

poseront d'un systµeme compatible µa l'international, d'une plus grande °exibilit¶e dans

les services et donc d'une plus grande facult¶e de personnalisation de ces services. Les

op¶erateurs pourront d¶evelopper de nouveaux produits plus complets et plus person-

nalis¶es plus rapidement qu'aujourd'hui. Les fabricants de terminaux et de stations

de base pro¯teront des ¶economies d'¶echelle et d'une production plus °exible. Pour ce

faire, on imagine dans la litt¶erature le t¶el¶echargement de nouveaux logiciels dans le
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2.1. Besoins

terminal et la recon¯guration du mat¶eriel (FPGA [12]). Quant µa la conversion ana-

logique/num¶erique actuelle, des travaux e®ectu¶es µa l'occasion de cette thµese ¶etudient

comment r¶ealiser une num¶erisation modi¯able et adaptable en fonction du besoin.

Puis vint l'id¶ee de la Radio Cognitive [55] qui est une extension de la radio lo-

gicielle. Aujourd'hui, dans les r¶eseaux mobiles standards, le terminal mesure des pa-

ramµetres qu'il transmet au r¶eseau et re»coit des d¶ecisions en retour qu'il ex¶ecute. En

radio cognitive, le terminal n'est plus seulement un systµeme qui s'adapte aux ordres

mais il est capable d'analyser son environnement et de prendre lui-même des d¶eci-

sions. Cette< intelligence> du terminal permet d'envisager une optimisation globale

des ressources radio du r¶eseau. Une tendance actuelle (ou future) de la radio logicielle

(ou cognitive) est de choisir les caract¶eristiques d'un lien radio, en premier lieu la fr¶e-

quence centrale, de fa»con optimale.µA l'heure actuelle, les principaux e®orts portent

sur la d¶etection d'¶eventuels< trous > dans le spectre disponible. Sur un exemple

aussi simple, on con»coit bien que, pour optimiser r¶eellement un tel choix, il faudrait

e®ectuer une analyse spectrale dans la totalit¶e de la bande a priori possible, ce qui

impliquerait d'avoir pu num¶eriser toute cette bande. Certes il existe des solutions µa

balayage, dont le principe est de faire varier l'oscillateur local pour convertir s¶equen-

tiellement toute la bande. Mais cette solution peut poser problµeme si le signal est non

stationnaire (par exemple l'UWB). D'autre part, cette solution ne prend en compte

que la puissance du signal alors qu'il faudrait permettre des traitements moins triviaux

que la simple mesure de puissance continue (c'est le cas du CDMA). Une conversion

analogique/num¶erique large-bande permettrait une gestion plus °exible du spectre.

On pourrait alors utiliser des algorithmes d'optimisation des ressources radio plus so-

phistiqu¶es que ceux pr¶ec¶edemment cit¶es. Cette ¶evolution technique pourrait favoriser

une ¶eventuelle d¶er¶egulation des fr¶equences dans le futur.

En¯n, les communications radio ne concernent plus uniquement les t¶el¶ecommu-

nications comme le GSM ou l'UMTS par exemple. Elles sont utilis¶ees dans de plus

en plus de domaines a¯n d'o®rir plus de services (GPS, Wi¯, etc). Pourquoi ne pas

imaginer une interface radio mat¶erielle g¶en¶erique qui pourrait r¶epondre µa tousles

besoins de communication radio possibles? Ceci engendrerait une ¶economie d'¶echelle.

Pour aboutir µa cela, il faut encore imaginer la recon¯gurabilit¶e du logiciel des sys-

tµemes (t¶el¶echargement de nouveaux logiciels par le lien radio) et du mat¶eriel (con¯-

guration de FPGA par exemple). Quant µa la num¶erisation du signal, la conversion

analogique/num¶erique classique (en bande de base n¶ecessitant une ou plusieurs trans-
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2.1. Besoins

position(s) en fr¶equence) ne r¶epond pas µa la question. Il faut lµa aussi r¶e°¶echir µa

la recon¯gurabilit¶e de la conversion analogique/num¶erique ce qui justi¯e pleinement

notre ¶etude.

En conclusion, ces applications futures ne pourront être impl¶ement¶ees que si les

systµemes de num¶erisation acquiµerent des caract¶eristiques et des possibilit¶es de conver-

sion large-bande versatiles.

2.1.2 Besoins en termes de performances

La plupart des auteurs ¶etudiant la Radio Logicielle imaginent un convertisseur

analogique/num¶erique id¶eal RF et large-bande [54], [83]. En e®et, on a int¶erêt µa

num¶eriser le signal le plus tôt possible dans la châ³ne de r¶eception a¯n d'¶economiser

des ¶etages de transposition de fr¶equence. De plus, pour r¶epondre aux besoins de Radio

Logicielle, on doit disposer d'un signal qui num¶erise la totalit¶e de la bande. En¯n, il

serait int¶eressant que l'on puisse param¶etrer ce systµeme de num¶erisation en fonction

des besoins. Le convertisseur analogique/num¶erique id¶eal pourrait donc conduire µa la

châ³ne de r¶eception de la ¯gure 2.1.

�

�

Radio Fréquence 

CAN 
Large-bande 

Haute fréquence 

 
Logiciel LNA 

Traitement du signal  
numérique 

Conversion 

Fig. 2.1 { Conversion analogique/num¶erique id¶eale

Le convertisseur id¶eal devra avoir des performances que nous pouvons classer

dans trois cat¶egories que sont l'aspect fr¶equentiel, les aspects de r¶esolution et de

consommation. De plus, on souhaite qu'il soit versatile.

Performances fr¶equentielles

Large-bande

En prenant l'exemple de la t¶el¶ephonie mobile dans le cadre de la radio logicielle,

le convertisseur id¶eal devrait convertir la bande [500MHz-2GHz]. Si on considµere que

l'on est en large-bande dµes lors que ¢f=f centrale > 0:25, alors il s'agit bien d'une

conversion large-bande.
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2.1. Besoins

Bande passante

La fr¶equence d'¶echantillonnage minimale d'un signal en bande de base couvrant

la bande [0,B ] est de 2B. Dans le cas de signaux en bande passante compris entre

f max ¡ B et f max , la fr¶equence d'¶echantillonnage minimale d¶epend de la position de

la bande dans le spectre [86]. La ¯gure 2.2 repr¶esente la fr¶equence d'¶echantillonnage

minimale en fonction def max .

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

f
max

/B

f e(m
in

) /B

Fig. 2.2 { Fr¶equence d'¶echantillonnage minimale (f (min )
e ) en fonction de la fr¶equence

maximale (f max )

On remarque que tant quef max est inf¶erieure µa 2B, la fr¶equence minimale d'¶echan-

tillonnage vaut 2f max . Dµes quef max d¶epasse cette valeur, la fr¶equence d'¶echantillon-

nage minimale chute. Dans ce dernier cas, il est alors int¶eressant d'¶echantillonner en

bande passante.

Dans le cas de la bande [500MHz-2GHz],f max =B = 1:33, la fr¶equence d'¶echan-

tillonnage minimale vaut 2f max soit 4 GHz. On ne peut donc pas tirer pro¯t d'une

num¶erisation en bande passante dans l'optique de minimiser la fr¶equence d'¶echan-

tillonnage. Ceci est valable dans le cas d'une num¶erisation classique e®ectu¶ee directe-

ment µa la fr¶equence d'¶echantillonnage avec un seul convertisseur. Il serait int¶eressant
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2.1. Besoins

d'¶etudier si on peut r¶eduire cette fr¶equence minimale d'¶echantillonnage grâce µa de

nouvelles architectures de systµemes de num¶erisation.

Hautes fr¶equences

L'¶elargissement des bandes s'accompagne d'une ¶el¶evation des fr¶equences absolues.

Les bandes d'entr¶ee des convertisseurs devront donc augmenter. Il s'agit ici d'un

aspect technologique qui concerne la partie ¶echantilloneur-bloqueur des convertisseurs

et qui ne fait pas partie de cette ¶etude.

Hauts d¶ebits

Devant l'accroissement de quantit¶e d'information µa communiquer, les d¶ebits de

donn¶ees ne cessent de crô³tre. Des d¶ebits allant jusqu'µa 1Gbit/s sont envisageables.

Ce besoin joue dans le même sens que l'¶elargissement des bandes passantes.

R¶esolution

Toute application n¶ecessite de travailler avec des signaux qui ont au moins une

certaine pr¶ecision a¯n d'obtenir les performances souhait¶ees. Les signaux doivent donc

être num¶eris¶es µa l'aide d'un convertisseur d'une pr¶ecision au moins ¶egale µa celle exi-

g¶ee par l'application. La pr¶ecision d'un convertisseur est ¶evalu¶ee en nombre de bits

et appel¶ee r¶esolution. On d¶e¯nit plusieurs r¶esolutions pour un même convertisseur.

L'annexe A rappelle ces d¶e¯nitions. Pour la suite de ce paragraphe, nous nous int¶e-

ressons µa la r¶esolution e®ective d¶e¯nie par la relation (A.2). Il s'agit de la r¶esolution

d'un convertisseur qui est limit¶ee par les ph¶enomµenes de bruit. Plus g¶en¶eralement,

pour un bruit blanc d'origine X, il correspond une r¶esolution maximaleNX qui est

li¶ee µa la puissance de ce bruit par la relation :

SNRX (dB) = 6 NX (2.1)

Si on calculeNX pour chaque type de bruit, on peut ainsi identi¯er celui qui est le

plus limitant.

Plusieurs sources de bruits contribuent au bruit total. Tout d'abord la quanti¯ca-

tion qui engendre un bruit tel que le rapport signal sur bruit vaut 6N dB oµu N est le

nombre de bits de codage du convertisseur. Or, on choisit le nombre de bits de codage

au cours de la conception en tenant compte d'autres ph¶enomµenes plus contraignants

que sont [95]:

- le bruit thermique, que nous allons d¶etailler plus loin ;
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2.1. Besoins

- l'incertitude sur les instants d'¶echantillonnage, c'est ce que l'on appelle la gigue

de phase ;

- l'incertitude due au comparateur. Pour des niveaux trµes proches de la tension

seuil, la sortie du comparateur rend une valeur interm¶ediaire qui n'est ni un niveau

haut ni un niveau bas. Dans ce cas, la bascule qui suit le comparateur se mettra dans

un ¶etat m¶etastable qui deviendra soit un< 0 > soit un < 1 > au bout d'un temps ¿

non pr¶edictible [34] [97].

Un exemple de limitations dues µa ces ph¶enomµenes est donn¶e sur la ¯gure 2.3

(extrait d'un document r¶edig¶e par une ¶equipe de l'ENST sur la conversion analo-

gique/num¶erique dans le cadre de l'action CNRS Radio Logicielle).

�

Fig. 2.3 { Limitations de la r¶esolution en fonction de la fr¶equence d'¶echantillonnage

On peut y voir que pour les fr¶equences les plus basses, le bruit thermique est le

plus limitant. Puis, pour les fr¶equences de quelques dizaines de MHz µa quelques GHz,

l'in°uence de la gigue de phase est pr¶epond¶erante. Au delµa de 5 GHz, l'ambiguÄ³t¶e

du comparateur l'emporte. Dans le domaine de fr¶equence [500MHz-2GHz], c'est donc

la gigue de phase qui limite les performances des convertisseurs. En supposant que
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2.1. Besoins

les progrµes technologiques parviennent µa repousser cette limite, le bruit thermique

pourrait redevenir le bruit pr¶edominant.

In°uence du bruit thermique :

Le bruit thermique est, par d¶e¯nition, celui qu'engendre l'agitation thermique

des porteurs. Or, dans la litt¶erature, on d¶esigne parfois par bruit thermique le bruit

fondamental qui est un ensemble de bruits engendr¶es par plusieurs causes [95]. Ce

bruit fondamental se compose du v¶eritable bruit thermique, du bruit de grenaille (ou

shot noise) et du bruit en 1=f .

Comme son nom l'indique, le bruit en 1=f d¶ecroit en fonction de la fr¶equence et

devient n¶egligeable devant le bruit thermique pour les hautes fr¶equences (dans le pire

cas µa partir de 10 MHz). Ce bruit n'a donc pas d'impact sur les performances de notre

application.

Le bruit de grenaille se cr¶ee dans les jonctions. C'est un bruit blanc ind¶ependant

de la temp¶erature et proportionnel µa la composante continue du courant. L'expression

(2.2) donne la densit¶e spectrale de courant.

Si (f ) = 2 qIDC (2.2)

avecq = 1:6 £ 10¡ 19 C.

On observe le bruit thermique uniquement dans les dispositifs r¶esistifs. Les lois

de la physique quantique permettent d'¶etablir une bonne approximation de la densit¶e

spectrale de puissance de bruit ¶emise par une r¶esistance µa la temp¶eratureTK (relation

(2.3)).

° (f ) ¼ kTK (2.3)

aveck = 1:38£ 10¡ 23 J.K ¡ 1 et oµu TK est la temp¶erature en Kelvin.

On en d¶eduit deux repr¶esentations possibles ¶equivalentes du bruit thermique ap-

port¶e par une r¶esistanceR dans un circuit (¯gure 2.4). La premiµere de type Th¶evenin

comporte une source de tensioneth g¶en¶erant un bruit blanc de densit¶e spectrale (2.4) :

Sv(f ) = 4 kTK R (2.4)

La seconde de type Norton comporte une source de couranti th g¶en¶erant un bruit

blanc de densit¶e spectrale (2.5) :

Si (f ) = 4 kTK =R (2.5)
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Fig. 2.4 { Mod¶elisation du bruit thermique dans une r¶esistanceR

De la même maniµere, une jonction peut être mod¶elis¶ee par sa r¶esistance dynamique

en parallµele avec une source de couranti gr qui fournit un bruit blanc de densit¶e

spectrale (2.2).

Sans la connaissance du circuit, il est donc impossible de donner la puissance totale

du bruit fondamental. Toutefois, on peut dire que cette puissance ne pourra pas être

inf¶erieure µa une valeur plancher caus¶ee par le bruit thermique dans un conducteur

seul. La densit¶e spectrale de puissance de bruit thermique donn¶ee par l'expression

(2.3) nous donne un plancher de bruit de -174 dBm µa 290 K dans une bande de 1 Hz.

La puissance de bruit thermique ¶emise dans une bandeB vaut :

Pth = kTK B (2.6)

Donc pour une fr¶equence d'¶echantillonnage de 3 G¶ech/s (ce qui permet d'¶echantillon-

ner un signal de largeur de bandeB = 1:5 GHz), la puissance de bruit sur la totalit¶e de

la bande sera d'au moins -82 dBm. En consid¶erant un signal µa num¶eriser de puissance

+0dBm, la relation (2.1) conduit µa une r¶esolutionN th de 13.7 bit. Cette r¶esolution

est la meilleure performance que l'on puisse obtenir dans ces conditions. Cette consi-

d¶eration permet ainsi de relier la largeur de bande souhait¶ee µa la r¶esolution maximale

que l'on peut esp¶erer.

Consommation

L'¶elargissement des bandes de conversion conduit in¶evitablement µa une augmen-

tation de la consommation. Mais cela ne sera pas un frein au d¶eveloppement de

tels systµemes si le rapport performance/consommation est satisfaisant. On peut citer

l'exemple de l'UMTS qui, malgr¶e une augmentation de la consommation d'un facteur

six par rapport au GSM, a vu malgr¶e tout le jour.
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La faible consommation est une contrainte forte pour les systµemes mobiles. Il s'agit

en revenche d'une contrainte de second ordre pour les systµemes ¯xes. Les systµemes de

num¶erisation large-bande existeront donc sans doute d'abord dans les stations ¯xes.

Des recherches suppl¶ementaires seront n¶ecessaires pour minimiser leur consommation

et ainsi pour pouvoir les int¶egrer dans des systµemes portables. La versatilit¶e pourrait

d'ailleurs jouer un rôle positif dans la gestion de la consommation du systµeme. On

peut imaginer, par exemple, que lorsque les performances requises le permettent, le

logiciel puisse diminuer la quantit¶e d'¶echantillons par seconde globale du systµeme ainsi

que le nombre d'op¶erations.

Versatilit¶e

Dans le futur, le logiciel devrait pouvoir modi¯er les caract¶eristiques des systµemes

de num¶erisation. Par exemple, si l'on considµere le choix d'un canal de largeurb dans

une bandeB, il serait bon de disposer d'un systµeme qui, tout d'abord, num¶erise avec

une certaine r¶esolution la bandeB, ¶evalue l'emplacement du canal optimal, puis,

augmente sa r¶esolution dansb autour du canal. C'est ce que l'on pourrait appeler la

focalisation spectrale command¶ee par logiciel. Cette id¶ee est illustr¶ee par la ¯gure 2.5.

On peut y voir un exemple dans lequel un systµeme cherche un canal dans toute la

bandeB (®), s'adapte µa un premier (̄ ) puis (par exemple aprµes un dialogue avec un

interlocuteur se place vers (° ).
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Fig. 2.5 { Focalisation spectrale

Conclusion

Ces performances ne sont pas atteignables simultan¶ement µa leur niveau d'exigence

le plus ¶elev¶e. Aujourd'hui, il n'existe pas de convertisseur de fr¶equence d'¶echantillon-

nage 3 G¶ech/s avec une r¶esolution de 12 bit, le plus rapide ayant une cadence d'¶echan-

tillonnage de 1.5 G¶ech/s pour une r¶esolution de 8 bit (voir l'annexe A). On pourrait

attendre que les progrµes technologiques y parviennent mais on ne peut pas pr¶evoir

µa quelle ¶ech¶eance. Une alternative est d'¶etudier des architectures qui, µa partir d'une

fr¶equence d'¶echantillonnage donn¶ee, permette d'¶etendre les performances, c'est-µa-dire

d'augmenter les facteurs de m¶eriteP et F . C'est pourquoi nous nous int¶eressons aux

structures parallµeles. De plus, la versatilit¶e est indispensable pour ces systµemes de

num¶erisation. Nous verrons en quoi la solution BFH peut r¶epondre µa ce besoin.

2.2 Solutions potentielles

A¯n d'augmenter la bande de conversion pour une fr¶equence d'¶echantillonnage

donn¶ee, on envisage dans la litt¶erature des structures de type parallµele selon le principe

14



2.2. Solutions potentielles

illustr¶e sur la ¯gure 2.6. Ces systµemes sont souvent appel¶es systµemes multi d¶ebit.

x (t)
2

x (n)
2

Conversion A/N

Conversion A/N

Conversion A/N

y(n)

Décomposition Recomposition

x(t)

x (t)

x   (t)

x (n)

x   (n)

1 1

M M

Fig. 2.6 { Structure parallµele pour CAN

On cherche µa num¶eriser un signalx(t) µa une p¶eriodeT. Le signal analogiquex(t)

est d¶ecompos¶e enM signauxxm (t), m 2 f 1;:::;M g. Sur chaque voie, le signal est sous-

¶echantillonn¶e µa
1

MT
. En¯n, les sous-signaux ¶echantillonn¶esxm (n), m 2 f 1;:::;M g sont

recompos¶es selon une rµegle sp¶eci¯que pour reconstituer un signaly(n) correspondant

id¶ealement au signalx(t) ¶echantillonn¶e µa
1
T

. Avec un sous-¶echantillonnage avant la

conversion et un sur-¶echantillonnage aprµes celle-ci, la fr¶equence d'¶echantillonnage du

convertisseur ¶equivalent peut êtreM fois sup¶erieure µa celle du convertisseur situ¶e sur

chacune des voies.

2.2.1 D¶ecomposition temporelle

La premiµere technique de parall¶elisation qui a ¶et¶e utilis¶ee pour augmenter la vitesse

de la conversion analogique/num¶erique estl'entrelacement temporel ("time interlea-

ving") [6], [71]. La ¯gure 2.7 pr¶esente le sch¶ema fonctionnel d'un tel convertisseur.

Dans cette technique,M CAN ¶echantillonnent un signal µa bande¼=Tµa des p¶eriodes

d'¶echantillonnage deMT . Les instants d'¶echantillonnage des CAN sont d¶ecal¶es les

uns par rapport aux autres d'une dur¶eeT. Les signaux de commande des ¶echantillon-

neurs sont repr¶esent¶es dans la Figure 2.8. Aprµes l'¶echantillonnage, un multiplexeur

reconstruit le signal de sortie µa partir des ¶echantillons sur chaque branche.

La p¶eriode d'¶echantillonnage du convertisseur ¶equivalent est doncT. En ¯gure 2.9
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Fig. 2.7 { Convertisseur µa entrelacement temporel - sch¶ema fonctionnel

MT

T

T

T

1

2

M

T

Fig. 2.8 { Signaux de commande des ¶echantillonneurs dans un convertisseur µa entrelace-

ment temporel

on pr¶esente le sch¶ema de principe ¶equivalent. La r¶esolution du convertisseur ¶equi-

valent est th¶eoriquement ¶egale µa la r¶esolution du convertisseur individuel sur chaque

branche.

Dans la pratique, les quanti¯cateurs ne sont pas identiques. Les caract¶eristiques

de quanti¯cation ont des gains di®¶erents (erreurs de gain dans les CAN). Les am-

pli¯cateurs des ¶echantillonneurs et les caract¶eristiques des quanti¯cateurs pr¶esentent
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Fig. 2.9 { Convertisseur µa entrelacement temporel - sch¶ema de principe

¶egalement des erreurs de d¶ecalage. Il existe aussi des erreurs de phase des ¶echantillon-

neurs. Ces trois sources d'erreurs limitent en pratique la r¶esolution du convertisseur µa

entrelacement temporel. Des m¶ethodes de correction de ces erreurs ont ¶et¶e propos¶ees

dans [17], [24], [25], [71], [90], [91].

La soci¶et¶e Agilent produit un convertisseur analogique/num¶erique de ce type pour

des oscilloscopes ayant une fr¶equence d'¶echantillonnage de 20 G¶Ech/s pour une r¶eso-

lution de 8 bit [2]. Il contient 80 convertisseurs analogique/num¶erique µa 250 M¶Ech/s

r¶ealis¶es en architecture pipeline et utilise des techniques de calibration pour compenser

les erreurs ¶enum¶er¶ees ci-dessus. Pour de meilleures r¶esolutions, Analog Devices pro-

duit un convertisseur de 12 bit et 400 M¶Ech/s (l'AD 12401) [4], [38]. Celui-ci utilise

des techniques de calibration lui permettant de compenser les erreurs d'appariement

de gain, de phase et de d¶ecalage. Il contient deux CAN µa 12 bit, entrelac¶es.

2.2.2 D¶ecomposition fr¶equentielle

Une autre maniµere d'augmenter la fr¶equence d'¶echantillonnage est d'utiliser une

d¶ecomposition spectrale du signal d'entr¶ee.

Cette d¶ecomposition peut se faire avec un banc de ¯ltres analogique (banc d'ana-

lyse). Les signaux qui en r¶esultent sont ensuite ¶echantillonn¶es µa des cadences moins

¶elev¶ees que la fr¶equence Nyquist du signal d'entr¶ee, sur-¶echantillonn¶es et recompos¶es

utilisant un banc de ¯ltres num¶erique (banc de synthµese) pour reconstituer le signal

num¶erique d¶esir¶e. Un tel systµeme s'appellebanc de ¯ltres hybride.
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Une autre maniµere de r¶ealiser une d¶ecomposition fr¶equentielle est d'utiliser des mo-

dulateurs sigma-delta en parallµele, chaque modulateur convertissant une sous-bande

de la bande totale du signal. Cette architecture n'est pas abord¶ee dans ce rapport.

Bancs de ¯ltres hybrides µa temps discret

La Figure 2.10 repr¶esente un BFH µa temps discret. On suppose quex(t) est de

T
y(n)

+

(z)MF

(z)2F

(z)1F

T

(z)

(z)

(z)

MH

Banc d'analyse

1H

2H

M

M

M

Banc de synthese

M

M

MM
q

2
q

1
q

x(t)

(n)1x

(n)Mx

(n)2x

Fig. 2.10 { Banc de ¯ltres hybride µa temps discret

bande limit¶ee µa¼=Tpar un ¯ltre externe. Cette fois, le banc d'analyse est constitu¶e de

¯ltres analogiques µa temps discret de fonctions de transfertH1(z), H2(z), ... , HM (z)

(par exemple des ¯ltres µa capacit¶es commut¶ees). Le signalx(t) est tout d'abord ¶echan-

tillonn¶e et ensuite ¯ltr¶e par les ¯ltres H1(z), H2(z), ... , HM (z). Ensuite, les signaux

x1(n), x2(n), ... , xM (n) sont sous-¶echantillonn¶es et quanti¯¶es µa une cadenceM fois

inf¶erieure µa la cadence n¶ecessaire dans le cas d'une conversion analogique/num¶erique

directe du signalx(t). Aprµes la quanti¯cation, les signaux sont sur-¶echantillonn¶es et

¯ltr¶es par le banc de synthµese (F1(z), F2(z), ... , FM (z)). Le signal y(n) obtenu par la

somme des signaux de sortie des ¯ltres de synthµese repr¶esente le signal d'entr¶eex(t),

num¶eris¶e. L'avantage du banc de ¯ltres hybride µa temps discret est que les ¯ltres µa

capacit¶es commut¶ees peuvent être impl¶ement¶es avec une meilleure pr¶ecision que les

¯ltres analogiques µa temps continu. L'inconv¶enient de ce type de structure est que

l'¶echantillonnage du signalx(t) qui a lieu avant le ¯ltrage d'analyse doit se faire avec

une cadence correspondant µa la bande totale de ce signal. Un autre inconv¶enient est

li¶e µa la bande r¶eduite des ¯ltres µa temps discret puisqu'on est limit¶e par la fr¶equence
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maximale des ¯ltres µa temps discret qui est de l'ordre de la fr¶equence maximale des

CAN.

Les bancs de ¯ltres hybrides µa temps discret pour la conversion analogique/num¶erique

ont ¶et¶e introduits pour la premiµere fois dans [63]. L'e®et du bruit de quanti¯cation

total µa la sortie des convertisseurs utilisant des BFH µa temps discret a ¶et¶e ¶etudi¶e dans

[64]. L'analyse de l'in°uence des imperfections analogiques sur les performances des

BFH µa temps discret a ¶et¶e faite dans [69] ou [70].

Bancs de ¯ltres hybrides µa temps continu

La ¯gure 2.11 repr¶esente un BFH µa temps continu. Cette structure a ¶et¶e propos¶ee

+
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q
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(n)Mx

(n)2x

(n)1x

T
y(n)x(t)

Banc de synthese

(s)MH

M

Fig. 2.11 { Banc de ¯ltres hybride µa temps continu

dans [84]. Dans ce cas, le spectre du signal analogique d'entr¶eex(t) est directement

d¶ecompos¶e par les ¯ltres de synthµeseH1(s), H2(s), ... , HM (s) qui sont maintenant µa

temps continu. Supposons quex(t) a la bande limit¶ee µa ]¡ ¼=T;¼=T] par un ¯ltre ex-

terne. LesM signaux qui en r¶esultent aprµes le ¯ltrage sont ¶echantillonn¶es et quanti¯¶es

µa la cadence 1=MT, donc µa une cadenceM fois plus basse que si on avait ¶echantillonn¶e

et quanti¯¶e directement le signalx(t). Ensuite, les signaux num¶eriquesx1(n), x2(n),

... , xM (n) sont quanti¯¶es, sur-¶echantillonn¶es et ¯ltr¶es par les ¯ltres num¶eriques du

banc de synthµeseF1(z), F2(z), ... , FM (z). En¯n, le signal de sortiey(n) est constitu¶e

de la somme des signaux de sortie des ¯ltres num¶eriques. On cherche µa trouver les
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¯ltres Hm (s) et Fm (z), pour m 2 f 1;:::;M g pour que le signaly(n) soit le plus proche

possible du signal d'entr¶ee, num¶eris¶ex(nT) µa un retard prµes.

L'avantage des bancs de ¯ltres hybrides µa temps continu provient de la nature

des ¯ltres analogiques qui permettent des fr¶equences de travail plus ¶elev¶ees que les

¯ltres µa capacit¶es commut¶ees. Donc les fr¶equences d'¶echantillonnage des convertisseurs

analogique/num¶erique r¶ealis¶es dans ce type de structures peuvent être plusgrandes

que dans le cas temps discret. L'inconv¶enient principal de ces structures est li¶e µa

l'impr¶ecision de r¶ealisation des ¯ltres analogiques, plus grande que l'impr¶ecision de

r¶ealisation des ¯ltres µa capacit¶es commut¶ees.

Certains travaux sur les bancs de ¯ltres hybrides µa temps continu ont ¶et¶e publi¶es.

Une analyse fr¶equentielle des BFH peut être trouv¶ee dans [39], [42], et [90]. Plusieurs

m¶ethodes de synthµese pour des bancs de ¯ltres µa deux voies peuvent être trouv¶ees dans

[39], [41], [43], [44], [45], [47]. Des m¶ethodes de synthµese des BFH, qui ne contiennent

pas forc¶ement seulement deux voies se trouvent dans [77], [90], ou [93]. Dans [58] et

[59], partant d'un prototype de banc de ¯ltres discret, les r¶eponses id¶eales des ¯ltres

d'analyse sont calcul¶ees. Le bruit de quanti¯cation est ¶etudi¶e dans [39]. Une analyse

des erreurs d'appariement des CAN qui se trouvent sur chaque voie du BFH est faite

dans [39], [46] et [90]. Certaines techniques de conception de BFH ont ¶et¶e brevet¶ees

par Velazquez [88], [89], [87].

Dans [35], [36], [37], [65], [66] et [68] se trouvent nos contributions pour l'¶elabo-

ration de m¶ethodes de synthµese de BFH adapt¶ees aux contraintes de r¶ealisation. Ces

articles contiennent des exemples de synthµese pour des bancs de ¯ltres µa huit voies.

2.2.3 Int¶erêt de la solution BFH

Dans cette section, les avantages de la solution µa BFH par rapport µa la solution µa

entrelacement temporel pour la r¶ealisation des convertisseurs analogique/num¶erique

sont montr¶es. Petraglia et al. [63], Velazquez [90] ou LÄowenborg et al. [46] montrent

que les ¯ltres d'analyse att¶enuent les erreurs introduites par les imperfections des

convertisseurs analogique/num¶erique sur chaque branche. On a vu dans le paragraphe

2.2.1 qu'il y a trois types d'erreurs dans les convertisseurs analogique/num¶erique: les

erreurs de gain, les erreurs de d¶ecalage et les erreurs de phase. Les erreurs ci-dessus

peuvent être mod¶elis¶ees par [62], [90] :

xqm(n) = am (n) ¤ xm (n) + bm (2.7)
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oµu xqm(n) est le signal ¶echantillonn¶e et quanti¯¶e sur la branchem, bm repr¶esente le

d¶ecalage du convertisseur de la branchem, xm (n) repr¶esente le signal ¶echantillonn¶e

id¶ealement, etam (n) est la r¶eponse impulsionnelle de la fonction de transfert du CAN

de la branchem.

Pour ¶evaluer l'impact de ces erreurs, on applique µa l'entr¶ee un signal sinusoÄ³dal :

x(t) = S0 cos(2¼F0t): (2.8)

Le spectre de la sortie du convertisseur analogique/num¶erique contiendra une raie

spectrale sur la fr¶equenceF0 (le signal utile), des raies sur d'autres fr¶equences (les

signaux d'erreurs de repliement) et du bruit provenant de la quanti¯cation et des

autres sources de bruit dans le convertisseur. On utilise la notion de "Spurious Free

Dynamic Range" qui est d¶e¯nie comme [80], [90] :

SFDR =
Efj Amplitude signal sur F0 en sortiej2g

max(Efj Amplitude signaux sur d'autres fr¶equences en sortiej2g)
(2.9)

oµu Ef xg est l'esp¶erance math¶ematique de la variable al¶eatoirex. C'est le rapport entre

la moyenne quadratique de l'amplitude du signal de fr¶equenceF0, pr¶esent µa la sortie

et le maximum des moyennes quadratiques des amplitudes des autres signaux sur

d'autres fr¶equences, pr¶esents dans le signal de sortie. Les valeurs desSFDR ont ¶et¶e

calcul¶ees dans [90] pour le cas d'un BFH µa temps discret et pour le cas des systµemes

µa entrelacement temporel.

Ci-aprµes nous donnons les expressions du SFDR pour le cas d'un systµeme µa en-

trelacement temporel et pour le cas d'un BFH µa temps continu, dans un cas typique.

Ces expressions sont montr¶ees en Annexe C.

Erreurs de gain

On considµere tout d'abord qu'il y a uniquement des erreurs de gain (les erreurs

de phase des ¶echantillonneurs et les erreurs de d¶ecalage sont nulles). Dans ce cas, le

SFDR pour un systµeme µa entrelacement temporel est :

SFDRET =
M

Ef ~a2g
: (2.10)

oµu Ef ~a2g est la variance des erreurs de gain sur toutes les voies.

Pour un BFH, si le signal parasite< tombe > dans la bande coup¶ee on a une valeur

typique du SFDR :

SFDRBFH typique =
1

2Ef ~a2g(h)2
(2.11)
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2.2. Solutions potentielles

oµuh est le rapport entre le module des ¯ltres dans la bande coup¶ee (consid¶er¶e constant

dans toute la bande coup¶ee) et le module des ¯ltres dans la bande passante des ¯ltres

(consid¶er¶e constant dans toute la bande passante des ¯ltres).

Erreurs de phase des ¶echantillonneurs

On considµere maintenant qu'il n'y a que les erreurs de phase, les erreurs de gain et

les erreurs de d¶ecalage ¶etant nulles. Une valeur typique duSFDR est obtenue quand

les signaux parasites ont de fr¶equences de type
(2k + 1) ¼

2M
, jkj <

2M ¡ 1
2

:

SFDRET typique =
4M

¼2Ef d2g
: (2.12)

oµu Ef d2g est la variance des erreurs de phase des ¶echantillonneurs sur toutes les voies.

La valeur typique pour un BFH µa temps continu s'obtient aussi pour des fr¶equences

des signaux de repliement de type
(2k + 1) ¼

2M
, jkj <

2M ¡ 1
2

:

SFDRBFH typique =
2

¼2Ef d2gh2
(2.13)

oµu h est d¶e¯ni dans le paragraphe pr¶ec¶edent.

Erreurs de d¶ecalage

En¯n, on suppose que les erreurs de gain et de phase sont nulles et il y a uni-

quement des erreurs de d¶ecalage. Pour un systµeme avec entrelacement temporel, le

SFDR est :

SFDRET =
M

4Ef b2g
: (2.14)

oµu Ef b2g est la variance des erreurs de d¶ecalage. Pour un BFH µa temps continu ayant

des convertisseurs analogique/num¶erique pr¶esentant un d¶ecalage, le SFDR est :

SFDRBFH =
1

4Ef b2g
: (2.15)

Pour conclure, on remarque que les erreurs de gain, de phase et de d¶ecalage des

CAN de branche d¶egradent les performances des convertisseurs analogique/num¶erique

construits en structure parallµele, que ce soit avec d¶ecomposition temporelle oµu fr¶equen-

tielle.

En ce qui concerne les erreurs de gain et de phase, ce n'est pas l'¶ecart par rapport

µa la valeur nominale qui empêche l'annulation des termes de repliement. Si tous ces
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¶ecarts sur toutes les voies sont ¶egaux, et si la structure permet µa l'origine la recons-

truction parfaite, nous verrons dans le chapitre 3 que la structure parallµele permet,

même aprµes l'impl¶ementation, l'annulation des termes de repliement. Par contre, si

les erreurs de gain et de phase ne sont pas ¶egales entre les voies, on va constater

que les termes de repliement ne s'annulent plus (¶equations (2.52)-(2.54)). Cependant,

cet e®et est estomp¶e par l'att¶enuation des ¯ltres dans le cas des BFH. Pour analy-

ser cela d'une maniµere quantitative, une mesure est typiquement ¶etudi¶ee (SFDR).

Cette mesure quanti¯e le niveau des erreurs de repliement. Plus leSFDR est grand,

meilleures sont les performances du convertisseur. Pour le cas des structures µa entre-

lacement temporel, leSFDR est proportionnel au nombre de voies parce qu'un e®et

de compensation statistique des erreurs se produit (les erreurs de gain sont suppos¶ees

des variables al¶eatoires de moyenne nulle) (¶equations (2.10),(2.12)). Pourle cas des

structures µa BFH cet e®et de compensation n'apparâ³t pas, mais leSFDR typique

de ces structures est multipli¶e par le rapport entre le gain dans la bande passante et

le gain dans la bande coup¶ee des ¯ltres (¶equations (2.11), (2.13)). Si ce rapport est

su±samment grand, leSFDR des bancs de ¯ltres peut être meilleur que leSFDR

des structures µa entrelacement temporel.

Les erreurs de d¶ecalage d¶egradent aussi leSFDR des structures de type parallµele.

Pour les structures µa entrelacement temporel, le même e®et de compensation statis-

tique se produit que dans le cas des erreurs des gain et de phase (¶equation (2.14)). Au

contraire, cet e®et ne se produit pas dans le cas des BFH (¶equation (2.15)), donc, les

erreurs de d¶ecalage sont plus grandes dans les structures µa d¶ecomposition fr¶equentielle

que dans les structures µa d¶ecomposition temporelle.

2.3 ¶Etudes actuelles sur les BFH

Dans cette section, les expressions de la sortie des bancs de ¯ltres hybrides µa temps

discret et µa temps continu sont d'abord rappel¶ees. Ensuite, une analyse du spectre du

signal de sortie des BFH est faite. Les m¶ethodes actuelles de synthµese des BFH sont

r¶esum¶ees.
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2.3.1 Th¶eorie des BFH

Bancs de ¯ltres hybrides µa temps discret

Soit X (ej! ) la transform¶ee de Fourier du signal d'entr¶ee ¶echantillonn¶ex(nT) :

X (ej! ) = T Ff x(nT)g (2.16)

La transform¶ee de Fourier du signalxm (n) pour m 2 f 1;:::;M g dans la ¯gure 2.10

est :

X m (ej! ) =
1

M

M ¡ 1X

p=0

X (ej (! ¡ 2¼p)=M )Hm (ej (! ¡ 2¼p)=M ): (2.17)

Pour l'instant, on ne prend pas en compte la quanti¯cation. Aprµes le sur-¶echantillonnage

et le ¯ltrage num¶erique, la sortie du ¯ltre Fm (ej! ) est :

Ym (ej! ) =
1

M

M ¡ 1X

p=0

X (ej (!M ¡ 2¼p)=M )Hm (ej (!M ¡ 2¼p)=M )Fm (ej! ): (2.18)

La sortie sera donc :

Y(ej! ) =
MX

m=1

Ym (ej! )

=
1

M

MX

m=1

M ¡ 1X

p=0

X (ej (! ¡ 2¼p=M))Hm (ej (! ¡ 2¼p=M))Fm (ej! ):

(2.19)

Avec la notation :

Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Hm (ej (! ¡ 2¼p=M))Fm (ej! ) (2.20)

l'¶equation (2.19) devient :

Y(ej! ) =
M ¡ 1X

p=0

Tp(ej! )X (ej (! ¡ 2¼p=M)): (2.21)

Le spectre de la sortie est donc la somme du spectre du signal utile et deM ¡ 1

d¶ecal¶es de 2¼p=M avec p 2 f 1;:::;M ¡ 1g. Dans la somme (2.21) les termes pour

p 2 f 1;:::;M ¡ 1g sont des termes de repliement de spectre.Tp(ej! ) pour p 2 f 1;:::;M ¡

1g s'appellent les fonctions de repliement. Pour que le signal de sortie soit ¶egal au

signal d'entr¶ee, ces termes doivent s'annuler. Le terme pourp = 0 contient le spectre

du signal utile multipli¶e par T0(ej! ). T0(ej! ) s'appelle la fonction de distorsion. On
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2.3. �Etudes actuelles sur les BFH

veut que le signal de sortie soit ¶egal au signal d'entr¶ee, ¶eventuellement retard¶e ded

¶echantillons et multipli¶e par une constantec. Alors, les conditions de reconstruction

parfaite s'¶ecrivent :

Tp(ej! ) =

8
<

:

ce¡ j!d ; p = 0

0 ; p 2 f 1;:::;M ¡ 1g:
(2.22)

Bancs de ¯ltres hybrides µa temps continu

Soit X (j ­) la transform¶ee de Fourier du signal d'entr¶eex(t) :

X (j ­) = Ff x(t)g: (2.23)

La ¯gure 2.11 pr¶esente le sch¶ema du BFH µa temps continu. Dans ce cas, le banc

d'analyse est compos¶e de ¯ltres analogiques µa temps continu et le signal d'entr¶eex(t)

est aussi µa temps continu. Alors, la transform¶ee de Fourier des signauxxm (t) pour

m 2 f 1;:::;M g est :

X m (j ­) =
1

MT

1X

p= ¡1

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
: (2.24)

Aprµes le sur-¶echantillonnage et le ¯ltrage num¶erique, la sortie du ¯ltreFm (ej! ) est :

Ym (ej! ) =
1

MT

1X

p= ¡1

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Fm (ej! ) (2.25)

oµu :

! = ­ T:

La sortie sera donc :

Y(ej! ) =
MX

m=1

Ym (ej! )

=
1

MT

MX

m=1

1X

p= ¡1

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Fm (ej! ):

(2.26)

Avec la notation :

Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Fm (ej! ) (2.27)
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l'¶equation (2.26) devient :

Y(ej! ) =
1
T

1X

p= ¡1

Tp(ej! )X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
: (2.28)

Donc le spectre de la sortie est la somme du spectre de l'entr¶ee, multipli¶e parT0(ej! )

et des d¶ecal¶es de 2¼p=MT; p2 Z du spectre de l'entr¶ee, multipli¶es parTp(ej! ); p 6= 0

(termes de repliement spectral). Si les fonctionsFm (ej! ) et Hm (j ­) sont telles que

les fonctionsTp(ej! ) s'annulent pour p 6= 0, le repliement est ¶elimin¶e. Et siFm (ej! )

et Hm (j ­) sont telles que T0(ej! ) repr¶esente un retard, le banc de ¯ltres n'introduit

pas de distorsion. Alors on peut ¶ecrire les conditions de reconstruction parfaite pour

le banc de ¯ltres hybride µa temps continu :

Tp(ej! ) =

8
<

:

ce¡ j!d ; p = 0

0 ; p 2 Znf 0g:
(2.29)

La th¶eorie des bancs de ¯ltres num¶eriques (pour lesquels les ¯ltres du banc d'ana-

lyse et les ¯ltres du banc de synthµese sont num¶eriques)[84] montre qu'il existe des

BFH µa temps discret µa reconstruction parfaite. Ceci provient µa l'origine du fait que

les conditions de reconstruction parfaite (2.22) constituent un systµeme deM ¶equa-

tions µaM inconnues (dans lequel on considµere que les ¯ltres d'analyse sont donn¶es et

les ¯ltres de synthµesef Fm (ej! )g sont les inconnues). La nature analogique des ¯ltres

d'analyse dans le cas des BFH fait l'analyse un peu plus di±cile mais nous allons mon-

trer que pour des signaux d'entr¶ee µa spectre born¶e on peut trouver, dans certaines

conditions, des BFH µa temps continu µa reconstruction parfaite.

On suppose donc que le spectre du signal d'entr¶ee est de bande limit¶ee µa¼=T

(X (j ­) = 0, pour j­ j ¸ ¼=T). Pour que la fonction X (j ­) soit non-nulle, son ar-

gument doit être compris entre¡ ¼=Tet ¼=T, c'est-µa-dire, pour le d¶ecal¶e d'ordrep,

l'argument doit v¶eri¯er :

¡
¼
T

< ­ ¡
2¼p
MT

<
¼
T

: (2.30)

On considµere pour la sortie, la bande de pulsation normalis¶eeB =] ¡ ¼;¼]. Il su±t

d'analyser la sortie sur cet intervalle puisque, le signal de sortie ¶etant num¶erique, son

spectre est une fonction p¶eriodique par rapport µa la pulsation, de p¶eriode 2¼. On veut

trouver les d¶ecal¶es du spectre du signal d'entr¶ee qui ont des contributions dans la

bandeB. On prend donc en compte l'intervalle¡ ¼ < ! · ¼soit :

¡
¼
T

< ­ ·
¼
T

: (2.31)

26



2.3. �Etudes actuelles sur les BFH

µA partir des in¶equations (2.30) et (2.31), on peut ¶ecrire :
8
>>>><

>>>>:

¡
¼
T

< ¡
¼
T

¡
2¼p
MT

<
¼
T

ou

¡
¼
T

<
¼
T

¡
2¼p
MT

<
¼
T

:

(2.32)

µA partir de (2.32), on trouve :

¡ M < p < M (2.33)

oµu ¶equivalentp 2 f¡ (M ¡ 1); ¡ (M ¡ 2);:::;M ¡ 2;M ¡ 1g. Alors, l'¶equation (2.28)

devient :

Y(ej! ) =
1
T

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

Tp(ej! )X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
(2.34)

et les conditions de reconstruction parfaite peuvent s'¶ecrire :

Tp(ej! ) =

8
<

:

ce¡ j!d ;p = 0

0 ;p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 2;M ¡ 1g:
(2.35)

Il y a donc 2M ¡ 1 termes de repliement de spectre pour l'intervalle¡ ¼ < ! <

¼. T0(ej! ) s'appelle la fonction de distorsionet Tp(ej! ) pour p 6= 0 s'appellent les

fonctions de repliement.

De plus, d'aprµes [26] et [85], pour chaque fr¶equence dans la bande¡ ¼ < ! · ¼,

seulementM termes ont des contributions non-nulles dans la somme (2.34). Pour

montrer cela, on considµere une fr¶equence ­0 2] ¡ ¼=T;¼=T]. De nouveau, pour que la

fonction X
µ

j ­ 0 ¡ j
2¼p
MT

¶
soit non-nulle, son argument doit satisfaire :

¡
¼
T

< ­ 0 ¡
2¼p
MT

<
¼
T

(2.36)

parce queX (j ­) est de bande limit¶ee µa¼=T. Par cons¶equent, on trouve :
8
>>>>><

>>>>>:

pmax =
»

M
2

+ ­ 0
MT
2¼

¼
¡ 1

pmin =
»

¡
M
2

+ ­ 0
MT
2¼

¼
(2.37)
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oµu dxe repr¶esente arrondi sup¶erieur dex. Donc le nombre de termes de repliement

non nuls qui interviennent en (2.34) pour une fr¶equence ­0 2] ¡ ¼=T;¼=T[ est de :

pmax ¡ pmin + 1 = M: (2.38)

Si on considµere les ¯ltres d'analyse donn¶es et on cherche les ¯ltres de synthµese pour

constituer un BFH µa reconstruction parfaite, pour chaque intervalle

I k =] ¡ ¼=T+ 2¼(k ¡ 1)=MT; ¡ ¼=T+ 2¼k=MT[; k 2 f 1;2;:::;M g (2.39)

(2.35) repr¶esente un systµeme deM ¶equations avecM inconnues (les ¯ltres de synthµese

Fm (ej! ), m 2 f 1;2;:::;M g) [26]. Pour montrer cela on ¶ecrit les conditions pour que,

pour un certain p, le d¶ecal¶eX
µ

j ­ ¡ j
2¼p
MT

¶
, soit situ¶e en dehors de l'intervalleI k :

8
>>>><

>>>>:

¼
T

+
2¼p
MT

· ¡
¼
T

+ 2¼
k ¡ 1
MT

ou

¡
¼
T

+
2¼p
MT

¸ ¡
¼
T

+ 2¼
k

MT
:

(2.40)

D'oµu il r¶esulte : 8
>><

>>:

p · ¡ M + k ¡ 1

ou

p ¸ k

(2.41)

aveck 2 f 1;:::;M g. Donc, les d¶ecal¶esX
µ

j ­ ¡ j
2¼p
MT

¶
auront des contributions ¶ener-

g¶etiques dans l'intervalleI k pour p 2 R , oµu

R = f¡ M + k;:::;k ¡ 1g: (2.42)

Il y a donc M termes en (2.34) qui ont des contributions non nulles dans l'intervalleI k

et, par cons¶equent, (2.35) repr¶esente un systµeme deM ¶equations avecM inconnues.

Si le d¶eterminant du systµeme est di®¶erent de z¶ero pour tout ­, on peut trouver les

¯ltres de synthµese (pas n¶ecessairement r¶ealisables) pour que le banc de ¯ltres soit µa

reconstruction parfaite.

Exemple 1.

Soit un BFH µa 3 voies et on choisit les ¯ltres de synthµese comme suit :
8
>><

>>:

H1(s) = 1

H2(s) = s

H3(s) = s2:

(2.43)
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Le spectre du signal d'entr¶ee est repr¶esent¶e en Figure 2.12. Les spectres des d¶ecal¶es

A

0 ­¼
T

¡ ¼
T

X (j ­)

Fig. 2.12 { Spectre du signal d'entr¶ee pour l'exemple 1

X
µ

j ­ ¡ j
2¼p
MT

¶
sont repr¶esent¶es en Figure 2.13 pourp 2 f¡ 3; ¡ 2; ¡ 1;0;1;2;3g.

On peut voir clairement que seulement les d¶ecal¶es pourp 2 f¡ 2; ¡ 1;0;1;2g ont de

l'¶energie dans l'intervalle¡ ¼=T < ­ < ¼=T. Donc, comme nous l'avons montr¶e ci-

dessus, la somme (2.28) contient seulement 2M ¡ 1 = 5 termes di®¶erents de z¶ero pour

¡ ¼=T <­ < ¼=T.

= 1 = 2= -1 = 3= -3p = -2 = 0p p p p p p

A

¡ 2¼
3T¡ 4¼

3T ¡ ¼
3T

¡ ¼
T 0 ¼

3T
2¼
3T

¼
T

4¼
3T

­

Fig. 2.13 { Spectres des d¶ecal¶es du signal d'entr¶eeX (j ­ ¡ j 2¼p=MT) pour l'exemple 1

Les termes de repliement ayant des contributions non-nulles dans les trois inter-

valles de type (2.39) sont montr¶es dans le Tableau 2.1.

En ¶ecrivant les conditions de reconstruction parfaite pour chacun des intervalles

indiqu¶es dans le Tableau 2.1 on obtient trois systµemes de trois ¶equations avec les

inconnues, les fonctions de transfert des ¯ltres de synthµese,F1(ej! ), F2(ej! ), F3(ej! ).

En calculant ensuite la transform¶ee de Fourier inverse pour chacune des fonctions de

transfert on obtient les r¶eponses impulsionnelles des trois ¯ltres (voir Annexe B) :
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Tab. 2.1 { Les termes de repliement ayant des contributions non-nulles dans l'¶equation

(2.34) appliqu¶ee µa l'exemple 1

Intervalle Intervalle Intervalle

¡
¼
T

< ­ < ¡
¼

3T
¡

¼
3T

< ­ <
¼

3T
¼

3T
< ­ <

¼
T

p -2,-1,0 -1,0,1 0,1,2

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

f 1(n) = Mc
sin a0(n¡ d)

2 (24 + 3(n ¡ d)2a02)
8¼(n ¡ d)3a02

f 2(n) = MTc
3 sin a0(n¡ d)

2

¼(n ¡ d)2a02

f 3(n) = MT 2c
3 sin a0(n¡ d)

2

2¼(n ¡ d)a02

(2.44)

oµu a0 = 2¼=3.

Erreurs d'appariement des CAN sur chaque voie des BFH µa temps continu

On a vu dans le paragraphe 2.2.3 que les erreurs d'appariement entre les CAN sur

les voies du BFH sont mod¶elis¶ees par (2.7). La transform¶ee de Fourier de la r¶eponse

impulsionnelle des erreurs de gain,am (n) peut s'¶ecrire :

Am (ej! ) = T Ff am (n)g = (1 + eam )e¡ j!d m (2.45)

oµu eam est l'erreur de gain sur la branchem et dm repr¶esente l'erreur de phase des

¶echantillonneurs.! = ­ MT est la pulsation normalis¶ee. Pour la transform¶ee de Fou-

rier du terme de d¶ecalage on part de la transform¶ee de Fourier d'un signal en temps

continu bm (t) = bm oµu bm est une constante r¶eelle. Alors :

Ff bm (t)g = Bm (j ­) = 2 ¼bm±(­) (2.46)

oµu ±(­) est la distribution Dirac d¶e¯nie par :
Z 1

¡1
x(­) ±(­) d­ = x(0): (2.47)
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Le d¶ecalage en temps discretbm (n) est obtenu par l'¶echantillonnage du signalbm (t)

avec la p¶eriode d'¶echantillonnageMT , des convertisseurs de branche. La transform¶ee

de Fourier du terme de d¶ecalage est alors :

T Ff bm (n)g =
1

MT

1X

p= ¡1

Bm (j (­ ¡
2¼p
MT

)) =
2¼

MT
bm

1X

p= ¡1

±(­ ¡
2¼p
MT

): (2.48)

On peut donc ¶ecrire :

Bm (ej! ) = T Ff bm (n)g = 2¼bm
1X

p= ¡1

±(! ¡ 2¼p) (2.49)

avec! = ­ MT .

On a vu dans le paragraphe 2.3.1 que la sortie du BFH continu est :

Y(ej! ) =
1
T

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Tp(ej! ) (2.50)

oµu Tp(ej! ) est :

Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Fm (ej! )Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
: (2.51)

D'une maniµere similaire que dans le paragraphe 2.3.1 on peut d¶eduire le spectre de la

sortie du ¯ltre de synthµeseFm (ej! ) en tenant compte des imperfections des conver-

tisseurs :

Ym (ej! ) =
1

MT

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Am (ej!M )Fm (ej! )+

+ Fm (ej! )Bm (ej!M )
(2.52)

avec! = ­ T. La sortie sera :

Y(ej! ) =
1
T

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
T̂p(ej! ) +

MX

m=1

Fm (ej! )Bm (ej!M ) (2.53)

oµu T̂p(ej! ) est donn¶e par :

T̂p(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Am (ej!M )Fm (ej! )Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
: (2.54)

Dans les ¶equations (2.53) et (2.54) on peut voir l'e®et des imperfections sur la sortie

du banc de ¯ltres. Si le banc de ¯ltres ¶etait µa reconstruction parfaite, c'est-µa-dire :
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Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Fm (ej! )Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
= 0 (2.55)

pour p 2 f¡ (M ¡ 1);:::;M ¡ 1gnf0g, maintenant la fonction T̂p(ej! ) n'est plus nulle en

g¶en¶eral. En fait, les di®¶erences entre les imperfections (de gain et de phase) empêchent

l'annulation des termes de repliement. Si

A1(ej! ) = A2(ej! ) = : : : = AM (ej! ) = A(ej! )

la fonction A(ej! ) sort en facteur commun dans la somme (2.54) et

T̂p(ej! ) = A(ej!M )Tp(ej! ) = 0

pour p 2 f¡ (M ¡ 1);:::;M ¡ 1gnf0g. Si p = 0, la fonction de distorsion est seulement

multipli¶ee par A(ej!M ). Donc les termes de repliement s'annulent toujours si toutes

les imperfections des CAN sont ¶egales. Par contre, les erreurs de d¶ecalage existeront

même si les valeurs des d¶ecalages desM convertisseurs analogique/num¶erique sont

¶egales. En e®et, le terme:
MX

m=1

Fm (ej! )Bm (ej!M )

reste toujours di®¶erent de z¶ero dans la somme (2.53).

2.3.2 M¶ethodes de synthµese classiques

Cette section passe briµevement en revue les m¶ethodes existantes de synthµese des

BFH µa temps continu.

Une premiµere id¶ee qui a ¶et¶e exploit¶ee ¶etait de partir d'un banc de ¯ltres num¶erique

µa reconstruction parfaite et de trouver un banc de ¯ltres analogiques d'analyse qui

approximent dans un certain sens les ¯ltres num¶eriques d'analyse [58], [92]. Ainsi, un

BFH peut être obtenu. Velazquez [92] construit une transformation de< z vers s > :

z¡ 1 ! G(s) =
GB (s)
GA (s)

: (2.56)

Alors, les ¯ltres recherch¶es sont :

Ĥm (s) = Hm (z)jz¡ 1= G(s) : (2.57)
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Une transformation G(s) est cherch¶ee a¯n de minimiser l'erreur :

²m =
Z ¼

¡ ¼

¯
¯
¯Ĥm (j!=T ) ¡ Hm (ej! )

¯
¯
¯
2

d!: (2.58)

Des transformations de< z verss > ayant de bonnes performances supposent des

degr¶es ¶elev¶es pour les polynômesGB (s) et GA (s) en (2.56). Ceci signi¯e que l'ordre

des ¯ltres analogiques qui en r¶esultent est ¶elev¶e, ce qui ampli¯e les problµemes li¶es µa

l'impr¶ecision de l'impl¶ementation.

La synthµese des BFH est une tâche plus di±cile que la synthµese des bancs de

¯ltres num¶eriques µa cause de l'impr¶ecision de r¶ealisation des structures analogiques.

Les erreurs d'impl¶ementation des ¶el¶ements analogiques introduisent des erreurs de

distorsion et de repliement dans le signal de sortie ce qui se traduit ¯nalement par

la diminution de la pr¶ecision de la conversion. Par cons¶equent, une approche de la

synthµese des BFH qui parte des ¯ltres analogiques et qui trouve les ¯ltres num¶eriques

adapt¶es semble plus prometteuse de ce point de vue. Velazquez [93], [90] a d¶evelopp¶e

des m¶ethodes qui ¶elaborent les ¯ltres de synthµese µa partir de ¯ltres d'analyse quel-

conques. Pour trouver les ¯ltres de synthµese, il utilise des m¶ethodes d'approximation

des r¶eponses fr¶equentielles id¶eales des ¯ltres de synthµese. Mais un critµere d'optimi-

sation global fournirait sans doute de meilleurs r¶esultats. Par ailleurs, il optimise les

pôles et les z¶eros des ¯ltres d'analyse µa l'aide d'un critµere global mais il serait plus

r¶ealiste d'optimiser les paramµetres des ¯ltres d'analyse li¶es µa l'impl¶ementation comme

la fr¶equence centrale et le facteur de qualit¶e par exemple. D'autre part, il met en

oeuvre ces m¶ethodes pour des ¯ltres d'analyse d'ordre assez ¶elev¶e or il serait plus

facile de r¶ealiser des ¯ltres analogiques d'ordre faible (inf¶erieur ou ¶egal µa deux).

Quant aux m¶ethodes de LÄowenborg et al. [41], [43], [47] , elles sont con»cues pour

un type bien d¶e¯ni de fonctions de tranfert des ¯ltres d'analyse et dans le cas de BFH

µa deux voies seulement.

Shu et al. [77] transforment la r¶esolution des ¶equations de reconstruction parfaite

dans un problµeme d'optimisationH 1 comprenant seulement des systµemes en temps

discret. Ce problµeme est r¶esolu en utilisant des techniques connues de la th¶eorie de

l'automatique et un exemple de synthµese d'un BFH est donn¶e. Cependant, la com-

plexit¶e du problµeme d'optimisation augmente d'une maniµere trµes importante avec le

nombre des voies du banc.
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2.3.3 Critµeres d'¶evaluation d'un banc de ¯ltres hybrides

A¯n de comparer di®¶erentes m¶ethodes de synthµese, il faut ¶etablir des critµeres de

performance pour les BFH. Nous consid¶ererons ici, comme la litt¶erature, la distorsion

et le repliement.

Distorsion

C'est la grandeur qui caract¶erise l'¶ecart entre la transmittance globale du BFH et

la transmittance id¶eale qui est un retard. On calcule donc la fonction :

R(! ) =
T0(ej! )
ce¡ j!d

(2.59)

oµuT0(ej! ) est le terme de distorsion d¶e¯ni par l'expression (2.27) pourp = 0 et ce¡ j!d

est la fonction de transfert id¶eale du BFH. D'aprµes l'¶equation pourp = 0 du systµeme

(2.35) (reconstruction parfaite), la fonctionR(! ) a id¶ealement un module unitaire

et une phase nulle. Pour des valeurs! k ¶equir¶eparties sur [¡ ¼;¼[, on caract¶erise la

distorsion en module par la valeur maximalemaxmodule de jR(! k)j avec la formule

(2.60).

maxmodule = max
k

jR(! k)j (2.60)

De même, on caract¶erise la distorsion en phase par la valeur maximalemaxphase de

jarg(R(! )) j par la formule (2.61).

maxphase = max
k

jarg(R(! k)) j (2.61)

Repliement

En ce qui concerne le repliement, on peut calculer chaque terme de repliement et en

d¶eduire certaines caract¶eristiques telles que valeurs moyennes et valeurs maximales de

chacun. Cela engendre 2£ 2(M ¡ 1) valeurs. Il devient alors di±cile de comparer deux

BFH. Nous proposons de faire une synthµese de ces caract¶eristiques au prix de quelques

hypothµeses simpli¯catrices. On suppose que l'on peut assimiler les repliements µa des

bruits d¶ecorr¶el¶es entre eux. Dans ce cas, les puissances des repliements s'ajoutent.

Nous d¶e¯nissons donc le repliement total par la somme de repliement au sens des

puissances. La densit¶e spectrale de puissance de ce repliement total est donc :
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Sr (! ) =
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯
¯
¯Tp(ej! )X

µ
j

(! ¡ 2¼p=M)
T

¶ ¯
¯
¯
¯

2

=
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

¯
¯
¯
¯X

µ
j

(! ¡ 2¼p=M)
T

¶ ¯
¯
¯
¯

2

(2.62)

Si l'on suppose que le signal d'entr¶ee est large-bande et tel que sa densit¶e spectrale

de puissance est constante (et ¶egale µaSX ) sur toute la bande, alors :

Sr (! ) =
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

SX (2.63)

La puissance du repliement total sur toute la bande est donc :

Pr = SX
1

2¼

Z ¼

¡ ¼

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

d! (2.64)

Si on appelleSNRr le rapport signal sur bruit qui en d¶ecoule :

SNRr = ¡ 10 log10

µ
SX

Pr

¶
= ¡ 10 log10

0

@ 1
2¼

Z ¼

¡ ¼

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

d!

1

A (2.65)

On approche cette expression en calculant l'int¶egrale num¶eriquement par la m¶ethode

des rectangles pour les pulsations! k . D'oµu :

SNRr ' ¡ 10 log10

0

@ 1
K

KX

k=1

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! k )

¯
¯2

1

A (2.66)

Pour chaque BFH, on donnera la repr¶esentation (en dB) de la fonction repliement

total d¶e¯nie comme suit :

RepliementTotal(! ) =
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

(2.67)

Cette fonction repr¶esente la densit¶e spectrale de puissance du repliement total en

consid¶erant un signal d'entr¶ee de densit¶e spectrale uniforme. La valeur moyenne et

la valeur maximale de cette fonction seront donn¶ees pour tous les BFH. La valeur

moyenne correspond µa la valeur de¡ SNRr . Ces caract¶eristiques seront inscrites dans

les tableaux de r¶esultats sous le terme de repliement total moyen et maximal.
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2.3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons d¶ecrit deux techniques qui permettent d'¶elargir la

bande de la conversion analogique/num¶erique.

Une premiµere technique est l'entrelacement temporel. Cette technique est utilis¶ee

en pratique : par exemple en mettant en parallµele 80 convertisseurs 8 bit µa 250 M¶Ech/s,

Agilent fabrique un convertisseur analogique/num¶erique 8 bit µa 20 G¶Ech/s.

Une deuxiµeme technique est la d¶ecomposition µa bancs de ¯ltres hybrides.

Les deux techniques utilisent un nombre de convertisseurs analogique/num¶erique

fonctionnant en parallµele µa une fr¶equence d'¶echantillonnage inf¶erieure µala fr¶equence

d'¶echantillonnage de la conversion globale.

Les erreurs d'appariement de gain, de phase et de d¶ecalage des CAN limitent la

r¶esolution de ces deux structures de type parallµele. Velazquez [90] et Petraglia [63]

montrent que les BFH µa temps discret att¶enuent les erreurs d'appariement de gain et

de phase entre les convertisseurs analogique/num¶erique de branche. Plus l'att¶enuation

des ¯ltres est grande plus l'e®et de ces erreurs est att¶enu¶e. On montre ici que les mêmes

r¶esultats sont obtenus dans le cas d'un BFH µa temps continu. Les erreurs de d¶ecalage

ne sont pourtant pas att¶enu¶ees. L'avantage de la d¶ecomposition fr¶equentielle utilisant

des BFH consiste donc dans leur propri¶et¶e d'att¶enuation des erreurs d'appariement

de gain et de phase.

Les m¶ethodes de synthµese classiques ne prennent pas en compte les di±cult¶es

de r¶ealisation. Les structures des ¯ltres d'analyse doivent être facilement r¶ealisables.

C'est la raison pour laquelle dans le Chapitre 3 on ¶etudie des m¶ethodes de synthµese

des BFH adapt¶ees µa des structures d'analyse trµes simples.
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Chapitre 3

M¶ethodes de synthµese de BFH

adapt¶ees aux contraintes de

r¶ealisation

Nous avons vu dans le Chapitre 2 l'int¶erêt des structures parallµeles pour ¶elargir les

bandes de conversion. De plus, les systµemes µa d¶ecomposition fr¶equentielle comme les

BFH ont un avantage devant les systµemes µa entrelacement temporel qui est d'att¶enuer

les erreurs d'appariement entre les CAN des di®¶erentes voies.

La suite de l'¶etude concerne les m¶ethodes de synthµese des BFH qui nous donnent

les fonctions de transfert des bancs d'analyse et de synthµese. Tout d'abord, pour

orienter ce travail, nous avons tent¶e d'anticiper les limitations et les di±cult¶esde

r¶ealisation d'un BFH. Or les BFH font appel µa trois domaines que sont le ¯ltrage

analogique, la conversion analogique/num¶erique et le ¯ltrage num¶erique.

En ce qui concerne la partie num¶erique, la limitation vient de la vitesse d'ex¶ecution,

de la puissance calculatoire disponible et de la pr¶ecision des calculs. Il est ¶evident

que l'¶evolution de la technologie permettra de repousser ces limites. Mais il faudra

n¶eanmoins toujours chercher µa minimiser la taille et la consommation du banc de

synthµese num¶erique.

Les convertisseurs analogique/num¶erique sont limit¶es en fr¶equence d'¶echantillon-

nage et en r¶esolution. C'est d'ailleurs pour cela que l'on ¶etudie les BFH a¯n d'augmen-

ter la fr¶equence d'¶echantillonnage tout en conservant une bonne r¶esolution. D'autre

part, pour utiliser des convertisseurs dans une structure µa BFH, la bande d'en-

tr¶ee de chaque CAN doit être au moins ¶egale µa la fr¶equence maximale du signal
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3.1. Filtres analogiques envisageables

µa convertir. Si on considµere un convertisseur analogique/num¶erique compos¶e d'un

¶echantillonneur-bloqueur suivi d'un bloc de conversion, il est donc n¶ecessaire de dispo-

ser d'un ¶echantillonneur-bloqueur plus rapide que le bloc de conversion (par exemple,

pour un BFH µa huit voies sur la bande de 0-1GHz, les CAN fonctionneront µa la fr¶e-

quence d'¶echantillonnage de 125 M¶ech/s mais devront admettre en entr¶ee des signaux

jusqu'µa 1 GHz).

Côt¶e analogique, l'int¶egration d'un ¯ltre analogique hautes fr¶equences est d¶elicate.

Les di±cult¶es sont d'autant plus grandes que l'ordre du ¯ltre est ¶elev¶e ou que le facteur

de qualit¶e est grand. Et surtout, les imperfections de r¶ealisation vont jusqu'µa 20%

d'erreur, voire plus, sur les valeurs des composants passifs. De plus, ces imperfections

¶evoluent dans le temps (en fonction du vieillissement et de la temp¶erature). Dans le

cadre des BFH, de telles di®¶erences entrâ³nent des erreurs trµes importantes sur la

reconstruction du signal (voir le dernier chapitre de la thµese).

Finalement, la partie analogique est sans doute la plus contraignante µa r¶ealiser

dans le cadre des BFH µa cause des imperfections de r¶ealisation. Pour r¶esoudre ce pro-

blµeme, une premiµere id¶ee est d'utiliser une structure r¶eglable (tuning). Mais il s'agit

lµa de structures d'autant plus complexes que la pr¶ecision ¶exig¶ee est grande et qui

sont donc coûteuses. La strat¶egie qui a ¶et¶e ici retenue est de relâcher les contraintes

sur la r¶ealisation de l'analogique. Les ¯ltres analogiques sont donc des r¶esonateurs

quelconques. Ils peuvent donc être choisis les plus simples possibles. Les erreurs en-

gendr¶ees par la r¶ealisation doivent être compens¶ees dans la partie num¶erique. Pour

cela, on peut imaginer des solutions comme la calibration (voir le Chapitre 4 de la

thµese de Tudor Petrescu). On pense aussi µa estimer les erreurs µa l'aide d'algorithmes

auto-r¶egressifs [33] ou d'estimation aveugle (thµese de Davud Asemani en cours).

3.1 Filtres analogiques envisageables

Pour un r¶esonateur, plusieurs structures de r¶ealisation sont possibles. On peut

di®¶erencier les r¶esonateurs purement ¶electriques des r¶esonateurs ¶electro-m¶ecaniques.

Parmi les r¶esonateurs purement ¶electriques nous envisageons les circuits LC et les r¶eso-

nateurs µa simulation d'inductance (gyrateur). Parmi les r¶esonateurs ¶electro-m¶ecaniques,

nous pensons aux ¯ltres µa onde de surface (SAW), aux ¯ltres µa ondes de volume (BAW)

et aux micro-systµemes de type MEMS.
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3.1.1 Exemples de r¶ealisation des r¶esonateurs

R¶esonateurs purement ¶electriques

La r¶ealisation la plus naturelle d'un r¶esonateur est une structure de type LC. En

pratique, on parle plus souvent de Gm-LC car il s'avµere presque toujours n¶ecessaire

d'ampli¯er le signal. Le sch¶ema de principe de ce type de r¶esonateur est donn¶e dans

la ¯gure 3.1. Rp est la r¶esistance parasite pr¶esente en sortie de la transconductance.

L'expression (3.1) donne la fonction de transfert de ce circuit.

 

Gm 
- 

+ 
Vin 

Vout 

Iout 

Rp L C 

 

Fig. 3.1 { R¶esonateur Gm-LC

H (s) =

Gm

C
s

s2 +
1

RpC
s +

1
LC

(3.1)

L'inconv¶enient de cette solution est la surface occup¶ee par l'inductance sur le

circuit. D'autre part, si plusieurs inductances cohabitent sur une même puce, (ce qui

serait le cas pour un banc de r¶esonateurs), des ph¶enomµenes de couplage apparaissent.

L'avantage est une bonne lin¶earit¶e car il y a moins de composants actifs que dans les

solutions µa simulation d'inductance pr¶esent¶ees ci-aprµes.

Une alternative est d'utiliser des structures de type Gm-C utilisant le principe du

gyrateur [82]. Cela consiste µa simuler le comportement d'une inductance µa l'aide d'une

capacit¶e et de deux transconductances. Ce principe est illustr¶e par la ¯gure 3.2.

L'expression (3.2) donne l'imp¶edance ¶equivalente de ce circuit.

Z =
Vin

I in
=

sC
Gm1Gm2

(3.2)

Cette structure se comporte donc comme une inductance de valeur :

L =
C

Gm1Gm2
(3.3)
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Fig. 3.2 { Principe du gyrateur

Les gyrateurs sont µa la base de nombreux ¯ltres analogiques. Ils doivent être combi-

n¶es avec des ¶el¶ements passifs pour r¶ealiser des ¯ltres passe-bas ou passe-bande. Un

r¶esonateur Gm-C pr¶esente l'avantage d'un moindre coût car il est r¶ealisable dans des

technologies standards. Nous pr¶esentons ici deux structures possibles pour r¶ealiser un

r¶esonateur d'ordre 2.

Circuit I :
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Fig. 3.3 { R¶esonateur Gm-C - circuit I

Le ¯ltre pr¶esent¶e dans la ¯gure 3.3 a la fonction de transfert suivante :

Vout =Vin =
s

C2Gm1

Gm2Gm3

s2
C1C2

Gm2Gm3
+ s

C2Gm1

Gm2Gm3
+ 1

(3.4)

Ainsi la fr¶equence centrale est :

! c =

r
Gm2Gm3

C1C2
(3.5)

et le facteur de qualit¶e :

Q =

r
Gm2Gm3

Gm1
(3.6)
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¶Etant donn¶ee la sym¶etrie des rôles deC1 avec C2 et Gm2 avec Gm3, il est naturel

de choisir les mêmes valeurs pour les deux capacit¶es, ainsi que pourGm2 et Gm3. La

transconductanceGm1 est assimilable µa une r¶esistance et in°ue sur le coe±cient de

qualit¶e. En se donnant des valeurs pourGm2 et Gm3, il est possible d'agir sur la fr¶e-

quence centrale par l'interm¶ediaire des capacit¶es. Si on prend en compte la r¶esistance

parasite de sortieRp de la transconductanceGm2, on obtient alors la transmittance

suivante :

Vout =Vin =
Gm1(1 + RpC2s)

s2(RpC2 + C1) + s(Gm1RpC2 + C1) + Gm1 + RpGm2Gm3
(3.7)

On constate donc que cette transmittance comporte une composante passe-bas.

On peut citer [18] qui utilise ce type de circuit pour r¶ealiser un banc de ¯ltres

pour des signaux audio-fr¶equence.

Circuit II :
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Fig. 3.4 { R¶esonateur Gm-C - circuit II

Pour r¶ealiser un r¶esonateur selon ce principe, il faut placer des r¶esistances (R1 et

R2) a¯n de r¶egler le facteur de qualit¶e. La fonction de transfert de ce circuit est :

Vout =Vin =
sC2Gm2 +

Gm2

R2

s2C1C2 + s
R1C1 + R2C2

R1R2
+

1 + Gm2Gm3R1R2

R1R2

(3.8)

On remarque que cette transmittance comporte une composante passe-bas.

La solution Gm-C est sans doute plus ¶economique que la solution Gm-LC car elle

est plus facile µa int¶egrer. Par contre, ce type de circuit est plus d¶efavorable sur le plan

de la lin¶earit¶e.
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R¶esonateurs ¶electro-m¶ecaniques

Les ¯ltres µa ondes de surface ou SAW (Surface Acoustic Wave) utilisent l'e®et

pi¶ezo-¶electrique pour convertir l'¶energie ¶electrique en ¶energie m¶ecanique et vice-versa.

Ils sont couramment utilis¶es pour r¶ealiser les ¯ltres d'antenne en t¶el¶ecommunications

mobiles. Les facteurs de qualit¶e peuvent aller jusqu'µa 400 µa des fr¶equences jusqu'µa 2

GHz.

Les ¯ltres µa ondes de volume ou BAW (Bulk Acoustic Wave) utilisent le même

principe de propagation d'une onde acoustique mais dans ce cas, l'onde se propage

dans l'¶epaisseur du mat¶eriau pi¶ezo-¶electrique. L'imp¶edance d'un r¶esonateur BAWse

caract¶erise par une fr¶equence de r¶esonance et une fr¶equence d'anti-r¶esonance (voir

¯gure 3.5).

�

�

��

������	
��

Fig. 3.5 { Module de l'imp¶edance d'une r¶esonateur BAW

En assemblant plusieurs r¶esonateurs BAW, on construit des ¯ltres passe-bande

dont la r¶eponse fr¶equentielle ressemble µa celle de la ¯gure 3.6. Les r¶esonateurs BAW

�

�

�����������	


����
��
	

Fig. 3.6 { Exemple de module de la r¶eponse fr¶equentielle d'un ¯ltre BAW

o®rent des facteurs de qualit¶e et des fr¶equences plus ¶elev¶ees que les ¯ltres SAW (Q
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3.1. Filtres analogiques envisageables

jusqu'µa 1500 µa des fr¶equences jusqu'µa 20 GHz). Cette technologie ¶emergente est pro-

metteuse essentiellement grâce µa sa grande capacit¶e d'int¶egration [52]. Ainsi ce type

de ¯ltre est envisag¶e pour r¶ealiser des ¯ltres RF [74].

En¯n, on peut citer aussi les r¶esonateurs m¶ecaniques de la famille des MEMS

(Micro-Electro-Mechanical Systems) [30]. Ils sont reconnus pour leurs facteurs de

qualit¶e trµes ¶elev¶es.

En conclusion, la solution la plus ¶economique est sans doute celle µa simulation

d'inductance. Par contre, elle est certainement la moins performante sur le plan de

la lin¶earit¶e. µA l'oppos¶e, les ¯ltres passifs LC pr¶esentent surement une bonne lin¶earit¶e

mais ils sont coûteux car les inductance occupent une grande surface. Les ¯ltres µa

ondes de volume sont peut-être un bon compromis entre coût et lin¶earit¶e par rapport

µa notre application.

3.1.2 Hypothµese sur les ¯ltres d'analyse

Tout circuit a des caract¶eristiques limit¶ees en terme de rapport signal sur bruit

et en terme de lin¶earit¶e. Mais pour notre ¶etude, nous supposons ces caract¶eristiques

id¶eales. Il faudra bien sûr prendre en compte ces ph¶enomµenes dans le calcul du rapport

signal sur bruit et de la lin¶earit¶e du circuit ¯nal.

De plus, quelle que soit la structure retenue, on n'obtient pas une transmittance de

r¶esonateur pur. Il y a la plupart du temps une composante passe-bas due µa l'in°uence

de composants parasites ou alors une r¶ejection de fr¶equence comme pour les ¯ltres

BAW par exemple. N¶eanmoins, il nous faut partir d'une fonction de transfert connue

pour valider les m¶ethodes de conception des BFH.¶Etant donn¶ee la diversit¶e des

structures de r¶ealisation que nous avons envisag¶ees, nous prendrons comme fonction de

transfert des ¯ltres d'analyse, celle d'un r¶esonateur pur d'ordre deux dont l'expression

est donn¶ee par (3.9). Il s'agit donc d'une approximation mais qui n'est pas g¶enante

car les ¯ltres de synthµese sont ¶elabor¶es µa partir de ¯ltres d'analyse quelconques.

Hm (s) =

­ m

Qm
s

s2 +
­ m

Qm
s + ­ 2

m

(3.9)

oµu ­ m est la fr¶equence de r¶esonance du r¶esonateur etQm son facteur de qualit¶e (ou

coe±cient de surtension). On num¶erotera toujours les ¯ltres d'analyse par fr¶equence

de r¶esonance croissante. Nous avons suppos¶e que tous les ¯ltres ont un gain de 1.
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3.2. Int �er êt d'un faible sur- �echantillonnage du signal d'entr �ee

Dans le cas des BFH passe-bas, il est n¶ecessaire qu'au moins un des ¯ltres ait une

composante passe-bas a¯n que le signal basse-fr¶equence puisse être reconstruit. Nous

avons choisi que le premier ¯ltre du banc soit un ¯ltre RC du premier ordre dont on

donne la fonction de transfert dans (3.10).

H1(s) =
­ 1

s + ­ 1
; ­ 1 =

1
R1C1

: (3.10)

Plusieurs bancs d'analyse ont ¶et¶e choisis pour ¶elaborer nos BFH. Chaque banc d'ana-

lyse a un label associ¶e du type< Bancx > avecx 2 f 1;2;3;4g. L'annexe D donne les

caract¶eristiques de tous ces bancs (fr¶equences de r¶esonance et facteurs de qualit¶e).

3.2 Int¶erêt d'un faible sur-¶echantillonnage du si-

gnal d'entr¶ee

Pour faciliter la lecture, nous rappelons ci-aprµes quelques r¶esultats obtenus pr¶ec¶e-

demment. Nous avons montr¶e dans le paragraphe 2.3.1 que si le signal d'entr¶ee d'un

BFH est de bande limit¶ee µa¼=T, la sortie du banc de ¯ltres repr¶esent¶e en ¯gure 2.11

est :

Y(ej! ) =
1
T

M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)

Tp(ej! )X
³

j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´

avec :

Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Fm (ej! ):

Les conditions de reconstruction parfaite sont :

Tp(ej! ) =

8
<

:

ce¡ j!d ;p = 0

0 ;p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 2;M ¡ 1g:

Nous avons ¶egalement montr¶e que, pour chaque pulsation normalis¶ee! avec ¡ ¼ <

! · ¼, dans l'expression deY(ej! ), seulementM termes sont di®¶erents de z¶ero.

3.2.1 In°uence d'un faible sur-¶echantillonnage du signal d'en-

tr¶ee sur les performances des BFH

Supposons une synthµese de BFH sur toute la bande du signal d'entr¶ee [¡
¼
T0

;
¼
T0

[

voir ¯gure 3.7-(a). On remarque souvent que la fonction de repliementTp(ej! ) a
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3.2. Int �er êt d'un faible sur- �echantillonnage du signal d'entr �ee

des valeurs trµes grandes autour des pulsations normalis¶ees ­0
p+ =

2¼p
MT 0

¡
¼
T0

pour

p > 0 et ­ 0
p¡ =

2¼p
MT 0

+
¼
T0

pour p < 0 (voir l'exemple de synthµese par la m¶ethode

ALMC - paragraphe 3.3.2). Par cons¶equent, on constate une grande puissance de

bruit de repliement autour de ces fr¶equences. En revanche, supposons un l¶eger sur-

¶echantillonnage du signal d'entr¶ee voir ¯gure 3.7-(b) oµu :

B =
¼
T0

= ´
¼
T

:

Maintenant, le spectre du signal d'entr¶ee occupe un intervalle [¡ ´
¼
T

;´
¼
T

[, 0 < ´ <

1, ´ trµes proche de 1 pour garder la fr¶equence d'¶echantillonnage trµes proche de la

fr¶equence de Nyquist. Le bruit de repliement autour des fr¶equences ­p+ =
2¼p
MT

¡
¼
T

et ­ p¡ =
2¼p
MT

+
¼
T

est ¶elimin¶e. Le facteur de sur-¶echantillonnage du signal d'entr¶ee

est 1=´.

(a)

(b)

0

0

jX (j­) j

jX (j­) j

­

­¼
T 0- ¼

T 0

¼
T-B B- ¼

T

Fig. 3.7 { Repr¶esentation sch¶ematique du spectre du signal d'entr¶ee pour un ¶echantillon-

nage µa la fr¶equence de Nyquist (a), et pour un l¶eg¶er sur-¶echantillonnage (b)

De la même maniµere, la fonction de distorsion est souvent d¶egrad¶ee µa la ¯n de la

bande (autour de
¼
T

). Mais, si X (j ­) = 0, pour ­ autour de
¼
T

grâce µa la limitation
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3.2. Int �er êt d'un faible sur- �echantillonnage du signal d'entr �ee

de la bande (ou au sur-¶echantillonnage), cette distorsion n'apparâ³t pas dans le signal

de sortie. Ceci est illustre dans le paragraphe 3.3.2.

3.2.2 Utilisation d'un faible sur-¶echantillonnage dans le pro-

cessus de synthµese des BFH

Si les ¯ltres d'analyse sont donn¶es et si on cherche les ¯ltres de synthµese tels que

le BFH soit µa reconstruction parfaite, les conditions (2.35) forment un systµeme deM

¶equations avecM inconnues (les ¯ltres de synthµese) pour chaque intervalle [26] :

I k =] ¡ ¼=T+ 2¼(k ¡ 1)=MT; ¡ ¼=T+ 2¼k=MT[; k 2 f 1;2;:::;M g: (3.11)

Soit Fmk (ej! ), m 2 f 1;2;:::;M g la solution du systµeme (2.35) ¶ecrit pour l'intervalleI k .

En g¶en¶eral,Fmk (ej! ) et Fmk +1 (ej! ) n'ont pas les mêmes valeurs pour! = ¡ ¼+2¼k=M.

Par exemple, on prend le banc de ¯ltres analogique avec 3 voies de l'exemple 1 cit¶e

dans le paragraphe 2.3.1. La fonction de transfert du ¯ltre analogique sur la troisiµeme

branche est :

F3(j ­) =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

¡ E
1

2a2
; ¡

¼
T

< ­ < ¡
¼

3T

E
1
a2

; ¡
¼

3T
< ­ <

¼
3T

¡ E
1

2a2
;

¼
3T

< ­ <
¼
T

(3.12)

avecE = cMTe¡ j ­ dT et a = 2¼=3T.

On voit clairement que F3(j ­) n'est pas continue en ­ = ¡
¼

3T
et en ­ =

¼
3T

.

Puisque le ¯ltre num¶erique correspondant est construit en ¶echantillonnant la r¶eponse

impulsionnelle du ¯ltre analogique µa la p¶eriodeT (voir Annexe B) on peut dire que

F3(ej! ) est ¶egalement discontinue en! = ¡
¼
3

et en ! =
¼
3

.

Les discontinuit¶es que l'on peut constater rendent la synthµese des ¯ltres num¶e-

riques di±cile. Si l'on prend le cas des ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle ¯nie (RIF), une

discontinuit¶e de la transform¶ee de Fourier implique un nombre in¯ni (ou trµes grand

pour une bonne approximation) de coe±cients pour la r¶eponse impulsionnelle. Ceci

est ¶evidemment impossible µa impl¶ementer en pratique et l'on est contraint d'utiliser

une troncature de la r¶eponse impulsionnelle. La transform¶ee de Fourier de la r¶eponse
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3.2. Int �er êt d'un faible sur- �echantillonnage du signal d'entr �ee

impulsionnelle tronqu¶ee sera seulement une approximation de la transform¶ee de Fou-

rier initiale, pr¶esentant la discontinuit¶e. Dans les calculs ant¶erieurs on a suppos¶e que

le signal d'entr¶ee est de bande limit¶ee µa¼=T. Supposons maintenant que, grâce µa un

sur-¶echantillonnage, le spectre du signal d'entr¶ee occupe seulement un int¶ervalle :

¡ ´
¼
T

< ­ < ´
¼
T

avec ´ ¶etant un nombre r¶eel, positif, inf¶erieur µa 1, et trµes proche de 1. Il y a des

cas (voir paragraphes 3.3.3 ou 3.5) oµu les conditions de reconstruction parfaite sont

utilis¶ees pour former divers critµeres d'erreur que l'on minimise ensuite. Dans ces cas,

avant de former le critµere µa minimiser, ces conditions peuvent être relâch¶ees pour les

pulsations :

´
¼
T

< j­ j <
¼
T

:

Ceci peut être fait µa l'aide d'une fonction de pond¶eration :

W(j ­) =

8
<

:

r1 ; ¡ ´
¼
T

< ­ < ´
¼
T

r2 ; sinon
(3.13)

oµu r1;r2 2 R;r1;r2 > 0 et r1 >> r 2. On ¶ecrit alors les conditions de reconstruction

parfaite de la maniµere suivante :

TW
p (ej ­ T ) =

8
<

:

ce¡ j ­ T dW(j ­) ;p = 0

0 ;p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 1g
(3.14)

oµu

TW
p (ej ­ T ) =

1
M

MX

m=1

Fm (ej! )Hm (j ­ ¡ j
2¼p
MT

)W(j ­ ¡ j
2¼p
MT

): (3.15)

L'int¶erêt de cette fonction de pond¶eration est qu'on relâche les contraintes sur

les fonctions de repliement (et de distorsion) autour des fr¶equences des discontinuit¶es

­ = ¡ ¼=T+ 2¼k=MT, k 2 f 1;2;:::;M ¡ 1g.

Dans le cas des ¯ltres de synthµese RIF, ne pas tenter de reproduire les disconti-

nuit¶es dans le processus de synthµese permettra de mieux approcher les autres parties

de la fonction de transfert.

On a donc vu que le sur-¶echantillonnage am¶eliore les performances. Autrement

dit, pour un signal de bande limit¶ee donn¶ee, on a int¶erêt µa le sur-¶echantillonner d'un

facteur
1
´

.
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3.3. M �ethodes exploitant l' �echantillonnage de la r �eponse fr �equentielle

Le sur-¶echantillonnage du signal d'entr¶ee a donc un impact sur les performances

d'un BFH donn¶e et d'autre part un impact sur la synthµese du BFH si la m¶ethode de

synthµese permet de prendre en compte cette hypothµese. A¯n de ne pas confondre ces

deux cas, nous adopterons la convention suivante: quand il s'agira de sur-¶echantillonner

simplement le signal d'entr¶ee on notera 1=´X le facteur de sur-¶echantillonnage (ou

´ X le facteur de limitation de la bande, puisque limiter la bande ou sur¶echantillon-

ner sont ¶equivalentes du point de vue des calculs, dans notre cas). Quand ce sur-

¶echantillonnage est en plus pris en compte lors de la synthµese, on notera 1=´S le

facteur de sur-¶echantillonnage (oúS le facteur de limitation de la bande).

3.3 M¶ethodes exploitant l'¶echantillonnage de la r¶e-

ponse fr¶equentielle

Ces m¶ethodes sont bas¶ees sur un ¶echantillonnage de la r¶eponse fr¶equentielle des

¯ltres analogiques d'analyse et des ¯ltres num¶eriques de synthµese. Toutes partent des

¯ltres d'analyse comme donn¶ees initiales connues et cherchent les ¯ltres de synthµese

qui satisfont au mieux les conditions de reconstruction parfaite (2.27), (2.35). Consi-

d¶erant des signaux r¶eels et des coe±cients de ¯ltre r¶eels, seules les fr¶equences positives

seront repr¶esent¶ees dans les ¯gures.

3.3.1 Utilisation de la transform¶ee de Fourier inverse (TFI)

Velazquez a d¶ecrit cette m¶ethode dans [90] pour la synthµese d'un BFH µa deux

voies dont les ¯ltres d'analyse sont d'ordre sup¶erieur µa trois. Nous expliquons son

principe et nous l'appliquons µa notre choix de banc d'analyse.

Principe

On considµere une discr¶etisation uniforme de l'intervalle de pulsation normalis¶ee

[¡ ¼;¼[ :

P = f ! 1;:::;! K g: (3.16)

1. On ¶ecrit pour chaque fr¶equence! k 2 P les ¶equations de reconstruction parfaite
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3.3. M �ethodes exploitant l' �echantillonnage de la r �eponse fr �equentielle

(2.35) :

Tp(! k) =

8
<

:

ce¡ j! k d ; p = 0

0 ; p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 1g
(3.17)

k 2 f 1;2;:::;K g,

oµu :

Tp(! k) =
1

M

MX

m=1

Fm (! k)Hm (j ­ k ¡ j
2¼p
MT

) (3.18)

et ­ kT = ! k . On a montr¶e dans le paragraphe 2.3.1 que, pour un signal d'entr¶ee

de bande limit¶ee µa
¼
T

et une pulsation normalis¶ee! k avec ¡ ¼ < ! k < ¼,

il y a uniquement M termes de repliement qui interviennent (la somme (2.34)

contient uniquementM termes non nuls). Donc, les ¶equations (3.17) constituent

un systµeme deM ¶equations avecM inconnues. Les inconnues sontFm (! k), pour

m 2 f 1;:::;M g, c'est-µa-dire les r¶eponses fr¶equentielles des ¯ltres de synthµese en

! = ! k . On ¶ecrit ce systµeme pour tous les! k 2 P et on obtient donc K

systµemes deM ¶equations avecM inconnues. Toutes les solutions des systµemes

nous donnent donc les ¶echantillons des fonctionsFm (ej! ) aux pulsations de

l'ensembleP.

2. Maintenant, on cherche les ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle ¯nie qui approchent

les r¶eponses fr¶equentielles dont les valeurs ont ¶et¶e obtenues pr¶ec¶edemment. En

calculant la transform¶ee de Fourier discrµete inverse desfF m (! k)g on trouve M

r¶eponses impulsionnelles de longueurK . Les r¶eponses impulsionnelles des ¯ltres

sont donc :

f (m)
n =

1
K

K ¡ 1X

k=0

Fm (! k)ej 2¼kn=K (3.19)

et m 2 f 1;:::;M g.

3. Si on choisit une discr¶etisation trµes ¯ne de l'intervalle de fr¶equence [¡ ¼;¼[, le

nombreK de coe±cients est grand, ce qui rend l'impl¶ementation complexe. On

essayera donc d'obtenir des s¶equences plus courtes. Pour cela, on e®ectue une

troncature des r¶eponses impulsionnelles obtenues en calculant la transform¶ee

de Fourier discrµete inverse. Soitgm (n) les r¶eponses impulsionnelles des ¯ltres
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obtenues par la limitation de la longueur des s¶equencesf (m)
n :

gm (n) = f (m)
n w(n) (3.20)

oµu

w(n) =

8
<

:

1; n 2 f 0;:::;K 0¡ 1g

0; n 2 f K 0;:::;K ¡ 1g
(3.21)

K 0 2 N;0 < K 0 < K et m 2 f 1;:::;M g.

Simulation et r¶esultats

On considµere un BFH µa 8 voies pour gagner µa peu prµes un ordre de grandeur en

vitesse de conversion. Les paramµetres de cette synthµese se trouvent dans le tableau

3.1.

Tab. 3.1 { Paramµetres pour une synthµese par TFI -< Banc1 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse < Banc1 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Retard d = 64

Le systµeme d¶ecrit par (3.17) et (3.18) est r¶esolu et les ¯ltres RIF de longueur 256

sont calcul¶es par transform¶ee de Fourier discrµete inverse (3.19). Les s¶equences qui en

r¶esultent sont longues et on garde seulementK 0 = 128 coe±cients pour les ¯ltres de

synthµese, parce que la di®¶erence de performances entreK 0 = 128 et K 0 = 256 est trµes

petite. Les ¯ltres d'analyse sont d¶ecrits dans l'annexe D.

La fonction de distorsion est repr¶esent¶ee dans la ¯gure 3.8.

Les ¯gures 3.9 et 3.10 repr¶esentent les fonctions de repliementT1(ej! ), T2(ej! ),

T3(ej! ) et T4(ej! ). Les autres fonctions de repliement sont similaires. Dans la ¯gure

3.11, on repr¶esente le repliement total dont la densit¶e spectrale de puissance est d¶e¯nie

par l'expression (2.67). Une autre simulation, utilisant cette fois des ¯ltres d'analyse

Butterworth d'ordre 3 au lieu de r¶esonateurs a ¶et¶e e®ectu¶ee. Les r¶esultats de ces deux

simulations sont r¶esum¶es dans le tableau 3.2.
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Fig. 3.8 { Distorsion - m¶ethode TFI et paramµetres du tableau 3.1
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Fig. 3.9 { Module des fonctions de repliementT1(ej! ) et T2(ej! ) - m¶ethode TFI et para-

mµetres du tableau 3.1
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Fig. 3.10 { Module des fonctions de repliementT3(ej! ) et T4(ej! ) - m¶ethode TFI et

paramµetres du tableau 3.1
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Fig. 3.11 { Repliement total - m¶ethode TFI et paramµetres du tableau 3.1
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Tab. 3.2 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode TFI avec les paramµetres du

tableau 3.1
R¶esonateurs (< Banc1 >) Butterworth

Repliement total moyen (dB) -39 -45

Repliement total maximum (dB) -31 -35

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) 0.003 6;5 ¢10¡ 4

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 0.9 0.9

Distorsion de phase moyenne (radian) 0.004 0.003

Distorsion de phase maximum (radian) 0.06 0.006

Une autre synthµese utilise des r¶esonateurs avec des facteurs de qualit¶e identiques

pour tous les ¯ltres d'analyse (voir les paramµetres de cette simulation dans le tableau

3.3).

Tab. 3.3 { Paramµetres pour une synthµese par TFI -< Banc2 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse Banc2 (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Retard d = 64

Les r¶esultats de cette synthµese sont montr¶es dans le tableau 3.4. On constate que

les performances du BFH avec le< Banc1 > sont meilleures que les performances du

BFH avec le < Banc2 >. Ceci est dû au fait que les ¯ltres dans le< Banc1 > sont

r¶epartis lin¶eairement dans la bande. On verra d'ailleurs dans le paragraphe 3.5.2 une

m¶ethode d'optimisation de la r¶epartition des ¯ltres d'analyse.

3.3.2 Approximation locale aux moindres carr¶es (ALMC)

Dans [93], Velazquez pr¶esente cette m¶ethode pour la synthµese d'un BFH µa deux

voies dont les ¯ltres d'analyse sont d'ordre sup¶erieur µa trois. Nous reprenons cette

m¶ethode a¯n de l'appliquer µa notre choix de banc d'analyse.
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Tab. 3.4 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode TFI avec les paramµetres du

tableau 3.3
R¶esonateurs (Banc2)

Repliement total moyen (dB) -24

Repliement total maximum (dB) -12

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) 0.005

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 0.9

Distorsion de phase moyenne (radian) 0:0025

Distorsion de phase maximum (radian) 0.017

Principe

On discr¶etise l'intervalle [¡ ¼;¼[ de maniµere uniforme sur un grand nombre de

points K .

P = f ! 1;:::;! K g: (3.22)

1. La premiµere ¶etape est commune µa celle de la m¶ethode pr¶ec¶edente (utilisation

de la TF inverse). Pour chaque pulsation! k de P, on r¶esout le systµeme des

¶equations de reconstruction parfaite pour lequel les inconnues sont les r¶eponses

fr¶equentielles id¶ealesFm (! k), m allant de 1 µaM . On obtient alors les valeurs de

la r¶eponse fr¶equentielle id¶eale des ¯ltres de synthµese aux pulsations deP. Pour

cela, le systµeme est r¶esolu par la m¶ethode des moindres carr¶es.

2. On cherche ensuite µa approcher ces r¶eponses fr¶equentielles id¶eales par des ¯ltres

µa r¶eponses impulsionnelles ¯niesFm (z) de longueurN .

Fm (z) =
N ¡ 1X

n=0

f (m)
n z¡ n

Les coe±cientsf f (m)
n g sont calcul¶es par minimisation du critµere quadratiqueJ

suivant en utilisant un algorithme de type Gauss-Newton.

J =
X

k

jF m (! k) ¡ Fm (ej ! k )j2
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La di®¶erence de cette m¶ethode avec la pr¶ec¶edente (TFI) est que le nombre des

points de fr¶equence est ind¶ependant de l'ordre du ¯ltre RIF recherch¶e. Il n'y a donc

pas µa faire de troncature.

Simulation et r¶esultats

On calcule un banc de synthµese µa partir des paramµetres donn¶es dans le tableau

3.5.

Tab. 3.5 { Paramµetres pour une synthµese par ALMC -< Banc1 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse < Banc1 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Pour ce BFH, deux r¶esultats sont fournis. Le premier r¶esultat donne les perfor-

mances avec un signal d'entr¶ee couvrant toute la bande (´ X = 1). Le second donne les

performances avec un signal d'entr¶ee couvrant une bande plus restreinte (´ X = 0:9).

Ce dernier cas illustre l'in°uence d'un faible sur-¶echantillonnage du signal d'entr¶ee

sur les performances d'un BFH vu dans le paragraphe 3.2.1. La ¯gure 3.12 montre la

distorsion. La ¯gure 3.13 montre le repliement total. Les r¶esultats sont r¶esum¶es dans

le tableau 3.6.
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Fig. 3.12 { Distorsion - m¶ethode ALMC et paramµetres du tableau 3.5. En trait pointill¶e :

´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9.
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Fig. 3.13 { Repliement total - m¶ethode ALMC et paramµetres du tableau 3.5. En trait

pointill¶e : ´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9.

Tab. 3.6 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode ALMC avec les paramµetres

du tableau 3.5
´ X = 1 ´ X = 0:9

Repliement total moyen (dB) -35 -43

Repliement total maximal (dB) (maximum) -19 -32

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) ¡ 3:1 ¢10¡ 3 ¡ 6:0 ¢10¡ 4

Distorsion d'amplitude maximale (dB) 1.6 0.13

Distorsion de phase moyenne (radian) 5:4 ¢10¡ 3 7:5 ¢10¡ 4

Distorsion de phase maximale (radian) 0.3 1:4 ¢10¡ 2

Une autre synthµese est e®ectu¶ee µa partir du banc d'analyse< Banc2>. Les para-

mµetres de ce BFH sont r¶ecapitul¶es dans le tableau 3.7.

Tab. 3.7 { Paramµetres pour une synthµese par ALMC -< Banc2 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse Banc2 (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

La ¯gure 3.14 montre le terme de distorsion. La ¯gure 3.15 montre le repliement

total avec ou sans ¯ltre anti-repliement µa l'entr¶ee du BFH. Les r¶esultats sont r¶esum¶es

dans le tableau 3.8.
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Fig. 3.14 { Distorsion - m¶ethode ALMC et paramµetres du tableau 3.7. En trait pointill¶e :

´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

Pulsation w (x p rad/éch)

R
ep

lie
m

en
t t

ot
al

 (
dB

)

Fig. 3.15 { Repliement total - m¶ethode ALMC et paramµetres du tableau 3.7. En trait

pointill¶e : ´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9.

3.3.3 Approximation globale aux moindres carr¶es (AGMC)

Dans les deux paragraphes pr¶ec¶edents, la synthµese des BFH part des ¯ltres d'ana-

lyse consid¶er¶es connus et trouve les r¶eponses fr¶equentielles id¶eales des ¯ltres de syn-

thµese. Ensuite, µa l'aide de diverses transformations du domaine fr¶equence au domaine

temps, les r¶eponses impulsionnelles des ¯ltres de synthµese de type RIF sont trouv¶ees.

Donc, en utilisant des ¯ltres RIF de longueur raisonnable, une erreur apparâ³t entre

la fonction de transfert id¶eale des ¯ltres de synthµese (qui r¶esulte de la r¶esolution des
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Tab. 3.8 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode ALMC avec les paramµetres

du tableau 3.7

´ X = 1 ´ X = 0:9

Repliement total moyen (dB) -18 -28

Repliement total maximal (dB) 0.51 -19

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) ¡ 1:7 ¢10¡ 4 1:4 ¢10¡ 4

Distorsion d'amplitude maximale (dB) 0.17 8:8 ¢10¡ 2

Distorsion de phase moyenne (radian) 2:8 ¢10¡ 3 1:9 ¢10¡ 3

Distorsion de phase maximale (radian) 8:6 ¢10¡ 2 9:7 ¢10¡ 3

¶equations de reconstruction parfaite) et la fonction de transfert r¶ealis¶ee. Dans ce para-

graphe, une m¶ethode qui trouve directement les r¶eponses impulsionnelles (sans passer

par l'interm¶ediaire des r¶eponses frequentielles id¶eales des ¯ltres) est pr¶esent¶ee. On

¶elimine ainsi une des sources des erreurs qui peuvent apparâ³tre lors de la synthµese,

comme les erreurs introduites par la transform¶ee du domaine fr¶equence au domaine

temps.

De nouveau, les ¯ltres d'analyse sont consid¶er¶es connus. Les transform¶ees de Fou-

rier des ¯ltres de synthµese recherch¶es sont :

Fm (ej! ) =
N ¡ 1X

n=0

f (m)
n e¡ j!n ; m 2 f 1;2;:::;M g: (3.23)

Il s'agit donc de ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle ¯nie de longueurN . On cherche les

coe±cients f f (m)
n g pour m 2 f 1;2;:::;M g et n 2 f 0;1;:::;N ¡ 1g. On utilise toujours

le même ensemble de pulsationsP discr¶etisant l'intervalle [¡ ¼;¼[, (3.22). On ¶ecrit les

conditions de reconstruction parfaite pour toutes les pulsations deP :

Tp(ej! k ) =

8
<

:

ce¡ j! k d ;p = 0

0 ;p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 1g
(3.24)

k 2 f 1;2;:::;K g, oµu :

Tp(ej! k ) =
1

M

MX

m=1

Fm (ej! k )Hm (j ­ k ¡ j
2¼p
MT

): (3.25)

Comme on a pu le voir pr¶ec¶edemment (voir paragraphe 2.3.1), pour un signal d'en-

tr¶ee µa spectre born¶e, l'expression (3.24) constitue un systµeme de 2M ¡ 1 ¶equations
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complexes avecMN inconnues (f (n)
m pour m 2 f 1;:::;M g et n 2 f 0;1;:::;N ¡ 1g). En

¶ecrivant les expressions (3.24) pour toutes les pulsations! k 2 P , on obtient un sys-

tµeme de (2M ¡ 1)K ¶equations complexes avecMN inconnues. Pour ¶ecrire ce systµeme

sous forme matricielle, on utilise les vecteurs suivants :

ek =
h

1 e¡ j! k ¢ ¢ ¢e¡ j (N ¡ 1)! k

i T
(3.26)

Ek = diag(ek); k 2 f 1;2;:::;K g (3.27)

E =

2

6
6
6
6
6
6
4

E1

E2

...

EK

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.28)

oµu A T repr¶esente la transposition de la matriceA . Le vecteur des coe±cients des

¯ltres de synthµese est :

f =
h
f (1)

0 f (1)
1 ¢ ¢ ¢f (1)

N ¡ 1 ¢ ¢ ¢f (M )
0 f (M )

1 ¢ ¢ ¢f (M )
N ¡ 1

i T
: (3.29)

La matrice des< d¶ecal¶es> du ¯ltre Hm est :

H m =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

H (0)
m

H (1)
m

...

H (M ¡ 1)
m

H (¡ 1)
m

...

H ¡ (M ¡ 1)
m

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (3.30)

oµu H (p)
m est donn¶ee par :

H (p)
m =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

H (p)
m (j ­ 1) ¢ ¢ ¢H (p)

m (j ­ 1)
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢0
| {z }

N

¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N

H (p)
m (j ­ 2) ¢ ¢ ¢H (p)

m (j ­ 2)
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢0
| {z }

N

¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N
...

...
...

. . .
...

0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢ 0
| {z }

N

0 ¢ ¢ ¢0
| {z }

N

¢ ¢ ¢H (p)
m (j ­ K ) ¢ ¢ ¢H (p)

m (j ­ K )
| {z }

N

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(3.31)
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et H (p)
m (j ­) est :

H (p)
m (j ­) = Hm (j ­ ¡ j

2¼p
MT

): (3.32)

Avec les notations suivantes :

H em = H mE (3.33)

H c =
h

H e1 H e2 ¢ ¢ ¢H eM

i
(3.34)

t c = cM
h

e¡ j! 1d e¡ j! 2d ¢ ¢ ¢e¡ j! K d 0(2M ¡ 2)K

i T
(3.35)

H =

2

4
Ref H cg

Im f H cg

3

5 (3.36)

et

t =

2

4
Ref t cg

Im f t cg

3

5 (3.37)

la forme matricielle des ¶equations de reconstruction parfaite pour l'ensemble de pul-

sationsP s'¶ecrit donc :

Hf = t : (3.38)

En (3.35), 0(2M ¡ 2)K est un vecteur ligne contenant (2M ¡ 2)K z¶eros. Ref A g et

Im f A g repr¶esentent les parties r¶eelle et imaginaire de la matriceA .

K est en g¶en¶eral choisi de telle maniµere que 2(2M ¡ 1)K > MN . Le systµeme (3.38)

est donc sur-d¶etermin¶e et incompatible. Pourtant, une solution au sens des moindres

carr¶es peut être trouv¶ee [79] :

f = H + t (3.39)

oµu H + est la pseudoinverse de la matriceH . Cette solution minimise la somme des

carr¶es des ¶el¶ements du vecteur d'erreur (la norme du vecteur d'erreur) :

¢ = kHf ¡ t k2: (3.40)

Le vecteur H f est donc la projection orthogonale det sur l'espace colonne de la

matrice H , et si les colonnes sont lin¶eairement ind¶ependantes, cette projection ortho-

gonale est uniquement exprim¶ee en fonction des colonnes. Donc, si les colonnes de la

matrice H sont lin¶eairement ind¶ependantes, la solution qui minimise l'erreur¢ existe

et elle est unique. La pseudoinverse peut être calcul¶ee avec la formule :

H + = ( H T H )¡ 1H T (3.41)
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parce que les colonnes deH sont lin¶eairement ind¶ependantes.

Même si les colonnes deH ne sont pas lin¶eairement ind¶ependantes, il existe tou-

jours une solution qui minimise l'erreur¢ . Si f est une solution minimisantkHf ¡ t k2,

H f est toujours la projection orthogonale det sur l'espace colonne de la matriceH .

Mais comme les colonnes ne sont pas lin¶eairement ind¶ependantes la projection ortho-

gonale ne s'exprime plus de maniµere unique en fonction des colonnes deH , donc il y a

plusieurs solutions minimisant¢ . En g¶en¶eral, on choisit comme solution celle qui a la

norme minimale. Ce choix a aussi un sens particuliµerement important dans le contexte

de notre problµeme : le bruit de quanti¯cation sur chaque branche sera proportionnel µa

la somme des carr¶es des coe±cients des ¯ltres num¶eriques de synthµese. Donc, parmi

les solutions minimisant¢ on a int¶erêt µa choisir celle ayant la longueur minimale.

Dans ce cas, la pseudoinverse est :

H + = Q2§ + Q1
T (3.42)

oµu Q2, Q1 et § donnent la d¶ecomposition en valeurs singuliµeres deH :

H = Q1§Q 2
T : (3.43)

Si H est une matrice (2(2M ¡ 1)K;MN ), Q1, Q2 sont des matrices orthogonales de

dimensions (2(2M ¡ 1)K; 2(2M ¡ 1)K ) et respectivement (MN;MN ). § est une ma-

trice contenant les valeurs singuliµeres deH sur les premiµeres positions de la diagonale

principale et des z¶eros partout ailleurs. La matrice§ + peut facilement être trouv¶ee,

elle contient les inverses des valeurs singuliµeres deH sur la diagonale principale et des

z¶eros partout ailleurs.

Sur-¶echantillonnage

On utilise ici la technique de sur-¶echantillonnage dans le processus de synthµese

d¶ecrite au paragraphe 3.2.2. Tenant compte de (3.14) et (3.15) on ¶ecrit les conditions

de reconstruction parfaite :

TW
p (ej! k ) =

8
<

:

ce¡ j! k dW(j ­ k) ;p = 0

0 ;p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;1;:::;M ¡ 1g
(3.44)

oµu

TW
p (ej! k ) =

1
M

MX

m=1

Fm (ej! k )Hm (j ­ k ¡ j
2¼p
MT

)W(j ­ k ¡ j
2¼p
MT

): (3.45)
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W(j ­) est la fonction de pond¶eration donn¶ee en (3.13). Si (3.32) et (3.35) sont r¶e-

¶ecrites comme ci-dessus :

H (p)
m (j ­) = Hm (j ­ ¡ j

2¼p
MT

)W(j ­ ¡ j
2¼p
MT

) (3.46)

t c = cM
h

e¡ j! 1dW(j ­ 1) e¡ j! 2dW(j ­ 2) ¢ ¢ ¢e¡ j! K dW(j ­ K ) 0(2M ¡ 2)K

i T

(3.47)

toutes les matrices et la m¶ethode de synthµese donn¶ees dans le paragraphe pr¶ec¶e-

dent restent les mêmes. On e®ectue ainsi une minimisation du critµere quadratique du

paragraphe pr¶ec¶edent pond¶er¶e par la fonctionW(j ­). Les r¶esultats sont nettement

am¶elior¶es, comme on pourra le constater dans le paragraphe suivant.

Simulation et r¶esultats

De nouveau, un banc de ¯ltres µaM = 8 voies a ¶et¶e ¶etudi¶e. Les paramµetres de

cette premiµere synthµese sont donn¶es dans le tableau 3.9.

Tab. 3.9 { Paramµetres pour une synthµese par AGMC -< Banc1 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse < Banc1 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Sur-¶echantillonnage Cas I : ´ S = 1, Cas II : ´ S = 0:93

Retard d = 64

Pour les valeurs choisies, on a bien 2(2M ¡ 1)K > MN . Par cons¶equent, (3.38)

est un systµeme sur-d¶etermin¶e et incompatible. Mais on a trouv¶e la solution dans le

sens des moindres carr¶es donn¶ee par (3.39).

Dans le Cas I, une synthµese sans sur-¶echantillonnage a ¶et¶e e®ectu¶ee. La ¯gure 3.16

repr¶esente la distorsion du BFH obtenu. Les performances de ce BFH sont montr¶ees

dans le tableau 3.10.

Dans le Cas II, une synthµese ¶et¶e e®ectu¶ee utilisant un sur-¶echantillonnage -´ S =

0:93 (voir ¶equation (3.13)). Dans la ¯gure 3.17 on a repr¶esent¶e la distorsion. On peut

remarquer un trµes bon comportement en ce qui concerne la distorsion d'amplitude

et de phase de ce systµeme. Les r¶esultats de la synthµese se trouvent dans le tableau

3.10. Dans les ¯gures 3.18 et 3.19 sont repr¶esent¶es, comparativement, les modules des
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Fig. 3.16 { Distorsion - m¶ethode AGMC et paramµetres du tableau 3.9, Cas I :́ S = 1

quatre fonctions de repliement pour les cas d'une synthµese sans sur-¶echantillonnage et

pour le cas d'une synthµese avec sur-¶echantillonnage (´ S = 0:93). Le repliement total

est repr¶esent¶e dans la ¯gure 3.20. On peut observer une am¶elioration ¶evidente par

rapport au cas sans sur-¶echantillonnage.
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Fig. 3.17 { Distorsion - m¶ethode AGMC et paramµetres du tableau 3.9, Cas II :́ S = 0 :93.
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Fig. 3.18 { Module des fonctions de repliementT1(ej! ) et T2(ej! ) - m¶ethode AGMC et

paramµetres du tableau 3.9.
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Fig. 3.19 { Module des fonctions de repliementT3(ej! ) et T4(ej! ) - m¶ethode AGMC et

paramµetres du tableau 3.9.

Une autre synthµese a ¶et¶e e®ectu¶ee utilisant un banc de ¯ltres µa huit branches

utilisant des r¶esonateurs µa facteur de qualit¶e constant,< Banc2>. Les paramµetres de

cette synthµese sont donn¶es dans le tableau 3.11.

Les r¶esultats sont pr¶esent¶es dans le tableau 3.12. De nouveau, les performances

pour le < Banc1 > sont meilleures que les performances pour le< Banc2 > grâce µa
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Fig. 3.20 { Repliement total - m¶ethode AGMC et paramµetres du tableau 3.9.

Tab. 3.10 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode AGMC avec les paramµetres

du tableau 3.9.
Synthµese sans Synthµese pour

sur-¶echantillonnage ´ S = 0:93

Repliement total moyen (dB) -39 -113

Repliement total maximal (dB) -19 -111

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) 0.002 3:4 ¢10¡ 8

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 0.4 1:3 ¢10¡ 5

Distorsion de phase moyenne (radian) 0.006 7 ¢10¡ 7

Distorsion de phase maximum (radian) 0.63 3:6 ¢10¡ 6

Tab. 3.11 { Paramµetres pour une synthµese par AGMC -< Banc2 >

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse < Banc2 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Sur-¶echantillonnage ´ S = 0:93

Retard d = 64
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3.4. M �ethode d'approximation continue (AC)

une r¶epartition lin¶eaire des ¯ltres d'analyse.

Tab. 3.12 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode AGMC avec les paramµetres

du tableau 3.11
Synthµese pour

´ S = 0:93

Repliement total moyen (dB) -115

Repliement total maximal (dB) -108

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) 2:9 ¢10¡ 8

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 2:9 ¢10¡ 5

Distorsion de phase moyenne (radian) 4:5 ¢10¡ 7

Distorsion de phase maximum (radian) 3:3 ¢10¡ 6

Il est ¶evident que la r¶esolution maximale d'un CAN µa BFH est li¶ee au niveau de

repliement total. Tenant compte de l'¶equation (A.2), une valeur r¶ealiste du nombre

maximal de bits de quanti¯cation est donc donn¶ee par la valeur maximale du replie-

ment total divis¶ee par 6. On obtient donc pour le cas du BFH avec< Banc1 > et

sur-¶echantillonnage une r¶esolution de 18 bit et une r¶esolution de 6 bit pour le cas sans

sur-¶echantillonnage. Il est bien sûr possible de trouver un autre compromis qui serait

en ad¶equation avec une r¶esolution comprise entre 6 et 18 bit.

3.4 M¶ethode d'approximation continue (AC)

Les m¶ethodes pr¶ec¶edentes reposent sur un ¶echantillonnage de la r¶eponse fr¶equen-

tielle. Un grand nombre de pulsations doit donc être consid¶er¶e a¯n que le critµere soit

le plus pr¶ecis possible. On peut aussi envisager un critµere continu prenant donc en

compte toutes les fr¶equences utiles et pas seulement un ¶echantillonnage de celles-ci.

Nous proposons une expression analytique des coe±cients des ¯ltres de synthµese qui

repose sur un critµere de type int¶egrale.

Principe

Approcher au mieux la reconstruction parfaite d'un BFH µa une pulsation! donn¶ee

au sens des moindres carr¶es, revient µa minimiser le critµere suivant :

J (! ) = jjA (! )f ¡ t (! )jj 2 (3.48)
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oµu f est le vecteur compos¶e des coe±cients des ¯ltres de synthµese d¶e¯ni dans l'expres-

sion (3.29).A (! ) est une matrice compos¶ee des valeurs des r¶eponses fr¶equentielles des

¯ltres d'analyse et de leurs d¶ecal¶es en! . Elle est fonction aussi de l'ordre des ¯ltres

de synthµese RIF recherch¶es.

A (! )=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

H1(j!=T )e(! ) H2(j!=T )e(! ) ¢ ¢ ¢ HM (j!=T )e(! )

H1(j (! ¡ 2¼
M )=T)e(! ) H2(j (! ¡ 2¼

M )=T)e(! ) ¢ ¢ ¢ HM (j (! ¡ 2¼
M )=T)e(! )

...
...

...

H1(j (! ¡ 2¼(M ¡ 1)
M )=T)e(! ) H2(j (! ¡ 2¼(M ¡ 1)

M )=T)e(! ) ¢ ¢ ¢HM (j (! ¡ 2¼(M ¡ 1)
M )=T)e(! )

H1(j (! + 2¼
M )=T)e(! ) H2(j (! + 2¼

M )=T)e(! ) ¢ ¢ ¢ HM (j (! + 2¼
M )=T)e(! )

...
...

...

H1(j (! + 2¼(M ¡ 1)
M )=T)e(! ) H2(j (! + 2¼(M ¡ 1)

M )=T)e(! ) ¢ ¢ ¢HM (j (! + 2¼(M ¡ 1)
M )=T)e(! )

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(3.49)

e(! )=
h
1 e¡ j ! ¢ ¢ ¢e¡ j( N ¡ 1)!

i
(3.50)

et :

t (! )= cM
h
e¡ j !½ 0(2M ¡ 2)

i T
(3.51)

Aprµes d¶eveloppement de cette expression, on obtient :

J (! ) = ( A (! )f ¡ t (! ))y(A (! )f ¡ t (! ))

= f yA (! )yA (! )f ¡ f yA (! )yt (! ) ¡ t (! )yA (! )f + t (! )yt (! ) (3.52)

oµu y est l'op¶erateur qui transpose et conjugue. En int¶egrant cette expression sur l'in-

tervalle [0;¼], on obtient le critµere :

J = f y§f ¡ f y® ¡ ®yf + r (3.53)

oµu :

§ =
Z ¼

0
A (! )yA (! )d! (3.54)

® =
Z ¼

0
A (! )yt (! )d! (3.55)

r =
Z ¼

0
t (! )yt (! )d! (3.56)
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§ est une matrice (MN;MN ). ® est un vecteur colonne de longueurMN . r est un

scalaire. Du fait du caractµere hermitien de§ , on a§ ij = § ¤
ji (oµu ¤ est l'op¶erateur qui

conjugue). De plus les coe±cients des ¯ltres num¶eriques recherch¶es sont r¶eels, d'oµu :

f y§f = f T Re(§ )f (3.57)

Comme on a de plusf T ® = ®T f (car c'est le produit scalaire de deux vecteurs, l'un

en ligne, l'autre en colonne), le critµere devient ¯nalement :

J = f T Re(§ )f ¡ f T ® ¡ f T ®¤ + r (3.58)

Le critµere est minimal quand sa d¶eriv¶ee par rapport µaf est nulle, soit quand :

@J
@f

= 2Re(§ )f ¡ ® ¡ ®¤ = 0 (3.59)

Il su±t donc de r¶esoudre le systµeme suivant aux moindres carr¶es :

Re(§ )f = Re(®) (3.60)

Le r¶esultat ¯nal d¶epend de la pr¶ecision avec laquelle sont calcul¶es les termes in-

t¶egrales qui composent les matrices§ et ®. Si on approche les int¶egrales par la m¶e-

thode des rectangles sur les points deP (d¶e¯ni dans les m¶ethodes d'¶echantillonnage

de la r¶eponse fr¶equentielle), alors on retrouve la m¶ethode d'approximation globale aux

moindres carr¶es d¶ecrite dans le paragraphe 3.3.3. Ici, nous avons choisi la m¶ethode

adaptative de Simpson.

Simulation et r¶esultats

On synth¶etise un banc de synthµese pour les paramµetres donn¶es dans le tableau 3.13.

Pour ce BFH, deux r¶esultats sont fournis. Le premier r¶esultat montre les performances

Tab. 3.13 { Paramµetres pour une synthµese par AC -< Banc3 >

Nb. de voies M = 4

Filtres d'analyse < Banc3 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 64

Retard d = 32

avec un signal d'entr¶ee couvrant toute la bande (´ X = 1). Le deuxiµeme r¶esultat

donne les performances avec un signal d'entr¶ee couvrant une bande plus restreinte
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Fig. 3.21 { Distorsion - m¶ethode AC et paramµetres du tableau 3.13. En trait pointill¶e :

´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9
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Fig. 3.22 { Repliement total - m¶ethode AC et paramµetres du tableau 3.13. En trait poin-

till¶e : ´ X = 1 . En trait plein : ´ X = 0 :9

(´ X = 0:9). La ¯gure 3.21 montre la distorsion. La ¯gure 3.22 montre le repliement

total. Les r¶esultats sont r¶esum¶es dans le tableau 3.14.

Ces r¶esultats sont µa comparer µa ceux de la m¶ethode d'approximation globale aux

moindres carr¶es. Pour le même banc d'analyse et la même longueur de ¯ltres de

synthµese, un BFH a ¶et¶e synth¶etis¶e par cette derniµere avec les paramµetres donn¶es dans

le tableau 3.15.

On constate que les performances (tableau 3.16) sont similaires µa celles du BFH
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Tab. 3.14 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode AC avec les paramµetres du

tableau 3.13
´ X = 1 ´ X = 0:9

Repliement total moyen (dB) -36.3 -39.3

Repliement total maximal (dB) -23.9 -31.9

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) ¡ 5:1 ¢10¡ 2 7:7 ¢10¡ 4

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 5.0 0.49

Distorsion de phase moyenne (radian) 1:0 ¢10¡ 2 3:9 ¢10¡ 3

Distorsion de phase maximum (radian) 1.1 1:6 ¢10¡ 2

Tab. 3.15 { Paramµetres pour une synthµese par AGMC -< Banc3 >

Nb. de voies M = 4

Filtres d'analyse < Banc3 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 64

Nb. de points de fr¶equence K = 512

Retard d = 32

obtenu par approximation continue. En e®et, th¶eoriquement la m¶ethode d'approxi-

mation globale est similaire µa la m¶ethode d'approximation continue dans laquelle on

aurait calcul¶e l'int¶egrale par la m¶ethode des rectangles. Les r¶esultats montrent que

le nombre de pulsations consid¶er¶ees est su±sant pour obtenir la même pr¶ecision que

dans le cas continu.

La m¶ethode par approximation continue peut prendre en compte un l¶eger sur-

¶echantillonnage du signal d'entr¶ee. Cette fonctionnalit¶e n'a pas ¶et¶e impl¶ement¶ee mais

Tab. 3.16 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode AGMC avec les paramµetres

du tableau 3.15
´ X = 1 ´ X = 0:9

Repliement total moyen (dB) -36.6 -39.6

Repliement total maximal (dB) (maximum) -24.8 -31.9

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) ¡ 5:2 ¢10¡ 2 7:8 ¢10¡ 4

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 13.3 0.49

Distorsion de phase moyenne (radian) 1:0 ¢10¡ 2 3:9 ¢10¡ 3

Distorsion de phase maximum (radian) 1.1 1:6 ¢10¡ 2
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on peut en donner le principe. Il est identique µa celui donn¶e pour la m¶ethode d'approxi-

mation globale. Il s'agit de multiplier les r¶eponses fr¶equentielles des ¯ltres d'analyse

ainsi que la r¶eponse fr¶equentielle id¶eale du BFH (retard ded ¶echantillons) par la

fonction de pond¶eration d¶e¯nie par l'expression (3.13).

3.5 M¶ethodes d'am¶elioration

Une fois qu'une solution (M ¯ltres d'analyse et M ¯ltres de synthµese) est trouv¶ee,

on peut chercher µa am¶eliorer les performances du BFH en minimisant divers critµeres

d'erreur. Deux types d'optimisation peuvent être e®ectu¶ees : une optimisation des

¯ltres de synthµese ou une optimisation des ¯ltres d'analyse.

3.5.1 M¶ethodes d'am¶elioration des ¯ltres de synthµese

On suppose de nouveau que les ¯ltres d'analyse sont donn¶es et qu'on a trouv¶e

par une m¶ethode quelconque les ¯ltres de synthµese (voir par exemple les paragraphes

3.3.1, 3.3.2, 3.3.3). On considµere alors le critµere suivant :

Á =
Z ¼

¡ ¼

¯
¯T0(ej! ) ¡ ce¡ j!d

¯
¯2

d! +
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)
p6=0

cp

Z ¼

¡ ¼

¯
¯Tp(ej! )

¯
¯2

d!: (3.61)

En e®et, il permet, grâce aux facteurscp, de pond¶erer l'erreur de distorsion par rapport

µa l'erreur de repliement. En fonction du type et du niveau d'erreur qu'on peut accepter,

les cp varient.

Pour calculer les int¶egrales dans la relation (3.61), on utilise la même discr¶etisation

de l'intervalle [¡ ¼;¼[ qu'on a utilis¶ee pr¶ec¶edemment :

P = f ! 1;:::;! K g (3.62)

et on ¶ecrit :

Ád =
KX

k=1

¯
¯T0(ej! k ) ¡ ce¡ j! k d

¯
¯2

+
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)
p6=0

cp

KX

k=1

¯
¯Tp(ej! k )

¯
¯2

: (3.63)

Le critµere ci-dessus peut être minimis¶e par diverses techniques d'optimisation.
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Sur-¶echantillonnage - optimisation pond¶er¶ee

En utilisant la fonction de pond¶eration d¶e¯nie en (3.13) on ¶ecrit alors le critµere en

(3.61) comme suit :

Á =
Z ¼

¡ ¼

¯
¯¡T0(ej! ) ¡ ce¡ j!d

¢
W(j ­)

¯
¯2

d! +
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)
p6=0

cp

Z ¼

¡ ¼

¯
¯
¯
¯Tp(ej! )W(j ­ ¡ j

2¼p
MT

)

¯
¯
¯
¯

2

d!

(3.64)

ou, en ¶equivalent discret :

Ád =
KX

k=1

¯
¯¡T0(ej! k ) ¡ ce¡ j! k d

¢
W(j ­ k)

¯
¯2

+
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)
p6=0

cp

KX

k=1

¯
¯
¯
¯Tp(ej! k )W(j ­ k ¡ j

2¼p
MT

)

¯
¯
¯
¯

2

:

(3.65)

Cas de ¯ltres de synthµese µa r¶eponse impulsionnelle ¯nie (RIF)

On peut remarquer que, si le banc de synthµese est constitu¶e de ¯ltres µa r¶eponse

impulsionnelle ¯nie, le critµere (3.63) pourcp = 1, p 2 f¡ (M ¡ 1);:::;(M ¡ 1)gnf0g et

la norme du vecteur d'erreur (3.40) d¶e¯ni dans la m¶ethode AGMC (paragraphe 3.3.3)

ont les mêmes expressions, µa un facteur prµes. Pourcp 6= 1 l'expression (3.65) peut

être la même (µa un facteur prµes) que la version< pond¶er¶ee> de (3.40) en rempla»cant

W(j ­) en (3.44), (3.45), (3.46) par :

Wp(j ­) = cpW(j ­) : (3.66)

Donc les coe±cients des ¯ltres qui minimisent le critµere en (3.63) sont donn¶es par

l'¶equation (3.39). Par cons¶equent, dans le cas des ¯ltres RIF, les deux m¶ethodes de

synthµese aboutissent au même r¶esultat. En revanche, la m¶ethode de ce paragraphe

peut aussi être utilis¶ee dans le cas des ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle in¯nie.

Cas de ¯ltres de synthµese µa r¶eponse impulsionnelle in¯nie (RII)

Comme on a pu le constater dans le paragraphe 2.2.3, l'int¶erêt de la solution BFH

r¶eside dans l'att¶enuation de l'in°uence de l'appariement des CAN. Plus l'att¶enuation

des ¯ltres d'analyse et de synthµese est grande, plus l'att¶enuation des erreurs d'apparie-

ment est grande. Les r¶esonateurs sont plus facilement r¶ealisables mais leur att¶enuation

dans la bande coup¶ee n'est pas trµes grande. Dans le cas oµu on aurait besoin de valeurs
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d'att¶enuation plus importantes pour att¶enuer les erreurs d'appariement, des ¯ltres

analogiques d'ordre plus ¶elev¶e ou des r¶esonateurs avec des facteurs de qualit¶e plus

¶elev¶es peuvent être utilis¶es. En principe, plus l'ordre des ¯ltres augmente, plus la

complexit¶e de r¶ealisation augmente. On doit donc, en pratique, trouver le meilleur

compromis entre l'att¶enuation des erreurs d'appariement et la facilit¶e de r¶ealisation.

En utilisant des ¯ltres d'analyse d'ordre plus ¶elev¶e ou des r¶esonateurs avec des fac-

teurs de qualit¶e plus grands, les ¯ltres de synthµese auront aussi des att¶enuations plus

grandes dans les bandes coup¶ees et des bandes de transitions plus ¶etroites. Ce type de

caract¶eristique est en principe plus facilement r¶ealisable, pour un ordre donn¶e, avec

des ¯ltres RII qu'avec des ¯ltres RIF.

Adaptation de la m¶ethode au cas de ¯ltres de synthµese RII

Les ¯ltres µa r¶eponse impulsionnelle in¯nie peuvent pr¶esenter des problµemes de

stabilit¶e. Pour s'assurer qu'ils restent stables, on peut modi¯er l¶egµerement l'optimisa-

tion en y ajoutant une contrainte. L'id¶ee ¶evidente est d'utiliser des formes en treillis.

L'optimisation du critµere (3.63) est alors e®ectu¶ee en imposant comme contrainte que

les coe±cients de r¶e°exion soient inf¶erieurs µa 1. Tous les ¯ltres obtenus seront donc

stables.

Simulation et r¶esultats

Un BFH µa huit voies a ¶et¶e synth¶etis¶e. Les ¯ltres d'analyse sont des r¶esonateurs

ayant le même facteur de qualit¶e (r¶ealiste),Q = 15.

Pour d¶eterminer les longueurs optimales des num¶erateurs et d¶enominateurs des

¯ltres RII on peut utiliser le critµere suivant:

"d =
MX

m=1

KX

k=1

jF m (! k) ¡ Fm (ej! k )j2: (3.67)

oµu Fm (! k) sont les valeurs des r¶eponses fr¶equentielles des ¯ltres de synthµese obtenues

en r¶esolvant les conditions de reconstruction parfaite etFm (ej! k ) peuvent être par

exemple obtenus par la m¶ethode de l'approximation locale aux moindres carr¶es. Soit

P la longueur des num¶erateurs etR la longueur des d¶enominateurs des fonctions

de transfert des ¯ltres de synthµese. La somme des longueurs des num¶erateurs et des

d¶enominateurs des ¯ltres RII est gard¶ee constante et on calcule le critµere (3.67) pour

di®¶erentes valeurs deP et R. Le tableau 3.17 montre les valeurs de ce critµere (divis¶e

par le nombre de points de fr¶equenceK ). Il s'avµere que les meilleurs r¶esultats sont
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Tab. 3.17 { Valeurs du critµere (3.67) pour di®¶erentes longueurs des d¶enominateurs et

num¶erateurs des ¯ltres RII. L + R = 128

Type du ¯ltre Valeur de "d=K

RIF, L=128, R=1 0.281

RII, L=122, R=6 0.202

RII, L=118, R=10 0.137

RII, L=114, R=14 0.104

RII, L=109, R=19 0.103

RII, L=108, R=20 0.098

RII, L=106, R=22 0.099

RII, L=100, R=28 0.101

obtenus pourR = 20. Nous cherchons donc les ¯ltres de synthµese de longueur 20 pour

le d¶enominateur et 108 pour le num¶erateur.

Tab. 3.18 { Paramµetres pour une synthµese par ALMC et am¶elioration des ¯ltres de syn-

thµese
Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse R¶esonateurs, Q=15=const.

Filtres de synthµese RII, L = 108, R = 20

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Sur-¶echantillonnage ´ S = 0:93

Retard d = 80

Facteurs de pond¶eration cp = 10

Donc il s'agit en fait d'un ¯ltre < tout pôle > suivi d'un ¯ltre RIF. Pour la synthµese

du banc de ¯ltres on a utilis¶e la m¶ethode locale aux moindres carr¶es (paragraphe 3.3.2)

pour obtenir un point initial convenable de l'optimisation. Ensuite, on a appliqu¶e la

m¶ethode d'am¶elioration des ¯ltres de synthµese expliqu¶ee dans ce même paragraphe.

Le tableau 3.19 r¶esume les r¶esultats de la synthµese. Les r¶esultats obtenus dans le cas

des ¯ltres RII sont compar¶es avec les r¶esultats obtenus dans le cas des ¯ltres RIF de

même complexit¶e (des ¯ltres RIF de longueur 128 ont ¶et¶e utilis¶es). Dans l'¶equation

(3.65) on a priscp = 10, pour souligner la minimisation des erreurs de repliement;

c'est la raison pour laquelle les erreurs de distorsion ne diminuent pas aprµes l'optimi-

sation. On voit clairement que, pour la même complexit¶e des ¯ltres de synthµese, de
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Tab. 3.19 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode ALMC puis am¶elior¶e par la

m¶ethode d'am¶elioration des ¯ltres de synthµese avec les paramµetres du tableau

3.18
RIF RII RII

avec sans avec

optimisation optimisation optimisation

Repliement total moyen (dB) -32 -24 -53

Repliement total maximal (dB) -21 -16 -41

Distorsion d'amplitude
0.0038 0.17 0.007

moyenne (dB)

Distorsion d'amplitude
0.6 0.86 0.2

maximum (dB)

Distorsion de phase
0.0058 0.0032 0.0042

moyenne (radian)

Distorsion de phase
0.055 0.0332 0.0243

maximum (radian)

meilleures performances sont obtenues quand on utilise des ¯ltres µa r¶eponse impul-

sionnelle in¯nie. L'optimisation a ¶et¶e e®ectu¶ee utilisant un sur-¶echantillonnage et µa

l'aide d'une fonction W(j ­) comme celle d¶e¯nie en (3.13) aveć S = 0:93. Dans cette

optimisation, les paramµetres des ¯ltres d'analyse restent toujours constants. L'algo-

rithme d'optimisation utilise la m¶ethode de la r¶egion de con¯ance impl¶ement¶eeen

Matlab par la fonction lsqnonlin.

3.5.2 M¶ethodes d'am¶elioration des ¯ltres d'analyse

Dans le paragraphe pr¶ec¶edent nous avons vu une m¶ethode d'optimisation des ¯ltres

de synthµese. De la même maniµere, une optimisation des ¯ltres d'analyse peut être

e®ectu¶ee. On prend en compte le même critµere d¶e¯ni en (3.61). Dans [90], Velazquez

optimise les pôles et les z¶eros des ¯ltres d'analyse avec ce même critµere. Dans la boucle

d'optimisation, il calcule les ¯ltres de synthµese avec une m¶ethode d'approximation

locale. Dans notre cas, nous faisons varier des paramµetres des ¯ltres d'analyse qui

sont li¶es µa l'impl¶ementation comme leur fr¶equence de r¶esonance et leur facteur de

qualit¶e. De plus, pour le calcul des ¯ltres de synthµese, nous utilisons la m¶ethode
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AGMC qui fournit de meilleurs ¯ltres de synthµese que les m¶ethodes d'approximation

locale.

Si on considµere un sur-¶echantillonnage et une pond¶eration faite µa l'aide d'une

fonction donn¶ee en (3.13), on obtient le même critµere discret que dans le paragraphe

pr¶ec¶edent :

Ád =
KX

k=1

¯
¯¡T0(ej! k ) ¡ ce¡ j! k d

¢
W(j ­ k)

¯
¯2

+
M ¡ 1X

p= ¡ (M ¡ 1)
p6=0

cp

KX

k=1

¯
¯
¯
¯Tp(ej! k )W(j ­ k ¡ j

2¼p
MT

)

¯
¯
¯
¯

2

:

Simulation et r¶esultats

On synth¶etise un BFH avec la m¶ethode AGMC µa partir des paramµetres du tableau

3.20.

Tab. 3.20 { Paramµetres pour une synthµese par AGMC et optimisation des ¯ltres d'analyse

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse < Banc1 > (voir annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Sur-¶echantillonnage ´ S = 0:93

Retard d = 64

On e®ectue une optimisation du critµere (3.65). Mais cette fois, le critµere d¶epend

des paramµetres des ¯ltres d'analyse.

Il est important de remarquer le fait que les fonctions de repliement et la fonction

de distorsion qui composent le critµere (3.65) ne d¶ependent que des paramµetres des

¯ltres d'analyse, parce que les coe±cients des ¯ltres RIF sont calcul¶es µa partir de

l'¶equation (3.39).

La ¯gure 3.23, repr¶esente la distorsion sans (trait pointill¶e) et avec (trait continu)

optimisation. On observe une am¶elioration ¶evidente des performances en termes de

distorsion du banc de ¯ltres. Dans les ¯gures 3.24 et 3.25 on repr¶esente µa titre

d'exemple les modules des quatre premiµeres fonctions de repliement. Lµa aussi, on

peut observer l'am¶elioration apport¶ee par l'optimisation. La ¯gure 3.26 repr¶esente le

repliement total.

Dans la ¯gure 3.27 on a repr¶esent¶e les modules des huit ¯ltres d'analyse pour

montrer comment ils ont ¶et¶e a®ect¶es par le processus d'optimisation. On observe
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Fig. 3.23 { Distorsion - m¶ethode AGMC et paramµetres du tableau 3.20 - en trait pointill¶e :

sans optimisation des ¯ltres d'analyse - en trait plein : avec optimisation
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Fig. 3.24 { Module des fonctions de repliementT1(ej! ) et T2(ej! ) - en trait pointill¶e :

sans optimisation des ¯ltres d'analyse - en trait plein : avec optimisation

qu'une l¶egµere modi¯cation de la position des fr¶equences centrales et des facteurs de

qualit¶e des ¯ltres d'analyse a un impact trµes b¶en¶e¯que sur les performances du BFH.

Le niveau moyen de repliement est am¶elior¶e de 14 dB grâce µa l'optimisation, soit
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Fig. 3.25 { Module des fonctions de repliementT3(ej! ) et T4(ej! ) - en trait pointill¶e :

sans optimisation des ¯ltres d'analyse - en trait plein : avec optimisation
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Fig. 3.26 { Repliement total - en trait pointill¶e : sans optimisation des ¯ltres d'analyse -

en trait plein : avec optimisation

un gain de plus de 2 bit de r¶esolution. Le tableau 3.21 r¶esume les performances avec

et sans optimisation.
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Fig. 3.27 { Module des ¯ltres d'analyse - en trait pointill¶e : sans optimisation des ¯ltres

d'analyse - en trait plein : avec optimisation - paramµetres du tableau 3.20

Tab. 3.21 { Performances du BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode de l'approximation globale

au moindres carr¶es puis am¶elior¶e par la m¶ethode d'optimisation des ¯ltres

d'analyse avec les paramµetres du tableau 3.20.

Sans Avec

optimisation optimisation de l'analogique

Repliement total moyen (dB) -113 -127

Repliement total maximal (dB) -111 -125

Distorsion d'amplitude moyenne (dB) 3:4 ¢10¡ 8 2:3 ¢10¡ 9

Distorsion d'amplitude maximum (dB) 1:3 ¢10¡ 5 3 ¢10¡ 6

Distorsion de phase moyenne (radian) 7 ¢10¡ 7 1 ¢10¡ 7

Distorsion de phase maximum (radian) 3:6 ¢10¡ 6 3 ¢10¡ 6

3.6 ¶El¶ements de comparaison

Ce paragraphe compare les m¶ethodes de synthµese expos¶ees dans ce chapitre. Le

tableau 3.22 r¶ecapitule les performances pour les m¶ethodes d'¶echantillonnage de la

r¶eponse fr¶equentielle.

Les trois m¶ethodes TFI, ALMC, AGMC synth¶etisent des BFH de performances

¶equivalentes pour un signal d'entr¶ee occupant la totalit¶e de la bande. Les perfor-
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Tab. 3.22 { Comparaison des m¶ethodes d'¶echantillonnage de la r¶eponse fr¶equentielle

TFI ALMC ALMC AGMC AGMC

´ X = 1 ´ X = 0:9 ´ S = 1 ´ S = 0:93

Repliement total -39 -35 -43 -39 -113

moyen (dB)

Repliement total -31 -19 -32 -19 -111

maximal (dB)

Distorsion d'amplitude 3 ¢10¡ 3 ¡ 3:1 ¢10¡ 3 ¡ 6:0 ¢10¡ 4 2 ¢10¡ 3 3:4 ¢10¡ 8

moyenne (dB)

Distorsion d'amplitude 0.9 1.6 0.13 0.4 1:3 ¢10¡ 5

maximum (dB)

Distorsion de phase 4:0 ¢10¡ 3 5:4 ¢10¡ 3 7:5 ¢10¡ 4 6 ¢10¡ 3 7:1 ¢10¡ 7

moyenne (radian)

Distorsion de phase 6 ¢10¡ 2 0.3 1:4 ¢10¡ 2 0.63 3:6 ¢10¡ 6

maximum (radian)

mances en repliement sont insu±santes (puisque -39 dB correspond µa une r¶esolution

de 6.5 bit). Même si on a vu que l'on pouvait am¶eliorer les performances en sur-

¶echantillonnant l¶egµerement le signal d'entr¶ee (voir le paragraphe 3.2.1), l'am¶elioration

engendr¶ee n'est pas su±sante. Par exemple, on constate une am¶elioration de seule-

ment 8 dB sur le repliement total moyen pour un sur-¶echantillonnage d'environ 10 %

(´ X = 0:9). La m¶ethode la meilleure est la m¶ethode par approximation globale aux

moindres carr¶es qui exploite le sur-¶echantillonnage dans le processus de synthµese. Sur

l'exemple cit¶e, on obtient ainsi une am¶elioration de 74 dB sur le repliement total pour

un sur-¶echantillonnage d'environ 7.5 % (´ S = 0:93).

On peut comprendre pourquoi les m¶ethodes de la transform¶ee de Fourier inverse

et d'approximation locale aux moindres carr¶es sont limit¶ees. Elles passent par l'¶elabo-

ration des r¶eponses fr¶equentielles id¶eales. Puis le critµere consiste µa minimiser l'¶ecart

entre les r¶eponses fr¶equentielles des ¯ltres de synthµese et les r¶eponses id¶eales. Chaque

endroit du spectre a donc le même poids dans le critµere. Mais ces r¶eponses fr¶equen-

tielles id¶eales peuvent être di±ciles µa approcher, surtout en certains points particuliers

oµu les spectres d¶ecal¶es se< raccordent > (tous les 2¼=M). Or, ces points venant du

signal d'entr¶ee en bout de bande, on peut supposer que l'on ait peu de puissance

dans ces zones. Cette hypothµese est r¶ealiste en sur-¶echantillonnant l¶egµerement le si-
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gnal. La m¶ethode AGMC permet de prendre en compte cela. Quant µa la m¶ethode

d'approximation continue, elle est comparable µa la m¶ethode AGMC. Toutes les deux

reposent en e®et sur le même principe. La m¶ethode AGMC peut être vue comme un

cas particulier de la m¶ethode AC.

La m¶ethode d'am¶elioration des ¯ltres de synthµese est utile pour r¶esoudre un type

de problµemes non-lin¶eaires comme celui g¶en¶er¶e par l'utilisation des ¯ltres de synthµese

en structure RII. Cette m¶ethode minimise un critµere quadratique composite entre le

repliement et la distorsion. Les di®¶erents termes peuvent être pond¶er¶es pour favoriser

la minimisation des erreurs de distorsion ou au contraire celle des erreurs de replie-

ment. Si les ¯ltres utilis¶es sont de type RIF, la m¶ethode d'am¶elioration des ¯ltres de

synthµese, telle qu'elle est formul¶ee, est identique µa la m¶ethode globale aux moindres

carr¶es, le critµere ¶etant le même.

La m¶ethode d'am¶elioration des ¯ltres d'analyse optimise µa la fois le banc d'ana-

lyse mais aussi, implicitement, le banc de synthµese. En e®et le critµere µa optimiser,

comportant les termes de repliement et le terme de distorsion est exprim¶e unique-

ment en fonction des paramµetres des ¯ltres d'analyse. Les coe±cients des ¯ltres RIF

de synthµese, n¶ecessaires pour le calcul des fonctions de repliement et de distorsion,

sont d¶eduits en fonction des paramµetres des ¯ltres d'analyse, par la m¶ethode AGMC.

Par cons¶equent, il s'agit d'une optimisation globale du banc d'analyse et du banc

de synthµese. Une simple modi¯cation des fr¶equences de r¶esonance et des facteurs de

qualit¶e des r¶esonateurs composant le banc d'analyse permet une am¶elioration im-

portante des performances. En même temps, cette derniµere a±rmation peut signi¯er

aussi qu'une petite modi¯cation des paramµetres des ¯ltres d'analyse risque de d¶e-

grader d'une maniµere signi¯cative les performances du BFH. Et, comme il s'agit des

¯ltres analogiques, l'impl¶ementation impliquera que les valeurs obtenues en pratique

seront di®¶erentes des valeurs calcul¶ees. Les bancs de ¯ltres obtenus par cette der-

niµere m¶ethode risquent donc d'être plus sensibles aux erreurs d'impl¶ementation que

les bancs de ¯ltres obtenus par les autres m¶ethodes.

3.7 Simulation temporelle

Dans les paragraphes pr¶ec¶edents diverses m¶ethodes de synthµese des BFH ont ¶et¶e

propos¶ees et le repliement total et la distorsion moyenne ont ¶et¶e ¶evalu¶es par un cal-

cul dans le domaine fr¶equentiel. On a montr¶e que, le repliement total moyen, donn¶e
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par l'¶equation (2.66) repr¶esente l'inverse du rapport signal sur bruit de repliement du

BFH. Pour v¶eri¯er ces r¶esultats, des simulations temporelles ont ¶et¶e e®ectu¶ees. On ap-

plique µa l'entr¶ee du BFH un signal constitu¶e d'une somme de sinusoÄ³des d'amplitudes

¶egales et de phases al¶eatoires. Les fr¶equences des sinusoÄ³des sont lin¶eairement dis-

tribu¶ees dans l'intervalle [0; ¼[. Premiµerement, une simulation temporelle d'un BFH

synth¶etis¶e par AGMC sans sur-¶echantillonnage (´ S = 1) a ¶et¶e e®ectu¶ee. Le signal

d'erreur (la di®¶erence entre l'entr¶ee et la sortie du BFH) est montr¶e dans la ¯gure

3.28.
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Fig. 3.28 { Di®¶erence entre les signaux d'entr¶ee et de sortie dans le cas d'un BFH syn-

th¶etis¶e par AGMC, ´ S = 1

Pour comparaison, un BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode AGMC avec un sur-¶echantillonnage

- ´ S = 0:93 a ¶et¶e simul¶e. La di®¶erence entre l'entr¶ee et la sortie du BFH est pr¶esent¶ee

dans la ¯gure 3.29.

Dans la ¯gure 3.30 on a repr¶esent¶e un d¶etail de la ¯gure 3.29 pour distinguer

l'ordre de grandeur de l'erreur dans le caśS = 0:93.

A¯n de v¶eri¯er les r¶esultats obtenus dans le domaine fr¶equentiel, on calcule la

puissance du signal d'erreur du BFH obtenu par AGMC,́ S = 0:93. Le rapport

signal sur bruit calcul¶e comme la puissance du signal d'entr¶ee sur la puissance du

signal d'erreur a une valeur de 112.5 dB, ce qui est en concordance avec la valeur

du repliement total moyen obtenu au paragraphe 3.3.3 (-113 dB). On remarque donc
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Fig. 3.29 { Di®¶erence entre les signaux d'entr¶ee et de sortie dans le cas d'un BFH syn-

th¶etis¶e par AGMC, ´ S = 0 :93 (même ¶echelle que dans la ¯gure 3.28)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
4

-6

-4

-2

0

2

4

x 10
-6

temps (s)

E
rr

eu
r

Fig. 3.30 { Di®¶erence entre les signaux d'entr¶ee et de sortie dans le cas d'un BFH syn-

th¶etis¶e par AGMC, ´ S = 0 :93 - d¶etail de la ¯gure 3.29

que le bruit de repliement est le seul qui compte dans le calcul du rapport signal sur

bruit, la distorsion ¶etant trµes petite.
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Chapitre 4

Caract¶erisation et optimisation des

bancs de ¯ltres hybrides

Dans le premier paragraphe de ce chapitre on ¶etudie le bruit de quanti¯cation

global d'un CAN µa BFH.

Dans le deuxiµeme paragraphe, on analyse la sensibilit¶e des BFH aux erreurs d'im-

pl¶ementation des ¯ltres analogiques et µa la repr¶esentation en virgule ¯xe des coe±-

cients des ¯ltres num¶eriques.

En¯n, une m¶ethode de calibration est propos¶ee dans le paragraphe 4.3 a¯n de

compenser la d¶egradation importante des performances constat¶ee dans l'analyse de

la sensibilit¶e des BFH aux erreurs d'impl¶ementation des ¯ltres analogiques.

4.1 Bruit de quanti¯cation dans les bancs de ¯ltres

hybrides

Pour l'analyse de ce chapitre on a besoin de rappeler les d¶e¯nitions suivantes :

D¶e¯nition 1. Un processus al¶eatoire x(n) eststationnaire au sens large si :

1. Ef x(n)g =E f x(n + k)g;8k;n 2 Z

2. Ef x(n)x¤(n ¡ k)g = Rxx (k);8k;n 2 Z

Dans la d¶e¯nition ci-dessus,Rxx (k) est la fonction de corr¶elation du processus

stationnaire qui ne d¶epend donc que de la di®¶erence de temps entre deux de ses

¶echantillons.

D¶e¯nition 2. Un processus al¶eatoire x(n) estcyclo-stationnaire au sens large
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avec la p¶eriode M si :

1. Ef x(n)g = E f x(n + kM )g;8k;n 2 Z

2. Rxx (n;k) = Rxx (n + M;k );8k;n 2 Z

Dans la d¶e¯nition ci-dessus,Rxx (n;k) est la fonction de corr¶elation du processus

cyclo-stationnaire :

Rxx (n;k) = Ef x(n)x¤(n ¡ k)g:

Pour analyser le bruit total de quanti¯cation on part du modµele classique utilis¶e

pour le bruit de quanti¯cation µa savoir celui de la ¯gue 4.1.

x(n) q(n)

e(n)

+

Fig. 4.1 { Modµele lin¶eaire du quanti¯cateur utilis¶e pour l'analyse du bruit de quanti¯cation

x(n) est le signal µa temps discret µa num¶eriser,q(n) est le signal quanti¯¶e ete(n)

est le bruit de quanti¯cation. Le signale(n) est assimil¶e µa un bruit blanc, stationnaire

ayant une densit¶e de probabilit¶e uniforme entre¡ ¢ =2 < e(n) < ¢ =2, oµu ¢ est le pas

de quanti¯cation. On suppose aussi quee(n) n'est pas corr¶el¶e avec le signal.

Soit ¾2
qm la densit¶e spectrale de puissance (constante) du bruit de quanti¯cation

introduit par le quanti¯cateur qui se trouve sur la branchem du BFH. Comme les

quanti¯cateurs sont identiques, on peut ¶ecrire :

¾2
q1 = ¾2

q2 = : : : = ¾2
qM = ¾2

q: (4.1)

Soit em (n) le bruit de quanti¯cation sur la voie m et zm (n) le bruit de quanti¯cation

sur-¶echantillonn¶e et ¯ltr¶e par le ¯ltre Fm (z) (voir Figure 4.2).

e  (n)
m

M F  (z)m
m

z  (n)

Fig. 4.2 { Le bruit de quanti¯cation est sur-¶echantillonn¶e et ¯ltr¶e sur chaque voie du BFH

On doit maintenant calculer la densit¶e spectrale de puissance du bruit de quan-

ti¯cation sur chaque voie aprµes le sur-¶echantillonnage et le ¯ltrage num¶erique. On a

montr¶e [76] que, même si le signalem (n) est stationnaire au sens large, la sortie du
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Fm (ej! )

F1(ej! )

2¼
M

(M ¡ 1)¼
M

¼
M

FM (ej! )F2(ej! )

!0 ¼

M

Fig. 4.3 { Module des ¯ltres de synthµese

systµeme repr¶esent¶e dans la Figure 4.2 n'est plus stationnaire au sens large.zm (n) est

un signal cyclo-stationnaire de p¶eriodeM . Ceci rend plus di±cile l'analyse du bruit

de quanti¯cation µa la sortie du banc de ¯ltres.

Pourtant, pour certains types de ¯ltresFm (z), on montre que la sortie du systµeme

de la Figure 4.2 est stationnaire au sens large si l'entr¶ee est stationnaire au sens large.

Les ¯ltres qui permettent ceci sont indiqu¶es dans le th¶eorµeme suivant, dont la preuve

se trouve dans [76] :

Th¶eorµeme 1. Soit le systµeme de la Figure 4.2. Le signal d'entr¶eeem (n) est suppos¶e

stationnaire au sens large. Le signal de sortiezm (n) est stationnaire au sens large si

et seulement si la d¶ecimation d'un facteurM de la r¶eponse impulsionnelle du ¯ltre

Fm (z) ne cr¶ee pas de repliement spectral. Si le ¯ltreFm (z) a la propri¶et¶e ¶enonc¶ee, la

densit¶e spectrale de puissance du signal de sortie est :

Szm zm (ej! ) =
1

M
Sem em (ej!M )

¯
¯Fm (ej! )

¯
¯2

: (4.2)

Supposons maintenant que les modules des ¯ltres de synthµese sont comme ceux

de la Figure 4.3.

On peut remarquer qu'une d¶ecimation d'un facteurM de la r¶eponse impulsionnelle

de ces ¯ltres ne g¶enµere pas de repliement. On se trouve donc dans les conditions du

th¶eorµeme 1. L'amplitude des ¯ltres de synthµese est ¶egale µaM pour que le signal

de sortie soit une version ¶echantillonn¶ee du signal d'entr¶ee - µa un retard prµes (voir

l'expression de la sortie du banc de ¯ltres (2.26) oµu l'on considµere que les modules

des ¯ltres d'analyse ont la même forme que les modules des ¯ltres de synthµese et que

leur amplitude est ¶egale µa 1).

On peut choisir pour les modules des ¯ltres d'analyse et de synthµese des valeurs telles

que leur produit soit ¶egal µaM (par exemple
p

M et
p

M , etc.) mais le rapport signal

µa bruit de quanti¯cation restera le même.
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Pour les calculs qui suivent on considµere que les bruits de quanti¯cation sur chaque

branche sont d¶ecorr¶el¶es. Avec le r¶esultat du th¶eorµeme 1, la densit¶e spectrale de puis-

sance du bruit de quanti¯cation µa la sortie d'un des ¯ltres sur une branche est :

¾2
qom =

1
M

¾2
q

¯
¯Fm (ej! )

¯
¯2

: (4.3)

La puissance du bruit de quanti¯cation µa la sortie d'une voie, dans le cas des ¯ltres

de synthµese indiqu¶es dans la ¯gure 4.3 est donc :

Pzm =
1

M
¾2

q
1

2¼

Z ¼

¡ ¼

¯
¯Fm (ej! )

¯
¯2

d! = ¾2
q: (4.4)

Par cons¶equent le bruit total de quanti¯cation µa la sortie du banc de ¯ltres est :

Pz =
MX

m=1

Pzm = M¾2
q: (4.5)

On rappelle que¾2
q est aussi la puissance du bruit de quanti¯cation pour un quanti¯-

cateur individuel, situ¶e sur chaque branche. Par cons¶equent, la puissance du bruit de

quanti¯cation d'un CAN µa BFH est M fois plus ¶elev¶ee que celle du CAN sur chaque

branche.

Pour valider les r¶esultats th¶eoriques pr¶ec¶edents, plusieurs simulations temporelles

ont ¶et¶e e®ectu¶ees. On a pris en consid¶eration un BFH synth¶etis¶e par la m¶ethode

AGMC avec les paramµetres donn¶es dans le tableau 3.9 dans le cas II. Le signal d'en-

tr¶ee est constitu¶e d'une somme de sinusoÄ³des de fr¶equences uniform¶ement distribu¶ees

dans la bande consid¶er¶ee : ]-
¼
T

,
¼
T

]. Les phases de ces sinusoÄ³des sont al¶eatoires. Des

simulations pour des quanti¯cateurs sur 8, 10, 12, 14 et 16 bit ont ¶et¶e e®ectu¶ees pour

des bancs de ¯ltres µa 2, 3, 4, 6 et 8 voies. Les ¯ltres d'analyse sont des r¶esonateurs

¶equidistants choisis tels que le facteurC en (4.6), pour les ¯ltres de synthµese qui r¶e-

sultent en appliquant la m¶ethode AGMC, soit le plus petit que possible. Les r¶esultats

de ces simulations sont donn¶es en ¯gure 4.4. On observe l'allure logarithmique des

courbes (due au logarithme log(CQ2=12M ), oµu C est d¶e¯ni en (4.6)).
µA titre indicatif, les modules des ¯ltres de synthµese sont repr¶esent¶es dans la ¯gure

4.5. Le tableau 4.1 pr¶esente les r¶esultats des simulations pour le cas de 16 bit de quan-

ti¯cation. ¾2
o repr¶esente la densit¶e spectrale de puissance du bruit de quanti¯cation

µa la sortie du banc de ¯ltres obtenue en simulation etQ2=12 est le bruit de quanti-

¯cation d'un quanti¯cateur individuel, oµu Q est le pas de quanti¯cation. Comme en

pratique les ¯ltres de synthµese ne sont pas conformes µa la ¯gure 4.3, on doit prendre
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en consid¶eration leur gain pour le calcul th¶eorique du bruit de quanti¯cation. Dans

la deuxiµeme ligne du tableau 4.1,C est le gain des ¯ltres de synthµese et il est calcul¶e

avec la formule :

C =
MX

m=1

1
2¼

Z ¼

¡ ¼

¯
¯Fm (ej! )

¯
¯2

d! =
MX

m=1

N ¡ 1X

n=0

jf (m)
n j2 (4.6)

oµu f (m)
n est len-iµeme coe±cient dum-iµeme ¯ltre de synthµese. L'expression th¶eorique

du bruit de quanti¯cation qui se trouve dans le tableau 4.1 (CQ2=12M ) r¶esulte direc-

tement des ¶equations (4.3) (4.4) et (4.5) en gardant des expressions litt¶erales pour les

fonctions de transfert des ¯ltres de synthµese, puisqu'en g¶en¶eral les ¯ltres de synthµese

n'ont pas la forme montr¶ee en ¯gure 4.3.

Tab. 4.1 { Bruit de quanti¯cation pour les BFH

M = 2 M = 3 M = 4 M = 6 M = 8

¾2
o - simulation (dB) -103.0 -101.4 -100 -97.9 -96.8

CQ2=12M - th¶eorie (dB) -103.1 -101.5 -100.0 -98.1 -96.7

On remarque une bonne concordance entre les r¶esultats estim¶es et les r¶esultats

obtenus par simulation. Les di®¶erences sont dues aux approximations. Par exemple,

on a consid¶er¶e que les bruits de quanti¯cation sur chaque branche ¶etaient d¶ecorr¶el¶es,

ce qui n'est pas tout µa fait exact. Aussi, les fonctions de transfert des ¯ltres de synthµese

obtenus g¶enµerent du repliement µa une d¶ecimation d'un facteurM . Mais le calcul donne

toutefois une bonne estimation du bruit de quanti¯cation d'un BFH.

Les simulations mettent en ¶evidence l'importance de la somme des int¶egrales des

modules carr¶es des fonctions de transfert des ¯ltres de synthµese (le facteurC). C est un

facteur de gain du bruit et doit être minimis¶e. On a vu dans le paragraphe 3.3.3 que,

si l'¶equation (3.38) accepte plusieurs solutions, on choisit celle de norme minimale.

Ce choix a l'avantage de minimiser le facteurC et donc, le bruit de quanti¯cation

en sortie du banc de ¯ltres. De même, pour exploiter cette id¶ee trµes importante, une

synthµese de BFH qui minimise µa la fois la distorsion, le repliement mais aussi le facteur

C a ¶et¶e con»cue en [8].
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Fig. 4.4 { Niveau de bruit de quanti¯cation pour 8, 10, 12, 14 et 16 bit de quanti¯cation.

Simulation pour des bancs de ¯ltres µaM = 2 ; 3; 4; 6 et 8 voies
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Fig. 4.5 { Modules des ¯ltres de synthµese utilis¶es pour les simulations de bruit de quanti-

¯cation du BFH
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4.2 Sensibilit¶e des bancs de ¯ltres hybrides

Dans ce paragraphe, on analyse la sensibilit¶e des BFH. On pr¶esente tout d'abord,

l'e®et de la repr¶esentation en virgule ¯xe sur l'impl¶ementation des ¯ltres num¶eriques.

Ensuite, dans le paragraphe 4.2.2, la sensibilit¶e des BFH aux imperfections analo-

giques est ¶etudi¶ee. Ces r¶esultats sont publi¶es dans [67].

4.2.1 E®et de la repr¶esentation en virgule ¯xe des coe±cients

des ¯ltres num¶eriques

Dans le cas oµu le banc de synthµese du convertisseur analogique/num¶erique est

impl¶ement¶e dans des structures trµes simples pour lesquelles des calculs en virgule

°ottante ne sont pas disponibles, les coe±cients des ¯ltres doivent être quanti¯¶es sur

un certain nombre de bits en virgule ¯xe. De plus, les dimensions, la consommation, le

temps de calcul, la taille m¶emoire n¶ecessaire et le coût de fabrication sont plus faibles

dans le cas des processeurs en virgule ¯xe que dans le cas des processeurs en virgule

°ottante.

La plupart des impl¶ementations des BFH dans la litt¶erature, mais aussi dans ce

rapport sont faites avec des ¯ltres de synthµese µa r¶eponse impulsionnelle ¯nie. On

suppose que les ¯ltres RIF sont r¶ealis¶es en forme directe. On suppose aussi que les

multiplications sont faites avec une pr¶ecision interne plus grande que la pr¶ecision des

coe±cients et que seule la sortie de chaque ¯ltre est quanti¯¶ee. Cela est souvent le

cas en pratique. On analyse une impl¶ementation des coe±cients en virgule ¯xe et on

suppose que l'impl¶ementation analogique se fait sans erreurs.

L'erreur introduite par la quanti¯cation des coe±cients peut facilement être ¶eva-

lu¶ee. La fonction de transfert des ¯ltres est :

Fm (ej! ) =
N ¡ 1X

n=0

f (m)
n e¡ j!n ; m 2 f 1;2;:::;M g: (4.7)

Si les coe±cients quanti¯¶es sont :

ef (m)
n = Q f f (m)

n g; m 2 f 1;2;:::;M g; n 2 f 0;1;:::;N ¡ 1g (4.8)

oµu Qf¢g symbolise l'op¶eration de quanti¯cation, la fonction de transfert impl¶ement¶ee

est :

eFm (ej! ) =
N ¡ 1X

n=0

ef (m)
n e¡ j!n : (4.9)
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L'erreur introduite par la quanti¯cation des coe±cients est :

Em (ej! ) = eFm (ej! ) ¡ Fm (ej! ) =
N ¡ 1X

n=0

²(m)
n e¡ jn! (4.10)

oµu :

²(m)
n = ef (m)

n ¡ f (m)
n : (4.11)

Si par exemple on utilise une quanti¯cation par troncature on a :

²(m)
n 2 [0;¢[ ; (4.12)

oµu

¢ = 2 ¡ B (4.13)

et B est la longueur du mot binaire des coe±cients, on peut ¶ecrire :

¯
¯Em (ej! )

¯
¯ ·

N ¡ 1X

n=0

j²(m)
n j · N ¢ : (4.14)

On veut trouver l'in°uence de la quanti¯cation sur les fonctions de distorsion et de

repliement. L'expression de ces fonctions est donn¶ee par (2.27) :

Tp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
Fm (ej! ) (4.15)

pour p 2 f¡ (M ¡ 1);:::; ¡ 1;0;1;:::;M ¡ 1g. Alors, les fonctions de distorsion et de

repliement aprµes la quanti¯cation des coe±cients des ¯ltres de synthµese sont :

eTp(ej! ) =
1

M

MX

m=1

Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
eFm (ej! )

=
1

M

MX

m=1

Hm

³
j
³

­ ¡
2¼p
MT

´´
(Em (ej! ) + Fm (ej! ))

(4.16)

donc on peut ¶ecrire :

eTp(ej! ) = Tp(ej! ) +
1

M

MX

m=1

Em (ej! )Hm (j ­ ¡ j
2¼p
MT

); (4.17)

p 2 f¡ (M ¡ 1);::: ¡ 1;0;1;:::;(M ¡ 1)g:

On d¶e¯nit l'erreur sur les fonctions de distorsion comme suit :

ETp (ej! ) = eTp(ej! ) ¡ Tp(ej! ) (4.18)
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ou, tenant compte de (4.17) :

ETp (ej! ) =
1

M

MX

m=1

Em (ej! )Hm (j ­ ¡ j
2¼p
MT

): (4.19)

Maintenant on suppose quejHm (j ­) j · 1 et que les ¯ltres d'analyse sont unifor-

m¶ement r¶epartis dans la bande (par exemple on suppose qu'on a des r¶esonateurs avec

des fr¶equences de r¶esonance uniform¶ement r¶eparties). Par cons¶equent, µa la fr¶equence

oµu le module d'un des ¯ltres d'analyse (correspondant µa un indicem0 2 f 1;:::;M g) est

maximal (c'est µa dire 1), les autres ¯ltres (pourm 6= m0) pr¶esentent des att¶enuations

su±samment ¶elev¶ees pour qu'on puisse n¶egliger dans la somme (4.19) les termes pour

m 6= m0. Tenant aussi compte de (4.14), on peut donc ¶ecrire :
¯
¯ETp (ej! )

¯
¯
max

¼
1

M
max
m;!

¯
¯Em (ej! )

¯
¯ =

1
M

N ¢ : (4.20)

Si on fait une quanti¯cation par arrondi, on trouve de la même maniµere :
¯
¯ETp (ej! )

¯
¯
max

¼
1

M
max
m;!

¯
¯Em (ej! )

¯
¯ =

1
M

N
¢
2

: (4.21)

L'¶equation (4.20) est utile dans la synthµese des BFH. En e®et, aprµes avoir calcul¶e

les bancs d'analyse et de synthµese on peut l'utiliser pour d¶ecider du nombre de bits

n¶ecessaire µa la quanti¯cation des coe±cients des ¯ltres de synthµese. (¶Evidemment,

l'erreur introduite par la quanti¯cation des coe±cients doit être inf¶erieure au niveau

des erreurs de repliement et de distorsion.)

Pour montrer la validit¶e de ce r¶esultat, on e®ectue la synthµese par la m¶ethode

AGMC d'un BFH µa huit voies. Les paramµetres du BFH utilis¶e sont donn¶es dans le

tableau 4.2. Des calculs pourB = 16; 18; 20; 22 et 24 bit de quanti¯cation en virgule

Tab. 4.2 { Paramµetres de simulation de l'e®et de la repr¶esentation en virgule ¯xe

Nb. de voies M = 8

Filtres d'analyse <Banc1> (annexe D)

Filtres de synthµese RIF, longueur 128

Nb. de points de fr¶equence K = 256

Sur-¶echantillonnage ´ = 0:93

Retard d = 64

¯xe ont ¶et¶e e®ectu¶es. Par exemple, pourB = 16, le niveau th¶eorique de l'erreur de

quanti¯cation sur les fonctions de repliement estim¶e par la relation (4.20) est de :
¯
¯ETp (ej! )

¯
¯
max

= 20 log(128¤ 2¡ 16=8) = ¡ 72:2 dB:
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