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Introduction

Cette these porte sur la “Théorie de I'indice pour des groupoides de
Lie”, plus précisément sur la définition et I’étude de certains indices ana-
lytiques pour des groupoides de Lie, ainsi que les applications qui en
découlent.

La Théorie de 'indice (classique) a comme point de départ le théoreme
de l'indice d’Atiyah-Singer [AS68a] : étant donnée une variété compacte
M, un opérateur pseudodifférentiel elliptique D a un noyau et un conoyau
de dimension finie. L’indice de Fredholm peut étre défini comme

ind D = dim Ker D — dim Coker D € 7.

Au début des années 50, Gelfand a posé le probleme de calculer 'indice
d’un opérateur elliptique par des formules topologiques. La solution de ce
probleme a été obtenue dans une série d’articles dans les années 60 par
Atiyah et Singer [AS63, AS68a, AS68b]. Au dela des formules d’indice
et des applications qu’Atiyah et Singer ont trouvées, les outils et techniques
qu’ils ont été amenés a construire et utiliser, sont a la base de nombreux
travaux dans des domaines des mathématiques tres différents. En parti-
culier, ils ont produit des constructions fondamentales en K-théorie. En
effet, 'application D — ind D est entierement codifiée par un morphisme
de groupes

ind,  : K(T*M) — Z,
appelé l'indice analytique de M. Autrement dit, si Ell(M) désigne 'en-

semble des opérateurs pseudodifférentiels elliptiques sur M, alors on a le
diagramme commutatif suivant :

(1) El(M) 22 7

KO(T*M) :

ou EIl(M) g4 K°(T*M) est I'application surjective qui associe a un
opérateur la classe de son symbole principal dans K°(T*M). Cette pro-
priété fondamentale permet d’utiliser les méthodes et les outils de K —théorie

1



et donne une stabilité a I'indice. En fait, Atiyah-Singer ont défini un mor-
phisme de groupes indy »; : K°(T*M) — Z, appelé I'indice topologique de
M. Ensuite, ils vérifient qu’il existe un unique morphisme de K°(T*M)
dans Z qui satisfait certains axiomes (des propriétés K-théoriques) qui
sont satisfaits de maniere immédiate par l'indice topologique. Ils montrent
apres que l'indice analytique les satisfait aussi. Cette facon d’établir le
théoreme de l'indice permet immédiatement de se placer dans des cadres
plus généraux. Déja dans la série des articles mentionnés ci-dessus, Atiyah
et Singer ont établi un théoreme de l'indice pour des familles de variétés
(des fibrations). Dans ce cas on a des familles d’opérateurs, et I'indice d'une
telle famille n’est plus un nombre entier mais un élément d’un groupe de
K-théorie. De nouveau, ces indices sont déterminés par un morphisme de
groupes de K-théorie qui s’obtient aussi de fagon topologique [AS68b].
L’importance de ces morphismes topologiques vient aussi de ce qu’ils sont
calculables par des méthodes cohomologiques (théorie de Chern-Weil). Par
exemple, dans le cas d’un opérateur P sur une variété M, la formule de
I'indice s’écrit

2) indy i (oe]) = / ch((op])Td(M),

TM

ott ch : K%(TM) — H*(TM) est le caractere de Chern et Td(M) est une
classe caractéristique de la variété M. Ces types des formules géométriques

donnent des invariants tres intéressants de la variété [LM89, Mel93,
Sha78].

On veut a présent placer la discussion au cadre des groupoides. Ceux-
ci généralisent entre autres les notions d’espace, de groupe et de relation
d’équivalence [Mac87, Ren80, Pat99]. Ils constituent un bon cadre pour
certains espaces singuliers provenant de la géométrie comme les espaces
d’orbites d'une action, les espaces de feuilles d'un feuilletage [Con79] et les
orbifolds. Il y a aussi des groupoides associés a certaines variétés coniques
ou a bord [DLN06, Mel93, Mon03]. Une maniere rapide et élégante de
définir un groupoide est comme une petite catégorie ou tous les morphismes
sont inversibles (voir 2.1.1 pour une définition plus intuitive). Nous sommes
intéressés au cas des groupoides de Lie, qui sont des groupoides ou tous les
ensembles qui interviennent sont des variétés et tous les morphismes des
applications différentiables.

Pour les groupoides de Lie il y a un calcul pseudodifférentiel, développé
au cours des années par Connes [Con79], Monthubert-Pierrot [MP97] et
Nistor-Weinstein-Xu [NWX99], voir aussi [Mel93, Mon03, Vas01]. Ceci
permet de parler des opérateurs pseudodifférentiels elliptiques et de leurs
indices dans ce cadre. Le but de la théorie de 'indice pour des groupoides
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de Lie est d’obtenir des invariants géométriques et topologiques d'un tel
groupoide a partir des opérateurs elliptiques.

Par rapport au cas classique, la théorie de I'indice pour des groupoides
de Lie présente, comme on verra ci-dessous, des nouveaux phénomenes.
L’étude des indices et ses invariants sera donc plus délicate. Si ¥4 est
un groupoide de Lie, un ¥-opérateur pseudodifférentiel est une famille
d’opérateurs qui satisfait une condition d’invariance par rapport a ¢. Soit
P un tel opérateur elliptique, l'indice de P, ind P, est un élément de
Ko(C(9)). Rappelons que du point de vue non commutatif, I'algebre de
convolution C2°(¥) joue le role de I’algebre des fonctions différentiables sur
Iespace “singulier” représenté par le groupoide, tandis que la C*-algebre
(réduite) associé au groupoide joue le role de 'algebre des fonctions conti-
nues ([Ren80, Con79, Con94, Pat99]). De maniére analogue au cas
classique (diagramme (1) ci-dessus), on a deux applications qui partent
de Ell(9), 'ensemble des ¥-opérateurs pseudodifférentiels elliptiques : le
symbole principal (plutot sa classe en K-théorie) et 'indice ind :

(3) El(9) —"~ Ko(C2(9))

KO(A°%) :

Comme on a mentionné ci-dessus pour le cas classique, on pourrait sou-
haiter que l'application D — ind D € Ky(C>®(¥)) se factorise a tra-
vers K°(A*9) : ce groupe codifie les symboles principaux de tous les
¢ —opérateurs pseudodifférentiels elliptiques et en général les calculs au ni-
veau symbolique deviennent plus simples; de plus les groupes de K-théorie
topologique possedent des propriétés cohomologiques tres remarquables.
Malheureusement, l'application D — ind D € Ky(C(¥)) ne se factorise
pas en général a travers le symbole principal. Autrement dit, dans le dia-
gramme ci-dessus la fleche pointillée peut ne pas exister.
Cependant, si I'on considere le morphisme en K-théorie

(4) Ko(C2(9)) - Ko(CH(¥))
donné par I'inclusion C°(¥) C C(¥), alors la composée
Ell(9) ™% Ko(C2(9)) —5 Ko(CH(¥))

se factorise a travers le symbole principal par un morphisme que ’on note
par ind,, couramment appelé I'indice analytique de 4. Autrement dit, on
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a un diagramme commutatif

(5) ElZ) "%~ Ko(C2(9))

oo | E

KY(AG) —= Ko(C(9))

ind,

En fait, l'indice analytique ind, peut étre décrit completement a 1’aide
d’un objet géométrique construit a partir du groupoide de départ, et qui a
de plus 'avantage que son utilisation permet de laisser de coté les problemes
techniques du calcul pseudodifférentiel et aussi de donner des preuves de
théoremes d’indice tres simples du point de vue conceptuelle [Con94,
MNO05, DLN06, ANS06, HS87]. En effet, on peut définir ce morphisme
d’indice en utilisant le groupoide tangent de Connes. Rappelons que le
groupoide tangent associé a un groupoide de Lie ¢ est par définition

G" =AY x {0}| |9 x (0,1] =29 x [0,1],

et c’est un groupoide de Lie compatible avec les structures des groupoides
de Lie de AY et de 4. La C*-algebre de 47 est un champ continu de C*-
algebres sur I'intervalle [0, 1] dont la fibre en zéro est C(AY) = Cy(A*Y)
et CH(¥Y) en dehors de zéro, il s’agit d'une déformation C*-algébrique dans
le sens de [Lan03] (voir aussi [CCGF199]). En particulier, on a une suite
exacte courte de C*-algebres,

(6) 0— CH¥Y x (0,1]) — Cx(¥T) =% C*(AY) — 0,

ou evy est I'évaluation en zéro. Les propriétés de la K-théorie des C*-
algebres impliquent immédiatement que Ko(CF(47)) (evo); Ky(Cr(A9))
est un isomorphisme. Dans [MP97], Monthubert-Pierrot montrent que

(7) ind, = (ev)s © (evo),”,

ot C*(4T) =% C*(4) est 'évaluation en 1. Autrement dit, le diagramme
suivant est commutatif :

Ko(CH(47)) == K"(4'9))

€1
indg

Ko(C7(9))

Le groupoide tangent a été introduit par Connes pour le cas d'une variété.
Il se généralise immédiatement au cas des groupoides de Lie, et a été utilisé
dans [HS8T7] pour trouver des morphismes d’indice comme ci-dessus.
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Lorsqu’on essaie d’adapter les arguments précédents pour l'indice ind D €
Ky (C*(¥)), on rencontre plusieurs difficultés : le fait que les algebres
du type C>(%)" ne sont pas des C*-algébres (méme pas une algebre de
Banach) induit une grande différence [Ros94, CMROT7|; par exemple
Ko(C*(A¥)) ne correspond pas au groupe que 'on voudrait, K(A*¥).
Lorsque le groupoide est propre, on ne remarque pas cette nuance : le
morphisme Ky(C®(4)) % Ko(C*(¥)) est un isomorphisme. Ceci est dit
au fait que dans ces cas, C°(¥¢) est stable par calcul fonctionnel holo-
morphe ([CMRO7, Kar78|). Dans le cas contraire, ce morphisme n’est
pas un isomorphisme. Un exemple simple de cette situation est R = {x}
avec la structure de groupe de R ([Con94|, p.142). De plus, les groupes
de K—théorie du type Ky(C(¥)) ne satisfont pas en général certaines
propriétés comme l'invariance homotopique et la périodicité de Bott.

Un premier but de cette thése est de considérer un “bon quo-
tient” de Ko(C(¥)) dans lequel on puisse factoriser l'indice [ind D] €
Ko(C*(9))/ ~ a travers le symbole principal, en utilisant pour cela le
groupoide tangent de Connes. On veut avoir des diagrammes commutatifs
du type :

8) El() —" = Ko(C2(9))

symb

T

KYNAG) > Ko(CH(CE(9)))-

ind

Notons, pour chaque k € N, K!"*(%) le groupe quotient de Ky(C*(9))
par la relation d’équivalence (homotopie dénotée par ~;) induit par

Ko(CEE % [0,1))) = Ko(CH)).

€1
Soit

Ky (4) = lim K3"(%)
k

la limite projective relative aux inclusions canoniques C*(¥¢) c C*1(9).
Le résultat principal de ce travail est donc le suivant.

Lavec leur topologie classique



THEOREME. ] existe un morphisme de groupes
(9) ind" : KO(A*9) — KE(9)
tel que le diagramme suivant soit commutatif

El(#) "~ Ko(C2(9))

|

o K ()

]

Ko(AF) —= Ko(C(@))

ind

On appelle le morphisme du théoreme “I’indice analytique a support
compact de 9 ”. En fait, on montre qu’il y a un indice analytique (d’ordre k)
pour chaque K."*(%), mais on peut les mettre ensemble en prenant KF(%).
Pour k = 400 ce n’est plus vrai : méme si 'on considere Ko(C°(9))/ ~n,
la composition

EI(G) ™% Ko(CX(9)) — Ko(CX(9))/ ~n,

ne se factorise pas, en général, a travers le symbole principal (la encore
R = {x*} est un contre-exemple).

Comme on verra plus bas, perdre la condition d’infiniment différentiable
ne présente aucun inconvénient au moment de faire les calculs. Avant de
parler de ce sujet plus en détail, on va discuter le théoreme ci-dessus et es-
sayer en meéme temps d’expliquer le phénomene suivant : 'indice au niveau
C* modulo homotopie se factorise & travers le symbole principal tandis que
ce n’est plus le cas au niveau C2°.

La construction de nos indices (a support compact) est aussi basée
sur le groupoide tangent, comme dans le cas des C*-algebres. En fait, ce
groupoide est un cas particulier d’une déformation au cone normal : étant
donnée une inclusion X C M d’'une sous-variété dans une variété, l'en-
semble

DN =M x {0} | M x [0,1]

ot AM est le fibré normal & I'inclusion, admet une structure de variété C>
de maniere que M x (0, 1] est un ouvert et A4 une sous-variété fermeée.
Dans le cas de 9 C ¢4, on a .@gw) = 4T Nous construisons ensuite
un espace vectoriel .7,(2¥) composé de fonctions C° sur 2% et qui,
fondamentalement, est un champ d’espaces dont les fibres sont

(A ent =0, et
C>(M) pour t # 0,
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ot L(AM) est Dalgebre de Schwartz sur le fibré vectoriel A (Section
4.1). Pour le cas d'un groupoide de Lie ¢, on a le résultat suivant.

THEOREME. L’espace ./.(47) est stable par convolution : autrement
dit, on a des inclusions d’algebres

c=(g") ¢ S(GT) c CHIT).

Cette algébre est un champ d’algébres sur Uintervalle [0,1], dont les fibres
sont

S (AY) ent =0, et

C>(94) pourt # 0.

On dispose donc d'une déformation de C2°(¥), qui est une sous-algebre
de C*(¥) qui n’est pas en général stable par calcul fonctionnel holomorphe,
en une algebre, S (AY) = Y(A*Y) qui est toujours stable par calcul
fonctionnel holomorphe dans Cy(A*¥). Cela correspond bien & I'esprit du
groupoide tangent, qui déforme un groupoide “non commutatif’, ¢ en un
groupoide “commutatif’, A¥. Ainsi, de maniere similaire au cas C*, nos
indices ind™* sont aussi obtenus comme déformations. Autrement dit, le
diagramme suivant est commutatif :

Ko(S:(47)) — Ko(7 (A9)) —= 0

! T hk
pa indg’

Ky"(%) ’

o el - Ko(S(9GT)) — K[""(4) est le morphisme induit par I'évaluation
en t = 1 suivi du morphisme quotient. Le diagramme précédent montre
qu’il suffit de montrer que Kerey C Ker e?’k. Cela résulte principalement
de la solution d’un probleme analytique (lemme 5.1.10) : soit f € .7.(47)
et k € N*. Pour N € N assez grand, I'application f; définie sur ¢ x [0, 1]
par

0 sit=0
fk(’%t):{ th(fy’t) Slt;éo 3

appartient & C*(¢ x [0, 1]). En résumé, c’est a partir de la structure géométrique
du groupoide tangent que I’on montre que les indices se factorisent au ni-
veau C*(%) modulo homotopie.



Applications.

Théoreme de l’indice longitudinal renforcé. Pour le cas ou le
groupoide est le groupoide d’holonomie d’une variété feuilletée, on dispose
d’un théoreme de I'indice longitudinal. Or, pour construire 'indice topolo-
gique longitudinal dans notre cadre et démontrer un théoreme de I'indice,
on est amené & modifier un peu nos groupes de K-théorie finie, K'(9).

Comme on voit dans la section 6.2, I'indice ind% est compatible avec le
morphisme de Bott : pour un groupoide de Lie on a un morphisme de Bott

Bott

Ko(C2(9)) = Ko(CX(9 x R?))
donné par le produit avec I’élément de Bott 3 € Ko(C°(R?)) = Ko(Cy(R?)).

Ce morphisme n’est pas en général un isomorphisme contrairement au cas
des C*-algebres. Cependant il induit un morphisme universel

(10) Bottp : KI (%) — KI(9%)

compatible avec I'indice analytique a support compact, i.e., le diagramme
suivant est commutatif :

ndf(g
K(A9) : Ki(9)
Bott \L \L Bottp
KO(A ™) ———— Kf (45)
a,%R2

Considérons la limite inductive

—

(11) KPP (@) .= lim K (9 x R™)

induite par le systeme KI(¥ x R?) 2% KF (g x R2m+1). Ce groupe

a encore la propriété désirée : il est intermédiaire aux niveaux C2° et C*
(section 6.1). On pose

indy, : K°(A*9) — K" (9)

le morphisme donné par la composition de ind}, : K(A*Y) — K{(¥)

avec K1 (9) Borg KP"(4). On Vappelle “Vindice analytique périodique de

@47, Le théoréme est le suivant.
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THEOREME (Théoreme de l'indice longitudinal renforcé). Soit (M, F)
une variété feuilletée.

(a) L’indice topologique longitudinal a la Connes-Skandalis peut étre
défini dans le groupe KP"(4) (voir 6.1.4).

(b) Si z'ndfgf . KOT*F) — K" (9) désigne Uindice topologique ci-
dessus, alors

. UBF . BF
mdag = mdt’g .

Le théoreme précédent est une version plus primitive du théoreme de
I'indice longitudinal de Connes-Skandalis [CS84] : en effet, il atteste que
Pégalité des C*-indices a lieu déja dans le groupe K" ().

Les théoremes précédents impliquent que 1’on peut aussi définir un mor-
phisme de Baum-Connes dans notre cadre : on rappelle que la correspon-
dance

D —ind,(D) € Ko(C}(9))
permet de construire le morphisme d’assemblage

(12) p: K. (BY) — Ko(Cr ()

par la formule p(dp) = ind,(op). Ce morphisme a été défini par Baum et
Connes [BCOO| pour le cas des groupes (voir [Tu99, Tu00] pour les cas
des groupoides).

Dans notre cadre, le morphisme d’assemblage qui correspond est un
morphisme

(13) pr: K, -(BY) — KPP (9).

donné exactement comme en (12) mais avec l'indice analytique périodique,
c’est a dire, up(dp) = ind2* (op). Par définition on a un diagramme com-
mutatif

(14) K., (BY) —— K,(C;(¥))

|

Ky (9).

Question 1. On peut se demander si le morphisme upr est injectif,
surjectif ou bijectif, puis s’interroger sur le lien avec ces mémes propriétés
pour . On peut également se poser les mémes questions pour le morphisme
i: KPT(9) — Ko(C*(¥)). On rappelle que la conjecture de Baum-Connes
prévoit que le morphisme d’assemblage p est un isomorphisme. Son im-
portance repose sur les conséquences géométriques et analytiques qui en
découlent [BCH94| (voir aussi exemple 1. ci-apres).
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Accouplements avec la cohomologie cyclique. On va expliquer a
présent notre motivation principale pour définir les indices analytiques au
niveau des algebres de fonctions a support compact. Dans la pratique c’est
pour ces types d’algebres que 'on peut faire des calculs via la cohomologie
cyclique : en effet, on a la théorie de Chern-Weil-Connes a notre disposition.
Dans ce cadre on a un accouplement [Con85, Con94, Kar87]

(15) (-0 Ko(CX(9)) x HPY(CF(9)) — C

On dispose de plusieurs cocycles cycliques sur C°(%). On veut calculer cet
accouplement afin d’obtenir des invariants numériques [Con94, CM90,
Con86| a partir des indices dans Ky(C°(9)).

Or, on ne peut espérer un calcul (topologique) simple que si 'application
D — (D,7) (1 € HP*(C*(¥)) fixe) se factorise a travers la classe du
symbole? de D, [o0(D)] € K°(A*9) : on veut avoir un diagramme du type :

El(Z) % Ko(C=(9)) % C

synw.l I

K(A*9)

L’étape suivante de cette thése consiste a résoudre (dans une grande
mesure) ce probleme de factorisation en utilisant les indices a support com-
pact. En fait, la théorie de Chern-Connes s’applique de maniere naturelle
aux algebres du type C*(¥). De plus, I'accouplement avec la cohomolo-
gie Périodique préserve en général la relation ~, et il est compatible avec
le morphisme de Bott. Comme on ’a mentionné ci-dessus, le fait que ces
techniques de calcul se prolongent facilement est di plus a la condition sur
le support compact qu’a la condition d’étre de classe C*°.

On dit qu'un cocycle cyclique continu 7 sur C°(¥) est borné si sa
formule ne fait apparaitre qu’un nombre fini de dérivées, i.e., s’il s’étend
par continuité & C*(%) pour un certain k. On démontre le résultat suivant.

PROPOSITION. Soit 7 un cocycle cyclique continu borné. Alors T définit
un morphisme ¢, : KI'(9) — C tel que le diagramme suivant est commu-
tatif

El() "~ Ko(C2(9))

| | <

K(A*9) K§(9)

indf

a

2Tous les cas connus passent a travers les symboles.
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En particulier, pour D un ¢ -opérateur pseudodifférentiel elliptique, on a
la formule suivante

(16) o-(ind% ([0(D)])) =< ind D, 7 > .

Pour le cas des groupoides étales, tous les cocycles cycliques provenant
de la géométrie sont continus et bornés : dans [Con86], Connes a construit
un morphisme de groupes

(17) ¢ H:(BY) — HP*(CZ(9)),

et il a montré qu’il s’agit d’une inclusion comme facteur direct (voir aussi
[Con94|, [11.2.5). On vérifie en effet que les cocycles cycliques images
par ce morphisme sont continus et bornés (section 6.3). En particulier, les
cocycles cycliques de groupes, la classe fondamentale transverse, Godbillon-
Vey et toutes les classes caractéristiques provenant de la cohomologie de
Gelfand-Fuchs sont continus et bornés. On utilise ensuite le calcul de la co-
homologie cyclique périodique H P*(C°(¥)) [BN94, Cra99] pour conclure
que, pour tout cocycle 7 € HP*(C*(¥)), on a toujours le diagramme com-
mutatif

(-7

(18) Bl(G) 22 Ko (C®()) C

KO(A*9) ,

ot ¥, = ¢, oind! avec ¢, le morphisme de la proposition ci-dessus.

Une question naturelle est comment calculer effectivement les mor-
phismes W, ci-dessus. En fait, dans les cas des groupoides étales®, le cal-
cul se ramene pour beaucoup de cocycles a des calculs déja effectués. Par
exemple, Connes a calculé

(19) (é(c),ind D) € C,
ou ¢ est 'application en (17). Le résultat est le suivant.

THEOREME (Connes, théoreme 12 dans [Con94] pp. 272). Soit 4 un
groupoide étale. Soit D un ¢ -opérateur pseudodifférentiel elliptique sur une
& -variété propre P avec P/9 compacte. Soit ¢ € H*(BY) de dégrée total
2q, alors on a

(20) (¢(c),ind D) = (2mi)~*(c, ch-([0p])),
ot ch, : K.(BY) — HX(BY) est le caractére de Chern (dual).

3ou des groupoides Morita équivalentes a des groupoides étales
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Une preuve de ce résultat a été donnée par Gorokhovsky et Lott dans
[GLO3] en utilisant des super-connections en géométrie non commutative,
puis, dans [GLO6], ils ont généralisé le résultat pour des groupoides qui
sont Morita équivalents a un groupoide étale (”Foliation groupoids” dans
le sens de [CMO1]).

Notre observation que I'image de ¢ consiste de cocycles cycliques conti-
nus et bornés et le théoreme de Connes impliquent immédiatement la for-
mule suivante qui a 'avantage que son coté gauche est donné directement
en termes du symbole principal.

COROLLAIRE. Soit ¥ un groupoide étale. Soit D un & -opérateur pseu-
dodifférentiel elliptique sur une & -variété propre P avec P/9 compacte.
Soit ¢ € H*(BY) de dégrée total 2q, alors on a

(21) Vore([on]) = (2m0) (¢, ch-([dp])),

ou W est comme en (18).

Le probleme de factorisation que nous venons de rencontrer est forte-
ment lié a la conjecture de Novikov. Remarquons en effet que si le mor-
phisme

Ko(C2(#) 2 C
ou T € HP*(CX(9Y)) sur Ko(C>X(¥)) se prolonge a Ky(C(¥)), alors la
factorisation a travers la classe du symbole est immédiate. Néanmoins,
comme le montre I'exemple suivant, ce probleme est loin d’étre évident.

EXEMPLE 1. [CM90, Con94| Soit I' un groupe discret agissant pro-
prement et librement sur une variété M avec quotient compact M/F =M.
Notons 4 le quotient de M x M par Uaction diagonale. C’est un groupoide
de Lie 9 = 4 = M.

Soit ¢ € H*(I') := H*(BI'). Connes et Moscovici ont montré dans
[CM9I0] que les hautes signatures de Novikov, Sign.(M), s’obtiennent
comme l'accouplement de l'opérateur de signature Dg;q, €t un cocycle cy-
clique 7, associé a c :

(22) (Teyind Dggn) = Sign (M, ).

La conjecture de Novikov prévoit que toutes ces hautes signatures sont des
invariants homotopiques de M. Alors, si ind Dyg, € Ko(C(9)) est un
invariant homotopique de (M, 1) la conjecture de Novikov est vraie. On sait
uniquement que j(ind Dg;qz,) € Ko(Cr(¥)) est un invariant homotopique.
Mais cela ne résout pas la conjecture car on doit prolonger l'action de 7, a
Ko(CH(¥9)), ce qui n'est pas du tout évident. Connes-Moscovici ont réussi
a montrer que ce cocycle se prolonge pour les groupes hyperboliques.
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On va énoncer un théoreme de Connes dans le cadre des feuilletages ot
il a réussi a montrer que certains cocycles se prolongent a la K —théorie de
la C*-algebre. On ne va pas mentionner ses corollaires géométriques, pour
cela on renvoie le lecteur a [Con86] section 8. Le résultat est le suivant.

THEOREME (Connes, théoreme 8.1 dans [Con86]). Soit (V, F) une
variété feuilletée (non nécessairement compacte) qui est orientée trans-
versalement. Soit ¢4 son groupoide d’holonomie et m : BY — BI', lap-
plication classifiante (q = codim F'), T le fibré sur BY donné par le fibré
transverse de (V, F). Soit R C H*(BY) l'anneau engendré par les classes
de Pontrjagin de T, les classes de Chern des fibrés équivariants par holo-

nomie et T (H*(WO,)). Pour tout ¢ € R il existe une application additive
0. K.(CF(9)) — C telle que

(23) pe(p(r)) = (ch-(z),c) Vo € K(C(9)).

Dans I'énoncé, . est justement l'extension a K,(C*(¥)) de
Ko(C=(@)) ‘"% .

La preuve utilise de facon fondamentale le théoreme de I'indice longitudinal
de Connes-Skandalis, [CS84].

On peut énoncer un résultat analogue dans notre cadre. La différence est
que 'on n’a pas besoin de résultats d’extension, on les a déja de maniere

naturelle. En conséquence, notre résultat s’applique a toutes les classes
ce H(BY).

COROLLAIRE. Soit (V, F) une variété feuilletée (non nécessairement
compacte) qui est orientée transversalement. Soit 4 son groupoide d’holo-
nomie. Pour tout ¢ € H*(B%Y) il existe une application additive

oo KPP (@) - C
telle que

(24) pe(pp(x)) = (ch(2),¢) Vo € Ko ().

La preuve du corollaire précédent nécessite aussi un théoreme de I'indice
longitudinal (renforcé).
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Question 2. On peut se demander si nos indices sont suffisants pour
obtenir des résultats géométriques. Par exemple, dans le cas de 'exemple 1.
ci-dessus : est-ce que ind?¥' (D) est un invariant homotopique ? Une réponse
affirmative a cette question implique aussi la conjecture de Novikov (voir
aussi question la Question 1. ci-dessus).

Cohomologie de Haefliger. On peut aussi utiliser notre théoreme
de l'indice longitudinal pour retrouver les formules d’indice en cohomolo-
gie de Haefliger obtenues par Benameur-Heitsch dans [BHO4] (voir aussi
des applications dans [BHO5]), mais en utilisant uniquement la structure
géométrique et algébrique du groupoide d’holonomie.

Benameur et Heitsch commencent par définir un caractere de Chern
algébrique

(25) Ch’a : KO(Cgo(g)) - H:,bas(M/F)a

o HYy, . (M/F) est la cohomologie de Haefliger (voir [Hae84] ou [CMO04]).
Ce caractere a la propriété fondamentale d’étre compatible avec les “shriek
maps” en K-théorie et en cohomologie de Haefliger. De plus, pour le feuille-
tage (R?, F = 0), le caractere ch, : Ko(C>®(R?)) — H}(R?) coincide avec
le caractere de Chern usuel.

Dans la proposition 6.4.9 on vérifie que le caractere se prolonge a notre
groupe KF(9) : le diagramme suivant est commutatif :

Ko(C2(9)) — KPT(9)

chqg
chq

bas(M/F)

c,bas

Ce fait n’est pas étonnant puisque ch, est construit a partir de la géométrie
du groupoide d’holonomie de (M, F).

Le résultat principal dans [BHO04| nécessite l'introduction d’un mor-
phisme chy(indy) : K°(T*F) — H},,,(M/F) construit a partir de la topo-
logie du groupoide d’holonomie et du caractere ch,. L’énoncé est le suivant.

THEOREME (Benameur-Heitsch). Pour tout u € K°(T*F) on a

26)  chulind)(w) = (-1 [ mlch()Td(F ©C) € H(M/F),

ou mp! : HY(F,R) — H*(M,R) est l'intégration le long des fibres, et ch :
K°(F) — H!(F) est le caractére de Chern usuel.

En utilisant extension de ch, & KJ'F(4), on a que chg(ind,) devient
précisément la composition de indf E;F avec ch,. Le résultat suivant est ainsi
une conséquence immédiate de notre théoreme de I'indice longitudinal et
du théoreme de Benameur-Heitsch ci-dessus.
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COROLLAIRE. Pour tout w € K°(T*F) on a la formule d’indice sui-
vante

(27)  cha(ind®F (u)) = (—1)? / rrl(ch(u))Td(F © C) € Hzy, (M/F),

ou ! HY(F,R) — H*(M,R) est l'intégration le long des fibres, et ch :
K°(F) — H:(F) est le caractére de Chern usuel.

Or, grace aux résultats d’extension de Connes (Thm. 8.1 dans [Con86]
en particulier) le caractere ch, se prolonge a Ko(C*(¥)) et donc ch,(ind,(u))
est égal au coté droit de (26).

Dans notre cadre, le corollaire précédent ne nécessite pas de résultats
d’extension. On retrouve ainsi les formules d’indice de Benameur-Heitsch en
utilisant uniquement la structure géométrique et algébrique du groupoide
d’holonomie du feuilletage. Le fait que les actions d’une tres large classe
de cocycles cycliques se prolongent de maniere naturelle a notre groupe
Kf ’F(g ) permet de penser que des formules comme celles de Benameur-
Heitsch pourraient étre développées a valeurs dans des espace cohomolo-
giques plus complexes et pas uniquement dans H7,, (M/F).

Résumé des chapitres. Donnons a présent un plan plus détaillé des
chapitres composant cette these et de leur contenu. Les deux premiers sont
essentiellement des préliminaires et rappels nécessaires pour faire la théorie
de l'indice pour des groupoides de Lie. Le troisieme chapitre présente un
développement de la Déformation au cone normal. Méme si cette construc-
tion a été utilisée a plusieurs reprises dans la littérature, on n’a pas trouvé
une source contenant une exposition complete de ce sujet, cela nous a
amené donc a étudier tres soigneusement ce theme. Finalement, les trois
derniers chapitres présentent les résultats mentionnés ci-dessus. Le dernier
contient en particulier des applications a d’autres travaux.

Chapitre 1. Théorie de I’indice. Ce chapitre se veut une introduc-
tion rapide a la théorie de I'indice a I’Atiyah-Singer avec le point de vue
de la Géométrie non Commutative.

La premiere partie est un rappel de la K-théorie, surtout celle des
algebres, mais on mentionne aussi quelques liens avec la K-théorie topo-
logique. On donne les résultats les plus importants de la théorie, comme
I’existence d’une théorie relative, I’existence de suites exactes et I'invariance
par homotopie pour le cas topologique, par exemple.

On continue ensuite avec un rappel succinct du calcul pseudodifférentiel
sur une variété de classe C* (compacte). On énonce le théoreme de l'indice
d’Atiyah-Singer en K —théorie.
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On finit ce chapitre en donnant les notions de base de la cohomologie
cyclique qui est une généralisation de la cohomologie de de Rham pour des
variétés. On rappelle I'existence d’un accouplement entre la Cohomologie
cyclique et la K-théorie, qui est une généralisation au cadre non commutatif
du caractere de Chern.

Chapitre 2. Groupoides de Lie. Dans ce chapitre on rappelle les
définitions de base sur les groupoides de Lie. On continue avec d’importants
exemples.

Ensuite, on rappelle la construction des algebres associées aux groupoides
de Lie : 'algebre de convolution consistant de fonctions de classe C* a sup-
port compact et les C*-algebres.

Finalement, pour pouvoir faire la théorie de I'indice avec ces objets, on
donne un petit résumé sur le calcul pseudodifférentiel pour des groupoides
de Lie. Ceci nous permet notamment d’introduire des indices analytiques
des opérateurs pseudodifférentiels elliptiques et d’énoncer des théoréemes de
I'indice.

Chapitre 3. Déformation au cone normal. Ce chapitre contient
une description tres détaillée de la construction de la “Déformation au cone
normal ” associée a un couple (M, X), ou M est une variété de classe C'>
et X est une sous-variété de M.

On commence par décrire tres explicitement la structure C*° de la
Déformation au cone normal d’un couple (M, X') comme ci-dessus, qui est
I’ensemble

I = MM x 0| | M xR,

ot /M :=TxM/TX est le fibré normal & 'inclusion.

Ensuite, on décrit les propriétés fonctorielles que cette construction
possede. En effet, on a un foncteur de la catégorie des couples C'*° dans la
catégorie des variétés C'*°. De plus, on voit que ce foncteur a des propriétés
additionnelles qui seront de grande utilité dans la suite.

On continue avec une petite section dédiée au groupoide tangent (et
adiabatique). Ce groupoide est un exemple d’une Déformation au cone
normal. On utilise ce fait et les propriétés fonctorielles de ces déformations
pour montrer que le groupoide tangent est un groupoide de Lie.

On finit ce chapitre par une discussion sur le role des groupoides tan-
gents dans la théorie de 'indice pour les groupoides de Lie.

Chapitre 4. Une algebre de Schwartz pour le groupoide tan-
gent. Dans ce chapitre on construit une algebre de fonctions C'*° sur le
groupoide tangent qui nous servira dans le chapitre prochain a définir les
indices analytiques a support compact pour un groupoide de Lie. L’algebre
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en question sera un champ d’algebres sur I'intervalle [0, 1] dont la fibre en
zéro est 'algebre de Schwartz de 1’algébroide du groupoide, tandis que les
fibres en dehors de zéro sont toutes égales a l’algebre de convolution des
fonctions C'*° a support compact sur le groupoide.

On commence par définir les espaces de Schwartz pour des fibrés vec-
toriels. Le cas particulier qui nous intéresse est 1’algébroide de Lie associé
a un groupoide de Lie.

On introduit un espace de fonctions C* sur une déformation au cone
normal 2, noté par .Z.(23).

On finit par montrer que pour le cas d'un groupoide tangent, 1'espace
Z.(47) est une algebre associative pour le produit de convolution.

La construction de l'algébre de Schwartz .7.(47) fera 1'objet d'une
publication qui devra apparaitre bien tot ([CRO7]) dans les “Proceedings of
the International Conference on K-theory and Noncommutative Geometry,
Valladolid 2006” publiés par la Société Mathématique Européenne.

Chapitre 5. Indice analytique a support compact. Ce chapitre
a pour but la construction des indices analytiques a support compact pour
un groupoide de Lie. En effet, le résultat principal de cette section et de
toute la these est la construction explicite des indices ind™f" en utilisant
I’algebre de Schwartz pour le groupoide tangent. On vérifie qu’il s’agit bien
des indices analytiques; en fait pour les cas classiques ces indices coincident
avec ceux déja définis dans la littérature.

Une fois les indices analytiques a support compact construits, on vérifie
qu’ils satisfont deux propriétés essentielles : d’abord, l'indice analytique
est compatible avec le morphisme de Bott et ensuite la compatibilité avec
des sous-groupoides ouverts. Ces deux propriétés nous permettront dans
le chapitre suivant de montrer un théoreme de l'indice longitudinal dans
notre cadre.

Chapitre 6. Applications. Ce Chapitre regroupe les applications. On
commence avec un théoreme de I'indice longitudinal dans notre cadre. Ceci
utilise principalement la compatibilité des indices analytiques a support
compact avec le morphisme de Bott.

Ensuite, on montre que 'accouplement < ind D,7 > ne dépend que
de la classe du symbole [op] € K°(A*¥) lorsque T est un cocycle cyclique
continu borné. Pour le cas des groupoides étales on remarque que tous les
cocycles cycliques provenant de la géométrie du groupoide sont continus
et bornés. On utilise le calcul de la cohomologie cyclique périodique dans
[BN94, Cra99|, pour voir que D —< ind D, T > se factorise a travers le
groupe K°(A*9) pour tout 7 € HP*(C>(9)).
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On finit avec quelques applications de notre théoreme de 'indice longi-
tudinal a des formules d’indice trouvés par Connes [Con86| et Benameur-
Heitsch [BHO4].



CHAPITRE 1
Théorie de I’indice

1.1. K-théorie

Soit A une k-algebre unifere. Pour le propos de cette these, on va unique-
ment considerer le cas ou k = C. On veut définir le groupe de K —théorie
associé a A, noté par Ky(A). On n'aura pas besoin, dans ce travail, de
définir les groupes de K —théorie de dégré supérieur (les K, pour n > 1).

Commencons par rappeler le groupe de Grothendieck associé a un
monoide commutatif (M, +) (presque un groupe, il n’y a pas d’inverses).
Le premier pas est de définir une rélation d’equivalence sur M x M de la
maniére suivante : On dira que (x,y) ~ (2/,y') s’il existe z € M tel que
x+vy +2z=1a+y+ 2 Le groupe de Grothendieck associé a M est par
définition I’ensemble

GM):=M x M/ ~

avec 'opération [(x,y)] + [(«',v)] = [(z + o',y + ¢/)]. Il est immédiat que
I'élément neutre pour cette opération est donné pour la classe [(x, )] pour
tout z, cela implique que —[(z,y)] = [(y,z)]. C’est pourquoi un élément
[(z,y)] est souvetn noté par [z] — [y|. Pour finir avec le groupe G(M), il
satisfait la propriété universelle suivante : Si G est un groupe (abélien)
quelconque et ¢ : M — G un morphisme de monoides, alors il existe un
unique morphisme de groupes ¢ : G(M) — G tel que le diagramme suivant
est commutatif

M ——~ G(M)

oui: M — G(M) est le morphisme canonique de monoides i(z) = [z].
Soit & un A-module (& droite). On rappelle que & est projectif de type
fini ¢’il existe un autre A-module &’ et n € N tel que

E@E =A™

Le module & est appelé un complementaire de &. Notons par Z(A) 'en-
semble des classes d’isomorphismes de A-modules projectifs de type fini.
Le module somme de deux modules projectifs de type fini est encore un

19
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module de ce type. On peut donc penser au monoide (Z(A), ®). Le groupe
Ky(A) est par définition le groupe de Grothendieck associé a ce monoide,
c’est a dire, on a
Ko(A) :=G(L2(A), D).

La correspondance qui a chaque algebre unifere associe le groupe K est
fonctorielle : Soit # : A — B un morphisme d’algebres uniferes. On peut
munir B, via 0, d'une structure de A-module a gauche. Ceci nos permet
de considérer le pushout 6, : Z(A) — Z(B) qui a un A-module (& droite)
& associe le B—module (a droite aussi) & ®4 B. Or, 0, est un morphisme
de monoides et il définit, grace a la propriété universelle des groupes de
Grothendieck, un morphisme de groupes 6, : Ko(A) — Ko(B). 1l se vérifie
facilement qu’il s’agit bien d'un foncteur de la categorie d’algebres uniferes
en la categorie de groupes abéliens. En fait, ce foncteur peut se prolonger
aux algebres non necesairement uniferes, mais avant de passer a ce point,
on verra une autre déscription du groupe Ky qui est souvent plus pratique.

Soit & un A-module projectif de type fini avec complementaire &”,
dissons & @ & = A™. Considérons la projection p : A" — A™ dans la
premieére coordonnée, alors & = pA”". Inversement, si ¢ € M,,(A) est un
idempotent, on a que gA™ est un A-module projectif de type fini. En fait,
sip e M,(A) et g € M, (A) sont des idempotents dans les algebres de
matrices correspondantes. Les A-modules pA™ et ¢A™ sont isomorphes si
et seulement si, il existe k > n,m et u € GLi(A) tel que

p® 0, = u(q D Ok_m)u‘l.

Ceci permet de redéfinir le groupe Ky(A) en termes des idempotents (voir
par exemple [Ros94| Lemme 1.2.1.). En effet, pour p, ¢ € M, (A) des idem-
potents, on peut définir une rélation de équivalence donnée par G Ly (A)
comme dans le lemme. Or, I'ensemble de classes d’équivalences des idempo-
tents, dissons P(A), forme un monoide avec la somme diagonale p@q. Main-
tenant, I'affirmation précédente permet de conclure que le groupe Ky(A)
coincide avec le groupe de Grothendieck de (P(A), @), autrement dit, on a

Ko(A) =A{[p] — 4] : p.q € P(A)}.

Une propriété fondamentale de la K-théorie des algebres est I'existence
d’un produit : Soient A, B deux algebres, il existe un morphisme de groupes

Ky(A) ® Ko(B) — Ko(A® B)
donné par le produit tensoriel des modules
(&, F)— ERZF.

Une propriété fondamentale de ce produit est qu’il est compatible avec
les morphismes d’algebres (naturalité du produit) : Soient ¢° : A — A’
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et 9! : B — B’ deux morphismes d’algébres (uniferes), alors on a le dia-
gramme commutatif suivant.

(28) Ko(A) ® Ko(B) —— Ko(A® B)
096! J/ l (0°®0%).
Ko(A") @ Ko(B') —= Ko(A' @ B').

On veut définir le groupe de K-théorie pour une algebre non unifere
aussi. Soit A une algebre (non necesairement unifere), on va introduire
I'unitarisation de A. On pose A = A @ C. On muni A du produit suivant

(a,\)-(byp)=(a-b4+p-a+X-b, X p).

On va utiliser la notation (a, ) := a + A pour les éléments A. On vérifie
facilement que A devient ainsi une algebre associative unifére, avec 1; =
0 + 1¢. L’algebre A s’identifie canoniquement avec A @ 0 de maniere que
A est un idéal bilatere de A et A/A = C. Autrement dit on a une suite
exacte courte

0-A—-ASC—o.

On peut a present définir le groupe Ky pour des algebres non uniferes.

DEFINITION 1.1.1. Soit A une algébre (non necesairement unifere). On
définit le groupe Ko(A) comme le noyau du morphisme Ky(A4) —= Z.

La premiere remarque est que si A est unifere et on 'applique le pro-
cessus d’unitarisation, alors les deux définitions de K| coincident.
Considérons une suite exacte courte d’algebres (non necesairement uniferes)

(29) 0—1-54-20—0.

En applicant la K-théorie a une telle suite on obtient une suite exacte de
groupes

(30) Ko(I) = Ko(A) 25 Ko(C).

Le foncteur Ky n’est pas exacte, c’est a dire, dans la suite en K-théorie
ci-dessus le morphisme i, (resp. p.) n’est pas forcement injectif (resp. sur-
jectif). Cependant, s’il existe un morphisme s : C' — A avec p o s = idg,
dans ce cas on dit que la suite est scindée avec scindage s, alors la suite
(30) prend la forme

(31) 0 — Ko(I) = Ko(A) 25 Ko(C) — 0.

Ces suites sont tres utiles pour calculer de groupes de K-théorie. En
effet, on va calculer & present la K-théorie de certains algebres, celles ap-
pelées locales.
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DEFINITION 1.1.2. Soit B une algebre unifere. On dit que B est une
algebre locale si 'ensemble de ses éléments non-inversibles constitue un
idéal biltere propre.

Une autre maniere de caracteriser une algebre locale est la suivante :
Une algebre est locale si et seulement si elle possede un seul idéal maximal
a gauche, un seul idéal maximal a droite, et ceux-ci coincident (Proposition
1.3.4 en [Ros94)).

Le résultat suivant calcule le K d'une algebre locale (Théoréme 1.3.11 en
[Ros94]).

THEOREME 1.1.3. Soit B une algébre locale. Tout B-module projectif
fini de type fini est libre avec un rang uniquement défini. En particulier

KoB)=7Z
avec générateur la classe d’isomorphisme du module libre de rang 1, [R].

Dans le résultat suivant on calcule grace au théoreme précedent le
groupe Ky des algebres nilpotentes. On utilisera ce fait dans le chapitre
6.

PROPOSITION 1.1.4. Soient N € N et A une algebre N —nilpotent, c¢’est
a dire, ay - --an =0, Va; € A. Alors, on a que le groupe de K -théorie Kqy(A)
est le groupe trivial d’un seul élément.

DEMONSTRATION. Soit B = A l'unitarisation de A. On va montrer que
B est une algebre locale a seul idéal maximal A.
Dénotons par U 'ensemble des unités de B. On veut voir que A = B\ U :
I'inclusion A C B\ U est trivial parce que A est un idéal bilatere de B.
Reciproquement, soit u = a + pu € B\ A, alors u # 0. On va donner
explicitement l'inverse de cet élément. On peut supposer sans perte de
généralite que p = 1. Posons

Il s’est vérifie immédiatement & la main que uv = vul puisque a” = 0 par
hypothese.

Maintenant on peut calculer la K-théorie de A. Considérons la suite
exacte scindée

0—-A—B—C—0.

Cette derniere suite induit la suite exacte suivante

0 — Ky(A) — Ko(B) - Z — 0.
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Or, B est une algebre locale d’apres ce que l'on vient de voir. Mainte-
nant, la déscripition de Ky(B) donné par le théoreme 1.1.3 permet de voir
immédiatement que le morphisme Ky(B) — Z qui apparait dans la derniere
suite exacte ci-dessus, n’est rien d’autre que 'idéntité (dans tout cas un
isomorphisme). On en déduit que Ky(A) = 0. O

1.1.1. K-théorie relative. Soit A une algebre unifere et I C A un
idéal bilatere non trivial (0 # I # A). On va définir dans cette section un
groupe K (A, I) de K—théorie rélative. On va justifier la terminologie en
montrant que K (A, )= Ky(I).

DEFINITION 1.1.5. Un quasi-isomorphisme sur (A, I) est un triplet o =
(E,F,0) ou E, F sont des A-modules projectifs de type fini et

o:mE — 7w F

est un isomorphisme de A/I—modules. On dira que un quasi-isomorphisme
(quasi-isomorphisme) o = (E, F,0) est dégénéré s’il existe un isomor-
phisme T': E — F tel que m,.(T) = o.

Le groupe que ’on se propose de définir aura comme éléments des quasi-
isomorphismes modulo certaine rélation d’équivalence. Avant de définir la
rélation d’équivalence qu’il nous faut, on remarque que 'on peut définir la
somme de deux quasi-isomorphismes de maniere tres naturelle de la facon
suivante. Soient (E;, F;, 0;) deux q.i avec i = 0, 1. on pose oo@o; le quasi-iso
donné par

(E() NP El, F() S¥) Fl, oo D 0'1).
Maintenant, pour définir la rélation d’équivalence on commence par in-
troduire la notion d’isomorphisme entre quasi-isomorphismes. Soient ¢ =
(E,F,0)et o= (EF' o) deux quasi-isomorphismes, on dira que o et iso-
morphe a o/, o0 = ¢’, s’il’existe des isomorphismes f : B — E'etg: ' — F’
tels que le diagramme suivant est commutatif,

(o
T —— 7, F

A

7T*E/ -, 7T*F/

o

On pose o ~ ¢’ ssi ils existent des quasi-isomorphismes 7 et 7/ dégénérés
tel que c®T = o’@7’. On note par K (A, I') 'ensemble de classes d’équivalence
des quasi-isos avec la rélation ~.

La premiere remarque est que la somme des quasi-isomorphisme est
bien définie sur K(A,I) puisque la somme de deux quasi-isomorphismes
dégénérés est clairement un quasi-isomorphisme dégénéré. En fait, on a la
proposition suivante.
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PROPOSITION 1.1.6. (K (A, I),®) est un groupe abélien.

DEMONSTRATION. Le fait que 'opération @ est commutative et asso-
ciative est immédiat. En fait, le seul point délicat est de voir I'existence d’un
inverse parce que clairement la classe des quasi-isomorphismes dégénérés
est un élément neutre pour cette opération.

Soit [E, F,0] € K(A,I). On va voir que (E,F,0) & (F,E,071) est
dégénérée. Soient D : E — F et Q) : ' — E des morphismes avec m.(D) =
o et m,(Q) = o~ Posons

r_((1-DQD+D DQ-1
(0T,

alors T : E@® F — F @ E est un morphisme avec mo @ o~ ') et il est
inversible avec inverse donnée explicitement par

T4:< Q 1-QD )
DQ—-1 (1-DQD+D )

On en déduit que —[E, F, 0] = [F, E,07!]. On conclut ainsi la preuve. [J

EXEMPLE 1.1.7. Un exemple d’un élément en K(A,I) est donné par
un élémént inversible de A modulo I. En effet, soit P € A tel que il existe
Q € Aavec PQ—1€1 et PD—1¢€1l, alors (A, A, m(P)) est un quasi-
isomorphisme sur (A, 1), ot w(P) est la multiplication par la classe de P
en A/I.

Avant de relier la K-théorie rélative et la K-théorie usuelle, on va voir
quelques propriétés et constructions de cette théorie.

Soient (A,I) et (B,J) deux couples comme ci-dessus. Un morphisme
de couples, 6 : (A, I) — (B, J), est un morphisme d’algebres uniféres 6 :
A — B tel que 6(I) C J. Définissons a présent un morphisme associé
0. : K(A,I) — K(B,J) de la facon suivante : Soit [E, F,o] € K(A,I),
on pose O0.([E, F,0]) = [0.(E),0.(F),0.(c)], on § : A/ — B/J est le
morphisme induit par 6. En fait, on peut vérifier que 'on a un foncteur de
la catégorie des couples en la catégorie des groupes abéliens. On va lier ce
fonteur a la K-théorie usuelle.

Il existe un morphisme naturel j : K(A, I) — Ky(A) défini par j([E, F, o)) =
[E] — [F]. Il s’agit d’un morphisme de groupes.

On va voir & present que K (A, I) = Ky(I). La raison d’avoir introduit
la K-théorie relative est-ce qu’il y a des éléments de Ky(I) qui se décrivent
mieux avec la déscription de quasi-isomorphismes.

Posons D(A,I) := {(a,d’) € Ax A:a—d € I}, cela est une algebre
unifere avec les opérations en chaque coordonnée. En plus, cette algebre
est le tiré en arriere de la projection 7 : A — A/I, c’est a dire, on a un
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diagramme commutatif de morphismes d’algebres

D(AT) 2+ 4

W

A A/l

s

ou p;, j = 1,2 sont les projections respectives. Posons
K'(A, 1) == Ker{Ko(D(A, 1)) %2 Ky(A).)

Il est simple de vérifier a la main que K'(A, 1) = Ky(I). On peut trouver
une preuve élémentaire dans [Ros94|, théoreme 1.5.9.. On peut I'en déduire
immédiatement du diagramme commutatif suivant :

0 I I C 0

|

ol les deux lignes sont des suite exactes scindées d’algebres.

Maintenant, on va définir un isomorphisme explicite entre K (A, ) et
K'(A,I). Soit (E, F,o) un quasi-iso sur (A, I). Posons

M(E, F,o) :={(e, ) € EX F: (om).(e) = m(f)}),

ou (om), : E — m.(F) est donné par (om).(e) = o(e® 1) et m, : F —
7.(F') est donné par m.(f) = f ® 1. Avec les produits coordonnée a co-
ordonnée, on a que M = M(E, F,0) est un D(A, I)—module projectif de
type fini ([Mil71], thm. 2.1). Encore plus, tout D(A, I)—module projec-
tif de type fini est de cette forme ([Mil71], thm. 2.2) et (p;).(M) = E
et (p2)«(M) = F ou les p;, 7 = 1,2 notent les projections en les coor-

données respectives ([Mil71], thm. 2.3). On peut naturellement définir un
morphisme « : K(A,I) — K'(A,I) par la formule

a([E, Fol) = [M(E, F,0)] — [M(E, E,id)].
Maintenant, soit x = [M(E,F,o0)] — [M(E',F',¢")] € K'(A,I). La
prémiere observation est que par définition de K’(A, ), on peut suppo-
ser B = E’. On définit §: K'(A,I) — K(A,I) par

Blx)=[E@F,FOE,oc® (o).
Le fait que 3 o a = idg (4, est immédiat, en effet, on
(Boa)([E,F,0])=[E® E,F®E,c®id = |E, F,o]|.
De lautre coté, soit x = [M(E, F,0)] — [M(E, F',0')] € K'(A,I), alors
(aoB)(z)=[MEoF,FOE oo ()" -[ME®®F,EoF,id).
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Or, du fait que (¢/)~! @ o’ se réleve en un isomorphisme (comme dans la
preuve de la proposition 1.1.6) on voit que

M(E®F ,FOE, oo () Yo M(E,F',o')~ M(E,F,0)® M(E® F',E® F',id).
Autrement dit, (o 3)(z) = x. On conclut que K (A, I) = Ky(I).

EXEMPLE 1.1.8. Soit (A, A, w(P)) le quasi-isomorphisme sur (A, I) de
Vexemple 1.1.7. 1l est facile de vérifier que I’élément en Ko(I) qui lui cor-
respond est

([TeT™"] — [e],

ou T et T' sont les matrices de la proposition 1.1.6 et
. 10
- \00)’

Un des avantages de voir le groupe Ky(/) comme un groupe de K-

ot 1 est unité de I.

théorie relative est que ce point de vue permet de généraliser tres facilement
le produit en K-théorie pour des algebres non nécessairement uniferes.
Autrement dit, dans le cas non unifere on a aussi un produit

Ko(I) ® Ko(J) — Ko(I ® J)

qui coincide avec le produit défini ci-dessus lorsque les algebres sont uniferes
et qui est compatible (naturel) par rapport au morphismes d’algebres.

1.1.2. K-théorie topologique.

K -théorie des C*-algebres. Soit A une algebre. On va considérer le cas
lorsque A est une C*-algebre (ou de Banach). Dans ce cas, Ky(A) admet une
description topologique : Soit p € M (A), on dit que p est un projecteur de
A si p* = p = p% Prenons py, p; deux projecteurs, on dit que py ~p p1 (po
homotopique a p;) s'il existe une application continue p : [0, 1] — M (A)
avec p(t) un projecteur pour tout ¢, et p(0) = pg, p(1) = p1, ot M(A) a
la topologie limite inductive induite par les inclusions

M, (A) — n+1(A):MH<J\O4 8)

Cela définit une relation d’équivalence dans I’ensemble des projecteurs de
A. Si 'on note par P(A) l'ensemble de classes d’équivalences, alors on a
que (P(A),®) (avec @ somme diagonale) est un monoide dont le groupe
de Grothendieck est Ky(A).

Comme pour le cas purement algébrique, nous n’utiliserons ici que le
groupe Kjy. Notons cependant que les groupes "supérieurs” (K,,n € N)
sont bien plus faciles a définir dans le cadre banachique que dans le cadre
purement algébrique : On pose K,(A) = Ky(Co(R", A)). On envoie a
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[Ros94], [Mil71], [CMRO7] pour un développement de ces groupes dans
le cadre algébrique. On liste a présent quelques propriétés fondamentales
de la K-théorie des C*-algebres.
(7) Invariance par homotopie : Si ¢, : A — B sont deux morphismes
homotopiques, alors Ky(¢) = Ko(¢). En particulier, les morphismes
induits par les évaluations

Ko(A[0,1]) = Ko(A)

définissent tous des isomorphismes. Une autre consequence triviale
est le fait que le groupe Ky est nul pour toute algebre contractile.

(i7) Périodicité de Bott : Il existe un élément 3 € Ko(Cy(R?)) tel que
le morphisme

(32) Ko(A) 25 Ko(A® Co(R?)

est un isomorphisme. L’élément [ est appelé I'élément de Bott et
peut étre décrit explicitement par
B = [ yie 12 } - {O 0} € Ko(Cyp(R?))

2 2

ol (z,y,z) sont des coordonnées de la sphere S?, on rappel que

—_—

Co(R2) = C(S2).

(73) Suite exacte a six termes : Pour toute suite exacte courte
014" B0

il existe une suite exacte a six termes de la forme suivante :

(33) Ko(I) o) Ko(A) o) Ko(B)

|

Ki(B) = Ki(A) (o) Kq(1).
1(e)

Dans le point (#4i) ci-dessus, les morphismes dy et d; sont appelés des
morphismes de bord. En fait, & partir d'un élément en G L..(B) on obtient
un élément de K¢(I) de fagon tres similaire a I’exemple 1.1.8. Maintenant, le
fait que cette association passe au Ki(B) est une question de la définition
de la relation d’équivalence sur GL.(B) que I'on impose. La différence
entre la K-théorie algébrique et topologique commence justement ici (dans
le cas algébrique on a aussi une application du type d;). Or, le cas de Jy
est particulier pour les C*—algebres (ou de Banach), en effet, dy est une
application comme ¢; mais ot on utilise en plus la périodicité de Bott.
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REMARQUE 1.1.9. Si A est juste une algebre localement convexe (ou de
Fréchet), aucune des propriétés ci-dessus n’est satisfaite en général. En fait,
les algebres que l'on étudiera dans cette these ne sont pas en général des
C*-algebres ou de Banach, ce qui nous forcera a trouver d’autres méthodes
d’étude.

On finit cette section par un mot sur la stabilité par calcul fonctionnel
holomorphe. Soit A une C*— algebre et &7 C A une sous-algebre dense.
Considérons l'inclusion &7 <— A, elle induit un morphisme

Ko(7) - Ko(A).

Ce morphisme n’est pas en général un isomorphisme. Un critere suffisante
pour que % soit un isomorphisme est que &7 est stable par calcul fonction-
nel holomorphe dans A. C’est a dire, que si a € &/ et [ est une fonction
holomorphe (avec f(0) = 0 si A n’a pas d’unité) dans un voisinage du
spectre de a (dans A), alors f(a) € 7. Un exemple de cette situation est le
suivante : Soit X une variété C'*°; alors C°(X) est une sous-algebre stable
sous calcul fonctionnel holomorphe dans Cy(X). En particulier, comme on
verra en bas, cela implique que tout fibré vectoriel au-dessus de X est iso-
morphe a un fibré vectoriel lisse.

K-théorie des espaces. Soit X un espace topologique compact. Grace
au théoreme de Serre-Swan il possible de voir que K%(X) := Ky(C'(X)) est
le groupe de Grothendieck associé au monoide des classes d’isomorphisme
de fibrés vectoriels au-dessus de X avec la somme de Whitney.

Soit X un espace localement compact. Il est possible de voir que K°(X) :=
Ko (Co(X)) peut étre décrit comme un ensemble de triplets (F, F, o) mo-
dulo une relation d’équivalence (voir [AS68a] par exemple), ou E, F' sont
des fibrés vectoriels au-dessus de X est o0 : ' — F est un isomorphisme en
dehors d'un compact de X. On utilisera cette description au cours de ce
travail.

La périodicité de Bott dans ce cadre se traduit par le fait que K°(X) =
K°(X x R?). En fait, 'dlément de Bott, 3 € K°(R?) est donné par le fibré
canonique en droites au-dessus de P'(C) = S% On finit cette section en
énoncant un cas plus général de la périodicité de Bott, il s’agit de I'isomor-
phisme de Thom :

Soit V' — X un fibré vectoriel complexe au-dessus d’un espace locale-
ment compact. Alors, K°(V) = K9(X), ot 'isomorphisme est donné par la
multiplication d’'un élément uy € K°(V), appelé I’élément de Thom (lequel
est bien défini uniquement quand X est compact, mais la multiplication
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est toujours bien définie). On appelle I'application
KOX) 22 KOV v -y

I'isomorphisme de Thom.

1.2. Indices analytiques et théorémes de ’indice

Le but de la théorie de l'indice est grosso modo d’obtenir des inva-
riants géométriques des ”espaces” a partir des données analytiques. Clas-
siquement on utilise les opérateurs appelés pseudodifférentiels et leurs in-
dices. Or, pour les propos de cette these, la K-théorie nous permettra
de laisser de coté tous les détails techniques de la théorie des opérateurs
pseudodifférentiels. De plus, avec I'usage des groupoides de Lie, comme on
verra dans le chapitre suivant, on peut dans la plupart des cas, oublier
ces opérateurs. Cependant, on aura besoin de quelques termes que 'on
introduit tres brievement a présent.

Soit M une variété de classe C*° de dimension m. Soient E,F' des
fibrés vectoriels au-dessus de M. Un opérateur différentiel sur M (d’ordre
k) est une transformation linéaire D : C°(M,E) — C*°(M, F) qui en
coordonnées locales s’écrit comme

olal
D= o (T)=—,
l;k ( )&Ba

ol a, () est une matrice de fonctions C'* a valeurs complexes avec a, () #
0 pour un certain |a| = k . Soit 7 : T*M — M la projection. Le symbole
principal o(D) de D est la section du fibré Hom(n*E, 7*F) au-dessus de
T*M qui est définie de la maniere suivante : Dans la description locale
utilisé ci-dessus, en la fibre de (z,¢), le symbole principal est donné par la

multiplication par

Z aa(2)E,

| =k
ou & = &2, Liopérateur D est appelé elliptique si o(D)(x,§) :
E, — I, est inversible en dehors de la section nulle de T M.

Avec la description de la K —théorie topologique donnée ci-dessus, il
est clair que l'application D +— (D) définit une application de I’ensemble
d’opérateurs différentiel dans K°(T*M).

Or, la classe des opérateurs différentiels est un peu restreinte. Beau-
coup de constructions que l'on aimerait bien appliquer aux opérateurs
différentiels sortent de cette classe. On est menés ainsi a utiliser les opérateurs
pseudodifférentiels. Ceux-ci sont des généralisations des opérateurs différentiels.
On peut également parler de symboles principales pour ces opérateurs et
prolonger de la méme maniere la notion d’elliptique. En fait, si Ell(M)
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dénote I'ensemble d’opérateurs pseudodifférentiels elliptiques sur M, alors
I'application D + [o(D)] épuise le groupe K°(T*M), c’est a dire,

EU(M) ™% KO(T* M)

est une application surjective.

De plus, un opérateur différentiel D sur M est elliptique, si et seulement
si, il existe un opérateur pseudodifférentiel ) sur M tel que DQ — 1 et
@D — 1 sont des opérateurs régularisants. Ces opérateurs sont ceux qui
sont a noyau dans C°(M x M). A partir de cette propriété on sait que D
a un kernel de dimension fini, également pour son cokernel. Cette propriété
est connue sous le nom de condition de Fredholm. On peut donc définir
I'indice de Fredholm associé, c’est a dire,

IndD = dim Ker D — dim Coker D € Z.

Ce nombre entier est appélé 'indice analytique de D. Une remarque im-
portante est que le groupe de K-théorie Ky, de l'algebre des opérateurs
a noyau dans C2°(M x M) est isomorphe a Z et sous cette identification
I'élément dans Ko(C°(M x M)) défini par le quasi-isomorphisme induit par
D (comme dans I'exemple 1.1.7) coincide avec l'indice de Fredholm défini
ci-dessus. Grace aux propriétés des opérateurs de Fredholm on montre que
Iapplication D — ind D se factorise a travers le symbole principal. Au-
trement dit, il existe un morphisme de groupes ind, y : K*(T*M) — Z,
appélé 'indice analytique de M, tel que le diagramme suivant est commu-
tatif :

EU(M) - 7
symbl o ae

KO(T*M)

Cette propriéte est fondamentale pour pouvoir faire la théorie de I'indice
classique. On va énoncer a présent le résultat fondamental de la théorie. 11
s’agit du théoreme de l'indice d’Atiyah-Singer.

Théoréeme de Atiyah-Singer. Le théoreme de l'indice de Atiyah et Sin-
ger est le point de départ de la théorie de I'indice. En effet, ils ont montré
que l'indice analytique d'un opérateur pseudodifférentiel elliptique sur une
variété compacte peut étre calculé de maniere purement topologique. Le
théoreme de I'indice généralise des résultats classiques comme les théoremes
de Gauss-Bonnet, Hodge, Riemman-Roch topologique entre autres, mais il
a surtout ouvert la voie pour trouver de nouveaux invariants.

On introduit I'indice topologique d’une variété compacte M :
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Considérons un plongement de M dans un espace euclidien M — R".
Ensuite, on peut prendre le fibré normal a M dans R”, notons le par N.
Le fibré TN — TM a une structure de fibré vectoriel complexe, et donc
on a l'isomorphisme de Thom

KYTM) -1 KO(TN).

D’une autre part, N s’idéntifie a un voisinage ouvert de M dans R", ce qui
permet de voir aussi TN comme sous-ensemble ouvert de TR" = R?". On
a ainsi un autre morphisme en K-théorie

K°(TN) - K°(TR™).
Finalement, on a 'inverse du morphisme de Bott :
K°TR™) = K°(R" x R") 25 KO({pt}) =~ Z.
L’indice topologique de M est le morphisme

Z’?’Ldt’jyj
—

K°(T*M) Z

donné par la composition suivante
KTM) L KYTN) & KO(TRY) & 7.
On peut maintenant énoncer le théoreme.

THEOREME 1.2.1 (Atiyah-Singer). Soit M une variété compacte, alors
inde = indt,M.

L’importance du théoreme se remarque du fait que I'indice topologique
peut etre explicitement calculé en termes de classes caractéristiques associés
a la variété. En effet, dans [AS68b] Atiyah-Singer montrent que pour un
opérateur pseudodifférentiel elliptique P on a la formule suivante :

(34) ind; p([op]) = /TM ch([op])Td(M),

olt ch : KY(TM) — H*(TM) est le caractere de Chern et T'd(M) est une
classe caractéristique de la variété M.

1.3. Cohomologie cyclique et accouplements avec la K-théorie

Le but de cette section est de rappeller les éléments de base de la coho-
mologie cyclique. Cette théorie peut étre considérée comme une généralisation
de la théorie de De Rham pour des variétés C'°, on verra cela plus bas.

DEFINITION 1.3.1. Une algebre différentielle graduée est une paire (€2, d)
ou ) = @nzo Q" est une algebre graduée et ou d : 2 — ) est une
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différentielle de dégrée 1, et de courbure 0, c’est a dire, d est linéaire avec
d?>=0,d: Q" — Q" et elle satisfait

d(w; - w;) = d(w;)w; + (=1)'w;dw; (Leibnitz).

L’exemple de base d'une algebre differentielle graduée est 1’algebre des
formes differentielles sur une variété C>°, Q(M), avec la differentielle de De
Rham.

Soit A une C-algébre. On va définir I'algebre differentielle graduée des
formes differentielles non commutatives associée a A. On pose, pour chaque
n € N,

O"(A):=A® é) A,
1

ol A est I'unitarisation de A (on le fait méme dans le cas ott A est déja
unifere). L’espace 2"(A) est un A-module & droite avec 'action naturelle,
cependant on va définir une autre action : Soit dy ® a; ® - - - ® a,, € Q*(A)
et a,.1 € A, on définit
(35) Ay®@a1 @+ @y Apty = Z(_1>n_ja~0®al®'"®ajaj+1®"'®an+1
=0
Cette action a (droite) de A sur 2"(A) se prolonge de fagon évidente a une
action de A, i.e., a un produit Q"(A) x A — Q"(A). On utilise cette action
pour définir
Q" (A) x Q™(A) — QT (A).
Soit w, € V(A) et by @by ® - - - R by, € Q™(A), on pose
W bo @by @ @by = (W by @by @ -+ - @ by).

On a une algebre graduée Q(A) = P, Q"(4). On peut définir une
différentielle Q"(A) — Q"*1(A) de la maniere suivante

dldy®@a; @+ Qa,) =aQa; Q-+ ay,

et obtenir ainsi une algebre différentielle graduée (©2(A),d). Les formules
précédents semblent un peu artificielles, il y a une autre maniere de présenter
I’algebre Q(A) qui résulte plus intuitive et ot on voit bien la rélation avec les
formes différentielles : on pose €2(A) 'algeébre universelle engendrée (comme
C-algebre) par A, avec les rélations de A et des symboles da, avec a € A;
et des rélations

dA-a+p-b)=X-da+p-db
d(ab) = da - b+ a - db,

avec \,u € Cet a,b € A. Ainsi définie, Q(A) admet une graduation par
N, le facteur n, Q"(A), est tout simplement des combinaisons linéaires
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d’éléments de la forme agda, - - - da,, et X -day - - - da,,. Maintenant il est
facile de déduire les formules du produit en utilisant la rélation de Leibnitz :
En effet, si on impose

da; - aiyy = d(a;aiv1) — aidagyy,

on voit donc comme obtenir, par un argument de recurrence, la formule
(35) avec la notation différentielle :

apday-+da, a1 = (—1)"a0a1da2---dandanH—I—Z(—l)"—jaodal---d(ajaj+1)---dan+1.
j=1
L’algebre Q(A) est universelle dans le sens suivant : Soit (£2,d) une
algebre différentielle graduée. Supposons que I'on a une morphisme d’algebres
p:A— QO alors il existe un unique morphisme d’algebres différentielles
graduées 0 : Q(A) — Q tel que on a un diagramme commutatif

p

A

Q

N

Q(A).
En effet, on peut définir d(apday - - - da,) = p(ag)dp(ay) - - - dp(ay).

DEFINITION 1.3.2. Un cycle de dimension n sur A est un triplet (2, p, [)
ol

1. (£2,d) est une algebre différentielle graduée,

2. p: A — Q0 est un morphisme d’algebres et

3. [ : Q" — C est une trace graduée férmée, c’est a dire,
(trace graduée) Vw; € Q' ,w; € Y aveci+j =n, [ww; = (=1)7 [ww;
et
(férmée) Vw € Q"1 [dw = 0.

étant donné un cycle de dimension n, (€, p, [) on définit son caractere
comme |'application linéaire
TQ:Ax---xA—C
—_——
n+1—fois

donnée par

Tal(ag, ..., a,) = /p(ao)dp(al) - dp(ay).

EXEMPLE 1.3.3. Soit M une variété férmé C*. Soit C': Q*(M) — C
un courant férmé de dégrén. Alors (M), Id, C) est un cycle de dimension
n sur C°(M). Son caractere est donné par

70(fo, -+ - fn) = C(fodfy - -dfn).
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Le théoreme suivant, bien que de preuve élémentaire, est tres profond.
Il nous permettra de donner des examples précis de cocycles cycliques,
et il permet en générale de comprendre la théorie cyclique comme une
généralisation de la théorie de De Rham.

THEOREME 1.3.4. [Connes] Soit 7: A X ---x A — C une application
—_—

n+1—fois
linéaire. Les énoncés suivants sont équivalents :

(a) Il existe une trace graduée férmée 7 : Q"(A) — C telle que
T(apday - - - day,) = 7(ag, - -+, an)-
(b) 1l existe un cycle de dimension n sur A de caractére T, ¢’est a dire,
T =17Q-

(c) T satifait les deux propriétés suivantes :
- T est cyclique :

T(a07 ) an) - <_1)n7—(an7 Qagp, -+ 7y an—l)

-7 est un cocycle : Si bt : Ax---x A — C est l'application
—_——

n+2—fois
multilinéaire définie par

n

(07)(ag, ... Gns1) = Z(—l)ir(ao, e Qg1 ooy Q) F (= 1) T (@ 4100, -0, an),
i=0

alors bt = 0.

On peut passer a la définition de la cohomologie cyclique. Considérons
C"(A):={A x -+ x A— C:7 multilinéaire }.
—_—
n+1—fois
L’opération br définie en (c) du théoréme correspond & un opérateur
b:C™"(A) — O™ A)

qui satisfait 5> = 0. Autrement dit, on a un complexe (C"(A),b) dont
la cohomologie (pour le cas A unifére) est la cohomologie de Hochschild
de A, notée par HH*(A). Or, le théoréme nous dit que les applications
multilinéaires qui sont des caracteres d'un cycle, sont précisement celles
qui satisfont les deux propriétés de 1.3.4(c). Notons par C}¥(A) le sous-
espace de C"(A) des applications 7 : A" — C telles que

— n
T(a07 Y an) - (_1) T(aTH ap, * - an—l)-
Connes a montré que 'opérateur b se restreint a cette sous-espace, i.e.,

b: CR(A) — CYTH(A),
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ce qui nous permet de considerer la cohomologie du complexe obtenu. On
appelle cohomologie cyclique de A, la cohomologie du complexe (C}(A), b).
On la note par HC*(A).

REMARQUE 1.3.5. Méme si (C(A), b) est un sous-complexe de (C"(A), b),
on n’a pas une injection au niveau des cohomologies. L’exemple pour cela
est donné par A = C, en effet

C si k=2n
k _
HO(C)_{O sik=2n+1,
tandis que
C sik=0
k _
HH(C)_{O si k #£0.

Neanmoins, l'inclusion de sous-complexes induit toujours un morphisme
entre cohomologies

(36) HC*(A) - HH*(A).

On n’a pas parlé, jusqu’a maintenant, des algebres topologiques. Il est
intuitif que dans la définition de C;(A) (ot de C"(A)) on peut considérer
des applications multilinéaires continues. Effectivement, sous cette suppo-
sition et en prenant des algébres localement convexes, on a une théorie de
cohomologie cyclique topologique. Il est par contre plus délicat de parler
de cycles et de 'algebre différentielle graduée de formes différentielles sur
A, bien qu’il est possible, il faut faire attention a la topologie que 1'on
considere sur les produits tensorials. On en reparlera plus tard lorsque on
aura besoin. Pour 'instant tout ce que 'on va dire reste vrai pour le cas
topologique.

Grace au théoreme on voit qu'un cycle sur A determine, via son ca-
ractere, un élément de HC*(A) et a l'inverse. En étudiant les propriétés
des cocycles bordants (ou cycles cobordants) Connes a été méné a trouver
une suite exacte longue qui rélie la cohomologie cyclique a la de Hochschild.
Cette suite lui a permis de faire de nombreux calculs explicits des espaces
de cohomologie ainsi que de mieux comprendre la théorie cyclique comme
une version non commutative de la théorie de De Rham pour de variétés.
On va définir les opérateurs jouant dans la suite exacte mentionée, cela
nous permettra aussi de parler de cup produit et d’introduire la cohomo-
logie cyclique périodique qui est la théorie qui nous intéresse pour cette
these.

Commencons par lopérateur B : HH"(A) — HC" '(A), on va juste
donner la définition, pour voir la motivation géométrique on envoie le lec-
teur & [Con85, Con94, CSTO04| par exemple. L’opérateur B est défini
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au niveau de C"(A) : D’abord définissons deux opérateurs : 'opérateur
d’antysimmetrisation A : C"(A) — C}(A) donné par

(AT)(ag, ...,a,) = Z sgn(o)T(ag, Go(1)---, Ao(n))

et I'opérateur By : C"(A) — C" !(A) donné par
Bo(T)<CLO, ey CLn_l) = T(l, ag, ..., an_1> — (-1)“7’(&0, vy Ap—1, 1)

On pose B = ABj : C"(A) — CY'(A). 1l est possible de montrer qu'il
s’agit d’'un morphisme de complexes, c’est a dire, il induit un opérateur

(37) B:HH"(A) — HC"'(A).

Pour définir I'opérateur qui suit on commence par discuter le cup produit
en cohomologie cyclique. Or, pour cela il est plus commod d’utiliser la
déscription de la cohomologie cyclique donné par des cycles géométriques :
soient (4, pa, [,) et (g, pB, [5) des cycles de dimensions n et m sur A et
B respectivement. Soit (24&p,d) I'algebre différentielle graduée définie
par
(Q092)" = @) () © Q)
i+j=n

et d: (QaR05)" — (Q4Q5)" ! est donnée par
d(w; @ wj) = da(wi) ® wj + (—1)'w; ® dp(w;).
On définit [ : Q% ® QF — C par

A B

et on obtient ainsi un cycle de dimension n+m sur A® B. En fait, Connes
montre que cela induit un morphisme

HC™(A) x HC™(B) — HC™™(A® B),

qui est connu comme le cup produit en cohomologie cyclique. Maintenant,
il y a un cas particulier tres intéressant, c’est lorsque on prend B = C et
m = 2. Dans ce cas on a mentionné que HC?*(C) = C : En fait, le cocycle
donné par s : C* — C donné par (ag, ai, as) — ag-ay - ay est le générateur.
On peut considérer 'opérateur de période 2,

(38) S:HC™(A) — HC"2(A),

déterminé par la multiplication par s.
On compte avec les opérateurs nécéssaires pour enoncer le résultat sur
la suite exacte dont on a parlé plus haut.
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THEOREME 1.3.6. [Connes] Soit A une algébre, alors on a la suite
eracte swivante :

(39)  ...— HC"(A) L HH"(A) 2 HC(A) 2 HC™(A) — ...

L’opérateur S ci-dessus permet aussi de donner une définition rapide
de la cohomologie cyclique périodique.

DEFINITION 1.3.7. Soit A une algebre. La cohomologie cyclique périodique
de A est donnée par

(40) HP°(A) = lim HC?"(A)
S
et
(41) HP'(A) =lim HC*"(A).
S

La cohomologie cyclique périodique est celle qui possede les bonnes
propriétés, comme invariance par Morita, scindage et invariance par homo-
topie. De plus, cette théorie est la vrai généralisation de la théorie de De
Rham. En effet, comme Connes I’a montré, si A = C*>°(M) avec M une
variété compacte, alors

HP*(A) ~ HPE(M; C).

Or, la cohomologie cyclique périodique peut étre vue aussi comme la co-
homologie d'un complexe. Il s’agit du complexe total du bicomplexe (b, B)
que 'on donne a présent. Cette déscription est beaucoup plus explicite et
permet de définir des éléments de cette espace de maniere plus simple.

Soit A une algebre. Soient n,m € Z, on note par C™"™(A) := C"""(A)
sin —m > 0 et zéro sinon. On a deux différentielles

Cn,m(A) L Cm—l—l,m(A)

et
Cn,m(A) i Cn,m-{—l(A).

Dans [Con85], Connes montre que bB + Bb = 0 et qu’il s’agit vraiment
de différentielles, b*> = 0, B> = 0. Alors, on a un bicomplexe (C**(A), b, B).
Connes montre également que la cohomologie totale du bicomplexe précédent
est de période 2, pair et impair, et que ces espaces correspondent précisément
a HP°(A) et & HP(A) (voir aussi [Con94], [CST04]).
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1.3.1. Accouplements avec la K-théorie. Comme on a vu a la
section précedente, la théorie cyclique est une version noncommutative de la
théorie de De Rham pour des variétés. Or, dans cette section on va rappeler
les notions de base de la théorie de Chern-Connes, c’est a dire, on va voir
qu’il est possible définir un analogue au caractere de Chern. En fait, on va
définir un accouplement entre la K —théorie et la Cohomologie cyclique de
A, qui correspond dans le cas géométrique classique a ’accouplement du
caractere de Chern ci-dessus avec ’homologie de De Rham (des courants).

Soit A une algebre et soit ¢ € A un idempotent. Soit 7 € Z3"(A), on
va poser

(42) < T,e>i=

Maintenant, on veut définir un accouplement similaire mais avec des
idémpotents matriciaux, e € M,(A). Or, la cohomologie cyclique est inva-
riante par Morita, cela veut dire en particulier que HC*(A) =~ HC*(M,(A)),
Vr. En effet, I'isomorphisme est donné de maniere tres naturelle par le cup
produit de la trace usuelle de matrices. On explique ce dernier point :
Considérons tr : M, (C) — C la trace des matrices, cela définit un élémént
(qui est le générateur) en HCY(C) et donc on peut considerer le cup produit

gtr : HC"(A) — HC"(M,(A)),
ou on utilise I'isomorphisme M,.(A) ~ A ® M,.(C). On peut énoncer le
résultat sur I’accouplement.
THEOREME 1.3.8 (Connes). Soit T € Z3"(A) et e € M,(A) un idem-
potent (On suppose A unifére). Alors, l’expression suivante

(27!)_” (tr)(e, ..., €)

ne depend que des classes ] € HC*(A) et le] € Ko(A). Autrement dit,
on a un accouplement bien défini

(44) Ko(A) x HC?*"(A) — C

(43) < T, e >i=

On peut énoncer quelques propriétés imoprtantes de cet accouplement
qui seront nécessaire pour nous dans la suite.
(1) L’accouplement décrit au théoreme est compatible avec l'opérateur
S, c’est a dire, on a des formules du type

<T,e>=<S1,e > .
En particulier, I’accouplement se prolonge a la Périodique cyclique,

Ko(A) x HP°(A) — C.
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(2) L’accouplement avec la cohomologie périodique décrit au point précédent
est invariant par homotopie d’idempotents : Supposons A a une struc-
ture topologique et 7 € HP°(A) (cocycle cyclique continu). Soit
e € C'([0,1], A) (de classe C') avec e; € A un idempotent pour
chaque ¢ € [0, 1]. Alors

<T,eg >=<T,€1 > .

Une maniere géométrique de voir la formule de pairing est la suivante.
Soit T € HC?"(A), on sait qu'il existe un cycle de dimension 2n, (2, p, [)
dont le caractere est précisement 7. Avec cette image en téte, la formule

(42) devient
2mi) "
< T, e >= % /e - (de)®,

ol on a abusé un peu de I’écriture car en principe on doit mettre p et la
trace matricielle dans ces formules. Mais on a décidé de la présenter comme
cela parce que ainsi on voit la rélation avec une formule tres familiale en
géometrique classique, celle du caractere de Chern. En effet, 'accouplement
(44) généralise le caractere de Chern pour des variétés.






CHAPITRE 2

Groupoides de Lie

2.1. Groupoides de Lie

Dans cette section on va donner les éléments de base de la théorie
de groupoides et plus particulierement de ceux qui nous intéressent dans
ce travail, a savoir les groupoides de Lie. Avant voyons la définition de
groupoides en général.

DEFINITION 2.1.1. Un groupoide consiste de la donnée suivante :
Deux ensembles ¢, 4 et de functions
5,179 — 9 appelées source et but respectivement,
- m : 9® — & appelée le produit ou la composition du groupoide, ot
GO ={(y,n) €4 xY :5(y) =r(n)},
tels qu'il existe une application u : 4 — & (I'unité) et une application
i 9 — ¢ ('inverse), tel que, si on note m(y,n) = v-n, u(x) = x et
i(y)=~"" ona
Lor(y-n)=r(y) et s(y-n)=s(n).
2.7-(m-0)=(v-n)-0,Vy,n,0 €9 des que cela est possible.
3.y x=vyetx-n=mnVy,n€G avec s(y) =z et r(n) = x.
4oy vy t=ulr(y) ety y=u(s(v), V1 €Y.
En général on notera ¢4 = 4 pour dire que I'on a un groupoide ou
les deux fleches parallelles représentent la source et le but.

On aura besoin de quelques notations plus ou moins classiques le long
de cette these : Soit ¥ = 4 un groupoide. Soient A, B C ¢4 deux sous-
ensembles quelconques, on note par

Ga={re€9 :s(y) € A},
les fleches qui commencent en A, par
9P ={ve¥9 :r(y) e B},
les fleches qui finissent en B, et par
47 ={ye%:s(y) € Ar(y) € B}

les éléments de ¢ qui ont source en A et but en B. Ainsi, ¥, (¢7) est la
s-fibre (r-fibre) au-dessus de x et 47 est le groupe des lacets au-dessus de
x.

41



42

DEFINITION 2.1.2 (Groupoide de Lie). Un groupoide de Lie est un
groupoide pour lequel ¢4 et 4©) sont des variétés C™ ; et toutes les appli-
cations figurant dans la définition précédente sont des applications C*°. De
plus, on demande que s, r soient des submersions. En particulier, ¥® est
une variété.

On dit que un groupoide de Lie est étale si les applications source et
but (s et ) sont des applications étales (des difféomorphismes locaux).

Notre premier exemple de groupoides de Lie sont les groupes de Lie.
Plus bas on donnera d’autres exemples.

EXEMPLE 2.1.3 (Groupes de Lie). Soit G un groupe de Lie. Alors
G = {e}

est un groupoide de Lie avec la composition donnée par le produit du groupe,
l'unité est I’élément neutre et ['inverse est inverse du groupe.

Comme on a vu ci-dessus les groupoides de Lie généralisent les groupes
de Lie. Or, pour les groupoides de Lie il existe un concept jouant le role
de I'algebre de Lie pour un groupe : Il s’agit de I'algébroide de Lie, qu’on
définit maintenant :

DEFINITION 2.1.4. Soit 4 — ¢(© un groupoide de Lie. L’algébroide de
Lie de ¥ est le fibré vectoriel

AG — 4O

qui est par définition le fibré normal & I'inclusion 4 C ¢ (on identifie
¢ A son image par u). Ainsi, la fibre au point z € 4©) est donnée par

A9 =T,9)T,90.

Pour le cas d'un groupoide de Lie donné par un groupe de Lie G = {e}
on a bien que AG = T,G, 'espace tangent a l'identité du groupe. Or, dans
la théorie de Lie ce qui est plus importante c’est que cet espace tangent
possede une structure d’algebre de Lie. Dans le cadre des groupoides de
Lie il existe aussi une notion équivalente.

DEFINITION 2.1.5 (Algébroide de Lie). Soit M une variété C*°. Un
algébroide de Lie au-dessus de M est un fibré vectoriel A au-dessus de M
avec une structure d’algebre de Lie en I'espace de sections lisses I'(A) et un
morphisme de fibrés p: A — T'M tel que, prolongé a un morphisme entre
les espaces de sections, on a

(1) p([X,Y]) = [p(X), p(Y)], et

(i) [X, fY] = fIX, Y]+ (p(X) )Y
pour tous X,Y € I'(A) et f € C®(M).
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Il faut donner a AY, I’algebroide de Lie d’un groupoide de Lie une struc-
ture d’algébroide de Lie. Mais avant cela il faut donner une présentation
de ce fibré plus convenable. Comme le morphisme source est une submer-
sion on a que 7,90 & 1,9, ~ T,% pour chaque = € 4. Maintenant, le
fibré vectoriel T4¥ |40 = Ker(ds)|yo peut étre identifié au fibré normal
a l'inclusion 4 C ¢ puisque on a les deux suites exactes suivantes :

du

0— 179 d:> Ty09 — A9 — 0
et
0 — 1Yy — Tynd Zé 799 0,
donc '
(45) Ty — Ty0n¥9 — AY

est un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de 4 : explicitement,
pour X € 1,9, I'association X +— X définit I'isomorphisme T,% |40 — AY

avec inverse, ,/@(fo) — Ts9 |y, donnée par

(46) X — X — (dyuod,s)(X).

On pourrait également identifier le fibré vectoriel Ker(dr)|yo a AY en
utilisant 'application r.

Avec cette description il est facile a vérifier que les sections de AY sont
en correspondance biunivoque avec les champs de vecteurs X sur ¥ qui
sont s—verticaux et invariants a droite : ds.(X (7)) = 0 et invariante par
la translation a droite Vy € ¥, R, : 9,y — Ys(,) donnée par R,(n) =
n o . Maintenant, le crochet de Lie [X,Y] de deux champs de vecteurs
s-verticaux et invariants a droite est du méme type, et on a ainsi une
structure d’algebre de Lie sur I'(A9Y).

2.1.1. Exemples des groupoides de Lie. On va donner dans cette
section quelques exemples de groupoides de Lie.

EXEMPLE 2.1.6 (Variétés). Soit M une variété C*>. On peut considérer
le groupoide
M=M
ou tous les morphismes sont l’identité en M. Il s’agit évidement d’un

groupoide de Lie. On se référera a ce groupoide comme le groupoide identité
(de M ).

EXEMPLE 2.1.7 (Groupoide d'une variété). Soit M une variété C*.
On peut prendre la variété produit M x M et le groupoide

MxM=M
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avec s(x,y) =y, r(x,y) = x et la composition donnée par (x,y) o (y,z) =
(x,2). C’est clair que l'on doit imposer u(x) = (z,x) et (v,y)"' = (y,z)
pour avoir un groupoide de Lie. On appelle ce groupoide "le groupoide de
M7 et on le dénote par Gy;.

EXEMPLE 2.1.8. [Groupoide produit fibré associé a une submersion]
Lexzemple suivant est une généralisation du précédent. Soit N 2 M une
submersion. On considere le produit fibré N xr N .= {(n,n’) € N x N :
p(n) =p(n')}, qui est une variété C parce que p est une submersion. On
peut alors prendre le groupoide

NxyN=N
qui est juste un sous-groupoide de N x N.

EXEMPLE 2.1.9 (G-espaces). Soit G un groupe de Lie agissant par
difféomorphismes sur une variété C*, M. Le groupoide d transformation
associé a cette action est le groupoide

MxG= M.

En tant qu’ensemble M x G = M x G, et les morphismes de structure
sont donnés par s(x,g) = x - g, r(x,g9) = x, la composition est donnée par
(x,9) o (x-g,h) = (x,gh), l'unité est u(x) = (x,e) et linverse (z,g)"* =
(x-g,97Y). Il est facile de vérifier qu’il s’agit d’un groupoide de Lie.

EXEMPLE 2.1.10 (Fibrés vectoriels). Soit E 2 X un fibré vectoriel
lisse au-dessus d’une variété C* X. On considére le groupoide

E=X

avec s(&) = p(&), (&) = p(§), la composition utilise la structure vectorielle
et elle donnée par £ on = & +n, l'unité est évidement la section nulle et
ltnverse est 'inverse additif dans chaque fibre. De nouveau il s’agit tres
clairement d’un groupoide de Lie.

EXEMPLE 2.1.11 (Groupoide de Haefliger). Soit ¢ un entier positive. Le
groupoide de Haefliger 'Y a comme espace d’objets Re. Une fleche x — y
en T'? est le germe d’un difféomorphisme (local) (R9,x) — (R%,y). Ce
groupoide de Lie et son espace classifiant jouent un role essentiel dans la
théorie des feuilletages, [Hae84).

EXEMPLE 2.1.12 (Pullbacks). Soit ¢ = M wun groupoide de Lie et
f i+ N — M une submersion C*>. Posons

9 ={(n,7.n) € N xG x N: f(n) =r(v), f(n) = s(7)}.
On a un groupoide de Lie
9 = N
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avec s(n,y,n’) =n', r(n,vy,n') = n, la composition est donnée par (n,~y,n')o
(n';n,n") = (n,y on,n"), Vunité est u(n) = (n,u(f(n)),n) et linverse
(n,v,n')~t = (n',y~1,n). De plus, on a par définition le suivant diagramme
commutatif :

Y ——9

bl

En fait, f*9 est un sous-groupoide de N x N X & .

EXEMPLE 2.1.13 (Orbifolds). Un Orbifold est un groupoide étale pour
lequel Uapplication (s,r) : 4 — GO x GO est une application propre. Pour
plus de détailles voir [Moe02].

EXEMPLE 2.1.14 (Groupoide associé a un revétement). Soit I un groupe
discret agissant proprement et librement sur une variété M avec quotient
compact M/F = M. Notons 4 le quotient de M x M par laction dia-
gonale de T'. On a un groupoide de Lie 4 = 9 = M avec s(Z,7) = v,
r(z,y) = x et composition donnée par (z,y) o (y,2) = (z,2). En fait,
comme (T,y) = (Zg,Yg), la derniere égalité est suffisante pour définir la
composition des éléments composables. N

Un cas particulier de cette situation est lorsque I' = m (M) et M est le
revétement universel.

EXEMPLE 2.1.15 (Groupoide d’holonomie associé a un feuilletage).
Soit M une variété C*° compacte de dimension n. On appelle feuilletage
(régulier) de dimension p (avec 0 < p < n) a la variété M avec un sous-
fibré F' du fibré tangent TM intégrable. Pour nous (grice au théoréme
de Frobenius) intégrable veut dire que C®(F) = {X € C*(M,TM) :
Ve € M, X, € F,} est une sous-algébre de Lie de C*°(M,TM). Ceci
détermine une partition de la variété M en sous-variétés plongées (les
feuilles), donnée par la solution d’intégrer F.

Le groupoide d’holonomie de (M, F') est un groupoide de Lie

G(M,F) = M

d’algébroide de Lie AY = F et minimal dans le sens suivant : n’importe
quel groupoide de Lie intégrant le feuilletage® contient un sous-groupoide
ouvert qui s’envoie (de maniere C*) sur 4(M, F). En particulier les or-
bites de ce groupoide sont précisément les feuilles de (M, F), i.e., pour
chaque x € M, r(94,) est égale a la feuille qui passe par x.

Le groupoide d’holonomie a été construit par Ehresmann [Ehr65] et
Winkelnkemper [Win83| (voir aussi [CCO00], [God91], [Pat99] ou [Vas01]).

1qui a aussi F' comme algébroide
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2. Algebres associées a un groupoide de Lie

Soit ¥ = 4 un groupoide de Lie. On supposera pour l'instant que
¢ est une variété séparée. Ici, on suit principalement le deuxieme chapitre
de [Pat99] et le premier chapitre de [Vas01].

2.2.1. A l’aide des systemes de Haar. De la méme fagon que
I’algebre d'un groupe peut été construit a l'aide d’'une mesure de Haar, il
est possible de faire de maniere similaire pour les groupoides. Les systemes
de Haar pour des groupoides ont été introduit par Jean Renault, [Ren80],
et comme leur nom le dit ils jouent un role analogue aux mesures de Haar
pour des groupes. On commence par donner la définition d’un systeme de
Haar.

DEFINITION 2.2.1 (Systeme de Haar (lisse)). On appelle systeme de
Haar (invariant a droite) sur ¢ la donnée d’une famille () ey de me-
sures positives sur ¢4 vérifiante que :

() le support de la mesure p, est contenu dans ¥,

(17) (pz)yeq© est un systeme de mesures ¢-équivariant a droite : Pour

toutn:x%yegetfecm(%) on a :

Jo, Fdpa(y) = [y, £y 0 n)dpy(y).
En particulier la mesure pu, est 1nvar1ante par l'action a droite du
groupe ¥4;.

(iii) Pour toute f € C(%), Iapplication f : 4© — C donnée par

T L f(V)dpe ()

appartient & C®°(%)).

On peut a présent définir le produit de convolution sur C2°(%) : Soient
f,g € CX(9) et ve ¥4, alors f* g donnée par

(f*g9)(v) = F(yon N gm)duse)(n)

Ys()
définit un élément de C2°(¥). Ce produit fait de C°(¥) une algebre asso-
ciative.
Définir la C* —algebre réduite dans ce cas est simple, il suffit de considérer
la complétion de C°(¥) par rapport a la norme

[f]lr = sup [lm=(f)]]

z€%(0)

olt chaque 7, est la représentation réguliere de C°(¥4) dans L*(Y,, pts)-
Pour le cas de la C*—maximal, on complete C2°(¥) par rapport a la norme
sup de toutes les représentations unitaires continues de C'°(9).
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Dans notre cadre, on veut de plus que ces mesures soient dans la classe
de Lebesgue. Dans un groupoide de Lie il y a toujours des tels systemes. En
effet, toute 1-densité (voir définition plus bas) positive sur A*¢ définit un
systeme de Haar (théoreme 2.3.1 dans [Pat99]). On supposera dorénavant
que tous nos groupoides de Lie sont munis d'un systeme de Haar défini a
partir d’'une densité.

2.2.2. A l’aide des demi-densités. On va définir le fibré de demi-
densités sur un groupoide de Lie, introduit par Alain Connes et noté par
Q2%. Le but de ce paragraphe est de munir C(%, Q2%) d’une structure
d’algebre. Commencons par rappeller les notions élémentaires sur les den-
sités.

DEFINITION 2.2.2 (s-densités). Soit V un espace vectoriel de dimension
n et soit s > 0. Une s-densité sur V' est une application

f:A"V =R (ouC)
qui satisfait f(A-w) = [A]® - f(w). On note par |A|*V l'ensemble des s-
densités sur V.

Soit & présent V 2 X un fibré vectoriel (lisse) au-dessus d’une variété
X. On peut considérer le fibré des s-densités, |A|*V, associé a V' et défini
de la maniere suivante :

(IAV), = AV,
Ce dernier est un fibré vectoriel au-dessus de X. On appellera une s-densité
sur V % X une section du fibré [A|*V.

L’intéret d’avoir introduit les s-densités est le suivant : Considérons le
cas ol X est une variété C™ et V = TX le fibré tangent a X. Dans ce cas
on verra qu’il est possible d’integrer les 1-densités sans besoin de demander
des conditions d’orientabilité sur la variété. Prenons donc W une 1-densité
de |[A|'TX une 1-densité. Soit f € C2°(X), on peut intégrer [ fU : pour
une partiton de l'unité (¢;) associée a un recouvrement par des ouverts de
cartes U :

/ FO =" U ( Doy ADyy A+ A Oy, )darday - - da,.
X 7

Grace a la formule de changement de variable, cette formule ne dépend pas
de choix.
Passons a définir le fibré de demi-densités sur ¢, celui-ci est donné par

029 = r*(|A|2AD) ® s*(|A|2 AD),
et donc la fibre en 7 est donnée par :

VY = A2 A9 @ A2 A9
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On peut maintenant définir le produit sur C>(¥,Q2%) : Soient f,g €
C®(4,Q2%) et v € 4. Pour définir (f  ¢)(v) il suffit de dire comme cet
élément s’évalue en (v, w) € ANA, (NG ) QAT A )9 ) olt ¢ = dimye AY . Soit
0G (), on a que f(7071) € |A[2 Ay D) @ A2 A5 %) et done f(y0~ ) (v) €
IA|2 A,»9). De maniere similaire g(8)(w) € |A|2 A,5%). Alors f(v6~)(v)g(8)(w)
définit une 1-densité de r*(A¥Y) comme fibré au-dessus de %(,). On peut
alors poser

(f *g)(V)(v,w) = F(307H)(v)g(0)(w).
Ds(v)

On a aussi une involution donnée par

F ), w) = f(y=)(w,v).

On a de cette manicre une *-algébre associative C°°(%,02%). De plus,
comme le fibré Q2% est trivial (non canoniquement) on a une structure de
*_algebre sur C°(9).

Pour définir la C*—algebre réduite du groupoide on a besoin d’intro-
duire I'espace L?(%4,) des demi-densités de carré intégrable comme l'en-
semble des sections du fibré \A\% au-dessus de ¥, complété par la norme
définie par

1] = / T ().

11 existe pour tout z une représentation naturelle 7, de C°°(¢,02%) dans
B(L*(¥Y,)) donnée par :

T (f)(E)(7) = y F(v671)E(9).
La C* réduite du groupoide C#(%) est la complétion de C(¥,Q2%)
par la norme
[fllr = sup [l (f)]]

x€9(0)

On peut aussi définir la C* —maximale en prenant la complétion par rapport
a toutes les répresentations unitaires continues.

REMARQUE 2.2.3. Dans les deux cas il faut vérifier que les représentations
utilisées sont uniformément bornées par rapport a la norme || ||;. Pour plus
de détails voir [Ren80].

REMARQUE 2.2.4. Les deux approches donnent le méme résultat : En

effet, le choix d’une 1-densité positive sur A*¥, o, pour avoir un systeme de
Haar, induit un isomorphisme C(%) — C=(4,029) : f — f(r*a)z(s*a)z.
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2.3. Théorie de ’indice pour les groupoides de Lie

L’ingrédient principal pour pouvoir faire la théorie de I'indice est d’avoir
un bon calcul pseudodifférentiel. Pour le cas des groupoides de Lie en
général le calcul correspondant a été défini au cours des années par plu-
sieurs mathématiciens, Connes, Monthubert-Pierrot, Nistor-Weinstein-Xu
parmi d’autres. Ce calcul généralise les cas classique et des familles utilisés
par exemple par Atiyah-Singer. Dans la section prochaine on va suivre
principalement [MP97] et [NWX99].

2.3.1. ¢-Calcul pseudodifférentiel.

DEFINITION 2.3.1 (¢-Opérateurs Pseudodifférentiels). Un &-Opérateur
Pseudodifférentiel d’ordre m, P, agissant dans les sections en un fibré vec-
toriel £ — 4O au-dessus de 4, est une famille différentiable P :=
(P,,x € 9) d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m, P,, agissant en
CX(Y,,r*(F)) et qui sont ¥ — invariants. La condition d’invariance veut
dire que l'on a la propriété suivante :

(47) PT(’)/)U»Y = U»YPS(-Y)

pour tout y € & et ou U, : C(G,(y), 7" (E)) — C(Yy(), 7*(£)) est donnée
par U,(f)(n) = f(n7y). La condition de famille différentiable est rigoureu-
sement définie dans [NWX99]|, définition 6.

Dans cette these on travaillera avec un certain type des ¢-opérateurs.
On les définit a présent.

DEFINITION 2.3.2 (Opérateurs uniformément supportés). Soit P =
(P,,x € 90) un ¥—opérateur psedudodifférentiel. Dénotons par k, le
noyau de Schwartz de P,. Posons

supp P := U,supp k.

Le support réduit de P est par définition supp, P := pu (supp P), ot (g, g) =
¢'g~!. On dira que P est supporté uniformément si son support réduit est
compact. Lorsque 4 est compacte cette définition peut se dire autre-
ment : la condition de ¥ —invariance implique que la famille (k;),cy© in-
duit une distribution sectionelle K de End(E) au-dessus de ¢ (cela est
un fait général).Alors P est uniformément compact si le support de K est
compact dans ¥.

On va noter par ¥ (¥, E) I'espace des ¢-opérateurs pseudodifférentiel
supportés uniformément, agissant sur les sections du fibré vectoriel £. On
note aussi,

UG, B) =), Y, E) et U=(4,E) =), V¥, E).
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La premiere remarque importante est que la composition PQ = (P,Q,,z €
) de deux F-opérateurs supportés uniformément est de nouveau sup-
porté uniformément (lemme 3, [NWX99]). En fait, ¥>*(¥, E) est une
algebre filtrée (théoreme 1, réf.cit.), i.e.,

(G, B (Y, E) C V(G E).
En particulier, U=°(¥, E) est un idéal bilatere.

REMARQUE 2.3.3. Le choix de la condition sur le support se justifie
du fait que ¥~°(¥, F) s’identifie & C2°(¥¢, End(E)), grace au théoreme du
noyau de Schwartz. Plus généralement, W (¥, E') est une algebre de distri-
butions sectionelles K de End(FE) au-dessus de ¢4 (comme la définition ci-
dessus) qui sont de classe C™ en dehors de 4(¥). Vu comme cela, 'opération
d’algebre est donnée par la convolution des distributions.

La notion du symbole principal s’étend aussi a ce cadre. Notons par
7 A9 — 4O la projection. Pour P = (P,,x € 9) ¢ v™(¥,E, F),
le symbole principal de P, 0,,(P,), est une section C*° du fibré vectoriel
Hom(mr*E, mir*F) au-dessus de T*Y, (oun, : T*Y, — 9,), telle que dans
chaque fibre le morphisme défini est homogene de dégrée m (voir [AS68a]
pour plus de détail). Or, il existe une section o,,(P) (homogene en chaque
fibre et C'*) du fibré Hom(n*E, 7*F) au-dessus de A*¥ telle que

(48) om(P) (&) = om(P:)(§) € Hom(E,, Fy) si & € ATY

Ainsi, I'équation (48) ci-dessus détermine une unique application linéaire

(49) om V™Y, E) — S(A'Y, Hom(E, F)),

qui est de plus surjective avec noyau ¥~ 1(¥4, E) (voir par exemple [Con79]
ou proposition 2 [NWX99]) et ou /" (A*Y, Hom(E, F')) dénote les sec-

tions du fibré Hom(r*E, m*F') au-dessus de A*¥ homogenes de dégrée m
dans chaque fibre.

2.3.2. 9-indices analytiques.

DEFINITION 2.3.4 (4-Opérateurs elliptiques). Soit P = (P,,x € 4))
un ¢-opérateur pseudodifférentiel. On dira que P est elliptique si chaque
P, est elliptique.

En revenant a la discussion sur le symbole principal ci-dessus, on voit
bien quun ¢-opérateur pseudodifférentiel P elliptique définit via 'appli-
cation linéaire (49) une classe de K—théorie [o(P)] € K°(A*94). Alors si
I'on dénote par Ell(¥) 'ensemble des ¥-opérateurs psedudodifférentiels
elliptiques on a une correspondance donnée par le symbole principale

(50) El(9) ™ KO(A*9).
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PROPOSITION 2.3.5. [Con79] Soit P = (P,,z € 9) € V™(¥4 E)
elliptique. Alors il existe Q € W~™(¥, E) tel que

Ip— PQ € V==(4,E) et I — QP € V—>(4, E),

ou Ig dénote l'opérateur identité sur E.

Rappelons (cf. exemple 1.1.7) que si (A, ) est un couple d’algebres,
alors un élément inversible de A modulo I définit un quasi-isomorphisme
sur (A, ). De la proposition précédente, on a immédiatement que un %-
opérateur pseudodifférentiel elliptique P € W*°(¥¢) définit un quasi-isomorphisme
sur (U>°(9), U=>°(¥)), qui revient a un quasi-isomorphisme sur (V>*(¥), C*(¥))
par le théoreme du noyau de Schwartz. Or, dans 'exemple 1.1.8 on a vu
que l'élément en Ky(C°(¥)) défini par le quasi-isomorphisme déterminé
par P avec parametrix () est donné explicitement par

o (3 2y ()]s

e~

ou 1 est l'unité de l'algebre C°(%) (unitarisation de C:°(¥)), et ou T est
donné par
T_ ( (1-PQP+P PQ-1 )
1-QP Q

avec Inverse

. ( Q 1-QP ) |
PQ—-1 (1-PQ)P+P
Maintenant, dans le cas général ou P agit sur les sections d’un fibré vec-
toriel £/ a valeurs dans les sections d’un fibré vectoriel F', on obtient de la
méme forme un élément en Ko(C*(¥4, Hom(E, F'))). Or, C*(¥, Hom(E, I)))
est Morita équivalente a C2°(¥) et on a donc un élément de Ky(C°(¥))
aussi. Une autre maniere d’arriver au meéme élément est la suivante :
L’algebre C(4©) est contenue dans W°(¥) et donc on peut pousser les
C>(4®)-modules E, F en des U>®(¥4)-modules &,.%. L'existence dun
parametrix (proposition 2.3.5) est précisément le fait que (&,.%, P) est
un quasi-isomorphisme sur (¥>(¥), C*°(¥)). Dans tous les cas on a tou-
jours qu'un ¥-opérateur pseudodifférentiel elliptique définit un élément de
Ky (C°(¢)). Cela nous conduit a la définition suivante.

DEFINITION 2.3.6 (Indice analytique lisse). Soit P un ¥-opérateur
pseudodifférentiel elliptique. On note par ind P € Ky(C(¥)) 1’élément
défini par P comme au paragraphe précédent. On I'appelle 'indice analy-
tique lisse de P. Cela définit donc une correspondance

(52) Bl(9) 2% Ko (C™(9)).
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On a ainsi deux applications, (50) et (52), a partir de Ell(%¥). Dans le
cas classique d’une variété X, on avait vu que I'indice analytique (indice de
Fredholm) ne dépend que de la classe du simbole principale en K°(T*X).
Autrement dit, dans ce cas la correspondance (52) se factorise a travers le
symbole principale, i.e., on a le diagramme commutatif suivant :

El(X) ™ 7
symbl
indg

KO(T*X)

Cette propriété est fondamentale pour la théorie de I'indice classique. Elle
permet de voir l'indice comme un morphisme de groupes, d’utiliser les
outils de K —théorie topologique comme l'isomorphisme de Thom (Bott),
la compatibilité avec des sous-variétés ouvertes, la structure d’anneau en
K —théorie parmi d’autres propriétés. Mais de plus, le groupe K°(T*X)
codifie I'information essentielle dont on a besoin des opérateurs pseudo-
différentiels elliptiques.

Revenant au cas général, on voudrait avoir la méme propriété. C’est a
dire, que (52) se factorise par (50). Néanmoins, en général on n’a pas cette
propriété. En résume, on a un diagramme

El(Z) —"% Ko(C2(9))
KO(A*%) :

ou la fleche pointée n’existe pas tout le temps. On donne un exemple de
cette situation ([Con94] pp. 142).

EXEMPLE 2.3.7. Soit R — {0} le groupoide donné par la structure de
groupe (additive) de R. Dans [Con94| (proposition 12, I11.10.v), Connes
montre que [’application

D —ind D € Ko(CF(R))
définit une injection de [’espace projectif des polynomes non nuls D =

p(%) dans Ko(C*(R)).

Cependant, si 'on considere le morphisme de K-théorie
(53) Ko(C2 () =5 Ko(CF(9))
induit par I'inclusion C°(¥) C C*(¥), alors la correspondance

El(9) 2% Ky(C2(9)) -1 Ko(CH(9))
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se factorise a travers le symbole principale par un morphisme que I’on note
par ind,. Autrement dit, on a un diagramme commutatif

Ell(9) —"L Ko(C2(9))

oo | E

KYAG) —— Ko(C(9))

En effet, ind, est le morphisme d’indice (ou de bord) associé a la suite
exacte courte des C*algebres ([ConT79], [CS84], MP97],  NWX99])

(54) 0 — CHG) — T(G) 25 Cy(S*G) — 0

ot U9(¥4) est une C*—complétion adéquate de U9(¥), S*¥ est le fibré en
spheres de A*Y et o est 'extension du symbole principale.

DEFINITION 2.3.8. [¢-Indice analytique] Soit ¥ = 4(© un groupoide
de Lie. Le morphisme

(55) KO(A*9) ™% Ko(CH9))

est appelé I'indice analytique de ¢. On utilisera parfois la notation ind,
pour remarquer le groupoide dont on parle.

L’indice analytique est un bon invariante parce que la K-théorie pour
des C* est une théorie qui jout de remarquables propriétés. Par exemple,
on va décrire un théoreme de 'indice dans ce cadre. Cependant, comme
on a discuté dans la introduction de cette these, il est parfois préférable de
rester au niveau C'°. On reviendra a ce point plus tard dans ce travail.

2.3.2.1. Théoreme de l'indice longitudinal de Connes-Skandalis. Dans
cette sous-section on va énoncer le théoreme de l'indice longitudinal de
Connes et Skandalis, [CS84]. Expliquons d’abord 1'énoncé du théoreme.
Soit (M, F') une variété feuilletée compacte et soit 4 = M le groupoide
d’holonomie associé. Comme on a vu ci-dessus on a un indice analytique

KO T F) ™ Ko(CH(9)).
Dans le cas de feuilletages on peut aussi définir un morphisme d’indice
topologique de la facon suivante :

DEFINITION 2.3.9 (Indice topologique longitudinal de Connes-Skanda-

lis). Soit (M, F) une variété feuillétée. Prenons un plongement M < R2™.
Considérons la variété M x R*™ feuillétée par feuilles de la forme L x {t}
ou L est une feuille de (M, F'), plus formellement, on considére la variété
feuillétée (M x R*™ F x {0}), ce feuilletage a comme groupoide d’holo-
nomie ¥4 = ¢ x R¥™. Soit T le fibré vectoriel au-dessus de M normal
a F en R¥ cest a dire, T, := (i.(F,))". On peut utiliser I'application
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g: T — M xR*" donnée par g(z,§&) = (z,i(x) + &) pour idéntifier T & une
transversal ouverte du feuilletage (M x R*™ F x {0}), on note cette trans-
versale toujours par 7. Soient N le fibré normal & l'inclusion 7' C M x R?*™,
on peut prendre un voisinage €2 de 7" en M x R?*™ de telle facon que 'on
ait ff|g =%, ~ N xpr N ouN xpr N = N est le groupoide pair sur 7.
Il est facile de vérfier que I’algebroide de Lie de ce dernier groupoide peut
sidéntifier & F @ R*™ =2 F & F @ T. Or, la C*-algebre C*(N x7 N) est
Morita équivalent & Co(T'). Alors, Vinclusion C*(N x7 N) € C*(¢) induit
un morphisme en K-théorie
L KOT) — Ko(C*(9)).
On peut aussi considerer 'isomorphisme

B KF) P K FaR™ 2 Ky(FaFaT) ™" KT,

5\\ Thom™1

et 'isomorphisme de Bott pour des C*-algebres Ko(C*(¥))  —  Ko(C*(9Y)).
On définit I'indice topologique (de Connes-Skandalis) comme le morphisme
indyg : KO(F) — Ko(C*(9))
donné par la composé
KO(F) 2 KO(T) = Ko(C7(# x B2™) 257 Ko(C3(9)).

Le théoreme de 'indice longitudinal généralise celui d’Atiyah-Singer,
méme le cas des familles. On peut a présent énoncer le théoreme.

THEOREME 2.3.10 ([CS84], Connes-Skandalis). Soit (M, F') une variété
feuillétée. Alors
indmg = 'l'ndt,gq,
comme morphismes de K°(F*) en Ko(C}(¥9)). En particulier lindice ind, o
ne dépend pas de choix.



CHAPITRE 3

Déformation au cone normal

3.1. Déformation au cone normal

Soit M une variété C'*° et X une sous-variété C*° de M. Considérons le
fibré normal & I'inclusion X C M, c’est a dire, le fibré vectoriel /M — X
sur X avec /M =TxM/TX.

On définit I'ensemble

I = A x0| | M xR

Le propos de cette section est de munir 2% d’une structure de variété
C*°. Pendant ce travail on utilisera les lettres capitales comme U et V'
pour dénoter des ouverts de R™ et des lettres cursives comme U et V pour
dénoter des ouverts d'une variété en général.

On va commencer par le cas simple, qui nous menera a la fin au cas général.
Soient n,p € N avec n > p, on note ¢ = n — p. Considérons 'inclusion
canonique R? x {0} C R? x RY = R", dans ce cas on note Zg, par D,
On voit que comme ensemble 77 n’est rien d’autre que R” x R? X R. On
définit une fonction ¢ : R? x R? x R — &} par

(x,£,0) sit=0
(z,t&,t) sit#0

En fait, cette fonction est une bijection de R” x R? X R sur & avec Pt
donnée explicitement par

_  (2,6,0) sit=0
4 1($’§’t)_{ (x,%g,t) sit#0

On peut alors considérer la structure C'* sur & induite par cette bijection.

(56) bl &) = {

Il est clair que RP x R? x R*, avec sa structure usuelle, est un sous-
ensemble ouvert de ). Le seule changement essentiel sur la structure C'*
de 2, par rapport a celle de R? x R? x R, se trouve en zéro. Avant de
passer au cas général on décrit le cas des ouverts de R™. Soit U C R™ un
sous-ensemble ouvert et V = U N (R? x {0}) (toujours n = p+¢q). On a
que

(57) 9} =V xR x {0} |U x R*

55



o6

est un sous-ensemble ouvert de Z,' avec la structure décrite ci-dessus
puisque 1 (2Y) est égal a

(58) QY = {(z,6,t) ERP xRI xR : (x,t£) € U}

qui est un sous-ensemble ouvert de R? x R? x R et donc une variété C'*°.

Passons au cas général X C M. On va supposer que M est de dimension
n et que X est de dimension p.

DEFINITION 3.1.1. On appelle "carte adaptée & X7 une carte coor-
donnée (U, ¢) de classe C* en M qui satisfait :

1) ¢:U > U CRP xR

2) SiUNX =V, V=0¢" (V) (o V =UN(R?x{0}) comme ci-dessus)

On veut définir des applications
0P — Dy
Pour z € V on a que ¢(z) € R? x {0}. Si on écrit ¢p(z) = (¢1(x),0), alors
¢pr: V-V CRP
est un diffeomorphisme. On définit
0P — Dy
tout simplement par

¢(U7 57 0) = (¢1 (U)v dN(bv(g)? O) et

¢(u,t) = (¢(u), 1)
pour t # 0. Ici dy¢, : A, — R? est juste la composante normale de
la dérivée dop, pour v € V. Il est clair que ¢ est aussi une bijection (en
particulier induit aussi une structure C*° sur 24).
Maintenant, associé a une carte adaptée (U, ¢), on considere le sous-ouvert
QY de RP x RY x R comme en (58) et le difféomorphisme

(59) p=1"od: A — QY
olt ¢ est comme en (56). On veut définir un atlas sur 2% en utilisant des
cartes adaptées a X et ces fonctions ¢ associées comme ci dessus.

Soit {(Un, Do) }aca un atlas C*° de M qui consiste de cartes adaptées
a X (c’est toujours possible d’en trouver un). On a bien que

M U
Dy = UaeA-@VS
On va montrer que la collection suivante

(60) {(A),0a)Yaean

détermine un atlas C™ pour 4.
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Il est clair que chaque (%Lfs, ©,) est compatible avec (Us xR*, ¢ X idg-).

Soient a, f € A. On veut montrer que 'application
50 0al el B N P)) = s A N Ay)
est C'*°. Or, par définition,
(950 ¢35 (v),dn(s 0 95 1)u(£),0) sit=0
(7950 95" (v,1€),1) si ¢ # 0.

Le seul probleme se pose en t = 0 puisque en dehors de zéro toutes les
fonctions qui apparaissent sont C'>°. Maintenant le résultat pour ¢ = 0 se
déduit immédiatement du lemme élémentaire suivant.

¥p © 80;1(7%5775) = {

LEMME 3.1.2. Soit U un sous-ensemble ouvert de RPxR? et F': U — R
une application C* nulle sur UN(RPx{0}). Alors Uapplication F : QY — R
donnée par

- [ Z(2,0)- ¢ sit=0
F(x,f,t)—{ a%gF(:E,tg) sit#0
v OF

est une application C> ot G¢(z,0) = (g—g(:c, 0), ..., g—g(x, 0)).

DEMONSTRATION. 1l suffit de remarquer que grace au développement
en série de Taylor on a

oF

avec h : U — R? une application C* telle que h(z,0) = 0. Alors

(#,0) - &+ h(z,€) - €

1 or
;F(J«“’tﬁ) - 3

d’ot1 on conclut le résultat.

(x,0) - &+ h(x,t8) - €

O

La preuve de la proposition suivante est immédiate du lemme précédent,
il faut juste appliquer le lemme coordonnée par coordonnée.

PROPOSITION 3.1.3. Soient U C RP x R? et U' C RP x RY des sous-
ensembles ouverts. Soit F': U — U’ une application C* avec Fy(z,0) = 0,
si on écrit F = (Fy, Fy). Alors Uapplication F = QY — QU) (Q comme en
(58)) donnée par

2 f (Fi(2,0),22(2,0) - £,0) sit=0
F(x’g’w_{ (P, 1€). A By(a t6),8) st #0

est aussi de classe C°.
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DEFINITION 3.1.4 (Déformation au cone normal). Etant données X C
M comme ci-dessus, 'ensemble 24 muni de la structure C* décrite précédemment
s’appelle ”La déformation au cone normal associée a 'inclusion X € M”.

REMARQUE 3.1.5. Soit (M, X)) un couple C*° comme ci-dessus.
Considérons un voisinage tubulaire de X dans M, c’est a dire, on a un
voisinage U de X dans A5} (comme la section nulle), un voisinage V de
X dans M et un difféfomorphisme h : U — V qui est l'identité sur X.
Dans cette situation on pose W := {(z,£,t) € /M xR : (z,t-&) € U},
alors on a un plongement ouvert de W dans 2% donné par 1'analogue de
'application ¢ de (56), & savoir une application ¢ : W — 2% donnée par
la formule suivante

(x,0) sit=0
(61) (@, 6,1) = { (h(z tE).1) sit+£0

qui est un diffeomorphisme sur son image. On obtient ainsi un ouvert de
P, que I'on note W' qui n’est rien d’autre que la déformation au cone
normal de X dans V. De plus, 2% peut étre recouvert de la facon suivante

7 =W JM xR,

Donnons a présent quelques exemples de déformations au cone normal.
On va laisser pour la section prochaine l'exemple du groupoide tangent
associé a un groupoide de Lie. Celui-la jouera un role fondamentale dans
notre travail, ¢’est pourquoi on a besoin de 1’étudier plus en détail.

EXEMPLE 3.1.6. 1. Considérons le cas ou X = (. On a que
2" = M x R*

avec la structure C* usuelle de M x R*.

2. Soit X C M un sous-ensemble ouvert. Dans ce cas il n’y a pas de
déformation. On a que Tx M ~ T X, d’ou, par définition la déformation
au cone normal associée prend la forme suivante

7Y =X xR|JM xR*,

comme sous-ensemble ouvert de M xR. En particulier, on peut considérer
la Déformation au cone normal D3 qui n'est rien d’autre que M x R
avec la structure C*° usuelle (la structure produit).

3. Soit xy € M. On prend X = {x}. Dans ce cas la Déformation au
cone normal associée est par définition

PN =T,y M x {0}| | M xR,

c’est a dire, on a une déformation de l'espace M en T, M.
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REMARQUE 3.1.7 (Restriction a l'intervalle). Soit (M, X) un couple
C*. On a construit la Déformation au cone normal associé 2% . On peut
considérer la restriction de 24 & [0, 1], c’est & dire, la variété a bord

(62) AR 0| | M x (0,1].

Cette restriction sera tres utile pour nous dans ce travail. On va garder
la méme notation, 24, méme s’il s’agit d’une restriction, le contexte sera
toujours clair. La raison d’avoir introduit la déformation au cone normal
paramétré par R et non par [0, 1] est évidemment parce que il est beaucoup
plus facile de travailler avec des variétés sans bord.

3.2. Fonctorialité de la Déformation au cone normal

Dans cette section on va voir que la construction de la variété ” Déformation
au cone normal” de la section précédente est fonctorielle.

D’abord voyons ce que se passe avec les Déformations au cone normal
du type 2 avec U C RP x R? ouvert et V = U NRP. Soit U’ C R” x RY
ouvert et V' = U’ NRY
Soit F' : U — U’ une application C* avec F(V) C V', cest a dire, F'
satisfait les conditions de la proposition 3.1.3. Posons n = p 4+ q et n’ =
P+ ¢, on définit 2(F) : 2Y — 2Y, par

(Fi(,0), 52 (x,0) - £,0) sit=0

2(F)(z,§,t) = { (Fi(z,€), Fy(x,€),t) sit#0

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2.1. L’application 2(F) : 2Y — 2Y, est de classe
C.

DEMONSTRATION. Montrer la proposition revient & montrer que la
composition
I(F /-1
o L gu 70 gui T qu

est une application C*°, ou QY et Qg; sont comme en (58). Or, par définition

_ Fi(7,0), 22(2,0)-£,0) sit=0
/—1 o 9(F) o z, &t :{ ( I\ V) "o¢ ) ) ‘
¥ (F)ov(z,8,0) (Fi(x,t€), $Fo(x, t€),t)  sit#0
et alors le résultat se déduit de la proposition 3.1.3. O

Voyons maintenant le cas général. Soit F' : (M, X) — (M’ , X') un
morphisme de couples C'°, i.e. une application C*, F' : M — M’ avec
F(X) C X' on définit 2(F) : 2 — 2% par les formules
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D(F)(m,t) = (F(m),t) pour t # 0,
ol dyF, est par définition I'application

dn Fy 4
(A D5 (A iy

induite par T, M 25 Ty M.
On a la proposition :

PROPOSITION 3.2.2. L’application 2(F) : 2% — P est de classe
C.

DEMONSTRATION. Le seul probleéme se trouve en ¢ = 0. Soit (z,£,0) €
P .11 suffit de considérer un systeme de coordonnées au tour de (z, &, 0)
du type 24 et un systéme de cordonnées autour de (F(x),dyF,(£),0) du
type .@fj,' et observer que on se ramene ainsi a la proposition 3.2.1. O

EXEMPLE 3.2.3 (Projection). Soit (M, X) un couple C*°. Considérons
Uapplication de couples v : (M, X) — (M, M) donnée par ’identité. Posons
p = 2(1). Par définition on voit que p : D% — M x R est lapplication
C* donnée par :

(2,£,0) — (2,0)
pourt =0, et
(m,t) — (m,t)

pour t # 0. On aura besoin de cette projection plus tard dans ce travail.

REMARQUE 3.2.4. Considérons la catégorie 5° des couples C*, formés
d’une variété C'*° et d’une sous-variété et des morphismes des couples. On
vient de voir que la construction de la déformation au cone normal associée
a un tel couple C* induit un foncteur Z : €5° — €, ou € désigne la
catégorie des variétés C'°.

Pour finir cette section, on va voir une propriété du foncteur Z qui nous
sera tres utile dans la suite. On le résume dans la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2.5. Soient (M, X) et (M', X') deuz couples C™ et
F: (M, X)— (M X'") une application de couples de classe C*. Alors

2(F): ¥ — M

est une immersion (resp. une submersion) si et seulement si F': M — M’
/ . . .
et dyF : NM — N sont des immersions (resp. des submersions).
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DEMONSTRATION. En général, si 'on a un diagramme commutatif

f

- !/

Z Z
Y?Y,

ou 7 et «’ sont des submersions surjectives. Alors f est une immersion
(resp. une submersion) si et seulement si chaque restriction aux fibres est
une immersion (resp. une submersion) : en effet, la différentielle de f en
chaque point z € Z définit un diagramme commutatif

) —— Tsz(z) 1.7 &- TW(Z)Y — 0

| w] |

0—=Ts 20 ) —= T2’ T Tr)Y —=0

ol les deux lignes sont des suites exactes courtes d’espaces vectoriels. L’af-
firmation s’obtient facilement du fait que ces suites sont toujours scindées.

Maintenant, la conclusion de la proposition s’obtient en prenant le dia-
gramme

2(F) )
U = oM

Wl l”/

R

id
qui satisfait évidement la condition ci-dessus. ]

. z . /
intér Voir qu NE — ; u
Il est donc intéressant de savo and dyF : /M — A est une
immersion (ou une submersion). Or, on peut considérer le diagramme com-
mutatif de fibrés vectoriels induit par F' :

0 TX TxM NM —0

I

0 TX' T M —— /M ——

pour voir que dyF' est une immersion si et seulement si I’ est une immer-
sion et X — M X, X' est une application étale (en particulier 7, X =
T(va(x))(M X X/)), et

dnF est une submersion si et seulement si F' et F|x sont des submer-
sions.

Pour le cas trivial X = X’ et F'|x = i¢d on a en particulier que dy F est
une immersion (resp. une submersion) si et seulement si F': M — M’ est
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une immersion (resp. une submersion). Ainsi, dans ce cas, Z(F) est une
immersion (resp. une submersion) si et seulement si F' lest.

REMARQUE 3.2.6 (Restriction a l'intervalle). Dans la remarque 3.1.7
on a considéré la Déformation au cone normal 24 comme la variété a bord

AR 0| | M (0,1].

Cette restriction a l'intervalle jouie des mémes propriétés fonctorielles vues
jusqu’au maintenant.

3.3. Le groupoide adiabatique et le groupoide tangent

Dans cette section on va donner un exemple d’une variété DCN, il s’agit
du groupoide tangent associé a un groupoide de Lie. Cet exemple sera de
grand utilité pour nous dans la suite.

Soit 4 = 4© un groupoide de Lie. On identifie 4 comme sous-
ensemble de & grace & 'application unité u : 4 — 4. On peut donc
considérer la variété DCN 2. On rappelle du chapitre 2 que AY := A,
est 'algébroide de Lie par définition.

DEFINITION 3.3.1 (Groupoide adiabatique). Soit ¢ = %) un groupoide
de Lie. Le groupoide adiabatique associé a ¢ est le groupoide qui a @g(o)
comme ensemble de fleches et 4 x R comme base, avec :

- 5%(x,n,0) = (2,0) et 7%(x,n,0) = (2,0) en t = 0 et s%(y,t) =
(5(7),t) et r%(y, 1) = (r(),) en t # 0.

- La composition est donnée par m®((z,n,0), (z,&,0)) = (z,n+ &,0)
et m*((v,t), (8,t)) = (m(v, 8),t) si t #0 et sir(B)=s(y).

Ainsi, les applications unité et inverse sont données par
s g0 5 gd par 4%z, 0) = (2,0,0) et u(z,t) = (u(z),t) si
t#£0et

194 gad s @qad pay 194z, €,0) = (z,—E,0) et 12y, t) = (u(7),1).

On notera souvent 4 = 27, = AY x {0} [ ]¥ x (0,1].

PROPOSITION 3.3.2. Si on considére 9% muni de la structure C™
comme dans la section précédente, alors le groupoide adiabatique est un
groupoide de Lie.
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DEMONSTRATION. Regardons la Déformation au cone normal 9‘9((02)),

o1 90— @@ par x + (z, 7). Celle-ci est par définition
(2) (2) *
Do) = Nl x {0} |9® xR

Considérons les applications ps : 4 — 92 4 = (v,5(7)) et p, : G —
G2 v (r(n),n). Autrement dit p, = (idy,uos) et p, = (uor,idy). Par
définition on a

(63) mops =idy =mop,.

Les applications p, et p, sont des applications de couples entre (¢,4)
et (9,4 qui induissent donc des applications dyps, dyp, de A7, o) en

;ﬁf e EZ(E)) s'idéntifie canoniquement a .47, 7 Xg0) NG %O (le foncteur
A preserve les produits fibrés). Sous cette idéntification dyps est U'inclu-
sion X — (X,0) et dyp, l'inclusion Y — (0,Y’). Maintenant, de I’équation
(63) on déduit que dymodyps = idﬂf(o) = dymodyp,, et alors dym s’écrit
explicitement par

dym(X,Y) = X +Y.
Ceci implique que Z(m) : ggfjf g(o) s’écrit comment
P(m)(x, (X,Y),0) = (2, X +Y,0)
et
Z(m)((v,n),t) = (yon,t) pour ¢ # 0,

d’ott on voit que Z(m) = m®. On conclut, grace a la proposition 3.2.2,
que le produit dans le groupoide adiabatique est C'*°.

Il est évident par définition que s = 9(s) : ¥ — GO x R, rod =
PD(r), u = P(u) et 1*7 = (1), ot on voit ¥ x R comme .@g((o)) et

P (4,99) - (40,90),
w: (99,90 - (4,90

et
v (9,99) — (9,9)

comme des applications de couples C*. De plus, 5%

et 74 sont bien des
submersions, par la proposition 3.2.5. O

Modulo l'identification de (45) on peut poser
G = T,9) 40 x {0}] |9 x R*

qui est la répresentation la plus courante du groupoide adiabatique.
On définit a présent le groupoide tangent associé a un groupoide de Lie.
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DEFINITION 3.3.3 (Groupoide tangent). Soit 4 = ¢ un groupoide de
Lie. Le groupoide tangent de ¢ est la restriction du groupoide adiabatique
a I'intervalle [0, 1]. On le dénote par 4T et par définition il prend la forme
suivante

(64) g" = A9 x {0}| | x (0,1].
On finit cette section par quelques exemples de groupoides tangents.

EXEMPLE 3.3.4. 1. Le groupoide tangent d’un groupe : Soit G un
groupe. On considére le groupoide associé G = {e} comme dans
le chapitre précédent. Par définition AG = T.G, c’est a dire, que
l’algébroide de Lie dans ce cas est justement [’algebre de Lie g du
groupe G. Alors, le groupoide tangent est

G" =g x{0}| |G x(0,1],

et sa topologie est donnée comme dans l'exemple 2. en 5.1.6. On a
donc une déformation du groupe G en son algébre de Lie.

2. Le groupoide tangent d’un fibré vectoriel : Soit E 2 X un fibré
vectoriel au-dessus d’un espace X. On considere le groupoide associé
E = X comme dans le chapitre précédent. Alors [’algébroide de Lie
est précisément le fibré E au-dessus de X et le groupoide tangent est
égal a £ x [0,1] = X x [0,1].

3. Le groupoide tangent d’une variété C*> : Soit M une variété C°.
On considere le groupoide produit associé M x M = M. Dans ce cas
l’algébroide de Lie s’identifie a T'M et le groupoide tangent, noté par
v, prend la forme

Gy =TM x {0} | M x M x (0,1].

Le groupoide tangent d’une variété a été introduit par Alain Connes
et il lur a permis de donner une preuve trés conceptuelle du théoréme
de Atiyah-Singer.

4. Le groupoide de Thom : Soit N 2 T un fibré vectoriel au-dessus
d’un espace localement compact T'. Considérons le groupoide produit
au-dessus de T (exemple 2.1.8),

(65) N xp N = N.

L’algébroide de ce groupoide est le fibré vectoriel N ® N au dessus de
N, c’est a dire, comme ensemble NN est précisément N Xp N, mais
on le considere avec la structure vectoriel en la deuxiéme coordonnée
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par exemple. Alors le groupoide tangent, que l’on dénote par 9z,
prend la forme

Gy =N@N x {0} |N xz N x (0,1].

On appelle ce groupoide tangent, le groupoide de Thom (voir DLNO6]
pour une motivation de ce nom). On verra plus tard comme il inter-
vient dans la théorie de lindice pour les groupoides de Lie.

3.4. Théorie de I’indice et déformations

Soit ¥ = ¢ un groupoide de Lie. On sait du chapitre précédent que
I’on a un morphisme
K(A"9) ™% Ko(C}(9)),

appelé I'indice analytique de 4. Ce morphisme a été défini a 'aide du
calcul pseudodifférentiel sur le groupoide. Il existe cependant une facon
de définir ce méme morphisme qui n’a pas besoin de passer par le calcul
pseudodifférentiel, en utilisant le groupoide tangent [MP97]|. Rappelons
que le groupoide tangent est par définition

g" = A9 x {0}| |9 x (0,1],

et il est un groupoide de Lie compatible avec les structures des groupoides
de Lie de A¥Y et de 4. On peut prendre 'algebre de convolution associée
C>(47T), et encore plus, considérer les évaluations

Cx(G") 2% C*(AD) et
C>®(9") =5 C(Y) pour t # 0.

Ces évaluations sont des morphismes d’algebres. Il est facile de montrer
que ces morphismes se prolongent aux C*-algebres, c’est a dire, on a

CHGT) 2% O (AY) et
CHgT) 25 OX(9) pour t # 0.

De plus, puisque ¢ x (0, 1] est un sous-ensemble ouvert de ¢7 saturé et AY
un sous-ensemble fermé, également saturé, on a une suite exacte courte

(66) 0— C¥ x (0,1]) — C*(¥T) =% C*(AY) — 0.

Cependant, AY est un groupoide
moyennable, ce qui permet d’avoir la suite pour les C* réduites. Or, la
C*-algebre CF (¥ x (0,1]) = Cy((0,1],C*(¥)) est contractible puisque 'in-
tervalle (0, 1] 'est. Ceci implique en particulier que les groupes de K-théorie
K;(CX(¥ x (0,1])) sont nuls, pour i = 0, 1. Alors, lorsque on applique le

Ce n’est pas a priori vrai qu’avec C*

max*
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foncteur de K-théorie a la suite exacte ci-dessus et en utilisant la suite
exacte a six termes qui en résulte, on obtient que

KA(CH@™)) % Ki(Cr(A9))

est un isomorphisme, pour ¢ = 0,1. Dans [MP97], Monthubert-Pierrot
montrent que

(67) ind, = (ev1), o (evg);?,
modulo I'isomorphisme de Fourier qui identifie C}f(AY) = Cy(A*Y) (voir
aussi [HS87| et NWX99]). Mis dans un diagramme commutatif, on a

(evo)«

KA(CHE™) 2 Ki(A9)

(ev1)« J/ %

Ki(Cr(9))
Voyons un exemple d’indice analytique.

EXEMPLE 3.4.1. Considérons la situation de l’exemple 4. de 3.3.4. On a
un fibré vectoriel (réel en principe) N — T, et en particulier ceci implique
que N & N — T est un fibré vectoriel complexe au-dessus de T'. L’indice
analytique du groupoide (65) est un morphisme

KN @ N*) "™ Ko(C*(N x7 N)).

Or, le groupoide N xp N est Morita équivalent au groupoide (trivial) T.
Maintenant, on montre que, modulo Morita, ['indice analytique de N xp N
est l'inverse de l'isomorphisme de Thom (voir par exemple [Con94| 1.5
ou [DLNOG6| théoreme 6.2)

KT) ™% KO(N & N*).
Ce fait justifie ainsi le nom du groupoide tangent qui réalise cet indice
comme en (67), a savoir le groupoide de Thom.

On peut aussi parler en termes de K K-théorie : de la suite exacte
(66) on obtient un élément inversible ¢y € KK (47 A9). L’indice ana-
lytique peut étre regardé comme 1'élément de K K-théorie ey’ @yr e, €
KK(AY.%9). Or, des éléments de K K-théorie construits comme ci-dessus
en utilisant de groupoides de déformation avaient déja apparu dans le tra-
vail de Hilsum-Skandalis, [HS87], sur la fonctorialité dans le mauvais sens
en théorie de Kasparov. La situation est la suivante : Soient ¥, = %(0),
t = 1,2 deux groupoides de Lie et ¢ : 4 — % un morphisme de groupoides
(généralisé). La question est de savoir dans quelle cas il est possible d’as-
socier un élément ¢! € KK (¥4 ,%). Dans le cas ol ¢ est une immersion,
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injective, K-orientée de groupoides étales, la déformation au cone normal
associée a cette immersion a permis de construire I’élément d’indice désiré.

On va finir ce chapitre avec un exemple montrant comment les groupoides
de déformation peuvent servir a établir des théoremes d’indice.

EXEMPLE 3.4.2. Pour cet exemple on va suivre Debord-Lescure-Nistor,
[DLINOG6|. Soit M une variété compacte. On note par Gy = M x M = M
le groupoide produit associé ¢ M. Soit V-2 M un fibré vectoriel. Notons
par m : TM — M la projection et posons N = w*(V) et X := TM.
Considérons l'exemple 4. de 3.3.4 : N xx N = N et son groupoide tangent
9G7. Or, linclusion N xx N <s N x N induit une immersion imjective

D(1) : G5 — G Soit
o = N x [0,1] x [0,1]

le groupoide tangent associé a Z(i). Le groupoide <f devient ainsi un
groupoide de Lie de déformation paramétré par le carré [0, 1] x [0, 1]. Si on
note les coordonnées du carré par (s,t), on peut considérer les évaluations
s=0,1ett=0,1 pour obtenir

o o/|so=N&N x[0,1],

o of|.—1=Nxx Nx{0}||N xN x(0,1],

® e,Q{|t:0 = gy et

® e,Q{|t:1 - gg;
Chaque un de ces groupoides définit (modulo équivalence de Morita) un
morphisme d’indice comme en (67) :

o o |,—o définit l'identité en KO(TV).

o |,y définit lindice analytique de M, ind : K°(TM) — Z.

o o |i—o définit l'inverse de l’isomorphisme de Thom

Thom™1

KYTV) ™% KO(TM).
o of|i—y définit Uindice analytique de V, ind) : K(TV) — Z.

Or, il est évident que les évaluations commutent, par exemple, o |s—oli=1 =
o |i=1|s=0. Alors, la compatibilité de l'indice de V et lindice de M via
l’isomorphisme de Thom est montré de maniére immédiate. Ceci montre
le théoréeme de l'indice d’Atiyah-Singer d’une facon trés simple.






CHAPITRE 4

Une Algebre de Schwartz pour le groupoide tangent

Dans ce chapitre on va définir une algebre de fonctions C* sur le
groupoide tangent qui nous servira dans le chapitre prochain a définir les
indices analytiques d’ordre fini pour un groupoide de Lie. L’algebre en
question sera un champ d’algebres sur lintervalle [0, 1] dont la fibre en
zéro est 'algebre de Schwartz sur 'algébroide, tandis que les fibres en de-
hors du zéro sont toutes égales a ’algebre de convolution des fonctions C*°
a support compact sur le groupoide.

On va commencer par définir les espaces de Schwartz pour des fibrés
vectoriels. Le cas particulier qui nous intéresse est ’algébroide de Lie associé
a un groupoide de Lie.

4.1. Le cas des fibrés vectoriels

Soit £ —~ X un fibré vectoriel (réel) au-dessus d’une variété de classe
C°. Dans cette section on va définir un espace de fonctions a décroissance
rapide sur E. Commencons localement : Soit V' C RP un sous-ensemble
ouvert, on note par .#(V x R?) I'ensemble des fonctions g € C°(V x RY)
telles que :

(s1) VK C V sous-ensemble compact et Vk € Nl € NP et o € N, il

existe C' > 0 (qui dépend de K et k,1, ) tel que

(L+ €I P|0Log g(x, )l < C
Ve e K.

REMARQUE 4.1.1. Avec notre définition, considérons . (R? x R?). Cet
espace n’est pas l'espace classique de Schwartz . (RPT?). Ici, la structure
vectorielle de la partie correspondante a RP n’est pas prise en compte, on
regarde uniquement 'aspect topologique. Cependant, si on prend x € RP
et g € L (RP x RY), alors I'application £ +— g(x,&) est bien dans l'espace
de Schwartz . (R?). En fait, on a une intégration

(68) [:. (R x RUH®) — #(RP x R%)

qui consiste a intégrer sur la coordonnée correspondante a R%.
69
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On veut montrer que notre définition de . (V' x R?) peut étre utilisée
pour définir une algebre de Schwartz pour un fibré vectoriel en général.
Pour cela on a besoin de montrer les deux résultats suivants.

PROPOSITION 4.1.2. Soit A : V. — GL(q) une application C*>. Pour
g € C®°(VxRY) on pose ga € C(V xR?) donnée par ga(z,&) = g(x, A(z)-
). Sige S (VxR alors gy € .7 (V xRY) et cette correspondance g — ga
définit un isomorphisme d’espaces vectoriels . (V x R?) — . (V x R?).

DEMONSTRATION. Il est immédiat que g4 € C®(V x R?). Vérifions
qu’elle satisfait la propriété (s;). Soient « € NP x N9, k € Net K C V
un sous-ensemble compact. Posons z = (z,§) et u = (z, A(z) - £), on veut
majorer des expressions du type

I€11*102 ga(=)]
Or, par récurrence sur |o| on peut montrer facilement que 0%g4(z) peut
s’écrire comme

0%ga(z) = Y Pa(2)dllg(u),
18I<|al
ol les Ps(z) sont des sommes finies des produits de la forme
(69) 03 iy () - - O @y, () - €,
ou A(z) = (a;j(2))i;, m € NP et 6 € N9. Clest clair que 'expression (69)
peut étre majorée sur K par C - [|£]|'!, pour une constante C' > 0. Alors on
peut trouver des constantes Cg > 0 telles que

|Ps(2)] < Cs - [l€]].

On utilise le fait que A(x) € GL(q) (et donc ||A(zx) - &|| ~ ||&|| sur un
compact) pour voir que

I€1*102ga(2)] < > Ch- | Ax) - €] P90 g(u).
1B1<] |
I1 ne reste qu’a utiliser la propriété (s;) de g pour trouver une constante
Cra > 0 telle que
1€[1*102 ga(2)] < C,
Ve e K. O

Il résulte de la proposition précédente que la définition que I’on a donnée
de .7 (V x R?) est invariante sous l'action d’une matrice inversible en la
direction de RY. On va voir a présent que elle est aussi invariante par
difféomorphismes en la direction horizontale :

PrOPOSITION 4.1.3. Soit ¢ : V. — V' un difféomorphisme entre deux
sous-ensembles ouverts de RP. Soit g € ./ (V' x R?) | alors g := go (¢ X
idRq) c y(v X Rq)
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DEMONSTRATION. Soient &k € N,/ € NP.a € N? et K C V un sous-
ensemble compact. D’abord, on peut facilement montrer par récurrence la
formule suivante :

0,089(x,€) = Y dp()(0]02g)($().€)

1B1<I1l

ol les ¢g sont des sommes finies de produits de dérivées partielles de ¢.
Alors on voit que

IE1F10508 (2, )] < > (supxclda(@)]) - [€1*1050¢ g((), €)].
BI<I1

Finalement, on utilise la propriété (s;) de g pour conclure. O

On est préts a définir un espace de Schwartz pour un fibré vectoriel
au-dessus d'une variété C'*°. Avant, encore un peu plus de notation. Soit
X une variété C et (V,¢) une carte, i.e. on a un difffomorphisme ¢ :
VY — V C RP. On note dans ce cas

SV xRY) ={geC®V xR :go (¢! x idge) € L (V x RI)}

DEFINITION 4.1.4. [Schwartz pour des fibrés vectoriels] Soit £ —— X
un fibré vectoriel. On peut définir, grace aux propositions précédentes,
un ensemble de fonctions que 'on va noter par .7.(F) et qui consiste de
fonctions g € C°(F) telles que :

(s7) Il existe K C X sous-ensemble compact tel que g(z,§) = 0, Vo ¢

K. On dit que g a support horizontal K.

(sh) Y(V,7) trivialisation, on a que Papplication g, € C>®(V x R?)

définie par

g-(2,8) = (g o 7)(2, )

appartient a . (V x R?). Ici, la trivialisation se représente par un
isomorphisme de fibrés

(V) ==V x R¢

-

1% = V.

La premiere observation est que pour le cas ou F = X xR? — X (fibré
trivial), Z.(X x R?) = C* (X, . (R?)) (voir [Tre67]).

REMARQUE 4.1.5. Un argument de partition de I'unité permet de voir
facilement que si I'on se donne un recouvrement de X, {(V,, 7o) }aca, par
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des cartes trivialisantes alors on a une décomposition du type

(70) FuE) =) Fu(Va x RY).

Ce que I'on veut dire plus précisément par I’écriture précédente c¢’est que si
[ € Z(E) alors il existent v, ...,ap € Acet fo, € S (Vo, xRY), 5 =1,....k
t.q.

f=1fa 0 7'(;11 +...+ fa 0 Tojkl.

REMARQUE 4.1.6. .%,(F) est un C*°(X)-module : dans le cas ot E est
défini par un projecteur p € M,(C*>°(M)), alors .7.(E) = p(C* (X, .7 (R?))).
Sinon, on peut utiliser la décomposition (70) ci-dessus.

Soit £ — X un fibré vectoriel lisse. Supposons que 'on a un systeme
de mesures lisses p, sur les fibres F, qui soient invariantes par translation.
Autrement dit, £ définit un groupoide de Lie comme dans le chapitre 1, et
notre hypothese est juste que I'on a un systeme de Haar pour ce groupoide.
Alors on peut considérer un produit de convolution sur .#.(F) donné par :
Pour f,g € .7.(F), on pose

(f *xg)(z, &) = ; f(x, & —n)g(x,n)du.(n)

On peut utiliser I'intégration (68) pour voir que ce produit est bien défini.
En effet, localement : l'application (x,&,n) — f(x,& —n)g(x,n) est dans
S (RP x RI™7) est son intégrale appartient a .%(R? x RY). Ainsi on ob-
tient une algebre associative (.7,.(E), %) qui contient comme sous-algebre a
I'algebre de convolution du groupoide £ =% X, c’est a dire, C°(F). On a
le résultat suivant, qui est tres connu pour des espaces vectoriels.

ProrosiTION 4.1.7. Soit E — X un fibré vectoriel lisse au-dessus
d’une variété C. L'algebre (S.(E), *) est isomorphe a l'algebre (S.(E*), ),
ot - dénote le produit ponctuel.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que £ = X x R? est trivial.
Dans ce cas .Z.(F) = C*(X, L (RY)). Soit g € C*(X, .7 (R?)) et X € R
On pose

F@@(X) = [ (o)

ceci est la transformée de Fourier de g(z) évaluée en X et elle définit un
élément de C°(X, . (R?)). Or, comme le produit en .7, (F) est donné par

(f x9)(x) = f(z) * g(),

on a, grace a la continuité de la transformée de Fourier, que .% définit un
isomorphisme (C°(X, . (R?)),*) = (C(X, S (R9)), -).
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Maintenant, pour le cas général, la représentation de ..(F) comme en
(70) nous dit que Fourier définit aussi dans ce cas un isomorphisme

[

PROPOSITION 4.1.8. L’algébre .7.(E) est stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans Co(E*). En particulier,

K°(E") = Ko(S(E)).

DEMONSTRATION. Soit g € .7.(E). On doit montrer que si f: C — C
est une fonction holomorphe avec f(0) = 0, alors f o g € Z.(F). Soit
f € C=(C) 'avec f(0) = 0, on va voir que fog satisfait les deux propriétés
de la définition 4.1.4 :

(s}) : Soit K le support horizontal de ¢g. Si x € K, on a f(g(z,§)) =
f(0) = 0. On a ainsi que K est aussi le support horizontal de f o g.

(sh) : Cette condition est locale, en particulier on peut supposer F =
V x R? avec V' C RP un sous-ensemble ouvert de RP. Soit @ € NP x N¢?
et K C V un sous-ensemble compact. Posons z = (2,£) € V x R? et
u = g(z,&). On peut montrer par récurrence que la dérivée 8‘20"( fog)
s’écrit de la maniere suivante :

a\al (fog)= Z a\ﬁlf 5(2),
18I<|al
ou chaque Pj(z) est une somme finie de produits de la forme
0 g(2)--- 92 g(2),

avec |v1| + ... + |v-| = |B|. Or, grace a la propriété (s;) pour g, chaque
oy f(u) est bornée pour x € K. La conclusion est maintenant immédiate
en utilisant que g € .7 (V x R?). O

2. Un espace de Schwartz pour une Déformation au cone
normal

Soit M une variété C*°, X une sous-variété et soit % la Déformation
au cone normal associée. Dans cette section on va définir un espace de
fonctions C* sur 2%, noté .7.(2%). Cet espace est un champ d’espaces
vectoriels sur I'intervalle fermé [0, 1], dont les fibres sont

TN ent =0, et
C(M) pour t # 0.
Avant, voyons ce qui se passe localement. Pour cela on donnera la définition

suivante :

1On n'a pas vraiment besoin pour la preuve que f soit holomorphe.
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DEFINITION 4.2.1. Soient p,q € N et U C R? x R? un sous-ensemble
ouvert. On pose V = U N (R? x {0}).
(1) Soit K C U x [0, 1] un sous-ensemble compact. On dira que K est
un compact conique de U x [0, 1] relatif a V' si

Ko=Kn(Ux{0})CV.

(2) Soit g € C(QY) (ot Q¥ = {(z,&,1) e RP x RY x R : (, &) € U}
est comme en (58) du chapitre précédent). On dira que g est a support
conique compact, s’il existe un compact conique K de U x [0, 1] relatif
aV tel quesit#0et (z,t&t) ¢ K alors g(z,&,t) = 0.

(3) On note par .7.(QY) I'ensemble des applications g € C>=(QY) qui
sont a support conique compact et qui satisfont la condition suivante :

(r) VE,meN, 1 € NP et a € N?il existe Cgm1,a) > 0 tel que

(1 + ||£||2>k’|8lx&?8;ng(xu 57 t)“ < C(k,m,l,a)

On va voir que cet ensemble .7, (QV) est invariant par difféomorphismes.
Pour cela considérons F': U — U’ un difféomorphisme C'* ou U C RP x RY
et U C RP x R? sont des sous-ensembles ouverts. On suppose que I =
(Fy, Fy) satisfait Fy(x,0) = 0 (F satisfait les conditions du lemme 3.1.2).
On a ainsi un difféomorphisme C*°, F : Q- le,, ou on rappelle que
QU ={(2,6,t) e RP x RI x R : (2,t€) € U} et

F<x,§,t>={ acln0) € =0

1 .
F(x,t§)  sit#0,
(voir 3.1.3). On a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2.2. Soit g € Z,(,), alors § = go F € .7.(QY).

DEMONSTRATION. La premiere chose c’est que g € C*°(QY) grace au
lemme 3.1.2.
Soit K’ C U’ x [0, 1] le support conique compact de g. Posons

K = (F" xidpy(K') C U x [0,1].
C’est un compact conique de U x [0, 1] relatif a V et g(z,£,t) =0sit #0
et (z,t&,t) ¢ K, c’est a dire, g est a support conique compact K.

Vérifions maintenant la propriété (1) de décroissance rapide :
On veut trouver des bornes aux expressions du type

lEN* 10251,
ouz = (z,§,t); et pour k € N et a € N’ x N7 x N arbitraires.
On va noter,
Fi(z,€) = (Ai(2,€), ..., Ap(x,€)) et
Fy(x,€) = (Bi(2,€), ., By(w,€)).

Avec la notation du chapitre précédent on note aussi
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w=w(z,§t) = (Ai(z, 1§), ..., Ap(z, 1)) et
n=n(z,&t) = (Bi(x,&,t),..., By(x, &, t)) ot B; est comme dans la section
précédente, i.e.,

N Oi(x,0)-€ sit=0
Bj(x7£7t) =

IBj(z,t€)  sit#0

En particulier on a par définition F(z,&,t) = (w,n,t), ou F(z) = u, si I'on
écrit u = (w,n,t).

Or, on est uniquement intéressés a ce qui se passe dans I'ensemble K¢ =
{z = (,&,t) € Q: (z,t-&t) € K} car en dehors de cet ensemble g est
nulle. Pour un point z = (2,£,t) € Kq on a que (z,t - &) est dans un
ensemble compact et donc on déduit que les expressions

[0Zwi(2)]

sont bornés en Kq. Pour les expressions ||0°n;(2)|| on développe d’abord
comme dans la preuve du lemme 3.1.2, c’est a dire,

(71) ny(a,€.1) = <aa—?<x,o> 4 (1)) - €.

Maintenant, comme on ne considere que des point en Kgq, il est immédiat
que I'on peut trouver des constants C; > 0 tel que

102 ()] < C; - ll€N™.

Une récurrence immédiate sur || montre que les dérivées 0%g(z) sont
de la forme

02G(2) = ) Ps(2)0lg(u),

18I<let]
ol P3(z) est une somme finie de produits de la forme
0lwi(2) - 9ny ().
Alors, on peut trouver des constantes C'z > 0 telles que
1P5(2)I| < C - €]l .

On a ainsi

lelFNozg()l < > Cs- lI€N™10]g(w).

181<le

Or, on peut appliquer (71) & F~! pour avoir des constantes C; tel que

1€:(w,m, O < Ci - |l
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sur Kq. On peut mettre les deux inégalités précédentes ensembles pour
avoir
lelflozg)ll < Y Ch- Il g(w).
|B|<|al

I1 ne reste qu’a utiliser la propriété (s;) de g pour trouver C' > 0 tel que
€N 92a(=)]l < C
Cela conclut la preuve. O

On a donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2.3. Soit F' : U — U’ un difféeomorphisme comme ci-
dessus. Alors F* : Z.(QY) — Z.(QY) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

On est préts pour donner la définition principale de cette section. Avant,
rappelons que on a une projection C* Py : 28 — M x [0,1] vue dans
I'exemple 3.2.3 du chapitre précédent, elle est donnée par les formules :

(2,€,0) = (2,0)
pour t =0, et

(m, t) — (m,1)
pour t # 0.

DEFINITION 4.2.4. Soit g € C>=(23).
(a) On dira que g est a support conique compact, s’il existe

K c M x|0,1]

un sous-ensemble compact avec Ky := KN (M x {0}) C X (compact
conique relatif a X) tel que si ¢t # 0 et (m,t) ¢ K alors g(m,t) = 0.

(b) On dira que g est a décroissance rapide en zéro si pour toute (U, ¢)
carte adaptée relative a X et pour toute y € C°(U x [0, 1]), 'appli-
cation g, € C*°(QY) donnée par

gx(@,6,t) = (g ) (2, &) - (xo Py oy ')(z,8,1)

appartient & .7.(QY) (o Py est la projection déformée définie ci-

dessus et ¢ := ¢ o w;l comme dans (59) du chapitre précédent).
Finalement, on désigne par .7.(23!) I'ensemble des fonctions g € C*°(2¥)
a support conique compact qui sont a décroissance rapide en zéro.

REMARQUE 4.2.5. (1) De la définition précédente on déduit que
C2(24) est un sous-espace de S.(2¥) : en effet, si f € CX(2Y),
alors p(suppf) (ou p est la projection en (3.2.3)) est un compact co-
nique de M x [0, 1] relatif & X et il est le support conique de f. La
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propriété (b) ci-dessus se satisfait immédiatement puisque f est a
support compact.

(2) Comme M x (0, 1] est un ouvert de 2%, on peut considérer I'espace
C®(M x (0,1]) comme sous-espace de .7.(Z3) : en effet, si f €
C>(M x (0,1]), on peut prolonger f en A5M par zéro.

On va expliciter une possible décomposition de notre espace ..(A)

en termes de cartes adaptées. Soit {(Us, ¢a)}aca un recouvrement de X
formé de cartes adaptées a X, i.e., on suppose et X C |J,cp Ua. Considérons
le recouvrement ouvert de M x [0, 1] qui consiste de {U, %[0, 1] }4ea réunion
avec M x (0, 1]. Considérons également une partition de la unité associée
a ce dernier

{Xom )\}aeA

c’est a dire que 'on a les propriétés
0 < Xay A <1

- supp Xa C Uy % [0,1] et supp A € M x (0,1].

. Zaxa+>\:1

Soit f € S.(A). Posons
fu = [+ (oo P)llgg € C(2)
et
fr=1f - (Ao Pg)]lmxpy € CF(M x(0,1]),

ou Py est la projection rapelée ci dessus (voir 3.2.3), alors on a la décomposition
F=Y foth

Or, comme f est a support conique compact K on a que
- f1 € CX(M x (0,1]) et

- on peut supposer sans perdre généralité que x, est a support com-
pact en U, x [0, 1].

Ce que 'on conclut ce que 'on a une décomposition du style

(72) FADY) =D S D) + C2(M x (0,1])

a€el

D’autre part on a aussi des évaluations, c’est a dire, on a des applica-
tions linéaires



78

eo 1 T DY) — LN et

er 1 T(DY) — C(M) pour t # 0.

Pour I’évaluation en zéro on a la proposition suivant :

PROPOSITION 4.2.6. L évaluation en zéro ey : S( DY) — S (NM)
est surjective.

Avant de montrer la proposition, on verra le probleme localement. Soit
U C RP x R? un sous-ensemble ouvert et QY comme en (58). Soit g €
Z.(QY), on définit eg(g) en V x RP par eg(g) = g(z,&,0). On a le résultat
local analogue a 4.2.6.

PROPOSITION 4.2.7. ¢q définit une application linéaire surjective #,(QY) —

Ze(V x RY).

DEMONSTRATION. Soit g € .7,(€). La premiere chose c’est que eq(g) €
C>=(V x RY) puisque V x R? x {0} est fermé dans QY. Voyons & présent
que eg(g) est a support horizontal compact. Soit K C U x [0, 1] le sup-
port conique compact de g, on pose Ky = K NU x {0} C V. Alors, on
a par définition que ey(g) est a support horizontal compact contenu dans
K. De plus, eg(g) satisfait la condition (sy) puisque 8,9¢eo(g)(z,&) =
9,0¢9(x,€,0)

Il reste a montrer que eq est surjectif :

Soit g € Z.(V x R?). On considere

e™s sis>0
h(s) = ’
(s) { 0 sis<0
Soit Ky C V le support horizontal de g. On peut supposer sans perte de

généralité que {(z,£) e RP x R?:x € Ky et ||£]] <1} C U. On pose
K ={(z,&t) e Ux[0,1]:x € Ko, [I€]| <V}

alors on a que K C U x [0, 1] est un sous-ensemble compact et KNU x {0} =
Ky, i.e., K est un compact conique de U x [0, 1] relatif a V.
Soit (z,&,t) € QY on pose

3. 6.1) = { g(2,€) - h(1—t[€]?) siz e K,

0 sinon

alors on a que
- g est a support conique compact K
- g € C>(QY) parce que g et h sont C*™ et g est a support horizontal
compact contenu dans K.
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- g e () : Posons h(€,t) = h(1—t||£]|). Par récurrence, un calcul
¢lémentaire montre que, pour v € N?, [ € N, on a
8?82%(5, t) = Z|mg|a\+z agPa(&, )AL —t[[¢]?),
olt # € NI a5 est une constante (qui dépende de a et 1) et Ps(&, 1)
est une somme finie de produits de la forme
t'YO-fl“--- ;Yq’%. e N.
Maintenant, du fait que h et toutes ces dérivées sont bornées et en
utilisant la propriété (s,) pour g, on conclut que g € .Z.(QY).
On conclut que eq : Z.(Q) — Z.(V x R?) est une application linéaire
surjective (La linéarité est triviale). O

On peut passer maintenant a la preuve du cas général.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.2.6. Soit (V,7) une triviali-
sation, 7.e. on a un diagramme commutatif

</1/|v%VXRq

A

v,

oumw: A — X est la projection dans les fibres. On peut choisir V assez
petit de fagon que l'on puisse trouver un systéeme coordonné (U, ¢) de
M adaptée a X (comme dans la section précédente) tel que V = U N
X. Considérons I'application ¢ := 1" o ¢ : P4 — QU (définie en (59)
a partir d'une carte adaptée), alors on a par définition qu’elle induit un
isomorphisme linéaire

o L) S FUTY).

Or, on peut prendre la restriction en zéro de ¢, c’est a dire, 'isomorphisme
de fibrés vectoriels dy¢ : A |, — V XRY?; et considérer aussi I'isomorphisme
induit
dN¢* . YC(V X Rq) = C(JV‘V)
On a le diagramme commutatif suivant
S RY) — SN )
" T“ A | dyoT
Fo(QY) —= AV x RY).
On en déduit facilement la surjectivité de
T D) = Le(Ny)

a partir de celle de .Z,(QY) =% .Z.(V x RY). Pour passer au résultat

global on choisit un recouvrement de X par des cartes trivialisantes, disons
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{(Va, Ta)}. On peut les choisir de forme que l'on ait un recouvrement X
en M par de cartes adaptés {(Uy, ¢a)}ta - Soit g € F.(A), on utilise la
décomposition (70) pour écrire

9 =9oy + -+ Ga,
Ua

avec o, € So(A |y, ). Prenons g,, € S(2") tel que eo(Ja,) = g, (la

i
@

surjectivité montrée ci-dessus), alors

G=Goy + o+ Jo, € T(2Y)

est tel que eg((g)) = g (voir aussi la décomposition (72)). On a ainsi montré

la surjectivité cherchée. O

On fini cette section en donnant quelques exemples de .7.(2). En fait,

on va voir une description de ces espaces dans le cas des exemples 3.1.6 du

chapitre précédent.

EXEMPLE 4.2.8. 1. Considérons l'exemple 1. de 3.1.6. Dans ce cas
on a vu que Zy" = M x (0,1]. Or, on voit facilement que S.(2;") =
C>®(M x (0,1]) par définition.

2. Soit X C M un sous-ensemble ouvert, on a vu que ¥ =W ou W
est le sous-ensemble ouvert de M x [0,1] qui est la réunion des deux
ouwverts X x [0,1] et M x [0,1]. Alors on a que S.(2¥) = C=(W).

3. Soit xo € M. On veut décrire (22 : Soit (U, ¢) une carte coor-
donnée en M au tour de xo. D’aprés la décomposition vue en (72)
on a que

S D) = FA(DY) + C(M x (0,1)).

On peut choisir U = R™ et ¢(xo) = 0 € R™. On doit donc décrire
(D). Or, par définition on voit que par définition, S.(2) s’iden-
tifie aux fonctions f € C°(R"x [0, 1]) qui satisfont les deux propriétés
sutvantes

(a) 1l existe un compact K C R"x [0, 1] avec KNR"x {0} = (0,0)

et tel que sit#0 ett-& ¢ K alors f(&,t) = 0.
(b)) V k,m €N et o € N il existe Cm,a) > 0 tel que

L+ €108 (&, ) < Clgmyar)-
Autrement dit .(Z]') consiste de fonctions f € C®(Z}) telles
que [ o1 satisfait la condition (3) de la définition 4.2.1.
4.3. Une algebre de Schwartz pour le groupoide tangent

Soit ¥ = ¢ un groupoide de Lie, on rappelle que le groupoide tan-

gent associé a ce groupoide est par définition la DCN .@5(0) =47 Dans
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cette sous-section on va munir a .%,(¢7) d'une structure d’algebre associa-
tive, pour cela on va s’en servir du produit du groupoide et des propriétés
fonctorialles de la construction DCN vues dans le chapitre précédent.

On note comme ci-dessus par m : 4® — & le produit du groupoide,
alors on a déja vu que Z(m) = m” : (¢7)? — &7 si on identifie 95((5)) a
(97)2) avec les identifications de la section précédente.

On veut définir un morphisme m,. . : Yc(.@g(f))) — S(D]) par les

formules suivantes :

Pour F € x(%}jﬁ)

mr,c(F)(l’vgaO) = / F($7§ - 7777770)61#96(77)

T

o F) (3, 1) = / F(y o870 6,6)t i) ()

Ds(v)

Le résultat principal de cette section est la proposition suivante.

PROPOSITION 4.3.1. L’application linéaire m,.. : Z.((47)®) — Z.(47)
est bien définie.

La partie plus difficile de la preuve sera bien str de voir que m,. . est bien
définie puisque la linéarité est une conséquence immédiate des définitions.
Avant de commencer la preuve voyons comme on peut s’en servir pour
munir & .7,(47) d’'un produit d’algebre bien défini.

DEFINITION 4.3.2. Soient f, g € .Z.(47), on définit une fonction f * g
en 97 par

(f*g)(x,&,0)= » [z, & =n,0)g(x,n,0)dp.(n)
pour t =0, et
(fxg)(,t) = 5 fyod =t t)g(6, )t dpy) (6)
s(v)

pour t # 0.

En admettant pour I'instant la proposition 4.3.1 on a le théoreme sui-
vant :

THEOREME 4.3.3. Le produit * de la définition précédente est bien
défini et on a une algébre associative (S.(471), ).

DEMONSTRATION. Soient f,g € .7.(47). Notons par F := (f,g) la
fonction en (47)® définie par

(fs9)(vsm) = f(v)-g(n)
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pour tout (v,n) € (¢7)?.
De la formule de Leibnitz pour les dérivées d’un produit on déduit que
(f,9) € Z.((97)?). Maintenant par définition

meo((f,9) = f*g

d’out on conclut que le produit est bien défini. O]

Passons donc a la démonstration de la proposition 4.3.1. On va supposer
que dim¥ = p+ q et dim%® = p: en particulier cela implique que
dim9® =p+q+q.

Voyons d’abord le probleme localement. Soient U un ouvert RP? xRYxRR?,
posons V = U NRP. Soit P : R? x R? x R? — RP x R? la projection
(x,n,€) — (x,n). Posons U = P(U) € RP x R, on a donc que U’ est
ouvert, V.= U NR? et P|ly = Idy. On note aussi par P la restriction
P : U — U'. Comme dans le chapitre précedent on a une application
P QU — QU laquelle s'écrit dans ce cas comme la projection

P(a,n,&,1) = (x,n,1)
On définit P, : () — Z.(QY) par

PT,C(F)(x>77>t) - F(x777>€>t)d€

/{SERQ:(m,E,t)EQ%

On a le résultat suivant :

LEMME 4.3.4. L’application linéaire P, . : Z,(QY) — () est bien
définie.

DEMONSTRATION. (a) La premiere observation est-ce que l'intégrale
de la définition de f’m est toujours bien définie. En effet, on en déduit
des deux points suivantes :

- Pour t =0, £ — F(x,n,£,0) € L(RY).
- Pour t £ 0, £ — F(x,n,&,t) € CX(RY).

(b) Une fois que 'on peut dériver sous le signe d’intégration, on voit
que P, .(F) € C=(QY).
Alors, il nous reste a montrer que JBT,C(F) est a support conique compact
et la condition (r1) de la définition 4.2.1. Pour le premier, si K C U x [0, 1]
est le support conique compact de F', il suffit de poser

K/ = (P X Zd[o’l])(K)

Vérifions maintenant la condition (r1). Soient k,m € N, [ € NP et 5 € N9,
On veut voir qu'il existe C(; 1,8 > 0 tel que

(L + [l 1050707 Pro(F) (@, 0, Ol < Climtay



Chapitre 4. Schwartz pour le groupoide tangent 83

Pour k' > k+1 et a = (0,3) € R? x R? on a par hypothese qu’il existe
Clrmiy > 0 tel que

1
(141 (m, O

10,0, 0" F (2, n, &, )| < C'

Alors
- 1
oLAPOM P, J(F)(z,n,t gC’/ _d¢
10:0,0° Fr (BN N < O f o omeneay T F T ETPF
, 1 / L
(L+[nl12)37" Jigeray (1 + [IE]I2)Y
1
<o+
(14 [Inl*)*
avec
1
c=c'- / S S
(eeray (L+[[€]2)"
]

On peut donner la preuve finale de cette section.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.1. Considérons (U, ¢) et (U, ¢')
des cartes adaptées & 9 en 42 et en ¥ respectivement telles que on ait
un diagramme commutatif

(73) U—~u

I

U?U/

o P:RP x R? x R? — RP x RY est la projection (x,n,&) — (x,n) et
P(U) = U’ utilisée au lemme précédent. Cela est possible parce que m est
une submersion surjective.

Maintenant, si on applique au diagramme précédent la construction
DCN, on obtient, grace a la fonctorialité de cette construction, le dia-
gramme commutatif suivant :

7(m) /
.@\Z;{ - .@ /
Or, grace a la proposition 3.2.5, on sait que Z(m) est une submersion.
Maintenant, du lemme précédent on obtient immédiatement que 'intégration

le long des fibres de Z(m) est une application linéaire bien définie que 'on
dénote par m,. : S(P4) — F(DY).
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Finalement, soient {(U,, ¢o)} et {(U.,, #,)} des recouvrements de ¢
en 9@ et en ¢ respectivement, consistant de cartes adaptées qui satisfont
la condition en (73) ci-dessus. Alors, on a des applications

(74) Mre : So(Ph) — S D)

@(2)
«4(0)

,70(95((02))) comme en (72) et trouver ainsi des F,, € .@ifj? et un F €
C®(9? x (0,1]) tels que F = F,, + ... + F,, + Fy. Alors

)+ mee(F1) €Y S D) + C2(9 % (0,1])

définies comme ci-dessus. Soit F' € .Z,( ). Maintenant, on peut décomposer

My e(Foy) + oo +myo(Fu,
est un élément bien défini de YC(.@g(O)) qui ne dépend pas de choix (par
la proposition 4.2.3). Par linéarité m,..(F) = my.(Fu,) + ... + myo(Fa,) +
my..(F1), ce qui conclut la preuve de la proposition 4.3.1. 0



CHAPITRE 5

Indice analytique a support compact

5.1. Indices analytiques a support compact d’un groupoide de
Lie
Soit 4 = 4 un groupoide de Lie. Dans cette section on va construire
I'indice analytique a support compact associé a ce groupoide. Pour cela on
va considérer .7.(A%) muni de la structure d’algebre du chapitre précédent.

Maintenant, comme conséquence de la proposition 4.2.6 on a un mor-
phisme surjectif d’algebres

F(GT) = F(AD),

et done une suite exacte de la forme suivante

(75) 0— J— S = S(A9) — 0

ou J est le noyau de ey par définition.

On veut a présent passer a la K-théorie ou on va définir notre indice
analytique. La motivation d’avoir introduit les algebres de Schwartz est que
celles-ci ont en général la bonne K-théorie. Par exemple, on veut considérer
le groupe de K-théorie K°(A*%) puisque dans ce groupe on a codifié les
symboles des ¥-opérateurs PDO elliptiques. On rappelle de la proposition
4.1.8 que

Ko(S(AD)) ~ K°(A*9).

La K-théorie n’est pas un foncteur exact et donc il n’y a pas a priori
une raison pour laquelle on puisse conclure que la suite (75) se transforme
en une suite exacte du meéme type en K-théorie. Cependant, on verra dans
la proposition suivante que le morphisme induit par

Z(9T) 2 F(A9D)
est aussi surjectif.
PROPOSITION 5.1.1. Le morphisme
Eo(S:(97)) = Ko((A9))

est surjectif

85
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DEMONSTRATION. Soit 0 € Ky(#(A¥)). On sait du calcul pseudo-
différentiel associé a ¢ qu’il existe un 4 —PDO elliptique P avec [op] = 0.
En effet, on a vu dans le chapitre 1, que d’apres Atiyah-Singer un élément de
K°(A*@) est représenté par un symbole d’ordre zéro (voir chapitre de rap-
pelle ou [AS68a]). Or, on peut prendre le symbole sur A*94 x [0, 1] qui est
égal & op pour tout ¢, on le dénote par op. Maintenant, A9? = A*¢ x [0, 1]
d’ol on peut considérer P = (Pi)iepo,y le 9T-PDO elliptique associé a P,
autrement dit, 05 = op. Soit i : C°(97) — .(47) 'inclusion (qui est un
morphisme d’algebres), alors on affirme que i,(ind P) € Ko(.7.(47)) est
tel que e, (i,(ind P)) = o. Or, ceci est une conséquence immédiate de la
commutativité du diagramme suivant :

SUGT) —2 S (AG) — = CF(AD)

T\/

C>(9T) — 7 (@97,

ou les morphismes dénotés par ¢ sont des inclusions
O

Alors, en appliquant la K-théorie a la suite exacte (75), on obtient la
suite exacte

(76) Ko(J) — Ko(S(97)) = Ko(#(AF)) — 0

Définissons le groupe de K-théorie ou I'indice analytique qui nous oc-
cupe sera défini. Pour cela on rappelle une construction général de la théorie
de groupes . Il s’agit du co-égalisateur de deux morphismes. On est juste
intéressé au cas abélien, vu pourquoi tous les groupes que 1’on considere
seront commutatifs.

DEFINITION 5.1.2. Soient G, H deux groupes abéliens et f, g deux
morphismes de groupes entre G et H. Le groupe L = H/Im(f — g) muni

f
du morphisme quotient H 2 L est appelé le co-égalisateur de (G = H).

g
En particulier po f = po g d’ou le nom de co-égalisateur. On dénote ce
groupe par

i
@(G?H).

REMARQUE 5.1.3. Avec les mémes notations de la définition précédente,
on veut remarquer que le co-égalisateur a évidement la suivante propriété
universelle :
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(PU) Si H % L' est un morphisme avec g o f = ¢ o g alors il existe
un unique morphisme ¢’ : L — L’ tel que le diagramme suivant est
commutatif.

DEFINITION 5.1.4. [K[""(4)] Soient 4 un groupoide de Lie et k € N.
On pose

K@) = lim {Kowf(% < 0,1])) = Ko(CH(®@))

€1

Autrement dit, K" (%) est le co-égalisateur des morphismes induits en

K-théorie par les évaluations C*(¢ x [0,1]) e C*(¥¢). On note par 7 :
€1
Ko(C¥(9)) — KI¥ (%) lapplication quotient.

REMARQUE 5.1.5. Dans la définition précédente, le petit h dans la
notation Kg k(%) fait référence a I’ homotopie. En effet, on peut donner
une autre présentation au co-égalisateur K""(¢) : Pour z,y € Ko(CH(9)),
on dit qu’ils sont homotopes, = ~y, y, s'il existe 2 € Ko(C*(¥ x [0,1])) tel
que

(0) ep(2) =z et

(1) e1() = .

Alors = ~, y est une relation d’équivalence en Ko(C*(%)) compatible avec
la structure de groupe. Le quotient Ko(C*(¥4))/ ~ est le co-égalisateur

relative aux évaluations Ko(C*(¥ x [0, 1])) v Ko(Ck(9)).

La caractérisation de Kg k(g ) avec la relation d’équivalence ci-dessus
sera de grande utilité dans le chapitre suivant. En fait, I'accouplement
de Ko(C*(¥)) avec la cohomologie cyclique périodique de C*(¥) respecte
cette relation d’équivalence (voir [Con94]).

On peut a présent énoncer le théoreme principal de cette these.

THEOREME 5.1.6. Soit k € N. Il y a un unique morphisme de groupes
bien défini

(77) ind™ . KO(A*9) — K!""(9)

qui satisfait ind* o eg = €'" ou e . Ko(SUGT)) — K[M(G) est la
composition

Ko(Z(97)) S Ko(C2(9)) 5 Ko(CH9)) 5 KM (9);
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et eg est le morphisme Ko(.7.(97)) — Ko(S(A9)) = K°(A*9) induit par
I’évaluation en zéro. De plus, on a un diagramme commutatif

El(Z) "%~ Ky (C2(%))

!

sy Ki(9)

Ko(A9) — Ko(C3(9))

ind,

DEFINITION 5.1.7 (Indice analytique ind*). On appelle le morphisme
du théoreme précédent l'indice analytique (d’ordre k) de ¢. 1l est donné
explicitement par

indy*(a) == e} (w,),

e
pour a € Ko(A*9) et w, € Ko(Z.(97T)) avec eg(w,) = a.

Considérons le diagramme suivant :

Ko(J) —= Ko(S(F7)) —= Ko(S(AZ)) —= 0

1
. hk
indg’

Ky (4) ’
ou ¢y est surjectif par la proposition 5.1.1. Pour montrer le théoreme il
suffit de montrer que I'mi = Kerey C Ker e}f’k, autrement dit, montrer
hk

que e;" o4 = 0. Pour cela on aura besoin de plusieurs lemmes que 'on
donne ci-dessous.

LEMME 5.1.8. Soit A : 97 — [0, 1] la projection, alors J = X - S.(97).

DEMONSTRATION. 1l est clair que A -.7,(97) C J.
Pour montrer 'autre inclusion, rappelons d’abord que dans la définition
de .7.(2) et par la suite dans celle de .7.(2%) on a imposé une condition

de décroissance rapide en zéro du style (voir condition (s;) de la définition
42.1)

(1 + €I 10,080 g (2, & D) < Clrmt,ay
Jusqu’au maintenant on ne s’est occupé de la condition sur 9} g(z, &, t).
On va s’en servir pour conclure la preuve parce que si f € J alors un simple
argument, de développement en série de Taylor autour de ¢ = 0 permet de
voir que effectivement f € \-.7.(47), en effet, lorsque on factorise le ¢ de la
série, la condition sur 9" dit que le membre restant appartient a .7.(47).
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O

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la proposition
1.1.4, selon laquelle le groupe Ky d’une algebre N-nilpotente est nul.

LEMME 5.1.9. Soit N € N. Considerons l'idéal JV, alors le morphisme
Ko(JN) L Ko(J) induit en K-théorie par Uinclusion JN — J est surjectif.

DEMONSTRATION. Considérons la suite exacte d’algébres (non uniferes)

0—=JY —-J—=J/JY -0

alors on a une suite exacte en K-théorie

Eo(JY) = Ko(J) — Ko(J/TY)
11 suffit donc de montrer que Ko(J/JY) = 0. Mais ceci est une conséquence

immédiate de la proposition 1.1.4 parce que A = .J/JV est une algebre N-
nilpotente (i.e., a;---ay =0, a; € A). O

Soit k € N et q := dim¥,,, on va définir un morphisme d’algebre
o JH— CF(@ x [0,1])

de la fagon suivante :
0 sit=0

(W ) (7, 1) = { thf(y,t) sit#0

Ou on a utilisé le lemme 5.1.8 pour exprimer J**4 c \¥4. 7 (47T). On
montre dans les deux lemmes suivants que ¢, est bien défini et qu’il s’agit
bien d’un morphisme d’algebres. Pour le premier, on le fait en général pour
une déformation au cone normal quelconque, il est évident que ¢y en est
un cas particulier.

LEMME 5.1.10. Soit (M, X) un couple C®. Soit f € (DY) et k € N*.
On définit, pour (m,t) € M x [0, 1],

0 sit=10
fi(m. 1) = { thfm,t)  sit#0
Alors fr € C*(M x [0,1]).

DEMONSTRATION. étre de classe C* est une propriété locale et donc on
peut supposer M = U C RP xR ouvert et X =V = UN(RPx{0}). On doit
montrer que si f € .7,(£2) (on rappelle que Q = {(,£,t) € RP xR7x[0,1] :
(x,t&) € U}) alors

0 sit=0
fil@,&1) = { thf(z,5,8) sit£0
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appartient & C*(U x [0, 1]). Montrons donc ce dernier point.

D’abord, on remarque que le seul probleme se pose en t = 0, en effet,
en dehors de zéro la fonction fj est de classe C*. Soit (z,&,0) € 2, on va
voir que f; est C* en ce point. Or, on peut supposer de plus que & # 0
puisque autrement le résultat est trivial.

Posons ug(t) = %, on a ug € C*((0,1],R?) et ug satisfait

- limy—ojue(t) || = +oo.

On rappelle que .7,(QY) consiste des applications g € C*(QY) qui sont
a support conique compact et qui satisfont la condition suivante :
(r1) Yn,m e N, l € NP et o € N7 il existe Cpy, .0) > 0 tel que
(1 + 1€l 195080 g, & | < Clnmita
On en déduit que
Limy o |lug(t)[[*|02 f (2, ug(t), )| = O

Ici z = (2,&,t) et « € NP x N7 x N.

Par définition fi,(x,&,t) = t* - f(z,ue(t),t) pour t # 0 et zéro sinon.
Maintenant, il suffit de remarquer que

- Vj € N, la j—eme dérivée peut se calculer par

uéj) (t) = (_12]j! ue(t)

pour conclure que fj, est au moins de classe C* en zéro. Pour finir il reste

a voir que fi est a support compact, mais ceci est trivial puisque f est
a support conique compact. En effet, le support de f, est précisément le
compact conique qui est le support conique compact de f. (]

LEMME 5.1.11. Awec les définitions ci-dessus on a bien un morphisme
d’algebres
i 2 JHH— CH(Z < [0,1])

DEMONSTRATION. Soient f, g € .7.(47). On utilise le fait que J*T4 C
Nera . 7. (9T). Alors, on a

Pe(WFTT . f o N ) (1) =

0 sit=0

Pr(AFT9 - (f 5« AFT . g)) (v, 1) =
th /% flyon g, )" 9dpgy(n)  sit#0

s(v)

Ce qui est exactement (op(A*79- f) x o (A\*19 . ¢))(7,t) par définition.
0J
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On note aussi par ¢y, : Ko(J"™) — Ko(C*(¥ x [0,1])) le morphisme
induit en K-théorie par . Par construction, on a les conditions suivantes
sont satisfaites :

(a) eg o o = 0 ou ici ey dénote le morphisme d’évaluation en zéro

eo : CH(G x [0,1]) — C*(¥) et

(b) le diagramme suivant est commutatif

0

€0

Ko(7(97)) Ko((A9)) —=0

k
\

Ko(J*1) —= Ko(CE(9 x [0,1]) —~ Ko(CE(9))

J

i
|

LEMME 5.1.12. Soitw € Ko(.Z.(97)) avecw € Ker(ey), alors " (w) =
0, ou de nouveau e?’k est la composition

Ko((47)) = Ko(CZ(9)) 5 Ko(CE(9) = g™ (49).

DEMONSTRATION. Soit z € Ky(J) avec i.(x) = w. Grace au lemme
5.1.9 on peut choisir y € Ky(J**9) avec j(y) = x. Maintenant, de la condi-

tion (b) ci-dessus on a que e;(px(y)) = ef(w) et de la condition (a) on a
que eo(pr(y)) = 0, d’ott ef (w) ~, 0. O

On est préts pour donner la preuve du théoreme 5.1.6 qui est résultat
le plus important de ce travail.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1.6. Soit 0 € K°(A*9) et w,, w!, €
Ko(-7.(97)) avec eg(w,) = eo(w!,). Du lemme précédent on a que ef"* (w,) =
el (w!), cest & dire, ind™*(o) est bien défini et il est évident qu’il s’agit
d’un morphisme de groupes. Il reste de montrer la commutativité du dia-
gramme.

Pour montrer la commutativité de

EU(%) =" Ko(CX(9))
symb oL

Ko(A*Y) —— Kl (@)

zndgk
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on le décompose en plusieurs diagrammes qui sont commutatifs triviale-

ment
1(9) \ <(9))
symb 0(C(AY)) =— Ko(C(97)) o
Ko(A*9) © Ko(#.(87)) —— Ko(CE#)) —— Kl*9)

Maintenant pour la commutativité de

EM)
indg’ l

Ko(A"Y) —= Ko(C7(9))

indg

on fait pareille, on décompose en

Ko(7(97)) — Ko(CK(9))

| B

Ko(Cr(@T) Ky"(¥)

o i : KI'F(4) — Ky(C*(4)) est le morphisme induit par ¢ grace & la pro-
priété universelle de K{"*(%) (voir définition 5.1.4), et donc tout commute
par définition. O

Considérons les inclusions canoniques
(78) = CMG) = CF YY) —
Pour chaque k on a un morphisme K,""(%) — K!"*~'(%) induit par le mor-
phisme Ko(C*(4)) — Ko(Ck1(9)) a partir de la propriété universelle des

co-égalisateurs. On peut donc considérer la limite projective link Kg k(%)
induite par le systeme (78) ci-dessus. Posons

(79) K§'(9) = lim K"(9),
k

on appelle ce groupe la K-théorie finie de ¢. Or, par construction on a
que ind™* est compatible avec les morphismes K{"*(4) — K!"*~'(%). On
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conclut qu’il existe un unique morphisme de groupes
ind™" . KO(A*9) — KE(9)
tel que le diagramme suivant soit commutatif pour tout k& € N

indZ’F

K(A*Y) Ki(9)
Ky™(9).

On appelle ce morphisme ["indice analytique a support compact de 9.

On a aussi un morphisme, donné par la propriété universelle de la limite
projective, Ko(C®(¥4)) — KL (¥). L’indice ind™" peut aussi se mettre
dans le suivant diagramme commutatif

(¢ — PDO ell. } —™ Ko(C=(9))

| |

KO(A*9) KE(9).

indZ'F

De plus, on a aussi un morphisme K'(4) & Ko(C:(9)) qui rend le
diagramme suivant commutatif

. sh,F
KO(A) — " KF(@)
indg \LLF
Ko(CH(9)).

1 suffit de passer par K{"(%). Plus formellement, K (¥) est aussi un
co-égalisateur :

¢
80)  KL) = lin | Ko x 0.1)) S m Ko(CH9)]
Alors, tp est le morphisme donné par la propriété universelle de fagon
évidente.

Cela est important parce que I’on a un indice intermédiaire entre 'indice
au niveau C'° et l'indice au niveau C*. Autrement dit l'indice a support
compact associé a un groupoide de Lie entre dans un diagramme commu-
tatif comme celui du théoreme 5.1.6.
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5.2. Propriétés de l’indice analytique a support compact

Dans cette section on va voir deux propriétés des indices analytiques
support compact. La premiere sera la compatibilité avec le morphisme de
Bott et la deuxieme la compatibilité avec des sous-groupoides ouverts. Des
maintenant on va utiliser la notation deil; pour remarquer que l'on parle
de I'indice associé au groupoide ¥ = 4.

5.2.1. Compatibilité avec Bott. Soient 4 = 4 un groupoide de
Lie et 9% le groupoide 4 x R? = ¥ x R2, ol la partie correspondante
a R? est lidentité. On doit commencer par dire ce que l'on entend par
morphisme de Bott. D’abord, rappelons que I'inclusion d’algebres

(81) C(R?) C Co(R?),

induit un isomorphisme en K-théorie. Ici, le produit sera toujours le produit
ponctuel.

Typiquement on a I'élément de Bott 3 € K°(R?) = Ky(Co(R?)), mais
I'affirmation précédente nous permet de voir cet élément au niveau de C2°,
i.e.,

(82) 8. € Ko(CZ(R?))

On peut ainsi prendre le produit avec cet élément pour obtenir les mor-
phismes

(83) Ko(.7(A9)) 255 Ko(# (A%)) ® C°(R?)
(84) Ko(CH@)) 25 Ko(CHE) @ C°(R?))
(85) Ko(:7(%7)) 25 Ko(S(9T) @ C2(R?)).

Maintenant, considérons les morphismes d’algebres données par la multi-
plication ponctuelle

(86) M?® : S (AD) @ CX(R?) — & (A%")
(87) M*: CHE) @ C2(R?) — CH@™)
(88) M": Z(9") @ C2(R?) — Z((9™)7).

La vérification qu’il s’agit des morphismes d’algebres est élémentaire.
On définit des morphismes de Bott de la maniére suivante :
(B,) Bott, : Ko(.#(A9)) — Ko(.7(A9¥*) par la composition de (83)
suivi du morphisme induit en K-théorie par (86).

(By) Botty, : Ko(CH(¥)) — Ko(C*(@¥")) par la composition de (84)
suivi du morphisme induit en K-théorie par (87).
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(Br) Botty : Ko(Su(97)) — Ko(S((9%)T)) par la composition de
(85) suivi du morphisme induit en K-théorie par (88).

Les lemmes suivants nous permettrons d’énoncer et de montrer la compa-
tibilité des indices analytiques a support compact avec le morphisme de
Bott.

LEMME 5.2.1. Awec les notations comme ci-dessus.
(1) Les morphismes (Bs) et (By) sont compatibles modulo ’évaluation
en z€ro, i.e., on a un diagmmme commutatif

Ko(:G7T)) == Ko(L((7)T))

€eo \L €0

Ko(S(A9)) —— Ko(S(AF™))

(1) Les morphismes (By) et (Br) sont compatibles modulo I’évaluation
enl, i.e., on a un dz’agmmme commutatif

Ko(:G7T)) == Ko( (7))

k k
€1 l €1

Ko(CE(9)) Ko(CHE™))

DEMONSTRATION. (i) : Le diagramme ci-dessus se décompose de la
maniere suivante suivant

‘Bt MT

Ko(S(9")) —= Ko(S(9") ® CZ(R?)) —= Ko(L((F™)"))

60J/ J{(e()@l)* leo

Ko(S(A9)) =~ Ko(S(A9) @ CF (R?)) — o Ko7 (A9™)).

Le carré a gauche est commutatif grace a la naturalité du produit en
K-théorie et le carré a droite est commutatif parce que les morphismes
d’algebres M7 et M* commutent modulo I’évaluation en zéro. On conclut
donc le résultat.

(71) : Le diagramme ci-dessus se décompose de la maniere suivante sui-
vant

T

Ko(:A(7)) 2 Ko(AGT) @ C2(RE)) — Fo(S((%7)T))
ek (ef®1)« le’f

Ko(CE(9)) —5— Ko(CE(9) © CF(R?)) Ko(CEHE™)).

k M
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Le carré a gauche est commutatif grace a la naturalité du produit en
K-théorie et le carré a droite est commutatif parce que les morphismes
d’algebres MT et M* commutent modulo 'évaluation e}. On conclut donc
le résultat. 0J

Le lemme suivant justifie le nom de Bott que I'on a donné a tous ces
morphismes.

LEMME 5.2.2. Le morphisme (Bs) coincide, modulo l'isomorphisme de
Fourier du corollaire 4.1.8, avec le morphisme de Bott (topologique)

(89) Bott : K°(A*9) — K°(A*9™).

DEMONSTRATION. La preuve suit les mémes pas que celles des lemmes
ci-dessus, a savoir, on a un diagramme commutatif

E]

Ko(#(A9)) 2= Ko(.7(A9) © C2(R?)) — = Ko(#(AG2)
F (F )« lf

Ko(F(A9)) o Ko((A9) © Co(R?)) — = Ko(.S (AF™)).

-Bott

Ici, ¢ : O (R?) — Cy(R?) désigne l'inclusion, Bott € Ko(Co(R?)) I'élément
de Bott (comme on le considere usuellement) et

M : S(A*Y) @ Cy(R%) — .(A*G™)

le morphisme induit par la multiplication ponctuelle. En particulier, le
morphisme

Ko(S(A°9)) 25 Ko(S (A°9) © Co(R)) =5 Ko (AG™))
est précisément le morphisme de Bott topologique
Bott : KY(A*9) — K°(A*@™).

Or, le carré a gauche est commutatif grace a la naturalité du produit en
K-théorie et le carré a droite est commutatif parce que les morphismes
d’algebres M? et M commutent modulo Fourier. On conclut donc le résultat.

O

PROPOSITION 5.2.3. Le morphisme Bott, passe au quotient en ho-

motopie, i.e., on a un morphisme induit (que 'on note toujours pareil)
Botty, : KVF(9) — K" (9%,
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DEMONSTRATION. Dénotons e; : C*(4 x [0, 1]) — C¥(¥) le morphisme
d’évaluation en t. On a le diagramme commutatif suivant

k

B M,
Ko(CF(9 x [0,1])) — Ko(CE(¥ x [0,1]) ® O (R?)) — Ko(CF(¥ x R* x [0,1])

etl (et ®1)x \Let

Ko(CH9)) Ko(CH(@) ® O (R?)) Ko(CH@®)).

Bk ME

Le premier carré est commutatif grace a la naturalité du produit en K —théorie,
et le deuxieme est commutatif parce que les morphismes M, commutent
trivialement avec les évaluations. On conclut ainsi que Bott; commute
avec les évaluations, d’out on a par la propriété universelle de Kg k(g ) qu’il
existe un unique morphisme K" (%) Botty K97 tel que le diagramme
suivant commute

BOttk

Ko(CE(9)) —= Ko(CHZ™))

Ky (9) —go Ko (97).

Botty,

O

On peut énoncer la compatibilité des indices a support compact avec
Bott.

PROPOSITION 5.2.4. L’indice analytique a support compact indig as-
socié a un groupoide de Lie est compatible avec le morphisme de Bott (to-
pologique), i.e., le diagramme suivant est commutatif

ndig
Ko(A*Y) K (9)
Bott \L l Bottp
Ko( A9 —— K (&™)
in o B2

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que pour chaque k € N on a que
le diagramme suivant est commutatif :

ind™E

Ko(A*9) s K9
Bottl \LBOttk
Ko(A9%) ——— K¢ (9%)
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Ce diagramme se décompose en d’autres diagrammes qui sont com-
mutatifs grace aux lemmes 5.2.1, 5.2.1 et 5.2.3. La décomposition est la

suivante :
K(A*9) KM (9)
‘X /

Ko(S%")) ——= Ko(CH())

Bott Bottr l l Botty, Botty,
Ko(((9%)1)) —— Ko(CH@™))

KO(A*(4%)) — Ky (9™).

ana:ng
O

5.2.2. Compatibilité avec des sous-groupoides ouverts. Soit ¥ =
G0 et # = 7 un sous-groupoide ouvert. On a le résultat de compa-
tibilité suivant :

PROPOSITION 5.2.5. Soit 4 = 4O et # = A un sous-groupoide
ouvert. Alors le diagramme suivant commute :

ind®

KO A H) —"— KI ()
KO(A"Y) —— KE(@).

ot les morphismes verticaux sont induits par les inclusions des sous-
groupoides ouverts correspondantes.

DEMONSTRATION. De nouveau, il suffit de vérifier, que pour chaque
k € N, le diagramme suivant est commutatif :

ind™"®

KA ) ——— K ()
KO(A*9) - Kl (@)
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La premiere chose & remarquer c’est que 7 C 947 comme un sous-
ensemble ouvert. Encore plus, l'inclusion des algebres

F(HT) — FU(GT)

qui commute évidement avec toutes les évaluations. Cela implique que les
diagrammes suivants sont commutatifs

KO (A" H) == Ko(Fu(HT))

| I

KO(AG) ~—— Ko(Su9T))

et
Ko(S(AT)) = Ko(C2(H))

jJ{ lj
Ko(S(G7)) 5= Ko(C2(9)).

ol les morphismes notés par j sont les induits par les prolongements des
fonctions par zéro en dehors du sous-ouvert. D'un autre coté, on a que le
prolongement C*(# x [0,1]) — Ck(¥ x [0,1]) commute avec toutes les
évaluations aussi et alors on a un morphisme induit K""(#) — K""(9)
qui commute avec le morphisme induit Ky(C*(#)) — Ko(C*(¥)). Pour
montrer que le diagramme dans 1’énoncé de la proposition commute il
faut juste remarquer qu’il se décompose en diagrammes commutatifs de
la maniere suivante :

. h,k
ana,ﬁi”

KO(A* )

K(A*9) KM (9),

. hk
znda’g

olt les morphismes ¢ sont induits par les inclusions canoniques C>° C C.
On conclut ainsi la preuve. O






CHAPITRE 6

Applications

6.1. Un théoréme de I’indice longitudinal

Soit (M, F') une variété feuilletée. Notons par 4 = M son groupoide
d’holonomie associé. Dans ce cas on sait que ’algébroide de Lie est donné
par le sous-fibre qui integre le feuilletage, i.e., F.

Dans [CS84]|, Connes-Skandalis définissent un indice topologique ind; :
K°(F*) — Ko(C*(%)) et ils montrent que celui-ci coincide avec le C*-indice
analytique associé a ¢ (voir section de rappelle sur les indices analytiques).

Dans ce paragraphe on va établir un théoreme de 'indice longitudinal
plus primitif. On doit d’abord définir les groupes ou nos indices prendront
ses valeurs. Il s’agit d’une légere modification des groupes de K-théorie
(finie) utilisés dans le chapitre précédent.

DEFINITION 6.1.1 (K-théorie finie périodique). Soit ¥ = 4© un
groupoide de Lie. Comme on a vu dans le chapitre précédent on peut
considérer le morphisme de Bott, K'(¥) Box KL (9%). Cela nous permet
de prendre la limite inductive

lim K (4 x R2")

induite par le systeme KJ'(4 x R*™) 2% KF(4 x R2m+1)) On dénote ce

groupe par
(90) Ko™ (4) = lim K§(4 x R*™),
et on I'appelle la K-théorie finie périodique de ¥.

On pose

indy, + K°(A*9) — K" (9)

le morphisme donné par la composition de indf, : K°(A*9) — K{(¥)
suivi de K (9) Bott K(J]B ’F(% ). On l'appelle I'indice analytique périodique
de ¥.

REMARQUE 6.1.2. Par définition, K" (%) satisfait la Périodicité de
Bott. Autrement dit, le morphisme

KJT(@) 28 KPT(9)
101
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est un isomorphisme.

REMARQUE 6.1.3. L’indice analytique périodique satisfait aussi la pro-
priété d’étre un indice intermédiaire entre C'*° et C¥. En effet, il entre dans
le diagramme commutatif suivant :

{9 — pdoell.} 2% Ko(C®(9))

|

L, K@)
|
Ko(A*9) —— Ko(C}(9)),

olt le morphisme K" () — Ky(C*(%)) est induit par les morphismes
Ky (9 x R*™) — Ko(C7 (9 x R*™)) = Ko(C;(9))
en utilisant la périodicité de Bott en K-théorie des C*-algebres.

On définit a présent l'indice topologique périodique d'un feuilletage.
La définition est ’analogue de celle de Connes-Skandalis pour le C*-indice
topologique associé au feuilletage.

DEFINITION 6.1.4. [Indice topologique périodique] Soit g : M — R?™
un plongement, on peut alors considérer le feuilletage sur M x R*™ donné
par le fibré F, ot F(x,t) = F, x {0}, c’est a dire que les feuilles de ce feuille-
tage sont de la forme L x {t} ou L est une feuille de (M, F'). Ce feuille-
tage a comme groupoide d’holonomie associé 4 =4 x R¥™. On considére
le fibré normal au feuilletage en R*™, T, := (g.(F,))*. Or, application
h:T — M x R* donnée par (x,£) — (z,g(x) + &) permet d’identifier
T avec une transversale ouverte de (M x R?*™, F), on note cette transver-
sale toujours par 7. Soit N le fibré normal & l'inclusion 7' C M x R?*™,
on peut prendre un voisinage €2 de 7" en M x R?*™ de telle facon que 'on
ait g|g =%, ~ N xp N ou N xp N = N est le groupoide pair sur
T. 11 est facile de vérifier que 'algebroide de Lie de ce dernier groupoide,
A%, = N @ N, peut s’identifier & F & R?™. On peut donc considérer 1’iso-
morphisme de Bott

Bott

KO(F) 2% K0(A%,)

On définit finalement notre indice topologique de la maniere suivante :
On appelle indice topologique périodique le morphisme

indf’; : KY(F) — KJF(9)
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donné par la composé
Bott Thom™

KO(F) 22 K0 (Ad) ™ KO(T) = K37 (9)
ou ¢ est donnée par la composé
(91)

KO(T) 5 Ko(C2 () = Ko(C2(9 x R*™) — KJ' (4 x R2™) — K(9),
ot K9(T) A, Ko(C (%)) est Iisomorphisme induit de I’équivalence de
Morita entre les groupoides ¥, et T'. Le morphisme

Ko(C2*(%0)) — Ko(CZ(F x R™™))
est induit par 'inclusion comme sous-groupoide ouvert 4, C G =G xR?™,

REMARQUE 6.1.5. Si C°(¥) C C}(¥) est une sous-algebre stable par

calcul fonctionnel holomorphe, alors Ko(C™(%)) 2 Ko(C*(%)) est un
isomorphisme. En particulier,

Ko(C2(9)) = Kq (9) = Ky '(9) = Ko(CF(9),

et donc on a bien que dans ce cas l'indice analytique périodique et 'indice
topologique périodique coincident avec le C*-indice analytique et avec le
C*-indice topologique respectivement.

On peut a présent énoncer le théoreme de l'indice longitudinal dans le
cadre qui nous occupe.

THEOREME 6.1.6. [Théoréme de lindice longitudinal renforcé] Soit
(M, F) une variété feuilleté. Avec les mémes notations que ci-dessus on
a que

indf’;jf = indf E;F.
En particulier [indice z'ndfgf ne dépend pas de choix faits pour sa définition.

Pour la preuve on aura besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 6.1.7. Soit N —2= T un fibré vectoriel (réel & priori) au-
dessus de T'. Considérons le groupoide de Thom associé, 97 := N xp N =
N, lequel a comme algébroide de Lie N & N* = N ® C (voir l'exemple 4.
de 3.3.4). Alors, le diagramme suivant est commutatif :

KO(A*9,) Thom™ . jo(T)
inda’gg \L \L‘//[
K§(97) <~ Ko(CZ(97)),

ou A est le morphisme donné pour l’équivalence de Morita entre les groupoides
Y et T. Autrement dit, modulo Fourier et Morita, ['indice analytique a
support compact de G5 coincide avec l'inverse de l’isomorphisme de Thom.
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DEMONSTRATION. On sait (voir exemple 3.4.1) que le diagramme sui-
vant est commutatif :

KO(Agy) Thom ™! KO(T)
Fourier T ~ “l///
a9 g

ou . est I'isomorphisme donné pour I'équivalence de Morita entre les
groupoides ¥ et T. Autrement dit, modulo Fourier et Morita, le C*-indice
analytique de ¥ coincide avec 'inverse de I'isomorphisme de Thom.
D’apres la remarque précédente, il suffit de voir que C°(¥97) C C*(97)
est stable par calcul fonctionnel holomorphe. Or, celui-ci est un probleme
local, c’est qui veut dire que ’on peut supposer 7" C RP un sous-ensemble
ouvert et N =T x R? un fibré trivial au-dessus de 7. Dans ce cas on a

CP(N xp N) =CX(T x RT x R?) = C(T, C°(R? x R?))

([Tre67] chapitre 40). Soit f € C°(T, C(RY x RY)) et soit g une fonction
holomorphe (dans un voisinage approprié de zéro) avec g(0) = 0. On doit
vérifier que g(f) € C°(T, C>(R? x R?)). C’est un résultat classique le fait
que 'algebre des opérateurs a noyau régularisants C2°(R? x RY) est stable
par calcul fonctionnel holomorphe dans 'algebre des opérateurs compacts
o [Tre80], alors pour tout t € T', g(f(t)) € C°(R? x R?). Maintenant,
I'application t — g(f(t)) € C°(R? x RY) est dans C2°(T, C°(R? x R?)) de
fagon évidente (voir réf.cit. pour une définition précise de C2°(T', C2°(R? x
RY))). m

On peut passer a la démonstration du théoreme.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.1.6. Pour cette preuve on va uti-
liser la méme notation que pour la définition de I'indice topologique ci-
dessus, en particulier AY = F et 9%, = N xp N, d'on A%, = F ®R?*" =
F @ F®T. En fait on va montrer que 'on a 'égalité des indices avant
méme de passer a la limite inductive, autrement dit on va montrer que les
deux morphismes suivants coincident

(92) Bott o ind} , : K°(F) — K[ (4 x R*™),
et
93)  KOF) 2% KO(Ag,) T KOT) s KEF (9 x R*™)

ou ¢ est donnée par la composé

K(T) % Ko(C2 (%)) — Ko(CX(% x R™)) — KF(4 x R™),
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Maintenant, grace a la proposition précédente on a un diagramme com-
mutatif

KO(A*Gy) Thom™ . jo(T)

indaygﬂ \L \L‘///

K§ (Y) ~— Ko(C (%)),

D’autre part, grace a la compatibilité de I'indice analytique borné avec
des sous-groupoides ouverts et avec le morphisme de Bott vu a la fin du cha-
F . F .. .

oo €6 ind, 4 pom coincident modulo les mor-
phismes induits par les inclusions des ouverts, et on a aussi que z'ndf @5 R2m
et ind’, comcident modulo Bott. Alos, tous les diagrammes suivants sont

commutatifs

pitre précédent, on a que ind

% i
KO(Ag X R2m) i”digﬂ M
indig
KE(%) — KE (9 x R™) ~—— Fo(C(F x R*™)).

Pour conclure il faut juste remarquer que dans le diagramme précédent on
a précisément d’'un coté le morphisme (92), & gauche et premiere en bas;
et de l'autre coté on a le morphisme (93). O

6.2. Accouplements avec de cocycles cycliques bornés

La motivation pour définir les indices analytiques a support compact,
comme indi 4, est de pouvoir obtenir des invariants numériques a partir
des ¥-opérateurs elliptiques. Le résultat principal de cette section est dans
cette direction.

Avant d’énoncer le résultat, rappelons que ’on a un accouplement entre
la K-théorie et la Cohomologie cyclique (périodique) d’une algebre asso-
ciative (voir 1.3.8). Or, comme on 1'a discuté au premier chapitre, si on
considere des algebres munies d’une bonne topologie et sa cohomologie
périodique continue, alors l'accouplement entre la K-théorie (algebrique)
et cette cohomologie continue est toujours bien défini (voir aussi [Con85,
Con94, CSTO04)). Les algebres que on va traiter dans cette section ont
toutes de topologies d’algebres classiques, a savoir : Pour 0 < k£ < 400,
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C*(¥) a la topologie LF" induite par les espaces de Frechet C°(K) =
{f € CKDG) : supp f C K} pour K C ¢ des sous-ensembles compacts de
¢. Pour nous, HP*(C*(¥)) dénotera toujours la cohomologie périodique
continue.

Une des propriétés importantes de ces espaces de cohomologie est que
I’accouplement avec la K-théorie respecte I’homotopie utilisée pour définir
nos groupes de K-théorie finie. En effet, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 6.2.1. [Con85, Goo85| Pour 0 < k < +o0, l'accouple-
ment de Connes passe aux groupes de K-théorie définis dans le chapitre
précédent :

(94) HP(C*(@9)) x K!'""(@) — C.

DEMONSTRATION. Soit e € C*([0,1],C>(¥)) @ C un idempotent.

Celui-ci définit une famille (C*°) d’idempotents e; dans C*(¥). Posons
ap = % (2¢, — 1). Alors, si

7:CX(9)x - - xCX(¥)—C

J

~
2n+1—fois

2

un calcul élémentaire” montre que

2n

d
£<T, er) = ;T(et, vy |ag, €]y ooy er) = Ly, (e, ...y €p).
Finalement, les dérivées de Lie L,, agissent trivialement sur H P°(C°(9))
(voir [Con85, Goo85]), d'ou (7,e;) est constant en ¢. En particulier,

(1, e0) = (7, €1). N

On peut énoncer le résultat principal de cette section, il est un corollaire
immédiat du théoreme 5.1.6.

COROLLAIRE 6.2.2. Soit D un % -opérateur pseudodifférentiel elliptique.
Soit k € N et 7, € HP*(CK(9)). Notons par 1, : C2(9) — CH¥(G) lin-
clusion canonique et T = 1p(1,) € HP*(CX(¥)). Alors on a la formule
suivante

(95) <ind D, >=< ind"*([o(D)]), 7 >,

ou [o(D)] € KY(A*9) est la classe du symbole principal de D.

1Topologie limite inductive d’espaces de Frechet

2en utilisant que e; est un idempotent
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DEMONSTRATION. En général (voir la section de rappel sur les accou-
plements) on a le diagramme commutatif suivant :

<, 7>

Ko(C2(9)) — C

(““)*l <>
Ko(CE(9))

Maintenant, 1'égalité (95) est une conséquence immédiate de la commuta-
tivité du diagramme dans le théoreme 5.1.6 et l'invariance par homotopie
de la proposition précédente. O]

Une autre fagcon d’énoncer le corollaire est la suivante : Soit D un ¥-
opérateur pseudodifférentiel elliptique. Soit 7 € HP(C(¥)) tel qu'il existe
k€ Netr, € HP*(CH¥)) avec T = 1}(73), alors on a la formule (95).
Cela nous conduit a la définition suivante.

DEFINITION 6.2.3. Soit 7 € HP*(C°(¥)). On dit que 7 est borné s’il
existe k € N et 7, € HP*(C*(9)) avec T = 1} (13).

On peut aussi énoncer la formule (95) en termes de I'indice analytique a
support compact ind} , : K°(A*9) — K{'(¥) et raffiner en méme temps la
définition précédente. Les inclusions (78) induisent un morphisme universel

(96) @HP*(Cﬁ(g)) s HP*(C>(9)).

Or, 'accouplement (94) ci-dessus induit un accouplement

(97) lim HP*(C}¥)) x K; (9) — C.

Les cocycles cycliques bornés sont précisément les éléments de H P*(C2°(9))
qui sont dans I'image de ¢. On va énoncer donc le corollaire de la fagon
suivante : Soit D un ¥-opérateur pseudodifférentiel elliptique. Soit 7 €
HP*(CZ(9)) borné. Soit 7 € lim, HP*(C*(¥9)) tel que «(7) = 7, alors on

a la formule suivante

(98) <ind D, >=< ind% ([c(D)]),7 > .

REMARQUE 6.2.4. En particulier on vient de montrer que pour 7 un
cocycle cyclique borné, 'accouplement < ind D, 7 > ne dépend que de la
classe du symbole [op] € K°(A*¥). Pour étre plus clair, rappelons que
I'application D — ind D € Ky(C®(¥)) ne se factorise pas en général sur
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K°(A*9) :
Bll(&) ="~ Ko(C ()
symb.l 33_,7
KO(A*9)
Pourtant, 'application D +—< ind D, 7 > induit un morphisme
K°(A*9) L C
donné par [op] —< ind D, 7 >. Dans un diagramme, on a

BU(@) " Ko(C2(9)) s ¢

oymb l / |

KO(A*9)

Il est donc intéressant de voir quels sont les cocycles en C2°(¥¢) qui sont
bornés. Il est clair a priori que tout cocyle cyclique naturel va satisfaire
automatiquement cette propriété.

On finit cette section avec quelques exemples de cocycles cycliques
bornés construits par Connes dans [Con86], qui sont de grande importance
en géométrie non commutative. Ils sont en effet des cas particuliers de co-
cycles cycliques provenant de I'application (105) et donc bornés comme on
verra dans la section prochaine.

EXEMPLE 6.2.5. [Actions de groupes] Soient M une variété orientée
compacte de dimensionn et G un groupe de Lie agissant sur M par difféomorphismes
qui préservent l'orientation. Soit w un k-cocycle (normalisé) sur G a co-
efficients dans le G-module de n-formes sur M : w € Z*(G,Q%,) tel que
w(g1y ..y gr) =0 siun des g; = 1 ou si gy -+~ g, = 1. Dans [Con86] (lemme
7.1), Connes montre que l’égalité suivante définit un k-cocycle cyclique sur
Ualgebre de convolution du groupoide M x G, C*(M x G) :

(99) T(f% . ) =/fo(%)~-~f’“(%)w(91,---,gk)(x)dgr-dgk,

oty Uintégrale est sur {(7o, ..., k) € Gt vy -y € YO} et ou on a
dénoté yo - - -y = = et pa(y;) = g; (projection en la deuxiéme coordonnée).
1l est clair que dans l’intégrale ci-dessus on peut considérer les applications
[t étant dans CO(M x Q) et elle est toujours bien définie. Autrement dit,
T est un cocycle cyclique borné.

EXEMPLE 6.2.6 (Godbillon-Vey). Considérons une variété compacte M
munie d’un feuilletage F avec groupoide d’holonomie 4. Supposons que le
feuilletage F est transversalement orienté de codimension 1. Soit T une
transversale compleéte, alors T est une variété orientée de dimension 1. Soit
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4L le groupoide restreint a la transversale. On va proposer un 2-cocycle
cycliqgue borné sur lalgebre C*(4E). Or, comme 4} et 4 sont Morita
équivalents, on aura donné a la fin un cocyle cyclique sur C2°(9).

Soit p une densité positive sur T. On définit un homomorphisme ¢ :
G — R% appelé [’homomorphisme modulaire et donné par

5(7) = gt pour 7 € 4T, 71 a0y,
ot dh. : || — |1y] est Uinduit par Uapplication d’holonomie linéaire. On
considére log 0 : 9+ — R. Alors, la formule

c(y1,72) = () dl(v1) — U(y1)dl(72)

définit un 2-cocycle sur 9% a valeurs dans Uespace des 1-formes sur 4t . Ce
cocycle est connu sous le nom du cocycle de Bott-Thurston (voir [Thu72]).
On définit un 2-cocycle cyclique en C°(41) de la forme suivante

100) S = [P0 0P G

Pour voir qu’il s’agit vraiment d’un cocycle cyclique voir Con86] ou [Con94].
En fait, la preuve est une adaptation de celle associée aux cocycles de
groupes comme dans l’exemple précédent. Or, il est clair que l’intégration
dans I'équation (100) ci-dessus peut se faire si on remplace les f* par des
fonctions dans C*(4E) pour tout k € N, autrement dit, le cocycle cyclique
Y. est borné.

Maintenant, rappelons comme ce cocycle cyclique est lié a la classe de
Godbillon-Vey classique : D’abord rappelons la construction de cette classe.
Comme F est transversalement orienté de codimension 1, il est défini globa-
lement par une 1-forme non nulle w : Pour tout x € M, ker w, = %,. Il est
bien connu (Théoréme de Frobenius) que dans ce cas il existe une 1-forme
a en M telle que dw = o« ANw. La 3—forme o A dav est fermée et sa classe
de cohomologie ne dépend pas de choiz, uniquement du feuilletage. Cette
classe est appelée la classe de Godbillon-Vey de (M,.%). Elle est souvent
dénotée par GV € H3(M;R). Avec un peu plus du travail on peut définir
GV comme une classe en H*(BYE) = H3*(BY). Comme on verra plus bas
H*(BY) peut étre vue comme facteur directe de HP*(C(¥)). Sous cette
identification, GV correspond au cocycle cyclique borné vu ci-dessus, ..

EXEMPLE 6.2.7 (La classe fondamentale transverse). Soit (M, F) une
variété feuilletée de codimension q avec groupoide d’holonomie 4. La classe
fondamentale transverse est une classe [V/F] € HCY(C*(¥)). Dans le cas
ou q =0 elle est donnée par la classe fondamentale de M :

(101) (oo ) /Mfodfl Cdf,,
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avec m = dim M?>.

Pour le cas général la facon la plus simple de procéder est de se res-
treindre a une transversale (complete). Dans ce cas, la restriction du groupoide
d’holonomie a T, 9y, est étale et Morita équivalente a &, en particulier
HP*(CX(9)) = HP*(CX(9r)) (voir par exemple [Cra99]). Or, la for-
mule pour la classe fondamentale transverse dans HCI(C°(%r)) prend une
forme similaire a la formule (101) :

(fou"'qu)HLdeHfl"'dHf47

ou dy est une différentiation transverse qui dépend a priori d’une distri-
bution transverse a F', mais dont la classe dans HCY(C®(Yr)) définie par
la formule ci-dessus ne dépend pas de choiz. Pour une exposition détaillée
le lecteur est envoyé a [Con94] section II1.7 ou a [Gor99] pour une autre
formule de la méme classe. Dans tous les cas, il est immédiat qu’il s’agit
d’un cocycle cyclique borné.

6.3. Cohomologie cyclique bornée

Dans cette section on se propose de décrire les cocycles sur C2°(¥) qui
sont bornés. On aura ainsi les cocycles auxquels nos résultats s’appliquent.
En fait, pour un groupoide étale, on verra que tous les cocycles provenant
de la géométrie du groupoide sont bornés.

On peut dire, d’apres (96) ci-dessus, que la cohomologie cyclique bornée
pour un groupoide de Lie est par définition I'espace lim H P*(C*(9)). On
va décrire cet espace comme la cohomologie d'un complexe de co-chaines :
Posons C.(%) I'ensemble des applications multilinéaires continues

T:0X(9)x - xCX¥)—C

q+1—fois

tel qu'il existe & € N et un prolongement 75, de 7 & C¥(4) x --- x C¥(¥),

7

q+1—fois
autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant

(102) C®(G) x -+ x C®(D) : C

|

CHEG) x - x CHY)

Soit 7 € C%L(%), alors br est évidement dans CLT (%), en effet, bry, est un
prolongement. De la méme facon BT € C}{:l(g ). On peut ainsi considérer
le bicomplexe (C"™(¥4),b, B) ou C™(4) = CX™(4) pour n —m > 0 et

3on peut supposer M orientée ou sinon prendre des demi-densités.
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zéro sinon. La preuve qu’il s’agit bien d'un bicomplexe est exactement la
méme que pour le bicomplexe usuel (C™™(A), b, B) (voir [Con94)).

DEFINITION 6.3.1. On dénote par H Py (C°(¥)) la cohomologie du bi-
complexe (C"(¥),b, B). On appelle cette cohomologie ”la cohomologie
cyclique bornée de 47

La premiére observation est que lim HP*(CH9)) = HPHCX(9)) -
Pour chaque k£ € N on a un morphisme
HP*(C{(9)) =~ HPp(CE(Y))
induit par I'inclusion de bicomplexes (C™™(C*(4)),b, B) — (C="(4),b, B).
Ces morphismes 7, induisent un morphisme

lim H P*(C¢(9)) = HPR(CX(F)).

Il est presque une tautologie voir que 7 est en effet un isomorphisme. Par
la propriété universelle de la limite inductive hLQk on a de plus que le
diagramme suivant commute :

lim, HP*(CH(#)) —— HP*(C(9))

|

HPp(CX(9)),

ou ¢’ est induit par l'inclusion C"™(¢) C C™"(C>(¥)).

De nouveau par les propriétés universelles de limites inductives et la
compatibilité des morphismes avec I’accouplement de Connes, on a un ac-
couplement entre la cohomologie cyclique bornée et la K-théorie bornée de

9
(103) HP;(C=(94)) x KE(9) — C.
Cet accouplement est donné explicitement de la maniere suivante : Soient
T € Cp™(9) et x = (11,29,...) € K§(¥) = lim K!M(9). Soit 7, une
extension de 7 comme en (102). Alors

(T, 2) = (Th, Tp).

On peut dire ainsi que la cohomologie cyclique bornée satisfait exactement
les propriétés dont on a besoin pour faire la théorie de I'indice.

REMARQUE 6.3.2. L’accouplement H P;(C(¥4)) x KF'(4) — C induit
un accouplement

(104) HPL(CX(9)) x KPP (9) — C

parce que la cohomologie cyclique périodique satisfait la périodicité de Bott.
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Alors, les indices du théoreme longitudinal prennent ses valeurs dans
un groupe ou l'on peut appliquer la théorie de Chern-Connes pour extraire
des invariants numériques.

6.3.1. Le cas des groupoides étales. Le cas des groupoides étales
est beaucoup plus simple a traiter. Connes a donné une regle pour inclure
la cohomologie totale du groupoide comme facteur direct de la cohomologie
cyclique périodique [Con87, Con94]. On va voir, dans ce cas, que tous les
cocycles provenant de la géométrie du groupoide? sont bornés.

Considérons 'espace classifiant, BY, et la cohomologie tordue de cet
espace, H*(B%). Dans le cas du groupoide étale associé a un feuilletage
(une variété comme cas particulier) on sait que c¢’est dans H*(B%) que se
trouvent les classes caractéristiques associées au feuilletage (voir [Bot72]),
en particulier les classes provenant de la cohomologie de Gelfand-Fuchs.
Dans [Con86], Connes a construit un morphisme de groupes (pour n’'im-
porte quel groupoide étale)

(105) ¢: H(BY)— HP*(CX(9)),

et il a montre qu’il s’agit d’une inclusion comme facteur direct (voir aussi
[Con94|, I11.2.§). On va définir un morphisme de groupes

(106) ¢r - HX(BY) — HPp(C(9)),

qu’ajuste dans un diagramme

(107) H(BY) —~ HP*(C=(%))

o |

HPp(C(9)),

de maniere que ce dernier devient commutatif. Ala fin, cela signifie que
I'image du morphisme (105) consiste uniquement de cocycles cycliques
bornés et c’est précisément cela que l'on voulait dire lorsque on disait
ci-dessus que tous les cocycles provenant de la géométrie du groupoide
sont bornés. Commencons par rappeler la définition du bicomplexe dont la
cohomologie donne H*(B%Y) :

Soient n,m € N. On pose D""™(¥4) = Q™(4™), c’est & dire, les
m—formes différentielles sur la variété 4™ . On va définir deux différentielles

d:D""™(4) — D""tHG) et
§: D™™(4) — D).

4qui proviennet de la cohomologie totale du groupoide
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La premiere est donnée par la différentielle de de Rham, d := (—1)"dg,
avec le signe intercalé. La deuxieme est donnée par
n+1

§ = Zéi
=0

oi1§; := d! (pullback de formes) pouri = 0, ..., n+1 et les d; : ¥+ — @)
sont les morphismes simpliciaux associés a ¥ :

(12, 2 10) §ii=0
(108)  di(1y ooy Y1) = (V1y ooy Vi * Vidds ooy Yna1) siti=1,...,n+1
(717"'7’}/71) SlZ:n‘l—l

On obtient ainsi un bicomplexe (D**(¥),d, ¢) (voir par exemple [CMO00]).
En fait, la cohomologie total de ce bicomplexe donne par définition la
cohomologie du groupoide H*(¢4,R) := @, H(¢,R). Pour nous, H*(B¥Y)
est par définition la cohomologie de ce bicomplexe. En fait, Moerdijk a
montré en [Moe98| qu'il s’agit bien de la cohomologie totale H*(B%). On
a utilisé ci-dessus la notation H*(B%), cela veut dire que 'on considere la
cohomologie H*(¢, or) ou or est le faisceaux des orientations au-dessus de
¢ Ici on va juste expliquer le cas orienté, c’est & dire, lorsque 4(©) est une
variété orientable, dans ce cas le faisceaux or est constant.

On va a présent définir le morphisme (106), qui est une adaptation
immédiate du morphisme de Connes, (105). On va commencer par définir
une algebre différentielle graduée auxiliaire : Posons r = dim 4™, ¥n > 0.
Soit k > r, on définit

an(g(n—l—l)) — Flz—m(gn—l—l, AmT*gn—l—l)

pour m = 0, ..., 7. Autrement dit, on considere des m-formes différentielles a
support compact sur 4" qui sont de classe k—m. Soit ;"™ le sous-espace
de Q7 (4("*D) engendré par
{w e QG suppw C {(0, -, ) : 7 = 1 pour une j # 0}}.
On pose
S = Q) 1
En fait, o™ est 1'algebre considérée par Connes dans la construction du

morphisme (105). Dans notre cas les mémes différentielles marchent aussi :
1 )
d "™ — /™ donnée par

e i - 1
1 / - W15 Yng1) S0
(109) d' (W) (Y05 -y Ynt1) { 0 si stnon.

et d”: "™ — " donnée par la différentielle de de Rham. On obtient
ainsi un bicomplexe (@"*, d’,d"). Posons d.; := d +d" : o — "' ot

L = Bnim=pdy, " €t Gy = B0,
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On va donner a .7, un produit de forme que ’on aura une algebre différentielle
graduée (o, d.s). On commence par définir

n1,mi n2,ma ni1+n2,mi+msa
), X o), — )] .

Soit w; € Q" (4™ 1) pour i = 1,2. On utilise le fait que ¢ est un groupoide
étale pour identifier
T*gnl—i-l ~~ T*gnﬁ—ng-ﬁ-l et T*gng-‘rl o~ T*gnl—i-ng—i-l’

et on définit ainsi wiwsy : @Mt — Tr@mitnatl par Ja formule suivante
((A)ﬂx)g)(’}/(], vy Vg oo 7n1+n2+1) =
Z (wl)(’y()? vy Yng—1, 7) A (w2)(7,7 Tni+1s - 7n1+n2+1)
YY'=Yny

ny—2

+ (_1)n1_j_1 Z ((‘Ul)(fﬂb ceey ij—h v, /7/7 ceey fynl—l) A (w2)(fyn17 ceey 7n1+n2+1)
j=0 YY'=7i

La remarque importante ici ¢’est que l'on a bien une application
sz (gnﬁ—l) % QZ’Q (gnz—kl) N kal—I—mz (gnﬁ-nz-i-l)

parce qu'une application de classe s est aussi de classe ¢ pour tout ¢ < s.
On a, comme Connes, une algebre différentielle graduée (<7, d.,). Avant
de passer au prochain pas, on peut considérer un bi-sous-complexe de
(D**(¥),d,d) qui donne la méme cohomologie, il s’agit du bicomplexe
normalisé :

D]Tifm = {(U e D™™ . w(fylv 7fyn) =0si Y= ougrc Y = 1}
Définissons
or : (DN'(9),d,0) — (Cx",b,B) :

Soitw € DY ™(Y) (r = dim 99 ¥q). Ici, —r < m < 0,sinon Dy " (¥4) =
0. La forme w induit un (—m) courant

Co: Q™GM) - Cin— [ymwAn.
Soit L : 9™ — @+ Papplication donnée par
L(fylv ey f}/n) = ((71 o '7“)_17 TR f}/n)

et soit C,, := L,(C,), cest a dire, C,(n) = C,(L*(n)). Crace & que I'on
a considéré les complexes normalisés on a que C, : o~ " — C est bien
définie. On peut donc définir

C'Nwzegfkl—ﬂc

pour [ = n—m. On peut énoncer le théoreme de Connes dans notre cadre.
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THEOREME 6.3.3 (Connes). Soit w € DYMG) (—r < m < 0). Soit
k>retC,: ) — C lapplication induite comme ci-dessus, ot | = n—m.
Soient f°, ..., ft € C*(¥), on pose

l
Sp(W) ([0, 1) = Anm D (1D C (g 77+ dg [ fOdg [T dog ),
j=0

0l Ay = (11—'1)' Alors ¢ définit un morphisme de bicomplexes

(DN(9),d,0) — (CF*(%9),b, B)
et un morphisme
or: P H™(Y) — HPH(CX(9)).

De plus, le diagramme (107) commute et ¢ est ainsi une inclusion comme
facteur direct. En particulier tous les cocycles provenant de H*(BY) sont
bornés.

La preuve de ce résultat est exactement la méme que la preuve du
théoreme 14 dans [Con94] pp. 220. On a ajouté la commutativité du dia-
gramme (107), mais cela est immédiat par définition.

Le résultat précédent va nous permettre de dire plus sur les accouple-
ments du type (ind D, ) pour les groupoides étales : Pour ces groupoides
la cohomologie cyclique (périodique) de C°(¥) a été calculé dans [BN94,
Cra99] en termes de la cohomologie de certains groupoides étales associé
au groupoide de départ .

D’abord, le bicomplexe (C™™(C°(¥)),b, B) peut étre modifié un peu.
Changeons C™(C>®(%)) par les distributions sur ¢™+Y e les appli-
cations linéaires continues C°(¢™+Y) T C. Maintenant, des formules
pour b et B peuvent étre définies grace a 'application linéaire surjective
O (Ox(9))20+H) — C*(%*+)) donnée par la multiplication ponc-
tuelle. Alors, la cohomologie totale du bicomplexe (C™™(C°(¥)), b, B) est
la cohomologie cyclique périodique de C'°(¥) (pour plus de détails voir
réf.cit.). Pour la cohomologie cyclique bornée définie ci-dessus, la modifica-
tion adéquate est évidement de prendre les distributions sur ¢+
ce qui justifie aussi le nom choisi pour ces espaces.

Or, cette simplification permet de calculer la cohomologie cyclique périodique
(voir par exemple [Cra99] théorémes 4.1.2. et 4.2.5) : Soit B0 = {y € ¢ :

s(v) = r(7)} (les lacets de ¢). Soit B(Y) = U& un recouvrement de B
consistant des ouverts ¢ — invariants®. Alors, on a

(110) HP(CZ(9)) = UgH™ (BAp),

) bornés,

5par l'action conjugaison n~'vn, avec v un lacet.
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ou Az est un groupoide étale associé a & (le normalisateur de &, voir
3.4.8 dans réf.cit.) et o HP*(C(¥4))|s est la localisation en &. Lorsque
0=90 N, =9,

Grace au théoreme 6.3.3 on sait que chaque facteur de HP*(C°(¥))
dans la décomposition (110) consiste de cocycles bornés. Or, 'accouplement

HP(CE(F)) x Ko(CF(¥)) — C

est bien défini. En particulier, la restriction a HP*(CX(¥))|s est nulle
pour presque tout &. On a comme conséquence immédiate du corollaire
6.2.2 le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.3.4. Soit 9 — 4O un groupoide étale. Pour tout 7 €
HP*(C*(¥)), lapplication

El©@) 2 ky(c=(9)) &5 ¢

se factorise a travers Ell(9) — K°(A*9). Autrement dit, le diagramme
sutvant est commutatif :

Bl(9) 22 Ko (C®(9)) —Zs C

symb. l / |

KO(A*9)

6.4. Corollaires géométriques

Dans cette section 4 = %) dénote un groupoide étale.

Considérons le morphisme (105), ¢ : H*(BY) — HP*(C>*(¥)). Soit D
un ¥-opérateur pseudodifférentiel elliptique. Pour ¢ € H*(B¥), Connes a
calculé I'accouplement

(111) (¢(c),ind D) € C.

On énonce le résultat. Il s’agit du théoreme 12 dans [Con94] pp. 272. Une
preuve de ce résultat a été donnée par Gorokhovsky et Lott dans [GLO3] en
utilisant des super-connections en géométrie non commutative, apres, dans
[GLO6] ils ont généralisé le résultat pour des groupoides qui sont Morita
équivalentes a un groupoide étale (”Foliation groupoids” dans le sens de
[CMO1]).

THEOREME 6.4.1 (Connes). Soit &4 un groupoide étale. Soit D un 9 -
opérateur pseudodifférentiel elliptique sur une 4-variété propre P avec P/9
compacte. Soit ¢ € H¥(BY) de dégrée total 2q, alors on a

(112) (9(c), ind D) = (2mi)~*(c, ch-([0p]))-



Chapitre 6. Applications 117

Dans I’équation (112) ci-dessus on doit expliquer le coté droite : Associé
a l'espace simplicial BY (avec un fibré 7) il y a un groupe K, ,(BY) de K-
homologie (géométrique). Les ¥-opérateurs pseudodifférentiels elliptiques
définissent des éléments [0p] € K, (BY) de maniere naturelle. Dans ce
groupe (géométrique) il y a défini un caractere du Chern tordu (Dual)

(113) ch, : K..(BY) — HT(BY),

donné par ch,(x) = T'd(7¢) " ch(x). Dans la formule (112) 'accouplement
de droite est l'accouplement naturel entre H](BY) et H*(BY) et on a
donc une formule comme celle qui apparait dans le théoreme classique de
Atiyah-Singer, ([AS68b]).

REMARQUE 6.4.2. On continue avec les lignes de la remarque 6.2.4.
L’équation (112) implique aussi que I'accouplement (¢(c), ind D) ne dépend
que de la classe du symbole [op] € K°(A*9). L’avantage de notre formule
(98) est que 'on a la méme conclusion directement. De plus, la formule est

valable pour tout cocycle cyclique borné, pas uniquement pour ceux qui
sont dans I'image de ¢ (voir (105) et (106)).

Comme un corollaire immédiat du théoreme précédent et la formule
(98) ci-dessus, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.4.3. Soit G un groupoide étale. Soit D un & -opérateur
pseudodifférentiel elliptique sur une &-variété propre P avec P/9 com-
pacte. Soit ¢ € HX(BY) de dégrée total 2q, alors on a

(114) (pr(c),indy [op]) = (2mi)~"{c, ch-([dp])).

REMARQUE 6.4.4. Le théoreme précédent implique le théoreme 5.4 dans
[CM90] (voir [Con94] pp. 272). Ce théoreme, de Connes et Moscovici, a
comme cas particulier la formule suivante :

(115) Ind(c,F)Dsign - Slgnc(M> w)?

ou (M,1)) est une variété compacte, 10 : M — BI' Dapplication classi-
fiante du revétement universel M de M (I' = 7, (M)),Dyign est Vopérateur
de signature en M et I nd(er)Dsign représente I'accouplement de I'indice
de Dy;gn avec le cocycle cyclique induit par ¢ € Z*(I',C). Le cote droite
dans (115) est la haute signature de Novikov (par rapport a ¢). Une des
conjectures les plus importantes en topologie et en géométrie (La conjec-
ture de Novikov) prévoit que tous ces hautes signatures sont des invariants
homotopiques du pair (M, ). Alors, si 'on savait que IndryDgg, est un
invariant homotopique, on saurait que la conjecture de Novikov est vraie.
Or, on sait que I'image de IndpDy;q, dans Ko(C; (%)) est un invariant par
homotopie (grace a un résultat de Mishchenko et Kasparov, voir [Con94|
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section /7.4). On voit donc 'importance de prolonger 'action des cocycles
cycliques a la K-théorie des C*-algebres. Dans le cas que 1'on vient d’ex-
poser (la formule (115) ci-dessus), Connes-Moscovici ont réussi a montrer
la conjecture de Novikov pour des groupes Hyperboliques en montrant que
pour ces groupes on a toujours I'extension des accouplements a la K-théorie
de la C*-algebre correspondante.

Comme on a discuté dans la remarque précédente, prolonger I'action
des accouplements avec des cocycles cycliques au niveau des C*-algebres
serait d'une grande utilité. Malheureusement, ce probleme reste tres diffi-
cile a résoudre. On va énoncer un théoreme de Connes dans le cadre des
feuilletages ou il a réussi a montrer que certains cocycles se prolongent
a la K—théorie d'une C*-algebre. On va pas mentionner les corollaires
géométriques qui s’en déroulent, pour cela on envoie le lecteur a [Con86|
section 8. Pour pouvoir énoncer le résultat on doit introduire le morphisme
de Baum-Connes :

En fait, la correspondance

D —ind,(D) € Ko(CX(9))
induit un morphisme d’assemblage
(116) p: Ko7 (BY) — Ko(Cr(9))

par la formule p(dp) = ind,(op). Ce morphisme a été définit par Baum et
Connes (premieérement pour des groupes), vu pourquoi il est souvent ap-
pelé le morphisme de Baum-Connes (voir [BCO0O0]). Une des conjectures les
plus importantes en Géométrie non Commutative prévoit que ce morphisme
est un isomorphisme (La conjecture de Baum-Connes, voir [BCH94] par
exemple). Son importance repose sur les plusieurs conséquences géométriques
et analytiques qui s’en déroulent.

Nous pouvons a présent énoncer le résultat (théoreme 8.1 dans [Con86|).

THEOREME 6.4.5. [Connes] Soit (V, F') une variété feuilletée (non nécessairement
compacte) qui est orientée transversalement. Soit 4 son groupoide d’holo-
nomie et m: BY — BT, Uapplication classifiante (¢ = codim F'), T le fibré
sur BY donné par le fibré transverse de (V, F'). Soit R C H*(BY) l’anneau
engendré par les classes de Pontrjagin de T, les classes de Chern des fibrés
équivariants par holonomie et 7" (H*(WO,)). Pour tout ¢ € R il existe une
application additive . : K.(C:(¥)) — C telle que

(117) pe(p(r)) = (ch-(z),c) Vo € K(C(9)).

Le théoreme précédent s’agit principalement d’un probleme d’exten-

sion : Dans I’énoncé, ¢, est justement 'extension a K,.(C} (%)) de Ko(C(9)) (90
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C. Ensuite, un pas tres importante dans la preuve s’agit du théoreme de
I'indice longitudinal de Connes-Skandalis, [CS84].
Dans notre cadre , le morphisme d’assemblage qui correspond est un

morphisme

(118) pr: K, -(BY) — KM (9).

donné exactement comme en (116) mais avec I'indice analytique périodique,
cest a dire, pup(dp) = ind?F(op). Ce morphisme est bien défini par

le théoreme 5.1.6 et le théoreme de l'indice longitudinal reinforcé. Par
définition on a un diagramme commutatif

(119) K.(BY) —= K,(C}(¥))

T

KO ()

On peut maintenant énoncer le résultat analogue. L’avantage est que
on a pas besoin de résultats d’extension, on les a déja de maniere naturelle.
Ceci fait que notre résultat s’appliquent a toutes les classes ¢ € H*(B%Y).
De plus, le morphisme ¢, est donné par 1'accouplement (104), c’est a dire,

Pe = <¢F(C)7 >
La preuve du corollaire suivant nécessite aussi du théoreme de 'indice
longitudinal (renforcé), (théoreme 6.1.6). On énonce le corollaire.

COROLLAIRE 6.4.6. Soit (V, F) une variété feuilletée (non nécessairement
compacte) qui est orientée transversalement. Soit 4 son groupoide d’holo-
nomie. Pour tout ¢ € H*(B%Y) il existe une application additive

Ve : K(?’F(g) — C
telle que
(120) pelpr(r)) = (chr(2),¢) Vo € K" (9).

6.4.1. Cohomologie de Haefliger (cf. [BHO04]). Soit (M, F') une
variété feuilleté compacte avec groupoide d’holonomie ¢ et de dim p (codim
q). Dans [BHO4], Benameur et Heitsch ont donné des formules d’indice
en Cohomologie de Haefliger. On explique a continuation leurs résultats
principaux et comment notre travail entre en jeu.

Commencons par rappeler rapidement la cohomologie de Haefliger de
I'espace de feuilles M/F' : Soit T une transversale compléte. Dénotons par
¢ le pseudogroupe d’holonomie induit par F' en 7. On pose QL(M/F) le
quotient de 2L(T") par le sous-espace vectoriel engendré par les éléments
de la forme w — h*w pour h € H et w € Q.(T). La différentielle de de
Rham passe au quotient et on obtient un complexe (25(M/F),dg). La



120

cohomologie de Haefliger de M/F' est la cohomologie de ce complexe, on

la dénote par H}, . (M/F). Une de caractéristiques importantes de ces

c,bas
espaces est que 1'on dispose d’'un morphisme d’intégration

[0 — mb00p),
F
donné précisément par l'intégration longitudinal des formes.

REMARQUE 6.4.7. On utilise la notation H},, (M/F) comme dans
[CMO04], ou cette cohomologie est appelée cohomologie basique. En général,
ce n’est pas vrai que cet espace soit isomorphe a la cohomologie H*(%.1).

Il existe pourtant un morphisme

Je t Hi(Ghot) — Hepos(M/F),

c,bas

qui est un isomorphisme dans quelques exemples, e.g. lorsque 'espace de
feuilles est un orbifold. Pour plus de détailles voir réf.cit.

Benameur et Heitsch commencent par définir un caractere de Chern
algébrique

(121) Ch'a : K0<C§O(g>> - H:,bas(M/F)'

Ce caractere a la propriété fondamentale d’étre compatible avec les ”shriek
maps” en K-théorie et en cohomologie de Haefliger. Autrement dit, pour f :
T — M/ F une application orienté ((M, F') feuilletage orienté), Benameur-
Heitsch montrent (théoreme 5.11 dans [BHO04]) qu’il y a un diagramme
commutatif

RZm
(122) K%(T) —— Ky(C>(4%"))
ch(-)ATd(f) lchlgzm
H*(T> ]R) P :,bas(M/F)7

oll chfzm = Cha © [Gom-

Avec la notation de la définition de l'indice topologique périodique,
6.1.4, lapplication K%(T) % Ko(C®(%)) —— Ko(CX(Z x R*™)) en
(91) est une application du type f!Rm, en effet, elle est égale a h!. De plus,
si on considere "application

(123) ind! = KO(F) 2% KO(A%,) ™o KOT) 2 Ko(C= (9 x R*™)),
oll ¢ : M — R*" est I'inclusion considéré en 6.1.4, on a que la commu-
tativité du diagramme précédent permet de montrer la formule d’indice
suivante en cohomologie de Haefliger.
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THEOREME 6.4.8 (Benameur-Heitsch). Pour tout u € K°(F) on a

(124)  chy(ind?(u)) = (—1)° / rrl(ch(u))Td(F © C) € H', (M/F),

,bas
F

ou p! : HY(F,R) — H*(M,R) est l'intégration le long des fibres, et ch :
K°(F) — H}(F) est le caractére de Chern usuel. En particulier, ch, o ind
ne dépend pas de g.

Avant de continuer on a besoin de quelques propriétés du caractere ch,.

PROPOSITION 6.4.9. Le caractere ch, satisfait les propriétés suivantes :
(1) ch, passe au quotient en homotopie.
(77) chgy se prolonge d la K-théorie bornée de 9, i.e.,

Ch’a : Kg<g) - H:,bas(M/F)'

(1ii) ch, est compatible avec Bott modulo intégration. Autrement dit,
le diagramme suivant est commutatif.

(125) Ko(C2(9)) — " Ko(Co(%7))
H s (M/F) T H (M X R2/F).

(1v) chg se prolonge a la K-théorie bornée inductive de 4, i.e.,

che : KPP (9) — HY,,.(M/F).

c,bas

DEMONSTRATION. (1) Ce fait a été montré dans la preuve du théoreme
4.1 dans [BHO4].

(71) L’élément essentiel dans la construction de ch,, est I'existence d'une
trace gradué (lemme 3.2 dans [BHO04]),

Tr: U=(4, B)Q (M) — Q*(M/F).
Le théoreme du noyau de Schwartz permet d’identifier W~>°(¥, E)
avec C°(4, Hom(E)) (voir NWX99]). Vu de cette forme, la trace

Tr d'un élément T € U=°(4, E)@Q™(M) est la m—forme de Haefli-
ger définie par

Tr(T) = /F tr(K (7, 7))dz,

ou K est le noyau de Schwartz de T', T est la classe dans ¢4 de z et
tr(K(z,x)) est la trace usuelle de K (z,z) € End(Ez) xQ™T*M,. Or,
K est & priori une section de classe C*° de Hom/(FE)®Q*(M) au-dessus
de ¢. Il est clair que si on considere des sections du méme fibré mais de
classe de différentiabilité finie, I'intégrale dans la définition de T'r ci-
dessus continue a étre bien définie. De plus, on peut procéder comme
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Benameur-Heitsch, et construire ch, : Ko(CH¥)) — H} . (M/F)
(pour k assez grand). Finalement, du point (7) ci-dessus, on déduit
que ch, est bien défini en K['(9).

(i77) 11 suffit de remarquer que pour le feuilletage (R?, F' = 0), le ca-
ractere ch, : Ko(C®(R?)) — H*(R?) coincide avec le caractere de

Chern usuel. Maintenant, on sait que

/ ch(Bott) =1,
R2

ce qui permet de conclure la commutativité de (125).

(1v) 11 est une conséquence immédiate des trois derniers points.
O

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de notre théoreme
de l'indice longitudinal, 6.1.6 et du théoreme ci-dessus, 6.4.8.

COROLLAIRE 6.4.10. Pour tout w € K°(F) on a la formule d’indice
survante

(126) cho(ind?" () = (-1 [ me(ch(u)Td(F © C) € Hiyun(M/F),

ou ! HY(F,R) — H*(M,R) est l'intégration le long des fibres, et ch :
K°(F) — H:(F) est le caractére de Chern usuel.

DEMONSTRATION. Du théoréme 6.1.6 on a ind”" = ind?*. De la
proposition précédente, le caractere ch, peut étre défini en Kf F(% ). La
conclusion est immédiate du théoreme 6.4.8. O

Dans [BHO04], les auteurs énoncent un résultat plus fort que 6.4.10, a

savoir, que pour tout u € K°(F) on a la formule d’indice suivante (corollaire
6.5 réf.cit.)

(120)  ehy(inda(u)) = (<17 | mellch(u)TA(F & C) € Hep(M/F)

ot ind,(u) € Ko(Cr(¥)) est le C*-indice analytique.

Or, pour pouvoir énoncer la formule (127) ci-dessus, on doit étre d’abord
autorisé a prendre ch, d'un élément de Ky(C?(%)). Ceci est possible grace
a un théoreme de Connes (Thm. 8.1 dans [Con86]) ou il montre que pour
les cocycles cycliques qui proviennent de 'anneau R de 6.4.5, les accouple-
ments correspondants se prolongent a la K-théorie de la C*-algebre. Il se
trouve que ce résulte permet également de prolonger ch, a Ko(C'(¥)).

Dans notre cadre, le résultat 6.4.10 ne nécessite pas des résultats d’ex-
tension. On retrouve ainsi les formules d’indice de Benameur-Heitsch en
utilisant uniquement la structure géométrique et algébrique du groupoide
d’holonomie du feuilletage. Le fait que les actions d’une tres large classe



123

des cocycles cycliques se prolongent de maniere naturelle a notre groupe
KP"(4) permet de penser que des formules comme celles de Benameur-
Heitsch pourraient étre développées a valeurs dans des espace cohomolo-
(M/F).

giques plus complexes, pas uniquement dans H7,,
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