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Résumé :

En utilisant les méthodes analytiques et numériques de la Physique Sta-
tistique bidimensionnelle (matrice de transfert, invariance conforme, gaz de
Coulomb, équations de Yang-Baxter, Ansatz de Bethe, Monte-Carlo), nous
abordons des problémes qui n’entrent pas dans le cadre du modéle gaus-
sien compact : modéle de Potts antiferromagnétique critique, modéle de
boucles de Brauer. Ces modéles présentent des propriétés critiques origi-
nales, comme l'apparition de degrés de liberté non-compacts. Ces propriétés
apparaissent quand on introduit, dans le modéle de boucles sur réseau, des
intersections entre les boucles ou une alternance des poids de Boltzmann
entre les sous-réseaux. Dans le cas du modéle de Potts antiferromagnétique,
nous développons I'étude de la structure issue des équations de Yang-Baxter,
et nous identifions une famille d’états de Bethe associés aux degrés de liberté
non-compacts. Les calculs numériques sur de grandes tailles de systéme per-
mettent de conjecturer la loi d’échelle du rayon de compactification effectif.
Dans le cas du modéle de Brauer avec une fugacité de boucles n = 0, nous
proposons un modéle de chemin d’échappement invariant d’échelle, et nous
déterminons ses propriétés critiques par des méthodes numériques. En tant
qu’observable (non-locale), le chemin d’échappement caractérise les points
communs et différences avec les marches aléatoires.

Abstract :

Using analytical and numerical methods of two-dimensional Statistical
Mechanics (transfer matrix, conformal invariance, Coulomb gas, Yang-Baxter
equations, Bethe Ansatz, Monte-Carlo), we tackle some problems which do
not belong to the scope of the compact Gaussian model : critical antiferroma-
gnetic Potts model, Brauer loop model. These models exhibit original critical
properties, such as the appearance of non-compact degrees of freedom. These
properties arise when one introduces loop intersections or staggered Boltz-
mann weights in the lattice loop model. In the case of the antiferromagnetic
Potts model, we develop the study of the Yang-Baxter structure, and iden-
tify a family of Bethe states corresponding to the non-compact degrees of
freedom. Numerical calculations for large system sizes allow us to state a
conjecture about the scaling law for the effective compactification radius. In
the case of the Brauer model with loop fugacity n = 0, we propose a mo-
del for a scale-invariant escape path, and we determine its critical properties
by numerical methods. As a non-local observable, the escape path gives a
characterization of similarities with and differences from random walks.
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Introduction

L’étude des phénomeénes critiques en deux dimensions a connu de grands
progrés, notamment suite aux résultats liés a I'invariance conforme |11, 2], 3] [4].
De nombreux problémes, comme les transitions de phase dans les systémes
ferromagnétiques [, 6l [7], la percolation [8], les polymeéres 9] [10] 1], 12 13,
14) [15],16], 17, 18], les marches hamiltoniennes [16], 17, 18], les arbres couvrants
et les dimeéres |19, 20, 211, 22| 23], 24, [76], ont été identifiés avec des modéles de
boucles sans intersections sur réseau. D’une part, cette identification fournit
une description des objets étendus apparaissant dans le modéle initial (par
exemple, les amas de spins dans le modéle de Potts). D’autre part, ces mo-
deéles de boucles admettent une représentation en modeéles de hauteurs [10],
et la théorie critique associée est essentiellement un modéle gaussien com-
pact |25 26, 27| (éventuellement a plusieurs composantes [28], 29, [15, [17]).
Ainsi, le comportement de I'énergie libre et des fonctions de corrélation (au-
trement dit, le spectre de la matrice de transfert) dans le probléme initial est
décrit par cette théorie. Dans certains cas, le spectre de la matrice de trans-
fert en taille finie se préte & des approches rigoureuses : Ansatz de Bethe,
intégrabilité [30], groupes quantiques [31], etc.

Certains modeéles statistiques, représentant des phénomeénes physiques
intéressants, ne sont pas décrits par le modéle gaussien compact, et on ne
connait pas de cadre unifié pour classifier leurs propriétés critiques. Par
exemple, le point critique antiferromagnétique du modéle de Potts [32, 33,
341, [77], ou les boucles denses avec intersections (modéle de Brauer [35], 36]).
Leur point commun est de contenir, dans la limite continue, des degrés de li-
berté non-compacts (pouvant coexister avec des degrés de liberté compacts).
Pour étudier ces modéles, on dispose d’outils analytiques, comme 1’Ansatz
de Bethe et la théorie des modéles-o. Ces approches permettent de formuler
des conjectures solides sur la forme de la théorie critique correspondante. Des
calculs numériques de grande précision (en particulier ceux basés sur I’ Ansatz
de Bethe [37]) étayent ces conjectures.

Le Chapitre [I] est consacré a des exemples de modéles statistiques bi-
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dimensionnels sur réseau. Nous présentons quelques résultats connus sur les
modéles reliés au modéle gaussien compact, en mettant ’accent sur les pro-
priétés physiques. En contraste, des exemples de modéles moins bien compris
sont exposés. Les propriétés essentiellement différentes par rapport aux pré-
cédents sont l'apparition de degrés de liberté non-compacts, et de niveaux
infiniment dégénérés dans le spectre des dimensions conformes.

Le Chapitre [2]est plus technique, et décrit les méthodes analytiques utili-
sées dans ce travail de thése : formalisme de la matrice de transfert, invariance
conforme, modéle gaussien, équations de Yang-Baxter et Ansatz de Bethe.
Nous illustrons plus précisément les méthodes de résolution sur I’exemple de
la chaine XXZ (comme limite anisotrope du modéle & six vertex homogéne).
Enfin, nous exposons la structure de I’Ansatz de Bethe du modéle a six vertex
alterné associé au modéle de Potts antiferromagnétique critique. L’alternance
des paramétres spectraux produit deux types de particules, et il apparait une
charge Z /27, qui échange ces deux types de particules. Ceci est remarquable,
dans un modéle de vertex o une seule charge SU(2) ('aimantation totale
S*) est conservée.

Dans le Chapitre [3, nous exposons les nouveaux résultats obtenus au
cours de ce travail de thése, sur deux problémes particuliers : le modéle
de Potts antiferromagnétique critique, et le chemin d’échappement dans le
modéle de Brauer. Sur le modéle de Potts antiferromagnétique, les principaux
résultats sont :

— Le comportement asymptotique du rayon de compactification effectif

dans la direction non-compacte :

Rx InN ifo<@ <4
Rx +vInN if@QQ—0

ot NV est le nombre de sites sur la circonférence du cylindre.
— Le hamiltonien (3.1.1)-(3.1.2) dans la limite anisotrope.
— L’action explicite de la charge C sur les états propres (3.1.33))-(3.1.34)).
— Une proposition de méthode numérique pour déterminer la position
des racines de Bethe dans d’autres secteurs.
Dans le modéle de Brauer, nous avons défini un modéle de chemin d’échappe-
ment invariant d’échelle, et proposé un diagramme de phase pour ce modéle.
Nos principaux résultats numériques sont les exposants critiques de fuseau
pour un nombre réduit de chemins :
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Nom  Description Valeur numérique
X0,y 1 boucle, 1 interface 0.04 £ 0.005
X100 1 brin, 1 interface 0.00 +0.005
X2 2 boucles, 2 interfaces 0.80 £ 0.02

X,y 1 boucle, 1 brin, 2 interfaces 0.50 & 0.008
X(200) 2 brins, 2 interfaces 0.21 £ 0.02

et une estimation de la dimension fractale du chemin :

Enfin, dans le Chapitre 4, nous détaillons les méthodes numériques uti-
lisées : diagonalisation de la matrice de transfert, méthode de McCoy et al.,
méthode de Newton-Raphson, simulations Monte-Carlo.

Ce travail de thése a donné lieu a trois publications :

F. Alet, Y. Ikhlef, J. L. Jacobsen, G. Misguich, V. Pasquier, Classical di-
mers with aligning interactions on the square lattice, Phys. Rev. E74, 041124
(2006)

Y. Ikhlef, J.L. Jacobsen, H. Saleur, A staggered siz-vertex model with non-
compact continuum [imit, cond-mat/0612037, accepté par Nucl. Phys. B
(2006)

Y. Ikhlef, J.L. Jacobsen, H. Saleur, Non-intersection exponents of fully pa-
cked trails on the square lattice, J. Stat. Mech. P05005 (2007)

Ces travaux conduisent a de nouvelles directions de recherche, qui pro-
longent ou généralisent les résultats apparaissant dans ces publications. Nous
présentons quelques-unes de ces directions dans le Chapitre “Conclusion et
Perspectives”.






Chapitre 1

Modéles statistiques
bidimensionnels

1.1 Introduction : lois d’échelle et exposants de
fuseau

Les marches aléatoires sont des problémes facilement exprimables en
termes de modéles statistiques sur réseau. Pour illustrer 'approche adop-
tée dans notre travail, nous prenons ’exemple des marches auto-évitantes
(SAW=self-avoiding walks). Pour étudier ce probléme, on définit un mo-
déle sur réseau, qui code localement la contrainte d’auto-évitement. Il existe
de nombreuses variantes [10, 1), 12 13| 04, 15, 16, 17, 18] du probléeme
des marches auto-évitantes, qui appartiennent a des classes d’universalité
différentes. Les quantités qui caractérisent une classe d’équivalence sont les
exposants critiques décrivant le comportement d’échelle du systéme. Nous
sommes intéressés a obtenir la valeur exacte de ces exposants.

Définissons les exposants critiques dans le cas des SAW. Soit (R;) la
distance moyenne entre les extrémités d’'une marche de longueur fixée [, et
N; le nombre de configurations de SAW de longueur [. Les exposants v,y
sont définis par les lois d’échelle [9] :

(Ri) ~ I (1.1.1)
Nio o~ pl (1.1.2)

ol u est la constante de connectivité effective. Dans les approches analy-
tiques [10L IT], les exposants v et v ne sont pas calculés directement : on
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FiG. 1.1 — Représentation graphique de la fonction de corrélation de fuseau
G (r,0) pour L = 3.

utilise la relation entre v,y d’une part, et les exposants de fuseau (waterme-
lon exponents) d’autre part. L’exposant de fuseau X% décrit la probabilité
G (r) que deux points séparés d'une distance r soient reliés par L brins
(voir figure :

G (r,0) ~ X" (1.1.3)

Expliquons succintement les relations entre (,v) et (X1, X)), On introduit

le nombre de configurations N;(r), ot on fixe a la fois la longueur [ et la
distance bout-a-bout r. D’aprés (1.1.1) et (1.1.2)), NV;(r) est de la forme :

Ni(r) = pt D= (%) (1.1.4)
ou d = 2 est la dimension d’espace, et h est une fonction d’échelle. Pour
obtenir le comportement algébrique ([1.1.3)) des fonctions de corrélations, il
faut introduire une fugacité 3 = p~! par élément de longueur de la marche.
Ainsi :

GW(r,0) ~ / dl Ni(r)p™ (1.1.5)
0
Cet argument d’échelle conduit a la relation :
X0 =1L 1.1.6
5 (1.1.6)

La fonction a deux pattes G®)(r,0) est la probabilité que deux points pris

au hasard appartiennent tous les deux a la marche. L’exposant X est donc
relié & la dimension fractale dy = % de la marche :
@) 1
X =q-= (1.1.7)

14

Ainsi, le calcul des exposants critiques v, se raméne & celui des ex-
posants de fuseau X, X @ En fait, les différentes méthodes de résolution

exactes donnent accés, en général, a toute la série des exposants de fuseau
X@),
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P N PN
L8 80

F1G. 1.2 — Poids de Boltzmann du modéle O(n) sur réseau hexagonal.

1.2 Modéles exactement solubles

1.2.1 Marches auto-évitantes

Dans ce paragraphe, nous exposons des résultats connus sur le probléme
des marches auto-évitantes. Un peu comme le modéle d’Ising en magnétisme,
les marches auto-évitantes sont un archétype pour les modéles de boucles, sur
lequel beaucoup de résultats analytiques sont disponibles [10, 1T]. En par-
ticulier, le flot de renormalisation du paramétre extérieur # a une structure
tres différente de celle de la température dans le modéle d’Ising. Cette struc-
ture mérite d’étre discutée ici, car elle apparait également dans un modéle
que nous avons étudié [78].

Pour plus de clarté, précisons le modéle sur réseau étudié. Il s’agit du
modéle de boucles sur réseau hexagonal, défini par les poids de Boltzmann
représentés sur la figure [1.2] et une fugacité de boucles n. Ainsi, la fonction
de partition est :

Z(n,B) =Y niel) g (1.2.1)

acel

ol IV, est le nombre de boucles, [ est la longueur totale des boucles, et la
somme porte sur toutes les configurations de boucles sur le réseau. Ce modéle
est couramment appelé modéle O(n). Il est introduit et résolu dans [10].

La marche auto-évitante unique correspond a la limite n — 0 :

n—0 n
On considére un systéme de taille N. Supposons que les extrémités de la
marche soient fixées, a une distance r 'une de lautre (1 < r < N). Le
comportement qualitatif du systéme en fonction de 3 est le suivant.
— Quand [ est trés petit, les configurations de longueur minimale [ = r
sont favorisées. Les fluctuations de [ au-dessus de la valeur minimale
ont une longueur de corrélation finie, donc le modéle n’est pas critique.
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N N ~ ~
< D | 7
0 00

Be By

FiG. 1.3 — Flot de renormalisation de la fugacité de monomeéres 3 dans le
modele O(n). (. est la valeur critique de la fugacité, correspondant au point
des polymeéres dilués. 3, est le point fixe qui gouverne le comportement de la
phase des polyméres denses. Ce diagramme est valable pour tout 0 < n < 2.

Modéle X @ v
polymeéres dilués %_1_12 3 ;L_g

L2

polymeéres denses | = — 19

16

N =
I

1
16 4

TAB. 1.1 — Exposants critiques et exposants de fuseau des marches auto-
évitantes.

— Quand S prend la valeur critique [, les fluctuations de longueur de-
viennent de 'ordre de r, et le systéme posséde l'invariance d’échelle.
Ce point critique est appelé polyméres dilués.

— Quand 3 > f., la marche occupe une fraction finie du systéme. Le
modéle est critique dans toute cette phase. Ce régime est appelé po-
lymeéres denses.

Le flot de renormalisation de (3 est représenté sur la figure [I.3] Les résultats
sur les exposants critiques sont résumeés dans le tableau [I.1]

Remarque. Les résultats ci-dessus permettent de prévoir la réaction du
systéme si on introduit des défauts permettant des intersections entre les
brins. En effet, la dimension des intersections est X¥. Dans le cas des poly-
méres dilués, X@ = % > 2, donc les intersections sont inessentielles au sens
du groupe de renormalisation. En revanche, dans le cas des polymeéres denses,
X® = % < 2, donc I'énergie d’une intersection est un parameétre pertinent,
et la présence d’intersections change la classe d’universalité.
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1.2.2 Modéle de Potts auto-dual
Introduction

Le modéle de Potts [5] est un modéle statistique de magnétisme. 11 est
défini par des degrés de libertés (spins) classiques, locaux, en interaction entre
plus proches voisins. La fonction de partition peut étre reformulée par un
développement de haute température exact, pour donner un modéle d’amas :
le modéle de Fortuin-Kasteleyn [6, [7]. Cette équivalence permet d’unifier
dans un méme modéle, des problémes de Physique Statistique assez variés :
percolation, arbres couvrants, boucles denses, modéle d’Ising, etc.

De plus, la formulation de Fortuin-Kasteleyn fait apparaitre une sy-
métrie de dualité. Dans le diagramme de phase du régime ferromagnétique,
I'opération de dualité envoie la région de couplage fort vers la région de cou-
plage faible, et vice-versa. Ainsi, le point auto-dual correspond & la transition
critique du modéle de Potts ferromagnétique. En plus de cette caractérisa-
tion physique, 'intérét du point auto-dual est qu’il est équivalent au modéle
de Temperley-Lieb et au modéle a six vertex avec des poids de Boltzmann
homogénes. Cette équivalence méne a la solution exacte du modéle par les
méthodes de gaz de Coulomb et de 1’Ansatz de Bethe.

Définition, développement exact en haute température

Les spins du modéle de Potts sont des variables classiques o; vivant sur
les sites du réseau. Chaque spin peut prendre @) valeurs : o; € {1,...,Q}. On
distingue les arétes NO-SE (type 1) et NE-SO (type 2) : ¢ffigure[1.4] L’énergie
d’une configuration de spins et la fonction de partition correspondante sont :

Efoil] = =D Jiboo, — Y Joboy, (1.2.3)
(i (i)

ZPOttS(Q7 J17 JQ) ey Z H e‘hé”i(’j H 6J25Uivj (124)
(if)2

{o:} (ijh

ot les symboles (...); et (...)o désignent les liens de type 1 et 2. La fonction
de partition se réécrit 6] [7] :

Zrk(Q,v1,v2) = Z Q@ ('Ul)Nl(G) (vz)NZ(G) (1.2.5)

ou :
vy=e"—1, r=1,2 (1.2.6)
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F1G. 1.4 — Réseau carré sur lequel est défini le modéle de Potts (traits pleins).
Le réseau médial est représenté en traits discontinus.

et la somme porte sur tous les sous-graphes du réseau, C' est le nombre de
composantes connexes, et N, est le nombre d’arétes de type r occupées. Les
configurations d’amas, munies des poids de Boltzmann apparaissant dans la
somme , définissent le modeéle de Fortuin-Kasteleyn. Cette formulation
permet de donner au paramétre () une valeur réelle quelconque. Le modéle
a un comportement critique pour les valeurs 0 < @ < 4 [38|. Le diagramme
de phase [38] 32] du cas isotrope v; = vy est représenté sur la figure

Relation de dualité

On considére un réseau carré a N, sites. Le modéle de Fortuin-Kasteleyn
posséde une symétrie de dualité [5]. Celle-ci a été d’abord mise en évidence
dans le cas du modéle d’Ising [39)]. La transformation de dualité sur les sous-
graphes est définie de la maniére suivante. Soit G un sous-graphe avec C'
composantes connexes, S cycles, N; arétes de type 1, Ny arétes de type 2
(voir figure . Le graphe dual G’ est un sous-graphe du réseau dual, dans
lequel une aréte est occupée si et seulement si elle croise une aréte vide dans
G. On note C’,S’, N/ les valeurs correspondantes pour le sous-graphe G'.
Gréace a la relation d’Euler :
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2 T T \

1+ ™ transition ferro. =

. transition antiferro.

phase critique de Berker-Kadanoff

25 3 3.5 4

2
Q

Fi1G. 1.5 — Diagramme de phase du modéle de Fortuin-Kasteleyn isotrope
pour 0 < ) < 4. Les fléches indiquent le sens du flot de renormalisation de
la variable v. Les transitions critiques sont désignées d’aprés la formulation
originale du modéle de Potts pour @) entier.
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le poids de Boltzmann du graphe G dans la fonction de partition (|1.2.5)
s’écrit :

w(@) = Q%M (1.2.8)
oG) = (%)M@C’wawi(v;)% (129)

ou :
%:%, %:% (1.2.10)

Ainsi, la fonction de partition ((1.2.5) vérifie 'identité :

N,
ZFK(Q,UhUz) = (%) ZFK(QJ/NU;) (1-2-11)

Le point auto-dual est défini par la condition :
V1Uy = Q (1212)

En particulier, dans le cas isotrope v; = v9 = v, le point auto-dual du régime

ferromagnétique est :
oap = V/Q (1.2.13)

La constante de couplage correspondante est :
Jap = In(1 +/Q) (1.2.14)

L’équivalence du point auto-dual avec le modéle de Temperley-
Lieb et le modeéle a six vertex homogeéne (voir §1.2.3)) permet de caractériser
son comportement critique. Comme indiqué en introduction, le point auto-
dual est le point de la transition paramagnétique/ferromagnétique du modéle
de Potts. Cette transition est du second ordre pour 0 < ) < 4. En particulier,
cette approche donne accés aux exposants du modéle d’Ising (Q = 2) et du
modéle de Potts a trois états. Pour d’autres valeurs de (), la formulation
de Fortuin-Kasteleyn (1.2.5) permet de relier le point auto-dual A
d’autres problémes de Physique Statistique, comme la percolation critique et
le dénombrement des arbres couvrants.

Modéle de Potts auto-dual & () = 1 : percolation critique

Lorsque le poids d’un amas dans ([1.2.5)) est égal 4 @ = 1, on a le modéle
de percolation de liens sur réseau carré [8]. Chaque lien est occupé avec une
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probabilité p = 1. La valeur critique est p. = %, soit exactement le point
auto-dual v = 1. Dans ce contexte, les exposants critiques sont définis par la
divergence de la longueur de corrélation £ et la taille moyenne des clusters

(s) au voisinage du point critique :

&~ p—pl™ (1.2.15)
(s) ~ Ip—p|™” (1.2.16)

La relation avec le modéle gaussien (voir §2.2)) permet de déterminer ces
exposants critiques [40)] :

(1.2.17)

NN

3

= — 1.2.18
gl 18 ( )

On connait aussi des caractéristiques plus fines du modéle, comme la dimen-

sion fractale du bord d’un amas [41] :

7
dir = § (1.2.19)

Modéle de Potts auto-dual & () — 0 : arbres couvrants

La relation d’FEuler donne le nombre de faces internes S d’un graphe en
fonction du nombre de composantes connexes C, du nombre d’arétes N, et
du nombre de sites N, :

S=C+ N, — N, (1.2.20)

Ainsi, la fonction de partition (1.2.5)) devient :

Q c(@)
Zpx =" (—) 3@ (1.2.21)

v
G
Le point auto-dual ([1.2.12)) correspond a la limite :

Q@ — 0 (1.2.22)
v o= /Q (1.2.23)

Dans cette limite, la fonction de partition (|1.2.21)) est dominée par les confi-
gurations qui minimisent C' et S. Ces configurations sont les arbres couvrants,
c’est-a-dire les sous-graphes connexes sans cycle qui visitent tous les sites du
réseau. Ainsi :

Ng+1

Zrk ~ Q% Ny (1.2.24)
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_Jr_ _\L

F1G. 1.6 — Les deux vertex qui définissent le modéle de boucles de Temperley-
Lieb.

ol J\/;pt est le nombre de configurations d’arbres couvrants sur le réseau.

Ce modele est dans la méme classe d’universalité que les polyméres
denses. Un exemple d’exposant critique connu [42] dans ce modéle est la
dimension fractale des red bonds, ¢’est-a-dire des arétes de 'arbre qui, si elles
sont supprimées, séparent l'origine de I'infini :

5
dR:d—XW:Z (1.2.25)

Modéle de boucles de Temperley-Lieb

Le modéle de boucles de Temperley-Lieb est un modéle de boucles denses
sans intersections sur réseau le carré. Il est défini par les poids de Boltzmann
représentés sur la figure [1.6, et la fugacité n pour chaque boucle fermée. La
fonction de partition est :

Zboucles(”v a, b) = Z nC(a)aNa(a)bNb(a) (1226)

La somme porte sur toutes les configurations de boucles denses sur le réseau,
N, (resp. Np) est le nombre de vertex de type a (resp. b), et C' est le nombre
de boucles fermées. Un exemple de configuration est donné dans la figure[1.7]

Le modéle de Fortuin-Kasteleyn sur le réseau carré est équivalent
au modeéle de Temperley-Lieb [43] sur le réseau médial (voir figure [1.4)). Les
types d’arétes 1 et 2 du réseau original correspondent aux sites des sous-
réseaux 1 et 2 du réseau médial. Pour des valeurs quelconques de vy, v, les
poids de Boltzmann du modéle de boucles équivalent sont représentés sur la

figure [1.8] avec :

. or=1,2 (1.2.27)
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U

O

O

FiG. 1.7 — Exemple de configuration de boucles sur un réseau de 6 x 6 sites,
avec des conditions aux bords fixées.

_Jr_ _WL

sites (1) 1 )

sites (2) 9 1

F1G. 1.8 — Poids de Boltzmann du modéle de boucles équivalent au modéle
de Fortuin-Kasteleyn.

Le poids des boucles est :
n=+/Q (1.2.28)

En particulier, lorsque le modéle de Fortuin-Kasteleyn est auto-dual (z725 =
1), le modéle de boucles est homogéne sur tout le réseau médial.

1.2.3 Modéle i six vertex

Dans le modéle de boucles de Temperley-Lieb, chaque boucle peut étre
orientée indépendamment de deux maniéres différentes. Posons :

n=2cos7y, 0<~< (1.2.29)

b 3

On donne a chaque boucle un poids e si elle tourne dans le sens trigono-
métrique, et e~ si elle tourne dans le sens inverse (voir figure [1.9). Lorsque
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2cosvy = e + e

Fic. 1.9 — Orientation des boucles.

le modéle est défini sur un cylindre, les boucles se divisent en deux catégo-
ries : les boucles contractibles, qui peuvent étre déformées continuement en
une boucle arbitrairement petite, et les boucles non-contractibles, qui sont
les boucles qui font le tour du cylindre. Dans un premier temps, on considére
une boucle contractible. A chaque vertex, la boucle tourne d’un angle +7/2.
[’angle total de rotation est 27 (resp. —2m) si la boucle est orientée dans
le sens trigonométrique (resp. antitrigonométrique). Donc on peut redistri-
buer localement le poids e*, en attribuant un poids e"/* (resp. e=/4) a
chaque virage a gauche (resp. a droite). Les vertex de la figure 1.6, pourvus
de fleches, sont interprétés [44] comme des configurations du modéle & six
vertex (voir figure , avec les poids :

Wi, we=1,1,2,z,e"? + xe™/? e/ 4 get/? (1.2.30)

Il est commode d’effectuer le changement de variables :

r=— o 0<u<y (1.2.31)
sin(y — u)

En effet, le paramétre u peut étre vu comme un angle géométrique (voir

§2.3.7). On multiplie les poids ([1.2.30)) par un facteur global sin(y — u). On

obtient :

Wi, ... we = sin(y — u),sin(y — u), sin u, sinu, e~ sin v, e gin
(1.2.32)
ou 17 = /2. La relation entre les fonctions de partition est :

Zhoucles(n, ) = [sin(y — u)]fNS Zev(7,u) (1.2.33)

ol N, est le nombre de sites du réseau.

Les boucles non-contractibles ont un angle de rotation total égal a zéro,
donc leur poids n’est pas comptabilisé correctement par cette procédure. Pour
remédier a cette lacune, on introduit une ligne de coupure [25, 26] dans la
direction infinie du cylindre, orientée du bas vers le haut (voir figure . Si
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F1G. 1.10 — Les configurations du modéle a six vertex.

une boucle traverse la ligne de coupure de gauche & droite (resp. de droite a
gauche), elle recoit un facteur de phase, appelé twist, égal a e (resp. e=™).
Les boucles contractibles ne sont pas affectées, car elles traversent la ligne
de coupure autant de fois dans un sens que dans 'autre. Une boucle non-
contractible recoit le facteur de phase e, suivant son orientation. Donc la
fonction de partition du modéle de boucles twisté est :

Zboucles(n,ﬁ, x) = Zan(C) ’ﬁﬁb(C) xNz(C) (1234)
C

ou la somme porte sur les configurations de boucles non orientées, N,(C)
est le nombre de boucles contractibles, N,(C') est le nombre de boucles non-
contractibles et N,(C') est le nombre de vertex z. Les fugacités de boucles

sont données par :
n=2cosvy , n =2cosy (1.2.35)

Les poids du modéle a six vertex correspondant sont donnés par (1.2.32]) sur
les colonnes 1,..., N — 1, et par :

D1y = €¥Vsin(y —u), e ¥sin(y —u), e sinu, eV sinu,
eI i et i (1.2.36)

sur la derniére colonne.

1.2.4 Dimeéres compacts en interaction sur réseau carré
Diméres compacts, représentation en modéle de hauteurs

Les diméres compacts sont définis comme un coloriage des arétes du
réseau, ou chaque site doit étre adjacent & exactement une aréte coloriée. Un
exemple de configuration est donné sur la figure [1.12] Plusieurs méthodes de
résolution [19) 20] ont été proposées pour ce modéle sans interactions. Elles
permettent, en particulier, d’obtenir la densité d’énergie libre par site :

2G
f== (1.2.37)
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F1G. 1.11 — Réseau carré sur un cylindre. La ligne de coupure est représentée
en trait discontinu.

ol G est la constante de Catalan :

> % (1.2.38)

n=0

)
Il

Ce modéle admet une représentation en hauteur. La régle définissant les
hauteurs sur le réseau dual est la suivante : quand on tourne autour d’un site
pair (voir figure dans le sens trigonométrique, la hauteur recoit un saut
égal a % si 'aréte traversée est occupée, et —i si elle est vide.

Dimeéres en interaction

Dans le modéle ci-dessus, on introduit des interactions entre les di-
méres [23] :

Z = ) exp [—Zg)} (1.2.39)
C
H(C) = —v[N=(C)+ Ny(C)] (1.2.40)

ou la somme porte sur les configurations de dimeéres compacts, et N_(C)
(resp. N)j(C)) est le nombre de paires de diméres horizontaux (resp. verti-
caux) situés sur les cotés opposés d'une méme face du réseau. Ainsi, lorsque
I'énergie d’interaction v est positive, le modeéle ([1.2.39))-(1.2.40) favorise les
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FiG. 1.12 — Exemple de configuration de dimeéres compacts sur le réseau
carré. Les sites pairs du réseau sont représentés par des cercles pleins, et les
sites impairs, par des cercles vides.

configurations de diméres possédant beaucoup de paires de diméres alignés.
Cet effet énergétique entre en compétition avec I'entropie.

En utilisant la représentation en modéle de hauteurs, on peut décrire
le comportement critique du modéle en interactions, en fonction de la tem-
pérature [23] 24, [76]. Le modeéle posséde une transition de phase de type
Kosterlitz-Thouless, a la température critique 7,.. Quand 7" < T, I'éner-
gie libre est dominée par les configurations entiérement alignées (voir fi-
gure [.13)). Dans la phase T > T, l'orientation des dimeéres fluctue sur de
grandes échelles, et le systéme est critique dans toute la phase. Les fonc-
tions de corrélation se comportent algébriquement, et les exposants critiques
varient continuement avec la température.

Solutions exactes

Dans le cas sans interactions, les solutions exactes en taille finie [19,
20|, essentiellement basées sur la correspondance avec les fermions libres,
peuvent étre interprétées comme un Ansatz de Bethe avec une amplitude de
diffusion triviale [76]. Par les méthodes standard, on obtient, en particulier,
la charge centrale ¢ = 1 et certains exposants [76]. En présence d’interactions,
nous avons tenté de généraliser ces résultats en diagonalisant la matrice de
transfert par I’Ansatz de Bethe en coordonnées. Mais nous n’avons pas réussi
& trouver une expression cohérente pour les amplitudes de diffusion sur le
réseau.
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FiG. 1.13 — Configurations de diméres entiérement alignées.

1.3 Des modéles avec une limite continue non-
compacte

1.3.1 Modéle de Potts antiferromagnétique critique

Diagramme de phase dans la région J < 0

Comme dans les paragraphes précédents, on utilise la notation :

VQ=2cosy, 0<y< (1.3.1)

| X

Dans le diagramme de phase du modéle de Potts (voir figure , la région
antiferromagnétique v < 0 contient trois lignes critiques :

— la ligne auto-duale : vAp = —/Q

— la ligne critique antiferromagnétique : vap = —2 + /4 — Q

— le dual de la ligne critique antiferromagnétique : vap = —2 — /4 — Q

D’aprés le flot de renormalisation, toute la phase vap < v < vap est dans
la classe d’universalité de la ligne auto-duale vap/. Les propriétés de cette
ligne sont discutées dans [45, 33, B34]. Elles peuvent étre déduites essentiel-
lement du hamiltonien correspondant dans la limite anisotrope : —Hxxz(7)
(voir équation (2.4.5)). N.B. : Le signe du hamiltonien peut étre changé par
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la transformation de similarité :

—Hxxz(’7> == UTHxxz(W—”y)U (132)

U

£
I &5 (1.3.3)
m=1

Ainsi, la limite continue de ligne auto-duale vap, est décrite par la méme
théorie critique que la ligne critique ferromagnétique (voir §1.2.2)), avec le
changement de paramétre : v — m — 7.

Sur la ligne critique antiferromagnétique, le modéle posséde une transi-
tion de phase du premier ordre [34]. Cependant, les fonctions de corrélation
décroissent algébriquement au point critique. La théorie critique décrivant
ce point n’est pas la méme que pour le point critique ferromagnétique. Par
exemple, la charge centrale sur cette ligne est :

c=2— — 1.3.4
- (13.4)

Les exposants de fuseau dans le modéle de boucles correspondant sont donnés

par une expression similaire aux résultats sur les SAW (voir tableau [1.1)) :

x@ = 1L [@)2 - 1] (L pair) (1.3.5)

L’outil habituel d’analyse des modéles bidimensionnels - le modéle gaus-
sien compact du §2.2]- permet de rendre compte de la discontinuité de ’éner-
gie libre et du comportement critique des fonctions de corrélation [34]. En
revanche, le modéle posséde des propriétés critiques plus inhabituelles, qui
n’appartiennent pas aux caractéristiques d’une telle théorie.

Propriétés critiques et symeétries

Les quantités (1.3.4)-(1.3.5) caractérisent partiellement la classe d’uni-

versalité du point critique antiferromagnétique. Pour une présentation plus
compléte des propriétés critiques, nous anticipons sur les résultats des §§2.5¢
3.1, qui sont plus techniques.

Le point critique antiferromagnétique est équivalent au modéle a six ver-
tex intégrable, avec des paramétres spectraux alternés. La matrice de trans-
fert tey de ce modéle (sur un cylindre de circonférence 2N) commute avec
I’aimantation totale S*. Dans le spectre de dimensions conformes de tgy, le
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niweau fondamental de chaque secteur a S* fizé est infiniment dégénéré. Ce
résultat est une prédiction de I’Ansatz de Bethe correspondant a la matrice
de transfert tg,. Autour de 'état fondamental, les racines des équations de
Bethe sont de deux types : notons-les )\5»1/2) et )\571/2). Soit *1/2) le nombre
de racines de chaque type. L’aimantation totale est donnée par :

S7 =N — (r/2 4 p1/2) (1.3.6)

L’énergie de I'état fondamental a r(1/2) et r(=1/2) fixés est de la forme [34) [77] :

0 2 X

En =&Y + ~ (1.3.7)

ou X est I'exposant “effectif” (pour le modéle a six vertex non twisté) :

+ —
X = gI (N —r /2 — p(1/2)2 gZN (r(/2) — p(-172))? (1.3.8)
avec :
2y
o= = 1.3.9
g - (1.3.9)
—1 o si0<y<?Z
A { TR (1.3.10)
N—oo N S1Ly = 3

Comme la “constante de couplage” gy tend vers zéro pour les grandes tailles
de systeme, les états (r(M/2), r(=1/2)) tels que /2 +1(71/2) = N — S% ont tous
la méme dimension conforme. Ainsi, ces états sont dégénérés dans le spectre
des dimensions conformes. Dans ce travail de thése, nous avons étudié la
structure du spectre correspondant a 1’Ansatz de Bethe, et, en particulier,
les états non-symétriques, avec r(1/2) £ r(=1/2) ; voir §3.1] et référence [77].

Pour un nombre d’états () quelconque, la présence de niveaux infiniment
dégénérés est déduite de I'analyse de I’Ansatz de Bethe, et non pas des symé-
tries des poids de Boltzmann sur réseau. En revanche, dans la limite () — 0
(suivant la ligne critique antiferromagnétique), la matrice R du modéle a
six vertex alterné est équivalente & celle du modéle & vertex intégrable avec
supersymétrie OSP(22) [35] :

T
Y= 5 (1.3.11)
R(u) ~ —2[(1 —w)I + wE + w(l — w)P] (1.3.12)
€—
ou les parametres spectraux u et w sont reliés par : u = § —ew. Les vertex cor-
respondant & I, E et P dans la représentation en boucles du modéle OSP(2|2)
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_Jr_ _1L

P

F1G. 1.14 — Vertex du modéle de boucles OSP(2]2).

sont représentés sur la figure Cette identification permet, d’une part, de
confirmer la conjecture [34] sur la théorie critique décrivant la limite continue
du modéle (voir ci-dessous), et, d’autre part, de rendre compte du comporte-
ment asymptotique de la constante gy (qui caractérise la densité des niveaux
dégénérés).

Théorie critique associée

Dans U'expression des exposants (1.3.8), chacune des deux contributions
a la forme d’un exposant magnétique (ou électrique) dans un modéle gaus-
sien. De plus, les excitations duales ont été mises en évidence [77]. Ceci
permet de conjecturer [34] une théorie effective du modéle dans la limite
continue : un champ gaussien o deuz dimensions h et h™, avec un rayon de
compactification fini pour ht et infini pour h™. Nous précisons la contribu-
tion a 'action dépendant de h~, en donnant une version discréte de ’action

gaussienne (2.2.2) :

H ] = IS (hy - h7)? (1.3.13)
8 !
(4,9
h™ = h™ +21R™ (1.3.14)

ot R~ est fini. Pour que Paction H~[h~] soit une quantité finie (comparable
a la contribution du champ A™), on doit changer ’échelle de h™ :

o (1.3.15)
IN
i 1 _ \2
HW) = oS - 1) (1.3.16)
(4,7)
.
R - (1.3.17)
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FiG. 1.15 — Exemple de forét couvrante & trois arbres.

Ainsi, le rayon de compactification R~ se comporte comme \/%, et il est
9N

infini dans la limite continue.

Les arguments permettant d’étayer cette conjecture sont les résultats
numériques sur I’Ansatz de Bethe, et, dans le cas () — 0, ’étude de la fonction
B du groupe de renormalisation dans le modéle o non-linéaire OSP(2]2). Ces
résultats sont présentés en détail dans le §3.1]

1.3.2 Foréts couvrantes
Définition, relation avec le modéle-c OSP(1]2)

Sur le réseau carré, on appelle forét couvrante un sous-graphe du réseau
qui visite tous les sites, et dont les composantes connexes sont des arbres
(voir figure [1.15)). On définit la fonction de partition [46], 47, 48] :

Zp(w) = wh) (1.3.18)

ou la somme porte sur les foréts couvrantes, et N; est le nombre d’arbres.

Par une extension du théoréme de Kirchhoff [46], la fonction de partition
peut s’écrire comme une intégrale de variables de Grassmann :

_ _ 1 _ 1 L
Z = dipidi; Wi+ — iLij; — — ViV P;
r(w) /H Yidihi exp | > iy +ij¢ ¥ w;wwﬂ
1 (2 1, 2,7
B (1.3.19)
ol v;,; sont des variables de Grassmann vivant sur le site ¢, et L;; est le
laplacien discret. On introduit, en chaque site, la variable bosonique ¢; =
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1 — ;1. Les variables ¢;,1;, ¥, satisfont alors la contrainte :
OF + 20h = 1 (1.3.20)

La fonction de partition a la forme d’un modéle-c ou les spins sont des
vecteurs S; = (¢, 14, 1;) vivant sur les sites du réseau :

Zp(w) = / [ [ doidibidip; 6(S7 — 1) e~ 7S] (1.3.21)

H[{S;}] = %Z(Si-sj—n (1.3.22)
(i.9)

ol le produit scalaire est défini comme :
S-8' = ¢’ + i — i (1.3.23)

L’action (|1.3.22)) est invariante par une rotation globale des spins S;. Ainsi,
le modéle (1.3.21)-(1.3.22) posséde la symétrie OSP(1/2).

Comportement critique

Le modéle (1.3.18]) correspond a la limite @ — 0 du modéle de Potts,
avec le rapport & fixé [46] :

(1.3.24)
: w fixé (1.3.25)

Ainsi, le comportement critique est déduit du flot de renormalisation sur le
diagramme de phase de la figure 1.5 au voisinage de ) =v =10 :

- Siw > —%, le modéle n’est pas critique.

- Siw= —%, le modéle est équivalent au modéle de Potts antiferroma-

gnétique critique avec ) — 0.

- Siw < —%1, le modéle renormalise vers le point fixe de Berker-Kadanoff.
Dans la phase w < —}l, la théorie effective est donnée par la limite infrarouge
du modéle-o (1.3.21))-(1.3.22)). D’aprés les résultats du §1.3.1] le point critique
w = —i a une charge centrale ¢ = —1, et appartient a la classe d’universalité
du modéle-c OSP(2]2). Or on peut montrer que la limite continue de ce
dernier est la théorie libre OSP(1|2) définie par 'action (1.3.22)).
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Relation avec le modéle O(n)

Un sujet d’étude abordé au cours de cette thése a été de comprendre la
relation entre le point critique w = —1 et le modéle O(n) avec n = —1. Pour
n entier naturel, le modéle O(n) est défini par :

Zom) = /Hd”SZ- 5(S2 — 1)e HUS] (1.3.26)
How[{S:}] = —K)> (Si-8;—1) (1.3.27)
(i.4)

ou S; est un vecteur de dimension n, et K est la température inverse. Le
nombre de composantes n peut étre prolongé a des valeurs réelles, par un
développement de haute température. En opérant une troncature adéquate
du développement [9] 10, 13], on obtient un modéle de boucles sur réseau,
ou le poids de Boltzmann des boucles est n. Cette approche est mise en
oeuvre sur le réseau hexagonal dans [10], et sur le réseau carré dans [13].
Le modeéle (1.3.21)-(1.3.22) est équivalent au modéle O(n) avec n = —1,
a tous les ordres perturbatifs en K [46]. Cependant, la charge centrale du
1

point critique w = —3 (¢ = —1) ne correspond & aucun des points critiques

identifiés dans les modéles de boucles O(n) de |10, [13].

Dans ce travail de thése, nous avons exploré numériquement le dia-
gramme de phase du modéle de boucles sur réseau carré [I3]. Notre procédure
est d’estimer la charge centrale effective co¢ (& partir de I’énergie libre pour
des tailles successives), et de se déplacer dans le diagramme de phase en sui-
vant les lignes de plus grande pente de c.¢. Ce principe vient de 'observation
que les points critiques sont des points stationnaires de la charge centrale
effective [49]. Ainsi, on peut espérer reconstituer un réseau de lignes de gra-
dient de c.¢ qui relient les points critiques du modéle de boucles. A cause de
difficultés techniques (dégénérescences de valeurs propres, estimation de la
dérivée, etc.), nous n’avons pas pu mener cette démarche a son but, qui est
d’identifier de nouveaux points critiques dans le diagramme de phase.

1.3.3 Modéle de Brauer

Le modéle de Brauer est un modéle de boucles denses sur le réseau
carré, avec intersections. Il est défini par les vertex représentés sur la fi-
gure Chaque boucle fermée porte un poids de Boltzmann n. Comme on
I’a remarqué plus haut, dans un modéle de boucles denses, la présence d’in-
tersections change la classe d’universalité. Pour 0 < n < 2, toute la phase
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Jr _\L _|_

a(u) b(u) c(u)

FiG. 1.16 — Les configurations de vertex définissant le modéle de Brauer sur
réseau carreé.

a,b,c =1,1,x > 0 est critique, et les exposants ne dépendent que de n. En
particulier, la charge centrale est [36] :

c=n—1 (1.3.28)

Dans le cas d’une boucle unique (n = 0), les exposants de fuseau sont tous
nuls : X =0 [36].

D’autre part, pour les valeurs entiéres de n, le modéle de Brauer avec
les poids de Boltzmann :

a(u),b(u),c(u) =1 —u,u, (1 — E) u(l —u) (1.3.29)

est la représentation en boucles du modéle de vertex intégrable OSP(M|2N),
avec n = M — 2N [35]. Ainsi, on peut interpréter le comportement critique
du modéle d’apres I’étude du modeéle-o avec la symétrie correspondante.

1.3.4 Modéles-o sur des supersphéres

Le modéle-c OSP(M|2N) est analogue du modéle O(n), ou le spin
posséde M composantes réelles et 2N composantes grassmanniennes :

S = (¢17"'7¢]\/17,J}171/J1a"'777z;]\77w]\7) (1330)
M N

S-8 = ) datet ) (st — vsUh) (1.3.31)
a=1 B=1
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Le modéle est défini par :

ZoSP(M2N) = /d{¢,¢,¢} 5(Sz(xi) —1) e~ HHS(x)}] (1.3.32)

H (H dpa(x; Hdw X; dW(xZ)) (1.3.33)

i a=1

d{¢, ¥, v}

H[{S(x)}] = —— Z .S, — 1) (1.3.34)
Dans la limite continue, I'action devient :

H[{S(x)}] = QL /d%; 9,8 - 9,8 (1.3.35)

(e

Dans le cas out M — 2N < 2, le modéle posséde une phase de symétrie
brisée, ou la théorie effective est une théorie libre avec M — 1 bosons et
2N fermions [36]. On peut justifier la présence de cette phase en examinant
I’équation RG pour la constante de couplage g, :

dgo M —2N -2 ,
dlnl o Jo

(1.3.36)

ou [ est I’échelle de longueur. Ainsi, si M — 2N < 2 et que le couplage initial
est assez proche de zéro, alors g, — 0 a grande distance.

Sur le réseau, le développement haute température de la fonction de
partition fait correspondre le modéle (1.3.32)-(1.3.33)-(1.3.34) & un modéle
de boucles avec une fugacité de boucles n = M — 2N. Les détails microsco-
piques du modéle de boucle peuvent varier, mais la présence d’intersections
est cruciale : comme les intersections sont irrelevantes dans la phase diluée
(voir , le modele doit représenter des boucles denses. En se basant sur
cet argument et sur 1’équivalence exacte avec la chaine de spins intégrable
OSP(M|2N) [35], le modéle de Brauer avec n = M — 2N a été proposé [36]
comme un candidat pour la version discréte du modéle-o avec M — 2N < 2.

Ainsi, ’étude des modéles-o sur supersphére permettent de rendre comp-
te des propriétés critiques de modéles de boucles : classe d’universalité de
modéles de boucles avec intersections, apparition de degrés de liberté non-

compacts (voir §3.1)).



Chapitre 2

Matrice de transfert

2.1 Formalisme de la matrice de transfert

2.1.1 Fonction de partition sur le cylindre

Nous introduisons le formalisme de la matrice de transfert pour exprimer
le calcul de la fonction de partition et des fonctions de corrélations sous la
forme d’un probléme de valeurs propres [39]. Ce formalisme concerne les
modéles statistiques définis sur un cylindre semi-infini, qui est une géométrie
quasi-unidimensionnelle. Cependant, les prédictions de 'invariance conforme
permettent de relier les exposants critiques d’un modéle sur le plan avec les
valeurs propres de la matrice de transfert sur le cylindre.

Nous utilisons le modéle de boucles de Temperley-Lieb pour illustrer le
formalisme. On considére ce modéle, défini sur un cylindre de circonférence
(paire) N fixée et de longueur M tendant vers 'infini. Soit Viy I'espace vec-
toriel engendré par les configurations d’une ligne. Chaque vecteur de base
|a) est associé a une configuration de ligne a. Une configuration de ligne
est un appariement de N points par des brins qui ne se coupent pas. Sur
la figure 2.1, sont représentées les 5 configurations possibles pour une ligne
de N = 6 sites. Le nombre de configurations de ligne est N' = Cl/s, ot les
C,, sont les nombres de Catalan. Ce nombre croit exponentiellement avec la
circonférence du cylindre :

(2n)!

= o 4 g3 2.1.1

La matrice de transfert t est une matrice N’ x N agissant sur 'espace
des configurations V. Soit a, 3 deux configurations de ligne. I.’élément de
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S G R, NS

v ey

NEFAS

Fic. 2.1 — Les configurations de ligne du modéle de Temperley-Lieb pour
N = 6 sites.

C,| n C,
11 9 4862
2110 16796
5111 58786
12 208012

42 | 13 742900
132 | 14 2674440
429 | 15 9694845
1430 | 16 35357670

O~ O Ui W3
—
.

TAB. 2.1 — Valeur des nombres de Catalan C,,.

le+16 T T T T T
le+14
le+12
le+10
le+08
le+06
10000

100

Y
L I L I L I L I L I L I L I I\I

T T T | T T T T | T T T T
x

0 5 10 15 20 25

w
[an}

F1G. 2.2 — Comportement asymptotique des nombres de Catalan C,,.
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v Y
- J  J .

FiG. 2.3 — Action de la matrice de transfert du modéle de Temperley-Lieb
pour N = 6. Les pointillés représentent les conditions aux bords périodiques.

matrice (ty)p, est la somme des poids de Boltzmann des configurations de
vertex qui transforment o en 3 (voir figure [2.3)). La fonction de partition sur
le cylindre s’écrit :
Iy =Y W(C) (2.1.2)
c

ol la somme porte sur toutes les configurations de boucles sur le cylindre,
et W(C') désigne le poids de Boltzmann associé a la configuration C. La
fonction de partition se construit en itérant la matrice de transfert :

Iy = (|(tn)M]u) (2.1.3)

Les vecteurs |u), |v) décrivent les conditions aux extrémités du cylindre. On
note ¢}, Ag\j,) les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice ty :

ty [69) = AP [o©) (2.1.4)
‘Aﬁ)‘ > (AM > )Aﬁ?‘ > ‘A%\/_l)’ (2.1.5)

On note |0) = [¢(?). On suppose que les composantes (0[u) et (0|v) ne sont
pas nulles. Dans la limite M — oo, la fonction de partition (2.1.2)) est donnée
par :

O
ZN,M MO( AN (216)
La densité d’énergie libre par unité de surface est :
. 1 1
f = Jim = Zyy = <o AY (2.1.7)

2.1.2 Fonctions de corrélation

On appelle z la coordonnée dans la direction finie du cylindre (z =

1,...,N) et y la coordonnée dans la direction infinie. Les fonctions de cor-

P
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rélation a deux points sur le cylindre sont de la forme :
G = (A w(C A(r' 2.1.8
M) = AAE) = 7 = SO (219

ou A(r) est une observable locale définie sur ’ensemble des configurations de
boucles sur le cylindre et, par convention, y > 3. On suppose, de plus, que
les points r,r’ se situent a mi-hauteur du cylindre semi-infini :

vy=M-y)>y—y)>N (2.1.9)

Soit I'opérateur A correspondant a 'observable A(r). On note P I'opérateur
impulsion dans la direction z. La correspondance formelle entre observables
et opérateurs est :

Ar) — (ty) YeP*Ae P (ty)Y (2.1.10)

La fonction de corrélation ((2.1.8]) s’écrit :
<U|(tN)M—yeiPmA(tN)y—y’e—iP(ac—x’)Ae—iPx’ (tN)y |u>
(o] (tn) |u)

On utilise la décomposition de I'identité :

- Z 6D (¢D] (2.1.12)

Gn(r, 1) =

On note kY9 Iimpulsion de I'état )

P[0} = kD) |¢0)) (2.1.13)
La limite (2.1.9) sélectionne les composantes sur |0) de |u) et |[v) au numé-

rateur et au dénominateur de (2.1.11)) :
AY o /
~Slmnl (§) e e

N

La somme est dominée par un terme de la forme :

= )
Gu(r,t') ~ |(pD|A0) e & e[ -HO]@2) (2.1.15)
ou la longueur de corrélation f%) est donnée par :

. A\ —1
2= (1nA§3) - 1nA§§>> (2.1.16)
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On note q,’)(j) les opérateurs sur ’espace Vi tels que :
dV10) = [pV)) + ... (2.1.17)

ou les points représentent des vecteurs propres de valeur propre inférieures
a A%). Ces opérateurs sont caractérisés sur le cylindre par les grandeurs

5](5), kU). Celles-ci sont reliées par I'invariance conforme aux exposants cri-
tiques de la fonction de corrélation (¢V)(r)¢)(r')) (voir paragraphe [2.1.3).

Ajoutons une remarque spécifique aux modéles de boucles. Pour définir
la fonction de corrélation de fuseau G sur le cylindre, il est néces-
saire d’étendre I’ensemble des configurations de ligne. Au lieu d’'imposer un
appariement total des N sites d’une ligne, on autorise les sites a étre connec-
tés a l'infini (voir figure . On appelle L le nombre de sites connectés a
'infini (on suppose que L est pair) dans une configuration de lignes. Sous
I’action de la matrice de transfert, le nombre de sites connectés a I'infini ne
peut que diminuer. Donc, dans la base des configurations classées par valeurs
de L, la matrice de transfert est triangulaire supérieure par blocs :

L=0 X X X
0 L=2 X X
ty = (2.1.18)
0 0 X
0 0 0 L=N

Les valeurs propres de ty sont contenues dans les blocs diagonaux, donc
on peut se limiter & ’étude de ces blocs. Ceci revient a imposer que L soit
conservé. La valeur propre principale A%) de chaque bloc donne la longueur

de corrélation de la fonction de corrélation GEVL) sur le cylindre.
2.1.3 Conséquences de l'invariance conforme

Dans ce paragraphe, nous rappelons les relations entre les valeurs propres
de la matrice de transfert et les grandeurs qui caractérisent la classe d’uni-
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FiG. 2.4 — Quelques configurations de ligne sur N = 6 sites, avec L = 2 sites
connectés a l'infini.

versalité : les exposants critiques X, sU) et la charge centrale c. Ces rela-
tions découlent de I'invariance conforme [II, 50, 51}, 52]. Les conséquences de
cette symétrie pour les modéles bidimensionnels sont trés fortes. Pour citer
quelques exemples, les modéles unitaires de charge centrale ¢ < 1 sont classi-
fiés en une série (modeéles minimaux), et de nombreux éléments de cette série
sont identifiés en termes de modéles sur réseau. D’autre part, les fonctions de
corrélation a plusieurs points satisfont des équations différentielles. Les cas
ou l'invariance conforme est démontrée mathématiquement sont rares, mais
les prédictions de 'invariance conforme sur la limite continue peuvent étre
vérifiées par des solutions exactes.

Il existe une application conforme qui transforme le cylindre semi-infini
de circonférence N vers le plan. Si on définit la coordonnée complexe w sur
le cylindre, avec :

N N
-5 < Rew < 5 (2.1.19)
—o0o< Imw <oo (2.1.20)

Alors la transformation du cylindre vers le plan est :

;
w — exp ( m”) (2.1.21)

N

La transformation réciproque a une ligne de coupure sur ’axe réel négatif.
Les corrections en taille finie de la valeur propre principale Ag\?) contiennent
un terme relié a la charge centrale [4] :

mAY = Nf + g—]ff +o(N7Y (2.1.22)

ol f, est la densité d’énergie libre par unité de surface dans la limite conti-

nue. Soit une observable ¢U), avec un exposant physique X ) et un spin s\@.

En géométrie plane (coordonnées cylindriques r, 0), la fonction a deux points
se comporte comme :

(BD(0)9)(r,0)) ~ 72X 2isD0 (2.1.23)

T—00
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Les exposants X ), sU) sont reliés aux valeurs propres de la matrice de trans-
fert et de I'impulsion sur le cylindre par [3] :

0 4 o X )
mAY —mAY S T (2.1.24)
, 2mst)
O _ B0
R (2.1.25)

Dans les modéles intégrables, le parameétre spectral controle I'anisotropie
(voir paragraphe 2.3.7). En particulier, dans la limite anisotrope, les va-
leurs propres Ay U) définissent les énergies du hamiltonien équivalent. L’échelle
d’énergie est alors donnée par la relation de dispersion des basses excitations
E ~ vpk. Les relations (2.1.22)-(2.1.24)) deviennent alors [3, 4] :

0 TURC _
eV = Ney - o o (2.1.26)

, 2rve X0
P -9~ 7”’6F—N (2.1.27)

oll e, est la densité d’énergie par site dans la limite continue.

2.2 Modéle gaussien

2.2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons les propriétés du modeéle gaussien “com-
pactifié” (souvent appelé aussi gaz de Coulomb). Le comportement critique
de ce modéle est similaire a celui du modele XY Il présente une transition
de phase du type Kosterlitz-Thouless, avec des exposants qui varient conti-
nuement dans la phase critique, et ces exposants électromagnétiques [53] sont
connus exactement.

Ces résultats exacts sont exploités par la démarche suivante. Un modéle
de boucles sur le réseau peut, sous certaines conditions, étre traduit en un
modéle de hauteur. Les contraintes microscopiques du modéle de boucles ori-
ginal se reflétent alors dans la structure géométrique périodique de 'espace-
cible du modeéle de hauteurs. Les fonctions de corrélation (principalement,
les fonctions de fuseau (1.1.3)) sont interprétées comme des défauts dans
la configuration de hauteur, et on en déduit leurs exposants critiques. La
charge centrale effective (dépendant fortement des conditions périodiques)
peut aussi étre déterminée par cette méthode. La démarche est illustrée,
dans ce chapitre, sur I'exemple du modéle a six vertex.
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Il existe plusieurs points de vue, qui sont finalement équivalents, pour
présenter cette construction. D’une part, on peut partir de 'image du clock
model, qui est une version du modéle XY dans laquelle les spins ne peuvent
prendre qu'un nombre fini d’orientations [26, 53]. Ce modéle est un point
particulier du diagramme de phase du gaz de Coulomb (gaz de particules
classiques en interaction coulombienne). D’autre part, on peut choisir comme
point de départ la théorie de champs du boson compact (modéle gaussien sur
un espace-cible compactifié) [27]. Enfin, une construction systématique de
la thérie effective pour un modéle de boucles sans intersections est proposée
dans [28,29)]. Elle se base uniquement sur la structure géométrique du modeéle
de hauteurs.

2.2.2 Modéle de hauteurs équivalent au modéle a six
vertex

On définit un modéle de hauteurs h; vivant sur les faces du réseau carré.
Ce modéle décrit la physique d’une interface élastique bidimensionnelle dans
un espace tridimensionnel. Chaque configuration du modéle a six vertex cor-
respond & une configuration de hauteurs (si on fixe 'origine dans la direction
h). Toute paire de faces adjacentes est séparée par une fléche. Si by (resp. hy)
est la hauteur de la face se trouvant & gauche (a droite) de la fleche, alors
hy = hq + Ah. Le saut de hauteur est fixé a Ah = 7, par convention. Ce
modéle sera appelé dans la suite modéle SOS (solid-on-solid).

Les poids de Boltzmann du modéle a six vertex définissent la proba-
bilité d’une configuration. Les configurations les plus probables sont celles
qui minimisent les différences de hauteur (les configurations les plus plates).
Elles sont appelées états idéauz. Les deux états idéaux du modéle SOS sont
représentés sur la figure 2.5] La hauteur moyenne d’un état idéal est égale a
la somme des hauteurs autour d’un vertex, divisée par quatre.

Dans le modele sur réseau, les variables h; ont une propriété de périodi-
cité, qui peut étre déduite des états idéaux. On part de I’état idéal I, avec
une hauteur moyenne (h) = 0. Dans I’état 1, toutes les fléches autour d’une
face donnée tournent dans le méme sens. On définit 'opération locale sur
la hauteur h; : les quatre fleches autour de la face j sont retournées, et h;
devient h; &+ 27 (suivant 'orientation originale des fléches autour de j). Le
réseau dual est bipartite : on désigne par paires/impaires les faces de chaque
sous-réseau. Si on effectue 'opération sur les faces paires, on obtient I'état
idéal I avec une hauteur moyenne 7. On répéte 'opération sur les faces im-
paires : on obtient a nouveau ’état [;, avec une hauteur moyenne 27. Ainsi,
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I Iy

Fi1G. 2.5 — Etats idéaux du modéle & six vertex.

on identifie :
(h) = (h) + 27 (2.2.1)

2.2.3 Modéle effectif

Dans la limite continue, de grands domaines du systéme sont dans 'un
des états idéaux. Les hauteurs moyennes (h) définissent une fonction lente-
ment variable h(r). Les fluctuations de hauteurs sont décrites par le hamil-
tonien effectif :

H[{h(r)}] = %/er(Vh)Q (2.2.2)

h = h+27R (2.2.3)

Le rayon de compactification est fixé par la condition : R =1.La
constante de couplage g controle 1’élasticité de la surface. Plus g est grand,
plus la surface est rigide, et plus les domaines idéaux sont étendus dans
le systéme. L’ordre a longue portée est mesuré par le comportement des
fonctions de corrélations “électriques” :

(2.2.4)

ol e est un entier relatif. On note que la forme (2.2.4) respecte la périodicité
des variables h. Quand g est trés petit, on peut montrer que la fonction G(r)
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Fia. 2.6 — Configurations du modéle a huit vertex.

a une longueur de corrélation finie :

Gor) ~ e 5, &~ & (2.2.5)

~Y
roo g—0 In 2
g

ol a est le pas du réseau. Lorsque g est supérieur a une valeur critique g., la
fonction G.(r) décroit algébriquement :

2

Ge(r) ~ 197 . g>g. (2.2.6)

2.2.4 Transition de phase, phase critique

Le modéle différe du modéle gaussien par la condition de périodi-
cité sur h. Cette propriété permet l'existence de défauts topologiques, appelés
tourbillons (vortez). La destruction de l'ordre a longue portée s’interpréte par
I’abondance de vortex dans la phase g < g.. Sur le réseau, les vortex sont
décrits par les configurations wy, wg du modéle a 8 vertex (voir figure .
Les vortex sont des configurations contenant une paire (w7, ws) a deux points
éloignés. La charge magnétique en un point r est définie par 'intégrale :

1

m(r) = R a dl-Vh (2.2.7)
ou le contour C} est un petit cercle de centre r. Ainsi, la charge magnétique
associée a la configuration wy (resp. wg) est m = 2 (resp. —2). Le flot de
renormalisation de la fugacité des vortex Y,, est représenté sur la figure 2.7
En particulier, les vortex de charge |m| > 2 sont irrelevants pour g > %.
Ainsi, la phase critique est g > g., ou g. = %. Dans la phase critique, les

exposants critiques du modéle (2.2.2)) sont de la forme [26, 27] :

e? gR*m?

TR T 2

Xem (2.2.8)

Cet exposant correspond a la fonction de corrélation (2.2.4)), en présence d'un
vortex de charge m au point 0 et d’un vortex de charge —m au point r. Les
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N7

0 m2R2 g

F1G. 2.7 — Flot de renormalisation de la constante de couplage g et de la
fugacité Y, d’une charge magnétique m.

exposants critiques varient continuement avec g, et la charge centrale est
égale a :
c=1 (2.2.9)

2.2.5 Deétermination de la constante de couplage g

Pour commencer, on considére le modéle de boucles avec n = 2, ot le
modéle & six vertex équivalent ne contient pas de twist. Pour déterminer la
constante de couplage, on utilise une information supplémentaire, issue de la
solution exacte du modéle a huit vertex [54]. L exposant critique correspon-
dant & une paire (w7, wsg) est égal a :

Xvortex = (2210)
Xvortex = 2 ('Y:O) (2211)

Or, comme on ’a remarqué précédemment, ceci correspond a une paire de
vortex de charges (2, —2), donc :

Xvortex - X02 (2212)

)

En utilisant Pexpression (2.2.8)) des exposants (avec R = 1), on obtient :

g=1 (2.2.13)
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2.2.6 Modéle de hauteur pour n < 2

Si n < 2, deux effets distincts modifient le modéle de hauteur effectif.
D’une part, dans le bulk, le poids des boucles correspond & un terme extensif
dans l'action :

Hy, = /d% iey x(r) (2.2.14)

ou x(r) est la phase associée aux virages des boucles, et ¢, apporte la norma-
lisation correcte pour que la phase accumulée sur quatre virages soit +ivy. La

présence du terme ((2.2.14)) affecte la constante de couplage g. D’aprés (2.2.8))
et (2.2.10) :

=7
™

9= (2.2.15)

D’autre part, sur le bord du systéme, le twist 1 correspond au facteur :

i[h(o0) — h(0)]
TR

exp (2.2.16)

dans les poids de Boltzmann. Ainsi, la fonction de partition est de la forme

de G, (2.2.4), avec :

= — 2.2.1
€o= ( 7)

La charge centrale est modifiée par la présence du terme de bord (2.2.16)).
La charge centrale effective est :

cr = 1—12X_,,0 (2.2.18)
2
e = 1- ) (2.2.19)
g

Les exposants critiques effectifs sont :

(Xe—eo,m)eff - Xe—eo,m - X—eo,O (2220)
e(e —2ey)  gR*m?
(Xe—eo,m )eft T (2.2.21)

Pour les modéles ot on ne dispose pas de solution exacte, on utilise
une prescription appelée Ansatz de boucle [29), portant sur 'opérateur x(r).
Celui-ci se décompose en opérateurs électriques (2.2.4), et on impose que le
terme le plus essentiel de ce développement soit marginal. Dans le cas du
modéle & six vertex, le terme le plus essentiel correspond a la charge e = 2.

D’aprés I'équation (2.2.21]), la valeur de g (2.2.15) donne bien I'exposant
(XQfeO,O)eff = 2.
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2.2.7 Exposants critiques de fuseau

La fonction de corrélation de fuseau G correspond a une paire de
vortex de charge m = i%. Ainsi, 'exposant critique associé est :

X@ = (X()A) (2.2.22)
"2/ eff
L2 2
X0 = %—(Zg (2.2.23)

ol g et ey sont reliés aux paramétres du modéle a six vertex par (2.2.15)) et

@-2.17). Ainsi :

X@ = — (2.2.24)

2.3 Equations de Yang-Baxter et Ansatz de
Bethe

Dans ce chapitre, nous introduisons les équations de Yang-Baxter, qui
sont des relations géométriques impliquant les poids de Boltzmann d’un mo-
déle statistique sur réseau. Les équations de Yang-Baxter, avec la relation
d’inversion [30], apparaissent comme des conditions suffisantes pour avoir
une famille ty(u) de matrices de transfert qui commutent. Les matrices de
transfert engendrent alors une infinité de quantités conservées : c’est la struc-
ture intégrable du modéle. Grace a cette structure, on peut, dans de nom-
breux cas, construire les états propres communs de ces matrices de transfert,
par la méthode de I’Ansatz de Bethe algébrique (aussi appelée “méthode de
diffusion inverse quantique”). Cette méthode présente de grands avantages,
liés & sa nature algébrique : elle s’adapte facilement aux hétérogénéités des
parameétres spectraux, et permet d’exprimer ’action des opérateurs sur les
états de Bethe.

Cette construction générale dépend du modéle considéré, mais elle suit
un méme schéma dans les modéles & vertex. Le modéle a six vertex est le
plus simple d’entre eux, et il est utilisé pour construire des représentations
plus compliquées des équations de Yang-Baxter [55]. Ainsi, nous illustrons les
propriétés des modéles intégrables sur cet exemple précis. Notre présentation
met ’accent sur les variations possibles du modéle, comme le choix de jauge
ou les conditions périodiques twistées.



50 Matrice de transfert

(07

Fig. 2.8 — Matrice R.

2.3.1 Matrice R

Au §1.2.3] on a défini les poids de Boltzmann du modéle a six vertex :

Wi, ... we = sin(y — u),sin(y — u), sin u, sinu, e @ gin , 4"

sin 7y

(2.3.1)
oll v est le paramétre qui détermine la classe d’universalité du modéle, u est
le paramétre spectral, et 7 est un parameétre de jauge (voir §. Les poids
de Boltzmann peuvent étre regroupées dans un objet : la matrice R.

Les symétries du modéle sont codées dans cette matrice.

Soit V' = vect(|T) ,|1)) I'espace vectoriel des états d’une aréte. Pour les
arétes horizontales, on identifie |—=) = |T) et |<) = ||). La matrice R est
un opérateur agissant sur l'espace V ® V. Le coefficient Rg, ., est le poids
de Boltzmann de la configuration représentée sur la figure 2.8 ou «, 5, u, v
sont les états des arétes. Dans la base (|T1),[T1),]11),[l])), la matrice R
s’écrit :

wp 0 0 0
. 0 Wy Ws 0
R=| o o o0 (2.3.2)
0 0 0 w
Lorsque le paramétre de jauge est fixé an =20 :
sin(y — u) 0 0 0
B 0 e ™siny  sinu 0
R(u) = 0 sinu  e“sinvy 0 (2.3.3)
0 0 0 sin(y — u)

Les états d’'une aréte |T) , ||) peuvent étre interprétés comme la représentation
de spin % de SU(2). Dans ce contexte, on exprimera les opérateurs en termes
de matrices de Pauli. Dans la base (|T7),[T1),|L1),]l])), les matrices de
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Fi1G. 2.9 — Matrice de transfert ty (u[{v,,}) du modéle a six vertex hété-
rogéne, pour un réseau de largeur N = 6. Les pointillés représentent les
conditions aux bords périodiques.

Pauli s’écrivent :

(1) (7)o (b h) e

2.3.2 Matrice de transfert

Sur un réseau carré de largeur N, on fixe un paramétre spectral ho-
rizontal u et des paramétres spectraux verticaux vy, ...,vy. La matrice de
transfert ty(ulvy,...,vy) est construite a particr de N matrices R (voir fi-

gure :

(tN)(ﬂ),(a)(u|U17 s 7UN) = Z RB1M27M1011 (U - Ul) s RﬁNul,MNOéN (U - UN)
(1)

(2.3.5)
La matrice de transfert commute avec I’aimantation totale :
| X
8= mzl o’ (2.3.6)
[tn(ulvy,...,oN),S%] =0 (2.3.7)

2.3.3 Algébre de Temperley-Lieb

Si la jauge est fixée a n = 0, la matrice R(u) se décompose sous la forme :

R(u) =sin(y —u) Iygy +sinu E (2.3.8)
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ou E est défini par sa matrice dans la base (|T1),[T1),[11),[1])) :

0 0 0 0
0 e™ 1 0

E=| " . 0 (2.3.9)
0 0 0 O

Cette matrice vérifie les relations :

E? =2cosy E (2.3.10)
(Ecly) (I, @E) (Ealy) —EaT, (2.3.11)
Iy @F) (E®Ty) Iy 9E) =T, @ E (2.3.12)

ot Iy est l'identité sur V. Ces relations sont illustrées sur la figure[2.10] L opé-
rateur E permet de construire une représentation de 1’algebre de Temperley-
Lieb [43], de la maniére suivante. On définit la famille d’opérateurs agissant
sur Vy = VeN .

E, = (I,)?™ Vo E® (I,)*"-—""1 m=1,...,N—1 (2.3.13)

Les E,,, vérifient les relations :

(E,n)* =2cosy E,, (2.3.14)
E,. Eni By = E,, (2.3.15)
E, E, 1 E, = E, (2.3.16)
E, E, =E, E, si|m—m/|>1 (2.3.17)

Les relations (2.3.14) a (2.3.17)) définissent l’algébre de Temperley-Lieb [43].

2.3.4 Equations de Yang-Baxter et relation d’inversion

Fixons le paramétre n = 0 dans les poids de Boltzmann ((1.2.32)). La
matrice R(u) satisfait les équations de Yang-Baxter :

Z Rﬁsﬂmuzus <u2 - u3>Ru3ﬁ1,u1a3 (ul - u3>RM2#1,a1a2 (ul - u2) =
B1,H2,H3

Z Rﬁzﬁhuluz (ul - u2)R53M1,041,u3 (ul - u3)Ru3u27a2a3 (u2 - U312.3.18)

1,002,543
ou les sommes portent sur toutes les valeurs possibles de pq, po, 3. Pour
alléger ’écriture, on note :
Rz (us — U3)R13(U1 - U3)R12(U1 - U2) =
ng(ul - UQ)R13<U1 — U3)R23<U2 — U3> (2319)
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A -

-

O

R

F1G. 2.10 — Relations vérifiées par I'opérateur E. L’opérateur E est représenté
en traits épais.

Ces relations sont illustrées sur la figure A chaque ligne j est associé le
parametre spectral u;.

Les équations de Yang-Baxter restent valables si on associe a chaque
ligne j le parameétre de jauge 7, :

R23(U2 —Uug, N2 — 773)R13(U1 —Uu3,m — 773)R12(U1 — U2,MT1 — 772) =
Rio(u1r — ug,m — n2)Rag(ur — us, m — n3)Rag(ug — us, m2 — 13§2.3.20)

D’autre part, les équations de Yang-Baxter sont compatibles avec la pré-
sence d’un twist ¢ suivant une ligne de coupure paralléle a la ligne 3 (voir

B2 B2
53 61
13 ) s L
S .S .
152,43 H1 as (us) prpzais (W) @ &
a a3
<z
(w) 42 @R (ug)

(u2) (u2)

Fia. 2.11 — Relations de Yang-Baxter. Les fleches blanches indiquent le sens
des paramétres spectraux uq, us, us.
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(u1)

Fic. 2.12 — Relations de Yang-Baxter en présence d’un twist.

K2

aq \ 51 aq v 51
y /_\
(%) L1 Ba %) ﬁz
Fia. 2.13 — Relation d’inversion.
figure [2.12)) :
ﬁ23(“2 — Us, 1/1)ﬁ13(ul — Us, ¢)R12(U1 - Uz) =
R12(U1 - Uz)Rls(Ul — Us, w)R23(U2 — us, 1/1) (2-3-21)
La matrice R vérifie la relation d’inversion (voir figure [2.13) :
Z R85 1o (_Uv _T]>RH2N17111(12 (uv 77)
1,42
= sin(y — u) sin(y + w)da, 8, 0as.5s (2.3.22)

ou, sous forme condensée :

Roi(—u, —n) Ria(u,n) = sin(y — u) sin(y + u) Ijp (2.3.23)
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Fop L
vl vy U3 u4 U5 Up vl vy U3 u4 U5 Up
T A— U/ -
u - - u e
4 g5 8B L
v vy w3 vy U5 UG vl vy U3 vy U5 g
T
u - --
§o4 48

vl v U3 v4 U5 Ug

Fi1a. 2.14 — Commutation des matrices de transfert.

2.3.5 Commutation des matrices de transfert

Les équations de Yang-Baxter (2.3.19)) et la relation d’inversion (2.3.23)
ont pour conséquence la relation de commutation entre les matrices de trans-
fert pour des parameétres spectraux différents :

[t (ul{vm}), tx (u'{vm})] = 0 (2.3.24)

L’application des équations de Yang-Baxter qui méne & cette relation est
illustrée sur la figure 2.14]

2.3.6 Opérateurs locaux

Comme la matrice de transfert ty, les opérateurs locaux o¥~
priment en termes de la matrice de monodromie T. Cette construction a été
proposée dans [56]. On introduit les notations :

s’ex-

1
ol = 5(I+a2) (2.3.25)
1
ot = 5(I—aZ) (2.3.26)
ol ot (2.3.27)
ol = o~ (2.3.28)
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©
vy - - vy -
vy - - —= vy -
v3 = - v3 -

bbb ) bob )

vl vy U3 Vg Uy Vg U] 1)2 vy U5 Vg
S o jg
UQ > - = 1;2 - -
5 @ -

S A £ 40 4

'Ul 2,’2 1)3 1}4 7}5 7)6 1}1 7)2 7)3 ’1)4 ’U5 1,’6

F1G. 2.15 — Mlustration de l'identité (2.3.29) pour m = 3.

En utilisant la relation d’inversion (voir figure , on obtient I'expression :

ohv = [H tn(vj[{vm }) | Top(vm|{vm}) [HtN vj[{vm} ] (2.3.29)

2.3.7 Parameétre spectral et anisotropie

Pour expliquer le lien entre le parameétre spectral u et ’anisotropie du
systéme, nous utilisons ’équivalence entre le modéle a six vertex homogéne et
le modéle de Potts auto-dual. Le paramétre spectral u permet de se déplacer
sur la ligne auto-duale du modéle de Potts :

J1 = 2Argth[tanu cotanv] (2.3.30)
Jo = 2Argth[tan(y — u) cotanvy] (2.3.31)

Le point isotrope correspond a u = /2. Considérons la limite de grande
taille du systéme, et faisons varier u. Le systéme se comporte comme si le
pas du réseau dans la direction verticale avait été multiplié par le facteur
Cpotts (voir figure [2.16)). Dans le cas particulier du modéle d’Ising (Q = 2), on
peut trouver [57] une observable sur le réseau qui est conjuguée au parameétre
Cpotts : C’'est une version sur réseau du tenseur énergie-impulsion. Pour une
valeur quelconque de @), la solution exacte du modéle a six vertex homogéne
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sur le cylindre semi-infini permet le calcul du paramétre de déformation du
réseau médial (gy. L’argument est basé sur le développement asymptotique
de la valeur propre principale, en présence d’anisotropie [58] :

In A (u) = N foo (1) + sin (%“) g—]f[ +o(N7Y (2.3.32)

ol foo(u) est un fonction connue, et ¢ est la charge centrale. La densité
d’énergie libre par unité de surface est donnée par :

M In AS\?)(U)
= —_ N/ 2.3.33
fN NMCG\/(U) ( )
foo(u) sin (7%) e -2
= + +o(N 2.3.34
Gov () T Gl one TN (2334
or le terme d’ordre N2 doit étre égal & sz donc :

Cov(u) = sin (%) (2.3.35)

Ainsi, 'angle marqué sur.la figure est égal a % D’aprés la figure ,
le parameétre de déformation du modéle de Potts est :

U

Cpotts(u) = tan (%) (2.3.36)

Ce résultat est en accord avec le cas () = 2 étudié dans la référence [57].

Ainsi, non seulement les matrices de transfert ty(u|{n,,}) commutent
pour toute valeur de w, mais leurs valeurs propres ont un comportement
d’échelle similaire. Cette remarque permet d’étudier indistinctement le spec-
tre de la matrice de transfert ou du hamiltonien, qui est défini dans la limite
de grande anisotropie u — 0. L’anisotropie du systéme affecte le développe-
ment asymptotique des valeurs propres par un facteur multiplicatif :

| re  2nX0)
In AY (1) = N foo(u) + Cov (v) (6—N _? z)v{ ) +o(N7Y (2.3.37)

2.3.8 Ansatz de Bethe

La matrice de transfert du modéle a six vertex ty(u|[{vy,}) est une ma-
trice de dimension 2V x 2V. Le probléme de la diagonalisation de tx (u|{v,,})
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Fi1G. 2.16 — Déformation anisotrope du réseau carré du modéle de Potts
(traits pleins) et du réseau médial (traits discontinus).

peut étre ramené a la résolution d’un systéme non-linéaire portant, au plus,
sur N inconnues. Ceci est possible grace aux symétries du modéle, en par-
ticulier les équations de Yang-Baxter. Dans ce chapitre, nous présentons la
construction des états propres par la méthode de 'ansatz de Bethe algébrique.

La matrice de transfert commute avec I'aimantation totale S*. Cette
loi de conservation permet de définir les particules du modéle a six vertex :
on appelle particule une fléche tournée vers le bas. En partant de I’état de
référence :

m=Ir...17 (2.3.38)

on construit les états propres a plusieurs particules en agissant avec un opé-
rateur de création.

Les opérateurs de création/annihilation et la matrice de transfert sont
construits & partir d’un seul objet : la matrice de monodromie T (ul|{vy,}).
C’est une matrice de dimension 2 x 2, dont les éléments sont des opérateurs
agissant sur l'espace V. Soit u, v deux configurations d’arétes horizontales.
L’élément de matrice T, (u|{v,, }) est 'opérateur agissant sur les arétes verti-
cales (voir figure , defini par son action sur une configuration de ligne o :

(TVM)ﬁOt (u|{vm}> = Z RﬂNV#N—UXN (U_UN) s R52M27M1062 (u_UQ)Rﬁl,ul,Mal,(u_Ul)
Hm

(2.3.39)

Dans la base (|T),]])), on écrit la matrice de monodromie :

_( AGl{n.)) Blul{ua))
vltend = (Sulf)) Do) ) 230

La matrice de transfert est donnée par la trace de la matrice de monodromie
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SR N D R

F1G. 2.17 — Element de matrice T,, de la matrice de monodromie.

sur ’espace horizontal :

tx(ulfvm}) = Aul{vm}) + D(ul{vm}) (2.3.41)

Pour alléger les notations, on omet dans la suite la dépendance de A, B, C, D
envers les parameétres spectraux verticaux v,,. Les équations de Yang-Baxter
impliquent les relations de commutation entre les éléments de la matrice de
monodromie :

Au),A(W)] = 0 (2.3.42)

B(u),B(u)] = 0 (2.3.43)

[C(u),C(w)] = 0 (2.3.44)

D(u), D) = 0 (2.3.45)
sin(y —u' +u (v’ ~u) gin

A(w)B@W) = SEZ(W—Z))B(U/)A(U)WYB(U)A(U/) (2.3.46)
sin(y —u + ei(w' =) gin

D(u)B(W/) = MB(u’)D(u —WB@)D@/) (2.3.47)

L’état de référence est état propre des opérateurs A(u), D(u) :

A ) = H sin(y — u + v)| 1) (2.3.48)
D(u)[ 1) = ][] sinu—vn)| ) (2.3.49)

A chaque configuration de vertex (figure[1.10)), le flux de fléches est conservé.
En conséquence, 'opérateur B(u) crée une particule, tandis que 'opérateur
C(u) détruit une particule. Ainsi, I'état :

‘¢u1 ..... ur> = B(“l) ce B(UT)| ﬂ> (2350)

est un état a r particules. Il est état propre de la matrice de transfert, a condi-
tion que les paramétres uy, ..., u, vérifient des relations, appelées équations
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de Bethe. Ces relations sont obtenues en appliquant les relations de commu-
tation (2.3.46)-(2.3.47)), et en imposant que les termes non voulus s’annulent.
Les équations de Bethe du modéle a six vertex sont :

) sm Ui — U sin(u; — u; + 7y
vie{l,...,r} H o _Ju] ) = —H (uj = +7) (2.3.51)
m=1 l

+ Un, - sin(u; —w —7)

La valeur propre associée a I’état (2.3.50]) est :

: H sl ] [H SH;EZ(; - qu;j) (2.3.52)

2.3.9 Cas du modéle twisté

En présence d’une ligne de coupure avec un paramétre de twist ¢, la
construction décrite ci-dessus est 1égérement modifiée. Les équations de Bethe
deviennent :

_ sin(u; — vy,) sin(u; — w + )
vje{l,.. = —e?
jed 7} Hsm —u]—i—vm Hsm = U — ")
(2.3.53)
Les valeurs propres sont :
al Losin(y — uj + u)
. — o ; _ — Y
ol Hios) = ¢ | Tl —wen| [[T20C00

4w [H sin(u W] [ﬁ i :j;w(}.sw

2.3.10 Equations de Yang-Baxter dans la base des con-
nectivités

Les équations de Yang-Baxter et la relation d’inversion peuvent étre
exprimées dans la base des connectivités de boucles. La résolution des équa-
tions fonctionnelles qui en découlent permet d’identifier des points intégrables
dans un modéle de boucle, sans passer par 'intermédiaire d'un modéle de
vertex équivalent. Cette démarche est illustrée sur 'exemple du modéle de
Temperley-Lieb et du modéle de Brauer.
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(4)

F1aG. 2.18 — Les cinq configurations de connectivités sans intersections entre

six points.

Modéle de Temperley-Lieb

On numérote les arétes extérieures du triangle comme indiqué sur la
figure Les cing connectivités possibles entre ces arétes sont représentées

sur la figure On écrit la matrice R comme :

R(u) = a(uw)I+ b(u)E

(2.3.55)

A chaque configuration de la figure [2.18| correspond une équation de

Yang-Baxter. L’ensemble de ces équations amene le systéme :

(1)

nb(u)b(v)a(u + v) + b(u)a(v)a(u + v) + a(u)b(v)a(u + v)
+b(u)b(v)b(u + v) = a(u)a(v)b(u + v)

a(u)a(v)b(u 4+ v) = nb(u)b(v)a(u + v) + b(u)a(v)a(u + v)
+a(u)b(v)a(u + v) + b(u)b(v)b(u + v)

) = a(u)b(v)b(u + v)
) = b(u)a(v)b(u +v)
a(w)a(v)a(u +v)

(2.3.56)

(2.3.57)

(2.3.58)
(2.3.59)
(2.3.60)
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/ /
g 2 2

w
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FiG. 2.19 — Numérotation des arétes extérieures du triangle.

oll on a utilisé la notation :
U= U, — Uy U= Uy — Us (2.3.61)
La relation d’inversion impose :

nb(u)b(—u) + a(u)b(—u) + b(u)a(—u) = 0 (2.3.62)
a(u)a(—u) = p(u) (2.3.63)

En éliminant les équations équivalentes ou triviales, on obtient :

nb(u)b(v)a(u + v) + b(u)a(v)a(u + v) + a(u)b(v)a(u + v)
+b(u)b(v)b(u 4+ v) = a(u)a(v)b(u + v) (2.3.64)

nb(u)b(—u) + a(u)b(—u) + b(u)a(—u) = 0 (2.3.65)

Les équations (2.3.64)) et (2.3.65)) sont des équations fonctionnelles pour les
fonctions a(u),b(u). Toute solution correspond a un modeéle de boucles inté-
grable. On cherche une solution du systéme (2.3.64))-(2.3.65)) sous la forme :

a(u) = P () (2.3.66)
bu) = Q () (2.3.67)

P(z) = Zpkzk (2.3.68)
Qz) = > g (2.3.69)
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Le systéme devient :
nQ(2)Q(w)P(zw) + Q(z)P(w
P(2)Q(w = P(z2)P(w)Q(zw) (2.3.70)
nQ()Q(="1) + P)Q(") + Q)P = 0 (23.71)

5\/
/N\/\
£
+
O
g\./
O
EE
Qv
N

-EE

|+

Comme on peut choisir arbitrairement la normalisation des poids de
Boltzmann, on fixe Q(0) = 1. Les polynomes :

P(z) = —e7+e "z (2.3.72)
Qz) = 1—=z (2.3.73)

sont solution du systéme (22.3.70)-(2.3.71)). Le rapport entre les poids de Boltz-
mann est :

Q(e*)  sinu
P(e)  sin(y — u)

z(u) = (2.3.74)

Modéle de Brauer

Le modéle de Brauer est défini dans le paragraphe [1.3.3] Les connectivi-
tés correspondant & ce modéle sont les appariements complets. Le nombre de
connectivités possibles pour N points (si N est pair) est égal a (N — 1)! =
1 x3x---x (N —1). Les 15 connectivités possibles autour du triangle sont
représentées sur la figure 2.20] Les équations de Yang-Baxter s’écrivent :

a(u)a(v)b(u + v) = nb(u)b(v)a(u + v) + b(u)a(v)a(u + v)
+a(u)b(v)a(u +v) + b(u)b(v)b(u + v) + c(u)b(v)a(u + v)
+b(u)c(v)a(u +v) + b(u)b(v)e(u + v) (2.3.75)

(w)a(v

c b(u 4+ v) = b(u)c(v)b(u + v) + b(u)a(v)c(u +v) (2.3.76)
a(u)a(v

)
Je(u +v) = c(u)a(v)a(u + v) + a(u)e(v)a(u +v) (2.3.77)

La relation d’inversion s’écrit :

a(u)b(—u) + b(u)a(—u) + c(u)b(—u)
+b(u)e(—u) + nb(u)b(—u) = 0 (2.3.78)
a(u)c(—u) + a(—u)c(u) = 0 (2.3.79)
a(u)a(—u) + c(u)e(—u) = p(u) (2.3.80)

La solution de ces équations fonctionnelles est :

a(u), b(u), c(u) =1—u, u, (1 - 5) u(l —u) (2.3.81)
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o o o 2o o
3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2
(1) @) () ) (5)
2/ 2/ 2/ 2/ 2/

3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2
(6) (7 8) 9) (10)

2/ 2/ 2/ 2/ 2/

3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/ 3/ 1/
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2
(11) (12) (13) (14) (15)

F1aG. 2.20 — Les 15 configurations de connectivités avec intersections entre six
points.
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Ainsi, lorsque la fugacité des boucles n et le paramétre spectral u varient
dans les intervalles :
0<n<2, 0O<u<l (2.3.82)

le point intégrable (2.3.81)) est un modéle probabiliste. Le point isotrope est

u=3.

2.3.11 Annexe : changement de jauge et matrices R
twistées

Changement de jauge

La matrice R(u,n) avec un paramétre de jauge 7 quelconque s’exprime
en fonction de la matrice R(u) avec une jauge n =0 :

in(B—a)
Rpyop(t,n) = €™ 7 Ray (1) (2.3.83)
Cette relation s’écrit sous forme d’opérateurs :
R(u,n) = (¢27 @ Iy) R(u) (Iy @ e73°7) (2.3.84)
Sur le réseau, on définit un parameétre de jauge horizontal g et N paramétres
de jauge verticaux 7, ...,ny. La matrice de transfert est contruite & partir
des matrices R(u— vy, 19 — 0 ), avec m = 1,..., N. Ce changement de jauge
est une transformation unitaire :
tv (w10 {vm}, {1 }) = Ultn(ul{v,,})U (2.3.85)
ou :

. N
U = exp <% 3 nmafn) (2.3.86)
m=1

On note que 'opérateur U est indépendant du paramétre de jauge horizontal
To-

Matrices R twistées

On introduit une ligne de coupure dans la matrice de transfert, en mo-
difiant la matrice R sur le site N :

(tN) () (o) (ul{vm }, ¥) =

DR (u—vr) . RN (1 — oy (Ra) N (= ox, )
(n)
(2.3.87)
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FIG. 2.21 — Matrice twistée a droite Rg(u, ).

ott Ry(u, ¥) est la matrice R twistée & droite (voir figure , définie par
les poids de Boltzmann :

D1y = €¥sin(y —u), e Vsin(y —u), e sinu, e sinu,
e~ 1) gin oy, 1Y) gin (2.3.88)

La relation entre R(u) et Ry(u,1)) est :
(Ra)je(u,v) = €™ Ry (u) (2.3.89)

De méme, on définit la matrice f{g(u, 1) twistée & gauche :

(Ry)% (u, ) = € RE” (u) (2.3.90)

Qo o

Les matrices f{d(u,@/)) et R,y(u, ) sont reliées par un changement de jauge
n=2y.

Plus généralement, on considére la matrice de transfert en présence de
N lignes de coupure :

(t3) @) (ul{vm} {m}) = (Ra)ih? (u —vi,¢1) - (Ra)ity, (= v, on)

(2.3.91)
Le changement de jauge {n1,...,ny} modifie les twists {¢1,...,¥n} :
v (ul{vm}, {nm} {m}) = tx(ul{vn}, {¢,}) (2.3.92)
ou :
W =y, A Imtt (2.3.93)

2
La transformation (2.3.93) n’affecte pas le twist total ¢ = 2221 U Alnsi,

les matrices de transfert ty(u|{v,},{0,...,0,9}) et ty(ul{vm}, {%, e %})
sont reliées par la transformation unitaire :

ty (u|{vm}, {% i, %}) = Ulty(ul{vn,},{0,...,0,0)U  (2.3.94)
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ot U est I'opérateur unitaire associé aux parameétres de jauge :

2map
N
Ainsi, la matrice de transfert ty(u|{vm,},{0,...,0,1}), bien qu’elle ne soit
pas invariante par translation, est reliée par transformation unitaire a4 une
matrice invariante par translation. Soit e *F I'opérateur de translation d’un
site vers la droite. On a :

[tx(u[{vn}, {0,...,0,9}), Ue U =0 (2.3.96)

N = (2.3.95)

2.4 Exemple d’Ansatz de Bethe : la chaine XXZ

2.4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit la structure intégrable du
modéle a six vertex. Cette structure est générale, et admet les hétérogénéités
de paramétres spectraux. Cependant, les propriétés du spectre de la matrice
de transfert (et donc la physique du modéle) dépendent du choix des para-
meétres spectraux verticaux vy, ..., vy. Pour décrire les méthodes d’analyse de
I’Ansatz de Bethe, nous restreignons la discussion au cas du modéle a six ver-
tex homogéne (équivalent & la chaine XXZ). Ce modéle sert de “laboratoire”
pour l'introduction de méthodes analytiques. D’autre part, les états de basse
énergie de ’Ansatz de Bethe peuvent étre identifiés en termes d’excitations
du modéle gaussien équivalent.

2.4.2 Limite anisotrope

Comme nous 'avons vu au §2.3.7] le paramétre spectral u controle 'ani-
sotropie du modeéle, et on s’attend a ce que la structure du spectre ne dépende
pas de la valeur de w. En particulier, dans la limite © — 0%, la matrice de
transfert est de la forme :

tn(u) ~ tn(0) exp [_sirw

HN] (2.4.1)

ou Hy est un hamiltonien quantique agissant sur l'espace V. D’aprés la
décomposition (2.3.8]) de la matrice R(u), on a :

ty(0) = sinVye F (2.4.2)

N
Hy = NcosyIy, — > E, (2.4.3)
m=1
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ou e~ *F est 'opérateur de translation d’un site a droite. Les opérateurs E,,
s’expriment en termes des matrices de Pauli :
1 ..
By = 5 (05,0500 4+ 0400 — o5y (05,051 — Ty, ) — isiny (0%, — 770)]
(2.4.4)

Ainsi, le hamiltonien Hy s’écrit :

N
1
HN = —5 Z [quo-fn-l—l + U%Ufnﬂ — COS 7Y (O'an'fn_H + IVN)j| (245)
m=1

Ce hamiltonien est appelé chaine de spins XXZ.
N.B. : L’introduction du twist équivaut a la condition aux bords :

on = ot (2.4.6)
2.4.3 Equations de Bethe, valeurs propres

Equations de Bethe

Il est commode d’utiliser les variables décalées ); :

A =i (% — ) (2.4.7)

Les équations de Bethe (2.3.51f) s’écrivent alors :

Vie{l....ry expliNE()] = (—1) [[exp <O — A)]  (24.8)

=1

k() = —iln lzziglii :f(%,)\) (2.4.9)
O\ = —iln l%} TN (2.4.10)

et ol la fonction logarithme complexe est déterminée par la ligne de coupure
sur I'axe réel négatif, et la fonction f(v, \) est définie au §2.4.7, On applique
le logarithme :

Vie{l,...,r} Nk(\)=2rL=> O —X\) (2.4.11)
=1

ou les entiers de Bethe I; obéissent a la condition :
r—1
I —
J 2

Y/ (2.4.12)
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Valeurs propres, énergie et impulsion

La valeur propre associée a la solution A, ..., \, est :
An(ul{\;}) = sin® (y — u) [H e GAH) | ginN g [H eif(g”\ﬁi””)]
j=1 j=1
(2.4.13)

L’énergie du hamiltonien équivalent (2.4.5), 'impulsion et 'aimantation to-
tales sont :

Ev{N}) = —siny G(ELUA(OH/\J}) = Ncosvy + Ze()\j) (2.4.14)
bl D) = RO = 700, (2.4.15)
§* = g—'r’ (2.4.16)

ou I'énergie d’une particule est :

2 sin’
T (2.4.17)

A\) = —si ’<1 A) = —
«(A) siny 2’ cosh 2\ — cos

2.4.4 Spectre en taille finie
Etat fondamental dans un secteur d’aimantation donnée

L’aimantation totale S* est reliée au nombre de particules r par I’équa-
tion (2.4.16)). L’état fondamental du secteur & S® fixé est déterminé par la
configuration des entiers de Bethe :

r—1 r—1 r—1

L, IL=-"—° _ 1.
1 3 9 9 + 9

(2.4.18)

Excitations avec des racines réelles

Dans ce paragraphe, on raisonne sur le cas v — 0 (chaine XXX). Les
excitations au-dessus du fondamental sont les états déterminés par
d’autres configurations d’entiers de Bethe. La valeur maximale admissible
pour les I; est obtenue en faisant tendre A; vers l'infini dans I’équation de

Bethe ([2.4.11)). Suivant cette prescription, on obtient :

1
Lz = 5(N =7 = 1) (2.4.19)
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Ainsi, toute configuration d’entiers de Bethe de la forme :

_]max S Il < [2 << ]r S ]max (2420)

détermine (de maniére unique) un état excité dans le secteur S* = % — 7.

On appelle T] les entiers non occupés parmi les (2/,.x + 1) valeurs possibles.
Les positions correspondantes dans I'espace des A sont déterminées par les
équations :

NEk(\,)) = 2x]; — Z o\ —\) (2.4.21)

=1

Autres excitations

Il existe d’autres formes de solutions aux équations de Bethe (2.4.11]).
Par exemple, certaines solutions contiennent des paires de racines conjuguées
(/\0 + 5, A0 — %), appelées 2-strings. Dans la suite, nous restreignons la dis-
cussion aux solutions réelles.

2.4.5 Limite continue
Etat fondamental

On considére ’état fondamental du secteur d’aimantation totale :

N
5= xy (2.4.22)
et on prend la limite N — oo avec y fixé. On fait I’hypothése que les racines

Aj tendent vers une distribution continue, de densité proportionnelle a % :

1

AN N Oy)

(2.4.23)

ou Np(A)dA est le nombre de racines comprises entre A et A+ d\. Soit Qn(y)
la plus grande racine. Lorsque y est fixé, on a :

Qn(y) — Q) (2.4.24)

N—oo
Ainsi, les sommes sont remplacées par des intégrales :

1 < Q(y)

— > u(N) — dX p(A) u(A 2.4.25
P ILICO Tt BIRCVIORTS (2.4.25)
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Dans cette limite, les équations de Bethe (2.4.11]), 'aimantation par site et
I’énergie par site deviennent :

Q(y)
KO = 2m - [ L) KO 42
y 1 Q(y)
S =5 » d\ p(\) (2.4.27)
%\7 = cos*y—l—/ dX p(N)e(N) (2.4.28)
KO = f (%A) (2.4.29)
KO = 00 =—F(1,\) (2.4.30)

L’équation ([2.4.26|) est appelée équation de Lieb. Dans le secteur fondamental
y=0,0naQ(y) = o0, et les équations ({2.4.26))-(2.4.27)-(2.4.28)) se résolvent,
en transformée de Fourier. La transformée de Fourier du noyau K est :

~ 27 sinh (y — 2
Rw)=—"2 b —3)w (2.4.31)
sinh (%‘”)
La solution de ([2.4.26)) est :
1
50 = jw)= ———— 2.4.32
) = 8= (2.4.32)
1
PPN = s\ = ———M— (2.4.33)

A
27 cosh (7)

Excitations élémentaires

Dans ce paragraphe, pour simplifier la discussion, on se place dans le cas
y = 0. A partir de I’état fondamental (2.4.18]), on introduit un trou entre les
entiers de Bethe [}, et [;q :
-1
JA— > (2.4.34)
]j—i-l_Ij = 1+5j+1,h s jzl,...,T—l (2435)

On note \ la position correspondant a entier I, + 1 (voir équation (2.4.21))).
Dans la limite continue, les observables intensives associées a la configu-
ration (2.4.34)-(2.4.35) s’expriment en termes des quantités habillées. Soit
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I'observable A, définie par la fonction des racines a(\) :
Alp] = / dx p(\) a()) (2.4.36)

Par exemple, A peut étre I’énergie ou I'impulsion par site. On peut montrer
[59] que la variation de A par rapport a I'état fondamental s’écrit :

1~
— O ~ ——7
Alp) — A [p\Y] o Na()\) (2.4.37)
ou a(A) est solution de I’équation intégrale :
- I -
i)~ o= / dp KO\ — p) a(p) = a()) (2.4.38)

La fonction a(\) est appelée fonction habillée. Elle tient compte de la contri-

bution (en négatif) du trou A & (2.4.36)), et du décalage des autres racines di
a la présence du trou.

En application, on obtient 'impulsion et ’énergie habillées :

F0) = on /0 dp s(y1) (2.4.39)
€(A) = —2msiny s(\) (2.4.40)

ot la fonction s(\) est définie en (2.4.33). Ainsi, si A est proche du “nivean
de Fermi” Q(y) = oo, I’énergie obéit a la relation de dispersion :

€\ N vp k() (2.4.41)
ou la “vitesse de Fermi” est :
op = 00T (2.4.42)
7

Cette derniére quantité définit 'échelle d’énergie du hamiltonien (2.4.5)). En
particulier, cette échelle intervient dans les termes universels (voir équa-
tions (2.1.26))-(2.1.27)) du développement asymptotique de 1’énergie.

Secteurs d’aimantation fixée

Si on fixe y > 0, alors les bornes de I'intégrale dans (2.4.25]) sont finies :
0 < Q(y) < oo. Le formalisme des paragraphes précédents doit alors étre
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modifié : en particulier, I’équation de Lieb ne se résout pas direc-
tement par transformée de Fourier. Dans ce paragraphe, nous présentons la
méthode proposée dans [60, [61]. Elle permet de calculer la densité de racines
et énergie par site dans I'état (2.4.18)), avec y > 0.

On pose : R
[1 + j(w)] [1 - %:)] —1 (2.4.43)
g = p(Q+ A) (2.4.44)

Les équations (2.4.26])-(2.4.27)-(2.4.28) deviennent :

d@+x>=:g@»+[fdumMJ@—u>

+ /OOO dp g(p)J(2Q 4+ X+ ) (2.4.45)
% = 2 {1 + j(o)} /oo dX g(N) (2.4.46)
(0) 0o
%N - % = —2/0 dA g(N)e(Q + A) (2.4.47)

Le principe de la méthode est de définir le paramétre infinitésimal :
=Q

(=e (2.4.48)

et de résoudre le probléme a I'ordre dominant en (. Si A > 0, le terme source
de I'équation ([2.4.45)) se comporte comme :

DY

S(Q+N) ~Ce (2.4.49)
Le dernier terme de ([2.4.45|) est d’ordre é On peut le négliger, a 'ordre 1
en ( :
QN =g+ [ dugMI0 ) (2450)
0
L’équation ([2.4.50) est du type Wiener-Hopf (2.4.84). La transformée de

Fourier du terme source est e~“95(w). Les poles de 3(w) dans le demi-plan
Im w < 0 et les résidus correspondants sont :

(2K + 1
wp = —w, keN (2.4.51)
(_1)k’+1
Res (5,wg) = : (2.4.52)

vy
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De plus, on peut montrer que G, (w) = G_(—w). Dans la solution (2.4.90)),
le pole wy, donne une contribution d’ordre e=**@ = ¢(%+1 A I’ordre 1 en (,
on tient compte uniquement du pole —% :

_ (G (w)G- <_%>

7 (w g (2.4.53)
D’aprés ([2.4.46)) :
% = 2 [1 + f(())] 3..(0) (2.4.54)
Y 2 ~ LT
b 2 [1 ¥ (0)] G (0)G (— : )g (2.4.55)
De méme, d’aprés (2.4.40) et (2.4.47) :
R A
WN - % = 2s.mfy/_OO dw e 9 G, (—w)3(w) (2.4.56)

L’intégrale (2.4.56|) s’exprime en termes des poles de § dans le demi-plan
Imw < 0:

ey EY . . @ N
WN — % = —2siny X QZWZRGS [e @I (—w)s(w),w = wk] (2.4.57)

Wi
A Tordre dominant (¢*), seul le pole —7 contribue :

v EY 2sinny (m> ( m) ,
N eN . (Z)a (-Z 2.4.58
NN e ~)< (2.4.58)

En comparant (2.4.55)) et (2.4.58)), on obtient :

v &Y 2mupX
— — ~ 2.4.
N N N2 (24.59)
ou : R
1 K(0
P PO (5%)? (2.4.60)
4 2m
Etant donné l'expression (2.4.31) de IA((w), on a:
KO _2(r—7) (2.4.61)
2m s
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* *

%$%%%+
IR

F1G. 2.22 — Insertion d’un vortex dans le modéle & six vertex. Le vortex est
repéré par un point. Les trajectoires des particules manquantes sont repérées
par des lignes épaisses, et leur position finale par des étoiles.

2.4.6 Relation avec le modéle gaussien

Dans la limite continue, on peut identifier certains des états de Bethe
discutés au §2.4.4] avec des excitations électromagnétiques dans le modéle
gaussien équivalent. Cette correspondance a été proposée dans [37], sur la
base de calculs numériques pour de grandes tailles de systéme.

Premiérement, si 0 < n < N, on considére 1’état fondamental dans le
secteur S* =n :
r—1 r—1
5 g
N

avec r = 5 —n. Pour n = 2, la suppression de 2 particules correspond a
I'insertion d’un vertex wy (voir figure , soit une charge magnétique m =
2. Plus généralement, ’état (2.4.62)) correspond & la fonction de corrélation
vortex-vortex de charge magnétique m = n. Ainsi, la prédiction du modéle

gaussien pour 'exposant de I'état (2.4.62)) est :

L,... I =—

(2.4.62)

Xop = 2— (2.4.63)

ol g est la constante de couplage du modéle gaussien. Or ce méme exposant
a été calculé au §2.4.5] & partir des équations de Bethe. Ainsi, g peut étre
déduite directement du noyau K(\), en comparant les expressions ([2.4.60))

et (2.4.63) :
1 K(0)
=—|1-— 2.4.64
g [ 5 ] ( )

Deuxiémement, en partant de I’état (2.4.62)), on décale tous les I; d'un
entier d : . )
r— r—
L,....I, =— d,...,
1, 9 92 + 2

La contrainte —I,ax < I; < Iiax impose que —n < d < n. L'impulsion totale

+d (2.4.65)
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de 'état (2.4.65) est :

2m
ktot =7d — Fnd (2466)

L’exposant radial correspondant est :
Sqpn = —nd (2.4.67)

Ceci suggeére que I'état (2.4.65)) correspond a la fonction de corrélation d’une
onde plane de charge e = d combinée & une paire de vortex de charges
m = +n. Ainsi, le modéle gaussien prédit pour ’état (2.4.65) 'exposant :

d*> gn?
Xy, = — 49 2.4.68
an =5, %7 ( )
2.4.7 Fonctions utiles
On définit la fonction f(v,\) :

.. sinh(iy — )
AN)=—1ln ———M= 2.4.69
Jon A P sinh(iy + A) ( )

ou 0 < v < 7. Elle peut aussi s’écrire :
f(v,\) = 2Arctan(tanh A cotanvy) (2.4.70)

La fonction f(v,\) est représentée en fonction de A sur la figure [2.23] La
dérivée par rapport a A est donnée par :

_of 2sin 27y

"(v,\) = A) = 2.4.71
FnA) O\ (7, A) cosh 2\ — cos 2 ( )
On définit la transformée de Fourier :
Flw) z/ FON) €4 dA (2.4.72)
Dans ces notations, on a :
— Vs
tanh = — 2.4.73
anh(w) Sinh (%) ( )
cosh (W) = — = (2.4.74)
~ cosh (%) o
La transformée de Fourier de f’ est :
~ inh (v — ©
Pilw) = —2r 2 (- 3)w (2.4.75)

sinh (%)
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i e 8

FIG. 2.23 — La fonction f(v, ) pour la valeur vy = .

2.4.8 Meéthode de Wiener-Hopf
Equation de Wiener-Hopf sans second membre

L’équation de Wiener-Hopf sans second membre est une équation inté-
grale linéaire de la forme :

PO+ [t a0 =0 (2.4.76)

On suppose que la transformée de Fourier du noyau peut s’écrire sous la

forme :
1

ou G4 (resp. G_) n’a ni poéle, ni zéro sur Im w > 0 (resp. Im w < 0). On
décompose la fonction f en utilisant la fonction de Heaviside 6 :

FO) = f )+ (2.4.78)
) = 00F0) . L) =[1-00f0)  (2479)

On applique la transformation de Fourier sur I’équation (2.4.76]) :

~

P+ﬂmhq@+ﬁw):o (2.4.80)

fA+(W)
Gi(w)

)

W) = 0 (2.4.81)

+G_(w)

g
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La transformée de Fourier f(w) (resp. f-(w)) est analytique sur Im w > 0

(resp. Im w < 0). Ainsi, la fonction F(w) = é,i((ﬁ)) = —G_(w)f_(w) est
analytique sur le plan complexe, donc elle est constante. La solution est :
~ C
-~ = — 2.4.83
F@ = g (2483)

oll C est une constante.

Equation de Wiener-Hopf avec second membre

La méthode décrite ci-dessus permet de résoudre I’équation avec second
membre :

FO) + / T duf ()T — 1) = h(V) (2.4.84)
On pose :
f+(w) = Ci(w) G1(w) (2.4.85)
S W
Fw = ) (2.4.86)

ou Cy(w) (resp. C_(w)) est une fonction analytique sur Im w > 0 (resp.

Im w < 0). L’équation ((2.4.84) devient :
C1(w) — C_(w) = G_(w)h(w) (2.4.87)

On utilise 'opération définie sur Im w > 0 :

y oo / / . .
i / f(wdw . { g(w) si f analytique sur Im w > 0 (2.4.88)

o o W — W+ 1 a0t si f analytique sur Im w < 0
Ainsi : R
i [ G_(W)h(W)d
C = — 2.4.89
+w) 27r/_Oo w—w +ix ( )

On note {wy,} les poles de h dans le demi-plan Im w < 0. La solution s’écrit
en termes des résidus autour de ces poles :

~

Fi(w) = G() 3 Res

M, w' = wk] (2.4.90)
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U+

v

?
0

|y

?
0

|y

F1G. 2.24 — Structure des paramétres spectraux dans le modéle a six vertex
alterné.

2.5 Ansatz de Bethe du modéle de Potts anti-
ferromagnétique

2.5.1 Position du point critique, symétries

Le point critique antiferromagnétique du modéle de Potts (voir §1.3.1)
est donné par la condition :

(xl + %) (x2 + \/2@) 1 E)Q (2.5.1)

Cette condition peut étre paramétrée par :

sinu cos(y — u)
T =, Ty = ——————

2.5.2
sin(y — u) cos u ( )

v<u<

bo |

La transformation u — wu+ 7 revient a échanger les sous-réseaux 1 et 2, donc
u est défini modulo 5. Le modele a six vertex équivalent a des parameétres
spectraux alternés dans les deux directions du réseau (voir figure 2.24)). On
désigne ce modéle comme le modéle a six vertex alterné. Pour tenir compte
correctement du poids des boucles non-contractibles, il faut introduire un
twist ¢ = . On utilise les notations du §2.3] et on se place dans la jauge
homogéne n = 1. La brique élémentaire du modéle & six vertex alterné est la
matrice R(u), agissant sur les doubles arétes, et composée de quatre vertex
(voir figure 2.25). La matrice R posséde deux quantités conservées : 'aiman-

tation totale et la “charge” ¢ ® c, ot ¢ est défini comme [33] :

c = —(cosy)_lR(g) (2.5.3)
c = Iy (2.5.4)
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u+ I lu

F1G. 2.25 — Matrice R(u), définissant le modéle & six vertex alterné.

La propriété (2.5.4) découle de la relation d’inversion, et la conservation de
c ® c, des équations de Yang-Baxter.

On considére la matrice de transfert a deux lignes 7 (u) sur un cylindre
de largeur 2N sites. Donc 7 (u) est donné par le produit de N matrices R(u).
La matrice de transfert admet, comme quantités conservées :

— La translation de deux sites e=2"

— L’aimantation totale S*

— La charge totale C = ¢; ® --- ® cn, ou ¢; est I'opérateur c agissant

sur les spins o9, 09;41.

Dans la limite anisotrope u — 07, la matrice de transfert s’écrit :

T (u) =~ T(0) [I + 811211;7%] (2.5.5)
N T(0) = (—i sin? 27> ) e 2P (2.5.6)

et le hamiltonien H sera exprimé dans le paragraphe Le spectre de H a
la méme structure que 7 (u) dans le régime v < u < 5 (2.5.2).

2.5.2 Ansatz de Bethe
Equations de Bethe

On introduit les parameétres spectraux décalés :

aj = 2iu; — iy (2.5.7)
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On obtient les équations de Bethe pour un état a r particules :

—S?nh(aj RALADY H sinh (0 = o+ 217) (2.5.8)
sinh(a; — i) sinh 1 (a; — oy — 2i)
Les valeurs propres de la matrice de transfert a une ligne sont :
A 1 i zf 1 &—J—zu
v(u) = on |© sin™ 2(y — u He 2072
+e™ " (—sin 2u)™ He (3 ?_i“+i7>] (2.5.9)

ou la fonction f(v, ) est définie au §2.4.7 Les valeurs propres de 7 (u) sont
de la forme :

Lv(u) = An(u) Ay (u+ g) (2.5.10)

Les énergies propres de H correspondantes sont :
Enx = —2N cos 27+sin2’ny’(%aj) (2.5.11)

j=1

Autour de I’état fondamental, les nombres complexes «; sont disposés sur les
droites Im o = +7 :

1

V=N pign . q= +2 (2.5.12)

On note 7@ le nombre de racines de type )\gq). Les équations de Bethe pour

(£3)

les variables A; sont :
(@)
eNEOW) = 201l + 29 — Y~ @)\ - A7) (2.5.13)
q’::l:% =1
ol :
T
o%k(\) = f (5 o /\> (2.5.14)
A
0V = f (% 5) (2.5.15)

oD () = f(7+ﬁ i) (2.5.16)
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Les entiers de Bethe I](ﬂﬂ) vérifient :

(@ _1
@ _ T
;7 — — ez (2.5.17)
L’énergie et I'impulsion totales sont :

(@)

2sin? 2y
En = —2Ncos2y— (2.5.18)
q_zi:l ; cosh 2)\§Q) + cos 2y
2
9 r(@)
2k = o > L7 (2.5.19)
q:i% j=1

On remarque que, si r(1/2) = r(=1/2) ¢t )\5-1/2) = )\5»71/2), alors les équations de
Bethe sont les mémes que celles de la chaine XXZ a N sites, avec le
parameétre d’anisotropie :

Yo =T — 2y (2.5.20)

et le méme twist . L’énergie propre (2.5.18]) est égale & deux fois I’énergie
propre du hamiltonien Hxxz(7o)-

Limite continue

Si 5% est pair, 'état fondamental du secteur a S* fixé est donné par la
configuration d’entiers de Bethe symétrique :

N-S§

PO = 1 = 2 o (2.5.21)
-1 ro— 1
(& gy o o= 2T 2.5.22
1 ) ’ 1o 2 ) ) 2 ( )
B ~1 —1
1OV = _r02 ,.._,TOQ (2.5.23)

Le secteur fondamental correspond a S* = 0. Dans la limite continue, les
racines tendent vers une distribution continue sur chaque ligne :

1 1
)\(Q) _ /\(Q) S A = 4= 2.5.24
j+1 I Neoeo Np(q)()\§q)) q 2 ( )

Les équations intégrales sur les densités p(i%)()\) prennent la forme matri-
cielle :

o

HOIED =2rlpN) = | du KO = o) (2.5.25)

—00
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ou :

w@»%ﬁﬁiiiii) Cer=(1) =() esm

Le noyau est une matrice 2 x 2 :

d (0O eI\
K(\) =+ ( @(1)8 @<0>(A()) ) (2.5.27)

Pour toute valeur de A, les vecteurs propres de K()\) sont [€1) et [£7). Les
transformées de Fourier des valeurs propres sont :

™

~ 2rsinh (0 — %) w
Kt (w) = Sirfhw 2) (2.5.28)
2

2m cosh (70 — %) w

K~ (w) (2.5.29)

cosh %

On projette équation (2.5.25)) sur |€F) : la densité de racines est identique
sur les deux lignes, et égale a la densité de racines du hamiltonien Hxxz (7o) :

HED () = so(A) = ——

= (A (:_A> (2.5.30)






Chapitre 3

Résultats sur deux modeéles a
limite continue non-compacte

3.1 Modéle de Potts antiferromagnétique cri-
tique

3.1.1 Limite anisotrope
Le hamiltonien H défini dans la limite anisotrope (2.5.5)) s’exprime en
fonction des générateurs de Temperley-Lieb :

H = Z [— cos2y I+ 2cosy B,y — (B By + EREi) (3.1.1)

L’interprétation de ce hamiltonien en termes de modéle de boucles ou de
modéle stochastique est difficile, a cause du signe du dernier terme de (3.1.1)).

Le hamiltonien H peut aussi s’exprimer en termes des matrices de Pauli
Om -

T T y Y z _z 22 z _z
(0m0m+2 + OmOma2 + O-mo-m+2> + sin Y 0m0m+1

N | —

D E

' 1
—i—% siny (07,1 — 0%40) (0500 +0lol 1) — 5 cos 27 1

(3.1.2)
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01,1 01,2 01,3 014 015 016
—e o o o o =
—@ ¢ ) ¢ [ 3 L

021 022 023 024 025 026

FiG. 3.1 — Deux chaines de spins XXX en interaction. Les interactions au
sein d’une chaine sont représentées en traits pleins, et les interactions entre
les deux chaines, en traits discontinus.

On distingue les sites pairs et impairs :

01,; = 02j-1 (313)

02 = 09 j=1,...,N

Le hamiltonien H décrit deux chaines XXX ferromagnétiques en interaction
antiferromagnétique (voir figure 3.1)) :

H="Hi+Hs+ Hins + Hag — Ncos2y 1 (3.1.5)
ou :
1
M = 2 Z (04500541 T 0030041+ 04506511) » 4=1,2(3.1.6)
j=1
N
j=1

Les termes anti-hermitiens sont regroupés dans Hapy.

3.1.2 Degrés de liberté “non-compacts”
Corrections en taille finie

Placons-nous dans le cas non-twisté pour simplifier la discussion. Par
analogie avec le spectre de Hxxyz, on considére les excitations obtenues a

partir de I’état fondamental en supprimant n(i%) particules et en effectuant
d(*3) backscatterings sur la ligne Im oo = £7. Les exposants critiques associés
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& ces excitations sont donnés par les corrections d’ordre % a la densité

d’énergie par site :

Ex &Y L 2mor X )
N N N2
ol SJ(\(,)) est I’énergie du fondamental. Par une extension de la méthode de
Weiner-Hopf, ces corrections s’expriment en termes des valeurs propres du

noyau ([2.5.27)) :

(3.1.8)

X[@, )] = = (a8 4 al D) 4 L (D) 4l DY
+ﬁ (a¥) - d<;>)2 n % (n®) - n<;>>2 (3.1.9)
o 5 = L [1 - 20R*(0) (3.1.10)
At P A (3.1.11)

Raisonnons le cas dF/2) =0 :

X)) = £ (u®) D) + L (1ld) al

M=

>>2 (3.1.12)

La constante g™ est égale a la constante de couplage de Hxxz(70). Le fait que
g~ soit nulle indique que la contribution a I’énergie par site diie a ’'asymétrie
nt/2) = n(71/2) est d’ordre inférieur a . Ainsi, on introduit les exposants
effectifs en taille finie, définis par I’équation (3.1.8)) :
+ 2 - 2
Xwlm) = £ () +nH)) n (n() = n(4) (3.1.13)

ot gy — 0 quand N — oo.

Constante de couplage

D’aprés I'équation (3.1.13), comme g, tend vers zéro dans la limite
continue, les états :

Sz Sz Sz Sz SZ SZ
1/2) (=12 _ (2 2~ 2 o112 Z 492 o). ...
(n I ) <272)7<2+72 )7(2+72 )

(3.1.14)
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+(S%)2 .. .
%. Ainsi, le niveau fondamen-

ont la méme dimension conforme X = £

tal du secteur a S* fix¢ est infiniment dégénéré (& I'échelle des dimensions
conformes). Ce niveau correspond & une excitation magnétique sur les degrés
de liberté d’un modéle gaussien (2.2.2). Nous nous intéressons maintenant a
la structure interne de chacun de ces niveaux. L’échelle des gaps de dimen-
sions conformes est donnée par g.

Comme indiqué plus haut, la configuration de racines correspondant a

Iexposant (3.1.13)) est :

S/ _ g_nwm (3.1.15)

eV g—m*m (3.1.16)
ey = S L )
ﬁm%wéﬁg:.fuﬁ_{mf“?_l (3.1.18)

En utilisant la méthode de Newton-Raphson pour résoudre numériquement
les équations de Bethe (2.5.13)), nous avons déterminé la constante effective
gy pour des tailles allant jusqu'a N = 8192. Ainsi, nous observons numéri-
quement le comportement asymptotique :

1
I 0<y< 2 (3.1.19)
N—oo In* N 2
_ 1 T

(voir figures 22 et 23 de l'article).

Excitations duales

Suivant I'équation (3.1.9), le spectre d’excitations contient des excita-
tions “duales” aux excitations discutées ci-dessus. Ce sont les états contenant
des backscatterings différents sur les deux lignes Im o = £7. Les exposants
correspondants sont proportionnels a gi_, donc, dans la limite continue, ils
n’appartiennent pas au spectre des diglensions conformes. Cependant, en

taille finie, on peut estimer les exposants par la méthode exposée ci-dessus.
Les résultats confirment la forme (3.1.9)) des exposants.
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Interprétation dans la limite () — 0

Dans la limite ) — 0 suivant la ligne critique antiferromgnétique,

on rappelle que la matrice R est équivalente a celle du modeéle intégrable
OSP(2]2) :

v = g p (3.1.21)
P g —ew (3.1.22)
Ru) ~ —e[(1—w)I+wE+w(l—w)P] (3.1.23)

e—0

Ainsi, ce modéle est dans la classe d’universalité du modéle-c OSP(2|2) (voir
{T3.).

Soit s le facteur de renormalisation. L’échelle de longueur sur le cylindre
est | = %, ol N est le nombre de sites sur la circonférence du cylindre.
L’équation RG pour la constante de couplage est :

dg,  np—np—2

2 3
dlnl 5 9o T 0(g;) (3.1.24)

oll ng,np sont les nombres de composantes bosoniques et fermioniques du
spin S. Dans ce cas, ng = ng = 2. Ainsi, dans la limite des grandes tailles
de systeéme, la constante de couplage se comporte comme :

T

o~ 3.1.25

On peut montrer que, dans la limite g, — 0, 'action euclidienne prend la
forme :

H = % / &z (20,00, + 0,00,9) (3.1.26)
2

Vo

oit ¢ est un boson, et les champs ¢, n’ont pas de contrainte supplé-

mentaire. Ainsi, le premier terme de laction est de la forme (2.2.2) avec

(g = %73 = 1), et le second (g = 27, R = \/ng) Les exposants (effectifs)

6 = o+

(3.1.27)

correspondants sont :

2

X — 2 mj €3 2
=el + 7 T ImN +m5In N (3.1.28)
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Ceci correspond a la forme (3.1.9), si on identifie les charges :
dU/2D 4 g(-1/2)
2

e1,my ;0D 12 (3.1.29)
12) d/2) — q(=1/2)

2

eg,my = n/P —pl (3.1.30)

3.1.3 Action de la charge C sur les états de Bethe

Comme on 1’a rappelé plus haut, la matrice de transfert 7 (u) posséde
les symétries : e 2F S% C. Par construction, les états de Bethe sont états
propres de e 27 et S*. La connaissance de 1’action de C sur ces états est une
information importante pour comprendre la structure du spectre de 7 (u).
Comme la dérivation n’est pas expliquée dans I’article [77], nous la détaillons
ci-dessous.

En conséquence des équations de Yang-Baxter, on obtient la régle de
commutation entre C' et B(u) (2.3.40) :

CB(u) = (-1)VB (u + g) C (3.1.31)
D’autre part, I’état de référence | {}) est état propre de C' :
clm=1m (3.1.32)
On en déduit I'action de C' sur I’état de Bethe & 7 particules :
C ) = (1™ [Gurs2, s s) (3.1.33)

Les variables décalées o; sont définies modulo 2im, donc, d’aprés (2.5.7)) et
(3.1.33), Popérateur C' échange les lignes Im o = £75 :

C:ap,...,00p, — qq +1im,...,qp +i (3.1.34)

Supposons que le nombre de particules r est pair. Deux cas de figure
peuvent se présenter. Si la configuration de racines {c;} est invariante par
la transformation , alors C'|bu,...un) = |Puy,..u,)- Pour cet état, la
conservation de C' ne crée pas de dégénérescence supplémentaire. Au contrai-
re, si {o;} n’est pas invariante par (3.1.34), les vecteurs propres de C' corres-
pondants sont :

1
i) = 5 (Do) £ [utsinces)  (31:39)
Clbyw) = D) (3.1.36)

Les vecteurs |¢1:i:17...,ur> ont méme énergie, méme aimantation totale S* et
méme impulsion totale. Le seul nombre quantique qui les distingue est C.
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3.1.4 Meéthode de McCoy et al.

Dans toute la discussion précédente, on a utilisé I’hypothése que les
racines «; étaient situées sur les lignes Im a = +7. La méthode de McCoy
et al. [62, 63| est utile pour vérifier numériquement cette hypothése, ou pour
explorer des états de Bethe en dehors de ces lignes. Dans ce paragraphe,
nous expliquons comment cette méthode s’adapte au cas du modéle de Potts
antiferromagnétique. En particulier, si un état de Bethe |¢) = |py,  4,.) n'est
pas symétrique par la transformation (3.1.34), alors il est dégénéré avec son
homologue |¢') = |du,4r/2,.. u,+x/2), €t la diagonalisation numérique de la
matrice de transfert 7 (u) ne permet pas d’isoler immédiatement |¢) et |¢').
Nous proposons une méthode simple pour résoudre ce point technique.

On suppose que le nombre de particules r est pair, et on utilise les
mémes notations que dans le chapitre . On appelle Ay(2) la valeur propre
de ty(z) associée & |¢p). Ainsi :

~

tv2le) = Av(z)le) (3.1.37)
tv(2)l¢) = An(=2)¢) (3.1.38)

Le polynome Ay(z) est de degré 2N :

2N

An(z) = a2 (3.1.39)

J=0

A T'étape 1 (voir paragraphe [4.2), supposons qu’on dispose d’'un état
propre de 7 (ug) qui soit une superposition des deux états de Bethe :

[$0) = K1|d) + Kald') (3.1.40)

ol K1, kg sont des coefficients inconnus. A cause de cette indétermination, les
coefficients a; ne sont pas obtenus directement a partir les composantes de
t(2)|¢o). Nous expliquons ci-dessous comment on peut lever I'indétermina-
tion sur ki, ke. En utilisant les projecteurs %(1 + C), on construit les états
propres de C' appartenant au méme niveau d’énergie que |¢) :

|65) %(1 + O)ldo) (3.1.41)
6) = SN EI) . A=mEm  (3142)

On peut trouver une configuration de ligne « telle que les composantes (a|¢y)
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ne soient pas nulles. On définit les polyndémes :

Rt = (aftn(2)]F)
Ai(z) = o) (3.1.43)
AS(z) = D ard (3.1.44)

Ces polynomes ne sont pas des valeurs propres de ty(z), mais il vont servir

a reconstruire la valeur propre KN(z). En prenant la dérivée de (3.1.43) en
z = 0, on obtient les identités :

e
ai = @ :_‘éz;z%i (3.1.45)
_ K {alég)

a, = a /i_+<a]¢5> (3.1.46)

Ainsi, on définit le coefficient :

o = (%) (3.1.47)

_l’_ —
o — ¢ Kk aldy )
- - +
K~ (g )
ot € = %1 selon la détermination de la racine carrée. On suppose dans la

suite que € = 1 (lautre signe échange |¢) et |¢')). Le coefficient o permet de
trouver 1’état de Bethe et la valeur propre correspondante :

+
NI

—~

(3.1.48)

—~

lod) lpg )
o) + Talog) _18) (3.1.49)
1+o0 <04|¢> h
AG(2) +ohg(z)  ~
1+U = An(2) (3.1.50)

Une fois que les coefficients a; sont déterminés par la procédure ci-dessus,
on peut appliquer normalement la suite de la méthode. La relation entre les
polynomes Ay (z) et Q(z) est :

Av(2)Q(2) = (=D {¢ ¥ on(d™'2)Q(¢%2) + ¢ on (1)Q(d 7))
(3.1.51)
Le systéme linéaire sur les coefficients de Q(z) est :

J
> Apby (3.1.52)
=0
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FiG. 3.2 — Marche aléatoire admettant un chemin d’échappement. La marche
aléatoire est représentée en trait plein, et un chemin d’échappement, en trait
discontinu.

i izt .
Ay ={ @G-1— 2(—1)JTZ+NC’N2 ¢ N=ItD cos(N — 7 — j +31)y" sij—1 est pair
’ aj—; si j — [ est impair
(3.1.53)

3.2 Chemin d’échappement dans le modéle de
Brauer

3.2.1 Introduction

Le probléme du chemin d’échappement a été défini originalement dans
le contexte des marches aléatoires [64, 65]. Soit une marche aléatoire, com-
mencant a 'origine, et de longueur S. On appelle probabilité d’échappement
P(S) la probabilité pour qu’il existe un chemin I' qui relie I'origine & l'infini
sans croiser la trajectoire de la marche (voir figure [3.2)). La probabilité P(S)

décroit algébriquement :
1

S:oo S
avec (; = & [65]. Notre démarche est de définir un probléme analogue dans
un modéle de boucles sur réseau. La motivation est, d’une part, d’identifier
de nouvelles fonctions de corrélations dans les modéles de boucles, et, d’autre
part, de caractériser les ressemblances et les différences entre les marches aléa-
toires et les modeéles de boucles avec intersections dans la limite continue. La

P(S) (3.2.1)
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présence d’intersections est essentielle. En effet, dans les modéles de boucles
sans intersection (modéle O(n), modéle de “Temperley-Lieb”), la probabilité
d’échappement s’identifie & une fonction de corrélation magnétique pour le
modéle de spins équivalent. L’exposant correspondant se déduit alors de la
formulation en modéle gaussien. En revanche, le modéle de Brauer [35] [36]
est un bon candidat pour définir le chemin d’échappement. Pour des raisons
techniques (essentiellement, pour que le chemin I' soit unique), on se restreint
au cas d’une boucle unique, c’est-a-dire une fugacité de boucles n — 0.

3.2.2 Résumé des résultats

On définit le modéle de Brauer sur un réseau carré de dimensions L x L,
avec des conditions aux bords “réflexives” pour la boucle. Soit = le poids
de Boltzmann des intersections, et 1 le poids des autres vertex. La probabi-
lité d’échappement P(L) est la probabilité qu’il existe un chemin I' reliant
le centre O du carré & un de ses cotés, sans croiser la boucle. Nos études
numériques montrent que P(L) décroit exponentiellement, :

P(L) ~ e

L—oo

(3.2.2)

ou & est une longueur de corrélation finie, dépendant du poids de Boltz-
mann x des intersections. Considérons I’ensemble £ des configurations & une
boucle, admettant un chemin d’échappement I'. On appelle [ la longueur
de I'. D’aprés (3.2.2)), il existe une énergie libre d’interface Fy(x) associée [.
Ainsi, la fonction de partition de ’ensemble est dominée par les configura-
tions ou [ prend la valeur minimale [ o L. Pour obtenir un objet invariant
d’échelle, on introduit une fugacité w par élément de longueur de I' : lorsque
w est assez grand, les fluctuations de [ sont de 'ordre de la taille du systéme.
Formellement, on étudie la fonction de partition :

Z(L)= > w'Zpaer(LIT) (3.2.3)
TeSAW(L)

ol la somme porte sur toutes les configurations de chemins auto-évitants al-
lant de 0 & I'un des bords du carré, et Zpauer (L|I") est la fonction de partition
du modé¢le de Brauer sur le carré, ot la boucle est contrainte de ne pas croiser
le chemin T'.

Le modéle (3.2.3) a deux paramétres. La fugacité x controle le nombre
d’intersections. Toute la phase x > 0 du modéle de Brauer est critique, et
appartient a la méme classe d’universalité. Donc on s’attend a ce que le
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0 T

F1G. 3.3 — Diagramme de phase du modéle (3.2.3) de chemin d’échappement,
dans le modéle de Brauer, dans le plan (z, w).

comportement qualitatif du modéle (3.2.3)) ne dépende pas de la valeur de x.
Quant au paramétre w, il controle la longueur du chemin I'. 1 joue un role
équivalent a la fugacité de monoméres /3 dans le modéle O(n), et nous verrons
que le flot de renormalisation pour w est de la méme forme que celui de /3
(voir figure[1.3)). Le comportement critique du modéle en fonction de x
et w est résumé sur le diagramme de phase[3.3] On s’intéresse principalement
au point critique “I" dilué” (3), défini par la condition w = w*(x).

On peut définir des variantes du probléme d’échappement, en rempla-
cant la boucle par n; brins ouverts et ny boucles fermées, en gardant la
fugacité de boucles n = 0. Ces objets sont séparés, dans le plan, par ny + no
chemins d’échappement (interfaces). Notre méthode numérique nous a per-
mis d’explorer toutes les possibilités avec n; +no < 2. Les exposants critiques
obtenus sont donnés dans le tableau [3.1] Ces résultats doivent étre pris avec
précaution :les énergies libres sur un cylindre de circonférence N présentent
des corrections d’ordre m, et la détermination numérique des exposants
critiques est imprécise sur des petites tailles de systéme.

L’étude des fluctuations de la longueur [ par une simulation Monte-Carlo
permet de vérifier les hypothéses sur le comportement d’échelle, et d’évaluer
la dimension fractale du chemin I au point (3). Le résultat est :

dy = 1.28 +0.018 (3.2.4)
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Nom  Description Valeur numérique
X0,y 1 boucle, 1 interface 0.04 £ 0.005
X(,0) 1 brin, 1 interface 0.00 £ 0.005
X2 2 boucles, 2 interfaces 0.80 +0.02

X1,y 1 boucle, 1 brin, 2 interfaces 0.50 & 0.008
X(2,0) 2 brins, 2 interfaces 0.21 £0.02

TAB. 3.1 — Estimations numeériques des exposants X, »,), par diagonalisa-
tion de la matrice de transfert.

Les résultats donnés dans le tableau et 'équation sont un
premier pas dans l'identification de la classe d’universalité du chemin I" au
point critique “dilué¢”. Les résultats sur dy et X 9) et la structure du flot
de renormalisation de w suggérent que cette classe est celle des polyméres
dilués. Pour consolider cette hypothése, il serait nécessaire d’examiner nu-
mériquement d’autres grandeurs universelles, comme par exemple 'angle de
rotation [66, 67].

3.2.3 Procédures numériques
Algorithme Metropolis

L’ensemble statistique £ & simuler est défini par les contraintes sur les
configurations de boucles : les configurations doivent contenir une boucle
unique et doivent admettre un chemin d’échappement I'. Les poids de Boltz-
mann (w) sont ceux qui apparaissent dans la fonction de partition . Il
faut donc adapter ’algorithme Metropolis pour le modéle de Brauer présenté
au paragraphe [£.4.5] Le probléme majeur de cet algorithme est que, si on le
restreint aux configurations admettant un chemin I', aucun pas élémentaire
ne peut étre effectué sur les vertex ol passe I', et donc celui-ci n’est jamais
modifié. Ceci est résolu en effectuant le pas élémentaire non pas sur un vertex,
mais sur une “plaquette” de 2 x 2 vertex. Ainsi, le pas élémentaire devient :

1. Tirer uniformément une plaquette IT parmi (L — 1)? possibilités.

2. Visiter la boucle pour déterminer "appariement externe a(II) des huit
arétes externes de II. Il y a h(q, II) configurations de plaquettes com-
patibles avec a(Il) : {a/(II), ..., o}, (ID}.

3. Tirer uniformément une configuration o} (I1) # «(II) parmi [h(a, IT) — 1]
possibilités.
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4. Vérifier si la nouvelle configuration admet encore un chemin I". Dans
le cas inverse, rejeter le pas.

5. Effectuer le pas o(II) — o} (II) avec la probabilité :

W [a(I1) — a},(I1)] = min {% w7, 1} (3.2.5)

ot w [a(I1)],w [ (IT)] sont les poids de Boltzmann associés aux confi-
gurations de plaquettes, et [, I’ sont les longueurs des chemins I", T".

Pour évaluer le temps caractéristique associé aux observables de I', on
définit la fonction de recouvrement des chemins :

2#(NI)
Sr(a, ) = ——+—~ 3.2.6
r(a, a) [0 ( )
L’étude numérique de la décroissance de St au cours de la simulation montre
que l'algorithme parvient a “décorréler” les configurations en un temps rai-
sonnable.

Modéle de boucles “local” équivalent

La contrainte d’existence du chemin I', ainsi que le poids de Boltzmann
associé w!, sont des propriétés non-locales. Par une astuce de coloriage, elles
peuvent étre représentées par un modeéle de boucles “local” (c’est-a-dire ou le
seul poids non-local est celui des boucles). L’idée est de colorier la boucle en
utilisant deux couleurs. On introduit une ligne de coupure entre O et I'infini.
Les régles de coloriage sont les suivantes :

1. Deux brins de couleurs différentes ne doivent pas se croiser.
2. Tout brin qui traverse la ligne de coupure change de couleur.

Toute configuration & une boucle admettant un chemin I" correspond a exac-
tement deux configurations & une boucle coloriée avec les régles ci-dessus. Le
chemin I' est alors formé des vertex bicolores. Les poids de Boltzmann du
modeéle de boucles coloriées sont représentés sur la figure |3.4}

L’intérét est que cette astuce facilite 'implémentation numérique de la
matrice de transfert. Elle pourrait aussi ouvrir la voie a des approches ana-
lytiques du probléme d’échappement.
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Fi1G. 3.4 — Poids de Boltzmann du modéle de boucles & deux couleurs.



Chapitre 4

Méthodes numériques

4.1 Diagonalisation de la matrice de transfert

4.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous détaillons les méthodes numériques de diago-
nalisation de la matrice de transfert. Les paragraphes [4.1.2] [4.1.3] [4.1.4]
décrivent des adaptations de la méthode de la puissance [68], et 1’al-
gorithme proposé aux paragraphes [4.1.6] est le fruit de ce travail de
thése. Les paragraphes [4.1.8] résument les adaptations spécifiques du
probléme de diagonalisation au cas de la matrice de transfert d’'un modéle
de boucles. Ces techniques ont été introduites dans [69, [70] et encore déve-
loppées dans [I3], [I7]. Enfin, nous donnons quelques ordres de grandeur sur
les capacités et les performances de ['algorithme.

4.1.2 Meéthode de la puissance

Comme expliqué dans la section 2.1 Panalyse des propriétés d’échelle
d’un modéle statistique se raméne a I’étude des valeurs propres dominantes de
la matrice de transfert. On souhaite tenir compte de toutes les configurations
de lignes admises dans un secteur donné. Soit N le nombre de sites par ligne.
En général, le nombre de configurations de lignes N croit exponentiellement
avec le nombre de sites :

Nxad¥ | a>1 (4.1.1)

Par exemple, dans le cas du modéle de boucles de “Temperley-Lieb” ou du
modéle & six vertex, o = 2. La méthode de la puissance est un algorithme de
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diagonalisation adapté au probléme de la matrice de transfert : d’une part,
il fournit les valeurs propres dans 'ordre décroissant des modules; d’autre
part, il n’exige pas de stocker les éléments de matrice en mémoire, mais seule-
ment des coefficients de vecteurs. Ainsi, la quantité de mémoire nécessaire
est proportionnelle & N, et non pas N2

4.1.3 Valeur propre principale

Soit une matrice rélle t & diagonaliser. On suppose que t est symétrique,
positive, et que les valeurs propres sont non-dégénérées :

AO > AW S A@ 5 o005 AWED (4.1.2)
On note ‘x(j)> le vecteur propre associé & la valeur propre AU), et on choisit la

normalisation de telle sorte que la base des vecteurs propres soit orthonormeée.
On peut donc écrire :

N—
Z ) 2@ (0] (4.1.3)

7=0

Soit |ug) un vecteur initial quelconque, tel que <x(0)|u0> # 0. On définit la
suite de vecteurs :

t" |ug)
[Uup) = ——— (4.1.4)
[t o) ||
et la suite de réels :
Mo = [t )| (4.1.5)
On a :
£ [ug) ~  {(2O]ug) (A®)" |2©) (4.1.6)
Ainsi :
‘ . (0)|u >
uw) — @) e = <$—0 4.1.7
SR : o) LD
Ao —  AO (4.1.8)

n—oo

[’algorithme [4.1| génére les suites |u,) et \,.
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tant que € > €ax

{

u — tu

A — )

u — /A

€ — |l =]
U —

}

TaB. 4.1 — Algorithme pour la valeur propre principale A et le vecteur
propre associé¢. L’algorithme s’arréte quand le vecteur |2(®)) est déterminé
avec une précision €p,.y.

4.1.4 Valeurs propres sous-dominantes

Pour obtenir les valeurs propres sous-dominantes et les vecteurs propres
correspondants, on utilise la procédure de déflation [68]. Dans ce paragraphe,
on suppose encore que la matrice t est symétrique positive, avec des valeurs
propres non-dégénérées. Soit PUY) le projecteur orthogonal sur le sous-espace

vect (}x(j)> , ‘x(j“)> ey ‘x(N*1)>) :
|x DY (z0] (4.1.9)

=0

La valeur propre AU) est la valeur propre principale de la matrice PU)t. Pour

Pobtenir, on construit (j + 1) suites de vecteurs |u'’), [ut?), ..., [u$) :
PY t ug)
‘unJrl) Z;rl—‘(l)> (4.1.10)
[P 41 tlun’)|
!
AD = PO tud)]| (4.1.11)
ou :
-1
PO =T |ul™)(u] (4.1.12)
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u(l)  « rand(N)
e(l) —  2€nax

tant que max;{e(l)} > €pax

{

pour [ =0,...,J

{

u(l) «—  tu(l)

w1 = () = L fulm) - (D] u(m)

Al = @]

u(l) — dO)/A1)

ey = @) —u@l

u(l)  «— ()

}
}

TAB. 4.2 — Algorithme pour les valeurs propres A© ... AU et les vecteurs
propres associés, pour une matrice réelle, symétrique. L’algorithme s’arréte
quand les vecteurs |2}, ... |2)) sont déterminés avec une précision €pay.

On peut montrer, par récurrence sur [, que la suite |ull’) converge vers le
vecteur propre |z) (a un facteur de phase prés) :

u®)y = 9|z O) (4.1.13)
n—oo
AD A (4.1.14)

4.1.5 Matrice quelconque

On considére, dans ce paragraphe, le cas d’'une matrice complexe, quel-
conque. Lorsque la matrice t n’est pas hermitienne, les vecteurs propres |2(7))
ne sont pas orthonormés en général. La procédure de déflation est adaptée,
en introduisant les vecteurs propres a gauche |y")). On suppose que les va-
leurs propres de t ne sont pas dégénérées. En normalisant correctement les



4.1. Diagonalisation de la matrice de transfert 103

vecteurs propres, on a :

tlz) = AW|z0)) (4.1.15)
(Dt = AU (W] (4.1.16)
yD)z0) = 4, (4.1.17)

On construit les suites de vecteurs |u,(f)>, |v,(f)> :

i) = Piltlud) (4.1.18)
i) = (P ) (4.1.19)
AD =y hld) (4.1.20)
1)
l |un >
) = 0 (4.1.21)
1)
) o |Un+1>
(4.1.23)
ou : -
PO=T-> |ul™) ("] (4.1.24)
m=0
Ainsi, on a <v,(zj)|u$f)> = 0;;, et la suite AV converge (au signe prés) vers la

valeur propre AV,

4.1.6 Valeurs propres dans un secteur d’impulsion fixée

Lorsque la matrice de transfert t est invariante par translation, on peut
la diagonaliser simultanément avec 1'opérateur impulsion P. Pour ce faire, on
construit le projecteur sur le sous-espace propre d’impulsion k, et on insére
ce projecteur a chaque itération de ’algorithme.

Soit N le nombre de sites d’une ligne, et Q = e~*F I'opérateur de trans-
lation cyclique d’un site vers la droite. L’opérateur Q vérifie :
QY =1 (4.1.25)
Ainsi, les valeurs propres de Q doivent étre de la forme :

_ 2mq

—ik
k
€ N

e (4.1.26)
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pour [ =0,...,7
{
u(l) «+— rand(N)
v(l) « rand(N)
€(l)  «— 2€pax
}
tant que max;{e(l)} > €pax
{
pour [ =0,...,7
{
w(l) — tu(l
W) = d (D) =L [o(m) - ()] u(m)
"y — thw()
V() = V() = X [u(m) o (D] v(m)
Al V(1) - /(1)
u'(l) = W ()/A(0)
v'(l) = ()/IAD)
e(l)y = max{[je/(l) = u(@),[|v'() — o)}
u(l) = ()
o) = ()
¥
}
TAB. 4.3 — Algorithme pour les valeurs propres A, ... AUma) et les vec-
teurs propres associés, pour une matrice complexe quelconque. L’algorithme
s'arréte quand les vecteurs |z(), ... |20 et |y@), ... [y9)) sont déterminés

avec une précision €pay.
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Si e~ est valeur propre de Q, alors le projecteur sur le sous-espace propre
correspondant est :

p(k)=—> emQr (4.1.27)

Pour implanter les projecteurs p(k) sur 'espace V' des configurations, on
utilise les classes d’équivalence de configurations modulo QZ. Soit C'le nombre
de classes d’équivalence. Dans la classe j, on choisit une configuration «;. La
classe j s’écrit :

{ley), Qley), ..., Q¥ Hay)} (4.1.28)
ol g; est l'ordre de ;. L’entier g; est un diviseur de N. L’action de p(k) sur
le vecteur |a;) est :

1 g;—1
— E eFmQM ) sieth =1

p(k)|a;) = { - . (4.1.29)
0 sinon

On pose :
[0;(F)) = v/9; p(K)|oy) (4.1.30)
Ainsi, action de p(k) sur un vecteur quelconque |u) est :

C

p(k)|u) =D |65 (k) (@, (k)|u) (4.1.31)

J=1

4.1.7 Présence d’un twist
La méthode est illustrée sur ’exemple du modéle a six vertex homogeéne.

On se place dans le secteur d’aimantation totale fixée S*. On note r = % —S%.

Si on introduit une ligne de coupure sur le cylindre, le modéle n’est plus
invariant par la translation cyclique (). Cependant, on peut construire une
quantité conservée, qu’on appellera pseudo-translation :

Q= Q ¢¥lovD (4.1.32)

Le produit e¥?~te~™7~ correspond a la matrice de transfert dans laquelle
la ligne de coupure se trouve entre les sites N — 1 et N. Ainsi :

[t,Q] =0 (4.1.33)
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u — rand(N)

€ — 2€pax

tant que € > €pax

{

~

~

HZ” [6;(k) - u]u
u' /A
(|

S N -~

[ I I I

TAB. 4.4 — Algorithme pour la valeur propre principale et vecteur propre
associé, dans le secteur d’impulsion k.

On a: B ’
QY =21 (4.1.34)
Les valeurs propres de Q sont de la forme :
= ~  2mq  2r
ik
k= —4+— € 4.1.35
e , N + N q ( )
Le projecteur sur le sous-espace propre associé a e F est :
=
~/ 7N ikmMym
p(k) = Nmzzoe Q (4.1.36)

On utilise les mémes classes d’équivalence que dans le cas non-twisté. L’action
du projecteur sur un état de base |o;) est :

1 9L P
— Z QM) si ¢(F=2)9 = 1
9j oz

p(k)]ay) :{ m=0 (4.1.37)
0

sinon

On pose : o B
195 (F)) = /g5 P(k)|oy) (4.1.38)

L’action du projecteur sur un vecteur quelconque est :

B} =D 105()) (@5 (k)lw) (4.1.39)
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F1G. 4.1 — Action des matrices locales sur une configuration de ligne. Sur la
gauche de la figure, la configuration initiale est repésentée en points noirs. Les
degrés de liberté qui différent entre les configurations initiale et finale sont
représentés en points blancs. (a) : matrice 71 (b) : matrice 7, (1 <m < N)
(c) : matrice Tpc.

4.1.8 Décomposition de la matrice de transfert

On considére un modéle statistique sur réseau carré, avec des conditions
de bord périodiques dans la direction longitudinale.

L’opération centrale de la méthode de la puissance est ’application de
la matrice t a un vecteur. On décompose la matrice de transfert en N + 1
matrices locales :

ty =TBc TN TN—1 ... T1 (4140)
La matrice locale 7, contient les poids de Boltzmann du vertex m. La matrice

Tpc prend en compte les conditions de bord longitudinales. Les matrices
intermédiaires agissent sur 'espace des configurations a N + 2 sites :

71 VN — VNgo
Tm - VN+2 — VN+2 l<m S N

TBC - VN+2 — Vy

La décomposition est illustrée sur la figure [4.1] L’intérét est que les matrices
locales agissent sur un nombre fini de sites, et donc elles ont trés peu d’élé-
ments de matrice non-nuls dans la base des configurations de ligne. Ainsi,
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I’application d’une matrice locale demande un nombre fini d’opérations, et
donc le nombre d’opérations effectuées pour appliquer la matrice de transfert
est proportionnel & N x N.

4.1.9 Matrice de transfert des modéles de boucles

Les modéles de boucles sont définis par des poids de Boltzmann non-
locaux. En particulier, on associe a chaque boucle fermée la fugacité n. Pour
prendre en compte ces poids non-locaux, on définit la matrice de transfert
sur l'espace des connectivités entre les N sites d'un ligne. Le facteur n est
inséré dans les matrices locales T, (resp. Tpc) lorsque le vertex (resp. les
conditions de bord) provoquent la fermeture d’une boucle sur elle-méme.

Dans certains cas, il est intéressant de distinguer le poids n des boucles
contractibles, et le poids n des boucles non-contractibles. Remarquons qu'une
boucle fermée est contractible si et seulement si elle croise la ligne de cou-
pure un nombre pair de fois. Ainsi, on associe & chaque brin une variable
h € {—1,1}. Quand un brin traverse la ligne de coupure, on applique le
changement de signe : h — —h. Une boucle fermée est contractible si et
seulement si h = 1.

4.1.10 Ordres de grandeur

Prenons comme exemple le secteur S* = 0 du modéle a six vertex. Le

N
bloc correspondant de la matrice de transfert est de dimension Cy. On a :

Ny=Cg ~ /—=2V (4.1.41)

L’algorithme nécessite, au minimum, de stocker en mémoire deux vecteurs de
dimension Ny. Si on dispose d’une mémoire de 1 Go, et que les composantes
(complexes) des vecteurs sont représentées en double précision (16 octets par
composante), la plus grande taille accessible en théorie est N = 24.

La table donne le nombre d’itérations nécessaires pour le calcul de
la valeur propre principale dans le secteur (S* = 0, kyor = 0) pour v = 0.6,
avec une précision relative e = 10714
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N nombre d’itérations

2 6
4 16
6 22
8 28
10 34
12 38
14 44
16 46

TAB. 4.5 — Nombre d’itérations de I'algorithme de la puissance pour la valeur
propre principale dans le secteur (S* = 0, ki = 0), pour v = 0.6, avec une
précision relative e = 10714,

4.2 La méthode de McCoy et al.

4.2.1 Description de la méthode

Soit un modéle statistique soluble par Ansatz de Bethe. On souhaite
étudier la position des solutions des équations de Bethe qui correspondent a
I’état fondamental et aux excitations de basse énergie. La méthode proposée
dans [62] 63| utilise, comme ingrédient de départ, les vecteurs propres obtenus
par un algorithme de diagonalisation, comme la méthode de la puissance. La
méthode est illustrée sur le modele a six vertex homogeéne.

Paramétrisation
On change la paramétrisation des poids de Boltzmann (2.3.1)) du modéle a
six vertex. On pose :

z = e (4.2.1)

= 7 (4.2.2)

O1(2),...,06(2) = 2ie™wi(u),. .., 2" ws(u) (4.2.3)

La jauge est fixée & n = 0. Les poids de Boltzmann &, ...,Js sont des

polynomes de degré inférieur a un en z :
W1<Z), ce 7@6(’2) =4q— q7127 q— q7127 2 17 2 ]-7 q— qilﬂ (q - qil) z (424)
La matrice de transfert correspondant aux poids (4.2.4)) est :

ta(z) = (2ie™) Nty (u) (4.2.5)
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La matrice ty(z) est un polynome de degré N en z, dont les coefficients sont
des opérateurs linéaires sur Vy :

N
tv(z) =) 2ty (4.2.6)
§=0

FEtape 1 : Vecteurs propres de ty(ug).
Supposons que la procédure de diagonalisation de la matrice de transfert
tn(ug) (ol ug est une valeur arbitraire du paramétre spectral) renvoie un
état propre |¢) qui est de la forme de I’Ansatz de Bethe :

|¢> = |¢u1,...,ur> (427)
ou (uq,...,u,) est une solution des équations de Bethe (2.3.51)). Le but de
l'algorithme est de déterminer les racines de Bethe uq, ..., u,. L'état |¢) est

vecteur propre commun de la famille de matrices de transfert {ty(z),z € C}:

tn(2)[¢) = An(2)]0) (4.2.8)

Etape 2 : Coefficients de Ay (z).
La valeur propre KN(z) est un polynome de degré N en z. Ses coefficients
s’expriment en fonction des entrées des matrices ty; et du vecteur |¢). Soit
« une configuration de ligne telle que la composante (a|¢) soit non-nulle. On
a:

An(z) = Zajzj (4.2.9)
0 = @Z@N,ﬁaﬁwm (4.2.10)
16}

ot la somme sur § porte sur toutes les configurations de ligne. Les coefficients
a; sont déterminés numériquement d’aprés I’équation (4.2.10)).

FEtape 3 : Polynome Q(z).
Soit Q(z) le polynome défini par :

T

N EEED, (4.2.11)

j=1
z; = ¥ (4.2.12)

Q(2)
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En posant v = v — 7, Pexpression (2.4.13) des valeurs propres de ty(u)
devient :

Ay (u) :SinN(u—y/)Hsm( —u ) + sin uHSln —u =)

sin(u — u;) sin(u — u;)
(4.2.13)
Soit :
¢ = €& (4.2.14)
pn(z) = (z=1)" (4.2.15)
On a alors :
Av()Q(2) = ¢V Ton(d 22)Q(¢%2) + ¢ on (2)Q(d 22) (4.2.16)

On note (b;) les coefficients de @ :
2) = b (4.2.17)
=0

A ce stade de la méthode, les coefficients de /A\N et pxn sont connus, donc
Iéquation (4.2.16|) est équivalente a un systéme linéaire triangulaire inférieur
sur (bg,...,b,) :

J
Vi€ {01k D Aub =0 (4.2.18)
=0

ou :

, ., N _. N
Aj=aj_ —2(-1)7'C% LT cos (5

—r—j+ 3l) o (4.2.19)
Si on prend j = 0 dans I'équation (4.2.18)), on obtient Agy = 0, car les z; sont

non-nuls. Ainsi, les termes diagonaux ne dépendent pas du vecteur propre
considéré :

A= 4q’% sin j' sin (g —r +j> v (4.2.20)
Etape 4 : Racines du polynéme Q).

Une fois que les coefficients du polynéme ) sont déterminés, on calcule ses

racines par un algorithme spécialisé. Le choix de I'algorithme n’est pas cru-

cial, car @ est toujours de degré peu élevé (voir §. Contrairement a la

méthode de Newton-Raphson présentée dans le chapitre 4.3} 'algorithme de
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recherche de racines ne nécessite pas de conditions initiales particuliéres. Au-
trement dit, on ne fait aucune hypothése préalable sur la position des racines
z1,..., % dans le plan complexe.

Etape 5 : Entiers de Bethe.
Connaissant les racines décalées A\, ..., \,, on retrouve les entiers de Bethe
correspondants en utilisant les équations de Bethe (2.4.11)).

4.2.2 Exemples de résultats

Pour visualiser les positions des particules et des trous, on représente
graphiquement la fonction de comptage hx()\), définie par :

(A, A = % NEO) + Z O =) (4.2.21)

j=1

Excitations particule-trou au voisinage du niveau de Fermi

On applique la méthode ci-dessus pour trouver I’état de plus basse éner-

gie du secteur (Sz,ktot = %), avec S > 1 et —5* < p < S%. Les racines

A1, ..., A sont données dans la table [1.6] Les fonctions de comptage corres-
pondantes sont représentées sur les figures[4.2] [£.3]et[4.4] Lorsque 0 < p < 57,

les entiers de Bethe de cet état sont :
r—1 r-—1 r—1 r—1

I, I =— - 1. 1,
1, 9 D) 9 +

Les excitations particule-trou autour des deux niveaux de Fermi +Ap
peuvent se combiner. Par exemple, ’état sous-dominant dans le secteur ki, =
0, pour S* > 2 correspond a la configuration des états de Bethe :

r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
1,— 2,... -1 1
+ 9 2 + Y Y 2 ) 2 +
(4.2.23)
La fonction de comptage de cet état est représentée sur la figure [4.5]

Backscattering

On se place dans le secteur (5% = 1, kyoy = ™ — %r), et on consideére 1’état

de plus basse énergie de ce secteur. Les racines correspondant & cet état sont
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Eiot | (A1y...5 A5)

2n -1.569507e-01, -7.444546e-02, -2.686327e-03,
+6.875995e-02, +2.603248e-01

2 x 2 | -1.605017e-01, -7.786840e-02, -6.368775e-03,
+6.433122e-02, +4.411440e-01

3 x 2T | -1.661235e-01, -8.336112e-02, -1.238308e-02,
+5.692321e-02, +1.079980

TAB. 4.6 — Racines des équations de Bethe dans le secteur S* = 3, pour
N =16,v = 0.6.

AN

hn (M)
[
S
B

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Fi1G. 4.2 — La fonction Ay () correspondant a I'état S* = 3, ko = %r, pour
N = 16,7 = 0.6.
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hn(A)
S R SFE C S BN

]
ot

-0.4

0.2 0.4

F1G. 4.3 — La fonction hy(A) correspondant a 1'état S* = 3, kyoy = 2 X %r,

pour N = 16,v = 0.6.

[=3]

]LN (/\)

S R T CRINOCRN Yo
[

!
ot

FIG. 4.4 - La fonction hy()\) correspondant a I'état S* = 3, kyy = 3 X X

pour N = 16,v = 0.6.

N?
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Vo

hn(X)
o
)444444

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

F1G. 4.5 - La fonction hy () correspondant a I’état sous-dominant du secteur
S* =3, kiot = 0, pour N =16,y = 0.6.

représentées sur la figure [£.6] Les entiers de Bethe sont :

r—1 r—1 r—1
L,....I, = — 1, — 2,...,
1 ) + 2 + 2

5 +1 (4.2.24)

Solutions complexes

On se place dans le secteur (S* = 0, kyoy = 7). Les états de plus basse
énergie de ce secteur sont représentés sur la figure [4.7]

4.3 Résolution numérique des équations de Bethe

4.3.1 Introduction

L’avantage de la méthode présentée dans le chapitre |4.2] est qu’elle ne
nécessite aucune hypothése sur la position des racines. Cependant, le point
de départ de cette méthode est un vecteur propre de la matrice de transfert,
exprimé dans la base des configurations de ligne. Comme la diagonalisation
de la matrice de transfert demande une quantité de mémoire exponentielle
en N, les tailles accessibles sont trés limitées (voir §4.1.10).
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hn ()

F1G. 4.6 — La fonction hy(A) correspondant a 'état S* = 1, kyoy = m —
pour N = 16,v = 0.6.

(S8

'
—_
LI L LI

e
3%

ImA

2

N?

0.4 ————

0.2 -

FiG. 4.7 — Les racines de Bethe correspondant aux états de plus basse énergie
(dans l'ordre a,b,c,d) du secteur S* = 0, kyoy = 7, pour N = 16,y = 0.6.
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Les équations de Bethe elles-mémes forment un systéme de r équations
non-linéaires couplées, avec r inconnues Ay, ..., \,. Le nombre d’équations r
est typiquement proportionnel a la taille du systéme N. Ainsi, la résolution
directe [37] des équations de Bethe par une méthode générale de recherche
de racines (méthode de Newton-Raphson [71]) permet d’atteindre des tailles
beaucoup plus grandes que la méthode précédente. L’inconvénient de la mé-
thode de Newton-Raphson est qu’elle ne fonctionne correctement que si le
point initial est “proche” de la solution. Il faut donc avoir une idée a prior: de
la forme de la solution dans le plan complexe pour exploiter cette méthode.

4.3.2 Description de la méthode

Dans le cas de modéle a six vertex homogéne, les équations de Bethe
s’écrivent :

NE(\) =211 = > O\ — \) (4.3.1)
1=1
ou :
_ J
kA) = f (2,A> (4.3.2)
o) = f(r,A) (4.3.3)
La méthode consiste & choisir une configuration particuliére (I3, ..., I,) des

entiers de Bethe, et & résoudre les équations de Bethe sur les inconnues
(A, ooy A

Le modéle posséde une limite “triviale” v — 7, ott ©(\) est identique-
ment nul, donc la solution est :

27l
kj = Nj (4.3.4)
I.
A; = Argth (tan D) (4.3.5)
N
Comme les racines (Aq,...,\.) sont continues par rapport a =, la solu-

tion (4.3.5)) est un bon point de départ pour la résolution du systéme avec
~v quelconque. En pratique, pour éviter les croisements de solutions au cours
de l'algorithme, on utilise comme valeurs initiales :

(Aj)ini = Argth (a tan %) : a=10.0 (4.3.6)
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4.4 Simulations Monte-Carlo

4.4.1 Algorithme de Metropolis

L’algorithme de Metropolis permet d’échantillonner un ensemble statis-
tique a l'équilibre, en définissant une dynamique de Markov [72]. Soit un
modéle statistique (£,w), défini par un ensemble de configurations £ sur un
réseau a N, sites, et par des poids de Boltzmann w. La fonction de partition

est :
Z=> w(a) (4.4.1)
ael
On souhaite déterminer numériquement des valeurs moyennes d’observables,
de la forme :
(4) = - > w(a)A(a) (4.4.2)
ael
Si 'ensemble £ est défini par une contrainte non-locale, alors il est trés cot-
teux en temps de générer toutes les configurations admissibles. L’algorithme

de Metropolis consiste a évaluer la somme (4.4.2)) au moyen d’une chaine de
w(@)

Markov dont la distribution d’équilibre est la loi de probabilité p(a) = =7~

On définit une chaine de Markov en temps discret par la loi de transition
Wy o, qui vérifie :

Va, o Weara >0 (4.4.3)
Vo > W =1
o’eL

En partant d’une distribution initiale py, on itére la transition :

Pt1(a) = Z Wa.or Do) (4.4.5)

a'el

D’aprés (4.4.4) et (4.4.5)), la distribution d’équilibre p., doit vérifier la condi-
tion de bilan global :

Z [Wa’,a poo(Oz) - Wao poo(a’)] =0 (4.4.6)

a’'eLl

On peut montrer que la loi de probabilité p, converge vers p si les conditions
suivantes sont vérifiées.
— Bilan détaillé :
Wor o pla) = Wa o p(a) (4.4.7)
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— Ergodicité :
Va,of F(aq,...,an 1) ,« Lal W, .. La]\;_l W, o (4.4.8)

ol le symbole « W, B signifie que la probabilité de transition Wg,
n’est pas nulle.

Etant donné une loi de probabilité définie par les poids de Boltzmann
w(a), lalgorithme de Metropolis permet de construire une loi de transition
W qui vérifie la condition de bilan détaillé . Supposons qu’on dispose
d’une procédure de transformation élémentaire f ergodique sur ’ensemble L.
Pour toute configuration «, il existe C'(«) choix possibles de transformations
éléementaires o — {fi(),..., fo@ (a)}. En général, ce choix correspond au
site du réseau ou est effectuée la transformation élémentaire. Une itération
de l'algorithme de Metropolis sur la configuration « consiste en deux étapes :

1. Tirer uniformément une transformation élémentaire o — o' parmi ov —
{fi(@),.... fow (@)}

2. Effectuer la transition o — o’ avec la probabilité :

W(a — o) = min {”(O‘/) , 1} (4.4.9)

4.4.2 Temps caractéristiques

La chaine de Markov définie par I'algorithme de Metropolis est une simu-
lation du modéle statistique (£, w), dont la finalité est de produire une esti-
mation des valeurs moyennes d’observables (A) (4.4.2)). Soit (a1, s, ..., an)
une réalisation de la chaine de Markov. On utilise I'estimateur :

M
— 1

A= — Aoy, 4.4.10

7 2 Al (4.4.10)

Si les configurations (g, s, ..., ayr) étaient indépendantes et réparties sui-

vant la loi définie par les poids de Boltzmann w(«), on aurait :

(A = (A) (4.4.11)
(A (A = A () (4.412)

ou (...)w désigne la moyenne sur les réalisations de la chaine de Markov. La
valeur propre de W associée a 1’état stationnaire p est zéro. La convergence
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de la suite (p,,) vers la distribution d’équilibre p est déterminée par la seconde
valeur propre A; de W, qui définit le temps caractéristique 7o :

n

[pn(a) =p(@)] o< e e (4.4.13)
1

- 4.4.14

Teq 111)\1 ( )

La décroissance des fonctions d’auto-corrélation est gouvernée par les valeurs
propres inférieures :

([Alan) = (A [Alow) = (A)) o e (4415)
1
TA = o (4.4.16)

Pour tenir compte de ces effets, on redéfinit I'estimateur A, en commencant
I’échantillonnage a un instant ng > 7.4, et en espagant les échantillons d'un

intervalle 7 > 74 :
M

% > Atmginr) (4.4.17)

n=1

A

On choisit comme unité de temps le “pas Monte-Carlo” (mcs= “Monte-Carlo
sweep”), qui consiste en L? pas élémentaires.

La détermination des valeurs propres A;, A4 nécessite une étude du
spectre de la matrice de transition. Plutot que d’entreprendre cette étude
pour chaque algorithme de Metropolis et pour chaque observable (ce qui
constitue un sujet de recherche en soi), on définit empiriquement les temps
caractéristiques a partir d’une hypothése simplificatrice. On désigne symbo-
liquement les degrés de liberté locaux d’une configuration « par {a(j),j =
1,...,Ng}. Par exemple, dans le modéle de Potts, a(j) serait la valeur du
spin au site j ; dans un modéle de boucles, a(7) serait le type de vertex sur le
site j. La fonction de recouvrement entre deux configurations «, o' est définie

par :
#{la(i) = ')}

NS

ot le symbole # désigne le cardinal. La fonction d’auto-corrélation associée

a .S est:

S(a, o) = (4.4.18)

¢, = lim 5(04170%)—5(0417041%)

4.4.1
M—o0 1 —S(a1, an) ( %)

Hypothese 1 : La fonction ¢, décroit exponentiellement, avec un temps ca-
ractéristique 7y :

n

~ e T (4.4.20)

n—oo
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Hypothese 2: Si A est une observable locale, alors la fonction d’auto-corrélation
de A décroit au moins aussi vite que ¢ :

Ta < Ty (4.4.21)

Si A n’est pas locale, alors on définit une caractéristique non-locale H ()
(qui peut étre un sous-ensemble fluctuant dans le systéme), telle que A(«)
soit une fonction de H(«). On introduit alors une fonction de recouvrement
associée a H, avec un temps de décroissance 7.

4.4.3 Fluctuations

Pour estimer la moyenne d’une observable A, on utilise 'expression (4.4.17)).
Pour estimer la variance de A, on répéte le procédé de moyenne :

—2

AA2 = MZ (Ongans)]” — A (4.4.22)

G = (1- M) (A= ()2 (1.4.23)

4.4.4 Test d’ergodicité

En général, il est difficile de prouver 'ergodicité d’un algorithme pour
un taille de systéme arbitraire. Cependant, il est possible de vérifier cette
propriété pour des petites tailles de systéme. En effet, 'algorithme utilisé au
paragraphe pour appliquer la matrice de transfert & un vecteur, per-
met de calculer le nombre exact de configurations de ’ensemble L. Il suffit,
pour cela, de mettre tous les poids de Boltzmann & 1 dans la matrice de
transfert. L’algorithme de test d’ergodicité part d’'une configuration initiale,
et effectue tous les pas élémentaires possibles, et stocke en mémoire les confi-
gurations générées. Puis, il répéte 'opération sur toutes ces configurations,
et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’aucune nouvelle configuration ne soit générée.
La limitation principale est la mémoire nécessaire pour stocker toutes les
configurations de L.

4.4.5 Exemple : modéle de Brauer avec n = (

Ensemble statistique. Le modéle de Brauer est un modéle de boucles
défini au paragraphe|1.3.3] On note les poids de Boltzmann (voir figure|1.16)) :
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a,bc=1,1,x (4.4.24)

On considére ce modéle sur un réseau carré de dimensions L x L sites, et on
fixe la fugacité de boucles & n = 0. Ceci revient & imposer que le systéme
soit recouvert entiérement par une boucle unique. On utilise des conditions
de bords “réflexives” (vertex rouges sur la figure . Soit L, 'ensemble des
configurations a une boucle, et N7 le nombre de ces configurations. Dans la
limite des grandes tailles :

N~ p i~ 2925 (4.4.25)

oul i1 est la connectivité effective du modéle. Comme il y a trois configurations
possibles a chaque vertex, le nombre total de configurations est 3L, Ainsi,
la proportion de configurations appartenant a £ décroit exponentiellement

avec L2 : v
L A
o (3) (4.4.26)

Il est donc utile de simuler ’ensemble £}, par un algorithme de Metropolis.

Algorithme de Metropolis. On définit le pas élémentaire au site 7 de la
maniére suivante. On désigne par a(j) le type de vertex au site j (parmi
a,b,c sur la figure et a(j) l'appariement entre les quatre arétes ad-
jacentes au site j, défini par le reste du systéme. On dit que «a(j) et @(j)
sont compatibles, si 'assemblage des deux forme une boucle unique. Ainsi,
on remarque que, pour chaque appariement externe @(j), il existe exacte-
ment deux vertex compatibles (voir figure . On en déduit 'algorithme
Metropolis ci-dessous :

1. Tirer uniformément un site j parmi les L? sites.

2. Visiter la boucle pour déterminer I'appariement externe @(j), et en
déduire 'autre type de vertex o/(j) # «(j) compatible avec a(j)

3. Effectuer le pas a(j) — o/(j) avec la probabilité :
'
W (a(j) — ()] = min {M 1} (4.4.27)

ot wla(j)],w[d’(j)] sont les poids de Boltzmann associés aux différents
types de vertex.

Résultats. On évalue le temps d’auto-corrélation par la méthode décrite
au paragraphe[4.4.2] Les résultats sont présentés sur la figure [4.9] La fonction
¢, présente une décroissance exponentielle sur un intervalle de 1'ordre de
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] ‘~ \ ’ ] > \ ’
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Fi1G. 4.8 — Pas élémentaires respectant la contrainte de la boucle unique dans
le modéle de Brauer.
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FiGg. 4.9 — Fonction d’auto-corrélation ¢, pour 'algorithme de Metropolis
simulant le modeéle de Brauer.
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L N test d’ergodicité
2 40 X
4 5373 952 X

6 4380 037 227 741 184

TAB. 4.7 — Enumération exacte des configurations et test d’ergodicité pour
lalgorithme Metropolis simulant le modéle de Brauer. A est le nombre de
configurations & une boucle sur le réseau carré de L x L sites.

5 mcs, avec un temps de corrélation de 'ordre de 7 ~ 1.4 mcs, pour les
tailles de systéme considérées.

Le tableau résume les résultats de I’énumération exacte et du test
d’ergodicité pour les tailles L = 2,4, 6.

[’algorithme permet, par exemple, d’évaluer le nombre moyen (N.) de
vertex de type ¢ dans le systéme, et de vérifier sa loi d’échelle. On fixe les
parameétres de la simulation :

ng = 100 mcs
7 = 100 mcs
M = 100

Les résultats de la simulation sont présentés sur la figure [4.10| La transition
de phase a lieu en x = 0. Le paramétre définit une longueur de corrélation
&, qui obéit & la loi d’échelle :

1

§o ~ T (4.4.28)

z—0t

ol y est I'exposant du groupe de renormalisation associé¢ au paramétre x.
Comme on I’a vu dans le chapitre [1.2.1], y est 'exposant de fuseau a quatre
pattes dans le modéle de polyméres denses :

y=2-—XW= g (4.4.29)
Pour un systéme de taille finie, la fonction de partition a la forme :
Z, ~ g (é_ﬁ) (4.4.30)
ou ¢ est une fonction d’échelle. Ainsi, (N.) est de la forme :
Ny = 2L pug g (4.4.31)

X
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x Y

F1G. 4.10 — Nombre moyen de vertex de type ¢ dans le modéle de Brauer, en
fonction du paramétre x. I’exposant y est donné par I'équation (4.4.29)). Le
parameétre x varie entre 0 et 1.

La loi d’échelle (4.4.31)) est vérifiée sur la figure [4.10]






Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Au cours de ce travail de thése, nous avons utilisé différents outils de
Physique Statistique bidimensionnelle pour aborder des modéles aux compor-
tements critiques originaux. Ces modéles se caractérisent par la présence de
degrés de liberté non-compacts, une propriété prédite par I'étude des modéles-
o sur les supersphéres. D’un point de vue plus physique, ces degrés de liberté
se traduisent par des niveaux d’énergie infiniment dégénérés, et des fonctions
de corrélations qui décroissent plus lentement qu’une loi de puissance. L’étude
de modéles sur réseau, d’aspect parfois assez technique, fournit néanmoins
des résultats solides, permettant d’étayer une image physique proposée pour
la limite continue.

Dans le cas du modéle de Potts antiferromagnétique, I’étude de la struc-
ture Yang-Baxter et des équations de Bethe permet de formuler précisément
le comportement d’échelle et les symétries associées aux degrés de liberté non-
compacts. Ces propriétés sont lices a ’alternance des parameétres spectraux
dans le modéle de vertex équivalent.

Certaines questions restent ouvertes, mais celles que 'on peut espérer ré-
soudre le plus immédiatement portent sur ’Ansatz de Bethe. D’une part, en
calculant numériquement les corrections en taille finie des énergies d’excita-
tion, nous avons déterminé le comportement asymptotique de la constante de
couplage ¢ . La forme des exposants ne contient que des informations
sur les corrections d’ordre # Dans d’autres contextes [73],[74], des méthodes
analytiques ont été développées pour calculer les corrections au-dela de ﬁ
L’adaptation de ces méthodes au cas du modéle de Potts antiferromagnétique
fournirait une validation des résultats numériques, et permettrait d’obtenir
une description plus rigoureuse du spectre dans la limite continue. D’autre
part, la méthode de McCoy et al. s’adapte facilement, “sur le papier”, au
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modele de Potts antiferromagnétique (voir §3.1.4). Or, dans le cas twisté,
certaines excitations observées numériquement [34] n’ont pas été interprétées
en termes de racines de Bethe. La méthode McCoy pourrait permettre de
faire des progrés sur cette question.

Concernant le modéle de Brauer a n = 0, nous mettons en évidence
le comportement critique du chemin d’échappement I'. L’étude numérique
suggére la forme du diagramme de phase pour I', qui est similaire & celui
des marches auto-évitantes. L’objet I" est une version analogue sur réseau du
chemin d’échappement dans les marches aléatoires. Cependant, les exposants
critiques obtenus numériquement sont différents des résultats sur les marches
aléatoires. Ainsi, le fait que le modéle sur réseau ait un nombre fini de confi-
gurations par unité de surface semble affecter la statistique des observables
non-locales telles que I'.

Comme on l'a fait remarquer au § [3.2.2] les résultats numeériques ob-
tenus par les différentes méthodes sont encore insuffisants pour conclure
sur la classe d'universalité du chemin I'. Des observables supplémentaires
pourraient étre calculées, comme, par exemple, 'angle de rotation autour de
lorigine ou le nombre de “contacts” de I' avec lui-méme. Un autre piste a
explorer concerne le modéle de boucles coloriées. Le modéle de Brauer avec
n entier est équivalent a un modéle de vertex sur le réseau carré, avec une
supersymétrie OSP(N|2M) [35]. Lorsqu’on introduit les régles de coloriage,
peut-on a nouveau trouver un modéle & vertex équivalent 7 Ceci permettrait
une approche analytique du probléme : en particulier, on pourrait étudier les
symétries de la matrice R. Enfin, la généralisation & n quelconque, malgré
les difficultés techniques (non-unicité du chemin I'; ambivalence de la version
coloriée) permettrait de faire le lien avec d’autres travaux, en particulier sur
le cas n =1 [75].

Pour conclure, nous présentons briévement deux problémes en étroite
relation avec les modéles discutés dans cette thése, et qui sont 'objet de nos
recherches actuelles ou futures. Ce sont des modéles statistiques basés sur un
modéle & six vertex alterné. Comme nous 'avons constaté sur I’exemple du
modéle de Potts antiferromagnétique, 'alternance des paramétres spectraux
se refléte dans la structure des équations de Bethe : les racines se divisent en
types distincts, bien qu’il n’existe qu’une loi de conservation de particules.
Le défi est de comprendre les conséquences de cette structure sur les modéles
statistiques ou quantiques équivalents aux modéles de vertex alternés.

Modele de Potts avec des couplages miztes

Dans le modéle de Potts sur réseau carré, deux conditions de criticalité
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ont été identifiées [32] :
— L’auto-dualité :
v1ve = Q

Cette condition est satisfaite sur deux branches, dans les quadrants
(v1 > 0,v9 > 0) et (v; < 0,v9 < 0). La premiére branche correspond
au point critique ferromagnétique, et la seconde, au point fixe de la
phase de Berker-Kadanoff [33].

— L’équivalence avec le modéle & six vertex alterné (avec un décalage
des paramétres spectraux) impose :

(vl+2)(v2—|—2):4—Q

Les deux branches correspondantes sont reliées par dualité. Ainsi, nous
discutons uniquement la branche qui posséde des points physiques :
_ 2cosysinu ~ —2cosycos(y — u)

V1= ——F > Uy =
sin(y — u) cosu

ol /Q = 2cosy et 0 <y < 5. Dans le régime v < u < 5, on a vy <
0,v9 < 0. Ce régime correspond au point critique antiferromagnétique,
discuté au En revanche, dans le régime 0 < u < 7, les couplages
sont de signe opposés : v; > 0,vy < 0.

Le modéle de Potts avec couplages mixtes J; > 0 et Jo < 0 a une in-
teraction ferromagnétique dans la direction (1) et antiferromagnétique dans
la direction (2) (voir figure [L.4). Ce modéle est intrinséquement anisotrope.
Son diagramme de phase (dans la paramétrisation vy, v9) contient la ligne cri-
tique v; > 0,v9 < 0 discutée ci-dessus. Remarquons que, si ) > 1, cette ligne
est non-physique (vo < —1). Nous appelons ce régime ligne critique mizte
non-physique. Cependant, de méme que le point fixe de Berker-Kadanoff,
cette ligne pourrait décrire le comportement critique d’une région physique
du diagramme de phase.

N.B. : Dans le cas @ = 2 (modéle d’Ising), on peut aisément identifier
un point critique dans le domaine physique du modéle a couplages mixtes.
En effectuant un changement de variables o; — —o; sur les spins appropriés,
on obtient la ligne critique :

(v1 + 2)vg = =2

Pour un nombre d’états quelconque, il devrait exister une ligne critique
similaire. Pour l'identifier, on peut envisager une étude numérique de la ma-
trice de transfert, ou peut-étre formuler une condition de criticalité basée sur
I’équivalence avec un modéle de vertex intégrable.
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La ligne critique mixte non-physique est équivalente, dans la limite ani-
sotrope u — 0%, au hamiltonien H' = —H (voir équation ((2.5.5))). Bien qu’ils
aient le méme spectre global, la physique des états de basse énergie de 'H et
‘H' est certainement bien différente.

Le hamiltonien H’ décrit deux chaines XXX antiferromagnétiques en
interaction :

H' =H, +Hy+ Hiy + Hag + Ncos2y I

ou :
1 N
’—__E T 5T y,y._Z,Z.)
Hq - 2 (Uqugqvj-ﬁ-l%_aq,]aq,ﬁl 94.i%q,5+1
j=1
N
/ _ 2 z z z z
Hipy = —sin VE [Ul,jaz,j"‘%,jal,jﬂ
Jj=1

et les termes anti-hermitiens sont contenus dans H', ;. Une piste prometteuse
serait d’étudier le hamiltonien H’ par perturbation autour de v = 0, en faisant
appel & des méthodes de Matiére Condensée 1D, comme la bosonisation et
Iinvariance conforme.

Modéle a six vertex cyclique

Le modéle a six vertex alterné correspondant au modéle de Potts an-
tiferromagnétique critique présente des symétries et un comportement cri-
tique originaux. En particulier, la présence d'une symétrie Z/27Z (la charge
c (2.5.3)) joue un role important dans la structure du spectre. Nous propo-
sons une généralisation : un modéle & six vertex intégrable possédant une
charge Z/pZ, ou p est un entier naturel quelconque.

Sur un cylindre de largeur pN, on définit la matrice de transfert 7 (u)
comme le produit de N matrices R(u). La matrice R(u) agit sur le produit
Vp, ® V), ot V,, est I'espace des états de p arétes. Les parameétres spectraux

verticaux de R(u) sont (O, g, cee @), et les parameétres spectraux ho-
rizontaux sont (u, U+ %, oo u+ %) (voir figure . En particulier, si

p = 1, on retrouve le modéle & six vertex homogéne, et si p = 2, le modéle
de Potts antiferromagnétique.

Il semble que les propriétés de symétrie (présence d’une charge Z/pZ,
énergies propres communes avec Hxxz(7o), structure des équations de Bethe)
se généralisent a ce modéle. De multiples développements sont envisageables
a partir du modéle a six vertex cyclique : étude des équations de Bethe,
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F1G. 5.1 — Matrice R(u) du modéle cyclique a p = 3.

interprétation en modéle de Potts, chaine de spins dans la limite anisotrope,
théorie des champs conforme associée, etc.






Chapitre 6

Summary

The study of two-dimensional critical phenomena has known great pro-
gress, particurarly thanks to results on conformal invariance [1} 2 [3, 4]. Many
problems, such as phase transitions in ferromagnets [3, [6, [7], percolation [§],
polymers [9} 10, 1], 12], 13| 14 [15] 16, 17, 18], Hamiltonian walks [16, 17, [1§],
spanning trees and dimers [19, 20], 21|, 22], 23], 24], [76], were identified with
nonintersecting loop models on a lattice. First, this identification provides
us with a description of extended objects arising in the initial model (for
example, spin clusters in the Potts model). Moreover, these loop models
admit a height representation [10], and the associated critical theory is es-
sentially a compact Gaussian model [25, 26| 27|, which is possibly multi-
dimensional [28, 29 [15], I7]. Thus, the behaviour of the free energy and
correlation functions (in other words, the transfer matrix spectrum) in the
initial problem is described by this theory. In some cases, the finite-size trans-
fer matrix spectrum can be studied by rigorous approaches : Bethe Ansatz,
integrability [30], quantum groups [31], etc.

Some statistical models, representing interesting physical phenomena,
are not described by the compact Gaussian model, and no unifying frame-
work is known to classify their critical properties. For example, the critical
antiferromagnetic Potts model [32, 33| 34], [77], or dense intersecting loops
(Brauer loop model [35] [36]). They have in common the existence, in the
continuum limit, of non-compact degrees of freedom (which can coexist with
compact ones). Analytical tools exist to study these models, such as Bethe
Ansatz and o-model theory. These approaches allow us to formulate strong
conjectures on the form of the corresponding critical theory. High precision
numerical calculations (especially those based on Bethe Ansatz [37]) support
these conjectures.
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Chapter|[I]is dedicated to examples of two-dimensional statistical models
on a lattice. We present some knwon results on models related to the compact
Gaussian model, emphasizing physical properties. By contrast, examples of
less understood models are exposed. Their essentially different properties, as
compared to the previous ones, are the appearance of non-compact degrees
of freedom, and infinitely degenerated levels of conformal dimensions.

Chapter[2]is more technical, and describes the analytical methods used in
this PhD thesis : transfer matrix formalism, conformal invariance, Gaussian
model, Yang-Baxter equations, Bethe Ansatz. We illustrate more precisely
some of these on the XXZ spin chain (as the anisotropic limit of the homoge-
neous six-vertex model). Finally, we expose the Bethe Ansatz structure of the
critical antiferromagnetic Potts model. The staggering of spectral parame-
ters generates two kinds of particles, and there exists a Z/27 charge, which
exchanges the two kinds of particles. This is remarkable, since the vertex
model has only one SU(2) conservation rule.

In Chapter [3] we expose new results obtained in this PhD thesis, on two
particular models : the critical antiferromagnetic Potts model, and the escape
path in the Brauer loop model. On the antiferromagnetic Potts model, the
main results are :

— The asymptotic behaviour of the effective compactification radius in

the non-compact direction :

Rx InN sid< @ <4
Rx +vInN si@Q — 0

where N is the number of sites on the circumference of the cylinder.
— The Hamiltonian (3.1.1)-(3.1.2)) in the anisotropic limit.
— The explicit action of the charge C on the eigenstates (3.1.33)-(3.1.34)).
— A suggested numerical method to locate the Bethe roots in other
sectors.
In the Brauer model, we defined a scale-invariant model for the escape path,
and proposed a phase diagram for this model. Our main numerical results
are the watermelon critical exponents for a small number of paths :

Name Description Numerical value

X,y 1loop, 1 interface 0.04 + 0.005
X0 1 trail, 1 interface 0.00 £ 0.005
X2 2 loops, 2 interfaces 0.80 £ 0.02
X,y 1loop, 1 trail, 2 interfaces 0.50 & 0.008
X(200) 2 trails, 2 interfaces 0.21 +0.02
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and an estimate of the escape path fractal dimension :

In Chapter [4, we give some details on the numerical methods we used :
transfer matrix diagonalization, McCoy et al.’s method, Newton-Raphson
method, Monte-Carlo simulations.

This PhD thesis led to three publications :

F. Alet, Y. Ikhlef, J. L. Jacobsen, G. Misguich, V. Pasquier, Classical di-
mers with aligning interactions on the square lattice, Phys. Rev. E74, 041124
(2006)

Y. Ikhlef, J.L. Jacobsen, H. Saleur, A staggered siz-vertex model with non-
compact continuum [imit, cond-mat/0612037, accepté par Nucl. Phys. B
(2006)

Y. Ikhlef, J.L. Jacobsen, H. Saleur, Non-intersection exponents of fully pa-
cked trails on the square lattice, J. Stat. Mech. P05005 (2007)

These works open new research directions, extending or generalizing the
results appearing in these publications.

Concerning the antiferromagnetic Potts model, many questions remain
open, and the ones which are most likely solvable are about the Bethe Ansatz.
First, by a numerical calculation of finite-size corrections to excitation ener-
gies, we determined the asymptotic behaviour of the coupling constant gy .
The form for the exponents contains only information on corrections
of order # In other contexts 73, [74], analytical methods were developped to
compute corrections beyond ﬁ An adaptation of these methods to the case
of the antiferromagnetic Potts model would validate our numerical results,
and would allow us to obtain a more rigorous description of the spectrum in
the continuous limit. Second, McCoy et al.’s method is easily transposed to
the antiferromagnetic Potts model (see §3.1.4). In the twisted case, this could
help understanding some excitations observed numerically [34], in terms of
Bethe roots.

In the Brauer model, as we noted in §3.2.2] the numerical results obtai-
ned by several methods are not precise enough to conclude about the univer-
sality class of the escape path. Additional observables could be computed,
such as the winding angle or the number of contacts of the path with itself.
Another idea to explore is the colored loop model. The Brauer model with
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integer n is equivalent to an OSP(N|2M) vertex model [35]. When colors are
introduced, can we still find an equivalent vertex model ? This would allow
for an analytical approach of the problem. Finally, the generalization to non-
zero n, up to technical difficulties (nonunicity of the escape path, non-local
weights in the colored version) would be a first step to establish a relation
with other works, especially for n = 1 [75].

To conclude, we give a short description of two models closely related
to those discussed in this thesis, and which are in our current research pro-
gram. These are statistical models based on a staggered six-vertex model.
As we could see in the antiferromagnetic Potts case, the staggering of spec-
tral parameters is reflected in the Bethe Ansatz structure. The challenge is
to understand the consequences of this strucutre on statistical or quantum
models exactly mapped to staggered vertex models.

Potts model with mized couplings

In the Potts model on the square lattice, two criticality conditions were
identified |32] :
— Self-duality :

V12 = Q

This condition is satisfied on two branches, in the quadrants (v; >
0,v9 > 0) and (v; < 0,v9 < 0). The first branch corresponds to the
ferromagnetic critical point, and the second one, to the fixed point of
the Berker-Kadanoff phase [33].

— Equivalence with the staggered six-vertex model (with a staggering 7
in spectral parameters) yields :

(Ul+2>(vg+2):4—Q

The two corresponding branches are related to each other by duality.
Thus, we only discuss the branch containing physical points :

2 cosysinu —2cosycos(y — u)
N=——>"-, U2=
sin(y — u) cos u

where /Q = 2cosy and 0 < v < 5. In the regime v < u < %, one
has v; < 0,v9 < 0. This regime corresponds to the antiferromagnetic
critical point, discussed in §3.1} In contrast, in the regime 0 < u < 7,

the couplings have opposite signs : v; > 0, vy < 0.
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The Potts model with mixed couplings J; > 0 and J, < 0 has a ferro-
magnetic interaction in the direction (1) and an antiferromagnetic interac-
tion in the direction (2) (see figure [L.4). This model is intrinsically anisotro-
pic. Its phase diagram (in parameters vy, vs) contains the mixed critical line
v1 > 0,v9 < 0 described above. Note that, if () > 1, this line is non-physical
(v < —1). We call this regime the non-physical mized critical line. Never-
theless, as well as the Berker-Kadanoff fixed point, this line could describe
the critical behaviour of a physical region in the phase diagram.

N.B. : In the case @) = 2 (Ising model), there is a straightforward way to
identify a critical point in the physical domain of the mixed coupling model.
By performing the change of variables 0; — —o; on appropriate spins, one
gets the critical line :

(Ul -+ 2)’02 =-2

For an arbitrary value of @), there should exist a similar critical line.
In order to identify it, one can consider studying numerically the transfer
matrix, or maybe formulate a criticality condition based on the equivalence
with an integrable vertex model.

The non-physical mixed critical line is equivalent, in the anisotropic limit
u — 0T, to the Hamiltonian H' = —H (see equation (2.5.5)). Although they
have the same global spectrum, the physics of the low-energy states of H and
H' is certainly different.

The Hamiltonian H’ describes two interacting antiferromagnetic XXX
spin chains :

H =H,+Hy+ Hiy + Hyy + Ncos2y 1

where :

1 N
, — —
Hq - 22 q,J q]+1+OQJ q,j+1 quaqm-l)
j=1
N
/ o <2 z z z z
H,. = —sin 72 {017]-02’]-—1-027]-017]-“
j=1

and the anti-hermitian terms are contained in H';,. An interesting project
would be to study the Hamiltonian H’ as a perturbation around v = 0, using
methods of one-dimensional Condensed Matter Physics, such as bosonization
and conformal invariance.
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F1G. 6.1 — The R-matrix of the cyclic six-vertex model for p = 3.

Cyclic siz-vertex model

The staggered six-vertex model corresponding to the antiferromagnetic
Potts model exhibits original symmetries and critical behaviour. In particu-
lar, the presence of a Z/27Z symmetry (the charge ¢ (2.5.3)) plays an im-
portant role in the spectrum structure. We suggest a generalization of this :
an integrable six-vertex model with a Z/pZ charge, where p is any positive
integer.

On a cylinder of width pN, one defines the transfer matrix 7 (u) as the
product of N R-matrices. The matrix R(u) acts on the product V, ® V,,
where V), is the space of p-bond states. The vertical spectral parameters

of R(u) are (0, ;{, ce %» and the horizontal spectral parameters are

<u,u + ;{, ce U+ @) (see figure . In particular, if p = 1, one gets
back to the homogeneous six-vertex model, and if p = 2, to the antiferroma-
gnetic Potts model.

It seems that the symmetry properties (presence of a Z/pZ charge, com-
mon eigenvalues with Hxxz(70), Bethe Ansatz structure) generalize to this
model. Many developments are possible on the cyclic six-vertex model : study
of the Bethe equations, Potts model interpretation, related spin chain, asso-
ciated critical theory, etc.
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Classical dimers with aligning interactions on the square lattice
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We present a detailed study of a model of close-packed dimers on the square lattice with an interaction
between nearest-neighbor dimers. The interaction favors parallel alignment of dimers, resulting in a low-
temperature crystalline phase. With large-scale Monte Carlo and transfer matrix calculations, we show that the
crystal melts through a Kosterlitz-Thouless phase transition to give rise to a high-temperature critical phase,
with algebraic decays of correlations functions with exponents that vary continuously with the temperature. We
give a theoretical interpretation of these results by mapping the model to a Coulomb gas, whose coupling
constant and associated exponents are calculated numerically with high precision. Introducing monomers is a
marginal perturbation at the Kosterlitz-Thouless transition and gives rise to another critical line. We study this
line numerically, showing that it is in the Ashkin-Teller universality class, and terminates in a tricritical point
at finite temperature and monomer fugacity. In the course of this work, we also derive analytic results relevant
to the noninteracting case of dimer coverings, including a Bethe ansatz (at the free fermion point) analysis, a

detailed discussion of the effective height model, and a free field analysis of height fluctuations.

DOI: 10.1103/PhysRevE.74.041124

I. INTRODUCTION

The problem of lattice coverings by “hard” objects, and
dimers in particular, is ubiquitous in classical statistical me-
chanics. The formulation of the problem of dimer coverings
goes back to the 1930’s [1]. The combinatorial problem of
finding the exact number of such coverings has been solved
in the early 1960’s for planar two-dimensional (2D) lattices
by means of Pfaffian techniques [2,3], which have been ex-
tended to calculate dimer-dimer and monomer (i.e., unpaired
sites)-monomer correlation functions [4]. Notwithstanding
the intrinsic mathematical beauty of this problem [5], it also
plays a central role in statistical physics due to its relation-
ship to Ising [3] or height models [6]. Dimer coverings of
bipartite graphs in three dimensions have also been recently
shown to be connected to gauge theories [7]. Dimer models
have also recently regained interest because quantum dimer
models (QDMs), originally introduced by Rokhsar and Kiv-
elson [8], are among the simplest systems which exhibit
ground states with topological order and fractionalization
[9].

In this work, we study a model of interacting classical
dimers on the square lattice, with an interaction that favors
dimer alignment. The dimer coverings are close packed, i.e.,
there are no sites left uncovered by a dimer (monomers). We
now describe the plan of the paper. We first introduce the
model and its simple limits in Sec. II. In Sec. III we intro-
duce the transfer matrix of the model and describe how its
critical exponents in the noninteracting (infinite temperature)
limit can be rederived by the Bethe ansatz technique. Unfor-
tunately, the interacting model does not seem to be integrable
by a straightforward extension of this approach. We therefore
go on, in Sec. IV, to describe two complementary numerical

*Electronic address: alet@irsamc.ups-tlse.fr

1539-3755/2006/74(4)/041124(24)
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PACS number(s): 05.20.—y, 05.50.+q, 64.60.Cn, 64.60.Fr

simulation schemes: Monte Carlo (MC) and transfer matrix
(TM) calculations. The results of the MC simulations are
presented in Secs. V=VII: we find that the model possesses a
low-temperature crystalline phase separated by a Kosterlitz-
Thouless (KT) transition [10] from a high-temperature criti-
cal phase with floating exponents. We account for all these
findings in Sec. VIII, where we give a theoretical interpreta-
tion in terms of a Coulomb gas (CG) picture [11]. This map-
ping moreover allows one to make specific predictions on the
high-temperature phase that are successfully tested with
high-precision TM and MC calculations. The CG description
implies that the introduction of monomers is a marginal per-
turbation at the KT point and hence leads to the emergence
of another critical line. We study this numerically and find it
to be in the Ashkin-Teller universality class; the line termi-
nates in a tricritical point at finite temperature and monomer
fugacity. The finally obtained phase diagram is presented in
Fig. 1. We finally discuss the connections to other models in
classical statistical physics and the implications of our find-
ings for quantum models in Sec. IX, and conclude in Sec. X.
A short account of the results presented here was given in
Ref. [12].

II. THE MODEL

We study a model of interacting close-packed dimers on
the square lattice, defined in the following way:

Z= >, exp(- EJT),
(1)
E.=v[(N‘(=) + N°(ID)].

The sum in the partition function Z is over all fully-packed
dimer coverings of the square lattice ¢. To each dimer cov-
ering ¢, we assign the energy E. which simply counts the

©2006 The American Physical Society



ALET et al.
| T
co
o
0.8 4
o I
[1
I !
ISuE D!
0.2- mEnEN BAGREEE
0 T T T T T T T T
0 20 4.0 6.0 8.0 é

FIG. 1. (Color online) Phase diagram of the interacting dimer
model in the temperature 7, monomer fugacity & plane (see text for
definitions). The solid lines represent second-order phase transition
lines with continuously varying exponents. When no monomers are
allowed (£=0), the first critical line terminates at 7.=0.65(1) and
separates the high-T critical phase from a long-range order crystal-
line phase through a Kosterlitz-Thouless phase transition. Allowing
for monomers (£# 0) creates the second critical line separating the
low T crystalline phase from a monomer-dimer (massive) liquid
phase at high 7. This line terminates in a multicritical point at 7',
=0.29(2), where it changes nature to become a first order line
(dashed line). Simple energetic arguments (see Ref. [12]) predict
that the first order transition temperature scales as 1/[2 In(£)] when

g,

number N°(=)+N¢(ll) of plaquettes with parallel (horizontal
or vertical) dimers in the covering c. [v|=1 sets the energy
scale (T is the temperature). The sign of v determines the
nature of the interactions between the nearest-neighbor
dimers: v <0 correspond to aligning interactions between
dimers, v >0 favors configurations with staggered occupa-
tion of dimers. In this paper, we will consider v=-1, the
so-called columnar case.

The model is illustrated in Fig. 2, where a dimer covering
of the lattice is represented, and the plaquettes contributing a
factor +v to the energy of this configuration are identified by
a cross. It is straightforward to see that at zero temperature
T=0, the configurations that minimize the energy are the
four states represented in Fig. 3, where the dimers are
aligned in columns. This fourfold degenerate ground state
spontaneously breaks translation and 7/2-rotational symme-
tries. The first excitation above these ground-states are ob-
tained by flipping two parallel dimers around a plaquette; the
system has a gap (it costs a finite energy 2v to flip the two
dimers) and the columnar order is therefore expected to sub-
sist at (possibly small but) finite temperature.

On the other hand, the partition function at infinite tem-
perature 7= is simply the unweighted sum over all possible
dimer coverings of the square lattice, and the model can be
solved exactly at this point [2,3]. The T= point is critical,

PHYSICAL REVIEW E 74, 041124 (2006)

FIG. 2. Illustration of the interacting dimer model: we consider
dimer coverings of the square lattice where each plaquette (marked
with a cross) with a pair of parallel nearest neighbor dimers con-
tributes +v to the energy (the energy of this dimer covering is 7v).

with correlation functions displaying an algebraic depen-
dence with distance [4]: dimer-dimer correlation functions
decay as 1/7* and monomer-monomer correlation functions
as 1/+r for large distance r. We postpone the precise defini-
tions of these correlation functions to Sec. III below where
we rederive the results for the critical exponents using an-
other exact approach, the coordinate Bethe ansatz. Although
we have not been able to solve the interacting dimer problem
(finite temperature), the Bethe ansatz technique can poten-
tially go beyond free fermion problems (contrary to the
Pfaffian methods of Refs. [2—4]).

The Bethe ansatz method also serves to illustrate that the
critical nature of the dimer covering problem is intimately
linked to the bipartite nature of the square lattice (nonbipar-
tite lattices present a dimer liquid behavior with a finite cor-
relation length [9]). Unfortunately, the introduction of inter-
actions appears to break the integrability of the model.

We end up the Introduction with some historical notes on
this model. The model Eq. (1) was first introduced in the
physics of liquid crystals [13] and not developed further in
this context to our best knowledge. This is likely due to the
fact that the quest was there to look for microscopic models
where a true liquid crystal phase exists, and not a crystalline
state such as the one depicted in Fig. 3. Later on, Brankov
and co-workers [14] also studied the same model with Monte
Carlo methods but missed the true critical behavior of this
problem. In a recent publication [12] we described the phys-
ics of the undoped model and sketched the existence of a
critical line with central charge ¢=1 ending at a tricritical
point at finite doping. This has then been followed by other
studies, including construction of quantum models [15,16]
with ground-state wave functions described by the partition
function in Eq. (1), further investigations of the doped mono-
mer case [15-17] and generalization to three-dimensional
lattices [18].

FIG. 3. The four columnar ground states.
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FIG. 4. The row-to-row transfer matrix.

III. NONINTERACTING DIMERS AS FREE FERMIONS

We study dimer coverings (each site is paired with exactly
one of its neighbors) of the square lattice. In this section (and
only in this section), we give a fugacity o to each horizontal
dimer, and 1 to vertical ones. This is the model of noninter-
acting dimers, solved by combinatorial methods [2-4]. We
will introduce the TM of this model and we show how to
compute the partition sum and the correlation functions by
the Bethe ansatz method.

A. Transfer matrix
The partition sum of the model is

z= 2

dimer configurations

® No. of horizontal dlmers. (2)

On a strip of width L, we define the state of a row as the
“occupation numbers” a=(ay,...,qa;) of the vertical edges,
where ¢; is equal to 1 if the ith vertical edge is occupied by
a dimer, and 0 otherwise. There are 2& configurations of a
row, so Z can be written as the trace of a 2‘-dimensional
transfer matrix 7. We impose periodic boundary conditions
(PBCs), i.e., the index i is considered modulo L. Given two
line configurations @ and S, the matrix element Tg, is the
sum of the Boltzmann weights associated with the horizontal
dimer configurations u compatible with a and S3:

Tpa= 2 @Hr 7 3)
#l(e.B)

as illustrated in Fig. 4. The compatibility criterion u|(a,B)
can be expressed formally as follows:

ViE{19""L}:Mi+Mi+l+ai+Bi+l=1' (4)

B. Conservation law

For convenience, we introduce a shift at each row in the
numbering of columns (see Fig. 4). We call particle an
empty even vertical edge or an occupied odd vertical edge.
Let us show that the number of particles is conserved, and let
us give at the same time the rules for the dynamics of the
particles (see the corresponding Fig. 5).

Particle on an even vertical edge. If a particle sits on the
vertical edge ), then «,;=0. The site above this edge must
be visited once, so one of the variables wyj, 82,1, MHojr1 Must
be equal to 1. In the first (respectively, third) case, this im-
plies that 3,; (respectively, B,;,,) is zero. Therefore, in the
next row, there is a particle on the edge B, Byjr1 OF Bojsa-

Particle on an odd vertical edge. If a particle sits on the
vertical edge a,;_;, then a,;_ =1. The site above this edge

PHYSICAL REVIEW E 74, 041124 (2006)
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FIG. 5. Rules for the dynamics of the particles on a strip of
width L=6. Particles are represented by zigzag lines. The rules are
different for particles starting from an even site (a), (b), (c) and an
odd site (d).

has already been visited, so 3,; must be zero: in the next row,
the particle sits on the edge B,;.

The TM is block diagonal, each block representing a sec-
tor with fixed number of particles n. We call T the TM
block in the n-particle sector. Note that the lattice width L
must be even, because, for an odd lattice width with PBC,
the number of particles is not conserved.

C. One-particle sector

The action of T on a one-particle state P is

(TD)(2)) = 0P (2j - 2) + P(2j - 1) + 0P (2)),

(T®)(2j + 1) =D(2)). (5)

We want to take advantage of the translational invariance to
diagonalize T'". Define the two-step cyclic permutation J of
the sites by its action on a one-particle state ®:

(JP)(x) =D (x+2). (6)

On a lattice of even width with the PBC, the operator J
commutes with 7. If z satisfies the condition z“=1, the
eigenspace of J with eigenvalue 7> is generated by the two
vectors @, D_:

D(2j)=7z7, ®,(2j-1)=0,

D(2))=0, D 2j-1)=2". o

Note that ®_=®, and ®_=-b_.
More generally, let z be a complex number of modulus
unity. The block of 7" in the basis (®,,®,) is

[w(l +772) 7! ]

7! 0 ®

This matrix has eigenvectors i, . with the eigenvalues
A(z), A'(z) satisfying

AR+ A (2) =l +272),

AR)A ' (z)=-72 9)

One can then write
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z=exp(ik), (10)
A(z) =explh+i(¢d+ 0)], (11)
A'(2) =exp[-h+i(¢-0)], (12)

where k, ¢, 0 are real and & is nonnegative. A(z) is the ei-
genvalue with greatest modulus. With this parametrization,
Eqgs. (9) imply

cosh(2h) = 1 + 2w? cos® k (13)

when |z]=1. Recalling that cos k=0, this relation can be
inverted and we obtain

h(k) =1In[w cos k + (1 + w’cos> k)%] (14)

when —7/2=k= m/2. A useful quantity for the computation
of finite-size effects is h'(7/2)=-w.

D. Two-particle sector, scattering amplitude

Consider the action of the TM on the two-particle vector
Po(x1,20) = (e (x0), X <, (15)

The TM changes the positions of the particles from (x;,x,) to
(y1,y,). For fixed positions y; <y,, let us look at the initial
states leading to these positions.

If y,>y,;+2 or (y;,y,)=(2j—1,2j+1), then for each par-
ticle all initial states are allowed, thus

(T (y1.y2) = 2 e () )Ty o Ty,

= Az) Az (D) ¥ (v2)-

If (y;,y,)=(2j—1,2j), all initial states are allowed except
x1=Xx,=2j—2. One has to subtract the corresponding term in
the action of the matrix 7-

(TY1o) (2] = 1.2)) = M) A, (2] - D, (2))
— o, (2) =24, (2] - 2).

If (y;,y,)=(27,2j+1) or (y;,y2)=(2j,2j+2), all initial
states are allowed except x;=x,=2j. Similarly to the previ-
ous case,

(Ty12)(2),2)+ 1) = A A G (2] (2 + 1)
— o, (2)) 1, (2)),

(T912)(2).2) +2) = A Az (2)) 1 (2 +2)
— i (2)),2)).

Note that all the interaction terms in T, are symmetric
functions of the momenta k;,k,. As a consequence, the anti-
symmetric combination

l/’(xl’XQ) = lvbzl(xl)l//zz(xZ) - wzz(xl)'vbzl(xZ) (16)

is an eigenvector of the matrix 7 with eigenvalue A(z;)A(z,).
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nodd neven

FIG. 6. Position of the vacancies for a strip of width L=12.
Vacancies are represented by black points on the unit circle, in the
complex z plane.

E. Periodic boundary conditions, position of the solutions

The analogous construction in the n-particles sector gives
the eigenvectors and eigenvalues

Iﬁ(XI’ R 5xn) = 2 E(P)lpzp (xl) e lpzp (xn)9 (17)
P ! "

Az oz =Az) - Alz,), (18)

where the sum is over all permutations of the integers
1,...,n and €(P) is the signature of the permutation P. PBCs
yield

Vi (g)f=E=DT (19)

The solutions of these equations lie on the unit circle, which
justifies the discussion in Sec. III C. The momenta k; are
given by

2 :
2 1
j=?ﬂ-(1j+ 5) I; € 7 n even. (20)

See Fig. 6 for a graphical representation of the vacancies on
the unit circle. For any z on the unit circle, the TM has an
eigenvalue A with modulus greater than 1. Therefore, the
number of particles that maximizes the total eigenvalue of T’
is either the greatest even value or the greatest odd value for
n. Since the k;’s are distinct, lie in the interval [~7/2, /2]
and are spaced by 2#/L, the maximum number of particles
is L/2.

F. Thermodynamic limit

In this section, the discussion is restricted for simplicity to
a system of width multiple of four: L=4p. According to the
previous section, the leading sector is defined by the greatest
eigenvalue either in the sector n=2p or in the sector n=2p
—1. As will be shown in a few lines, the correct choice for
the leading sector is n=2p.

For a system of finite width and infinite length, the free
energy density per surface unit in the n-particles sector is
defined by
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i =

InAY 21)

i

where Agﬁx is the eigenvalue of 7 with greatest modulus in
the n-particles sector. The corresponding quantity for L=4p
and n=2p is

A2 = Zh[ +1/2) 2m } (22)

where the function %(k) is given by Eq. (14). When L goes to
infinity, this quantity tends to the limit f,:

1 /2
fo= —f In[w cos k + (1 + w?cos® k)*]dk  (23)
™Jo

in agreement with formula (17) of Ref. [2]. In the isotropic
case w=1,

2
flo=1=2, (24)
a

where G is the Catalan constant

G=172-32452_724 ... . (25)

The asymptotic behavior of ]‘2”2) is derived from the Euler-
Maclaurin formula

AED =+ w— +o(L7?). (26)

We expect the critical point to have conformal symmetry in
the isotropic case, with a central charge c=1. If one particle
is removed (n=2p-1), the solutions z; all get shifted (see
Fig. 6). The Euler-Maclaurin formula yields

f(L/Z—l)
L

1
=fn— 6L2h ( 2) - _I(mlL) + oL (27)

with

/2

I(e) = h(k)dk:—h’<§)8/2+o(ez). (28)

2—€

Finally, we obtain
L-1) _ quoy T -2
£ -+l ). (29)

This proves that in the thermodynamic limit the leading sec-
tor is indeed given by n=2p. In the isotropic case, the critical
exponent corresponding to the removal of one particle is
X,=1/4 (see definition and discussion in Sec. IV B below).
Now if two particles are removed from the leading sector, the
other zj’s are not shifted, because the number of particles
remains even. The only effect is a decrease of free energy
caused by the absence of the two particles
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FIG. 7. The row-to-row transfer matrix for the interacting
case.

2 (@
L2=2) _ (12) _ Zp0 0 7 30
S I
2
L _ L—Zw +o(L?). (31)

In the isotropic case, the critical exponent corresponding to
this process (see again Sec. IV B below) is X,=1.

G. Introducing interactions

A TM for the interacting model Eq. (1) can be written
down by generalizing the working of Sec. III A. To this end,
the basis states (@) must encode not only the occupation
numbers of a row of vertical edges (as before), but also the
occupation numbers of the preceding row of horizontal
edges, as shown in Fig. 7.

The transfer matrix 7 is most easily defined by giving its
sparse matrix decomposition

L-1

T=T,T,, T,=1]77, (32)
i=0

where the matrix T() encodes the interactions at plaquette i
and T() lmposes the dimer constraint at vertex i. More pre-
cisely, T( evolves a,;,; into B,;,; and has matrix elements
(we set W—e viT)

TN i1 | Bai1 aina) = W(itin + i1 Boi)

whereas 7(') evolves a,; into (3,; and has matrix elements

T( (Bai- la2l|B21B21+1

We have attempted to diagonalize T using the Bethe an-
satz method, using a straightforward generalization of the
working exposed in the preceding subsections but we failed
to obtain a consistent determination of the scattering ampli-
tudes S(z;,z;). Most likely, this means that the interacting
dimer model is not integrable. In the remainder of the paper,
we therefore study the model using numerical and (non-
rigorous) field theoretical methods.

ﬁ2t l+a21+1321+ﬁ21+1 1

IV. NUMERICAL METHODS

Our numerical methods consist in MC simulations and
exact diagonalization of the TM. We now describe these two
methods in turn.
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A. Monte Carlo calculations

We use a MC directed-loop (or directed-“worm”) algo-
rithm [19]. This method allows one to make nonlocal moves
in the dimer configurations by changing the positions of
dimers along a closed loop, which can be quite large. This
results in small autocorrelation times in the MC process, and
permits one to treat large systems (up to 512X 512 in this
study). Moreover, the directed-loop algorithm captures the
physics of test defects (monomers) in the dimer configura-
tion as we discuss below. The algorithm indeed allows one to
calculate monomer-monomer correlation functions; con-
versely, this indicates that the performance of the algorithm
is dictated by the physical properties of test monomers in the
different physical phases.

For the sake of completeness, we briefly describe below
the algorithm following Ref. [19] and specifying minor de-
tails where our specific implementation differs. One MC
sweep of the algorithm consists of the three following steps:

(1) The worm, which can be seen as constituted by two
monomers (head and tail), is initially placed on top of a
dimer configuration at a random site i=i.

(2) The site i is connected to a neighboring site j by a
dimer in the background configuration [this dimer is noted
(i,j)]. The head of the worm is moved to j and the dimer
(i,j) is removed, leaving the site j with no dimer attached to
it. Out of the four neighbors of j, one (which we call k) is
selected according to a local detailed balance rule (see be-
low). A dimer is put between j and k.

(3) If k=i,, the worm is finished and we are left with a
new valid dimer configuration. Otherwise, we rename i=k
and go back to step 2.

How does the worm, sitting at site j (and coming from
site i), choose the site k where a dimer will be put in step 2?
For this, we consider the weights wy; (respectively, w(;))
contributed to the partition function by a dimer located be-
tween sites i and j (respectively, j and k). In the model of
Ref. [19], each dimer is given a certain fugacity and thus
contributes solely a certain weight to the partition function.
In our model, the weight of a dimer (i, /) is given by w;
=exp(-v.N;;/T) where N;; €{0,1,2} is the number of near-
est neighbors parallel to the dimer (i,/). Once these weights
are known, the probability P[(i,j)— (j,k)] to select a given
site k is imposed to satisfy a local detailed balance rule:

PL(i.j) — (. k) Iwgy = PLGLK) — (@) Iwgn.  (33)

This leads to a set of equations (“directed-loop” equations
[19])) corresponding to all the possibles values of local dimer
configurations and the corresponding numbers N;;. These
equations are underdetermined, and we impose by experi-
ence [20,21] to minimize the bounce processes P[(i,])
—(j,i)], i.e., the case where the site k is chosen to be the
origin site i (the worm backtracks in its own path, which is a
priori quite useless). For the specific model of Ref. [19], a
solution minimizing the bounce probabilities and satisfying
the local detailed balance equation was found analytically.
More generally, such a solution can always be found numeri-
cally with linear programming techniques [21]. Please note
that at 7=00, the worm simply performs a random walk in the
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dimer configuration (more precisely, all the even steps in the
walk are purely random, the odd ones are dictated by the
underlying dimer configuration).

Taking a snapshot of the configuration during the worm
construction shows that two test monomers have been in-
serted in the dimer configuration, and thus connect the be-
havior of the worm to the monomer correlation function. The
fact that the worm walk is locally detailed balance actually
imposes the histogram of the distance r between the worm’s
head and tail to be proportional (up to a small correction
factor) to the monomer-monomer correlation function M(r)
(see precise definition in Sec. VII). The proof of this state-
ment can be worked out along the lines of Ref. [21]. The
only subtlety is the following: the measurement of the corre-
lation function is made at step 2, before the selection of the
next site k. Since all the future dimer positions (j,k) are not
equivalent (they will contribute differently to the partition
function) and since the next dimer position is not yet de-
cided, we have to correct the monomer-monomer correlation
estimator by the inverse of the total weight contributed by all
possible future positions, i.e., we increment the estimator of
M(r) (with r the position difference vector between sites i,
and j) by W;l where W;=2w ;. If all future position
dimers are equivalent (as in the model of Ref. [19]), this
factor is constant, and we can just simply identify the histo-
gram of the distance r between the worm’s head and tail to
M(r).

The worm algorithm therefore possesses the nice feature
of being able to calculate M(r), even if monomers are not
allowed in the model. This also indicates that the worm al-
gorithm performances is bound to follow the physics of
monomers: if the monomers are confined, the worms will be
short, resulting in a merely local algorithm—which is known
to display poor performances (for example, ergodicity prob-
lems). If the monomers are deconfined, worms will be long
and will update a massive number of dimers—resulting in
small autocorrelation times.

The technical details of the MC calculations are as fol-
lows: simulations were performed on N=L X L samples, up
to L=160 for the full 7 range, and up to L=512 for correla-
tion functions for a few chosen temperatures. PBCs are as-
sumed. Each MC sweep is constituted by a number of worms
such that all the links of the lattice are visited once on aver-
age by a worm. For each parameter set, a total between 10°
and 107 sweeps was performed.

B. Transfer matrix calculations

The TM for the interacting dimer model was defined
above in Sec. III G. We shall henceforth suppose that the
width L of the lattice strip is even; the periodic boundary
conditions in the L direction are then compatible with the
bipartiteness of the lattice. By virtue of the conservation law
established in Sec. III B, the TM has a block diagonal struc-
ture, with each block corresponding to a fixed number of
particles. It is convenient to define a “charge” Q correspond-
ing to each block, as Q=L/2—n, where n is the number of
particles. Also, we label the eigenvalues A,? within each

block in order of decreasing norm: |[A¢| =|A9|=... .
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1. Correlation functions

For entropic reasons, the largest eigenvalue must be lo-
cated in the Q=0 block A,,,=AY. By the Perron-Frobenius
theorem, it corresponds to the unique eigenvector in which
all entries are non-negative. Consider first a dimer covering
of a strip of size L XM, with free (respectively, periodic)
boundary conditions in the M (respectively, L) direction.
Only the TM eigenvalues of the Q=0 block will contribute
to the corresponding partition function Z. Let us now modify
the problem by marking Q,>0 vertices of the even sublat-
tice in the bottom row, and Q, vertices of the odd sublattice
in the top row. In the modified problem, dimers are required
to cover all unmarked vertices and none of the marked ver-
tices. The TM eigenvalues contributing to the modified par-
tition function Zg, are then exactly those of the Q=0 block.
(For Qy<0, interchange the two sublattices and change the
sign of Qy.)

Physically, the marked vertices can be interpreted
as monomer defects in the surrounding dimer environment.
The ratios CQo(M )= Zp,!Z define (unnormalized) correlation
functions, measuring the correlations between the two
groups of monomers, separated by a distance M. For
M>L the correlations decay exponentially as CQO(M)
~ (A% A,

If the system enjoys conformal invariance, this corre-
sponds to an algebraic decay in the plane. More precisely,
define the free energies per unit area as fZ=L"'In A2. The
finite-size dependence [22]

st

then defines a critical exponent Xo, whose interpretation
reads as follows: let Cy be a dimer covering of an NXN
square with free boundary conditions (planar geometry),
with two small regions of O, monomer defects, each region
corresponding to a definite sublattice as above. Suppose that
each region has an extent of the order of the lattice spacing
and is far from the boundaries. Then the probability that the
two regions are separated by a distance r satisfying
1 < r<N is proportional to =X

The corresponding conformal field theory (CFT) is further
characterized by its central charge ¢, which is related to the
finite-size dependence of A, as follows [23]:

2’7TXQ0 5
" o(L™) (34)

max

awc

f(l)zfoo+6L2+0(L_2)7 (35)

where fmzlimLij{f is the bulk free energy. While X deter-
mines the leading monomer-monomer correlation function,
the leading dimer-dimer correlation can be obtained from Eq.

(34) by replacing 20 by f5.

2. Numerical procedure

The leading eigenvalue of a given block Q is obtained by
an iterative procedure (the so-called power method [24]) in
which the relevant TM block T}, is multiplied onto a vector
of weights which is indexed by the basis states of that block.
This vector can be taken initially as a single arbitrary basis
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TABLE I. Dimensions of the various blocks T, of the transfer
matrix, as functions of the strip width L.

L 2 4 6 8 10 12 14 16 18

dim(7T;) 4 16 76 384 2004 10672 57628 314368 1728292

(
dim(77) 1 8 48 272 1520 8472 47264 264224 1480608
dim(7) 1 12 96 660 4224 26012 156608 929700
dim(73) 1 16 160 1304 9520 65056 426000
dim(Ty 1 20 240 2268 18688 141156

state, which is known to belong to the block Q. The eigen-
value AIQ is then related to the asymptotic growth of the
norm of the iterated vector.

This procedure has multiple practical advantages: (i) only
the iterated vector, and not T, itself, needs to be stored in
memory, (ii) using the factorization (32) one can take advan-
tage of sparse matrix techniques, so that one iteration is per-
formed in time ~L dim(7)), (iii) the complete state space
corresponding to T, is automatically generated in the itera-
tive process. To store and access the weights in an efficient
manner (i.e., in constant time), standard hashing techniques
are employed.

To obtain higher eigenvalues, A,? with k=2, one can
similarly iterate a set of vectors which is kept mutually or-
thogonal at the end of each iteration [24]. Alternatively, one
can in some cases use the symmetry of the corresponding
eigenvectors. As an example of this, note that the eigenvec-
tors corresponding to A(l) (respectively, Ag) are even (respec-
tively, odd) upon shifting the lattice by one unit in the hori-
zontal direction.

The computational effort needed to obtain the largest ei-
genvalue can be judged from Table I which shows the size of
the block T, for various strip widths L. Note that these num-
bers increase much slower than the naive estimate 4%, that
one would obtain by considering the possible occupation
numbers while ignoring the dimer constraint and the value of
Q. We limited the present study to L.,.=18, although a
couple of more sizes could have easily been obtained.

The values of dim(7)) can easily be obtained analytically
using generating function techniques. The result is that
dim(Ty) for a given (even) value of L is the coefficient in the
term ¢ in the polynomial expansion of

<1+4q+q2+(1 +q)V1 +6q+q2>U2
2q

l+4g+q>—(1 1 +6g+q*\"">
+( +4q+q (2+q)\ + q+q> ()
q

The dimension dim(T):Egzz_mdim(TQ) of the total TM is
then simply

dim(T) = (1 +2)L + (1 = \2)L. (37)

This is also the dimension of the (unique block of the) TM
when monomers are allowed; see Sec. VIII B 3 below.
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V. COLUMNAR ORDER AT LOW TEMPERATURE

A. Possible crystalline orderings

We present here MC results concerning the nature of the
low-T phase. From the energy form, we expect at low-T a
proliferation of plaquettes containing parallel dimers. A natu-
ral expectation is to have a single low-T phase breaking the
same symmetries as the ground states in Fig. 3: we refer to
such an order breaking both translation and /2 rotation
symmetries as columnar order. On the other hand, from our
knowledge of QDM, we know that another type of order
could also be stabilized: plaquette order. We describe more
precisely this order below. As to discriminate which kind(s)
of phase(s) is (are) found at low T in the dimer model Eq.
(1), we will introduce three different order parameters.

1. Description of plaquette ordering

The QDM on the square lattice is believed to have some
plaquette long-ranged order in some finite region of param-
eter space at 7=0. In such a symmetry broken phase, one
quarter of the square plaquettes are spontaneously selected to
host a pair of (quantum-mechanically) resonating dimers.
The resulting state breaks translation invariance but is invari-
ant under 7/2 rotation with respect to the center of any
plaquette (see Ref. [25] for an illustration). In the quantum
system, a plaquette phase has a (slightly) higher potential
energy than a columnar crystal, but the stronger dimer reso-
nances lower the plaquette state energy through the kinetic
terms of the quantum Hamiltonian. Of course, in our classi-
cal model, kinetic terms are absent. Still, the thermal fluctua-
tions of the dimer locations around each “flippable”
plaquette allow to gain some entropy (compared to that of a
columnar crystal) and lower the free energy. The competition
between entropy and potential energy in the classical system
is analogous to that between kinetic and potential terms in
the QDM. As the plaquette phase is likely to be realized at
T=0 in the QDM, it is a priori also a natural candidate in the
(finite temperature) phase diagram of the classical model.

In a plaquette phase, two distant flippable plaquettes are
almost uncorrelated: if the first one is dimerized, say, hori-
zontally, the second can be found in both states with equal
probability (hence the 7r/2 rotation symmetry). This is not
true for nearby—and necessarily correlated—plaquettes, thus
defining some finite correlation length. A columnar state can
be viewed as a plaquette phase in which this plaquette-
plaquette correlation length has grown to infinity so that all
the plaquettes of the lattice simultaneously adopt the same
orientation. A typical plaquette configuration is displayed in
Fig. 8. The plaquette phase breaks translational symmetry
but not 77/2-rotational symmetry. A possible scenario (even-
tually ruled out by the numerical results, see below) could
therefore be melting of the columnar crystal through an in-
termediate plaquette phase with partial restoration of the ro-
tation symmetry.

2. Order parameters

Complex columnar order parameter. We first use the defi-
nition (proposed in Ref. [26]) of a complex columnar order
parameter W, (r) at site r
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| |

FIG. 8. A typical plaquette configuration.

W) = (=) Al +x/2) —i(r —x/2)]
+i(=)"[A(r +y/2) - A(r —y/2)], (38)

where x,y are unit vectors, and 7 is the dimer bond occupa-
tion number [i.e., A(r+x/2) is 1 if there’s a dimer between
site r and site r+x]. We define the associated columnar sus-

ceptibility as
4 2 2
Xecol = P( - ) B

where the sums are taken only over the sublattice A. Another
interesting quantity is the columnar Binder [27] cumulant

(%[*)

TR (40)

2 q’col(r)

reA

E \Pcol(r)

reA

(39)

Bcol =1

This Binder cumulant saturates to 1/2 for a long-range or-
dered phase, and scales to O in the thermodynamic limit for a
phase with no long-range order, due to the Gaussian nature
of the fluctuations of this order parameter. As was already
noted in Ref. [25], this order parameter (and associated quan-
tities) is sensitive to translation symmetry breaking and a
nonzero expectation value detects both columnar and
plaquette ordering. Looking at the phase of W can in prin-
ciple discriminate between the two phases: however, the
phase turns out to be a noisy observable in our simulations
and has no practical use. We will therefore use other indica-
tors.

Dimer rotation symmetry breaking. At sufficiently high
temperatures, the system is symmetric under 77/2 rotations
so that the average number of vertical dimers is equal to the
average number of horizontal ones. This also holds in a
plaquette phase, but is no longer true for a columnar state. A
convenient way of monitoring the 7/2-rotation symmetry
[25] is the dimer symmetry breaking

D =2/L*|N‘(=) = N(1)], (41)

where N°(=) [respectively N°(I)] is the number of horizontal
(respectively, vertical) dimers in the configuration c. Normal
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FIG. 9. (Color online) Dimer symmetry breaking order param-
eter (D) versus temperature T for different system sizes.

ization is such that D=1 in the pure columnar states of Fig.
3. It is also useful to define the corresponding susceptibil-
ity xp=L*((D*)-(D)*) and Binder cumulant Bp=1
~(DH1(3(D?)?).

Plaquette order parameter. To discriminate positively the
plaquette phase, we also use the following plaquette order
parameter:

P=2/L X (= )P,

Y

, (42)

where the sum is over all plaquettes of the lattice with coor-
dinates p=(p,.p,), and v,=1 if the plaquette with coordi-
nates p contains two parallel dimers (vp=0 otherwise). This
quantity can also be seen as a generalized energy at wave
vector (7, 7). The staggered factor (—)”*Py is essentially
constant in a pure plaquette state, and makes the sum vanish
in a columnar state. The expectation value (P) of the
plaquette order parameter is then O in the columnar phase,
and saturates to a finite value in the thermodynamic limit in
a plaquette phase. The associated plaquette susceptibility is
xp=L*>((P?)—(P)?) and plaquette Binder cumulant Bp=1
—(PH/(3(P?)?).

B. Numerical results

1. Dimer rotation symmetry breaking

The expectation value (D) is displayed versus T in Fig. 9
and clearly saturates to its maximum values at low 7. The
curves for different system sizes start to differ at a tempera-
ture around 7~0.6 and in order to detect more finely the
critical temperature T, we use the corresponding susceptibil-
ity xp and Binder cumulant Bp,.

Xp shows a pronounced peak around 7~0.63 (see Fig.
10), signaling the onset of long-range order. Noticing that the
temperature at which the susceptibility peaks slightly drifts
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FIG. 10. (Color online) Dimer symmetry breaking susceptibility
Xxp versus temperature 7 for different system sizes.

when increasing system size, we differ an estimation of 7, in
favor of the Binder cumulant, which is known to allow ac-
curate determinations of 7.

The Binder cumulant Bj, saturates in the thermodynamic
limit to 2/3 at low T (see Fig. 11) and we observe a crossing
of the curves for different system sizes for both cumulants at
a unique temperature T, signaling the entrance into the low
T columnar phase. The critical temperature is estimated from
this curve to be T.=0.65(1). The results of this section also
indicate that plaquette order is not present below T,, but
leave open the possibility of a plaquette phase at higher 7.

2. Plaquette correlations

The expectation value of the plaquette order parameter
(P) shows a nonmonotonous behavior as a function of T
(see Fig. 12), with an order parameter peaking close to T,

0.5

0.4

0.3

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
T

0.2

FIG. 11. (Color online) Dimer symmetry breaking Binder cumu-
lant Bp versus temperature 7 for different system sizes.
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FIG. 12. (Color online) Plaquette order parameter (P) versus
temperature 7 for different system sizes. The dashed line denotes
T.=0.65(1) as estimated by the dimer symmetry breaking Binder
cumulant.

~0.65 from above for all system sizes. One also immedi-
ately notes that (P) has overall small values and decreases
with system size. The plaquette susceptibility xp peaks
slightly above T, (see Fig. 13): we interpret this as plaquette
correlations being the strongest just before the entrance into
the columnar phase. Even though the yp values are very
small values as compared to other typical susceptibilities
(see, for example, Fig. 10), long-range plaquette order could
survive in the thermodynamic limit. This is clearly ruled out
by the behavior of the plaquette Binder cumulant (see Fig.
14) which is nonmonotonous as well: B starts to rise from
its high-7T zero value when decreasing temperature and sud-
denly drops down to zero at a temperature slightly above T..
This excludes long-range plaquette order.

We conclude that (strong) plaquette correlations are
present, start to develop as one decreases T, peak just above

0.5 T | T T
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a—aA L=64

025 05 0.75 1 125

FIG. 13. (Color online) Plaquette susceptibility yp versus tem-
perature 7 for different system sizes. The dashed line denotes 7,
=0.65(1).
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FIG. 14. (Color online) Plaquette Binder cumulant Bp versus
temperature 7" for different system sizes. The dashed line denotes
T,.=0.65(1).

T,, but do not form a true thermodynamic phase as they are
suddenly overtaken by columnar order. However, as we
show in the next section, these correlations possibly “pol-
lute” the finite-size behavior of the complex columnar order
parameter.

3. Complex columnar order parameter

parameter (P
=§<|Ere AY.(r)]) is displayed in Fig. 15 for different sys-
tem sizes (from L=16 to L=160). One clearly sees order
setting in at low T, and the curves for different L start to
separate roughly around 7~0.6. To determine more pre-
cisely the critical point, we inspect the behavior of the co-
lumnar susceptibility [Eq. (39) and Fig. 16] and Binder cu-
mulant [Eq. (40) and Fig. 17].

The columnar order

[Vl

0.0 1 L ! ! 1 L 1 !

FIG. 15. (Color online) Columnar order parameter {|W.;|) as a
function of temperature 7 for different system sizes.
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FIG. 16. (Color online) Columnar susceptibility x.o as a func-
tion of temperature 7 for different system sizes.

The columnar susceptibility has an unexpected behavior.
It exhibits two peaks: the first is quite sharp and localized
around 7~ 0.63, and the second is much broader around T
~ 1. It is also to be noted that whereas for small system sizes
(L=96), the first peak is smaller than the second one, the
tendency is inverted for the two largest system sizes. This
could mean that the second peak actually saturates to a finite
value in the thermodynamic limit. Another possible scenario
is that the two peaks merge, which is not unlikely noticing
that the positions of the maximum of the second peaks shift
toward lower T when increasing L. Unfortunately, the cur-
rently available system sizes do not allow us to draw defini-
tive conclusions on the scaling behaviour of x...

The columnar Binder cumulant (Fig. 17) also displays
unusual features: a very flat pseudocrossing of the curves for
different L is observed around T~ 1.8 (see zoom on left inset

(Y e ——
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{026
L T 023
16 17 18 19 2 21 5
020 1 1 1 1 L 1 1 -
12 14 16 18 2 22 24

0 02 04 06 08 1
T

FIG. 17. (Color online) Columnar Binder cumulant B, as a
function of temperature 7" for different system sizes. Right inset:
Anomaly near 7~ 0.63. Left inset: Pseudocrossing around 7~ 1.8.
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of Fig. 17) and a marked anomaly around 7~ 0.63 (see zoom
on right inset). A crossing of curves corresponding to differ-
ent system sizes for a Binder cumulant usually denotes a
transition to a long-range ordered phase. However, the cross-
ing observed here is very flat and it is actually almost impos-
sible within the statistical accuracy to locate a single crossing
point for the three largest samples. The anomaly around T
~0.63 is particularly singular and we are not aware of such
a behavior being reported for a Binder cumulant in the lit-
erature. The fact that two singularities are observed both in
Xcol and B could be interpreted at first glance as signs of an
intermediate phase. However, given our previous findings of
strong but no long-range ordered plaquette correlations, it
appears likely that the second feature at high T actually dis-
appears in the thermodynamic limit, whereas the first one
around 7~ 0.63 subsists. Indeed, whereas both the columnar
susceptibility and Binder cumulant are marked at the lowest
temperature, the temperature at which x., peaks is different
from the one at which B, shows a crossing.

We believe that the plaquette correlations found in Sec.
V B 2 affect the finite size behavior of other observables and
are in particular responsible for the behaviors observed in the
columnar susceptibility and Binder cumulant. The fact that
strictly speaking, xp does not peak where the second peak in
Xeol 18 present (even though the latter drifts with system size)
might indicate that other types of correlations are also
present above T.. In conclusion of this section, we find that
the model Eq. (1) shows a unique transition to a columnar
order at 7,=0.65(1) with no intermediate phase, but with
strong plaquettes correlations above T...

VI. NATURE OF THE PHASE TRANSITION

The model (1) displays a phase transition at 7.=0.65(1)
separating a low T columnar phase from a high T phase (that
we will describe more carefully in Sec. VII). We now inves-
tigate the nature of this phase transition.

A. Energy cumulant

We first plot in Fig. 18 the behavior versus temperature 7
of the energy cumulant [28]

=1- ﬁ (43)
3< E2>2 .
In both a disordered and in an ordered phase, this cumulant
saturates to 2/3 in the thermodynamic limit [28]. This is also
the case at the critical point for a second order phase transi-
tion (even though the energy distribution is not Gaussian),
whereas for a first order transition, it admits a nontrivial
minimum (different from 2/3) in the thermodynamic limit
[28]. We are not aware of any predictions for a KT transition.
Our results for V(T) show a clear dip close to the critical
temperature 7,.=0.65(1) for all system sizes, but this mini-
mum scales to 2/3 in the thermodynamic limit as can be
clearly seen in the inset of Fig. 18. These results exclude a
first order transition.
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FIG. 18. (Color online) Energy cumulant V versus temperature
T for different system sizes. Inset: zoom on the large size samples.

B. Specific heat

We now consider the second cumulant of the energy, i.e.,
the specific heat per site, defined as
C

2 2
. LE) @ )
N N T

The specific heat per site shows a pronounced peak which
does not diverge in the thermodynamic limit (see Fig. 19 and
its inset). We can see that this peak is located at a tempera-
ture 7~0.59 different from the critical temperature 7,
=0.65(1), denoted by a dashed line in Fig. 19. For a second-
order phase transition, we would have expected either a di-
vergence of the specific heat at T, (if the critical exponent
a>0) or a cusp (for @<0). Our results show that C, is
completely featureless at 7,: this is typical of a Kosterlitz-
Thouless transition. We will see in the following sections
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FIG. 19. (Color online) Specific heat per site C,/N versus tem-
perature 7 for different system sizes. The dashed line indicates 7,
=0.65(1). Inset: zoom on the specific heat peak.
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that this is naturally expected noticing the nature of the high-
temperature phase that we now address.

VII. HIGH-TEMPERATURE PHASE

It was demonstrated more than 40 years ago that the T
=oo point of our model (which is the classical dimer covering
of the square lattice) is critical: the system possesses corre-
lations functions that decay algebraically with distance [4].
In this section we consider the fate of various correlation
functions in the whole high-T region ]T., %[.

A. Dimer-dimer correlation functions

We have calculated two types of dimer-dimer correlation
functions in the MC simulations. Both types concern dimers
which are chosen for simplicity in the same orientation. We
take horizontal dimers without loss of generality. The first
correlator which we dub “longitudinal” is the connected cor-
relation function of two horizontal dimers on the same row
separated by a distance x:

Gl(x) = (i_(r)a_r+ (x,0)]) = 1/16, (45)

where 7i_(r)=1 for a horizontal dimer at site r, and 0 other-
wise. The constant 1/16 stands for the dimer density
squared. The second one is the “transverse” correlation func-
tion of two dimers separated by a distance x on the same
column

G'(x) = (A_(r)a_[r+ (0,x)]) — 1/16. (46)

At T=o, the exact calculations of Ref. [4] give the
asymptotic results

1

G[(x) ~ (- )x 2 + O(X_S) (47)
and
G'(x) ~ # +0(x73), xodd, (48)
1 -6
~—W+O(x ), Xxeven. (49)

For all finite T=T,, we find that the longitudinal correla-
tion function G'(x) remains staggered, and that it decays al-
gebraically, with a decay exponent «, that varies continu-
ously with the temperature 7:

G'(x) ~ (= Y'A(T)x~ D (50)

for large x [with A(T) an amplitude]. In Fig. 20, we represent
(=)*G!(x) for four different 7=1,2,3 and T=% on a log-log
scale to emphasize the power-law decay. The algebraic de-
cays are eventually cut around L/2 due to the PBC (system
size is here L=512). The value of the decay exponent a,(T)
can be estimated from these plots, however the symmetry
around L/2 due to the PBC makes a high-precision determi-
nation of the exponent difficult, since it would depend on the
range of distances used in the fit. We will use alternative

041124-12



CLASSICAL DIMERS WITH ALIGNING INTERACTIONS...

x|
10 J z
8 0o
& g _
2 A ®B
10 A E
A
— 107} -
K
o
= oT=1
| -4
~ {0 o T=2 E
©T=3
A T=o0
10° 1
10_6 | : 1
1 10 100

X

FIG. 20. (Color online) Staggered longitudinal dimer-dimer cor-
relation function (—=)*G/(x) versus distance x between dimers for
four different temperatures T (log-log scale). The straight lines cor-
respond to decay exponents a,(T) calculated in Sec. VIIL

methods (TM calculations and winding fluctuations) in Sec.
VIII to estimates decay exponents. To show that the different
ways of estimating the decay exponents are consistent, we
have plotted in Fig. 20 lines corresponding to the decay ex-
ponents found in Sec. VIII [at T=c0, we take the exact result
a (T=)=2]. These lines are in perfect agreement with the
first part of the correlation function (=)*G*(x) which is not
affected by the periodicity.

In Fig. 21, we plot the transverse correlation function
G'(x) for the same T. We also find here a power-law decay
with the same exponent a,(T) as for the longitudinal corre-
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FIG. 21. (Color online) Transverse dimer-dimer correlation
function G'(x) versus distance x between dimers for four different
temperatures T (log-log scale). The straight lines correspond to de-
cay exponents a,(T) calculated in Sec. VIIL. For the T=° curve, the
results for even x have been omitted [as they are negative—see Eq.

49)].
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lation function [(=)*G/(x) and G'(x) essentially coincide for
large x]. Small deviations can, however, be found at small
distances (see x<<10 in Fig. 21), where the data for odd or
even x do not exactly coincide. This odd/even distinction is
already present in the T= case—see Eqgs. (48) and (49). We
find that G'(x) is well fitted by the expression

G'(x) ~ A(T)x~% T x odd, (51)

~A(T)x~%D 4+ B(T)x~“D,  x even, (52)
where A(T) is the same amplitude as the one found for the
longitudinal correlation function, B(7) is a negative constant
and w(7T) is a subleading correction exponent for even x. Our
data are compatible with w(T)~2.

B. Monomer-monomer correlation function

In addition to dimer-dimer correlation functions, it is use-
ful to consider the correlator between monomers, which are
defined as sites not paired to any neighboring site by a dimer.
Monomers are by definition absent in the model, however,
we can calculate the properties of two test monomers in a
background of dimers by considering the monomer-
monomer correlation function [4,19,29]

M(x) ~ Z(x), (53)

where Z(x) denotes the number of possible configurations
where the two test monomers are separated by a vector X.
Note that this is exactly the correlation function CQO(M) de-
fined in the TM Sec. IV B (we changed notations from M to
x and Co, to M for consistency with previous works). For a
bipartite lattice such as the square lattice, M(x)=0 if mono-
mers are located on the same sublattice. From now on, we
will consider only monomers on opposite sublattices. To sim-
plify calculations, we focus on the case x=(x,0) (two mono-
mers on the same row). The proportionality constant is taken
such that M(1)=1 [4,19].

At T=, the exact result M(x)~x""? holds in the ther-
modynamic limit [4]. At finite T, we can estimate M (x) with
high-precision thanks to the worm algorithm (see Sec. IV A).
Results for M(x) are displayed versus x on a log-log scale in
Fig. 22 for the four temperatures used for the dimer-dimer
correlation functions: we also observe here power laws, with
an exponent a,,(7) that appears to vary continuously with T:

M(x) ~ x~ (D, (54)

For the same technical reasons as for the dimer-dimer corre-
lation functions, we do not estimate directly from this plot
the values of «,,(T), as the error bars would be too large. We
will obtain precise estimates of «,,(T) in Sec. VIII, which we
already display as straight lines in Fig. 22 to show the good
agreement with the real-space measures of M(x). As will be
understood, we note that whereas a,(T) decreases when low-
ering T, «,,(T) increases (this can be clearly seen with the
identical color chart of Figs. 20-22).
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FIG. 22. (Color online) Monomer-monomer correlation function
M (x) versus distance x between monomers for four different tem-
peratures (T log-log scale). The straight lines correspond to decay
exponents «,,(T) calculated in Sec. VIIL. For the T=% curve, we
used the exact result «,,(T=%)=1/2.

VIII. THEORETICAL INTERPRETATION

We recapitulate the MC results on the finite-7 behavior of
the interacting dimer model Eq. (1) with v <0: we observe a
transition from a high-7 critical phase with continuously
varying critical exponents to a low-T crystalline phase of
dimers. Even though other types of correlations are present
(such as plaquette correlations), there is no intermediate
phase in between. The transition is found to be of KT type.
The existence of the high-T critical phase, the floating expo-
nents, the KT transition and the dimensionality d=2 of the
problem naturally suggest CG physics [11]. In the following,
we will indeed describe the (nonexact) mapping of the inter-
acting dimer model to a CG that will account for all the
above findings. Moreover, thanks to results of CFT and the
use of TM calculations, we will be able to determine with
high-precision the critical exponents a,(7T) and «,,(T), and
the associated CG constant.

The following section will also have the advantage of
reconciliating different points of view on the model Eq. (1).
Readers familiar with height models will find an alternative
derivation of the effective height action for dimer configura-
tions. For readers familiar with CG physics, the TM calcula-
tions presented here will allow a high precision test of the
CG predictions, with a precision probably not reachable in
other models. For readers interested in the dimer enumera-
tion problem at T=c0, an interesting relationship between
dimer winding numbers fluctuations and CG constant will be
derived in passing. Finally, for readers coming from the
quantum condensed matter community, these results have
profound implications for the high-T regime of QDM, as will
be discussed in Sec. IX.

A. Mapping to a Coulomb gas
1. Height model

To obtain a CG picture of the interacting dimer model, we
first use a height description of dimer configurations [6].

PHYSICAL REVIEW E 74, 041124 (2006)

Each plaquette of the square lattice is assigned a real-valued
height z in the following way: going counterclockwise
around an even (respectively odd) site on the square lattice, z
changes by +3/4 if the bond crossed is occupied by a dimer
and by —1/4 if it is empty (respectively —3/4 and +1/4).
These units are chosen such that a monomer on the even
(respectively odd) sublattice corresponds to a dislocation of
1 (respectively, —1) in the height. To fix the absolute height,
one fixes the plaquette at the origin to have, say, z(0)=0. By
integrating out the short distance fluctuations of z(r), one
obtains an effective action S.g{/] for the coarse-grained
height A(r), defined in the continuum, which corresponds to
the long-wavelength modes of z(r).

Locality. The form of this effective action is constrained
by the fact that the microscopic model is local in terms of the
dimer degrees of freedom. Consider a finite area A of the
system and some fixed coarse-grained height /(r) for r € A.
The associated free energy [obtained by summing over all
microscopic dimer configurations compatible with the given
h(r)] should not depend on the dimer positions outside A.
However, by shifting the dimers along a closed loop, the
dimer configuration inside is unchanged but the microscopic
height z(r) is uniformly shifted by +1 (or —1) for all the
plaquettes located inside the loop (and so for the coarse
grained height ). Doing so for a large loop surrounding A,
one therefore shows that S must satisfy Sl 2]=Seglh+1]
for any physical 4.

/2 rotation symmetry. Consider a large but finite square
area A of the lattice with linear even size L. Outside A, the
dimers are assumed not to cross the boundary of A. Let
72(r)=zo+d(r) be the height inside A and z; the height of the,
say, lower left corner of A [30]. Whatever the dimer locations
inside A (compatible with the constraint above), one can
move the dimers inside A by a /2 rotation R with respect
to its central plaquette. z is unchanged outside A but for r
€ A the height is changed to z'(r)=zo—d[R(r)]. Now we
take a smooth height profile 4(r € A)and evaluate the associ-
ated free energy S.q{h] by summing over all microscopic
dimerizations giving the same coarse grained height 4. By
the rotation described above, we know that another height
h'(r)==h(R(r)) corresponds to the same set of dimerizations
of A, up to a rotation. Because R is a symmetry of the lattice
and of the dimer-dimer interactions, both # and 2’ must have
the same free energy and we get Se{h]=S.{—h]. Here we
ignored boundary effects at the edge of A, which should be
negligible for a large enough area.

Translation symmetry. In addition to the assumption that
no dimer crosses the boundary of A, we assume that some
dimers occupy all the vertical bonds on the right side of A
(shaded dimers in the left panel of Fig. 23). One can shift the
dimers of A by one lattice spacing to the right provided that
the column of dimers on the right side of A is put back on the
left side after the translation (shaded dimers in the right
panel of Fig. 23). If the height inside A is z(r)=zy+d(r), the
new height after the translation is z’(r):zo—i—d(r— 1). As
before, z; is the height of the lower left corner of A before
the move (and zo—‘l-t after the translation). Again, we evaluate
the free energy S.u[/] associated to a smooth height profile
by summing over all microscopic dimerizations giving the
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FIG. 23. Assuming that the column of sites located immediately
to the right side of the area A is occupied by vertical dimers
(shaded) and that no dimer crosses the boundary of A (dashed line),
one can shift the whole area by one lattice spacing to the right. The
vertical dimers are then moved to the left side. Such a “local”
translation changes the height profile inside A from z(r)=zo+d(r) to
Z,'(r)=zo—i—d(r). The change d(r) — —d(r) reflects the fact that the
two sublattices are exchanged inside A. z is the height at the lower
left corner of A before the translation.

coarse-grained height /4. From the “local translation” above,
one shows that the smooth height h’(r):—i—h(r—l):—i
—h(r) corresponds to the same set of dimerizations of A, but
shifted by one lattice spacing. Because of the translation in-
variance of the model, both coarse-grained height profiles
therefore have the same free energy Segl/1]=S.s —h—}‘]. As
before we ignored boundary effects at the edge of A. We also
neglected the variations of & at the lattice spacing scale:
h(r)=h(r+1). This is natural for a smooth height, obtained
from a microscopic (and discrete) z(r) by filtering out short
wavelength modes.

From the discussion above, it appears that lattice symme-
tries of the dimer model implies not only spatial symmetries
for the effective height model but also some periodicity of
the free energy in the height space. A similar result was
previously obtained by Henley and co-workers using the
concept of “ideal states” [31].

Combining the constraints of translation and rotation
symmetries, we get that h——h and h — h+}‘ should keep the
effective action invariant. This shows that the only allowed
“potential” terms are cos(2mph) with p an integer multiple
of 4. As only long-wavelength modes (k< 1) are kept in a
coarse-grained height, only terms with a minimal number of
space derivatives are important. This naturally leads to an
“elastic” term (Vh)%. We eventually get a sine-Gordon model
for the coarse-grained height

Seff:fdr[Wg|Vh(r)2+ > V, cos[2mph(r)] |.

p=48,12,...
(55)

So far we only invoked symmetry arguments to constrain
the form of the effective action. It turns out that the elastic
and potential terms with p=4 have a simple physical inter-
pretation in terms of the dimer model. The gradient term
favors “flat” heights. There are indeed more dimer configu-
rations corresponding to a flat average height than a tilted
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one. This comes from the fact that a dimer shift along a
closed loop is possible only if the height is constant (up to
small discretization effect) along the loop. Thus, there is
more room for dimer moves if the average slope is small (in
which case there are many small “iso-h” loops available)
than if the slope is large (fewer “iso-h” curves). As for the
cos(87h) terms, it has four minima (hzé,%,%, %) which pre-
cisely coincide with the average height of the four columnar
configurations (ground states) which minimize the dimer-
dimer interaction energy (see Fig 3). The model therefore
describes a combination of entropy and energy (locking) ef-
fects.

It is a standard result [32] that in 2D the relevance in the
renormalization group (RG) sense of the cosine term de-
pends on the period and on the stiffness constant g [33]. The
cosine term is relevant (and locks the height) if g>p?/4
whereas it renormalizes to zero when g <<p?/4. In the latter
case the long-distance theory is a free field (elastic term
only) and the system is critical (“rough” in the height model
terminology). The transition between the two phases is of the
KT type. For completeness, this classic RG calculation is
reproduced in Appendix A.

2. Coulomb gas

It is well known that the sine-Gordon model is equivalent
to a (low-density) one-component CG [11]. This standard
mapping is reproduced in Appendix B. This point of view
has the advantage (over the sine-Gordon model described
above) that it provides a framework to understand the role of
the (here suppressed) monomers in the model, as well as
other operators or correlations.

In the mapping from the sine-Gordon model to a CG
model, the height field is conjugate to the electric charge
density. Similarly, it can be shown that magnetic charges
correspond to topological defects (dislocations) in the height.
A dual magnetic charge m=1 (respectively, m=-1) corre-
sponds to a dislocation in the height field, which can be
inserted “by hand” through the inclusion of monomers on the
even (resp. odd) sublattice or through appropriate boundary
conditions (see the discussion in Sec. IV B). The exponent
[34] associated to the insertion of a particle with electromag-
netic charge (e,m) is given by [11]

ale,m) = e*lg + gm?, (56)

where g is the CG coupling constant. The normalization of g
and of the height field in Eq. (55) have been chosen such that
e and m are integers and that standard expressions [11] for g
are recovered.

In the CG picture, inserting an electric charge e is imple-
mented by a vertex operator V,(r) =:exp[2imeh(r)]: appear-
ing in the Fourier expansion of any operator periodic in the
coarse-grained field. Such a term with e=1 actually appears
as a continuum limit contribution in the definition of the
dimer operator [35]: this allows one to identify the con-
tinuum limit of the dimer number as an operator with electric
charge e=1. To magnetic charges (monomers) correspond

dual operators h(r); however the fugacity for these magnetic
charges is fixed to zero as we consider close-packed dimers.

041124-15



ALET et al.

The dimer-dimer correlation function decays with an expo-
nent related to the dimension of the e=1 operator o
=a(1,0)=1/g and the monomer-monomer correlation func-
tion decays with the exponent «,,=a(0,1)=g. This leads in
particular to the prediction ay;=1/¢,, independently of T
[12].

The effective coupling constant g(7T) varies with T to ac-
count for the continuously varying exponents. It can be cal-
culated via the above mentioned relations with decay expo-
nents or via fluctuations of winding numbers (see Sec.
VIII C). As usual in a CG description, it is useful to have an
external exact result to fix the coupling constant: here the
calculations of Refs. [2,4] give g(T=0)=1/2.

Another insight of the CG picture is about the relevance
of the locking potential V), in Eq. (55): the identification with
the vertex operator of an electric charge p immediately indi-
cates [11] that it will become relevant for g= gc(p)=‘;—2 (this
is the same result as obtained within the RG of Appendix A).
In our model, p=4 and g thus increases from 1/2 at 7= to
g(T.)=g.(p=4)=4 at the critical point. This also means that
locking potential terms with higher values of p will always
be less relevant and can be ignored in the present model.

We finally note that an equivalent route leading to the
same CG model is to consider the low-T phase. The system
has a fourfold ground-state degeneracy. At low 7, a finite
system is mainly composed of large domains where all the
dimers are aligned in one of the four possible columnar
states of Fig. 3. One can associate to each domain orientation
a g=4 “clock spin.” One could therefore naively expect a
transition in the 2D g=4 state clock model universality class.
The g-state clock model is well known to map to a CG with
(unconstrained) integer magnetic charges and electric
charges multiples of ¢ [11]. The key point here is that due to
the absence of monomers in our model, there cannot be iso-
lated points (sites) around which this clock spin can make a
21 rotation passing by the four possible ground states. This
is nicely illustrated in another context in Ref. [36]. In other
words, we are considering a g=4 state clock model with no
topological defects. Magnetic charges are therefore absent in
the associated CG and we arrive at the same CG picture
described above: electric charges can only be multiples of 4
and magnetic charges are absent.

B. Transfer matrix calculations

TM calculations are perfectly suited to validate this CG
scenario, thanks to the conformal invariance results (34) and
(35).

1. Fundamental exponents

In Fig. 24, we show the finite-size estimates of the central
charge ¢ as a function of W=e™'". The results shown are
three-point fits based on Eq. (35) with a 1/L* correction
added. Indeed, such a non-universal correction is predicted
by conformal invariance, and is known to greatly improve
the rate of convergence. The data show a clear c=1 plateau
for 1 =W=W,, where we estimate W,=4.5(1) from the in-
tersections of the curves. For W> W, the curves level off to
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FIG. 24. (Color online) Three-point fits ¢(L—4,L—2,L) for the
central charge, as a function of W. The dashed line indicates T,. as
found by the Monte Carlo simulations.

zero, with the drop getting sharper with increasing strip
width L: this signals the transition to noncritical behavior.
The estimate of W, is in perfect agreement with the MC
estimate of 7.

In Fig. 25 we show the finite-size estimates of the mono-
mer exponent X;=a,/2 as a function of W. The results
shown are two-point fits based on Eq. (34) for Qy=1 with,
once again, a 1/L* correction added. The agreement with the
result X;=1/4 (see Sec. Il F) for W=1 is very clear. Within
the critical region W e[1,W,], the data can readily be ex-
trapolated to the thermodynamic limit L— %, and one finds
that X; is a monotonically increasing function of W that
eventually takes the value X;(W,)=2. So the monomer per-
turbation is marginal at W, and relevant in the critical region,
as predicted by the CG. For W> W, the extrapolation in L of
the numerical data does not work well, as could be expected

2t el
o—o X,(6,8)
= X,(8,10)
oo X,(10,12)
15 |aaX,(12,14)
X,(14,16)

05 ot i

FIG. 25. (Color online) Two-point fits X,(L—2,L) for the mono-
mer exponent, as a function of W.
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FIG. 26. (Color online) Two-point fits X,(L—2,L) for the dimer
exponent, as a function of W.

from the noncritical behavior predicted in this region.

Figure 26 shows the finite-size estimates of the dimer ex-
ponent X,=a,/2 as a function of W, based on the first two
eigenvalues in the Q=0 block. There is an excellent agree-
ment with the result X,=1 (see Sec. IIl F) for W=1. Inside
the critical region W e [1,W_], the data decrease monotoni-
cally, and one has to a very good precision X;X,=1/4 inde-
pendently of W, confirming the CG scenario involving only a
single coupling constant g. An estimate for the location of
the critical point W, can be obtained from the crossings of
the curves, and is consistent with the one given above.

2. Higher dimer exponents

To analyze the agreement with the CG scenario in more
detail, we show in Fig. 27 the exponents X obtained from the

3 T T T T T
o X(14,16)
o e X2
25 X+l 1
o — 4X,
°© 8 o i
2% \9 8 8 8 8 o o 8 0 o
o o 2 3 g
o

1 l 1.5 , 2 . 2.5 l 3 ‘ 3.5 ‘ 4
w
FIG. 27. (Color online) Two-point fits X(14,16) for the first 15

exponents in the Q=0 block, as functions of W. All observed expo-
nents are simply related to the fundamental dimer exponent X,.
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first 15 gaps in the Q=0 block. The first of these coincides
with the fundamental dimer exponent X, discussed above.
This level exhibits a twofold degeneracy which is almost
exact at finite size. The identity operator is observed to have
descendants at level 1 and 2 (i.e., operators with constant
X=1 and X=2), in agreement with CFT.

More interestingly, all other exponents appear to be of the
form p?X,+¢, for integers p=2 and ¢=0. In the CG sce-
nario, this is accounted for by operators of electric charge p
times that of the fundamental one, and their descendants.
Inevitably, these higher operators are slightly less well deter-
mined in finite size, and the splittings of the degeneracies
which would be exact in the thermodynamic limit are some-
what larger. In the figure, we have shown in solid line style
the finite-size data for X, (corresponding to p=1), X,+1 (its
first descendant), and 4X, (the p=2 electric exponent). The
agreement with the numerical data is very fine. To summa-
rize, the data of Fig. 27 provide strong evidence that the CG
description of the model is correct and complete.

3. Including monomers

The generalization of the dimer model to finite monomer
fugacity was first studied by TM calculations in the grand
canonical ensemble in Ref. [12]. We give here a more de-
tailed analysis. We also mention a very recent work by Pa-
panikolaou, Luijten, and Fradkin [17] who independently
consider the finite doping transition in this model.

The monomer exponent X; is RG relevant (i.e., X;<2)
for 1=W<W,. This means that the critical phase of the
close-packed dimer model is unstable toward doping with
monomers. We have verified numerically that there is no
critical behavior for W € [1,W,) and finite monomer fugacity
& This means that the RG flow will be toward the trivial
noncritical fixed point at é=o°.

However, X, is marginal (X,=2) exactly at W=W,, and
thus one may suspect, as announced in Ref. [12], that allow-
ing for a finite monomer density will produce another critical
line emerging from W_. To test this suspicion, we have
adapted the TM to accommodate for monomers with Boltz-
mann weight & The weight of a pair of aligned dimers is still
W=e™'T with v=—1.

Despite of this modification the basis states can still be
described in terms of the edge occupation numbers intro-
duced in Sec. III G. The main difference is in the dimer
constraint: if a vertex is occupied by a monomer, none of its
four incident edges may be occupied by a dimer. It should be
noted that allowing for monomers will couple the different
blocks T of the TM. Accordingly, the dimension dim(7) of
the modified TM is larger than in the pure dimer case for
which one could diagonalize sector by sector. We have there-
fore restricted the study of the monomer-doped model to
widths L=16. The analytic expression for dim(7) has been
given in Eq. (37) above.

In Fig. 28 we show rough scans of the effective central
charge c.y as a function of 7, for various values of ¢ and
rather small sizes L. We observe that for each value of &,
there exists a temperature T(£) for which c.g goes through a
maximum. The finite-size corrections to 7(&) are found to be
very small. We interpret the curve 7(£) as a line of fixed
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FIG. 28. (Color online) Temperature scans of the effective cen-
tral charge c.(4,6,8) for various values of the monomer weight &.

points which correspond to the phase transition between high
and low monomer density.

As the maximum in c. becomes sharper with increasing
system size (not shown), the fixed points 7(¢) are RG un-
stable to small variations in the parameters (&,7). This
means that points on the low-¢ side of the transition will
renormalize toward vanishing monomer density, but this
phase will be noncritical (crystalline phase) since the tem-
perature is lower than the critical temperature in the pure
dimer model. Points on the high-¢ side of the transition will
renormalize toward infinite ¢ as before. Note that when &
increases, T(&) decreases. This was to be expected, since
when the dimers are diluted by more and more monomers, it
becomes harder for them to align at a given temperature.

We have determined 7(£) by taking these temperature
scans of Fig. 29 to larger sizes (up to L=16) and carefully
studying the finite-size effects. Our final results for the phase
transition temperatures are given in Table II.

3 T T T T

25 |

o-oc, (8,10,12) .
5-5¢,,(10,12,14)
o ¢ _(12,14,16)

TE)

FIG. 29. (Color online) The effective central charge as a func-
tion of T(£). The dashed line denotes cog=1.
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TABLE II. Phase transition temperature 7(£) in the model where
monomers are allowed with a weight & The error bar on the values
of T(&) is of the order £0.0002.

& 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T(¢)  0.6635 0.6125 0.5710 0.5360 0.5055 0.4795
& 14 1.8 2.6 4.0 8.0

T(¢) 04355 04015 0.3515 0.2970 0.2265

To determine whether the phase transition curve T(§) cor-
responds to a critical behavior, we show in Fig. 29 the effec-
tive central charge as a function of T(&) for several different
system sizes. We observe that there exists a temperature 7,
such that c=1 for T(&) > T,. Determining T, from this figure
is a little delicate, since even for the lowest value of T
shown, the finite-size effects are such that ¢ decreases with
increasing L. We can, however, give a first rough estimate

T,=0.35+0.05. (57)

We interpret the role of T, as follows: For 7> T,, the curve
T(&) describes a line of second-order (continuous) phase
transitions with ¢=1, whereas for 7<<T, the phase transition
becomes first order (discontinuous). This means that (£,,7,)
is a tricritical point. The tricritical nature of this point is
further corroborated by an easy domain-wall argument show-
ing that the transition at 7=0 is necessarily discontinuous
[12].

To determine the universality class of the critical part of
the curve T(£), we show in Fig. 30 estimates for the lowest
four scaling dimensions (denoted x; =<x,<x3;=x,) as func-
tions of T(&). A conspicuous feature is that x; = 1/8 is almost
independent of T(¢), and that x, is almost degenerate with x;.
The existence of a constant exponent x=1/8 (first noted in
Ref. [12]) and other interaction-dependent exponents, is

T

-0 x,(8,10)
=u x,(10,12)
=0 x,(12,14)
-0 x48,10)
=1 x10,12)
o0 %(12,14)
-9 x8,10)
=—a xxg((m,u)
o0 x{12,14)
-0 X,(8,10)
= x,(10,12)
» 0 x,(12,14)

0.8

0.4 f A ;

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

FIG. 30. (Color online) The lowest four scaling dimensions
x(L—-2,L) along the critical curve T(£). The dashed and dotted lines
denote the values x=1/8 and 1/2, respectively.
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characteristic of the two-dimensional Ashkin-Teller [37]
(AT) model. We therefore conjecture that the critical curve
T(§) is in the universality class of the AT model.

To test this conjecture and make it more precise, we recall
some facts about the isotropic, self-dual AT model, following
section 12.9 of Baxter’s book [38]. The AT model is origi-
nally defined in terms of two Ising models, each with cou-
pling constant K, that interact via a four-spin (energy-energy)
coupling K,. Defining w,=exp(-K,) and w;=exp(K;-2K),
one finds, after a long series of transformations, that the
model 1s equivalent to a six-vertex model with parameters
a=b= x2w1 and ¢= \2(w1+wg) The anisotropy parameter A
of the corresponding XXZ spin chain reads

1 2
A=1——(1+&) =1—20032<ﬂ>, (58)
w 4

where the second equality parametrizes only the critical re-
gime |A| =1, through the parameter y € [0,2]. We note that
y=0 corresponds to a KT transition. The original couplings,
K and K,, are only real and finite for y € [0,4/3), but from
the point of view of the six-vertex model nothing special
happens at y=4/3. The critical exponents of the AT model
differ subtly from those of the equivalent six-vertex model.
There are two magnetic- type exponents which in our nota-
tion read x D=1/8 and xH and a temperaturelike ex-
ponent x,=

We now cfvalm that the critical line T(€) corresponds to the
AT model with y €[0,3/2]. Moreover, we identify x;=x, of
Fig. 30 with x(l) in the AT model, x3 with xg), and x, with x,
(the latter 1dent1ﬁcati0n is only on the low-T side of the level
crossing visible in the figure; for higher T we identify x, with
the analytic continuation of x,). The parameter y is an (un-
known) increasing function of T, taking the values y=0 at
T=T, and y=3/2 at T=T..

Using Fig. 30, we can now identify T, either from x;
=1/8 or from x,=1/2. These two determinations are consis-
tent, but the latter leads to the best final estimate of the
tricritical point

84y

T,=0.29+0.02, (59)

more precise than the first estimates of Eq. (57) and of Ref.
[12]. For y=0, the original couplings of the AT model satisfy
K=K,, meaning that the two constituent Ising models couple
strongly so as to give a single four-state Potts model. We
conclude that the transition at 7, is in the universality class
of the critical ferromagnetic four-state Potts model. Note that
this identification is consistent both with the tricritical nature
of the transition, and with the existence of a RG marginal
direction in the Potts model [39].

Meanwhile, for y=3/2 we have xg) 1/8 and xH =1/2.
This is in nice agreement with the values of the first two
electric-type exponents as obtained from the CG of the pure
dimer model at T=T.. Moreover, x,=2 becomes marginal
and can be identified with the monomer operator, which is
responsible for the transition.

As a last check of the AT identification, consider the point
y=1, where K,=0 and K=% ln(1+v’§), so that the model
decouples into two non-interacting critical Ising models.
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Here one has x2)=2x2)= 1/4 and x,=1. One can verify from
Fig. 30 that this indeed happens at the same temperature
TIsing =(.54.

The analysis presented in this section is in agreement with

the results of Ref. [17].

C. Winding number fluctuations and Coulomb gas constant

In this section, we derive an analytical relation between
the coupling constant g of the CG in the high-T region and
the fluctuations of dimer winding numbers (to be defined
below). As winding number fluctuations are easily accessible
in MC simulations, this allows for an independent calcula-
tion of the CG coupling constant that can be compared with
TM calculations.

Orienting the dimers from the odd sublattice toward the

even sublattice defines a fictitious “magnetic field” B on each
bond [7]. Because each site has exactly one dimer, the lattice

divergence of this magnetic field is div B=1 (respectively,
—1) on the even (respectively, odd) sublattice. As a conse-

quence (Gauss law), the flux of B through a contractible loop
(with as many sites from each sublattice) is zero in any dimer
covering [40]. However, the fluxes W, and W, through the
two (noncontractible) cycles winding around the torus are
two nontrivial integers. In the following, we denote
P(W,,W,) the probability to observe a dimer configuration
with winding numbers W,, W,.

In the continuum limit, this probability can be obtained in
the high-7 regime where the dimer configurations are coarse-
grained into a free field [41]. In the height representation of
Sec. VIIT A 1, the field % is defined by the integral of its
derivative. The winding number across a cycle is given by
this integral along the cycle. The probability P(W,, W,) is the
ratio of the partition function restricted to fields having wind-
ing numbers equal to W,,W, across the two cycles of the

torus:  Zy Wy divided by the total partition function

EW W, eAZW W,

This ratio can be evaluated as follows: one separates the
height field into a classical and a fluctuating part h=hy+ 6
where h is the solution of the equations of motion (a har-
monic function) carrying the two winding numbers W,, W,,
and J'is a fluctuating field with no discontinuity. /. being a
solution of the equations of motion, the crossed term disap-
pears from the action and the free part of the action (55) is
the sum of a classical part and a fluctuating part which does
not depend on the winding numbers. As a result, the partition
function Zy, W, factorizes into a classical part ZC W and a
fluctuating part Z’, which being independent of the vi/mdmg
number, factorizes out of the probability P(W,,W,).

On a square torus of size L,,L,, the classical height con-
figurations are given by )

W W,
h(x,y) =x—+y—*, 60
(x,y) XAy (60)

x y

and the probability is obtained by substituting this field in the
expression of the Boltzmann weight
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FIG. 31. (Color online) Coulomb gas coupling constant g as a
function of temperature 7 obtained via TM (through exponents X,
and X,—see Sec. VIIIB 1) and MC calculations [thanks to Eq.
(62)].
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The quadratic fluctuation of the winding number across the
direction x is thus given by

2 2 e—ﬂ'gnz(Ly/LX)

nel

3 .
2 o8N (Ly/Ly)

nel

(W= (62)

In the high-T phase of the dimer model, short-distance
properties are of course not described by a free height field.
However, a local dimer move cannot change the winding
number and we expect that the precise (non-Gaussian) nature
of the local fluctuations will not affect winding number ob-
servables. (W?) is related to (fluctuations of) the global slope
of the height profile. It can be expressed using the Fourier
modes |k| <1 of the height field only [31] and these are
precisely those described by the Gaussian action.

In the noninteracting case (7=), where g=1/2, Eq. (62)
has recently been derived using the Pfaffian expression of the
partition function by Boutillier and de Tiliere [42]. For other
values of 7, it allows one to calculate through MC simula-
tions the temperature dependence of the coupling constant g,
which can be compared with the one obtained from dimer
and monomer exponents calculated via the TM (see Sec.
VIII B 1). The temperature dependence of g(7T) obtained by
the three methods match perfectly as can be seen in Fig. 31,
where the three curves basically overlap. The value of g at 7,
(denoted by a dashed line in the figure) is g.=g(T,)=4.0(2),
in agreement with the CG prediction g.=4. The CG analysis
and the free field calculation (62) are therefore entirely vali-
dated.
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IX. DISCUSSION

A. Connection to other classical models

With the interpretation of Sec. VIII A 2, the interacting
classical dimer model is naturally related to other scalar-field
models displaying a CG behavior [11]. Even if it is not prob-
ably exactly solvable, its definition puts it among the most
simple ones, along with the XY or six-vertex models. More-
over, it can be quite naturally extended (e.g., by changing the
sign of interactions, going to other geometries), which allows
one to test various features of the CG.

The model (1) also admits a height description (Sec.
VIIT A 1), which relates it to a variety of spin and solid-on-
solid models (see Ref. [31], and references therein) which
display the same physical behavior. We believe this interact-
ing dimer model offers several advantages over these mod-
els: (i) its definition is quite simple and natural, (ii) it admits
two exacts points (at zero and infinite temperature), (iii) very
efficient numerical simulations are possible (thanks to the
directed-loop algorithm [19] for the MC simulations and to
the relative small size of the configuration space for the TM
calculations).

Concerning numerical simulations of heightlike models,
we find that the height description is not strictly necessary to
obtain reliable numerical results (as opposed to Ref. [31(c)]).
Henley and co-workers [31] find the height representation
particularly useful because it allows for example, to calculate
the stiffness (or CG) constant g via the long-wave lengths
fluctuations of the Fourier transform of the height field. We
have proposed here an alternative method to obtain g via the
fluctuations of the winding number (see Sec. VIII C), which
has the advantage of not involving any fitting procedure.

Concerning the physics of classical dimers, the analysis
presented here can probably be extended to the recent results
of Sandvik and Moessner [19] on noninteracting models with
longer-range dimers. For models with dimers allowed be-
tween next-nearest neighboring sites, the bipartite nature of
the lattice is lost and the (dislocation-free) height mapping
no longer valid: correlations become exponential. For mod-
els with a fraction of dimers allowed between fourth nearest
neighbors, both bipartiteness and height descriptions are
present: the system stays critical. There, Ref. [19] finds that
the monomer-monomer decay exponent continuously varies
(from «,,=1/2 to a,,=1/9) with the fraction (fugacity w,) of
longer-range dimers: this is naturally explained in our frame-
work by considering the variation of the CG constant g with
wy—which in turns controls the monomer-monomer decay
exponent. It it also found that the dimer-dimer correlation
keeps its 1/r* behavior. This last finding was accounted for
in Ref. [19] by considering the “dipolar” terms in the dimer-
dimer correlation functions. The corresponding part of the
dimer-dimer correlation function continues to vary as r>
whereas the vertex contribution [35] scales as r~/¢0*4) The
long-distance behavior observed in the numerics is therefore
dominated by the largest exponent between both; here it is 2.
This is reminiscent of spin-spin correlation functions of the
XXZ quantum spin chain [43] where the uniform part of the
(5%(0)S%(r)) correlation function decays as 1/r> whereas the
staggered part decays as 1///®) where f is a continuous func-
tion of the anisotropy parameter A.
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Finally, we remind the reader that the interacting dimer
model Eq. (1) was introduced in the context of liquid crystal
physics. By means of a low-T expansion, Poland and Swa-
minathan estimated in Ref. [13(b)] the transition temperature
to be T,=0.61(1), quite close to the actual result. However,
they incorrectly stated at that time that the transition was
Ising-like (second order) and did not realize the critical na-
ture of the high-T phase.

B. Implications for finite temperature properties
of the quantum dimer model on the square lattice

The classical model naturally offers informations about
the finite-T properties of QDM [8], where quantum effects
are not dominant. In particular, the critical phase found in
our model should be present in all the high-T phase diagram
of the QDM: indeed, the rough nature of this phase was
shown to be intimately tied to the dimer hardcore constraint
and not to the details of fluctuations (thermal or quantum).
We note in passing that, as in the classical case, doping the
QDM with monomers (static or mobile) will immediately
destroy this critical phase [29]. We also think that the finite-
T melting of the columnar phase will proceed via a KT tran-
sition as described here everywhere in the phase diagram of
the QDM (presumably, this is also the case for the melting of
the plaquette phase). We note that these findings are in con-
trast to the finite-7 phase diagram of the QDM proposed by
Leung and co-workers [25], who speculated that the colum-
nar crystal would melt in two steps (with an intermediate
plaquette phase), even in the classical limit.

The T=0 phase diagram of the QDM is usually accepted
as this [25,44,45] (with the standard notation of ¢ for the
kinetic energy gained by flipping a plaquette): for large nega-
tive v/t, the system is in a columnar phase. Increasing v/f,
the QDM experiences a quantum phase transition to a
plaquette phase at a quite uncertain value of v/¢ (see discus-
sion below). The plaquette phase ends up at the Rokhsar-
Kivelson (RK) multicritical point v/7=1, where the correla-
tion functions display algebraic quasi-long-range order [8].
For v/t>1, the system is in the staggered phase.

We are now armed to connect this phase diagram to our
finite-T results for =0 and draw our proposed (v/t,T/|v|)
schematic phase diagram (see Fig. 32). We believe the criti-
cal phase present in the whole high-T region extends down to
low temperatures at the RK point. This critical phase can be
parametrized by the CG coupling constant g, and we draw
lines of iso-g in this region. The line g=4 denotes the bound-
ary between the high-T phase and the columnar phase (and
presumably to the plaquette phase as well), corresponding to
the expected KT transition. As the transition from the
plaquette to the columnar phase is expected on general
grounds to be first order at 7=0, we expect the transition to
subsist at finite temperature. On the right hand side of the
phase diagram, the rough phase will give rise to the stag-
gered phase at low temperatures via a vanishing of the CG
constant g — 0. First results indicate that the transition is here
first order [15,46]. Finally, we conjecture that all iso-g lines
meet at the RK point (7=0,v/t=1) (see Fig. 32), consistent
with the multicritical nature of the RK point [35]. Even
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FIG. 32. (Color online) Schematic finite-temperature phase dia-
gram of the quantum dimer model on the square lattice. The differ-
ent crystals (columnar, plaquette and staggered) all melt into a high
temperature critical phase (denoted in blue) with algebraic correla-
tions characterized by a Coulomb gas constant g. See text for
details.

though numerically difficult (see discussion below), it would
be very interesting to test these predictions, especially in the
vicinity of the RK point.

We now make a remark on the existence of the plaquette
phase. We first note that our classical model is amenable to
large-scale simulations, which is not the case of the QDM.
Numerical simulations of the QDM are indeed very difficult:
exact diagonalizations [25,26] are limited to small sizes (at
most 10X 10 lattices) and even if the sign problem is absent
in the QDM, quantum Monte Carlo (QMC) calculations are
notoriously hard. Some progresses have, however, recently
been made in the Green function QMC formulation
[44,45,47]. These difficulties could have important conse-
quences for the plaquette phase: indeed, we saw that
plaquette correlations were important in our model and al-
tered finite-size behavior, even on systems as large as 160
X 160. This is an indication that the plaquette phase in the
QDM could as well just disappear in the thermodynamic
limit. This is not so unlikely noticing that the critical point
separating the columnar and plaquette phase was first re-
ported [25] to be at v/t~—0.2, and then presumably around
v/t=0.60(5) when larger samples were available [44,45]:
this indicates that the plaquette phase extent actually shrinks
when increasing system size.

X. CONCLUSION

In this work, we studied a model of interacting close-
packed dimers on the square lattice, where the interaction
tends to align neighboring dimers. The ground-state consti-
tutes of dimers aligned in column and is fourfold degenerate.
The T=% point is the dimer coverings enumerating problem,
and displays algebraic correlations. With the help of MC and
TM simulations, we could show that the low-T crystalline
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columnar phase leaves place to a high-T critical phase, with
floating decay exponents of the correlation functions. The
transition takes place at 7.=0.65(1) and is of the KT type.
Via a height description of the dimer configurations, we de-
termined the effective continuum theory with a competition
between a stiffness term which favors rough height profiles
(critical phase for the dimers), and a locking potential favor-
ing heights to be locked on four particular values (forcing the
dimers to align in one of the four columnar ground states).
This description is equivalent to a CG of electric charges,
and the locking potential is in this picture associated with the
vertex operator of e=4 electric charges. This allows one to
interpret all the numerical results obtained in the high-T
phase in terms of the CG coupling constant g, which we
calculate numerically with high precision. The transition is
understood in the CG language as a proliferation of e=4
electric charges. This model is probably one of the simplest
versions of a CG with floating exponents. Finally, we have
established that doping the dimer model with monomers pro-
duces another critical line emanating from the KT point.
There is strong numerical evidence that this line is in the
universality class of the Ashkin-Teller model. The AT line
terminates in a tricritical point at finite 7,=0.29(2), in the
four-state Potts universality class. Below T, the transition
goes first order. In addition to their relevance to other clas-
sical models, the results of this work also have important
implications for QDM on bipartite lattices (see Sec. IX). In
particular, it indicates that their high-7 phase is also critical,
and we conjecture that this criticality extends down to the
RK point.
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APPENDIX A: PERTURBATIVE RENORMALIZATION
GROUP FOR THE 2D SINE-GORDON MODEL

We follow here the presentation given by Levitov [49].
We write the energy of the sine-Gordon model as

1
E= f dDr[E(Vd))2+)\ cos(BD) |. (A1)
We introduce two cutoffs A and A’ in momentum space
so that the field & splits into fast and slow components

O(k) = P(k)” + P(k)~, (A2)

where ®(k)” (fast) is nonzero only if A’=|k|=A and
®(k)< (slow) is nonzero only if 0=|k| <A’.

As usual we integrate over the fast component ®~ to
obtain a renormalized energy for the slow degrees of free-
dom

V@0 = f D[P~ ]eH@™+7), (A3)
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It is simple to see that the elastic part of the energy does not
couple the slow and fast components

(VD)? = (VD)2 + (VD)2 (A9
so that we have
o BN (@) _ (=112 faPr(Ve=)? J D[d~]
1 D >\2 D
xexp| =5 d°r(VO7) +\ [ d°r
wcos[ B + @<)]>_ (A5)

In the limit where the cosine term can be treated perturba-
tively we have

BN (@)+(172)JaPrve=)?
~ f D[q>>]e—(1/2)fd”r(V(I’>)2
XIT (14X cos BO7(r) + @=(r)])
~ H (1+X{cos B[P (r) + @=(r)g>)
~ exp()\< f dPr cos B[O (r) + CI)<(r)]>¢>>,

(A6)

and finally
, 1
EN(d7) = 2 f dPr(VO<)> + \
<J dPr cos B[®7(r) + D=(r)]>¢>» (A7)

where (---)g> is an expectation value with respect to the

. . D 2 .
(Gaussian) weight e~(1/204”"(V®")* Thig expectation value

can be computed in the following way:

(cos B[O (r) + D=("]g>= %efﬁd’<<r><efﬁq’><r>>¢> +H.ec.
(A8)

and

. > de
(P (r)>¢>~fD[¢>]exp(f
A

T<|k|<A (27T)D
K ‘
X —E(D,fq)fk+i,8<bk>e’k’ ) (A9)

The last expression is a product of Gaussian integrals. The
result is
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> 2 d’k 1
(P <r>><p>~exp(— £ f 573 )
2 A <[k|<A 2m~k

(A10)
Combining this result with Egs. (A7) and (A8) we get

EA'(tI><)z% f dPr(VO<)? + 1\ f d”r cos B®(r)]

(A11)
with

)\* =\ B_2 ﬂl Al2
=AexXp| — 2 (2 )D 2 ( )
A <|kj<a L&T

If D=2 we have

f d_zkl — L In A (A]3)
A <|k|<A (27T)2 k2 21T A
and thus
. A B(4m)
N :)\(X> . (A14)

The elastic term is of the order of A? for ®~ and of order
A2 for ®=. By integrating out ®~, the importance of the
elastic term has been reduced by a factor (AX)Z The strength
of the cosine potential relative to the elastic terms has thus

been multiplied by
( A’ ) Bl4m)-2

A (A15)

when going from E to EM'. Thus, we find that the cosine term
is irrelevant if 82> 8. On the other hand, the systems goes
into a locked phase when 8> <8r.

To make contact with Eq. (55), we take the following
normalization:

E= f dPr{mg(Vh)* + V, cos(2mph)] (A16)
and we find that it is equivalent to Eq. (Al) provided B
:p\r’%. With this normalization, the cosine term is relevant
when g>p?/4. For p=4 (relevant for the square lattice
dimer model), we obtain that the cosine is relevant when the
stiffness g exceeds g.=4.

APPENDIX B: MAPPING OF THE ONE-COMPONENT
COULOMB GAS TO THE SINE-GORDON
MODEL

This derivation is a slightly more detailed version of the
argument presented in Chap. 4 of Polyakov’s book [50]. We
start from a system of charges interacting with a Coulomb
potential V(r):

gN
Z=2=>7> exr><— > 4uasV(ra— rb)), (B1)

v N atb

PHYSICAL REVIEW E 74, 041124 (2006)

where N is the number of charges, & their fugacity, r, (a
=1...N) their coordinates on a D-dimensional cubic lattice
(with unit lattice spacing), and g, € 7 their charges.

We write the interaction in momentum space

2 0.4V(ra— 1) =2 q(g()V(r=r")  (B2)
a#b '
d’k
=| —5qk)g(=k)V(k), (B3
(277)[,61( )q(=k)V(k), (B3)
where
N
q(r) =2 q"8r~r,) (B4)
a=1
is the charge density at » and the Coulomb potential is
K
V(k)=—. B5
(k) e (BS)

We decouple the charges (Hubbard-Stratonovich) by intro-
ducing a real scalar field x(r):

gN
z=2 522 | Dlx()]

N N g
Xexp(— POILNEIES q(r,-))((r,-)). (B6)

Then we will perform the summation over the particle de-
grees of freedom: their number N, their charges ¢“ and loca-
tions r,. This is just a sum over the charge density g(r):

oy (B7)

Miahtrd VY gy

In the limit of small fugacity <1, configurations with
|g(r)] >1 are exponentially suppressed, and we can keep
only ¢(r) e{-1,0,1}. The number of particles is thus N
=3,q(r)>. We have to evaluate

S £ a0 (BS)
q(n e{-1,0,1}
1
=[] ( > ngei)((r)q> (B9)
r g=—1
=111 +2&cos x(r)] (B10)
26Xp(2§2 cos X(r)). (B11)

In the limit {< 1, the partition function is that of the sine-
Gordon model

r

zZ= f D[X(r)]eXp(— %2 [Vx(r) ] +2£> cos X(r)>-

(B12)
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1. Introduction

The study of conformally invariant random curves embedded in two-dimensional space
has a long history in theoretical physics and probability theory. Recently the subject has
gained new momentum due to the advent of a set of rigorous methods known under the
name of stochastic Loewner evolution (SLE).

Two classes of random curves have been especially well studied. In the first class one
finds self-avoiding and mutually avoiding curves, which come in several variants depending
on their precise microscopic definition, and in particular whether they occupy a finite
fraction of space in the continuum limit. These curves admit a height representation
(roughly speaking, using the curves as level lines of the height) and as such are amenable
to the use of Coulomb gas (CG) techniques. Also, the corresponding (twisted) vertex
models can be studied as quantum spin chains, i.e. using Bethe ansatz (BA). As a
result, the bulk critical behaviour of self-avoiding curves is very well understood, whereas
important questions regarding their surface behaviour still remain open [1]. Many of the
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exact results obtained by the CG route have recently been confirmed, or extended, by the
SLE approach.

The second example of random curves is that of Brownian motion, which is best
studied directly in the continuum limit. Profound links exist between this and the
foregoing case, via the use of SLE [2] or quantum gravity [3] methods. To give but
one example, the external hull of the Brownian curve turns out to be in the universality
class of the (standard, dilute) self-avoiding walk [3]. On a microscopic level, however,
there are two crucial differences. First, a Brownian motion can intersect itself, making
the application of height mappings and CG techniques break down. Second, it can pass
through the same site an infinite number of times, making it more difficult to use the BA
approach®.

As aresult, up to this day, the non-intersection exponents for Brownian motion, which
were identified by Duplantier and Kwon [5, 3] twenty years ago, and whose values were
rigorously established recently [2], cannot be derived using the BA or variants of the CG
method applied directly to a suitable discrete lattice model in flat space.

The present work started with the recent discovery of lattice models that bear a
close resemblance to Brownian motion, yet are tractable by the usual techniques. These
models are what are sometimes called dense trails, and can be obtained by allowing self-
intersections as well as mutual intersections in a dense loop gas, while still requiring that
the curves pass through each lattice link (resp. site) once (resp. twice) at the most. The
introduction of such intersections is well known not to change the universality class in
the dilute case, but—surprisingly maybe—does affect it profoundly in the dense case (for
an early discussion see [6]). It was argued in particular in [7] that, for such a model
with a loop fugacity n < 2, all the fuseau exponents vanish exactly and the corresponding
correlation functions are described by non-compact bosonic fields, exactly like in the pure
Brownian case. This was checked analytically and numerically in the case of fully packed
trails (also called Brauer loop model) [8,7].

It is of course tempting to ask how close fully packed trails and Brownian motion
actually are, and a natural route to investigate this question is to study the non-
intersection exponents.

Fully packed trails, or Brauer loop models, depend among other things on the fugacity
n of loops. We will concentrate here on the case n = 0 (hence, of a single trail), but notice
that the case n = 1 has recently been studied numerically by Kager and Nienhuis [9].
These authors found that the hull distribution was compatible with that of a reflected
Brownian motion. In our work, we define a scale-invariant ‘escape path’ I' within a Brauer
loop model with fugacity n = 0. Our main findings are that, while the fractal dimension of
[ agrees (marginally) with that of the self-avoiding walk, the non-intersection exponents
are definitely different from those of [5,2], though they might well be given exactly by a
related formula.

The paper is organized as follows. In section 2 we define precisely the model of
fully packed trails to be studied, and in section 3 we introduce the escape path I' and
discuss how it can be made scale invariant. A qualitative phase diagram is established
in section 4. Finally, the non-intersection exponents and the scaling properties of I" are

4 We note that there has been some important progress recently [4] in the study of Bethe ansatz for statistical
mechanics systems with an infinite number of degrees of freedom per site in relation to quantum spin chains on
non-compact groups.
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Figure 1. The three allowed vertices in the Brauer loop model, with weights
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Figure 2. Renormalization flow of the loop model, for the parameter z.

measured using transfer matrix (section 5) and Monte Carlo (section 6) techniques. We
give our conclusions in section 7.

2. Brauer loop model on the square lattice

We consider, on the square lattice, the Brauer loop model defined by the three vertices a,
b and ¢, shown in figure 1. The local Boltzmann weights are given by:

Wa, Wy, we = 1,1, . (1)

We give an additional weight n for each closed loop.

The renormalization flow for the parameter x is shown in figure 2. The fixed point
x = 0 corresponds, for —2 < n < 2, to the low-temperature phase of the O(n) model [10].
The fixed point z* attracts, for integer [7] and presumably also real values of n, all the
points in the phase x > 0. This phase contains an integrable point zy, = (1 —n/2)/2 [8].
At this particular value of x, the R matrix (expressed in the connectivity basis) satisfies
the Yang-Baxter equations for any real value of n.

The goal of this paper is to study the non-intersection properties of the Brauer loop
model. Recall that in the Brownian case, the simplest such property is the disconnection
exponent, which governs the probability that the origin of a single Brownian path remains
accessible from infinity without the path being crossed. Let us recall some of the well
established results in this case. If one considers a random walk of length S, the origin
stays connected to infinity with probability P(S) ~ S~¢, with ¢; = 1/8. One can also
imagine growing the walk until it reaches the circle of radius R, and ask the probability
with which it has left the origin connected to infinity, in which case P(R) ~ R, Finally,
one can consider a two-point correlation function defined as the weighted sum [5] over all
walks going from the origin to a point r for which either extremity remains connected
to infinity. When the monomer fugacity equals the critical value, G(r) ~ |r|72®* with
T = 2C1 = 1/4

By analogy, we define an interface as a line (of arbitrary length) that the Brauer
loops are not allowed to cross. In particular, we address the following problems:

(1) Define the above loop model on a finite lattice of NV sites. Let the origin 0 be a
point inside the lattice and r a point on the boundary of the lattice. Let P(r) be the

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 4
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probability that there exists an interface going from the origin to the point r. How
does P(r) decay when r = |r| goes to infinity?

(2) When this interface exists, it is, by definition, a self-avoiding walk—for easy reference
we henceforth refer to it as I'. The original loop system around I' acts like an
environment, affecting its geometrical properties. What is the universality class of I'?

3. Definition of a fluctuating interface

It turns out that in the Brauer loop model with a single loop, for any > 0, the probability
P(r) behaves as:

P(r) ~ exp(—r/¢) (2)

where ¢ is a length scale depending on x. This behaviour is profoundly different from
the one of Brownian motion, where the probability P(r) for a long Brownian trajectory
decays algebraically (a consequence of subadditivity arguments [11]). This indicates that,
without modification, the interfaces in the Brauer model at n = 0 do not have interesting
scaling properties.

Let us see more explicitly why such behaviour arises. Define three partition functions
Zo(N), Z'(N|0,r) and Zy(N|I') as follows.

e Let Zy(N) be the partition sum of the loop model for N sites.

e Let Z/(N|0,r) be the partition sum of the loop model with the constraint that
there exists an interface not crossed by the loop, going from 0 to r. When a loop
configuration admits an interface I', then this interface is unique (or else there would
be several loops). Thus, one can rewrite the sum Z'(N|0,r) by grouping the terms
corresponding to the same interface I':

Z(Nor) = S Z(NID) (3)

TFESAW(0,r)

where SAW(0, r) is the set of all self-avoiding walks with ends fixed to 0 and r, and
Zo(N|I') is the partition sum of the loop model with the interface defined by the
self-avoiding walk configuration I'.

Consider the presence of an effective interface energy in Zy(N|I'):
Zo(N|T') ~ Zo(N) exp[—1 X Fi(x)] (4)

where [ is the length of I' and F; is a free energy per unit of length of I The
number of self-avoiding walk configurations of length [ is approximately (ugaw)', where
psaw = 2.6381(5) [12] is the connectivity constant of self-avoiding walks on the square
lattice. If the quantity (Fs — logusaw) is positive, then the behaviour of Z'(N|0,r) is
governed by configurations where the interface has minimal length:

[ ~r (5)
Z'(N0,1) ~ Zo(N) exp|—(F, — log usaw)r]. (6)
This accounts for the exponential behaviour of P(r) = Z'(N|0,r)/Zy(N).

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 5
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Figure 3. A typical configuration contributing to the partition sum Z(N|0,r).

In order to define a scale-invariant interface, we need to allow its length [ to develop
large fluctuations. A simple way to do this is to introduce an additional Boltzmann
weight w!, where [ is the length of I'. Thus, we are interested in the study of the partition
function:

ZIN[o,r)= ) w'Z(ND). (7)
IeSAW(0,r)

This function contains two external parameters: z, the fugacity of a crossing in the loop
model defined by Zy(N|T"), and w, that controls the length [ of the interface I'. A typical
configuration contributing to the partition sum (7) is shown in figure 3.

4. Phase diagram

Using renormalization group arguments and anticipating our numerical and analytical
results, we try to give a consistent picture of the phase diagram of the model defined by
equation (7).

Let us fix the value of x > 0 and observe the system as we vary w. In this
picture, the interface I' is a self-avoiding walk, with its self-interactions induced by the
surrounding loop model. According to equation (4), we expect a phase transition at
w*(z) = exp[Fy(z)]/usaw-

Note that it may be possible to check the previous relation. We can compute
numerically the value of w*. If we could also compute independently the value of Fj,
then we would be able to compare these values with the connectivity constant pgaw,
which is a well-known constant [12].
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Figure 4. Two scenarios for the flow diagram of the parameter w. Numerical
studies suggest that scenario 1 is correct.

Given w*, the qualitative behaviour of the system as a function of w is expected to
be as follows:

o If w < w*, the behaviour of Z(N|0, r) is governed by configurations where the interface
has minimal length: this phase is ‘non-critical’ from the point of view of the interface.
The statement (2) amounts to the inequality: w* > 1, for every « > 0. In the phase
w < w*, the interface acts as a non-fluctuating boundary for the loop model. So we
expect the points of this phase to flow towards one of the fixed points described in
section 2.

o If w = w*, the interface length [ fluctuates above its minimal value r, with fluctuations
of the order of the system size. It is a fractal object, with Hausdorff dimension
1 < df < 2. We call this point the ‘I'-dilute’ critical point.

e If w > w*, two scenarios, illustrated in figure 4, are possible a priori. In scenario 1,
there exists a fixed point wp such that w* < wp < 0o, and the whole phase flows
towards it. In scenario 2, no such fixed point exists, and the whole phase flows towards
the point w = co. Numerical studies suggest that scenario 1 is correct.

This behaviour with respect to w is very similar to the one of ordinary self-avoiding
walks when driven into the dense phase by a large monomer fugacity [13]. The interface
I' plays the role of the single chain, and the parameter w is the monomer fugacity for the
chain T'.

To summarize, the phase diagram is given in figure 5. The points (1) and (2) are
the critical points of the intersecting loop model with a fixed boundary. The point (3)
(resp. (4)) is the ‘I-dilute’ point for > 0 (resp. = = 0). The point (5) (resp. (6)) is
the ‘I'-dense’ point for z > 0 (resp. © = 0). The line passing through (3) and (4) has the
equation w = w*(x).

Let us focus on the critical point (4). Since x = 0, only vertices of type a and b
are allowed, and the point (4) is equivalent to the @-state Potts model on the square
lattice, in a particular limit: in the Fortuin—Kasteleyn formulation, a cluster has fugacity
@ — 0 and a bond has fugacity v = /@Q. The leading term of the partition sum describes
equiprobable spanning trees. In this context, the interface I' is exactly the set of red bonds
of the spanning tree (the red bonds are the bonds of the spanning tree which disconnect
0 from r if removed). The fractal dimension of this object is 5/4 [14, 15].

The point (2) is just equivalent to the @-state Potts model in the limit described
above, with a fixed cut line uncrossed by the loop.

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 7
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Figure 5. Phase diagram of the model with n = 0, in the x—w plane.

5. Transfer matrix formulation

5.1. Mapping from the plane onto the cylinder

In order to estimate partition sums such as Zo(N), Z(N|0,r) on a cylinder of fixed width
L and length M — oo, we compute the leading eigenvalues of the transfer matrix. Denote

them A(LO), A(Ll) , A(LQ), ... in decreasing order of modulus. Then the eigenvalue A(Li) defines
the free energy density by surface unit f S) in the following way:

(i) o\
chl(M7 L) ~ AL <8>
i) = 277 108 ZG (M, L) ~ + log A, (9)

For conformally invariant models, finite-size corrections to fg) give access to the central
charge ¢ and to the operator dimensions X [16,17]:

0) _ e —2

L —foo‘i‘@‘FO(L ) (10)
i 2r X (@) _
Y- =S el (11)
L
where the dimensions are defined in plane geometry by:

i )

Z$0,1)/28) ~ 1/rX", (12)

5.2. Transfer matrix for the loop model

Our convention is a transfer matrix 77, acting in the vertical direction, from bottom to
top. Let the width L of the cylinder be an even integer. Consider the strands living on

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 8
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Figure 6. An example term in the matrix element Tj, of the transfer matrix.
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Figure 7. Closing of the loop at the two boundaries of the strip. Dashed lines
indicate periodic boundary conditions.

the vertical edges of the lattice. A row configuration is a pairing of these strands. There
are (L — 1) = 1 x3x5x---(L—1) pairings of L objects. If « and 3 are two row
configurations, then the matrix element (77,)3, is the total Boltzmann weight of L-vertex
configurations that map a to /3 (see figure 6). This Boltzmann weight includes a factor n
each time a loop is closed.

On a cylinder of length M, the partition sum is given by:

Zon(M, L) = {oru] (1) ) ~ (A2) " (13)

where |ai,) and |agy) are two particular vectors coding the closing of the loop at each
extremity of the cylinder. For example, one may choose to close the loop as illustrated in
figure 7.

5.3. Definition of an interface on the cylinder

Let I' be an interface connecting a point A on the bottom circle of the cylinder to a point
B on the top circle of the cylinder (see figure 8). Let Zy cy1(M, L|I') be the partition sum
of the loop model constrained by the interface I'.

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 9
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SN

Figure 8. Mapping of the interface problem from the plane to the cylinder.

Define, as in equation (7), the partition sum Z., (M, L):
Zept(M, L) = w' Zo (M, L|T). (14)
T

Note that the vector (7] L)M |ai,) may contain components on configurations which
admit several interfaces. This is because connectivity states are defined by unclosed loop
segments. In contrast, the final scalar product (13) contains only contributions from single
closed loop configurations admitting exactly one interface.

An analogue observation can be done in the plane geometry. Suppose the system is
defined on a finite square of N = L? sites. A given loop configuration contributing to the
partition sum Z(N|0,r) admits one and only one interface I" going from 0 to a point of
the boundary. But if one considers the subsystem contained in a smaller square centred
on 0 and of side L' < L, one may find several interfaces going from the origin to a point
of the smaller square.

5.4. A local model for the interface weight

The existence of the interface I' and its weight w'! are non-local features, which can
fortunately be expressed by local constraints on a coloured loop model with loop fugacity
n = 0. The loops may take two colours, according to the rules:

e vertices of type (a) and (b) involve two strands of any colours, but vertices of type
(¢) must involve two strands of the same colour;

e the vertex weights are those given in figure 9;

e a strand must change its colour when it crosses a seam going along the cylinder.

The loop model defined by these rules satisfies the following properties:

e every coloured loop configuration on the cylinder admits exactly one interface;

e if a loop configuration admits a unique interface, then it can be coloured in exactly
two ways;

e the interface length [ is equal to the number of vertices which involve two different
colours.

Thus the partition function of the coloured loop model is equal (up to a constant factor)
to the partition function Z. (M, L).

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 10
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Figure 9. Vertex weights in the coloured loop model.

5.5. Other partition sums

In the previous discussion we described the partition sum of one loop with one interface.
However, the coloured loop model allows us to compute partition sums with up to two
interfaces, and/or containing open trails.

The trick used to impose the presence of two interfaces is simply to eliminate the
colour change across the infinite seam.

Open trails are introduced in a standard way into the connectivity basis, by adding
states where one or more points are connected to a ‘virtual’ partner. The additional rule
is that these points cannot be connected with each other.

Denote ny the number of open trails and n, the number of closed loops. The cylinder
circumference L must have the same parity as n;. The partition sums which we are able
to reach with the coloured loop model have n; + ny < 2 interfaces. The corresponding
physical exponent is denoted X, 5,).

5.6. Numerical results

Our numerical procedure is to diagonalize the transfer matrix of the coloured loop model,
using the power method. Define the exponent X () by:

Zn (N0, r) 1

~ . 15
Zopi(N) r2Xomn (15)
Using equation (11), we define the finite-size estimates Xo1)(L) by:
L2
Xon(L) = 3= (£ = from) (16)

These estimates are also useful to determine the position of the critical point w*.
Indeed, consecutive estimates X(o1)(L) and X 1y(L + 2) coincide at w = w*(L, L + 2),
and—by analogy with standard phenomenological renormalization group methods—we
expect this value to converge to w* when L is large. This method is illustrated in figure 10.
The resulting critical line is plotted in figure 11.

Following a similar method, we define the general exponent X, ,,) by comparing the
free energy fr (n,m,) With the free energy associated with the greatest eigenvalue for the
same system width:

L2
X(m,nz)(L) = % (f[(/O) - fL,(m,nz)) . (17>

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 11
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Figure 10. Estimates of the exponent X (g ) for x = 1.
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Figure 11. Position of the critical point w* as a function of z. The values were
obtained for width L = 8,10. The curve is very well approximated by the formula:
w* =1+ 0.4x.

by transfer-matrix diagonalization.

Table 1. Estimates of the exponents X, ;)

Name Description Numerical Formula (18)
X(0,1) 1loop, 1 interface 0.04 £+ 0.005 0

X(1,0) 1 trail, 1 interface 0.00 +0.005 —0.06

X(0,2) 2 loops, 2 interfaces 0.80 £ 0.02 0.67

X1,y 1loop, 1 trail, 2 interfaces  0.50 & 0.008 0.44

X(2,0) 2 trails, 2 interfaces 0.21 +0.02 0.25

Note that féo) is the free energy of one unconstrained loop (resp. trail) when L is even
(resp. odd).

The error bars are given by the spacing of the consecutive intersections of the finite-
size estimates. The results are compared with the empirical formula:

m? —1 3
T, m = §n1 + 2n2 —1 (18)

to be discussed in the last section.

X(nl 7”2) =

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 12
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One must consider these results cautiously, because in the loop model, logarithmic
corrections appear in quantities such as féo).

6. Monte Carlo simulation on a square

In order to access directly some geometrical features of the model, we simulate it by a
Monte Carlo procedure [18] on an L x L square lattice. First, we describe a Metropolis
procedure used for the loop model defined by the partition sum Zy(/N). Then, we modify
slightly this procedure to simulate the ensemble defined by Z(N|0,r). We discuss the
main aspects of the algorithm: detailed balance, ergodicity and autocorrelation times. At
the end, we give some numerical results obtained by this method.

6.1. Metropolis procedure for the loop model

The statistical ensemble of interest is the set of loop configurations consisting of ezactly
one loop on an L x L square lattice. Each loop configuration £ is given the Boltzmann
weight TI1(£) = x™e, where N, is the number of crossings of the loop with itself. The
boundary of the square consists of ‘frozen’ vertices, as shown in figure 3.

The idea of the algorithm is to modify locally the system without violating the
one-loop constraint. Let us denote P;; the 2 x 2 ‘plaquette’ consisting of the vertices
{(4,7),(i+1,7), (4, +1),(: + 1,5+ 1)}, and f;; the state of these four vertices. Every
plaquette has eight ‘external legs’. Outside P;;, the loop connects these legs with each
other. Fixing this external connectivity—call it a—defines the set B, of plaquette
configurations [ respecting the one-loop constraint when adjoined with a.

An elementary iteration consists of four steps:

(1) Pick uniformly a plaquette P among (L — 1) x (L — 1) possibilities. The state of the
plaquette is denoted (5.

(2) Visit the loop to determine the external connectivity « of the legs of P.
(3) Pick uniformly a configuration 4’ from B,,.
(4) Perform the local change § — " on P with probability:
) .
i 11(3) < T1(9)
W(B—pg) =4 1B

1 otherwise.

(19)

This algorithm satisfies the detailed balance condition for the probability distribution
II(£) on the set of one-loop configurations:

VL, L L)W (L — L) = TI(LYW (L — L). (20)

6.2. Metropolis procedure for the loop model with an interface

Consider next the statistical ensemble of one-loop configurations admitting an interface
I' that connects the centre O of the square to a point r on the boundary of the square
(see figure 3). Each loop configuration is given the weight I1(£) = x™ew!, where N is
the number of crossings of the loop with itself and [ is the length of the interface I'. The
above Metropolis procedure can be adapted to simulate this ensemble, and is defined by

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 13
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Figure 12. T'wo examples of plaquette flips which alter locally the interface I'
(T is represented as a thin line).

the elementary iteration:

(1) Pick uniformly a plaquette P among (L — 1) x (L — 1) possibilities. The state of the
plaquette is denoted (5.

(2) Visit the loop to determine the external connectivity « of the legs of P.
(3) Pick uniformly a configuration 3’ from B,. This defines a new loop configuration.

(4) Test whether the new loop configuration still admits an interface. If it is the case,
denote [” the length of the new interface. If not, reject the step and skip to a new

iteration.
(5) Perform the local change § — " on P with probability:
2 Ne(B) gl
- 1 Ne(B),,l Ne(B),,!
WG — f)={ Ny it x wh <z w (21)
1 otherwise.

This algorithm is able to modify locally the interface, when the plaquette picked at
step 1 is close to the interface. Examples of this process are given in figure 12.

6.3. Characteristic times

The Metropolis algorithm described above defines a Markov chain on the set of one-loop
configurations with an interface: (Lo, Ly,...Lx). We are interested in the calculation of
an observable:
> (L)
where the sums are over one-loop configurations with an interface. The Markov chain is
used to build an estimator for this quantity:
1
Ak()vaT - Z A (‘Cko-l-qT) : (23)
Q =

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 14
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Figure 13. Auto-correlation function ¢p(7) for parameters z = 1, w = 2. The
initial time was set to kg = 100 mcs.

If the configurations £, were independent and obeyed the equilibrium distribution II(£),
then the first two moments of the estimator Ay, ¢, would be:

(Aro,0.r) = (A) (24)
([Aroar — (D] = = (A — (A]) (25)

where the brackets denote averaging with respect to the distribution II(L£). The
parameters introduced in equation (23) play the following roles:

e The initial time kg is the number of configurations to discard at the beginning of
the Markov chain. Indeed, the first configurations do not obey the equilibrium
distribution II(£). The value of ky must be greater than the equilibration time of
the observable A under the process.

e The time interval 7 allows us to discard redundant information arising from non-
independent configurations Lr, Lx11, etc. [19]. One has to choose a value 7 greater
than the auto-correlation time of the observable A under the process.

e The number of samples ) controls the accuracy of the estimator. If the interval 7 is
large enough, the error on (A) is proportional to Q~/2.

In order to determine the equilibration time and the auto-correlation time for the
observables of interest, we make a specific hypothesis. The observables we want to compute
depend only on the interface. We define the ‘interface overlap function’
length of (' NI

Se(L, L)) =2 x 8 z+§' ),
The hypothesis is that characteristic times for observables depending only on the interface
are bounded by a typical timescale associated with the decay of Sp(Lo, £,) as a function
of 7. This decay is well described by the auto-correlation function:

SF(‘COa ‘CT) - SF(£07 ‘CK)

or(T) = = Sr(Zo. L) : K — co. (27)
This function is plotted in figure 13. The time unit used for plotting is one Monte Carlo
sweep (mcs), corresponding to L? elementary iterations of the Metropolis algorithm.

(26)

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 15
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Table 2. Ergodicity check of the Metropolis algorithms for small system sizes.

L M loop M loop, 1 interface Ergodicity checked
2 40 32 X

4 5373952 3 072 000 X

6 4380037227 741 184 1 705 236 234 240 000

6.4. Ergodicity

The Markov chain (Lo, L1,...) defined by the Metropolis procedure converges to the
equilibrium distribution II(£) under two conditions: detailed balance and ergodicity. A
Markov process is said to be ergodic if and only if for any pair of configurations (£, L),
there exists a path of transitions, going from £ to £’, with non-zero transition probability:

L—L—Ly— L, — L. (28)

For the two versions of the algorithm, we do not have any proof of ergodicity for a system
of arbitrary size. Nevertheless, we have been able to check exactly the ergodicity property
for systems of size L = 2,4. The transfer-matrix algorithm is used to count the number
of allowed configurations for small width L. The Metropolis algorithm is modified to visit
every configuration obtained by a sequence of local changes, starting from an arbitrary
configuration. We find that every allowed configuration is reached by the process. Table 2
gives the number of one-loop configurations on a L x L square, for the two cases.

6.5. Numerical results

Using Monte Carlo simulations for various system sizes L = 16,...,128, with the
parameters:

ko = 100 mcs

7 = 100 mcs
B { 1000 samples for L < 128

100 samples for L = 128

we estimate the average length (I) of the interface I', and its fluctuations. We obtain an
evidence (see figures 14 and 15) for the scaling laws:

(1) = LV Hy (fw —w*(L)] L) (20)

(AP%) = (1) — ()* = L Hy ([w — w*(L)] L) (30)

where w*(L) is the ‘finite-size critical point’, and H;, Hy are scaling functions. The
function Hp(u) is increasing on the real line and the function Hs(u) has a maximum at
u = 0. We define w*(L) as the value of the parameter w which maximizes the fluctuation
amplitude (Al?). The maximum of the quantity (Al?) is expected to follow the scaling
law:

(A1) ax < L7 (31)

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 16
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Figure 14. Mean length (I) of the interface, as a function of w, for x = 1.
The parameters {w*(L)} and v are determined by the maximum of (Al?)
(see figure 16).
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Figure 15. Fluctuations of the length [ of the interface, as a function of w, for
x = 1. The parameters {w*(L)} and v are determined by the maximum of (Al?)
(see figure 16).

This scaling law is confirmed by the numerical simulation, as shown in figure 16. The
numerical fit leads to:

1/v =1.28+0.018. (32)

6.6. Scaling laws for the interface

We interpret the scaling laws for the length [ of the interface, using the scaling hypothesis
for the partition function, close to the critical point w = w*. Suppose that the partition
function Z(N|0,r) is a two-point correlation function in some critical field theory. In this
theory, the correlation length ¢ is related to the deviation from the critical point by:

€ ox Jw—w*|™". (33)
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Figure 16. Maximum value of the fluctuations of the length [ of the interface,
as a function of the system size L. The linear fit gives (Al?)pax L2/ with
1/v =1.28.

The function Z(N|0,r) defines the anomalous dimension 7:

1
Z(N[0,r) = 5= 9(r/€) (34)
where d = 2 is the space dimension, and ¢ is a scaling function. The partition

function Z(N|0,r) is also the generating function for the length [ of the interface going
from 0 to r:

~ 9log Z(N|0,r)

(= ZEZED) e o (35)
(@) = TEIEIE) (e (36)

where the scaling functions hq, he can be expressed in terms of the function g. So, in
particular, the fractal dimension of the interface at the critical point is df = 1/v = 1.28.

This result can be compared with the transfer-matrix calculations of the exponents
X(nyns)- As for the case of polymers [10,13], the thermal exponent v is related to the
‘two-leg exponent’ X g ):

1
Xop =2-—. (37)

Indeed, the exponent X9y corresponds to the insertion of two interfaces. According to
this argument, the estimated value of X(o2) (see table 1) gives a fractal dimension:

de = 1.2 +0.02. (38)

This estimate of v is only marginally compatible with (32), but this was to be expected
given the difficulty in estimating reliable error bars within the transfer matrix method.
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7. Conclusion

In Brownian motion, the fractal dimension of the boundary is known to be Dy = 1/v =
4/3, a celebrated conjecture of Mandelbrot’s, established rigorously by Lawler et al [2]°.
At the critical value of w where the interface is allowed to grow in our fully packed trail
model, the result (32) is quite close to this value. Since by construction I is self-avoiding,
and since few universality classes are known for self-avoiding walks (even though the
background of trails induces non-local interactions in I') it is tempting to speculate that
our v = 3/4 indeed.

In the context of Brownian motion, the problem closest to ours is the problem of
non-intersections of packets of walks. We shall restrict to situations with packets made
of one or two walks only. Suppose we have n; walks and ns pairs of walks, and suppose
we demand that no intersection occurs between either sets, while for each pair of walks
in the set ng, intersections are allowed. The exponent is then known to be [2]:

m?—1
=92 = 39
Z C(n1,n2) 12 (39)
where:
One recovers the usual case of non-intersection exponents when ny = 0, n;y = L in

Duplantier’s notations [3] (not to be confused with L, the system size in this paper).

Assuming (without clear justification) that similar properties might hold for the non-
intersection exponents of trails, we found that the following empirical formula:

2
m12 1, m:gnl—i—QnQ—l (41)
gives a decent fit to our data, as mentioned in section 5.6.

Recall that the numerical data used to obtain this conjecture are affected by very bad
convergence properties. An analytical approach and further numerical confirmation are
needed to make progress on the problem. For example, one may think of attacking the
problem using quantum gravity methods.

An important point concerns the value of n (the loop fugacity) that is best suited
for comparison with Brownian motion. We chose in this paper n = 0 mostly by analogy
with the usual SAW case, but notice that formally the corresponding central charge is
¢ = —1 [7]. This might not be the best choice, since non-intersection exponents such as
(39) appear in a CFT with ¢ = 0 [5,3]. On the other hand, the value ¢ = —1 is really a
property of the ‘bulk’ of dense trails, and it is not excluded that their frontiers might be
described by a different CFT. In fact, it might well be that non-intersection exponents are
independent of the value of n—after all, the dense trail models with n < 2 have properties
which, in many respects, are independent of n (such as the fuseau exponents, which are
all vanishing [7]). Some thoughts on the proper generalization of the lattice model needed
to deal with the case n # 0 are presented in the appendix below. We hope to get back to
this question soon.

Tr =

® We note that in this case there is no microscopic duality between the non-intersecting Brownian walk and any
sort of ‘interface’, since the Brownian walk is not forced to fill up space. It would be interesting to see if any such
interface can be defined.
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Appendix. ldeas for generalizations to n # 0

In the planar geometry, when n is non-zero, several loops are allowed to cover the lattice,
so the interface defined in section 3 is no longer unique.

In the case n = 0, the colouring of loops with two colours was used in section 5 to
express with local weights the existence of an interface. When n is non-zero, this trick
can inspire some generalizations of the problem. These are best defined on a cylinder.

Let Z.o be the partition sum of the model defined by the vertices weights of figure 9,
and the non-local weight n for each closed loop. Given a particular configuration
L consisting of several uncoloured loops, the model allows several colourings of L.
Intersections among the loops of £ define a partition into packets of mutually intersecting
loops. Packets may be coloured independently in two ways, but loops belonging to the
same packet must have the same colour. Thus, the number of such objects appears in the
partition sum:

Zcol(M L Z <Hw> n#loops2#packets (Al)

where the sum is over uncoloured loop configurations and the first factor stands for the
local weights of figure 9.

If a change of colours is imposed when the boundary is crossed, then no packet is
allowed to wrap around the cylinder. This is equivalent to the existence of an interface
as defined in figure 8. So, like in the case n = 0, this model is able to express locally
the existence of an interface. Unfortunately, we have not been able to define a unique
interface, so we cannot control its length [ like in the previous case.

A special case is when x = 0. Then a packet is identical to a loop and the partition
sum becomes:

Zeol(M, L) Z <Hw> 2n)#1oPs (2 = (). (A.2)

Note that this model contains the Potts model as a particular case, when w = 1.

The form (A.1) of the partition sum of the coloured loop model suggests another
generalization of the previous models, obtained by introducing a second non-local weight
m for each packet of closed loops:

Y(:L’, n, m) = Z rterossings . ##loops o, ##packets (A.g)

where the sum is over uncoloured loop configurations.

NB: In section 3, we saw that when (n,m) = (0, 2), the model with an interface is not
critical. However, it may be possible to define a limit n — 0 for the partition sum (A.3),
which defines a critical model with an interface.

doi:10.1088/1742-5468/2007/05/P05005 20
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Abstract

The antiferromagnetic critical point of the Potts model on the square lattice was identified by Baxter [1] as a
staggered integrable six-vertex model. In this work, we investigate the integrable structure of this model. It enables
us to derive some new properties, such as the Hamiltonian limit of the model, an equivalent vertex model, and the
structure resulting from the Z> symmetry. Using this material, we discuss the low-energy spectrum, and relate it to
geometrical excitations. We also compute the critical exponents by solving the Bethe equations for a large lattice
width N. The results confirm that the low-energy spectrum is a collection of continua with typical exponent gaps
of order (log N)~2.

1 Introduction

Our understanding of 1 + 1 conformal field theories with non compact target spaces has improved a great deal in the
last few years, thanks to the use of geometrical methods [2], and ideas from string theory [3]. The topic is of the
highest interest in the context of the AdS/CFT duality.

Theories with non compact target spaces also play an important role in statistical mechanics. A sophisticated
example of this role occurs in the supersymmetric approach to phase transitions for non interacting disordered electronic
systems, where the universality class of the transition between plateaux of the integer quantum Hall effect is related
with the IR limit of a non compact 1 + 1 supersigma model at § = 7 [4]. A more basic example is provided by
Brownian motion and subtle properties thereof, such as the (non) intersection exponents [5]. In both cases, the non
compacity of the target space occurs because the electron trajectories or the random path can visit a given site (edge)
an infinite number of times. This is in sharp contrast with self avoiding models for which almost everything is by now
understood, and related with ordinary CFTs (essentially, a twisted free boson).

An obvious strategy to tackle the physics of models with non compact target spaces is to start with a lattice model
having an infinity of degrees of freedom per site/link. For instance, it is easy to generalize the usual XXX chain to a
non compact representation of SL(2, R), and try to use the standard tools of Bethe ansatz, Baxter Q-operator, etc,
to obtain properties such as gaplessness and critical exponents. Despite some serious progress in this direction [6], the
problem is far from being closed.



Another strategy is based on the observation that a non compact continuum limit may well arise from a lattice
model with finite number of degrees of freedom per site/link if the non unitarity is strong enough. The two families of
examples exhibited so far involve models with supergroup symmetries—either models with OSP(m|2n) symmetries
(such as intersecting loop models) [7] which, in their Goldstone phases can be described in the IR by a collection of
free bosons and symplectic fermions, or the SU(1|2) integrable spin chain with alternating 3 and 3 representations,
which was found to be described by the SU(2|1) WZW model at k£ = 1 [8]. In both cases, a continuous spectrum of
critical exponents is found, and the target space does exhibit some non compact directions indeed.

The examples of Brownian motion and self intersecting dense curves should convince the reader that non compact
target spaces are more common and useful than might have been surmised a few years ago. In a recent paper, we found
[9] that the antiferromagnetic Potts model on the square lattice for ) continuous has critical properties seemingly
involving a twisted non compact boson. This conclusion was based on some numerical and analytical evidence, and
implied that the well known six-vertex model itself might exhibit such an exotic continuum limit if properly staggered.
The purpose of this paper is to discuss these results further, and put them on considerably firmer grounds.

Indeed, the evidence for a continuous spectrum of critical exponents is not so easy to obtain from studies of a finite
lattice model. What was really established so far in [7, 8, 9] was that low energy levels appeared with extremely high
degeneracies in the limit of long chains, and that naive calculations of finite size corrections indicated truly infinite
degeneracies. This was—thanks to complementary arguments, such as mappings onto sigma models, or abstract
construction of WZW theories on supergroups—interpreted as strong indications for a continuous spectrum in the
scaling limit. Direct evidence was however missing, together with estimates of the measure of integration on the
continuous spectrum, if any. These issues will be resolved here.

The paper is organized as follows. In section 2, the critical antiferromagnetic Potts model and the related staggered
six-vertex model are defined. Symmetries and limiting cases are studied. It is shown in particular that the model
coincides with the OSP(2|2) model of [7] in one limit, and the SO(4) model in another. In section 3, the solution of
the model using the Bethe ansatz is discussed. In section 4, a detailed analysis of the spectrum of conformal exponents
from the Bethe equations is carried out. Very accurate evidence for the existence of a continuous spectrum is obtained,
together with some information on the measure. This information is used in section 5 to relate the results to theoretical
expectations, in particular those of the supersphere sigma model of [10]. Elements for a physical interpretation of the
continuous spectrum are proposed in section 6. Conclusions are gathered in section 7.

2 The staggered six-vertex model and its integrable structure

2.1 The general integrable six-vertex model

On the square lattice £’ of 2N vertical lines and M horizontal lines, associate the complex number v(.J) to the J-th
vertical line, and h(I) to the I-th horizontal line (see figure 1). The parameters v(J) and h(I) are called line rapidities.
On this lattice, define the general inhomogeneous six-vertex model with local weights given in terms of the difference
ury = h(I) —v(J). The weights that satisfy the Yang-Baxter equations are obtained by taking equations (1.5)—(1.6)
of ref. [11] and performing the substitution :

to(D),a(J),w(1,J) — €, a2 2, %‘eih(l)fiu(J)fi'y (1)
a(l,J), 81, J),~(I,J) — 1,1,A1y (2)
Thus, the weights of the inhomogeneous integrable six-vertex model (see figure 2) are :
wi(l,J),...,we(I,J) = sin(y—wury),sin(y—urs),sinurys,sinury,
Ay e ™ siny, (A\ry) "' €M™ siny (3)
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Figure 1: The spectral parameter uy; defined by the line rapidities.
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Figure 2: The allowed configurations of the six-vertex model.

The parameters A\;; must satisfy the additional condition :

ALJH1AI+1,T = ALIAI41,0+1 4)

The parameters A\;; do not alter the eigenvalues of the transfer matrix, thus they play the role of gauge parameters.
The parameter A has the value :
A = —cosy (5)

2.2 The staggered six-vertex model associated to the critical antiferromagnetic Potts
model

The anisotropic Potts model on the square lattice £ is defined by the partition function :
Zoows =3 [T explnd(sis)] ] expld(si.s,)] (6)
{s:} (ij)even (ij)odd

where each spin s; lives on a vertex of £ (white circles), and each coupling factor is associated to an edge of £ (dotted
lines). The spin s; can take @ distinct values. The sum is over all spin configurations, and each product corresponds
to one type of edge of L.
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Figure 3: The square lattice £ (dotted lines and white circles) and its medial lattice £" (full lines and black circles).

When the couplings J; and J» are negative, the model is antiferromagnetic. In this domain, the critical line
separating the paramagnetic and antiferromagnetic phases is given by the condition :

(e +1) (e +1)=4-Q (7)

The model defined by eq. (6) on the square lattice £ can be mapped to a six-vertex model on the square lattice £'.
This lattice is represented in full lines and black circles, and is called the medial lattice of £ (see figure 3). The weights
of this six-vertex model depend on the parameters .J;, Jo and (). We use the notations :

VQ =2cosy (8)

et —1 el? —1
"SI BT ®
The equivalent six-vertex model has weights wy, . ..,ws on the even vertices and wi, . ..,wg on the odd vertices, where :
wiseows = 11,120,724 216772 e7/2 4 g1e0/? (10)
Wiy wh = @, me,1,1,e72 4 ape?/2 /2 4 gyem /2 (11)

The parameter A is independent of the parameters x; and x5 :

wiwe + waws — wswe  wiwh + wiw) — whwg
A= = = = —cosvy (12)
2wiws 2wiws

The criticality condition (7) can be parametrized by :

o= — sinu ’ xz:_cos(v—u) (13)
sin(y — u) cosu

When this condition is satisfied, the weights (10)—(11) of the Potts model correspond to a particular case of the
integrable six-vertex model (3). The rapidity v(J) is equal to 0 (resp. 7/2) when J is even (resp. odd). The rapidity
h(I) is equal to u (resp. w4 7/2) when I is even (resp. odd). This configuration of the line rapidities is shown in
figure 4. The gauge parameter is set to A = e?7/2 at every vertex. Thus, the partition function of the Potts model
at the antiferromagnetic critical point is described by the two-row transfer matrix of the integrable six-vertex model
with the above choice of the rapidities. We call this matrix 7 (u) (see figure 5).
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Figure 4: The line rapidities corresponding to the antiferromagnetic critical point of the Potts model

u+11/2

u+ 102

u+11/2

u-T12

u-T1/2

u-T2

Figure 5: The transfer matrix 7 (u). The value next to each vertex is the spectral parameter uy ;.
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Figure 6: The R matrix of the six-vertex model.
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Figure 7: The Yang-Baxter relation for the six-vertex R-matrix.

2.3 The R-matrix and the thirty-eight-vertex model
2.3.1 Building block : the R-matrix of the six-vertex model

Definition. The R-matrix of the integrable six-vertex model is defined by its matrix element RY? equal to the
Boltzmann weight of the configuration shown in fig. 6. Let V' be the Hilbert space generated by the vectors | 1), |).
Then the R-matrix is a linear operator mapping the space V,, ® V, onto V3 ® V,,. The matrix elements of the R-
matrix with spectral parameter ur; = u and gauge parameter A\;; = A are the Boltzmann weights (3). In the basis

(l TT>a‘ Tl>7| lT>a | ll))a the R-matrix is :

sin(y —u) 0 0 0
| O Ae ™sginy sinu 0
R(u, A) = 0 sinu A7l esiny 0 (14)
0 0 0 sin(y — u)

Symmetries. The R-matrix satisfies the Yang-Baxter equations shown in fig. 7 and the inversion relation :
R(u, \)R(—u, \™1) = sin(y — u) sin(y +u) 1 (15)

It also has the symmetry property :
R(u+m, ) = —R(u, \) (16)



The R-matrix preserves the total magnetization :

o, +o,=05+0, (17)

Relation to the Temperley-Lieb algebra. When the gauge is set to A = 1, the R-matrix can be written in terms
of the Temperley-Lieb generator E :

R(u,1) =sin(y —u) 1+sinu E (18)
where :
0 0 0 O
0 e 1 0
E=10 1 e 0 (19)
0 0 0 O

In the Hilbert space of row configurations Vi ® --- ® Vo, define the operators :
Er=1h® 01, 1 9EQLni2® - @ oy, m=1...2N (20)
with a non-trivial action on the space V,;, ® V,,,+1. This family of operators satisfy the Temperley-Lieb algebra :
(Em)2 = \/é Em (21)

Ep = EnEmi1Em = EpEp_1Ep, (22)
Epm Epr = Epy Epy if Jm—m/| > 1 (23)

The operators F,, can be expressed in terms of the Pauli matrices :

1 z A z z
E,, = 5 [afn Omy1 +0p 0b 1 —cosy(op, opy g — 1) —isiny (o), — Jm+1)] (24)

or, in a more compact form :

_ 1 z _z —iyo?
Em = UTJ'Y_L Om+1 + Om O-;L—&-l + 5(]1 - 0m0m+1)6 T (25)

2.3.2 The R-matrix. Conservation laws.

The six-vertex model defined in section 2.2 is not homogeneous, and the transfer matrix 7 (u) is built using R-matrices
with different values of uy;. One can construct a homogeneous model by considering the R-matrix, acting on double-
edges. The double-edges live in the Hilbert space :

V=VoV (26)

The R-matrix acts on the product space V& V.
As a consequence of the magnetization conservation by R, the R-matrix also preserves the total magnetization :

on ton, +ol, ol =05 +0j, to, +og, (27)

H2

When the gauge parameter is set to A = 1, another conserved quantity can be constructed. Start from the operator ¢ :

c= —(cosy) 'R(1/2,1) = (cosy) 'R(—7/2,1) (28)
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Figure 8: The matrix R(u), defining the antiferromagnetic critical point of the Potts model.
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Figure 9: A graphical representation of the identity : (c® ¢)"'R(c®c) = R.

This operator can be expressed in terms of the Temperley-Lieb generator :
c=1-(cosy)'E
According to the inversion relation (15), this operator has the property :
A=1

The R-matrix obeys the conservation rule :
[R(u),c®c] =0

This is a consequence of the Yang-Baxter equations and the inversion relation, as shown in fig. 9.

(29)

(30)

31



The eigenvectors of the operator ¢ are :

10) :(ZCOS’y)_lm(e”/Q\Tl)—e_”/QHT)) (32)
0 = (2cosy) ™ (7| 1)+ €72 1)) (33)
I+ =111 (34)
=) =1[1lD (35)

The eigenspace associated to the eigenvalue 1 is {|+), |—),|0)}, and the eigenspace associated to the eigenvalue —1 is

{10)}-

2.3.3 Mapping to the 38-vertex model

The coefficients of the R-matrix in the basis :

(I4+),1=),10),10) @ (|+), =), 10, [0)) (36)
define the Boltzmann weights of a 38-vertex model on the square lattice (see figure 10). In this vertex model, each
edge carries an arrow or a thick line. The state |+) (resp. |—)) is represented by an up or right (resp. down or left)

arrow. The state |0) is represented by an empty edge, and the state [0) by a thick line. Setting :

Yo = T—2y (37)
u = —2u (38)
ag,bo,co = sin(yp — ug), sin ug, siny (39)



the weights of the 38-vertex model read :

1
(}Lgl) = agS) = _Z [(C0)2 =+ CL()b()]
1
a§2> = a§4): Zboc
1
a§3) = ‘155) = g %0¢
CLgG) = 57) = ——aobo
1 ..
aél) = afll)— e 2 anc
1
agQ) = af) = —apCo
4
1 ..
agl) = aél)f 462”%1 co
aéz) = aé ) = —apCo
1
aél) = aél) —e 2900
aéz) = aéz) = ZeMbyey
1 .
a(71) = a(gl) ! O=29p0c0
a(72) = aéQ) = —e hyey
1
i = ol —alf = lf = Ly
1
R T T JO WS
1
a4 = 6115:*1(%)2
= (by)?
a = = ——
16 a7 4 0
1 —2iu
ais = Ze 2 Co(bo—ao)
1 ..
ayg = Zezwco(bo—ao)
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Figure 10: The 38-vertex model
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2.3.4 The limit v — 7/2

If the parameter v is set to m/2 and the spectral parameter u is fixed, then the weights of the 38-vertex model are

equal to zero, except :

1
agl) = ags) = a§6) = agn =1 sin? 2u
1
a%’Q) _ a(111,2) _ a§12’2) - a%*2) =1 sin? 2u
1.,
a14 = Q15 = Q16 = A17 = _ZSIH 2u

The R-matrix is proportional to the “graded permutation” P :

1
R = ZSiHQQUP (’7*}7‘{'/271[, ﬁxed)
PIplk)y = (=0)%%k)j), 4, ke€{0,0,4, -}
90,95, 9+.9— = 0,0,1,1

This trivial limit can be avoided by scaling the spectral parameter as :

4 4
= — u = — w
v 5 T 5 T €

where € — 0~ and w is fixed. In this rescaled limit, the Boltzmann weights are proportional to €2.

Note that the states |0), |0) become degenerate, but the following combinations remain non-degenerate :

0) +4[0) = /4 [tan(—e/2)]71/2 (I 71y +dl 11)
0) —i0) = e/ ftan(—e/2)]"* (| 11) —i| 1)
Denote Fzgj) the matrix elements of R = R/(—¢€2) in the basis (|0), [0), |+),|—)). One gets :

ag :&(18) =1 +w—w?
i =aV =w

&gg) _ dgs) _ 651’2) _ dg,z) _ &511,2) _ &21,2) — (11— w)

5 =D = P =l =y = Y = w1 - )
as"? = alh? = iw

a"? = afh? = —iw
a1y = ays = (1 — w)?
Gy = dr7 = w’

dlg = Eng = (1 — 2w)

(40)

(41)
(42)

(43)

(44)
(45)

These weights can be related to an integrable loop model with OSP(2|2) symmetry. Indeed, the matrix R can be
expressed as a combination of the identity, the permutation operator P defined in equation (41), and the Temperley-
Lieb operator E. The latter is defined in tensor notation as a contraction of the spaces V,,V, and Vg,V, (see

figure 8) :
By = Jup( o

ap

12

(46)
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Figure 11: The three allowed vertices of the dense intersecting loop model.

P

where J is the bilinear form in the basis (|0),[0), |+),|—)) :

; JJ=JJ" =1 (47)

o O O
oo = O

o O O
O = O O

—1
By construction, the operator obeys the Temperley-Lieb algebraic relations (21), (22), (23), with :
E*=Tr(J*J) E=0 (48)

In the block {|0) ® |0), |0) ® |0), |[+) ® |—),|—) ® |+)}, the matrix of the operator E is :
E=| * (49)

The matrix R is equal to : ~
R=(1-wl+wE+wl—-w)P (50)

These weights define an integrable loop model [12], with three allowed vertices, and a loop fugacity ¢ = 0. The
graphical correspondence is shown in figure 11. Note that according to equation (13), the Potts model is isotropic
when u = 7/2 + /4, which is equivalent to w = 1/2. This is also the isotropic point of the loop model (50).

We conclude that, in the limit v — 7/2, the staggered six-vertex model coincides with the OSP(2|2) integrable
model. In this limit, the arrows represent the fermionic coordinates, and the thin and thick lines the bosonic ones.
The equivalence in the boundary conditions has to be treated with some care however: the periodic vertex model
corresponds to the antiperiodic sector of the OS P system, with an effective central charge cegr = 14+(—2)—24%x(—1/8) =
2. This means that the OSP symmetry is broken in the periodic vertex model, where the fermions are twisted - i.e.
they become a complex (Dirac) fermion instead of symplectic fermions.

2.3.5 The limit v — 0

The approach for this limit is similar to the case v — 7/2. Consider the following limit :

Y =€, U = —we (51)

13



where € — 07 and w is fixed. It is convenient to perform the change of basis :

0) = ilo) (52)
0) = i[0) (53)
I+ =1+ (54)
=) =1-) (55)

Define a transformation of the R-matrix that does not affect the partition function : the Boltzmann weights of the
vertices are multiplied by (—1) for each 7/2-turn of the thick lines (the weight a§8) is not affected). Since the number of
such turns is even for every thick polygon on the lattice, the partition function is invariant under this transformation.

Denote &Ej) the matrix elements of the (rescaled) resulting matrix R = R/(—¢2) in the basis (|0), [0), ), |=)).
One gets :

atV =a® = 1+ w+w?)
i =aV = —w

dg:s) _ d§5) _ dél’Z) _ dgm) _ 6511‘2) _ 621,2) — (1+w)

9 = a0 =l = P = o = = w1+ )

(D — b — _y

6(71’2) _ dé1,2) - —w

d1a = a5 = (1 +w)?

a1 = a7 = w

a1g = ayg =1
The corresponding loop model is constructed with two generators P and E. The permutation operator P is defined

as :

Pﬂuua = 5Ba5w¢ (56)
The Temperley-Lieb operator E with parameter \/Q = 4 is built using the simple contraction :
Eﬁyua = Ju[i']om (57)
where :
10 00
10100 2
J = 00 0 1 , Je=1 (58)
0010
The matrix R is equal to : _
R=01+wll—wFE+w(l+w)P (59)
These are the integrable weights of the loop model defined in [12] with a loop fugacity ¢ = 4. Note that, in this
regime, the Potts model is anisotropic for any value of w. The loop model itself is isotropic when w = —1/2 : the

relative weight for loop crossings is then equal to —1/2. Following [12], this model is a graphical version of the SO(4)
integrable model based on the vector representation. Using that so(4) = sl(2) 4 sl(2) one can expect it to decouple
into two copies of the isotropic six-vertex model or XXX spin chain, a feature we will confirm when discussing the
associated hamiltonian or Bethe equations.

14



2.4 Transfer matrices

In this section, we set the gauge to A = 1, so that the transfer matrices can be related to the generators of the
Temperley-Lieb algebra.

One-row transfer matriz. The two-row transfer matrix 7 (u) is the product of two one-row transfer matrices :
T(u) =T(u+7/2) T(u). (seefig. 5). As a consequence of the Yang-Baxter equations and the inversion relation, when
periodic boundar conditions are imposed in the horizontal direction, the one-row transfer matrices commute :

[T(u), T(u)] =0 (60)

The one-row transfer matrices have the property :
Tu+7/2) = (—1) Vel T(u)e (61)
Define the operator e~*7 as the shift of all vertical edges by one site to the right. The operator ¢ defined by equation (28)

is used to build a conserved quantity of the transfer matrix. Denoting c¢,, the charge operator acting on the space
Vi ® Ving1, the global charge is :

CECl><63X-~~><CQN,1 (62)
c?=1 (63)
If w = 0, the transfer matrices T'(v), T'(u 4 7/2) become :
1 N
T(0) = (5 sin 2’y> e (64)
1 N :
T(m/2) = <— sin 27) C e P (65)

The matrices (62), (64), (65) are represented in figure 12.

Conservation laws for T. As a consequence of the conservation of the total magnetization and the “charge” c¢ by
the R-matrix, the transfer matrix 7 preserves the total magnetization :

S=—(oi+ - +05y) (66)

and the “charge” C defined above. Since T (u) also commutes with the transfer matrix 7°(0), 7 (u) is invariant under
the action of the one-site shift operator e~*.

2.5 Hamiltonian limit of the transfer matrix

To compute the derivative of the matrix T'(u) at the points v = 0,u = 7/2, it is convenient to write this matrix in
terms of the R-matrix :

B2 (u) Z RM2B1 Rusﬁz( _ 71-/2)  RH2NPan-—1 ( )Rulﬁmv (u _ 7.‘./2)

Q2N alpl Qo 2 Q2N —1MH2N—1 Q2N H2N
H1s-e H2N

Denote by § the derivative with respect to u. According to eq. (18) :
OR(u) = —cos(y —u)l+ cosu E (67)
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(b)

J & ) L L
%fT(T(TF

(©

Figure 12: Diagrams defining the transfer matrices C' (a), e *FC (b) and Ce™*F (c), for N = 4. The white circles
represent ¢ operators.

Differentiating the previous expression yields :

N-1 N
1
dT(0) = (5 sin 2'y> Z(— cos®y taj_1 + sin? 7y ta;) (68)

j=1
where the matrices to;_1 and tp; are defined by the diagrams on fig. 13. Using the graphical representation of the
matrices 7'(0), t2;_1,t2; in figures 12-13 and the property (30), one gets the intermediate results :

-1
1 1.
[T(O)] t2j—1 = <§ SIHQ’Y CVoj_3@Vaj—o CVaj_2@Vaj_1 CVaj_3@Va,_o (69)

- 1\t
[T(0)] o = <§ sin 2fy> Va1 @ Vs, (70)
The Hamiltonians Hq, Ho are defined as the logarithmic derivatives of the transfer matrix T'(u) at the points u = 0, /2.

L in 2y [7(0)]167(0)

Hl = 5

[—cos2y 1+ cosy (Bgj1 + Ezj) — (Ea;j Eaj1 + Egj1E)]

I
KMZ

1

(71)
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S N S N N N
T 1T 1T T %
T

S B
T

Figure 13: Diagrams defining ¢;_1 and t9; of eq. (68), for N =4 and j = 3. The white circles represent ¢ operators.

The arrow points to the vertex that differs from 7°(0).

Using eq. (61),

H, = %sin?y [T(7/2)] 6T (7/2)

— 6ZPH1672P
N

= Y [—cos2y I+ cosy (Eyj + Eaj1) — (EBajp1Baj + EajEajia)]

Jj=1

The Hamiltonian associated with the two-row transfer matrix 7 (u) is defined as :

1
H= 3 sin 27y [7(0)]7167(0)
According to the commutation relations (60),
H = Hi+H
2N
= Z [—cos2y 1+ 2cosy By, — (Em+1Em + EnyErmy1))
m=1

Note that the Hamiltonian H is the sum of two commuting parts :
H=H+H;, [Hi,H2] =0
A consistent decomposition of the momentum operator is :
e3P = (7P ) x (Ce™F) = (Ce™P) x (e~ 1P C)

Indeed, the operators Hy, Ha, (e~ C), (Ce~) all commute with one another.

17
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Using the expression (25) of the Temperley-Lieb generators, the Hamiltonian (74) is expressed in terms of Pauli
matrices :
2N

_ _ . 1
Moo= 3 [~ (hmin+ ono) 80y 050541 — 5000
m=1
o3 z z + - - .+ 1
+isiny (07,1 = Opi2) (OOt 000 1) — 5 cos 27 1] (77)

In the limit v — 0, the Hamiltonian (77) describes, as expected from the SO(4) identification, two decoupled
ferromagnetic XXX spin-chains :

1 1

H==5 (To1 To 1) =5 (0o Tajeat 1) (=0) (78)
Jj=1 Jj=1

3 Bethe equations, Bethe states and eigenvalues

When periodic conditions are imposed in the horizontal direction, the staggered six-vertex model is solvable by Bethe
ansatz [11]. We call r the total number of particles.

3.1 Bethe equations for two types of particles

The Bethe ansatz equations are :

Vie{l,...,r}  exp[2iNk(a;)] = — [ exp[~ig(a;, ou)] (79)
=1

The one-particle momentum and the scattering amplitude are given by :

sinh(a + i)

exp [2ik(a)] = sinh(a — i)

(80)

_ sinh (o — o —2iy)

exp [ig(a, o/)] = sinh %(a — o + 2iv) o

The roots «; describing the ground state and the physical excitations are expected to sit on the two lines Im(«) = £7/2.
Define two types of particles :

af = N+in/2, =1y (82)
aj_ = Mj—iW/Q, j=1,...r_ (83)
The one-particle momenta are :
- , T cosh(\ + i)
Qk:)\}z [M(Ai —)}:7. 84
exp[ (V)| = exp |20 '3 cosh(\ — i) (84)

The scattering amplitude between two particles of the same type is :

z)} B sinh1(A — X — 2iv)

= 85
2 sinh $(A — X + 2iv) (85)

exp [ig1 (A, N)] = exp {ms ()\ + zg N+

18



The scattering amplitude between two particles of different types is :

hi(d— )N —2iy)
" = (™ v T] _ cosh
exp [id_1(\, \')] = exp {zqﬁ( 22,)\ ?ZQ)} cosh J(A — N + 2i7) (86)
Define the shifted scattering amplitudes as odd functions of (A — \) :
exp [i01 (A, N)] = — exp i1 (A, X')] (87)
exp [iI©_1(\,\)] = exp [ig_1 (A, \)] (88)
The Bethe equations (79) split into two sets :
~ s r_
Vi e {17 o ,7”+} €2iN/c()\_,~) _ (_1)7‘+—1 H e—i@1(>\j,)\l) H e—i@71()\j,m) (89)
=1 =1
~ T4 r_
Vie{l,...,r_} e2iNk(ny) — (_l)rrl He*ie)fl(#j’kl) He*igl(ﬂj:ﬂ'l) (90)
=1 =1
Take the logarithm of equations (89)—(90) :
_ T4 T_
Vief{l,. ..oyl 2NE(yG) =271 =) 01\, \) = > O-1(N;, ) (91)
=1 =1
vj e {L » T'— } 2Nk(:U“J _27TI Z@ 1(#]7)\l Zel(ujaﬂl) (92)
=1

The “Bethe integers” If follow the following rules : if r; (resp. r_) is even, then all the I;r (resp. I;") are half-odd
integers; if 4 (resp. r_) is odd, then all the Ij (resp. 1) are integers. Summing equations (91)—(92) over j and
recalling that the functions ©4; are odd, one relates the total momentum to the Bethe integers :

T4 T_ T4 T_
~ ~ Vs —
k?tot:zk()‘j)Jrzk(Nj):N ZI;JFZIJ’ (93)
j=1 Jj=1 j=1 j=1
The one-particle momenta and the scattering amplitudes can be written :

tan [l%()\)} =tanh A tan-~y (94)

/

1

tan [91(;’/\)] = tanh 5()\ — X) cotany (95)

/
tan {W} = —tanh %()\ —X) tanvy (96)
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3.2 Bethe states

Form of the Bethe states. The one-particle states ¢, are “inhomogeneous plane-waves”, represented in real space as :

va(2m —1) = cosh %(a — iry) eZk@m (97)
Ya(2m) = —sinh %(a + i) e2ikle)m (98)
with m = 1,..., N defines the position of the particle. The general Bethe state is given by the linear combination :
Cay ooy (T15 -y Tp) = ZAplw-’Pr@O%l (1) ... Pa,, (Tr) (99)
P
where the sum is over all permutations P = {p1,pa, ..., p,} of the integers 1,...,r, and z1,...,x, are the positions of

the particles. The coefficients A, .. .. are given in terms of the scattering amplitudes s;; :

A:Dhn-ypr =€p Hspj,m (100)
i<j
. 1 .
sj; = sinh §(a7 —ap — 2i7) (101)
where ep is the signature of the permutation {pi,...,p,}. In particular, when the roots «; sit on the two lines

Im(«) = £7/2, we introduce another notation for the Bethe state :

PO Ay Lot ) = PALHT /2,000 Ay i 2,411 =i 2,1yt —im )2 (102)

Symmetries. By construction, the states ¢q,,. .. .o
o + 2i7 results in a phase factor :

are antisymmetric under the exchange of the o;. A shift a; —

3

Par,az,. 0 +24m, .0, = (71)T Pai,az,..., a5, (103)

Action of C. The action of the operator C' on the Bethe states is a shift a; — a; +im :
O@al,“.,aT = (71-)7“ Pay+im,...,ap+iT (104)
The operator C, acting on the states (102), exchanges the two lines :
C(P(Al,...,xr+ |1 seespor_ ) — e%‘('rur—r,) Pt seeespor_ |)\1,...,)\T+) (105)

A special class of states (to be discussed in section 3.5) is defined by the following constraint on the Bethe integers :

ry=r_=r (106)
Vie{l,....,ry, I =I =1 (107)
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These states are eigenvectors of the operator C', with eigenvalue one :

COO o A Ao Ar) = PO A AL Ar) (108)

1 in
+ _ ix (py—r_
()0()\1,...,)\7+ g1y e ) E (@(/\1 ..... /\rJr [t s pbr_ ) +ex (ry—mr )sﬁ(ltl ..... P | A1,y )\T+)) (109)
+ _ o4t
O Ay Ittt ) = FP0u A, ltseosir ) (110)
Action of the shift operator. The shift operator e~** has a similar action on the Bethe states :
e_iPSDal,...,ozr = H Z'B_ipl(aj+i7r) Paq+im,...,ap+im (111)
j=1
where : .
. sinh % (o + 7y
exp [ip1 ()] = —F——— f( ) (112)
sinh 5 (o — i7)
3.3 Eigenvalues
The eigenvalue of the transfer matrix 7 (u) associated to the Bethe state g, ... q, is:
Aag,...,ap|u) = pla,. .., ar|lu)ploq +im, ..., o +im|u) (113)
where
o\ N
M(ala R a’r|u) = (2/2)
T sinh (o — 2iu — i sinh 2 (a; — 2iu + 3i
[sin2(u—’y)]NH - f( J - ,’Y) (sin 2u) H 20 )
;o sinh 5 (o — 2iu + i) e sinh $ (o — 2iu + i)
(114)
In the limit © — 0, the energy of the state @, .. q, is defined as :
1 Olog A
Elan,...,ap) = 5sin2'y ;i (aa,...,0,]0) (115)
. 2sin? 2y
= —2Ncos2 116
coséy+ J; cosh2a; — cos 2y (116)
By construction, the state @q,,. .. q, is an eigenvector of the Hamiltonian H, with eigenvalue E(oq, ..., ar).
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3.4 Reminder : the homogeneous six-vertex model

Consider the homogeneous six-vertex model defined by the Rg(ug) matrix given in equation (14), with parameter ~,
on a lattice of width N.

In the anisotropic limit ug — 0, the logarithmic derivative of the transfer matrix To(ug) is equal to the XXZ
Hamiltonian :

Hy = —sinvy[To(0)] Do

(0) (117)

N
(cos 0 — EY) (118)

m=1

where the operator EY, is a generator of the Temperley-Lieb algebra with parameter 7o, like in equation (24):

1
0 : ..
Em = 5 [U'rTn Ufn—}—l + O-E/n Uijn+1 — COs Vo(o-fn Ufn—}—l - ]1) - ’LSIH’YQ(O',,Z” - U’rzn+1)] (119)

On a lattice with periodic boundary conditions, the system is solvable by Bethe ansatz. The Bethe equations for
r particles are :

Vie{l,...r}  expliNko(A))] = — [ [ exp[—ico(A;, \)] (120)
=1

where the one-particle momentum and the scattering amplitude are :
sinh(%yo — A)

iko(A)] = .
exp [Z 0( )} SiIlh(%’yo+)\)7

(121)

, , sinh(A — X + i~
exp [igo(\, N')] = sinhg)\ i i’y((g (122)

The associated eigenvalue of the transfer matrix Tp(ug) is :

. - sinh(\; & dug + &
Ao(A1,y ooy Arfug) = [sin(yo — uo)]N (_ (A 0 270))

e sinh(X; + iug — £70)

)N - _sinh()\j + tug — %’}/0)
sinh(\; 4 iug — $70)

(123)

3.5 Common eigenvalues between the staggered and homogeneous six-vertex models

If the parameters of the staggered and the homogeneous six-vertex models are related by :

Yo = w—2v (124)
uy = —2u (125)

then one has the relations : }
exp [2ilc()\)} = exp [iko(M)] (126)
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A1)+ d_1 (N X)) = do (M, N) (127)
These relations suggest that the states :
OO Ar ALy Ar) (128)

have properties described by the homogeneous six-vertex model. The states (128) are obtained as the solution of the
Bethe equations (91)—(92) when the Bethe integers on the two lines are the same :

rp=r_=r (129)

vie{l,...,r}, =17 =1 (130)

As a consequence of relations (126)—(127), the Bethe equations (91)—(92) are equivalent to the Bethe equation (120)
for the homogeneous six-vertex model. Moreover, the eigenvalue of the transfer matrix 7'(u) can be written in terms
of the eigenvalue (123) :

A (/\1 +ig,)\1 - zg A +ig,/\,, - zg|u) = (=1/9)Y [Ao(A, - -, AJuo)]? (131)

As a consequence, in the anisotropic limit, the energies £, & of the Hamiltonians H, Hj are related by :

LT LT LT LT
£ ()\1 FiZ M i AT —15) =280(A1,- ., Ar) (132)

The total momenta are equal :

ktot = Ko tot (133)

4 Finite-size study of the Bethe equations

4.1 Reminder : the XXZ spin-chain Hamiltonian.
4.1.1 Definition
The XXZ Hamiltonian (118) on a lattice of width N can be written :

N
Ho==1/2 3 [05,0% 01+ 0bob ) — coso (05,0541 + 1)] (134)
m=1
0<rw<m7 (135)
with periodic boundary conditions :
U%—H =l (136)

4.1.2 Ground state

The ground state of the Hamiltonian (134) is given by the symmetric “half-filled Fermi sea” in the sector with r = N/2
particles. Consider one of the particle-hole excitations around the Fermi momenta +kp :

kF—k0/2—>kF+]€0/2 (137)

—kF+k0/2—>—k'F—k‘o/2 (138)
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These excited states have total momentum +kg. In the thermodynamic limit N — oo with the ratio r/N fixed, the
Bethe equations (120) give a linear integral equation for the density of particles. Solving this equation gives access to
the dispersion relation of the excitations (137)—(138) :
7 sin 7y
go(ko) ~ ’Uo|k0|, Vo= — (139)
70

This shows that, in the thermodynamic limit, the spectrum has no finite gap above the ground state. This is an
indication that the equivalent (1+1)-dimensional quantum field theory is conformally invariant. The velocity v
appears in the finite-size determination of the central charge :

e

Ensr(N) = N €0.00 = T 4 o(N 1) (140)
The central charge of the Hamiltonian Hy is ¢ = 1. The energy density per site is :
> dx
— — 9gin? 141
€0,00 = COST0 S %/0 cosh(mz)[cosh(2vpx) — cos o] (141)
4.1.3 Low-lying excitations
A class of Bethe states are low-lying excitations, with energies :
2TvoT
Eo(N) = Eo,r(N) + 28 4 o(N7Y) (142)

N

where z is called the physical exponent. We describe the primary states, and then their descendants. In the sector with
r = N/2 — n particles, the lowest-energy state is given by the distribution of the Bethe integers which is symmetric
around zero. In the same sector, denote by {n,m} the state obtained after m backscatterings from the left Fermi level
to the right Fermi level :

-1 -1
L. L=—""-4m. ... —ym (143)
2 2
The physical exponents of this class of states are :
g 1 T — 0
xSLOZn = ”25 + mQ%, 9=——" (144)

Descendant states are obtained by performing particle-hole excitations on the above states. For example, starting
from the ground state distribution and setting I, to (r + 1)/2, one obtains a state with physical exponent = 1.

4.2 Ground state of the Hamiltonian H

In this section, the ground state of the Hamiltonian (74), corresponding to the anisotropic limit of the staggered
six-vertex model, is discussed. The system width N is assumed to be even. The case of an odd system width N will be
discussed in section 4.4. The ground state of the Hamiltonian H is given by the symmetric distribution of the Bethe
integers in the sector ry =r_ = N/2:

N/2—1 N/2—-1 N/2 -1
If“,...Ij{,/Z = 5 +1,...,T (145)
_ _ N/2—1 N/2-1 N/2-1
Ir Iy = — 5Ty Tl (146)
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Note that this state has twice the energy of the ground state of Hxxz.

Consider the double particle-hole excitation obtained by performing the transformation (137) on both Fermi seas.
This excitation is of the type (129)—(130), and therefore, using equations (139), (133) and (132) its momentum and
energy are :

k=ko (147)

Thus, the rapidity of the particle-hole excitations around the ground state of the Hamiltonian H is :

v=2ug (149)

Compare the asymptotic behaviors of the finite-size ground state energies for Hamiltonians Hy, H :

TV,
€o,6:(N) = Neo oo — 5=z +0o(N ) (150)
Exr(2N) = 2New — :C;’N +o(N72) (151)

As a consequence of the identities (132) and (148), the central charge of Hamiltonian H is ¢ = 2. The energy density
per site of Hamiltonian H is :
€oo = €0,00 (152)

4.3 Low-energy spectrum of the Hamiltonian H

4.3.1 Bethe excitations

The excitations considered are combinations of particle and backscattering excitations on the Bethe integers I ]+ A
Denote ¢, n_),(m.,,m_) the Bethe state defined by the numbers of particles :

ry = N/2—n+ (153)
r_ = N/2—n_ (154)
and the Bethe integers :
+ + ry —1 ry—1
Il""I’mr = - 2 +m+,..., 2 —|—m+ (155)
_—1 _ -1
Iy, = -~ 5 Fmo,.., L o +me (156)

The states described in section 3.5 are of the type ¢ n),(m,m)- Their physical exponents are :

2 21

L(n,n),(m,m) = 2 I%O}n =n"g+m 5 (157)
where
g=2y/m (158)
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The analytical study [9] of the thermodynamic limit of the Bethe equations suggests the following general form for
the physical exponents :

1 1
T(ngyno)(my,m) = 79 + ) + ag m_)?
1 1

K N —n_ 2 - _ B 2
(159)
where the coupling constant K (v, N) tends to zero as N goes to infinity. One of the key questions is to determine the
way this constant actually vanishes.

4.3.2 General structure of the low-energy spectrum

Note that the states with m4 # m_ are not part of the low-energy spectrum. Thus, in the following, the discussion

will concern only the states with m = m_ = m. For these states, the total magnetization and the total momentum
read :

S = ng+n_ (160)

kot = %m(N —ny —n_) (161)

Equation (159) determines the structure of the low-energy spectrum. The quantities (n4 + n_) and m define a
sector of given total spin S and total momentum kior. We call “floor states” the lowest-energy states of these sectors.
These are the states ¢, n),(m,m) and @?EnJan)’(m_’m), where n, m are integers. The physical exponents of the floor
states are finite in the limit N — oo :

2
m
L(n,n),(mm) = gn2 + 7 (162)

2 K(y, N
2n+1)% + m? + % (163)

L(n+1,n),(mm) =

RS

Note that the states ¢(, n) (m,m) are those described in section 3.5. Within each sector, higher energy states are
obtained, starting from the floor state, by “moving” n’ particles from the line Im(a) = 7/2 to the line Im(a) = —7/2
(or the reverse). The physical exponent of the resulting state differs from the floor exponent by a quantity proportional
to the coupling constant K (v, N) :

L(n4n’,n—n’),(mym) — L(n,n),(m,m) + (n/)QK(’% N) (164)
L(ntn'+1,n—n’),(mym) = L(n+l,n),(m,m) + n/(n/ + I)K(’% N) (165)

Thus, if the constant K indeed vanishes in the limit N — oo, the gaps between the floor state and the higher states
in the sector should also vanish. The structure of the spectrum is illustrated in figure 14.

Numerical calculations are used to confirm the form (159) of the physical exponents, and to determine the scaling
law for K (v, N).

4.3.3 Numerical calculation of the physical exponents

Numerical procedure. When the Bethe integers I Ji are fixed according to equations (155)—(156), the Bethe equa-
tions (91)-(92) are a set of non-linear equations for the variables A;, ;. These equations can be solved numerically,
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X 4,-3),(0,0)
12K

X (3,-2),(0,0)
6K

X(2,-1),0,0)
X (1,0), 0,0

| 2K

(g+K)/4

X (3,-3),(0,0)
9K

X
(-2,2), (0,0)
4K

X
(1,-1), (0,0)
LK X(0,0), (0,0

0

Figure 14: The first levels of the fundamental sector (n4y + n_ = 0,m = 0) and the sector defined by (ny +n_ =
1,m = 0). The floor states (including the ground state) are represented by bold lines. The energies are rescaled as
physical exponents.
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using the multidimensional Newton-Raphson method [13]. The following starting point for the algorithm was found
empirically to lead to a good convergence :

(166)

. t I7 /N
/\}]rllt = Arctanh [M]

U

where the additional parameter is set to U = 10. The exponents are then estimated, relatively to the ground state, or
to the floor state, using :

2mv
a — r a 1
Eo— & S L (167)
21w
ga — gb ~ W(Ia — .’L’b) (168)

where a, b denote any states of the spectrum.
Results for the floor exponents. These are shown in figures 15-17. These results agree with the form (159).

Results for the gaps inside a given sector. These gaps are given in equations (164)-(165), as a function of the in-
teger n’ and the coupling constant K (v, N). The first step is to check the dependence on n'. See figures 18-21.

Results for the coupling constant. Equations (164)—(165) relate the gaps within a given sector to the coupling constant
K(v,N). These are used to determine the scaling law of this quantity. Theoretical arguments (see section 5) predict
the following form :

A
Ky —— 169
[B +log NJ? (169)
where the exponent p may take the values p = 1,2. The exponent p is estimated numerically, assuming that K behaves
as equation (169) (see figure 22). A crossover is observed between the behaviours :

A(y)
K(v,N) W (vy<m/2) (170)
K(r/2,N) =~ B’:ngN (171)

The factor A(y) in the scaling law (170) is estimated numerically by eliminating the term B(vy) between two system
widths. The finite-size estimators are defined as :

log(N1/N3) ?
A(~, N1, No) = 172
002089 = { e 1)
The numerical results (see figure 23) allow us to conjecture the following form for the factor A(v) :
5
Aly) = =2 (173)

T — 2y

The correction term B(7) depends on the sector considered.
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Figure 15: The floor exponents x(, ), (0,0) as functions of «, for a system width N = 1024. The expected values are
T(nn),(0,0) = gn® (equation (162)).

Each sector determines a specific scaling law for K (v, N), and these determinations can be compared. In addition,
the coupling constant K (v, N) appears in the expression of “infinite physical exponents” :

1
L(n,n),(1,—1) — L(n,n),(0,0) = W (174)

The results are shown in figure 24.

4.4 The case N odd

When the system width N is odd, the structure of the spectrum exhibits some differences from the case N even.
The general formula for the finite-size corrections is identical to the formula for N even :

T
6 x 2N

21w _
g('n+,n,),(nl+,m,)(2N) =2Ney — X 2+ Wx(n+,n,),(vn+,7rz,) +o(N 1) (175)
where the exponent (. »_) (m, m_) is given by equation (159). The subtlety is that equations (153)-(154) imply
that ny,n_ are half-odd integers.
The lowest-energy states of the spectrum (175) are ‘Pi/2,—1/2),(0,0)' Note that these states belong to the sector
S =0, and are the most closely packed to the imaginary « axis in this sector. The energy of the ground state is :

0,
6 x 2N

Ea(2N) =2Neo — x é+o(N71) (176)
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Figure 16: The floor exponent x(;1),(1,1) as a function of v, for a system width N = 512. The expected value is
T11),0,1) =9+9 " (equation (162)).

1 T T T T
3322,1),(0,0)/2 —t— ‘ ‘

L /6 - 1 1 :
0.8 [ (3,2),(0,0) RO pp— AR U I |

0.6 f e IRy e Rt =

L(n+1,1n),(0,0)
n(n+1)

/

) S . B B _

02k SR SRR SR SR -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
v/m

Figure 17: The floor exponent z/ = T(n+1.1).(0.0) —Z(1.0).(0.0) as a function of 7, for a system width N = 1024.
(n+1,n),(0,0) (n+1,n),(0,0) (1,0),(0,0)

The expected value is ml(n+1,n),(o.,0) = gn(n + 1) (equation (163)).
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Figure 18: The exponent z(,, _y),(0,0) as a function of n, for parameter v = 0.37w. The expected values are x(,, _n),(0,0) =
K(v,N) n? (equation (164)).
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Figure 19: The exponent Z(14y 1-n),0,0) = T(14n,1-n),(0,0) — T(1,1),(0,0) as a function of n, for parameter v = 0.37.
The expected values are Z(145,.1-n),(0,0) = K (7, N) n? (equation (164)).
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Figure 20: The exponent Z(11n,1-n),(1,1) = T(14n,1-n),(1,1) — T(1,1),(1,1) a8 a function of n, for parameter v = 0.4r.
The expected values are &(14n,1-n),(1,1) = K (7, N) n* (equation (164)).
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Figure 21: The exponent & (14, —n),(0,0) = (14n,—n),(0,0) = Z(1,0),(0,0) as a function of n, for parameter v = 0.37. The
expected values are (11, —n), 0,00 = K (7, N) n(n + 1) (equation (165)).
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Figure 22: Estimation of the exponent p in the scaling law (169). The estimator for p is obtained by eliminating the

unknowns A, B from the equations log K (v, N) = log A — plog(B + log N), for three system widths. The estimators
converge slowly to p = 2 for v < 7/2, and to p =1 for v = /2.
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Figure 23: Determination of the factor A(y) in the scaling law (170), using a numerical estimation of exponent
T(1,-1),(0,0)-
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Figure 24: Various determinations of the factor A(v), for system widths N = 256 — 512.

where the effective central charge is :

i K(v,N
E=2-122(1/2,-1/2),000) »  T(1/2,-1/2),(0,0) = % (177)

The effective central charge is estimated numerically using equation (176) and the exact expression (141) of the energy
density e (see figure 25). The scaling law for the coupling constant K (v, N) is consistent with equation (170). It is
convenient to define the physical exponents of the excited states with respect to the ground state :

T(ngno)y(mamo) = T(ny,no),(meymo) — T(1/2,-1/2),(0,0) (178)
The physical exponents of the floor states are :
2
- m
Fni1/2m-1/2)(mm) = gn°+ g 179)

2
K
m—124 L 2 1
(2n )—I—g 1 (180)

>

T(n-1/2,n-1/2),(m;m) =

In particular, the states ¢(_1 /2, _1/2),(0,0)s ¥(1/2,1/2),(0,0) have an energy which is twice that of the degenerate ground
state of the XXZ spin-chain (134) with an odd lattice width [14]. These two states appear as excited states of the
Hamiltonian H.
The gaps inside a given sector are :
Tlngnrd1/2,0-n'—1/2),(mm) =  T(n41/2,n—1/2),(mm) + En'(n' 4+ 1) (181)
j.(nJrn’f1/2,n7n/71/2)7(m,m) = -i'(nfl/Q,nfl/Z),(m,m) + K(n/)Q (182)
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Figure 25: Determination of the factor A(y) in the scaling law (170) by the effective central charge ¢ for N odd.
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Figure 26: The floor exponents Z(,41/2,n—1/2),(0,0) @8 functions of ~y, for a lattice width N = 1023. The expected
values are Z(n41/2,n—1/2),(0,0) = gn? (equation (179)).
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Figure 27: The floor exponents x/(n71/27n71/2),(0,0) = T(n-1/2,n—1/2),(0,0) — L(1/2,1/2),(0,0) as functions of v, for a lattice
width NV = 1023. The expected values are x/(n—l/2,’n—1/2),(0,0) = gn(n — 1) (equation (180)).
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Flgure 28: The exponent 1’(1/2_;,_” _1/2 n),(0,0) = $(1/2+n —1/2-n),(0,0) — 53(1/2 —1/2),(0,0) as a function of n, for parameter
= 0.37. The expected values are (1 /24n,—1/2-n),(0,0) = K (7, N) n(n + 1) (equation (181)).
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Figure 29: The exponent &(1/24n,1/2-n),(0,0) = Z(1/24n,1/2—n),(0,0) = L(1/2,1/2),(0,0) @ a function of n, for parameter
7 = 0.3m.The expected values are (1 /24n,—1/2-n),(0,0) = K (7, N) n? (equation (182)).

5 Interpretation and relation to non-linear sigma models

As discussed in section 2, the limit v — /2 of the staggered six-vertex model coincides with a particular point of the
OSP(2|2) loop model of [7]. This is a good starting point to understand the emergence of a continuous spectrum of
critical exponents.

5.1 A reminder on intersecting loop models and Goldstone phases

It turns out that the Mermin Wagner theorem forbidding the spontaneous breaking of a continuous symmetry in two
dimensions does not hold for supergroups (because of the lack of unitarity), and that models with orthosymplectic
OSP(m|2n) symmetry do exhibit a low temperature phase with spontaneous broken symmetry provided m — 2n < 2.
More precisely, consider the non linear sigma model with target space the supersphere S™2" = OSP(m|2n)/OSP(m—
1]2n), a “supersymmetric” extension of the usual O(N) sigma model. Use as coordinates a real scalar field :

¢E(¢’17---,¢m,¢17---,¢2n) (183)
and the invariant bilinear form
G ¢ = Gadl + Y Japtatl (184)
where J,g is the symplectic form which we take consisting of diagonal blocks : ( _01 (1) ) The unit supersphere is
defined by the constraint :
o-¢p=1 (185)

37



Figure 30: Interaction vertices in the OSP(m|2n) symmetric sigma model on the square lattice.

The action of the sigma model (conventions are that the Boltzmann weight is =) reads :

1
S = o /d%am 0,0 (186)
The perturbative § function depends only on m — 2n to all orders :

B(gs) = (m —2n —2)g2 + O(g3) (187)

The model for g, positive thus flows to strong coupling for m — 2n > 2. Like in the ordinary sigma models case,
the symmetry is restored at large length scales, and the field theory is massive. For m — 2n < 2 meanwhile, the model
flows to weak coupling, and the symmetry is spontaneously broken. One expects this scenario to work for g, small
enough, and the Goldstone phase to be separated from a non perturbative strong coupling phase by a critical point.

It is easy to suggest lattice models whose long distance physics is described by the supersphere sigma models. It
was shown in [7] that simply taking a square lattice with the fundamental representation of the OSP(m|2n) on each
link and Heisenberg coupling at every vertex would suffice. More generallly, it is convenient to represent the link states
by lines carrying a label a = 1,...,m or o« = 1,...,2n and express the interactions in terms of the three invariant
tensors of the algebra, corresponding to the three diagrams in figure 30.

A trivial rescaling of the partition function and isotropy of the model allows one to set the first two weights equal
to 1. The remaining weight is a free bare parameter. It was found in [7] that for any w > 0 and m — 2n < 2 the lattice
model is indeed described at large distance by the UV limit of the sigma model, ie a set of m — 1 free uncompactified
bosons and n pairs of symplectic fermions, with a central charge ¢ = m —2n — 1. The value w = 0 is critical, and was
argued in [7, 15] to correspond to the critical point of the sigma model. Note that for m — 2n fixed, there exists a
particular value of the crossing weight w where the model is integrable, and coincides with the one in [12].

Of course, the geometrical representation of the invariant tensors allows for a full geometrical formulation of the
model, that can then be extended to values of m,n not integer. The model so obtained is made of loops covering
every link of the lattice, and possibly self-intersecting once on the vertices, with a fugacity m — 2n, and a weight w per
crossing. The continuum limit was found to be a naive extrapolation from the results at m,n integer. Note that this
model differs from the usual formulation of the Q-state critical Potts model with m — 2n = /@ only in that crossings
are allowed. This however changes the universality class deeply. For instance, all the L-leg operators which have non
trivial, Q-dependent scaling dimensions in the Potts model for —2 < /Q < 2, now have logarithmic correlators with
vanishing effective dimension. This is because the symmetry being spontaneously broken the fundamental field has
non vanishing expectation value, and thus the fields ¢, do exist in the conformal field theory, unlike in the case of a
compact boson.

[Paths that can self intersect at a vertex but not at a bond are called trails in the literature, and “bond self
avoiding models” by contrast with “site self avoiding”. The case m — 2n = 0 we consider below would correspond
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to “fully packed trails”. People have considered ordinary (dilute) trails which are in the same universality class as
dilute SAW and trails at the theta point. Those have been shown to be in the same universality class as “growing
self avoiding trails”, themselves a particular case of the trajectory of a particle moving on a lattice with random
distribution of scattering rotators. See [16, 17]. In the context of such trajectories, it has been remarked already that
when one dilutes the set of random rotators from maximum concentration C;, = Cr = 1/2 (i.e., add intersections),
the exponents change.]

5.2 Coupling constant and physical exponents of the OSP(2|2) model

We now specialize to the case of interest here, the OSP(2|2) model. The UV limit is easy to understand. We can
parametrize the supersphere

(61)% + (¢2)* + 29192 = 1 (188)
by setting
¢1 = cos¢ (1 —11h)
2 = sing (1 — 1), p=¢+2m (189)
The action then reads
S = i /dzx [(0,0)% (1 — 2¢192) + 20,01 002 — AP11p20,11 0,12 (190)

The coupling g, > 0 flows to zero at large distances. On the other hand, we can absorb it by rescaling all fields so the
action reads

S = %/d% [(0,0) (1 — 2g51h102) + 20,1010,u102 + 49011120, 01 0t (191)

where now ¢ has a different radius, ¢ = ¢ + 2—;. We see that as g, — 0 all interaction terms disappear and we get
a free boson ¢ together with a pair of free symplectic fermions 11 2. Moreover the radius of compactification goes to
infinity in that limit, so the boson ¢ appears as non compact.

This holds in the true large distance limit. At intermediate scales, we can use the RG equation for the coupling
(18]

dgos m—2n—2 , 1,
- - __ 192
dlogl or  Jo = g9 (192)
Writing more generally
dgs 2
= — 193
Tlogl — 9o (193)
we see that g, approaches its vanishing large distance value as
1 1
= = 70 + alog(l/lp) ~ alog(l/lp) (194)

Here, [ is a characteristic dimensionless scale ratio, roughly of the order of the ratio of the scale at which one is
observing the physics to the lattice cut-off. On the cylinder, [ can be identified with the width in lattice units, [ = N.
In the limit of large I, we can estimate more precisely the contribution to the spectrum coming from the boson ¢.
Recall that for a free bosonic theory where the action is normalized as S = 8% J(0,X)?* and the field compactified as
X = X + 27 R, the spectrum of dimensions [19] is
- e m2R?

A+A=r T (195)
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Matching the normalization gives R? = 47/g, in our case, and thus we expect the scaled gaps coming from the bosonic
degrees of freedom to read, at large distances :

_ e2

_ 2
A+A= TraTog(/ly) + m*malog(l/lo) (196)

In the limit [ — oo the dimensions become degenerate and the spectrum can be considered as a continuum starting
above A + A = 0. To emphasize the latter point, consider the contribution to the partition function coming from the
¢ degrees of freedom. The system is defined on a torus of periods I and I, with '/l = 7. Denote g = exp(2inT).

1 e m 2 —(e/R—m 2
Z, = %Zq( [BmR/2)%/2 gle/R—mR/2)"/2
R 1 ( 71'R2|m7'—m’|2>
S T
V2 Im 7 ny —, 2Im T
~ R 1
—— 197
R—o00  2yIm 7 nj (197)
where 7 = ¢"/?* [0, (1 — ¢") = ¢*/**P(g). Observe now that one can write :
1 oo qszq_sz
S S / L s (198)
VIm 7 nn 0 nn

which can be interpreted as an integral over a continuum of critical exponents A = A = s2. In the partition function
(197), R plays the role of the density of levels, and is proportional to the (diverging) size of the target space.

Going back to the specific case of the OSP(2]2)/OSP(1]2) model, we set & = 1/m. We get the radius R? =
41og(l/lp), and the contribution of the free boson ¢ to the spectrum is :

A (62)2 2
A+A=—""T"— log(1/1 199
with es, mo arbitrary integers. Suppose now we consider the sigma model with a combination of periodic and antiperi-
odic boundary conditions for the symplectic fermions. These get untwisted, and add to Zy4 the discrete spectrum of a
free boson at the free fermion point, which is given by equation (195) with a radius R? = 1. The quantum numbers
associated to the fermions will be denoted ey, m;. Thus we expect :

We can now compare with formula (159). It is not entirely clear how constrained the quantum numbers might be in

the lattice realization we are considering. But observe that finite scaled gaps occur for my = m_ = m and converge
to
2
m 1 1
T = 74‘ ZQ(”++n7)2+ZK(%N)("+—”7)2 (201)

When v tends to 7/2, equations (158) and (171) give the coupling constants :

!

g=1, K(W/QvN)N@

(202)
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The numerical results are compatible with A’ = 1. This suggests the identifications :

1
e1 = §(m+ +m_)=m
my = ng+n_
€2 = mny—n_
1
me = §(m+ —m_)=0

Note that the quantum numbers are (weakly) correlated : the integers mq, ea are such that (mq + e2) is even.

5.3 Interpretation of the staggered six-vertex model for v < 7/2

In preparation for the subsequent discussion, we will denote the effective (square) radius of the non compact boson by
(R2)? (equal to 4log(l/ly) for v = 7/2) and the radius of the compact boson by (R1)? (equal to 1 for v = 7/2). Away
from v = 7/2, it would be reasonable to try and interpret our results in terms of a deformation of the supersphere
sigma model. Several scenarios are a priori possible. From the numerical results, the compact direction clearly has a
modified radius which becomes : 9

(R1)? =g== (203)
As for the non compact direction, a first possibility would be to consider a constant «() in the foregoing discussion.
Although it provides reasonable results, much better fits are obtained with a radius going like log(l/ly) for v # m/2;

specifically, we find :
™

(Ra)? = T og(1/10) (204)

Note that this becomes ill-defined as 7 tends to m/2, where there is crossover to a behaviour linear in log(l/ly).

The most naive interpretation of the corresponding target space would be a torus with one period diverging like
log(1/ly) in the scaling limit. This is reminiscent of results on the sausage model [20] which is a deformation of the
usual sphere sigma model. There however, the theory instead of being massless in the IR is massless in the UV, while
the target space in that limit is asymptotically a cigar. The dependence of the cigar dimensions on the RG scale and
the anisotropy parameter are however reminiscent of ours; in particular the “long dimension” goes as the logarithm
of the RG coordinate in both cases.

Another, more suggestive interpretation, can be obtained if we consider the partition function of our model on
the torus. Set v = 7/t so (R2)? = Z2[log(l/lo)]?. Using the continuum representation (197) and reabsorbing the
t — 2 prefactor that comes from the dependence of Ry upon t into the continuously varying exponents we obtain the
partition function :

1 ll m—te)? s m+te)?
2o g > [ s e g e (205)
ni)?

e,m=—0oQ

where the proportionnality constant is a presumably non universal quantity, independent of ¢, equal appproximately
to 1/4/10. Observe now that Q(ttj;) — 4(3112) = 2 so the conformal weights can be written as well, with respect to
_2(t+1)

t—2

241 m F te)?
4+( T te)

h =
t—2 4t

(206)
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This coincides with the contribution of the continuous representations to the spectrum of the Euclidian black hole
CFT SL(2,R)/U(1) coset model [21].
It might be useful here to give some quick reminders for the spectrum of this model. The central charge for level

kis: 2k + 1)

+

= 7 207

cBH = —— (207)

Normalizable operators come in two kinds. There is the ones (delta functions normalizable) associated with the
principal continuous series j = —% + is with conformal weight :

JG+1)  (ntkw)?  S2+1 0 (n+kw)?

h=— = 208

k—2 + 4k k—2 + 4k (208)

and the ones coming from the discrete series. They have j € [%, f%] together with rules relating allowed values to

w,n. The net result is that these fields all have dimensions larger than the bottom of (208). Note that the identity
field A = 0 is not among the normalizable states, which is consistent with the fact that we do not observe (after the
obvious identification k = t) cgn in the lattice model but cpy — 24m = 2.

Of course the partition function of the Euclidian black hole theory should naively be infinite since it involves infinite
dimensional representations of SL(2). The introduction of a Liouville wall at finite distance in the target space [22]
gives a density of states p(s) o loge to leading order, which agrees with our results provided we identify ¢ =/ly, and
thus the size of the system (it would certainly be interesting to investigate the subleading behaviour, which depends
on s, in the lattice data).

Finally, we note that in [22], the sum (4.17) implies some combinatorial contraints on the descendents, which we
have not studied in the lattice model.

Note that further twisting and reduction of the vertex model gives rise to parafermionic theories, which are
themselves cosets SU(2)/U(1). It is not clear how this might be related to the identification of the untwisted vertex

model with SL(2, R)/U(1).

6 Geometrical interpretation of the critical exponents

For the OSP(m|2n) models in their Goldstone phases, the continuous spectrum of critical exponents has its origin
(like in the case of a pure non compact boson) in the existence of infinitely many operators with vanishing scaling
dimension (the powers of ¢ in the case of the non compact boson), which in itself is a consequence of the spontaneously
broken symmetry [7]. An obvious question is whether a similar interpretation exists for our model.

Some insight can be gained by considering the limit v — /2 which is related to the OSP(2]|2) model. In the
latter, exponents of the order parameter are related with geometrical correlations of the degrees of freedom carrying
lines, and therefore it is tempting to ask whether this might hold away from the limit point as well. Before discussing
this, it is important to notice that the staggered six-vertex model at v = /2 (and the equivalent 38-vertex model)
with periodic boundary conditions correspond, strictly speaking, to the model of [7, 10] where the OSP symmetry is
broken by the boundary. This is the reason why the spectrum of conformal weights contains a compact boson with
(R1)? = 1, and thus non trivial, finite exponents. Within the geometrical interpretation to be discussed below, this
will correspond to the existence of some correlators having non trivial weights, while others do behave as in [7].

Let us now be more specific. As shown in section 2.3, summing on 2 x 2 vertex blocks and choosing the right
basis, the staggered six-vertex model is equivalent to the 38-vertex model. Any lattice configuration within this model
is completely covered by polygons of three different types : oriented lines, bare thin lines and bare thick lines. The
particular point v = /2, as well as our discussion on Goldstone phases, suggests to consider geometrical correlations
associated with these lines.
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Figure 31: Some “watermelon” correlation functions. (a): no bare line, (b)-(c): one bare line, (d): one thin line and
one thick line.

6.1 Correlation functions with no thin or thick line

Consider first the watermelon correlation function (as illustrated on the figure 31) consisting of a forced even number
2r of positively-oriented lines (that is, we force 2r such lines to propagate through the system, on top of fluctuating
numbers of positively and negatively oriented lies in equal number and bare lines). The critical exponent of this
correlation function is given by the lowest-energy state in the sector with fixed total spin S = 2r and C = 1.
According to equation (159), this state is ¢ (., 0,0)- According to equation (105), this is an eigenstate of the operator
C, with eigenvalue one.

6.2 Correlation functions with one thin or thick line

Consider the correlation function consisting of a forced odd number 2r — 1 of positively-oriented lines, along with one
bare (thin or thick) line. The critical exponent of the correlation function with a thin (resp. thick) line is given by the
lowest-energy state in the sector with fixed total spin S = 2r — 1 and C' =1 (resp. C' = —1). Both states <pﬁr_1)7(0,0)
have the physical exponent x(,,_1) 0,0)- Thus, the correlation functions with one thin or thick line have the same
exponent Z(rr—1),(0,0)-

6.3 Correlation functions with one thin line and one thick line

Consider the correlation function consisting of a forced even number 27 of positively-oriented lines, along with one

thin line and one thick line. The critical exponent of this correlation function is given by the lowest-energy state in the

sector with fixed total spin S = 2r and C' = —1. This state is ‘P(_r+1,r—1),(o,0)v with physical exponent (1 ,_1),(0,0)-
In the particular case r = 0, this exponent becomes :

2(1,-1),00,0) = K(7, N) (209)

This exponent vanishes in the thermodynamic limit. So the two-leg correlation function consisting of one thin line
and one thick line belongs to the continuous subspectrum associated to the ground state.
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6.4 Interpretation

The physical interpretation we suggest for the continuum limit of the 38-vertex model is thus the following. The arrow
degrees of freedom can be treated like the usual domain boundaries for a RSOS model which renormalizes, at large
distances, to a compactified free bosonic field with radius R;. A correlation function involving a certain number S of
positively oriented lines corresponds for this bosonic field to a magnetic or vortex operator, whose physical exponent
is given by x = gS%/4.

Meanwhile, correlators involving in addition thin and thick lines as well have, in the thermodynamic limit, exponents
entirely determined from the contribution of the arrow degrees of freedom.! Thin and thick lines correspond thus to
operators with vanishing exponents and (presumably) logarithmic correlators, and behave similarly to the crossing
lines in the models of [7].

7 Conclusion, open problems

First and foremost, we believe this work puts on firm ground the existence of a continuous spectrum of critical
exponents in a model with a finite number of lattice degrees of freedom per site (link), justifying fully the conclusions
of [7, 8] .

It is truly remarkable that a proper staggering of the simple six-vertex model could give rise to such interesting
behaviour: obvious directions for future work are plenty, and include an analytic derivation of the coupling constant I,
a better understanding of the relationship with SL(2, R)/U(1), and of the effect of the various twist and truncations
necessary to produce the Potts and RSOS versions of this model.

It should also be possible to generalize the problem to some higher spin version. Some comments on Bethe equations
are in order here. Recall that the usual source term for these equations reads, in the case of spin 1/2 :

(sinh%(a - m)>N

210
sinh (o + iv) (210)

One might think of changing it through real heterogeneities A, leading to equations which have been used a great
deal in the study of massive deformations [23] :

(211)

(sinh%(a —A- z"y))N/2 (sinh%(a +A - iv))N/Q
sinh (o — A + i) sinh $(a + A + i7)

One could also think of changing it through imaginary heterogeneities. The simplest case would correspond to adding
“string heterogeneities”, i.e., for the simplest case of the two string, formally A = ivy. Clearly however half the modified
source terms cancel out, leaving :

(sinh%(a - 2iv)>N (212)

sinh 1 (o + 2iy)

1A subtle remark is in order here. Recall the conserved quantities of the 38-vertex model : the total spin and the value of operator C.
In geometrical terms, this means that the total arrow flow is conserved, whereas only the parity of the number of thick lines is conserved.
To define a correlation function with more than one thick lines within the 38-vertex partition function, it is necessary to define the transfer
matrix on a non-local Hilbert space (so that the transfer matrix keeps track of the connectivity of the thick lines). In this framework, three
interpretations are possible for the vertex a(ls). The behaviour of the correlation functions is likely to depend on the “splitting” of this
vertex into the three possible connectivities, though we believe that the behaviour is universal, in agreement with this conclusion. We did
not enter into these technicalities here, and simply described the correlation functions which are not affected by this problem.
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which is nothing but the source term for a spin one chain. In general, heterogeneities of the type p-string will lead
to the equations for the spin p/2 chain. The other natural possibility would be to add heterogeneities of the anti-
string type, ie A = iw. Up to a shift &« — a + im, this produces however the initial equations, and is well known to
simply change the Hamiltonian from ferromagnetic to antiferromagnetic. The possibility we encountered in this paper
consists in adding heterogeneitiesright in the middle of the “physical strip”, at A = imw/2. Note that the higher spin
generalization is obvious by changing iy to 2siy everywhere.

It is also fascinating that the model should interpolate between OSP(2/2) and SO(4) symmetries when 7 goes
from 7/2 to zero. This suggests the existence of a possible quantum group symmetry all along the line, which we have
unfortunately not yet been able to identify.
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