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Introduction

L'existence d'�etats intriqu�es est pr�edite par la m�ecanique quantique. C'est Schr •odinger qui,
le premier, a introduit ces �etats pr�esentant des corr�elations plus fortes que toutes les corr�ela-
tions classiques : lorsque deux parties sont intriqu�ees, on ne peut les consid�erer s�epar�ement. En
d'autres termes, un �etat intriqu�e ne peut être d�ecrit par la description de ses sous-parties, ce
qui est toujours possible en m�ecanique classique. De ce fait, une mesure sur une partie du sys-
t�eme modi�e l'�etat quantique de l'autre partie. L'aspect particuli�erement remarquable de cette
propri�et�e, qui a fortement intrigu�e Einstein, Podolsky et Rosen en 1935 [Einstein et al., 1935],
est qu'elle reste vraie même lorsque les deux parties sont distantes, et ne peuvent physique-
ment interagir. Ceci les a amen�e �a conclure que la m�ecanique quantique est fondamentalement
incompl�ete.

L'exp�erience de pens�ee propos�ee par Einstein, Podolsky et Rosen portait sur la position et
l'impulsion de deux particules mat�erielles ; cependant, c'est dans le domaine de l'optique que
les premi�eres r�eussites sont intervenues. En e�et, Bohm a reformul�e en 1951 l'exp�erience de
pens�ee pour le spin de deux particules ou la polarisation de deux photons [Bohm, 1951]. Bell
a ensuite montr�e qu'une th�eorie locale �a variables cach�ees impliquait l'existence de certaines
in�egalit�es sur les corr�elations entre mesures e�ectu�ees sur le syst�eme [Bell, 1964]. C'est pour
tenter de violer ces in�egalit�es que les premi�eres exp�eriences de production d'�etats intriqu�es ont
�et�e r�ealis�ees �a la �n des ann�ees 1970 [Fry et Thompson, 1976, Aspect et al., 1982]. Les gran-
deurs intriqu�ees �etaient les polarisations de deux photons. Par la suite, des exp�eriences plus
proches de la proposition originelle ont �et�e mises en place, avec l'intrication de quadratures
du champ �electromagn�etique (analogues des variables position et impulsion d'une particule)
[Ou et al., 1992].

On sait �a pr�esent intriquer des syst�emes mat�eriels, qu'il s'agisse d'ions [H•a�ner et al., 2005,
Leibfried et al., ], d'ensembles atomiques [Chouet al., 2005, Laurat et al., 2007] ou d'atomes
neutres [Julsgaardet al., 2001]. Certaines �equipes sont �egalement parvenues �a intriquer la lu-
mi�ere avec des ions [Blinovet al., 2004, Moehringet al., 2007].

Apr�es les exp�eriences fondatrices de g�en�eration d'�etats intriqu�es, c'est l'�etude des appli-
cations de l'intrication qui s'est d�evelopp�ee. Elles se sont en e�et r�ev�el�ees de plus en plus
nombreuses, les avanc�ees les plus remarquables ayant eu lieu dans le domaine des communica-
tions quantiques, qui utilisent le fait qu'on puisse modi�er l'�etat quantique de l'ensemble des
parties en agissant seulement sur l'une d'entre elles, c'est-�a-dire en e�ectuant des op�erations
locales.

La base des communication quantiques est donc le partage d'intrication (\entanglement
sharing" en anglais) entre les di��erentes parties. Elles s'appuient �egalement sur un certain
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nombre de processus plus �elabor�es faisant intervenir l'intrication.
Deux de ces processus-cl�e sont le transfert d'intrication et la t�el�eportation. La premi�ere

op�eration (\entanglement swapping" en anglais) consiste �a intriquer deux parties n'ayant ja-
mais interagi. Ceci est possible �a partir de deux paires intriqu�ees, en mesurant simultan�ement
une partie de chaque paire (une telle mesure est appel�ee mesure de Bell). Les deux autres par-
ties, bien que n'ayant jamais interagi, sont alors intriqu�ees [Pan et al., 1998, Jiaet al., 2004].
Quant �a la t�el�eportation, elle permet de transf�erer un �etat quantique d'un objet �a un autre
sans avoir �a mesurer cet �etat [Vaidman, 1994, Braunstein et Kimble, 1998]. Ceci est d'autant
plus int�eressant que d'apr�es l'in�egalit�e de Heisenberg, on ne peut mesurer exactement un �etat
quantique : la t�el�eportation est donc plus performante que ne l'aurait �et�e un protocole se
limitant �a des mesures classiques. De nombreuses �equipes ont fait la d�emonstration exp�eri-
mentale de la t�el�eportation, en variables discr�etes [Pan et al., 2003] ou en variables continues
[Furusawa et al., 1998, Bowenet al., 2003, Takeiet al., 2005].

Parmi les multiples applications de l'intrication, on peut encore citer le codage dense,
qui permet un taux de transfert de l'information plus important qu'en l'absence d'intrication
[Braunstein et Kimble, 2000, Li et al., 2002].

En�n, la cryptographie quantique utilise les propri�et�es de la m�ecanique quantique pour as-
surer la s�ecurit�e des protocoles de communication quantique. Certains protocoles, en particulier
celui propos�e par Ekert en 1991, s'appuient sur l'intrication [Ekert, 1991]. Dans ce protocole,
outre le partage et la mesure de paires intriqu�ees, les deux personnes qui communiquent utilisent
un th�eor�eme central en cryptographie, le th�eor�eme de non-clonage [Wootters et Zurek, 1982].
Il stipule qu'un �etat quantique ne peut être copi�e sans être alt�er�e. Ainsi, si un espion intercepte
la communication et renvoie un clone de l'�etat qu'on cherche �a transmettre, l'�etat re�cu par le
destinataire sera alt�er�e. Sur ce principe, des soci�et�es ont d�evelopp�e et proposent �a la vente des
appareils permettant de communiquer de fa�con absolument s�ecuris�ee.

Communiquer avec des �etats intriqu�es implique qu'on soit capable de les caract�eriser. Or
la g�en�eration exp�erimentale d'�etats intriqu�es s'est heurt�ee �a un probl�eme de taille : comment
prouver que l'�etat obtenu est intriqu�e ? Cette question, non r�esolue dans sa totalit�e �a l'heure
actuelle, s'est vue apporter de nombreuses r�eponses, bas�ees sur l'une ou l'autre de deux notions
essentielles : la s�eparabilit�e et les corr�elations.

Les crit�eres bas�es sur la s�eparabilit�e sont les plus nombreux et les plus utilis�es. Le principe
est le suivant : math�ematiquement, un �etat est intriqu�e si on ne peut le factoriser, c'est-�a-dire
s'il n'est pas s�eparable. Si on est capable de d�eterminer une condition n�ecessaire pour qu'un
�etat soit factorisable, tout �etat ne remplissant pas cette condition sera n�ecessairement ins�epa-
rable, et donc intriqu�e. Nous nous int�eressons dans ce m�emoire aux �etats Gaussiens en variables
continues, pour lesquels le probl�eme est r�esolu dans les cas bi-partitionn�es. Ce n'est pas le cas
pour les multi-partitions.

Le plus connu des crit�eres d'ins�eparabilit�e est le crit�ere de Peres [Peres, 1996], bas�e sur
la matrice densit�e de l'�etat, ou sa forme adapt�ee aux variables continues, qui repose sur la
matrice de covariance de l'�etat, le crit�ere de Mancini [Mancini et al., 2002] (dont un cas parti-
culier tr�es utilis�e est le crit�ere de Duan et Simon [Duan et al., 2000, Simon, 2000]). Il est tr�es
int�eressant, car pour certaines classes d'�etats, il s'agit d'une condition n�ecessaire et su�sante
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d'ins�eparabilit�e. Ceci signi�e qu'il permet de d�etecter tous les �etats intriqu�es de ces classes
d'�etat. Les t�emoins d'intrications (\entanglement witnesses"), qui d�erivent du même principe,
sont des crit�eres su�sants d'intrication [Hyllus et Eisert, 2006]. La litt�erature r�ecente fait �etat
d'un grand nombre de nouveaux crit�eres d'ins�eparabilit�e ; cependant aucune g�en�eralit�e ne se
d�egage encore pour les multi-partitions.

L'article fondateur d'Einstein, Podolsky et Rosen faisait apparâ�tre l'intrication comme une
double corr�elation, d'origine purement quantique, entre deux parties. Certains crit�eres d'intri-
cation, comme le crit�ere (su�sant) de Reid (ou crit�ere \EPR") [Reid, 1989], font �echo �a cette
autre approche, plus ph�enom�enologique.

Lorsque l'intrication est identi��ee, un probl�eme subsiste : quelle est la \qualit�e" de l'intri-
cation g�en�er�ee ? En d'autres termes, comment comparer deux �etats intriqu�es ? Utilis�es { par
exemple { dans une exp�erience de communication quantique, vont-ils donner des r�esultats �equi-
valents ? Ceci pose la question de la mesure de l'intrication ; qui est loin d'̂etre r�esolue dans
son int�egralit�e.

Aucune des di��erentes mesures d'intrication existantes ne satisfait tous les crit�eresa priori
n�ecessaires �a la validit�e d'une telle mesure. D'ailleurs, le classement induit sur les �etats di��ere
selon la mesure consid�er�ee. Si l'intrication de formation constitue une d�e�nition acceptable d'un
point de vue conceptuel [Bennettet al., 1996c], elle s'av�ere tr�es di�cile �a exprimer, et donc
�a calculer [Giedke et al., 2003]. Les n�egativit�es [Vidal et Werner, 2002] mesurent la distance
entre l'�etat et le t�emoin d'intrication ... mais d�ependent du t�emoin utilis�e, et n'ont donc pas
de valeur universelle ! Cependant, dans le cas particulier des �etats Gaussiens �a deux modes,
qui sont les �etats �etudi�es exp�erimentalement durant cette th�ese, toutes les mesures d�ebouchent
sur le même classement des �etats ; on pourra donc indi��eremment utiliser la s�eparabilit�e, la
n�egativit�e logarithmique, ou l'intrication de formation pour comparer ces �etats.

Ainsi, l'intrication (en variables continues ou non) pose encore de nombreuses questions
�a l'heure actuelle. Toutefois, la majeure partie des probl�emes ont �et�e aplanis dans le cadre
choisi pour cette �etude exp�erimentale de l'intrication : celui des �etats Gaussiens �a deux modes.
Ceci nous permet de disposer d'un grand nombre d'outils th�eoriques pour analyser les �etats
produits par le dispositif original que nous utilisons : l'Oscillateur Param�etrique Optique �a
auto-verrouillage de phase. Ce dispositif a �et�e construit au laboratoire au cours de la th�ese
de Julien Laurat, qui a pu �etudier les propri�et�es du syst�eme au-dessous et au-dessus du seuil
d'oscillation. Il a montr�e que les faisceaux g�en�er�es par le syst�eme sous le seuil sont EPR ; mais
au-dessus du seuil un fort exc�es de bruit r�esiduel sur les faisceaux n'a pas permis de d�emontrer
leur intrication. L'objectif de cette th�ese �etait donc { apr�es le d�em�enagement du laboratoire et
le remontage de l'exp�erience { de d�eterminer l'origine de cet exc�es de bruit et de le quanti�er,
puis de mettre en �uvre une solution ; ce qui a permis de mesurer e�ectivement des faisceaux
EPR au-dessus du seuil. Nous nous sommes �egalement orient�es vers la production d'autres
�etats quantiques de la lumi�ere, plus complexes, ou s'appuyant sur d'autres variables continues
que les quadratures du champ.

Dans une premi�ere partie de ce manuscrit, les aspects th�eoriques de l'optique quantique
utiles �a la compr�ehension des exp�eriences sont d�evelopp�es : la notion de variables continues
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est rappel�ee et d�etaill�ee, ainsi que l'in�egalit�e de Heisenberg et les propri�et�es de uctuations
des champs qui en d�ecoulent : la compression de bruit et l'intrication, notion centrale de cette
th�ese. Le second chapitre reprend les principaux r�esultats d'un formalisme math�ematique puis-
sant, reposant sur l'alg�ebre symplectique ; et les notions d'optique quantique pr�ec�edemment
d�e�nies sont exprim�ees dans le cadre de ce formalisme. La question des mesures d'intrication
est �egalement discut�ee. En�n, un dernier chapitre aborde di��erentes techniques exp�erimentales
permettant de g�en�erer des �etats non classiques en variables continues ; et en particulier le dis-
positif exploit�e au cours de cette th�ese : l'Oscillateur Param�etrique Optique auto-verrouill�e en
phase.

La seconde partie est consacr�ee aux aspects exp�erimentaux. Le premier chapitre pr�esente
une description approfondie de l'ensemble de l'exp�erience, ainsi que les diverses techniques ex-
p�erimentales permettant de produire et d'analyser les �etats quantiques. Les r�esultats obtenus
au-dessous puis au-dessus du seuil sont ensuite d�etaill�es.

En�n une derni�ere partie propose un nouveau dispositif, un Oscillateur Param�etrique Op-
tique auto-verrouill�e en phase �a deux cristaux. Les calculs men�es montrent que ce dispositif
g�en�ere des faisceaux intriqu�es en polarisation et non plus en quadratures. Ceci est un premier
pas vers la g�en�eration d'autres �etat intriqu�es : intrication entre plus de deux �etats, intrication
\transf�erable" aux atomes, etc.



Partie I

Propri�et�es quantiques de la lumi�ere en variables
continues {
Oscillateur param�etrique optique �a auto-verrouillage
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A Introduction

Dans cette partie sont pr�esent�es les aspects les plus utiles pour l'exp�erimentateur des va-
riables continues en optique quantique. Apr�es avoir introduit la notion de variables continues
en m�ecanique quantique, on s'int�eressera plus particuli�erement au cas de l'optique. On intro-
duira l'in�egalit�e de Heisenberg, et ses cons�equences sur les uctuations quantiques du champ
�electromagn�etique. La repr�esentation de ces uctuations dans le plan de Fresnel permettra tout
au long de cette th�ese une illustration des notions et r�esultats importants. En�n on abordera
le probl�eme des corr�elations quantiques, d'abord entre une quadrature de chaque mode, puis
entre les deux quadratures de chaque mode, �a l'origine du d�ebat soulev�e en 1935 par l'ar-
ticle EPR (pour un syst�eme de deux particules, probl�eme analogue �a celui de deux modes du
champ). Quelques crit�eres permettant de distinguer les di��erents types de corr�elations seront
d�ecrits (une �etude plus d�etaill�ee sera men�ee dans le chapitre 2). On soulignera en�n le lien
�etroit existant entre intrication et r�eduction de bruit.

B Variables continues en m�ecanique quantique

La description habituelle des syst�emes quantiques est la description de Von Neumann, o�u
chaque op�eration physique sur un �etat est d�ecrite par un op�erateur. On peut distinguer deux
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types d'op�erateurs : ceux dont le spectre est discret (�eventuellement in�ni), et ceux dont le
spectre est continu.

Du fait de leur simplicit�e conceptuelle, les syst�emes discrets ont �et�e exp�erimentalement
les premiers �etudi�es. Les syst�emes �a deux �etats sont les plus simples, et ont d�ebouch�e (entre
autres) sur le calcul quantique avec des qubits. En particulier, un des exemples les plus utilis�es
en optique est l'�etat de polarisation d'un photon unique, qui peut s'exprimer comme combinai-

son lin�eaire des polarisations horizontale et verticale :j i =
1

p
jcV j2 + jcH j2

(cV jV i + cH jH i )

o�u ( cV ; cH ) 2 C2. C'est cet �etat (ou son analogue pour le spin) qu'a utilis�e Bohm pour \tra-
duire" en termes de variables discr�etes l'exp�erience de pens�ee de Einstein, Podolsky et Rosen

[Bohm, 1951, Einsteinet al., 1935]. Par exemple, l'�etat j� + i =
1

p
2

(jV Vi + jH H i ) est un �etat

intriqu�e de deux photons. De nombreux probl�emes en physique atomique se r�eduisent �egale-
ment �a l'�etude de syst�emes �a 2 niveaux (ou quelques niveaux tout au plus).

Plus r�ecemment, l'information quantique s'est int�eress�ee aux variables �a spectre continu.
Ces variables sonta priori beaucoup plus riches que les variables discr�etes. Le premier exemple
de telles variables en m�ecanique quantique sont la position et l'impulsion d'une particule, dont
l'analogue en optique quantique sont les composantes de quadrature conjugu�ees d'un mode du
champ �electromagn�etique. Cette analogie r�esulte directement de la quanti�cation du champ, qui
permet de d�ecrire un mode comme un oscillateur harmonique quantique [Grynberget al., 1997,
Fabre, 1997].

On consid�ere un mode du champ �electromagn�etique, correspondant �a une onde plane de
polarisation et de direction �x�ees, de pulsation ! . En physique classique, le champ �electrique
associ�e peut s'�ecrire :

E (t) = E0 cos(!t + ' ) = EP cos(!t ) + EQ sin(!t ) (1.1)

E0 et ' sont respectivement l'amplitude et la phase de l'onde.EP et EQ sont les amplitudes
des deux quadratures du champ dans le rep�ere de Fresnel. On notera que pour une description
en termes de quadratures, comme pour une description en termes de phase et amplitude, il est
n�ecessaire de �xer l'origine des phases (ou de choisir la base dans le plan de Fresnel). Dans
le cadre d'une description quantique, le champ �electrique se d�e�nit �a partir des op�erateurs de
cr�eation et d'annihilation de photon :

Ê (t) = E0(â e� { !t + ây e{ !t ) � E0(P̂ cos(!t ) + Q̂ sin(!t )) (1.2)

o�u E0 est une constante de normalisation qui correspond au champ �electrique associ�e �a un
photon.

Ainsi, les op�erateurs de quadraturesP̂ et Q̂ s'expriment :

P̂ = â + ây (1.3a)

Q̂ = � {
�

â � ây
�

(1.3b)

L'int�erêt des variables continues par rapport aux variables discr�etes est double. En e�et, si
les concepts th�eoriques sont plus di�ciles �a manipuler, les syst�emes exp�erimentaux sont plus



C. Relations de commutation { In�egalit�e de Heisenberg 9

simples �a mettre en �uvre : un faisceau lumineux est directement obtenu �a la sortie d'un
laser, tandis que la production de photons uniques est encore �a l'heure actuelle l'objet �a part
enti�ere de certaines exp�eriences. Les techniques de mesure sont elles aussi nettement moins
complexes et moins coûteuses. Par ailleurs, les possibilit�es o�ertes �a l'optique quantique en
variables continues sont tr�es riches (d�ebit plus important, instruments de mesure plus pr�ecis
et donc plus sensibles, ...).

C Relations de commutation { In�egalit�e de Heisenberg

�A partir de la relation de commutation entre les op�erateurs cr�eation et annihilation :

[â; ây] = 1 (1.4)

et de la d�e�nition des op�erateurs de quadratures (1.3), on peut facilement montrer que ces
derniers v�eri�ent la même relation de commutation canonique que les op�erateur position et
impulsion d'une particule :

[P̂ ; Q̂] = 2 { 1 (1.5)

L'ensemble des propri�et�es quantiques du champ d�ecoule de cette relation de commutation.
En particulier, elle impose une limite inf�erieure au produit des variances des deux variables
conjugu�ees ; c'est l'in�egalit�e de Heisenberg :

(� P̂ )2 : (� Q̂)2 � 1 (1.6)

o�u, pour un op�erateur Ŷ , � Ŷ =
q

hŶ 2i � h Ŷ i 2. (� Ŷ )2 d�esigne sa variance.
Ainsi, on ne peut pr�edire avec une pr�ecision in�nie le r�esultat de la mesure simultan�ee

des deux composantes de quadratures : leurs uctuations constituent le bruit quantique de la
lumi�ere, bruit intrins�eque �a la nature quantique de la lumi�ere, qui subsiste lorsque toutes les
autres sources de bruit ont disparu.

On peut �egalement d�eduire de ces relations le lien entre le nombre de photons (repr�esent�e
par l'op�erateur nombre N̂ = âyâ), dont d�epend directement l'intensit�e du champ, et les qua-
dratures :

P̂2 + Q̂2 = N̂ +
1
2

(1.7)

Comme on l'a d�ej�a mentionn�e, le choix des composantes de quadratures est arbitraire, et
correspond �a un choix de l'origine des phases dans le plan de Fresnel. Une fois le choix e�ectu�e,
on peut s'int�eresser �a un couple de composantes de quadratures conjugu�ees tourn�e de� par
rapport aux quadratures de r�ef�erence :

P̂ (� ) = â e� { � + ây e{ � (1.8a)

Q̂(� ) = � {
�

â e� { � � ây e{ �
�

(1.8b)
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Tout couple de quadratures conjugu�ees v�eri�e la relation de commutation (1.5). Notons que

Q̂(� ) = P̂
�

� +
�
2

�
.

Lorsque la valeur moyenne du champ �etudi�e est non nulle, il existe un couple de quadratures
particulier : les quadratures d�e�nies par � = ' , o�u ' est la phase du champ, correspondent
respectivement aux quadratures d'amplitude et de phase du champ.

D Fluctuations du champ

D.1 �Etat vide { �Etat coh�erent

Un �etat particulier est le vide, pour lequel toutes les composantes de quadrature pr�esentent
la même variance de bruit :

(� P̂vac)2 = (� Q̂vac)2 = 1 (1.9)

Cet �etat d�e�nit ainsi une r�ef�erence pour les uctuations, qu'on appellera par la suite \limite
quantique standard" ou \bruit quantique standard". Ces uctuations correspondent aux uc-
tuations d'un oscillateur mat�eriel au repos autour de sa position d'�equilibre. Cette r�ef�erence a
longtemps �et�e consid�er�ee comme une limite infranchissable { on sait aujourd'hui que ce n'est
pas tout-�a-fait exact.

L'�etat quantique dont les propri�et�es sont les plus proches de celles d'un champ classique
est obtenu en superposant �a ce dernier les uctuations du vide. De tels �etats, introduits par
Glauber en 1963 [Glauber, 1963, Glauber, 1965], sont appel�es �etats coh�erents. Le vide est donc
un �etat coh�erent de valeur moyenne nulle, c'est-�a-dire dont le nombre moyen de photons est
nul. Les �etats coh�erents sont not�es j� i , et ils sont vecteurs propres de l'op�erateur annihilation
pour la valeur propre � :

â j� i = � j� i (1.10)

D.2 Bruit quantique de la lumi�ere

Il est possible de donner une image simple en termes corpusculaire des uctuations d'inten-
sit�e du champ dues �a la nature quantique de la lumi�ere, qui sont appel�ees \bruit de grenaille"
(\shot noise"en anglais). En e�et, la lumi�ere\classique"(assimil�ee �a un �etat coh�erent) est consti-
tu�ee de photons, qui sont r�epartis al�eatoirement dans le temps au sein du faisceau, suivant une
distribution Poissonnienne1. Lorsque les photons arrivent sur un d�etecteur (par exemple une
photodiode), si ce dernier est su�samment rapide, il va d�etecter des uctuations autour de la
valeur moyenne de l'intensit�e, dues �a l'arriv�ee pendant le temps d'int�egration du d�etecteur d'un
nombre de photons plus ou moins important (cf. Fig. 1.1). Le bruit de grenaille de la lumi�ere
est ainsi l'analogue optique du bruit que ferait un jet de sable frappant une plaque m�etallique.

On a vu que la quanti�cation du champ en quadratures conjugu�ees s'appuie sur la repr�esen-
tation de Fresnel du champ �electromagn�etique. Pour cette raison, une repr�esentation courante
du bruit quantique consiste �a superposer dans le plan de Fresnel un champ classique et ses

1. On peut montrer �a partir de (1.10) que (� N̂ )2 = hN̂ i o�u N̂ = ây â est l'op�erateur nombre.
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Fig. 1.1: Image corpusculaire du bruit d'intensit�e d'un faisceau lumineux

uctuations ( cf. Fig. 1.2). Le champ classique est repr�esent�e { comme �a l'habitude { par un
vecteur dont la norme donne l'amplitude, et l'angle par rapport �a la quadrature de r�ef�erence
donne la phase. La nature quantique de la lumi�ere fait apparâ�tre des uctuations du champ
autour de cette valeur moyenne : la pointe du vecteur devient une notion vide de sens. Simple-
ment, lorsqu'on e�ectue un grand nombre de mesures de la quadraturêP, on va pouvoir �etablir
un histogramme des valeurs obtenues, ce qui donne une distribution Gaussienne de variance
(� P̂ )2. Il en est de même pourQ̂ (ou pour tout autre quadrature mesur�ee). On sch�ematise ces
distributions par une surface, le contour de cette surface �etant tel que la distance �a la position
moyenne de la pointe du vecteur donne la variance de bruit pour chaque quadrature. Dans le
cas d'un �etat coh�erent, o�u la variance de bruit pour toutes les quadratures est �egale �a celle du
vide, ce contour est un disque de rayon 1.

(a) Champ classique (b) Histogramme des valeurs me-
sur�ees

(c) Sch�ematisation du bruit
quantique du champ

Fig. 1.2: Repr�esentations de Fresnel du champ �electromagn�etique

D.3 �Etat comprim�e du rayonnement

Si la relation d'incertitude d�e�nit une borne inf�erieure pour le produit des variances de
deux quadratures conjugu�ees, elle n'impose aucune contrainte sur les variances individuelles.
Ainsi, des �etats pour lesquels la sym�etrie entre les variances des deux quadratures serait bris�ee
ne sont pas interdits. La variance de l'une des quadratures peut ainsi devenir plus petite que
la limite quantique standard, �a condition que la variance de la quadrature conjugu�ee augmente
proportionnellement.
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De tels �etats \comprim�es" (\squeezed states"en anglais) sont repr�esent�es dans le diagramme
de Fresnel par un champ dont la zone de uctuations prend la forme d'une ellipse. La direction
du petit axe de l'ellipse indique celle de la quadrature la plus comprim�ee (cf. Fig. 1.3).

(a) Compression du bruit d'in-
tensit�e

(b) Compression du bruit de
phase

(c) Compression du bruit suivant
une quadrature quelconque

Fig. 1.3: Repr�esentation de Fresnel d'�etats comprim�es selon di��erentes quadratures

On peut �a nouveau proposer une repr�esentation corpusculaire d'un tel �etat dans le cas
d'une compression du bruit d'intensit�e. Il s'agit d'un faisceau lumineux dont la distribution
temporelle des photons serait plus r�eguli�ere qu'une distribution Poissonnienne { les photons
seraient mieux \rang�es" ( cf. Fig. 1.4).

Fig. 1.4: Image corpusculaire d'un faisceau parfaitement comprim�e en intensit�e

Cette image corpusculaire explique �egalement la grande fragilit�e des �etats comprim�es vis-�a-
vis des pertes. En e�et, toute perte (absorption, r�eexion partielle, mauvaise e�cacit�e de
d�etection) pr�el�eve al�eatoirement des photons, et tend donc �a rendre �a la distribution statistique
son caract�ere Poissonnien (cf. Fig. 1.5).

D.4 Lin�earisation des uctuations

On peut toujours �ecrire un op�erateur Ŷ d�ecrivant le champ ( Ŷ = â; ây; P̂ ; Q̂; :::) comme
la somme de sa valeur moyenne et de ses uctuations :

Ŷ = hŶ i + � Ŷ (1.11)
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Fig. 1.5: Image corpusculaire de l'e�et d'une lame 50/50 sur un faisceau parfaitement comprim�e
en intensit�e

Dans toute la suite, on fera l'approximation que les valeurs prises par les modules des �el�ements
de matrice de � Ŷ sont tr�es petites 2 devant jhŶ ij . Dans ce cas, on pourra n�egliger tous les
moments d'ordre sup�erieur ou �egal �a 3 des uctuations.

Il est int�eressant de remarquer que dans le cas de faisceaux Gaussiens (qui sont d�e�nis
au x2.B.2), les moments d'ordre impair �etant tous nuls, on ne n�eglige ainsi que les moments
d'ordre 4 ou plus.

D.5 Mesure des uctuations du champ

Avec le d�eveloppement de l'informatique, il est devenu ais�e de faire l'acquisition en temps
r�eel d'une s�equence de mesure, ce qui donne acc�es directement aux uctuations instantan�ees
� Ŷ . Cependant, l'ensemble des mesures r�ealis�ees dans cette th�ese ont consist�e �a mesurer (avec
un analyseur de spectre par exemple) la variance de ces uctuations, normalis�ee au bruit
quantique standard (�egalement appel�ee, dans le cas du bruit d'intensit�e, \facteur de Fano") :

(� Ŷ )2 = h(� Ŷ )2i = F(Ŷ ) (1.12)

2. Dans le cas d'un champ vide, cette approximation n'est �evidemment pas v�eri��ee. Cependant, toutes les
mesures sont e�ectu�ees �a l'aide d'une d�etection homodyne, utilisant un oscillateur local, qui est toujours plus
intense que les uctuations du champ.
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Une variance normalis�ee inf�erieure �a 1 correspond �a un �etat comprim�e suivant cette quadrature.

E Corr�elations quantiques en variables continues

La section pr�ec�edente s'int�eressait aux propri�et�es quantiques des uctuations d'un seul
mode du champ, cette partie s'int�eresse aux uctuations de deux modes3. En e�et, en consi-
d�erant deux modes, on peut envisager la possibilit�e que les uctuations d'une quadrature d'un
mode et celles d'une quadrature de l'autre mode soient corr�el�ees. Ces corr�elations quantiques
peuvent atteindre di��erents degr�es, que cette section a pour but de d�ecrire, ainsi que les crit�eres
permettant de les d�etecter.

E.1 Corr�elations entre une quadrature de chaque mode

a) Faisceaux jumeaux : crit�ere de gemellit�e

On consid�ere deux modesA1 et A2 pouvant être s�epar�es spatialement. On s'int�eresse �a
une quadrature Ŷ1 quelconque du modeA1, et une quadrature Ẑ2 quelconque du modeA2. La
mesure simultan�ee des uctuations pour une quadrature de chaque mode permet d'acc�eder �a
la corr�elation normalis�ee, d�e�nie par :

C12(Ŷ1; Ẑ2) =
h� Ŷ1� Ẑ2i

q
(� Ŷ1)2 (� Ẑ2)2

(1.13)

Cette grandeur varie entre � 1 (anti-corr�elations parfaites) et 1 (corr�elations parfaites).
La m�ethode la plus simple pour produire des faisceaux corr�el�es consiste �a envoyer un faisceau

\classique" sur une lame 50/50 (cf. Fig. 1.6).

Fig. 1.6: S�eparation d'un faisceau en deux �a l'aide d'une lame 50/50

Un calcul simple, tenant compte du mode vide entrant par la seconde voie de la lame, fournit
l'expression de la corr�elation des deux faisceaux de sortie (on consid�ere cette fois-ci la même

3. Dans cette th�ese, le terme de \mode" d�esignera un faisceau lumineux pouvant être exploit�e (c'est-�a-dire
mesur�e, s�epar�e spatialement, ou tout simplement sur lequel on peut agir) individuellement. On pourra ainsi
distinguer des modes de fr�equences di��erentes, de polarisations di��erentes, ou simplement s�epar�es spatialement.



E. Corr�elations quantiques en variables continues 15

quadrature Ŷ pour les deux modes sortants, et �egalement pour le mode entrant) :

C12(Ŷ1; Ŷ2) =
(� Ŷin )2 � 1

(� Ŷin )2 + 1
(1.14)

Lorsque (� Ŷin )2 tend vers l'in�ni, c'est-�a-dire lorsque le bruit du mode vide peut être n�e-
glig�e devant le bruit du faisceau entrant, le facteur C12(Ŷ1; Ŷ2) tend vers 1 : un faisceau tr�es
bruit�e divis�e par une lame 50/50 donne deux faisceaux tr�es fortement corr�el�es. Une corr�ela-
tion C12(Ŷ1; Ŷ2) proche de 1 n'est donc pas n�ecessairement le signe d'une corr�elation d'origine
quantique. Dans l'exemple pr�ec�edent, c'est même l'inverse, puisqu'elle traduit le fait que les
uctuations quantiques (du vide entrant) peuvent être n�eglig�ees devant le bruit classique !

Il est donc n�ecessaire de mettre en place un crit�ere plus adapt�e, permettant de d�eterminer si
les corr�elations observ�ees sont ou non d'origine quantique : la g�emellit�e [Treps et Fabre, 2005].
Le principe est d'utiliser une op�eration lin�eaire passive, qui transforme la corr�elation entre A1

et A2 en compression sur l'un des champsAa et Ab en sortie de cette op�eration. Dans le cas
de deux faisceaux de même fr�equence, l'op�eration lin�eaire passive �a e�ectuer est simplement
l'op�eration "lame s�eparatrice", qui consiste �a combiner les deux faisceaux sur une lame de trans-
mittivit�e t et de r�eectivit�e r { r et t �etant des param�etres ajustables (cf. Fig. 1.7). Les phases
des champsA1 et A2 sont ajust�ees de telle sorte qu'on m�elange les quadratureŝY1 et Ẑ2.

Fig. 1.7: M�elange de deux champs �a l'aide d'une lame s�eparatrice

On consid�ere les uctuations de la quadrature X̂ a du champ Aa = r A 1 + t A 2 :

� X̂ a = r � Ŷ1 + t � Ẑ2 (1.15)

On choisit les param�etres r et t de telle sorte que la varianceh(� X̂ a)2i soit minimale. Si ce
bruit minimal sur le faisceau Aa est inf�erieur au bruit quantique standard, n�ecessairement les
corr�elations entre A1 et A2 ne peuvent être d�ecrites que par un mod�ele totalement quantique.
La d�e�nition de la g�emellit�e traduit ce crit�ere ; c'est la variance minimale de Ŷa :

G= (� X̂ a)2
�
�
�
min

= h(� X̂ a)2i
�
�
�
min

(1.16)

On peut montrer que :

G=
(� Ŷ1)2 + (� Ẑ2)2

2
�

vu
u
t

�
C12(Ŷ1; Ẑ2)

� 2
(� Ŷ1)2 (� Ẑ2)2 +

 
(� Ŷ1)2 � (� Ẑ2)2

2

! 2

(1.17)
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Le crit�ere de g�emellit�e s'�ecrit donc :

G< 1
) Il est impossible de d�ecrire classiquement les corr�elations entreA1 et A2:

(1.18)

Un cas int�eressant est celui o�u les deux faisceaux sont sym�etriques4, et o�u on s'int�eresse
�a la même quadrature Ŷ des modesA1 et A2 de sorte que (� Ŷ1)2 = (� Ŷ2)2 = (� Ŷ )2. La
g�emellit�e a alors une expression tr�es simple :

G= (� Ŷ )2
�

1 �
�
�
�C12(Ŷ1; Ŷ2)

�
�
�
�

(1.19)

Les param�etres r et t doivent être pris �egaux : r = t =
1

p
2

, de sorte que :

G=
h(� Ŷ1 � � Ŷ2)2i

2
(1.20)

qui n'est autre que le bruit normalis�e sur la di��erence des uctuations des deux champs ; mesure
qui peut être ais�ement r�ealis�ee. Si de tels faisceaux v�eri�ent G< 1, ils sont dits \jumeaux".

b) Crit�ere de corr�elation QND

Ce second niveau de corr�elations quantiques, toujours entre une quadrature de chaque
champ, est associ�e �a la notion de mesure quantique non destructive (QND). Le principe de
cette mesure est le suivant. Soient deux champsA1 et A2 dont les quadratures Ŷ1 et Ẑ2 sont
parfaitement corr�el�ees. On ne peut mesurer Ŷ1 sans d�etruire { ou tout au moins perturber {
le champ A1. En revanche, les deux quadratures �etant parfaitement corr�el�ees, ceci permet de
connâ�tre pr�ecis�ement le r�esultat de la mesure de Ẑ2 sans avoir eu �a mesurerA2, et donc sans
l'avoir d�etruit. La mesure e�ectu�ee sur A1 est ainsi une mesure QND surA2.

De nombreuses �etudes ont �et�e consacr�ees aux mesures QND, ainsi qu'aux crit�eres qui y
sont associ�es [Rochet al., 1997, Grangieret al., 1992, Grangieret al., 1998]. La mesure QND
est consid�er�ee comme e�ective lorsque la mesure dêY1 fournit su�samment d'informations
sur les uctuations instantan�ees � Ẑ2 pour corriger Ẑ2 de ses uctuations { via par exemple
une boucle de r�etroaction { et transformer A2 en un �etat comprim�e. Ce crit�ere s'exprime en
fonction de la variance conditionnelleVc(Ẑ2jŶ1), qui correspond �a la variance des uctuations
du mode 2 connaissant celles du mode 1. D'apr�es la d�e�nition pr�ec�edemment donn�ee, la mesure
est QND lorsque la variance conditionnelle est inf�erieure �a 1 :

Vc(Ẑ2jŶ1) = (� Ŷ1)2 �
h� Ŷ1�Z 2i 2

(� Ẑ2)2
< 1

) On peut r�eduire les uctuations de Ẑ2 sous la limite
quantique standard grâce �a la mesure deŶ1:

(1.21)

Pour deux modes de même valeur moyenne et de même facteur de Fano, et dont on consid�ere
la même quadratureY , les variances conditionnellesVc(Ŷ2jŶ1) et Vc(Ŷ1jŶ2) sont �egales et not�ees

4. Deux �etats sont dits sym�etriques s'ils sont invariants par permutation des deux parties. Ici il s'agira donc
de faisceaux ayant la même valeur moyenne et la même variance de bruit.
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Vc(Ŷ ). On peut alors r�e�ecrire cette grandeur en fonction de la variance de bruit normalis�ee
(� Ŷ )2 et de la gemellit�e G, et ainsi exprimer plus simplement le crit�ere de corr�elation QND :

Vc(Ŷ ) = 2 G�
G2

(� Ŷ )2
< 1 (1.22)

D'apr�es l'expression de Vc(Ŷ ) en fonction de la gemellit�e :

G� Vc(Ŷ ) � 2G (1.23)

Tous les faisceaux qui v�eri�ent le crit�ere de corr�elation QND sont donc jumeaux ; la r�eciproque
n'est pas vraie et d�epend du bruit individuel. Par ailleurs, une gemellit�e inf�erieure �a 0 ;5 assure
toujours une corr�elation QND.

E.2 Double corr�elation

On s'int�eresse �a pr�esent au cas d'une double corr�elation : chacun des deux modes poss�edant
deux quadratures, on peut envisager le cas o�u il existe des corr�elations entre les quadratureŝP1

et P̂2 d'une part, et entre les quadraturesQ̂1 et Q̂2 d'autre part. Ce sont des corr�elations de ce
type qui ont amen�e Einstein, Podolsky et Rosen �a poser le probl�eme souvent appel�e \paradoxe
EPR" 5. En outre, selon Schr•odinger, il s'agit du trait de la m�ecanique quantique qui l'�eloigne
le plus de la m�ecanique classique.

a) Le paradoxe EPR

En 1935, dans un article intitul�e \Can quantum mechanical description of physical reality
be considered complete ?", Einstein, Podolsky et Rosen pr�esent�erent ce qu'ils pensaient être une
insu�sance de la m�ecanique quantique, et qui s'est par la suite r�ev�el�e être l'un de ses aspects
les plus riches [Einsteinet al., 1935].

Cet article d�e�nit tout d'abord le concept de r�ealit�e physique : si on peut, sans perturber un
syst�eme, pr�edire avec certitude une de ses grandeurs physiques, il existe un �el�ement de r�ealit�e
physique associ�e �a cette quantit�e. On consid�ere alors deux particules 1 et 2 s�epar�ees spatiale-
ment, et on d�e�nit pour chacune d'elles les op�erateurs position et impulsion associ�es (X̂ 1; P̂1)
et (X̂ 2; P̂2). Position et impulsion de chaque particule ne commutent pas, et les observables
associ�ees ne peuvent donc être connues simultan�ement avec une pr�ecision in�nie. En revanche,
somme et di��erence de ces op�erateurs commutent :

[P̂1 � P̂2; Q̂1 + Q̂2] = 0 (1.24)

La m�ecanique quantique pr�edit donc qu'il est possible de cr�eer des �etats �a deux particules pour
lesquels les positions sont parfaitement corr�el�ees et les impulsions parfaitement anti-corr�el�ees,
quelle que soit la distance qui les s�epare.

Ainsi, en raison de leur corr�elation, une mesure de la position de la particule 1 donne avec
certitude la position de la particule 2 sans qu'il y ait interaction physique entre les deux par-
ticules. Par cons�equent, la pr�ediction de la position de la particule 2 n'a pas perturb�e cette

5. Pour une explication plus d�etaill�ee du paradoxe EPR, le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Aspect, 2002].
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derni�ere. Il doit donc exister un �el�ement de r�ealit�e physique associ�e �a la seule particule 2 concer-
nant cette grandeur, c'est-�a-dire une valeur pr�e-d�etermin�ee pour sa position. On peut mener
un raisonnement analogue en supposant qu'on mesure cette fois l'impulsion de la particule
1. Ainsi l'impulsion de la particule 2 doit elle aussi être pr�e-d�etermin�ee. Ceci implique donc
que position et impulsion de la particule 2 sont pr�e-d�etermin�ees (la particule ne peut pr�evoir
quelle mesure sera e�ectu�ee !), ce qui est contraire aux fondements de la m�ecanique quantique
puisque X̂ 2 et P̂2 ne commutent pas. Einstein, Podolsky et Rosen en concluent que la m�eca-
nique quantique ne donne qu'une description incompl�ete de l'�etat d'une particule, soulignant
ainsi les probl�emes soulev�es par la m�ecanique quantique pour les tenants d'une vision r�ealiste
et locale du monde physique.

Ainsi, �a l'origine, le paradoxe EPR { des initiales de ses \d�ecouvreurs" { �etait formul�e en
termes de variables continues. C'est cependant sa forme discr�ete { Bohm reformula le paradoxe
pour le spin de deux particules ou la polarisation de deux photons [Bohm, 1951] { qui permet-
tra �a Bell d'aller plus loin, et d'�etablir une in�egalit�e dont la violation �eliminerait toute th�eorie
r�ealiste et locale 6 [Bell, 1964]. Sur cette proposition, des exp�eriences montrant des violations de
plus en plus importantes des in�egalit�es de Bell ont �et�e mises en place, depuis les exp�eriences fon-
datrices de Fry et Aspect [Fry et Thompson, 1976, Aspectet al., 1982] jusqu'aux exp�eriences
les plus r�ecentes avec une violation de plus de 30 d�eviations standard [Weihset al., 1998].

Dans le domaine des variables continues, c'est avec la lumi�ere que les premi�eres proposition
d'exp�eriences ont �et�e formul�ees [Reid et Drummond, 1988, Reid, 1989] (pour des raisons de
simplicit�e exp�erimentale). En e�et, comme on l'a soulign�e pr�ec�edemment, on peut faire une
totale analogie entre les quadratures du champ �electromagn�etique et les variables position et
impulsion d'une particule. On peut ainsi �enoncer le paradoxe EPR de mani�ere �equivalente en
consid�erant deux modes du champ dont les composantes de quadratures sont corr�el�ees pour
les unes et anti-corr�el�ees pour les autres (cf. Fig. 1.8).

b) Crit�ere EPR en variables continues

Ce crit�ere a �et�e d�evelopp�e par Reid, et il s'appuie sur des consid�erations tr�es proches de
celles d�evelopp�ees pour le crit�ere QND [Reid, 1989]. En e�et, on parle de corr�elations EPR si,
�a partir d'une mesure sur un syst�eme, on peut d�eduire la valeur d'une observable d'un second
syst�eme s�epar�e spatialement du premier { et ce pour deux quadratures orthogonales, et non
plus une seule comme dans les mesures QND.

Consid�erons deux modesA1 et A2, tels que leurs composantes de quadratureŝP1 et P̂2

sont corr�el�ees, et Q̂1 et Q̂2 sont anti-corr�el�ees. Les erreurs sur la pr�ediction des composantes de
quadratures deA2 par mesure deA1 sont donn�ees par les variances conditionnellesVc(P̂2jP̂1)

6. Il est important de souligner que \paradoxe EPR" et \in�egalit�es de Bell" sont deux choses di��erentes :
Einstein, Podolsky et Rosen ont simplement constat�e que la m�ecanique quantique pr�evoyait des corr�elations
entre 2 variables conjugu�ees. Bell a tent�e d'expliquer ces corr�elations par une th�eorie �a variables locales cach�ees ;
ce qui impliquait certaines in�egalit�es. En particulier, les faisceaux \EPR" g�en�er�es au cours de cette th�ese ne
violent en aucun cas les in�egalit�es de Bell, car le simple fait que les faisceaux soient Gaussiens constitue une
possible variable cach�ee [Treps et Fabre, 2005].
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Fig. 1.8: Exemple de faisceaux EPR id�eaux : les uctuations d'intensit�e �I sont parfaitement
corr�el�ees et les uctuations de phase �� sont parfaitement anti-corr�el�ees.

et Vc(Q̂2jQ̂1). Le crit�ere de corr�elations EPR 7 s'�ecrit :

Vc(P̂2jP̂1) : Vc(Q̂2jQ̂1) < 1
) Les corr�elations entre A1 et A2 sont de type EPR.

(1.25)

La v�eri�cation de ce crit�ere implique que l'une au moins des variances conditionnelles est
inf�erieure �a 1 : des �etats EPR v�eri�ent n�ecessairement le crit�ere de corr�elation QND.

Pour des faisceaux sym�etriques, d'apr�es l'�equation (1.19), on peut d�e�nir la g�emellit�e G(P̂ )
qui �evalue les corr�elations quantiques entre les quadraturesP̂1 et P̂2. On d�e�nit �egalement la
g�emellit�e G(Q̂) qui �evalue les anti-corr�elations entre les quadratures orthogonalesQ̂1 et Q̂2. En
notant (� P̂ )2 et (� Q̂)2 les variances de bruit normalis�ees des quadratures des champsA1 et
A2, on peut r�e�ecrire 8 le crit�ere (1.25) :

 

2G(P̂ ) �
[G(P̂ )]2

(� P̂ )2

!  

2G(Q̂) �
[G(Q̂)]2

(� Q̂)2

!

< 1 (1.26)

c) Crit�ere d'ins�eparabilit�e

Le crit�ere de corr�elations EPR est fond�e sur l'exp�erience de pens�ee d'Einstein, Podolsky et
Rosen, qui est elle-même bas�ee sur la notion de particule (c'est-�a-dire d'objet quantique). Mais
il est �egalement possible de r�e�echir aux corr�elations quantiques en termes de matrice densit�e
(c'est-�a-dire d' �etat quantique), ce qui m�ene �a la d�e�nition de la notion de s�eparabilit�e.

7. On parle souvent d'une violation apparente de l'in�egalit�e de Heisenberg. Mais celle-ci, qui s'�ecrit
V(P̂i ) : V(Q̂i ) � 1 pour le mode i , reste bien sûr v�eri��ee !

8. En remarquant que, quelle que soit la quadrature Ŷ consid�er�ee, on a 2 G(Ŷ ) �
[G(Ŷ )]2

(� Ŷ )2)
� 2G(Ŷ ), on trouve

parfois dans la litt�erature [Mancini et al., 2002] une forme plus simple d'utilisation { mais plus restrictive ! { du

crit�ere EPR : si G(P̂ ):G(Q̂) <
1
4

, alors les faisceaux sont EPR.
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On consid�ere un syst�eme �a deux modesA1 et A2. Ce syst�eme est dit \s�eparable"si sa matrice
densit�e � peut s'�ecrire sous la forme d'une superposition statistique d'�etats factorisables :

� =
X

i

pi � i 1 
 � i 2 (1.27)

o�u � i 1 et � i 2 sont des matrices densit�e des modesA1 et A2, et pi les probabilit�es associ�ees. Un
�etat non s�eparable est donc un �etat qui ne peut être d�ecrit par la description ind�ependante de
ses parties, mais n�ecessairement comme un tout.

Nous reviendrons tr�es en d�etail sur l'ins�eparabilit�e et l'intrication au chapitre 2. Nous allons
cependant citer ici les deux crit�eres d'ins�eparabilit�e les plus souvent utilis�e par la communaut�e
exp�erimentale : le crit�ere de Duan et Simon (ou \crit�ere somme"), et le crit�ere de Mancini (ou
\crit�ere produit").

Crit �ere de Duan et Simon
Ce crit�ere d�erive directement des consid�erations sur la matrice de covariance, que nous

d�evelopperons dans le chapitre 2. Publi�e simultan�ement et ind�ependamment par Duanet
al. et Simon [Duanet al., 2000, Simon, 2000], il est tr�es utilis�e car il en existe une �ecriture
restrictive mais simple, dans laquelle les grandeurs n�ecessaires sont faciles �a mesurer
exp�erimentalement. On consid�ere deux modesA1 et A2. Duan et Simon d�e�nissent la
s�eparabilit�e :

� =
1
2

 
h(� P̂1 � � P̂2)2i

2
+

h(� Q̂1 + � Q̂2)2i
2

!

(1.28)

Le crit�ere (simpli��e) d'ins�eparabilit�e de Duan et Simon s'�ecrit :

Il existe un choix de quadraturesP̂ et Q̂ tel que � < 1:
) Les modesA1 et A2 sont ins�eparables.

(1.29)

Dans le cas de faisceaux sym�etriques, la s�eparabilit�e peut se r�e�ecrire :

� =
1
2

�
G(P̂) + G(Q̂)

�
(1.30)

Ce crit�ere n�ecessite qu'au moins l'une des deux g�emellit�es soit plus petite que 1. Des fais-
ceaux non s�eparables sont donc n�ecessairement jumeaux. En revanche, le crit�ere QND
n'est pas n�ecessairement v�eri��e. On constate �egalement que le crit�ere EPR est plus
contraignant que le crit�ere de Duan et Simon.

Crit �ere de Mancini
Ce crit�ere, publi�e par Mancini et al. dans le cadre d'une proposition d'exp�erience pour

intriquer des objets macroscopiques { des miroirs { �a l'aide de la pression de radiation
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[Mancini et al., 2002], utilise les mêmes quantit�es que le crit�ere de Duan :

 
h(� P̂1 � � P̂2)2i

2

!

:

 
h(� Q̂1 + � Q̂2)2i

2

!

< 1

) Les modesA1 et A2 sont ins�eparables.

(1.31)

Ce qui se r�e�ecrit pour des modes sym�etriques :

G(P̂):G(Q̂) < 1 (1.32)

Comparaison des deux crit �eres
Chacun de ces crit�eres est une condition n�ecessaire d'ins�eparabilit�e, c'est-�a-dire qu'il

d�e�nit une zone du quart de plan
�

G(P̂); G(Q̂)
�

dans laquelle on est certain que les �etats

sont intriqu�es. Il est donc int�eressant de comparer les deux zones (dans le cas sym�etrique,
par souci de simplicit�e), a�n de d�eterminer quel crit�ere est le plus int�eressant �a utiliser.

Pour le crit�ere de Duan et Simon, la courbe d�elimitant la portion de plan est une droite
(d'�equation x + y = 2), et pour le crit�ere de Mancini il s'agit d'une hyperbole (d'�equation
x:y = 1). Ces r�esultats sont r�esum�es sur la �gure 1.9. On constate imm�ediatement que les
�etats intriqu�es d�etect�es par le crit�ere de Duan et Simon sont tous d�etect�es par le crit�ere
de Mancini, qui en d�etecte d'autres �egalement. Par cons�equent, le crit�ere de Mancini
est plus performant que le crit�ere de Duan et Simon, même s'il est moins couramment
utilis�e.

En r�ealit�e, ce r�esultat n'est pas surprenant : bien que les deux crit�eres aient �et�e
d�evelopp�es ind�ependamment, il a �et�e d�emontr�e par la suite que le crit�ere de Duan et
Simon est un cas particulier du crit�ere de Mancini [Giovannettiet al., 2003]. On ne peut
cependant pas faire abstraction du crit�ere de Duan et Simon : appliqu�e au cas particulier
des �etats Gaussiens, ce dernier est une condition n�ecessaire et su�sante d'intrication
[Duan et al., 2000], tandis que le crit�ere de Mancini ne donne qu'une condition su�sante
d'intrication.

d) Intrication et compression de bruit

Les divers crit�eres �evoqu�es pr�ec�edemment montrent qu'il existe un lien tr�es fort entre
intrication et compression de bruit. En e�et, si on consid�ere deux modesA1 et A2, et
qu'on les m�elange sur une lame 50/50, on obtient en sortie les deux modes :

A+ =
A1 + A2p

2
et A � =

A1 � A2p
2

(1.33)

On peut alors ais�ement calculer les variances de bruit des deux quadraturesP̂� et Q̂+ :

h(� P̂� )2i =
h(� P̂1 � � P̂2)2i

2
= G(P̂) et h(� Q̂+ )2i =

h(� Q̂1 + � Q̂2)2i
2

= G(Q̂) (1.34)
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Fig. 1.9: Comparaison du crit�ere de Duan et Simon (en bleu) et du crit�ere de Mancini (en

rouge). Les surfaces sous les courbes sont les portions du plan
�

G(P̂ ); G(Q̂)
�

dans lesquelles on
est certain que les �etats sont intriqu�es.

Ainsi, la variance de bruit du modeA+ pour la quadratureQ̂ est li�ee aux anti-corr�elations
suivant Q̂ des modes qui sont m�elang�es, et de même pour la variance de bruit du mode
A � pour la quadrature P̂, qui est li�ee aux corr�elations.

Si A1 et A2 sont deux modes EPR id�eaux, les variances de bruit (1.34) vont tendre
vers 0 : deux faisceaux EPR id�eaux m�elang�es sur une lame 50/50 donnent deux fais-
ceaux parfaitement comprim�es suivant des quadratures orthogonales ; et r�eciproque-
ment (cf. Fig. 1.10). Ce fort lien entre intrication et compression de bruit est utilis�e,
par exemple, pour produire des faisceaux intriqu�es �a partir de faisceaux comprim�es
[Furusawaet al., 1998, Silberhornet al., 2001, Bowenet al., 2003].

On peut de même r�eexprimer les deux crit�eres (1.29) et (1.31) en fonction des va-
riances des modesA+ et A � : dans les deux cas, pour que le crit�ere soit v�eri��e, il est
n�ecessaire que l'un au moins des modesA+ et A � soit comprim�e. On verra dans le
chapitre 4.E.3a) l'int�erêt exp�erimental de cette �equivalence.
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Fig. 1.10: Deux faisceaux comprim�es suivant des quadratures orhogonales et m�elang�es sur une
lame 50/50 permettent de g�en�erer des faisceaux intriqu�es, et r�eciproquement.

F Conclusion

Dans cette partie, nous avons abord�e de fa�con ph�enom�enologique le probl�eme de
l'intrication et de sa caract�erisation. Avant de nous int�eresser �a la production d'�etats in-
triqu�es, nous allons, dans le chapitre suivant, passer en revue les connaissances th�eoriques
actuelles sur l'intrication en variables continues. En e�et, de nombreuses questions res-
tent encore sans r�eponse dans ce domaine tr�es complexe, mais tr�es prometteur du point
de vue de ses applications (traitement quantique de l'information, cryptographie, calcul
quantique, ...).
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A Introduction

La revue pr�esent�ee dans ce chapitre a pour but de reprendre en termes familiers �a
la communaut�e exp�erimentale les r�esultats marquants d�egag�es par les th�eoriciens ces
derni�eres ann�ees. Elle est essentiellement bas�ee sur les articles [Lauratet al., 2005b]
et [Adesso et Illuminati, 2007]. Jusqu'�a pr�esent, nous avions consid�er�e des �etats quel-
conques du champ �electromagn�etique. Cependant, caract�eriser l'intrication pour des
�etats quelconques est un probl�eme non encore r�esolu ; par contre, un certain nombre
de questions sont �elucid�ees en ce qui concerne les �etats Gaussiens, qui sont aussi les
�etats les plus utilis�es exp�erimentalement (ce sont ceux qui seront manipul�es au cours de
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cette th�ese). Nous allons donc essentiellement nous restreindre au probl�eme des �etats
Gaussiens.

B Formalisme math�ematique

B.1 Syst�eme �a N modes

Un syst�eme en variables continues deN modes bosoniques est d�ecrit par l'espace

de Hilbert H =
NO

k=1

H k , produit tensoriel des espaces de Fock de dimension in�nieH k ,

chacun associ�e �a un desN modes. Dans notre cas, les modes sont ceux du champ �electro-
magn�etique. Pour chaque modek, on peut d�e�nir { comme on l'a fait au paragraphe 1.B
{ les op�erateurs d'annihilation âk et de cr�eation ây

k d'un photon, ainsi que les op�erateurs
de quadratureP̂k et Q̂k . On regroupe ces op�erateurs dans le vecteur colonne :

R̂ =

0

B
B
B
B
B
@

P̂1

Q̂1
...

P̂N

Q̂N

1

C
C
C
C
C
A

(2.1)

L'espace dans lequel �evolue ce vecteur̂R est appel�e l'espace des phases.
Cette notation permet une �ecriture synth�etique des relations de commutation entre

les op�erateurs de phase et de quadrature :

8(`; m) 2 [[1::2N ]] [R̂` ; R̂m ] = 2{ 
 lm (2.2)

o�u 
 est la forme symplectique :


 =

0

B
B
B
B
B
@

�
0 1

� 1 0

�
(0)

. . .

(0)
�

0 1
� 1 0

�

1

C
C
C
C
C
A

=
NM

k=1

! ; ! =
�

0 1
� 1 0

�
(2.3)

Ces d�e�nitions sont valables pour tout syst�eme �a N modes. Nous allons �a pr�esent
nous int�eresser aux syst�emes Gaussiens �aN modes.

B.2 Syst�eme Gaussien �a N modes : matrice de covariance

L'ensemble des �etats Gaussiens est l'ensemble des �etats dont certaines des fonctions
caract�eristiques dans l'espace des phases (et en particulier la fonction de Wigner1 par

1. Nous ne d�evelopperons pas ici ce qu'est la fonction de Wigner, le lecteur pourra se r�ef�erer �a
[Scully et Zubairy, 1997]. Citons cependant le th�eor�eme de Hudson-Piquet : seuls les �etats purs Gaussiens ont
une fonction de Wigner positive partout [Schleich, 2001].
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exemple) sont Gaussiennes. Parmi ces �etats, on trouve les �etats coh�erents, les �etats com-
prim�es, et les �etats \thermiques" [London, 1983]. Ils sont donc de premi�ere importance
pour l'optique quantique en variables continues.

Une des propri�et�es fondamentales d'un �etat Gaussien (de matrice densit�e� ) est qu'il
est compl�etement caract�eris�e par les premiers et les seconds moments des op�erateurs de
quadrature. Par cons�equent, pour connâ�tre� , il su�t de connâ�tre le vecteur de ses
premiers moments :hR̂i =

�
hP̂1i ; hQ̂1i ; :::; hP̂N i ; hQ̂N i

�
et sa matrice de covariance�

d�e�nie par :

8(`; m) 2 [[1::2N ]] � lm =
1
2

hR̂` R̂m + R̂m R̂` i � h R̂` ihR̂m i

= hR̂` R̂m i S � h R̂` ihR̂m i
(2.4)

On peut toujours modi�er les valeurs moyennes grâce �a des op�erations locales2 uni-
taires (des d�eplacements dans l'espace des phases). Une telle op�eration laisse invariantes
les propri�et�es relatives �a l'entropie, l'intrication, ... On peut donc prendre les valeurs
moyennes nulles sans perdre la g�en�eralit�e de notre �etude. Lorsqu'on prend les valeurs
moyennes nulles, la matrice de covariance se r�eduit �a la matrice des corr�elations sym�e-
tris�ees entre les quadratures du champ. On peut d'ailleurs l'�ecrire sous la forme d'une
matrice compos�ee de blocs 2� 2 :

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1 "1;2 : : : : : : : : : : : : "1;N

t "1;2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . "N � 1;N

t "1;N : : : : : : : : t "N � 1;N � N

1

C
C
C
C
C
C
A

(2.5)

o�u les blocs diagonaux� k sont les matrices de covariance individuelles de chaque mode,
et les blocs non diagonaux" i;j sont les matrices de corr�elations sym�etris�ees entre les
modesi et j (( i; j ) 2 [[1::N ]]) :

� k =

 
h(P̂k)2i hP̂kQ̂k i S

hP̂kQ̂k i S h(Q̂k)2i

!

et " i;j =

 
hP̂i P̂j i S hP̂i Q̂j i S

hQ̂i P̂j i S hQ̂i Q̂j i S

!

(2.6)

Nous allons voir tout au long de ce chapitre qu'on peut r�e�ecrire toutes les propri�et�es
de l'�etat � en fonction de sa matrice de covariance� .

2. Il est important de ne pas confondre le terme local, tel qu'il sera employ�e tout au long de cette th�ese pour
des op�erations agissant seulement sur l'un des modes du syst�eme, avec la notion delocalit�e d�e�nie par Einstein,
Podolsy et Rosen [Einstein et al., 1935].
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a) Fonction de Wigner

La fonction de Wigner d'un �etat Gaussien s'�ecrit :

W(R) =
exp

�
� 1

2 R � � 1 tR
�

�
p

Det(� )
(2.7)

o�u R d�esigne le vecteur r�eel de l'espace des phases :R = ( p1; q1; :::; pN ; qN ). Ainsi,
bien que l'espace de Hilbert associ�e soit de dimension in�nie, la description compl�ete
(aux op�erations locales unitaires pr�es) d'un �etat Gaussien arbitraire est donn�ee par une
matrice 2N � 2N .

b) Condition pour un �etat physique

Si tous les �etats Gaussiens peuvent être repr�esent�es par une matrice de covariance,
la r�eciproque n'est pas vraie : toute matrice de covariance ne repr�esente pas un �etat
physique.

En e�et, la matrice densit�e associ�ee� doit être semi-d�e�nie positive. Cette contrainte,
associ�ee aux relations de commutation (2.2), �equivaut �a la condition [Simonet al., 1987,
Simon et al., 1994] :

� + { 
 � 0 (2.8)

o�u une matrice est semi-d�e�nie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
positives ou nulles. Cette in�egalit�e3 est l'expression, en termes de matrice de covariance,
de l'in�egalit�e de Heisenberg (1.6) [Sera�ni, 2006]. Il est int�eressant de noter que l'�equation
(2.8) implique que� � 0.

c) Lien avec l'�energie

Les �el�ements diagonaux de la matrice de covariance peuvent être exprim�es comme
des �energies �a condition de les multiplier par~! k (o�u ! k est la pulsation du modek
consid�er�e). Ce sont en e�et, au facteur ~! k pr�es, les valeurs moyennes des termes du
Hamiltonien 4. : hP̂2

k i et hQ̂2
k i . Ainsi, on peut montrer que Tr(� ) est reli�ee �a l'�energie

moyenne de l'�etat5.

3. Dans le cas des �etats Gaussiens, cette in�egalit�e est une condition n�ecessaire et su�sante pour que l'�etat
soit physique. Pour les �etats non Gaussiens, si cette condition n'est plus su�sante, elle demeure n�ecessaire.

4. Pour un champ n'interagissant pas avec l'environnement, le Hamiltonien s'�ecrit :
NX

k =1

~! k

�
ây

k âk +
1
2

�
,

avec âk =
1
2

(P̂k + {Q̂k )

5. Il s'agit de l'�energie moyenne de l'�etat dont les valeurs moyennes hR̂k i sont nulles, qui est bien entendu
di��erente de celle de l'�etat de d�epart !
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B.3 Transformations symplectiques

a) D�e�nition

Dans l'espace de Hilbert, les op�erations unitaires jouent un rôle particulier vis-�a-vis
des �etats Gaussiens car elles pr�eservent leur caract�ere Gaussien. Les plus simples et
les plus courantes sont celles qui correspondent aux termes au plus quadratiques (par
rapport aux op�erateurs du champ) du Hamiltonien. Chacune de ces op�erations unitaires
agissant sur l'espace de Hilbert correspond �a une transformation symplectique, agissant
sur l'espace des phases.

Une transformationS est dite \symplectique" si elle est lin�eaire et qu'elle pr�eserve la
forme symplectique 
 (cf. �equation (2.3)) :

tS 
 S = 
 (2.9)

Cette d�e�nition impose Det( S) = 1 pour toute transformation symplectiqueS. L'�equa-
tion (2.9) revient �a dire que la transformation doit pr�eserver les relations de commutation
entre les op�erateursP̂ et Q̂ (cf. Fig. 2.1).

Fig. 2.1: Conservation des relations de commutations par les op�erations symplectiques d�ecrivant
le syst�eme consid�er�e : un champ libre �a N modes entre dans le syst�eme ; le champ �aN qui en
sort est �egalement un champ libre.

On peut �egalement d�eduire imm�ediatement de cette d�e�nition (en multipliant �a
gauche par (tS)� 1 et �a droite par S� 1) que si une transformationS est symplectique,
son inverseS� 1 est elle aussi symplectique.

Les transformations symplectiques agissant sur l'espace des phases de dimension 2N
forment le groupe symplectique r�eelSp(2N; R). Leur action sur le vecteurR̂ est lin�eaire,
de sorte qu'elles agissent sur les matrices de covariance sous la forme :

� 7! � 0 = S � tS (2.10)

Avant d'exposer les propri�et�es g�en�erales des transformations symplectiques, nous
allons d�etailler l'expression des plus importantes d'entre elles : compression de bruit �a 1
et �a 2 modes, lame s�eparatrice, d�ephasage.

b) Compression de bruit �a 1 mode

Dans l'espace de Hilbert de dimensionN , on va s'int�eresser �a l'op�erateur unitaire
correspondant �a la compression de bruit pour l'�etat du champ dans le modek, avec un
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facteur de compressionr :

Ûsq
k (r ) = exp

hr
2

�
(ây

k)2 � (âk)2
�i

(2.11)

Sa repr�esentation symplectique est la transformation correspondante dans l'espace
des phases, agissant sur le modek. Il s'agit de la transformation \compression de bruit
�a 1 mode" :

Ssq
k (r ) =

�
er 0
0 e� r

�
(2.12)

c) D�ephasage

Dans l'espace de Hilbert, le d�ephasage de l'�etat du champ dans le modek par un
angle� se traduit par : âk ! â0

k = e{ � âk . Soit, pour les quadratures, une matrice unitaire
de transformation :

Ud�eph
k (� ) =

�
cos� sin�

� sin� cos�

�
(2.13)

La repr�esentation symplectique correspondante est [Sera�ni et Adesso, 2007] :

Sd�eph
k (� ) =

�
cos� sin�

� sin� cos�

�
(2.14)

On peut montrer que toutes les transformations symplectiques �a 1 mode s'�ecrivent
comme des combinaisons lin�eaires de 2 rotations (orthogonales) �a 1 mode dans l'espace
des phases et d'une compression de bruit �a 1 mode. Cette d�ecomposition est la d�ecom-
position d'Euler [Sera�ni et Adesso, 2007]. La transformation la plus g�en�erale �a 1 mode
s'�ecrit donc :

Sloc;1(�; � 0; r ) =
�

cos� sin�
� sin� cos�

� �
er 0
0 e� r

� �
cos� 0 sin� 0

� sin� 0 cos� 0

�
(2.15)

d) Intrication entre 2 modes

Cette op�eration est tr�es importante, car l'�etat intriqu�e �a 2 modes 6 est l'�etat g�en�er�e
par un oscillateur param�etrique optique de type II. L'�etat EPR est un �etat intriqu�e �a 2
modes avec un facteur d'intrication7 r ! 1 .

6. On parle �egalement d'\�etat comprim�e �a 2 modes", du fait de l'analogie entre l'op�erateur Û intric
i;j (r ) et

l'op�erateur Ûsq
k (r ).

7. L'�etat EPR, qui suppose une (double) compression de bruit in�nie, est un �etat non normalisable et donc
non physique. Cependant, il est tr�es bien approxim�e par des �etats comprim�es �a 2 modes avec une grande
compression de bruit.
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Dans l'espace de Hilbert, l'�etat intriqu�e �a 2 modes i et j est l'�etat

j intric (r )i i;j =
h
Û intric

i;j (r )
i

(j0i i 
 j 0i j ) (2.16)

g�en�er�e par l'action sur le vide de l'op�erateur �a 2 modes :

Û intric
i;j (r ) = exp

hr
2

�
ây

i â
y
j � âi âj

�i
(2.17)

L'�etat intriqu�e �a 2 modes j sq2(r )i i;j pr�esente ainsi des corr�elations d'intensit�e et des
anti-corr�elations de phase (cf. x1.E.2a)). Lorsqu'il s'agit d'un �etat Gaussien, sa matrice
de covariance s'�ecrit :

� intric
i;j (r ) =

0

B
B
@

ch(2r ) 0 sh(2r ) 0
0 ch(2r ) 0 � sh(2r )

sh(2r ) 0 ch(2r ) 0
0 � sh(2r ) 0 ch(2r )

1

C
C
A (2.18)

Cet �etat est g�en�er�e par l'action sur la matrice de covariance du vide (1) de la transfor-
mation symplectique \intrication �a 2 modes" :

Sintric
i;j (r ) =

0

B
B
@

ch(r ) 0 sh(r ) 0
0 ch(r ) 0 � sh(r )

sh(r ) 0 ch(r ) 0
0 � sh(r ) 0 ch(r )

1

C
C
A (2.19)

e) Lame s�eparatrice

Cette op�eration permet de m�elanger deux modesi et j avec des poids d�etermin�es par
la transmissionT de la lame. On peut �ecrire son action sur les op�erateurs du champ :

Ûbs
i;j (T) :

�
âi ! âi

p
T + âj

p
1 � T

âj ! âi
p

1 � T � âj

p
T

(2.20)

Il est int�eressant de poser� = arccos(
p

T) :

Ûbs
i;j (� ) :

�
âi ! âi cos(� ) + âj sin(� )
âj ! âi sin(� ) � âj cos(� )

(2.21)

On peut alors �ecrire la matrice de transformation symplectique associ�ee, et on constate
que l'op�eration \lame s�eparatrice" �equivaut �a une rotation �a 2 modes dans l'espace des
phases d'angle� :

Sbs
i;j (� ) =

0

B
B
@

cos(� ) 0 sin(� ) 0
0 cos(� ) 0 sin(� )

sin(� ) 0 � cos(� ) 0
0 sin(� ) 0 � cos(� )

1

C
C
A (2.22)
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f ) Propri�et�es g�en�erales des transformations symplectiques

Toutes les transformations symplectiques dans l'espace des phases sont g�en�er�ees
par l'exponentiation de matrices pouvant s'�ecrireJ 
, o�u 
 est la forme symplectique
(cf. �equation (2.3)), et J est anti-sym�etrique [Arvind et al., 1995a]. Ces g�en�erateursJ 

sont soit sym�etriques, soit anti-sym�etriques.

Les op�erations du type\lame s�eparatrice"(cf. �equation (2.22)) ou\d�ephasage"(cf. �equa-
tion (2.14)) sont g�en�er�ees par des op�erateurs anti-sym�etriques, de sorte qu'elles sont or-
thogonales8. Comme elles agissent par congruence sur la matrice de covariance� , elles
pr�eservent Tr( � ). Or Tr( � ) donne la contribution des seconds moments �a la moyenne

du Hamiltonien
NM

k=1

ây
k âk (cf. xB.2c)), de sorte que de telles transformations conservent

l'�energie. Elles sont dites \passives".
�A l'inverse, les op�erations telles que la compression de bruit �a 1 ou 2 mode(s) (cf. �equa-

tions (2.12)(2.19)) ont des g�en�erateurs sym�etriques. Elles ne sont donc pas orthogonales
et ne pr�eservent pas la trace. Ces transformations optiques qui ne conservent pas l'�ener-
gie sont dites \actives" [Wolf et al., 2003].

Les transformations symplectiques locales (i.e. agissant sur individuellement sur les
modes) appartiennent au groupe (Sp(2; R)) � N . Par cons�equent, les d�eterminants de cha-
cune des sous-matrices 2� 2 (correspondant �a un modek) d'une matrice de covariance �a
N modes sont invariants par les transformations symplectiques locales. Cette propri�et�e
math�ematique est le reet d'une propri�et�e physique : ni la quantit�e d'information 9, ni
les corr�elations entre les modes du syst�eme ne peuvent être modi��ees par des op�erations
locales (nous aborderons de nouveau cette propri�et�e, mais cette fois d'un point de vue
exp�erimental, au x5.C.2c)).

En�n, une derni�ere propri�et�e tr�es importante est que toute transformation symplec-
tique peut être d�ecompos�ee en produit de transformations �a 2 modes. On peut donc se
limiter �a l'�etude de ces derni�eres [Huang et Agarwal, 1994].

B.4 Valeurs propres symplectiques

a) Diagonalisation symplectique

Parmi toutes les transformations symplectiques pouvant agir sur la matrice de cova-
riance� d'un syst�eme donn�e, il en est une qui revêt une importance particuli�ere : celle qui
diagonalise la matrice de covariance10. Le th�eor�eme de Williamson [Williamson, 1936]

8. Ces transformations sont celles qui appartiennent au sous-groupe compact maximal deSp(2N; R).
9. L'information est ici d�e�nie comme en th�eorie de l'information, c'est-�a-dire par l'entropie, que nous abor-

derons plus loin.
10. Cette diagonalisation symplectique doit être bien distingu�ee de la diagonalisation usuelle avec des matrices

orthogonale.
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a�rme que cette diagonalisation est toujours possible pour la matrice de covariance
d'un �etat Gaussien �a N modes : elle peut toujours être �ecrite sous la forme dite \forme
normale de Williamson" ou \forme diagonale" :

� = tS � S (2.23)

o�u S 2 Sp(2N; R) et � est la matrice de covariance :

� =
NM

k=1

�
� k 0
0 � k

�
(2.24)

Cette matrice de covariance correspond �a un �etat �aN modes totalement d�ecorr�el�es, avec
une matrice densit�e diagonale� 
 :

� 
 =
NO

k=1

2
� k + 1

1X

n=0

�
� k � 1
� k + 1

�
jni k k hnj (2.25)

o�u jni k est l'�etat nombre d'ordre n dans l'espace de FockH k .

Les N r�eels � k constituent le spectre symplectique de la matrice de covariance� .
Elles sont invariantes sous l'action de transformations symplectiquesglobales(et non
plus seulement locales) sur la matrice� . On peut montrer que ce sont les valeurs propres
orthogonales (\ordinaires") de la matrice11 j{
 � j [Sera�ni, 2004]. Les valeurs propres
symplectiques sont donc d�etermin�ees parN invariants (par exemple les coe�cients du
polynôme caract�eristique dej{
 � j) [Sera�ni, 2006].

Le plus simple des invariants symplectiques est le d�eterminant de la matrice de cova-
riance (il est invariant car 8S 2 Sp(2N; R) Det(S) = 1). En utilisant la forme diagonale
de Williamson, on a imm�ediatement la valeur de cet invariant :

Det(� ) =
NY

k=1

� 2
k (2.26)

Cet invariant est directement reli�e �a la puret�e de l'�etat ( cf. �equation (2.35)).
Un autre invariant symplectique important est donn�e par la quantit�e appel�ee \s�e-

ralien" et not�ee � [Adesso et al., 2005], d�e�nie comme la somme des d�eterminants de
toutes les sous-matrices 2� 2 de la matrice de covariance� . Pour d�emontrer que le s�e-
ralien est un invariant [Sera�ni, 2006], on utilise le fait qu'il est invariant dans le cas o�u
N = 2 [Sera�ni et al., 2004], et la d�ecomposition de toute transformation symplectique
en produit de transformations �a 2 modes (cf. xB.3f)). Le s�eralien peut être exprim�e en
fonction des valeurs propres symplectiques :

�( � ) =
NX

k=1

� 2
k (2.27)

11. Par d�e�nition, si on a une matrice M = P D P � 1 avec D diagonale, la valeur absolue deM est la matrice
jM j = P jD j P � 1 o�u jD j est la matrice diagonale des modules des valeurs propres deM .
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b) In�egalit�e de Heisenberg et puret�e

L'int�erêt des valeurs propres symplectiques est qu'elles donnent acc�es �a certaines in-
formations sur l'�etat Gaussien� . Ainsi, l'in�egalit�e de Heisenberg (2.8) peut être r�e�ecrite
en termes de valeurs propres symplectiques. En e�et, en utilisant le fait que l'inverse
d'une transformation symplectique est �egalement symplectique et conserve donc la ma-
trice 
 ( cf. xB.3a)), et la d�e�nition (2.23), on peut montrer que la relation (2.8) est
�equivalente �a :

� + {
 � 0 (2.28)

que l'on peut imm�ediatement r�e�ecrire en fonction des valeurs propres symplectiques12 :

8k 2 [[1::N ]] � k � 1 (2.29)

Si on note � � la plus petite des valeurs propres symplectique, et� + la plus grande,
l'in�egalit�e de Heisenberg se r�eduit �a � � � 1. On constate que l'in�egalit�e n'est satur�ee
que pour les �etats Gaussiens purs, pour lesquels :

8k 2 [[1::N ]] � k = 1 (2.30)

ce qui signi�e, en d'autres termes, que la forme normale de Williamson de tout �etat pur
Gaussien est l'�etat fondamental de l'espace de Hilbert �aN modesH .

On peut �egalement s'int�eresser �a la cat�egorie de m�elanges statistiques d'�etats v�er�ant :

9 k0 2 [[1::N ]]
�

1 � k � k0 � k = 1
k0 < k � N � k > 1

(2.31)

Ces �etats ne saturent que partiellement l'in�egalit�e de Heisenberg, le degr�e de saturation
diminuant aveck0. Ils peuvent cependant être quali��es de \m�elanges statistiques d'�etats
de moindre incertitude", en ce sens que les op�erateurs de quadratures des modesk � k0

saturent l'in�egalit�e de Heisenberg, tandis que seuls lesN � k0 autres modes contiennent
du bruit additionnel, responsable du taux m�elange global de l'�etat.

On peut ainsi d�e�nir le \rang symplectique" @de la matrice de covariance� comme
le nombre de ses valeurs propres symplectiques di��erentes de 1 (soit@= N � k0). @
est donc le nombre de modes de l'�etat dont la forme normale de Williamson n'est pas
le vide [Adesso, 2006]. Un �etat Gaussien est pur si et seulement si@= 0. On peut faire
l'analogie entre cette d�e�nition et celle du rang13 des matrices densit�e de dimension �nie.
En e�et, seuls les �etats purs ont un rang 1, les m�elanges statistiques d'�etats ayant un
rang plus �elev�e.

B.5 R�esum�e

Le tableau 2.1 r�esume la comparaison qui a �et�e faite tout au long de cette section
entre l'espace de HilbertH et l'espace des phases �, dans le cas d'�etats Gaussiens.

12. Il est utile de garder �a l'esprit que cette relation n'est �equivalente �a la relation (2.8) que si � � 0.
13. Le rang d'une matrice est d�e�ni comme le nombre de ses valeurs propres non nulles.
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Tab. 2.1: Comparaison entre l'espace des �etats et l'espace des phases pour des �etats Gaussiens.
Les deux premi�eres lignes s'appliquent aussi aux �etats non Gaussiens. Ce tableau inclut la
d�e�nition de la puret�e en fonctions des valeurs propres symplectiques, que nous verrons dans
la section suivante.

Espace de Hilbert H Espace des phases �
Dimension 1 2N
Structure

N L

Description de l'�etat Matrice densit�e � Matrice de covariance�
�Etat physique � � 0 � + {
 � 0

Op�erations sur les �etats
U telle queUy U = 1

� 7! U � U y
S telle que t S 
 S = 


� 7! S � t S

Spectre
U � U y = diag f � kg

0 � � k � 1
S � t S = diag f � kg

1 � � k < 1
�Etats purs 9i tel que � i = 1 ; � k6= i = 0 8k 2 [[1::N ]] � k = 1

Puret�e Tr( � 2) =
1X

k=1

� 2
k

1
p

Det( � )
=

NY

k=1

� � 1
k

C Quanti�cation de l'information contenue dans un �etat
Gaussien

Le degr�e d'information contenu dans un �etat quantique correspond �a la connaissance
que nous avonsa priori du r�esultat de n'importe quelle mesure e�ectu�ee sur l'�etat
[Peres, 1993]. Nous allons dans la suite d�etailler quelques unes des mesures possibles
pour des �etats quelconques� , et leur expression \Gaussienne" [Adessoet al., 2004b].

C.1 Puret�e

�Etant donn�ee la d�e�nition que nous venons de donner de la quantit�e d'information
contenue dans un syst�eme, la mesure la plus simple de cette quantit�e est la puret�e. En
e�et, la caract�eristique d'un �etat pur est qu'on peut reconstituer la fa�con dont il a �et�e
pr�epar�e, ce qui permet e�ectivement de pr�edire le r�esultat des mesures e�ectu�ees sur le
syst�eme. La puret�e d'un �etat � , dont nous allons dans ce paragraphe rappeler quelques
propri�et�es, est d�e�nie par :

� (� ) = Tr( � 2) (2.32)

Dans un espace de HilbertH de dimension �nie D, on a :

1
D

� � � 1 (2.33)
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de sorte qu'en variables continues (o�uD ! 1 ), la puret�e minimale (qui correspond �a
un �etat le plus m�elang�e possible) tend vers 0.

Consid�erons un syst�eme bipartitionn�e (d�ecrit par l'espace de Hilbert H = H 1 
 H 2)
dans l'�etat � . On note � i = Tr i (� ). La trace d'un produit �etant �egale au produit des
traces, la puret�e est une quantit�e multiplicative sur les �etats produits :

� (� 1 
 � 2) = � (� 1) : � (� 2) (2.34)

La puret�e est invariante sous les op�erations unitaires14. Dans le cas des �etats Gaus-
siens, ceci signi�e que la puret�e est uniquement fonction des valeur propres symplectiques
� k . Son expression est d'ailleurs tr�es simple :

� (� ) =
1

NY

k=1

� k

=
1

p
Det(� )

(2.35)

C.2 Entropie lin�eaire

En th�eorie de l'information, l'habitude est de quanti�er le d�esordre { �a l'aide de
l'entropie { plutôt que l'ordre { qui est caract�eris�e par la puret�e. En cons�equence, on
d�e�nit l'\impuret�e", ou \entropie lin�eaire" :

SL (� ) =
D

D � 1
(1 � � ) (2.36)

ce qui se simpli�e, dans le cas des variables continues { et donc aussi des �etats Gaussiens
{ pour lesquellesD ! 1 :

SL (� ) = 1 � � (2.37)

L'entropie lin�eaire est comprise entre 0 et 1 (1 pour les �etats totalement m�elang�es en
variables continues). Cette grandeur permet de quanti�er de fa�con simple l'information
quantique contenue dans le syst�eme.

C.3 Entropie de von Neumann

Pour quanti�er l'information quantique contenue dans le syst�eme, on utilise cepen-
dant plus couramment l'�equivalent quantique de l'entropie de Shannon [Shannon, 1948] :
l'entropie de von Neumann, dont nous allons aborder quelques propri�et�es. Cette quan-
tit�e peut �egalement être vue comme une limite des entropies g�en�eralis�ees ; elle est d�e�nie
par :

SV (� ) = � Tr [ � log2(� )] (2.38)

14. Il est possible de d�e�nir d'autres puret�es dites \g�en�eralis�ees" [Bhatia, 1996, Bastiaans, 1984, Tsallis, 1988],
qui elles aussi sont invariantes.
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o�u le logarithme est d�e�ni comme la somme de la s�erie enti�ere correspondante.

L'entropie de von Neumann est sous-additive [Wehrl, 1978] :

SV (� ) � SV (� 1) + SV (� 2) (2.39)

Cette in�egalit�e n'est satur�ee ( i.e. l'entropie de von Neumann n'est additive) que pour les
�etats produits � 
 = � 1 
 � 2.

L'entropie de von Neumann diverge pour les �etats totalement m�elang�es en variables
continues.

Pour les �etats Gaussiens, on peut �a nouveau exprimer cette entropie en fonction des
valeurs propres symplectiques [Agarwal, 1971, Holevoet al., 1999, Sera�niet al., 2004] :

SV (� ) =
NX

k=1

f (� k) (2.40)

o�u

f (x) �
x + 1

2
log2

�
x + 1

2

�
�

x � 1
2

log2

�
x � 1

2

�
(2.41)

Dans le cas d'un �etat Gaussien �a 1 mode, le spectre symplectique, qui n'est constitu�e
que def � 1g, est enti�erement d�etermin�e par l'invariant symplectique Det( � ) = � 2

1 . De
sorte que toutes les entropies ne sont { dans le casN = 1 { que des fonctions croissantes
de Det(� ), et elles induisent toutes le même classement sur les �etats Gaussiens �a 1 mode.

Ceci n'est pas vrai dans le cas multimode, même pourN = 2. [Adessoet al., 2004b]

D Intrication des �etats Gaussiens bipartitionn�es

D.1 Position du probl�eme

En pr�esence d'un syst�eme quantique bi- ou multipartitionn�e, la simple question \Y
a-t-il des corr�elations quantiques au sein de ce syst�eme ?" se r�ev�ele d'une extraordinaire
complexit�e [Heiss, 2003, Audenaert et Plenio, 2006, Sera�niet al., 2005].

Une fa�con simple de comprendre cette question est de dire qu'un syst�eme contient
des corr�elations quantiques si les observables associ�ees aux di��erents sous-syst�emes sont
corr�el�ees de telle sorte qu'on ne puisse reproduire ces corr�elations par des moyens pure-
ment classiques. Ceci signi�e que ces corr�elations sont li�ees �a de l'\ins�eparabilit�e", ou �a
une \non-factorisabilit�e".

On va voir que le probl�eme se pose surtout pour les m�elanges statistiques d'�etats.
En e�et, un m�elange statistique d'�etats peut être pr�epar�e de plusieurs fa�cons di��erentes
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(en g�en�eral une in�nit�e). Or si on ne peut pas reconstituer la pr�eparation d'un �etat, il
est �evidemment compliqu�e de savoir si les corr�elations qu'il contient ont �et�e produite
par des moyens classiques ou quantiques. De ce fait, il n'existe pas de crit�ere g�en�eral
(applicable) permettant de discriminer corr�elations classiques et corr�elations quantiques
pour un m�elange statistique d'�etats.

D.2 Intrication des �etats purs

Il est commun�ement admis que l'intrication d'un �etat pur bipartitionn�e j i est quan-
ti��ee par le taux de m�elange de chacun de ses sous-syst�emes. En e�et, si un sous-syst�eme
pr�esente un taux de m�elange non nul, c'est qu'il fait partie d'un syst�eme plus large, dont
il n'est pas ind�ependant.

Le taux de m�elange est caract�eris�e par l'\entropie d'intrication" EV (j i ), qui est
d�e�nie comme l'entropie de von Neumann (cf. �equation (2.38)) des matrices densit�e
r�eduites 15 [Bennett et al., 1996a] :

EV (j i ) = SV (� 1) = SV (� 2) (2.42)

Parmi les propri�et�es de l'entropie d'intrication, on peut noter que par d�e�nition elle
est invariante par les op�erations locales unitaires :

EV

�h
Û1 
 Û2

i
j i

�
= EV (j i ) (2.43)

On peut aussi montrer queEV (j i ) ne peut augmenter sous l'action d'op�erations lo-
cales et de communications classiques (LOCC) [Popescu et Rohrlich, 1997] : c'est une
caract�eristique essentielle de toute mesure d'intrication, qui re�ete le fait qu'on ne peut
cr�eer 16 de l'intrication avec les seules LOCC [Vedralet al., 1997, Vidal, 2000].

D.3 Intrication des m�elanges statistiques d'�etats

On peut d�ecomposer un m�elange statistique d'�etats en une combinaison lin�eaire
convexe d'�etats purs :

� =
X

k

pk j k ih k j avec
X

k

pk = 1 (2.44)

Cette d�ecomposition indique comment pr�eparer l'�etat � : il faut pr�eparer l'�etat j 1i avec
une probabilit�e p1, l'�etat j 2i avec une probabilit�e p2, etc. Malheureusement, comme
d�ej�a mentionn�e au xD.1, cette d�ecomposition n'est pas unique. On ne peut donc pas
savoir imm�ediatement si les corr�elations sont dues �a des LOCC ou non. Cependant, il

15. La matrice densit�e r�eduite au sous-syst�eme 1 d'un �etat � est la trace partielle de � sur le sous-syst�eme 2 :
� 1 = Tr 2(� ) [Basdevant et Dalibard, 2001].

16. L'intrication ne peut augmenter en moyenne; il est possible, avec une certaine probabilit�e, d'augmenter
la quantit�e d'intrication uniquement avec des LOCC : c'est la distillation d'intrication [Bennett et al., 1996b,
Gisin, 1996, Bennett et al., 1996c].
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est clair que s'il existe un moyen de pr�eparer l'�etat� avec uniquement des LOCC, l'�etat
peut être d�e�ni comme s�eparable. �A l'inverse, si parmi toutes les pr�eparations possibles,
aucune n'utilise que des LOCC, alors l'�etat est intriqu�e [Werner, 1989].

Le probl�eme de ce crit�ere est �evidemment le fait qu'il est inapplicable ! C'est pourquoi
d'autres crit�eres ont �et�e d�evelopp�es pour d�etecter l'intrication dans les m�elanges statis-
tiques d'�etats quantiques [Lewensteinet al., 2000a, Bru�, 2002, Leuchs et Beth, 2003].
Nous allons d�evelopper quelques uns d'entre eux, particuli�erement int�eressants pour les
�etats Gaussiens.

D.4 S�eparabilit�e des �etats Gaussiens

a) Crit�ere PPT

L'un des crit�eres d'ins�eparabilit�e les plus puissants �a l'heure actuelle est le crit�ere
de Peres-Horodecki. Le principe de ce crit�ere est d'utiliser l'op�eration de \transposition
partielle" de la matrice densit�e d'un syst�eme bipartitionn�e. La transpos�ee partielle de�
consiste �a ne transposer� que vis-�a-vis des degr�es de libert�e d'un seul des deux sous-
syst�emes. Peres a montr�e que, si l'�etat� est s�eparable, alors sa transpos�ee partielle (par
exemple vis-�a-vis du sous-syst�eme 1)t1 � est une matrice densit�e physique ; en particulier
elle est semi-d�e�nie positive (t1 � � 0) { et de même pourt2 � . Ainsi, la positivit�e de la
matrice transpos�ee partielle (\Positivity of the Partial Transpose", ou \PPT" en anglais,
qui sera appel�ee par la suite \propri�et�e PPT") est une condition n�ecessaire de s�eparabilit�e
[Peres, 1996].

La r�eciproque est en g�en�eral fausse, mais elle a �et�e d�emontr�ee dans certains cas pour
des syst�emes de faible dimension, en particulier des syst�emes bipartitionn�es avec des
espaces de Hilbert de dimension 2� 2 et 2� 317. Pour ces syst�emes, la propri�et�e PPT
est �equivalente �a la s�eparabilit�e [Horodecki et al., 1996]. Pour des produits tensoriels de
dimensions plus importantes, l'existence d'�etats qui �a la fois v�eri�ent la propri�et�e PPT
et sont intriqu�es a �et�e d�emontr�ee [Horodecki, 1997]. De tels �etats sont dits \intriqu�es-
li�es" (\bound entangled" en anglais) car leur intrication ne peut être distill�ee pour ob-
tenir des �etats maximalement intriqu�es [Horodeckiet al., 1998]. Notons �nalement que
l'existence d'�etats intriqu�es-li�es avec une transpos�ee partielle n�egative a �et�e conjectu-
r�ee [D•ur et al., 2000, DiVincenzoet al., 2000], mais jamais d�emontr�ee jusqu'�a pr�esent
[Kr •uger et Werner, web].

Simon a g�en�eralis�e r�ecemment le crit�ere de Peres aux variables continues [Simon, 2000].
Il a montr�e que l'op�eration de transposition partielle peut être interpr�et�ee g�eom�etrique-
ment comme un renversement du temps (vis-�a-vis de l'op�erateur̂Q). Consid�erons ainsi
la matrice de covariance d'un syst�eme bipartitionn�e� AB o�u le sous-syst�emeSA contient
NA modes et le sous-syst�emeSB contient NB modes. La transpos�ee partielle de� AB est

17. Dans le cas de syst�emes bipartitionn�es, on parlera d'espaces de dimensionl � m, o�u l est la dimension
associ�ee au premier sous-syst�eme, etm celle associ�ee au second.
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la matrice :
~� AB = � AB � AB � AB (2.45)

o�u

� AB =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2 NAz }| {�
1 0
0 � 1

�
(0)

. . .

(0)
�

1 0
0 � 1

�
(0)

(0)

�
1 0
0 1

�
(0)

. . .

(0)
�

1 0
0 1

�

| {z }
2 NB

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(2.46)

Simon a �egalement montr�e que la r�eciproque du crit�ere de Peres est vraie pour les
�etats Gaussiens �a 1� N modes18 [Simon, 2000, Duanet al., 2000, Werner et Wolf, 2001].
Ainsi, un �etat Gaussien � AB avec NA = 1 et NB arbitraire est un �etat s�eparable si et
seulement si la matrice transpos�ee partielle ~� AB est une matrice physique, qui satisfait
l'in�egalit�e (2.8) :

~� AB + { 
 � 0 (2.47)

Pour des �etats Gaussiens bipartitionn�es avecNA > 1, le crit�ere PPT est seulement
une condition n�ecessaire de s�eparabilit�e (et donc sa contrapos�ee est une condition suf-
�sante d'ins�eparabilit�e). D'ailleurs, la r�eciproque du crit�ere de Peres est d�ej�a viol�ee
dans le casNA = NB = 2, pour lequel l'existence d'�etats intriqu�es-li�es a �et�e prou-
v�ee [Werner et Wolf, 2001].

On peut exprimer le crit�ere PPT en termes de valeurs propres symplectiques de
la transpos�ee partielle de la matrice de covariance. En e�et, la transpos�ee partielle ~�
de la matrice de covariance� d'un �etat Gaussien quelconque �aN modes est encore
une matrice sym�etrique et positive. Par cons�equent, elle admet une d�ecomposition de
Williamson (cf. �equation (2.23)) [Williamson, 1936]. Cette d�ecomposition s'�ecrit :

~� = tS ~� S (2.48)

18. Ceci a �egalement �et�e montr�e r�ecemment pour les �etats Gaussiens M � N bisym�etriques (c'est-�a-dire des
�etats invariants par permutation des modes au sein de chacun des sous-syst�emes), mais nous ne d�etaillerons pas
cet aspect ici. Le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Sera�ni et al., 2005].
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o�u S 2 Sp(2N; R) et ~� est la matrice de covariance :

~� =
NM

k=1

�
~� k 0
0 ~� k

�
(2.49)

LesN quantit�es ~� k sont les valeurs propres symplectiques de la matrice transpos�ee par-
tielle ~� . On a d�ej�a vu ( cf. xB.4 et C) que le spectre symplectiquef � kg de � contient les
propri�et�es structurelles de l'�etat Gaussien, ainsi que celles li�ees �a la quantit�e d'informa-
tion contenue dans l'�etat. On voit ici que le spectre symplectiquef ~� kg de la transpos�ee
partielle ~� caract�erise de fa�con qualitative (et parfois même quantitative, comme on le
verra au xD.5b)) l'intrication contenue dans le syst�eme. En e�et, on peut r�e�ecrire le
crit�ere de Peres sous la forme :

8k 2 [[1::N ]] ~� k � 1 (2.50)

voire, si on ordonne les ~� k dans l'ordre croissant et qu'on note ~� � la plus petite :

~� � � 1 (2.51)

Ainsi, un �etat Gaussien pour lequel ~� � < 1 est intriqu�e.

Quant au probl�eme de pouvoir distiller l'intrication d'un �etat Gaussien, il a �et�e r�e-
solu de fa�con tr�es g�en�erale [Werner et Wolf, 2001] : on peut distiller avec des LOCC
(non Gaussiennes ! [Eisertet al., 2002a, Fiur�a�sek, 2002, Giedke et Cirac, 2002]) l'intri-
cation de tout �etat Gaussien ne v�eri�ant pas le crit�ere PPT.

Le tableau 2.2 r�esume les di��erentes conditions qui ont �et�e revues ici pour qu'un �etat
soit physique ou s�eparable.

Tab. 2.2: Comparaison entre les conditions d'existence et les conditions de s�eparabilit�e d'un �etat
Gaussien. La condition de s�eparabilit�e est celle du crit�ere PPT : il est vrai pour tous les �etats
s�eparables, et il est �equivalent �a la s�eparabilit�e pour les �etats 1 � N et les �etats bisym�etriques
M � N .

�Etat physique �Etat s�eparable
Matrice densit�e � � 0 tA � � 0

Matrice de covariance � + { 
 � 0 ~� + { 
 � 0
Spectre symplectique 8k � k � 1 8k ~� k � 1

b) Autres crit�eres de s�eparabilit�e

Nous allons �evoquer dans cette partie d'autres crit�eres, qui sont utilis�es, en particulier
quand on ne peut mesurer la totalit�e de la matrice de covariance.
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Crit �ere de somme directe
Pour un syst�eme Gaussien bipartitionn�eNA � NB quelconque, l'�etat � est s�eparable si

et seulement si il existe un couple de matrices de covariance� A relative au sous-syst�eme
SA et � B relative au sous-syst�emeSB tel que [Werner et Wolf, 2001] :

� � � A � � B (2.52)

Ce crit�ere, attrayant du fait de l'�equivalence, est malheureusement peu utile en pratique :
il impose de tester tous les couplesf � A ; � B g possibles !

Crit �ere op �erationnel
[Giedkeet al., 2001] introduisent une application non-lin�eaire qui, it�er�ee sur la ma-

trice � , permet de d�eterminer la s�eparabilit�e de tous les �etats Gaussiens bipartitionn�es.
Ce crit�ere est totalement ind�ependant du crit�ere PPT, il est aussi plus puissant, mais
moins pratique.

T �emoins d'intrication
Soit D � H le sous-ensemble convexe et compact des �etats s�eparables. On consid�ere

les op�erateurs HermitiensV̂ tels que pour tout �etat � 2 D on a Tr(V̂ � ) � 0. Un �etat
� 0 2 H est intriqu�e si et seulement si parmi tous ces op�erateurŝV , il existe un op�era-
teur V̂0 tel que Tr(V̂0 � ) < 0 [Horodeckiet al., 1996, Terhal, 2000]. L'op�erateurV̂0 est le
t�emoin , qui permet de d�etecter l'intrication de l'�etat � .

D'apr�es le th�eor�eme de Hahn-Banach, l'ensembleD �etant convexe et compact, pour
tout �etat � 0 62D, il existe un hyperplan qui s�epare� 0 et D (cf. Fig. 2.2). Un t�emoin d'in-
trication V̂0 est dit \optimal" lorsque l'hyperplan qu'il induit (correspondant �a la fronti�ere
Tr( V̂0 � ) = 0) est tangent �a l'ensemble D [Lewensteinet al., 2000b]. Il est possible de
d�etecter plus �nement la s�eparabilit�e �a l'aide de t�emoins d'intrication non lin�eaires,
\courb�es" vers D 19 [G•uhne et Lutkenhaus, 2006].

[Hyllus et Eisert, 2006] est une �etude exhaustive des t�emoins d'intrication lin�eaires
et non-lin�eaires pour les variables continues. Elle peut être utilis�ee aussi bien pour les
�etats bipartitionn�es que multipartitionn�es.

Crit �eres d'origine exp �erimentale
En sus des crit�eres d'origine th�eorique mentionn�es plus haut, il existe un certain

nombres de crit�eres qui ont �et�e d�evelopp�es pour les besoins d'exp�eriences sp�eci�ques.
On a d�ej�a abord�e de tels crit�eres au xE.2c). Ils sont bas�es sur la violation d'in�egalit�es
sur les variances de combinaisons des op�erateurs canoniques, et sont valables �a 2 modes
[Duan et al., 2000] ou �a N modes [van Loock et Furusawa, 2003].

19. Une bonne illustration de l'int�erêt des t�emoins d'intrication non-lin�eaires est donn�ee par la comparaison
du crit�ere simpli��e de Duan-Simon et du crit�ere de Mancini dans le cas d'un �etat �a 2 modes, au x1E.2c).
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Fig. 2.2: Illustration du th�eor�eme de Hahn-Banach pour les t�emoins d'intrication, avec un
t�emoin lin�eaire optimal (hyperplan) et un t�emoin non-lin�eaire optimal (hypersurface).

D.5 Quanti�cation de l'intrication pour les �etats Gaussiens bipartitionn�es

Un crit�ere d'intrication permet de discriminer les �etats intriqu�es des �etats s�eparables,
mais ne donne en aucun cas une quanti�cation de l'intrication ; ni un �eventuel classement
des �etats selon la quantit�e d'intrication qu'ils renferment.

Dans le but d'aboutir �a un tel classement, de nombreux auteurs se sont attach�es �a
rechercher une \mesure d'intrication", c'est-�a-dire une application :

E : H ! R+

� 7! E(� )
(2.53)

�a laquelle on impose qu'elle v�eri�e certaines propri�et�es [Christandl et Winter, 2004,
Bennett et al., 1996c] :

{ E est une fonction continue surH
{ E est une fonction convexe surH
{ E(� ) = 0 , � est s�eparable.
{ E(� ) est conserv�ee sous l'action d'op�erations unitaires locales.
{ E(� ) n'augmente pas sous l'action de LOCC :E [LOCC(� )] � E(� )
{ E est additive pour des syst�emes ind�ependants :E(� 1 
 � 2) = E(� 1) + E(� 2)

Cette question ne peut être consid�er�ee comme compl�etement r�esolue �a l'heure ac-
tuelle. Il existe un grand nombre de mesures d'intrication, qui di��erent par les contextes
pour lesquels elles ont �et�e �elabor�ees, et par les caract�erisations de l'intrication dont
elles d�ecoulent. D'ailleurs, elles ne d�ebouchent pas toutes sur le même classement des
�etats intriqu�es. On pourra trouver quelques exemples dans les r�ef�erences [Bru�, 2002,
Horodeckiet al., 2001, Horodeckiet al., 2007, Plenio et Virmani, 2007, Christandl, 2006].
Aucune des mesures propos�ees �a l'heure actuelle ne satisfait tous ces axiomes.
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a) Intrication de formation

L'intrication de formation EF (� ) (\entanglement of formation" en anglais), intro-
duite par [Bennett et al., 1996c], est la g�en�eralisation de l'entropie d'intrication (2.42)
[Osborne, 2007]. En e�et, elle est d�e�nie d'apr�es une somme pond�er�ee de la quantit�e
d'intrication des �etats purs intervenant dans le m�elange statistique d'�etats :

EF (� ) = min
f pk ;j k ig

 
X

k

pk EV (j k i )

!

(2.54)

o�u la minimisation se fait sur toutes les d�ecompositions possibles du m�elange sta-
tistique d'�etats � =

X

k

pk j k ih k j. Il s'agit d'un probl�eme d'optimisation excessive-

ment complexe, qui n'a �et�e r�esolu que dans des cas tr�es particuliers : m�elanges sta-
tistiques d'�etats de deux qubits [Wootters, 1998], et certains �etats tr�es sym�etriques
[Terhal et Vollbrecht, 2000, Vollbrecht et Werner, 2001]. En variables continues, il n'existe
une expression explicite de l'intrication de formation que pour les �etats Gaussiens sym�e-
triques �a 2 modes [Giedkeet al., 2003].

Par construction, l'intrication de formation revient �a quanti�er le nombre minimal
d'�etats purs n�ecessaires pour recr�eer la même intrication.

La question de l'additivit�e de l'intrication de formation reste un probl�eme ouvert
[Kr •uger et Werner, web].

b) N�egativit�es

Les n�egativit�es sont des fonctions monotones de l'intrication, qui quanti�ent la vio-
lation du crit�ere PPT ( cf. xD.4a)), c'est-�a-dire \combien" il manque �a la transpos�ee
partielle de � pour être positive. Nous allons aborder ici la n�egativit�e et la n�egativit�e
logarithmique.

N�egativit �e
La n�egativit�e est d�e�nie par [ _Zyczkowskiet al., 1998, Eisert, 2001] :

N(� ) =
kt i � k1 � 1

2
(2.55)

o�u la norme 1 est d�e�nie par : kÔk1 = Tr
� p

Ôy Ô
�

.
La n�egativit�e a l'avantage d'être une mesure d'intrication qu'on peut calculer :

N(� ) = max

 

0; �
X

k

� �
k

!

(2.56)

o�u les � �
k sont les valeurs propres n�egatives de la transpos�ee partiellet i � .
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N�egativit �e logarithmique
La n�egativit�e peut être d�e�nie pour les variables continues [Vidal et Werner, 2002],

cependant on utilise plus volontiers la n�egativit�e logarithmique [Vidal et Werner, 2002,
Eisert, 2001] :

EN (� ) = log 2

�
kt i � k1

�
= log2 (1 + 2 N(� )) (2.57)

La n�egativit�e logarithmique est additive. Bien qu'elle ne soit pas convexe, c'est une
fonction totalement monotone de l'intrication sous les LOCC [Plenio, 2005].

Ni la n�egativit�e, ni la n�egativit�e logarithmique ne sont continues par rapport �a la
norme 1 dans un espace de Hilbert de dimension in�nie ; cependant on peut s'a�ranchir
de ce probl�eme en ne consid�erant que des �etats physiques, c'est-�a-dire d'�energie moyenne
�nie [Eisert et al., 2002b]. Une telle contrainte �etant parfaitement raisonnable, il est tout-
�a-fait l�egitime d'omettre ce probl�eme dans un premier temps.

c) �Etats Gaussiens

R�e�ecriture des n �egativit �es
Le principal avantage des n�egativit�es est qu'elles sont faciles �a calculer pour les

�etats Gaussiens. Ainsi, pour un �etat de matrice de covariance� [Vidal et Werner, 2002,
Sera�ni, 2004, Adessoet al., 2004b, Adessoet al., 2004c] :

N(� ) =

8
>>>><

>>>>:

1
2

0

@
Y

k j ~� k < 1

~� � 1
k � 1

1

A

0 si 8k ~� k � 1

(2.58)

Et de la même fa�con, on peut exprimer la n�egativit�e logarithmique en fonction des
valeurs propres symplectiques de la transpos�ee partielle ~� :

EN (� ) =

8
>><

>>:

�
X

k j ~� k < 1

log2(~� k)

0 si 8k ~� k � 1

(2.59)

Lemme
Ce lemme permet de simpli�er encore la quanti�cation de l'intrication pour certains

�etats Gaussiens.
Soit un �etat Gaussien bipartitionn�e � AB , comprenant NA + NB modes. Il y a au

maximum n = min f NA ; NB g valeurs propres symplectiques de la transpos�ee partielle
~� AB qui peuvent violer l'in�egalit�e PPT (2.50).

On peut alors, pour les �etats Gaussiens20 1� N quanti�er l'intrication simplement �a

20. Et aussi pour les �etats bisym�etriques M � N , dont le spectre symplectique pr�esente des d�eg�en�erescences.
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l'aide de ~� � , la plus petite des valeurs propres symplectiques de la transpos�ee partielle
~� . En e�et, si ~� � < 1, l'�etat est intriqu�e, et plus ~� � est petit, plus l'�etat � est intriqu�e.
Dans le cas particulier des �etats Gaussiens �a 2 modes, ce r�esultat avait �et�e obtenu dans
[Adessoet al., 2004a, Adessoet al., 2005].

E Cas particulier des �etats Gaussiens �a 2 modes

Dans cette section, nous allons reprendre les r�esultats pr�ec�edents dans le cas particu-
lier de 2 modes Gaussiens. Cette d�emarche est motiv�ee d'une part par le fait qu'il s'agit
du plus simple des syst�emes bipartitionn�es { qui va permettre d'exprimer explicitement
les di��erents crit�eres et mesures {, et d'autre part par le fait que ce sont de tels �etats
qui ont �et�e �etudi�es exp�erimentalement durant cette th�ese.

E.1 �Ecriture symplectique d'un �etat Gaussien �a 2 modes

La matrice de covariance� d'un �etat �a 2 modes est une matrice sym�etrique r�eelle 4� 4,
qui comportea priori 10 coe�cients ind�ependants. Cependant, pour �etudier la quantit�e
d'information contenue dans l'�etat, ou son intrication, on peut se limiter �a la forme
standard de cette matrice [Simon, 2000, Duanet al., 2000]. En e�et, il est possible de
passer de la forme g�en�erale �a la forme standard par des op�erations symplectiqueslocales,
qui ne modi�ent pas l'intrication de l'�etat ( cf. xB.3f)). Ainsi, la forme standard de la
matrice de covariance d'un �etat Gaussien �a 2 modes s'�ecrit :

� =
�

� 
t  �

�
=

0

B
B
@

a 0 c+ 0
0 a 0 c�

c+ 0 b 0
0 c� 0 b

1

C
C
A (2.60)

Il y a N invariants symplectiques (cf. xB.4a)) ; ici N = 2. On peut donc exprimer
toutes les propri�et�es de � en fonction de son d�eterminant Det(� ) et de son s�eralien
�( � ) = Det( � ) + Det( � ) + 2 Det(  ).

Ainsi, l'in�egalit�e de Heisenberg peut s'�ecrire :

�( � ) � 1 + Det( � ) (2.61)

ou en termes de valeurs propres symplectiques, qu'on notera� + et � � avec� � � � + :

� � � 1 (2.62)

On peut d'ailleurs exprimer les valeurs propres symplectiques en fonction des deux in-
variants cit�es plus haut [Vidal et Werner, 2002, Sera�niet al., 2004, Adessoet al., 2004a,
Adessoet al., 2004b] :

2� 2
� = �( � ) �

p
� 2(� ) � 4 Det(� ) (2.63)
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Pour la quanti�cation de l'intrication, plutôt que d'utiliser directement les coe�cients
a, b, c+ et c� de la matrice (2.60), il est int�eressant d'�ecrire deux invariants symplectiques
locaux { qui sont les puret�es des �etats r�eduits �a 1 seul mode :

� 1 = [Det( � )]� 1=2 =
1
a

(2.64)

� 2 = [Det( � )]� 1=2 =
1
b

(2.65)

et deux invariants symplectiques globaux { la puret�e et le s�eralien :

� = [Det( � )]� 1=2 =
�
(ab� c2

+ )(ab� c2
� )

� � 1=2
(2.66)

� = a2 + b2 + 2c+ c� (2.67)

L'int�erêt de ce changement de variables est d'utiliser des variables ayant un sens phy-
sique plus clair (tout au moins en ce qui concerne les puret�es). En outre, un grand nombre
de m�ethodes permettant de mesurer les invariants globaux� et �, et locaux � 1 et � 2, ont
�et�e propos�ees r�ecemment [Fiur�a�sek et Cerf, 2004, Wengeret al., 2004, Ekertet al., 2002,
Filip, 2002, Oi et �Aberg, 2006, Rigolin et de Oliveira, 2007]. Ces m�ethodes ont l'avan-
tage de ne pas n�ecessiter une reconstruction compl�ete de la matrice de covariance
[D'Ariano et al., 2007].

E.2 Intrication Gaussienne �a 2 modes

a) Crit�ere PPT et n�egativit�es

En termes d'invariants symplectiques, la transposition partielle de la matrice de co-
variance d'un �etat Gaussien �a 2 modes revient �a changer le signe de Det( ) :

� =
�

� 
t  �

�
� ! t i �
���! ~� =

�
� ~
t ~ �

�
(2.68)

avec Det(~ ) = � Det( ). Pour une matrice de covariance sous la forme standard, ceci
revient �a changer c� en � c� .

La transposition partielle change le s�eralien � en :

~� = Det( � ) + Det( � ) + 2 Det(~ )
= Det( � ) + Det( � ) � 2 Det( )
= � � 4 Det( )

= � � +
2
� 2

1
+

2
� 2

2

(2.69)

Et l'�equation (2.63) donne directement les valeurs propres de ~� :

2 ~� 2
� = ~� �

r
~� 2 �

4
� 2

(2.70)
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Le crit�ere PPT { qui est une �equivalence puisqu'on est dans le cas \1� N " (avec
N = 1) { s'�ecrit :

� est s�eparable , ~� � � 1

, ~� � 1 +
1
� 2

(2.71)

Notons que plus l'�etat est pur, plus � se rapproche de 1 par valeurs inf�erieures, et

donc plus 1 +
1
� 2

est petit. L'in�egalit�e ~� � 1 +
1
� 2

est donc d'autant plus facile �a violer

que l'�etat est pur, ce qui traduit le fait qu'il est plus facile pour un �etat pur que pour
un m�elange statistique d'�etats d'être intriqu�e.

On peut �egalement calculer pour la n�egativit�e logarithmique pour un �etat Gaussien
�a 2 modes, qui est une fonction d�ecroissante de ~� � :

EN = max f 0; � log2(~� � )g (2.72)

Quant �a l'autre valeur propre symplectique de la transpos�ee partielle, elle v�eri�e
toujours : ~� + > 1.

En�n, remarquons que, d'apr�es les �equations (2.60),(2.61),(2.69),(2.71), on obtient
une condition n�ecessaire pour qu'un �etat Gaussien �a 2 modes soit intriqu�e [Simon, 2000] :

� est intriqu�e ) Det( ) < 0 (2.73)

b) Maximisation de l'intrication �a l'aide d'op�erations passives

Soit un �etat Gaussien � �a N � 2 modes, et une op�eration passiveK appliqu�ee �a
� : � ! � 0 = tK�K . Il a �et�e montr�e dans [Wolf et al., 2003] que la quantit�e maximale
d'intrication (quanti��ee par la n�egativit�e logarithmique) qu'on pouvait obtenir pour un
sous-syst�eme arbitraire de deux modes de� 0 est donn�ee par :

E max
N = max

�
0; �

1
2

log2(� 1� 2)
�

(2.74)

o�u � 1 et � 2 sont les deux plus petites valeurs propres orthogonales (usuelles) de� .

Fig. 2.3: Obtention, �a l'aide d'op�erations passives globales, des faisceaux les plus intriqu�es
possible.
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Nous allons �a pr�esent nous restreindre �a 2 modes Gaussiens. [Wolfet al., 2003] montrent
�egalement qu'un �etat Gaussien �a 2 modes dont la matrice de covariance est naturelle-
ment dans la forme standard ne peut pas voir son intrication augmenter ; contrairement
aux autres �etats. Pour ces derniers, la transformation �a appliquer est celle qui donnera
un �etat dont la matrice de covariance est directement dans la forme standard.

Les transformations passives ont �et�e pr�esent�ees auxB.3 : il s'agit de l'op�eration \d�e-
phasage" et de l'op�eration \lame s�eparatrice" (cf. Fig. 2.3). On peut r�ealiser n'importe
quelle transformation passive sur les deux modes en combinant ces deux op�erations
[Yurke et al., 1986, Hanet al., 1990, Arvind et al., 1995b]. La �gure 2.4 donne le sch�ema
le plus g�en�eral : les modes subissent un d�ephasage, sont m�elang�es sur une lame 50/50,
subissent �a nouveau un d�ephasage avant d'être recombin�es puis d�ephas�es.

Fig. 2.4: Une transformation arbitraire sur deux modes est obtenue �a l'aide de d�ephasages et
de lames s�eparatrices, et se r�eduit �a 3 param�etres ind�ependants. Lorsque les deux modes sont
polaris�es orthogonalement, la transformation est obtenue de mani�ere �equivalente �a l'aide de 3
lames bir�efringentes tourn�ees selon des angles� i .

Lorsque les deux modes di��erent uniquement par leur polarisation, cette transforma-
tion arbitraire peut être r�ealis�ee �a l'aide de deux lames�= 4 et d'une lame�= 2 (cf. Fig.
2.4). Il a �et�e montr�e dans [Simon et Mukunda, 1990] que ce nombre de lames est minimal
et que toute association de ces trois lames dans un ordre quelconque est �equivalente.

Nous verrons aux5.C.2c) l'aspect exp�erimental correspondant �a cette partie : cette
association de lame permet e�ectivement d'obtenir un �etat dont la matrice de covariance
est sous la forme standard.

c) Intrication de formation pour les �etats sym�etriques

L'expression de la d�ecomposition convexe optimale qui apparâ�t dans la d�e�nition
de l'intrication de formation (2.54) a �et�e trouv�ee dans le cas d'un m�elange statistique
d'�etats Gaussienssym�etriques21 �a 2 modes (c'est-�a-dire un �etat tel que a = b). Cette

21. Des bornes inf�erieures pour EF ont �et�e �etablies dans le cas non sym�etrique [Rigolin et Escobar, 2004].
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d�ecomposition est Gaussienne, de sorte que le minimum est r�ealis�e pour des �etats purs
Gaussiens �a 2 modes [Giedkeet al., 2003], ce qui m�ene �a l'expression :

EF = maxf 0; g(~� � )g (2.75)

o�u

g(x) =
(1 + x)2

4x
log2

�
(1 + x)2

4x

�
�

(1 � x)2

4x
log2

�
(1 � x)2

4x

�
(2.76)

EF est ainsi une fonction d�ecroissante de ~� � : la quanti�cation de l'intrication qu'elle
fournit est �equivalente �a celle donn�ee par les n�egativit�es.

d) Classement des �etats Gaussiens par leur quantit�e d'intrication

L'�equivalence entre les n�egativit�es et l'intrication de formation pour les �etats Gaus-
siens sym�etriques �a 2 modes pourrait mener �a penser que, pour tous les �etats Gaussiens
�a 2 modes (sym�etriques ou non !), il existe une unique quanti�cation de l'intrication qui
reposerait sur la plus petite des valeurs propres symplectiques de la transpos�ee partielle
de la matrice de covariance, ~� � .

En r�ealit�e il n'en est rien, et il existe une seconde classe de mesures, les\mesures Gaus-
siennes d'intrication" (que nous n'aborderons pas ici), qui d�ebouchent sur un classement
di��erent. Pour 2 modes, toutes les mesures ne co•�ncident que dans le cas sym�etrique.

Le lecteur pourra trouver de plus amples informations, et une discussion approfondie
sur ce sujet, dans l'article d'o�u est tir�e ce chapitre [Adesso et Illuminati, 2007] ou dans
[Adesso et Illuminati, 2005].

E.3 Information et intrication extr�emale

Il s'agit, dans cette derni�ere section, de relier l'intrication d'un �etat Gaussien �a 2
modes avec la quantit�e d'information que lui et ses sous-syst�emes contiennent. On a vu
au xD.2 que ces deux notions sont �etroitement reli�ees pour les �etats purs. Quant aux
�etats impurs, le xD.3 a montr�e qu'une partie de l'information �etait encod�ee dans le taux
de m�elange individuel des sous-syst�emes, et l'�etat global poss�ede �egalement un certain
degr�e de m�elange. Ceci sugg�ere qu'on puisse extraire de ces grandeurs des informations
sur les corr�elations entre les sous-syst�emes.

Les �etudes ont montr�e que, �a puret�es individuelles et globale �x�ees, la n�egativit�e
d'�etats Gaussiens �a 2 modes de taux de m�elange �x�e poss�ede une borne inf�erieure et une
borne sup�erieure [Adessoet al., 2004a, Adessoet al., 2004b, Adessoet al., 2005]. Ceci
m�ene �a l'in�egalit�e suivante sur le s�eralien :

2
�

+
(� 1 � � 2)2

� 2
1 � 2

2
� � � min

�
(� 1 + � 2)2

� 2
1 � 2

2
�

2
�

; 1 +
1
� 2

�
(2.77)

qui a amen�e �a d�e�nir des \�etats Gaussiens extr�emalement intriqu�es" �a puret�es indivi-
duelles et globale �x�ees. Les �etats qui saturent la partie gauche de l'in�egalit�e (2.77) sont
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dits \maximalement intriqu�es" (GMEMS) ; ceux qui saturent la partie droite de l'in�ega-
lit�e sont dits \minimalement intriqu�es" (GLEMS).

Ainsi, l'intrication { quanti��ee par les n�egativit�es { des �etats Gaussiens �a 2 modes est
born�ee sup�erieurement et inf�erieurement par des quantit�es ne d�ependant que des puret�es
individuelles et globale ; le seul degr�e de libert�e restant �etant l'invariant symplectique �.

L'existence des GMEMS et des GLEMS d�ebouche sur deux r�esultats importants.
Tout d'abord, cela permet de classer la s�eparabilit�e des �etats Gaussiens en fonction de

leurs puret�es individuelles et globale : cette classi�cation22 est r�esum�ee dans le tableau
2.3.

Tab. 2.3: Classi�cation des propri�et�es de s�eparabilit�e des �etats Gaussiens �a 2 modes en fonction
de leur puret�e globale � et des puret�es individuelles � 1 et � 2.

Degr�e de puret�e Propri�et�es d'intrication

� < � 1 � 2 �etat non physique

� 1 � 2 � � �
� 1 � 2

� 1 + � 2 � � 1 � 2
�etats s�eparables

� 1 � 2

� 1 + � 2 � � 1 � 2
< � �

� 1 � 2p
� 2

1 + � 2
2 � � 2

1 � 2
2

zone de coexistence d'�etats intriqu�es et s�eparables

� 1 � 2p
� 2

1 + � 2
2 � � 2

1 � 2
2

< � �
� 1 � 2

� 1 � 2 + j� 1 � � 2j
�etats intriqu�es

� 1 � 2

� 1 � 2 + j� 1 � � 2j
< � �etat non physique

Par ailleurs, ceci permet de d�e�nir un nouvel estimateur de l'intrication dans les �etats
Gaussiens bipartitionn�es �a 2 modes, �a partir de la valeur moyenne des n�egativit�es des
GMEMS et des GLEMS [Adessoet al., 2004a].

22. Le lecteur pourra �egalement trouver un sch�ema explicitant cette classi�cation dans [Adesso et al., 2004a]
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F Conclusion

Nous avons d�evelopp�e dans ce chapitre le formalisme symplectique, qui permet de
caract�eriser totalement un �etat Gaussien et les transformations agissant sur cet �etat. Ce
formalisme propose une �ecriture uni��ee des propri�et�es essentielles d'un �etat Gaussien,
tant du point de vue des fondements de la m�ecanique quantique (in�egalit�e de Heisenberg)
que pour l'information ou l'intrication contenues dans cet �etat. Il a en outre permis de
d�egager plusieurs crit�eres d'intrication, en particulier pour les �etats Gaussiens �a 2 modes
qui vont nous int�eresser tout au long de cette th�ese.

Avant d'utiliser ce formalisme pour caract�eriser des �etats obtenus exp�erimentalement,
nous allons dans le chapitre suivant pr�esenter l'instrument que nous utilisons pour les
produire : l'oscillateur param�etrique optique auto-verrouill�e en phase.
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A Introduction

Nous allons aborder dans ce chapitre les possibilit�es exp�erimentales pour produire
les �etats non classiques du rayonnement, �etudi�es d'un point de vue th�eorique dans les
chapitres pr�ec�edents. Toutes reposent sur l'optique non lin�eaire, dont nous pr�esenterons
les bases. Ensuite nous nous focaliserons sur la non lin�earit�e d'ordre 2, et sur la conversion
param�etrique en cavit�e optique : c'est le principe d'un Oscillateur Param�etrique Optique.
En�n nous pr�esenterons le dispositif �etudi�e exp�erimentalement durant cette th�ese : l'OPO
auto-verrouill�e en phase.

B Optique non lin�eaire

Les deux chapitres pr�ec�edents ont abord�e les �etats non classiques du rayonnement
(comprim�es, corr�el�es, intriqu�es), dont l'existence a �et�e pr�evue tr�es rapidement dans l'his-
toire de la m�ecanique quantique. Cependant, en l'absence de moyens exp�erimentaux per-
mettant de g�en�erer de tels �etats, leur �etude est rest�ee th�eorique jusqu'�a l'av�enement de
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l'optique non lin�eaire au d�ebut des ann�ees 60 [Armstronget al., 1962]. En e�et, c'est
essentiellement dans ce domaine que l'optique quantique puise ses outils exp�erimentaux.

B.1 Processus non lin�eaires en optique

a) Non-lin�earit�e des milieux di�electriques

Lorsqu'un champ �electromagn�etique se propage dans un milieu di�electrique, il induit
{ via la force de Lorentz { un d�eplacement des charges li�ees par rapport �a leur position
d'�equilibre. Ce d�eplacement modi�e la distribution de charges1, et donc le champ �elec-
trique cr�e�e par cette distribution, induisant une polarisation macroscopique, qu'on peut
�ecrire sous forme d'une s�erie convergente de puissances du champ :

�!
P = "0

h
� (1) �!

E + � (2) �!
E 2 + � (3) �!

E 3 + :::
i

(3.1)

o�u "0 est la permittivit�e di�electrique du vide. Il est �a noter que les � (2n) sont nuls pour
tous les milieux centro-sym�etriques. La polarisation induite est un terme source pour le
champ ; elle peut �a son tour induire des modi�cations du champ incident.

Les� (m) sont d'autant plus petits quem est grand. De ce fait, lorsquek
�!
E k est faible,

on peut n�egliger tous les termes d'ordre sup�erieur devant celui d'ordre 1 : la polarisation
est lin�eaire. Ce terme d'ordre 1 est ainsi responsable des propri�et�es lin�eaires du milieu :
indice de r�efraction, absorption. En optique lin�eaire, les composantes de quadratures
jouent des rôles sym�etriques, et les ondes se propagent sans inuence mutuelle ... donc
sans se corr�eler. Des champs \classiques" restent donc classiques.

Plus k
�!
E k est important, plus grand sera le nombre de termes �a prendre en compte.

Ces termes sont �a l'origine de nombreux ph�enom�enes : indice non lin�eaire, g�en�eration
d'harmoniques du champ d'ordres sup�erieurs, conversion param�etrique, ... Ces proces-
sus agissent de mani�ere dissym�etrique sur les composantes de quadratures, ou encore
couplent plusieurs champs, pouvant ainsi mener { �a partir d'un champ classique { �a la
g�en�eration d'un champ non classique (comprim�e ou corr�el�e).

Un milieu optique est dit \non lin�eaire" si son � (2) ou son � (3) sont su�samment
grands pour qu'avec un faisceau d'intensit�e mod�er�ee on puisse d�etecter ses e�ets non
lin�eaires. Nous pr�esenterons rapidement les e�ets observ�es dans un milieu \� (3) " avant
de d�etailler les e�ets li�es �a un � (2) 6= 0.

b) Non lin�earit�e d'ordre 3

En g�en�eral, l'e�et non lin�eaire d'ordre 3 est totalement masqu�e par celui d'ordre 2.
Cependant, puisque� (2) = 0 dans un milieu centro-sym�etrique, il est possible de d�etecter
les e�ets du terme d'ordre 3.

1. Ces di��erentes interactions peuvent avoir lieu avec un certain retard, de sorte que l'�ecriture de la conser-
vation de l'�energie doit tenir compte de cet �eventuel d�ephasage.
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Dans un tel milieu, il existe un processus asym�etrique simple qui permet de g�en�erer
un �etat comprim�e. En e�et, on peut r�e�ecrire ce terme :

� (3) �!
E 3 =

�
� (3) k

�!
E k2

� �!
E (3.2)

De sorte que la polarisation macroscopique induite (avec un d�eveloppement limit�e �a
l'ordre 4) s'�ecrit :

�!
P = "0

�
� (1) + � (3) k

�!
E k2

� �!
E (3.3)

On peut ainsi interpr�eter la non lin�earit�e � (3) comme une correction non lin�eaire du� (1) ,
responsable de l'indice du milieu. Cette d�ependance de l'indice de r�efraction en intensit�e
du champ est appel�ee \e�et Kerr optique".

Puisque l'indice d�epend de l'intensit�e, le d�ephasage induit lors de la travers�ee du
milieu (qui est proportionnel au chemin optique parcouru) d�epend �egalement de l'inten-
sit�e. Un champ qui sera �a l'instant t1 d'intensit�e I + �I 1 sera moins d�ephas�e que lorsqu'�a
l'instant t2 il aura l'intensit�e I + �I 2 avecI 1 < I 2. La repr�esentation de Fesnel fournit une
bonne image de la cons�equence sur les uctuations du champ, qui se trouvent compri-
m�ees : le disque des uctuations d'un champ coh�erent est transform�e en ellipse (cf. Fig.
3.1).

Fig. 3.1: Illustration en repr�esentation de Fresnel de l'e�et Kerr optique : les uctuations du
champ sont comprim�ees du fait du d�ephasage d�ependant de l'intensit�e.

Une r�eduction de bruit par e�et Kerr peut être obtenue par exemple �a l'aide d'atomes
froids en cavit�e [Lambrecht et al., 1996], ou dans une �bre optique [Silberhornet al., 2001].

c) Non lin�earit�e d'ordre 2

Les processus non lin�eaires d'ordre 2, centraux dans les exp�eriences men�ees lors de
cette th�ese, sont �egalement appel�es \m�elange �a trois ondes". En e�et, ils couplent trois
champs de pulsations! 0, ! 1 et ! 2. La conservation de l'�energie est bien entendue assur�ee :

! 0 = ! 1 + ! 2 (3.4)

Deux processus sont particuli�erement int�eressants pour l'optique quantique : la somme
de fr�equences et la conversion param�etrique (cf. Fig. 3.2).
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(a) Somme de fr�equences (b) Conversion param�etrique

Fig. 3.2: M�elange �a 3 ondes

La somme de fr�equences (cf. Fig. 3.2(a)), ou \doublage de fr�equence" correspond �a
la combinaison de deux photons pompe de pulsations! 1 et ! 2 pour donner un photon �a
la pulsation somme! 0 = ! 1 + ! 2. Premier e�et non lin�eaire observ�e exp�erimentalement
(sous la forme de g�en�eration de seconde harmonique,i.e. avec deux photons pompe de
même fr�equence), son plus grand int�erêt �a l'heure actuelle est de doubler la fr�equence
d'un laser. Cependant, il permet �egalement de g�en�erer un �etat comprim�e, car le dou-
blage est d'autant plus e�cace que l'intensit�e est grande : la distribution de bruit du
champ �a ! 0 est donc elliptique (comme pour l'e�et Kerr, le doublage n'agit pas de fa�con
sym�etrique sur toutes les quadratures).

La conversion param�etrique (cf. Fig. 3.2(b)) { sur laquelle nous reviendrons plus en
d�etail dans la prochaine section { est en quelque sorte le processus inverse : �a partir d'un
photon pompe �a ! 0 on g�en�ere deux photons \signal" (de pulsation ! 1) et compl�emen-
taire (de pulsation ! 2). Ces deux photons �etant g�en�er�es simultan�ement (la conservation
de l'�energie l'impose) et �a partir d'un même photon p�ere, ils sont fortement corr�el�es.

L'�energie n'est pas la seule grandeur qui doit être conserv�ee par les processus non
lin�eaires : l'impulsion des photons { c'est-�a-dire la vitesse de phase des ondes { doit elle
aussi être conserv�ee. On parle de \condition d'accord de phase" :

k0 = k1 + k2 , n0! 0 = n1! 1 + n2! 2 (3.5)

Lorsque le cristal n'est pas de dimension in�nie, la condition (3.5) n'est plus stricte2 et
peut être v�eri��ee approximativement, l'interaction �etant bien sûr d'autant plus e�cace
qu'on est proche des conditions id�eales.

Un mat�eriau isotrope, avec une dispersion normale (c'est-�a-dire dont l'indice aug-
mente avec la fr�equence), ne permet pas de r�ealiser cette condition. On utilise donc en
g�en�eral des mat�eriaux bir�efringents (milieux uniaxes n�egatifs), pour lesquels l'indice dif-
f�ere pour la polarisation ordinaire et la polarisation extraordinaire. Deux con�gurations
sont possibles pour le m�elange �a 3 ondes :

{ Accord de phase de type I
L'onde de pulsation ! 0 est polaris�ee suivant l'axe ordinaire, et les deux autres
suivant l'axe extraordinaire : e+ e $ o

2. Ceci provient des retards possibles dans la r�eponse du milieu.
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{ Accord de phase de type II
Les ondes de pulsation! 0 et ! 1 sont polaris�ees suivant l'axe extraordinaire, la
derni�ere suivant l'axe ordinaire : e+ o $ e

En conversion param�etrique, ces deux con�gurations ne donnent pas naissance �a des
faisceaux quantiques de même nature.

L'accord de phase de type I assure que les deux photons signal et compl�ementaire
sont �emis dans le même mode de polarisation. On parle de \conversion param�etrique
d�eg�en�er�ee en polarisation". Si on r�ealise l'accord de phase de telle sorte que! 1 = ! 2, on
obtient ainsi des �etats comprim�es [Wu et al., 1986, Bowenet al., 2003].

Lors d'un accord de phase de type II, les photons sont �emis suivant des polarisations
orthogonales, et sont donc distinguables. Cette con�guration \non d�eg�en�er�ee en polari-
sation" produit ainsi deux faisceaux corr�el�es et pouvant être spatialement s�epar�es. C'est
cette con�guration qui a �et�e exploit�ee exp�erimentalement dans cette th�ese.

B.2 Conversion param�etrique

Nous allons d�ecrire ici la conversion param�etrique en termes de champ �electrique. Les
trois champs coupl�es sont :

{ le champ pompeE0 de pulsation! 0 et de module d'ondek0

{ le champ signalE1 de pulsation! 1 et de module d'ondek1

{ le champ compl�ementaireE2 de pulsation! 2 et de module d'ondek2

On suppose que les trois champs se propagent suivant une direction commune (Oz). En
repr�esentation complexe, on a :

E j (z; t) = Ej (z; t) e{(k j z+ ! j t ) (3.6)

Comme on l'a d�ej�a mentionn�e, la polarisation macroscopique induite est un terme
source pour le champ �electrique. D'apr�es l'�equation de Maxwell-Faraday, on peut �ecrire
l'�equation d'�evolution de chaque champ lors de la propagation dans le milieu non lin�eaire :

� E j �
1
c2

@2E j

@t2
= � 0

@2Pj

@t2
(3.7)

L'e�et non lin�eaire est a priori faible. Il est donc possible de le consid�erer comme une
perturbation de la solution lin�eaire, et de faire l'approximation de l'enveloppe lentement
variable3. L'�equation de propagation de l'enveloppe du champ dans le milieu non-lin�eaire
peut alors se mettre sous la forme [Shen, 1984] :

@Ej

@z
=

{ ! j

2nj "0 c
PNL

i (z)e� { k j z (3.8)

o�u PNL est la partie non lin�eaire de la polarisation macroscopique :

PNL
j (z) = "0 � (2)

ef f E`Em ` 6= j; m m 6= j; ` (3.9)

3. L'approximation de l'enveloppe lentement variable consiste �a supposer que l'enveloppe Ej (z; t) des oscil-
lations varie peu sur une longueur d'onde.
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On a not�e � (2)
ef f la susceptibilit�e e�ective du milieu pour la con�guration utilis�ee.

On en d�eduit les �equations de propagation non lin�eaires coupl�ees :
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

@E0

@z
=

{ ! 0

2n0 c
� (2)

ef f E1E2 e� { � k z

@E1

@z
=

{ ! 1

2n1 c
� (2)

ef f E0E�
2 e{ � k z

@E2

@z
=

{ ! 2

2n2 c
� (2)

ef f E0E�
1 e{ � k z

(3.10)

o�u � k = k0 � k1 � k2 est le d�esaccord de phase.

Il est int�eressant de r�e�ecrire les �equations (3.10) en fonction des variablesA j dont le
module carr�e est �egal au ux de photonsN j . Pour cela, nous allons d'abord exprimer le
lien entre A j et Ej .

Grâce au vecteur de Poynting, on peut calculer l'intensit�eI j de l'onde enW:m� 2 en
fonction de Ej :

I j =
1
2

"0 c nj jEj j2 (3.11)

On en d�eduit le ux de photons N j qui v�eri�e :

I j = N j ~! j (3.12)

Les variablesA j telles queN j = jA j j2 s'�ecrivent donc :

A j =
r

nj c "0

2~! j
Ej (3.13)

Finalement, on sym�etrise les �equations en e�ectuant un changement d'origine des
phases pour le champ pompe :A0 ! � { A0. On obtient :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@A0
@z

= � � A 1A2 e� { � k z

@A1
@z

= � A 0A �
2 e{ � k z

@A2
@z

= � A 0A �
1 e{ � k z

(3.14)

� = � (2)
ef f

r
~ ! 0 ! 1 ! 2

2c3 "0 n0 n1 n2
est un coe�cient de couplage commun aux trois �equations.

On peut montrer �a partir des �equations (3.14) que, au cours de la propagation, il y
a conservation des quantit�es :

~ (! 0 N0 + ! 1 N1 + ! 2 N2) (3.15a)

� N = N1 � N2 (3.15b)
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(3.15a) repr�esente la somme des ux �energ�etiques des trois ondes qui interagissent.
Puisqu'il n'y a pas de transfert d'�energie vers le milieu, ce ux se conserve.

La conservation (3.15b) est �egalement connue sous le nom de \Relation de Manley-
Rowe". Elle conforte l'interpr�etation de l'interaction param�etrique comme la cr�eation
simultan�ee d'une paire de photons signal et compl�ementaire �a partir d'un photon pompe.

A�n d'augmenter l'interaction entre les di��erents champs, le cristal non lin�eaire peut
être ins�er�e dans une cavit�e optique r�esonnante pour un ou plusieurs champs. Un tel dis-
positif, qui sera �etudi�e tout au long de cette th�ese, s'appelle un oscillateur param�etrique
optique simplement, doublement ou triplement r�esonnant.

C Oscillateur param�etrique optique

L'objectif de cette section est simplement de rappeler les principales �equations qui
r�egissent le syst�eme �etudi�e, et les propri�et�es qui en d�ecoulent. Le lecteur pourra trouver
les calculs d�etaill�es dans [Debuisschertet al., 1993] et [Laurat, 2004].

C.1 Aspect classique

Nous allons nous int�eresser �a un oscillateur param�etrique optique (OPO) lin�eaire tri-
plement r�esonnant, pour lequel� 0 = 532 nm et � 1 ' � 2 ' 1064nm. Il est dit triplement
r�esonnant car les miroirs de la cavit�e optique sont trait�es de fa�con �a r�e�echir la pompe,
le signal et le compl�ementaire (cf. Fig. 3.3).

Fig. 3.3: Sch�ema d'un OPO lin�eaire triplement r�esonnant

Pour obtenir l'expression des champs dans la cavit�e, il faut tenir compte d'une part
de la propagation dans le cristal de longueur̀ { avec la conversion param�etrique {,
d'autre part du bouclage des champs dans la cavit�e.

Les �equations de la conversion param�etrique (3.14) sont solubles dans le cas g�en�eral
avec des fonctions elliptiques [Armstronget al., 1962, Rosencher et Fabre, 2002]. Cepen-
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dant, lorsque le gain param�etrique est faible, les �equations se simpli�ent car elles peuvent
être d�evelopp�ees aux ordres faibles eng = ` � , le gain param�etrique.

En r�egime stationnaire, le gain param�etrique est �egal aux pertes. Or les pertes sont
tr�es faibles, de sorte que le gain param�etrique l'est �egalement (pour les trois champs
puisqu'il s'agit d'un OPO triplement r�esonnant) : on peut se restreindre au 1er ordre en
g. On obtient �nalement :

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

A0(`) = A0(0) �
g
2

e� { � k `
2 sinc

�
� k `

2

�
A1(0)A2(0)

A1(`) = A1(0) + g e{ � k `
2 sinc

�
� k `

2

�
A0(0)A �

2(0)

A2(`) = A2(0) + g e{ � k `
2 sinc

�
� k `

2

�
A0(0)A �

1(0)

(3.16)

En ce qui concerne le bouclage, il faut �ecrire les relations d'entr�ee/sortie au niveau des
miroirs. Le miroir d'entr�ee est suppos�e totalement r�e�echissant pour les champs infra-
rouges, le miroir de sortie totalement r�e�echissant pour le vert. On noter0 le coe�cient
de r�eexion en amplitude du miroir d'entr�ee pour la pompe, et r celui du miroir de sor-
tie pour signal et compl�ementaire (cf. Fig. 3.3). On d�e�nit des coe�cients de r�eexion
g�en�eralis�es :

r 0 = 1 �  � � = 1 �  0 (3.17a)

r 0
0 = 1 �  0 � � 0 = 1 �  0

0 (3.17b)

o�u :
{ r = 1 �  avec � 1 de sorte queT = 1 � R ' 2
{ r0 = 1 �  0 avec 0 � 1 de sorte queT0 = 1 � R0 ' 2 0

{ � repr�esente le coe�cient de pertes intra-cavit�e en amplitude pour les champs IR
(dues par exemple �a l'absorption dans le cristal ou aux r�eexions)

{ � 0 repr�esente le coe�cient de pertes intra-cavit�e en amplitude pour le champ pompe
Pour chaque champA j , on note � j = 2 kj (nj ` + L) le d�ephasage subi sur un aller-
retour (L repr�esente la longueur de propagation libre dans la cavit�e). On suppose que
les d�esaccords par rapport �a la r�esonance, not�es �j , sont petits ; on peut donc �ecrire
e{� j ' 1 + {� j . Les �equations de bouclage pour les champs intra-cavit�e s'�ecrivent alors :

8
>>>>><

>>>>>:

( 0 � {� 1) A1 = g A0A �
2

( 0 � {� 2) A2 = g A0A �
1

( 0
0 � {� 0) A1 = � g A1A2 +

p
2 0 A in

0

(3.18)

o�u A in
0 d�esigne le champ pompe �a l'entr�ee de la cavit�e.

Les termes de gauche d�ecrivent d'une part la d�ecroissance des champs intra-cavit�e
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en raison de la transmission des miroirs de couplage et des pertes internes, d'autre part
l'e�et de l'�ecart �a r�esonance. Les termes de droite traduisent le couplage param�etrique
entre les di��erents champs, ainsi que l'apport du champ pompe ext�erieur.

Pour que les champs signalA1 et compl�ementaire A2 ne soient pas nuls, les deux
premi�eres �equations de (3.18) impliquent les conditions suivantes :

� 1 = � 2 � � (3.19a)

N0 = jA0j2 =
 02 + � 2

g2
(3.19b)

La condition (3.19b) indique que l'OPO est un syst�eme pr�esentant un seuil : si le ux
pompe intra-cavit�e est inf�erieur �a cette valeur, les champsA1 et A2 sont nuls (on est
alors au-dessous du seuil). Au-dessus du seuil, par contre, le ux pompe intra-cavit�e
ne d�epend plus du ux pompe incident. On peut d�eduire de cette valeur le ux pompe
incident minimal pour atteindre le seuil :

N in
0

�
�
seuil

=
 02

0 + � 2
0

2 0
N0 =

( 02
0 + � 2

0)(  02 + � 2)
2 0 g2

(3.20)

Le seuil est donc minimal lorsque les trois champs sont �a r�esonance : �0 = � = 0. On
se placera dor�enavant dans cette situation, et on notera� la \force" de pompage par
rapport au seuil :

� =

s
N in

0

N0
=

s
I in

0

I 0
(3.21)

La conversion param�etrique �xe �egalement la somme des phases des champs signal
et compl�ementaire :

' 1 + ' 2 = ' 0 + arctan
�

�
 0

�
(3.22)

En revanche, la di��erence des phases peut uctuer, de sorte que les phases individuelles
sont libres de di�user.

C.2 Aspect quantique au-dessus du seuil d'oscillation

Une analyse semi-classique4 permet d'exprimer les uctuations quantiques des champs
�emis ainsi que leurs corr�elations [Fabreet al., 1999]. On d�ecrit la dynamique des petites
uctuations en lin�earisant les uctuations du champ (cf. x1.D.4).

Les �equations de bouclage doivent cette fois tenir compte des champs vides entrant
par les miroirs de couplageA in

1 et A in
2 , et �egalement des uctuations du videB in

j qui

4. Ce qui correspond ici �a un traitement quantique pour le champ, mais classique pour la mati�ere.
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sont coupl�ees aux champs intra-cavit�e du fait des pertes.�A r�esonance, elles s'�ecrivent :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

�
dA1

dt
+  0A1 = g A0A �

2 +
p

2 A in
1 +

p
2� B in

1

�
dA2

dt
+  0A2 = g A0A �

1 +
p

2 A in
2 +

p
2� B in

2

�
dA0

dt
+  0

0 A0 = � g A1A2 +
p

2 0 A in
0 +

p
2� 0 B in

0

(3.23)

o�u � est la dur�ee d'aller-retour d'un photon dans la cavit�e.
On choisit le champ pompeA0 r�eel, ce qui �xe l'origine des phases. Les solutions

stationnaires sont donn�ees par :

A0 =
 0

g
(3.24a)

jA j j =

s
 0 0 (� � 1)

g2
j = 1; 2 (3.24b)

' 1 + ' 2 = ' 0 = 0 (3.24c)

On lin�earise les uctuations des champs autour de leurs valeurs moyennes (A j = A j +
�A j ), et on injecte dans (3.23) en tenant compte de (3.24). A�n de transformer les
�equations di��erentielles en �equations alg�ebriques, on passe dans le domaine fr�equentiel

�a l'aide de la transform�ee de Fourier (not�ee � ). On pose� =
 0

0

 0
et � 2 = � (� � 1), et on

obtient :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(1 + 2{
) g�A 1(
) = g�A �
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) e� { ' 2

+
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1 (
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p
2�
 0

]�B in
1 (
)
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) g�A 2(
) = g�A �
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) + � g�A 0(
) e� { ' 1

+
p

2
 0

g�A in
2 (
) +

p
2�
 0

]�B in
2 (
)

�
 0

0

 0
+ 2{


�
g�A 0(
) = � �

�
g�A 1(
) e� { ' 1 + g�A 2(
) e� { ' 2

�

+
p

2 0

 0
g�A in

0 (
) +
p

2� 0

 0
]�B in

0 (
)

(3.25)

o�u 
 =
! �
2 0

=
!

 c

est la fr�equence de bruit normalis�ee �a la bande passante de la cavit�e.

On va r�e�ecrire ces �equations en fonction des bruits sur la somme ou la di��erence des
uctuations des champs signal et compl�ementaire, ce qui permet de les d�ecoupler. On
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note :

x j ('; 
) = g�A j (
) e� { ' + g�A �
j (� 
) e{ ' j = 0; 1; 2 (3.26a)

pj (
) = x j (' j ; 
) = g�A j (
) e� { ' j + g�A �
j (� 
) e{ ' j j = 0; 1; 2 (3.26b)

qj (
) = x j (' j +
�
2

; 
) = � {
�

g�A j (
) e� { ' j + g�A �
j (� 
) e{ ' j

�
j = 0; 1; 2 (3.26c)

Ainsi pj repr�esente les uctuations d'intensit�e du champA j et qj ses uctuations d'ampli-
tude ; x j ses uctuations suivant une quadrature quelconque. Le spectre de bruit suivant
la quadrature x j est :

Sx j (
) = hx j (
) x j (� 
) i (3.27)

On d�e�nit :
p� =

p1 � p2p
2

et q� =
q1 � q2p

2
(3.28)

et on obtient le syst�eme d'�equations d�ecoupl�ees :

2 0(1 + {
) p� �
p

2 p in
� �

p
2� p in

�
0 = 0 (3.29a)

2{
  0q� �
p

2 q in
� �

p
2� q in

�
0 = 0 (3.29b)

2 0(� 2 + � { 
 � 2 
 2) p+ � (� + 2 {
)
� p

2 p in
+ +

p
2� p in

+
0
�

� 2 �
� p

2 0 pin
0 +

p
2� 0 pin

0
0
�

= 0
(3.29c)

2 0 (�� + ( � + 2) {
 � 2 
 2) q+ � (� + 2 {
)
� p

2 q in
+ +

p
2� q in

+
0
�

� 2 �
� p

2 0 qin
0 +

p
2� 0 qin

0
0
�

= 0
(3.29d)

Pour en d�eduire les uctuations des champs sortants, il su�t d'�ecrire la relation
correspondant au miroir de sortie de la cavit�e :

pout
� = t p� � r pin

� '
p

2 p � � pin
� (3.30a)

qout
� '

p
2 q � � qin

� (3.30b)

On tient �egalement compte du fait que les uctuations des champs { vides ! { entrant ne
sont pas corr�el�ees et �egales au bruit quantique standard. On les normalise �a 1 :

Spin
j

(
) = Spin
j

(
) = Sqin
j

(
) = Sqin
j

(
) = 1 j = 1; 2 (3.31a)

hpin
j qin

j i = hqin
j pin

j i = hpin
j

0qin
j

0i = hqin
j

0pin
j

0i = 0 j = 1; 2 (3.31b)

a) Bruit sur la di��erence des uctuations

Le spectre de bruit sur la di��erence de phase des deux champs ne d�epend pas du
bruit du champ pompe :

Sqout
�

(
) = 1 +

 0

1

 2

(3.32)

Cette expression est toujours sup�erieure �a 1 : la quadratureqout
� n'est jamais comprim�ee.

En outre la variance de bruit diverge �a fr�equence nulle, ce qui traduit le ph�enom�ene de
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di�usion de phase �evoqu�e pr�ec�edemment.
Quant au spectre de bruit sur la di��erence d'amplitude, le calcul donne :

Spout
�

(
) = 1 �

 0

1
1 + 
 2

(3.33)

La quadraturepout
� est ainsi toujours comprim�ee au-dessous du bruit quantique standard,

ce qui traduit de fortes corr�elations en intensit�e entre les champs signal et compl�emen-
taire. La compression est maximale �a fr�equence nulle, ce qui peut s'expliquer simplement
par le fait qu'aux temps courts (aux fr�equences �elev�ees), un des photons de la paire peut
être sorti de la cavit�e tandis que l'autre est encore �a l'int�erieur. Plus les pertes intra-cavit�e
sont faibles, plus grande est la compression de bruit.

b) Bruit sur la somme des uctuations

En supposant que les uctuations du champ pompe sont au bruit quantique standard,
les spectres de bruit sur la somme des phases et la somme des intensit�es sont :

Sqout
+

(
) = 1 �

 0

1 + �

 2 + � 2 + � (1 + 
 2 � � 2)

(3.34a)

Spout
+

(
) = 1 +

 0

1 + �

 2 + ( � � 1)2 + � (
 2 � � 2)

(3.34b)

o�u on a pos�e � =
4 
 2

� 2
.

On constate que la quadratureqout
+ est toujours comprim�ee (tandis quepout

+ est tou-
jours bruit�ee) : les phases des champs signal et compl�ementaire sont anti-corr�el�ees { et
ce d'autant plus qu'on est proche du seuil et que les pertes intra-cavit�e sont faibles. On
peut �egalement montrer que le bruit de phase de la pompe peut d�egrader tr�es rapidement
ces anti-corr�elations.

C.3 Aspect quantique sous le seuil d'oscillation

Sous le seuil, les valeurs moyennes des champs signal et compl�ementaire sont nulles.
Cependant, les champs vides sortants ont des propri�et�es quantiques int�eressantes.

a) �Equations lin�earis�ees

Les �equations (3.23) sont bien sûr toujours valables ; mais lorsqu'on lin�earise, on
tient compte du fait que A1 = A2 = 0. Or, dans les deux premi�eres �equations, lors
de la lin�earisation, le bruit sur la pompe n'apparâ�t plus que multipli�e par les valeurs
moyennes des champs signal et compl�ementaires : il n'apparâ�t donc plus du tout. Ce



C. Oscillateur param�etrique optique 65

r�esultat est important, car contrairement au cas au-dessus du seuil, les corr�elations ne
seront pas d�egrad�ees par le bruit sur la pompe. Les �equations se r�e�ecrivent :
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>>>>:
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 0

d �A 1

dt
+ �A 1 = � �A �

2 +
p

2
 0

�A in
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p
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 0

�B in
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 0

d �A 2
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+ �A 2 = � �A �
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2
 0

�A in
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p
2�
 0

�B in
2

(3.35)

Comme pr�ec�edemment, on utilise la transform�ee de Fourier pour transformer les
�equations di��erentielles temporelles en �equations alg�ebriques fr�equentielles. En passant
aux quadratures (cf. �equations (3.26)), on obtient des �equations surp� et q+ (cf. �equation
(3.28)) : 8

>>>><

>>>>:
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 + � ) p� �
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2
 0
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p
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 0

pin
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0 = 0

(1 + 2 {
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2
 0
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p
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 0

qin
+

0 = 0

(3.36)

Pour calculer les variances des bruits, il su�t d'exprimer les uctuations sortantes �a
l'aide de la relation (3.30).

b) Variances de bruit

Les spectres de bruit surp� et q+ sont identiques, ce qui transparâ�t d�ej�a dans la
sym�etrie des �equations (3.36) :

Spout
�

(
) = Sqout
+

(
) = 1 �

 0

4�
4 
 2 + ( � + 1) 2

(3.37)

Ainsi les quadraturesp� et q+ sont toujours comprim�ees. La compression de bruit
est d'autant plus forte qu'on est proche du seuil, et { comme c'�etait le cas au-dessus du
seuil { que les pertes intra-cavit�e sont faibles. Les champs videsA1 et A2 sont donc des
champs intriqu�es (corr�el�es en intensit�e et anti-corr�el�es en phase).

Puisqu'on a des champs intriqu�es sym�etriques, nous allons nous int�eresser aux crit�eres
de Duan et Simon (1.30) et EPR (1.26), et en particulier �a leur sensibilit�e aux pertes.
On constate sur la �gure 3.4 que les faisceaux sont toujours ins�eparables, mais que pour
� �  , il n'y a plus de corr�elations EPR. Les corr�elations EPR sont donc beaucoup plus
sensibles aux pertes que l'intrication.

C.4 Conclusion

L'OPO est un syst�eme stable, accordable en fr�equence, qui donne naissance �a deux
faisceaux dont les intensit�es sont fortement corr�el�ees et les phases fortement anti-corr�el�ees ;
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(a) S�eparabilit�e (b) Corr�elations EPR

Fig. 3.4: Sensibilit�e aux pertes intra-cavit�e de la s�eparabilit�e et des corr�elations EPR. Les pertes
� sont en unit�es de  .

c'est-�a-dire des faisceaux intriqu�es. C'est donc une source id�eale pour �etudier les pro-
pri�et�es quantiques de la lumi�ere.

Notre dispositif (d�ecrit au chapitre 4) a permis, durant la th�ese de Julien Laurat,
de mettre en �evidence les corr�elations d'intensit�e : des faisceaux jumeaux ont �et�e g�e-
n�er�es avec une r�eduction de bruit de 9;5 � 0;5dB (soit 89%) [Laurat et al., 2005c]. Ces
corr�elations permettent �egalement de r�ealiser la pr�eparation conditionnelle d'un �etat sub-
Poissonnien �a 4;4dB (64%) au-dessous du bruit quantique standard [Lauratet al., 2003,
Laurat et al., 2004b].

Ces excellents r�esultats ne rendent cependant pas compte de l'autre aspect quantique
des faisceaux signal et compl�ementaire : leur anti-corr�elation en phase. En e�et, ces fais-
ceaux sont de fr�equencesa priori di��erentes, ce qui interdit par exemple de r�ealiser
l'op�eration lame 50/50 d�ecrite au x1.E.2d) pour exploiter cette anti-corr�elation.

En outre, on pourrait imaginer ajuster les param�etres exp�erimentaux de fa�con �a se
placer �a d�eg�en�erescence en fr�equence. Mais les fr�equences des champs signal et compl�e-
mentaire uctuent sous d'in�mes variations des param�etres exp�erimentaux (temp�erature
du cristal, fr�equence de pompe, ...). De sorte que même si on parvient �a se placer �a d�e-
g�en�erescence, cet �etat n'est pas stable su�samment longtemps pour pouvoir r�ealiser des
mesures de type d�etection homodyne, dont le principe consiste �a faire interf�erer le champ
avec un champ de r�ef�erence. Or cette d�etection est le moyen le plus simple pour mesurer
les uctuations de phase { ou de toute autre quadrature { d'un champ.

Le groupe de P. Nussenzveig �a S~ao Paulo a contourn�e le probl�eme en utilisant des
cavit�es d�esaccord�ees. Nous allons pr�esenter dans la section suivante la solution \tout-
optique" qui a �et�e mise en �uvre sur notre exp�erience.
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D OPO auto-verrouill�e en phase

D.1 Introduction

Les champs signal et compl�ementaire sont des champs oscillants dans la cavit�e. Or
il est bien connu depuis les travaux de Huygens en 1665 que deux oscillateurs coupl�es
ajustent leur rythme, c'est-�a-dire leur phase donc leur fr�equence. En outre, il a montr�e
que cet ajustement se produit �a condition que les fr�equences soient su�samment proches,
i.e. situ�ees dans une plage de fr�equences dite \plage d'accrochage". De la même fa�con, le
principe du dispositif permettant d'atteindre la d�eg�en�erescence en fr�equence dans l'OPO
consiste �a coupler signal et compl�ementaire.

Le principe du couplage \tout-optique" s'appuie sur le fait que le cristal non lin�eaire
utilis�e est de type II ( cf. xB.1c)), de sorte que les faisceaux signal et compl�ementaire
sont polaris�es orthogonalement. On utilise une lame bir�efringente plac�ee dans la cavit�e
de l'OPO (cf. Fig. 3.5), et l�eg�erement tourn�ee par rapport aux polarisations propres du
cristal. La lame est une lame�= 4 pour les champs signal et compl�ementaire (donc�= 2
apr�es un aller-retour), et elle est� (donc sans inuence) pour la pompe.

Fig. 3.5: Sch�ema d'un OPO triplement r�esonnant associ�e �a une lame bir�efringente dont les axes
neutres sont tourn�es d'un angle � par rapport �a ceux du cristal.

D.2 Propri�et�es classiques

Nous e�ectuons ici un traitement simpli��e du probl�eme. Le traitement complet a �et�e
fait dans les r�ef�erences [Laurat, 2004, Longchambon, 2003, Longchambonet al., 2004].
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On suppose ainsi que le probl�eme se ram�ene �a des allers-retours dans la cavit�e, c'est-�a-
dire �a une cavit�e en anneau. La lame�= 4 se comporte alors bel et bien comme une lame
�= 2. Dans le cas d'un angle� � 1, la matrice de la lame dans le rep�eref

�!
X ;

�!
Y g des axes

du cristal s'�ecrit : �
A0

1

A0
2

�
= { e{kn2e

�
1 2�

2� � 1

� �
A1

A2

�
(3.38)

o�u n =
nL + nR

2
est l'indice moyen de la lame bir�efringente, avecnL et nR les indices

propres des axes lent (L) et rapide (R).e d�esigne l'�epaisseur de la lame.

Dans la suite on posera :

� � =
! 0

2c
(2 n e + 2 n ` + 2 L)

� n =
n1 + n2

2
l'indice moyen du cristal

� � =
! 0

2c
(n2 � n1) `

Les d�esaccords �a r�esonance au bout d'un tour des modes signal et compl�ementaire
seront suppos�es petits. Pour� � 1, il s'�ecrivent :

� 1 = � � � +
�
2

et � 2 = � + � �
�
2

(3.39)

Ainsi, dans le cas particulier de notre �etude, les �equations de bouclage pour les champs
d�eg�en�er�es en fr�equence s'�ecrivent :

�
( 0 � {� 1) A1 = g A0 A �

2 + "0 e{� A2

( 0 � {� 2) A2 = g A0 A �
1 � "0 e� {� A1

(3.40)

o�u "0 = 2 � .
On constate qu'on a lev�e l'invariance par changement de phase, de sorte que (comme

on le souhaitait) la di��erence de phase des champs signal et compl�ementaire est d�esormais
�x�ee.

Comme dans le cas sans lame, on �ecrit que la solution des �equations (3.40) (accom-
pagn�ees de leurs conjugu�ees) est non nulle si et seulement si le d�eterminant du syst�eme
est nul. On aboutit �a deux solutions possibles pour la valeur du ux pompe intra-cavit�e :

N �
0 =

1
g2

�
 02 + � 1 � 2 + "2

0 �
q

4"2
0 � 1 � 2 �  02(� 1 � � 2)2

�
(3.41)

Ainsi, lorsque la lame est tourn�ee, l'OPO pr�esente deux seuils d'oscillation, et donc deux
r�egimes de fonctionnement possibles. Seule la solution �a seuil bas sera consid�er�ee5. Le

5. L'autre solution est instable, ainsi que la solution non d�eg�en�er�ee en fr�equence [Gross, 2003].
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seuil N �
0 est minimal lorsque � 1 = � 2.

Alors que les �equations de bouclage pour un OPO sans lame imposaient une rela-
tion unique � 1 = � 2 entre les d�ephasages, ceux-ci sont d�esormais contraints par une
in�egalit�e :

4"2
0 � 1 � 2 �  02 (� 1 � � 2)2 � 0 (3.42)

Cette in�egalit�e d�e�nit une zone d'aire non nulle, appel�ee\zone d'accrochage", �a l'int�erieur
de laquelle une oscillation d�eg�en�er�ee en fr�equence peut se produire si l'OPO est pomp�e
au-dessus du seuilN �

0 (3.41). Dans un OPO sans lame, la d�eg�en�erescence en fr�equence
ne pouvait être qu'accidentelle ; ici le couplage entre les champs permet d'obtenir une
zone de d�eg�en�erescence d'extension non nulle. Cette zone est d'autant plus grande que
l'angle de la lame et la puissance de pompe sont importants.

D.3 Propri�et�es quantiques

Pour simpli�er les calculs, on va consid�erer le cas d'un OPO doublement r�esonnant
(i.e. r�esonnant pour le signal et le compl�ementaire,cf. Fig. 3.6), dont les propri�et�es sont
tr�es proches de celles d'un OPO triplement r�esonnant �a proximit�e du seuil, ou �a des
fr�equences d'analyse du bruit faibles devant la bande passante de la cavit�e.

Fig. 3.6: Sch�ema d'un OPO doublement r�esonnant avec une lame�= 4 dont les axes neutres
sont tourn�es d'un angle � par rapport �a ceux du cristal.

On se place au point de seuil minimum, d�e�ni par � 1 = � 2 = 2 � ; ce qui impose

�egalement � =  . On introduit le param�etre c =
2�
 0

qui mesure la force du couplage

lin�eaire. Les �equations lin�earis�ees autour des valeurs moyennes s'�ecrivent :
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Au-dessus ou au-dessous du seuil d'oscillation, ces �equations vont s'�ecrire di��eremment,
et les propri�et�es des champs signal et compl�ementaire seront di��erentes.

a) �Etude au-dessous du seuil

Les �equations (3.43) se simpli�ent : les valeurs moyennes des champs signal et compl�e-
mentaire sont nulles (de sorte que les uctuations de la pompe disparaissent). En outre,

le terme
gA0

 0
est �egal �a la puissance pompe, normalis�ee au seuil de l'OPO, c'est-�a-dire

au taux de pompage� (sous le seuil,� < 1).
On transforme les �equations di��erentielles en �equations alg�ebriques �a l'aide de la

transform�ee de Fourier, et on passe aux uctuations sur les quadraturesp et q (3.26) :
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On �ecrit les uctuations des champs en sortie (3.30), et on en d�eduit les spectres de
bruit sur la somme et la di��erence des uctuations.

Les bruits sur la somme des uctuations sont identiques �a ceux de l'OPO sans lame,
et ne d�ependent pas du couplage :
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 0

4�
4 
 2 + ( � + 1) 2

(3.45a)
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 0

4�
4 
 2 + ( � � 1)2

(3.45b)

Ainsi, la quadrature q+ est toujours comprim�ee. Les anti-corr�elations entreq1 et q2 sont
d'autant plus grandes que la fr�equence d'analyse est basse, qu'on est plus proche du
seuil, et qu'il y a moins de pertes.

Les bruits sur la di��erence des uctuations d�ependent, eux, du couplage :
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Quand le couplage n'est pas trop important (ce qui sera toujours le cas lors des ex-
p�eriences), c'est pout

� qui est comprim�ee. La �gure 3.7 illustre la d�ependance avec le
couplage, qui se traduit �a la fois par une rotation de l'ellipse de bruit deA � par rapport
�a celle de A+ et par une perte des corr�elations entreA1 et A2

6. L'angle � d'inclinaison
de l'ellipse de bruit deA � par rapport �a sa position �a couplage nul peut être calcul�e
[Laurat, 2004, Laurat et al., 2005a] :

tan(2 � ) =
4c

4 
 2 � 4c2 + � 2 + 1
(3.47)

Fig. 3.7: Repr�esentation de Fresnel des ellipses de bruit des modesA+ et A � , sous le seuil,
lorsque l'angle de la lame augmente. En l'absence de couplage, la compression de bruit est
obtenue suivant des quadratures orthogonales. En pr�esence d'un couplage, l'ellipse de bruit du
mode A � tourne et la compression est r�eduite ; tandis que le modeA+ n'est pas a�ect�e. La
�gure de droite correspond �a un couplagec relativement important, mais �a un angle � qui reste
faible.

b) �Etude au-dessus du seuil

Au-dessus du seuil, les uctuations de la pompe ne disparaissent plus. En outre, la

valeur de A0 est �x�ee �a la valeur seuil quel que soit le taux de pompage :
gA0

 0
= 1 et

jA j j2 =
2 0

g2
(� � 1). Les �equations sur les quadratures apr�es avoir e�ectu�e la transform�ee

6. Les spectres de bruit surA1 et A2 n'ont pas �et�e calcul�es explicitement ici. On peut cependant en donner les
caract�eristiques essentielles. En l'absence de lame, ce sont des faisceaux bruit�es et sym�etriques. En pr�esence de
couplage, les uctuations sont dissym�etriques ; et pour un grand couplage, les faisceaux peuvent être comprim�es.
[Laurat, 2004]
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de Fourier deviennent :
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(3.48)
Comme pr�ec�edemment, les spectres de bruit sur la somme des uctuations ne sont

pas a�ect�es par le couplage. En supposant que le bruit du faisceau pompe est �egal au
bruit quantique standard, on obtient :
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(3.49a)
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(3.49b)

Ainsi, le modeA+ , de valeur moyenne non nulle puisqu'on se trouve au-dessus du seuil,
est comprim�e en phase.

Le bruit sur la di��erence des uctuations d�epend du couplage :
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On retrouve le même comportement qu'au-dessous du seuil : la quadrature corr�el�ee
tourne avec le couplage, et la corr�elation diminue �a mesure (cf. Fig 3.8). Notons �egalement
que le taux de pompage n'apparâ�t plus. Il n'apparâ�t de ce fait pas non plus dans la
valeur de l'angle d'inclinaison de l'ellipse :

tan(2 � ) =
2c

2 
 2 � 2c2 + 1
(3.51)

Les comportements au-dessus et au-dessous du seuil sont identiques quantitativement
dans la limite � ! 1 sous le seuil : le passage au-dessus du seuil ne doit donc pas modi�er
de fa�con sensible le comportement du syst�eme.
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Fig. 3.8: Repr�esentation de Fresnel des ellipses de bruit des modesA+ et A � , au-dessus du
seuil, lorsque l'angle de la lame augmente. Le comportement est le même que sous le seuil.

E Conclusion

L'insertion d'une lame d'onde dans la cavit�e d'un OPO de type II permet de r�esoudre
�el�egamment, et sans que le syst�eme perde en stabilit�e, le probl�eme de la non d�eg�en�e-
rescence fr�equentielle des faisceaux signal et compl�ementaire. On introduit en outre un
nouveau param�etre, qui est la force du couplage induit par la lame. Ce param�etre inue
sur la corr�elation entre les deux modes. Les quadratures des deux modes qui sont corr�e-
l�ees d�ependent �egalement de ce couplage.

En l'absence de bruit sur la pompe, le syst�eme doit g�en�erer des faisceaux corr�e-
l�es en intensit�e et anti-corr�el�es en phase ; un bon choix des param�etres exp�erimentaux
(limitation des pertes, travail �a proximit�e du seuil, analyse du bruit �a une fr�equence
faible devant la bande passante de la cavit�e) doivent permettre de v�eri�er le crit�ere de
corr�elations EPR.
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Partie II

G�en�eration et caract�erisation de faisceaux fortement
intriqu�es





4. Dispositif exp�erimental
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A Introduction

Ce chapitre pr�esente l'ensemble des �el�ements du dispositif exp�erimental de cette th�ese,
ainsi que les diverses techniques employ�ees. Le sch�ema complet de l'exp�erience est re-
pr�esent�e �gure 4.1. On peut y distinguer di��erentes parties qui seront successivement
abord�ees au cours de ce chapitre :

{ la g�en�eration du faisceau pompe et du faisceau oscillateur local,
{ au c�ur du dispositif : l'OPO auto-verrouill�e en phase,
{ un bloc permettant de d�etecter l'�ecart en fr�equence des faisceaux signal et compl�e-

mentaire,
{ un bloc permettant d'analyser les propri�et�es quantiques de ces faisceaux.
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Fig. 4.1: Sch�ema du dispositif exp�erimental

B Faisceau pompe et oscillateur local

B.1 Laser

a) Principales caract�eristiques

Le faisceau de pompe de l'OPO et l'oscillateur local sont g�en�er�es par le même laser. Il
s'agit d'un laser commercial \Diabolo", de la soci�et�e allemande Innolight. Laser Nd :YAG
continu, doubl�e en fr�equence, il poss�ede la particularit�e de poss�eder deux sorties coh�e-
rentes (cf. Fig. 4.2) : une sortie infrarouge �a 1064nm de 250mW de puissance et une
sortie doubl�ee en fr�equence, �a 532nm, de puissance 500mW. Ceci permet de disposer
d'un faisceau pompe pour l'OPO �a 532nm, et d'un faisceau { l'oscillateur local { �a la
même fr�equence que signal et compl�ementaire, qui permettra de les caract�eriser par la
technique interf�erentielle de la d�etection homodyne.

Le laser Nd :YAG est pomp�e par des diodes laser �a 808nm ; sa cavit�e est mono-
lithique, en anneau et non planaire. La largeur de raie est de 1kHz sur 100ms, et la
longueur de coh�erence d�epasse le kilom�etre.

On pr�el�eve environ 250mW du faisceau infrarouge pour la sortie correspondante
du laser ; le reste est envoy�e dans une cavit�e de doublage semi-monolithique, contenant
un cristal de Niobate de Lithium. La cavit�e est asservie �a r�esonance par la m�ethode
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Fig. 4.2: Laser \Diabolo" �a deux sorties

Pound-Drever-Hall (cf. xC.2), grâce �a une modulation de phase �a 12MHz produite par
un modulateur �electro-optique en sortie de la cavit�e laser. Cette modulation sera utilis�ee
pour d'autres asservissements dans l'exp�erience.

La polarisation du faisceau vert est l�eg�erement elliptique (5 %) ; une lame�= 4 en
sortie du laser (non repr�esent�ee sur la �gure 4.1) permet de corriger cette ellipticit�e �a
0;5 %.

Outre l'aspect tr�es int�eressant de la double sortie, ce laser commercial pr�esente l'avan-
tage d'être particuli�erement stable et simple d'emploi, et d'être accordable en fr�equence.

A�n de prot�eger le laser des r�etro-r�eexions parasites, un isolateur optique a �et�e plac�e
sur le trajet de la pompe (faisceau de longueur d'onde 532nm).

b) Accordabilit�e en fr�equence

Il est tr�es important, pour la recherche de la d�eg�en�erescence en fr�equence de l'OPO
(cf. xD), que le laser soit accordable sur une large gamme de fr�equences.

Ici, le cristal de Nd :YAG est intercal�e entre un �el�ement Peltier, qui permet de contrô-
ler sa temp�erature, et un �el�ement pi�ezo-�electrique, agissant sur le cristal par contrainte
m�ecanique. La fr�equence �emise est modi��ee �a l'aide de ces deux �el�ements : lentement
en changeant la temp�erature, plus rapidement en appliquant une tension sur l'�el�ement
pi�ezo-�electrique.

La temp�erature du cristal inue sur sa longueur optique, et par cons�equent sur la
fr�equence de r�esonance dans la cavit�e. Cette m�ethode de contrôle, relativement lente,
permet de parcourir une gamme de fr�equences correspondant �a plusieurs fois l'intervalle
spectral libre de la cavit�e laser.

Le d�eplacement en fr�equence n'est pas monotone : la fr�equence varie lin�eairement
avant qu'un saut de mode ne se produise. Lorsqu'on diminue ainsi la fr�equence (en aug-
mentant la temp�erature), la nouvelle fr�equence apr�es le saut est sup�erieure �a celle qu'on
avait avant le saut, car les plages continues se recouvrent partiellement. Bien qu'il ne
r�esulte pas d'un souhait du constructeur, ce comportement { illustr�e sur la �gure 4.3
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{ est tr�es confortable car il permet d'être certain d'avoir acc�es �a toute la gamme de
fr�equences.

L'accordabilit�e obtenue est, pour le faisceau vert, de� 6GHz:K � 1 sur les plages
continues, et de� 3GHz:K � 1 en tendant compte des sauts de mode. La plage totale de
fr�equences accessibles est d'environ 100GHz. Au-dessous de 25� C et au-dessus de 45� C,
la stabilit�e du laser est moins bonne et la puissance plus faible.

Fig. 4.3: Plages d'accord en fr�equence en fonction de la temp�erature pour le laser \Diabolo".
(source : Innolight)

La tension appliqu�ee �a l'�el�ement pi�ezo-�electrique autorise un accord sur une plage de
fr�equences beaucoup plus petite. En e�et, la contrainte m�ecanique permet, tout comme
la temp�erature, de modi�er la longueur optique de la cavit�e, mais beaucoup plus faible-
ment : seule une fraction de l'intervalle spectral libre est ainsi balay�ee. L'accord en fr�e-
quence du faisceau vert est de l'ordre de 2MHz:V � 1 pour une plage totale de� 200MHz.

Cependant, cette m�ethode pr�esente un avantage par rapport au contrôle de la temp�e-
rature : elle est relativement rapide (jusque 50 voire 100kHz), et peut être utilis�ee, par
exemple, pour asservir la fr�equence du laser sur une cavit�e de r�ef�erence, ou tout autre
signal d'erreur qui d�epend de cette fr�equence.

B.2 Cavit�e de �ltrage sur le faisceau infrarouge

a) Int�erêt et aspects th�eoriques

Un laser pr�esente, �a basse fr�equence d'analyse, un important bruit technique dû aux
perturbations acoustiques, thermiques ou �electriques, ainsi qu'un exc�es de bruit d'origine
fondamentale �a la fr�equence de l'oscillation de relaxation. Les lasers solides pomp�es par
diode sont actuellement parmi les sources les moins bruyantes. Pour autant, les sources
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de bruit restent pr�esentes, et empêchent le bruit du faisceau d'être limit�e par le bruit
quantique standard avant une fr�equence de l'ordre de 15MHz. C'est le cas de notre laser,
pour lequel une forte oscillation de relaxation se produit vers 1MHz . Sur la �gure 4.4,
on peut voir que l'exc�es de bruit d'intensit�e par rapport au bruit quantique standard
d�epasse 35dB autour de 1MHz. Cet exc�es de bruit sur l'oscillateur local est gênant
lorsqu'on souhaite mesurer des faisceaux intenses �a l'aide d'une d�etection homodyne
(cf. xE.2).

Fig. 4.4: Puissance de bruit d'intensit�e normalis�ee au bruit quantique standard d'une fraction
du faisceau infrarouge (5mW ).

Il existe plusieurs solutions pour r�eduire le bruit de l'oscillateur local, la premi�ere
consistant �a r�etroagir sur le laser,via les diodes laser de pompe par exemple. Notre laser
ne dispose pas d'un tel syst�eme appel�e \mangeur de bruit". Toutefois, cette technique
diminue fortement le bruit li�e �a l'oscillation de relaxation, mais ne ram�ene en aucun cas
le faisceau au niveau du bruit quantique standard.

La seule solution e�cace consiste �a �ltrer le faisceau �a l'aide d'une cavit�e de faible
bande passante, dite \cavit�e de �ltrage". Asservie �a r�esonance, elle se comporte comme
un �ltre passe-bas en transmission, et r�e�echit ainsi en grande partie les composantes
dont la fr�equence est plus �elev�ee que sa bande passante.

La cavit�e de �ltrage que nous utilisons (cf. Fig. 4.5) est une cavit�e triangulaire (ce
qui �evite les retours vers le laser). Les transmissions des trois miroirs sont suppos�ees
petites, et sont not�ees respectivementT1 et T2 pour les miroirs d'entr�ee et de sortie, et
T3 pour le miroir de fond.

La �nesse F, l'intervalle spectral libre I et la bande passante � d'une cavit�e de
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Fig. 4.5: Cavit�e de �ltrage triangulaire mise en place sur l'infrarouge.

longueurL ont pour expression (les valeurs exp�erimentales sont donn�ees auxc)) :

F =
2�

T1 + T2 + T3
(4.1a)

I =
c
L

(4.1b)

� =
I
F

=
c(T1 + T2 + T3)

2� L
(4.1c)

La bande passante de la cavit�e est donc d'autant plus petite que la cavit�e est longue et
de grande �nesse.

Il est �egalement important que la transmission totale de la cavit�e soit grande, a�n
de limiter les pertes de puissance. Dans le cas d'une cavit�e de �nesse �elev�ee, elle s'�ecrit
�a r�esonance :

T =
4T1 T2

(T1 + T2 + T3)2
(4.2)

On peut avoir T ' 1 en choisissantT1 = T2, et T3 la plus faible possible. Dans le
cas des cavit�es de tr�es grande �nesse, cette derni�ere condition est di�cile �a satisfaire :
tous les miroirs �etant n�ecessairement de transmission faible, il est di�cile d'avoirT3 �
T1; T2 (si les trois transmissions sont �egales, la transmission totale est limit�ee �a 44 %,
ce qui est nettement insu�sant). Il est donc n�ecessaire d'avoir de tr�es bons traitements
r�e�echissants.

b) Asservissement de la cavit�e : \tilt-locking"

Comme pour tout asservissement, il s'agit d'obtenir un signal d'erreur et de r�etroagir
sur le param�etre qu'on souhaite asservir. Pour asservir une cavit�e, un signal d'erreur
exploitable est un signal qui renseigne sur la longueur de la cavit�e : il doit être propor-
tionnel �a l'�ecart �a r�esonance, et changer de signe au niveau de cette derni�ere. Un signal
d'erreur typique a la forme d'une courbe de dispersion centr�ee sur la r�esonance.

Le signal d'erreur est ensuite envoy�e sur un correcteur PI (gain Proportionnel et Int�e-
grateur), puis sur la cale pi�ezo-�electrique qui permet de contrôler la longueur de la cavit�e.
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Les gains et les constantes de temps sont �nement ajust�es pour assurer la stabilit�e de
la boucle de r�etroaction. De mani�ere g�en�erale, le gain doit diminuer quand la fr�equence
augmente, et le d�ephasage être inf�erieur �a� pour la fr�equence �a laquelle le gain vaut 1.
Cette fr�equence est habituellement limit�ee �a une dizaine dekHz. Elle sera d'autant plus
grande que le substrat du miroir sera l�eger, et que la cale sera �x�ee sur un composant
massif servant de contre-poids.

Il existe plusieurs m�ethodes pour obtenir le signal d'erreur, connues sous leurs noms
anglo-saxons, ou sous le nom de leurs inventeurs : \dither and lock", \Pound-Drever-
Hall", \H •ansch-Couillaud", \tilt-locking", ... Nous allons aborder la derni�ere dans cette
partie, et \Pound-Drever-Hall" un peu plus loin (cf. xC.2).

La m�ethode dite du \tilt-locking" (\asservissement par inclinaison") a �et�e introduite
en 1999 [Shaddocket al., 1999, Shaddock, 2000]. Tr�es simple et tr�es e�cace, elle repose
sur l'interf�erence du champ moyen et d'une r�ef�erence de phase directement r�e�echie par
la cavit�e. Cette r�ef�erence de phase est donn�ee par un mode transverse d'ordre sup�erieur
et non r�esonnant.

Le faisceau incident est l�eg�erement d�esalign�e, de fa�con �a faire coexister le mode fon-
damental TEM00 et le mode TEM01. Ce dernier mode ne r�esonne pas simultan�ement
avec le mode TEM00, il sera donc totalement r�e�echi lorsque le mode TEM00 sera r�e-
sonnant. L'interf�erence des deux modes r�e�echis est d�etect�ee �a l'aide d'une photodiode
�a 2 zones dont les courants sont soustraits ; chacun correspondant �a un lobe du mode
TEM 01 (cf. Fig. 4.6).

Fig. 4.6: Asservissement de la cavit�e de �ltrage sur l'infrarouge par la m�ethode du \tilt-locking".
A droite : puissance transmise (en noir) et signal d'erreur exp�erimental (en rouge) lorsque la
cavit�e est balay�ee.

Qu'en est-il de l'interf�erence de ces deux modes en fonctions de la longueur de la
cavit�e ? Alors que le mode fondamental a une phase uniforme, les deux parties du mode
TEM 01 sont d�ephas�ees de� l'une par rapport �a l'autre. �A r�esonance pour le mode fonda-
mental, les deux parties du mode TEM01 sont d�ephas�ees de� �= 2 par rapport au mode
fondamental : les amplitudes sur chaque moiti�e du d�etecteur sont complexes conjugu�ees,
et la di��erence des photocourants s'annule. Autour de la r�esonance, la phase du mode
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fondamental varie rapidement de� ; de sorte que pour un d�esaccord donn�e, la phase du
mode fondamental est modi��ee, tandis que celle du mode TEM01 reste inchang�ee. Le d�e-
phasage devient sup�erieur �a�= 2 pour un des �el�ements et plus petit que�= 2 pour l'autre,
la con�guration s'inversant de l'autre côt�e de la r�esonance. Ces d�ephasages di��erents ont
pour e�et de dissym�etriser les amplitudes r�esultantes : la di��erence des photocourants
ne s'annule plus.�A proximit�e de la r�esonance, elle d�epend lin�eairement du d�esaccord.
De mani�ere �equivalente, un signal d'erreur de signe oppos�e est obtenu �a proximit�e de la
r�esonance du mode TEM01.

Le d�esalignement n�ecessaire pour obtenir un signal d'erreur exploitable est tr�es l�eger :
de l'ordre de 1 % de la puissance du mode fondamental transf�er�e dans le mode TEM01

su�t.

Cette m�ethode est tr�es simple �a mettre en �uvre. En outre, elle est peu coûteuse,
puisqu'elle ne n�ecessite qu'une photodiode �a 2 �el�ements. Nous avons ici utilis�e une pho-
todiode �a 4 quadrants, dont les �el�ements sont reli�es par paires et somm�es a�n d'obtenir
deux �el�ements verticaux. La cavit�e peut rester asservie une journ�ee durant. Par ailleurs,
le r�eglage du signal d'erreur est tr�es stable (�a condition que la direction du laser soit
elle-même stable !) : sur six mois d'utilisation, il n'est pas n�ecessaire de r�ealigner la ca-
vit�e.

Il faut cependant noter que cette m�ethode n'est int�eressante que pour une cavit�e ne
n�ecessitant pas (pour d'autres raisons) de r�ealignements fr�equents. C'est pourquoi elle
n'a pas �et�e utilis�ee pour l'OPO. Elle est en outre plus di�cile �a mettre en �uvre pour
une cavit�e lin�eaire.

c) Caract�eristiques exp�erimentales

Sur notre exp�erience, les trois miroirs sont li�es rigidement �a un bloc d'Invar, a�n de
limiter les uctuations de longueur dues aux changements de temp�erature de la pi�ece.
La lumi�ere se propage �a l'int�erieur du bloc d'Invar �evid�e : cette con�guration compacte,
massive et close permet une grande stabilit�e m�ecanique. A�n d'isoler encore davantage
la cavit�e { m�ecaniquement et thermiquement {, le support en Invar est plac�e sur une
plaque de caoutchouc amortisseur et l'ensemble est enferm�e dans une bô�te en Plexiglas.

La longueur optique est de l'ordre de 40cm. Les miroirs d'entr�ee et de sortie sont des
miroirs plans, et le miroir de fond est un miroir convexe de rayon de courbure� = 1 m.
�Etant donn�ee la con�guration triangulaire qui implique des incidences obliques (42� ), la
�nesse d�epend fortement de la polarisation. Pour la polarisation1 s, la plus r�esonnante,
les transmissions annonc�ees par le fabricant sontT1 = T2 = 770 ppm et T3 = 100 ppm.
Ces valeurs conduisent �a une �nesse th�eorique de 4200 et une transmission de 88 %.
Exp�erimentalement (cf. Fig. 4.7), la �nesse est de l'ordre de 200 pour la polarisationp
et de 3000 pour la polarisations (avec une transmission pour cette derni�ere atteignant

1. Le rep�ere naturel pour la description des ondes lumineuses transversales r�e�echies sont les directions
parall�ele ( p) et perpendiculaire ( s, de l'allemand \senkrecht") au plan d'incidence.
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80 %).

Fig. 4.7: Courbe de transmission obtenue en balayant la cavit�e de �ltrage sur l'infrarouge, pour
la polarisation s (�a gauche) et la polarisation p (�a droite).

Avec une �nesse de 3000 et une longueur de 40cm, la bande passante est th�eorique-
ment de 250kHz. La �gure 4.8 montre l'e�cacit�e du dispositif : le bruit d'intensit�e de
l'oscillateur local est limit�e au bruit quantique standard �a partir de 3 MHz.

La cavit�e de �ltrage �epure �egalement le pro�l transverse du faisceau, puisqu'elle est
asservie sur son mode fondamental TEM00. Ceci permet d'am�eliorer la visibilit�e des d�e-
tections homodynes. En e�et, une mauvaise superposition spatiale des modes sur une
d�etection homodyne s'apparente �a des pertes (puisque la visibilit�e des interf�erences n'est
pas maximale), ce qui conduit �a une d�egradation des e�ets quantiques mesur�es. Cepen-
dant, dans le cas de notre laser, le pro�l transverse est d�ej�a tr�es bon avant même la
cavit�e, comme en t�emoigne l'amplitude tr�es faible des pics secondaires sur la �gure 4.7.
De ce fait, la visibilit�e des d�etections homodynes n'est que tr�es l�eg�erement am�elior�ee (1
�a 2 %) par la pr�esence de la cavit�e de �ltrage.

Fig. 4.8: Puissance de bruit d'intensit�e normalis�ee au bruit quantique standard d'une fraction
du faisceau infrarouge (5mW ), avant (bleu fonc�e) et apr�es (bleu clair) la cavit�e de �ltrage.
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C OPO auto-verrouill�e en phase

C.1 Description du dispositif

Une photographie de l'OPO est pr�esent�ee �gure 4.9.

a) Cristal et miroirs

Le cristal utilis�e (non visible sur la photographie car enferm�e dans un four en cuivre)
est un cristal de KTP (Potassium Titanyl Phosphate KTiOPO4), de dimensions 10� 3�
3mm3. Le KTP a �et�e choisi pour ses caract�eristiques int�eressantes : fort coe�cient non
lin�eaire, faible absorption dans l'infrarouge, accord de phase �a temp�erature ambiante.
Une �etude comparative assez compl�ete des di��erents cristaux de KTP disponibles sur le
march�e a �et�e men�ee au cours de la th�ese de Julien Laurat [Laurat, 2004], soulignant entre
autres le principal probl�eme pos�e par ces cristaux : le ph�enom�ene de \gray-tracking". Dû
�a l'infra-rouge, ce ph�enom�ene de vieillissement des cristaux de KTP (encore tr�es mal
compris) se traduit par une augmentation du seuil d'oscillation, au bout de quelques
minutes �a quelques heures selon le fabricant et la qualit�e des cristaux2. Ceci am�ene �a
devoir changer tr�es souvent de point de focalisation de la pompe.

Fig. 4.9: OPO semi-monolithique auto-verrouill�e en phase.

A�n de r�eduire les pertes aux interfaces { qui limitent l'e�cacit�e de conversion et les
e�ets quantiques { et d'obtenir une plus grande stabilit�e, une structure lin�eaire semi-
monolithique a �et�e choisie. Le miroir d'entr�ee est directement d�epos�e sur une des faces du

2. Certains fabricants proposent des cristaux dans lesquels ce ph�enom�ene est r�eduit : de tels cristaux sont
essentiels pour obtenir des mesures quantiques de bonne qualit�e. En e�et, non seulement les cristaux \ordinaires"
vieillissent en g�en�eral trop vite pour que les r�eglages pr�eliminaires aux exp�eriences puissent être men�es �a leur
termes, mais encore lorsqu'il est possible d'e�ectuer des mesures, les performances constat�ees { en terme de
quantit�e d'intrication par exemple { sont moins bonnes.
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cristal de KTP. Cette con�guration pr�esente cependant un inconv�enient : l'angle entre
le faisceau pompe et le cristal est �x�e, ce qui pose parfois probl�eme (cf. xD.1). Ce miroir
plan est hautement r�e�echissant pour l'infrarouge, et le coe�cient de r�eexion est de
95 % pour la pompe.

Le miroir de fond est un miroir sph�erique convexe, de rayon de courbure 33mm. Il est
trait�e de fa�con �a être hautement r�e�echissant pour la pompe. La �nesse infrarouge peut
être modi��ee en changeant ce miroir ; nous n'avons utilis�e durant cette th�ese qu'un miroir,
de transmission 5 %. Le miroir de sortie est �x�e sur une c�eramique pi�ezo-�electrique, qui
permet de contrôler �nement la longueur de la cavit�e.

Ces donn�ees sont r�esum�ees dans le tableau 4.1.

Tab. 4.1: Propri�et�es en r�eexion des traitements des miroirs de la cavit�e de l'OPO.

Entr�ee (plan) Anti-reet Sortie ( � = 38 mm )
532 nm 95 % 0;5 % < 0;1 %

1064 nm < 0;1 % 0;1 % 95 %

Le cristal est ins�er�e dans un four en cuivre, muni d'un module Peltier et d'une ther-
mistance. Une boucle d'asservissement permet de contrôler tr�es �nement la temp�erature
du cristal { ce qui est crucial pour atteindre la d�eg�en�erescence en fr�equence. Il est impor-
tant que la thermistance soit �a la fois proche du cristal et en tr�es bon contact thermique
avec le cuivre qui l'entoure. Ce contact est am�elior�e { temps de r�eponse de l'asservis-
sement en temp�erature diminu�e de plus de 30 % { grâce �a une pâte thermique (\Arctic
Silver", �a base d'argent).

Une seconde thermistance de test, ext�erieure �a la boucle de r�egulation, a permis de
montrer qu'il �etait possible de modi�er la temp�erature par pas de 0;5mK sans oscillation,
et que la stabilit�e sur 10min �etait sup�erieure au mK.

b) Lame bir�efringente

La lame est mont�ee dans un support motoris�e permettant un contrôle �n en rotation
par pas de l'ordre de 0;01� (New Focus Model 8401 et Tiny Pico-Motor). Cependant,
l'actuateur pi�ezo-�electrique utilis�e n'assure pas une r�ep�etabilit�e excellente : apr�es 10 pas
dans un sens, 10 pas dans le sens inverse ne ram�enent pas de fa�con pr�ecise �a l'angle de
d�epart.

L'ensemble des �el�ements est li�e �a un bloc massif de Dural. Le four et la lame sont
�x�es rigidement au bloc et ne disposent d'aucun r�eglage en position. La monture du
miroir de sortie dispose des r�eglages usuels en rotation par but�ees di��erentielles, et elle
est mont�ee sur des platines en translationXY Z .
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A�n de limiter vibrations acoustiques et transferts thermiques, l'OPO est plac�e sous
une bô�te de Plexiglas. Une plaque de caoutchouc amortisseur est �egalement ins�er�ee entre
le socle de l'OPO et la table optique, qui est elle-même mont�ee sur coussins d'air.

c) Injection de la pompe et adaptation des modes

Injection de la pompe
Ainsi qu'on l'a d�ej�a mentionn�e pr�ec�edemment, on a plac�e sur le trajet de la pompe un

isolateur optique Conoptics qui permet d'�eliminer les r�etro-r�eexions vers le laser (5 %
de pertes �a l'injection et 37dB d'isolation). Cet isolateur a un second avantage sur lequel
nous reviendrons : il permet d'avoir acc�es au faisceau r�e�echi par la cavit�e de l'OPO, ce
qui permet d'asservir la cavit�e sur la pompe en r�eexion.

Dans le but de limiter les causes possibles de vibrations, qui constituent le facteur
limitant pour la stabilit�e de l'OPO, on a choisi de minimiser le nombre d'�el�ements op-
tiques. On utilise ainsi, pour adapter le mode pompe au mode de l'OPO, une seule
lentille de focale 150mm. Cette lentille est mont�ee dans un support trois axes (Newport
LP-1A-XYZ), permettant un r�eglage tr�es �n en position, assurant une grande stabilit�e.
L'adaptation obtenue est de l'ordre de 99 %, comme le montre la �gure 4.10.

R�eglage de l'injection
Le r�eglage est facilit�e par la structure semi-monolithique. Les deux miroirs d'injection

permettent de choisir un point de focalisation sur le cristal, et d'assurer une incidence
normale (le faisceau incident et le faisceau r�e�echi doivent être colin�eaires). Avec la ca-
vit�e en balayage, les r�eglages transversaux en translation du miroir de fond permettent
d'obtenir en sortie une tache unique. Ces �etapes pr�eliminaires sont r�ealis�ees �a l'�il, et
permettent d'obtenir un r�eglage presque parfait. En visualisant �a l'oscilloscope le signal
de r�eexion ou de transmission de la cavit�e de l'OPO, il est ensuite possible d'optimiser
l'adaptation du mode d'entr�ee et du mode de cavit�e �a l'aide des but�ees di��erentielles
du miroir de sortie, ou des r�eglages tr�es �n de la lentille d'injection. Ce r�eglage n'a pas
besoin d'être repris plus souvent qu'une fois par semaine.

Longueur de la cavit �e
[Boyd et Kleinman, 1968] ont montr�e que, a�n de maximiser la conversion param�e-

trique et de r�eduire le seuil d'oscillation, la focalisation du faisceau pompe doit être
adapt�ee �a la longueur du cristal. Trop forte, le faisceau divergerait rapidement ; trop
faible, l'e�et non lin�eaire ne serait pas assez important. En premi�ere approximation, il
faut donc un faisceau dont la longueur de RayleighZR soit du même ordre de grandeur
que la longueurL du cristal. Le calcul de la longueur de la cavit�e de l'OPO telle que
la focalisation est optimale a �et�e men�e dans [Laurat, 2004]. Le r�esultat, �etant donn�e le
rayon du miroir de sortie (R = 38 mm), est tr�es proche de la limite de stabilit�e : la cavit�e
devrait avoir une longueur de 37; 9mm, la limite de stabilit�e �etant R. En pratique, le
seuil est minimal pour une longueur sensiblement plus faible (de l'ordre de 33mm). Cet



C. OPO auto-verrouill�e en phase 89

�ecart est sans doute dû au ph�enom�ene de \walk-o�", qui n'a pas �et�e pris en compte dans
cette �etude [Huard, 1993, Suret, 2000]. A�n de r�egler exp�erimentalement la longueur de
la cavit�e, on peut ainsi s'appuyer sur la valeur du seuil.

C.2 Asservissement de la cavit�e : \Pound-Drever-Hall"

La cavit�e de l'OPO est asservie par la m�ethode dite \Pound-Drever-Hall" (PDH)
[Drever et al., 1983]. Plus ancienne que la m�ethode du \tilt-locking", c'est aussi la plus
r�epandue. Elle pr�esente cependant l'inconv�enient d'être plus coûteuse, puisqu'elle n�e-
cessite un g�en�erateur fonctionnant �a quelques dizaines deMHz, un modulateur �electro-
optique et une d�etection synchrone.

L'id�ee consiste �a moduler la fr�equence du laser �a une fr�equence plus grande que la
bande passante, de fa�con que la modulation puisse être d�etect�ee en r�eexion. Ceci a
plusieurs avantages : on peut utiliser une bande passante assez large pour l'�electronique
de r�etroaction ; par rapport �a une d�etection en transmission on s'a�ranchit du retard li�e
au passage �a travers la cavit�e. En outre, on n'est pas sensible au bruit �a basse fr�equence
qui n'est pas r�e�echi par la cavit�e.

On exploite ainsi le battement entre le champ moyen et les bandes lat�erales obtenues
par modulation de phase. Les bandes lat�erales (r�e�echies au moins partiellement par la
cavit�e) fournissent une r�ef�erence de phase. Le faisceau d�etect�e est ensuite d�emodul�e �a la
fr�equence de modulation.

Si la cavit�e est �a r�esonance, la lumi�ere r�e�echie reste modul�ee uniquement en phase.
Le signal d�emodul�e est donc nul, puisque les deux bandes lat�erales se compensent. Hors
r�esonance, les bandes lat�erales subissent un d�ephasage di��erent : il n'y a plus compen-
sation et une modulation d'amplitude sera d�etect�ee. Le signal d'erreur a ainsi une forme
typique (cf. Fig. 4.10).

Dans la plupart des exp�eriences utilisant un OPO, la longueur de la cavit�e est asservie
sur l'intensit�e de l'infra-rouge �emis. Dans notre cas, seule la pompe est asservie �a r�eso-
nance. On utilise la modulation �a 12MHz pr�esente dans le faisceau laser (cf. xB.1a)) :
il n'a pas �et�e n�ecessaire d'ajouter un autre modulateur. L'OPO peut ainsi rester asservi
sur la r�esonance pompe pendant plusieurs heures.

Dans le cas d'un OPO triplement r�esonnant au-dessus du seuil, l'asservissement sur
la r�esonance pompe ne garantit pas l'�emission de faisceaux infra-rouges. En e�et, l'infra-
rouge n'est �emis que lorsque les longueurs pour lesquelles les champs signal et compl�e-
mentaire sont simultan�ement r�esonnants sont compatibles avec la condition de r�esonance
pompe [Debuisschertet al., 1993]. Ce ph�enom�ene est particuli�erement accentu�e �a proxi-
mit�e du seuil, et n�ecessite un ajustement tr�es �n de la temp�erature du cristal.

La grande stabilit�e de notre asservissement en temp�erature permet d'obtenir des
faisceaux signal et compl�ementaire stables pendant plus d'une heure.
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Fig. 4.10: Asservissement de l'OPO par la m�ethode de \Pound-Drever-Hall". Le modulateur
�electro-optique est dans notre cas inclus dans le laser.�A droite : lumi�ere r�e�echie �eject�ee par
l'isolateur optique (bleu fonc�e) et signal d'erreur (bleu ciel).

D D�etection et contrôle des fr�equences signal et
compl�ementaire

On a vu au x3.D.2 qu'en pr�esence de la lame, il apparâ�t une \zone d'accrochage",
d'�etendue non nulle, au sein de laquelle faisceaux signal et compl�ementaire sont ver-
rouill�es �a la même fr�equence. Une des di�cult�es majeures de cette exp�erience consiste �a
d�etecter la position de cette zone dans l'espace des param�etres exp�erimentaux qui mo-
di�ent les fr�equences � 1 et � 2, puis �a l'atteindre.

Nous disposons pour cela de trois outils d'analyse de la fr�equence des faisceaux si-
gnal et compl�ementaire, qui sont pr�esent�es sur la �gure 4.11 et dont nous allons d�etailler
l'utilisation dans la suite de cette section :

{ un spectrom�etre qui s�epare les deux faisceaux en fonction de leur fr�equence (r�eso-
lution : 50 GHz)

{ une cavit�e Fabry-P�erot en balayage qui agit de même avec une r�esolution plus �ne
(5 MHz), mais qui pose des probl�emes de repliement du spectre

{ une photodiode rapide reli�ee �a un analyseur de spectre, qui d�etecte directement le
battement entre les deux faisceaux (r�esolution : 100kHz)

�A tout moment au cours de l'exp�erience, grâce �a un miroir mobile, on peut choisir
d'envoyer les faisceaux signal et compl�ementaire soit vers le bloc d'analyse en fr�equence,
soit vers le bloc de d�etection des propri�et�es quantiques (cf. Fig. 4.1).

D.1 Probl�eme de l'accord de phase dans le cas de l'OPO
semi-monolithique

L'accord de phase des faisceaux est d�etermin�e par la temp�erature du cristal, la fr�e-
quence de pompe, et la direction de propagation des faisceaux dans le cristal.

La fr�equence de la pompe peut être modi��ee { comme on l'a vu auxB.1b) { en jouant
sur la temp�erature du cristal du laser ; cette temp�erature peut être comprise entre 25� C
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Fig. 4.11: Sch�ema du bloc d'analyse de la fr�equence des faisceaux signal et compl�ementaire.
Une partie des faisceaux est envoy�ee sur une photodiode rapide reli�ee �a un analyseur de spectre.
L'autre partie des faisceaux, grâce �a un miroir mobile, peut être envoy�ee soit dans un spectro-
m�etre, soit dans une cavit�e Fabry-P�erot.

et 45� C.
Pour des raisons de simplicit�e exp�erimentale (nous ne souhaitons pas alourdir le dis-

positif en utilisant un cryostat, ni même en devant travailler sous azote pour �eviter la
condensation), il est n�ecessaire que la temp�erature du cristal de l'OPO reste au-dessus
du point de ros�ee dans la pi�ece. Il est �egalement souhaitable de ne pas trop le chau�er,
en particulier pour �eviter les courants de convection au sein de l'enceinte en Plexiglas,
qui perturberaient la stabilit�e du dispositif. Une temp�erature de travail id�eale se situe
autour de 35� C.

Dans les OPO usuels, il est possible de choisir la temp�erature du cristal �a laquelle
on souhaite travailler en modi�ant la direction de propagation des faisceaux : il su�t
de tourner l�eg�erement le cristal, a�n de r�eorienter les plans cristallins par rapport aux
faisceaux pour changer la condition d'accord de phase. Mais du fait de la g�eom�etrie semi-
monolithique de notre cavit�e, ceci n'est pas possible : les faisceaux sont n�ecessairement
orthogonaux �a la face d'entr�ee du cristal. Un angle de coupe pr�ecis du cristal par rapport
aux plans cristallins devrait permettre de contourner le probl�eme ; malheureusement les
fabricants ne peuvent garantir la pr�ecision de cet angle de coupe �a mieux que 0; 5� , ce
qui se traduit { pour la même sp�eci�cation de temp�erature d'accord de phase autour de
35� C { par des temp�eratures de d�eg�en�erescence tr�es diverses, pouvant aller de 10� C �a
80� C pour les cristaux test�es au cours de cette th�ese. On constate ainsi que la structure
semi-monolithique, garante de stabilit�e, peut �egalement s'av�erer handicapante par rap-
port �a la temp�erature de d�eg�en�erescence.

En pratique, les cristaux pour lesquels la temp�erature de d�eg�en�erescence est inf�e-
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rieure �a 25� C sont inutilisables. Les autres peuvent être utilis�es ; ceux pour lesquels la
temp�erature est trop �elev�ee posant parfois quelques probl�emes de stabilit�e du fait des
courants de convection �evoqu�es plus haut. Au cours de cette th�ese, deux cristaux parmi
ceux test�es ont permis de fournir les r�esultats : le premier avait une temp�erature d'accord
de phase d'environ 45� C, le second d'environ 70� C.

D.2 Estimation de la temp�erature d'accord de phase

La premi�ere �etape de la recherche de la d�eg�en�erescence en fr�equence consiste �a esti-
mer, �a quelques dixi�emes de degr�es pr�es, la position de la zone de d�eg�en�erescence. Pour
ce faire, on utilise le spectrom�etre, dont la r�esolution est de 0;2nm. A�n d'avoir par
la suite une amplitude maximale de choix pour ce param�etre, on �xe la temp�erature
du cristal de doublage du laser au centre de la gamme accessible, soit environ 35� C.
On mesure ensuite l'�ecart en fr�equence entre signal et compl�ementaire pour di��erentes
temp�eratures de cristal de l'OPO.

Comme d�etaill�e dans [Laurat, 2004], la pr�esence de la lame dans la cavit�e modi�e la
temp�erature de d�eg�en�erescence ; elle l'abaisse d'environ 4� C. La �gure 4.12 donne ainsi
la courbe de recherche grossi�ere de la temp�erature de d�eg�en�erescence sans et avec lame.

(a) Sans lame : Tdeg ' 78� C (b) Avec lame : Tdeg ' 74� C

Fig. 4.12: �Ecart �a la d�eg�en�erescence des faisceaux signal et compl�ementaire pour un cristal de
KTP. Une r�egression lin�eaire (en rouge) permet d'estimer la position de la d�eg�en�erescence.

Cette caract�erisation, n�ecessaire pour tout nouveau cristal, n'est e�ectu�ee qu'une
fois. Elle ne permet cependant qu'une estimation du point de travail ult�erieur : en e�et,
comme expliqu�e auxD.3, il s'av�ere n�ecessaire de jouer sur deux param�etres (la tem-
p�erature du cristal de l'OPO et la fr�equence de la pompe) pour parvenir �a d�etecter le
battement entre les deux faisceaux. En g�en�eral, ceci conduit �a s'�eloigner de la fr�equence
de pompe choisie pour tracer cette courbe, et donc �egalement �a s'�eloigner de la temp�e-
rature �evalu�ee au d�epart.

Nous avons �egalement pu mettre au jour un ph�enom�ene surprenant, qu'aucun fabri-
cant de cristaux n'a pu expliquer, mais qui s'av�ere souvent gênant : une bistabilit�e, qui
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conduit �a l'existence de deux temp�eratures de d�eg�en�erescence pour la même fr�equence
de pompe. Il est fr�equent que le syst�eme choisisse le couple de fr�equences qui ne nous
int�eresse pas ; en particulier si la pompe est trop intense. Ceci survient y compris en l'ab-
sence de lame �a l'int�erieur de la cavit�e de l'OPO. La �gure 4.13 repr�esente une courbe
obtenue avec un autre cristal, qui montre clairement deux couples de fr�equences pour
chaque temp�erature du cristal de l'OPO. Ce qui revient �a dire que pour une fr�equence
de pompe donn�ee, il existe deux temp�eratures du cristal donnant une d�eg�en�erescence en
fr�equence pour les faisceaux �emis.

Fig. 4.13: �Ecart �a la d�eg�en�erescence des faisceaux signal et compl�ementaire pour un cristal de
KTP. Deux temp�eratures de d�eg�en�erescence distinctes, s�epar�ees de 15� C environ, apparaissent.

D.3 D�etection du battement entre les deux fr�equences

Une fois la temp�erature de d�eg�en�erescence estim�ee, il faut s'approcher su�samment
de la d�eg�en�erescence pour voir apparâ�tre le battement entre les deux fr�equences sur
la photodiode rapide. Il s'agit d'une photodiode en InGaAs (Hamamatsu G8376-02),
polaris�ee sous sa tension maximale admissible (18V ). La capacit�e de la photodiode di-
minuant avec la tension de polarisation, augmenter cette derni�ere permet de r�ealiser un
syst�eme de d�etection avec la plus grande bande passante possible. Le photocourant est
directement converti en tension par une r�esistance de charge de 50 
. A�n de r�eduire
les capacit�es parasites qui limiteraient rapidement la bande passante, le circuit doit être
tr�es compact, et les pattes des composants les plus courtes possibles. Les composants
utilis�es sont des composants pour montage en surface (CMS). Le photocourant est en-
suite ampli��e (Nucl�etudes 10.36.2), et visualis�e sur un analyseur de spectre.

On est en pratique limit�e non pas par la bande passante de la d�etection, mais par
celle de l'analyseur de spectre : ce dernier est limit�e �a 1;5GHz. Or la m�ethode pr�ec�edente
est pr�ecise �a environ 0;5� C, ce qui correspond (�etant donn�ee la pente de la courbe) �a un
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�ecart de plus de 50GHz �a la d�eg�en�erescence. Un battement aussi �elev�e est impossible
�a d�etecter. La m�ethode consiste alors �a se positionner �a la temp�erature souhait�ee, et �a
balayer la plage de fr�equence pompe accessible3, en cherchant �a voir apparâ�tre un bat-
tement de fr�equence inf�erieure �a 1;5GHz. Si cela ne donne rien, on change l�eg�erement la
temp�erature et on it�ere la m�ethode.

Ce processus peut être tr�es long. En �n de ce travail de th�ese, une voie d'injection
d'infra-rouge dans l'OPO a �et�e ajout�ee (cf. Fig. 4.1) { a priori pour r�egler plus facilement
la d�etection, comme nous le d�ecrirons auxE.3c). Cependant, l'injection s'est av�er�ee utile
pour trouver plus rapidement la d�eg�en�erescence. En e�et, l'infra-rouge inject�e est pr�elev�e
directement en sortie de la cavit�e de �ltrage de l'infra-rouge. La fr�equence inject�ee est
donc la moiti�e de la fr�equence pompe : c'est celle qu'on cherche �a atteindre pour les
faisceaux signal et compl�ementaire.

En balayant la cavit�e de l'OPO au-dessous du seuil, on peut visualiser simultan�ement
sur l'oscilloscope l'infra-rouge en sortie (correspondant �a l'injection) et le vert r�e�echi par
la cavit�e. Comme d�ej�a expos�e pr�ec�edemment, la d�eg�en�erescence ne peut être atteinte que
si la fr�equence de pompe et la fr�equence de l'injection r�esonnent simultan�ement dans la
cavit�e. On peut donc jouer sur la temp�erature et la fr�equence de pompe pour superposer
les deux pics (cf. Fig. 4.14).

Fig. 4.14: R�esonance simultan�ee de la pompe (en haut) et de l'injection infra-rouge (en bas)
dans la cavit�e de l'OPO.

3. Il est �egalement possible de choisir de balayer plutôt la temp�erature. �Etant donn�e le mat�eriel �electronique
utilis�e, le balayage de la fr�equence pompe s'av�ere plus simple.
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D.4 Auto-verrouillage en fr�equence

La plage d'auto-verrouillage en fr�equence est d'autant plus grande que l'angle de la
lame est plus �elev�e ; cependant, elle n'exc�ede pas une centaine deMHz pour les valeurs du
param�etre de couplage utilis�ees dans cette th�ese. Lorsque le battement apparâ�t autour
de 1;5GHz, on est donc encore tr�es loin de la d�eg�en�erescence. Il s'agit alors d'amener
progressivement le battement �a 0.

La technique consiste �a jouer de fa�con antagoniste sur la temp�erature du cristal de
KTP et sur la fr�equence de pompe : l'une va servir �a s'approcher de la d�eg�en�erescence,
l'autre �a ne pas sortir de la r�esonance pompe. En e�et, lorsqu'on fait diminuer la fr�e-
quence du battement, on tend �a sortir de la r�esonance pompe, ce qui se traduit par une
diminution de la puissance des faisceaux signal et compl�ementaire jusqu'�a extinction.
Pour pallier ce ph�enom�ene, il faut modi�er la fr�equence de pompe dans le sens qui fait
augmenter la fr�equence du battement, et ainsi de suite.

Lorsqu'on part d'un battement �elev�e en fr�equence, on est ainsi forc�e de modi�er
beaucoup la fr�equence de pompe ; de sorte qu'on se heurte au probl�eme des sauts de
modes du laser (cf. xB.1b)). Il faut alors retrouver la nouvelle temp�erature du cristal
de doublage qui va correspondre �a la même fr�equence de pompe (et donc �a la même
position du battement).

On peut suivre ce processus en tra�cant la position du battement en fonction soit de
la temp�erature du cristal de l'OPO, soit de la fr�equence de pompe (cf. Fig. 4.15 { pour
des raisons de lisibilit�e, c'est �a chaque fois la fr�equence du battement en abscisse).�Etant
donn�e que pour une temp�erature du cristal donn�ee, le battement est visible pour une
plage �etendue de fr�equences laser, les courbes 4.15 ont �et�e obtenues en choisissant la
fr�equence de pompe pour laquelle l'�emission infra-rouge �etait la plus intense.

(a) Temp�erature du cristal de l'OPO en fonction
de la fr�equence de battement

(b) Fr�equence de la pompe de l'OPO en fonction
de la fr�equence de battement

Fig. 4.15: �Ecart �a la d�eg�en�erescence des faisceaux signal et compl�ementaire en fonction des
param�etres de l'accord de phase pour le même cristal de KTP qu'�a la �gure 4.12.

La premi�ere remarque �a faire au sujet de ces courbes est la lin�earit�e : �a l'exception des
sauts de modes du laser { et des quatre derniers points { la progression est tr�es lin�eaire.
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Ces observations exp�erimentales corroborent les calculs de [Laurat, 2001, Laurat, 2004].
Par contre, les quatre derniers points en bas �a gauche posent probl�eme : lors du der-

nier saut de mode du laser, on s'est de toute �evidence �ecart�e de la courbe qu'on suivait
jusqu'alors. Ce ph�enom�ene n'a pas �et�e expliqu�e de fa�con certaine ; il est possible qu'il
s'agisse d'une autre bistabilit�e du type de celle mentionn�ee auxD.2.

Lorsque le battement est su�samment proche de 0, on entre dans la zone d'accro-
chage, et les faisceaux signal et compl�ementaire voient leur fr�equences se verrouiller �a la
même valeur { celle du laser YAG. Si on regarde ce qui se passe par rapport au batte-
ment �a l'analyseur de spectre, le r�eglage \Max Hold" (qui ne conserve �a l'a�chage que la
valeur maximale vue sur toute la dur�ee de l'acquisition) permet de visualiser l'�etendue de
la zone d'accrochage : il existe une plage de fr�equences, d'extension non nulle, qui n'est
jamais atteinte : le battement \saute" directement �a la fr�equence nulle (cf. Fig. 4.16(a)).
L'extension de la zone de d�eg�en�erescence est d'autant plus grande que le couplage est
plus important (cf. Fig. 4.16(b)).

(a) Battement �a l'analyseur de
spectre en con�guration \Max Hold".

(b) Battement minimum observ�e pour di��erents angles de
la lame.

Fig. 4.16: Ph�enom�ene d'\accrochage" de la fr�equence de d�eg�en�erescence.

Lorsque le ph�enom�ene d'accrochage se produit, le battement disparâ�t �a l'analyseur
de spectre. Ceci pouvant �evidemment avoir bien d'autres causes, il est n�ecessaire de v�e-
ri�er qu'on est e�ectivement �a d�eg�en�erescence. Plusieurs m�ethodes sont utilisables (et
en pratique, utilis�ees de fa�con compl�ementaire).

On peut tout d'abord s'appuyer sur le signal de la cavit�e Fabry-P�erot, qui s�epare
les modes en fr�equence. Il s'agit d'une cavit�e confocale, construite �a partir de deux mi-
roirs plan-concaves de rayon de courbure 50mm et de coe�cient de r�eexion 99 %. La
�nesse mesur�ee est de 300 et d'intervalle spectral libre 1;5GHz. �A d�eg�en�erescence, les
modes doivent être superpos�es, et le pic correspondant d'amplitude double. Cependant,
des superpositions accidentelles des deux pics surviennent fr�equemment, qu'il n'est pas
toujours possible de discerner de la \bonne" superposition. La cavit�e Fabry-P�erot est
donc d'un int�erêt relativement limit�e ; si ce n'est qu'elle permet de con�rmer le fonction-
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nement monomode longitudinal de l'OPO. La �gure 4.17 pr�esente deux signaux typiques
obtenus �a l'aide de la cavit�e Fabry-P�erot en balayage.

(a) S�eparation en fr�equence quelconque. (b) D�eg�en�erescence en fr�equence.

Fig. 4.17: Signal donn�e par la cavit�e Fabry-P�erot en balayage selon les fr�equences des faisceaux
signal et compl�ementaire.

Il est �egalement possible de faire interf�erer, sur l'une des photodiodes de d�etection,
le signal sortant de l'OPO avec l'oscillateur local dont la phase est balay�ee �a quelques
Hz. L'observation de franges d'interf�erences est la signature non ambigu•e de la d�eg�en�e-
rescence en fr�equence. Un exemple est donn�e sur la �gure 4.18. Cette m�ethode pr�esente
l'inconv�enient de n�ecessiter la superposition des modes issus de l'OPO avec celui de
l'oscillateur local, et donc un r�eglage pr�eliminaire assez long (bien qu'il n'ait pas besoin
d'être parfait pour qu'on puisse visualiser les franges).

Fig. 4.18: Interf�erence de l'oscillateur local avec le signal

En�n, une derni�ere m�ethode peut être utilis�ee, nettement plus rapide que la pr�ec�e-
dente. En e�et, �a d�eg�en�erescence, le mode de sortie de l'OPO, constitu�e de la superposi-
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tion des modes signal et compl�ementaire, a une polarisation (lin�eaire) bien d�e�nie. L'in-
tensit�e infra-rouge d�etect�ee apr�es le cube polariseur est donc modi��ee lorsqu'on tourne
la lame �= 2 en sortie de l'OPO. �A l'inverse, si les fr�equences sont di��erentes, la pola-
risation tourne �a la fr�equence du battement, et on n'observe aucun changement lors de
cette manipulation.

Une fois les param�etres ajust�es pour obtenir le verrouillage, l'OPO peut osciller
quelques dizaines de minutes sur les modes d�eg�en�er�es. Les uctuations de temp�erature
de la pi�ece, ainsi que la d�erive de fr�equence du laser (2MHz.min � 1) �nissent par faire
sortir le syst�eme de la zone d'accrochage,a fortiori si l'angle de la lame est petit. Les
param�etres permettant l'accrochage �evoluent ainsi au cours du temps (dans une zone
d'environ 50MHz pour la fr�equence pompe et de 0;1K pour la temp�erature du cristal).

La g�en�eration param�etrique �etant plus e�cace lorsqu'on est au centre de la zone d'ac-
crochage, il peut d'ailleurs être n�ecessaire de r�eajuster plus fr�equemment les param�etres,
a�n d'obtenir les meilleurs e�ets quantiques possibles.

Par ailleurs, lorsque le point de focalisation de la pompe sur le cristal est modi��e, la
recherche du battement est �a nouveau n�ecessaire. En e�et, une l�eg�ere inhomog�en�eit�e fait
varier localement les indices de r�efraction dans le cristal, ce qui modi�e les param�etres
de fonctionnement �a d�eg�en�erescence.

E D�etection des propri�et�es quantiques

E.1 Principe de la d�etection homodyne

La d�etection de l'intrication entre les champs n�ecessite de pouvoir mesurer les uc-
tuations des champs suivant n'importe laquelle de leurs quadratures. Or une d�etection
directe, ou une d�etection �equilibr�ee, ne renseignent que sur les uctuations d'intensit�e
du faisceau �a caract�eriser. L'outil le mieux adapt�e ici est donc la d�etection homodyne.
Le principe de cette d�etection est de faire interf�erer le champ �a mesurer avec un champ
de r�ef�erence appel�e oscillateur local ; la phase relative entre les deux champs imposant
la quadrature mesur�ee (cf. Fig. 4.19(a)).

Deux sch�emas sont possibles : soit le faisceau �a caract�eriser et l'oscillateur local ont
même polarisation, auquel cas on les m�elange simplement sur une lame 50/50 (cf. Fig.
4.19(b)) ; soit ils sont polaris�es orthogonalement et sont m�elang�es �a l'aide d'un cube s�e-
parateur de polarisation et d'une lame�= 2 qui permet de faire tourner les polarisations
de 45� (cf. Fig. 4.19(c)). Ces deux con�gurations sont strictement �equivalentes. Les deux
voies sont ensuite d�etect�ees �a l'aide de photodiodes, dont on soustrait les photocourants.
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Fig. 4.19: (a) Principe de la mesure par d�etection homodyne. (b) Con�guration usuelle o�u
champ �a caract�eriser et oscillateur local sont m�elang�es sur une lame 50/50. (c) Con�guration
en polarisation.

E.2 Calcul dans le cas g�en�eral

Le calcul est habituellement fait dans le cas o�u l'oscillateur local est tr�es intense
devant le champ �a mesurer. Mais cette con�guration ne su�t pas ici, puisque nous sou-
haitons mesurer des champs intenses (lorsque l'OPO fonctionne au-dessus du seuil). Em-
ployer alors un oscillateur local tr�es intense aurait pour e�et de saturer les photodiodes.
Nous allons donc d�etailler le calcul dans le cas g�en�eral o�u les intensit�es de l'oscillateur
local et du champ �a caract�eriser sont quelconques. Les notations sont pr�ecis�ees �a la �gure
4.20.

Fig. 4.20: Notations employ�ees pour le calcul du signal d�etect�e dans une d�etection homodyne.

Les champs entrant sur la lame 50/50 sont (les valeurs moyennesA et AOL sont



100 4. Dispositif exp�erimental

choisies r�eelles) :
Â = A + � P̂ + { � Q̂

ÂOL =
�

AOL + � P̂OL + { � Q̂OL

�
e{' (4.3)

Et apr�es la lame :

Â � =
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p
2

(Â + ÂOL )

Â � =
1

p
2

(Â � ÂOL )

(4.4)

On peut alors calculer l'intensit�e d�etect�ee par la photodiode� :
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� :Â �

=
1
2

h
A + � P̂ � { � Q̂ +

�
AOL + � P̂OL � { � Q̂OL

�
e� {'

i

:
h
A + � P̂ + { � Q̂ +

�
AOL + � P̂OL + { � Q̂OL

�
e{'

i
(4.5)

On peut n�egliger tous les termes du deuxi�eme ordre en� Ŷ , car ils donneront des mo-
ments d'ordre 3 ou plus dans l'expression de la variance, et on est dans le cadre de la
lin�earisation des uctuations ( cf. x1.D.4). On obtient ainsi, pour la photodiode� et la
photodiode� :
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(4.6)
La di��erence des photocourants est proportionnelle �a la di��erence des intensit�es :

Î � � Î � = 2
h
A AOL cos(' ) + A

�
� P̂OL cos(' ) � � Q̂OL sin(' )

�

+ AOL

�
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Par cons�equent, les uctuations sur la di��erence des intensit�es :

� (Î � � Î � ) = 2
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� P̂OL cos(' ) � � Q̂OL sin(' )
�

+ AOL

�
� P̂ cos(' ) + � Q̂ sin(' )

�i (4.8)

o�u I = A 2 et I OL = AOL
2.
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On supposera que l'oscillateur local et le signal �a mesurer ne sont pas corr�el�es. L'ana-
lyseur de spectre d�etecte un signal proportionnel �a la variance de la di��erence des inten-
sit�es :

�
�( Î � � Î � )

� 2
= 4

h
I

�
h(� P̂OL )2i cos2(' ) � 2h� P̂OL � Q̂OL i S cos(' ) sin(' ) (4.9)

+ h(� Q̂OL )2i sin2(' )
�

+ I OL

�
h(� P̂ )2i cos2(' ) (4.10)

+2 h� P̂ � Q̂i S cos(' ) sin(' ) + h(� Q̂)2i sin2(' )
�i

(4.11)

On fait habituellement l'hypoth�ese que l'oscillateur local est au niveau du bruit quan-
tique standard. Ceci est v�eri��e dans notre cas, grâce �a la cavit�e de �ltrage sur l'infra-
rouge. Les uctuations de l'oscillateur local sont donc �egales �a celles du vide :

h(� P̂OL )2i = h(� Q̂OL )2i = 1 (4.12a)

h� P̂OL � Q̂OL i S = 0 (4.12b)

Le signal mesur�e �a l'analyseur de spectre est donc proportionnel �a :

�
�( Î � � Î � )

� 2
= 4

h
I + I OL

�
h(� P̂ )2i cos2(' ) +2 h� P̂ � Q̂i S cos(' ) sin(' ) (4.13)

+ h(� Q̂)2i sin2(' )
�i

(4.14)

Ainsi on peut, selon la phase relative' , d�eduire du signal mesur�e �a l'analyseur de spectre
la valeur deh(� P̂)2i , h(� Q̂)2i ou h� P̂ � Q̂i S, c'est-�a-dire les termes de la matrice de cova-
riance du champ qu'on souhaite caract�eriser.

Cette mesure doit être compar�ee �a celle qu'on ferait si le champ �a caract�eriser �etait
un champ d'intensit�e I , au bruit quantique standard :

�
�( Î � � Î � )

� 2
�
�
�
�
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= 4
�
I + I OL

�
(4.15)

Malheureusement, on n'a pas acc�es directement �a cette variance : on peut seulement
bloquer le faisceau �a caract�eriser ; de sorte que le champA est un champ vide. Le signal
mesur�e est : �

�( Î � � Î � )
� 2

�
�
�
�
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= 4 I OL (4.16)

Pour avoir la v�eritable r�ef�erence, il faut donc multiplier ce signal par :
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(4.17)
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Cette m�ethode a �et�e utilis�ee, par exemple, dans [Zhanget al., 2001].

Dans le cas habituel d'utilisation de la d�etection homodyne,I � I OL , de sorte qu'on

arrive �a un facteur multiplicatif de 1 : la mesure de
�

�( Î � � Î � )
� 2

�
�
�
�
vide

donne directement

la r�ef�erence.

E.3 Double d�etection homodyne

La d�etection homodyne permet donc de mesurer les uctuations d'un champ suivant
l'une de ses quadratures. Or nous souhaitons caract�eriser deux champs : le signal et le
compl�ementaire, qui sont s�eparables grâce �a leurs polarisations orthogonales. Il est donc
n�ecessaire de disposer de deux d�etections homodynes (une pour chaque champ).

Il est �egalement souhaitable d'avoir une r�ef�erence de phase commune pour les deux
d�etections homodynes, a�n que la phase relative des quadratures caract�eris�ees soit �x�ee
{ et donc connue. Il est donc n�ecessaire d'utiliser le même oscillateur local.

Les faisceaux �a caract�eriser et l'oscillateur local �etant polaris�es, on utilise la con�gu-
ration en polarisation de la d�etection homodyne (cf. Fig. 4.19(c)). La �gure 4.21 pr�esente
la double d�etection homodyne que nous utilisons et qui a �et�e r�ealis�ee sur le mod�ele de
celle d�evelopp�ee lors de la th�ese de V. Josse [Josse, 2003]. Nous allons ensuite d�etailler
pr�ecis�ement le rôle de chacun des �el�ements de cette d�etection.

Fig. 4.21: Double d�etection homodyne en polarisation.
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a) Champs �a caract�eriser

Comme on l'a vu aux1.E.2d), il est possible de tester l'intrication des champsA1 et
A2 en les m�elangeant sur une lame 50/50 et en mesurant la compression de bruit des
champsA+ et A � qui r�esulte de cette op�eration. La d�etection homodyne est un dispositif
bien adapt�e pour mesurer la compression de bruit. Nous allons donc exploiter ce lien
�etroit entre compression et intrication : la mesure de la compression va nous permettre
de remonter �a la mesure de l'intrication.

L'op�eration \lame 50/50", pour les champs A1 et A2 qui sont polaris�es orthogonale-
ment, est r�ealis�ee �a l'aide d'une lame �= 2 et d'un cube polariseur, la lame �etant tourn�ee
de �= 8. Sont ainsi envoy�es dans les deux d�etections homodynes les champsA+ et A � ,
qui sont comprim�es suivant des quadratures orthogonales.

Or on souhaite s'assurer que les compressions de bruit sont bien simultan�ees. On
d�ephase donc de�= 2 l'un des deux champs, en ins�erant une lame�= 4 non tourn�ee (lame
n� 2) avant le premier cube. Ainsi, les champs caract�eris�es par les d�etections homodynes
sont A+ et { A� , qui sont comprim�es suivant la même quadrature.

Nous d�etaillerons l'utilisation de la lame �= 4 n� 1 dans lexE.4

b) Oscillateur local

La phase de l'oscillateur local est ajust�ee { ou balay�ee { grâce �a un miroir mont�e sur
une cale pi�ezo-�electrique, ce qui permet d'allonger le chemin parcouru par le faisceau, et
donc de modi�er sa phase au niveau des d�etections.

Sur le trajet de l'oscillateur local, on trouve une lame�= 2, plac�ee avant le premier
cube polariseur. Cette lame permet de choisir quelle proportion de l'oscillateur local sera
envoy�ee dans chacune des voies de sortie du cube. On la r�egle avec un angle de�= 8, de
fa�con que l'oscillateur local soit �equitablement r�eparti entre les deux d�etections homo-
dynes.

Cette lame permet �egalement de choisir si les deux d�etections homodynes sont r�egl�ees
en phase (lame tourn�ee de�= 8) ou en opposition de phase (lame tourn�ee de� �= 8) ; la
r�ef�erence de phase �etant donn�ee par la phase de l'oscillateur local.

Quant �a la lame �= 4, elle permet de corriger les d�efauts des cubes polariseurs. En
e�et, ils sont l�eg�erement bir�efringents, de sorte que les deux d�etections homodynes ne
sont pas en phase (l'�ecart est de l'ordre d'une dizaine de degr�es). Or, a�n de s'assurer
que les faisceaux sont intriqu�es, les compressions de bruit doivent être observ�eessimulta-
n�ement sur les quadratures concern�ees des champs. On corrige donc cette bir�efringence
r�esiduelle en rendant la polarisation de l'oscillateur local l�eg�erement elliptique.

Le protocole de r�eglage est le suivant. On s�electionne, �a l'aide d'un cube auxiliaire
plac�e en sortie de l'OPO, un seul des champs { le champ signalA1 par exemple (a�n
d'�eviter les e�ets li�es au m�elange des champs signal et compl�ementaire). La lame�= 2 sur
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le trajet de ce champ est tourn�ee de�= 8, de fa�con �a r�epartir �equitablement le champ sur
les deux d�etections homodynes. La phase de l'oscillateur local est balay�ee, et le r�eglage
du couplef �= 4; �= 2g (qui permet d'obtenir n'importe quel �etat de polarisation de l'os-
cillateur local) est e�ectu�e en s'assurant d'une part que les d�etections homodynes sont
en phase ou en opposition de phase, d'autre part que la puissance de l'oscillateur local
est toujours la même sur les quatre photodiodes. Le meilleur r�eglage que nous avons pu
obtenir est pr�esent�e sur la �gure 4.22.

Fig. 4.22: Meilleur r�eglage obtenu quant �a la synchronisation des deux d�etections homodynes.
Mesure en mode XY des photocourants des deux photodiodes en r�eexion (RR) ou en trans-
mission (TT), lorsqu'on fait interf�erer le champ signal A1 avec l'oscillateur local dont la phase
est balay�ee. La premi�ere ligne correspond au choix de l'orientation de la lame�= 2 de l'oscilla-
teur local pour que les d�etections soient en phase, la seconde ligne au choix en opposition de
phase.

�Etant donn�ees les courbes obtenues, on constate que seule la con�guration en oppo-
sition de phase permet un r�eglage correct.

c) Utilisation de l'injection infra-rouge

Ainsi qu'on l'a d�ej�a mentionn�e au xD.3, une voie d'injection d'infra-rouge dans l'OPO
a �et�e ajout�ee en �n de th�ese. Ceci permet d'e�ectuer tous les r�eglages pr�ec�edents, ainsi
que l'adaptation des modes issus de l'OPO, sans être �a d�eg�en�erescence en fr�equence pour
l'OPO (en faisant travailler ce dernier au-dessous du seuil d'oscillation).

Sans injection, il est en e�et impossible de r�egler les d�etections homodynes si on n'est
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pas �a d�eg�en�erescence : elles sont bas�ees sur les interf�erences entre le champ �a caract�e-
riser et l'oscillateur local, ce qui n'est possible que s'ils ont la même fr�equence. Or ces
r�eglages sont assez longs, et on est gên�e par la d�erive en fr�equence du laser, qui conduit
le syst�eme �a sortir de d�eg�en�erescence. �Etant donn�e que les propri�et�es quantiques des
champs issus de l'OPO ne nous int�eressent pas pour ces r�eglages, un champ infra-rouge
de bonne fr�equence, inject�e dans l'OPO, poss�edera toutes les propri�et�es de fr�equence et
de polarisation requises.

Par ailleurs, comme on n'a pas �a rechercher sans cesse les param�etres de d�eg�en�e-
rescence, le r�eglage est plus rapide. Il y a donc moins longtemps une forte puissance
infra-rouge dans l'OPO pendant la phase de r�eglage, ce qui limite le ph�enom�ene de
\gray-tracking" ( cf. xC.1a)) pendant la phase pr�eliminaire. On peut ainsi passer davan-
tage de temps sur les mesures quantiques avant de devoir changer de point de focalisation
de la pompe.

E.4 Mesure de la matrice de covariance

Nous allons d�etailler ici la proc�edure exp�erimentale permettant de mesurer chacun
des termes de la matrice de covariance des deux champsA1 et A2 :

� 12 =

0

B
B
B
@

h(� P̂1)2i h� P̂1 � Q̂1i S h� P̂1 � P̂2i S h� P̂1 � Q̂2i S

h� P̂1 � Q̂1i S h(� Q̂1)2i h� Q̂1 � P̂2i S h� Q̂1 � Q̂2i S

h� P̂1 � P̂2i S h� Q̂1 � P̂2i S h(� P̂2)2i h� P̂2 � Q̂2i S

h� P̂1 � Q̂2i S h� Q̂1 � Q̂2i S h� P̂2 � Q̂2i S h(� Q̂2)2i

1

C
C
C
A

=
�

� 1 "12
t "12 � 2

�
(4.18)

Ainsi qu'on l'a montr�e par le calcul au xE.2, la d�etection homodyne permet de mesurer
tous les termes de la matrice de covariance d'un champ individuel. On peut donc obtenir
facilement les termes de� 1 et � 2. Pour ce faire :

{ On n'utilise aucune�= 4.
{ La �= 2 n'est pas tourn�ee (les champs qu'on envoie dans les d�etections homodynes

sont A1 et A2).
{ Pour ' = 0, on mesureh(� P̂1)2i et h(� P̂2)2i .
{ Pour ' = �= 2, on mesureh(� Q̂1)2i et h(� Q̂2)2i .
{ Pour ' 62 f0; �= 2g, connaissant les deux valeurs pr�ec�edentes, on mesureh� P̂1 � Q̂1i S

et h� P̂2 � Q̂2i S.

Les termes de"12 sont des termes mixtes, qui ne peuvent être mesur�es qu'en m�elan-
geant les champs : on va utiliser l'op�eration \lame 50/50" en tournant la lame�= 2 �a �= 8.
On mesure alors, suivant la même m�ethode que pr�ec�edemment, certains termes de� + :

{ h(� P̂+ )2i =
1
2

�
h(� P̂1)2i + 2 h� P̂1 � P̂2i S + h(� P̂2)2i

�
dont on d�eduit h� P̂1 � P̂2i S.

{ h(� Q̂+ )2i =
1
2

�
h(� Q̂1)2i + 2 h� Q̂1 � Q̂2i S + h(� Q̂2)2i

�
dont on d�eduit h� Q̂1 � Q̂2i S.

Pour les termes restants, il faut en outre m�elanger les quadratureŝP et Q̂. Pour ce faire,
avant l'op�eration \lame 50/50", on ins�ere la lame �= 4 n� 1, ce qui permet d'envoyer dans
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les deux d�etections homodynes les champsAa et Ab d�e�nis par :

Aa;b =
A1 � { A2p

2
(4.19)

Les quadratures de ces champs valent :

P̂a;b =
P̂1 � Q̂2p

2
et Q̂a;b =

Q̂1 � P̂2p
2

(4.20)

De sorte qu'en mesurant certains termes de� a, on peut obtenir les derniers termes :

{ h(� P̂a)2i =
1
2

�
h(� P̂1)2i � 2h� P̂1 � Q̂2i S + h(� Q̂2)2i

�
dont on d�eduit h� P̂1 � Q̂2i S.

{ h(� Q̂a)2i =
1
2

�
h(� Q̂1)2i � 2h� Q̂1 � P̂2i S + h(� P̂2)2i

�
dont on d�eduit h� Q̂1 � P̂2i S.

Ainsi, notre dispositif permet de mesurer tous les termes de la matrice de covariance
� 12. Il faut cependant pr�eciser que d'un point de vue exp�erimental, la mesure des termes
nuls pose probl�eme : le bruit sur ces mesures est important ; et l'incertitude qu'on a sur
la valeur de ces termes est telle qu'on s'�ecarte tr�es rapidement d'une matrice physique.
Nous aurons l'occasion de revenir sur ce probl�eme dans le prochain chapitre.

F Conclusion

Nous avons pass�e en revue dans ce chapitre l'ensemble du dispositif exp�erimental
et des techniques utilis�ees ayant permis d'obtenir les mesures pr�esent�ees dans les deux
chapitres suivants.

En particulier, l'ensemble de la proc�edure de recherche de la d�eg�en�erescence en fr�e-
quence des champs signal et compl�ementaire a �et�e d�etaill�ee ; et nous avons �egalement
montr�e que la double d�etection homodyne mise en place sur cette exp�erience permet
de mesurer tous les termes de la matrice de covariance des deux champs. On peut donc
r�ealiser leur caract�erisation compl�ete, puisque ces deux champs sont suppos�es Gaussiens.
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A Introduction

Nous allons d�evelopper dans ce chapitre les r�esultats sous le seuil avec l'oscillateur
param�etrique auto-verrouill�e en phase. Ces r�esultats ont �et�e obtenus avec Julien Laurat,
�a la �n de sa th�ese.

Ce chapitre va permettre de montrer que ce syst�eme fonctionne tr�es bien au-dessous
du seuil, et qu'il s'agit r�eellement d'un syst�eme mod�ele pour la g�en�eration et l'�etude
d'�etats quantiques �a 2 modes tr�es g�en�eraux.

B Faisceaux EPR de valeur moyenne nulle

Cette premi�ere exp�erience est la plus simple �a e�ectuer avec notre syst�eme : la lame
�a l'int�erieur de la cavit�e n'est pas tourn�ee 1 ; l'OPO fonctionne juste au-dessous du seuil.
La th�eorie pr�edit que dans ce cas, on doit observer des faisceaux EPR sym�etriques de
valeur moyenne nulle.

Les mesures ont �et�e e�ectu�ees dans deux types de fr�equences d'analyse de bruit :
{ �a 3;5MHz, fr�equence su�samment �eloign�ee de l'oscillation de relaxation du laser

(1 MHz), et qui reste faible devant la bande passante de la cavit�e de l'OPO (environ
35MHz).

{ sur une large bande s'�etendant de 40kHz �a 10 MHz, a�n de tester les limites de
notre syst�eme du côt�e des basses fr�equences.

1. Exp�erimentalement, nous n'avons jamais observ�e une absence d'accrochage : l'erreur sur le positionnement
du z�ero de la lame su�t �a provoquer l'accrochage ; bien que la zone d'accrochage soit e�ectivement tr�es r�eduite
lorsque la lame n'est pas tourn�ee.
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B.1 Mesures �a 3;5MHz

Les r�esultats pr�esent�es dans cette partie sont repris dans [Lauratet al., 2005a].

La �gure 5.1 pr�esente les r�esultats obtenus en balayant la phase de l'oscillateur local,
pour la compression de bruit surA+ et A � . On retrouve une compression de bruit sui-
vant des quadratures orthogonales. La con�guration en quadrature des deux d�etections
homodynes (c'est-�a-dire en utilisant la lame�= 4 n� 2 sur le trajet des faisceaux issus de
l'OPO) permet de v�eri�er cela pr�ecis�ement.

Fig. 5.1: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ et A � , pour une fr�equence d'analyse de
3; 5MHz, lorsque la phase de l'oscillateur local est balay�ee. La premi�ere courbe correspond �a des
d�etections homodynes en phase, la seconde �a des d�etections en quadrature. Les compressions de
bruit sur A+ et A � sont donc suivant des quadratures orthogonales. (� = 0 ;9, RBW= 100 kHz,
VBW= 1 kHz)

Le balayage de la phase de l'oscillateur local rend di�cile l'estimation de la com-
pression de bruit maximale ; en �xant la phase de l'oscillateur local2, il est possible de
r�ealiser une mesure beaucoup plus pr�ecise (cf. Fig. 5.2).

Les d�etections homodynes sont en quadrature, on a donc acc�es �a une mesure si-
multan�ee des compressions de bruit sur les deux champs, et �a une mesure directe de
la s�eparabilit�e. Les compressions de bruit mesur�ees sont de� 4;3 � 0:3dB (63%) et
� 4;5 � 0:3dB (64;5%). Apr�es correction du bruit �electronique, ces valeurs deviennent
� 4;7 � 0:3dB (66%) et � 4;9 � 0:3dB (67; 5%).

En tenant compte des param�etres exp�erimentaux :

2. Il a �et�e montr�e dans [Laurat, 2004] qu'il �etait possible d'asservir la phase de l'oscillateur local au maximum
de compression de bruit.
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Fig. 5.2: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ et A � , pour une fr�equence d'analyse
de 3;5MHz, et s�eparabilit�e � pour les modes A1 et A2. Les d�etections homodynes sont en
quadrature. Apr�es correction du bruit �electronique, la s�eparabilit�e atteint 0 ;33� 0;02. (� = 0 ;9,
RBW= 100 kHz, VBW= 300 Hz)

{ distance au seuil� = 0;9
{ fr�equence d'analyse normalis�ee �a la bande passante de la cavit�e 
 = 0;1
{ transmittivit�e du miroir de sortie  = 0;025
{ transmittivit�e g�en�eralis�ee du miroir de sortie  0 = 0;03
{ e�cacit�e quantique des d�etecteurs : 0;95
{ visibilit�e de la d�etection homodyne : 0;97
{ e�cacit�e lors de la propagation : 0;96

on peut calculer la compression de bruit attendue :� 5;3dB (72%). Le faible �ecart des
valeurs exp�erimentales �a cette valeur peut s'expliquer partiellement par le walk-o�, qui
limite l�eg�erement le recouvrement des modes, et partiellement par les quelques pertes
optiques avant la d�etection.

Ces mesures permettent �egalement de v�eri�er que les faisceauxA+ et A � sont bien
sym�etriques ; et donc les faisceauxA1 et A2 �egalement.

On peut directement extraire de cette mesure la valeur de la s�eparabilit�e : � =
0;33� 0;02 < 1. Les faisceaux sont bien ins�eparables ; �a notre connaissance, cette valeur
de la s�eparabilit�e est la plus faible obtenue �a ce jour.

Le crit�ere de Mancini peut �egalement être test�e directement �a partir de cette mesure :
le produit des g�emellit�es vaut 0;11� 0;02 < 1. Il n'est pas surprenant que le crit�ere de
Mancini donne �egalement comme r�esultat que les �etats sont ins�eparables, puisqu'on a vu
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au x1.E.2c) que tous les �etats d�etect�es par le crit�ere de Duan le sont aussi par le crit�ere
de Mancini (dans le cas sym�etrique).

Pour exprimer le crit�ere EPR, il est n�ecessaire de connâ�tre le bruit individuel des fais-
ceauxA1 et A2 (cf. �equation (1.26)). Ce bruit a �egalement �et�e mesur�e ( cf. Fig. 5.7(a)) :
on obtient (� P̂ )2 = (� Q̂)2 = 8; 2 � 0;5dB. Le produit des variances conditionnelles est
donc de 0;42� 0;05 < 1 : les faisceaux produits sont bien des faisceaux EPR.

Le formalisme symplectique est parfaitement adapt�e �a cette situation exp�erimentale.
Nous l'aborderons dans lexC.2, a�n d'�etudier l'inuence du couplage sur la quantit�e
d'intrication.

B.2 Mesures �a basse fr�equence

a) Motivation

En optique quantique, les mesures sont g�en�eralement e�ectu�ees pour une fr�equence
de bruit sup�erieure au MHz. En e�et, �a plus basse fr�equence, le bruit technique devient
tr�es rapidement gênant. Pour cette raison, on module souvent les signaux �etudi�es a�n
de les extraire du bruit.

Cependant, certains syst�emes de grande pr�ecision ne permettent pas cette modu-
lation haute fr�equence ; et pour ces syst�emes une source comprim�ee �a basse fr�equence
apporterait une r�eelle am�elioration (interf�erom�etrie gravitationnelle, mesure des d�epla-
cements d'un bras de microscope �a force atomique [Trepset al., 2003]).

De fa�con plus g�en�erale, toutes les mesures sont r�ealis�ees dans des fenêtres temporelles.
Plus cette fenêtre temporelle est �etendue, plus les basses fr�equences vont contribuer au
r�esultat de la mesure. Une compression sur une large bande de fr�equence permettra
alors d'am�eliorer la qualit�e de la mesure, en autorisant des d�etections sur des dur�ees
plus longues. [Lauratet al., 2004a]

Notre syst�eme �etant tr�es stable, nous nous sommes int�eress�es �a l'�etendue de la gamme
de fr�equence sur laquelle on pouvait observer de l'intrication.

b) Intrication sur une large bande de fr�equences

Nous avons tout d'abord contrôl�e que les faisceaux �etaient ins�eparables entre 300kHz
et 10MHz. Le r�esultat de cette mesure est pr�esent�e sur la �gure 5.3.

On constate que �a l'exception du pic de bruit correspondant �a l'oscillation de relaxa-
tion du laser, autour de 1MHz, la s�eparabilit�e est partout largement inf�erieure �a 1 : les
faisceaux sont intriqu�es. L'oscillation de relaxation du laser conduit �a un fort exc�es de
bruit d'intensit�e ; cet exc�es de bruit est moins sensible surA � car il s'annule lors de la
di��erence. Un dispositif \mangeur de bruit" permettrait de r�eduire ce bruit quasiment
au bruit quantique standard ; cependant un mangeur de bruit tend �a �elargir le pic de
bruit, donc on perdrait sans doute en compression aux fr�equences voisines.
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Fig. 5.3: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e), sur une
plage de fr�equences d'analyse de 300kHz �a 10 MHz, et s�eparabilit�e � pour les modes A1 et A2.
Les d�etections homodynes sont en quadrature. (� = 0 ;9, RBW= 100 kHz, VBW= 300 Hz)

c) Intrication et compression de bruit �a basse fr�equence

Nous avons ensuite cherch�e �a faire des mesures �a plus basse fr�equence. Ceci a n�ecessit�e
de modi�er le circuit d'ampli�cation des photodiodes. En e�et, ce circuit poss�ede deux
voies de sortie : une voie pour les basses fr�equences (permettant de contrôler l'intensit�e
lumineuse incidente sur la photodiode, par exemple) et une pour les hautes fr�equences
(permettant l'analyse du bruit �a ces fr�equences). La fr�equence de coupure entre les deux
voies est d�etermin�ee par une capacit�e �a l'entr�ee de la voie HF ; nous avons donc chang�e
cette capacit�e de fa�con �a diminuer la fr�equence de coupure �a une dizaine deHz. Nous
avons �egalement utilis�e un analyseur de spectre plus performant (Agilent E4443A), qui
permet des mesures de bruit pour des fr�equences comprises entre 3Hz et 6; 7GHz.

Les mesures obtenues entre 40kHz et 150kHz sont pr�esent�ees �a la �gure 5.4. Le bruit
�electronique, au moins inf�erieur de 4dB, a �et�e soustrait.

On constate que la compression est encore de 3dB pour chaque mode �a 100kHz ;
le bruit quantique standard �etant atteint seulement pour des fr�equences inf�erieures �a
50kHz. Le fait qu'il n'y ait pas de di��erence signi�cative entre les deux modes montre
que la conservation de la compression �a basse fr�equence n'est pas due �a une r�ejection de
mode commun du bruit classique (qui n'aurait pas lieu pourA+ ), mais bien �a l'absence
intrins�eque de bruit basse fr�equence.
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Fig. 5.4: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e), sur une
plage de fr�equences d'analyse de 40kHz �a 150 kHz, et s�eparabilit�e � pour les modes A1 et
A2. Les mesures ont �et�e corrig�ees du bruit �electronique. Les d�etections homodynes sont en
quadrature. (� = 0 ;9, RBW= 3 kHz, VBW= 10 Hz)

d) Analyse des r�esultats

La compression de bruit obtenue avec ce dispositif n'atteint pas encore les fr�equences
acoustiques, qui seraient indispensables pour les applications li�ees �a l'interf�erom�etrie gra-
vitationnelle. En outre, il est a priori pr�ef�erable, pour ces mesures, d'avoir un champ
brillant comprim�e, ce dont nous ne disposons pas pour l'instant.

Par contre, en ce qui concerne la mesure de petits d�eplacements, la technique propo-
s�ee dans [Trepset al., 2003] consiste �a m�elanger un champ intense classique avec deux
champs vides comprim�es ; pour des fr�equences de l'ordre de quelques centaines dekHz :
notre syst�eme est particuli�erement bien adapt�e �a cette application.

En�n, consid�erons une mesure dans une fenêtre temporelle de dur�eeT = 1 � s. On
peut mod�eliser notre source comme �etant limit�ee au bruit quantique standard au-dessous
de 50kHz, et comprim�ee �a 3 dB au-dessus. On peut alors calculer, par rapport au cas
d'un faisceau limit�e partout au bruit quantique standard, l'am�elioration de la variance
de la mesure :

� 2 =
Z + 1

0
S(� ) sinc2(��T ) d� (5.1)

o�u S(� ) est la densit�e spectrale de bruit du faisceau mesur�e. La variance est divis�ee par
1;7 ; elle serait divis�ee par 2 si on �etait comprim�e �a 3dB partout. Cette valeur de 1;7 n'est
pas signi�cativement modi��ee en tenant compte du pic de bruit �a 1MHz et en limitant
la compression �a 10MHz. On constate donc que le bruit �a basse fr�equence apporte une
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contribution pr�epond�erante �a de telles mesures, ce qui souligne l'int�erêt de sources de
lumi�ere comprim�ees �a aussi basse fr�equence que possible.

e) Conclusion

Nous avons montr�e ici la validit�e du mod�ele th�eorique d�evelopp�e pour notre syst�eme
en fonctionnement sous le seuil : nous obtenons des faisceaux EPR (le crit�ere de corr�ela-
tions EPR �etant tr�es largement viol�e). L'intrication des champs produits est conserv�ee
jusqu'�a une fr�equence d'environ 50kHz, ce qui permet d'envisager des applications d'une
telle source pour des mesures n�ecessitant des faisceaux comprim�es �a basse fr�equence.

La limitation �a 50 kHz est sans doute due au bruit technique du laser et au bruit des
asservissements des di��erentes cavit�es (OPO, cavit�e de �ltrage sur l'oscillateur local). Il
est cependant possible que le circuit d'ampli�cation des photodiodes nous limite �egale-
ment pour cette mesure, et qu'un circuit r�eellement con�cu pour �etudier des fr�equences
de bruit plus basses permettrait d'observer de la compression de bruit �a ces fr�equences.

Suite �a cette d�emonstration exp�erimentale de compression de bruit basse fr�equence,
une exp�erience similaire a �et�e r�ealis�ee �a l'Universit�e de Canberra [McKenzie et al., 2004].
La compression de bruit atteint une fr�equence de l'ordre de 200Hz. L'exp�erience repose
cependant sur un OPO de type I au-dessous du seuil : l'�etat g�en�er�e est un �etat comprim�e,
et non intriqu�e comme dans notre exp�erience.

On peut trouver plusieurs raisons dans la di��erence entre les deux syst�emes, expli-
quant que nous n'ayons pas obtenu un tel r�esultat. Dans l'exp�erience de McKenzieet al.,
l'OPO est doublement r�esonnant, et la longueur de la cavit�e n'est pas asservie, ce qui
explique peut-être une remont�ee plus rapide du bruit dans notre exp�erience. Par ailleurs,
bien que les retours directs vers l'OPO soient �evit�es en inclinant l�eg�erement les surfaces
des photodiodes de d�etection, il est possible que la di�usion soit su�sante pour d�egrader
les performances �a tr�es basse fr�equence. Ceci peut être �evit�e en pla�cant un isolateur
optique en sortie de l'OPO ; c'est l'option qu'a choisie l'�equipe australienne, malgr�e les
pertes introduites par un tel dispositif, qui d�egradent la compression de bruit. Il est
�egalement possible que notre dispositif soit moins bien isol�e des uctuations acoustiques
et m�ecaniques, qui deviennent pr�edominantes �a basse fr�equence.

Plus r�ecemment, des r�esultats tr�es large bande (10Hz { 35 MHz) ont �et�e obtenus en
type I par l'�equipe de R. Schnabel �a Hannover [Chelkowskiet al., 2007].

C Inuence du couplage sur l'intrication

Dans cette partie, nous allons d�etailler l'e�et de l'augmentation du couplage,via
l'augmentation de l'angle de la lame, sur l'intrication des faisceaux vides. Nous nous
placerons �a une fr�equence d'analyse de 3;5MHz. Ces r�esultats ont �egalement �et�e pr�esen-
t�es dans [Laurat et al., 2005a].
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C.1 Mesures en fonction du couplage

Rappelons que le couplage est d�e�ni par un param�etrec =
2�
 0

o�u � est l'angle de la

lame par rapport aux axes propres du cristal, et 0 la transmittivit�e g�en�eralis�ee du miroir
de sortie. Le param�etrec doit être compar�e �a 1, cf. par exemple les �equations (3.43).
Comme 0 = 0;03 � 1, un angle� faible correspond d�ej�a �a un couplage important : par
exemple,c = 1 pour � = 0;8� .

La �gure 5.5 pr�esente la compression de bruit obtenue simultan�ement (les d�etections
homodynes sont en quadrature) pour les modesA+ et A � , pour 4 valeurs du param�etre
de couplage.

Ainsi, plus le couplage augmente, plus l'angle entre les ellipses de bruit des modesA+

et A � s'�eloigne de 90� . Parall�element �a cette rotation des ellipses de bruit, la compression
de bruit sur A � diminue (ceci est surtout sensible sur la �gure 5.5(d)).

Ce comportement �etait pr�edit qualitativement par la th�eorie ( cf. x3.D.3a)) ; la �gure
5.6 pr�esente la comparaison quantitative avec la th�eorie, en ce qui concerne l'angle de
rotation de l'ellipse (cf. Fig. 5.6(a)), et la variance du modeA � (cf. Fig. 5.6(b)).

Si la th�eorie d�ecrit bien le comportement de l'angle entre les ellipses de bruit deA+

et A � , il est manifeste que la compression de bruit est d�egrad�ee beaucoup moins vite
que pr�evu. Cet �ecart �a la th�eorie n'a pas �et�e expliqu�e �a ce jour. Une hypoth�ese avanc�ee
�etait que les termes non r�esonnants, n�eglig�es dans les �equations, pouvaient contribuer �a
la compression de bruit, mais elle a �et�e in�rm�ee par le calcul.

Le bruit des modes signal et compl�ementaireA1 et A2 d�epend �egalement du couplage :
lorsque ce dernier augmente, le bruit devient d�ependant de la quadrature, et peut (pour
un couplage important) être comprim�e sous le bruit quantique standard. La �gure 5.7
pr�esente ces r�esultats.

Plus le couplage augmente, plus le bruit minimal des modes signal et compl�ementaire
est obtenu pour des quadratures proches de celles qui sont corr�el�ees. Il est �egalement
int�eressant de constater que pour un couplage �elev�e (c = 1;8), les faisceauxA+ et A �

d'une part, A1 et A2 d'autre part, sont tous comprim�es. On ne peut cependant pas en
conclure directement queA+ et A � violent le crit�ere de Duan (1.29), car on n'est pas
dans le cas sym�etrique3, c'est-�a-dire c = 0. Or le calcul de la s�eparabilit�e fait intervenir
les variances de bruit des combinaisons lin�eaires de deux quadratures orthogonales ; les
quadratures deA1 et A2 qui sont ici comprim�ees ne sont pas orthogonales !

C.2 Mesure de la matrice de covariance

Dans cette partie, nous allons d�etailler les r�esultats obtenus lorsqu'on applique la
proc�edure de mesure de la matrice de covariance pr�esent�ee aux4.E.4, ainsi qu'une ex-
ploitation possible de ces mesures en termes de quantit�e d'intrication \disponible". Ceci

3. Dans le cas non sym�etrique, il reste un crit�ere su�sant, mais qui est beaucoup plus di�cile �a violer.
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Fig. 5.5: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e) pour une
fr�equence d'analyse de bruit de 3;5MHz, pour 4 valeurs du param�etre de couplage :(a) c = 0
(b) c = 0 ;35 (c) c = 0 ;85 (d) c = 1 ;8. La phase de l'oscillateur local est balay�ee, les d�etections
homodynes sont en quadrature. (� = 0 ;9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz)

est le r�esultat d'une collaboration avec l'�equipe de Fabrizio Illuminati �a Salerno (Italie)
[Laurat et al., 2005b].



116 5. �Etude au-dessous du seuil

(a) Inuence du couplage sur l'�ecart �a 90 � de
l'angle entre les ellipses de bruit de A+ et A � .

(b) Inuence du couplage sur la variance de A � .

Fig. 5.6: Comparaison th�eorie (en noir) et exp�erience (en rouge) pour l'inuence du couplage
sur les propri�et�es des faisceaux issus de l'OPO.

a) Aspect exp�erimental

Puisqu'on s'int�eresse plus particuli�erement �a l'intrication, on souhaite mesurer la ma-
trice de covariance� 12 des modes signal et compl�ementaireA1 et A2. Nous avons en fait
choisi de mesurer la matrice de covariance� + � des champsA+ et A � . Connaissant la
relation (1.33) qui lie ces champs, on peut ais�ement remonter �a� 12.

La transformation permettant de passer deA1=A2 �a A+ =A� est une transformation
passive unitaire ; elle poss�ede donc son �equivalent symplectique (cf. x2.B.3a)). Mais c'est
une transformation non locale, elle modi�e donc la quantit�e d'intrication du syst�eme.
De fait, elle la modi�e même de fa�con extr�emale : on va voir que les champsA1=A2 sont
intriqu�es, tandis que A+ =A� sont totalement d�ecorr�el�es.

Par ailleurs, nous nous sommes heurt�es �a un probl�eme (d�ej�a mentionn�e aux4.E.4)
concernant la pr�ecision des mesures. En e�et, les modesA+ =A� �etant les modes les
plus d�ecorr�el�es, on doit avoir des blocs non-diagonaux identiquement nuls. Mais le bruit
sur la mesure �etant assez important, le rapport signal �a bruit4 est faible. On a donc
une mauvaise pr�ecision sur la mesure de ces 0 : on mesure typiquement 0;07� 0;05 ou
1;0 � 1;0. Malheureusement, de telles valeurs m�enent tr�es rapidement �a s'�ecarter d'une
matrice repr�esentant un �etat physique.

Dans la suite, nous avons pris ces termes identiquement nuls ; ceci est �gur�e dans
les matrices ci-dessous par la notation (0). Ce faisant nous modi�ons �eventuellement la
valeur de la quantit�e d'intrication du syst�eme, mais nous la diminuons n�ecessairement.
En e�et, si ces termes, qui repr�esentent les corr�elations entre les modesA+ et A � , ne
sont pas nuls, c'est qu'il existe une autre base de modes dans laquelle ils sont nuls, et
donc les modes les plus corr�el�es de notre syst�eme ne sont pasA1 et A2. En conclusion, si
on fait par ce biais une erreur sur la quantit�e d'intrication contenue dans les faisceaux,
il s'agit n�ecessairement d'une sous-estimation.

4. Tout le probl�eme vient du fait que notre signal est ici du bruit, or le bruit du bruit est tr�es �elev�e.
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Fig. 5.7: Variance de bruit normalis�ee des modesA1 (bordeaux) et A2 (violet) pour une fr�e-
quence d'analyse de bruit de 3;5MHz, pour 4 valeurs du param�etre de couplage :(a) c = 0
(b) c = 0 ;35 (c) c = 0 ;85 (d) c = 1 ;8. La courbe en pointill�es noirs repr�esente la variance
de bruit sur A � . La phase de l'oscillateur local est balay�ee, les d�etections homodynes sont en
quadrature. (� = 0 ;9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz)

Le choix de la r�ef�erence de phase pour l'oscillateur local va conditionner la valeur des
termes de la matrice. On choisit l'origine des phases de telle sorte que l'ellipse de bruit
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de A+ soit align�ee avec les axes. Ainsi les deux termes non diagonaux du premier bloc
seront toujours nuls.

b) Lame non tourn�ee

Matrices mesur �ees
La matrice de covariance mesur�ee pourA+ =A� est :

� + � (c = 0) =

0

B
B
@

7:94 0 (0) (0)
0 0:33 (0) (0)

(0) (0) 0:33 0
(0) (0) 0 7:94

1

C
C
A (5.2)

Ce qui donne pourA1=A2 :

� 12(c = 0) =

0

B
B
@

4:14 0 3:81 0
0 4:14 0 � 3:81

3:81 0 4:14 0
0 � 3:81 0 4:14

1

C
C
A (5.3)

On constate que les termes non diagonaux du dernier bloc sont nuls : l'ellipse de
bruit de A � est elle aussi align�ee sur les axes ; les champsA+ et A � sont comprim�es
suivant des quadratures orthogonales. La matrice de covariance de l'�etat est directement
dans la forme standard, il est inutile d'appliquer des transformations �a cet �etat pour s'y
ramener. On remarquera �egalement que les termes diagonaux de la matrice sont tous
�egaux, ce qui signi�e que l'�etat est sym�etrique (cf. x2.E.2c)).

On peut tout d'abord v�eri�er que ces matrices sont physiques, et que la transfor-
mation permettant de passer de l'une �a l'autre est bien symplectique. Pour ce faire, on
calcule les valeurs propres symplectiques (cf. x2.B.4a)).

On trouve bien qu'elles sont �egales pour les deux matrices, ce qui con�rme que la
transformation est symplectique. Pour chaque matrice, les deux valeurs propres sym-
plectiques sont �egales �a 1;62 > 1 : ces matrices sont bien celles d'un �etat physique. Ceci
valide notre mesure.

Intrication et n �egativit �e logarithmique
On e�ectue sur les matrices de covariance l'op�eration (2.45) correspondant �a la trans-

position partielle de la matrice densit�e, et on calcule les valeurs propres symplectiques
de ces nouvelles matrices.

Pour e� 12(c = 0), on trouve deux valeurs propres symplectiques distinctes : 0;33
et 7; 94. La plus petite est inf�erieure �a 1, ce qui prouve que les champsA1 et A2

sont intriqu�es, d'apr�es le crit�ere PPT. Le calcul de la n�egativit�e logarithmique donne
EN (c = 0) = 1 ;60 > 0 : comme on l'a vu pr�ec�edemment avec la mesure de la s�eparabi-
lit�e, l'�etat A1=A2 est tr�es intriqu�e.
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�A l'inverse, on trouve pour e� + � (c = 0) deux valeurs propres �egales valant 1;62. Au-
cune n'est inf�erieure �a 1 : l'�etat A+ =A� n'est absolument pas intriqu�e.

Quantit �e d'intrication maximale
L'�etat qui sort de l'OPO est un �etat sym�etrique, directement dans la forme standard ;

la th�eorie pr�evoit donc qu'aucune op�eration passive ne permettra d'augmenter la quan-
tit�e d'intrication entre les modes (cf. x2.E.2b)). Nous allons le v�eri�er rapidement.

La n�egativit�e logarithmique maximale qu'on peut atteindre (2.74) d�epend des deux
plus petites valeurs propres orthogonales de la matrice de covariance, qui valent ici
� 1 = � 2 = 0;33. On trouve ainsi que la n�egativit�e logarithmique maximale qu'on peut
atteindre est E max

N (c = 0) = 1 ;60 : c'est la valeur mesur�ee.

Intrication et puret �e
Nous allons nous int�eresser �a la puret�e de l'�etat produit, et appliquer les crit�eres

d'intrication mentionn�es au x2.E.3.
On peut calculer la valeur des invariant symplectiques globaux et locaux :
{ la puret�e de l'�etat global � = 0;38 < 1 : l'�etat n'est pas un �etat pur, il s'agit d'un

m�elange statistique d'�etats
{ le s�eralien : � = 5 ;25
{ la puret�e de l'�etat du premier mode : � 1 = 0;24
{ la puret�e de l'�etat du deuxi�eme mode : � 2 = 0;24

L'in�egalit�e (2.77) s'�ecrit donc :
5;25 � � � 7; 88 (5.4)

On constate que non seulement l'in�egalit�e est bien v�eri��ee, mais encore la partie
de gauche de l'in�egalit�e est satur�ee : l'�etat est donc un �etat maximalement intriqu�e
(GMEMS). Ceci signi�e que, �etant donn�ees la puret�e globale de l'�etat et les puret�es
individuelles des deux modes, il n'est pas possible d'avoir un �etat plus intriqu�e.

Quant au crit�ere d'intrication reposant sur la puret�e ( cf. tableau 2.3), on peut ai-
s�ement v�eri�er qu'on est bien dans le cas d�ecidable pour les �etats intriqu�es ; ce qui
conforte les conclusions pr�ec�edemment tir�ees. En e�et :

� 1 � 2p
� 2

1 + � 2
2 � � 2

1 � 2
2

= 0; 17 et

� 1 � 2

� 1 � 2 + j� 1 � � 2j
= 1.
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c) Lame tourn�ee : c = 0;35

Matrices mesur �ees
Les mesures de la matrice de covariance surA+ =A� donnent :

� + � (c = 0;35) =

0

B
B
@

12:59 0 (0) (0)
0 0:4 (0) (0)

(0) (0) 3:45 � 5:28
(0) (0) � 5:28 9:54

1

C
C
A (5.5)

De sorte que pourA1=A2, on obtient :

� 12(c = 0;35) =

0

B
B
@

8:02 � 2:64 4:57 2:64
� 2:64 4:97 2:64 � 4:57
4:57 2:64 8:02 � 2:64
2:64 � 4:57 � 2:64 4:97

1

C
C
A (5.6)

La premi�ere remarque �a faire sur cette mesure est que, comme cette fois les compres-
sions maximales ne sont plus suivant des quadratures orthogonales pourA+ et A � , la
matrice de covariance pourA1=A2 n'est pas dans la forme standard (2.60). C'est pour
cette raison que nous n'avons pas cherch�e �a mesurer directement la s�eparabilit�e.

Intrication et n �egativit �e logarithmique
Les calculs de valeurs propres symplectiques, eux, sont toujours valables ; ce qui

montre l'int�erêt de ce formalisme tr�es g�en�eral. On trouve �a nouveau que les valeurs
propres symplectiques des matrices de covariance sont �egales, et valent toutes 2;24 > 1 :
ce sont les matrices d'�etats physiques.

Quant aux valeurs propres symplectiques de la transpos�ee partielle, on trouve 0;46
et 11;01 pour signal et compl�ementaire : ces champs sont intriqu�es puisque 0;46 < 1. La
n�egativit�e logarithmique vaut EN (c = 0;35) = 1;13 > 0 : on est toujours tr�es intriqu�e ;
cependant, comme attendu, on l'est moins que dans le casc = 0.

Quantit �e d'intrication maximale
La valeur plus faible de la n�egativit�e logarithmique mesur�ee n'a pas pour unique

origine la d�egradation des corr�elations par la lame. En e�et, l'�etat issu de l'OPO est
sym�etrique (voir plus loin), mais il n'est pas dans la forme standard.

La th�eorie pr�evoit donc qu'on peut augmenter l'intrication entre les champs grâce
�a des op�erations passives. Les deux plus petites valeurs propres orthogonales valent
� 1 = � 2 = 0;40 ; ce qui m�ene �a E max

N (c = 0;35) = 1;32. C'est certes plus faible que la
valeur de 1;60 obtenue dans le cas o�u le couplage �etait nul (signe que ce dernier d�egrade
bel et bien l'intrication), mais sup�erieur �a la valeur mesur�ee de 1;13.

Nous verrons aux d) qu'il est e�ectivement possible exp�erimentalement d'augmen-
ter la quantit�e d'intrication grâce �a des op�erations passives non locales.
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Retour �a la forme standard gr âce �a une transformation symplectique
locale

V�eri�ons sur les valeurs exp�erimentales qu'il est possible de trouver une transforma-
tion symplectique locale qui donne une matrice de covariance sous la forme standard
pour A1 et A2.

La transformation locale �a 2 modes la plus g�en�erale est donn�ee par une matrice-bloc
donc chacun des blocs diagonaux est une transformation locale �a 1 mode la plus g�en�erale
possible (2.15). Les blocs anti-diagonaux sont identiquement nuls :

Sloc;2(� 1; � 0
1; r1; � 2; � 0

2; r2) =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

Sloc;1(� 1; � 0
1; r1) (0)

(0) Sloc;1(� 2; � 0
2; r2)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

(5.7)

Le calcul permet de d�eterminer les param�etres �a utiliser :
� � 1 = � 2 = � 50;0�

� � 0
1 = � 0

2 = � 27;1�

� r1 = r2 = � 0;23
Il faudrait donc d�ephaser chacun des champs de� 27;1� , puis comprimer chacun des
champs, puis �a nouveau d�ephaser de� 50;0� . La matrice de covariance qu'on obtiendrait
apr�es ces op�erations serait alors dans la forme standard :

� stand
12 (c = 0;35) =

0

B
B
@

5:73 0 � 5:28 0
0 5:73 0 5:28

� 5:28 0 5:73 0
0 5:28 0 5:73

1

C
C
A (5.8)

Le calcul montre alors imm�ediatement que ni les valeurs propres symplectiques de
cette matrice, ni celles de la transpos�ee partielle, n'ont chang�e. La valeur de la n�egativit�e
logarithmique n'a donc pas non plus �et�e modi��ee. On constate �egalement, d'apr�es la
forme standard correspondant �a cet �etat, qu'il est sym�etrique.

Nous n'avons pas eu la possibilit�e de r�ealiser cette exp�erience ; car nous ne disposions
pas de deux dispositifs de compression de bruit suppl�ementaires.

d) Obtention des �etats les plus intriqu�es

Comme on l'a vu, l'�etat est sym�etrique, mais �a sa sortie de l'OPO il n'est pas dans
la forme standard. Son intrication n'est pas maximale ; il est possible d'appliquer aux
champsA1 et A2 une transformation passive globale permettant d'obtenir un �etat dont
la n�egativit�e logarithmique est maximale. Comme on l'a vu aux2.E.2b), cette transfor-
mation peut être e�ectu�ee �a l'aide de 3 lames d'onde qu'on ins�ere en sortie de l'OPO. Ces
lames agissent simultan�ement sur les deux champs : il s'agit bien d'une transformation
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globale.
Appliquer cette transformation globale sur les champsA1=A2 revient �a appliquer une

transformation locale sur le champA � , de fa�con �a annuler les deux termes non diago-
naux non nuls de la matrice (5.5). Pour cela, le champA � doit simplement être d�ephas�e
de fa�con que son ellipse de bruit ait ses axes parall�eles aux axes du rep�ere de Fresnel
(cf. Fig. 5.8).

Exp�erimentalement, c'est cette derni�ere propri�et�e qu'on exploite : on r�egle les lames

Fig. 5.8: Transformation passive globale permettant de maximiser l'intrication des champs en
sortie de l'OPO auto-verrouill�e en phase. Les plans (Fi ) sont les plans de Fresnel et les plans
(Pi ) ceux de polarisation.

d'ondes pour que, lorsque les d�etections homodynes sont en quadrature, les champsA+

et A � soient comprim�es simultan�ement (cf. Fig. 5.9).

La �gure 5.9 pr�esente les mesures obtenues pour les champsA+ et A � avant et
apr�es la transformation. Apr�es avoir ins�er�e les lames, on constate que les champs sont
�a nouveau comprim�es suivant des quadratures orthogonales. La nouvelle mesure de la
matrice de covariance mesur�ee pourA+ =A� est :

� + � =

0

B
B
@

12:59 0 (0) (0)
0 0:4 (0) (0)

(0) (0) 0:4 0
(0) (0) 0 12:59

1

C
C
A (5.9)

On en d�eduit la matrice de covariance pourA1=A2 :

� 12 =

0

B
B
@

6:50 0 6:10 0
0 6:50 0 � 6:10

6:10 0 6:50 0
0 � 6:10 0 6:50

1

C
C
A (5.10)

On constate que la matrice est bien dans la forme standard ; la n�egativit�e logarith-
mique est �a pr�esent de 1; 32 : la quantit�e d'intrication a augment�e grâce �a une op�eration
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Fig. 5.9: Variance de bruit normalis�ee des modesA+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e) pour une
fr�equence d'analyse de bruit de 3;5MHz, pour un param�etre de couplagec = 0 ;35. La premi�ere
courbe est celle obtenue avant d'appliquer la transformation passive non locale, celle du bas
est obtenue apr�es la transformation. La phase de l'oscillateur local est balay�ee, les d�etections
homodynes sont en quadrature. (� = 0 ;9, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz)

passive non locale. En outre, on a pu atteindre ainsi la quantit�e d'intrication maximale
qu'on pouvait obtenir grâce �a des op�erations passives �a partir des faisceaux issus de
l'OPO.

D Conclusion

Nous avons montr�e dans cette partie que l'OPO �a auto-verrouillage de phase, en
fonctionnement sous le seuil et avec tr�es peu de couplage entre les champs signal et
compl�ementaire, produit des faisceaux sym�etriques, tr�es intriqu�es, et ce sur une large
bande de fr�equence.

Nous avons �egalement montr�e que la matrice de covariance de l'�etat g�en�er�e dans ces
conditions est directement dans la forme standard, de sorte que l'intrication ainsi pro-
duite ne peut être augment�ee par des op�erations passives.

Lorsque le couplage augmente, les corr�elations sont peu �a peu d�etruites. En outre, les
champs ne sont plus intriqu�es suivant des quadratures orthogonales, ce qui se traduit par
une matrice de covariance qui n'est plus dans la forme standard. Il est possible de revenir
�a la forme standard par des op�erations locales, qui pr�eservent la matrice de covariance.

Il est �egalement possible d'agir concomitamment sur les deux modes �a l'aide d'op�e-
rations passives, pour g�en�erer de nouveaux champs intriqu�es suivant des quadratures
orthogonales. La matrice de covariance de ces champs est dans la forme standard, et
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la quantit�e d'intrication des modes ainsi obtenus ne peut plus être augment�ee par des
op�erations passives.
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A Introduction

Comme on l'a vu au chapitre 3, l'OPO auto-verrouill�e en phase pr�esente un int�erêt
tout particulier au-dessus du seuil. La th�eorie pr�edit qu'il g�en�ere des faisceaux EPR
brillants, de même fr�equence. Cependant, il a �egalement �et�e d�emontr�e au chapitre 3 que,
au-dessus du seuil, si le bruit de la pompe n'est pas limit�e par le bruit quantique stan-
dard, l'exc�es de bruit se transmet aux faisceaux signal et compl�ementaire, ce qui d�egrade
les corr�elations.

Dans ce chapitre, nous allons aborder la mesure des faisceaux EPR au-dessus du seuil.
Le bruit de la pompe va s'av�erer trop important �a basse fr�equence d'analyse : il ne sera
pas possible de d�etecter des corr�elations entre faisceaux signal et compl�ementaire. Nous
verrons qu'�a plus haute fr�equence d'analyse, le bruit de la pompe �etant moins important,
on peut d�etecter des corr�elations, et que la mise en place d'une cavit�e de �ltrage sur la
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pompe sera n�ecessaire pour pouvoir mesurer des faisceaux EPR.

A�n d'�eviter toute d�egradation suppl�ementaire des corr�elations par le couplage, les
mesures de cette partie sont r�ealis�ees �a couplage quasi nul (juste su�sant pour qu'il y
ait accrochage).

B Mesures directes

B.1 Mesures �a une fr�equence d'analyse de 4MHz

La �gure 6.1 pr�esente une mesure de bruit surA+ et A � , e�ectu�ee �a une fr�equence
d'analyse de 4MHz, 1; 5 fois au-dessus du seuil.

Fig. 6.1: Variance de bruit normalis�ee de la quadrature la moins bruit�ee des modesA+ (bleu
ciel) et A � (bleu fonc�e) pour une fr�equence d'analyse de bruit de 4MHz. Les mesures ont �et�e
corrig�ees du bruit �electronique. ( � = 1 ;5, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz)

On constate que si le champA � est toujours comprim�e au-dessous du bruit quantique
standard (compression de bruit de� 2;5 � 0;5dB), le champ A+ pr�esente un fort exc�es
de bruit, de l'ordre de 3;5 � 0;5dB [Laurat et al., 2005c].

Les autres �equipes utilisant le même laser (�equipe de P. Nussenzveig �a S~ao Paulo,
�equipe de O. P�ster �a Charlottesville) ont montr�e qu'il pr�esente un exc�es de bruit,
en particulier de bruit de phase, jusqu'�a une fr�equence d'analyse d'environ 20MHz,
et ont mis en place une cavit�e de �ltrage sur le faisceau pompe [Villaret al., 2007,
Jing et al., 2006]. On a vu que, au-dessus du seuil, un tel exc�es de bruit se transmet aux
champs signal et compl�ementaire. Ceci pourrait expliquer les mauvais r�esultats observ�es
�a une fr�equence d'analyse de 4MHz.

A�n de valider cette hypoth�ese, et de d�ecider de l'�eventuelle mise en place d'une cavit�e
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de �ltrage, deux exp�eriences compl�ementaires ont �et�e e�ectu�ees. Nous avons d'une part
r�ealis�e les mesures de corr�elations �a une fr�equence plus �elev�ee, o�u l'exc�es de bruit devrait
être moindre, et le ph�enom�ene moins sensible (cf. xB.2). D'autre part, en utilisant une
cavit�e d�esaccord�ee, nous avons mesur�e le bruit de phase et d'intensit�e du laser �a une
fr�equence d'analyse de 4MHz (cf. xC).

B.2 Mesures �a une fr�equence d'analyse de 16; 5MHz

Le bruit de la pompe s'att�enue fortement �a partir de 20MHz. Il est limit�e par le bruit
quantique standard pour une fr�equence d'analyse d'environ 25MHz. Malheureusement,
nous ne pouvons e�ectuer de mesure �a cette fr�equence d'analyse, car la partie haute
fr�equence du circuit d'ampli�cation des photodiodes sature au-del�a de 20MHz.

Nous avons donc choisi une fr�equence d'analyse du bruit de 16; 5MHz. La �gure 6.2)
pr�esente les r�esultats obtenus1.

Fig. 6.2: Mesure de la quadrature la moins bruit�ee pour A+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e),
au-dessus du seuil, pour une fr�equence d'analyse de 16;5MHz. Les donn�ees ont �et�e corrig�ees
du bruit �electronique, et un lissage sur 5 points a �et�e e�ectu�e. ( � = 1 ;5, RBW= 100 kHz,
VBW= 1 kHz)

�A cette fr�equence d'analyse du bruit, et sans cavit�e de �ltrage, le bruit sur la pompe
est su�samment bas pour permettre d'observer de l'intrication : les champsA+ et A �

sont comprim�es respectivement �a� 0;5 � 0;5dB et � 1;7 � 0;5dB au-dessous du bruit
quantique standard, ce qui m�ene �a une s�eparabilit�e � = 0 ;78� 0;09 < 1.

Par contre, nous n'avons pas pu mesurer de corr�elations EPR : le bruit sur les champs
A1 et A2 est de 1;1� 0; 5dB au-dessus du bruit quantique standard, ce qui conduit �a une
valeur du crit�ere EPR de E = 1;2 � 0;1 > 1. Le bruit de la pompe est donc encore trop

1. Des r�esultats analogues ont �et�e obtenus �a des fr�equences d'analyse de 18 MHz et 20MHz.
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important �a cette fr�equence d'analyse de bruit pour pouvoir observer des corr�elations
EPR.

Comme nous ne pouvons pas nous placer au-del�a de 20MHz, la mise en place d'une
cavit�e de �ltrage sur la pompe s'av�ere n�ecessaire. Cette cavit�e, ainsi que les r�esultats
correspondants, seront d�ecrits dans lexD. Nous allons tout d'abord nous int�eresser �a
l'estimation de l'exc�es de bruit sur la pompe.

C Mesure du bruit du laser, en utilisant une cavit�e
d�esaccord�ee

�A l'instar de l'�equipe de P. Nussenzveig �a S~ao Paulo, nous avons mesur�e le bruit du
laser YAG �a l'aide d'une cavit�e d�esaccord�ee [Villar et al., 2004]. Nous avons utilis�e la
cavit�e de �ltrage d�ej�a pr�esente sur le faisceau laser primaire (�a 1064nm).

Cependant, cette cavit�e pr�esente une di��erence majeure par rapport �a celle employ�ee
par Villar et al. : sa transmission est non nulle. Les calculs sont donc di��erents ; ils sont
d�evelopp�es dans ce paragraphe.

C.1 Position du probl�eme

On consid�ere une cavit�e en anneau ; les notations du calcul sont pr�ecis�ees sur la Fig.
6.3.

On peut �ecrire les relations entr�ee-sortie au niveau des miroirs :

miroir �
�

E � (0) = t E in + r E � (L � )
Eout = t E � (L � ) � r E in

(6.1a)

miroir �
�

E � (0) = t0E1;vac + r 0E  (L  )
E1;out = t0E  (L  ) � r 0E1;vac

(6.1b)

miroir 
�

E  (0) = t00E2;vac + r 00E � (L � )
E2;out = t00E � (L � ) � r 00E2;vac

(6.1c)

o�u l'origine des abscisses pour le champE � est prise au niveau du miroir� , celle du
champ E � au niveau du miroir � et celle du champE  au niveau du miroir  .

En notant k =
2�
�

le module du vecteur d'onde, les champs apr�es propagation s'�ecrivent :

E j (L j ) = E j (0) e{kL j (6.2)

o�u j = �; �;  .
On peut alors en d�eduire l'expression du champ r�e�echi par la cavit�e en fonction des

divers champs entrants :

Eout =
�

� r +
r 0r 00t2 e{kL

1 � r r 0r 00e{kL

�
E in +

�
t t 0e{kL �

1 � r r 0r 00e{kL

�
E1;vac

+
�

r 0t t 00e2{kL �

1 � r r 0r 00e{kL

�
E2;vac

(6.3)
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Fig. 6.3: Notations pour l'analyse du bruit d'intensit�e r�e�echi par la cavit�e de �ltrage �a
1064nm : les coe�cients de r�eexion et de transmission en amplitude des miroirs � , � et 
sont not�ees respectivementr , r 0, r 00et t, t0, t00; et les distances g�eom�etriques entre les di��erents
miroirs sont not�ees L � , L � et L  = L �

Pour simpli�er les calculs, le vide n'ayant pas de phase propre, on peut incluree{kL �

dansE1;vac et e2{kL � dansE2;vac. On peut alors r�e�ecrire le champ r�e�echi :

Eout = � (! ) E in + � 1(! ) E1;vac + � 2(! ) E2;vac (6.4)

o�u :

� (! ) = � r +
r 0r 00t2 e{kL

1 � r r 0r 00e{kL
=

r 0r 00e{kL � r
1 � r r 0r 00e{kL

(6.5a)

� 1(! ) =
t t 0

1 � r r 0r 00e{kL
(6.5b)

� 2(! ) =
r 0t t 00

1 � r r 0r 00e{kL
(6.5c)

La d�ependance en! se fait par l'interm�ediaire du module du vecteur d'ondek =
!
c

.
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C.2 Champs moyens

On note ! 0 la pulsation optique du champ qu'on souhaite analyserE in (cependant, il
y a du bruit �a toutes les fr�equences, pas seulement pour! = ! 0). Les valeurs moyennes
des champs entrants sont :

hE1;vaci = hE2;vaci = 0 (6.6a)

hE in i = {A � in (6.6b)

o�u on choisit � in r�eel positif, ce qui �xe la r�ef�erence de phase ; et o�u A =

r
~ ! 0

2"0 c
[Grynberg et al., 1997]. On en d�eduit alors, d'apr�es l'�equation (6.4), la valeur moyenne
du champ sortant :

hEout i = {A � (! 0) � in � {A � 0 e{ ' 0 � in (6.7)

On constate que la cavit�e ne d�ephase pas que le bruit, mais aussi le champ moyen (qui
est d�ephas�e de' 0 = arg( � (! 0))).

C.3 Lin�earisation des uctuations

On introduit la pulsation d'analyse 
 = ! � ! 0. Il est �a noter que les fonctions� (
),
� 1(
) et � 2(
) sont des fonctions de 
 et non des transform�ees de Fourier. Lorsqu'on
prend l'hermitien conjugu�e 2 d'une expression qui les contient, on obtiendra simplement :
(� j (
))

y = � �
j (
). �A l'inverse, pour un op�erateur b̂(t), on peut d�e�nir sa transform�ee de

Fourier par :

b̂(
) =
Z + 1

�1
dt e{ 
 t b̂(t) (6.8)

Alors, l'hermitien conjugu�e de cet op�erateur :
�

b̂(
)
� y

= b̂y(� 
) (6.9)

o�u b̂y(
) =
Z + 1

�1
dt e{ 
 t b̂y(t).

L'intensit�e du champ r�e�echi est :

Î out (t) = Ê y
out (t) : Êout (t) (6.10)

o�u Êout (t) = {A
Z + 1

�1
d
 e� { 
 t âout (
).

On peut lin�eariser les uctuations du champ :

Êout (t) = hÊout (t)i + � Êout (t) (6.11)

2. Un scalaire peut être consid�er�e comme une matrice 1 � 1 ; prendre son hermitien conjugu�e revient donc �a
prendre son complexe conjugu�e.
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et en d�eduire la lin�earisation des uctuations d'intensit�e :

Î out (t) = hÎ out (t)i + � Î out (t)

' h Ê y
out (t)i : hÊout (t)i + hÊ y

out (t)i : � Êout (t) + hÊout (t)i : � Ê y
out (t)

(6.12)

La valeur moyenne de l'intensit�e r�e�echie vaut donc :

hÎ out (t)i = hÊ y
out (t)i : hÊout (t)i = ( { A � 0 e{ ' 0 � in )y : ({ A � 0 e{ ' 0 � in ) = � R0 I in (6.13)

o�u on a pos�e � = A2, R0 = � 2
0 = j� (
 = 0) j2 et I in = � 2

in .

Quant au bruit sur l'intensit�e :

� Î out (t) ' h Ê y
out (t)i : � Êout (t) + hÊout (t)i : � Ê y

out (t) (6.14)

' � in � 0 �
�
e� { ' 0

Z + 1

�1
d
 e� { 
 t � âout (
) + e{ ' 0

Z + 1

�1
d
 e{ 
 t � ây

out (� 
)
�

(6.15)

Un changement de variable 
 ! � 
 est n�ecessaire dans la seconde int�egrale pour pouvoir
r�eunir les deux int�egrales en une seule :

� Î out (t) '
Z + 1

�1
d
 e� { 
 t

n
� in � 0 �

h
e� { ' 0 � âout (
) + e{ ' 0 � ây

out (
)
io

(6.16)

�
Z + 1

�1
d
 e� { 
 t � Î out (
) (6.17)

C.4 Spectre de bruit d'intensit�e du champ sortant

Par d�e�nition :
Sout (
) = h� Î out (
) : � Î y

out (� 
) i (6.18)

En rempla�cant, il vient :

Sout (
) = I in R0 � 2
h
h� âout (
) : � ây

out (� 
) i + e� 2{ ' 0 h� âout (
) : � âout (� 
) i

+ e2{ ' 0 h� ây
out (
) : � ây

out (� 
) i + h� ây
out (
) i : � âout (� 
)

i (6.19)

On peut calculer chacun des termes de cette �equation. On d�e�nit les quadratures
P̂(
) et Q̂(
) comme les transform�ees de Fourier de leurs analogues temporelles3 :

P̂ (
) = ^ a(
) + ^ ay(
) (6.20a)

Q̂(
) = � {
�
â(
) � ây(
)

�
(6.20b)

3. Les quadratures P̂ (t) et Q̂(t) �etant r�eelles, leurs transform�ees de Fourier v�eri�ent P̂ y (
) = P̂ (
) et
Q̂y (
) = P̂ (
).
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On suppose que les corr�elationsh� P̂in (
) � Q̂in (� 
) i = 0, et de même pour les termes
analogues. On aboutit �nalement �a :

Sout (
)
R0 I in � 2

=
1
4

��
j� (
) j2 + j� (� 
) j2 + 2<

�
� (
) � (� 
) e� 2{ ' 0

��
Sin

P (
)

+
�
j� (
) j2 + j� (� 
) j2 � 2< (� (
) � (� 
) e� 2{ ' 0 )

�
Sin

Q (
)

+
�
j� 1(
) j2 + j� 1(� 
) j2

�
S1;vac

P (
)

+
�
j� 1(
) j2 + j� 1(� 
) j2

�
S1;vac

Q (
)

+
�
j� 2(
) j2 + j� 2(� 
) j2

�
S2;vac

P (
)

+
�
j� 2(
) j2 + j� 2(� 
) j2

�
S2;vac

Q (
)
	

(6.21)

o�u apparaissent les di��erents spectres de bruit :

SP (
) = h� P̂(
) � P̂ (� 
) i (6.22a)

SQ(
) = h� Q̂(
) � Q̂(� 
) i (6.22b)

On peut simpli�er l'expression en tenant compte des propri�et�es du vide :

S1;vac
P (
) = S1;vac

Q (
) = S2;vac
P (
) = S2;vac

Q (
) = 1 (6.23)

On obtient :
Sout (
)
R0 I in � 2

=
1
4

��
j� (
) j2 + j� (� 
) j2 + 2 <

�
� (
) � (� 
) e� 2{ ' 0

��
Sin

P (
)

+
�
j� (
) j2 + j� (� 
) j2 � 2< (� (
) � (� 
) e� 2{ ' 0 )

�
Sin

Q (
)

+ 2
�
j� 1(
) j2 + j� 1(� 
) j2

�
+ 2

�
j� 2(
) j2 + j� 2(� 
) j2

�	
(6.24)

Ainsi, le spectre de bruit du champ sortant, normalis�e au bruit quantique standard,
s'�ecrit :

Sout (
)
R0 I in � 2

= � P Sin
P (
) + � Q Sin

Q (
) + � vac (6.25)

Il permet bien d'obtenir des informations sur le spectre de bruit du champ entrant.

C.5 Trac�e des coe�cients intervenant dans le spectre de bruit d'intensit�e

a) Param�etres

A�n d'avoir une r�esonance su�samment large pour faire des mesures pr�ecises, ces der-
ni�eres sont e�ectu�ees sur la polarisation de basse �nesse de la cavit�e de �ltrage. Le miroir
de fond (� ; R 0) �etant de tr�es bonne qualit�e, on consid�erera dans la suite queR0 ' 1.
La �nesse basse est exp�erimentalement de 200. On peut en d�eduire les coe�cients de
r�eexion des deux autres miroirs (� ; R ) et ( ; R 00), qui ont �et�e trait�es simultan�ement :
R = R00' 1 � 1;6: 10� 2.

La longueur d'onde est� = 1064nm, et la fr�equence d'analyse correspondant �a 
 est
4MHz.
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b) Trac�e des di��erents coe�cients

La �gure 6.4 pr�esente les trac�es des coe�cients� P , � Q et � vac lorsqu'on balaie la
longueur de la cavit�e autour de la r�esonance.

(a) Coe�cient du bruit d'intensit�e � P . (b) Coe�cient du bruit de phase � Q .

(c) Coe�cient du bruit du vide � vac

Fig. 6.4: Valeurs des coe�cients des di��erents bruits intervenant dans le spectre de bruit du
faisceau r�e�echi par la cavit�e, lorsqu'on balaie cette derni�ere autour de la r�esonance, en fonction
de l'�ecart �a la r�esonance.

Loin de la r�esonance, le bruit d'intensit�e du faisceau r�e�echi est �egal au bruit d'in-
tensit�e du faisceau incident. Ce r�esultat est tout-�a-fait normal : loin de r�esonance, le
faisceau incident est enti�erement r�e�echi par la cavit�e.

Le bruit de phase du faisceau incident contribue tr�es peu au bruit d'intensit�e du
faisceau r�e�echi. La contribution est maximale �a r�esonance (3;8%), l�a o�u le bruit d'in-
tensit�e du faisceau incident ne contribue presque plus (0;3%). La contribution du bruit
de phase est cependant tr�es faible par rapport �a la contribution du bruit du vide en-
trant (95;9%). Exp�erimentalement, cette mesure ne permettra donc qu'une estimation
du bruit de phase, sauf lorsque celui-ci est tr�es grand.
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C.6 Exp�erience

Ainsi qu'on l'a d�ej�a mentionn�e, la mesure a �et�e r�ealis�ee en balayant le plus lentement
possible la r�esonance, en se pla�cant sur la polarisation de basse �nesse de la cavit�e.

Les mesures de bruit d'intensit�e peuvent être faites �a l'aide d'une simple photodiode.
Cependant, il est n�ecessaire ici d'avoir une r�ef�erence de bruit, le bruit quantique standard.
Pour faciliter la normalisation, une d�etection balanc�ee a �et�e mise en place : le bruit sur
la di��erence des photocourants donne le bruit quantique standard ; et le bruit sur la
somme des photocourants donne le bruit d'intensit�e du faisceau mesur�e.

Fig. 6.5: Mesure du bruit d'intensit�e du faisceau r�e�echi par la cavit�e autour de la r�esonance,
lorsque la longueur de la cavit�e est balay�ee (en haut). La courbe du bas correspond au bruit
sur la di��erence des photocourants. La puissance totale du faisceau pompe est de l'ordre de
15mW, ce qui permet de ne pas saturer la d�etection.

La �gure 6.5 pr�esente les courbes obtenues exp�erimentalement. Elles permettent de
donner une estimation des di��erents bruits :

� Loin de r�esonance, le bruit est �egal au bruit d'intensit�e du faisceau incident sur la
cavit�e : il est de l'ordre de 12dB au-dessus du bruit quantique standard.

� �A r�esonance, le bruit du faisceau r�e�echi, qui se r�epartit entre les di��erents bruits
comme d�etaill�e ci-dessus, est environ 5dB sup�erieur au bruit quantique standard.

�A partir de ces mesures, et des calculs pr�ec�edents, on peut estimer le bruit de phase
du faisceau laser incident sur la cavit�e : il est de l'ordre de 17dB au-dessus du bruit
quantique standard.

Cette valeur tr�es �elev�ee, coupl�ee aux 12dB d'exc�es de bruit d'intensit�e, permet d'ex-
pliquer le fort exc�es de bruit observ�e sur le champA+ au-dessus du seuil. En outre,
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elle est coh�erente avec la mesure e�ectu�ee par l'�equipe de P. Nussenzveig sur un laser
analogue [Villar et al., 2007]. Ceci n'�etait pas a priori certain, car notre laser est un
prototype du mod�ele Diabolo actuellement commercialis�e par la �rme Innolight.

D Observation de faisceaux EPR au-dessus du seuil

D.1 Filtrage du bruit de la pompe

La cavit�e de �ltrage que nous avons mise en place sur le faisceau pompe est, comme
celle de l'oscillateur local, une cavit�e triangulaire en anneau (cf. Fig. 6.6). Il s'agit d'une
cavit�e construite �a l'origine comme cavit�e de �ltrage pour l'infra-rouge, lors de la th�ese de
Kuan Shou Zhang [Zhang, 2002] ; les miroirs ont �et�e remplac�es. La longueur de la cavit�e
est de 76cm ; le miroir de fond est un miroir haute r�eectivit�e (transmission T = 0;1%),
de rayon de courbure 750mm. Les miroirs d'entr�ee et de sortie sont des miroirs plans,
de transmissionT = 3%.

La �nesse th�eorique d'une telle cavit�e est 103 ; et sa bande passante4 3;5MHz. Ex-
p�erimentalement, nous avons mesur�e une �nesse de 90.

La cavit�e est asservie par la technique de Pound-Drever-Hall, grâce �a la modulation
�a 12 MHz pr�esente dans le faisceau.

Fig. 6.6: Cavit�e de �ltrage mise en place sur la pompe.

4. Bien que la �nesse soit peu �elev�ee pour une cavit�e de �ltrage, la bande passante est su�samment �etroite
pour nos besoins, car la cavit�e est longue.
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D.2 R�esultats exp�erimentaux

Nous avons e�ectu�e plusieurs mesures, �a diverses fr�equences d'analyse. Pour les fr�e-
quences au-dessous de 20MHz, la valeur du crit�ere EPR est am�elior�ee grâce �a la cavit�e
de �ltrage, mais il n'est pas d�epass�e pour autant. Les faisceaux sont ins�eparables �a par-
tir d'une fr�equence d'analyse l�eg�erement inf�erieure �a 6 MHz. Les faisceaux produits sont
EPR �a une fr�equence d'analyse de 20MHz. La puissance des faisceaux EPR mesur�es
est de 5mW. Il est sans doute possible d'en obtenir de plus brillants mais la d�etection
homodyne saturant au-del�a de cette puissance, nous n'avons pas pu les mesurer.

La �gure 6.7 pr�esente les r�esultats obtenus. On peut observer sur les courbes des pics
de bruit parasites, qui correspondent �a un bruit �electronique �a 100Hz li�e �a l'asservisse-
ment de la cavit�e.

Fig. 6.7: Mesure, lorsque la cavit�e de �ltrage est pr�esente, de la quadrature la moins bruit�ee
pour A+ (bleu ciel) et A � (bleu fonc�e), et s�eparabilit�e. Le syst�eme fonctionne au-dessus du
seuil, la fr�equence d'analyse est de 20MHz. Les donn�ees ont �et�e corrig�ees du bruit �electroniques.
(� = 1 ;1, RBW= 100 kHz, VBW= 1 kHz)

La puissance de bruit mesur�ee pourA+ est de � 1;8 � 0;5dB au-dessous du bruit
quantique standard, et pourA � on obtient � 3;9 � 0;5dB. Ceci m�ene �a une s�eparabilit�e
� = 0 ;76� 0;08 < 1.

Les faisceaux signal et compl�ementaireA1 et A2 sont, �a cette fr�equence d'analyse,
limit�es par le bruit quantique standard : on mesure 0;0 � 0;5dB. Ceci m�ene �a un crit�ere
EPR E = 0;87� 0;08 < 1.

Ainsi, les faisceaux continus, brillants et de même fr�equence g�en�er�es par l'OPO �a auto-
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verrouillage de phase utilis�e au-dessus du seuil sont ins�eparables et EPR. Il s'agit donc de
faisceaux contenant beaucoup de photons, et tr�es quantiques. Pour limiter l'amplitude
des pics de bruit observ�es, une solution consisterait �a stabiliser l'alimentation du module
d'asservissement.

D.3 R�esum�e du comportement en fr�equence

La �gure 6.8 pr�esente une synth�ese des di��erents r�esultats obtenus. Nous n'avons
malheureusement pas pu r�ealiser une mesure de bruit sur l'int�egralit�e de la bande5 des
fr�equences d'analyse.

Fig. 6.8: R�esum�e du comportement en fr�equence du syst�eme selon qu'une cavit�e de �ltrage est
mise en place ou non sur la pompe.

D.4 Comparaison avec les r�esultats obtenus par d'autres �equipes

Plusieurs �equipes dans le monde ont g�en�er�e des faisceaux brillants intriqu�es : les
�equipes de P. Nussenzveig �a S~ao Paulo (Br�esil) [Villaret al., 2007], O. P�ster �a Charlot-
tesville (U.S.A.) [Jing et al., 2006] et K. Peng �a Shanxi (Chine) [Suet al., 2006] utilisent
un OPO de type II au-dessus du seuil, en r�egime continu. On peut �egalement mention-
ner l'�equipe de P.K. Lam �a Canberra (Australie), qui a g�en�er�e des faisceaux intriqu�es
en m�elangeant les faisceaux comprim�es produits par deux OPA en r�egime continu6

[Bowenet al., 2004], et en�n l'�equipe de G. Leuchs �a Erlangen (Allemagne), qui m�e-
lange des pulses brillants comprim�es produits grâce �a un interf�erom�etre asym�etrique de
Sagnac �br�e [Gl•ockl et al., 2003].

Soulignons rapidement ce qui di��erencie notre syst�eme des trois autres dispositifs
proches du nôtre : les faisceaux g�en�er�es par Villaret al. d'une part, Su et al. d'autres
part, sont de fr�equences di��erentes et non verrouill�ees. Quant aux faisceaux produits
par Jing et al., leur di��erence de fr�equence est verrouill�ee �a 161MHz, tandis que nos
faisceaux sont verrouill�es �a la même fr�equence.

5. Le niveau de bruit remonte a priori pour une fr�equence d'analyse sup�erieure �a la bande passante de la
cavit�e de l'OPO, qui est de l'ordre de 35 MHz.

6. La puissance des faisceaux ainsi g�en�er�es est �evidemment beaucoup plus faible qu'avec un OPO au-dessus
du seuil
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Les r�esultats pr�esent�es par ces di��erentes �equipes sont rappel�es dans le tableau 6.1.

Tab. 6.1: Intrication de deux faisceaux brillants obtenue par di��erentes �equipes. Le \X" indique
que la grandeur concern�ee n'a pas �et�e mesur�ee.

�Equipe S�eparabilit�e � EPR E
P. Nussenzveig (Br�esil) 0;62� 0;01 X

O. P�ster (U.S.A.) 0;62 X
K. Peng (Chine) 0;666 X

P.K. Lam (Australie) 0;44� 0;01 0;58� 0;02
G. Leuchs (Allemagne) 0;5 X

C. Fabre (France) 0;76� 0;25 0;87� 0;80

Les valeurs de s�eparabilit�e obtenues par les autres �equipes sont inf�erieures aux nôtres.
Cependant, nous sommes la seule �equipe �a avoir pu mesurer le crit�ere EPR en va-
riables continues sur des faisceaux g�en�er�es directement par un OPO. En outre, nos
faisceaux �etant de même fr�equence, ceci nous autorise (par exemple) �a les m�elanger a�n
de pouvoir exploiter l'int�egralit�e de la ressource EPR, en particulier le fort lien intrica-
tion/compression de bruit.

E Conclusion

Nous avons montr�e dans ce chapitre l'e�cacit�e de l'auto-verrouillage de phase pour
l'OPO en fonctionnement au-dessus du seuil, qui permet d'obtenir des faisceaux EPR
brillants, de même fr�equence. Il a �et�e n�ecessaire de mettre en place une cavit�e de �ltrage
sur la pompe : les mesures ont r�ev�el�e un fort exc�es de bruit sur cette derni�ere, qui se
transmet au-dessus du seuil aux faisceaux signal et compl�ementaire.

L'�etude au-dessus du seuil pourrait être compl�et�ee en v�eri�ant l'inuence du couplage
sur l'intrication, a�n de s'assurer que le comportement du syst�eme est le même qu'au-
dessous du seuil. Une mesure de la matrice de covariance est �egalement envisageable.�A
moyen terme, l'exp�erience peut s'orienter vers une utilisation des faisceaux produits, par
exemple dans une exp�erience de t�el�eportation ou de distillation d'intrication, ou encore
dans le cadre d'une interface lumi�ere-mati�ere.

Cependant, la transmission de l'intrication dans le cadre d'une interaction lumi�ere-
mati�ere est plus e�cace si l'intrication est encod�ee sur les variables de Stokes de po-
larisation. La description d'un dispositif permettant de produire de tels faisceaux fait
l'objet de la derni�ere partie de ce manuscrit.



Partie III

Au-del�a de l'intrication de deux champs
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A Introduction

Les perspectives prometteuses de l'information et du calcul quantiques se heurtent
actuellement �a un probl�eme de taille, outre le stockage de l'information : la transmission
de cette information aux m�emoires quantiques. En e�et, les avanc�ees actuelles dans ces
domaines tendent vers un transport de l'information par la lumi�ere, qui se couple peu
�a l'environnement, de sorte que les �etats transport�es sont peu soumis �a la d�ecoh�erence.
Par contre, les propositions les plus abouties pour le stockage de l'information consistent
�a utiliser des ensemble d'atomes ou d'ions comme m�emoires quantiques. Le probl�eme de
l'interface provient pr�ecis�ement de ce que la lumi�ere est peu coupl�ee �a son environne-
ment : elle se couple �egalement peu avec la m�emoire quantique !

Or les variables de Stokes { qui d�ecrivent la polarisation de la lumi�ere { ob�eissent aux
même relations de commutation que le spin atomique (spin individuel ou spin collectif).
De ce fait, a�n de favoriser la transmission de l'information �a l'interface lumi�ere-mati�ere,
il est naturel de chercher �a encoder l'information contenue dans la lumi�ere sur les va-
riables de Stokes.

Ce chapitre pr�esente un dispositif original, un OPO auto-verrouill�e en phase �a deux
cristaux. Nous avons montr�e th�eoriquement qu'il g�en�ere deux faisceaux de polarisation
d�e�nie, de fr�equences �x�ees et ajustables, intriqu�es en polarisation. L'article d�ecrivant
l'ensemble du dispositif et les pr�edictions th�eoriques sur les faisceaux g�en�er�es, publi�e dans
Physical Review A, est reproduit en �n de chapitre. Nous nous contenterons donc, dans
le d�ebut du chapitre, de d�ecrire le principe du dispositif, et de rappeler les principaux
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r�esultats attendus.

B OPO auto-verrouill�e en phase �a deux cristaux

B.1 Description du dispositif

Le concept de base de l'OPO �a deux cristaux consiste �a placer, dans la cavit�e de
l'OPO, non plus un mais deux cristaux de type II, tourn�es de 90� l'un par rapport �a
l'autre, avec une pompe polaris�ee �a 45� . De ce fait, sur chaque polarisation est g�en�er�e
un faisceau de fr�equence! a et un faisceau de fr�equence! b. Quatre champs se propagent
donc dans la cavit�e, qui seront not�esa1 et b2 (g�en�er�es par le premier cristal) et a2 et b1

(g�en�er�es par le second cristal). La lettre a ou b fait r�ef�erence �a la fr�equence et l'indice
chi�r�e �a la polarisation. Il est possible d'exploiter s�epar�ement ces quatre champs, par
exemple en les s�eparant d'abord en fr�equence (�a l'aide d'un r�eseau ou d'un prisme), puis
en polarisation (�a l'aide de cubes s�eparateurs de polarisation), comme le sugg�ere la �gure
7.1. On pourrait alors �etudier les propri�et�es d'intrication de ce syst�eme multipartitionn�e.
Cependant, nous allons plutôt consid�erer une bipartition, en ne conservant que la s�epa-
ration en fr�equence.

Fig. 7.1: Principe de la g�en�eration de 4 champs pr�esentant des propri�et�es d'intrication.

Les faisceaux ainsi produits ne sont pas utilisables dans le cadre d'une m�emoire
atomique. En e�et, les relations de phase �x�ees par le dispositif :

' (a1) + ' (b2) = ' (a2) + ' (b1) = ' 0 (7.1)

ne sont pas su�santes pour que la polarisation des faisceaux soit d�e�nie (' 0 est la phase
de la pompe), puisque' (a1) � ' (b2) et ' (a2) � ' (b1) ne sont pas �x�ees. La solution
propos�ee est analogue �a celle utilis�ee dans la partie exp�erimentale de cette th�ese : ins�erer
une lame d'onde pour exploiter l'auto-verrouillage de phase (cf. Fig. 7.2). Il s'agit d'une
lame �= 2 pour ! a et ! b, l�eg�erement tourn�ee par rapport aux axes propres des cristaux.
Cette lame couple, de fa�con ind�ependante, d'une part les champsa1 et a2, d'autre part
les champsb1 et b2. Il est n�ecessaire d'ins�erer une seconde lame du même type, tourn�ee
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de 90� (mais align�ee avec les axes des cristaux) pour compenser le d�ephasage sur un tour
dû �a la premi�ere lame.

Fig. 7.2: Insertion d'une lame bir�efringente l�eg�erement tourn�ee dans l'OPO �a deux cristaux
pour provoquer un auto-verrouillage de phase.

Grâce �a ce dispositif, les faisceaux de fr�equence! a d'une part, ! b d'autre part ont
tous deux une polarisation bien d�e�nie : ils sont polaris�es circulairement. En e�et, on a :

' (a1) � ' (a2) = ' (b1) � ' (b2) =
�
2

(7.2)

On peut ajuster les fr�equences! a et ! b avec la temp�erature des cristaux.

B.2 Variables de Stokes

Les variables de Stokes permettent de d�ecrire classiquement la polarisation d'un fais-
ceau quelconque ; leurs �equivalents quantiques sont d�e�nis de la fa�con suivante :

Ŝ0 = ây
X âX + ây

Y âY (7.3a)

Ŝ1 = ây
X âX � ây

Y âY (7.3b)

Ŝ2 = ây
X âY � ây

Y âX = ây
+45 � â+45 � + ây

� 45� â� 45� (7.3c)

Ŝ3 = {
�

ây
Y âX � ây

X âY

�
= ây

D âD + ây
G âG (7.3d)

Les indicesX et Y d�esignent les deux directions de polarisation lin�eaire du faisceau,
les indices� 45� les polarisations lin�eaires tourn�ees de� 45� , et G et D les polarisations
circulaires gauche et droite.

Les op�erateurs ainsi d�e�nis ob�eissent, comme cela a d�ej�a �et�e mentionn�e, �a des relations
de commutation analogues �a celles du spin atomique :

[Ŝi ; Ŝj ] = 2{Ŝk i 6= j 6= k 2 f 1; 2; 3g (7.4)

Par ailleurs, les uctuations des op�erateurs de Stokes peuvent être mesur�ees sans
oscillateur local (cf. Fig. 7.3) [Bowenet al., 2002]. Ceci permet d'e�ectuer les mesures
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quelles que soient les fr�equences des deux faisceaux, et ainsi de tirer parti de l'accorda-
bilit�e.

(a) Mesure de Ŝ0 . (b) Mesure de Ŝ1 .

(c) Mesure de Ŝ2 . (d) Mesure de Ŝ3 .

Fig. 7.3: Mesure des uctuations des op�erateurs de Stokes.
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B.3 Propri�et�es quantiques attendues

Les calculs, d�evelopp�es dans l'article reproduit ci-apr�es, montrent que le dispositif, en
fonctionnement au-dessus du seuil dans le r�egime de plus bas seuil, produit des faisceaux
brillants, polaris�es selonS3. Les op�erateurs de StokeŝS1 et Ŝ2 sont intriqu�es, comme le
montre la �gure 7.4.

(a) c = 0 (b) c = 1

Fig. 7.4: Crit�eres d'intrication pour les op�erateurs de Stokes Ŝ1 et Ŝ2 : s�eparabilit�e (trait
continu), crit�ere de Mancini (pointill�e court) et crit�ere EPR (pointill�e long). 
 est la fr�equence
d'analyse normalis�ee �a la bande passante de la cavit�e, etc est le même param�etre de couplage
que pour l'OPO �a un cristal ( d�e�ni au chapitre 3 x D.3).

On constate que, pour un couplage nul ou tr�es faible, les faisceaux sont intriqu�es et
EPR en polarisation pour toutes les fr�equences d'analyse, et sont d'autant plus intriqu�es
que la fr�equence d'analyse est basse (cf. �gure 7.4(a)). Lorsque le couplage est important,
les corr�elations sont d�egrad�ees (comme dans le cas de l'OPO �a un cristal), en particulier
�a basse fr�equence. Ils sont cependant ins�eparables et EPR �a partir d'une fr�equence
d'analyse l�eg�erement sup�erieure �a la bande passante de la cavit�e ; l'intrication diminuant
ensuite avec l'augmentation de la fr�equence d'analyse. Toutefois, comme l'ont montr�e les
exp�eriences men�ees au-dessus du seuil sur l'OPO auto-verrouill�e en phase �a un cristal, on
peut a priori travailler �a couplage faible, voire quasi nul. Ceci permettrait de g�en�erer des
faisceaux tr�es intriqu�es, puisqu'on peut th�eoriquement atteindre une corr�elation parfaite.

De tels faisceaux seraient directement utilisables pour transf�erer l'intrication de la
lumi�ere aux atomes.
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Conclusion

Au cours des derni�eres ann�ees, l'optique quantique a connu des avanc�ees majeures,
tant th�eoriques qu'exp�erimentales, dans le domaine de la caract�erisation et de la g�en�era-
tion des �etats intriqu�es en variables continues, qui sont �a la base de nombreux protocoles
de communication quantique.

L'intrication en elle-même est une propri�et�e de mieux en mieux comprise ; des ou-
tils permettant, �a partir des mesures e�ectu�ees en laboratoire, de la d�etecter et de la
quanti�er ont �et�e d�evelopp�es. A�n de proposer une base de travail pour aller plus loin,
certains chercheurs se sont attel�es �a dresser un �etat des lieux des connaissances. Ceci a
permis de montrer que le probl�eme de l'intrication des �etats Gaussiens bi-partitionn�es
est bien cern�e. Pour des �etats plus complexes (même Gaussiens), de nombreuses ques-
tions restent en suspens : le formalisme permettant de traiter les �etats Gaussiens existe,
mais �a l'heure actuelle aucun crit�ere g�en�eral d'intrication n'a �et�e d�egag�e pour les �etats
multi-partitionn�es.

En ce qui concerne l'exp�erience, deux aspects compl�ementaires ont �et�e d�evelopp�es : la
g�en�eration d'�etats intriqu�es de tr�es bonne qualit�e (en vue de leur utilisation dans divers
protocoles, tels que la t�el�eportation), et la g�en�eration d'�etats intriqu�es multi-partitionn�es.

Ce travail de th�ese s'inscrit pleinement dans cette �evolution des connaissances. Il s'ap-
puie sur un dispositif original, pr�ec�edemment construit au laboratoire : un Oscillateur
Param�etrique Optique �a auto-verrouillage de phase. Ce dispositif utilise une solution
tout-optique pour forcer les faisceaux signal et compl�ementaire �a osciller �a même fr�e-
quence : ces champs sont coupl�es grâce �a une lame d'onde ins�er�ee dans la cavit�e de
l'OPO. Nous avons g�en�er�e et caract�eris�e des �etats intriqu�es, sous les deux r�egimes de
fonctionnement du dispositif : au-dessous et au-dessus du seuil.

Au-dessous du seuil, l'OPO auto-verrouill�e en phase avait permis de g�en�erer des fais-
ceaux vides tr�es intriqu�es (de s�eparabilit�e � = 0 ;33, et pour lesquels le crit�ere EPR vaut
E = 0;42). Cette intrication s'�etend sur une large bande de fr�equences d'analyse (elle a
�et�e observ�ee de 50kHz �a 10 MHz). A�n d'exploiter ces r�esultats sous l'angle du forma-
lisme symplectique, nous avons mesur�e la matrice de covariance de l'�etat g�en�er�e. Ceci
nous a permis de retrouver les r�esultats pr�ec�edents. L'introduction de la lame d'onde
dans la cavit�e o�re un nouveau degr�e de libert�e : l'intensit�e du couplage. Lorsque le
couplage entre les �etats augmente, leur matrice de covariance n'est plus dans la forme
standard. Le formalisme symplectique est cependant encore valable. Il nous a en outre
permis de pr�evoir les transformations passives (non locales) �a appliquer �a ces �etats pour
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atteindre la quantit�e maximale d'intrication.
Au-dessus du seuil, la th�eorie pr�edit que le dispositif g�en�ere des faisceaux EPR

brillants et de même fr�equence. Si le verrouillage en fr�equence �etait e�ectif, les me-
sures pr�ec�edemment men�ees n'avaient pas permis de mettre en �evidence une violation
du crit�ere EPR. �A assez haute fr�equence d'analyse (16;5MHz), nous avons cependant
mesur�e une s�eparabilit�e inf�erieure �a 1 : � = 0 ;78. L'exc�es de bruit observ�e, qui empêche
de violer le crit�ere EPR, est dû au bruit pr�esent sur le faisceau pompe, qui se transmet
aux faisceaux signal et compl�ementaire. Nous avons pu estimer ce bruit autour de 12dB
au-dessus du bruit quantique standard pour le bruit d'intensit�e, et 17dB au-dessus du
bruit quantique standard pour le bruit de phase. A�n d'�eliminer ce bruit, une cavit�e
de �ltrage a �et�e mise en place sur le faisceau pompe. Le caract�ere EPR des faisceaux
g�en�er�es a ainsi �et�e mis en �evidence : � = 0 ;76 et E = 0;87.

Durant la derni�ere partie de cette th�ese, nous nous sommes int�eress�es �a la g�en�era-
tion d'un autre type de faisceaux corr�el�es, cette fois en polarisation. Pour ce faire, nous
proposons un dispositif d�eriv�e du pr�ec�edent : un OPO auto-verrouill�e en phase �a deux
cristaux. Il permettrait de produire deux faisceaux de couleurs di��erentes et ajustables,
de polarisation circulaire, et intriqu�es en polarisation. Outre l'attrait de ces faisceaux
pour le transfert de l'intrication de la lumi�ere �a la mati�ere, ce syst�eme ouvre �egalement
des perspectives int�eressantes vers l'intrication d'�etats multi-partitionn�es.

Les travaux men�es au cours de cette th�ese ont permis de d�emontrer l'int�erêt de l'OPO
auto-verrouill�e en phase comme un syst�eme mod�ele, permettant de g�en�erer des �etats tr�es
divers, vides ou brillants. Dans ce domaine, il serait int�eressant de mesurer les termes de
la matrice de covariance des faisceaux produits lorsque le syst�eme fonctionne au-dessus
du seuil. Les faisceaux brillants pourraient �egalement être utilis�es dans un protocole de
communication quantique.

Le dispositif de l'OPO auto-verrouill�e en phase �a deux cristaux est �egalement destin�e
�a être r�ealis�e �a moyen terme. Un certain nombre de probl�emes d'ordre technique restent
cependant �a r�esoudre auparavant (contrôle de temp�erature des cristaux, r�ealisation de la
lame d'onde de verrouillage, ...). D'un point de vue th�eorique, l'aspect multi-partitionn�e
des faisceaux g�en�er�es reste encore �a explorer. La mise en place { en collaboration avec
d'autres groupes du laboratoire { d'un dispositif d'atomes pi�eg�es sur l'exp�erience per-
mettrait d'�etudier la transmission de l'intrication entre la lumi�ere et la mati�ere.

�A plus court terme, les faisceaux intriqu�es g�en�er�es par le dispositif pourraient être
exploit�es pour tester les crit�eres de corr�elation photons-champ. Ces crit�eres permettent
de d�etecter des champs comprim�es [Carmichaelet al., 2004], y compris lorsqu'ils sont
peu comprim�es. Ils permettent �egalement de s'a�ranchir de l'e�cacit�e des photodiodes.
Le principe est de pr�elever une faible partie du champ comprim�e, et de conditionner la
d�etection (continue) du champ �a la d�etection individuelle des photons ainsi pr�elev�es.

Ces crit�eres n'ont { �a notre connaissance { jusqu'�a pr�esent �et�e test�es que dans le
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domaine de l'�electrodynamique quantique en cavit�e [Fosteret al., 2000]. Dans notre cas,
lorsqu'on travaille loin du seuil de l'OPO, les faisceaux sont trop peu intriqu�es pour
pouvoir d�etecter leurs corr�elations avec les crit�eres habituels. La mise en place d'une
d�etection mixte photons/champ nous permettrait d'explorer d'autres r�egimes de fonc-
tionnement de l'OPO, peu ou pas �etudi�es exp�erimentalement jusqu'�a pr�esent.
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