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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a la construction de différents invariants, de
nature algébrique et dynamique, définis sur le groupe des difféomorphismes hamiltoniens
d’une surface compacte orientée. Ces invariants sont des quasi-morphismes et sont reliés
a la théorie de la cohomologie bornée, largement étudiée par Gromov [61]. Occasion-
nellement, nous évoquerons également les groupes de difféomorphismes hamiltoniens de
certaines variétés symplectiques de dimension supérieure. Avant d’exposer nos résultats,
nous consacrons la premieére partie de cette introduction a rappeler les définitions des
différentes notions que nous venons d’évoquer, le contexte dans lequel elles apparaissent,
et a établir quelques résultats élémentaires classiques.

Quasi-morphismes, longueur stable et cohomologie bornée.

Les textes [8, 10, 21, 54, 61, 85] constituent de bonnes références pour ce paragraphe.

Un quasi-morphisme sur un groupe I' est une application ¢ : I' — R telle qu’il existe
une constante C' > 0 vérifiant :

lp(zy) — ¢(x) — B(y)| < C,

pour tous z,y de I'. Nous dirons que ¢ est homogene s’il vérifie en outre ¢(z") = no(x)
(r €T, n € Z). Bien sir les homomorphismes de I' dans R ainsi que les fonctions bornées
sur I" fournissent des exemples (triviaux) de quasi-morphismes. Nous verrons d’ailleurs
que pour certaines classes de groupes (les groupes moyennables par exemple), les sommes
de fonctions bornées et d’homomorphismes sont les seuls exemples de quasi-morphismes.
Au contraire, d’autres classes de groupes (les groupes libres par exemple) admettent de
nombreux quasi-morphismes non triviaux.

Si¢: T' — R est un quasi-morphisme quelconque et x € T, la suite a,, = ¢(a™) vérifie :
|antm — an — apm| < C.

Ceci implique, d’apres un lemme classique, que la limite

. Op
lim —
n—oo n
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existe. Nous noterons ¢y (x) cette limite. Nous avons bien sur l'inégalité :
lan — a1 < (n =1)C,

d’ott 'on déduit : |%* — a;| < C. En passant a la limite lorsque n tend vers I'infini, nous
obtenons que 'application ¢ — ¢;, est bornée par C. Ceci implique que ¢y, est également
un quasi-morphisme. De plus, ¢ est homogene. Ecrivant ¢ = (¢ — ¢p,) + ¢, on constate
que tout quasi-morphisme s’écrit comme somme d’un quasi-morphisme homogene et d’une
fonction bornée. Puisqu’une fonction homogene et bornée est identiquement nulle, cette
écriture est unique.

Nous noterons QM (I', R) espace vectoriel des quasi-morphismes sur I" et QM (', R) le
sous-espace formé des quasi-morphismes homogenes. Les remarques qui précedent assurent
que ’espace quotient

QM(T,R)/ (Hom(T, R) @ ¢ (T, R))

s’identifie a 'espace QM (I', R)/Hom(I", R). Ici Hom(T', R) désigne l’espace des homomor-
phismes de I" dans R et £°°(I", R) 'espace des fonctions bornées de 'dans R. Si¢: I' = R
est un quasi-morphisme, nous appellerons défaut de ¢, noté d(¢), la quantité :

sup [¢(zy) — ¢(x) — ¢(y)|.

z,yel’

Avant de donner des exemples de quasi-morphismes, nous mentionnons la notion de
longueur stable et les liens entre quasi-morphismes et cohomologie bornée. Ces liens sont
apparus dans le travail de Matsumoto et Morita [85] et ont été précisés par Bavard [8].

Considérons un groupe I'. Si v € [I',T'] est un élément du premier groupe dérivé de T’
nous pouvons définir sa “longueur” |y| de la maniere suivante : entier || est le plus petit
entier n tel que v s’écrive comme un produit de n commutateurs :

n

Y= H[aiv bi]’

i=1
ol a;, b; sont dans I et [a;, b;] = a;b;a; 1bi_ L est le commutateur des éléments a; et b;.
Proposition 1 ([8, 87]) Si¢:I' — R est un quasi-morphisme homogéne, nous avons :

i > AL
= 20(0)

Preuve : nous commencons par observer que ’homogénéité de ¢ implique que ¢ est constant
sur les classes de conjugaison de I'. En effet, si x et y sont dans I', on peut écrire, pour
tout entier naturel n :

Playzr™) =

y”ﬂf‘l)
.’1}'

S-S

¢z
(6(z) +o(y™) + d(271) + 0(24(¢))) -
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Pour cela nous avons appliqué deux fois I'inégalité apparaissant dans la définition d’un
quasi-morphisme. Puisque ¢ est homogene, ¢(x) + ¢(x~!) = 0 et nous avons :

Slryrl) = Lo(m)+ 02D
y) + O(22),

n

Lorsque n tend vers I'infini, on obtient bien ¢(xyz~—') = ¢(y). Le quasi-morphisme ¢ est
donc constant sur les classes de conjugaison de I'.

1

Maintenant, si v = [a, b] est un commutateur, on peut écrire : v = a - ba~'b~!, on a donc

o) = ¢(a) + ¢(ba= b7 1) + O(6(4)) = O(5(¢)). Autrement dit :

[6(7)] < 0(9).

Sivy= H?zl[aj, b;] est un produit de n commutateurs, nous avons :

oI < D 16([az, b)) + (n — 1)8(0),
j=1

et donc, puisque chacun des termes apparaissant dans la somme ci-dessus est borné par
(o) :
[0(7)] < (2n —1)6(¢) < 2nd(9).

En prenant la borne inférieure de tous les entiers n tels que vy s’écrive comme un produit
de n commutateurs, nous obtenons :

s 90

~ 20(9)
C’est le résultat souhaité. O
Puisque ¢ est homogene, la méme proposition assure également que |y|oo > g%((;))h ol

n
Voo = hmn_)ooh—n‘ est la norme stable de . L’existence d’'un quasi-morphisme homogene

non trivial sur I' assure donc que la norme stable
|'|OO:[F7P]_>N

n’est pas identiquement nulle. En particulier la fonction “longueur” |- |: [[',T] — N est
non-bornée. Mentionnons que Bavard [8] a montré que la borne inférieure que nous venons
d’établir est en quelque sorte optimale : la norme stable |y|o d’'un élément v € [I',T] est
égale a la quantité :

[2(7)]

" 25(¢)

ou ¢ parcourt ’ensemble des quasi-morphismes homogenes non-triviaux (c’est-a-dire qui
ne sont pas des homomorphismes) sur I'.

Nous rappelons maintenant tres brievement le lien entre quasi-morphismes et coho-
mologie bornée. Le lecteur pourra se reporter au chapitre 3 pour plus de détails. Notons
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que les racines de la théorie de la cohomologie bornée sont anciennes et présentes dans
de nombreux travaux (voir [87, 112, 117] par exemple). Mais c’est 'article Volume and
bounded cohomology [61] de Gromov qui a permis de placer ces travaux dans un cadre
unifié et de donner son essor a la cohomologie bornée.

Considérons I'espace Z2(I',R) des 2-cocycles sur I' & valeurs réelles, c’est-a-dire des
applications
c:I'xI'-R

telles que
c(v1,72) + e(my2,73) = (71, 7273) + (V25 73)-

Notons ZZ(I', R) le sous-espace de Z2(T',R) formé par les applications qui sont bornées :
¢ € Z(T,R) si et seulement si ¢ est un cocycle et sup,, cple(z, y)| < 0o. Si f: T — R est
une fonction, nous noterons 0 f son cobord. C’est la fonction sur I' x I' définie par 1’équation
suivante :

of(z,y) = flzy) — f(z) — f(y)-

Il n’est pas difficile de s’assurer que le cobord d’une fonction sur I' est un cocycle. Nous
noterons B?(I", R) I'espace des cobords d’applications de I' dans R. et BZ(F, R) le sous-
espace formé par les cobords d’applications bornées de I' dans R.. Puisque le cobord d’une
application bornée est lui-méme borné, I'espace BZ(I',R) est contenu dans ZZ(T, R). Le
second groupe de cohomologie bornée de I', noté HZ(I', R), est le quotient de ZZ(T', R) par
BZ(T,R). Le second groupe de cohomologie usuelle de T', noté H?(I', R), est le quotient
de Z%(T',R) par B(I',R). On dispose bien stir d’une application naturelle de HI?(F,R)
dans H?(T, R), induite par I'inclusion de ZZ(I', R) dans Z%(I', R). Elle consiste & “oublier”
qu’un cocycle est borné.

Proposition 2 ([8, 13]) Le noyau de l’application naturelle H:(I',R) — H*(T,R) s’iden-
tifie a lespace QM (I, R)/Hom(I',R) des quasi-morphismes homogénes sur I' modulo les
homomorphismes.

Preuve : si ¢ est un quasi-morphisme homogene sur I', le 2-cocycle ¢, défini par

ce(z,y) = ¢(zy) — d(x) — H(y)

est borné. Il définit une classe de cohomologie bornée [cy|, invariante par I'ajout d’un
homomorphisme a ¢, et qui est triviale en cohomologie usuelle : ¢4 est le cobord de
I’application ¢! Nous avons donc construit une application

QM (T, R)/Hom(I',R) — Ker (H}(I',R) — H*(I,R)) ,

qui associe & un quasi-morphisme homogene (défini modulo un homomorphisme) la classe
de cohomologie représentée par son cobord. La classe [cy] est triviale précisément lorsqu’il
existe une application bornée u : I' — R telle que

o(zy) — ¢(x) — d(y) = u(zy) — u(x) —uly) (v,y €T).
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La fonction u est alors la somme du quasi-morphisme homogene ¢ et de ’homomorphisme
u— ¢, elle est donc homogene. Puisqu’elle est bornée, elle doit étre identiquement nulle. Le
quasi-morphisme ¢ est donc un homomorphisme et ’application ci-dessus est injective. Il
n’est pas diffcile de s’assurer qu’elle est également surjective : une classe e est contenue dans
le noyau Ker (HZ(I',R) — H?(T',R)) exactement si elle est représentable par le cobord
d’un quasi-morphisme quelconque ¢ : I' — R. Dans ce cas, le cobord de la partie homogene
¢r, de ¢ représente également la classe e, qui se trouve donc dans 'image de ’application
ci-dessus. O

Il est maintenant temps de donner quelques exemples de quasi-morphismes homogenes :
nous commengons par rappeler la construction des quasi-morphismes de Brooks [21], qui
furent parmi les premiers exemples de quasi-morphismes. Ils sont définis sur les groupes
libres. Considérons par exemple le groupe libre F'(a,b) engendré par les deux lettres a et
b. Choisissons un mot w € F'(a,b). Nous allons lui associer un quasi-morphisme

ow : F(a,b) — Z.

Sivy € F(a,b) notons £,,(7) le plus grand entier n tel que I'on puisse écrire 7y sous la forme :
’)/:Cl.w.02...cn.w.cn+1

ou les ¢; sont des éléments (éventuellement réduits a l'identité) de F'(a,b) et ou 'écriture
ci-dessus est réduite. On pose alors ., (7) = €y (y) — £y-1(7y). Bien stir, si w = a ou w = b,
(py est un homomorphisme. L’application

Pa ® ¢ Fla,b) — Z2

induit un isomorphisme entre le groupe F(a,b)/[F(a,b), F(a,b)] et Z2. En considérant
des mots w de longueur supérieure ou égale a 2, on construit beaucoup d’autres quasi-
morphismes. Brooks a montré que la famille (¢u )wep(ap) engendre un espace de dimension
infinie dans I’espace

QMy(F(a,b),R)/Hom(F(a,b),R).

Ces constructions ont depuis été généralisées pour construire des quasi-morphismes sur les
groupes de surfaces [22], les groupes hyperboliques [39], ainsi que les groupes modulaires
des surfaces [14]. Dans ces trois cas 'espace QM (I',R)/Hom(I',R) est de dimension
infinie.

Nous décrivons maintenant un second exemple de quasi-morphisme, défini non-plus
sur un groupe discret, mais sur un groupe d’homéomorphismes. Considérons le groupe
Homéo (S') des homéomorphismes du cercle S = R/Z préservant I'orientation. Son
revétement universel s’identifie au groupe }gn\_lg0+(sl) des homéomorphismes croissants
f : R — R qui commutent aux translations entieres. Le nombre de translation est, a
multiplicit_i\% par une constante pres, I'unique quasi-morphisme homogene défini sur le
groupe Homéo, (S') (voir [10]). Rappelons sa construction. Fixons un point € R et

—~—

considérons 'application T}, : Homéo, (S') — R définie par :

To(f) = f(z) — =
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Remarquons que I'on a T, (fog) =T, (f) —T:(g) =T,

assure que l'application T, est un quasi-morphisme.

@) (f)=T:(f). Ainsi le lemme suivant

Lemme 1 Pour tous réels x,y, et tout f € Homéo, (S'), nous avons :

T2(f) = T,(f)| < 1.

Preuve : nous fixons donc deux réels = et y et un homéomorphisme f : R — R, élément
de Homéo, (S!). I existe un entier relatif k tel que I'on ait :

r+k<y<z+k+1

Appliquons f a cette inégalité. Puisque f est croissante et commute aux translations
entieres, nous obtenons :

f@)+ k< fly) < fla)+k+1.
Nous pouvons récrire les deux inégalités précédentes sous la forme :

k< Yy—x

—k—=1< f(x) = f(y)

En sommant, nous obtenons :

k+ 1,

<
< —k.

1< (f(@)—2)—(fly) —y) < L

C’est le résultat souhaité. O

Le lemme assure donc que T, est un quasi-morphisme et que son homogénéisé ne dépend
pas de z € R : toutes les applications (7}),er sont a une distance uniformément bornée

les unes des autres. Notons donc 7 : Homéo, (S') — R le quasi-morphisme homogene

associé. Nous avons, pour tout z de R, pour tout f € Homéo (S!) :

x)—x
7(f) = limif (z) )
n—oo n
Nous retrouvons la définition classique du nombre de translation. Le nombre de rotation
r(f) € R/Z d’un homéomorphisme f € Homéo (S!) est le nombre de translation, défini
modulo 1, d’un relevé quelconque de f a R. Il a été introduit par Poincaré.

Partant de la définition du nombre de rotation en termes de cohomologie bornée, Ghys
[54] a construit un invariant (cohomologique) associé a tout groupe discret I' agissant sur le
cercle : la classe d’Euler bornée. Si p : T — Homéo, (S!) est un homomorphisme, la classe
d’Euler bornée euy(p) associée & p est un élément du groupe HZ(T', Z). Nous rappellerons
sa définition au chapitre 1. II a établi que cette classe de cohomologie bornée classifie a
semi-conjugaison pres les actions de I' sur le cercle. L’annulation de la classe eup(p) est
par exemple équivalente & l'existence d’un point fixe pour action du groupe p(I") sur le
cercle (voir [54, 57]).
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Nous allons maintenant voir que dans le cas ou le groupe Pﬂr\n/éoJr(Sl) est remplacé
par le groupe % des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface compacte X, on peut
construire beaucoup de quasi-morphismes homogenes définis sur %.. Ces constructions
sont dues notamment a Barge et Ghys [10], Entov et Polterovich [36], Gambaudo et Ghys
[52] (voir également [12, 97]). Elles peuvent étre vues comme de possibles généralisations du
nombre de translation. Maintenant, si I' est un groupe discret agissant sur X, nous pouvons
tirer en arriere tous les quasi-morphismes définis sur le groupe % pour obtenir des quasi-
morphismes sur I'. On peut alors espérer, comme dans le cas des actions sur le cercle, que
ces classes de cohomologie bornées “retiennent” une information dynamique concernant
laction de I' sur la surface X. Cependant la situation est beaucoup plus complexe en
dimension 2...

Difféomorphismes hamiltoniens des surfaces.

Pour plus de détails concernant les notions introduites dans ce paragraphe, le lecteur
pourra consulter [5, 26, 45, 46, 52, 81, 86, 110].

Considérons une surface compacte ¥ munie d’une forme d’aire w. Nous commengons
par rappeler la définition du groupe des difféomorphismes hamiltoniens de X, que nous
noterons %.. C’est un sous-groupe distingué du groupe de tous les difféomorphismes de X
préservant w. De plus, il est contenu dans le groupe Diff((3,w) des difféfomorphismes de
Y. préservant l’aire et isotopes a l'identité.

Remarque. Il est équivalent de dire qu'un difféfomorphisme préservant l'aire f : ¥ — X
est isotope a 'identité parmi les difféomorphismes préservant ’aire, ou bien est isotope a
I'identité dans le groupe de tous les difféomorphismes de ¥. En effet I'inclusion du groupe
des difféomorphismes de ¥ préservant l'aire dans le groupe de tous les difféomorphismes
préservant l'orientation est une équivalence d’homotopie. Ceci est une conséquence d’un
théoreme classique de Moser [90].

Une grande partie des concepts et des résultats que nous présentons maintenant se
généralise au cas ol la surface X est remplacée par une variété symplectique de dimension
quelconque (V,w) (voir [86]). Cependant, dans cette introduction, nous ne décrirons que
le cas des surfaces.

Considérons une fonction H : [0,1] x ¥ — R. Nous noterons souvent Hy(x) = H(t,z).
La différentielle de la fonction Hy fournit une 1-forme (dépendant du temps)

—dH,

sur la surface X. Puisque w est une forme d’aire, il existe un champ de vecteurs dépendant
du temps Xpg, sur ¥, tel que :
—dH; =1 X gz, W

ou le produit intérieur vx,, w est défini par vx, w(u) = w(Xm,,u), pour tout vecteur u
tangent & . Nous pouvons alors intégrer le champ de vecteurs dépendant du temps Xpg,
en un chemin de difféomorphismes (¢ )ie(0,1] avec ¢ = 1. Si z € X, la courbe (¢4 (2))
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est la solution de ’équation différentielle :

{

L’isotopie (gp’}{) est l’isotopie hamiltonienne engendrée par la fonction H. Un difféomorphisme
de X est hamiltonien s’il est le temps 1 d’une isotopie hamiltonienne :

8

b(x) =

EMRS)

<y

Gy = {pk, (o) est une isotopie hamiltonienne}.

Il n’est pas difficile de s’assurer que % est un groupe : si (H;) et (F}) sont deux hamilto-
niens sur X, l'isotopie

¥l © P
est engendrée par le hamiltonien H; + F} o (@3{)_1. De plus ce groupe est distingué dans

le groupe de tous les difféomorphismes de ¥ préservant ’aire. En effet, on vérifie aisément
que si f est un difféomorphisme de ¥ préservant 'aire, I'isotopie

foghof!

est hamiltonienne, engendrée par le hamiltonien (H; o f~1).

Lorsque ¥ est la sphere S2, le groupe % coincide avec le groupe de tous les difféomor-
phismes préservant laire de S2. Lorsque le genre de ¥ est non-nul, il existe un homo-
morphisme du groupe Diffy(X,w) vers un groupe abélien, dont le noyau est le groupe %,.
Nous rappelons d’abord comment construire cet homomorphisme lorsque le genre de X

est supérieur ou égal a 2. Dans ce cas on obtient un morphisme a valeurs dans le groupe
H'(Z,R).

Considérons une isotopie (f):c(o,1] issue de l'identité et préservant 'aire. Notons X le
champ de vecteurs dépendant du temps qui engendre f;. Il satisfait :

d
Eft(x) = Xi(fi(z)).

L’identité ffw = w est équivalente au fait que la dérivée de Lie de w par rapport au champ
de vecteurs X; est nulle :

Lx,w=0.

Puisque w est fermée, ceci équivaut a dire que la 1-forme tx,w est fermée. Nous pouvons
alors associer a 'isotopie (f;) la classe de cohomologie

/m&@ﬁeﬂﬂaR)
0

Lemme 2 La classe de cohomologie fol [tx,w]dt ne dépend que de la classe d’homotopie a
extrémités fizes de l'isotopie (fi) dans le groupe Diffy(X, w).
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Preuve : nous allons montrer que le morphisme de 71(X) vers R induit par la classe
fol [tx,w]dt ne dépend que de la classe d’homotopie de (f;). Puisque ce morphisme détermine
la classe fol [Lx,w]dt, cela suffit & établir le lemme. Fixons donc une application vy : St — 3.
Notons 3(s,t) = fi(v(s)) (t € [0,1], s € S). Il n’est pas difficile de vérifier que I'on a :

1
( lxedabh = [ g

Puisque la classe d’homotopie du cylindre 3 : S' x [0,1] — ¥ ne dépend que de celle de
(ft), nous obtenons le résultat voulu. O

Lorsque le genre de ¥ est supérieur ou égal a 2, le groupe Diffy(X, w) est simplement
connexe [34]. Ainsi la classe de cohomologie fol [tx,w]dt ne dépend que du difféomorphisme
f1 € Diffy(X,w), et pas de 'isotopie choisie pour le relier a 'identité. On note Flux(f1)
cette classe. Nous avons donc défini une application

Flux : Diffg(2,w) — H'(Z,R).

Il n’est pas difficile de s’assurer que cette application est un homomorphisme. Bien entendu,
si pf; : ¥ — X est une isotopie hamiltonienne, la classe de cohomologie Flux(¢};) est
nulle : pour chaque instant ¢ on a en effet [tx, w] = [~dH;] = 0. Le groupe % des
difféomorphismes hamiltoniens de ¥ est donc contenu dans le noyau de I’homomorphisme
Flux. En fait il n’est pas difficile de s’assurer que ces deux groupes coincident :

Ker(Flux) = %..

Autrement dit, si la classe Flux(f) est nulle, il existe une isotopie hamiltonienne reliant
I'identité a f [5, 86]. Ce résultat est du a Banyaga.

Nous allons donner maintenant une description plus géométrique de ’lhomomorphisme
Flux. Plus précisément, nous allons construire un homomorphisme

Sch : Diffy(¥,w) — Hi1(X,R)

dans 'esprit du cycle asymptotique de Schwartzman associé & une mesure invariante d’un
champ de vecteurs [110]. Il est dual du morphisme Flux dans le sens suivant. Pour toute
1-forme fermée « sur X, nous avons :

1ol A Fiux(£) = [a] (Seh( ).

Considérons donc un difféomorphisme f € Diffy(X,w) et une isotopie (f;) reliant I'identité
a f.Six € ¥, nous noterons 7, le courant d’intégration sur la courbe (f;(z)). Considérons
le courant € (f) obtenu en prenant la moyenne des différents courants v, (z € X) par
rapport a la mesure p,, associée a la forme d’aire w :

¢(f) = /E e dp ().



xvi INTRODUCTION

Par définition la valeur du courant € (f) évalué contre une 1-forme « définie sur ¥ est :

E(f)(a) = /Z ( /( o a) dpio ().

Si « est la différentielle d’une fonction F': > — R, on a :

COF) = [[(P(F() = Fla)du(z).
Puisque f préserve l'aire, cette quantité est nulle. Le courant €'(f) est fermé. Il définit
donc une classe [€'(f)] € H1(X, R). Bien que nous ’ayons omis dans la notation, le courant
% (f) dépend du choix de isotopie reliant 'identité & f. Cependant, puisque le groupe
Diffy(X,w) est simplement connexe, sa classe d’homologie ne dépend que de f. Nous no-
terons donc Sch(f) = [¢'(f)] € H1(2,R). Nous pouvons alors établir la relation annoncée
entre les classes Sch(f) et Flux(f).

Puisque la 3-forme o A w est nulle sur ¥ nous avons :
0=1x, (e ANw) = a(Xt)w — @ A tx,w.

Nous avons donc a(X;)w = a A tx,w. En intégrant cette 2-forme sur X, puis en intégrant
par rapport au temps, nous obtenons :

/Ol/Za(Xt)wdt:/E[a]/\Flux(f).

En fait, si f € Diffo(2,w), on peut définir (exactement comme ci-dessus) une classe
d’homologie Sch,,(f) associée a toute mesure de probabilité borélienne 4 invariante par
f. La classe Sch(f) ci-dessus est (a une normalisation pres) la classe correspondant a la
mesure de probabilité définie par la forme d’aire. Ces classes d’homologie associées aux
mesures invariantes de f sont largement utilisées dans ’étude des difféomorphismes des
surfaces, par exemple, pour la recherche d’orbites périodiques (voir [46, 81] par exemple).

C’est la relation voulue.

Dans le cas ou la surface ¥ est le tore T2, on peut construire de maniére simi-
laire les morphismes Flux et Sch. Cependant, le groupe Diffo(T?,w) n’étant pas sim-
plement connexe, ces morphismes sont & valeurs dans les groupes H'(T? R)/H'(T?,Z)
et H1(T?,R)/H;(T?,Z) respectivement [34, 86].

Exemples de quasi-morphismes et conjecture de Zimmer.

Concernant ce paragraphe, le lecteur pourra consulter les textes [7, 25, 52, 58, 88, 118,
120].

Nouc commencons par rappeler le résultat suivant de Banyaga [5]. Ici, ¥ est une surface
compacte orientée quelconque, munie d’une forme d’aire w.
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Le groupe 95, des difféomorphismes hamiltoniens de ¥ est simple.

La preuve de Banyaga généralise les travaux de Herman, Mather et Thurston sur la sim-
plicité du groupe de tous les difféomorphismes (isotopes a 'identité) d’une variété fermée.
Nous renvoyons le lecteur au livre [7] pour un panorama de ces travaux. La encore, I’énoncé
ci-dessus admet une généralisation lorsque la surface Y est remplacée par une variété sym-
plectique de dimension supérieure.

D’aprés ce résultat, tout homomorphisme & valeurs réelles défini sur le groupe %
est trivial, et tout homomorphisme défini sur le groupe Diffy(X,w) (lorsque le genre g
de ¥ est supérieur ou égal a 1) est obtenu en composant ’homomorphisme Flux avec un
homomorphisme de H' (2, R) (ou H'(T? R)/H'(T?,Z) lorsque ¥ = T?) vers R. On peut
alors chercher & construire des quasi-morphismes définis sur les groupes % ou Diff (%, w),
qui soient non-triviaux sur le groupe des difféomorphismes hamiltoniens. Il s’avere qu’il
existe de nombreux exemples. Mentionnons d’abord le résultat suivant de Gambaudo et
Ghys [52] :

L’espace des quasi-morphismes homogénes sur le groupe % est de dimension infinie.

Avant de décrire quelques exemples, expliquons I'idée générale des constructions de Gam-
baudo et Ghys. Plutét que de construire des classes d’homologie associées aux trajec-
toires des points pendant une isotopie (f;) préservant l'aire (ces classes d’homologie sont
les classes Sch,(f) ol p est une mesure invariante de f), on peut considérer les classes
d’homotopie des trajectoires. On peut également considérer non plus la trajectoire d’un
point x € X, mais la trajectoire de plusieurs points distincts de ¥ simultanément. Si
T1,...,Ty sont n points distincts de ¥ on peut considérer la courbe

(fe(w1),..-, fe(zn)) € X"

comme étant “presque une tresse” lorsque t tend vers l'infini. En fait, presque tous les
points 1, ..., x, sont récurrents pour f. Ainsi si ¢; € R est une suite de réels tendant vers
Iinfini telle que
fe(x5) — =,
11— 00

pour tout j, on peut penser a la courbe y(x1, ..., &y, t;) = (fi(z1), ..., fi(zn))o<t<t, comme
a une tresse. En choisissant un invariant numérique x des tresses, nous pouvons considérer
la fonction x(vy(z1,...,Zn,t;)) sur ™. En la moyennant sur 'espace des n-uplets de points,
puis par rapport au temps, on construit alors un invariant du difféomorphisme fi.

Mentionnons que ces constructions sont dans ’esprit de constructions précédentes de
Schwartzman [110] comme nous Iavons déja indiqué, mais également d’Arnold [3] et Ruelle
[108]. Notons également que les tresses formées non pas a partir de points seulement
récurrents, mais a partir d’orbites périodiques des difféomorphismes des surfaces ont été
trés étudiées, voir [20] pour un panorama et quelques références. Outre les constructions qui
utilisent des tresses, nous utiliserons aussi les espaces suivants pour construire des quasi-
morphismes : le cercle & l'infini S, du revétement universel d’une surface hyperbolique,
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I'espace Xo(D) des paires de points distincts d’un disque D C R?2, la variété A, des
sous-espaces lagrangiens de R, muni de sa structure symplectique standard. Le point
commun a ces espaces est bien stur qu’ils ont tous les trois un groupe fondamental infini
cyclique.

Dans toutes ces constructions, une grande différence avec la dimension 1 est bien sur
qu’on ne peut associer un nombre de rotation qu’a presque tout point de la surface (pour
une mesure invariante fixée du difféomorphisme), et non pas a tout point comme sur le
cercle.

Nous passons maintenant a la description de quelques exemples.

Exemple 1. ([52, 58]) Considérons une surface fermée 3 de genre g > 2. On suppose X
munie d’une forme d’aire w et d’une métrique hyperbolique. Nous allons voir que la classe
d’homologie du courant € (f) (f € Diffo(X,w)) défini plus haut peut étre représentée par
un cycle Gy¢(f) canonique (une fois la métrique hyperbolique fixée). Contrairement au
cycle €(f) qui dépend du choix d’une isotopie reliant I'identité a f, €yeo(f) ne dépend
que de f et de la métrique hyperbolique. De plus, pour toute 1-forme 7 sur 3 'application

f = on(f) == Cyeo(f)(0)
est un quasi-morphisme. Ceci donne une grande famille de quasi-morphismes sur . L’idée
sous-jacente dans cette construction est bien str la “rectification” des simplexes, introduite
par Gromov et Thurston [61, 113].

Considérons donc une isotopie (f;) reliant l'identité & un difféomorphisme f € Diffy (X, w).
Notons d6(z, f) I'unique géodésique de ¥ reliant = a f(x) dans la classe d’homotopie de
larc (f¢(z)). On pose alors :

Cpeolf) = /E 5. ) dps,

ou d(x, f) est considéré comme un courant d’intégration. Par définition, la classe d’homo-
logie du courant €ye,(f) est égale a Sch(f). Expliquons maintenant pourquoi ¢, est un
quasi-morphisme. Nous allons montrer 'inégalité suivante :

L™ Lo s
5(z,fg) o(z,9) 8(g(z),f)

ou f,g € Diffy(X,w) et x € 3. En intégrant cette inégalité, on obtient ensuite (puisque g
préserve 'aire) :

S - |d77|007

160(£9) — by(9) — dy(f)] < 7 - |dnlo - /Ew.

Fixons deux isotopies (f) et (g¢) reliant I'identité & f et g respectivement et relevons les
en des isotopies f; et g; du revétement universel Y de >, que l'on identifie au disque de
Poincaré. Fixons un point x € s au-dessus de z € ¥ et notons 17 le relevé de la forme 1 &
3. L’unique géodésique reliant 7 a f1(Z) se projette sur larc o(x, f). La différence

Jiuso™ o™ "
Sty Jowg) Solg@))
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est donc égale a 'intégrale de 7 sur le bord du triangle géodésique A de 5. de sommets T,
91(T), et f1g1(Z). D’apres le théoreme de Stokes, cette quantité est égale a 'intégrale de
dn sur le triangle A. Mais cette derniére intégrale est bornée par la norme de dn multipliée
par l'aire d’un triangle hyperbolique, qui est elle-méme bornée par w. Nous obtenons
donc l'inégalité souhaitée. Dans la suite du texte, nous noterons ®, le quasi-morphisme
homogene associé a ¢,,.

Remarquons que cette construction s’étend a tout le groupe des homéomorphismes de
Y. préservant l’aire et isotopes a l'identité.

Exemple 2. ([52]) Choisissons n points deux-a-deux distincts 9, ..., 29 dans le disque
D = {(z,y) € R?,|z|?> + |y|?> < 1} et notons P, (D) le groupe des tresses pures du disque :
c’est le groupe fondamental (basé en 2¥,...,2%) de I'espace X,,(D) des n-uplets de points

deux-a-deux distincts du disque D. La signature (voir [53, 91]) est une application
signy, : Pp(D) — Z

qui est un quasi-morphisme. Lorsque n = 2, la signature d’une tresse est simplement (a
une constante multiplicative pres) 'enlacement entre ses deux brins. En utilisant les idées
expliquées plus haut, nous pouvons construire une suite

Signy, : Diff.(D,w) — R

de quasi-morphismes homogenes sur le groupe Diff.(D,w) des difféomorphismes du disque
préservant l'aire et qui coincident avec l'identité au voisinage du bord. Pour tout point
(71,...,2,) € X,(D), nous choisissons un arc a(z1,...,z,) de (z9,...,29) & (v1,...,2,)
dans lespace X,,(D). Si (f;) est une isotopie reliant I'identité & un difféomorphisme f €

Diff.(D,w), on peut considérer le lacet :

a(zr,. . mn) x (f(@1),. 0, flan) * alf(z1), ..., fzn))

dans X, (D). Il définit un élément v(f,z1, -+ ,z,) € P,(D) qui ne dépend que de f et des
points z;. Nous avons bien str la relation :

’y(fg>331)' . ,IL‘n) = ’Y(g)xlv s ,fL‘n) *’Y(fag(xl)v s 7g(xn))

On en déduit :

|signn(v(fg, 21, 2n))=signn(Y(g: 21, - . s n)) =signa(Y(f, 9(21), - - -, g(x0)))| < d(signy).
Si l'on choisit les arcs a(x1,...,x,) de manieére convenable, 'application
(X1, .., 2pn) — sign,(Y(f,z1, ..., 2n))

est intégrable pour la mesure u (pour tout f € Diff.(D,w)). Notant s(f,x1,...,2,) =
signn (y(f,x1,...,2,)), nous obtenons que la différence :
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/ 5(f9>3317---7$n)dﬂz—/ S(g,xl,...,xn)d,uf,—/ S(fag($1)7>g($n))d:u2
n(D) n(D) Xn(D)

est bornée par le défaut du quasi-morphisme sign,, multiplié par I'aire de ¥ a la puissance
n. Autrement dit application qui & f associe 'intégrale an(D) signn (Y(fy 1, ..o, xn))dpl
est un quasi-morphisme que nous pouvons homogénéiser pour définir :

. 1 .
Szgnn(f) = lim — Szgnn(’y(fp, PR 7xn))duz
p—oop Xn(D)
Notons également que la limite limpﬁooésignn(fy( fP,x1,...,2,)) existe pour presque tout
n-uplet de points (z1,...,z,) et peut étre vue comme la signature asymptotique de la
tresse définie par les points (x1,...,zy).

Mentionnons maintenant une de nos motivations pour la construction de quasi-mor-
phismes sur les groupes de difféomorphismes hamiltoniens de surfaces. Cette motivation
apparait déja dans [58]. Les idées suivantes seront décrites avec beaucoup plus de détails
dans le chapitre 3, nous nous contentons ici d’'une description rapide. Considérons le groupe
de Lie SL,(R) avec n > 3, ainsi qu’un réseau

I' c SL,(R).

On peut par exemple penser & I' = SL,,(Z). D’aprés une conjecture de Zimmer [118, 120],
tout morphisme
p: T — %

(ol X est une surface compacte orientée quelconque) devrait étre d’'image finie. Il s’avere
que les constructions précédentes de quasi-morphismes pourraient étre utiles pour I’étude
de ce probleme. En effet, Burger et Monod [24, 25] ont démontré le résultat suivant. Tout
quasi-morphisme homogene ¢ : I' — R est identiquement nul. Ceci peut étre vu comme
une généralisation du résultat de Kazhdan [74] qui affirme que tout homomorphisme de I'
dans R est identiquement nul.

Si p est un hypothétique morphisme d’un réseau I comme ci-dessus dans le groupe %,
pour tout quasi-morphisme homogene ¢ : % — R, le quasi-morphisme ¢pop: ' — R
est identiquement nul. Ainsi, si nous sommes capables de construire beaucoup de quasi-
morphismes de nature dynamique sur le groupe %, leur annulation en restriction au
sous-groupe p(I') pourrait fournir des contraintes sur I’homomorphisme p.

De méme que le résultat de Kazhdan mentionné plus haut est en fait plus général
que la simple annulation du groupe H'(I',R) (il affirme que I' a la propriété (T)), le
résultat de Burger et Monod que nous avons cité est valable dans un contexte plus général.
C’est un résultat d’annulation pour des groupes de cohomologie bornée a valeurs dans des
représentations unitaires quelconques de I', et non pas seulement des groupes de cohomo-
logie bornée a coefficients triviaux. Nous verrons au chapitre 3 que ceci donne encore plus
de contraintes sur d’éventuels homomorphismes p : ' — %;.
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Présentation des résultats.

Nous passons maintenant a la présentation de nos résultats. Nous ne donnons ici qu’'une
partie de ceux-ci, ou énoncons parfois certains d’entre eux de maniere incomplete. Le
lecteur se reportera aux chapitres correspondants pour des énoncés précis et complets.

Le premier chapitre est consacré a la construction de certains quasi-morphismes qui
sont reliés a l’invariant de Calabi, et qui répondent a une question formulée par Entov et
Polterovich [36]. Nous décrivons succinctement le contexte de ce travail dans le cas parti-
culier des surfaces. Le chapitre 1 contient un exposé plus complet. D’apres un théoreme de
Banyaga que nous avons déja mentionné, le groupe % des difféomorphismes hamiltoniens
d’une surface compacte X est simple. Il n’admet donc pas d’homomorphisme non-trivial
vers R. Considérons maintenant un ouvert U C X, difféomorphe a un disque. On peut alors
considérer le groupe 4 constitué de tous les difféomorphismes hamiltoniens engendrés par
des fonctions H : [0,1] x U — R & support compact. Une autre maniére de le décrire est
la suivante. C’est le groupe de tous les difféomorphismes de ¥ préservant l'aire dont le
support est contenu dans U. Il existe un homomorphisme canonique de ¥4 dans R. C’est
Iinvariant de Calabi

Ca[U : gU — R,

introduit dans [26]. Une maniere de le décrire est la suivante. Si H : [0,1] x U — R est un
hamiltonien & support compact qui engendre un difféomorphisme f € ¥, nous avons :

(’:a[U(f):/Ol/UHtwdt,

(o1 'on a noté Hy(z) = H(t,x)). Cette quantité ne dépend que de f (nous expliquerons
ce fait dans le chapitre 1). Banyaga [5] a démontré que le noyau de cet homomorphisme
est un groupe simple. Ceci assure que tout homomorphisme a valeurs réelles défini sur le
groupe ¢y est obtenu en composant I'invariant €alyy avec un homomorphisme de R dans
R.

Nous nous trouvons donc dans la situation suivante : sur le (grand) groupe %, il n’existe
pas d’homomorphisme non-trivial vers R. Par contre il existe une collection de (petits)
sous-groupes de %, les sous-groupes de la forme 4;; ou U est un ouvert difféomorphe &
un disque, sur lesquels existe un morphisme canoniquement défini. Dans [36], Entov et
Polterovich demandent si 'on peut construire un invariant défini sur le groupe % tout
entier, qui, en restriction au sous-groupe ¥, coincide avec l'invariant Calgr, dés que ouvert
U est “assez petit”. Plus précisément, ils posent la question suivante. Notons D la famille
constituée de tous les ouverts U de X, difféomorphes a un disque, et ayant la propriété
suivante : il existe un difféomorphisme hamiltonien g : ¥ — ¥ tel que g(U) N U soit vide
(nous dirons que g disjoint U de lui-méme).

Peut-on construire un quasi-morphisme homogéne ¢ : 4. — R dont les restrictions auzx
sous-groupes (% )uen coincident avec les homomorphismes (Caly)yen.

Notons (voir le chapitre 1 pour plus de détails) que 'on peut formuler une question simi-
laire sur toute variété symplectique compacte. Dans [36], Entov et Polterovich répondent
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Fig. 1 -

positivement & cette question lorsque ¥ est la sphere S? (ainsi que pour d’autres variétés
symplectiques de dimension supérieure). Nous prouvons ici le résultat suivant :

Théoréeme A Soit ¥ une surface compacte orientée de genre supérieur ou égal a 1. 1l
eriste un quasi-morphisme homogéne Caly, : % — R dont la restriction au sous-groupe
4 coincide avec linvariant de Calabi Caly pour tout ouvert U difféomorphe a un disque.

Contrairement & ’énoncé de Entov et Polterovich, notre résultat ne fait pas apparaitre
la condition “U peut étre disjoint de lui-méme par un difféfomorphisme hamiltonien de ¥”.
Nous verrons que dans le cas de la sphere, cette condition est nécessaire a ’existence d’un
quasi-morphisme répondant positivement & la question de Entov et Polterovich. En fait les
constructions de quasi-morphismes de [36] sont de nature tres différente de celles qui ap-
paraissent dans ce travail. Elles reposent sur I’homologie de Floer et la notion d’invariants
spectrauz. Le lecteur pourra consulter la fin du paragraphe 1.2 ainsi que [104] pour un
apercu de ces techniques.

Considérons maintenant une fonction de Morse F' : ¥ — R sur une surface compacte
orientée . Notons x1, ..., 2; ses points critiques et \; = F'(z;) ses valeurs critiques. Nous
ferons I’hypothese que ses valeurs critiques sont toutes distinctes : A\; # A; si 4 est différent
de j. On peut alors associer a F' son graphe de Reeb [106]. C’est l'espace des composantes
connexes des niveaux de F'. Rappelons sa construction. Considérons un réel ¢ et choisissons
une composante connexe C du niveau F~1(t). Trois possibilités se présentent :

1. @ est réduit a un point, qui est un extremum local de F,
2. € est un cercle plongé dans X,

3. € est une courbe fermée immergée dans ¥ ayant un unique point double.

On définit alors un graphe G de la maniere suivante. A chaque composante du type 1 ou 3
on associe un sommet de §. Notons K la réunion (finie) des composantes de type 1 ou 3.
L’ouvert ¥\ K est une réunion finie de cylindres difféomorphes & S' x R. A chacun de ces
cylindres nous associons une aréte de § dont les sommets correspondent aux composantes
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de niveau de F qui contiennent le bord de €. On dispose alors d’une projection naturelle
pg: X — G et la fonction F' s’écrit

F:F90p9

ou Fg est une fonction définie sur G. Plus généralement, considérons ’espace JF des fonc-
tions sur X qui commutent avec F' au sens de Poisson :

F={H:¥ - R,C” w(Xy,Xr) =0}

Si H € F, H s’écrit également sous la forme Hgopg ol Hg est une fonction définie sur .
L’ensemble
L= {py. H €5}

est alors un sous-groupe abélien du groupe des difféomorphismes hamiltoniens de 3.
Comme cela a été fait dans [36] pour certains quasi-morphismes définis sur le groupe
des difféomorphismes hamiltoniens de S?, nous calculerons dans le chapitre 1 les valeurs
prises par les quasi-morphismes construits dans le théoreme 1 sur le groupe I'. L’expres-
sion de Calg(pk) (H € F) fait alors intervenir les valeurs de la fonction Hg sur certains
ensembles définis a partir de la combinatoire du graphe de Reeb G.

Dans le second chapitre, nous considérons une variété symplectique fermée (V,w) qui est
monotone. Nous rappellerons la définition de cette notion dans I'introduction du chapitre
2. Cette classe de variétés symplectiques inclut par exemple tous les espaces projectifs com-
plexes munis de leur structure symplectique standard (de Fubini-Study). Notons également
que pour toutes ces variétés, la premiére classe de Chern du fibré tangent, muni d’une struc-
ture presque-complexe compatible avec w, n’est pas triviale. Nous construisons alors un
quasi-morphisme & sur le revétement universel 4, du groupe %, des difféomorphismes
hamiltoniens de V. L’invariant S({f;}) associé a une isotopie hamiltonienne f; : V. — V
peut étre vu comme un moyen de mesurer la maniere dont la différentielle df; : TV — TV
fait tourner les sous-espaces lagrangiens de T'V. Bien que le fibré tangent T'V ne soit pas
trivial, nous parvenons & définir un nombre de rotation associé & I'action de la différentielle
dfy sur le fibré en grassmanniennes lagrangiennes associé¢ a V. Il s’avere que cet invariant
étend un homomorphisme défini sur le groupe fondamental 71 (%) C %, du groupe des
difffomorphismes hamiltoniens de V', qui a été introduit par Polterovich [100].

Lorsque V est la sphere S2, le groupe fondamental du groupe des difféomorphismes
hamiltoniens est fini [111] et le quasi-morphisme & descend en un quasi-morphisme sur
le groupe %2, que nous notons toujours &. Nous pouvons, comme dans le chapitre 1,
considérer le groupe I' p formé des flots hamiltoniens qui commutent avec le flot hamiltonien
engendré par une fonction de Morse fixée F' : S2 — R. Nous supposons toujours que les
valeurs critiques de F' sont deux-a-deux distinctes et notons encore z1,...,T; ses points
critiques. Soit % 'ensemble des points critiques de F' d’indice 0 ou 2, et #; I’ensemble des
points critiques d’indice 1. Nous pouvons alors récrire la formule classique

l
9 — Z(_l)ind x;

J=1



XXiv INTRODUCTION

sous la forme
2 = card ¥y — card¥4.

Fixons une forme d’aire 2 sur S? d’aire totale égale & 2 et notons uq la mesure sur S?
associée a 2. Notons §, la mesure de Dirac associée a un point x de la sphere. La formule
précédente peut s’interpréter de la maniere suivante : la mesure signée

(= 06— 6s—pa

VEY) vEN
est de masse totale nulle. Nous avons alors le :

Théoreme B St H € JF, ona :

S(pk) = /82 Hd¢=> H()— Y H(v)- . HQ.

vEY vEN

Le fait que ¢ soit de masse totale nulle traduit bien sir le fait que le flot ¢f;, et donc la
quantité 6(@}{), sont inchangés lorsque 1’on ajoute une constante a H.

Dans le troisiéme chapitre nous commencons par effectuer un rapide survol des motiva-
tions et des résultats existant dans le cadre du “programme de Zimmer”. Nous rappelons
comment ’étude des actions préservant ’aire sur une surface d’un réseau I' dans un groupe
de Lie simple G (connexe, a centre fini) de rang réel supérieur ou égal a 2 se ramene a
I’étude des actions hamiltoniennes de I'. Nous rappelons alors les résultats de Polterovich
[103] d’une part et de Franks et Handel [47, 48] d’autre part qui traitent le cas ot le réseau
est non-uniforme et la surface de genre positif. Nous décrivons ensuite quelques idées qui
pourraient étre utiles pour étudier le cas des réseaux cocompacts.

Supposons que p : I' — %, soit un morphisme d’un réseau I' comme ci-dessus dans le
groupe des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface fermée. Nous montrons comment
les théoremes d’annulation de Burger et Monod en cohomologie bornée, combinés avec le
fait que I" a la propriété (T), fournissent des contraintes sur la dynamique individuelle de
chacun des difféomorphismes p(y) (v € I'). Une maniere rapide de décrire ces contraintes
est la suivante. Tous les nombres de rotation, ou enlacements asymptotiques, ou encore les
“signatures asymptotiques” que ’on peut associer a presque tout point de ¥ (ou presque
tout n-uplet de points) sous l'action de p(v) s’annulent (presque partout). Une question
difficile est alors de savoir si un difféomorphisme vérifiant toutes ces contraintes doit étre
égal a l'identité. Nous montrons que c’est effectivement le cas dans une situation parti-
culiere tres simple : lorsque 'on suppose que le difféomorphisme considéré est le temps 1
d’un flot hamiltonien autonome (du moins lorsque la surface ¥ est de genre strictement
positif). Plus précisément, nous montrons le :

Théoréeme C Soit p}; : ¥ — X le temps 1 d’un flot hamiltonien (autonome). Si i
apparait dans l'image d’un homomorphisme p comme ci-dessus, alors :
— st le genre de X2 est non-nul, go}{ est l'identité,
~ si ¥ = S2, alors le flot ol est topologiquement conjugué & un sous-groupe & un
parametre de rotations.
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Bien sir, ce résultat n’est pas représentatif de la difficulté de la question pour un
difféomorphisme hamiltonien général.

Le dernier chapitre aborde une problématique légerement différente de celles des cha-
pitres précédents. Si (V,w) est une variété symplectique compacte quelconque, le groupe
% des difféomorphismes hamiltoniens de V' peut étre muni d’une distance biinvariante :
la distance de Hofer introduite dans [68]. Rappelons-en brievement la définition. L’algebre
de Lie du groupe % s’identifie & 1’espace des fonctions lisses sur V' modulo I'espace des
fonctions constantes. En effet cet espace s’identifie naturellement & I’espace des champs
de vecteurs hamiltoniens sur V. L’application qui & une fonction lisse H : V — R associe
son oscillation

osc(H) = max(H) — min(H)

définit donc une norme sur l'espace des fonctions lisses modulo les constantes. Pour
résumer, la distance de Hofer est alors la distance finslerienne associée a la norme “os-
cillation” sur l'algebre de Lie de %,. Si f € % et si (f;) est une isotopie hamiltonienne
reliant I'identité a f, engendrée par une fonction (Hy), on définit la longueur de 'isotopie

(ft) par : X
W{hy) = /0 osc(Hy)dt,

puis I’énergie de f par :
If1] = inf £({f:})

ou la borne inférieure porte sur toutes les isotopies hamiltoniennes reliant l'identité a
f. La distance de Hofer entre deux difféomorphismes f et g est alors p(f,g) = ||fg~!||.
Le fait que p soit biinvariante traduit le fait que I’action adjointe d’un difféomorphisme
hamiltonien f :V — V sur 'espace C*°(V,R) des fonctions lisses sur V' s’écrit :

Adf(H) =Ho f_l.

La transformation Ady : C*(V,R) — C*°(V,R) préserve donc la norme osc. Signalons
également qu’il est tres difficile de montrer que p est une distance. Le point délicat est
de s’assurer que p est non-dégénérée : si f € %, est un difféomorphisme différent de
lidentité, ||f|| > 0. Ceci a été établi par Hofer dans R?" [68], par Polterovich pour les
variétés rationnelles [99], puis par Lalonde et McDuff en toute généralité [77].

Une fois acquis le fait que p est une distance, il est tout aussi difficile d’obtenir des bornes
inférieures arbitrairement grandes sur p et notamment de montrer que ’espace métrique
(%, p) est de diametre infini. Cependant il est maintenant connu que ce diametre est infini
dans un certains nombre de situations : pour toutes les surfaces fermées [78, 101], pour les
variétés asphériques [109] (c’est-a-dire celles pour lesquelles le groupe mo (V') est trivial),
pour les espaces projectifs complexes [36]... On peut alors s’intéresser a la géométrie d
grande échelle de 'espace métrique (4, p). Dans cet esprit, nous avons montré le résultat
suivant, que ’on obtient sans difficultés a partir des estimations connues de la distance de
Hofer.

Théoreme D Supposons qu’il existe une sous-variété lagrangienne fermée L plongée dans
V', vérifiant les deux conditions suivantes :
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o ['application induite w1 (L) — m (V) entre les groupes fondamentauxr de L et V est
mjective,
e il existe sur L une métrique riemannienne a courbure négative ou nulle.

Alors, pour tout entier naturel N, il existe un morphisme ¢ : RN — %, ayant la propriété
suivante. Si | - |est une norme fixée sur RY, il existe une constante strictement positive
Cy telle que :

Cy'le =yl < p(d(x), d(y)) < Cnlz —yl,

pour tous x,y de RY.

Des exemples de variétés symplectiques vérifiant les hypotheses du théoreme sont
donnés par les surfaces de genre strictement positif et leurs produits. Une autre série
d’exemples est obtenue de la maniere suivante. Si M? est une variété de dimension 3 qui
fibre sur le cercle de sorte que le genre de la fibre soit strictement positif, alors M3 x S!
possede une structure symplectique pour laquelle elle contient un tore lagrangien T? in-
compressible.

Les résultats des chapitres 1 et 2 sont pour ’essentiel tirés des articles Quasi-morphismes
et invariant de Calabi (Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 39, No. 1, 2006) et Quasi-
morphismes de Calabi et graphe de Reeb sur le tore (C. R. Math. Acad. Sci. Paris 343,
No. 5, 2006). Le théoreme B ci-dessus a été établi apres la publication de ces articles. Le
résultat du chapitre 4 est quant a lui tiré de ’article Quelques plats pour la métrique de
Hofer (arXiv :0704.2524, accepté au Journal de Crelle).

KA K

Tout au long de ce texte, nous adopterons les notations suivantes. Si (V,w) est une
variété symplectique et H : V x [0,1] — R une fonction a support compact, le gradient
symplectique de H est le champ de vecteurs dépendant du temps Xy, défini par I’équation
ixy,w = —dH; (ot Hy(z) = H(z,t)). L'isotopie hamiltonienne engendrée par H est le
chemin de difféomorphismes (f;) défini par I’équation différentielle :

{fo(m) =z
& (fe@)) = Xp,(fi(2)).

Nous noterons ¥ le groupe des difféomorphismes hamiltoniens de V', ou parfois 4 s’il y
a un risque de confusion. C’est le groupe formé par tous les difféomorphismes qui sont le
temps 1 d’une isotopie hamiltonienne. Par exemple, si V est fermée et U est un ouvert de V/,
nous désignerons souvent par ¢ le groupe des difféomorphismes hamiltoniens de V' et par
% le sous-groupe de ¢ formé des difféomorphismes engendrés par des fonctions a support
compact dans U. Les fonctions, les difféomorphismes, ou les champs de vecteurs que nous
considérons sont de classe C*°. Cependant, beaucoup de résultats ou de constructions que
nous présentons restent vrais avec une régularité plus faible.



Chapitre 1

Quasi-morphismes de Calabi
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Nous considérons une variété symplectique (V,w). Rappelons tout d’abord quelques
résultats classiques sur la structure algébrique du groupe ¥ des difféomorphismes hamil-
toniens de V. Lorsque V est fermée, Banyaga a démontré en 1978 [5] que le groupe ¢ est
un groupe simple. Lorsque V' est ouverte et exacte (c’est-a-dire que w est exacte sur V),
Calabi a introduit en 1970 [26] un homomorphisme €aly : 4 — R. Une maniere de le
définir est la suivante (nous reviendrons plus en détails sur cette définition au paragraphe
suivant). Si H : V x [0,1] — R est un hamiltonien & support compact qui engendre le
difféomorphisme f, Uinvariant de Calabi de f est (a4 une constante multiplicative pres)

Caly (f) = /V/O1 H(z,t)dt w",

(ou n = %dimV). Cette quantité ne dépend que de f et pas du choix du hamiltonien
qui 'engendre. Banyaga a démontré que le noyau de I’homomorphisme Caly est simple.
Tout homomorphisme de ¢ vers un groupe abélien A est donc obtenu en composant
I’homomorphisme €aly, avec un homomorphisme de R dans A.

Rappelons que, dans les années 70, les travaux de Herman, Mather et Thurston ont
permis de montrer que le groupe Diff(j(M) des difféomorphismes isotopes a I'identité d’une
variété connexe fermée M, est simple (des que r € NU{oo} est différent de dim(M)+1). 1y
a bien sir un résultat similaire lorsque M est ouverte, en considérant des difféomorphismes
a support compact. Les travaux de Banyaga sont une adaptation au cas symplectique de
la méthode de Thurston pour prouver la simplicité du groupe Diff§°(M). Nous renvoyons
le lecteur au livre [7] pour un survol de ces travaux.

Revenant au cadre symplectique, notons que si Uy C U, sont deux ouverts d’une méme
variété symplectique (sur lesquels w est exacte), la restriction de I'invariant Caly;, au groupe
%y, coincide avec Calg,.

Plagons nous maintenant dans le cas ot V est fermée. Si U est un ouvert de V' sur lequel
w est exacte, nous disposons donc d’un homomorphisme Caly : 4 — R. 1l existe toujours
de tels ouverts : dés que U est contenu dans une carte de Darboux, la forme symplectique
y est exacte. Le groupe ¢ possede donc une large collection de sous-groupes sur lesquels un
morphisme canonique est défini. Dans [36], Entov et Polterovich suggerent de rechercher
un invariant sur ¢ qui étend les invariants de Calabi €aly; : 4y — R pour tous les ouverts
U assez petits. Bien sir, d’apres le théoreme de Banyaga déja cité, un tel invariant ne peut
étre un homomorphisme : puisque le groupe ¢ est simple, tout homomorphisme 4 — R
est identiquement nul. Nous noterons plus précisément & la famille des ouverts U de V'
ayant les deux propriétés suivantes : la forme symplectique est exacte sur U et 'ouvert U
peut étre disjoint de lui-méme par un difféomorphisme hamiltonien de V' : il existe f € ¢4
avec f(U)NU = (. Entov et Polterovich formulent alors la question suivante :

Peut-on construire un quasi-morphisme homogéne ¢ : 4 — R dont les restricitions aux
sous-groupes (G )uey coincident avec les homomorphismes (Caly)yecg ?

Nous appelerons quasi-morphisme de Calabi un quasi-morphisme sur le groupe ¥ ayant
cette propriété. Dans [36], ils construisent un tel invariant pour une certaine classe de



variétés symplectiques qui inclut notamment les espaces projectifs complexes, munis de
leur structure symplectique standard, et en particulier la sphére S2. Leur construction a
ensuite été étendue a d’autres variétés symplectiques [16, 38, 97]. Dans le cas de la sphére
S? (et plus généralement, des espaces projectifs complexes), une autre construction dun
“quasi-morphisme de Calabi” a été proposée par Ben Simon [12].

Dans ce chapitre, nous allons voir comment répondre a cette question dans le cas ou
la variété symplectique est une surface de genre supérieur ou égal a 1. Cependant, les
quasi-morphismes que nous construisons ici ont des propriétés tres différentes de ceux
construits dans [36]. En dimension 2, une forme symplectique est toujours exacte sur une
surface ouverte, ainsi, la premiére condition définissant la famille d’ouvert & est vide dans
ce cas. Par contre, nous verrons que la seconde condition n’apparait pas du tout dans
notre travail. Les invariants que nous construisons sont de nature topologique. Si S est
une surface fermée de genre supérieur ou égal a 2, nous allons par exemple construire un
quasi-morphisme homogene €alg : ¥s — R dont la restriction aux sous-groupes ¥ sera
égale a I'invariant de Calabi pour tout ouvert U difféomorphe & un disque ou & un anneau.
On peut par exemple choisir U d’aire arbitrairement proche de 'aire totale de la surface.
Nous rappelerons au paragraphe 1.2.1 pourquoi ceci n’est pas possible sur la sphere S2.
La condition définissant la famille d’ouverts 2 est donc optimale dans le cas de la sphere.

Comme cela a été fait dans [36] pour le cas de la sphere, nous calculerons (dans le cas
des surfaces hyperboliques, puis dans le cas du tore) la valeur des quasi-morphismes que
nous construisons sur les flots autonomes associés a des fonctions de Morse sur la sur-
face considérée. Nous obtenons alors de jolies formules qui font intervenir la combinatoire
du graphe de Reeb associé a la fonction de Morse (dont nous rappelons la construction
au paragraphe 1.2.2). On trouve également des calculs similaires (pour d’autres quasi-
morphismes) dans [17, 51, 52].

Nous concluons I'introduction de ce chapitre par une remarque supplémentaire, destinée
a souligner la différence entre d’une part, tous les quasi-morphismes construits dans ce
texte ou encore dans [52] par Gambaudo et Ghys, et d’autre part les quasi-morphismes
construits par Entov et Polterovich.

Considérons un groupe I' agissant sur un espace de probabilité (X, u) en préservant
la mesure. Supposons donnée une application v : I' — L2(X, ) vérifiant la condition
suivante. Il existe une constante C' > 0 telle que :

[u(172) (@) — u(y2) (@) — uln)(e(@))] < C,

pour p-presque tout x € X (V1,72 € I'). Nous dirons dans ce cas que u est un quasi-
cocycle. Puisque 'action de I' sur X préserve la mesure, I'application v — f u(y)du
est un quasi-morphisme. En fait, dans cette situation, v définit également une classe de
cohomologie bornée & valeurs dans I'espace L2(X, ) (nous reviendrons sur ce point au
chapitre 3). Tous les quasi-morphismes construits dans ce texte, ou dans [52], sont obtenus
par ce procédé : I est le groupe de tous les difffomorphismes hamiltoniens d’une surface
compacte par exemple, et X est, la surface elle-méme, ou bien ’espace des paires de points
distincts sur la surface, ou bien ’espace des n-uplets de points distincts sur la surface.

Les quasi-morphismes construits par Entov et Polterovich (ainsi que tous les quasi-
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morphismes construits dans [16, 97]) ne sont pas obtenus de cette maniere la. C’est
d’ailleurs un probléme ouvert de savoir si 'on peut, ou non, interpréter ces quasi-mor-
phismes (au moins en dimension 2) comme intégrale d’un quasi-cocycle.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Diverses définitions de I’invariant de Calabi

Nous rappelons ici les diverses définitions possibles de I'invariant de Calabi sur la variété
symplectique exacte (V,w = d\) (nous noterons 2n la dimension de V).

Considérons donc un difféomorphisme f € ¢. Soit H : V' x [0,1] — R un hamiltonien
(a support compact) qui engendre une isotopie (f;) dont le temps 1 est f. Le gradient
symplectique Xp, de H vérifie la relation :

Xty (fuo(w)) = “lomiy o).

Suivant [26], nous définissons :

Caly (f) = —n/v/OlH(x,t)dtw”

(la constante —n ne sert que pour la commodité de nos calculs). Nous allons donner deux
autres descriptions de cet invariant. Puisque V' est de dimension 2n, la (2n + 1)-forme
différentielle A A w™ est nulle. En prenant le produit intérieur de cette forme avec le champ
de vecteurs Xy, nous obtenons :

AXm )w" = ANAnixywA w1

nAA (—dHy) Aw™ 1
= n(d(H\) — Hid\) Aw™ !
= —nHw" +nd(HX Aw™ ).

L’intégrale [i, d(H;A A w™ 1) est nulle car la (2n — 1)-forme H A A w™ 1 est & support
compact. Nous avons donc : Caly(f) = [, fo (Xp,)dtw™. Cest en fait cette seconde
description de l'invariant de Calabi que nous allons utiliser dans la section 1.2.1, c’est
pourquoi nous avons introduit le coefficient —n dans la définition initiale de 'invariant.
Une troisieme définition possible serait la suivante. Considérons la 1-forme f*A—A. Elle est
fermée, car f préserve la forme symplectique w. Le fait que I'isotopie (f;) soit hamiltonienne
assure qu’elle est exacte. En effet nous pouvons écrire :

FA=X = [J(fiN)dt
= fol ft LXH A)dt
= fO —H;o ft + )‘(XHt)dt)
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En définissant F'(f,\) comme étant I'unique primitive a support compact de la 1-forme
f*A = A, nous avons l'expression F(f,\) = fol(—Ht o fr + A(Xg,))dt, et donc :

n

i /MF(f,)\)w".

Notons que ’égalité des trois descriptions de l'invariant de Calabi assure, d’une part
que la premiere ne dépend pas du choix de l'isotopie hamiltonienne reliant 'identité au
difféomorphisme donné ; d’autre part que la seconde et la troisiéme sont en fait indépendan-
tes du choix de la primitive de la forme symplectique. Il n’est pas difficile de vérifier que
Iapplication €aly : 4 — R est un homomorphisme. Cela se déduit par exemple de la
relation :

Caly (f) =

F(fog,A)=F(f,A)og+F(g,)).

1.1.2 Extension du groupe des difféomorphismes hamiltoniens

Les résultats de ce paragraphe sont trés classiques, voir par exemple [6, 18]; nous les
rappelons succinctement.

Considérons une variété (que nous supposerons fermée et connexe) M, munie d’une
forme de contact o dont le champ de Reeb X est induit par une action libre du cercle
R/Z. Notons V la variété obtenue en prenant le quotient de M par Paction du cercle, et
m: M — V la projection associée. La 2-forme da sur M est invariante par ’action du
cercle et vérifie txda = 0. Il existe donc une 2-forme w sur V telle que 7*w = da. La forme
w est une forme symplectique sur V.

Réciproquement, considérons une variété symplectique (V,w) (que nous supposons
connexe et fermée) entiére, c’est-a-dire, pour laquelle la classe de cohomologie de la forme
symplectique est entiere. Soit m: M — V le fibré en cercles au-dessus de V' dont la classe
d’Euler est [w] € H?(V,Z). 1l existe alors une action libre du cercle R/Z et une forme
de contact a sur M tels que 7w = da et a(X) =1 (ou X désigne le champ de vecteurs
engendré par l'action de R/Z sur M).

Dans cette situation, nous avons une extension centrale par R/Z du groupe des difféo-
morphismes hamiltoniens de V. Décrivons d’abord cette extension au niveau des algebres
de Lie.

Un élément Y de l'algebre de Lie %, (M) des champs de vecteurs sur M qui préservent
« est invariant par 'action du cercle. 11 définit donc un champ de vecteurs 7, (Y) sur V.
De I’équation
Lya = 0,

nous tirons

—d(a(Y)) = 7 (tr, (v))-

La fonction a(Y) : M — R descend en une fonction sur V. Le champ 7.(Y) est donc
hamiltonien, de hamiltonien «(Y’). Nous avons donc construit un morphisme d’algebres
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de Lie de %, (M) dans l'algébre ham(V,w) des champs de vecteurs hamiltoniens sur V/,
dont le noyau est engendré par le champ X. Nous avons donc une extension :

0—R—> %4, (M) ——ham(V,w) —0.

Proposition 1.1.1 L’extension ci-dessus est (canoniquement) scindée.

Preuve : soit Z un champ de vecteurs hamiltonien sur V', de hamiltonien H z: V=R,
avec Lzw = —dHy et fv Hzw™ = 0. Notons 0(Z) = 7+ (Hz om)X, ou 7 est le relevé

horizontal de Z a M, défini par 1’équation a(2 ) = 0. Nous avons :
Lg(z)a = (L@(Z)d + dLg(Z))(Oé) = d(HZ o 7T) + W*sz = 0.

Le champ de vecteurs (Z) est donc dans l'algebre 7, (M ). On vérifie aisément que 'ap-
plication Z — 6(Z) est un morphisme d’algebres de Lie. O

Passons maintenant & ’extension du groupe ¢ des difféomorphismes hamiltoniens de V.
Nous noterons Gq,o(M) le groupe des difféomorphismes de M qui préservent c, isotopes
a l'identité via une isotopie qui préserve a.

Tout difféomorphisme de M qui préserve a préserve son champ de Reeb. Il commute
donc avec l'action du cercle sur M et induit un difffomorphisme de V. Soit (F}) une
isotopie sur M, engendrée par le champ de vecteurs dépendant du temps Y;, et telle que
Ffa = a (t € [0,1]). Alors 'isotopie (f;) de V induite par (F}) est I'isotopie hamiltonienne
associée au champ m,(Y;). Les éléments de G, (M) induisent donc des difféomorphismes
hamiltoniens de V' et ceci définit un morphisme Gq (M) — 4.

Inversement, nous pouvons “intégrer” I’application 6 précédemment construite : si (f;)
est une isotopie hamiltonienne sur V' engendrée par le champ de vecteurs hamiltonien Z;,
I'isotopie ©(f;) engendrée par le champ de vecteurs 6(Z;) releve (f;); le morphisme ci-
dessus est donc surjectif. Etudions son noyau. Soit ¢ : M — M un difféomorphisme dans
Ga,0(M) qui induit Iidentité sur V. Puisque ¢ commute avec I'action du cercle sur M, ¢
est une rotation dans chaque fibre de M. Il existe donc une application u : V — S telle
que p(z) = u(n(z)) - . On vérifie aisément que ¢ ne préserve la forme de contact o que si
l'application u est constante. Le noyau du morphisme G, (M) — ¢ est donc isomorphe
au cercle S'. Nous avons une extension centrale :

0 R/Z Ga70(M)—>g—>0_

Lemme 1.1.2 La classe d’homotopie (a extrémités fizées) de l'isotopie ©(f;) ne dépend
que de celle de (ft).

Preuve : si F; : M — M est une isotopie qui preserve la forme de contact «, engendrée
par le champ de vecteurs Y;, notons A(F};) = fo f v (Ye)a A (da)"dt. 11 n'est pas difficile
de s’assurer que ce nombre ne dépend que de la classe d’homotopie (& extrémités fixes) de
(F}) (voir [5, 6]).

Considérons maintenant un chemin d’isotopies hamiltoniennes (f; ) avec fo, = 1 et
f1,s = f fixé, pour tout s. Notons Hy ¢ la famille de hamiltoniens correspondante (norma-
lisée par fv H; sw™ = 0 pour tous (t,s)) et Fy s = O(f;,s). Puisque A ne dépend que de la
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classe d’homotopie d’une isotopie, nous avons :
A((F1,s)o<s<so) = A((Fise)o<t<1) — A((Fro)o<e<1)-

Mais A((Fi0)o<t<1) = fol fvﬂs,t w'dt = 0 et de méme, A((F} s )o<i<1) = 0. Nous avons
donc, pour tout sg :
A((Fl,so)ogsgso) = 0.

Ceci implique que |’ 1 A Xs)a A (da)™ = 0, pour tout s, ot le champ de vecteurs X est
défini par :

X)) = 5 Fiolo).

Mais ce champ de vecteurs préserve «, et est en tout point proportionnel au champ de
Reeb X de a. Il doit donc étre un multiple constant de X : X; = a(s)X. Puisque la
fonction (constante!) a(X;) = a(s) est de moyenne nulle sur M, nous avons a(s) = 0. Le
chemin de difféomorphismes (F} ) est constant. O

Ainsi, si le groupe ¢ est simplement connexe, ’extension précédente est scindée : si
f € ¢, nous pouvons choisir une isotopie (f;) reliant l'identité a f. Le diffomorphisme
O(f) : M — M qui est le temps 1 de l'isotopie O( f;) ne dépend que du difféomorphisme f
et définit une section de I'homomorphisme Gy (M) — ¢. Grace au théoreme de Banyaga
qui assure que le groupe ¢ est simple [5], la section qui scinde 'extension est unique.

Si V est une surface fermée orientée de genre supérieur ou égal a 2, le groupe ¥ est sim-
plement connexe, pour les raisons suivantes. D’une part, la composante neutre Diffo(V, w)
du groupe des difféomorphismes de V qui préservent ’aire est contractile : d’apreés une
version forte d’un théoréme de Moser [90], elle a le type d’homotopie de la composante
neutre du groupe de tous les difféomorphismes de V, et ce dernier groupe est contrac-
tile [34]. D’autre part lapplication ¢4 — Diffo(V,w) induit une injection au niveau des
groupes fondamentaux (voir [86]). Le groupe ¢ est donc simplement connexe. Ainsi, pour
une surface de genre supérieur, ’extension ci-dessus est canoniquement scindée.

1.1.3 Classe d’Euler bornée

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats classiques concernant la coho-
mologie bornée des groupes discrets (voir par exemple [10, 21, 54, 61] pour une introduction
plus détaillée). Nous utiliserons notamment le fait suivant, déja mentionné dans l'intro-
duction : pour tout groupe discret I', le noyau de 'application Hg(F, R) — H?(,R) est
isomorphe a ’espace

QM (I',R)/Hom(I',R).

Rappelons-en la preuve : si ¢ : I' — R est un quasi-morphisme homogene, notons cg(x,y) =
0p(x,y) = ¢(xy)—d(x)—d(y) le cobord de ¢. L’application ¢, vérifie la relation de cocycle :

ce(w,y) + cp(zy, 2) = cy(,y2) + cy(y, 2),

et est bornée (par le défaut de ¢). Elle définit donc une classe de cohomologie bornée
[cy] € HE(T,R), qui est triviale en cohomologie usuelle (car ¢, est le cobord de ¢). Nous
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avons bien construit une application

K : QM (I',R)/Hom(I",R) — Ker(HZ(T,R) — H*(T,R)).

Supposons la classe [cg4] triviale. Dans ce cas, il existe une application bornée ¢ : I' = R
telle que les cobords de ¢ et ¢ soient égaux. Autrement dit, 'application ¥ := ¢ — ¢ est
un homorphisme de I' dans R.. Le quasi-morphisme homogene

V-—¢=9¢
est borné. Il est donc identiquement nul. Finalement, ¢ = 1 est un homorphisme. L’ap-
plication k est injective. Pour prouver que k est surjective, considérons une classe de
cohomologie bornée [c], triviale en cohomologie usuelle. Il existe donc une application
¢ : I' = R telle que ¢ soit le cobord de ¢ : ¢(x,y) = p(zy) — v(z) — ¢(y). Puisque c est

bornée, ¢ est un quasi-morphisme que l'on peut écrire ¢ = 5, + @ ol ¢, est bornée et
¢y, est homogene. Les cocycles ¢ et c,, sont cohomologues (via la fonction bornée ¢y) et

[c] = K([en])-
Continuons avec quelques rappels sur la classe d’Euler bornée d’un groupe d’homéo-
morphismes du cercle, suivant [54, 57]. Nous noterons Homéo (S!) le groupe des homéo-

morphismes du cercle S = R/Z qui préservent 1'orientation et Homéo (S!) le groupe des
homéomorphismes croissants de R qui commutent aux translations entieres. Nous avons
une extension centrale :

0—=7— }Br\n/émr(sl) —— Homéo (St) ——0.
On associe classiquement a cette extension une classe de cohomologie
eu € H*(Homéo, (S'), Z)
de la maniere suivante. Considérons une section ensembliste
s : Homéo (S') — I—gr\n/éoJr(Sl),

c’est-a-dire, pour tout homéomorphisme f € Homéo (S'), choisissons un relevé s(f) de f
a R. Si f1 et fo sont deux homéomorphismes du cercle, les homéomorphismes s(f1) o s(f2)
et s(f1 o f2) de R relevent tous deux I'homéomorphisme f; o fo. Ils different donc par une
translation entiére. Notant T : R — R la translation d’amplitude 1, nous pouvons écrire :

s(f1) o s(f2) = s(fi 0 fo) o TV = Teld2) o 5(f 0 fo),

ou ¢(f1, f2) € Z. Lapplication ¢ vérife la relation de cocycle :

c(f1, f2) + c(f1f2, £3) = c(f1, faf3) + c(f2, f3)-

La classe de cohomologie définie par c est la classe d’Euler eu de I'extension. Elle ne dépend
pas du choix de la section s.

Nous pouvons désormais faire un choix particulier pour la section s : pour tout homéo-
morphisme f € Homéo, (S!), appelons s,(f) 'homéomorphisme de R qui releve f et tel
que sp(f)(0) € [0,1]. Notons ¢ le cocycle associé a cette section particuliere.
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Lemme 1.1.3 ([54, 57]) Le cocycle ¢, est a valeurs dans {0,1}.

Preuve : Fixons deux éléments fi et fo de Homéo, (S!). Puisque s(f1) est croissant et
commute aux translations entieres, et que s,(f2)(0) € [0, 1], nous avons :

0 < sp(f1) © s6(f2)(0) < 2.

Par ailleurs s,(f1 0 f2)(0) € [0,1] et

sp(f1) 0 8p(f2)(0) = sp(f1 0 f2)(0) + c(f1, fa)-

On en déduit sans peine que c(f1, f2) € {0, 1}. O

Le cocycle ¢ associé a cette section particuliere détermine donc une classe de cohomologie
bornée eu, € HZ(Homéo, (S1),Z) dont I'image par 'application naturelle

¢ : H?(Homéo (S'),Z) — H?(Homéo, (S'),Z
b

est la classe d’Euler eu. On peut montrer aisément que l'application ( est injective. La
classe euy est donc bien définie, elle ne dépend pas du choix de la section s telle que ¢ soit
borné. C’est la classe d’Euler bornée, introduite par Ghys dans [54].

Ainsi, a toute action d’un groupe discret I' sur le cercle (par homéomorphismes préser-
vant I’orientation), donnée par un morphisme p : I' — Homéo, (S!), nous pouvons associer
une classe euy(p) € HF (L', Z). Clest le “pull-back” de la classe eu, par p. C’est bien siir un
invariant de conjugaison topologique. Sa classe de cohomologie usuelle eu(p) est la classe
de 'extension

0 Z r r 0,

ou I' est défini comme suit :

~ P

I ={(v,f) €I x Homéo, (S), f releve p(v)}.

Nous noterons 7 : Homéo, (S') — R I’application nombre de translation : pour tout = de

R, nous avons 7(f) = lim,,_, f”(i)—:v

, ainsi que 'inégalité :
IT(f) = (f(z) —2)| < L.

Comme nous 'avons vu dans l'introduction, 'application 7 est un quasi-morphisme ho-
mogene (voir [10, 57, 85] a ce sujet) qui est bien sur intiment relié a la classe d’Euler
bornée, comme le montre la propositon suivante. Nous supposons ci-dessous que p est un
homomorphisme d'un groupe discret I' dans le groupe Homéo  (S?), T est extension de
I' associée, comme ci-dessus.

Proposition 1.1.4 ([10]) Le cobord de la fonction nombre de translation 7 : I’ — R
descend en un 2-cocycle borné a valeurs réelles sur I' qui représente l'image dans HbQ(F, R)
de la classe eup(p).
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Preuve : il suffit de prouver le résultat lorsque le groupe I' est Homéo, (S!) tout entier.

Puisque le nombre de translation 7 vérifie 7(f o T%) = 7(f) + k (f € }E;n/éoJr(Sl), keZ),
il est clair que la quantité

T(f1 o fy) — 7(f1) — 7(f2)

(f1,f> € Homéo, (S!)), ne dépend que des homéomorphismes du cercle f1, fo induits par
fi et fo. On note m(f1, f2) cette quantité. Considérons la section s, définie plus haut, et
réécrivons ’équation

sp(f1) 0 sp(f2) = sp(f1 0 fa) o TOULF2),

Appliquons 7 a cette égalité, nous obtenons :

T(s6(f1) 0 s6(f2)) = T(s(f1 0 f2)) + (1, f2)s

puis, retranchant 7(sy(f1)) + 7(ss(f2)) & chaque membre :

T(s(f1) 0 su(f2)) — 7(su(f1)) — T(sp(f2)) = 0(T 0 8p)(f1, f2) + cu(f1, f2)-

Puisque le membre de gauche est égal a m(f1, f2), nous obtenons bien que les cocycles m
et ¢, sont cohomologues, via la fonction (bornée) a valeurs réelles 7 o sy,. O

Nous supposons désormais que S est une surface fermée orientée de genre g supérieur
ou égal a 2. Nous noterons M la variété formée par les droites orientées tangentes a
S, S le revétement universel de S , et M la variété des droites orientées tangentes a S.
Le choix d’une métrique a courbure constante sur S permet d’identifier M et M aux
fibrés unitaires tangents a S et S respectivement, ils héritent alors d’une structure de
S!-fibrés principaux. Nous noterons X le champ de vecteurs sur M tangent aux fibres
de I'application 7 : M — S engendré par cette action du cercle. On note également S1
le cercle & l'infini de S déterminé par cette métrique, et pyo : M — Sl la projection
naturelle. La variété M est difféomorphe a S x S1 et le feuilletage (S x {#})sesy, descend
en un feuilletage .# sur M. C’est le feuilletage stable du flot géodésique sur M. Enfin, si
v :[0,1] — SL est un chemin continu, nous noterons n(y) I'entier défini comme suit. Si
un paramétrage de S. par R/Z est donné, notons 5 un relevé de v a4 R. On pose :

ou [t] désigne la partie entiere d'un réel ¢t. Cet entier ne dépend pas du choix du pa-
ramétrage. Pour tout homéomorphisme h : S — SL  les chemins v et h(y) vérifient
n(y) = n(h(y)). Si v et 3 sont deux chemins dans S., avec v(1) = 3(0) nous avons :

() In(y*B) —n(y) —n(B)] < 2.

Notons enfin que I'extension
0 Z T m1(S5) 0
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du groupe fondamental de S déterminée comme ci-dessus par son action sur le cercle S._,
est isomorphe a ’extension centrale donnée par le groupe fondamental du fibré unitaire
tangent a S :

0——=Z——m(M) ——=m(S) —=0.

C’est un résultat tres classique que nous rappelons brievement. Fixons un point base (7, v)
dans le fibré unitaire tangent a S, au-dessus du point (z,v) € M. Nous allons expliquer
comment construire un morphisme :

uw:m (M, (z,v)) —T.

On vérifie sans peine que c’est un isomorphisme. Pour cela nous pensons au revétement
universel de S! comme & l'espace des classes d’homotopie de chemin basés en poo(Z,v)
dans SL . Considérons donc un lacet a(t) dans M, basé en (z,v) et notons a(t) son relevé
issu de (¥, v). La projection de o dans S détermine un élément v € m1(S, z) et donc un
homéomorphisme de S (encore noté v). L’homéomorphisme u([a]) est I'unique relevé de
v qui envoie la classe du chemin constant po(Z,v) sur la classe du chemin poo(«(t)). Le
nombre de translation de '’homéomorphisme u([a]) peut étre approximativement calculé,
en effet, on a :

() |7(u([a])) = n(poc(a())] < 2.

Nous omettrons parfois d’indiquer I'isomorphisme u. Ainsi, si [o] € w1 (M, (x,v)), nous
noterons 7([a]) le nombre de translation de I'homéomorphisme wu([a]).

A chaque ouvert connexe U C S, distinct de .S, nous allons maintenant associer un
élément canonique ey de 'espace

QM (m((U),R)/Hom(m (U),R).

Puisqu’un quasi-morphisme homogene est invariant par conjugaison, nous oublierons par-
fois de choisir un point base pour le groupe 71 (U). La représentation 71 (S) — PSLy(R) C
Homéo, (S!) associée a la métrique & courbure constante choisie sur S fournit, d’apres
ce qui précede, une classe euy(S) € HZ(m1(S),Z). Cette classe ne dépend pas du choix
de la métrique hyperbolique sur S. En effet, si deux métriques hyperboliques sur S sont
données, les deux représentations 1 (S) — PSLa(R) associées sont conjuguées a l'intérieur
du groupe Homéo (S!) (voir, par exemple, [63] & ce sujet). Notons iy : 71 (U) — m1(95)
le morphisme naturel. Puisque le groupe H?(m;(U), R) est trivial, la classe if;euy(S) (que
nous considérons ici comme une classe réelle) est dans le noyau

Ker(HE(m (U),R) — H*(m1(U),R)).

C’est la classe ery. Nous allons maintenant donner une description “concrete” de cette
classe, c’est-a-dire, nous allons construire un quasi-morphisme homogene qui la représente.
Soit 1 : U x St — 771(U) une trivialisation du fibré 7 : M — S au-dessus de U. Si z
est un point sur S! et si v est un lacet dans U basé en g, nous pouvons considérer le
lacet (y(t), z0) dans 7=1(U) et en choisir un relevé ¥(y(t), zg) a M. On pose : 2 ([V]) =

1n(Poo(Y(Y(t),20))). Si [11] et [y2] sont deux éléments du groupe m1(U), nous pouvons
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choisir deux relevés & M, a1(t) et as(t) des lacets ¥(y1(t),20) et ¥(y2(t), 20), tels que
a2(0) = a1(1). Nous avons alors ¢, ([v2 *71]) = n(pec(a2* 1)), et la propriété () donne :

620 ([v2 ¥ m]) = P20 (12]) = @20 (I])] < 2.

Autrement dit, ¢,, est un quasi-morphisme. Son homogénéisé ¢ ne dépend pas du point
zg. A T'addition d’un homomorphisme prés, le quasi-morphisme ¢ ne dépend pas de la
trivialisation 1, la classe

[¢] € QMh(Trl(U)v R)/Hom(ﬂ-l(U)v R)

est donc canonique. Expliquons pourquoi elle est égale a la classe ey précédemment décrite.
Le morphisme 71 (U) — m1(S) — PSL2(R) définit une action de m1(U) sur le cercle, donc
une extension :

P

0—>2Z—7,(U) —m(U) —=0.

Ici w1 (U) s’identifie & un sous-groupe de 71 (U) x 71 (M ). L’application [v] — ([7], [¢¥(7, 20)])
est une section de cette extension. D’apres la proposition 1.1.4, le cobord de ’application

[v] = 7([¥(7, 20)])

représente la classe de cohomologie bornée err. La fonction A([y]) = 7([(7, 20)]) — &([7])
est bornée : en effet, A([v]) = 7([¢(7,20)]) — @2 ([V]) + @20 ([7]) — #([7])- Le premier terme
est borné d’apres 'inégalité (*x), le second l'est aussi car ¢ est I’homogénéisé de ¢, .
Les cobords de ¢ et 7 sont donc cohomologues via la fonction bornée A. Le cobord de ¢
représente également la classe eyy. C’est exactement dire que [¢] s’identifie & ey lorsque
'on plonge QM,, (71 (U), R)/Hom(m (U), R) dans HZ(m(U),R).

Nous donnons enfin une derniére maniere de décrire le quasi-morphisme ¢. On fixe
un point g € M au-dessus de zg. Si [y] € m1(U,zp), on note 5 son relevé issu de zp
tangent au feuilletage .%. On peut écrire ¥(t) = ¥ (y(t), 2(t)). Notons f([y]) la variation de
Pargument de z(t) comptée en tours. Alors f est un quasi-morphisme dont ’homogénéisé
est égal & —¢. On peut en quelque sorte penser & un feuilletage transverse aux fibres du
fibré M — S comme a une “quasi-trivialisation” du fibré. Alors que la comparaison de deux
trivialisations du fibré au-dessus de 'ouvert U fournit un homomorphisme 7;(U) — Z, la
comparaison du feuilletage avec une trivialisation fournit un quasi-morphisme homogene
sur le groupe 7 (U).

Si le groupe 71 (U) est abélien, il n’admet pas de quasi-morphisme homogene non-trivial
(c’est-a-dire autre que les homomorphismes). En revanche si le groupe 71 (U) est libre non-
abélien, la classe [¢] va apparaitre comme une obstruction & ce que le quasi-morphisme
Cals : 99 — R que nous allons définir se restreigne en le morphisme de Calabi sur le
groupe 9.
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1.2 Cas des surfaces hyperboliques

1.2.1 Construction du quasi-morphisme

Nous supposons désormais que la surface S est munie d’une forme d’aire w, d’aire totale
égale a 2g — 2, et considérons le groupe ¥s de ses difféomorphismes hamiltoniens. Nous
sommes fin préts pour démontrer le :

Théoréme 1 Il existe un quasi-morphisme homogéne
Q:a[s : gs — R,

dont la restriction aux sous-groupes Gy est égale au morphisme de Calabi, dés que U est
difféomorphe a un disque ou a un anneau, et qui est invariant par conjugaison par tout
difféomorphisme symplectique.

D’apres un théoreme de Moser [90], sur une surface fermée deux formes d’aire ayant la
méme aire totale sont images 'une de 'autre par un difféfomorphisme isotope a I'identité.
Nous pouvons donc supposer que la forme d’aire w est la forme associée a une métrique
a courbure constante (égale & —27) sur S. Le choix de cette métrique définit une action
du cercle sur le fibré M, engendrée par un champ de vecteurs X. Si ¢ désigne le flot de
X et si v e M, la direction gbfx(v) est obtenue a partir de v par une rotation d’angle 27t.
Nous noterons a une 1-forme sur M telle que a(X) = 1 et 7*w = da. La forme « est une
forme de contact de champ de Reeb égal & X (nous noterons encore X le relevé a M de
ce champ). Nous sommes dans la situation du paragraphe 1.1.2.

Soit (f;) une isotopie hamiltonienne sur S. Notons ©(f;) : M — M Tisotopie qui releve

(ft), construite au w paragraphe 1.1.2, et (F}) lisotopie de M qui releve @( ft). Siv et w sont

deux points de M tels que 7 7(v) = w(w) (ou 7 est la projection M — S), on peut écrire
w = ¢%2(v) avec ug € [0,1]. Notons G(u,t) = peo(Frd%°(v)) ((t,u) € [0,1]2). Le lacet lu
sur le “bord” de GG a un indice n égal a 0. Puisque F; commute au flot de X, nous avons

G (u,0) = poo(dx " (v)),
G(u,1) = poo(dx (F1(v)))-

Les courbes (qzb““o( ))uE[O 1] et (o5 (F1(v)))uejo,) sont chacune contenues dans une fibre

de la projection A M — S et tournent d’au plus un tour. Puisque 'application p, restreinte
a une fibre de M — S est un homéomorphisme sur S, nous avons :

n(G(=,0)) =0,
n(G(—,1)) =0

(la partie entiere d’un réel ¢ € [0,1] est nulle). On en déduit aisément |n(peo(Fi(v))) —
n(poo(Fi(w)))| < 2. On définit alors, pour T € S, angle(Z, f1) = —infz(,)—z1(Poo (F1(v)))-
Pour tout v € M avec #(v) = % on a \E;I;Jgkr(f, f1) + n(poo(Fi(v)))| < 2. Notons que,
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comme la notation le suggere, le nombre &E\gia(:f, f1) ne dépend pas du choix de l'isotopie
hamiltonienne qui relie I'identité a fi. En effet, la classe d’homotopie de (f;) est unique
puisque le groupe ¢ est simplement connexe. D’apres le lemme 1.1.2 les classes d’homotopie
de (O(f)) et (F;) sont également uniques.

La fonction afn?le(—, f1) est invariante sous l'action du groupe fondamental de S et
définit une fonction mesurable bornée, notée angle(—, f1), sur S.

Lemme 1.2.1 Pour tous difféomorphismes f,g € 4 nous avons :
angle(—, fg) — angle(—, g) — angle(g(—), f)| < 8.

Preuve : fixons un point Z dans S. Nous voulons prouver que
|angle(Z, fg) — angle(Z, g) — angle(g(z), f)| < 8.

On fixe des isotopies (f;) et (g¢) reliant I'identité & f et g respectivement, et on note (F)

et (Gy) les isotopies de M qui les relevent, construites comme précédemment. Choisissons
une direction v au-dessus de z. Il suffit d’établir 'inégalité :

n(Poo(G(v))) + n(Poo (Ft(G1(v)))) = n(Poo((F2) * (G1)(v)))] < 2

(en effet chacun des 3 termes ci-dessus differe d’au plus 2 du terme correspondant dans
I'inégalité que nous souhaitons prouver). Mais ceci résulte de I'inégalité (x) vérifiée par
I'indice n. O

Avec la terminologie introduite dans I'introduction de ce chapitre, le lemme précédent
assure que lapplication f +— angle(—, f) est un quasi-cocycle. L’application qui, au difféo-
morphisme hamiltonien f associe I'intégrale |, g angle(—, f)w est donc un quasi-morphisme.
Nous pouvons I’homogénéiser pour définir

1
Calg(f) := limp_,oog / angle(—, fP)w.
S

Le lemme précédent donne également :

|angle(—, f7™") — angle(—, f") — angle(f" (), f*)| < 8.

D’apres le théoreme ergodique sous-additif [75, 96], la suite de fonctions %angle(—, ?)
converge w-presque partout quand p tend vers I'infini vers une fonction mesurable bornée
angle(—, f). A partir de I'inégalité ci-dessus, nous obtenons par récurrence

k—1
langle(—, f7%) = " angle(f" (=), f?)| < 8(k — 1);
=0

puis en divisant par kp, en faisant tendre £ vers I'infini et en intégrant sur .S :

8
p

— 1
| /S angle(—. ) - - /S M(angle(—, f7))] <
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Ici la fonction M (angle(—, f7)) est la limite des moyennes de Birkhoff relatives a la transfor-
mation fP pour la fonction mesurable angle(—, f?). Puisque les fonctions 9t(angle(—, f7))
et angle(—, fP) ont méme intégrale, nous obtenons :

|/SanAg1e<—,f>—%/Sangle<—,fp>\ < ;

En passant a la limite lorsque p tend vers I'infini, nous avons : €als(f) = [ z@(—, flw.

Discutons maintenant des différents choix effectués pour notre construction. L’indice
n d’une courbe ne dépend pas du choix de la métrique. Si deux métriques (a courbure
constante) g; et gs sont données, notons Séo,l et Séog les deux cercles a l'infini abstraits
associés, et pog ;i : M — Séo,i les projections associées. Il existe alors un homéomorphisme
h: S;OJ — éo,27 équivariant pour 'action de 7 (.5), tel que poo 2 = hopos 1 (voir [63], par
exemple). Ceci assure que l'indice n est indépendant de la métrique. Par ailleurs :

— Sil’on change de métrique, I’action du cercle sur M (i.e. le champ X ) change, mais la
classe d’Euler du fibré n’étant pas modifiée, on peut trouver un difféomorphisme de
M, induisant I'identité sur S, qui entrelace les deux actions. On en déduit aisément
I'invariance du quasi-morphisme.

— Lorsque la métrique est fixée, le choix de la forme « est sans importance. Une autre
primitive de m*w valant 1 sur X serait de la forme o + 7*(3, ou (3 est une 1-forme
fermée sur la surface. En utilisant la nullité du flux d’une isotopie hamiltonienne, on
voit que le quasi-morphisme final est inchangé.

— Une fois acquise l'indépendance de C€alg vis-a-vis de la métrique, 'invariance par
conjugaison dans le groupe Symp(S,w) des difféomorphismes de S qui préservent
laire est claire. Il suffit de considérer une métrique (& courbure constante, de forme
d’aire w) et de la transporter par le difffomorphisme symplectique considéré.

Supposons que U C S soit un ouvert connexe distinct de S, et (f;) une isotopie ha-
miltonienne dans U. Nous entendons par la une isotopie engendrée par un hamiltonien
H :[0,1] x U — R & support compact. On note f = fi. Nous allons calculer Calg(f).

Choisissons une trivialisation 1 : U x S — 771(U) du fibré M — S au-dessus de U,
telle que X = % (ot s € R/Z = S! désigne la coordonnée angulaire sur le cercle). La
I-forme o — ds sur 7~ 1(U) est alors nulle dans la direction du champ X, et invariante
par son flot. Elle est donc de la forme 7*A, ou A est une primitive de w sur U. Notons
également ¢ le quasi-morphisme homogene sur m(U) associé a cette trivialisation, qui
représente la classe ey. Enfin, on note Z; le champ de vecteurs qui engendre l'isotopie (ft),
H; un hamiltonien pour Z; avec supp(H;) C U et H; la fonction de moyenne nulle sur
S qui differe de H; par une constante. Remarquons que l'isotopie ©(f;) a une expression
tres simple “lue” dans la trivialisation ¢ : dans les coordonnées (z,s) € U x S! le champ
horizontal Z; est

0
Zy — A(Zt)g,

et le champ 6(Z;) s’écrit :

Zy+ (H; — A(Zt))%'
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Lo

fi(z)

F1G. 1.1 — Le lacet v, ¢

On obtient donc aisément :

O(f)((z,s)) = ¢(ft($),exp(2i7f/0 (Hy = MNZv))(fo(w))dt') - 2).

Fixons un point xy dans U et un compact K de U tel que supp(f;) C K. Pour tout point
x de K, on peut choisir un chemin de classe C! par morceaux oy, : [0,1] — U de dérivée
bornée indépendamment de x (la norme de la dérivée étant mesurée par rapport a une
métrique riemannienne fixée sur S). On note v, s» le lacet agor * hp (%) * gy pr(z)- L,
Qo fr(z) désigne le chemin t +— a p(5)(1 — 1) et (hy) désigne isotopie

(fe) # (fro f) = -x (fro fP7h);

Zp s est le champ de vecteurs associé a (hy) et ﬁp,t un hamiltonien pour Z,;, de moyenne
nulle sur S. Enfin nous noterons (¢, f)(x) la limite de la suite (%qﬁ([’yx,fp]))pzo.

Proposition 1.2.2 Pour presque tout x de U nous avons :
—_— 1 ~
angle(z, f) = — (¢, f)(z) + M(y — /0 (A(Ze) — Hy)(fiy))di) ().

Dans cette proposition, et dans la suite, M (p) désignera la limite des moyennes de Birkhoff
d’une fonction (intégrable) ¢, relativement a la transformation f cette fois-ci.

Preuve : si x est dans U et z dans S! nous avons :

O(hp,t)(Y(,2)) = 1/1(hp,t(x)7exp(2m/0 (Hpr = M Zp)) (hp o (x))dt') - 2).

Notons v(t), vi(t), va(t) les courbes
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respectivement. On choisit deux relevés 7 et @ & M tels que v1(1) = ©02(0), et l'on
note ¥ = v; * vg. Dans la suite d’égalités ci-dessous, le symbole ~ voudra dire que les
deux membres de I'égalité different d’une quantité bornée, la valeur exacte de la borne
important peu (mais pouvant cependant aisément étre déterminée).

angle(z, fP)

—1(Poo (02(1))) Jo A
—1(Poo(1(?))) —¢([% fp]

Nous obtenons au total I'existence d’une constante C' telle que :

—1(Poo (U

_n(poo( U1

)
t)

R

) = 1(Poo(v2(1))),
Hy ) (hp,po ()t

R

t
(
pt) =
)-

1
|angle(z, f*) — /0 (MZp) = Hpp)(hpw (2))dt’ + ¢([7z,po])| < C.

Le résultat suit. O

Une fois la proposition précédente acquise, nous pouvons terminer la preuve du theoreme
1. Hors de U la fonction angle(z, f) est égale & — fo Ht )dt. En notant A(y fo
Hy)(f:(y))dt, nous obtenons donc :

Cals(f) = fsanglexf)

= Julo. f) fS\U fo Ht Jdtw + [ A(z)w
— Juy(o. f W+fo0 (Z¢)dt w

= _fU<¢7 w+€a[U(f)

Nous noterons ( fU ¢, f)w. La fonction (¢, f) dépend du choix de la trivialisation
1, mais son 1ntegrale ne depend (comme I'indique notre notation) que de la classe [¢].
En effet si 'on change de trivialisation, le quasi-morphisme ¢ est modifié par I’addition
d’un homomorphisme 71 (U) — R qui se représente par une 1-forme fermée 3 sur U. Nous
devons alors ajouter a la fonction (¢, f) le terme :

1
wﬁmzm@Hﬁmmm@wmy

L’intégrale de ce terme supplémentaire vaut fU fol B(Z;)dt w. Mais cette derniere intégrale
est nulle pour une isotopie hamiltonienne dans U. Cela traduit simplement le fait que
le cycle asymptotique de Schwartzmann pour la mesure w est nul (ou encore que le flux
de l'isotopie est nul). La classe [¢] représente donc une obstruction & ce que le quasi-
morphisme Calg coincide avec 'invariant €aly sur le groupe 4.

Si U est simplement connexe, la fonction (¢, f) est identiquement nulle. Si U est un
anneau, le groupe
QMp(m (U),R)/Hom(m (U), R)
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est trivial : tout quasi-morphisme homogene sur le groupe infini cyclique 71 (U) est un
homomorphisme. Le quasi-morphisme ¢ est donc un homomorphisme qui se représente
par une 1-forme fermée § sur U. Nous avons donc :

[o.a= | 3zt

et cette derniére intégrale s’annule, comme précédemment. On a donc bien Calg(f) =
Caly(f) dans ces deux cas. Si le groupe 71 (U) est libre non-abélien, 1’espace

QM (m (U),R)/Hom(m (U),R)

n’est pas trivial [8, 21], et le terme ([¢], f) peut ne pas s’annuler. Nous avons achevé la
preuve du théoreme 1.

Nous rappelons maintenant des constructions de Gambaudo et Ghys, déja évoquées
dans l'introduction, qui permettent de prouver le fait suivant :

L’espace & des quasi-morphismes homogenes sur le groupe ¥s, nuls en restriction aux
sous-groupes 4, ou U est un disque ou un anneau, est de dimension infinie.

Maintenant, pour tout quasi-morphisme ® dans &, le quasi-morphisme €Calg+® coincide
avec I'invariant de Calabi sur le groupe 4 lorsque U est un disque ou un anneau. Nous
obtenons donc un espace affine de dimension infinie de “quasi-morphismes de Calabi”.
Cependant, I'invariant Calg est en quelque sorte plus “naturel” que les quasi-morphismes
de & que nous allons construire. Il est invariant par conjugaison par tout difféomorphisme
symplectique et ne dépend d’aucun choix. Au contraire, les invariants que nous allons
construire maintenant dépendent du choix d’une métrique hyperbolique sur S.

Nous supposons donc fixée une métrique hyperbolique. A chaque 1-forme différentielle
n sur S, nous allons associer un quasi-morphisme homogene ®,, défini sur le groupe

Homéog (S, w)

des homéomorphismes de S, isotopes a 'identité et qui préservent 1’aire, qui contient bien
stir le groupe des difféomorphismes hamiltoniens de S. Nous noterons 77 le relevé a S de
la 1-forme 1. Un homéomorphisme f de S isotope a I'identité admet un relevé canonique
aS. Cest I'unique homéomorphisme f : S— 8 qui releve f et commute avec 'action du
groupe fondamental de S sur S. Six est dans S , hous noterons 6(z, f) I'unique géodésique

de S qui relie z & f(x). La fonction

T +— n

8(x,f)
est invariante sous ’action du groupe fondamental de S et définit une fonction continue
v(n, f) sur la surface S. En utilisant le fait que la 2-forme dn vérifie une inégalité de la
forme ||dn|| < C||@|| et le fait que les triangles géodésiques de S sont d’aire bornée par T,
nous obtenons aisément :
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lv(n, fg) —v(n,g) —v(n, f)ogl < nC.

Ainsi f — [, g v(n, f)w définit un quasi-morphisme sur le groupe Homéog(S,w), son ho-
mogénéisé sera noté @, (contrairement a Calg, il dépend de la métrique). Dans [52], il est
montré que la famille (®,),, restreinte au groupe ¥s, engendre un espace de dimension
infinie dans 'espace QM (¥s, R). Les auteurs utilisent pour cela des “twists” supportés
au voisinage d’'une géodésique fermée simple. Notons que, pour que ceux-ci soient hamil-
toniens, cette géodésique doit étre homologue a 0.

Supposons que ( f;) soit une isotopie symplectique supportée dans le compact K contenu
dans Pouvert simplement connexe U de S. Notons K C U des relevés a S. Le compact
K est stable par f et de diametre fini. On a donc |v(n, f7)| < |n| - diam(K) pour tout p.
Ceci assure que ®,(f1) = 0. Soit maintenant (f;) une isotopie hamiltonienne (engendrée
par le champ Z;) supportée dans 'anneau A =]0,1[xR/Z — S. On suppose bien str ce
plongement injectif au niveau du groupe fondamental, sans quoi on serait ramené au cas
précédent. On vérifie alors que la fonction

1
6(777 f) = limp—wo]_)v(m fp)

est égale a [ - M( fol B(Z;) o fidt), ou la classe de la 1-forme fermée [ sur A engendre
H'(A,Z) et | est I'intégrale de la 1-forme 7 sur la géodésique fermée librement homotope
dans S au générateur de m1(A). On en déduit ®,(f1) = 0. Nous avons bien établi que les
quasi-morphismes ®,, sont nuls en restriction aux sous-groupes de la forme %;, lorsque U
est difféomorphe & un disque ou un anneau.

Comme annoncé dans l'introduction, nous allons maintenant expliquer pourquoi, sur
la sphere, la condition “l’'ouvert U peut étre disjoint de lui-méme par un difféomorphisme
hamiltonien” est nécessaire pour qu’il existe un quasi-morphisme ¢ : g2 — R qui coincide
avec le morphisme Caly sur le groupe 4. Pour cela, nous allons montrer la :

Proposition 1.2.3 On suppose la sphére S? munie d’une forme symplectique d’aire totale
1. Soit e > 0. Il n’existe pas de quasi-morphisme homogene ¢ : Yg2 — R ayant la propriété
sutvante.

Pour tout ouvert U C S2, difféomorphe a un disque et vérifiant aire(U) < % +e:

(b‘gU = Caly.

Preuve : on identifie la sphére S? & la sphere unité de R? munie de sa forme d’aire
standard (normalisée). Fixons € > 0 et supposons qu’il existe un quasi-morphisme ¢ :
Y5> — R ayant la propriété ci-dessus. Considérons les deux disques suivant :

Uy ={(z,y,2) € S%, 2> —at,

Us = {(z,y,2) € $%, 2z < al.

Si « est suffisamment petit, ces deux disques sont d’aire inférieure a % + e. Considérons
une fonction ¢ : R — R, lisse, vérifiant : ¢ = 1 au voisinage du fermé {z > a}, ¢ = 0
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au voisinage du fermé {z < —a}, et ¢’ > 0. Soit f : S2 — 82 le difféomorphisme qui
est le temps 1 du flot associé au hamiltonien H(x,y,z) = ¢(z). Calculons la valeur du
quasi-morphisme ¢ sur f. Puisque f € 9, N%y,, on devrait avoir a la fois ¢(f) = €aly, (f)
et ¢(f) = Caly, (f). Mais pour calculer I'invariant €aly, (f) nous devons intégrer sur S? un
hamiltonien engendrant f et a support dans U;. On obtient :

Caly, (f) — Caly, (f) = [ Hw— / (H-1)w=1.
S2 S2

C’est absurde. Bien str, le fait que les invariants Caly, (f) et €aly, (f) soient distincts n’est
possible que parce que le flux de f dans 'anneau Uy N Us est non-nul. O

Pour conclure ce paragraphe, nous esquissons la preuve d’une généralisation de la
construction du quasi-morphisme €alg en dimension supérieure.

Supposons que (V,w) soit une variété symplectique entiere. Comme expliqué au pa-
ragraphe 1.1.2, on peut alors construire un fibré en cercles S! — M — V au-dessus de
V', muni d’une forme de contact o dont la différentielle est égale au “pull-back” de w sur
M. En fait, l'existence d’un quasi-morphisme homogene ¢ : (M) — R qui prenne la
valeur 1 sur I'élément de m (M) représenté par la fibre du fibré M — V suffit & construire
un quasi-morphisme du type €alg sur le groupe des difféomorphismes hamiltoniens de V'
(dans le cas ou V était une surface hyperbolique, le quasi-morphisme ¢ était le nombre de
translation associé a 'action de (M) sur la droite réelle).

Expliquons pourquoi. Pour tout point « de M, choisissons un chemin (o (t))o<t<1 d’'un
point base z( fixé a x, et supposons la longueur de o, uniformément bornée lorsque x
parcourt M. Si (f;) est une isotopie hamiltonienne sur V', et O(f;) l'isotopie de M qui la
releve, on peut considérer, pour x € M, le lacet

Vo = @z * (O(ft(7)) * o (F)(a)-

L’application f — [}, ¢([vz,f])a A (da)™ est alors un quasi-morphisme. Notons % son
homogénéisé. On peut alors vérifier que, pour tout ouvert U difféomorphe a une boule,
C(f) = Caly(f) (f € 9u). La preuve est identique a celle du théoréeme que nous venons
d’établir.

Il existe effectivement des variétés symplectiques entieres, de dimension supérieure a 2,
pour lesquelles on peut construire un tel quasi-morphisme g. Supposons que le revétement
universel de V' soit contractile, ce qui permet d’identifier la cohomologie de V a celle de
son groupe fondamental. D’apreés Barge et Ghys [10], l'existence d’un quasi-morphisme ¢
comme ci-dessus est équivalente au fait que la classe [w], considérée comme une classe réelle,
soit bornée, c’est-a-dire, dans 'image de I'application naturelle H?(V,R) — H?(V,R). Les
variétés symplectiques obtenues comme quotient d’un espace symétrique hermitien de type
non-compact (comme Sp(2n,R)/U(n) par exemple) vérifient cette propriété (voir [32]).

1.2.2 Graphe de Reeb

Nous rappelons ici la construction du graphe de Reeb associé a une fonction de Morse
sur une surface (voir [106]). Considérons donc une fonction de Morse F' : S — R, nous
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allons lui associer un graphe G. Les points de G vont représenter les composantes connexes
des niveaux de F. Nous ferons I’hypotheése que les valeurs critiques de F' sont toutes
distinctes. Notons x1,...,x;, ses points critiques, A\; = F(z;) ses valeurs critiques, avec
A1 < --- < \. Parmi les composantes connexes des niveaux de F', on trouve :

1. les points critiques de F' d’indice 0 ou 2,
2. des courbes simples plongées,

3. des courbes immergées ayant un unique point double (correspondant & un point
critique d’indice 1 de F).

A chaque composante de type 1 ou 3 on associe un sommet de §. Notons K la réunion des
composantes de type 1 ou 3. L’ouvert S\ K est une réunion finie de cylindres difféomorphes
AaS!'xR. A chaque cylindre C on associe une aréte dont les extrémités sont les sommets
associés aux composantes de niveaux de F' qui contiennent C. Nous avons une application
naturelle pg : S — §. Si z est un point de § qui n’est pas un sommet, nous noterons [z]
la classe d’homotopie libre du cercle pgl(az) dans S, orienté par le champ de vecteur X,
et si e est une aréte de G, nous noterons [e] la valeur commune des classes [z] lorsque x
parcourt e.

Puisque I’application pg est a fibres connexes, elle induit une surjection entre les groupes
fondamentaux. Ainsi le graphe associé & une fonction de Morse sur la sphere S? est sim-
plement connexe : c’est un arbre.

Supposons maintenant que la surface soit de genre g supérieur ou égal a 2. Nous
définissons alors un sous-ensemble ¥ de l’ensemble des sommets de G, de cardinal 2g-
2, formé uniquement de sommets associés a des points critiques d’indice 1.

Nous pouvons élaguer le graphe G pour obtenir un graphe §’, de la maniere suivante. Le
graphe G possede des sommets de degré 1 ou 3. Si v est un sommet de degré 1 de G, nous
retirons v ainsi que 'aréte a laquelle il était relié, pour obtenir un nouveau graphe. Ce
faisant, nous créons un sommet de degré 2 (ou de degré 1, & partir de la seconde itération
de ce procédé). Répétons ce procédé jusqu’a obtenir un graphe §’ qui ne possede plus que
des sommets de degré 2 ou 3. Les sommets de degré 3 de G’ sont en nombre 2g — 2. En
effet, comme me I’a appris Bruno Sévennec, la quantité

Z 2 — degré(v),

ou la somme porte sur tous les sommets de G, est égale a la caractéristique d’Euler de la
surface. Si v est un sommet correspondant a la composante de niveau de F' contenant le
point critique x;, on a

2 — degré(v) = (—1)ndi,

et donc
l

Z 2 —degré(v) = Z(—l)ind” = x(9).

i=1
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La quantité ) 2 — degré(v) reste constante au cours de 1’élagage. Nous obtenons donc :
2—-2g= Z 2 — degré(v)
v

ou la somme porte cette fois sur les sommets de §'. Chacun des termes 2 — degré(v) vaut
0 ou —1 et le nombre de termes non-nuls est égal au nombre de sommets de degré 3 de §'.
Les éléments de ¥ sont les sommets de degré 3 de §'.

Si v est un sommet de § associé a un point critique z; d’indice 1 de F', pour ¢ assez
petit, la composante connexe de z; dans

F_l([Aj —g,\j+e])

est un pantalon que nous noterons P, (nous omettrons de mentionner le parametre e, qui
ne jouera aucun role par la suite). L’ensemble F~1([\; — &, \; + €]) peut bien sfir avoir
également des composantes connexes qui sont des cylindres.

Proposition 1.2.4 Le sommet v associé a un point critique d’indice 1 est dans ¥V si et
seuleement si les trois composantes de bord de P, sont essentielles dans S.

Preuve : remarquons d’abord que pour toute aréte e de § qui n’est pas dans G, la classe
[e] est triviale.

Nous commencons par montrer que ’ensemble des sommets v pour lesquels les trois
composantes de bord de P, sont essentielles est contenu dans #. Ceci équivaut & dire que
pour tous les sommets v correspondant aux points critiques d’indice 1 qui, soit ont été
“élagués”, soit apparaissent avec un degré 2 dans §’, il existe une aréte e adjacente & v
pour laquelle la classe [e] est triviale. Mais ceci est clair, puisque si v est un tel sommet,
au moins une aréte e qui lui est adjacente a été élaguée et vérifie donc [e] = 0.

Réciproquement, soit v un sommet (correspondant a un point critique d’indice 1) et e
une aréte adjacente a v qui est contractile. Nous allons prouver que v ¢ ¥ Soit

u:D? = S

un plongement du disque tel que u(0D?) = pgl(az) pour un point z de e. A la fonction de
Morse

Flyp2)
on peut associer un graphe de Reeb, comme dans le cas d’une surface fermée (la seule
différence étant que l'aréte associée aux composantes de niveau proches de OD? n’est

connectée qu’a un seul sommet). Ce graphe est un arbre et sera donc élagué lors du
passage de § & §'. L’aréte e sera donc élaguée ce qui assure que v ¢ 7. O

Nous décrirons la structure du graphe G lorsque la surface est un tore au paragraphe 1.3.3.
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1.2.3 Calcul sur des hamiltoniens autonomes

Nous supposons de nouveau que S est une surface de genre supérieur ou égal a 2 ici.
Considérons ’espace

F={H:S—>R,C® w(Xy,Xr) =0},

des fonctions sur la surface S qui commutent avec F' au sens de Poisson. Si la fonction
H : S — R est dans F, elle descend en une fonction sur le graphe G, nous pouvons donc
écrire : H = Hg o pg, ou Hg est définie sur §. L’ensemble

I'={py,H € F}

est un sous-groupe abélien de %5 (ol ¢, désigne le flot de X ). Le lemme suivant est tres
classique.

Lemme 1.2.5 Tout quasi-morphisme homogene sur un groupe abélien est un homomor-
phisme.

Preuve : considérons un quasi-morphisme homogene ¢ : A — R ou A est un groupe
quelconque. Nous allons montrer que si x et y sont deux éléments de A qui commutent,
alors ¢(z - y) = ¢(z) + ¢(y). Pour cela nous écrivons (d(¢) désignant toujours le défaut de

9)) :

¢(z - y) ,—1,<b((w “y)P)
= 5¢($p “yP)
= (6") + o(y?) + 0(5(0))
= é(x) +d(y) + O(").
Nous obtenons le résultat en faisant tendre p vers l'infini. O

D’apres ce lemme, la restriction du quasi-morphisme homogene €alg a I' est un homo-
morphisme, que nous calculons dans le théoreme suivant. Nous supposons toujours que
I’aire totale de la forme w est égale a 2g — 2.

Théoreme 2 Si H est dans F, nous avons :

Cals(oly) = 3 Hsto) = [ Ho

veY

Nous noterons U l'ouvert S\ {z;} et nous fixons, encore une fois, une trivialisation du
fibré w : M — S au-dessus de U. Celle-ci fournit une primitive A de w sur U et un quasi-
morphisme homogene ¢ sur le groupe m1(U), comme précédemment. Pour un domaine
D c U a bord lisse, nous noterons ([¢],0D) la somme des valeurs de ¢ sur les classes
de conjugaison déterminées par chacune des composantes de bord de D. Concretement, si
Yy - ST — S sont k plongements du cercle dans S qui parametrent les k composantes
de bord de D (et qui sont orientés en tant que tels), on pose :

k

([6],0D) = é([v)).

j=1
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Ce nombre ne dépend que de la classe [¢] car vy + - - - + vy borde dans U.

Proposition 1.2.6 Si D C U est a bord géodésique, pour une métriqgue da courbure
constante (normalisée pour étre de volume 2g — 2) quelconque définie sur S, on a

([¢],0D) = —x(D).

Pour démontrer la proposition, nous aurons besoin du :

Lemme 1.2.7 On suppose fizée une métrique a courbure constante —2w sur S, de forme
d’aire associée w. Identifions le fibré M au fibré unitaire tangent de S. Alors la forme «
telle que a(X) = 1 et da = m*w peut étre choisie nulle dans la direction du flot géodésique.

Preuve du lemme : identifions M au quotient PSLa(R)/T" ot I est isomorphe au groupe
fondamental de S, plongé comme réseau cocompact dans PSLy(R). Les matrices

a=(3 S)s=(0 ) e=(50)

forment une base de 1'algebre de Lie de PSLa(R) et vérifient les relations :
[A,B] =—-2B, [A,C]=2C, [B,C]=—-A.

Chacune de ces matrices induit un champ de vecteurs sur PSLy(R)/I" que nous désignerons
par la méme lettre. Par exemple, si x € PSLa(R) /I,

d

A@) = Zlimg

(e ).

Le champ de vecteurs (B — C) s’identifie au champ X précédemment décrit (la matrice
e™(B=C) est égale & —Id, qui est égale & Id dans PSLy(R); le flot de n(B — C) sur M
est donc bien, comme celui de X, périodique de période 1). Cherchons maintenant une
1-forme a sur PSLy(R), invariante & droite, telle que

a(n(B—C)) =1 et da(r(B - C),") = 0.

Rappelons que si a est une 1-forme invariante et U et V sont deux champs de vecteurs
invariants, nous avons :

da(U, V) = a([U, V]).
La seconde condition ci-dessus est donc équivalente a la suivante :

aocad(B—-C)=0,

ou ad désigne la représentation adjointe de 1’algebre de Lie de PSLa(R). Ces deux condi-
tions permettent de déterminer uniquement «. Nous obtenons : «(A) = 0, a(B) = %

et a(C) = 52. Il n'est pas difficile de vérifier que da coincide avec le relevé & PSLy(R)
de la forme d’aire hyperbolique sur le demi-plan de Poincaré (aprés une normalisation
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convenable pour que la courbure soit —27). Puisque le champ de vecteurs A engendre la
direction du flot géodésique, nous obtenons le résultat souhaité. O

Preuve de la proposition : on peut supposer ici que w est la forme d’aire associée a la
métrique a courbure constante donnée sur S (car la classe [¢] est indépendante de la forme
d’aire). On fixe une 1-forme « comme dans le lemme précédent. Au-dessus de U, dans une
trivialisation dans laquelle X = %, on a a=ds+ 7\ (ou A est une primitive de w sur
U). Soit v une orbite périodique du flot géodésique telle que 7 () est une composante du
bord de D. Puisque 7 est fermée nous avons ¢([7(y)]) = — fv ds (ceci est une conséquence
de la derniére description que nous avons donnée du quasi-morphisme ¢). Puisque « est
nulle sur la direction tangente & v, on obtient ¢([w(v)]) = fw(y) A. En sommant sur les
différentes composantes du bord de D, on obtient : ([¢],0D) = [, w, d’apres le théoreme

de Stokes. Puisque la courbure de la métrique est —2m, nous avonc bien, par le théoreme
de Gauss-Bonnet : ([¢],0D) = —x(D). O

Proposition 1.2.8 Soit D un petit disque centré autour du point x; dans S. Alors :

#([0D]) = 2 - 2.

Preuve : le lacet v qui parametre le bord de D (orienté en tant que tel) admet un relevé 4
tangent au feuilletage .# qui est fermé. Notant a« = ds+7*\ (dans la trivialisation fixée du
fibré M au-dessus de U), nous avons : ¢([y]) = — f,y ds = fﬂ/ A — fgf a. Lorsque le disque D
est choisi de plus en plus petit, le terme fv A tend vers 2 — 2g (par le théoréeme de Stokes),
et le second terme tend vers 0. O

Sizx est dans U et pg(z) n’est pas un sommet de G, nous noterons cette fois [z] la classe
d’homotopie libre dans U du cercle pgl(pg(a;)), orienté par Xp. Comme précédemment,
pour chaque aréte e de G, [e]y désignera la valeur commune des classes [z]y pour x €
pgl(e). Nous noterons également e™ et e les sommets aux extrémités de e (avec la conven-

tion Fg(e™) < Fg(e™)). Enfin nous fixons un paramétrage de pgl(e) par (0,s) € S'x]sz, st
de sorte que w = ds A df et Xr(0,s) = ﬁp(s)% (avec 9p > 0). Supposons que H : S — R
soit un hamiltonien commutant avec F. Alors, sur I'ouvert pgl(e), H ne dépend que de la
coordonnée s et X (0,s) = 19[{(8)% ou g (s) est la dérivée de H par rapport a s. Nous
avons donc la relation suivante, qui sera utilisée a plusieurs reprises par la suite :

Hg(s?) — Hg(s7) = /

) d(Hdf) = / Vg (s)ds A db.
pg (e)

g (e)

Si H est dans F, bien que lisotopie (¢%;) ne soit pas nécessairement & support dans
U, on peut répéter le raisonnement qui a servi a établir la proposition 1.2.2. Notant H la
fonction d’intégrale nulle sur S qui differe de H par une constante, on a, presque partout
sur U :

angle(z, pk) = My — A Xu)(y) — Hy))(@) — 9 (2)d([2]v).

Dans le lemme ci-dessous, le membre de gauche de I’égalité ne fait pas intervenir le ha-
miltonien (et en particulier ne dépend pas du choix d’une normalisation). Par contre, le
choix d’une normalisation apparait dans le membre de droite.
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Lemme 1.2.9
fimen [ A = (29 - 2) ()
{F<N\—¢}

Preuve : c’est une simple application de la formule de Stokes. La 3-forme A Aw étant nulle,
nous avons : A(Xg)w =AA (—dH) = d(H\) — Hw. Donc

/ ANXp)w = / HX— / Hw.
{F<\—¢} {F=\—¢} {F<\—¢}

Le second terme tend vers 0, et le premier est égal a H{F =X —¢}) aire({F < A\ —e}),
qui tend vers (2g — 2)H (x). O

La somme des intégrales de ¥ (x)¢([z]r) sur les différentes arétes vaut :

> o(leu)(Hg(e™) = Hg(e)).

On peut bien str transformer cette somme en une somme portant sur les sommets de G :

Y C(v)Hg(v).

Il nous faut calculer les constantes C'(v). Au préalable, notons le fait suivant :

Observation. Si z et y sont deux lacets dans 7~ !(U), tangents au feuilletage .# de M,
ayant méme point base, alors ¢([r(z*y)]|) = ¢([m(x)])+¢([7(y)]). Ceci est une conséquence
facile de la derniere description du quasi-morphisme ¢.

On peut alors commencer le calcul des constantes C'(v) :

— Si v correspond & un extremum local autre que le maximum global, la constante
C(v) est nulle. En effet, elle est égale a la valeur de ¢ sur un petit lacet qui entoure
I'extremum. Comme celui-ci est dans U le lacet est trivial dans 1 (U).

— Si v = pg(z;), la constante C(v) est égale a la valeur de ¢ sur la classe d’homotopie
dans U d’un petit lacet v qui entoure x; (avec orientation du bord de {F < \;—€}).
D’apres la proposition 1.2.8, nous avons ¢([7]) = 29 — 2.

Il reste alors a calculer les constantes C'(v) pour les sommets v correspondant a des points
critiques d’indice 1. Il n’est pas difficile de vérifier que

C(v) = —([¢], 0F)

dans ce cas, ou P, est le pantalon associé au sommet v introduit au paragraphe 1.2.2 (qui
dépend d’un parametre ¢).

— Si I'une des composantes du bord de P, est homotope & 0 dans U, ¢ est nul évalué
contre celle-ci. Les deux autres composantes sont alors librement homotopes dans U,
et les deux valeurs de ¢ correspondantes sont opposées. On peut donc supposer les
trois composantes de 9P, essentielles dans U, sans quoi C'(v) = 0.
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— Si en outre ces trois composantes sont essentielles dans S, on peut trouver une
métrique & courbure constante (de forme d’aire égale & w) qui rend le bord de P,
géodésique (ou seulement deux composantes sur trois de 9P, si deux d’entre elles
sont librement homotopes). Une généralisation immédiate de la proposition 2.2 per-
met alors de montrer que la constante C'(v) vaut —1.

— Il reste a traiter le cas ou I'une des composantes, disons «aq, de JP, est contractile
dans S. Dans ce cas elle borde un disque plongé qui contient le point x; (puisque 'on
a supposé cette méme courbe essentielle dans U). Les deux autres composantes as et
ag de OP, sont alors essentielles dans S. Modifions le pantalon P en un pantalon P’
de composantes de bord (a})i<i<3 telles que o est homotope & «a;, et o) et of, ont
méme point base. Le lacet o/ peut étre choisi contenu dans un disque arbitrairement
petit au voisinage de z;. On peut alors trouver une métrique a courbure constante
qui rend o), géodésique. Notant (2 'orbite périodique du flot géodésique telle que
7(B2) = af, on peut trouver un relevé, tangent au feuilletage horocyclique et fermé,
f1 de o, issu du méme point que l'orbite (5. Dans ce cas l'observation ci-dessus
assure que ¢([a] * b)) = ¢([a]]) + ¢([ah]). Puisque la derniére composante de bord
de P’ définit la classe de conjugaison de [o] x ab]™1, on a ([¢], OP") = 0.

En résumé, nous avons prouvé que la constante C(pg(x;)) vaut (2g — 2), les autres
constantes sont égales & —1 pour les éléments de ¥ et 0 sinon. Finalement, la somme
initiale — ", C(v)Hg(v) est égale a :

S He(v) - (29 — 2)H(ay).

veV

En lui ajoutant le terme

(29— 2 (1) = (29 — 2)H(zy) ~ /S Ho

—

Cals(py) = | angle(—, pi)w =Y Hg(v) —

(qui venait de D'intégration du terme MM (y — A(X#)(y) — H(y))(x)), nous obtenons :
Huw.
S

veV
Nous avons achevé la preuve du théoreme 2.

Les quasi-morphismes construits par Entov et Polterovich dans [36] ont la propriété
supplémentaire suivante : ils sont continus par rapport a la distance de Hofer sur le groupe
des difféomorphismes hamiltoniens (voir le chapitre 4 pour un rappel de la définition de
cette distance). Nous ignorons si le quasi-morphisme Calg construit ici possede également
cette propriété.

Nous décrivons maintenant de maniére trés succincte la construction du quasi-morphisme
de Calabi €gp : 952 — R de Entov et Polterovich [36].

La notion clé pour cette construction est celle d’invariant spectral associé a un difféomor-
phisme hamiltonien d’une variété symplectique V. Elle a été introduite par Viterbo [115]
pour les difféomorphismes hamiltoniens & support compact de R??, puis a été étendue
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aux cas des difféomorphismes hamiltoniens de certaines variétés symplectiques fermées
par Schwarz [109] puis Oh [95]. Nous nous contentons ici d’exposer le cas ou V est la
sphere S2.

Considérons donc une isotopie hamiltonienne (f;) sur S2, engendrée par un hamiltonien
normalisé (H;). Nous supposerons le hamiltonien périodique en temps, autrement dit, nous
supposons que H(t,z) = Hy(z) définit une fonction lisse sur S! x S2. Si v : St — 82 est
un lacet et u : D — S? (ou D est le disque unité de R?) une application lisse telle que
u(e?™) = ~(t), on définit I'action de (v,u) par :

1
i ((7,)) = /D e — /O H, ((8))dt.

Cette quantité ne dépend que de 7 et de la classe d’homotopie de I'application u relative-
ment au bord de D. Nous obtenons donc une fonction définie sur le revétement universel
A de 'espace des lacets A de la sphere S2. Clest la fonctionnelle d’action associée a (Hy) :

MH:KHR.

Un élément de A consiste en la donnée d’une application (lisse) v : S' — 82 et d’une
classe d’homotopie d’application u : D — S? qui coincide avec v sur le bord du disque.
On peut montrer que les points critiques de .27y sont les paires (v, u), ol 7y est un lacet de
la forme :

V(t) = fi(x)

pour un point fixe z du difféomorphisme f;.

Suivant Floer, on définit alors un complexe différentiel (C,(H),d) a partir des points
critiques de la fonctionnelle @777, dont ’homologie est canoniquement isomorphe & I’homo-
logie (quantique) de la sphere. C’est cette méthode qui a permis, sur une variété symplec-
tique fermée quelconque, d’établir la conjecture d’Arnold : le nombre de points fixes d’un
difféomorphisme hamiltonien est minoré par la somme des nombres de Betti de la variété
ambiante. Concernant I’homologie de Floer, nous renvoyons, par exemple & [43, 44, 70, 80].

Dans le cas de la sphere S? D'existence d’au moins deux points fixes distincts pour un
difféomorphisme préservant l'aire s’établit bien sur par des moyens beaucoup plus simples
que 'homologie de Floer... Cependant, méme dans ce cas, nous allons voir que I'on peut
extraire des informations intéressantes et non-triviales du complexe C,(H) associé a une
isotopie hamiltonienne.

Ce complexe est constitué des sommes formelles
v= Z a.z (a, € C)
vérifiant la condition de finitude suivante : pour tout réel  I’ensemble

{z € Crit(y)|a, # 0, u(z) > 6}

est fini. Nous noterons C%(H) le sous-espace de Cy(H) formé des éléments v pour lesquels
i (z) < a deés que a, # 0. Un point crucial est que 'opérateur de bord

8 Cu(H) — Cu(H)
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préserve le sous-espace C'¢(H ), pour tout a. Ceci est du au fait que 'opérateur 0 est défini
en comptant des trajectoires du flot de gradient négatif de la fonctionnelle d’action <y
dans 'espace A.

Ainsi, bien que ’homologie du complexe C,(H) ne nous apprenne rien sur le difféomor-
phisme f;, le complexe lui-méme contient des informations qui dépendent du difféomor-
phisme & travers la filtration (C2(H)),. Fixons un isomorphisme u : H,(S?) — H.(C,(H)).
Pour tout réel «, notons

io : Hi(CY(H)) — H.(Ci(H))

I'application naturelle induite par Iinclusion de C¢(H) dans C,(H). Si e € H,(S?) est
une classe fixée, on peut définir I'invariant spectral associé a e et a f1, noté p(fi,e),
de la maniere suivante. C’est la borne inférieure des nombres réels a tels que la classe
u(e) € Hy(C«(H)) soit représentée par un cycle

v = E a,z

z€Crit (A1)

tel que @77 (z) < a pour tout z tel que a, # 0. Autrement dit :

p(f1,e) = inf{a, u(e) € Image(iy)}.
On peut montrer que le nombre p(f1, e) ne dépend bel et bien que du difféomorphisme f; et
pas du choix de Iisotopie hamiltonienne (f;). Si H est indépendant du temps et C?-petit,
on a p(f1,[S?]) = max H et p(f1,[*]) = min H (ou [*] désigne la classe d’homologie d’un
point). Cependant, il est assez difficile de calculer ces invariants en général. De maniére
remarquable, Entov et Polterovich ont établi le résultat suivant [36].

L application f — p(f,[S?]) est un quasi-morphisme sur le groupe des difféomorphismes
hamiltoniens de la sphére S2.

Le quasi-morphisme €gp est alors obtenu par homogénéisation :
. 1
(gE‘P(f) = hIIlp_wO;p(fp, [82])

Nous expliquons maintenant comment calculer la valeur du quasi-morphisme €gp sur les
temps 1 de certains flots autonomes. Soit F' : 8> — R une fonction de Morse dont toutes
les valeurs critiques sont deux-a-deux distinctes. Soit G I’arbre de Reeb associé. Entov
et Polterovich montrent qu’il existe un unique point v € G tel que chaque composante
connexe de I'ouvert

S\ pg’ (v)
soit d’aire inférieure ou égale & 1 (en supposant ’aire totale de la sphere égale a 1). Le

2
sommet v est appelé médiane de 'arbre G. On a alors le résultat suivant :

Pour tout hamiltonien H : 82 — R commutant avec F, nous avons :
Cppey) = Js Ho — Hg(v).
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Ici, go’}{ désigne toujours le flot de Xg. Autrement dit, la valeur € p(gp}{) est la différence
entre la valeur moyenne et la valeur médiane de H. Comme nous 'avons déja indiqué,
il serait intéressant de donner une description alternative du quasi-morphisme €gp et
plus généralement de comprendre les propriétés des invariants spectraux associées a un
difféomorphisme hamiltonien.

Nous évoquons maintenant tres brieévement quelques liens entre les quasi-morphismes
sur le groupe des difféfomorphismes hamiltoniens d’une variété symplectique compacte, et
les quasi-mesures (voir [1]). Ces liens ont été découverts par Entov et Polterovich en 2004
[37]. Commengcons par rappeler la définition suivante (ce que nous appelons quasi-mesure
porte également le nom de “quasi-state” en anglais).

Définition 1 Soit X un espace topologique compact. Notons C°(X) l’espace des fonctions
continues sur X. Pour chaque fonction f € CY(X), nous noterons A(f) la plus petite
sous-algebre fermée de CO(X) qui contient f. Une application p : CO(X) — R est une
quasi-mesure si elle vérifie :

1op(l) =1,
2. u(f) = plg) si f>y,
3. p est linéaire en restriction a A(f), pour toute fonction f.

Si f est une fonction continue sur X, algebre A(f) n’est autre que 'algebre des fonc-
tions de la forme u(f), ot v : R — R est une fonction continue.

Bien sir, toute mesure de probabilité borélienne sur X fournit un exemple de telle
quasi-mesure. Mais il s’avere qu’il existe de telles fonctionnelles qui ne sont pas linéaires
[1, 76]. Entov et Polterovich ont découvert le fait suivant. L’application

H — MEP(H):ISQHW_%EP(QD}{)
C>(s2) — R

s’étend & l’espace des fonctions continues et définit une quasi-mesure. Pour comprendre
pourquoi 'application ugp satisfait la condition 3 de la définition d’une quasi-mesure, le
lecteur doit bien siir avoir en téte le fait suivant. Si H : 82 — R et u, us : R — R sont des
fonctions lisses, les flots hamiltoniens associés a uj(H) et ug(H) commutent. Puisquun
quasi-morphisme homogene est un homomorphisme sur les groupes abéliens, nous avons

pep(u(H) +ua(H)) = pep(ui(H)) + pep(uz(H)).

Dans le cas ou S est une surface hyperbolique, M. Rosenberg [107] a prouvé, a partir
de la formule du théoreme 2, que ’application qui & une fonction C*° H sur S associe la
1

valeur 29—_2(€a[3(90}1) + [ Hw) est continue pour la topologie C?, et que son extension &

I’espace des fonctions continues sur S définit une quasi-mesure.

1.3 Cas du tore

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment donner une réponse a la question
de Entov et Polterovich, dans le cas ot la variété symplectique V est le tore T?. Dans
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le cas des surfaces hyperboliques, comme nous ’avons expliqué plus haut, on peut dire
que 'existence du quasi-morphisme €alg est due aux deux raisons suivantes : la classe de
cohomologie de la forme d’aire est (apres une normalisation) entiére et bornée au sens
de Gromov [61]. Dans le cas du tore, nous allons voir qu'il existe une grande famille de
quasi-morphismes qui répondent & la question d’Entov et Polterovich, sans pour autant
que 'un de ces invariants se distingue des autres.

1.3.1 Interprétation topologique de l’'invariant de Calabi

Nous noterons D = {(z,y) € R?, |22+ |y|? < 1} le disque unité de R? et Diff.(D,w) le
groupe des difféomorphismes de D qui préservent la forme d’aire w = dz A dy et coincident
avec l'identité au voisinage du bord. Tout difffomorphisme f € Diff.(D,w) est le temps
1 d’une isotopie hamiltonienne issue de 'identité. Le groupe ¥p des difféomorphismes
hamiltoniens de D coincide donc avec le groupe Diff.(D,w). Nous noterons également
X2(D) l'espace des paires de points distincts du disque ; ¢’est-a-dire, 'espace D x D privé
de la diagonale.

Soit f : D — D un difféomorphisme égal a I’identité au voisinage du bord et préservant
laire. Fixons une isotopie (f;) reliant 'identité a f; = f. Si (z,y) € X2(D), nous noterons
v; € R? — {0} le vecteur fi(x) — fi(y). La variation de I'argument du vecteur v; lorsque
t varie de 0 a 1 ne dépend que de f et pas du choix de l'isotopie (f;). En effet le groupe
Diff .(D,w) est contractile, deux isotopies quelconques reliant identité & f sont donc
homotopes. Nous noterons angle ¢(, y) ce nombre réel. Ceci définit une fonction continue
angle(-,-) : X5(D?) — R qui vérifie la relation :

(x) angleys,(z,y) = angley(z,y) + angles(9(x), 9(y)),

pour tous diffSomorphismes f,g € Diff.(DD?, aire). La fonction angles peut bien entendu
étre définie lorsque f est un homéomorphisme, cependant, dans le cas des homéomorphismes,
le lemme suivant n’est plus vrai.

Lemme 1.3.1 ([51]) Si f € Diff.(D?,aire), la fonction angle, est bornée.

Preuve : nous reproduisons ici la preuve donnée dans [51]. Nous noterons P T’espace
des droites orientées de R?. Dans D x D x Pfr, soit K le sous-ensemble compact formé
des triplets (x,y,v) vérifiant la condition suivante : si x et y sont distincts, v est la droite
de R? engendrée par le vecteur z — v, si r =y, v est quelconque. Tout difféomorphisme

f du disque définit un homéomorphisme f de K défini comme suit : f (z,y,[r —y]) =
(f(x), f(y),[f(x) = f(y)]) sl z et y sont distincts; et f(z,z,v) = (f(x), f(x),dfz(v)). Si

(ft) est une isotopie reliant 'identité a f, nous considérons l'isotopie correspondante

ftZK—>K.

Ecrivant ft(x, Y,v) = (¢, yt,vt) ((z,9,v) € K), nous pouvons définir angle ;(x, y,v) comme
étant la variation de l'argument de la droite v; lorsque ¢t varie de 0 a 1. La fonction
angle, : K — R ainsi définie étend la fonction angle, initialement définie sur Xo(D) C K
et est continue. Elle est donc bornée. O



32 CHAPITRE 1. QUASI-MORPHISMES DE CALABI

Dans la suite nous noterons Xo(D) le compact K décrit dans ce lemme. Bien sir,
la compactification de X5(D) ainsi obtenue a un sens intrinseque et ne dépend pas du
plongement du disque dans R?.

Si f € Diff (D, aire), la fonction angle; est donc intégrable sur X»(D). Notons

C(f) = / angle ¢ (, y)dzdy.
X2(D)

Nous avons utilisé ici le symbole dxdy pour écrire 'intégrale par rapport a la mesure
o @ [y, OU L, est la mesure sur D associée a la forme d’aire w. D’apres la relation (x)
Papplication € est un homomorphisme du groupe Diff.(D,w) dans R. Nous allons voir
qu’il coincide (& une constante pres) avec 'invariant de Calabi.

Proposition 1.3.2 ([42, 51]) Si f € Diff.(D,w), nous avons : €(f) = 2€alp(f).

Cette interprétation topologique de 'invariant de Calabi pour les difféomorphismes du
disque a été découverte par A. Fathi dans sa theése [42]. Elle a été ensuite utilisée par
Gambaudo et Ghys [51] pour prouver l'invariance topologique de I'invariant de Calabi.
Nous expliquons maintenant briévement comment prouver cette proposition (le lecteur
pourra consulter [51] pour plus de détails).

Une premieére maniere d’établir la proposition (peut-étre la moins satisfaisante) est
d’utiliser le théoreme de Banyaga [5] affirmant que le noyau de I’homomorphisme €alp
est simple. Comme conséquence de ce théoréme, la restriction du morphisme % au groupe
Ker Calp est identiquement nulle (sinon Ker €alp s’injecterait dans R). Il existe donc un
homorphisme 6 : R — R tel que €(f) = 0(Calp(f)). Il n’est pas difficile de s’assurer que
I’homomorphisme 6 est continu. Il est donc de la forme 6(t) = At, et 'on peut calculer la
constante A en choisissant un exemple simple de difféomorphisme f.

Une seconde maniere d’établir la proposition est la suivante. Tout difféomorphisme
f € Diff.(D,w) est limite (pour la topologie C*°) d’une suite (f,) € Diff.(D,w) de
difféomorphismes ayant la propriété suivante : chaque difféomorphisme f,, est un produit
de difféomorphismes qui sont temps 1 d’un flot autonome. Puisque €alp et % sont des
homomorphismes et sont continus pour la topologie C°°, il suffit de vérifier la relation
pour les difféomorphismes de la forme ¢}, ot H : D — R parcourt une famille dense
dans ’espace des fonctions C'*° a support compact sur le disque. On peut considérer par
exemple les fonctions sur le disque qui sont des fonctions de Morse en dehors d’un voisinage
du bord, et qui coincident avec une fonction du rayon au voisinage du bord. Si H est de
cette forme on peut calculer explicitement la valeur de I'invariant €' (¢k;) (et vérifier qu'il
coincide avec 2€alp(p};)). Ce calcul peut étre vu comme un cas particulier des calculs
que nous allons faire dans la suite de ce chapitre pour établir le théoreme 4. Nous ne le
reproduisons donc pas ici.

Remarque. Dans la seconde (esquisse de) preuve, nous avons approché tout difféomor-
phisme du disque par un produit de difffomorphismes contenus dans des sous-groupes &
l-parametre. En utilisant encore une fois le théoreme de Banyaga déja cité, on peut en
fait prouver le résultat suivant : tout difféomorphisme f € Diff.(D,w) est le produit d'un



1.3. CAS DU TORE 33

nombre fini de difféomorphismes qui sont temps 1 d’un flot autonome. En effet, notons
" le sous-groupe de Diff (D, w) engendré par tous les difféomorphismes qui sont temps 1
d’un flot autonome. C’est un sous-groupe distingué de Diff.(D,w), qui se surjecte sur R
via 'invariant de Calabi €Calp et dont 'intersection avec Ker €alp est non-triviale. Il est
donc égal a Diff .(D,w).

1.3.2 Quasi-morphismes de Gambaudo et Ghys

I1 est implicite dans les constructions de Gambaudo et Ghys dans [52], qu’a tout quasi-
morphisme homogene ¢ défini sur le groupe fondamental du tore privé d’un point, on peut
associer un quasi-morphisme €7 défini sur le groupe Diff(T?,w). Nous rappelons ici cette
construction.

Nous noterons Xo(T?2) 'espace des paires de points distincts du tore T2. Comme c’était
le cas pour ’espace des paires de points du disque au paragraphe précédent, nous aurons
besoin de compactifier 'espace Xo(T?). 1l suffit pour cela de lui ajouter le fibré unitaire
tangent au tore. Notons

Xo(T?) = Xo(T?) U (T? x SY).

L’espace X5(T?2) a bien str une topologie naturelle qui en fait une variété a bord. Cette
topologie est complétement déterminée en imposant que Xo(T?) C X5(T?2) soit un ou-

vert et que pour chaque disque D C T? linclusion de X3(D) dans X5(T?) soit un
homéomorphisme sur son image.

On notera également ¥ la surface compacte a bord obtenue en éclatant ’origine dans
le tore T2. on pense alors & T? — {0} comme & I'intérieur de 3. Fixons un point base .
dans T? — {0}. Pour tout point v de T2 — {0}, choisissons un chemin (v, (t))iejo,1) de @« &
v dans T? — {0} de longueur bornée pour une métrique riemannienne définie sur X. Soit
f € Diffo(T?,w) et (f;) une isotopie reliant Iidentité & f. Rappelons que si x et y sont
deux points distincts de T2, la classe d’homotopie, & extrémités fixes, de la courbe

(fit(z) = fi(y))

dans T? — {0} ne dépend que de f (et de z et y), mais pas du choix de Iisotopie reliant f
a l'identité. Ceci est une conséquence du fait suivant : tout lacet de difféomorphismes du
tore est homotope & un lacet constituté de translations (voir [34]). On note alors «o(f, z, y)
I’élément du groupe 71(T? — {0}, z,) représenté par le lacet

ag—y * (fe(x) = fe(y) * @) —(m)-

et Vi(z,y) = ¢(a(f,z,y)). La fonction V; dépend bien entendu du quasi-morphisme ¢
mais nous 'omettrons dans la notation. Il n’est pas difficile de s’assurer que l’on peut
choisir les chemins (o) de telle sorte que la fonction V; soit localement constante sur un
ouvert de mesure pleine de X5(T?). Elle est donc mesurable.

Lemme 1.3.3 La fonction Vy est bornée.
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Preuve : Choisissons un relevé =, de z, dans le revétement universel ) de ¥. Nous allons
établir que la famille o(f,z,y) est contenue dans une partie bornée du groupe (T2 —
{0}, z,) lorsque (z,y) décrit Xo(T?2). Pour cela, il suffit de vérifier que les relevés (a X)
issus de z, des lacets ay—y * (fi(®) — fi(y)) * Qp@)—f(y) ont une extrémité contenue dans

un compact de 3. Mais ceci est une conséquence du fait que I’application continue
Xo(T?) x [0,1] — %
(xayat) = ft(x)_ft(y)

s’étend en une application continue définie sur espace compact Xo(T?2) x [0,1] et que les
chemins (Oév)ueTL{o} ont une longueur bornée pour une métrique riemannienne définie
sur 2. O

Nous avons, une fois encore, la relation :
a(fg,2,y) = alg, 2,y) * a(f, 9(z), 9(y)),
de laquelle nous déduisons :

Vieg(@,y) = Vo(@,y) = Vi(g(x), 9(w))| < d(¢)
(6(¢) étant le défaut de ¢). L’application

f= Vi(z,y)dxdy
X2(T?2)

est donc un quasi-morphisme sur le groupe Diffo(T?,w). On définit alors :

1
)=ty b |

XQ(TQ)

Viplo,p)dady = [ Vy(ay)dody,

XQ(TQ)
ou ‘N/f(m,y) = limp_m%pr (z,y) est défini presque partout (par application, une fois en-
core, du théoréme ergodique sous-additif).

Rappelons que 'espace des quasi-morphismes homogenes sur le groupe libre a deux
générateurs (que nous identifions au groupe 71 (T? — {0}, .)), et plus généralement sur
tout groupe hyperbolique non-élémentaire, est de dimension infinie [21, 39]. Grace a la
construction que nous venons de présenter, nous obtenons donc une vaste collection de
quasi-morphismes sur le groupe Diffo(T?,w). Pour illustrer ce propos, rappelons quelques
constructions classiques de quasi-morphismes définis sur le groupe libre.

Nous présentons d’abord une construction tirée des articles [9, 52]. Choisissons une
métrique hyperbolique compléte et de volume fini sur T?—{0}, et identifions son revétement
universel au disque de Poincaré :

7:D? — T? — {0}.
Soit 7 une 1-forme & support compact sur T2 — {0}, et 7 son relevé a D?. Soit ~ : [0,1] —
T2 —{0} une courbe vérifiant 7(0) = v(1) = x4, et 7 : [0, 1] — D? un relevé de . Désignons
par (7)4¢o Punique géodésique de D? reliant ¥(0) a ¥(1). La quantité :

/ 7
@

géo
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ne dépend pas du choix du relevé 5. On la note ¢([y]). L’application ¢ est un quasi-
morphisme de défaut majoré par 7|dn| (ot la norme de dn est mesurée par rapport a la
métrique hyperbolique sur T2 — {0}). Nous pouvons donc I’homogénéiser pour définir :

by 12(17]) = nmp%o%sowp).

En utilisant la construction de Gambaudo et Ghys précédemment décrite, nous obtenons
ainsi une grande famille de quasi-morphismes (%¢W,T2)WEQ%(T2—{0}) définis sur le groupe
Diffo(T?,w). Dans [52], il est montré que I’espace vectoriel engendré par cette famille est
de dimension infinie.

Remarque. Notons a et b les deux générateurs standard du groupe 71 (T? — {0}, z.).
Observons que la valeur de tous les quasi-morphismes ¢, 2 sur le commutateur [a,b] =
aba=1b~! est nulle. En effet, supposons que 7 : [0,1] — T2 — {0} (avec 7(0) = v(1) = z.)
représente la classe [a, b]. Nous noterons P~y le lacet vy concaténé p fois. On voit aisément
que les projections dans T? — {0} des courbes

()
géo

spiralent vers le cusp de T2 — {0}, seule une partie uniformément bornée de ces courbes
reste dans le support de 7. Ceci assure que ¢, 12([y]) = 0.

Nous rappelons maintenant la construction des quasi-morphismes de Brooks [21], déja
évoquée dans I'introduction. Cette fois-ci, nous pensons au groupe 71 (T2 — {0}, x.) comme
au groupe libre “abstrait” F'(a,b) engendré par a et b. Fixons un mot w en les générateurs
a et b (et leurs inverses). Nous allons lui associer un quasi-morphisme ¢,, : F'(a,b) — R.
Si z € F(a,b), définissons ¢,,(z) comme le plus grand entier n tel que I'on puisse écrire
sous la forme :

x:cl.w.02...cn.w.cn+1

ou les ¢; sont des éléments (éventuellement réduits a l'identité) de F'(a,b) et ou 'écriture
ci-dessus est réduite. On pose alors : @y, () = ly(z) —£,,-1(x). On peut montrer (voir [21])
que 'application ¢, est un quasi-morphisme. Bien stir, si w est égal a a ou b, ¢, est un
homomorphisme. Notons ¢,, le quasi-morphisme homogene associé a ¢,,. Contrairement
aux quasi-morphismes ¢, p2 précédemment décrits, I'application ¢, fournit un exemple
de quasi-morphisme homogene prenant une valeur non-nulle sur le commutateur [a,b] : on
a bien sir ¢,y ([a,b]) = 1.

Soit D C T? un disque plongé dans le tore T2. Nous notons toujours ¥p le groupe
des difftomorphismes hamiltoniens & support dans D. Nous allons voir maintenant que
les quasi-morphismes 6y permettent de répondre a la question de Entov et Polterovich.
Notre contribution se borne a remarquer que la valeur du quasi-morphisme %y sur un
difféomorphisme & support dans un disque, ne dépend que de la valeur de ¢ sur le com-
mutateur [a, b :

Théoréme 3 Si f € ¥p, nous avons : €4(f) = 2¢([a,b])Calp(f).
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Pour prouver le théoreme, considérons une isotopie hamiltonienne (ft) & support dans
le disque D, et notons f = fi. Nous voulons calculer V¢(x,y). Bien siir, si z ou y n’est pas

dans D, Vy(x,y) = 0. On a donc :

Golf) = /X Vit o)dedy.

Fixons un difféomorphisme du disque D C T? sur le disque unité de D C R?, qui soit
conformément symplectique : ¢ : D C T? — D C R? avec aire(D)p*(dx A dy) = nw. En
conjuguant I'isotopie (f;) par ¢ nous pouvons définir naturellement la fonction angle s (z, y).

Lemme 1.3.4 II existe des éléments o, et 3, dans le groupe w1 (T? — {0}, ), bornés
dans 71 (T? — {0}, z,) indépendamment de n, tels que :

a(f”? .T, y) — Ozn * [a’ b]m(zvyvn) * /81’1,7

ot m(z,y,n) est la partie entiére du réel angle pn(z,y).

Commencons par résumer la preuve de ce lemme en quelques mots. Le groupe fonda-
mental de l'espace X3(D) est infini cyclique, engendré par 1'élément & représenté par le
lacet suivant :

V() = (z,y(t)),

ou z est un point quelconque de D et y(t) est un lacet simple contenu dans D — {z}
dont le degré par rapport a = est 1. Notons u. : m1(Xo(D)) — m1(T? — {0}, 2,) 'ho-
momorphisme induit par ’application continue u obtenue en composant l'inclusion de
X5(D) dans X5(T?) avec I'application (z,y) — x — y. Alors 1’élément u,(£) est conjugué
au commutateur [a,b]. Puisque les trajectoires des points x et y restent confinées dans le
disque D, les lacets a(f™, x,y) sont contenus, & une erreur bornée pres, dans 'image de
I’homomorphisme u,. Plus précisément, ils coincident (a une erreur bornée pres) avec une
puissance de u,(§) donnée par la partie entiere du réel angles(x,y).

Preuve : choisissons un point base (xg,yo) dans Xo(D), tel que zg — yo = =« (ceci est
toujours possible quitte a changer le point x,). Pour tout (z,y) € X2(D), nous choisissons
un chemin 3, , de (z9,%0) & (z,y) dans Xo(D), de longueur bornée (pour une métrique

riemannienne définie sur X5(T?2)). Nous pouvons alors écrire le lacet a(f",z,y) sous la
forme :

oy * w(Bry)] * e ([Bry * (frn (@), frn(¥) * Bin(ay,mm))) * [W(Bpn @), 7)) * Tpn@—friy))

((frn) désigne lisotopie (fi) * (fro f)* -+ (fro fP71)). Les éléments [cy—y * u(Byy)] et
[w(Bfn(2),f7(y)) * Cpn(z)—fr(y)) Sont bornés indépendamment de n. Notons 7, le lacet :

By * (frn(), frn(y) * Bpn(a),fr(y)-



1.3. CAS DU TORE 37

Maintenant, pour tout entier n, 'élément [y,] € 71 (X2(D)) est égal & £4®%™) pour un
certain entier a(z,y,n). Identifiant D au disque unité via le difféomorphisme ¢ : D —
D c R? fixé précédemment, nous pouvons définir une application

A:Xo(D) — St

Pour voir que a(z,y,n) — angles (,y) est borné (indépendamment de n) nous constatons
que l'on peut exprimer ces quantités a I’aide de la 1-forme A*df (6 désignant la coordonnée
sur le cercle St paramétré par R/Z) :

a‘nglef”(m’y) - f(ft-,n(I)vft,n(y))te[o,l] A*df
ale.yn) = [, AdS.

On conclut en se souvenant que les chemins 3, , sont de longueur bornée. O

La fin de la preuve du théoréme est maintenant aisée : le lemme précédent assure que
[Vin(,9) = $([a, o] ™)| < 26(¢) +2C,
ou C = sup,, max{|é(an )|, |#(5,)|}- Nous avons donc :
[Vin (2, y) — angle n (z,y)([a, b])| < 20(9) +2C + |¢([a, ])]-
En divisant par n puis en passant a la limite, nous obtenons :
Vi(w,y) = M(angley) (z, y)¢([a, b)),

ot M(angley) désigne la limite des moyennes de Birkhoff de la fonction angle; pour la
transformation f x f: Xo(D) — Xo(D). Finalement :

/ V(e y)drdy = ([, b) / angle (2, y)dady = 26((a, b)Calp(f).
X2(T?2) X2(D)

Nous avons achevé la preuve du théoreme 3.

1.3.3 Hamiltoniens autonomes et graphe de Reeb

Dans ce paragraphe, nous calculons la valeur du quasi-morphisme %} sur les temps 1
des flots hamiltoniens associés & des fonctions de Morse sur T2. De maniére remarquable,
nous obtenons la encore une formule qui fait intervenir la combinatoire du graphe de Reeb
G associé a F. Le quasi-morphisme ¢ n’apparait lui qu’a travers la valeur ¢([a, b]).

Dans le cas du tore, le graphe G a la structure suivante. Il contient un graphe circulaire
G’ de sommets s1,..., s et d’arétes ey, ..., e, ol e; relie s; & 5,41 (1 <i < k—1) et e
relie s a s1; et des arbres 17, ..., T}, tels que

g=6'u (UleTi) .
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Fi1a. 1.2 — Le graphe de Reeb d’une fonction de Morse sur le tore

Les arbres T; sont disjoints et I'intersection de T; avec G’ est égale & s;.

Comme au paragraphe 1.2.3, nous noterons F I'espace des fonctions (lisses) H : T? —
R qui commutent avec F', et, pour chaque aréte e de G, nous fixerons un systeme de
coordonnées (0, s) sur pgl( ) ayant les méme propriétés que précédemment (w = ds A db,
Xrp(0,8) =0p(s )% avec ¥p > 0, et Xy (0,s) = 19[{(8)% pour H € F).

Théoréme 4 Si H est dans F, nous avons :
k
Cy(o) = 2¢([a, b]) Z/ Hgsz)—H)w.
=1

Si e est une aréte de G, notons ¢, la classe de conjugaison du groupe 7 (T2 — {0})
représentée par le lacet (y(u) —2)ye[o,1) OUt Z est un point quelconque du tore en dehors de
pgl(e) et ol la courbe simple v fait un tour du cylindre pgl(e) avec orientation prescrite

par %. Quitte & inverser l'ordre cyclique dans la numérotation des sommets s;, nous
supposons une fois pour toute que s; = e; et sp = ef ; c’est-a-dire que F' croit le long de
laréte e orientée de s1 a so.

Lemme 1.3.5 Si H est dans F, nous avons : Y.r_ (Hg(e]) — Hg(e; ))d(ce,) = 0.

Preuve : nous allons montrer que

(Hg(e) — Hgle; )(ce;) = (Hg(siv1) — Hg(s:)))b(cey ),

pour tout 1 < i < k (en convenant que si11 = s1). Le résultat sera alors clair, la somme
initiale se transformant en la somme

$(Cer) (ZHS Sit1) Hg(Sz’)),
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qui est bien str nulle. Il n’est pas difficile de s’assurer que toutes les classes c. (lorsque
e décrit I'ensemble des arétes de §') sont égales, a I’orientation pres. Pour conclure la
preuve, il suffit de s’assurer que c.;, = ¢, si et seulement si la fonction F' croit lorsque
Paréte e; est parcourue de s; a s; 41 (ce qui équivaut a dire que ef =sit1 et e, =5;).

Chaque aréte e de §’ définit une classe d’homologie [e] : c’est la classe du cercle pgl(:p)
(o z est un point de e) orienté par le champ de vecteurs Xp. Les classes d’homotopie
Ce, €t ce, sont égales si et seulement si les classes d’homologie [e;] et [e1] sont égales dans
H1(T?,Z). Fixons une classe d’homologie u € Hi(T?,Z), qui se projette via pg sur un
générateur du groupe H;(9G,Z) dont l'orientation est celle donnée par l'ordre cyclique des
sommets $1, ..., s;. Puisque nous savons que les classes [e;] et [e1] sont égales ou opposées,
nous calculons leur intersection avec la classe u pour les distinguer. Nous avons bien str
u - [e1] = 1. Par ailleurs l'intersection u - [e;] est égale & 1 si et seulement F' croit de s; &
si+1- C’est bien le résultat voulu. O

Pour prouver le théoréme 4, nous devons calculer les intégrales

/p_l (e)xpL(e’) Vgo}, )y

ol e et € parcourent l’ensemble des arétes du graphe G. En effet, on peut écrire € (¢};) =
Ze,ef fpgl(e)xpgl(e,) v@}; (x,y)dzdy. Nous distinguons pour cela quatre cas :

— e et € sont contenues dans G'.

— e est contenue dans G’ et €’ est contenue dans un arbre 7;.

— e est contenue dans un arbre T; et €’ est contenue dans §'.
— e et €’ sont contenues dans la réunion des arbres T;.

Pour calculer ‘7<p}_1 , nous supposerons toujours pg(x) et pg(y) distincts. En effet 'ensemble

{(@,y);pg(z) = pg(y)}

est de mesure nulle. Plagons nous dans le premier cas : (z,y) € p~(e) x p~1(€') (ot e et ¢’
sont des arétes de §'). Puisque x et y ont des orbites contenues dans des cercles disjoints,
on peut écrire le lacet a(y},z,y) comme le produit des deux lacets suivants :

N = Aoy * (P (2) = Y)tefon] * Ton 2=y
Yon = Qon (2)—y * (PH(E) = P (Y))iefon) * Tom @) —pm ()

Nous noterons S, : m(T? — {0},2,) — m(T? — {0}, z,) Pautomorphisme induit par
I'application = +— —x de T? — {0} dans lui-méme (on peut, au choix, choisir le point base
x, fixe sous 'application z — —z, ou bien considérer que I’automorphisme S, n’est défini
qu’a un automorphisme intérieur pres, ce qui importera peu dans la suite).

Lemme 1.3.6 II existe des éléments cu, Bu, Yn, On de w1 (T2 —{0}, z,), bornés indépendam-
ment de n dans 71 (T? — {0}, x,), tels que :

T,n = Qp * C[@nﬂH(:c)} * 5717
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Vom = Yo * (s*@e,)[nﬂfr(yﬂ) 6.

Remarque. Nous avons défini précédemment ¢, comme étant une classe d’homotopie
libre. Dans ce lemme nous supposons fixé une fois pour toutes un lacet représentant c,
(pour toute aréte e de §').

Preuve : notons z = (6, s), dans les coordonnées précédemment introduites. Ecrivons
v1,n» comme produit des deux lacets suivants :

Oy % ((9 +1, 5) - y)tE[O,[nﬂH(x)]] * Qg—y

gy * (0 +1,8) = Y)te[nogy @) nd (@) * Y (2)—y-

Le premier est de la forme ¢ (I)]a’n, ot v, et o, sont des éléments de 71 (T2 —{0}, x,)
bornés indépendamment de n. Le second est borné. La preuve de la seconde égalité est
bien str identique a la premiere. O

On déduit immédiatement de ce lemme la valeur de la fonction 1730}{ :

Vor (@,y) = Vu(@)o(ce) + Iu(y)o(Sk(ce))-

1
H
Apres intégration, nous obtenons :

/_1( S ‘Zp}g(az,y) drdy = (Hg(e™) — Hg(e_))¢(ce)aire(p§1(e’))

+(Hg(e"™) — Hg(e'™))p(Sk(cer))aire(pg (€)).

En utilisant le lemme 1.3.5 appliqué aux quasi-morphismes ¢ et ¢ o S,, on constate que la
somme des expressions ci-dessus sur les arétes de G’ est nulle. La somme des contributions
venant du premier cas ci-dessus est donc nulle.

Le second et le troisieme cas sont identiques, et d’ailleurs tres similaires au premier.
Nous ne traiterons donc que le second. On suppose donc que (z,y) € p~t(e) x p~L(e’) (on
e est une aréte de §’ et €’ une aréte d’un arbre T;). Le lacet a(f", x,y) s’écrit, exactement
comme dans le cas précédent, comme le produit des deux lacets suivants :

Qp—y * (SOI}{(‘T) - y)tG[O,n} * aap?](x)—y

Qpn (z)—y * (SOYIZT(:L‘) - Qpl}{(y))té[o,n] * Qpn (z)—p ()

Cette fois, puisque la courbe (¢} () — ¢ (y))icjo,n) reste confinée dans un disque de
T? — {0}, le second lacet ci-dessus reste dans une partie bornée du groupe fondamental
lorsque n varie. La limite V1 (z,y) est donc égale a :
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p(y) p(x) p(y)
p(x)
p(y) p(x)

S; S; s;

O (i) (i)

Fic. 1.3 -

. 1 _
11mp—>oo§¢([ar—y * (SO%I(ZE) - y)tE[O,n] * acp’;l(:c)—y])-

On constate, comme dans le lemme 1.3.6 que la limite ci-dessus est égale a Vg (z)p(ce).
Nous avons alors :

1
H

/—1( Jxp-1(e) V1 (z,y) dady = (Hg(e™) — Hg(e™))o(ce)aire(pg ' (¢)).

En utilisant une fois encore le lemme 1.3.5, on constate que la somme sur les arétes e de

G’ des intégrales
Vi (z,y) dedy
/pl(e>xw<e'> o

(lorsque €’ est une aréte fixée de I'un des arbres T;) est nulle. La somme des contributions
venant du second cas ci-dessus est donc nulle. Il en est de méme pour le troisieme cas.

Il nous reste & examiner le quatrieme cas : (z,y) € pgl(e) X pgl(e’ ), ou les arétes e
et ¢ sont contenues dans la réunion des arbres T;. Dans ce cas, si les arétes e et €’ sont
contenues dans des arbres T; et T} distincts, les trajectoires de x et y sont contenues dans
des composantes connexes de niveaux de F' qui bordent des disques D; et D; disjoints
(contenus dans pgl(Ti) et pgl(TJ) respectivement). Ceci implique que ‘74,0;1 (x,y) = 0.1
nous faut donc établir I’égalité suivante :

| Ve dedy =20(a b)) [ (Hs(s) - ).
(p~1(T))? p~H(Ty)

Notons que les données de notre probleme permettent d’associer de maniere naturelle deux
orientations a chaque aréte de ’arbre T;. L’une est donnée par le gradient de la fonction F',
la seconde consiste & dire qu'une aréte est orientée positivement “lorsqu’elle pointe dans
la direction du sommet s;” (qui est une feuille de Uarbre T;, c’est-a-dire un sommet de
valence 1). Ainsi, si e est une aréte de T;, nous noterons €(e) l'entier égal a 1 si F' croit
lorsque 'on s’approche de s; et égal a —1 si F' décroit lorsque l'on s’approche de s;.

D’autre part, si © € T; n’est pas un sommet, nous pouvons lui associer un domaine
D(u) de T? de la maniere suivante. On considére la composante connexe de T; — {u} qui
ne contient pas s;. L’ouvert D(u) est I'image inverse dans T? de cette composante connexe
(c’est, topologiquement, un disque). On note x(u) = aire(D(u)) et, si e est une aréte de
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T; d’extrémités e et e,
X(e+) = hmuee, u—>e+X(u)
X(e_) = limuee, u—>e*X(u)'

Le nombre y(e*) dépend du sommet e* et de 'aréte e, pas seulement du sommet.

Pour calculer ‘74,0}1 (z,y), on distingue trois cas, selon la position relative des points s;,
p(z) et p(y) dans 'arbre T;, comme sur la figure 1.3. Dans le premier cas, les composantes
connexes des niveaux de F' contenant x et y bordent des disques (contenus dans l’arbre
T;) D, et D, disjoints. Une fois de plus, nous pouvons écrire le lacet a(p},z,y) comme
produit des deux lacets suivants :

M = Ca—y * (P (2) = Yiefon] * Tgp @)y
V2 = Qo (2)—y * (P () — @%I(y))te[O,n} * Qo () -7 ()

Chacun de ces deux lacets reste dans une partie bornée du groupe fondamental, et I'on
obtient donc V1 (x,y) =0.

Remarque. En utilisant les domaines D(u) introduits plus haut, le couple de points (x, y)
est dans le second cas de la figure si et seulement si z € D(pg(y)); dans le troisieme cas
si et seulement si y € D(pg(z)).

_ Considérons maintenant le second cas de la figure. Nous allons voir que la quantité
V_1 (z,y) est alors proprotionnelle & la vitesse de rotation du point y, et ne dépend pas de
YH

celle de x : le point y “tourne autour de x”. Ecrivons encore a(Qh,x,y) = Vi * Y20, OU
Y1,n €t y2,, ont la méme expression que ci-dessus. Le lacet 71 ,, reste dans une partie bornée
du groupe fondamental. Utilisons les coordonnées précédemment introduite sur pgl(e’ ) et
notons y = (6, s). On peut alors considérer le lacet : y(u) = (0 + u, 8)ye[o,1]-
Observation. la classe de (y(u) — z) dans 71 (T? — {0}, z.) est égale a [a, b](¢"),

En notant que les classes S ([a,b]) et [a,b] sont conjuguées, on en déduit que :

) 1
V@},(%Q) = 11mn—>005¢(72,n)

= €()p(Si([a, b))V (y)
= e(e)o([a,b))9u (v).

Puis :

Vo ooy = < ol(o.t) [ | dwaireDps(s)
pe (e

/yépgl(e')@GD(Pg(y))

S
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Puisque %aireD(pg(y = (0,s))) = e(¢/), une intégration par partie nous donne que 'ex-
pression ci-dessus est égale a :

s

e(e")é([a, b)) <[H(s)airep(p9(9, s)]j? —e(e) [ o H(s)ds>

S
e/ e/

= e(e")([a, b]) (Hg(e"")x(e"") = Hg(e"™)x(€"7)) — ([, b]) fjf H{(s)ds.

En sommant ces termes sur les arétes de T;, nous obtenons une expression de la forme :

_¢([a,b])/l(T_)Hw+¢ ([a, b)) (ZC v)Hg(v )

ou la seconde somme porte sur les sommets de 7T;. On vérifie aisément que toutes les
constantes C'(v) s’annulent a I'exception de C(s;) qui est égale a I'aire du domaine pgl(Ti).
Finalement :

V.1 (@,y)dedy = 6([a, b)) /  (Hg(s) - H)w.

pg (Ti)

> /yep;(e'),xeD(pS@»

Par symétrie, la somme des contributions correspondant au trosiéme cas de la figure vaut
également ¢([a, b)) fp—l(Ti)(Hg(Si) — H)w. Nous obtenons bien :

| V) dedy =20(a b)) [ (Hs(s) - )
(p~U(T3))? p~1(Ty)

et donc Cu(el) = 2¢([a,b]) > i 1f 1 Hg (si) — H)w, ce qui achéve la preuve du

théoreme 4.
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Un quasi-morphisme pour les
variétés symplectiques monotones
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Dans ce chapitre, nous allons construire un quasi-morphisme homogene
6:% — R

défini sur le revétement universel du groupe % des difféomorphismes hamiltoniens d’une
variété symplectique fermée V' qui est monotone. Nous commencons par rappeler la défini-
tion de cette notion.

Considérons l'espace ¢ des structures presque-complexes sur V' compatibles avec w.
Un élément de _# est un champ (lisse)

d’endomorphismes du fibré tangent de V vérifiant les conditions suivantes : J2 = —1,
J préserve w, w(u, J(u)) > 0 pour tout vecteur u tangent & V' et non-nul. L’espace _Z,
des structures presque-complexes sur ’espace tangent 7,V en un point x de V', qui sont
compatibles avec w,, est un espace contractile (voir [86]) : c’est naturellement une variété
riemannienne simplement connexe a courbure négative ou nulle. Ceci assure que ’espace
# est non-vide et lui-méme contractile. Ainsi, la premiere classe de Chern du fibré
vectoriel complexe (T'V, J) ne dépend pas de la structure presque complexe J € _#. C’est
la premieére classe de Chern de la variété symplectique (V,w), notée ¢;(V,w) (nous la
noterons parfois simplement ¢1(V)).

Nous dirons que (V,w) est monotone, si la classe [w] est proportionnelle a la classe
a(V,w) :
dt € RY, [w] =t (V,w).

Notons que ceci force la classe ¢ (V,w) a étre non-nulle. La définition usuelle de variété sym-
plectique monotone demande généralement que ¢ soit positif, mais nous n’aurons pas besoin
de faire cette hypotheése. Notons également que certains auteurs demandent que 1’égalité
[w] = tei (V) ait lieu uniquement sur 'image de 'application naturelle m2(V) — Ha(V, R).
Nous écrirons plutot la relation entre [w] et ¢;(V,w) sous la forme

Slw] = 2¢1(V,w)

(nous avons bien sir ¢ = %) ; en effet pour construire I'invariant &, nous allons faire usage
du fibré en cercles au-dessus de V' dont la classe d’Euler est 2¢1 (V).

Des exemples de variétés symplectiques monotones sont fournis par les espaces projectifs
complexes, munis de leur forme symplectique standard (de Fubini-Study). En effet, leur
classe de Chern est non-nulle; le groupe H?(CP",R) étant de dimension 1, la classe de
cohomologie de la forme de Fubini-Study est nécessairement proportionnelle & ¢; (CP").
Une autre famille d’exemples est fournie par les surfaces compactes (orientées) de genre
supérieur ou égal & 2 : si ¥ est une telle surface, munie d’une forme d’aire w, les deux
classes [w] et c1 (¥, w) sont non-nulles. Puisque 1’espace vectoriel H2(3, R) est de dimension
1, elles sont la encore proportionnelles. La surface ¥, munie de la forme w est donc une
variété symplectique monotone. Notons que dans ce cas la constante ¢ est négative. On
pourra consulter [35] pour la construction d’un quasi-morphisme sur le groupe %, pour
les variétés de premiere classe de Chern nulle.
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La premiere partie de ce chapitre est consacrée a des rappels de constructions classiques.
Dans la seconde partie, nous construisons le quasi-morphisme &. Pour des isotopies ha-
miltoniennes engendrées par des fonctions a support compact, contenu dans une boule,
nous relions la valeur de © a des invariants déja connus. Dans la troisieme partie, nous
montrons, d’apres une suggestion de Polterovich, que la restriction de & au groupe fon-
damental du groupe des difféfomorphismes hamiltoniens (%) C %, coincide avec un
homomorphisme I : m1(%,) — R, introduit par Polterovich dans [100]. Nous décrivons
ensuite un exemple de variété symplectique, tiré de [100], pour laquelle ’homomorphisme
I n’est pas trivial. Enfin, dans la derniére partie, nous nous plagons dans le cas ou V est
la spheére S?, munie d’une forme d’aire. Dans ce cas, le groupe 71(%2) est égal & Z/2Z,
d’aprés un théoréme de Smale [111]. Le quasi-morphisme & descend donc en un quasi-
morphisme défini sur le groupe %2, que nous désignons toujours par &. Nous calculons
sa valeur sur les temps 1 des flots hamiltoniens engendrés par des fonctions de Morse sur
la sphere (ou, plus généralement, par des fonctions qui commutent avec une fonction de
Morse). Nous obtenons, encore une fois, une formule faisant intervenir la combinatoire du
graphe de Reeb associé a la fonction de Morse.

2.1 Nombre de rotation symplectique

Dans ce paragraphe, nous exposons la construction, maintenant tres classique, d'un
quasi-morphisme homogene défini sur le revétement universel Sp(E,w) du groupe sym-
plectique Sp(E,w) d’un espace vectoriel symplectique (E,w) (voir [10, 33, 66] pour plus de
détails). Puis, nous rappelons la construction par Barge et Ghys [10], d’un quasi-morphisme
défini sur le groupe des difféomorphismes symplectiques (a support compact) d’une boule
de R?".

2.1.1 Indice de Maslov

Considérons une structure presque-complexe J sur E compatible avec w : J est un
endomorphisme de F, de carré —1, qui préserve w, avec w(u, Ju) > 0 pour tout vecteur
non-nul v de E. Muni de la forme (u,v); = w(u,Jv) — iw(u,v) Pespace E devient un
espace vectoriel hermitien. Nous noterons A(E) la grassmannienne lagrangienne de E :
c’est la variété formée par les sous-espaces de E qui sont isotropes pour E et de dimension
maximale pour cette propriété.

Lemme 2.1.1 Si Ly et Ly sont deux lagrangiens de E, il existe un endomorphisme uni-
taire u de E tel que u(Lg) = Lq.

Preuve : si e = (eq,...,e,) est une base d’'un lagrangien L, orthonormée pour le produit

scalaire Re(-,-) s, alors e est également une base de E, considéré comme espace vectoriel
complexe. Choisissons alors (pour ¢ = 0,1) une base e’ = (e],...,e},) de L;, orthonormée
pour Re(,-)s. L’application C-linéaire u : E — E telle que u(eg) = ejl- convient. O

Soient wu; et us deux endomorphismes unitaires de E tels que ug(Lo) = L1 (k =
1,2). L'endomorphisme unitaire u; Yo uy préserve Ly. Soit e = (eq,...,e,) une base de
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L orthonormée pour le produit scalaire Re(+,-)s. La matrice de I'application C-linéaire
Uy Low; : E — E dans la base e (considérée comme base complexe de F) est également la
matrice de I'isométrie uy ' o uy|r, de I'espace euclidien (Lo, Re(-,-)s). Nous avons donc

detc(uy ' ouy) € {#1}.

Nous obtenons donc que si u est endomorphisme unitaire de E tel que u(Ly) = L1, le
nombre complexe (de module 1) detX(u) ne dépend que de Ly et de Li. On le note
det%OLl. Il vérifie, par construction, la relation de cocycle :

det%OLg = det%OLl : det%lLQ.

En particulier, si (L;) est une courbe continue dans A(E), la variation de 'argument du
nombre complexe det%VLt (comptée en tours), ne dépend pas du choix de W € A(FE). On
note A(det?L;) ce nombre.

Proposition 2.1.2 Si (L) est une courbe dans A(E) qui reste toujours transverse da un
lagrangien donné W, on a : |A(det®>L;)| < n.

11 est classique que 'application

AE) — St
L~ det? L

induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux (voir [2, 10]). Par ailleurs, il
est également bien connu que, pour tout lagrangien W, l'intersection avec I’hypersurface
(singuliere)

{L,dimL NW > 0},
engendre le groupe H'(A(FE),Z). 1l n’est donc pas surprenant que le fait de rester trans-

verse & un lagrangien donné, empéche une courbe de A(E) de “trop tourner” (voir [2]).
Prouvons maintenant la proposition.

Preuve : notons Oy 'ouvert des lagrangiens transverses a W. Puisque W et JW sont
orthogonaux pour le produit scalaire Re(:,-)s, nous avons la décomposition en somme
directe : E = W & JW. Notons p la projection orthogonale sur JW. Si L € Oy, l'ap-
plication J o p|, : L — W est un isomorphisme. Il existe donc un endomorphisme f de
W tel que L = Ly := {f(z) + Jx,x € W}. Notons que le fait que le sous-espace Ly soit
lagrangien est équivalent au fait que 'endomorphisme f : W — W soit symétrique pour le
produit scalaire Re(-,-)s. L’application f — L¢ est donc un difféomorphisme de l'espace
des endomorphismes symétriques de W sur Oy . On a :

()\k+i)2
14+ A2

n
detiy Ly = [
k=1
ou les i, sont les valeurs propres de f. Maintenant, si (f;) est un chemin d’endomorphismes
symétriques de W, de valeurs propres Ai(t) < .-+ < A\, (t), la variation de 'argument du
nombre complexe
ﬁ e (t) +1)?

2
LN
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est inférieure ou égale a n. En effet chacun des nombres Ag(t) + reste confiné sur la droite
R + ¢ et a un argument qui varie d’au plus un demi-tour. O

Nous sommes maintenant préts a construire le quasi-morphisme @ : %(E,w) — R.
Rappelons que nous identifions ’espace é\f)(E,w) a l'espace des classes d’homotopie (a
extrémités fixes) de chemins issus de Iidentité dans Sp(E,w). Si [y] € Sp(E,w) et Lg €
A(B), notons 1, ([7]) = Adet(y; - Lo)).

Lemme 2.1.3 Si Ly et L1 sont deux lagrangiens, on a :

oo (V) = wr (D] < 2n.

Preuve : fixons un lagrangien W, transverse a Lo et Li. On fixe un chemin (Ls)e(o1];
contenu dans ouvert des lagrangiens transverses a W. Notons alors u(t, s) = detd, (- Ls).
Puisque le lacet ulgp )2 est contractile, et que A(u(0,s)) et A(u(l,s)) sont tous deux
bornés par n, nous obtenons :

IA(u(t, 0)) — Au(t,1))] < 2n.

C’est le résultat voulu. O

Remarquons maintenant que nous avons ’égalité

ero (V) - ) — Lo (V) — Lo (M) = Py120(0]) — Lo (M)

Le membre de droite est borné par 2n. L’application ¢, est donc un quasi-morphisme sur
le groupe Sp(F,w), dont 'homogénéisé ® ne dépend pas de Ly, d’apres le lemme 2.1.3.
Pour tout lagrangien L on a :

i 1
() = hmpﬁoo;A(deﬁ(vf -L)).
Proposition 2.1.4 Le quasi-morphisme ® est continu.

Preuve : si z € Sp(E,w), on montre par récurrence sur k l'inégalité :
P10 (@) = kepr, ()] < 2nk.

En divisant par kp et en faisant tendre k vers l'infini, nous obtenons :

1 2n
D(x) — -, (2P)] < —.
|® () psoo( )| )

La continuité de ¢, implique alors celle de ®. O

Remarquons que les groupes infinis cycliques 71 (Sp(E,w),Id) et m (A(E)) possedent
chacun un générateur canonique. Pour cela identifions £ muni de la structure presque-
complexe J et du produit hermitien (-,-) s & C™ Notons A;(z1,...,2,) = (2™ 21, 20,..., 2).
Nous identifions donc A; & un élément de Sp(E, w). Le lacet (A¢)o<t<1 représente alors un
générateur du groupe 71 (Sp(E,w), Id) et le lacet (A¢(R™))g<;< 1 représente un générateur



50 CHAPITRE 2. VARIETES SYMPLECTIQUES MONOTONES

du groupe 71 (A(E)) (voir [2, 10]). Ces deux générateurs ne dépendent pas du choix de la
structure presque complexe .J.

Nous avons vu que le quasi-morphisme & : §f)(E ,w) — R ne dépend d’aucun choix de
point base dans la grassmannienne lagrangienne. Il est également indépendant du choix de
la structure presque-complexe. En effet, si T est le générateur (défini ci-dessus) du groupe
infini cyclique s

1 (Sp(E,w),Id) — Sp(E,w),

on vérifie aisément que ®(T) = 2. Ainsi les deux quasi-morphismes homogenes ® et @’
construits & partir de deux structures presque-complexes J et J' distinctes, prennent la
méme valeur sur l’élément 7. D’aprés un argument de Barge et Ghys [10], que nous
rappelons maintenant, cela entraine qu’ils sont égaux. En effet le quasi-morphisme ho-
mogene ¥ = & — &' : Sp(E,w) — R s’annule sur le groupe cyclique 7 (Sp(E,w)) C
§f)(E,w). Puisque ce groupe est contenu dans le centre de §f)(E,w), U descend en un
quasi-morphisme homogene 1 : Sp(E,w) — R. Nous appliquons alors le :

Lemme 2.1.5 ([10]) Tout quasi-morphisme homogéne 1) : Sp(E,w) — R est identique-
ment nul.

Preuve : le fait qui permet d’établir ce lemme est que le groupe Sp(E,w) est uniformément
parfait : tout élément de Sp(E,w) est le produit d’un nombre uniformément borné de
commutateurs.

Rappelons que si a et b sont dans Sp(E, w), nous avons l'inégalité

[ ([a, b)) < 6(),
ou 6(¢) est le défaut de 1. En effet puisque v est homogene et invariant par conjugaison,
P(a) +(ba=1b71) = 0 et donc ¥([a,b]) = Y(a-ba=tb™1) —(a) — ¥ (ba"tb71). La valeur
¥ ([a, b]) est donc bornée par le défaut de . On déduit aisément de cette inégalité que si
v € Sp(E,w) est le produit de k& commutateurs, on a : |[¢(v)] < (2k — 1)d(¢)). Si a € E,
nous noterons t, : £ — E la transvection symplectique définie par :

to(z) = 2 + w(z,a)a.

Il n’est pas difficile de s’assurer que t, est un commutateur (voir [10]), et, d’apres [31],
tout élément de Sp(E,w) est produit d’au plus dim(E) éléments de la forme t. Nous
en déduisons que 1 est borné (en valeur absolue) par (2dim(E) — 1)d§(¢). Pusique 9 est
homogene, il est identiquement nul. a

Indiquons finalement que 'on peut donner d’autres descriptions du quasi-morphisme ®,
qui permettent de le calculer effectivement [10].

2.1.2 Quasi-morphisme pour les difféomorphismes de la boule

Nous supposons maintenant que B est une boule de R?*” munie d’une forme symplec-
tique de volume fini v :
/ V" < o0
B
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Suivant [10], nous allons construire un quasi-morphisme homogene 75, : ', — R, ou
I'p, désigne le groupe des difféomorphismes symplectiques de (B, v) a support compact.

Nous choisissons une trivialisation symplectique du fibré tangent a B. La différentielle
d’un difféomorphisme f € I'g, “lue” dans cette trivialisation est une application

B — Sp(2n,R)

x — df(z).
Un changement de trivialisation est donné par une application § : B — Sp(2n,R). La
différentielle de f est alors changée en & — 6(f(x ))~t-df (z)-0(x). Notons 0 : B — Sp(2n,R)

un relevé quelconque de 6, et df B — Sp(2n R) T'unique relevé de df qui vaut Id hors
d’un compact. Si f et g sont dans le groupe I'g ,,, nous avons :

d(fg)(x) = df(9(2)) - dg(x),

et donc
[@(d(fg)(x)) — (dg(x)) — D(df (9(2)))| < 5(®).

L’application f +— f B df v"™ est donc un quasi-morphisme sur le groupe I'g ,,. Nous allons
vérifier que son homogénéisé ne dépend pas de la trivialisation symplectique choisie. Si
I’on change de trivialisation, ’application d} est changée en 9 lo f- cfijf - 0. Nous pouvons
donc écrire :

T(fP(@)) - dfr (@) - Ow) = (071 (@) - 0)) - (7 (@) - dPr(e) - O(a))

Nous avons donc, puisque ® est homogene :

[@(dfr(x)) — DO (f7()) - dfP(x) - 6(x))| < 5(®) + |B(O " (f7(2))8())].

Si le support de f est contenu dans le compact K de B, nous avons pour z dans K,
|D(O7L(fP(2))0(x))] < 5(®) + 2supg |P 0 0] ; si & n'est pas dans K, la quantité

SO (f7(x))b(x))

est nulle. Ainsi :

|D(dfP(x)) — (O (f7(x))df? (2)0(x))| < 26(P) + 2sup|P o ],

pour tout z de B et tout entier p. En divisant par p, en intégrant, et en passant a la limite,
nous obtenons bien le résultat voulu : la quantité

5 (f) = hmpm% /B (@)

ne dépend pas de la trivialisation choisie. L’application 75, : ', — R est le quasi-
morphisme homogeéne annoncé.
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2.2 Construction du quasi-morphisme G

Fixons un S!-fibré principal  : M — V de classe d’Euler égale & 2c1 (V). Nous noterons
(€™, y) ™y (y € M)

l'action de S' sur M. Notant X le champ de vecteurs sur M engendré par I'action du
cercle, on peut trouver une 1-forme « sur M telle que a(X) = 1 et da = 7*(sw) :
nous sommes dans la situation du paragraphe 1.1.2. Nous fixons également une structure
presque-complexe J sur V, compatible avec w. Le fibré vectoriel TV, muni de la forme
bilinéaire

(u,v); = w(u, Jv) —iw(u,v)

devient alors un fibré vectoriel hermitien, dont on peut choisir une trivialisation au-dessus
d’un recouvrement {Ug} avec des applications de transition gg, : UsNU, — U(n) a valeurs
dans le groupe des matrices unitaires de taille n. La famille d’applications (det?(gg,)), a
valeurs dans le cercle, détermine un fibré en cercles N au-dessus de V', qui est isomorphe a
M (la classe ¢1(V') pouvant par exemple étre définie comme étant la classe du fibré défini

par le cocycle (det(ggy)))-

Notons A(V) le fibré en grassmannienne lagrangienne au-dessus de V, et mp : A(V) — V
la projection associée. La fibre A(V), := 7, (x) est formée des sous-espaces lagrangiens
de l'espace tangent T, V. D’apres la description précédente du fibré N, nous avons une
application naturelle det? : A(V) — N ; qui n’est autre qu’une application fibrée de 'ap-
plication

det?; : A(E) — S,

déja rencontrée dans le cas ou E est un espace vectoriel symplectique et W un lagran-
gien de E. Dans une trivialisation U, x C", un lagrangien L, élément de A(V), “s’écrit”
(z,uy(R™)), pour une matrice unitaire u,. On lui associe 'élément (x,det*(u)) dans la
trivialisation correspondante de N. En choisissant un isomorphisme entre N et M, nous
obtenons une application ¢ : A(V') — M. Cette application n’est bien str pas unique! Le
choix de J et 'isomorphisme entre N et M interviennent. Cependant, elle a la vertu sui-
vante : en restriction & chaque fibre A(V),, elle induit un isomorphisme entre les groupes
fondamentaux. Une autre application ¢’ : A(V) — M, construite par le méme procédé
serait donc de la forme :

(L) = x(ma(L)) - ™) - (L),

pour des applications y : V — St et x: A(V) — R.

Remarque. Puisque 'application ¢ restreinte & une fibre A(V), — 7~ !(z) C M induit
un isomorphisme entre les groupes fondamentaux, le générateur canonique du groupe fon-
damental de A(V), fournit un générateur du groupe fondamental de la fibre 7=1(x) C M,
et donc une orientation du cercle 7—!(x). Il sera utile de remarquer que cette orientation
est lorientation opposée de celle définie par le champ de vecteurs X (qui est le champ
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de Reeb de «). Par exemple, lorsque V = S2, munie d'une forme d’aire, A(V') coincide
avec M, c’est le projectifié du fibré tangent & S2. Dans ce cas, cela correspond au fait
que l'orientation induite par la forme a A da est 'opposée de 'orientation canonique de
A(S?) ~ P(TS?).

Nous pouvons maintenant passer a la construction du quasi-morphisme S.

On considére une isotopie hamiltonienne (f;) engendrée par le champ de vecteurs Z;
(avec tz,w = —dHy, fV H;w" = 0 pour tout ¢, pour une fonction H : [0,1] x V' — R).
Comme au paragraphe 1.1.2, nous noterons O( f;) I'isotopie de M engendrée par le champ
de vecteurs -

Zt + §(Ht o 7T)X

(la présence du coefficient ¢ est simplement due au fait que le hamiltonien associé au champ
de vecteurs Z; pour la forme symplectique w est ¢H;). Soit L € A(V) un lagrangien avec
A (L) = x. Nous pouvons considérer la courbe df;(x)(L) dans A(V') obtenue en appliquant
la différentielle de Iisotopie (f:) & L. Comment lui associer un nombre de rotation ¢ Pour
cela, considérons les deux courbes

p(dfe(z)(L)) et O(ft)(p(L))

dans M. Elles sont toutes deux issues du point (L) et relevent la méme courbe dans V' :
(ft(x)). Bien que le fibré en cercles M ne soit pas trivial, on peut se servir de la courbe
O(ft)(¢(L)) comme d’une horizontale “le long du chemin f;(x)” pour mesurer le nombre
de rotation de la courbe ¢(df;(z)(L)). On peut écrire

pldfy(z)(L)) = ™0 O(fi)(p(L)),

ou ¥ : [0,1] — R est une application continue. On définit alors une fonction continue sur
A(V) par angle(L,{f;}) = 9(1) — ¥(0). Elle satisfait la relation :

angle(L, {f: x g+ f1}) = angle(L, { f¢}) + angle(dfy - L, {g:}).

Proposition 2.2.1 Pour toute paire de lagrangiens (Lo, L1) contenus dans la méme fibre
de A(V') — V, et toute isotopie hamiltonienne { f;}, nous avons :

|angle(Lo, {f¢}) — angle(L1,{fi})| < 2n.

Preuve : c’est une version fibrée de la preuve du lemme 2.1.3. Nous fixons Lo, L1 € le(m).
Choisissons un lagrangien W € ﬂXl(l‘) transverse a Lg et L1, et un chemin Ly de Ly & L
dans le(m), tel que Ly soit transverse a W pour tout s. Nous pouvons alors écrire :

o(dfy - Ls) = €™ 0(f,)(¢(Ls)),

ot ¥ : [0,1]? — R est continue et (0, s) = 0. Nous avons :

angle(Lo, {ft}) — angle(Ly, {f:}) = ¥(1,0) — (1, 1).
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Ecrivons o(Ls) = €™) . (L) ott v : [0,1] — R est continue. La quantité v(1) — v(0)
est égale & —A(det?(L)) et est bornée par n d’apres la proposition 2.1.2. On a alors :

p(dfi(Ls)) = ™09 0(f1)(e ™) - o(Lo))
_ 621'7r(19(1,s)— (1,0)+v(s)) (dfl(LO))

Ainsi 9(1,0) — 9(1,1) = A(det?(df1 - Ls)) — A(det?(Ls)) est borné par 2n d’apres la
proposition 2.1.2. O

Nous définissons alors une fonction mesurable bornée sur V' par :

angle(z, { fi}) = infrcp(v), angle(L, { fi}).

Elle satisfait :

|angle(z, {f; * gef1}) — angle(x, {fi}) — angle(f1(2), {g:})| < 6n.

L’application s
4% — R
{fey = fV angle(—, { fe})w"
est donc un quasi-morphisme. Si ’application ¢ est modifiée en une application ¢’, comme
expliqué ci-dessus, la fonction angle se trouve changée en la fonction angle’(L, {f;}) égale
a:

angle(L, {£:}) + s(df, - L / B(X)(fi(x

ol B désigne la 1-forme fermée d( X). Nous avons donc :

1
angle’(z, {f1}) — angle(z, {f¢}) — /0 5(Xt)(ft($))dt‘ < dn + Zsupy vyl

L’intégrale [, fo B(Xy)dt w™ étant nulle, on a :

< (4n + 2supy (yy |&[)vol (V).

/V angle!(—, {f}Jw" — /V angle(—, {f})w"

L’homogénéisé
. 1
S((fi}) = limyoe / angle(—, {f1}7) w
Vv

de notre quasi-morphisme ne dépend donc pas du choix de I’application ¢, et donc pas de
J. Il ne dépend pas non plus du choix de la 1-forme a (vérifiant a(X) = 1 et da = 7" (sw)).
De plus, la encore nous pouvons écrire

S({f)) = /V angle(—, {f1}) w"
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ol la fonction &Eg\le(—, {ft}) est définie presque partout par

—

angle(z, {fi}) = limp_,oo%angle(x, {ft}?).

Nous calculons maintenant la restriction de & sur les isotopies & support dans une boule
i1:B—=V.

Théoréme 5 Si lisotopie {fi} est a support dans B, nous avons

S({ft}) = —mBw(f1) + <Calp(f1).

Preuve : on fixe une trivialisation unitaire du fibré tangent au-dessus de B, et une trivia-
lisation du fibré en cercles M au-dessus de B. On note A la primitive de w sur B telle
que o = d(lzozr";) + ¢\ dans cette trivialisation (z désigne la coordonnée sur le cercle).
L’application ¢ lue dans cette trivialisation est de la forme :

B x AR*™) — BxS!
(x,L) + (2,62 @0 . detd, (L)™Y)

pour une application x : BxA(R?") — R. La présence du terme det%., affecté de I’exposant
—1 est due au fait que nous avons expliqué plus haut : I'orientation du cercle S' induite
par le générateur canonique de 71 (A(R?")) est 'opposée de celle induite par le champ de
Reeb de a.

On considere alors une isotopie hamiltonienne (f;) & support contenu dans un compact
K de B, engendrée par le champ de vecteurs Z; (avec tz,w = —dHy, ou Hy est d’intégrale
nulle sur V, constante hors de B). Nous avons d’une part :

p(fel@),dfy - L) = (fo(x), 2™ DGL) - detqe, (dfy - L))
et d’autre part :
OUi) (2, 1) = (fi@), 2l N E T fula 2imntel) ety (L))

La valeur de angle(L, {f;}) est donc :
—A(detka (dfy(x) - L)) + /0 1(cA(Zt) — CH)(folw))dt + r(f1(x), df1(2) - L) = K(x, L).
En notant C' le maximum de || sur supp(f) x A(R?"), on a alors :
angle(z, { f,}) + A(detyn (dfi(x) - L)) — < /()I(A(Zt) — H))(fi(x))dt| < 2C + 2n.

Hors de la boule B la fonction angle(z,{f;}) est égale a —¢ fol Hy(fy(x))dt. En tenant
compte de I'inégalité |A(detkn (dfi(x) - L)) — ®({df:(z)})| < 2n, nous obtenons :
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‘/V angle(—, {f})w" —g/ol/B)\(Zt)dtw" —I—/BCD({dft(g;)})y” < (2C + 4n)vol(B).

La méme estimation reste vraie pour les itérés de f car leur support est contenu dans celui

de f. Nous obtenons donc : §({f;}) = fol S MZy)dt " — 1B, (f1) = <Cal(f1) — TBwW(f1)-
O

2.3 Invariant de Polterovich

2.3.1 Construction

Dans [100], Polterovich a introduit un homomorphisme I défini sur le groupe fonda-
mental du groupe des difféomorphismes hamiltoniens d’une variété symplectique mono-
tone. Nous allons voir maintenant que le quasi-morphisme & étend ’homomorphisme I (&
une constante multiplicative pres) :

Proposition 2.3.1 Soit f; : V —V (0 <t < 1) un lacet de difféomorphismes hamilto-
niens. Alors : S({fi}) = vol(V') - I({f+}) (ot vol(V') désigne le volume de V' pour la forme
volume w™).

Notons qu’il n’est pas surprenant que la restriction du quasi-morphisme homogene &
au groupe m1(%y) soit un homomorphisme : le groupe fondamental d’un groupe topolo-
gique est toujours abélien, et un quasi-morphisme homogene sur un groupe abélien est
un homomorphisme, comme nous ’avons vu avec le lemme 1.2.5. Avant de prouver cette
proposition, nous commengons par rappeler la définition de I'invariant I, telle qu’elle est
donnée dans [100].

Choisissons un point = de V' et considérons le lacet v,(¢) = fi(z). Expliquons d’abord
pourquoi ce lacet est toujours contractile. Puisque tous les lacets v, lorsque x parcourt
V', sont librement homotopes, il suffit d’établir que I’'un d’entre eux est contractile. Fixons
T € [0, 1] suffisamment proche de 1, pour que chacun des chemins (f(z))r<i<1 (x € V') soit
contenu dans une partie géodésiquement convexe de V' (pour une métrique riemannienne
fixée). D’apres la preuve de la conjecture d’Arnold, on peut trouver un point fixe contractile
xo pour l'isotopie hamiltonienne (f;)o<¢<7. Le lacet

Vo = (ft(xo))ogth * (ft(xo))TStgl

est donc contractile. Remarquons que 1'usage de la preuve de la conjecture d’Arnold est
le seul point non-élémentaire sur lequel repose la définition de cet invariant. Le reste de la
construction est tres simple. Bien str, dans le cas ou la variété V est simplement connexe,
il n’est pas nécessaire d’invoquer 'argument ci-dessus.

Si x est dans V, choisissons maintenant une application lisse

iD= {(z,y) € R o2+ [y <1} — V



2.3. INVARIANT DE POLTEROVICH o7

dont la restriction au bord du disque coincide avec le lacet ~,, c’est-a-dire :

u(e®™) = fi(x).

Cette application nous permet d’une part de définir ’action de x :

e = [wo- [ s

ou H; : V — R est le hamiltonien normalisé qui engendre 'isotopie hamiltonienne f;.
D’autre part elle nous permet de définir l’indice de Maslov du flot linéarisé le long de
l'orbite de z :

dft(ZL‘) : TxV — Tft(z)V-

Fixons une trivialisation symplectique du fibré «*TV — D. Dans cette trivialisation, la
courbe dfi(x) devient un lacet de matrices symplectiques ay,(t) € Sp(2n,R). On définit
I'indice de Maslov de cette orbite périodique (dans cette trivialisation) comme pu(z,u) =

@([au])-

Suivant [100], nous définissons alors :

I({fi}) = <o (2,u) — p(z, u).

Nous allons maintenant vérifier successivement les trois faits suivants :
— le nombre I({f;}) ne dépend ni du choix du disque v : D — V', ni du point z € V,
— le nombre I({f;}) ne dépend que de la classe d’homotopie du lacet de difféomorphismes

{/t},

— l'application I : (%) — R est un homomorphisme.

Supposons que u1,us : D — V soient deux applications lisses qui étendent I'application
e?™ — f,(x). Nous avons alors :

(o) = ot (o) = [ oo [ = (o], ),

ou A est la classe d’homologie de la sphére obtenue en recollant u; et us sur leur bord
(et en inversant l'orientation du second disque). Maintenant, supposons données deux
trivialisations des fibrés u7T'V et u3TV respectivement :

e1:R"xD — uiTV
w2 :R"xD — uwiTV.

Il existe alors une application K : S — Sp(2n, R) telle que
o3 0 1(27,0) = (27, K(2™)(v)

(v € R*™). On en déduit I'égalité pu(z,ur) — pu(z,uz) = —@([K]). Nous avons donc :

(6o (z,u1) — p(w,u1)) = (oo (x, ug) — p(w, u2)) = (s[w], A) + S([K]).
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Il n’est pas difficile de s’assurer que 'entier ®([K]) est égal & —(2¢1(V'), A). Nous avons
donc (clw], A) + ®([K]) = 0, et la quantité ¢.o/ (z,u;) — u(x, u;) ne dépend pas du disque
Uyj.

Choisissons maintenant deux points x1, 2o dans V, et un chemin 7 : [0,1] — V telle
que v(0) = x1 et y(1) = z2 (nous noterons (s) = 7). Soit u; : D — V une application
telle que w1 (e?™) = fy(z1). Nous définissons une application :

up:DU{z€C, 1<z <2} =V

par : uz(2) = u1(2) si z € D, et up(se?™) = fi(ys_1) (1 < 5 < 2). 1l est alors clair que
w(zy,u1) = p(ze,u2). Nous devons donc nous assurer que o (z1,u1) = o (x2,us). Mais
ceci résulte du lemme suivant :

Lemme 2.3.2 .
/ wjw = / (Hy(fi22)) — Hy(fu1))) dt
1<]2]<2 0

Preuve : il suffit d’écrire que

usw = w(dfe(vi_1) Xu, (fi(vs-1)))ds A dt
= d(H(fi(vs-1))dt),

et d’appliquer le théoreme de Stokes. O

Nous avons maintenant achevé de prouver le premier fait ci-dessus. La preuve du second
fait est tres similaire : supposons donnée une famille & deux parametres de difféomorphismes
hamiltoniens ( ft’s)tesl’se[071}, avec fo s = 1 pour tout s. Nous allons montrer que

I({ft,o}tesl) = I({ft,l}tesl)'

Choisissons z € V et une application ug : D — V telle que ug(e*™) = fio(z). Pour
calculer I'action et I'indice de Maslov de l'orbite de x pour le lacet de difféomorphismes
(f+,1) nous choisissons alors I’application u; : DU {z € C,1 < |z| < 2} — V qui coincide
avec ug sur D et telle que uj(se?™) = fr.s—1(x). On vérifie alors comme précédemment
que l'action de z pour le lacet (ft ), calculée avec le disque ug est égale a 'action de x pour
le lacet (f:1), calculée avec le disque ;. Ceci assure que I({fio}iest) = I({f1}iest)-

Il n’est pas difficile de s’assurer que I est effectivement un homomorphisme. Lorsque
V est la sphere S2, le groupe 71(%g2) est isomorphe & Z/2Z [111] et 'homomorphisme I
est donc identiquement nul. A titre d’exemple, nous allons vérifier explicitement que cet
invariant s’annule pour un lacet de rotations sur S2.

Exemple. Considérons la sphere S2, identifiée & CP! = C U {cco}, munie de la forme

d’aire Q = %%, dont 'aire totale est 2. On a alors [Q)] = ¢;(CP!) et ¢ = 2. Notons

fi(z) = €% . 2. Le hamiltonien normalisé qui engendre (f;) s’écrit

2P -1
PR

H(z)




2.3. INVARIANT DE POLTEROVICH 99

Notons z, = 0 € C et u, le disque constant égal & x,. L’indice de Maslov p(x,, u,) est
égal a 2, et Paction o (x4, u,) vaut —H (0) = 1. Nous avons donc bien :

I fi}) = 29 (24, u,) — 2 = 0.

Nous prouvons maintenant la proposition 2.3.1. Fixons un point z € V. Choisissons
une application v : D — V telle que u(e?™) = f;(z). Nous pouvons alors considérer les
fibrés u*A(V) — D et u*M — D. Nous noterons «,, la 1-forme différentielle induite par
a sur u*M, et ¢, : u*A(V) — u*M 'application induite par I'application ¢ : A(V) — M.
Nous fixons une trivialisation :

PiutM — D xS
On peut alors écrire, dans cette trivialisation : a,, = ds + A (ou s désigne la coordonnée
sur le cercle St identifié A R/Z et \ est une primitive de u*(cw) sur le disque D).

Choisissons un lagrangien L € WXI(I‘) au-dessus de x. Nous identifions les courbes
dfi(z)(L) et ©(f:)(x) & des courbes contenues respectivement dans les fibrés u*A(V) — D
et u*M — D. Ecrivons :

O(fe)(pu(L)) = ¥(fi(w),e*™ ()
puldfe(2)(L)) = ¥(fi(x),em™20).

Nous allons vérifier que la quantité (92(1) — J2(0)) — (¥1(1) — ¥1(0)) ne dépend que de x
et pas du choix du lagrangien L € le(m , Ce qui assurera que

angle(z, {fi}) = (V2(1) — 92(0)) — (91(1) — 91(0)).
La quantité ¥2(1) — 92(0) est égale & —pu(x,u). Par ailleurs,

91(1) =91(0) = Jio()(a)) @u — A

Jo SHy(fe()) — [y u*(sw)
= —cd(x,u).

Nous obtenons bien angle(x, {f;}) = I({f:}). Finalement :

Gwmzﬂwmewmwzmwwmm>

(intégrale de la fonction angle(—,{f;}) est déja égale a la valeur du quasi-morphisme
homogénéisé dans ce cas).

2.3.2 Un exemple

Pour conclure ce paragraphe, nous allons maintenant décrire en détails un exemple de
variété symplectique pour laquelle 'homomorphisme I n’est pas trivial. Cet exemple est
tiré de [100].
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Nous noterons Cep1 — CP! le fibré trivial C x CP! et T — CP! le fibré tautologique :
T ={(d,v) € CP! x C? v e d}.

Considérons alors le fibré Copr @ T. Un élément de Cgpr @ T sera noté (d, z,v), ou
d € CP!, 2 € C, et v € d C C2 Nous allons considérer la variété X = P(Cepr ©T).

Il n’est pas difficile de vérifier que X est biholomorphiquement équivalente au plan
projectif CP? éclaté en un point : notons (eg, e1, e2) la base canonique de C? (on identifie
alors C? au sous-espace engendré par ey et e3) et [z0e0 + z1€1 + 22€2] les points de CP2.
L’éclaté de CP? au point [eg] sera noté CP%@O], et £ C CP%@O] désignera le diviseur
exceptionnel. Dans la carte affine {2 # 0}, I’espace tangent au point [ey] € CP? s’identifie
4 C2, nous pouvons donc identifier le diviseur exceptionnel E 4 CP!.

L’application :
[zeg +v] € CP?  siv #0

¢:[(d’z’v)]H{dEE siv=20

2

[eo
la projection (d,z,v) — d et ps : X — CP? l'application obtenue en composant ¢
avec la projection naturelle CP%@O} — CP?2. Enfin, nous noterons wWrsn la forme sym-
plectique de Fubini-Study sur CP" (normalisée pour étre d’intégrale 7 sur une droite).
Rappelons sa définition. Nous considérons la forme symplectique standard wg de C™+1.
Si p: 82"l . CP" est la projection canonique de la sphére unité de C"t! vers CP", la

forme wrg, est 'unique 2-forme telle que wy = p*wrg,, sur la sphere S2ntl,

est un difffomorphisme holomorphe entre X et CP - Nous noterons p; : X — CP!

Nous munissons alors X de la 2-forme suivante :

1

2
0= ngwFSJ + gpngs,z-

Il n’est pas difficile de vérifier que €2 est une forme symplectique et que [©2] = Zc1(X) (voir
[59]). Nous avons donc ¢ = % dans cet exemple. Considérons alors l’action du cercle sur
X définie par :

ft([(d7z7v)]) = [(d7 ¥t Z,?))].

Cette action préserve bien sur la forme symplectique €2, elle est donc hamiltonienne. Nous
noterons Z le champ de vecteurs qui I’engendre. Nous allons maintenant établir la :

Proposition 2.3.3 I({f,}) = 3.

Considérons le plongement symplectique suivant :

¢ : (BY1),wy) — (CP? wrsa)
(20,21) = [20€0 + 2161 + /1 — |20]2 — |21]2e2],

ot B4(1) est la boule unité euclidienne de R*. L’image de v coincide bien siir avec I'image
d’une carte affine standard : c’est 'ouvert {z2 # 0}. Mais le paramétrage par la boule
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unité de C? permet d’exprimer plus simplement la forme symplectique de Fubini-Study
dans ces coordonnées. Puisque

(20,21, V1 — |20]2 — |21]?) € S° € C?,

il est immédiat que 1*wrgs 2 coincide avec la forme symplectique standard wg = dzo Adyo+
dz1 A dy;. Notons également que, puisque I'image de 1 évite [eg], nous identifierons B*(1)
a un ouvert de X (plus précisément, a son image par p, lo ). Dans ces coordonnées, nous
avons

fi(z0,21) = (3™ - 29, 21)

et Q= %wo + %p’prs,l. La projection p; : B4(1) — CP! s’écrit p1 (20, 21) = =X

V1-lz0]2—[z1?"

Puisque chaque orbite de ’isotopie f; que nous considérons est contenue dans une fibre
de p1, le calcul du hamiltonien H qui engendre cette action ne présente pas de difficulté.
Nous avons :

2 *
—dH =170 = 3LZP2WFS 2

(le terme ¢ zpiwrg 1 est nul). Nous obtenons aisément que, dans la boule B4(1), H(2g, 21) =
%’r\zo|2. Le point z, = (0,0) € B*(1) est fixe sous I'action de f;, nous allons donc I'utiliser
pour calculer la quantité I({f;}). L’application u : D — X qui apparait dans la définition
de l'invariant I peut bien entendu étre choisie constante égale a x..

Lemme 2.3.4 Si u,, : D — X désigne l'application constante égale a x., lindice de
Maslov p(x, uz,) est égal a 2.

Preuve : la différentielle de f; en x,, lue dans les coordonnées (2o, z1) ci-dessus est 'appli-
cation C-linéaire dont la matrice (complexe) est :

62i7rt 0
= (20

L’indice de maslov p(x,,uy) est le degré de Papplication du cercle dans lui-méme définie
par t € R/Z — det4(Ay). On a donc bien p(z,, uy) = 2. O

Notant H : X — R la fonction qui differe de H par une constante et est de moyenne
nulle sur X :

/fmmz:o.
X

L’action du point fixe x, calculée par rapport au disque constant u,, est —H (z4). Nous
avons donc l’expression :

144 = 2 H(w) -2

La seule chose qu’il nous reste a calculer est donc la valeur moyenne de H. Il n’est pas
difficile de vérifier que sur B*(1), la 2-forme piwrs,1 s’écrit (en notant zop = xg + iy et
z1=x1 +iy1) :

dxq N dyq

1— | |2 + Adzg A dyy + Bdzo A dxy + Cdyo A dzy + Ddyo A dy;.
— <0
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Les quatre derniers termes ont un produit extérieur nul avec wg, nous obtenons par
conséquent :

4 4
QNQ = §w0/\wo—|—§p’{wps,1 A wy
4( A wo + A wp)
= —(WpAwy+ ————5-wo Aw
T
4

1
= - (1 S — A .
9( +2(1—|zo|2>>°"° o

Nous pouvons alors calculer 'intégrale de H (dans les calculs qui suivent, nous noterons
— 5.2 -
u; = |2i]%) :

2 4 1
/HQ/\Q = —W-—/ \z0|2<1+2(7>2'da:0/\dy0/\dm1/\dyl
X

3 9 B4(1) 1-— |ZO‘2)
o 4 1
_ 2 1+ —— ) on2dug A d
3 9/%+m<1“°< +2<1—uo>> T Adh
473 4 (1 o
5 el =) +
_ 4’ 45
3 9 12
om 4 9
= =292
18 9 7

Nous calculons de la méme maniere le volume total de X :

/Q/\Q:
X

1
Y SN (T PR
ug+u1 <1 2(1 - UO)
! 1
. 27‘(2/ (1 —ug + =)dug
0 2

.22

Ol Ol O i

La moyenne de H est donc ?—g. Dans les coordonnées (zg, z1) précédemment introduites,
le hamiltonien normalisé H qui engendre ’action du cercle considérée s’écrit alors :

27 5%
H(zp,21) = ?|Zo|2 BETS
Nous obtenons bien I({f;}) = % . ?—g -2 = _Tl, ce qui acheve la preuve de la proposi-

tion 2.3.3.
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Remarque. Dans [100], Polterovich obtient la valeur 15 - Ceci est di au fait que dans
cet article, I'invariant I({f;}) est défini comme le nombre

(1) - plau),

(pour un point x et un disque u quelconques), qui est égal a % fois 'invariant I tel que

nous 'avons défini. Puisque ¢ = % dans notre exemple, nous obtenons bien un résultat
cohérent avec [100].

2.4 Hamiltoniens autonomes sur la sphere

Nous avons vu, avec les théoremes 2 et 4, que la valeur de certains quasi-morphismes
sur les temps 1 des flots hamiltoniens associés a des fonctions de Morse sur une surface S
(ou plus généralement, & des fonctions commutant avec une fonction de Morse) peut étre

exprimée sous la forme
[ ni
S

ou H est le hamiltonien et ( est une mesure signée sur S, de masse totale nulle (ceci
est bien sir nécessaire puisque I'ajout d’une constante a H ne doit pas modifier la valeur
du quasi-morphisme). Cette mesure est déterminée par la donnée de la fonction de Morse
d’une part, et de la forme d’aire d’autre part. Dans le cas du théoreme 2, la mesure ( était

de la forme :
Z 5:!21) — Hw,
veY

ou les x, sont les 2g—2 points critiques d’indice 1 correspondant aux sommets de I’ensemble
¥ contenu dans le graphe de Reeb (défini précédemment), et oul y,, est la mesure associée
a une forme d’aire w sur S (de volume total 2¢g — 2). Dans le cas du tore, dans ’énoncé du
théoreme 4, la mesure ( était de la forme :

k
Z (aire(pgl(ﬂ))éxi - Hp?(ﬂ)’“‘”)

i=1

ou les points z; sont les points critiques d’indice 1 correspondant aux sommets s; du graphe
de Reeb et 1 —1 7., est la fonction indicatrice du domaine pgl(Ti) C T2

Nous allons maintenant calculer la valeur du quasi-morphisme & : %2 — R sur les flots
associés a des fonctions de Morse sur la sphere, et découvrir que, la encore, nous obtenons
une expression de la forme 6(@}{) = fsz Hd(, pour une mesure signée ¢ sur S? vérifiant
f52 1d¢ = 0. Nous commencons par décrire la mesure dans ce cas.

Nous considérons donc, une derniére fois, une fonction de Morse F : 82 — R, dont
nous noterons xi,...,x; les points critiques et \; = F(z;) les valeurs critiques. Nous
supposerons celles-ci distinctes et ordonnées : \; < --- < \;. Comme précédemment, nous
disposons du graphe de Reeb § associé & F, et d’une projection pg : S> — G. Comme nous
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I'avons déja évoqué au paragraphe 1.2.2, nous pouvons alors calculer la caractéristique
d’Euler-Poincaré de la sphere, a partir du graphe G :

2 =x(8?) = ZQ — degré(v),

ol la somme porte sur les sommets de §. Considérons alors une forme d’aire  sur S?,
d’aire totale égale a 2. Nous pouvons alors reformuler 1’égalité ci-dessus de la maniere
suivante : la mesure signée

Ge= D 0| =D 6| —ra

vEY vEN

est de masse totale nulle. Ici, ¥ désigne 'ensemble des sommets de degré 1 de G, et ]
I’ensemble des sommets de degré 3. Nous notons toujours F ’espace des fonctions H sur
S? qui commutent avec F : Q(Xp, Xp) = 0.

Théoréme 6 Si H est dans F, nous avons :

Slph) =2 | Hics:

Dans le cas de la sphere S?, le fibré A(S?) considéré pour construire le quasi-morphisme
S n’est autre que le quotient du fibré unitaire tangent par la relation d’équivalence (x, v) ~
(z,—v) (en effet, en général, le fibré A(V) — V est formé par les lagrangiens non-orientés,
tangents & V). Sa classe d’Euler est égale & 2c¢1(S?) = 4. Nous avons donc 2[Q)] = 2¢;(S?) :
le parametre ¢ qui intervenait au paragraphe 2.2 est égal a 2. Ainsi, dans le cas de la
sphere, I’application ¢ considérée pour construire &, qui allait du fibré en grassmanniennes
lagrangiennes vers le fibré en cercles M de classe d’Euler 2¢; (V') n’est autre que 'identité.
Ceci nous permet de décrire plus “concrétement” le quasi-morphisme & dans ce cas.

Si (ft) est une isotopie hamiltonienne sur la sphére, nous disposons de deux isotopies
de A(S?) qui la relévent : I'isotopie induite par la différentielle df; et I'isotopie O(f;).

e
Ars?) L2 N (s2)
82#82

Si d € A(S?), les deux courbes df;(d) et ©(f;)(d) sont toujours contenues dans une méme
fibre de I’application ma : A(S?) — S2. On peut donc écrire dfi(d) = €2 (@) . Q(f,)(d).
La quantité d(d,1) — ¥(d,0) est, a une erreur bornée pres, constante sur chaque fibre de
7a. La fonction angle(—, f) : 82 — R définie au paragraphe 2.2 vérifie :

langle(z, f) — (9(d, 1) = 9(d, 0))| < 2,

pour toute droite d C T,S?. Nous avons alors &(f) = limp_)ooé g2 angle(—, fP)Q0.
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La preuve du théoreme 6 suit la méme ligne que la preuve du théoreme 2 : nous
commengons par calculer la valeur de la fonction af\gle(—,go}{) presque partout sur S2,
puis nous 'intégrons sur chacun des domaines pgl(e) (ou e est une aréte de G), enfin nous
sommons les différentes contributions obtenues sur les arétes de G.

Nous commengons par introduire quelques notations, qui sont similaires a celles uti-
lisées dans les paragraphes précédents. Si H est dans &, nous noterons H la fonction qui
differe de H par une constante et est de moyenne nulle sur S2, pour la forme 2. Comme
précédemment, nous fixons, pour chaque aréte e de G, un difféomorphisme du cylindre
S!x]sz, st[ sur I'ouvert pgl(e) tel que Q =ds A db et Xp(0,s) = ﬁp(s)% (avec Jp > 0).
Si H € F, le champ de vecteurs Xp s’écrit, sur pgl(e), Xg(0,s) = ﬁH(s)%. Nous noterons
s; le sommet de G associé au point z;. A chaque aréte e nous associons également un signe
e(e) = 1 de la maniere suivante. Le nombre €(e) vaut 1 si la fonction F' croit lorsque

laréte e est parcourue en direction du sommet s;, et —1 dans le cas contraire.

Proposition 2.4.1 On a, presque partout sur pgl(e) :

—

1 ~
amgle(z, o) =—2e<e>ﬂH<m>+m(yH / A(XHxsoé{(y))dt) () — 20 (x)

Preuve : notons U l'ouvert 82\ {z;} et choisissons une trivialisation ¢ : U x S — 7,1 ()
du fibré A(S?) — S? au-dessus de U. Nous pouvons identifier la sphere & CP?! et I'ouvert

U a C C CP!, et supposer que la section z — 1(x,1) est égale & la section définie par le

champ de vecteurs % sur C. Dans la trivialisation 1, la 1-forme a s’écrit a = ds + A, ou

A vérifie d\ = 2Q). On peut écrire :

@(90?1)(71)(5137(1)) = ¢(90§{($),e_'2i”f5 A(Xa) (¢l (2))dt” p2im2tH () | d)
doly (P(x,d)) = (el (), e2™ad) . 2).

Nous avons alors :
t o~
|angle(z, @) — (J4(t) +/ AN X ) (@ (x))dt' — 2tH ()] < 2,
0

d’ou 'on déduit :

— 1 , ~
amgle(z, o (2)) = limy o0 ﬂd]ﬁp) Lo <y o /0 A(Xst{(y))dt') (2) - 20 ().

La limite limp_mﬁdem ne dépend pas du point d € S'. Nous pouvons donc choisir cette

direction en fonction du point x. Si 'on choisit d égale a la direction du vecteur Xp(z)
(notée [Xr(z)]), puisque l'on a

dily (2)(Xp(2)) = Xp(h (@),

le nombre ¥y, (,)](p) est I'opposé du nombre de tours effectués par la droite [Xr (¢} (z))]
lorsque t varie de 0 & p. Comme nous l'avons expliqué plus haut, ceci est di au fait que
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9
20

Fic. 2.1 —

Porientation de la fibre 7, (2) du fibré A(S?) par le champ de Reeb de «, qui s'écrit %
dans notre trivialisation, est 'opposé de l'orientation canonique de 7' () ~ P(T,S?).
Dans les coordonnées (s, #) précédemment introduites, le flot go’}{ s’écrit :

o (s5,0) = (5,0 + td(s)).

Puisque X (% (z)) et % sont positivement proportionnels, le nombre ¥ x . (,) (p) est égal
au signe pres, a 2p¥g(s). Le facteur 2 vient du fait que nous comptons le nombre de
rotation de la direction du vecteur X (o (z)) qui est le double du nombre de rotation
du vecteur Xp (¢l (2)).

Pour obtenir ¥J[x,(,)(p) nous devons multiplier 2p¥p(s) par un signe adéquat. Si
e(e) = 1, le vecteur % est orienté dans la direction du point x;, donc lorsque 'on identifie
U a C, il “pointe vers l'infini” (ou encore a l'extérieur de la courbe pgl(pg(a:)) c C)
et Jix,(2)(p) = —2p¥pu(s) dans ce cas. Le cas ou €(e) = —1 est représenté sur la fi-
gure 2-1. Dans ce cas le vecteur % pointe a l'intérieur de la courbe pgl(pg(a:)) et 'on
a : Vix,(2)(p) = 2pdm(s). Nous obtenons donc bien dans tous les cas que la limite

V(X ()] (P)
p

limy o0 est égale & —2¢(e)V g (s). O

Nous pouvons maintenant calculer 'intégrale de la fonction z@(—, @}I) sur la sphere.
Puisque la fonction H est d’intégrale nulle sur la sphere, nous considérons en fait 'intégrale
de la fonction angle(—, k) + 2H. Nous calculons alors séparément l'intégrale du terme

—2¢(e)¥y et celle du terme 90t (y — fol )\(XH)(gptH(y))dt).

Considérons I’ensemble {F' < A\; — ¢}. Nous avons :

1
/ My / AXe) (G ()d)Q = / AXi)0
{(F<N—e} 0 {(F<\—e}

- [ -2 Ho
{F=\—¢} {F<h—€}

= 2H()\l—€)/ Q—Q/ HQ,
{F<X\—€} {F<X\—€}

(nous avons utilisé, encore une fois, la formule suivante : A\(Xg)Q2 = d(H\) —2HQ et noté
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5 s s

FiG. 2.2 —

H(X\; — ¢) la valeur de H sur le niveau F' = \; — €). Nous avons donc :

lim, o / ANXi)Q = 4H(zy) -2 [ HO.
{F<)\—€} S2

Par ailleurs, exactement comme au chapitre précédent, on peut écrire :

Y fyor 202 = =X, 2e(e)(Hg(e") — Hgle™))
5, Cv)Hg(v).

Les sommes sur la premiere ligne de cette équation portent sur ’ensemble des arétes du
graphe G, et la somme sur la seconde ligne porte sur I’ensemble des sommets de G. Nous
avons alors :

S(py) =Y C(v)Hg(v) + 4H (z;) — 2 . HQ.

Il nous reste donc a calculer les constantes C(v).

— Commengons par le cas ol v est un extremum local de F. Si v est le sommet cor-
respondant au point xz;, 'aréte e correspondante vérifie e(e) = 1 et nous obtenons
C(v) = —2. Si v correspond & un minimum local, C(v) = 2¢(e). Puisque F' décroit
lorsque 'on s’approche de v, on a €(e) = 1 dans ce cas et donc C'(v) = 2. On vérifie
de méme que pour un maximum local autre que le point x; la constante C(v) est
égale a 2.

— Si v correspond & un point critique d’indice 1 de F', notons ey, es et eg les trois arétes
de G adjacentes & v. On peut naturellement écrire C'(v) = Cy + Co 4+ C3 ou le terme
C; est égal a —20; - e(ei)Hg(e?i) (o §; = £l et v = e?i). Nous pouvons supposer
que l'aréte e; relie v au sommet s; = pg(x;) dans G. Les deux arétes es et e3 jouent
alors des roles symétriques. Nous devons alors distinguer 4 cas, selon que F' croit ou
non le long de 'aréte e; orientée de v a s; et selon que F' est croissante le long de
une ou deux arétes parmi les e;, lorsque I'on s’approche du sommet v (voir la figure).
Par exemple dans le premier cas de la figure, nous avons : €(e;) = 1, €(e2) = —1,
e(eg) =1let Cp =2, Cy = =2, C3 = —2. Nous obtenons donc C'(v) = —2. On vérifie
de méme que dans les trois cas restant on a C'(v) = —2.
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Finalement, nous obtenons bien :

S(el) =2 | X Helv) = Y Hev) - [ HO|.

vEYH vEN S

ce qui termine la preuve du théoreme 6.
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3.1 Préliminaires

3.1.1 Le programme de Zimmer

Nous commencons par une présentation assez grossiere du programme de Zimmer. Nous
renvoyons le lecteur aux textes [84, 118, 120] pour une exposition plus détaillée.

Considérons un groupe de Lie G, simple (c’est-a-dire dont 1’algebre de Lie est simple),
connexe, et a centre fini. Un exemple est donné par le groupe SL,(R) des matrices n x n
a coeflicients réels, dont le déterminant est 1. La plupart des faits que nous allons évoquer
se généralisent au cas ou le groupe est semi-simple, mais nous nous contenterons du cas
simple, pour simplifier...

Un réseau de G est un sous-groupe discret I' C G tel que le quotient G//T" soit de mesure
de Haar finie. Un exemple treés classique est le suivant. Le groupe SL,,(Z) est un réseau dans
le groupe SL,(R). Dans ce cas le quotient SL,,(R)/SL,(Z) est non-compact. Le rang réel
de G est la dimension maximale d’une sous-algebre abélienne de 'algebre de Lie g de G,
dont I'image par la représentation adjointe est diagonalisable sur R. Notons que le rang de
SL,(R) est n—1 : dans l’algebre sl,, des matrices réelles n x n de trace nulle, le sous-espace
de dimension n — 1 formé des matrices diagonales est une sous-algebre abélienne maximale
dont l’action adjointe est diagonalisable. Concernant 'existence de réseaux cocompacts,
c’est-a-dire pour lesquels le quotient G/T" est compact, le lecteur pourra consulter [19].

Dans les années 70, les travaux de Margulis (voir [84]) ont mis en évidence de remar-
quables propriétés des réseaux de G, lorsque le rang réel de G est supérieur ou égal a 2.
Ce sont les fameux résultats de super-rigidité et d’arithméticité, qui ont donné naissance
a une intense activité dans ce domaine et a de nombreuses généralisations. Rappelons-en
brievement la teneur. Nous supposons donc que I' est un réseau de G. Les résultats de
super-rigidité affirment que, sous certaines conditions, les homomorphismes de I" dans un
groupe de Lie H, s’étendent contintiment a G. Par exemple, si ¢ : ' — H est un homomor-
phisme de I' dans un groupe de Lie simple connexe H, si ¢(I") est Zariski-dense dans H,
alors ’'homomorphisme ¢ s’étend en un homomorphisme continu ¢ : G — H. Ce résultat
de super-rigidité permet ensuite d’établir une classification des réseaux en rang supérieur :
ils sont tous obtenus par des constructions arithmétiques (comme, par exemple, SL,,(Z)
qui est le groupe des points entiers du groupe algébrique SL,(R), qui est défini sur Q).
Nous ne donnerons pas plus de détails sur le théoreme d’arithméticité de Margulis ici,
mais renvoyons a [84] pour un énoncé précis. Enfin, citons également un autre théoréme
de Margulis, sur lequel nous reviendrons plus loin. Il affirme que le groupe I' est presque
simple, c’est-a-dire que tout sous-groupe distingué de I' est ou bien fini (et contenu dans
le centre de GG) ou bien d’indice fini dans T'.

Dans les années 80, Zimmer a proposé de généraliser les résultats de super-rigidité de
Margulis a un cadre non-linéaire. Il se place dans le cas ot le groupe H n’est plus un groupe
de Lie de dimension finie, mais est remplacé par le groupe Diff (V') des difféomorphismes
d’une variété compacte V. L’idée générale est que les homorphismes p : I' — Diff (V) qui
sont non-triviaux (nous entendons par la, d’image infinie) devraient (comme dans le cas
ou H était un groupe de Lie de dimension finie) s’étendre en des actions du groupe G tout
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entier sur la variété V' (mais ce n’est pas toujours le cas), ou devraient du moins étre de
nature algébrique. Citons deux exemples tres classiques qui illustrent cette idée :

— Le groupe SL,(Z), qui est un réseau dans le groupe de rang (n — 1) SL,(R), agit sur
la sphere S"~!, par projectivisation de son action usuelle sur R™.

— Le groupe SL,(Z) agit également, en préservant le volume, sur le tore T" (dans ce
cas, l'action ne s’étend pas a SL,(R)).

Zimmer conjecture par exemple que, si le réseau I' agit de maniere non-triviale sur une
variété V', la dimension de V devrait étre assez grande, comparée au rang de G. Plus
précisément, on a les questions suivantes :

Si I' agit fidelement sur la variété V', a-t-on dimV > rang G ?
Si I" agit fidelement sur la variété V en préservant le volume, a-t-on dimV > rang G + 17

Dans le cas ou ces inégalités ne sont pas respectées, on s’attend a ce que toute action de
I" sur V transite par un quotient fini de I'. Les deux exemples précédents sont des cas
d’égalité dans les deux inégalités ci-dessus.

Le cas ou la variété V est le cercle est maintenant relativement bien compris, grace aux
travaux de Burger et Monod [24], Ghys [56], Navas [92] et Witte [116]. Nous n’entrerons
pas dans le détail des résultats connus, mais renvoyons par exemple a [57, 93] pour un
survol des résultats connus et des problemes ouverts concernant les actions de groupes sur
les variétés unidimensionnelles.

3.1.2 Actions sur les surfaces : les résultats connus

Nous rappelons ici quels sont les résultats connus concernant les actions de réseaux de
rang supérieur sur les surfaces (pour lessentiel, nous parlerons d’actions qui préservent
laire, mais pas uniquement). Nous supposons donc toujours que I' est un réseau dans un
groupe de Lie simple (connexe, a centre fini) de rang réel supérieur ou égal a 2.

Supposons donnée une action p : I' — Diff(X) du groupe I' sur une surface compacte.
Si ¥ est de genre g supérieur ou égal a 1, nous pouvons composer p avec la projection de
Diff (¥) sur Diff (¥)/Diffo(X) (ou Diffp(X) désigne le groupe des difféomorphismes de ¥ qui
sont isotopes a l'identité). Nous obtenons un morphisme p : I' — MCG(g), ot MCG(g)
désigne le groupe modulaire de la surface X, c’est-a-dire le quotient Diff(X)/Diffp(X).
Lorsque g = 1, ce groupe n’est autre que le groupe GL3(Z), et on peut montrer, en utilisant
le fait I" a la propriété (T) (voir le paragraphe 3.2.1 pour des rappels concernant cette
propriété) que tout morphisme de I' dans GL2(Z) est d’image finie. Farb et Masur [40], en
utilisant les résultats de Kaimanovich et Masur [72], ont prouvé qu’un tel homomorphisme
est encore d’image finie lorsque g > 2. Une preuve alternative de ce fait (basée sur la
construction de quasi-morphismes) a été ensuite découverte par Bestvina et Fujiwara [14].
Notant I'y le noyau de 'homomorphisme p, nous obtenons un homomorphisme p : 'y —
Diff(X). Puisque I'g est d’indice fini dans I" ¢’est encore un réseau dans le groupe G.
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Nous sommes donc ramenés a étudier les actions de réseauz (de rang supérieur) par
difféomorphismes isotopes a l’identité.

Dans [55], Ghys étudie les actions analytiques réelles de certains réseaux sur les surfaces
(sans supposer que I’action préserve une forme d’aire). Il montre par exemple qu'un sous-
groupe d’indice fini de SL,(Z), avec n > 4, n’admet pas d’action analytique réelle non-
triviale sur une surface compacte orientée différente du tore. Ce résultat a été étendu
au cas des actions sur le tore par Rebelo [105]. Remarquons que, la encore, les résultats
obtenus corroborent les inégalités conjecturées par Zimmer entre le rang du groupe et la
dimension de la variété, pour l'existence d’une action fidele d’un réseau : lorsque n > 4,
SL,(Z) est un réseau dans un groupe dont le rang est strictement supérieur a 2. Pour
d’autres résultats concernant les actions analytiques réelles, voir [41].

Passons maintenant au cas des actions préservant ’aire. On suppose donc donné un
morphisme p d'un réseau I' dans le groupe Diff (3, w) des difféomorphismes de X, isotopes
a l'identité et qui préservent 'aire. Si le genre g de ¥ est non-nul, nous pouvons considérer
I'’homomorphisme Flux : Diffo(2,w) — A,. Ici, A, est isomorphe & R?/Z? si g = 1, et au
groupe H'(X,R) si g > 2. En le composant avec p, nous obtenons un morphisme

Fluxop:T' — A,
vers un groupe abélien. Rappelons ici que le groupe I' a la propriété que le quotient
L/, T

est fini. Ceci est une conséquence du fait que I'" a la propriété (T) de Kazhdan (nous
rappellerons au paragraphe suivant la définition et les principales conséquences de cette
propriété). En particulier, tout morphisme de I' vers un groupe abélien a une image finie.
Le noyau I'y de I’'homomorphisme Flux o p est donc d’indice fini dans I', et agit par
difféomorphismes hamiltoniens sur Y. Nous sommes donc ramenés a étudier les actions de
réseaux par difféomorphismes hamiltoniens sur X : c¢’est 1a le cceur du probleéme.

Les résultats existant dans ce cas, dus a Polterovich d’une part [103], et & Franks et
Handel d’autre part [47, 48], concernent tous les réseaux non-uniformes, c’est-a-dire, ceux
pour lesquels le quotient G/I' n’est pas compact. Les preuves reposent alors sur deux
propriétés du groupe I' que nous rappelons maintenant.

e La premiere est le résultat de Margulis déja mentionné plus haut, qui est vrai pour
tous les réseaux de G (uniformes comme non-uniformes) : le groupe I' est presque simple.
Ainsi pour établir qu'une action de I' est triviale, il suffit, par exemple, d’exhiber un
élément d’ordre infini dans le noyau de l'action. Le noyau doit alors étre d’indice fini,
autrement dit, 'action transite par un quotient fini de I'.

e La seconde propriété utilisée est particuliere aux réseaux non-uniformes. Elle est
reliée a la géométrie de I'. Avant de la présenter, nous rappelons quelques faits classiques
de théorie géométrique des groupes.

Si A est un groupe de type fini quelconque, et S un systeme générateur fini et symétrique
de A, on définit classiquement une “norme” |- | sur A en posant pour v € A :
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[ = inf{n,~y € 5"},

(en convenant que S° = {1}). On a bien siir les propriétés suivantes :

~ vl =],

= Il < Inl+ e,
— |y| = 0 si et seulement si v = 1.

Il n’est pas difficile de s’assurer que si |- |1 et |- |2 sont deux normes associées a deux
systemes générateurs finis quelconques S et So de A, il existe une constante C' > 0 telle
que 'on ait :

1
“ vl < [yla < ClA,
O|7|1 = |'V|2 = |7|1

pour tout v de A. Nous appellerons métrique des mots sur A une norme associée comme
ci-dessus & un systéme générateur fini quelconque de A.

Rappelons que si | - | est une métrique des mots sur A et v un élément quelconque de A,
la suite (|7?])p>0 est sous-additive, c’est-a-dire vérifie :

YL < Iy P
Ceci implique que la suite ( %|’yp|)p20 converge lorsque p tend vers l'infini vers la quantité
: ol
1nfp207.

Définition 2 Un élément v de A est distordu, s’il est d’ordre infini et si

p
lim m =0,
p—o0 P
ot | - | est une métrique des mots quelconque sur A.

Notons que, d’apres la remarque qui précede la définition, cette notion ne dépend pas du
choix de la métrique des mots sur A. On peut bien str définir une notion analogue si Ag
est un sous-groupe de type fini de A. Si |- |a, et |- |a sont les métriques associées a des
systemes générateurs finis de Ay et A respectivement, on dit que Ag est non-distordu dans
A (“straight” en anglais) s’il existe une constante C' > 0 telle que :

V[a = C - |¥|Ags

pour tout v € Ag. Dans le cas contraire on dit que Ay est distordu dans A. Notons
que l'inégalité |y|a < Dlv|a, (7 € Ag), pour une constante D, est toujours vérifiée. Cette
notion a été introduite par Gromov dans [60]. Dans le cas ot Ag est le sous-groupe cyclique
engendré par un élément d’ordre infini 7y, il n’est pas difficile de s’assurer que le sous-
groupe Ag est distordu si et seulement si 'élément g est distordu au sens de la définition
ci-dessus.

Exemple. Nous mentionnons maintenant un exemple typique d’élément distordu dans
un groupe de type fini. Considérons le groupe de Heisenberg H3(Z). C’est le groupe formé
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des matrices de la forme

1
0
0

o = 8
— <

ou z,y, 2z sont dans Z. Il est engendré par les deux matrices
1 10 100
A=101 0 |etB=| 0 1 1
0 01 0 01
Le commutateur C = [A4, B] = ABA B! est égal & la matrice

1
0
0

O = O
—_ o

qui engendre le centre du groupe Hs(Z). Il n’est pas difficile d’établir par récurrence
I’égalité suivante :

[Ak,Bl] — Ckl,
ou k,l € N. En particulier, si 'on considére le groupe H3(Z) muni du systéeme générateur
S = {A, B} et de la métrique des mots associée, nous avons :

CF*| < 4k,

et donc : 2
o] 4
k2 — k

L’élément C' est donc distordu dans le groupe H3(Z) (il n’est pas difficile de s’assurer
que le méme phénomene se reproduit dans tout groupe nilpotent de type fini qui n’est
pas abélien). Puisque H3(Z) C SL3(Z), ceci assure également que C' est distordu dans le
groupe SL3(Z) : en effet partant d’un systeme générateur quelconque S de SL3(Z), nous
pouvons lui ajouter les éléments A et B pour obtenir un nouveau systéme générateur S’.
Pour la métrique des mots associée a S’, nous avons bien sir :

c*]

k2
Le méme argument assure que 'image d’un élément distordu par un homomorphisme entre
deux groupes de type fini est encore un élément distordu. Ainsi, pour tout n > 3, SL,,(Z)

contient un tel élément (puisque SL,,(Z) contient un sous-groupe isomorphe a SL3(Z) pour
n > 3).

4
< -
Tk

)

Remarque. On peut montrer que dans le groupe SL3(Z), I'élément C est distordu de
maniere exponentielle, ¢’est-a-dire que 'on a : |C"| = O(log(n)), ou | - | est une métrique
des mots sur SL3(Z).

En fait, Lubotzky, Mozes et Raghunathan [83] ont prouvé que le méme phénomene
se produisait dans tous les réseaux non-uniformes, en rang supérieur : si I' est un réseau
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non-uniforme du groupe de Lie simple, connexe et a centre fini GG, de rang réel supérieur
ou égal a 2, alors I' contient un élément distordu. Notons que la encore, on a un résultat
analogue pour les groupes semi-simples. Le résultat de [83] est en fait beaucoup plus précis
et affirme notamment que I' contient un élément ~, tel que :

o] = O(log(n)),

ou | - | est une métrique des mots fixée sur I'.
Revenons maintenant aux actions hamiltoniennes sur les surfaces.

Considérons donc un morphisme p : I' — % ou I' est un réseau comme ci-dessus et
% est le groupe des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface fermée de genre g > 1.
Dans ce cas Polterovich [103] d’abord, puis Franks et Handel [47, 48] par une méthode
différente, ont prouvé que le morphisme p est nécessairement d’image finie. La stratégie
générale est commune a leurs deux preuves. Il s’agit de montrer qu’un difféomorphisme
f € % distinct de l'identité, a une dynamique qui “croit au moins linéairement”. Plus
précisément, dans [103], cela se traduit par la construction d’une fonction w : % — R
telle que, pour tout f € Gy, f # 1, il existe € > 0 tel que w(f™) > en, et, si A C % est
un groupe de type fini muni d’une métrique des mots | - |, il existe une constante C' telle
que :

w(f) < CIf], (f€A).

Nous décrivons brievement , suivant [103], comment construire une telle fonction lorsque
la surface ¥ est de genre g > 2. Considérons donc un difféomorphisme f € %, f # 1.
Soit (H¢) un hamiltonien engendrant une isotopie (f;) de l'identité & f. On lui associe
classiquement la fonctionnelle d’action A définie sur I’espace €2 des lacets contractiles de
Y par :

o= [ wo- [CmGw,

oit u: D — ¥ est une application telle que u(e?™) = ~(t). On montre alors qu'un lacet
contractile v est un point critique de A si et seulement si 7 est de la forme v(¢) = fi(x) on
x est un point fixe du difffomorphisme f; = f. L’ensemble Crit(A) des valeurs critiques
de A est un compact de R qui ne dépend que du difféomorphisme f et pas du choix de
l'isotopie reliant l'identité & f (voir [71, 109]). On définit alors, suivant [103] :

w(f) = diametre (Crit(A)) .

Notons que si y(t) = fi(z) est un lacet contractile qui est un point critique de A, 'action
pour lisotopie fi* fyo f*---* fyo f*~1 du lacet  parcouru n fois est égale & n.A(y). On
en déduit immédiatement :

w(f") = nw(f).

Le point difficile est alors d’établir que w(f) > 0 lorsque f est différent de 'identité.
Mais ceci est une conséquence d’un résultat de Schwarz [109]. La suite w(f™) croit donc
linéairement. Le fait que la restriction de w a un groupe de type fini soit controlée par une
métrique des mots sur le groupe se prouve de maniére élémentaire (voir [103]).
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Bien str les propriétés d’une telle fonction interdisent I'existence d’un sous-groupe de
type fini de % contenant un élément distordu. Ainsi, une fois I’existence d’une telle fonc-
tion acquise, nous obtenons que le morphisme p : I' — % considéré, envoie nécessairement
I’élément distordu 9 € I' fourni par le théoreme de Lubotzky, Mozes et Raghunathan,
sur Iidentité. Le noyau de p est donc infini (il contient ~p). Il est donc d’indice fini par le
théoreme de Margulis déja mentionné. Autrement dit, le groupe p(I") est fini. Une autre
conséquence de I'existence de la fonction w est que tout sous-groupe nilpotent, de type
fini, du groupe % est abélien.

Mentionnons que la méthode de Franks et Handel s’applique encore lorsque la surface
¥ est la sphére S2, dans le cas particulier ot I' contient un sous-groupe isomorphe au
groupe Hs(Z) (c’est par exemple le cas si I' est un sous-groupe d’indice fini de SL,(Z)
avec n > 3).

Le cas des actions de réseaux cocompacts reste ouvert a ce jour. Dans ce cas, il n’existe
pas d’élément distordu dans le groupe, et on ne peut appliquer 'approche précédente.
Dans la suite de ce chapitre, nous présentons quelques remarques autour de ce probleme.
Dans le paragraphe 3.2, nous introduisons certaines propriétés cohomologiques satisfaites
par un réseau de rang supérieur I'. Nous discutons ensuite comment ces propriétés de I'
imposent des contraintes sur la dynamique individuelle de chaque difféomorphisme dans
le groupe p(T'), si p : I' — % est une hypothétique action hamiltonienne de T sur une
surface fermée X.

3.2 Théoremes d’annulation et conséquences

3.2.1 Cohomologie a valeurs dans une représentation unitaire

Considérons un groupe discret I' agissant par isométries (linéaires) sur un espace de
Hilbert réel . Autrement dit nous considérons un homomorphisme 7 : I' — U(S7), ou
U (A7) désigne le groupe des opérateurs unitaires de 7. Un tel homomorphisme est appelé
représentation unitaire de I'.

Exemple. Supposons que I' agisse sur un espace de probabilité (X, u) en préservant
la mesure p. Si f € L2(X, 1) est une fonction mesurable de carré intégrable sur X, notons
7(v)(f) = f oy~ !. La fonction f o~y~! est également de carré intégrable, et I'application
linéaire

(7) : L2(X, 1) — L*(X, )

ainsi définie est une isométrie. Nous obtenons donc une représentation unitaire de I' a
valeurs dans I'espace L2(X, u1). Cette construction est la principale source d’exemples que
nous allons considérer par la suite.

Nous allons maintenant effectuer des rappels sur les différents groupes de cohomologie
associés & une représentation unitaire de I'. Nous renvoyons le lecteur a [23, 64] pour une
introduction plus détaillée a la cohomologie des groupes en général, et a [61, 88] pour ce
qui touche a la cohomologie bornée.
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Nous noterons €' (I'", 7) 'espace des applications de I'" dans 7. Soit ¢: I' x I' — 7
une application. Le cobord de ¢ est Papplication 9%c : I' x I' x I' — ¢ définie par :

02e(v1,72,73) = m(71)(c(Y2,73)) — (172, 73) + (1, ¥273) — (71, 72)-

On définit de méme le cobord d’une application ¢ : I' — 5 comme étant I'application
olc € €(I'2, ) définie par :

dle(y1,72) = m(n)(e(r2)) + e(n1) — c(rr2),

et le cobord d'un élément v € % comme étant I'application 0°v € €(T', .5#) définie par :

%u(y) = 7(7)(v) — .

Un calcul facile permet de vérifier que 92 09! =0 et 2! 0 9% = 0. On peut bien sir définir
par une formule analogue un opérateur de cobord 2" : € (I'", 7)) — € (I™!, 7), pour
tout entier n, de sorte que 9”7 00™ = 0. On obtient alors un complexe différentiel gradué
(€(I™,),0"),>0 dont on peut considérer la cohomologie. Cependant, nous n’aurons
besoin que des groupes de cohomologie de degré 1 et 2.

Classiquement, nous dirons qu’une application ¢ € € (I', %) est un cocycle (ou n-
cocycle), si "¢ = 0 et noterons Z™(I',w) C € (I, #) 'espace des n-cocycles. Nous
noterons également B™(I', ) C Z"(T', 7) I’espace des cobords d’applications de I'"~! dans
I

B, 7) = {0" te,c e €(I" 1, ¢)).

Nous avons ainsi :
— Un vecteur v € # (considéré comme une application de I'’ dans ) est un cocycle
si et seulement si c’est un point fixe pour 'action de I' sur 7.
— Une application ¢ : I' — 5 est un 1-cocycle si et seulement si elle vérifie :

c(m72) = 7(n)(e(r2)) + c(n)-
Le premier groupe de cohomologie de I' a valeurs dans 7 est alors le quotient :

HY(T,7) = ZY(T,7)/BYT, ).

De maniere identique, le second groupe de cohomologie de I' a valeurs dans 7 est le
quotient :
H*(I',7) = Z*(T,n)/B*(T, 7).

Nous allons maintenant définir le second groupe de cohomologie bornée de I'; a
valeurs dans la représentation m. Nous noterons %5(I'", ") I'espace des applications c :
I'™ — 5 qui sont uniformément bornées, c’est-a-dire pour lesquelles la quantité

[Cloo,rn = sup [[e(y1, -+, )|

(ot (Y1,...,7vn) décrit I'™) est finie. Il n’est pas difficile de vérifier que le cobord d’une
application bornée est borné. C’est une conséquence de la forme explicite de I'opérateur
0" (que nous n’avons décrit qu’en petit degré...). Par exemple, si ¢ : I' — J# est une
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application bornée, nous avons |ch‘oo,r2 < 3|¢|oo,r- L'application dlc : T' x ' — J# est
donc un 2-cocycle borné.

La famille (¢3,(I'"™, ), 0"),,>0 est donc un sous-complexe du complexe (€' (I'™, ), 0"),>0.
Sa cohomologie est la cohomologie bornée de I' a valeurs dans 7. Nous noterons Z;'(I', m) C
Z"™(I',m) l'espace des 2-cocycles bornés et B'(I', ) C Z'(I', ) 'espace des cobords d’ap-
plications bornées de I'"~! dans J#. Le n-ieme groupe de cohomologie bornée de I' &
valeurs dans 7 est donc le quotient :

H} (T, m) =2Z](T',n)/ By (T, 7).

Nous expliquerons un peu plus loin pourquoi le groupe Hg (T',7) est toujours trivial. Le
seul groupe de cohomologie bornée que nous aurons a considérer sera le groupe HI?(F, ).

Nous disposons bien str d’une application naturelle
HbQ(F’ﬂ) - H2(F,7T),

induite par l'inclusion de ZI?(F,T(') dans Z2(T', 7). Cette application est parfois appelée
application de comparaison (voir [88]). Suivant [88], nous noterons EHZ(T,7) C HZ(T, )
le noyau de cette application. Le “E” signifiant bien str ezact : ’espace EHZ(F,W) est
formé des classes de cohomologie bornée (de degré 2), qui sont exactes en cohomologie
usuelle. Plus précisément, nous allons établir la proposition suivante. C’est un analoque
du fait que l'espace des quasi-morphismes homogenes modulo les homomorphismes est
isomorphe au noyau de l'application HZ(T,R) — H?(I',R) (que nous avons rencontré
dans 'introduction ainsi qu’au paragraphe 1.1.3).

Proposition 3.2.1 L’espace EHI?(F, ) s’identifie au quotient :

{’LL € %(F’%)v |Dlu|oo,1"2 < OO}/ (Zl(r’ﬂ-) + %b(rvjf)) :
Preuve : soit u € €(I, /) telle que [0 u|,, 2 < oo. L’application d'u définit un 2-cocycle
borné, et donc une classe de cohomologie bornée p(u) = [plu] € HZ(I',m). La classe

©(u) est triviale en cohomologie usuelle puisqu’elle est représentée par le cobord d'une
application de I' dans 7. Nous avons donc une application surjective :

2 {u S %(Fﬂ%)v |Dlu|oo,1"2} - KGT(HI?(F,TF) - H2(F,7T)).

Décrivons son noyau. Si la classe ¢(u) est triviale, il existe v € €(I", ) tel que d'u = dlv.
La fonction w = u — v est donc un I-cocycle : 9'w = 0. Nous avons donc bien :

u=w+v, we Z T, n), ve GT,H).
Réciproquement, pour toute fonction v dans Z1(T', 7)+%3 (T, 5#), la classe ¢(u) est triviale.
Le noyau de ¢ s’identifie donc bien & la somme Z1(T', 7) + 63(T', 7). O

En 1967, Kazhdan [74] a introduit une propriété portant sur la structure de ’espace des
représentations unitaires d’un groupe topologique G, appelée maintenant propriété (T).
Nous ne donnerons pas la définition originale de cette propriété, mais une définition qui lui
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est équivalente (pour les groupes localement compacts et o-compacts du moins), d’apres
un théoreme de Delorme et Guichardet (voir [30, 65], ou [67]). Cette définition équivalente
fait intervenir les groupes de cohomologie H!(G,7) associés aux représentations unitaires
m de G.

Définition 3 Le groupe G a la propriété (T) de Kazhdan si, pour toute représentation
unitaire ™ de G sur un espace de Hilbert réel S, le groupe H'(G, ) est trivial.

Mentionnons que, dans le cas ou G est un groupe topologique, nous ne considérons que
des représentations unitaires continues (’application g € G +— 7(g)(v) € H est continue
pour tout v € %) et des applications continues G™ — # pour définir la cohomologie de
G a valeurs dans une représentation unitaire sur l’espace de Hilbert J2°.

Nous mentionnons maintenant quelques faits importants reliés a la propriété (T).

— Si G est un groupe localement compact et I' C G un réseau de G, alors G a la
propriété (T) si et seulement si I' a la propriété (T).

— Si G est un groupe de Lie, simple, & centre fini, connexe, de rang réel supérieur ou
égal a 2, le groupe G a la propriété (T) [29, 74]. Ainsi tout réseau de G a la propriété
(T) (il existe également un énoncé analogue pour les groupes semi-simples). Notons
que cette notion fut introduite par Kazhdan, précisément pour étudier les propriétés
des sous-groupes discrets des groupes de Lie. Pendant tres longtemps, les groupes de
Lie et leurs réseaux ont d’ailleurs fourni les seuls exemples connus de groupes ayant
la propriété (T), jusqu’a ce que la situation change récemment avec 'apparition de
nouveaux exemples (voir [114] pour un panorama des résultats récents).

— Si I est un groupe discret dénombrable ayant la propriété (T), alors I" est de type
fini et le groupe [I',T'] est d’indice fini dans I'. Ceci a par exemple permis de mon-
trer que les groupes fondamentaux de certaines variétés riemanniennes localement
symétriques de volume fini, sont de type fini (ce qui n’est pas trivial lorsque la
variété est non-compacte).

Nous renvoyons le lecteur a [67, 114] pour plus de détails sur cette propriété. Nous

rappelons simplement l'interprétation de la propriété (T) en termes d’actions isométriques

affines.

Considérons donc un groupe I' (que nous supposons a nouveau discret) et une représenta-
tion unitaire 7 : I' — U(HZ). Soit ¢ : I' — # un 1-cocycle. L’application A, () : € —
S définie par Ay (v)(v) = w(v)(v) + c(7) est une isométrie affine de /. Nous avons de
plus l'identité :

Az (1) 0 A c(12)(v) = w(y)(m(12)(v) + c(72)) + c(71)
= m(n72)(©) +7(1)(c(r2)) + c(n).

Ainsi le fait que ¢ soit un cocycle est équivalent a 'identité Ay .(v172) = Ar.c(V1)0Ar c(72).
L’application v — Ay (v) définit donc une action isométrique affine de I' sur J#. Nous
avons alors la :

Proposition 3.2.2 Les quatre faits suivants sont équivalents :
— L’application c est un cobord.
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— Il existe un point fize pour l'action A ..
— L’application c est bornée.
— Il existe une orbite bornée pour 'action Ay .

Preuve : nous établissons d’abord que les deux derniers points sont équivalents. Si v est
un vecteur dont I'orbite est bornée, il existe C' > 0, tel que [A;.(v)(v)| < C (y € T'). On
en déduit :

(] < C+ |7 (v)(v)] = C + Jv].

L’application c est bornée. Réciproquement, si ¢ est borné, 'orbite de 0 est bornée puisque
Are(7)(0) = ¢(7)-

Nous prouvons maintenant 1’équivalence des deux premiers points. Si ¢ est un cobord,
nous pouvons écrire ¢(y) = 7(y)(v) — v. Nous avons alors

Arc(Y)(=v) = 7()(=v) +7(7)(v) —v

= —’U’

et 'action possede donc un point fixe. Réciproquement, si Ax .(v)(u) = u (y € I'), nous
obtenons que ¢(v) = u — w(y)(u). Les deux premiers points sont donc équivalents.

Nous prouvons enfin I’équivalence des deux premiers points avec les deux derniers.
Si l'action du groupe A, (I') sur ¢ a un point fixe, elle a bien sir une orbite bornée.
Réciproquement, supposons que l'orbite O(v) du vecteur v € # soit bornée. Nous utilisons
alors le lemme suivant, dont le lecteur trouvera une preuve dans [67] :

Lemme 3.2.3 Soit X C ¢ une partie bornée (et non-vide). Parmi toutes les boules
fermées de € contenant X, il en existe une unique de rayon minimal. Son centre est
appelé centre de X.

Si l'orbite O(v) est bornée, son centre ¢, est invariant par Ay .(I'), puisque l'orbite elle-
méme est invariante et le centre est unique : A .(v)(¢cy) = ¢, (v € I'). Nous avons donc
bien trouvé un point fixe pour l'action de I' via A .. O

Nous pouvons encore reformuler les conditions de la proposition de la maniére suivante :
c est un cobord si et seulement si I'action A . est conjuguée a I’action linéaire donnée par
7 via une translation. En effet, si ¢(v) = w(v)(u) — u, on a :

Tyo AW,C(’Y) o (Tu)_l =7(7)

ou T, est la translation v — v + u.

En utilisant cette proposition, nous concluons aisément que ’annulation du groupe
H(T', ) est équivalente au fait que toute action isométrique affine de I' sur 7, dont la
partie linéaire est 7, posseéde un point fixe. Ainsi la propriété (T) est équivalente au fait
que toute action isométrique affine de I' sur un espace de Hilbert (avec une partie linéaire
égale & une représentation unitaire arbitraire) admet un point fixe.

Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi le groupe Hg (T', ) est toujours trivial.
Soit ¢ : I' — 7 un l-cocycle borné. D’aprés la proposition précédente, ¢ est un cobord
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(en degré 0, nous avons € (I, 7#) = €,(IY, ) = H, toutes les applications sont donc
bornées, ¢’est pourquoi nous ne précisons pas que ¢ est le cobord d’une application bornée).
Le groupe H} (T, m) est donc trivial.

Nous allons maintenant évoquer les théorémes d’annulation de Burger et Monod (voir
[24, 25, 88, 89]).

Dans [24, 25], Burger et Monod ont étudié la cohomologie bornée des réseaux dans les
groupes de Lie simples, connexes, a centre fini, de rang réel supérieur ou égal a 2 (nous
abrégerons désormais ces quatre propriétés en disant simplement que G est un groupe de
Lie de rang supérieur). Une conséquence de leurs travaux est que certaines propriétés des
groupes EHZ(T, ) sont (en partie) similaires & celles des groupes H! (T, ) de cohomologie
usuelle de degré 1. Par exemple, on a le résultat suivant : si I' est un réseau dans le groupe
localement compact et o-compact GG, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— Pour toute représentation unitaire 7 de I', le groupe FH g(F, ) est trivial.

— Pour toute représentation unitaire = de G, le groupe EH I?(G, ) est trivial.

De plus si G est un groupe de Lie de rang supérieur, Burger et Monod montrent que, pour
toute représentation unitaire 7 de G, on a EHZ(G,7) = {0}. D’apres ce qui précede, la
meéme propriété reste donc vraie pour les réseaux de G. Suivant [88], nous dirons donc
quun groupe I' a la propriété (TT) si, pour toute représentation unitaire 7 de I', nous
avons :

EHX(,7) = {0} et H'(T, 7) = {0}.

Par définition méme, un groupe I' ayant la propriété (TT) a la propriété (T) de Kazhdan.
De plus, ce qui précede assure que tout réseau d’un groupe de Lie de rang supérieur possede
la propriété (TT). C’est en fait a partir de cette seule propriété cohomologique que nous
allons établir des contraintes sur les éventuelles actions hamiltoniennes d’un groupe I' sur
une surface fermée. Avant de passer aux conséquences dynamiques de la propriété (TT),
nous mentionnons quelques remarques supplémentaires :
— Le résultat d’annulation du groupe EH g est vrai pour des coefficients plus généraux
que des espaces de Hilbert. Il reste vrai pour certains espaces de Banach.
— On peut en fait formuler le résultat de maniére plus précise (voir [89]) : si 7 est
une représentation unitaire d’un groupe I' (quelconque) sur l'espace de Hilbert 7,
on peut écrire S = AT © 4 on AT est Pespace des vecteurs fixés par I' et 4
'orthogonal de 7. On note 7! et 7! les deux sous-représentations de 7 associées.
Le groupe H, b2 (T', ) est alors isomorphe a la somme directe :

HZ(T,7") @ HA(T, 7).

Maintenant, si I' est un réseau dans un groupe de Lie de rang supérieur, on peut
montrer que le groupe HZ(T, 7!) est toujours trivial. Le groupe HZ (', 1) peut quant
a lui étre explicitement décrit (voir [89]). En particulier, il s'injecte toujours dans la
cohomologie usuelle.

— Il existe la encore des résultats similaires pour le cas des groupes semi-simples.



82 CHAPITRE 3. CONJECTURE DE ZIMMER

3.2.2 Conséquences dynamiques

Nous supposons désormais que I' est un groupe (discret, dénombrable) ayant la pro-
priété (TT). Autrement dit, pour toute représentation unitaire 7 : I' — U(S#), nous
avons :

HY(T,7) = 0,
EH(T,7) = 0.

Nous allons voir quelques conséquences de cette propriété. Supposons que I' agisse sur un
espace de probabilité (X, u) en préservant la mesure p. Nous notons 7 : I' — U(L2(X, u))
la représentation unitaire associée. Nous rappelons maintenant la notion de quasi-cocycle,
déja évoquée dans l'introduction du chapitre 1.

Définition 4 Une application v : T' — L2(X,pu) est un quasi-cocycle, s’il existe une
constante C > 0, telle que :

[u(v1y2) — m()(u(r2)) — uln) < C,

w-presque partout sur X (pour tous y1,v2 € I').

Notons que la définition ci-dessus differe de maniere anodine de celle introduite au chapitre
1. Siwu:T — L%(X, 1) est un quasi-cocycle au sens de la définition ci-dessus, I’application

v u(y )

est un quasi-cocycle pour la définition du chapitre 1. En adoptant la définition 4, la
condition de quasi-cocycle porte naturellement sur le cobord d'u de I'application u. Ainsi,
si u est un quasi-cocycle, la fonction d'u(y1,72) : X — R est bornée par C' p-presque
partout, et donc

[ u(v1,72) Iz (x ) < C-

L’application (v1,72) — 0'u(y1,72) est un 2-cocycle borné et définit une classe [o'u] €
EH g(F, 7). Notons également que, pour tout v € I', la suite de fonctions %u(’yp) converge
p-presque partout vers une fonction intégrable (), d’apres le théoréme ergodique sous-
additif [75, 96]. Nous avons déja appliqué plusieurs fois ce résultat & des exemples parti-
culiers de quasi-cocycles, dans les chapitres précédents.

Tout ce que nous avons expliqué jusqu’a maintenant dans ce paragraphe s’applique
a n’importe quel groupe discret I'. Dans la proposition suivante, nous utilisons pour la
premiere fois le fait que I' a la propriété (TT).

Proposition 3.2.4 Soit u: I' — L2(X, 1) un quasi-cocycle. Alors

) i 0P @)
() () = Jim SR = 0,

pour p-presque tout x, pour tout v de I'.
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Preuve : puisque le groupe EHI?(P,TF) est trivial, il existe, d’apres la proposition 3.2.1
une application bornée v : I' — L2(X, ) et un l-cocycle w : I' — L2(X,p) tels que
u = v + w. Nous noterons D = |[v|cor = sup,ep [v(7)|12(x,,)- Le groupe I' ayant en outre
la propriété (T), le cocycle w est un cobord : il existe une fonction g € L2(X, i) telle que
w(y) =goyt—g (v €T). Nous en déduisons :

u(V)(x) gy Pz)—g(z)  v(¥")(x)
P P p

La suite % = % Zf:_&(goy—l— g)o(y~1)? converge u-presque partout vers une fonction

mesurable ¢ d’apres le théoréme de Birkhoff (appliqué & la transformation y~! : X — X).
Fait. La fonction ¢ est nulle presque partout.

Rappelons la preuve de ce résultat classique de théorie ergodique. Puisque g € L2(X, i),
pour p-presque tout x nous avons |g(z)| < oo, et donc :

X = Up>1 Xy

(presque partout) ou Xy = {x,|g(z)| < k}. Nous allons montrer que ¢» = 0 p-presque
partout sur Xy pour tout entier k. D’apres le théoreme de récurrence de Poincaré (ap-
pliqué a la transformation y~! : X — X), pour presque tout = de X}, il existe une suite
strictement croissante d’entiers n;, tels que v~ " (x) € Xj. Nous avons alors :

g(y "(z) —g(x)| _ 2k

<— =0 (i — 00).
n; N

On en déduit que 9 (x) = 0.
Revenons a I’égalité (x). Puisque chacun des deux termes

u(y) (@), 9(r7"(2)) — g(z)
p p

converge, la suite de fonction @ converge u-presque partout. Sa limite est égale (presque

partout) a u(y). Mais puisque |@|Lz( xp) < %, nous déduisons du lemme suivant que
u(vy) = 0 presque partout. O

Lemme 3.2.5 Soit (f,)p>0 une suite de fonctions dans L?(X,p). Si | folee(x,u — 0 et si
fp converge p-presque partout vers une fonction mesurable fuo, alors fo est nulle presque
partout.

Preuve : 'hypothese | fp\Lz( x,u) — 0 entraine classiquement 'existence d’une sous-suite fp,
telle que f,, — 0 presque partout lorsque k tend vers l'infini. Par ailleurs, f,, converge
presque partout vers fo.. On en déduit le résultat. O

Nous avons déja rencontré dans les chapitres précédents un certain nombre de quasi-
cocycles définis sur le groupe % des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface fermée
S. L’espace de probabilité (X, u) intervenant dans la définition 4 était alors ou bien la
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surface S (munie de la mesure p,, associée a la forme d’aire w), ou bien 'espace X»(S) des
paires de points distincts de S, muni de la mesure ., X u,. Nous rappelons ici quelques
exemples.

Exemples.

— Nous commencons par un exemple de véritable cocycle, défini sur le groupe %r2 des
difféomorphismes hamiltoniens du tore : c’est la fonction “vecteur de rotation”,
qui est tres utilisée dans 1'étude des difféomorphismes des surfaces, voir [45, 46, 81]
par exemple. Si f : T? — T? est un difféomorphisme hamiltonien et F : R? — R?
un relevé de f, 'application

R? — R?
x — Fx)—=x

est invariante par translations et définit une application vy : T? — R?. Celle-ci
vérifie vp(p(z)) = F(z) — x (z € R?), ot p: R? — T? est la projection canonique.
Puisque f est hamiltonien, nous avons :

/ vpw e Z°.
T2

Notons alors f: R? — R? l'unique relevé de f tel que ng vpw = 0. Nous allons
vérifier que Papplication f — u(f) = VE est un l-cocycle a valeurs dans ’espace

L2(T%,R?). Si f,g € %2 et F,G sont des relevés de f et g respectivement, nous
avons la relation :

FoG(z) —z=F(G(z) - G(z) + (G(z) — 2),
d’ou 'on déduit que vpog = vr o g + vg. Puisque m = fo g nous avons donc :

Uy = VFO9 t g

En échangeant f en f~! et g en ¢g~' dans I’équation précédente, nous avons :

Ve = U 09 H
autrement dit u(g o f) = u(g) + 7(g9)(u(f)) ou 7(g) : L?(T?,R?) — L?(T2,R?) est
I'isométrie ¢ — o g~!. L’application f ~ u(f) est un cocycle.

— Donnons maintenant un exemple de quasi-cocycle défini sur le groupe Diff(T?,w)
et & valeurs dans l'espace L?(X5(T?),R). Cette construction a déja été décrite au
paragraphe 1.3.2, nous la reproduisons ici. Nous fixons un quasi-morphisme homogene
¢ : 7 (T? — {0}, 7.) — R quelconque. Pour tout point v € X5(T?) on fixe un chemin
(e (t))tepo,1) de z+ a v (de longueur bornée indépendamment de v, pour une métrique
riemannienne définie sur Xo(T2)). Si f est un difféomorphisme de T? isotope &
I'identité et préservant 'aire, et (f;) une isotopie reliant 'identité & f, on définit :

a(f,z,y) = [aa—y * (fi(z) = fi(y) * W) s )
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puis Vy(z,y) = ¢(a(f, z,y)). De larelation a(fog, z,y) = a(g, z,y) xa(f, 9(x), 9(y)),
nous déduisons l'inégalité :

Viog(@,y) = Vg(z,y) — Vi(9(x), 9(y))| < 0(e).

Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 que les applications V; sont bornées. L’application
qui a f associe la fonction Vi1 € L2(X5(T?), 42) est donc un quasi-cocycle.

11 existe en fait beaucoup d’exemples de quasi-cocycles. Dans [52], Gambaudo et Ghys
ont construit, pour chaque surface fermée, une famille infinie de quasi-cocycles associés,
comme précédemment, a l’action du groupe des difféomorphismes hamiltoniens sur S,
X5(S) mais aussi sur les espaces de configurations d’'un nombre arbitraire de points sur
S. Pour chaque entier n > 1, notons X,,(S) l'espace des n-uplets de points 2-a-2 distincts
de la surface S. C’est un ouvert de mesure pleine de S™ muni de la mesure produit p,
(ou p,, désigne la mesure sur S associée a la forme d’aire w). Dans [52], lorsque S est
la spheére 82, Gambaudo et Ghys ont défini des quasi-cocycles & valeurs dans les espaces
L2(X,,(S?), u™), pour tout entier n > 4.

Supposons maintenant que p : I' — ¥ soit un homomorphisme d’un groupe I' ayant la
propriété (TT) dans le groupe des difféfomorphismes hamiltoniens d’une surface fermée. Si
u: 95 — L2(X,(9), u™) est un quasi-cocycle, on a d’aprés la proposition 3.2.4, pour tout
yel:

p
lim,_,, P07

. -presque partout.

On peut donc se demander dans quelle mesure les quasi-cocycles rendent compte de la
dynamique d’un difféomorphisme hamiltonien de S'; en particulier, quelles contraintes sur
un difféomorphisme f sont imposées par I'annulation de toutes les fonctions u(f). Plus
précisément, on peut poser la :

Question. Si f € ¥g est un difféomorphisme tel que u(f) = 0 presque partout, pour
tout quasi-cocycle u : 95 — L2(X,,(S), u?) (pour tout n), a-t-on f = 17

Si f: R? — R? est un difféfomorphisme hamiltonien & support compact et distinct de
I'identité, un résultat de Viterbo [115] assure qu’il existe un point fixe zo de f dont l’action
est non-nulle. Comme me 'a expliqué Patrice Le Calvez, dans ce cas, 'action A(xg) est
égale au nombre de rotation moyen autour du point x :

1
A(zo) = / lim —angle 5 (y, z0)d e (y),
R2 P—00P

ou la fonction angle; est définie comme au paragraphe 1.3. Ainsi si &/ (z9) # 0 il existe un
ensemble B de mesure positive dans le plan tel que 'on ait :

1
lim —angle ;5 (y, 0
i angley (y,20) #

pour y dans B. Bien que ce résultat aille dans le sens de notre question (dans le cas ou la
surface est le plan) il ne donne pas une réponse positive puisque 1’ensemble B x {z¢} est
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de mesure nulle pour la mesure pu,, ® u,,. De notre point vue il serait plus naturel d’obtenir
un ensemble de mesure positive dans ’espace des paires de points du plan, sur lequel la
limite

lim 1aLn le ¢y (z,y)

p—oo p g fP 'Y

soit non-nulle.

Une réponse positive a cette question entrainerait bien entendu que si I' est un groupe
ayant la propriété (TT), tout morphisme de I'" dans le groupe ¥ des difféomorphismes
hamiltoniens d’une surface compacte a une image réduite a 1’identité.

Il est tout a fait possible que la réponse a cette question soit négative si I’on ne fait
pas d’hypothese supplémentaire sur le difféomorphisme f. Considérons par exemple un
difffomorphisme hamiltonien f : (S, u,) — (5, ) qui est faiblement mélangeant (voir
[98]). Rappelons 'une des définitions équivalentes de cette notion. Le systéme dynamique
mesuré S : (X,v) — (X,v) est faiblement mélangeant si pour tout systéme dynamique
(mesuré) ergodique S’ : (Y,n) — (Y,n), le systéme produit

Sx S (X xYven — (X xY,ran)

est ergodique. En particulier, un tel systéme est ergodique. Le lecteur pourra consulter
[73] pour la construction de difféomorphismes hamiltoniens faiblement mélangeant. Si
f 8 — S est un tel difféomorphisme, ’action (diagonale) de f sur tous les espaces X, (.5)
est ergodique. Toutes les fonctions u(f) définies comme ci-dessus sont donc constantes
presque partout. Il n’est pas difficile de s’assurer, en utilisant les mémes techniques que
Gambaudo et Ghys dans [51], que si un tel difféomorphisme est topologiquement conjugué
a son inverse (par un homéomorphisme préservant I’aire et isotope a 'identité), toutes les
fonctions u(f) sont en réalité nulles presque partout (et le difffomorphisme f fournit un
contre-exemple a la question ci-dessus). Comme me ’a suggéré L. Polterovich, il est peut-
étre raisonnable d’espérer construire un tel difféomorphisme, mais ceci est 'objet d’une
réflexion encore en cours.

Bien entendu, si 'on suppose que le diffeomorphisme f est inclus dans une action
d’un réseau de rang supérieur, il est soumis a beaucoup d’autres contraintes que 'an-
nulation des fonctions u(f) (voir [119, 121]). En particulier, un théoréme de Zimmer
[121] assure qu’il ne peut étre faiblement mélangeant. Cependant, méme en imposant
des contraintes supplémentaires au difféomorphisme, la réponse a cette question semble
difficile... Nous allons tout de méme voir que la réponse est essentiellement positive pour les
difféomorphismes hamiltoniens les plus simples possibles : ceux qui sont temps 1 d’un flot
autonome. Le lecteur dynamicien objectera, a raison, que de tels difféomorphismes n’ont
pas une dynamique tres riche. En effet, la réponse a la question dans ce cas particulier
n’illustre certainement pas la difficulté du probléme dans le cas général.

Nous allons donc prouver le :

Théoreme 7 Soit S une surface fermée orientée, munie d’une forme d’aire. Soit H :
S — R une fonction lisse, non constante. Notons @Y le flot hamiltonien associé.
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— Si le genre de S est supérieur ou égal a 1, il existe un quasi-cocycle v : 9s —
L2(X,,(S), 1) (ot n est égal a 1 ou 2) tel que la fonction U(pk) ne soit pas nulle
wl-presque partout.

— 8i S est la sphére S% nous avons Ualternative suivante. Ou bien il existe un cocycle w
Gs — L2(X4(9), ) tel que la fonction U(pl;) ne soit pas nulle ul-presque partout,
ou bien le flot gofq est topologiquement conjugué a un sous-groupe a un parametre de
rotations.

Remarques.

— La preuve de ce résultat est simple. Pour chaque surface, nous allons trouver un
quasi-cocycle u explicite, adapté a la géométrie de la surface, parmi ceux construits
par Gambaudo et Ghys [52], pour lequel la fonction u(p};) est non-nulle sur un
ouvert de X,,(S) (& I'exception du cas ou la surface est la sphere et le flot ©; est
topologiquement conjugué a un sous-groupe a un parametre de rotations).

— Revenons au probleme de 'existence d’actions de réseaux sur une surface. Les re-
marques que nous avons faites jusque la ont consisté, a partir de propriétés co-
homologiques du groupe I', & déduire des propriétés sur la dynamique individuelle
de chaque élément du groupe (les fonctions u(f) sont obtenues en itérant un seul
difféomorphisme). Il serait bien str intéressant de pouvoir énoncer des propriétés sur
la dynamique de tout le groupe I'. En effet, comme nous I’avons expliqué plus haut,
on peut imaginer qu’il existe un difféomorphisme hamiltonien d’une surface fermée
S, qui soit distinct de l'identité, et qui vérifie u(f) = 0 presque partout pour tout
quasi-cocycle u (ce qui fournirait une réponse négative a la question précédente).
Cependant, il parait peu probable qu’il existe un groupe de difféomorphismes, iso-
morphe a un réseau de rang supérieur, dont tous les éléments aient cette propriété.

Nous prouvons le théoreme 7 dans le paragraphe suivant.

3.3 Cas des flots autonomes

Le début de la preuve du théoréeme 7 est identique pour toutes les surfaces. Nous
supposons que la fonction H : S — R est non-constante. Nous pouvons alors choisir une
valeur réguliére ¢ de H. Soit 4 une composante connexe du niveau H~1(¢). Puisque t est
une valeur réguliere de H, % est une courbe fermée simple plongée dans la surface S. Il
existe alors un voisinage A de € difféomorphe & un anneau, qui est feuilleté par des cercles
qui sont les niveaux de la restriction de H a A. Plus précisément, il existe un plongement

i:S'%]ay, as[— S

qui envoie I'un des cercles S! x {t} sur la courbe ¥, tel que i*w = ds A df (o1 0 désigne
la coordonnée sur le cercle St et s €]ay, as|), et tel que le champ hamiltonien X associé
a H s’écrive, dans les coordonnées (0, s) :

Xp(0,5) = 0(s) 55
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ou 9 :]a1, az[— R* est une fonction qui ne s’annule pas. On a alors l'expression suivante
pour le flot hamiltonien associé a H :

O (00, 8)) = (0 + tI(s), 5).

Nous distinguons alors trois cas, selon que la surface S est de genre 0, 1, ou supérieur ou
égal a 2. Lorsque S est de genre supérieur ou égal a 1, nous n’aurons a considérer que la
restriction du flot ¢}, & I'anneau A = i(S'x]aq, az[) pour établir le théoréme 7.

Notons que si u est un quasi-cocycle, il est équivalent d’établir que la fonction ﬂ(gp}{)
n’est pas nulle presque partout, ou bien que la fonction ﬁ(gpﬁl) n’est pas nulle presque
partout (il suffit de remplacer la fonction ¢ par —¢ dans les calculs qui suivent).

3.3.1 Sur la sphere

Pour établir 'existence d’un quasi-cocycle u tel que la fonction ﬂ(go}q) ne soit pas nulle
presque partout dans le cas ott la surface est la sphére S2, nous supposerons que la fonction
Y :Jai, az[— R n’est pas constante. Dans ce cas, quitte & réduire U'intervalle Jaj, as[, nous
pouvons supposer que la dérivée de ¥ ne s’annule pas sur l'intervalle ]ay, as|.

Avant de passer a la construction d’un tel quasi-cocycle u, nous allons établir que dans
tous les cas ot 'on ne peut pas faire I'hypothese précédente, le flot %, est topologiquement
conjugué a un sous-groupe a 1 parametre de rotations. Plus précisément, nous allons établir
le résultat suivant.

Supposons que toutes les orbites périodiques non-constantes du flot (@?I) aient la méme
période. Alors le flot (oY) est topologiquement conjugué d un sous-groupe d 1 paramétre
de rotations.

Il n’est pas difficile de s’assurer que I’hypothese sur les orbites périodiques du flot
(¢%;) implique la suivante. Pour tout plongement i : S!x]a, b[— S? tel que ¢t (i(6,s)) =
i(0 +t9(s),s) ((0,s) € Stx]a,b]) pour une certaine fonction ¥ :Ja,b[— R*, la fonction ¥
est constante. Pour prouver ce résultat, notons O l'ouvert formé par les points qui sont
périodiques pour 'action du flot gp’}{ et ne sont pas des points critiques de la fonction H
(on vérifie aisément que cet ensemble est bel et bien ouvert). Soit O; une composante
connexe de O.

Il n’est pas difficile de s’assurer qu’il existe un difféomorphisme i : S x]a, b[— Oy (pour
certains réels a et b, avec a < b) et une fonction ¥ :]Ja,b[— R* tels que 'on ait :

o (i(0,8)) = i(0 +t9(s),s) (0,s) € S'x]a,b].

D’apres ’hypothese que nous avons faite, la fonction 9 doit étre égale a une constante
a € R. Définissons alors les ensembles suivants :

Xp = ﬂnzlz’(Slx]b — %, b[),
X, = Np>1i(SxJa,a + L1)).
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Les ensembles X, et X sont des compacts non-vides de la sphere S?, disjoints de I'ouvert
01 et disjoints deux-a-deux. Il n’est pas difficile de s’assurer que chacun des deux compacts
X, et X, contient (au moins) un point critique de H. L’idée de la preuve est la suivante. Si
X, (par exemple) contient deux points distincts, la présence d’un point critique va forcer
les points (6, s) (s — b) a “ralentir” lorsqu’ils passent proche du point critique. Cela va
contredire le fait que la fonction 9 est constante.

Si chacun des deux compacts X, et X; est réduit & un point, alors le flot ¢}, est
topologiquement conjugué a un sous-groupe a 1 parametre du groupe des rotations de la
sphere. Nous supposons donc que 'un au moins des deux compacts X, et X n’est pas
réduit & un point. Nous allons alors obtenir une contradiction. Supposons par exemple que
X3 contienne au moins deux points. Nous noterons zy un point critique de la fonction H
contenu dans X} et 1 un point de X, distinct de xg.

Soient Uy et U des voisinages de xg et 21 respectivement qui soient disjoints. Soit € > 0
tel que pour t € [0, €] l'on ait :
Pl (1) € Ur.

Soit T' > 0 tel que :

T+e>a l.

Nous fixons maintenant des voisinages Vy et Vi de xg et z1 (que 'on peut supposer
connexes), contenus respectivement dans Uy et Uy, tels que 1'on ait :

yeVo = ¢yly) € Uppourt € (0,7,
yeVi = ¢Y(y) € Uppourt € [0,¢.

Lemme 3.3.1 1[I existe un point z € O dont l'orbite rencontre a la fois Vo et V7.

Preuve : notons €, = i(S! x s), s €]a,b[, DI la composante de S? \ & contenant %; pour
t > s, et D7 la seconde composante connexe de S? \ ;. Considérons Iensemble Iy défini
comme suit :

Iy = {s €]a,b[, € N Vy # 0},

et de méme I} = {s €]a,b[,6sNV; # 0}. Les ensembles I et I; sont des ouverts non-vides
contenant des points arbitrairement proches de b. Si I et I; sont connexes, alors ils seront
tous deux de la forme ]s,, b[. L’intersection IyNI; sera non-vide, ce qui prouvera le lemme.

Montrons alors que I est connexe (la preuve est identique pour I7). Si ce n’est pas le
cas, il existe t €]a, b[\Ip et sy, s2 € Iy tels que s1 >t > so. Puisque

Vo C DS UD,,
et que €5, C D} nous avons (Vj étant connexe) :
Vo C D}

Mais le méme raisonnement (en remplagant s; par sa) assure que Vy C D, . C’est absurde.
L’ensemble Iy est donc connexe. O
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Une fois ce lemme prouvé, il n’est pas difficile d’obtenir la contradiction désirée. Soit
z € O71 un point vérifiant la propriété du lemme précédent. Le point z passe un temps
to > 1T dans 'ouvert Uy et un temps t; > € dans 'ouvert U;. Puisque Uy N U; est vide et
que T + € est supérieur & la période a~! de z ceci est absurde. Nous avons donc achevé la
preuve du résultat annoncé.

Nous nous plagons maintenant dans la situation du début du paragraphe. Un plonge-
ment i : St x]ay, as[— S? est donné, tel que ¢t (i(6,5)) = i(0 + td(s), s), olt la dérivée de
la fonction ¥ :]aj,az[— R* ne s’annule pas. Nous allons construire un véritable cocycle
u: Yge — L2(X4(S?), ul) tel que la fonction 4(pk;) ne soit pas nulle presque partout.

Nous commencons par rappeler quelques propriétés topologiques de I'espace X4(S?) des
quadruplets de points deux-a-deux distincts de la sphére S2. Nous fixons un point base
(z%, x5, %, 23) € X4(S?). Nous identifions également la spheére S? & la droite projective
complexe CP!, de sorte que I'on peut considérer I’action usuelle de PSLy(C) sur S2. Si
(x1, 22,23, 74) € X4(S?), il existe un unique élément g € PSLy(C) tel que :

(z1, 22, 23) = (9(271), 9(3), 9(x3))-

On note g(z1, xa, z3) cet élément de PSLy(C). Notant ¥ = CPM\{xz%, 23, 5}, Papplication :

U Xa(S?) — PSLy(C)x %
(z1,72,23,24) +— (9(z1,22,23), 9(x1, T2, 23) " (24))

est un difffomorphisme. En fait, si 'on choisit les points z7, x5, 23 égaux a 0, 1 et oo,
le nombre complexe g(x1, 2, 23) ! (24) n'est autre que le birapport des points x1, 2, 3,
Ty

(z2 — 73)(74 — 71)

(72 — 21)(74 — x3)

g(z1, 29, 23) " (w4) = [21, 72, 73, 74] =

1

En effet, 'homographie g(z1, z9,x3)"" s’écrit alors :

(2 — 23)(w — 71)
(zg —z1)(w —x3)

g(w1, w2, 23) " (w) =

Rappelons que le groupe PSLy(C) est simplement connexe. En particulier le groupe
fondamental m1(X4(S?), (z%, x5, 23, 23)) est isomorphe au groupe 71(X,z}), qui est un
groupe libre a deux générateurs.

Nous noterons ¥ la surface compacte & bord obtenue en éclatant chacun des points x7,
x5, o4 dans S2. La surface ¥ s’identifie donc & l'intérieur de la surface 3. Si z € X,
nous choisissons (encore une fois) un chemin (v, (¢))o<t<1 de z} & x dans X, de lon-
gueur bornée pour une métrique riemannienne définie sur . Considérons maintenant
un difféomorphisme f € %g2, et une isotopie (f;) reliant l'identité a f. Si (z1, z2,x3,24) €
X,4(S?), on note a(f,z1, 2,73, z4) 'élément du groupe 71 (3, z}) représenté par le lacet :

Vpsou(wr waes,za) * P2 O W(fe(@1), fe(22), fi(@3), fe(24) * Tpyous(F(21) . f(@a) f (za) f (@a)) -
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Dans le cas ou 27 = 0, 25 = 1, 23 = oo, la courbe

p2 0 Y(fe(21), fe(x2), fi(ws), fe(24))

n’est autre que la courbe décrite par le birapport [fi(z1), fi(x2), fi(x3), fi(z4)] dans C \
{0,1}. Nous avons encore une fois la relation :

(x) a(fog,x1,22,23,24) = g, x1, 22,23, 24) * (f, g(x1), g(x2), 9(x3), g(x4)).

Lemme 3.3.2 L’application o(f,—) : X4(S?) — 71(2, x}) est bornée.

Preuve : la preuve que nous présentons ici est tirée de [52]. Remarquons que le résultat a
prouver ne dépend pas du choix du point base (7,23, x5, v5) € X4(S?). Nous supposons
donc que (z7, x5, 2%) = (0,1, 00).

Soit U un voisinage de I'identité dans le groupe %g2, muni de la topologie C°°. Puisque
le groupe Y52 est connexe, ’ensemble U engendre %g2 : tout diffomorphisme f € g2 est
produit d’un nombre fini de difféomorphismes contenus dans U. Il suffit donc de prouver
que 'application a(f, —) est bornée pour les difféomorphismes qui sont dans U : en effet,
si les fonctions a(f, —) et a(g, —) sont bornées, il en est de méme de la fonction a(fog, —),
d’apres la relation (x). De plus il nous suffit d’établir ceci pour un voisinage arbitraire de
I'identité.

Notons que si z1 et zo sont deux points de C, le barycentre

tz1 + (1 —t)zo
de z1 et z9 est invariant par toute similitude de C. Autrement dit, il vérifie :

S(tzr + (1 — t)z0) = t8(21) + (1 — £)S(20)

si §: C — C est une similitude. Ainsi si 21, 22, 23 sont trois points distincts de CP! on
peut définir le barycentre de z; et zo (avec des poids ¢ et (1 — t) respectivement) par
rapport a z3 noté [tz; + (1 — t)z2]., : on choisit une homographie A : CP! — CP! telle
que A(z3) = oo, et on considere le barycentre des points A(z1) et A(z2) dans C :

tA(Zl) + (1 — t)A(ZQ) e C.

On pose alors [tz1 + (1 —t)29),, = A7 (tA(21) + (1 —t)A(22)). Ce point ne dépend pas du
choix de ’homographie A vérifiant A(z3) = oc.

Considérons maintenant un difféomorphisme préservant laire g : S — S2. Pour définir
le cocycle a(g, —) a valeurs dans le groupe (3, ), nous pouvons utiliser une isotopie
(9:) quelconque reliant I'identité & g. Il n’est pas nécessaire que le difféomorphisme g;
préserve laire pour tout ¢t. Ceci résulte, une fois encore, du fait que 'inclusion du groupe des
difféomorphismes préservant ’aire de la sphere dans le groupe de tous les difféomorphismes
préservant 'orientation est une équivalence d’homotopie. Lorsque g est suffisament C'-
proche de 'identité, nous allons construire une isotope reliant l’identité a g, adaptée a la
géométrie projective de la sphere.
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Si g est suffisament C°-proche de I'identité, g(z) # %1 pour tout z € S2. Nous pouvons
donc définir g;(z) = [tg(z)+(1—1)2] 1. Ceci définit une application lisse de [0, 1] x S? dans
S?, qui dépend, ainsi que ses dérivées, contintiment de g. Lorsque g est égal a l'identité,
g: = 1 pour tout t. Ainsi, si g est suffisament C'-proche de I'identité, la différentielle de
g : S? — S? n’est jamais singuliere et (g;) est une isotopie.

Si x; n’est pas un point fixe de g, la courbe g;(z;) est de la forme

a(x;)t + b(x;)

gi(s) = c(z)t + d(z7)

(avec a(z;)d(z;) — b(x;)e(x;) # 0). Si g(x;) = w4, la courbe g¢(z;) est constante égale a ;.
Ainsi, la courbe
V() = [ge(21), 9¢(w2), ge(23), g (w4)]

peut étre mise sous la forme ~(t) = &tg, ou p et g sont des polyndémes de degré au plus 8.

q(t
Rappelons que le lacet

Vi, w2,z5,4] * YV (E) * Vg(21),9(22),9(w3),9(w0)]

représente U'élément a(f, 21,29, 23,24) € m(E,2}). Pour montrer que a(f, a1, z2, 23, 74)
est contenu dans une partie uniformément bornée de (3, x}), il suffit de s’assurer que le
lacet (t) ne coupe 'axe réel R C C — {0, 1} qu’un nombre uniformément borné de fois.

Mais 7(t) est réel si et seulement si p(t)q(t) est réel. Le polynome p(t)q(t) étant de degré
au plus 16, la courbe v coupe au plus 16 fois I’axe réel. O

Considérons alors un homomorphisme ¢ : 71 (X, z}) — R et notons

ug(f) (21, 22,73, 74) = Pl f, 71, T2, T3, 74)).

D’apres le lemme, la fonction (z1, 22, 23, 24) — uy(f)(x1, 22,3, 24) est bornée (en parti-
culier, de carré intégrable). De la relation (x), on déduit que 'application

Y2 — L2(X4(S?), )
fo= ug(fh)

est un cocycle. Fixons des réels s; et S;- (1 <j<4) tels que :
ap < 51 < 8] < 89 < s < 83< 85 < s4< 8y <as.

Notant A; = St x [sj,85] C S!xJay, as[, nous allons montrer que la fonction @(p}') ne

s’annule pas sur ’ensemble :
4

H Aj C X4(S2),

j=1
qui est de mesure positive dans X, (S?). Remarquons que le résultat que nous souhaitons
prouver ne dépend pas du choix du point base (z3, 23, 2%, 2}) € X4(S?). Nous choisissons
donc ce point base en fonction du plongement i : St x]ay, as[— S2. Pour cela, notons D; et
Dy les deux composantes connexes de S2\i(S! x [s1, s}]) et supposons que dD; = i(S! x s})
et 9Dy = i(S'x s1). Nous choisissons alors les points 27, 23, 25 et 2} de la maniere suivante :
x € 0Dy, ¥} € Do, 5 € (St x s4) et xh € (S x ).
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Proposition 3.3.3 Si (0;,s]) € A; (1 <j <4), nous avons :

(P, i(01,87),i(02,55),i(03, 54), (04, 85)) = auy x APIED"V62)] g

ol oy, et By, sont des éléments de w1 (X2, x}) bornés indépendamment de n et~y est [’élément
de m (X, xz}) représenté par le lacet :

(p2 0 ¥(1, 23,i(0, 83), 2]))gest -

Preuve : la encore, nous donnons une preuve tres similaire a celle d’un résultat de [52].
Considérons ’application :

T:T? — X,(S?)
(01792793704) = (i(ehSl)vi(a%8,1)72.(93785)7’5.(047821))'

Il n’est pas difficile de s’assurer qu’il existe des éléments «,, et [, dans m (X, z}) (bornés
indépendamment de n) tels que :

a(@?[? Z.((917 5,1/)7 i(927 5,2/)7 i(937 Sg), Z'(947 5:1/)) = an*A([nﬁ(slll)L [m?(sg)], [nﬁ(sg)L [m?(sg)])*ﬂn,

ot A :Z* — 7(%,z,) est le morphisme induit par I'application ps o 7 o Y. Puisque le
cercle i(S! x s/{) borde le disque

Dy Ui(St x [s],54])
qui est disjoint de chacun des trois cercles i(S' x s7) (1 <j <3), 'élément
A(0,0,0,1) € m1 (3, xy)
est trivial. De méme, I’élément A(1,0,0,0) est trivial. Par construction, nous avons I’égalité

A(0,0,1,0) = ~. Enfin, le lacet (i(01,sY),i(0, s4), (03, 55),9(04, s ) )gest peut étre écrit sous
la forme

G * (‘,1:1(7 ‘T§7 2(97 Sg)a 331)66817

ou «aq est un lacet de la forme

(a(t)(i(01, 57)), (t) (i(02, 5)), u(t) (i(03, 55)), () (i(04, 57)))

a(t) étant un lacet d’homéomorphismes. D’apres la remarque qui suit, le lacet « est
contractile dans X4(S?). Nous avons donc A(0,1,0,0) = A(0,0,1,0)~!. L’énoncé du lemme
est maintenant clair. O

Remarque. Considérons un lacet (g(¢)) d’homéomorphismes de la sphere et quatre
points distincts x1, 9, T3, x4 sur la spheére. Soit (s) = (71(s),v2(s),v3(s),74(s)) un lacet
dans X4(S?), basé en (x1,x2, 23, 74). En considérant I’application de deux variables

(9(t)(1(s)), 9(1)(72(s)), 9(£) (73(5)), 9() (7 (5)))
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on voit que les éléments du groupe fondamental de X4(S?) représentés par les lacets

0(t) = (9(t)(21), 9(t)(22), 9(t)(23), 9(t)(24))

et y(s) commutent. Le lacet yo(t) représente donc un élément du centre du groupe fonda-
mental de X4(S?). Puisque ce goupe est un groupe libre, son centre est trivial et le lacet
Yo est contractile.

Nous pouvons alors conclure la preuve du théoréme 7 dans le cas de la sphere. Choisis-
sons un homomorphisme ¢ : (2, z}) — R tel que :

¢(7) = 1.

I1 n’est pas difficile de s’assurer qu'un tel homomorphisme existe. Si (6;, 8;’ ) € Aj, nous
avons alors :

Ug (@ ) (i(01,87),1(0a, 55),i(03, 84),4(04,8])) = 1imn_m%¢(an*7”[nw(s')} mOH) 4 )
= limn_)oo%¢(7[m9(83)]—[m9(32)})

Puisque nous avons supposé la fonction ¥ monotone sur Uintervalle |a1, as[, la quantité
¥(s'f) —9(sh) n’est jamais nulle. Nous avons bien établi que la fonction (') ne s’annule
pas sur H?:l Aj C X4(S?).

3.3.2 Sur le tore

Lorsque la surface est le tore T2, nous distinguons deux cas, selon que le plongement
i est incompressible (c’est-a-dire induit une injection du groupe fondamental de 1’anneau
S!x]ay,as[ dans le groupe fondamental du tore) ou compressible.

Premier cas. Le plongement 7 est incompressible. Dans ce cas, comme dans le cas
de la sphere, nous n’aurons a utiliser qu'un cocycle (et non pas un quasi-cocycle), que nous
avons déja rencontré. C’est la fonction “vecteur de rotation” u(f) : T? — R? associée a
tout difféomorphisme hamiltonien f : T? — T2. Nous noterons p : R?> — T? la projection
canonique et fixons un relevé i : Rx]ay,as[— R? du plongement i : S'x]ay, as[— T2 11
existe un élément v € Z? (représentant 'image du morphisme i, : 71 (S!) — 71 (T?)) tel
que :

i(0+k,s) =1(0,s)+ kv (k € Z).

A~

Nous avons alors :
s) — (0, s)

uler")(p(i(0,5))) = (0 +nd(s),s) -
= (6 +nd(s)) — (0 + [nY(s)], s) + [nV(s)]v.

La quantité (6 + nd(s)) — i(6 4 [n¥(s)], s) est bornée par une constante C' indépendante
de n. Nous obtenons donc :

u(epy")(i0, 5)) — [nd(s)]v

n

< ¢
n




3.3. CAS DES FLOTS AUTONOMES 95

(]| - || étant une norme arbitraire sur R?), et donc :

Uy )(i0,5) = hmn—wo%u(@%)(i(e’ s)) = d(s)v # 0.

La fonction mesurable 4(¢y') : T? — R? ne s’annule donc pas sur Pouvert i(S' x]a, b[) C
T?2. Nous obtenons bien le résultat voulu dans ce cas.

Second cas. Le plongement ¢ est compressible. Dans ce cas, nous allons utiliser
un quasi-cocycle du type de ceux déja rencontrés au paragraphe 1.3 pour construire un
quasi-morphisme de Calabi sur le tore T?, dont nous avons rappelé la construction en
exemple au paragraphe 3.2.2.

Nous fixons un quasi-morphisme homogene ¢ : 71(T? — {0}, z.) — R tel que ¢([a, b]) =
1, ol a et b sont les générateurs standards du groupe 71(T? — {0}, z.). Nous reprenons 13
encore les notations du paragraphe 1.3.2. Pour tout point v € X5(T?) on fixe un chemin
(@ (t))eejo,1) de 2« a v (de longueur bornée indépendamment de v, pour une métrique
riemannienne définie sur X5(T?2)). Si f est un difféomorphisme hamiltonien de T? et (f;)
une isotopie hamiltonienne reliant 'identité a f, on définit :

a(f,x,y) = [O‘I—y * (ft(x) - ft(y)) * af(:c)—f(y)] € 7T1(T2 - {0}7x*)7

puis Vi(z,y) = ¢(a(f,z,y)) et enfin ‘N/f(ac,y) = limpqoo%pr (z,y) (qui est défini presque
partout sur X,(T?)). L'application f — Vi1 € L?(X3(T?),p2) est un quasi-cocycle,
comme nous ’avons vu au paragraphe 1.3.2.

Nous allons montrer que la fonction ‘7<p;1 n’est pas nulle presque partout. Fixons quatre
réels by, by, bs, by, tels que :

a1<b1<bg<bg<b4<a2.

Puisque la courbe (i(6,b1))gest est contractile, il existe un plongement du disque u :
D C R? — T2 tel que u(e*™) = i(6,b). Nous supposerons que pour  proche de 9D,
u(x) € i(S*x]a1,b1]) (le second cas possible, ou u(x) € i(S' x [by,as]) est identique,
le lecteur doit simplement ajouter un signe — a l’exposant qui se trouve au-dessus du
commutateur [a,b] et inverser les roles de ¢; et to dans le lemme suivant).

Lemme 3.3.4 Soient (t1,t2) € [b1,ba] X [bs, by]. Alors, on peut écrire :
a(@hy,i(01,t1),i(02,t2)) = an * [a, 0] 4 g,

ot o, et B, sont des éléments de w (T? — {0}, x,) bornés indépendamment de n.

Preuve : la preuve de ce lemme est tres similaire a celles des lemmes rencontrés aux para-
graphes 1.3.2 et 1.3.3. Il n’est pas difficile de s’assurer que le lacet a(p%;,i(61,t1),1(02,t2))
peut s’écrire sous la forme

/ /
o * Y * B,
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ot les lacets o, et (3], représentent des éléments de 7 (T?—{0}, x..) bornés indépendamment
de n et ou y s’écrit :

Qi(0y 1) —i(02,t2) * (1(01 + s[nI(t1)],t1) — (02 + s[nd(t2)], t2))sef0,1] * Ci(oy t1)—i(0a,t2)-
Le lacet (i(01 + s[nd(t1)],t1))sc(o,1) borde le disque
u(D) Ui(S! x [by,t1]).
Ce disque ne rencontrant pas la courbe i(S! x t3), v est homotope au lacet :

Qi(0y,t1)—i(02,t2) * (101, 11) — i(O2 + s[nI(t2)], t2))sefo,1] * Wi(0y,01)—i(02,02)-

Puisque le lacet (i(61,t1) —i(02+s,t2))se(o,1] représente un conjugué du commutateur [a, ]
dans le groupe 71 (T2 — {0}, x,), nous obtenons bien le résultat souhaité. a

Nous pouvons maintenant conclure : si ((61,t1), (62,t2)) € S' x [by,ba] x S x [b3, bs],
nous avons l'inégalité :

[Vey, (001, £1), (02, t2)) — [nd(E2)]] < 26(¢) + 2maxn{|¢(an)], [¢(5n)l},

et donc V@}{(i(el,tl),i(eg,tg)) = Y(t2) # 0. Puisque (S’ x [by, bo]) x i(S! x [b3,b4]) C
X5(T?) est de mesure positive, nous obtenons le résultat souhaité.

3.3.3 Sur les surfaces de genre supérieur

Exactement comme dans le cas du tore, nous distinguons ici deux cas, selon que le
plongement ¢ est incompressible ou non.

Premier cas. Le plongement i est incompressible. Nous allons utiliser la construc-
tion des quasi-morphismes ®,,, déja évoquée dans I'introduction et dans le paragraphe 1.2.1.
Nous fixons donc une métrique a courbure constante sur S. Nous notons v la géodésique
fermée sur S qui est librement homotope a la courbe (i(0,t))gecst (¢ €]a,b[ étant quel-
conque), et nous fixons une 1-forme 7 sur S telle que fy n=1.

Rappelons maintenant la définition du quasi-cocycle dont I'intégration donne naissance
(apres homogénéisation) au quasi-morphisme ®,. Nous notons 7 le relevé de la 1-forme 7,
au revétement universel S de S et, si f € Y, f: S-S I'unique relevé de S qui commute
avec I'action du groupe 71 (S) sur S. Enfin, si x € S , on note J(z, f) I'unique géodésique
reliant z a f(x). La fonction

—- R

= Jswp?

est invariante sous l'action du groupe 71(S) et descend donc en une fonction continue
v(n, f): S — R. Comme nous 'avons déja vu au paragraphe 1.2.1, nous avons la relation

(f)gEgS) :

S
x

lo(n, fog) —v(n,g) —v(n, f)ogl <7 |[dn]|e-
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Fic. 3.1 —

L’application f — u(f) := v(n, f~') € L2(S, u,) est donc un quasi-cocycle (les appli-
cations v(7, g) sont continues sur S donc de carré intégrable). La encore, nous fixons un
relevé i : Rx]a, ag[— S de application i : S'x]a;, ag[— S. Il existe alors un élément T' du
groupe fondamental de S (vu cette fois comme groupe d’automorphismes du revétement
S — S) tel que :

i(0+ k,s) = T"u(0,s)) (k€ Z,(0,s) € Rx]ay,as]).

Soit v C S I'unique géodésique de S globalement invariante par 7. Bien str, si y € 7, le
segment de 7 reliant y & T'(y) se projette sur la géodésique fermée v C S. Nous noterons 7 :
S — 7 la projection orthogonale sur 5. Nous fixons désormais un point (6, s) € Rx]ay, as]
et notons zj, = 7(i(0+k, s)). Puisque 7 est invariante par la transformation T', nous avons :
xy = T*(x0). Dans la suite, nous noterons @4, le relevé a S du flot ol

Lemme 3.3.5 Il existe une constante C' > 0 telle que :

[ G- as=e
3(i(0,8),8) [z0,2k,,]

ot l'on a noté [xg, x| le segment de 5 reliant xg a x, et k, = [nd(s)].

Preuve : nous noterons [z,y] l'unique géodésique de S reliant deux points z,y de S.
Observons d’abord que dans le terme de gauche de I'inégalité, on peut remplacer le terme

/A 7
0(2(0,5),9%)

par

[
[2(0,5),i(04kn,s)]

En effet, la différence entre ces deux termes s’écrit

(/M+/ o 5
A (@7 (2(6,5)),2(0+Fn,s)]
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olt A est le triangle géodésique de sommets i(6, s), P (i(6, 5)), et i(0+ky, s). Cette quantité
est bornée par 7 - [dnloo + [N]oo - SUD; ye(0,11d(1(0 + 5, 5),1(0 + 5 + u, 5)).

Pour établir le lemme, il nous suffit donc de majorer la différence

9 = / A 75— / 7.
[2(0,5),i(04kn,s)] [0,%k,,]

Pour cela nous distinguons deux cas, selon que les segments géodésiques [% (0,5),1(0+kn, s)]
et [zg,xk, | s'intersectent, ou non. Supposons d’abord qu’ils ne s’intersectent pas. Dans ce
cas, on peut écrire :

9 = fQ di - f[g(e—i-kn,s),:ckn} ﬁ - f[:co,%(e,s)} ﬁ
= fQ dn,

ol @ est le quadrilatére géodésique de sommets %(9, s), %(Q—i—kn, s), Tk, , o (orienté de telle
sorte que son bord orienté soit formé des segments [¢(0, s),7(0 + ky, s], [¢(0 + kn, s), xf, ],
[z1, , x0], et [z0,%(6, s)], parcourus dans cet ordre). Nous avons alors :

(D] < 2m - |dn]o-

Le cas ol les segments géodésiques [% 0,5),1(0+kp, s)] et [xo, xf, | s'intersectent en un point
z se traite de la méme maniere ( au lieu de considérer le quadrilatere @), nous considérons
les deux triangles géodésiques ayant un sommet commun en z et ayant pour coté opposé
les segments [i(6, s), zo] et [T*»(i(6, s)), T*" ()] respectivement). O

Une fois ce lemme acquis, nous pouvons facilement conclure : le segment géodésique
[0, 2k, ] C S se projette sur la géodésique v C S, parcourue k,, fois. Ainsi :

ﬂ(gpﬁl)(z((g,(s)) = hmn—>oon f& (2(0,s), <pH)ﬁ

= lim, 0ot f[xo o) 1

kn [ m

= limy, g —2

Puisque la suite %2 converge vers J(s) et que fwn = 1, nous avons u(¢y') = ¥(s). Nous

obtenons & nouveau que sur Pouvert i(S!x]ay, as[), la fonction %(¢') ne s’annule pas.

Second cas. Le plongement i est compressible. Nous allons utiliser ici un quasi-
cocycle qui n’a pas encore été évoqué dans ce texte. Il a été introduit par Gambaudo et
Ghys [52]. Nous supposons la encore que la surface S est munie d’une métrique a courbure
constante, notons M le fibré unitaire tangent a S, et M le fibré unitaire tangent a S.
Enfin, nous notons ps : M — S1 la projection de M sur le bord a l'infini du revétement
universel de S.

Considérons une isotopie (préservant laire) (f;) sur S. La différentielle df; agit sur le
fibré unitaire tangent & S : si v € M on définit :

dft(’U)
|dfi(v)|

[dft](v) =
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L’isotopie [dfy] : M — M se reléve en une isotopie Fy : M — M.Sive M, on peut

considérer la courbe :
0,1] — S

t = poo(Fi(v)),

et mesurer le nombre de tours qu’elle effectue sur le cercle S . Pour cela, rappelons que
siy:[0,1] — SL est un chemin continu, on lui associe (comme nous I'avons déja fait au
chapitre 1) un entier n(y) € Z de la maniére suivante. On fixe une paramétrisation de S,
par R/Z. Si % :[0,1] — R est un relevé de v & R, on pose :

n(y) = [7(1) =3(0)].
Cet entier est indépendant de ’homéomorphisme entre SL et R/Z choisi. La fonction
M — Z
v n(peo(Fi(v)))

est invariante sous 'action du groupe fondamental de S sur M et descend donc en une
fonction v : M — Z. 1l n’est pas difficile de s’assurer que si v et w sont deux vecteurs
unitaires tangents a S avec w(v) = w(w) (ou 7 désigne la projection M — S) alors
[¥(v) — P(w)| < 2. On définit alors, si z € S, v(f)(z) = infyepr )=V (v), et u(f) =
v(f~1). La fonction v(f) est mesurable et bornée.

Lemme 3.3.6 L’application f — u(f) est un quasi-cocycle.

Preuve : remarquons que la construction de la fonction v(f) est identique a celle de la
fonction angle(—, f) que nous avons effectuée au paragraphe 1.2.1 pour construire un
quasi-morphisme de Calabi sur les surfaces de genre supérieur. La seule différence est que
I'isotopie

@(ft) M — M

utilisée au paragraphe 1.2.1, a été remplacée par ’action de la différentielle de I’isotopie

Jt:

La preuve du fait que 'application u est un quasi-cocycle est alors rigoureusement identique
a la preuve du lemme 1.2.1. O

Soit (ft)ie[0,1) une isotopie hamiltonienne sur S. Nous pouvons étendre cette isotopie
en un chemin de difféomorphismes (f;)ier de telle sorte que fi+1 = fio fi. La proposition
suivante explique comment calculer la valeur de la fonction @(f)(x) pour un point = € S
dont l'orbite pendant 'isotopie (fi)tcr est contenue dans un disque.

Proposition 3.3.7 Soit D un disque (fermé) plongé dans la surface et x € D un point
tel que fi(x) € D pour tout réel t. Nous fixrons une trivialisation symplectique du fibré

tangent au-dessus de D. On peut alors considérer la courbe df;(x) comme une courbe dans

SLa(R). Alors :

(@) = 3l B({dfi()osicy ),

ot P : §I:2(R) — R est le quasi-morphisme homogene introduit au paragraphe 2.1.1.
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Preuve : la trivialisation fixée du fibré tangent au-dessus de D définit canoniquement
une trivialisation du fibré unitaire tangent associée, que nous notons v : D x S! —
771(D) C M. Par ailleurs on peut définir une seconde trivialisation du fibré M — §
au-dessus de D, de la maniere suivante. Choisissons une section ¢ : D — S du revétement
S — S au-dessus du L disque D. La différentielle de cette section induit une application
ds : 7~Y(D) C M — M. L’application

a1 (D) — D xS,
v o= (7(0), poo(ds(v)))

est une trivialisation du fibré M — S au-dessus de D. Nous noterons 5 : D x SL —
7~1(D) l'inverse de I'application ci-dessus. Nous fixons maintenant une paramétrisation
de S. par R/Z. 1l existe alors une application a : D — R telle que I'application :

Yyl othy: D x St — D x S!

s’écrive 1] Loapy(z,v) = (x,e*™*) . p). Choisissons maintenant un vecteur tangent v au
point z. On peut écrire :

[dfi](v) = Pa(fulx), 2 0).

Dans la premiére trivialisation, nous avons donc
[dft](v) = 1 (fi(x), im0 +alfe(@)))

Par définition du quasi-cocycle u, nous avons

0(p) — 6(0)

~ p—1 .
u(f = lim,,_,
(f7) R

Puisque 'application a est bornée, cette quantité est égale a :

(O(p) + a(fp(2))) — (6(0) + a(f(2)))
p

lim,,

Cette derniére quantité est égale a la moitié du nombre de rotation (pendant 'isotopie (f;))
de la direction engendrée par v, lu dans la trivialisation ;. La quantité limp_)oozlg@(dft(x))
est quant a elle égale au nombre de rotation de la direction engendrée par le vecteur v.

Nous obtenons donc bien I'égalité : u(f~!)(z) = %limp_)oo%@({dft(a:)}ogtgp). O

Grace a la proposition précédente, nous pouvons calculer les valeurs de la fonction :
ﬁ(gp}{) oi: Stx]a, as[— R. Fixons deux réels c et d tels que a; < ¢ < d < ay. Choisissons
également un plongement A : D — S tel que A(e*™) = i(6,c). Nous supposerons que
A(z) € i(S'x]ai,c]) pour z proche de dD. Ceci équivaut & dire que Porientation du
cercle i(S! x ¢) comme bord du disque A(D) est donnée par le champ de vecteurs i*(%).
LA encore, le cas contraire ot A(z) € i(S! x [c,az[) (pour = proche de D) se traite de
maniére identique. Nous fixons maintenant une trivialisation symplectique du fibré tangent
au-dessus du disque

D’ = A(D) Ui(S! x [¢,d]).
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Un calcul similaire & celui effectué au paragraphe 2.4 assure alors que, si t € [¢,d] :

%(I)(dgp%(z’(@,t))) oo 20(8).

D’aprés la proposition précédente, nous avons donc (¢ )(i(6,t)) = 9(t). Puisque I’en-
semble i(S! x [c,d]) est de mesure positive, la fonction u(¢y;') n'est pas nulle presque
partout. Nous avons donc achevé la preuve du théoreme 7 dans le cas des surfaces de
genre supérieur.
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4.1 Distance de Hofer

Nous désignons toujours par ¢ le groupe des difféfomorphismes hamiltoniens d’une
variété symplectique (M, w) (qui peut étre fermée ou ouverte) de dimension 2n.

En 1990, Hofer [68] a découvert que ’'on pouvait munir le groupe ¢ d’une remarquable
distance, notée p, qui est biinvariante, c’est-a-~dire, invariante a la fois par les translations a
droite et & gauche de ¢. Rappelons-en la définition. L’oscillation d’une fonction (& support
compact) F': M — R, notée osc(F), est la quantité

max(F') — min(F).

Ceci définit une norme sur l'espace des fonctions lisses sur M qui sont normalisées (c’est-
a-dire, d’intégrale nulle pour la forme volume w™ si M est compacte, et a support compact
si M est ouverte). Bien sir cet espace s’identifie a 1’espace des champs de vecteurs ha-
miltoniens sur M, auquel on peut penser comme & l’espace tangent & ¢ en 'identité. La
distance de Hofer est alors la distance finslerienne associée a cette norme. Plus précisément,
si (H¢)o<t<1 est un hamiltonien dépendant du temps, nous pouvons définir la longueur de
I'isotopie hamiltonienne {f;} engendrée par (H;) par :

1
({f:}) :/ osc(Hy)dt.
0
L’énergie d’un élément f € ¢ est la quantité

Il = inf £({f:})

ou l'infimum porte sur toutes les isotopies hamiltoniennes dont le temps 1 est f. Si h est
un difféomorphisme symplectique quelconque, l'isotopie h o f; o h™! est engendrée par la
fonction dépendante du temps

Hyoh™ %

Pour chaque instant, celle-ci a la méme oscillation que H;. Ceci assure donc que 1’énergie
d’un difféomorphisme hamiltonien est invariante par conjugaison. On définit alors p(f, g) =
l|£97||. Notons que le point crucial pour s’assurer que p est une distance est d’établir qu'un
difffomorphisme f € ¢ \ {1} a une énergie strictement positive. Cela a été prouvé par
Hofer [68] dans le cas de R?", par Polterovich [99] pour les variétés rationnelles (c’est-a-
dire les variétés pour lesquelles la classe de cohomologie [w] est rationnelle) et en toute
généralité par Lalonde et McDuff [77] (voir aussi [27, 94, 109, 115] pour d’autres preuves,
dans différents cas particuliers). Nous reviendrons sur ce point au paragraphe suivant.
Nous renvoyons le lecteur aux livres [71, 102] pour une introduction plus détaillée a ce
sujet.

Bialy et Polterovich [15] ont prouvé le résultat suivant. Lorsque M = R?", muni de
sa structure symplectique standard, il existe un voisinage U de I'identité dans ¢ (pour la
topologie C'!) et un voisinage V de I'origine dans ’espace vectoriel des fonctions C*° & sup-
port compact sur R” (pour la topologie C?) tels que (U, p) et (V, dosc) soient isométriques
(olt dyse(F,G) = osc(F — G)). On peut interpréter ce fait en disant que ¢ est localement
plat. Ce résultat a depuis été généralisé a d’autres variétés [78, 95].
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Par ailleurs, on sait maintenant pour une large classe de variétés symplectiques que 1’es-
pace métrique (¢, p) est de diametre infini (voir [102] pour quelques résultats et références).
A Popposé du résultat de Bialy et Polterovich précédemment cité, on peut donc s’intéresser,
lorsque le diametre de ¢ est infini, & la géométrie a grande échelle de (¥, p). Dans cet
esprit nous montrons le :

Théoreme 8 Supposons qu’il existe une sous-variété lagrangienne fermée L plongée dans
M, vérifiant les deux conditions suivantes :

e [application induite w1 (L) — w1 (M) entre les groupes fondamentaur de L et M est
mjective,
e il existe sur L une métrique riemannienne a courbure négative ou nulle.

Alors, pour tout entier naturel N, il existe un morphisme ¢ : RN — & ayant la propriété
suivante. Si | - |est une norme fivée sur RN, il existe une constante strictement positive
Cy telle que :

Ol =yl < p(o(x), 6(y)) < Cnla —yl,

pour tous x,y de RY.

Nous verrons que, lorsque l'on choisit comme norme sur RY la norme

N

(@1, o) =D |l

k=1

la constante C'y que nous obtenons converge exponentiellement vite vers l'infini lorsque
N tend vers 'infini. Citons quelques exemples de variétés symplectiques vérifiant les hy-
potheéses du théoreme :

e Le fibré cotangent 7*L (muni de sa structure symplectique canonique : w = d(pdq)),
d’une variété fermée L possédant une métrique riemannienne a courbure négative ou nulle.

e Une surface compacte orientable de genre strictement positif, munie d’une forme d’aire ;
un produit de surfaces de genres strictement positifs.

e Soit V3 une variété fermée de dimension 3 qui fibre sur le cercle : 7 : V3 — S!. Supposons
le genre de la fibre strictement positif. Notons 61 la coordonnée sur le cercle. Soit {2 une
2-forme fermée sur V3 qui soit non-dégénérée sur chaque fibre de . Considérons la variété
M = V3 x S, Si 6, désigne la coordonnée sur le second facteur de M, la forme

w=Q+7"(dbr) A db2

est une forme symplectique sur M. Pour toute courbe fermée simple essentielle « contenue
dans une fibre de 7, nous obtenons un tore lagrangien incompressible v x S' dans M.

Notons que dans tous les exemples ci-dessus, le revétement universel M de la variété
M est symplectiquement difffomorphe & R?”, muni de sa structure symplectique stan-
dard. Dans le cas o M est une surface de genre supérieur ou égal a 1, nous verrons au
paragraphe 4.3 que des résultats de Polterovich permettent en fait de plonger un espace
vectoriel normé de dimension infinie dans le groupe des difféomorphismes hamiltoniens.
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Pour construire le morphisme ¢ en général, nous allons utiliser une idée de Lalonde et
Polterovich [79]. D’apres un théoréme classique de Weinstein, un voisinage U de L dans
M est symplectomorphe a un voisinage de la section nulle dans le fibré cotangent 7% L. On
peut supposer que U est un fibré en boules au-dessus de L. Nous pouvons donc considérer
des flots hamiltoniens sur M qui, dans U (ou une partie de U), coincident avec le flot
géodésique sur L (pour une métrique a courbure négative fixée). Notons u' : T *L - T*L
le flot géodésique sur le revétement universel L de L. Nous allons tirer parti du fait suivant,
di a la courbure négative : si K est un compact de T*L qui évite la section nulle, on a
u'(K)N K = () pour t suffisament grand.

Dans le cas ou la variété M est le disque D? = {(x,y) € R?, |z|> + |y|? < 1}, et que le
groupe ¢ est muni de la distance “hydrodynamique” L2, des résultats similaires au notre
avaient été prouvés par Benaim et Gambaudo [11] puis Crisp et Wiest [28]. Rappelons la
définition de cette distance. Si f; : D? — D? est une isotopie hamiltonienne, on définit sa
longueur, pour la distance L2, comme

1
// | X (z,y)|dz A dy dt,
o JD2

ou X désigne le champ de vecteurs qui engendre 'isotopie (f) et | - | est la norme eucli-
dienne sur R?. La distance entre deux difféomorphismes f et g est alors la borne inférieure
des longueurs des isotopies (h;) telles que hg = 1 et hy = fg~!. Notons que cette distance
est invariante & droite seulement. Elle peut étre définie plus généralement sur la compo-
sante neutre du groupe des difféfomorphismes préservant le volume d’une variété rieman-
nienne compacte (voir [4] & ce sujet). Dans [11], Benaim et Gambaudo ont construit des
plongements quasi-isométriques de groupes abéliens libres et de groupes libres de rang ar-
bitraire dans le groupe des difféomorphismes hamiltoniens du disque, muni de sa métrique
L2. Crisp et Wiest [28] ont généralisé leur construction & d’autres groupes de type fini.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons quelques faits classiques de topologie sym-
plectique ; puis, au paragraphe 4.3 nous rappelons les résultats de Polterovich qui donnent
une version plus forte de notre énoncé dans le cas des surfaces de genre strictement positif;
enfin nous prouvons le théoreme 8 au paragraphe 4.4.

4.2 Inégalité entre énergie et capacité

Nous rappelons d’abord la notion de capacité symplectique (voir [71] pour une discussion
plus détaillée).

Définition 5 Une capacité symplectique est une application ¢ qui a toute variété symplec-
tique (N, Q) associe un nombre ¢(N,Q) € [0, +oo[ et qui vérifie les propriétés suivantes :

1. (monotonie) si 1) : (N1,81) — (No,§2) est un plongement symplectique de Ny dans
Ny (ot Ny et Ny sont de méme dimension), alors ¢(N1,Q1) < ¢(Na, Q2),

2. (homogénéité) c(N, Q) = |A| - ¢(IN,Q), pour tout réel non-nul X,
3. (normalisation) c(B**(1),wp) = ¢(Z2?"(1),wp) = 7.
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Dans le dernier point ci-dessus, wy désigne la forme symplectique standard de R?"*, B2*(1)
est la boule unité euclidienne de R?", et Z2"(1) est le cylindre :

{(ml7’”7‘rnayla"'ayn) €R2n7m%+y% < 1}

Les deux dernieres conditions assurent que la capacité de la boule euclidienne de rayon r
B?(r) C R?" est égale & 7r.

Rappelons maintenant la définition de la capacité de Gromov d’une variété symplectique
(N, ), que nous noterons cg(N, Q). C'est la quantité :

sup{7r7°2; il existe un plongement symplectique B 2”(r) — N}

Le seul point non-trivial pour s’assurer que cg vérifie effectivement les axiomes d’une
capacité symplectique, est d’établir que s’il existe un plongement symplectique de la boule
B?"(r) dans le cylindre Z?"(1), alors 7 < 1. Mais c’est exactement ce qu’affirme le (difficile)
théoréeme de non-tassement de Gromov [62]. Par ailleurs, il n’est pas difficile de vérifier,
par définition méme de la capacité cq, que si ¢ est une capacité symplectique quelconque,
on a cg < c. En effet, si (N,Q) est une variété symplectique, et ¢ : B**(r) — N un
plongement symplectique, nous avons, par monotonie de c¢ :

c(B2"(r),w0) < ¢(N,Q).
Puisque ¢ est normalisée cette inégalité s’écrit en fait :
mr? < ¢(N, Q).

Dans le membre de gauche de l'inégalité ci-dessus, nous pouvons alors prendre la borne
supérieure lorsque le plongement 1 varie. Nous obtenons :

cg(N,Q) <¢(N,Q).

Si A est une partie de la variété symplectique (M, w), nous noterons cg(A) la capacité
de Gromov de louvert Int(A) muni de la forme symplectique w. Lalonde et McDuff [77]
ont établi le résultat suivant. Si f est un élément de ¢4 et A une partie de M qui est
disjointe d’elle-méme par f, c’est-a-dire qui vérifie f(A) N A = (), alors I'énergie de f est
minorée par la moitié de la capacité de Gromov de A :

111 > gea(A)

Rappelons que c’est cette inégalité qui permet d’établir que la distance de Hofer est non-
dégénérée : si f est un difféfomorphisme différent de 'identité, on peut trouver un ouvert
de M qui est disjoint de lui-méme par f. Puisque tout ouvert non-vide a une capacité
strictement positive, 1'énergie de f est non-nulle. Une telle inégalité avait été prouvée (sans
le facteur %) par Hofer dans R?" [69] (voir aussi [49]). Dans la suite, le mot “capacité” fera
référence a la capacité de Gromov. C’est en effet la seule que nous utiliserons désormais.
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Expliquons maintenant comment nous allons utiliser cette inégalité. Notons d’abord
que toutes les variétés symplectiques qui vérifient les hypotheses de notre théoreme ont
un groupe fondamental infini, et donc un revétement universel p : M — M non compact.
Fixons un élément f de ¥. Considérons une isotopie hamiltonienne f; : M — M, engendrée
par un hamiltonien (Hy), telle que f; = f. Notons f; : M — M le relevé de isotopie (f;)
issu de l'identité. C’est une isotopie hamiltonienne engendrée par la fonction H; o p (a
support non compact). Nous obtenons ainsi un relevé ]?1 : M — M de f. Suivant [79],
nous appellerons relevé admissible de f tout relevé ainsi obtenu.

Proposition 4.2.1 ([79]) Soit ¢ > 0 et f € 4. Supposons que pour tout relevé admis-
sible f de f, il existe une partie A de M de capacité supérieure ou é€gale a c telle que

F(A)NA=0. Alors ||f|| > &.

Remarque : si M est non compacte, puisque nous ne considérons que des isotopies hamil-
toniennes sur M a support compact, il est clair qu’il existe un unique relevé admissible. Si
M est compacte, une conséquence facile de la (difficile) conjecture d’Arnold (voir [50, 82])
est que I'application d’évaluation

m1(¥, 1) — 1 (M, z0)

a une image triviale. Ceci implique que tout difféomorphisme hamiltonien de M possede
un unique relevé admissible. Ainsi, pour appliquer la proposition ci-dessus, il suffit de
vérifier ’hypothese pour un seul difféomorphisme de M. Cependant, pour garder a ce
chapitre un caractere élémentaire, nous n’utiliserons pas ce fait.

Preuve de la proposition : considérons une isotopie hamiltonienne (f;) sur M, engendrée
par la fonction a support compact Hy, telle que f;1 = f. Soit A un compact contenant la
réunion des supports des fonctions Hy. Si M est compacte, nous supposerons Hy normalisée
par la condition f A Hiw™ = 0, pour tout t. Soit ( ft) l’1sotople de M engendrée par la

fonction Hyop. Par hypothese on peut trouver un compact K de M de capacité supérieure
a c—e, qui est disjoint de lui-méme par f1. Soit B une boule de M qui contient Uyc(g 1) f(K)
et telle que la projection p : B — A soit surjective; et ¢ : M — [0,1] une fonction
a support compact valant 1 sur B. L’isotopie hamiltonienne engendrée par la fonction a
support compact définie par G¢(z) = p(x)H¢(p(x)) disjoint K de lui- méme Nous obtenons
donc, d’aprés I'inégalité entre énergie et capacité, [, osc(Gy)dt > <. Puisque osc(Gy) =

osc(Hy), on obtient l’estimation voulue. O

Une conséquence classique de la preuve ci-dessus est qu'un relevé admissible d’un
difféomorphisme hamiltonien de M ne peut disjoindre d’elle-méme une partie de M de
capacité infinie.

4.3 Cas des surfaces : les résultats de Polterovich

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des hamiltoniens périodiques en temps,
c’est-a-dire, des fonctions définies sur M x S! (ot M est la variété symplectique considérée).
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Il n’est pas difficile de s’assurer que tout difféomorphisme hamiltonien est le temps 1 d’une
isotopie hamiltonienne engendrée par une telle fonction et qu’on ne modifie pas la distance
de Hofer en ne considérant que de telles isotopies (voir [102]).

Nous considérons une surface fermée S de genre supérieur ou égal a 1, munie d’une
forme d’aire, et une courbe fermée simple essentielle v C S. Dans [102], en utilisant une
idée déja apparue dans [101], Polterovich prouve le théoréme suivant.

Si (Hy)iest est un hamiltonien normalisé ([ Hyw = 0 pour tout t), tel que |Hy(z)| > C
pour x € vy ett € St, alors p(f, 1) > C, ou f désigne le temps 1 de l’isotopie hamiltonienne
engendrée par (Hy).

Nous rappelons rapidement les grandes lignes de la preuve de ce résultat. Si (f;) est
l'isotopie engendrée par (H;), une autre isotopie reliant l'identité & f serait de la forme

gt o fi

ou (g¢) est un lacet de difféomorphismes hamiltoniens. Elle est engendrée par le hamilto-
nien Gy + Hy o g, ! (ot G; désigne le hamiltonien qui engendre le lacet g;). Polterovich
ramene alors le probleme considéré a un probleme d’intersection lagrangienne. A cet effet,
considérons le plongement suivant :

yx8' — SxS!'xR
(1) = (9t(x), 1, —Ge(ge(2))).

Lorsque I'on munit la variété S x S! x R de la forme symplectique w + du A df (u €
R, 6 € S!), ce plongement est lagrangien. Puisque le groupe %s des difféomorphismes
hamiltoniens de S est simplement connexe, on peut montrer (voir [102]) que ce plongement
est le temps 1 d’une famille & un parametre i; de plongements lagrangiens exacts, telle que
ip soit défini par ig(x,t) = (z,¢,0). D’aprés un théoréme de Gromov [62], ceci implique
que 'intersection

io(y x Sl) Mg (y X Sl)

est non-vide. Il existe donc (zq,t9) € v x S! tel que i1 (0, to) € ig(y x St), c’est-a-dire :
9to(20) € v et Gy (gt (20)) = 0.

Nous avons donc :

|Go (910 (20)) + Heo (93, (910 (20)))| = [Heo (x0)| > C.

Ceci assure que l'oscillation de la fonction Gy, + Hy, o gg)l est supérieure ou égale a C.
Dans [102], Polterovich prouve que la distance de Hofer d’un difféomorphisme f al'identité,
définie & priori comme la quantité

1
inf / osc(Fy)dt
F 0
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(ou Fy décrit 'ensemble des hamiltoniens engendrant une isotopie de 'identité a f) est en
fait égale a la quantité (a priori plus grande) :

inf F).
iy mtaxosc( 1)
Nous avons vu qu’une isotopie arbitraire reliant 1'identité a f est engendrée par un hamil-
tonien de la forme G; + H; o g; Lot G engendre un lacet (g;). De plus nous avons établi
que, dans ce cas, il existe tg € S! tel que :

osc(Gy, + Hy, o g;)l) > C.

Nous avons donc max osc(Gy+ H, ogt_l) > C, et donc par ce qui précede p(f, 1) > C. Ceci

établit donc le théoréme de Polterovich mentionné ci-dessus.

Il est maintenant aisé de plonger un espace vectoriel normé de dimension infinie dans le
groupe des difféomorphismes hamiltoniens de S, muni de la distance de Hofer. Considérons
par exemple le tore T2, muni des coordonnées (z,y) € S! x S! et de la forme d’aire
w = dx A dy. Soit E Despace des fonctions de classe C™ sur T?, de moyenne nulle, ne
dépendant que de la coordonnée x. Si H € E, notons goﬁq le flot hamiltonien associé.
D’apres le théoreme de Polterovich que nous venons d’exposer, nous avons :

(e 1) 2 [Hlw

(ot |H|x = sup |[H(z)|). Par ailleurs, p(¢k, 1) < osc(H) < 2 - |H|s. L’application
zeS!

?)[):E — gTQ
H — go}{

est donc un plongement quasi-isométrique lorsque F est muni de la norme |- |,. En fait,
on peut prouver dans ce cas que p(pk, 1) = osc(H) (voir [102]), Papplication 9 est donc
une isométrie lorsque E est muni de la distance induite par la norme osc.

Dans le cas d’une surface de genre supérieur ou égal & 2, on peut bien entendu faire une
construction analogue. Choisissons un plongement incompressible (c’est-a-dire induisant
une injection entre les groupes fondamentaux) i : S'x]a,b[— S tel que i*w = ds A df
(s €]a, b, 0 € S'). Notons E I'espace des fonctions C° & support compact sur 'intervalle
la, b[, de moyenne nulle. Chaque fonction de E définit naturellement, via le plongement i,
un hamiltonien normalisé sur la surface S. Comme précédemment, ceci permet d’obtenir
un plongement quasi-isométrique de E dans le groupe ¥s.

4.4 Construction des plats

Pour illustrer I’idée de la preuve du théoreme 8, nous commencons par expliquer com-
ment plonger quasi-isométriquement R? (muni d’une norme quelconque) dans le groupe
des difféomorphismes hamiltoniens du tore T?, en utilisant uniquement l'inégalité entre
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énergie et capacité dans le revétement universel (bien str, I'existence d’un tel plongement
est aussi une conséquence des résultats du paragraphe précédent).

Dans le tore T2, considérons les deux anneaux :
Al = {(m,y),O <z <

1

4

Ay = Logp<s
2 {(a:,y),2_a;_4

(nous avons identifié le cercle S! au segment [0, 1] avec ses deux extrémités identifiées).
Considérons alors deux fonctions Hy, Hs : T? — R, normalisées, ne dépendant que de x,
telles que Hi(z) = 1 pour z € [0,2] U [3, 3], Hi(z) = 1 pour z € [0, 1], et Hj(z) = —1

pour z € [, 3]. Nous avons ainsi, sur 'anneau 4; :

O, (2,y) = @, (2, ) = (z,y + 1);

et sur 'anneau As :
O (2,y) = (z,y+1),
O, (v, y) = (z,y—1).

Considérons alors le morphisme ¢ : R? — %2 défini par : ¢(a,b) = ©H, ogol}b. Nous avons
bien stir

p(6(a,b), 1) < (|a] + |b|)max{osc(Hy ), osc(Ha)}.
Nous allons vérifier que p(¢(a,b), 1) > Lﬂb‘, ce qui assurera que ¢ est un plongement
quasi-isométrique lorsque R? est muni de la norme |(a,b)| = |a| + |b| (et donc également

lorsque R? est muni d’une norme quelconque). Nous considérons les relevés chtHl et chtHQ a
R? des flots gptHl et gptHQ. Si a et b sont de méme signe, sur la bande

1
{(ﬂj’,y) € R270 g X g Z})

le difféomorphisme % o 61}{2 coincide avec la translation (z,y) — (z,y+a+b). Il disjoint
donc de lui-méme ’ensemble

1
{(2.y), 0<z <3, 0<y <la| +[b] = |a+ b},

|al+]b]
1

qui est d’aire . Sia et b sont de signes opposés, sur la bande

1 3
{(:1:7y)7 E <z < Z}a

le difféomorphisme % o 61}{2 coincide avec la translation (z,y) — (z,y+a—b). Il disjoint
donc de lui-méme ’ensemble

{(z,y),

. ’ . al+|b . g " , .
qui est également d’aire | ‘I' . Nous concluons alors avec 'inégalité entre énergie et ca-

pacité, comme expliqué au paragraphe 4.2.

3
<x<1,0<y<\a|+\b\=|a—b\},

= N | =
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Nous prouvons maintenant le théoreme 8 en toute généralité. Fixons une métrique
riemannienne a courbure négative ou nulle g sur L. Nous noterons d, la distance induite

par g sur le revétement universel L de L, et |p|g = gq(p,p) le carré de la norme d’un

vecteur tangent p en un point ¢ de L ou de L.

Quitte a multiplier la métrique g par une constante, on peut supposer qu’il existe un
voisinage U de L dans M et un difféomorphisme symplectique

0:T*L(V3) - U,

o T*L(v/3) = {(q,p) € T*L, Ip|2 < 3}. Fixons désormais un entier naturel N. Notons A;
(1 < i < 2N) la partie suivante de T*L(v/3) :

{(¢,p); 1+ ZQ—Nl <lpli<1+ Z2—Nl + 2N—1+1}-
Nous avons représenté en noir sur la figure 1, dans le cas ou N = 2, la trace des ensembles
Ay, ..., Ay sur une fibre de la projection T*L — L. En fait, il n’est pas difficile de vérifier
que pour plonger (quasi-isométriquement) RY dans le groupe des difféomorphismes ha-
miltoniens, il suffit d’utiliser 2V ~! domaines de la forme de A;. Nous en utilisons ici 2V
pour simplifier la présentation.

Il sera plus commode d’indexer les ensembles (A;);<;<on par {£1}". Pour cela nous
fixons une bijection entre {+1}" et {1,...,2V} :

I=(I,...Iy)e{x1}N —i(I) e {1,...,2V}.

Soit, pour 1 < k < N, ¢ : [0,3] — R une fonction de classe C*°, ayant les propriétés
suivantes :

e I'application ¢}, est nulle en dehors de l'intervalle [%, %]
oSily=letse[1+ LA 14Dy L) op(s)=s;sily=—letse L+ 14

i(é)N_l + 55vt) Pk(s) = —s.

Enfin si (¢,p) € T*L(v/3), on pose Hy(q,p) = %gpk(\p@) Grace au difféomorphisme 6
on peut voir Hp comme une fonction sur U, que 'on prolonge par 0 en dehors de U
pour obtenir une fonction lisse sur M. Les flots hamiltoniens qﬁtHk associés aux fonctions

Hi,...,Hy commutent et définissent une action de RN sur M. Nous définissons un mor-
phisme ¢ : RV — & par :

N
¢la = (ay,...,an)) = H qs‘;}ck,
k=1

Nous avons bien sur :

N N
p(@(a), 6(0)) = | T] o5 "1 < C- (3 lax — bil),
k=1 k=1



4.4. CONSTRUCTION DES PLATS 113

Fig. 4.1 -

ot 'on a noté C' = maxj<j< N||qz511qk|| Pour prouver le théoreme, nous devons établir une
minoration de la forme

N
o)l = en - (D laxl)
k=1

pour tout a € RY , pour une certaine constante ey. On peut ensuite prendre Cy =
max(ey’, O).

Fixons donc a = (ay,...,ay) € RN —{0}. On peut choisir I € {+1}V tel que Irar >0
pour tout k de {1,..., N}. Si (¢,p) € Ay, alors

N
l
(D arHi)(a.p) = 5pl;
k=1

(oul:= Zévzl lag|). Notons u! : T*L — T*L le flot géodésique (pour la métrique g) : c’est
le flot hamiltonien associé a la fonction E(q,p) = %|p|g Le flot hamiltonien engendré par
la fonction Zévzl ay, Hy, coincide donc avec le flot (u!t) sur Ai(ry-

Choisissons une composante connexe U de I'image inverse de U dans M. Puisque L est
incompressible dans M, U est symplectiquement difféomorphe a T’ *E(\/g) Nous choisis-
sons également un point base ¢y € E, et notons B(qo, R) la boule ouverte de L de rayon
R centrée en qq.

Notons QNS(a) : M — M le relevé admissible de ¢(a) déterminé par Iisotopie engendrée
par la fonction Z,]gvzl arpHy. Un autre relevé admissible (hypothétique!!! d’apres la re-
marque faite plus haut) serait de la forme 7" o g(a) ou 1" est un élément du groupe fonda-
mental de M. Notons que T appartient nécessairement au groupe fondamental de L, sinon
To g(a) disjoindrait U de lui-méme. C’est impossible car U est de capacité infinie (ceci se
déduit, par exemple, de la proposition 4.4.1). Ici, nous pensons au groupe fondamental de
L comme au sous-groupe du groupe des automorphismes du revétement M — M formé
des transformations T” telles que T'(U) = U.

Posons R = ﬁ et ig = (/). Soit LOR la partie suivante de T*L(v/3) :

10— 1 10— 1 1
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Si (g, p) € AZO R, écrivant (;5( )(g,p) = (¢',p"), nous avons d4(q,q") > I. Ceci assure que
$(a)(Ajyr) N Ajy r = 0.

Considérons maintenant un autre relevé admissible de la forme Tod(a) (T e m(L)—{1}).
Supposons que T o ¢(a)(A io,R) Tencontre AZO r- 1l existe alors (q,p) € Aj, r tel que

é(a)(q,p) = (¢, p') € T (A R).

On obtient alors :

dg(T(q0),q00) > dg(T(q0),T(q")) — dg(T(d'),q0)
> dg(T(q0),T(¢")) — R
= dg(‘]’;‘])_ﬂ%
> L

Si v et C sont des constantes strictement positives, nous noterons

AI/,C = {(q7p)7q € B(Q070)7 |p‘q < V}’
Rappelons que 'on a Hi(q,p) = 0 (pour tout k), des que \p|q < 2 Alors, si (¢,p) € A1 &,
2

ﬁ7
T o ¢(a)(q,p) = T(q.p) = (¢, ) vérifie :

l l 3l
dg(q', a0) = dg(T(90), 90) = dy(¢:00) 2 5 — g = 3
Donc T o qﬁ(a)(l\%,g) N (A%%) =0.

En résumé, tout relevé admissible de ¢(a) disjoint d’elle-méme une partie de M de
capacité supérieure ou égale a min(cg(Aiyr),cq(A 1 r)). D’apres la proposition 4.2.1,
nous avons : Ve

lo(@)ll > gminea (i) co(d 1 g).

Pour conclure la preuve du théoreme, il nous reste a obtenir une minoration, linéaire en
R, des capacités de AZO R et A7 R La preuve de la proposition suivante m’a été suggérée
par Jean-Claude Sikorav.

Proposition 4.4.1 Il existe une constante ¢ > 0 telle que min(cG(ZiO,R),cG(A
eR.

>
1.2) 2

Preuve : on commence par ramener ’estimation de la capacité de gio, r a celle d’'un en-
semble de la forme Ay g = {(¢,p),q € B(qo, R), |plq < a}.

Soit V : L — R une fonction de classe C* telle que ||dV (q)|| = \/1 ZO L 2N+2 pour

q € B(qo,2R). Pour cela fixons un point ¢ € L tel que dg(q0,9s0) > 107 - R, et prenons
pour V la fonction

20 —1 1
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multipliée par une fonction plateau qui s’annule au voisinage de ¢oo. Notons Tv(q,p) =
(q,p—dV(q)) ((g,p) € T*L). On vérifie aisément que si ¢ € B(go, R) et |p|, < (10-2V2)~1,
alors (¢,dV(q) +p) € jim r. L’application Ty étant un difféomorphisme symplectique de
T*E, on a donc B _

c(Aig,r) = c(Tv (Aip,Rr)) = c(Agomv+2)-1 R)-
Il nous reste maintenant a obtenir une minoration de la capacité de A, r. L’application
G: qui X T;OE — T*L définie par :

(v € TyL,n € T} L) > (expg, (v),n o (Dexpgy(v)) ™)

est un diffomorphisme symplectique : c’est I’application induite entre les fibrés cotangents
de T, L et L par le difféomorphisme expg, : Ty, L — L. Puisque la métrique g est a courbure
négative ou nulle, Papplication (Dexpg,(v)) ™ : (Tegp, ()L eapqy(v) — (Tgo L, gqo) est de

ECCpqO
norme majorée par 1. Il en est de méme pour sa transposée. On a donc

{(v,n), |U|qo <R, |77|qo <a}C G_I(Aa,R)-

L’application linéaire symplectique

(¢:p) — <\/§q, \/%p)

envoie la boule euclidienne B(0, v Ra) dans {(v,n),|v|¢q, < R,|nlq < a}. Nous obtenons
donc bien l'inégalité cq(Aq,r) > mRa. Finalement :

. ~ . ™R TR TR
min <cG(AiO,R),cG(A12’§)> > min <2\/§, 10'2N+2> > 10 aNiz -

O

Il serait intéressant de savoir si un résultat analogue est vrai lorsque M est la sphere S2.
Dans ce cas, et a notre connaissance, les seules maniéres d’obtenir des bornes inférieures
arbitrairement grandes sur la distance de Hofer proviennent de [36, 101]. Leonid Poltero-
vich m’a indiqué que, dans le cas oit M est le disque D?, les résultats de [36] permettent
de prouver un résultat analogue au théoreme 8.

Une approche (naive) de ce probléme serait la suivante. Comme cela a été fait dans [52]
par Gambaudo et Ghys pour construire des quasi-morphismes, nous pouvons considérer
les espaces de configurations X,,(S?). Pour n > 4 ces espaces ont un groupe fondamental
infini. De plus, chaque isotopie hamiltonienne de S? induit une isotopie hamiltonienne
(A support non-compact) de la variété symplectique X, (S?) C (S?)". Se pose alors la
question suivante :

le revétement universel de X,,(S?) (n > 4) a-t-il une capacité de Gromov infinie ?

Si la réponse était positive, il serait peut-étre possible d’obtenir de nouvelles bornes
inférieures sur la distance de Hofer en considérant certains flots autonomes sur S2, en
les faisant agir sur les espaces X,,(S?) (n > 4) et en utilisant 1'inégalité entre énergie et
capacité dans le revétement universel de X,,(S?).
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Résumé. Dans ce travail, nous étudions différents invariants de nature algébrique et
dynamique définis sur le groupe des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface fermée
orientée. Occasionnellement, nous considérerons également le groupe des difféomorphismes
hamiltoniens de certaines variétés symplectiques de dimension supérieure. Ces invariants
peuvent étre vus comme des généralisations du nombre de rotation de Poincaré, et des
vecteurs de rotations associés aux difféomorphismes des surfaces. D’autre part, tous ces
invariants sont reliés a la théorie de la cohomologie bornée.

Dans le premier chapitre nous construisons des quasi-morphismes sur le groupe des
difféomorphismes hamiltoniens d’une surface de genre strictement positif, qui sont des
homomorphismes en restriction au sous-groupe des difféomorphismes a support dans un
ouvert difffomorphe & un disque. Ces constructions sont motivées par une question de
Entov et Polterovich. Dans le second chapitre nous construisons un quasi-morphisme défini
sur le revétement universel du groupe des difféomorphismes hamiltoniens d’une variété
symplectique monotone.

Le troisieme chapitre contient quelques résultats concernant les actions préservant 1’aire
sur les surfaces de réseaux dans les groupes de Lie semi-simples. Dans l'esprit du “pro-
gramme de Zimmer”, nous montrons comment ’existence de nombreux quasi-morphismes,
combinées avec des théoremes d’annulation en cohomologie bornée, pourrait étre utile pour
exclure l'existence d’actions de réseaux de rang supérieur. Le dernier chapitre contient
quelques remarques autour de la distance de Hofer.

Mots clés. Quasi-morphisme, cohomologie bornée, variété symplectique, difféomor-
phisme hamiltonien, réseau de rang supérieur.

Abstract. In this work, we study various invariants of algebraic and dynamical na-
ture, defined on the group of Hamiltonian diffeomorphisms of a closed oriented surface.
Occasionally we will also consider the group of Hamiltonian diffeomorphisms of certain
symplectic manifolds of higher dimension. These invariants are constructed in the spirit
of the classical Poincaré rotation number, or of the rotation vectors associated to diffeo-
morphisms of surfaces. Moreover all these invariants are related to the theory of bounded
cohomology.

In the first chapter, we construct homogeneous quasi-morphisms on the group of Ha-
miltonian diffeomorphisms of a closed oriented surface of positive genus, which are homo-
morphisms when restricted to the subgroup of Hamiltonian diffeomorphisms supported
in any open set diffeomorphic to a disc. These constructions are motivated by a question
of Entov and Polterovich. In the second chapter, we construct a quasi-morphism on the
universal cover of the group of Hamiltonian diffeomorphisms of a monotone symplectic
manifold.

The third chapter contains some results concerning area preserving actions on surfaces
of lattices in semisimple groups. In the spirit of the “Zimmer program” we show how
the existence of many quasi-morphisms, combined with some vanishing result in bounded
cohomology, might be useful to exclude the existence of actions of higher rank lattices. The
last chapter contains some remarks around Hofer’s metric on the group of Hamiltonian
diffeomorphisms.



