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Introduction

De trés nombreux problémes logiques, d’'aide a la décisioissus de I'ingénierie des systemes
sont des problémes combinatoires. Il s'agit de problémedédésion ou d’optimisation de nature ex-
ponentielle : Si on étend linéairement la taille du problgmpar exemple, en ajoutant une variable ou
une valeur), on multiplie le nombre d’hypothéses a envisagger résoudre le probléme. lls sont donc
extrémement difficiles a résoudre, pour un humain comme owrdinateur, et nécessitent |'utilisation
de techniques avancées d'intelligence artificielle ou degeche opérationnelle pour étre résolus par un
ordinateur.

La programmation par contraintes (PC) a été développéedanhées 70 afin de réussir a formaliser
facilement et a résoudre informatiquement de tels prokdeines langages de programmation logiques,
comme Prolog, ou fonctionnels, comme Lisp, sont des largydéelaratifs, par opposition aux langages
impératifs classiques comme Ada ou C. L'objectif derriggs langages de programmation déclaratifs est
de définir une méthode de programmation « intelligente » routilisateur non expert n'aurait qu'a de-
finir sa problématique a I'ordinateur et obtenir immédiataitrune solution. Les domaines scientifiques
ayant trait au développement de tels systémes ont été depgumipés sous I'appellation « Intelligence
Artificielle ».

Le probléme de satisfaction de contraintes (CSP pour GonstBatisfaction Problem) se situe au
coeur de la problématique de la programmation par contgifteant donné un probléme combinatoire
quelconque formalisé sous forme d’un réseau de contradtés variables, I'objectif est de déterminer
s'il existe une solution au probléme, c’est a dire une ingtdion d’'une valeur a chaque variable de sorte
que toutes les contraintes soient satisfaites. Le probtlarsatisfaction de contraintes reste un des pro-
bléemes combinatoires de référence. Il appartient a laeldssomplexitéV P, ce qui signifie que I'on
conjecture trés fortement gu'il n'existe pas d’algoritho@able de résoudre ce probléme en temps po-
lynomial, mais gu'il faut obligatoirement utiliser des alghmes dont les complexités en temps et/ou en
espace évoluent exponentiellement avec la taille du pnohlde probléeme de satisfaction de contrainte
est aussiV P-complet, ce qui signifie gu'il capture toute I'essence dexblemes combinatoires. Tout
problémeN P (qui inclut les classes de complexités plus « faciles ») paetformalisé sous forme d’'un
CSP. En améliorant les techniques de résolution pratigaesC&P, on améliore ainsi notre capacité a
résoudre tout probléeme combinatoire. Ces méthodes sorgsdéat déja utilisées dans de hombreux do-
maines industriels, comme la planification, I'ordonnaneetnle diagnostic, le contréle d’erreurs dans
les circuits électroniques, etc.

Deux approches sont couramment utilisées pour résoudpedelemes de satisfaction de contraintes :
I'inférence et la recherche. Les méthodes d’inférencésatit des propriétés du réseau de contraintes,
appelées consistances, pour déduire des informationsléoraptaires, notamment des valeurs ou des
multiplets de valeurs ne pouvant conduire a une solutiors. i@éthodes permettent en particulier de
réduire fortement la taille du probléme, afin de facilitertrdavail de recherche, systématique (expo-
nentielle) ou incompléte. Les méthodes de recherche tedeeminimiser I'espace a explorer afin de
découvrir une solution, ou de prouver I'absence de soluiom probléeme. On utilise pour cela essen-
tiellement des heuristiques, c’est a dire des méthodeshtpd’évaluer la pertinence des différentes
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Introduction

hypothéses qui seront effectuées au cours d’une rechdraliecherche peut étre systématique, lorsque
I'on essaie d’explorer totalement les conséquences debiation d’une valeur a une variable. Une autre
approche possible serait d’affecter une valeur a chaguabl@rsans se soucier des contraintes, puis en-
suite d’essayer d’améliorergparer) la solution jusqu’a ce que toutes les contraintes soidigfages.

Les réparations sont alors faites sans ordre précis, tiséasi un maximum de liberté de choix aux
heuristiques, mais en perdant la certitude d’atteindresohdion et d’en prouver I'absence.

Dans le premier chapitre de ce document, on trouvera la fegatian du probleme de satisfaction de
contraintes, ainsi que plusieurs exemples de problémeasestrune définition de nos notations et enfin
un rappel des principales propriétés qui seront exploities cette thése. Nous développons ensuite
un certain nombre d’améliorations aux différentes teahesod’inférence et de recherche précedemment
décrites.

Le deuxiéme chapitre présente les contributions que naussadéveloppées sur l'inférence, toutes
basées sur la consistance d’arc. Nous avons d’abord ch&anéliorer les algorithmes d’'établissement
de la consistance d’arc eux-mémes. Nous sommes ainsi paneeans le cas des contraintes binaires, a
une optimisation simple de I'algorithme qui semble le physide aujourd’hui, AC-3". Grace a l'utilisa-
tion des opérations bit-a-bit, nous pouvons profiter au mari des performances des microprocesseurs
des ordinateurs. Afin de traiter efficacement les problemgsguant des domaines de trés grande taille
(en particulier les problémes d’ordonnancement et de fidation), nous avons ensuite étudié les pro-
priétés de différentes consistances de domaine bien cer(ooasistance d'arc, singleton consistance
d’arc ainsi que la consistance de chemin restreinte) lertgur effet est limité aux bornes des domaines.
Nous donnons ici des résultats théoriques ainsi que phssiéaultats expérimentaux sur diverses séries
de problémes industriels. Finalement, nous décrivongd®atx que nous avons effectués autour d’'une
nouvelle forme de consistance nommée la consistance dd&fi@ie a partir des propriétés de la consis-
tance d’arc, celle-ci est équivalente a une autre propltement étudiée par la communauté scien-
tifique : la consistance de chemin. A la lumiére de cette niteidg&finition, nous proposons plusieurs
algorithmes permettant d’établir la consistance dualel¢ec la consistance de chemin), et montrons
gu'ils sont en pratique plus rapides que les meilleurs #&lyoes établissant la consistance de chemin.
La consistance de chemin a le défaut bien connu de nécedsiterodifier la structure du graphe en
ajoutant un grand nombre de contraintes pour étre étaligr, ppn colt trés important tant en temps
gu’en espace. Pour limiter cet inconvénient majeur, un@nt limitant I'action de la consistance de
chemin aux contraintes déja présentes dans le réseau @vititn déja été proposée sous le nom de «
chemin consistance conservative ». Nous avons établi fmment que la variante conservative de la
consistance duale est strictement plus forte que la cansistde chemin conservative, et I'algorithme
établissant la consistance duale conservative restendgaielus rapide en pratique que les algorithmes
établissant la consistance de chemin conservative.

Le troisieme chapitre est dédié aux travaux que nous avalisé@s autour des méthodes de recherche.
Notre étude s’est orientée selon deux axes. Tout d’abongds awons cherché a équiper I'algorithme
systématique MAC d’'une heuristique de choix de valeurgtqgu abordé dans la littérature. Pour cela,
nous sommes partis des heuristiques utilisées pour résdaigrobléme SAT, un autre problemér-
complet similaire aux CSP. Il existe plusieurs simples eosions de CSP vers SAT. En combinant la
formulation générale de I'heuristique de branchement desl®v-Wang « a deux faces » avec deux
techniques de codage d’'un CSP en probléme SAT, nous retisudeux des heuristiques de choix de
valeurs existantes pour les CSP, et nous en déduisons dellesuCes nouvelles heuristiques exploitent
la bidirectionnalité des contraintes et les propriétéstiaschements binaires effectués par I'algorithme
MAC. Finalement, nous avons étudié une simple hybridatisineeun algorithme de recherche locale
travaillant par pondération de contraintes (méthode Breglet I'algorithme systématique MGAC. En
faisant correspondre les pondérations obtenues par laendehlocale avec les pondérations utilisées
par I'heuristique de choix de valeusm /wdeg d’'une part, et en enregistrant les réfutations effectuées
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par MGAC d’autre part, nous obtenons un algorithme hybridke mais capable de résoudre plus de
problémes que MGAC.

De maniére transversale, I'ensemble des techniques gpéss au cours de cette thése ont été im-
plantées dans une nouvelle bibliothéque (API papplication Programming Interfaceu Interface de
Programmation) de résolution de CSP pour les applicatiaves. Lette API est décrite dans le quatriéme
et dernier chapitre de cette thése. Nous décrivons notatlmélisation de I'’API pour résoudre des
problémes d’Open Shop ainsi que pour extraire des noyauxnalement insatisfiables a partir de CSP
surcontraints.
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Chapitre 1

Introduction aux Problemes de
Satisfaction de Contraintes

Ce chapitre introduit les notions formelles de variablest@intes, réseaux de contraintes et pro-
blémes de satisfaction de contraintes, en indiquant legtions et les propriétés de base. Nous donnons
plusieurs exemples de problémes simples, d'origine imiglist ou académique, avant de rappeler les
notions de complexité algorithmique qui sont au cceur desi@mmatiques d’intelligence artificielle.

Nous effectuons ensuite un rapide survol des principalepri@tés et algorithmes permettant de
résoudre en pratique le probléme de satisfaction de cotésiet en particulier la consistance d'arc
(AC) et l'algorithme systématique maintenant la consistad’arc pendant la recherche (MAC). Nous
indiquons également les propriétés de consistance nouseftant d’effectuer des inférences sur les
réseaux de contraintes, et des notions sur la recherchke Ipoar la satisfaction de contraintes. Ces
propriétés seront développées dans la suite de cette thése.

1.1 Problemes de satisfaction de contraintes

Les problémes de satisfaction de contraintes (Constraif&ction Problems ou CSP) sont au coeur
de la programmation par contraintes. Le probléme a rés@asif®rmalisé par un ensemble de variables
et un ensemble de contraintes formantéseau de contrainte@onstraint Network ou CN). L'objectif
du probleme est de déterminer s'il existe une valeur pounud&ariable telle que toutes les contraintes
soient satisfaites. Les variables peuvent étre définiesrsdomaine continud R) ou discret C Z). Les
contraintes peuvent impliquer un nombre arbitraire deatdes.

Un CSP est avant tout un probléme de décision. La réponsedateest soit «rai », si il existe
une solution, soit 4aux » si aucune solution n'existe. Cependant, en pratiquef géséralement la
découverte d'une solution valable qui est recherchée. Rgantes du probléme de base existent, qui
sont davantage tournées vers l'optimisation : par exeniplprobléeme Max-CSP consiste a trouver
une solution optimale, qui satisfait le plus de contraimessible. Une fonction d’optimisation peut
également étre associée a un CSP simple. L'objectif est diotrouver une solution valide qui minimise
ou maximise le résultat de la fonction d’optimisation.

1.1.1 Formalisation

Par la suite, on s’intéressera aux CSP discrets, c'est aadkeCSP dont le domaine des variables
consiste en un ensemble fini de valeursZ). Pour chacune des notations introduites dans cette sBectio
on trouvera un exemple basé sur un réseau de contraintele gsimgébut de la section 1.1.2.
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Chapitre 1. Introduction aux Probléemes de Satisfaction daet@intes

Définition 1 (Réseau de contrainted)n réseau de contrainteS¢nstraint Networlou CN) est un couple
(2 ,€)ou:
— 2 est un ensemble fini de variables ; A chaque variablest associé un domaim?e)mP(X),
indiquant I'ensemble de valeurs autorisées p&ur
— % est un ensemble fini de contraintes.

Le domaine d’une variablé& du réseauP est notédom” (X) mais quand ce sera possible sans
ambiguité, on noterdom(X) au lieu dedom” (X).

Chaque contrainte met en jeu un nombre quelconque de \esidbénsemble des variables impli-
quées par une contrainte §eopede la contrainte) sera notérs(C'). Le nombre de variables impliquées
par une contraintdyars(C')|, est appelé I'arité de la contrainte.

Définition 2 (Instanciation) Etant donné un CNP = (27, %), une instanciatiod d’un ensemble de
variables distinctes notéesrs(I), tel quevars(l) C 27, est un ensemble de couples ou a chaque
variableX € S est associée une valeurc dom(X).

On noteraX, un couple(X,a), X, € I sile couple(X,a) apparait dans l'instanciatiohet X €
vars(I) si X apparait dans I'un des couples de l'instanciatiorLa longueur d’une instanciatiof
correspond au nombre d’élémentside

Définition 3 (Contrainte) Une contrainte portant sur les variabless(C') est une application de I'en-
semble des instanciations telles ques(C') = vars(I) dans le domaine des booléepsai, faux}. A
chaque contrainté’ du CN P sont associées deux relationsl” (C) indique 'ensemble des instancia-
tions devars(C') autorisées par la contrainte @’ (C') I'ensemble (complément) des instanciations de
vars(C') interdites par la contrainte.

De méme que poutom(X), on noterarel(C) au lieu derel”’ (C) etcfl(C) au lieu deci?’ (C') quand
ce sera possible sans ambiguité.

On dira qu’'une instanciatiod est consistante ssi toutes les contraintéselles quevars(C) C
vars(I) sont satisfaites par I'instanciation. On notera que si os&nciatior/ n’est pas consistante, alors
toutes les instanciation® telles quel C I’ seront également inconsistantes. Une constrdirgst aussi
satisfaite par une instanciatidn(telle quevars(C') C vars(I)) si et seulement §iJ € rel(C) | J C 1.

Une contrainte peut étre définie « en intention » par une f@mathématique. En pratique, les
contraintes sont souvent définies comme une applicationratlujt cartésien du domaine des variables
vars(C') vers les booléens. L'ensemblers(C') étant ordonné, la contrainte peut alors étre définie « en
extension » par une liste des multiplets autorisés ou iitseridar exemple, si une contrainte porte sur
les variableg X, Y"), alors l'instanciation{ X,, Y;}, est autorisée par la contrainte ssi elle autorise le
multiplet (a, b). On pourra alors notgf, b) € rel(C).

Un réseau normalisé est un réseau dans lequel il n’existdeqaascontraintes portant sur un méme
ensemble de variabled(C1, Cs) € €2 | C # Co A vars(Cp) = vars(Cy)). On considérera en général
uniquement les réseaux normalisés sans perte de généalgqu’il est toujours possible de regrouper
les contraintes de ménseopepar conjonction [BESSIERE2006].

Le probleme de satisfaction de contraint€siistraint Satisfaction Problewu CSP) consiste a dé-
terminer si une solution au CN existe. Une solution est ustantiation de I'ensemble des variables du
CN telle que toutes les contraintes soient satisfaites. Nm@dmettant pas de solution est dit incohé-
rent ou insatisfiable. Un CN admettant au moins une solusbdiecohérent ou satisfiable. Il s’agit d’'un
probléemeN P-complet (voir section 1.1.4).

Définition 4 (Contrainte, CN binaires)Une contrainte binaire est une contrainte impliquant esent
deux variables. Un CN¥ = (£, %) est binaire quand il implique uniquement des contrainteaitgs :
VC € €, |vars(C)| = 2.
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

Un CN peut étre caractérisé par plusieurs grandeurs : le riodevariables et la taille maximale
de leurs domaines, le nombre de contraintes ou la densitédNdda@s le cas d’'un CN binaire, la dureté
(tightnes$ des contraintes. La dureté des contraintes est surtosg pni compte dans les problémes
aléatoires afin de mettre en évidence le phénomeéne de seuil.

Nous utiliserons les notations suivantes :

— n : le nombre de variable du probleme

— d : lataille du plus grand domaine

— e le nombre de contraintes

— k : l'arité maximale des contraintes

— D :ladensité d’'un CN binairee(C? = 2¢/(n? — n))

— t:ladureté d’'une contrainte, définie comme le rapport gnffe”')| et le nombre d’instanciations

possibles dears(C) (][ yevars(cy [dom(X))).

— I'(X) : 'ensemble des contraintes impliquakit : T'(X) = {C € ¢ | X € vars(X)}. |[T'(X)]

correspond au degré dé.

Dans un réseau binairk,= 2. Un réseau binaire est complet quaid= 100%. On appellera parfois
« graphe de contraintes » un réseau binaire. En effet, uaudsiraire de contraintes est généralement
représenté sous forme de graphe, les variables formantdesisidu graphe et les contraintes binaires
les arétes (non orientées). Un graphe de contraintes sasptlonné en exemple dans la section 1.1.2.

Définition 5 (Nogood) Un nogood est une instanciation identifiée comme invaliest @ dire ne pou-
vant apparaitre dans aucune solution. En particulieresolés instanciations non autorisées par une
contrainte sont des nogoods.

Il existe plusieurs notions d'équivalence entre deux néselaa plus directe consiste a dire que deux
réseaux sont équivalents si ils admettent le méme enseratdeldtions. Toutefois, il est plus utile de
définir une notion élargie d’équivalence entre deux résealeux réseaux sont équivalents si on peut
déduire les solutions de 'un a partir des solutions de fl@en temps polynomial. Tout CN peut étre
ainsi ramené a un réseau binaire en temps et en espace paymdiRossi et al. 1990].

Théoreme 1. Pour tout CNr-aire, il existe un CN binaire tel que les solutions du @Mire peuvent
étre déduites des solutions du CN binaire.

Il est donc fréquent lors de I'étude théorique des algorithrde se limiter aux réseaux binaires.
Cependant, trouver le CN binaire équivalent (au sens ¢lafgst pas toujours envisageable en pra-
tique, et les algorithmes pouvant traiter les @Mires sont généralement préféréanfHUS & VAN
BEEK 1998]. Il existe en pratique plusieurs techniques permetia convertir un CNz-aire en CN
binaire :

— La conversion par réseau dualconsiste a considérer un graphe dans lequel chaque cdatrain
du réseau initialP;,,;; est représentée par une variable (dénomenéariable) dans le réseau dual
P;.q1- Chaque valeur de chaquevariable correspond & une instanciation (de longleus(C')|)
autorisée par la contrainté correspondante dar3,,;;. Les contraintes binaires d@,,,, inter-
disent alors de choisir deux instanciations (postant sue-Mariables) correspondant a des ins-
tanciations deP;,,;; conflictuelles (deux instanciatiorfs et I, sont conflictuelles ssi(X,,Y};) €
I X[Q’X:Y/\a#b).

— La conversion par variables cachéesonsiste a introduire des variables supplémentaires (dé-
nomméesh-variables) en complément des variables initiales du tegearr chaque contrainte
n-aire du réseau initial. Chaque valeur desariables correspond a une instanciation (de lon-
gueur|vars(C')|) autorisé de la contraint€' correspondante. Les contraintes binaires font alors
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Chapitre 1. Introduction aux Probléemes de Satisfaction daet@intes

FiGg. 1.1 — Une 3-clique, 4-clique et 5-clique

le lien entre chaque valeur désvariables et I'instanciation correspondante de la végial ré-

seau initial. Toutes les contraintes non-binaires du tésgtal sont supprimées et remplacées de
maniere équivalente par 'ensemble degariables et des contraintes binaires introduites.

Ces deux conversions peuvent introduire degriables ouh-variables de domaine trés élev&)

si l'arité des contraintes du graphe initial est importaettia dureté de celles-ci faible. Il n’est donc pas

toujours possible en pratique de convertir un réseaire en réseau binaire.

Définition 6 (Contrainte universelle)Une contrainte universelle est une contrainte qui autdde&es
les instanciations possiblesi(C) = ().

Une contrainte universelle est toujours satisfaite, guplie soit I'instanciation courante des variables
gu’elle implique. Pour une contrainte universelle= 0. Ces contraintes sont en pratique inutiles pour
résoudre un CSP et peuvent étre retirées du réseau. On gsiutansidérer que les variables qui ne sont
reliées par aucune contrainte sont reliées par une cotgraitiverselle. Si une seule contrainte interdit
tous les multiplets possibles pour les variables qu’ellpligue (pour une telle contrainte, = 1) le
réseau est insatisfiable.

Définition 7 (Supports et Conflits)Les supportsSpI (C, X,,) avecX € vars(C) d’'une valeur dans une
contrainte d’arité quelconque est I'ensemble des insttinois de longueuars(C)| satisfaisant C :
Spl(C,X,) ={I €rel(C) | X, € I}
Les conflitsC fI(C, X,,) avecX & vars(C') correspondent a 'ensemble :
CfI(C,X,) ={I € cfl(C) | X, € I}

Dans le cas des contraintes binaires, on définit la notiorateir support les valeurs supports d’'une
valeur X, dans une contrainte binaite telle quevars(C) = {X, Y }, sont 'ensembl&pV (C, X,,) des
valeursY; (b € dom(Y)) telles que{X,,Y,} € SpI(C, X,). On définit de méme legaleurs conflit
notéeL fV(C, X,).

Définition 8 (Clique). Dans un graphé& constitué d’'un ensemble de nceudSet d’arétese7, une clique
est un ensemble de nceudsC .+ tel que chaque couple de nceuds@soit relié par une aréte.

On définit de la méme maniére une clique de varialfeslans un graphe de contraintés =
(2,6):V(X,Y)€ 22| X #Y,3C € €| vars(C) = {X,Y}

Définition 9 (Graphe complet)Un graphe est complet quand I'ensemble de ses nceuds forneéiques

La figure 1.1 montre des cliques de trois a cinq variables.gpeléera une clique de variables une
k-clique. Dans un réseau binaire complet: C2 = @ etD = 100%.
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

FiG. 1.2 — Un réseau de contraintes simple

Définition 10 (Ordre sur les réseaux)Jn réseau de contraintd® = (27, %¢”) est dit plus petit qu'un
autre résea’ = (27, %), noté P’ < P, ssi chacune des conditions suivantes est vérifiée :

-2 =
- VX € 2 ,dom” (X) C dom”(X)
-¢ =%

—YC € €,rel” (C) Crel”’(C)

P’ est strictement plus petit que, noté P’ < P, ssiP’ < Pet:
— 3X € 2| dom” (X) c dom®(X),

— oudC € % | rel” (C) C rel”(C).

Test de contrainte : Les algorithmes travaillant sur les CSP sont amenés a testepntraintes a de
nombreuses reprises. Un test de contrainte consiste gevéiitine instanciation satisfait une contrainte,
soit en pratique a calculer le résultat de la fonction d’uné&léments du produit cartésien du domaine des
variables impliquées par la contrainte. |l s'agit de I'aqgié@n de base de tout algorithme travaillant sur un
CSP, qu'il soit complet ou incomplet. On peut noter que let @iiterme d’opérations CPU nécessaires
pour tester une contrainte est trés variable en fonctioma dature de celle-ci. Les contraintes implicites
peuvent représenter des conditions trés complexes, it@ogste nombreux calculs pour déterminer
si la contrainte est satisfaite ou non. Les contraintes é&meion, représentées sous forme de matrice
de booléens, sont généralement considérées comme leaiotadrles plus rapides a tester, mais ne
sont envisageables que pour des arités faibles. Les &lgm#t cherchent généralement a minimiser le
nombre de tests de contraintes a effectuer pour résoudreideme, mais il arrive fréquemment que
la diminution du nombre de tests de contraintes entraineconglexification des algorithmes, et par
la méme de I'apparition de calculs supplémentaires ou diéogede structures de données au sein des
algorithmes yAN DONGEN 2004].

1.1.2 Exemples de probléemes
Un CN simple

Pour illustrer les notions introduites, considérons leea&ssimple représenté figure 1.2. Il s’agit
d'un réseau binaire comportant quatre variab¥gsY’, Z et T' admettant chacune deux valeurs (1 ou
2), et quatre contrainteSxy, Cy z, Crz et Crx. Les arcs représentent les multiplets autorisés par les
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Chapitre 1. Introduction aux Probléemes de Satisfaction daet@intes

FiG. 1.3 — Une solution au probléme des 4 dames

contraintes. Si il N’y a aucun arc entre deux variables, orsicigre gu'il n'y a pas de contraintes (par
la suite, on utilisera toujours cette représentation).illei’y a pas de contrainte entt¥ et Z ni entre

Y etT. Cyyz, Crz et Crx sont des contraintes d'égalit¥ (= Z, T = Z etT = X), etCxy est une
contrainte de différenceX # Y'). Ce réseau est insatisfiable et admet les caractéristgjuesntes :
n=4,d=2e=4k=2D=4/6=67%.

Pour chaque contrainte de ce graphe, il existe un ensemlgjaadee instantiations locales pouvant
valider ou non la contrainte. Par exempléyy, qui porte sur les variablesX, Y'), peut étre calculée
pour 'ensemble de multiplets suivan{(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}, correspondant aux instanciations
{(X1, Y1), (X1,Y2), (X2,Y1), (X2,Y2)}. Chacune des contraintes autorise deux multiplets et erdint
deux autres. Par exempl&xy autorise les instanciations suivantesl(Cxy ) = {{ X1, Y2}, {X2,Y1}}
(ainsi que toute instanciatiahde longueur supérieure a deux telle qu’une des instanegatierel(C'xy )
soit incluse dang). La dureté de chaque contrainte vaut dore 50%.

L'ensemble des instanciations de longueur 2 supporféntdans C'xy est SpI(Cxy,X1) =
{{X1,Y>2}}. L'ensemble des valeurs support g dansC'xy estdoncSpV (Cxy) = {Y>}. L'ensemble
des valeurs conflit d&; dansCxy est:CfV(Cxy, X1) = {Y1}.

Si on remplace la contrainte de différenCgy par une contrainte d’'égalité, le réseau devient satis-
fiable et admet deux solution§ X1, Y1, 21,11} et{Xo, Ys, Z5, 1o}

Lesn dames

Lesn dames est un puzzle logique trés connu, consistant a ptadames sur un tablier de x n
cases de telle sorte qu’aucune ne soit en mesure d’en prenelig@utre, suivant les régles des échecs (les
dames peuvent prendre en ligne droite horizontalemerttcakament et en diagonale suivant un nombre
guelconque de cases). Deux conditions sont donc a considére

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme ligne.

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme colonne.

— Deux dames ne peuvent étre sur la méme diagonale.

Ce probléme est satisfiable pour= 1 etn > 3. La figure 1.3 montre une des deux solutions au
probléme des 4 dames (I'autre solution s’obtient par réftexerticale).

En considérant qu’on ne peut placer qu'une dame par ligngrdeléeme se formalise sous forme
de CSP pam variablesX1 a Xn (une par ligne) de: valeurs (les colonnes). La valeur de chaque
variable correspond a la colonne ou la dame représentée parihble doit étre placée. La solution
représentée par la figure 1.3 €8t4, 1, 3). Les contraintes peuvent étre définies implicitement par la
formule | Xi — Xj| # |i — j| A Xi # X4, V(i,j) € [1.n]% | i # j. Le réseau ainsi obtenu est complet
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

(D = 100%).

Le probléme des dames est un probléme populaire, simple mais non triviastilassez difficile a
résoudre pour un étre humain sur un échiquies(8), et nécessite méme un nombre important de retour-
arrieres quand on essaye de le résoudre avec un algorithatgmtique classique (voir section 1.3.1) :
plus de 20 000 pour = 100, méme avec des heuristiques évoluées. De plus, la questioordbre
de solutions distinctes ou symétriques pournuquelcongque reste ouverte. D’un point de vue CSP, la
taille du probléme devient rapidement trés importante olelore de variables et la taille des domaines
sont directement égauxra Le nombre de contraintes dans un graphe complet binairguesiratique
(c? = @). Le probléme est aussi trés sous-contraint, et il n'esttpesdifficile de trouver une
premiére solution. Il existe d'ailleurs un algorithme slmgapable de trouver une premiére solution
en temps linéaire Les algorithmes de recherche incomplets ont généralenmectmportement linéaire
sur ce probléme, mais ne peuvent trouver qu’une partie desosts. Enumérer 'ensemble des solutions
nécessite un algorithme systématique, et est beaucoupoplgisle nombre de solutions explosant trés
rapidement (92 solutions pour= 8, 14 200 pour = 12, plus de 3,9.18 pourn = 20...)

On notera que, considérant gu'il existe un grand nombre hlgiGas symétriques au probléme des
n dames, il est possible de réduire considérablement I'esgacrecherche en détectant celles-ci par
avance et en indiquant aux algorithmes qu'il est inutile elehercher une partie des solutions. Cela
peut s’obtenir par exemple en limitant le domaine de la Béiaeprésentant la premiére ligne aus
premiéres cases (arrondi au supérieur en casiggair). Une fois toutes les solutions obtenues pour les
n/2 premiéres cases, I'autre moitié des solutions peut s'atypan réflexion verticale. Il existe d’autres
symétries inhérentes au probléme dafames, via d’autres réflexions ou rotations.

La détection et la suppressions des symétries de manieggigédm et efficace dans les CSP reste
un probléme ouvert et fait I'objet de nombreux travaux ddeeche ([BEENHAMOU & SAis 1994], par
exemple). La recherche de symétries dans un probléme catolimest équivalente a la résolution d’'un
probléme d’'isomorphisme de graphes, qu'on ne sait résandrele maniére exponentielle.

Coloration de graphes

Le probleme de coloration de graphes généralise un grantneashe problémes réels de planification
et d’'ordonnancement. Il consiste a affecter une couleungudanceud d'un graphe sans que deux nceuds
voisins soient de la méme couleur. On cherche généralenteotiéer le nombre de couleurs minimal
pour un graphe donné pour que le probléme ait une solutiopré®eme remonte a 'origine méme de
la théorie des graphes. On peut le définir sous forme de C$Bitoplement en reproduisant le graphe a
colorer sous forme d’'un réseau de contraintes. Toutes ldsatates sont des contraintes de différence.

On peut par exemple utiliser un probléme de coloration dphgs pour colorer une carte géogra-
phique, comme sur la figure 1.4.

On peut également considérer le probléme dual, consistanoeer les arétes des graphes de maniere
a ce que toutes les arétes partant d'un méme nceud soientldarsadifférentes. On doit alors utiliser
des contraintes de différence d'arité plus élevée, maatdis par la contrainte globaddi-different (voir
la fin de cette sous-section) ou encore des cliques de cuiesabinaires de différence.

Le Probléme des Pigeons (Pigeon Hole Problem)

Le probléme des pigeons se formule trivialement : commextgph + 1 pigeons dans boites, avec
au plus un pigeon par boite ? Ce probléme n’a évidemment psalation (il est insatisfiable). On peut
donc tout a fait le résoudre en temps constant en théories, siibést naivement codé sous forme d'un
réseau de contraintes binaires (il s'agit alors du probléeneoloration de graphes, avee-1 nceuds et

LCf http ://fr.wikipedia.org/wiki/Probléme_des_huit rdas
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0 100 200 mi

FiG. 1.4 — La carte de France des régions métropolitaines etorél couleurs

Tache Tache
Travail | 1 | 2 | 3 | 4 Travail | 1 2 3 4
J1 541 34|61| 2 J1 M3 | M1 | M4 | M2
J2 9 15|89 70 J2 M4 | M1 | M2 | M3
J3 38|19 28| 87 J3 M1 | M2 | M3 | M4
J4 9534 | 7 |29 J4 M1 | M3 | M2 | M4

TAB. 1.1 — Durée (a gauche) et numéro de machine (a droite) desstéicun probléme d’atelier x 4

couleurs, les contraintes formant une cligue compléteais lies naeuds) ou sous forme de clauses SAT
(voir section 1.1.3), sa résolution devient exponentietlie probléme est alors particulierement difficile
arésoudre.

Certains algorithmes génériques systématiques pour ldgme SAT ou CSP implantant une dé-
tection des symétries savent cependant résoudre le preldésPigeons en temps polynomiaEjB
HAMOU & SAis 1994]. Il est également possible de détecter un « cas densgeavec la contrainte
all-different : si il reste moins de valeurs possibles que de variablesigugets par la contrainte non
instanciées, alors l'instanciation courante de ces vimsabst insatisfiable. Ces techniques ne semblent
malheureusement pas assez performantes a I'heure agioaliétre appliquées a n'importe quel type
de probléme dans le cadre d'un prouveur CSP.

Problemes d’ordonnancement d’atelier

L'ordonnancement d’atelier consiste a organiser dansmgsde fonctionnement d’un atelier pour
utiliser au mieux les ressources humaines et matérielfgmdibles dans le but de produire les quanti-
tés désirées dans le temps imparti. On s’intéressera igbaabtemes de type Job Shop et Open Shop.
Ce sont des généralisations du probléme de planificatiandnanu du Voyageur de Commerce. Ces
problémes ont été longuement étudiés, notamment en Réeh®merationnelle, et de nombreuses tech-
nigues de résolution heuristiques spécifiques ont été ojgwéés. Nous étudierons ici leur formalisation
sous forme de CSP et leur résolution via des méthodes géaeériq
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Ll M1 < J1
J4"""""') -------------------------
N :

\ 4 \A ;
2
(. .........

FiGc. 1.5 - Un probléme de type Job Shbpg 4 : quatre travaux doivent passer par quatre machines dans
un ordre défini

4 (M2)
n—»
1(M4) 2 (M1)
J2

LGN
2 (M2)
B— — » [T

3 (M2)
ILAPPITTITIID = [ 1 (M1) | [2m3) ]

»
»

FiG. 1.6 — Une solution optimale au probléme de Job Shop

4 (M2)
h— ]
1(M4)2 (M1)
)2 N 4 (M3) 3 (M2)
2 (M2)
e — > |
3 (M2)
J4 -----------) 2 (M3) I . 1 (M1) I

v

FiG. 1.7 — Une solution optimale au probléme d’Open Shop (méraesnpetres que le probléme de
JobShop ci-dessus)
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Un probléme d'ordonnancement d’atelier consiste en unnebleedetachesde durées définies a
réaliser en un temps imparti. Ces taches utilisent un certambre deessource§ou machines) non
partageables. L'objectif du probléeme d’ordonnancementiegrouver une date de début pour chaque
tache de telle sorte que toutes soient exécutées dans ls terparti et sans que deux taches utilisent
simultanément la méme ressource.

Un probléme de Job Shop ou Open Shop est défini par un ensembiardichines et dg travaux
découpés en taches, chaque tache devant étre exécutée snacimne différente. On donne d’une part
la durée de chague tache sous forme de matrice a deux dimspisian et d’autre part, le numéro de la
machine sur laquelle chaque tache doit étre effectuée. Baas des problemes de Job Shop, les taches
pour chaque travail doivent étre effectuées dans un ordird démme illustré par la figure 1.5. Pour un
probléme d’Open Shop, les taches peuvent étre effectuéssdmporte quel ordre.

Deux travaux de référence définissent des générateursiedéatl'instances de Job Shop ou Open
Shop [TAILLARD 1993, QUERET & PRINS 1999]. Le générateur de Taillard peut générer des probléemes
de Job Shop et Open Shop (tableau 1.1 et figure 1.5, par exeraple générateur de Guéret & Prins
génére des problémes d’'Open Shop (ce générateur ne gémiséde paatrice indiquant le numéro des
machines pour chague tache). La table 1.1 donne un exemphattiees générées par le générateur de
Taillard. La figure 1.5 représente I'ordre des taches défipér cette table. Chaque fleche correspond a
un travail. Par exemple, le travail J1, représenté par teeligpire pleine démarrant sur la machine M3 en
haut & droite, passe ensuite sur la machine M1 (en haut agjayxchs M4 et M2. Les figures 1.6 et 1.7
montrent une solution aux problemes de Job Shop et Open Swjpsdpar cette table. En relaxant la
contrainte d’ordre sur les taches (dans la solution momqagda figure 1.7, le travail J1 est réalisé dans
le désordre : d’abord la tache 3 sur la machine M4, puis leetdcdur M2, puis la tache 1 sur M3 et enfin
la tAche 2 sur M1). La solution optimale est plus courte qué fe probléme de Job Shop de mémes
parameétres, mais étant donné le nombre accru de possipllgépace de recherche est plus grand et
donc le probléme plus difficile.

Il y a plusieurs manieres de définir un CSP correspondant aabigme de Job Shop ou d’Open
Shop. Le plus simple est constitué tde m variables. La valeur d’'une variabl€; ; correspond au temps
de départ de la tachg ;. On définit deux types de contraintes :

— les contraintes de précedenc&;;; + d; ; < X; 41, souvent notéeX; ;1 — X;; > d; ;. Ces
contraintes indiquent que la tachg doit se terminer avant que la tache suivaitg ; ne débute.
Ces contraintes sont spécifiques aux problemes de Job Shop

— les contraintes disjonctivesX; ; +d; ; < X;x V X;; > X; + d; i, Ou encoreX; , — X; ; >
d; ;v X;;— X, > d; ;.. Ces contraintes indiquent qu'une machine ne peut acceplene tache
a la fois, ou, dans le cas des problemes d’Open Shop, que &@ighestdu méme travail ne peuvent
étre exécutées simultanément.

Dans un Open Shop, I'ensemble des taches d’'un méme tramaiéfd une {-)clique de contraintes
disjonctives, de méme que I'ensemble des taches fonctibraue une méme machine (ureclique).
Pour un Job Shop, les taches d’'un méme travail sont liées Bubautre par des contraintes de précé-
dence.

Les réseaux de contraintes obtenus pour un Job Shop et unSbpeA x 3 sont représentés figures
1.8 et 1.9, respectivement (les fleches simplesont des contraintes de précédence, les fleches doubles
< sont des contraintes disjonctives).

Représentés sous forme de CSP, ces problémes ont la aitécdle présenter des tailles de do-
maines trés importantes (1 000 a 2 000) en comparaison av@cdblémes aléatoires ou académiques
couramment étudiés (généralement moins de 100 valeurs).
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

FiG. 1.8 — Le réseau de contraintes d’'un probléme de Job Shop

FiG. 1.9 — Le réseau de contraintes d'un probléme d’Open Shop

Problémes d’'Allocation de Fréquence Radio (RLFAP)

Le probléme d'allocation de fréquence radio consiste arahéter des canaux de communication a
partir d'un spectre limité, tout en assurant un minimum tw@iférences au sein d’'un méme réseau de
communication. Il s’agit d’'un probléme combinatoire domewersion simplifiée a été proposée par
le CELAR (Centre d’Electronique de I’Armement) en 1993 atipate données réelles. Les données
sources de ces probléemes ont été rendues publiqgues dardréedtaprogramme européen EUCLID
CALMA (Combinatorial Algorithms for Military Applicatios). Il s’agit d’'un probléme relativement
simple a représenter, ne comportant que des contraintagdsiret des valeurs entiéres finies, tout en
gardant toutes les caractéristiques d'un probléme inéuUfBABON et al. 1999].

Les données permettent d’obtenir deux types d'instancésinstances scen (instances obtenues a
partir de données réelles) et 14 instances graph (génétéesetiement). Seule 'instancecen11 n'est
pas triviale. Elle est satisfiable. D’autres instances oidtgénérées a partir de I'instancesnl1, en
supprimant des fréquencesgBsIEREet al. 2001]. Les problémes obtenus, nommeésn11-f1, i étant
le nombre de fréquences supprimées. Toutes ces instanuemsatisfiables, et sont particulierement
difficiles quand: devient petit.

CSP aléatoires

Le développement d’algorithmes de résolution de CSP etueldgpement de prouveurs a rapide-
ment nécessité le développement de benchmarks, afin deipcowparer les performances des dif-
férents algorithmes sur des problémes possédant desératiqties diverses. Les problémes générés
entierement aléatoirement sont le moyen le plus simpleteifob une infinité d’instances présentant
toutes les caractéristiques de taille, densité et de dpostgibles. Ces problémes sont également trés ho-
mogeénes, et ont donc un comportement trés particulier vis des méthodes de résolution (inférences
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FIG. 1.10 — Résolution de problémes de la cla&s85, 17,249, t) avec une méthode compléte (MAC)

difficiles, pas de noyaux durs et heuristiques généralepaunutiles).

L'étude des problemes aléatoires a permis de mettre enragden phénoméne considéré comme
central pour la résolution de probléemes combinatoires :peénomeéne de seuil » ou la « transition de
phase». Des contraintes trop dures ou trop nombreuses,cmntiaire trop laches ou éparses, rendent le
probléme trivialement insatisfiable (sur-contraint) otis$iable (sous-contraint), respectivement, mais il
existe une zone intermédiaire, nommée « zone critique >,lpquelle le probléeme est particulierement
difficile & résoudre. La figure 1.10 met en évidence ce phénemeén tente de trouver une solution par
une méthode systématique compléte a une série de probléatsires binaires, comportant 35 variables
de 17 valeurs, impliguées par 249 contraintes. On fait vémielureté: des variables. La transition de
phase est située au niveau du gic{ 33% environ). A gauche du pic, une majorité de problémes est
insatisfiable. A droite du pic, la majorité est satisfiable.Miveau du pic, les problémes sont satisfiables
(ou insatisfiables) avec une probabilité de 50%. On obserm&ime phénomeéne en maintenant la dureté
fixe et en faisant varier la densité du graphe.

Il existe différents modeles de problémes aléatoires (gamele, les modeles A ou B [bL-
Loy 2003]). L'objectif des différents modéles est, d’'une partfdire en sorte que le phénoméne de
seuil existe (ce n'est pas systématique sur tous les praslgrat d'autre part de prévoir sa position. En
général, un probléme aléatoire est défini selon un quirttyple:, d, e, t), donnant respectivement I'arité
des contraintes, le nombre de variables, la taille des dwsale nombre, et la dureté des contraintes.
Les contraintes sont réparties aléatoirement parmi tdagesontraintes possibles (correspondant aux
éléments du produit cartésien des variables entre elleslggguels toutes les variables sont distinctes),
et les multiplets autorisés par chaque contrainte sonhabtea partir d’'un tirage probabiliste dépendant
det, ou éventuellement une répartition aléatoire des mutspatorisés parmi le produit cartésien des
domaines des variables de telle sorte que la proportion diipiets autorisés corresponde.a

Le modele RB est particulierement intéressant, puisgefin®et simplement d’obtenir des instances
aléatoires au seuil [X & L1 2000], et éventuellement de les forcer a étre satisfiablesdixal. 2005].

[l définit un probléme aléatoire selon le quintuplét n, o, r,t). o détermine la taille des domaines
(d = n®) etr le nombre de contrainteg & rnln(n)). Le point critique est obtenu simplement par la
formulet.. = 1 — exp(—*%). Ce point critique est garanti en particulier paur> % ett < % Par
exemple, poun = 35, « = 0,8 (d = 17) etr = 2 (e = 249, soit D = 42%), on obtientt.,, = 33%.
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1.1. Problémes de satisfaction de contraintes

Il est possible de forcer les instances a étre satisfiablaplement en rajoutant artificiellement une
solution au probléme, sans modifier la position du poiniquré (cf la deuxiéme courbe figure 1.10).

Outre la possibilité d’obtenir des instances satisfialtfieseérét du modéle RB est que la position du
point critique est indépendante du nombre de variables eahfixera etr, et obtenir des problémes de
taille plus ou moins importante en faisant varigrtout en conservant la position du point critique. On
peut ainsi facilement observer le comportement des algoes en passant a I'échelle.

Le langage XCSP 2.0

Un langage de description de CSP a été défini a I'occasionréesigres compétitions de prouveurs
de CSPYyAN DONGEN et al.2006a]. La derniére version en date est le langage XCSP&dgitant de
transcrire des CSPs discrets, avec des contraintes ersiextean intention ou globalesAN DONGEN
et al. 2006b]. Ce langage a permis la mise en place d’'une base demebtres différents, aléatoires,
académiques ou réels ficouTRE 2006]. Il est alors possible lors du développement d'unrittyme
ou d’'une heuristique de tester ses innovations sur un vastengle de probléemes et de déterminer
les séries sur lesquelles tel ou tel algorithme est le plicaeg. D’autre part, la définition d’'une base
commune permet la mise en place de compétitions de prouvearsise en place de compétitions dans
la communauté SAT a permis de fortement dynamiser ce sedten@cherche.

[ZHOU & WALLACE 2005] présente également une conversion entre XCSP etdadarCLP(FD)
utilisé dans la plupart des interpréteurs Prolog.

Contraintes globales

Certains CSP impliguent desntraintes globalesLa communauté scientifique ne s’est pas encore
entendue sur la définition formelle d’une contrainte gle@ESSIERE& VAN HENTENRYCK 2003].

Au moins trois concepts peuvent étre considérés lorsquedé&iinit une contrainte globale. On peut
considérer qu'une contrainte globale ne peut étre décodapes contraintes binaires, ou quand cette
décomposition est moins expressive (en particulier, unmené@éfinition de consistance locale — voir
section 1.2 — n’agit pas de la méme facon sur la décomposgitinsur la contrainte globale), ou tout
simplement qu'il existe une maniére plus efficace (d'un pdevue de la complexité algorithmique —
voir section 1.1.4) de traiter cette contrainte.

La contrainte globale la plus utilisée et la plus connue &stdntrainteall-different (ou all-diff),
imposant une valeur différente a toutes les variables qupks. Il est possible de la décomposer en une
cligue de contraintes binaires#», mais on peut la traiter bien plus efficacement, tant dutfEn/ue
du nombre de déductions possibles que de la complexitéithlgpgue, par des algorithmes spécifiques
[REGIN 1994,vAN HOEVE 2001].

1.1.3 Le probleme SAT

Le probléme SAT est un probléeme de décision qui consisteerrd#ter si une formule booléenne
mise sous forme normale conjonctive (CNF, c’est a dire sefisrine d’'une conjonction de disjonctions
de littéraux — voir ci-dessous) admet ou non une solutiorpriobléme SAT peut étre vu comme un cas
particulier de CSP (le domaine de toutes les variables regiglia deux valeurs), mais il est également
possible de convertir tout probléeme CSP discret en problgAte Il existe donc un lien trés fort entre
le probléeme SAT et les CSP discrets : ils appartiennent dexfE méme classe de complexit® P-
complet, voir ci-dessous).

Pour SAT, une variable booléenne est un littéral, qui pepaggitre positivementj ou négativement
(—z) dans une clause. Une clause est une disjonction de litérad x1V -z V- - - V). Un probléme
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sous forme normale conjonctive (CNF) consiste en une cotignde clausess{ = ¢ A ca A ... A ¢e).
Toute formule propositionnelle peut étre convertie sous&CNF équivalente pour la satisfiabilité en
temps polynomial (il faut ajouter des variables).

Le probléeme SAT étant le problendéP-complet de référence, et il est particulierement impadrian
théorie de la complexité. Il existe un grand nombre de métb@d de prouveurs trés matures permettant
de résoudre le probleme SAT en pratique sur un vaste ensei@pl@blémes « réels », c’est a dire issus
du monde de l'industrie.

Résoudre le probléme SAT : la procédure DPLL

SAT est le probléméV P-complet le plus étudié et il existe un trés grand nombre dbodés pour le
résoudre. Comme pour le probléme de satisfaction de cotériil existe des méthodes systématiques
et des méthodes incomplétes (recherche locale, algostiévadutionnaires, colonies de fourmis...) Une
des méthodes les plus efficaces reste I'algorithme sysigueaDPLL (pour Davis-Putnam-Logemann-
Loveland [Davis & PUTNAM 1960, Dnvis et al. 1962]). Tout comme les algorithmes systématiques
pour la résolution de CSP comme MAC (cf section 1.3.1), éralé hypothéses et inférence pour trou-
ver a coup sOr une solution (en temps exponentiel par ragportombre de littéraux) ou a prouver
l'inconsistance du probléme. La principale méthode diiefeée pour SAT est lpropagation unitaire
L'algorithme cherche parmi toutes les clauses du problé&@selhuses de taille 1, c’est a dire contenant
un seul littéral, positif ou négatif. Comme dans une fornfONF toutes les clauses doivent étre satis-
faites, il est indispensable de fixer les littéraux uniwagrai. Sile méme littéral apparait dans plusieurs
clauses unitaires, au moins une fois positivement et uisenigativement, le sous-probléme courant est
insatisfiable et il faut remettre en cause la derniére hysatteffectuée. La propagation s’effectue jus-
gu'a ce que toutes les clauses soient de taille 2 au moinsiitEnsalgorithme effectue un choix : il
choisit un littéral a affecter a vrai ou a faux. Une heuristigie branchement intervient pour effectuer ce
choix. Une nouvelle phase de propagation unitaire est affestuée, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'une
solution soit atteinte ou gu’aucune solution ne soit treuapres avoir effectué les deux hypothéses
etfaux sur le premier littéral de branchement sans succeés.

Certains prouveurs SAT modernes utilisent également fntque dite CDCL pour Conflict Driven
Clause Learning [EANG et al. 2001], particulierement efficace sur les problemes « imdlist». Les
techniques d’apprentissage ne se sont pas encore révaléasetises dans le cadre de la résolution
de CSP et ne seront évoquées que de maniére limitée dansénpobcument. Les prouveurs SAT
n'utilisant pas le CDCL utilisent des heuristiques de bremaent plus complexes afin de compenser
I'absence d'informations déduites des conflits. Ces protsseemblent particulierement efficaces sur les
problémes aléatoires.

Heuristiques de branchement pour SAT

Il existe de nombreuses heuristiques de branchement grepgsour le probléeme SAT. Les plus
récentes, VSIDS et UP, sont respectivement utilisées dansrbuveurs Zchaff [AANG et al. 2001] et
Satz [l & ANBULAGAN 1997]. Le premier utilise le nombre d'occurrences degstig dans I'ensemble
des nogoods appris au cours de la recherche, et le secondertieffat de la propagation unitaire dans
la formule quand un littéral est affecté. Auparavant, lesipeurs CSAT [[BoOIS et al. 1993] et POSIT
[FREEMAN 1995], parmi bien d’autres, utilisaient des heuristiqguks gimples. La plupart sont des
variantes de I'heuristique trés connue Jeroslow-Wang (JAHosLow & WANG 1990], et évaluent un
littéral en fonction de ses propriétés syntaxiques (icidmhbre d’occurrences des littéraux et la longueur
des clauses).

L'idée principale ayant donné lieu a I'heuristique Jeresang est la suivante}: étant une formule
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Fic. 1.11 — Une contrainte et deux variables

CNF comportant littéraux, > admetp = 2" interprétations. Chaque clause % supprimey = 2"~ I¢l
lignes de la table de vérité:( représente la taille de la clause, c’est a dire le nombretdediix dans). v
correspond donc au nombre d'interprétations qui falsifieht proportionv /p = w = 2~/ représente

la proportion de I'espace de recherchecast falsifiée. Plus petite est la clause, plus grand est ldrem
d'interprétations qui la falsifient. Une clause de taillest falsifiée paR™~! interprétations, c’'est a dire

la moitié de I'espace de recherche. En choisissant urditeparaissant un grand nombre de fois dans
des clauses plus petites, on augmente d’'autant I'impaca geopagation unitaire et on réduit ainsi la
taille de l'arbre de recherche.

On noteraH (X, x) le score d’'une variable dans une CNFE. Ce score est généralement défini
comme une fonction dite « & deux facesfh(x), h(—z)), des scores associés aux littéraux positif
(h(z)) et négatif f(—z)). La prochaine variable & affecter est alors choisie paesvhriables ayant le
score le plus grandi{ax) ou le plus petit{rin). Généralement, les heuristiques pour SAT sont formulées
comme suit :

Définition 11. Soit ¥ une formule propositionnelle etune variable propositionnelle de. Le score,
noté H,, (X, z), dex dansX par rapport & une fonction de pondératiorest défini comme suit :

Hy(Sa) = w(le) + > w(le]), avece € ¥

xreECc ree

Une heuristique SAT, noté& ¢, considére I'ensemble des variablesc vars(X) et sélectionne en
fonction de I'opérateu la variable ayant la valeur optimalé,, (X,z).

En considérant un opérateur de sélectipet une fonction de pondératian différentes heuristiques
peuvent étre dérivées de la formulation générale donnég ldadéfinition 11. Par exemple, la régle
Jeroslow-Wang a deux facegW{) correspond &H ol w(a) = 27 et ® = max. De nombreuses
variantes de I'heuristiqué’V ont été proposées. Toutes tentent de choisir les variajded k@ maximum
d’'occurrences dans les clauses de taille minimale (Maxir@aeurrences in clauses of Minimal Size —
MOMS) [DuBois et al. 1993]. Une autre heuristique simple mais intéressantergio@@tre HS avec
w(a) = 1 et® € {min,maz}. Cette heuristique, avee = max (respectivement = min), choisit
en priorité une variable avec le plus grand (respectiverigeplus petit) nombre d'occurrences dans la
formule. Intuitivement, c’est en choisissant le littérpparaissant dans le plus de clauses que I'on réduira
le plus grand nombre de clauses, et donc potentiellemetdrddmera le plus de propagations unitaires.
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Convertir un CSP en probléme SAT

Une variable propositionnelle, est associée a chaque valédy du CSP  étant une variable du
CSP etv € dom(X)). La correspondance est la suivanig estvrai si la valeurv est assignée X (i.e.

X =) etz, estfaux siv est retirée delom(X) (i.e. X # v).

Des clausesau plus ung—z, V —xp, 224 V 2, 22 V 2 ... ) €tau moins unéz, V xp V x. ... )
sont ajoutées afin d’exprimer le fait qu’'une valeur et undeseoit étre affectée a chaque variable du
CSP.

Les clauses suivantes codent les domaines des variableshlame représenté figure 1.11 :

Au moins une : | Au plus une :

TqVIpV X LoV Ly YV Yy TYp V TYe

Ya VYV YeVYd | 7oV 7Ze YoV Ye  TYp V TYd
TV Ze eV TYd TYe VY4

Il'y a plusieurs maniéres de coder les contraintes sous fdenotauses SAT. La plus directe consiste
acoder les conflits Un autre codage plus efficace consistmder les supports

Codage direct pE KLEER 1989] Chaque multiplet interdit par chaque contrainte est ensodé la
forme d’'une clause. La taille de la clause correspond ad'ae la contrainte. Une constrainte binaire est
encodée par un ensemble de clauses binaires : une conttatetle quevars(C) = {X,Y} est codée
par 'ensemble :
U {2 v-g))

{Xo,Yu}ecl(C)

La figure 1.11 représente un réseau constitué d’'une cotgranpliguant deux variables. Par codage
direct de ce réseau, on obtient 'ensemble de clauses s$uivan

TV Ye TxpV TYg TV TYg
TV Yd TV Yy eV Y

Codage des supportsGENT 2002] L'idée du codage des supports a été introduite pargik 1990]
et étendue par [&NT 2002]. Pour une contraint€ telle quevars(C) = {X,Y } est encodée a I'aide des
supportsSpV (C, X,,) pour les valeurs d& etSpV (C,Y,,) pour les valeurs d& . Les clauses support
sont alors I'union des deux ensembles de clauses suivants :

LU {@vyaVv- V) [ {Ya, ..., Yi} =SpV(C, X,)}
vedom(X)

2. |J Atweva Vv [{X,... X} =8pV(C,Yy)}
wedom(Y)

A partir de 'exemple représenté par la figure 1.11, on obtiensemble de clauses suivant :

Za VY VY Yo V Tg

Xy VYeVYd TYpV Ta

ZeVYeVYd YV Tp VX,
—Yq V Tp V T

Le codage par supports permet de faire un lien direct ergrenfethodes de résolution pour le pro-
bléme SAT et le probléeme CSP. Les inférences effectuéesapaptopagation unitaire » utilisée par la
méthode populaire DPLL sur un CSP binaire encodé par lesosisppst strictement identique a ce qui
est obtenu par la consistance d’arc utilisée par I'algor@étMAC (voir section 1.3.1) sur ce méme réseaul.
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Le codage par supports présente I'inconvénient de néeessittrés grand nombre de clauses quand il
est appliqué aux contraintes non binaires. Ce cas ne sesyaiis ici.

A noter que pour les deux codages, les claaseplus unene sont pas nécessaires pour résoudre le
probléme de décision (si une solution existe sans ces daalees il existe une solution avec ces clauses),
mais doivent étre prises en compte pour effectuer une gamelsince entre les solutions trouvées par
SAT vers le CSP [WLsH 2000, GENT 2002].

D’autres conversions CSP vers SAT existent, notammehtdeEncodingfWALSH 2000], permet-
tant d’obtenir un nombre restreint de variables propasitadles dans le probleme SAT (logarithmique
en la taille du CSP). Lidée est simplement d'utiliser larésgntation en base deux (binaire) des va-
leurs décimales du domaine des variables du CSP : chagémlliBAT correspond a un « bit ». Cette
représentation est cependant moins efficace que les préeéd&n particulier, la propagation unitaire
utilisée par DPLL permet moins d’inférence sur la représtim Log que sur la représentation directe,
et a fortiori la représentation par supports, d'un mémelprob.

1.1.4 Complexité algorithmique
Classes de complexité

La théorie de la complexité s’intéresse a I'étude formedidaddifficulté des problémes (calculables)
en informatique, la question étant de savoir s’ils peuvémt @solus efficacement ou pas en se basant
sur une estimation (théorique) des temps de calcul et desnisesn mémoire informatique.

Afin d’étudier la complexité des problemes, on raméne todinateur a un modéle formel. On
distingue essentiellement la machine de Turing et la maaténTuring non-déterministe. Une machine
de Turing déterministe ne fait qu’un calcul & la fois. Un chlest constitué d'étapes élémentaires et pour
un état donné de la mémoire de la machine, I'action élénrentdfiectuée sera toujours la méme. Tout
ordinateur classique programmé en langage impératif geit@mené a une machine de Turing.

Une machine non-déterministe est purement théorique eeuegire construite. A chaque étape
de son calcul, cette machine peut effectuer un choix noeraéniste : elle a un choix entre plusieurs
actions, et elle en effectue une. Sil'un des choix 'aménec&gter I'entrée, on considére gu’elle a fait
ce choix la. En quelque sorte, elle devine toujours justealitre maniere de voir leur fonctionnement est
de considérer qu’'a chaque choix non-déterministe, elle®deublent, les clones poursuivent le calcul
en paralléle suivant les branches du choix.

La théorie de la complexité repose sur la définition de ckadsecomplexité permettant de classer
les problemes en fonction de la complexité des algorithnuegxjstent pour les résoudre. Les classes
les plus importantes sont les clasgest N P. Un probléme de décision est daRss’il peut étre décidé
par un algorithme déterministe en un temps polynomial gapog a la taille de I'instance. Le probléme
est alors dit polynomial. Les problemes dahsorrespondent en fait a tous les problemes facilement
solubles.

Un problemeN P est non-déterministe polynomial : la clas§e réunit les problémes de décision
pour lesquels la réponseli peut étre décidée par un algorithme non-déterministe eerapg polynomial
par rapport a la taille de l'instance. Etant donné une swiudiu problémeV P (un certificad, il existe un
algorithme dand® permettant de vérifier ce certificat. Intuitivement, leshiémes dansV P sont tous
les problémes qui peuvent étre résolus en énumérant I'diieaies solutions possibles en les testant
avec un algorithme polynomial. La classe O@? est similaire a la class& P, mais avec la réponse
non

C étant une classe de complexité, on dit qu'un probleme&esbmplet si il est dang’, et qu'il est
C-difficile. Un probleme es€'-difficile s'il est au moins aussi dur que tous les problémassd’, c’est
a dire que tout probléme danspeut étre ramené a ce problémegax 1971]. Cook démontre en 1971
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que le probléme SAT es¥ P-complet. Etant donné qu’'un CSP peut étre ramené & un preb¥h et
vice-versa en temps polynomial, le probléme CSP est égaleB-complet. Le nom de ces classes est
quelque peu sujet a confusion, étant donné que les problaniedifficiles ne sont pas nécessairement
dansN P. Les problémesV P-complets sont les problémes les plus difficitesis N P. Les problemes

N P-difficiles sontau moinsaussi difficiles queV P, mais ne sont pas nécessairemdanisNP.

On sait queP C NP, maisP # NP (i.e. il n'est pas possible de résoudre un probléWe en
temps polynomial sur une machine déterministe) est enaostagle de la conjecture, bien gu’'elle soit
trés forte. En pratique, on s’attache donc a améliorer dgwitimes exponentiels pour les problémes
NP.

Comportements asymptotiques

La notation grand) permet de décrire le comportement asymptotique (I'ordes)fdnctions. Elle
définit une limite asymptotique supérieure, et est paiticeinent importante pour I'étude et la compa-
raison des algorithmes polynomiaux.

f(n)‘ o
g(n)

Par exemple, la fonctioffi(n) = 4n? — 2n + 2 € O(n?) € O(n?3).... Les problémesV P-complets
nécessitent a priori des algorithmes exponentiel® @rxp(n)) pour étre résolus (sauf 8l = NP!)

La notation grand) permet de définir une limite asymptotique inférieure :

f(n)

g9(n)
f(n) = 4n? —2n + 2 € Q(n?) € Q(n).... On se contente cependant en général de déterminer la
limite supérieure par la notatiof, bien que le « pire des cas » stigmatisé par ces études nersgvi
que rarement en pratique.
Dans certains cas, la notatiéh qui décrit I'équivalence asymptotique, pourra étre paligrement
intéressante :

f(n) € ©(g(n)) ssif(n) € O(g(n)) Ag(n) € O(f(n)),
ou encoref(n) € O(g(n)) A f(n) € Q(g(n)).

On écritf(n) € O(g(n)) ssilim sup

n—~o0

f(n) € Q(g(n)) ssiliminf

n—oo

> 0.

La notation© est la plus précise, puisqu’elle exprime a la fois une bosyenatotique inférieure et
supérieure (dailleursf (n) = 4n? — 2n + 2 € O(n?) ¢ O(n?) ni O(n)).

Les algorithmes systématiques utilisés pour la résold®ICSP ont une complexité exponentielle
(et il est peu probable qu’on trouve un jour un algorithme egponentiel pour résoudre un tel probléme,
a moins queP = N P). L'ordre de ces algorithmes est ér{d").

1.2 Méthodes d'inférence

Pour résoudre des CSP (et les autres probléM&scomplets), on utilise généralement un algo-
rithme exponentiel complet de recherche systématiquenalgorithme incomplet de recherche locale
(voire d'autres techniques incomplétes, comme les alyogs évolutionnaires ou par colonies de four-
mis). Dans les deux cas, on explore un espace de rechercladléesxponentielle pour trouver une
solution. Les méthodes d’inférence ont pour but de rédaitaille du probléme, et donc de I'espace de
recherche, en temps polynomial. Pour ce faire, on a la pb&silfexploiter des propriétés des graphes
appelées desonsistanced_es consistances permettent d’identifier des valeursumig#néralement des
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instanciations qui ne pourront appartenir a aucune soltiogoods), et donc de les supprimer du réseau
de contraintes [BCHTER 2003].
On utilisera les notations suivantes :
— Etant donné une consistaneg ¢(P) représente le réseapconsistant< P le plus grand. En
général VP, ¢(P) est unique, bien qu’on puisse concevoir des consistanagdgsmuelles ce ne
Soit pas vrai.
— Si le domaine d'une variable est vidéon(X) = (}) ou si une contrainte n'autorise aucune
instanciation €el(C') = (), le réseau est inconsistant. On note alBrs- L.

— P|x—, représente le réseau P dont le domaine de la varistdst réduite a la valeura }.

Les consistances de domaine permettent d’identifier desauisgde taille 1, c’est a dire des valeurs
inconsistantes [BBRUYNE & B ESSIERE 2001]. Ce sont les consistances les plus utiles en pratique,
puisque la suppression de valeurs est une opération traégidéire dans les prouveurs de CSP.

Les consistances de relation permettent d’identifier dg®ods de taille quelconque, c’est a dire
des instanciations inconsistantes. Les consistancedal®menécessitent que les contraintes soient ex-
primées en extension afin de stocker les multiplets suppristda structure du réseau peut étre amenée
a étre modifiée (on ajoute des contraintes). Les consistateeelation sont donc peu utilisées en pra-
tique, a cause des colts en mémoire, mais aussi parce qudificatmn de la structure des graphes peut
perturber les algorithmes de recherche. De plus, en ajodé&ncontraintes, on ralentit les algorithmes
de propagation simples comme la consistance d’arc, domngplexité dans le pire des cas est propor-
tionnelle au nombre de contraintes. Les consistances aloreconservatives ont été introduites afin de
limiter ces inconvénients : on ne stocke les multiplets supgs que dans les contraintes déja présentes
dans le réseau initial. Ces consistances sont bien entenihs fiortes que les consistances de relation
« complétes » [BBRUYNE 1999].

Pour comparer la force des différentes méthodes d'inféemt utilise les notations suivantes :

— Une consistance est plus forte qu’une consistange noté¢ = 1 ssi tout CNg-consistant est

aussiy-consistant.

— Une consistancé est strictement plus forte qu’'une consistancenoté¢ > 1 ssi¢ = v et il

existe au moins un Ch-consistant mais pag-consistant.

Les inférences basées sur les consistances transform@mbhbiéme en un autre strictement équi-
valent : les solutions sont identiques. Les méthodes d&nige permettant d’éliminer les symétries (la
détection de valeurs substituables, par exemple) supptiome partie des solutions, et le probléeme n’est
alors équivalent que du point de vue de la consistance.

En général, sp = 1, alorsVP, ¢(P) < ¢(P). Cependant, pour établir certaines formes d’inférence
(comme la chemin consistance PC ou la chemin consistantellgaPPC), on est amené a ajouter des
contraintes dans le réseau. Dans ce cas, la relatjét) < (P) tient toujours si I'on compare les
contraintes ajoutées dang$P) aux contraintes universelles implicites portant sur lesne variables
dansy(P).

On peut étre amené a combiner des consistances. On otetd P) = ¢((P)) et (¢ o ¢)™ est
défini récursivement telle que o 1) (P) = P et(¢ o )" (P) = ¢potpo (¢ o )" 1(P).

1.2.1 Consistance d’arc et consistance d’arc généralisée

La consistance d'arc (AC pour Arc Consistency) est claimgnteepropriété la plus étudiée et la plus
utilisée pour effectuer des inférences lors de la résaludi® CSP. Applicable sur pratiguement tous les
types de CSP discrets de par sa faible complexité théorigsenetres bon comportement en pratique,
il existe de plus des algorithmes de conception trés simmpaldes d'établir la consistance d’arc de
maniére optimale. La consistance d'arc est définie sur E=saré binaires, mais est généralisable aux
réseaux quelconques (GAC pour Generalized Arc Consistency
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Arc—Consistant Arc—-Inconsistant

FiG. 1.12 — Exemple de propagation par consistance d’'arc

Définition 12 (Consistance d’arc généralisédjtant donné un réseau de contrainkes- (2", %), une
valeur X, est arc-consistante (généralisée) Xsia au moins un support dans toutes les contraintes
associées a la variable.

Un réseauP est arc-consistant sgiX € 27, Va € dom(X), X, est arc-consistant.

Les nombreux algorithmes permettant d’établir la conscstad’arc (ou la consistance d’'arc généra-
lisée) cherchent a supprimer les valeurs ne vérifiant pas petpriété le plus rapidement possible. La
figure 1.12 donne un exemple de réseau arc-consistant aggaicrc-inconsistant a droite. Pour rendre
le réseau de droite a nouveau arc-consistant, il faut t@ltatd supprimer la valeyt de X5 qui n’a pas
de support danX,, puis, par propagation, la valebide X; et enfin la valeur: de X5.

L'algorithme GAC-3

L'algorithme de référence permettant d’établir la comsise d’'arc reste I'algorithme AC-3 [Mc-
KWORTH 1977], assez efficace en général et facile a implanter. Hgmt& une complexité temporelle
enO(ed?) dans le pire des cas et une complexité spatiale limitée @a@Q a une taille en(n)), en
dehors des structures de données nécessaires pour déaéseau. L'algorithme GAC-3 généralisant
l'algorithme AC-3 aux contraintes d’arité quelconque prés une complexité temporelle dans le pire
des cas e (ek3dr+1).

Les algorithmes 1, 2 et 3 permettent d’établir la consistattiarc généralisée suivant la méthode
GAC-3 orientée variables [RIGREGOR1979, GHMEISS & JEGOU 1998, BOUSSEMART et al. 2004b].
L'algorithme 1 se base sur un ensemflées variables « récemment modifiées » dont les voisins doiven
étre révisés par l'algorithme 2. Les lignes 6, 7, 9, 10 et 18 aaht des optimisations qui seront décrites
dans le pargagraphe suivant. En général, on fera appel aZ&0nitialisant I'ensemble de variables a
réviser@Q par? = 2 . Cependant, quand on sait qu’une seule varidbke été modifiée dans un réseau
GAC (ce qui est souvent le cas quand on utilise un algorithtA€ Gomme base d'un autre algorithme
comme SAC ou MGAC — cf sections 1.2.4 et 1.3.1), on pourrasetit¥ = { X }. On fait appel ligne
11 & une fonctiomvoid Revision qui permet de détecter avec une complegitg) si toutes les valeurs
de X ont au moins un support dags(voir paragraphe suivant sur la détection de révisionsl@a)t Si
avoidRevision renvoiefauy, il faut effectuer une révision compléte de la variable taégbrithme 2.

La fonctionseek Support(C, X,) contrdle I'existence d’'usupport c’est & dire une instanciation sa-
tisfaisant la contraint€’. L'algorithme 3 est un algorithme simple qui réalise cetiection enO(d*~1),
mais on verra ensuite que I'on peut améliorer cette comglexieck(C, I) contrble simplement si la
contrainteC' est satisfaite par I'instanciatioh Si aucun support pour une valeur dans une contrainte
n'est trouvé, alors la valeur peut étre supprimée. |l fawdoas contrdler toutes les variables voisines
pour voir si d'autres valeurs ne doivent pas étre supprirpaepropagation (ligne 8 de 'algorithme 1). Il
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Algorithme 1 : GAC-3 (P = (Z',%) : CN, % : {Variable}) : CN

1
2

w

~N o o b

[ee]

10

11
12
13

14
15
16

17
18

Q-

VC € €,VX € vars(C),rev[C, X] « vrai
tant que Q # () faire

prendreX de@

pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
si —rev[C, X] alors

| continuer

pour chaqueY € vars(C) faire
SiY = X ABZ evars(C) | Z # Y Arev|C, Z] alors
| continuer

si mavoidRevision(C,Y) A revise(C,Y") alors
sidom(Y) = () alors
| retourner L
Q—Qu{Y}
pour chaqueC’ € € | C' # C NY € vars(C') faire
L rev[C’, Y] « vrai

pour chaqueY € vars(C) faire
L rev[C,Y] « faux

retourner P

Algorithme 2 : revise(C' : Contrainte, X : Variable) : Booléen

A W N P

domainSize — |dom(X)|
pour chaquev € dom(X) faire

si mseekSupport(C, X,,) alors
L | retirerv dedom(X)

retourner domainSize # |dom(X)]

Algorithme 3 : seekSupport-8( : Contrainte X, : Variable,y;...) : Booléen

1
2
3
4

5

Soit.# I'ensemble des instanciations possibles des variahegC')\ X
pour chaquel € . faire
Si check(C, I U X,) alors
| retourner vrai

retourner faux
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X Y
A A
[
a
[
[ J PY |Sp(C, Xa)|
[ [
[ J ® Y |dom(Y)]|
C °e |A
[
[
[ ) |CF(C, Xa)]|
[
[
[
o \ 4  Z

FiG. 1.13 — Relation entre la taille du domaine, les conflits £slgpports

existe d’autres variantes de GAC-3, orienté contraintéent® arc§Contrainte, Variable) ou orienté
variables inversées (on stocke da&psion pas les variables récemment modifiées mais les variables
réviser). L'avantage de la version présentée par l'algoré 1 est que la fil€) contient généralement
peu d'éléments et il devient possible de la trier suivantnitdre quelconque sans alourdir I'algorithme.
En révisant d’abord les variables dont les domaines somilsspetits, on obtient la variante considéree
comme la plus rapide de GAC-3. D’autre part, il est possilgdirditer les défauts les plus évidents de
I'approche orientée-variable en détectant certainesiang inutiles [BDUSSEMART et al. 2004b].

Détecter des révisions inutiles

Pour ce faire, nous utilisons une légére variante de I'ag@oproposée par [BUSSEMART et
al. 2004b] : le compteurtr(C, X) peut en pratique étre remplacé par un booléen. L'idée essique
apres avoir sélectionné une variabfe on effectue une révision effective de I'af€,Y") (c’est a dire
gu’on supprime au moins une valeur du domainé’gepuis I'on sélectionne la variablg entrainant
une révision effective de I'ar@C, X), il est inutile d’effectuer & nouveau la révision @&, Y) si X est
a nouveau sélectionné et n'a pas été modifié ailleurs. Eriassan booléemev[C, X] & chaque arc, il
est possible de déterminer quelles révisions sont utileta: arrespond au test ligne 6 de I'algorithme
1). Initialement, toutes les révisions sont potentielletngtiles etrev|[C, X] est initialisé avrai pour
tous les arcgC, X ). D’autre part, quand une variablé est sélectionnée et qu'une contraidtempli-
quantX est considérée, deux situations peuvent survenik 8st la seule variable dexrs(C) telle que
rev[C, X] = vrai, alors la révision de tous les ar@S, Y') tels queX # Y est effectuée. Sinon, tous les
arcs(C,Y’), y compris avecX =Y, sont révisés (en effet, il est utile de révigér, X') puisqu’au moins
une autre variable dears(C') a été révisée ailleurs). La structurev[C, X] a une complexité spatiale en
O©(ke).

Finalement, on peut également détecter une partie desarvigmutiles par une simple opération
permettant de déterminer si une valeur a au moins un suppot$SEMART et al. 2004c]. Une va-
leur X, a au moins un support darsyy ssi |SpI(C, X,)| > 0. On peut parfois détecter ce cas
de figure sans avoir a rechercher un support par énumérammadltiplets. En effet, a tout moment,
|SpI(Cxy, Xa)| = [dom(Y)| — [Cf(Cxy, Xa)| (cf figure 1.13). Evidemment, il nest pas plus facile
d’énumeérer les conflits que d’énumérer les supports. Ceenidlest envisageable de compter le nombre
de conflits et de supports pour chaque valeur au début deHand®. Si les relations ne sont pas mo-
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Algorithme 4 : avoidRevision(' : Contrainte,X : Variable)

1 size «— 1
2 pour chaqueY € vars(C) | Y # X faire
3 L size «— size X |[dom(Y)]

4 retourner size > |Cf™**(C, X)|

difiées au cours de la recherche, les supports et les comfitsnt toujours inclus dans les ensembles
de supportsSp™(Cxy, X,) et de conflitsC f*(Cyy, X,) au début de la recherche : pendant une
recherche par MGAC, on va supprimer des valeurs, c’est &diteles conflits, soit des supports.

On a doncC f(Cxy, Xa) € Cf™H(Cxy, Xa), soit|Cf(Cxy, Xa)| < |CfM(Cxy,X,)| et donc
|SpI(Cxy,Xs)| > |dom(Y)| — |Cfm“(CXy,Xa)|. Si |[dom(Y)| > |Cfm”(CXy,Xa)|, alors
|SpI(Cxy,X,)| > 0 et il est inutile de rechercher un support g dansCxy : on sait qu'il en
existe au moins un.

On peut aussi constater que/édm(Y)| > max |Cfi”it(CXy,XU)|, alors toutes les valeurs
Vvedom(X)

du domaine deX ont au moins un support daiset il est inutile de réviser la variabl& par rapport a
Y.

Lorsque I'on utilise un algorithme comme GAC-2001 ou GAC:3décrits ci-dessous, tester la pre-
miére propriété prend presque autant de temps que de aritedistence d’'un support. On se contente
donc en pratique de la seconde propriété, capable d’idemtifi grand nombre de révisions inutiles
simultanément. Cette propriété est généralisée aux aaesad’arité quelconque (algorithme 4). On
compte au début de la recherche le nombre de supports et fliéssoe chaque valeur (sauf si les arités
des contraintes dépassent un certain seuil), et on reehrchaximum de conflits de chaque variable,

que I'on stocke dans la structuf@ f™**(C, X)| = . |CF™HC, X,)].
vedom

Algorithmes optimaux

AC-3 souffre cependant de « cas pathologiques », des casuliars de réseaux ou sa complexité
dans le pire des cas est exhibée, par exemple les instantgsed2omino [ZHANG & Y AP 2001]. L'al-
gorithme AC-4 a été introduit pour améliorer la complexitingl le pire des cas et atteidi{ed?). Il a
été prouvé gu'il s'agissait de la complexité optimale paabér la consistance d'arc [MHR & HEN-
DERSON1986]. La complexité moyenne de AC-4 est cependant trés amsi(pratiquement identique
a la complexité dans le pire des cas, puisqu’elle nécesgitéraatiquement de tester tous les multi-
plets de toutes les contraintes pour maintenir & jour daststies de données) et I'algorithme fonctionne
mal en pratique. D’autres algorithmes ont été proposésapsuite : AC-5 [ERLIN 1991, VAN HEN-
TENRYCK et al. 1992], AC-6 [BESSIERE1994], AC-7 [BESSIEREEet al. 1999] ou AC-8 [(HMEISS &
JEGOU 1998]. Les algorithmes AC-4 a AC-7 sont des algorithmes aaingin », par opposition aux
algorithmes a « gros grain » que sont AC-3 et ses variantassalgerithmes a grain fin travaillent sur des
triplets (Contrainte, Variable, Valeur) alors que les algorithmes a gros grain travaillent sur des ar
(Contrainte, Variable). Cependant, les algorithmes les plus utilisés restentnediarations d’AC-3,
et en particulier AC-2001 et AC3'. [WALLACE 1993], par exemple, montre que AC-3 est en pratique
presque toujours plus efficace qu’AC-4. AC-2001 consisterersimple amélioration d’AC-3 et présente
la complexité optimale e®(ed?) [BESSIEREet al. 2005].

La complexité optimale pour établir GAC est G¢ckd”) et est atteinte par GAC-4 [MHR & M A-
SINI 1988] et GAC-schema [BsSIERE& REGIN 1997]. La généralisation de AC-2001 aux contraintes
d'arité quelconque, GAC-2001, présente une complexité dapire des cas d@(ek?d*). Malgré le
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Algorithme 5 : seekSupport-2004{ : Contrainte, X, : Variable,q...-) : Booléen

1 Soit.# I'ensemble ordonné des instanciations possibles desdblesiears(C)\ X
2 pour chaque! € .¥ | I > last[C,X,] faire

3 Si check(C,I U X,) alors

L last[C\ X,] « I

i

5 retourner vrai

6 retourner faux

Algorithme 6 : seekSupport-rnd{ : Contrainte, X, : Variable,y;...-) : Booléen

1 Sicheck(C,res|C, X,)]) alors
L retourner vrai

N

Soit.# I'ensemble des instanciations possibles des variablegC')\ X
pour chaquel € . faire
I' —TUX,
Si check(C,I') alors
pour chaqueY,, € I’ faire
L res[C,Y,] — I

9 retourner vrai

10 retourner faux

0w N O O b~ W

facteur k& par rapport a la complexité optimale, GAC-2001 reste trésagfe en pratique. GAC-2001
améliore GAC-3 en enregistrant pour chaque triplet le @emiultiplet support trouvéust[Contrainte,
Variable,qeur]. Quand on cherche un multiplet valide, on reprend la retigedun multiplet valide au
dernier multiplet trouvé (cf algorithme 5). Cependant, agetke nouvel appel @ GAC-2001 (si au moins
une valeur a été restaurée entre deux appels), il fautiedisdtr /o st, puisque entre deux appels le dernier
multiplet support trouvé n’est peut étre plus valide. Olgriemps de réinitialisation, non négligeable en
pratique, il arrive fréquemment qu’un multiplet trouvéteesalide d’'un appel sur I'autre a GAC-2001.
Une des dernieres améliorations de GAC-3, GAC-8'atteint pas la complexité optimale dans le pire
des cas mais évite les réinitialisations de la structuse (remplacée ici par une structures pour « ré-
sidus », de conception similaire). L'idée est simplemeinie snultiplet enregistré n’est plus valide, de
reprendre la recherche d’'un multiplet au début. L'algonigh exploite de plus la multidirectionnalité des
contraintes en enregistrant le dernier multiplet trouvérpoutes les valeurs du multiplet simultanément
(lignes 6-7). Il s'agit d’'un algorithme extrémement effiean pratique [ECOUTRE& HEMERY 2007].
Les structuregast ourev admettent une complexité spatiale@(k>ed).

Incrémentalité

Une propriété intéressante de tous les algorithmes destanse d’arc est leur incrémentalité : un
algorithme d’AC est dit incrémental si sa complexité dangile des cas est identique quand il est
appliqué une fois sur un réseau donréet quand il est appliqué jusquiad fois sur P ou, entre deux
exécutions successives, au moins une valeur a été supp@nédeeut ainsi construire des algorithmes
autour d’AC qui exploitent cette propriété et obtenir demptexités dans le pire des cas relativement
faibles (cf [BESSIERE& D EBRUYNE 2005], par exemple).
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Alternatives a la consistance d’arc

PIC et PWIC: Les alternatives a la consistance d’arc généralisée samqgmabreuses et peu d’entre
elles peuvent étre efficacement maintenues pendant larobehdeux consistances prometteuses a été
récemment mis en avant parf&Rclou & WALSH 2006] :

— la consistance de chemin inverse (PIC pour Path Inverssigtency) relationnelle. La définition
de PIC correspond a la définition &&SAC que I'on trouve dans la section 1.2.4 a¥éc= 2.

— la consistance inverse par paires (PWIC pour PairWiserdev€onsistency), plus forte que rel
PIC. PWIC a été développée a partir de la consistance parspdWC [ANSSEN et al. 1989],
une consistance de relations) qui spécifie que toute inat& consistante dans une contrainte
C doit pouvoir étre étendue a toute autre contrainte qui garéa moins une variable avet

Ce sont deux consistances de domaine, applicable aux itwesraon-binaires, plus fortes que GAC et
pouvant étre établies en un temps limité : les complexitésatigorithmes proposés sont assez faibles :
O(e*k2d"*) pour I'algorithme PWIC-2, ce qui ne représente qu’un facte(e) par rapport a8 GAC-2001.
[STERGIOU & WALSH 2006] montrent que maintenir PWIC pendant la recherchetifimee particulie-
rement bien sur les réseaux de contraintes épars (c’est awdic un nombre de contraintes relativement
faible, ou le facteuf(e) a le moins d’'impact sur les performances de I'algorithme).

Watched Literals : Les Watched Literals sont issus des algorithmes utilisés pffectuer la propa-
gation unitaire pour le probléeme SAT (dans le cadre d'uneguiare DPLL). [&NT et al. 2006b] ont
récemment étudié une adaptation du mécanisme des Watdeeald pour réaliser GAC lors de la réso-
lution d’'un CSP. En pratique, le mécanisme est trés procteelleé utilisé par GAC-3". L'idée est de

« surveiller » atch des couples (Variable, Valeur) (les « littéraux » pour urPLCEn effet, ce n'est
que lorsque le dernier support d'une valeur dans une catgrast supprimé que la valeur elle-méme
doit étre supprimée. Il est donc inutile d’effectuer degagations dans tous les cas. On décide donc de
« surveiller » un des supports de chaque valeur. Quand ciebsi supprimé et seulement dans ce cas, on
cherche aprés un autre support. Si aucun support ne petitcétvé, la valeur peut étre supprimée. Les
supports ainsis surveillés peuvent étre ramenés aux «wpgsidtilisés par GAC'3* et fonctionnent de
fait de la méme fagon.

1.2.2 Consistance de chemin et consistance de chemin consgive

La consistance de chemin a été introduite trés tét danstéaalitire, et n'est définie que pour les
réseaux binaires. La consistance d’'arc a été dans un praamips étendue a faconsistance :

Définition 13 (k-consistance) Une instanciation consistante de taile- 1 (portant surk — 1 variables)
estk-consistante si elle peut étre étendue a kheariable, c’est a dire que pour tout€ variable non
instanciéeX, il existe une valeut telle que l'instanciation étendue a cette valéiyrest consistante.

La consistance d’arc est alors la 2-consistance et la ¢ansis de chemin la 3-consistance. Pour
définir la consistance de chemin, on introduit la notion @feonsistance d'un couple de valeurs dans un
réseau binaire :

Définition 14 (Consistance de chemin (PCBtant donné un CN binairB = (2", %), une instanciation
de longueur Z X,, Y, } est chemin-consistante (PC) 8% € 2" | Z ¢ {X,Y}, 3¢ € dom(Z) tel que
les instanciationg X, Z.} et{Y;, Z.} sont consistantes.

P est PC ssi toutes les instanciations consistantes de longuwe P sont PC.

P est fortement chemin-consistant (sPC) ssi il est a la foieARC.
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Chemin—-Consistant Chemin-Inconsistan

FiG. 1.14 — Exemple de propagation par consistance de chemin.

Définition 15 (Consistance de chemin conservative (CPCEgRUYNE 1999]) Etant donné un CN
binaire P = (Z°,%), une instanciation de longueur{2(,,Y;} est chemin-consistant conservative
(CPC) ssi:

— S0it3C € € | vars(C) = {X,Y},

- s0itYZ € 2 | 3(C,C") € €? | vars(C) = {X, Z} Avars(C') = {Y, Z} AJc € dom(Z) tel que

les instanciationg X, Z.} et{Y}, Z.} sont consistantes.
P est CPC ssi toutes les instanciations consistantes dedanguleP sont aussi CPC.
P est fortement chemin-consistant conservatif (sCPC) ssitia la fois AC et CPC.

La figure 1.14 montre un exemple de propagation par consisté® chemin. La figure de gauche est
chemin consistante. Sur la figure de droite, la contraintecuselle entreX et Z doit tout d’abord étre
introduite. Les instanciationsX, Z>} et{ X2, Z1} sont alors chemin-inconsistantes : il n’existe pas de
valeur dang” compatible a la fois ave&; et Z,, ni avecXs et Z;. On obtient donc le réseau de gauche
apres application de la chemin consistance au réseau de.dDoi peut remarquer dans cet exemple que
I'application de la consistance de chemin au systéme Y A 'Y = Z revient & introduire la contrainte
implicite X = Z. La consistance de chemin conservative a été introduitedeflimiter I'inconvénient
d’introduire de nombreuses contraintes pour établir lssistance de chemin (comme indiqué en début
de cette section 1.2) : on ignore les instanciations inctersies de deux variables si il n'y a pas de
contrainte dans le réseau dont les variables correspoad@mstanciation.

Plusieurs algorithmes ont été introduits permettant Glété consistance de chemin. L'algorithme
proposé par [MGREGOR 1979] pour établir la consistance de chemin forte se bask sumsistance
d'arc. Il présente une complexité temporelle®@m?°d®) et une complexité spatiale €n2d?). Les al-
gorithmes PC-5 [8I1GH 1995] et PC-2001 [BssIEREet al. 2005] presentent une complexité temporelle
en O(n3d®) (il s'agit de la complexité optimale) et une complexité sgatenO(n3d?). Finalement,
I'algorithme PC-8 [GiMEISS & JEGOU 1998], malgré une complexité temporelle non-optimale dans
pire des ca®)(n3d*) (et une complexité spatiale &Xn2d?)) est considéré comme le plus efficace en
pratique.

Théoréme 2([DEBRUYNE 1999]) PC > CPC, sPC » sCPC

Bien que cette relation signifie a priori que pour tout ENPC(P) < CPC(P), mais PC nécessite
généralement pour étre établie d’ajouter des contraihi@gelation d'ordre< tient cependant si on
ajoute dans le réseduPC(P) des contraintes universelles implicites, portant sur |éses variables,
pour remplacer les contraintes manquantes.

On trouve également une autre définition de la chemin camistdans [MNTANARI 1974] et
[MACKWORTH 1977]. Un chemin est une séquence idgariables(Xy, ..., Xx) (la méme variable
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FiG. 1.15 — Trois graphes triangulés

peut apparaitre plusieurs fois dans la séquence). Un cheshiAC ssi pour chaque couple de variables
(X;, X;4;) du chemin on peut trouver une valeyreta,,; dans le domaine de chaque variable telle que
I'instanciation{(X;, a;), (X;+1,a,+1)} Soit consistante. Un réseau est PC si tous les chemins [asssib
sont PC. Le nombre de chemins d’'un CN est cependant tres tampoon se contente donc d’'établir
la chemin consistance sur un graphe complet. Dans ce casfitide prendre en compte les chemins
de longueur 2 (c’est a dire les séquences d’exactementvadibles) pour obtenir un réseau chemin-
consistant [MONTANARI 1974].

La consistance de chemin partielle (PPC) ne prend en coraptieg chemins effectivement présents
dans le graphe, c’est & dire que pour chaque couple de \&sigh}, X, 1) du chemin, il existe une
contrainte telle quears(C) = {X;, X;+1}. Il S’agit en quelque sorte d’'une variante plus forte de CPC :
CPC ne va contrbler que les chemins de longueur 2. En pratiqeste trés difficile d’établir PPC
sur un graphe quelconque d'aprées cette définition, puisgmeribre de chemins dans un graphe reste
extrémement important.

[BLIEK & SAM-HAROUD 1999] montrent cependant que si un CN est triangulé et chatterain de
longueur 2 (du graphe triangulé, c’est a dire les chemissd# des contraintes existantes) est PC (c’est
a dire que le CN triangulé est CPC), alors il est PPC. Un Chgriéé est un CN ou chaque cycle (un
chemin du graphe commencant et terminant par la méme \&ridbllongueur strictement supérieure
a 3 comporte une corde, c’'est a dire une aréte (une confraaitent deux nceuds (deux variables) du
graphe. Lafigure 1.15 donne des exemples de graphes tgsn@aur trianguler un graphe, comme pour
le compléter, on ajoute des contraintes universelles. iz, il faut ajouter bien moins de contraintes
pour trianguler un graphe que pour le compléter.

Théoréme 3. Soit 7 un opérateur de triangulatid®et G un opérateur de complétion de grapfieet G
réalisent respectivent la triangulation et la complétinra@utant des contraintes universelles au graphe.
L'opérateur de chemin consistanB€ suppose qu’on réalise en fait la complétion d’'un graphetad@n
supprimer les multiplets correspondant aux instanciat@remin-inconsistantes :

PC = CPCoG = PPC oG

Ona:

PC ~ PPC = CPC (Mais PC nécessite de compléter le graphe et la PPC sur ungycaglconque
est difficile a établir)

PPCo7 = CPCoT

De méme pour les variantes fortes de PC, PPC et CPC (sPC, sBEE@).

20n notera que la triangulation d’un graphe n'est pas unique
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1.2.3 Consistance de chemin restreinte

L'objectif des propriétés de consistance de chemin reg&rda ne pas confondre avec les consis-
tances de chemin partielle ou limitée) est de supprimergdugaleurs que AC tout en évitant les princi-
paux inconvénients de PC. Méme la complexité optimale dedE&tre prohibitive. La propriété RPC
(Restricted PEne vérifie la consistance des relations seulement quancklat®n est la derniére d’'une
valeur. De cette sorte, si la relation est inconsistantealizur peut étre supprimée ERLANDIER 1995].

Cette propriété a été étendue &HRPC : on ne cherche aprés un support chemin-consistant dans
une contrainte que pour les valeurs qui ont au maéirssipports dans cette contrainte. AC correspond
ala 0-RPC et RPC a la 1-RPC. Finalement, un CN est Max-RPQisddes valeurs orgu moins un
support chemin-consistant dans toutes les contrainte$,qge soit le nombre de supportsgBRUYNE
& BESSIERE19974a]. La propriété Max-RPC semble atteindre un exceligyort « valeurs supprimées /
temps » avec des algorithmes admettant une complexité teitgpdans le pire des cas optimale en
O(en + ed? + Kd?) et une complexité spatiale dans le pire des ca® @l + kd).

Théoréme 4([DEBRUYNE & BESSIEREL997a]) sPC > Max-RPC > k-RPC = RPC > AC

1.2.4 Singleton consistance d’arc (SAC)

Un certain intérét a été porté au développement de consestaiius fortes que GAC. L'objectif est
toujours de diminuer le plus possible la taille des instamzeun minimum de temps. La singleton consis-
tance d’arc (SAC pour Singleton Arc Consistency), introelygiar [DEBRUYNE & B ESSIEREL1997D], a
été particulierement étudiée ces derniéres années, cekenblant présenter un rapport valeurs suppri-
mées / temps intéressant.

SAC simple

On peut remarquer que SAC est tout a fait applicable aux ug&sean-binaires, puisque on peut aussi
bien se baser sur AC que sur GAC. La littérature ne fait enquatamais la distinction entre SAC et
SGAC. La singleton consistance d'arc est définie ici en sartiamir GAC.

Définition 16 (Singleton consistance d’arcEtant donné un CNP = (27, %), une valeurX, avec
X € Z estsingleton arc-consistante (SAC)GS\C(P|x—,) # L.
Un réseau” est SAC ssvX € 27, Va € dom(X), X, est SAC.

Théoréme 5([DEBRUYNE & BESSIEREL997a]) sPC - SAC > Max-RPC

Les complexités données ici sont obtenues dans le cadreeturébinaires, bien que la définition et
les algorithmes s’appliquent également aux réseaux nuairbs. L'algorithme de base SAC-1 introduit
dans [CEBRUYNE & B ESSIERE1997b] (algorithmes 7 et 8) présente une complexité dansdalps cas
de O(en?d*). Nous apportons ici une légére amélioration, introduitesdgCARDON et al. 2007a] : en
supposant quez” est ordonnéfirst(.2") renvoie la premiére variable d&", etnext-modulo(Z , X)
renvoie la variable qui suik dans.Z” si elle existe, oy irst(Z") sinon. Ainsi, I'algorithme se termine
guand on a fait un tour complet de toutes les variables sdest@fr aucune modification. Une étude
montre que la complexité optimale pour un algorithme delstog consistance d’arc est énend?)
et est atteinte par I'algorithme SAC-OPT au prix d’'une caoexjté spatiale e (end?). L'algorithme
SAC-SDS relache la complexité optimal@(end*)) pour une meilleure complexité spatiate ((2d?))
et un meilleur comportement en pratique dans la plupart @e$BESSIERE& D EBRUYNE 2005].

L'algorithme SAC-3 méle recherche et inférence pour olotane complexité identique a celle de
SAC-1 mais a généralement un meilleur comportement ergpatjue SAC-SDS (sauf sur les problemes
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Algorithme 7 : SAC-1(P = (£",%) : CN) : CN
1 P— GAC(P,Z)

2 X — first(Z)

3 marque «— X

4 répéter

5 Si checkSAC(X) alors

P — GAC(P{X})

marque «— X

sidom(X) = () alors retourner L

9 X «— next-modulo(X,Z")
10 jusqu’'a X = marque
11 retourner P

o N o

Algorithme 8 : checkSACP : CN, X : Variable) : Booléen

1 modif « faux

2 pour chaquea € dom(X) faire

3 Si GAC(P|x—q,{X}) = L alors
4 retirera dedom(X)

5 L modif « vrai

6 retourner modi f

aléatoires) et la possibilité de découvrir des solutions<hupendant I'établissement de la Singleton
consistance d’arc [ECOUTRE& CARDON 2005].

Finalement, [EESSIERE& DEBRUYNE 2004] ont proposé une extension de SAC nommée la sin-
gleton consistance d’'arc propagée (SPAC), basée sur fadigm suivante : s}, ¢ AC(P|x—,), cela
correspond a la détection du nogoed = a V =Y = b et on peut en déduire qué, ¢ AC(P|y—p). Il
est alors possible d’exploiter cette inférence lorsque taste la singleton arc-consistanceYye

K-SAC et K-SAC faible [vAN DONGEN 2006]
On peut généraliser la propriété de singleton consistalace aux instanciations :

Définition 17 (K-singleton consistance d’arcpoit un CNP = { £, %’ }. Une valeurX, de P estK-
SAC ssi pour tout sous-ensemble variables (distinctes} dgX, X», ..., Xx—1} de longueurk’ — 1,
il existe une instanciation portant sur ces varialle®, v1), (X2, v2), ..., (Xx_-1,vkx—1)} de longueur
K —1telle queAC(P‘X:U/\Xl:UIAX2:U2/\.../\XK71:UK71) 7& 1.

P estK-singleton arc-consistant ssi toutes les valeur® d®nt K -singleton arc-consistantes.

0-SAC revient a la consistance d’arc, 1-SAC a la singletomsimbance d’'arc simple. 2-SAC est
une consistance de relations plus forte que la consistagaghemin. YAN DONGEN 2006] propose
une version « faible » de I& -singleton consistance d’arc, plus facile a étatftirSAC faible est une
consistance de domaine et peut étre définie comme suit :

Définition 18 (K -singleton consistance d’arc faiblepoit un CNP = {2, %¢’}. Une valeurX, de P
est K-SAC ssi il existe une instanciatiof{ X1, v1), (X2, v2), ..., (Xx—1,vx-1)} de longueurk’ — 1
telle qUeAC(P|x—vaX,=vi AXs=vaA-AXk_1=vk_1) 7 L.
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P est faiblemenf-singleton arc-consistant ssi toutes les valeur®dmnt faiblementi -singleton
arc-consistantes.

La 0-SAC faible reste équivalente a AC et 1-SAC faible & SAGsique. POuk > 2, on obtient des
consistances de domaine plus fortes que SAGN[DONGEN 2006] propose un algorithme établissant
K-SAC faible sur des réseaux binaires avec une complexités den pire des cas en
O (en?d®*3 4+ (n — K)en?d*) (en supposant I'utilisation d'un algorithme de consistadtarc sous-
jacent optimal comme AC-2001). L'algorithme semble effean pratique, puisque l'auteur indique
avoir montré pour la premiere fois, en moins d’'une heure diutavec une machine cadencée a 2,8
GHz, l'inconsistance du probléme trés difficdeen11-f1 (le probléme n’est pas faiblement 8-SAC).

1.2.5 Consistances aux bornes

Les consistances aux bornes ont été introduites pour lescG®mus, les CSP dont les variables
peuvent prendre des valeurs dans le domaine desRéelstout du moins des flottan®y. Les domaines
sont alors stockés sous forme d’intervalles convéxgs, indiquant la valeur minimale et maximale des
valeurs du domaine. Comme dans le cas des CSP discretsstit €d nombreux algorithmes plus ou
moins forts de propagation de contraintesrffdNEN 1992, FALTINGS 1994].

Le plus simple, la 2B Consistance (ou Hull Consistance)yestadaptation de la consistance d’arc,
appliquée uniguement aux bornes des domaine®iME 1993, BENHAMOU et al. 1994]. Cette consis-
tance nécessite cependant I'existence pour chaque paingréite, Variable]C, X') de deux fonctions
permettant le calcul des bornes min et max de I'ensemble alearg obtenues par projection desur
'ensemble des supports dé Si de telles fonctions ne peuvent étre obtenues, il faubrd@oser le ré-
seau de contraintes. La Box ConsistanceNBAMOU et al. 1994] exploite I'arithmétique des intervalles
([a,b] + [e,d] = [a + ¢, b+ d], [a,b] X [¢,d] = [min(ac,ad,bd,bd), max(ac,ad,bc,bd)]...) et ne nécessite
pas de décomposer les contraintes. La 2B et la Box consestasunt identiques quand aucune variable
n'apparait plusieurs fois dans I'expression d’une contea COLLAVIZZA et al. 1999].

On peut définir des consistances plus fortes que la 2B ou lacBosistance en affectant une va-
riable & une de ses bornes et en contrélant si le réseau odémujours consistant. Il s'agit de la 3B
[LHOMME 1993] ou Bound Consistance. La définition de la 3B consistgosat étre rapportée a la dé-
finition de SAC pour les CSP discrets. On peut finalement duiire une définition récursive de kB
Consistance avelc > 2 [LHOMME 1994].

1.3 Méthodes de recherche

On regroupe généralement les méthodes de recherche pésaolation de problémes combinatoires
en général et CSP en particulier en deux grandes famillegoriimes systématiques et algorithmes
non-systématiques (parfois appelés algorithmes heyures). Les algorithmes non-systématiques sont
des algorithmes généralement incomplets, adaptés aulepreb satisfiables de trés grande taille qui
restent intraitables par des méthodes systématiquesdtsupent notamment la recherche locale, les
algorithmes évolutionnaires (« génétiques ») ou basésesur tolonies de fourmis ». Nous nous inté-
resserons ici aux algorithmes de recherche systématiqaes @lgorithmes de recherche locale.

1.3.1 Recherche systématique

La recherche systématique travaille sur des instanceapantielles. On part de I'instanciation vide,
et on effectue des hypothéses, c’est a dire qu’on tenteed'®if une valeur a chaque variable. Quand
on détecte une inconsistance (généralement, un domaieg witeffectue un retour-arriérbacktrach,
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Algorithme 9 : MGAC-d(P =(£,%) : CN) : Booléen
1 si Z = ( alors retourner vrai
2 sélectionnerX € 2~
3 pour chaquea € dom(X) faire
P’ — GAC(P|x=a,{X})
siP' # 1 ANMGAC(P'\X) alors
| retourner vrai

i

o g

retourner faux

~

c’est a dire qu'on annule la derniére hypothése (on dédaftew variable) pour en essayer une autre. De
cette maniére, on construit un arbre de recherche. Chagoeli® de I'arbre correspond & une hypothése,
ou a sa réfutation. Si on parvient de cette facon a affecteesdes variables, on a trouvé une solution. Si
toutes les hypotheses possibles ont été envisagées sans,sut a prouvé que le probléeme n'avait pas
de solution. L'ordre dans lequel les hypothéeses (le chaimel'variable et d’une valeur a affecter) sont
faites est extrémement important. Des heuristiques soahées a effectuer ce choix a chaque nceud de
I'arbre.

Pendant longtemps, les algorithmes systématiques demnéfont été I€orward Checking FC) et
sa généralisation aux contraintesires nFC (n pounon-binary. Aprés chaque affectation de variable,
on supprime les valeurs dans les variables voisines inctinlggavec la valeur choisie. Linférence ef-
fectuée a chaque noeud d'une recherche par FC peut étre vumecane méthode d’inférence moins
forte que AC. Au début des années 1990, l'algorithme FC atéitamélioré a plusieurs reprises par
des notions deetour-arriére intelligent et en particulier par leetour-arriére dirigé par les conflits
(Conflict Directed Backjumpingu CBJ). FC-CBJ a longtemps été considéré comme le meillgar a
rithme pour résoudre un CSP. L'idée est, a chaque fois q@poantre une inconsistance au cours de la
recherche, d'identifier la provenance de cette incongistah de revenir directement a la source du pro-
bléeme. Cependant, avec le développement d’heuristiqueantigues et d’algorithmes de consistance
d'arc plus performants que GAC-3, on s’est rendu compte @lgokithme MGAC, qui maintient la
consistance d’'arc généralisée a chaque branche de I'ataie généralement plus efficaceal8N &
FREUDER 1994, BESSIERE& REGIN 1996].

Les premiers algorithmes MGAC étaienbanchement-aire : chaque nceud de 'arbre correspond
au choix d’'une variable a instancier, puis on teste toutevd¢eurs possibles pour cette variable, une
par une. L'algorithme 9 donne un exemple d’un tel algorithiagX représente le CN obtenu deen
retirant la variableX. Cependant, il a été montré récemment qu’'un branchemeairdiétait bien plus
performant que le branchemetvaire [HWANG & M ITCHELL 2005]. Le branchement binaire consiste
a tester une hypothése d’'affectation de type= «, et, si I'hypothése est réfutée, de supprimedu
domaine deX (X # a) avant d’établir a nouveau GAC. La réfutation consiste etielaxieme branche
du nceud. Au nceud suivant, on peut choisir une nouvelle hgpettsur une variable quelconque. Cet
variante de MGAC permet une bien meilleure flexibilité damshoix des hypothéses de branchement,
en particulier associé a des heuristiqgues adaptatives eanalay (voir section 1.3.2 ci-dessous).

Un algorithme MGAC récursif & branchement binaire est d@ani I'algorithme 10. A chaque noeud
de l'arbre, une hypothése est considérée (ligne 3). L'Hyégss (lignes 4-5) et sa réfutation (lignes 7-8)
forment alors les deux branches du nceud. On maintient sgterament GAC (lignes 4 et 7). L'algo-
rithme étant exponentiel}(d")), on fixe un critére d’arrét pour contréler son exécutionjJégmombre
maximal de retour-arriéres autorisésx BT. Si ce nombre est atteint, I'algorithme est interrompu sans
gu’on sache si le probleme est satisfiable ou non (ligne Itpudés les variables ont été affectées, on a
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Algorithme 10 : MGAC-2(P =(2",%) : CN, maxz BT : Entier) : Booléen
simax BT < 0 alors lever Expiration
si 2" = () alors retourner vrai
sélectionnerX, tel queX € 2 eta € dom(x)
P’ — GAC(P|x=a,{X})
siP'# 1L N MGAC(P'\X,maxBT) alors
| retourner vrai

Pl — GAC(P| x4, {X})
8 retourner P’ # L AN MGAC(P',maxBT — 1)

o g~ W N P

~

trouvé une solution : le probléme est satisfiable (ligne 2).

A I'heure actuelle, maintenir des consistances plus fajtess GAC pendant la recherche n’est pas
considéré comme compétitif dans le cas général. Ces cancést fortes sont donc généralement appli-
quées pendant une phase de prétraitement. De cette statepelivent bénéficier a tout type d’algo-
rithme de recherche.

1.3.2 Heuristiques pour la recherche systématique

On a indiqué plus haut que I'ordre dans lequel les hypothseest effectuées est trés important.
Les heuristiques chargées d’effectuer le choix des vasaél des valeurs a affecter sont cruciales pour
résoudre efficacement les CSP. En particulier, les algnaghde choix de variable peuvent changer du
tout au tout I'efficacité d’'un algorithme MGAC. Ces algontbs ont en effet le défaut de dépendre
fortement des premiéres hypothéses effectuées. Si on covenpar faire des hypothéses évidentes, on
finira forcément par buter sur les parties les plus difficileséseau de contraintes. Il faudra alors revenir
sur ces hypothéses faciles et de prouver & nouveau l'irstensie de sous-problemes difficiles. C’est ce
gu'on appelle lghrashing Le fait de faire beaucoup d'inférences a chaque nceud dwd'gpermet de
limiter le thrashing (on détecte l'inconsistence de soudsiémes beaucoup plus rapidement), mais des
heuristiques évoluées vont aussi permettre a I'algorittiense focaliser sur ces sous-problemes difficiles
et de les résoudre en priorité.

Plusieurs heuristiques de choix de variables ont été pégso©n peut en distinguer trois types :

— Heuristiques statiquesleg (max-degrepet sa variantéldeg (dynamic degreg

— Heuristique dynamiquesiom (min-domain, brelaz, dom/ddeg.

— Heuristiques adaptativesudeg (weighted degrée dom /wdeg

Les heuristiques statiques peuvent étre calcuééesiori, avant la recherche. L'ordre n'évoluera
pas pendant la recherche. Les heuristiques dynamiquesesahtulées a chaque nceud, tandis que les
heuristigues adaptatives se basent sur des statistiquasiarquépendantes de I'arbre de recherche.

La premiére heuristique proposée flain (min-domain [HARALICK & ELLIOTT 1980]. L'idée est
de choisir en priorité les variables les plus contraintest@ dire les variables dont le domaine est le plus
petit. L'espace de recherche total d'un réseau correspomuiaauit du domaine de toutes les variables.
C’est en supprimant une valeur du domaine le plus petit qurerBduit le plus I'espace de recherche. On
peut estimer que la taille de I'espace de recherche comespo produit de la taille du domaine de toutes
les variables R = []y. 5 |dom(X)| € O(d"™). Si on supprime une valeur du domaine d’une variable

X, la taille de I'espace de rechercké = R x % =Rx(1- m). On minimise dond?’
en minimisanfdom(X)|.

3Bien queddeg soit généralement estampillée « dynamique », il est enqoratirés facile de calculer avant la recherche
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i

FIG. 1.16 — Impact du choix d’'une variable sur le graphe de conas.

Algorithme 11 : revise-wdeg(' : Contrainte, X : Variable) : Booléen

domainSize — |dom(X)|
pour chaquev € dom(X) faire
L si —seekSupport(C, X,,) alors

A W N P

| retirerv dedom(X)

[é)]

si |[dom(X)| = 0 alors
6 | wght[C] — wght[C] + 1

7 retourner domainSize # |dom(X)|

Dans le méme ordre d’idée (choisir en priorité les variabdssplus contraintes), il est efficace de
commencer par les variables affectées par le plus grand neopuissible de contraintes. On peut éga-
lement prendre en compte I'effet sur le réseau de contsamhel’affectation d’une variable. En effet,
une variable singleton peut tout simplement étre ignorées dia cadre de MGAC, puisque toutes les
valeurs incompatibles avec ce singleton dans les autrebles ont été filtrées par GAC. On peut donc
retirer cette variable du réseau, ainsi que toutes lesaiotgs ne présentant alors plus qu’une variable
non affectée, ce qui a pour effet de faire évoluer le degréhadgue variable. De cette sorte, on peut
« éclater » le réseau de contraintes en plusieurs sousegaplil est plus facile de traiter (voir figure
1.16). De plus, il suffit gu'un seul de ces sous-graphes soitrisistant pour que I'ensemble du probléme
soit inconsistant. D’autre part, un ensemble arc-contista variables reliées par des contraintes de telle
sorte que les contraintes ne forment pas de cycle (ellesfarom arbre) est obligatoirement consistant.

On peut donc considérer I'heuristique statiglig, ou le degré est calculé pour chaque variable
au début de la recherche, ou I'heuristique dynamiddey. deg ou ddeg ne sont cependant pas trés
efficaces seules, mais se combinent trés bien avec I'higquiesiormn, soit pour trancher les égalités (c’est
le principe de I'heuristiquérelaz [BRELAZ 1979]), soit via un simple rappodom /ddeg [BESSIERE
& REGIN 1996].

De nombreux travaux ont montré que la derniere heuristigue,/wdeg, était I'heuristique de choix
de variables la plus robuste a I'heure actuell®©{BSEMART et al. 2004a, LECOUTRE et al. 2004,
HuLuBEI & O’SULLIVAN 2005,vAN DONGEN 2005]. L'idée est d’associer un compteupht[C| &
chaque contrainte, et d’incrémenter ce compteur a chadaayfe la contrainte permet de vider un
domaine (cf la version modifiée devise algorithme 11, lignes 5 et 6). Lszored’une variable est alors
le résultat du rapport entre la taille du domaine etlégré pondéréle la variable. Le degré pondéré
d’une variable est la somme du poids des contraintes agsoaiéa variable, de sorte que plus d’'une
des variables associées a la contrainte ne soit pas ensgyeées L'heuristiquéom /wdeg choisit alors
en priorité une variable dont le résultat de ce rapport eatmail. Le fait de pondérer les contraintes

l'implication du choix de chaque variable en termes de degde fixer alors I'ordre de maniére statique.
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Algorithme 12 : initP(P = (27,%) : CN) : Integer
1 pour chaque X € 2 faire

2 sélectionnerv € dom(X) | countCon flicts(P|x—,) est minimal
3 P P|X:v

4 retourner countCon flicts(P)

souvent falsifiées a tendance a exacerber les contraistetukifficiles du probléme, et a identifier les
sous-réseaux difficiles.

Résoudre plusieurs fois de suite le méme probléme avec gaeelénodification aléatoire des heu-
ristiques peut engendrer d'importantes disparités datesries de résolution du probléme. C’est le phé-
nomeéneHeavy-Tail[GOMES et al. 2000, HJLUBEI & O’SULLIVAN 2005]. Un probléme relativement
facile peut alors mettre beaucoup de temps a étre résolusam @de mauvais choix initiaux. Outre I'uti-
lisation d’heuristiques adaptatives comaen /wdeg, I'utilisation des redémarrages permet de limiter
fortement ce phénoméne. On fixe un critére d’arrét a MGAGA£BT). Sile probléeme n’'a pu étre résolu
aprésmax BT backtracks, on recommence avec de nouveaux choix initamxs le cas déom /wdeg,
le fait que les contraintes n'aient pas le méme poids d'uémedrage a l'autre suffit & modifier les
choix initiaux. On fait progressenaxz BT géométriguement a chaque redémarrage de telle sorte que
I'algorithme reste théoriquement complet.

1.3.3 Recherche locale

La recherche locale a déja été envisagée pour résoudre RgMISTON et al. 1992, GALINIER
& HAO 1997, GALINIER & HAO 2004], mais la littérature sur le sujet est bien plus maigre sur la
recherche systématique, bien que la recherche localeéddréjuement étudiée en recherche opération-
nelle ou méme pour résoudre le probléeme SAT. Contrairementibyorithmes de recherche systéma-
tique comme MGAC, les techniques de recherche locale somagiare incomplétes : si une solution
existe, il n’existe aucune garantie de la trouver en tempsefifabsence de solution ne peut étre prou-
vée. Cependant, sur les instances de trés grande tailk;Hanche locale reste en pratique la meilleure
alternative.

Un algorithme de recherche locale fonctionne suridsnciations complétesine valeur est affec-
tée a chaque variable, puis l'instanciation est itérateetréparéejusqu’a la découverte d’une solution.
Une réparation implique en général le changement d’'uneuvatectée a une variable, de telle sorte
gue le moins de contraintes possibles soient violéesijidN et al. 1992]. Linstanciation initiale des
variables peut étre générée aléatoirement. Cependamtgpeues premieres réparations soient plus in-
téressantes, on utilise généralement une instanciatoriagine telle que présentée par I'algorithme 12 :
on cherche & minimiser le nombre de conflits dés l'initidisa countCon flicts(P) renvoie le nombre
de contraintes falsifiées par des variables instanciées.

La conception d’algorithmes de recherche locale efficaéesssite la mise au point de structures de
données évoluées permettant le développement d'alg@#thntrémentaux puissants, capables de gar-
der une trace de la qualité de chaque réparation. On utdisexgmple une structure de donnééx’, v)
gui contient a tout moment le nombre conflits gu'améneraiéfmration consistant a affecter la valeur
vaX [GALINIER & HAO 1997]. Les algorithmes 13 et 14 décrivent la gestiory deheck(C') contrble
si C est satisfaite par 'instanciation actuelle des variables(C')). Comme chaque réparation n'a un
impact que sur les contraintes impliquant la variable méeifi, il devient possible de sélectionner la ré-
paration & effectuer et mettre a jouenO(T'(X)kd) € O(n*~1kd) : c’est la complexité de I'algorithme
14 (Iinitialisation de~y décrite par I'algorithme 13 se fait eén(ekd)).
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Algorithme 13 : inity(P =(27,%) : CN)

1 y(X,v) —0VX € 2" Vv € dom(X)

2 pour chaqueC € ¥ faire

pour chaque X € vars(C) faire
pour chaquev € dom(X) faire
L si ~check(C|x=,) alors

o 00~ W

L Y (X, v) — (X, v) + wght[C]

Algorithme 14 : update/(X : Variable,v,;4 : Value)

1 pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire

2 pour chaqueY € vars(C) | X # Y faire

3 pour chaquew, € dom(Y") faire

4 Si check(Cly =v,) # check(Cly =y nX=v,,) alOrs
5 si check(Cly—y,) alors
6
7
8

\_ YY) — v(Yvy) — wght[C]
sinon
| v(Yivy) — 4(Yyvy) + wght[C]

Il arrive fréiguemment qu'aucune réparation simple ne pua®éliorer I'affectation courante en
termes de satisfaction de contraintes. Dans ce camjinimum locala été atteint. Le principal défi de
la recherche locale consiste a trouver le meilleur moyerodé& ®u d’éviter les minima locaux afin de
poursuivre la recherche. Diverses techniques ont étéaetsidians de précédents travaux :

Mouvements aléatoires Avec une probabilitép, une réparation est effectuée aléatoirement au lieu
d’étre choisie parmi les meilleures réparations possiiesiTON et al. 1992]. L'algorithme 15, appelé
MCRW (Min-Conflicts with Random Walkseffectue une telle recherche locale. A chaque itératio,
variable en conflit est sélectionnée aléatoirement (lignar@ variable en conflit est une variable telle
gu’'au moins une contrainte impliquant cette variable estamflit). Avec une probabilité, une valeur

est alors sélectionné aléatoirement (ligne 5), ou, ave@uutmbilité1 — p (ligne 7), la meilleure valeur
possible est sélectionnée. Il arrive trés souvent que |Heurs valeur possible était déja celle qui était
sélectionnée. Dans ce cas, il est inutile de mettre a joustiastures de données. Le colt en termes de
temps de calcul de ces itérations est négligeable. Danddsieas, le choix de la variable a réparer a
chaque itération se fait aléatoirement (ligne 3).

Liste Tabu Les réparations précédentes (un couple variable, valent)esiregistrées afin d’éviter les
réparations pouvant mener a des affectations déja vi§@esNIER & HAO0 1997]. Un nombre limité

de réparations (correspondant a la taille de la liste Takig@&dé en mémoire, et les plus anciens sont
oubliés, de sorte qu'un grand nombre de réparations regpemible a chaque itération. lceitére d'as-
piration permet de choisir une réparation présente dans la liste Siabelle-ci permet d’obtenir une
affectation meilleure que toutes celles rencontrées jagopésent. Cet algorithme semble particuliére-
ment efficace sur les problémes d’optimisation de type M&RQ algorithme 16 effectue une recherche
Tabu.
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Algorithme 15 : MCRW(P = (2',%) : CN, maxzIterations : Integer) : Booléen

nbCon flicts «— initP(P) ; inity(P) ; nblterations < 0
tant que nbCon flicts > 0 faire
sélectionnerX aléatoirement| X est en conflit
si random|[0,1] < p alors
| sélectionnerv € dom(X) aléatoirement
sinon
| sélectionnery € dom(X) | v(X,v) est minimal

N o o b~ W N e

Vo1 < valeur actuelle de&X
9 Siv # v,q alors

[ee]

10 P — Plx—y

11 nbCon flicts — v(X,v)

12 updatey(X,voq)

13 sinblterations++ > maxlIterations alors lever Expiration

14 retourner vrai

Algorithme 16 : Tabu® = (2°,%) : CN, maxzIterations : Integer) : Booléen

1 nbConflicts < init P(P); inity(P); nblterations «— 0

2 initialiser T ABU aléatoirement

3 tant que nbCon flicts > 0 faire

4 sélectionnerX, ¢ TABUV valide le critére d'aspiration| (X, v) est minimal
Vo1 < Valeur courante d&’

insérer(X,,,,) dansT"ABU et effacer le plus ancien élementfiel BU

P — P‘X:U

nbCon flicts — (X, v)

updatey (X, voia)

10 sinblterationst+ > maxlterations alors lever Expiration

© 00 N o O

11 retourner vrai
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>
>

Fig. 1.17 — Sortir d’'un minimum local

Ces deux techniques nécessitent la mise au point d'imgsnanametres, respectivemerdt la taille
de la liste Tabu.

Pondération de Contraintes La pondération des contraintes est issue drémkout Methoghroposée
par [MORRIS 1993]. Quand un minimum local est rencontré, toutes lesrammés non satisfaites sont
pondérées. Cette méthode permet de « lisser » les minimax@fa de les éliminer efficacement et
durablement. La figure 1.17 montre schématiquement letedsattendu en représentant I'évolution du
nombre de conflits a chaque itération.

Les problémes structurés, particulierement les problénuksstriels, sont généralement hétérogénes.
lls comportent des sous-réseaux comportant un trés gramtinreade solutions et faciles a résoudre, et
d'autres parties beaucoup plus difficiles, s’apparentamt probléeme aléatoire au seuil. Pour résoudre
ces instances, généralement de trés grande taille, il@ndiidentifier ces sous-réseaux difficiles. En
pondérant les contraintes souvent falsifiées (et donc paitiom plus difficiles a satisfaire), elles se-
ront exacerbées et I'algorithme cherchera a les satisfarpriorité [ESENBERG & FALTINGS 2003].
L'algorithme de recherche locale par pondération de cones, WMC eighted Min-Conflic)s est
décrit par I'algorithme 17. La ligne 7 détecte un minimumabet les lignes 8 a 12 incrémentent le
poids des contraintes tout en maintenanen O (ekd) opérationse est ici en fait borné par le nombre
de contraintes en conflit au minimum local : la complexité @ss importante que pour une itération
« normale », mais comme seules les contraintes en conflippsizets en compte, les calculs a effectuer
restent limités. Pour les problemes de décision difficégs;oximité du seuil, le nombre de variables en
conflit a un moment donné est généralement trés faible. Onremarquer que WMC ne nécessite pas
de parameétre particulier, si ce n'est le nombre maximaéditions avant un redémarrage.

Redémarrages Une limite au nombre d'itérationspaxterations, est paramétrée, a la maniére du
paramétrenaxFlip de GSAT [ELMAN et al. 1992] (une itération consiste soit a réparer I'affectation
courante ou a pondérer les contraintes dans un minimum)at&lsorte que I'algorithme puisse étre
exécuté plusieurs fois sur des affectations initialedifiites.

Les redémarrages restent trés utiles pour éviter que demta@sais choix initiaux n’orientent la
recherche vers de larges zones de I'espace sans solutemivél fréquemment, en particulier sur les
problémes structurés, qu'il faille faire un grand nombreaégarations pour passer d’'un minimum local
a l'autre, et il peut s’avérer trés difficile d’en sortir. Lesitleur moyen reste parfois de « réparer » toutes
les variables simultanément tout simplement en repreaamicherche du début.

Pour mettre en avant l'influence des parametres sur lesithligas de recherche locale, nous mon-
trons quelques figures obtenues lors du paramétrage dedttalges implantés dans notre prouveur
CSP4J, présenté dans le chapitre 4 de ce document.

La figure 1.18 indique le nombre d’instances de problemesARLdui sont résolues par la recherche
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Algorithme 17 : WMC(P =(2",%) : CN, maxIterations : Entier) : Booléen
1 nbConflicts — initP(P)

2 inity(P)

3 nblterations «— 0

4 tant que nbCon flicts > 0 faire

5 sélectionner X, | v(X,v) est minimal

6 vo1q < valeur actuelle de&X

7 Siy(X,v) > v(X,vyq) alors

8 pour chaqueC € ¢ | C est en conflifaire
9 wght[C)++; nbCon flicts++

10 pour chaqueY € vars(C) faire

11 pour chaquew € dom(Y") | =check(Cly =) faire
12 L | v (Yw)++

13 sinon

14 P — Plx—,

15 nbCon flicts — v(X,v)

16 updatey(Pgq)

17 sinblterations++ > maxIterations alors
18 L lever Expiration

19 retourner vrai

25

202—/\

L
10 100 1000
t

FiG. 1.18 — Nombre d’instances RLFAP résolues en moins de 1Gihdes par la recherche Tabu en
fonction de la taille de la liste Tabu
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secondes

1000 10000 100000 1e+06

FiG. 1.19 — Nombre d'instances RLFAP résolues en moins de 1Q@fhdes en fonction du paramétre
maxlterations

500

secondes

300

1000 10000 100000 1e+06

FIG. 1.20 — Temps de résolution d’'instances aléatoires eniwndu parameétrenaxlterations
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Tabu en moins de 100 secondes avec notre prouveur sur un@meictuelle Sun Java 6 fonctionnant sur
un processeur AMD 64bits cadencé a 2 GHz, en fonction ddlldii la liste Tabu. Les problemes testés
sont les 25 problémes satisfiables de la bibliothéque dégmas RLFAP disponible [ECOUTRE2006].

On observe un « plus haut » pour une taille de liste Tabu ég20®aSur des problémes aléatoires de la
classe(2; 50; 23; 262; 0,45), la taille optimale de la liste Tabu est de 30 éléments. Ondute de méme
pour paramétrer le paraméale I'algorithme MCRW, avec un comportement similaire.

Bien que WMC ne prenne pas de paramétre supplémentairetdmetenaxlterations est évi-
demment important et I'efficacité de la résolution en dépemgtment. Si la valeur est trop faible, la
recherche recommencera a chaque fois juste avant la détmulene solution. Si la valeur est trop
forte, on risque de perdre beaucoup de temps dans de largenarlocaux. La figure 1.19 montre le
nombre d’instances résolues sur les problémes RLFAP ensndgiri00 secondes en fonction du para-
meétremax [terations pour les trois algorithme (= 0,4 et T'abu = 200), et la figure 1.20 donne sur
des problemes aléatoires forcés a étre satisfiables deske(tas0; 23; 262; 0,45) (ces problémes sont
au seuilp = 0,4 etTabu = 30). WMC semble plus sensible au paramétrex I terations que les deux
autres algorithmes, en particulier sur les problémesaitést

Les algorithmes MCRW et Tabu sont particulierement adaptés donner des solutions au pro-
bléme Max-CSP. Les algorithmes restent évidemment incetimpt ne peuvent indiquer si une solution
falsifiant un certain nombre de contraintes est la solutjaimtale (c’est a dire gu'il n'existe pas d'autre
solution falsifiant moins de contraintes), mais ils peuvepidement atteindre des solutions proches ou
égales a la solution optimale. WMC fonctionne mal sur leblgnmes Max-CSP : bien qu'il puisse trou-
ver rapidement des solutions d’assez bonne qualité, il s sendance a éviter des solutions falsifiant
un faible nombre de contraintes si celles-ci sont forterpentérées.

1.3.4 Méthodes de recherche hybrides

Malgré I'utilisation de méthode d'inférence et d’heulistées évoluées pour MGAC, il y a de nom-
breux cas ou la recherche locale et les méthodes heuristdprene de meilleurs résultats que la re-
cherche systématique. Cependant, I'absence de garaati¢ &u résultat pour la recherche locale, I'im-
possibilité de prouver I'absence de solution ou d'utilides méthodes d’inférence puissantes comme
GAC font que la recherche locale n’est pas non plus la panacée

Considérant la dualité existant entre les deux méthodenpareux efforts de recherche ont été
effectués pour développer des algorithmes hybrides, temidgprofiter des avantages des deux principes.
C’est un défi important dans le domaine des problémes conolies [SELMAN et al. 1997].

On peut a ce jour distinguer trois grandes méthodes d’hgtioid entre la recherche systématique et
la recherche locale :

1. Effectuer une recherche locale avant ou aprés une réghsystématique

2. Effectuer une recherche systématique améliorée parghenche locale a un point ou un autre de
la recherche, c’est a dire sur des assignations partielles

3. Effectuer une recherche locale globale tout en utilisiast méthodes de recherche systématique
pour sélectionner un voisin ou filtrer 'espace de recherche

La maniére la plus simple d’hybrider deux algorithmes cuedgies reste de les lancer en paralléle, et
de s’arréter des qu’un algorithme trouve une solution. Bi€rfficace, cette méthode d’hybridation n'est
pas particulierement satisfaisante : on cherche avanatdételopper des méthodes qui permettent de
résoudre des problémes au dela de la portée de I'une edl'mdithode. Cette méthode peut s’apparenter
a la premiere catégorie d’hybridation.
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Deux travaux importants tombent également dans la prematégorie [MAZURE et al. 1998, B-
SENBERG& FALTINGS 2003]. L'idée consiste a utiliser des informations obtenpendant une premiére
phase de recherche locale pour guider les heuristiquesrdetarche systématique.

Pour illustrer la seconde catégorie, on peut citetHSERF 1997], ou on effectue une recherche
locale a chaque fois qu'une recherche systématique araine dne impasse.

La troisieme catégorie semble particulierement promsé&teavec de bons résultats obtenus par les
algorithmegdecision-repaifJusSIEN & L HOMME 2000] ou encore IDB [RESTWICH 2001]. Les algo-
rithmes obtenus ont toutes les caractéristiques de languhécale (en particulier, ils sont incomplets),
mais bénéficient de la performance des algorithmes de patipagle contraintes (GAC et FC, respecti-
vement). Ces algorithmes s'inspirent en partie du retoig+a intelligent : les algorithmes fonctionnent
comme une recherche systématique de type MGAC ou FC, explaibnc les méthodes d'inférence,
mais on s'autorise ici a annuler n'importe quelle hypoth&sémporte quel moment, et pas nécessaire-
ment la derniére hypothése faite (méme si c’est possibleceknces algorithmes généralisent MGAC
et CBJ et peuvent donc étre complets dans certains cas).l&knme hypothése quelconque et donc
remettre en cause toutes les inférences précédentes, one daconception de nouvelles heuristiques
restent cependant problématiques.

41



Chapitre 1. Introduction aux Probléemes de Satisfaction daet@intes

42



Chapitre 2

Inférence autour de la consistance d’arc

La consistance d'arc (généralisée) joue un rble centras dmésolution des CSP, tant dans son
utilisation pendant la recherche avec un algorithme de M®)AC (cf section 1.3.1) que dans son
utilisation dans des algorithmes d'inférence plus fortewse SAC (cf section 1.2.4). Parmi tous les
algorithmes proposés pour établir (G)AC (cf section 1,2eb)algorithmes a gros grain basés sur (G)AC-
3 sont a I'heure actuelle considérés comme plus compétiifisparticulier, I'algorithme (G)AC-3"
semble a ce jour le plus efficace en pratiquefoUTRE& HEMERY 2007].

Dans cette section, nous nous intéressons a trois proltgraatautour de la consistance d’arc : dans
un premier temps, on cherche a améliorer les performancestesb» des algorithmes de consistance
d’arc, en particulier en cherchant a améliorer la compéexibyenne ou dans le meilleur des cas de l'al-
gorithme AC-3™. On peut notamment chercher & améliorer la valeur des caastgui n'apparaissent
généralement pas dans les études de complexité et ne sqrigessen compte par la notatiGh[GENT
et al. 20064a], c'est a dire la « vitesse brute » des algorithmesstCapproche qui sera étudiée dans la
section 2.1.

Une autre approche intéressante consiste a limiter I'ifig@ada consistance d’'arc, a développer des
algorithmes d'inférence moins forts, mais capables de seartrer sur les inférences les plus utiles pour
la résolution du probleme. C’est I'approche étudiée dasgdtdion 2.2, ou on limite I'effort d’'inférence
aux bornes des domaines des variables.

Finalement, on peut aussi chercher a construire des camsést plus fortes qu’AC construites sur
la consistance d’arc elle-méme. Plusieurs méthodes déinf& trés populaires sont construites de cette
maniére, en particulier la consistance de chemin (I'atborée proposé par [MGREGOR1979] utilise la
consistance d’'arc) ou la singleton consistance d’'arc (SR€Y sections 2.3 et 2.4 étudient de nouvelles
consistances de relation nommées consistance duale (@Ghsttance duale conservative (CDC) qui
utilisent la consistance d’arc au cceur de leurs définitibasgerithmes.

2.1 Etablir la consistance d’'arc par des opérations bit-a-t

La contrainte binairanax-supportsest construite de telle sorte que la valeur maximale de &aqu
variable impliquée supporte toutes les valeurs de l'autigable (cf figure 2.1). Les problémes basés
sur cette contrainte mettent en évidence une des limigddAC-3 : pour prouver gu'un réseau ade
variables ded valeurs, liées pae contraintesmax-supportsest AC en utilisant AC-3 ou une de ses
variantes, il faut exécuter exactement(d?> — d + 1) tests de contraintes. Sil'on considére maintenant
gue le domaine courant de chaque variable est représenté pasemble dbits : chaque bit est associé
a une valeur du domaine et indique si cette valeur est pesennon. On peut alors représenter le
domaine d’'une variable sous forme d’'uacteur de bitsOn peut également représenter les contraintes
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X

FiG. 2.1 — Une contraintenax-support la plus grande valeur d& supporte toutes les valeurs Heet
vice-versa.

Instances AC3 AC3™™ AC2001 AC'3bit
(250,50,5000) ;]Z ;‘S 0 4’15’;; 24’13’]5\46 24,15’]?41 0?5’23
(250,100,5000) #?; Zs 99%’]1\; 98765’]1\; 99,60’12\3 2%]1\2
(500,50.10000) | 49’30’;} 48,35’]1\41 49,30}2\} 1%1@
(500,100.10000) | 7 19;20’]2\3 19;720’]2\; 1981,26;‘(48 4,%]1\3

TAB. 2.1 — Etablir la consistance d’arc sur des instamsas-supports

binaires en extension sous forme de vecteurs de bits. Oniassohaque tripletC'xy, X, a) un vecteur
de bits indiquant si chaque valeur Heest compatible avee (a est une valeur du domaine deetC'xy
une contrainte impliquank” etY’). Pour chercher un support ¢€'xy, X, a), il suffit alors d’appliquer
I'opérateurbit-a-bit ET sur deux vecteurs. Si le résultat de I'opération differ&HB&O (un vecteur dont
tous les bits sont a 0), on sait qu’un support existe.
On peut considérer que les vecteurs de bits sont équivaemtstableau denots CPU 'unité de
base de I'architecture d’'un ordinateur. Chaque opératie@-bit entre deux mots CPU représenttests
de contraintesy étant la taille d'un mot CPU (généralement, 32 ou 64 sur umatedur moderne). Pour
I'exemple ci-dessus, il faut donefois moins d’opérations pour établir la consistance d’'araiiisant
ce principe, que nous nommerons AZt3qu’avec un algorithme AC-3, AC-2001 ou AC3classique.
Le tableau 2.1 montre quelques résultats expérimenta@xobipour le problémmax-supportgchaque
instance étant décrite sous la forfe d, e)) sur un processeur 64-bitgops indique le nombre d’opé-
rations bit-a-bit effectuées par ACBou le nombre de tests de contrainte effectués par AC-3, AC-3
et AC-2001. Comme on pouvait s’y attendre, AEL@st environ 60 fois plus efficace, bien que AC-3
et AC-3 aient la méme complexité(ed?) (AC-3"™ atteint une complexité ef?(ed?) sur ce probléme).
L'idée d’exploiter les opérations bit-a-bit pour accétéles calculs n'est pas nouvelle. En particu-
lier, McGREGOR 1979] indiquait que les vecteurs de bits pouvaient étrésésil pour représenter les
domaines et les ensembles de supports comme décrit cisdd3sa optimisations similaires étaient
également mentionnées parlJlMANN 1976] ou []. Notre principale contribution est donner une des-
cription précise de I'exploitation des opérateurs bititgpbur établir la consistance d’arc et pour montrer
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a partir d'une vaste campagne d’expérimentations, que apfiroche est réellement efficace.
Les travaux présentés dans cette section ont été réalisgEmpération avec Christophe Lecoutre et
Lakhdar Sais et ont été soumis au journal Constraint PragmgiLetters [LECOUTRE& V 10N 2008].

2.1.1 Représentation binaire
Dans cette section, nous utiliserons la notiorcdesaleurs :

Définition 19 (cn-valeur) Soit P = (£°,%) un CN. Unecn-valeur deP est un triplet de la forme
(C,X,a),ouC € €, X € vars(C) eta € dom(X).

Cette section introduit quelques détails sur la reprétienthinaire des domaines et des contraintes.
Nous considérons que les vecteurs de bits sont représentédasforme d’'un tableau de mots CPU
(I'unité de base de I'architecture d’'un ordinateur). Taslhngages de programmation ne permettent pas
I'utilisation directe de vecteurs de bits comme structueeddnnées. D’autre part, il reste plus efficace
d’effectuer les calculs utilisant les opérateurs bitshr des tableaux de mots CPU que sur des vecteurs
de bits.

Sans perte de généralité, nous considérerons ici quenatedir est équipé avec un processeur 64-
bits. Cela signifie que la déclaration d’'un tableau en laagdaya seraitongl], puisque qu'uniong
correspond a un mot de 64 bits.

Représentation des domaines

En utilisant un mécanisme de copiedSULTE 1999] pour gérer les domaines pendant une recherche
systématique par retour-arriére, on peut associer un sibiph chaque valeur de chaque domaine. Plus
précisément, un bit peut étre associé avec I'index (en comamg a 1) de n’importe quelle valeur d’'un
domaine. Quand ce bit est mis a 1 (respectivement 0), caliisigue la valeur correspondante est pré-
sente dans le domaine (respectivement absente de celHirciltilisant un tableau de mots CPU, il est
alors possible de représenter un domaine de maniére coenplmis appellerons ces tableauxdgpré-
sentation binaire des domaineRour tout variableX, la complexité spatiale est alors €x|dom(X)|),
ce qui est optimal.

Un autre mécanisme utilisé dans de nombreux logiciels dgrgmamation par contraintes est ap-
pelétrailing, plus précisément décrit dangaAN HENTENRYCK et al. 1992, LECOUTRE & SZYMA -

NEK 2006]. La complexité spatiale de cette représentation gadefment erd(|dom(X)|) et permet
d’effectuer toutes les opérations élémentaires (détemnsnune valeur est présente, supprimer une va-
leur, ajouter une valeur, etc.) €(1). Ajouter et maintenir les structures pour la représentdbinaire
des domaines ne modifie pas la complexité dans le pire desiaaspace ni en temps, comme indiqué
ci-dessous.

Pour représenter les domaines, nous introduisons un nougbleau a deux dimensions nommé
bit Dom qui associe a chaque variabiela représentation binaitetDom[X| dedom(X).

— Pour supprimer |&€ valeur dedom(X), la seule opération nécessaire sur la strudiirBom est

la suivante :

bitDom|[X][i div64] <« bitDom[X][i div64] ET masks0[i mod 64]
— Pour restaurer I& valeur dedom(X), 'opération est la suivante :
bitDom[X][i div64] < bitDom[X][i div64] OU masksl[i mod 64]

L'opérateur div réalise la division entiéremod calcule le reste de la divisioQU (respectivement
ET) est 'opérateur bit-a-bit qui réalise I'opération logéyde disjonction (respectivement la conjonc-
tion A). La structure constanteiasksl (respectivementnasks0) est un tableau prédéfini de 64 mots
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masksl

1 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OO0O 0O0O 0000 0000 OOMmOCDDD 0000 0001
2 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0OO0O 0000 0000 0OOO 0000 OOMOCDDD 0000 001d
3 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OO0 0000 0000 OOOO 0000 0OMODDD 0000 0104

63 | 0100 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0O@OCDED 0000 000(
64 | 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0O@OCDED 0000 000(
masks0

1111111112111 1211111221112 1221112112111 121112172 1173190701 1111 111(
1111111112122 111112221111 2122111111221 11711 1211 117119001 1111 1101
1111111112122 21111 1222111112221 1111122111211 1211 11119001 1111 1011

WIN -

63]10111111111111121 111111211111 12111 1111122171 1111 1171117997 1111 1111
64| 0111111111111112 111111211111 1111111112171 1111 1171117197 1111 1111
ZERO

| 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 OOWOCD@D® 0000 OOOQ

TAB. 2.2 —masksl, masks0 et ZERO

CPU dont lai® case contient une séquence de 64 bits a 0 (respectivemeat,e}ception du® bit, qui
est forcé a 1 (respectivement 0) : voir table 2.2.

Représentation des contraintes

Nous ne considérerons que les contraintes binaires (bidnsqit envisageable de représenter de
cette facon des contraintes d'arité relativement failia) peut représenter une contrainte binaire en ex-
tension en utilisant soit un tableau de booléens a deux diimes, soit une liste (ensemble) de multiplets,
soit en intention par une formule prédicat.

Nous utilisons ici un tableau a deux dimensions nondm&up. Pour chaquen-valeur (C, X, a),
bitSup[C, X, a] contient la représentation binaire des supports (du pmobléitial) de X, dansC.
Pour simplifier la présentation et sans perte de généralit@eut supposer que les index et les valeurs
correspondent (i.e. I& valeur du domaine de chaque variable est ég@leSiC est telle quevars(C') =
{X,Y}, alors(a,b) € rel(C) ssileb® bit debitSup[C, X, a] et mis & 1.

Siles contraintes sont initialement données au prouveaximsion, construire le tableaitSup ne
présente pas de difficulté particuliére. Par contre, sidesraintes sont données en intention, il faut alors
effectuer chaque test de contrainte possible en évalugnéticat pour les instanciations correspondant
a chaque multiplet de la contrainte afin de construit&up. En supposant que chaque test de contrainte
est effectué en temps constant, cela représente uneigaitiah enO(ed?). Cependant, si plusieurs pré-
dicats et signatures de contraintes sont identiquesésarbduits cartésiens des domaines des variables
impliquées par la contrainte sont identiques), certainas-parties déitSup peuvent étre partagées, ce
qui représente des gains en espace et en temps d'initiatisatportants.

La complexité en espace dans le pire des cas de la représertataire des contraintes est de
O(ed?), et est deD(d?) dans le meilleur des cas (si toutes les contraintes sontidgges et les repré-
sentations peuvent étre partagées). Le pire des cas aomceggnéralement a des problémes aléatoires
sans structure, alors que le meilleur des cas pourra seneecsur des instances fortement structurées
(académiques ou réelles). Par exemple, dans un problénmadation de graphes, toutes les contraintes
et tous les domaines sont identiques.
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2.1.2 Exploiter les représentations binaires

dom™(X) représente le domaine initial de la variabe(c’est a dire, avant toute opération de
recherche et d’inférence). Pour tout tableati1] indique le premier élément etength sa taille. Nous
pouvons maintenant utiliser ces structures de donnéesgitmatuer efficacement plusieurs types de
calculs en utilisant des opérateurs bit-a-bit, et en pditicdans les trois contextes suivants :

Détection de sous-domaines Les instructions suivantes permettent de ‘déterminer Sieathe d’une
variableX estinclus dans le domaine d’une autre variabigelles qugdom™ (X)| = |dom™*(Y)|):

pour chaque: € {1,...,bitDom[X].length} faire
si bitDom[X][i] OU bit Dom|[Y'][i] # bitDom[Y][i] alors
L retourner faux
retourner vrai

Ce type de calcul peut étre particulierement intéressamtexemple pour implanter une méthode de
cassage de symétries par détection de dominarme4Eci & M ILANO 2001, AHLE et al.2001]. Dans
ce cas, on compare le domaine courant d'une variable aveoraaide enregistré précédemment (de la
méme variable ou non). On peut alors efficacement détermingr état est dominé par un autre.

Substitution La séquence d'instructions suivante peut étre utilisée géterminer si une valeuk,

est substituable par une valekiy, par rapport & une contrain (impliqguant X). Une valeur est substi-
tuable par une autre si ses supports sont un sous-ensensibdaim@rts de I'autre valeur. Par exemple,
dans une contrainte.ax-supports représentée figure 2.1, toutes les valeurs sont substtiphl la der-
niére valeur de chaque domaine. Si cette propriété de tuddstité est vraie pour toutes les contraintes
impliquant la variableX, et s'il nexiste pas de solution avec la valeur substiteaiitn’y aura pas
non plus de solution avec les valeurs substituables. Gattmigque permet de réduire substantiellement
I'espace de recherche REUDER 1991, BELLICHA et al. 1994, GOOPER1997].

pour chaque: € {1, ... bitDom[X].length} faire
Si bitSup|C,X,a][i] OU bitSup[C, X ,b][i] # bitSup[C,X,b][i] alors
L retourner faux

retourner vrai

Détection de supports Finalement, la séquence d'instructions suivante permetétierminer si une
valeur X, admet au moins un support dans une contraihfenpliquant X et une seconde variabl€é) :
pour chaque: € {1, ... bitDom[Y].length faire
L Si bitSup|C,X,al[i] ET bitDom[Y][i] # ZERO alors
L retourner vrai
retourner faux

ZERO représente un mot CPU dont tous les bits sont mis a 0 (cf taBjeQette maniéere de recher-
cher un support est mentionnée parqBREGOR1979]. Nous proposons ici une description détaillée de
cette approche.

Il est intéressant de remarquer que pour toutes les opésatiecrites ci dessus, il est parfois possible
de renvoyer une réponse booléenne méme si tous les élénmnthomhaines n'ont pas été passés en
revue. Par exemple, pour les trois calculs indiqués citdgskest possible d’obtenir un résultat dés la
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Algorithme 18 : seekSupport-bit{ : Contrainte, X, : Variable,,..,) : Booléen
SoitY la variable telle quears(C) = {X,Y'}

pour chaque: € {1,... bitDom[Y].length} faire

L si bit Sup[C, X ,a][i] ET bit Dom[Y][i] # ZERO alors

A W N P

L retourner vrai

retourner faux

[é)]

premiére utilisation d’'un opérateur bit-a-bit (paue 1). Cela semble naturel, mais il ne faut pas perdre
de vue gu’effectuer une opération sur un vecteur de bits, gamparer le résultat avec un autre vecteur
de bits peut étre bien plus colteux.

2.1.3 AC-3":une optimisation simple de AC-3

Dans cette section, nous montrons comment adapter I'hgoei AC-3 pour exploiter les opéra-
tions bit-a-bit. L'objectif du nouvel algorithme, nommé A, est d’économiser une grande quantité
d’opérations (tests de contraintes), et donc de temps CPU.

L'algorithme AC-3 de base a été présenté dans la sectiohdage 19. Les algorithmes AC-3 optimi-
sés conservent la méme « base » présentée par I'algorithpseyé 21), seule la fonctioseck Support
change (et se limite aux contraintes binaires).

L'algorithme 18 présente la recherche d’un support utili$es opérateurs bit-a-bit. Il utilise simple-
ment le code présenté dans la section 2.1.2 ci-dessus.

Proposition 1. La complexité temporelle dans le pire des cas de ACe3t enO(ed?)

La preuve est immédiate. On peut malgré tout observer quiatigpe, AC-3 peut étre bien plus
efficace que les autres variantes d’AC-3.

Observation.Le nombre d’opérations bit-a-bit effectuées par AG-Beut étre jusqu’a fois moindre
gue le nombre de tests de contraintes effectués par AC-208¢-et AC-3™, ouz est la taille d'un mot
CPU dans l'architecture de l'ordinateur considéré.

2.1.4 Expérimentations

Pour montrer l'intérét de I'algorithme introduit dans eetection (et plus généralement, l'intérét
pratique de I'utilisation des opérations bit-a-bit), nawens effectué une vaste expérimentation sur une
machine virtuelle Sun Java 5.0 pour Linux fonctionnant suiQlPU Intel i686 cadencé a 2,4 GHz et
équipé de 512 Mio de RAM sur un ensemble de problémes alést@icadémiques et issus de problémes
réels [LECOUTRE2006]. Les performancésnt été mesurées en termes de temps CPU (cpu, exprimé en
secondes) et la mémoire en Mebibytes (mem).

Nous avons implanté les différents algorithmes de comsistal’arc AC-3, AC-2001, AC'3" et
AC-3"* dans la plate-forme Abscon fiIcouTREet al. 2005] et comparé ceux-ci sur I'algorithme de re-
cherche MAC. Tous les algorithmes de consistance d’arcficéarit de la propriété deondition support
correspondant & la Proposition 1 dedBSSEMART et al. 2004c] et & 'Equation 1 de [EHTA & VAN
DONGEN 2005b]. L'heuristique de choix de variable choisie pour M&&dom /wdeg, et I'heuristique
de choix de valeursin-con flicts statigue ([MEHTA & VAN DONGEN 2005a]). Aucun mécanisme de
redémarrage n'a été utilisé.

“4Dans notre expérimentation, tous les tests de contraioreefectués en temps constant et sont aussi efficaces gsiblgo
puisque les contraintes sont représentées en extensisricsme de matrices.
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MAC avec
AC-2001] AC-3 | AC-3™ | AC-3"
. Q. 753, cpu 13,8 | 98 10,4 77
<4O78, 753,0,1> mem 11 9,5 10 9,5
1. A14- cpu 19,6 | 150 1457 100
(40;11;414;0,2) | 88| 80 8,4 8,0
1R 9E(). cpu 21,6 | 18,5 16,1 9,7
(405 16; 250; 0,35) mem 85 7.9 8,2 7,9
9. 1R0- cpu 289 2781 2121 115
(40;25;180;0.5) | 84| 79 8,2 7,9
AN 195 cpu 21,11 220 15,4 7.8
(40; 40; 135; 0,65) mem 8,9 8,0 8,2 81
20 103- cpu 16,6 | 19,5 12,2 >0
(40;80;103;0,8) | - 10| 95 9.8 9,6
o pu 24,3 | 36,6 18,4 6,7
(40;180;840,9) | 15| 14 14 14

TAB. 2.3 — Résultats moyens sur des instances aléatoires : 4@haes par classe, temps cpu en se-
condes et mem(oire) en Mio.

Nous avons tout d’abord considéré 7 classes d’instancatoats binaires situées au seuil (environ
la moitié des instances sont satisfiables). Pour chaqueecas:, d, e, t), le nombre de variables a été
fixé a 40, la taille des domainesentre 8 et 180, le nombre de contraintesntre 753 et 84 (et donc la
densité entre 0,1 et 0,96 pour gue les instances soient Buetea duretét entre 0,1 et 0,9.

La premiére classed0; 8; 753;0,1) correspond & des instances denses impliquant des coesraint
de dureté faible, alors que la septieme et derniére cla€sa80; 84;0,9) correspond & des instances
éparses impliquant des contraintes de dureté forte. Databla 2.3, on peut observer que méme avec
des domaines réduits (par exemgle- 8), MAC-3" est I'algorithme le plus rapide. MAC?3 est de 2
a 4 fois plus rapide que MAC-2001 et de 50% a 3 fois plus efficaceMAC-3™.

Le bon comportement de MACY3 est confirmé sur différentes séries d’instances structuiée
effet, la table 2.4 permet de constater qu'une fois encor@CM"" est plus efficace que les autres
algorithmes. C’est particulierement vrai pour les inseande Job Shop des sériesddr1 et enddr2.
Ceci peut étre expliqué par le fait que la taille moyenne aesaines pour ces instances est d’environ
120 valeurs, ce qui signifie que sur un processeur a 64 bitlereent deux opérations sont nécessaires
pour rechercher un support.

Finalement, nous présentons les résultats obtenus sieyisisnstances académiques ou issues de
problémes réels difficiles (table 2.5). Lintérét d'utdisAC-3* apparait clairement sur une instance
commeknights-50-25. Il est également intéressant d’observer que kéeatre AC-3' et les autres
algorithmes augmente avec la difficulté des instances dessseenll-fi. En effet, |a ou les algo-
rithmes se comportent de maniére similaire sur l'instarioe facile scen11-£10, AC-3"* est deux fois
plus rapide que les autres algorithmes de consistance slariinstance plus difficilescenl1-f4. La
tendance apparait clairement en regardant attentivereemésultats obtenus sur les instances intermé-
diairesscenl1-f8 etscenll-f6.
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MAC avec
AC-2001| AC-3| AC-3™ | AC-3"
N . cpu 1,5 1,4 1,4 0,9
blackHole-4-4 (10 instances mem 8.6 79 8.7 7.9
. . cpu 3,9 3,0 3,1 2.8
driver (7 instances) mem a5 94 56 94
: . cpu 1,8 0,9 1,1 0,7
€hi-85 (100 instances) mem 30 19 23 19
. . cpu 1,7 0,9 1,1 0,7
€hi-90 (100 instances) mem a1 20 29 20
. : cpu 1616,0 | 1694,0 | 1218,0 453,0
jobshop enddrl (10 mstances)mem v 13 14 13
: : cpu 1734,0 | 2818,0 | 1491,0 568,0
jobshop enddr2 (6 mstances)mem 15 14 15 14
. cpu 12,4 10,8 8,9 5,8
geom (100 instances) mem 1 10 11 10
o cpu 1,0 1,2 1,1 0,5
hanoi (5 instances) mem 13 11 12 12
) : cpu 266,0 183,0 242,0 153,0
gwh-20 (10 instances) mem 33 51 44 91

TAB. 2.4 — Résultats moyens sur des instances structuréess tgm@n secondes et mem(oire) en Mio.

Algorithme 19 : seekSupport-bit+rnd{ : Contrainte X, : Variable,,;.,,-) : Booléen

1 SoitY la variable telle quears(C) = {X,Y'}

2 i — res[C, X,]

3 SibitSup|C, X, a][i{] ET bitDom|[Y|[i] # ZE RO alors

4 | retourner vrai

5 pour chaquei € {1,... ,bitDom|[Y].length} faire

6 Si bitSup|C, X, a[i] ET bit Dom[Y][i] # ZERO alors
7 res|C, X,] < i

8 L retourner vrai

retourner faux

©
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MAC avec

AC-2001] AC-3] AC-3™ [ AC-3"

Instances académiques
. =0, cpu 85 1148 109 36
knights-50-9 | 27 23 23 23
knights-50-25 cpu >12001| >1200 | >1200 211
mem 28
. cpu 55 53 57 44
pigeons-11- 21 21 21 21
iqeons-12 cpu 656 547 591 484
P9 mem 21 21 21 21
LA cpu 123 125 128 79
gueenAttacking-6 mem 91 91 95 91
Lo CpU 407 436 381 263
gueenAttacking-7 mem o5 99 95 99

Instances issues de problemes réels

e0ddr2-10-by-5-1 P 22; 3;? 1;; gg
enddr2-10-by-5-1 P 1;5 222 1;12 623;
scen11-f10 TZZ :fn 32 28 42 28
scenl11-f8 WC;'; gn ;); ;; ﬁ 23
scen11-f6 TZZ :fn i; ;S 12 ;l;
scenl11-f4 n?;fn 1 223 1 2;33 1 lgg 6;8

TAB. 2.5 — Résultats sur des instances structurées difficilesps cpu en secondes et mem(oire) en
Mio.
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Tnstances AC2001] AC3 | AC-3" | AC37 | AC3HT ™
domino-500-500 nii T;z 2172’]\; 42%3](3 279]\721 23‘%]\73 233,]\;
domino-800-800 | " 4%)%(;1 2@7](2 4%(; 313?}(;1 338’1\;

TAB. 2.6 — Etablir la consistance d’arc sur des instances Domino

2.1.5 Etlesrésidus?

On peut ici se demander si I'exploitation des résidus ptés@ujours un intérét pour les instances
binaires. En effet, pour des domaines jusqu’a 300 valeéteyishiner si unen-valeur admet un support
nécessite moins de 5 opérations (sur une architecture §y1 Bittait bien le cas sur la plupart des
séries et instances présentées ci dessus. En conséquéngg’ était toujours plus rapide que AC?3.
Cependant, quand les domaines deviennent plus importap&yt devenir pénalisant d’exploiter des
opérations bit-a-bit seules. C’'est pourquoi nous propestencombiner celles-ci avec I'exploitation des
résidus. Le principe est le suivant : quand un support esttitsa position dans la représentation binaire
de la contraintes est enregistré. On utilise alors la nettientiers a trois dimensions:s (initialisée
par une matrice de 0), on peut alors utiliser I'algorithme ll&sqgu’on cherche un support, la position
résiduelle est testée en premier (ligne 3), et quand une gosition est trouvée, elle est enregistrée
(ligne 7).

Pour illustrer 'importance de la combinaison des opénratibit-a-bit avec les résidus sur des grands
domaines, nous montrons dans la table 2.6 les résultatsusbseir des instances du probléme Domino,
introduit par [ZHANG & Y AP 2001] pour exhiber la sous-optimalité de AC-3. Sur les imsts les plus
difficiles, ol les domaines contiennent plus de 3 000 valeA@s3”*t7 est environ 5 fois plus rapide
que AC-3% et AC-3™, et 9 fois plus efficace que AC-2001.

2.1.6 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit une descriptiéaige de I'exploitation d’opérations bit-a-
bit pour améliorer I'algorithme de consistance d’arc desb®S-3. L'algorithme obtenu, AC%, apparait
étre environ deux fois plus efficace que AC!3 lui méme manifestement plus rapide (et plus simple a
intégrer dans MAC) que l'algorithme optimal AC-2001. Nowsms également montré comment com-
biner les opérations bit-a-bit avec les résidus, qui apgeeat trés utiles quand la taille des domaines
devient importante (plus de 300 valeurs). Nous pensonspgue résoudre des instances binaires, quand
les contraintes sont données en extension ou peuvent Bt@cement converties en extension, I'algo-
rithme générique MAC équipé de ACiBou AC-3*+7™ est I'approche la plus efficace. Comme pour
MAC-3"™ il n’y a aucune structure de données a maintenir, en pieicpres un retour-arriére.

Finalement, notez que MACY8t7™ était I'algorithme utilisé par les prouveurs Abscon 109 88@J
gui ont participé a la Seconde Compétition International®uveurs CSR/AN DONGENet al.2006a].
Plus précisément, l'algorithme a été utilisé sur les irstarbinaires impliquant des contraintes en ex-

52



2.2. Consistances aux bornes

tension et les contraintes en intention pouvant facileré&etconverties en contraintes en extension. Par
exemple, toutes les contraintes des instances RLFAP peétrerconverties en moins de 0,5 secondes.
Les bons résultats obtenus par les deux prouveurs Javajtgiadiculierement Abscon, pendant cette
compétition, confirment indirectement les résultats pri&sedans cette section.

2.2 Consistances aux bornes

Les consistances plus fortes que la consistance d’arc, eolarlax-consistance de chemin Res-
treinte (Max-RPC) ou la singleton consistance d’arc, semtijprometteuses, mais il parait encore diffi-
cile & I’heure actuelle de maintenir ces consistances aus clauia recherche, et elles sont surtout utilisées
pendant une phase de préparation, avant de commencer éaaieetelle méme, par exemple avec un al-
gorithme de type MGAC. Une autre approche possible semidedétconsidérer une forme partielle de
ces consistances fortes.

Dans le cadre des CSP continus, c’est a dire les CSP dontrieblea peuvent prendre des valeurs
réelles lom(X) C R), ou tout du moins flottantesi¢m(X) C F), il faut raisonner en termes d’inter-
valles continus. Les algorithmes d’inférence utiliséssdesm cadre sont adaptés de la consistance d’arc :
la consistance d'arc simple pourrait entrainer des i@matinfinies (ou presque) f/ONEN 1992, FAL-
TINGS 1994]. Les domaines sont considérés convexes (constituassdul intervalle). En limitant la
consistance d'arc aux bornes de chaque intervalle (cohvereeut introduire de nouvelles formes de
consistances. La consistance basée sur I'approximatfond@ maintenir les domaines convexes) de la
projection de fonctions afin de réduire les domaines estléppda 2B consistance HOMME 1993]
ou la Hull consistance [BNHAMOU et al. 1994]. Des consistances plus fortes que la 2B consistance
ont également été introduites, et en particulier la 3B «taste, qui contrble si en assignant les va-
riables a chacune de leurs bornes, on obtient un réseawts@B-consistant [HOMME 1993]. La 3B
consistance peut étre mise en paralléle avec la singletmistance d’arc.

Nous introduisons dans cette section plusieurs consiesdimitées aux bornes des domaines. L'ob-
jectif est de déterminer en pratique si I'exploitation despturs types de consistances aux bornes sur
des CSP discrets, comme proposé padPOGNET & D 1Az 1996,VAN HENTENRYCK et al. 1998], se
révele efficace.

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisEmpération avec Christophe Lecoutre et
ont fait I'objet d'un article publié lors du®2Workshop on Constraint Propagation and Implementation
(CPAI'05) [LECOUTRE& V ION 2005].

2.2.1 Consistances de domaine aux bornes

Pour toute variableX, min(X) et max(X) représentent respectivement la plus petite et la plus
grande valeur ddom(X). Le domaine de chaque variable sera représenté par ureléerdom(X) =
[min(X), max(X)]. On peut définir une version limitée aux bornes de n'impottellg consistance de
domaine® comme suit :

Définition 20 (Consistance aux bornesyoit P = (27,%) un CN et® une consistance de domaine.
P est ®-consistant aux bornes sgiX € 27, dom(X) # () et min(X) et max(X) sont tous deux
d-consistants.

La 2B et la 3B consistances ont été introduites dans le cadr€8P continus [HOMME 1993].

Définition 21 (2B, 3B consistances)P = (2,%) est :
— 2B-consistant s&iX € 27, dom(X) # () etmin(X) etmax(X) sont tous deux arc-consistants.
— 3B-consistant s$iX € 27, dom(X) # 0, 2B(P|x—min(x)) 7 L €12B(P|x—maz(x)) # L.
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Algorithme 20 : 2B (P = (27,%) : CN, % : {Variable}) : CN
Q¥
tant que Q # () faire
prendreX de@
pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
pour chaqueY € vars(C) faire
sirevise-2B(C,Y) alors
L sidom(Y') = () alors retourner L
Q—QuUI{Y}

o N o g b~ W N PP

9 retourner P

Algorithme 21 : revise-2B( : Contrainte, X : Variable) : Booléen

[any

domainSize — |dom(X)|

tant que [dom(X)| > 0 A =seekSupport(C, X in(x)) faire
| retirermin(X) dedom(X)

tant que [dom(X)| > 1 A =seekSupport(C, X ax(x)) faire
| retirermax(X) dedom(X)

6 retourner domainSize # |dom(X)|

w N

[S2 TN

La 2B consistance correspond clairement a la consistarare dux bornes et la 3B consistance
a une relaxation de SAC aux bornes (SAC aux bornes nécedsitere AC(P|x_min(x)) 7# L €t
AC(P|x—maz(x)) # L)- On peut observer (voir ci-apres) qu’'une consistance i&stection aux bornes
admettent la méme complexité dans le pire des cas : par egegtpblir AC ou 2B se fait et)(ed?)
et établir SAC, SAC aux bornes ou méme la 3B consistance $o6t(end?). Bien que cela semble
contredire les complexités optimales obtenues pour la 2Bistance @ (ed) d’aprés [LHOMME 1993])
et la 3B consistance({(end?) d’aprés [BORDEAUX et al. 2001]), ces travaux considéraient que les
contraintes étaient « basiques », c'est a dire qu'il exigtaur chaque contraint€’ des fonctions ca-
pables de calculer en temps constant les bornes min et maonaiink de toute variable impliquée par
C, ce qui explique le facteut.

Cependant, un avantage lié a I'exploitation des consistaatx bornes reste la complexité spatiale
trés limitée : en effet, il est possible de réduire I'espapurs par certains algorithmes d’un factdwu
mémed?, puisque toutes les structures de données peuvent éttédsriu stockage de deux bornes. De
plus, si on se limite a des domaines convexes (toutes legsrgaatre les bornes min et max appartiennent
au domaine), un réseau de contraintes peut étre représestéree complexité spatiale énn + ¢). Ce
peut étre trés utile pour des réseaux impliquant des vasahix grands domaines, comme par exemple
les réseaux représentant des problémes d’ordonnancement.

2.2.2 2B consistance (consistance d’arc aux bornes)

Pour adapter un algorithme de consistance d’arc de type &xBornes, on peut simplement utiliser
I'algorithme revise-2B présenté par I'algorithme 21 en lieu et placer@duwise classique (algorithme
2 page 21). Les propriétés qui permettaient d’éviter desighs inutiles pour I'algorithme GAC-3
orienté variables ne sont cependant plus valables : si wigaé d’'un arc(C, X) est effectuée, il faut
obligatoirement contrbler tous les ar@8’, X') (avecC’ # (), puisque la consistance des nouvelles
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bornes dedom(X) n'a jamais été contrblée. L'algorithme permettant d’étalal 2B consistance est
alors I'algorithme 20.

Les algorithmes présentés paHoMME 1993] et [BORDEAUX et al. 2001] utilisent une fonction
de révision spécifiqgue a chaque contrainte, et supposemniayureoute contrainte, une telle fonction en
O(1) existe.

Proposition 2. Appliqué a un réseau de contraintes binaire, I'algorithea@@ consistance (I'algorithme
1 page 21 utilisant la fonction de révisioavise-2B) admet des complexités temporelle et spatiale dans
le pire des cas ef@(ed?) etO(n), respectivement.

Démonstration.Chaque ar¢Contrainte, Variable) peut étre révisd fois dans le pire des cas [At-
KWORTH 1977, BORDEAUX et al. 2001, BEssIEREet al. 2005]. Si une révision ne supprime aucune
valeur, au plu® x d tests de contraintes sont effectuésparise-2B. Si des valeurs sont été supprimées
des dommaines, il peut y avoir jusqulatests de contraintes par valeur supprimée (dans le casd)inai
Cependant, pour chaque révision utile effectuée sur unaméj le nombre maximal de révisions pos-
sibles sur cet arc est réduit d’autant : seulemkmdvisions utiles peuvent étre effectuées sur chaque arc.
Comme il existe x e arcs dans le cas binaire, on obtient une complexité tempatahs le pire des cas

enO(ed?).
D’autre part, la seule structure utilisée par I'algorithest la queu€), dont la complexité spatiale
estenO(n). O

On peut remarquer que méme si on exploite I'enregistremensdpports comme le ferait AC-2001,
la complexité dans le pire des cas reste(¥ad?), bien qu'on aurait pu s'attendre a une meilleure
complexité, les consistances aux bornes ne considéramesgjugn et le max de chaque domaine.

On peut constater que dans le cas de la 2B consistance, ldecitéaplans le pire des cas correspond
directement a des situations ou un grand nombre de valentsgpprimées. Appliqgué a un réseau déja
2B-consistant, un algorithme de 2B consistance admet uneleaité dans le pire des cas @iied) alors
gu’un algorithme de type AC-3 ou AC-2001 appliqué a un résmatconsistant garde une complexité
dans le pire des cas éned?).

2.2.3 2B+ consistance (Max-consistance de chemin restregraux bornes)

La max-consistance de chemin restreinte (Max-RPEHRUYNE & B ESSIERE1997a] est plus forte
gue la consistance d’arc, la consistance de chemin restreinlak-consistance de chemin restreinte,
mais plus faible que la singleton consistance d’arc. Datte section, nous proposons d'adapter Max-
RPC en la limitant aux bornes, tout en utilisant un algorghae consistance d’arc a gros grain sous-
jacent. En fait, cette adaptation, notée 2B+, ne garansitquee chaque borne ait un support chemin-
consistant dans chaque contrainte. Il faut le considémana® un algorithme « opportuniste », simple a
définir et & implanter.

On obtient I'algorithme 2B+ en appelant la fonctiesek Support- Path (algorithme 22) en lieu et
place duseekSupport classique dangevise-2B. Cette fonction renvoigrai ssi la valeur donnée a un
support chemin-consistant dans la contrainte donnée.

2.2.4 3B consistance (Singleton consistance d’arc aux b@s)

De nombreux travaux ont recemment étudié la singleton stargie d’arc (cf section 1.2.4 page 28).
Bien qu'il soit possible de proposer un algorithme établissSAC aux bornes, il semble plus approprié
d’'établir en fait une 3B consistance, afin de pouvoir comimaureprésenter les domaines des variables
sous forme d'intervalles. En effet, effectuer SAC aux bernécessiterait d’appliquer la consistance
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Algorithme 22 : seekSupport-Path(xy : Contrainte, X, : Variable,y..,) : Booléen
1 SoitY la variable telle quears(Cxy) = {X,Y'}

2 pour chaqueb € dom(Y) | (X,,Y;) € rel(C) faire

3 pour chaque Z t.q. (X, Y, Z) forme une 3-cliquéaire

4 pour chaquec € dom(Z) faire
5
6
7

SoientCx, etCy 7 telles quevars(Cxz) = {X, Z} etvars(Cyz) = {Y, Z}
Si (X4, Z:) € Cxz N (Y, Z.) € Cyy alors
| continuer boucle ligne3

8 continuer boucle ligne2
9 retourner vrai

10 retourner faux

Algorithme 23 : 3B-1(P = (£°,%) : CN) : CN

P —2B(P, %)

X — first(Z)

marque «— X

répéter

domainSize «— |dom(X)]

tant que [dom(X)| > 0 A 2B(P|x—min(x), 1 X }) # L faire
| retirermin(X) dedom(X)

tant que [dom(X)| > 1 A 2B(P|x—max(x), {X}) # L faire
9 | retirermax(X) dedom(X)

10 | si|dom(X)| < domainSize alors

11 Si2B(P,{X}) = L alors retourner L

12

13 | X « next-modulo(X, Z")

14 jusqu'a X = marque

15 retourner P

N o 0o A~ W N P

[ee]

marque «— X

d’arc sur le réseau, susceptible de supprimer des valetirg&ieur du domaine et pas seulement au
niveau des bornes.

3B-1

L'algorithme 23, est 'adaptation aux bornes d’un algarithde singleton consistance d’'arc de base
(type SAC-1). 3B-1 établit d’abord la 2B consistance suékeau donné (ligne 1). Puis, on teste si chaque
borne du domaine de chaque variable est 2B-consistanegli§ret 8). Les bornes non consistantes sont
supprimées (lignes 7 et 9). Quand le domaine d’'une varialmedifié, la 2B consistance est maintenue
(lignes 10 et 11). Le processus est poursuivi jusqu’a l'ofide d'un point fixe : la terminaison est gérée
de la méme maniére que pour un algorithme SAC classique.

Proposition 3. Appliqué a un réseau de contraintes binaires, I'algoritl¥Bel admet des complexités
temporelle et spatiale ef(en?d?) etO(n), respectivement.
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Démonstration.Chaque variable du réseau peut étre révisée auyldsis : dans le pire des cas, aprés
avoir révisé toutes les variables, on a supprimé une seldaryaécessitant de réviser a nouveau toutes
les variables du réseau. Dans ce cas, a chacun de ces « toumsalde », on fait appel x n + 1

fois a I'algorithme de 2B consistanc® & n pour controler les deux bornes de chaque variable, plus un
aprés avoir supprimé une borne). Si on supprime plusielgsirgpar tour, on réduit d’autant le nombre
maximal de tours. On obtient donc une complexité tempodalfes le pire des cas € en?d?). Comme
I'algorithme 3B-1 ne nécessite pas de structure de donséexymplexité spatiale est identique a celle
de 2B, c’est a dir@®(n). O

Encore une fois, la complexité de 3B-1 appliquée a un réségu3B-consistant est trés limitée :
un seul tour de boucle, dans lequel on effectue seulethent. appels a I'algorithme 2B e®(ed?) :
bien qu'un réseau 3B consistant soit aussi 2B consistant,amplique pas ici la 2B consistance sur des
réseaux 2B consistants mais sur des résdaux., qui ne sont probablement pas 2B-consistants. On
obtient donc une complexité &M(end?) seulement.

3B-1d

Les algorithmes travaillant sur des domaines continus negré se contenter de tester une valeur
réelle (ou méme flottante) a la fois. Il faut donc utiliser fi@sctions de projection pour réaliser la 2B
consistance. Pour réaliser la 3B consistance, on utiliggraral plutét une approche dichotomique, sus-
ceptible de détecter I'inconsistance d’'un grand nombreatieuvs simultanément OMME 1993]. Au
lieu de tester la consistance de chaque valeur une par utesterd’abord la moitié inférieure de I'inter-
valle (X = [min(X), m], m étant la valeur médiane de l'intervalle). Si cette moiti€iesonsistante, on
peut la supprimer immédiatement. Sinon, on teste la maif&ieure de cet intervalle, puis éventuelle-
ment la moitié supérieure si la moitié inférieure est inéstaste, et ce récursivement, jusqu’a ce que la
borne inférieure soit validée, puis on procéde de méme potaléur supérieure. L'algorithme 3B-1d est
une adaptation dichotomique de I'algorithme 3B-1 de basdispose d’une complexité temporelle dans
le pire des cas d@ (en?d* log(d)) : on peut étre amené a ne détecter des valeurs inconsistarites
par une, et les décompositions dichotomiques sont danssaaudies.

Pour garder la bonne complexit) end?) quand 3B-1d est appliqué a un réseau de contraintes déja
3B-consistant, on commence par tester les bornes min et maakduellement avant de commencer
la décomposition dichotomique s'il y a lieu. (Sans ce pett supplémentaire, la complexité serait de
O (end*log(d)).)

3B-2

Il est également possible de chercher a améliorer I'alymit 3B-1 dans I'esprit des travaux qui ont
été effectuées sur SAC (SAC-OPT, SAC-SDS, SAC-3) et obtamir complexité dans le pire des cas
améliorée Q(end?), qui correspond a la complexité optimale pour établir SAC).

On obtient cette complexité en enregistrant et en exploitancertain nombre d'informations au
cours de I'établissement de la 3B consistance. L'algomt8B-2 est décrit par les algorithmes 24, 25,
26 et 27.

Quand la consistance d’une valeur doit étre testée poureid@ae fois, il est inutile d’'établir la 2B
consistance a partir du début§BDEAUX et al. 2001, BESSIERE& D EBRUYNE 2005]. Nous introdui-
sons donc trois structures de données :

— initialized[ X, bound] est un tableau indiquant pour chacune des bom@sou max de X sila

2B consistance a déja été établie.

— minInferences| X, bound, Y] est un tableau permettant d’enregistrer pour chaque berieet

chaque variabl@” la valeurmin(Y") dans2B(P| x—min(x)) OU2B(P|x—max(x))-
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Algorithme 24 : 3B-2(P = (£°,%) : CN) : CN

P 2B(P, %)

X — first(Z)

marque «— X

répéter

domainSize — |dom(X)]

tant que |[dom(X)| > 0 A check2B(P, X, min) faire
| retirermin(X) dedom(X)

(X
tant que [dom(X)| > 1 A check2B(P, X, max) faire
9 | retirermax(X) dedom(X)

10 | si|dom(X)| < domainSize alors

~N o o b~ W N e

oo

11 P —2B(P,{X})

12 si P/ = 1 alors retourner L

13 foreach X € 2" do

14 simin® (X) # min®" (X) alors initialized[ X, min] — faux
15 simax” (X) # max®’(X) alors initialized[X, max] — faux
16 P—P

17 marque — X

18 | X « next-modulo(X, Z")
19 jusqu'a X = marque
20 retourner P

Algorithme 25 : check2Bf = (27,%) : CN, X : Variable,bound : min|maz) : Booléen

Psiore — P
S «— exploitin ferences(X, bound)
si S = () alors
‘ consistent < vrai
sinon
si bound = min alors
‘ consistent « 2B(P|x—min(x),5) # L
sinon
L consistent < 2B(P|x—max(x),S) # L

10 Si consistent alors

© 0o N O O B~ W N P

11 ‘ recordIn ferences(X, bound)
12 | sinon
13 L initialized[ X, bound] « faux

14 P «— Pstore
15 retourner consistent
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Algorithme 26 : exploitinferencesX : Variable,bound : min|maz) : {Variable}

1 si—initialized[ X, bound)] alors retourner { X}

2810

3 pour chaqueY € 2 faire

min(Y) < max(min(Y"), minInferences| X, bound,Y))

max(Y) « min(max(Y'), maxInferences|X,bound,Y))

simin(Y) > minInferences|X,, Y]V max(Y) < maxInferences|X,,Y] alors
| S—Su{y}

i

~N o o

8 retourner S

Algorithme 27 : recordInferences( : Variable,bound : min|mazx)

1 initialized[ X, bound] < vrai

2 pour chaqueY € 2 faire

3 minInferences|X,bound,Y] < min(Y)
4 L maxInferences[X,bound,Y] « max(Y)

— maxInferences| X, bound, Y| permet d’obtenir pour chaque valeur borne Xieet chaque va-

riableY la valeurmax(Y’) dans2B(P| x—min(x)) OU2B(P|x—max(x))-

On suppose quénitialized est un tableau dont les éléments sont initialisésud. Les inférences
pour une borneX ne sont possibles quesiitialized[ X, bound] vautvrai. Par exemple, on peut imagi-
ner qu'apres avoir etatiiB (P| x_pyin(x)), ON Obtienne un réseau tel guign(Y') = cetmax(Y) = d (et
donc,dom(Y) = {c,...,d}). initialized| X, min] est alors mis &rai, minInferences| X, min,Y|
ac etmaxinferences[X, min,Y] ad. En exécutantheck2B (algorithme 25), les informations en-
registrées sont exploitées (ligne 2) par un appetzloitin ferences. Aprés I'exploitation des valeurs
enregistrées, soit la 2B consistance de la borne considérée est toujours valide (ligne 4), puisque
'ensemble vide)) est renvoyé paexploitinferences (aucune valeur dar@B(P|x —min | max(x)) N'a
été supprimée), soit il faut contrdler la 2B consistanceadmlne considérée dé€ a partir de I'ensemble
de variablesS dont le domaine a été réduit (lignes 6 a 9). Les inférencesaors mises a jour (ligne
11) par un appel a la fonctiorecordIn ferences. Si la borne est inconsistante, elle va étre modifiée,
et les valeurs courantes @einln ferences et maxinferences ne sont plus valables. Elles devront
donc étre recalculées, #titialized[X, bound] est réinitialisé. De méme dans l'algorithme 24, si des
variables sont modifiées quand la 2B consistance est mamigignes 13-15)min’ (X) etmin’” (X)
représentent la valeur minimale dedans les réseauR et P/, respectivement (et idem pourax(X)).

La fonction exploitIn ferences (algorithme 26) retourne soit le singletdiX'} (ligne 2) si la 2B
consistance de la borne considéréeXier’a jamais été contrblée, ou I'ensemble de variables dont le
domaine a perdu au moins une valeur en plus de la dernieratex@de2B sur cette borne (ligne 8). La
fonctionrecordIn ferences (algorithme 27) se contente de mettre a jour les structieednées.

L'algorithme décrit ici peut étre vu comme une adaptatior barnes de l'algorithme SAC-OPT
proposé par [BSSIERE& D EBRUYNE 2005] ou encore une alternative a I'algorithme de 3B coascst
optimisé décrit dans [BRDEAUX et al.2001].

Proposition 4. Appliqué a un réseau de contraintes binaires, I'algoritlBe2 admet des complexités
temporelle et spatiale dans le pire des ca®émd?) etO(n?), respectivement.

Démonstration.En enregistrant des informations et en évitant ainsi dgfier plusieurs fois le méme
calcul inutilement [BDRDEAUX et al. 2001], I'algorithme 3B-2 exploite I'incrémentalité de larsis-
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tance d'arc [EESSIERE& D EBRUYNE 2005]. Cela signifie qué€ x n appels successifs potentiels a
check2B par rapport a une valeurX, est en O(ed?). Les fonctions exploitInferences et
recordInferences sont enO(n) et peuvent étre ignorées. Comme il y@valeurs, la complexité tem-
porelle dans le pire des cas est@(end?). Les structures de données ne stockent que deux bornes par
variable. On obtient alor x n valeurs a enregistrer por< n bornes. On obtient donc une complexité
spatiale erO(n?). O

2.2.5 Expérimentations

Pour montrer l'intérét pratique des propriétés introduitians cette section, nous avons implanté
les différents algorithmes décrits dans les sections geftés et conduit une expérimentation sur des
instances d’ordonnancement (Job Shop et Open Shop) eigiasen de fréquences (RLFAP). Les
algorithmes 2B, 2B+, 3B-1, 3B-1d et 3B-2 correspondent ascdptions données dans les paragraphes
précédents.

Nous avons tout d’abord établi une comparaison entre taual@rithmes sur un ensemble de 20
problémes de Job Shop générés a partir du modéle de TaillardLprRD 1993], en fixant la taille
de ceux-ci a8 jobs et8 machines. Pour chaque instance, il existe un temps opflingalr minimal
dans lequel on peut réaliser tous les jobs en respectaitiséition des ressources. Calculer cette valeur
optimale nécessite plusieurs appels a un algorithme NPp&tnUne estimation basgé.z < Topr €n
additionnant les temps de chaque opération pour chaqueanjpanun d’'une part, et les temps de chaque
opération pour une méme machine d'autre part. La limiteebassla valeur maximale de ces sommes.
Pour chacune des 20 instances générées ici, on a calculels Y o grace a un algorithme MGAC
classique.

Nous avons alors cherché a estimer le pouvoir filtrant dewhatgorithme en fixant une limité
comprise entrd’, g etTp pr. QuandI” est proche d&7 g, certains algorithmes sont capables de détecter
l'inconsistance du probléeme sans méme effectuer de rdobdavidemment, tous les problémes avec
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FiG. 2.3 — Tests de contraintes effectués pour établir les samgies

T < Topr sont inconsistants). La figure 2.2 montre la proportionsfances détectées inconsistances
sans recherche en faisant vafiéentreTr,z etTopr par laformulel’ = Trp + x(Topr — Trp) €ten
faisant varierz entre 0 U = Tyg) et 1 (' = Topr). On peut observer que la 3B consistance permet
un niveau de filtrage suffisant pour détecter I'inconsistathe la plupart de ces instances, contrairement
a 2B+ et tout particulierement 2B et AC, qui ont un comportetridentique. La figure 2.3 montre
I'effort, en terme de tests de contraintes (échelle lolgaritjue), nécessaire pour I'établir les différentes
consistances avec les algorithmes présentés (des résitdaires sont obtenus en considérant le temps
CPU). Naturellement, plus la capacité de filtrage est ingmbet, plus il faut de tests de contraintes pour
I'établir. On peut constater que 3B-1d semble étre le plfisaefe sur ces instances.

Nous avons ensuite considéré les instances RLFAP. La tablen@ntre les résultats obtenus sur
guelques instances sélectionnées. Il apparait ici que $t€ ke meilleure approche sur ces instances, tant
en temps CPU qu’en termes de filtrage (#rmvs indique le noabdraleurs inconsistantes supprimées).
Ceci peut s’expliquer de par le fait que contrairement awbl@mes d’ordonnancement qui utilisent
beaucoup de contraintes de précédence, les contraintasagggant dans les problémes RLFAP ne se
concentrent pas sur les bornes des domaines.

Dans un second temps, nous avons cherché a maintenir testegrisistances pendant la recherche
d’une solution. Nous avons étudié tout d’abord les 10 irtard’Open Shop de Taillard avec 7 Jobs et
7 Machines [RILLARD 1993]. Pour chaque instance, nous avons essayé de calgyeren utilisant
un algorithme de branchement exploitant la propagationodé&aintes. La table 2.8 donne la moyenne
et I'écart-type sur les 10 instances de I'écart entre ladsupérieure obtenue en 300 secondes de cal-
cul avec les différents algorithmes de propagation paradpp la valeur optimale pour le probléme.
Les résultats indiquent clairement que si la 2B consistarest pas une approche trés performante, la
3B consistance, en particulier avec les algorithmes 3BtBBe2, est particulierement efficace sur ces
problémes.

Nous avons également considéré a nouveau les 20 instancledh d&hop décrites précédemment.
La table 2.9 présente le temps moyen nécessaire pour prquede probléme est consistant pdue=
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Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d’arc

AC 2B 2B+ | 3B-1 | 3B-1d | 3B-2

graph4 cpu| 047 | 0,10 | 2,23 | 8,29 | 10,25 | 34,26
#rmvs | 776 0 187 411 411 411

graphl0 cpu| 086 | 0,15 | 4,15 | 11,87 | 13,42 | 32,75
#rmvs | 386 0 46 122 122 122

graphl4-f27 cpu| 043 | 0,16 | 1,93 | 3,25 2,48 | 3,32
#rmvs | 2 314 0 0 0 0 0

graphl4-f28 cpu| 043 | 0,16 | 2,10 | 5,81 4,72 | 4,56
#rmvs | 3 230 0 0 2 2 2

scen02-f25 cpu| 0,14 | 0,07 | 0,55 | 0,58 0,52 | 0,58
#rmvs 106 0 0 0 0 0

scenll-f8 cpu| 055 | 0,13 | 2,70 | 3,27 2,95 | 3,33
#rmvs | 4 992 0 0 0 0 0

scenll-f10 cpu| 051 | 0,21 | 4,11 | 2,98 2,66 | 3,12
#rmvs | 6324 | 3024 | 3024 | 3024 | 3024 | 3024

TAB. 2.7 — Etablir les consistances sur des instances RLFAP

AC 2B 3B-1|3B-1d| 3B-2
Ecart moyen| 4,79% | 28,6% | 4,28% | 3,00% | 3,32%
Ecart-type| 3,5% | 82% | 24% | 22% | 24%

TAB. 2.8 — Maintenir les consistances sur les instances d'OpepBx 7 de Taillard

AC 2B | 2B+ |3B-1|3B-1d| 3B-2
Temps CPU Moyen®l = Topr) | 212 | 216 | 282 88 73 117
Inconsistances prouvées en 300s<£ Topr — 1) | 45% | 55% | 30% | 85% 85% | 85%
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2.2. Consistances aux bornes

AC 2B 2B+ 3B-1 | 3B-1d| 3B-2
graph04 2,1 | timeout| timeout| 260,0 314,0 391,0
graphl0 8,2 | timeout 14,3 | timeout| timeout | timeout

graphl4-f27 6,3 | timeout| timeout| timeout| 847,0 | timeout

graphl4-f28 | 40,7 8,1 20,5 | 3476 | 4359 | timeout
scen02-f25 | 4,1 2.9 43,5 47,8 43,6 50,0
scenll-f8 | 115,3 74,6 98,9 | timeout| timeout| timeout
scenll-f10 | 6,7 6.4 15,6 | 388,3| 372,7| 6523

TAB. 2.10 — Maintenir les consistances sur des instances de RLFA

Topr ainsi que la proportion de problémes pour lesquels on a puwvprau’ils étaient inconsistants en
moins de 300 secondes pdlir= Topr — 1. Une fois encore, maintenir 3B est la meilleure approche.

La table 2.10 montre les résultatgreout a été fixé a 900 secondes) obtenus pour résoudre les ins-
tances RLFAP. Sur certaines instances difficiles, 2B domnsodis résultats, mais maintenir des consis-
tances plus fortes est plutot pénalisant.

Finalement, n’oublions pas que tous les algorithmes sa#@dsur AC-3. L'utilisation d’algorithmes
de base plus sophistiqgués comme AC-2001 ou AC{3our établir la 2B ou la 3B consistance ne devrait
pas changer les résultats : on a vu précédemment que la cat@pleur établir la 2B consistance restait
enO(ed?), que l'algorithme soit basé sur AC-3 ou AC-2001. Cependaigjorithme 2B+ pourrait étre
amélioré dans ce sens : beaucoup de tests de contrainteaipptiétre évités.

2.2.6 Enrésumé

L'objectif des travaux décrits dans cette section étaitatitr une connexion plus claire entre les
consistances de domaines établies sur le modéle des C®£tglist les consistances aux bornes établies
sur le modéle des CSP continus. En particulier, nous avariéétles versions limitées aux bornes de
consistances de domaine bien connues.

Le principal avantage des consistances aux bornes résiddetabesoins en espace qui peuvent étre
trés limités, en particulier quand les domaines sont caseRour certaines instances de CSP discrets
avec de trés grands domaines, ce peut étre la seule appéadlster D’autre part, si I'économie d’es-
pace n’est pas indispensable, la complexité dans le pireatepour établir les consistances aux bornes
(pour lesquelles aucune sémantique des contraintes n&xinible) sont assez décevantes, bien que
sur des instances peu contraintes beaucoup de travail igst léar exemple, dans ce contexte, la com-
plexité optimale dans le pire des cas pour établir la 2B steusce (c’'est a dire la consistance d’arc aux
bornes) est identique a celle pour établir la consistanae dbien que la complexité des algorithmes de
2B consistance appliqués a des réseaux déja 2B-consisttntgeilleure Q(ed) contreO(ed?)). D’un
point de vue pratique, I'utilisation de consistances auxbs est une bonne approche sur des problémes
impliguant des contraintes « travaillant aux les bornesomroe les contraintes de précédence. Dans
ce cas, il est de plus souvent possible d’adopter un filtrpgeifique qui exploite la sémantique des
contraintes et ainsi d’obtenir une meilleure complexitn®un contexte moins favorable, nos résultats
expérimentaux sur les problémes d’assignation de fré@sene montre pas un réel avantage a I'utili-
sation de consistances aux bornes par rapport a la cortgistizarc classique. Nous pensons cependant
gue les consistances aux bornes pourraient jouer un roteleaéveloppement de méthodes destinées a
controler I'effort nécessaire pour maintenir des consista fortes pendant la recherche.
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Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d’arc

2.3 Consistance duale et consistance de chemin

Si les consistances de domainegERUYNE & B ESSIERE2001] permettent d’'identifier des valeurs
inconsistances, les consistances de relations permdtigantifier des instanciations inconsistantes (de
longueur 2 quand les relations sont binaires). La consistde relations la plus connue est la consistance
de chemin (PC). De nombreux algorithmes ont été proposésapabiir PC (cf section 1.2.2).

Nous définissons ici une nouvelle forme de consistance ddaes, nommée la consistance duale.
Le principe est d’enregistrer des couples de valeurs instames identifiées aprés I'affectation d’'une
valeur & une variable puis I'établissement de la consistafarc. Comme pour la singleton consistance
d’arc, la consistance duale est donc construite autour derlaistance d’'arc. Nous montrons d’aprés
I'algorithme de McGregor [MGREGOR1979] que la consistance duale est équivalente a la camsista
de chemin quand elle est appliquée a un réseau de contrhinteses complet.

Nous introduisons également plusieurs algorithmes péamtedle réaliser une consistance de che-
min forte en utilisant le principe introduit par la consista duale, c’est a dire en effectuant des tests
de singletons successifs. sDC-1 est l'algorithme le plospk, et le deux autres, sDC-2 et sDC-3,
améliorent sDC-1 en exploitant partiellement ou totaleifiexcrémentalité de I'algorithme de consis-
tance d’arc. En termes de complexité, sSDC-1 admet une caitégplemporelle dans le pire des éan
O(And3®) € O(n°d®) et une complexité spatiale &n(n2d?). sDC-2 améliore I'algorithme sDC-1 en
pratique mais admet les méme complexités temporelle eatgpdEn exploitant totalement I'incrémenta-
lité d’AC, I'algorithme sDC-3 atteint une complexité tempbie dans le pire des cas én{n3d*) tout en
conservant la complexité spatiale @n?d?). sDC-3 a donc la méme complexité que I'algorithme PC-8,
gui est considéré comme Il'algorithme le plus rapide pourlitia consistance de chemin MEISS &
JEGOU 1998].

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisésopgration avec Stéphane Cardon et
Christophe Lecoutre et ont fait I'objet d’un article publars de la 18 Conférence on Principles and
Practice of Constraint Programming (CP’2007pKDON et al. 2007b].

2.3.1 Consistance duale : définition et équivalence avec lartsistance de chemin

La consistance duale, tout comme la consistance de chertast, définie que dans le cadre d'un
réseau de contraintes binaires normalisé.

Définition 22 (Consistance duale)Soit P = (£7,%) un CN, (X,Y") deux variables distinctes d&",
a € dom(X) etb € dom(Y).

Linstanciation (de longueur 2)X,,Y,} est dual-consistante (DC) s} € AC(P|x—,) et X, €
AC(P|y=p).

(X,Y) est DC ssi toutes les instanciations{d€, Y } sont DC.

PestDCssW(X,Y)e 22| X #Y,(X,Y)estDC.

On peut montrer que DC est équivalent a PC, ce que I'on pop&iir puisque l'algorithme pro-
posé par [MGREGOR 1979] pour établir la consistance de chemin forte était Isasda consistance
d’'arc. Nous en fournissons une preuve dans notre contexte :

Proposition 5. DC = PC

Démonstration.Montrons que pour tout CNP, DC(P) = PC(P). Soit{X,, Y;} une instanciation de
P.

®) représente le nombre d'instanciations consistantes @ansohtraintes du probléme et est@fed?) dans le cas des
réseaux binaires @ (n?d?) si le graphe est complet
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Algorithme 28 : FC (P = (27,%) : CN, X : Variable) : CN

1 pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
2 soitY la variable telle quears(C) = {X, Y}
3 | sirevise(C,Y) Adom(Y) = @ alors retourner L

4 retourner P

— Si{X,, Y} nest pas PC, cela signifie que séiX,, Y;} est inconsistante et donc qg&,,Y;}
n'est pas DC, soiiZ € 2" | Ve € dom(Z), {X,, Z.} ou (Y3, Z.) sont inconsistantes. Dans ce
cas, on sait qué&}, ¢ AC(P|x—,) puisque aprées avoir établi AC sit| x—,, toutes les valeurs
¢ dedom(Z) sont telles qug X,, Z.} est consistante. Nécessairement et par hypothése, toutes
ces valeurs sont incompatibles avgg ce qui entraine la suppression ée dom(Y") lors de
I'établissement de AC{X,, Y;} n’est alors pas DC.

— Si{X,, Y} n'est pas DC, cela signifie qug ¢ AC(P|x—=,) (ouX, ¢ AC(P|y—p)). SoitH (n)
I'hypothése de récurrence suivante : si le nombre de résqidest a dire le nombre d’étapes dans
un algorithme tel que AC-3) pour retirérde dom(Y") lors de I'établissement de AC silt| x—,
est inférieure ou égalerd alors{X,,Y;} est inconsistante daaC(P).

H(1) est valide, puisque dans ce cas, cela signifie simplemenf §yeY,} est inconsistante.
Supposons quél (n) est vraie et montrons qué(n + 1) est valide :
Si b est supprimée ddom(Y') aprésn + 1 révisions en établissant AC siit|x—,, alors cela
signifie que la derniére révision portait sur une contraimpliquantY” et une autre variable.
Toute valeurc de dom(Z) qui supportaitY; avait été supprimée aprés au plusévisions. Par
hypotheése, cela signifie que pour toutes ces valeyr¥,, Z.} n’est pas consistante daR§’(P).
On peut donc déduire ici queX,, Y;} n'est pas PC.

]

Pour mémoire, un réseau est fortement chemin-consista) @si il est a la fois chemin-consistant
et arc-consistant. De méme, un réseau fortement dualstansi(sDC) est a la fois dual-consistant et
arc-consistant.

2.3.2 De nouveaux algorithmes pour établir la consistancesdchemin forte

Les algorithmes que nous proposons pour établir sPC soetéappDC-1, sDC-2 et sDC-3. Avant
de les décrire, il nous faut introduire quelques notionslestorward Checking (FC). Le principe fon-
damental de tous ces algorithmes est d’effectuer des tagtseton successifs jusqu’a atteindre un point
fixe.

Consistance d'arc et Forward Checking

Les algorithmes de sDC proposés pour établir la sPC sontdaens le cadre de l'utilisation d'un
algorithme de consistance d’arc a gros grain (AC-3, AC-2@@-3™, AC-3"*...) orientés variables.

FC est un algorithme de recherche systématique, comme Méi@najntient une forme de consis-
tance d'arc limitée a chaque nceudyRrLICK & ELLIOTT 1980]. Aprés avoir assigné une valeur a une
variable, seules les variables non assignées qui sont ciémsea celle-ci sont révisées (voir algorithme
28 : I'algorithme FC ici présenté n'effectue que la formeitére d'inférence utilisée par I'algorithme de
recherche FC). Notons que la complexité dans le pire des'eaggpel & FC esD(nd), puisqu'’il peut

y avoir au plusn — 1 révisions et la révision d'une variable par rapport a unéatse assignée est en
O(d).
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Algorithme 29 : sDC-1P = (2°,%4) : CN) : CN

P—AC(P, %)

X — first(Z)

marque «— X

répéter

Si [dom(X)| > 1 alors

Si checkVar-1(P, X) alors

P — AC(P, {X})
si P = 1 alors retourner L
marque «— X

© 0 N O 0o b~ W N B

10 | X « next-modulo(Z , X)
11 jusqu’'a X = marque
12 retourner P

Algorithme 30 : checkVar-1P = (2°,%) : CN, X : Variable) : Booléen
1 modif « faux

2 pour chaguea € dom® (X) faire

3 P — AC(P|x=a,{X})
4 si P’ = | alors

5 retirera dedom?” (X)
6

7

8

9

modif < vrai
sinon
pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire
soitY € 27 | vars(C) = {X,Y}
10 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom”” (V) faire
1 retirer { X,, Y, } derel” (C)
12 L modif « vrai

13 retourner mod;i f

Algorithme sDC-1

Les algorithmes 29 et 30 établissent la consistance dudie (et donc la consistance de chemin
forte). L'algorithme est trés proche de celui proposé ddsGREGOR1979] pour établir la consistance
de chemin forte. Il y a cependant d'importantes amélionatiqui seront décrites a la fin de cette sous-
section. Dans Il'algorithme 29, on commence par établir lasbance d’arc (ligne 1), puis, a chaque
itération de la boucle principale, on considére une vagiajle I'on appellera la « variable courante ».
On gére la terminaison de l'algorithme de la méme maniérepgue un algorithme de SAC classique.
L'appel acheckVar-1 a la ligne 6 permet d’effectuer toutes les inférencesiplesspour X comme
décrit ci-dessous. Si une inférence est effectageckV ar-1 renvoievrai et la consistance d'arc est
ré-établie (ligne 7). On peut remarquer que quand le donwiime variable est constitué d'un singleton
(une et une seule valeur), aucune inférence ne peut plusaitrgouisque le réseau est toujours maintenu
arc-consistant (d'ou le test a la ligne 5).

Pour effectuer toutes les inférences a partir d’'une vagiahlon fait appel & la fonctionheckV ar-1
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(algorithme 30). Pour chaque valeudu domaine deX, AC est établie suP|x—,. Sia n'est pas SAC,
alorsa est supprimée du domaine @g (ligne 5). Sinon (lignes 8 a 12), pour toute valégrprésente
dansP et absente dé”, I'instanciation{ X, Y, } est retirée deel(C).

Notre algorithme peut étre considéré comme une amélioraid’algorithme de Mac Gregor [iot
GREGOR1979]. Nous apportons deux améliorations importantes gleamisme de terminaison amélioré
d’'une part, et le fait de maintenir AC pendant I'exécutiomafe démarrer les tests de singleton a partir
d’'une seule variable, ce qui permet d'éviter un grand nonalereévisions inutiles, notamment sur des
réseaux de contraintes épars. Pour finir, cet algorithmeagstble d’établir directement la consistance
duale conservative, qui sera étudiée dans la section seij2d).

Proposition 6. Appliqué a un graphe de contraintes complet, I'algorithid€ <l établit sDC.

Démonstration.Tout d'abord, la preuve que toute inférence effectuée p&-skest correcte est im-
médiate. A la ligne 3 de I'algorithme 30, I'exécution @ «— AC(P|x—., {X}) donne un résultat
équivalent &P’ — AC(P|x—q, Z ), ce qui garantit que I'algorithme est complet. En effet,dseau
est maintenu AC a chaque fois qu'une modification est appdiigne 6 de I'algorithme 29) et toute
inférence effectuée sur une valeXiy n'a pas d’impact suP|x_;, b étant n'importe quelle autre valeur
du domaine de la variabl¥. O

Proposition 7. La complexité dans le pire des cas de sDC-1 esDékend?) et sa complexité spatiale
est enO(ed?).

Démonstration.Dans le pire des cas, la fonctieheckV ar-1 peut étre appelégfois pour une variable
donnée, puisque entre deux appels successifs, au moinsuple ae valeurs doit étre supprimé d’'une
relation. Un algorithme d’AC optimal ef?(ed?) comme AC-2001 peut étre utilisé en ligne 3, et suppri-
mer les couples de valeurs inconsistants (lignes 8 & 12h&3{xl). Comme on suppose que< e, un
appel &checkV ar-1 est donc e (d(ed? + nd)) € O(ed?). On obtient don@ (Aend?) pour sDC-1.

En termes d’espace, il faut tout d’abord enregistrer lesaioes et les relationsX(nd + ed?) €
O(ed?)). Les seules structures de données utilisées par sDC-teitas utilisées par I'algorithme d’AC
sous-jacent, soif (ed) pour AC-2001 ou AC-3". La complexité spatiale est donc &fed?). O

Dans le cas d’un graphe complet= (n? — n)/2 € O(n?), d'ou des complexités temporelle en
O(An3d3) et spatiale e (n?d?). A € O(ed?), donc sDC-1 peut atteindre une complexité temporelle
enO(n’d®). Cela peut sembler élevé, mais en pratique sDC-1 attemwité un point fixe (le nombre
d’'appels a la fonctiomheckV ar-1 pour une variable donnée est trés faible) parce que léseimfes sur
des valeurs inconsistances, et particulierement les esud valeurs inconsistantes, peuvent étre immé-
diatement prises en compte. Le corollaire suivant indiggadedment que le temps perdu pour appliquer
sDC-1 sur un réseau déja sDC est plut6t limité pour autantiatedlle des domaines ne soit pas trop
importante :

Corollaire 1. Appliqué a un réseau sDC, la complexité dans le pire des aassmC-1 est el (end?)

Le meilleur des cas (extréme), survient quand tous les esuf# valeurs sont autorisés. Dans ce cas,
le colt pour établir AC a partir d'une seule variable (lignee8t identique a celui pour établir FC. La
complexité dans le meilleur des cas de sDC-1 est donc sent@né (ed?) (€ O(n?d?) pour un graphe
complet).

Algorithme sDC-2

L'algorithme sDC-2 améliore I'algorithme sDC-1 en se basam I'idée de limiter le colt de I'éta-
blissement de AC a chaque test de singleton. Dans sDC-1,phiq@pAC(P|x—,, {X}). Cette opéra-
tion est strictement identiqueC(FC(P|x—q, X), @), ouQ indique 'ensemble de variables dedont
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Algorithme 31 : sDC-2(P = (27,%) : CN): CN

P—AC(P, %)

X — first(Z)

marque «— X

ent «— 0

répéter

ent «— cent 41

si [dom(X)| > 1 alors

nbValuesBefore « nbValues(P)

Si checkVar-2(P, X, ent) alors

lastModif[X] < cnt

P — AC(P,{X})

si P = 1 alors retourner L

sinbValues(P) # nbValuesBe fore alors
L lastModifY] « ent, VY € &

15 marque «— X

© 00 N O 0o b~ W N P

N
A W N B O

16 X «— next-modulo(Z", X)
17 jusqu’'a X = marque
18 retourner P

le domaine a été réduit p&C(P|x—., X). En effet, en appliquamiC(P|x—,, { X }), on commence par
réviser chaque variablg # X par rapport aX, et on ajoute ces variables dans la queue de propagation
si une ou plusieurs valeurs on été supprimées de leurs desanpectifs. La premiére itération de l'al-
gorithme d’AC est équivalente a un FC. En dehors du prem#&rde singleton d&(,,, dans sDC-2, on
appliqueraAC(FC(P|x—q4, X),Q"), ouQ’ est un ensemble de variables construit & partir d'inforomati
enregistrées lors de la propagation. L'objectif est d’olstane file telle qu&)’ C @, de sorte que sDC-2
soit moins colteux que sDC-1 (un grand nombre de révisiamida peuvent étre évitées, et, comme
nous le verrons, le colt de gestion des informations nécessast négligeable). On exploite ainsi en
partie I'incrémentalité de I'algorithme d’AC sous-jacent

Pour établir sPC sur un réseau dorifén peut utiliser notre second algorithme, sDC-2 (algorih
31). Cette algorithme differe de sDC-1 de par l'introductidun compteur et une structure de don-
nées nommétust Modi f, constituée d’'un tableau d’entiers. Le compteur est atilisur dénombrer le
nombre de tours de la boucle principale (lignes 4 et 6). lisatiion delastMod:f est définie comme
suit : pour chaque variabl&, lastModi f[X] indique le numéro du dernier tour ou une inférence a été
faite surX. Une telle inférence peut consister en la suppression d/ateeir dedom (X ') ou d’'un couple
de valeurs dans la relation associée a une contrainte ingplid. Quand la fonctiortheckV ar-2 ren-
voie vrai, cela signifie qu’au moins une inférence st été effectuée, étstModi f[ X | est actualisée
(ligne 10). On maintient ensuite AC (ligne 11), et si au maing valeur a été supprimée (au cours de
checkV ar-2 ou de I'établissement de AC), on considére que toutesdeables ont été altérées pen-
dant le tour actuel. On peut bien sir chercher a ajuste\/ odi f de maniére plus subtile, en cherchant
guelles variables sont réellement concernées par leeimdés faites en maintenant AC, mais de par
notre expérience, cela alourdit I'algorithme sans bénéiatable.

Toutes les inférences applicables sur une variable doAngent effectuées par un appel a la fonc-
tion checkVar-2 (algorithme 32). Pour chaque valeure dom(X), s'il s’agit d'un premier appel a
checkVar-2 pour X (ligne 3), on procede comme d’habitude. Sinon, I'incrérabtdt est partiellement
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Algorithme 32 : checkVar-2P = (2°,%) : CN, X : Variable,cnt : Entier) : Booléen

1 modif « faux

2 pour chaquea € dom” (X) faire

3 Sicent < | 27| alors

4 | P — AC(P|x=q,{X})

5 | sinon

6 L P’ — AC(FC(P|x=a,X),{Y € Z t.q.cnt — lastModif[Y] < | Z"|})
7 | siP' =1 alors

8 retirera dedom?” (X)

9 modif « vrai

10 sinon

11 pour chaqueC € ¢ | X € vars(C) faire

12 soitY € 2 | vars(C) = {X,Y}

13 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom” (V) faire
14 retirer { X,,Y;} derel” (C)

15 lastModif[Y] < ent

16 modif < vrai

17 retourner modi f

exploitée en supprimant d’abord au moins toutes les valguiravaient été supprimées lors du dernier
singleton test deX,. On réalise cette opération par un appel a FC. Puis, on agphdC depuis une
file de propagation composée de toutes les variables qeinétadncernées par au moins une inférence
pendant les derniels?’| — 1 appels &heckVar-2. Le reste de la fonction est identique/éeckV ar-

1, a I'exception de la mise a jour destModif (ligne 15) quand un couple de valeurs est supprimé
(lastModif[X] n'est pas mis a jour puisque cela a déja été fait a la ligne 1@lderithme 31).

Proposition 8. Appliqué a un graphe de contraintes complet, I'algorithid€ < établit sSPC.

Démonstration.Tout d'abord, la preuve que toute inférence effectuée p&-2@st correcte est im-
médiate. Quand® — AC(FC(P|x—=q,X),Q) avec@ = {Y | ent — lastModif[Y] < |Z7|}) est
effectuée a la ligne 4 de I'algorithme 32, onPa = AC(P|x—q4, Z"), ce qui garantit que I'algorithme
est complet. Cela signifie simplement gbéest soit arc-consistant soit égalla En effet, le réseai’

est maintenu arc-consistant a chague fois qu’une modditast effectuée (ligne 11 de 'algorithme 31)
et toute inférence effectuée par rapport a une va¥pn’a aucun impact suP|y_, b étant n'importe
quelle autre valeur du domaine de la variallle Cette propriété est vraie car quand toute inférence est
effectuée, elle est enregistrée dans Modi f. O

Proposition 9. La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-2 &3t &md>) et sa complexité
spatiale dans le pire des cas est¥uad?).

Démonstration.Rappelons que les complexités temporelle et spatiale delsBéht respectivement
O(Xend?) etO(ed?). Pour obtenir le méme résultat pour sDC-2, il suffit de cdestaue la complexité
temporelle dans le pire des cas cumulée a la ligne 14 de tithigte 31 est e (ed), et que la complexité
spatiale de la structurest M odi f est enO(n). O
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Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d’arc

Algorithme 33 : sDC-3(P = (27,%) : CN) : CN
1 P+~ AC(P, 3{)

2 Qx, — T,VX € Z',Va € dom(X)
3Q«—{X,|X€ZNacdomP(X)}

4 tant que Q # () faire

prendreX, de@

R — checkValue(P, X,)
removeTuples(P, R)

si P = 1 alors retourner L

o N o O

9 retourner P

Algorithme 34 : checkValueP = (£7,%) : CN, X, : Variable,,c,) : {multiplet}
R~
siQx, = T alors
| P’ — AC(P|x=q,{X})
sinon
| P — AC(FC(P|x=a, X),Qx,)
Qx, <0
si P’ = | alors
retirera dedom?” (X)
pour chaqueY € 27 | Y # X faire
10 pour chaqueb € dom? (Y) | (X,,Y;) est ACfaire
11 L | ajouterY, 4Q; ajouterX aQy,

a ~r W N P

© 00 N o

12 sinon

13 pour chaqueY € 2" | Y # X faire

14 pour chaqueb € dom” (Y) | b ¢ dom” (V') faire
15 | ajouter(X,,Y;) &R

16 retourner R

Algorithme sDC-3

Pour exploiter entierement I'incrémentalité des algoniéls de consistance d’arc pour établir la che-
min consistance forte, nous introduisons une structuredaées spécifique a AC-Bour chaque valeur
('idée est en fait liée & I'approche utilisée par8sIERE& D EBRUYNE 2005] pour 'algorithme SAC-
OPT). Cette structure, représentée par I'ensembte consiste en une file de propagation dédiée au
problémeP|x_,. Le principe de sDC-3 est le suivant :Bj correspond AC(P|x—,, Z°), et P; avec
i > 1 représente le résultat dfi établissement d’AC suX,, alors P;;; correspond &AC(F/,Qx.,)

ol P/ estun CN tel queP; < P etQx, = {X € 2 | dom™(X) c dom™(X)}. La complexité
temporelle cumulée dans le pire des cas pour effectuer abfiséements d’AC successifs sur le test
de singleton deX, est enO(ed?) = O(n?d?) puisque AC-3 est incrémental et d’'un appel a l'autre, au
moins une valeur a été supprimée d’'un domaine.

SPour établir nos résultats de complexité pour sDC-3, iltrpas indispensable d'utiliser un algorithme de consistatiarc
optimal
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Algorithme 35 : removeTuplesf = (27,%) : CN, R : {multiplet})

1 initsize «— |R|

2 cent —0

3 tant que R # () faire

4 ent —cent+ 1

5 prendre(X,,Y;) deR

6 | retirer{X,,Y;} derel”(C)avecC € € | vars(C) = {X,Y}
7 Sient > initsize alors

8 | ajouterX, aQ; ajoutery aQx,

9 ajouterY; a@ ; ajouterX aQy,
10 pourchaque”Z € 2" | Z # X N Z #Y faire

1 pour chaquec € dom®*(2) | (Z., X,) est ACA(Z,,Y) est ACfaire

12 sifld € dom®(X) | {Z., X4} est consistante\{ X, Y} } est consistantalors
13 | ajouter(Z., X,) alafinder

14 sifid € dom®(Y) | {Z.,Y,;} est consistante.{ X,, Y;} est consistantalors
15 | ajouter(Z.,Y;) alafin deR

Pour établir sPC sur un rése®y on fait appel & sDC-3 (algorithmes 33, 34 et 35). Comme indliq
ci-dessus, une file de propagati@nr, est associée a chaque valédy. Nous introduisons également une
file @ pour stocker 'ensemble des valeurs pour lesquelles unl¢esingleton doit étre effectué. Notons
que X, € @ ssiQx, # 0. Initialement, AC est établie sup, toutes les files dédiées sont initialisées a
une valeur spéciale notée (équivalente & en pratique), ef) est remplie. Ensuite, tant qug n’est
pas vide, une valeur est prise @e un test de singleton est effectué sur cette valeur, et ugdusieurs
instanciations peuvent étre supprimées.

QuandcheckV alue (algorithme 34) est appelée, il est possible de détermirikes’agit du premier
appel pour la valeur donné€, ou non, grace a la valeur spécialeSiQx, = T, il suffit alors d’établir
AC sur P|x—, de maniére classique. Sinon, on établit AC grace a un appelei & la file de propagation
dédiéeR) x, . Si on détecte quen’est pas singleton arc-consistante, elle est suppriméeaterche aprés
toutes les valeur¥; compatibles ave&,. Pour chacune de ces valeurs, on ajakita Qy, (etY;, aq),
puisque la prochaine fois que I'on cherchera a établir AG thr test de singleton dg,, la valeur X,
qui €était jusqu’ici présente aura disparu.6ic Qy,, cette modification sera prise en compte lors du
prochain test de singleton dg.

Si a est bien SAC, on recherche les instanciations qui peuveasé@pprimées et on les place dans
un ensembleR. QuandremoveTuples (algorithme 35) est appelée, chaque instanciation de kg2
{X.,Y,} est considérée tour a tour et est supprimée du CN (ligne 6pj@ute alorsy” aQx, (etY, a
Q) : au prochain test de singleton #g, la valeurX, qui était présente jusqu’ici (sinon, I'instanciation
aurait déja été supprimée) aura disparu. Il n’est pas néicesbajouterX a )y, sile couple(X,,Y;) a
été placé dang& lors de I'exécution deheckV alue (en enregistrant la taille initiale de I'ensemliteet
en utilisant un compteur, on peut détecter ce cas de figunelffet, si c’est le cas, cela signifie gliga
été supprimée pendant le dernier singleton testge

Finalement, nous devons chercher toute val&ucompatible a la fois aveX, etY;. S'il n'y a pas
de valeurX,; compatible avec a la foi&. etY;, cela signifie que l'instanciatiofiZ., X, } est un nogood
et peut étre supprimée. De méme, s'il n'y a pas de valgurompatible a la fois aveZ, et X,, cela
signifie que l'instanciatiod Z., Y, } peut étre supprimée.

71



Chapitre 2. Inférence autour de la consistance d’arc

Proposition 10. Appliqué sur un graphe de contraintes complet, I'algorghs®C-3 établit sPC.

Eléments de démonstratio®@n utilise la propriété suivante : quaddf <+ AC(FC(P|x—a, X),Qx,)
est effectué a la ligne 3 de I'algorithme 34, on a nécessainef¥ = AC(P|x—q, Z). O

Proposition 11. La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-3 e3tefi*) et sa complexité
spatiale dans le pire des cas estEm?d?).

Démonstration.La complexité temporelle dans le pire des cas de sDC-3 pautélculée a partir des
complexités temporelles dans le pire des cas cumuléebad&V alue et deremoveT uples.

Tout d’abord, il est facile de constater que, dans le pirecdssle nombre d’appelsdheckV alue
pour une valeutX, donnée est e (nd). En effet, entre deux appels, au moins une instanciation
présente dans la relation associée a une contrainte inapligltel que X, € I a été supprimée.

La complexité temporelle dans le pire des cas cumulée poappal a FC lors du singleton test de
X, est alors erO(nd x nd) = O(n?d?) tandis que la complexité temporelle cumulée pour établir AC
lors du singleton test d&, est enO(ed?®) € O(n2d®) grace a la propriété d’'incrémentalité d’AC-3.

Les lignes 8 a 11 ne peuvent étre exécutées qu’une fois Jiguat ne représentent qu’un codt en
O(nd). La complexité cumulée des lignes 13 a 15 pour une vatguest enO(n2d?).

La complexité temporelle dans le pire des cas résultanteqh@akV alue pour une valeur est donc
enO(n%d?), et donc une complexité cumulée petieckV alue enO(n3d*) puisqu'il y aO(nd) valeurs.

D’autre part, le nombre cumulé de tours de la boucle priteigaremoveTuples est enO(n%d?),
puisque le nombre d’instanciations de longueur 2 dans éaréde contraintes est €r{n?d?) et puisque,

a chaque tour, au moins une instanciation est suppriméeligné 6 de I'algorithme 35). Comme la
complexité temporelle dans le pire des cas d’un tour de lalbqurincipale de-emoveTuples est en
O(nd?), on déduit que la complexité temporelle dans le pire des easidoveTuples est enO(n3d*).
On déduit de ces résultats que la complexité temporelle ldgrise des cas de sDC-3 est@rind?).

En termes d’espace, rappelons que la représentation d’'use@alt enO(n2d?). Les structures de
données introduite dans sDC-3 sont les ensen®les qui sont en0(n2d), I'ensemble@ enO(nd) et
I'ensembleR enO(n2d?). On obtient don® (n2d?). O

Remarquons que si on utilise un algorithme d’AC optimal caw@-2001, la complexité temporelle
dans le pire des cas de sDC-3 restedn3d*) mais la complexité spatiale dans le pire des cas devient
O(n3d?), puisque la structurkst de AC-2001, et (n2d), doit &tre gérée indépendamment pour chaque
valeur. On peut également essayer de la partager, maisaicentent a [BESSIERE& D EBRUYNE 2005],
l'intérét est ici assez limité. D’autre part, on peut fagilent choisir d’utiliser AC-3" (ou AC-3it+m),
puisque la structurees de cet algorithme peut étre partagée simplement pour tegesleurs.

A propos des complexités

A étant bornée pad(n?d?), sDC-1 et sDC-2 peuvent atteindf¥n’d°). Cela peut sembler plutot
élevé (c’est la complexité de PC-1), mais nous pensons guielex algorithmes atteignent trés rapide-
ment le point fixe (en pratique, le nombre d’appels aux famsttheckV ar-1 etcheckV ar-2 reste rela-
tivement faible), puisque toutes les inférences sur lesuvalet surtout les instanciations inconsistantes
peuvent étre immédiatement prises en compte. D’autregia@;2 bénéficie en partie de I'incrémentalité
d’AC-3, et reste donc trés proche de sDC-3 qui admet une boomglexité temporelle dans le pire des
cas erD(n3d*). D’autre part, la proposition suivante indique que le temgsiu a appliquer un des trois
algorithmes proposés sur un réseau déja sPC est plutdimaisie. Dans ce cas, les trois algorithmes ont
le méme comportement.
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Proposition 12. Appliqués a un réseau de contraintes sPC, la complexitéaieiig dans le pire des cas
de sDC-1, sDC-2 et sDC-3 est €H{n’d?).

Démonstration.Si le réseau est sPC, le nombre de tests de singleton sérgéin. Un test de singleton
étant enD(ed?) € O(n2d?) si on utilise un algorithme d’AC optimal, on obtie@(n3d?). O

Proposition 13. La complexité dans le meilleur des cas de sDC-1, sDC-2 et3B&t-enO(n2d?).

Démonstration.Le meilleur des cas survient quand toutes les contraintgsusiverselles. En effet, dans
ce cas, établir la consistance d’arc équivaut a un appel pistjue il suffit de vérifier que chaque valeur
de chaque variable est compatible avec I'assignation ketln test de singleton est alors éxind), et
la complexité globale est &n(n2d?). O

On peut considérer un autre cas intéressant : aprés aveitwdfune premiére passe d’AC (équiva-
lente & FC), de nombreuses révisions peuvent étre évitéespitant la Proposition 1 de [BUuSSE
MART et al. 2004c]. En considérant un réseau sPC et en supposant gas lesirévisions peuvent étre
évitées en utilisant cetieondition de révisiofM EHTA & VAN DONGEN 2005b], la complexité tempo-
relle dans le pire des cas devieitn2d®> + n3d) puisque pour chaque test de singleton le nombre de
révisions venant aprés FC est &xin?), chacune d’entre elles étant €r(1) puisqu’on évite les cal-
culs au cours de ces révisions. On peut comparer ce résulzida de la phase d'initialisation PC-8
et PC-2001, qui est d@(n3d?) dans le méme contexte. Cela signifie que I'on peut s’atteicilgeune
amélioration d’un facteu® (min(n,d)).

2.3.3 Expérimentations

Pour montrer l'intérét pratique des approches décrites datte section, nous avons conduit des
expérimentations sur une machine virtuelle Sun Java 5 pimwxlLéquipée d’'un processeur Intel i686
cadencé a 2,4 Ghz et de 1 024 Mio de RAM. Nous avons comparérgsstCPU nécessaires pour
établir sPC (ou prouver l'inconsistance) sur un réseau éanac les algorithmes sDC-1, sDC-2, sDC-3,
sPC-8 et sPC-2001. L'algorithme de consistance d’arc pmes utilisé pour sDC était ACY3 équipé
du mécanisme de condition de révisiondBsSEMARTet al. 2004c, MEHTA & VAN DONGEN 2005b].
Lors de chaque test, le graphe de contraintes est rendu ebp®l I'ajout de contraintes universelles
avant I'application des algorithmes de filtrage.

Nous avons tout d’abord testé les diférents algorithmeslesiiinstances aléatoires, et constaté les
résultats pour les classes de la for(Re50, d, 1225, t) avecd € {10,50,90} ett compris entreé),01 et
0,99. Nous avons également essayé les classes de la f@d@ d,612,¢), c’est a dire des instances
aléatoires impliquant 50% de contraintes universelledi@tgs et 50% de contraintes de dureté

La figure 2.4 montre le temps CPU moyen nécessaire pour e&l sur ces différentes classes
d’'instances. La zone ombrée de chaque graphe indique legduyour lesquelles plus de 50% des ins-
tances générées ont été prouvées inconsistances (noeforappgue nous n'utilisons pas d’algorithme
de recherche lors de ces expérimentations). Tout d’aborgeat remarquer que quand la taille du do-
mained atteint 50 (respectivement 90), sPC-2001 (respectivesi26t3) tombent a court de mémoire,
et n‘apparaissent donc pas sur les graphes. Ensuite, eerntoana notre attention sur les trois algo-
rithmes introduits dans cette section, on peut faire legmbsions suivantes : pour de faibles duretés,
sDC-1, sDC-2 et sDC-3 ont un comportement similaire, ce guit 3'expliquer par le fait qu’aucune
propgataion n’a lieu. Pour des densités proches mais énfiéss au seuil (voir aussi figure 2.5), sDC-3 a
un meilleur comportement que sDC-1 et sDC-2 puisqu’il béigtie I'exploitation totale de I'incrémen-
talité d’AC-3. Au niveau et apreés le seuil, sDC-3 est tresgfiéa par son grain trés fin, ce qui 'empéche
de prouver rapidement I'inconsistance. Ce phénoméne dstupigrement visible sur le graphe 2.4(d).
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FIG. 2.4 — Résultats moyens obtenus sur 100 instances alé&abimeres de classés, 50, d, e, t).
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FIG. 2.5 — Zoom sur le comportement moyen de sDC-1, sDC-2 et sBR¢ssous du seuil polip0
instances aléatoires binaires de clagges0, 50, 1225, ¢).

D’autre part, le principal résultat de cette expérimentatst que sDC-2, Iégérement plus efficace que
sDC-1, est bien plus rapide que sPC-8 et sPC-2001. Pour detsldaibles, I'écart entre sDC-2 et
sPC-8 est particulierement significatif (jusqu’'a deux esdde magnitude pout = 90), ce qui est en
partie d aux révisions évitées comme décrit dans le pahgra.3.2. Pour des duretés proches du seuil,
I'écart reste important (environ un ordre de magnitude potr90). On peut méme observer que I'écart
progresse quand la densité diminue. Ce n’est pas partieoi#nt surprenant puisgueaugmente avec

le nombre de contraintes universelles, et les algorithrR€3 dassiques travaillent directement sur les
instanciations explicitement autorisées.

La table 2.11, représentant deux séries d’instances adgquiesn confirme les résultats obtenus sur
les instances aléatoires. Sur ces instances structul8es? st environ 20 fois plus efficace que sPC-8
sur les plus grandes, que des inférentes effectuées ou asinstances desdames sont déja sPC, ce
qui n’est pas le cas des instances Langford.

2.3.4 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit trois algorithpeemettant d’établir la consistance de che-
min forte. Nous avons montré que I'algorithme sDC-2 étaitbon compromis entre I'algorithme de
base sDC-1 et I'algorithme plus fin sDC-3. Bien que la comipdeans le pire des cas de sDC-2 puisse
sembler élevée, sa proximité avec sDC-3, qui admet une exitdlproche de I'optimal, suggére son
efficacité pratique. En pratique, sur des instances atéat@dDC-2 est légérement plus lent que sDC-3
quand le nombre d’'inférences est faible, mais bien plugdeapila phase transition de la consistance
de chemin. Comparé aux algorithmes sPC-8 et sPC-2001, oedétant pourtant optimal, sDC-2 est
généralement plus rapide d’'un ordre de magnitude sur diestes de grande taille.

Peut-étre peut-on s’interroger sur 'intérét des algamits de consistance de chemin quand le graphe
de contraintes n’est pas complet. En effet, quand un coupleatburs est identifié€ comme étant non
PC, il doit étre supprimé du réseau. Quand aucune conti@ntdes deux variables impliquées n’existe
dans le réseau, il faut introduire une nouvelle contraiete¢nc modifier le graphe de contraintes). Pour
éviter cet inconvénient, il est possible d'établir les ¢stamces de maniére conservative, c'est a dire sans
introduire de nouvelles contraintes. Cela introduit desstsiances comme CPC HBRUYNE 1999] ou
CDC, qui sera étudié dans la section suivante (2.4).

On pourra également envisager une autre alternative &liattion de nouvelles contraintes : en-
registrer des nogoods dans une structure de données spe&difROST & DECHTER 1994, STHIEX
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Tnstances SPC-8 | sPC-2001] sDC-1| sDC-2] sDC-3
P — 5.06 537 | 222 | 228 | 2.60
9 mem 17 76 17 17 37
coneg0 M| 50,90 — [ 460 450 | 5.30
9 mem 30 29 22 | 149
cpu | 557,90 — 12680 | 247 —
queens-80 . 97 44 44
] cpu | 1549.00 — 162,00 58 -
queens-100 197 73 73
N cpu | 45,45 66,66 | 491 | 444 57.80
langford-3-16 . 97 612 21 21 | 129
cpu | 6348 — [ 6.06] 607 76.79
langford-3-17 = » 34 22 2 | 157
N cpu | 140,00 — 11,00 | 9,70 | 198,00
langford-3-20 . 43 26 2% | 250
N cpu | 1247.00 — 760,00 | 50,00 =
langford-3-30 mem 138 56 56

TAB. 2.11 — Résultats obtenus sur les instances académiquedames » et « Langford » : cpu en
secondes et mem(oire) en Mio.

& V ERFAILLIE 1993], d'autant que cette approche a été récemment réétpdida communauté CSP
[KATSIRELOS & BACCHUS 2005, BOUTALEB et al. 2006, RCHAUD et al. 2006]. En utilisant ces tech-
niques, la consistance duale pourrait méme étre appligdés géseaux non binaires.

2.4 Consistance duale conservative

La consistance de chemin, et plus généralement les carmsstale relation, sont quelque peu né-
gligées par les développeurs de systemes de programmaiiocoptraintes. La raison principale est
gu'exploiter de telles consistances implique de modifierridations associées aux contraintes, et plus
ennuyeux, de modifier la structure du graphe de contrairgesc& au réseau. En effet, lorsque une
instanciation est identifiée comme étant chemin-incoasist elle doit étre éliminé du réseau. Lors-
gu'il n'existe pas de contrainte dans le réseau portantesidéux variables impliquées, une nouvelle
contrainte doit étre insérée (modifiant en conséquencealghgrde contraintes). Par exemple, le CN
qui représente l'instancecen-11 du probléme d'allocation de fréquences radio (RLFAP pouti®a
Frequency Assignment Problem) compoét® variables etd 103 contraintes. Dans le pire des cas,
établir PC sur ce réseau entrainera la créatio6glg — 4 103 = 226 757 nouvelles contraintes, ce qui
peut réellement étre contre-productif aussi bien en tefapso(mplexité des algorithmes de consistance
d’'arc dépendent généralement du nombre de contraintesh @space. De plus, les heuristiques basées
sur le degré des variables déviennent inopérantes.

Cependant, il est possible d’éviter le défaut principal @eeld adoptant une approchenservative
cela signifie simplement que nous pouvons limiter notrentitie aux contraintes existantes lorsque des
instanciations inconsistantes sont recherchées. Onnolatiers la consistance de chemin conservative
(CPC pour Conservative Path ConsistencyfRBUYNE 1999]. De la méme maniére, nous définissons
la consistance duale conservative (CDC pour Conservativad Donsistency). Nous montrons que PC
est plus forte (en terme de filtrage) que CDC, qui elle-mérhgles forte que CPC : CDC peut filtrer plus
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FIG. 2.6 —Un réseau (il n’y pas de contraintes relidhaivecZ etY avecT’) qui est CDC et sCDC mais
ni sPC, ni PC. Par exempleX,, Z;,) n'est pas PC.

d’instanciations inconsistantes que CPC. Nous proposemifisgr I'algorithme simple sDC-1 présenté
précédemment (section 2.3.2) pour établir la CDC (forte} &lgorithme ne nécessite aucune structure
de données spécifique (hormis celles de I'algorithme AC-gmrent) et peut converger rapidement vers
un point fixe (unique).

Nous définissons la consistance duale conservative :

Définition 23 (Consistance Duale Conservativé&tant donné un CNP = (27, %),
— (X,Y) est dual-consistante conservatif (CDC) si et seulemenbisif&’ € ¢ | vars(C) =
{X,Y}, soit(X,Y) est DC
— P estCDC sietseulement${X,Y) € 22| X #Y, (X,Y) est CDC.

De maniére classique, un réseau est dit fortement dualstansconservatif (SCDC) si et seulement
si il est a la fois dual-consistant conservatif et arc-cetasit.

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisésopgration avec Stéphane Cardon et
Christophe Lecoutre et ont fait I'objet a la fois d’'un articinsi que d’un poster, tous deux présentés lors
de la 22 Conference on Artificial Intelligence (AAAI'2007) [®RDON et al. 20074a].

2.4.1 FEtude qualitative

Nous avons démontré dans la section 2.3.11gGe= PC (proposition 5). Nous allons ici étudier
les relations existantes entre la consistance duale c@tiser (CDC) et la consistance de chemin et sa
variante conservative.

Proposition 14. PC = CDC.
Démonstration.Clairement,DC = CDC, puisque CDC est une forme limitée de DC. Combig =

PC (proposition 5), nous obteno®¥C = CDC. De plus, la figure 2.6 montre un réseau qui est CDC
mais pas PC. O

Proposition 15. CDC = CPC.
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FIG. 2.7 — Un réseau (il n'y a pas de contraintes relidnavecZ etY avecT) qui est CPC et sCPC
mais ni sCDC, ni CDC. Par exemplgX,, T,) n’est pas CDC puisquaC(Px—,) = L.

Démonstration.Par un raisonnement similaire a la premiére partie de la détragion de la proposition
5, nous pouvons montrer qEDC = CPC. De plus, la figure 2.7 montre un réseau qui est CPC mais
pas CDC. En effet, comme il n'y a pas de 3-clique, le réseaal#gfatoirement CPC. O

Avant d’entrer dans les détails des relations entre sSPCCs@3CPC, remarquons qu’établir AC
(une seule fois) sur un réseau PC est suffisant pour obteniésgau sPC. Ce fait bien connu reste
vrai pour CDC. En effet, toute valeur arc-inconsistantecestplétement isolée, comme montré dans la
proposition suivante.

Proposition 16. Soit un réseau de contraintés= (2", %) qui est PC (resp. CDC). Une valel, de
P n’est pas AC si et seulement'$tY” € 2 (resp. t.q3C € € | vars(C) = {X,Y}), Vb € dom(Y),
(X4, Ys) n'est pas PC (resp. CDC).

Démonstration.Si une valeurX, n'est pas AC, alord\C(P|x—,) = L. Toutes les instanciations in-
cluant X, ne seront donc pas CD(, sera donc totalement isolé&{ n'aura aucun support) apres
I'application de CDC suf.

CommePC = CDC, cette propriété reste vraie pour PC. O

Corollaire 2. ACoPC =sPCetACoCDC = sCDC.

Fait intéressant, la proposition précédente n'est pasi@epour CPC. Considérons I'exemple mis
en avant par la figure 2.8. Supposons giyesoit supprimée. Si nous filtrons par CPC, tous les multiplets
en pointillés sont supprimés. Ensuite, si nous filtrons garlA valeurX, est supprimée. Nous pouvons
dés lors imaginer le méme motik( := X,Y’ := Y, 7' := X, T := T') raccroché a notre figure par
X = Z'. Et ainsi de suite, pour n’importe quel entiernous pouvons construire un réseduel que
(AC o CPC)"*(P) = sCPC(P) alors que(AC o CPC)"*(P) # sCPC(P).

Proposition 17. sPC = sCDC.

Démonstration.PC = CDC par la proposition 14. De plus, par monotonie, nous dédsison
ACoPC(P) < ACoCDC(P). Ainsi, par le corollaire 2, nous obtenosBC > sCDC. Finalement, la
figure 2.6 montre un réseau qui est sCDC mais pas sPC. O
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FIG. 2.8 — Motif montrant qué\C o CPC # sCPC. Il n’y a pas de contrainte reliadt a Z.

Proposition 18. sCDC = sCPC.

Démonstration.Considérons I'hypothesél (n) suivante :AC o CDC(P) < (ACo CPC)™(P). Pour
n = 1, elle estimmédiatement vérifiée puisquBC - CPC. Maintenant, supposori$(n) et montrons
queH (n + 1) reste vraie. Nous avons, par hypothés€,o CDC(P) < (ACo CPC)™(P). Donc, nous
obtenonCPC o AC o CDC(P) < CPCo(AC o CPC)™(P) par monotonie.

CommeAC o CDC(P) = sCDC(P) < CDC(P) < CPC(P), et comme CPC est inopérant sur un
réseau sCDC, on obtieitPC o AC o CDC(P) = ACo CDC(P) < CPCo(ACo CPC)"(P).

Par monotonie, nous avons doA€ o AC o CDC(P) < ACo CPCo(AC o CPC)"™(P). Nous pou-
vons donc déduirdC o CDC < (AC o CPC)"*!(P). CommesCPC(P) = (AC o CPC)™(P) pour un
quelconque entiex fini, nous avons montré qu€DC = sCPC.

Finalement, la figure 2.7 montre un réseau qui est sSCPC maisGiaC. O

Nous avons également cherché a comparer CDC avec PPC (gbonsé&.2.2). Nous obtenons le
résultat intéressant suivant :

Proposition 19. CDC = PPC

Démonstration.Si une instanciatioq X,, Y} est CDC, alors elle est AC et si on effectue le test de
singletonX = a, la valeurY, dispose encore d’'un support dans chacune des variabléseseY .
Chacun de ces supports dispose lui-méme d’un support dacsrd de ses propres variables voisines.
Et ainsi de suite, jusqu’a arriver a la variable ou X, est le support unique de toutes les valeurs de
toutes les variables voisines puisgliea été réduit a un singleton. On peut ainsi prouver gue tous les
chemins allant d&} & X, sont PC, et vice versa. LinstanciatigX,, Y; } est donc PC. Si un C¥ est
CDC, alors tous les couples de valeurs sont P@st donc PPC.

Finalement, la figure 2.9 montre un CN triangulé CPC (et ddA€)Rqui n’est pas CDC : l'instan-
ciation { Xy, Y1} est CPC puisque/y, T} (etT») et V; sont compatibles a la fois aveX, et Y; (les
triangles correspondants sont mis en gras sur la figure ddngaurous les autres couples de valeurs sont
évidemment CPC. Cependant, si on effectue le test de simglét= 0, on supprimeX; et donc par pro-
pagation toutes les valeurs représentées par des cemsesjae tous les couples marqués en pointillés
sur la figure de droite. En particulier, la valédr est supprimée { X, Y7 } n’est donc pas CDC. O

La proposition suivante est triviale puisque toute valear 8AC est supprimée par un algorithme de
filtrage sCDC.
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FIG. 2.9 —Un CN triangulé CPC (et donc PPC) mais pas CDC : le cqupleY;) n’est pas CDC.

Proposition 20. sCDC = SAC.

2.4.2 Etablir la consistance duale conservative forte

Pour établir la consistance duale conservative forte, uisnsuffit d’appliquer I'algorithme sDC-1
(algorithme 29 page 66). En effet, si on regarde attentivehes lignes 8 et 9 de la fonctiatheckV ar-
1 (algorithme 30), on constate que cette fonction fait le tes contraintes existantes et ne supprime
les instanciations dual-inconsistantes que dans cesanates. Les complexités temporelle et spatiale
sont également identiques a celles de sDC-1 (respectiteiewand?) et O(ed?)). Le facteure est ici
évidemment prépondérant, pusique le nombre de contrairgsspas forcément égal. Comme) est
borné parO(ed?), la complexité temporelle reste bornée pHe?nd®). Dans le cas conservatif, SDC-1
atteint également rapidement un point fixe, et le temps p&appliquer sDC-1 sur un réseau déja sCDC
est tout & fait limité.

Corollaire 3. Appliqué & un réseau sCDC, la complexité temporelle dangdedes cas de sDC-1 est
O(end?).

Il est également intéressant de comparer sDC-1 sur un réssacomplet avec les algorithmes éta-
blissant sCPC. Nous donnons quelques précisions sur ledthiges sCPC-8 et sSCPC-2001 qui peuvent
étre dérivés directement de PC-8{KEIss & JEGOU 1998] et PC-2001 [BssIEREet al. 2005]. Tout
d’abord, la complexité spatiale dans le pire des cas de aesalgorithmes est respectivemanted?)
etO((e + K)d?). La phase d'initialisation (nous ne discuterons pas de és@ltle propagation) de ces
deux algorithmes est la méme : pour chaque 3-clique du g@g@hentraintes, il faut vérifier que chaque
instanciation de longueur 2 autorisée par une relatioro(ss a une contrainte) de cette clique est PC.
Ceci est fait erO(K d?). A partir de ces observations, il apparait que, moins desisie eéseau, moins
important est le nombre de 3-cliques, et plus faible espéies et le temps requis par ces algorithmes.
D’un autre coté, si on considére des réseaux denstmndant verss?), on peut ajuster la complexité
temporelle dans le pire des cas de la phase d'initialisa@tionn3d®). Ceci constitue la méme complexité
temporelle dans le pire des cas qu'une seule passe (appeldrV ar-1 pour toutes les variables une
seule fois) de sDC-1. Pour les réseaux peu denses, sDC-Aitdétre donc plus lent que sCPC-8 et
sCPC-2001, pour les réseaux denses (ou hautement sta)chwés pensons vraiment que sDC-1, grace
a sa capacité d'effectuer des inférences rapidement,itdéwe plus rapide.
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| AC-3"™ | SAC-SDS|| sCPC-8] sCPC-2001] sDC-1 |
Langford (4 instances)

cpu 0,22 0,46 4,02 4,94 0,52
A 105 854 105 769 75727 75727 75 727

blackhole-4-13 (7 instances)K(= 92 769 ; D = 20%)

cpu 1,26 19,39 140,54 — 46,91

A | 8206320 | 8 206 320 8 206 320 8206 320 | 7 702 906
(40 180 84 0,9) (20 instances) K=12; D = 10%)
cpu 0,71 10,57 2,28 2,02 17,42

A 272 253 244 887 244 272 244 272 210874
(40 8 753 0,1) (20 instances) K = 8 860; D = 96%)

cpu 0,16 0,21 0,62 0,69 0,20
A 43 320 43 320 43 318 43 318 43 318

job-shop enddrl (10 instances)K (= 600; D = 21%)

cpu 1,58 4,06 7,91 10,54 4,67

A | 2937697 | 2937697 || 2937 697 2937697 | 2930 391
RLFAP scens (11 instances)
cpu 0,86 — 25,96 — 3,47

A | 1674286 — 1471132 1471132 | 1469 286

TAB. 2.12 — Résultats expérimentawp{ en secondes)

L'algorithme que nous proposons est aussi en rapport ageglderithmes SAC-OPT et SAC-SDS
[BESSIERE& D EBRUYNE 2005] proposés pour établir la singleton consistance d®#€-OPT admet
une complexité temporelle dans le pire des ca®émd®) mais une complexité spatiale élevée dans le
pire des cas e@(end?). SAC-SDS relache I'optimalité temporelle pour sauver degace mémoire : sa
complexité temporelle dans le pire des cas esDé&md*) et sa complexité spatiale dans le pire des cas
est enO(n?d?). sDC-1 posséde I'avantage de réduire plus efficacememiakesde recherche, puisque
sCDC = SAC, tout en limitant la complexité spatiale dans le pire desa@ged?).

2.4.3 Expérimentations

De fagon a montrer l'intérét pratique de I'approche déatiés ce papier, nous avons mené une
expérimentation intensive sur une machine virtuelle Sua 3gour Linux équipée d'un processeur Intel
i686 2,4GHz avec 1 024 Mio de RAM. Nous avons comparé le tenfpld € le niveau de filtrage (la
valeur )\ obtenue aprés avoir appliqué I'algorithme) de différefge@thmes appliqgués simplement (i.e.
sans recherche). Ces algorithmes sont une version opérdesAC3™ [LECOUTRE& HEMERY 2007],
SAC-SDS, sCPC-8, sCPC-2001 et sDC-1. Plus précisémens, anmns utiliséAC o CPC-8 etAC o
CPC-2001 comme approximation pour établir sSCPC car noussawbservé qu’'une seule passe était
suffisant le plus souvent pour atteindre sCPC.

Nous avons tout d’abord testé les différents algorithmesdgtérentes séries de problémesefL
COUTRE 2006]. Les contraintes définies en intention (i.e. par unliped) pour certaines instances ont
été converties en extension (ceci n'eut d'impact significatr le temps cpu que pour les grosses ins-
tances des sérigiipp). Comme attendu (voir table 2.12), sCDC-1 filtre plus quealgses algorithmes :
plus petite est la valeur dg plus réduit est I'espace de recherche. Hormis la géri¢0; 180; 84; 0,9),
sDC-1 est entre 2 et 8 fois plus rapide que sCPC-8 et sCPC-HDautre, sDC-1 est presque aussi
rapide que SAC-SDS qui, de son coté, nécessite trop de m&mircertaines séries (symbolisé par
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—). Les instances aléatoires binaires de la cla3s#0; 180; 84;0,9) ne comportent en moyenne que 12
3-cliques, ce qui explique pourquoi il est économique diktaCPC.

La table 2.13 fournit d’autres résultats représentatifstaince par instance. Une nouvelle fois, il ap-
parait que, hormis l'instancgapp-01-200-4, sDC-1 surclasse largement les algorithmestghligsent
sCPC. Il y a une différence par un ordre de magnitude sutt&im®haystack-40 et par presque deux
ordres de magnitude sur l'instankeights-50-5. La performance relativement mauvaise de sDC-1, en
terme de temps cpu, sur l'instan¢app-01-200-4 peut une nouvelle fois étre expliquée par la d&nsi
trés faible O est seulement @5%) et le petit nombre de 3-cliques. Cependant, 'amélioraéin terme
de filtrage est tout a fait significative. De plus, sCDC-1 @shlmoins consommatrice de mémoire que
SAC-SDS et les algorithmes PC. La différence existante A@&8" provient du fait qu’un plus grand
nombre de relations peut étre partagé entre contraintegueres relations ne sont pas modifiées.

Pour finir, nous avons comparé la performance de l'algoetig@nérique état-de-I'art MAC avec et
sans sCDC établi en pré-traitement sur des instances lg@gfiRLFAP (Radio Link Frequency Assign-
ment Problem). Méme si des techniques (redémarrages,igineegent de nogoods, etc.) permettent de
résoudre plus efficacement ces instances, nous ne les emplpgs ici de maniére a observer I'impact
réel (sur la recherche) de sCDC établi en pré-traitementalble 2.14 montre que pour les instances les
plus difficiles, sCDC en pré-traitement est payant : MAC ssilenvirond0% plus lent que sCDC +
MAC, et visite presque 2 fois plus de nceuds.

2.4.4 Enrésumé

Les prouveurs proposés pour la satisfaction de contrasmiesgénéralement construits sur la base
d’'un algorithme de recherche systématique ou locale. &iéeales inférences, autant que possible, lors
d'une phase de pré-traitement peut grandement améliares ferformances. Par exemple, établir la
singleton consistance d'arc sur des réseaux fortemermtstés peut s’avérer payant. Malheureusement,
les algorithmes qui établissent SAC ne sont pas capablesemglne en compte une grande part de
l'information qui est disponible lorsgu’ils sont exécuté&n effet, si une valeut} est éliminée aprés
avoir effectué l'assignatioX < a et établi AC, nous sommes certains giie= a etY = b ne sont pas
compatibles.

Dans cette section, nous avons proposé de prendre en coaempiférences de ce type de maniere
conservative, i.e. sans ajouter aucune nouvelle corgraifdus avons introduit une nouvelle consistance
appelée consistance duale (DC) et nous sommes focaliséa siariante conservative CDC. Il a été
montré en particulier que CDC est une consistance de nelgtio est plus forte que PC conservative
(CPC), et qu'établir la CDC forte (i.e. établir a la fois CDCAL) peut étre réalisé de maniére tout a
fait simple et naturelle. Les résultats expérimentaux quesravons obtenus sur un vaste échantillon de
problémes montrent clairement I'intérét pratigue de CRGesuréseaux de forte densité.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avant tout cherché a déveldppenéthodes d’inférence génériques,
capables d’améliorer les performances des algorithmegslédla résolution d’'un vaste ensemble de
problémes modélisés sous forme de CSP. Nous avons cherdmstiuae ces méthodes d'inférence
autour des algorithmes de consistance d’'arc les plus peafais, et en particulier les algorithmes a
« gros grain » basés sur GAC-3. GACZ3est I'algorithme que nous considérions comme le plus rapide
en pratique sur un grand nombre de problémes pour établinisistance d’arc généralisée au sein d’'un
algorithme de recherche de type MGAC ou un algorithme d'ariée de type SAC. Pour le cas binaire,
en exploitant les opérations bit-a-bit, nous sommes parsséraméliorer les performances de AC:3
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[ AC-3" [ SAC-SDS|| sCPC-8] sCPC-2001]  sDC-1]
driverlogw-09 (K = 233 834; D = 8%)

cpu 1,60 48,42 33,84 36,52 10,83
mem 14 87 59 155 23
A 369 736 147 115 306 573 306 573 18 958
haystack-40 K = 395 200; D = 2%)
cpu 9,64 - 580,48 — 55,91
mem 19 — 209 — 107
A | 48670518 — 48 670 518 — | 48670 518
knights-50-5 & = 10; D = 100%)
cpu 12,38 34,43 1 759,00 — 21,49
mem 5 163 29 — 19
A | 31331580 0 0 — 0
pigeons-50 K = 19600; D = 100%)
cpu 1,38 2.85 33,82 44,52 2,7
mem 2 12 9 636 5

A | 2881200 | 2881200 2881200 | 2881200 | 2881200

qCp-25-264-0 K = 43,670; D = 5%)

cpu 2,28 6,08 8,15 10,49 2,08
mem 8 210 29 215 21
A 77,234 77,234 76,937 76,937 76,937
gwh-25-235-0 K =35700; D = 4,5%)
cpu 1,87 5,62 7,09 9,05 2,56
mem 7 183 26 173 19
A 56 721 56 721 56 380 56 380 56 380
fapp01-200-4 K=247; D = 0,5%)
cpu 10,73 - 16,05 18,63 104,05
mem 15 — 22 254 17
Al 3612163 — 3317135 3317135 | 2117575
scen-11 K =13775; D = 1,7%)
cpu 2,87 - 85,82 78,49 9,78
mem ) — 22 426 16
A 5434107 — 4 829 442 4829442 | 4828 650

TAB. 2.13 — Résultats expérimentauxdm en Mio)
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Instance MAC | sDC-1 + MAC
scen11-f8 nofg; ” [? 51;1
scenl11-f5 noill; Z , 3222? 682022
scen11-f3 nofli Z ' 020?)?}? - é6732§
scenll-f2 nofi]:zz 37 07023(1' 21 (5)(5)3(;?
scen11-f1 nofl]; Z 931070‘(1)(}? ] 513 01032

TAB. 2.14 — Impact de sCDC en pré-traitement de MAC

sic =3 sCPC
PC = DC _) CcDC _) PPC _) CPC Max-RPC _)AC _)FC

FiG. 2.10 — Récapitulatif des consistances étudiées

SPC = sDC == SCDC

Nous avons alors développé des algorithmes adaptés de AGRM& et SAC limités aux bornes des
domaines des CSP discrets, puis décrit des formes d'irdéngns fortes mais toujours construites autour
de la consistance d’arc : la consistance duale et la consestduale conservative.

Nous avons a chaque fois étudié d’'un point de vue théoricmedmportements attendus de chaque
algorithme, et toujours cherché a établir une comparaigbauestive des nouvelles techniques avec les
méthodes considérés comme les plus efficaces par I'éteardeé la littérature. La figure 2.10 récapitule
les plus importantes des consistances abordées dans d¢gecHape fleche— signifie « est strictement
plus forte que ». L'absence de fléche signifie que les consissasont incomparables (deux consistances
¢ et 1 sont incomparables s'il existe un CPtconsistant mais pag-consistant et un autre CiN-
consistant mais pag-consistant).

Si la 2B consistance et ses développements semblent seffmatces sur certaines catégories de
problémes (impliquant des domaines de grande taille ovamteth ceuvre des contraintes d’inégalité, la
consistance duale et la consistance duale conservativanseésélés en pratique plus efficaces que les
algorithmes de chemin consistance existants dans la pldearcas, et pourraient finalement se révéler
une excellente alternative a la singleton consistance dlassique.
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Chapitre 3

Heuristigues de recherche

Pour trouver la solution a un problénéP-complet, les méthodes polynomiales d’inférence ne
suffisent généralement pas (et, a moins ffue- N P, il est peu problable que I'on puisse résoudre un
CSP uniguement par inférence). On doit donc combiner lehadés d’inférence a des algorithmes de
recherche exponentiels (ou incomplets) afin de trouver ahgien & un CSP ou de prouver qu’'aucune
solution n’existe.

L'algorithme le plus couramment utilisé pour résoudre I&PCeste I'algorithme complet M(G)AC,
présenté dans la section 1.3.1 de ce document. La qua#iétatas prouveurs présentés aux deux pre-
miéres éditions de la compétition internationale de prawsee CSP (a I'exception de certaines versions
de CSP4J, présenté dans le chapitre 4 de ce document, etrdiwrepr basé sur EFC) étaient des prou-
veurs basés sur M(G)AC. Pour limiter I'explosion combima&adnhérente a cet algorithme, outre les
méthodes d'inférence, des heuristiques de branchemesitcpie des méthodes d’analyse des conflits
ont été développées.

On sait depuis longtemps que I'ordre dans lequel les hypethéou décisions) sont effectuées ont
un fort impact sur la taille de I'arbre de recherche. A chagped de I'arbre de recherche, il faut choisir
quellevaleur affecter & unevariable Jusqu'ici, ces décisions ont été effectuées en choigissanrs un
premier temps la variable (sélection verticale), puis lewaa affecter dans un second temps (sélec-
tion horizontale). La premiére étape de sélection a falijbde nombreux travaux et de nombreuses
heuristiques de choix de variable ont été proposées (dbsett3.2). L'heuristiquelom /wdeg est pour
I'instant considérée comme I'heuristique générique la pabuste. Cependant, le choix des valeurs (la
deuxiéme étape de la décision) a été longtemps considéndeanarginal dans I'impact sur la taille de
I'arbre de recherche. Dans la premiére partie de ce chapiites proposons de nouvelles heuristiques ba-
sées sur le choix des valeurs. Ces heuristiques serontektdigis heuristiques de branchement utilisées
pour résoudre le probléme SAT, via I'utilisation des codagestants du probléme CSP vers SAT.

Outre les heuristiques, ont peut également améliorer fanmeance des prouveurs en améliorant la
flexibilité de la recherche. Le principal défaut de I'algbme MGAC, c'est que si un mauvais choix
est fait au début de la recherche, cela peut nécessiter deypiarun espace trés important de I'espace
de recherche avant de pouvoir revenir sur cette erreur. Mémkeuristiques les plus évoluées seront
toujours susceptibles de faire ce type d’erreurs. Des nigoas de redémarrage ont déja été développés
pour limiter ce défaut de MGAC, mais on constate aussi qualtesithmes de recherche locale ne sont
pas affectés par ce défaut. Par contre, le fait que les tigoes de recherche locale soient généralement
incomplets et ne pouvant que difficilement bénéficier desamiémes d’inférence ne joue généralement
pas en leur faveur. L'idée d’exploiter la dualité des deuwatégies de recherche a germé depuis longtemps
et le développement d’algorithmes hybrides reste un défélana communauté depuis plusieurs années
[SELMAN et al. 1997]. Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous poésenh moyen d’améliorer
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les performances de MGAC couplédam /wdeg en utilisant un algorithme de recherche locale basé
sur la méthode Breakout. En alternant I'exécution des digocithmes, nous proposons d'échanger des
informations dans un sens et dans I'autre afin de rendre lieerelee la plus efficace possible.

3.1 Déduire de nouvelles heuristiques a partir des codagesns SAT

Il existe plusieurs facteurs expliquant le peu d'intérétagété porté aux heuristiqgues de choix de va-
leurs. Tout d’abord, choisir une valeur pertinente a champiet de branchement de I'algorithme MGAC
nécessite souvent bien plus de calculs que choisir uneblarian particulier si I'on cherche a effec-
tuer cette sélection de maniére dynamique. D’autre partdes instances insatisfiables ou quand on
cherche toutes les solutions, il faut obligatoirement siopgr toutes les valeurs d’au moins une va-
riable, et I'ordre dans lequel les valeurs sont éliminégsairie donc peu. Comme I'ont montréNi8H
& STURDY 2005], cet argument ne tient en fait que quand la recherchleasge sur un algorithme a
branchemeni-aire mais pas sur un algorithmebéanchement binairécf section 1.3.1).

On considere traditionnellement deux principes pendamtdaerche : & chaque étape, on sélectionne
la variable la plus contrainte, puis on sélectionne la vdiemoins contrainte (par exemple en utilisant
I'heuristiquemin-con flicts [FROST& D ECHTER1995]). Ces principes correspondent a deux stratégies
nommeéesfail- first (échec précoce) etromise, et on cherchera toujours a faire correspondre une
heuristigue a I'une ou l'autre des stratégie&{i et al. 2004, WALLACE 2005].

[NEVEU & PRcovic 2002] ont proposé une heuristique de choix de valeurs dymaerasée sur
une méthode d'apprentissage par I'échec (on explore geglspus-arbres en cherchant a apprendre des
informations statistiques des échecs rencontrés). Biercgs travaux aient considéré un branchement
d-aire en se focalisant sur la recherche de solutions, ildbksrindiquer gu’il est possible de définir
des heuristiques de choix de valeurs capables de réduinidicagivement I'effort de recherche. {8TH
& STURDY 2005] indiquent que c’est particulierement vrai pour degdypes de contraintes, avec un
branchement binaire. Nous avons cherché a développer deltesuheuristiques (en supposant bien sr
un algorithme de recherche a branchement binaire). Encpbeti, nous avons fait la correspondance
entre le branchement binaire pour MAC et le branchemeriséitilans les prouveurs basés sur la pro-
cédure DPLL pour résoudre le probleme SAT, et avons cheroHéen entre les heuristiqgues SAT et
les heuristiques pour CSP. En effet, en considérant un eogagiconque d'un CSP en probleme SAT,
sélectionner un couple composé d’'une variable et d’'unauvalerrespond a sélectionner un littéral dans
SAT.

Dans cette section, nous montrons une correspondanceedirgcenin-con flicts (respectivement
maz-con flicts) et le nombre maximal d'occurrences de littéraux dans lmfe SAT obtenue en uti-
lisant le codage par supports (respectivement le codagetda'une instance de CSP. Nous proposons
également de nouvelles heuristiques de choix de valeurgédérde I'heuristique classique pour SAT
Jeroslow-WandJW) [JEROSLOW & WANG 1990]. Les heuristiques obtenues exploitent la bidireetio
nalité des contraintes pour donner une meilleure apprdiomae la réduction de domaine qui découle
de I'assignation d’'une valeur & une variable, mais aussndjume valeur est supprimée du domaine
d’une variable donnée. L'exemple suivant illustre cettdipalarité :

Exemple 1. Soit C' la contrainte binaire décrite par la figure 3.1. Notons queet@aleur du domaine
de X apparait dans deux multiplets autorisés et est en confli deex valeurs du domaine dé.
Une heuristique de choix de valeurs classique comwe-con flicts ne peut distinguer les différentes
valeurs deX puisque toutes les valeurs deont le méme nombre de supports dahs

Il n'est pas toujours suffisant de considérer uniguemenbiebre de conflits (ou de supports) pour
choisir la valeur la plus (ou la moins) prometteuse. En gffetconsidérant une branchement binaire, si
on affecte la valeut a X (premiére branche de I'arbre de recherche), deux valemtssspprimées de
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Fic. 3.1 — Une contraint€ entreX etY'.

dom(Y"). Si on supprime maintenant la valeude dom(X) (seconde branche de I'arbre de recherche),
deux valeurs sont également suppriméeslde(Y). D'autre part, si on affecte la valedrou c a X,
deux valeurs sont suppriméesdian(Y’), et quand ou c sont supprimés déom (X ), aucune valeur ne
peut étre supprimée dm(Y). La valeura est donc en fait plus contrainte qeu c. Cette illustration
montre gu'il peut étre important de considérer I'impact B& deux branches quand une heuristique
évalue les valeurs a sélectionner.

L'estimation du nombre de valeurs supprimées quand un@wdledomaine d’'une variable donnée
est retirée (correspondant a la réfutation de I'hypothéfeetaée sur un nceud courant de I'arbre de
recherche) n'a encore jamais été considérée lors de la gomeed’heuristiqgues de choix de valeurs
génériques, a l'exception de travaux récents et indépeénfiary MANEK & O’SULIVAN 2006]. D’autre
part, notre approche peut étre utilisée pour obtenir de énaiplus générale une heuristique de choix de
valeurs convenable pour n'importe quel type de contrainte.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été réaliséoparation avec Christophe Lecoutre et
Lakhdar Sais et ont fait I'objet d'un article publié dans leline 1 de JSAT (Journal on Satisfiabi-
lity, Boolean Modeling and Computation), édition spécisalg I'intégration SAT/CSP [ECOUTRE et
al. 2007b].

3.1.1 Heuristiques pour MGAC

Nous nous référons ici a I'algorithme MGAC a branchemenaibindécrit par I'algorithme 10 page
32 et nous nous focalisons sur le choix de I'hypothése decheanent effectuée a la ligne 3 de I'algo-
rithme. Au lieu de sélectionner directement un coujg la plupart des prouveurs de CSP sélectionnent
d’abord une variable, puis une valeur du domaine de cetiablar En utilisant cette technique, on a
O(n + d) éléments & considérer au total, alors que le choix global dauple (Variable, Valeur) né-
cessiterait de considéré?(nd) éléments. En général, les prouveurs de CSP utilisent ungstigue
de choix de variables orientéggil- first commedom, brelaz ou dom/wdeg. Le choix de la valeur
est considéré comme étant moins important, et on se corgéntizalement d’'un ordre lexicographique
(lexico). Notons que quand les valeurs des domaines sont mélamp@asie c'est généralement le cas
lors des compétitions de prouveurs (mais pas dans I'utdisaéelle des prouveurs), les sélections lexi-
cographique et aléatoired{ndom) des valeurs sont équivalentes. Les heuristiques de cleousaléurs
plus évoluées exploitent 'ensemble connu de multipleter&ésrel (C') associé a chaque contrairtte
L'heuristique de ce type la plus courante est nommeée-con flicts (Oumazx-supports) et sélectionne
la valeur présentant le moins de conflits (multiplets iritsjdou le plus de supports (multiplets autori-
sés), ce qui est équivalent [HUBEI & O’SULLIVAN 2005, GEELEN 1992, ROST& D ECHTER 1995].
min-con flicts (respectivementiaz-con flicts) suit la stratégieromise (respectivementail- first).
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Un avantage apparent des heuristiquesdom ou lexico reste le choix de la valeur én(1), 1a ou
les autres heuristiques sont généralemendéfy), n indiquant la complexité pour évaluer une valeur
par I'heuristique 4 = d*~' pour min-con flicts, par exemple). Cependant, il est possible de limiter
cet inconvénient lié aux heuristiques évoluées en se limaaune variante statique des heuristiques.
L'ordre des valeurs est calculé pour chaque domaine lonsedihase de prétraitement, avant le début
de la recherche. En réordonnant les valeurs dans les desnaim@eut atteindre la complexité éx{1)
pour choisir la valeur [MHTA & VAN DONGEN 2005a]. A compter de ce point, nous considérerons
uniquement les variantes statiques des heuristiques dedadhoaleurs.

3.1.2 Appliquer les heuristiques SAT aux CSP

La section 1.1.3 rappelle les deux principales conversixistantes de CSP vers SAT qui seront
considérées dans cette section : le codage direct et le eatlzgy supports, ainsi que la formulation
générale de I'heuristique Jeroslow Wang « & deux faces »lpditiéral = de la CNFX : H,, (X, z) =
Yozecw(le]) + > e w(lc]), avece € X. C'est cette formulation qui sera utilisée dans la suiteedtec
section. On noter&” (P) la formule CNF obtenue par le codage direct du N6t X%(P) la formule
CNF obtenue par le codage par support$’d&n utilisant I'un et I'autre de ces codages, nous présenton
maintenant les heuristiques de choix de valeurs obtenuadiage 'instanciation des heuristiques SAT
HY.

Appliquer HZ par le Codage Direct

Montrons tout d’abord que I'heuristique de branchement SéiTle codage direct d’'un CSP corres-
pond aux heuristiques de choix de valeurs pour @G&R-con flicts oumin-con flicts.

Définition 24. SoitP = (£7,%4) un CN,X € 2 eta € dom(X). Le score, notd-H,,(P, X,,), de X,
dansP est défini comme suit :
D-H, (P, X,) = W[dom(X)] + w(2) x > ICFI(C, X,)]
Ce? | Xevars(C)
tel que

Widom(X)] = w(|dom(X)|) + w(2) x (Jdom(X)| — 1)
(On rappelle qu€ fI(C, X,) représente I'ensemble des conflitsXlg dans la contraint€”)

Proposition 21. Soit P = (2°,%) un CN, X € 2 eta € dom(X)
OnaD-H, (P, X,) = H,[2P(P), z,]

Démonstration.Chaque littéral positifc, apparait exactement une fois dans les claasesioins une
La taille de la clause contenant correspond a la taille du domaine de la variaKleLe littéral négatif
-z, apparait dang|dom(X)| — 1) au plus uneclauses binaires. Le terni& [dom(X)] correspond a
ces clauses. D’autre partz, apparait dans chaque clause binaweflit correspondant aux multiplets
incompatibles ol apparak, dans les contraintes impliquat. O

Si I'heuristique de choix de valeui3-H? est appliquée uniquement sur les valeurs d’une variable
donnéeX (sélection horizontale), alors toutes les valeurs apgseat exactement le méme nombre de
fois dans les clausemu moins unest au plus uneW[dom(X)] devient alors inutile, et en supprimant
également le terme constant2) on obtient :

D-Hy(P,Xa)= > [CfI(C,X,)|

Ce% | Xevars(C)

Seul le nombre de conflits apparait encore dans la formules Ba caspD-H® avec® = max

(respectivemen® = min) définit le méme ordre queax-con flicts (respectivementnin-con flicts).
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Appliquer HZ par le Codage des Supports

Pour le codage des supports, la longueur des clauses dépemahibre de supports d’'une valeur
dans une contrainte donnée. En considérfitsur>°(P), on dérive de nouvelles heuristiques de choix
de valeurs intéressantes :

Définition 25. Soit P = (27,%4) un CN, X € 2 eta € dom(X). Le score, not&-H,,(P, X,) de X,
dansP est défini comme suit :

S-Hy(P,Xo) = Wdom(X)]+ Y [W(C,Xa) +Wi(C, X,)]

Ce% | Xevars(C)
avec

Widom(X)] = w(|dom(X)|) + w(2) x (Jdom(X)| — 1)

Wi (C, Xq) =w(1l+ |SpI(C, X,)]|)

W1(C, X4 > w(l+[SpI(C,Yh)))

YbESpV(C,Xa)

~  —

(On rappelle queSpI(C, X,,) représente I'ensemble des supportsXedans la contraint€)

Proposition 22. Soit P = (27,4) un CN,X € 2 eta € dom(X).Ona:
S-Hy(P, Xa) = Hy(35(P), 24)

Démonstration.Comme pour le codage direct, le premier factBfdom(X)] correspond aux clauses
au moins uneet au plus uneD’autre part, pour chague contrainféimpliquant la variableX, chaque
littéral -, correspondant a la valel¥,, apparait dans les claussagpport:
— une seule fois négativement. La taille de la clause estlitt@ml négatif—z,) plus le nombre de
supports de dans la contraint€’. Ceci correspond au terni| (C, X,).
— positivement dans toutes les clauses support correspoada valeursy, € SpV (C,Y;). Ces
clauses sont de la formey, V x,, - -- V z,,, avecvars(C) = {X, Y}, etY; étant un support de
v, ... ,v;. La taille de ces clauses est 1 ('occurrence du littérakti€gyy,) plus le nombre de
supports dé&, dansC'. Ceci correspond au term&; (C, X,).
]

Si I'on se limite au choix des valeurs dans une seule variddemée |V [dom (X )] est constant pour
toutes les valeurs et peut étre ignoré.

En fonction de la fonction de pondératian et de I'opérateurp, on peut maintenant concevoir a
partir deS-H? différentes nouvelles heuristiques de choix de valeurexgploitent la bidirectionnalité
des contraintes (prend en comptedesixbranches de I'algorithme de recherche a branchement &jnair

Instanciation 1 (S-HS,. = S—Hf(a)zl). L'heuristique de choix de valeurs suivante est obtenue en

utilisantw(a;) = 1 comme fonction de pondération :

S-Hoce(P; Xa) = |dom(X)[ + [T(X)[ + > SpI(C, Xa)
Ce% | Xevars(C)

Nous obtenons ici une heuristiqgue de choix de valeurs quoretant a I'heuristique SAT basée sur
le nombre d’occurrences des littéraux dand(P). Quand le choix est limité aux valeurs d’une va-
riable donnée, I'ordre dans lequel les valeurs seront séfees dépend uniquement du nombre de
supports [dom(X)| et |I'(X)| sont constants), qui est inversement proportionnel au b conflits.
S-H™" (respectivementS-H™4%) définit donc le méme ordre queaz-con flicts (respectivement
min-con flicts).
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Instanciation 2 (S-H]% = S-Hff(a):Q_a). L'heuristique de choix de valeurs suivante est obtenue en

utilisantw(a) = 27 comme fonction de pondération :
S-Hjuy(P, Xq) = Wjy[dom(X)] + 3 x > (27|spz<c,xa>| + Wiu(C Xa))
Ce¥ | Xevars(C)
avec

Wjaldom(X)] = 2714emC0l 4 4 x (|dom(X)| — 1)
WTjw(C> Xa) = Z 2*\$pI(C,Yb)|

Instanciation 3 (S-Hffw = S-Hff(a):a). On obtient I'heuristique de choix de valeurs suivante el uti

santw(a) = o comme fonction de pondération :

S-Hipy(P, X,) = 3 |dom(X)|—2+|T(X)|+ > ISPI(C, X )|+ Wino(C, X4)
Ce% | Xevars(C)
avec
Wino(C, Xa) = [SpI(CX,) + Y |SpI(C,Y))|

YbESpV(C,Xa)

De nouvelles heuristiques de choix de valeurs pour les CSP

Les seconde et troisieme instanciations définissent destles\heuristiques de choix de valeurs pour
la résolution de CSP. En limitant I'évaluation aux valeursd variable donnée, on obtient les simples
heuristiques de choix de valeurs suivantgs, (respectivement;,,,,) correspondant respectivement aux
instanciations 2 et 3 dont les termes non discriminants térné@artés.

Définition 26. SoitP = (27,%) un CN, X € 2 eta € dom(X).

Hj, (P, X,) = Z 9~ ISPI(C.Xa)| Z o—ISPI(C,Y3)]
Ce% | Xevars(C) Y4,€8p(C,Xa)

Par la suite, nous appellerongaz-jw la nouvelle heuristique de choix de valeuds,". Dans
I'exemple 1, nous obtenons;,, (P, X,) = 1,25 et H;,,(P, Xp) = Hj, (P, X.) = 0,75

En utilisant 'opérateur de sélectiah = max, la valeura est alors choisie. Ce choix correspond
clairement a la meilleure évaluation des deux brancheegpondant & = a et X # a. En effet,
toutes les valeurs déom(X ), quand elles sont affectees¥g meénent a la suppression de deux valeurs
du domaine dé&”, alors qu’en supprimant du domaine deX, deux valeurs sont également supprimées
du domaine dé&” la ou aucune valeur ne serait supprimée en enlévantc du domaine deX.

Cependant, dans I'exemple i,;,, ne permet pas de distinguer les différentes valeur¥ dev <
{a.b,c,d}H;,(P,Y,) = 0,75), bien qu'affecter la valeuz aY supprime deux valeurs d&m(X) la ou
sélectionnel” = ¢ ne supprime qu’une valeur.

Définition 27. SoitP = (27,4) un CN, X € 2 eta € dom(X).

Hino(P, X,) = > 2% SpI(C, Xa)| + Y. [SpI(C.Y)]
Ce% | Xevars(C) Y,€8pV (C,Xa)
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Heuristique de choix de valeurs L

®

Codage HS connue ? —om Stratégie

. ®=mazxr | wla)=1 0] max-con flicts fail-first

(D)irect - - - -
®@=min | wla)=1 O min-con flicts promise
®=mazx | w(a)=1 O min-con flicts promise
®@=min | w(a)=1 0] max-con flicts fail-first

(S)upport| ® = maz | w(a) =« N max-inverse promise
®=min | w(a)=« N min-inverse fail-first
® =mazr | wla) =2"¢ N max-jw fail-first

TAB. 3.1 — Résumé : heuristiques obtenueddé&l® et S-HY

Par la suite, nous appelleronsaz-inverse (respectivementnin-inverse) la nouvelle heuristique
de choix de valeursl™e® (respectivementl").

En appliquantH;,,, sur les variables etY de I'exemple 1, nous obtenons :

Hinv(P> Xa) =3, Hinv(P> Xb) = Hinv(Pa Xc) = 10,

Hinv(P> Ya) = Him}(Pa Y})) =4 etHim}(Pa Y;) = Him}(Pa Yd) =8

On peut constater quein-inverse méne au méme ordre de valeurs sur la varidblguemaz-jw,
alors que sur la variabl€, min-inverse sélectionne une des valeuwr®u b etmax-jw donne le méme
score a toutes les valeurs du domainé&’de

Toutes les heuristiques obtenues$i¢1? et D-HY sont résumées dans la table 3.1, en supposant
que la sélection des valeurs est limitée aux valeurs du dwrdiune méme variable. En effet, sélec-
tionner le meilleur coupleX, parmi tous les couples possibles est trop colteux en temps Déhs
ce dernier cas, il n'existe cependant aucune correspoadamtce les instanciations présentées ci des-
sus et les heuristiques de choix de valeurs connues poulSBs @utes les instanciations ménent a de
nouvelles heuristiques de choix de couple (Variable, \idleu

On peut par exemple constater grace a la table 3.1 que Idtiewe de choix de valeurs dérivée de
H? (avec® = min etw(«) = 1) en utilisant le codagéD)irect mene a I'heuristiqueonnue(O) min-
con flicts, de stratégigoromise ou encore quél? (avec® = min etw(a) = «) en utilisant le codage
des(S)upportaméne a la nouvelle (N) heuristique appetéén-inverse, de stratégi€f ail- first.

Calculer les heuristiques

Dans le cas général (i.e. réseaux de contraintes impligleentontrainteg-aires), le nombre maxi-
mal de multiplets qu’une contrainte peut admettre egpgif). Pour compter le nombre de supports pour
chaque couple (Variable, Valeur), il faut énumérer pouigcieacontrainte I'ensemble des multiplets, ce
qui représente une complexité &xfed”). Cette complexité correspond au codt pour étakili, (min-
etmaz-con flicts) de maniére statique, avant la recherche. Dans chaque enes valeurs sont triées
en fonction de leurs scores, ce qui permet pendant la rdehereffectuer le choix de la valeur én(1).

CalculerH,.. a chaque nceud de 'arbre de recherche peut étre envisagécatamprend beaucoup
de temps. Si une heuristique de choix de variables a séleétione variableX, la complexité pour
sélectionner une valeur dans le domaine de cette variablene3[I'(X)d*] € O(n*~1d*). Les tests
expérimentaux que nous avons effectués dans cette voimseésélés catastrophiques, méme sur des
réseaux binaires.

Pour calculer ;,, et H;y,, il est possible de procéder en deux étapes. Tout d’abordalonle le
nombre de supports pour chaque valeutgnd®) comme ci-dessus. Ensuite, le score de chaque valeur
pour H;,, et H;,,,, peut étre calculé facilement : en supposant §ju€ (C, X, ) peut étre obtenu ef(1),
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FiG. 3.2 — Ecart relatif du nombre d’instances résolues par iéérentes heuristiques par rapport a
I'heuristiquerandom. (timeout = 1200s)

la complexité dans le pire des cas pour cette deuxiéme psaskereéme que pour la premiére. On peut
donc calculetH;,, et H;,, enO(ed®).

3.1.3 Expérimentationss

Pour montrer l'intérét pratiqgue de notre approche, noussvmplanté les différentes heuristiques
décrites dans cette section sur notre plate foi$4.J [V 10N 2006] et conduit une expérimentation
sur 'ensemble des 3 115 instances utilisées lors de la decoompétition internationale de prouveurs
de CSPY{AN DONGEN et al. 2006a, LECOUTRE2006] (a I'exception des instances pseudo-booléennes,
celles-ci impliquant des contraintes implicites d’aritést élevée ne permettant pas d'énumérer les sup-
ports). CSP4J a fonctionné sur une machine virtuelle Sua Badquipée d'un processeur Intel i686
cadencé a 2,4 GHz et de 1 024 Mio de RAM.

L'algorithme de recherche employé est MGAC équipé de l'dlgme d'inférence AC-3™ et de
I'heuristiqgue de choix de variable®m /wdeg. Toutes les heuristiques de choix de valeurs ont été im-
plentées de maniéere statique : un ordre est établi avarnthiemehe et reste fixe pendant tout le processus
de recherche [MHTA & VAN DONGEN 20054].

Le résultat de la comparaison des heuristiques sur I'enged#s instances de la compétition est
donné sur la figure 3.2. La figure montre I'écart relatif du boend’instances résolues en moins de
1200 secondes par rapport a I'heuristique de choix de \&teurdom. Toutes les heuristiques présen-
tant un écart relatif positif permettent de résoudre pluprddlémes queandom. Les résultats géné-
raux montrent quenax-inverse se révéle étre la meilleure heuristique sur 'ensemble dgsuices.
L'autre heuristique orientégromise, min-con flicts, donne également de bons résultats. Cependant,
on peut constater que la plupart des instances académiqaesers fait facilement résolues par notre
prouveur quelle que soit I'heuristique de choix de valeuitsée. Sur les instances aléatoires et in-
dustrielles (eal), les heuristiquegromise présentent un bon comportement. En résumé, I'heuristique
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Instance random | mazx-jw | max-cfl | min-cfl | min-inv | maz-inv
os-taillard-5-95-0 50,58 82,67 74,29 111,75 54,7 83,55
os-taillard-5-95-1 8,31 10,16 5,82 7,44 7,16 6,48
os-taillard-5-95-2 | 850,20 462,80 49,22 558,89 189,97 46,25
os-taillard-5-95-3 35,26 23,01 25,95 30,88 22,34 26,59
os-taillard-5-95-4 | 1 195,40 112,87 151,11 201,37 97,33 | timeout
os-taillard-5-95-5| 376,77 269,18 192,79 71,93| 137,06 308,33

median-5-95 ‘ 89,39 ‘ 78,51 ‘ 72,03 ‘ 92,94 ‘ 63,07 ‘ 107,29
os-taillard-5-100-0| timeout 248,64 6,68 45,12 417 | timeout
os-taillard-5-100-1 45,07 73,91 24,29 5,64 12,87 158,54
os-taillard-5-100-2| timeout 239,67 | timeout | timeout | timeout | timeout
os-taillard-5-100-3| timeout | timeout 36,69| 692,08 timeout | timeout
os-taillard-5-100-4 77,16 | timeout | timeout | timeout | timeout | timeout
os-taillard-5-100-5| timeout | timeout 829,96| 703,45| timeout 251,02

median-5-100 | >1200 | >1200 | >1200| 402,33] >1200| 43333

TAB. 3.2 — Résultats sur des isntances d’'Open Shop de tailleL&xtimeout est fixé a 1 200 secondes
de temps CPU. Les instances 5-95- sont insatisfiables,demires 5-100- sont satisfiables

maz-inverse semble finalement la plus robuste.

Pour obtenir une idée plus précise des comportements @@sgitispromise et fail-first, nous
donnons sur la figure 3.3 une comparaison détaillée entdelesheuristiques proposéesiz-inverse
(de stratégiepromise) et min-inverse (de stratégief ail- first), sur toutes les instances satisfiables
d’'une part, et insatisfiables d’autre part. Les points pesate la diagonale correspondent a des instances
résolues de maniére similaire par les deux heuristiques pbéts sous la diagonal sont les instances
pour lesquelles I'heuristique représentée en ordonnéesi{ix-inverse), résoud plus rapidement les
problémes, et vice versa. Wimeout a été fixé a 600 secondes. Les insthances qui ont fait I'objet
d’'un tizmeout pour 'une ou l'autre heuristique sont représentés surel’ax= 600s ou y = 600s
correspondant.

Sur'ensemble des instancesin-inverse est clairement moins performantes guex-inverse (le
nuage de points est plus dense sous la diagonale). Cepesidamtistingue les instances satisfiables et
insatifiables, on se rend compte que I'heuristiqui-inverse (de typefail- first) est en fait meilleure
sur les instances insatisfiables. La figure 3.4 confirme cg@odement : on cherche ici a trouver toutes
les solutions a un ensemble de problémes aléatoires. Powetrtoutes les solutions, il faut obligatoire-
ment parcourir tout I'espace de recherche. Dans ce casaumistiquef ail- first commemin-inverse
parvient a réduire substantiellement la taille de I'arbd&eelopper.

Finalement, nous nous sommes intéressés tout particuidteaux problémes d’Open Shop, et avons
testé nos heuristiques sur les instances d’Open Shop derddifaILLARD 1993] (cf section 1.1.2. Les
instances d’Open Shop les plus difficiles sont les instaimsadisfiables proches de la solution optimale :
pour prouver qu’une solution en temjpsest optimale, il faut prouver qu'il n’existe pas de solutiem
tempsT — 1. La table 3.2 montre d’'une part le temps CPU employé pourvaogu'il n’existait pas
de solution en temp&% x Topr, et d’'autre part le temps CPU employé pour trouver une swiwgn
tempsTppr. Dix instances ont été testées dans chaque cas, et le tésétigan ainsi que les résultats
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FiG. 3.3 — Probleme de décision : performances comparéesideinverse et max-inverse (temps
CPU par rapport au temps CPU, en secondes), sur respectivéoutes les instances, les instances
satisfiables et les instances insatisfiables.
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Fic. 3.4 — Recherche de toutes les solutions : performances aréem demin-inverse et max-
inverse, temps CPU par rapport au temps CPU sur des instances edéatoi

pour les six premiéres instances sont montrés dans le talddéancore, les heuristiqug&il- first sont
plus efficaces sur les instances unsatisfiables et les tigueispromise plus effiaces sur les instances
satisfiables.

3.1.4 Enrésumé

Dans cette section, nous nous sommes attachés a convsttieagstiques de branchement pour SAT
en heuristiques de choix de valeurs pour les CSP. Gracesdages directs et par supports, nous avons
montré comment dériver de nouvelles heuristiques de choivateurs pour les CSP. Ces heuristiques
nous ont permis de mesurer pour la premiére fois I'impactdéessions positives mais aussi négatives
effectués par les algorithmes de recherche a branchemmaitebiEn utilisant la formulation générale
de Jeroslow-Wang « a deux faces », nous avons introduit latereclaire entre les relations existantes
entre les heuristiques SAT et CSP.

Nous avons également montré expérimentalement que lestigues f ail- first (respectivement
promise) sont plus efficaces pour résoudre des problemes insakisfifitespectivement satisfiables).
Des variantes simples des heuristiques basées sur Jeld&slog (nin-inverse et maz-inverse) NOUS
ont permis de résoudre plus d’instances satisfiables eidfighles parmi 'ensemble des instances issues
de la compétition de prouveurs de CSP que les heuristigassigles.

Nous avons constaté que pour les instances insatisfiablgmuw chercher 'ensemble des solutions
d'un probléme, il est payant d'utiliser une stratégie deetypil-first. Nous pensons que ce phéno-
méne s’explique par la capacité de I'heuristique de choixadiablesdom /wdeg de réfuter rapidement
des sous-arbres insatisfiables. En effet, une heuristiguhaix de valeurg ail- first devrait permettre
d’'orienter la recherche sur les sous-arbres insatisfiabtesine fois ceux-ci éliminés, I'espace de re-
cherche est rapidement réduit.

Finalement, bien que nos résultats expérimentaux sembberfirmer que I'impact entre les diffé-
rentes heuristiques de choix de valeurs reste faible, nensgms gqu’il peut étre utile de bien comprendre
'impact des différentes stratégies de branchement. S@as, plus I'heuristique de choix de variables
et les méthodes d'inférence seront efficaces, et plus ilisen@ssant de suivre le princigiail- first au
niveau des valeurs.
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3.2 La méthode Breakout et les CSP

Les méthodes de recherche développées pour la résoluti@@SBeappartiennent généralement a
une des deux grandes familles : algorithmes systématiquegaithmes de recherche locale. A I'heure
actuelle, on utilise généralement I'algorithme MGAC poésaudre une instance de CSP. Le principal
inconvénient de ces algorithmes basés sur le retour-@rrigest que si une mauvaise hypothése est
faite au départ, il faudra explorer un sous-arbre de tadkemqtiellement trés importante sans succes. En
établissant la consistance d’arc généralisée a chaque deellatbre, on traite en partie ce probléme
en détectant a I'avance les hypothéses qui ne méneront aeagolution [2BIN & FREUDER 1994].
Une autre possibilité est d'utiliser des heuristiques d@xctie variable permettant de se focaliser sur les
parties les plus difficiles du CN, ce qui permet égalementdaire le nombre d’hypotheses a effectuer
avant d’effectuer des retours-arriétem /wdeg est a ce jour une des heuristiques de choix de variables
généralistes les plus efficacesqBsseMARTet al. 2004a]. Bien qu'ils ne tirent généralement pas profit
des méthodes d’inférence comme GAC, les algorithmes dereoh locale commHEill-Climbing Min-
Conflicts[M INTON et al. 1992] ou laRecherche TablGALINIER & HAO 1997] sont souvent beaucoup
plus efficaces que les algorithmes systématiques pourdraine solution sur les problémes de grande
taille. Cependant, les algorithmes de recherche localeisoomplets, c’est a dire qu’ils ne fournissent
aucune garantie de trouver une solution ou de prouver Fiéoence d’'un probleme.

L'idée de combiner les avantages de la recherche systéraadiqie la recherche locale en concevant
des algorithmes hybrides n’est pas neuve, et de nombreuxuttaont étudié la coopération entre la
recherche locale et la recherche systématique, au poing\dmid un véritable défi pour les problémes
de satisfaction de contraintesgSvAN et al. 1997]. Dans cette section, nous présentons une approche
hybride consistant a alterner I'exécution de deux algoréh, un de chaque type. De plus, nous proposons
de faire interagir ces deux algorithmes entre eux et d'igtabé coopération basée sur I'apprentissage et
la communication d’informations d’'une exécution a l'autre

Les travaux présentés dans cette section restent préiiggndls ont fait I'objet d’'un article pré-
senté lors des Troisiemes Journées Francophones de laifrogtion par Contraintes (JFPC’2007)
[VioN 2007].

3.2.1 Recherches alternées

La maniere la plus simple d’hybrider deux algorithmes restées lancer en parallele, et de s’arréter
dés qu’'un des deux renvoie une solution. Comme il est pesdibtiliser un systéme de redémarrage
avec la plupart des algorithmes (en utilisant un critergmlfation), nous proposons ici de les lancer en
séquenceDans les deux principes d’hybridation, les algorithmesdengt indépendants. Ainsi, les avan-
tages des deux stratégies se combinent : s'il existe unéenneilstratégie pour un probléme donné (par
exemple, la recherche locale pour les probléemes densesaddegtaille, ou la recherche systématique
pour les problémes incohérents), un temps limité sera p@relci les mauvaises stratégies de recherche.

De plus, grace a notre principe séquentiel, il est possibldraire de nombreuses informations inté-
ressantes d’'une exécution a I'autre, méme si la recherdfmiécd’'une maniére similaire aux technigues
décrites dans [MzURE et al. 1998] ou [TERRIOUX 2001], dont nous discuterons ci-dessous. Nos tra-
vaux se focalisent sur 'alternance de I'algorithme systtgque MGAC utilisant I'heuristique de choix
de variablesiom /wdeg avec WMC. Nous montrons comment des informations peuveat@nsmises
d’'un algorithme a I'autre, et comment la combinaison de tgaridhmes méne a une amélioration glo-
bale du processus de recherche sur les CSP structurés.
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FiG. 3.5 — Répartition des poids aprés une exécution de WMC sui14ef8

A propos de la pondération de contraintes

Le principal défaut des techniques de recherche systémeatigmme MGAC est bien connu : de
mauvaises hypothéses au début de la recherche peuventrecinduplorer de trés grands sous-arbres qui
peuvent étre évités si I'heuristique est capable de seifecalur de petits sous-problémes trés difficiles
ou méme inconsistants. On dit alors que le prouveur est soaunitrashing» : il redécouvre les mémes
incohérences un grand nombre de fois. D'autre part, on pgtater que certaines instances ne sont en
réalité pas tres difficiles a résoudre (par exemple, I'anbirmal pour prouver leur incohérence est trés
réduit), mais peuvent avoir un comportemertieavy tailed» si elles sont mélangées aléatoirement et
résolues plusieurs fois : lors de certaines exécutionsefaps de résolution sont alors trés importants.

La pondération de contraintes utilisée gam /wdeg a €té congue pour identifier les sous-problémes
difficiles et permet de limiter grandement les phénoménesadhing et heavy-tailsur les problemes
structurés [®USSEMARTet al. 2004a).

Mazure et al. [MAzURE et al. 1998] indiquent que les statistiques sur les contraintelig@es pendant
la recherche locale peuvent étre utilisées efficacementmmooracle pour une recherche systématique.
On peut donc penser que le poids des contraintes obtenulapé@sition de WMC se révelera trés utile
pour initialiser les poids déom/wdeg. La figure 3.5 montre I'efficacité pratique de cette hypothés
Le graphe représente la répartition des poids des cordsaagirés une simple exécution de WMC sur
un gros probléme incohérent d'allocation de fréquencei® (&®LFAP). Aprés 50 000 itérations, les 28
contraintes connues pour appartenir a au moins un noyamalginent inconsistant (mises en évidence
sur la figure) obtiennent un poids moyen de 2 590 alors queitis ppoyen sur I'ensemble des 4 103
contraintes est de 136.

Utiliser une recherche systématique partielle pour extraie des nogoods

Le principal avantage de la recherche systématique réside sh capacité a prouver I'incohérence
des problémes. En utilisant une recherche binaire commet @écsection 1.3.1, I'heuristique effec-
tue une hypothése de type = a a chaque noeud, ce qui crée deux sous problemesC(P|x—,)
et GAC(P|xxq). Les deux sous-problémes sont explorés en séquence jusggia@une solution soit
trouvée ou que l'incohérence des deux sous-problémesrsoitée.

Afin d’'améliorer les performances de la recherche et éwitgrobléme des mauvaises hypothéses,
I'utilisation d’'une stratégie de redémarrage combinée aes heuristiques adaptatives s’est révélée trés
efficace pour résoudre les CSP avec MGA®MES et al. 2000]. Un nombre maximal de retour-arriéres
est fixé, et la recherche est interrompue et reprise du dé&eetde nouvelles hypothéses. Cependant,
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o A

FiG. 3.6 — Un arbre de recherche interrompue

cela signifie que toute la recherche effectuée avant le raaége est perdue. Lecoutre et al. proposent
d'utiliser des nogoods afin de garder une trace des sou¢epneb inconsistants et éviter de les explorer
plusieurs fois [lECOUTREEet al. 2007a].

Quand la recherche expire, des nogoods sont identifiés i gardonnées extraites d’'une partie
limitée (de taille linéaire) de la trace de I'arbre de recher et ajoutés au réseau de contraintes sous
la forme de nouvelles contraintes. Tous les nogoods sontalestquences logigues du probleme et
peuvent étre considérés comme des contraintes additiesretlredondantes qui enregistrent le travail
effectué par les algorithmes. Pour des raisons pratiqaésille des nogoods est limitée de sorte que le
graphe de contraintes ne devienne pas trop dense. Plusagosds ayant la méme portée sont fusionnés
naturellement pour former une contrainte unique.

Le nombre de nogoods stockés a I'expiration d’'une rechezshborné par le nombre d’hypothéses
encore en courau moment ou la recherche est interrompue. Le nombre d’hgpes positivesY = a)
est borné par le nombre de variablesLa taille des nogoods stockés dépend directement du nombre
d’hypothéses positives. Pour ne pas créer de contraingggédtrop importante, difficiles a gérer, on
limite le nombre d’hypothéses positives prises en comptaorc la taille des nogoods,&en général,
on choisitp = k, l'arité maximale des contraintes). Le nombre d’hypotké&ségatives est naturellement
borné pamd. Le nombre de nogoods appris a l'interruption de chaqueutixdcest donc dans le pire
des cas d®(pnd). On a la garantie que pour un arbre de recherche partiel doriinge peut y avoir de
nogoods subsumés par (c’est a dire consistant une conségjlmgique de) un autre nogood. Le nombre
de nogoods est donc minimal.

D’autre part, lescope c’est a dire les variables impliquées par les nogoods spgst naturellement
limité. En particulier, la variable choisie comme premiein de choix, a la racine de la recherche, appa-
raitra dans tous les nogoods de taille 2 ou plus. De mémeglespiemiers points de choix apparaitront
dans tous les nogoods de taille 3 ou plus. De cette maniéngewinmontrer que dans le pire des cas,
I'ensemble des nogoods appris en fin de recherche représernp) scopedifférents. Cela garantit
gue si on stocke les nogoods sous forme de contraintes, Ibreate contraintes additionnelles restera
limité, en particulier si on limitep & une valeur relativement faible (en général, 2 ou 3).

Exemple 2. La figure 3.6 donne un exemple d’arbre correspondant a uhenae interrompue. L'heu-
ristique a dans un premier temps effectué I'hypoth&se- 1, qui a été réfutée. LhypothésE€ +# 1 est
alors envisagée, ce qui revient & supprimer définitivereenaleur 1 delom(X) (nogood de taille 1).

On effectue alors I'hypothés®¥ = 2, puisY = 3, qui est également réfutée. On sait maintenant que
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Algorithme 36 : learnNoGoodsP = (27, %) : CN)

1 scope « ()

2 tuple «— ()

3 pour level «— 0 a|history| — 1 faire

4 X « historyllevel]

5 scope «+— scope U X

6 sidC € € | vars(C) = scope alors

7 \ soit C' la contrainte telle quears(C') = scope

8 sinon

9 soit C' la contrainte universelle telle quers(C) = scope
10 L C —¢uC

11 tuple «— tuple U L

12 pour chaquev € dom™(X) | removed|X,] = level faire
13 tuple[level] — v

14 L supprimertuple deC

15 tuplellevel] «— dom(X)[0]

(X,Y) = (2,3) n"apparaitra pas dans les solutions du CSP. Il s’agit d'ugpod de taille 2 (on peut
I'écrire sous la formeX # 2 VY # 3).

On envisage alors I'hypothése = 1, qui est & nouveau réfutée. On peut donc apprendre le nogood
X #2VZ#1.

Finalement, on teste I'hypothéde = 4, puisZ = 2, cette derniére étant réfutée. On apprend donc
le nogoodX #2VY #£4V Z #2.

On peut aller Iégérement plus loin que I'approche proposédLECOUTRE et al. 2007a] en enre-
gistrant également toutes les valeurs supprimées par fstance d’'arc au moment ou les hypothéses et
leurs réfutations sont effectuées. Par exemple, si apo#sedfectué 'hypothés&” = 2, on supprime les
valeurs 1 et 2 du domaine @&par consistance d’arc, on obtient également les nogdogls2 VY # 1
etX £2VY #2.

Nous proposons d'utiliser I'algorithme 36 pour apprend® hogoods, y compris ceux qui ont été
déduits par consistance d'arc. Cet algorithme suppose gueéispose d’un ensemble ordonhéstory
comportant I'ensemble des variables faisant actuelleff@sjet d’'une hypothése positive. D’autre part,
on dispose également d’'une structueenoved| X, ], qui stocke pour chaque couple (variable, valeur)
le niveau ou la valeuX, a été supprimé (ou une valeur par exemple négative si larvalaipas été
supprimée).

Pour I'exemple 2history = {X,Y, Z}, ou encoréistory|0] = X, history[l] =Y, etc. Dans le
méme exemple, on a aussimoved| X1 = 0, removed[Y3] = 1, removed[Z;] = 1, removed|[Zs] = 2
(plus toutes les valeurs qui ont pu étre supprimées auxglivigeaux par la consistance d'arc ou autre
méthode d’'inférence). On peut limiteistory ap éléments pour limiter la taille et le nombre de nogoods.
On reconstitue les nogoods par ordre de taille, chaque le taitorrespondant a un tour de la boucle
principale. Le premier tour correspond aux nogoods deetdillet va créer des contraintes unaires, ce
qui correspond & supprimer des valeurs du domaine initiglvdeiables. A chaque tour de boucle, le
scope évolue donc (ligne 5) {X} au premier tour{X,Y} au second, etc. Pour chagsevpe, on
recherche la contrainte correspondante, en introduisatantrainte universelle le cas échéant (lignes
6-10). Finalement, pour chaque valeur supprimée au niveaaspondant, on supprime un multiplet de
la contrainte (lignes 12-14). Tout comme la structstepe, la structureuple est progressivement créée
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FiG. 3.7 — Le systeme d’hybridation

a chaque tour de boucle (lignes 11 et 15). A noter qu'a la lighielom (X) est forcément un singleton
puisqueX a fait I'objet d’'une hypothése positive.

Les prochaines exécutions de WMC et MGAC pourront toutex deiliser ces contraintes addi-
tionnelles pour guider la recherche ou filtrer 'espace dheeche plus efficacement, d’'une maniére
similaire aux propositions de FRRIOUX 2001]. Cependant, il faut relativiser I'impact de ces natgo
puisque I'apprentissage d’'un nogood de taillanplique I'exploration d’une fraction potentiellement
importante %) de I'espace de recherche (éx{d"™), pour mémoire, soif)(d"~*) éléments de I'espace
de recherche). Pour maximiser le nombre de nogoods apprisipaxécution de MGAC, on utilise une
heuristique de choix de valeurs orienté&il- first commemax-inverse (cf section 3.1).

Algorithme hybride

Une information supplémentaire peut étre conservée dépGiaC vers la recherche locale : quand
MGAC expire, I'affectation partielle courante, ainsi queit le réseau de contraintes résultant est arc-
consistant. Il est possible de générer I'affectation catepinitiale pour WMC a partir de ce réseau.

Toutes les variables affectées conservent leurs valeessaltres variables sont affectées de ma-
niére gloutonne : une valeur est sélectionnée dans lesrsatgo-consistantes restantes, de sorte que
aussi peu de contraintes que possible soient violées. WM(Zloh alors a réparer cette affectation. Une
récapitulation de I'algorithme final est présentée figuie 3.

Bien que WMC et MGAC ne nécessitent pas d'autres paraméetiesgqxlterations et max BT,
respectivement, trouver les bonnes valeurs fut extrémedeticat, le parameétre idéal dépendant encore
une fois fortement du probleme a traiter. Une quantité émitle ressources doit étre allouée a chaque
algorithme. Nous avons donc cherché a faire en sorte queietagorithme utilise autant de ressources
'un que l'autre.

La durée d’'une exécution de WMC peut étre contrblée en fixamiombre maximal d’itérations. La
durée d’une itération dépend fortement de la taille du gnolgl. Notre implantation Java effectue asymp-
totiquement enviror?% itérations par seconde sur des CSP aléatoires binairesuiay@ocesseur
i686 cadencé a 3 GHz. Notez que pour des probléemes indestoeime les RLFAP (Radio Link Fre-
guency Assignment Problem) ou FAPP (Frequency Assignnrattiéin with Polarization constraints),
nd atteint facilement 20 000 et dépasse les 2 000 000 sur lesggphsses instances (qui sont cepen-
dant facilement résolues par MGAC de par la nature hautelm&grogéne de ces problémes). Notre
implantation Java de MGAC effectue asymptotiquement envif?-2%3-0%0 hypothéses par seconde sur
des problémes binaires aléatoires.
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Algorithme 37 : Hybrid(P =(2°,%) : CN, maxIter : Entier) : Booleen

1 maxTries — 1

2 max BT < maxIter x i—g

3 répéter

4 startTime < now()

5 répéter | maxTries| fois

6 essayer

7 | retourner WMC(P, maxIter)
8 capturer Expiration

9 W MC Duration < now() — startTime

10 startTime < now()
11 | essayer
12 | retourner MGAC(P, maxBT)

13 capturer Expiration

14 | MGACDuration — now() — startTime

15 learnNoGoods(P)

16 mazlries < a X mazrl'ries

17 maxBT «— a x maxBT x W MC Duration/MGAC Duration

L'algorithme hybride final est décrit par I'algorithme 37086 utilisons un mécanisme de levée et
de capture d’exceptions lorsque le critére d'interrupiitum algorithme est atteint, aux lignes 7 et 12.
Dans ce cas, I'algorithme n’est pas interrompu, mais repéela ligne suivant la capture de I'exception.
A chaque itération de I'algorithme hybride principabazTries exécutions de WMC sont effectuées
avecmaxIterations itérations au maximum (lignes 5-8), puis MGAC est exécuté fais avec une
limite de max BT retour-arriéres (lignes 11-13). A chaque foisgzTries et max BT sont augmentés
par un facteurr, de sorte que MGAC puisse étre complet. Dans le pire des eeissarviendra quand
maxBT > d". max BT est ajusté dynamiquement a la ligne 17 de sorte que les ressallouées a la
recherche locale et a la recherche systématique soierigdes.

3.2.2 Discussion

L'idée d’hybrider une recherche locale avec une recherghgématique n'est pas nouvelle, et plu-
sieurs travaux étudient la coopération entre les deux tgpescherche (voir section 1.3.4). L'approche
hybride que nous présentons dans le présent article tonmsdal@aremiére catégorie d’hybridation que
nous avons recensée, avec quelques élements des auti@sssédnsi, notre idée principale reste d'al-
terner entre une recherche locale et une recherche sygi@mate qui appartient clairement a la premiere
catégorie. En apprenant et en conservant des informatiorie probléme d’'une exécution a I'autre, un
algorithme peut guider l'autre, et vice versa. Cet appssatie appartient plutdt aux deux autres caté-
gories. Un des principaux avantages de la premiére cagigstique I'on se base sur des algorithmes
longuement étudiés, et que toute amélioration apportéena kles technigues va profiter a I'ensemble
du systéme.

L'approche proposée dans (MURE et al. 1998] est particulierement intéressante, puisque, comme
la notre, elle tombe dans la premiére catégorie. Mazure ehaisissent d’effectuer plusieurs exécutions
d’'une recherche locale en utilisant I'algorithme TSAT (lgoaithme de recherche Tabu pour le probléme
SAT), avec un nombre limité dips ettries. Si TSAT échoue, des statistiques obtenues sur les caesain
falsifiées pendant la recherche sont utilisées pour réedagirobléme via un algorithme complet, ainsi
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gue pour extraire un noyau inconsistant. Cependant, é¢artrant a notre algorithme, TSAT n'utilise
pas directement le poids des contraintes, et I'heuristigilisée par la recherche systématique n’est pas
adaptative. Tout en confirmant les résultats de Mazure epgliqués aux CSP, nous pensons donc que
notre approche est a la fois plus naturelle et plus robuste.

[EISENBERG& FALTINGS 2003] avaient déja émis I'idée que les poids obtenus ap@gxicution
d’un algorithme utilisant la méthode Breakout pouvaienttreesn évidence des noyaux insatisfiables.
Eisenberg montre expérimentalement que cela fonctionrlesinstances de type coloration de graphes.
Nous montrons que cela fonctionne également sur des iestagelles difficiles, et autant pour des
instances insatisfiables que sur les instances satisfididdgse algorithme va plus loin en proposant
d'apprendre des informations dans les deux sens

Pour montrer I'efficacité de la pondération de contraintesrpdentifier les parties les plus diffi-
ciles des problémes, nous avons essayé de lancer chaqu¢halgosur des instances incohérentes du
probléemeQueens-Knightsll s’agit d’'une fusion du probléme cohérent des Reines é¥giroblémes
incohérent des Cavaliers, comme décrit daneBSEMART et al. 2004a]. Le probleme constitué par
50 reines et 5 cavaliers est modélisé par 55 variakles 2 500) et 1 235 contraintes. Il contient un
noyau minimalement inconsistent (MUC) de 5 variables etrBraintes. Aprés une premiere exécution
de WMC avec 50 000 itérations, les 5 contraintes impliquées de MUC obtiennent un poids de 5 127
ou 5 128. Toutes les autres contraintes ont un poids inféaaiégal a 2. Si I'on effectue une simple
exécution de MGAC avec 4 000 retour-arrieres (ce qui conseiianméme guantité de ressources gue
50 000 itérations de WMC sur ce probléme), les 5 contrainteaayau ont respectivement un poids
de 1891, 1 765, 120, 1 et 1. Trois autres contraintes obtigrune poids de 2 et les autres contraintes
gardent leur poids initial de 1.

Cette expérimentation montre que WMC peut étre bien plusaei que MGAC pour identifier
des noyaux incohérents, et prouve l'efficacité potentidlenotre approche. Résoudre le probléme des
Queens-Knightavec notre prouveur hybride est fait en une exécution de WRICQD secondes suivi
d’'une exécution de MGAC de 78s (2 468 retour-arriéres) ggathme MGAC seul effectue 6 exécutions
pour un total de 328s et 12 652 retour-arriéres.

3.2.3 Expérimentations

Les expérimentations sont effectuées par notre prouve®4CSconcu en langage Java 5, sur un
cluster de machines virtueles Sun Java 5 pour pour Linuxgufea équipée d'un processeur x86-64
cadencé a 2,4 GHz et 1 Gio de RAM. Nous avons comparé les penfmes des algorithmes suivants
(les paramétres sont choisis pour étre empiricalementaptt pour des problemes aléatoires binaires
au seuil a 50 variables et 23 valeurs) :

— MGAC avec redémarrages seul (en augmentant a chaque nedéenaax BT de 50%) et appren-
tissage de nogoods comme décrit en section 3.2.1. Notreithipe MGAC est basé sur I'algo-
rithme d’établissement de 'arc consistance généralisé€35™ [L ECOUTRE& H EMERY 2007]
MCRW avecp fixé a 0,4 etl 50 000 itérations par tour
Tabu avec une liste Tabu fixée a 30 élemeni$@t00 itérations par tour
WMC avec2 000 itérations par tour
Notre approche hybride aved00 itérations par tour pour WMC, et aveeax BT etmaxTries
augmentés de 50% a chaque taurf 1,5).

Les problémes aléatoires, de nature trés homogéne, soitomne référence pour estimer le com-
portement asymptotique des algorithmes. Nous avons cenp@AC, WMC ainsi que notre algorithme
hybride sur une série de problémes aléatoires difficilesgmtant des duretés variées. Nous fixers 50
etd = 23 et faisons variet ete de telle sorte que tous les problémes soient situés au sesik{212d-),

. L ) o In(1—t)
Quand la dureté des contraintes diminue, le nombre de Vesiédt donc la densité du graphe) augmente,

102



3.2. La méthode Breakout et les CSP
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Fic. 3.8 — Résolution d'instances aléatoires

et vice versa. Pour que le théoréme permettant le calculudussit applicable, la dureté des contraintes
doit étre inférieure &,5. D’autre part, il faut quez < C? pour pouvoir concevoir le probléme, ce qui
correspond & = 0,12 pour les problémes a 50 variables et 23 valeurs d’aprées tiaulerci-dessus. On

a également forcé les problémes a étre cohérents (cf sdctid?). Toutes les instances sont au seuil et
cohérentesOn essaye alors de résoudre les différentes instancesiebtdans un délai de 600 secondes,
et on compte combien d’instances ont pu étre résolues.

Les résultats obtenus sont montrés sur la figure 3.8. lls nmaingue, bien que MGAC soit ex-
trémement puissant sur les problémes peu denses, auxiotgdrdures, les algorithmes de recherche
locale sont plus efficace a I'opposé, sur les problemes demse contraintes laches. Ce sont aussi des
problémes considérés comme plus difficiles. Sur des prasamssi homogenes que ces instances aléa-
toires, la pondération de contraintes est pratiquemerst sifet. Les performances décevantes de l'algo-
rithme hybride sont donc compréhensibles. Cependant, ongosistater que I'algorithme hybride est
plus robuste, dans le sens ou le nombre global d’instansetuss est plus important que pour MGAC
seul, tout en restant susceptible de résoudre des instmmmE®rentes. D'autre part, la mesure de la
densité ou de la dureté n’est pas fiable pour des problemedistis hétérogénes, puisqu’ils peuvent
étre composés de plusieurs sous-problémes difficiles apacun une valeur différente de dureté ou de
densité. On ne peut donc utiliser ces mesures, dans I'étalates choses, pour sélectionner le meilleur
algorithme pour un probléme donné. L'utilisation d’algbmes hybrides robustes est donc particuliere-
ment intéressante dans un environnement « boite noire grond peut compter sur aucune information
sur la nature des problémes.

Nous avons également exécuté les différents algorithnrassies les instances de la Seconde Com-
pétition Internationale de Prouveurs CSRN DONGEN et al. 2006a]. Les algorithmes de recherche
locale n’étant pas congus pour résoudre les problemesqogit des contraintes d’'arité élevée (ce qui
nécessiterait un traitement non booléen des contraintesif&ER & H A0 2004]), les problémes conte-
nant des contraintes d’arité supérieure a 4 ont été igndréagit essentiellement des problémes de
pseudo-booléens ou impliquant des contraintes globdi&s)s avons conservé les instances pour les-
quelles au moins un des algorithmes a pu trouver une sojutioavons éliminé les instances incohé-
rentes.
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MGAC MCRW Tabu WMC Hybrid
série nb | rés | temps| rés | temps | rés | temps | rés | temps | rés | temps
all interval 13 12 0,44 | 13 0,89 | 12 0,57 | 13 0,68 | 13 2,45

gcp-qwh-bgwh| 253 | 248 | 0,78 | 253 0,60 | 253 0,41 | 246 0,76 | 253 2,11
aim 9% | 94 0,52 | 64 8,95| 63 17,20 | 86 0,50 | 82 0,85

fapp | 147 | 141 | 11,20 | 142 4,20 62 | >600,00| 132 2,44 | 141 125,77
ruler 9 8| 17,42 5 59,34 5 8,87 6 12,00 8 9,98
shop | 127 | 103 191 | 76 46,08 | 56 | >600,00| 110 1,18 | 104 6,33

par | 18 16 0,89 | 10 0,56 | 10 0,56 | 10 0,56 | 14 7,24
queens| 20| 17| 592| 18 0,98 19 092 18 0,84 | 19 32,54
ramsey| 11 9 4,68 | 11 2,60 9 354 | 11 1,71 11 22,28
rifap 25| 25 2,68 | 25 1,97 19 1,71 21 1,14 | 24 0,96
rand-d>n | 94| 94| 3,89| 31| >600,00| 16 | >600,00| 33| >600,00| 42 | >600,00
rand-ckn | 672 | 561 | 22,32 | 550 37,98 | 592 19,70 | 589 22,62 | 582 22,41

TAB. 3.3 — Resultats sur des instances satisfiables : nombrstatices résolues et temps médian en
secondes

Structured satisfiable instances

T [T T e A TR S P .. R sepe vy
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FiG. 3.9 — Comparaison de WMC et MGAC sur des instances striggijigstances binaires uniguement)
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FIG. 3.10 — Comparaison de WMC et MGAC sur des instances aléatoir

Les résultats obtenus sont reportés dans la table 3.3. Rague algorithme, la colonmésindique
combien de problémes ont pu étre résolus en moins de 600dsEcdres algorithmes Tabu et MCRW
sont intéressants dés lors que leurs parametres corresgandtype de probléme (notamment ici les pro-
bléemes aléatoires ou les problémes qwh/qcp). L'algorithgi@ide parvient a combiner la puissance de
MGAC et de WMC en réussissant a résoudre globalement le plursilgnombre de problémes structurés.

La figure 3.9 représente le temps utilisé pour résoudre wtarine avec un algorithme par rapport a
un autre. Les points proches de la diagonale correspondiad iastances résolues de maniere similaire
par les deux algorithmes. Les points sous la diagonale strndtances pour lesquelles I'algorithme
représentées en ordonnées (ici WMC) est plus efficace. Qetigraur les axes = 600 ouy = 600
les instances qui n'ont pas été résolues par I'un ou l'awgeeadigorithmes. Cette figure met en évidence
I'intérét d'utiliser WMC par rapport & MGAC pour certainelgses spécifiques d’instances aléatoires,
en particulier les problémes d’atelieshpp, den dames queen} ou d’allocation de fréquencesfép).

La figure 3.10 confirme simplement les résultats de la tallle@cernant les problémes aléatoires :
WMC est plus efficace sur les problémes binaires telsdyuen.

La table 3.4 montre le comportement de MGAC et de notre praulrgbride sur une série de pro-
blémes industriels (RLFAP, Open-Shop) et académiqueférents. Dan®usles cas, le nombre global
d'affectations pour MGAC est beaucoup plus faible en coapgm avec WMC que seul, ce qui prouve
I'efficacité des techniques d'apprentissage proposéeass Raplupart des cas, le temps CPU global est
également meilleur. Parfois, en particulier sur les instarfaciles ou homogeénes, trop de temps est perdu
lors de la recherche locale (ssrenll-f80s-95-50u 0s-95-8par exemple) par rapport au temps gagné
sur MGAC.
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MGAC-dom /wdeg seul hybrid

instance runs assgns CPU runsWM%PU ruxGAisi(;le/walégPU total CPU
scenll1-f8 1 13596 107,9 1 126,4 1 470 19,1 145,5
scenll-f7 2 38 692 268,4 1 124,8 1 2924 31,9 156,7
scenll-f6 2 40 323 293,5 1 129 1 6 894 62,1 1911
scenll-f5 3 68 307 713,3 2 258,3 2 47692 | 378,6 634,3
0s-5-95-2 7 79 599 105,8 1 20,8 1 3148 10,7 31,5
0s-5-95-5 4 30 262 52,1 2 39,5 2 11 372 29,2 68,7
0s-5-95-8 4 24 137 55,5 2 47,0 2 12 543 30,2 77,2
gK-50-5-add 6 12 652 328,0 2 188,0 2 2 495 79,3 267,3
gK-50-5-mul 7 13 482 452,3 2 398,0 2 2 495 73,0 525,3
qK-80-5-add | > 10 | > 38000 | > 6 000,0 3 854,9 3 6395 | 603,1 1558,0
gK-80-5-mul >9 | >25000 | > 6000,0 2 | 1666,2 2 6395 | 971,6 2637,8

TAB. 3.4 — Résultats sur plusieurs problémes difficiles

3.2.4 Enrésumé

Dans cette section, nous avons introduit une approchedg/britre la recherche systématique et la
recherche locale, respectivement représentées par teitlablges MGAC et WMC. Nous proposons un
systeme d'apprentissage pour améliorer les performarezsl@lix algorithmes. Des expérimentations
avec nos implantations de MGAC, MCRW, recherche Tabu et WhdSges sur les derniers résultats
publiés, et sur de nombreux benchmarks disponibles ontréntmtrobustesse de notre approche, avec
de bons résultats en particulier sur les instances steegubien que leur taille et leur nature soient trés
variées.

Tout en confirmant les résultats obtenus pampURE et al. 1998] sur le probléeme SAT et JE
SENBERG& FALTINGS 2003] sur les problemes de coloration de graphes, nousa@ardi les relations
entre les deux algorithmes en liant de maniére tres nagues| heuristiques utilisées par chaque algo-
rithme grace notamment a l'utilisation de I'heuristigqiten /wdeg. Ceci nous a mené a une stratégie de
recherche robuste ou I'impact de la recherche locale etsyatque peut étre finement paramétrée.

Ces travaux restent préliminaires : d’autres informatipasrraient également étre extraites d’'une
exécution d’'un algorithme, et un paramétrage adaptatifalgarithmes pourrait améliorer encore la
robustesse de la recherche. La possibilité de lancer phssidgorithmes en paralléle doit également étre
prise en considération.

Un avantage non négligable des algorithmes hybrides basékes algorithmes trés connus et étu-
diés, comme MGAC et la recherche locale existe : en effetaguh progrés significatif obtenu sur I'un
ou l'autre algorithme, c’est I'ensemble de I'algorithmebhide qui bénéficie des meilleurs résultats de
chacune des méthodes de recherche.

3.3 Conclusion

Aprés nous étre attachés, dans le précédent chapitre, denéts techniques d'inférences géné-
riques utilisées pour la résolution générale des CSP, naussaci cherché a améliorer les méthodes de
recherche permettant de résoudre en pratique un grand eatitstances de probléma@sP-complets.

Les principales améliorations pouvant étre apportées otitnmes de recherche sont de deux
ordres :

— Tout d’abord, la flexibilité des algorithmes de recherchessemble un point primordial. Les heu-

ristiques les plus évoluées restent des approximatiorceptisles de faire des erreurs, et il nous
semble important de tout faire pour que ces erreurs aiemhpadt limité sur les performances de
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la recherche. Le développement d’algorithmes de branchiebiraires, de stratégies de redémar-
rages ou I'hybridation avec les algorithmes de rechercbaldosont autant de voies ouvertes vers
le développement d’algorithmes capables de résoudre undeé3&® maniére la plus intelligente
possible.

— Les heuristiques, qui permettent aux algorithmes systéuoes d'ordonner intelligemment la re-
cherche de maniére a rendre chaque hypotheése la plus ctthpomsible, permettent de réduire
grandement le nombre de possibilités a explorer. On va bbhegcles améliorer le plus possible,
par exemple d’'un point de vue syntaxique en chercharfbamerle plus possible les heuristiques.
En prenant en compte le plus possible d'informations digpes sur le probléme, on réussit a
mieux déterminer les hypothéses les plus intéressantest @ans cette optiqgue que nous avons
développé les heuristiques de choix de valeurs décritesldaection 3.1.

Aujourd’hui, les techniques d’apprentissage nous senislesceptibles de faire progresser l'effica-
cité des prouveurs sur les deux plans. D’'une part, en eiragiisies nogoods, il est possible de mettre
de cbté toute une partie de I'arbre de recherche sans perthavail effectué. D’autre part, I'accumu-
lation de statistiques au cours de la recherche, telle ldgration de contraintes opérées par WMC et
dom /wdeg, ou des approches similaires a celles introduites pax4MRE et al. 1998], permettent aux
heuristiques d’apprendre de leurs erreurs et ainsi de dguagressivement de plus en plus efficaces au
cours de la recherche.
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Chapitre 4

CSP4J : une bibliotheque de résolution de
CSP « boite noire » pour Java

Ce chapitre présente I'aboutissement des travaux déariis ce document. Toutes les techniques et
algorithmes décrits précédemment ont été mis en place agmouveur de CSP congu comme une API
« boite noire »ijlack boy de résolution de problémes CSP et Max-CSP pour le langage Uas sys-
temes de programmation par contraintes actuellementmtgps sont généralement congus comme des
« bofites de verre sg(ass bo), peuvent étre paramétrés trés finement et sont pratiquatestangages de
programmation a part entiére. Cependant, les prouvewasilteant sur le probléme SAT suivent généra-
lement le précepte de boite noire, influencés par la prépandé des compétitions dans la communauté
SAT. L'idée est de donner le moins de travail possible aliaateur, et d'effectuer automatiquement («
intelligemment ») le plus possible de paramétrages. Laiggedemandée a I'utilisateur, en particulier
dans le domaine de la programmation, doit étre aussi lingitéepossible. Dans le meilleur des cas, il
n'aura qu’'a définir son probléme, le soumettre au prouvewbtgnir une solution sans avoir préala-
blement choisi aucune méthode ni paramétredPt 2004]. Le développement récent de compétitions
de prouveurs de CSR4N DONGEN et al. 20064a] et I'apparition de nouveaux prouveurs inspirés des
prouveurs SAT [@&NT et al. 2006a] sont autant de symboles de l'intérét de la commursmigd@tifique
pour cette nouvelle optique.

CSP4J est en développement depuis 2005 et a rapidemens aggucertaine maturité, lui ayant
permis de participer aux premiéres compétitions avec dedtaés corrects. Etant donné I'optique « boite
noire » dans lequel CSP4J a été développé, nous essayormaedds le moins d'informations possible
a l'utilisateur. D’autre part, nous ne nous sommes pas ifEskbur I'implantation et le développement
d'un grand nombre de contraintes globales, bien que le raaatgiet retenu soit suffisamment flexible
pour en ajouter a l'infini. A 'neure actuelle, CSP4J ne psmpque la célébre contrainte globale « all-
different », équipée d'un algorithme de propagation spspoifisimple.

CSP4J implante tous les « moteurs de recherche » décritdedelmapitre 3 de ce document.

— MGAC, est un prouveur complet basé sur I'algorithme bien connUAKIGSABIN & FREU-

DER 1994] utilisant I'heuristique de choix de variablésm /wdeg [BOUSSEMART et al. 20044a]
et I'heuristique de choix de valeursax-inverse statigue. MGAC est le moteur le plus polyvalent
et est proposé par défaut.

— MCRW, est un prouveur incomplet basé sur I'algorithme Mih-Conflicts Hill-Climbing with
Random WalkfM INTON et al. 1992]. Ce moteur peut étre utilisé pour résoudre les profdeme
type Max-CSP de maniére incompléte dans un environnemenytiree » : le moteur peut étre
interrompu a tout moment, et la meilleure solution trouvBtepue. Cette technique peut étre trés
intéressante en particulier pour obtenir des solutionssalfiées » en un temps de calcul tres faible.
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— Tabu, est une alternative a MCRW et dispose de caractéristiguafaises. |l effectue une re-
cherche Tabu [GLINIER & HAO 1997] souvent considérée comme plus robuste qudille
Climbing

— WMC, est un autre prouveur incomplet basé sur la méttBrdakoutfM orRRIS1993]. Les carac-
téristiques sont similaires a MCRW et Tabu, mais ne fonaopas vraiment sur les problemes
Max-CSP, et reste plutdt destiné a I'obtention rapide d'swmiation faisable.

— Combo, est un prouveur complet basé sur une hybridation entre MEIAEMC (cf section 3.2).

Lors de la résolution d’'un CSP, la consistance duale coaseevforte est appliguée au probléme
lors d'une phase de prétraitement.

Notre API est disponible sous la licence LGPLTRELMAN 1999]. Pour montrer l'intérét de la
bibliothéque, nous avons développé plusieurs applicatitndémonstration, toutes disponibles sous la
licence GPL [SALLMAN 1991]. L'une de ces applications consiste en un compilaténstances au
format XCSP 2.0. C’est cette application qui a participé eompétitions de prouveurs de CSRAN
DoONGENet al. 2006a]. Cette application implante une contrainte « peddi@ermettant de compiler les
contraintes en intention ou en extension définies par ledoCSP 2.0.

Parmi les autres applications, hous proposons :

— un générateur et prouveur de problémes aléatoires, otilegvaluer fenchmarkles algorithmes

et les machines,

— un extracteur de noyaux minimaux instatisfiables (MUC pdinimal Unsatisfiable Core), dont
I'objectif est d’extraire un ensemble de variables et detreamtes minimal insatisfiable & partir
d'un CSP insatisfiable plus grand,

— un prouveur de problémes Open-Shop, capable de rechetebaolutions faisables et éventuel-
lement la solution optimale de problémes d’Open Shop,

— une application capable de résoudre un Sudoku de tailleange.

4.1 Résoudre un CSP dans une boite noire

Les compétitions de prouveurs montrent que l'utilisatierpcbuveurs non paramétrés pour résoudre
un trés grand nombre de problémes différents est possibles [@ cadre des compétitions de prouveurs
CSP, les problémes sont définis par le format trés généraPXC&

Afin d’étre capable de résoudre n'importe quel type de prableéCSP4J a été congu avec deux regles
d’or en téte : généricité et flexibilité. Le choix du langagenté objet Java 5 a été fait dans l'optique
d’'une meilleur flexibilité. La conception orientée objets @SP4J permet de modéliser les problémes
sous forme d’obijets.

Quelques classes et interfaces forment le coeur de CSP4mhecaiécrit par le diagramme UML
représenté figure 4.1 : les clasgesoblem, Variable et Constraint définissent une instance de CSP.
L'interface Solver est « implémentée » par chacun des moteurs de recherchaifisso

La classeVariable : Elle peut étre utilisée directement via son constructeudpéaut : le paramétre
domain contient simplement le domaine de la variable (c’est a thresemble des valeurs que la variable
peut prendre) sous la forme d’'un tableau d’entiers.

La classeConstraint :  Cette classe abstraite doit étre spécialisée pour défieircontrainte spé-
cifique a un probléme. En particulier, il faut surcharger kétmde abstraiteheck() de maniére a ce
gu’'elle retournevrai oufaux en fonction de la valeur du multiplet courant. On peut accédg valeurs

du multiplet grace a la méthodetV alue(int variable Position), variable Position correspondant a
la position de la variable dans la contrainte, comme défiaidgscope dans le constructeur. Le listing
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Constraint
Variable 1..n ; A
b + Constraint(scope : Variable[])
+ Variable(domain : int[], name : String) + check() : bool
+ getName() : String # getValue(variablePosition : int) : int
1 \ + revise(variablePosition : int, level : int)
..Nn —
///// 1..n
/////*/ «interface»
- ProblemGenerator
Problem === > + generate()
+ load(generator : ProblemGenerator) : Problem + getVariables()
+ getConstraints()

«interface»
Solver

+ runSolver() : bool
+ getSolution()

Q

AbstractSolver

+ AbstractSolver(problem : Problem)

FIG. 4.1 — Principaux éléments de CSP4J du point de vue dedaidur

public final class DTPConstraint extends Constraint {

final private int duration0O;
final private int durationl;

public DTPConstraintfinal Variable[] scope,
final int durationO, final int durationl) {
super(scope);

this.duration0 = durationO;
this.durationl = durationl;
}
@Override

public boolean check () {
final int value0O = getValue (0);
final int valuel = getValue(1);

return valueO + duration0 < valuel || valuel + durationl < valueO;

Listing 4.1 — La contrainte temporelle disjonctive (DT)

111



Chapitre 4. CSP4J : une bibliothéque de résolution de CSHite Imire » pour Java

final Predicate predicate =new Predicate ();
predicate.setExpression (" (X®_X1_< X2)_||.(X2_ +_X3_,< X0)");
predicate.setParameters ("imX0_int_X1_int_X2_int_X3");

final PredicateConstraint dtpConstraint =
new PredicateConstraint(scope, predicate);
dtpConstraint.setParameters(scope[0].getName() * % durationO
+ " " + scope[l].getName() + " + durationl);

try {
dtpConstraint.compileParameters();

} catch (FailedGenerationException e) {
System. err.println ("Failedto_compile_ constraint");
System . exit (1);

Listing 4.2 — Définir une contrainte DT par des prédicats

4.1 donne un exemple simple de contrainte : la contraint@deetie disjonctive, qui est au centre des
problémes d’atelier. On peut alternativement utiliSeedicateConstraint pour définir une contrainte,
comme sur le listing 4.2. Cependant, la clagsedicateConstraint fait partie de I'application Com-
petitor de CSP4J, qui est disponible uniquement sous kc&iL.

Il est également possible, si nécessaire, de surchargeftheoderecvise(int variable Position, int
level) afin de développer des propagateurs spécifiques a une ear&ibbn, la révision sera effectuée
par un algorithme générique de consistance d’arc.

La classeProblem : Elle permet de représenter un CSP. On va utiliser I'interfacoblemGenerator
pour définir une classe permettant de générer le probléemsoadee. Pour définir un probléme, il faut
créer une classe « implémentant » l'interfd@eblemGenerator. Une instance du probléme sera char-
gée par un appel a la méthode statiqueroblem.load(ProblemGenerator). Linterface
ProblemGenerator ne définit que trois méthodes :

— generate() : cette méthode est appelée lors du chargement du probléarelgpméthode
Problem.load()). Elle peut étre utilisée pour créer les contraintes etéembles.

— Collection (Variable) getVariables() : cette méthode doit renvoyer 'ensemble des variables du
probléme.

— Collection (Constraint) getConstraints() : cette méthode doit renvoyer I'ensemble des
contraintes du probleme.

Linterface Solver et la classeAbstractSolver : Ces deux objets sont au cceur des moteurs pour
CSP4J. Tous les moteurs de CSP4J sont des classes quiispatidbstractSolver. La méthode
runSolver() lance la résolution et renvoierai si le probléme est satisfiable daux sinon. La mé-
thodeget Solution() permet alors de renvoyer la derniére solution trouvée (ilenee solution trouvée

a un instant donné pour un probleme Max-CSP). Pour utiliseP4J comme un prouveur Max-CSP
incomplet, il faut exécuterunSolver() depuis un thread afin de contréler son exécution.

Pour illustrer comment CSP4J peut étre utilisé dans unecagiph Java, le listing 4.3 définit le
problémes des Pigeons décrit dans la section 1.1.2, esautilune clique de contraintes de différence
(%), al'aide de la contraint®redicateConstraint. Une fois le probléme défini et chargé, le processus
de résolution peut étre exécuté en quelques lignes de dstileg(4.4).
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4.1. Résoudre un CSP dans une boite noire

public class Pigeonsimplements ProblemGenerator {
final private int size;
final private List<Variable> variables;
final private Collection <Constraint> constraints;
final private Predicate predicate;

public Pigeons(nt size) {
this.size = size;
variables =new ArraylList<Variable >(size);
constraints =new ArrayList<Constraint >();
predicate =new Predicate ();
predicate.setExpression ("X0=_X1");
predicate.setParameters ("inX0_int_X1");

}

public void generate ()throws FailedGenerationException {
final int [] domain = new int[size — 1];

for (int i = size — 1; —i >= 0;) {
domain[i] = i;
}
for (int i = size; —i >= 0;) {
variables .addifew Variable (domain, "V" + i));
}
for (int i = size; —i >= 0;) {
for (int j = size; —j >= 1 + 1;) {
constraints.add(diff(variables.get(i), variables.d¢)));
}
}

}

private Constraint diff(final Variable varl,
final Variable var2) throws FailedGenerationException {
PredicateConstraint constraint mew PredicateConstraint(
new Variable[] { varl, var2 }, predicate);
constraint.setParameters(varl.getName() +' "+ var2.getName());
constraint.compileParameters();
return constraint;

}

public Collection <Variable> getVariables () {
return variables;

}

public Collection <Constraint> getConstraints () {
return constraints;

}
}

Listing 4.3 — Le probleme des Pigeons
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public static void main() throws FailedGenerationException , IOException {
final Problem problem = Problem.load (10);
final Solver solver =new MGAC(problem);
final boolean result = solver.runSolver();
System.out. printin(result);
if (result) {
System.out. println(solver.getSolution ());

}
}

Listing 4.4 — Résoudre le probléme des 10 pigeons

Les classesX M LGenerator et PredicateConstraint ;.  Afin de participer aux compétitions interna-
tionales de prouveurs CSPAN DONGEN et al. 2006a], et pour avoir accés a la grande bibliotheque de
problémes mise en place a I'occasion de ces compétitiors UTRE 2006], la possibilité de charger
des problémes au format XCSP 2.0 élaboré a I'occasion depétiions AN DONGEN et al. 2006b]

a été réalisée. La classéM LGenerator, qui implémenteProblemGenerator, permet de charger un
probléme, en créant toutes les variables et les contradéfases par un fichier xml au format XCSP 2.0.
La seule ligne de commande nécessaire pour obtenir un preldépartir d'un fichier .xml est alors par
exemple :

Problem prb = Problem.loadhéw XMLGenerator("instances/probleme .xml"))

X M LGenerator va créer des contraintes, soit en intentidirdicateConstraint) soit en exten-
sion (ExtensionConstraint, fourni avec CSP4J). Si il s’agit d’'une contrainte binaineegtension, elle
sera enregistrée en utilisant les structures de donnéssnéé dans la section 2.1. Les prédicats définis
pour les contraintes en intention sont compilés grace &iaitie J £ L [METLOV 2006] . Pour des rai-
sons d'efficacité, et pour permettre I'utilisation de cierta techniques décrites précédemment, comme
la consistance duale conservative ou encore les opérdiibasbit, la méthodeProblem.load() tente
alors de convertir un maximum de contraintes en extengisqija I'éventuel épuisement de la mémoire
allouée a la machine virtuelle.

4.2 Une application : résoudre un probleme d’Open Shop

Le probleme d’Open Shop, qui généralise les problemes oforancement tout en restant trés simple
et tres difficile & résoudre de maniére optimale, est pdigiment intéressant pour évaluer les perfor-
mances d’'un systéme de programmation par contraintes. di#gone est décrit dans la section 1.1.2.
Nous avons choisi de résoudre des problemes d’Open Shojsdfivant le format adopté par Guéret et
Prins pour leur article [BERET & PRINS 1999]. Christelle Guéret met ainsi & disposition 80 proldém
types de taille3 x 3 a10 x 10. Chaque fichier contient une ligne de commentaires ideatifa¥ le carac-
tere «! », deux lignes indiquant respectivement le nombnmaehinesn et le nombre de travaux et
enfin une matricen x j, chacune deglignes contenant les durées des taches, séparées par un espace
(voir un exemple listing 4.5).

La premiére étape sera de lire ce fichier et de modéliser léme en conséquence sous forme d’'un
probléme de décision : est-il possible de trouver un ordooe@ent des: x j tdches tel que toutes les
taches soient réalisées au bout d'un teffiet que les contraintes de ressources soient satisfaitess No

"JEL est disponible sous licence GNU GPL et est redistribe€ &s applications test de CSP4J. La licence GPL nous
interdit de distribuePredicateConstraint sous licence LGPL comme la librairie CSP4J elle-méme.
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4.2. Une application : résoudre un probleme d’Open Shop

I FILE GP05-01.TXT. 1ST LINE=M, 2ND=N, OTHERS=MATRIX P MXN
5

5

289 26 35 649 1

1 316 366 254 63

392 1 570 34 3

21 1 1 45 932

297 656 28 18 1

Listing 4.5 — Exemple de fichier décrivant un probléeme d’Op&op de tailles x 5

développerons ensuite un algorithme capable de détertondonnancement optimal en temf@s pr
par approximations successives.

4.2.1 Modélisation

Le probleme d’Open Shop est construit entierement a partodtraintes disjonctives de typg j —
Xij > di; VX — X > diy (cf section 1.1.2). La contrainiépConstraint décrite par le listing
4.1 implante une telle contrainte. Le constructeur de ldaraorie prend comme paramétres un tableau
constitué des deux variablgs\; ;, X; ,} représentant les temps de départ des deux taghest ¢, 1,
ainsi que leur durée via deux parametres consigntet d; ;.. La classeitpConstraint ne définit pas
de fonctionrevise spécifique et le probléme sera donc résolu par un algorithd@-8"*+ classique.

Linterprétation du fichier ne présente pas de difficultétipatiere. Nous définissons une classe
OpenShopGenerator qui « implémente » l'interfacéroblemGenerator. La construction du généra-
teur ne nécessite qu'un paramétre : le chemin d’acces aeffidéfinissant le probléeme. Le constructeur
lit le fichier et crée un tableau d’entiers a deux dimensians j contenant la duréé; ; de chaque tache.

La classeDpenShopGenerator contient les attributs suivants :

Le tableau d’entiers a deux dimensiaij§] précité

Un tableau de variables a deux dimensions représentarnfestde démarrage de chaque tache
Les taillesm et j du probléme

Le temps limite7". Une méthodesetU B permet de fixer cette limite manuellement. Par défaut,
elle est fixée a la limite haute calculée patU B

— Une collection de contraintes qui contiendra les conteaidu probléme

Deux méthodes getLB et getUB permettent respectivemendldaler une estimation bas%g p et
hauteTy g deTopr (Voir ci-dessous).

La méthodegenerate est « implémentée ». Elle crée toutes les variables. Le dmde chaque
variable X; ; est un ensemble continu d’entiers compris entre @' et d; ; inclus. On crée ensuite
simplement les cliques de contraintes « verticales » puiwrigdntales » (cf figure 1.9 page 11) par des
boucles « pour » imbriquées.

La méthodegetV ariables renvoie le tableau de variables linéarisé en une simpledah, et
la méthodegetConstraints renvoie simplement la collection de contraintes générédgométhode
generate.

La résolution du probléme de décision pour un teffigeut alors étre exécutée de maniéere similaire
au probléme de pigeons du listing 4.4. Il arrive que la sotutrouvée le soit dans un temps inférieur a
T (en particulier siI” est largement supérieurfa pr). La méthodecvaluate renvoie le temps global
d’une solution renvoyée par un prouveur de CSP4J.
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Algorithme 38 : findOpt(file : Chemin d’accés) : Entier
1 openShop «— new OpenShopGeneratgi(e)
2 Ib < openShop.getLB()

3 ub «— openShop.getUB()

4 tant que ub > (b faire

5 test < (ub+1b)/2
6
7
8
9

openShop.setUB(est)

solver «— new MGAC(Problem.loadfpen.Shop))
result «— solver.runSolver()

if result then

10 ‘ ub «— openShop.evaluatefolver.getSolution())
11 else

12 L Ib — test + 1

13 retourner ub

4.2.2 Déterminer un ordonnancement optimal

Beaucoup de travaux de recherche sur les problémes d’aadoament, en particulier en recherche
opérationnelle, se focalisent sur le calcul d’une limiteded ;. g et une limite hautdy, g de la durée de
I'ordonnancement optimalppr. SiTrp = Ty, alorsTopr = Trp = Typ. Etant donné qu'il s’agit
d’une simple application de démonstration, nous nous dasmmetentés d’algorithmes simplistes et peu
précis pour calculer des bornes des problemes d’Open gaidpB renvoie le maximum de la somme de
chaque ligne et de chaque colonne de la matrice des durégsgl@émes de Guéret et Prins comme ceux
du listing 4.5 sont générés de telle sorte que la somme deiehigme et de chaque colonne vaut 1 000).
Nous obtenons une limite haute trés grossiére, renvoyégeplt3, en additionnant le maximum de la
somme de chaque ligne avec le maximum de la somme de chagumedtoit 2 000 pour les probléemes
de Guéret et Prins). Notez que pllieest proche d€ppr, & gauche comme a droite de la limite, plus le
probléme de décision est difficile (il y a un phénoméne dd)seui

On cherche alorg, pr par approximations successives dichotomigues commeréépar I'algo-
rithme 38. On peut noter qu'il est possible d'interrompra@dbrithme a tout moment et d'obtenir les
meilleures borne% g etTy g prouvées au moment de l'interruption.

Les tables 4.1 montrent des exemples de progression deritalge ainsi que les temps d’exécution
sur une machine virtuelle Sun Java 6 fonctionnant sur unegssur AMD 64 bits cadencé a 2 GHz
et équipé de 1 Gio de RAM. Chaque ligne correspond a un tourodeld de I'algorithme 38. Les
colonneglb etub indiquent les borneg’, g et Ty g connues lors de l'itération courante, et la colofhe
la limite qui sera testée par cette itération. La colonnég» indique le « temps de préparation » de
l'instance, en particulier la conversion des contraintegxension afin d’exploiter les opérations bit-a-
bit et le calcul du nombre de supports de chaque valeur psurdaristiques et les tests de détection de
révisions inutiles. Etant donné la tres grande taille deblpmes ¢ = T', e = j x C7, + m x C?) etla
complexité des opérations de chargemenbéni?), ce temps, bien que polynomial, n’est en général pas
négligeable. Pour la méme raison, la Consistance Dual Ga@ise n'a pas été utilisée pour ces tests. La
colonne «rch » indique le temps de la recherche proprement dite par MAGadlanne «sol » indique
le temps € T) correspondant a la solution trouvée par 'algorithme. teasps de recherche pour les
plus gros problémes peuvent étre extrémement importalisiéprs heures pour certaiib@ x 10). Pour
ces problemes, on peut adopter une stratégie alternativengslacant la ligne 5 de I'algorithme 38 par
test <+ ub—1. Le nombre d’'appels a runSolver() sera bien plus importaats les problémes a résoudre
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4.3. Extraction de noyaux insatisfiables

GP-06-01 GP-07-01
b ub T chr rch sol b ub T chr rch sol
1. [ 1000] 2000 1500 254 | 0,5 1328 1. [ 1000] 2000 | 1500 [ 36,8 0,5 1411
2.1 1000 | 1328 | 1164 14,1 4,1 | UNSAT 2.1 1000 | 1411 | 1205 22,8 0,3 1195
3. 1165 | 1328 | 1246 16,1 6,4 | UNSAT 3./ 1000 (| 1195 | 1097 18,5 2,6 | UNSAT
4. | 1247 | 1328 | 1287 17,6 1,4 1282 4.1 1098 | 1195 | 1146 20,6 4,2 | UNSAT
5. 1247 | 1282 | 1264 16,5 2,7 1264 5.1 1147 | 1195 | 1171 21,4 0,3 1165
6. | 1247 | 1264 | 1255 16,0 6,9 | UNSAT 6. | 1147 | 1165 | 1156 20,8 5,2 | UNSAT
7.1 1256 | 1264 | 1260 16,4 7,0 | UNSAT 7.1 1157 | 1165 | 1161 20,9 0,3 1160
8. 1261 | 1264 | 1262 16,4 6,8 | UNSAT 8. 1157 | 1160 | 1158 20,8 5,6 | UNSAT
9.1 1263 | 1264 | 1263 17,0 7,1 | UNSAT 9.1 1159 | 1160 | 1159 20,7 0,3 1159
total : | 155,5| 43,3 1264 total : | 203,3 | 19,2 1159
GP-08-01 GP-09-01
Ib ub T chg rch sol Ib ub T chg rch sol
1. [ 1000 | 2000 | 1500 61,6 0,7 1419 1. [ 1000 | 2000 | 1500 84,1 0,9 1447
2.1 1000 | 1419 | 1209 38,9 0,5 1180 2.1 1000 | 1447 | 1223 53,2 0,6 1220
3./ 1000 (| 1180 | 1090 30,9 5,8 | UNSAT 3./ 1000 | 1220 | 1110 44,2 26,9 | UNSAT
4,1 1091 | 1180 | 1135 33,5 8,0 1134 4.1 1111 | 1220 | 1165 47,5 6,3 1165
5.1 1091 1134 | 1112 32,5 6,7 | UNSAT 5.1 1111 | 1165 | 1138 46,4 33,4 1137
6. 1113 | 1134 | 1123 33,2 7,3 | UNSAT 6. 1111 | 1137 | 1124 44,3 30,2 | UNSAT
7.0 1124 | 1134 | 1129 33,4 | 14,5 | UNSAT 7.1 1125| 1137 | 1131 46,0 14,5 1130
8.1 1130 1134 | 1132 33,8 8,4 1132 8. 1125 1130 | 1127 45,1 34,1 | UNSAT
9.1 1130 1132 | 1131 33,5| 13,3 1131 9.1 1128 | 1130 | 1129 45,3 13,7 1129
10.| 1130 | 1131 | 1130 33,7 | 12,9 1130 10. | 1128 | 1129 | 1128 45,4 29,4 | UNSAT
total : | 365,0 | 78,1 1130 total : | 501,5| 190,1 1129

TAB. 4.1 — Exemples de progression de I'algorithme sur divesblpmes issus de la base de C. Guéret.
chg etrch en secondes.

plus faciles. Si I'objectif n’est pas d’obtenir une solutioptimale mais une solution « acceptable », on
obtiendra également rapidement des bornes supérieuepngitises. L'utilisation de la 3B Consistance
pourrait également améliorer grandement les performasweses problémes, mais elle n'est pas encore
proposée par CSP4J.

4.3 Extraction de noyaux insatisfiables

Dans les applications réelles, les utilisateurs sont rantiintéressés par la réponse « insatisfiable ».
Plus que le probléme de décision proprement dit, c’estdiolidn d’'une solution satisfaisant toutes les
contraintes (ou le plus de contraintes possible !) qui pitesgénéralement un intérét. Sile probléme n'a
pas de solution, c’'est qu'il esurcontraint c’est a dire que les contraintes imposées au probleme sont
trop fortes ou trop hombreuses. On va alors chercher a gllidiisateur vers une solution satisfaisante
en lui indiquant quelles contraintes devraient étre sop@es en priorité afin de rétablir la satisfiabilité
du probleme.

Un noyau minimalement insatisfiablé = (.2;,,%,) d’'un probléemeP = (£,,%,) est un sous-
probléeme deP (N C P, c'est a direZ,, C 2, eté, C %,) tel que si on supprime une contrainte
gquelconque deV, le sous-probléme résultant est satisfiable. On peut amshit a l'utilisateur une
liste de contraintes parmi lesquelles au moins une doitséfpprimée afin de rétablir la satisfiabilité du
probléme.

L'application d’extraction de noyaux minimalement inséiibles (MUC pour Minimal Unsatis-
fiable Core) proposée par CSP4J se base sur l'algorithnoee [HEMERY et al. 2006]. Pour déve-
lopper cette application, nous avons besoin d’'une fonotbté supplémentaire de CSP4J : la méthode
Constraint.isActive() renvoievrai sila contrainte a amené a la suppression d’au moins unendeu
domaine d’'une variable lors de la derniére résolution paalgarithme complet. L'extracteur de noyaux
travaille sur des instances au format XCSP 2.0 et exploi@dsseX M LGenerator permettant de
charger des probléemes sous ce format.
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Algorithme 39 : active® = (27,%) : CN) : CN
P(Z',€¢")—P
pour chaqueC € ¢’ faire

si —C.isActive()alors
L ¢ — ¢'\C

A W N P

5 pour chaque X € 2 faire
6 | sipC €€ | X € vars(C) alors
| &~ 2\X

[ee]

retourner (P’)

Algorithme 40 : major(P = (27,%) : CN) : CN
1 P(Z2',¢")— P

2 répéter

3 | nbC — |¥'|
4 | MGAC(P))
5

6

7

P’ — active(P")
jusqu'a nbC = ||
retourner P’

La méthodewcore se base sur I'heuristiquéom /wdeg pour identifier les noyaux des problémes,
ayant pour hypothése que les contraintes appartenant ayan aoront tendance a avoir un poids plus
important que les contraintes plus « faciles » a satisfdgeque les contraintes aux poids les plus
faibles auront tendance a ne pas intervenir dans la prelneodSistance d’'un probleme). Aprés une
exécution, on identifie toutes les contraintes qui ne saitarvenues dans la preuve de I'inconsistance
(Constraint.isActive() retournefaux), et on les supprime du probleme. Aprés plusieurs exécutien
cet algorithme, on obtient un majoraft du noyau minimal insatisfiabl&y (N C P’ C P). On élimine
alors toutes les contraintes possibles par une méthodetdinigue. CSP4J affine [égérement I'approche
de wcore en travaillant dans un premier temps au niveau des varigblesupprime les variables ne
formant pas un MUC).

On distingue donc trois étapes dans I'extraction d’'un ndgaatisfiable :

1. Résolutions successives du probléme par MGAC utilishatitistiquedom /wdeg, en supprimant
aprés chaque résolution les contraintes inactives (dhgoei 39), jusqu’a I'obtention d’'un point
fixe (algorithme 40, qui nécessite dans le pire des@&s appels a MGAC, mais le point fixe
est obtenu rapidement en pratique, d'autant que les appetessifs & MGAC bénéficient de la
pondération des contraintes des exécutions précédentes).

2. Obtention d’'un MUC au niveau des variables @dr. log(n)) appels a MGAC
3. Affinage du MUC au niveau des contraintes @de log(e)) appels 8 MGAC

Il est important de noter que les poids des contraintes abtpardom /wdeg lors de la recherche
sont systématiguement maintenus d’'un appel a I'autre a M@&Zette maniéere, I'heuristique de choix
de valeurs réalise de bien meilleurs choix lors des appelsessifs a MGAC. D’autre part, les poids
donnent également une évaluation heuristique sur lesaiotgs et les variables, permettant d’identifier
les plus susceptibles d’appartenir a un noyau insatisfiable
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4.3. Extraction de noyaux insatisfiables

Algorithme 41 : minimizeVarP = (2°,%) : CN) : CN
first < 0; last — |2, — 1
tant que 2, # ( faire
tant que last — first > 1 faire
middle «— (last + first)/2
2y —{Z[0], ..., Zplmiddle]}
SIMGAC(Z: U Z,,{C € €| vars(C) C 2; U Z,})) alors
‘ first «— middle
sinon
last «— middle
R

© 0o N O g b~ W N P

B
(NS

2 — 2,0 2 |last]
| 2\ llast

retourner (23, {C € € | vars(C) C 2%)}

=
w N

[Eny
i

4.3.1 Un MUC au niveau des variables

Pour obtenir un MUC au niveau des variables, on élimine fole® variables qui participent a I'in-
satisfiabilité du noyau. Si en supprimant une variable, j@na@st toujours insatisfiable, la variable était
inutile. Si par contre le noyau devient satisfiable, la \a@&dait part intégrante du MUC. On appelle une
telle variable une « variable de transition ». L'objectif éédentifier toutes les variables de transition et
de supprimer les autres variables. L'algorithme #dn{imizeV ar) réalise cette fonction.

On considére I'ensemblé&; contenant toutes les variables de transition. A l'iniation de I'al-
gorithme, cet ensemble est vide. Lorsque l'algorithme saite, 2; contient toutes les variables du
MUC. L'ensembleZ,, contient les variables dont on ne connait pas encore las@tariables de tran-
sition ou variables inutiles). Lorsque I'on veut minimisemoyau d’'un CNP = (27, %), on initialise
Zp = Z . Lalgorithme se termine lorsqué’, = (). L'ensembleZ,, est ordonné, les variables sont triées
en fonction de leur score d’apres I'heuristiglen /wdeg, £,(0] contenant la variable la plus contrainte
(dom/wdeg minimal), et donc la plus susceptible d’appartenir & un noya

L'approche dichotomique peut permettre d’identifier unngraombre de variables inutiles simulta-
nément, mais ne peut identifier de maniére certaine uneblarie transition qu'ei® (log(n)) appels a
MGAC la ou une approche classique ne nécessite qu’un seel apgpGAC pour déterminer si une va-
riable est inutile ou non. Dans le pire des cas, si toutesdgables appartiennent au noyau, I'algorithme
41 nécessit®(nlog(n)) appels 8 MGAC. Si une seule variable appartient au noydgptihme ne né-
cessite qu® (log(n)) appels 8 MGAC. Une approche classique testant chaque leainiaividuellement
nécessité (n) appels a MGAC. On constate donc que 'une ou l'autre des appsofonctionnera plus
ou moins bien en fonction de la taille du noyau, qui n’est émdhent pas prévisible.

L'ensembleZ,, étant trié en fonction de I'heuristiqum /wdeg, on suppose que les variables ayant
le plus de chances d’appartenir au noyau sont situées etie@ansemble, et les variables ayant le plus
de chances d’étre inutiles sont situées a la fin de I'enserhblsque I'on divise en deux cet ensemble
(ligne 6 de l'algorithme 41), on est donc d’autant plus spsbkes d’éliminer un grand nombre de
variables inutiles.

[HEMERY et al. 2006] montrent empiriquement que I'approche dichotomifaueniveau des con-
traintes) semble particulierement efficace sur des protdémeels de grande taille comme les RLFAP ou
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Algorithme 42 : minimizeConspP = (2°,%) : CN) : CN
16— 0,6, —%

2 first — 0;last — |6y — 1

3 tant que ¢, # ( faire

4 tant que last — first > 1 faire

5 middle «— (last + first)/2

6 G, — {6[0], ..., Cp[middle]}
7

8

9

sidX € 2 |#C €€} | X evars(C) VvV MGAC(Z,6, U%,}) alors
‘ first «— middle

sinon

10 last «— middle

11 L Cp — G

12 Sa% — € U Cpllast]
138 | 6 — 6\Gpllast]

14 retourner (27, %;)

FAPP ('approche constructive évoquée dans l'article melde pas intéressante tant du point de vue
théorique que pratique).

4.3.2 Raffiner le noyau au niveau des contraintes

Une fois obtenu un noyau minimalement insatisfiable au nivés variables, on peut chercher si
nécessaire (en fonction du besoin de I'utilisateur) a lénmaf au niveau des contraintes. Pour établir
un noyau insatisfiable au niveau des contraintes, on dééinibtion de « contrainte de transition ».
L'algorithme minimizeCons permettant d’'identifier les contraintes de transition esdpprimer les
contraintes inutiles est tres similaire a I'algorithmenimizeV ar (algorithme 42).

Cependant, si on sait que le réseau sur lequel on travaillmiegnalement insatisfiable au niveau
des variables, on sait qu’au moins une contrainte parmesdes contraintes impliquant chaque variable
est une contrainte de transition. Si avant un appel a MGACiemt d'essayer de supprimer la derniere
contrainte impliqguant une variable donnée, le réseau digjabhirement satisfiable et I'appel a MGAC
est inutile. C’est I'objet de la premiére partie du test diéglae 7. Si celui ci estrai, on n’effectue bien
sOr pas la deuxiéme partie du test.

Comme précédemmerig, est trié en fonction des poids associés aux contraintesuicpegmet
d’éliminer plus rapidement les contraintes inutiles losdjon coupe I'ensemble en deux a la ligne 6 de
I'algorithme 42.

4.3.3 Expérimentations

On peut choisir de ne pas utiliser I'algorithmenimizeV ar. Dans ce cas, on obtient I'algorithme
wcore original. La table 4.2 donne une idée de l'intérét de minenid’'abord le réseau au niveau des
variables. Les expérimentations ont été réalisées sur aohirre virtuelle Sun Java 5 pour Linux équipée
d’un processeur Intel 1686 fonctionnant a 3 GHz. L'écarati€le. r.) correspond au résultat du rapport
(cpume+myv — cpume)/cpumc. Onindique un résultat médian pour chaque série de prokldréeart
relatif médian indiqué est la médiane de tous les écartiifseket non pas I'écart relatif entre les médianes
des temps cpu.
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4.3. Extraction de noyaux insatisfiables

minimizeCons minimizeVar + minimizeCong
instance vars| cons| runs| cpu vars| cons| runs| cpu e.r. |
Aléatoires (21 problemes)
(2;30; 15; 306; 0,23) — 2 23 86 | 499 64,97 26| 109 | 741 59,11 —9%
(2;30; 15; 306; 0,23) — 12 28 | 110| 676 94,73 28 | 108 | 664 76,16 —20%
(2;30; 15; 306; 0,23) — 15 30| 126| 770 76,26 29| 116| 795 87,94 +15%
(2; 30; 15; 306; 0,23) — 20 29| 120| 745 63,3 28| 136 939 67,48 +7%
médiane [ 28] 118] 728] 7668] 28] 122] 827 7616] 9%
RLFAP (24 problémes)
scend 14 23| 124 3,33 5 9 33 0,24 —93%
scenll-f5 20 64 | 353 | 16355 14 79 | 471 3344,95| +105%
scenll-f6 18 45| 229 | 248,79 17 35| 200| 216,52| -13%
scenl1-f7 18| 43| 229 93,06| 16 39| 245| 100,86 +8%
graph2-f25 14 43 | 223 14,5 13 39| 205 10,95|| —24%
graph9-f10 18 54| 274 27,83 16 42 | 226 18,41 —34%
médiane | 8] 16] 71| 412]] 8] 15[ 67| 245] -22%
Open Shop Taillard (20 problemes)
0s-4-95-0 4 6 18 2,67 4 6 20 2,98 +12%
0s-4-95-1 4 6 14 26,05 4 6 13 23,78 —9%
0s-4-95-2 4 6 13 7,15 4 6 13 6,41 —10%
0s-5-95-0 5 10| 29| 549,99 5 10| 30| 520,46 —5%
0s-5-95-1 5 10 30 45,94 5 10 27 29,79 —35%
0s-5-95-2 5 10 29 | 3393,61 5 10 28 | 2929,74|| —14%
médiane [ 5] 9] 24] 6072] 5] 10] 27| 4849] —s%
FAPP (88 problémes)
fapp01-0200-3 7 7] 35| 16,07 7 71 25 446 —72%
fapp02-0250-1 15 17 80 13,12 3 3 18 0,95 —93%
fapp03-0300-6 3 3 20 11,76 3 3 16 0,67 —94%
fapp05-0350-8 7 7 41 87,96 11 11 50 42,02 —52%
fapp05-0350-9 11| 11| 42| 5833| 11| 11| 50| 4229| —27%
fapp06-0500-3 5 5| 35 23,06 3 3| 19 1,13 -95%
fapp08-0700-4 15 15 90 69,66 15 15 83 4,01 —94%
fapp20-0420-8 10 9 53 12,74 5 5 19 0,89 —93%
médiane [ 7] 6] 30] 328] 5] 5] 21] 043] —s%
EHI (32 problémes)
€hi-90-315-1 19 33| 153 6,14 20 35| 193 6,05 —1%
€hi-90-315-13 21 34| 159 6,1 21 34| 193 6,01 —1%
€hi-90-315-15 21 36| 170 19,79 21 39| 237 19,94 +1%
ehi-90-315-21 21 35| 163 822 21 36| 220 8,36 +2%
ehi-90-315-24 20 33| 148 599 20 33| 180 6,01 0%
médiane [ 21] 33] 150] 2,61] 20| 33[ 193] 266 +2%

TAB. 4.2 — Extraction de noyaux avec et sans I'utilisation deimizeVar
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Chapitre 4. CSP4J : une bibliothéque de résolution de CSHite Imire » pour Java

Les performances des deux approches peuvent varier grentieinn probleme a I'autre. Il arrive
fréguemment que les noyaux extraits ne soient pas les méraed'ane et I'autre approche. En effet,

il arrive fréquemment gu’un probléme contienne un trés @raombre de noyaux minimalement in-
satisfiables, et le noyau extrait dépendra fortement desstiques utilisées. Les expérimentations ne
permettent pas de dégager clairement si une ou l'autrégtegpermettent d’extraire des noyaux plus ou
moins grands.

Cependant, en utilisanhinimizeVar, on améliore le temps d’extraction sur la plupart des pro-
blemes testés. Le gain est particulierement sensible sysrigblemes FAPP, avec un progrés de prés
d’'un ordre de magnitude. Sur d'autres probléemes comme ldsl&Mdifférence est indiscernable. Il est
intéressant de constater que I'on obtient un gain méme spridlémes aléatoires, ou la pondération de
contraintes n'a pas vraiment de signification et ou les noyaumt trés proches du probléme initial.

4.4 Conclusion

Malgré le manque de maturité de CSP4J, son comportemerddsrdeux premieéres Compétitions
Interantionales de Prouveurs de CSRN DONGEN et al. 2006a] a été plutdt satisfaisant. Les mo-
teurs de recherche MGAC et Combo ont participé lors de laidewex compétition, face a de nombreux
prouveurs concurrents trés matures, y compris des prosi8AIF ayant participé a de nombreuses com-
pétitions SAT. CSP4J était toujours entre feettla & place sur 12 a 16, en fonction des catégories dans
lesquelles il a participé. CSP4J dispose de suffisammendrdgidnnalités pour participer a I'ensemble
des catégories avec des résultats constants. Le moteur MIBATSP4J a résolu 2 188 problemes, sur
les 3 425 sélectionnés par le comité d’organisation, en sndantrente minutes (le moteur Combo en
a résolu 2 173). Nous continuons a progresser au fur et a emméssrnouveaux développements, des
diverses optimisations et des avanceées scientifiques.

CSP4J est congu comme une API pour Java 5, développé pouetprerra toute application Java
d’exploiter un certaine nombre de technigues évoluéegelligence artificielle, et en particulier la ré-
solution de CSP. CSP4J fonctionne comme une « boite noirest,adire qu'elle essaye de demander
le moins de paramétrages possible a I'utilisateur. C’esplfit méme des compétitions de prouveurs : un
méme prouveur doit étre capable, sans paramétrage, delrésgutres grand nombre de problémes de
natures trés variées.

Cette section a présenté CSP4J du point de vue de I'utilisaa montrant deux applications poten-
tielles de CSP4J : la résolution d’un probléme combinatdassique d’Open Shop, et I'extraction d’'un
noyau minimalement insatisfiable d’un probléme quelconque
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Conclusion

Nous avons proposé dans cette thése plusieurs technicpaes @irésoudre en pratique le probléme
N P-complet de satisfaction de contraintes de maniere totieménérique, c’est a dire indépendam-
ment de la nature du probléme a résoudre. Cette optiquealatién, habituellement plus familiére dans
la littérature associée a la résolution pratique du probl&AT que dans le cadre de la programmation
par contraintes, est aussi appelée « résolution par bajtesm.

Nous avons distingué deux grands axes de techniques detiésale CSP : l'inférence et la re-
cherche. L'inférence ne vise pas a la résolution propremiéaidu probléeme, mais exploite le plus pos-
sible les propriétés du réseau de contraintes pour détegielement des valeurs ou des instanciations
inconsistantes. Cela permet de réduire trés substantigtiela taille de I'espace exploré par les algo-
rithmes de recherche. L'algorithme de recherche a ce joplue performant, MGAC, méle une forme
puissante et efficace d'inférence, la consistance d’arérgéisée, et une recherche systématique guidée
par des heuristiques génériques adaptatives codomgwdeg.

Nous avons contribué a I'amélioration des techniques éfarice en plusieurs points, mais toujours
en nous concentrant sur la propriété centrale qu'est laistanse d’arc. Dans un premier temps, nous
avons proposé une optimisation simple de I'algorithme listsdnt la consistance d’arc le plus rapide
connu, (G)AC-3™, dans le cas des contraintes binaires. En exploitant desstes basées sur des mots
CPU et les opérations bit-a-bit de conjonction et disjanttnous sommes parvenus a résoudre bien plus
rapidement un grand nombre de problémes. Nous avons damsixiéohe temps étudié le comportement
de plusieurs algorithmes d’inférence connus (AC, Max-RPAL) en limitant leur action aux bornes des
domaines discrets. Nous avons obtenu des résultats thésrigtéressants et de bons comportements en
pratique sur certaines classes de problemes, et en pittisut les probléemes d’ordonnancement. Fina-
lement, nous avons proposé une alternative intéressaateansistance de chemin (établie en prétrai-
tement, c’est a dire avant d’effectuer une recherche), epgzant une définition équivalente que nous
avons nommeée la consistance duale. Cette définition nougraéainconcevoir des algorithmes, inspirés
des algorithmes établissant la singleton consistance,dapables d'établir la consistance de chemin
de maniere trés efficace en pratique. Nous avons ensuitehéharimiter les défauts bien connus de la
consistance de chemin, et donc de la consistance duale ra@#épes nécessitent généralement I'ajout
d’'un grand nombre de contraintes au probléme pour étreiétablous sommes parvenus a montrer que
la variante conservative, c’'est a dire limitée aux contesirexistant dans le probleme, de la consistance
duale, est plus forte que la variante conservative de laistanse de chemin, c’est & dire qu'elle est
capable d'identifier plus d’'instanciations inconsistargar un méme réseau de contraintes. De plus, I'al-
gorithme proposé pour établir la consistance duale coasegvest en pratique trés souvent beaucoup
plus rapide que les algorithmes connus d’établissemers derlsistance de chemin conservative.

Par ailleurs, nous avons également cherché a améliordglaitames de recherche, et en particulier
MGAC, tout d'abord en équipant celui-ci d’heuristiques ¢®ig de valeurs, souvent négligées par la
communauté scientifigue. Nous nous sommes pour cela basésesuistique de Jeroslow-Wang « a
deux faces », bien connue dans le cadre de la résolution tiépre SAT. En utilisant les deux techniques
de conversion de problemes CSP vers SAT les plus utilisées, sommes parvenus a montrer comment
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Conclusion

cette heuristique se comporterait sur le probleme SAT isda donversion d’'un CSP quelconque. Cela
nous a permis tout d’abord de retrouver les comportemergsheeristiques de choix de valeurs déja
utilisées pour la résolution de CSP, mais aussi de définiodgeiles heuristiques, capables d’exploiter
la bidirectionnalité des contraintes ainsi que les pra@si@les branchements binaires effectués par un
algorithme MGAC. Enfin, nous avons cherché a utiliser uneibdlgtion entre un algorithme de recherche
locale basé sur la pondération des contraintes et un digwiMGAC, afin, d'une part, de mieux guider
I'heuristique de choix de variableem /wdeg, et, d’autre part, pour exploiter la réfutation de sougeshb
effectuée par MGAC via I'apprentissage de nogoods.

De maniére transversale, 'ensemble des techniques gipéae dans le cadre de cette thése a amené
a la résolution d’'une API pour le langage Java, capable dridés un CSP au sein d’'une application
Java quelconque. Cette API a été développée dans I'optidpadte noire » : le moins de parametres et
d’expertise possibles sont demandés a I'utilisateur.eG&tl nous a permis de développer plusieurs ap-
plications, notamment un programme cherchant des sotutiptimales a des problemes d’Open Shop, et
un extracteur de noyaux insatisfiables, grace a un algoeithenre étendu. Un prouveur basé sur CSP4J
a concouru lors des compétitions internationales de prosveSP avec des résultats encourageants.

La plupart de ces contributions ouvrent encore de nombsgusespectives. La propriété de consis-
tance duale peut servir de modéle a de trées nombreuses fdentesisistances de relation, plus fortes ou
au contraire plus faciles a établir que les consistancesedégtantes, basées sur I'utilisation de la consis-
tance d'arc. Les algorithmes permettant d’établir la cstasice duale ainsi que sa variante conservative
peuvent trés probablement encore étre améliorés.

L'étude des relations existant entre SAT et CSP, si elle aqus permettre de mettre en évidence
de nouvelles heuristiqgues de choix de valeurs, nous amgaerdihui a considérer les techniques les
plus modernes utilisées sur les prouveurs SAT, notammenéthode CDCL et I'heuristique VSIDS. Il
pourra étre trés intéressant de déterminer comment appligs méthodes a la résolution de CSP.

La méthode d’hybridation proposée dans la section 3.2 de tigése reste simple, et on peut ima-
giner a la fois une forme d’hybridation plus forte, mais auges maniéeres plus efficaces, plus précises
d’exploiter la pondération de contraintes. D’autres stifiles peuvent étre également apprises d’'une
recherche locale ou systématique, et pourraient étre itd@dopour aller plus intelligemment vers la
recherche d’'une solution ou d'une preuve d'insatisfiahilit
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Résumé

Nous proposons plusieurs techniques visant a résoudreaggy® le probleme NP-complet de sa-
tisfaction de contraintes de maniére générique. Nousndistins deux grands axes de techniques de
résolution de CSP : I'inférence et la recherche. Nous avonsribué a I'amélioration des techniques
d’'inférence en nous concentrant sur la propriété centnallestila consistance d’arc : optimisations des
algorithmes de consistance d'arc, comportement de plss@gorithmes d'inférence aux bornes de do-
maines discrets, et enfin une alternative intéressante @nkistance de chemin : la consistance duale.
Cette propriété nous a amenés a concevoir des algorithnamdistance de chemin forte tres efficaces.
La variante conservative de cette consistance est de plaggte que la consistance de chemin conser-
vative, tout en restant plus rapide a établir en pratique.

Par ailleurs, nous avons également cherché a améliorer M®AEC d’abord en équipant celui-ci
d’heuristiques de choix de valeurs. Nous hous sommes pdatbesés sur I'heuristique de Jeroslow-
Wang, issue du probléme SAT. En utilisant deux techniquesbdeersion de CSP vers SAT, nous mon-
trons comment cette heuristique se comporterait sur un E&f, nous avons cherché a utiliser une
hybridation entre un algorithme de recherche locale bas&asiondération des contraintes et un algo-
rithme MGAC équipé de I'heuristiquéom /wdeg, en exploitant les possibilités d’apprentissage de I'un
et l'autre algorithmes.

De maniére transversale, I'ensemble des techniques ¢ipésls dans le cadre de cette thése a amené
a la réalisation d’'une API pour le langage Java, capable staudke un CSP au sein d’'une application
Java quelconque. Cette API a été développée dans I'optlopige”noire” : le moins de parameétres et
d’'expertise possibles sont demandés a l'utilisateur. Wuyeur basé sur CSP4J a concouru lors les
compétitions internationales de prouveurs CSP avec dekatssencourageants.

Abstract

We propose several techniques aimed to solve the NP-coenptatstraint Satisfaction Problem
in practice. We distinguish two main approaches : searchrdacence. We have contributed to improve
inference techniques by evolving the central Arc Consistaaroperty. We optimized the best AC al-
gorithms, we studied their behavior on the bounds of thereliscdomains, and we finally studied an
interesting alternative to Path Consistency : Dual Coestst This property leads us to design new al-
gorithms that can establish Path Consistency very effigigdbnservative Dual Consistency is stronger
than Conservative Path Consistency, and is much fastetabliss.

Besides, we have tried to improve MGAC, first by equippingfialue Ordering Heuristics. We
studied how the well known Jeroslow-Wang heuristic, from3AT problem, would behave if applied to
the translation of a CSP problem in SAT. Finally, we studi¢glaridization between a local search algo-
rithm based on constraint weighting and MGAC, by exploitihg learning abilities of both algorithms.

All techniques developed during this PhD thesis lead to theslbpment of a new API for the Java
language, namely CSP4J, able to solve a CSP as part of ang@ali@ation. This APl is a "black box" :
as less parameters and expertise are required from a usg¢ropeiew. A solver based on CSP4J took
part in International Solved Competitions with promisiegults.
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