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Présentée et soutenue publiquement le 21 Novembre 2007, devant le jury d•examen :
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5.2.1 Approximation de la solution sous la forme de s´erie de Fourier tronquée . . . . 84
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Chapitre 1

Introduction

L•étude et la prévision du comportement des syst`emes dynamiques n´ecessitent une modélisation
réaliste de l•ensemble des pìeces et organes constituant les structures m´ecaniques. Aussi, dans un objec-
tif d•optimisation des structures industrielles et de conception plus robuste des syst`emes mécaniques
“xes et tournants, une compréhension “ne et juste des sources de non-lin´earités propresà chaque
système, ainsi que des ph´enomènes non-linéaires pouvant �etre engendrés, est indispensable.

La prise en compte de ces non-lin´earités implique une complexi“cation de la réponse vibratoire des
systèmes. Des outils et méthodes d•analyse non-lin´eaire doivent alors �etre développés a“n de permettre
de prédire de façon rapide et e�cace le comportement dynamique non-linéaire des systèmes. Aussi,
suivant le type de structuresétudíees (“xes ou tournantes), les caract´eristiques non-linéaires identi“ées
(r égulìeres ou non régulìeres, de type contacts intermittents, frottants, ou de Hertz par exemple) et
la probĺematique envisagée (recherche des niveaux vibratoires auto-entretenues, ou de la signature
vibratoire transitoire puis stationnaire), les outils th´eoriques et numériques permettant de reproduire
au mieux les phénomènes physiques r´eellement observables peuvent varíes et un choix judicieux de ces
derniers est indispensable.

Le contexte de ce mémoire s•inscrit donc autour de ces probĺematiques de la prise en compte et du
r�ole des non-linéarités dans le comportement dynamique des syst`emes complexes, “xes et tournants
et plus particulì erement sur la prévision et l•étude des régimes stationnaires périodiques et quasi-
périodiques des structures non-linéaires complexes. A“n d•illustrer toute la complexit´ e découlant de
l•étude vibratoire des structures non-linéaires “xes et tournantes et des di�érents outils et méthodes
non-linéaires assocíes, ce mémoire se décomposera en deux principales parties. A travers des approches
théoriques, numériques et expérimentales, ces deux parties illustreront l•apport et la nécessité de la
prise en compte des aspects non-lin´eaires pour la prévision et l•étude du comportement dynamique
dessystèmes “xes frottants et dessystèmes tournants, respectivement.

Dans une premìere partie, nous nous intéresserons plus particulìerementà la dynamique non-linéaire
des structures sujetsà des instabilités de ”ottement dues au frottement aux interfaces entre pìeces.

Le premier chapitre intituĺ e Dynamique non-linéaire des systèmes frottants instabless•intéressera
plus particulì erement à la stabilit é et au comportement dynamique non-linéaire de tels systèmes. Son
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8 Chapitre 1. Introduction

principal objectif sera de mettre en place di�érentes méthodes non linéaires a“n de mieux appréhender
la dynamique non-linéaire de tels systèmes et de statuer sur les di�érentes stratégies et outils d•analyse
non linéaire possibles pour répondre e�cacement et rapidement à la détermination des niveaux vibra-
toires non-linéaires. Pour ce faire, trois méthodes d•analyse non-lin´eaire seront présentées : l•extension
de la variété centrale par les approximants multi-variables, la méthode du suivi des modes non-lin´eaires
complexes instableset la méthode de la balance harmonique sous contraintes. A“n d•illustrer les outils
théoriques développés, ainsi que les avantages et inconv´enients de chacune des m´ethodes proposées, des
probĺematiques industrielles correspondant aux instabilités et vibrations auto-entretenues présentes
dans les freins automobile et a´eronautique seront discutées. Ces exemples concrets permettront de
valider une utilisation industrielle des outils proposés pour une recherche et une compr´ehension “nes
du comportement dynamique non-linéaire des structures complexes.

Le second chapitre intituĺe Vers une compréhension accrue de la stabilit´e des systèmes frottants se
focalisera plus particulìerement sur la complexité de l•étude de stabilité des systèmes frottants linéaire
et non-linéaire et la dé“nition de nouveaux crit ères permettant un dimensionnement plus robuste des
structures industrielles. Une attention toute particulì ere sera donnée à l•e�et paradoxal de l•amortis-
sement structural des systèmes dynamiques a“n de tendre vers une une conception robuste et une
compréhension accrue de la dynamique non-lin´eaire des systèmes frottants instables. De plus, l•un des
objectifs de ce chapitre sera d•illustrer les propos et d´eveloppements propos´es à travers des applica-
tions industrielles linéaires et non-linéaires.

Dans une second partie, nous nous int´eresserons `a la dynamique non-linéaire des systèmes tournants.
Nous montrerons plus particulìerement le r�ole que peuvent jouer les sources et aspects non-lin´eaires
sur le comportement dynamique des rotors.

Dans un premier temps, nous montrerons que la prise en compte des caract´eristiques non-linéaires
des di� érents organes présents dans un syst`eme tournant permet de prédire au mieux le comportement
dynamique non-linéaire des rotors et ainsi d•aboutirà une compréhension accrue des ph´enomènes
physiques mis en jeu. Pour ce faire, une ´etude du comportement dynamique d•un rotor comportant
un roulement non-linéaire avec jeu et contact de Hertz sera d´eveloppée. Les outils théoriques de la
balance harmonique avec une condensation sur les ´eléments non-linéairesseront exposés a“n d•estimer
les amplitudes des réponses de syst`emes tournants soumis `a des balourds et de mieux comprendre les
probl̀emes physiques propres `a cet organe non-linéaire tels que le contact et perte de contact au niveau
du roulement présent sur le système. L•ensemble de ces d´eveloppements théoriques et numériques sera
exposé dans le chapitreDynamique des rotors comportant un roulement non-linéaire.

Dans un deuxìeme temps, le chapitreDynamique non-linéaire des rotors “ssurésproposera de mon-
trer l•apport de la prise en compte des e�ets non-linéaires pour la surveillance vibratoire et la détection
de “ssures dans les syst`emes tournants. Nous montrerons que la signature vibratoire non-lin´eaire d•un
rotor peut permettre une analyse et une détection robuste de la présence d•une “ssure transverse,
cette dernìere se caractérisant par une non-linéarité de type •résonance param´etrique non-linéaireŽ.
Aussi, nous nous attarderons plus sp´eci“quement sur toute la complexité du comportement dynamique
non-linéaire des rotors “ssurés en termes d•apparition de r´esonances sous-critiques et d•´evolution des
formes des orbites. L•objectif de ce chapitre sera d•aboutir `a des indicateurs spéci“ques au compor-
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tement non-linéaire des rotors “ssurés qui permet de statuer sur la présence et la d´etection d•une
“ssure.

Le dernier chapitre de cette partie, intituĺ e Dynamique expérimentale des systèmes mono et multi-
rotors, aura pour principal objectif d•illustrer la n écessité de la prise en compte des e�ets non-lin´eaires
dans les systèmes tournants mono-rotor et multi-rotors. Ainsi, des études expérimentales réalisées sur
les bancs d•essais Dynamique D•Ensemble mono-rotor et multi-rotors (banc DDE mono-rotor et banc
DDE bi-rotors ) du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes de l•Ecole Centrale de Lyon,
serviront de bases aux diverses analyses qui seront men´ees. De plus, elles permettront d•illustrer les
limitations et pr´ecautions à prendre pour les prévisions du comportement dynamique des syst`emes
tournants et de montrer la nécessité de s•orienter vers un dimensionnement des syst`emes tournants
prenant en compte les aspects •non-lin´eairesŽ.

En“n, un chapitre intituĺ e Perspectives de recherchequi conclut ce mémoire, permettra de dégager
quelques unes des ´etudes envisageables d´ecoulant directement des probĺematiques de laDynamique
non-lin éaire des systèmes complexes, “xes et tournantsqui auront été précédemment discutées.
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Premi`ere partie

Stabilit´ e et dynamique non-lin´ eaire des
syst èmes frottants

Applications à des structures industrielles
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Chapitre 2

Dynamique non-lin´ eaire des syst`emes
frottants instables

Lorsqu•on s•intéresse `a la stabilit é des systèmes non-linéaires frottants sujets à des instabilités de
type ”ottement, outre le fait de savoir si la structure m écanique considérée peut comporter des points
d•équilibre instable, le vrai challenge réside dans l•estimation des niveaux vibratoires lorsque ces points
d•équilibre instable existent. Les méthodes d•intégration temporelle sont alors inexploitables pour de
tels probl̀emes et l•estimation de ces amplitudes et vitesses vibratoires appeĺees •cycles limitesŽ passe
par l•utilisation de méthodes non-linéaires. L•objectif de ce chapitre est de discuter le d´eveloppement
de trois méthodes non-linéaires originales permettant de déterminer ces niveaux vibratoires.

A“n d•illustrer les d´eveloppements, avantages et inconv´enients de chacune des m´ethodes proposées,
deux exemples de structures m´ecaniques seront ´etudíees : un frein automobile et un frein aéronautique
illustr´es en “gures 2.1 et 2.2. Ces deux applications industrielles correspondent e�ectivement `a deux
exemples typiques des probl̀emes d•instabilité de couplage de modes due `a la présence de frottement.
Elles permettront de valider une utilisation industrielle des outils proposés en termes de temps de cal-
cul, taille de systèmes et recherche des solutions sans pr´e-requis sur la connaissance du comportement
non-linéaire du systèmeétudíe.

2.1 Stabilit´ e des systèmes dynamiques non-lin´ eaires frottants

Comme précédemment énoncé, la probĺematique de ce chapitre consiste `a rechercher les cycles
limites des points d•équilibre instable. Aussi, avant toute chose, nous e�ectuons dans ce paragraphe
un rappel succinct sur la stabilité des points d•équilibre de systèmes dynamiques non-linéaires frottants.
Pour plus de détail sur ce sujet le lecteur pourra se référer aux études [1…4].

Nous considérons donc les syst`emes dynamiques non-linéaires frottants pouvant se mettre sous la
forme

M ẍ + C �x + Kx = Fp + FNL (x, µ) (2.1)

où x dé“nit le vecteur d éplacement des degr´es de liberté du système non-linéaire. M , C et K cor-

13
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Fig. 2.1 … Frein automobile

Fig. 2.2 … Frein a´eronautique

respondent respectivement aux matrices de masse, d•amortissement et de raideur du syst`eme. Fp

représente le vecteur des forces de pression etFNL (x, µ) contient l•ensemble des e�orts linéaires et
non-linéaires (quadratiques et/ou cubiques) dus au contact frottant.

L•analyse de stabilité assocíeeà un tel système, appeĺee •probĺematique statico-dynamiqueŽ, consiste
à rechercher la stabilité des points d•équilibre assocíes au système non-linéaire. Cette partie se présente
en deux étapes. Dans un premier temps, la d´etermination des points d•équilibre statiques x0 est ob-
tenue à partir de l•équation statique non-linéaire

Kx 0 = Fp + FNL (x0, µ) (2.2)

Dans un deuxìeme temps, la stabilité du point d•équilibre est réalisée à partir de la détermination
des valeurs propres du syst`eme linéarisé [2]

M ẍ + C �x + ( K Š FL (x0, µ)) x = 0 (2.3)
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Fig. 2.3 … Stabilité des systèmes dynamiques non-linéaires frottants (a) Evolution des parties réelles
et imaginaires (b) Evolution des valeurs propres dans le plan complexe

avecx dé“nissant une faible perturbation au voisinage du point d•équilibre (x = x0 + x) et FL (x0, µ)
dé“nissant la lin éarisation des termes non-linéaires de frottement au point d•équilibre considéré.

Les “gures 2.3(a) et (b) illustrent la stabilit´e des systèmes non-linéaires de freins automobile et
aéronautique respectivement selon les deux repr´esentations classiquement utilisées : dans le cas du
frein automobile, les évolutions des parties réelles montrent l•apparition de l•instabilité lorsque l•une
des parties réelles devient positive. Ceci se caract´erise alors par une coalescence de modes soit un
rapprochement des deux fréquences des modes stable et instable. Dans le cas pr´esenté en “gure 2.3(a),
la coalescence est appeĺee •non parfaiteŽ, les fréquences des deux modes restant distinctes apr`es le
déclenchement de l•instabilité. Dans le cas du frein a´eronautique, la stabilité est représentée dans
le plan complexe des valeurs propres du syst`eme linéarisé au voisinage d•un point d•équilibre, une
valeur propre positive traduisant alors l•apparition d•instabilit é à la fréquence assocíee dans ce plan
(l•évolution du paramètre de contr�ole µ est alors •masquéeŽ).

La probĺematique de la dynamique des syst`emes frottants consiste alors `a déterminer les niveaux
vibratoires en amplitudes et vitesses, appeĺes •cycles limitesŽ, lorsque le syst`eme comporte un point
d•équilibre instable. Ces cycles limites sont classiquement donn´es au moment du déclenchement de
l•instabilit´e correspondant au point de bifurcation de Hopf, ce dernier ´etant dé“ni par

�
�����

�����

Re(� center (µ)) |x = x 0 ,µ= µ0 = 0

Re(� noŠ center (µ)) |x = x 0 ,µ= µ0 �= 0

d
dµ

(Re(� (µ))) |µ= µ0 �= 0

(2.4)

où � center correspondà la valeur propre du mode devenant instable et� noŠ center aux valeurs propres
des autres modes du syst`eme non-linéaire. µ0 est la valeur du paramètre de contr�ole à l•apparition de
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l•instabilit´e. Cependant les cycles limites peuvent aussi �etre recherchés loin du point de bifurcation de
Hopf. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cette recherche des cycles limites proches ou loin
d•un point de bifurcation de Hopf est une notion fondamentale pour le choix des m´ethodes dynamiques
non-linéaires utilisables et exploitables.

2.2 Extension de la m´ ethode de la vari´ et é centrale par approximants
multi-variables

2.2.1 M´ethode de la vari´ et é centrale

M´ethodologie

La méthode de la varíeté centrale permet de réduire un système dynamique non-linéaire, possédant
des points d•équilibre potentiellement instable, au voisinage des points de bifurcation de Hopf. Le
comportement dynamique non-linéaire est alors décrit uniquement en fonction des varíetés centrées
du système, les varíetés stablesétant approchées en fonction des varíetés centrées [3,5,6].

Considérons un système dynamique non-linéaire de dimensionn sous forme d•équations d•état

�x = F(x, µ) (2.5)

où µ constitue le paramètre de contr�ole et F dé“nit une fonction non-lin´eaire.
En ramenant le point “xe x0 du systèmeà l•origine (x = x0 + y), et en supposant que la fonction

F est Cr avec r su�samment grand, le syst ème 2.5 s•´ecrit sous la forme de s´eries de Taylor (pour � y �
petit)

�y = Ay + F2(y) + F3(y) + · · · + Fk (y) + O(yk + 1) (2.6)

où A = Dx F(x0; µ) est la n × n matrice des dérivées premìeres deF évaluée au point “xe (x0; µ). Fk

correspondent aux polyn�omes de degré k suivant les composantesy.
En utilisant la transformation y = Pv = P [vc vs]

T où vc et vs correspondent respectivement aux
varíetés centrées et stables du syst`eme dynamique non-linéaire (vc � Rn and vs � RmŠ n), le système
non-linéaire est donné au point de bifurcation de Hopf par l•équation

�
�vc = Jc (µ0) vc + Fc(vc, vs, µ0) = Jcvc + G 2(vc, vs, µ0) + · · · + G k (vc, vs, µ0) + · · ·

�vs = Js (µ0) vs + Fs(vc, vs, µ0) = Jsvs + H 2(vc, vs, µ0) + · · · + H k (vc, vs, µ0) + · · ·
(2.7)

Les valeurs propres� des matrices Jc et Js véri“ent dont Re(� J c (µ0)) = 0 et Re(� J s (µ0)) < 0
(avec µ0 la valeur du paramètre de contr�ole au point de bifurcation de Hopf). Nous avonsP =
[p1 · · · pm , pm + 1 · · · pn ] avec p1 · · · pm et pm + 1 · · · pn qui sont respectivement les vecteurs propres
assocíes auxm valeurs propres deA dont la partie r éelle est nulle, et aux (n Š m) valeurs propres deA
dont la partie r éelle est négative. A noter que nous nous pla¸cons dans le cas d•un syst`eme dynamique
non-linéaire ne poss´edant pas de varíetés instables au point de bifurcation de Hopf consid´eré.

Par extension de la méthode de la varíeté centrale [7…9], le syst`eme non-linéaire 2.7 s•écrit au
voisinage du point de bifurcation de Hopf (donné suivant le paramètre de contr�ole par �µ = µ0 (1 + � ))
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sous la forme �
��

��

�vc = Jc (�µ) vc + Fc(vc, vs, �µ)

�vs = Js (�µ) vs + Fs(vc, vs, �µ)
��µ = 0

(2.8)

Au point ( vc, vs, �µ) = ( 0, 0, µ0), le système correspond `a une varíeté centrée de dimensionm + 1
tangent à l•espace (vc, �µ). Pour ||vc|| et || �µ|| su�samment petits, les varí etés stablesvs peuvent
s•exprimer en fonction des varíetés centréesvc de la manìere suivante [10]

vs = h (vc, �µ) (2.9)

avec la fonction h qui véri“e au point d•équilibre (0, 0, 0)

h = 0, Dv c hi (0) = 0 1 � i � n Š 2,
� h
� �µ

= 0 (2.10)

où hi dé“nit la i eme composante deh.
Classiquement, les varíetés stables sont approch´ees par l•intermédiaire de séries polynomiales en

(vc, �µ) de degré q

vs = h (vc, �µ) =
q�

p= i + j + ···+ k+ l=2

p�

j =0

· · ·
p�

k=0

p�

l=0

aij ···kl vi
c1

vj
c2

· · · vk
cn

�µl (2.11)

où aij ···kl sont des vecteurs comportant des constantes. Ces derniers peuvent �etre déterminés par
résolution deséquations algébriques correspondantà la substitution des (m Š n) fonctions h dans la
seconde partie du système di� érentiel 2.8

Dv c ,µ̂ (h (vc, �µ)) ( Jcvc + Fc (vc, h (vc, �µ) , �µ)) = Jsh (vc, �µ) + Fs (vc, h (vc, �µ) , �µ) (2.12)

Une fois les coe�cients aij ···kl déterminés, le système dynamique non-linéaire réduit ne comportant
plus que lesm varíetés centrées et le paramètre de contr�ole permet d•estimer les niveaux vibratoires
non-linéaires du système initial au voisinage du point de bifurcation de Hopf. Ce système non-linéaire
réduit s•écrit sous la forme

�
�vc = Jc (�µ) vc + Fc(vc, h (vc, �µ) , �µ)
��µ = 0

(2.13)

Pour un système comportant une instabilité de ”utter avec un seul mode instable (coalescence de
modes •classiqueŽ), le syst`eme réduit 2.13 ne comportera alors que trois variables (les deux variables
centrées et le paramètre de contr�ole).

Estimation des coe�cients des ordres 2 à q

Dans le cas général d•un système non-linéaire comportant n varíetés stablesvs = [ vs1 · · · vsn ]T ,
la recherche des coe�cientsak,ij ···kl se base sur des d´eterminations successives de ces derniers par ordre
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croissant du degré du polyn�ome h et donc par résolutions successives des ´equations algébriques 2.12
correspondantes.

En considérant l•approximation des varíetés stablesvs sous la forme d•un polyn�ome en (vc, �µ)
allant jusqu•à l•ordre q

vs = h (vc, �µ) =
q�

p= i + j + ···+ k+ l=2

p�

j =0

· · ·
p�

k=0

p�

l=0

aij ···kl vi
c1

vj
c2

· · · vk
cn

�µl (2.14)

La détermination des coe�cients am de chaque ordre (pourm = 2 , · · · , q) s•e�ectue donc par ordre
croissant jusqu•auqeme ordre et véri“e les relations [1]

�
��������������

��������������

a2 = J3
Š 1C2

a3 = J3
Š 1 �

C3 + D 2,3a2
�

a4 = J4
Š 1 �

C4 + D 2,4a2 + D 3,4a3 + F4
�
a2

��

a5 = J5
Š 1 �

C5 + D 2,5a2 + D 3,5a3 + D 4,5a4 + F5
�
a2, a3

��

...

aq = Jq
Š 1

	

Cq +
qŠ 1�

i =2

D i ,qai + Fq
�
a2, · · · , aqŠ 2�




(2.15)

avec les coe�cients du meme ordre donnés par

am =
�
am

1 · · · am
p · · · am

n

� T (2.16)

am
p = [ ap,m0···00 · · · ap,ij ···kl · · · ap,00···0m ]T avec i+ j + · · · + k + l = m (2.17)

Les matrices Jm (pour m = 2 , · · · , q) sont des matrices diagonales ne comportant que des termes
provenant des matrices jacobiennesJc et Js du système dynamique non-linéaire initial. Les matrices
D i ,m et Cm correspondent aux contributions des coe�cients ai d•ordre inférieur (avec 2 � i < m )
provenant de la contribution des termes de gauche et de droite de l•´equation 2.12 respectivement.
Les matrices Fm

�
a2, · · · , am Š 2

�
dé“nissent les contributions des termes non-linéaires quadratiques

et cubiques de droite de l•équation 2.12, ces derniers prenant aussi en compte la contribution des
coe�cients ai d•ordre inférieur (avec 2� i < k Š 2).

Pour plus de détail sur la détermination des coe�cients aij ···kl et les expressions analytiques as-
socíees, le lecteur pourra se r´eférer aux travaux [1].

2.2.2 Extension par approximants multi-variables

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresserà l•extension de la méthode des varíetés centrées par les
approximants multi-variables dans le cas d•un syst`eme non-linéaire comportant deux varíetés centrées
notéesvc1 et vc2. La généralisation à n varíetés centrales suivant le m�eme principe [11…13].
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Les approximants ` a deux variables

Le système dynamique non-linéaire réduit dans la base des varíetés centrées peut se mettre sous la
forme �

������

������

�vck = f k (vc1, vc2) =
3m�

i =0

3m�

j =0
1� i + j � 3m

ck,ij vi
c1vj

c2 (1 � k � 2)

�µ = 0
µ = µ0 (1 + � ) ( � � 1)

(2.18)

L•idée de base [3,5,6,13] consiste alors `a ré-écrire l•ensemble des non-lin´earités polynomiales du système
réduit sous la forme d•approximantsà deux variables

[m1, m2/n 1, n2]f (x, y) =
A (x, y)
B (x, y)

=

m1�

� =0

m2�

� =0

n�� x� y�

n1�

� =0

n2�

� =0

d�� x� y�

=

�

(�,� ) � Sm

n�� x� y�

�

(�,� )� Sn

d�� x� y�
(2.19)

avec les espacesSm et Sn dé“nis tels que

Sm = { (�, � ) | 0 � � � m1, 0 � � � m2} (2.20)

Sn = { (�, � ) | 0 � � � n1, 0 � � � n2} (2.21)

Pour cela, nous considérons une fonctionf (x, y) à deux variables de la forme

f (x, y) =
��

� =0

��

� =0

c�� x� y� =
�

(�,� ) � S

c�� x� y� (2.22)

qui véri“e

f (x, y) =
A (x, y)
B (x, y)

+
��

� =0

��

� =0

g�� x� y� (2.23)

avec les coe�cients g�� autant que possible nuls et l•espaceS dé“ni tel que

S = { (�, � ) | �, � entiers positifs } (2.24)

En prenant par dé“nition b00 = 0, il reste ( m1 + 1) ( m2 + 1) + n1 (n2 + 1) coe�cients `a déterminer.
Les coe�cients n�� et d�� véri“ent alors des relations algébriques qui vont maintenant �etre explicitées.
Pour cela les notations, couples et le sous-espaces ci-dessous sont introduits

m
�

i = min (mi , ni ) n
�

i = max (mi , ni ) pm = min (m1, m2, n1, n2) (2.25)

P = { (p, p) | 0 � p � pm} (2.26)

R1;p = { (p, p)} � { (�, p ) | p < � � m
�

1} � { (p, � ) | p < � � m
�

2} (2.27)
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R2;p = { (�, p ) | m
�

1 < � � n
�

1} � { (p, � ) | m
�

2 < � � n
�

2} (2.28)

R3;p = { (�, p ) | n
�

1 < � � m1 + n1 Š p} � { (p, � ) | n
�

2 < � � m2 + n2 Š p} (2.29)

R4;p = { (m1 + n1 Š p + 1 , p) , (p, m2 + n2 Š p + 1) } (2.30)

S1 = Sm � Sn S2 = Sm � Sn \ S1 (2.31)

S3 =


p� P

R3;p S4 =


p� P

R4;p S5 = S2 \

�

�


p� P

R2;p

�

� (2.32)

Ces sous-espaces sont explicit´es dans le graphe de r´egions suivant (�, � ) donné en “gures 2.4. En
reprenant les expressions 2.19-2.23, nous pouvons ´ecrire

�

�
�

(�,� ) � Sn

d�� x� y�

�

� .

�

�
�

( �,� )� S

c�� x� y�

�

� Š
�

(�,� ) � Sm

n�� x� y� =
�

(�,� ) � S

g�� x� y� (2.33)

avec

g�� = 0 ( �, � ) � R1;p � R2;p � R3;p (2.34)

�

p�=0

gm1+ n1Š p+1 ,p + gp,m2+ n2Š p+1 = 0 (2.35)

Soit, en écrivant les termes algébriques propresà chaque puissance croissante de l•expression 2.33, et en
considérant que l•équation 2.33 doit �etre véri“ ée pour tout couple (�, � ), nous obtenons leséquations
devant �etre véri“ ées par les coe�cientsn�� , d�� et c�� :

�

� � Sn

d� c� Š � = n� � � Sm (2.36)

�

� � Sn

d� c� Š � = 0 � � (Sn \ Sm ) � S3 (2.37)

�

� � R4;p

�

� � Sn

d� c� Š � = 0 p � P (2.38)

Les coe�cients c�� étant connus, les relations 2.37 et 2.38 permettent de d´eterminer les coe�cients
d�� , les coe�cients n�� étant quand à eux obtenusà partir des équations 2.36 .
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(a) Approximants GOD (General-O�-Diagonal) (b) Approximants SOD (Symmetric-O�-Diagonal)

Fig. 2.4 … D´e“nition des r égions pour l•estimation des approximants

Estimation des coe�cients multi-variables

Dans cette partie, nous allons brìevement décrire une méthode numérique (•prong methodŽ [11,12,
14]) permettant une détermination de l•ensemble des coe�cients des approximants `a deux variables
qui permettent de ré-écrire le système réduit non-linéaire précédent 2.18 sous la forme

�
�����������

�����������

�vck =
3m�

i =0

3m�

j =0
1� i + j � 3m

ck,ij vi
c1vj

c2 =

M�

i =0

M�

j =0

nk,ij vi
c1vj

c2

N�

i =0

N�

j =0

dk,ij vi
c1vj

c2

(1 � k � 2)

�µ = 0
µ = µ0 (1 + � ) ( � � 1)

(2.39)

Tout d•abord, les coe�cients dk,ij peuvent �etre déterminés en considérant les régionsS3 et S4 : les
k× (N + 1) coe�cients dk,i, 0 et dk,0,j (avec 0� i � N et 0 � j � N ) sont obtenus en considérant respec-
tivement les équations des segments (M + 1 � � � M + N, � = 0) et ( � = 0 , M + 1 � � � M + N ).
Nous obtenons sous forme condens´ee

A k ,0dk ,0 = uk (2.40)

avec dk ,0 le vecteur des inconnues,A k ,0 une matrice comportant uniquement des termes enck,i,j et
le vecteur uk comportant uniquement des zéros sauf pour le dernier terme ´egal à un.

Ensuite, les k × (2 × N Š 1) coe�cients dk,1,1, dk,i, 1 et dk,1,i (avec 2 � i � N ) sont obtenus en
considérant les équations des segments (M + 1 � � � M + N Š 1, � = 1) et ( � = 1 ,M + 1 � � �
M + N Š 1) (dé“nit par les lignes (1) de la régionS3 en “gure 2.4), et les paires symétriques des points
(1, M + N ) et (M + N, 1) (dé“nis par les points A1 en “gure 2.4). Ces coe�cients véri“ent alors les
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équations
B k ,11dk ,0 + A k ,1dk ,1 = 0 (2.41)

avec dk ,1 le vecteur des inconnues de dimension (2× N Š 1). A k ,1 est constitué uniquement des
coe�cients ck,i,j et B k ,0dk ,0 est un vecteur connu de taille (2× N Š 1). Par it érations successives,
l•ensemble des vecteurs inconnusdk ,i (avec 1 � i � N ) de dimension (2N Š 2i + 1) peuvent �etre
obtenus bloc par bloc

�
��������������

��������������

dk ,0 = A k ,0
Š 1uN

dk ,1 = A k ,1
Š 1 (ŠB k ,11dk ,0)

dk ,2 = A k ,2
Š 1 (ŠB k ,21dk ,0 Š B k ,22dk ,1)

dk ,3 = A k ,3
Š 1 (ŠB k ,31dk ,0 Š B k ,32dk ,1 Š B k ,33dk ,2)

...

dk ,N = A k ,N
Š 1

	

Š
N�

i =1

B k ,Ni dk ,iŠ 1




(2.42)

les matrices B k ,ij (avec 1 � i � N et 1 � i � N ) étant connues et les matricesA k ,i comportant
uniquement les coe�cients ck,i,j .

En“n, les vecteurs nk ,i comportant les coe�cients nk,ij dé“nis en équations 2.19 sont déterminés à
partir des relations 2.36 par ordres successifs

�
�����������

�����������

nk ,0 = Ck ,0dk ,0

nk ,1 = Ck ,1dk ,1 + D k ,11dk ,0

nk ,2 = Ck ,2dk ,2 + D k ,21dk ,0 + D k ,22dk ,1

...

nk ,M = Ck ,M dk ,M +
M�

i =1

D k ,Mi dk ,iŠ 1

(2.43)

les matrices Ck ,i (avec 0 � i � M ) et D k ,jl (avec 1 � j � M et 1 � l � M ) étant connues et les
vecteurs dk ,i (avec 0� i � N ) ayant été déterminés précédemment.

2.2.3 Application industrielle

A“n de valider l•int´er�et de l•extension de la méthode de la varíeté centrale par les approximants
multi-variables, nous l•appliquons au système de freinage a´eronautique présenté en “gure 2.2. Les
“gures 2.5 illustrent une utilisation classique, dans un voisinage très proche du point de bifurcation de
Hopf µ = 1 .001µ0 (varí eté centrale développée au 3eme ordre et approximants [2/ 2]). Cette méthode
permet ainsi d•obtenir une solution dynamique non-linéaire approchée conformeà la solution exacte
donnée par intégration temporelle, avec un gain en temps de calcul en temps CPU de l•ordre de 1000.

De plus, l•utilisation des approximants a pour e�et non seulement de réduire le nombre de termes
non-linéaires et les temps de calcul assocíes, mais aussi d•augmenter le domaine de convergence de la
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Fig. 2.5 … Cycles limites par varíeté centrale et approximants multi-variables dans une con“guration
•procheŽ du point de bifurcation de Hopf (µ = 1 .001µ0)

validit´e des développements des varíetés stables en fonction des varíetés centrées. En e�et, la méthode
de la varíeté centrale utilisée seule a pour principal défaut de n•�etre valable que dans un voisinage tr`es
proche du point de bifurcation de Hopf. Du fait de la réécriture des termes non-linéaires dans la base
des varíetés centrées par des approximants multi-variables, la limite de validité est augmentée comme
le montrent les “gures 2.6. La méthode de la varíeté centrale seule donne une r´eponse dynamique
non-linéaire assez ´eloignée de la solution exacte (“gure 2.6(a)), tandis que l•ajout des approximants
permet de se rapprocher de la solution exacte (“gure 2.6(b)). Cependant, la notion d• •´eloignementŽ
vis à vis du point de bifurcation de Hopf reste très locale et dans la pratique les cycles limites ne
peuvent �etre estimés avec une telle m´ethode lorsque nous nous ´eloignons trop fortement de la frontìere
de stabilit é.

Ainsi, la méthode de l•extension de la varíeté centrale par les approximants multi-variables permet
de retrouver les cycles limites dans un voisinage tr`es proche du point de bifurcation de Hopf, mais
présente cependant des inconv´enients qui la rendent peu utilisable de façon systématique : outre son
utilisation tr`es locale, le choix du développement des varíetés stables en fonction des varíetés centrées
et l•ordre des approximants [M/N ], ainsi que le fait de travailler avec des non-linéarités fractionnelles
ne permettent pas d•�etre assuré d•obtenir une solution dynamique non-linéaire satifaisante [1,15].

En conclusion, la probĺematique à laquelle il faut maintenant r épondre est de savoir si une estima-
tion des réponses dynamiques stationnaires non-lin´eaires loin des frontìeres de stabilité est possible.
L•utilisation des varíetés invariantes pourrait alors �etre envisagée, cependant m�eme si nous ne sommes
plus restreint au voisinage des frontìeres de stabilité, le choix des ordres reste encore un probl̀eme
majeur et di�cile ` a résoudre sans une connaissance `a priori du comportement dynamique non-linéaire
du système [16].

Parmi les familles des méthodes non-linéaires existantes, il appara�št alors naturel de se tourner vers
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Fig. 2.6 … Cycles limites par varíeté centrale et approximants multi-variables dans une con“guration
•loinŽ du point de bifurcation de Hopf ( µ = 1 .01µ0)

des méthodes de •recherche de solutions approch´ees sous forme pr´edé“nieŽ [17]. En e�et, ces méthodes
ne se basent pas sur une r´eduction dans l•espace des varíetés •ma�štresŽ du système et évitent ainsi
toute approximation des varíetés •esclavesŽ en fonction de ces dernìeres. Cependant, des m´ethodes
de type •balance harmoniqueŽ ne sont pas utilisables dans leurs d´eveloppements classiques, car les
équations non-linéaires 2.1 ont des solutions exactes qui correspondent aux points d•´equilibre statique
véri“ant le syst ème non-linéaire 2.2. Le fait que ces points d•´equilibre soient instables n•est en e�et
pas considéré dans les développements classiques.

Aussi, nous proposons dans les paragraphes qui suivent deux adaptations de la m´ethode de la
balance harmonique :

€ la premìere méthode se basera sur la notion du suivi du mode non-lin´eaire complexe. Comme
nous le verrons dans le paragraphe qui suit, cette m´ethode non-linéaire consisteà rechercher la solution
périodique mono-harmonique stationnaire ne d´ependant que du mode instable au point d•´equilibre. La
notion de comportement dynamique non-linéaire conduit par les varíetés ma�štres est ainsi conserv´ee. Le
suivi du mode instable permettra de trouver le cycle limite et d•exclure les points d•´equilibre instable
des solutions non-linéaires recherchées ;

€ la seconde méthode, présentée dans le paragraphe 2.4, se base sur une adaptation de la m´ethode
de la balance harmonique. Elle correspond `a uneméthode de balance harmonique sous contraintesqui
consisteà la recherche des cycles limites stationnaires du syst`eme non-linéaire (soit à exclure les points
d•équilibre statiques des solutions propos´ees). Nous verrons que sa principale distinction par rapport
à la méthode des modes non-lin´eaires complexes et qu•elle ne se focalise par sur une recherche de solu-
tions ne dépendant que du mode instable au point d•´equilibre, mais permet de retrouver une solution
dynamique non-linéaire complexe pouvant faire intervenir les résonances sous et sur-harmoniques `a
l•ordre n.
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Fig. 2.7 … Cycles limites par la m´ethode des modes non-lin´eaires complexes dans la con“guration
•procheŽ du point de bifurcation de Hopf (µ = 1 .001µ0)

Ces deux méthodes non-linéaires ainsi que leurs avantages et inconv´enients font donc l•objet des
deux paragraphes qui suivent.

2.3 M´ethode des modes non-lin´ eaires complexes

2.3.1 M´ethodologie

Nous considérons donc un système non-linéaire de la forme

�Y = AY + FNL (Y , µ) (2.44)

où A contient l•ensemble des termes lin´eaires etFNL (Y , µ) dé“nit le vecteur des termes non-linéaires
provenant du frottement entre pìeces.

La méthode des modes non-lin´eaires complexes [4, 18] consiste `a approcher les cycles limites du
système non-linéaire en considérant uniquement la participation du mode instable lors du déclenchement
de l•instabilit é du point d•équilibre (mode assocíe à la valeur propre� dont la partie r éelle est supérieure
à 0, Re(� ) > 0). Les participations des autres modes sont n´egligées (modes stables assocíes aux va-
leurs propresà partie réelle négative, Re(� ) < 0). La recherche du cycle limite, en terme d•amplitude
mais aussi de période, se base alors sur le suivi de l•´evolution du mode instable, par l•intermédiaire de
l•évolution de sa valeur propre assocíee : lesévolutions des parties réelle et imaginaire servent alors
respectivement d•indicateurs d•évolution vers le cycle limite et du changement de la p´eriode assocíee.

En e�et, quand le système non-linéaire devient instable (du point de vue de son point d•´equilibre),
l•équation dynamique 2.44 est gouvern´ee en premìere approximation par l•évolution croissante du mode
instable donnée par

�Y (t) = � e�t + �̄ e
¯�t (2.45)
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avec � et �̄ les valeurs propres complexes assocíees au mode non-lin´eaire (et son conjugué) provenant
de l•analyse du système linéarisé 2.3. � et �̄ dé“nissent les vecteurs propres assocíes. L•évolution du
mode instable tend alors vers un cycle limite (sous l•hypoth`ese de son existence) lorsque la partie r´eelle
du mode instable devient nulle (Re(� ) = 0). L•´equation 2.45 dé“nit alors la solution p ériodique stable
approchée �Y qui ne dépend que de la paire des valeurs propres pures imaginaires� = Š �̄ = i	 1 avec
les vecteurs propres assocíes � = � 1 et �̄ = ¯� 1

�Y (t) = p
�
� 1ei� 1t + ¯� 1eŠ i� 1 t � (2.46)

avec p l•amplitude de la solution périodique approchée.
La probĺematique réside donc dans le suivi du mode non-lin´eaire complexe (en termes de pulsation

	 1 et vecteur propre assocíe � 1) par suivi de l•amplitude p de la solution périodique, ce dernier
paramètre dé“nissant le paramètre de contr�ole du système. Pour ce faire, une estimation des ´evolutions
des valeurs propres lors de la •montéeŽ sur le cycle limite est propos´ee par l•intermédiaire de la
divergence de la solution�Y (t, p)

�Y (t, p) = p
�

� 1 (p) e� (p)t + ¯� 1 (p) e�̄ (p)t
�

(2.47)

pour une valeur d•amplitudep donnée. Cette approximation nécessite une initialisation de l•amplitude
p = � p (choisie à valeur faible) pour permettre l•existence d•un cycle divergent initial. A“n d•estimer
lesévolutions de la valeur propre� (p) et du vecteur propre assocíe � 1 (p) le système 2.44 est approch´e
par son système linéaire équivalent, par l•intermédiaire de la méthode de la linéarisation équivalente
[19,20]

��y = A�y + FNL (�y ) � A�y + A FNL �y = A equi �y (2.48)
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Fig. 2.9 … Cycles limites par la m´ethode des modes non-lin´eaires complexes dans la con“guration
•loinŽ du point de bifurcation de Hopf ( µ = 1 .1µ0)

où A FNL dé“nit les termes linéaireséquivalents des expressions non-lin´eairesFNL (�y ). �y correspond
à la solution périodique assocíee. Son expression est donn´ee par

�y (t, p) = p
�

� 1 (p) ei� (p)t + ¯� 1 (p) eŠ i� (p)t
�

(2.49)

où 	 (p) correspondà la pulsation de la solution périodique estimée, provenant de la partie imaginaire
de la valeur propre� (p). L•estimation du système linéaire équivalent est obtenue par minimisation de
la di�´erence entre les termes lin´eaireséquivalents A FNL et non-linéairesFNL

� 	 FNL (�y ) Š A FNL �y (2.50)

sur la période estimée par l•intermédiaire du critère de minimisation Min
�

� 2�
� ( p)

0 � T �dt
�

.

Ainsi, les valeurs propres� (p) et vecteurs propres assocíes � 1 (p) provenant de la matrice A equi

indiquent les évolutions des parties réelles et formes du cycle du mode instable. Par incr´ementation de
la quantit é 
p du paramètre de contr�ole p, l•évolution du mode non-linéaire complexe est réalisée. La
solution périodique stable auto-entretenue est alors obtenue lorsque la mont´ee en divergence devient
nulle, soit la valeur propre � (p) du mode instable devient imaginaire pure.

2.3.2 Application industrielle

Cette méthode non-linéaire est mise en place a“n de retrouver les niveaux vibratoires pr´ecédemment
obtenus (application industrielle du frein aéronautique). Tout d•abord, les “gures 2.7 illustrent les
cycles limites obtenus lorsque nous nous situons dans une con“guration •procheŽ du point de bifurca-
tion de Hopf, les “gures 2.8(a) et (b) montrant les évolutions des parties réelles et imaginaires du mode
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Fig. 2.11 … Evolution de la partie r´eelle du mode non-linéaire complexe instable et d•un cycle limite
assocíe en fonction du coe�cient de frottement

instable lors de la recherche du cycle stationnaire. Nous observons que les cycles obtenus constituent
une approximation satisfaisante des cycles limites exacts. Nous pouvons noter que la m´ethode de l•ex-
tension de la varíeté centrale par les approximants multi-variables donne des r´esultats plus proches de
la solution exacte (comme indiqué en “gures 2.5), puisque la méthode des modes non-lin´eaires com-
plexes néglige la contribution des modes stables dans l•estimation de la r´eponse des cycles limites. Plus
précisément, la méthode des modes complexes approche les termes non-lin´eaires par des contributions
lin éaireséquivalentes sans tenir compte des participations des modes stables, `a l•inverse de la méthode
de la varíeté centrale (équation 2.13). Un avantage de la méthode des modes complexes par rapport `a
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la varíeté centrale est le gain en temps de calcul CPU qui est de l•ordre de 100 (soit un gain total par
rapport à l•intégration temporelle de l•ordre de 100000).

Ensuite, la méthode des modes non-lin´eaires complexes est appliqu´ee loin du point de bifurcation
de Hopf pour µ = 1 .1µ0 (cas pour lequel l•extension de la varíeté centrale n•est plus utilisable). Les
cycles limites obtenus sont donnés en “gures 2.9. L•avantage de cette m´ethode est clairement mise en
évidence : les cycles limites restent tr`es proches des cycles limites obtenus par int´egration temporelle,
ceci pour un co�ut en terme de temps de calcul très faible (gain en temps CPU de l•ordre de 100000).

En“n, l•un des enjeux industriels consisteà pouvoir estimer lesévolutions des cycles limites lorsque
nous •traversonsŽ les zones instables du syst`eme non-linéaire. A“n de montrer toute l•e�cacit´ e de
cette méthode par rapport à cette probĺematique, nous réalisons une recherche des cycles limites en
traversant la zone instable pourP = 0 .5Pmax (“gure 2.10), le paramètre de contr�ole évolutif étant le
coe�cient de frottement. Les ´evolutions de la partie réelle du mode complexe et d•un cycle limite sont
données en “gures 2.11(a) et (b) respectivement. Cette dernìereétude illustre aussi toute la complexité
des systèmes dynamiques non-linéaires frottants sujets à des phénomènes de ”ottement : il n•existe
pas de corrélation directe entre la valeur de la partie réelle du mode instable du syst`eme linéarisé et
l•amplitude du cycle limite r ésultant. Une analyse non-linéaire est donc indispensable pour estimer le
niveau vibratoire lors d•un ”ottement.

Pour conclure, la méthode des modes non-lin´eaires complexes r´epond aux attentes aussi bien en
termes d•estimation de cycles limites proche et loin du point de bifurcation de Hopf, que du temps
de calcul assocíe. Cependant, nous pouvons observer que la solution dynamique non-lin´eaire obtenue
reste une approximation mono-harmonique guidée par le mode instable au point d•´equilibre. Ainsi, une
méthode non-linéaire prenant en compte la contribution des modes stables et les ordres sous et/ou
sur-harmoniques serait intéressante. Ceci nous am`ene à la méthode de la balance harmonique sous
contraintes.

2.4 M´ethode de la balance harmonique sous contraintes

2.4.1 M´ethodologie

Nous recherchons donc `a approcher les cycles limites du syst`eme dynamique non-linéaire 2.1 sous
la forme d•une série de Fourier tronquée de la forme

x (t) = B 0 +
m�

k=1

�
B k cos

�
k
�

	t
�

+ A k sin
�

k
�

	t
��

(2.51)

où 	 dé“nit la fr´equence fondamentale (inconnue `a priori) du cycle limite du syst ème non-linéaire.
� correspond à un entier permettant de prendre en compte les composantes sur-harmoniques de la
réponse non-linéaire. Les termes non-linéaires frottants FNL (x, µ) du système 2.1 sont approch´es sous
la forme

FNL (x, µ) = C0 +
m�

k=1

�
Ck cos

�
k
�

	t
�

+ Sk sin
�

k
�

	t
��

(2.52)
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Cette décomposition des termes non-lin´eairesFNL (x, µ) dans la base de Fourier tronquée choisie est
réalisée par des passages altern´es •fréquence-tempsŽ de la forme [21]

[ B 0 A 1 B 1 . . . A m B m ]T F F T=
 x (t)
�

[ C0 S1 C1 . . . Sm Cm ]T
� �� �

Domaine fr´equentiel

IF F T� = FNL (x, µ)
� �� �

Domaine temporel

(2.53)

La détermination des cycles limites passent alors par la recherche des coe�cients de FourierB 0, A k

et B k qui véri“ent au mieux les (2m + 1)  n équations (avecn le nombre de degrés de liberté du
système) obtenues par substitution des relations 2.51 et 2.52 dans le syst`eme 2.1. Ceci revient alors `a
minimiser l•ensemble des r´esidusR c,0, R s,k et R c,k (avec k = 1 , . . . , m) dé“nis par

R c,0 = KB 0 Š C0 Š Fp (2.54)

�
R s,k

R c,k

�
=

�
K Š

� k
� 	

� 2
M Š k

� 	 C
k
� 	 C K Š

� k
� 	

� 2
M

� �
A k

B k

�
Š

�
Sk

Ck

�
pour k = 1 , . . . , m (2.55)

Les relations 2.54 dé“nissent les positions d•équilibre statique du système dynamique non-linéaire
2.1 et correspondentà une réécriture de l•équation statique non-linéaire 2.2 dans la base de Fourier
tronquée choisie. Les ´equations 2.55 représentent les solutions stationnaires approch´ees du système
dynamique non-linéaire. Nous rappelons que	 dé“nit la fr´equence fondamentale du cycle limite qui
est donc par nature une inconnue du probl̀eme.

La méthode de la balance harmonique ´ecrite sous cette forme donnerait comme solution “nale un
point d•équilibre statique, ce dernier correspondant `a la solution exacte du système 2.54 et annulant
l•ensemble des ´equations 2.55 (avec l•ensemble des r´esidus R c,0, R s,k et R c,k nuls). Cette solution
décrit alors un point d•équilibre qui est instable si on se situe au del`a de la frontìere de stabilité du
système, et stable dans le cas contraire. Ainsi, a“n de pouvoir estimer les cycles limites sous la forme
2.51, une contrainte sur la nature de la solution recherch´ee doit �etre ajoutée : cette contrainte consiste
alors à ne s•intéresser qu•`a la recherche des solutions dynamiques non-lin´eaires stationnaires stables
qui dé“nissent donc les cycles limites stables du syst`eme.

A“n de suivre la mont ée en divergence de la solution non-lin´eaire et de détecter la solution station-
naire périodique, nous utilisons la technique développée dans le paragraphe pr´ecédent 2.3Méthode des
modes non-linéaires complexes: à partir de la solution périodique x(t) décrite par la série de Fourier
tronquée 2.51, nous recherchons le syst`eme linéaire équivalent [19,20]

��y = A�y + FNL (�y ) � A�y + A FNL �y = A equi �y (2.56)

avec �y = [ x �x]T . A FNL correspond aux termes linéaires équivalents des expressions non-lin´eaires
FNL (�y ). Ils sont obtenus par minimisation de la di�´erence 2.50 en approximant la solution�y à partir
de la série de Fourier tronquée à l•ordre m dé“nie en équation 2.51.

Les valeurs propres� A equi servent alors d•indicateur sur l•obtention du cycle limite. Si au moins
une valeur propre comporte une partie réelle nulle alors que l•ensemble des parties r´eelles des autres
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Fig. 2.12 … Cycles limites par la m´ethode de la balance harmonique sous contraintes pour une con“-
guration •procheŽ du point de bifurcation de Hopf avec µ = 1 .001µ0 (Š int égration temporelle, ŠŠ
méthode de la balance harmonique sous contraintes)

valeurs propres sont négatives, la solution 2.51 correspond `a un cycle limite stationnaire. Si au moins
une partie réelle est positive, la solution non-linéaire 2.51 est en mont´ee de divergence. Si toutes les
parties réelles sont négatives, la solution non-linéaire est amortie.

Ainsi, la méthode de la balance harmonique sous contraintes revient `a déterminer l•ensemble des
coe�cients B 0, B k, et A k (avec k = 1 , . . . , m) ainsi que la fréquence	 décrivant la solution non-
lin éaire sous la forme

x (t) = B 0 +
m�

k=1

�
B k cos

�
k
�

	t
�

+ A k sin
�

k
�

	t
��

(2.57)

Ces derniers véri“ent donc les deux contraintes

R 2
c,0 +

m�

k=1

�
R 2

s,k + R 2
c,k

�
< � 1 (2.58)

|Max
�
Real

�
� A equi

��
| < � 2 (2.59)

avec � 1 et � 2 proches de zéro. La relation 2.58 correspond `a l•équilibre deséquations dynamiques non-
lin éaires 2.54 et 2.55, tandis que la seconde relation 2.59 d´e“nit le cycle stationnaire (et donc excluant
les points d•équilibre instable).

2.4.2 Application industrielle

L•e�cacit´ e de cette méthode de balance harmonique sous contraintes est illustr´ee sur une appli-
cation industrielle d•un frein automobile (“gure 2.1). Tout d•abord, la “gure 2.12 illustre l•e�cacit´ e
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Fig. 2.13 … Cycles limites par la m´ethode de la balance harmonique sous contraintes pour une con“gu-
ration •loinŽ du point de bifurcation de Hopf avec µ = 1 .2µ0 (Š int égration temporelle, ŠŠ méthode
de la balance harmonique sous contraintes)

de la méthode pour la détermination des cycles limites dans une con“guration •procheŽ du point de
bifurcation de Hopf (pour µ = 1 .001µ0). Nous observons donc que cette m´ethode permet de décrire
parfaitement le cycle limite exact (trois harmoniques sont considérées dans l•approximation de la so-
lution p ériodique 2.51). Ainsi nous pouvons d´eterminer la réponse dynamique non-linéaire de façon
précise m�eme si cette dernìere s•avère complexe. Pour un tel cas (•procheŽ du point de bifurcation de
Hopf ), la fr équence	 obtenue au “nal est très proche de celle donn´ee par l•intermédiaire de l•analyse
aux valeurs propres du système linéarisé.

La “gure 2.13 montre les cycles limites obtenus dans une con“guration •loinŽ du point de bifurcation
de Hopf (pour µ = 1 .2µ0). L à aussi, la méthode de la balance harmonique sous contraintes donne
d•excellents résultats aussi bien en terme de cycles limites que de l•estimation de la fr´equence	 de la
solution non-linéaire (par comparaison avec l•intégration temporelle). Il est intéressant de noter sur ce
dernier point que l•écart obtenu entre la fréquence donnée par le système linéarisé du mode instable et
la fréquence du cycle limite peut �etre important (de l•ordre de 10Š 20%). De plus, m�eme si ce dernier
reste faible (de l•ordre de 1Š 2%), le fait de ne pas consid´erer la fréquence du cycle limite comme
étant une inconnue du probl̀eme conduit pratiquement systèmatiquement à une estimation erronée du
cycle limite “nal. La recherche de la fréquence de la solution p´eriodique 2.51 en plus des coe�cients
de Fourier est donc inévitable.

Dans l•ensemble des cas, les temps de calcul assocíes à la méthode de la balance harmonique sous
contraintes (à l•ordre m = 3 permettant ici d•obtenir la solution exacte) sont nettement inf érieurs
à ceux résultant d•une intégration temporelle (gain de l•ordre de 10000), mais sont bien entendu
supérieurs aux di� érents cas de la méthode des modes non-lin´eaires complexes (facteur entre les deux
méthodes de l•ordre de 10). Cette perte en terme de temps de calcul est cependant compens´ee par
l•obtention de la solution non-linéaire exacte, ce que la m´ethode des modes non-lin´eaires ne permet
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pas de réaliser.
Pour conclure, cette méthode de la balance harmonique sous contraintes r´epond parfaitement aux

attentes et objectifs “x és et constitue donc un parfait compĺement à la méthode des modes non-
lin éaires complexes en permettant d•obtenir la solution non-lin´eaire exacte aussi complexe soit-elle,
•procheŽ mais aussi •loinŽ du point de bifurcation de Hopf.

2.5 Conclusion

Les recherches d´eveloppées dans le cadre de ce chapitre mettent en avant di�´erents types de
méthodes d•analyse non-lin´eaire permettant d•estimer les niveaux vibratoires et cycles limites pour
des systèmes sujetsà des instabilités de ”ottement.

La premìere approche correspondant `a une •extension de la méthode de la variété centrale par
des approximants fractionnairesŽ [1,3,5,6,13], se base sur une r´eduction du système dynamique non-
lin éaire sur les varíetés centrées. Le principal avantage de cette m´ethode non-linéaire réside dans
une réduction importante du nombre de degrés de liberté du système non-linéaire initial. L•un des
inconvénients majeurs porte sur son application restreinte au voisinage du point de bifurcation de
Hopf.

La deuxìeme approche, appeĺee •méthode des modes non-lin´eaires complexesŽ [4,18], se focalise sur
les notions de suivi des modes non-lin´eaires et d•approximation du système dynamique non-linéaire par
un système linéaire équivalent. Elle permet de suivre l•évolution du mode instable jusqu•à l•obtention
du cycle limite, ce dernier correspondantà la solution stationnaire du système non-linéaire. L•avantage
de cette méthode repose sur sa simplicit´e de mise en oeuvre et d•utilisation, ainsi que sur sa rapidit´e
d•obtention des cycles limites. De plus, elle permet d•obtenir des cycles limites loin des points de
bifurcation de Hopf. L•un des inconvénients réside dans une approximation du cycle limite uniquement
par l•évolution du mode instable. Les contributions des modes stables lors de la mont´ee vers le cycle
limite sont donc négligées.

En“n, la troisì eme méthode, appeĺee •méthode de la balance harmonique sous contraintesŽ, corres-
pond à une approche fréquentielle qui recherche les cycles limites sous la forme d•une s´erie de Fourier
tronquée. Par rapport à la méthode de la balance harmonique classique, l•approche non-lin´eaire pro-
posée permet une estimation de la fréquence fondamentale des cycles limites et utilise une contrainte
sur les parties réelles du système linéaire équivalent a“n d•estimer les niveaux vibratoires. Nous pou-
vons remarquer que cette dernìere méthode constitue tout naturellement un parfait compĺement de
la méthode des modes non-lin´eaires complexes en proposant une m´ethodologie similaire du point
de vue de la détection des cycles stationnaires, mais plus complexe `a travers une estimation exacte
de la forme des cycles non-lin´eaires. Le premier avantage de cette m´ethode réside dans la prise en
compte des contributions de chacun des modes du syst`eme non-linéaire. Le second consiste `a laisser
la fréquence comme une inconnue du probl̀eme, ce qui permet d•estimer la solution non-lin´eaire “nale
exacte et d•éviter de nombreux inconvénients propres aux méthodes de balance harmonique classiques.

Pour conclure, nous pouvons dire que ces trois m´ethodes non-linéaires répondent à di�´erentes
situations de recherche des cycles limites pour les syst`emes frottants non-linéaires. Des extensions
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de ces méthodes à des probĺematiques plus complexes peuvent donc maintenant �etre envisagées en
s•intéressant par exemple `a la recherche des cycles limites dont la dynamique non-lin´eaire est gouvernée
par plusieurs modes instables ou `a la notion •de détermination des amplitudes transitoires maximalesŽ.
Ces aspects seront donc discut´es et développés dans le dernier chapitre de ce m´emoire Perspectives de
recherche.



Chapitre 3

Vers une compr´ ehension accrue de la
stabilit´ e des systèmes frottants

Dans le chapitre précédent, nous venons de voir que la stabilité des systèmes dynamiques frot-
tants passe tout d•abord par la recherche des points d•´equilibre statiques et de la stabilité assocíee.
La détermination des niveaux vibratoires est ensuite réalisée lorsque ces points d•´equilibre sont in-
stables. Nous avons d´emontré que des méthodes non-linéaires permettent d•obtenir rapidement et
avec précision ces •cycles limitesŽ. Ainsi, dans une phase de conception, des ´etudes portant sur la sta-
bilit´e des systèmes dynamiques non-linéaires frottants peuvent �etre aisément menées aussi bien pour
statuer sur la stabilit é du système que pour estimer les niveaux vibratoires.

A premìere vue, la probĺematique de l•étude de la stabilité des systèmes frottants semble �etre un
sujet résolu depuis de nombreuses ann´ees. Cependant, il appara�št que lesétudes et recherches men´ees
sur les instabilités de ”ottement pour les systèmes non-linéaires frottants ne s•intéressent que de fa¸con
tr ès super“cielle aux r�oles joués par les divers param`etres physiques [1…4, 22, 23]. Classiquement, les
études menées se focalisent sur des e�ets bien connus (e�et d´estabilisant d•une augmentation du co-
e�cient de frottement, in”uence de la pression appliqu ée, r�ole des lois d•évolutions du coe�cient de
frottement en fonction de la vitesse de rotation du système,...) qui ne permettent pas de reproduire
ou d•expliquer l•ensemble des ph´enomènes observ´es dans la réalité.

L•objectif de ce chapitre est donc de s•orienter vers une compr´ehension accrue de la stabilité des
systèmes frottants et d•illustrer, à travers le r�ole paradoxal que peut jouer l•amortissement structural
sur ce type de probl̀eme, toute la complexité et le large champ d•investigation restant encore `a réaliser
sur cette probĺematique.

A“n d•illustrer nos propos, nous reviendrons sur les fondamentaux de la stabilité des systèmes
frottants lin´eaires à deux degrés de liberté. Ensuite, nous appliquerons les r´esultats et observations
e�ectu ées sur ces syst`emes phénoménologiques simples `a des structures industrielles linéaires et non-
lin éaires, à travers des études de stabilité des points d•équilibre, mais aussi de détermination des
niveaux vibratoires.

35
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3.1 Syst èmes phénoménologiques à deux degr´es de libert´e

3.1.1 Pr´eambule sur la stabilit´ e des systèmes frottants ` a deux degr´es de libert´e

Dans cette partie nous allons nous intéresser au r�ole joué par chacun des termes physiques pr´esents
dans les systèmes frottants sur la stabilité de points d•équilibre. A“n de mener des développements
analytiques mettant en avant l•interaction pouvant exister entre chaque paramètre physique, nous
nous focalisons tout d•abord sur les syst`emes dynamiques linéaires comportant deux degrés de liberté.

Considérons un système dynamique linéaire auto-entretenu et non-conservatif de dimension 2 de la
forme

ẍ + ( 
 C + � G) �x + ( K + � N ) x = 0 (3.1)

avec C, G, K et N correspondant aux matrices d•amortissement structural, gyroscopique, de raideur
et des forces circulatoires avecC = CT , K = K T , G = ŠG T et N = ŠN T . 
 , � et � correspondent aux
facteurs de contr�oles assocíes respectivement aux termes d•amortissement, gyroscopique et circulatoire.
La matrice de masse a ´eté priseégaleà l•identit é pour simpli“er les expressions qui vont suivre.

L•analyse de stabilité du système 3.1 s•e�ectue alors par l•intermédiaire de la détermination des
valeurs propres� du polyn�ome caractéristique

P (� ) = det
�
I � 2 + ( 
 C + � G) � + K + � N

�
(3.2)

Soit en considérant G et N comme des matrices symplectiques (et en reportant les poids sur les
facteurs � et � ), l•équation 3.2 donne

P (� ) = � 4 + 
tr D � 3 +
�
tr K + 
 2detD + � 2�

� 2 + ( 
tr K tr D Š 
tr D + 2 �� ) � + detK + � 2 (3.3)

Syst ème purement circulatoire ou purement gyroscopique

Dans le cas d•un syst`eme purement circulatoire (
 = � = 0), les quatre valeurs propres� ± et Š� ±

sont données par

� ± (� ) =

�

Š
1
2

tr K ±

 
1
2

(tr K )2 Š 4 (detK + � 2) (3.4)

Si tr K > 0 et detK � 0, le système est stable pour� 2
d < � 2 < � 2

f , instable de type divergence pour
� 2 � � 2

d et instable de type ”ottement pour � 2 � � 2
f (en dé“nissant alors les facteurs circulatoires

de divergence� d =
�

ŠdetK et de ”ottement � f = 1
2

!
(tr K )2 Š 4detK ). Si tr K > 0 et detK > 0, le

système est stable pour� 2 < � 2
f et instable de type ”ottement pour � 2 � � 2

f . Si tr K � 0, le système
est instable.

La fréquence d•instabilité de ”ottement du système (pour � = � f ) est alors donnée par � f =!
1
2tr K . De plus, lesévolutions des parties réelles et imaginaires des valeurs propres du couplage de

modes dans le plan complexe suivent une ellipse v´eri“ant Im� 2 Š Re� 2 = � 2
f .
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Dans le cas d•un syst`eme purement gyroscopique (
 = � = 0), les quatre valeurs propres � ± et
Š� ± sont données par

� ± (� ) =

�

Š
1
2

(tr K + � 2) ±

 
1
2

(tr K + � 2)2 Š 4detK (3.5)

Si tr K < 0 et detK > 0, le système est stable pour� 2
f < � 2, instable de type divergence pour

� 2 < � 2
d, instable de type ”ottement pour � 2

d � � 2 � � 2
f (en dé“nissant alors les facteurs gyroscopiques

de divergence� d =
"

Štr K Š 2
�

ŠdetK et de ”ottement � f =
"

Štr K + 2
�

detK ). Si tr K > 0 et
detK > 0, le système est stable. SidetK � 0, le système est instable.

La fréquence d•instabilité de ”ottement du système (pour� = � f ) est alors donnée par� f = 4
�

detK .
Les évolutions des parties réelles et imaginaires des valeurs propres du couplage de modes dans le plan
complexe suivent une ellipse v´eri“ant Im� 2 + Re� 2 = � 2

f .
Dans le cadre d•un système comportant de l•amortissement structural avec des e�ets gyroscopique et

circulatoire, les critères de Routh-Hurwitz ou l•étude des valeurs propres du polyn�ome caractéristique
dé“ni en équation 3.3 permettent de statuer sur la stabilité du système [24, 25]. Nous rappelons que
si le système comporte une ou plusieurs valeurs propres `a partie réelle positive, le système est alors
instable. Si les valeurs propres ont leur partie réelle négative, il est stable.

Nous nous proposons maintenant d•´etudier la stabilit´e de ce type de syst`eme en consid´erant le r�ole
joué par l•amortissement structural. Nous examinerons d•abord le cas d•un syst`eme ne comportant
pas d•e�et gyroscopique. Dans un second temps, nous ´etendrons l•étude à la prise en compte des e�ets
combinés circulatoire et gyroscopique, en pr´esence d•amortissement structural.

3.1.2 E�et et paradoxe de l•amortissement sur des syst` emes sans e�et gyrosco-
pique

L•objet de cette partie est d•illustrer le paradoxe de l•e�et déstabilisant de l•amortissement pour
les systèmes frottants comportant uniquement des termes circulatoires (soit� = 0) s•écrivant sous la
forme �

1 0
0 1

� �
ẍ
ÿ

�
+

�
2 0
0 2��

� �
�x
�y

�
+

�
1 �

Š � � 2

� �
x
y

�
=

�
0
0

�
(3.6)

où � représente l•action circulatoire. � et � dé“nissent respectivement le rapport de fréquence et
le rapport d•amortissement entre les deux modes du syst`eme,  correspondant à l•amortissement
structural assocíe au premier mode.

A partir des crit`eres de Routh-Hurwitz et en choisissant le terme circulatoire� comme paramètre
de contr�ole, le point de bifurcation de Hopf pour lequel appara�št une instabilité de ”ottement (qui
constitue donc la frontìere de stabilité pour le système) est donné par [24]

� 2 =
Š��

� �
� 2 Š 1

� 2 Š 4� 2 (1 + �� ) ( � + � )
�

(1 + �� )2 (3.7)
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Fig. 3.1 … Evolutions des parties r´eelles et fréquences dans le cas iso-amorti et non iso-amorti pour
� = 1 .2 (a-b) Š non amorti, Š Š  = 0 .02, Š. Š  = 0 .04 ; (c-d) �� = 1 .5 Š non amorti, Š Š
 (1 + �� ) = 0 .04, Š. Š  (1 + �� ) = 0 .08

Il appara�št donc clairement que les termes d•amortissement jouent un r�ole complexe sur l•estimation
du point de bifurcation de Hopf et donc sur les zones de stabilit´e du système mécanique.

A“n de mieux comprendre le r�ole de l•amortissement, les “gures 3.1(b) et (d) illustrent lesévolutions
des parties réelles des valeurs propres assocíees au système suivant des couples d•amortissement tel
que les modes sont iso-amortis (�� = 1) et non iso-amorti. De plus, les “gures 3.1(a) et (c) montrent
les évolutions des fréquences assocíees des deux modes stable et instable dans le cas iso-amorti et non
iso-amortie respectivement.

Il appara�št tout d•abord que l•augmentation d•un amortissement iso-r´eparti sur les deux modes
(�� = 1) d écale les courbes des ´evolutions des parties réelles vers les valeurs n´egatives, proportionnel-
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Fig. 3.2 … Evolution des frontìeres de stabilité et comparaison entre l•optimum de stabilité et le cas
iso-amorti (a) Š non amortie, ŠŠ amortie avec � = 1 .5 et � = 0 .4

lement à l•amortissement introduit. Cet e�et d•ajout d•amortissement, quali“´e d• •abaissantŽ [24,26], a
donc un e�et uniquement stabilisant sur le système, le point de bifurcation de Hopfétant alors obtenu
pour des valeurs plusélevées de l•action circulatoire. De plus, dans le cas du syst`eme iso-amorti, la
coalescence des modes stable et instable est dite •parfaiteŽ, leur fr´equence assocíee étant confondue
tout au long de l•instabilit é de ”ottement (“gure 3.1(a)).

Une analyse de cet e�et •abaissantŽ peut �etre réalisée à partir d•une comparaison de la solution�
du polyn�ome caractéristique du système iso-amorti et de la solution � assocíee du système non-amorti
qui véri“ent respectivement

� 4 + 4 � 3 +
�
1 + � 2 + 4  2�

� 2 + 2 
�
1 + � 2�

� + � 2 + � 2 = 0 (3.8)

� 4 +
�
1 + � 2�

� 2 + � 2 + � 2 = 0 (3.9)

En recherchant à exprimer le décalage entre ces deux syst`emes (en déterminant si la solution � décaĺee
en partie réelle peut �etre solution du système non-amorti avec une raideur modi“ée tel que � s �
R/ � = � + s) et en comparant les expressions des ´equations 3.8 et 3.9 ainsi obtenues, nous obtenons
après calcul [27] �

���

���

s = 
�� 2 = � 2 Š 2 2

�� 2 =
� 2 + � 2 Š  2

�
2 + � 2 Š 2 2

�

� 2 Š 2 2

(3.10)

Ainsi si � est solution du système iso-amorti (avec la dynamique assocíee dé“nie par �� = 1), alors
� +  correspondà la solution du système non amorti (avec la dynamique •modi“éeŽ assocíee dé“nie
par �� et �� ). Un système dynamique comportant uniquement des termes circulatoires voit donc sa
plage de stabilité augmenter par ajout d•iso-amortissement sur les modes de coalescence.
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(a) Evolution des fréquences (b) Evolution des parties réelles
rouge=mode instable, vert=mode stable rouge=fréquence basse, vert=fréquence haute

Fig. 3.3 … Evolution des parties r´eelles et fréquences des modes stable et instable avec le ph´enomène
de saut de fréquence instable (pour� = 1 .5 et � = 0 .4)

Lorsque les deux modes sont non iso-amortis (�� �= 1) outre l•e�et •abaissantŽ, un e�et quali“´ e
de •lissantŽ est observé [24, 26]. Ce lissage appara�št à la fois pour l•évolution des fréquences et des
parties réelles (“gure 3.1(c) et (d)). La répartition non uniforme d•amortissement se traduit en e�et
à � = 0 par une décalage de� (1+ �� )

2 au niveau des parties réelles des deux modes potentiellement
stable et instable, et ensuite par uneévolution des parties réelles des valeurs propres pour une action
circulatoire inf érieure au cas critique non-amorti. Il est bon de noter que dans le cas d•un syst`eme
non iso-amorti, les courbes de coalescence ne sont plus •parfaitesŽ, les fr´equences des modes stable et
instable étant distinctes lorsque le système est instable (“gure 3.1(d)).

Ainsi, l•ajout d•amortissement tel que les modes sont non iso-amortis peut se traduire par un ef-
fet •abaissantŽ prédominant par rapport à l•e�et •lissantŽ, mais aussi peut aboutir au •paradoxe
déstabilisantŽ [28] se traduisant par une déstabilisation du système par ajout d•amortissement. Cet
e�et d éstabilisant de l•amortissement est illustré en “gure 3.2(a). Suivant le rapport d•amortissement�
entre les modes stable et instable, la frontìere de stabilité peut devenir inférieure au cas non-amorti. Si
un des modes est très faiblement amorti et que le second l•est fortement, le paradoxe de d´estabilisation
se produit, traduisant un e�et •lissantŽ pr´edominant vis à vis de l•e�et •abaissantŽ. En“n, outre le
coalescence non parfaite r´esultant d•une con“guration non iso-amortie, le rapport d•amortissement
� dirige totalement le mode qui potentiellement devient instable lors de l•apparition du ”ottement
(“gures 3.3(a) et (b)).

En“n, dans le cas d•un amortissement total su�samment faible, l•action circulatoire � passe alors
par un optimum vis à vis du rapport d•amortissement � , ce qui traduit bien l•e�et du •paradoxe
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(a) Evolution des fréquences (b) Evolution des parties réelles
rouge=mode instable, vert=mode stable rouge=fréquence basse, vert=fréquence haute

Fig. 3.4 … E�ets des termes gyroscopique et circulatoire pour le syst`eme non-amorti

déstabilisantŽ. Cet optimum � opt a pour expression

� opt =

!
16 (� 4 Š � 2 + 1)  4

t + 4 ( � 2 + 1) ( � 2 Š 1)2  2
t + ( � 2 Š 1)4 Š 4

�
� 2 Š 1

�
 2

t

�
�

4 2
t + ( � 2 Š 1)2

� (3.11)

où  t correspondà l•amortissement global du système donné par  t =  (1 + �� ). Cet optimum peut
�etre approché au premier abord par le cas iso-amorti�� = 1 [24], c•est à dire pour un système
possédant uniquement l•e�et •abaissantŽ et donc sans e�et •lissantŽ. Cet optimum correspond de plus
au basculement de la fréquence du mode instable. La comparaison entre cet optimum du rapport
d•amortissement exact et le cas iso-amorti sur les deux modes de coalescence est illustr´ee en “gure
3.2(b). Il appara�št très clairement qu•un choix d•amortissement ´equivalent sur les deux modes est un
tr ès bon compromis pour aboutirà une conception robuste des syst`emes mécaniques visà vis de la
stabilit´e.
Comme le montrent les “gures 3.3, le mode instable correspond `a celui qui a la plus haute fréquence
ou la plus basse suivant le rapport d•amortissement� du système. A cet e�et, il est bon de noter
que le mode qui devient instable du fait de l•évolution du paramètre de contr�ole (ici choisi comme
étant l•action circulatoire) ne correspond donc plusà celui qui est le moins amorti pour une action
circulatoire nulle, mais à celui qui aura sa partie réelle augmentant du fait de l•e�et •lissantŽ.
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3.1.3 E�ets combin´ es des termes gyroscopiques, circulatoires et de l•amortisse-
ment

Dans cette partie nous allonsétendre les résultats précédents aux systèmes comportant des termes
gyroscopiques. L•équation dynamique précédente est doncétendue sous la forme

�
1 0
0 1

� �
ẍ
ÿ

�
+

�
2 �
Š � 2��

� �
�x
�y

�
+

�
1 �

Š � � 2

� �
x
y

�
=

�
0
0

�
(3.12)

où � et � représentent les actions gyroscopique et circulatoire respectivement.
Les “gures 3.4(a) et (b) illustrent les évolutions des fréquences et parties r´eelles des deux modes

du système en fonction des actions circulatoire et gyroscopique. Pour une action circulatoire nulle, il
appara�št bien que le système purement gyroscopique est stable (comme explicit´e dans le paragraphe
3.1.1) du fait que detK > 0 et tr K > 0. Dans le cas d•une action gyroscopique nulle, nous retrouvons
que le système est instable de type ”ottement pour � 2 � � 2

f et stable pour � 2 < � 2
f avec � 2

f =

1
2

!
(tr K )2 Š 4detK (comme explicité dans le paragraphe 3.1.1, ´etant donné que le système véri“e

tr K > 0 et detK > 0).
Les “gures 3.5(a), (c) et (e) illustrent l•ajout d•un amortissement (iso amorti et non iso-amorti)

sur les surfaces des parties r´eelles suivant les actions gyroscopique et circulatoire. Les ´evolutions
des frontìeres de stabilité sont dessinées en “gures 3.5(b), (d) et (f) pour plusieurs con“gurations
d•amortissement structural total du système.

Dans le cas iso-amorti, l•ajout d•amortissement a un e�et stabilisant sur le syst`eme ce qui se traduit
par une augmentation des zones de stabilit´e dans le plan des actions circulatoire et gyroscopique (“gure
3.5(b)). Le schéma du mode potentiellement instable (mode `a la partie réelle la plus forte) dans le plan
des actions circulatoire et gyroscopique reste inchang´e par rapport au cas non-amorti (comparaison
des “gures 3.4 et 3.5(a)). Nous observons donc uniquement un d´ecalage de la nappe des parties r´eelles
vers les parties négatives, correspondantà un comportement similaire à ce qui a été obtenu dans le
paragraphe précédent 3.1.2.

Dans le cas non iso-amorti, nous observons une d´eformation des nappes et des frontìeres assocíees,
guidée par le rapport d•amortissement�� (“gures 3.5(d) et (f)). Pour �� > 1, la rotation de la
frontì ere correspondant au cas iso-amorti(pour un amortissement total donn´e) tourne dans le sens
trigonométrique dans le plan (�, � ). Pour �� < 1 la rotation de la frontì ere se fait dans le sens inverse.
De plus, lesévolutions, en termes de rotation et de surface, de ces zones de stabilit´e sont similaires
pour un rapport inversement proportionnel d•amortissement�� . Comme précédemment indiqué dans
le paragraphe 3.1.2, un apport d•amortissement fortement non-´equivalent entra�šne une diminution des
zones de stabilité du système. Il appara�št donc que la prise en compte de l•amortissement structural
et du rapport d•amortissement entre les deux modes pouvant coalescer est un facteur cĺe pour statuer
sur la stabilit é des systèmes dynamiques comportant des actions circulatoire et gyroscopique.

En“n, l•ajout d•un amortissement non équiréparti •casseŽ la symétrie d•appartenance de la partie
réelle la plus haute visà vis des modes `a fréquence haute ou basse dans le plan des actions circulatoire
et gyroscopique (�, � ) (“gures 3.5(a), (c) et (e)). Si le rapport d•amortissement �� est supérieur ou
inférieur à 1, le mode potentiellement le plus instable (ayant donc sa partie r´eelle la plus haute)
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Fig. 3.5 … Stabilité et frontìeres assocíees du système en fonction des termes gyroscopique, circu-
latoire et (a-b) cas iso-amorti, (c-d) cas non iso-amorti �� > 1, (e-f) cas non iso-amorti �� < 1
(rouge=fr équence basse, vert=fréquence haute)
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change : ceci est cependant uniquement valable pour des actions circulatoire et gyroscopique faibles
(illustrant alors la pr´edominance de l•e�et de l•amortissement ´equiréparti �� ).

A“n de mieux comprendre ces phénomènes observ´es vis à vis des actions gyroscopique et circu-
latoire, la frontì ere de stabilité (provenant de l•identi“cation des valeurs propresà partie réelle nulle
pour le polyn�ome caractéristique du système complet) véri“e la relation [29]

(�� + � (� + � ))2 Š  (1 + �� ) ( �� + � (� + � ))
�
1 + � 2 + � 2 + 4 �� 2�

+  2 (1 + �� )2 �
� 2 + � 2�

= 0
(3.13)

Cette expression nous permet de voir que les deux asymptotes correspondant respectivement `a une
action gyroscopique qui tend vers l•in“ni sont données par

� 1 = 0 (3.14)

� 2 = � (1 + �� ) (3.15)

Ainsi, nous pouvons en conclure que toute action circulatoire comprise entre les bornes� 1 et � 2

(pour une action gyroscopique donnée et amortissements structuraux donnés) entra�šne la stabilité
du système. Ces bornes illustrent le fait que des actions gyroscopique et circulatoire de m�eme signe
auront tendance à stabiliser le système lorsque l•action gyroscopique tend vers l•in“ni (comme illustr´e
en “gures 3.5(d) et (f)).

Dans un second temps, nous proposons d•illustrer le couplage existant entre les actions circula-
toire, gyroscopique et l•amortissement structural du système par l•intermédiaire d•une réécriture de
l•équation dynamique 3.12 de telle sorte que la matrice de raideur soit diagonale [29]

�̈ + � �� + � �� + K � = 0 (3.16)

avec

K =
�
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0 e2

�
; � =
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� 2 Š 1
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� 2
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Š1 0

�
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2
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+

� �
� 2 Š 1

2

� 2

Š � 2 (3.19)

Le terme •gyroscopique globalŽ� donné enéquation 3.17 fait appara�štre une contribution de l•action
gyroscopique� ainsi que de l•action circulatoire physique� . Il appara�št de plus que l•action circulatoire
� participe de façon proportionnelle au facteur (�� Š 1) soit en fonction des rapports de fréquence
et d•amortissement structural des deux modes. Dans le cas iso-amorti (�� = 1), l•amortissement
structural  ne joue plus de r�ole d•un point de vu •action gyroscopiqueŽ, ce qui corrobore la non
rotation des frontì eres de stabilité et la conservation du schéma des nappes des parties r´eelles en
présence d•amortissement ´equiréparti.
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Par contre, une con“guration non iso-amortie induit une contribution modi“´ee de l•action gy-
roscopique globale dépendant de l•action circulatoire : ceci explique la rotation des frontìeres et la
déformation des nappes des parties r´eelles en présence d•amortissement non ´equiréparti. De plus, le
facteur (�� Š 1) indique bien le changement du sens de rotation des frontìeres selon que le rapport
�� est supérieur ou inférieur à 1.

3.1.4 Conclusions sur la prise en compte de l•amortissement

L•objectif des deux parties précédentes n•étant pas de commenter l•ensemble des combinaisons et
in”uences possible de chacun des termes constituant l•´equation dynamique générale décrite enéquation
3.1, mais uniquement de montrer de fa¸con succincte toute la complexité pouvant résulter de la prise en
compte de l•amortissement structural dans l•étude de la stabilité des systèmes mécaniques, le lecteur
pourra se référer aux publications [24,27,29] pour des explications suppĺementaires et desétudes plus
compl̀etes.

Pour un système purement circulatoire, le r�ole joué par l•amortissement sur la stabilité du système
répond à certaines règles qui peuvent se r´esumer comme suit :

€ l•ajout d•amortissement équiréparti a pour e�et de stabiliser le système (e�et •abaissantŽ sur
les parties réelles des valeurs propres du syst`eme) et correspond au basculement de la fr´equence
d•instabilit é du système ;

€ l•ajout d•amortissement nonéquiréparti peut déstabiliser le système. Ceci se caract´erise par le •pa-
radoxe déstabilisantŽ et l•e�et •lissantŽ dans le cas des syst`emes purement circulatoire. Dans le cadre
des systèmes comportant des actions circulatoires� et gyroscopique� , des phénomènes complexes
apparaissent tels que la rotation et déformation des frontìeres dans le plan (�, � ). Ces phénomènes
proviennent du fait que la distribution de l•amortissement modi“e l•action gyroscopique totale du
système ;

€ l•ajout d•amortissement fortement dissymétrique sur les modes stable et instable favorise la
déstabilisation des systèmes ;

€ le système non-amorti ne correspond pas au cas le plus d´efavorable pour la stabilité des points
d•équilibre de ce dernier. Ainsi, e�ectuer des analyses de stabilit´e sans prise en compte de l•amortisse-
ment ne peut que conduireà des résultats peu représentatifs de la stabilité des systèmes mécaniques
réels, que ce soit pour des syst`emes purement circulatoires, purement gyroscopiques ou constitu´es à
la fois de termes gyroscopique et circulatoire ;

€ la recherche de répartition d•amortissement équivalent sur les modes pouvant coalescer appara�št
comme un bon compromis pour permettre de maximiser les zones de stabilit´e.

L•ensemble de ses concepts vont servir de base pour la suite de cette partie et plus particulìerement
pour proposer une conception robuste et des crit`eres de dimensionnement pour les syst`emes dyna-
miques complexes industriels [30,31].
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3.2 Application industrielle

Dans cette partie nous nous intéressons `a la stabilit é d•un système de freinage complet compos´e du
porte-fusée, du moyeu, du disque, de la chape, de l•´etrier et des plaquettes de frein. Ce syst`eme est
modélisé par éĺements “nis (plus de 500 000 degr´es de liberté), comme illustré en “gure 3.6(a). Des
contacts frottants sont introduits au niveau des interfaces disque - plaquettes par l•interm´ediaire de
raideurs de contact. Le système global est décrit par

M ü + C �u + ( K Structure + µK Friction ) u = 0 (3.20)

où M , C et K Structure dé“nissent les matrices de masse, d•amortissement et de raideur structurale.
K Friction correspond à la matrice non-symétrique due au frottement (action circulatoire). µ dé“nit
le coe�cient de frottement en considérant la loi de Coulomb T = sign(v)µN (v étant la vitesse
de rotation du disque de frein, et T et N dé“nissant les e�orts tangents et normaux au niveau des
interfaces de frottement).

Le système est projeté sur une base modale tronqu´ee du système sans frottement
�
I s2 + D s +

�
� 2 + µ� f

��
� = 0 (3.21)

avec I la matrice identit é, D et � f les projections deC et K Friction dans la base modale et� =
diag (	 1, . . . , 	 i , . . . , 	 n ) (avec 	 i la i eme fréquence du système sans frottement). La partie réelle des
valeurs propress du système détermine alors la stabilité des points d•équilibre, la partie imaginaire
donnant la fréquence assocíee. Un point d•équilibre est stable si la partie réelle de chacune des valeurs
propres est négative, et instable si au moins une valeur propre `a sa partie réelle positive. La “gure
3.6(b) illustre les évolutions des valeurs propres dans le plan complexe pour une ´evolution du coe�cient
de frottement µ et un système sans prise en compte de l•amortissement. Il appara�št donc plusieurs
coalescences de modes balayant une large plage de fr´equences. Les “gures 3.7(a) et (b) montrent
les déformées des deux modes avant la coalescence (pourµ = 0). Plusieurs pìeces du système sont
impliqu ées, engendrant des d´eformées complexes qui comportent la vibration du porte-fus´ee, un mode
de torsion de la chape, un mode de ”exion `a trois diamètres du disque et la ”exion de l•étrier. Lors de
la coalescence •parfaiteŽ (absence d•amortissement), la d´eformée relative au couplage des deux modes
stable et instable reprend les principales caract´eristiques des modes pr´ecédents, comme indiqué en
“gure 3.7(c).

3.2.1 Etude du paradoxe de l•amortissement

A“n de mettre en avant le r�ole joué par l•amortissement et le paradoxe d´estabilisant assocíe,
développés dans les paragraphes pr´ecédents, nous introduisons de l•amortissement sous la forme

D = diag( 0 · · · 0 d1 d2 0 · · · 0 )
� �

mode i mode j
(3.22)

où les modesi et j correspondent à deux modes qui coalescent. Les “gures 3.8(a-b) et (c-d) illus-
trent respectivement les e�ets de l•introduction d•un amortissementéquiréparti (d = d1 = d2) et d•un
















































































































































































































