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Chapitre 1

Introduction

Leetude et la prévision du comportement des systines dynamiques acessitent une moelisation
realiste de leensemble des eces et organes constituant les structures etaniques. Aussi, dans un objec-
tif deoptimisation des structures industrielles et de conception plus robuste des systhes n&caniques
“xes et tournants, une compréhension “ne et juste des sources de non-kdrites propresa chaque
systeme, ainsi que des pbhomenes non-liréaires pouvantetre engendgs, est indispensable.

La prise en compte de ces non-liearites implique une complexi“cation de la Eponse vibratoire des
systemes. Des outils et nethodes deanalyse non-ligaire doivent alorsetre developpés a“n de permettre
de prédire de fazon rapide et e cace le comportement dynamique non-liréaire des systmes. Aussi,
suivant le type de structures étudiees (“xes ou tournantes), les caradristiques non-linéaires identi“ees
(regulieres ou non Egulieres, de type contacts intermittents, frottants, ou de Hertz par exemple) et
la problematique envisage (recherche des niveaux vibratoires auto-entretenues, ou de la signature
vibratoire transitoire puis stationnaire), les outils th’eoriques et nun@riques permettant de reproduire
au mieux les pfénoménes physiqueseaellement observables peuvent vaes et un choix judicieux de ces
derniers est indispensable.

Le contexte de ce nEémoire seinscrit donc autour de ces prolg@matiques de la prise en compte et du
role des non-lirdarites dans le comportement dynamique des symmes complexes, “xes et tournants
et plus particulierement sur la prevision et l€tude des Egimes stationnaires griodiques et quasi-
periodiques des structures non-ligaires complexesA“n deillustrer toute la complexit” e découlant de
lsetude vibratoire des structures non-liréaires “xes et tournantes et des diérents outils et méthodes
non-lineaires asso@s, ce némoire se gdcomposera en deux principales parties. A travers des approches
th'eoriques, nun@riques et exgrimentales, ces deux parties illustreront leapport et la Ecessi€ de la
prise en compte des aspects non-lggdires pour la pevision et l€tude du comportement dynamique
dessystmes “xes frottants et dessysemes tournants respectivement.

Dans une premére partie, nous nous ingresserons plus particuktrementa la dynamique non-linaire
des structures sujetsa des instabilites de "ottement dues au frottement aux interfaces entre péces.

Le premier chapitre intitul'e Dynamique non-linéaire des systmes frottants instablesseinteressera
plus particulierementa la stabilite et au comportement dynamique non-ligaire de tels systmes. Son
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principal objectif sera de mettre en place di erentes néthodes non liréaires a“n de mieux appehender
la dynamique non-linéaire de tels systmes et de statuer sur les diérentes straggies et outils deanalyse
non lineaire possibles pour &pondre e cacement et rapidement a la determination des niveaux vibra-
toires non-lineaires. Pour ce faire, trois néthodes deanalyse non-linaire seront pesenges : lextension
de la variéte centrale par les approximants multi-variablesla methode du suivi des modes non-ligaires
complexes instable®t la méethode de la balance harmonique sous contrainted“n deillustrer les outils
th'eoriques dveloppés, ainsi que les avantages et incomviients de chacune des sthodes proposes, des
problematiques industrielles correspondant aux instabilies et vibrations auto-entretenues pgsentes
dans les freins automobile et aronautique seront discuges. Ces exemples concrets permettront de
valider une utilisation industrielle des outils proposés pour une recherche et une comptiension “nes
du comportement dynamique non-lirkaire des structures complexes.

Le second chapitre intitule Vers une compiéhension accrue de la stabil#” des systimes frottants se
focalisera plus particulierement sur la complexié de I€tude de stabilite des systmes frottants lineaire
et non-lineaire et la d&“nition de nouveaux criteres permettant un dimensionnement plus robuste des
structures industrielles. Une attention toute particuli'ere sera donegea lee et paradoxal de lsamortis-
sement structural des syseémes dynamiques a“n de tendre vers une une conception robuste et une
compréhension accrue de la dynamique non-leédire des systmes frottants instables. De plus, leun des
objectifs de ce chapitre sera deillustrer les propos et @leloppements proposs a travers des applica-
tions industrielles lineaires et non-liréaires.

Dans une second partie, nous nous ifesserons la dynamique non-lintaire des systmes tournants.
Nous montrerons plus particulierement le ole que peuvent jouer les sources et aspects non-iaires
sur le comportement dynamique des rotors.

Dans un premier temps, nous montrerons que la prise en compte des caradstiques non-lintaires
des di ‘erents organes pesents dans un sysine tournant permet de prédire au mieux le comportement
dynamique non-linéaire des rotors et ainsi deaboutira une compgéhension accrue des pmnomenes
physiques mis en jeu. Pour ce faire, unetude du comportement dynamique deun rotor comportant
un roulement non-lineaire avec jeu et contact de Hertz sera eleloppée. Les outils théoriques de la
balance harmonique avec une condensation sur le€ments non-lintaires seront expogs a“n deestimer
les amplitudes des €ponses de sysimes tournants soumisa des balourds et de mieux comprendre les
problemes physiques proprea ctet organe non-liréaire tels que le contact et perte de contact au niveau
du roulement present sur le systme. Leensemble de cesedeloppements tléoriques et nungriques sera
expog dans le chapitreDynamique des rotors comportant un roulement non-ligaire.

Dans un deuxiéme temps, le chapitreDynamique non-lingaire des rotors “ssurésproposera de mon-
trer leapport de la prise en compte des e ets non-lirgaires pour la surveillance vibratoire et la dtection
de “ssures dans les sysimes tournants. Nous montrerons que la signature vibratoire non-liraire deun
rotor peut permettre une analyse et une dtection robuste de la pésence deune “ssure transverse,
cette derniere se caracttisant par une non-linéarite de type eresonance pararatrique non-lineaireZ.
Aussi, nous nous attarderons plus seci“‘quement sur toute la complexite du comportement dynamique
non-lineaire des rotors “ssugs en termes deapparition de €sonances sous-critiques et evolution des
formes des orbites. Leobjectif de ce chapitre sera deabouta des indicateurs sgci‘ques au compor-



tement non-lineaire des rotors “ssugs qui permet de statuer sur la pesence et la dtection deune
“ssure.

Le dernier chapitre de cette partie, intitul'e Dynamique exgrimentale des systmes mono et multi-
rotors, aura pour principal objectif deillustrer la n‘ecessi€ de la prise en compte des e ets non-lieaires
dans les sys€mes tournants mono-rotor et multi-rotors. Ainsi, des études ex@rimentales ®alises sur
les bancs deessais Dynamique DeEnsemble mono-rotor et multi-rotordoénc DDE mono-rotor et banc
DDE bi-rotors) du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Sys€mes de IsEcole Centrale de Lyon,
serviront de bases aux diverses analyses qui seront mess. De plus, elles permettront deillustrer les
limitations et pr'ecautions a prendre pour les pevisions du comportement dynamique des systhes
tournants et de montrer la necessi€ de seorienter vers un dimensionnement des systies tournants
prenant en compte les aspects snon-ligairesZ.

En“n, un chapitre intitul” e Perspectives de recherchgui conclut ce mémoire, permettra de ddgager
guelques unes degtudes envisageables etoulant directement des probmatiques de laDynamique
non-lin‘eaire des systmes complexes, “xes et tournantgjui auront ete precddemment discugées.
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Chapitre 2

Dynamique non-lin” eaire des systemes
frottants instables

Lorsqueon seinéressea’ la stabilite des systmes non-liréaires frottants sujetsa des instabilites de
type "ottement, outre le fait de savoir si la structure m’ecanique considree peut comporter des points
deequilibre instable, le vrai challenge Eside dans lsestimation des niveaux vibratoires lorsque ces points
deequilibre instable existent. Les méthodes deingégration temporelle sont alors inexploitables pour de
tels problemes et leestimation de ces amplitudes et vitesses vibratoires apgels «cycles limitesZ passe
par leutilisation de methodes non-lirtaires. Leobjectif de ce chapitre est de discuter lealeloppement
de trois methodes non-lirgaires originales permettant de @terminer ces niveaux vibratoires.

A“n deillustrer les d’eveloppements, avantages et incorenients de chacune des ethodes proposes,
deux exemples de structures racaniques seronetudiees : un frein automobile et un frein &ronautique
illustres en “gures 2.1 et 2.2. Ces deux applications industrielles correspondent e ectivemeiat deux
exemples typiques des proldmes deinstabilit de couplage de modes dua [a presence de frottement.
Elles permettront de valider une utilisation industrielle des outils proposés en termes de temps de cal-
cul, taille de systemes et recherche des solutions sansgsrequis sur la connaissance du comportement
non-lineaire du syseme étudie.

2.1 Stabilit” e des systemes dynamiques non-lin” eaires frottants

Comme précddemment énona, la problematique de ce chapitre consistea rechercher les cycles
limites des points d€quilibre instable. Aussi, avant toute chose, nous e ectuons dans ce paragraphe
un rappel succinct sur la stabilite des points d€quilibre de sysemes dynamiques non-liraires frottants.
Pour plus de détail sur ce sujet le lecteur pourra se €férer aux études [1...4].

Nous consid&grons donc les sysimes dynamiques non-lieaires frottants pouvant se mettre sous la
forme

MX+ Cx+ Kx = Fp+ FnL (X, 1) (2.1)

ou x de“nit le vecteur deplacement des de@$ de liberé du syseéme non-liréaire. M, C et K cor-
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Fig. 2.1 ... Frein automobile

piston housing brake rod
axle
/ \ attach lug

rotor
torque tube stator

Fig. 2.2 ... Frein efonautique

respondent respectivement aux matrices de masse, deamortissement et de raideur du syse. Fp
represente le vecteur des forces de pression Ety (X, ) contient leensemble des e orts lirgaires et
non-lineaires (quadratiques et/ou cubiques) dus au contact frottant.

Leanalyse de stabilit assoaea un tel systtme, appee «problematique statico-dynamiqueZ, consiste
a rechercher la stabilitt des points de€quilibre assocés au syseme non-liréaire. Cette partie se pesente
en deux étapes. Dans un premier temps, la dtermination des points d€quilibre statiques x est ob-
tenue a partir de leequation statique non-lineaire

KXo = Fp+ FnL (Xo, 1) (2.2)

Dans un deuxéme temps, la stabilitt du point dsequilibre est réaliste a partir de la determination
des valeurs propres du systine linarie [2]

Mx+ Cx+ (K SF_(Xo,))x=0 (2.3)
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Fig. 2.3 ... Stabil€ des systmes dynamiques non-lisaires frottants (a) Evolution des parties réelles
et imaginaires (b) Evolution des valeurs propres dans le plan complexe

avecx de“nissant une faible perturbation au voisinage du point déquilibre (x = xg + x) et F| (Xg, 1)
de“nissant la lin‘earisation des termes non-ligaires de frottement au point d€quilibre consiceré.

Les “gures 2.3(a) et (b) illustrent la stabilit’e des systmes non-liréaires de freins automobile et
aeronautique respectivement selon les deux repsentations classiqguement utilises : dans le cas du
frein automobile, les évolutions des parties Eelles montrent lsapparition de Isinstabilite lorsque lsune
des parties €elles devient positive. Ceci se caraefise alors par une coalescence de modes soit un
rapprochement des deux féquences des modes stable et instable. Dans le cagpehe en “gure 2.3(a),
la coalescence est appe# enon parfaiteZ, les féquences des deux modes restant distinctes ags’le
declenchement de Ileinstabilie. Dans le cas du frein aronautique, la stabilite est repésenge dans
le plan complexe des valeurs propres du sysine linéari$¢ au voisinage deun point dequilibre, une
valeur propre positive traduisant alors leapparition deinstabilite a la frequence assoegé dans ce plan
(Isevolution du parametre de controle p est alors *masquée?).

La problematique de la dynamique des sysimes frottants consiste alorsa’ determiner les niveaux
vibratoires en amplitudes et vitesses, app@s scycles limitesZ, lorsque le systhe comporte un point
deequilibre instable. Ces cycles limites sont classiquement doms au moment du a@clenchement de
leinstabilit'e correspondant au point de bifurcation de Hopf, ce dernieetant de“ni par

Re( center (1)) |x:xo,u: wo =0
Re( noscenter (1)) |x:xo,u: wo =0 (2.4)

d
du (Re( () lu=po =0

oU center COrresponda la valeur propre du mode devenant instable et o5center @UX Valeurs propres
des autres modes du systne non-lintaire. g est la valeur du paramétre de controle a l~apparition de
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lsinstabilit'e. Cependant les cycles limites peuvent aussitre recherctés loin du point de bifurcation de
Hopf. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cette recherche des cycles limites proches ou loin
deun point de bifurcation de Hopf est une notion fondamentale pour le choix des thodes dynamiques
non-lineaires utilisables et exploitables.

2.2 Extension de lam” ethode de la vari” et'e centrale par approximants
multi-variables

2.2.1 Methode de la vari” ete centrale
M’ethodologie

La methode de la varéte centrale permet de Eduire un syseme dynamique non-liraire, possdant
des points d€quilibre potentiellement instable, au voisinage des points de bifurcation de Hopf. Le
comportement dynamique non-linéaire est alors @crit uniquement en fonction des varétes centées
du systeme, les varétes stablesetant approchees en fonction des vadtes centees [3,5, 6].

Considérons un syséme dynamique non-lirdaire de dimensionn sous forme dequations d€état

X = F(X, ) (2.5)

ou [ constitue le paramétre de controle et F de“nit une fonction non-lin‘eaire.
En ramenant le point “xe xg du systemea leorigine (x = Xp + y), et en supposant que la fonction
F estC" avecr su samment grand, le systeme 2.5 secrit sous la forme de sties de Taylor (pour y
petit)
y = Ay + Fa(y)+ Fa(y)+ -+ F(y) + O(y**1) (2.6)

ou A = DyF(xq; W) est lanx n matrice des ctrivees preméres deF evaluée au point “xe (Xg;H). Fk
correspondent aux polyromes de degg'k suivant les composantesy .

En utilisant la transformation y = Pv = P [v¢ vs]T ou V¢ et vg correspondent respectivement aux
varietes centées et stables du systime dynamique non-liréaire (v¢ R" andvs R™MS"), le systtme
non-lineaire est donré au point de bifurcation de Hopf par l€quation

Ve = Jc(Mo) Ve + Fe(ve, Vs, Ho) = JcVe + Ga(Ve, Vs, Ho) + -+ -+ Gi(Ve, Vs, Ho) + -+

(2.7)
Vs = Js(HMo) Vs + Fs(Ve, Vs, Ho) = JsVs + Ho(Ve, Vs, Ho) + - -+ Hi(Ve, Vs, Ho) + -+

Les valeurs propres des matricesJ. et Js Vveri“ent dont Re( ;. (Ho)) = 0 et Re( j,(Ho)) < O
(avec Yo la valeur du parametre de controle au point de bifurcation de Hopf). Nous avonsP =
[P1 " Pm,Pm+1---Pn]l avecps---pm € pm+1--- Pn Qqui sont respectivement les vecteurs propres
assooés auxm valeurs propres deA dont la partie reelle est nulle, et aux 6 S m) valeurs propres deA
dont la partie r'eelle est rBgative. A noter que nous nous plapgns dans le cas deun systhe dynamique
non-lineaire ne posedant pas de varétes instables au point de bifurcation de Hopf considfé.

Par extension de la nméthode de la varéte centrale [7...9], le symte non-liraire 2.7 secrit au
voisinage du point de bifurcation de Hopf (donré suivant le paranétre de controle parpu = po (1 + ))
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sous la forme
Ve = Je (M) Ve + Fe(Ve, Vs, W)
Vs = Js (M) Vs + Fs(Ve,Vs, M) (2.8)
u=0
Au point (ve,Vs, 1) = (0,0, ), le systeme corresponda’ une variete centrée de dimensionm + 1
tangent a leespace Y, ). Pour ||vc|| et ||1|] susamment petits, les vari'etes stablesvg peuvent
seexprimer en fonction des vagtes centéesv. de la maniere suivante [10]

Vs = h(ve, W) (2.9

avec la fonction h qui veri“e au point dequilibre (0, 0, 0)
h =0, Dy.hi(0)=0 1 i nS2 =0 (2.10)

ou h; de“nit la ™€ composante deh.
Classiquement, les varétes stables sont approchés par lesintermédiaire de €ries polynomiales en
(Ve, 1) de degté g

a P P P
— — i\l kol
Vs = h(ve, 4) = ajj ---klvi:lvi:z Ve, M (2.11)
p=i+j+--+k+1=2 j=0 k=0 1=0

ou ajj .., sont des vecteurs comportant des constantes. Ces derniers peuveetre determines par
resolution deséquations algébriques correspondant’ la substitution des (m S n) fonctions h dans la
seconde partie du systme di ‘erentiel 2.8

Dy a(h(ve, 1) (Jcve + Fe(ve,h (ve, 1), 1) = Ish(ve, 1) + Fs(Ve,h (v, 1), 1) (2.12)

Une fois les coe cients ajj .., determines, le syseme dynamique non-liréaire réduit ne comportant

plus que lesm varietes centées et le paranetre de controle permet deestimer les niveaux vibratoires
non-lineaires du syseéme initial au voisinage du point de bifurcation de Hopf. Ce systme non-liréaire

reduit s«crit sous la forme

Ve = Je (M) Ve + Fe(ve, h(ve, 1), 1)

=0 (2.13)

Pour un systeme comportant une instabilite de "utter avec un seul mode instable (coalescence de
modes eclassiqueZ), le systme réduit 2.13 ne comportera alors que trois variables (les deux variables
centrees et le paranetre de controle).

Estimation des coe cients des ordres 2aq

Dans le cas gnéral dsun syseéme non-lintaire comportantn varietes stablesvs =[vs1 -+ Vsn]T,
la recherche des coe cientsay j .. Se base sur deseterminations successives de ces derniers par ordre
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croissant du dege du polynome h et donc par résolutions successives desjuations algbriques 2.12
correspondantes.

En considérant leapproximation des variétes stablesvg sous la forme deun polymme en /¢, 1)
allant jusquea lsordre q

a P P P
— — i\l k ol
Vs = h(ve, 4) = ajj ---klvi:lvi:z Ve, M (2.14)
p=i+j+--+k+1=2 j=0 k=0 1=0

La determination des coe cients a™ de chaque ordre (pourm =2, -, q) s*e ectue donc par ordre
croissant jusqueaug®™® ordre et veri“e les relations [1]

a? = J3§1C2

ad= J3S1 Cs+ D2,3a2

at = J4él Cy+ D2'482 + D3'483+ Fa a2

a’ = Jsél Cs+ D2,5a2 + D3V583 + D4V5<':l4 + Fs a’,a’ (2.15)

qS1 5

JqS:L Cq + D|’qa.I + Fq az,"' ,aqsz
i=2

ad

avec les coe cients du m®™¢ ordre donnés par

am = aj ---ay ---ay T (2.16)
ay = [8pmo.-00 " Ap,jj -kl *** Ap,00--0m]" avec i+j+---+k+l=m (2.17)
Les matricesJ, (pour m = 2,---,0) sont des matrices diagonales ne comportant que des termes

provenant des matrices jacobienned. et Js du systtme dynamique non-liréaire initial. Les matrices
Dim et Cy correspondent aux contributions des coe cients a deordre inferieur (avec 2 i<m)
provenant de la contribution des termes de gauche et de droite dede¢uation 2.12 respectivement.
Les matricesF, a2, --- ,amgz de“nissent les contributions des termes non-ligaires quadratiques
et cubiques de droite de lequation 2.12, ces derniers prenant aussi en compte la contribution des
coe cients a' deordre inferieur (avec 2 i<k S2).

Pour plus de cétail sur la determination des coe cients a;j..,q et les expressions analytiques as-
sockes, le lecteur pourra seeférer aux travaux [1].

2.2.2 Extension par approximants multi-variables

Dans ce qui suit, nous allons nous irgressera leextension de la n&thode des varétes centees par les
approximants multi-variables dans le cas deun systme non-lirkaire comportant deux variétes centées
noteesvg; et veo. La géréralisation a n varietes centrales suivant le neme principe [11...13].
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Les approximants = a deux variables

Le systtme dynamique non-liréaire réduit dans la base des vagtes centées peut se mettre sous la

forme
3m 3m

Vek = fi (Ver, Ve2) = O VgV, 1 k 2
=0 1 iJ+:jO 3m (2.18)
p=0
H=po(l+ ) (1)
Leidee de base [3,5,6,13] consiste alaagé-écrire leensemble des non-ligarites polynomiales du systime
reduit sous la forme deapproximantsa deux variables

mi1 Mo
n xvy n xvy
_A(xy) _ =0 =0 _ (. ) Sm
[mg, ma/n 1, no) (X,y) = B(xy) M n = d xy (2.19)
d xvy
=0 =0 ( ) Sn
avec les espaceS,, et S, de“nis tels que
Sm={(, )IO my, 0 ma} (2.20)
Sh={(, )IO ng, 0 no} (2.21)
Pour cela, nous considrons une fonctionf (X,y) a deux variables de la forme
f(x,y) = C Xy = cC XY (2.22)
=0 =0 (.)s
qui veri‘e
A(xy)
f (x,y)= + X 2.23
(x,y) Biy) :Og y (2.23)
avec les coe cients g autant que possible nuls et lsespac& de“ni tel que
Ss={(, )|, entiers positifs  } (2.24)

En prenant par de“nition by =0, il reste (m1 +1)(m,+ 1)+ ny(ny + 1) coe cients ~a determiner.
Lescoecients n etd Veri‘ent alors des relations alggbriques qui vont maintenant etre explicitees.
Pour cela les notations, couples et le sous-espaces ci-dessous sont introduits

m; = min (mj, n;) n; = max (m;i, n;) Pm = min (Mg, M2, N1,N5) (2.25)

P={(p.PI0 p pm} (2.26)

Rip={(pP} { (LP)IP< mi} { (P, )Ip< m,} (2.27)
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Rop={(,p)Imy< nit { (p, )Imy< Ny} (2.28)
Rap={(,p)[n;< mi+niSp { (p, )In,<  mz2+nSp} (2.29)
Rap={(m1+niSp+1,p),(p,mz+ n2Sp+1)} (2.30)
S1=Sm Sn S;=Snm Sh\'S: (2.31)
Ss=  Rap S4=  Rup S5 = S,\ Rap (2.32)

p P p P p P

Ces sous-espaces sont explieis’ dans le graphe deeagions suivant (, ) donne en “gures 2.4. En
reprenant les expressions 2.19-2.23, nous pouvossrire

d xy . c Xy S n xy = g Xy (2.33)
(v ) Sn (, )sS (, ) Sm (, ) s
avec
g =0 (, ) Rip Rzp Rgp (2.34)
Omi+niSp+ip t Opomo+n,Spra =0 (2.35)
p=0

Soit, en écrivant les termes algbriques propresa chague puissance croissante de lsexpression 2.33, et en
considérant que l€quation 2.33 doit etre veri“ee pour tout couple (, ), nous obtenons lessguations
devant etre veri“ees par les coe cientsn ,d etc

dcs =n Sm (2.36)
Sn
dcg =0 (Sn\ Sm) S3 (2.37)
Sn
dcg =0 p P (2.38)
Rap  Sn

Les coecients ¢ etant connus, les relations 2.37 et 2.38 permettent de eterminer les coe cients
d ,les coecients n etant quand a eux obtenusa partir des equations 2.36 .



2.2. Extension de la méthode de la varéte centrale par approximants multi-variables 21

(a) Approximants GOD (General-O -Diagonal) (b) Approximants SOD (Symmetric-O -Diagonal)

Fig. 2.4 ... B"nition des regions pour leestimation des approximants

Estimation des coe cients multi-variables

Dans cette partie, nous allons brévement cécrire une méthode numérique (sprong methodZ [11,12,
14]) permettant une détermination de leensemble des coe cients des approximants deux variables
qui permettent de re-écrire le syseme duit non-lin‘eaire précdent 2.18 sous la forme

an am LM VeV
Vek = G Ve Vip = 'EO J:,O 1 k 2
=0 1 iJ:i-:j0 3m dk,ij Vi:lV{:z (2-39)
i=0 j=0

H=0
H=Ho(l+ ) ( 1

Tout deabord, les coe cients dyj peuventetre determines en considrant les régionsSz et Sy : les
kx (N +1) coecients dy;oetdco; (avecO i N etO j N)sontobtenusen considrant respec-
tivement les équations des segmentsM +1 M+N, =0et( =0,M+1 M + N).
Nous obtenons sous forme conders’

Ak,Odk,O = Uk (2.40)

avecdy o le vecteur des inconnuesA o une matrice comportant uniquement des termes ergy;; et
le vecteur u, comportant uniguement des Zros sauf pour le dernier termeegal a un.

Ensuite, lesk x (2x N S 1) coe cients d¢ 11, dej1 et dgqi (avec 2 i N) sont obtenus en
considérant les équations des segmentsiM + 1 M+NS1 =1et( =1M+1
M + N S 1) (de“nit par les lignes (1) de la region Sz en “gure 2.4), et les paires syretriques des points
(A,M + N) et (M + N, 1) (de“nis par les points A1 en “gure 2.4). Ces coe cients veri“ent alors les
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equations
Bk,11dk,0 + Ak,1dk1 =0 (2.41)

avec di 1 le vecteur des inconnues de dimension N S 1). A 1 est constitue uniquement des
coecients ¢j et By odko est un vecteur connu de taille (2x N S 1). Par iterations successives,
l~ensemble des vecteurs inconnudy ; (avec 1 i N) de dimension (N S 2i +1) peuvent etre

obtenus bloc par bloc

dko = AkoStuy

dit = Akt (8B 11dk o)

di2 = Ak 251 (5Bi21dk0 S Bk22di 1)

dks = Ak3S (SBis1dio S Bis2dk1 S Brazdi 2) (2.42)

N
den = Ant S Bionidiiss
i=1
les matricesBy ; (avec 1 i N el i N) etant connues et les matricesA ; comportant
uniquement les coe cients ¢y -
En“n, les vecteurs ny ; comportant les coe cients nyj de“nis en équations 2.19 sont @terminesa
partir des relations 2.36 par ordres successifs

Nk,o = Ck,0dk,0

Nk1 = Cka1dk,1+ Dg11dko
Nk2 = Ck20dk2+ Dk 21dk0+ Dk 22dk 1
(2.43)
M
Nkm = Ckmdiem + Diomi dyise
i=1
les matricesCy; (avec 0 i M) et Dy (avec 1 | M el | M) etant connues et les

vecteursdy ; (avec 0 i N) ayant ‘ete déetermines préc@demment.

2.2.3 Application industrielle

A“n de valider lsint"eret de leextension de la nethode de la varéte centrale par les approximants
multi-variables, nous leappliquons au syseme de freinage afonautique préseng en “gure 2.2. Les
“gures 2.5 illustrent une utilisation classique, dans un voisinage tes proche du point de bifurcation de
Hopf u = 1.001uq (variete centrale ddveloppée au 3™M¢ ordre et approximants [2 2]). Cette methode
permet ainsi deobtenir une solution dynamique non-liréaire approctée conformea la solution exacte
donnée par integration temporelle, avec un gain en temps de calcul en temps CPU de leordre de 1000.

De plus, leutilisation des approximants a pour e et non seulement de €duire le nombre de termes
non-lineaires et les temps de calcul assa@s, mais aussi deaugmenter le domaine de convergence de la
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Fig. 2.5 ... Cycles limites par vaeite centrale et approximants multi-variables dans une con“guration
procheZ du point de bifurcation de Hopf (1 = 1.0010)

validit'e des &dveloppements des vasgtes stables en fonction des vaeites centeées. En e et, la méthode
de la variete centrale utilisee seule a pour principal éfaut de netre valable que dans un voisinage &S
proche du point de bifurcation de Hopf. Du fait de la reécriture des termes non-lirgaires dans la base
des variétes centées par des approximants multi-variables, la limite de validié est augmenée comme
le montrent les “gures 2.6. La méthode de la varéte centrale seule donne uneeponse dynamique
non-lineaire assezloignée de la solution exacte (“gure 2.6(a)), tandis que lsajout des approximants
permet de se rapprocher de la solution exacte (“gure 2.6(b)). Cependant, la notion deeloignementZ
vis a vis du point de bifurcation de Hopf reste tres locale et dans la pratique les cycles limites ne
peuvent etre estimés avec une telle rethode lorsque nous nougloignons trop fortement de la frontiere
de stabilite.

Ainsi, la methode de leextension de la vagte centrale par les approximants multi-variables permet
de retrouver les cycles limites dans un voisinage &5 proche du point de bifurcation de Hopf, mais
presente cependant des incomniients qui la rendent peu utilisable de faon sysématique : outre son
utilisation tr' es locale, le choix du éveloppement des vaktes stables en fonction des vaeifes centées
et lsordre des approximants M/N ], ainsi que le fait de travailler avec des non-ligarites fractionnelles
ne permettent pas detre assug deobtenir une solution dynamique non-liréaire satifaisante [1, 15].

En conclusion, la probEmatique a laquelle il faut maintenant repondre est de savoir si une estima-
tion des reponses dynamiques stationnaires non-legaires loin des frontéres de stabili& est possible.
Leutilisation des varietes invariantes pourrait alorsetre envisagie, cependant neme si nous ne sommes
plus restreint au voisinage des frontéres de stabili€, le choix des ordres reste encore un prafine
majeur et di cile ~ a resoudre sans une connaissaneepriori du comportement dynamique non-linéaire
du systtme [16].

Parmi les familles des n&thodes non-liréaires existantes, il apparat alors naturel de se tourner vers
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Fig. 2.6 ... Cycles limites par vagife centrale et approximants multi-variables dans une con“guration
*loinZ du point de bifurcation de Hopf (u = 1.01yo)

des méthodes de srecherche de solutions appro@®s sous forme mdé“nieZ [17]. En e et, ces méthodes
ne se basent pas sur uneeduction dans lsespace des vates smastresZ du systine et évitent ainsi
toute approximation des varietes eesclavesZ en fonction de ces deemgs. Cependant, des mthodes
de type *balance harmoniqueZ ne sont pas utilisables dans leursegieloppements classiques, car les
equations non-lintaires 2.1 ont des solutions exactes qui correspondent aux pointsedilibre statique
veri“ant le systeme non-lirtaire 2.2. Le fait que ces points aquilibre soient instables neest en e et
pas considré dans les @éveloppements classiques.

Aussi, nous proposons dans les paragraphes qui suivent deux adaptations de laethode de la
balance harmonique :

€ la premiere méthode se basera sur la notion du suivi du mode non-leaire complexe. Comme
nous le verrons dans le paragraphe qui suit, cette ethode non-linaire consistea rechercher la solution
periodique mono-harmonique stationnaire ne dpendant que du mode instable au point d2quilibre. La
notion de comportement dynamique non-liréaire conduit par les varétes matres est ainsi consem®g. Le
suivi du mode instable permettra de trouver le cycle limite et deexclure les points dquilibre instable
des solutions non-liréaires recherckes ;

€ la seconde rethode, présenge dans le paragraphe 2.4, se base sur une adaptation de l&tndde
de la balance harmonique. Elle correspona une méethode de balance harmonique sous contraintegli
consistea la recherche des cycles limites stationnaires du syste non-lintaire (soita exclure les points
deequilibre statiques des solutions proposés). Nous verrons que sa principale distinction par rapport
a la méthode des modes non-lieaires complexes et queelle ne se focalise par sur une recherche de solu-
tions ne dépendant que du mode instable au point d@quilibre, mais permet de retrouver une solution
dynamique non-lingaire complexe pouvant faire intervenir les €sonances sous et sur-harmoniques °
leordre n.
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Fig. 2.7 ... Cycles limites par la ethode des modes non-liedires complexes dans la con“guration
procheZ du point de bifurcation de Hopf (1 = 1.0010)

Ces deux néthodes non-liréaires ainsi que leurs avantages et incomviients font donc lsobjet des
deux paragraphes qui suivent.

2.3 M’ethode des modes non-lin" eaires complexes

2.3.1 Methodologie
Nous considrons donc un systme non-liraire de la forme
Y =AY + FNL (Y,p) (2.44)

ou A contient leensemble des termes lieaires etFNL (Y , ) de“nit le vecteur des termes non-lindaires
provenant du frottement entre pieces.

La methode des modes non-lieaires complexes [4, 18] consista approcher les cycles limites du
systeme non-lirgaire en considrant uniquement la participation du mode instable lors du déclenchement
de lsinstabilite du point deequilibre (mode asso@'a la valeur propre dont la partie r'eelle est sugrieure
a 0, Re( ) > 0). Les participations des autres modes sont eéjligtes (modes stables ass@s aux va-
leurs propresa partie reelle régative, Re( ) < 0). La recherche du cycle limite, en terme deamplitude
mais aussi de griode, se base alors sur le suivi dedvolution du mode instable, par lsintermédiaire de
lsevolution de sa valeur propre assoeié : lesévolutions des parties Eelle et imaginaire servent alors
respectivement deindicateurs devolution vers le cycle limite et du changement de la ptiode assod@e.

En e et, quand le systeme non-lirtaire devient instable (du point de vue de son point dequilibre),
lsequation dynamique 2.44 est gouvereé en premére approximation par lsevolution croissante du mode
instable donnée par

Y(t)= e+ ef (2.45)
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Fig. 2.8 ... Evolution des partiesaélles et imaginaires du mode non-lieaire complexe instable dans le
cas de la con“guration eprocheZ du point de bifurcation de Hopf (1 = 1.0010)

avec et les valeurs propres complexes ass@&s au mode non-linaire (et son conjugé) provenant
de leanalyse du systime linari¢ 2.3. et ~ de“nissent les vecteurs propres assoes. L€volution du
mode instable tend alors vers un cycle limite (sous IshypothSe de son existence) lorsque la partie€lle
du mode instable devient nulle Re( ) = 0). L~equation 2.45 cE“nit alors la solution p'eriodique stable

approchée Y qui ne dépend que de la paire des valeurs propres pures imaginaires= S =i 1 avec
les vecteurs propres assoe§ = i1et = 1
Y()=p 1€+ g8 (2.46)

avec p ls;amplitude de la solution périodique approchée.
La problematique réside donc dans le suivi du mode non-li@aire complexe (en termes de pulsation
1 et vecteur propre asso@ 1) par suivi de leamplitude p de la solution périodique, ce dernier
parametre dé“nissant le parametre de controle du syseme. Pour ce faire, une estimation desvolutions
des valeurs propres lors de la *morgeZ sur le cycle limite est propasé par Isintermédiaire de la
divergence de la solutionY (t, p)

Y(tp=p 1(pe®+ (pe @ (2.47)

pour une valeur deamplitude p donnée. Cette approximation nécessite une initialisation de lsamplitude
p= p (choisie a valeur faible) pour permettre lsexistence deun cycle divergent initial. A“n deestimer
lesévolutions de la valeur propre (p) et du vecteur propre assoat 1 (p) le systeme 2.44 est approch’
par son syseéme lingaire équivalent, par leintermediaire de la méthode de la lirtarisation équivalente
[19,20]

y=Ay+FNL (y) Ay+AenLY = Aeqiy (2.48)
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Fig. 2.9 ... Cycles limites par la ethode des modes non-lieaires complexes dans la con“guration
*loinZ du point de bifurcation de Hopf (1 = 1.1p0)

ou ApnL  dé“nit les termes lineaireséquivalents des expressions non-leairesFNL (y). y correspond
a la solution periodique asso@e. Son expression est do& par

ytp)=p 1(p)e P+ (pest ¢t (2.49)

ou (p) corresponda la pulsation de la solution périodique estinée, provenant de la partie imaginaire
de la valeur propre (p). Leestimation du systeme linéaire équivalent est obtenue par minimisation de
la di“erence entre les termes lieaireséquivalents A gy et non-lineaires FNL

FNL (y) S Arnc Y (2.50)

2
sur la période estinge par lsintermédiaire du critere de minimisationMin T dt

Ainsi, les valeurs propres (p) et vecteurs propres asso€S 1 (p) provenant de la matrice A gqui
indiquent les évolutions des parties Belles et formes du cycle du mode instable. Par inerhentation de
la quantite p du paramétre de controle p, Isevolution du mode non-linéaire complexe est €alite. La
solution periodique stable auto-entretenue est alors obtenue lorsque la moe¢ en divergence devient
nulle, soit la valeur propre (p) du mode instable devient imaginaire pure.

2.3.2 Application industrielle

Cette methode non-linéaire est mise en place a“n de retrouver les niveaux vibratoires géédemment
obtenus (application industrielle du frein aeronautique). Tout deabord, les “gures 2.7 illustrent les
cycles limites obtenus lorsque nous nous situons dans une con“guration sprocheZ du point de bifurca-
tion de Hopf, les “gures 2.8(a) et (b) montrant les évolutions des parties Belles et imaginaires du mode



28 Chapitre 2. Dynamique non-lintaire des systmes frottants instables

&
&
738

55

$0952055255%
420058552
'l'::;z"'

N
o

H
o
&
R
R
S
3
R
e
X

Real part
o

f10

Real part

dX/dt (rad./s)

Iteration p PP PP
max

(a) Evolution des parties reelles (b) Evolution des cycles limites

Fig. 2.11 ... Evolution de la partie @elle du mode non-lidaire complexe instable et deun cycle limite
assocé en fonction du coe cient de frottement

instable lors de la recherche du cycle stationnaire. Nous observons que les cycles obtenus constituent
une approximation satisfaisante des cycles limites exacts. Nous pouvons noter que leethode de lsex-
tension de la varéte centrale par les approximants multi-variables donne desa$ultats plus proches de

la solution exacte (comme indiqué en “gures 2.5), puisque la methode des modes non-lieaires com-
plexes réglige la contribution des modes stables dans lsestimation de laponse des cycles limites. Plus
preci€ment, la méthode des modes complexes approche les termes norekires par des contributions
lineaireséquivalentes sans tenir compte des participations des modes stables|einverse de la ngthode

de la variete centrale @quation 2.13). Un avantage de la mthode des modes complexes par rappo# °
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la variete centrale est le gain en temps de calcul CPU qui est de leordre de 100 (soit un gain total par
rapport a lsintegration temporelle de leordre de 100000).

Ensuite, la methode des modes non-lieaires complexes est appligeé loin du point de bifurcation
de Hopf pour p = 1.1, (cas pour lequel leextension de la vagte centrale neest plus utilisable). Les
cycles limites obtenus sont dongs en “gures 2.9. Leavantage de cette athode est clairement mise en
evidence : les cycles limites restent &5 proches des cycles limites obtenus par iefration temporelle,
ceci pour un cait en terme de temps de calcul teés faible (gain en temps CPU de lsordre de 100000).

En“n, lsun des enjeux industriels consistea pouvoir estimer lesévolutions des cycles limites lorsque
nous straversonsZ les zones instables du symtie non-lintaire. A“n de montrer toute lee cacit’ e de
cette méethode par rapport a cette problematique, nous Balisons une recherche des cycles limites en
traversant la zone instable pourP = 0.5Phax (“gure 2.10), le parametre de controle évolutif ‘etant le
coe cient de frottement. Les “evolutions de la partie réelle du mode complexe et deun cycle limite sont
données en “gures 2.11(a) et (b) respectivement. Cette derere étude illustre aussi toute la complexit
des sys€mes dynamiques non-ligaires frottants sujets a des pfénoménes de "ottement : il neexiste
pas de corglation directe entre la valeur de la partie réelle du mode instable du systme linéaris¢ et
leamplitude du cycle limite resultant. Une analyse non-liréaire est donc indispensable pour estimer le
niveau vibratoire lors deun "ottement.

Pour conclure, la méthode des modes non-liedires complexes @pond aux attentes aussi bien en
termes deestimation de cycles limites proche et loin du point de bifurcation de Hopf, que du temps
de calcul asso@. Cependant, nous pouvons observer que la solution dynamique non-#aire obtenue
reste une approximation mono-harmonique guiée par le mode instable au point d2quilibre. Ainsi, une
methode non-lingaire prenant en compte la contribution des modes stables et les ordres sous et/ou
sur-harmoniques serait inéressante. Ceci nous aeme a la méthode de labalance harmonique sous
contraintes.

2.4 M’ethode de la balance harmonique sous contraintes

2.4.1 Methodologie

Nous recherchons don@ approcher les cycles limites du systme dynamique non-liréaire 2.1 sous
la forme deune €rie de Fourier tronquée de la forme

" k k
X(t)= Bg+ Bxcos t + Agsin t (2.51)
k=1

ou de“nit la frequence fondamentale (inconnuea ‘priori) du cycle limite du systeme non-lintaire.
corresponda un entier permettant de prendre en compte les composantes sur-harmoniques de la
reponse non-lirgaire. Les termes non-ligaires frottants Fy. (X, ) du systeme 2.1 sont approcks sous

la forme
m

Fne (X )= Co+ Ck cos kt + Sk sin kt (2.52)
k=1
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Cette decomposition des termes non-lirairesFy_ (X, 1) dans la base de Fourier tronq&e choisie est
realigte par des passages altees sfrequence-tempsZ de la forme [21]

[BoA1B; ... AmBm]™ 7 X (1)
(2.53)
[CoS1Ci ... SmCm1 T2 Fau (X,1)
Domaine fr'equentiel Domaine temporel

La determination des cycles limites passent alors par la recherche des coe cients de Fourid g, A
et Bk qui veri“ent au mieux les (2m +1) n equations (avecn le nombre de deg€s de liberg du
systeme) obtenues par substitution des relations 2.51 et 2.52 dans le systie 2.1. Ceci revient alorsa’

minimiser leensemble deseSidusR o, Rsk et Rck (avec k=1,...,m) de“nis par
Reo= KB ¢S CoS Fp (2.54)
- 2 -
Rsk KS kK “Mm sk c Ac = Sk
’ = . S our k=1,...,m 2.55
Rek k C K& &k M Bk Ck P (2.59)

Les relations 2.54 @“nissent les positions de€quilibre statique du systme dynamique non-lirdaire
2.1 et correspondenta une réécriture de l€quation statique non-lingaire 2.2 dans la base de Fourier
tronquee choisie. Lessguations 2.55 repgsentent les solutions stationnaires approaees du systme
dynamique non-linéaire. Nous rappelons que de“nit la fr'equence fondamentale du cycle limite qui
est donc par nature une inconnue du prol@me.

La methode de la balance harmoniqueetrite sous cette forme donnerait comme solution “nale un
point deequilibre statique, ce dernier correspondania la solution exacte du syseme 2.54 et annulant
lsensemble desequations 2.55 (avec leensemble deesidusRco, Rsk et R¢x nuls). Cette solution
decrit alors un point deequilibre qui est instable si on se situe au dal'de la frontiere de stabilite du
systeme, et stable dans le cas contraire. Ainsi, a“n de pouvoir estimer les cycles limites sous la forme
2.51, une contrainte sur la nature de la solution recherché doit etre ajoutee : cette contrainte consiste
alors a ne seinéresser qua la recherche des solutions dynamiques non-lgdires stationnaires stables
qui de“nissent donc les cycles limites stables du systhe.

A“n de suivre la mont'ee en divergence de la solution non-lieaire et de dstecter la solution station-
naire périodique, nous utilisons la technique @veloppée dans le paragraphe @tédent 2.3Methode des
modes non-lindaires complexes a partir de la solution periodique x(t) decrite par la srie de Fourier
tronquee 2.51, nous recherchons le systie lingaire équivalent [19, 20]

y=Ay+FNL (y) Ay+ApnLY= Aequi Y (2.56)

avecy = [x x]'. Agn correspond aux termes ligaires équivalents des expressions non-lgdires
FNL (y). lls sont obtenus par minimisation de la di “erence 2.50 en approximant la solutiory a partir
de la €rie de Fourier tronquéea lsordre m de“nie en équation 2.51.

Les valeurs propres a., servent alors deindicateur sur leobtention du cycle limite. Si au moins
une valeur propre comporte une partie Eelle nulle alors que lsensemble des partiegelles des autres
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Fig. 2.12 ... Cycles limites par la pthode de la balance harmonigue sous contraintes pour une con"“-
guration sprocheZ du point de bifurcation de Hopf avecpu = 1.001uq (S integration temporelle, SS
methode de la balance harmonique sous contraintes)

valeurs propres sont régatives, la solution 2.51 correspond un cycle limite stationnaire. Si au moins
une partie reelle est positive, la solution non-lirdaire 2.51 est en morge de divergence. Si toutes les
parties reelles sont ggatives, la solution non-linrdaire est amortie.

Ainsi, la methode de la balance harmonique sous contraintes revierd déterminer leensemble des
coe cients By, Bk, et Ax (avec k =1,...,m) ainsi que la frequence decrivant la solution non-
lin‘eaire sous la forme

k .k
x(t)= Bo+ Bxkcos t + Agsin t (2.57)
k=1
Ces derniers ¥ri“ent donc les deux contraintes
m
RZo+ RIc+RE, < 1 (2.58)
k=1

[Max Real |< 2 (2.59)

A equi

avec 1 et , proches de ro. La relation 2.58 corresponda’ lsequilibre deséquations dynamiques non-
lineaires 2.54 et 2.55, tandis que la seconde relation 2.5@'tit le cycle stationnaire (et donc excluant
les points d€quilibre instable).

2.4.2 Application industrielle

Lee cacit’ e de cette néthode de balance harmonique sous contraintes est illuste sur une appli-
cation industrielle deun frein automobile (“gure 2.1). Tout deabord, la “gure 2.12 illustre lee cacit” e



32 Chapitre 2. Dynamique non-lintaire des systmes frottants instables

2x 10
al 3
05 =7
é 3 4
< g
g o 5 o
3 <’
©
flr
f0.5¢
f2r
f ‘ ‘ ‘ ‘ f R
%3 f2 fl 0 1 ?4 f3 f2 fl 0 1 2 3
X (m) % 10™ X (rad) %107

Fig. 2.13 ... Cycles limites par la sthode de la balance harmonique sous contraintes pour une con“gu-
ration eloinZ du point de bifurcation de Hopf avec p = 1.2ug (S integration temporelle, SS methode
de la balance harmonique sous contraintes)

de la méthode pour la détermination des cycles limites dans une con“guration eprocheZ du point de
bifurcation de Hopf (pour p = 1.0014p). Nous observons donc que cette ethode permet de dcrire
parfaitement le cycle limite exact (trois harmoniques sont considrees dans lsapproximation de la so-
lution p’eriodique 2.51). Ainsi nous pouvons dterminer la reponse dynamique non-ligaire de faon
precise neme si cette dernére seaere complexe. Pour un tel cas (sprocheZ du point de bifurcation de
Hopf ), la frequence obtenue au “nal est tres proche de celle dongé par lsintermédiaire de lsanalyse
aux valeurs propres du syséme linéarist.

La “gure 2.13 montre les cycles limites obtenus dans une con“guration loinZ du point de bifurcation
de Hopf (pour p = 1.2p). La aussi, la néthode de la balance harmonique sous contraintes donne
deexcellents Esultats aussi bien en terme de cycles limites que de lsestimation de leeffuence de la
solution non-linkaire (par comparaison avec lsin€gration temporelle). Il est interessant de noter sur ce
dernier point que lscart obtenu entre la frequence donee par le syseme linéari$¢ du mode instable et
la frequence du cycle limite peutetre important (de leordre de 10S 20%). De plus, meme si ce dernier
reste faible (de leordre de 1S 2%), le fait de ne pas considrer la frequence du cycle limite comme
etant une inconnue du probEme conduit pratiquement sysematiquementa une estimation errorée du
cycle limite “nal. La recherche de la frequence de la solution priodique 2.51 en plus des coe cients
de Fourier est donc irévitable.

Dans leensemble des cas, les temps de calcul asesd la méthode de la balance harmonique sous
contraintes (a lsordre m = 3 permettant ici deobtenir la solution exacte) sont nettement inf'erieurs
a ceux résultant deune integration temporelle (gain de leordre de 10000), mais sont bien entendu
supérieurs aux di ‘erents cas de la mthode des modes non-lieaires complexes (facteur entre les deux
methodes de leordre de 10). Cette perte en terme de temps de calcul est cependant compngar
leobtention de la solution non-lingaire exacte, ce que la mthode des modes non-lieaires ne permet
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pas de €aliser.

Pour conclure, cette méthode de la balance harmonique sous contraintesepond parfaitement aux
attentes et objectifs “x’es et constitue donc un parfait compEment & la méthode des modes non-
lineaires complexes en permettant deobtenir la solution non-lieaire exacte aussi complexe soit-elle,
eprocheZ mais aussi *loinZ du point de bifurcation de Hopf.

2.5 Conclusion

Les recherches dieloppées dans le cadre de ce chapitre mettent en avant defents types de
methodes deanalyse non-liraire permettant deestimer les niveaux vibratoires et cycles limites pour
des sys€mes sujetsa’ des instabilites de "ottement.

La premiere approche correspondant@ une eextension de la ngéthode de la varéte centrale par
des approximants fractionnaire< [1,3,5,6,13], se base sur uneduction du sys&me dynamique non-
linNeaire sur les varétes centées. Le principal avantage de cette mthode non-lingaire réside dans
une réduction importante du nombre de deggs de liberé du syseéme non-lirgaire initial. Leun des
inconvénients majeurs porte sur son application restreinte au voisinage du point de bifurcation de
Hopf.

La deuxieme approche, appeale smethode des modes non-ligaires complexeZ [4,18], se focalise sur
les notions de suivi des modes non-ledires et deapproximation du syséme dynamique non-liréaire par
un systeme lingaire équivalent. Elle permet de suivre I€volution du mode instable jusque lsobtention
du cycle limite, ce dernier correspondant’ la solution stationnaire du sysme non-lintaire. Leavantage
de cette méthode repose sur sa simplicé” de mise en oeuvre et deutilisation, ainsi que sur sa rapidit’
deobtention des cycles limites. De plus, elle permet deobtenir des cycles limites loin des points de
bifurcation de Hopf. Leun des inconénients réside dans une approximation du cycle limite uniqguement
par lsevolution du mode instable. Les contributions des modes stables lors de la ma# vers le cycle
limite sont donc negligées.

En“n, la troisi'eme méthode, appe€e *methode de la balance harmonique sous contraintgscorres-
pond a une approche féquentielle qui recherche les cycles limites sous la forme deuneri€ de Fourier
tronquee. Par rapport a la méthode de la balance harmonique classique, lsapproche non4iaire pro-
poste permet une estimation de la féquence fondamentale des cycles limites et utilise une contrainte
sur les parties Eelles du systme lingaire équivalent a“n deestimer les niveaux vibratoires. Nous pou-
vons remarquer que cette derrére méthode constitue tout naturellement un parfait complement de
la methode des modes non-lieaires complexes en proposant une ethodologie similaire du point
de vue de la dtection des cycles stationnaires, mais plus complexa fravers une estimation exacte
de la forme des cycles non-lieaires. Le premier avantage de cette ethode réside dans la prise en
compte des contributions de chacun des modes du systie non-liréaire. Le second consista laisser
la frequence comme une inconnue du probinhe, ce qui permet deestimer la solution non-ligaire “nale
exacte et déviter de nombreux inconvenients propres aux ngthodes de balance harmonique classiques.

Pour conclure, nous pouvons dire que ces trois athodes non-lirtaires €pondent a di“erentes
situations de recherche des cycles limites pour les systies frottants non-linéaires. Des extensions
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de ces néthodesa des probEmatiques plus complexes peuvent donc maintenanétre envisagies en
seinteressant par exemplala recherche des cycles limites dont la dynamique non-ledire est gouverege
par plusieurs modes instables o@la notion «de determination des amplitudes transitoires maximalesZ.
Ces aspects seront donc disces et ddveloppes dans le dernier chapitre de ce BIoire Perspectives de
recherche



Chapitre 3

Vers une compr’ ehension accrue de la
stabilit’” e des systemes frottants

Dans le chapitre précddent, nous venons de voir que la stabild des systmes dynamiques frot-
tants passe tout deabord par la recherche des points deuilibre statiques et de la stabilite assode.
La determination des niveaux vibratoires est ensuite €aliste lorsque ces points @quilibre sont in-
stables. Nous avons dmontre que des methodes non-lirtaires permettent deobtenir rapidement et
avec précision ces scycles limitesZ. Ainsi, dans une phase de conception, desdes portant sur la sta-
bilit'e des systmes dynamiques non-ligaires frottants peuvent etre aisfment merées aussi bien pour
statuer sur la stabilite du syseme que pour estimer les niveaux vibratoires.

A premiere vue, la probEmatique de Iétude de la stabilite des systmes frottants sembleetre un
sujet resolu depuis de nombreuses amgs. Cependant, il apparét que lesetudes et recherches mezgés
sur les instabilites de "ottement pour les sysemes non-liréaires frottants ne seineressent que de fegn
tres super‘cielle aux oles jowés par les divers paramtres physiques [1...4,22,23]. Classiqguement, les
etudes merges se focalisent sur des e ets bien connus (e etaftabilisant deune augmentation du co-
e cient de frottement, in"uence de la pression appliguee, ole des lois devolutions du coe cient de
frottement en fonction de la vitesse de rotation du sys€me,...) qui ne permettent pas de reproduire
ou deexpliquer leensemble des piomenes obsergs dans la Ealite.

Leobjectif de ce chapitre est donc de seorienter vers une comghension accrue de la stabil# des
systemes frottants et deillustrer, a travers le role paradoxal que peut jouer lsamortissement structural
sur ce type de probEme, toute la complexité et le large champ deinvestigation restant encore realiser
sur cette problematique.

A“n deillustrer nos propos, nous reviendrons sur les fondamentaux de la stabil#” des systmes
frottants lin"eairesa deux deges de liberé. Ensuite, nous appliqguerons lesa8ultats et observations
e ectu’ees sur ces systhes plEnoménologiques simples’des structures industrielles lirdaires et non-
lineaires, a travers des €tudes de stabilitt des points d€quilibre, mais aussi de @termination des
niveaux vibratoires.

35
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3.1 Systemes phenom’enologiques ‘a deux degr'es de libert e

3.1.1 Pr'eambule sur la stabilit” e des systemes frottants ~ a deux degr'es de libert e

Dans cette partie nous allons nous infresser au ole joué par chacun des termes physigues psents
dans les systmes frottants sur la stabilite de points déquilibre. A“n de mener des dveloppements
analytigues mettant en avant leinteraction pouvant exister entre chaque parangtre physique, nous
nous focalisons tout deabord sur les systhes dynamiques ligaires comportant deux degges de liberé.

Considérons un syséme dynamique liréaire auto-entretenu et non-conservatif de dimension 2 de la
forme

xX+( C+ G)x+(K+ N)x=0 (3.1)

avecC, G, K et N correspondant aux matrices deamortissement structural, gyroscopique, de raideur
et des forces circulatoires ave€ = CT,K = KT,G = SGTetN = SNT. , et correspondent aux
facteurs de contoles asso@&s respectivement aux termes deamortissement, gyroscopique et circulatoire.
La matrice de masse aete priseégalea lsidentite pour simpli“er les expressions qui vont suivre.

Leanalyse de stabilit du syséme 3.1 see ectue alors par leinternadiaire de la détermination des
valeurs propres du polynome caracgristique

P()=detl 2+( C+ G) +K+ N (3.2)

Soit en consicgrant G et N comme des matrices symplectiques (et en reportant les poids sur les
facteurs et ), lsequation 3.2 donne

P()= %+ trD 3+ rK+ 2detD+ ? 2+(trKrDS rD+2 ) +detk + ? (3.3)

Syst'eme purement circulatoire ou purement gyroscopique

Dans le cas deun systime purement circulatoire ( = = 0), les quatre valeurs propres + etS .
sont donrées par

y 1 3
s ()= S,rKz 2(trK)284(detK + 2) (3.4)
SitrK > 0 etdetK 0, le syseéme est stable pour < 2< 2, instable de type divergence pour

2 2 et instable de type "ottement pour 2 { (en de“nissant alors les facteurs circulatoires

de divergence ¢ = Sdetk et de "ottement ¢ = 1 (trK)*S 4detk). SitrK > 0 etdetk > 0, le
systeme est stable pour 2 < 2 et instable de type "ottement pour 2 2.Sitrk 0, le syseme
est instable.

, La frequence deinstabilie de "ottement du systeme (pour = ) est alors donrée par =

%tr K. De plus, lesévolutions des parties Belles et imaginaires des valeurs propres du couplage de

modes dans le plan complexe suivent une ellipseevi*ant Im 2S Re 2= 2,
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Dans le cas deun systme purement gyroscopique (= = 0), les quatre valeurs propres . et
S . sont données par

+ ()= é;(trK+ 2) + ;(trK+ 2)2§.4detK (3.5

SitrK < 0 et detKk > 0, le syseme est stable pour fz < 2, instable de type divergence pour
2< g instable de fype "ottement pour ﬁ 2 2 (en dé*nissant alors les facteurs gyroscopiques

de divergence 4 = StrK S2 Sdetk et de "ottement ; = StrK +2 detk). SitrK > 0 et
detk > 0, le syséme est stable. SdetK 0, le syséme est instable.
La frequence deinstabilié de "ottement du systeme (pour = ¢) est alors donrée par ¢ = * detk .

Les évolutions des parties Eelles et imaginaires des valeurs propres du couplage de modes dans le plan
complexe suivent une ellipse gfi‘ant Im 2+ Re 2= 2,

Dans le cadre deun systme comportant de l~amortissement structural avec des e ets gyroscopique et
circulatoire, les criteres de Routh-Hurwitz ou I€tude des valeurs propres du polyame caracgristique
de“ni en equation 3.3 permettent de statuer sur la stabilitt du syseéme [24, 25]. Nous rappelons que
si le syséme comporte une ou plusieurs valeurs proprea partie reelle positive, le sys€me est alors
instable. Si les valeurs propres ont leur partie €elle régative, il est stable.

Nous nous proposons maintenant dstudier la stabilit'e de ce type de systine en considrant le role
joue par lsamortissement structural. Nous examinerons deabord le cas deun systie ne comportant
pas dee et gyroscopique. Dans un second temps, noweténdrons I€tude a la prise en compte des e ets
combinés circulatoire et gyroscopique, en pgsence deamortissement structural.

3.1.2 E et et paradoxe de lsamortissement sur des syst emes sans e et gyrosco-
pique

Leobjet de cette partie est deillustrer le paradoxe de lee et dstabilisant de lsamortissement pour
les sysemes frottants comportant uniquement des termes circulatoires (soit = 0) seecrivant sous la

forme

10 X 2 0 X 1 X 0

.t + 2 = (3.6)

01 Y 0 2 y S y 0
ou represente leaction circulatoire. et de“nissent respectivement le rapport de féquence et
le rapport deamortissement entre les deux modes du systhe, correspondant a lsamortissement
structural assocé au premier mode.

A partir des criteres de Routh-Hurwitz et en choisissant le terme circulatoire comme parangtre

de controle, le point de bifurcation de Hopf pour lequel appardt une instabilite de "ottement (qui
constitue donc la frontiere de stabilite pour le syseéme) est donr& par [24]

S 2831284 21+ )( + )
2 = 5 (3.7)
1+ )
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Il apparast donc clairement que les termes deamortissement jouent urole complexe sur leestimation
du point de bifurcation de Hopf et donc sur les zones de stabil#” du syséme nécanique.

A“n de mieux comprendre le role de l;amortissement, les “gures 3.1(b) et (d) illustrent lessvolutions
des parties elles des valeurs propres asse€iS au systme suivant des couples deamortissement tel
qgue les modes sont iso-amortis (= 1) et non iso-amorti. De plus, les “gures 3.1(a) et (c) montrent
les évolutions des fiéquences assoeés des deux modes stable et instable dans le cas iso-amorti et non
iso-amortie respectivement.

Il apparast tout deabord que lsaugmentation deun amortissement isogparti sur les deux modes
( =1) decale les courbes desvolutions des parties Belles vers les valeurs egatives, proportionnel-
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Fig. 3.2 ... Evolution des frondres de stabilié et comparaison entre leoptimum de stabiligé et le cas
iso-amorti (a) S non amortie, SS amortie avec =1.5et =0.4

lement & l;amortissement introduit. Cet e et deajout deamortissement, quali“’e de sabaissantZ [24,26], a
donc un e et uniquement stabilisant sur le systeme, le point de bifurcation de Hopfétant alors obtenu
pour des valeurs plus€levees de lsaction circulatoire. De plus, dans le cas du sy@te iso-amorti, la
coalescence des modes stable et instable est dite sparfaiteZ, leuefflence assoeg étant confondue
tout au long de leinstabilite de "ottement (“gure 3.1(a)).

Une analyse de cet e et sabaissantZ peutetre realiste a partir deune comparaison de la solution
du polynome caracegristique du syseme iso-amorti et de la solution associée du sys€me non-amorti
qui veri“ent respectivement

Y44 3+ 1+ 2442 242 1+ 2 4+ 2+ 2:=0 (3.8)
Y1+ 2 %24 24 2290 (3.9)

En recherchanta exprimer le décalage entre ces deux sysines (en dterminant si la solution decake
en partie reelle peutetre solution du sys&me non-amorti avec une raideur modi€e tel que s

R/ =+ s) et en comparant les expressions desquations 3.8 et 3.9 ainsi obtenues, nous obtenons
apres calcul [27]

S =
2= 2892
2 2 & & (3.10)
,_ %+ 285 22+ 28522
- 28§92
Ainsi si  est solution du syseéme iso-amorti (avec la dynamique assoeé &“nie par = 1), alors

+ corresponda la solution du sys&me non amorti (avec la dynamique smodi‘eeZ assoeeé d&“nie
par et ). Un systeme dynamique comportant uniquement des termes circulatoires voit donc sa
plage de stabilitt augmenter par ajout deiso-amortissement sur les modes de coalescence.
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(a) Evolution des frequences (b) Evolution des parties €elles
rouge=mode instable, vert=mode stable rouge=frequence basse, vert=fegquence haute

Fig. 3.3 ... Evolution des partieseélles et féquences des modes stable et instable avec legitmeéne
de saut de fiéequence instable (pour =1.5et =0.4)

Lorsque les deux modes sont non iso-amortis ( = 1) outre lee et *abaissantZ, un e et quali* e
de elissantZ est obsere [24, 26]. Ce lissage appag a la fois pour I€volution des frequences et des
parties reelles (“gure 3.1(c) et (d)). La repartition non uniforme deamortissement se traduit en e et
a = 0 par une decalage de (1+2 ) au niveau des parties €elles des deux modes potentiellement
stable et instable, et ensuite par uneevolution des parties elles des valeurs propres pour une action
circulatoire inferieure au cas critique non-amorti. Il est bon de noter que dans le cas deun sgste
non iso-amorti, les courbes de coalescence ne sont plus parfaitesZ, lesgiiences des modes stable et
instable etant distinctes lorsque le sys€me est instable (“gure 3.1(d)).

Ainsi, lsajout de~amortissement tel que les modes sont non iso-amortis peut se traduire par un ef-
fet eabaissantZ prédominant par rapport a lee et lissantZ, mais aussi peut aboutir au sparadoxe
destabilisantZ [28] se traduisant par une dstabilisation du sys&me par ajout deamortissement. Cet
e et d'estabilisant de lsamortissement est illusté en “gure 3.2(a). Suivant le rapport deamortissement
entre les modes stable et instable, la frongre de stabilite peut devenir inferieure au cas non-amorti. Si
un des modes est tes faiblement amorti et que le second lsest fortement, le paradoxe deegfabilisation
se produit, traduisant un e et «lissantZ pr'edominant vis & vis de lee et sabaissantZ. En“n, outre le
coalescence non parfaite gSultant deune con“guration non iso-amortie, le rapport deamortissement

dirige totalement le mode qui potentiellement devient instable lors de leapparition du "ottement
(“gures 3.3(a) et (b)).

En“n, dans le cas deun amortissement total su samment faible, leaction circulatoire  passe alors
par un optimum vis a vis du rapport deamortissement , ce qui traduit bien lee et du eparadoxe
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(a) Evolution des frequences (b) Evolution des parties €elles
rouge=mode instable, vert=mode stable  rouge=fréquence basse, vert=fgquence haute

Fig. 3.4 ... E ets des termes gyroscopique et circulatoire pour le sygstie non-amorti

destabilisantZ. Cet optimum pt & pour expression

16( 48 2+1) f+4( 2+1)( 2851)* 2+( 251)*S4 281 ?
opt = o (3.11)
4¢+( 2S1)

ou  corresponda leamortissement global du systme donré par = (1+ ). Cet optimum peut
etre approché au premier abord par le cas iso-amorti = 1 [24], ceesta dire pour un syseme
posgdant uniquement lee et sabaissantZ et donc sans e et slissantZ. Cet optimum correspond de plus
au basculement de la féquence du mode instable. La comparaison entre cet optimum du rapport
deamortissement exact et le cas iso-amorti sur les deux modes de coalescence est ilkstén “gure
3.2(b). Il apparast tres clairement queun choix deamortissemenequivalent sur les deux modes est un
tres bon compromis pour aboutira une conception robuste des systnes ngcaniques visa vis de la
stabilit’e.

Comme le montrent les “gures 3.3, le mode instable correspond Celui qui a la plus haute fequence
ou la plus basse suivant le rapport deamortissement du systteme. A cet e et, il est bon de noter
gue le mode qui devient instable du fait de l€volution du parametre de controle (ici choisi comme
etant leaction circulatoire) ne correspond donc plusa celui qui est le moins amorti pour une action
circulatoire nulle, mais & celui qui aura sa partie €elle augmentant du fait de Iee et «lissantZ.
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3.1.3 Eets combin” es des termes gyroscopiques, circulatoires et de lsamortisse-
ment

Dans cette partie nous allonsetendre les Bsultats precddents aux sysémes comportant des termes
gyroscopiques. Lequation dynamique préccdente est doncetendue sous la forme

+
¢
1

0 X X 1 X 0
+
1

2

1
0

o

ou et representent les actions gyroscopique et circulatoire respectivement.

Les “gures 3.4(a) et (b) illustrent les evolutions des féquences et parties €elles des deux modes
du systeme en fonction des actions circulatoire et gyroscopique. Pour une action circulatoire nulle, il
apparast bien que le systme purement gyroscopique est stable (comme expligtdans le paragraphe
3.1.1) du fait que detKk > 0 et tr K > 0. Dans le cas deune action gyroscopique nulle, nous retrouvons
qye le syséme est instable de type "ottement pour 2 2 et stable pour 2 < 2 avec ? =

% (trK)2 S 4detk (comme explicite dans le paragraphe 3.1.1etant donne que le systme \éri‘e

trK > 0 etdetk > 0).

Les “gures 3.5(a), (c) et (e) illustrent lsajout deun amortissement (iso amorti et non iso-amorti)
sur les surfaces des partieseglles suivant les actions gyroscopique et circulatoire. Lesvolutions
des frontieres de stabilié sont dessiges en “gures 3.5(b), (d) et (f) pour plusieurs con“gurations
deamortissement structural total du systeme.

Dans le cas iso-amorti, leajout deamortissement a un e et stabilisant sur le sysime ce qui se traduit
par une augmentation des zones de stabik’dans le plan des actions circulatoire et gyroscopique (“gure
3.5(b)). Le schéma du mode potentiellement instable (modea’la partie reelle la plus forte) dans le plan
des actions circulatoire et gyroscopigue reste incharggpar rapport au cas non-amorti (comparaison
des “gures 3.4 et 3.5(a)). Nous observons donc uniqguement uredalage de la nappe des partieeglles
vers les parties ®@gatives, correspondanta’ un comportement similaire a ce qui aéte obtenu dans le
paragraphe pcdent 3.1.2.

Dans le cas non iso-amorti, nous observons unestbrmation des nappes et des fronéres assoeées,
guidee par le rapport deamortissement  (“gures 3.5(d) et (f)). Pour > 1, la rotation de la
frontiere correspondant au cas iso-amorti(pour un amortissement total don@j tourne dans le sens
trigonometrique dans le plan (, ). Pour < 1 larotation de la fronti'ere se fait dans le sens inverse.
De plus, lesévolutions, en termes de rotation et de surface, de ces zones de staldlisont similaires
pour un rapport inversement proportionnel deamortissement . Comme précdédemment indiqué dans
le paragraphe 3.1.2, un apport desamortissement fortement nomquivalent entraSne une diminution des
zones de stabilie du syseme. Il apparast donc que la prise en compte de l~amortissement structural
et du rapport deamortissement entre les deux modes pouvant coalescer est un facteuegbour statuer
sur la stabilite des systmes dynamiques comportant des actions circulatoire et gyroscopique.

En“n, lsajout deun amortissement non equireparti scasseZ la synetrie deappartenance de la partie
reelle la plus haute visa vis des modes frequence haute ou basse dans le plan des actions circulatoire
et gyroscopique (, ) (“gures 3.5(a), (c) et (e)). Si le rapport desamortissement est supérieur ou
inferieur a 1, le mode potentiellement le plus instable (ayant donc sa partie @elle la plus haute)
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change : ceci est cependant uniqguement valable pour des actions circulatoire et gyroscopique faibles
(illustrant alors la pr'edominance de lee et de l~amortissemenequireparti ).

A“n de mieux comprendre ces plEnoménes obsergs visa vis des actions gyroscopique et circu-
latoire, la fronti'ere de stabilite (provenant de lsidenti“cation des valeurs propresa partie reelle nulle
pour le polynome caracgristique du syseéme complet) \éri“e la relation [29]

o+ C+ DS @+ )+ (+ ) 1+ 2+ 2xa 2+ 2@+ )2 24 7 =0

(3.13)
Cette expression nous permet de voir que les deux asymptotes correspondant respectivementine
action gyroscopique qui tend vers lsin“ni sont donrées par

1=0 (3.14)

2= 1+ ) (3.15)

Ainsi, nous pouvons en conclure que toute action circulatoire comprise entre les bornes et
(pour une action gyroscopique donege et amortissements structuraux donegs) entraSne la stabilitt
du systeme. Ces bornes illustrent le fait que des actions gyroscopique et circulatoire deame signe
auront tendance a stabiliser le syseme lorsque lsaction gyroscopique tend vers lsin“ni (comme illus&’
en “gures 3.5(d) et (f)).

Dans un second temps, nous proposons deillustrer le couplage existant entre les actions circula-
toire, gyroscopique et lsamortissement structural du syseme par lsintermédiaire deune Bécriture de
l’equation dynamique 3.12 de telle sorte que la matrice de raideur soit diagonale [29]

o+ - +K =0 (3.16)
avec
0 281 2 S 281 0 1
_ e . _ < 2 < 2
K= o = ) S ) S( 81 s1 o (3.17)
2 & 2 S3 2
_ S1°¢ » 251 10 1 0 ( +1) 10
2 0 0 81 &S1 0 1
(3.18)
241 . 281 2, 241 281 2,
e = 5 S 5 S 2z e = 5 + 5 S 2 (3.19)

Le terme sgyroscopique globalZ donné enéquation 3.17 fait apparastre une contribution de leaction
gyroscopique ainsi que de leaction circulatoire physique . Il apparast de plus que leaction circulatoire

participe de fagon proportionnelle au facteur (S 1) soit en fonction des rapports de féquence
et deamortissement structural des deux modes. Dans le cas iso-amorti ( = 1), l~amortissement
structural  ne joue plus de ple deun point de vu eaction gyroscopiqueZ, ce qui corrobore la non
rotation des frontieres de stabili& et la conservation du scema des nappes des partieseglles en
presence deamortissementduireparti.
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Par contre, une con“guration non iso-amortie induit une contribution modi* ee de lsaction gy-
roscopique globale épendant de lsaction circulatoire : ceci explique la rotation des fron&res et la
deformation des nappes des partieseglles en pésence deamortissement noeduireparti. De plus, le
facteur (S 1) indique bien le changement du sens de rotation des frorgres selon que le rapport

est supérieur ou inferieur a 1.

3.1.4 Conclusions sur la prise en compte de lsamortissement

Leobjectif des deux parties pecdentes ne€tant pas de commenter leensemble des combinaisons et
in"uences possible de chacun des termes constituantdejuation dynamique gnérale décrite enéquation
3.1, mais uniquement de montrer de fapn succincte toute la complexig pouvant resulter de la prise en
compte de lsamortissement structural dans letude de la stabilite des systmes n&caniques, le lecteur
pourra se réferer aux publications [24,27,29] pour des explications suppihentaires et desstudes plus
completes.

Pour un systeme purement circulatoire, le ole joué par l~amortissement sur la stabilie du syseme
repond a certaines Egles qui peuvent se@sumer comme suit :

€ lsajout deamortissement équireparti a pour e et de stabiliser le systtme (e et eabaissantZ sur
les parties réelles des valeurs propres du sysine) et correspond au basculement de la éduence
deinstabilite du syseme;

€ leajout deamortissement nonéquireparti peut destabiliser le syséme. Ceci se cara@fise par le *pa-
radoxe déstabilisantZ et lee et «lissantZ dans le cas des sysimes purement circulatoire. Dans le cadre
des sysémes comportant des actions circulatoires et gyroscopique , des prénoménes complexes
apparaissent tels que la rotation et &gformation des frontieres dans le plan ( ). Ces pkénomenes
proviennent du fait que la distribution de lsamortissement modi“e leaction gyroscopique totale du
systeme;

€ leajout deamortissement fortement dissyn&trique sur les modes stable et instable favorise la
destabilisation des sysémes;

€ le systme non-amorti ne correspond pas au cas le plusstivorable pour la stabilite des points
deequilibre de ce dernier. Ainsi, e ectuer des analyses de stabil sans prise en compte de lsamortisse-
ment ne peut que conduirea des Esultats peu repgsentatifs de la stabilitt des systmes n€caniques
reels, que ce soit pour des systhes purement circulatoires, purement gyroscopiques ou constiés a
la fois de termes gyroscopique et circulatoire ;

€ la recherche de €partition deamortissement équivalent sur les modes pouvant coalescer appasta
comme un bon compromis pour permettre de maximiser les zones de stabéit’

Leensemble de ses concepts vont servir de base pour la suite de cette partie et plus partienéiment
pour proposer une conception robuste et des crffes de dimensionnement pour les sysihes dyna-
migues complexes industriels [30, 31].



46 Chapitre 3. Vers une compghension accrue de la stabilg” des systmes frottants

3.2 Application industrielle

Dans cette partie nous nous inéressonsa’la stabilite deun syseéme de freinage complet comp@sdu
porte-fusée, du moyeu, du disque, de la chape, deelfier et des plaquettes de frein. Ce systine est
modelisé par élements “nis (plus de 500 000 de@s de liberg), comme illustré en “gure 3.6(a). Des
contacts frottants sont introduits au niveau des interfaces disque - plaquettes par lsintermadiaire de
raideurs de contact. Le sys€me global est dcrit par

MU+ Cu + (Kstucture + MK Fiction J)U =0 (3.20)

ou M, C et Ksyucture d€“nissent les matrices de masse, deamortissement et de raideur structurale.
K micion  corresponda la matrice non-symetrique due au frottement (action circulatoire). u de“nit
le coe cient de frottement en considerant la loi de Coulomb T = sign(v)uN (v etant la vitesse
de rotation du disque de frein, etT et N de“nissant les e orts tangents et normaux au niveau des
interfaces de frottement).

Le systtme est proje€ sur une base modale trongeé du syséme sans frottement

s>+ Ds+ 2+ =0 (3.21)

avec | la matrice identite, D et  les projections deC et Kgicion dans la base modale et =
diag( 1,..-, i,-.-.,» n) (avec ; la i®M€ frequence du systme sans frottement). La partie €elle des
valeurs propress du systteme ctermine alors la stabilite des points dequilibre, la partie imaginaire
donnant la frequence assoei. Un point d<€quilibre est stable si la partie elle de chacune des valeurs
propres est régative, et instable si au moins une valeur proprea’sa partie réelle positive. La “gure
3.6(b) illustre les évolutions des valeurs propres dans le plan complexe pour um6lution du coe cient
de frottement p et un systeme sans prise en compte de lsamortissement. Il appatdonc plusieurs
coalescences de modes balayant une large plage deduences. Les “gures 3.7(a) et (b) montrent
les déformées des deux modes avant la coalescence (pqur= 0). Plusieurs pieces du systme sont
impliguees, engendrant des @formées complexes qui comportent la vibration du porte-fuse, un mode
de torsion de la chape, un mode de "exiora’trois diametres du disque et la "exion de I€trier. Lors de
la coalescence sparfaiteZ (absence deamortissement), l&fiirmée relative au couplage des deux modes
stable et instable reprend les principales caradfistiques des modes mcédents, comme indiq& en
“gure 3.7(c).

3.2.1 Etude du paradoxe de lsamortissement

A“n de mettre en avant le role joué par lsamortissement et le paradoxe dstabilisant assocg,
developpés dans les paragraphes piédents, nous introduisons de lsamortissement sous la forme

D= dag( 0 --- 0 d d> 0O --- 0)
(3.22)
mode i mode j

ou les modesi et j correspondenta deux modes qui coalescent. Les “gures 3.8(a-b) et (c-d) illus-
trent respectivement les e ets de lsintroduction deun amortissementéquireparti (d = d; = dy) et deun
























































































































































































































































































































