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? D’ailleurs, le chemin n’est pas si ardu que certains se
I'imaginent. C’est a ses débuts qu’on trouve des cailloux, des
éboulis qui lui donnent ’air impraticable. La plupart des
chemins de montagne, quand on les regarde de loin, semblent
escarpés, tourmentés. C’est la distance qui provoque cette
illusion d’optique; qu’on se rapproche et tous les éléments
que erreur de perspective nous présentait en entassement
chaotique se distinguent peu a peu les uns des autres
et 'on s’apercoit que ce qui, de loin, semblait un éperon
impossible a gravir n’est qu’une pente tout a fait accessible”.

Sénéque, La Constance du sage.
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Résumé

Cette étude porte sur 'analyse des instabilités des systémes non linéaires. Nous considérons plus
particulierement les vibrations dues a la friction et nous présentons des modeéles analytiques pour
I'analyse des modes de vibration de ”judder” (mode de vibration présent dans les systemes de freinage
automobile) et pour I'analyse des modes de vibration du ”whirl” (mode de vibration des systémes
d’atterrissage d’avion).

Le but de cette recherche est de développer une procédure d’analyse non-linéaire des systemes vibrants.
Nous nous intéressons plus particulierement aux systemes non linéaires présentant des non-linéarités
polynomiales.

Une attention tout particuliere est apportée a la détermination des mécanismes engendrant les insta-
bilités dues au frottement (stick,-slip, sprag-slip, couplage de modes...) et a la réalisation de modeles
phénoménologiques permettant de reproduire les principaux modes de vibration des systémes associés
La démarche d’analyse non linéaire s’appuie sur deux points particuliers. Le probléeme « statico-
dynamique » ou l'analyse dynamique correspond a une linéarisation autour d’une position statique
obtenue par la résolution d’'un probléme non linéaire. Les conditions de stabilité du systéeme sont
alors étudiées a partir de la résolution du probleme aux valeurs propres. Le second point concerne le
probleme « dynamique non linéaire »: nous cherchons & mettre en place des méthodes non-linéaires
(méthode de la variété centrale, les approximants multivariables, la méthode de la balance harmonique
AFT (alternate frequency/time domain), etc...) pour prédire les niveaux vibratoires, ou cycles limites.
Les cycles limites provenant des méthodes non-linéaires sont alors comparés avec ceux obtenus par
une intégration temporelle classique afin de valider cette procédure globale qui consiste a utiliser suc-
cessivement, dans un certain ordre, des méthodes non-linéaires qui réduisent et simplifient le systeme
de départ.

Mots clés :

Dynamique des Structures et des Vibrations, Stabilité, Analyse Non-Linéaire, Cycles limites, frotte-
ment, sprag-slip.

Méthodes non-linéaires, méthode de la variété centrale, forme normale, approximants de Padé, méthode
de la balance harmonique AFT (DFT), Analyse des modes complexes non-linéaires.






Abstract

The study deals with the study of instability phenomena in non-linear model. To put it more pre-
cisely, we consider brake vibrations. The judder mode vibration in automobile braking and the whirl
vibrations in an aircraft landing gear braking system are concerned. The purpose of this research
is to develop a procedure of nonlinear methods in order to study instability phenomena in complex
nonlinear systems. The non-linearities are expressed as a polynomial with quadratic and cubic terms.
First of all, a parameter model including mechanisms for friction induced system instability is es-
tablished and the equations of motion of nonlinear systems are written. One of the most important
phases in study of brake systems is the determination of the mechanism of the unstable friction in-
duced vibration (stick-slip, variable dynamic friction coefficient, sprag-slip and coupling mechanism).
The non-linear anamysis can be divided into two parts. First of all, the non-linear equations of motion
are linearized at the steady-state operating point and a set of linearized perturbation equations ob-
tained. Stability was investigated by determining eigenvalues of the linearized perturbation equations
about each steady-state operating point.

Next, we use the nonlinear methods (center manifold approach, multivariable approximants, the alter-
nate frequency/time domain (AFT) method,etc...) in order to predict limit cycle amplitudes. Results
from these nonlinear methods will be compared with results obtained by integrating the full original
system in order to validate this global procedure consisting to employ successively, in a certain order,
non-linear methods to reduce, to simplify the original system.

Keywords :

Structural dynamics, vibration measurement and theory of mechanical vibrations.

Stability, non-linear analysis, limit cycles, friction, sprag-slip.

Center manifold approach, normal form theory, multivariable approximants, harmonic balance method
(Alternate/Frequency Time domain, DFT), Complex Non-Linear Modal Analysis (CNLMA).
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Introduction 1

Introduction

Le domaine de I'analyse non-linéaire, si il possede une base théorique solide, est encore un domaine
en pleine évolution. Effectivement, durant ces dernieres années, la compréhension du comportement
dynamique des systémes avec la prise en compte des phénomeénes non-linéaires a permis de mieux
appréhender et de prévoir de fagon efficace le comportement des structures complexes.

De nombreux logiciels ont été développés afin de résoudre les systemes différentiels incluant des

non-linéarités. Ils permettent donc d’obtenir des réponses temporelles et fréquentielles caractérisant
le comportement dynamique des structures. Cependant, un des problemes rencontrés par la prise en
compte des phénomenes non-linéaires est 'augmentation des temps de calculs et la gestion des termes
non-linéaires. A cet effet, de nombreux chercheurs se sont penchés sur les aspects non-linéaires en cher-
chant a mettre en place des méthodes et outils non-linéaires permettant de simplifier le probleme non-
linéaire de départ sans perdre pour autant I’aspect non-linéaire du systeme, et plus particulierement
le comportement dynamique non-linéaire des structures.
Un des domaines concerné par ce type d’études correspond aux problemes d’analyse d’instabilité dus
implicitement aux comportements non-linéaires des structures. Les systemes frottants en sont un des
exemples les plus courants, avec des applications trés variées, que ce soit dans les transports terrestre,
ferroviaire et aéronautique. Ainsi, dans les systemes de freinage, le frottement se trouve étre a ’origine
de nombreux problemes d’instabilité. Cependant, méme si les phénomenes sont clairement définis,
les modélisations, et plus particulierement l'origine des instabilités dues au frottement permettant de
reproduire les phénomenes vibratoires, restent un probleme trés ouvert. De méme, si la détermination
et la prédiction d’apparition d’instabilité sont des sujets qui sont généralement bien connus et cou-
ramment utilisés, la détermination et la prédiction des niveaux vibratoires, liées a ’apparition d’une
instabilité due au frottement, sont tres souvent ignorées. L’une des causes avancées repose sur les
problemes liés aux non-linéarités qui nécessitent un temps de calcul prohibitif et la mise en place
d’une méthodologie rigoureuse du probleme, incluant 1'utilisation de méthodes non-linéaires.

Le sujet de cette these s’inscrit donc dans cet optique: mettre en place des méthodes d’analyse non-
linéaire pour permettre de mieux appréhender 'analyse de stabilité de structures frottantes complexes,
et de s’intéresser a la détermination des niveaux vibratoires engendrés par les systémes frottants. Ainsi,
I’objectif principal de cette thése consiste a définir des outils d’analyse non-linéaire qui permettent
de simplifier les systemes non-linéaires étudiés pour effectuer des études de stabilité, mais aussi de

déterminer les niveaux vibratoires de maniere efficace et juste.
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Un autre point concernera plus particulierement l'origine des instabilités. De nombreuses recherches
abordent souvent le probleme du frottement sous un aspect tribologique, qui se base plus parti-
culierement sur la définition de lois de frottement plus ou moins complexes (avec les phénomenes de
stick-slip par exemple). Nous tacherons d’apporter une contribution complémentaire et différente a ces
recherches en regardant 'origine des instabilités d’un point de vue plus global, avec un regard plutot
porté sur 'aspect dynamique des vibrations et se basant sur ’hypotheése des couplages de modes (et
de la bifurcation de Hopf associée) comme origine possible des instabilités. Nous montrerons alors
que, pour certaines instabilités, la prise en compte d’une loi de frottement tres simple (coefficient de
frottement constant avec la loi de Coulomb) peut s’avérer suffisante pour comprendre les phénomenes
vibratoires frottants.

Aussi, notre étude sera scindée en cinq chapitres:

Dans un premier temps, nous introduirons les notions de base et nous effectuerons un état de
I’art des problemes d’analyse non-linéaire sur les systemes frottants. Nous verrons alors les divers
phénomenes engendrés lors des vibrations par le frottement et les diverses causes s’y rattachant. Nous
examinerons plus particulierement les vibrations des systémes frottants sous 'aspect de la stabilité et
des modélisations concernant le frottement associé.

Afin d’étudier la stabilité concernant les systémes non-linéaires frottants, nous aborderons dans un
second chapitre les diverses définitions et outils de stabilité ainsi que les méthodes non-linéaires. Nous
nous intéresserons plus particulierement aux systémes non-linéaires continus comportant des non-
linéarités polynomiales. Les outils d’analyse de stabilité développés dans le premier chapitre concerne-
ront plus particulierement les méthodes d’analyse des valeurs propres des systemes linéarisés autour
de leurs positions d’équilibre statique (avec la matrice jacobienne associée) et des critéres de stabilité
liés aux conditions de Routh-Hurwitz.

Les méthodes non-linéaires développées dans le troisieme chapitre concerneront plus particulierement
la méthode de la variété centrale, des approximants de Padé (et de la généralisation associée), de la
forme normale et de la méthode de la linéarisation équivalente. Ces méthodes non-linéaires serviront
de base a notre recherche pour établir des procédures de simplifications non-linéaires de systemes

complexes.

Le quatriéme chapitre sera consacré a la mise en place d’outils d’analyse non-linéaire sur un modele
non-linéaire bidimensionnel de frottement intégrant le phénomene de sprag-slip. Nous appliquerons ce
modele pour la vibration de trépidation observée sur les poids-lourds.

Nous verrons tout d’abord la démarche d’étude de la stabilité d’un systeme non-linéaire a partir
des valeurs propres du systeme linéarisé autour du point de fonctionnement. Nous montrerons alors
I'importance de ces études de stabilité a travers les parametres physiques responsables des phénomenes
d’instabilité.

Dans un second temps, nous mettrons en place les méthodes non-linéaires de la variété centrale, des
approximants de Padé et de la balance harmonique ”Alternate Frequency/Time domain (DFT)”,
afin d’estimer les niveaux vibratoires, ou les ”cycles limites”, du systéme non-linéaire. Ces méthodes
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non-linéaires ont pour but de réduire le nombre de degrés de liberté du systeme de départ et de
simplifier les termes non-linéaires. Ainsi, ces méthodes non-linéaires vont nous permettre d’obtenir
un systéme non-linéaire simplifié ayant le méme comportement dynamique que le systeme de départ.
Afin de valider cette démarche, une comparaison avec les cycles limites obtenus par une intégration
temporelle du systeme complet de départ sera réalisé. Nous montrerons aussi la possibilité de réaliser
des études d’influence par rapport aux parametres physiques, sur les zones de stabilité et sur les
niveaux vibratoires engendrés.

Enfin, un nouvel outil d’analyse non-linéaire sera proposé. L’objectif principal de cette méthode,
appelée Complex Non-Linear Modal Analysis (CNLMA), est d’obtenir une réponse approchée des
cycles limites pour un systeme non-linéaire. Cette approche se base plus particulierement sur une
approche modale (en s’intéressant au mode instable). La méthode de la linéarisation équivalente est
utilisée afin d’approximer les termes non-linéaires et la recherche des cycles limites s’effectue par
I'intermédiaire du suivi de la partie réelle des valeurs propres du systeme linéaire équivalent de l'orbite
non-linéaire associé. Cette méthode sera alors testée sur le modéle non-linéaire bidimensionnel défini
précédemment.

Pour clore ce mémoire, nous développerons, dans un cinquiéme chapitre, I’analyse de stabilité et
les méthodes non-linéaires de la variété centrale et des approximants de Padé sur une application
industrielle. Nous nous intéresserons plus particulierement aux systémes de freinage aéronautique et
aux vibrations engendrées sur le train d’atterrissage d’un avion lors d’un freinage. A partir d’essais
expérimentaux, nous établirons un modele phénoménologique nous permettant de reproduire la vi-
bration de whirl (littéralement parlé "effet de tournoiement”). Une étude de stabilité et une analyse
non-linéaire seront alors menées afin de déterminer les zones de stabilité et d’estimer les niveaux vi-
bratoires. Ces divers outils seront mis en place afin d’aboutir a un outil de conception d’aide a la
maitrise des vibrations et des phénomenes physiques influant sur la stabilité des systemes de freinage
aéronautique.

Nous terminerons enfin sur une synthese des différents apports de cette these, et les perspectives
qui peuvent s’en dégager.
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Chapitre 1

Dynamique et frottement sec

Dans ce chapitre, nous présenterons le domaine des vibrations induites par le frottement sec et les
divers mécanismes théoriques tentant de reproduire les phénomenes observés. Ainsi, nous tenterons
tout d’abord de classifier les différents modes vibratoires, répertoriés dans la littérature sous le nom
de ”vibrations induites par le frottement”, en nous intéressant plus particulierement aux vibrations
touchant le domaine des transports (automobile, ferroviaire et aéronautique). Ensuite, nous définirons
les principaux mécanismes en explicitant leur spécificité et leur domaine d’application. Nous nous
attarderons alors plus particulierement a la notion de stabilité pour chacune de ces modélisations.

1.1 Vibrations induites par le frottement

Sous 'appellation de ”vibrations induites par le frottement sec”, nous retrouvons un grand nombre
de phénomenes et de domaines d’application. Nous avons, par exemple, les vibrations des systemes
de freinage automobiles & disque (Boudot [18], Moirot [115]) ou & tambour (Hulten [69], Kusano [95],
Lang [98], Millner [I112] et Day [36]), les vibrations des systémes de contact roue/rail (Remington
[140], Rudd [146] et Petit [133]), les vibrations des systémes de freinage aéronautique (Liu [102],
Gordon [61], Feld [51] et Travis [169]), la dynamique des balais d’essuie-glace (Grenouillat [62], Vola
et Raous [I70]) et les systemes & bande frottante (Nakai [120]). Chacun des domaines industriels cités
précédemment regroupe plusieurs types d’instabilités de frottement et il n’est pas rare de retrouver le
méme phénomene dans divers domaines. Leurs manifestations, conditions d’apparition et conséquences
sont diverses ce qui laisse place a des terminologies nombreuses qui peuvent étre spécifiques au domaine

industriel concerné.

La classification la plus utilisée pour distinguer ces divers phénomenes vibratoires repose sur leur
spectre fréquentiel propre (Kobayashi [93]). Le spectre couvert par ’ensemble des vibrations de freinage
est tres large pouvant aller de 0 a 2000Hz. Généralement, la notion de ”vibrations de freinage” est
attribuée pour les vibrations dont la fréquence reste inférieure a 500Hz. Pour les vibrations supérieures
a 500Hz, on parle plutot de ”bruits de freinage”.

De nombreuses études se sont développées du fait des conséquences de ces vibrations qui peuvent
étre de plusieurs natures. Pour certaines, comme le crissement, les vibrations se traduisent par de
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simples nuisances sonores: les études menées pour réduire ces vibrations sont donc réalisées dans
un but de confort sonore et acoustique. D’autres jouent un role plus néfaste car elles peuvent tout
simplement réduire 'efficacité du freinage et endommager la structure elle-méme.

Les instabilités vibratoires peuvent se définir en deux grandes familles: les vibrations forcées et les
vibrations auto-entretenues.
Les bruits de freinage sont le plus souvent le résultat de vibrations auto-entretenues. Le crissement
(squeal noise) en est 'exemple le plus connu. Il est sans aucun doute le bruit de freinage qui a été et
continue d’étre le sujet de nombreuses études aussi bien universitaires qu’industrielles. Le crissement
se définit comme une vibration auto-entretenue qui se caractérise par un sifflement. La bande spectrale
associée est tres large variant de 0 a 10kHz. Dans le domaine de 'automobile et du ferroviaire, cette
vibration n’affecte ni I'efficacité du freinage, ni la sécurité, mais se caractérise par une nuisance sonore.
Dans la méme catégorie, nous trouvons le hululement (squelch noise) qui se produit entre 200 et 500Hz.
D’autre part, nous retrouvons des vibrations forcées comme les trépidations (judder) qui correspondent
a une résonance de la structure due a une évolution de la force de frottement non-uniformément répartie
sur la zone de friction des disques de frein. Ces vibrations sont dues a deux effets. Le premier met
en jeu un phénomene d’instabilité thermique qui entraine localement des zones d’échauffement. Cette
vibration s’appelle le "hot judder” ou trépidation & chaud. Le deuxieme effet prend en compte les
variations du coefficient de frottement, dues a un état de surface non homogene du disque ou d’une
épaisseur non uniforme sur toute la surface des interfaces des disques de frein. On parle alors de ”cold
judder” ou trépidation a froid. D’autres vibrations telles que le bourdonnement ou ronflement (hum,
moan noise) existent aussi. Ces vibrations peuvent nuire a efficacité du freinage.
Bien entendu, cette description rapide des divers vibrations de freinage n’est pas exhaustive et le lecteur
pourra se référer a des études plus générales sur le sujet (Kobayashi [93], Ibrahim [70]-[71],Oden et
Martins [129] et Crolla et Lang [34]).
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1.2 Meécanismes de frottement et stabilité

Ces derniéres années ont vu de nombreux travaux de recherche se développer autour des vibrations

par frottement sec et de la compréhension des phénomenes physiques étant a ’origine de ces instabilités.
Cependant, il n’existe pas une théorie unique pour expliquer et caractériser ces vibrations. Vu la
diversité des applications industrielles, I'une des phases primordiales lors des études des systemes de
freinage est la détermination du mécanisme qui peut produire les instabilités de vibrations induites par
le frottement sec. Il n’existe pas un seul mécanisme et un modele mathématique unique pour expliquer
les instabilités de frottement. Comme le décrivent Ibrahim [70]-[71], Oden et Martins [129] et Crolla
et Lang [34], nous pouvons considérer quatre principaux mécanismes d’instabilités vibratoires induites
par le frottement: le stick-slip, la variation du coefficient de frottement, le sprag-slip et le couplage de
mode. Les deux premieres approches considerent que 1’origine de I'instabilité provient d’un changement
de la valeur du coeflicient de frottement en fonction de la vitesse relative de glissement. Les deux autres
approches se basent sur un couplage modal, qui peut étre di a des considérations géométriques. Dans
ce dernier cas, I'instabilité peut apparaitre avec un coefficient de frottement constant.
Avant de décrire plus précisément ces quatre mécanismes de contact frottant entre deux structures
pour mieux comprendre les phénomeénes physiques et les hypotheses faites pour chacun d’entre-eux,
nous allons nous attarder quelques instants sur I’étude générale d’'un systéme masse-ressort. Cette
étude nous sera en effet utile pour 'explication des phénomenes de stick-slip et sprag-slip, et les
conditions de stabilité associées.

1.2.1 Etude générale de stabilité du systéme masse-ressort

Nous considérons un systéme masse-ressort, comme illustré en figure [[LIl pouvant étre soumis &

diverses sollicitations.

lefi}™

T V3. N{x1) “t)

Fiag. 1.1:  Systéme masse-ressort

L’équation dynamique du systeme s’écrit sous la forme:
m.& + c.t + k.o = Gz, ,1) (1.1)

avec (G fonction quelconque, continue et différentiable par rapport a chacune des variables.
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L’étude de la stabilité s’effectue alors autour d’un état donné (zg, ), tel que la position d’équilibre
statique du systeme par exemple. Pour effectuer I’étude de stabilité d’un tel systéme, nous réalisons
une linéarisation du probleme par rapport & chacune des variables au point d’état donné. Ainsi,
I’application G est approximée au voisinage de ce point de la maniére suivante :

oG oG
G(x,dv,t) = Go—i-—(.%'o,.%:o,t).(.%'—xo) + xo,w:o,t).(i‘—w:o) (1.2)

ox %(

Soit en se ramenant au point d’état et en appliquant ([2) dans I’équation (I21I), '’équation homogene
devient :

. oG . . oG .
m.r+ |¢— %(ﬂfo,ﬂfo,t)} -+ |:k: - E(xo,ﬂfo,t) =0 (13)

Nous retombons sur le cas classique d’une équation différentielle, linéaire, homogene du second ordre
a coefficients constants.

Aussi, en admettant que m > 0 (ce qui est toujours valable dans le cas dynamique d’un systéme
masse-ressort simple) et que I’équation (IZ3)) est évaluée au voisinage du point d’état, et en reprenant
les résultats sur la stabilité des systemes (Nayfeh [125]), nous obtenons:

0G .
c> E(xo,xo,t)
m.& + c.& + k.o = G(z,%,t) stable = (1.4)

0G .
k > E(.%'(), X0, t)

Nous allons par la suite utiliser ces résultats de stabilité lors de la définition des mécanismes et des
conditions de stabilité associées.

1.2.2 Le stick-slip

Les premiers travaux sur la modélisation des vibrations dues au frottement sec ont privilégié
I’aspect tribologique et la recherche de lois de comportement plus ou moins sophistiquées comme
origine de l'instabilité. Plus particulierement, le phénomene de stick-slip a été mis en avant des 1955
avec les travaux de Sinclair et Manville [I58].

Depuis, le phénomene de stick-slip (littéralement ”collé-glissé” ) a été tres largement expliqué (Ibrahim
[71], Oden et Martins [129] et Gao [56]) et a fait 'objet de nombreuse études (Antoniou [3], Chambrette
[28], Rabinowicz [138] et Barnejee [7]). Aussi, il a longtemps été considéré comme le mécanisme
expliquant le mieux les phénomenes d’instabilités dues au frottement.

D’un point de vue physique, le stick-slip se traduit par des oscillations auto-entretenues dues a la
discontinuité du coefficient de frottement entre les phases ”collées” et ”glissées”.

Le modele le plus couramment retenu pour I’étude du stick-slip est un modele a un degré de liberté,
comportant un pion de masse m, soumis a une force normale [N, maintenu par un ressort de raideur
k et un amortisseur c. La masse m est posée sur une surface en mouvement & une vitesse constante
V, comme illustré en figure [L2(a). Le déplacement x(t) de la masse m au cours du temps et les
phases de collées-glissées associées sont illustrées en figure[L.2(b). Un autre modele équivalent consiste

a considérer la surface comme fixe alors que I’ensemble du systéme dynamique est en mouvement a
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une vitesse V', comme illustré en figure [[:3|(a). Le déplacement z(t) de la masse m au cours du temps
et les phases de collées-glissées associées sont illustrées en figure [L3(b).

l N
k . X 4 — calld

----- i wlisgsd

fime

ftn

L %
=
|
(a) Modele du stick-slip (b) Déplacement x(t)

Fi1ac. 1.2: Modéle du stick-slip et schématisation des phases collées-glissées

v P
=1 :
I —
| & e M ]
£ o 4 - gliase
(i . .
|
(a) Modele équivalent du stick-slip (b) Déplacement z(t)

Fia. 1.3: Modéle équivalent du stick-slip et schématisation des phases collées-glissées

Pour I'étude du phénomene de stick-slip, I'un des points essentiels est la modélisation du contact

et plus précisément du coefficient de frottement. Ces modélisations sont alors plus ou moins complexes
et représentent de fagon plus ou moins détaillée ce qui se passe a l'interface de frottement. Une loi
simple considére un coefficient de frottement statique us et un coefficient de frottement dynamique ug
constants avec la vitesse de glissement, et tel que pg < ps. Une loi plus complexe pourra considérer
par exemple des évolutions du coefficient de frottement en fonction de la vitesse de glissement.
De nombreuses études du stick-slip ont portées sur les divers facteurs permettant de diminuer les
amplitudes générées par ce phénomene (Oden et Martins [129]). Une augmentation de 'amortissement
(Rabinowicz [138], Oden et Martins [129]), une augmentation de la raideur du ressort (Rabinowicz [13§]
et Gao [50]), une diminution de la masse du pion glissant (Oden et Martins [129]) et un amortissement
des vibrations normales au contact (Tolstoi [I68]) sont autant de facteurs qui peuvent permettre une
diminution des amplitudes de stick-slip.
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Nous allons maintenant présenter de facon plus détaillée les principaux résultats du phénomene de
stick-slip pour un systeme a un degré de liberté prenant en compte deux phénoménologies distinctes :

- le coefficient de frottement est plus élevé en phase "collée” qu’en phase ”glissée”. Afin que les
deux états soient observés (et notamment le phénomene ”glissé”), la vitesse de glissement a 1’équilibre
doit étre faible.

- le coefficient de frottement dépend continuellement de la vitesse de glissement. Cela revient a
observer le phénoméne de maniere "macroscopique” pour pouvoir négliger la discontinuité.

Dans les deux cas, nous considérons une loi de frottement de type Coulomb. Nous allons maintenant
étudier de maniere plus détaillée la stabilité et les trajectoires découlant des différentes modélisations
possibles.

1.2.2.1 Cas 1: coefficient de frottement discontinu

L’une des premieres modélisations envisagées pour caractériser les vibrations dues au frottement
considere comme origine physique un coefficient de frottement statique ps supérieur au coefficient de
frottement dynamique p4. Le systeéme le plus simple pour expliquer ce phénomene consiste a considérer
une masse posée sur un tapis roulant, comme indiqué & la figure .4l Pour ce modele, 'expression ps N
correspond au seuil de déclenchement du glissement et puyg/N définit le module de la force de frottement
lorsque la vitesse relative est différente de zéro. Durant la phase glissée, il n’y a pas de changement de
la force de frottement qui tente de faire en sorte que la masse recolle au tapis roulant. Physiquement,
le phénomene de stick-slip s’explique par le fait que la force de glissement augmente jusqu’a ce qu’elle
atteigne la force de frottement statique maximale. Alors, la masse commence a glisser sur le tapis.
Celle-ci continue de glisser jusqu’a ce que la force qui cause le glissement redevienne inférieure a la
valeur de la force de frottement statique. Ainsi, le phénomene de stick-slip peut se reproduire de facon
répétitive.

Si le coefficient de frottement statique ps est égal au coefficient de frottement dynamique pg, le
phénomene de ”collé” ne peut se produire. La masse est en glissement continu et il n’y a pas apparition
de vibration du systeme.

i Mo,

Fia. 1.4:  Systéme masse-ressort avec frottement discontinu
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Nous allons maintenant examiner les conditions de stabilité associées a un tel systeme. L’équation
dynamique relative a ce systéme masse-ressort s’écrit sous la forme:

m.i+cit+kax=T(Ex—-V) (1.5)
avec
|T(0)| < ps.N adhérence
T(&—-V)>0]=pq.N < ps.N glissement positif (1.6)

T(z—-V)<0=—pgN>—ps.N glissement négatif

Ce qui peut aussi s’écrire sous la forme:

7| < ps.N
(1.7)
(V—a&).T —|V —ilug.N=0

D’apres cette formulation, nous pouvons statuer sur les différentes trajectoires issues des conditions
initiales (en négligeant 'amortissement), comme illustré en figure [5G

- il existe un point stationnaire Af(z.,0) pour lequel le systéme est en équilibre stable. Aussi,
tout systéme contenu dans la région du cercle de centre Ay, et de rayon inférieur a V', est un systéme
oscillant sur le cercle de centre Ay, et passant par ses conditions initiales propres (zg, Zp).

- si le systéme est tel que les conditions initiales vérifient © = V et —x, < x < x4 (points adhérents),
celui-ci atteint le point Ap(z,, V') et décrit un cycle I',, pour le ”quitter” au point Agr. Ce phénomene
est le phénomene de ”stick-slip” a proprement parlé avec une phase de glissement a partir du point
Ap suivi d’un recollage au point Ag jusqu’a Ap, et ceci de maniere cyclique.

- si le systeme est tel que les conditions initiales sont extérieures a ce cycle alors, ce systeme se cale
obligatoirement sur la courbe d’adhérence (& =V et —z, < z < x,) au bout d’un certain temps. Le
phénomene observé est alors le méme que précédemment : c’est le phénomene de stick-slip. Le cycle
I'z, ainsi défini est appelé cycle attracteur limite du systéme.

J1_=,.,1.?-'.m dxidi 4
]1_=;.1,.."i-"l»;
&
" wilhéremce
v A . Ay 1
L 7 3 ¥ 5,
{ I. b
i L| ! h T y:
n g A Xy | X
* ,-"' I,
\\ ] e
= -

cycle limile

Fia. 1.5:  Visualisation des trajectoires (coefficient de frottement discontinu)
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1.2.2.2 Cas 2: coefficient de frottement continu, fonction de la vitesse de glissement

Dans le cas précédent, ’origine physique des vibrations provenait du coefficient de frottement sta-
tique supérieur au coefficient de frottement dynamique. Une deuxiéme modélisation possible, consiste
a considérer cette fois un coefficient de frottement dynamique décroissant avec la vitesse relative de
glissement. Des 1938, les travaux de Mills [I13] mettent en avant le fait que les phénomenes de vi-
bration de squeal sont dis & la diminution du coefficient de frottement en fonction de la vitesse de
glissement. Du fait de la pente négative de I’évolution du coefficient de frottement, 1’état d’équilibre
du systeme devient instable et génere des vibrations induites par le frottement.

Pour étudier ce phénomene, nous pouvons considérer un systéme masse-ressort classique sur tapis
roulant comme illustré en figure

g | | L T N{lead Vi)

. e
- - —
1 | | M
- o- V—x
- v

Fi1a. 1.6:  Systéme masse-ressort avec frottement variant en fonction de la vitesse de glissement

Afin de regarder les conditions de stabilité associées & un tel systéme, nous considérons le cas ou le
coefficient de frottement est défini comme un fonction linéaire par rapport a la vitesse de glissement.
L’équation dynamique s’écrit alors sous la forme:

mi+cit+kr=TE&-V)=plz-V)N (1.8)
avec
|T(0)] < pg.N adhérence
T(E—-V)>0]=pgN.(1—-aV—1)) glissement positif (1.9)
T[(E—-V)<0=—-psN.(1+a(V—1)) glissement négatif

D’apres le résultat obtenu en (I4]), réduit au cas ou la fonction G ne dépend que du terme z, la
condition de stabilité du systéme devient :

d
c+ N.d—/;(afo).sg(:c'o)2 >0 (1.10)
Soit 4
o, . c
— — 1.11
o) > (111)

d
De ce dernier résultat, le systeme est toujours stable si d—H(ajo) est positif. Or, d’un point de vue
&
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physique, il s’avere que I’évolution du coefficient de frottement en fonction de la vitesse est plutot

caractérisée par une fonction décroissante. Donc, nous avons %(x’o) < 0 et le systeme est par nature
instable, méme si ce dernier peut étre stabilisé en ajoutant de I’amortissement par exemple. Comme le
décrit Chambrette [28], la littérature considére deux grandes familles de lois d’évolution décroissante
du coefficient de frottement en fonction de la vitesse: la premieére loi propose tout simplement une
évolution linéaire du coefficient de frottement en fonction de la vitesse, tandis que dans le deuxieme
cas, une loi explicite exponentielle est envisagée. Nous allons maintenant expliciter ces deux grandes
familles.

Loi linéaire:
En considérant des variations linéaires de p, nous pouvons alors décrire cette évolution sous la forme:
x

@) = po + pu-g7 (1.12)
1

avec g le coefficient de frottement au point d’état et M1 4éfinissant 1a pente d’évolution du coefficient
1
de frottement en fonction de la vitesse de glissement.

Ainsi, nous avons

du , . M1
— == 1.13
77 (%0) T (1.13)
Soit le systeme est stable si et seulement si
H1 C .
— > —— N 1.14

Loi explicite exponentielle:

La littérature décrit également des lois plus complexes pour définir ’évolution décroissante du coeffi-

cient de frottement en fonction de la vitesse de glissement. Nous obtenons alors des lois de la forme
suivante : )
z

(&) = pa+ (s — pa)-e 1 (1.15)

en considérant toujours le coefficient de frottement dynamique pg inférieur au coefficient de frottement
statique pg et avec V7 > 0.

Dans ce cas, le systéme est potentiellement instable quelle que soit la vitesse de glissement (du fait
que p est strictement décroissant). Nous avons alors :

T
dp Bs — Hd "~y
-z =5 e 1 1.16
Soit le systeme est stable si et seulement si
Hs — Hd c :

Ainsi, a ce stade de Iavancement, nous remarquons 'importance de I’évolution du coefficient de
frottement en fonction de la vitesse de glissement et la complexité qui en découle. Nous rappelons que
tous ces développements sont valables pour des vitesses relatives faibles.
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Nous pouvons donc a présent examiner 'allure des trajectoires liées a un coefficient de frottement
évoluant en fonction de la vitesse de glissement. Nous considérons une évolution linéaire du coefficient
de frottement en fonction de la vitesse de glissement.

Nous rappelons ’équation dynamique régissant le systeéme :

mi+ct+kr=TE-V) (1.18)

avec
|T(0)] < pg.N adhérence

Tz —V)>0] = pug.N.(1—a(V —i)) glissement positif (1.19)

T(E—-V)<0=—psN.(1+a(V—12)) glissement négatif

Nous pouvons alors statuer sur les différentes trajectoires issues des conditions initiales du systeme
(en négligeant ’amortissement c¢ et en supposant aV’ << 1), comme illustré a la figure [ 7:

- un systeme ayant ses conditions initiales telles que # < V' décrit des spirales divergentes centrées
au point x} = ud.?(l — aV). On est en régime de glissement positif. Ces spirales rencontrent, au
bout d’'un certain temps, un point adhérent défini par £ =V et —x, < x < x4.

- un systeme ayant ses conditions initiales telles que @ > V' décrit des spirales divergentes centrées

au point z, = —,ud.?(l + aV). On est en régime de glissement négatif. Ces spirales rencontrent, au

bout d’'un certain temps, un point adhérent défini par £ =V et —z, < x < x4.

- les points adhérents sont définis, comme dans le cas précédent du coefficient de frottement dis-
N

continu, par & =V et —z, < z < x, (avec z, = ,uz)
- il existe un point stationnaire unique x., instable par frottement. Le systeme, pour toutes condi-
tions initiales aussi proches soient elles de x., s’éloigne de 1’équilibre en oscillant autour de x..

- il existe un cycle limite attracteur I'z, pour toute condition initiale: c¢’est un cycle comportant
une phase de glissement et d’adhérence, définissant le phénomene de stick-slip.

5 =Nk lay )

{x, =Nk {laV) dyidi
S TRl
4
plixsemens
provitif * sdhérence
e I"'H‘ = II'II
Ll . a

y \

Il 1

L \

X, =X, |1 L1 X/ III -:
Al
plisvenusm | \-,___ -
négarif -
% cycle limile

Fia. 1.7:  Visualisation des trajectoires (coefficient de frottement fonction de la vitesse de glissement)
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1.2.2.3 Conclusion sur le phénomeéne stick-slip

Nous venons de voir que le mécanisme de stick-slip permet de décrire certaines instabilités liées

aux vibrations induites par frottement sec. Les diverses modélisations envisagées se basent sur des
considérations tribologiques considérant la discontinuité et 1’évolution du coefficient de frottement
comme le facteur déterminant pour reproduire ces instabilités dues au frottement sec.
Bien que le mécanisme de stick-slip soit reconnu et tres largement utilisé pour les problemes a basses
fréquences, il est rapidement apparu qu’il n’était pas suffisant pour expliquer un certain nombre
d’instabilités liées au frottement. En effet, les propriétés tribologiques du coeflicient de frottement ne
sont pas les seules causes des vibrations apparaissant dans les systeémes frottants. Ceci a été observé
sur de nombreuses études expérimentales (Liu [102], Boudot [18], Jarvis [83]) ou des instabilités dues
au frottement apparaissaient alors que le coefficient de frottement était sensiblement constant. De
plus, comme le précise Chambrette [28], le stick-slip suppose, en plus de la variation du coefficient de
frottement en fonction de la vitesse de glissement, I'existence de périodes au cours desquelles il n’y
a aucun mouvement relatif des pieces en contact. Cette derniere hypothese ne peut étre considérée
comme valable pour les phénomenes de crissement par exemple, ol les vitesses atteintes ne permettent
pas d’envisager des phases de recollement et donc le phénomene ”collé”. C’est ainsi qu’en 1961, Spurr
[161] proposa le modele de sprag-slip comme explication et interprétation possible des phénomenes de
crissement dans les freins.

1.2.3 Le sprag-slip

Comme décrit précédemment, il a fallu attendre 1961 et les travaux de Spurr [I61] pour voir ap-
paraitre le phénomene de sprag-slip comme explication des bruits de crissement de frein. Cette théorie
considere les parametres géométriques du systeme comme étant la source de I'instabilité. Elle se base
sur des variations de la force normale d’interaction et de la force tangentielle du fait de la configura-
tion géométrique du systeme et des déformations élastiques de ce dernier. Ces variations des forces
de contact engendrent alors une modification de la vitesse de glissement. Cette théorie du sprag-slip
peut s’expliquer aisément a partir de la figure [[.8]

o [ 5l

L. sl o=
rd ___:\\:4‘"". 0’
A PYTEY B

FiGg. 1.8:  Schéma du principe de sprag-slip

Considérons la barre rigide O’ P pouvant pivoter autour de O’ et chargée au point P par une force
L contre la surface mobile AB. L’angle 0, caractérisant I’angle de sprag-slip, se définit comme ’angle
entre la barre PO’ et la surface mobile AB. En considérant les moments au point O’, nous obtenons
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Pexpression de la force de frottement tangentielle F':
ulL

F=—— 1.20
1— ptand ( )

En supposant la liaison pivot en O’ parfaitement rigide, la force de frottement tangentielle augmente
lorsque le coefficient de frottement se rapproche de cotanf. Cette force atteint donc des valeurs tres
élevées et bloque parfois le mouvement: nous avons alors un effet d’arc-boutement de la barre. Par
contre, si le pivot en O’ est flexible, un phénomene de stick-slip est observé.

Si maintenant nous ajoutons au support O’ une autre structure rigide O’O” comme défini dans la
figure [ L’ensemble PO’O” est maintenant considéré rigide avec une liaison pivot en O”. Le point
de contact P se déplace élastiquement dans la direction de la force de frottement, de telle sorte que
I’angle 6 augmente du fait de la géométrie du systeme. Cette phase correspond a la période de sprag
(ou d’arc-boutement). Il en résulte une augmentation du moment au point O’. Ce moment devient
alors si important que I’ensemble de la structure PO’O” peut étre considérée comme rigide et le point
O" constitue le nouveau pivot avec ’angle 6’ le nouvel angle d’incidence. La force de frottement F
chute alors brutalement, libérant 1’énergie stockée en O’. Ceci correspond a la période de slip. Ainsi,
la phase ”sprag” correspond a un arc-boutement de la barre, alors que le glissement ”slip” peut se
traduire par un relachement de cette derniere.

De méme que pour les modeles de stick-slip, il est possible d’étudier de maniere théorique les
conditions de stabilité de tels systemes, en considérant un systéeme a un degré de liberté avec un
couplage qui relie la force normale N au contact au déplacement tangent (Boudot [I8]). Nous avons
alors une relation de la forme N = K.x. Ainsi, nous pouvons effectuer une étude similaire au cas du
sprag-slip en considérant le systeme suivant :

=M= KX

Fi1a. 1.9: Modélisation masse-ressort reproduisant l’effet de sprag-slip

L’équation dynamique d’un tel systeme s’écrit alors sous la forme:
mi+ci+kx=T (1.21)

En considérant la vitesse de glissement faible (pour avoir V' > %), la loi de Coulomb pour le frottement :

T=uN=pKzx (1.22)
et, en combinant (L2)) et (I22), nous obtenons ’équation dynamique:

m.i+ci + (k— p.K).x =0 (1.23)
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D’apres les résultats obtenus en (I-4]) sur la stabilité d’un tel systéme, nous obtenons la condition de
stabilité :

K < (1.24)

k
o
1.2.4 Le couplage de mode

Des la publication des travaux de Spurr et de la théorie du sprag-slip, de nombreux chercheurs
se sont intéressés a cette nouvelle interprétation des phénomenes de bruit de frein. Des travaux plus
sophistiqués ont alors été développés pour généraliser cette théorie. C’est ainsi, que la notion de
couplage de mode est apparue. En effet, d’'un point de vue physique, la notion d’instabilité due au
sprag-slip peut s’interpréter comme la coalescence de modes d’une structure. Il est alors nécessaire
d’avoir un systéme comportant au moins deux degrés de liberté (et donc deux modes de vibration du
systéme) pour avoir 'apparition d’instabilité.

Ainsi, Jarvis et Mills [83] furent les premiers a développer, dés 1963, une étude expérimentale et

théorique sur un systéme poutre-disque tournant (voir figure [[LI0) pour valider la théorie de Spurr.
Les résultats expérimentaux montrent des vibrations du disque tournant lorsque la poutre frottant
sur le disque est inclinée par rapport a sa position initiale d’un angle 0. Leur étude expérimentale
montra de facon évidente que la variation du coefficient de frottement avec la vitesse de glissement
était insuffisante pour expliquer les phénomenes d’instabilité. Ils montrerent alors que le fait d’incliner
la poutre frottante sur le disque tournant par rapport a sa position verticale, comme le décrit Spurr,
faisait apparaitre des instabilités de frottement. Un modele analytique a été alors développé en se
basant sur la théorie de Spurr.
Les résultats théoriques obtenus furent en parfait accord avec les résultats expérimentaux et les hy-
potheses faites par Spurr. Cette premiere application du modele de sprag-slip a ensuite ouvert la voie
a de nombreuses études portant sur I’analyse d’un pion sur un disque flexible en rotation (Earles
[44]-[45]-[46]) ou de deux pions sur un disque flexible en rotation (Earles [42]). Aussi, des études
paramétriques sur la stabilisation des systémes pion-disque ont été réalisées (Earles [43] et D’Souza
[39]). De méme, les premieres modélisations de crissement de frein intégrant le sprag-slip virent le jour
(Millner [I11] et North [127]).

Nous allons maintenant développer un exemple formel simple d’une poutre frottant sur un disque en

rotation et encastrée a son autre extrémité (Chambrette [28]) afin de mieux comprendre les phénomenes
de sprag-slip, le couplage de modes et leurs roles sur la stabilité d’un systeme.
Le systeme mécanique considéré ici se compose d’'un disque en rotation sur lequel vient frotter une
poutre flexible inclinée d’un angle 6 par rapport au plan du disque comme illustré en figure Le
contact est considéré comme ponctuel et le coefficient de frottement est constant. Nous supposons que
les perturbations de la force normale sont assez faibles pour que le contact poutre-disque soit perma-
nent et nous considérons uniquement le déplacement normal en flexion du disque et les déplacements
en flexion et en traction-compression de la poutre pour obtenir le comportement perturbé du systeme
poutre-disque en rotation. Ainsi, le modele mécanique simplifié associé consideére un systéme de trois
masses reliées entre elles par des raideurs qui reproduisent le premier mode de traction-compression
de la poutre (mq,k;), le premier mode de flexion de la poutre (mg,ks) et le premier mode du disque
en flexion (mg,k3) comme décrit a la figure [[L.T0]
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Fi1c. 1.10: (a) Systéme pion-disque (b) Modéle analytique associé

Les équation dynamiques associées a ce systeéme, autour du point d’équilibre, s’écrivent alors sous

la forme:
lel + k1 X1 =sin6.N + pcos.N
maXo + ko Xy = cos0.N — wsin0.N (1.25)
mng + k3 X3 =—N
L’hypothese de contact permanent entre le disque tournant et la poutre donne la relation X3 =
X1.sin 0+ X5. cos 0. Ainsi, nous pouvons écrire 'expression de I'effort normal N en fonction des degrés
de liberté X; et Xy par substitution dans la derniére équation dynamique du systéme ([25). Nous
aboutissons alors a un systeme dynamique en X = [X; XQ]T,
MX+KX=0 (1.26)

avec les matrices de masse et de raideur associées:

m1 + mg.sin@ (sin 0 + pcos 6 mg.cos 0 (sin @ + p cos 0
[ masing ) ma.cosd( ) .
ms.sin 6 (cos @ — psin @) ma + mg.cos @ (cos @ — psin@)
k1 + ks.sin 0 (sinf + pcos ) ks3.cos 0 (sinf + pcos 6)
= (1.28)
ks3.sin 6 (cos @ — pusin6) ko + k3. cos 6 (cos 0 — psin 0)

L’analyse de stabilité du systeme s’effectue alors par I’étude de la détermination des valeurs propres
Q du systeme dynamique (L.26) qui vérifient la relation:

det (—Q%. [M] + [K]) =0 (1.29)
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Les valeurs propres €2 sont alors solutions du polynoéme caractéristique :
P(Q)=aQ"+00%+c=0 (1.30)
avec les expressions analytiques des coefficients a, b et ¢ données comme suit:

a = mimso + ms3 [mg. sin? @ +my.cos? 0 + . cos 0.sin 6 (my — ml)]

b=miks + moks + k3 [mg.sinz 0+ mq. cos? 0 + p.cosf.sinf (TRQ — ml)}

(1.31)
+ms3 [k:g. sin? 6 4 ky.cos? 0 + p. cos 6. sin 0 (ky — k‘l)]
c=kiko + k3 [k:l. sin? 0 + ky.cos? 0 + p.cos 6. sin 6 (kg — k:l)]
Nous notons A = b? — 4ac le discriminant de I'équation P(2) = 0. Nous remarquons que le

coefficient a est toujours positif pour un probleme physique, étant donné que nous avons les parametres
my et mo supérieurs a 0 et le coefficient de frottement p inférieur & 1. Nous pouvons alors avoir deux
types d’instabilité pour ce systeme. :

- il y a instabilité de type frottement si et seulement si les €2 sont strictement complexes, donc si
2

b
et seulement si le discriminant A est strictement négatif (soit ¢ > P 0).
a
- il y a instabilité de type divergence si les racines Q2 sont réelles (A > 0), c’est-a-dire si et
seulement si b est strictement négatif. En effet, si A > 0, les racines 2 sont alors du méme signe que
la valeur —b (étant donné que a est positif). Ainsi si b < 0 et A > 0 (ce qui est automatiquement
vérifié si ¢ < 0), nous avons une racine 2 qui est réelle a valeur positive et donc il y a instabilité de

divergence.

Nous remarquons que si nous n’avons pas d’angle de sprag-slip (6 = 0° ou § = 90°), les conditions
sur les deux types d’instabilités ne peuvent pas étre vérifiées. Ainsi, nous n’avons pas de couplage de
modes et le systeme dynamique reste stable.

Finalement, le couplage de modes, provenant de la coalescence de deux modes d’une structure,
peut constituer 'une des raisons d’apparition d’instabilité. Ce couplage de modes peut alors étre di a
I’apparition d’un angle de sprag-slip, comme illustré dans ’exemple précédent. Cet angle de sprag-slip
permet, par 'intermédiaire du coefficient de frottement et de la loi de Coulomb associée, de coupler
les effets se produisant dans deux directions différentes. La matrice de raideur du systéme associé peut
alors devenir dissymétrique. Aussi, un coefficient de frottement constant et la loi de Coulomb suffisent
pour qu’il y ait potentiellement instabilité du systeme.

1.2.5 Combinaison stick-slip/sprag-slip

Les études théoriques précédentes montrent qu’il est aisé d’obtenir des résultats rapides sur la
stabilité de systémes soumis soit & du sprag-slip, soit & du stick-slip. Aussi, nous pouvons examiner ce
qui se passe si nous considérons une combinaison des phénomenes de stick-slip et de sprag-slip. Nous
considérons les hypotheses suivantes :

- loi de Coulomb linéarisée de la forme p = pg + Hl-%
1
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- la vitesse de glissement reste faible
- la vitesse d’entrainement est positive et ne change pas de signe

Le systéme masse-ressort considéré peut alors se schématiser comme indiqué a la figure [L.T]l.

T=pix)hk.x

Fiag. 1.11:  Systéeme masse-ressort combinant les phénomenes de sprag-slip et stick-slip

L’équation dynamique d’un tel systeme s’écrit sous la forme:

m.xk+ca+ ko= (,uo + ,ul.%) K.z (1.32)
1
Par analogie avec le systeme (I1I), nous avons
. T
G(z,z,t) = <u0 + ,ul.v) K.z (1.33)
1

Ainsi, en se ramenant au point d’état zp comme défini en (I.2), et & partir des expressions calculées

suivantes 56
: K1
— t) = —=.K.
9% (w0, %o, 1) Vi Ty
5 (1.34)
G . M1,
— t) = —. K
py (z0,Z0,t) (Mo-i- 7 360)
Nous obtenons I’équation dynamique équivalente au point d’état xg :
m.% + C—E.K..’EO Z 4 |k — ,u0+&.:c'0 K| .x=0 (1.35)
Vi Vi
Ainsi, les conditions de stabilité sont, comme explicitées en (4] :
c> ﬂ]"(.%'0
Vi
(1.36)

H1 .
k> —, K
> (Mo + 7 xo)

Cet exemple nous montre la simplicité pour statuer sur les conditions de stabilité d’un systeme,
méme si ce dernier prend en compte plusieurs types de phénomeénes. Un systeme plus complexe ne
poserait pas plus de difficultés pour examiner ces conditions de stabilité.
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1.3 Conclusion - Application au cas d’un frein aéronautique

D’un point de vue théorique, nous venons de voir que les méthodes d’analyse linéaire de stabilité
sont faciles a mettre en oeuvre et a appliquer, que ce soit pour des phénomenes simples ou plus
complexes, prenant en compte des combinaisons de plusieurs phénomenes de frottement élémentaires.
De plus, nous avons présenté les phénomenes importants pouvant générer des instabilités dans le
cas du frottement sec. Comme l'ont déja fait remarqué Chambrette [28] et Boudot [18], méme si
les formulations restent proches et dérivent du méme cas général du systeme masse-ressort, il est
important de noter les différences qu’il existe entre les divers phénomeénes, que ce soit au niveau de
leurs conditions d’apparition, de leurs effets ou de leurs influences sur la stabilité.

A ce niveau de I’étude, nous pouvons donner une premiere opinion sur le bien-fondé de la modélisation
d’une structure de frein prenant en compte 'un ou 'autre des phénomenes explicités:

- Le phénomeéne de stick-slip considére une variation du coefficient de frottement en fonction de
la vitesse de glissement. Or certains auteurs estiment que la relation (V') n’est pas réaliste : en effet,
la dépendance par rapport a la température T semble plus appropriée (en considérant ensuite une
éventuelle relation entre T' et V). En admettant ceci, la relation p(V) n’est pas utilisable dans le
domaine de fréquences rencontrées en mécanique, a savoir 100-1000 Hz, du fait des temps de réponse
de systemes thermiques.

- Le phénomeéne de sprag-slip se base uniquement sur la possibilité d’arc-boutement. Ainsi, il
peut étre simplement di a un contact frottant ou la force de frottement est une fonction croissante
de appui (par exemple du fait de la géométrie des pieces, ce qui est courant dans le cas de pieces
avec jeu). Cette possibilité se vérifie dans la pratique et ne nécessite pas la mise en place de loi de
frottement complexe. La loi de Coulomb suffit alors pour prendre en compte ce phénomene.

Notons que le sprag-slip est un phénomene qui est encore souvent négligé par les tribologues qui

préferent s’appuyer sur une loi de frottement pour expliquer la notion d’instabilité. Ceci s’explique par
le fait que des lois de frottement de type stick-slip font beaucoup plus appel a des notions propres aux
matériaux utilisés alors que la notion de sprag-slip se rapproche plus d’un point de vue d’ensemble et
de notion de mécanique générale.
Ainsi, le phénomeéne de sprag-slip est trop souvent oublié alors qu’il est potentiellement trés courant
dans les systemes complexes du fait des jeux entre les pieces et de la nature des contacts. Aussi,
il faut garder a l'esprit qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une loi de frottement complexe pour avoir
des instabilités. Un systéme comportant un coefficient de frottement constant peut étre sujet a des
instabilités.
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Chapitre 2

Notion de stabilité

Dans un premier temps, nous allons rappeler brievement les définitions portant sur la stabilité.
Ensuite, nous présenterons les principales méthodes et résultats permettant de statuer sur la stabilité

d’un systéme non-linéaire.

2.1 Stabilité des systemes linéaires

Afin d’introduire la stabilité des systeémes non linéaires, nous allons tout d’abord effectuer quelques
rappels sur la stabilité des systemes linéaires.

Soit f: Q C R® — R" de classe C!
= f(z)=Ax (2.1)

avec A matrice & coefficients constants représentant le cas particulier ou f est un endomorphisme

A

de R™. La solution du systeme différentiel est alors donnée par z(t,zy) = xge!d avec 4 qui définit

I’exponentielle de matrice.
A partir de la détermination des valeurs propres de A, on peut connaitre le comportement asymptotique
des solutions et obtenir les propriétés suivantes:

Théoréme 2.1.1. Soit A € L(R™). Alors toute solution ¢ de & = Ax vérifie tliin llo(t)|]| =0 si et
—+400

seulement si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative.

Théoréme 2.1.2. Soit A € L(R™). Alors toutes solution ¢ de & = Ax vérifie tliin llo(t)]| = +oo si
— 100

et seulement si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement positive.

Nous allons maintenant définir la notion de flot d’une équation différentielle, qui va nous étre utile
par la suite:

Définition 2.1.1. Soit f: Q C R® — R" de classe C', définie de telle sorte que l'on ait :

i= f() (2.2)
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On note ¢(t,y) la solution de l’équation différentielle telle que ¢(0,y) = y. Elle est définie sur l’inter-
valle de temps mazimal J(y) C R.
On note W = {(t,y) e Rx Q,t € J(y)}. Soit ¢, l'application définie de la fagon suivante :

o W —Q
(t,y) = o(t,y)

L’application ¢ est dit flot de I’équation différentielle. On note ¢(t,x) = ¢i(x).

L’application ¢ vérifie la propriété ¢si¢(x) = ds(Pe(x)).
On dit que le flot est complet si W =R x Q.

Si toutes les valeurs propres d’une matrice non singuliére A de dimension n X n sont & partie réelle
non nulle, on dit que le flot e : R” — R™ est hyperbolique. Le point d’équilibre unique z = 0 est dit
aussi point d’équilibre hyperbolique.

Ce point d’équilibre hyperbolique peut étre soit un puits, si toutes les valeurs propres sont a partie
réelle strictement négative, soit une source si toutes les valeurs propres sont a partie réelle strictement

positive, soit un point selle ou col, si les valeurs propres ont des signes différents.

Considérons maintenant le comportement de solutions pour les systemes linéaires sur R?. Si = 0
est un puits ou une source, les solutions peuvent se rapprocher ou s’éloigner de x = 0 de deux fagons,
soit sous forme de noeud, soit sous forme de foyer.

Alors, en considérant a = det (A), b = trace (A), et le systéme linéaire © = A.x, le point d’équilibre
z =0 est:

- un point selle ou col si a < 0

- un noeud stable sia >0, b> —4a > 0et b < 0

- un noeud instable sia >0, b> —4a >0et b >0

- un foyer stable sia >0, b> —4a <0 et b <0

- un foyer instable si a > 0, b*> —4a <0 et b >0

-un centre si a >0 et b =0.

Dans le cas général, c’est-a-dire en considérant les valeurs propres de A pouvant étre positives,

négatives ou nulles, nous pouvons diviser les sous-espaces propres de 'opérateur linéaire A en trois

tA comme illustré en figure 2.1}

sous-espaces invariants du flot ¢; = ¢
- le sous-espace stable E* = {p1,p2,...,ps}
- le sous-espace instable E* = {ps41, ..., Dstu }

- le sous-espace centré E¢ = {Dsiyt1y s Pstute)

p1, ..., Ps Teprésente les vecteurs propres associés aux valeurs propres a partie réelle négative.
Ds+1, -+ Pstu €S vecteurs propres associés aux valeurs propres a partie réelle positive.

Dstu+1s -, Ps+ute l€S vecteurs propres associés aux valeurs propres a partie réelle nulle.

Si nous sommes en présence d’un flot hyperbolique, nous avons alors la propriété suivante:

Théoréme 2.1.3. Soit un flot hyperbolique. Alors R™ peut étre décomposé en deux sous-espaces inva-
riants par A tel que R™ = E* @& EY et tel que le flot induit sur E® est une contraction et le flot indwit
sur BV est une dilatation. Une telle décomposition est alors unique.
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N

Fi1a. 2.1: Schématisation des espaces centré, stable et instable

2.2 Stabilité des systemes non linéaires

L’étape qui vient ensuite naturellement est la généralisation de la notion de stabilité pour les

systemes non linéaires. Pour cela, il est alors nécessaire d’introduire la notion de point d’équilibre et
de la stabilité au sens de Lyapunov.

2.2.1 Stabilité des points singuliers, stabilité au sens de Lyapunov

Nous allons maintenant définir la notion de point d’équilibre et la stabilité associée a de tels points.
Soit f: Q C R® — R" de classe C!, définie de telle sorte que I’on ait :

i = f(z) (2.4)

Définition 2.2.1. Un point T est un point d’équilibre si f(T) = 0. Pour le flot associé on a ¢p4(T) =T

pour tout t € R . T est aussi appelé point stationnaire ou point fixe, ou encore zéro ou point singulier
de f.

La notion de stabilité s’appuie alors sur ’analyse du systeme linéarisé au point d’équilibre du
systeéme non linéaire.

Soit f : Q C R® — R™ de classe C!, une application non-linéaire et F un point stationnaire. Nous
pouvons alors définir D f(Z), la matrice jacobienne de f en Z.

Le systeme (2.2]) peut étre linéarisé au voisinage du point d’équilibre Z. Alors, pour tout € € R", tel
que | e | 1:

f@+e)=é+T=f(T)+Df(T).c +O0(e) (2.5)

Nous obtenons donc le systeme linéaire :

é=Df(@)e (2.6)
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Nous avons alors les définitions suivantes :

Définition 2.2.2. On dit que le point d’équilibre T est un point attractif si toutes les valeurs propres
de Df(T) ont une partie réelle strictement négative.

Définition 2.2.3. Un point d’équilibre T est stable si, pour tout voisinage V de T dans €1, il existe un
voisinage Vi de T dans V tel que , pour tout x € Vi, ¢i(x) est défini pour tout t > 0 et ¢y(x) € V.

Fia. 2.2: Schématisation du point stable

Définition 2.2.4. Si T est stable et si il existe un voisinage Vi de tel sorte que, pour tout x € Vi,
¢1(x) — T lorsque t — oo alors T est dit asymptotiquement stable.

FiG. 2.3: Schématisation du point asymptotiquement stable

La différence entre ces deux notions provient du fait qu’une petite perturbation sur I’état initial d’un
systeme autour d’un point d’équilibre stable peut engendrer des petites oscillations entretenues, alors
que ces derniéres s’amortissent au cours du temps dans le cas d’un point d’équilibre asymptotiquement
stable.

Les conditions de stabilité d’un point singulier, qui portent le nom de premiere méthode de Lyapunov,
peuvent s’énoncer comme suit:

Théoréme 2.2.1. (stabilité d’un point singulier, cas continu)

Soit T un point singulier non dégénéré du champs de vecteurs f.

Si tous les exposants caractéristiques de T sont a partie réelle strictement négative, alors T est asymp-
totiquement stable au sens de Lyapunov.

Si 'un au moins des exposants caractéristiques de T est a partie réelle strictement positive, alors T
n’est pas stable au sens de Lyapunov.
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Définition 2.2.5. Un point d’équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

Théoréme 2.2.2. Soit T un point d’équilibre tel que Df(T) a au moins une valeur propre a partie
réelle strictement positive, alors T est instable.

Définition 2.2.6. Un point d’équilibre T est dit hyperbolique si D f(T) n’a pas de valeur propre a
partie réelle nulle.

Si toutes les valeurs propres de Df(T) ont une partie réelle strictement négative, T est un point
attractif.

Si toutes les valeurs propres de D f(T) ont une partie réelle strictement positive, T est un point répulsif.
S’il existe des valeurs propres strictement négatives et d’autres strictement positives, T est un point-
selle. Un point-selle est instable.

Théoreme 2.2.3. Un point d’équilibre hyperbolique est soit instable soit asymptotiquement stable.

2.2.2 Fonction de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov sont introduites pour étudier la stabilité d’un point singulier. En effet,
la stabilité d’un point d’équilibre hyperbolique est facile & déterminer. Si toutes les valeurs propres
du systeme linéarisé autour d’un point d’équilibre sont a partie réelle strictement négative, le point
d’équilibre est stable. Dans les autres cas, le point d’équilibre est instable.

Le probleme de stabilité des points d’équilibre non hyperboliques est plus compliqué. Aussi, nous
allons introduire les fonctions de Lyapunov et les théoréemes fondamentaux qui suivent, issus de la
seconde méthode de Lyapunov.

Nous considérons toujours la fonction f: Q € R” — R”™ de classe O, définie de telle sorte que I'on
ait :
i = f(z) (2.7)
Considérons une fonction V : U — R, fonction différentiable définie sur un voisinage U C {2 de T. De
plus, on note la dérivée de V' de la maniére suivante:

Vo U—-R

) VA v
T Z 8—%% [ (z)
j=1

- oz’
j=1""
Alors nous avons les théoremes de stabilité associés suivants:

Théoréme 2.2.4. (Hirsch et Smale, 1974)
Soit T un point singulier de f. Supposons qu’il existe une application V : U — R définie sur un
voisinage U C Q) de T, différentiable sur U — T et tel que:
(i) V atteint son minimum dans U: V(T) =0 etV (zx) >0 six #7T
(i) V est non croissante le long des trajectoires de (2.4): V <0 dans U — T
Alors T est stable. De plus, si
(i13) V' est strictement décroissante le long des trajectoires de (2.7): V <0 dans U — T
Alors T est asymptotiquement stable.
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Théoréme 2.2.5. Une condition suffisante d’équilibre instable en x = 0 est qu’il existe une fonction
scalaire V(x) satisfaisant dans un domaine U contenant T les conditions suivantes:

(a) en au moins un point du domaine U, V(z) <0

(b) V(x) définie positive dans U.

Nous pouvons alors définir la notion de fonction de Lyapunov, de fonction de Lyapunov stricte et
de fonction de Lyapunov forte.

Définition 2.2.7. Une fonction V vérifiant les conditions (i) et (ii) est appelée fonction de Lyapunov
pour T.
Si de plus la condition (iii) est vérifiée, on dit que V est une fonction de Lyapunov stricte.

Définition 2.2.8. Si une fonction V wvérifiant les conditions (i) et Ja > 0 tel que V < —aV dans
U —7=, on dit que V est une fonction de Lyapunov forte.

Proposition 2.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
- Le point singulier T a tous ses exposants caractéristiques d partie réelle strictement négative.
- 1l existe une fonction de Lyapunov forte dans un voisinage de T.

2.2.3 Stabilité des points d’équilibre hyperbolique et extension

A partir de I’équation linéarisée (2.0), le théoreme de Hartman-Grobman permet de réaliser I’étude
de la solution de I’équation non linéaire au voisinage d’un point fixe. Cette étude s’effectue a partir
de la détermination de la stabilité de la solution du systeéme linéarisé :

Théoréme 2.2.6. (de Hartman-Grobman)

Si T est un point d’équilibre hyperbolique de f alors il existe un homéomorphisme h défini dans un
voisinage U de T € R™ tel que, localement, hog; (avec ¢ le flot non linéaire) suit les mémes trajectoires
que celles du flot linéaire et PI@) [ homéomorphisme préserve le sens des orbites et peut aussi étre
choisi pour préserver la paramétrisation en temps des trajectoires.

De la méme maniére que pour les systemes linéaires, nous définissons alors les variétés locales
stables et instables en T de la maniére suivante :

Ej.(@)={r€U|¢(x) =T quand t—o0, et ¢x)eU Vt>0}
Et (@) ={zeU|d(x) >T quand t— —oco, et ¢x)eU Vt<0}

Théoréme 2.2.7. (de la variété stable pour un point fixe)

Si T est un point d’équilibre hyperbolique de f, alors f est topologiquement équivalent a son linéarisé
tangent et I’homéomorphisme correspondant préserve le sens du parcours.

En outre, il existe des variétés stables et instables locales de f en T avec dimE; (T) = dimE® et
dimE}!

L (T) = dimE", tangentes en T a E° et E* respectivement et ayant la méme régularité que f.
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La décomposition précédente n’est cependant pas suffisante dans le cas ou D f a des valeurs propres

purement imaginaires ou nulles. L’extension a ces cas se fait grace a I'introduction des variétés cen-
trales.
Si T est un point fixe de f non hyperbolique, nous devons compléter la décomposition précédente de
D f en sous-espaces propres introduisant £¢; le sous-espace propre associé aux valeurs propres a partie
réelle nulle. Nous avons alors E° @ E°@® E* = R". 1l s’en suit alors le théoreme de la variété centrale,
qui s’applique donc au cas ou T n’est pas un point d’équilibre hyperbolique de f:

Théoréme 2.2.8. (de la variété centrale)
St le champs f est de classe C" et admet T pour point fize, il admet des variétés stable, instable et
(Z), B (T) et Ef

4 S
centre locales notées E , B e

loc
enT a E°, E" et E°.

s (7 U (7 5Gm i B ; Cc (7)) m? 3 ; ;
E; (%) et E}' (T) sont définies de maniére unique alors que Ef (T) n’est pas nécessairement unique.

(%), de classe C", C" et C"~! respectivement, tangentes

En outre, contrairement au fait que le comportement des trajectoires restant dans E} (T) et E}! (T)
est donné par le linéarisé tangent de f, le comportement des trajectoires restant localement dans la

variété centrale Ef (T) est déterminé par les termes non linéaires de f.

loc

Eu
E
E
Ejﬁn‘;'ﬂ‘
Eisoc E;’;c

Fi1a. 2.4: Schématisation des espaces locaux centré, stable et instable

2.2.4 Stabilité des orbites périodiques
2.2.4.1 Notion de cycles limites

Lors de I’étude des problemes non-linéaires, nous nous intéressons plus particulierement aux
systemes dépendant d’'un parameétre p, parametre réel avec la fonction f non-linéaire définissant le
systeme dérivable par rapport a p.

Nous considérons donc la fonction f , dérivable par rapport a u, définie de la fagon suivante :

f: R® x R — R"
(z,p1) = f(z,p)

Lorsque nous faisons évoluer le parametre p, nous pouvons observer des phénomenes de bifurcations,
correspondant & un changement du comportement des solutions stationnaires, qui passent alors d’un
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état stable a un état instable. Lorsque ces changements ont lieu au voisinage d’un point stationnaire ou
d’une orbite stationnaire, nous parlons alors de bifurcations locales. Nous parlons alors de cycles limites
pour qualifier ces orbites périodiques. Les cycles limites représentent donc des états stationnaires
d’oscillations.

Ainsi, un cycle limite est une trajectoire fermée dans le plan de phase telle qu’aucune trajectoire
commencant suffisamment proche, soit aussi fermée. Si une trajectoire commence suffisamment pres
d’un cycle limite noté C, elle peut avoir plusieurs comportements. Soit cette derniere s’enroule elle-
méme sur le cycle limite C, comme illustré en figure 2:5(a), elle est alors appelée stable. Soit elle se
déroule a partir du cycle limite C', comme illustré en figure [2Z5(b), elle est alors appelée instable. Un
dernier cas consiste a considérer les trajectoires qui approchent C' d’un coté et s’éloignent de 'autre,
comme illustré en figure 25(c). De telles trajectoires sont dites semi-stables. En pratique, elles sont
instables.

C '~ : C

(a) stable (b) instable (c) semi-stable

Fi1c. 2.5: Trajectoires stable, instable et semi-stable

2.2.4.2 Stabilité des orbites périodiques

Nous pouvons maintenant étendre la notion de stabilité aux orbites périodiques ou cycles limites.
Nous avons alors les définitions suivantes

Définition 2.2.9. Soit f : Q C R"® — R de classe C! tel que & = f (x). Une cycle ou orbite périodique
de & = f (x) est définie comme étant une trajectoire fermée autre que les points d’équilibre.

Définition 2.2.10. Une orbite fermée I' est dite stable si

Ve >0,3n >0 tel que dist(z,I')<d = dist(¢e(x),[) <e vVt >0

Définition 2.2.11. Une orbite fermée I' est dite asymptotiquement stable si I' est stable et si

da >0 tel que dist (z,I') <a = lim dist(¢(z),I') =0

t—+4o0

Définition 2.2.12. Une orbite fermée I' est dite asymptotiquement stable avec phase asymptotique si
T est stable et siVx tel que dist (z,T) < a etVy € T',3v € R tel que

Jim [l (2) = dern (y)]] = 0
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Nous pouvons alors étudier la stabilité des orbites périodiques. Pour cela, nous allons associer a
cette orbite un difffomorphisme, appelé application de Poincaré. La nature de la stabilité du cycle
limite se déduira immédiatement de celle de cette application en un point fixe, qui sera en fait n’importe
quel point de 'orbite périodique.

2.2.5 Application de Poincaré

Considérons une orbite fermée I' associée a une solution périodique de période minimale 7" d’un
systeme dynamique non linéaire

i = f(z) (2.11)

oll f est une fonction de classe C!. T peut s’écrire:

F={zeR"; z=d¢(x0), 0<t<T} (2.12)

Nous considérons de plus le point p € I'. Notons H I’hyperplan tel que f(p) ¢ H, soit f(p).ii # 0 avec
i vecteur normal & H et {f1, -+, fn—1} une base de I'hyperplan H.

L’ensemble S. = {z e R", 2z =p+a1.fi+ 4+ an-1.fn-1,0 < |a;] < e} est appelé section transversale
a I' au point p. Le point p est 'unique point d’intersection entre I’hyperplan H et T.

Alors pour ¢ > 0 tel que Va € Sy, il existe un unique temps minimal 7 (x) > 0 tel que Gr(z) € Se- T
est de classe Cl et 7(p) = T.

Soit II, I’application définie de la facon suivante:

II: Ss — S;

L’application II est dite application de Poincaré ou de premier retour.
Notons que généralement, 7 dépend de x . Le point p est un point fixe pour II et la stabilité du point
p pour II reflete la stabilité de I' pour le flot ¢y.

Propriété 2.2.1. Six € S5 est tel que lirf 1" (z) = p alors:
n—-—+0oo

lim (¢ (z),I') =0

t——+o00

Définition 2.2.13. On dit que p est un point attractif pour I1 si II (p) = p et toutes les valeurs propres
de DII (p) sont en valeur absolue strictement inférieure a 1.

Propriété 2.2.2. Sip est un point attractif pour 11, alors I' est asymptotiquement stable.
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Fi1G. 2.6: Section de Poincaré

Nous allons maintenant donner quelques éléments pour étudier ”la robustesse” des systemes dyna-
miques non linéaires dépendant de parametres, en nous intéressant plus particulierement a la notion
de bifurcation de Hopf.

2.2.6 Bifurcation de Hopf

Dans cette section, nous allons introduire la notion de bifurcation de Hopf. Pour cela, nous repre-
nons la fonction f, dérivable par rapport a u, définie précédemment:

f: R*” xR — R"”
(z, 1) = f(z, 1)

Lorsque nous faisons évoluer le parametre p, nous pouvons observer des phénomenes de bifurcations,
correspondant a un changement du comportement des solutions stationnaires, qui passent alors d’un
état stable a un état instable.

Nous rappelons que les cycles limites sont alors définis comme étant les orbites périodiques, représentés
par des trajectoires fermées dans le plan de phase (z, ).

Le mathématicien Hopf a démontré que pour des systemes différentiels de la forme & = f(z, i), avec
x € R" p € R, il existe un orbite fermé (soit un cycle limite) pour p > pg si le point stationnaire
en 1 = o passe de maniere soudaine d’un caractere stable a un caractere instable, comme illustré en
figure 2.7l La valeur pg correspond alors a la valeur du parametre x4 du point d’équilibre de f.

Nous pouvons énoncer le théoréeme comme suit:

Théoréme 2.2.9. (de Hopf, 1942)
Considérons le systeme différentiel & = f(x,u), avec x € R", u € R Nous sommes en présence d’une
bifurcation de Hopf au point (xo, uo), si les trois conditions suivantes sont réunies :

o f(xo,p0) =0

e La matrice D, f admet une paire de valeurs propres & partie imaginaire pure A = tiwg, tandis
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que toutes les autres valeurs propres ont une partie réelle non nulle

o A ROW)) Lm0
1l s’en suit les propriétés suivantes :

- la deuzieme condition implique qu’il existe une unique variété de dimension 8 passant par (g, f1o)
dans R™ x R et un systeme régulier de coordonnées , préservant les hyperplans p constant, dont
le développement en série de Taylor a lordre 3, défini sur la variété centrale est de la forme 7 =
(d)\ + ar2) r, 0 =w+c\+ br? exprimé en coordonnées polaires De plus,si a % 0 il existe une surface
de solutions périodiques dans la variété centrale, tangente quadratiquement avec les espaces propres de
() et w(X)).Enfin, si a <0 alors les cycles limites sont stables, dans le cas contraire répulsifs.

- la derniére condition implique une condition sur la traversalité de l’axe des imaginaires pour la
partie réelle de la valeur propre \. La vitesse de cette derniére devant étre non nulle (voir figure[2.7).

Contrairement au cas du théoreme de Lyapunov, la bifurcation de Hopf ne concerne pas uniquement
un équilibre mais une courbe d’équilibre. Comme décrit précédemment, le point de bifurcation se
caractérise par une valeur propre qui traverse l'axe des parties imaginaires, alors que toutes les autres
valeurs propres ont une partie imaginaire strictement négative (voir figure 7). En ce point, appelé
point de bifurcation de Hopf, il y a perte de stabilité asymptotique de 1’équilibre et existence d’une
solution périodique. Selon que cette solution périodique est sous-critique ( (c’est-a-dire qu’il existe des
valeurs de p pour lesquels I’équilibre est stable), ou sub-critique (c’est-a-dire qu’il existe des valeurs
de u pour lesquels I’équilibre est instable), elle est stable ou instable (voir figures [2.8)). pour pouvoir
alors statuer sur I’état de la solution périodique, il faut pouuser le développement des équations a un
ordre supérieur a un (Ioss [76] et [(7], Girardot [59]).

I d
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F1G. 2.8: Bifurcations de Hopf supercritique et subcritique (trait plein=stable, pointillés=instable)
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2.3 Meéthodes et criteres d’analyse de stabilité

L’étude de la stabilité d’un systeme pres d’un point d’équilibre est un probleme tres courant
en dynamique. Dans cette partie, nous allons décrire succinctement les criteres de Routh-Hurwitz
(Meirovitch [107]- [106]) qui permettent de statuer sur la stabilité sans avoir a calculer les valeurs
propres du systeme linéarisé. De plus, ces criteres de Routh-Hurwitz peuvent permettre d’avoir des
expressions analytiques régissant la stabilité du systéme.

Bien entendu, une autre méthode consiste a déterminer les valeurs propres du systéme linéarisé au
point d’équilibre, comme cela a déja été décrit dans le paragraphe 2.2]

L’utilisation des critéres de Routh-Hurwitz est fréquente pour les systémes comportant peu de
degrés de liberté et ayant des expressions non-linéaires simples (D’Souza [39] et Yu [I75]).
Ce critere ne donne pas acces a la fréquence d’instabilité, mais permet souvent d’avoir des expressions
analytiques pour statuer sur la stabilité du systeme. La stabilité du systeme est alors étudiée en exa-
minant les coefficients du polynoéme caractéristique du systeme considéré.

Soit le systeme linéarisé ¢ = A.y. Le polynéme caractéristique provient de ’expression

det (A —A)=0 (2.15)
ou [ représente la matrice identité.
Il peut alors se mettre sous la forme
AN+ a N N ta, =0 (2.16)

Nous définissons alors la matrice H

ag 1 0 0 O O O 0O
az agz ai 1 0 0 0 0 0
H = as a4 a3 az ai 1 0 0 0 (2.17)
a; ag as a4 az az a; 1 0
Il est alors possible de définir les n coefficients Hq, Ho, - -+ , H, définis comme suit
H1 = det (Hl) = a (2.18)
al 1
H2 = det (Hg) = det = aiaz — as (2.19)
asz a2
aq 1 0
H3 = det (H3) =det | a3 az a1 | = ay (azag + as) — a3 — asa? (2.20)

as a4 ag
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et
H, = det (H,) (2.21)

Les critéres de Routh-Hurwitz montrent que si tous les coefficients Hy, Ho, - - - , H,, sont positifs alors
le systeme est stable. Nous remarquons tout de suite les avantages et inconvénients de cette méthode.
Tout d’abord, le principal avantage est de pouvoir donner des expressions analytiques simples qui
servent de criteres pour la stabilité. Ces expressions sont données a partir des inégalités résultant
des équations (218), 219), [220) et [2.21) et des expressions des facteurs physiques en fonction des
parametres ap,as,--- ,a,. Cependant, le principal inconvénient réside dans le fait que ces criteres
deviennent tres rapidement complexes pour des systéemes comportant de nombreux degrés de li-
bertés (d’ott un grand nombre d’inégalités a vérifier) ou des non-linéarités complexes, qui générent
généralement des coefficients a1, as,- - , a, dont 'expression n’est pas simple et donc tres difficilement
exploitable d’un point de vu analytique.
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Chapitre 3

Méthodes d’analyse non-linéaire

Quand nous parlons de méthodes d’analyse non linéaire, nous nous intéressons plus particulierement
aux méthodes de réductions et simplifications du systeme différentiel qui permettent soit de diminuer
le nombre de degrés de liberté, soit de simplifier ou d’approximer les non linéarités. En effet, lorsque
nous cherchons a déterminer les cycles limites d’un systeme différentiel, la méthode la plus directe
est d’effectuer une intégration temporelle du systeme considéré. Il s’avere que le temps de calcul pour
de tels systemes peut étre tres long. Pour cette raison, il est nécessaire de mettre en place diverses
méthodes, qui vont nous permettre d’obtenir de maniére rapide la solution du systeme.

De nombreuses méthodes non-linéaires permettent ainsi de traiter les problemes dynamiques compor-
tant des non-linéarités diverses. L’objectif de cette partie est de décrire quelques unes des méthodes
non-linéaires existantes qui seront ensuite utilisées ou discutées.

Dans un premier temps, nous évoquerons brievement les méthodes les plus classiquement employées
qui sont les méthodes de balance harmonique ou de collocation trigonométrique.

Dans un second temps, nous décrirons des méthodes non-linéaires de simplification et de réduction de
systemes telles que la méthode de la variété centrale et la forme normale qui lui est souvent associée.
Ensuite, nous parlerons de méthodes d’extrapolations qui permettent d’approximer les systémes non-
linéaires décrits sous forme de séries.

Pour finir, nous parlerons d’une méthode simplifiée, la méthode de la linéarisation équivalente qui
permet de trouver un systeme linéaire équivalent au systéme non-linéaire et ainsi effectuer rapidement
des études simplifiées.

3.1 Méthodes de recherche de solutions simplifiées

Parmi les méthodes de recherche de solutions sous une forme prédéfinie, la méthode de collocation
trigonométrique (TCM) et les méthodes de balance harmonique font partie des méthodes les plus
utilisées et connues.

L’objectif de ces méthodes est de trouver des solutions périodiques & un systeme différentiel non-linéaire

continu par morceaux de la forme:

A#(t) + Bi(t) + Ca(t) + F(@,@,2,t) = 0 (3.1)
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Nous cherchons alors a développer la solution recherchée en séries de Fourier, en ne gardant que les
M premiéres harmoniques. L’approximation provient alors du fait que la solution considérée néglige
toutes les harmoniques d’ordre supérieur a M. La solution du systéme (B.J) prend alors la forme

suivante:
M
z(t) =ao+ Z (@m.cos (m.t) + by,.sin (m.t)) (3.2)
m=1
avec ag, a1, b1, -, Qm, by les coefficients de Fourier correspondant. Dans le cadre de la balance

harmonique, il existe diverses méthodes telles que la méthode de la balance harmonique (HB method:
harmonic Balance method; Nayfeh et Mook [125]), la méthode de la balance harmonique incrémentale
(IHB method: Incremental Harmonic Balance method; Cheung, Cheng et Lau [30], Leung et Chui
[101], Lau et Zhang [100] et Pierre, Ferri et Dowell [134]), et la méthode avec alternance entre le
domaine fréquentiel et temporel (AFT method: Alternate Frequency/Time domain method; Cameron
et Griffin [25] et Narayanan et Sekar [121]).

Une autre méthode qui est couramment utilisée pour approximer la recherche de solutions sous forme
d’harmoniques est donc la méthode de la collocation trigonométrique (TCM, Nataraj [122] et Jean[84]).

D’autres méthodes telles que les méthodes de perturbations, comme les méthodes d’extension
directe, de Lindstedt-Poincaré, des échelles multiples et de la moyenne harmonique sont aussi utilisées
(Nayfeh et Balanchandran [126], Atadan [4], Nayfeh et Asfar [124] et Nayfeh[123]). Ces méthodes
consistent alors a rechercher les solutions du systeme sous des formes de puissance croissante suivant
un parametre €, avec € petit. Suivant la méthode utilisée, la solution du systéme peut étre développée
de maniere plus ou moins complexe. Par exemple dans le cas de la méthode des échelles multiples, la
solution peut étre recherchée sous la forme:

x(t,e) = exy (Ty, Ty, - ) + e%xo (T, Th, -+ ) +---  avec T, ="t (3.3)

avec x1, Ta,...,Ty les coeflicients & déterminer.

3.2 Généralités sur les méthodes de réduction et simplification

Parallelement, il existe des méthodes qui se basent plus sur la notion de réduction et de simpli-
fication des systeémes non-linéaires. Par exemple, la théorie de la forme normale permet de réduire
le nombre des termes non linéaires du systeme non-linéaire de départ en ne gardant que les termes
non linéaires prépondérants. Ceci s’effectue par 'intermédiaire de transformations et changements de
variables non linéaires. Ces problémes ont déja fait 'objet de nombreux travaux de recherche (Nayfeh
et Mook [125], Guckhenheimer et Holmes [64], Brujno [23] et [24], Jézéquel et Lamarque [85], Toss
[48]-[86], Hsu [65]-[66], Yu [175]-[10]-[137]). Aussi, I'une des méthodes de réduction de systémes non-
linéaires les plus courantes est la méthode de la variété centrale. Le théoreme de la variété centrale
(Marsden et McCracken [104]) permet d’effectuer des analyses locales de bifurcation dans le voisinage
d’un point fixe pour les systemes non-linéaires. Cette méthode peut étre comparée a une méthode de
simplification qui réduit le nombre d’équations du systeme original en obtenant un systeme simplifié
sans perte du comportement dynamique non linéaire (Nayfeh et Balachandran [126], Guckhenheimer
et Holmes [64], Knobloch [91], Froment et Aubry [55]). Cette méthode est plus particulierement uti-
lisée pour les systemes non linéaires polynomiaux et présente l'inconvénient de ne pas pouvoir étre

appliquée a un systeéme avec jeu.
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Nous allons maintenant présenter un peu plus dans le détail les méthodes de la variété centrale et
de la forme normale qui permettent donc de réduire et de simplifier les systémes non linéaires.

3.3 Reéduction par la méthode de la variété centrale

La méthode de la réduction de la variété centrale constitue I'une des méthodes les plus fiables et
rapides en temps de calcul pour traiter des systémes non linéaires continues (Nayfeh et Balachandran
[126], Guckhenheimer et Holmes [64] ). Nous nous intéressons plus particulierement & une analyse locale
de bifurcation au voisinage d’un point fixe du systéme considéré. Cette méthode de réduction permet
alors, au voisinage du point de bifurcation de Hopf, de simplifier le systeme dynamique non-linéaire
de départ en ne gardant que l'expression dynamique des variétés centrées. L’expression des variétés
stables et instables dépend alors des variétés centrées. Du fait de la réduction effectuée sur le systeme
dynamique de départ, il est alors plus aisé d’effectuer des recherches de cycles limites.

Généralement cette méthode est utilisée pour des systemes a faible nombre de degrés de liberté mais
elle peut étre adaptée a des systemes plus complexes. Dans cette partie, nous allons présenter la
méthode de base de la réduction de la variété centrale.

Considérons un systeme de dimension n. Pour déterminer la variété centrale associée a un point
fixe x = x¢, vérifiant au point M = M, I’équation :

i = f(a; M) (3.4)
nous devons tout d’abord utiliser la transformation :
x(t) = xo + y(t) (3.5)

Ainsi, nous ramenons le point fixe en question (z() a l'origine (y = 0) et nous obtenons le systéme
équivalent & (B.4) :

y = f(zo+y; Mo) (3.6)
Ensuite, en considérant que la fonction f est C" avec r suffisamment grand, nous développons le
systeme (B8) en séries de Taylor pour y petit:

r—1

D r
flaoty) =Y L Do) + L O (wo+ay) a0 (3.7)
2 r!
Nous obtenons alors le systeme :
g =Ay+B(y) + Fy) + 0" (3.8)

ou A = D, f(xg; My) est la n x n matrice des dérivées premieres de f évaluée au point (zg; M),
communément appelée matrice jacobienne de f, et les composants scalaires des vecteurs n x 1 de
Fx(y) sont des polynomes de degré N suivant les composants y1,y2,- - ,yn du vecteur y.

Soit, le systeme peut aussi s’écrire de la maniere suivante (avec ® définissant le produit de Kronecker
(Stewart [163]):

. 2 3
g=Ay+n yoy+n. yeyoy+ 0oy (3.9)
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ou encore: 0w .
. 2 3
g=Ay+ 3 S 0y + >SS 0 yiyiu + OyY) (3.10)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
ol 771-(]2) et 771(;3,2; sont respectivement les coefficients des termes carrés et cubiques des combinaisons des

composantes y1, %9, - ,yn du vecteur y.
Par commodité d’écriture, nous utiliserons par la suite la notation (B.8)).

La deuxieme étape consiste a définir la base de la variété centrale. Pour cela, nous arrangeons les
vecteurs propres p; de A de la fagon a obtenir la base de la variété centrale suivante :

P=[p1 - Pm » Pmt1 - D (3.11)
Avec:
- p1...pm les vecteurs propres associés aux m valeurs propres A, - -+ , A, dont la partie réelle est nulle.
- Pm+1," »Dn les vecteurs propres associés aux (n —m) valeurs propres Ap41,- - , Ap, dont la partie

réelle est non nulle.

La troisieme étape consiste a introduire la transformation y = P.v, afin d’écrire le systeme (B.6])
dans la base de la variété centrale P = [p1, -+ Pm , DPmt1 - DPnl:

v =Juv+ P LF(Pv)+ P L.F3(Pv) 4 - (3.12)

ou J = P~1.A.P. Nous notons que J peut s’écrire sous la forme:

ke
J= (3.13)

0 Js
ou J,. est une matrice m x m dont les valeurs propres sont Ay, - -, Ay, et Jg est une matrice (n —m) x
(n —m) dont les valeurs propres sont Apy11,: - , Ap.

La quatriéme étape correspond & ’écriture du systéeme (B.8) suivant v, le vecteur de dimension
m, comportant les variétés centrées associées au sous-espace centré E° , et vy, le vecteur de dimension
(n —m), comportant les variétés stables et instables associées aux sous-espaces stable E* et instable
Eu
Ainsi, nous obtenons:

.c:Jc-c"*'G 078+G ey Vs) + -+
{v v 2(Ve, vs) 3(Ve, Vs) (3.14)

'U's - Js-vs + HZ(Uavs) + HB('Uc’US) + -

v, et vg ne sont couplés que par I'intermédiaire des termes non linéaires. De plus, nous avons Hy (0,0) =
0, Gn(0,0) = 0 et les matrices jacobiennes associées DHy(0,0) = 0, DG (0,0) = 0 (avec N = 2,3, ...).
Comme Hpy et G sont des polyndmes infiniment différentiables, il existe alors une variété centrale
locale de la forme (Carr [26]):

vs = h(v.) (3.15)

ou h est une fonction de v.. Comme h vérifie (8:14) pour v, petit uniquement, nous sommes en présence
d’une variété localement invariante. De plus, cette variété est une variété locale centrée car elle vérifie

{ o) =0 (3.16)

les conditions:

Dy, h(0) =0
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ou h désigne les composants de h.

La cinquiéme étape consiste alors a déterminer la fonction h de dimension (n —m), en substituant
vs par I'intermédiaire de (BI5) dans le systeme (3:I4)). On obtient alors le systéme a résoudre :

Dy h(ve) {Je-ve + Ga [ve, h(ve)] + G [ve, h(ve)] + - -+ } = Js.h(ve) + Ha [ve, h(ve)] + Hs [ve, h(ve)] + - - -

(3.17)
Il est alors parfois difficile d’avoir la forme exacte de la fonction h, mais sa solution peut étre ap-
proximée sous forme polynomiale par exemple, sans termes constants et linéaires pour satisfaire la
condition (BI6). En écrivant alors les différents termes du systeme (BI7) et en regroupant les termes
associés a une méme puissance polynomiale des termes de v., nous obtenons un systeme d’équations
algébriques qui permet la détermination complete des coefficients du polynéme h. Nous verrons par
la suite, a travers un exemple simple, diverses démarches pour obtenir ’expression complete de h et
plus particulierement la détermination des coefficients a;; associés. Finalement, en substituant cette
expression du polynéme h dans le systeme (B:I4]), nous obtenons le systéme de dimension n de la
variété centrale:

Ve = JeVe + G (e, h(ve)] + G3 [ve, h(ve)] + -+ (3.18)

Le systeme (31I8) décrit donc le systéme dynamique sur la variété centrale.
Il est alors possible de déterminer les cycles limites associés au systeme dynamique de départ par
I'intermédiaire du nouveau systeme dans la base de la variété centrée.

De plus, il existe alors des théoremes sur la stabilité associée aux systemes (B.18) et (BI4):

Théoréme 3.3.1. (Henry et Carr, 1981)
Si Uorigine © = 0 du systéme (318) est localement asymptotiquement stable (respectivement instable)

alors lorigine du systéeme est aussi localement asymptotiquement stable (respectivement in-

stable).

Des extensions sur la construction des variétés centrées dans le cas de scénarios non locaux font
aussi 'objet de travaux de recherche (Knoblock [92]).
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3.4 Formes normales de systemes dynamiques

3.4.1 Définition

L’origine de la théorie de la forme normale se trouve dans les travaux de Poincaré [135] et ses
recherches portant sur les méthodes nouvelles de la mécanique céleste [136]. La formulation générale
des systemes traités peut se mettre sous la forme:

X = AX + F(X) (3.19)

ou A est une matrice réelle et F' définit la fonction non-linéaire du systeme. L’idée de la forme normale
est alors d’utiliser un changement de variables de la forme:

X =9(Y) (3.20)

qui permettent de simplifier au maximum le systeme (B.I9) et d’aboutir si possible au systéme
différentiel le plus simple possible:
Y = BY (3.21)

avec B la matrice diagonale des valeurs propres de A.

Dans le cas ou la matrice A n’est pas diagonalisable, la réduction de A sous forme de Jordan est
alors utilisée. Nous voyons donc qu’il n’existe pas une unique forme normale mais plusieurs. La forme
normale qui provient du choix d’une forme de Jordan pour la partie linéaire du systéme est com-
munément appelée forme normale de Jordan. Nous allons nous intéresser plus particulierement a cette
forme normale par la suite.

3.4.2 Meéthodologie

Dans cette section, nous cherchons juste a définir brievement la démarche appliquée lors de 1'uti-
lisation de la forme normale. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer & Lamarque [96] ou
Guckhenheimer et Holmes [64].

Soit f: Q C R® — R™ de classe C*, définie de telle sorte que 'on ait :

X = f(X) (3.22)

ou f est une vecteur de dimension n de X.
En considérant que la fonction f est CV avec N suffisamment grand, nous développons le systeme
[B22) en séries de Taylor:

X=AX+F(X)+ F3X) 4+ +FYX)+o(1x|N) (3.23)

ot1, pour X € R™, les F¥ représentent les vecteurs des polynémes de degré N de f suivant les compo-
sants du vecteur X. Nous avons donc F*(X) € HF ot HE défini 'espace des polynomes de degré k &
n variables. O(| X |V*1) représente les termes d’ordre > N + 1.

En effectuant un changement de variable approprié, il est alors possible de transformer les non linéarités
allant du degré 2 & k < N (avec k arbitraire). Le systéme ainsi constitue la forme normale d’ordre k

du systeme (B:23)).
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Il est aisé de trouver une transformation linéaire qui permette d’écrire la matrice A sous sa forme de
Jordan. Soit J cette matrice, nous obtenons alors le systéme sous sa forme normale a l'ordre £k < N
suivant les composantes de la variable X}:

Xy, = J Xk + Q*(Xg) + oo + QF(Xy) + FFU(Xp) + - + FN(X) + O(XN T (3.24)

Dans Iexpression ([3.24), les termes J. X} + Q?(X}) + - -- + QF(X},) représentent la forme normale &
Pordre k du systeme ([B23). FF1(Xy) +--- + FN(X}) sont les termes non linéaires d’ordre > k.

Le but de la construction des formes normales est de déterminer un changement de variables (appar-
tenant & un groupe de transformation donné) tel que le systéme soit sous une forme la plus simple
possible (en général possédant moins de monomes).

Nous allons maintenant expliciter la méthodologie pour déterminer les coefficients de la transfor-
mation normale. Nous supposons que nous avons le systéme suivant, avec la matrice A déja sous une
forme de Jordan (ceci pour simplifier les écritures) :

X =AX+F(X)+FX)+-+ FVNX)+o(x") (3.25)

otl, pour X € R" et F¥(X) € H*. O(|X|N*!) représente les termes d’ordre > N + 1.
Nous effectuons alors la transformation suivante :

X =Y + PKY) (3.26)

avec PF(Y) € HF et Y € R™ et P* ne contient ni de termes constants, ni de termes linéaires.
En substituant (3:26) dans (3:25), nous avons le terme & gauche X qui s’écrit sous la forme :

X = % [Y + Pk(Y)] - [I + DyP’“(Y)} v (3.27)

ot Dy P* désigne la matrice jacobienne de P* par rapport & Y. Nous avons [I + DyPk(Y)] inversible
pour Y suffisamment petit. Nous avons la forme approchée inverse :

[I + DYP’“(Y)} LI DyPRY) 4 {DyPk(Y)] i (3.28)

De méme nous obtenons I'expression du terme & droite de (3.25) :

F(X) = % [Y + Pk(Y)] -y [Y + Pk(y)} TR [Y + Pk(Y)] +0 (|Y|k+1) (3.29)

Soit, le systéme dynamique s’écrit sous la forme:

- [I + DyPk(Y)] B (Y + PH(Y)) (3.30)

Nous écrivons alors le systéme obtenu sous la forme condensée :

Y =AY +G(Y) (3.31)



44 Chapitre 3. Méthodes d’analyse non-linéaire

3.4.2.1 Théoréme fondamental de la théorie classique de la forme normale

Considérons I'opérateur linéaire Wk P¥(Y') défini de HY dans HY tel que:
WA PH(Y) = Dy P*(Y).AY — A.P*(Y) (3.32)

A partir de Iexpression de Y et de f(X) données par (3:30) et (327), et en tenant compte de l'ex-
pression de la forme inverse donnée en (3:28), nous avons :

Y =AY + F2(Y)+ F3(Y) + -+ FF1(Y) + FR(Y) = 95 PR(Y) + Oy ") (3.33)

Ainsi, les termes d’ordre inférieur & k ne sont pas changés, alors que ceux d’ordre supérieur ou égal a
k sont modifiés. Nous obtenons:

Sk(Y) = Fk(Y) — ok Pr(Y) (3.34)
avec S* € G, le sous-espace supplémentaire de \I/ngk‘ dans Hﬁ, tel que:
HY = R(U* P*) ¢ G* (3.35)
Ainsi, les F*(Y') s’écrivent sous la forme :
FRY) =R (Y) 4+ S*(Y) (3.36)
ou 78(Y) € R(¥¥ P¥), et S¥(Y) € G*. Il est alors possible de choisir P*(Y) tel que WX P*(Y) = 7k (Y).
L’équation (3:29) devient :
V=AY +FX(Y)+ F3Y)+- + FFHY) + S5Y) + oY ") (3.37)

Théoréme 3.4.1. (Takens, 1980) Soit le systtme X = f(X), de classe CN tel que f(0) = 0
et Df(0) = A. En choisissant un sous-espace complément G* pour \Il]ijk dans Hfj, tel que Hﬁ =
R(UK PF) @ G*, il existe une suite de transformations tangentes a lidentité X =Y + P*(Y) ou
PY(Y) € HY telles que le systéme précédent soit transformé en une forme normale d’ordre N :

Y =AY +S%(YV)+S3(Y) +---+SY(Y) + Ry

avec S*(Y) € GF pour 2>k > N et Ry = O([Y |V +1).

Le théoreme fondamental dans la théorie de la forme normale de systemes dynamiques est le
théoreme de F. Takens qui est une amélioration du théoréeme de Poincaré-Dulac qui s’énonce de la
maniere suivante:

Théoréme 3.4.2. (Poincaré-Dulac, 1980) Considérons le systéme différentiel :
2 =pi(X) avec i=1,---,n

ot ¢; est une fonction composée des X = (x1,--+ , @iy - ,Tp).
Il existe une transformation x; = &;(Y) avec &(0) = 0, tel que le systéme précédent se met sous la
forme:

Yi = NilYi
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Pour que ceci soit vérifié, les conditions suivantes doivent étre vérifiées:

o toutes les valeurs propres intrinséques \; de la partie linéaire du systéme doivent étre distinctes
et étre contenues dans un méme demi-plan de frontiére contenant 'origine du plan complexe.

n
e la condition de non-résonance : soit l’ensemble des nombres (p1,--- ,pn) = P, pour Zpk >1

k=1
etpr,>0pourk=1,---,n, on a:

k=1

Comme explicité précédemment, ce résultat peut s’étendre a tous les systémes dynamiques, moyen-
nant des transformations préliminaires. Cependant, la condition de non-résonance n’est pas vérifiée et
il subsistera dans le systéeme transformé des termes non-linéaires, les termes résonants.

Malgré la subsistance de termes non linéaires, la transformation normale est intéressante car elle réduit
en fait la partie non linéaire a une forme minimale, en ne conservant qu’un nombre réduit de termes
irréductibles. La procédure couramment utilisée a été développée dans le paragraphe précédent et
propose donc une approximation formée de changements de variables successifs de degré croissant. La
transformation d’ordre 1 consiste & la réduction de Jordan de la partie linéaire du systeme. Les ordres
suivants révelent les termes résonants correspondants.

Nous comprenons ici, le role fondamental des termes résonants : en effet, la nature des solutions ne peut
étre affectée par un changement de variable polynomial. Seuls les termes résonants sont susceptibles
de modifier leur comportement asymptotique. Il est donc nécessaire de pousser la transformation jus-
qu’a obtention d’au moins un terme résonant pour que 1’étude de stabilité s’en trouve enrichie. Nous
notons que les termes résonants sont toujours de degré impair (Holmes [64]). Un exemple permettant
d’illustrer cela est donné en Annexe C.
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3.5 Approximations fractionnelles

L’un des problemes courant de l'analyse numérique est la vitesse de convergence d’un systéme.
Pour répondre a ce probleme, des méthodes d’extrapolations diverses ont étaient mises en place. Ces
méthodes permettent de construire une nouvelle séquence qui converge vers la méme limite que la
séquence d’origine, mais cela de maniére plus rapide.

Ces méthodes d’extrapolation sont définies comme suit :

Définition 3.5.1. Considérons une série (Sy) qui converge vers une limite S. Une méthode d’extra-
polation consiste a transformer la série précédente par une nouvelle série (T,).

Cette transformation T :  (S,) — (1)) accélére la convergence de la séquence (Sy) si et seulement
¥ T, - S
lim = =0 3.38

Alors, (T),) converge plus rapidement vers la limite S que (Sy)

Parmi les méthodes d’extrapolation les plus connues, nous retrouvons ’extrapolation de Richardson
(AS,)?
A2S,
Spi1 — Sp et A%S, = A(AS,) = Spio — 28,11 + Sp) et les e-algorithme et n-algorithme. Pour plus
de détail, le lecteur pourra se reporter a Brezinski [21] et Baker et Graves-Morris [5].

(Brezinski [21]) ou la transformation non-linéaire A% de Aitken (T,, = S, — avec ASn =

Une autre possibilité pour simplifier un systeme non linéaire est d’utiliser la théorie des approxi-
mations de Padé et des approximants & plusieurs variables (Baker et Graves-Morris [5], Brezinski
[20]-[22] et Hugues Jones [67]). Les approximants de Padé et les approximants a variables multiples
sont des fractions rationnelles obtenues a partir de fonctions définies par une série de puissances crois-
santes. L’approximation obtenue par cette méthode a la propriété de converger alors que la série de
la fonction de départ peut diverger si nous considérons le méme nombre de termes dans les deux
cas. Cette méthode peut avoir beaucoup de domaines d’applications (Spanos et Roy [145], Cochelin,
Damil et Potier-Ferry [32], Damil et Potier-Ferry [35], Wazwaz [L73], Coyette [33], Vakakis [49], Wang
[72] etc...) .

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode de simplification d’expressions non-linéaires
(écrites sous forme de séries de Mac-Laurin) en fractions rationnelles. Nous verrons tout d’abord
Papplication aux cas de systémes a une variable (les approximants de Padé) et la généralisation a
plusieurs variables.

3.5.1 Approximants de Padé

Les approximants de Padé correspondent a des approximations rationnelles de séries de puissances
croissantes (Brezinski [22]).
Supposons une fonction f définie comme une série de puissances croissantes a une variable telle que:

f(z)= Z ci. 2" (3.39)

=0
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Considérons maintenant une fonction g rationnelle défini comme suit:

ag+ap.z +--- +GL.ZL
9(z) =

_b0+b1.z+---+bM.zM

(3.40)

Le numérateur de la fonction g est une série de puissances croissantes de degré L et le dénominateur
est une série de puissances croissantes de degré M. Nous cherchons alors a définir les coefficients du
numérateur et du dénominateur de la fonction g qui permettent d’avoir la relation suivante:

f(2) = g(z) = O (zFM+) (3.41)

Une fraction rationnelle vérifiant les relations ([B.40) et (3:41]) est appelée un approximant de Padé de
la fonction f & l'ordre M + L + 1. L’approximant de Padé est alors noté [L/M], (2).

Nous remarquons que le dénominateur de 'approximant de Padé comporte M + 1 coeflicients et
que le numérateur en comporte L + 1. Etant donné que tous ces coefficients peuvent étre déterminés
a un facteur multiplicatif commun, nous prenons, par définition, by = 1. Ainsi, il ne reste plus que M
coefficients indépendants pour le dénominateur et L + 1 coefficients indépendants pour le numérateur.
Soit, au total, nous avons M + L+1 coefficients indéterminés. Ainsi, le nombre d’inconnues nous permet
bien de trouver un approximant de Padé [L/M], (z) qui vérifie une série de puissances croissantes

2 ... LM

donnée pour les ordres 1, z, z2~, - - et nous avons donc la relation:

L

+ 0 (M (3.42)

iC‘ Zi— ag+ai.z+---+ap.z
P v bo—i—bl.z—l—---—i-bM.zM

Il ne reste plus alors qu’a déterminer les M coefficients by, bo,--- ,bys et les L + 1 coefficients

ap,ay, -+ ,ar.

Nous allons maintenant expliciter la procédure la plus classiquement utilisée pour obtenir ces coeffi-
cients. A partir de l'expression (3.42)), nous pouvons établir I'équation suivante:

(bo +br.z4+ -+ bM.zL) (cotcrz+-)=ap+ar.z+---+ ar.zX +0 (zLJrMH) (3.43)

En écrivant ’équation (B.43)) par ordre de puissances croissantes, les termes des ordres 25+, 2E+2 ...
2+ M doivent étre nuls pour satisfaire la propriété des approximants de Padé définie en (B:41]). Ainsi,
on obtient les équations algébriques vérifiées par les inconnues by, bo, - - - , bys suivantes:

( bo.cr4+1+ - +by—1.co—my2+byc—nvp1 =0

bo.cLy2 + -+ +by—1.cL—pm+3 +bym-c—py2 =0
(3.44)

bo.cLym + -+ +by—1.cp41 +bycp, =0

avec ¢; =0 pour <0

Comme par définition by = 1, le systeme précédent devient un systeme linéaire a M équations avec
M inconnues by, by, - -+, by correspondant aux coefficients de approximant de Padé [L/M]; (). Par
résolution de ce systeme les coefficients by, bs, - - - , by sont donc déterminés.

En écrivant maintenant I’équation ([343) par ordre de puissances croissantes pour les termes d’ordre
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24 22, zE. qui doivent étre nuls pour satisfaire la propriété des approximants de Padé définie en
(B4Tl), on obtient les équations algébriques vérifiées par les inconnues ag, aq, - - , ay, suivantes:

( apg — C().b()
a1 = c¢1.bg + ¢9.b1
as = c9.bg + ¢1.b1 + co.bo
(3.45)
min(L,M)

ar, = cr,.by + Z b;.cr—;
\ =1

Ainsi, les équations (3:44)) et (345) déterminent le numérateur et le dénominateur de approximant
o0

de Padé [L/M]; (z) qui satisfait Z ¢i.z" jusqu’a Pordre zL+M,

i=0
Ce dernier résultat nous montre qu'’il est donc possible de définir les différentes classes [L/M] des
approximants de Padé qui sont regroupées dans une table appelée la table de Padé:

[0/0] [0/1] [0/2]
[/o] [ [1/2]
2/0] [2/1] [2/2]

D’apres ce qui précede, nous voyons donc que [L/M] 7 (z) existe et est unique si et seulement si
le systeme donnant les coefficients du dénominateur by, bs, ..., bys est non singulier, soit, en reprenant
I'expression du systéme (344), si et seulement si le déterminant de Hankel HIX/M] est différent de
zéro. Ce déterminant de Hankel est défini de la maniere suivante:

CL-M+1 CL—-M+2 CL-M+3 --- CL+1
CL-M+2 CL-M+3 CL—-M+4 --- CL+2
HEM — : : : : (3.47)
CL—2 CL—1 9 cer CL4M-2
CL—1 CrL CL+1 cor CLyM-—1

3.5.2 Théorie de la convergence

La notion de convergence associée aux approximants de Padé est un probleme difficile & traiter.
Nous allons expliciter le probleme de convergence associé aux approximants de Padé a travers un
exemple.

Considérons la fonction
10+

fla) =173 (3.48)

Cette fonction converge pour |z| < 1.
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Si nous considérons maintenant les approximants de Padé [L/1] f(z) SSOCI€s. nous avons

L-1

L
=0 -

CLX

avec cg; = 10 et 2541 = 1. Dans le cas ou L est impair, nous remarquons que ’expression précédente
comporte une racine pour x = 0.1. Ainsi la série [L/1] f(z) D€ converge pas vers f pour |z| < 1 alors
que f converge.

Ainsi, les poles peuvent empécher la convergence des approximants de Padé.

Aussi, les zéros d’une fonction peuvent empécher la convergence des approximants de Padé. En effet,

prenons comme exemple, la fonction

1— 22

F@) =177

Cette fonction correspond a la fonction réciproque de I’exemple précédent. Elle converge pour |z| < 10.

(3.50)

Aussi, nous remarquons que
[1/K]f (0.1)=0 (3.51)

alors que pour z = 0.1, nous avons f (0.1) # 0. Ainsi, la série définie par les approximants de Padé ne
peut pas converger vers f pour |z| < 10, alors que la fonction f converge.
C’est deux exemples illustrent les problemes portant sur la convergence des approximants de Padé.

Aussi, les théorémes portant sur la notion de convergence des approximants de Padé sont peu nom-
breux. Le principal théoréme est du & Montessus de Ballore (1902):

Théoréme 3.5.1. (de Montessus, 1902)
Soit une fonction f (x) méromorphe dans le disque || < R, avec n pdles a1, aq,- - ,a, tels que

0<|ag| <lag| <ag| <---lan] <R

Soit chaque poles oy, de multiplicité By et la somme des multiplicités vérifiant

Zﬁk =M
=1

Alors f (x) = Llim [L/M] converge uniformément dans l'ensemble D = R — {1, a9, ,an}
—00

3.5.3 Approximants a deux variables

Nous allons maintenant nous intéresser aux approximants a deux variables (Hugues Jones et Ma-

kinson [68]) qui nous serviront pour notre étude.
[e.o] [e.e]

Nous supposons que la séries en puissances croissante g E cagxaacﬁ représente une fonction f(z,y)
a=0 =0

f(zy) = Z Z cagaco‘yﬁ = Z caﬂxayﬁ (3.54)

a=0 ﬂ:() (a,ﬁ)ES

tel que



50 Chapitre 3. Méthodes d’analyse non-linéaire

ou
S={(a,B) |, 8 eNT} (3.55)
Nous définissons les polynémes
Alx,y) = Y aapz™y’ (3.56)
(O‘Vﬂ)esm
et
B(x,y)= > bagz®y’ (3.57)
(a,8)€Sn
tels que
A(x7y) o «a, B
f@y) = 55+ ) 0> dapa®y (3.58)
B(zy) ‘=i
avec les coefficients d,g autant que possibles égaux a zéro et les espaces Sy, et S, définis de la manicre
suivant:
S ={(0,3) |0 < e <my,0 < 5 <my} (3.59)
Sp={(e,0) |0 < <ny,0 < B <o} (3.60)

Alx
Alors, (z,y) défini 'approximant a deux variables de f et s’écrit sous la forme:

B (z,y)
mi1 me
5wy 55 ety
(a,8)ESm a=03=0
[m/n]f (x;y) = Z ; .= = [m17m2/n1’n2]f (g;7y) = (361)
aBT Y boar® 8

Nous prenons par définition byg = 0. Nous avons alors (mg + 1) (mg + 1) + ny (ng + 1) coefficients a
déterminer pour obtenir l’expression de I’approximant & deux variables défini en (B.GI).

Afin de mieux comprendre la détermination des coefficients et les termes z®y” concernés pour
chacun des coefficients de l'approximant, un diagramme des régions («, 3) est introduit, avec des
sous-espaces que nous allons définir maintenant. Ce diagramme permet de visualiser les couples («, ()
définissant les entiers des puissances de la série ([3.54) pour la détermination des coefficients de I’ap-
proximant & deux variables.

Nous définissons les entiers

m; = min (mg, n;) (3.62)
n; = max (m;,n;) (3.63)
Pm = min (m1, ma,n1,n2) (3.64)

Nous définissons les couples
P={(p,p) | 0<p<pm} (3.65)
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Rip ={(p,p)} U{(a,p) | p < a <min (my,n1)} U{(p,B) | p < B < min (ma,n2)} (3.66)

Royp = {(a, p) | min (m1,n1) < a < maz (my,n1)} U{(p, B) | min (mz,n2) < B < max (ma,n2)}
(3.67)

Rz = {(a,p) | maz (m1,n1) < o < my+ny—pyU{(p,B) | max (mg,nz) < B < my+ny—p} (3.68)

Ryp = {(m1+n1—p+1,p),(p,m2+n2—p+1)} (3.69)

Nous définissons les sous-espaces

S =5nN5, (3.70)

So=5,US, \ S1 (3.71)

S3 = J Rsy (3.72)
peP

Si=|J Ray (3.73)
peP

S5 =S\ | | Ry (3.74)

peP

En reprenant les expressions définies en (B.61)-([3.58) et (3.54), nous pouvons écrire

Z bagxayﬁ ) Z cagxayﬁ — Z aaﬂxayﬁ: Z dagscayﬁ (3.75)

(a,B)ESn (o,B)€S (a,8)€Sm (a,)es
avec
dop =0 (o, B) € Rip U Rayp U Rs,p (3.76)
et
> dmy i —pr1p + dpmaingpi1 =0 (3.77)
p#0

Soit, en écrivant les termes algébriques propres a chaque puissance croissante de l’expression (B.75]),
et en considérant que l'équation ([B70) doit étre vérifiée pour tout couple («, 3), nous obtenons les
équations devant étre vérifiées par ang, bag et cag:

Z bycp—y = ap pESn (3.78)
YESn
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> bpcpp =0 Y E(Sy\ Sm)USs (3.79)
PYESH

> > byepy =0 peP (3.80)

YER4p PESn

Les coefficients c,g étant connus et définis en (B54), les relations (379) et (B.80) permettent de
déterminer les coefficients b, 3. Ensuite, les équations (B.78)) permettent de calculer les coefficients aqg
avec les valeurs des coefficients b, précédemment obtenues.

Pour plus de clarté dans la définition des régions (a, 3) des termes z%y? de 'équation (3:54) per-
mettant d’obtenir la détermination des (my + 1) (mg + 1) + ny (n2 + 1) coefficients de approximant
a deux variables, nous pouvons illustrer les régions concernées par l'intermédiaire d’un graphique.
Nous pouvons alors distinguer trois grands types de construction d’approximants a deux variables, qui
illustrent en fait des modeles d’approximants de plus en plus généraux. Nous avons:

- les Chisholm approximants (CA) pour lesquels my = mg = ny = ng (voir figure [3.7])

- les ”simple-off-diagonal approximants” ou ”symmetric-of-diagonal approximants” (SOD) pour
lesquels les puissances maximales du numérateur sont égales (m; = msz) et les puissances maximales

du dénominateur sont égales (n; = ng) (voir figure [3.2)

- les approximants sous leur forme la plus générale, avec mi, ms, ny et no pouvant étre distincts
(voir figure B3)).

N H"'\-x\""\.
i. '\"\-.H_ ™
o,
- - - - - -
ipapl 'EW.H
x_“H
“ o, k.
b S, W
2 Wi Lin L

Fic. 3.1: Régions considérées pour les approximants CA d deux variables
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Fi1a. 3.2: Régions considérées pour les approximants SOD a deuzx variables
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Fia. 3.3: Régions considérées pour les approximants GOD a deux variables
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Nous remarquons donc que la définition des régions des couples (xo‘yﬁ ) pour lesquels les (m; + 1)
(mg + 1) + ny (ng + 1) coefficients a,p et bys sont déterminés, est clairement identifié. Nous remar-
quons que les GOD approximants correspond a la forme la plus générale des approximants. Les SOD
approximants correspondent a un cas particulier (m; = mg et n; = ng) des GOD approximants et les
CA approximants sont eux un cas particulier des SOD et GOD approximants (m; = n; = mg = na).

Aussi, nous retrouvons bien les approximants de Padé (approximants & une seule variable) défini par
[m1/n1] et [ma/ns] pour les séries

g9(x) = [ (2,0) = ) capz® (3.81)
a=0
9) = F(0,9) =Y cosy” (3.82)
a=0
soit
[ma1/m], (x) = [m1,ma/n1,na); (2, 0) (3.83)
[ma/nal, (y) = [m1,m2/n1,m2]; (0, y) (3.84)

Nous nous intéresserons plus particulierement aux SOD approximants a deux variables dans la
suite de notre étude. Nous développerons alors une des méthodes de détermination des coefficients des
SOD approximants s’appuyant sur 'analyse effectuée précédemment.

3.5.4 Généralisation des approximants

D’apres ce qui précede, il n’apparait pas de difficulté majeure pour généraliser au cas des ap-
proximants rationnels & N variables. Notre propos dans ce paragraphe est de donner quelques notions
rapides sur la généralisation des approximants rationnels. Pour plus de détail, le lecteur pourra se
référer a Baker [0] et a I’étude de Hughes Jones [67] sur les approximants rationnels a trois variables.
Considérons la fonction f (x1,x2,...,xx) & N variables définie comme une série en puissances crois-

santes de la maniere suivante

oo oo
f(x1, 29, . yaN) = Z Z Canan @it - a3 (3.85)
a1=0 an=0
avec
x=(Z1,...,ZN) (3.86)
a=(ag,....,an) (3.87)
=t 2}y (3.88)

Iy ={1,..N} (3.89)
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S={a|a;eNT, icly} (3.90)
La série définie en (B.80) & N variables peut alors s’écrire sous forme condensée
f(x)= Z Cox® (3.91)
a€csS
Les approximants rationnels a N variables sont de la forme
>
€Sm
Fonym (x) = E=—— (3.92)
m/n Z ngo_
UGSn
avec
Sm:{Oé’ 0<a; <m;, iEIN} (3.93)
et
Sn:{Oé‘ 0<a; <ny, iGIN} (3.94)

Pour obtenir les approximants rationnels a N variables, il faut donc déterminer Ilicr, (m; +1) +

Iiery (ni +1) — 1 coefficients en supposant de plus by o = 1.

-----

En reprenant la forme de Papproximant (8:92) et de la série (3.85)), et en multipliant par le dénominateur

de 'approximant, nous obtenons 1’expression

Z box?” Z Cat™ — Z a,xt = Z dga” (3.95)
oc€Snh a€Ees HWESm BeS
avec
dg=0 BESnUS, (3.96)
dy=0 BeSs (3.97)
> dg=0 peP (3.98)
BeER4;p
avec
Ryyp = | J{a | @ = min (m,n;) + maz (ms,ng) — p+ 105 = pj, j # i} (3.99)

i€,

P={p|peSnnSnu;l,=1{j|pj =max; € INp;} contient au moins 2

éléments} (3.100)

Les vecteurs coefficients b, et a, vérifient alors la relation, par écriture des termes de puissances

croissantes devant étre nuls

Z boCu—o = ay wE Sm
gESy

(3.101)
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> bty =0 pE(Sn\Sm)USs (3.102)
€Sy

> > beuo=0 peP (3.103)

HER4;p peSH
avec

Sy = U {Uier, {a | max (m;,n;) < o < max (mg,n;) +min (mi,ng) — p;o = pj, j # it} (3.104)
peEP

La déterminations de la valeur des vecteurs b, s’effectue donc a partir des équations définies en
(BI02) et (BI03) avec les vecteurs ¢, correspond aux coefficients des vecteurs-termes . Il est alors
possible de trouver la valeurs des vecteurs a, par résolution des équations (ZI0T) avec les vecteurs b,
déterminés juste avant.

La procédure de détermination des coeflicients des approximants rationnels a N variables suit donc
la méme démarche que pour les approximants a deux variables. De méme que pour les approximants
a deux variables, il est possible de définir les régions indiquant les vecteurs coefficients o de (3.85))
retenus pour trouver les vecteurs coefficients a,, et b, des approximants.
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3.6 Méthode de la linéarisation équivalente

Le concept de la linéarisation équivalente a été introduit par Bogoliubov [16] et Krylov [87] pour
un systeme comportant un degré de liberté. Il a ensuite été généralisé au cas d’un systeme non-linéaire
a degré de liberté comportant une excitation aléatoire par Caughey [27]. Plus tard, cette idée a été
élargie au cas de systemes comportant plusieurs degrés de liberté et a des systémes non-linéaires
autonomes (Iwan [78]-[79]-[80], Spanos et Iwan [159]). Nous examinerons plus particulierement le cas
des non-linéarités symétriques et non-symétriques.

Cette méthode de linéarisation équivalente est couramment utiliser lors de la recherche des modes et
fréquences non-linéaires d’un systeme (Iwan et Yang [82], Iwan et Krousgrill[81], Spanos et Iwan [160],
Setio et Jézéquel [I53], Bhattacharyya et Dutt [9] et Miller et Fatemi [110]).

Le principe de la méthode de la linéarisation équivalente est de remplacer le systeme dynamique non-
linéaire par un systeme linéaire de telle sorte que la moyenne de la différence entre les deux systémes
soit minimum.

3.6.1 Cas des non-linéarités symétriques

Considérons le systeme dynamique non-linéaire:
M.i+Ci+ Ka+ FN (z,4) = R (e*") G (3.105)

ott FNL (z, %) représente les forces non-linéaires du systeme. M, C et K sont des matrices constantes
et G un vecteur réel constant. R définit la partie réelle du nombre complexe.
Nous considérons que la fonction non-linéaire FN¥(z, %) est symétrique par rapport & 'origine. Cette
fonction vérifie

FNE(z,5) = —FNE (—g, —i) (3.106)

De plus, la solution z(t) de I’équation (BI05) peut se mettre sous la forme
z(t) = R (Xe™") (3.107)

ou X est un vecteur constant complexe.

2
En substituant 'expression (3.107) dans l'expression (3.105) sur la période T' = —7T, nous obtenons
w
T . T A T
(~w*M + K) / R(Xe™") dt +wC / R (i.Xe™") dt + / FNE(z, @) dt =0 (3.108)
0 0 0

Comme

T T
/ R(Xe™") dt = / R(i.Xe™") dt =0 (3.109)
0 0

nous obtenons, & partir de 1’équation ([B.108)

T
/ FNE(z,2)dt =0 (3.110)
0

A partir de 'hypothese de la symétrie non-linéaire de FNE (x, ), il peut étre montré que 1'équation
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(BII0) est satisfaite pour tout vecteur complexe X (Spanos [159]).
Le systéme linéaire équivalent du systéme (BI05) peut se mettre sous la forme (Iwan et Spanos [159]
et Iwan []0])

Mi+Ci+Ko+C% + K% =0 (3.111)

ou C¢ et K°? représentent la matrice d’amortissement et la matrice de raideur équivalente. Ces
matrices d’amortissement et de raideur sont obtenues en minimisant la moyenne de la différence e
entre le systeme linéarisé équivalent (BI1T]) et le systéme non-linéaire (3I05) pour toutes les valeurs
de z(t).

La différence ¢ est défini comme suit:

e=FNL(2,3) - C%4 — K9z (3.112)

Les valeurs C® et K®? sont obtenues en minimisant le critere quadratique suivant:
1 (T
T(C* K*) = T/ eledt = minimum Y (t) (3.113)
0

avec T = 27 /w et €' définissant la transposé de .

Les conditions nécessaires pour obtenir le minimum de 7 sont données par:

or
=0 (3.114)
eq
6cij
et 9
-
=0 (3.115)
8kfj‘?
pour i,j =1,--- ,n, avec cf]‘-] et kf]q les termes des matrices équivalentes C¢? et K9,
Si nous supposons de plus que la fonction FV vérifie les conditions suivantes (qui s’assimilent &

un cas particulier des systémes masses-ressorts):

n
FNM @, d) = > i (wig i) (3.116)
j=Liti
fig Wig,9i5) = —fi5 (=935, —vij) (3.117)
FN(0,0) = £55(0,0) = 0 (3.118)
avec
Yij = Ti — T (3.119)

L’équation (3.II6) représente alors le systéme par interconnection des éléments non-linéaires f;; dont
le comportement ne dépend que des coordonnées relatives entre ces points.
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Ainsi, pour un systéme comportant une non-linéarité définie par I’équation (3I10]), le systeme
équivalent est construit en remplacant chaque composante f;; par une combinaison linéaire de telle

sorte que
Tij Wijh i) — Mij-Yij + Gij-Yij (3.120)
ol
T T T
/ fij coswtdt = n;; / Yij coswtdt + ¢ / Yij cos wtdt (3.121)
0 0 0
et
T T T
/ fij sinwtdt = n;; / Yij sinwtdt + ¢;; / Yij sinwtdt (3.122)
0 0 0

En multipliant alors 1’équation (3I12I]) par la partie réelle de (X; — X;) et I’équation (BI122) par la
partie imaginaire de (X; — X;), X étant le vecteur complexe défini en (BI07), on obtient

T T
/ fij (R(Xi—Xj)COSCUt—I(XZ'—XJ’)SiIlwt) dt:T}ij/ yzj (R(XZ'—Xj)COSu)t
0 0
T
-1 (Xz — XJ) sinwt) dt + ¢ij / Yij (R (Xz — X]) coswt — (Xz — XJ) sinwt) dt (3123)
0

avec R (X;) et I(X;) définissant respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du scalaire
complexe X;.

Comme
(coswt) R(X; — X;) — (sinwt) Im (X; — X;) = 45 (3.124)

L’équation (3123) peut se mettre sous la forme

T T T
/ fijyijdt = Uij/ YijYijdt + ¢ij/ yidt (3.125)
0 0 0
De plus, on a
T
/ Yijyijdt =0 (3.126)
0

L’équation (3.125) permet d’obtenir les coefficients 7;;
T
/ Yij-fij (Yij» vij) dt
0

T
/ y;jzdt
0

Nij = (3.127)

Par analogie, les coefficients ¢;; ont la forme

T
/yij-fij(yijay%‘j)dt
hij = = (3.128)

T
/ yizdt
0

Ainsi, en substituant les expressions obtenues pour C° et K¢ dans I’équation linéarisée équivalente

(BI11), nous obtenons l'expression globale du systéme linéarisé équivalent.
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3.6.2 Cas des non-linéarités non symétriques

FNL

Dans le cas d’une fonction non-linéaire non-symétrique, il peut étre alors considéré que la

réponse du systeme (BI09) est de la forme
z(t) =20+ 2 (t) = x0 + R (Ze™") (3.129)

ol zg (t) est un vecteur constant réel et Z est un vecteur constant complexe. A partir de 1’expression

B129) et (B105), nous obtenons

w T NL .
K.axg+ — FY (z,2) =0 (3.130)
2w 0
par 'intermédiaire de la transformation ([B:129), I'’équation (B:I0%5) se met sous la forme
M:+Czi+ Kaxg+ FN (zg+2,2) = R (') G (3.131)
Soit
MEi+Czi+ fNE(2,2) =R () G (3.132)
avec
fNE(2,2) = K + FNE (29 + 2, 2) (3.133)

Il est alors possible d’appliquer la méthode de la linéarisation équivalente sur le systeme (B.132)
(Iwan et Spanos [159] et Iwan [80]).
Pour un systéme masses-ressorts comportant des non-linéarités non-symétriques vérifiant ([B.116), nous
définissons la quantité
Yij =2 — zj ,j=1,---,n (3.134)

De méme que précédemment, le systeme équivalent est construit en remplagant chaque composante
fij par une combinaison linéaire de telle sorte que

fij (@%’, Qb.z'j) — Mg g + Pig i (3.135)
ou
T T T
/ fij cos wtdt = Nij / 1/)1']' cos wtdt + ¢ij / ¢ij cos wtdt (3136)
0 0 0
et
T T T
/ fij sinwtdt = n;; / Yi; sinwtdt + ¢i; / ij sinwtdt (3.137)
0 0 0

Par analogie avec ce qui précede, les coefficients 7;; se mettent sous la forme

T . .
/ Yij. fij (Sﬂo,z‘ —xp,; + ?/)z'j,?/)z'j) dt
0

/ Pdt
0
Et les coefficients ¢;; ont la forme
T .
/ Yij-fij (w0i — Toj + ij, ij) dt
ny = 20 (3.139)

T
/ iy dt
0
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Chapitre 4

Modele fondamental non linéaire
bidimensionnel de frottement

Dans ce chapitre, nous développerons les principales méthodes non-linéaires qui ont été présentées

précédemment, sur un exemple simple avec peu de degrés de liberté, afin de mieux comprendre les
avantages et inconvénients de ces différentes méthodes de réduction et de simplification d’un systeme
dynamique non-linéaire. Le modele que nous allons considérer est le modele fondamental bidimension-
nel non-linéaire caractérisant les bruits de freinage.
Notre démarche va consister a déterminer les zones d’instabilité et définir les cycles limites associés.
Pour cela, nous présenterons tout d’abord le modele analytique qui va étre étudié, qui correspond a
la modélisation du frein pour reproduire les vibrations de trépidation plus particulierement. Ensuite,
nous effectuerons une analyse de stabilité avec une étude des parameétres physiques influant sur la
stabilité du systéeme. Nous mettrons en place des méthodes non-linéaires (méthode de la variété cen-
trale, des approximants fractionnels & deux variables et la méthode de balance harmonique AFT) pour
déterminer les cycles limites du systeme dynamique non-linéaire et examiner I'influence des divers pa-
rametres sur I’évolution des cycles limites. Nous verrons plus particulierement la mise en place des
approximants a deux variables apres I'utilisation de la méthode de la réduction de la variété centrale
et nous expliquerons les avantages de 'utilisation de ces approximants.

Enfin, dans une derniére partie, nous allons présenter une nouvelle approche non-linéaire. Cette
approche consiste a s’intéresser aux modes non-linéaires du systeme et a chercher un systeme linéaire
équivalent au systeme non-linéaire de départ. Les cycles limites sont alors déterminés par examen des
valeurs propres du systeme linéaire équivalent. Nous montrerons que cette approche, beaucoup plus
simple & mettre en place que des méthodes non-linéaires poussées telles que la méthode de la variété
centrale ou des approximants de Padé, peut étre un bon compromis pour trouver des cycles limites
simplifiés.

Nous confronterons les résultats obtenus avec chacune des méthodes non-linéaires, aux résultats
obtenus avec le systéme complet de départ.
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4.1 Modele analytique

Nous allons nous intéresser au cadre général des bruits de frein et a la modélisation associée. Boudot

[19] propose un modele simplifié linéaire pouvant s’adapter a 'ensemble des freins faisant intervenir le
frottement sec. Ce modele permet de mener des études de sensibilité sur les divers parametres influant
sur la stabilité des systemes de freinage dans un contexte linéaire. L’application numérique proposé se
base alors sur le phénomene de trépidation des poids-lourds équipés de freins a tambour ou de freins
a disque: la vibration de trépidation est une vibration qui se manifeste a basse fréquence, entre 30 et
100H z. D’un point de vue expérimental (Boudot [19]), les vibrations sont observées sur 'organe de
commande et sur le train avant du véhicule. Ce modele ne permet pas cependant de statuer sur les
niveaux vibratoires et 'influence des divers facteurs physique sur ces derniers.
Dans ’étude qui va suivre, nous élargirons ce modele en considérant un modele non linéaire (figure
4.1), la provenance des non linéarités pouvant étre dues aux matériaux, aux aspects géométriques, etc...
Les mécanismes mis en jeu lors des bruits de freinage font intervenir les phénomeénes de frottement
sec entre les pieces en mouvement relatif. En considérant la figure [4.1] ce mouvement relatif peut
étre modélisé par l'intermédiaire d’un tapis roulant qui impose une vitesse de glissement que nous
supposons constante du fait que la variation de vitesse d’un véhicule est tres faible lors de ’apparition
et mise en place d’une instabilité. Ce tapis roulant caractérise par exemple la zone de frottement du
disque de frein.

L’un des points fondamental lors de la modélisation des bruits de freinage est le choix du com-

portement dynamique devant étre pris en compte. En effet, suivant le bruit de freinage considéré,
I’étendue de la modélisation ne sera pas la méme. Pour les bruits de freinage a basses fréquences, le
comportement de la structure, et donc de I'environnement du frein, est trés important. Au niveau
du frein, seul la phénoménologie du frottement est alors considérée. Si nous nous intéressons a des
phénomenes a plus hautes fréquences, la modélisation se focalisera alors a la zone située autour du
contact de frottement. Comme exemples simples, nous pouvons citer le crissement qui est un bruit
de freinage a haute fréquence (1 — 10kHz) ou la modélisation ne considére que l'étrier de frein et
la plaquette (Moirot [I15]). Par opposition, nous avons donc la vibration de trépidation (vibration &
basse fréquence) qui va prendre en compte 1’ensemble du train et des organes de commande.
Ainsi, la vibration de trépidation correspond donc & une vibration auto-entretenue complexe qui résulte
du couplage entre le mode de torsion de ’axe avant et le mode normal du systeme de controle. Le
comportement dynamique du systeme de freinage est donc représenté par deux modes de la structure,
(k1,m1) et (ka,mgo), comme défini en figure @Il Dans notre cas, ko et mo définissent le mode de tor-
sion de 'axe avant qui est excité par les forces tangentielles du disque de frein. Les forces normales
proviennent du systéme de contréle dont le comportement dynamique est décrit par le mode (kq,mq).
Ainsi, ces deux modes ne peuvent se coupler quand présence de forces de frottement, ce qui induit
donc une vibration de frottement sec.

Le modele analytique découlant des observations précédentes est présenté en figure .1l Nous ef-
fectuons donc les hypotheses suivantes:

- le coeflicient de frottement p est supposé constant tout au long du freinage.

- durant la rotation des parties tournantes du frein, nous n’avons pas de changement de direction
de forces de friction au niveau des interfaces de contact.

- les parties tournantes tournent & une vitesse de rotation V.
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- les parties tournantes et la surface de la garniture frottante restent toujours en contact durant le

freinage.
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Fi1Gc. 4.1: Modeéle analytique de systeme de freinage

Afin de simuler le freinage et de considérer la possibilité d’arc-boutement de la structure, di a
I’application de force statique par exemple, nous considérons la possibilité d’avoir un angle 0 entre les
parties roulantes et I’axe horizontale comme indiqué en figure [4.1].

Le systeme dynamique est donc modélisé par un systéme a trois degrés de liberté: le déplacement
transversal X (t) et normal y(t) de la masse mq suivant les directions x et y et le déplacement transversal
Y (t) suivant la direction y de la masse m;.

Nous considérons de plus la possibilité d’avoir une participation non-linéaire. Cette contribution
provient de la non-linéarité du systeme de commande et de la raideur non-linéaire du train avant.
Nous exprimons cette non-linéarité sous la forme d’un polynéme quadratique et cubique. Nous avons

alors ces non-linéarités qui peuvent s’exprimer de la maniére suivante:

ky = ki + k1o (Y — y) + iz (Y — y)° (4.1)
ko = kop + koo . X + kﬁ23.X2 ‘

Ces non-linéarités nous permettront de regarder I'influence des effets non-linéaires sur le comportement
de la structure et de voir I'importance de ces dernieres lors de la prédiction des zones de stabilité et
des niveaux vibratoires associés.

Dans cette étude, en supposant que la force tangentielle est générée par le coefficient de frottement pu,
suivant la loi de Coulomb:

T =puN (4.2)

nous obtenons finalement I’expression analytique du comportement dynamique du systéme sous la
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forme

miY + ¢ (Y - y) ki (Y —y) + ki (Y =)’ + kg (Y = 9)° = —Fyrake
maX + c2X + k1 X + ko X? + kysX® = —Nsin 6 + T cos 0 (4.3)
mafi + c1 (?J_Y) +hi(y—=Y)+kiz(y—Y)’ +kiz(y—Y)> = Ncosf + Tsinf

En utilisant les transformations y = X tan6 et x = {X Y}, et la loi de Coulomb T = x.N, nous
pouvons ramener le systéme dynamique (4.3]) & un systéme dynamique non-linéaire & deux degrés de
liberté, qui peut s’écrire sous la forme:

M.k + Cx+K.x = F 4 FniL(x) (4.4)

ou X, X et x définissent les vecteurs d’accélération, de la vitesse et du déplacement des deux degrés
de liberté du systeme. M, C et K définissent respectivement les matrices de masse, d’amortissement
et de raideur du systéme. F correspond au vecteur force di a la commande de freinage et Fnp,(x)
contient les termes non-linéaires provenant des caractéristiques non-linéaires des termes de raideur
définis en (E.1)).

Nous avons donc

tanZ6 + 1 0
M:[ ma (tan ) ] (4.5)
0 ma
tan? 0 — ptan) + co (1 + ptan 6 —tanf +
c- cl(an 1 tan ) co (14 ptan) ¢ (—tan 1) (4.6)
—ci tan6 1
ko1 (1 + ptanf) + kiy (tan?6 — ptand) kyq (—tan@ +
K — 21 (1 + ptan) + ki (tan ptant) ki (= tan6 + p) (4.7)
—kntane kll

(— tan 8 + ) (k1o (X tan8 — V)2 + ki3 (X tand — Y)3)
Fni, = +522 (1% ptan0) X2 + kog (1 + ptand) X3 (4.8)

—ki12 (Y — X tan (9)2 — k‘13 (Y — X tan (9)3

F = { 0 } (4.9)
a _Fbrake .

Les valeurs numériques des parametres sont disponibles en Annexe A.
La forme générale des équations dynamiques non-linéaires du systéme peuvent donc s’écrire sous la

forme
2 2 2

2 2
M+ Cx+Kx=F+ 3 3 wia; 43 3 S 8w (4.10)

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

ou f(i%) et f(lg,,])( définissent les coefficients des termes non-linéaires quadratiques et cubiques. M, C et
K sont des matrices 2 x 2 et F un vecteur de dimension 2.
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Ce systéme non-linéaire (Z.I0) va nous servir d’équation dynamique non-linéaire de départ pour effec-
tuer 'analyse non-linéaire de stabilité. Celle-ci se décompose en deux grandes parties.

La premiere étape correspond au probléme statico-dynamique: nous recherchons le point d’équilibre
du systeme dynamique non-linéaire. Les conditions de stabilité du systeme sont alors étudiées a partir
de la détermination des valeurs propres sur le systeme linéarisé autour de la position d’équilibre en
effectuant de faibles perturbations.

Dans un second temps, nous recherchons a déterminer les cycles limites du systeme au voisinage du
point de bifurcation de Hopf. Les cycles limites peuvent étre déterminés de maniere classique par
intégration temporelle sur le systéeme dynamique de départ. Cette procédure nécessite cependant un
temps de calcul prohibitif. Ainsi, il est utile de mettre en place des méthodes non-linéaires qui per-
mettent de simplifier et réduire le systéme non-linéaire de départ et donc de gagner en temps de calcul.
Cette démarche permet alors d’effectuer des études de conception et de recherche des parameétres phy-
siques influant sur la stabilité et le niveau vibratoire des structures étudiées.

4.2 Analyse de stabilité

Le premier point consiste donc a déterminer le point d’équilibre statique du systéme défini en (4.4]).

Ce point d’équilibre xq vérifie ’équation statique non-linéaire du systeme dynamique non-linéaire défini
comme suit:

Kxo=F+ FNL(X()) (411)

Une fois le point d’équilibre déterminé, la stabilité du systéme est étudiée sur le systeme linéarisé pour
de faibles perturbations X = {7 ?}T au niveau du point d’équilibre xo = { X YO}T tel que
X=Xo+X (4.12)

En substituant 1’équation (£12) dans l’expression non-linéaire et en négligeant les termes de degré
supérieur ou égal & 2, nous obtenons I’expression linéarisée suivante:

MX+CxX+ K. (X+x0) =F + FnL (x0) + F1 (X) (4.13)
avec
oF%, oF%,
. X |y O Ixo | —
Fr, (%) ort, [ orY, X (4.14)
X |y O Ix

Les termes compris dans ’expression du vecteur Fy, (X) sont déterminés au point d’équilibre x¢ pour
de faibles perturbations X et se décomposent de la maniere suivante

X (x
Fi (%) :{ Z;% EE; } (4.15)

Les expressions analytiques des termes F g( (X) et F{ (X) étant obtenues par linéarisation de 1’équation
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dynamique non-linéaire au point de fonctionnement pour de faibles perturbations, nous avons leurs

expressions
FX(X) = (—tan6+ p) [2k2 (tan®6.X0.X 4+ Yp.Y — tan6.Y,.Y)
+3k13 (tan3 0.X3.X + 2tan?0.X(.Yy.Y + tan0.YZ. X (4.16)
+2tan 0.X0.Y0.Y — Y7.Y)] + (1 + ptan ) [2k. Xo.X + 3ka3. X5 X]|
F{ (X) = —2kio (YO.? +tanf.Yy. X +tan?6.Xy.X —tan6.X.Y — tan H.YO.Y)

+3k13 (2 tan 0.Xo.Yy. X + tan?0.Yy. X — tan? H.Xg.? (4.17)
—2tan?0.Xo.Yy. X + tan® H.Xg Y)

Nous aboutissons au systeme linéarisé final en substituant 'expression (L11) dans 'équation (ZI3)).
Ce systeme s’écrit alors sous la forme:

MX+CX+KX=F (%) (4.18)

Nous pouvons noter au passage que cette derniére équation dynamique non-linéaire ne contient plus de

termes constants. Ces derniers ont été éliminés par I'intermédiaire de la recherche du point d’équilibre
statique du systéme comme défini en (EIT]).

Par la suite, nous allons mener ’étude de stabilité par la détermination des valeurs propres du systéeme
linéarisé (EI8).

Bien entendu, il est aussi possible d’effectuer 'analyse de stabilité a partir de la matrice Jacobienne
du systéme ou a partir du polynéme caractéristique du systeme linéarisé (EI8]) et en appliquant les
criteres de Routh-Hurwitz (Meirovitch [106]). Le polynéme caractéristique du systeme ([@I8) s’écrit
alors sous la forme A* + a1 A3 + a9)\2 + as\ + a4 = 0. Les critéres de Routh-Hurwitz qui nous assure
la stabilité du systéme sont alors a1 > 0, ajas — az > 0, a1 (agas + ajaq) — a% > 0 et ajasazay > 0.
Du fait de la complexité de I'expression analytique des coefficients a1, as, as et ay, il est trés difficile
dans notre cas d’avoir une expression analytique simple servant de critere de stabilité.

Aussi, nous allons donc opter pour la suite de I’étude pour une résolution purement numérique du
probleme de stabilité par la recherche des valeurs propres et vecteurs propres du systeme linéarisé.

4.2.1 Détection d’instabilité - Point de bifurcation de Hopf

Nous pouvons donc maintenant réaliser 1’étude de stabilité de notre systeme dynamique non-
linéaire de départ (43 a partir de la recherche des valeurs propres du systeme (FI8]), linéarisé au
point de fonctionnement. Considérons A une valeur propre du systeme (EI8]). Elle peut s’écrire sous
la forme

A=a+1ub (4.19)

avec a la partie réelle et b la partie imaginaire de la valeur propre. Si a est négatif ou égal a zéro, le
systeme est stable et nous n’avons pas de vibration d’instabilité. Si a est positif, nous avons appari-
tion d’instabilité. De plus, b nous permet d’avoir une information sur la fréquence d’instabilité a un
coefficient 27 pres.

En utilisant les parametres de base, défini en Annexe A, la stabilité du systéme pour différentes
valeurs du coefficient de frottement est obtenue. Nous nous intéressons alors plus spécifiquement a la
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détermination du point de bifurcation de Hopf qui vérifie

Re ()‘ (,u)) |X=X0“u=u0 =0
d (4.20)

d [Re (A ()] p=po # O

De plus, nous pouvons en déduire ’évolution des fréquences d’instabilité et des parties réelles associées
en fonction du coefficient de frottement, comme illustré en figure et en figure 431

Comme indiqué en figure 3] la valeur du coefficient de frottement au point de bifurcation de Hopf
est égal & g = 0.204. Pour une valeur du coefficient de frottement p inférieur a pg, toutes les parties
réelles des valeurs propres du systéme linéarisé (4.I8)) sont inférieures a zéro: le systéme est donc stable.
Sur la figure B2l nous observons alors les deux fréquences des modes du systéme qui sont distinctes.
Maintenant, en augmentant le coefficient de frottement pu, ces deux fréquences se rapprochent et
coalescent pour u = pp. En examinant ce qui se passe au niveau des parties réelles associées, nous
remarquons que lors de I’évolution du coefficient de frottement u vers pg, I'une des parties réelles
augmente et sa valeur se rapproche de zéro. Pour . = pg, nous avons bien entendu cette partie réelle
qui devient nulle. Nous sommes alors au point de bifurcation de Hopf.

Le point de bifurcation de Hopf est aussi localisé sur la figure (4.4]) montrant I’évolution des fréquences
et des parties imaginaires dans le plan complexe.

Pour un coefficient de frottement p supérieur a ug, la partie réelle précédemment suivie devient
positive. Le systeme est donc instable. Nous remarquons alors que les deux fréquences d’instabilité qui
se sont couplées pour p = pg suivent la méme évolution. En regardant plus précisément 1’évolution
des fréquences de la figure [£.2] nous nous apercevons que ces derniéres ne sont pas identiques. Cela
provient de la prise en compte de I’amortissement dans notre systeme de départ, qui se traduit aussi
par des parties réelles négatives pour des valeurs du coefficient de frottement inférieur a pg. Si, nous
n’avions pas pris en compte I’amortissement, nous aurions eu tout simplement les parties réelles nulles
lorsque le systeme est stable et les deux fréquences qui deviennent identiques avec une partie réelle
positive lorsque le systeme est instable.

Cet exemple tres simple, nous montre le role que peut jouer 'amortissement au niveau de la stabilité
d’un systéme. En effet, d’une point de vue de la stabilité, ’amortissement ”entraine” les parties réelles
des valeurs propres dans le sous-espace des réels a valeur négative. L’évolution des parties réelles des
valeurs propres en fonction du coefficient de frottement vers une valeur nulle sera alors obtenue pour
un coefficient de frottement pg supérieur a celui que nous aurions obtenu sans amortissement. Nous
constatons le caractere stabilisant que peut avoir I’amortissement. Enfin, cette analyse de stabilité
indique qu’il est possible d’avoir apparition d’instabilité avec un coefficient de frottement constant. La
fréquence d’instabilité wg trouvée numériquement est de l'ordre de 50H z, ce qui est en accord avec
les observations expérimentales effectuées sur la vibration de trépidation des camions poids-lourds qui
est située entre 40 — 70H z (Boudot [18]).



68 Chapitre 4. Modele fondamental non linéaire bidimensionnel de frottement

601

57.5r

55

52.5r

Fréquence (Hz)
a1
<

47.5r

45

42.51

40 I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Coefficient de frottement

Fi1c. 4.2: Evolution des fréquences du systéme en fonction du coefficient de frottement

501
401

201

Partie réelle
o
T

0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coefficient de frottement

F1c. 4.3: Evolution des parties réelles en fonction du coefficient de frottement



4.2. Analyse de stabilité 69

B0
55 e
) i BEvelwion de p
=i pe=0.5 . =05
- B0 3] t 2
E - 22
L
=
==
¥
e
45+ o
|_| -

4 1 i 1 1 | i 1 | i
—%D -40 -30 -0 -10 o 10 20 30 40 50

Parhie réelle

FIG. 4.4: Evolution des parties réelles et des fréquences dans le plan complexe

4.2.2 Généralisation de I’analyse de stabilité du systéme

Comme nous venons de le voir, nous sommes capable de déterminer 'apparition d’instabilité pour
le systéme ({.3). Maintenant, il serait intéressant de savoir comment évolue notre systéme, d’un point
de vue de la stabilité, en fonction de divers parametres physiques. L’objectif de telles études est alors
de définir des zones stables et instables suivant divers parametres. Il est possible de répondre a cette
question par des études de stabilité prenant en compte 1’évolution de plusieurs facteurs physiques.
Dans cette partie, nous nous limiterons a ’analyse de stabilité suivant deux parametres, les résultats
d’analyse de stabilité prenant en compte I’évolution de plus de deux parametres étant tout a fait
réalisables et ne posant aucun probleme d’un point de vue théorique et pratique, mais plus difficile a
illustrer de maniere simple au niveau des zones stables et instables.

Pour effectuer ces études biparamétriques, nous prenons comme parametres de base les données
indiquées en Annexe A et nous allons regarder l'influence de parametres tels que le coefficient de
frottement, la force d’application de U'effort Fp.qre, 'angle de sprag-slip, les raideurs linéaires et les
contributions non-linéaires des raideurs. Les évolutions des zones stables et instables par rapport a
divers jeux biparamétriques sont illustrées en figures LB (a), E6a), E7(a), ER(a), E9(a), [LI0(a),
dIdla),[412(a), 13(a), E14(a) et [415(a). La détection des fréquences d’instabilité associées et leurs
plages en fréquence sont illustrées en figures L5(b), L6(a), ET(b), EI(b), [L(b), EI0(b), EIT(Db),
EI12(b), EI3(b), EI4(b) et EI8(b). Ces dernieres figures sont obtenues en représentant la fréquence
(obtenue a partir de I'expression de la partie imaginaire des valeurs propres) en fonction de la partie
réelle des valeurs propres correspondantes. L’axe horizontal correspond alors a une estimation du taux
d’amortissement du systeme. Toute la région se situant a droite de ’axe vertical passant par 'origine
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correspond a la région ol les modes sont couplés et le systeme est donc instable. La région se situant
a gauche de ce méme axe correspond a ’ensemble ot les modes sont découplés et le systeme stable.
De plus, ces études biparamétriques font apparaitre un ensemble de points de bifurcation de Hopf qui
forment des ”frontieres” entre 1’état stable et ’état instable du systéme. Ces courbes sont visibles sur
I'ensemble des figures E5(a), E6l(a), E7(a), E3(a), EI(a), EI0(a), £I11(a), E12(a), EI3(a), E£I14(a)
et L 15(a). Par analogie avec la définition d’un point de bifurcation de Hopf, I'ensemble de ces points
se trouve situé sur l’axe vertical passant par l'origine des figures L5(b), E6Ib), E7(b), E8(b), L9(b),
LIO(b), ELTIYb), ELT2(b), ELI3(b), ELTA(b) et ELIA(b).

A partir de résultats biparamétriques obtenus, nous pouvons remarquer que la notion de stabilité d’un
systeme est un phénomene complexe. En effet, le fait d’augmenter ou de diminuer certains parametres
peut aussi bien stabiliser ou déstabiliser le systéme. Nous allons maintenant discuter plus précisément
Iinfluence des parametres physiques sur le systeme non-linéaire.

La premiére observation concerne la grande influence du coefficient de frottement sur la stabilité du

systeme comme illustré en figures (.61 [£.7] 4.8] et[4.I4. 11 apparait clairement qu’une augmentation
du coefficient de frottement peut rendre le systéme instable ou augmenter la plage d’instabilité du
systeme si ce dernier est déja instable. Aussi, la diminution du coefficient de frottement apparait
comme 'un des facteurs primordial pour stabiliser un systeme. Ce résultat est en parfait accord avec
I’ensemble des études et développements de recherche visant a réduire le coefficient de frottement des
systemes frottants pour les stabiliser.
D’autre part, les études biparamétriques prenant en compte 1’évolution de 'angle de sprag-slip 6 et les
évolutions de raideurs linéaires k11 et ka; sont tres intéressantes (figure et figure ELTT)). En effet,
elles illustrent parfaitement la complexité des problemes d’analyse de stabilité en mettant en avant
que ce n’est pas un phénomene & évolution linéaire, c’est-a-dire qu’un méme systéme peut tres bien
changer plusieurs fois d’état du point de vue de la stabilité suivant I’évolution d’un seul parameétre.
Nous pouvons alors avoir des zones fermées instables ou stables. Par exemple, si nous examinons le
cas illustré par la figure ELTT], le systeéme est stable tant que k91 < 0.75N/m. Ensuite, le systéme rentre
dans la zone d’instabilité lorsque k913 = 0.75N/m pour 6 = 0.15rad. Les deux modes se couplent alors
pour ka1 > 0.75N/m et § = 0.15rad. Cependant, si nous augmentons encore fortement la raideur
k21, le systeme retraverse la zone d’instabilité pour ko1 = 1.25N/m avec 6§ = 0.15rad. Alors, les deux
modes restent découplés pour kg1 > 1.25N/m et le systéme est stable. Pour récapituler ce qui vient
d’étre énoncé, le systéme a donc suivi un état stable, instable puis de nouveau stable en faisant évoluer
la raideur k1o pour @ = 0.15rad. De plus, les zones de stabilité ont une allure globale similaire pour
les études biparamétriques illustrées par les figures et I1], ces dernieres ne sont pas exactement
les mémes et que la plage des fréquences d’instabilité, qui correspond a ’ensemble des points situés
a droite de I’axe vertical passant par l'origine pour les figures @I0(b) et EITib), varie peu, allant de
48H z a 55H 2.

La figure @.12] illustre I’évolution de la stabilité en fonction des deux raideurs linéaires k11 et koy.
Nous remarquons que la diminution de ces raideurs diminue la zone d’instabilité et que des valeurs tres
différentes entre ces deux raideurs k11 et ko donnent lieu a un systeme stable. Ceci peut se comprendre
du fait que dans ce dernier cas, les fréquences de chacun des modes sont sans doute trop éloignées
pour qu’il puisse y avoir couplage entre eux. La plage de fréquence d’instabilité est tres large, allant
de 10Hz a 70H z.

Un autre résultat intéressant est donné par la figure En effet, la raideur non-linéaire k1o et la
force de commande Fy,.qr. ont une influence sur la stabilité du systeme. Enfin, nous pouvons aussi
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remarquer que les masses du systéme peuvent bien entendu influer sur la stabilité du systéme comme
le montre les figures et [4.15.

Par conséquent, d’apres les résultats obtenus, ’analyse de stabilité est un probléme complexe:
des zones instables ou stables peuvent étre obtenues en faisant varier les parametres physiques de la
structure et il existe donc une infinité de combinaisons de parametres qui peuvent étre examinées.
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4.3 Analyse non-linéaire - Niveaux vibratoires

Comme nous venons de le voir précédemment, I’analyse de stabilité est effectuée par la résolution

aux valeurs propres du systéme linéarisé (£.I8)) pour de faibles perturbations. Aussi, une fois les zones
d’instabilité déterminées, il est intéressant de rechercher a obtenir les niveaux vibratoires du systeme,
nommés cycles limites, lorsque le systéeme devient instable.
Ces cycles limites peuvent étre obtenus par une intégration temporelle du systéme complet, mais
cette procédure est tres longue en temps de calcul. Aussi, il est alors judicieux de mettre en place
des méthodes d’analyse non-linéaire qui vont nous permettre de simplifier le systeme tout en gardant
le méme comportement dynamique et plus particulierement en gardant la contribution des termes
non-linéaires.

Pour notre part, nous utiliserons tout d’abord la méthode de réduction de la variété centrale qui va
nous permettre de réduire le nombre de degrés de liberté de notre systéme en se focalisant uniquement
sur la dynamique propre de certains degrés de liberté qui sont appelés les variétés centrées tout en
gardant la contribution des autres degrés de liberté de la structure.

Ensuite, nous verrons les approximants de Padé a plusieurs variables qui vont nous permettre de
simplifier les non-linéarités en mettant '’équation de notre systéme sous forme de fraction rationnelle.
Enfin nous utiliserons une des méthodes de la balance harmonique pour avoir une solution sous forme
de coefficients de Fourier. Ces méthodes, avantages et spécificités seront développés lors de leurs
utilisations.

4.3.1 Cycles limites par intégration temporelle classique

Méme si effectuer une intégration temporelle du systeme complet est tres long, cette méthode nous
permet cependant d’obtenir les cycles limites pour un jeu de parametre donné.

4.3.1.1 Oscillations autour du point de bifurcation de Hopf

Le fait de chercher & obtenir le comportement oscillatoire juste avant, ou juste apres le point de
bifurcation de Hopf (M, ip), nous permet de valider la justesse de la détection de ce point. En effet,
pour u = po—e.po (¢ > 0), nous devons avoir le systéme qui s’amortit autour de la position d’équilibre,
avec € aussi petit que désiré. Par contre, pour p = pg + .19 (¢ > 0), nous devons avoir le systéme
qui oscille autour de la position d’équilibre, avec e aussi petit que désiré. D’apres les figures (£I16)) et
(#I710), nous pouvons valider la détection du point de bifurcation de Hopf effectuée précédemment.

D’apres les résultats obtenus en figures (£16) et ({I7), le point de bifurcation de Hopf calculé
sur le systeme linéarisé équivalent (4I8) est bien estimé car, aussi petit que soit € (dans notre cas
e = 107%), nous avons bien amortissement des oscillations pour p = (1 — €)uo et amplification des
oscillations pour p = (1 + €)up.
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FiG. 4.17: Oscillations pour p = g + €.j1o avec (€ =107°)

De plus, lorsque nous nous plagons juste avant le point de bifurcation de Hopf (My, o), le systéme
s’amortit autour de la position d’équilibre, avec £ aussi petit que désiré. Dans I’exemple précédent,
nous voyons que le systéme a tendance a s’amortir autour cette position d’équilibre. Cependant, vu
que nous nous situons tres pres du point de bifurcation de Hopf, le systéme est tres faiblement amorti:
les parties réelles des valeurs propres du systeme linéarisé équivalent sont alors pratiquement nulles.
Si maintenant nous nous placons plus en aval du point de bifurcation de Hopf, le systeme se stabilise
plus rapidement autour du point d’équilibre, comme illustré en figures ({.I8) et ({L.19). Cela s’explique
simplement par le fait que les parties réelles des valeurs propres du systeme linéarisé équivalent sont
négatives. Alors, le point d’équilibre obtenu par intégration temporelle correspond au point d’équilibre
trouvé par la résolution de I’équation statique (ZIII).
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Fi1G. 4.19: Obtention du point d’équilibre a partir [’évolution des cycles amortis pour p = pg — €.4o
avec (¢ =2.1071)

4.3.1.2 Cycles limites

Maintenant, en se placant juste apres le point de bifurcation de Hopf (1 = pg + €. avec € > 0),
nous avons donc apparition d’oscillations auto-entretenues autour de la position d’équilibre (X, Yp).
Nous avons donc les évolutions temporelles des déplacements suivant X et Y comme indiqué en figures
E20) et (£23]). De méme, nous avons les vitesses de chacun des degrés de liberté X et Y, comme
indiqué en figures @21)) et ([E24). Nous obtenons alors les cycles limites (X, X) et (Y,Y) associés,

comme indiqué en figures (L22) et ([Z20]).
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4.3.2 Préambule a ’analyse non-linéaire

Afin de mettre en place la méthode de la variété centrale qui sera la premiere méthode utilisée, nous
devons ré-écrire ’ensemble du systéme non-linéaire au point d’équilibre. En effet, le systeme dynamique
non-linéaire ([£4) a été linéarisé autour du point d’équilibre xg pour déterminer les zones de stabilité
du systeme. Nous avons alors négligé tous les termes non-linéaires. L’obtention des niveaux vibratoires
nous oblige a les prendre maintenant en compte. L’expression compléte du systeme non-linéaire, par
analogie avec 1’équation dynamique linéarisé (AI3)) et en rajoutant tous les termes non-linéaires, peut
s’écrire sous la forme

MX + CX+KX=Pnr (X) (4.21)

oll X, X et X définissent les vecteurs d’accélération, de la vitesse et du déplacement des deux degrés de
liberté du systeme. M, C et K définissent respectivement les matrices de masse, d’amortissement et
de raideur du systeme. Py, contient tous les termes non-linéaires, écris au point d’équilibre pour de
faibles perturbations. Son expression peut s’écrire de la maniere suivante:

P, (%) }

(4.22)
P (%)

PnL (i) = {

Par analogie avec ’expression donnée précédemment en (Z.I5) pour les termes linéarisés, nous décomposons
5 . . X vy T . e, . e, . ..
I'expression PNy, = {PN . Px L} suivant ses termes linéaires et non-linéaires comme suit:

Py, (%) = Ff (%) + Fyy, (%) (4.23)

Py, () = Ff, (%) + Fy, (%) (4.24)

oi F{¥ (X) et FY (X) sont les termes linéaires de Py (X) et Py, (X) au point d’équilibre. Les expres-
sions analytiques complétes de ces deux termes sont données par les équations [I6) et (£17). F5; (X)
et FY; (X) correspondent aux termes non-linéaires quadratiques et cubiques de Py (X) et Py, (X)
au point d’équilibre.
Leurs expressions sont les suivantes:
F, = kia(—tan6 + p) [tan2 0.X° +Y’ — 2tan H.Y.Y}
kg (— tan 6 + p) [tan3 0. (73 + 372.)(0) — 3tan20 (?.72 +2Y.X.X,
+X0X0) +3tand (XY + VX Yy + V' XYp) = V' = 37" %)
+koo. (1 + ptan 0)72 + kog (1 + ptanf) {73 + 372.X0}

(4.25)

FY, = ki [?2 ~ 2tan§.X.Y + tan? 972] + ki (73 +377%))
—3tand (727 +OXY.Y, + YQ.XO) (4.26)
+3tan 6 (72.? LYY X+ 7?1/0) — tan? (73 + 372.1/0)
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Les équations non-linéaires completes peuvent donc étre écrites au point d’équilibre xg = { X YO}T
pour de faibles perturbations X = {7 V}Tsous la forme condensée

2 2 2 2 2

Mx+CX+KX=) f,7i+) Y. 13, T T + S f(‘g,,‘)‘x—zx—]x—k (4.27)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

ou les coefficients f(il), f(i%) et f(’g,’l; définissent ’ensemble des termes linéaires, quadratiques et cubiques

dis aux raideurs non-linéaires du systeme.

En réorganisant les termes linéaires a droite de I’équation (4.27) avec les termes a gauche compris

dans la matrice de raideur K, nous obtenons le systeme non-linéaire

2 2 2 2
MX+CX+Kx=>» > i3 T + »»> f(%l)(x_zx_]:c_k (4.28)
=1 j=1 =1 j=1k=1
avec
~ 2 .
Kx=KXx-) fi,% (4.29)
=1

Afin d’utiliser la méthode de la variété centrale, il faut passer le systéme sous forme d’équations d’état
pour se ramener ainsi & un systeme différentiel du premier ordre. Nous définissons donc la variable

y = { f } (4.30)
y= { } (4.31)

Ainsi, le systéme dynamique non-linéaire (£.28) s’écrit, en considérant la variable d’état défini en (Z30)

d’état y comme suit:

%

Nous avons la relation

%l

%l

et en considérant la relation(£.31)), sous la forme

4 4 4 4 4
V=AY+Y D NG vy DD Y My Yl (4.32)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
avec 1 B
C M K 0
T P S (4.33)
c M| ' (¢
2
"=, { (0)} (4.34)
:c M: (s
3
=1, { (0)} (4.35)

ng) et ng,,’; sont les vecteurs des termes non-linéaires quadratiques et cubiques du systeme (£.32) pour
les variables d’état y.

Ce systeme non-linéaire servira de point de départ pour 'application de la méthode de la variété
centrale, qui sera la premiere méthode non-linéaire qui sera appliquée sur le systeme. Pour alléger
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Pécriture mathématique du systéme non-linéaire (Z32), la notation avec le produit de Kronecker ®
(Stewart [163]) sera utilisée. Le systeme différentiel ([{.32]) s’écrit alors de la manieére suivante:

V=Ay+neyQy +neyQy®y (4.36)

ol y ®y définit les termes quadratiques et y ® y ®y les termes cubiques. La matrice A est une matrice
4 x 4.

4.3.3 Extension de la méthode de la variété centrale aux systemes paramétrés

Dans cette partie nous décrirons ’application de la méthode de la variété centrale a notre systeme
non-linéaire.
Pour cela, une extension de la méthode de la variété centrale aux systemes non-linéaires paramétrés
sera utilisée.

La méthode de la variété centrale permet de réduire un systéme non-linéaire au point de bifurcation
de Hopf. Dans notre cas, nous nous intéressons plus particulierement a la réduction de systemes non-
linéaires paramétrés par une variable u = pg + fi, au voisinage du point de bifurcation de Hopf. Nous
rappelons que, au point de bifurcation de Hopf, le systéme peut s’écrire sous la forme

{ Ve = Jeve + Ga(Ve, vs) + Ga(ve, Vs) (4.37)

Vs = Js.vs + H2(V07 Vs) + H3(VC7 Vs)

avec Ve = {vc1 ’UCQ}T et v = {vs1 vsg}T. Jc et Jg correspondent aux matrices diagonales compor-
tant les valeurs propres A du systeme linéarisé tel que Re [y, (po)] = 0 et Re[Ay, (1o)] # 0. G2, Gs,
H> et H3 correspondent aux matrices contenant les termes quadratiques et cubiques pour les variables
ve et vs. Comme décrit dans la théorie, Go (0,0) = 0, G3(0,0) = 0, H2 (0,0) = 0 et H3(0,0) =0
et les matrices jacobiennes DG2 (0,0), DGg (0,0), DH2 (0,0) et DH3 (0,0) sont égales a zéro.

Une extension du théoreme de la variété centrale pour les systéme (£37) consiste alors & considérer
le systeme augmenté

Ve = J¢ (ﬂ) Ve + GZ(VC’Vs,ﬂ) + G3(VCaVSaﬂ)
Vs = Js (1) .vs + Ha(vVe, Vs, 1) + H3(ve, Vs, f1) (4.38)
=0
ou /1 défini le paramétre modifié par rapport au point de bifurcation de Hopf, dont dépend le systeme
pour la recherche des cycles limites.
Au point (ve, vs, i) = (0,0,0), le systéme correspond & une variété centrée de dimension 3 tangent a

Pespace (ve, ft). Alors, pour ||ve|| et ||i]| petits, nous pouvons exprimer les variétés stables en fonction
des variétés centrées (Carr [26]), de la maniere suivante:

vs = h(ve, 1) (4.39)

ou la fonction h vérifie, au point d’équilibre (0,0, 0),

=0 (4.40)
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Cette extension permet de prendre en compte la participation du parametre ji pour la détermination
de la variété centrale. En considérant les conditions (.40) et I'extension des variétés stables au point
de bifurcation de Hopf, nous obtenons

m PP
vs = h(ve, 1) = Z Z Z aj1vL - v (4.41)

p=i+j+1=2 j=0 [=0

avec ajj le vecteur des coefficients de la variété centrale.
Nous notons que les termes v /i, veofi, vVs1fl €t vgoft sont maintenant considérés comme des termes
non-linéaires quadratiques. Nous avons

T
a1 = {@1iji, , Qhyijls 5 On—k,ijl} (4.42)

avec ay;j; les coefficients pour la k-ieme composante de la variété stable (K = 1,2) définissant la
relation vg en fonction de (v, fi).
Si nous écrivons le vecteur vg, nous avons

m p p
, D DD v v
v v Pyl AP S-S
VS:{ sl }:{ hlg c; }: p z+TZL+l 2jp01p0 (443)
v, A%
N e > DD vl
w —0 =0

avec ay;; les coefficients constants de I'expression des variétés stables en fonction de (Ve, f1). Ces
coefficients sont déterminés par résolutions des équations algébriques définies comme suit:

DVc,/l (h (VC’ )) (J Ve + Gz (VC’ h (VC’ ) ) + Ggs (VC)h(VC’ﬂ) ’ﬂ))
=Jsh (VC7 M) + H» (VC7 h (VC7 ﬂ) Ha) + Hs (VC7 h (V07 ﬂ) Ha) (444)

Les vecteurs ajj; sont alors déterminés en annulant chacune des combinaisons croissantes en vci, ve2
et fi.

La dynamique du systéme augmenté restreint aux variables centrées est définie par le nouveau systeme
différentiel:

{ V:C - JC (/3') 'VC + G2(V07 h (VC7/l) 7/l) + G3(VC7 h (VC7/1) 7ﬂ) (4 45)

Nous allons maintenant nous attacher & décrire plus précisément la procédure d’obtention des
coefficients aj, ;;; du polynéme h, définis & partir de I'équation (E.AT]).

4.3.4 Détermination des coeflicients de la variété centrale

Afin d’obtenir I'approximation des variétés stables suivant une série de puissances croissantes des
variétés centrées, nous devons déterminer les coefficients ay, ;;; de 'expression (L.41). Ces coefficients
ayj peuvent étre obtenus par l'intermédiaire du systeme (£44). En effet, expression ({.44) devant
étre vérifiée pour toute valeur de v et i, il faut que chacune des combinaisons en puissances croissantes
s’annule d’oti la détermination des termes ay ;j;.

Nous nous proposons dans cette partie de donner une procédure d’obtention des coefficients ay, ;;; (en



84 Chapitre 4. Modele fondamental non linéaire bidimensionnel de frottement

généralisant au cas ou l'on a k variétés stables, soit k inconnues).

Cette procédure de détermination des coefficients ay,;j; consiste a simplifier I'expression analytique
({44)) en ne gardant que les termes concernés par l'ordre m du polynéme h souhaité et ainsi d’avoir
I'obtention des coefficients ay, ;j; de maniere plus rapide.

Aussi nous donnerons une expression analytique des coefficients ay ;5 (pour k quelconque) pour les
ordres 2 et 3. Ces expressions analytiques nous permettront tout d’abord d’avoir une fois pour toutes
les expressions des variétés stables en fonction des variétés centrées (dans le cas d’une non-linéarité
du systeme de départ polynomiale avec une variété centrée ne comportant que deux éléments) et ainsi
de ne pas redéterminer les coefficients ay, ;;; pour chaque étude.

La procédure que nous allons utiliser suit la démarche suivante, en trois étapes:

- expression des variétés stables en fonction des variétés centrées sous la forme d’un polynoéme
d’ordre m (m > 2).

- écriture de I’équation (4.44) simplifiée.

- annulation des termes de 1'équation (4.44)) simplifiée avec la détermination des coefficients ay, ;;i.

Ainsi, par la suite, nous considérons un systéme comportant trois variétés centrées notées respec-
tivement v.1 et veo et [i , n variétés stables (n > 2) et notons v, la k-ieme variété stable.
L’espace des variétés stables est donc formé par les n variétés stables ainsi définies. Nous avons :

Us1

ve=1 oy (4.46)

L’expression de la k-ieme variété stable en fonction des variétés centrées s’écrit sous la forme:
m p p
~ ~l
Vs = hi(Ve, ft) = Z ZZ% i1V Uiy (4.47)
p=i+j+I1=2 j=0 I=0
le vecteur vg se note sous la forme:
m p P
il
Vs = h(vm Z Z Z aijjl- vcl U (448)
p=i+j=2 j=0 [=0

Pour alléger les équations, nous écrirons le vecteur total sous la forme
v =[Ve,Ve, i) = {vel vl i}t (4.49)
Nous ré-écrivons ’équation différentiel de notre systéme défini en (£37) de la maniére suivante:

Ve =Jeve + [GZ(]Z)} VOV+ [ng)] VRVRV
3 (4.50)
Vs = Jg. Vg + {H(Zé)] VRV -+ [HE:I;)] VROVRV

avec G(Q), G(B) E] ) et H Eé“) les coefficients des termes non-linéaires quadratiques et cubiques (avec

1<i<2,1<j<25et1<k<125) provenant des matrices Ga, Gg, Hy et Hs.
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4.3.4.1 Solution du second ordre

L’expression la plus simple des variétés stables en fonction des variétés centrées en considérant un
polynome h consiste a prendre un polynome d’ordre 2, étant donné que h ne contient pas de termes
constants et linéaires. Ainsi, 'expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au second
ordre est de la forme:

2

p p
ve=hWM(ve, )= > D) ayvl vl

p=i+j+l=2 =0 [=0
_ 2 2 i 7 (2 4.51
= a200.V;; + a110-Vc1-Ve2 + 2020.Vgp + @101-Ve1 -4 + A011.Vc2- [0 + A002- [ (4.51)
avec agpg, 4110, 4020, 101, ao11 €t aggz les vecteurs inconnus pour les variétés stables. Nous rappelons

que aj; sont des vecteurs de dimension n comportant chaque coefficient ay ;5 (1 +7 +1= 2,1 € NT,
j € NT et [ € NT) relatif & la k-ieme variété stable.

Nous avons
a ) a1,200 a _J a0 a ) ai02
200 = 110 = 020 =
a2 200 a2,110 a2,020

ai,101 ai,on ai 002
ajo1 = ap11 = apo2 = (4.53)
a2,101 az,011 a2,002

L’équation (4.44]) simplifiée pour le second ordre ne considere que les termes d’ordre 2. Nous obtenons
alors 'expression simplifiée de cette équation:

Dvc,ﬂ (h(l)(vm /l)) Jeve — Js-h(l)(vm /l) - H2(VC7 /l) =0 (4-54)

Cette derniere expression correspond donc a ’équation exacte que doivent vérifier les coefficients ay j5
(pour 1 < k < n) pour tout ve = {veg ve2 i}’

Il est alors possible d’obtenir une expression analytique pour les coefficients de la k-ieme variété stable
en résolvant I'expression (@54)). Nous obtenons alors

k1
o — e (4.55)
k200 = 2Jcl - Jsk .
I _Hp HHE (4.56)
O Jcl + Jc2 - Jsk .
Hk27
k020 = 57 7 5 (_)J . (4.57)
Hk25 +Hl<;221
ak,101 = 73)1 — J(k) (4.58)
Hk10 4 prk22
ak,011 = S (4.59)

Jc2 - Jsk
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_Hk25
2
4.
T (4.60)

ak,002 =

avec J.1 et Jeo les deux termes diagonaux de la matrice J¢. Jg est le k-ieme terme de la matrice
diagonale Jg (dans notre cas présent 1 < k < 2). H (]“2‘) définit le terme de la k-ieme ligne et i-ieme
colonne de la matrice Ha, qui comporte les termes quadratiques du systéme non-linéaire.

Nous pouvons donc déja faire la remarque que 'approximation a l'ordre 2 ne prend en compte que
o
centrées. Tous les termes quadratiques G

quelques contributions quadratiques H ) pour définir la relation entre les variétés stables et les variétés
]
. (2
([Z44) et les termes cubiques H, Eé“) du membre de droite sont négligés pour définir 'approximation du

) et cubiques Gf’g) du membre de gauche de I’équation

polynéme h. Ceci explique pourquoi une telle approximation peut s’avérer insuffisante. Si cela est le
cas, nous devons alors développer ’approximation a un ordre supérieur.

La généralisation des expressions analytiques des coefficients ay, ;;; au second ordre, pour un systeme
non-linéaire comportant n variétés stables, est disponible en Annexe B.

4.3.4.2 Solution du troisiéme ordre

L’approximation a 'ordre 2 peut étre insuffisante pour décrire correctement et de maniére assez
précise 'expression du polynome h. Il est alors nécessaire d’augmenter ’expression de ce polynome
en ajoutant les termes cubiques en ve = {ve1 ve2 f1}! & 'expression définie précédemment pour le

polynoéme h en (E51]).

L’expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au troisieme ordre s’écrit donc sous

3 p P
ve=hve, i)=Y Y. ajvi vl (4.61)

soit, sous forme développée

la forme:

2 . 1 . 3 2 2 2
vs = h! )(Vc, 1) = h! )(Vc, ft) + a300.v5 + A210-V51 -Ve2 + A120-Ve1 Vi + A030-Vio

+ag01.024 1 + A111.Ve1 Ve fi + 2021V fi + A102-Ve1 -f1* + A012.Ve2. 1> + agos.fi°  (4.62)

Connaissant déja ’expression de h(l)(vc, fi), nous avons juste & considérer I'expression simplifiée de
l’équation (£44) en ne gardant que les termes d’ordre 3. Nous obtenons alors expression simplifiée
de cette équation:

Deoj (h<2> (Ve, ,1)) JeVe+ Dy i <h<1>(VC, ﬂ)) Ga(ve, i) — Js.h®@ (v, 1)

~H; ([ve, 0, @ [ve, bV (ve, i), ] + [0,V (ve, )] © [ve, 0, ] ) — (v, ) =0 (4.63)

Ce systeme correspond donc a l’expression exacte des termes cubiques en ve = {ve  ve2 ﬂ}T de

Péquation (E.44).
Cette derniere expression est plus complexe que celle obtenue pour I'approximation au second ordre,

définie en (Z54). En effet, dans I’expression de ’équation ([@44l), nous voyons apparaitre la contribution

des termes quadratiques szz) et H (Z%) et des termes cubiques H Eé“)
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A partir de la résolution de ce systeme, il est donc possible d’avoir les expressions algébriques des
coefficients a1 (avec i +j+1=3 et 1 <k < n).
Nous obtenons les expressions suivantes:

_Qak,zooG(lgl) + a1,200 ( (2) + H(kl)l) + a2,200 (H(kf) + H(]€21)6> a 110G(2) + H( 3)

= 4.64
k300 371 — Tk (4.64)

*20,]@200 <G(2) + G(Q)) - ak 110 (G%Ql) + G(222) G(226)) - 2ak7020G%21) + ai,110 (H( ) + H(k21)1)
_taano (HE + HE) + arono (B + HY?) + ono (HE + BE'T) + HE + 1Y + HE
210 = 2Ja + Je2 — Jsk

(4.65)

—2ay,,020 (G?2 + G%) ) — ap110 (G2 + G2 + GIS) ) — 2ak,200G 1y + ar,000 (Hig + HE
(2) (2) (2) (2) (2) (2) ( ) (2)
tasoon () + A ) +anno (HE) + HE?) +aso (HIS) + HE'T) + HE + HET + HE)
ak,120 =
2Jcl + JC2 - Jsk

(4.66)

—2%,0200%27) + a1,020 (H( 5 Hél) > + az2,020 ( (2) H(kl) ) - Gk,noGé) Hé€33)2

_ 4.67
k030 5T — Juk (4.67)

—ak,101G%21) —ay, 011G(221) — 2ay, 200 (G(g) Géz)l) — ag110 (G%;’) + G(%l) +ai,101 ( (2) H(kl)1>
k16 15 20 k24 k5 k21 k101
+“27101< & T H) ) + a1,200 (H<> + H(3 ) + 2,200 (H@) +Hg) ) +Hg) + H) + Hg,

ag 201 = 2ot — Jur (4 68)

*ak,long) - ak,011G(22) 2ag,020 (G(121)0 + G%g)) — k110 (G%gl)o + G(222)2> + a1,020 (Hfglf + H(I“22)3>

agan (M + 1) + avon (HE + H2) o (HES + HET) + HEY + G5+ ™

ar,021 = 2y — Jur (4 69)

—2%,2000%2)5 — ag 1100%22)5 — ag,101 (G@) + G(Q) ) — Q011 (G%E’) + G%QQ)l) + a1,101 (Hélf + H(]“22)3>
+“271°1< & T H@%) +‘“7002( &+ H 1>1) + a2,002 (H@% + Hfél)()‘) + HEY + Hiyy + Hig™

ak 102 = Tt — Ju
(4.70)
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*ak,noG(%S - 2ak,020G(222)5 — ag,101 (G(Q) + G% )) — ago11 (G%Ql)o + G(222)2> + az101 ( (2) e H(kal)
+ay,011 (H(k )5 + H{‘%?’) + a1,002 (H( 5 H( 5) ) + a2,002 (H(I’Eg) + H{El;) + H{g’;o + H(kl)lo + H{‘;31)22

ak.012 =
Jc2 - Jsk

(4.71)

15 121 110 1 110 1
~agon (G + Gl ) — oo (G + G + G + Gl — 2000 (G + G
—2ak,020 (G(225) G%2)1> — Qk011 (G( 5 T G%g)) + a1,110 (H(klf’ + H(M)3 +az110 Héz)o + H{“22)4>
o101 <H<2> +HEY ) +az,100 (H( )+ H) ) + o011 ( &)+ Hiy)' ) +azon (He) + Hf“zl)f))

k10 k22 k30 k46 k102 k106

Jcl + JcQ - Jsk

a.111 =
(4.72)

ak;,102G(122)5 + ak;,012G(222)5 — 1,002 (H{Elf + H{‘%‘g) — 2,002 ( (2) 0+ H(I“22)4) H(kgl)25
Jsk

(k003 = (4.73)

avec J.1 et Jeo les deux termes diagonaux de la matrice Je. Jgi est le k-ieme terme de la matrice
diagonale Jg (dans notre cas présent 1 < k < 2). H él) et H (]“3‘) définissent les termes de la k-ieme ligne

et i_ colonne des matrices H> et H3 qui comportent les termes quadratiques et cubiques du systeéme
non-linéaire. G( 9) définit les termes de la k-ieme ligne et i-ieme colonne des matrices Gg qui comporte
les termes quadratiques du systéme non-linéaire.

La détermination des coefficients du troisieme ordre pour I’expression des variétés stables en fonction
des variétés centrées prend en compte des termes quadratiques de Go et des termes cubiques de
Hjs, ce qui n’était pas le cas dans la détermination des coefficients du second ordre. De méme, nous
remarquons que nous prenons en compte plus de termes quadratiques de Hg que pour la détermination
des coeflicients du second ordre. Ainsi, cela laisse penser que 'approximation au troisiéeme ordre va
permettre une meilleure approximation de la fonction vg = h (v, i) par la prise en compte d’une plus
grande partie des non-linéarités du systeme de départ.

La généralisation des expressions analytiques des coefficients ay ;;; au troisieme ordre, pour un
systeme non-linéaire comportant n variétés stables, est disponible en Annexe B.

De méme les expressions vg = h (ve, i) au quatrieme et cinquiéme ordre ainsi que les expressions
simplifiées de I’équation (£44) correspondantes sont données en Annexe B. Bien entendu, le but étant
de trouver, pour un probléeme donné l'approximation vg = h(ve, /i) la plus simple possible pour
reproduire la dynamique du systeme de départ.

4.3.4.3 Solution a un ordre supérieur

Il est possible de suivre la méme démarche pour une approximation de vg = h(ve, /i) pour un

m p P
Vg = h (VC) = Z Z Z aijl.vil.viQ./ll (4.74)

ordre supérieur m avec
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Comme décrit précédemment, nous recherchons alors les coefficients inconnus ay, ;;; (avec i+ j+1 =m
et k = 1,2) en ne tenant compte que des termes de puissances égales & m en ve = {ve1 2 /l}T de
Iéquation (4.44]).

Les coefficients du polynome h peuvent étre déterminés par puissance croissante, sans avoir a recalculer
les termes des puissances inférieures. Aussi, pour le calcul des coefficients d’ordre m, les expressions
des coefficients d’ordre m — 1 sont nécessaires. Plus nous augmentons 1’ordre m dans I’approximation
du polynoéme h, plus nous prenons en compte les contributions de termes non-linéaires et donc plus
nous aurons une approximation fine de 'expression des variétés stables v.

Nous aboutissons finalement au systeme différentiel en v, = {vgg U;Q}T, établi au voisinage du
point de bifurcation de Hopf (M, uo)

(4.75)

A

{ Ve = Je (/1) Ve + G2(V07 h (Vcﬁl) 7/l) + GB(Vm h (Vm/l) 7/l)
=0

avec l'expression des variétés stables vg sous la forme d’un polynéme en ve = {ve1 veo /l}T a l’ordre
m permettant de reproduire le comportement dynamique non-linéaire du systeme.

4.3.5 Obtention des cycles limites

Nous avons maintenant un systéme non-linéaire a trois variables. Afin de valider ’application de la
méthode de la variété centrale, nous pouvons comparer les cycles limites obtenus pour le systeme non-
linéaire complet (E4) et pour le systeme réduit (£75) dans la base de la variété centrale augmentée,
établi au voisinage du point de bifurcation de Hopf (My, po).

Les cycles limites sont donc calculés pres du point de bifurcation de Hopf (M, 119) pour

f=jio+ 0 (4.76)

avec g la valeur du coefficient de frottement pour lequel il y a apparition d’instabilité et en considérant
une faible variation & de ce coefficient de frottement tel que

{ H=cho (4.77)
ekl

De cette fagon, nous nous plagons sur une instabilité avec une valeur propre a partie réelle positive et
la recherche du cycle limite s’effectue en considérant ’équation (£75) avec le parametre ”unfolding”
n=0.

Dans le cadre de notre étude, nous recherchons des cycles limites trés proches du point de bi-
furcation de Hopf. Aussi, les expressions h (v¢, i) peuvent étre approximées par h (v.). Ceci revient
a exprimer localement les variétés stables exclusivement par l'intermédiaire des variétés centrées ve.
Nous avons alors p1 = O (v¢). Le but de cette approximation est de réduire le nombre de coefficients
a5 & prendre en compte et ainsi a alléger les calculs.

Le systeme différentiel s’écrit alors sous la forme

(4.78)

{ Ve =J¢ (M) Ve + Gao [Vm h (VC) 7:“'] ++Gs [VCv h (VC) 7:“']
n=20
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D’autre part, les termes non-linéaires sont approximés en gardant les valeurs obtenues au point de
bifurcation de Hopf (M, up). Cette derniere approximation implique alors que seuls les termes non-
linéaires en pi.v, sont pris en compte. Ainsi, nous avons les approximations des termes Gg [ve, h (ve) , ]
et Gg[ve,h(ve),ul:

Ga [ve,h (ve),u] = Ga [ve,h (ve), uo] (4.79)

Gs Ve, h(ve), 1] = Gg[ve,h (ve), po (4.80)

Le systeme différentiel simplifié en p = pg + & est alors obtenu:

"

Ve =Jc (1) .ve + G2 [ve, h (ve) ; o] + +Gs [ve, h (ve) , po
1 =0
p=po(l+e) (<) (4.81)
m.op
vs =h(ve) = Z Zaij.vfﬂ.vé (m > 2)
{ p=it+j=2 j=0

Par intégration temporelle du systéme (ZZI]), nous obtenons les cycles limites suivant les variables
ve1 et ves dans la base de la variété centrale. Par transformations inverses pour passer de la base de
la variété centrale a l’espace physique réel de départ a quatre variables (systeme (4.32)), les cycles
limites suivant les variables de départ X et Y, définies en figure[4.]], sont déterminés au voisinage du
point de bifurcation de Hopf (M, po) pour p = po + @ avec i = epp (e < 1).

Pour notre étude, une approximation de la fonction h a 'ordre 5 est considérée. En effet, une ap-
proximation de h au second ordre conduit & une divergence du calcul des cycles limites par la méthode
de la variété centrale. Une approximation de h au troisieme ou au quatrieme ordre donne une bonne
estimation des cycles limites, mais la différence entre les cycles limites obtenus par une intégration
temporelle classique et par la méthode de la variété centrale est encore visible comme illustré en figures
A26(a) et E2T(a). Une approximation de h au cinquiéme ordre donne une estimation du cycle limite
trés proche du cycle limite obtenu par Uintégration temporelle comme illustré en figures [£26(b) et
A21(b).

Comme décrit précédemment, nous avons, d’apres ’étude de stabilité du systeme, la valeur du coeffi-
cient de frottement au point de bifurcation de Hopf vérifiant les relations (#20). Le point de bifurcation
de Hopf est détecté pour pg = 0.204.

Nous obtenons alors les cycles limites par intégration temporelle classique du systeme (4.81)) et nous
comparons avec les cycles limites obtenus par intégration temporelle du systéme complet (4.4).

Par conséquent, la méthode de réduction de la variété centrale est validée sur ce systeme. Elle permet
de réduire le nombre de degrés de liberté du systéeme de départ sans perte de la contribution des
non-linéarités. Le comportement dynamique non-linéaire du systéeme réduit aux variétés centrées est
similaire au systeme dynamique non-linéaire de départ.

Le principal avantage de la méthode de la variété centrale est de réduire le systéme a seulement
deux degrés de liberté dans le cas d’un point de bifurcation de Hopf avec couplage de deux modes.
Cette réduction est forte intéressante car elle permet alors de mettre en place d’autres méthodes
non-linéaires a la suite de cette réduction.
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La méthode de simplification des approximants fractionnels sur le systéme (Z81]) va maintenant
étre explicitée. L’utilisation des approximants de Padé va permettre de simplifier 'expression non-
linéaire de ’équation (4.81) et donc de réduire le temps de calcul pour 'obtention des cycles limites.
De plus, les approximants de Padé permettent d’obtenir des cycles limites corrects alors que pour
le méme nombre de termes non-linéaires, le systeme (RI)) peut diverger. Ces différentes propriétés
seront discutées par la suite.
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Fi1G. 4.27: Cycle limite (Y,Y ) pour Ti = 119/1000

(b) Zoom sur les cycles limites
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4.3.6 Transformation du systeme pour les approximants fractionnels

Nous désirons maintenant utiliser d’autres méthodes non-linéaires afin de simplifier les termes non-

linéaires du systeme différentiel (£.81]). L’objectif est de réduire le temps de calcul et de ne garder qu'un
faible nombre de termes non-linéaires. Nous allons nous intéresser plus particulierement & 1'utilisation
des approximants de Padé.
Pour cela, nous devons ré-écrire ce systeme suivant les variables ves et v.; exclusivement. En effet, les
expressions Gz [ve, h (ve), po] et Gg [ve,h (ve), o] sont des séries en vea et ve; de degrés inférieurs
ou égaux a 2m et 3m respectivement. De plus ces expressions ne contiennent pas de termes constants
et linéaires (m > 2). De maniere plus détaillée, nous avons les expressions de Gg et Gg suivantes:

Vel Vel
g2.11 - g2.116 Ve2 Ve2
G |ve,h(ve)] = . ® 4.82
[ve, h(ve)] [g2.12 92.216] hi (vet, ve2) hi (Vet, ve2) (4.82)
ha (Vet, vea) ha (Vet, ve2)
Vel Vel Vel
gsi11 ' g3.164 Ve2 Ve2 Ve2
Gs|ve,h(ve)] = . ® ®
Ve, b (ve)] [93.12 93.264] h1 (Ver, ve2) h1 (Ver, ve2) h1 (Ver, ve2)
ha (Ver, ve2) ha (Ver, ve2) ha (Ve1,ve2)
(4.83)
Soit
2m P ‘ )
DD envi vl
Gz [ve,h(ve)| = p:?y_ri:2j§0 = g2 (ve) (4.84)
YD paijvigvly
p=itj=2 j=0
( 3m P ‘ )
DD v vl
Gs[ve,h(ve)| = p:Z:;;iZQJ;O ‘ = g3 (Ve) (4.85)
DD e vl
p=it =2 j=0

avec 15 et @9 ;; correspondant aux termes des matrices pour les contributions non-linéaires de degrés
inférieurs a 2m + 1 déduits des termes non-linéaires quadratiques de I'expression (L78). 1,55 et Y2,
correspondent aux termes des matrices pour les contributions non-linéaires de degrés inférieurs a 3m-+1
déduits des termes non-linéaires cubiques de 'expression (L.78]).

En substituant les équations (4.84)) et (4.85) dans ’équation (A75]), nous obtenons

2m 3m

p . p .
$1,i5-Ve1-Vea Y1,ij-Ve1-Vea

Vel Vel p=itj=2 j—0 p=itj=2j=0
=Jc + = + = (4.86)
. 2m p 3m P
Ve2 Ve2 Sy i D i i
©2,ij-Ve1-Veo 72,i5-Ve1-Vea

p=i+j=2 j=0 p=i+j=2j=0
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avec Jc la matrice 2 x 2 contenant les termes linéaires en veo et ver. 71,i5, 72,5, ©1,i5 €t p2,;; contiennent
les termes en v'y.v’; (avec i + j > 2) provenant de Gz [ve,h (ve), o] et Gg [ve,h(ve), po] pour les
variables vy et v.1, respectivement.

Finalement, nous pouvons écrire le systéeme sous la forme:

3m 3m
Vel = Cl1,ij-Ve1-Veo
=0 7=0
1<i+j<3m

(4.87)

3Im 3Im
P B N |
Ve2 = E : E C2,ij U Uy
1=0 j=0

L 1<i+j<3m

ou cy,i; et ca;; sont les coefficients associés aux termes vél.vZQ (1 + 7 > 1) pour les variables v.1 et veo

respectivement.

En substituant I’équation ([4.87) dans 1’équation (E.86), nous avons

3m D 2m D
ot PR
E : E :'71,13 Ve1-Veo E E $1,i5-Ve1-Vea
Vel p=i+j=2j=0 p=i+j=2j=0
Jc + +
Ve2 3m p . 2m p .
¢ i ] b ]
V2,ij-Ve1-Vea ¥2,ij-Ve1-Veo
p=i+j=275=0 p=i+j=27=0

( 3m 3m )
o
> > crigvkivd
=0 j=0
1<i+j<3m
— (4.88)

3m 3m

Z Z i,J
0271']'.’[)61.’[)62

=0 7=0

. 1<i+j<3m

J

En regroupant les coefficients des différents termes polynomiaux pour chaque puissance de v};.v:

(¢ +j > 1), nous obtenons un systéme algébrique pour la détermination des coeflicients c1 ;5 et 2
par rapport aux coefficients 1 ;j, ¢14; et 72,i; et ¢2;j, respectivement.

Les déterminations des coefficients ¢y ;5 et co45 (i +j > 1) sont totalement indépendantes les uns
des autres. De plus l'expression des coefficients ci 10, 1,01, 2,10 €t c2,01 est défini exclusivement a
partir de l'expression de J. (u). Ces expressions sont définies en u = pg + @, étant donné que nous
nous situons au voisinage du point de bifurcation de Hopf (M, 1) et que nous gardons uniquement la
contribution de la variation du coefficient de frottement 7 sur les termes linéaires. Ainsi, nous avons

c1a0 (1) = Jeny (1) = Jein) (o) + Jeqiny (7) (4.89)

c1,01 (1) = Jer2) (1) = Je(1,2) (o) + Je(1,2) () (4.90)

c2,10 (11) = Jega,1) (1) = Je(2,1) (0) + Je(2,1) (7) (4.91)
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co,01 (1) = Jea,2) (1) = Jega,2) (10) + Je(2,2) (B) (4.92)

Par contre, les autres coefficients ¢y ;; et co45 (1 +j5 > 2) sont eux définis au point de bifurcation de
Hopf (mo, o) car nous avons négligé la participation de la variation 7z du coefficient de frottement
pour les termes non-linéaires, comme indiqué en (£79) et (E80). Tous ces coefficients ¢y ;; et 25
(i 4+j > 1) sont des nombres complexes.

Le systeme différentiel (.87)) peut donc se mettre sous la forme, en différenciant les termes calculés
au point de bifurcation de Hopf (M, up) et ceux calculés au voisinage de ce point pour pu = po + @

( )

3m 3m . )
DD crij(po) iyl
i=0 j=0

. 2<i+5<3m

v C1. Vel + C1. )
{ cl } _ { 1.10 (1) ver 1.01 (1) ve2 } n (4.93)

c2.10 (1) Ve1 + c2.01 (1) Ve2 3m 3m
Z Z c2,i5 (Ho) -Ver vy
i=0 =0

. 2<i+j<3m

Nous pouvons donc maintenant ré-écrire le systeme différentiel de la variété centrale (A8T) sous forme
d’une série de puissances croissantes en v, et v.o uniquement en éliminant la relation implicite des
variétés stables en fonction des variétés centrées sous forme du polynéme h. Nous aboutissons au

systeme

3m 3m
ek = Cr10 (1) et + ot (W2 + > Y g (o) vivly 1<k <2)
=0 j=0

2<i+j<3m (4.94)
=0
p=m(l+e)  (e<1)

ou 'entier positif m correspond a ’ordre d’approximation du polynéme h pour ’expression des variétés
stables en fonction des variétés centrées.
Ce systeme différentiel va maintenant étre approximé en appliquant les approximants fractionnels.

4.3.7 Approximation fractionnelle a deux variables

Dans cette partie, nous expliquerons la démarche consistant a approximer ’expression différentielle

de I’équation (94) sous la forme d’une fraction comportant au numérateur et au dénominateur des
séries de puissances croissantes.
Nous laissons le soin au lecteur de se rapporter a la description et aux définitions relatives a de
tels approximants fractionnelles, effectuées au paragraphe 353l Dans cette partie, les notions et
constructions des approximants fractionnels seront définies brievement, dans le cadre de notre étude
et de son application au systeme différentiel (£.94).
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4.3.7.1 Choix des approximants

11 existe plusieurs types d’approximants possibles (CA approximants, SOD approximants et GOD
approximants) pour simplifier une série de puissances croissantes. Ces différentes classes d’approxi-
mants ont été explicités dans le paragraphe [3:5.3. Il est donc nécessaire avant toute chose de choisir
quel type d’approximants utiliser. Pour cela, nous reviendrons sur notre systeme différentiel a simpli-
fier.

Dans notre cas précis, nous désirons approximer le systeme différentiel (4.94)), qui peut se mettre sous
forme condensée:

3m 3Im
Vek = [k (Ver, Ve2, ) = Z Z ChiijVe1-Ulo (1<k<2)

=0 j=0

T i< i<sm (4.95)
fr=20
pw=po(l+e) (e < 1)

avec fi (ve1, ve2, ) des séries de puissances croissantes a 'ordre m en v et ves.

Le systeme comporte des séries a deux variables v.; et ve.o. Les approximants fractionnels a deux va-
riables, comme explicité dans le paragraphe .53, sont appliqués. La forme générale des approximants
de la série fi (ve1,ve2, 1) & deux variables (ve1, ve2) s’exprime sous la forme

my ma2

Z Z ”k,aﬁvglvg

=05=0
[ml,mg/nl,ng]fk (’Ucl,vcg) = anl ﬁn2 (1 S k S 2) (4.96)

Z Z dk,aﬁvglvg

a=0 =0

[m1,m2/n1,n2]

Nous notons N, (Ve1, ve2)

mi,mz/n1,n . , .
et D/,[C 1mz/nyn] (Ve1, ve2) les numérateurs et dénominateurs des

approximants [mq,msa/nq, nz]fk (Vet, vea)-

Tout d’abord, les fonctions fx (ve1,ve2) sont déja des séries en puissances croissantes tronquées a
lordre 3m comme indiqué en (4.94)), avec 'entier m connu, définissant I'ordre d’approximation du
polynome h des variétés stables en fonction des variétés centrées.

Or, la détermination des coefficients ny o5 et dj g des approximants suit un schéma de construction
tres précis, comme décrit dans le paragraphe B.5.3. En effet, les régions définissant les valeurs des
coefficients i et j, associées aux termes vilvé de la série fi (ve1,ve2) définie en (4.94)), vérifient dans
le cas général le schéma décrit en figure 3.3l Les régions Sq, S, S3, S4 et S5 correspondent alors aux
couples de valeurs (i, j) nécessaires pour obtenir les coefficients des approximants.

Comme la série de départ est une série en puissances croissantes vélsz tronquée a l'ordre 3m (i +j <
3m), elle définit elle-méme une région, que nous notons Syie, comme indiquée en figure E28 Une
utilisation judicieuse des approximants nécessite alors que la région Sg e de la série fr englobe les
régions S1, Sy, S3, S4 et S5 des approximants. Dans le cas contraire, il est toujours possible de calculer
les approximants, étant donné que pour les puissances vglng tel que i + 7 > 3m, les termes de la
série fi sont nuls, mais dans ce dernier cas, les approximants vont correspondre & une réécriture de la
série plutot qu’a une simplification de cette derniere. Nous devons donc avoir de préférence la relation
suivante vérifiée

max (my +ny + 1,mg + ng + 1,my + ma,ny + ne,my + ng,me +ny1) < 3m (4.97)
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De plus, les deux variables v, et v correspondent aux deux variétés centrées du systeme différentiel
(@7H). Nous pouvons penser que le role de ces deux variétés centrées est sensiblement le méme du
point de vue de leur contribution sur les non-linéarités définis par vilng. Ainsi, lors de la recherche
de lexpression des approximants de la série fi (ve1,ve2), nous n’avons pas a privilégier un ordre de
puissance plus grand pour I'une ou 'autre des variables centrées. Nous prenons donc

Finalement, les approximants qui sont retenus pour cette étude correspondent au SOD approximants:

M M
a,B
nk7a/8/vclvc2

a=0 =0

N N
Z Z dk,aﬂvgl v§2

a=0 =0

(1<k<2) (4.100)

[M/N]fk (Vet, ve2) =

La construction des coefficients et les régions Sy, So, S3, S4 et S5 associées sont illustrées en figure @29

Fi1G. 4.28: Région définie par la série fi



98 Chapitre 4. Modele fondamental non linéaire bidimensionnel de frottement

v

o N M CMAN i

F1a. 4.29: Schéma de construction des SOD approximants

4.3.7.2 Détermination des coefficients des approximants

Nous cherchons donc a construire les SOD approximants correspondant a la série (£293). Pour cela,
nous nous basons sur le schéma donné en figure[4.29]en utilisant la méthode de la fourche (littéralement
”sprong method”) qui a été développée par Hugues Jones et Makinson [68].

Nous souhaitons construire les SOD approximants [M/N] e (e, ve2) de la série fi (ver,ve2), tel que:

M M
a, B
nk“vaﬂ/l)01/062 00 00

3m 3m
S a=0 =0
YD hiva vy = +3 D epaprdvh,  (1<k<2) (4101)
=0 =0 =0 B=
' ngijg:sm Z Z dk,aﬁvgﬂg om0
a=0[4=0

avec les coefficients ey, 3 autant que possible nuls.

Par analogie avec le paragraphe B.5.3] la détermination des coefficients d, o et ny op s'effectue a aprtir
de la résolution des cing blocs d’équations suivantes:

di.oo = 1 (4.102)
a B
de,ijck,a*i;ﬁ*j = Nk,a8 0<a<M, 0<B8<M (4'103)
=0 j=0
a N
Z dk,ijck,afi;ﬁfj =0 0<ax< M, M < ﬁ < M+N -« (4104)
=0 j=0

N B
S drijcka-ipj =0 M<a<M+N-8 0<B<M (4.105)
i=0 j=0
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v N

Z Z Ak ijChy—i; M+ N+1—v—j + Ak jiCh M+ N4+1—v—ip—j = 0 1<v<N (4.106)
i=0 j=0

Nous pouvons maintenant discuter sur ’obtention des coefficients des approximants. Intéressons nous
tout d’abord a la détermination des coefficients dj ;; du dénominateur. Nous devons déterminer au
total k x ((N +1)? —1) coefficients ( 1 < k < 2), étant donné que digo = 1 par définition. Les
équations (4.104) et (£.I05), nous donne k x N (N +1)/2 coefficients chacune. Les termes cj g utilisés
appartiennent alors aux deux régions S3 de la figure Il ne nous reste alors plus que k x N

coefficients & déterminer. Ces derniers sont obtenus & partir des équations (AI106).

Ces dernieres équations correspondent a la sommation des paires (vc1,ve2) de puissances symétriques
a+ =M+ N +1 (une paire de puissance symétrique s’écrivant sous la forme vg‘lvg et vflvgé) qui
doivent étre nulles par définition des approximants. Les termes cj o4 utilisés appartiennent alors aux
deux régions Sy de la figure avec les deux termes devant former les N paires notées Ay, As,...,
Ap.

Les k x ((N +1)2 - 1) coefficients dj, o3 des dénominateurs des approximants sont ainsi obtenus. Les
k x N(N + 1) coefficients dj, g des équations ([ZI04) et (EI05) (régions S3) peuvent étre déterminés
de maniére séquentielle sous forme de vecteurs

dl(CO) = (dk,10, k20, -+ > dk,N0; di,015 di,02, 5 di,oN) (4.107)
d,(:) = (dp21,dk31, + di, N1 dp125 A 13, di 1N die,11) (4.108)
d,(f), ...... , dgﬁ, ...... etc... (4.109)

) nécessite alors la connaissance des vecteurs d,(j ) avec 7=0,1,2,....5—
1. Les couples (o, §) des coefficients ¢y, o utilisés pour chaque vecteur dg) sont illustrés sur la figure

La détermination des vecteurs d,(f

A30 Les lignes en pointillées (1) et (2) des deux régions S3 définissent les termes utilisés respecti-
vement pour dV) et d? par exemple. Nous voyons que le calcul des coefficients d;ﬁi) revient alors a
la résolution d’un systeme linéaire qui peut se résoudre sous forme de blocs triangulaires. Pour plus
de détail sur cette méthode, appelés la ”prong method”, le lecteur pourra se référer aux travaux de
Hugues Jones [68].

Maintenant, il suffit de déterminer les coefficients ny, ;; du numérateur des approximants. Nous avons
k x ((M +1)?) coefficients a calculer. Ces derniers vérifient les équations (I03). Les coefficients
dy;; obtenus précédemment sont utilisés lors de ces calculs. Les couples («, 3) des coefficients ¢y g
définissent la région Sjs représenté sur la figure 430

Nous voyons alors la complémentarité existant entre la détermination des coefficients dj ;; et ny ;;. Les
coefficients d ;; sont obtenus en considérant les termes symétriques des puissances symétriques en v,
et veo définissant les régions Sz et Sy, alors que les coefficients ny ;; sont obtenus en considérant les
termes des puissances en v, et v.o définissant la région Sj;.

Nous remarquons enfin que cette méthode de construction des coefficients des approximants présente
I’avantage de pouvoir déterminer les coefficients par blocs réduits, ce qui permet de gagner en espace
mémoire (pour les probléemes d’inversion de matrices par exemple) par rapport & une résolution globale

de I’ensemble des équations définis en (4.102), (4.103), (£104), (£105) et (4.106).
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'EJI

MM

A

Fi1a. 4.30: Schéma de construction des approximants
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4.3.7.3 Application des SOD approximants sur le systéme non-linéaire

Les deux paragraphes précédents ont permis tout d’abord de choisir le type d’approximants qui
nous semble le plus adapté a notre étude et ensuite de mettre en place la détermination des coefficients
associés. Ainsi, cette méthodologie est applicable sur le systéeme non-linéaire (4.94)).

L’écriture sous forme d’approximants a deux variables permet de redéfinir le systéme (4.93)), au voisi-
nage 1 = o + @ du point de bifurcation de Hopf (Mjy, uo), sous la forme:

( M M
SO nap (1) vivl
3m 3m D a=0 =0
Z Z c1,ij (1) Vg1 -V N 5
=0 =0 DD dias () v,
J1 (Ver, ve2) a=04=0
9 ) — =< (4.110)
2 (Ucl, Ue2 3m 3m a,pB
i n2.a4 (1) ve1v
S Y asalad, || 2
[ 1<iti<3m VX
ZZdQ 045 clvc2
a=0 =0

Ainsi, le systeme nouveau différentiel est le suivant

M M
Z Z n1,05 (1) U?lvfz

a=0 6=
N N
d o f
. ( ) 1 Otﬂ Uclvc2
) Vel, U =0 8=
cl _ D1 (Uet, Uc2 _ a=0 =0 (4111)
. M M
/UCQ p2 (/UCl’ /UCQ) Z Z ﬂ
clUc2
N N

[e=]
[e=]

2aﬁ
2aﬁ

B
cl Ve

ot p1 (Ve1,ve2) et pa (Ver,ve2) sont des fonctions fractionnelles a deux variables dont le dénominateur
est de degré N et le numérateur de degré M. La détermination des coefficients associés di g, d2.s
(pour 4,5 =0,1,...,N) et ny o3, n2,ag (pouri,j =0,1,..., M) est réalisée en appliquant la méthode de
Hugues Jones [68] explicitée précédemment. Nous remarquons au passage que les déterminations des
coefficients dy o3 et ny o3 d'une part, et ds o3 et ng o3 d’autre part, sont totalement indépendantes.
Nous rappelons que l'avantage des approximants réside dans le fait qu’ils permettent d’avoir des
approximations de f1 (ve1,ve2) et fo (ve1, Ve2) qui convergent alors que les séries de Taylor de f1 (ver, ve2)
et fa (ve1,ve2) divergent pour le méme ordre.

Lors de notre calcul de 'approximation des variétés stables en fonction des variétés centrées sous
la forme d’un polynéme h, nous sommes allé jusqu’au cinquieéme ordre (m = 5). Or le systéme
non-linéaire de départ (£32)) comporte des non-linéarités quadratiques et cubiques. En examinant
I’équation ({II0), cela signifie que les séries fi1 (ver, ve2) et fo (ver,ve2) sont des séries de puissances
croissantes allant jusqu’au quinzieme ordre telles que pour la puissance vélvﬁé, nous vérifions 1 <
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i+ j < 15. Nous remarquons de plus que les séries fi et fo ne comportent pas de termes constants.
Pour approximer ces séries, nous utilisons les SOD approximants [5/4] ¢, (. v..) €t [5/4] 1, (401 00s)

5 5
§ :E : 8

a=0 =0

1 4
Z Z dl,aﬁ”?lvc%

a=0 =0

5 5
§ :E : 8

a=05=0

4 4
Z Z d2,aﬁ”?1%ﬁ2

a=0 =0

[5/4] 4, (v, ve2) = (4.112)

[5/4] 4, (ve1, ve2) = (4.113)

Les numérateurs forment donc des séries ou chaque variable va jusqu’a 'ordre 5 et les dénominateurs
forment des séries ou chaque variable va jusqu’a I'ordre 4.

Par intégration temporelle du systéeme (ZII1]), nous obtenons donc les cycles limites suivant les va-
riables v et veo dans la base de la variété centrale. Par transformations inverses pour passer de la
base de la variété centrale & deux variables (systeme (Z81])) a I’espace physique réel de départ a quatre
variables (systeme (Z:32)), les cycles limites suivant les variables de départ X et Y définies en figure 1]
sont déterminés au voisinage du point de bifurcation de Hopf (M, po) pour p = pg + & avec i = £pyg
(e < 1).

Les SOD approximants [M/N]y, ., .. avec M < 4 et N < 4 sont insuffisants: dans certains cas,
les approximants divergent et ne permettent donc pas d’obtenir les cycles limites du systeme. Cela
signifie que 'approximation n’est pas assez précise du fait que les termes non-linéaires pris en compte
par cette approximation ne sont pas suffisants: les termes non-linéaires non retenues apportent une
contribution que nous ne pouvons pas négliger. Dans d’autres cas, les approximants convergent bien,
mais le cycles limites obtenus ne sont pas en accord avec les cycles limites déterminés par la méthode
de la variété centrale (ou par une intégration temporelle sur le systéeme de départ (E32])). Les raisons
de cette inadéquation est la méme que pour 'autre cas: les non-linéarités non retenues ne peuvent pas
étre négligées.

Aussi, les SOD approximants [M/N], (. ., !
laires & ceux du systéme original. En figures B3] et nous avons calculé les cycles limites (X, X)

) avec M > 5 et N > 4 donnent des cycles limites simi-

et (Y,Y) en utilisant des SOD approximants [5/4] .0 [5/5]4, [6/6];, . Ces cycles limites sont comparés
aux cycles limites du systéme original.

Plus nous montons dans 'ordre des approximants (M et N de plus en plus grands), plus nous nous
rapprochons des cycles limites du systeme original. Ce résultat est en parfait accord avec la théorie.
En effet, plus nous cherchons a approximer les séries f; par des approximants d’ordres élevés, plus
nous prenons en compte la contribution d’un grand nombre de termes non-linéaires, donc plus nous
nous rapprochons du comportement dynamique non-linéaire du systeme original.

D’autre part, l'utilisation des SOD approximants permet un gain en temps de calcul des cycles
limites par rapport a la méthode de la variété centrale (pour les méme conditions initiales au départ
de lintégration temporelle). Nous reviendrons plus tard sur le gain en temps de calcul suivant les
méthodes non-linéaires utilisées.
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0.4r
—— Systeme complet
- - - Padé[5/4]
- - Padé[5/5]
0.2r Padé[6/6]
o
S
= or
3
X
©
_0.2,
—_ 4 L L L
0 -1 0 1
X (m) x107°
(a) Cycle limite (X, X)
Fic. 4.31:
—— Systeme complet
St - - - Padé[5/4]
-- Padé[5/5]
- Padé[6/6]
2.5r
2
£
= 0Or
2
>_
©
_2_5,
_5 I I I I I |
-0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015

Fia.

Y (m)

(a) Cycle limite (YY)

0.06 ~
—— Systéme complet
0.04r - -- Padé[5/4]
- - Padé[5/5]
Padé[6/6]
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1S \
g © 7
X i
© /)
-0.02
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(b) Zoom sur les cycles limites

Cycle limite (X, X ) pour i = 110/1000 en utilisant la méthode des multi-approzimants

— Systeme complet
- - - Padé[5/4]
- - Padé[5/5]
Padé[6/6]

Y/dt (m/s)

0.2
-0.4r
-0.61
-0.8-

0.0121 0.0122 0.0123 0.0124 0.0125 0.0126
Y (m)

(b) Zoom sur les cycles limites

4.32: Cycle limite (Y, Y) pour i = o /1000 en utilisant la méthode des multi-approzimants
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4.3.8 Recherche de solutions sous forme harmonique

Une des approches classiquement utilisées pour analyser des systémes non-linéaires est la méthode
de la balance harmonique (HBM) qui permet de discrétiser des fonctions inconnues en temps par leur
composants de Fourier qui sont supposés constants vis-a-vis du temps.

Pour notre part, une méthode de balance harmonique qui utilise un passage alternatif entre les do-
maines fréquentiel et temporel (AFT method: alternate frequency/time domain method) va étre mise
en place. Cette méthode va donc permettre de calculer les cycles limites pour le systeme différentiel

suivant:

E

M
Z n1,05 (1) ’U?lvcﬁQ
[}

. ) SN dias (1) vl
v Vel U _
cl _ P1(Vct, VUec2 _ a=0 =0 (4114)
U (Ve1,0c2) MM
c2 p2 cly Uc2 Z Z n ’U
2 045 cl c2

aOﬂO

Z Z d> Olﬁ clv02

( a=03=0

0

=»
o

2|l

=l

avec M <5 et N <4 pour notre cas d’étude.

4.3.8.1 Alternate frequency/time domain (AFT) method

La démarche de la méthode AFT va tout d’abord étre décrite. Considérons un systeme différentiel
non-linéaire autonome similaire au systéme (.114)). Ce systéme peut s’écrire sous la forme:

Zi+ fi(21, o Ziy ooes 2p) =13 (21, 000y Zpy 215 0y Zp) = 0 1<i<p (4.115)

avec f; une expression non-linéaire sous forme d’approximants a plusieurs variables. Les f; corres-

pondent aux fonctions py (ve1, ve2) €t po (Ver, ve2) (avec 21 = v et 2o = ve2) pour le systeme (LI14).
Nous remarquons que ce systéme est un systéme autonome.

Tout d’abord, dans notre cas d’étude, la fréquence des oscillations est connue car nous recherchons les
cycles limites au voisinage du point de bifurcation de Hopf pour u = po + 7 avec 1 = epp (¢ < 1).
Ainsi, la fréquence d’oscillation exacte peut étre obtenue par détermination du point d’équilibre et de
la résolution des valeurs propres sur le systéme linéarisé pour p = po + 7 comme défini en (Z11)) et
(#ZI18). Nous avons alors la fréquence d’oscillation égale a 50.2H z soit w = 316rad/s.

La démarche d’obtention des coefficients de Fourier, solutions de ’équation différentielle (EITH]),
consiste alors & considérer un point de départ 2? (1 <14 < p) pour 'équation différentielle (ALIT5). La
solution suivante est alors obtenue en incrémentant la solution précédente tel que

2 =204+ A2 1<i<p (4.116)
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Pour I'incrémentation k, nous avons le solution suivante qui s’exprime sous la forme

zf"'l = 2F + AZF 1<i<p (4.117)

k

En considérant la troncature de I’expansion en séries de Fourier pour le vecteur z; avec H le nombre

d’harmoniques considéré dans la série de Fourier, nous avons:
H
2k = Zz‘k,o + Z [Zikgjfl.cos (jwt) + Zfzj.sin (jwt) 1<i<p (4.118)
j=1

ou Zjy, Ziaj_1 et Zq; sont des coefficients de Fourier.

Comme zf est périodique, l'incrément 6zf est lui aussi périodique et peut s’exprimer sous forme de
séries de Fourier comme suit:

H
=1

ol AZ;‘;O, AZik,ijl et AZfzj sont des coefficients de Fourier. Le nombre d’harmoniques H est choisi
de maniere a ne retenir que les premiers harmoniques nécessaires pour une bonne représentation du
probleme.

En introduisant la base

U = {1,cos (wt),sin (wt) , - - -, cos (jwt) ,sin (jwt) , - - -, cos (Hwt) ,sin (Hwt)} T (4.120)

nous pouvons ré-écrire les équations ([LII8) et (EITY) sous la forme:

k k gk Zk k k k k .
o = {2, 2 Tl 2y 2y Do Py} U 1< <p (4.121)

Aok = {AZly AZE AZy o AZEy  AZLy e AZEy | AZRy} U 1<i<p (4122)

Le k-iéme vecteur incrémental des coeflicients de Fourier peut étre ranger sous la forme
T
T T T
k k k k k k k
{Z } = |:{Zl,0"" aZp,O} [ a{Z1,2jfla"' ’Zp,ijl} s T a{Z1,2H"” ’Zp72H} :| (4123)

En considérant z = z;+ Az et z = 7;+ Az, 'équation[L.118 peut se mettre sous la forme (en considérant
I'expansion sous la forme d’une série de Taylor au premier ordre):
or or T
ri+ |5 —| -z 2z =0 4.124

Par substitution des équations ({LI2I) et (LI22) dans l'équation (?7?), et en orthogonalisant les
équations avec U, nous obtenons p x (2H + 1) équations algébriques linéaires de la forme

AZx+FNE L (A +T).AZK=0 (4.125)
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. FNL représente le vecteur des

avec ZX et AZK les vecteurs des coefficients de Fourier de z* et Az*
coefficients de Fourier des fonctions fi non-linéaires. Les matrices A et J définissent les matrices
Jacobiennes associées aux termes linéaires et aux termes non-linéaires de I’équation (4I115)). Dans

notre étude, nous avons deux variables v, et veo (soit p = 2). Les matrices J et A ont alors la forme

suivante: _ )
dfi  0f
6’[) 1 6’[) 2 —1
J=TxI ¢ ¢ T I 4.126
(rel o O (el (4.126)
6’[)61 6’[)CQ
"o _
O wl
-wI O
A= (0] Jw.I (4.127)
—jwI O
(@) Hwl
—Hw.l O

0
1

pour la série de Fourier. Les termes I' et I'™! permettent de passer du domaine temporel au domaine

1 0
avec les matrices I = [O ] et O = [0 0] et H correspondant au nombre d’harmoniques choisis

fréquentiel et inversement. Ils correspondent aux vecteurs de la transformation directe de Fourier
(DFT: Direct Fourier Transform) développée par Cameron et Griffin [25]. Nous reviendrons par la
suite sur ce point.

Nous avons les expressions (en posant ¢ = 2H + 1):

( 1
- 1=1 et 1<j5<g¢q
q
2 j — 1)
[Tij] = —008[(‘7 q) } i=24---,9-1 e 1<j<gq (4.128)
2 -1)(—-1
—sin[(J ) (@ )ﬂ] 1=3,5,---,q et 1<j<gq
\ g q

o
COS[M} j=24.g—1 et 1<i<g

q (4.129)

[yt =

1) (-1
sin[(Z ) )W} j=3,5--,q e 1<i<gq
q

Aussi, les expressions des fonctions f; de I'expression (LII5) étant des SOD approximants [M/N],
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de la forme

M M
o, B
E : E :ni7a5001002

a=0 3=0

N N
Z Z di,aﬁ”?l”g

a=0 =0

fi (Ve1,ve2) = (4.130)

Les dérivées partielles sont alors données par

M M N N M M N N
a—1_p0 o, B E a, B E a—1,0
«Q E : E :ni7a5001 Ueg X E : E :divﬂéﬁvclv(ﬁ - E :nivﬂéﬁvclvd X E :di,aﬂvcl Ve

af; B a=0 =0 a=0 =0 a=0 =0 a=0 3=0

- N N 2
Z Z di,aﬁvgl v§2

a=0£4=0

6’[)01

(4.131)

M M N N M M N N
g Z Z ”i,aﬂvglvfzil X Z Z di,aﬂ”?lvfz - Z Z ”i,aﬁvglvg X Z Z di,aﬁ”?lvgil

af; B a=04=0 a=04=0 a=0 =0 a=0 =0

N N 2
Z Z di,aﬁvglvg

a=0[4=0

avcz

(4.132)
Pour revenir a la recherche des solutions sous forme de coefficients de Fourier, 1’équation (4.125
contient p x (2H + 1) inconnues qui peuvent donc étre déterminées par les p x (2H + 1) relations
linéaires algébriques de cette équation ({L.125).

Dans la pratique, il est difficile de déterminer le vecteur FNE

, représentant le vecteur des coefficients
de Fourier des fonctions f; non-linéaires, directement & partir des coefficients de Fourier Z¥. Aussi,

Cameron et Griffin [25] ont proposé de calculer FNI en suivant la démarche suivante

DFT-! DFT NL

Cette procédure consiste donc a définir le vecteur z, vecteur définissant I’évolution temporel des va-
riables z; au cours de la période, a partir du vecteur Z, vecteur des coefficients de Fourier. Nous
passons donc du domaine fréquentiel au domaine temporel (DFT~!) par l'intermédiaire de T' défini
en (AI28). Ensuite, il est plus aisé de trouver 'expression des fonctions non-linéaires dans le domaine
temporel, étant donné que nous avons leurs expressions exactes données par (4.I30). Pour finir, nous
obtenons I’expression FNE définissant le vecteur des coefficients de Fourier des fonctions non-linéaires
f, a partir de ’expression des fonctions non-linéaires dans le domaine temporel. Nous passons donc du
domaine temporel au domaine fréquentiel (DFT) par 'intermédiaire de T défini en (EI30). Ainsi,
nous avons obtenu le vecteur FNI des coefficients de Fourier des fonction non-linéaires en ne connais-
sant que le vecteur des coefficients de Fourier Z et ’expression des fonctions non-linéaires temporelles
f(t). 11 faut bien noter que nous n’avons aucune expression littérale des fonctions non-linéaires en

fréquentiel, fonction des coefficients de Fourier. Cette procédure conduit donc & passer successivement
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du domaine fréquentiel, au domaine temporel, puis de revenir dans le domaine fréquentiel une fois les
calculs non-linéaires effectués en temporel, d’ott le nom de Alternate Frequency/Time (AFT) domain
method.

Finalement, expression (4.I25) nous permet d’avoir la nouvelle estimation du vecteur des coefficients

de Fourier ZX1. D’apreés les expressions (Z125), (£117), (£II8) et (ZII9), nous obtenons:

AZ< = —(A+J)7". (FNL +(A+T) .zk) (4.134)

Zktl — 7k 4 AZK (4.135)

L’erreur R effectuée sur I'estimation du vecteur des coefficients de Fourier nous est donnée par

R = A.Zk + FNE (4.136)

Les criteres de convergence choisis sont alors donnés par

H
o= ,|R3+ > (R3;_; + R)) (4.137)
j=1
H
0 = | AZ3+ > (AZ3; , + AZ3;) (4.138)
j=1

Le procédure de la méthode AFT utilisant la transformation de Fourier discrete DFT est illustrée par
le schéma de la figure E33.
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. Systeme non-lnémre
t=fiz) J
———— DFT!
N fa, ALl
o, s=ren| i a g (ren
CFT Ferd o fov, ol v, |
z-z+a.z| : = :
R=AZ+F
AE=—{A+T) " [AZ+F) —J,
Criteres de corvergence
NON . .
e e me Jl_\‘ﬂ-'h_l[ﬁ?;l'i‘ﬂ:uj‘—'ﬁ
=t Solution finale e

. 5 ol
[ ) Jrgtal,
Sty =T+ Zr,zm co(ian )+ Ty sindion) )

A
o) &= Jai o Slozi o) s

e iml

F1G. 4.33: Schéma de la procédure Alternate/Frequency Time (AFT) method avec la Discrete Fourier
Transform (DFT)
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4.3.8.2 Application de la méthode AFT

Nous appliquons maintenant la méthode AFT sur le systéme non-linéaire (EIT0) pour différentes
valeurs H des harmoniques de l'expression (.I15). Pour cela, nous utilisons le schéma décrit en figure
33 et les expressions (A132)), (133) et ([AI35) avec le critere de convergence (Z130).

Nous remarquons alors que la solution donnée par le premier harmonique (H = 1) décrit le cycle
limite de manieére approchée mais pas exacte. Par contre, le second harmonique (H = 2) ou les ordres
supérieurs (H > 3) donnent des cycles limites similaires aux cycles limites obtenus par les approximants
(et donc par le systéme original). Les différentes valeurs des coefficients de Fourier associés a chaque
ordre d’harmoniques H sont données dans le tableau [Tl Les figures[4.34], [4.35, et [£31 montrent
I’évolution des coefficients de Fourier lors de la recherche de ces derniers par la méthode AFT.

A partir des coefficients de Fourier déterminés et par transformations inverses pour passer de la base
de la variété centrale a deux variables (systeme (ZRI])) & l'espace physique réel de départ a quatre
variables (systeme (32])), les cycles limites suivant les variables de départ X et Y, définies en figure
1] sont déterminés au voisinage du point de bifurcation de Hopf (Mg, po) pour p = po + @ avec
I =epp (e < 1). Ces cycles limites sont illustrés en figures et

Coefficients de Fourier H cas (H =1) H cas (H = 2) H cas (H = 3) ‘
21,0 -0.685-0.0102i -0.686-0.0102i -0.685-0.0102i
Z2,0 -0.685+0.0102i -0.686+0.0102i -0.685+0.0102i
Z11 1.7453+1.07861 1.7453+1.0812i 1.7458+41.08081i
Z21 1.7453-1.07861 1.7453-1.0812i 1.7458-1.08081
21,2 -1.0775+1.73771 || -1.080541.7391 || -1.0801+1.7385i
222 -1.0775-1.73771 -1.0805-1.739i -1.0801-1.7385i1
213 0 0.017140.0215i1 0.0166+0.0212i
Z23 0 0.0171-0.0215i1 0.0166-0.0212i1
21,4 0 -0.0147+0.0388i || -0.0144+0.03821
Z2.4 0 -0.0147-0.03881 -0.0144-0.03821
AR 0 0 0.0002+0.00071
Zas 0 0 0.0002-0.0007i
21,6 0 0 -0.0002+4-0.0008i
Z2.6 0 0 -0.0002+4-0.0008i

TAB. 4.1: Coefficients de Fourier suivant l’ordre de I’harmonique H
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FIG. 4.34: Evolution de la partie réelle des coefficients de Fourier pour la variable vqq
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FIG. 4.35: Evolution de la partie imaginaire des coefficients de Fourier pour la variable veqq
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FiG. 4.37: Evolution de la partie imaginaire des coefficients de Fourier pour la variable ves
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FiG. 4.38: Cycle limite (X, X ) pour Ti = j19/1000 par la méthode AFT
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F1G. 4.39: Cycle limite (Y,Y) pour Ti = pp/1000 par la méthode AFT
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4.3.9 Apport des approximants multivariables

La méthode de la variété centrale et des approximants multivariables de Padé permettent donc de
simplifier le systeme de départ tout en gardant le méme comportement dynamique.
Maintenant nous allons discuter des divers améliorations apportées par 'utilisation des approximants
de Padé a la méthode de la variété centrale. Nous nous focaliserons plus particulierement sur deux
avantages des approximants de Padé:

- la rapidité d’obtention du cycle limite.

- la possibilité d’avoir une condition initiale loin du cycle limite recherché, c’est a dire que nous
augmentons le domaine de convergence.

- 'obtention d’un cycle limite approximatif alors que la méthode de la variété centrale diverge pour
le méme cas.

Enfin, nous dirons quelques mots sur le choix de 1'utilisation des approximants de Padé a la suite de
la méthode de la variété centrale, alors que généralement, la forme normale est utilisée pour simplifier
les termes non-linéaires.

4.3.9.1 Rapidité d’obtention des cycles limites

Le premier résultat important concernant 1'utilisation des approximants de Padé, est la rapidité
d’obtention des cycles limites. En effet, dans ’exemple que nous avons traité, les approximants de
Padé conduisent a une accélération de la convergence vers le cycle limite.

Ce gain en terme de temps de calcul sera évoqué par la suite dans le paragraphe

4.3.9.2 Souplesse sur les conditions initiales

L’un des problémes rencontrés lorsque 1’on recherche des cycles limites a partir de la méthode de
la variété centrale est le choix de la condition initiale pour résoudre le systeme différentiel associé au
probleme. En effet, si nous nous placons loin du cycle limite a déterminer, le calcul par la méthode de
la variété centrale peut alors diverger. Cela provient du fait que le systéme différentiel comporte des
non-linéarités polynomiales d’ordre élevé et que la méthode de la variété centrale définit ’expression
des variétés stables vg en fonction des variétés centrées v, localement, pour ||v¢|| faible.

Dans 'exemple traité, 'utilisation des approximants de Padé permet une augmentation du domaine
de validité de I’approximation vis-a-vis des conditions initiales.

Nous illustrons cette avantage des approximants en effectuant une intégration temporelle par I'utili-
sation de la méthode de la variété centrale et des approximants avec une condition initiale se situant
loin du cycle limite. Comme le montrent les figures[4.40] et [£.41], le calcul par la méthode de la variété
centrale diverge alors que les approximants de Padé accrochent le cycle limite. Le calcul complet, par
intégration temporelle classique, pour les mémes conditions initiales, donnent alors les mémes cycles

limites que ceux obtenus par les approximants de Padé.

De plus, si nous considérons la recherche de solutions sous forme de coefficients de Fourier, la
méme observation peut étre faite. En prenant divers conditions initiales sur les coefficients de Fourier,
le calcul converge toujours vers la méme solution, comme illustré en figures .42 et [L.43. Nous avons
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choisi arbitrairement les conditions initiales sur les coefficients de Fourier suivante:
79, =73, =20 (pour i = 0,1,--- ,4), soit || Z0|| = || Z9]| = 19 x || Zsotution|.
79, =73, = —30i (pour i = 0,1,--- ,4), soit ||Z0|| = || Z3]| ~ 28 x || Z=elution||,
79, =78, =10+ 10i (pour i = 0,1,--- ,4), soit [|ZP|| = || 29| = 14 x || Zstution]|.
7 =79, =2+2i (pour i =0,1,--- ,4), soit [|Z7|| = || 29| = 2.7 x || Zsohution|.
20, =29, =1 (pouri=0,1,-- ,4), soit || Z0|| = ||Z0]| 1 x || z=obution]]

Cependant, des conditions initiales trop éloignées du rayon de convergence initial du systeme

donneront bien entendu une divergence du systeme.

1.5
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o S
0.5F 1977 — . N
@ ‘\ \ \\\ AN
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5 | Wl \,l‘/ul'
= W)t vy
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Fi1G. 4.40: Apport des approximants de Padé sur la condition initiale: cycle limite (X,X)
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F1a. 4.41: Apport des approzimants de Padé sur la condition initiale: cycle limite (Y, Y)
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FIG. 4.42: Evolution de la partie réelle des coefficients de Fourier pour la variable v.o
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4.3.9.3 Convergence vers des cycles limites acceptables

Un autre point important lors de l'utilisation de la méthode de la variété centrale réside dans
I'estimation de maniére assez fine de la relation caractérisant les variétés stables vy en fonction des
variétés centrées ve.

Comme ’étude précédente le montre, si nous ne développons pas assez loin I'ordre m du polynoéme h,
nous obtenons alors des cycles limites inexacts voir une divergence du systeme calculé par la méthode
de la variété centrale.

Nous allons montrer dans ce qui suit, que les approximants de Padé peuvent permettre d’avoir une
estimation des cycles limites lorsque nous avons une divergence par la méthode de la variété centrale
(pour un ordre m donné du polynéme h).

Dans cette partie, nous ne considérons pas les divergences dues a une mauvaise condition initiale,
comme dans le paragraphe précédent, mais une divergence qui est directement liée & une estimation
insuffisante de I’expression liant les variétés stables et les variétés centrées.

Le but de ce paragraphe est donc de montrer que les approximants de Padé permettent d’éviter la
recherche des coefficients du polyndéme h a des ordres élevés. Bien entendu, il est toujours possible
de trouver une expression du polynéme permettant d’exprimer les variétés stables vg en fonction des
variétés centrées v, de maniere assez fine, mais les calculs associés deviennent de plus en plus lourd
a gérer, étant donné qu’il faut rechercher un polynéme h d’ordre tres élevé. Pour notre part, nous
n’avons développé la recherche des coefficients ay, ;; de la variété centrale que jusqu’a l'ordre 5. L’étude
qui va suivre va donc porter sur les probléemes pour lesquelles une approximation vg = h (v¢) a Uordre
5 est insuffisante pour obtenir les cycles limites.

Pour illustrer l'apport des approximants de Padé sur l'obtention de ces cycles limites, nous re-
prenons le systeme étudié précédemment en changeant seulement un parameétre (I’amortissement
Cy = 300N/m/sec).

Le point de bifurcation de Hopf associé est alors obtenu pour pg = 0.28. En effectuant une intégration
temporelle sur le systéme complet et en nous plagant en amont du point de bifurcation de Hopf
(n = 1.01 X o), nous obtenons donc les évolutions temporelles des variables X et Y du systéme et les
cycles limites associés, comme défini en figures[4.44] H.45] et [4.46.

15210 25
2 .
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F1G. 4.44: Oscillations du déplacement et de la vitesse suivant X pour (u = po+ €.up avec € = 0.01)
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F1G. 4.45: Oscillations du déplacement et de la vitesse suivant Y pour (u = po + €.up avec € = 0.01)
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FIG. 4.46: Cycles limites (X, X ) et (YY) pour p = pg + e.p10 ( avec € = 0.01)

Pour cette nouvelle famille de parametres, la méthode de la variété centrale est utilisée en développant

I’expression des variétés stables vg en fonction des variétés centrées v par 'intermédiaire du polynéme

h jusqu’au cinquieme ordre. La recherche des cycles limites, par intégration temporelle classique ou
par la méthode de la balance harmonique AFT & partir du systéme réduit autour de la variété centrée
et au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1 = po + €.10 avec € = 0.01), diverge. Ceci provient
du fait que I'approximation des variétés stables vy en fonction des variétés centrées v, n’est pas assez

fine.

Nous allons cependant rechercher les approximants de Padé a l'ordre [8/7] de ce dernier systéme
réduit de la variété centrale. Les approximants [8/7] correspondent & I'approximant de Padé maximal

que nous puissions obtenir dans notre cas, puisque le systeme réduit dans la base de la variété centrale
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comporte des non-linéarités polynomiales d’ordre inférieur ou égal a 15. Nous déterminons ensuite les
cycles limites de ce dernier systéme réduit et simplifié par la méthode de la balance harmonique AFT.
Pour un développement au troisieme harmonique H = 3 ou a un ordre supérieur, nous obtenons des
cycle limites a peu prés conformes a ceux obtenus par une intégration temporelle du systéme complet
de départ. Les évolutions des coefficients de Fourier des variétés centrées en prenant trois harmoniques
sont données en figures H.47] et [4.48.

En comparant avec les cycles limites obtenus sur le systeme de départ, nous remarquons que nous
ne sommes pas trop éloignés de ces derniers, comme l'illustrent les figures et Ainsi, les
approximants de Padé ont permis d’obtenir des cycles limites approchés alors que le calcul de ces
mémes approximants a été effectué sur le systeme de la variété centrale qui lui diverge lors de la
recherche des cycles limites associé. Nous voyons ici 'une des propriétés fortes des approximants
de Padé qui permettent d’obtenir une convergence de la solution alors que la série des puissances
croissantes associée diverge.

Cependant, nous remarquons que les cycles limites obtenus ne sont pas exactement conformes a ceux
du systéeme complet. Ceci montre la limitation de cette application des approximants de Padé. En
effet, si nous ne développons pas ’approximation des variétés stables en fonction des variétés centrées
de maniere assez poussée, les approximants de Padé ne pourront pas converger de maniere correcte
vers les cycles limites exacts.
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Partie réelle des coefficients de Fourier
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FI1G. 4.47: Evolution des coefficients de Fourier pour la variable v
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Fi1c. 4.48: Evolution des coefficients de Fourier pour la variable veo
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4r —— Systéme complet
- -- Padé [8/7] + AFT (H=3)

dx/dt (m/s)

_3 I I I i
-5 0 5 10 15

X (m) -3

F1G. 4.49: Comparaison des cycles limites (X, X)obtenus pour le systeme complet et par la méthode de
la variété centrale + les approzimants de Padé + la méthode AFT (pour p = pg+ €.up avec € = 0.01)

25r —— Systéme complet
- - - Padé [8/7] + AFT (H=3)

20r

10

[$]
T

o
T

dY/dt (m/s)

_15,

_2 1 1 1 1 1 1 |
281 -008 -0.06 -0.04 002 0 002 004 0.06
Y (m)

F1G. 4.50: Comparaison des cycles limites (Y, Y)obtenus pour le systeme complet et par la méthode de
la variété centrale + les approzimants de Padé + la méthode AFT (pour p = pg+ €.up avec € = 0.01)
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4.3.10 Les approximants de Padé par rapport a la Forme Normale

Comme nous 'avons dit précédemment, la méthode de simplification non-linéaire classiquement
utilisée a la suite de la méthode de la variété centrale est la méthode de la forme normale, explicitée
au paragraphe [34]

La forme normale permet alors d’obtenir une expression non-linéaire qui ne comportera plus que des
termes de degré impair, correspondant aux termes résonants du systeme. Pour plus de détail sur I'ob-
tention de ces termes pour un systeme non-linéaire comportant des termes non-linéaires quadratiques
et cubiques, le lecteur pourra se reporter en Annexe C, ot un développement du calcul de la forme
normale aux premiers ordres a été explicité.

L’utilisation des approximants de Padé correspond a une stratégie différente. Ils permettent de sim-
plifier les termes non-linéaires et conduisent en général, a une accélération de la convergence vers le
cycle limite.

Aussi, la forme normale présente 'avantage de diminuer le nombre de termes non-linéaires du
systeme. Ainsi, elle permet d’avoir un gain en temps de calcul pour la recherche des cycles limites.
Cependant, la nouvelle série formée par 'intermédiaire des transformations non-linéaires ne permettra
pas, a priori, une convergence de la nouvelle série alors que la méthode de la variété centrale diverge, ce
qui est un des avantages important des approximants de Padé. En effet, si nous considérons une série
de puissance croissante et que nous supposons de plus que cette série nécessite la prise en compte des
m premiers termes non-linéaires pour converger, alors une des propriété des approximants de Padé est
que la prise en compte des n premiers termes non-linéaires (n < m) de la série considérée peut suffire
pour faire converger la série. Si maintenant, nous appliquons la forme normale, nous pouvons déja dire
que la prise en compte de la série a I'ordre m va permettre la converge de la nouvelle série obtenue par
des transformations non-linéaires. Cette nouvelle série va comporter un nombre de termes non-linéaires
réduit. Cependant, si nous ne prenons que les n premiers termes qui amenent une divergence de la
série initiale et qui permettent de faire converger la série des approximants de Padé, la série obtenue
par 'application de la forme normale aura le méme comportement que la série initiale ne comportant
que les n premiers termes et nous aurons donc divergence. Ceci découle du calcul des coefficients de
la forme normale, défini en Annexe C. Nous voyons ainsi I'un des avantages majeurs de 1'utilisation
des approximants de Padé par rapport a la forme normale dans notre cas précis.
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4.3.11 Apport des méthodes non-linéaires en temps de calcul

Les différentes méthodes non-linéaires mises en place permettent d’obtenir les cycles limites au

voisinage du point de bifurcation de Hopf. De plus, nous avons évoqué les avantages liées a 1'utilisation
des approximants de Padé en termes de convergence. Cependant, I'un des points essentiels d’utilisation
de ces méthodes non-linéaires demeurent la simplification du systeme de départ qu’elles engendrent
et donc le gain en temps de calcul associé.
Le tableau 2] regroupe les différents temps de calcul pour le jeu de parametre précédent, suivant
chacune des méthodes non-linéaires, afin d’avoir une idée de 'apport des différentes méthodes. 11 en
ressort un gain important en temps de calcul. Bien entendu, plus le nombre de degré de liberté est
important, plus le gain de temps en utilisant la méthode de la variété centrale sera appréciable.

Méthode H Temps de calcul (sec) ‘
Systeme complet - Intégration temporelle 2000
Méthode de la variété centrale (ordre 3) - Intégration temporelle 200
Méthode de la variété centrale (ordre 4) - Intégration temporelle 500
Méthode de la variété centrale (ordre 5) - Intégration temporelle 1200
Approximants de Padé [5/4] - Intégration temporelle 50
Balance harmonique AFT 30

TAB. 4.2: Evaluation des temps de calcul lors de la recherche de cycles limites

4.3.12 Extension a des études paramétriques

Les études de stabilité permettent de regarder 1’évolution des zones de stabilité en fonction d’un
ou de plusieurs parametres. Nous pouvons faire de méme pour regarder 1’évolution des cycles limites
en fonction de divers parametres. Nous allons illustrer cela sur notre systéme en examinant 1’évolution
des cycles limites en fonction de 'angle de sprag-slip 6, de la force de freinage Fyqxe, de la masse mq
et du terme de raideur non-linéaire kqs.

Les cycles limites sont obtenus par I'intermédiaire de la variété centrale (nous allons jusqu’au cinquiéme
ordre), des approximants a deux variables (nous allons jusqu’a l'ordre [8/7]f) et de la recherche sous
forme des coefficients de Fourier par la méthode AFT (nous allons jusqu’au quatriéme harmonique).
Les cycles limites obtenus sont alors en accord avec les cycles limites du systeme complet, comme
explicité précédemment. Pour les différents jeux de parametres, les valeurs pg relatives au point de
bifurcation de Hopf sont données dans les tableaux K3, [£4] et .6 . Les cycles limites obtenus sont
illustrés en figures EL.51] H.52] et [4.541

Tout d’abord, les cycles limites évoluent de maniere variée suivant le jeu de parametre, ce qui montre
bien 'aspect complexe du probleme. Par exemple, nous voyons bien que dans les figures[4.51] [£.52] et
E53] les cycles limites (X, X) et (Y,Y) n’évoluent pas forcément de la méme maniére: par exemple
lorsque nous avons un accroissement d’un des cycles limites, I’autre peut soit s’accroitre, soit diminuer,
soit stagner.

D’autre part, la position d’équilibre évolue suivant le jeu de parametre utilisé, ceci est plus parti-
culierement illustré en figure[£.52 Ce changement de la position d’équilibre peut entrainer a elle seule
une variation du niveau vibratoire.
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Angle 0 (rad) H Lo
0.1 0.103
0.3 0.3102
0.4 0.424
0.5 0.547

TAB. 4.3: Valeur du coefficient de frottement ug au point de bifurcation de Hopf en fonction de
l’évolution de l’angle 6

Force de freinage Fyrqre (N) H 140
10 0.204
50 0.204
100 0.205
200 0.206

TAB. 4.4: Valeur du coefficient de frottement pg au point de bifurcation de Hopf en fonction de

[’évolution de la force de freinage Fypqpe

Masse m; (kg) H 140
1.1 0.216
1.2 0.246
1.3 0.293
14 0.351

TAB. 4.5: Valeur du coefficient de frottement pg au point de bifurcation de Hopf en fonction de

{’évolution de la masse my

raideur non linéaire ki (N/m?) H 140
1107 0.204
1.5 107 0.204
2.5 107 0.204
1108 0.205

TAB. 4.6: Valeur du coefficient de frottement ug au point de bifurcation de Hopf en fonction de

{’évolution de la raideur non linéaire ki
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FiG. 4.52: Evolution des cycles limites en fonction de la force de commande Fypqpe
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FI1G. 4.54: Evolution des cycles limites en fonction de la raideur non linéaire k1o
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4.4 Analyse Non-Linéaire des Modes Complexes

L’application de méthodes non-linéaires plus ou moins complexes est envisageable afin d’étudier les
niveaux vibratoires associés a un systéme non-linéaire. Ces méthodes permettent d’obtenir de maniere
rapide les amplitudes vibratoires a travers des simplifications du systeme de départ ou la recherche de
solution sous des formes prédéfinies. Cependant, ces méthodes présentent I'inconvénient d’étre assez
complexes et leur implémentation nécessite un temps de codage assez long.

Ainsi, une question qui vient naturellement & ’esprit est de savoir si nous ne pouvons pas utiliser
les notions propres aux systémes linéaires (et la notion de mode associé) pour des probléemes non-
linéaires. De telles approches ont déja été mises en place lors des travaux de Setio et Jézéquel [I53] qui
s’intéressent plus particulierement aux modes non-linéaires et a la superposition modale non-linéaire.

Dans cette partie, nous allons proposer une nouvelle approche permettant d’obtenir les amplitudes
d’un systéme non-linéaire autonome a partir des modes non-linéaires et fréquences associées. Cette
méthode a pour but de donner une solution simplifiée périodique stationnaire du probleme non-linéaire
par l'intermédiaire de I’examen des valeurs propres et vecteurs propres du systéme linéarisé équivalent
obtenu par l'intermédiaire de la méthode de la linéarisation équivalente. Nous rappellerons tout d’abord
quelques notions sur les modes non-linéaires et expliciter la démarche de cette nouvelle approche
utilisant les valeurs propres et vecteurs propres du systéme linéarisé équivalent.

4.4.1 Probléme considéré

Nous repartons de I’équation dynamique non-linéaire du systeme (£10).

2 2 2 2 2
M+ Cx+Kx=F+Fn(x)=F+) ) f(i%).xi.xj +3 3N f(g})‘xx]xk (4.139)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
ou f(i%) et f(%l; définissent les coefficients des termes non-linéaires quadratiques et cubiques. M, C et
K représentent les matrices de masse, d’amortissement et de raideur du systéme. Fnp,(x) correspond
au vecteur des termes non-linéaires et F définit la force appliquée.
Le point d’équilibre associé xg vérifie I’équation statique non-linéaire:

Kxo=F+ FNL(X()) (4140)

Le systéme dynamique non-linéaire est redéfinit autour du point d’équilibre x¢ (x = x9+X). Apres
, . , _ 5T .
passage sous forme d’équation d’état (z = {X x} ), ce systéme se met sous la forme

4 4 4 4 4

z=A.z+ Z Z ng).zi.zj + Z Z Z ngl)czzzjzk (4.141)

i=1 j=1 i=1 j=1k=1

avec les termes A, 1(g) et 1(3) définis en (2.33)), (£34)) et (.35)). Nous ne revenons par sur les différentes
étapes qui ont déja été évoqués précédemment et qui permettent d’aboutir au systeme non-linéaire
(#T12M). Ce systéeme non-linéaire va nous servir de point de départ pour 'application de la méthode
proposée.
Finalement, ce systeme peut-étre écrit sous la forme de Jordan

y = J.y + FNL(y) (4.142)



128 Chapitre 4. Modele fondamental non linéaire bidimensionnel de frottement

ou J correspond a la partie linéaire du systéme et définit une matrice diagonale comportant les valeurs
propres A du systeme linéarisé: FINL regroupe ’ensemble des termes non-linéaires. Nous appelons P
la base constituée des valeurs propres de J.

4.4.2 Mode non-linéaire complexe

Avant toute chose, nous rappellerons la notion de mode non-linéaire et préciserons quelques hy-
potheses que nous allons prendre en compte par la suite.
Nous considérons un systéme non-linéaire qui possede un point de bifurcation de Hopf (M, 110) et
supposons que le systéme linéarisé associé au point p = pg + 7 est instable. Alors, un ou plusieurs
modes linéaires de ce systeme sont instables. Nous pouvons considérer que toutes les participations
modales des modes sont alors négligeables devant le mode le plus instable (du fait des croissances
comparées des exponentielles) et que la réponse linéaire du systéme peut simplement s’écrire en ne
faisant intervenir que ce mode instable. Nous avons alors

y(t) = Yo.eM (4.143)

avec A et Yg la valeur propre complexe et le vecteur propre normé complexe du mode instable. Nous
avons donc Re(\) > 0.

Cette relation peut étre prolongée pour les systemes non-linéaires sous la forme
y(t) = p.Yo(p).e*®P)t (4.144)

ou p est un entier positif. Ainsi, pour chacune des valeurs de p, il est associé un mode complexe Y (p)
et une valeur propre complexe A(p) qui définissent le mode non-linéaire complexe. Cette relation est
vérifiée en p = 0 avec 1'équation (LI43). La partie réelle de la valeur propre A(p) caractérise alors la
stabilité du systeme et la partie imaginaire correspond & la fréquence d’instabilité associée.

4.4.3 Utilisation de la méthode de la linéarisation équivalente

La méthode de la linéarisation équivalente va étre utilisée afin d’approximer les termes non-linéaires
par une contribution linéaire équivalente pour une solution test donnée. Le systeme considéré est donc
le suivant

y =J.y + FNL(y) (4.145)

Nous cherchons donc & approximer ce systéeme par le systeme linéaire équivalent
y=Jy+Jy (4.146)

ot J’ représente la matrice linéaire équivalente des termes non-linéaires définis par la fonction FNL.
Cette matrice équivalente peut étre obtenue en minimisant la moyenne de la différence e entre le
systéme linéarisé équivalent (£146) et le systéme non-linéaire (£.145]) pour toutes les valeurs de y(t).
La différence ¢ est défini comme suit:

e=FNL(y)—Jy (4.147)
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La minimisation de ¢ est obtenue par 'intermédiaire du critere de minimisation
1T,
(A == gledt 4.148
@)=z (4.148)

avec T = 27 /w et &' définissant la transposée de ¢.

Les conditions nécessaires pour obtenir la minimisation spécifiée dans 1’équation précédente sont:

or

/
Oa; ;

=0 (4.149)

La construction de la matrice équivalente A’ est réalisée en considérant les équations (.148) et (£.149).
Pour plus de détail le lecteur pourra se reporter au paragraphe 3.0, La matrice linéaire équivalente est
alors définie par
T
/ yZ]FNLU (ij) dt
a,. =20 (4.150)

ij T
/ yfj dt
0

Bien entendu, la matrice lindaire équivalente J’ peut aussi étre obtenue & partir de I’expression FNL

par la méthode des moindres carrés appliquée sur la période T' du systeme en considérant n points
d’interpolation ou par toute autre méthode minimisant ’erreur entre le systéme linéaire équivalent et
les termes non-linéaires (méthode de la balance harmonique par exemple).

Ainsi, le systéme linéarisé équivalent du systéme de départ non-linéaire (£142)) est de la forme
y=00+JY)y (4.151)

La démarche nous permettant d’obtenir les amplitudes du systéme non-linéaire, a partir des valeurs
propres et vecteurs propres provenant du systeme linéaire équivalent, va maintenant étre explicitée.

4.4.4 Approche Non-Linéaire des Modes Complexes

Comme nous 'avons déja vu dans le paragraphe .42 la réponse du systeme non-linéaire peut
étre approximée, en considérant les participations modales des modes stables négligeables par rapport
a la participation modale du mode instable, sous la forme

y(t) = p.Yo(p).e P (4.152)

ou p est un entier positif. Bien entendu, la partie réelle de la valeur propre A(p) caractérise la stabilité
du systeme et la partie imaginaire correspond & la fréquence d’instabilité associée.

Ainsi, I'idée consiste & examiner la relation (£152]). L’entier positif p définit "amplitude de la solution
du systéme non-linéaire. Nous remarquons que si la valeur propre A(p) a une partie réelle positive, nous
avons une expression y(t) croissante au cours du temps. Du fait que nous sommes dans ’hypothese
d’un mode instable, Re (A(p)) ne peut étre négative.

Etant donné que le systéme non-linéaire possede un cycle limite, il existe une valeur pg de p qui annule
la partie réelle de la valeur propre A(p) ceci afin d’avoir une réponse périodique stationnaire du systéme

y(t) = po-Yo(po).¢*" (4.153)
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avec wg = Im (A(po)) définissant la fréquence et Yo(po) la déformée associée avec Re (A(pg)) = 0.
L’entier positif pg définit alors 'amplitude de la solution périodique stationnaire du systéme non-
linéaire.

Connaissant la valeur de la valeur propre A(0) et la déformée associée Yo(0), correspondant au systéme
linéarisé de départ, I'objectif est donc maintenant de pouvoir suivre I’évolution de la valeur propre
A(p) et de la déformée associée Yo(p) pour aboutir a la solution périodique stationnaire du systeme.
En incrémentant l’entier p = p + dp, nous nous placons au voisinage du point p. En prenant dp
suffisamment petit et connaissant le vecteur propre complexe Yq (p) et la valeur propre A (p), nous
pouvons calculer le vecteur propre complexe Y (p + 0p) et la valeur propre A (p + dp) du mode instable
en p. En effet, en calculant le systéme linéaire équivalent (J 4+ J') .y pour p = p+0p, par 'intermédiaire
de la méthode de la linéarisation équivalente, et en se servant des données relatives a la valeur propre
A(p) et du vecteur propre complexe Yo (p), nous pouvons trouver la nouvelle valeur de la valeur propre
A(p+ dp) et du vecteur propre complexe associé Yo (p+ dp) en p = p + dp. Ainsi, en partant de la
valeur p = 0, en incrémentant par p = p + dp (avec Jdp suffisamment petit) et en réactualisant les
données Yo(p), A(p) et J' & chaque étape, nous pouvons suivre I’évolution des quantités A(p) et Y (p).

L’évolution de la partie réelle de A(p), qui est positive au départ, caractérise la stabilité du systeme.
Nous effectuons cette procédure jusqu’a obtenir la valeur pg qui annule la partie réelle de A(p). Alors, les

solutions stationnaires périodiques du systéme non-linéaire sont données par y(t) = po.Yo (po).e’\(po)'t.

L’ensemble de cette méthodologie appliquée a un systeme non-linéaire est explicitée par le schéma

705151
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Systéme non-linéaire
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Fi1a. 4.55: Schéma de la méthode de ’approche linéarisée auzx valeurs propres
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4.4.5 Application au systéeme non-linéaire frottant

Cette procédure est appliquée au systeme frottant considéré précédemment. Pour cela, nous allons
rechercher les modes non-linéaires et fréquences non-linéaires, ainsi que les amplitudes vibratoires et les
cycles limites du systeme non-linéaire au voisinage du point de bifurcation de Hopf. Nous validerons la
méthode par une comparaison des cycles limites obtenus par intégration temporelle et par I’approche
linéarisée aux valeurs propres.

4.4.5.1 Détermination des cycles limites

Nous considérons le systéme (£I40]) au voisinage du point de bifurcation de Hopf u = ug + .
Dans notre cas, le systeme écrit sous forme d’équation d’état possede deux modes conjugués instables
de participations modales équivalentes. Ainsi, la composante périodique des modes non-linéaires com-
plexes du systéme peut s’écrire, par analogie avec ce qui précede, sous la forme

y(t) = 1—27- (Yo(p)-ei'“(”)'t - Y_o(p).e‘i“(p)'t) (4.154)

L’évolution de la partie réelle de A(p), qui permet de statuer sur la stabilité du systéme et ’évolution
de la fréquence associée w(p) sont données en figures Les solutions périodiques stationnaires
obtenues sont illustrées par I'intermédiaire des cycles limites des figures E57 et [£58]
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FIG. 4.56: Evolution des fonctions définissant le mode non-linéaire
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4.4.6 Recherche d’un cycle limite ”loin” du point de bifurcation

La méthode de la variété centrale nous oblige a rester au voisinage du point de bifurcation de
Hopf. Ainsi, si nous recherchons des cycles limites ”loin” de ce dernier, nous devons utiliser une autre
méthode : parmi les méthodes les plus classiques, nous retrouvons bien entendu, toutes les méthodes
de balance harmonique ou de collocation. La méthode que nous proposons peut aussi permettre la
recherche de cycle limite ”loin” du point de bifurcation de Hopf, comme l'illustrent les figures .59 et
.60, en recherchant des solutions simplifiées au premier harmonique et en simplifiant le systéme non-
linéaire par 'intermédiaire de la prise en compte de la participation modale unique du mode instable.
L’un des avantages le plus évident est la rapidité de mise en place d’une telle méthode et sa facilité
d’utilisation. Cependant, nous rappelons qu’elle ne permet d’approcher que les solutions périodiques
des systemes non-linéaires.
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4.4.7 Exemple d’étude paramétrique

Afin d’illustrer 'utilisation de cette méthode sur l'influence de facteurs physiques, nous allons
présenter 1’évolution des amplitudes vibratoires des degrés de liberté du systeme non-linéaire par
rapport a I’évolution de I’angle de sprag-slip. Nous nous plagons sur 'instabilité (au point © = 1.01pg).
Les valeurs des coefficients de frottement considérés sont données dans le tableau E.7]

Les évolutions de la partie réelle et de la partie imaginaire de la valeur propre instable, pour différentes
valeurs de l’angle de sprag-slip 6 sont illustrées en figures (4.61]). Les évolutions des cycles limites sont

représentées (L62]).

‘ Angle 0 (rad) H w=1.01pg
0.05 0.056
0.1 0.104
0.2 0.206
0.3 0.313
0.4 0.428

TAB. 4.7: Valeur du coefficient de frottement = 1.01pg en fonction de l’évolution de ’angle 0
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FI1G. 4.61: Evolution de la valeur propre en fonction de l’angle de sprag-slip
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FI1G. 4.62: Evolution des cycles limites en fonction de l’angle de sprag-slip

4.4.8 Conclusion

Dans cette partie, une nouvelle méthode (CNLMA: Complex Non-Linear Modal Analysis) a été
développée. Cette méthode s’intéresse plus particulierement aux modes non-linéaires complexes. Elle
permet d’approcher les solutions périodiques stationnaires des systemes non-linéaires a partir de 1’exa-
men de I’évolution des valeurs propres du systeme linéaire équivalent. Les cycles limites obtenus par
I'intermédiaire de cette méthode sont similaires & ceux obtenus par une intégration temporelle clas-
sique. L’un des principaux avantages réside dans sa facilité d’utilisation et sa rapidité pour trouver les
solutions du systeme non-linéaire. Les études paramétriques sur 1’évolution des amplitudes vibratoires,
en fonction de facteurs physiques variés, sont alors aisées a effectuer.
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4.5 Conclusion de I’'étude

Dans ce chapitre, nous avons modélisé un systeme de frein pour caractérisé la vibration de judder

faisant intervenir ’ensemble du train avant. Dans cette modélisation, nous avons considéré le compor-
tement dynamique non-linéaire du systeme de commande et du train avant. Ces non-linéarités ont été
exprimées par 'intermédiaire de polyndémes quadratiques et cubiques. Le frottement a été modélisé
par la loi de Coulomb. L’instabilité provient alors du couplage de mode engendré par I'intermédiaire
de 'angle de sprag slip.
La stabilité du systeme dépend du coefficient de frottement et peut apparaitre en considérant un coef-
ficient de frottement constant. Des études biparamétriques ont montré la complexité d’un tel probleme
ou les zones de stabilité sont sensibles & un nombre varié de parametres parmi lesquelles les différentes
masses, raideurs, force de freinage et aspects géométriques sont impliqués.

D’autres part, une procédure utilisant la méthode de la variété centrale, les approximants de Padé
et la balance harmonique AFT a été implémenté afin d’obtenir les niveaux vibratoires lors de I’appari-
tion d’une instabilité. Pour cela, nous avons recherché le point de bifurcation de Hopf, qui correspond
au déclenchement de l'instabilité. Ensuite, le systeme non linéaire est réduit par la méthode de la
variété centrale qui consiste a exprimer les variété stables vg en fonction des variétés centrées v par
I'intermédiaire d’un fonction h que nous avons exprimé sous la forme d’un polynéme allant jusqu’au
cinquiéme ordre.

La deuxiéeme méthode non-linéaire mise en place a été la simplification du systéme non-linéaire écrit en
fonction des variétés centrés v, sous forme de fraction rationnelles & deux variables. Cette approche
correspond a l'extension des approximants de Padé au cas de deux variables. Cette méthode a la
propriété de simplifier la série de puissance croissante découlant de la variété centrale est de plus de
pouvoir converger alors que la série correspondante diverge.

La derniere méthode mise en place est la méthode de la balance harmonique AFT (avec la DFT)
pour obtenir une expression finale des cycles limites des variétés centrées sous forme de coefficients de
Fourier.

D’un point de vue pratique, ces méthodes non-linéaires permettent de prédire les cycles limites d’un
systeme comportant des non-linéarités polynomiales pres du point de bifurcation de Hopf. L utilisation
de ces méthodes permet un gain en temps de calcul tres important et donne ainsi la possibilité d’effec-
tuer des études de conception en étudiant I'influence de divers parametres sur les niveaux vibratoires

d’un systeme.

Nous avons montré dans cette étude une application originale de 'utilisation de la variété centrale
couplée avec 'utilisation des approximants de Padé. En effet, généralement, la méthode non-linéaire
qui suit la méthode de la variété centrale est la forme normale. La mise en place des approximants
a deux variables présente ’avantage de converger alors que la méthode de la variété centrale diverge
pour le méme nombre de termes non-linéaires pris en compte (ce qui signifie que la forme normale
diverge aussi). Ainsi, les approximants de Padé a la suite de la méthode de la variété centrale se
montrent tres efficace pour simplifier le systéme non-linéaire. De plus, ils peuvent méme permettre,
dans certains cas, de retrouver un cycle limite approché alors que la méthode de la variété centrale
sur lequel s’appuie le calcul des coefficients de Padé diverge.

D’autre part, les approximants donnent la possibilité d’avoir une plage de conditions initiales plus
larges qui permettent toutes de converger vers les cycles limites du systéme réel (alors que les mémes
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conditions initiales feraient divergeaient le calcul pour le systeme de la variété centrée). Pour toutes
ces raisons, les approximants de Padé peuvent étre un moyen tres efficace pour la recherche des cycles
limites.

Ainsi, pour un probléme non-linéaire qui comporte une bifurcation de Hopf simple, la méthode de la
variété centrale permet d’utiliser ensuite les approximants de Padé a deux variables. La combinaison
de ces deux méthodes constitue une approche non-linéaire efficace et permet une détermination rapide
de cycles limites conformes a ceux obtenus sur le systeme complet.

Aussi, une nouvelle approche (CNLMA: Complex Non-Linear Modal Analysis) a été mise en place.
Cette méthode s’intéresse plus particulierement aux modes non-linéaires complexes et au fait que
le comportement d’un systeme linéarisé instable peut s’approximer par la participation modale du
mode instable. Cette méthode permet d’approcher les solutions périodiques stationnaires des systémes
non-linéaires a partir de ’examen de 1’évolution des valeurs propres du systeme linéarisé équivalent.
L’un des principaux avantages réside dans sa facilité d’utilisation et sa rapidité pour trouver les
solutions du systéme non-linéaire. L’un des inconvénients majeur réside tout simplement au fait que
la solution est périodique , ce qui donnera une solution approchée qui peut étre grossiere suivant le
probleme non-linéaire rencontré. Par comparaison a la procédure complete ”variété centrale+Padé
approximant+balance harmonique”, cette approche permet la recherche de cycles limites ”loin” du
point de bifurcation de Hopf. Bien entendu, la méthode de la balance harmonique, utilisée seule,
permettrait aussi d’obtenir les cycles limites loin du point de bifurcation de Hopf, mais dans notre
cas, du fait de I'utilisation initiale de la méthode de la variété centrale, I’ensemble de la procédure
?variété centrale+Padé approximant-+balance harmonique” ne permet qu'une estimation des cycles
limites proche du point de bifurcation de Hopf.
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Chapitre 5

Application industrielle

Dans ce chapitre, nous étudierons la stabilité d’une structure industrielle complexe, qui est un
systeme de freinage aéronautique.
En effet, 'un des problemes majeurs auxquels se retrouvent confrontés les équipementiers et avion-
neurs provient des vibrations des freins et plus particulierement des instabilités engendrées lors d’un
freinage. Si, d’un point de vu expérimental, les problemes vibratoires et les divers phénomenes semblent
assez bien connus (Ozbek [102] et Enright [50]), les approches théoriques tentant de reproduire ces
phénomenes et plus précisement de détecter les instabilités éventuelles avec les niveaux vibratoires
associés sont plus rares. Ceci peut s’expliquer du fait que la recherche des niveaux vibratoires est sou-
vent réalisée a partir de modeles complexes (modeles phénoménologiques ou modeles éléments finis) et
nécessite donc un temps de calcul prohibitif. Par une telle approche, il est bien str difficile de prendre
en compte le phénomene d’instabilité lors de la conception d’un frein aéronautique. C’est pour cette
raison que les études de stabilité non-linéaires deviennent maintenant indispensables lors de 1’étude
d’un frein aéronautique. Ces études, a travers I'utilisation d’outils non-linéaires permettent de prendre
en compte la notion de stabilité et de répondre de facon efficace et rapide a de nouvelles géométries
et caractéristiques d’un frein.

D’autre part, comme nous allons le voir par la suite, les vibrations d’un frein aéronautique sont
clairement identifiées d’un point de vue expérimental. Néanmoins les phénoménologies associées, et par
conséquent les modeles analytiques, ne sont pas toujours clairement établis. C’est tout particulierement
le cas de la vibration de whirl qui est I'une des vibrations les plus couramment rencontrées parmi les
instabilités d’un frein. Notre objectif va donc consister a construire un modele phénoménologique
qui nous permette de reproduire la vibration de whirl et de détecter les zones de stabilité et niveaux

vibratoires associés. Notre démarche va se baser sur de nombreux essais et observations expérimentales.

Dans ce chapitre, la structure d’un frein aéronautique va étre présentée, avec les divers modes
de vibration associés. Une attention toute particuliére sera ensuite consacrée aux études et données
expérimentales qui ont été réalisées: ces derniéres nous permettront en effet de modéliser la structure
du frein de maniere simplifiée et de statuer sur la validité de nos calculs et résultats théoriques, par
rapport aux résultats expérimentaux.

Dans un second temps, nous étudierons la stabilité proprement dite du frein pour le mode de whirl.
Pour cela, nous mettrons en place des outils non-linéaires pour avoir une démarche visant a effectuer des
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études de conception et de prédire quels sont les facteurs physiques ayant une influence sur l'instabilité
d’un systeme de freinage. Dans cette derniére partie, nous présenterons plus particulierement une
plate-forme congue spécialement a cet effet.

5.1 Un frein aéronautique carbone/carbone

Les freins sont logés a l'intérieur des roues du train principal. Comme lillustrent les figures [5.1]
et (.21 la structure proprement dite d’un frein peut-étre décomposée en deux grands ensembles: une
structure mécanique et un puits de chaleur (nom donné a l'empilement successif des rotors et des
stators).

La structure mécanique se compose, d’une part de la couronne hydraulique, et d’autre part du tube
de torsion. La couronne hydraulique est constituée, dans certains cas, de deux circuits distributeurs
de pression hydraulique (le circuit normal et le circuit de secours). La couronne hydraulique permet
d’appliquer l'effort de presse et donc d’amorcer et de moduler le freinage. Par ailleurs, elle est reliée
au train d’atterrissage par 'intermédiaire d’une barre qui sert de barre de reprise de couple (quand
cette derniere est présente). Le tube de torsion bloque en rotation les stators par l'intermédiaire de
tenons et reprend l'effort de presse grace a sa face arriere agissant comme une plaque de retenue. De
plus, cette face arriere comporte le dernier stator qui se trouve ”fixé” a ce niveau.

Le puits de chaleur est composé d’un ensemble de 2N + 1 disques avec N + 1 disques stationnaires
(stators), bloqués en rotation par les tenons du tube de torsion et N disques tournants (rotors),
entrainés en rotation par la roue, par 'intermédiaire de barrettes. Le puits de chaleur génere un couple
de freinage par frottement entre les stators et les rotors. L’énergie cinétique est alors transformée
en chaleur et absorbée par le frein. Du fait des énergies mises en jeu, les propriétés mécaniques,
thermiques et tribologiques doivent satisfaire a des exigences élevées. Ceci oblige I'utilisation de disques
en matériau composite carbone-carbone.
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Puits de Chaleur :
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Fiac. 5.1:  Schéma d’un frein aéronautique

Fic. 5.2:  Visualisation d’un frein: couronne + puits de chaleur
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5.2 Modes de vibrations

Lors d’un freinage, les stators et les rotors sont compressés par I'intermédiaire des pistons du circuit
hydraulique. Le frottement généré a l'interface des zones de contact stator/rotor, peuvent alors donner
naissance & des vibrations et des instabilités. De nombreuses études expérimentales réalisées sur les
freins aéronautiques ont montré qu’il existe divers modes de vibration, balayant un large spectre en
fréquence, liés a des phénomenes d’instabilité. Les modes majeurs de vibration peuvent étre classés en
quatre catégories:

- Le gear walk: c’est un mouvement de basse fréquence (5-20 Hz) qui se caractérise par un mou-
vement d’avant en arriere de ’ensemble du train d’atterrissage. Ce mode est provoqué par les forces
de frottement a l'interface pneu-piste. Il peut également étre induit par le systéeme d’antipatinage.

- Le chatter : le chatter correspond aux mouvements de torsion de la roue et des parties rotatives
du frein et du pneu autour de son axe. La fréquence du chatter se situe entre 50 et 100 Hz. Il peut se
coupler avec des modes de squeal.

- Le whirl: c¢’est un mouvement oscillant entre les parties stationnaires du frein. L’extrémité de
la fusée décrit un mouvement de rotation elliptique. La couronne a un mouvement complexe: une
oscillation de rotation de cette derniere suivant son axe s’ajoute & un mouvement de tournoiement
(mouvement d’une piece de monnaie tournoyant sur une table avant de s’immobiliser).

Le whirl se caractérise par la propagation d’une onde tournoyante au niveau du circuit hydraulique de
la couronne. Il se produit généralement a haute vitesse, pour des fréquences de l'ordre de 200 & 400
Hz.

- Le squeal: il se caractérise par des oscillations des parties stationnaires du frein autour de l'axe
de la fusée et 'apparition de modes de barre au niveau de la barre de reprise de couple. La gamme de
fréquence pour le premier mode de squeal se situe entre 100 et 400 Hz.

0 50 100 200 300 Hz

Ll

—  —

WALK CHATTER

Fi1a. 5.3:  Les principauz modes de vibration pour un frein aéronautique

Les deux phénomenes de squeal et de whirl, phénomenes apparus en essais chez Messier-Bugatti,
vont maintenant étre décrit plus précisément.
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5.3. Retour d’expérience

5.3 Retour d’expérience

De nombreux essais de freinage ont été réalisés sur I'un des bancs d’essai Messier-Bugatti présenté
en figure [5.4l Ce banc permet de reproduire le roulage d’un train d’atterrissage sur une piste d’at-
terrissage par l'intermédiaire du contact entre la roue d’un frein et un grand volant tournant & une
certaine vitesse définissant la piste d’atterrissage. Il constitue une source de résultats tres importants,
que ce soit pour comprendre les phénoménologies propres a chaque mode vibratoire ou pour examiner
I'influence de divers parametres. Nous nous proposons, dans cette partie de présenter rapidement :

- les déformées liées a chacun des modes observés en essais

- les facteurs influant sur les niveaux de vibration
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(b) Schématisation du banc

(a) Banc d’essai pour I'analyse des vibrations
Fi1Gc. 5.4: Banc d’essai pour l'analyse des vibrations

5.3.1 Analyse des modes

Les nombreux moyens mis en place au niveau de la réalisation d’essais de freinage avec un frein
instrumenté en accélérometres permettent d’obtenir des déformées tres completes, propres a chaque
mode vibratoire. En effet, les bancs d’essais Messier-Bugatti permettent d’avoir acces aux divers

parametres mesurés suivants:
- la pression a la purge du frein et dans chacun des six logements de pistons
- le couple par l'intermédiaire de l'effort dans la barre de reprise de couple

- la charge par I'intermédiaire de la presse appliquée sur la roue

- la vitesse de roue
- les accélérations en divers points du frein et de la fusée.

Les emplacements des points de mesures accélérométriques sont représentés en figures et

par des ronds noirs. Ils se décomposent de la maniere suivante:
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- la couronne hydraulique comporte 6 accélérometres triaxiaux répartis de maniére homogene sur
la circonférence de la couronne, permettant des mesures axiales, radiales et tangentielles.

- la fusée comporte 2 accélérometres biaxiaux (au niveau de la bague de la couronne et de I’encas-
trement dans le poste de freinage) et un accélérometre triaxial (a 'extrémité libre)

- la barre de couple comporte 4 accélérometres biaxiaux en quatre emplacements équidistants le

long de la barre de reprise de couple
- la chape comporte 1 accélérometre biaxial a son extrémité.

Enfin, une mesure de la pression régnant a l'intérieur de chacune des six chambres des logements
)
de pistons permet aussi d’avoir une information sur I’évolution de la pression au cours d’une vibration.

Fi1G. 5.5:  Instrumentation du frein aéronautique
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Fi1a. 5.6:  Positionnement des accélérométres sur les différentes parties du frein
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Les différentes déformées propres & chacun des modes vibratoires sont les suivantes (en configura-
tion frein neuf):

- le premier mode de squeal (180 Hz)

- le deuxiéme mode de squeal (360 Hz)

- le troisitme mode de squeal (720Hz)

- le mode de whirl (260 Hz)

5.3.1.1 Le premier mode de squeal (180 Hz)

Le premier mode de squeal se caractérise par un mouvement de rotation de la couronne hydraulique
auquel s’associe un mouvement de flexion du premier ordre de la barre de reprise de couple suivant ses
deux plans orthogonaux. Ainsi, la barre de couple décrit un mouvement elliptique de ”corde & sauter”
du premier ordre, comme illustré en figure 5.7
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Fi1c. 5.7:  Mode de squeal a 180 Hz
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5.3.1.2 Le deuxiéme mode de squeal (360 Hz)

Le deuxieme mode de squeal se caractérise par un mouvement de rotation de la couronne hydrau-
lique auquel s’associe un mouvement de flexion du deuxiéme ordre de la barre de reprise de couple
suivant ses deux plans orthogonaux (mouvement elliptique de ”corde a sauter” du deuxiéme ordre,

comme illustré en figure 5.8)). La fusée reste immobile.

Fic. 5.8:  Mode de squeal a 360 Hz
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5.3.1.3 Le troisieme mode de squeal (720 Hz)

Le troisieme mode de squeal se caractérise par un mouvement de rotation de la couronne hydrau-
lique auquel s’associe un mouvement de flexion du troisieme ordre de la barre de reprise de couple
suivant ses deux plans orthogonaux (mouvement elliptique de ”corde a sauter” du troisiéme ordre,

comme illustré en figure [5.9)). La fusée reste immobile.

N ~

*

@ @

T
. P

<> <1

J
® ®

Fic. 5.9: Mode de squeal a 720 Hz



148 Chapitre 5. Application industrielle

5.3.1.4 Le whirl (260 Hz)

Comme décrit précédemment, le whirl correspond a un mouvement oscillant des parties station-
naires et tournantes du frein (mouvement d’une piéce de monnaie tournoyant sur une table avant de
s’immobiliser). Il résulte du couplage des deux modes de flexion de la fusée. La fusée décrit un mouve-
ment elliptique alors que la barre de reprise de couple suit les mouvements du toc de la couronne. Nous
voyons bien ici que la barre de reprise de couple ne décrit pas de mouvement de flexion, contrairement
aux différents modes de squeal. Dans le cas du whirl, le mouvement est caractérisé par I’ensemble de la
couronne hydraulique et des parties stationnaires et tournantes du frein, comme illustré en figure[5.101
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Fi1G. 5.10: Mode de whirl a 260 Hz
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De plus, 'une des caractéristiques essentielles du whirl est un phénomeéne d’onde tournoyante au
niveau du circuit hydraulique de la couronne. La superposition des signaux de pression de chaque
cavité permet de percevoir le déphasage relatif & ce tournoiement comme illustré en figure 5111
Aussi, cette résonance a 260H z est mise en évidence au cours des essais, comme illustré en figure 512,
Effectivement, dans le domaine des basses fréquences, cette résonance est prédominante par rapport
aux limites tracées définissant les seuils acceptables.
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Fi1Gc. 5.11:  Phénomene de l’onde tournoyante lice au whirl
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Fi1G. 5.12:  Pics relevés sur la couronne

Enfin, les signaux temporels et les transformées de Fourier (Waterfall) des paramétres dynamiques
obtenus pour le freinage permettent de mettre en évidence le phénomene de whirl.
Ainsi, les signaux relatifs au couple, a la charge et a la pression montrent trés nettement 'apparition
du whirl pour des fréquences de I'ordre de 250-260 Hz, comme l'illustrent les figures 5.13] 5.14] et B.16.
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Pour le signal relatif au déplacement du poste de freinage, la vibration du whirl est beaucoup moins
nette, mais cependant observable si nous regardons plus précisemment la zone concernée, comme
illustré en figure B.15.

De plus, nous pouvons noter pour le signal relatif a la charge, la présence d’une vibration aux alentours
de 520-530 Hz, comme illustré en figure 514l Les données n’ayant pas encore été exploitées précisément,
nous ne pouvons pas statuer de maniere définitive sur ce phénomene mais nous pouvons penser que
cette vibration correspond & une harmonique du whirl. En effet :

- la fréquence observée correspond pratiquement au double de celle du whirl
- Pamplitude correspondante est deux fois moins importante que pour le whirl

- la déformée (mouvement de tournoiement) est similaire.

Lorsque nous observons les signaux temporels du couple et de la pression, nous remarquons que le
couple est maximal au début du freinage et de maniére similaire que la pression oscille fortement
dans les premiers instants. Ensuite, nous avons un amortissement rapide du phénomene de vibration
du whirl: en moins d’une seconde, I'amplitude du couple et de la pression sont fortement atténuées
(figures 513l et [5.16).

D’autre part, nous remarquons que la vibration du whirl n’est pas ”observable” sur toutes les évolutions
de parametres. Plus précisément, les signaux temporels du déplacement du poste de freinage et de la
vitesse de roue ne permettent pas de détecter le phénomene du whirl, les vibrations du whirl engendrées
sur ces parametres étant trop faibles, comme illustré en figure .17
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Fi1c. 5.13: (a) Signal temporel du couple (m.daN) (b) Transformée de Fourier du couple
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Fi1a. 5.14: Signal temporel de la charge (da.N) (b) Transformée de Fourier de la charge
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F1G. 5.15: (a) Signal temporel du déplacement du poste de freinage (¢cm) (b) Transformée de Fourier
du déplacement du poste de freinage
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F1G. 5.16: (a) Signal temporel de la pression (bar) (b) Transformée de Fourier de la pression (bar)
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F1a. 5.17: Signal temporel de la vitesse de roue (tours/min) (b) Transformée de Fourier de la vitesse
de roue
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5.3.2 Influences de parametres sur les vibrations

Lors des essais effectués sur les freins, I'influence de divers parametres a été mise en évidence :

- le matériau : les vibrations se révelent plus ou moins importantes suivant le matériau considéré.
Cela peut provenir des caractéristiques tribologiques du matériau ou de la raideur associée aux disques.

- la configuration du puits de chaleur: 'organisation de I’épaisseur des disques a une influence sur

les vibrations. Ainsi, il est constaté que I'emploi d’épaisseurs différentes pour les disques d’un méme
puits de chaleur est néfaste au niveau de la stabilité du frein.

- Les restricteurs : la mise en place de restricteurs dans les canaux du circuit hydraulique atténue

les vibrations. En effet, cela a pour effet de ”casser” I'onde tournoyante entretenant la vibration.

- Le nombre de pistons: un nombre croissant de pistons atténue les vibrations. Cela est attribué

a une meilleure application de 'effort de presse et donc une répartition plus homogene de la force au
niveau de chaque disque.

- La charge: la roue sous charge a tendance a faire basculer les rotors par rapport aux stators, et
donc génere des répartitions hétérogenes aux interfaces, ce qui entraine 'apparition de vibrations.

- la température: les disques de freins subissant de fortes températures, chacun d’entre eux se
déforme. Alors ils se mettent sous la forme ”tonneaux” (dénomination provenant de la forme prise par
les disques). Ceci induit alors une diminution de la surface de frottement entre chaque disque, ce qui
peut produire ’apparition ou l'atténuation des vibrations.

- essais en série: lors d’une campagne d’essais, il a été observé une atténuation des vibrations tout

au long des essais en série.
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5.4 Etude de la vibration du Whirl

5.4.1 Préliminaire

Le whirl est 'un des phénomenes vibratoires les plus courants et constitue un probleme majeur
pour les freins carbone/carbone. Lors d’un freinage, les stators et rotors sont compressés: des forces
de frottement sont alors générées au niveau des interfaces entre les stators et les rotors engendrant ce
phénomene.

Le whirl se produit généralement a haute vitesse et énergie, pour des fréquences de l'ordre de 200 a
400 Hz.

Le modele phénoménologique que nous allons développer, fait '’hypothese que I'origine des instabilités
provient de la répartition hétérogene de la pression aux interfaces des stators et des rotors, ceci
engendrant alors des oscillations de pression dans les pistons, au niveau de la couronne hydraulique.
La compression des rotors et des stators due au freinage produit une pression normale a I'interface
plan entre les différents disques du puits de chaleur. Le frottement généré a l'interface stator-rotor se
traduit par une force tangentielle distribuée, dont 'amplitude dépend du coefficient de frottement et
de la pression normale appliquée.

Lorsqu’il n’y a pas de charge de roue, la distribution de la force normale et de la force tangentielle
issue du frottement se fait de facon uniforme le long de la circonférence entre les rotors et les stators.
Si nous introduisons une flexion de la fusée, les différents disques sont sujets & une rotation hors plan,
appelée mouvement accordéon, comme illustré en figure B.I8

etator totor
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COMPRESSION UNIFORME TRACTION UHIFORLIE
DU FROTTEMENT
WHIRL VIBRATION
Compr ession
Force

FORCE DUE AL "EFFET

DEFORMATION ACCORDEON ACCORDEON

Fi1ag. 5.18:  Phénoménologie du whirl

Il en résulte alors une force normale non-uniforme sur ’ensemble des disques: cette derniere aug-
mente sur une moitié de disque et inversement, diminue sur I'autre moitié. Ainsi, nous obtenons une
variation de la force de frottement proportionnelle & la pression normale. En intégrant les forces tan-
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gentielles sur toute 'interface, nous obtenons donc une force de frottement globale, appelée F'.

Alors, cette force de frottement F' est proportionnelle a la rotation hors plan relative des disques entre
eux (et donc indirectement de la flexion relative de la fusée, reliée aux rotors, et du tube de torsion,
relié aux stators). Sa direction et son sens sont déterminés par la rotation relative des disques voisins
entre eux (due au phénomene accordéon) et par le sens de rotation de la roue (nous avons donc la force
de frottement qui est opposée au sens de rotation de la roue). Ainsi, la flexion du systéme suivant un
plan se traduit par une force de frottement dirigée perpendiculairement & ce plan: par exemple, une
flexion du frein dans le plan (Y,Z) entraine 'apparition d’'un phénomene accordéon produisant une
force de frottement et une force globale F' dirigées suivant la direction X.

Quand des flexions interviennent simultanément dans les deux plans principaux de flexion du frein
avec un déphasage de 90 degrés de temps entre chaque plan, nous obtenons alors le phénomene de
whirl ou le vecteur force de frottement tourne autour de I’axe pour chaque cycle de vibration.

Dans cette partie, nous allons établir le systéeme dynamique non-linéaire qui va nous permettre de
modéliser la vibration du whirl pour un frein aéronautique.

5.4.2 Mise en équation du probléme
5.4.2.1 Modélisation

Afin d’étudier les vibrations de whirl sur un systéme de freinage, il faut tout d’abord réaliser un
modele phénoménologique du frein qui permette de reproduire les principaux phénomenes observés
lors des vibrations de whirl.

Du fait des observations expérimentales et des déformées observables lors des expériences dynamiques,
la modélisation retenue prend en compte le systeme stator-rotor, la fusée, le tube de torsion, la cou-
ronne hydraulique et la barre de reprise de couple.

Les degrés de liberté, illustrés en figure [5.19, sont les suivants:
- le déplacement axial et les deux flexions de rotation du stator (xg, 05 et 15)
- la torsion de la couronne hydraulique (¢)
- le déplacement axial et les deux flexions de rotation du rotor (z,, 6, et 1)
- les deux flexions et rotations de la fusée (yy, zf, 0 et 1¢)

- les deux flexions et rotations du tube de torsion (y, z¢, 0; et 1)

Nous considérons que le contact entre la couronne hydraulique et le premier stator est parfait,
c’est-a-dire que le déplacement axial et les deux flexions de rotation de la couronne hydraulique sont
les mémes que ceux du stator.

L’ensemble du puits de chaleur est modélisé par un rotor et stator unique, constituant la composition
équivalente de I’ensemble des stators et rotors.
La fusée et le tube de torsion sont modélisés par des poutres équivalentes, tandis que la barre de
reprise de couple est simplement prise en compte par I'intermédiaire de sa raideur axiale qui crée une
force de rappel pour la couronne hydraulique.



156 Chapitre 5. Application industrielle

Enfin, nous supposons qu’il existe des raideurs de contact entre :

- le tube de torsion et la fusée
- le tube de torsion et les stators

- la fusée et les rotors
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Fi1G. 5.19:  Modélisation de la structure du frein pour le modéle de whirl

5.4.2.2 Equations structurales

Les équations du systéme pour chacun des sous-ensembles (stator, couronne hydraulique, rotor,
fusée et tube de torsion) de la structure vont maintenant étre décrites.
Les équations relatives au stator s’écrivent sous la forme:

’ms.x"s + st..T,:S = Fbarre/X + thd/X — FX (51)
I@s-é's—i_ces-e‘s—i_ctwk-(és_ét)+K95-08+Ktwk-(es_6t) = FbaTTe/X‘R6+FbaTTe/Z‘d6+MY+Mhyd/Y (52)

st-l-b.s + Cz/}s-w.s + thk'(w's - wt) + Kws-ws + Ktwk-(ws - wt) - Fbarre/Y~de + Mz + Mhyd/Z (53)

Lys-6s + Cps.bs = —Fyupre)z-8in . Re — Fygrre sy Re.cos o+ My (5.4)

Les équations relatives au rotor s’écrivent sous la forme:

M@y + Cop@iy + Kyppoay = Fx (5.5)
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Igr.é.r + Cgr.ér + wak-(ér - Qf) + wak.(er - Qf) = —My (5.6)

Iwrﬂb'r + er-@z;r + wa/v(qzz;r - ¢f) + wak-(¢r - ¢f) = _MZ (57)

Les équations relatives a la fusée s’écrivent sous la forme:

my.y 4+ Crinyy + Cyep- (Y — ) + Kpr1.yp + Kpi2.0p + Kyp.(yp — ys) = 0 (5.8)

If.é.f—f-cjrgg.éfﬂ-c]fwk.(@.f—ér)—f-Cth.((g.f—ét)+Kf21.yf+Kf22.9f+wak.((9f—Qr)+K9tf.((9f—(9t) =0
(5.9)
mye.Zf + Cfn.z'f + Cztf.(z'f —Z) + Kypip.2p + Kpi2.95 + Kztf.(Zf —2z)=0 (5.10)

L340 44+C o p4-Clrok- (0 =1y ) 4Copt (Vg b))+ K po1. 2+ K po 0 p K - (0 =0 )+ Ko - (05 —1b) = 0
(5.11)

Les équations relatives au tube s’écrivent sous la forme:

my. e + Cii1-Ye + Cyep- (Y — ij) + K1y + Ko 0y + Kytf-(yt - yf) =0 (5.12)

1.0+ Cr22.0; + Crop-(0r — 05) + Corp. (0 — 07) + Kior .ys + Kroz.0t + Kk (01 — 05) + Koy (0 — 05) = 0
(5.13)
mt.é’.t + Ctll-'?f:t + Cztf.(z:t — Zf) + Kﬂl.zt + KtlZ'wt + Kztf.(zt — Zf) =0 (514)

I+ Cio. 4+ Craote- (W —hs) + Copt - (r — )+ Koyo1 .21+ Ko b+ K- (01— ) + Ko p. (0 —105) = 0
(5.15)

Frya/xs Mpyayy et Myyq/z correspondent a la force et aux moments suivant les axes X, Y et Z
provenant du circuit hydraulique du systeme. Ces expressions seront calculées au paragraphe 5.4.2.9]
Fyarre)y €t Fyarre/z correspondent aux forces suivant les axes Y et Z du fait de la prise en compte de
la barre de reprise de couple sur le systéeme de freinage. Ces expressions seront définies au paragraphe
6423 Fx, Mx, My et Mz correspondent & la force et aux moments suivant les axes X, Y et Z
du fait du frottement entre les stators et les rotors. Ces expressions seront explicitées au paragraphe

5.4.2.6.

5.4.2.3 Force résultante de la barre de couple

Le mouvement de torsion de la couronne hydraulique (¢5) et de flexion du stator (6 et )
engendrent une force axiale au niveau de la barre de reprise de couple, qui est reliée a I’ensemble du
train d’atterrissage par l'intermédiaire d’une chape représentée en figure [5.20l La barre de reprise de
couple empéche ainsi la rotation de la couronne hydraulique et des éléments associés lors d’un freinage.
Du fait de la rotation initiale d’un angle a de la couronne hydraulique, comme illustré en figure [5.26,
la force axiale de la barre de reprise de couple se décompose suivant les deux axes Y et X.

De plus, les jeux de fonctionnement au niveau de la liaison entre la couronne hydraulique et la barre

de reprise de couple, permettent a la barre de reprise de couple d’avoir un angle § dans le plan
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(OXY), comme illustré en figure 5.201 Cet angle peut alors donner lieu au phénomene de sprag-slip,
caractéristique des phénomenes d’instabilité.

Apres calculs et simplifications des expressions, nous obtenons ’expression de la force résultante de la
barre de reprise de couple:

Frarre/x = Kparre-Re. cos a.sin 3.¢s + Kparre- sin 3.25 + Kparre-Re. sin 8 (cos a0 + sin a.1)y)
Fbarre/Y = Kparre-Re. cos a. cos B.¢s — Kparre-de- cos 3.05

Fbarre/Z = Kparre-Re-sin a. cos ﬁ¢s — Kparre-de- €08 5%
(5.16)

avec Kpqrre correspondant a la raideur axiale de la barre de reprise de couple, d. la distance entre la
barre de reprise de couple et le plan de la couronne hydraulique, comme illustré en figure 527, et R,
correspondant a la distance entre I'axe de rotation de la couronne et la liaison avec la barre de reprise
de couple.

|
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(a) Angle g3 (b) Barre de reprise de couple

Fi1G. 5.20: Schématisation de ’angle 3 entre la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique

5.4.2.4 Evaluation de P’angle de sprag-slip 3

Comme décrit précédemment, I'angle de sprag-slip § est prise en compte dans la modélisation
du frein. Nous allons maintenant calculer 'ordre de grandeur de ce dernier a partir des jeux de
fonctionnement existants. Les jeux de fonctionnement pris en compte sont illustrés en figure [5.21] Ils
sont de deux natures:

- jeu axial J, entre la barre de reprise de couple et la bague.

- jeu radial J, entre la barre de reprise de couple et le toc.
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Fi1c. 5.21: Visualisation du jeu axial et du jeu radial

Ces jeux axial Ja et radial Jr sont évalués a partir des chaines de cotes des figure £.22 et [£.23
Nous trouvons alors

—0.015mm < J, < 0.595mm (5.17)

0.026mm < J, < 0.073mm (5.18)
| 35:9%

" T J:‘-",__ .I.'i-L,',:" B9340 :_1.1'_' ,

Fi1G. 5.22: Jeu axial entre la barre de reprise de couple et la bague
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Fi1c. 5.23: Jeu radial entre la barre de reprise de couple et le toc

Nous pouvons alors évaluer I'inclinaison possible entre la barre de reprise de couple et la couronne
hydraulique en considérant les deux angles de facon indépendante.

Prise en compte du jeu radial

D’apres le schéma de la figure B.24 nous avons

dy — Jy
cos 3

dy =dy — (5.19)
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Soit, en considérant [ petit, du fait que ce dernier correspond au jeu de fonctionnement radial, nous

avons
d3 ~ Jr
Alors, il vient
d3 JT
t —_- = =
an 3 4 a

Nous trouvons
7.8 10 %rad. < /<13 10 *rad.

Barre de reprise
de couple

Liaison Toc

FIG. 5.24: Evaluation de l’angle de sprag-slip a partir du jeu radial

Prise en compte du jeu axial

D’apres le schéma de la figure [5.25, nous avons

Ja
dQ — 7
Soit
" an g — o
- 2d,

Nous trouvons
-2 107 %rad. < <46 10 *rad.

Bague
Y
dl ------ -E - N 2
¥
" d; . Barre de reprise
de couple

FI1G. 5.25: Evaluation de Uangle de sprag-slip a partir du jeu axial
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Les valeurs de I'angle (§ caractérisant I’angle de sprag-slip sont tres faibles. Au premier abord, nous
pouvons donc nous interroger sur la nécessité de prendre en compte un tel angle, vu que les valeurs
d’angle maximal sont proches de zéro. Aussi, nous pouvons nous poser des questions sur le bien fondé
de la théorie du sprag-slip pour le modele de whirl. Cependant, nous allons montrer par la suite que
cet angle, aussi petit soit-il, est primordial dans le phénomene d’instabilité du frein.

5.4.2.5 Force hydraulique

Le contact entre les stators et les rotors s’effectue grace a un effort hydraulique appliqué sur le
stator en contact avec les pistons de la couronne hydraulique.
La couronne hydraulique a un angle a de rotation initial lors du freinage par rapport a sa position
statique sans effort, comme illustré en figure [5:26] Ce décalage est dii au déplacement latéral de I’en-
semble du train d’atterrissage lors du contact avec la piste et du début du freinage (effort de trainée).
Ceci génere des moments non axisymétriques suivant les axes Y et Z.

F1G. 5.26: Position de la couronne hydraulique sans effort et en configuration dynamique moyenne

Ainsi, nous déduisons les forces hydrauliques:

6
Frya/x = »_ P.Si

i=1 (5.26)
Fryayy =0
Fryajz =0

De méme, nous en déduisons les moments résultants :

\

( Myya/x =0
6
Mhyd/Y = — Z HSZ COS(QZ‘ + a)-Rpiston
i=1 (5‘27)
6
Mhyd/Z = — Z PlSZ sin(@i + a)-Rpiston
=1
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avec Rpiston définissant la distance du centre d’un piston au centre de la couronne hydraulique.
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5.4.2.6 Force de frottement

Le freinage est généré par frottement entres les parties rotatives (rotors), reliées a la roue, et les
parties stationnaires (stators), reliées au tube de torsion. L’un des points essentiels dans la modélisation
d’un systéeme de freinage repose sur la prise en compte du frottement et des phénomenes associés.

Le premier point important porte sur le choix de la modélisation du coefficient de frottement. En effet,
de nombreuses études utilisent un coefficient de frottement variant avec la vitesse relative entre les
parties tournantes et les parties stationnaires du frein (Black [I1]-[13], Larsson [99], Gekker [57] et Yuan
[177]). Cependant, comme le soulignent certaines études (Ozbek [102]-[132]), les essais dynamiques sur
frein aéronautique n’indiquent pas de forte dépendance du coefficient de frottement en fonction de la
vitesse relative de contact. De plus, les résultats sur les évolutions des fréquences d’instabilités prédites
par de tels modeles ne sont pas conformes a la réalité. En effet, de tels modeles ne mettent pas en
avant le fait que des variations de parametres tels que la pression hydraulique ou un changement de
matériau des stators et rotors (et donc du coefficient de frottement) provoquent des changement de
stabilité du systeme et des évolutions des fréquences associées.

Par ailleurs, il est tres difficile d’établir une loi de frottement vis & vis de la vitesse relative de contact
du fait du manque de telles données expérimentales sur un frein réel et du fait de la complexité des
évolutions des surfaces de contact, de 'usure du frein, de I'influence de la température, etc...

Enfin, de nombreux essais semblent indiquer que 'origine de I'instabilité se rapprocherait plutot
du phénomene de sprag-slip: en effet, comme indiqué au paragraphe [5.4.2.3] le jeu de fonctionnement
entre la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique peut induire ce phénomeéne. De plus, du
fait du contact entre le pneu et la piste lors d’un atterrissage, il y a apparition d’un angle «, comme
décrit dans le paragraphe B.4.2.4 et en figure 526l Cet angle crée alors un basculement de ’ensemble
de la couronne hydraulique, ce qui contribue au phénomene de sprag-slip. Enfin, le phénomene de
sprag-slip est accentué par le fait que la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique ne
se situent pas dans le méme plan: cette distance, notée d., est illustrée en figure Des essais
montrent alors que lorsque la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique sont dans le méme
plan, c’est-a-dire d. = 0, alors les phénomeénes d’instabilités sont moins fréquents. Cette configuration
correspond & une géométrie spécifique a certains freins aéronautiques. Ainsi, d’apres ces dernieres
remarques, nous choisissons de prendre un coefficient de frottement constant et de se baser sur une
hypothese d’instabilité de sprag-slip.

Axede la barre
de couple -

de. Crotronme by dravlsgque

Fi1G. 5.27: Distance d. entre l’axe de la barre de reprise de couple et le plan de la couronne hydraulique

Le coefficient de frottement py,.r, est supposé constant. Le frein multi-disque est représenté par un
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simple rotor et stator avec le coefficient de frottement effectif donné par perp = 2.N.up,k, du fait qu’il
y a N surfaces en contact et que nous supposons que les surfaces de friction sont toujours en contact.
Les forces de frottement sont dues au contact entre les stators et les rotors. Pour calculer les forces de
contact entre le stator et le rotor, nous supposons que la pression de contact est proportionnelle au
déplacement normal entre les disques.

Le point M du disque étant défini par ses coordonnées polaires, nous avons:

Trotor = Tp — 7.8In 6. sin @, — 7. cos 0. sin ¢, (5.28)
Tstator = Ty — 7.8i00.sin 0, — 7. cos 0. sin 1), ’
Comme nous nous plagons en petits déplacements, nous avons en premiere approximation:
Trotor = Ty — T. si'n 0.0, — r.cos 0.1, (5.29)
Tstator = Ty — 1.8i00.05 — 1. cos 0.1
Nous obtenons donc le déplacement effectif du rotor par rapport au stator :
x(r,0) = Tstator — Trotor = (s — xp) — .80 0.(05 — 6,.) — 1. cos 0.(¢Y, — 1y) (5.30)

Ainsi, nous pouvons exprimer les efforts se développant au niveau de I'interface des disques. Soit le
point M soumis a la pression P(M,t). En intégrant sur une partie de surface dS, nous obtenons la force
normale résultante dF,,(t). A partir de la loi de Coulomb, nous pouvons en déduire I'effort tangentiel
associé dFy(t).

Nous avons donc les expressions:

{ dF,(M,t) = P(M,t).dS (5.31)

dF,(M,t) = p(M).dF,(M,t) = p(M).P(M,t).dS

Pour obtenir I'expression globale des forces et des moments résultants, nous supposons que la pression
est uniformément répartie sur les surfaces de contact (P(m,t) = P(t) = Kgisque-x(t)). Nous effectuons
la méme hypothése pour I'expression de la force de frottement(u(M,t) = wu(t)).

De plus, nous supposons que la surface interface rotor-stator demeure identique au cours du freinage
et correspond donc a l'intégrale entre le rayon interne R; et le rayon externe R, du disque.

Enfin, lexpression de la force de contact normale non linéaire entre les stators et les rotors peut
s’exprimer comme un polynéme du troisieme degré sans termes croisés. Ceci est du a des observations

expérimentales et sera explicité au paragraphe E-£2.7. Nous avons donc:

3
P(M,t)=> Ka' (5.32)
=1

L’expression de la force normale résultante est donnée par :

2 Re
Fy = / / P(M).r.drdf (5.33)
0 i

Soit

21 Re
/ r [Ko + Ki.x(r,0) + Ky.2%(r,0) + K3.2°(r, 0)] drdo (5.34)
R;



5.4. Etude de la vibration du Whirl 165

Apres développement, nous obtenons:

Fx = Kl.AQ.(.%'S — .%'7«) + K. |:A2.((L'3 — .%'7«)2 + %(05 — (97,)2 + é(lps — %)2}

3.A 3.A
o[ Ao = a4 B0 = 0o — ) 4 P = 0Pl —20)| 5
Les expressions des forces tangentielles sont données par:
27 Re
Fy = / fi(r,0).sin 0.r.drd (5.36)
0 JR;
21 Re
Fy = / f(r,0). cos 0.r.drdd (5.37)
0 JR;
Apres développement, nous obtenons:
A 2.A
Fy = 2.N.piyri. [ K. 33 (05 —0,) - K2Tg(9 = 0r).(zs — 27)
—Ks. [ As.(0s — 0,).(xs — x,)° + W.(Hs —0,).(¢Ys — Uy) (5.38)
A 2.A
Fz =2.N.piprg- [ K. 33 (¢s - ¢r) Ks. TB (¢s - ¢r)-($s - -Tr)

o (Aa = 0 = P B = 00,002 ) | (539)

Les expressions des moments résultants sont données par:

27 Re
My = / 2.N.pprie- P(M).r(M).dS = / / 2.N.piyrt- P(M).12 .drdf (5.40)
S 0 i
21
—/F(M) ).dS = / P (r,0).72. sin 0.drdf (5.41)
S
2 Re
My = — / F(M).r(M).dS = / / P(r,0).1%. cos 0.drdf (5.42)
S 0 i

Apres développement, nous obtenons:

Mx = 2.N.pipyi- [Kl % (.%' -%'r) + K. < _(xs _ xr)2 + %(05 _ ‘97’)2 + %(ws B ¢T)2>
+K3. (2 As (s —xp)® + 345 (s — 2p).(0s — 0,)° + ﬂ.(xs — 2).(1hs — %)2)] (5.43)

3

3 ) )
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My = —Kl%.(as —0,) - Kz%.(as —0,) (s — )
K. [%‘(95 0, (s — )2 + %.(95 — 0, + %(95 —0,).(ths — ¢T)2] (5.44)
A A
MZ = _Kl-f-(ws - wr) - K274(¢8 - wr)-(ajs - xr)
A A A
- K [ = ) o = 0 B = P 0~ 00 0,2 (509

avec Ay = . (Rf,? — Rf) pour k =1,2,3,4...6

5.4.2.7 Caractérisation du puits de chaleur

Comme décrit précédemment, I'un des aspects primordiaux lors de la caractérisation d’un frein est
la prise en compte du puits de chaleur et de son comportement non linéaire dit au matériau carbone.
Ce comportement non-linéaire est observable expérimentalement a partir d’essais statiques, comme
défini en figure [5.28]

F1a. 5.28: Ezpérience de compression

Nous observons alors que la raideur axiale du puits de chaleur est fortement non-linéaire, comme
décrit en figure A partir des observations expérimentales, nous décidons de caractériser cette
non linéarité sous la forme d’un polynéme du troisieme degré sans termes croisés. La prise en compte
de cette non-linéarité a aussi été observée par Ozbek ([132] et [102]). Les résultats expérimentaux
que nous obtenons sont similaires aux observations faites dans les travaux de Ozbek qui mettent en
évidence le role essentiel de la non-linéarité de raideur (comportant a la fois des termes quadratiques
et cubiques) de I'ensemble des stators et des rotors.

Nous obtenons une relation non linéaire reliant la compressibilité du puits de chaleur et la pression
normale appliquée sur le premier stator comme indiqué en figure [(:29. Nous avons donc

3
P(M,t)=> Ka' (5.46)
=1
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Avec P(M,t) la pression de contact et = la compressibilité du puits de chaleur.

Comme la pression de contact utilisée pour linterpénétration des disques entre eux est supposée
s’effectuer sur ’ensemble de la surface de contact des disques, alors que la surface d’application de
la pression d’entrée (pression hydraulique) s’effectue par I'intermédiaire de la surface des six pistons,
nous avons la relation :

2 2
6. (Dpiston.extem'eur - Dpiston.interieur)

( 2 5 ) Phydrautique (M, t) (5.47)

P(M,t) =

disque.exterieur ~ ~ disque.interieur

I1 faut noter que nous supposons qu’il y a contact sur la totalité de l'interface rotor/stator et que nous
ne considérons aucune variation de cette surface de contact en fonction de la température.

La détermination de cette expression polynomiale est réalisée a partir d’un essai de compression d’un
puits de chaleur Boeing 767. Nous obtenons

K, =2,1.105N/m3 (5.48)
Ky =17,6.10"' N/m? (5.49)
K3 =2,410'"N/m? (5.50)
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Fi1G. 5.29: Détermination des coefficients de la raideur axiale du puits de chaleur

5.4.2.8 Modéele éléments finis

L’une des approches les plus classiquement mises en place pour effectuer une étude vibratoire
d’un frein aéronautique est l'utilisation de modeles éléments finis complets reproduisant fidelement la
géométrie du frein. Ces approches ont été adoptées pour de nombreux travaux (Feld [51], Glaznieks
[60], Hamzek [63], Travis [169], Chang [29], Martin [105] et Nack [I119]). Elles présentent ’avantage de



168 Chapitre 5. Application industrielle

se baser sur une structure compléte par rapport a 'approche phénoménologique que nous avons mis
en place, mais elles comportent 'inconvénient d’étre tres longues en temps de calculs pour 'obtention
de réponses temporelles et de devoir redéfinir et re-dessiner a chaque fois la géométrie du frein lorsque
diverses modifications sont effectuées.

Dans ’étude présentée ici, un modele éléments finis a été utilisé (voir figure £.30) pour calculer cer-
tains parametres, treés difficilement accessibles expérimentalement (raideur de la plaque de retenue,
raideur équivalente pour la barre de reprise de couple, raideur de la couronne, inertie de diverses pieces,
etc...). De plus, ce modele éléments finis a aussi permis de valider le modele analytique (comparaison
des modes des divers composants de la structure du frein, étude de 'influence de certains parametres
et compréhension des divers phénomenes, etc...).

255 sE

555

-l

it
=4

(a) vue de devant (b) vue de derriére

Fi1G. 5.30: Modele éléments finis du frein
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5.5 Ecriture des systemes linéaire et non-linéaire

Dans cette partie, nous allons mettre en place le systéeme dynamique non-linéaire afin d’effectuer
I'analyse de stabilité (a partir du systeéme linéarisé) et I’analyse des niveaux vibratoires (& partir du
probléme non-linéaire complet).

5.5.1 Préambule

Nous rappelons brievement la démarche d’une analyse de stabilité non-linéaire qui se décompose
en deux parties, comme suit :

- les fréquences et les taux d’amortissement positifs sont déterminés a partir du systeme non linéaire
autour d’un point de fonctionnement. La connaissance des fréquences et taux d’amortissement positifs
passe par la détermination des valeurs propres du systéeme linéarisé. La fréquence correspond a la partie
imaginaire de la valeur propre associée (avec le facteur 27). Le taux d’amortissement correspond a la
partie réelle de la valeur propre associée : quand ce dernier est positif, le systeme est instable.

- le point de bifurcation de Hopf passe par les mémes étapes que précédemment. Simplement, nous
cherchons ici a déterminer le point ou se déclenche l'instabilité (c’est a dire ou le taux d’amortissement
traverse l’axe imaginaire de la partie négative vers la partie positive).

- I’obtention des cycles limites nécessite une analyse non linéaire compléte, en considérant tous les
termes non linéaires, sans effectuer la moindre approximation. La détermination du systeme linéarisé
(avec la matrice jacobienne associée) et du point de bifurcation de Hopf servent de point de départ
pour l'analyse non linéaire dans le cas de 'utilisation de la méthode de la variété centrale

5.5.2 Systeme dynamique considéré

Le systeme dynamique non-linéaire considéré dans notre cas, peut s’écrire sous la forme:

M.x + Cx + Kx= thdraulique(x) + Fbarre(x) + Ffrottement (X) (551)

Les matrices M, C et K correspondent aux matrices de masse, d’amortissement et de raideur du
systeme. Ceux sont des matrices 15 x 15. Elles sont obtenues a partir des équations définies dans le
paragraphe 5.4.2.2]

Frottement représente le vecteur des forces de frottement du systeéme. Nous avons

Ffrottement(l) = _Ffrottement(5) = _FX (552)
Ffrottement(Q) = _Ffrottement(6) = MY (5'53)
Ffrottement(3) = _Ffrottement(7) = MZ (554)

Ffrottement (4) = MX (555)
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Ffrottement(i) =0 1= 87 ce 715 (556)

Fhydraulique représente le vecteur des forces hydrauliques du systéme. Nous avons

Fhydrautique(1) = —Fhya/x (5.57)
Fhydraulique(2) = —Fhya/y (5.58)
Fhydraulique(3) = —Fhya/z (5.59)
Fhydraulique(i) =0 i=4,---,15 (5.60)

Fparre représente le vecteur des forces dues a la barre de reprise de couple. Nous avons

Foarre(1) = Fyarre/x (5.61)

Foarre(2) = Foarre/z-de (5.62)

Foarre(3) = Fyarre/y-de (5.63)

Fharre(4) = —Fyarre/y -Re. cos & — Fygppe/z-Re.sin (5.64)
Fhare(i) =0  i=5,---,15 (5.65)

De plus, le vecteur Fparre @ chacune de ses composantes qui s’exprime en fonction d’une combinaison
linéaire des degrés de liberté du systéeme. Nous avons donc la relation

Fbarre (X) = Kparre-X (5.66)

Soit, le systéeme dynamique non-linéaire (5.51]) peut s’écrire sous la forme
M. 4+ C.x + K¢.x = Fhydraulique (X) + Frottement (X) (5.67)

avec les expressions Fhrydraulique €t Frottement définies précédemment et

Kt =K - Kbarre (5'68)



5.5. Ecriture des systemes linéaire et non-linéaire 171

5.5.3 Point de fonctionnement - Systéme linéarisé
L’analyse de la stabilité s’effectue autour d’un point de fonctionnement xg. Le point d’équilibre
X est défini de la maniere suivante:

Kt-XO = thdraulique (XO) + Ffrottement (XO) (569)

La stabilité proprement dite du systéme s’obtient donc en appliquant une faible perturbation X autour
de la position d’équilibre xq:

X=Xo+X (5.70)
Les différentes composantes du vecteur de frottement peuvent se mettre sous la forme:

Ffrottement (X) - Ffrottement(XO) + Ffrottement (i) (571)

En combinant les équations (5.69) et (5.67), et en ne gardant que les termes linéarisés du vecteur

FE ottement (X), le systéme dynamique lindarisé se met sous la forme:
MX+ CX+ KX = Fiottoment (X) (5.72)
avec

o aFfrottement (i)

Flrottement (X) = oT; . T (5.73)
Soit, nous avons
FfLrottement(l) = _F%rottement(f)) == )% (5.74)
Fﬁ"ottement(Q) = _Fg"ottement((s) = M)]; (5.75)
F%;'ottement(?)) = _F%rottement(ﬂ = Mé (5.76)
Fﬁottement(‘l) = M)L( (5.77)
Fﬁ"ottement(i) =0 i =8, ,15 (5.78)

avec les expressions F)%, Mé et M é, définissant les expressions linéarisées de Fx, My et Mz, qui

peuvent s’écrire sous la forme:

3 3
F)%(i) = I:Kl.AQ +2.K9.A5.B, + 3K3A2B§ + ZK3A4B62 + ZK3A4Bi:| (.%'_5 — (L‘_r)

1 3 — — 1 3 —
+ |:§K2A4Bw + §.K3.A4.Bw.B9:| ('lﬂs — 'lﬂr) + |:§K2A4Bg + §.K3.A4.Bw.B9:| (05 — 07’)

(5.79)
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_ 2 4 3 3 —_
M)L((x) = 2.N.pprk <|:§K1A3 + g 5.A3.B; + 2K3A33§ + 5K3A5Bg + 5K3A5Bi:| .(.%'5 - .%'7«)

2 6 — 2 6 —
+ |:5K2A5Bg + 3K3A5B$BQ:| ((98 — 0,«) + |:3K2A5B¢ + 5K3A5B$B¢:| (ws - wr)) (580)

1 3 1 I
ML) = [—E.KQ.A4.B9 + §.K3.A4.BI.B9} (T5 — %) + [—Z.Kg.AG.Bg.Bw] (s —1py)

1 1 1 _
+ [—Z.Kl./u — §.K2.A4.Bz — Z.Kg.A4.B§ — ?.Kg.A(;.B?p — %.Kg.A@Bg} 9, —6,) (5.81)

1 3 1 S —
ME(x) = [—§.K2.A4.B¢ + §.K3.A4.B$.B¢] (T —T) + [—Z.Kg.AG.Bg.Bw} (0 —6,)

avec :

BJ} = Ts0 — Tro
Bw = ¢SO - ¢r0
By =050 — 0,0

La stabilité du systeme s’étudie en cherchant les valeurs propres du systeme

MX+CxX+KLX=0 (5.83)
en posant
FfLrottement (i) = I<f1:‘1r'ottement'E (5'84)
et
Ky =K¢ — ]K%'ottement'i (585)

5.5.4 Systéme non linéaire au point d’équilibre

Afin d’obtenir les cycles limites du systéme, nous utilisons le systéme non-linéaire complet. Les
termes non-linéaires proviennent exclusivement des expressions des termes de frottement données au
paragraphe [5.4.2.6|
Le systéeme non-linéaire s’obtient en écrivant les expressions des termes non-linéaires au point de fonc-

tionnement xg obtenu en équation (0.69). L’expression compléte des forces de frottement Frottement (X)

L

frottement (X) €t en termes non linéaires carrés et cubiques

peut se décomposer en termes linéaires F

FNL

frottement (X)- Nous avons donc:

Ffrottement (i) = F%rottement (E) + Fgcl;ttement (i) (5~86)

avec le vecteur FNL

frottement COMpPortant exclusivement les termes non-linéaires sous la forme

FRL (1) = —FRE (5) = —F{* (5.87)

frottement frottement
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Fhrottoment (2) = —Fhiottement(6) = My (5.88)
Fhrostement(3) = —Fhottement(7) = M2 " (5.89)
Ffrottement( ): M)](VL (5-90)
Fhottement(i) =0 i =8,---,15 (5.91)

Le systeme non-linéaire complet s’écrit alors sous la forme:
MX+ CX+KLX=F% ment (X) (5.92)

avec
K = K — Kparre — K%;'ottement (5'93)

Les expressions F)](V L M{/V Let M é\f L définissant les expressions non-linéaires de Fx, My et My,
peuvent s’écrire sous la forme:

1 _
FYE(T) = [Ky. Ay + 3.K3.A5.B,) (T3 — T7) % + {Z.KQ.AZL + Z.Kg.A4.Bx:| (05— 0,)?

+ [iKQAZl + %K3A4Bx:| ('lﬂ wr) —|— K3.A4.By. (0_ 0_) ( (L‘r)—l-g K3.Ay. Bw (w wr) ( (L‘r)

+K3-Az-(x—s—x—r)3+%K3.A4-<0_8—07)2-< Tr) + 4 3 Ky Ay (B — )2 (75— 7) (5.94)

2 1 3 _
M)](VL(E) = 2.N.lprk <|:§K2A3 + 2K3AgB$:| ((L‘_S - (L‘_T)Q + |:3K2A5 + 3K3A5Bx:| (05 - 07«)2

1 3 — — 6 .
+ [E.Kz./g + 3.K3.A5.Bz] (s — 1) + 3.K3.A5.Bg.(93 —0,).(T; — T)

+gK3-A5-Bw-(E — ) (Ts — Tr) + ;-Ka-A:s-(Ts -7)°
Ky A (B T )+ K A5 (- mwu—aﬁ<ma

3 3 1
MY (z) = — K AuBy (75 — )2 — o K346 By.(0; - 0,)% — 5 K346 By (05 - )2

+ é-K?)-AG-(H_s 0,)° + = k RS Ay.(05 — 0,).(T5 — T7)* + <. K3.46.(05 — 0,). (s — ¥)*  (5.96)

3 3 — — 1 —_
MéVL( ) = —Z.Kg.A4.Bw.(.%'_S - (L‘_T)Q - g.Kg.A@Bw.('lﬂs - 'lﬂr)z — g.Kg.A@Bw.(HS - HT)Q
1 3 - — 3 -
- |:_-K2-A4 + §-K3-A4-Ba::| (ws - wr)(x_s - x_r) - g-KB-AG-Bw-(Hs - 97~)(¢s - %)

b5 Ky Ao (s — B0 3 K Au (8 — )T — T+ 5 K Ao (8~ 6:). (85— ) (597
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avec :

By = x50 — 210
Bw = ¢SO - ¢r0
BG = 930 - 91"0
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5.6 Analyse de stabilité et études paramétriques

Dans cette partie, nous nous attacherons a présenter les résultats de détermination du point
d’équilibre du systéme non-linéaire, de stabilité et la détection du point de bifurcation associé par
rapport au coefficient de frottement qui est le parametre majeur pour un tel systeme.

Ensuite, nous montrerons une application des diverses études paramétriques possibles. Nous orien-
terons tout d’abord notre étude paramétrique sur des parametres physiques dont nous connaissons
I'importance, du fait d’observations expérimentales. Ces études paramétriques vont nous permettre de
”valider” notre modele en regardant si ce dernier reproduit bien les effets de divers facteurs physiques
sur la stabilité du systeme.

Enfin, nous verrons une application des études biparamétriques possibles. Ces études biparamétriques
porteront sur les variations de la pression hydraulique, de 'angle 8 de sprag-slip et sur le coefficient
de frottement.

5.6.1 Détermination du point d’équilibre

La premiere étape consiste donc a déterminer la position d’équilibre statique du systéme non-
linéaire, afin d’effectuer ensuite 1’étude de stabilité autour de cette position d’équilibre. Le but de
cette partie est juste de montrer I'importance de la prise en compte de la position d’équilibre lors
de I’étude de la stabilité d’un systeme et 1’évolution effective de cette derniére en fonction de certain
parametres, qui seront ensuite repris lors des études de stabilité. Nous allons plus particulierement
regarder I’évolution de la position d’équilibre vis-a-vis de la pression hydraulique qui constitue le pa-
rametre physique prépondérant de mis en position de fonctionnement du systéme. Le point d’équilibre
X est défini de la maniere suivante :

(K - Kbarre) X0 = thdraulique (XO) + Ffrottement (XO) (598)

avec K et Kparre les matrices de raideur du systéeme et de la barre de reprise de couple définies
précédemment.

Les évolutions de la position d’équilibre pour le déplacement axial (x,) du stator (en inches) et
pour la rotation ¢, (en radians) en fonction des évolutions de la pression hydraulique et du coefficient
de frottement, de la pression hydraulique et de I'angle de sprag-slip, du coefficient de frottement et de
Pangle de sprag-slip sont représentées respectivement en figures [5.3T] [5.32] et 5331 Comme l'illustrent
les fgures B.31] et 5.32] les positions d’équilibre du systéme ont une forte dépendance vis-a vis de la
pression hydraulique, par rapport aux autres variables que sont le coefficient de frottement ou I’angle
de sprag-slip. De plus, nous remarquons que plus la pression hydraulique est forte, plus le stator est
poussé par cette force hydraulique et donc sa position d’équilibre statique augmente en valeur par
rapport a l'origine. Les résultats obtenus sont en parfait accord avec I'expérience. Aussi, les figures
B.33 illustrent le fait que la position d’équilibre peut cependant varier en fonction d’autres parametres
que la pression et que I’évolution de cette position d’équilibre statique peut s’avérer complexe. Ainsi,
la détermination rigoureuse de la position d’équilibre statique est indispensable pour pouvoir ensuite
statuer sur la stabilité du systeme et appliquer des méthodes d’analyse non-linéaire. Nous discuterons
également par la suite (paragraphes [5.7.1] [5.7.4] et E.7.5) de I’évolution et de la validation de cette
position d’équilibre statique.
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5.6.2 Etude de stabilité

L’étude de stabilité s’effectue donc pour de faibles perturbations X autour du point de fonctionne-
ment Xg qui vérifie la relation

(K - Kbarre) X0 = thdraulique (XO) + Frrottement (XO) (5~99)

avec les matrices de raideur K et Kparre définies précédemment. Frydraulique représente la force
hydraulique et Fgottement cOrrespond aux forces de frottement non-linéaires.

La stabilité du systeme s’étudie alors en cherchant les valeurs propres du systéeme linéarisé autour du
point de fonctionnement xgq:

M.x + CX + (K — Kparre — Kfottement) X = 0 (5.100)

L
frottement

reprise de couple et de la contribution linéaire des forces de frottement.

avec Kparre €t K les matrices de raideurs équivalentes des efforts provenant de la barre de

Sous forme d’équations d’état, cela revient a rechercher les valeurs propres de la matrice A définie
comme suit

0 I
A= (5.101)
M_l' (K - Kbarre - Kﬁ'ottement) _M_I’C

Nous effectuons donc une étude de stabilité en prenant le coefficient de frottement comme pa-
rametre de bifurcation. Le point de bifurcation de Hopf est alors détecté pour pg = 0.25.
Ainsi, pour un coefficient de frottement inférieur a g, le frein est stable. Pour une valeur du coefficient
de frottement supérieure a pg, le frein est instable.
Lors d’un freinage, le coefficient de frottement peut étre supérieur a 0.25, donc nous nous retrouvons
dans une configuration de frein instable. Alors, il y a apparition d’un couplage de modes aux alentours
de 250H z, comme lillustrent les figures [5.34] et Ces résultats sont en parfait accord avec les
expériences ol le phénomene de whirl apparait aux alentours de 250 Hz.
De plus, en examinant la déformée de la couronne hydraulique et du premier stator (représentée par
les degrés de liberté xg, 0, 15 et ¢s), nous retrouvons le mouvement oscillant autour de la fusée,
mouvement pouvant étre assimilé a une piece de monnaie tournoyant sur une table, comme illustré en

figure [5.36]
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5.6.3 Influence des facteurs physiques majeurs sur la stabilité du systeme

Nous allons maintenant regarder plus particulierement la stabilité du systeme vis-a-vis de certains
parametres pour illustrer les possibilités d’études paramétriques:

- les rayons externes des disques tournants et stationnaires.

- la longueur d. caractérisant la distance entre les deux plans de la barre de reprise de couple et
de la couronne hydraulique, définie en figure 527

- langle 3 entre la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique (caractérisant 1’angle de
sprag-slip , définie en figure [5.20

Ensuite, 'influence d’autres parameétres physiques constituant la structure du frein sera discutée.

5.6.3.1 Exemples d’études paramétriques

Dans cette partie, les influences des rayons externes des disques tournants et stationnaires, de la
longueur d. et de ’angle § sont étudiées.
Ces dernieres études de stabilité vont nous permettre de statuer sur la validité de notre modele en
examinant si les résultats obtenus par variation de certains parametres sont conformes & ce que nous
observons de maniere expérimentale.
En effet, lorsque nous regardons les résultats obtenus pour la dépendance vis-a-vis de la distance d.,
comme illustré en figure 5.37] nous remarquons que pour une valeur de d. = 0, le systéme est stable.
Comme ceci I’a déja été dit précédemment, il a été observé expérimentalement, que les freins dont la
distance d. était nulle ou presque, avaient un comportement stable. Ce résultat est donc en parfait
accord avec les résultats expérimentaux.
De méme, les évolutions de la stabilité vis-a-vis du rayon extérieur des disques, comme illustré en
figures [£.38, montrent que le systéme devient instable lorsque nous augmentons le rayon extérieur des
disques. Ceci semble logique, étant donné qu’une augmentation du rayon des disques entraine une
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augmentation de la surface de frottement & l'interface des stators et des rotors.
Aussi, 'importance de I'angle de sprag-slip, déja mis en avant précédemment, est montrée en figure

(.39,

ol le systeme devient instable pour des valeurs de ’angle de sprag-slip tres faibles, qui sont com-

prises dans les jeux de fonctionnement du systéme. De plus, comme cela a été énoncé au paragraphe
6424, les jeux de fonctionnement et les angles de sprag-slip déduits étaient tellement faibles que

ces derniers pouvaient peut-étre étre négligés dans le modele de whirl. Les résultats que nous venons

d’obtenir nous indiquent l'inverse et montrent bien que méme si 'angle de sprag-slip est tres petit (de

Pordre de 0.5 degré au maximum), il ne peut pas étre négligé; sinon le systeme reste stable, alors que

sa prise en compte déstabilise le systeme.
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FI1G. 5.39: Evolution des fréquences d’instabilité en fonction de l’angle 8 de sprag-slip

5.6.3.2 Influence des autres facteurs physiques majeurs

Bien entendu, de nombreux facteurs physiques influent sur la stabilité du frein. Le but de cette
partie est de répertorier les principaux facteurs physiques jouant un réle prépondérant sur la stabilité
du frein.

Le probleme de ces études paramétriques est que nous ne faisons varier qu’un parametre et qu’il existe
un grand nombre de combinaisons possibles vis-a-vis des couples de parametres. Les observations qui
suivent permettent juste d’avoir une idée sur 'influence des parametres sachant que pour chaque confi-
guration de frein, il est nécessaire de faire une étude de stabilité spécifique.

Les études paramétriques ont permis de mettre en avant les comportements suivants:

- le coefficient de frottement joue un réle important. Au dela d’une certaine valeur pg, le frein est
instable.

- la pression hydraulique joue un réle complexe vis-a-vis de la stabilité du systeme. En effet, une
pression hydraulique faible ou trés importante (de 'ordre de 100 bars) peut stabiliser le frein. Ainsi,
le role de la pression hydraulique est important lors de I’étude de la stabilité du systeme.

- une augmentation ou une diminution de la raideur du puits de chaleur peut stabiliser le frein.
Ainsi, le choix du matériau constituant les stators et les rotors est un des critéres importants lors de
la conception d’un frein.

- la raideur axial de la barre de reprise de couple peut stabiliser le frein (en assouplissant ou en
raidissant cette raideur). Ce résultat est en accord avec la remarque précédente sur le role de la raideur
axiale du puits de chaleur. En effet, ’angle de sprag-slip, qui est & lorigine de l'instabilité du frein,
permet le couplage du mode axiale du puits de chaleur et du mode de traction-compression de la
barre de reprise de couple. Ainsi, si ces deux modes sont tres éloignés 'un de l'autre, il n’y a pas de
possibilité de couplage de ces deux modes.

- 'angle de sprag-slip joue un role essentiel sur la stabilité du systeme. En effet, si I'angle de
sprag-slip est nul, il n’y a pas d’instabilité du frein, et cela quelles que soient les valeurs des autres
parametres. Ce qui montre de facon claire que I'angle de sprag-slip est le phénomeéne & 'origine des
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instabilités du whirl. D’un point de vue pratique et pour la conception d’un frein, il est cependant
impossible de garder cet angle de sprag-slip nul. En effet, les valeurs d’angle faisant apparaitre une
instabilité sont tres faibles (de l'ordre de 0.1°), ce qui rentre dans les tolérances des jeux de fonc-
tionnement entre la barre de reprise de couple et la couronne hydraulique comme explicité dans le
paragraphe 5. 42.3.

- les raideurs de liaison tube-fusée K,;r et Ky ¢, les raideurs de liaisons entre les rotors et la fusée
Ky, et les raideurs de liaisons entre les stators et le tube de torsion Ky, n’ont pas d’influence sur
la stabilité du frein.

- la géométrie des rotors et des stators (rayon extérieur et rayon intérieur) joue un réle important.
Ce qui s’explique aisément puisque ces deux parametres permettent de calculer la surface de contact
entre les stators et les rotors et rentrent donc directement en jeu lors du calcul des efforts de frottement.

5.6.4 Etudes biparamétriques

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, ils est possible, a partir d’une analyse de stabi-
lité de trouver les zones stables et instables suivant 1’évolution des différents parametres. Dans ce qui
suit, nous allons illustrer cette possibilité d’effectuer des études biparamétriques d’aide a la concep-
tion a travers I’étude de la stabilité vis a vis du coefficient de frottement, de la pression hydraulique
appliquée et de I'angle de sprag-slip. Bien entendu, de nombreuses autres études biparamétriques sont
possibles en suivant la méme démarche.

5.6.4.1 FEtudes vis-a-vis de la pression hydraulique, du coefficient de frottement et de
I’angle de sprag-slip

Les études biparamétriques vis a vis des évolutions couplées de la pression hydraulique, du co-

efficient de frottement et de ’angle de sprag-slip, montrent que chacun de ces parametres joue un
réle important. Tout d’abord les études mettant en jeu ’évolution de ’angle de sprag-slip montrent
que ce dernier est a l'origine de 'instabilité du whirl. En effet, quand ce dernier est nul, il n’y a pas
apparition d’instabilité, comme illustré en figures £.42] et [5.44] Cela corrobore toutes les observations
expérimentales et les commentaires déja faits a ce sujet au paragraphe[5.4.2.6l Aussi, nous remarquons
que les valeurs de ’angle de sprag-slip qui peuvent entralner une instabilité sont faibles: en effet, il
suffit que I’angle de sprag-slip soit supérieur a 0.1 degré pour avoir une instabilité. Une telle valeur de
cet angle se situe dans les jeux de fonctionnement entre la barre de couple et la couronne hydraulique,
d’ou 'importance de la prise en compte de cet angle, méme pour de faibles jeux de fonctionnement.
Dans tous les cas, nous remarquons que les fréquences d’instabilité associées se situent toujours entre
210H z et 260H z.
De plus, les évolutions biparamétriques en fonction de la pression hydraulique et du coefficient de frot-
tement semblent plus complexes, comme le montrent les figures 5.40l En effet, pour certaines valeurs
de la pression hydraulique (jusqu’a 30 bars), nous observons que le systéme peut étre stable, puis in-
stable, et de nouveau se stabiliser avec une augmentation du coefficient de frottement. Les fréquences
d’instabilité se situent entre 240H z et 260H z.

Les résultats montrant les diverses zones d’instabilité et les fréquences associées sont illustrés en
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figures [6.40], [5.42] et 5-44] De plus, les figures [5-4T] et B245] montrent 1’évolution de la partie réelle
du mode instable en fonction des deux parametres considérés.
50
400 1
INSTABLE ,
_ STABLE
&ao 1
c
S . |
1A
S 201 |
a Eo
10 STABLE ] , |
O L L L L L 1 f
0 0.2 0.4 0.6 0.8 —40 -20 20
Coefficient de frottement Partie réelle

(a) Détection des zones de stabilité

(b) Evolution des fréquences d’instabilité
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5.6.5 Conclusions sur les études de stabilité du frein

Le modele mis en place permet de reproduire des changements de stabilité vis-a-vis de différents
facteurs. Les résultats obtenus semblent en accord avec les observations expérimentales.
Ces diverses études montrent que la stabilité d’un frein aéronautique est tres complexe, vu le grand
nombre de parametres pouvant jouer un role sur la stabilité de ce dernier. Parmi, les facteurs physiques
ayant une influence essentiel, nous retrouvons le coefficient de frottement, la pression hydraulique et
I’angle de sprag-slip. L’hypothese de la prise en compte des jeux de fonctionnement, et donc de I’angle
de sprag-slip 3, comme 'un des facteurs pouvant donner lieu & 'instabilité du whirl, a été validée.
De méme, certaines idées avancées pour stabiliser un frein (provenant d’observations expérimentales)
ont pu étre vérifiées. Parmi ces dernieres, nous retrouvons le fait qu'une distance d. faible entre la
barre de reprise de couple et de la couronne hydraulique permet de stabiliser le systeme. De méme,
ces études paramétriques permettent de statuer sur les parametres physiques jouant un réle important
sur la stabilité du systeme, tel que le comportement du puits de chaleur par exemple.

Un des points essentiels dans la modélisation du whirl repose sur l'angle de sprag-slip et le
phénomeéne d’instabilité associé. Comme cela a été précédemment énoncé (paragraphe B.42.4), cet
angle prend des valeurs tres faibles, mais suffisantes pour entrainer le systéme en instabilité.
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5.7 Deétermination des cycles limites

Une fois les zones et fréquences d’instabilité établies, il est tout naturel de s’intéresser aux niveaux
vibratoires engendrés lors de la mise en instabilité du systeme.
Afin d’obtenir les niveaux vibratoires pour le modele de whirl, nous utiliserons la méthode de la variété
centrale et des approximants de Padé.

5.7.1 Préambule: cycles limites par intégration temporelle

Bien entendu, il est toujours possible de chercher les cycles limites par l'intermédiaire d’une
intégration temporelle classique a partir du systeme

Mx+Cx+Kx= thdraulique(x) + Fbarre(x) + Frottement (X) (5102)

Les matrices M, C et K correspondent aux matrices de masse, d’amortissement et de raideur du
systeme. Ceux sont des matrices 15 x 15. Elles sont obtenues a partir des équations définies dans le
paragraphe Frottement représente le vecteur des forces de frottement du systéme. Frydraulique
représente le vecteur des forces hydrauliques du systéme. Fpapre représente le vecteur des forces pro-
venant de la barre de reprise de couple. Les expressions de Fgrottement, Fhydraulique €6 Fbarre ont été
données précédemment.

Pour obtenir les cycles limites, nous nous plagons donc au voisinage du point de bifurcation de Hopf
(avec la partie réelle d’une valeur propre positive). Comme le montrent les figures [5.46], 5.47] et
(pour le degré de liberté x4 du stator), le systéme accroche un cycle limite au bout d’un certain temps.
Nous remarquons, d’apres la figure [B.48, que le systéme oscille alors autour d’une position statique,
qui correspond au point d’équilibre du systeme.

Les cycles limites du systéme non-linéaire obtenus par intégration temporelle seront illustrés par la
suite, lors de la comparaison effectuée avec les résultats provenant de la méthode de la variété centrale
et des approximants de Padé.
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Fia. 5.46: Oscillations du déplacement suivant xs (en inch) du stator pour (i = po + €.1p avec
e=0.01)
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5.7.2 Mise sous forme d’équation d’état

Le systeme non-linéaire complet s’écrit sous la forme:

Mi + Ci + (K - Kbarre - K%;'ottement) X = Fggttement (i) (5'103)

avec Fgg‘ttement le vecteur des termes non-linéaires associés aux forces de frottement.
Comme explicité en équations (5.94), (5.95), (5.96) et (5.97), ces termes comportent des non-linéarités

quadratiques et cubiques. Le systeme peut donc s’écrire sous la forme

15 15 15 15 15
MX + CX + (K — Kparre — Kfogtement) X = D O {0 ToT5+ > > Y {5 a7 (5.104)
=1 j=1 =1 j=1 k=1

ijk

ou les coeflicients f(i%) et f(g,,) définissent I’ensemble des termes quadratiques et cubiques.

Il est alors possible de se ramener a un systeme différentiel du premier ordre en effectuant la

y = { X } (5.105)

Ainsi, le systéme dynamique non-linéaire (5.104) s’écrit sous la forme

transformation

o]

30 30 30 30 30
y=Ay+ Z Z ng).yi.yj + Z Z Z "72;3:,) Yi-Yj Yk (5.106)
i=1 j=1 i=1 j=1k=1

ol A est une matrice 30 x 30. Les vecteurs ng) et ng,,’; sont des vecteurs de taille 1 x 30 et comprennent
tous les termes non-linéaires quadratiques et cubiques.

L’expression de la matrice A est donnée par

c M|!

I O

frottement 0 (5 107)
0 I

[K - Kbarre - KL

Soit
0 I

A= (5.108)
[_M_l’ (K - Kbarre - Kﬁ'ottement) _M_I'C

Les expressions des vecteurs 7(z) et 7(3) sont données par

- 4 -1
n(2) = e IR A (5.109)
1 0 0
c M| ' (¢
3)
_ , 5.110
7(3) 1 o] { 0 } ( )
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5.7.3 Application de la méthode de la variété centrale et des approximants de
Padé

Comme dans le cas du modele bidimensionnel frottant, la méthode de la variété centrale permet
de réduire un systeme non-linéaire au point de bifurcation de Hopf.
Dans ce paragraphe, le développement de la méthode de la variété centrale et le calcul des coefficients
associés ne seront pas abordés. Le lecteur pourra se reporter aux développements effectués dans le
chapitre précédent et en Annexe B pour plus de détails.

Les cycles limites sont alors obtenus par résolution du systeme différentiel

Ve =J¢ (H) Ve + Ga [Vca h (Vc) ,,U,] ++Gs [Vca h (Vc) ,,u,]
=10
= o (1+e¢) (ex1) (5.111)
m p p
vs =h(ve) = Z ZZa,ﬂvdv ! (m>2)
p=i+75=2 j=0 [=0

avec po la valeur du coefficient de frottement pour lequel il y a apparition d’instabilité et en
considérant une faible variation & de ce coefficient de frottement tel que 1 = e et € < 1. v¢ représente
Pensemble des variétés centrées (dans notre cas de dimension deux) et vg représente I’ensemble des
variétés stables. Dans notre cas, vg est un vecteur de dimension 28 x 1. L’espace instable est vide,
étant donné que nous considérons le cas ol le systeme rentre en instabilité. J. correspond a la matrice
diagonale comportant les valeurs propres A du systéme linéarisé tel que Re[A3, (uo)] = 0. G2, Gs
correspondent aux matrices contenant les termes quadratiques et cubiques pour les variables v¢ et vg.
G2 est une matrice de dimension 2 x 900, Gg une matrice de dimension 2 x 2700. Les expressions
analytiques des coefficients ay j; sont données en Annexe B.

Dans notre cas précis, nous réduisons donc notre systéme non-linéaire de 30 ddls pour le systéeme
de départ (sous forme d’équations d’état) a 2 ddls sous la forme de la variété centrale, avec 28 ddls
correspondant aux variétés stables s’exprimant en fonction des variétés centrées.

Enfin, le systeme réduit (5.IT1]) est mis sous forme d’approximants de Padé. Pour plus de détail
sur le choix des approximants et la détermination des coefficients associés, le lecteur pourra se référer
aux paragraphes [4.3.6] [4.3.7.1] et [4.3.7.2] précédents.
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5.7.4 Cycles limites

Dans notre cas, le développement de la variété centrale au troisieme ordre (le second ordre ne
suffisant pas), avec les approximants de Padé a un ordre supérieur ou égal a [3/2]; (les ordres [M/N]s
avec M < 3 et N < 2 ne suffisant pas) permet d’obtenir une bonne approximation des cycles limites,
comme lillustrent les figures [6.49] [(6.50] B.51], (.52 (53] B-54] B55] et [5.56. Nous observons que les
amplitudes sont alors tout a fait comparables. Quel que soit le degré de liberté concerné, le niveau
d’amplitude obtenu est du méme ordre de grandeur que pour un calcul complet sur le systeme de
départ.

D’autre part, un point intéressant a souligner concerne le point d’équilibre du systéme non-linéaire.
En effet, si pour le calcul complet, ce point d’équilibre correspond tout simplement a la position autour
de laquelle le systeme oscille, lors de la mise en place de la méthode de la variété centrale, nous avons
préalablement calculé ce dernier par la résolution du systeéme statique non-linéaire défini en équation
(E69), position d’équilibre statique qui intervient dans le calcul des termes linéaires linéaires et non-
linéaires au point de fonctionnement, comme le montrent les équations (5.79), (5.80), (5.81), (582,
E94), (599), (B96) et (B97). Les figures 5.49, 550 5.51] 5.52) 5.53) 5.54, 553 et permettent de
voir que le point d’équilibre établi par résolution des équations statiques non-linéaires est en parfait
accord avec le point d’équilibre obtenu lors d’un calcul temporel du systeme complet et cela quel que
soit le degré de liberté considéré.

Etant donné que nous nous intéressons ici a une application industrielle dont 1’objectif est de
statuer sur la stabilité d’un frein aéronautique vis a vis de la détermination des facteurs influant sur la
stabilité et de 'estimation des niveaux vibratoires associés, les résultats obtenus sont suffisants pour
mener des études de conception poussées permettant d’avoir des ordres de grandeurs sur les niveaux
vibratoires engendrés.

Si maintenant, nous nous intéressons au temps de calcul nécessaire pour obtenir les cycles limites
et le nombre de termes non-linéaires pris en compte, nous nous rendons bien compte de ’avantage de
I'utilisation de la méthode de la variété centrale et des approximants de Padé. En effet, le systeme
complet de départ comporte plus de 100000 termes non-linéaires. Si nous utilisons la variété centrale
(ordre 3) et les approximants de Padé (approximants [3/2]), nous ne gardons plus que 28 termes non-
linéaires.

L’ensemble des données relatives au temps de calcul et au nombre de termes non-linéaires pris en
compte sont regroupées dans le tableau [B.11

Méthode H Temps de calcul H Nombre de termes non-linéaires
Systeme complet ~ 5 heures ~108000
Variété centrale (ordre 3) + Padé [3/2] ~ 5 minutes 28

TAB. 5.1: Evaluation des temps de calcul et du nombre des termes non-linéaires pris en compte lors
de la recherche de cycles limites
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1.5 : :
—— Systeme complet —— Systéme complet
- - - Systéme réduit - - - Systéme réduit
1t 1 0.3F .
0.21 .
0.5f 1
- _ 01f |
3 3
2 3
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_0‘57 4
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-1r ] -0.2r 1
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(a) Cycles limites (zs,Zs) (unités: in, in/s) (b) Cycles limites (05, 65) (unités: rad, rad/s)

F1a. 5.49: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et a
aprtir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01pugp)

—— Systéme complet —— Systéme complet
- - - Systéme réduit - - - Systéme réduit
0.6 0.15¢ 1
0.4r 0.1
. 0.2r . 0.05
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5 5
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-0.4r -0.1
-4 -5
(a) Cycles limites (ts,s) (unités: rad, rad/s) (b) Cycles limites (s, ¢s) (unités: rad, rad/s)

F1c. 5.50: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et
aprtir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (u = 1.01u)
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(a) Cycles limites (x, #») (unités: in, in/s) (b) Cycles limites(6,, 6,) (unités: rad, rad/s)

F1G. 5.51: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et a
partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01p0)

1 ‘ —
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(a) Cycles limites (15, 1s) (unités: rad, rad/s) (b) Cycles limites (ys, ) (unités: in, in/s)

F1a. 5.52: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et
partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01p0)
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(a) Cycles limites (6, ,6) (unités: rad, rad/s) (b) Cycles limites (zf, Zf) (unités: in, in/s)

F1a. 5.53: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et a
partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01pg)

0.02 : 0.01 : :
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F1c. 5.54: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et a
partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01pg)
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F1G. 5.55: Comparaison des cycles limites obtenus a partir d’une intégration temporelle (30 ddls) et a
partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1= 1.01p0)

—— Systeme complet
- - - Systeme réduit

dX/dt

x 10~

FIG. 5.56:  Cycles limites (g, 1)) (unités: rad, rad/s). Comparaison des cycles limites obtenus & partir
d’une intégration temporelle (30 ddls) et a partir de la variété centrale (2ddls) au voisinage du point
de bifurcation de Hopf (u = 1.01pugp)
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5.7.5 Exemple d’une étude paramétrique

Il est aussi possible d’effectuer des études paramétriques. Dans ce qui va suivre, nous allons juste
illustrer cela par une étude paramétrique en fonction de la pression hydraulique imposée. Le point
de bifurcation de Hopf pour chaque pression est défini dans le tableau (6.2 Nous notons au passage
que, dans le cas de deux points de bifurcation de Hopf, nous choisissons celui qui a le coefficient de
frottement le plus bas, par hypothése. Les points de bifurcations de Hopf sont illustrés en figures[5.58]
par rapport au positionnement des zones stables et instables et aux fréquences d’instabilité associées.
Les points de bifurcation de Hopf sont aussi représentés en figures B.57 par rapport a la position
d’équilibre statique des degrés de liberté choisis pour illustrer cette étude paramétrique.

En appliquant la méthode de la variété centrale (jusqu’au troisieéme ordre) et les approximants de
Padé (jusqu’a l'ordre [3/2]), les cycles limites suivant les différentes pressions hydrauliques considérées,
au voisinage du point de bifurcation de Hopf (1 = 1.01p0) sont obtenus. Nous illustrons les évolutions
de ces cycles limites pour les degrés de liberté z;, (correspondant au déplacement axial du rotor) et
ys (correspondant au déplacement de la fusée suivant I'axe Y'), comme l'illustrent les figures
et .60 Comme le montre la figure [5.59, la position d’équilibre statique du systéme non-linéaire est
primordiale pour la détermination des cycles limites. Comme nous I’avons vu dans le paragraphe[5.6.1]
cette position d’équilibre peut, pour des variations de la pression hydraulique, varier fortement pour
certains degrés de liberté (figure 5.59), ou varier trés peu pour d’autres degrés de liberté (figure 5.60]).
Cela montre toute I'importance d’une bonne évaluation de la position d’équilibre statique pour un
systeme non-linéaire.

Aussi, les cycles limites observés et I’évolution de ces derniers en fonction de la pression hydraulique
sont en parfait accord avec les observations expérimentales effectuées dans les travaux de Ozbek ([132]).

Pression (bar) H Coeflicient de frottement H Fréquence (Hz) ‘

5 bars 0.1004 243.2 Hz
15 bars 0.2266 249.7 Hz
30 bars 0.2773 251.4 Hz
50 bars 0.2973 2529 Hz

TAB. 5.2: Détection du point de bifurcation de Hopf pour diverses pressions hydrauliques
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F1G. 5.57: Visualisation des positions d’équilibre statique pour les degrés de liberté x, et yy
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Fic. 5.59: Evolution des cycles limites (r,,2,) suivant la pression hydraulique, pour p = g + €.p0
(avec € = 0.01) (unités: in, in/s)
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5.8 Plate-forme logiciel

Afin de rendre utilisable I’ensemble des outils mis en place pour I’étude de la stabilité du systeme
de freinage, nous avons réalisé une plateforme-logiciel représentée en figure [5.61l Cette derniere sert &
faciliter ’étude de stabilité d’un frein dans une phase de conception.

Cet plate-forme permet :

- de rechercher le point de bifurcation de Hopf My (1o, o) du systeme

- d’effectuer une étude de stabilité & partir du systéeme linéarisé au point de bifurcation de Hopf,
par rapport au coefficient de frottement. Les divers graphiques associés (évolutions des parametres
frottement/fréquence, frottement/parties réelles, parties réelles/fréquences) sont accessibles.

- d’effectuer diverses études biparamétriques permettant de statuer sur ’évolution des zones d’in-
stabilité en fonction de I’évolution de deux parametres. De plus, la plage des fréquences obtenues est
disponible.

- de rechercher les niveaux vibratoires suivant un jeu de parametres défini par 1'utilisateur. Nous
avons choisi d’implanter la méthode de la réduction de la variété centrale pour réduire le systeme
non-linéaire de départ. Les divers cycles limites relatifs aux divers degrés de liberté du systeme sont
disponibles.

Une interface graphique permet de visualiser les courbes associées a chacun des résultats. Cette
plate-forme a été réalisée pour permettre de prendre en compte les évolutions d’un frein en permettant
un acces total a la base de données.

Fia. 5.61: Plateforme-logiciel d’aide a la conception pour le whirl
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5.9 Conclusion de 1’étude de stabilité du whirl

Dans ce chapitre, nous avons modélisé un systéme de frein aéronautique pour caractériser la vi-

bration de whirl observée lors d’essais vibratoires effectués sur banc. Un modeéle phénoménologique
comportant quinze degrés de liberté a été réalisé a partir des observation expérimentales et nous avons
plus particulierement pris en compte le comportement non-linéaire de I’ensemble des disques rotors et
stators en carbone. Ces non-linéarités de raideurs ont été exprimées par 'intermédiaire de polynomes
quadratiques et cubiques a partir d’essais de compression statique sur banc d’essais. Le frottement a
été modélisé par la loi de Coulomb. L’instabilité provient alors du couplage de modes engendré par
I'intermédiaire de I’angle de sprag-slip.
Nous avons montré que la stabilité du systeme dépend du coefficient de frottement et que cette
derniére peut apparaitre en considérant un coefficient de frottement constant. De plus, des études
biparamétriques ont montré la complexité d’un tel probleme ot les zones de stabilité sont sensibles a
un nombre varié de parametres (pression hydraulique appliquée, angle de sprag-slip, masse, raideur,
etc...).

Les méthodes non-linéaires de la réduction de la variété centrale et des approximants de Padé ont
été utilisées pour la détermination des cycles limites du systéme non-linéaire défini précédemment,
pres du point de bifurcation de Hopf.

La méthode de la variété centrale nous permet de passer du systeme initial comportant trente degrés de
liberté sous forme d’équation d’état a un systéme non-linéaire ne comportant plus que deux variables.
Pour cela, les expressions des variétés stables en fonction des variétés centrées au deuxieéme et troisieme
ordre ont été définies de maniere analytique.

Ensuite, la méthode des approximants de Padé nous a permis d’approximer le systeme non-linéaire a
deux variables obtenu précédemment, par simplification et approximation des termes non-linéaires.
Au final, la recherche des cycles limites a été réalisée sur le systéme réduit ne comportant plus que
deux variables et un nombre limité de termes non-linéaires. Une comparaison avec les cycles limites
obtenus sur le systeme complet nous a permis de valider les résultats obtenus par l'intermédiaire des
méthodes non-linéaires mises en place.

Enfin, nous avons montré la possibilité d’effectuer des études paramétriques permettant de déterminer
I’évolution des cycles limites suivant I’évolution de parametres physiques. A cet effet, une plateforme
logiciel a été mise en place comme outil d’aide a la conception afin de permettre de déterminer les
zones de stabilité suivant les différents facteurs physiques, de définir les points de bifurcation de Hopf
associés et d’estimer les cycles limites du systeme non-linéaire.
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Conclusions et perspectives

L’objectif initial de ce travail de these était d’appréhender le probléeme des structures frottantes et
de stabilité associé dans le domaine non-linéaire.

Pour y parvenir, nous nous sommes tout d’abord intéressé au probléeme de modélisation et de
définition de l'origine des instabilités. Nous avons montré que l'aspect dynamique et plus parti-
culierement le phénomene de sprag-slip décrit par Spurr [I61], avec le couplage de modes associé,
pouvait étre directement a 'origine des phénomenes d’instabilités observés dans les systemes frot-
tants. Ce phénomene peut alors étre di a la géométrie des pieces d’une structure ou encore a des jeux
de fonctionnement propres aux systemes considérés.

Le coeur des travaux de cette these repose sur I’approche non-linéaire des probléemes de stabilité des
systemes. Comme nous ’avons vu, les non-linéarités comportementales des structures sont clairement
identifiées (par exemple pour un frein aéronautique, nous sommes en présence d’une non-linéarité de
raideur de I’ensemble des disques carbone/carbone). L’objectif de ’étude de stabilité des structures
frottantes était double.

Dans un premier temps, nous avons déterminé les zones de stabilité du systeme non-linéaire autour de
sa position d’équilibre statique. Cette approche, bien connue, a été effectuée par I’étude aux valeurs
propres du systéme linéarisé autour du point de fonctionnement.

Dans un second temps, le probleme non-linéaire complet avec la recherche des niveaux vibratoires
engendrés lors d’une instabilité a été examiné. Nous avons alors proposé la mise en place de méthodes
non-linéaires permettant de réduire et simplifier le systéeme de départ tout en conservant le caractere
non-linéaire du systeme. Pour cela, nous avons mis en place la méthode de la variété centrale et proposé
I’expression analytique complete des coefficients de la variété centrale jusqu’au troisieme ordre, pour
un systéme non-linéaire polynomial comportant un nombre fini de degré de liberté dans le cas d’une
bifurcation de Hopf. L’originalité des travaux réside ensuite dans I'utilisation des approximants de Padé
a deux variables a la suite de la méthode de la variété centrale. Effectivement, une démarche classique
aurait consisté a utiliser la méthode de la forme normale. Dans les cas étudiés, nous avons remarqué
que les approximants de Padé, du fait de leur propriété de convergence, permettaient d’accéder de
maniere rapide et efficace aux cycles limites souhaités. Un des avantages observés consiste dans le
fait que I’équation différentielle définie avec les approximants de Padé peut converger vers le cycle
limite souhaité alors que la série de puissance croissante associée diverge pour le méme nombre de
termes non-linéaires. Aussi, la procédure consistant & utiliser la méthode de la variété centrale suivi
des approximants de Padé a été validée sur une exemple bidimensionnel frottant et sur une application
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industrielle plus complexe comportant quinze degrés de liberté avec des non-linéarités quadratiques et
cubiques.

D’autre part, en parallele de ces méthodes non-linéaires déja existantes, nous proposons une nou-
velle approche non-linéaire pour I’étude des problemes d’instabilité. Cette méthode consiste a suivre
I’évolution de la valeur propre du mode instable de la structure et & considérer les modes non-linéaires
associés. Les fonctions non-linéaires sont alors classiquement approximées par une fonction linéaire
équivalente obtenue par la méthode de la linéarisation équivalente. La solution obtenue correspond
alors a la réponse stationnaire périodique du systeme non-linéaire. Nous avons testé cette méthode sur
le systeme frottant non-linéaire bidimensionnel. Les résultats obtenus sont prometteurs . Le principal
avantage de cette méthode réside dans sa facilité d’utilisation et son implémentation rapide. Cette
approche peut s’avérer suffisante pour comprendre les phénomenes vibratoires non-linéaires et permet
de rechercher des cycles limites plus éloignés du point de bifurcation de Hopf que par I'intermédiaire
de la méthode de la variété centrale.

Pour clore ce mémoire de these, I'un des objectifs plus concret était ’application directe de
méthodes d’analyse non-linéaire sur un frein aéronautique. Cette tache s’articulait plus précisément
autour de la modélisation d’un frein aéronautique & l'aide d’observations expérimentales. Ensuite,
I’ensemble des outils mis en place pour I’étude de la stabilité et des niveaux vibratoires ont été utilisés
pour traiter le probléme non-linéaire. Les résultats obtenus se sont avérés en accord avec les observa-
tions expérimentales et ont débouché sur la réalisation d’une plate-forme servant d’aide a la conception
pour déterminer les facteurs physiques qui jouent un role sur la stabilité et sur les niveaux vibratoires

d’un frein aéronautique.

Les résultats de cette étude peuvent donc ouvrir sur de nouvelles perspectives pour les problemes
non-linéaires frottants.

Le premier point concerne les lois de frottement envisageables et la complexité associée. En effet, les

lois de frottement utilisées dans le cadre de cette these sont tres simples. Cependant, des approches plus
complexes, prenant en compte l'influence de divers parameétres sur 1’évolution de la loi de frottement
(vitesse de glissement, température, surface de contact,etc...) permettraient de mieux appréhender
certains problemes de vibrations induites par le frottement ot ’on observe expérimentalement que
I’évolution du coefficient de frottement n’est pas négligeable.
En ce qui concerne la modélisation du frein aéronautique, le modele proposé ne prend pas en compte
la dynamique non-linéaire provenant du circuit hydraulique. Une modélisation du circuit hydraulique
permettrait d’examiner 'influence des restricteurs du circuit sur la stabilité du systeme. De plus,
pour faciliter les différentes études de conception et examiner 1’évolution des cycles limites en fonction
de divers parametres, des méthodes de continuation pourraient étre mises en place pour permettre
une estimation rapide des cycles limites en procédant par proximité sur des variations monotones des
parametres d’étude.

D’un point de vue méthodologique, ’application de la méthode de la variété centrale et des approxi-
mants de Padé, ainsi que la méthode des Modes Complexes Non-Lineaires pourraient étre appliquées
sur des systemes comportant des non-linéarités différentes de celles étudiées dans cette these.

Aussi, 'utilisation des ces méthodes pourrait étre élargie a d’autres applications que les systéemes
frottants.
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Nomenclature

T scalaire

X vecteur

b'e vecteur vitesse

X vecteur accélération

Xg vecteur de la position d’équilibre statique

X vecteur de faible perturbation

7 coefficient de frottement

1o coefficient de frottement au point de bifurcation de Hopf
I perturbation du coefficient de frottement au point de bifurcation de Hopf
M matrice de masse

C matrice d’amortissement

K matrice de raideur

F vecteur force

PnL vecteur des termes linéaires et non-linéaires

Fy vecteur des termes linéaires

Fni vecteur des termes non-linéaires

FX coordonnée suivant X du vecteur F

FY coordonnée suivant Y du vecteur F

N force normale au contact frottant

T force tangentielle au contact frottant

y vecteur sous forme d’équation d’état

Ve vecteur des variétés centrées

Vs vecteur des variétés stables

h polynome de la variété centrale

h®) polynome de la variété centrale au deuxieéme ordre
h(® polynome de la variété centrale au troisieme ordre
h(3) polynoéme de la variété centrale au quatrieme ordre
h(® polynéme de la variété centrale au cinquieme ordre

f(11) coefficients des termes linéaires
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f(1J2) coeflicients des termes quadratiques
ijk . .
f(lg,,) coefficients des termes cubiques
ng) coeflicients des termes quadratiques sous forme d’équation d’état
nzg) coeflicients des termes cubiques sous forme d’équation d’état
ajj1 vecteur des coefficients de la variété centrale
Ak ij1 coefficient de la variété centrale pour la k%™ variété stable
Js matrice jacobienne des variétés centrées
Je matrice jacobienne des variétés stables
Go vecteur-fonction des termes quadratiques pour les variétés centrées
Gs vecteur-fonction des termes cubiques pour les variétés centrées
H, vecteur-fonction des termes quadratiques pour les variétés stables
Hs vecteur-fonction des termes cubiques pour les variétés stables
Ck,ij coefficients des termes linéaires et non-linéaires pour les séries de puissances croissantes
fre (Ve, 1) vecteur-fonction des séries de puissances croissantes
N ,Lm/ nl (ve) numérateur des approximants de Padé
D,[gm/ nl (ve) dénominateur des approximants de Padé
di,ap termes de la série des puissances croissantes du dénominateur des approximants de Padé
Nk.af3 termes de la série des puissances croissantes du numérateur des approximants de Padé
Zl-kj jieme coefficient de Fourier de la i*™¢ variable au k%™ incrément
Z vecteur des coefficients de Fourier
FNL vecteur des termes non-linéaires sous forme de coefficients de Fourier
R erreur sur 'estimation du vecteur des coeflicients de Fourier
Ao valeur propre du mode instable
wo fréquence du mode instable
Yo vecteur propre du mode instable
A’ matrice linéaire équivalente
P entier caractérisant 'amplitude du mode instable
op incrément de ’amplitude du mode instable
Do entier caractérisant 'amplitude du cycle limite du mode instable

q amplitude modale
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Annexe A: Parametres du modele

frottant bidimensionnel

Fyrake = 1IN
m1 = lkg
meo = lkg

c¢1 =5N/m/sec
ca =5N/m/sec
ki1 = 1.10°N/m
k12 = 1.10°N/m
k13 = 1.10N/m
ko1 = 1.10° N/m
ko = 1.10°N/m
ko3 = 1.10°N/m
0 = 0.2rad.

pw=20.3

force de freinage

masse équivalente pour le premier mode

masse équivalente pour le second mode
amortissement équivalente pour le premier mode
amortissement équivalente pour le second mode
coefficient de raideur linéaire pour ky

coefficient de raideur quadratique pour kq
coefficient de raideur cubique pour &y
coefficient de raideur linéaire pour ks
coefficient de raideur quadratique pour ko
coefficient de raideur cubique pour ks

angle de sprag-slip

coefficient de frottement
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Annexe B: Détermination des
coeflicients de la variété centrale

Dans cette annexe, nous allons établir les expressions analytiques des coefficients du polynéme h
permettant de définir les variétés stables en fonction des variétés centrées pour le second et troisieme
ordres. Pour le quatrieme et cinquieme ordres, nous donnerons ’expression des équations algébriques
vérifiées par les coefficients du polynome h.

Nous nous plagons dans le cas d’un bifurcation de Hopf simple (2 variétés centrées v, et v.2, auxquelles
vient s’ajouter la variable i pour former I'espace centré). D’autre part, le systéme dynamique non-
linéaire considéré comporte n degrés de liberté avec des non-linéarités quadratiques et cubiques.
L’équation différentiel de notre systeme non-linéaire est de la forme:

Ve = Jeo.Ve + [Gg)] VRV+ [Gl(g)} VOVRV

Vo = Jovs + [H{)

(2)] VEV+ [H(Z:lf)} VRVRV (5.112)

p=0

avec v = {VCT vl /Z}T. v défini les variétés centrées (au nombre de deux). vg défini les variétés
stables (au nombre de n3). Le vecteur v est donc de dimension n+3. Gzé), Gég), H (g) et H Eé“) définissent

les coefficients des termes non-linéaires quadratiques et cubiques (avec 1 <i <2, 1<j < (n+1)? et
1<k<(n+1)3%)

Solution du second ordre

L’expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au second ordre est de la forme:

2

p p
Vg = h(l) (VC, IEL) = Z Z Z aijl-Uél-UiQ-/ll

p=itj+l=2 j=0 (=0
2 2 . . o
= a200.V,; + 2110-Vel-Ve2 + @020-V5p + A101-Vel -f1 + A011.Ve2-fL + Ap02.- /1 (5.113)

avec agp0, 2110, 2020, 101, 2011 €t ago2 les vecteurs inconnus pour les variétés stables. Nous rappelons
que ajj1, sont des vecteurs de dimension n —2 comportant chaque coefficient ay, ;; (i+j+1=2,1 € N+,
j € NT et [ € NT) relatif & la k-ieme variété stable.
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Par la suite, nous notons J; et J.o les deux termes diagonaux de la matrice J¢, Jgi le k-iéme terme
de la matrice diagonale Js, de dimension (n — 2) x (n — 2) et A% le terme de la i-iéme ligne et j-iéme
colonne de la matrice A.

A partir de Pexpression simplifiée de I'équation (£44]) en ne gardant que les termes du second
ordre, les coefficients des variétés stables vérifient alors la relation

Dy, s (h(l)(vc, ,:L)) Jeve — I hW (v, i) — Ha(ve, i) = 0 (5.114)

Cette derniere expression correspond donc a I’équation exacte que doivent vérifier les coefficients ay ;5
(pour 1 < k < n) pour tout ve = {vey  ver i}
Les expressions analytiques des coefficients de la k-ieme variété stable au second ordre sont:

k1

2
@k,200 = 57— 7 ) (—)J . (5.115)

k,2 k,n+2
k110 = Ho) ) (5.116)
' Jcl + JCQ - Jsk

Hk,nJrB

2
ak,020 = 72]2( )_ T (5.117)

Hk,nJrl + Hk,n(n+1)+1

2 2
ag,101 = 2 T _(J)k (5.118)
k,2(n+1) k,n(n+1)+2
H +H
ak,011 = @) Tom J(zli (5.119)
—Hk’(nJrl)Q
ak,002 = — e (5.120)

Solution du troisieme ordre

L’expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au troisieme ordre s’écrit sous la
forme:

3 p P
ve=h(ve,p) = Y D ajvlvlil (5.121)
soit, sous forme développée

2 - 1 ~ 3 2 2 2
vs = h! )(VC, Q) = h )(VC, (1) + agpo.v2 + a210-V5] V2 + 8120-Ve1-Usy + 8030-Vag

+a201.vgl.,& 4 a111-Ve1-Vea-f1 + 3021.’[)22./1 + aloz.vcl.ﬂ2 + a012.v,32./12 + a003.ﬂ3 (5.122)
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avec aggo, 4210, 4120, 4030, 4201, 4111, A021, 4102, ag12 €t ageg les vecteurs coeflicients inconnus.

Connaissant déja l'expression de h(l)(vc7 ft), nous avons juste a considérer I'expression simplifiée
de I’équation (44]) en ne gardant que les termes d’ordre 3. Nous obtenons alors ’expression simplifiée
de cette équation:

Dy (B (ve, 1)) Terve + Dyej (B0 (Ve ) Ga(ve ) = Io b (ve, i)

~H, ([vc, 0, /1] ® [Ve, W (ve, 1), ] + [0, WM (ve, 1)] @ [ve, o,m) —Hs(ve, /1) =0 (5.123)

Les expressions analytiques des coefficients de la k-ieme variété stable au troisieme ordre sont:

n—2
2,1 k, 2414 k,(n+1)(i+1)+1
—2ay, 200G(2) ar110G ) + Hg) + Z @i,200 (H(Q) + H )

i=1
= 5.124
k300 3Je1 — Jak (5.124)

1,2 1,n+2 2,42 21 k.2 k2
—2ak,200 <G<2) +Gy) ) — k110 <G< 5+ G+ G ) — 2a,020Gp) + Hgy + H)

n—2
+H(k3,)(n+1)2+1 i Z @110 (Hk,z‘+2 i Hk; (n4+1)(i4+1) +1> Zaz 200 (Hk n+it3 T H (n+1)(z+1)+2)

— (2) (2) (2) (2)
o210 = 2 + Jez — ok
(5.125)
2.m42 n+3 1,n42
~2a (G35 + G5y ?) —anno (G35 + 613 + G5 ™)
n n 2 n
—2ay, 200(;@) +H(k3,;z+3 +H(k3)( +1)242 +Hé€3;)( +1)%4+n+2
n—2
k,i+2 k,(n+1)(i+1)+1 kntit3 k,(n+1)(i+1)+2
+ Z Q; 020 (H + H(2) ) + Z @;,110 (H(Q) + H(Q) >
=1
= 12
k120 Jcl + 2J02 - Jsk (5 6)
n—2
Ln+3 k,(n+1)%4+n+3 k,n+i+3 k,(n+1)(i+1)+2
—2ay, OQOG(Q) ak7110G(2) + H(B) + Zl a;i 020 (H(Q) + H(Q) )
ak,030 = 3J2_J,€Z_
(5.127)

_ak,lolG% 3 — 011G(2) 20,200 (G(2)+1 4 Gé¢)z(n+1)+1) G110 (G?;)H-l I G?;;(n-l—l)-‘rl)

+Hk;,n(n+1)2+1 +Hk,n(n+1)+1 +Hk,n+1

®) (3) (3)
n—2
+ Z ai,101 (H’“ 2y H("“z’)(”“)(l“)“) + Y aion ( HEMDED g )(n+1)n+z+2>
ag,201 = o7 i:}] -

(5.128)
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_ak,101Gé7)1+3 _ ak,OllG?é) — 2a,020 (G( )(n+1) + G(Q()n+1)n+2> — ak110 (Gé?(nﬂ) 4 Gzé()n—l—l)n—I—Q)

k,(n+1)24+2(n+1) k2(n+1)2—n+ k,(n+1)3—2(2n+1)
+H(3) + H(3) + H(3)

n—2
+ 3 ann ("I ) S aon (Bt D)

i=1

0,021 =
’ 2oy — Jur

(5.129)

? n 2 n ,(n n
20 2OOG(2() - a’“vUOG?é() T~ (G(2)+1 + Giz() " +1)

_ n+1 2,(n+1)n+1 k,(n+1)>2 kn(n+1)2+n+1 ky(nt1)3—n
ont <G< 5 O ) tHe T Hg +Hp

Je — Jsk

ag 102 =
(5.130)

n+1)2 nt1)2 n in
—an0G" " = 200Gl — e (G5 + 6 )

2,2(n+1) 2n(n+1)+2 k,2(n+1)2 kn(n+1)242(n+1) k,(n+1)3—n+1
—ako11 (G@) ) ) +Hp +Hp +Hp,

n—2
+ Z %011 ( k SR T Hégé)(n+1)n+l+2) + Z Q4,002 (I{(k27)2n_1+Z + H(I§27)(n+1)(l+1)+2)
i=1

Jc? - Jsk

ak.012 =
(5.131)

—anaon (G} + G ) —awan (G5 + G G + G

—2ag, 200 (G(lg(nﬂ) + G(lé;b(n+1)+2) — 2ak,020 (G(27)1+1 + G?27)L(n+1)+1) — aron (G%Zz) n G(2éSL+2)

k,2(n+1) k.n(n+1)+2 k,(n+1)24+n+1 k,2(n+1)2—n kn(n41)24+n—2
(3) (3) + H) + H g +H 3
n—2

kn(n+1)2+n+2 ,(n+1)(2+4%) k,(n+1)n+i+2
TH) +Z}““10 (# +Hp) )

+ Z ai,o11 (Hk 2 Hé)(”“)(’“ +1> Z ai101 (H(’“ )2n i H(/cz,)(n+1)(i+1)+2)

Jcl + JCQ — JS

+H +H

ak,111 =
(5.132)
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n—2
n 2 n 2 n 3 n ) n n—+i
G G S (0 )

ak,003 =
Jsk

(5.133)

Solution du quatrieme ordre

L’expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au quatrieme ordre est de la
forme:

4 P P
vs =h®)(ve) = Z Z Z ajj1.v%1 vy (5.134)

p=i+j+1=2j=0 1=0

avec les expressions au deuxieme ordre et au troisiéme ordre connues. Connaissant déja ’expression
des coefficients quadratiques et cubiques, nous pouvons juste considérer I'expression simplifiée de
I'équation (£.44) en ne gardant que les termes d’ordre 4. Pour simplifier les écritures de ’équation qui
suit, nous écrivons par abus v a la place de (v, ft). Nous obtenons alors ’expression simplifiée de
I'équation (Z.44) sous la forme:

Dvc (h®) (ve)) Je.ve + Dy, (WP (ve)) .Ga(ve)

Dy, (W™ (ve)) . {G2 ([ve,0] @ [0,h™) (ve)] + [0, b (ve)] @ [Ve, 0]) + Gs(ve) } — Is.h® (ve)
—Hz(vc) — Hz ([ve, 0] ® [0,h3) (ve)] + [0,h) (ve)] @ [ve, 0] + [0,hM) (ve)] @ [0,hM) (ve)]) — Ha(ve)
—H; ([ve, 0] @ [ve, 0] © [0, kM) (ve)] + [ve, 0] ® [0, b (ve)] © [ve, 0] + [0, hM (ve )] @ [ve, 0] @ [ve, 0])
=0

(5.135)
Cette équation exacte des termes d’ordre 4 de I'équation (f44) est valable pour tout ve = {ve1  veo  fi}?l.
Ainsi, la détermination des coefficients a; (avec i+ j 41 = 4) s’effectue par annulation de chacun des
termes de puissance de l'expression (5.135). De méme que précédemment, plus de termes non-linéaires
sont pris en compte que lors de I'approximation au troisieme ordre.

Solution du cinquieme ordre

L’expression des variétés stables en fonction des variétés centrées au cinquieme ordre est de la
forme:

5 p p
vs =h@W(v) = Z Z Z aj1. 0ty 07y 1! (5.136)

avec les expressions jusqu’au quatrieme ordre déja connues. La détermination des coefficients aj; (avec
i+ j+ 1 =5) seffectue a partir de la résolution de I’équation (4.44]) en ne gardant que les termes
d’ordre 5. En écrivant par abus v, a la place de (ve, f1), nous obtenons alors l’expression simplifiée de
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cette équation sous la forme:

Dy, (h®(ve)) Je.ve + Dy, (h®) (v )) Ga(ve)

+Dy, (h®)(ve)) . {Gz ([ve, 0] @ [0,h) (ve)] + [0,hD (ve)] @ [ve, 0]) + Ga(ve) }

+Dy, (h(ve)) {G2 ([ve, 0] @ [0,h2) (ve)] + [0,h® (ve)] @ [ve, 0] - [vc,m ®[0,hD(ve)]
0,00 (ve)] @ [ve, 0] + [0, b2 (ve)] @ [0, 1) (ve) ]>+G3 ve) ([ve.0 vc,] @[0,hD(ve)]
+[ve, 0] @ 0,0 (ve)] @ [ve, 0] + [0,V (ve)] @ [ve, 0] & [ve, 0]) } - I, h< ve) ~ Ha(ve)
—Hz([vc,1 [0,h® (ve)] +[0,h® (ve)] & [ve, 0] + [0,V (ve)] @ [0h2>< 8)

+0,h®'ve)] & [0, W (ve)] — [0,h M (ve)] @ [0,k (ve)] ) — H ([ve, 0] @ [0, h (ve)] @ [0,V (ve)
0,0 (ve)] [0,V (ve)] @ [ve, 0] + [0, hM (ve)] & [ve, 0] [0,V (ve)

+[ve, 0] @ [ve, 0] @ [0, (ve)] + [V, 0] © [0, h(® (ve)] @ [ve, 0] + [0, b (ve)] @ [ve, 0] © [ve, 0])

0

(5.137)

Cette derniére équation correspond & l’expression exacte de I’équation (4.44)) a lordre 5 et nous

permet donc de déterminer les coefficients associés au cinquieme ordre.
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Annexe C: Forme Normale

Le but de cette annexe est de donner un apercu rapide de ’application de la méthode de la Forme
Normale & un systéme non-linéaire polynomial qui comporte deux variables (systéme non-linéaire
similaire & celui obtenu apres application de la variété centrale pour un point de bifurcation de Hopf
simple).

Nous considérons donc un systeme sous la forme:
X =AX+F(X)+ F(X)+-+ FVNX)+o(x") (5.138)

otl, pour X € R”, les F* représentent des vecteurs des polynomes de degré N suivant les composants
du vecteur X.

Nous avons F¥(X) € HF ot HF défini 'espace des polynomes de degré k & n variables. O(| X |V*1)
représente les termes d’ordre > N + 1.

Dans notre cas, nous considérons donc une variété centrée composée uniquement de deux variables :
dim(X) = 2.

De plus, nous étudierons une non linéarité polynomiale composée de termes quadratiques et cubiques.
Ainsi, le degré maximal des vecteurs des polynomes du systéme, apres application de la méthode de
la variété centrale et écrit en fonction des variétés centrées uniquement, est d’ordre 6.

Le probleme peut s’écrire sous la forme:

X = AX + F2(X) + F3(X) + F{X) 4+ F>(X) + F5(X) (5.139)

X = { o } (5.140)
45

( k
Z i,.J
Q1T
Jj=0

k(1) :

FF(X) :{ FE) }: . (5.141)
B

\ jgo 1472

avec

et

aveck=2,--- 6eti=k—j
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Nous allons maintenant développer, de maniéere condensée, les étapes pour se ramener au probléme
simplifié non linéaire obtenu par la transformation normale. Cette procédure reprend la théorie
développée précédemment et consiste donc a effectuer des simplifications des termes non linéaires
par des transformations par ordre de puissance croissante.

e Simplification des termes du 2"¢ ordre:

Nous introduisons donc la transformation suivante :
X =X + PY(X) (5.142)

avec P2, la transformation du second ordre & déterminer. Cette transformation s’écrit donc sous la
forme:

2
) > myatiad
) Py =0
=yl = (5.143)
PZ

2
Z i,.J
Rij LTy
Jj=0
avec t = 2 — j.

En substituant cette transformation dans I’équation (£.I38), nous obtenons:

6 6 n mn
X =3 (-0)V [pPx)]". {AX +APPX +) ) %,(X) [P2(X)] ’”} (5.144)
N=0 n=2m=0 ’
Soit
X = AX + F2(X) + F}(X) + F{(X) + F)(X) + F}(X) (5.145)

( &k
1,4,
g QT Ty
Jj=0

Fk(X) _ - (5.146)

k
1,4 ..
E ij L1
\ J=0

aveck=2,--- 6eti=k—j.

Les définitions des formes de D" F(X) sont les suivantes:
-pour m =1

0R OF,
83:1 83:2
83:1 83:2

- pour m = 2
0*’F  0°R 0*Fy
ax% 61‘18.%’2 8.1?%

2 _
DPX)=| pp  o2p  0°R (5.148)

0x?  Ox10x9 0z3
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- pour m > 2

OmF, OmF oMy oMy
ox7" 92" 'Oz, 027 2023  Oaf

DUE(X)=1| omp,  omF O™ Fy oM, (5.149)
Oz 83671”_18302 (%UT_Q@&U% o Oz

D’apres les résultats sur la forme normale d’un systéme au point de bifurcation de Hopf, nous avons :

FP=F?4+ AP?4+DP?AX =0 (5.150)

Cette derniere relation nous permet d’obtenir I'expression des coefficients 7;; et x;; des termes de la
transformation normale définie en (5.144).

Nous obtenons alors: )

1
= — (— — —
720 3w0( ai1 — Bao — 2002)

1
mi1 = — (2020 — 2002 + F11)

3(4)0
1
oz = 53— (a1 — 2020 — Poz)
wo
(5.151)
1
K20 = 35— (a0 + 2a02 — B11)
wo

K11 = (—a11 + 2620 — 2002)

3wy

1
Koz = 53— (2a20 + o2 + f11)
wo

Les termes FF (et les coefficients associés 0%1]' et @1]») définis en (5.146)), sont alors calculables et ont la
forme suivante:

F3 = F3 4 DF?.P? — DP2 F?

1
Fi = F' 4 SD’F.(P*)" + DF.P* - DP*.F}

1 2 (5.152)
FP = F5 ¢ §D2F3. (P*)"+ DF'.P> — DP*.F}

1 1
Ff = FO+ -D*F*.(P*)" + JD*F*.(P*)’ + DF".P® - DP.F]

L’expression finale du systéme apres transformation normale au second ordre s’écrit sous la forme
X =AX+F(X)+ F{X) + F)(X) + F§(X) (5.153)
3ieme

e Simplification des termes du ordre:

Nous introduisons donc la transformation suivante :

X =X+ P3X) (5.154)
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avec P3| la transformation du troisieme ordre & déterminer. Cette transformation s’écrit sous la forme:

3
]
E USRS

3 °
pr_ L) (5.155)
P 23: o
KijT1 7y
=0

avec t =3 — J.

En substituant cette transformation dans I’équation (B5.147), nous avons :

6 6 n mmn
=30 o) {AX rapix+ Yy P [P3(X>]’”} (5.150)
N=0 n=3 m=0 ’
Soit
X =AX 4 F(X)+ FNX) + F3(X) + F(X) (5.157)

k
Z 2 iJ
Ocijxle

Frxy={ °* — 7 (5.158)

g xle

aveck=3,--- ,6eti =k —j.

En appliquant la forme normale au point de bifurcation de Hopf, nous avons:
Fy = F}+ AP> - DP3AX =W3(X) (5.159)

Les expressions des coefficients a1 et by sont:

( 1
a; = S0 (Ba1wo + Bazowo + 3Bo3wo + a1awo — Bo2fi1 + 2a02802
+aq1a02 + a11az + B20511 — 2620090)
: (5.160)
by = CYI (3512w0 — 9aggwo — Bag1wo + 9Bs0wo — 4855 + 5B02011 — 1082820 — oty

+Oé11520 — 1003, — 1003, + ap2 811 — 100020000 — B + 5B11c00 — 4a3)
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Les coefficients 7;; et x;; sont alors déduit:
130 défini constant arbitraire
103 défini constant arbitraire
_ 1 1 1 1
=g (8womso + Ba1 — Bz + 3azg — 3ais)
1
ma = o (8womzo — B3 + Bz + 33, — 3ag;)
1
K30 = 1oy (—4womso — B2 — Bz + 30 + A1) (5.161)
1
ra1 =g (8womso + 5830 — Bia + a5y + 3ag;)
1
K19 = S0 (—8w0n30 + By — 5@%3 + 30%0 + a%z)
1
K03 = 1o (4womso + B30 — 581 + a1 + agg)
F}=F}
Fy =F) + DF}.P3 — DP3.F} (5.162)
F$ =F} + DFL.P? — DP3.Fy
e Simplification des termes du 4™ ordre:
Nous introduisons donc la transformation suivante :
X =X+ PYX) (5.163)
avec P4, la transformation du 4™ ordre & déterminer. Cette transformation s’écrit sous la forme :
4 . .
P > mijriay
=0
pi=y V2 (5.164)
P} 1 .
> ki
§=0
avec ¢ = 4 — j En substituant cette transformation dans 1’équation (5:I56), nous avons:
; 11N iy o NSNS D) gy
X=> (DY [DPYX)]" JAX +APIX +) Y — = [PU(X)] (5.165)
N=0 n=3 m=0
Soit
X = AX + FJ(X)+ F{(X) + F)(X) + F$(X) (5.166)
avec
(&
s i
FEO(x) Z T T
Frxy={ ° ) (5.167)
k(2)
Fy7(X)
Z x1x2
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aveck=4,--- 6eti=k—j.
En appliquant la forme normale au point de bifurcation de Hopf, nous avons:
F}=F}+AP'-DP'*AX =0 (5.168)

Cette derniere relation permet d’obtenir I'expression des coefficients 7;; et x;; des termes de la trans-
formation normale définie en (5.163). Nous obtenons alors:

( 1

M40 = Thoo (—3ﬁ§1 — 2673 + 30y + 80634)
1
n31 = 500 (12835 — 263, — 8844 — 303, — 2ai3)

1
N2 = Bwo (ﬁ:«‘z.l — B3+ 4ady + asy + 404?)4)
1

ms = T (88 + 265, — 1233, — 203, — 3ais)
1
s = 15 (263 + 3075 + 8ajy + 203, + 3aiy)
1 2 2 2 2 2 (5.169)
ka0 = 70—~ (_3540 — 2[5 — 8004 — 303, — 20413)
15&)0
1
F3L = TE o (3810 + 2675 + 124 — 203, — 8agy)
1
R22 = ¢ (—48% — 35 — 405, + a3y — af3)
wo
1
ki3 = —— (205 + 301 + 8ajy + 203, — 1203,)
15&)0
1
Kou = 5o (863 — 2655 — 3054 + 2031 + 3aiy)
F)=F)
o2 (5.170)
F$ = F§ + DF}.P*— DP* F3
L’équation dynamique non-linéaire devient alors
X = AX + FJ(X)+ F)(X) + F(X) (5.171)

Ainsi, en continuant les transformations non-linéaires aux ordres supérieurs, nous obtenons au final la
systeme non-linéaire qui ne comportera plus que les termes de puissances impaires.
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Annexe D: Termes caractéristiques du
Whirl

I coefficient de frottement

R, distance de la barre de reprise de couple a I’axe de la couronne hydraulique
de distance de la barre de reprise de couple au toc de la couronne hydraulique
Kparre raideur de la barre de reprise de couple

K. raideur de la plaque de retenue avec le dernier stator encastré

Kyip raideur radiale de la liaison tube/fusée dans la direction Y

K.ip raideur radiale de la liaison tube/fusée dans la direction Z

Kpyk raideur de la liaison entre la fusée et les rotors

Kk raideur de la liaison entre le tube de torsion et les stators

Kyij terme (i,j) de la matrice de raideur caractérisant la fusée

Kyij terme (i,j) de la matrice de raideur caractérisant le tube de torsion

Ky, raideur de flexion de ’ensemble couronne hydraulique/stator selon

Ky, raideur de flexion de ’ensemble couronne hydraulique/stator selon

Kotf raideur de flexion de la liaison tube/fusée selon 6

Ky raideur de flexion de la liaison tube/fusée selon

Cys terme d’amortissement axial de I’ensemble des disques stators

Chr terme d’amortissement de la plaque de retenue avec le dernier stator encastré
Cyis terme d’amortissement radiale de la liaison tube/fusée dans la direction Y
Caiy terme d’amortissement radiale de la liaison tube/fusée dans la direction Z
Cruk terme d’amortissement de la liaison entre la fusée et les rotors

Chwk terme d’amortissement de la liaison entre le tube de torsion et les stators
Cyij terme d’amortissement (i,j) caractérisant la fusée

Ctij terme d’amortissement (i,j) caractérisant le tube de torsion

Cys terme d’amortissement de flexion de I’ensemble couronne hydraulique/stator selon 6
Cys terme d’amortissement de flexion de 1’ensemble couronne hydraulique/stator selon

Cys terme d’amortissement de flexion de ’ensemble couronne hydraulique/stator selon ¢
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Coty terme d’amortissement de la liaison tube/fusée suivant la rotation autour de Y
Cotf terme d’amortissement radiale de la liaison tube/fusée suivant la rotation autour de Z
Frya/x force hydraulique suivant X
Mpyasy moment hydraulique suivant Y
Mpyya)z moment hydraulique suivant Z
Fx force de frottement suivant X
My moment de frottement suivant Y
My moment de frottement suivant Z
Fyarre)y force de la barre de reprise de couple suivant Y
Fyarre)z force de la barre de reprise de couple suivant Z
o angle du a la force de freinage
15} angle di au jeu entre la barre de couple et la couronne hydraulique (sprag-slip)
Mg masse des stators
my masse des rotors
Iy inertie des stators suivant 6
Iy inertie des stators suivant
Ty inertie des stators suivant ¢
Iy, inertie des rotors suivant 6
Ly, inertie des rotors suivant ¢
my masse de la fusée
my masse du tube de torsion
Iy inertie de la fusée

inertie du tube de torsion
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