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Introduction générale

“' VEC UN MONDE NOUVEAU, avec une Europe nouvelle de libre échange, avec une
>
45
(€

- pour ainsi dire libre, avec une concurrence de plus en plus rude, nous devons

monnaie nouvelle qui permettent un transit des produits, matiéres, ressources

penser & une industrie nouvelle. Pour ce faire, cette derniére doit étre de plus en plus
compétitive et réactive. De nouvelles technologies apparaissent chaque jour, la multi-
plication des produits, les familles de produits, la réduction des délais, des cotts de
fabrications, nous poussent & imaginer des nouvelles maniéres de travailler. Sachant que
nous ne pouvons pas toujours construire de nouvelles usines, ou de nouveaux systémes
de production, nous devons essayer d’utiliser autrement les systémes et industries exis-
tants. Pour cela, certains proposent de remplacer les hommes par des machines, robots,
chaines. .., mais ces changements sont excessivement cotiteux. De 1a est née I'idée d’une

ameélioration de ’ensemble en optimisant les systémes existants.

L’étude de ces améliorations est connue dans le monde scientifique sous le nom de
Productique. La Productique se compose de plusieurs axes dont deux étant 1'usinage et
I’assemblage. L’usinage est déja trés avancé dans le domaine de la conception et de la

conduite des systémes de production.

C’est un fait, les réseaux de Petri sont trés utilisés en gestion de flux et en maintenance
et sireté de fonctionnement, les graphes de précédence sont actuellement I'outil d’aide &
la conception le plus répandu. En ordonnancement, le graphe PERT est trés utilisé mais

il n’est en fait qu’un graphe de précédence.

L’objectif de ce travail est de définir une méthode de génération de graphes de pré-

cédence a partir des séquences d’assemblage établies par le logiciel LEGA.

Le premier chapitre de cet ouvrage sera un panorama des connaissances scientifiques
en ce domaine. Nous présenterons pour commencer les systémes de production, puis

nous parlerons plus précisément de 1’assemblage des produits, mais aussi des systémes



d’assemblage. Un grand nombre d’auteurs sera cité afin de positionner notre contribution

au sein de la communauté scientifique.

Dans le deuxiéme chapitre nous définirons les connaissances de base nécessaires pour
mieux comprendre les problémes de conception. Nous développerons de maniére plus
poussée deux modélisations des processus d’assemblage utilisés comme outils d’aide & la
conception des systémes d’assemblage : les graphes de précédence et les ASTD!. Cette
présentations apportera les connaissances suffisantes pour mieux comprendre les cha-

pitres trois et quatre.

Dans les troisiéme et quatriéme chapitres nous exposerons deux méthodes différentes
de génération de graphes de précédence. Le chapitre trois est une méthode de génération

basée sur la transformation de graphes, a partir de graphes d’assemblage représentant

les processus d’assemblage, jusqu’a obtention des graphes de précédence souhaités.

Le chapitre quatre propose une méthode de génération systématique des graphes de
précédence basée sur la logique booléenne. Notre méthode de génération permet d’obte-
nir des graphes de précédence «valides» et «exhaustifs», et cette méthode peut aussi

engendrer des hypergraphes de précédence.

En annexe A, nous rappellerons quelques définitions sur les graphes. Pour terminer
nous parlerons dans ’annexe B de la méthode de génération des graphes de précédence
de K.S. NAPHADE, modifiée par P. DE LIT, et nous proposerons un complément & leur

travaux.

! Assembly State Transition Diagram ou Graphes d’état des transitions d’assemblage de simple niveau



Chapitre 1
Les systémes de production

‘@ SYSTEME DE PRODUCTION MANUFACTURIER est un systeme qui transforme

Q.’\? /

: ‘ un ou plusieurs objets en un ou plusieurs autres objets plus élaborés. Il peut
> £\

importante dans la réalisation de certains produits (comme par exemple 1'automobile)

étre par exemple, un systéme d’usinage, qui représente une partie budgétaire

car il fait partie de la premiére phase de la production du produit.

Un systéme d’assemblage permet de passer d’un ensemble d’objets indépendants les
uns des autres & un ou plusieurs objets par agrégation. Les études sur la conception des
systemes d’assemblage, faisant partie de la deuxiéme phase de la production, sont en
retard par rapport aux études sur la conception d’ateliers d’usinage. Afin de mieux com-
prendre les systémes d’assemblage, quelques notions sur ces systémes seront développées,
dans ce chapitre, puis leur conception sera abordée, quelques possibilités de modélisations
de produits et de représentations possibles des processus d’assemblage seront présentées.

Nous ferons ressortir, dans ce chapitre, la problématique de ce travail.

1.1 Systéme d’assemblage

L’ensemble des rappels empruntés a A. Bourjaurr [10], a J.M. HENRIOUD [30] et &
K. CHEN [12] de cette section portera sur I’assemblage ; les systémes d’assemblage seront
définis, puis une classification possible des systémes d’assemblage ainsi qu’un ensemble

de caractéristiques spécifiques de ces systémes seront exposeés.
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Systeme d’ assemblage

FiG. 1.1 — Systéme d’assemblage

1.1.1 Définition des systémes d’assemblage

D’apres J.M. HENRIOUD [30] :

DEFINITION 1.1 (SYSTEME D’ASSEMBLAGE)

..yD),

Un systéme d'assemblage est un systéme comportant en entrée p flux ®¢(i = 1,
chacun portant sur des objets c; tous identiques; et en sortie q flux ®; (j=1,...,q), chacun

portant sur des objets P; également tous identiques.

Comme le montre la figure 1.1, les objets ¢; composant les p flux entrants sont appelés
composants élémentaires, et les éléments P; composant les ¢ flux sortants sont nommeés
produits finis. Ces appellations sont relatives au systéme considéré. Les produits finis
d’un systéme peuvent, par exemple, étre des composants élémentaires d’un systéme aval.
Si le nombre ¢ de flux de sortie est égal a 1 alors c’est un systéme mono-produit, si q
est supérieur a 1 alors nous parlons ici de systeme multi-produits, en assemblage, dans

ce cas nous parlons aussi de familles de produits.

1.1.2 Classification des systémes d’assemblage

Un systéme d’assemblage est une suite de postes séparés par des convoyeurs (au-
tomatiques, manuels, etc.) A chaque poste est affecté un ensemble d’opérations et de
ressources. D’aprés G. BOOTHROYD [9], les systémes d’assemblage peuvent étre répartis
en trois grandes classes :

— Systéeme d’assemblage manuel :

Dans un systéme manuel, toutes les opérations d’assemblage sont effectuées par
des opérateurs humains, plus ou moins assistés par des ressources. Les outillages
sont simples et peu coiiteux, de plus les opérateurs peuvent réagir trés vite aux
aléas. Ce sont des systémes trés réactifs dédiés aux multi-produits.

— Systéeme d’assemblage automatisé spécialisé :

Les systémes d’assemblage automatisés spécialisés sont des systémes d’assemblage
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de grande série d’un produit spécifique. Il est quasiment impossible de changer de
produit en cours de production, pour cela, il faut interrompre le systéme pendant
des périodes relativement longues et avec des cotts d’arrét de production et des
colits de restructuration importants. Ce sont des systémes trés rigides et avec peu
de personnel. Ils sont dédiés au mono-produit et généralement a la production de
masse.
— Systéeme d’assemblage flexible :

Les systémes flexibles sont des systémes trés cotiteux, car ils nécessitent des ou-
tillages spécifiques (robots, chaines de distribution, contréles, ...), mais ils ré-
agissent trés rapidement et efficacement aux aléas et aux changements de produits.
Ce sont des systémes dédiés aux multi-produits. Mais pour cela il est nécessaire de

prévoir des changements d’outils faciles et rapides.

1.1.3 Caractéristiques spécifiques des systémes d’assemblage

Une classification des caractéristiques spécifiques des systémes d’assemblage fait res-

sortir quelques inconvénients :

— Multiplicité des variables : les systémes sont multi-variables car ils ont au moins
deux entrées et posseédent plusieurs flux de matiére convergents. En assemblage, se
pose le probléme de la synchronisation de ces flux.

— Multiplicité des processus d’assemblage : Pour 'assemblage d’un produit, il existe,
en général, une multitude de possibilités d’assemblage. Chacune de ces possibilités
a un flux différent des autres, ce qui pose le probléme de la sélection du processus
d’assemblage optimal lors de la conception du systéme d’assemblage.

— Temps opératoire d’assemblage : Comme les temps opératoires, en assemblage,
sont du méme ordre que les temps de convoyage entre postes, 'implantation des
systémes d’assemblage et le choix des systémes de transfert sont trés importants.

— Hétérogénéité des équipements : 1l existe des centres d’usinage, mais en assemblage
ces centres universels n’existent pas. Il faut alors créer des machines «spéciales »
ou modifier et combiner plusieurs machines existantes, car les produits sont trés
variés dans leur forme, leur masse, leur matiére, etc.

— Présence fréquente d’aléas : Le grand nombre de flux dans un systéme d’assemblage
et le grand nombre d’équipements impliquent un nombre relativement important
de pannes ou d’arréts de la production.

— Multi-produits : Pour un assemblage multi-produits, il faut que la famille des pro-

duits assemblés ait un minimum de propriétés en commun.
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1.2 Conception de systémes d’assemblage

Chaque systéme d’assemblage est composé de deux grandes catégories de ressources :
les opérateurs et les équipements périphériques. Les opérateurs réalisent des opérations
constitutives (chargement du composant de base, déchargement du produit fini, trans-
port, etc.) Ils sont soit universels, soit spécialisés. Les opérateurs dits universels sont
capables de s’adapter, et de réaliser un ensemble d’opérations selon les outils dont ils
disposent, se sont des humains, des robots. .. Les opérateurs spéciaux sont des machines
trés spécifiques ne pouvant faire qu'un ou deux types d’opérations (presses, machine
a souder...). Quant aux équipements périphériques, se sont des systémes qui n’inter-
viennent pas dans la fabrication directe du produit fini, comme par exemple, les bols
vibrants, les systémes de transferts a bande ou vibrants, les stocks de piéces ou d’ou-

tillage, etc.

En assemblage, un systéme se décompose en ilots d’assemblage, qui se décomposent en
cellules d’assemblage, qui elles-mémes se décomposent en postes d’assemblage. Généra-
lement un poste d’assemblage traite un seul produit a la fois, le produit passe de poste en
poste par des systémes de transfert. Un ensemble de postes et de systémes de transfert
forme une cellule d’assemblage. Cette cellule est relativement peu autonome dans le
temps, avec un stock de quelques piéces, ce qui permet tout de méme de gérer un certain
nombre d’imprévus. L’ensemble des cellules travaillant sur le méme produit s’appelle un

ilot. Il traite un produit depuis les composants élémentaires jusqu’au produit fini.

Les systémes d’assemblage dépendent principalement des :

— critéres d’optimisation : minimisation du nombre de postes, minimisation du temps
de cycle', minimisation des cotits d’investissement et de fonctionnement, équili-
brage du temps de travail des opérateurs humains. . .

— contraintes physiques du systéme :

— contraintes d’antériorité entre les opérations : elles déterminent les processus
d’assemblage admissibles ;

— contraintes sur les équipements : elles déterminent le nombre et le type d’outils
disponibles pour chaque équipement ;

— contraintes spatiales : chaque poste, chaque opérateur, chaque systéme de trans-
fert occupe un espace minimal, la somme de ces espaces ne doit pas dépasser

I’espace total utilisable;

!'Durée normale séparant les apparitions successives de deux produits intermédiaires a la sortie du

poste considéré.
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Capuchon(Cp) Encre (1) Cartouche (Cr)

-

| |

Téte (H) Corps(B) Bouchon(T)
FiG. 1.2 — Stylo-bille

— contraintes temporelles : un certain volume de production est attendu pour le
systéme demandé, cela se traduit par une limitation supérieure du temps de cycle
et donc une réduction du temps de traitement?, ce qui influe sur les équipements,
changements d’outils, nombre de machines, espace par exemple.

Il est évident que les contraintes physiques sont relativement liées, et dépendent aussi
des critéres d’optimisation. Par exemple si I’espace utilisé veut étre réduit, il faut des

équipements plus « concentrés », plus modulables, et donc plus chers.

Lors de la conception, nous essayons de déterminer, & I’aide d’une méthode de concep-

tion, un certain nombre de parameétres comme :

le nombre de postes nécessaires ;

— le type d’opérateur a affecter a chaque poste ;

les outils de chaque opérateur ;

— les opérations affectées a chaque poste.

La conception de systéemes d’assemblage est constituée des étapes suivantes : la
modélisation du produit, la modélisation des processus d’assemblage, modélisation des
ressources d’assemblage et affectation des opérations aux différents postes. Un rappel,
consacré a ces modélisations et affectations est proposé dans les sections suivantes et

sera illustré a l’aide de ’exemple simple de la figure 1.2.

1.3 Modélisation des produits

A. DELCHAMBRE [16] a classifié les différents modeles de représentation des produits

en deux grands groupes :

?Durée pendant laquelle une instance du produit subit le traitement caractéristique du poste consi-

deéreé.
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— Modélisation géométrique : elle est basée sur une description géométrique et spatiale
des composants élémentaires du produit, cette modélisation est principalement liée
a des logiciels de CAO3;

— Modélisation relationnelle : seules les relations entre les composants élémentaires

du produit sont décrites.

Dans ces travaux, nous ne parlerons que de modélisation relationnelle, qui est trés
utilisé par A. BourJauLr, T.L. DE Fazio, L.S. HOMEN DE MELLO, J.M. HENRIOUD,
A.DELCHAMBRE, K. CHEN, P.DE LIT. La modélisation géométrique est plutdt utilisée
par des chercheurs en méthodologie d’usinage comme par exemple K. MawussI [38], [39].

Nous rappelons ici les définitions de A. BOURJAULT [10] en assemblage.

DEFINITION 1.2 (COMPOSANT ELEMENTAIRE)

Un composant élémentaire est un objet entrant dans un systéme d’assemblage (voir fi-
gure1.1). Il peut étre un objet élémentaire (résultant d’un processus de fabrication —usinage,
moulage. .. —) ou étre un objet complexe produit par un autre systéme d'assemblage.

La figure 1.2 montre I’ensemble des composants élémentaires du stylo-bille, qui sont

le capuchon (Cp), la téte (H), 'encre (I), le corps (B), la cartouche (Cr) et le bouchon (T).

DEFINITION 1.3 (PRODUIT FINI)

Un produit fini est un objet de sortie d’'un systéme d’assemblage.

DEFINITION 1.4 (CONSTITUANT)
Un constituant est tout objet intermédiaire apparaissant lors d’'un processus d’assemblage.
Cette définition inclut les composants élémentaires, le produit fini et tous les objets intermé-

diaires.

Avec la figure 1.4, le produit est composé de trois constituants, par exemple le sous-

ensemble «téte, cartouche, encre » en est un.

DEFINITION 1.5 (LIAISON)
Il existe une liaison et une seule entre deux composants élémentaires c; et c; d'un produit

donné si et seulement si il existe au moins une liaison mécanique entre ces deux composants.

La figure 1.3 représente les liaisons entre les composants élémentaires du stylo-bille

sous la forme d’un graphe, appelé graphe des liaisons géométriques.

3Conception Assistée par Ordinateur
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F1G. 1.3 — Graphe des liaisons géométriques du stylo-bille

DEFINITION 1.6 (GRAPHE DES LIAISONS GEOMETRIQUES)
Le graphe des liaisons géométriques d’un produit P est un graphe simple et non orienté noté
G=I[C,L] od :
— C est I'ensemble des nceuds du graphe qui représentent I'ensemble des composants
élémentaires du produit P (voir figure1.3, ou C ={ T, Cp, B, H, Cr, | }).
— L est 'ensemble des arétes du graphe qui caractérisent I'ensemble des liaisons géomé-
triques du produit P (voir figure 1.3, ou L ={ 1=(B, H), 2=(B, T), 3=(H, Cr), 4=(Cr,
). 5=(8, Cp) ).

Il y a dans la figure1.3, une représentation du graphe G = [{ T, Cp, B, H, Cr, 1},
{1,253 4, 5}

DEFINITION 1.7 (ACTION)

Une action entre deux constituants est |'établissement d’une liaison et une seule.

A Taide des composants élémentaires « corps» et « bouchon » de la figure 1.2, il est
possible de dire que ’action de solidarisation du « bouchon » sur le « corps » est I'insertion
du «bouchon» dans le «corpss. Cette action réalise alors la liaison 2 du graphe des

liaisons de la figure 1.3.

DEFINITION 1.8 (SOUS-ASSEMBLAGE)
Un sous-ensemble (X,«) (ot x est un ensemble de constituants et « est I'ensemble des
liaisons associées) est un sous-assemblage si et seulement si :

— il peut étre assemblé, c'est-a-dire que I'établissement de toutes les liaisons fonctionnelles
de o peut étre effectué et ce, indépendamment des liaisons de L — o (voir le sous-
assemblage de la figure 1.4 «téte, cartouche, encre» ou X = {T,Cp, B,H,Cr,1}
et a = {3,4}).

— il est possible, a partir de (X, «v) de réaliser le produit fini; c'est-a-dire que I'ensemble
L — « des liaisons restantes pourra étre établi lorsque les liaisons de o seront réalisées
(voir figures1.3 et 1.4 ou X = {T,Cp,B,H,Cr,1} et L — a ={1,2,5}).
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Capuchon (Cp) Encre (1) Cartouche (Cr)
Téte (H) Corps (B) Bouchon(T)

F1a. 1.4 — Assemblage du stylo-bille avec sous-assemblages

La figure 1.4 fait apparaitre deux sous-assemblages : le sous-assemblage « téte, car-

touche, encre » et le sous-assemblage « corps, bouchon »).

DEFINITION 1.9 (SOUS-ASSEMBLAGES INDEPENDANTS)
Deux sous-assemblages sont dits indépendants /'un de 'autre si :
— ils n’ont ni composants ni liaisons en commun (voir figure1.4) ;
— ['état obtenu aprés la réalisation de ces deux sous-assemblages est un état a partir
duquel il est possible d’atteindre I'état final (voir figure 1.4 : les deux sous-assemblages

« téte, cartouche, encre » et « corps, bouchon » permettent d’obtenir le produit fini).

DEFINITION 1.10 (ETAT DU PRODUIT INTERMEDIAIRE)
Nous appelons état du produit intermédiaire /'ensemble des liaisons déja établies a une étape
quelconque du processus d’assemblage.

Un état intermédiaire est considéré comme admissible s’il peut étre obtenu depuis un
pré-produit et s’il permet d’obtenir un produit fini. Le pré-produit est défini par ’état

ou aucune liaison fonctionnelle n’est établie, il est noté (1...,7n). Le produit fini est noté

(1...,n), ou toutes les liaisons sont établies.

Prenons notre exemple de la figure 1.2, (1,2, 3,4,5) est le pré-produit, et I’état inter-

médiaire (1,2,3,4,5) représente le sous-assemblage « Téte, Cartouche, Encre, Corps ».

Nous donnons ci-apres le plus complet des modéles relationnels existants qui est la
définition du modeéle du produit proposée par J.M.HENRIOUD. Il est appelé modéle
opératoire car il prend en compte ’ensemble de toutes les opérations qui peuvent étre

effectuées lors du processus d’assemblage.

DEFINITION 1.11 (MODELE DU PRODUIT FINI A L’AIDE DES CARACTERES)

Soit un produit P modélisé par un 5-uplet < C, L, 3, A, h >. L'assemblage de ce produit est
réalisé par I'établissement successif de I'ensemble de caractéres L U UA. A une étape quel-
conque de ce processus, |'ensemble de caractéres déja établi constitue un état intermédiaire
du produit P.
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— C est I'ensemble des composants élémentaires,

— L est I'ensemble des liaisons,

— X est I'ensemble des solidarisations (soudure, collage. .. ),

— A est I'ensemble des caractéres complémentaires (contréle, marquage. . . ),

— h est I'ensemble des conditions nécessaires d'établissement de tous les caractéres non

géométriques : solidarisations et caractéres complémentaires.

Avec I’exemple de la figure 1.2 : nous avons C = {T,Cp, B, H,Cr,1}, L = {1,2,3,4,5},
YX=0,A=0,h=0.

1.4 Modélisation des processus d’assemblage

Le processus qui transforme un ensemble de composants élémentaires en un produit

fini est appelé processus d’assemblage.

Une modélisation? des processus d’assemblage est un moyen de modéliser et de mettre
en évidence un ensemble de conditions et d’enchainement des opérations ou des actions

d’assemblage.

Par définition, une représentation est dite walide si et seulement si elle vérifie la
condition : Tous les processus représentés sont admissibles : ils permettent tous, & partir

d’un pré-produit, d’obtenir, aprés un nombre fini d’étapes, le produit fini.

Une représentation est dite exhaustive si et seulement si elle vérifie la condition : Tous

les processus d’assemblage admissibles sont représentés.

Nous noterons toutefois que, contrairement a la conception de systémes d’assemblage,
le pilotage de systémes d’assemblage ne nécessite pas I’exhaustivité d’une représentation.
Cette non nécessité est due généralement & une utilisation restreinte des possibilités des
équipements ou a l'incapacité de mettre en ceuvre certains processus admissibles pour

des raisons financiéres ou autres.

Mais en ce qui concerne la validité, elle doit étre présente dans tous les cas, ce qui nous
ameéne a comparer les différentes représentations existantes selon qu’elles sont utilisées

en conception ou en pilotage de systémes d’assemblage :

— dans la conception des systémes d’assemblage : Selon C. PERRARD [45] pour ré-

soudre les problémes d’exhaustivité, il est nécessaire d’avoir des connaissances sur

4Nous parlerons aussi de représentation.
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les opérations, sur les processus d’assemblage, sur les parameétres de production,

sur les ressources disponibles. La représentation doit pouvoir :

1. Expliciter les opérations d’assemblage ;

2. Exprimer les divergences des différents processus.

— dans le pilotage de systéme d’assemblage : Le pilotage peut étre traduit par un
respect des contraintes de production (ordonnancement, temps...), ou par un res-
pect du rythme de production, ou par des réponses rapides (réactivité). Et tout
cela traduit une utilisation efficace des ressources. Le pilotage est une gestion dy-
namique des décisions & prendre pour profiter au maximum de la flexibilité du
systéme. Cette méthode demande & la représentation d’étre relativement claire du
point de vue de l'identification des opérations déja effectuées et de celles qui restent

A traiter a tout moment.

Par ce souci du respect des temps de cycle, les diverses dépendances temporelles entre
les opérations d’assemblage ont été étudiées. Nous appelons dépendances temporelles
entre deux opérations, le fait que la réalisation de I'une conditionne la réalisation de
lautre, ce qui se traduit par une contrainte de précédence’®. Nous appelons indépendance
temporelle entre deux opérations, le fait que l'ordre d’exécution soit libre et qu’elles
puissent étre faites en parallele. Selon, C. PERRARD [45], il est toujours possible de
traduire les processus d’assemblage par un ensemble d’opérations d’assemblage sous un
ordre partiel en mettant en évidence la dépendance ou l'indépendance temporelle des
opérations d’assemblage. Lors du pilotage, la mise en évidence des dépendances est rapide
et facile. Contrairement & ce qui se passe en conception, elle dépend uniquement de la
lisibilité de la représentation. Cette lisibilité est 1'écriture claire et pratique, pour un
expert humain, d’une représentation, elle est inversement proportionnelle & la compacité.
Celle-ci traduit la capacité de la représentation a exprimer le maximum d’informations

avec un minimum d’éléments.

D’apres cette précision, il est possible de dire qu'une « bonne » représentation est une
représentation qui est wvalide, exhaustive, utile, compacte et exprimant les dépendances

temporelles tout en étant lisible.

L’ensemble des représentations des processus d’assemblage peut se diviser en deux

grands groupes, selon que nous considérons le processus comme une suite d’établisse-

5Une contrainte de précédence entre deux opérations a et b est exprimée par la précédence de opé-

ration a sur 'opération b dans les processus d’assemblage, noté a — b.
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ments de liaisons (approche liaisons) ou comme une suite d’adjonctions de composants

(approche composants).

1.4.1 Approche liaisons

Selon la définition 1.7 p.9, une action est la réalisation d’une liaison et une seule. 11
existe deux grandes représentations basées sur les actions : les séquences d’assemblage et

les graphes OU.

1.4.1.1 Séquence d’assemblage

Les séquences d’assemblage ont été introduites par A. Bourjault [10], qui en donne la

définition suivante :

DEFINITION 1.12 (SEQUENCE D’ASSEMBLAGE)
Une séquence d'assemblage est une suite ordonnée de m —1 commandes permettant d’établir

le produit fini P, m étant le nombre de composants élémentaires du produit.

DEFINITION 1.13 (COMMANDE)
Une commande est une action, ou ensemble d’actions réalisées simultanément, permettant
de passer d'un état intermédiaire admissible a un autre, sans qu'il y ait d'état intermédiaire

entre ces deux états.

Il est tres important de noter la différence entre une commande et une action. Une
action réalise une liaison entre deux constituants, tandis qu’une commande réalise toutes
les liaisons du dernier constituant apporté & I’assemblage avec les constituants déja pré-
sents dans le sous-assemblage existant. La figure 1.5 montre ’ensemble des séquences

d’assemblage du stylo-bille.

1.4.1.2 Graphes OU

T.L. DE Faz10 et D.E. WHITNEY [14] ont introduit les graphes OU en 1987. Comme
le montre la figure 1.6, un graphe OU est un graphe orienté ot :

— chaque nceud est un état intermédiaire ;

— chaque arc représente une commande ( voir définition 1.13 page 13).
Les graphes OU sont un autre moyen de représenter les séquences d’assemblage. Le noeud

initial représente le pré-produit (I’ensemble des composants élémentaires a l'entrée du
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FiG. 1.5 — Séquences d’assemblage du stylo-bille

systéme d’assemblage), le nceud final représente le produit fini. Chaque chemin du noeud

initial au nceud final représente une séquence d’assemblage.

1.4.1.3 Evaluation

Malgré certains avantages comme la validité et ’exhaustivité sous forme de suites
séquentielles ordonnées de commandes, les séquences d’assemblage ont un grand nombre
d’inconvénients. Elles ne sont pas compactes (voir figure 1.5) donc difficiles d’utilisa-
tion, de plus il est quasiment impossible d’intégrer des informations ultérieurement. Les
figures 1.5 et 1.6 montrent la non lisibilité des processus d’assemblage, ’absence des
contraintes de précédences, la difficulté d’établir les états intermédiaires. Et contraire-
ment & ’homme, les séquences d’assemblage et les graphes OU traitent les commandes et
non les opérations (voir définition 1.14 ci-aprés). Il est difficile d’envisager 1’application

de ces deux représentations tant en conception qu’en pilotage des systémes d’assemblage.

1.4.2 Approche composants

Les approches composants sont généralement basées sur la représentation des opéra-

tions d’assemblage.
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F1G. 1.6 — graphes OU du stylo-bille

DEFINITION 1.14 (OPERATION D’ASSEMBLAGE)
Une opération d’assemblage est la production d'un constituant soit par |'union de deux consti-

tuants, soit par I'adjonction d'un caractére non géométrique a un constituant.

1.4.2.1 Arbres et graphes d’assemblage

J.M. HENRIOUD [30] utilise les arbres d’assemblage, qui sont des arborescences dont :

— la racine est le produit fini P;

— les neeuds non terminaux sont des sous-assemblages ;

— les feuilles sont des composants élémentaires ou des caractéres non géométriques.

Toute opération d’assemblage géométrique consiste en la réunion de deux objets.
L’un, en général, est immobile pendant I'opération d’assemblage, il est appelé constituant
primaire tandis que 'autre, appelé constituant secondaire, subit un déplacement. De plus,
lorsque le constituant primaire est un composant élémentaire, il est appelé composant de
base.

N

Une opération d’assemblage peut alors étre représentée par un couple (S, e) ou :
— S est le constituant primaire ;

— e est soit un constituant secondaire, soit un caractére non géométrique.

Suite aux travaux de J.M.HENRIOUD, V. MiNzU [41] a introduit les graphes d’as-

semblage dont il donne la définition suivante :

DEFINITION 1.15 (GRAPHE D’ASSEMBLAGE)

Un graphe d’assemblage est une anti-arborescence dont :
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— la racine est I'opération de déchargement du produit fini, notée u ;

— les feuilles sont les opérations de chargement du composant de base B; des différents
sous-assemblages, notées aussi B; ;

— les nceuds intermédiaires sont les opérations d’assemblage (S, «;), notées ;.

DEFINITION 1.16 (OPERATION)
Une opération est la réalisation par un opérateur d’une opération d'assemblage, qu’elle soit
constitutive ou logistique. Lors de la conception de systéme, seuls trois types d’opérations
ont un intérét pour nous :
— les opérations constitutives : réalisation d’opérations constitutives (adjonction d’un
constituant secondaire ou réalisation d’un caractére non géométrique);
— les opérations de chargement : réalisation de |'opération de chargement du composant
de base;
— les opérations de déchargement : réalisation de I'opération de déchargement du produit

fini.

Dans un graphe d’assemblage comme dans toute représentation nécessitant la déter-
mination d’un constituant primaire, comme les LASTDO, les graphes de précédence ou
les P-Q-R arbres (voir paragraphes suivants), le constituant primaire est connu & chaque
étape. Toute opération géométrique est représentée par le constituant secondaire, toute
opération non géométrique est représentée par le caractére concerné, toute opération de
chargement est représentée par le composant de base manipulé, I'unique opération de

déchargement est symbolisée par wu.

D’aprés les définitions de J.M. HENRIOUD et de V. MINZU, nous pouvons dire que
les graphes d’assemblage et les arbres d’assemblage sont des représentations relativement
proches. Dans les arbres d’assemblage, les constituants primaires ne sont pas définis, les
nceuds représentent des sous-ensembles, tandis que dans les graphes d’assemblage, les
nceuds représentent des opérations dont le constituant secondaire (ou le caractére non
géomeétrique) est explicitement représenté par ’étiquette du nceud correspondant et le
constituant primaire implicitement représenté par 'union de tous les noeuds prédéces-
seurs. Les graphes d’assemblage ont I’avantage sur les arbres d’assemblage de mettre plus

facilement en évidence les sous-assemblages.

Layer Assembly State Transition Diagram ou Graphes d’état des transitions d’assemblage
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|Ca,B,H,Cr,1,T|

Fi1a. 1.8 — Graphe ET/OU du stylo-bille

1.4.2.2 Graphes ET/OU

En 1989 L.S. HoOMEM DE MELLO et A.C. SANDERSON [35] ont introduit le graphe
ET/OU, qui est une représentation collective des arbres d’assemblage ou :
— chaque nceud représente d’une fagon unique un sous-assemblage du produit fini;
— chaque opération s’exprime sous la forme d’un hyperarc : le nceud initial représente
le constituant résultant, et les successeurs représentent les constituants & assembler.
Les graphes ET/OU possédent les avantages des arbres d’assemblage. Mais la lisibilité
de cette représentation collective est réduite (voir figure 1.8). De plus son utilisation n’est

pas évidente ni en conception ni en pilotage de systéme.

1.4.2.3 Reéseaux de Petri

Un réseau de Petri est défini par un 4-uplet P, T, Pré, Post avec :

— P : I’ensemble des places;

— T : ’ensemble des transitions;

— Pré : I'application d’incidence avant entre les transitions et les places : PxT—0,1;
— Post : 'application d’incidence arriére entre les places et les transitions : TxP—0,1.
Il est possible de transformer les arbres d’assemblage en réseaux de Petri, en attri-

buant les constituants aux places et les opérations aux transitions.
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F1Gg. 1.9 — Réseau de Petri du stylo-bille

Les réseaux de Petri sont les représentations les plus adaptées au pilotage de systeme,
cependant nous ne connaissons pas actuellement de méthode pertinente d’équilibrage de
charge pour la conception de systéme basée sur cette représentation. La figure 1.9 est un

réseau de Petri représentant ’assemblage du stylo-bille de la figure 1.2.

1.4.2.4 Graphes de précédence

D’aprés T.O. PRENTING [46] :

DEFINITION 1.17 (GRAPHE DE PRECEDENCE)
Un graphe de précédence est un graphe simple, orienté, connexe, sans boucle et sans circuit
dont :

— les nceuds sont des tiches ;

— les arcs décrivent les contraintes d’antériorité entre les taches.

DEFINITION 1.18 (TACHE)
Une tiche est la réalisation par un opérateur d’une opération d’assemblage, qu’elle soit
constitutive ou logistique. Lors de la conception de systéme, seuls trois types de tiches ont
un intérét pour nous :
— les taches constitutives : réalisation d'opérations constitutives (adjonction d'un consti-
tuant secondaire ou réalisation d’un caractére non géométrique);
— la tiche de chargement : réalisation de I'opération de chargement du composant de
base;

— la tiche de déchargement : réalisation de I'opération de déchargement du produit fini.
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F1G. 1.10 — Graphes de précédence du stylo-bille

Il est possible de dire alors que 1’ensemble des taches d’assemblage associées & un
graphe de précédence représente I’ensemble des taches d’assemblage augmenté de la tache

de déchargement et de celle de chargement.

REMARQUE 1.1

Nous noterons les taches d’assemblage d’un constituant par le nom du dit constituant
(voir figure1.10).

La figure 1.10 montre I’ensemble des graphes de précédence du stylo-bille.

1.4.2.5 Assembly State Transition Diagram (ASTD)

C.J.M. HEEMSKERK et N. BONESCHANSCHER|5], [7], [29], ont introduit les ASTD
ainsi qu’une extension, les LASTD?.

DEFINITION 1.19 (ASTD)
Un ASTD est un graphe direct composé de nceuds et d'arcs, et ne possédant pas de cycle.
— chaque nceud représente un état du produit intermédiaire, od un constituant X est
noté X s'il est déja assemblé et X dans le cas contraire ;
— chaque arc, reliant deux nceuds, est orienté et représente la commande nécessaire pour
passer de I'état du nceud origine a I'état du nceud destination.

7 Assembly State Transition Diagram ou Graphes d’état des transitions d’assemblage de simple niveau
8Layer Assembly State Transition Diagram ou Graphes d’état des transitions d’assemblage
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FiG. 1.12 — LASTD du stylo-bille

L’ensemble des composants assemblés est séparé de ’ensemble de ceux qui ne le sont

pas encore par le symbole «/».

Comme le montre la figure 1.11, dans le nceud initial, le constituant A est déja intégré,
mais pas le constituant B, tandis que dans le nceud final, les deux constituants sont

présents.

Nous appelons LASTD I’ensemble des ASTD d’un méme produit. Un LASTD est un
graphe OU modifié de la maniére suivante :
— le constituant primaire de chaque sous-graphe est déterminé;
— achaque état intermédiaire, seuls les constituants du produit en cours interviennent
(voir figure 1.12) ;
— chaque sous-assemblage est un produit fini dans un ASTD et un constituant dans

un autre.
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FiG. 1.13 — P-Q-R arbres du stylo-bille

1.4.2.6 P-Q-R arbres

Dans les années 1975, K.S. BOOTH 8], puis P. BAPTISTE et ses colleégues [2]| en 1991,

ont introduit les P-Q-R arbres et en ont donné la définition suivante :

DEFINITION 1.20 (P-Q-R ARBRES)
Les P-Q-R arbres sont des arbres ou :
— les nceuds non terminaux sont I'un des trois opérateurs :
— P décrit un ordre partiel entre les éléments de I'ensemble auquel il s’applique;
— Q définit un ordre total entre les éléments de I'ensemble auquel il s’applique;
— R représente toutes les permutations sur I'ensemble auquel il s’applique.

— les feuilles sont les composants élémentaires.

Un ensemble de X séquences d’assemblage peut étre représenté par un ensemble
de P-Q-R arbres, mais il ne sera peut étre pas unique, comme le montre la figure1.13

représentant les P-Q-R arbres du stylo-bille.

1.4.2.7 Evaluation

Les arbres d’assemblage sont une représentation compacte des séquences d’assem-

blage. Ils sont représentatifs de la structure du produit. Ils offrent une bonne lisibilité du
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fait que ce sont les constituants qui sont représentés et non les commandes. Ces arbres
sont utilisés en conception mais trés peu en pilotage, de plus leur existence pratique est

relativement répandue.

La représentation par graphes d’assemblage n’est pas compacte et a peu d’intéréts

pour les industriels, elle n’est donc pas trés pertinente.

Le graphe ET/OU est une représentation collective des arbres d’assemblage. Il en
a donc les avantages, mais comme toutes représentations collectives, sa lisibilité en est
réduite. Il est relativement difficile d’utiliser cette représentation pour la conception ou
la conduite de systéme d’assemblage de par le manque de lisibilité des processus et des
opérations, et de par la non observation des contraintes de précédence. Nous pouvons

dire que cette représentation est d’'une qualité moyenne et trés peu utilisée.

Comme vu précédemment, les réseauzr de Petri sont une traduction des graphes
ET/OU, mais cette représentation est trés pertinente du point de vue du pilotage de
systéme avec la mise en évidence des processus et des sous-assemblages. Le fait qu’ils
permettent de connaitre & tout moment 1’état de chaque poste (disponibilité, attente,
etc.) est aussi trés intéressant. Cette représentation est, aujourd’hui, outil le plus utilisé

en pilotage de systémes.

Les graphes de précédence comme les ASTD et les P-Q-R arbres sont des représen-
tations valides et exhaustives nécessitant la définition d’un composant de base. De plus,
elles sont toutes les trois des représentations mettant en évidence le parallélisme des
opérations, avec leurs graphes distincts, elles montrent les sous-assemblages possibles. Et

bien que ces représentations soient multi-graphes, elles n’en restent pas moins compactes.

Les graphes de précédence sont trés lisibles au niveau des processus comme au niveau
des opérations, et ils mettent en évidence les contraintes de précédence tout en faisant
ressortir la notion de parallélisme. L’utilité de cette représentation n’est plus & démontrer
tant en conception qu’en pilotage. Mais il faut quand méme spécifier que son utilisation

est nettement supérieure en conception par son nombre d’applications pratiques.

Les ASTD ne mettent pas les opérations d’assemblage en évidence, mais ont une
certaine lisibilité au niveau des états intermédiaires, cela pourrait étre utile en pilotage

de systéme. Leur utilisation est tout de méme restreinte.

Les P-Q-R arbres sont une représentation valide, exhaustive, relativement compacte,
ayant une certaine lisibilité au point de vue des opérations, mais quasiment nulle au

niveau des processus. La mise en évidence des contraintes de précédence est inexistante
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ou presque. Son utilité est tres faible, tant pour la conception de systéme que pour le

pilotage.

1.4.3 Evaluation de ’ensemble des représentations présentées

Comme nous avons pu le voir une représentation est « pertinente » si elle est valide,
exhaustive, compacte, lisible tant du point de vue des processus et des opérations que des
états intermédiaires. Mais elle doit surtout avoir une utilité soit en conception, soit en
pilotage de systéeme. Ce tour d’horizon, nous permet de dégager les deux représentations
les plus pertinentes : les graphes de précédence et les réseaur de Petri sur 'ensemble de

ces points.

Passons maintenant & 1’étude des méthodes de conception des systémes d’assemblage.

1.5 Modélisation des ressources d’assemblage

La modélisation des ressources d’assemblage est la définition du nombre de postes
disponibles, du type de postes (réactifs, temps de reconfiguration...), des capacités de
chaque poste et du temps de cycle. Nous voyons que ce type de modélisation représente

des caractéristiques techniques du systéme, nous ne nous y attarderons pas.

1.6 Conclusion du chapitre

Travaillant dans une équipe de conception intégrée, nous avions comme objectif d’étu-
dier plus particuliérement des outils pouvant apporter des éléments intéressants pour la
conception de systéme. Cet objectif peut s’illustrer avec la figure 1.14, qui représente de
maniére schématique le découpage des entreprises manufacturiéres. Notre apport portera
sur les bureaux des méthodes en assemblage, plus précisément sur la génération des repré-
sentations des processus d’assemblage. Parmi cet ensemble de représentations possibles,
nous pouvons dire que la plus pertinente est la représentation par graphes de précédence.
C’est un fait, les réseaux de Petri sont trés utilisés en gestion de flux et en maintenance et
streté de fonctionnement, mais les graphes de précédence sont actuellement 'outil d’aide
a la conception le plus utilisé. Le graphe PERT, tres utilisé en ordonnancement, est en
fait lui aussi, un graphe de précédence. Cette pertinence des graphes de précédence est

due a leur capacité & mettre en valeur les contraintes de précédence entre les opérations,
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leur lisibilité et surtout leur utilité en conception et pilotage de systéme d’assemblage.
Cette utilité est particulierement décrite par :

— la mise en évidence d’un ordre partiel des opérations;

— la prise en compte de plusieurs processus d’assemblage contrairement aux séquences

et aux graphes d’assemblage ;

— leur compacité : généralement, quelques graphes de précédence suffisent & repré-

senter ’ensemble des processus d’assemblage d’un produit.

Le principal défaut de cette méthode de représentation est son élaboration générale-
ment empirique par des experts humains. Nous cléturons ce tour d’horizon des systémes
de production par la constatation qu'un manque se fait sentir au niveau de la géné-
ration des graphes de précédence. C’est pourquoi nous passerons les chapitres & venir
sur ce point. Dans le chapitre2 nous développerons les définitions de base nécessaires
a la compréhension du chapitre 3, qui expose une génération des graphes de précédence
par évolution de graphes. Le chapitre4 traite d’'une autre méthode de génération : la

génération des graphes de précédence par la logique booléenne.
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Chapitre 2

Les propriétés des représentations

de processus d’assemblage

3

OUS AVONS VU dans le chapitre précédent que les graphes de précédence sont

65 1 largement utilisés en conception de systémes, principalement avec les méthodes
d’ALB!. Les besoins en terme de graphes de précédence sont importants, et
malgré un grand nombre de travaux sur la génération de ces graphes, le probléme ne
semble toujours pas étre résolu de fagon satisfaisante. Ce chapitre traitera de trois grands
types de représentations possibles des processus d’assemblage : les graphes d’assemblage,
les graphes de précédence et les ASTD. Les deux premiéres sont liées aux opérations
ou taches et la derniére aux états du produit intermédiaire. Nous aborderons aussi une

variante des graphes de précédence : les hypergraphes de précédence.

2.1 Objectif

Comme développé au cours du précédent chapitre, ’objectif de ce travail est la gé-
nération systématique des graphes de précédence mazimauz® correspondant de maniére

biunivoque a l’ensemble des processus d’assemblage préétablis avec LEGA.

Aprés Dexposition de lobjectif et sa présentation dans la figure2.1, la notion de

processus d’assemblage sera développée ci-apreés.

! Assembly Line balancing
2Graphe de précédence qui génére le maximum de processus d’assemblage.
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Séquences > Graphes de
d’assemblage précédence

Fia. 2.1 — Objectif des travaux
2.2 Les processus d’assemblage

Les principaux points de la génération des processus d’assemblage par le logiciel
LEGA? vont étre étudiés. Cette génération est décomposée en plusieurs parties :

— la modélisation du produit,

— D’évaluation et la sélection des processus d’assemblage,

— l'implémentation de LEGA.

La modélisation du produit a assembler a été traitée dans le chapitre précédent, nous

allons donc développer les deux autres points.

2.2.1 Evaluation et sélection des processus d’assemblage

Aprés la modélisation du produit et ’établissement des contraintes par I’expert, il est
nécessaire d’évaluer les processus et de sélectionner les processus optimaux. Un processus
d’assemblage est dit admissible si aucune de ses opérations d’assemblage n’est interdite
par une contrainte opératoire. La détermination des processus d’assemblage admissibles
est basée sur un principe de recherche de toutes les opérations réalisables, géométriques
ou non, admettant pour résultat le produit fini; & chaque opération géométrique obtenue
correspond ainsi un couple de constituants et & chaque opération non géomeétrique cor-
respond un couple constitué d’'un caractére non géométrique et d’'un constituant. Pour

chaque sous-assemblage ainsi déterminé, toutes les opérations d’assemblage réalisables

3Logiciel d’Elaboration des Gammes d’Assemblage
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FiG. 2.2 — Méthode globale de génération et sélection des processus d’assemblage valides

I’admettant pour résultat sont recherchées. Cette démarche est répétée jusqu’a I'obten-

tion de tous les composants élémentaires du produit considéré.

2.2.2 Implémentation

Cet algorithme a été implanté en Prolog au LAB par J.M. HENRIOUD [30], pour réali-
ser LEGA. Ce logiciel génére ’ensemble des processus d’assemblage admissibles pour des
produits comportant au maximum une quinzaine de composants ; cette limitation étant
imposée par une explosion combinatoire du nombre de processus possibles. Il existe deux
grands types de sélection des processus d’assemblage, I'un utilise les contraintes straté-
giques, 'autre 1’évaluation. Le premier peut étre introduit a deux moments différents
pour des résultats similaires. Soit ces contraintes sont introduites dans le modéle avant
la recherche de réalisabilité des opérations, ou & la fin de cette procédure afin de réduire
le nombre de processus admissibles. Tandis que I’évaluation ne peut se faire qu’aprés
obtention de tous les processus admissibles, afin d’en réduire le nombre. A ’aide de la
figure 2.2, la méthode globale de génération des processus d’assemblage avec LEGA est
illustrée. Cette méthode suit les étapes ci-dessous (voir J.M. HENRIOUD [32]) :

— introduction des contraintes stratégiques,

— détermination des opérations réalisables, et des processus admissibles,

choix du composant de base,

— évaluation des processus d’assemblage.
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Par cohérence avec les graphes de précédence qui font ’objet de la section suivante,
la représentation des processus d’assemblage qui sera utilisée est la représentation par

graphes d’assemblage (voir section 1.4.2.1).

2.2.3 Conclusion

Apres cette rapide présentation de la méthode de génération des processus d’assem-
blage, nous estimons que les travaux de J.M. HENRIOUD [32] sont suffisants et nous ne les
remettrons pas en cause, malgré une limite vite atteinte de LEGA. Nous allons étudier
plus précisément trois des modes de représentation des processus d’assemblage présentés

au chapitre 1.

2.3 Graphes d’assemblage

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, le graphe d’assemblage est une

méthode de représentation des processus d’assemblage.

2.3.1 Représentation

Selon la définition 1.15, les nceuds représentent des opérations, et les arcs entre ces
neeuds représentent eux enchainement de ces opérations. A I’aide de la figure 1.7, deux
grands types de graphes d’assemblage ressortent, c’est a dire :

— graphes d’assemblage linéaires;

— graphes d’assemblage arborescents.

Le graphe d’assemblage est essentiellement un graphe de précédence qui présente une
structure toute particuliére. Cette structure lui permet de conserver tous les avantages
de la représentation des processus d’assemblage par arbres. Comme objet mathématique,

le graphe d’assemblage est une anti-arborescence.

Avant de passer a la présentation des graphes de précédence et des ASTD, nous allons

poser quelques hypothéses.

2.3.2 Hypothéses de travail et notations

Nous utilisons comme données d’entrée de notre analyse, les processus d’assemblage
établis par LEGA (J.M. HENRIOUD [31]) représentés par des graphes d’assemblage.
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Afin de simplifier le probléme, nous ne traiterons que les graphes d’assemblage li-
néaires, car un graphe d’assemblage non linéaire peut étre linéarisé, en considérant le
sous-assemblage obtenu par la ligne d’assemblage paralleéle, comme un constituant élé-
mentaire et donc en ne tenant pas compte de son assemblage. Par exemple avec le stylo-
bille de la figure 1.2, si nous considérons les trois constituants (le composant « capuchon »,
le sous-assemblage «téte, cartouche, encres et le sous-assemblage «corps, bouchon »)

alors nous réduisons la complexité du probléme & un produit de trois constituants.

Pour éviter toute confusion, nous appellerons ces graphes d’assemblage linéaires,
préalablement établis a I'aide de LEGA, des séquences d’enchainement. L’enchainement

d’une opération «; aprés une opération o; avec ¢ différent de j est notée : o; — ;.
J i i J

De plus nous considérons que toutes les séquences conduisant & un méme sous-
assemblage ont le méme composant de base. Ceci est cohérent avec le fonctionnement du
logiciel LEGA qui regroupe les gammes en sous-ensembles cohérents, c’est a dire suscep-
tibles d’étre réalisées sur un méme systéme physique, donc faisant intervenir les mémes
sous-assemblages, chacun d’entre eux ayant un composant de base donné (correspondant

a un posage unique).

Dans ces conditions, chaque sous-probléme considéré se raméne & considérer :
— un ensemble E de m taches. E = {a, 3,...,u} o « est le chargement du composant
de base et u le déchargement du produit fini;
— un ensemble T de n séquences.
Chaque séquence comporte m taches, chacune apparaissant évidemment une et une seule

fois.

REMARQUE 2.1

Toutes les séquences d’enchainement commencent par « et finissent par u.

2.3.3 Conclusion

Cette section nous a présenté les graphes d’assemblage, qui sont & l'origine de nos
travaux. L’ensemble des graphes d’assemblage linéaire définis par LEGA, respectant les
hypothéses ci-avant sont appelés séquences d’enchainement. Nous proposons quelques
rappels sur les graphes de précédence, sur les ASTD et sur les hypergraphes de précédence

avant de présenter des méthodes de génération de graphes de précédence.
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2.4 Les graphes de précédence

Comme il a été précisé dans le précédent chapitre, les graphes de précédence sont
utilisés, la plupart du temps, en conception de ligne de production. Pour aborder la
notion de graphe de précédence, nous commenterons quelques travaux sur I’élaboration
des graphes de précédence, puis nous rappellerons leur définition formelle, et quelques

outils de comparaison de deux graphes de précédence.

2.4.1 Représentation formelle des graphes de précédence

DEFINITION 2.1 (GRAPHE DE PRECEDENCE)
Un graphe de précédence gp est défini par un couple < E,U > od :

— F est un ensemble de taches d’assemblage;

— U est un ensemble de contraintes de précédence définies sur E x E.

Si nous reprenons l'exemple de la figure 1.2, les 3 graphes de précédence s’écrivent :
gpa =< Eq,Uq >, gpy =< Ep, Up >, gpe. =< F¢, U, > ol par exemple
E,={B,H,Cr,CP,1,T,u},

Ua = {(B, H), (H,Cp), (Cp,u), (H,Cr), (Cr, 1), (I,T), (T,u)}

Pour une question de lisibilité, les graphes de précédence gp =< E,U > sont repré-
sentés graphiquement par leur graphe partiel gp; =< E;,U; > ou :
Vaj,az € B, (a1,a2) € U & (a1, a2) € U;V(a1,a3) € U, (as, az) ¢ U;

Avec ’exemple de la figure 1.2, nous obtenons la représentation graphique du graphe

de précédence gp, =< E,, U, > présentée dans la figure 2.3.

REMARQUE 2.2

Puisqu’un graphe de précédence définit un ordre partiel, certaines opérations sont par-
tiellement spécifiées : seul le composant secondaire (ou le caractére non géométrique
pour une opération non géométrique) est précisé, le constituant primaire dépendant du
processus (ordre total) qui sera effectivement suivi.

Dans ces conditions, nous noterons x I’ensemble ayant x comme constituant secondaire
(ou comme caractére non géométrique). Et nous parlerons, par commodité et conformé-
ment & I’habitude de tache.

Une opération d’assemblage géométrique est ’assemblage d’un constituant secondaire

sur un constituant primaire immobilisé. La réalisation de cette opération est principa-
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F1G. 2.3 — Graphes de précédence du stylo bille

lement conditionnée par le constituant secondaire, par ses manipulations. C’est pour
cela que nous représentons une opération par son caractére ou son constituant dans les
graphes d’assemblage, 'opération de chargement par le composant de base manipulé, et

Iopération de déchargement par le symbole w.

DEFINITION 2.2 (CONTRAINTE DE PRECEDENCE)
Une contrainte de précédence entre deux opérations est une relation binaire décrivant le fait
que l'une doit étre réalisée avant l'autre. La contrainte (e1, e2) signifie que la réalisation de

I'opération ey doit toujours précéder celle de I'opération es, elle est aussi notée e; — es.

Selon A. DELCHAMBRE [18], une contrainte de précédence impose la réalisation d’une

opération avant une autre, ceci pour des raisons de stabilité, géométrique ou technolo-
gique.

De par la définition 1.15 et les définitions 2.1, 2.2, il est possible de dire que les graphes
d’assemblage sont aussi des graphes de précédence et que le graphe de précédence est
une définition collective des graphes d’assemblage, qui sont eux-mémes une traduction
des arbres d’assemblage. Il existe donc un lien étroit entre les graphes d’assemblage et

les graphes de précédence.

DEFINITION 2.3 (SEQUENCES D’ENCHAINEMENT ASSOCIEES)
On appelle séquences d’enchainement associées a un graphe G représentatif des processus

d’assemblage, I'ensemble des séquences d'enchainement respectant ce graphe, noté SEA(G).

Par exemple, avec le graphe de précédence de la figure 2.3, nous avons :
SEA(Ge)={B—H—Cr—1—T—Cp—uB—H—Cr—Cp—1—T —
uB—H—Cr—I—Cp—T—u}

2.4.2 Comparaison de graphes de précédence

Dans la suite de ce travail, nous aurons besoin des deux relations d’ordre sur l’en-

semble des graphes de précédence associés a un ensemble d’opérations, définies ci-apres.

DEFINITION 2.4 (COMPARAISON DE DEUX GRAPHES DE PRECEDENCE)
Soient gp1 =< F1,U; > et gpo =< Fo, Uy > deux graphes de précédence,
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— gp1 est dit égal 3 gpa (gp1 = gp2) si (B1 = E2) A (U = Us);

— gp1 est dit inférieur! 3 gpo (gp1 < gp2) si (E1 = E3) A (Up D Us) /V(ey,ez) € Uy
= (61, 62) S U1
Cette infériorité se traduit par un nombre de gammes générées par gpi inférieur

au nombre de gammes générées par gps.

Un graphe de précédence gp est dit minimal s’il est inférieur & tout autre graphe de

précédence gp; du méme assemblage : Vgp;, ~(gp > gpi).

Soient GP un ensemble de graphes de précédence, un graphe de précédence gp est
dit mazimal au sein de GP si pour tout gp; de GP, nous avons gp; inférieur a gp :
gp € GP et Ygp; € GP,—(gp < gp:)-

Soient gp un graphe de précédence, une séquence d’enchainement SFE est dite repré-
sentée par un graphe de précédence gp si SE < gp.
SEA(gp) étant ’ensemble des séquences d’enchainement représentées par le graphe de

précédence gp, nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE 2.1 (INCLUSION DES SEA)
Soit gp1 =< E1,U7 > et gpa =< Fa,Us > deux graphes de précédence.

gp1 > gp2 = SEA(gp1) 2 SEA(gp2)

DEMONSTRATION 2.1

Soit gp1 =< E1,U; > et gpo =< Fo,Uy > deux graphes de précédence, supposons que
s soit une séquence d’enchainement quelconque au sein de SEA(gpz). Nous avons U
telle que U O Us. Si gp1 > gpa, C’est-a-dire Uy C Us, nous avons aussi U D Uy. En
conséquence, s fait partie de SEA(gp1)

Sachant qu'un graphe de précédence décrit un ordre partiel entre des opérations, nous
pouvons traduire ’absence de relation d’ordre entre deux opérations par le parallélisme

ou la permutation au sein des graphes de précédence.

2.4.3 Parallélisme au sein d’un graphe de précédence

Deux constituants sont dits indépendants s’ils n’ont ni de constituants en commun, ni

de caractéres non géométriques en commun. Nous parlons de parallélisme dans le cas ol

4gpo est dit aussi un graphe partiel de gp;



2.4 Les graphes de précédence 35

nous avons deux opérations constitutives réalisées a partir de constituants indépendants

construits & partir de deux composants de base différents.

Nous pouvons dire que deux opérations sont paralléles si elles n’ont aucun prédéces-
seur commun. Par exemple, avec le stylo-bille de la figure 1.2, si nous prenons le sous-
assemblage «téte, encre, cartouche» et le sous-assemblage « bouchon, corps», ils n’ont
aucun constituant en commun, alors ces deux sous-assemblages peuvent étre établis en

paralléle.

2.4.4 Elaboration des graphes de précédence

Un grand nombre de travaux® traite de la génération des graphes de précédence.
Généralement, les auteurs proposent une méme définition formelle des graphes de pré-
cédence, et ils ont les mémes difficultés de formalisation et de génération de ces graphes.
Ces travaux peuvent étre regroupés sous trois grandes tendances : la génération des
graphes de précédence & partir du produit avec une recherche des contraintes de pré-
cédence, ou & partir des contraintes de précédence déja établies ou alors & partir des

processus d’assemblage déja établis.

2.4.4.1 Recherche des contraintes de précédence

Dans des travaux comme ceux de B. FROMMHERZ et J. HORNBERGER [25] par exemple,
les contraintes de précédence sont déduites des modeéles CAD du produit a I'aide de ’ap-
proche de désassemblage. Cette méthode donne un arbre de graphes de précédence, ou
les branches traduisent une disjonction dans les graphes de précédence. Avec ’applica-
tion de la régle d’ajout de contraintes de précédence (Stabilité, Non pénétration...),
les branches invalides ne sont pas développées (graphes cycliques). Les contraintes intro-
duites sont de type :

a— ap et ag — a3 (2.1)

Avec I’ajout de ces quelques contraintes, il est possible de réduire le nombre de graphes
de précédence, mais sans étre str de ’exhaustivité de cette génération. De plus une
deuxiéme régle permet de sélectionner un seul et unique graphe de précédence afin de le

retenir.

°T.O. PRENTING [46], B.FROMMHERZ[25|, A.DeLcHAMBRE[18], E.Bawmpis[l], K.CHEN][12],
K.S.NapHADE [42], J.Danvoy[13], T.I.Liu[37], P.DeLIT[15], A.BraTcU[34], [40], [11],
P. Foupa [24], [22], [23]. ..
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A.DELCHAMBRE [17], quant & lui, propose un planificateur assisté par ordinateur
pour la génération de graphes de précédence. Aprés une séparation du modéle géomé-
trique du produit et des données non-géométriques, les contraintes de précédence sont
générées par apport des contraintes géométriques, mécaniques, technologiques et de sta-
bilité. L’auteur introduit une notion d’ordre de précédence, c’est & dire qu’il décrit chaque

liaison entre les composants de la maniére suivante :
ordre_de_précédence([N], L], [G]) (2.2)

avec N le numéro de la liaison traitée, L la liste des composants appartenant & la liaison

N, G la liste des composants génant la réalisation de cette liaison.

Avec I'exemple de la figure 1.4, nous avons 'ordre de précédence suivante :

ordre_de précédence([2], [{H, I,Cr},{B,T}], [Cp]) (2.3)

L’auteur a introduit ultérieurement dans[18], la notion de contrainte disjonctive de
précédence, de type :
doit _précéder(a ou ¢,b) (2.4)

ou a, b et ¢ sont trois taches d’assemblage. Nous avons donc la tache a ou la tache ¢ doit

précéder la tache b.

Avec ces déterminations des contraintes de précédence, les graphes de précédence
générés sont corrects, mais ce planificateur ne permet pas de savoir si toutes les solutions
sont présentes dans le résultat. L’ensemble des graphes de précédence n’est pas généré

avec cette méthode.

Derniérement, une majeure partie des travaux développés, comme ceux de J. DAN-
Loy [13], P.DELiT[15] ou P.Fouba|[21], [22], [23], [24] par exemple, traitent de la

génération de graphes de précédence pour les familles de produits.

P.DELIT[15] a utilisé une méthode proche de celle de B. FROMMHERZ et .J. HORN-
BERGER [25], qui consiste & générer un arbre des solutions possibles a1’aide des contraintes
de précédence, et ensuite a supprimer I’ensemble des branches générant des graphes non
valides. Cette méthode est appliquée sur la génération de gammes d’assemblage pour
les familles de produits, elle permet de générer un ensemble de graphes de précédence

valides mais il n’est pas possible de savoir si tous les graphes de précédence sont générés.

Nous voyons dans le travail de J. DANLOY [13], que 'auteur a été inspiré des travaux
de G.DINI[19] en ce qui concerne la notion de produit et de formalisme, tout comme

P.Foupa [21]. Ce dernier introduit la notion de matrice d’interférence généralisée afin
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de mieux concrétiser les interactions entre les composants en assemblage. Il appelle cette
matrice : I(g), dt étant la direction d’assemblage. Aprés un ensemble d’actualisation des
matrices, chaque fois qu'un composant peut étre désassemblé, un graphe de précédence
est obtenu. Ce graphe de précédence est basé sur le composant de base choisi par Uexpert.
Nous pouvons dire que ces différentes approches sont performantes, mais pas exhaustives,

car seul un nombre restreint de graphes de précédence est généré.

2.4.4.2 Contraintes de précédence déja établies

K.S.NAPHADE [42], dans ses travaux, a développé une méthode de génération sys-
tématique de I’ensemble des graphes de précédence correspondant & un ensemble donné
de contraintes de précédence. K.S. NAPHADE a introduit la notion de probléme deux-
satisfait (2-STA)® pour obtenir un ensemble de partitions. Ce qui revient & découper le
probléme en un ensemble de sous-problémes simples & résoudre. Puis aprés cette décom-

position, la définition suivante est apportée pour les contraintes disjonctives :
(p+q) = (=9 (2.5)

A T’aide de cette équivalence, les disjonctions sont transformées en équivalences, et la
négation d’une précédence apparait. L’auteur, de cet ensemble d’équivalences, va générer
trois partitions appelées respectivement I, Iy, I., avec la propriété de partitionnement B.1
développée dans ’annexe B, & partir desquelles un ensemble de contraintes de précédence
est généré. Cet ensemble permet la génération des graphes de précédence dans les cas

favorables.

L’auteur, par une définition «incorrecte » du complémentaire de a précéde b, peut
générer des graphes cycliques de précédence, qui en fait ne sont pas des graphes de pré-

cédence, car d’apres la définition 2.1 p. 32, un graphe de précédence est non cyclique.

Suite aux travaux de K.S. NApPHADE, P. DE LT [15] a tenté, sans succés, d’améliorer

la méthode de génération des graphes de précédence (voir annexe B).

2.4.4.3 A partir des processus d’assemblage

K. CHEN [12] montre les insuffisances des travaux qu’il a analysés, comme par exemple

Iimprécision de la définition de I'opération d’assemblage, ou la relative maladresse du

6Two-satisfability : Une expression P est dite 2-SAT si et seulement si elle est constituée d’un ensemble
de conjonctions de clauses de précédences ol ces derniéres sont soit des contraintes de précédence, soit

des disjonctions de deux contraintes de précédence.



38 Chapitre 2

passage direct des contraintes d’assemblage aux contraintes de précédence, qui pose un
probléme lorsque les contraintes d’assemblage ne sont pas des relations binaires. K. CHEN
géneére I'’ensemble des graphes de précédence maximaux par une méthode indirecte & par-
tir d’'un ensemble des graphes d’assemblage préétablis. Cette méthode part d’une base de
deux hypothéses : les contraintes matérielles ne sont pas introduites dans 1’élaboration
des arbres d’assemblage, et les arbres d’assemblage élaborés n’ont pas subit de sélection
a posteriori, et comme le dit I’auteur lui-méme, la résolution du probléme posé est com-
plexe dans son principe. Sa complexité n’étant pas calculée et en ’absence de maquette
logicielle, il est difficile d’évaluer son efficacité. Nous pouvons quand méme conclure que

c’est une méthode trés difficile & mettre en place.

A.BRrATCU [11], quant & elle, a une approche différente, comme K. CHEN, sa méthode
débute avec ’ensemble des gammes d’assemblage établies a ’aide du logiciel LEGA. L’au-
teur établit une propriété (propriété II) que doit posséder un ensemble de gammes pour
qu’il lui corresponde biunivoquement un graphe de précédence. D’oti la méthode utilisée
qui consiste & découper ’ensemble des gammes initial en sous-ensembles possédant la
propriété Il puis en déterminant pour chacun d’eux le graphe de précédence correspon-
dant. Cette méthode est efficace, cependant la complexité de 1’algorithme de découpage
de ’ensemble en sous-ensembles représentables par un graphe de précédence unique n’est

pas estimée, mais nous pouvons penser qu’elle n’est pas polyndmiale.

2.4.4.4 Synthése

Grace & ce tour d’horizon, nous voyons qu’il n’existe pas de méthode simple et efficace
de génération des graphes de précédence. La plupart des auteurs propose des méthodes
de génération d’un seul graphe ou d’une partie seulement des graphes de précédence
possibles. A I’heure actuelle, il n’existe pas encore de procédé permettant de dire si la
séquence d’enchainement optimale” est ou n’est pas dans un graphe donné, et donc nous
ne savons pas si la génération des autres graphes est nécessaire. Nous ne savons pas
non plus si cette non génération des graphes de précédence a des conséquences sur les
meéthodes de conception de systéme. Alors aprés avoir présenté un ensemble de définitions
et de rappels, nous proposerons une méthode de génération exhaustive des graphes de
précédence dans les prochains chapitres, mais avant cela, nous devons mieux connaitre

cette représentation des processus d’assemblage.

"Séquence d’enchainement dont le cotit d’investissement, ou le cott de fonctionnement, ou le temps

de production est moindre
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2.5 Passage d’'un modéle d’un produit aux contraintes de

précédence

Sachant que le modéle du produit établit des relations entre les composants, et que les
contraintes de précédence décrivent des relations entre les opérations de production, nous
pensons que la génération directe peut étre mise en doute. Selon J.M.HENRIOUD |30],
I’établissement des contraintes d’assemblage est trés complexe. De plus, il n’y a pas de
relation directe entre les contraintes d’assemblage et les contraintes de précédence. Ces
contraintes d’assemblage sont principalement de deux types :

— les contraintes opératoires imposées par le produit lui-méme, donc indépendantes

du systéme de production, elles se classent en trois groupes :

1. §’il est impossible de réaliser I'opération d’assemblage (S, ;) sur le sous-
assemblage S. Cette impossibilité peut-étre de plusieurs types, comme par
exemple, un constituant sur la trajectoire de 'opération & réaliser, inaccessi-

bilités diverses. Cette contrainte est dite contrainte géométrique ;

2. ¢’il est impossible de maintenir le constituant C' suivant au moins une orien-
tation, de telle facon, qu’en I'absence de mouvement, toutes les liaisons géo-
métriques restent établies sous ’action des forces potentielles agissant sur lui.

Cette contrainte est dite contrainte de stabilité ;

3. §’il n’y a ni contrainte géométrique, ni contrainte de stabilité, si 'opération
d’assemblage(.S, «;) est impossible ou trop difficile a réaliser, nous dirons qu’il

y a une contrainte matérielle. Elle dépend de 1’évaluation de 'expert.

— les contraintes stratégiques émises par un expert humain, dues aux particularités
morphologiques du produit. Elles imposent certains sous-assemblages, ou elles im-
posent de regrouper certaines opérations devant étre effectuées dans une méme
direction. Pour les familles de produits, nous cherchons a obtenir des gammes as-
sociées aux différents objets de la famille aussi voisines que possible.

Les contraintes de précédence sont principalement de deux types :

— stabilité,

— pénétration.

Nous pouvons craindre que ’absence de relation entre les contraintes d’assemblage et

les contraintes de précédence, nous pousse & écarter la possibilité de génération directe

des graphes de précédence.
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2.5.1 Conclusion

Nous estimons que ces travaux menés sur la génération des graphes de précédence
sont insuffisants. Aujourd’hui encore, le moyen le plus utilisé pour la génération des
graphes de précédence d’un produit, est la génération par un expert humain. Ce qui est
encore acceptable pour un produit simple ou sur une ligne de production existante, mais
dans le cas d’un produit compleze® ou de la création d'une nouvelle ligne de production,
méme un expert habile ne peut étre sir que le graphe de précédence difficilement trouvé
est le plus pertinent. Rien ne permet de dire, aujourd’hui, si un graphe de précédence
est plus efficient qu’un autre. Nous devons donc générer tous les graphes de précédence

puis en faire une sélection, en évaluant les résultats obtenus pour chacun d’eux.

Notre objectif est d’obtenir un systéme optimal et d’offrir la plus grande flexibilité
possible. Pour cela, nous choisissons de travailler sur la génération des graphes de précé-
dence d’assemblage. Afin de garantir 'obtention d’un systéme optimal, il est nécessaire
que la séquence d’enchainement optimale appartienne aux graphes de précédence géné-
rés. La seule maniére actuelle d’étre certain de ’appartenance de cette solution a un
graphe de précédence ou ensemble de graphes de précédence d’un produit, est la généra-
tion de tous les graphes de précédence d’assemblage maximaux admissibles du produit
en question. Nous consacrerons les prochains chapitres & chercher des solutions de gé-
nération exhaustives des graphes de précédence, a partir d’'un ensemble de séquences
d’enchainement prédéfinies. Dans nos travaux [48], nous avons établi une possibilité de
transformation des séquences d’enchainement en graphes de précédence (voir chapitre 3)
en passant par les ASTD. Cette idée est née, de I'observation des similitudes entre les
graphes de précédence et les graphes d’état (ASTD). La représentation des processus
par les ASTD est exposée ci-aprés, afin d’apporter les connaissances suffisantes a la

compréhension de notre méthode, exposée au chapitre 3.

2.6 ASTD

Les ASTD?® ont été présentés briévement dans la section 1.4.2.5. Compte-tenu de
leur intérét pour la suite, nous en faisons ci-aprés une analyse plus détaillée. La notion
d’ASTD a été introduite a la fin des années 1980 par C.J.M.HEEMSKERK [27]. Cette

modélisation est basée sur la représentation des états du produit intermédiaire. D’aprés

8Produit composé de plus d’une douzaine de constituants
9 Assembly State Transition Diagram ou Graphes d’état des transitions d’assemblage de simple niveau,

appelé aussi Graphes d’état
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A.BOURJAULT [10], nous appelons état du produit intermédiaire ’ensemble des liaisons

déja établies & une étape quelconque du processus d’assemblage.

2.6.1 Introduction

Les ASTD ont été introduits comme une représentation adéquate pour les gammes
d’assemblage. Cette représentation est basée sur ’assemblage linéaire des produits. Dans
sa forme compléte, I’ASTD représente toutes les séquences possibles d’assemblage d’un
groupe de composants. Un ASTD est un graphe direct composé de noeuds et d’arcs et

ne possédant pas de cycle.

Chaque chemin allant du nceud origine au nceud final est une séquence opératoire
complete. De plus, chaque état comporte autant d’éléments que le produit comporte de

constituants.

2.6.2 Quelques travaux

La littérature portant sur les ASTD et leurs extensions est relativement réduite,
un nombre restreint d’auteurs a travaillé sur cette méthode de représentation. A notre
connaissance, seuls C.J.M.HEEMSKERK, N. BONESCHANCHER et leurs collégues, [5],
[6], [7], [27], [28], [29] et L. RELANGE et J.M. HENRIOUD [48], [49] ont travaillé sur cette
représentation. Dans ces approches, trois méthodes de génération ont été introduites : une
génération directe par C.J.M. HEEMSKERK et N. BONESCHANCHER, et deux générations
indirectes par L. RELANGE et J.M. HENRIOUD.

2.6.3 Génération

Tres peu d’auteurs se sont attachés a la génération des ASTD et & leur améliora-
tion. C.J.M. HEEMSKERK au début des années 90 avec ses collégues et principalement
N. BONESCHANSCHER dans les années 89-93 ont travaillé sur ce sujet, dans leurs tra-
vaux [5], [7], [28] et [29] ils ont établi une méthode de génération des LASTD. Cette
méthode est d’un principe simple, mais relativement lourde & exécuter. Elle consiste
a géneérer tous les états intermédiaires théoriques possibles du produit (valides et non
valides). La seconde phase de cette méthode est la suppression de tous les états non
stables, ou inaccessibles, ainsi que toutes les transitions non valides. Cette phase est
appelée 1'élagage des LASTD.
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Modéle Détermination Hiérarchisation Génération LASTD
du produit des clusters du produit des LASTD

Algorithme

d’élagage
Génération des
Mode Edition des graphes ET/OU

opératoire contraintes
Génération des
Plan

Graphes ET/OU
du produit

plans
d’assemblage

d’assemblage

Fi1G. 2.4 — Les différentes étapes de la génération des plans d’assemblage

Cette phase d’élagage est basée sur le modele du produit, c’est-a-dire en fonction
des contraintes opératoires et stratégiques du produit. En hiérarchisant ces propriétés, il
arrive de maniére adroite & générer les LASTD correspondant au produit aprés un cer-
tain nombre d’élagages au niveau du modéle du produit, de la hiérarchisation, et pour
finir des LASTD. Ces méthodes d’élagage sur la stabilité et les transitions invalides sont
trop complexes pour étre développées ici, elles peuvent étre trouvées dans la thése de
C.J.M. HEEMSKERK [29]. Cette méthode d’élagage est implantée dans la méthode de
génération de N. BONESCHANSCHER, de plus elle peut étre appliquée de deux maniéres :
automatique ou manuelle, afin de mieux gérer les séquences générées. L’auteur, a ’aide
d’outils et d’un ensemble de données, transforme les LASTD en graphes ET/OU pour
déterminer les plans d’assemblage, afin de faire intervenir des contraintes ou de les modi-
fier, puis il détermine les plans d’assemblage depuis ces graphes ET/OU. Nous illustrons

cette démarche & ’aide de la figure 2.4.

Comme nous ’avons vu, cette génération directe est composée de deux grandes par-
ties, une génération de tous les états possibles, puis un élagage de tout état non stable,
non admissible, et de toute transition non valide. Le processus d’élagage, introduit par
C.J.M. HEENSKERK, est un moyen de réduire le nombre de séquences en supprimant

les transitions invalides et les états instables ou inaccessibles. Cet élagage est exposé a
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| AB,C \ A,B,C
x : :--C---i B
B, C A, C LA B A, C
A,B A,C B,C A, B B,C
C B A C A
A,B,C A,B,C
-=-- Invalide
(a) ASTD complet (b) ASTD élagué

FiG. 2.5 — Elagage d'un ASTD

la figure2.5. La figure2.5(a) montre tous les états possibles d’un assemblage de trois
constituants, mais la transition de I’état A, B,C a l’état A, B,C est invalide, ainsi que
létat A, B,C. Comme la transition de 1’état A, B, C a I’état A, B, C est invalide, I’état
A, B, C est inaccessible alors toute transition partant de cet état est invalide, les transi-
tions de 'état A, B,C al'état A, B,C et de I'état A, B,C al’état A, B, C sont invalides.
De plus comme 1'état A, B, C est invalide, toute transition lui étant incidente est inva-
lide, et toute transition partant de cet état est invalide. Les transitions de 'état A, B, C
alétat A, B,C, de I'état A, B,C a létat A, B,C et de I'état A, B,C a l'état A, B,C
sont alors supprimées. La suppression de ces transitions implique la non accessibilité de
I'état A, B, C, ce qui implique sa suppression et la suppression de la transition de 1’état
A, B,C alétat final A, B,C. Aprés cet élagage, 'ASTD de la figure 2.5(b) est alors ob-
tenu. Cette génération a pour point de départ le produit & assembler avec un ensemble
de connaissances du type : «impossibilité d’effectuer I'opération A avant 'opération B
ou Popération C'» ou «instabilite de I’état A, B,C ». Cet ensemble de connaissances
sur le produit est nécessaire pour générer ces ASTD ne représentant que des processus

d’assemblage admissibles.

La génération indirecte est basée sur un ensemble de séquences d’enchainement ad-

missibles déja établies par le logiciel « LEGA ». Cette transformation permet de générer
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directement les ASTD ne représentant que les séquences d’enchainement admissibles.

Cette génération sera développée dans la section 3.3.1 page 52.

2.6.4 Complexité

Le probléme majeur d'un ASTD est sa taille. Le nombre de noeuds est directement
lié au nombre N de constituants du produit ainsi qu’a sa complezité d’assemblage. Dans
le cas le plus simple, avec seulement une séquence de production, chaque niveau n’a
qu'un neeud, le graphe comporte N + 1 ncoeuds. Par contre s’il y a plusieurs séquences
d’enchainement, le nombre de nceuds peut augmenter de facon exponentielle avec le

nombre de constituants.

D’aprés C.J.M. HEEMSKERK [29] et N. BONESCHANSCHER/[5], la complexité peut
s’écrire ainsi, avec un produit composé de N constituants :

— si le produit considéré n’a pas de sous-assemblage, alors il y a au maximum 2V
nceuds possibles;

— siil a un composant de base unique, le nombre d’états devient alors égal a 14+2V"1;

— sile produit considéré est composé de N constituants divisible en un sous-assemblage
de m constituants et d’un sous-assemblage primaire avec p constituants, le nombre
d’états de PASTD est : 1+ P 0CP 7 1+ St emt = ov-1 4 om=1 4 9 i
N=p+m-1

Il est raisonnable de dire que le nombre de nceuds d’un ASTD est de Iordre de 2%.

2.6.5 Conclusion

Nous pouvons dire, aprés cette étude, que les ASTD et leurs améliorations ne sont pas
trés pertinents tant au point de vue de leur génération qu’au point de vue de 1’élabora-
tion des plans d’assemblage. Un point positif ressort clairement de cette représentation,
c’est I'expression claire des états intermédiaires. Cette qualité, bien que peu pertinente
en conception, pourrait étre trés utile en pilotage de systéme. Notre objectif étant la
génération de graphes de précédence, nous ne pensons utiliser les ASTD que comme

représentation intermeédiaire.
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2.7 Les hypergraphes de précédence

J.M. HENRIOUD [33] a déja introduit la notion d’hypergraphe de précédence pour ex-
primer des contraintes disjonctives de précédence et pour réduire le nombre de graphes

de précédence.

DEFINITION 2.5 (HYPERGRAPHE SELON C. BERGE |4])
Soit X = {x1,x9,...,xn} un ensemble fini, et { = (E;/i € I) une famille de parties de X .
On dira que £ constitue un hypergraphe sur X si l'on a :

Ez?é(b (’iGI)
UE:X
i€l

Le couple H = (X, &) s'appelle un hypergraphe, et son ordre est | X| = n; les éléments de
X sont les sommets de I'hypergraphe, et les ensembles de £, que I'on note F1, Fs, ..., E,
sont les arétes de I'hypergraphe.

DEFINITION 2.6 (HYPERGRAPHE DE PRECEDENCE)

Un hypergraphe de précédence est un hypergraphe (X, &) oo X est I'ensemble des taches et
& I'ensemble des hyperarcs Ey, qui ont I'une des formes suivantes :

Ey = (x4, {xiy, ..., x;, }) si et seulement si x; — x;, + ...+ x;,

ou By, = ({wiy,...,xi, },x;) si et seulement si z;, + ...+ z;, — x;

Les hyperarcs de précédence représentent les contraintes de précédences disjonctives,
par exemple, (a; — ag + a3z — ag) est équivalant a (a1 + a3) — ag. Cette notion est
représentée dans la figure 2.6, 'arc de cercle, centré sur as, entre les arcs (aq, ag) et (as,
ag), définit un choix entre les deux relations de précédence. Cet hypergraphe est noté :
H=(X,§) X ={o, 02,03} £ ={({a1, a3}, {a2})}

L’emploi de ces hypergraphes permet une représentation compacte alors que la pré-
sence de contraintes disjonctives nécessiterait 1’emploi de plusieurs graphes de précé-

dence.

La figure 2.7 présente quelques exemples d’hypergraphes simples. La figure2.7(a)

présente un hyperarc de précédence traduisant ’expression suivante :

(g — 1) + (g — a2) + (a4 — a3) (2.6)

L’hypergraphe de précédence H; correspondant s’écrit :
Hy = (X,&) avec X = {on, a2, 03,04} et & = {E1} Er = ({ou}, {1, a2, 03})
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oy a, oy
+ — » a,

O3 2%) O3

FiG. 2.6 — Exemple d’hyperarc de précédence

oy 0y !
Oy 0o Oy 7] 0y O3
O3 03 )
H . . ,
(a) Hyperarc (b) Conjonction d’un hy- (c) Autre conjonction de
perarc et d’un arc simple deux hyperarcs

F1G. 2.7 — Des hypergraphes de précédence

Les figures 2.7(b) et 2.7(c) présentent des conjonctions'® d’hyperarc. La figure 2.7(b)
montre un hypergraphe de précédence Hs traduisant ’expression suivante :

(g — a1).((g — a2) + (a4 — a3))

Cet hypergraphe de précédence s’écrit :
H2 = (X7 52) avec X = {061706270637064} et §2 = {ELEQ} Ei = ({064}’ {0627063})
Ey = ({aa}, {an})

La figure2.7(c) montre un hypergraphe de précédence Hj traduisant ’expression

suivante :

(a4 — 1) + (a4 — a3)).((4 — a2) + (4 — a3)) (2.7)

Nous écrivons, a I’aide d’un hypergraphe Hs, 'expression (2.7) de la maniére suivante :
Hs = (X,&) avec X = {aq, a9, a3, a4} et & = {EY,Ef} EY = ({au}, {1, a3})

El = ({au},{a2,as}), et nous le représentons comme le montre la figure 2.7(c).

Apres cette extension du concept de graphe de précédence, nous allons proposer dans
les prochains chapitres des méthodes de transformation d’un ensemble de séquences

d’enchainement en graphe de précédence ou en hypergraphes de précédence.

00pérateur binaire correspondant a un «et» logique.
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2.8 Conclusion du chapitre

Aprés avoir précisé, dans ce chapitre, ’objectif de nos travaux et rappelé un ensemble
de définitions, nous avons développé des propriétés sur les représentations des processus
d’assemblage. Nous avons considéré ici trois grands types de représentations des processus

d’assemblage ; les graphes d’assemblage, les graphes de précédence, les ASTD.

Nous avons rappelé une représentation formelle du graphe de précédence. Comme
nous avons pu le voir au cours de ces deux chapitres, la génération des graphes de
précédence est empirique. Actuellement, il existe un certain nombre de méthodes de
génération, soit délicates a mettre en place, soit non exhaustives, voire non valides pour

certaines.

De 1a, la problématique abordée dans ce travail : établir une méthode de génération

simple et efficace des graphes de précédence et de maniére systématique.

La recherche d’une nouvelle méthode de génération systématique des graphes de
précédence simple et efficace, nous a poussé & exposer 'ensemble des connaissances sur

les graphes d’état.

Afin de permettre une représentation biunivoque des graphes d’assemblage par les

graphes de précédence, nous avons introduit un ensemble d’hypothéses.

La méthode de génération systématique des graphes de précédence proposée ici est
basée sur des transformations de graphes. C’est une méthode par transformation gra-
phique. De plus celle-ci nous a amené & introduire les hypergraphes de précédence, qui
sont une évolution des graphes de précédence, car elle permet de les engendrer. Ces
hypergraphes de précédence permettent de représenter un ensemble de graphes de pré-
cédence en un seul graphe, sans toutefois remettre en cause la lisibilité des processus

d’assemblage.

Pour 'ensemble de ces raisons, nous utiliserons le chapitre suivant a étudier cette

nouvelle méthode de génération des graphes de précédence.



48

Chapitre 2




Chapitre 3

Détermination des graphes de
précédence par transformation de

graphes

ANS LE CHAPITRE PRECEDENT, nous avons avec ’état de I'art présenté que les

(S

U
@\ % présentaient toutes, a des degrés divers, un certain nombre d’insuffisances ou de

quelques méthodes existantes pour la détermination des graphes de précédence

difficultés. C’est pourquoi une nouvelle approche sera proposée dans ce chapitre. Cette
méthode de génération est une méthode permettant de générer les graphes de précédence,
a partir des séquences d’enchainement par observations et transformations de graphes.
Pour ce faire nous passons par les étapes suivantes :

— transformation de I’ensemble des graphes d’assemblage en un ASTD ;

— transformation de ’ASTD obtenu en son graphe dual, le graphe d’enchainement ;

— transformation du graphe d’enchainement en un graphe ou hypergraphe de précé-

dence.
Avant de présenter cette méthode, quelques points sur les méthodes de représentation

des processus d’assemblage utilisés doivent étre précisés.

Les graphes d’assemblage, vérifiant un certain nombre d’hypothéses, comme nous
I'avons vu & la section 2.3.2, sont appelés des séquences d’enchainement. Aprés un apport
sur les ASTD et lintroduction des graphes d’enchainement, un développement de la

méthode de génération des graphes de précédence sera proposé.
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3.1 ASTD

Suite a la présentation des ASTD faite dans le précédent chapitre, il ressort qu’une
représentation formelle manque a cette méthode de représentation des processus d’as-
semblage. Afin de faciliter la manipulation des ASTD, une représentation formelle, qui

est inspirée de celle des graphes de précédence, est introduite :

DEFINITION 3.1 (ASTD)
Un ASTD est défini par un couple < £, 7 > ou :
— & est I'ensemble des états admissibles;
— 7 est I'ensemble des opérations, permettant de passer d’un état i a un état j, définies

sur& x €.

Une opération entre deux états est une relation binaire décrivant ’action d’assemblage
d’un constituant ou d’un caractére non géométrique avec un sous-assemblage précis déja

existant.

Par exemple, PASTD élagué A de la figure 2.5(b) page43 se note : A =< &, 7 > on
¢E={<AB,C><ABC><ABC><ABC><AB,C>}et
r={(< A, B,C>B),(<AB,C>A),(<ABC>0C)(<AB,C>0),
(< A,B,C >, A)}

3.2 Graphes d’enchainement

Un graphe d’enchainement est le graphe dual d'un ASTD.

DEFINITION 3.2 (GRAPHE DUAL)
Un graphe G’ est dit dual d’'un graphe G si 3 chaque arc de G correspond un sommet dans
G’ et si a chaque sommet de G correspond un arc dans G'.

Dans un méme souci de performance et de simplicité que pour les ASTD, une repré-

sentation formelle des graphes d’enchainement est introduite :

DEFINITION 3.3 (GRAPHE D’ENCHAINEMENT)
Un graphe d’enchainement Gp d'un ASTD A =< &,7 > est défini par le 4-uplet <
E. 0,6, L > ou:
— I est I'ensemble des tiches appartenant a T ;
— o est I'ensemble des successions directes des tiches réalisables de 'ensemble E, définies
surEx E;
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Fi1G. 3.1 — Graphe d’enchainement de ’ASTD de la figure 2.5(b)

— & est I'ensemble des états admissibles de I'ASTD ;

— L est une application de o dans €.

Par exemple, le graphe d’enchainement de ’ASTD élagué A de la figure 2.5(b) page 43,

donne le graphe d’enchainement Gp suivant :

Gp =< FE,0,§,L > ou

E ={a,b,c,d,u},

0= {(b7a)7 (b? C)a (aa C)a (C> a)7 (Cau)7 (av u)}a

E={<ABC> <ABC(C> <ABC> <AB,C>}

et L={((b,a),< A, B,C >), ((b,c),< A, B,C >), ((a,c),< A,B,C >),

((c,a),< A, B,C >), ((c,u),< A, B,C >), ((a,u),< A, B,C >)},

qui est représenté a ’aide la figure 3.1.

Aprés ces définitions, notre méthode de génération des graphes de précédence a partir

de I'ensemble des séquences d’enchainement pré-établies avec LEGA sera présentée.

3.3 Meéthode proposée

N’ayant toujours pas de méthode de génération systématique des graphes de pré-
cédence simple et efficace, notre intérét s’est porté plus spécialement sur les graphes
d’état des transitions d’assemblage (ASTD), qui pour nous, ont un intérét, dans cette
génération, de par leur proximité avec les graphes de précédence. Voyant que 'ASTD re-
présentant un processus d’assemblage d’un produit, dans certain cas simple, est le graphe
dual du graphe de précédence de ce méme processus, notre méthode de génération des

graphes de précédence est développée & partir de cette idée.
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Cette méthode par transformation de graphes', est composée de trois phases dis-
tinctes. Ces phases sont la génération d’un ASTD a partir d'un ensemble T de séquences
d’enchainement (notée M4(Y)), le passage au graphe d’enchainement de I’ASTD (noté
Mp(T)) et la génération du graphe de précédence & partir du graphe d’enchainement

(noté Mq(Y)). Ces trois phases seront développées successivement.

3.3.1 Génération d’un ASTD

Un ASTD est la représentation collective des séquences d’enchainement de ’ensemble
T. La génération de cet ASTD est constituée de deux phases récurrentes ; la premiére est
la détermination de 1’état accessible suivant, la deuxiéme est la détermination de I’arc,
qui représente la tache, liant I’état courant a I’état accessible suivant. Ces deux phases
sont répétées pour chaque tache de chaque séquence d’enchainement de ’ensemble Y.
De plus nous appelons sous-séquence une suite de taches, d’'une séquence z;, partant soit

de la tache de chargement jusqu’a une tache «; quelconque antérieure & la tache u de

2
]

3 soit de la tache o postérieure a la tache de chargement jusqu’a la tache u

déchargement, si cette sous-séquence comprend la tache «;, elle est notée x; <, sinon elle

est notée Ti

de déchargement, si cette sous-séquence comprend la tache o, elle est notée z; *, sinon

[e

elle est notée x; a5. Il est nécessaire d’introduire la définition 3.4 de 1’état engendré pour

]
écrire l'algorithme 3.1.

DEFINITION 3.4 (ETAT ENGENDRE)
On appelle état engendré, ['état obtenu par une sous-séquence d’enchainement donnée .

Il est noté :
YV, E(x)

L’algorithme 3.1 de génération d’'un ASTD a partir d’'un ensemble de séquences d’en-
chainement, transcrit ce procédé de transformation. Pour une tache donnée d’une sé-
quence d’enchainement donnée, a l'aide de 1’état courant, I’état accessible est généré. Si
I’état accessible n’est pas encore dans PASTD, il est ajouté dans I’ensemble £ des états
admissibles. Puis la tache de I’état courant est ajoutée a I’état accessible dans I’ensemble

T, si celle-ci n’existe pas encore. L’état accessible ainsi généré devient ’état courant, et

IMéthode basée sur 1'évolution de différents types de graphes
*Notion d’ensemble : [a, o]

*Notion d’ensemble : [a, o]
“Notion d’ensemble : [ov;, u]
*Notion d’ensemble : ]ov;, u]
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Entrée : T Ensemble des séquences d’enchainement
Variable : état courant, état obtenu, état initial
Sortie : ASTD
Pour chaque séquence d’enchainement de T faire
Pour chaque tache faire

// Traiter la tache courante

Générer ’état obtenu a l’aide de la tache en cours
Si I’état obtenu n’existe pas alors

Créer I’état obtenu
Fin si
Si ’arc n’existe pas alors

Ajouter l'arc de I’état courant & 1’état obtenu
Fin si
L’état obtenu devient 1’état courant

Fin pour
Revenir a ’état initial // Racine de I’ASTD

Fin pour

ALGO 3.1 : Algorithme de génération d'un ASTD

ce procédé est répété pour toutes les taches de toutes les séquences d’enchainement de

I’ensemble T.

Pour illustrer cette transformation, ’assemblage du produit P suivant est traité. P est
constitué des composants A, B, C, D et de leurs taches respectives associées a, b, ¢, d et de
la tache u de déchargement du produit fini. L’ensemble YT des séquences d’enchainement
est par exemple :

T ={
a—c—b—d—u,
a—c—d—>b—u,
a—b—c—d—u, (3.1)
a—b—d—c—u,
a—d—c—b—u,
a—d—b—c—u}
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|A,BIC,D|[A CB,D|[A DB C|

|A.B.DIC|[A B, CD|[ACDB|

AB,CD

FiG. 3.2 — ASTD représentant I’ensemble T des séquences d’enchainement

A laide de ’algorithme 3.1, FASTD A =< £, 7 > est obtenu. Il comporte neuf états
d’assemblage différents :
¢={<AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><ABCD >
,<A B CD><AB,C,D><ABCD><AB,C,D >},
et treize tdches différentes :
= {(< A,B,C,D >,a),(< A,B,C,D >b),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >
,d), (< A,B,C,D >b),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,d), (<
A, B,C,D >b),(< A,B,C,D >,d),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,
C,D >,d)},
plus celle de déchargement (< A, B,C, D >, u) qui n’apparait pas dans la représentation
graphique de 'ASTD, et ce avec seulement cing taches d’assemblage (une de charge-
ment du composant de base, trois adjonctions de constituants et une de déchargement).

L’ASTD A peut se représenter comme le montre la figure 3.2.

Avec I’algorithme 3.1, nous pouvons en déduire la propriété 3.1 d’unicité de PASTD

généré & partir d’un ensemble T de séquences d’enchainement.

PROPRIETE 3.1 (UNICITE DE L’ASTD)
SiY est un ensemble de séquences d'enchainement alors '’ASTD A généré par I'algorithme 3.1
est uniqueS et représente de facon biunivoque I'ensemble Y.

Qui peut s’écrire :

VY, A, MA(T) = A|T = SEA(A)

6314 :1] existe de maniére unique A



3.3 Méthode proposée 55

DEMONSTRATION 3.1

Selon J. VELU [51], si nous considérons Y comme un langage de Kleene, il lui correspond
de facon biunivoque un automate d’état fini < ¥,€,1,E,0 >, ot ¥ est l'alphabet de
l'automate, € est l’ensemble des états de I'automate, I est I'état initial, £ est I'état
final, § est la fonction de transition de I'automate définie de € X Y. — €. Les états de
cet automate sont trivialement les états successifs du produit en cours d’assemblage et
les transitions entre les états (adjonction d’un symbole), les taches. Donc cet automate
n’est autre que ’ASTD associé. Nous avons alors VY, A, M 4(T) = AT = SEA(A).

3.3.2 Génération du graphe d’enchainement

Comme vu ci-avant, le graphe d’enchainement est le graphe dual d'un ASTD qui
représente les mémes processus d’assemblage, ot les noeuds sont les taches d’assemblage

de 'ASTD, et les arcs représentent les enchainements de ces taches.

La transformation d’'un ASTD en un graphe d’enchainement est une réécriture de la
représentation formelle de ’ASTD en prenant comme noeuds pour le graphe d’enchaine-
ment les taches entre les états de 'ASTD et a chaque état entre deux taches de TASTD

correspond un arc dans le graphe d’enchainement entre les deux taches correspondantes.

Un graphe d’enchainement est un graphe orienté et non simple car il peut exister des

paires de noeuds {7, j} tel qu’il y ait plusieurs arcs orientés (i, ) et/ou (j,1).

La transformation d’'un ASTD en un graphe d’enchainement est transcrite & ’aide
de 'algorithme 3.2. La notion de cocycle” est introduite (voir Annexe A), pour résoudre

cette phase mathématiquement.

Avec I'exemple de ’ASTD A de la figure 3.2, les demi-cocycles supérieurs sont :

- wh(<A,B,C,D>)={(<AB,C,D>,a)}

- wh(< A,B,C,D >)={(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >
)}

-~ wh(<A,B,C,D>)={(<AB,C,D>b),(<AB,C,D>c)}
- wh(<A,B,C,D>)={(<AB,C,D>,c),(<AB,C,D>,d)}
- wh(<A,B,C,D>)={(< A,B,C,D >b),(< A,B,C,D >,d)}
- wi(<A,B,C,D>)={(<A,B,C,D >,b)}
-~ wh(<A,B,C,D>)={(<A,B,C,D>,c)}

"On appelle cocycle d’un sommet Pensemble des arcs qui lui sont incidents.
Le demi-cocycle supérieur w™ d’un sommet est I'ensemble des arcs sortant de ce sommet.

Le demi-cocycle inférieur w~ d’un sommet est 'ensemble des arcs entrant en ce sommet.
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Entrée : A ASTD

Variable : a, b taches d’assemblage

£ état initial de a
Sortie : Graphe dual
Pour chaque état de A faire
// Traiter l’état courant
Définir les demi-cocycles supérieurs wj de chaque état.
Fin pour
Pour chaque état de A faire
// Traiter l’état courant

Générer toutes les relations de précédence possibles entre les taches

appartenant aux demi-cocycles supérieurs w;.
Pour chaque relation (a,b) faire

Rechercher I’état initial € de a

Ajouter la relation (a,b)s dans I’ensemble des demi-cocycles

supérieurs wgD en a

Fin pour

Fin pour
Avec les demi-cocycles supérieurs wg , nous établissons le graphe
D

d’enchainement G p correspondant.

- wi(<A,B,C,D>)={(< A,B,C,D>,d)}
- wh(< A,B,C,D>) ={

(< A,B,C,D >,u)}

ALGO 3.2 : Algorithme de génération du graphe d’enchainement d’'un ASTD

Cet algorithme permet de définir les demi-cocycles supérieurs wjl de chaque état

d’'un ASTD en recherchant tout état possible suivant, ainsi que la téche associée. Il

permet d’engendrer aussi les demi-cocycles supérieurs w. de chaque nceud d

Gp

d’enchainement G p, afin de le générer.

suivants du graphe d’enchainement Gp sont obtenus :

+

- wg,(a) ={(a,b)ca 50,55 (@, ¢)capeps: (@.d)capepst

u graphe

Avec 'ASTD A de la figure 3.2 et 'algorithme 3.2, les demi-cocycles supérieurs WZSD
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=

FiG. 3.3 — Graphe d’enchainement généré

~wi, (0) ={(,0)ca 50> (0:0)cnpcps 0:d)cnpcpsr (0:d)cn 50D
(b, u)<A,B,C,D>}

—wg () ={(¢,0)ca5.6.55 (D) capcps (d)cnpc b (€d)ape s
(c, U)<A,B,C,D>}

~ Wi, () = {(d. D) capepss ([d0)capeps (d:6)capeps: (d€)enpe s
(d,u)caBop>t

- wgD (u) =10

De ces demi-cocycles supérieurs wgD, nous en déduisons le graphe d’enchainement

G p suivant :

Gp =< FE,0,§(,L >
E ={a,b,c,d,u}
o = {(a,h), (a,0), (a, ), (b ), (e.b), (c,d). (d, 0), (b, d), (d,b), (b,u), (e, w), (d, w)}.
¢E={<AB,C,D><ABC,D><AB,C,D><ADB,C,D >,
<A,B,C,D>,< A B,C,D> <A B,C,D><A,B,C,D>}.
L={((a,b),< A, B,C,D >),((a,c),< A,B,C,D >),((a,d),< A, B,C,D >),
((b,e),< A,B,C,D >),((b,c),< A,B,C,D >),((¢,b),< A, B,C, D >),

d),

((¢,b),< A,B,C,D >),((c,d),< A,B,C,D >),((¢c,d),< A, B,C, D >),

((d,c),< A,B,C,D >),((d,c),< A, B,C,D >),((b,d),< A,B,C,D >),
((b,d),< A,B,C,D >),((d,b),< A, B,C,D >),((d,b),< A, B,C, D >),
((b,u),< A, B,C,D >),((c,u),< A, B,C,D >),((d,u),< A, B,C,D >)}

De 14, il est évident que nous avons la propriété d’unicité du graphe d’enchainement

généré suivante :

PROPRIETE 3.2 (UNICITE DU GRAPHE D’ENCHAINEMENT D’UN ASTD)
A un ASTD correspond un et un seul graphe d’enchainement.

Nous pouvons écrire :

VA, 3G p, Mp(A) = Gp/SEA(A) = SEA(Gp)
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REMARQUE 3.1
La génération des séquences d’enchainement associées a un graphe d’enchainement se

fait en prenant tous les chemins hamiltoniens (voir définition A.6 page 128) de ce graphe.

REMARQUE 3.2
Pour un ensemble T de séquences d’enchainement, avec les propriétés 3.1 et 3.2, nous

avons un et un seul graphe d’enchainement.

3.3.3 Génération du graphe de précédence

La génération d’un graphe de précédence est composée de deux grandes phases dis-
tinctes; la simplification du graphe d’enchainement et la détermination du graphe de

précédence.

3.3.3.1 Simplification du graphe d’enchainement

A partir d’un graphe d’enchainement, une réduction du nombre d’arcs entre les taches
est effectuée a l'aide d’'un ensemble de propriétés. Cette réduction du nombre d’arcs

comporte deux cas.

Premier cas : S'il y a présence® d’arcs entre la tache o; et la tache aj et pas de

9

chemin” menant de la tache «; a la tache oy, alors il est claire que la tache «; préceéde la

tache aj. Ce cas est exprimé par la propriété 3.3, qui est transcrite dans l’algorithme 3.5.

PROPRIETE 3.3 (REDONDANCE DES PRECEDENCES)
Soit Gp un graphe d’enchainement, s'il y a au moins un arc de la tache o; a la tache a;'°,
et qu'il n'y a pas de chemin de la tiche o; a la tache «; alors la tache o; précéde la tache

Cela peut s’écrire aussi :

VGp,a; € Gp,a; € Gp, (o, 05) € wgD(ai), (0, ;) ¢ wgD(aj), ACh(aj, i) =

a; — O

811 existe au moins un arc (s, ), dans Pensemble o du graphe d’enchainement Gp =< E,0,&, L >

%Un chemin Ch(ai,a;) est une succession d’arcs permettant d’aller du nceud o; au nceud a; en
passant par un nombre fini d’arcs en respectant leur sens.

1071 existe au moins un sommet dans le demi-cocycle supérieur wgD ()



3.3 Méthode proposée 59

DEMONSTRATION 3.2

Supposons que la tache a; précéde la tache co; dans au moins une séquence d’enchaine-
ment de T, alors il existe une séquence x tel que x = x| — @j — @ — Zq,. Si une telle
séquence existe alors dans le demi-cocycle supérieur wgD (cyj), la tache (aj,ai)g(%j[)
est présente. Il y a contradiction car la condition initiale est «la tache (ozj,ai)g(%j[)

n’appartient pas au demi-cocycle supérieur de «;», alors la tache o; précéde la tache o;.

Deuxiéme cas : S’il existe au moins une paire d’arcs dont I'un est de la tache «;
vers la tache a; avec pour état initial £, et 'autre est de la tache o; a la tache a; avec
pour état initial £ c’est a dire z; = Ti, — & Q4 I

et To = &, | — 5 —
J

[ oy [

o — T9, ol T1, = T2, et xy, = Tz, , alors toutes les paires d’arcs vérifiant cette
7 J J 2

le
hypothése sont supprimées. Aprés ces simplifications, deux situations s’offrent & nous,
pour les deux taches, soit tous les arcs sont supprimés, alors les deux taches sont aussi
dites indifférentes, soit il reste des arcs entre les deux sommets aprés simplification, alors

les deux taches sont dites en relation de précédence conditionnelle (notée a; Pcoj).

DEFINITION 3.5 (INDIFFERENCE DANS LES GRAPHES DE PRECEDENCE [11])
Dans un graphe de précédence, deux taches o et o sont dites indifférentes s'il n’existe pas

d’arc ou de chemin entre eux.

Avec la définition 3.5, il est possible d’écrire la définition suivante :

DEFINITION 3.6 (INDIFFERENCE DANS UN GRAPHE D’ENCHAINEMENT)
Dans un graphe d’enchainement, deux taches o; et a; sont dites indifférentes s’il n’existe
pas d’arc ou de chemin entre eux ou si pour chaque enchainement («;, cj) d’état initial €,

il existe un enchainement (o, ;) d'état initial £.

PROPRIETE 3.4 (SIMPLIFICATION)
Soit Gp un graphe d’enchainement, s'il y a au moins un arc de la tiche «; a la tache o avec
pour état initial o , et au moins un arc de la tache «; a la tache «; avec pour état initial €,

alors cela traduit I'existence de deux séquences x| et xo telle que v =z — a; — aj —
1

[

T1, €t Ty =T, — O —Q; — g, les taches a; et o sont alors dites indifférentes.
J J 1

Dans ce cas, nous pouvons supprimer la paire d’arcs.

Cette propriété peut étre notée :
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Entrée : Graphe dual, sommet initial, sommet final
Sortie : Nombre d’arcs entre deux sommets
Pour I'ensemble w™ des demi-cocycles supérieurs du graphes dual faire

// Recherche de l’ensemble des successeurs du sommet initial
Compter le nombre d’occurrences de ’arc du sommet initial au

sommet final dans wg(sommet initial)

Fin pour

ALGO 3.3 : Algorithme de calcul du nombre d’arcs orientés entre deux sommets du

graphe d’enchainement

VGD,OzZ',ij € GD, (ozi,aj)g S w&LD (Ozi), (ij,ai)g (S wé}D (Oéj) =

31‘1,31‘2/{51 = ﬂj‘lai — Q — Oy 71‘1]%,1'2 = X9 — Qy — Oy 71‘2%7

[
5(x1ai[> = g(x%j[)7g(xl]aj) = 5(1'2]0%) =

(074 E{ai[} Oéj

3

DEMONSTRATION 3.3

Supposons que I'état engendré par la séquence T1, soit différent de I’état engendré par
la séquence T2, alors I’état initial o] de 'arc (o, o) est différent de I’état initial o]
de I'arc (o, o). 11 y a contradiction car il est supposé que 1’état initial ;| de la séquence

x1,  est le méme que I'état initial a;[ de la séquence xo_ , alors 1, = xa,_ .
o ajl o ajl
. — & — «aj) est identique a I'état

— a; — « ) alors 5(951]aj) = E(wy,, ) car E(x1) = E(x2).

Comme &(z1,, ) = E(xa, ), état engendré E(z1,,
7 J 7
engendré &(xs, |
J

Comme (o, aj)g € wéD(ai) il existe une séquence x1 telle que vy = x1, | — a; — o —

[

x1,, . Nous procédons de méme pour (o, a;)e € wng (o). La premiére implication est

laj
alors démontrée.

Pour la deuxiéme implication, il est évident que si deux séquences d’enchainement de ce
type existent alors il y a précédence de la tache «; sur la tache o et précédence de la

tache o sur la tache o;, dans ce cas nous disons qu’elles sont indifférentes.

Pour la deuxiéme de ces situations, qui est, nous le rappelons, 'existence d’arcs

entre les deux taches d’état initial différents pour chacune des paires d’arcs. S’il existe

11

un nombre 7y, o;) d’arcs (a;,a;) et un nombre Ny, ;) d’arcs (aj, ;) non nuls ne

lln(ai,aﬂ peut étre différent de Mg i)
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Entrée : Graphe dual

Variable : sommet courant

sommet initial
Sortie : Nombre d’arc entre chaque paire orientée de sommets
Pour chaque sommet initial faire

// Compter le nombre d’arcs partant de ce sommet pour chaque

sommet destination

Pour chaque sommet de ’ensemble des demi-cocycles supérieurs

(w™) faire
// Compter le nombre d’occurrence d’un sommet
Appel de I'algorithme 3.3 de calcul du nombre d’arcs orientés entre
deux sommets du graphe d’enchainement avec le sommet initial et
le sommet courant

Fin pour

Fin pour

ALGO 3.4 : Algorithme de calcul du nombre d’arcs entre chaque paire orientée de som-

mets d'un graphe d’enchainement

pouvant pas étre réduits avec les propriétés 3.3 et 3.4, alors le graphe d’enchainement
simplifié est appelé un graphe d’enchainement complexe. Si les différentes simplifications
nous conduisent & un graphe d’enchainement complexe, un hypergraphe de précédence
sera alors engendré. Cette génération d’hypergraphe de précédence sera développée dans
la section 3.5.2 p. 80.

Aprés ces simplifications successives, un graphe de précédence est généré si le graphe

d’enchainement n’est pas un graphe d’enchainement complexe.

Il est nécessaire d’introduire la notion de nombre d’arcs (voir définition A.9 page 130)
afin de simplifier ce graphe mathématiquement. Le nombre d’arcs m pour chaque paire
de sommets a et b d’'un graphe G est calculé a 'aide des algorithmes 3.3 et 3.4 et est noté
ma(a, o). Ce nombre d’arcs est le nombre d’occurrences du sommet b dans ’ensemble

des successeurs du sommet «;.

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement G p avant
simplification est :

- mgp(a,b) =1
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De 14 il est facile de remarquer que le graphe d’enchainement n’est pas un graphe simple,
car il posséde plusieurs arcs entre certains sommets, comme par exemple entre les som-

mets b et c.

A Daide de ’algorithme 3.5 de simplification des graphes d’enchainement, le nombre
d’arcs est réduit entre chaque paire de sommets en suivant le procédé précédemment cité.
Pour chacune des paires de sommets, s’il n’existe pas d’arcs avant simplification, les deux
sommets sont dits indépendants, sinon si aprés simplification, il n’y a plus d’arcs entre
deux sommets, ceux-ci sont dits indifférents. S’il existe une paire de sommets comportant
des arcs dans un sens et pas dans l'autre, alors ’enchainement des taches suit ces arcs,
en revanche s’il existe des arcs dans les deux sens entre ces sommets, un procédé de
simplification est mis en place. Pour simplifier deux arcs opposés entre deux sommets,

1'2. Cette procédure est

il est nécessaire d’avoir pour chacun d’eux le méme état initia
répétée jusqu’a la fin du traitement de toutes les paires d’arcs de tous les couples de

sominets.

L’algorithme, avec l'exemple précédent, établi les relations suivantes entre chaque
paire de taches déja en relation dans le graphe d’enchainement :

— la tache a précéde la tache b;

— la tache a précede la tache c;

— la tache a précede la tache d;

la tache b est indifférente de la tache ¢, car :

— la tache b est indifférente de la tache ¢ par rapport a I'état < A, B,C, D > ;
— la tache b est indifférente de la tache ¢ par rapport a I'état < A, B,C, D >

Y

la tache b est indifférente de la tache d, car :

12Nous appelons état initial le nceud initial de la tache de départ dans ’ASTD correspondant
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Entrée : Graphe dual

Variable : x, y sommets
& état

Sortie : Graphe dual simplifié
Pour chaque sommet z faire

// Rechercher les enchainements opposés de deuz tdches en partant

du méme état
Si mg, (z,y) = 0 alors
//Il n’eziste pas d’arcs (x,y)
Si mg, (y,x) = 0 alors
xLy
Sinon
y—
Fin si
Sinon
// Il existe au moins un arc (x,y)
Si mg, (y,x) = 0 alors
T —y
Sinon
Si (z,y)¢c € wéD () A (y,2)e € wg, () alors

Les arcs (z,y)¢e et (y,x)s sont supprimés et I’algorithme est

relancé sur le méme somiet.
Fin si
Fin si
Fin si

Fin pour

ALGO 3.5 : Algorithme de simplification du graphe d’enchainement
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— la tache b est indifférente de la tache d par rapport a l'état < A, B, C,
— la tache b est indifférente de la tache d par rapport a l'état < A, B, C
— la tache c est indifférente de la tache d, car :
— la tache c est indifférente de la tache d par rapport a l'état < A, B, C,
— la tache c est indifférente de la tache d par rapport a l'état < A, B, C,
— la tache b précede la tache wu;
— la tache c précede la tache u;
— la tache d précede la tache u.
De 1a, le graphe d’enchainement simplifié suivant est généré :
Gp, =< Es,04,&,L > ou
Es ={a,b,c,d,u},
oy = {(a,b), (a,<), (a,d), (b,u), (c,u), (d,u)},
& ={<ABC,D> <AB,C D> <ABCD> <AB,C D>}
et Ly = {((a,b),< A,B,C,D >), ((a,¢),< A,B,C,D >), ((a,d),< A,B,C, D >),
((b,u),< A,B,C,D >), ((c,u),< A, B,C,D >), ((d,u),< A,B,C,D >)}

Apres la simplification du graphe d’enchainement, nous passons a la phase de déter-

mination du graphe de précédence.

3.3.3.2 Détermination du graphe de précédence

Comme vu ci-avant, si le graphe d’enchainement simplifié n’est pas un graphe d’en-
chainement complexe alors il est équivalent au graphe de précédence associé a ’ensemble

des séquences d’enchainement.

Le graphe de précédence Gp est engendré, en affectant respectivement les nceuds et les
arcs du graphe d’enchainement simplifié¢ aux nceuds et aux arcs du graphe de précédence.
Cette méthode donne le graphe de précédence Gp suivant :

Gp =< E,U > ou E ={a,b,c,d,u} et U ={(a,b), (a,c), (a,d), (b,u), (c,u), (d,u)}

Le graphe de précédence ainsi généré peut étre représenté par la figure 3.4.

11 est évident que le graphe ainsi engendré est unique, nous avons donc la propriété

d’unicité du graphe de précédence généré suivante.

PROPRIETE 3.5 (UNICITE DU GRAPHE DE PRECEDENCE GENERE)

Soit Gp un graphe d’enchainement, et G son graphe de précédence engendré par notre mé-
thode, nous avons SEA(Gp) = SEA(G) si et seulement si Gp peut étre représenté par un
seul graphe de précédence.

Soit :
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FiG. 3.4 — Graphe de précédence généré

YGp,3IG/SEA(Gp) = SEA(G) =
G, Mg (Gp) = G'/SEA(Gp) = SEA(G") et G = G

3.4 Exemple

Afin d’illustrer cette méthode, un ensemble de cas différents d’un exemple est déve-
loppé ci-aprés. Soit un produit P constitué de quatre composants A, B,C, D, ces com-
posants sont «assemblés» par leurs taches respectives a, b, c,d. Pour cet exemple, un
ensemble de cas possibles (Cas i) est étudié, ou les ensembles Y; des séquences admis-

sibles seront différents dans chacun d’entre eux.

3.4.1 Casl:
L’ensemble T des séquences d’enchainement est :

Ti={a—b—c—d—u}

Avec I'ensemble T1, 'ASTD A; =< &1, 71 > de la figure 3.5 est obtenu :
&4 ={<AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D >
¥
et m ={(< A,B,C,D > a),(< A,B,C,D >b),(< A,B,C,D >,¢),(< A,B,C,D >
,d), (< A,B,C,D >,u)}

Les demi-cocycles supérieurs de A; sont :

-~ wi (<A B,C,D>)={(<AB,C,D>a)}
-~ wi (<A B,C,D>)={(<AB,C,D>,b)}
- Wi (<AB,C,D>)={(< A B,C,D>c)}



66 Chapitre 3

-~ wh (<A,B,C,D>)={(<A,B,C,D>d)}

- Wi (<AB,C,D>)={(< A, B,C,D>,u)}

La méthode de transformation d’un ASTD en un le graphe d’enchainement donne le
graphe G p, représenté par la figure 3.5(b) avec Gp, = (E1,01,&1,L1) ou
Ey ={a,b,c,d,u} et
o1 ={(a,b), (b,¢), (¢,d), (d,u)},
& ={<AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D >
} et
L1 = {((a,b),< A,B,C,D >), ((b,c),< A, B,C,D >), ((¢,d),< A, B,C, D >),
((d,u),< A,B,C,D >)}
et les demi-cocycles supérieurs sont :

- wey, (@) ={(a;b) <4005}
A,B

waD(): (b, ) 5,C,D> )
~ Wap, (@ ={(e;d)cap.6,0>
*WGD()Z{(CL) B,C,D>}

- wGDl (u) =10

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement est :

- mgp, (a,b) =1

- M@Gp, (bye)=1

- map, (¢,d) =1

- MGp, (d,u) =
Dans ce cas trés particulier, la méthode de simplification du nombre d’arcs n’influe

pas sur celui-ci, car le graphe d’enchainement est linéaire. D’aprés la propriété 3.3, un

graphe d’enchainement linéaire ne peut pas avoir d’arc élagué.

Nous voyons dans ce cas trés simple, a l’aide de la figure 3.5(c), que le graphe engendré
par notre méthode, est bien le graphe de précédence associé (ici trivialement) & ’ensemble

des séquences d’enchainement.

3.4.2 Cas2:

L’ensemble Ty des séquences d’enchainement est :

To = {
a—c—b—d—u,
a—c—d—>b—u}
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= (b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence

Fig. 3.5 - Cas 1

Avec I’ensemble Yo, 'ASTD Ay =< &, 7 > de la figure 3.6 est obtenu :
& ={<AB,C,D > <A B,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D >
, <A B,C,D >}
et = {(< A,B,C,D >,a),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >
,d), (< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,u)}

les demi-cocycles supérieurs de ’ASTD A; sont :
N ij(< A’?’C}? >) ={(< A,?,Cj,? >,a)}
-~ wi,(<A,B,C,D>)={(<A,B,C,D >,c)}

(
( (
Y (< AB,C,D>)={(<AB,C,D>b),(<ABC,D>d)}
( ( )
( (

)
7‘%42 ) ,
- Wi (<AB,C,D>)={(<AB,C,D>0b)}
- wi,(<AB,C,D>)={(< A, B,C,D>ad}

-~ wi,(<A,B,C,D>)={(< A, B,C,D>,u)}

La méthode de transformation d’'un ASTD en un graphe d’enchainement donne le
graphe G p, représenté par la figure 3.6(b) avec Gp, = (Fa, 02,2, L2) ou
Ey ={a,b,c,d,u} et
02 = {(a,0), (b,d), (b,u), (e,0), (¢, ), (d,b), (d,u)},
& ={<AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><ADB,C,D><AB,CD>
,<A,B,C,D >}
et Ly = {((a,c),< A,B,C,D >), ((b,d),< A, B,C,D >), ((byu),< A, B,C, D >),
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((c,b),< A,B,C,D >), ((¢,d),< A,B,C,D >), ((d,b),< A, B,C,D >),
((d,u),< A,B,C,D >)},

et les demi-cocycles supérieurs sont :

- why, (@) ={(a.c)capcps}

- wé p, (0) =10 d)ca 505> (0 u)ca oD}
- ch ( ) =A{(c;0)capc.p>: (¢ d)cnpepst
- ():{( ) A,B,C, >v(d7u)<A,B,C,D>}

+ _
- wGD2 (u) =0
Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement est :

- mgp,(a,c) =1

— Map, (b,d)=1
- MGp, (byu) =1
- MGp, (c,b) =1
~ mgp,(c,d) =1
— Map, (d,b) =1

- map, (d,u) =1
L’algorithme permet de simplifier la paire d’arcs entre les taches b et d, ce qui donne
I'indifférence entre ces deux taches. L’ensemble des autres enchalnements de taches reste

inchangé de par la propriété 3.3.

Le graphe d’enchainement simplifié Gp,, est alors : Gp,, = (Fas, 02s, {25, L2s) Ol
Eys = {a,b,c,d,u} ,
02s = {(a7c)v (b,u), (Ca b)’ (C, d)7 (d,u)},
&s={<ABC,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D >
, <A B,C,D >}
et Las = {((a,c),< A, B,C,D >), ((b,u),< A,B,C,D >), ((¢,b),< A,B,C,D >),
((e,d),< A,B,C,D >), ((d,u),< A, B,C,D >)},

et les demi-cocycles supérieurs sont :

- wéD (a) ={(a,0)ca,B,c,0>}
- WG ( ) = {(b, u)<A,B,c,D>}
- WGD2 (©) = {(e.b)enpeps (€ Denpepst
- wgp (d) ={(d,u)capcp>)
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- |}uoe D
O

(b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence

|A,B,CD||A C,DB|

(a) ASTD

F1G. 3.6 — Cas 2

- mgp, (¢,b) =1

- MGp,, (c,d)=1

- MGp,, (dyu) =1

Cet exemple illustre un cas de simplification d’une paire d’arcs opposés de méme état
initial ou deux taches sont indifférentes.

A Paide de la figure 3.6(c), nous voyons que le graphe obtenu Gp,, est bien le graphe
de précédence associé & I'ensemble Yo des séquences d’enchainement, il est exhaustif et
valide.

3.4.3 Cas 3

L’ensemble Y3 des séquences d’enchainement est :

Ts={
a—c—b—d—u,
a—d—b—c—u}

Avec l’ensemble T3, 'ASTD A3 =< &3, 73 > de la figure 3.7 est obtenu :
& ={< A B,C,D><AB,C,D><ABC,D><ABC,D><AB,C,D >
,<A B,C/ D> <A B,C,D >}



70 Chapitre 3

et 3 = {(< A,B,C,D >,a),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,c),(< A, B,C,D >
,d), (< A,B,C,D >,d), (<A B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,u)}

Les demi-cocycles supérieurs de PTASTD A3 sont :
-~ wh, (<A B,C,D>)={(<AB,C,D>a)}

-~ wi,(<A,B,C,D>)={(<A,B,C,D>,b),(< A B,C,D>,d)}
- Wi (<A,B,C,D>)={(< A,B,C,D>,c)}
- Wi (< A,B,C,D>)={(<A,B,C,D>,c)}
- wi (<A B,C,D>)={(< A B,C,D>b)}
-~ wi (<A B,C,D>)={(<AB,CD>,d)}
3

- wA3(< A,B,C,D>)={(< A,B,C,D >,u)}

La méthode de transformation d’'un ASTD en un graphe d’enchainement donne le
graphe G p, représenté par la figure 3.7(b) avec Gp, = (Es, 03,3, L3) ou
Es ={a,b,c,d,u},
03 = {(a b), (a, ) (b, C) (b u) (C, b), <67 d)’ (da C)? (d,u)},
& ={< A B C,D><AB,C,D><ABC,D><ADB,C,D><ABCD>
,<A,B,C,D> <A B,C,D >}
et L={((a,b),< A, B,C,D >),((a,c),< A,B,C,D >), ((b,c),< A, B,C,D >),
((byu),< A,B,C,D >), ((¢,b),< A,B,C,D >), ((¢,d),< A,B,C, D >),
>

((d,c),< A,B,C,D >), ((d,u),< A, B,C,D

et les demi-cocycles supérieurs sont :

- wh, (@) ={(a.b)o1 00> (a.¢)cap0p>}
- W&LD3 (0) = {(b, C)<A,B,C,D>:(ba U)ca,B,c,0>
- wéDg (c)={(e;b)capeps (¢ d)capeps
- WgDB (d) = {(d, c)<A,B,C‘,D>= (d,u <A,B,C,D>
. wng (u)=10

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement est :
- MGp, (a b) =1
- map,

_ mGD3

)
- mgp,(d,c) =
- MGp, (d,u) =
Dans ce cas, 'algorithme de simplification n’influe pas sur le graphe d’enchainement

car aucune paire d’arcs ne respecte les conditions de simplification. Les paires d’arcs
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~8co] o
o 1:9 0
()

(b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence

AB,C,D

(A 8/c.5] [ADB.c]

|AB.CD| [AcC DB] invalide
OxOxOLOLOROLO0L0L0L0

(a) ASTD (d) Ensemble minimal des graphes de précédence
Fig. 3.7 - Cas 3

opposés sont, par exemple entre les taches b et ¢ d’état initial < A, B,C, D > pour 'arc
allant de la tache b a la tache c et d’état initial < A, B,C, D > pour I'arc allant de c a b.

Pour la figure 3.7, le graphe généré, avec la méthode de génération des graphes de
précédence, n’est pas un graphe de précédence valide car il existe des circuits dans ce

graphe.

3.4.4 Cas 4:

L’ensemble T4 des séquences d’enchainement est :

T4:{
a—c—b—d—u,
a—c—d—>b—u,
a—b—c—d—u,
a—d—c—b—u}

Avec lensemble T4, 'ASTD Ay =< &4, 74 > de la figure 3.8 est obtenu :
& ={<AB,C,D><AB,C,D><ABC,D><ABC,D><AB,C,D >
,<A B CD><AB,C,D><A,B,C,D >}
et 4 = {(< A,B,C,D >,a),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,c),(< A, B,C,D >
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,d),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,d), (<
A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,d),(< A,B,C,D >,u)}
Les demi-cocycles supérieurs de PTASTD A4 sont :
*W34(<A,?,Cj,?>):{(</_1,Bi,c:',,;>,a)} o o
-~ wh (<A B,C,D>)={(<A,B,C,D>b),(<AB,C,D>c),(<AB,C,D>

yd)}
- Wi (<A B,C,D>)={(< A B,C,D>c)}
-~ wh (<A,B,C,D>)={(<AB,C,D>c)}
- wi (A B,C,D>)={(< A B,C,D>b),(<AB,C,D>d)}
- Wi (<AB,C,D>)={(<AB,C,D>0b)}
- Wi (<A B,C,D>)={(<AB,C,D>4d)}

-~ wi (<AB,C,D>)={(<AB,C,D>u)}

La méthode de transformation d’'un ASTD en un graphe d’enchainement donne le
graphe G p, représenté par la figure 3.8(b) avec Gp, = (E4, 04,84, L4) o1
Ey ={a,b,c,d,u} et
o1 = (00 0,0, (1) () 0, 5.0, (00, 00, 0, (), (01, (00, 8,0}
&={< A B,C,D><AB,C,D><AB,C,D><ABC,D><AB,C,D
, <A, B,C,D> <A B,C,D> <A B,C,D >}

et Ly = {((a,b),< A,B,C,D >), ((a,¢),< A,B,C,D >), ((a,d),< A, B,C, D >),
((b,¢),< A,B,C,D >), (b,d),< A, B,C,D >), ((byu),< A, B,C,D >),
((¢,b),< A,B,C,D >), ((¢,b),< A, B,C,D >), ((¢c,d),< A, B,C, D >),
((¢,d),< A,B,C,D >), ((d,b),< A,B,C, D >),
((d,c),< A,B,C,D >), (d,u),< A,B,C, D >)}
et les demi-cocycles supérieurs sont :
- wE;LD (@) ={(a,b)c4,8,¢,05+ (@, ¢)ca 86,55 (0. d) 4 5.0.D>}
- WGD (0) ={(,0)capc.p> (b:d)ca oD (b;U)ca B o>t
—wgp,, (@) ={(e.0)cn p,6,p>0 (6:0)ca 5,605 (¢ D) ca 5,6, (¢ d)ca b p>}
- ( ) =A{(d,b)ca, 3,005 (d:¢) caB,¢, D>+ (d W) ca B, D>}
- wGD4(u) =0

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement est :

- map, (a,c) =1
- mgp, (a,d) =1
- mgp, (b,c) =

- mgp, (b,d) =1
- map, (byu) =1
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- ma,,
- MGp, (dyu) =1
L’algorithme de simplification permet de supprimer les arcs entre les taches b et d,
afin de les rendre indépendantes et de supprimer une paire d’arcs entre les taches b et
c ainsi qu’entre les taches ¢ et d afin de les rendre indifférentes (b =_4 g p> ¢ et
¢ =_4pc.D> d). Comme la tache c est indifférente des taches b et d d’une part et que
d’autre part la tache ¢ précede les taches b et d, il est possible avec la propriété 3.3 et

3.4 de dire que la tache c précéde les taches b et d.

Le graphe d’enchainement G'p, devient le graphe d’enchainement simplifi¢ Gp,, :
Gp,, = (Bus, 045, &4s, Las) ot
E4s = {a,b,c,d,u},
o1s ={(a,0) 1 5.c.p>> (0, ¢) 43,005+ (0, d) <4, ,0.D>+ (b;4) ca B.o.D>» (6:0) <A B.E.D>>
(c, d)<A,B,C’,D>v (dvu)<A,B,C,D_>}_7 - o o - ~
&s={<A,B,C,D > <A B,C,D><AB,C,D><ABC,D><ADB,C D>
,<A,B,C,D> <A B,C,D> <A B,C,D >}
et Lys = {((a,b),< A, B,C,D >), ((a,c),< A,B,C,D >), ((a,d), <
((b,u),< A, B,C,D >), ((¢,b),< A,B,C,D >), ((¢,d),< A, B,C, D
((d,u),< A,B,C,D >)}

et les demi-cocycles supérieurs sont :

< A,B,C,D >),
>),

- why, (0) ={(a,0) a1 300> (0048005 (a:d) a5 ps}
- W§D4S(b) {(b,u)ca 5,05}

- W&LD4S(0) {(e, b)<ABCD>7(C d)<ABCD>}

- W5D4S(d {(d, U)<ABCD>}

) =
- w§D4S (u) =0

est :
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|| A, D/B, C | (b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence
non exhaustif

w —
© (D
(a) ASTD (d) Ensemble minimal des graphes de précédence

FiGg. 3.8 — Cas 4

Sur la figure 3.8, nous pouvons voir que le graphe de précédence, généré avec la
méthode de génération de graphe de précédence, n’est pas exhaustif, mais il est valide.
Cependant il pourrait étre encore simplifié, avec la suppression des arcs (a,b) et (a,d)

par transitivité.

3.4.5 Evaluation

Nous voyons, dans un certain nombre de cas, que cette méthode est efficace, mais dans
un certain nombre d’autres cas, elle engendre des graphes de précédence non exhaustifs,
et méme quelquefois des graphes de précédence non valides, comme dans le cas de la
figure 3.7, ou il y a des circuits dans le graphe. D’aprés la définition 1.17, un graphe de
précédence est un graphe simple, orienté, connexe, sans boucle et sans circuit. Alors
par définition, tout sommet doit appartenir & une chaine'® reliant le sommet initial au

sommet final du graphe de précédence.

Pour le cas développé au cours de I'exposition de la méthode et pour les cas 1 et
2, les graphes de précédence engendrés par la méthode sont donc valides et exhaustifs
car ceux-ci générent les séquences d’enchainement de ’ensemble de base sans en générer

d’autres qui seraient invalides.

13Une chaine est une succession d’arcs, sans tenir compte de leur orientation, entre deux sommets.
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En ce qui concerne le cas 3, notre méthode engendre un graphe invalide.

Enfin, pour le cas 4, le graphe de précédence engendré par la méthode est valide,
mais n’est pas exhaustif, c’est-ad-dire ne permet pas d’obtenir ’ensemble des séquences

d’enchainement initial, mais ne géneére pas de séquence d’enchainement invalide.
De cet exemple nous pouvons donc en déduire les propriétés suivantes :

PROPRIETE 3.6 (CONDITION DE NON-VALIDITE)

Si Y I'ensemble des séquences d’enchainement ne peut pas étre représenté par un seul graphe
de précédence G alors le graphe de précédence G’ généré par notre méthode est non valide
ou non exhaustif.

Nous écrivons :

VY, AIG/SEA(G) =T = M(Y) = G'/SEA(G') # T

DEMONSTRATION 3.4

Supposons que notre méthode appliquée sur ’ensemble des séquences M(Y) donne un
graphe de précédence G' unique représentant YT (M(Y) = G'/SEA(G") = T) alors il
existe un unique graphe de précédence G pour représenter Y (VY,3G/SEA(G) =17T).
Il y a contradiction donc nous avons :

VY, AIG/SEA(G) =T, = M(Y) = G'/SEA(G') £ Y

Pour conclure I'étude de ’exemple du cas 4, il est donc possible de dire que cette
méthode n’est pas efficace dans tous les cas et nous pouvons écrire la propriété de validité

suivante :

PROPRIETE 3.7 (CONDITION DE VALIDITE)

Si Y I'ensemble des séquences d'enchainement peut étre représenté par un seul graphe de
précédence G alors le graphe de précédence G' généré par notre méthode est valide et ex-
haustif, il représente I'ensemble Y des séquences d’enchainement et est égal au graphe de
précédence G.

Nous écrivons :

VY,3IG/SEA(G) =T = 3G, M(Y) = G'/SEA(G') = T,G = G’

DEMONSTRATION 3.5
Avec les propriétés 3.1, 3.2, 3.5, nous savons que notre méthode donne un graphe unique,

si celui-ci est valide, nous avons un graphe de précédence unique.
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Supposons qu’il n’existe pas un unique graphe de précédence pour représenter 1’ensemble
de séquences d’enchainement initial, comme notre méthode donne toujours un graphe
unique G, alors ce graphe ne peut pas représenter ’ensemble des séquences d’enchaine-
ment.

Supposons maintenant que I’ensemble Y des séquences d’enchainement peut étre repré-
senté par un seul et unique graphe de précédence G. Nous pouvons écrire 3G /SEA(G) =
Y. Comme notre méthode engendre un graphe de précédence G' unique qui est équivalent
au graphe d’enchainement Gp, étant lui-méme équivalent & 'ASTD A, et que 'ASTD

généré est équivalent a I'ensemble Y des séquences d’enchainement, comme G = Y et
G' =17 alors G = G’

3.5 Améliorations possibles de la méthode

Suite & 'exposé des propriétés 3.6 et 3.7 il est possible de proposer deux améliora-
tions : I'une est pour la génération des graphes de précédence, I’autre pour la génération

des hypergraphes de précédence.

3.5.1 Meéthode II-améliorée

Comme nous l'avons vu dans ’exemple ci-avant, notre méthode engendre des graphes
de précédence valides et exhaustifs uniquement lorsque ’ensemble initial des séquences
d’enchainement peut étre représenté par un seul graphe de précédence. Une amélioration
de notre méthode serait le découpage de l’ensemble des séquences d’enchainement en
sous-ensembles pouvant étre représentés respectivement par un seul et unique graphe de

précédence.

Suite aux travaux de A.BRATCU [11], il existe une méthode de découpage des en-
sembles de séquences d’enchainement en sous-ensembles pouvant étre représentés par
un seul graphe de précédence. Pour cela, il suffit d’engendrer & partir de ’ensemble
T, les sous-ensembles YT; tels que chaque T; respecte la propriété 113.8 introduite par
A.BRATCU.

PROPRIETE 3.8 (II)
Soit Y un ensemble de séquences d’enchainement composées de tiches de E. Soit un en-
semble §(Y) de paires de tiches de E. On dit que T posséde la propriété 11 par rapport a

I'ensemble 6(Y') si pour toute séquence x de T et pour toute paire de 6(Y) en succession di-
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recte, la séquence symétrique x’ de x, par rapport a la paire considérée, appartient aussi 3 Y :

Vo e Y, V(y,a;) € 6(Y),z = To,| — Q — Qj— T)o; € T

= To Q0 T, € T

DEFINITION 3.7 (SEQUENCE D’ENCHAINEMENT SYMETRIQUE)

Soit Y un ensemble de séquences d’enchainement composées de symboles d’'un ensemble
d(T) et soit une séquence d’enchainement x de Y. En écrivant = sous la forme : x = x|
— Oy — Oy — :L'}aj,

oU ] €t T),,; sont des sous-séquences d'enchainement de 6(T), (c;, ;) étant une paire de
symboles de 6(T), la séquence d'enchainement x' s'écrit : @' = o, — aj — i — T,

x’ s'appelle la séquence d’enchainement symétrique de x par rapport a la paire (o, oj).

A P’aide des exemples des figures 3.5, 3.6, nous voyons que la propriété 3.8 est vérifice.
Nous allons, par exemple, traiter le cas de la figure 3.8, afin d’illustrer notre méthode

que nous appellerons «méthode-IT-améliorée».

L’ensemble Y4 des séquences d’enchainement est :

Ty ={
a—c—b—d—u,
a—c—d—b—u, (3.2)

a—b—c—d—u,

a—d—c—b—u}

A Tlaide de la propriété II, ’ensemble Y4 des séquences d’enchainement est découpé

en deux sous-ensembles Y4, et Yy,.

Ty, ={
e b—d—
a—-c u, (3.3)
a—c—d—>b—u,
a—d—c—b—u}
YTy, ={a—b—c—d—u} (3.4)

Avec 'ensemble Yy4,, 'ASTD Ay, =< Ey,, 74, > de la figure 3.9 est obtenu :
Ey,, = {< A,B,C,D >,< A,B,C,D >,(< A,B,C,D >, < A,B,C,D >,< A, B,C,
D> <A B,C,D> <A B,C,D >}
et 4, = {(< A,B,C,D >,a),(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >.,d),(< A,B,C,D >
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e‘e":a

| A, C/B,D || A, D/B, C | (b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence

A B,C,D

:

|A,B,C/D||A C,DB|

(a) ASTD

F1G. 3.9 — Cas 41 IT-amélioré

o), (< A,B,C,D >,b),(< A,B,C,D >,d),(< A, B,C,D >,b),(< A, B,C,D >,d), (<
A,B,C,D >, u)}

Les demi-cocycles supérieurs de PASTD A4, sont :

- wh, (<A,B,C,D>)={(<4,B,C.D >,a)}

_ w;41(< A,B,C,D>)={(< A,B,C,D >,c),(< A,B,C,D >,d)}
- wy, (< A,B,C',l? >) ={(< A,l:%,é,{) >.c)} 7

- wh, (KA B,C,D>)={(< A,B,C,D >b),(< A,B,C, D >.d)}
- wh, (SAB,C.D>)={(<AB,CD>b)}

- wh, (KA B,C,D>)={(<AB,C,D>4d)}

- wi, (KA,B,C,D>)={(< A B,C.D>u)}

1
Avec le graphe d’enchainement Gp, de la figure3.9, nous avons Gp, = (E4,,04,)

ou By, ={a,b,c,d,u} et o4, = {(a, C)<A,B,C_’,D>’ (a, d)<A,B,C‘,D>v (b, d)<A,B,C,D>v

(0sw)caBop>s (€0)ca e ps: (€0)capeps (d)capeps (dib)ca o bss
(d,¢)c 5,005 (d;u) 4 pcp>}, et les demi-cocycles supérieurs sont :

- WE% (a) ={(a,0)capc.p>r (@) i 5op>)

- WE:LD41 (0) ={(,d)ca5.c.p>> (0, u)ca pops>}

- wg% (¢) ={(e;b)caB,c.p> (:0)ca B o ps: (€A cn B D>s )
- ED41 (d) = {(d, b)<A,B,C,D>7 (d, C)<A,B,O,D>a (d, U)<A,B,C,D>}
~wh, (u) =0



3.5 Améliorations possibles de la méthode 79

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement non

simplifié est :

~ MG, (a,c) =1
- MGp,, (a,d) =1
~ MGy, (b,e) =1
- Map, (b,d) =1
- Mmap, (byu) =1
- MGp, (c,b) =2
~ MGy, (c,d)=1
- Map, (d,b) =1
~ MGy, (d,c)=1

- Magp, (d u) =1
A T'aide de I’algorithme de simplification, les arcs entre les taches b et d disparaissent
ainsi qu’entre les taches c et d. Ces taches deviennent, par ces suppressions respectivement

indépendantes.

Nous obtenons alors le graphe d’enchainement simplifié suivant :

GDy,, = (Basy, 0451584515 Lasy ) 0l
Ey4, ={a,b,c,d,u}
et 45, = {(a,¢), (a,d), (b,u), (c,b), (d,u)},
ous, ={<A,B,C,D> <A B,C,D> <AB,C,D> <A B,C,D >},
et Lys, = {((a,c),< A,B,C,D >), ((a,d),< A,B,C,D >), ((b,u),< A, B,C, D >),
((c,b),< A,B,C,D >), ((d,u),< A, B,C, D >)},
et les demi-cocycles supérieurs sont :
- Wy, (@ =1{a.)capcp>(adapepst
WGD ( ) ={(b, U)<A,B’,C,D>}
w§D4 (¢) ={(c;V)caBe.p>}
w§D4 (d) ={(d,u)capcp>}t
- by, (W)=
Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets du graphe d’enchainement simplifié

est :

- MGy, a,c)
- mGD431 a, )
)

(
(
- mGD4gl (
(
(

S Q,
1
Lo

S

9

S

¢,b)
d,w)

mGD4sl

B mGD451
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IZ = (b) Graphe d’enchainement (c) Graphe de précédence

Fia. 3.10 — Cas 45 IT-amélioré

Avec la méthode Il-améliorée, le graphe de précédence de la figure 3.9 est obtenu. Ce

graphe représente de maniére biunivoque I’ensemble T4, des séquences d’enchainement.

Maintenant, nous allons passer au deuxiéme sous-ensemble Y4, de Y4. Avec l'en-
semble Y4, qui est identique & ’ensemble Y1, si nous nous rapportons a la section 3.4.1,
nous voyons que le graphe de précédence de la figure 3.10 est valide, exhaustif et corres-

pond de maniére biunivoque a ’ensemble T4, .

Pour conclure sur cette amélioration, il est possible de dire que cette méthode est
efficace pour la génération des graphes de précédence valides et exhaustifs. Cependant
le découpage de I’ensemble des séquences d’assemblage en sous-ensembles représentables
par un seul graphe de précédence n’est pas trivial. C’est pour cela que nous allons nous

pencher sur une autre méthode d’amélioration.

3.5.2 Détermination de I’hypergraphe de précédence

Aprés simplification des arcs comme nous I'avons vu dans la section 3.3, un graphe
d’enchainement est obtenu. Deux cas peuvent se produire : le premier est le plus simple,

le graphe d’enchainement simplifié est équivalent au graphe de précédence associé a ’en-
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semble T de départ ; le deuxiéme est plus complexe, le graphe d’enchainement simplifié
est dit complexe, il est équivalent a un hypergraphe de précédence.

Dans un graphe d’enchainement complexe, il y a présence d’arcs opposés ou d’arc(s)

14

complexe(s)'* entre deux sommets.

La détermination d’un hypergraphe de précédence est due au fait que I’ensemble Y des
séquences d’enchainement ne peut pas étre représenté par un seul graphe de précédence.
Ce qui traduit la présence de conditions de précédence du type la tache a précede la

tache b ou la tache ¢ préceéde la tache b.

Pour cela en nous inspirant de T. DE FAz10 et D.E. WHITNEY [14], nous supposerons

que toutes les contraintes de précédence peuvent s’écrire sous la forme :
f(E—ai) = o et oy — g(E — ) (3.5)

Ou : E est ’ensemble des taches, f et g deux fonctions logiques.

Les fonctions logiques peuvent étre écrites sous leur forme normale conjonctive de
clauses, ou chaque clause est une tache d’assemblage ou une disjonction de contrainte de

précédence :
(al/\ag/\.../\Al/\Ag/\...)—>a,~ et Ozi—>(ﬂ1/\ﬂ2/\.../\Bl/\B2/\...) (36)

Ou :a1, 9, ..., 01,02, ... sont des taches d’assemblage et Ay, As, ..., By, Ba, ... sont des

disjonctions de taches d’assemblage.

Détermination des précédences conditionnelles Pour I’ensemble de ces situa-

tions, nous devons définir ce que sont les précédences conditionnelles.

DEFINITION 3.8 (PRECEDENCE CONDITIONNELLE)
Nous appelons précédence conditionnelle une précédence qui n’est valide que dans certaines
conditions.

Préalablement nous introduirons la propriété suivante :

' Arc(s) orienté(s) entre les taches a; et a; avec indifférence entre les taches a; et oy par rapport a

une autre paire d’arcs
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PROPRIETE 3.9 (DUALITE DES PRECEDENCES CONDITIONNELLES)
Si dans un graphe d’enchainement, nous avons plus d’arcs, entre deux sommets i et j, dans

un sens que dans |'autre, alors il existe une autre paire de sommets dans les mémes conditions.

VGD,HZ',]' € GD|mGD(i7j) 7é mGD(j7i) = dk,l € GD|mGD(k>Z) 7& mGD(l7 k)

DEMONSTRATION 3.6

Comme chaque séquence d’enchainement est un ordre total sur I’ensemble des taches, elle
est représentée par un chemin hamiltonien dans le graphe d’enchainement, alors chaque
sommet de ce graphe appartient a chaque séquence. S’il existe plusieurs arcs entre les
sommets i et j, avec plus d’arcs'®, par exemple, de i vers j que de j vers i, et de plus
que D’état initial de chacun de ces arcs est différent, alors il existe, dans ce graphe, une
paire de sommets (k,l) ayant plus d’arcs, par exemple, du sommet k au sommet | que

du sommet | au sommet k6.

Les précédences conditionnelles sont exprimées dans le graphe d’enchainement par
deux types de relations entre les noeuds : soit il reste au moins une précédence d’une
tache sur une autre avec des paires d’arcs entre ces deux taches supprimées, soit il existe

plusieurs arcs opposés d’états initiaux différents entre ces deux taches.

L’écriture des précédences conditionnelles est simple, il suffit de relever toutes les

relations entre les taches vérifiant les deux cas cités ci-avant.

Avec I'exemple traité a la section 3.4.3, nous avons les deux séquences d’enchainement
a—b—c—d—ueta—d—c—b— u Alaide du graphe d’enchainement simplifié
de la figure 3.7, nous voyons qu’il y a des paires d’arcs opposés non simplifiées dans le
graphe entre les sommets b et ¢ et entre les sommets ¢ et d. Dans ce cas, nous avons
donc une condition sur la tache ¢, qui doit étre effectuée entre la tache b et la tache d.

Ces précédences conditionnelles sont notées :

bPcc
cPcd
dPcc
cPcb

(3.7)

Aprés I'écriture de I’ensemble de ces précédences conditionnelles, nous devons définir

a quels arcs appartient chaque précédence conditionnelle.

15Crest a dire qu'il y a plus de séquences d’enchainement oii la tache i précéde la tache j que Pinverse.
167] est possible que k ou I soit égal & i ou & j, mais dans aucun cas les deux en méme temps.
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(a) (=)
()< o)
() (&)

(a) Hypergraphe aval (b) Hypergraphe amont

FiG. 3.11 — Différents hypergraphes

Pour cela, il est nécessaire de définir la propriété suivante :

PROPRIETE 3.10 (REGROUPEMENT DES PRECEDENCES CONDITIONNELLES)

Pour un ensemble Y de séquences d'enchainement, si les taches a; et a; et aj, (aveci # j et
i # k) sont en relation de précédence conditionnelle, soit la tiche «; précéde la tiche o ou
la tache oy, soit la tache aj ou la tiche «v, précédent la tache o, il est possible de générer
les sous-ensembles Y yq1(a;) €t Lomont(cvi) tels que quelque soit la tache o, de Y gya1(vi),
nous ayons toujours «; précéde conditionnellement la tiche o, et quelque soit la tache o,

de Y gmont(v;), nous ayons toujours oy, précéde conditionnellement la tiche «;.

Vay, EITaval(ai)|\v/aj € Taval(ai)a a; Pc aj,
vaia El’ramont(ai”vak S Tamont(ai)y oy, Pc oy

Avec la propriété 3.10, il est alors possible de séparer ’ensemble des précédences
conditionnelles en sous-ensembles : I'un portant sur les hyperarcs aval et 'autre sur les

hyperarcs amont (voir figure3.11).

Il est donc possible avec I'exemple ci-avant d’écrire :

Y avar(c) = {b Pc ¢,d Pc ¢}

(3.8)
Y amont(¢) = {c Pc d,c Pc b}

Détermination des hyperarcs de précédence Aprés la détermination des deux
groupes de précédences conditionnelles T gyq1(;) et T amont (@), nous devons déterminer
les hyperarcs de I’hypergraphe de précédence. Avant de passer a cette détermination des

hyperarcs de précédence, nous posons I’hypothése suivante :
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HypOTHESE 3.1

Nous ne considérons que des ensembles Y 4,41 €t Y amont de deux éléments maximum.
Soit :

VY, Vay, Card(Taval(ai) < 2), Card(’ramont(ai) < 2)

v L i ) . v
Pour cela, nous devons générer les sous-ensembles des séquences terminales avales,
qui sont notés Y (o), c’est a dire la portion de séquence d’enchainement comprenant
les taches de l'intersection On(c;) de ensemble 3,, de toutes les taches intervenant apres
la tache a; dans ’ensemble des séquences d’enchainement et de ’ensemble de toutes les

taches appartenant a T gpq(cv).

Ys,.,.. (ai) représente alors I'ensemble des successions de taches suivant la tache «;

tout en étant en relation de précédence conditionnelle avec la tache «;.

Dans le cas de 'exemple de la figure 3.7, nous avons les ensembles Y ,,q:(c) = {c¢ Pc
b ,c Pc d} et 5. = {b,d,u}, qui nous donnent I’ensemble Sr(c) = b,d. Nous avons alors
Tsaval(c) = {C o d7 c— b}

A T’aide de la propriété 3.10, nous générons les précédences conditionnelles (3.9) et
(3.10) en les séparant en deux groupes aval et amont. Les précédences conditionnelles (3.9)

représentent un ensemble de branches d’hypergraphes de type awval :

b—c
3.9
q . (3.9)

1l existe bien entendu les mémes ensembles pour les hyperarcs amont.

Les précédences conditionnelles (3.10) représentent un ensemble de branches d’hyper-
graphes de type amont :
c—d

o, (3.10)

Une fois les sous-ensembles des séquences terminales établis, il est possible de générer
pour chaque sommet ’ensemble des disjonctions des précédences possibles. Nous faisons
une disjonction de tous les éléments de I’ensemble Yyyq;(cv;). Un ou plusieurs hyperarcs
sont donnés aprés transformation de la forme normale disjonctive en une forme normale

conjonctive.

Dans un cas simple de deux précédences conditionnelles, les possibilités sont réduites
a un seul cas alors I’hyperarc est facilement obtenu. Il peut se représenter par la fi-
gure 3.12(b).
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(a) Graphe d’enchainement (b) Hypergraphe de précédence

FiG. 3.12 — Cas 3 représenté par hypergraphe

3.5.3 Exemple

Pour cet exemple, nous reprenons les deux cas 3 et 4 ol nous n’avions pas obtenu
des graphes de précédence valides et exhaustifs. Le cas 3 a été développé au cours de

I'exposition de la méthode, nous allons donc passer au cas 4.

Dans le cas 4, aprés simplification nous avons le graphe d’enchainement Gp,, :
Gp,, = (Eus, 045, &4s, Las) ot
Ess ={a,b,c,d,u},
o4s ={(a,0) 4,5,6,05+ (4:€) c4,3,0,0> (4:d) < 4,5,6,055 (b:w)<a,B,0.D>> (€:0) < B,0,D>
(¢;d)caB.c,D>> (du)capopsts
1s={<A,B,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D><AB,C,D>
,<A,B,C,D> <A B,C,D> <A B,C,D >}
et Lys = {((a,b),< A,B,C,D >), ((a,c),< A, B,C,D >), ((a,d), <
((b,u),< A, B,C,D >), ((¢,b),< A,B,C,D >), ((¢,d),< A, B,C, D
((d,u),< A,B,C,D >)},

et les demi-cocycles supérieurs sont :

< A,B,C,D >),
>),

- wéD (a) ={(a,0)ca5.c.p>+ (a:¢)ca D> (@:d)cape,p>}
- WG ( ) ={(b, U)<A,B,C,D>}

- WGD ( ) ={(e.b)capcps (d)capepst

- W§D4 (d) ={(d,u)capcp>)
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(a) Graphe d’enchainement b) Hypergraphe de précédence

FiG. 3.13 — Cas 4 représenté par hypergraphe

A T'aide de notre méthode, nous voyons que les taches b et ¢ sont indifférentes et nous
pouvons voir aussi que ¢ précéde conditionnellement b et précéde conditionnellement aussi
c. De la nous générons les deux groupes de précédences conditionnelles amont et aval.

Dans ce cas, il n’y a des éléments que dans le sous-ensemble aval, qui est :

cPcb

3.11
cPcd ( )

Dans ce cas trés simple, si nous n’avons que deux arcs, il n’y a pas de probléeme de

répartition des précédences conditionnelles dans les hyperarcs.
L’hypergraphe ainsi obtenu peut se représenter par la figure 3.13(b).

Apres la présentation de ces diverses améliorations, nous allons estimer la complexité
de notre méthode.

3.6 Complexité

Afin de calculer la complexité de ’algorithme de transformation de I'’ensemble des
séquences d’enchainement en un graphe ou hypergraphe de précédence, nous devons

définir quelles étapes rentrent dans ce calcul et lesquelles ne rentrent pas dedans.

Pour notre calcul de complexité, nous tiendrons compte du nombre de balayage des

ensembles de séquences, du nombre de balayage de chaque séquence ou chaque graphe.

Nous ne tiendrons pas compte des tiches unitaires comme des affectations, des com-

paraisons de deux précédences, génération d’un état a partir d’'un autre et d’une tache
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ou encore insertion d’une tiche dans ’ensemble des tiches d’un graphe. Par exemple,
toutes ces taches comme par exemple génération d’un état, insertion de cet état et de la

tache associée sont regroupées en une seule tache au niveau de ce calcul de complexité.

Nous avons un produit P composé de p constituants. L’ensemble T des séquences

d’enchainement comporte n séquences valides.

Pour la génération d’'un ASTD, qui comporte deux phases récurrentes, nous avons un
seul balayage de 'ensemble T des n séquences d’enchainement comportant toutes p + 1

termes. La complexité de l'algorithme de génération d’un ASTD est O(n x p).

Comme nous l'avons vu dans le chapitre2, un ASTD ayant un seul composant de
base est composé de 14 2P nceuds au maximum avec seulement p — 1 noeuds par niveau.
Comme ce graphe est équivalent & I’ensemble T son parcours se fait en n cycles. Le
graphe d’enchainement est alors généré en n x p taches. La complexité de ’algorithme

de génération du graphe d’enchainement est O(n x p).

La phase génération du graphe de précédence est composée de deux grandes étapes,
la simplification du graphe d’enchainement Mg, et la détermination du graphe de pré-
cédence Mq,. Comme la simplification d’un graphe d’enchainement se fait par paire
de sommets et que nous possédons les demi-cocycles inférieurs et supérieurs, nous pou-
vons réduire cet ordre de complexité & un cycle sur chaque paire possible de sommets ;
c’est a dire (p+ 1) x p/2 possibilités. La complexité de I'algorithme de simplification est

O(M) il est possible d’approximer par O(%)

Si nous générons un graphe de précédence, la détermination du graphe de précédence
est une recopie des ensembles des nceuds et des enchainements. L’ensemble des noeuds
comporte toujours p+1 éléments, tandis que ’ensemble des enchainements peut contenir
entre p et 2 x (p— 1) arcs. L’algorithme de détermination de graphe de précédence a une

complexité de O(3p).

Avec les complexités respectives des algorithmes de cette méthode, nous avons une
complexité de génération globale des graphes de précédence de O(p? + 2np) dans les cas

favorables.

3.7 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a été dédié a I’étude d’une nouvelle méthode de génération systématique

des graphes de précédence, & partir d’'un ensemble de séquences d’enchainement pré-
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établies avec LEGA, ou chacune d’elles est linéaire. Pour ce faire, nous avons utilisé
les ASTD afin de connaitre l’ensemble des états possibles de 1’assemblage du produit
P considéré. Puis, avec '’ASTD, nous engendrons son graphe dual, que nous appelons
graphe d’enchainement. De cet enchainement nait une notion de précédence, qui s’obtient
par simplification successive des paires d’arcs inverses de méme état initial, entre deux
taches, c’est-a-dire s’il existe un arc (o, ;) d’état initial £ et un arc (o, ;) de méme
état initial £ alors nous les supprimons. Aprés la simplification de toutes les paires d’arcs
possibles, nous obtenons un graphe de précédence valide et exhaustif si et seulement si
I’ensemble des séquences d’enchainement peut étre représenté par un seul graphe de
précédence. Dans ce cas, cette méthode conduit simplement et directement & un graphe
de précédence. Dans le cas contraire, un hypergraphe de précédence peut étre engendré.
La notion d’hypergraphe de précédence est intéressante, de par sa capacité a représenter

un ensemble de graphes de précédence.

Pour traiter ces autres cas, nous proposons deux méthodes. La premiére d’entre elles
repose sur la propriété II de A. BRATCU [11], pour découper 'ensemble des séquences
d’enchainement en sous-ensembles de séquences permettant d’engendrer un graphe de
précédence unique, cependant la complexité de ’algorithme de découpage ne nous per-
met pas de dire que ce soit une méthode simple et efficace. La deuxiéme méthode d’amé-
lioration a été proposée pour générer les hypergraphes de précédence, dans le carde de
Ihypothese de T. DE FAzIO et D. E. WHITNEY [14], c’est & dire que nous pouvons écrire
les contraintes de précédence sous la forme f(o;) — oy et oy — g(ay), avec j # i et f
et g deux fonctions logiques. De plus nous ne traitons que des cas simplifiés ou les deux
fonctions logiques ne portent que sur deux variables. Elle est composée de deux grandes
étapes, la premiére est la détermination des précédences conditionnelles, la deuxiéme
est la détermination des hyperarcs de précédence. Par un découpage de l'ensemble des
précédences conditionnelles, nous obtenons des hyperarcs de précédence, puis de la en

découle des hypergraphes de précédence.

Comme nous avons pu le voir, nous pouvons générer des graphes de précédence et
des hypergraphes de précédence & ’aide de notre méthode. Cependant, cette méthode ne
nous satisfait pas complétement au niveau de la génération des hypergraphes de précé-
dence, nous allons donc passer le chapitre suivant & mettre en place une autre méthode
de génération systématique des graphes de précédence. La méthode qui sera proposée,
reprendra les hypothéses établies dans le chapitre précédent, et sera principalement ba-
sée sur la logique booléenne et permettra de générer des graphes de précédence et des

hypergraphes de précédence.



Chapitre 4

Détermination des graphes de

précédence par la logique booléenne

5

<

" © n n 3 S 3 z 2 Acd
.g\\ §'OMME IL A ETE PRECISE, dans les chapitres précédents, les graphes de précé

2
b ©),
\sz@

la génération des graphes de précédence, nous a poussé a développer dans ce chapitre,

)))' dence sont trés utilisés en conception de systémes d’assemblage. De plus actuel-

lement, ’absence de méthode suffisamment simple d’utilisation et efficace pour

une nouvelle méthode de génération systématique des graphes de précédence.

4.1 Introduction

K.S. NAPHADE exprime les relations de précédence a ’aide des opérateurs logiques
de la maniére suivante : ((a — ¢) and ((b — ¢) or d — ¢)) or ((e — ¢) and (f — ¢))).

Une présentation plus détaillée est proposée en annexe B.

Cette expression introduit les notions de disjonction de contraintes de précédence’
et de conjonction de contraintes de précédence®. Selon P.DELIT[15], K.S. NAPHADE
a commis une «erreur» dans la définition du complémentaire d’une précédence (voir
Annexe B). Cette annexe a été introduite pour résoudre un probléme persistant dans la
méthode de K.S. NAPHADE, et ce malgré les travaux de P. DE LiT.

Suite & ces travaux, nous avons mis en place une méthode de génération des graphes

de précédence a l’aide d’un outil mathématique : la logique booléenne. Cet outil est une

1Opérateur correspondant a un «ou» logique entre des contraintes de précédence.
2Opérateur correspondant & un «et» logique entre des contraintes de précédence.
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transformation qui permet de convertir des séquences d’enchainement en un ou plusieurs
graphes de précédence, en passant par une expression logique des contraintes de précé-

dence, qui est un ensemble de précédences mises en relation par différents opérateurs®.

REMARQUE 4.1
Un graphe de précédence est équivalent a un ensemble conjonctif de contraintes de pré-

cédence.

Afin de mieux appréhender cette transformation, quelques notions de base sur la
théorie des ensembles sont rappelées, puis la méthode de génération des graphes de pré-
cédence sera développée, les différentes régles de résolution de notre probléme seront
alors précisées. Pour cloturer ce chapitre, nous étudierons de la complexité de la mé-

thode proposée.

4.2 Notions de base et notations.

Quelques définitions sont développées ici, tout d’abord sur la théorie des ensembles
en général, puis sur la théorie des ensembles des séquences d’enchainement. Quelques
notions sur les séquences d’enchainement seront précisées et un exemple illustrera ces

différents points.

4.2.1 Théorie des ensembles

Dans cette section, nous définirons ce qu’est un ensemble, ainsi que la notion d’ap-
partenance. Il serait impossible de parler d’appartenance d’un élément & un ensemble

sans l’existence de la notion de comparaison de deux éléments.
Les définitions suivantes sont tirées des travaux de M. QUEYSANNES [47] :

DEFINITION 4.1 (COMPARAISON)
Deux objets sont considérés comme bien définis si nous possédons un critére permettant
d’affirmer que deux de ces objets représentés par a et par b sont identiques ou distincts,

notés :

a=2"b ou a#b

3Ce sont les opérateurs logiques booléens courants : «ou» noté «-+», «et» noté «-», la négation d’une
contrainte de précédence a été introduite dans les hypothéses du chapitre 2, toutefois les opérateurs «ou»

et «et» sont notés officiellement respectivement «V» et «A» mais cette notation est lourde.
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Avec la définition 4.1, il est possible d’écrire la définition suivante de I’ensemble.

DEFINITION 4.2 (ENSEMBLE)
Un ensemble E est bien défini lorsqu’on posséde un critére permettant d’affirmer pour tout
objet a, s'il appartient a I'ensemble E ou n’appartient pas a I'ensemble E ; on écrit :

a € FE
a¢ E

Avec l'exemple trivial de 'ensemble* {a, b, c} et de I’élément a, les définitions4.1 et
4.2 permettent de dire que a appartient a l’ensemble {a,b,c}, cette appartenance est

notée a € {a,b,c}

DEFINITION 4.3 (ENSEMBLE FINI)

Un ensemble E est fini, s'il est vide ou s'il existe une bijection e sur un intervalle fermé [1, a]

de N (a #0)

Nous pouvons dire qu’un ensemble est fini si nous pouvons énumérer tous ses élé-

ments.
Tout ensemble peut étre décrit par sa fonction caractéristique.

DEFINITION 4.4 (FONCTION CARACTERISTIQUE)
Une fonction booléenne F est la fonction caractéristique d’'un ensemble E si quelque soit
e un élément, la fonction F appliquée a I'élément e est vraie si et seulement si I'élément e

appartient a I'ensemble E.

VE,3F : E +— { Faux, Vrai}|Ve, F(e) = Vrai & e€ E

Avant d’appliquer ces définitions aux ensembles des séquences d’enchainement, nous

devons introduire une propriété de ces séquences.

4.2.2 Séquence d’enchainement

Des hypothéses sur les séquences d’enchainement ont été introduites au chapitre 2
pour simplifier le probléme de génération des graphes de précédence. Une séquence d’en-
chainement est une succession totalement ordonnée de taches d’assemblage, ce qui exclut

donc tout parallélisme.

4Par deéfinition, un ensemble ne posséde pas deux fois le méme élément.
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Une séquence d’enchainement s est un ensemble de permutations des taches d’une
autre séquence d’enchainement x; du méme produit, comme le montre 1’expression sui-
vante :

Tl =01 — Q2 — Q3...0; — Qj...0n_2 — Qp_1 — Qpn

(4.1)
Tg =01 — Q3 — Q3...05 — O ...0n_2 — Qp_1 — Qp

A partir de cette notation, il est possible d’écrire la propriété suivante :

PROPRIETE 4.1 (SEQUENCE DE PRECEDENCES)
Toute séquence d’enchainement peut s’écrire sous la forme de conjonctions de précédences,

elle sera alors appelée séquence de précédences.

n—1
xECkl—>042‘Ck2—>Od3'...‘Cki—>Oéj‘...'Oén_1HOJTLEH(Oéi—>067j+1)
i=1

Ou les symboles «-» et «II» représentent 'opérateur logique «et».

DEMONSTRATION 4.1

Comme il a déja été précisé, 'enchainement de deux taches est représenté, dans une
séquence d’enchainement, par le symbole «—». Lorsque la séquence d’enchainement s
est composée de deux taches «; et oy, nous avons x = o; — «j. Trivialement, il est
possible de transcrire cette séquence en la contrainte de précédence suivante : «; précéde
Qy, notée a; — Q.

Il est évident que si * = «; — o — «y, nous avons oy précéde o qui précéde oy,
alors il est possible d’en déduire que «; précéde o et que «; précéde oy noté alors
Q; — O - O — .

Cette écriture peut étre généralisée. Une séquence d’enchainement x = a; — a2 — Q3
— ... —Qj — ... — Qup_1 — oy peut alors se décomposer en une séquence de

précédences (4.2).

T=0] =02 Q= Q3 ... 0 — Q... Qp_2— Qp_1 Qp_] — Qy (4.2)

Par habitude et pour simplifier la notation, ’expression (4.2) est notée :

n—1

xr = H(al — ai+1) (43)

i=1

Comme une séquence d’enchainement est un ensemble de permutations d’une autre

séquence d’enchainement, nous pouvons facilement transcrire ces permutations au sein
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d’une séquence de précédence par la négation d’'une précédence et écrire la propriété

suivante :

PROPRIETE 4.2 (ENCHAINEMENT)
Dans une séquence d’enchainement donnée, la complémentarité d'un enchainement de deux

taches peut s'écrire :

(0 — o) = o — oy

Cette propriété est triviale puisqu’une séquence définit un ordre total donc, soit a précéde

b (noté a — b) soit b précede a (noté b — a).

4.2.3 Ensemble de séquences d’enchainement

Sachant que notre travail porte sur la génération des graphes de précédence & partir
des séquences d’enchainement valides préalablement établies par LEGA, il est possible

d’écrire les définitions suivantes inspirées des définitions4.1, 4.2, 4.3 et 4.4.

DEFINITION 4.5 (COMPARAISON DES SEQUENCES D’ENCHAINEMENT)
Les séquences d’enchainement sont considérées comme bien définies si nous possédons un
critére permettant d’affirmer que deux de ces séquences d’enchainement, représentées par x1

et par xo, sont identiques ou distinctes ; nous écrirons :

égalité : 11 = o si et seulement si tous les enchainements de la séquence x1 sont identiques

a tous les enchainements de la séquence x5 ;

différence : x1 # xo si et seulement s'il y a au moins un enchainement de la séquence
1 en contradiction avec /'un des enchainements de la séquence x5 ; c'est-a-dire par

exemple si t1 = a1 — a9 et que xo = ag — .

DEFINITION 4.6 (ENSEMBLE DE SEQUENCES D’ENCHAINEMENT)
Un ensemble YT de séquences d’enchainement est bien défini lorsqu’on posséde un critére
permettant d’affirmer pour toute séquence d'enchainement x, si elle appartient 3 I'ensemble

Y ou n'appartient pas a I'ensemble Y ; on écrit :
xeY
x¢ T

Avec la définition4.6, il est possible de dire que ’ensemble des séquences d’enchaine-

ment est fini.
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DEFINITION 4.7 (FONCTION CARACTERISTIQUE D’UN ENSEMBLE DE SEQUENCES)

Une fonction booléenne F est la fonction caractéristique d'un ensemble Y de séquences d’en-
chainement valides x; si, quelque soit x: une séquence d’enchainement, la fonction F appliquée
a la séquence d’enchainement x est vraie si et seulement si la séquence d’enchainement x

appartient 3 I'ensemble Y.

VY,3F : T — {Faux, Vrai}|Ve, Fy(z) =Vrai oz e Y (4.4)

Comme nous savons que tout ensemble peut étre représenté par une fonction carac-

téristique, il est possible d’écrire la propriété suivante :

PROPRIETE 4.3 (FONCTION CARACTERISTIQUE)
La fonction caractéristique F(x) d'un ensemble T de séquences d’enchainement valides x;

peut s’écrire :

Fr(z)=(x=a)+@=122)+...+ (@ =1,) = Y (v =)

O les symboles «+» et «X» représentent 'opérateur «ou inclusifs logique.

DEMONSTRATION 4.2
Soit T un ensemble fini de n séquences d’enchainement x; et x une séquence d’enchaine-
ment de ’ensemble, si nous cherchons cette séquence d’enchainement x dans ’ensemble

6

Y, nous pouvons dire que x est® soit la premiére® séquence d’enchainement 1, soit la

deuxiéme xs . ..soit la n'*™€ x,. Comme Pensemble T est fini, d’aprés la définition 4.3, il
est possible d’énumérer les séquences d’enchainement de Y, alors x est une des séquences

d’enchainement de I’ensemble et une seule séquence d’enchainement de I’ensemble Y.

Avec la propriété 4.3 et I'expression (4.3), il est possible d’introduire les mémes défi-

nitions pour les séquences de précédences que pour les séquences d’enchainement.

DEFINITION 4.8 (COMPARAISON DES SEQUENCES DE PRECEDENCES)
Les séquences de précédences sont considérées comme bien définies si nous possédons un
critére permettant d’affirmer que deux de ces séquences de précédences, représentées par x

et par x5, sont identiques ou distinctes ; nous écrirons :

égalité : 11 = o si et seulement si toutes les précédences de la séquence 1 sont identiques
a toutes les précédences de la séquence x5 ;

®mathématiquement égal

iéme

5Les appellations premiére, deuxiéme, n séquence d’enchainement permettent de différencier les

séquences d’enchainement d’un ensemble et non de préciser leur position dans cet ensemble.
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différence : x1 # xo si et seulement s'il y a au moins une précédence de la séquence x1 en
contradiction avec I'une des précédences de la séquence x5 ; c'est-a-dire par exemple si

1 =01 — Qg et To = g — Q.

Avec la définition 4.8, il est possible d’introduire la propriété suivante :

PROPRIETE 4.4 (FONCTION CARACTERISTIQUE DES SEQUENCES DE PRECEDENCES)

La fonction caractéristique F d’un ensemble de séquences de précédences valides peut s'écrire :

n n—1 n—1
F(x) = Z H(:J:pj = (q;,j — @ j4+1)) avec x = H(xpj)
i=1 j=1 j=1

DEMONSTRATION 4.3

Sachant que, quelque soit I’ensemble de séquences d’enchainement, il existe une expres-
sion logique, exposée a la propriété4.3, et que quelque soit la séquence d’enchainement,
il existe, d’aprés la propriété 4.1, la possibilité de transformer cette séquence d’enchaine-

ment en une séquence de précédences, la propriété 4.4 est donc évidente.

Pour des raisons de simplicité de notation, nous supprimerons 1’ensemble des com-
paraisons entre les variables” et les précédences de 'ensemble, en écrivant la propriété

suivante :

PROPRIETE 4.5 (EXPRESSION LOGIQUE DES SEQUENCES DE PRECEDENCES)
L ‘expression logique £ d’un ensemble de séquences de précédences valides peut s'écrire :

n n—1

£=> T](eij = aijs)

i=1 j=1

REMARQUE 4.2

Les expressions de la forme ), [;(cs ; — ij41) sont appelées expressions canoniques.

4.2.4 Graphe de précédence

Un graphe de précédence représente un ensemble de contraintes de précédence, il est

alors possible d’écrire la propriété suivante :

"Précédences de la séquence .
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PROPRIETE 4.6 (GRAPHE DE PRECEDENCE)
Soit G =< E,U > un graphe de précédence, ou E est I'ensemble des tiches d’assemblage
et U l'ensemble des contraintes de précédence et c; sont des contraintes de précédence ap-

partenant a U, le graphe de précédence G peut s’écrire :

p
G =< E,U><:>Hci
=1

De 1a, il est possible d’en déduire 1’écriture logique suivante d’un ensemble de n

graphes de précédence G; :

{GZ =< E;,U; >} = zn: ﬁ Cij (45)

i=1 j=1
4.2.5 Hypergraphe de précédence

De la méme maniére que pour les graphes de précédence il est possible de faire

correspondre & un hypergraphe une forme logique :

PROPRIETE 4.7 (HYPERGRAPHE DE PRECEDENCE)

Soit H =< X,& > un graphe de précédence, ot X est ['ensemble des tiches d’'assemblage
et £ I'ensemble des contraintes de précédence et les a; représentent des contraintes de précé-
dence c; ou des disjonctions de contraintes de précédence d;, appartenant a &, I'hypergraphe
de précédence H peut s'écrire :

p
H=x<X,¢(>& HCLZ‘
i=1

a; = ¢; ou a; = E dij

avec

De 14, il est possible d’en déduire ’écriture logique suivante d’un ensemble de n

hypergraphes de précédence H; :

{Hz’ =< Xi,& >} = Z Haij (4.6)

i=1 j=1

Un exemple sera traité pour illustrer les quelques notions et définitions rappelées

ci-avant.
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4.2.6 Exemple

Considérons un exemple simple : soit un produit P constitué d’un ensemble de p

composants élémentaires notés o, a1, ..., ap_1.

P est ’ensemble de p — 1 taches d’assemblage des constituants «; de P, de la tache
a de chargement du composant de base et de la tache de déchargement u (4.7a). D est
I’ensemble des séquences d’enchainement possibles sur P. En 'absence de contraintes
d’assemblage, le cardinal de D est Agj car le composant de base est fixé et la tache de
déchargement est toujours la derniére tache de ’assemblage du produit considéré. Y est
Pensemble fini des séquences d’enchainement valides z; (4.7b). Le complémentaire de T
relatif & D est noté Y (4.7e), (4.7f). T est I'ensemble fini des séquences d’enchainement

non valides y; (4.7¢). Chaque séquence d’enchainement représente un ordre total sur P.

Le cardinal de Y est n et le cardinal de Y est m avec m = AZ:% —n.

P={o,a1,...,0p_1,u} (4.7a)

T ={x1,...,2,} (4.7b)
T=A{y, ... ym} (4.7¢c)
Cardz;=p+1 Vie{l,...,n} (4.7d)
D=TUT (4.7¢)

TNY =0 (4.7f)

L’exemple utilisé ici, est I’assemblage d’un moteur schématique comportant cing com-
posants élémentaires. Les composants élémentaires de ce moteur, le socle «, les trois par-
ties du stator aq, ae, ag et le rotor ay sont présentés dans la figure4.1(a), et les liaisons

entre ces constituants sont présentées par le graphe de liaisons de la figure4.1(b).

Les figures4.1(a) et4.1(b) montrent que les séquences d’enchainement de expres-

sion (4.9) vérifient la condition suivante :

Le composant de base est le socle «, puis le rotor ay doit étre
posé avant les stators oy et aip ou avant le stator ag pour des (4.8)

raisons d'accessibilité.
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Rotor (a,)

Stator (05)

—

a, s
Socle ()
X Stator ()
e
A
a, ay
(a) Produit (b) Graphe des

liaisons

Fi1G. 4.1 — Moteur

I =0 — Q0] — Qg — 0y — Qa3 —Uu
T2 =0 — 0] — Q04 — Qg — Q3 — U
r3 =0 — Q] — Qg4 — Q3 — 03 — U
Ty =0 — 0 — Q] — Qg — Qa3 — U
xTs5 =0 — 0 — Qg — Q] — Qa3 — U
T6 =0 — 0 — Q04— Q3 — Q1 — U
i ia—ag—a4—a1—a2—u (4.9)
T8 =0 — Q3 — 04— Qg — 0] —Uu
T9 =0 — 04 — Q] — Qg — Q3 — U
Tip =0 — Q4 — Q02— 01 — 03— U
Tl =0 —Q4 — Q] — Q3 — 03 — U
T12 =0 — 04 — Qg — Q3 — Q1 — U
T3 =0 —04 — Q3 — Q01 — Q02 — U
Ty =0 — Q4 — Q3 — Q2 — 01 — U

Avec la proposition 4.3 et avec 'ensemble T des séquences d’enchainement de 'ex-

ression (4.9), nous pouvons écrire ’expression logique suivante :
)

£y =x1+ w2+ 23+ T4+ x5 + 6+ T7 + 28 + T9 + 10 + 11 + T12 + 213 + x14 (4.10)
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Dans nos travaux [49], nous avons introduit la notation logique £* ((4.11) appelée
£%).

n
*Tz@mi:xl@...@xn (4.11)
i=1

L’expression (4.11), inspirée de la proposition 4.3, traduit la recherche d’une séquence
d’enchainement parmi ’ensemble T des séquences d’enchainement. La différence entre les
deux expressions £ et £* est le type de relation existant entre chaque séquence d’enchai-
nement de '’ensemble T : dans la premiére expression, nous avons une relation disjonctive
inclusive® | tandis que dans la deuxiéme, cette relation est disjonctive exclusive®. Cepen-
dant, a l'aide de la démonstration 4.4, nous allons montrer ’équivalence entre £ et £%,

pour un ensemble T de séquences d’enchainement.

i=1 =1

DEMONSTRATION 4.4
L’égalité (4.12) est effective car :

=1

n n n n
Y =Pz =D (@i ~(Px)) + (@ - Pxy)) aveci # j (4.13)
i=1 j=1 j=1
Appelons X; le terme de la somme généralisée de I’expression 4.13.

X; = (x; - —(EB xj)) + (z; - @xj) avec i # j (4.14)
j=1

Jj=1

En passant la négation a lintérieur de la disjonction exclusive généralisée (&) nous
transformons l’expression (4.14) en I'expression (4.15).

n

X; = (a; - (H 0;)) + (T - @:L'J) avec i # j (4.15)

j=1 Jj=1

<

Comme x; appartient a ’ensemble T des séquences d’enchainement, T; n’appartient pas

a cet ensemble, alors nous avons l’expression (4.16).

n
X;=u;- [[ 2 aveci # j (4.16)
j=1

8Qpérateur «ou inclusif»
90pérateur «ou exclusify
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En développant I'expression (4.16) et avec a;, les précédences de x;, nous obtenons I'ex-

pression (4.17).

Xi=[Jau-[[O_a) aveci #j (4.17)

Comme les séquences d’enchainement sont linéaires, toutes les tAches d’une séquence
sont en relation de précédence deux a deux, nous avons alors, soit o; — «j, soit a; — ;.
De plus comme une séquence est une permutation des tiches d’une autre séquence, nous

pouvons écrire la propriété suivante :

PROPRIETE 4.8 (REDONDANCE DES PRECEDENCES)

Soit x, et xy, deux séquences d'enchainement, il existe deux taches «; et o telle que dans la
séquence d’enchainement x, la tache a; précéde la tache o, et dans la séquence d’enchai-
nement x;, la tache o précéde la tache a;.

Cela peut aussi s’écrire :

Vg, zp € T, 30y, a5 € Eloy — o € g, 005 — o3 € 1y

De I'équation (4.17) et de la propriété 4.8, nous pouvons déduire que quel que soit j,

Pexpression Y % _, aj, est vraie. Nous avons alors :
P n P
X; = H g, H vrai = H a;, = T; avec i # j (4.18)
k=1 j=1 k=1

Aprés simplification de ’expression logique (4.4) a aide de I'expression (4.14), nous ob-

tenons I’équation (4.19).
n
£y =) mi= Ly (4.19)
i=1

4.3 Meéthode logique proposée

La méthode mise en place ici, est la détermination des graphes de précédence & partir
de ’ensemble des séquences d’enchainement admissibles préalablement établies a 1’aide
de LEGA. Le principe de résolution est composé de cinq parties. La premiére partie

est appelée le développement logique, il s’agit de la transformation d’'un ensemble de
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séquences d’enchainement en un ensemble de relations logiques portant sur les précé-
dences directes (voir définition4.9). Une fois cet ensemble établi, la deuxiéme partie de
la transformation se nomme décomposition logique. Elle est transcrite par la génération
de toutes les précédences indirectes (voir définition4.10). La troisiéme étape est la ré-
duction logique de ’ensemble ainsi obtenu par factorisation. Cet ensemble factorisé est
transformé en un ensemble de contraintes de précédences pouvant étre assimilé & un ou
plusieurs graphes de précédence ou hypergraphes de précédence, cette phase est appelé
génération des graphes. Avant cette phase, nous devons introduire une étape de sup-
pression des contraintes de précédence redondantes que nous appellerons simplification
logique. Dans le meilleur des cas un graphe de précédence est obtenu, dans d’autres cas

plus défavorables, un hypergraphe de précédence est engendré.

DEFINITION 4.9 (PRECEDENCE DIRECTE)
Une précédence de la tiche a sur la tiche b est dite directe si, dans la séquence d’enchainement

correspondante, il n'existe pas de tiche c entre les tiches a et b.

DEFINITION 4.10 (PRECEDENCE INDIRECTE)
Une précédence de la tiche a sur la tiche b est dite indirecte si, dans la séquence d’enchai-

nement correspondante, il existe une tache c entre les tiches a et b.

Dans l'exemple de la figure4.1(a), avec la séquence d’enchainement z1, la tache «

précede directement la tache aq, mais indirectement la tache as.

Les sections suivantes développent les cing étapes de notre méthode de génération

des graphes de précédence.

4.3.1 Décomposition logique

La décomposition logique Dc est la transformation de ’ensemble des séquences d’en-
chainement admissibles préalablement établies en une expression logique des précédences
directes .,EITDC.

Le processus de transformation est la génération d’une précédence directe pour cha-
cun des enchainements décrits dans chacune des séquences d’enchainement. Toutes les
précédences directes d’une séquence sont en relation & l’aide de 'opérateur de conjonc-
tion «-» selon la propriété4.1. Les sous-ensembles des précédences directes, générés par
chaque séquence et appelés séquences de précédences sont mis en relation par ’opérateur

disjonctif (noté «+») d’apreés la propriété4.5.
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Cette transformation est exprimée par 'algorithme 4.1. Comme la méthode proposée
respecte l'équation (4.12), I’équivalence entre l’ensemble des séquences d’enchainement

et I’équation logique générée est établie.

Entrée : Ensemble de séquences d’enchainement admissibles pré-établies
avec LEGA

Sortie : Equation logique
Pour chaque séquence faire

// Génération d’une nouvelle disjonction de conjonction a chaque

passage
Pour chaque précédence faire
Ajouter la précédence dans ’ensemble conjonctif

Fin pour

Ajouter la séquence de précédences générée dans ’ensemble disjonctif

Fin pour

ALGO 4.1 : Algorithme de décomposition logique d'un ensemble de séquences d’enchai-

nement en une équation logique

Cette transformation respecte les caractéristiques suivantes :

— Chaque séquence d’enchainement génére p précédences directes.

— Le nombre N de précédences directes générées pour ’ensemble T des séquences
d’enchainement admissibles, est égal au nombre de séquences d’enchainement ad-
missibles «n» multiplié par le nombre de précédences générées par chaque séquence
d’enchainement «p», il est noté N =n x p.

Cette décomposition logique est appliquée a I'exemple de la figure 4.1(a), pour donner

Pexpression (4.20).

Apres la décomposition logique des séquences d’enchainement en expression logique,

nous passons au développement logique.

4.3.2 Deéveloppement logique

Le développement logique Dv est un développement des précédences de ’expression
logique £?C par transitivité de l'opérateur de précédence en ’expression i?”. Cette

transitivité de la précédence est exprimée par la propriété suivante :
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£ = (a — a1) (a1 — ag) - (a2 — aq) - (4 — az) - (043 —

u)+ (a0 — a1)- (a1 — aq)- (s = az)-(az — az)- (a3 — u)+(«

a1)- (1 — as)-(ag — a3)-(ag — az)- (a2 — u)+(a — az)-(ag —

o1)- (o1 — ay)-(ag — a3)-(ag — u)+ (o — az)- (a2 — aa)- (a4
az) (g — ag)-(az — u)+(a — az)-(ae — o) (g — a3)-(ag —
o) (1 — u)+(a — as)-(ag — aq)- (4 — a1)- (1 — az)-(ag — (4.20)
u)+(a— az) (as — ag) (g — ag)-(ag — a1)- (a1 — u)+(a —
ay)-(ag — a1)- (a1 — ag)-(ag — a3)- (a3 — u)+ (@ — ay)-(ag —
ag)-(ag — a1)- (a1 — az)-(as — u)+ (o — aq)- (a4 — a1)- (g —
a3)-(ag — az) (a2 = u)+(a = aq) (s — az) (a2 — ag)- (a3 —
1) (o1 — u)+(a — as)-(ag — a3)- (a3 — a1)- (1 — a2)-(ag —

u)+ (@ — aq) - (g — a3) - (g — a2) - (ag — aq) - (a1 — u)

Entrée : Equation logique
Sortie : Equation logique
Pour chaque ensemble conjonctif faire
Pour chaque paire possible de précédence faire
Si (a—b) et (b— c) alors
(@ —¢)
Fin si

Fin pour

Fin pour

ALGO 4.2 : Algorithme de développement logique d’un ensemble de précédences d’une

équation logique

PROPRIETE 4.9 (TRANSITIVITE DE LA PRECEDENCE)

Si oy précéde o et o précéde ay, alors o précéde oy,.

Vi, j, k(o — o) - (o — o) & (o — o) - (o — o) - (o — o)

Ce développement permet de définir I’ensemble des précédences élargies entre toutes
les taches pour chacune des séquences d’enchainement, en suivant le processus ci-apreés :
pour chacune des séquences de précédences, ajouter les précédences indirectes déduites

de toutes les paires de taches possibles. Les précédences indirectes introduites sont re-
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lies aux précédences directes de la séquence de précédences correspondante, c’est a dire
que pour chaque sous-équation conjonctive, un ensemble de précédences indirectes est

introduit.

La phase de développement logique est traduite par I’algorithme 4.2. Cet algorithme a
pour donnée d’entrée ’ensemble des précédences directes, et I’ensemble des précédences
élargies admissibles comme résultat, c’est-a-dire, ’ensemble de toutes les précédences

directes et indirectes vérifiant 'intégrité de I'assemblage du produit.

Le développement logique introduit dans I’expression logique px (p—1)/2 précédences
indirectes pour chaque séquence d’enchainement, ce qui fait un apport de nxpx (p—1)/2
précédences indirectes. Aprés cette étape, I'expression logique comporte alors n x p?/2

précédences élargies!?.

Ce développement logique ne remet pas en cause 1’équivalence entre l’ensemble des
séquences d’enchainement et 1’équation logique obtenue, car la relation de précédence

est transitive.

Si ’exemple de la figure4.1(a) est traité avec cette méthode, le développement logique

donne ’équation (4.21).

Apres cette phase de développement, nous passons & la réduction logique de cette

équation (4.21).

4.3.3 Reéduction logique

La réduction logique R est la transformation d’une équation logique quelconque en
une équation logique réduite £7§. La réduction logique de notre expression revient a une

simplification d’expressions booléennes.

DEFINITION 4.11 (EQUATION LOGIQUE REDUITE)

Nous appelons équation logique réduite, toute équation logique sous sa forme minimale.

Afin de réduire équation £2°, il existe plusieurs méthodes. Ici, seules trois d’entre
elles sont présentées. Deux de ces méthodes, «Quine-McCluskey» et «consensusy», sont
connues par les automaticiens, tandis que la derniére est une méthode de réduction par

factorisation, proposée par nous méme.

ONous ne les nommerons plus précédences élargies mais précédences.
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L =(a— a1) (@ —a2) (a— ag) (@ — ay) (@ —u) (o —
az) (1 — ag)- (1 — aq) (a1 — u)- (a2 — ag)-(az — aq)-(az —
u) (ag —u)- (g — ag) (> u) + (@ =) (@ = ag) (@ —
ag) (@ —ag) (o —u) (o] = ag) (o) — az)- (a1 — aq) - (g —
u)- (g — ag) (g — a3)- (e — ag)- (a2 — u)- (g — u)- (g — )
+ (@ — o) (@ — o) (a—a3) (= ) (@ —u) (g —
ag)-(1 — a3)-(a1 — a2)-(ag — az)- (g — a2)-(a3 — az)-(a1 —

4
)-(ag = w)-(az = u)- (g = u) + (@ = a1)- (@ = az) - (@ —

S

Q

3) (@ — aq) (@ —u) (@ — a1) (a2 = aq) (a2 = ag) - (a1 —

Q

)
1) (o1 — ag)- (s — ag)- (1 — u)- (a2 — u) (a3 = u)- (s — )
(= ) (@ — az) (@ = a3) (a0 = ay) - (@ — u) (o —
):

Q

1) (a1 — ag)- (1 — az)-(aq — a2)-(aq — az) (a2 — az)-(a1 —
u) - (a2 = u) - (a3 = u)- (g — u) + (@ —a1) (@ = az) (@ —
) (= ag)- (@ —u)- (2 — ag)- (a2 — a3) - (a2 — a1) - (ag —
ag)-(ag — aq)-(ag — a1)-(ag = u)-(ag — u)-(az — u) (g — u)
+(a— o) (> ) (a—a3) (a = o) (¢ = u)- (a3 —

)-(a3 — on)-(a3 — az)-(aa — a1)-(os — az)-(a1 — az)-(a1 —

4
u) (g = u) - (ag —u) (g —mu) + (0= 1) (@ — ag) - (a— (4.21)

(a—>a4) (a = u)-(ag — az) (g — a1) - (g — az) - (e —

_l’_

)-

ar) (e — ag)- (a1 — ag)- (a1 — u)- (e — u)- (g — u)- (g — u)
(@ = 1) (@ = a) (@ — a3) (@ — o) (a—u) (g —
):

e

(o — a3)-(ag — a2)-(a1 — az)-(1 — a2)-(a3 — a2)-(a1 —

S

1
) (g = u) (a3 —u) (g —u) + (@ — ar) (@« — ag) - (a0 —

(= aq) (@ —u) (g = az) (g — az) (g — a1) - (ag —

Q

3

R

+
(0%

)

3) (a2 = a1)-(az — a1)- (a1 — u)-(a2 — u)- (a3 — u) (s — u)
(= ) (@ — az) (@ = a3g) (a0 — ay) (o — u) (g —
3) (a4 — a1)-(q — ag)-(az — a1)-(az — az)-(a1 — az)-(a1 —

u) - (g = u) (a3 = u) (a4 —u) + (@ — a1) - (@ — ag) - (v —

a3) (= aq) (@ = u) (s — a3) (4 — az)- (s — a1) - (a3 —

ag)-(ag — a1)-(ag — a1)-(ag — u)-(ag — u)-(az — u) (g — u)
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Prenons par exemple, ’expression logique de I’ensemble des séquences de précédences
suivante :
.f?”(a,al,ag,ag,u) =
o — Q1 0] — Qg0 — Q303 — Ut
a— Q-] — Q3-Q3 — ooy — Ut
O — Q3.3 — Q-0 — Qg+ 0y — U+ (4.22)
a— -0y — 0101 — Q3 Q3 — Ut
a— Q-0 — Q3 -3 — Q1 -1 — U+

a— Q3 -03 — Q209 — Q101 — U

11 est possible d’effectuer les changements de variables suivants :

a — (] ] a — 9 [ )]

a — (3 I 123 a1 — Q9 Ly

g — a3 1z ap —ag ot (4.23)
ap — U DUl a2 — U U2

a3 — U T usg a—u T

A laide des expressions (4.23) et de la propriété ENCHAINEMENT 4.2, nous pouvons

écrire les changements de variables représentés par les expressions (4.24).
g — Qo T a3 — Qo Tz

2 1 fg 3 2 (4.24)

a3 — Qa1

Par les changements de variables des expressions (4.23) et (4.24), nous transformons

Pexpression booléenne (4.22) en une expression booléenne (4.25).

LRV (2,21, 09, 3, , 2, t, U1, U, uz) =
T1-Y-Z-uzt
ot ugt
- ug+ (4.25)
s us+
“u1t

.ul

X -

IN I SIS SN
S N

xrs -
x9 -
X9 -

xr3 -

<
]

4.3.3.1 Quine-McCluskey

La méthode de Quine-McCluskey est une méthode systématique basée sur la donnée

de la forme disjonctive de la fonction & simplifier. L’algorithme consiste & regrouper
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progressivement les mondmes'!

canoniques'? de degré n pour en faire des monoémes de
degré n — 1 puis regrouper progressivement les mondmes canoniques de degré n — 1 pour
en faire des monomes de degré n — 2 et ainsi de suite. La tache est réitérée jusqu’a
ce qu’il n’y ait plus de regroupement possible. Les mondémes qui n’interviennent dans
aucun regroupement sont alors premiers. Comme deux monomes de degré n engendrent
un monome de degré n — 1 si et seulement si ils différent d’une seule composante, on
commence par regrouper les monoémes en classes, selon le nombre de variables niées qu’ils

contiennent.

L’algorithme 4.3 peut étre représenté par un tableau, comme le montre le tableau (4.28),
ou la premiére colonne est constituée de mondmes canoniques que l’on regroupe par
classes. Chacune des autres colonnes est obtenue a partir de celle qui la préceéde en

regroupant les mondémes appartenant & deux classes voisines.

Si nous utilisons 'expression (4.25), par transitivité nous avons alors :

T1-Y = T2 Yy-z2=1 To -2 = I3
T3 - U3 = T Z U3 = Uy t-us = uy
x1 -t = x3 t-Z2=y X3 -z = I9
To Uy = X Y- U2 = U Z-ug = ug (4.26)
z3-t= 11 y-t=z To Y = X1
yot=z z-t=y t-uy = ug
T1-UL =T U up = us y-z=1

Avec les expressions (4.25) et (4.26) nous pouvons écrire ’expression (4.27), qui est

une fonction logique (par changement de variables).

D _
£TU(ZL'1,CL’2,I'3,£E,Q, Z,t,U1,U2,U3) -

N

Tr1-T2-x3-X

I

t-ui-ug- U3+
SUL - UD - u3+ (427)

S U U2 - U3+

8
ASEIIN

8
|
IS IR RN

1 -T2 T3 "

(SRS N

1 -T2-I3 "

T1-T2 X3 SUp - U2 U3t

T1-To T3 -T-Y-Z-t-up-ug-uU3

8
i

""Ensemble conjonctif de variables.
12Mono6mes possédant la totalité des variables affirmées ou niées intervenant dans ’expression.
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En suivant ’algorithme, nous avons regroupé les monoémes en fonction du nombre de

variables niées puis nous avons engendré un mondme de degré inférieur.

T -T2 T3 -T-Y-2-L-UL-U2-U3 | X1 -T2 X3 -T2 T Ul U2 U3
Ty To T3 T Y-z -1 Ul Uy U3 | T1 To T3 -T-y-1-uUp-Us- U3
T1To T3 T -Y-Z-L U Uy U3 | T1-To-T3-T -2 UL U - U3 (4,28)
T1To T3 T Y -Z-L U Uy U3 | T1 To T3 T Y-Z UL U U3
Ty To -T3-T-Y-z-T-U U U3 | T T2 T3 -T-Z-1-Up- U U3
T1 -T2 -T3-T-Y-Z-L-uUp-u2- U3 :L'l-xg-xg-x-gj-t_-ul-uQ-ug

Pour cet exemple, la simplification ne peut pas se poursuivre, car les mondémes ont
tous, deux a deux, au moins deux variables affirmées ou niées différemment, ou ils n’ont

pas les mémes variables. Nous avons donc la base premiére.

Cette méthode, parce qu’elle nécessite la présence de toutes les variables dans les
monomes c’est a dire la forme canonique' de la fonction, est relativement complexe a
mettre en place et de plus, elle ne donne pas toujours la forme minimale de ’expression
(voir tableau (4.28)). A partir de 1a nous devons, avec la table de choix [36], définir les

mondmes premiers suivants :

Tr1-To T3 -T-2-T-Up U2 U3
Ty X9 T3 T-Y-t-uy-us-u3 (4.29)
T1-To T3 -T-Y-Z- Ul U U3

4.3.3.2 Consensus

La méthode du consensus est une méthode systématique basée sur 'opération de
consensus entre mondmes. Elle s’applique aux fonctions représentées sous une forme

polynémiale arbitraire.

DEFINITION 4.12 (CONSENSUS)

On dit que deux monémes m;y et mqy forment une paire productive lorsqu’une seule des va-
riables apparaissant dans les deux monémes est biforme, c'est-a-dire affirmée dans I'un et niée
dans I'autre. Dans ce cas, on appelle consensus de my et mo le monéme noté cons(mi, ms2)

qui est le produit des variables monoformes de my et ms.

Deux cas de figure se présentent :

3Forme disjonctive de conjonctions (3 ]])
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Entrée : Ensemble de monémes canoniques
Sortie : Ensemble de monoémes simplifiés
Répéter
Pour chaque paire de monémes de degré n de deux classes voisines

faire

Si les deux monémes de cette paire different'* d’une variable alors

Regrouper cette paire pour générer un monéme de degré n — 1
Fin si

Fin pour
Les monoémes non utilisés au cours de ce processus sont ajoutés au

résultat

Jusqu’a non génération de monoéme de degré n — 1 ou génération d’un

mondme de degré 0.

ALGO 4.3 : Algorithme de simplification d’une équation logique par la méthode de
Quine-McCluskey

— my = xP et mg = TP : cons(my1,my) = P est un nouveau mondme supérieur a
mq et & mo qui peuvent ainsi s’éliminer ;

—my = P et mo = ZQ : my et my mettent en commun leurs sommets pour
engendrer un nouveau mondme par cons(mi,mg); un cas favorable se produit
lorsque m; ou mg est majoré par cons(mi, ma).

Soit f une fonction représentée par une liste de monoémes.

L’algorithme 4.4 de simplification de fonction booléenne de L se déroule en répétant
les deux actions suivantes :

1. éliminer de la liste les monémes qui sont couverts par d’autres;

2. former les consensus de chacun des monémes de la liste avec ceux qui le suivent ;
ajouter & la liste les consensus qui ne sont pas couverts par un monome existant ;

aller & 1.

jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de nouveaux monodémes créés par consensus.

En traitant ’exemple de la fonction logique (4.22), nous trouvons l’expression (4.29)
p- 108.
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Entrée Sortie : L Equation logique
Pour chaque monéme m du premier & ’avant dernier de L faire
Pour chaque monome p, du successeur de m au dernier de L faire
Ajouter (consensus (m, p)) & L aprés (rang (m))

Fin pour

Fin pour

ALGO 4.4 : Algorithme de la méthode du consensus

Entrée : m monome

k rang
Entrée Sortie : L Equation logique
Variable : j entier
j—k
Tant que j < longueur(L) + 1 faire
Si ¢ < L[j] alors
retour
Fin si
Sic> L[j]—1 alors
supprimer L[]
Sinon
incrémenter j
Fin si

Fin tant que
L — L{c}

ALGO 4.5 : Algorithme d’ajout du consensus

La liste ainsi obtenue est celle des monémes premiers. Cette méthode ne donne pas
toujours la base minimale.

REMARQUE 4.3

Ces deux méthodes permettent de réduire des fonctions logiques, mais ne conviennent

pas dans notre cas trés particulier ot certaines variables sont des combinaisons logiques
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d’autres variables. Elles ne permettent pas d’engendrer des graphes de précédence maxi-
maux dans tous les cas. Cette non génération des graphes de précédence maximaux est
due & lobjectif de ces deux méthodes qui est de définir la base minimale d’une fonc-
tion logique booléenne, tandis que nous nous cherchons a obtenir la forme canonique

minimale!® de cette fonction.

Le graphe de précédence associé a ’ensemble des séquences de précédence de 'équa-
tion (4.22) peut étre représenté par I'expression (4.30). Car la variable x peut étre déduite
de ’ensemble des autres variables, et pour les variables y, z, £, 'une d’entre elles dépend

toujours des deux autres (voir équation (4.26) p.107).

R
LY (x1, 2,23, 7,Y, 2,1, U1, U2,u3) = T1 - To - T3 - UL - U - U3 (4.30)

4.3.3.3 Méthode de réduction proposée

La troisiéme étape est la réduction logique de l'équation logique R, & 'aide de la
factorisation, qui nous donne ’expression £7§. Cette méthode s’applique sur des ex-
pressions polyndmiales arbitraires, cependant, il est préférable de ’appliquer sur des
monomes canoniques, car les précédences représentées par ces monoémes sont liées entre
elles par transitivité. C’est pour cette raison que la méthode proposée comporte la phase

développement logique.

La factorisation est la factorisation logique classique, (((a; — «;) - (o — 7)) +
(@i = ) - (am — an))) < (@i = a)- (@ = @)+ (@m — @) ou ((a; = ay)- (g —
ar)) + ((am = an) - (@0 = ap)) & (@ = @) + (am = an)) - (@ = @) + (em —
an)) - ((ai = o) + (a0 = o)) - ((ar = ) + (@0 — o))

En ce qui concerne la factorisation, nous nous basons sur l'appellation 2-SAT(2-

satisfability), que K.S. NAPHADE [43]| a rappelée (voir AnnexeB), pour introduire une

nouvelle notion : la k-stabilité'® ou k-STA, avec k entier strictement positif.

DEFINITION 4.13 (K-STA)
Clause contenant des opérateurs «-» de conjonction entre chaque prédicat, ces prédicats

pouvant contenir au maximum k — 1 opérateurs disjonctifs.

!5Forme possédant le minimum d’opérateurs de disjonction et de conjonction.
1Nous appelons stabilité la réalisation d’un type de factorisation ; soit de simple niveau, soit de niveau

deux.
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Le choix du terme «stabilité» a été orienté par la sensation de stabilité de I'expres-
sion logique lors de la factorisation, c’est a dire que cette expression est dans sa forme
minimale disjonctive de conjonctions de contraintes de précédence (Y []) pour la forme
1-STA et dans sa forme minimale disjonctive de conjonctions pouvant contenir des dis-

jonctions des contraintes de précédence (Y [[D_) pour la forme 2-STA.

La transformation de I’ensemble des disjonctions de conjonctions de contraintes de

précédence a atteint :

— la I-stabilité ou 1-STA lorsque 'ensemble résultat est un ensemble disjonctif de
conjonctions de contraintes de précédence, que nous notons : Y [[(e; — «;), on
chaque disjonction est indépendante des autres,

— la 2-stabilité ou 2-STA lorsque Iensemble résultat est un ensemble disjonctif de
conjonctions de disjonctions de contraintes de précédence, que nous notons :
ST (o — @),

aveci #jetie{l,...,p} et je{l,...,p}.

Ce qui peut s’illustrer par les expressions suivantes pour les stabilités :
1-STA : (0 — ) - (o, = o) + (o — ) - (o — )
2-STA : (Ozi — Odj) : ((Oék - al) + (am - al))

La réduction logique est traduite par 1’algorithme 4.6, qui a pour données d’entrée,
I’expression logique développée £?” d’assemblage d’un produit, et pour résultat, une
expression logique £ ? factorisée. Nous mettons ainsi en facteur toutes les précédences qui
peuvent ’étre, puis nous découpons le probléme en deux sous-problémes distincts, et nous
recommencons avec ces deux parties, et ce jusqu’a ce qu’il ne reste plus de précédence
non traitée. Sachant que cette factorisation respecte toutes les régles et propriétés de la
factorisation d’équation logique de 1’algébre booléenne. Nous avons alors 1’équivalence

entre I’ensemble des séquences d’enchainement et I’équation logique factorisée, £¥.

La réduction logique appliquée sur notre exemple de la figure4.1(a) donne en 1-STA

(les différentes étapes entre ’équation 4.21 et I’équation 4.31 sont proposées en annexe C) :

L7574 = (a0 — an) - (@ — ag) - (@ — ag) - (0 — au) - (o —

u)- (a1 — u)-(ag — u)- (a3 — u)- (g — u) - (g — az)) + (o — (4.31)

a1) (@ — a2) - (0= ag) - (a = ) (a = ) - (a1 = w) - (a3 —

u) - (a3 — u)- (a3 — o) (s = u) - (g — o) - (aa — az))

La réduction logique appliquée sur notre exemple de la figure4.1(a) donne en 2-

STA (les différentes étapes entre I'équation 4.21 et 1’équation 4.32 sont proposées en an-
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Entrée : Equation logique
Sortie : Equation logique factorisée

Tant que il existe une précédence commune dans toutes les séquences

faire
Mettre en facteur cette précédence commune
Fin tant que

Si il existe une disjonction de précédences commune & plusieurs

séquences alors

Mettre en facteur la disjonction de précédences commune au plus
grand nombre de séquences
Relancer l’algorithme avec les séquences factorisées

Relancer l'algorithme avec le reste des séquences
Sinon

Retourner le résultat

Fin si

ALGO 4.6 : Algorithme de réduction d’une équation logique

nexeD) :

L = (@ = ar) - (@ = a2) - (@ = az) - (@ = ag) - (@ >

u)- (g —u) (g = u) (g = u) (g — u)- (g — 1)+ (g — (4.32)

a3)) - (a4 — a2) + (a4 — as))
4.3.4 Simplification logique

La simplification logique est la suppression des contraintes de précédence indirectes,
c’est-a-dire qui peuvent étre déduites des autres contraintes de précédence. Pour cela
nous recherchons toutes les conjonctions de trois contraintes de précédence du type :

(a; — o) (aj — ag)- (a; — o) afin de les réduire a 'expression :(a; — o) (oj — ).

Cette simplification est exprimée par l’algorithme4.7. La simplification logique res-
pecte la suppression des termes redondants sans supprimer de contraintes non encore
exprimées. Elle permet de garder I’équivalence entre I’ensemble des séquences d’enchai-

nement et ’équation ainsi obtenue.
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Entrée : Equation logique
Sortie : Equation logique simplifiée
Répéter
Pour chaque ensemble de conjonctions faire
Pour chaque sous-ensemble possible de trois contraintes de
précédence de type (a — b) et (b — ¢) et (a — ¢) faire

Supprimer la contrainte de précédence (a — c).

Fin pour

Fin pour

Pour chaque disjonctions faire
Si (a — b) 4+ (b — a) alors
Supprimer la disjonction des deux précédences
Fin si

Fin pour

Jusqu’a stabilité.
ALGO 4.7 : Algorithme de simplification logique d’une équation logique

La simplification logique appliquée sur notre exemple en 1-STA de la figure4.1(a)
donne ’équation (4.33), notée £§_STA.
£§_STA = ((a— o) (a = a) (@ — aq) (1 = u)- (g —
u)-(ag — u)- (g — a3))+ (o — as)-(az — a4)- (1 — u)-(ag — (4.33)
u) - (g — a1) - (o4 — a2))
La simplification logique appliquée sur notre exemple en 2-STA de la figure4.1(a)

donne 'équation (4.34), notée £3574.

(¢ = ag) - (@ = a3) - (@ — ay) - (a1 —

£2T73TA = (a — 0[1) .
(a4 — a1) + (a4 — a3)) - ((u —

u) - (g — u) - (a3 — u) - (4.34)
ag) + <OL4 — 0z3))
Apres la simplification, la transformation logique de I’écriture en un ou plusieurs

graphes ou hypergraphes de précédence est développée dans la section suivante.
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4.4 La génération des graphes

La génération des graphes de précédence est la transformation d’une écriture logique
des contraintes de précédence en un ou plusieurs ensembles de contraintes de précédence.
Selon le nombre et le type d’ensembles générés, nous obtenons un ou plusieurs graphes

de précédence de types différents : graphe de précédence ou hypergraphe de précédence.

Pour obtenir un graphe de précédence, nous devons avoir I'ensemble E des consti-
tuants et I’ensemble U des contraintes de précédence directes. Pour obtenir un hyper-
graphe de précédence, nous devons avoir ’ensemble X des constituants et ’ensemble &

des contraintes disjonctives ou non de précédence directes.

4.4.1 Les graphes de précédence

Afin de générer des graphes de précédence valides nous devons obtenir une équa-
tion logique de type 1-STA comme nous avons pu le voir ci-avant. Une fois obtenu cet
ensemble de disjonctions de conjonctions de contraintes de précédence, nous pouvons gé-
nérer un ensemble de graphes de précédence & 'aide de l'algorithme 4.8. Cet algorithme
géneére, & l’aide de chaque ensemble conjonctif de contraintes de précédence, un graphe
de précédence distinct. Pour cela, nous engendrons ’ensemble E des counstituants, puis
nous insérons chacune des contraintes de précédence dans I'ensemble U des contraintes

de précédence.

o8]
o a&—a, u
a oy oy > u

ay—>a
Oy 4 3

(a) Graphe de précédence (b) Graphe de précédence

FiG. 4.2 — Graphes de précédence d’assemblage du moteur

Si nous prenons ’exemple de la figure4.1(a), avec les séquences admissibles vérifiant

la condition (4.8), ’ensemble des graphes de précédence peut s’écrire :
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Entrée : Equation logique simplifiée
Pour chaque ensemble de conjonctions faire

// Génération d’un nouveau graphe de précédence a chaque passage

Insérer la tache de chargement du composant de base dans E
Pour chaque précédence faire

// Recherche de la tache précédée dans la relation

Si la tache n’appartient pas & ’ensemble £ alors

Insérer la tache dans F

Fin si

Insérer la contrainte de précédence dans U
Fin pour

Fin pour

Sortie : Ensemble de graphes de précédence

ALGO 4.8 : Algorithme de génération d’un ensemble de graphes de précédence

{G1 =< E1,U; >,Go =< E9,Us >} avec :

Ey ={a, 01,09, a3, a4, u}

Ui ={(a,a3), (o4, a1), (o4, a2), (a3, aa), (o1, w), (g, u)}
et

Ey = {a, a1, a0, a3, a4, u}

Us = {(a, 1), (o, ), (v, ), (g, ), (a1, 1), (a2, u), (g, u), }.

Les deux graphes de précédence G; =< E1, Uy >,Gos =< FEs, Us > ci-avant du
produit de la figure4.1(a) p.98 sont représentés respectivement par les figures4.2(a)
et4.2(b).

4.4.2 Les hypergraphes de précédence

Un ensemble de conjonctions de disjonctions de contraintes de précédence de type 2-
STA permet d’obtenir un hypergraphe de précédence. Avec 'algorithme 4.9 et I’exemple
de la figure4.1(a), nous générons l’expression ci-aprés représentant I’hypergraphe de pré-

cédence H qui est représenté graphiquement dans la figure4.3.
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Un hypergraphe de précédence est équivalent & un ensemble conjonctif de contraintes
de précédence et de contraintes disjonctives de précédence ([]>°). Cet algorithme génére
un nouvel hypergraphe a chaque ensemble conjonctif de disjonctions de contraintes de
précédence. Et si nous ne pouvons pas ’écrire sous forme de conjonctions de disjonctions
de contraintes de précédence alors nous écrivons cette équation sous sa forme disjonctive
de conjonctions de disjonctions de précédence (D[] D)), et grace a cette transformation

nous arrivons a représenter cet ensemble par un ensemble d’hypergraphes de précédence.

Entrée : Equation logique

Pour chaque ensemble de conjonctions de disjonctions de contraintes

de précédence faire

// Génération d’un nouvel hypergraphe de précédence & chaque
passage

Insérer la tache de chargement du composant de base dans E

Pour chaque précédence ou disjonction de contraintes de précédence
faire

// Affectation des contraintes de précédences dans I’hypergraphe

considéré

Si les taches n’appartiennent pas a ’ensemble X alors
Insérer les taches dans X

Fin si

Insérer la contrainte de précédence ou la disjonction de contraintes

de précédence dans &
Fin pour
Fin pour

Sortie : Ensemble d’hypergraphes de précédence

ALco 4.9 : Algorithme de génération d’un ensemble d’hypergraphes de précédence
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o9

FiG. 4.3 — Hypergraphe de précédence d’assemblage du moteur

La figure4.3 représente 'hypergraphe de précédence du produit de la figure4.1(a),

soit formellement :

H=(X,§ avec:

X ={a,a1,00, a3, 4, u}

§ = {E1, B, B3, Ey, Es, B, E7, Es, Eo}

Er = ({a}.{a1}), B2 = ({a}, {a2}), B3 = ({a}, {as}),

Ey = ({a},{aa}), B5 = ({au}, {a1,a3}), Es = ({au}, {a2, as}),
Er = ({an}, {u}), Es = ({az}, {u}), Eg = ({as}, {u}).

4.5 Complexité

Dans cette section nous allons étudier la complexité de notre méthode, cette étude
permettra de maximiser le nombre de contraintes de précédence intervenant dans I'ex-
pression logique, ainsi que d’évaluer le nombre de taches a effectuer pour chacune des

phases.

Pour ces calculs de complexité, nous prendrons deux variables, p le nombre de consti-

tuants a assembler et n le nombre de séquences d’enchainement dans ’ensemble Y.

Comme nous l'avons vu au long de ce chapitre, la transformation de I’ensemble T des
n séquences d’enchainement admissibles des p + 1 taches en un ensemble de précédences
directes, est appelée décomposition logique. Cette décomposition logique est le découpage
de chacune des n séquences en p précédences directes, ce qui donne n X p précédences
directes. Pour cela ’algorithme 4.1 effectue n x p taches du type génération d’une précé-
dence ou alors affectation d’une précédence a un ensemble par exemple. La complexité

de lalgorithme de décomposition est en O(n x p).

Pour la deuxiéme phase, le développement logique transforme ’expression, obtenue

ci-avant avec la décomposition logique, en lui ajoutant un ensemble de termes, appelés
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précédences indirectes. Le nombre de ces précédences indirectes est fonction du nombre
p de précédences directes de chacune des séquences et du nombre n de séquences. Pour
chacune des séquences, il est généré p x (p — 1)/2 précédences indirectes. L’expression
logique résultant de ce développement logique comporte alors nxpx (p—1)/2 précédences
indirectes ajoutées aux n x p précédences directes déja présentes, ce qui donne n x p?/2

précédences. L’algorithme a une complexité en O(n x (p? —1)/2).

En ce qui concerne la réduction logique, il est possible de dire qu'un nombre minimal
de précédences est mis en facteur, comme :

— la téche de chargement du composant de base précéde toutes les autres taches (p) ;

— toutes les taches préceédent la tache de déchargement du produit fini (p).
Cependant la précédence de la tache de chargement du composant de base sur la tache
de déchargement du produit fini appartient aux deux ensembles, alors cela nous donne
2p — 1 précédences au minimum. Cela nous conduit & n x p?/2 — 2p — 1 précédences aux
maximum aprés cette étape. L’algorithme 4.6 réduit cette expression logique en n X p

cycles. L’algorithme de réduction logique a une complexité en O(p?/2).

La quatrieme phase est la simplification, elle permet de supprimer ’ensemble des
contraintes de précédences indirectes. Il est difficile de donner le nombre de contraintes
de précédences indirectes éliminées car, selon les produits & assembler, ce nombre peut
varier de zéro a nxp?/2—2p—1 moins le nombre de précédences indispensables (2p—3), ce
qui donne n x p? /2—4p—4. Avec la théorie mathématique, I’algorithme de simplification a
une complexité maximale en O((n x p?)!), cependant il est facile de réduire la complexité,
en triant les contraintes de précédence en fonction de la premiére tache et en sélectionnant

la tache intéressante a 1’aide d’un algorithme de sélection approprié, en O(p?).

La cinquiéme et derniére étape est la génération des graphes, par la transformation
d’une expression logique en un ou plusieurs ensembles de contraintes de précédence et
en un ou plusieurs ensembles de constituants. Cette phase a une complexité maximale

en O(n X p).

D’aprés cette analyse, la complexité de la méthode est en O(p®+n x p?). Nous voyons

que celle-ci est d’ordre polyndmial.

4.6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre propose une nouvelle méthode de détermination des graphes de précé-

dence ou des hypergraphes de précédence d’assemblage & partir d’ensembles de séquences
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d’enchainement préalablement déterminées. Ces séquences d’enchainement doivent satis-

faire les hypotheéses introduites au chapitre 2 p. 30.

Cette nouvelle approche de la génération des graphes de précédence par la logique
booléenne est composée de quatre phases. La premiére d’entre elles, appelée décomposi-
tion logique, permet de transformer une séquence d’enchainement en une séquence de pré-
cédences, ol les précédences sont mises en relation a l'aide de 'opérateur de conjonction
«-». Apres la transformation de toutes les séquences d’enchainement en séquences de pré-
cédences, ces derniéres sont mises en relation avec 'opérateur disjonctif «+». L’ ezpression

logique d’un ensemble détermine la mise en relation des séquences de précédences.

L’expression, ainsi obtenue, est transformée par la deuxiéme phase appelée dévelop-
pement logique. Cette étape permet d’introduire 'ensemble des précédences indirectes
de chacune des séquences de précédences. Les précédences indirectes de chacune des
séquences de précédences, sont mises en relation avec les précédences directes par 'opé-

rateur conjonctif.

Apres cette phase, la troisiéme étape est appelée réduction logique. Dans ces travaux,

trois méthodes de réduction sont exposées.

La premiére est la méthode de Quine-McCluskey. Seules les fonctions logiques sous
forme canonique'” peuvent étre réduites. Cette méthode est pertinente et bien connue
des automaticiens, mais ne garantit pas I’obtention de la forme minimale, qui permettrait
de réaliser un hypergraphe de précédence. De plus cette méthode ne nous permet pas de

générer facilement des graphes de précédence maximaux.

La deuxiéme méthode proposée est la méthode du consensus. Elle est aussi connue
que la méthode de Quine-McCluskey. C’est une méthode de détermination d’une forme

réduite, mais ne donnant pas toujours la forme minimale.

Pour résoudre ce probléme, nous avons introduit notre propre méthode, qui est une
factorisation des variables, selon qu’elles sont affirmées ou niées dans les séquences de
précédences. 11 y a plusieurs stades de factorisation, nous les appelons k-stabilité (k-
STA). La 1-STA est I'état atteint aprés factorisation de type simple, c’est a dire que
nous restons sous une forme disjonctive de conjonctions de contraintes de précédence
(O°TD). Cet état permet d’engendrer des graphes de précédence uniquement. Si nous
voulons des hypergraphes de précédence, nous devons atteindre la 2-STA, c’est a dire
factoriser I’expression pour obtenir une forme disjonctive de conjonctions contenant elles

mémes des disjonctions de contraintes de précédence. Dans les cas les plus favorables,

17"Tous les monémes sont canoniques
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nous n’atteignons pas la 2-STA, car ’ensemble des séquences d’enchainement peut étre

représenté par un graphe de précédence unique.

Pour obtenir des graphes de précédence ou hypergraphes de précédence ne possédant
pas de redondance d’information et pour les alléger, une quatriéme étape a été intro-
duite, elle s’appelle simplification logique. Cette phase est la suppression de toutes les
contraintes de précédence pouvant étre déduites par transitivité des autres contraintes

de précédence.

Cette méthode de génération des graphes et hypergraphes de précédence peut étre

qualifiée de simple et efficace.
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Conclusion et perspectives

“' UJOURD’HUI, les systémes de production, a cause de la concurrence, doivent ga-
>
¢

- pour les systemes d’assemblage, qui sont & l'origine de ces travaux. Le sys-

rantir un service de qualité, tout en restant compétitifs. Cela est aussi valable

téme d’assemblage optimum est généralement obtenu par des méthodes d’équilibrage de
charge de lignes d’assemblage (ALB)'8. Ces méthodes sont principalement utilisées avec
I'une des représentations des processus d’assemblage, les graphes de précédence. L’utilité
de cette représentation est due principalement & sa lisibilité, sa compacité et sa flexibi-
lité, mais elle posséde un défaut important : sa génération. Jusqu’ici, nous jugions les

méthodes de génération systématique des graphes de précédence peu satisfaisantes.

Ces travaux nous présentent un échantillon des représentations des processus d’as-
semblage possibles. Les deux méthodes les plus utilisées sont les graphes de précédence
pour la conception de systémes d’assemblage et les réseaux de Petri pour le pilotage de
systémes. En ce qui concerne le pilotage, il existe un grand nombre de travaux concré-
tisés par des simulateurs, tandis qu’en conception de systémes d’assemblage, il existe
des méthodes de découpage de graphes de précédence pour 'ALB, mais il n’existe pas
de méthode simple et efficace de génération des graphes de précédence. Ces travaux ont
donc pour objectif de proposer une méthode de génération systématique des graphes de
précédence simple et efficace, & partir d’'un ensemble de graphes d’assemblage préalable-
ment établi & 'aide de LEGA. Nous avons présenté deux méthodes différentes, basées

pour l'une, sur la transformation de graphes, et pour 'autre, sur la logique booléenne.

La premiére de ces deux méthodes est une suite de transformations de graphes. Ces
graphes sont, successivement, un graphe d’état intermédiaire du produit (ASTD), le
graphe dual de 'ASTD appelé graphe d’enchainement, puis a ’aide de régles de suppres-
sion d’arcs, un graphe d’enchainement simplifié est obtenu. Sous certaines conditions,

le graphe ainsi généré est équivalent & un graphe de précédence. Sinon dans les autres

'8 Assembly Line Balancing
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cas, nous pouvons générer un hypergraphe de précédence. Cette méthode est transcrite
par un ensemble d’algorithmes, dans ces travaux, elle permet d’obtenir des graphes de
précédence valides et exhaustifs dans les cas ol I’ensemble des séquences d’enchainement
proposé peut étre représenté par un graphes de précédence unique. Dans ces cas, cette

méthode conduit simplement et directement & un graphe de précédence.

Pour garantir I’obtention d’un graphe de précédence unique valide et exhaustif, nous
devons vérifier que les séquences d’enchainement de I’ensemble étudié vérifient la pro-
priété II proposée par A.BRATCU, puis enfin, appliquer notre méthode de génération

systématique des graphes de précédence.

Pour obtenir des hypergraphes de précédence, nous devons utiliser la deuxiéme amé-
lioration apportée, c’est a dire I'utilisation des précédences conditionnelles'®. De 14, il est
relativement facile de générer des hyperarcs de précédence, un hypergraphe de précédence

découle de tous les hyperarcs générés.

Les calculs de complexité des différents algorithmes permettent de dire que cette mé-
thode a une complexité d’ordre polyndmial, mais aprés le traitement d’un exemple, nous
voyons que l'utilisation de celle-ci n’est pas triviale pour la génération d’hypergraphes.
Il ressort de cette étude, que la méthode par transformation de graphes proposée est
efficace, mais pas simple dans I’ensemble des cas, c’est pour cela que nous proposerons

alors une seconde méthode.

Pour la seconde méthode, nous nous somines inspirés des travaux de K.S. NAPHADE
pour exprimer les contraintes de précédence sous forme d’expression logique booléenne.
En définissant la fonction caractéristique de ’ensemble des séquences d’enchainement,
nous avons obtenu une expression logique booléenne, notée £, cette étape est appelée

décomposition logique.

Avec cette expression logique, nous générons un ensemble de graphes ou d’hyper-
graphes de précédence a l'aide des phases suivantes, le développement logique des précé-
dences, la réduction logique des précédences, la simplification logique d’une expression et

la génération de graphes de précédence ou la génération d’hypergraphes de précédence.

Le développement logique est basé sur la transitivité de 'opérateur de précédence
«—», il permet de transformer ’ensemble des précédences directes en un ensemble de

précédences élargie®’.

19Cette notion de précédence conditionnelle permet d’exprimer la disjonction entre deux précédences.
20précédences directes et indirectes
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La réduction logique des précédences est une méthode de factorisation des précédences
afin d’obtenir la base minimale représentative de I’ensemble des séquences d’enchaine-
ment. Pour cette étape, nous avons introduit une nouvelle appellation, la k-stabilité?!
(k-STA). Cette appellation est inspirée de I'appellation 2-SAT de K.S. NAPHADE pour
exprimer le degré de factorisation d’une expression logique, c’est & dire si 'expression lo-
gique peut s’écrire sous une forme de conjonctions de contraintes de précédence ¢; ([ ] ¢;)
ou sous une forme disjonctive de conjonctions de contraintes de précédence (3 [] ¢;) alors
k est égal a un (1-STA), sinon si cette expression peut s’écrire sous la forme conjonctive
de contraintes de précédence ou de disjonctions de contraintes de précédence ([ D) ou
sous la forme disjonctive de conjonctions de contraintes de précédence ou de disjonctions
de contraintes de précédence (> [][D)), alors k est égal & deux (2-STA).

Aprés cette étape de détermination de la base minimale, selon son degré de stabilité,
la simplification logique d’une expression est la suppression de toutes les contraintes de

précédences indirectes, afin d’obtenir ’ensemble minimal des contraintes de précédence.

Il est alors possible de générer un graphe de précédence, un ensemble de graphes
de précédence, un hypergraphe de précédence ou alors un ensemble d’hypergraphes de
précédence. De la base de stabilité «1-STAx, la génération d’un ensemble de graphes
de précédence permet de transformer un ensemble de contraintes de précédence en un
graphe ou un ensemble de graphes de précédence. Il en est de méme avec la génération
d’un ensemble d’hypergraphes de précédence avec la base de stabilité «2-STA» pour les
hypergraphes de précédence.

Cette méthode engendre [’ensemble des graphes de précédence, représentant de ma-
niére biunivoque 'ensemble des séquences d’enchainement initial, elle permet aussi de
générer des hypergraphes de précédence représentant ces mémes séquences d’enchaine-

ment.

La complexité de cette méthode est d’ordre polyndmial, tout en étant plus élevé que
celle de la méthode par transformation de graphes dans certains cas, il en reste tout de

meéme que la deuxiéme méthode a généralement une complexité inférieure.

Nous remarquons que la deuxiéme méthode permet de générer aussi bien des graphes
de précédence que des hypergraphes de précédence. Elle est plus facile & mettre en place
que la méthode par transformation de graphes. Il est possible de dire que notre objectif
est atteint, car nous avons proposé une méthode simple et efficace de génération de

graphes de précédence.

21k est un entier strictement positif.
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Apreés ces travaux, nous pourrions envisager leur programmation, et leur comparaison

avec d’autres approches au niveau du temps de calcul.

Apres cette programmation, il faudrait se pencher sur le découpage des hypergraphes
de précédence afin de les utiliser en ALB. Pour cela deux solutions s’offrent & nous, la
premiére est la décomposition des hypergraphes de précédence ainsi générés en graphes
de précédence et I'utilisation de méthodes existantes, la deuxiéme est de proposer une

méthode de découpage d’hypergraphes de précédence.

Pour la décomposition des hypergraphes en graphes de précédence, il suffit de trans-
former ’expression logique 2-STA, équivalente aux hypergraphes de précédence, en une

expression 1-STA, équivalente & des graphes de précédence.

Pour le découpage des hypergraphes de précédence, nous pourrions peut étre utiliser
les méthodes d’équilibrage de lignes d’assemblage en considérant un hypergraphe comme
un graphe de précédence avec des contraintes de précédence non fixes, c’est a dire pour
une partie de ’hyperarc, nous gardons la contrainte de précédence, et pour 'autre partie,

nous testons chaque cas possible.



Annexe A

Quelques généralités sur les graphes

S "ENSEMBLE DES RAPPELS PROPOSE ICI, porte sur la théorie des graphes. Cette

annexe sera illustrée a ’aide de ’exemple de la figure A.1. Les définitions sui-

ap - z 5
vantes sont celles des cocycles, des prédécesseurs — successeurs, des degrés par
rapport a un sommet et des mombres d’arcs par rapport & une paire de sommet d’un

graphe donné, mais nous commencerons par des notions plus simples.

A.1 Notions de base

A.1.1 Graphe simple

DEFINITION A.1 (GRAPHE SIMPLE)
Un graphe est dit simple si toute paire x,y de deux sommets distincts posséde une aréte

commune et une seule.
C’est-a-dire, il existe l'aréte (x,y) ou laréte (y, ).

A.1.2 Graphe connexe

DEFINITION A.2 (GRAPHE CONNEXE)
Un graphe est dit connexe si pour toute paire x,y de deux sommets distincts, il existe une

chaine' u[z,y] reliant ces deux points.

Tous les sommets d’un graphe connexe sont accessibles.

!Une chaine est une succession d’arcs passant du sommet z au sommet .
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A.1.3 Chemin dans un graphe

DEFINITION A.3 (CHEMIN)
Un chemin v = (u1,ug, . .., uy) est une succession de q arcs u; tel que pouri < g, l'extrémité

terminale de I'arc u; coincide avec I'extrémité initiale de I'arc u; 1.

Si un chemina le méme sommet initial et final, nous avons alors les deux possibilités

suivantes.

A.1.3.1 Boucle dans un graphe

DEFINITION A.4 (BOUCLE)
Une boucle v = (uy) est un arc tel que p I'extrémité terminale de I'arc coincide avec I'extré-

C’est-a-dire qu’il existe au moins un chemin qui relie z & lui méme en ne passant par

aucun autre sommet.

A.1.3.2 Circuit dans un graphe

DEFINITION A.5 (CIRCUIT)
Un circuit v = (u1,ug, ..., uq) est une succession de q arcs u; tel que pour i < g, I'extrémité

terminale de I'arc u; coincide avec I'extrémité initiale de I'arc u;1q et de plus 'extrémité

C’est-a-dire qu’il existe au moins un chemin qui relie x & lui méme en passant par au

moins un autre sommet.

A.1.4 Chemin hamiltonien

DEFINITION A.6 (CHEMIN HAMILTONIEN)
Un chemin est dit hamiltonien s'il passe par tous les sommets d'un graphe, une et une seule

fois.

A.1.5 Rang d’un graphe

DEFINITION A.7 (RANG)
Nous appelons rang d’un graphe simple, sans circuit et orienté, le nombre maximal de nceuds

entre le nceud racine et sa feuille la plus éloignée (en les incluant).
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F1a. A.1 — Graphe orienté non-simple quelconque

A.2 Cocycle

DEFINITION A.8 (COCYCLE)
Soit G = (X, E) un graphe orienté. On appelle cocycle d’'un sommet I'ensemble des arcs qui

lui sont incidents®>. On note :
wa(i) = {(i,j) € E}U{(k,i) € E} (A1)

On appelle demi cocycle supérieur® d’un sommet I’ensemble des arcs sortant de ce sommet.
Et on appelle demi cocycle inférieur* d’un sommet I'ensemble des arcs entrant en ce sommet.
Nous les notons :

{ wg (i) = {(4,5) € E} demi cocycle supérieur de i (A2)
{

wg (1) = {(k,i) € E} demi cocycle inférieur de i

Avec le graphe G de la figure A.1, nous avons G = (X, E) ou X = {a,b,c,d,u} et
E = {(a,b), (a,c),(c,b), (b, c), (c,d), (b,d),(d,b), (b,u), (d,u)}, et les cocycles supérieurs
sont :

~ wi(a) = {(a,b), (a,)}

~ Wl (b) = {(b,0), (b, ), (b, w))

- wie) = {(b), (e d)}

2Arcs entrant et arcs sortant de ce sommet.

3appelé aussi demi cocycle extérieur
4appelé aussi demi cocycle intérieur
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- wi(d) = {(d,b), (d,u)}

- () =0

Les cocycles inférieurs du graphe G de la figure A.1, sont :
- wgla) =0

~ wg(b) ={(a,b),(c,b),(d,b)}

— wg(e) = {(a,¢), (b, ¢)}

- w(_}(d) = {(ba d)> (Ca d)}

- wi(u) ={(b,u), (d,u)}

A.3 Nombre d’arcs

DEFINITION A.9 (NOMBRE D’ARCS)
Soit G = (X, E) un graphe orienté. On appelle nombre d’arcs entre le sommet i € X et le

sommet j € X d'un graphe G, les quantités d’arétes attachées aux sommets et qui ont pour

ma(i,j) = {(i,7) € E: (i,5) € wi(0) A (i,5) € wg ()} (A.3)

Le nombre d’arcs entre chaque paire de sommets d’'un ASTD est :

mag(a,a) =0 mg(a,b) =1 mg(a,c) =1 mg(a,d) =0 mg(a,u) =0
ma(b,a) =0 mg(b,b) =0 mg(b,c)=1 magb,d) =1 mg(bu)=1
mg(c,a) =0 mg(e,b) =1 mg(e,e) =0 mag(e,d) =1 mg(c,u) =0
ma(d,a) =0 mg(d,b) =1 mg(d,c) =0 mag(d,d) =0 mg(d,u)=1
mag(u,a) =0 ma(u,b) =0 mg(u,¢) =0 mg(u,d) =0 meg(u,u) =0

Afin de simplifier les notations, nous n’écrivons que les nombres d’arcs différents de zéro.

Ce qui nous donne alors :

- mg(a,b) =1
- mg(a,c) =1
- mg(b,c) =1
- mg(b,d) =1
- mg(b,u) =1
- mg(c,b) =1
- mg(c,d) =1
- mg(d,b) =1
- mg(d,u) =1



Annexe B

Résolution des disjonctions d’apreés

7 {9 ETTE ANNEXE traite de la résolution des disjonctions dans la génération des
> \)

i \ ¥ 2 2 ~ 2 .
5'{%)‘}2)) graphes de précédence d’aprés K.S. NAPHADE [42], [43], [44]. Cette résolution
S Ne) gera développée ci-apreés, et sera inspirée des remarques faites par P. DE LIT

dans 'annexe D de sa thése[15]. Dans une derniére partie, nous essayerons d’apporter

une solution & cette résolution.

B.1 Approche K.S. NAPHADE

Cette section présente la méthode de génération de graphes de précédence de K.S. Na-
PHADE et al. Ce travail est basé sur trois grandes étapes : la décomposition du pro-
bléme en sous-problémes, la représentation des sous-problémes en graphes de décision et
le partitionnement des graphes de décision. L’étape de décomposition du probléme en
sous-problémes est la transformation d’un ensemble de contraintes de précédence en un

ensemble de problémes deux-satisfait (2-SAT).

DEFINITION B.1 (K-SAT)

Clause de longueur inférieure ou égale a k et ne contenant pas d’opérateur «-»
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Par exemple, voici un ensemble de clauses k-SAT :

1+ X2+ ...+ Tk

Ty + ...+ 2Ty

La résolution d’un probléme complet revient a résoudre ’ensemble des sous-problémes
engendrés en les modélisant par des graphes de décision. Aprés partitionnement, a chaque

graphe de décision correspond un seul graphe de précédence d’assemblage.

B.1.1 La décomposition

Soit P un ensemble de N contraintes de précédence. Les contraintes de précédence de
a sur b se notent «<». Les contraintes de précédence entre deux noeuds d’un graphe sont
a <b,b=<a,a=b. Ces contraintes se traduisent respectivement par ’existence d’arcs
entre les noeuds a et b (a — b), (b — a) ou la non existence d’arc entre les noeuds a et
b. P est constitué de conjonctions de contraintes de précédence, ainsi que de disjonctions
d’au moins deux contraintes de précédence. Dans le cas ou une disjonction porte sur
au moins trois contraintes de précédence, celle ci sera décomposée de telle maniére que
I’ensemble des Q; soit 2-SAT.

Cet ensemble de N contraintes peut se découper en un ensemble de @); problémes
2-SAT (voir I’équation (B.3)). Nous avons, pour toutes les expressions @);, un ensemble

de disjonctions comportant seulement deux éléments et/ou un ensemble de conjonctions.

Nous allons considérer ’exemple suivant :

P: 1<2
(1+4)=<5
(3+4+5)=<6
B+5+6+4+7)<9

(B.1)

Avec les équations (B.1), nous pouvons écrire les équations (B.2) en les décomposant en

sous contraintes.
((3+4)<6)+(5<6)

(B.2)
(B4+5)<9)+((6+7)<9)
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Le probléme P se décompose alors en quatre sous-problémes :

Qi (1=<2)A((1+4)<5)A((B+4)<6)A((B+5)<9)

Qz: (1=<2A((1+4)<5)A(B=<6)A((B+5) <9) 53)
Qs (1=<2)A((1+4)<5)A((B+4) <6)A((6+7)<9)

Qi (1=<2)A((1+4)<5)A(B=<6)A((B+5) <9)

Comme nous ’avons vu ci-avant, une solution de P est une solution d’au moins une
équation @);, et réciproquement, alors résoudre I’équation P revient a résoudre I’ensemble

des équations Q);

B.1.2 La représentation

Comme les clauses disjonctives de ); peuvent s’écrire en un ensemble de si ... alors.

(r+q9 = (-p=9q)

& (=g =p) (B4)

Avec le deuxiéme terme de 'équation B.1 — (1 +4) < 5— et les équations B.4, nous

pouvons alors écrire les équations B.5.

(1<4)+(1=<5)<(-(1<4)=(1<5)) (B.5)

Suite a cette transformation de la disjonction en implication et ’apparition du non
(noté =), 'expression a = b est introduite pour traduire l’absence de contraintes de

précédence entre les conditions a et b. Alors I'expression (B.5) peut s’écrire sous la forme

suivante :
4=<1)=(1<5)
(1=4)=(1<5) (B.6)
5=<1)=(1=<4)
(5=1)=(1<4)

Une nouvelle notation R a alors été introduite afin de traduire les deux expressions

(a < b) et (a =b) en une seule (alRb). L’expression (B.6) devient alors :

)

(4R1) = (1 <5
4)

(5R1) = ( (B.7)

1<
1<

A Taide de lexpression (B.7), le graphe de décision G* est généré. Pour cette gé-

nération, une notion est introduite. Supposons que nous appelons A la contrainte de
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F1c. B.1 — Graphe de décision G* associé aux contraintes de précédence ((1+4) < 5)

précédence (4 < 1), nous appelons A, la contrainte de précédence (1 < 4) et A la
contrainte (4 = 1). Nous faisons de méme avec (5 < 1) que nous nommons B alors
(1 < 5) s’écrit B, et (5 = 1) s’écrit By. D’apres l'expression (B.7), nous avons A = B,
Ag = B., B= A., By = A.. Cette écriture peut alors étre représentée par le graphe de
décision de la figure B.1.

B.1.3 Le partitionnement

K.S. NAPHADE appelle ’ensemble C7 le complémentaire de ’ensemble I des contraintes
de précédence. —Cr = {Ip, I.} ou encore Cy, = {I, 1.} ou encore C1, = {I,Ip} —

PROPRIETE B.1 (PARTITIONNEMENT)
La faisabilité et la consistance de la partition de G* dans R et A doivent satisfaire aux

propriétés suivantes :

Répartition : Pour l'ensemble des noeuds {I, Iy, I.}, un et un seul des noeud doit appar-

tenir 3 A, les deux autres doivent appartenir 3 R.

Appartenance : Il n'existe pas d'arc (I,.J) appartenant 3 G* ou I appartient a A, et J
appartient 3 R.

La propriété de répartition assure ’acceptation d’une et d’une seule contrainte de
précédence a I’ensemble A, et la propriété d’appartenance assure elle, 'acceptation de J

si I est accepté et si I implique J.

DEFINITION B.2 (PARTITIONNEMENT)
Le probléme de génération de graphe de précédence repose sur le partitionnement des graphes
de décision en deux ensembles A et R, avec une et une seule alternative pour chaque décision

appartenant 4 A, et l'orientation des arcs de R vers A.
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Fi1a. B.2 — Graphe de précédence possible G associé a la contrainte ((1 +4) < 5)

Avec D'expression (B.6), la propriété B.1 et la définition B.2, nous obtenons les en-
sembles A = {Ao, B.} et R = {A, A., B, Bo}. Avec ce partitionnement, nous obtenons

un graphe de précédence possible, présenté par la figure B.2.

B.1.4 Evaluation

Cette méthode posséde ’avantage de permettre de générer toutes les partitions pos-
sibles de G* avec la décomposition du probléme P en un ensemble de sous-problémes @Q;.
Cette approche est une piste & explorer, mais actuellement elle n’est pas valide, car elle
donne dans quelques cas particuliers des « graphes traduisant les précédences» entre les
taches qui ne peuvent pas étre appelés des graphes de précédence car ils sont cycliques

—voir figure B.3 — avec le probléme P suivant :

P: (1+2)<0

(1+2) (B.8)
(1<(2+3)

Aprés une suite de transformations respectant la méthode de K.S. NAPHADE, nous

obtenons par exemple :
B= A,

C= D,
(0=<2)=(1=<0)
(2<1)=(1<3)

Il est possible de représenter ce graphe par la figure B.3.
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FiGc. B.3 — Graphe «de précédence» invalide

B.2 Approche P.DE LIT

P.DELIT a repris 'approche de K.S. NAPHADE afin de I"améliorer, pour ce faire, il
a remplacé les opérateurs = et R par l'opérateur <. Cet opérateur, appliqué & a et b
de la maniére suivante a < b traduit I'impossibilité de réaliser b avant a. L’opérateur <
est distributif & droite et & gauche par rapport au «et» comme par rapport au «ou».
P.DELIT a introduit un ensemble de définitions — voir [15] —, sans toutefois résoudre
les problémes de génération de graphes invalides. Nous remarquerons tout de méme que
les graphes générés par cette approche sont valides, ce sont des graphes de précédence,

mais ils engendrent des séquences non valides.

Si nous reprenons ’exemple donné par P. DE LiT[15], nous obtenons, avec les con-
traintes (d+e) < f et f < (d+ e), les quatre graphes de précédence suivants :
Gi1=<{d,e, f},{(d, [), (e, )} >, Ga =<{d,e, f},{(e, f), (f,d)} >,

Gs =<{d,e, [}.{(d, [),(f,e)} >, Ga=<{d,e, [},{(f,d), (f,e)} >.

Nous pouvons voir que les graphes G et G ne respectent pas ’ensemble de contrain-
tes proposées au départ. Il y a un probléme de résolution des disjonctions des contraintes
de précédence comme le dit P. De Lit. Suite & ces travaux, nous proposons ’amélioration

suivante.

B.3 Approche K.S. NAPHADE — P. DE LIT améliorée

Notre proposition est relativement simple, nous reprenons ’ensemble de la méthode
de K.S. NAPHADE, juste en modifiant le complémentaire de a < b, (qui est, dans 1’ap-
proche de K.S. NAPHADE : b = a et dans celle de P. DELIT : b < a) par a > b.
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Supposons que les graphes d’assemblage soient linéaires, nous avons donc une seule
tache en méme temps, alors a précéde b ou alors a succéde b. Donc le complémentaire
de a < b est a > b. Maintenant supposons que les graphes d’assemblage ne soient pas
linéaires, alors si les taches a et b ne sont pas sur la méme branche de la ligne d’assemblage,
nous pouvons considérer que ces deux branches forment chacune un systéme différent,
c’est & dire que nous considérons le sous-assemblage sortant d’une chaine d’assemblage
comme un produit fini pour cette chaine qu’il quitte, et comme un composant élémentaire
pour la chaine dans laquelle il rentre. Nous allons réécrire les propriétés et définitions

qui le méritent.

Nous appelons I’ensemble C7 le complémentaire de I’ensemble I des contraintes de

précédence. —Cr = {I.} ou encore Cj, = {I} —

PROPRIETE B.2 (PARTITIONNEMENT AMELIORE)
La faisabilité et la consistance de la partition de G* dans R et A doivent satisfaire les

propriétés suivantes :

Répartition : Pour I'ensemble des noeuds {I, 1.}, un et un seul des nceuds doit appartenir

a A, l'autre doit appartenir 3 R.

Appartenance : I n'existe pas d'arc (I,J) appartenant a G* ou I appartient a A et J
appartient 3 R.

La propriété de répartition assure 'acceptation d’une et d’une seule contrainte de
précédence a I'ensemble A, et la propriété d’appartenance assure elle, acceptation de J

si I est accepté et si [ implique J.

DEFINITION B.3 (PARTITIONNEMENT AMELIORE)

Le probléme de génération des graphes de précédence repose sur le partitionnement des
graphes de décision en deux ensembles A et R, avec une et une seule alternative pour chaque
décision appartenant a A et une et une seule alternative pour chaque décision appartenant a

R, et l'orientation des arcs de R vers A.

Reprenons 'exemple de P. DE LIT :

(d+e)
f

f

dse) (B.10)

<
<



138 Annexe B

Fic. B.4 — Graphes de précédence valides associés aux contraintes de précédence de
P.DeLir[15]

Nous obtenons donc avec la propriété B.2 et la définition B.3 I'expression suivante :

(d=f)=(e=f)
(e=f)=(d=f) (B.11)
(f=d)=(f=<e)
(f=e)=(f=4d)

Nous obtenons alors les graphes de précédence G =< {d,e, f},{(e, f),(f,d)} >,
Go =< {d,e, f},{(d, f),(f,e)} > —voir figure B.4— représentant I’ensemble des sé-

quences vérifiant les contraintes de précédence nommeées ci-avant.



Annexe C

Les différentes étapes de

simplification pour la 1-STA

A»O0US TROUVERONS DANS CETTE ANNEXE, les différentes étapes de résolution
(‘))( entre ’équation 4.21 et I’équation4.31 (rappelée C.16).
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Annexe C

L= (a— 1) ((a— a2) (o — a3) (@ — ag) (o — u) (g —
az) (a1 — ag)- (a1 — aq)- (1 — u)- (a2 — az) (a2 — aq) (a2 —
u) (g —u) (g — ag) (g —u) + (@ — a2) - (@ — a3) - (a —
ayg)- (@ —u) () — a2) () — ag)- (a1 — aq) - (a1 — u)- (ag —
az) - (ag — ag) - (a2 — a3) - (ag — u) - (g — u) - (g — u) +
(@ = ag) (@ = a3) - (@ = aq) - (@ = u) (1 — ag) - (g —
ag)-(a; — a9)-(ag — a3)-(ag — ag)- (a3 — a2)- (a1 — u)- (a2 —
u) - (a3 = u)- (g —u) + (@ = a2) - (@ = az) - (@ = ) - («
u)-(ag — a1)- (e — ay)-(ag — ag) (a1 — aq) (1 — ag)- (a4 —
) (a1 =) - (a2 = u) - (ag — u) - (s = u) + (@ — az) - (o
Y- (a— ay) (@ —u) (a2 — ag) (a2 — ar)- (a1 — as)- (a4—>
a1) (g — a3)- (e — a3)- (a1 — u)- (e — u)-(ag — u)- (g — u)
(@ = az) (o — a3) (o — aq) - (@ — u) - (ag — ag) - (g —
3)- (a2 — a1)-(as — a3)- (s — 1) (a3 — a1)- (a1 — u)- (a2 —
u)-(az —u) (g —u) + (@ = ) (@ — az) (a— ay) - («
) (a3 — ag)-(ag — on)- (a3 — az) (g — a1)-(aa — a2)- (a1—>
(o —u)- (a2 = u) - (a3 = u) - (o — u) + (@ — az) - (a
(o= aq)- (@ —u)-(ag = aq)- (a3 = az)- (a3 — 1) (04—>

)
)

ag)-(ag — aq)-(ag — aq)-(a1 — u)-(ag — u)-(as — u) (g — u)
(@ = ag) (= a3) (a— ag) (@ —u) (ag — ag) - (g —
)

az) - (a4 — a3) - (a1 — a2) - (a1 — a3) - (a2 — a3) - (a1 —
u) - (az = u)- (a3 = u) (s = u) + (@ > a2) - (0 > a3) - (a0 —
ag)-(a—u) (ag — ag) (ag — a1)-(ag — a3)-(ag — a1) - (ag —
az) - (a1 — a3g) - (a1 — u) - (ag — u) - (a3 — u) - (g — u) +
(¢ = ) (@ = a3) (@« = aq) - (@ = u) (a4 — a1) - (g —
ag) - (1 — ag) - (a1 — ag) - (a1 — az2) - (a3 — az) - (a1 —
u) - (g = u) - (a3 = u) - (g —u) + (@ = a2) - (0 > a3) - (0 —
ag) (@ —u) (g — az) (g — a3) (g — 1) (ag — ag) - (ag —
ar) - (as — a1) - (a1 — u) - (g — u) - (a3 — u) - (g — u) +
(@ = ag) (@ = a3) (@ = aq) - (@ = u) (g — az) - (g —
1) (g — a2)-(az — a1)-(ag — ag)- () — a2)- (a1 — u)-(ag —
u) - (a3 = u)- (g —u) + (@ = a2) - (@ = az) - (@ = ag) - (. —
u)-(og — a3)- (g — ag)- (g — 1) (3 — a2)- (a3 — 1) (2 —

) - (a1 — ) (g = u) - (a3 — u) - (g — u))
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£32 = (o an)-(o— 02)- (@ — 33)- (& = ) (0 = u)- (e
ag)- (a1 — az)- (a1 — ag)- (a1 — u)- (e — az)-(ag — ag)-(ag —
u) - (ag = u) (g = a3) - (g = u) + (a = a3z) - (@ — ay) - (@ —

u)- (a1 — az) (1 — az)- (a1 — aq) (1 — u)- (g — az)- (g —

ag — ag) (g = u) - (g = u)- (a3 = u) (g = u) + (o —
).

)
)
) ( )
as) - (a— ag) (@ —u) (g — a1) (a2 — ag) (g — az)- (g —
) (
(
)

ay) (g — ag)-(ag — ag)-(a1 — u)-(ag — u)-(as — u) (g — u)
+(a—a3) (a—ag) (a—u) (g — ay)- (g — a1) - (g —
as)-(ag — o) (ag — as)-(ag — a3)- (a1 — u)- (g — u)-(ag —

(g —u)+ (a—a3) (a— ) (a—u) (g — aq) - (a2 —

3

)

ag) - (@ — a1) - (a4 — a3) - (4 — a1) - (a3 — a1) - (1 —
) (e —u)- (g = u)- (g = u) + (0= ag) - (@ — ag) - (o —
)

az) (g —u) (g = u) (g = u) - (g —u) + (@ — a3) - (o —
) (@ —u) (a3 — aq) (a3 — ag) - (a3 — 1) (g — az2)- (a4 —
a1) - (ag — ag) - (a1 — u) - (ag = u) - (a3 — u) - (g — u) +
(@ = a3) (@« = aq) (@ = u) (g — a1) - (g — ) - (g —
as) (a1 — ag)- (a1 — as) (a2 — a3)- (a1 — u)- (g — u)-(ag —
u)- (g —u) + (@ = az) (= ag) (@ —u) (a4 — az) (g —
a1) (g — a3) - (e — a1) - (e — az) - (a1 — az) - (a1 —
u) - (az = u) - (a3 = u) - (g — u) + (@ —ag) (@ = og) - (o —
u)-(ag — a1)-(ag — az)- (g — ag)- (@1 — az)-(1 — az)-(az —
@) (a1 —u)-(ag —u)- (a3 = u)- (g = u) + (@ — a3) - (o —
ay)- (@ —u)-(ag — ag) (ag — a3) (g — a1) - (g — a3) - (ag —
a) - (as — a1) - (a1 = u) - (g — u) - (a3 — u) - (g — u) +
(@ — a3) (@ = aq) (@ = u) (g — a3) - (g — a1) - (g —
a2)- (a3 — a1)- (a3 — a2) - (1 — az)- (a1 — u)-(az — u)-(az —
u)-(ag = u) + (a—az) (@ —ay) (@ —u) (g — az)- (g —
az) (o — o) (a3 — az)- (a3 — o) (o2 — o) (o1 — u)- (a2 —

u) - (a3 — u) - (4 — u))

(C.2)
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Annexe C

£ = (a — a) (o — az) (o — ag) - (@ — as) - (@ —
u) - (1 — az) - (a1 — az) - (a1 = aa) - (1 — w) - (2 — ag) -
(a2 — aq) - (a2 — u) - (a3 — u) - (u — ag) - (g — u) +
(@ = ay) (a—u) (g = a) (g — a3) - (a1 — aq) - (a1 —
u)-(ag — ag)-(ag — ag)-(ag — a3)-(ag — u)-(az — u)- (g — u)
(a1—>a2 -(044—>
(a3 — a2) (a1 — u)-(ag — u)- (a3 — u)-(ag — u)
(g — az) - (a1 —
(g = ag)-(a1 — u)-(ag = u)-(az — u) (g — u)
(a1—>a3 -(Od4—>
(ag = ag)-(ag = u)-(ag — u)-(as — u) (g — u)
(g — ) - (g —
ag)-(ag — aq)-(ag = a1)-(a1 — u)-(ag — u)-(as — u)- (g — u)
<O¢3—>Oz2 -(Oé4—>

ay)-(ag — ag '(041 — ) (a1 = u)- (g — u) (a3 — u)-(ag — u)

(4 — az) - (a1 —
(g — agz) (a1 — u) (a2 — u)- (a3 — u)- (g — u)
(g — az) - (g —
(a1 = ag)-(a1 — u)-(ag — u)- (a3 — u) (g — u)
(4 — az) - (a1 —
(a3 — az) (a1 — u)- (a2 — u)- (a3 — u)- (g — u)
(g — a1) - (g —
(ag = a1)-(a1 = u)-(ag — u)- (a3 — u) (g — u)

(a—u) (g — as) (g — 1) (g — az) - (a3 —

(
)
(
)
(
)
(
)
(
)
(
(s — a1) - (g —
(
)
(
)
(
)
(
)
(
)
a1)-(ag — ag)- (a1 — az) (a1 — u)-(ag — u) (a3 — u)-(aq — u)

(g — 1) - (g —

).
( ( ) -
) ) ):
( ( )
) ) ):
( ( ) -
) ) ):
( ( )
) ) ):
( ( ) -
) ) )
( ( )

ag)-(ag — aq)-(ag = a1)-(a1 — u)-(ag — u)-(as — u)- (g — u)

( ( ) -
) ) ):
( ( )
) ) ):
( ( ) -
) ) ):
( ( )
) ) ):
( ( ) -
) ) ):
( ( )
) )

(C.3)
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£Zr7”E(a—>a1)~(a—>a2)'(a—>a3)-(a—>a4)-((a—>
u) - (a1 — ag) - (a1 — az) - (a1 — ayq) - (a1 — u) - (2 — ag) -
(g — aq) - (g — u) - (a3 — u) - (g — az) - (g — u) +
(@ =) (a1 — a2) - (a1 = a3) - (1 — aq) - (1 — u) - (qa —
ag) - (g — az) - (g — a3) - (e — u) - (a3 — u) - (g — u) +
(0 = u)- (a1 = aq) - (a1 — ag) - (a1 — a2) - (g — ag) - (ag —
az) - (a3 — ag) - (1 — u) - (a2 — u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(@ =) (a2 = 1) (a2 = aq) - (a2 — a3) - (a1 — a4) - (a1 —
ag) - (ag — az) - (o — u) - (ag = u) - (a3 — u) - (g — u) +
(a0 = u) - (ag = aq) - (g — 1) (1 — ag) - (g — a1) - (g —
as) - (a2 — a3) - (a1 — u) - (a2 = u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(¢ = u) - (g — aq) - (g — a3) - (ag = 1) - (g — a3) - (g —
a1) - (a3 — ag) - (o — u) - (ag = u) - (a3 — u) - (g — u) +
(@ =) (ag — aq) - (a3 = 1) - (a3 = a2) - (4 — o) - (o —
az) - (1 — ag) - (1 — u) - (a2 = u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(¢ = u)- (a3 — aq) - (a3 — a2) - (a3 — 1) - (g — a2) - (g —
a1) - (ag = ag) - (g — u) - (ag = u) - (a3 — u) - (g — u) +
(@ =) (as — a1) - (s = a2) - (g = a3) - (1 — az) - (o1 —
as) - (a2 — a3) - (a1 — u) - (a2 = u) - (a3 — u) - (4 — u) +
(¢ = u) - (g — a2) - (g — a1) - (g — a3) - (g — 1) - (ag —
ag) - (a1 — az) - (o — u) - (ag — u) - (a3 — u) - (g — u) +
(0 = u) - (g — 1) (g — ag) - (g4 — a2) - (1 — ag) - (a1 —
az) - (a3 — ag) - (1 — u) - (a2 — u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(¢ = u) (g — a2) - (g — a3) - (g — 1) - (g — a3) - (ag —
ar) (a3 — a1) - (a1 = u) - (ag = u) - (ag — u) - (g — u) +
(@ =) (as — as)- (s — 1) - (g = az) - (a3 = o) - (a3 —
az) - (1 — ag) - (1 — u) - (a2 — u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(¢ = u) (g — a3) - (g — a2) - (g — 1) - (a3 — a2) - (a3 —

a1) (a2 — a1) - (a1 = u) - (a2 = u) - (a3 = u) - (g — u))
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Annexe C

L= (a— 1) (@ — a) (a— a3) (o — as) (@ —u)-((ag —
ag)-(a; — az)- (a1 — ag)-(ag — u) (e — ag)-(ag — ag) - (ag —

ag) (a1 = u) - (ag — a2) (g — a3)- (e — ag) - (ag — u) - (ag —

(

)-(
u)-(az — u)-(ag — ag) (g — u) + (a1 — ag)- (a1 — az)- (g —

)+ (
u)-(g — u) + (a1 — aq) (a1 — a3)- (a1 — ag) (g — ag) (g —
az) - (a3 — ag) - (1 — u) - (a2 = u) - (a3 — u) - (a4 — u) +
(2 — 1) (@2 — aq) (@2 — a3) - (1 — aq) - (1 — a3) - (g —
az) (a1 = u)-(ag = u) (a3 = u) (g — u) + (e — aq) - (ag —
a1)-(a1 — az) (g — 1) (4 — az)- (a2 — az)- (a1 — u)-

u)-(ag — u)-(ag — u) + (g — ag)-(ag — az) (a2 — aq)-

(
(
(az —

) (g —
ag)-(ag — a1)- (a3 — 1) (a1 = u)- (g = u)- (a3 — u) - (ag —
u) + (a3 — aq) - (a3 — a1) - (a3 — a2) - (g — a1) - (g —
@) - (1 — ag) - (1 — u) - (a2 — u)- (a3 — u) - (g — u) +
(3 — ayq) - (a3 — a2) - (az = 1) - (g — ag) - (g — a1) - (g —
ar) (e = u)- (e —u) (a3 — u) (g — u) + (g — a1) - (g —
ag)-(ag — ag) (a1 — az) (a1 — ag)- (g — az)- (a1 — u)-(ag —
u)- (043 —u)- (o4 — u) + (o4 — az) (g — 1) (aq — a3)-(az —
):
(

(o1 = u)- (a2 = u)- (a3 = u)- (as = u) + (g — a2)- (g —

(1 — a3)- (a1 — u)- (e — u)-(ag — u)- (g — u)

ay — az)-(ag — ag)- (a1 — az)- (a1 — ag)- (a3 —

3)-(ag — a1)-(ag — az)-(ag — a1)- (a3 — a1)-(a1 — u)- (a2 —
u)-(az — u)-(ag — u) + (g — as) (g — 1) (g — az)-(ag —

(a1 = ag)- (a1 — u)-(ag — u)- (a3 — u)- (g — u)

+
D
~
!
Q
<

ay — ag)-(ag — o) (a3 — az) (a3 = o) (2 —

) (g — U) (g = u)- (a3 — u) - (g — u))



145

LR =(a— o) (@ = ag)- (@ = az)- (@ — o) - (0« = u)- (1 —

u)-((a1 — ag)- (a1 — az) (a1 — aq) (a2 — a3)-(a2 — as)- (a2 —

u)-(az — u) (a4 — az) (g — u) + (1 — ) (a1 — az) (a1 —
(

ay)-(ay — ag)-(ag — ag)-(ae — az)-(ae — u)-(as — u)-(ag — u)

+

a1 — ay)- (g — ag) (g — ag)- (g — ag)- (g — ) (g —

ag — ay)-(ag — ay)- (g —

Q

92)-(ag = u)-(az — u)-(aqg — u) +

3)- (a1 = ag)- (a1 — ag)- (g — ag)-(ag — u)-(ag — u)-(ag — u)

+ 9

Q9 — ()[4) (012 — 043)'(042 —

Q

(a2 = u)-(ag —u)- (a4 — u) +

(
(

az — ay)- (g — a1)-(a1 — az)- (g — a1)-(ag — az)- (a2 —
3 (
(

1)-(ag = ag)- (g — ) (s — a1)- (e — u)-(az — u)- (g — u)

+ o

a3 — a4)-(a3 - 041) (043 — a2) (044 - 041) (044 - 042)'(0é1 —

Q

2) (a2 = u)- (a3 — u) (s — u) + (a3 — aa) (a3 — az) (a3 —
(a

):
(
)
):
(
)
):
(
)
1) (s — ag) (g — ar)-(a2 — 1) (g — u)-(ag — u)-(ag — u)
(
)
):
(
)
):
(
)
)
)

4+ 0

g — a1)-(ag — ag)- (g — ag)- (1 — az) (a1 — a3)-(ag —

Q

3)-(az = u)-(ag = u)-(aa = u) + (4 — a2)- (4 — a1)-(as —
(

3)- (a2 — a1)- (a2 — a3)-(a1 — a3)-(2 — u)-(az — u)- (a4 — u)

+ 9

ay — o) (g — ag) (g — a9)- (g — ag)- (0 — ) (g —

Q

2

(g — u) (a3 = u)- (g — u) + (g — az)- (g — asz)-(aqg —
1) (ag — as)-(ag — a1)-(ag — a1)- (a2 — u)-(as — u)- (g — u)

+ o

g — az)-(ag — 1) (g — az)- (a3 — a1)-(az — az) (g —

(Oé4 — 013) (a4 — 9 -(044 —
)-

Q

9) (e = u)-(az — u)-(aqg — u) +

)
(% (a3 — 052) : (ag — 051) (042 — 1 (Oég — u) (ag — u)-(a4 —

)

S
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Annexe C

£R0 = (00— ) (0= 02) (2 — a3) (0 = ) (o — w) (o1 —
u)- (a2 — u) (o1 — az)- (a1 = ag)- (a1 = ag) (a2 — az)- (a2 —
ag)-(ag — u)-(ou — az)-(u — u) + (g — az)-( — az)-(q —
ay) - (ag — ag) - (g — ag) - (ae — az) - (a3 — u) - (g — u) +
(a1 — ag) - (1 — az) (a1 — a2) - (a4 — a3) - (g — az2) - (ag —
az) - (g = u) - (u — u) + (2 — 1) - (2 — ) - (2 —
ag) - (o1 — ag) - (1 — a3) - (4 — as) - (a3 — u) - (g — u) +
(a2 = ay) - (az — a1) - (a1 = a3) - (g — 1) - (4 — a3) - (ag —
ag) - (as — u) - (g — u) + (g — ay) - (e — a3) - (g —
a1) - (ag = az) - (g — a1) - (a3 — a1) - (a3 — u) - (g — u) +
(a3 — ay) - (a3 = o) - (a3 — az) - (g — 1) - (g — a2) - (a1 —
az) - (a3 — u) - (a4 — u) + (a3 — ) - (g — az) - (az3 —
a1) - (g — az) - (g — o) - (a2 — an) - (a3 — u) - (g — u) +
(g — 1) - (g — a2) - (g — a3) - (1 — a2) - (1 — ag) - (a2 —
az) - (g = u)-(u — u) + (u — a2) - (4 — 1) - (4 —
ag) (g — a1) - (ag — ag) - (ag — az) - (a3 — u) - (g — u) +
(04 — ) - (s = 13) - (as — 02) - (a1 — 03) - (01 — a2) - (03
az) - (g = u) - (u — u) + (u — a2) - (4 — a3) - (4 —
ar) (e — az) - (ag — a1) - (s — 1) - (a3 — u) - (g — u) +
(g — az) - (g — 1) - (a4 — a2) - (a3 — 1) - (a3 — ag) - (g —
ag) - (s — u) - (g — u) + (g — a3) - (g — ag) - (g —

a1) - (ag — az) - (a3 — o1) - (a2 = 1) - (a3 — u) - (g — u))
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£ =(a—a)) (@ —a2) (a—ag) (o — ay) (@ —u) (o) —
u)- (a2 = u)- (a3 = u) (a1 = a2)- (a1 — az)- (a1 — ) (a2 —
as) - (g — aq) - (a4 — a3) - (a4 — u) + (a1 — a2) - (g —
az) - (a1 — aq) - (1 — ag) - (4 — a3) - (a2 — ag) - (4 — u) +
(1 — aq) - (1 — a3) - (1 — ag) - (4 — a3) - (4 — a2) - (a3 —
az) - (g — u) + (a2 — a1) - (g — aq) - (g — a3) - (g —
ag) - (a1 — a3) - (a4 — a3) - (a4 — u) + (a2 — ) - (g —
ar) - (a1 — a3) - (a4 = a1) - (a4 — a3) - (02 = a3) - (a4 — u) +
(g — ayq) - (a2 — ag) - (a2 — 1) - (g — a3) - (g — a1) - (a3 —
ar) - (g — u) + (a3 = ag) - (a3 — a1) - (a3 — a2) - (g —
a1) - (g — a2) - (a1 — a2) - (a4 — u) + (a3 — a4) - (a3 —
) (a3 — a1) - (g — ag) - (g — 1) - (2 — 1) - (g — u) +
(s = o) (s — a2) - (g — a3) - (1 — a2) - (1 — ag) - (a2 —
az) - (g — u) + (g — a2) - (as — a1) - (g — a3) - (g —
ar) - (e — a3) - (a1 — a3) - (a4 — u) + (g — 1) - (g —
az) - (a4 — az) - (1 — a3) - (a1 — a2) - (a3 — az) - (a4 — u) +
(g — ag) - (4 — a3) - (g — 1) - (a2 — a3) - (a2 — 1) - (a3 —
a) - (g — u) + (g — a3) - (e — a1) - (g — a2) - (a3 —
ar) - (a3 — a2) - (a1 — a2) - (a4 — u) + (g — a3z) - (g —

az) - (g — a1) - (a3 — a2) - (a3 — a1) - (a2 — a1) - (g — u))

(C.8)
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Annexe C

L =(a— ) (a—a2) (@ —a3) (o= ) (@ —u) (o —
u)- (a2 = u)- (a3 = u)- (g — u)- (o1 — a2)- (a1 — ag) - (v —
ag) - (a2 — ag) - (a2 — ag) - (4 — az) + (a1 — a2) - (a1 —

ag) - (1 — og) - (4 — a2) - (g — a3) - (2 = a3) + (1 —

ay) (1 — agz) - (a1 — a2) - (g — ag) - (g — a2) - (a3 — az) +
(a2 = a1)- (a2 — aq)-(az — as)-(o1 — ag)-(a1 — as)- (g — a3)
+ (a2 — aq)- (@ — a1) (1 — a3) (g — 1) (4 — ag)- (a2 —
az) + (a2 — aq) - (2 — a3) - (a2 — 1) - (a4 — a3) - (4 —
ar) - (a3 — a1) + (g — au) - (g — a1) - (g — a2) - (u —
a1) - (g — a2) - (1 — az) + (a3 — a4) - (a3 — a2) - (a3 —
o) (s — ag) (g — a1) - (a2 — a1) + (e — 1) - (aa —
az) - (g — a3) - (1 — a2) - (1 — a3) - (2 — a3) + (o4 —
az) (g — a1) - (g — a3) - (a2 — a1) - (a2 — a3) - (1 — ag) +
(4 — a1)-(aa — ag)-(as = a2) (1 — az)-(a1 — az)-(ag — a2)
+ (g — ag)-(ag — ag) (g — a1) (a2 — az)-(as — a1)-(az —
a1) + (g — a3) - (g — 1) - (g — a2) - (a3 — 1) - (g —
az) - (1 — ag) + (g — a3) - (g — a2) - (g — aq) - (g —
az) - (a3 — a1) - (a2 — a1))

L =(a— a)) (a—a2) (a— a3) (a0 — ag) (@ —u) (o —
u) (g — u)-(ag — u) (g — u)-(ag — az) - (a1 — az)+(ag —
a1)) (g = ag) (a1 — aq) - (a2 — a3) - (e — ay) + (a1 — a3)-
(a1 — aq)- (a4 — ag)- (a2 — agz) + (a1 — ag)- (a1 — az)-(ag —
az)(ag — ag) + (g — aq) - (ag — a3) - (o — aq) - (an — ag) +
(a2 = ay)- (a1 — az)- (g — a1)- (a2 — a3) + (a2 — o) (a2 —
az) - (ag — a1)- (a3 — a1) + (g — 1) - (g — a2) - (a1 —
ag) (e — a3) + (g — ag) - (g — 1) - (g — ag) - (a1 — ag) +
(ag — a1)-(ag — ag) (a1 — a3) (a3 — az) + (ag — ag)- (g —
a1) - (a2 — az) - (a3 — a1) + (a4 — 1) - (4 — a2) - (a3 —
a1) (a3 — ag) + (g — ag) - (g — 1) - (a3 — az) - (g — 1))
+(a— o) (a— ) (a—=a3) (@« = ) (0 —=u) - (g —
u) - (a2 = u) - (ag — u)- (s = u) - (a3 — aa) - (g — 1) - (
(a3 — 1) (a3 — az)- (4 — ag)- (a1 — az2) + (a3 — az)- (a3 —

1) - (ag — az) - (a2 — a1))

(C.10)
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.,ElT)UE (a—=a1) (@a—a) (a—a3) (a—a) (@ —u) (o —
u)-(ag — u)-(az — u) (g — u)- (g — az) ((ag — az)+ (e —
1)) ((a1 — az) +(ag — 1)) (1 — ) (2 — as) - (a2 — o)
+ (a1 = ay) (g — a2) (e — az) + (o — ay) - (g —
ag) - (a3 — a2) + (g — aq) - (2 — a3) - (a1 — ag) + (ag —
ag) (g — aq) - (ag = az) + (a2 — aq) - (g — a3) - (u — aq)

+ (g — a1) - (u — ) - (a2 — a3) + (au — a2) - (u —

ai) - (ag — a3) + (ag — a1) - (g — a2) - (a3 — a2) + (ag —
az) - (g — a1) - (a2 — ag) + (aa — a1) - (1 — az) - (a3 — az)
(4 — a2) - (a4 — ) - (a3 — a2))

+
+(a—ao) (a—a) - (a—a3) (a— ) (@« —u) (og—u)-
(a2 = u)-(az — u)- (g — u)- (3 = as)-(as — a1)-(ag — az)(
(g = o) (a3 — ag)- (1 = a2) + (a3 — ) - (a3 — a1) - (2 —

a1))

L =(a—a1) (@ — ) (a—a3) (a— ag) (a—u) (o) —
u) - (ag = u) - (a3 — u)- (a4 — u) - (4 — a3) ((a1 — a2) +
(a2 = o)) - (a1 — a3) + (a3 — a1)) - ((a2 — a3) + (a3 — a2))
(a1 — aq) - (a2 — a4) + (1 — a4) - (4 — az) + (a1 —
ag) (g — az) + (a2 — ) - (a1 — aa) + (a2 — aq) - (4 — aq)
+ (a2 = aq) - (u — 1) + (a4 — a1) - (u — a2) + (g —

az) - (og — a1) + (u — a1) - (o — az) + (u — a2) - (o — aq)

+ (g — a1) - (g — a2) + (4 — a2) - (u — aq))

+ (@ — ay) (a— ) (a—a3) (= ag) (o —u) (o —

—_—

u) (g —u) (g = u) (g > u)- (a3 — ag) - (g — ay) - (ag —

az) (a3 — a1)-( (a3 — az) (1 — a2) + (a3 — a2) - (a2 — 1))

.,E?-UE (a—=a1) (@a—a) (a—a3) (a—aq) (@ —u) (o —
u)-(ag — u)-(az — u) (g — u)-(ag — az) ((ag — az)+ (g —
1)) ((a1 — a3) + (a3 = 1)) - ((a2 = a3) + (a3 — a2)) - (a1 —
ag) + (s — a1)) (a2 — o) + (4 = a2) + (u — az) +
(a2 — 044) + (012 — 014) + (Oég — 044) + (a4 — ag) + (a4 — 042)
+ (a4 — a2) + (4 — a2) + (o — a2) + (a4 — a2))

+ (@ — o) (@ —a) (a—a3) (a = ) (¢ —u)- (g —
u) (g = u)-(az = u) (g = u) (g — ay) - (g — 1) - (g —

(
az) - (a3 — a1) - (a3 — a2) - ( (a1 — a2) + (a2 — 1))

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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Annexe C

LR =(a—a1) (a— ) (a—az) (a—ag) (a—u) (o) —
u) (g — u)- (a3 — u) (g — u)- (g — a3) (1 — a2)+(ag —
a1)) - (1 — a3) + (a3 — 1)) - (a2 — a3) + (ag — a2)) - (o1 —
ag) + (g — a1)) - ((a2 — as) + (a4 — a2))

+ (a— o) (= a) (a—a3) (a = aq) (0= u) (g —
u)-(az > u)-(ag = u)-(ag = u) - (ag = o) - (g — o) - (g —

az) - (ag — 1) - (a3 — az)

L2 = (0 — ) (@ — ) - (@ — ag) - (@ = ) - (@ — ) - (o —
W) - (a2 = u) - (a3 — ) - (s — u) - (@4 — a3)

+ (@ — ag) (a1 = u)-(ag — u) (g = ag) (a4 — a1)- (g — az)

£2Y = (a — a1)-(a — az)-(a — aq)- (a1 — u)- (a2 — u)- (a3 —
u) - (ag — as)

+ (@ — ag) (a1 = u) (a2 — u)- (a3 = au)- (s — a1)- (s — az)

(C.14)

(C.15)

(C.16)



Annexe D

Les différentes étapes de

simplification pour la 2-STA

$OUS TROUVERONS DANS CETTE ANNEXE, les différentes étapes de résolution

() entre l'équation4.21 et I'équation4.32 (rappeléeD.6). Pour cela, nous utili-
G
sons les équations de (C.1) a (C.9), puis nous avons ’ensemble des équations

suivantes.
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Annexe D

£ =(a— ) (a—a2) (@ —a3) (a— ag) (@ —u) (o —
u)- (a2 = u)-(az = u)- (g — u)- (1 — a2)- (a1 — ag) - (g —
) - (a2 — az) - (@ — aq) - (u — a3) + (a1 — az) - (1 —
as) - (a1 — ay) - (g — ag) - (g — a3) - (g — a3) + (a1 —
) - (a1 — ag) - (a1 — a2) - (g — a3) - (a — az) - (a3 — az2) +
(a2 = a1)-(a2 — aq)-(az = as)-(o1 — ag)-(a1 — as)- (o — a3)
+ (a2 = o) (a2 = 1) (o1 — ag) (o4 — a1)- (s — ag)- (a2 —
ag) + (g — aq) - (g — a3) - (g — 1) - (g — asz) - (g —
a1) - (a3 — a1) + (a3 — aq) - (a3 — 1) - (a3 — a2) - (g —
ar) - (g — az) - (g — az) + (a3 — o) - (a3 — ) - (a3 —
ar) - (g — az) (g — a1) - (a2 — a1) + (u — a1) - (q —
az) - (g — a3) - (g — ag) - (1 — a3) - (e — a3) + (g —
az) (g — a1) - (ag — a3) - (a2 — a1) - (ag — a3) - (1 — a3) +
(ag = a1)-(g — a3)-(as — az)-(1 — a3)-(a1 — az)-(az — az)
+ (4 — a2)- (4 — az) (g — 1) (@2 — az)- (a2 — a1)- (a3 —
a1) + (g — a3) - (g — 1) - (g — a2) - (a3 — 1) - (g —
) - (a1 — az) + (u — a3) - (g4 — a2) - (a4 — a1) - (a3 —
az) - (a3 = a1) - (2 — o))

£2° = (a = ar) (@ — az)- (@ — ag) (@ — ag) (@ — u)-
(an = u) - (g = u)- (a3 = u)- (g — u)- (1 = az) + (ag —

a1)) - ((a1 — az) - (a1 — aq) - (a2 — a3) - (a2 — a4) - (g — a3)

+ (1 — a3) - (a1 = aq) - (g — az) - (g — a3) - (g — a3)
+ (1 — aq) - (a1 — a3) - (g — a3) - (g — a2) - (a3 — «a3)
+ (2 = ay) - (2 = a3) - (a1 — aq) - (a1 — a3) - (4 — a3)
+ (g — ag) - (1 — a3) - (g — a1) - (g — a3) - (g — a3)
+ (2 — aq) - (2 — a3) - (u — a3) - (4 — 1) - (a3 — 1)
+ (3 — aq) - (a3 — 1) - (3 — ag) - (u — 1) - (4 — )
+ (a3 — ag) - (a3 — a2) - (a3 — a1) - (g — a2) - (g — aq)
+ (4 — 1) - (a4 — a2) - (4 — a3) - (@1 — a3) - (a2 — a3)
+ (g — ag) - (g — a1) - (4 — a3) - (@2 — a3) - (a1 — a3)
+ (4 — a1) - (a4 — a3) - (g — a2) - (a1 — a3) - (a3 — a9)
+ (g — a2) - (g — a3) - (g — a1) - (g — a3) - (a3 — aq)
+ (4 — a3) - (u — a1) - (a4 — az2) - (a3 — a1) - (a3 — a2) +

(D.1)
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L =(a— o)) (a—a2) (a—a3) (o — ) (@ —u) (o —
u)-(ag — u)- (a3 = u)- (s = u)-((1 — az2)+(az — o)) ((a1 —
ag)+(as — aq)) (a1 — aq) (ag — ag) (@ — ayq)- (g — az) +
(a1 — ay) (g — a2) (g — ag)-(ag — a3) + (1 — aq) - (g —
as) - (g — ag) - (g — a2) + (e — ayq) - (e — a3) - (g —
ay)-(ag — a3) + (a2 = ay) (g — 1) (g — az)-(az — a3) +
(g — ayg)(ag — a3)- (g — as)- (g — a1) + (a3 — aq) - (a3 —
az) - (g — aq) - (g — ag) + (a3 — ay) - (ag — ag) - (g —
az)-(ou —a1) + (u — a1) (4 — o) (g — a3) - (o — az) +
(g — a2)-(ag — a1)-(ag — az)- (e — az) + (g — a1) - (ag —
ag) - (g — ag) - (a3 — a2) + (g — a2) - (g — az) - (g —
1) - (@ — ag) + (4 — a3) - (g — 1) - (g — a2) - (a3 — az)

+ (ag — a3) - (g — az) - (g — a1) - (a3 — a2))

£?UE (a—=a1) (a—a) (a—a3) (a—ay) (@ —u) (o —
u)- (a2 — u)-(az = u) (s — u)-((1 = az2)+(az — a1)) (a1 —

az) + (a3 — a1)) - (a4 — a3) + (1 — a1) - (4 — a2)))

L =(a—a1) (a—a2) (a—a3) (a— ag) (@ —u) (o) —
u)-(ag — u)-(ag — u)-(ag — u)((ag — ag)+(as — a1)) (g —

az) + (ou — ay))

L= (a— 1) (@ — ) (a—az) (a = ag) (g — u) (g —

u) - (az — u)((u — az) + (g — a1)) - (a4 — az) + (a4 — 1))

(D.3)

(D.4)

(D.5)
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RESUME : Aprés une rapide présentation des systémes d’assemblage et des diffé-
rentes représentations des processus d’assemblage, ce travail de recherche présente plus
précisément trois grands types de modélisation : les graphes d’assemblage, les graphes de
précédence et les ASTD. Les graphes de précédence étant trés utilisés avec les méthodes
d’équilibrage ou de conception des lignes d’assemblage, I’'objectif de ce travail est de pro-
poser une méthode de génération des graphes de précédence simple et efficace & partir
d’un ensemble de graphes d’assemblage préalablement établis. Deux méthodes de géné-
ration de graphe de précédence sont proposées dans ce travail : une par transformation
de graphes et une directement basée sur la logique booléenne. La méthode par transfor-
mation de graphes permet d’obtenir un graphe de précédence si I’ensemble des séquences
d’enchainement peut étre représenté par un unique graphe de précédence. Dans le cas
contraire, avec les améliorations apportées a la méthode, il est possible d’obtenir soit un
ensemble de graphes de précédence soit un hypergraphe de précédence. La deuxiéme de
ces méthodes permet d’obtenir directement un ensemble de graphes de précédence ou
d’hypergraphes de précédence selon le niveau de complexité du probléme. Un calcul des

complexités des algorithmes respectifs montre qu’ils sont polynomiaux.

MOTS-CLES : assemblage, graphe de précédence, hypergraphe, logique.

ABSTRACT : After a short introduction to the assembly systems and different
representations of assembly process, this work presents three types of models : assembly
graphs, precedence graphs and ASTD. The precedence graphs being currently used by as-
sembly line balancing methods in order to assembly systems determination, the objective
of this work is to propose an easy and effective method of precedence graphs generation
from a set of assembly sequences. Two methods of generation of precedence graphs are
presented here : the first one based on graph transformations and the second one based
directly boolean logic. The graph transformation method gives a precedence graph if the
set of the assembly sequences can be represented by one and only one precedence graph.
In the opposite case, with some ameliorations, it is possible to obtain either a set of
precedence graphs or a single precedence hypergraph. With the second method, we can
obtain directly a set of precedence graphs or of precedence hypergraphs depending upon
the set of assembly sequences. The evaluation of complexity of respective algorithms

allows to say that they are polynomial.

KEYWORDS : assembly, precedence graph, hypergraph, boolean logic.



