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Figure 1 � Dessin de Franquin dans Gaston Laga�e, no7, page 30
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plein de lecture des aventures de Gaston Laga�e, bien que ce dernierreprésente parfaitement

l'image du savant � ou de l'artiste mal compris � derrière ses éprouvet tes.

Aussi quand on me demande dans quel domaine s'inscrivent mes travaux, ma réponse
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� Pourquoi étudies�tu ça ? �.
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cette thèse avec un souci d'accessibilité, bien que la nature de ce mémoire se place sous le sceau

de la théorie. J'espère que cette contribution intéressera � au moins en partie � aussi bien

les néophytes que les initiés, et que notre courageux lecteur sera sensible à cette démarche.
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Notations

Acronymes

1) EDO : Équation di�érentielle ordinaire.

2) TS : Takagi-Sugeno.

3) LMI : linear matriciel inequalities.

4) RdPT : Réseau de Petri temporel.

5) CSC : Caractérisation d'une séquence de commutation.

Ensembles et nombres

1) R : ensemble des nombres réels.

2) R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

3) C : ensemble des nombres complexes.

4) Rn : espace vectoriel de dimensionn construit sur le corps des réels.

5) [a; b] : intervalle fermé deR d'extrémités a et b.

6) ]a; b[ : intervalle ouvert de R d'extrémités a et b.

7) [a; b[ ou [a; b) : intervalle semi-ouvert deR d'extrémités a et b.

8) I n : entiers naturels de1 à n.

9) � : ensemble d'index.
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NOTATIONS

10) K : ensemble des fonctions continues de[0; a) ! [0; 1 ), où a est un réel positif (éven-

tuellement in�ni), strictement croissantes et nulles en zéro.

11) KL : une fonction continue � : [0; a) � [0; 1 ) ! [0; 1 ) est dite de classeKL si, pour s

�xé, la fonction � (:; s) est de classeK par rapport à la première variable et si, pourr �xé,

la fonction � (r; : ) est décroissante par rapport à la deuxième variable avec� (r; s) ! 0

quand s ! 0.

12) t 2 R+ : variable temporelle.

13) _x = dx
dt : dérivée de la variablex par rapport au temps.

14) •x = d2x
dt2 : seconde dérivée dex par rapport au temps.

Vecteurs et fonctions

1) xT : transposé du vecteurx.

2) x 2 Rn : vecteur de composantesx i .

3) sgn : fonction signe qui renvoie le signe d'un scalairea 2 R et 0 en 0.

4) j:j : valeur absolue d'un nombre réel ou module d'un nombre complexe.

5) k:k : norme sur Rn .

6) ex : fonction exponentielle dex.

ln(x) : fonction logarithme népérien dex.

7) max : fonction maximum.

8) min : fonction minimum.

9) deg(P) : renvoie le degré du polynômeP.

10) r f : gradient de la fonction f .

11) hf; g i : produit scalaire de f et de g.

Matrices

1) AT : transposée de la matriceA.

2) A > 0 (respectivementA < 0) : la matrice A est dé�nie positive (respectivement dé�nie

négative).

3) kAk : norme euclidienne de la matriceA.

4) rang(A) : rang de la matriceA.
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NOTATIONS

5) spec(A) : spectre de la matriceA.

6) dim(A) : dimension de la matriceA.

7) I : matrice identité, dont la dimension sera précisée, si besoin est.

8) [A; B ] : crochet de Lie deA et B , dé�ni par [A; B ] = AB � BA .

9) spanf A; B; C; : : : g : espace vectoriel engendré par les matricesA, B , . . .
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Introduction générale : à propos des

systèmes à commutation
Peut-on appeler "écrire" n'importe quelle tentative de représentation d'une ébauche de pensée par le

biais de symboles graphiques incohérents couchés dans le désordre au mépris total de la grammaire, de

la syntaxe, de l'orthographe et du souvenir de mon aïeule Germaine Philippin, institutrice de l'époque

missionnaire, qu'une cédille oubliée décourageait aux larmes.

� P. Desproges1

Dans ce chapitre introductif, nous présentons dans un premier temps les systèmes à com-

mutation et les notions mathématiques qui s'y rapportent, de manière à être compris le

plus largement possible. Ensuite, nous faisons le point sur laproblématiquede la thèse et sur

l'état de l'art associé. Nous proposons, pour conclure, un rapide survol des éléments présentés

dans ce manuscrit et la façon dont ils s'enchaînent.

Un peu comme Dr Jekyll et Mr Hyde, les systèmes que nous étudions ont la faculté d'évoluer

selon plusieurs dynamiques possibles, parfois complètement di�érentes voire contradictoires.

Le cadre de notre travail se limite à une classe particulière de systèmes dynamiques hy-

brides : les systèmes continus à commutation, qui peuvent être considérés comme une abstrac-

tion de haut niveau d'un système hybride, dans lequel la dynamique discrète est complètement

omise.

Pour nous guider dans nos travaux, de nombreux ouvrages nous ont accompagné durant

ces mois de recherche. L'ouvrage [Zaytoon, 2001] a été le point de départ de notre démarche

pour la vision globale de ces systèmes qu'il propose ainsi que les diverses problématiques (mo-

délisation, analyse, commande, . . . ) qui découlent de leur étude. Par suite, et au fur et à

mesure que notre problématique se dessinait, les livres [Liberzon, 2003] et [Sun et Ge, 2005]

sont venus enrichir notre arsenal d'outils spéci�ques pour leur analyse, tout en y présen-

1Pierre Desproges,Chroniques de la haine ordinaire.
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tant clairement les divers enjeux liés. Par ailleurs, nous nous sommeségalement référé aux

articles [Branicky, 1998, Daafouz et al., 2002, Decarlo et al., 2000, Hespanha et Morse, 1999],

[Hespanha, 2004, Liberzon et Morse, 1999, Vu et Liberzon., 2005, Lin et Antsaklis, 2005] ou

encore [Pettersson et Lennartson, 1996] ainsi qu'aux travaux dethèse [Champagnat, 1998],

[Pettersson, 1999] et bien d'autres. Cette liste, bien entendu nonexhaustive, sera complétée au

fur et à mesure.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, les quelques lignes qui vont suivre sont destinées aux

lecteurs non avertis, qui voudraient se sensibiliser aux systèmes dynamiques, avec notamment

une première approche des systèmes à commutation. Elles n'ont paspour but de dé�nir ces

systèmes avec une rigueur mathématique2 indiscutable, mais plutôt de mettre en avant les

diverses dé�nitions et notions à travers cet exemple introductif : unmodèle Proie�Prédateur à

commutation.

Vers un modèle Proie�Prédateur à commutation

En 1859, Thomas Austin, britannique de naissance, importe 12 couples de lapins dans sa

terre d'accueil, l'Australie. Suite à un incendie, un des couples arrive às'échapper. Suivant

leur instinct, leur passion ou simplement les lois de la nature, le jeune couple animal produit

alors une portée, qui à son tour en produira une autre, . . . Le tauxde natalité des lapins étant

largement supérieur au taux de mortalité, on imagine ainsi facilementqu'au bout de plusieurs

générations, le nombre de lapins devient rapidement considérable.

Si l'on note x(t)(abusivement x) le nombre de lapins à une datet, _x(t)(abusivement _x) la

dérivée de ce nombre à une datet (en d'autres termes, le taux de croissance du nombre de

lapins sur une courte durée) et� > 0 le taux de reproduction, on peut décrire la croissance

d'une population animale, ici des lapins, par l'équation suivante :

_x = �x; (1)

qui traduit bien le fait que plus les lapins sont nombreux, plus ils se reproduisent. On parle

alors de croissance exponentielle (�gure 3).

Bien entendu, cette relation n'est vraie que si l'on considère que l'espace dans lequel les

lapins vivent est su�samment grand pour accueillir toute la population . Un modèle plus �n

peut être proposé, ainsi décrit :

2Cet aspect sera longuement repris dans la partie suivante
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_x = �x
�

1 �
x

xmax

�
: (2)

Le facteur supplémentaire en(1 � x
K ) caractérise la saturation de l'environnement : plus

on est nombreux, plus il est di�cile de se nourrir. xmax représente alors le nombre maximal

d'individus qui peuvent être accueillis (�gure 4).

0 2 4 6 8 10
0

500

1000

1500

t

no
m

br
e

Figure 3 � Croissance exponentielle
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Figure 4 � Démographie d'une popu-

lation dans un environnement limité

en ressources

Ces modèles traduisent l'évolution d'une espèce dans un environnement dépourvu de pré-

dateurs, et c'est là tout le problème auquel l'Australie a dû faire face: les lapins n'avaient pas

de prédateurs directs. Conséquence immédiate : une explosion démographique de la population

lapine, entraînant notamment un saccage des ressources initialement prévues pour d'autres

espèces qui sont maintenant menacées de disparition3 . . .

Étudions maintenant le cas d'une population de prédateurs, espècequi ne peut survivre

sans la présence de proies. En notanty(t)(abusivement y) le nombre de prédateurs à l'instant

t, et _y(t)(abusivement _y) la variation de ce nombre sur un court intervalle de temps, il vient

alors la relation suivante :

_y = � �y: (3)
3L'histoire peut faire sourire mais ne s'arrête pas là : d'une poignée en 1860, ils sont 600 millions 50 ans plus

tard. Devenus un �éau, toutes les méthodes sont bonnes pour tenter de stopper l'évolution : chasse, explosif,

pièges, poison, clôture, un mur de 3000 km pour stopper leur progression . . . Mais rien n'y fait. C'est par l'arme

bactériologique que les experts ont réussi à stopper cette évolution. Mais les plus résistants sont encore là et se

sont adaptés au virus . . . qui les laissent encore apparaître aux actualités.
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Relation assez proche de la précédente, dans laquelle� > 0 représente le taux de mortalité

naturelle des prédateurs. En l'absence de proies, on assiste alors àune disparition exponentielle

de la population prédatrice (�gure 5).
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Figure 5 � Démographie d'une population de prédateurs

Considérons maintenant que les deux espèces cohabitent dans un même espace. Comme

bien souvent, la loi du plus fort s'applique, et chaque rencontre entre un prédateur et sa proie

suit un scénario bien connu que nous ne détaillerons pas ici, pour ne pas heurter la sensibilité

de nos plus jeunes lecteurs. Il va de soi qu'après chaque rencontre le nombre de proies diminue,

et que parallèlement par le fruit de leur chasse, les prédateurs vontpouvoir se développer. De

même, plus le nombre de proies et de prédateurs est important, plusla probabilité qu'il y ait

des rencontres est grande. En reprenant les notations précédentes, on obtient le célèbre modèle

proie�prédateur de Lotka�Volterra [Volterra, 1931] :

(
_x = �x � 
xy

_y = � �y + �xy
; (4)

dans lequel les coe�cients 
 et � traduisent l'impact d'une rencontre proie�prédateur sur le

groupe.

A partir d'un nombre initial de proies et de prédateurs, la dynamique démographique est

unique et parfaitement connue, régie par l'équation (4). Remarquons au passage que l'évolution

proposée par notre modèle (�gure 7) est assez similaire4 de celle d'un modèle réel (�gure 7),

provenant d'une étude démographique de lièvres et de lynx au Canada.

A�n d'introduire les systèmes à commutation, nous proposons un exemple quelque peu

4à quelques virus près.
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Figure 6 � Modèle proie prédateur simulé

�

Figure 7 � Modèle proie prédateur réel

capillo�tracté 5, mais qui, nous l'espérons, permettra aux lecteurs de comprendreles diverses

notions qui se rapportent à ces systèmes. Le scénario est le suivant : deux familles de lapins et

une famille de loups cohabitent dans un même environnement.

� La première famille de lapins est composée dex1 individus, des Argentés de Champagne6.

Cette famille, � assez civilisée �, habite des terriers situés à l'abri desprédateurs, mais qui

ne peuvent accueillir qu'un nombre restreint d'individus. Cependant,elle a pris l'habitude

de passer une partie de l'année vers des terres plus riches, qui lui permettrait de mieux

se développer, si les lieux n'étaient pas plus hostiles.

5plus couramment � tiré par les cheveux �.
6race de lapins, reconnue par les hommes pour leur couleur de poil, par les loups pour leur chair tendre.
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� La deuxième famille de lapins, composée dex2 individus, est celle des Nains de couleur7.

Bien que partageant leur terre avec les loups, ils ne sont que rarement attaqués, sauf

quand les prédateurs se sentent menacés de disparition. Par manque d'organisation, cette

famille n'arrive pas à se gérer quand elle compte trop de membres.

� La famille de loups est composée dey individus. Ils privilégient généralement la chasse

aux Argentés de Champagne, plus dodus, mais ne se privent pas de quelques Nains de

couleurs quand l'occasion se présente. Cependant, si la nourriture se rari�e, ils mènent

un combat sans relâche à ces derniers. � Survie oblige �.

Ce qu'il faut retenir d'un tel scénario, outre son aspect académique et peu réaliste, c'est que

l'évolution démographique de ces familles ne peut être connue sans connaître lescomportements

adoptés par chacune des espèces. En e�et, il faut distinguer plusieurs évolutions possibles.

� Premier mode : les trois espèces cohabitent. On peut alors obtenir un modèle similaire à

celui proposé par Lotka�Volterra (équation (4)), moyennant peu de modi�cations :

(S1) :

8
><

>:

_x1 = � 1x1 � 
 1x1y

_x2 = � 2x2(1 � x2
K 2

) � 
 2x2y

_y = � �y + � 1x1y + � 2x2y

; (5)

� Deuxième mode : les Argentés de Champagne vivent réfugiés, et les loups ne changent

en rien leurs habitudes alimentaires.

(S2) :

8
><

>:

_x1 = � 1x1(1 � x1
K 1

)

_x2 = � 2x2(1 � x2
K 2

) � 
 2x2y

_y = � �y + � 2x2y

; (6)

� Troisième mode : les loups manquent de nourriture et décident pour survivre de s'attaquer

plus sérieusement aux Nains de couleur.

(S3) :

8
><

>:

_x1 = � 1x1(1 � x1
K 1

)

_x2 = � 2x2(1 � x2
K 2

) � 
 0
2x2y

_y = � �y + � 0
2x2y

; (7)

� Quatrième mode : les Argentés de Champagne retournent vers le lieucommun, mais les

7race de lapins sauvages, de faible poids, généralement peu chassés par les loups par le faible rendement

chasse�nourriture.
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loups ne se rendent pas compte de leur retour.

(S4) :

8
><

>:

_x1 = � 1x1 � 
 0
1x1y

_x2 = � 2x2(1 � x2
K 2

) � 
 0
2x2y

_y = � �y + � 0
1x1y + � 0

2x2y

; (8)

� Cinquième mode : les loups repèrent la présence des Argentés de Champagne et re-

viennent à leur instinct primaire, on retrouve alors le premier cas (équation 5).

On a donc dé�ni ici une famille de systèmes dynamiques, composée de(S1); (S2); (S3) et

(S4). Notre état, ici la démographie des trois espèces, va varier au cours du temps,mais contrai-

rement au cas ordinaire de Lotka�Volterra (équation (4)), on ne peut pas déterminer quelle va

être le comportement démographique sans connaître le mode d'évolution choisi. Parmi toutes

les dynamiques possibles, une seule est active à un instant donné, etcelle�ci sera active pen-

dant un certain temps. Par suite, un changement de dynamique, nommé commutation peut

arriver, et l'état évolue alors suivant cette nouvelle dynamique. Ceschangements de dynamique

sont orchestrés par une fonction qui indique le système actif à tout instant. Cette fonction est

communément appeléeloi de commutation ou signal commutant.

Cette combinaison d'une famille de systèmes dynamiques avec une loi de commutation

donne naissance à ce qui sera l'objet d'étude de cette thèse, lessystèmes à commutation. L'évo-

lution temporelle de l'état, appelée trajectoire, dépend donc non seulement de l'état initial

mais aussi de la loi de commutation choisie. Les �gures suivantes (8 et 9) illustrentparfaite-

ment l'in�uence de la loi de commutation sur l'évolution. Elles correspondent à des trajectoires

obtenues pour un même état initial mais pour des signaux à commutation di�érents.

Variétés des systèmes à commutation. Deux approches

Il existe di�érents types de systèmes à commutation. L'élément retenu pour réaliser cette

classi�cation est la nature dont les commutations sont régies.

Dans notre exemple, les migrations de la première famille de lapins sont cycliques. Les

changements de dynamique liés à ces migrations ne dépendent donc que du temps. Les loups

quant à eux ne modi�ent leur comportement envers les Nains de couleur que lorsque leur

espèce se sent menacée, en d'autres termes quand leur nombrey atteint un certain seuil. Les

commutations ici ne dépendent que de l'état de notre système.

C'est là un premier élément de classi�cation : savoir si les commutationsdépendent du temps

ou dépendent de l'état.
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Figure 8 � Évolution démographique sous le scénario 1
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Figure 9 � Évolution démographique sous le scénario 2

Dans notre exemple, tous les changements de dynamique, qu'ils soient liés à l'état ou à un
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facteur temporel sont inhérents au système. On les quali�e alors decommutations autonomes.

Dans certains systèmes, un opérateur extérieur peut provoquer des changements de dynamique,

on les quali�e alors decommutations contrôlées. Ceci constitue le second critère de classi�cation

des systèmes à commutation.

Comme bien souvent, les outils d'analyse et de commande dépendent de la nature du

système à commutation étudié. Mais outre cette nature, quand ons'intéresse à une certaine

propriété du système à commutation, la question qu'il faut se poserégalement est de savoir si

l'on veut étudier cette propriété pour une séquence de commutation donnée ou pourtoutes

les séquences de commutation possibles. On emploiera dans le premiercas le terme depropriété

conditionnelle et dans le second depropriété uniforme. Évidemment, si une propriété est vraie

uniformément, elle l'est de surcroît conditionnellement, mais sa garantie impose des conditions

beaucoup plus fortes ; on comprend alors facilement que les outils à mettre en ÷uvre seront

di�érents d'une approche à l'autre. Parmi les propriétés étudiées,celle qui a retenu notre

attention est la stabilité que nous allons maintenant expliciter.

Caractère physique de la stabilité

Comme précédemment, l'objectif de cette introduction n'est pas dedécrire entièrement les

notions de stabilité mais simplement d'en donner l'idée générale.

Bien que la notion de stabilité soit assez intuitive, le premier a avoir formulé mathémati-

quement cette idée est Lyapunov à la �n du 19e siècle. Son nom y est depuis associé, que ce

soit pour s'y référer � �stable au sens de Lyapunov� � ou pour s'en dis tinguer. Partant d'une

position d'équilibre, elle sera dite stable si, en s'en écartant, on en reste �proche�. C'est, par

exemple, ce que nous observons sur les montagnes russes d'une fête foraine. Imaginons qu'au-

cune force ne soit appliquée sur le chariot et qu'il se trouve dans un creux de la montagne :

cette position serait alors une position d'équilibre stable puisqu'un léger mouvement du chariot

ne provoquerait qu'un faible déplacement de ce dernier. Par contre, il semble naturel, pour tout

un chacun, qu'un léger mouvement en haut de la montagne déstabilisele chariot et entraîne

une irrémédiable descente pour le plaisir du plus grand nombre. Une bosse est donc un point

d'équilibre instable et un creux, stable, bien que plus ennuyeux...

Pour permettre d'étudier mathématiquement la stabilité d'un point d'équilibre, Lyapunov

généralise la notion d'énergie et regarde l'évolution de cette dernière. Pour notre chariot sur

son manège, l'énergie serait, par exemple, la somme de l'énergie potentielle due à la gravitation

de la terre et de l'énergie cinétique liée au mouvement du chariot.
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Figure 10 � Un équilibre stable Figure 11 � Un équilibre instable

Revenons un instant aux systèmes à commutation. Il faut dans un premier temps dé�nir

le concept de point d'équilibre pour ces systèmes, à savoir un état à partir duquel le système

n'évolue plus et cequelle que soit la dynamique choisie. Si la généralisation de la dé�nition

d'un point d'équilibre aux systèmes à commutation semble naturelle, il n'en est rien de la

généralisation de la stabilité.

En e�et, comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, il faut déjà préciser si l'on

s'intéresse à la stabilité du système pour une séquence de commutation donnée (stabilité dite

alors conditionnelle) ou pour toutes les séquences de commutationspossibles (stabilité dite

uniforme). De plus, et c'est ce point qu'il faudra garder en tête tout au long de ce mémoire,

contrairement à ce qui pourrait sembler � logique �, à partir de deux sous�systèmes dynamiques

stables, on peut (dans certains cas) trouver une séquence de commutation qui déstabilise le

système, et réciproquement, on peutconstruire une loi de commutation qui permette d'assurer

la stabilité conditionnelle de notre position d'équilibre à partir de sous�systèmes instables. Par

conséquent, une étude séparée des sous�systèmes qui composent le système à commutation bien

que nécessaire n'est plus su�sante pour garantir ses stabilités (uniforme et conditionnelle). Il

faudra donc en plus déterminer des conditions sur la loi de commutation pour y parvenir, point

sur lequel de nombreux travaux ont apporté leur contribution, comme nous l'illustrerons dans

les pages à venir.

Problématique

Bien que l'intérêt de la communauté scienti�que pour l'étude des systèmes à commutation

soit assez récent � depuis les années 90 �, de multiples pistes ont déjà été explorées en

profondeur. Les nouvelles niches d'étude se font donc rares et demandent une spécialisation de

plus en plus importante.
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Ceci étant, la recherche en automatique, comme la recherche scienti�que en générale, s'est

toujours orientée vers des domaines pratiques, et l'analyse de systèmes de plus en plus com-

plexes est une étape indispensable pour répondre à des exigences techniques. Parmi ces objets

d'étude, certains présentent des commutations entre di�érentes dynamiques, que ce soit par

inhérence à la physique du système (telles les réactions entre composants au cours d'un procédé

chimique,. . . ), ou suite à l'intervention d'un opérateur, qui peut tant provoquer une commuta-

tion (un automobiliste et sa boîte de vitesse, . . . ), que générer unecommande commutant entre

divers contrôleurs (contrôleurs hiérarchisés,. . . ). Dans cette optique, la stabilité représente un

enjeu double, tant de sécurité que de performances.

L'approximation de ces systèmes par des modèles linéaires a permis d'obtenir une première

vague de résultats estimés su�sants, du moins en première approche. Pour répondre à des

soucis de performances de plus en plus exigeantes, les études ont été étendues aux systèmes

non linéaires, pouvant éventuellement être perturbés, se rapprochant alors davantage à la réalité

physique.

C'est en ce sens que nos travaux ont été menés, pour répondre à laproblématique sui-

vante : considérant des systèmes non linéaires à commutation, quels sont les verrous scienti-

�ques qui empêchent l'analyse de stabilité et la construction de lois de commande adéquates ?

Comment alors mettre en ÷uvre des outils mathématiques aptes à lesdébloquer ? Est�ce que

l'apport de connaissances sur l'ensemble de commutations admissiblespar la physique du sys-

tème peut se modéliser et le cas échéant permettre d'a�ner certains résultats ? A l'opposé,

peut�on encore commander ces systèmes quand on ignore tout, ou presque, de ce modèle ? Ce

sont sur ces questions que nous avons concentré notre travail.

Pour conclure cette introduction, présentons la structure de cemémoire.
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Sommaire général

Nous commencerons dans lechapitre 1 par aborder le problème général de la stabilité,

a�n que tout lecteur puisse avoir les bases nécessaires à la compréhension de nos travaux. Nous

dé�nirons ainsi, dans le cadre des systèmes à commutation, les premières notions de stabilité

au sens de Lyapunov, et rappellerons les principaux résultats existants.

Dans lechapitre 2 , nous proposerons une réécriture des systèmes à commutation sous une

forme polytopique a�n de dégager des conditions su�santes pour expliciter une séquence de

commutation stabilisante. Par suite, nous verrons comment utilisercette représentation pour

atténuer les e�ets des perturbations.

Ensuite, dans le chapitre 3 , nous proposerons une extension des résultats de Mancilla�

Aguilar sur la stabilité uniforme aux systèmes contrôlés à commutation. Nous dé�nirons ainsi

une nouvelle notion : la notion de fonction de Lyapunov contrôlée commune, pour obtenir

une condition nécessaire et su�sante de stabilisation uniforme, tout en explicitant la loi de

commande associée.

Le chapitre 4 , quant à lui, sera dévolu à une façon originale d'étudier ces systèmes, par

l'introduction d'un modèle formel pour représenter un ensemble de contraintes sur les commuta-

tions. Pour ce faire, nous présenterons un formalisme hybride associant une famille de systèmes

dynamiques continus à un réseau de Petri temporel. Contrairement aux nombreux modèles hy-

brides existant dans la littérature [Nenninger et Krebs, 1997, Demongodin et Koussoulas, 1998,

Lygeros et al., 2003], celui que nous dé�nirons aura comme avantage de garder indépendante la

partie discrète, permettant ainsi de conserver les propriétés bien connues des réseaux de Petri.

Par suite, ces propriétés seront employées à déterminer des critères spéci�ques de stabilité.

Dans le chapitre 4, le nombre d'informations sur le modèle étudié est conséquent. En e�et

les dynamiques sont connues et de plus, certaines restrictions surles commutations sont forma-

lisées. Dans lechapitre 5 , nous présenterons une approche totalement opposée des systèmes à

commutation, où, cette fois�ci, ni les dynamiques, ni les commutations ne sont connues. L'idée

présentée est alors d'utiliser des techniques algébriques pour développer une commande sans

modèle des systèmes à commutation.

En�n, nous conclurons ce travail par un bilan puis soulignerons les pistes qu'il permet

d'ouvrir.
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Chapitre Premier

Concepts de stabilité
L'instabilité est nécessaire pour progresser.

Si on reste sur place, on recule.

� Coluche1

Dans ce chapitre, nous présentons mathématiquement le concept de stabilité pour les sys-

tèmes à commutation. L'étendue de données que recouvre ce termeimpose de faire des

choix dans ce chapitre. Aussi avons�nous pris soin de ne présenter que les travaux qui ont

apporté un rocher à l'édi�ce, ainsi que les pierres qui nous seront utiles pour la suite de ce

mémoire.

Il convient, dans un premier temps, de revenir sur les dé�nitions formelles des systèmes

à commutation et des notions de stabilité qui s'y rapportent. Par suite, nous revenons sur la

panoplie de résultats et d'outils qui ont vu le jour ces dernières années.

1.1 D'un système dynamique hybride à un système à commuta-

tion

1.1.1 Présentation

Nous nous attacherons dans ce premier paragraphe à dé�nir formellement notre objet

d'étude : les systèmes à commutation. Comme ces systèmes correspondent à une classe par-

ticulière de systèmes dynamiques hybrides, il convient de rappeler,du moins brièvement, les

esquisses mathématiques qui dé�nissent ces systèmes.

1Michel Colucci, L'horreur est humaine .
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Depuis une décennie et demie, les innovations technologiques (l'omniprésence d'ordinateurs,

de réseaux de communication par exemple) ont suscité un intérêt considérable pour l'étude de

processus dynamiques complexes caractérisés par une interaction forte entre des dynamiques

continues, régies par des équations di�érentielles ou aux di�érences, et des dynamiques dis-

crètes, décrites par des machines à états �nis, ou plus généralement par un système à évé-

nements discrets. De tels systèmes appeléssystèmes dynamiques hybrides (SDH) sont

caractérisés par des commutations entre plusieurs modes de fonctionnement où chaque mode

est régi par ses propres lois dynamiques continues. Les transitionsentre les modes peuvent

alors être déclenchées selon un modèle événementiel :

� lorsque des variables continues atteignent certains seuils spéci�ques (événements d'état),

� après une certaine durée ou période de temps (événements de temps),

� ou par des entrées externes (événements d'entrée).

Un système hybride peut donc s'écrire sous la forme du système d'équations (1.1), qui

associe dynamique continue et dynamique discrète :

(
_x(t) = f (x(t); q(t))

q(t+ ) = g(t; x (t); q(t); ud)
; x 2 X � Rn ; q 2 Q ; t 2 R+ ; ud 2 Q d: (1.1)

L'état continu x évolue dans un espace continuX , tandis que l'état discret et la commande

discrète évoluent dans des espaces discrets dénombrablesQ et Qd.

De nombreux outils de modélisation, combinant des évolutions continues et discrètes, sont

ainsi apparus, avec leurs propres caractéristiques. Pour tout ÷il curieux, en voici quelques uns

et les références qui vont avec. Les Bond Graphs à commutation présentés dans ([Buisson, 1993],

[Strömberg et al., 1993]), les réseaux de Petri hybrides ([Bail et al., 1991], [David et Alla, 1987],

[David et Alla, 2004], [Nenninger et Krebs, 1997]), les automates hybrides avec les formalismes

proposés par [Lygeros et al., 2003] ou [Goebel et al., 2004]), . . .

Parmi les diverses classes de systèmes hybrides, celle qui a retenunotre attention sont les

systèmes à commutation , pour lesquels l'état continu évolue sur un intervalle de temps

selon une certaine dynamique (parmi un ensemble �ni de dynamiques)puis selon une autre sur

l'intervalle de temps suivant. De manière concrète, pour cette classe de systèmes hybrides, la

dynamique discrète est en quelque sorte omise.
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1.1. D'UN SYSTÈME DYNAMIQUE HYBRIDE À UN SYSTÈME À COMMUTATION

Soit � un ensemble d'index. Unsystème à commutation est constitué d'une famille de

sous�systèmes dynamiques :

_x(t) = f i (x(t); t); x 2 X � Rn ; t 2 R+ ; (1.2)

f i : X � R+ ! X ; i 2 � :

Dans la famille (1.2), seul un sous�système est actif à un instant donné. Cette loi qui

orchestre les commutations entre les sous�systèmes est appeléeloi de commutation ou signal

de commutation . Dans la plupart des travaux menés, cette loi est une fonction constante par

morceaux, et ne présente pas de phénomène de Zénon, à savoir que sur tout intervalle de temps

�ni, il n'existe qu'un nombre �ni de commutations. Nous noterons par la suite S(�) , l'ensemble

des fonctions constantes par morceaux, dé�nies sur[0; + 1 [, à valeurs dans� , et qui respectent

la propriété de non Zénon.

Formellement, on représente alors un système à commutation par :

_x(t) = f � (t ) (x(t); t); x 2 X � Rn ; � (t) 2 S(�) : (1.3)

dans lequel� : R+ ! � est la loi de commutation.

Dans les systèmes que nous étudions, chacun des champs de vecteurs est autonome2, dans

le sens où ils ne font pas apparaître explicitement le temps. Nous utiliserons donc par la suite

la description suivante :

_x = f � (x); x 2 X � Rn ; � 2 S(�) ; (1.4)

1.1.2 Extensions et classes particulières

1.1.2.1 Cas temps discret

Si la majeure partie de nos travaux reposent sur une approche entemps continu (aboutissant

à une description par des équations di�érentielles), certains résultats seront proposés pour des

systèmes � temps discret � à commutation, qui donnent naissance à une mise sous forme

d'équations de récurrence, décrite par :

2autre terminologie : stationnaire.
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CHAPITRE 1. UN REGARD SUR LA STABILITÉ

xk+1 = f � (tk ) (xk ); xk 2 X � Rn ; � 2 S(�) : (1.5)

1.1.2.2 Systèmes contrôlés à commutation

Notre étude se portera aussi sur une classe particulière de systèmes à commutation dans

lesquels chacun des sous�systèmes est contrôlé. Leur descriptionest la suivante :

_x = f � (x; u); x 2 X � Rn ; u 2 U � Rm ; � 2 S(�) ; (1.6)

où u représente la commande continue.

1.1.2.3 Systèmes linéaires à commutation

Parmi les classes particulières, celle pour laquelle les résultats sont les plus � denses � est

la classe des systèmes linéaires à commutation, pour lesquels chacundes sous�systèmes est

linéaire.

Ces systèmes sont généralement notés

_x = A � x; x 2 X � Rn ; � 2 S(�) : (1.7)

On retrouvera de même cette caractéristique pour les systèmes temps discrets :xk+1 =

A � (xk ), comme pour les systèmes contrôlés :_x = A � x + B � u.

1.2 Concepts de stabilité et problématiques

1.2.1 Introduction

Les ensembles remarquables (équilibres, orbites périodiques,. . . ) peuvent caractériser des

con�gurations à énergie minimale pour un système physique. Ces systèmes peuvent avoir ten-

dance à rechercher une de ces con�gurations plutôt qu'une autre :c'est ce que les concepts

de stabilité traduisent d'une certaine façon. Comme nous l'avons évoqué dans notre chapitre

introductif, l'évolution de notre état est gouvernée tant par les champs de vecteurs que par le

signal de commutation. Dans ce sens, les concepts de stabilités, qui portent sur des propriétés
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1.2. CONCEPTS DE STABILITÉ ET PROBLÉMATIQUES

qualitatives des solutions, peuvent être dé�nis :

� seulement sur l'état continu x, et ce indépendamment du signal de commutation : on

parlera de propriété uniforme (sous entendu par rapport à� ),

� sur x et ce pour un signal de commutation : on parlera depropriété conditionnelle

(sous entendu par rapport à une évolution de� donnée).

Si notre lecteur est déjà familiarisé avec les systèmes dynamiques,précisons que pour une

équation di�érentielle ordinaire (EDO) non autonome (dont le temps apparaît explicitement

dans le second membre), on parle de stabilité uniforme si ellen' est pas conditionnée par un

ensemble d'instants initiaux. Dans le cas contraire, on parle de stabilité non uniforme. Cette

notion est évidemment di�érente de celle présentée dans le cadre des systèmes dynamiques

hybrides.

1.2.2 Dé�nitions

La stabilité d'un point d'équilibre d'un système, qu'il soit à commutation ou non, consiste

toujours à observer que son évolution reste proche du point d'équilibre lorsqu'on s'en écarte,

dans un certain voisinage, appelé le domaine de stabilité. L'attractivité , quant à elle, revient

à traduire que, s'écartant légèrement de cette position d'équilibre,le système reviendra dessus,

au bout d'un certain temps et d'un temps certain (voire in�ni). La stabilité asymptotique

combine à la fois la stabilité et l'attractivité, et indique donc que le système reviendra au bout

d'un temps qui peut être in�ni, au point d'équilibre, tout en restant pr oche de celui-ci au

cours du temps. Notons que la notion de stabilité asymptotique est laplus exigée en pratique.

Ceci s'explique certainement parce qu'elle constitue une première approche pouvant s'adapter

à plusieurs situations (précision en régulation, poursuite d'une trajectoire de référence, . . . ).

La stabilité exponentielle vient ajouter au caractère asymptotique un critère de rapidité de

convergence.

Avant de détailler les diverses dé�nition de la stabilité, il convient en premier lieu de dé�nir

la notion d'équilibre pour un système à commutation.

Soit le système à commutation suivant :

_x = f � (x); x 2 X � Rn ; � 2 S(�) : (1.8)
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Partant d'un état initial x0 2 X , pour une loi de commutation � 2 S(�) donnée, l'état de

notre système va évoluer tout au long du temps. Cette évolution, dénomméetrajectoire d'un

système à commutation, sera notéex(t; x 0; � ).

Dé�nition 1.2.1. L'état xe 2 X est un équilibre pour le système à commutation (1.8) si et

seulement si pour toutt 2 R+ ,

x(t; x e; � ) = xe; 8� 2 S(�) : (1.9)

Notons au passage que si les champs de vecteurs assurent l'unicitédes solutions entre deux

commutations, la relation (1.9) est équivalente à8i 2 � ; f i (xe) = 0 .

A�n de ne pas alourdir les dé�nitions et sans perte de généralité, nous pouvons les res-

treindre à l'étude de la stabilité de l'origine � si le point d'équilibre est non n ul, un simple

changement de variable peut le ramener à l'origine.
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1.2. CONCEPTS DE STABILITÉ ET PROBLÉMATIQUES

1.2.2.1 Équilibre stable

Dé�nition 1.2.2. [Bourdais et al., 2007b] L'origine du système à commutation(1.8) est dite :

� uniformément stable par rapport à S(�) si, 8� > 0, il existe � (� ) > 0 tel que :

8x0 2 X : x0 2 � (� )Bn =) x(t; x 0; � ) 2 � Bn ; 8t > 0; 8� 2 S(�) ; (1.10)

� conditionnellement stable par rapport à � si 8� > 0, il existe � (�; � ) > 0 tel que :

8x0 2 X : x0 2 � (�; � )Bn =) x(t; x 0; � ) 2 � Bn ; 8t > 0: (1.11)

Cette dé�nition est illustrée par la �gure 1.1.

t

x

t0

2�2� xe

x(t; x 0; � )

Figure 1.1 � Stabilité pour un point d'équilibre
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CHAPITRE 1. UN REGARD SUR LA STABILITÉ

1.2.2.2 Équilibre attractif

La propriété d'attractivité d'un équilibre traduit le rapprochement as ymptotique des solu-

tions vers cet équilibre.

Dé�nition 1.2.3. [Bourdais et al., 2007b] L'origine du système à commutation(1.8) est dite :

� uniformément attractive par rapport à S(�) s'il existe � > 0 tel que :

8x0 2 X : x0 2 � Bn =) lim
t !1

x(t; x 0; � ) = 0 ; 8t > 0; 8� 2 S(�) ; (1.12)

� conditionnellement attractive par rapport à � s'il existe � (� ) > 0 tel que :

8x0 2 X : x0 2 � (� )Bn =) lim
t !1

x(t; x 0; � ) = 0 ; 8t > 0: (1.13)

Cette dé�nition est illustrée par la �gure 1.2.

t

x

t0

2� xe

x(t; x 0; � )

Figure 1.2 � Attractivité pour un point d'équilibre
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1.2.2.3 Équilibre asymptotiquement stable

Il est important de noter qu'un équilibre peut être attractif sans être stable, et récipro-

quement. La notion de stabilité asymptotique est la combinaison des notions de stabilité et

d'attractivité.

Dé�nition 1.2.4. [Bourdais et al., 2007b] L'origine du système à commutation(1.8) est dite :

� uniformément asymptotiquement stable par rapport à S(�) si elle est uniformément

stable et uniformément attractive,

� conditionnellement asymptotiquement stable par rapport à � si elle est condition-

nellement stable et conditionnellement attractive.

Cette dé�nition est illustrée par la �gure 1.3.

t

x

t0

2�2� xe

x(t; x 0; � )

Figure 1.3 � Stabilité asymptotique d'un point d'équilibre
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1.2.2.4 Équilibre exponentiellement stable

Le concept de stabilité exponentielle contient une information supplémentaire : la rapidité

de la convergence vers l'origine.

Dé�nition 1.2.5. [Bourdais et al., 2007b] L'origine du système à commutation(1.8) est dite :

� uniformément exponentiellement stable par rapport à S(�) s'il existe � > 0, � > 0

et � > 1 tels que :

8x0 2 X : x0 2 � Bn =) x(t; x 0; � ) 2 � exp(� �t ) kx0k Bn ; 8t > 0; 8� 2 S(�) ; (1.14)

� conditionnellement exponentiellement stable par rapport à � si 8� > 0, il existe

� > 0, � > 0 et � > 1 tels que :

8x0 2 X : x0 2 � Bn =) x(t; x 0; � ) 2 � exp(� �t ) kx0k Bn ; 8t > 0: (1.15)

Cette dé�nition est illustrée par la �gure 1.4.

t

x

t0

2� xe

x(t; x 0; � )

Figure 1.4 � Stabilité exponentielle d'un point d'équilibre
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1.2.3 Approches

Maintenant que ces propriétés sont clairement dé�nies, il se pose le problème classique

de savoir s'il est possible de statuer sur ces propriétés sans avoir àcalculer explicitement

les solutions du système à commutation considéré. Tout comme pourles EDO, cela se fait

notamment avec des fonctions de Lyapunov3. Évidemment, du fait de la distinction entre

propriétés uniformes ou conditionnelles, les formes des résultats seront di�érentes. Les di�cultés

rencontrées vont être dans le premier cas de dégager des propriétés sur les champs de vecteurs

tandis que dans le second cas, l'idée sera de construire le signal de commutation qui permet de

garantir la propriété conditionnelle. La suite de ce chapitre présenteun aperçu des travaux déjà

menés, mais nous revenons, dans un premier temps, à un exemple bien connu dans le milieu

des systèmes à commutation.

Considérons un système à commutation linéaire, composé des deux sous�systèmesf i (x) =

A i x, dans lesquels :

A1 =

 
� 1 10

� 100 � 1

!

; A2 =

 
� 1 100

� 10 � 1

!

: (1.16)

Pour chacun des sous�systèmes, l'origine est asymptotiquement stable (les spectres des deux

matrices sont les suivants :spec(A i ) = f� 1 � 10i
p

10g)), comme l'illustrent les �gures 1.5 et

1.6.

Regardons maintenant l'évolution de l'état pour la séquence de commutation suivante : i = 1

si x1x2 6 0 et i = 2 if x1x2 > 0, la trajectoire générée (voir �gure 4.1) devient instable. Comme

nous l'avons déjà dit en introduction, la stabilité asymptotique de chacun des sous�systèmes

ne su�t pas à garantir la stabilité asymptotique uniforme d'un système à commutation, et

c'est ce sur quoi de nombreux travaux ont été menés.

Évidemment, on peut, dans certains cas, construire une séquence qui stabilise le système, à

partir de deux sous�systèmes instables, mais nous aurons l'occasion d'y revenir dans la partie

suivante, qui s'attache à présenter les principaux résultats développés ces dernières années.

3consulter notamment le livre [Richard, 2002] pour plus de dét ails.
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Figure 1.6 � Stabilité asymptotique du

sous-système 2
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Figure 1.7 � Instabilité pour une séquence de commutation donnée
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1.3. UN PETIT SURVOL DE L'EXISTANT

1.3 Un petit survol de l'existant

1.3.1 Quelques résultats sur les inclusions di�érentielles

On ne peut aborder les systèmes à commutation sans présenter dans un premier temps les

inclusions di�érentielles. Il s'agit en fait d'une description encore plus abstraite des systèmes

dynamiques hybrides, car avec les inclusions, la séquence de commutation elle aussi est omise,

et seuls les champs de vecteurs persistent et signent. A la lecture de ce paragraphe, nous verrons

comment les adjectifs quali�catifs � fort � et � faible � dédiés aux inclus ions se rapprochent des

termes � uniforme � et � conditionnel � pour les systèmes à commuta tion.

1.3.1.1 Dé�nition et généralités

Pour étudier une EDO à second membre discontinu (systèmes à structure variable, systèmes

hybrides, commande adaptative, hacheur, phénomène de friction,. . . ) de la forme :

dx
dt

= f (t; x ); x 2 X ; (1.17)

où f (t; x ) est dé�nie et continue sur I � (XpnM ) (Xp une partition de X ; M un ensemble de

mesure nulle4), il apparaît intéressant de la remplacer par l'inclusion di�érentielle suivante :

dx
dt

2 F (t; x ); (1.18)

où F (t; x ) est un ensemble, que l'on peut construire selon di�érentes techniques, qui pour

(t; x ) 2 I�X pnM est dé�ni par F (t; x ) = f f (t; x )g. Cette inclusion doit permettre de �capturer�

les comportements de (1.17). Si on s'intéresse au problème de Cauchy (PC) suivant : �existe�t�il

une fonction � telle que d�
dt 2 F (t; � (t)) presque partout (p.p.) et � (t0) = x0 ?�.

Dé�nition 1.3.1. On appelle solution de (1.18) passant parx0 à t0, toute fonction � abso-

lument continue5 dé�nie sur un intervalle non vide (I (t0; x0) � I � R) contenant t0 :

� : I � R ! X � Rn ;

t 7! � (t; t0; x0);

notée plus simplement� (t), véri�ant d�
dt 2 F (t; � (t)) presque partout surI (t0; x0) et telle que

� (t0) = x0:

4au sens de Lebesgue, voir [Richard, 2001].
5 � : [�; � ] 7! Rn est absolument continue si 8" > 0; 9� (" ) > 0 : 8 f ]� i ; � i [gi 2f 1::n g ; ]� i ; � i [� [�; � ]

P n
i =1 (� i �

� i ) 6 � (" ) )
P n

i =1 k� (� i ) � � (� i )k 6 ":
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Si � est une fonction absolument continue, il existe � une fonction Lebesgue intégrable

qui soit presque partout égale à la dérivée de� : � (t) = � (t0) +
Rt

t0
� (u)du. Si de plus d�

dt 2
p.p.

F (t; � (t)) , alors � (u) 2
p.p.

F (u; � (u)) et donc on obtient la représentation intégrale suivante :

� (t) 2
p.p.

� (t0) +
Z t

t0

F (u; � (u))du:

La réciproque n'est vraie que si la multifonctionF véri�e certaines hypothèses de régularité (par

exemple, siF est compact, convexe, semi�continue supérieurement). Pour plus de détails, le

lecteur pourra notamment consulter le chapitre 7 du livre [Richard, 2002]. Puisqu'un problème

de Cauchy peut avoir une ou plusieurs solutions, les notions d'équilibre, ensemble invariant et

donc de stabilité sont dites fortes (respectivement faibles) si leurs dé�nitions sont vraies pour

toutes les solutions (respectivement pour au moins une solution) issues d'une condition initiale

donnée.

Considérons l'inclusion di�érentielle autonome :

dx
dt

2 F (x): (1.19)

Dé�nition 1.3.2. Un compact convexeK � dom(F ) est dit viable ou faiblement invariant

( respectivement, fortement invariant ) si au moins une trajectoire (respectivement, toute

trajectoire) issue d'une condition initiale appartenant à K évolue dansK : 8x0 2 K; 9x(t)

dé�nie sur R+ solution de (1.19) avecx(0) = x0; telle quex(t) 2 K; 8t 2 R+ (respectivement

8x0 2 K; 8x(t) solution de (1.19) avecx(0) = x0 est dé�nie sur R+ et véri�e x(t) 2 K; 8t 2 R+ :

Une condition nécessaire et su�sante d'invariance faible (viabilité) est

F (x) \ TB
K (x) 6= ; ; 8x 2 K; (1.20)

où TB
K (x) est le cône contingent (dit de Bouligand) ou cône tangentà K dé�ni par :

TB
K (x) , f v 2 Rn : 9t i & 0; 9vi ! v : x + t i vi 2 K g:

Dans ce cas, la condition (1.20), dite aussi condition de tangence, est su�sante pour l'existence

d'un point d'équilibre faible dans K :

(1.20) ) 9 xe 2 K : 0 2 F (xe):

Notons que lorsqueK est une variété di�érentiable (c'est�à�dire lorsque la frontière de K

est su�samment lisse), TB
K (x) est l'espace tangent àK au point x:
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x2

x1

x0

� 1

� 2

� 3

K

Figure 1.8 � Invariance faible de l'en-

semble K

x2

x1

x0

� 1

� 2

� 3

K

Figure 1.9 � Invariance forte de l'en-

semble K

1.3.1.2 Stabilité pour une inclusion di�érentielle

Avant tout, notons que si K � dom(F ) est un compact et si F véri�e les hypothèses

classiques (convexe, semi�continue supérieurement), alors toute trajectoire issue d'un point

intérieur à K véri�e les propriétés topologiques suivantes : elle atteint la frontièrede K ou

diverge, l'ensemble limite positif (respectivement négatif) associé véri�e presque les mêmes

propriétés que dans le cas d'une EDO. De même, pour traiter de la stabilité d'un système, on

peut utiliser des fonctions de Lyapunov. On peut noter les résultat suivants :

Théorème 1.3.1. [Filippov, 1988] Soit F (x) véri�ant les hypothèses6 du théorème d'existence

de solutions dans un domaine fermé bornéK . Supposons que :

0 2 F (0);

9V 2 C1(K; R+ ); V (0) = 0 : V est dé�nie positive;

_V � , sup
y2 F (x)

�
@V
@x

y
�

6 0 sur K: (1.21)

Alors, l'origine est stable pour (1.19). Si de plus :

9(w) 2 C0(K; R+ ) dé�nie positive sur K ,

_V � 6 � w(x) sur K; (1.22)

alors l'origine est asymptotiquement stable pour (1.19).

6Par exemple F (x) semi�continue supérieurement, non vide, compact et convexe.
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Théorème 1.3.2. [Filippov, 1988] Si, dans le théorème précédent, on remplace _V � , dans (1.21)

ou dans (1.22), par :

_V � , inf
y2 F (x)

�
@V
@x

y
�

; (1.23)

alors les conclusions restent valables pour les notions faibles.

Pour les inclusions di�érentielles linéaires décrites par

_x 2 F (x) = f y : y = Ax; A 2 Ag ; (1.24)

où A est un ensemble compact, l'analyse de stabilité est liée à l'analyse des inclusions di�é-

rentielles convexes. En fait, l'inclusion (1.24) est asymptotiquementstable si et seulement si

l'inclusion di�érentielle convexe

_x 2 f y : y = Ax; A 2 co (A)g: (1.25)

est stable. Molchanov et Pyatnitskiy [Molchanov et Pyatnitskiy, 1989] expriment la stabilité

de l'inclusion di�érentielle (1.24) en termes de fonction de Lyapunov quasi�quadratique :

Théorème 1.3.3. L'origine x = 0 de l'inclusion di�érentielle linéaire (1.24) est asymptoti-

quement stable si et seulement s'il existe une fonction de LyapunovV (x) strictement convexe,

homogène (du second ordre) quasi�quadratique :

V (x) = xT P(x)x; (1.26)

P(x) = PT (x) = P(�x ); x 6= 0 ; � 6= 0 ; (1.27)

dont la dérivée satisfait l'inégalité :

_V � = sup
y2 F (x)

lim
h! 0

h� 1 f V (x + hy) � V (x)g 6 � 
 kxk2 ; 
 > 0:

Comme remarque, le caractère su�sant de cette condition découledu théorème 1.3.1. A

partir de ce théorème, un critère algébrique peut être déduit :

Théorème 1.3.4. Pour la stabilité asymptotique de l'originex = 0 de l'inclusion di�érentielle

linéaire convexe

_x 2 F (x) = f y : y = Ax; A 2 cof A1; : : : ; AM gg (1.28)

il est nécessaire et su�sant qu'il existe un nombrem > n , une matrice L 2 Rm� n de rangn et

une famille de matricesf � s 2 Rn� m ; s = 1 ; : : : M g; tels que la relation

AT
i L = L � T

i ; i = 1 ; : : : ; M;

soit véri�ée et tels quev(z) = zT z soit une fonction de Lyapunov pour l'inclusion

_z 2 G(z) = f y : y = � z; � 2 cof � 1; : : : ; � M gg:

48



1.3. UN PETIT SURVOL DE L'EXISTANT

Intuitivement, ce critère de stabilité implique la recherche d'une nouvelle inclusion di�éren-

tielle stable _z 2 G(z) dans un espace de dimension augmentéeRm qui contient les solutions de

l'inclusion originelle, où L avec z = L T x représente la matrice de transformation qui relie les

deux inclusions.

Ces deux théorèmes peuvent être appliqués directement aux systèmes linéaires à commu-

tation [Dayawansa et Martin, 1999, Liberzon et Morse, 1999]. Cela signi�e que la stabilité des

systèmes commutés est liée à l'existence d'une fonction de Lyapunov commune pour l'ensemble

de sous�systèmes. Malheureusement, d'un point de vue pratique,il est très di�cile de véri�er

les critères proposés par les deux théorèmes précédents. En général, la recherche numérique ou

analytique d'une fonction de Lyapunov quasi�quadratique V (x) = xT P(x)x ou d'une matrice

de transformation L n'est pas facile.

A�n de trouver une méthode simple pour déterminer la stabilité asymptotique des inclusions

di�érentielles, plusieurs auteurs ont restreint leur attention à la recherche d'une fonction de

Lyapunov quadratique V (x) = xT Px: L'existence d'une telle fonction, une condition su�sante

pour la stabilité, peut être exprimée en termes d'inégalités matricielleslinéaires (de l'anglais

linear matrix inequality - LMI) [Boyd et al., 1994] dont la solution peut être trouvée à l'aide

d'algorithmes d'optimisation convexe.

Théorème 1.3.5. Considérons le système (1.28). S'il existe une matriceP dé�nie positive,

P > 0, solution des inégalités matricielles suivantes :

AT
i P + PA i < 0; i = 1 ; : : : ; M; (1.29)

alors il existe une fonction de Lyapunov quadratiqueV (x) = xT Px pour le système (1.28) i.e.

l'origine x = 0 est globalement exponentiellement stable.

1.3.2 Stabilité uniforme

Pour démontrer la stabilité uniforme d'un système à commutation (1.8), deux approches

ont été largement popularisées : une approche par une fonction deLyapunov commune à tous

les systèmes, et une approche par l'algèbre de Lie. Il est évident que pour qu'un système à

commutation soit uniformément asymptotiquement stable, une condition nécessaire est que

chacun des sous�systèmes soit également asymptotiquement stable7.

7En e�et, considérons un sous�système instable (Sj ), une loi de commutation qui l'active à tout instant est

évidemment une séquence de commutation déstabilisante.
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1.3.2.1 Approche par fonction commune de Lyapunov

On s'intéresse à la famille composée des sous-systèmes suivants :

_x = f i (x); i 2 � : (1.30)

Pour la première approche, a�n de démontrer le théorème 1.3.7, des conditions sur les

champs de vecteur sont ainsi introduites :

Hypothèse 1.3.6. La famille (1.30) véri�e les deux conditions suivantes :

1) La famille est équibornée, i.e.sup
i 2 �

kf i (x)k < + 1 pour tout x 2 Rn ,

2) La famille est localement uniformément lipchitzienne, i.e. pour tout � 2 N, il existe l � > 0

tel que

kf i (x) � f i (y)k 6 l � kx � yk ;

pour tout (x; y) 2 � Bn � � Bn et tout i 2 � .

Ces hypothèses sont automatiquement satisfaites pour l'ensemble� considéré ici, puisque

borné, mais elles deviennent nécessaires dans le cas où� est dénombrable.

On rappelle ici la dé�nition d'une fonction de Lyapunov commune :

Dé�nition 1.3.3. [Mancilla-Aguilar et García, 2000] Soit V, un ouvert contenant l'origine.

Une fonction de Lyapunov communeV pour la famille (1.30) est une fonction ,V : V � Rn !

R+ de classeC1, telle qu'il existe deux fonctions� 1 et � 2 de classeK8 et une fonction � 3

continue, dé�nie semi�positive, véri�ant :

1) � 1(kxk) 6 V (x) 6 � 2(kxk); 8x 2 V ,

2) hr V (x); f s(x)i 6 � � 3(kxk), 8x 2 V ; 8s 2 S(�) .

L'intérêt d'une fonction de Lyapunov commune est que son existence est une condition

nécessaire et su�sante de stabilité.

Théorème 1.3.7. [Mancilla-Aguilar et García, 2000] Sous l'hypothèse 1.3.6, le système (1.8)

est uniformément asymptotiquement stable si et seulement s'il existe une fonction de Lyapunov

commune pour la famille (1.30).

8Une fonction � : R+ ! R+ est de dite classeK si elle est continue, strictement croissante et nulle en 0.
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On retrouve un théorème similaire dans [Vu et Liberzon., 2005], cependant, la classe des

systèmes étudiés dans ce cas est plus restrictive. Ce résultat très général représente une exten-

sion au cas des systèmes non�linéaires à commutation du théorème de Molchanov et Pyatnitskiy

pour les inclusions di�érentielles linéaires (Théorème 1.3.4). Dans ce cas aussi, l'existence et la

construction d'une fonction de Lyapunov pose des problèmes et on revient dans la plupart des

cas à la recherche d'une fonction quadratique commune (dont l'existence est su�sante pour

assurer la stabilité, mais pas nécessaire).

HIHIH

Avant de présenter l'approche par l'algèbre de Lie, revenons quelques instants sur le ca-

ractère nécessaire et su�sant d'une telle fonction de Lyapunov, ouplus précisément sur la

non su�sance de la stabilité asymptotique de chacun des sous�systèmes (Exempleprésenté au

paragraphe 1.2.3).

Prenons l'exemple de deux sous�systèmes linéaires(S1) et (S2), asymptotiquement stables.

Ils sont chacun munis d'une fonction de Lyapunov, respectivementV1 et V2. Partant d'une

condition initiale x0, le système(S1) est actif. La trajectoire va alors converger vers l'origine

tout en restant dans le domaine délimité par l'équipotentielle de Lyapunov V1(x0) = cste (�gure

1.10).

x2

x1

x0

V1 ( x 0 )

Figure 1.10 � Convergence durant l'activation de (S1)

Au moment de la commutation, la trajectoire va alors converger vers l'origine, tout en

restant dans le domaine délimité par l'équipotentielle de LyapunovV2(x1) = cste2 (�gure

1.11). Mais, rien ne contraint ce domaine à être inclus dans le précédent.
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x2

x1

x0

V2 ( x 1 ) = cste 2

x1

V1 ( x 0 ) = cste

Figure 1.11 � Instabilité pour une séquence de commutation donnée

C'est pourquoi, lors de la prochaine commutation, le système va encore converger vers

l'origine, tout en restant dans le domaine délimité par l'équipotentielle deLyapunov V1(x2) =

cste3 , mais le niveau de cette équipotentielle peut être supérieur à celui dela précédente. Et

ainsi, on peut déstabiliser notre système à commutation (�gure 1.12).

x2

x1

x0
V2 ( x 1 ) = cste 2

x1

V1 ( x 0 ) = cste

V1 ( x 2 ) = cste 3

x2

Figure 1.12 � Instabilité pour une séquence de commutation donnée

Si maintenant les deux sous�systèmes partagent une même fonction de Lyapunov, au mo-

ment de la commutation, le domaine délimité par l'équipotentielle de Lyapunov est strictement

inclus dans le précédent, ainsi, même si la trajectoire évolue di�éremment, celle ci convergera

vers l'origine (�gure 1.13).
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x2

x1

x0

V ( x 1 ) = cste 2
x1

V ( x 0 ) = cste

V ( x 2 ) = cste 3

x2

Figure 1.13 � Fonction de Lyapunov commune

1.3.2.2 Approche par l'algèbre de Lie

Comme autre approche pour garantir la stabilité uniforme d'un système linéaire à commu-

tation on peut utiliser l'algèbre de Lie. Considérons le système linéaire à commutation suivant :

_x = A � x; � 2 S(�) ; (1.31)

L'algèbre de Lie g = Lie f A i : i 2 � g correspond à l'ensemble de toutes les matricesA i et

les commutateurs itérés dé�nis à partir des crochets de Lie,[A i ; A j ] = A i A j � A j A i . Ce critère

algébrique, fortement lié à l'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune, a

une longue histoire dans le domaine de la stabilité des systèmes à commutation.

Plusieurs critères algébriques ont été donnés pour la stabilité uniforme. Si toutes les matrices

d'état A i ; i 2 � , sont de Hurwitz et commutent par paire, i.e.

A i A j = A j A i 8f i; j g 2 � 2;

alors le système à commutation (1.31) est uniformément asymptotiquement stable, ce qui est

démontré dans [Narendra et Balakrishnan, 1994] et [Agrachev et Liberzon, 2001]. Ce critère

implique que le crochet de Lie[A i ; A j ] s'annule pour toute paire A i ; A j ; i 2 � des matrices

d'état. Gurvirts précise que si l'algèbre de Lieg est nilpotente, alors le système est uniformément

asymptotiquement stable [Gurvits, 1994]. Indépendamment de ces travaux, Yoshihiro Mori et
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Kuroe [Mori et Kuroe, 1997] montrent que si les matricesA i ; i 2 � ; acceptent une triangulation

supérieure (ou inférieure) simultanée, alors il existe une fonction de Lyapunov quadratique

commune.

Théorème 1.3.8. Considérons le système (1.31). Si toutes les matricesA i ; i 2 � , sont de

Hurwitz9 et s'il existe une matrice T 2 Rn� n inversible telle que toutes les matrices� i =

T � 1A i T; i 2 � ; soient triangulaires supérieures (ou inférieures), alorsil existe une fonction de

Lyapunov quadratique communeV (x) = xT Px pour la famille des systèmesf _x = A i x; i 2 � g

et le système à commutation (1.31) est uniformément asymptotiquement stable par rapport à

S(�) .

Liberzon généralise les résultats précédents pour des matrices de transformation T com-

plexes et donne une condition su�sante pour la triangulation simultanée d'un ensemble de

matrices en termes d'algèbre de Lie [Liberzon et al., 1999]. Le résultat s'énonce ainsi :

Théorème 1.3.9. Si g = Lie f A i : i 2 � g est une algèbre de Lie solvable, alors la famille des

systèmesf _x = A i x; i 2 � g accepte une triangulation supérieure (ou inférieure) simultanée et

le système linéaire à commutation_x = A � x; � 2 S(�) ; est uniformément asymptotiquement

stable.

L'idée proposée par Liberzon est assez puissante, car quand les matricesf A i ; i 2 � g com-

mutent deux à deux ou génèrent une algèbre de Lieg nilpotente alors elles génèrent une algèbre

de Lie g solvable. L'intérêt de cette approche est d'établir un lien entre ces diverses méthodes

d'analyse de stabilité quadratique basées sur les crochets de Lie et la triangulation simultanée.

HIHIH

Pour bien comprendre les diverses approches, nous proposons l'exemple d'un système li-

néaire à commutation, composé des deux sous�systèmesf i (x) = A i x; i 2 f 1; 2g, avec :

A1 =

 
� 1 1

� 1 � 3

!

; A2 =

 
� 0 3

� 1 � 4

!

: (1.32)

Rappelons rapidement les notions de solvabilité et de nilpotence d'une algèbre de Lie. Soient

deux sous�espaces linéairesg1 et g2 d'une algèbre de Lieg, on note [g1; g2] l'espace linéaire

généré par les crochets de Lie de[g1; g2], avecg1 2 g1 et g2 2 g2.

9à valeurs propres dans le demi-plan complexe gauche.
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� Considérons la suite dé�nie par induction comme suit : g(1) := g; g(k+1) := [ g(k) ; g(k) ] �

g(k) . S'il existe k su�samment grand tel que g(k) = 0 , alors g est dite solvable.

� Considérons la suite dé�nie par induction comme suit : g1 := g; gk+1 := [ g; gk ] � gk . S'il

existe k su�samment grand tel que gk = 0 , alors g est dite nilpotente. Remarquons que

pour tout k, (g) � g, et que par suite, toute matrice nilpotente est solvable.

Dans notre exemple, en notanta = Lie f A1; A2g, il vient :

� dans un premier temps :

a = a1 = a(1) = span f A1; A2; [A1; A2]; : : :g

= span

( 
� 1 1

� 1 � 3

!

;

 
0 3

� 1 � 4

!

;

 
2 2

� 2 � 2

!)

;

� puis :

a2 = a(2) = span

( 
� 1 � 1

1 1

!)

;

� et en�n :

a3 = span

( 
� 1 � 1

1 1

!)

a(3) = 0 :

L'algèbre de Lie a, générée par les deux matricesA1 et A2 n'est donc pas nilpotente. En

revanche, elle est solvable, et donc, étant donné que les deux sous-systèmes sont asymptotique-

ment stables, le système à commutation est uniformément asymptotiquement stable.

Nous pouvons véri�er également que les deux matrices acceptent une triangulation simul-

tanée, avec le changement de base :

P =

 
1 1

1 2

!

;

On a alors :

TA 1 = PA1P � 1 =

 
� 2 0

� 1 � 2

!

; TA 2 = PA2P � 1 =

 
� 1 0

1 � 3

!

:

HIHIH
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A partir de cette idée, certaines extensions ont été proposées. Lethéorème 1.3.9 est notam-

ment généralisé dans [Agrachev et Liberzon, 2001], en utilisant la décomposition de Levi10 de

g = s
L

r. Ce qui donne :

Théorème 1.3.10. [Agrachev et Liberzon, 2001] Sis est une algèbre de Lie compacte, alors

le système linéaire à commutation_x = A � x; � 2 S(�) ; est uniformément asymptotiquement

stable.

Dans le cas des systèmes linéaires, les conditions de stabilité sont globales. On peut ainsi

les appliquer localement aux systèmes non linéaires, en étudiant le système linéarisé _x = F� =
@f�
@x(0)x.

Une deuxième extension aux systèmes non linéaires à commutation est proposée dans

[Margaliot et Liberzon, 2006]. L'idée développée par les auteurs est, partant du système non

linéaire (1.8) _x = f � (x); � 2 S(�) , d'étudier l'inclusion di�érentielle :

_x 2 cof f 0(x); f 1(x); : : : ; f m (x)g: (1.33)

En e�et, les solutions de cette inclusion di�érentielle sont des fonctions absolument continues

et incluent toutes les solutions de (1.8). Par suite, les auteurs proposent le théorème suivant :

Théorème 1.3.11. [Margaliot et Liberzon, 2006] Soient les champs de vecteursf 0; : : : ; f m tels

que les systèmes_x = f i (x); i = 0 ; : : : ; m soient globalement asymptotiquement stables. S'il existe

un entier positif r tel que pour tout indexl 2 f 0; : : : ; mg on ait

(ad f l )r (f i )(x) = 0 ; 8x 2 Rn ; 8i 6= l;

et

[f k � f l ; (ad f l )s(f i � f l )](x) = 0 ; 8x 2 Rn ; 8i; k 6= l; s = 0 ; : : : ; r � 1;

alors l'inclusion di�érentielle (1.33) est globalement asymptotiquement stable, donc en particu-

lier, le système à commutation (1.8) est uniformément asymptotiquement stable.

D'autres critères algébriques pour l'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique com-

mune, moins connus, sont donnés dans [Zhai et al., 2002], où les auteurs montrent que pour les

systèmes symétriques (A i = AT
i ; i 2 � ) et normaux (A i :AT

i = AT
i :A i ; i 2 � ), une condition

10 Nous ne détaillerons pas ici comment obtenir cette décomposition, en revanche, nous invitons le lecteur à

consulter l'annexe B du livre de Liberzon, [Liberzon, 2003].
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nécessaire et su�sante de stabilité est que chacun des sous�systèmes soit asymptotiquement

stable.

Le principal inconvénient des critères algébriques de stabilité quadratique est leur manque

de robustesse. Toute propriété (triangulation simultanée, solvabilité, symétrie, normalité, . . . )

peut être perdue pour des petites perturbations. Cependant l'existence d'une fonction de Lya-

punov quadratique est une propriété robuste. Pour réduire le conservatisme des approches

précédentes, Shorten et Narendra [Shorten et Narendra, 1999] ont proposé une condition né-

cessaire et su�sante pour l'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune pour

une paire de matrices de dimension deux.

Considérons l'enveloppe convexe générée par deux matricesA1; A2 2 R2� 2 :

cof A1; A2g , f �A 1 + (1 � � )A2 : � 2 [0; 1]g:

Théorème 1.3.12. Les systèmesf _x = A1x; _x = A2xg, A1; A2 2 R2� 2 possèdent une fonc-

tion de Lyapunov quadratique commune si et seulement si toutes les matrices des enveloppes

convexescof A1; A2g et co
�

A1; A � 1
2

	
, sont asymptotiquement stables.

Des extensions ont également été proposées pour le cas de plusieurs systèmes du second

ordre [Shorten et Narendra, 2002], et également pour une paire desystèmes de troisième ordre

[King et Shorten, 2004], mais l'extension au cas général s'avère trèsdi�cile.

L'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune peut être déterminée de

façon numérique, par le système d'inégalités linéaires matricielles (1.29) utilisé pour les inclu-

sions di�érentielles linéaires et convexes. Notons qu'on peut aussi dans certains cas obtenir

cette fonction de façon analytique. C'est le cas par exemple d'une classe de convertisseurs sta-

tiques décrits dans [Buisson et al., 2005] où cette fonction permet aussi de proposer une loi de

stabilisation pour ces systèmes. Pour illustrer l'approche numérique, considérons, par exemple,

un système à commutation composé de deux sous�systèmes, décrits par les matrices :

A1 =

 
� 1 � 1

1 � 1

!

; A2 =

 
� 1 � a

1=a � 1

!

; (1.34)

où a représente un scalaire constant [Dayawansa et Martin, 1999]. Pour a 2 [1; 6] le système

d'inégalités matricielles linéaires (1.29) est solvable et permet de déterminer une fonction de

Lyapunov quadratique commune.
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Inversement, il est possible de véri�er qu'une fonction de Lyapunov quadratique commune

n'existe pas pour une famille de systèmes [Boyd et al., 1994] :

Théorème 1.3.13. Il n'existe pas de fonction de Lyapunov quadratique communepour la fa-

mille de systèmes

_x = A i x; i 2 � ;

s'il existe des matricesRi = RT
i ; i 2 � solutions des inégalités linéaires matricielles :

Ri > 0; 8i 2 � ;
MX

i =1

AT
i Ri + Ri A i > 0:

S'il existe des matricesRi satisfaisant cette inégalité matricielle linéaire, alors il existe

une séquence de commutations qui déstabilise le système. L'inconvénient de l'utilisation des

inégalités linéaires matricielles est que pour certains systèmes de grande dimension, mal condi-

tionnés ou pathologiques, les algorithmes numériques actuels, basés sur la méthode des points

intérieurs, peuvent ne pas donner de résultats. En e�et, il existedes exemples pour lesquels

l'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune peut être déterminée de façon

analytique mais les algorithmes numériques usuels (LMI Toolbox de MATLAB) ne la trouvent

pas.

Dans la littérature de spécialité il existe des méthodes d'analyse de la stabilité qui ne sont

pas fondées sur la recherche d'une fonction de Lyapunov. Une condition nécessaire et su�sante

pour la stabilité des systèmes incertains avec incertitude polytopique a été formulée par Bauer

[Bauer et al., 1993]. L'extension au cas des systèmes à commutation est immédiate :

Théorème 1.3.14. Considérons le système linéaire à commutationxk+1 = A � xk avec A � 2

f A1; : : : ; AM g. Le système est globalement asymptotiquement stable pour une loi de commuta-

tion arbitraire si et seulement s'il existe un nombrep �ni tel que



 A i 1 :A i 2 : : : A i p




 < 1;

pour tout produit de n matrices A i j 2 f A1; : : : ; AM g; j = 1 ; : : : ; p.

Déterminer s'il existe un nombre p �ni pour lequel tous les produits de p matrices quel-

conques dansA1; : : : ; AM s'annulent est un problème très complexe (couramment quali�é de

NP �Hard ). Une manière d'appréhender ce problème est lecalcul du rayon spectral joint .

Le rayon spectral joint signi�e le taux maximal de croissance qui peutêtre obtenu en formant

des produits longs avec les matrices d'un ensemble. Considérons la notation A = f A1; : : : ; AM g.

Le rayon spectral joint de l'ensembleA est dé�nit formellement par :

� (A ) , lim
p!1

sup� p (A ) où � p (A ) = sup
A i 1 ;A i 2 :::;A i p 2A




 A i 1 :A i 2 : : : A i p




 1=p :
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Si le rayon spectral joint satisfait l'inégalité � (A ) < 1, alors le système à commutation est

asymptotiquement stable. Une approximation du rayon spectral joint par des normes ellipsoï-

dales est donnée par Blondel dans [Blondel et al., 2003] et utilisée pour déterminer la stabilité

des systèmes à commutation.

1.3.3 Fonctions multiples de Lyapunov

Nous avons vu précédemment plusieurs critères de stabilité qui se basent sur une fonc-

tion de Lyapunov quadratique commune. Cependant, cette existence n'est qu'une condition

su�sante pour la stabilité mais elle n'en est pas nécessaire. La recherche d'une telle fonction

peut être alors trop contraignante. On peut prendre par exemplel'illustration proposée dans

[Dayawansa et Martin, 1999], dans laquelle les auteurs démontrent analytiquement que l'on

peut avoir des systèmes à commutation qui sont stables mais pour lesquels il n'existe pas de

fonction de Lyapunov quadratique commune. Ceci est le cas du système décrit par les matrices

(1.34), pour a 2 [7; 10] .

En appliquant les critères de Molchanov et Pyatnitskiy dans le contexte des systèmes à

commutation, on peut constater qu'il est nécessaire et su�sant d'avoir une fonction de Lya-

punov quasi�quadratique commune V(x) = xT P(x)x, dont la matrice de Lyapunov change

(voir le théorème 1.3.3). C'est dans la lignée de cette idée que les scienti�ques ont construit des

fonctions de Lyapunov multiples, c'est�à�dire plusieurs fonctions de Lyapunov, chacune valable

à un moment donnée. Ces fonctions, par la suite concaténées, déterminent une seule fonction

de Lyapunov commune mais qui n'est pas quadratique.

1.3.3.1 Fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux

Une première approche pour déterminer de telles fonctions a été d'approximer les surfaces

de niveaux de la fonction de Lyapunov quasi�quadratiqueV(x) = xT P(x)x, (voir notamment

le théorème 1.3.3) par des fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux, comme le proposent

les auteurs de [Molchanov et Pyatnitskiy, 1989] et de [Ohta et al., 1993] :

Vm (x) = max
16 i 6 m

jhl i ; xij : (1.35)

Les élémentsl i 2 Rn , i = 1 ; : : : ; m, représentent des vecteurs constants appelés vecteurs gé-

nérateurs. Pour un nombre de vecteurs générateursm su�samment grand, il a été démontré

dans [Molchanov et Pyatnitskii, 1986] qu'une fonction ainsi construite, est nécessaire et su�-

sante pour la stabilité.
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Cependant, il existe très peu de méthodes pour véri�er l'existence d'une telle fonction pour

les systèmes à commutation. L'existence d'une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux

peut être déduite de l'analyse du spectre de l'enveloppe convexe desmatrices A i ; i 2 � . Pour

une paire de matrices du second ordre, des conditions nécessaireset su�santes pour l'existence

d'une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux avecm = 4 générateurs sont données dans

[Wul� et al., 2002] :

Théorème 1.3.15. Considérons le système à commutation_x = A i x; i = 1 ; 2, où les matrices

A1; A2 2 R2� 2 telles que le spectrespec(A i ) 2 R� ; i = 1 ; 2 et spec (cof A1; A2g) =2 R. Il existe

une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux (1.35) avecm = 4 si et seulement si la partie

réelle du spectrespec (cof A1; A2g) est plus grande que la partie imaginaire.

D'autres critères de construction de fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux sont

donnés dans [Yfoulis, 2001, Yfoulis et al., 1998], pour les systèmes non linéaires en général, et

[Yfoulis et Shorten, 2004] pour les systèmes à commutation. Un problème particulier rencontré

pour la recherche des fonctions de Lyapunov linéaires par morceauxest la di�culté de spéci�er

a priori le nombre m de vecteurs générateurs.

1.3.3.2 Fonctions de Lyapunov poly�quadratiques

Une autre approche est l'utilisation des fonctions de Lyapunov poly�quadratiques. Celles�ci

représentent des fonctions de Lyapunov quadratiques continueset di�érentiables par morceaux.

Le papier [Peleties et DeCarlo, 1991] fait partie des tous premiers résultats. Le raisonne-

ment des auteurs est le suivant : la structure discontinue du système suggère l'utilisation des

fonctions de Lyapunov discontinues, il devient alors intéressant d'utiliser des fonctions de Lya-

punov multiples telles que chaque champ de vecteursA i x ait sa propre fonction Vi (x) = xT Pi x

satisfaisant :

� Vi (x) = xT Pi x est dé�nie positive dans un ensemble� Bn autour de l'origine et Vi (0) = 0 ;

� quelle que soit la loi de commutation, on a

_Vi (x) =
@Vi
@x

A i x(t) 6 0; (1.36)

pour tous les instantst pour lesquels le sous�systèmei est actif.

Les théorèmes de stabilité élaborés dans ce contexte sont fondés sur la décroissance de la

fonction de Lyapunov à chaque fois qu'un même sous�système_x = A i x est activé.
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Théorème 1.3.16. Considérons un ensemble de fonctions de LyapunovVi , chacune étant as-

sociée au champ de vecteursA i x. Soient deux instants de commutationstk et t l tels quetk < t l ,

� (tk ) = � (t l ) = j et que pour toutt 2 [tk+1 ; t l [; � (t) 6= j . S'il existe un 
 > 0 tel que

Vj (x(t l+1 )) � Vj (x(tk+1 )) 6 � 
 kx(tk+1 )k2 ;

alors le système à commutation est asymptotiquement stable(conditionnellement).

Des extensions au cas non linéaire ont été proposées dans [Branicky, 1994, Branicky, 1998] et

[Decarlo et al., 2000]. Un résultat plus général, qui introduit la notion de fonction de Lyapunov

faible, est donné dans [Ye et al., 1998]. Dans cet article, la condition (1.36) est remplacée par

Vi (x(t)) 6 �V j (x(t j )) ; t 2 [t j ; t j +1 ] ;

où [t j ; t j +1 ] est l'intervalle de temps durant lequel le sous�systèmei est actif, t j , t j +1 sont des

instants de commutation et � : R+ [ f 0g ! R+ [ f 0g est une fonction continue qui satisfait

� (0) = 0 .

Deux possibilités sont alors envisageables :

� Si au moment de la commutation à la date t j , V� t j +1
(t j ) = V� t j

(t j ), la fonction de

Lyapunov sera alors continue, conduisant à la stabilité asymptotique(conditionnelle),

comme l'illustre la �gure 1.14.

V� (t)

t

� = 1 � = 2 � = 1 � = 2

t1 t2 t3

Figure 1.14 � Fonctions multiples de Lyapunov

� Dans un cas plus général, la continuité n'est pas nécessaire, et l'on impose juste que le

niveau de la fonctionVj décroisse à chaque fois que l'on active le sous�systèmej , comme

l'illustre la �gure 1.15.
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V� (t)

t

� = 1 � = 2

t1 t2 t3 t4 t5

séquence décroissante

� = 2 � = 2� = 1 � = 1

Figure 1.15 � Fonctions multiples de Lyapunov 2

Ces résultats s'appliquent di�cilement dans le cas des commutations arbitraires : on peut

constater que pour que les conditions du théorème précédent soient véri�ées, il est nécessaire

que la trajectoire du système soit connue au moins aux instants de commutation. Un autre

problème est le fait qu'il n'y a pas de méthode pour la construction analytique ou numérique

de la fonction de Lyapunov poly�quadratique. Cependant, dans certains cas particulier, ces

problèmes peuvent être résolus, notamment lorsque la loi de commutation est déterminée par

une partition de l'espace d'état. Une autre approche intéressantepour la stabilité asymptotique

des systèmes à commutation est proposée dans [Hespanha, 2004].Le principe d'invariance de

LaSalle est étendu aux systèmes à commutation à l'aide des fonctions de Lyapunov multiples.

Pour les systèmes à commutation en temps discret

xk+1 = A � xk ; (1.37)

soumis à une loi de commutation arbitraire, l'analyse de stabilité peut être exprimée en termes

d'inégalités matricielles linéaires qui déterminent une fonction de Lyapunov poly�quadratique.

Ce résultat, proposé dans [Daafouz et Bernussou, 2001] est fondé sur l'extension des critères

de stabilité des systèmes incertains avec incertitude polytopique aucas des systèmes à com-

mutation [Daafouz et al., 2002]. Les auteurs proposent alors :

Théorème 1.3.17. [Daafouz et al., 2002] Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une fonction de Lyapunov poly�quadratiqueV(x; � ) = xT P� x strictement dé-

croissante, assurant la stabilité asymptotique du système(1.37).
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2) Il existe des matricesP1 = : : : = PM satisfaisant l'inégalité matricielle linéaire :

"
Pi AT

i Pj

Pj A i Pj

#

> 0; 8(i; j ) 2 � � � : (1.38)

Ces conditions de stabilité s'avèrent moins conservatives que celles construites à partir d'une

fonction de Lyapunov quadratique commune.

1.3.3.3 Fonctions poly�quadratiques et partition de l'espace d'état

Nous avons vu que le théorème 1.3.16 présente des résultats très généraux sur la stabilité des

systèmes à commutations mais qu'il demande la connaissance de l'étatdu système au moins aux

instants de commutations. Il est évident que ces résultats ne peuvent pas s'appliquer dans le cas

des commutations arbitraires, mais ils s'avèrent très intéressantsdès que la loi de commutation

est connue, comme par exemple dans le cas des systèmes linéaires par morceaux.

Considérons le système dynamique :

_x = A i x pour x 2 X i ; (1.39)

où X i ; i 2 � sont des ensembles dont les intérieurs sont disjoints et tels que[ i X i = Rn . Soit Sij

la région dans l'espace d'état où les commutations depuis le sous�systèmei vers le sous�système

j sont permises,i; j 2 � . Considérons un ensemble de fonctions de LyapunovVi : Rn ! R,

chacune associée au champ de vecteursA i x et les régions :


 i ,
�

x 2 Rn : _Vi (x) =
@V
@x

A i x(t) 6 0
�

; (1.40)


 ij , f x 2 Rn : Vi (x) > Vj (x)g: (1.41)

Si on peut trouver des fonctions de LyapunovVi ; i 2 � telles que X i � 
 i et Sij � 
 ij ,

alors on peut montrer par une extension du théorème 1.3.16 que le système (1.39) est stable

[Pettersson et Lennartson, 1996, Pettersson et Lennartson, 1997]. Si de plus, on considère des

fonctions de Lyapunov poly�quadratiques Vi = xT Pi x et des régionsX i et Sij coniques

X i =
�

x 2 Rn : xT Qi x 6 0; Qi = QT
i

	
; (1.42)

Sij =
�

x 2 Rn : xT Qij x 6 0; Qij = QT
ij

	
: (1.43)

alors on obtient, à l'aide de laS� procédure [Johansson et al., 1999, Rantzer et al., 2000], des

conditions de stabilité en termes d'inégalités matricielles linéaires.
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Théorème 1.3.18. S'il existe des matricesPi > 0 et des constantes� i > 0 et � ij > 0 pour

i; j 2 � telles que :

AT
i Pi + Pi A i � � i Qi 6 0; (1.44)

(Pi � Pj ) � � ij Qij 6 0; i 6= j; (1.45)

alors le système (1.39) est asymptotiquement stable.

Ce théorème présente beaucoup d'avantages d'ordre pratique. En comparaison avec le théo-

rème 1.3.16, ces conditions de stabilité peuvent être véri�ées par desalgorithmes numériques.

De plus elles s'avèrent très �exibles : les fonctions de LyapunovxT Pi x sont contraintes à être

décroissantes seulement localement, dans la partitionX i où le champ de vecteursA i x est actif.

Il est aussi possible d'étendre l'approche proposée pour utiliser plusieurs fonctions de Lyapunov

dans le même champ de vecteurs ou des partitions de l'espace d'état di�érentes de celles dictées

par la structure du système [Pettersson et Lennartson, 1997, Rantzer et al., 2000].

1.3.4 Stabilité conditionnelle

1.3.4.1 Recherche d'une loi de commutation stabilisante

Existence d'une loi de commutation stabilisante

Nous avons vu qu'il est possible, pour deux systèmes stables, d'avoir une séquence de

commutations qui déstabilise le système. Inversement, pour deux systèmes instables, il est

possible d'obtenir une trajectoire asymptotiquement stable. Ici nous allons étudier le problème

de l'existence d'une loi de commutation stabilisante. Dans le cas où au moins une des matrices

A i est stable, le problème est trivial : il su�t d'activer le sous�système stable pour stabiliser

le système. Un problème plus délicat à étudier est le cas où toutes les matrices A ; i 2 � sont

instables, ce à quoi s'intéresse les théorèmes suivants.

Théorème 1.3.19. [Wicks et al., 1994],[Feron et al., 1996] Considérons une paire de systèmes

instablesf A1; A2g (M = 2 ). S'il existe une combinaison convexe stable, c'est�à�dire s'il existe

un � 2 (0; 1) tel que la matrice Aeq = �A 1 + (1 � � )A2 a toutes ses valeurs propres dans le

demi�espace gauche du plan complexe, il existe une séquencede commutationS(�) telle que le

système _x = A � x; � 2 f 1; 2g soit AS.

Le théorème est fondé sur le fait que la trajectoire de toute combinaison convexe de

f A1x; A 2xg peut être approximée par des commutations rapides entre les deuxsous�systèmes.
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Une généralisation pour le cas de plusieurs systèmes est proposée dans [Wicks et al., 1998].

Des méthodes pour la construction deAeq sont données dans [Wicks et al., 1994]. Cepen-

dant, trouver une combinaison convexe stable est un problème NP�hard [Ska�das et al., 1999,

Blondel et Tsitsiklis, 1997]. Il faut remarquer que le théorème propose une condition seulement

su�sante pour la stabilisabilité. Il existe des classes de systèmes pour lesquelles il n'y a pas

de combinaison convexe stable et une séquence de commutation stabilisante peut être trouvée

malgré tout.

Une condition nécessaire pour la stabilisation par loi de commutation est proposée dans

[Sun et al., 2002] :

Théorème 1.3.20. S'il existe une séquence de commutation stabilisante� 2 S(�) alors il

existe un sous�système_x = A i x; i 2 � tel que au moins une valeur propre deA i + AT
i soit un

nombre réel négatif.

Des conditions qui sont à la fois nécessaires et su�santes existentpour le cas de systèmes

de deuxième ordre [Xu et Antsaklis, 2000] où l'existence de la loi de commutation stabilisante

peut être véri�ée en analysant les champs des vecteurs.

Synthèse d'une loi de commutation stabilisante

Dans la sous�section précédente, nous nous sommes interrogé sur l'existence d'une loi de

commutation qui stabilise le système. Ici nous allons voir comment la synthétiser (Pour ce

qui est de la construction d'une loi de commutation adaptative dansle cas des systèmes li-

néaires, notre lecteur pourra consulter [Fu et Barmish, 1986]). Le problème de stabilisation

peut se reformuler de la façon suivante : quelles restrictions doit�on considérer � sur la loi de

commutation � a�n de garantir la stabilité du système ?

A. Restrictions dans le domaine temporel

Ici nous allons étudier l'intervalle de temps entre deux commutations et son rôle dans la sta-

bilisation d'un système. L'idée de base est très simple. Considérons quetous les sous�systèmes

_x = A i x; i 2 � sont exponentiellement stables. Il est naturel de penser que le système à com-

mutation est exponentiellement stable si le temps de séjour dans unmode est su�samment

long pour que le sous�système actif arrive en régime permanent. Le problème qui se pose main-

tenant est de calculer le temps minimum� D entre deux commutations successives pour assurer

la stabilité du système [Zheng, 1993, Morse, 1996]. Soit� i (t; � ) la matrice de transition du

sous�système _x = A i x; i 2 � . Comme tous les sous�systèmes sont exponentiellement stables,

on peut trouver un � > 0 et des� 0 > 0 tel que

k� i (t; � )k 6 �e � � 0 (t � � ) ; t > � > 0; i 2 � :
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La constante � 0 peut être vue comme une marge de stabilité commune pour tous les sous�

systèmes. Considéronst1; t2; : : : ; tk les instants de commutation dans l'intervalle(�; t ), tels que

t i � t i � 1 > � D . Alors la valeur de l'état à un moment donné est

x(t) = � � (tk ) (t; t k )� � (tk � 1 ) (tk ; tk� 1) : : : � � (t1 ) (t2; t1)� � (t1 ) (t1; � )x(� ):

Les matrices de transition sur un intervalle entre deux commutationssuccessives respectent la

relation :



 � � (t l � 1 ) (t l ; t l � 1)




 6 �e � � 0 (t l � t l � 1 ) 6 �e � � 0 � D ; 8 l 2 f 2; 3; : : : ; kg:

Le système sera AS si�e � � 0 � D 6 1. Cette condition peut être satisfaite pour

� D >
log �

� 0 � �
; (1.46)

pour un � 2 (0; � 0) quelconque.

Théorème 1.3.21. Considérons le système à commutation_x = A � x; � 2 S(� ; � D ) où tous

les sous�systèmes_x = A i x; i 2 � sont AS avec la marge de stabilité� 0 . Ici S(� ; � D ) signi�e

l'ensemble des séquences de commutation telles que le tempsentre deux commutation successives

soit toujours supérieur à � D . Pour un � 2 (0; � 0) désiré, le système à commutation sera stable

avec la marge de stabilité� si le temps minimum de séjour� D satisfait la condition (1.46).

Une extension pour ce théorème est donnée par [Hespanha et Morse, 1999] avec l'intro-

duction du temps moyen de séjour pour garantir la stabilité, � moy . L' idée est que le sys-

tème est stable si en moyenne on commute plus lentement que� moy . Cela permet occasion-

nellement des commutations plus rapides que le temps de séjour moyen � moy . L'approche a

été généralisée au cas des systèmes non linéaires [Persis et al., 2003,Persis et al., 2004] et des

systèmes à commutation dont tous les sous�systèmes ne sont pasasymptotiquement stables

[Zhai et al., 2000, Yedavalli, 2001].

Dans le cas des systèmes à commutation en temps discret, le problème de stabilisation par

restriction du temps de séjour peut être exprimé comme un ensemble d'inégalités matricielles

linéaires .

Théorème 1.3.22. [Geromel et Colaneri, 2006] Considérons le systèmexk+1 = A � xk . Si

pour un � D > 1 il existe un ensemble de matricesf P1; : : : Pm g dé�nies positives telles que

AT
i Pi A i � Pi < 0; 8 i 2 � ;

et

AT
i

� D Pj A i
� D � Pi < 0; 8 i; j 2 � ; i 6= j;
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alors le système à commutation est globalement asymptotiquement stable pour un temps mini-

mum entre deux commutations successives supérieur à� D .

Remarquons au passage que pour ce théorème, si l'on impose� D = 1 , on retrouve alors la

condition de stabilité (1.38), proposée dans [Daafouz et al., 2002].

B. Restrictions déterminées par des domaines dans l'espace d'état

Une autre méthode pour synthétiser une loi de commutation stabilisante peut être de diviser

l'espace d'état en plusieurs régions, telles que le système linéaire par morceaux qui résulte de

cette décomposition soit stable. Le théorème 1.3.19 indique que pour une paire de systèmes

déterminée par les matricesA1; A2, il su�t d'avoir une combinaison convexe stable pour qu'il

existe une loi de commutation stabilisante [Wicks et al., 1994, Wicks et DeCarlo, 1997]. Soit

Aeq = �A 1 + (1 � � )A2; � 2 (0; 1) la combinaison stable. Dans ce cas il existe deux matrices

P et Q positives dé�nies telles que :

AT
eqP + PAeq = � Q:

Cette condition peut être réécrite comme :

� (AT
1 P + PA1) + (1 � � )(AT

2 P + PA2) = � Q;

ou

�x T (AT
1 P + PA1)x + (1 � � )xT (AT

2 P + PA2)x = � xT Qx < 0; 8 x 2 Rnn f 0g:

Les deux termes,xT (AT
1 P + PA1)x et xT (AT

2 P + PA2)x, sont pondérés par des coe�cients

positifs (� 2 (0; 1)). Pour assurer la négativité dans l'équation précédente, il faut qu'au moins

un des deux termes soit négatif pour toute valeur du vecteur d'état, i.e. xT (AT
1 P + PA1)x < 0

ou xT (AT
2 P + PA2)x < 0. Autrement dit, l'espace d'état peut être couvert par deux régions

coniques :

X i =
�

x 2 Rn : xT (AT
i P + PA i )x < 0

	
; i = 1 ; 2:

La fonction V (x) := xT Px est strictement décroissante dans la régionX 1 pour les solutions

de _x = A1x et dans la régionX 2 pour les solution de _x = A2x. En utilisant cette propriété il

est possible de construire des surfaces de commutation tel queV soit strictement décroissante

pour toutes les solutions du système à commutation. Nous utiliserons cette idée dans le chapitre

suivant.
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1.3.4.2 Correcteurs stabilisant le système indépendamment de la lo i de commu-

tation

Quand le signal de commutation n'est pas contrôlable, le problème de stabilisation des

systèmes à commutation est lié à la stabilisation des systèmes incertains (si le signal de com-

mutation est inconnu) ou au contrôle des champs de vecteurs (si lesignal de commutation est

disponible en temps réel).

Considérons le système linéaire polytopique suivant :

_x = A(� )x + B (� )u; (1.47)

dans lequel

A(� ) =
MX

i =1

� i A i ; B (� ) =
MX

i =1

� i B i ;

et

� 2 � =

(

� = [ � 1 : : : � M ] 2 RM : � i > 0;
MX

i =1

� i = 1

)

:

Le système à commutation décrit par l'équation :

_x = A � x + B � u; � 2 S(�) ; (1.48)

peut être écrit comme un cas particulier de système polytopique pour des paramètres� i res-

treints à deux valeurs discrètes� i 2 f 0; 1g, tels que � i = 1 quand � (t) = i .

Il existe une large variété d'approches pour la stabilisation des systèmes polytopiques. La

synthèse d'un retour d'état statique est proposée par Boyd [Boydet al., 1994] en termes d'in-

égalités matricielles linéaires. Le résultat est fondé sur l'existence d'une fonction de Lyapunov

quadratique communeV(x) = xT Px pour le système en boucle fermée.

S'il existe une matriceS symétrique et dé�nie positive et une matriceY telles que

SAT
i + A i S + B i Y + Y T B i < 0; i = 1 : : : M;

alors le retour d'état u = Kx stabilise le système à commutation (1.48) oùK = Y S� 1. Dans

ce cas la fonction de Lyapunov est construite avecP = S� 1.

Cette approche peut être directement appliquée au cas des systèmes à commutation. Si le

signal de commutation est disponible en temps réel, alors on peut rechercher un retour d'état,

qui commute également sous la forme :

u = K � x: (1.49)
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Dans ce cas la stabilisation dépend de l'existence de plusieurs matricesYi et l'inégalité

matricielle linéaire est remplacée par

SAT
i + A i S + B i Yi + Y T

i B i < 0; i = 1 : : : M:

Le retour d'état commuté est alors donné par l'équation (1.49) avecK i = Yi S� 1; i 2 � .

Une approche plus générale est l'utilisation des fonctions de Lyapunovdépendantes de para-

mètres,V (x) = xT P M
i =1 � i Pi x proposés par Daafouz et Bernoussou [Daafouz et Bernussou, 2001]

pour les systèmes polytopiques en temps discret. L'extension au casdes systèmes à commuta-

tion est donnée dans [Daafouz et al., 2002].

Théorème 1.3.23. Le système à commutation

xk+1 = A � xk + B � uk ; � 2 S(�) ;

est stabilisable par le retour d'état commutéu = F� x s'il existe des matricesSi dé�nies positives

et des matricesRi et Gi telles que l'inégalité matricielle linéaire
"

Gi + GT
i � Si

�
AT

i Gi + B i Ri
� T

AT
i Gi + B i Ri Sj

#

> 0; 8(i; j ) 2 � � � : (1.50)

soit satisfaite 8 i; j 2 � . Le retour d'état est construit avec K i = Ri G� 1
i et les matrices de

Lyapunov sont données parPi = S� 1
i .

L'utilisation des fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres en temps continu s'avère

très di�cile. Dans ce cas on obtient des fonctions de Lyapunov avec une dépendance lisse par

rapport aux paramètres. En raison de la nature discontinue des systèmes à commutation, une

fonction de Lyapunov lisse ne peut pas avoir de dérivée lisse pour les solutions d'un système à

commutation. Ce qui pose donc des problèmes, lors de la dérivation de la fonction de Lyapunov.

Si des conditions particulières sont respectées par la loi de commutation, ces di�cultés peuvent

être surmontées, comme le proposent les travaux de [Johansson,2002], dans un contexte des

systèmes linéaires par morceaux. L'auteur utilise des fonctions de Lyapunov poly�quadratiques

pour la synthèse d'un retour d'état qui commute. Le contrôleur y est déterminé par des mé-

thodes de contrôle optimal, en considérant lesinégalités de Hamilton�Jacobi�Bellman.

1.4 Bilan

Revenons quelque peu sur les divers points abordés dans ce chapitre. Après avoir rappelé

les diverses notions mathématiques se rapportant aux systèmes àcommutation, nous avons
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ensuite e�ectué un petit tour d'horizon sur les diverses problématiques générées par l'étude

des systèmes à commutation, ainsi que les outils qui ont été développés pour y répondre. Nous

encourageons le lecteur, s'il le désire, à approfondir chacun des résultats en allant consulter les

références données. Bien entendu, cet état de l'art n'est pas complet, mais nous avons essayé

d'être objectif quant à son contenu. Sans avoir à faire du dénombrement, on peut rapidement

constater la richesse des résultats produits pour les systèmes linéaires, mais qu'en revanche pour

des systèmes non linéaires, les résultats sont moins nombreux. Le problème de la commande de

tels systèmes représente alors un enjeu double, tant sur le plan scienti�que que pratique. C'est

un peu dans cette direction que les travaux, qui vont être présentés dans la suite de ce mémoire,

s'inscrivent. Aussi avons-nous cherché à étudier lacommande des systèmesnon linéaires à

commutation, sous di�érentes formes possibles : Existe t�il un contrôle des commutations qui

garantisse la stabilité conditionnelle, et le cas échéant comment est�il possible de le générer ? A

l'inverse, quelles conditions peuvent assurer la stabilité uniforme ? Est�il intéressant de sortir

un peu du cadre classique d'étude, en les structurant davantage ?Ou par opposition, peut�on

encore les commander si on ne connaît pas grand chose sur les champs de vecteurs ou sur les

commutations ?

Le prochain chapitre propose un algorithme de construction d'un signal stabilisant, et vient

ainsi s'ajouter à la partie 1.3.4. Par suite, nous aborderons le problème de la stabilisation

uniforme, qui est en fait une extension des notions de fonctions deLyapunov communes à des

systèmes contrôlés à commutation.
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Chapitre Deux

Construction d'un signal stabilisant

par une représentation polytopique
Employons-nous à scier la branche sur laquelle nous sommes posés.

Tombera ? Tombera pas ?

� R. Humeau1

Nous abordons dans ce chapitre le problème de la commande d'un signal de commutation

qui stabilise conditionnellement un système à commutation non linéaire. Notre approche

repose sur une réécriture de ces systèmes sous une forme polytopique : exprimer chacun des

sous-systèmes comme une somme de systèmes linéaires à pondérations non linéaires. Par suite,

nous utilisons cette représentation pour dégager des conditions su�santes pour construire un

algorithme de commande stabilisant.

2.1 Introduction

Parmi l'ensemble des problèmes qui se dressent quand on s'intéresse à la stabilité d'un

système hybride, nous allons traiter ici celui de laconstruction d'un signal de commutation

qui assure la stabilité asymptotique de l'origine. Comme nous l'avons rappelé dans notre état de

l'art, ce problème a déjà été abordé par diverses méthodes. Cependant, dans la quasi majorité

des cas, les résultats sont cantonnés aux systèmes linéaires. Si ladi�culté liée à l'étude des

systèmes non linéaires fait l'unanimité, on peut néanmoins, et fort heureusement, se demander

comment aborder ce problème pour ces systèmes. Les raisons de cette barrière sont connues :

di�cultés à expliciter les trajectoires, à exhiber des fonctions de Lyapunov, . . . Quel est alors

1Romain Humeau, extrait de la chanson Bigger than the Biggest.
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le prix à payer, en hypothèses, pour pouvoir utiliser les connaissances développées pour les

systèmes linéaires sur les systèmes non linéaires ? Si la première approche qui vient en tête

est l'étude du linéarisé autour de l'origine, pourquoi ne pas essayer d'agrandir quelque peu le

domaine d'étude ? C'est dans ce sens que les travaux que nous allons exposer dans ce chapitre

ont été menés. L'idée est la suivante : représenter le système non linéaire comme une somme

polytopique de systèmes linéaires, maissans faire d'approximation ! Pour ce faire, nous avons

reporté les non linéarités sur les pondérations de notre somme polytopique.

A�n de comprendre notre approche nous proposons dans un premier temps l'exemple in-

troductif suivant.

Soit le système à commutation composé des deux sous�systèmes suivants :

(S1) :

(
_x1 = � 2x1 + 4x2

_x2 = 4x1 � 2x2;
(2.1)

(S2) :

(
_x1 = � x1 � 3x2 + cos(x1x2)x2

_x2 = � 2x1 � x2:
(2.2)

Nous pouvons rapidement remarquer que les deux sous�systèmessont instables, comme

l'illustrent les �gures suivantes :

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x
1

x 2

Figure 2.1 � Portrait de phase du

sous�système linéaire instable (2.1)

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x
1

x 2

Figure 2.2 � Portrait de phase du

sous�système non linéaire instable

(2.2)

Par suite, regardons avec un peu plus d'attention le second sous�système (S2). Celui�ci

présente un terme encos(x1x2)x2, et par conséquent est non linéaire. Mais, réécrivons (2.2)
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sous la forme _x = A2(x)x. On peut constater alors que la matriceA2(x) est bornée par les

deux matrices suivantes :

A21 =

 
� 1 � 2

� 2 � 1

!

; A22 =

 
� 1 � 4

� 2 � 1

!

: (2.3)

Toujours par réécriture, le sous�système (2.2) peut être alors être vu comme une somme

convexe de sous�systèmes linéaires, mais dont les pondérations sont bien entendues non li-

néaires, comme le décrit l'équation suivante :

_x =
�

1
2

(1 + cos(x1x2))A21 +
1
2

(1 � cos(x1x2))A22

�
x: (2.4)

L'idée que nous allons développer est d'étudier ces matrices extrêmes(A21 et A22) pour

pouvoir construire une loi de commutation qui garantisse la stabilitéconditionnelle de notre

système hybride.

Le premier sous�système étant linéaire, utilisons la notation usuelle_x = A1x.

Dé�nissons alors les deux régions suivantes :


 1 = f x 2 R2 : xT (AT
1 + A1)x < 0g; (2.5)


 2 = f x 2 R2 : xT (AT
21 + A21)x < 0& xT (AT

22 + A22)x < 0g: (2.6)

L'objectif des théorèmes développés est de trouver des conditionsqui assurent que la réunion

des deux régions recouvre l'espace d'état tout entier, autrementdit, que 
 1
S


 2 = R2. Par

suite, une loi de commutation qui laisse actif le sous�système (Si ) tant que l'état x reste dans

la région 
 i , va garantir la convergence de la trajectoire vers l'origine.

Pour notre exemple, une telle loi de commande donne alors la simulationdécrite dans la

�gure (2.3).

Le chapitre est construit ainsi : nous introduisons tout d'abord dans la section 2.2 une

méthode pour représenter des systèmes à commutation non linéaires sous une forme polyto-

pique. Par suite, nous dégageons dans la partie 2.3 des conditions pour construire une loi de

commande qui garantisse la stabilité conditionnelle du système. Nousessayons par la suite de

relaxer les conditions obtenues dans la section 2.4 puis proposons diverses extensions dans la

partie 2.5.
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T

­ 1

Figure 2.3 � Trajectoire du système sous un signal de commutation judicieus ement

contrôlé

2.2 Mise sous forme polytopique d'un système à commutation

Si dans un premier temps, les modèles de Takagi�Sugeno ont été introduits dans un contexte

de modèles �ous [Takagi et Sugeno, 1985], ils ont été, par la suite, présentés sous une formu-

lation analytique [Tanaka et Sugeno, 1992]. Comme nous l'avons brièvement rappelé dans le

paragraphe précédent, l'idée principale est de transformer un système non linéaire en une

somme convexe de systèmes linéaires, dont les pondérations sont non linéaires.

La première notion qu'il convient de dé�nir est la propriété de somme convexe, notée par

la suite CSP2 :

Dé�nition 2.2.1 (Propriété de somme convexe, CSP). Considéronsr fonctions hi (z) :

Rp ! R+ . Ces fonctionshi (z) véri�ent la propriété de somme convexe si et seulement si :

8
<

:

hi (z) > 0; 8i 2 I r ; z 2 Rp;
rP

i =1
hi (z) = 1 ; z 2 Rp:

2CSP, de la désignation anglaise : Convex Sum Property
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La démarche pour aborder la reformulation va être la suivante : identi�er les termes non

linéaires, calculer les matrices extrêmes, puis déterminer les fonctions de pondération qui sa-

tisfassent la propriété de somme convexe. C'est ce à quoi s'attache la partie suivante.

2.2.1 Représentation polytopique d'un système non linéaire à commutation.

Considérons un système à commutation, constitué deN sous�systèmesSi ; i 2 I N , décrits

ainsi :

(Si ) : _x = f i (x) + B i (x)ui ; i 2 I N ; (2.7)

dans lequelx 2 Rn , ui 2 Rm i , B i (x) 2 Rn� m i .

Pour tout i 2 I N , les fonctionsf i (x) et B i (x) satisfont les hypothèses suivantes :

Hypothèse 2.2.1. f i (x) est analytique etf i (0) = 0 , pour tout i 2 I N .

Hypothèse 2.2.2. B i (x) est continue, pour tout i 2 I N .

Venons�en maintenant à l'existence de la forme polytopique.

Théorème 2.2.3. [Bourdais et Perruquetti, 2007] Soit le système à commutation, composé

des sous�systèmes (2.7). Si les hypothèses 2.2.1 et 2.2.2 sont satisfaites, alors pour tout en-

semble compactD contenant l'origine, il existe un nombre �ni de matrices (A ij ; B ij ); i 2 I N ; j 2

I N i et de fonctionshij (x) telles que, pour toutx 2 D , on ait :

8
>>><

>>>:

_x = f � (x) + B � (x)ui =
N �P

j =1
h�j (x)(A �j x + B �j ui );

N �P

j =1
h�j (x) = 1 :

(2.8)

Démonstration. Intéressons�nous dans un premier temps à un sous�système donné. Soit i 2 I N .

Sous l'hypothèse 2.2.1, il existe une matriceA i (x) telle que l'on peut réécrire le sous�système

sous la forme_x = A i (x)x + B i (x)ui .

Étant donné que D est borné et que les fonctions sont continues, il existe alors deux en-

sembles compactsDA i et DB i tels que pour tout x 2 D , A i (x) 2 D A i et B i (x) 2 D B i .

Par suite, si l'on considère la fonction continueE i (x) = [ A i (x) B i (x)], cette fonction est

alors également bornée,E i (x) 2 D E i , et à valeurs dansRn� n+ m i � n . Il existe donc N i points,

notés [A ij B ij ], j 2 I N i tels que tout point du domaine DE i est égal à une somme convexe de
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cesN i points. Ainsi, pour tout x0 2 D , on peut déterminer r i coe�cients hij tels que :

8
>>><

>>>:

A i (x0) =
N iP

j =1
hij (x0)(A ij );

B i (x0) =
N iP

j =1
hij (x0)(B ij ):

On peut par suite construire les fonctions de pondérations de manière à ce qu'elles satisfassent

la propriété de somme convexe.

La construction reste évidemment valide pour tous les autres sous�systèmes, et l'on peut

obtenir, en introduisant le signal de commutation� , la représentation (2.8).

La reformulation (2.8) sera appelée dans la suite de nos travaux la forme polytopique à

commutation du système hybride, que l'on désignera par forme (SP)3. Notons au passage que

celle�ci n'est pas unique. Elle dépend du choix des matrices extrêmes. Nous allons désormais

présenter une méthode pour l'obtenir.

2.2.2 Construction d'un modèle sous forme (SP)

Dans cette section, nous proposons une méthode pour réécrire un système non linéaire

à commutation, composé deN sous�systèmes, sous une forme (SP). Comme nous l'avons

déjà énoncé, cette décomposition n'est en rien unique, tout commela méthode qui permet de

l'obtenir.

Pour exposer les principes de la manière la plus claire possible, nous présentons la métho-

dologie pour un seul sous�système(Si ), et nous supposons, sans restriction, que les matrices

A i (x) et B i (x) sont bornées. Pour illustrer le tout, nous utilisons l'exemple du sous�système

(S1), dé�ni ainsi :

(S1) : _x = A1(x1)x + B1(x2)u1 =

 
� 1 1

sin(x1) � 2

!

x +

 
1

1 + sin2(x2)

!

u1; (2.9)

dans lequelx 2 R2 et u 2 R.

3De l'anglais, the switch polytopic form.
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2.2.2.1 Première étape

La première étape a pour but de déterminer les bornes atteintes parchacun des termes non

linéaires. Une fois ce calcul e�ectué, nous utilisons le lemme 2.1 suivant, pour déterminer les

fonctions de pondération.

Lemme 2.1. [Morère et al., 2000] Soit,f : R ! [0; 1], une fonction continue et non constante.

Pour tout x 2 [a; b], il existe deux fonctionsF m ; F M : R ! R véri�ant la propriété de somme

convexe, ainsi que deux réels� et � , � < � , tels quef (x) = F m (x)� + F M (x)� .

En e�et, comme f est continue, elle atteint ses bornes sur le compact[a; b]. Notons � =

min
x2 [a;b]

f (x) et � = max
x2 [a;b]

f (x). Comme f n'est pas constante, on a alors� 6= � , et l'on peut

obtenir ainsi :

f (x) =
� � f (x)

� � �
� +

f (x) � �
� � �

�

Exemple 2.1. Appliquons cette démarche à l'exemple du sous�système(S1). Nous avons alors

les équations suivantes :

sin(x1) = F m
1 (x1)( � 1) + F M

1 (x1)(1) ; 1 + sin2(x2) = F m
2 (x2)(1) + F M

2 (x2)(2) :

ainsi que les fonctions de pondération associées :

(
F m

1 = 1
2(1 � sin(x1)) ; F M

1 = 1
2(1 + sin( x1)) ;

F m
2 = 1 � sin2(x2); F M

2 = sin 2(x2):
(2.10)

2.2.2.2 Seconde étape

Maintenant que les bornes sont calculées, il faut maintenant calculer les matrices extrêmes

de Ci (x) = [ A i (x) B i (x)], puis exprimer la matrice Ci (x) comme une somme convexe de ces

matrices extrêmes. C'est ce à quoi s'attache la deuxième étape.

Supposons que la matriceCi (x) soit composée denci termes non constants. Pour chacun de

ces termes, il existe deux bornes, la borne inférieure� i et la borne supérieure� i . On en déduit

donc que pour cette matriceCi (x), il existe 2nci matrices extrêmes,Cij , ainsi construites :

(� 1 ou � 1) � : : : � (� nci ou � nci ).
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Pour construire les fonctions de pondération, l'idée est de multiplier les diverses fonctions

F m ou F M suivant l'extremum choisi. Ce qui amène àhij = ( F m
1 ou F M

1 ) � : : :� (F m
nci

ou F M
nc1

).

Ceci nous permet d'obtenir la décomposition deCi comme suit :

Ci (x) =
2nc iX

j =1

hij (x)Cij :

Exemple 2.2. Dans l'exemple (S1), on a :

C1(x) =

0

@ � 1 1
... 1

sin(x1) � 2
... 1 + sin2(x2)

1

A :

Il y a deux termes non constants, nous devons donc construire22 matrices extrêmesCij , et

déterminer leur fonction de pondération associée. La méthode présentée conduit au résultat

suivant :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

C11 =

0

@ � 1 1
... 1

� 1 � 2
... 1

1

A ; h11(x) = F m
1 (x1) � F m

2 (x2);

C12 =

0

@ � 1 1
... 1

1 � 2
... 1

1

A ; h12(x) = F M
1 (x1) � F m

2 (x2);

C13 =

0

@ � 1 1
... 1

� 1 � 2
... 2

1

A ; h13(x) = F m
1 (x1) � F M

2 (x2);

C14 =

0

@ � 1 1
... 1

1 � 2
... 2

1

A ; h14(x) = F M
1 (x1) � F M

2 (x2):

(2.11)

2.2.2.3 Dernière étape

Le plus gros du travail a déjà été e�ectué. Il reste maintenant à extraire les matricesA ij

et B ij de la matrice Cij . Par suite, en choisissantN i = 2 nci , on obtient la représentation du

système à commutation sous une forme (SP), donnée par l'équation(2.8).

Exemple 2.3. Sur l'exemple(S1) étudié, on peut réécrire le sous�système sous la forme :

_x =
4X

j =1

h1j (x) (A1j x + B1j u1) ; (2.12)

80



2.3. STABILISATION QUADRATIQUE DES SYSTÈMES À COMMUTATION

avec
8
>>>>>><

>>>>>>:

A11 = A13 =

 
� 1 1

� 1 � 2

!

; A12 = A14 =

 
� 1 1

1 � 2

!

;

B11 = B12 =

 
1

1

!

; B13 = B14 =

 
1

2

!

;

(2.13)

et les fonctions de pondération associées :
8
>>>><

>>>>:

h11(x) = 1
2(1 � sin(x1))(1 � sin2(x2)) ;

h12(x) = 1
2(1 + sin( x1))(1 � sin2(x2)) ;

h13(x) = 1
2(1 � sin(x1)) sin2(x2);

h14(x) = 1
2(1 + sin( x1)) sin2(x2):

(2.14)

Désormais, nous avons vu comment transformer un système à commutation en une forme

polytopique. Nous allons dans les paragraphes suivants l'utiliser pourl'étude de la stabilité et

de la stabilisation.

2.3 Stabilisation quadratique des systèmes à commutation

Pour analyser la stabilité d'un système dynamique, mis sous forme polytopique, correspon-

dant en fait à l'équation (2.16), avecN = 1 , Tanaka a proposé la condition su�sante suivante :

Théorème 2.3.1. [Tanaka et Sugeno, 1992] Soit le système dynamique suivant :

_x =
rX

i =1

hi (x)A i x;
rX

i =1

hi (x) = 1 ; hi (x) > 0; 8i 2 I r : (2.15)

S'il existe une matrice dé�nie positive P 2 Rn� n , telle que

AT
i P + PA i < 0; 8i 2 [1; : : : ; r ];

alors, l'origine du système est globalement asymptotiquement stable.

Dans cette partie, le problème qui nous intéresse est celui de la stabilisation quadratique

d'un système à commutation, par construction d'une loi de commutation dépendante de l'état.

La dé�nition de cette notion est rappelée dans les lignes qui suivent :
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Dé�nition 2.3.1. Le système (2.16) eststabilisable quadratiquement, par construction

d'une loi de commande dépendant de l'état , s'il existe une fonction dé�nie positive

V (x) = xT Px, un nombre réel positif � > 0 et un signal de commutation tels que, le long

des trajectoires, la relation suivante soit véri�ée :

_V (x) < � �x T x:

Comme toujours, nous considérons dans un premier temps les systèmes autonomes non

contrôlés (u � 0), ainsi décrits :

8
>>><

>>>:

_x = f � (x;t ) (x) =
N � ( x;t )P

j =1
h� (x;t )j (x)A � (x;t )j x;

N � ( x;t )P

j =1
h� (x;t )j (x) = 1 ; h� (x;t )j (x) > 0; 8j 2 I N i :

(2.16)

La question qui se pose alors naturellement est de savoir sous quellesconditions un signal

de commutation peut stabiliser, et le cas échéant, comment il peut être déterminé. Nous nous

dégageons du cas trivial dans lequel l'un des sous�systèmes est asymptotiquement stable. En

e�et, une loi de commutation qui active ce sous�système est su�sante pour répondre à notre

problème. C'est ce que formule le théorème suivant :

Théorème 2.3.2. [Bourdais et Perruquetti, 2007] Considérons un système à commutation,

mis sous une forme polytopique (2.16). S'il existei 2 I N et une matrice dé�nie positive P,

tels que pour toutj 2 I N i , on ait

AT
ij P + PA ij < 0;

alors le système est stabilisable quadratiquement, par construction d'une loi de commande dé-

pendant de l'état.

Démonstration. Nous passons brièvement sur cette preuve, qui comme nous l'avons énoncé est

assez évidente. L'idée est d'appliquer le théorème de Tanaka (2.3.1) ausous�systèmeSi , qui

amène à la stabilité de ce sous�système. Par suite, la loi de commutation est la suivante� (x) =

i; 8x 2 Rn et notre système à commutation est alors conditionnellement asymptotiquement

stable.

2.3.1 Première Approche : Cas de deux sous�systèmes

Désormais, nous ne considérons ici que le cas de sous�systèmes instables. A�n de bien

comprendre l'idée développée, nous nous limitons dans un premier temps au cas de deux
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sous�systèmes. Comme nous le verrons, les raisonnements sont les mêmes pour un système

à commutation composé de plusieurs sous�systèmes. Cette généralisation est proposée dans la

section 2.3.2.

Le théorème suivant s'attache à donner des conditions su�santes pour garantir la stabili-

sabilité quadratique tout en explicitant une loi de commutation adéquate. Il s'énonce ainsi :

Théorème 2.3.3. [Bourdais et Perruquetti, 2007] Le système à commutation (2.16) est sta-

bilisable quadratiquement, par construction d'une loi de commande dépendant de l'état, s'il

existe N1 � N2 constantes � ij 2 [0; 1] et une matrice dé�nie positive P telle que pour tout

(i = f 1; : : : ; N1g; j = f 1; : : : ; N2g), la relation suivante soit véri�ée :

[� ij A1i + (1 � � ij )A2j ]T P + P [� ij A1i + (1 � � ij )A2j ] < 0: (2.17)

Démonstration. Nous présentons ici les grandes lignes de la preuve. Pour qu'elle soit laplus

claire possible, nous nous limitons au cas oùN1 = N2 = 2 , c'est�à�dire au cas où chacun

des sous�systèmes ne présente qu'une seule non linéarité. La généralisation est immédiate et

suit le raisonnement que voici. Il est inspiré de celui proposé dans [Wickset al., 1994], dont les

grandes idées sont rappelées dans la partie 1.3.4.1, paragraphe B.

Suivant les conditions du théorème 2.3.3, il existe quatre constantes � ij ; i; j 2 f 1; 2g et une

matrice dé�nie positive P telles que l'équation (2.17) soit vraie. Il existe donc un nombre réel

� > 0 tel que pour tout x 6= 0 , on ait :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

xT [� 11A11 + (1 � � 11)A21]T Px + xT P[� 11A11 + (1 � � 11)A21]x < � �x T x;

xT [� 12A11 + (1 � � 12)A22]T Px + xT P[� 12A11 + (1 � � 12)A22]x < � �x T x;

xT [� 21A12 + (1 � � 21)A21]T Px + xT P[� 21A12 + (1 � � 21)A21]x < � �x T x;

xT [� 22A12 + (1 � � 22)A22]T Px + xT P[� 22A12 + (1 � � 22)A22]x < � �x T x:

(2.18)

On peut alors réécrire ce jeu d'équations sous la forme suivante :
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8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� 11xT (AT
11P + PA11)x + (1 � � 11)xT (AT

21P + PA21)x < � �x T x;

� 12xT (AT
11P + PA11)x + (1 � � 12)xT (AT

22P + PA22)x < � �x T x;

� 21xT (AT
12P + PA12)x + (1 � � 21)xT (AT

21P + PA21)x < � �x T x;

� 22xT (AT
12P + PA12)x + (1 � � 22)xT (AT

22P + PA22)x < � �x T x:

(2.19)

Comme les constantes� ij 2 [0; 1], pour tout x 2 Rn , l'une des deux assertions suivantes

(E1 ou E2) doit être vraie :

8
><

>:

E1(x) : xT (AT
11P + PA11)x < � �x T x & xT (AT

12P + PA12)x < � �x T x;

E2(x) : xT (AT
21P + PA21)x < � �x T x & xT (AT

22P + PA22)x < � �x T x:

(2.20)

Notons 
 i , l'ensemble des étatsx tels que l'assertionE i (x) soit vraie,


 i = f x : E i (x) est vraieg;

on peut alors a�rmer que la réunion de ces deux ensembles couvre l'espace d'état entier :

Rn = 
 1
S


 2.

Il su�t alors de choisir le sous�système (Si ) tant que l'état reste dans l'ensemble
 i . En

e�et, son activation assurera la décroissance de la fonctionV (x) = xT Px, dans la région
 i le

long des trajectoires du système.

Nous détaillons dans l'algorithme 2.2 comment construire le signal à commutation.

Algorithme 2.2. Chaque sous�systèmeSi reste actif tant que l'état reste dans l'ensemble
 i .

Le contrôle doit alors mémoriser quel est le sous�système actif à l'instant présent. Pour ce qui

est de l'initialisation, il su�t d'appliquer la formule à l' état initial. Ce qui donne l'algorithme

suivant :

Début

Tant que (x 6= 0 ) Faire

Si (� (x; t ) = 1)

Si x 2 
 1 alors � (x; t + ) = 1 ; sinon � (x; t + ) = 2 ;

84



2.3. STABILISATION QUADRATIQUE DES SYSTÈMES À COMMUTATION

Sinon (cas (� (x; t ) = 2) )

Si x 2 
 2 alors � (x; t + ) = 2 ; sinon � (x; t + ) = 1 ;

Fin Tant que

Fin

2.3.2 Généralisation

Venons maintenant à la généralisation à plusieurs sous�systèmes. Leprincipe est exactement

le même. Seul un problème, certes non négligeable, d'explosion combinatoire peut apparaître.

En e�et, le nombre de LMI croît rapidement, comme nous pouvons le constater dans le théorème

suivant :

Théorème 2.3.4. [Bourdais et Perruquetti, 2007] Soit le système (2.16) composé deN sous�

systèmes non linéaires. Pouri 2 � , notons N i le nombre de matrices présentes dans la re-

présentation polytopique du sous�systèmeSi . S'il existe N � N1 � N2 � : : : � NN constantes

� k
i 1 ;:::;i N

, appartenant à l'intervalle [0; 1], et une matrice dé�nie positive P telle que, pour tout

l 2 f 1; : : : ; N g; i l 2 f 1; : : : ; N l g), on ait :

NP

k=1
� k

i 1 ;:::;i N
= 1 ; (2.21)

�
NP

k=1
� k

i 1 ;:::;i N
Aki l

� T

P + P
�

NP

k=1
� k

i 1 ;:::;i N
Aki l

�
< 0; (2.22)

alors le système (2.16) est stabilisable quadratiquement,par construction d'une loi de commande

dépendant de l'état.

Démonstration. La preuve de ce théorème reste identique à la preuve du théorème (2.3.3). La

principale di�érence est le nombre d'équations à tester, qui peut devenir rapidement imposant.

Par exemple, pour un système composé de4 sous�systèmes, chacun présentant2 termes non

linéaires, il faut déjà véri�er 256 équations . . .

2.3.3 Exemple

Nous proposons maintenant, pour illustrer les paragraphes précédents, l'exemple d'un sys-

tème à commutation composé des deux sous�systèmes non linéaireset instables suivants :
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(S1) :

(
_x1 = � x1 + 5

2x2 + 1
2x2 sinx2

_x2 = 1
2x1 sinx2 + 5

2x1 � x2;
(2.23)

(S2) :

(
_x1 = � x1 � 5

2x2 + 1
2x2 cosx1

_x2 = � 1
2x1 cosx1 � 5

2x1 � x2:
(2.24)

-3 -2 -1 0 1 2 3
-3

-2

-1

0

1

2

3

x
1

x 2

Figure 2.4 � Portrait de phase du sous-

système instable (2.23)
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x 2

Figure 2.5 � Portrait de phase du sous-

système instable (2.24)

La première étape de notre étude va être de réécrire le système à commutation sous une

forme polytopique. Pour ce faire, nous utilisons la méthode proposée dans la section 2.2.2.

Ainsi, nous obtenons pour le sous�système (2.23) l'équation suivante :

_x = h11(x)A11x + h12(x)A12x; (2.25)

dans laquelle

A11 =

 
� 1 2

2 � 1

!

; A12 =

 
� 1 3

3 � 1

!

:

Et les fonctions de pondération associées :

h11(x1; x2) =
1
2

sinx2 +
1
2

; h12(x1; x2) = �
1
2

sinx2 +
1
2

:

On reproduit une approche identique pour le second sous�système(2.24) et l'on obtient :

_x = h21(x)A21x + h22(x)A22x; (2.26)
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dans laquelle

A21 =

 
� 1 � 3

� 3 � 1

!

; A22 =

 
� 1 � 2

� 2 � 1

!

;

et les fonctions de pondération associées :

h21(x1; x2) =
1
2

cosx1 +
1
2

; h22(x1; x2) = �
1
2

cosx1 +
1
2

:

On peut remarquer au passage qu'aucune des quatre matrices n'est stable. Véri�ons main-

tenant les conditions du théorème (2.3.3). On peut rapidement obtenir les relations suivantes :

1
2

A11 +
1
2

A22 = � I;
3
5

A11 +
2
5

A21 = � I;

1
2

A12 +
1
2

A21 = � I;
2
5

A12 +
3
5

A22 = � I:

Par suite, une matrice candidateP peut être la matrice identité I . Suivant l'algorithme

(2.2), on peut alors expliciter la loi de commutation adéquate, construite sur l'état, qui assure

la stabilité quadratique de notre système hybride. La �gure (2.6) met en avant les résultats

obtenus par simulation.

2.4 Relaxation des conditions

L'intérêt de notre approche repose sur la transformation d'un système non linéaire en une

somme polytopique de systèmes linéaires. Les théorèmes proposés reposent sur des conditions

qui sont assez conservatives. En e�et, celles�ci reposent sur l'étude des matrices extrêmes, et ne

prennent pas en compte les fonctions de pondération associées. Lebut de cette section est de

relâcher ces conditions pour répondre au même problème. Nous verrons ainsi comment prendre

en compte les fonctions de pondération, puis dégagerons des conditions su�santes de stabilité,

moins restrictives, ce que nous illustrerons sur un exemple.

Avant de poursuivre, introduisons quelques notations supplémentaires. Pour un sous�système

Si :

_x =
N iX

j =1

hij (x)A ij x; (2.27)

considérons :
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-3 -2 -1 0 1 2 3
-3
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-1

0

1
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x
1

x 2

Figure 2.6 � Trajectoire du système (2.16) sous le signal de commutation co mmandé

� H i (x) 2 RN i le vecteur composé des éléments suivants :

H T
i (x) = [ hi 1(x); : : : ; hiN i (x)];

� et son image dans l'espace d'état : le domaineDH i dé�ni par :

DH i = f H i (x) : x 2 Rng:

Étant donné que0 6 hij (x) 6 1; j 2 I N i , le domaineDH i est inclus dans le domaine[0; 1]N i ,

il vient alors le lemme suivant :

Lemme 2.3. Il existe qi points, � i
k 2 RN i = [� i

k1; : : : ; � i
kN i

]T tels que tout point deDH i peut

être écrit comme une combinaison convexe de cesqi points.

Remarque 2.1. Il faut souligner que cette décomposition n'est pas unique.
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Introduisons maintenant D i = convf � i
1; : : : ; � i

qi
g qui représente l'ensemble convexe délimité

par cesqi points. Nous le nommerons par la suite l'ensemble polytopique limite deDH i , comme

l'illustre la �gure (2.7).

DH i

Ensemble polytopique
limite

Figure 2.7 � Caractérisation de l'ensemble polytopique limite des fonctions de pon-

dération

Utilisant ces notations, et l'ensemble polytopique limite, on arrive ainsià relâcher les condi-

tions de stabilisabilité. Ceci est énoncé dans le théorème que voici :

Théorème 2.4.1. [Bourdais et Perruquetti, 2007] Le système à commutation (2.16), composé

de N = 2 sous�systèmes, est stabilisable quadratiquement, par construction d'une loi de com-

mande dépendant de l'état, s'il existeq1 � q2 scalaires� ij 2 [0; 1] et une matrice dé�nie positive

P, tels que, pour touti 2 f 1; : : : ; q1g; j 2 f 1; : : : ; q2g, on ait
�
� ij

�
N1P

k=1
� 1

ik A1k

�
+ (1 � � ij )

�
N2P

k=1
� 2

jk A2k

�� T

P

+ P
�
� ij

�
N1P

k=1
� 1

ik A1k

�
+ (1 � � ij )

�
N2P

k=1
� 2

jk A2k

��
< 0:

(2.28)

Démonstration. Comme dans la preuve proposée pour le théorème 2.3.3, l'idée va être d'obtenir

une décomposition de l'espace d'état pour laquelle, dans chaque région, un des sous�systèmes

véri�e des conditions relaxées de stabilité. Ces conditions sont détaillées dans le lemme suivant :

Lemme 2.4. [Blanco et al., 2001] Considérons le modèle de Takagi-Sugeno suivant,

_x =
rX

j =1

hj (x)A j x; (2.29)

avec les notations suivantes4 : H T (x) 2 RN r le vecteur H (x) = [ h1(x); : : : ; hr (x)], DH le

domaineDH = f H (x) : x 2 Rng. Par le lemme 2.3, il existeq points, notés� T
k = [� k1; : : : ; � kr ],

tels que tout point deDH peut s'écrire comme une combinaison convexe de cesq points.
4 Il s'agit en fait des mêmes notations que précédemment, adaptées au cas d'un système ordinaire.
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Si pour j 2 I r , les matricesQj = ( AT
j P + PA j ) véri�ent

rX

k=1

� kj Qj < 0; 8j 2 I q; (2.30)

alors le système (2.29) est quadratiquement stable.

Si l'on procède maintenant à quelques manipulations sur l'équation (2.28), manipulations

similaires à celles proposées dans la preuve du théorème 2.3.3, on aboutit alors au caractère

vrai de l'une des deux assertions suivantes :

E1(x) : xT
�

N1P

k=1
� 1

ik

�
AT

1kP + PA1k
�
�

x < � �x T x; 8i 2 I q1 (2.31)

E2(x) : xT
�

N2P

k=1
� 2

jk

�
AT

2kP + PA2k
�
�

x < � �x T x; 8j 2 I q2 (2.32)

En notant 
 i , l'ensemble
 i = f xjE i (x) est vraig, on peut alors garantir queRn = 
 1
S


 2.

Il est, par suite, su�sant d'activer le sous�système (Si ) tant que l'état reste dans le domaine


 i . En e�et, l'activation de (Si ) dans la région
 i fera décroître la fonction V (x) = xT Px le

long des trajectoires, comme le prouve le lemme 2.4. Pour la loi de commande, l'algorithme 2.2

reste adéquat.

Le principal intérêt de ce théorème est que les conditions à véri�er sont moins restrictives

que celles du théorème 2.3.3. Comme pour le théorème 2.3.3, celui�ci peut être généralisé au

cas deN sous�systèmes.

Nous allons maintenant illustrer ce théorème, par l'exemple suivant :

Exemple 2.4. On considère ici le système à commutation composé des deux sous�systèmes

suivants :

(S1) :

8
><

>:

_x = h11(x)A11x + h12(x)A22x = h11(x)

 
� 1 0

0 � 3

!

x + h12(x)

 
� 1 0

0 1

!

x;

h1(x); h2(x) > 0:2;

(2.33)

(S2) :

(

_x = A2x =

 
1 0

0 � 1

!

x: (2.34)
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Regardons maintenant la di�érence entre les deux théorèmesproposés.

Le premier théorème 2.3.3 impose la recherche d'une matricedé�nie positive P et de coef-

�cients � 11; � 21 tels que l'on ait :

(
[� 11A11 + (1 � � 11)A2]T P + P [� 11A11 + (1 � � 11)A2] < 0;

[� 21A12 + (1 � � 21)A2]T P + P [� 21A12 + (1 � � 21)A2] < 0:
(2.35)

D'un autre côté, le théorème 2.4.1 impose la résolution du système suivant :

8
>>>><

>>>>:

[� 11 (0:2A11 + 0 :8A12) + (1 � � 11)A2]T P

+ P [� 11 (0:2A11 + 0 :8A12) + (1 � � 11)A2] < 0;

[� 21 (0:8A11 + 0 :2A12) + (1 � � 21)A2]T P

+ P [� 21 (0:8A11 + 0 :2A12) + (1 � � 21)A2] < 0:

(2.36)

L'utilisation du logiciel Matlab, permet de trouver des couples de solutions pour le système

(2.36), parmi elles, P = I; � 11 = 0 :6; � 21 = 0 :9. Par suite, si l'on utilise l'algorithme 2.2, on

obtient alors la stabilité conditionnelle de notre système. Si, en revanche, on cherche à résoudre

le système (2.35), il n'existe pas de solution. Cet exemple illustre ainsi l'avantage du théorème

2.4.1 sur le théorème 2.3.3. On peut d'ailleurs véri�er rapidement que si les conditions du

premier théorème sont satisfaites, alors les conditions relâchées le sont aussi.

2.5 Extension aux systèmes contrôlés

Maintenant que nous avons vu comment le problème de la stabilisabilité aété abordé pour

les systèmes à commutation non contrôlés, nous allons, dans cettepartie, étudier comment

adapter les théorèmes proposés aux systèmes contrôlés a�nes (2.8). Plus particulièrement, nous

allons nous intéresser à deux cas particuliers de systèmes contrôlés : les systèmes commandés

par retour d'état (RE) puis les systèmes contrôlés à compensationparallèle distribuée (PDC,

de l'anglais Parallel Distributed Compensation).

2.5.1 Cas de la commande par retour d'état

Partons du système à commutation (2.8). Le problème est de construire un contrôle par

retour d'état u� = � K � x qui assure la stabilité conditionnelle du système en boucle fermée, et
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ce par la construction d'un signal de commutation stabilisant. L'équation de notre système en

boucle fermée peut être décrite par l'équation suivante :

8
>>><

>>>:

_x =
N � ( x;t )P

j =1
h� (x;t )j (x)(A � (x;t )j � B � (x;t )j K � (x;t ) )x;

N � ( x;t )P

j =1
h� (x;t )j (x) = 1 ; h� (x;t )j (x) > 0; 8j 2 I N i :

(2.37)

On peut constater alors que les théorèmes précédents s'adaptent parfaitement à ces sys-

tèmes, il su�t pour ce faire de remplacer les matricesA ij par (A ij � B ij K i ). Remarquons au

passage que si l'on peut trouver une matriceK i telle que l'un des sous�systèmes soit asymp-

totiquement stable, on retrouve alors le cas trivial énoncé par le théorème 2.3.2, et il su�t de

laisser actif ce sous�système .

2.5.2 Le cas des systèmes PDC

Le principe d'une commande [Wang et al., 1996] est de créer un contrôleur qui terme à

terme va être construit pour agir sur les matrices extrêmes. Pourun sous�système(Si ), un

contrôleur PDC peut être exprimé ainsi :

ui = �

0

@
N iX

j =1

hij (x)K ij

1

A x; K ij 2 Rm i � n ; j 2 I N i :

On peut donc par suite décrire un système à commutation contrôlé (2.8) par une commande

PDC par l'équation (2.38).

_x =

0

@
N �X

j =1

N �X

k=1

h�j (x)h�k (x) (A �j � B �j K �k )

1

A x: (2.38)

A�n d'utiliser les théorèmes précédents, nous devons dans un premier temps réécrire l'équa-

tion (2.38) sous une forme polytopique. Pour ce faire, introduisonsd'abord quelques notations

supplémentaires. Pour un sous�système(Si ), introduisons l'entier si = N i (N i +1) =2. Puis pour

tout l 2 I si , dé�nissons les fonctions� il et les matricesTil par :
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8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

� i 1(x) = h2
i 1(x); Ti 1 = ( A i 1 � B i 1K i 1) ;

...
...

� iN i (x) = h2
iN i

(x); TiN i = ( A iN i � B iN i K iN i ) ;

� iN i +1 (x) = 2 hi 1(x)hi 2(x); TiN i +1 = 1
2 (A i 1 � B i 1K i 2) + 1

2 (A i 2 � B i 2K i 1) ;
...

...

� is i (x) = 2 hiN i � 1(x)hiN i (x); Tis i = 1
2 (A iN i � 1 � B iN i � 1K iN i ) + 1

2 (A iN i � B iN i K iN i � 1) :

On peut donc réécrire le système (2.38) sous la forme suivant :

_x =
s�X

l=1

� �l (x)T�l x: (2.39)

On peut véri�er ainsi aisément que pour tout i 2 I N , les fonctions� il véri�ent la propriété

de somme convexe, en utilisant le fait que pour touti 2 I N on ait

siX

l=1

� il (x) =

0

@
siX

j =1

hij (x)

1

A

 
N iX

k=1

hik (x)

!

= 1 :

On peut ainsi utiliser les théorèmes précédents pour le système (2.39).

Pour illustrer ce que nous venons de voir, nous proposons maintenant l'exemple suivant :

Exemple 2.5. Considérons les deux sous�systèmes(S1) et (S2) décrits par :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(S1) : _x =
2P

j =1
h1j (x)(A1j x + B1j u1);

A11 =

 
2 0

0 � 1

!

; B11 =

 
1

� 1

!

;

A12 =

 
� 1 0

0 1

!

; B12 =

 
0

1

!

;

(S2) : _x = A2(x) =

 
� 1:54 1:64

2:46 � 2:36

!

x:

(2.40)

Une commande PDC adéquate pour le sous�système(S1) peut être par exemple obtenue

avec les matricesK 11 = [3 0], K 12 = [0 2].
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Suivant le schéma indiqué, nous devons construire les matricesT1l , l 2 I 3, ce qui donne :

T11 =

 
� 1 0

� 3 � 1

!

; T12 =

 
� 1 0

0 � 1

!

; T13 =
1
2

 
1 � 2

� 3 2

!

: (2.41)

A partir de ce jeu de matrices, on peut véri�er que les matrices extrêmesT1l ; l 2 I 3 ainsi

que la matrice A2 véri�ent bien les conditions du théorème 2.3.3, et on peut donc exhiber

une séquence de commutation qui assure la stabilité conditionnelle du système, en utilisant

l'algorithme 2.2.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème de la commande d'un système

non linéaire à commutation par contrôle de la séquence de commutation. L'idée déployée a été

de représenter chaque sous�système non linéaire, comme une somme polytopique non linéaire

de systèmes linéaires.

Reporter les non linéarités sur les pondérations nous a permis d'étudier dans un premier

temps le système à commutation par l'analyse des matrices extrêmesde la forme polytopique

obtenue. Nous avons ainsi développé un théorème qui donne des conditions su�santes tant

pour garantir la stabilité conditionnelle que pour obtenir explicitement la loi de commande.

Pour réduire le conservatisme du théorème, nous avons, dans un second temps, relaxé les

conditions requises en prenant en compte les fonctions de pondération de la forme polytopique.

Nous avons en�n dans une dernière partie proposé des extensions de l'approche aux systèmes

contrôlés.

Nous avons ici arrêté notre étude à la stabilité quadratique, mais l'étude de la stabilité

non quadratique peut aussi permettre de construire des algorithmes de commande qui assurent

la stabilité conditionnelle. C'est une des perspectives de travail que nous sommes en train

d'approfondir dans ce domaine.

Par ailleurs, pour les modèles de Takagi�Sugeno, de nombreux autres résultats concernant

la stabilité sont proposés pour des systèmes à commutation temps�discret [Kruszewski, 2006].

Pour ces systèmes, un théorème similaire peut être proposé, moyennant quelques modi�ca-

tions. Cependant, le nombre de résultats présents pour ces systèmes nous incite également à

poursuivre davantage nos e�orts pour relaxer encore les conditions.
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Chapitre Trois

Stabilisation uniforme
Le noir est l'uniforme de la démocratie.

� C. Baudelaire

Nous abordons dans ce chapitre le problème de la stabilisation uniforme d'unsystème à

commutation. Nous proposons dans cette optique, une condition nécessaire et su�sante

qui permette tant de garantir la stabilité de notre système en boucle fermée, que de déterminer

la loi de commande correspondante. Notre approche repose sur une notion nouvelle : la fonction

de Lyapunov contrôlée commune. Par suite, nous utilisons des travaux proposés par Lin�Sontag

pour obtenir une loi de commande explicite, et dégageons un critèrepour construire une telle

fonction.

3.1 Introduction

Si dans le chapitre précédent, il était question de contrôler la séquence de commutation

pour stabiliser notre système hybride, nous nous attaquons cette fois�ci à la stabilisation

uniforme d'un système à commutation.

Le problème que l'on se pose est le suivant : à chaque instant la loi de commutation est

connue mais on ne peut pas la contrôler. En revanche, on peut commander chacun des sous�

systèmes. On sous�entend ici que si l'on considère un seul sous�système, il existe une loi de

commande qui assure la stabilité asymptotique de l'origine. Mais commenous l'avons déjà vu,

si, pour des systèmes autonomes, la stabilité asymptotique de chacun des sous�systèmes est

insu�sante pour garantir la stabilité uniforme, il en est de même avecla stabilisation.

Quelles conditions supplémentaires sur nos champs de vecteurs et sur nos contrôles sont
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alors requises pour garantir la stabilisation uniforme de notre système à commutation ? C'est

à cette question que se consacre ce chapitre. L'idée à développer est d'étendre les résultats

obtenus pour les systèmes autonomes aux systèmes contrôlés.

Comme nous l'avons présenté dans notre état de l'art, deux méthodes ont été proposées :

une approche par fonction de Lyapunov commune, et une approchepar algèbre de Lie. Nous

avons laissé de côté cette dernière, car outre son manque de robustesse, son extension aux

systèmes contrôlés se limiteraient aux systèmes linéaires, or les systèmes que nous étudions ici

sont non linéaires. C'est donc naturellement que notre choix s'est porté vers une adaptation

des fonctions de Lyapunov commune. La base de notre travail est le théorème 1.3.7, proposé

par Mancilla�Aguilar [Mancilla-Aguilar et García, 2000].

L'existence d'une fonction de Lyapunov commune étant une condition nécessaire et su�-

sante pour la stabilité des systèmes autonomes à commutation, l'idéeque nous avons voulu

développer est de pouvoir obtenir un théorème similaire dans le cadredes systèmes contrôlés à

commutation, et c'est pour ce faire que nous avons introduit une notion nouvelle : la fonction

de Lyapunov contrôlée commune .

Le chapitre est construit ainsi. Nous procédons dans la section 3.2 à un rappel des notations

et dé�nitions utilisées par la suite. Nous présentons dans la section 3.3notre théorème sur

la stabilisation des systèmes non linéaires à commutation. Par suite, nous explicitons dans

la section 3.4 la loi de commande par retour d'état qui permet de stabiliser le système, et

l'appliquons à un exemple académique. Notre théorème repose sur l'existence d'une fonction

de Lyapunov contrôlée commune à tous les sous�systèmes, nous proposons dans la partie 3.5

une condition su�sante pour construire une telle fonction, à l'aide de plusieurs fonctions de

Lyapunov contrôlées.

3.2 Notations et dé�nitions

Si nous avons déjà abordé diverses dé�nitions et notations relatives aux systèmes à commu-

tation dans les pages précédentes, il va falloir pour bien comprendre le contenu de ce chapitre

revenir plus précisément sur quelques notions mathématiques, quitte à faire quelques redites.
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3.2. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

3.2.1 Prémisses mathématiques

3.2.1.1 Espace topologique

Si Rn est l'espace euclidien de dimensionn, on note k:kn sa norme.V désigne un voisinage

de l'origine dansRn .

Soit A un sous�espace d'un espace topologique. Par hypothèse, celui�ciest muni de la

topologie induite. On note A sa fermeture,
�
A son intérieur et @A= An

�
A sa frontière.

On note � Bn la boule ouverte centrée en l'origine et de rayon� . Bn est la boule ouverte

unité, et
�

Bn = Bnnf 0g est la boule unité, privée de l'origine.

3.2.1.2 Fonctions

C0 (Rn ; Rn ) représente l'ensemble des fonctions continues surRn à valeurs dansRn , munie

de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.C1 (Rn ; Rn ) représente l'ensemble

des fonctions di�érentiables dont les dérivées partielles sont continues.

Une fonction continue � : [0; a] ! R+ est dite de classeK si elle est strictement croissante

et si � (0) = 0 . Elle est declasseK1 si a = + 1 et si � (r ) ! + 1 quand r ! + 1 .

Une fonction multivaluée � deX versY est une application qui àx 2 X associe un ensemble

� ( x) � Y .

Soient X et Y deux espaces vectoriels et� : X ! Y une fonction multivaluée, � est semi�

continue inférieurement si f x 2 X : � ( x) \ O 6= ;g est un ouvert deX pour tout sous-ensemble

ouvert O � Y .

� est localement lipschitziennesi pour tout x0 2 X , il existe un voisinageN (x0) � X et

une constantel > 0 tels que pour tousx; x 0 2 N (x0),

�( x) � �( x0) + l



 x � x0






X BY ;

où BY est la boule unité dansY et k:kX la norme sur X .

Ces quelques rappels mathématiques donnés, nous allons maintenant revenir sur quelques

notions propres aux systèmes à commutation.

3.2.2 Systèmes à commutation et fonctions de Lyapunov communes

Partons d'un ensemble d'index,� � N, ou plus généralementdénombrable.
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Nous allons dans un premier temps dé�nir les deux ensembles suivants :

Dé�nition 3.2.1 (Ensemble P(�) ). P(�) est l'ensemblef f i 2 C0 (Rn ; Rn ) : i 2 � g tel que,

1) P (�) est équiborné, i.e.sup
i 2 �

kf i (x)kn < + 1 pour tout x 2 Rn ,

2) P (�) est localement uniformément lipchitzien , i.e. pour tout� 2 N, il existe l � > 0 tel

que

kf i (x) � f i (y)kn 6 l � kx � ykn ;

pour tout (x; y) 2 � Bn � � Bn et pour tout i 2 � .

Dé�nition 3.2.2 (Ensemble
�
P(�) ).

�
P(�) est l'ensemble

�
f i 2 C0 (Rnnf 0g; Rn ) : i 2 �

	
tel

que,

1)
�
P (�) est équiborné,

2)
�
P (�) est localement uniformément lipchitzien en dehors de l'origine, i.e. pour tout � 2 N,

il existe l � > 0 tel que

kf i (x) � f i (y)kn 6 l � kx � ykn ;

pour tout (x; y) 2 �
�

Bn � �
�

Bn et pour tout i 2 � .

Remarquons au passage que les conditions(1) des deux dé�nitions sont toujours véri�ées

si l'ensemble d'index� est �ni.

Les systèmes à commutation sur lesquels nous allons travailler sont contrôlés. Nous les

dé�nissons ainsi :

_x = f � (x; u) ; x 2 Rn ; u 2 Bm ; � 2 S (�) : (3.1)

Comme toujours, nous nous intéressons à l'équilibre de l'origine. Remarquons au passage

que l'on considère ici, sans perte de généralité, la boule unité ferméeBm . En e�et, on ne restreint

pas le champ d'application, car tout ensemble compact peut être inclus dans une boule fermée,

qui est topologiquement équivalente à la boule unité fermée. Ainsi, lesrésultats que nous allons

proposer s'appliquent de manière générale à tout compact.

Venons�en maintenant à la dé�nition de la stabilisation uniforme. Pour rester le plus ri-

goureux possible nous distinguons deux formes de stabilisabilité : la stabilisation faible et la

stabilisation. Cette distinction explique la nécessité de dé�nir les deux ensemblesP(�) et
�
P(�) ,

comme le suggère la dé�nition que voici :
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Dé�nition 3.2.3. Soit � 2 S (�) . Le système (3.1) est uniformément faiblement stabilisable

(respectivement uniformément stabilisable), s'il existeun contrôle u� 2
�
P (�) (respectivement

u� 2 P (�) ) tel que le système en boucle fermée

_x = f � (x; u � (x)) ; (3.2)

soit uniformément asymptotiquement stable.

On considère donc ici que même si l'on ne peut connaître à l'avance le signal de commuta-

tion, le contrôle que l'on propose commute suivant la même loi de commutation. Il s'agit d'une

hypothèse classique faite dans l'étude des systèmes à commutation, dans laquelle les informa-

tions relatives aux commutations sont disponibles en temps réel pour la loi de commande.

Remarque 3.1. La di�érence entre stabilisation et stabilisation faible vient de la continuité du

contrôle à l'origine. En e�et, dans le cas de la stabilisation faible, le système en boucle fermée

peut être discontinu à l'origine. Ce problème peut être résolu comme dans [Artstein, 1983]. En

e�et, le système en boucle fermée peut être étendu à un système asymptotiquement continu

en raison de la propriété d'autonomie (le temps n'apparaît pas explicitement dans l'équation

(3.2). Le fait que le contrôle u� ne soit pas continu à l'origine pour tout � 2 S(�) ne pose pas

de problème quant à l'unicité des solutions. Ceci peut se voir en regardant la dé�nition de la

stabilité asymptotique.

Revenons sur une des bases de l'automatique. Pour une EDO, la recherche d'une fonction

de Lyapunov permet d'assurer la stabilité d'un point d'équilibre. Pour un système dynamique

contrôlé, ce que l'on recherche est une fonction de Lyapunov contrôlée. Nous avons donné dans

le chapitre 2 la dé�nition d'une fonction de Lyapunov commune (voir section 1.3.2), et nous

avons vu que son existence était nécessaire et su�sante pour la stabilité uniforme. Pourquoi ne

pas essayer alors d'obtenir un résultat similaire pour les systèmes contrôlés à commutation ?

C'est ainsi que nous avons dé�ni la notion de fonction de Lyapunov contrôlée commune que

voici :

Dé�nition 3.2.4 (Fonction de Lyapunov contrôlée commune). [Bourdais et al., 2006a]

Une fonction C1 dé�nie positive V : V ! R+ , est une fonction de Lyapunov contrôlée commune

pour le système (3.1) si, pour toutx 2 Vnf 0g

min
u2 B m

hr V (x); f � (x; u)i < 0; 8� 2 S(�) :
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Donnons également lapropriété de petit contrôle :

Dé�nition 3.2.5 (Propriété de petit contrôle). Soit V , une fonction de Lyapunov contrô-

lée commune. Elle satisfait lapropriété de petit contrôle si, pour tout 0 < � 6 1, il existe

� > 0 tel que, si x 2 � Bn � V , alors il existe u 2 � Bm tel que

hr V (x); f � (x; u)i < 0; 8� 2 S(�) :

Évidemment, il serait trop simple de ne donner qu'une dé�nition pour garantir la stabilisa-

bilité de notre système hybride. Nous allons voir dans la partie suivante quel est le rôle d'une

telle fonction.

3.3 Une condition nécessaire et su�sante pour le problème de

stabilisation

Si le titre de cette section ne ménage pas le suspense, nous allons essayer de comprendre

les diverses étapes qui ont permis d'obtenir un tel résultat, et à quel prix.

Rappelons que pour la stabilité des systèmes dynamiques à commutation, Mancilla et Agui-

lar ont proposé une condition nécessaire et su�sante (voir théorème 1.3.7).

L'extension aux systèmes contrôlés a été possible, grâce notamment au théorème de Mickael,

dont la preuve a été donnée dans [Aubin et Frankowska, 1990, théorème 9.5.3]. Son énoncé est

le suivant :

Théorème 3.3.1 (de Mickael). [Mickael, 1956] Soient deux espaces métriquesX et Y, pour

toute fonction multivaluée semi�continue inférieurement (respectivement localement lipschit-

zienne) � : X ! 2Y ; x 7! �( x) où 2Y désigne la famille des sous�ensembles non�vides, fermés

et convexes deY, il est possible d'extraire une fonction continue (respectivement localement

lipschitzienne) f telle quef (x) 2 �( x) pour tout x 2 X .

A�n de pouvoir appliquer le théorème de Mickael, nous devons restreindre notre étude aux

systèmes contrôlés, a�nes enu, qui se dé�nissent par l'équation :

_x = f � (x) + g� (x)u; x 2 Rn ; u 2 Rm ; � 2 S(�) ; (3.3)

dans laquelle les champs de vecteurf � : Rn ! R, g� : Rn ! Rm appartiennent à l'ensemble

P(�) , et bien évidemment,f i (0) = 0 pour tout i 2 � .
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Pour une meilleure compréhension, nous introduisons quelques notations supplémentaires.

Pour une fonction C1 dé�nie positive V on notera :

ai (x) = hr V (x); f i (x)i ;

B i (x) = hr V (x); gi (x)i 2 Rm ;

bi = kB i (x)k2
m :

Remarque 3.2. Si m = 1 , la propriété de petit contrôle est équivalente à :

lim sup
kxkn ! 0

a� (x)
jB � (x)j

2 R6 0 [ f�1g pour tout � 2 S(�) .

Le théorème suivant énonce le principal résultat de ce chapitre. Sonintérêt est double :

il donne une condition nécessaireet su�sante de stabilisation, et contrairement aux divers

outils présentés dans notre premier chapitre, comme par exemple les fonctions multiples de

Lyapunov, les conditions à véri�er ne font pas appel aux trajectoires du système dynamique,

qui dans un cadre non linéaire, sont loin d'être connues.

Théorème 3.3.2. [Moulay et al., 2006a] Le système (3.3) est uniformément faiblement sta-

bilisable si et seulement s'il existe une fonction de Lyapunov contrôlée communeV pour le

système (3.3).

En outre, si V véri�e la propriété de petit contrôle, le système (3.3) est uniformément stabili-

sable.

Démonstration. Sens 1. Si le système contrôlé (3.3) est uniformément faiblement stabilisable

alors le système en boucle fermée

_x = f � (x) + g� (x)u� (x); (3.4)

est uniformément asymptotiquement stable. En utilisant le théorème 1.3.7, il existeV , une

fonction de Lyapunov commune pour le système en boucle fermée (3.4). Il est alors évident que

V est une fonction de Lyapunov contrôlée commune pour le système (3.3).

Sens 2.

Réciproquement, supposons qu'il existe une fonction de Lyapunov contrôlée communeV :

V ! R+ pour le système (3.3). Soit� 2 S(�) , introduisons la fonction multivaluée � � dé�nie

pour x 2 Vn f 0g par

� � (x) = f v 2 Bm : a� (x) + hB � (x) ; vi < 0g:
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La fonction v 7! a� (x) + hB � (x) ; vi est a�ne, ceci implique que pour tout x 2 Vn f 0g,

� � (x) appartient à la famille des sous�ensembles non vides, fermés et convexes deBm pour la

topologie induite.

Commef � et g� appartiennent à la classeP(�) et commeV est une fonction de classeC1,

a� (x) + hB � (x) ; vi est localement lipchitzienne pour tout x 2 V n f 0g. On peut alors utiliser

le théorème 3.3.1 de Mickael pour trouver une fonctionu� localement lipchitzienne pour tout

x 2 Vn f 0g telle que u� (x) 2 � � (x).

Étant donné queu� (V) � Bm , on peut �nalement déduire quef � + g� u� appartient à
�
P(�) .

Par suite, le système (3.3) est alors faiblement stabilisable par le retour d'état u� .

De plus, si V satisfait la propriété de petit contrôle, il est démontré dans [Artstein, 1983,

Theorem 4.3] que l'on peut étendre� � sur V par � � (0) = f 0g telle que� � soit maintenant semi�

continue inférieurement surV. En appliquant le théorème 3.3.1 de Mickael, il existeu� 2 P (�)

qui stabilise le système (3.3).

Nous avons donc obtenu une condition nécessaire et su�sante pour pouvoir garantir la

stabilisabilité d'un système à commutation, non linéaire et contrôlé. La question que l'on peut

naturellement se poser est la suivante : si l'on sait désormais que l'on peut stabiliser le système,

comment déterminer alors la loi de commande correspondante ? C'est ici tout l'intérêt de la

partie suivante.

3.4 Une formule explicite de la loi de commande

Regardons dans cette section comment utiliser une fonction de Lyapunov contrôlée com-

mune pour déterminer une loi de commande qui assure la stabilité du système en boucle fermée.

Une fois la formule explicite donnée, nous illustrons notre démarche par un exemple.

3.4.1 Le contrôle par retour d'état de Lin�Sontag

L'idée développée est d'utiliser la loi de commande proposée par Lin-Sontag [Lin et Sontag, 1991]

pour la stabilisation par contrôle borné, adaptée aux systèmes à commutation. Ceci nous amène

au théorème suivant :
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Théorème 3.4.1. [Moulay et al., 2006b] Si Vest une fonction de Lyapunov contrôlée com-

mune pour le système (3.3), alors le contrôle par retour d'état

u� (x) =

8
<

:
�

a� (x)+
p

a� (x)2+ b� (x)2

b� (x)(1+
p

1+ b� (x))
B T

� (x) si x 6= 0

0 si x = 0
; (3.5)

appartient à C0(Rnn f 0g; Bm ) et stabilise faiblement le système (3.3).

De plus, siV satisfait la propriété de petit contrôle, alors le contrôlepar retour d'état (3.5)

est aussi continu à l'origine, et de ce fait, il stabilise le système (3.3).

Démonstration. La preuve découle de celle proposée par Lin et Sontag dans [Lin et Sontag, 1991].

Remarquons juste que siV appartient à Ck (Rnn f 0g; Bm ), alors le contrôleu� appartient alors

à Ck� 1(Rnn f 0g; Bm ).

A�n d'illustrer ce théorème, nous proposons dans la partie suivante de l'appliquer à un

exemple certes académique mais qui permettra de bien comprendreles idées présentées.

3.4.2 Un exemple académique

Considérons le système suivant :
(

_x1 = x1x2

_x2 = � x2+ u
1+ k

; (3.6)

dans lequelk 2 f 1; 2; 3; 4g, u 2 R.

Nous proposons ici la fonction de Lyapunov contrôlée commune candidate : V = x2
1+( x2

1+ x2 )2

2 .

Véri�ons rapidement qu'il s'agit d'une candidate acceptable.

On a
_V (x) = x2

1x2 +
�
x2 + x2

1

�
�

2x2
1x2 �

x2 + u
1 + k

�
;

d'où

ak (x) = x2
1x2 + ( x2 + x2

1)
�

2x2
1x2 �

x2

1 + k

�
;

Bk (x) =
x2

1 + x2

1 + k
;
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CHAPITRE 3. STABILISATION UNIFORME PAR FONCTIONS DE LYAPUNOV
CONTRÔLÉES

Il est évident que V est bien une fonction de Lyapunov contrôlée commune. En e�et, pour

x 6= 0 , Bk (x) = 0 implique ak (x) = � x4
1 < 0.

Par ailleurs, on a

ak (x) = �
x2

2

1 + k
� 2x4

1Bk (x) + 2 ( x1Bk (x)(1 + k))2 :

Ceci implique, d'après la remarque 3.2, que la propriété de petit contrôle est véri�ée.

Ainsi, le système est stabilisable par le retour d'état suivant :

uk (x) =

8
<

:
�

ak (x)+
p

ak (x)2+ bk (x)2

bk (x)(1+
p

1+ bk (x))
B T

k (x) si x 6= 0

0 si x = 0
(3.7)

La �gure 3.1 représente le portrait de phase du système (3.6) par le retour d'état (3.7),

obtenu par simulation.

Les diverses courbes de la �gure 3.7 ont été obtenues pour une même séquence de commu-

tation, représenté par la �gure 3.2.

Regardons maintenant ce qu'il en est pour divers scénarios. Nous avons ici fait d'autres

simulations avec divers lois de commutation, plus lentes (�gures 3.2 et 3.3) et d'autres plus

rapides (�gures 3.4 et 3.5). On obtient alors les trajectoires présentées par la �gure 3.6, des

résultats qui sont satisfaisants.

Cependant, expliciter la loi de commande repose sur l'existence d'unefonction de Lyapunov

contrôlée commune à tous les sous�systèmes. Or, pratiquement,il est di�cile de trouver une

telle fonction. La partie suivante propose des conditions su�santesà véri�er pour construire

une fonction de Lyapunov contrôlée commune à partir d'un ensemble de plusieurs fonctions de

Lyapunov contrôlées, dans lequel chacune est associée à un sous�système.
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