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Notations, symboles et abréviations

R (C)

R. (C.)
Rnxm (Cnxm)
I (1)

0l><c (0)
X>0(>0)
X <0(<0)
XT (X*)

L(A,B,C,D,M, M)

BMI

KYP
LFT

LMI

LPV

LTI

ensemble des nombres réels (complexes)

ensemble des vecteurs de dimension n dans R (dans C)
ensemble des nombres réels (complexes) non nuls
ensemble des matrices réelles (complexes) de dimension n x m
matrice identité de dimension [ x [ (appropriées)
matrice nulle de dimension [ X ¢ (appropriées)

X définie positive (semi définie positive)

X définie négative (semi définie négative)

transposée (transposée conjuguée) de la matrice X
matrice vérifiant XX, =0et [ X7 X, | de rang plein
pseudo inverse de Moore-Penrose de la matrice X
transposée du bloc symétrique

produit étoile de Redheffer

produit de Kronecker

égal par définition

variable de Laplace

taille de w lorsque w est un vecteur

5 ]wie o1 [ ][ 8

inégalité matricielle bilinéaire

(de I'anglais Bilinear Matrix Inequality)

Kalman Yakubovich Popov

représentation linéaire factionnaire

(de 'anglais Linear Fractional Transformation)

inégalité matricielle linéaire

(de I'anglais Linear Matrix Inequality)

linéaire a parametres variants

(de I'anglais Linear Parameter Varying)

linéaire stationnaire (de ’anglais Linear Time Invariant)
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Introduction générale

Durant les douze derniéres années, I’optimisation convexe sous contraintes LMIs (Linear
Matrix Inequalities) a émergé comme un outil incontournable en Automatique [BEFB94].
Son émergence est en partie le résultat de la prise de conscience au sein des chercheurs
en commande robuste de la place centrale de la complexité algorithmique pour la mise au
point de méthodes d’analyse et/ou de commande des systéemes. Une contrainte LMI est
définie par ’ensemble de vecteurs (variables de décision) suivant :

{5 e R"™

ou les F; sont des matrices carrées symétriques et ou > 0 désigne définie positive. Les
problemes d’optimisation convexe sous contrainte LMI ont le grand intérét d’avoir des
algorithmes de résolution efficace, largement disponibles dans les logiciels de calcul scien-
tifiques généraux.

i=1

Un des premiers résultats fut 'obtention d’une approche unifiée et élégante pour la com-
mande des systemes Linéaires Temps Invariants (LTT) (voir par exemple [Iwa93, Chi96]).
En effet, il est apparu que la tres grande majorité des problemes d’analyse et de commande
de systemes LTI pouvant étre résolus efficacement se formulent comme des problemes
d’optimisation convexe sous contraintes LMI.

Ce qui est remarquable, c’est que I’émergence de 'optimisation LMI marqua le re-
nouveau de 'approche entrée/sortie des systémes y compris dans ses aspects les plus
théoriques. Au dela des systemes LTI, il est devenu possible par cette méme technique
d’aborder de classes importantes de systemes tels que certains systéemes Linéaires Temps
Variant (LTV) et/ou non linéaires et/ou de dimension infinie (voir par exemple [Sco97]).
Parmi le foisonnement de résultats nouveaux qui sont alors apparus, on peut par exemple
citer la commande des systemes a parametres variants, une classe particuliere des systemes

LTV.

Pour un nombre significatif de problemes d’analyse et de commande LTI, la formula-
tion sous forme de problemes d’optimisation LMI pouvait étre (parfois avantageusement)
remplacée par des formulations utilisant par exemple des équations de Lyapunov ou de
Riccati. Par contre, contrairement a ’optimisation LMI, ces outils alternatifs n’ont pas
permis de formuler un large spectre de problemes sortant du cadre LTI « classique ».

13



14 INTRODUCTION GENERALE

Enfin, un point tout a fait remarquable est qu’il a été possible d’identifier des démarches
de recherche de formulation de problemes d’Automatique sous forme de problemes d’op-
timisation LMI (si elle existe). Ce succes est dii au profond ancrage de ces démarches
dans les concepts fondamentaux de I’Automatique, y compris dans ses aspects les plus
traditionnels.

La mise en évidence de cette « démarche LMI » a ouvert des possibilités telles qu’il
est devenu possible d’aborder des problemes d’analyse et/ou de commande jusque-la non
envisageables. La mise en ceuvre de la « démarche LMI » sur ces nouveaux problemes
a mené a des formulations sous forme de problemes d’optimisation sous contraintes LMI
dépendant de parametres : dans 'expression (1), les matrices F; et les variables de décision
¢ sont maintenant des fonctions rationnelles de parametres réels, que 1’on notera 6 et qui
appartiennent a un ensemble compact P :

{5(9) P R™

Fo(0) + Z&(@E(Q) > 0} (2)

Sous cette forme, malheureusement, on ne retrouve pas I'un des grands intéréts de 1'opti-
misation LMI qui est I'existence d’algorithmes de résolution efficaces. Face a ce probleme,
I’approche généralement adoptée pour le probleme d’Automatique particulier considéré
consiste a essayer de définir ’ensemble des fonctions (2) ou un sous ensemble de (2) par
une contrainte LMI indépendant de 6.

Dans cette these, nous nous proposons d’aborder de facon générale ce probleme. Nous
montrerons qu’il est possible de le traiter en considérant le probleme intermédiaire suivant.
Etant donnée une matrice symétrique dépendant de 0, T(f), on considere ’ensemble
(infini) d’inégalités réelles défini par :

(I) voeP, T(0)>D0.

Peut-on obtenir un ensemble fini d’inégalités matricielles, noté (II), comprenant éventuel-
lement des variables de décision réelles, tel que la vérification de (II) implique la vérification
de (I) (« suffisance ») ? Dans quels cas ces inégalités sont-elles équivalents, c’est-a-dire que
(I) est vérifiée si et seulement si (IT) P'est (« nécessité et suffisance ») ? Dans quels cas ’en-
semble fini d’inégalités matricielles (II) est—il défini par une contrainte LMI indépendant
de 07 Ces questions seront traitées dans le premier chapitre pour une classe tres générale
de fonctions T'(f) grace a une caractérisation précise des différents cas. Elles seront en-
suite approfondies dans le cas ot T'(f) est une fonction rationnelle en 6 puisque c’est le
probléeme qui nous intéresse. La contribution par rapport a des theses précédentes ayant
portées sur des sujets connexes est que la nécessité est ici étudiée.

En se basant sur la solution développée pour le probléeme intermédiaire, nous propose-
rons une solution au probleme de définir ’ensemble (ou un sous ensemble) des variables de
décision vérifiant une contrainte LMI dépendant (rationnellement) de € par une contrainte
LMI indépendant de 6. Nous mettrons en évidence les cas ou il est possible de définir 1’en-
semble complet des variables de décision par une contrainte LMI indépendant de 6 et
les cas ou il n’est possible de définir qu’'un sous ensemble. Nous verrons qu’il s’agit d’une
contribution importante de nos travaux par rapport aux résultats existants qui, tout en se
concentrant sur des problemes spécifiques de LMI dépendant de 6, ne permettent de définir
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que des sous ensembles de variables de décision vérifiant une contrainte LMI dépendant
de 0 plus restreints que le notre.

Au dela du développement de notre solution, I’étude présentée dans les deux premiers
chapitres présente des éléments d’appréciation sur la pertinence théorique de notre solu-
tion. Le chapitre trois est consacré a I’application de notre solution a une classe importante
de problemes d’Automatique et le chapitre quatre a sa mise en ceuvre sur une application
réaliste.

Rappelons que la solution que nous proposons permet d’obtenir la mise sous forme de
problemes d’optimisation convexe sous contraintes LMIs (indépendant de ) pour tous les
problemes d’Automatique qui se formulent comme des probleme d’optimisation convexe
sous contraintes LMIs dépendant de 6. Plutot que de se lancer dans une énumération
de problemes de fait résolus, il nous a semblé plus pertinent de nous concentrer sur un
probleme nouveau et important afin d’évaluer completement les potentialités de notre
solution y compris dans ces aspects d’Automatique les plus appliqués.

Pour cela, dans le chapitre trois, la solution sous forme de problemes d’optimisation
convexe sous contraintes LMIs (indépendant de @) sera développée pour la synthese de cor-
recteurs de systemes dépendant de parametres. Ils sont supposés appartenir a un ensemble
et étre constants dans le temps. D’autre part, les matrices de la représentation d’état du
correcteur sont des fonctions rationnelles de ces parametres. Ce probleme apparait par
exemple dans la mise au point de correcteurs par séquencement de gains (classique). Le
cas de la synthese d'un correcteur H,, est étudié dans le chapitre trois; les autres cas
(correcteurs Hs, par placement de poles et multi-criteres) étant présentés en Annexe de
la these.

La solution proposée au probleme de synthese dépendant de parametres a été mise en
ceuvre pour la synthese de correcteurs reréglables. A notre connaissance, c’est la premiere
fois que ce probleme important est traité dans tous ses aspects, c¢’est-a-dire, énoncé, forma-
lisé, résolu et mis en ceuvre. Ce traitement complet a été envisageable du fait des résultats
présentés dans les deux premiers chapitres. Il s’agit donc d’une contribution importante
de la these.

En quoi consiste un correcteur reréglable 7 Dans certaines applications, pour un systeme
donné, le probleme important est de rerégler le correcteur sur site afin d’assurer un cahier
des charges différent. Un tel reréglage peut intervenir pendant ’exploitation du correcteur
[Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle synthése par un ingénieur automaticien doit
étre évitée. Une solution prometteuse est la mise au point d’un correcteur reréglable.
Un ensemble continu de cahiers des charges intéressants pour I'application considérée est
défini. Un élément de cet ensemble est alors déterminé par (au moins) un parametre 6.
Le correcteur reréglable est alors un correcteur dont les parametres sont des fonctions
explicites (rationnelles) de 6. Rerégler le correcteur consiste alors a simplement changer
la valeur du parametre ce qui ne nécessite pas l'intervention d’un ingénieur automaticien.

Un correcteur reréglable peut-il étre commodément obtenu a l'aide des méthodes de
synthese de correcteurs courantes? Dans le cas des méthodes classiques de synthese
fréquentielle, quand le cahier des charges peut étre assuré par un correcteur de faible
complexité (par exemple P.I.), des reégles de réglage peuvent étre obtenues en explorant
les relations entre les parametres du correcteur et les spécifications du cahier des charges
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(temps de réponse, etc.). Ces relations, en général plutot qualitatives', peuvent étre obte-
nues en se basant par exemple sur le savoir—faire, les regles de I’Automatique fréquentielle
classique, etc.. Par contre, pour des cahiers des charges plus complexes, pour la mise au
point de correcteurs multivariables, les méthodes de synthese modernes telles que le LQG,
la synthese H., etc. sont alors incontournables. Les correcteurs obtenus par ces méthodes
sont en général définis par un nombre tres important de parametres dont les liens avec
les spécifications du cahier des charges ne sont pas explicités. La synthese de correcteurs
reréglables ne peut donc pas se traiter par les méthodes de synthese “conventionnelles”
existantes.

Notre solution basée sur la synthese dépendant de parametres sera développée dans le
chapitre 3. Elle sera mis en ceuvre sur deux exemples afin d’étudier la pertinence de notre
approche des problemes d’optimisation LMI dépendent de # par rapport a des approches
alternatives basées sur les résultats (partiels) de la littérature. Cette mise en ceuvre sera
I’occasion de mesurer la qualité de la solution que nous proposons par rapport au probleme
d’Automatique lui-méme. Comparées a d’autres, c’est un des intéréts de cette application
de la synthese dépendant de parametres.

Une application possible des correcteurs reréglables est par exemple la modulation de la
performance de la rejection des perturbations dues aux vagues sur un bateau en fonction
de 'état de la mer, etc [KYMT01]... Une autre application intéressante est la commande
des canaux d’irrigation. C’est I’application que nous avons choisie de développer dans
le chapitre 4 de ce document de these. Le développement de la commande des canaux
d’irrigation a permis de diminuer la consommation totale d’eau tout en assurant le méme
service aux utilisateurs. Accroitre la rapidité du service aux utilisateurs nécessite une
augmentation de la consommation totale d’eau. La ressource disponible en eau varie au
cours de 'année. Afin d’assurer le meilleur service aux utilisateurs, il est donc nécessaire
de modifier la rapidité du service en fonction de la ressource en eau disponible [LF05].
Ceci peut étre réalisé par 'utilisation d'un correcteur reréglable.

1Sauf peut étre dans une bonne douzaine de cas.
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Organisation du document

L’organisation du document est schématisé sur la Figure 1.

Vérification d’une inégalité Chapitre 1

matricielle dépendant de

parametres par optimisa- Résultats importants : Théoreme 1.6,
tion LMI indépendant de page 50 et Théoreme 1.7, page 52
parametre

Mise en ceuvre

Transformation d’un Chapitre 2
L probleme LMI dépendant
de parametres en un Résultats importants : Théoreme 2.1,
probleme LMI indépendant page 87 et Théoreme 2.2, page 95
de parametre

Mise en ceuvre

Transformation de la Chapitre 3
L conception d’un correcteur
dépendant de parametres Résultats importants : Théoreme 3.3,
en un probleme LMI page 114
indépendant de parametre

Mise en ceuvre

Transformation de la Chapitre 3

conception d’un correcteur

reréglable en un probleme Voir la Section 3.3.3, page 128
LMI indépendant de pa-

rametre

Mise en ceuvre

COI/ICGpthH d’un correcteur Chapitre 4
reréglable pour un canal
d’irrigation

Fic. 1 — Organisation du document



18 INTRODUCTION GENERALE

Publications personnelles

Article de journal

« Parameter dependent H,., control by finite dimensional LMI optimisation : application
to trade—off dependent control », M. Dinh, G. Scorletti, V. Fromion et E. Magarotto,
International Journal of Robust and Nonlinear Control, numéro 15, pages 383-406, 2005

Articles de conférence avec comité de lecture

« Parameter dependent H,, control by finite dimensional LMI optimisation : application
to trade—off dependent control », M. Dinh, G. Scorletti, V. Fromion et E. Magarotto, 16"
IFAC World congress, Prague, République tcheque, 4-8 juillet 2005

« Parameterized H,, controller design for adaptive trade—off by finite LMI optimisation »,
M. Dinh, G. Scorletti, V. Fromion et E. Magarotto, Proceedings of the European Control
Conference, Cambridge, UK, 1-3 septembre 2003



CHAPITRE 1

Vérification d’inégalités dépendant de parametres

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la vérification efficace d’inégalités matricielles
dépendant rationnellement de parametres, soit la vérification d’une infinité d’inégalités
matricielles. Ce type de vérification est un probleme majeur en Automatique puisqu’il
permet de garantir des propriétés pour une famille de modeles : on parle aussi de pro-
priétés robustes. Un exemple apparait en analyse de la stabilité robuste pour un systeme
avec des incertitudes paramétriques : garantir la stabilité robuste revient a vérifier une
inégalité de Lyapunov dépendant de parametres. Ce type de vérification apparait déja
en analyse et commande des systémes linéaires stationnaires (ou LTI de 'anglais Linear
Time-Invariant) ou 'on cherche a garantir une propriété sur tout I’axe imaginaire.

Nous cherchons a transformer ce type de vérification en la résolution d’un probleme
de faisabilité sous contraintes inégalités matricielles linéaires (ou LMI de I’anglais Linear
Matrix Inequality). Cette résolution peut se faire efficacement [BEFB94, NG94, GNLC95,
BTNO1]. Nous nous intéressons au cas de parametres réels.

Une approche fondamentale en Automatique et plus généralement en Systémique est de
modéliser un systeme comme une interconnexion de sous—systemes élémentaires. Un sous—
systeme est élémentaire dans le sens ou 'on sait caractériser ses propriétés. La question
qui se pose alors est, connaissant les propriétés de chaque sous—systeme, d’étudier une pro-
priété du systeme interconnecté [Saf83, Sco97]. Le fait d’interconnecter des sous—systemes
élémentaires permet de faire émerger au niveau du systéeme interconnecté des propriétés
de performance qui ne sont pas trivialement reliées aux propriétés de performance des
sous—systemes.

Nous allons voir une mise en ceuvre de cette idée pour ’étude des propriétés d'une
classe de systémes, dits statiques [SP96b], définis comme des interconnexions de gains
dépendant de parametres. Un fait important est que cette étude peut se faire par la
résolution d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre
lorsque les propriétés sont décrites par des contraintes quadratiques.

Une fonction rationnelle pouvant étre représentée par une interconnexion de gains
dépendant de parametres, une inégalité matricielle dépendant rationnellement de pa-
rametres peut étre interprétée comme une propriété sur cette interconnection. L’objectif
de ce chapitre est ainsi atteint grace a 1’étude développée sur ce type d’interconnection.
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L’organisation de ce chapitre est comme suit. Dans un premier temps, nous illustrons
I'approche utilisée dans ce document (I'idée d’interconnexion ainsi que les outils associés)
par I'étude des propriétés de performance des systemes linéaires stationnaires a travers
l'utilisation des contraintes quadratiques (Section 1.2, page 20). Nous verrons ensuite com-
ment elle peut étre mise en ceuvre pour I’étude des propriétés d’interconnexions de gains
dépendant de parametres (Section 1.4, page 27) en les ayant définies au préalable (Sec-
tion 1.3, page 25). Nous verrons alors qu’une fonction rationnelle peut étre représentée par
une interconnexion de gains dépendant de parametres (Section 1.5, page 46). Enfin, nous
regroupons tous ces résultats afin de transformer la vérification d’inégalités matricielles
dépendant rationnellement de parametres en la résolution d’un probleme de faisabilité
sous contraintes LMI indépendant de parametre (Section 1.6, page 50). La Section 1.7,
page 53, conclut le chapitre.

1.2 Introduction a travers I’étude des propriétés des
systemes linéaires stationnaires

L’utilisation de I'optimisation convexe sous contraintes LMIs tient une place centrale
dans I’étude des propriétés (de stabilité ou de performance) des systemes linéaires station-
naires, voire non stationnaires et non linéaires [BEFB94, GA94, MR97, FSF99, Sco97].
Cette importance est due au role central des contraintes quadratiques.

Définition 1.1. Soit une matrice symétrique 11 € R™ ™ (respectivement hermitienne

II e Cv).

La fonction o de R"™ (resp. C") dans R, qui a s associe s'1s (resp. s*Ils), est appelée
forme quadratique réelle (resp. complexe). Les inégalités (égalité) o(s) > 0, o(s) > 0,
o(s) <0, 0(s) <0 (o(s) = 0) définissent des contraintes quadratiques. 11 est définie
positive si pour tout s € R™\ {0} (resp. pour tout s € C*\ {0}), o(s) > 0. II est semi
définie positive si pour tout s € R™ (resp. pour tout s € C"), o(s) > 0.

Des outils fondamentaux, comme la séparation des graphes [Saf80] et la S—procédure
[Jaker], ont émergé comme des outils incontournables pour formuler la vérification des
propriétés des systemes comme la résolution de problemes d’optimisation convexe sous
contraintes LMI [Sco97]. Cette section permet de les introduire a travers un probleme
simple.

Il s’agit d’étudier les propriétés vérifiées par une fonction de transfert discrete stable
définie par la matrice de fonction de transfert G. Si NV et D sont des facteurs premiers a
droite de G (G = ND™1) [Vid93], un certain nombre de criteres de performance classiques
d’un systeme linéaire stationnaire stable se ramene a tester si une matrice dépendant de
la fréquence w est définie négative pour toute pulsation w € | | avec Ty la période
d’échantillonnage, c’est—a—dire a vérifier que

welmm [ ] [N

™ T

IO

<0

ol M est une matrice symétrique donnée. Avec

oeer) = | B |
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cela se rééerit :
T T

Vw € [, =], @) M) < 0. (1.1)
T T

Si le graphe du systeme de G correspond au vecteur constitué par les sorties et les entrées
de G(e?¥Ts) -

Z(eijS)

w(erJTS)
avec z(eT+) = G(eT*)w(e*T+), intérét de ®(e’“7+) est de pouvoir générer le graphe de
G comme la sortie de ®(e/*7*) & une entrée fictive v(e/*7*), c’est—a—dire :

2(et) ] [ N(eT) JoT,
{ w(ej”TS) } = { D(eijS) v(e )-
O (eiwTs)

Afin d’alléger les notations, la notation de la dépendance en w des différents vecteurs est
omise dans la suite.

Le choix de M permet de définir des criteres de performance différents. On peut citer
les deux plus connus :

1. la norme H., de G est strictement inférieure a v si la condition (1.1) est vérifiée
avec

I 0
"= { 0 =7 } |
2. G est strictement passif si la condition (1.1) est vérifiée avec
0 —-I
w= %

La question est donc, pour une propriété de performance donnée par M et un systeme
G, de vérifier si G' possede la propriété définie par M en testant si la condition (1.1) est
vérifiée. La difficulté étant ici que I'on doit vérifier qu’une infinité de matrices dépendant
de w sont définies négatives. Nous allons voir que ce probleme peut se ramener a la
résolution d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de la pulsation
w, en utilisant les outils rattachés aux contraintes quadratiques.

Pour cela, le systeme a étudier est réécrit comme une interconnexion de sous—systemes
élémentaires. Un sous-systeme est élémentaire dans le sens ou l'on sait caractériser ses
propriétés. Une propriété du systeme est ensuite reliée aux propriétés des sous—systemes.
Les propriétés sont ici définies par des inégalités fréquentielles du type (1.1).

Dans notre cas, il est intéressant de travailler sur la matrice des facteurs premiers
puisque le critere de performance considéré s’écrit naturellement sur celle—ci. Une matrice
de fonctions de transfert peut se réécrire a 'aide d’une représentation d’état (minimale
ou non) :

O(T) = Dy + Cp (e771) (I — Ag (¢ 7*T1)) ™" By,

soit encore :

q = Acpp + B@V
(I)(ejWTS> |i,5]:| = C(pp + Dq)V : (12)

p = (e)q
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—jwTs
q el P
- A Bo
=y De ,
w e

F1G. 1.1 — ®(e/“’*) comme une interconnexion de sous-systemes

Comme le montre la Figure 1.1, ® peut étre représentée par 'interconnexion de (e’j“’TSI )
sur la matrice de gains :
As Bs
e
Il s’agit donc d’un systeme interconnecté ou les (e‘j”TS I ) jouent le role des sous—systemes
et la matrice de gains exprime l'influence des sous—systemes sur les entrées et les sorties
du systeme. Les (e’j”TS] ) sont bien des sous—systemes car on peut définir a prior: un
ensemble de contraintes quadratiques vérifiées par leurs entrées et leurs sorties. En effet,
pour toute matrice symétrique P, on a P — ¢#Ts Pe=7“Ts = (. On a donc aussi I'inégalité

suivante : . . N ‘
T 7r] [e‘JWTSI} [ —-P 0 ] {e_JwTsl

Wel-7 7 I 0 P I

} >0,

(e79“T:]) et I étant des facteurs premiers de (e77“7+]), cette matrice semi-définie positive
définit alors une contrainte quadratique sur le graphe des sous—systemes (e‘j”TSI ), c’est—
a—dire sur les signaux d’entrée p et de sortie g de (e*j“’TSI ) :

\me[_%%L {Zr[_oﬁ %Hﬂzo (1.3)

avec p et ¢ tels que p = (e‘j“TSI ) ¢. En réalité, comme P est une matrice symétrique
quelconque, il s’agit d’'un ensemble de contraintes quadratiques. L’idée est alors de rem-
placer le graphe des sous—systemes par l'ensemble des vecteurs défini par 'une de ces
contraintes quadratiques. Il s’agit d’une opération d’immersion puisque ’ensemble des
vecteurs qui vérifient (1.3) contient le graphe des sous—systemes sans forcément coincider
avec ; en d’autres termes : pour toute matrice symétrique P,ona

{llo= g { ]I 210 )20

Pour une matrice symétrique P quelconque, on considere donc le nouveau systeme défini
par les équations :

q = Aq;]? + Bqﬂ/
. ; . (1.4)
w = Cop + DoV

avec p et q tels que

VWE[_%’%L {ZT{_OP%]{E}EO. (1.5)
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Du fait de 'immersion, si ce nouveau systeme vérifie

vwe[—%,%}, [5}}M{j}}<0 (1.6)

alors forcément la contrainte (1.1) est vérifiée par le systeme de départ puisqu’elle se réécrit
aussi sous la forme (1.6) avec les z et w qui vérifient 'équation (1.2). Or 'ensemble de
ces z et w qui vérifient I’équation (1.2) est inclus dans I’ensemble des z et w qui vérifient
I'équation (1.4) et la contrainte quadratique (1.5).

Le lien entre la contrainte (1.6) et la contrainte (1.5) est donné par 1'équation (1.4) de
I'interconnexion : il s’agit donc de vérifier si la contrainte quadratique

][5 e o2

est vérifiée pour tout p et v tels que la contrainte quadratique

B PN HE

est vérifiée, o P est une matrice symétrique qu’il reste a déterminer.

<0

Il est alors possible d’appliquer la S—procédure [Jaker, BEFB94, BTNO1| pour se ra-
mener a un probleme de forme quadratique définie et donc a un probleme d’optimisation
sous contraintes LMI.

Lemme 1.1 (S—procédure). Soient les formes quadratiques :
oo(s) = sTlys et o1(s) = s'1l;s

ou Iy et I1y sont deux matrices réelles symétriques et de méme dimension.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) pour tout vecteur s tel que o1(s) >0, on a op(s) <0;

(i) il existe un réel positif T tel que g+ 7111 < 0.

Dans notre cas, les deux propositions sont équivalentes. On parle de S—procédure sans
perte. Ce lemme reste vérifié quand la contrainte quadratique inégalité oq(s) > 0 est
remplacée par une contrainte quadratique égalité oq1(s) = 0; dans ce cas, 7 est un réel
non nécessairement positif. Ce résultat s’étend au cas ou dans la condition (i) le vecteur
s doit satisfaire plusieurs contraintes quadratiques inégalités. Néanmoins la condition (i)
n’implique alors plus la condition (ii) : la S—procédure n’est plus sans perte.

La S—procédure permet donc de relier les contraintes quadratiques décrivant le graphe
des sous—systemes ou un sur—ensemble a la contrainte quadratique qui est testée pour le
graphe du systeme.

En résumé, on a montré que la contrainte quadratique

e 3 M) H 2 <
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est vérifiée §'il existe une matrice symétrique P (en effectuant le changement P = 715)
telle que :

cT I 01'[=P 0 I 0
B IR P B i | P SR
Le point intéressant est que le second probleme peut étre aisément résolu puisqu’il s’agit
d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de la pulsation ou la ma-
trice symétrique P est la variable de décision. Le probleme est qu’il donne une condition
qui est a priori simplement suffisante. La suffisance est liée au fait que le graphe des
sous—systemes a été remplacé par un sur—ensemble par le procédé d’immersion.
En réalité, pour le probleme considéré ici, la condition obtenue n’est rien d’autre que
la condition du Lemme de Kalman Yakubovich Popov en discret, condition qui a été
démontrée étre aussi nécessaire ; en effet, nous avons

Lemme 1.2 (Kalman Yakubovich Popov KYP discret). Soient M une matrice symétrique,

Ag, By, Cy et Dg des matrices de tailles compatibles telles que, pour tout w € [—2, %],

; T Ts
on a det(eT"1 — Ag) # 0 et

O(eT) = Dy + Cy (¢*T1 — Ag) ™' Bo.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la contrainte quadratique

| =

Vw € [— d(? ) MO (eT7) < 0

™
sji]’

~

est vérifiée ;
(i1) il existe P = PT telle que

[gé}M[Cé D<I>}+l;{¢ B()@}T{—OP gHA[@ £¢}<0. (1.7)

Démonstration Par utilisation de la transformée bilinéaire, le Lemme KYP discret est
directement obtenu & partir du Lemme KYP continu [Wil71, Ran96] qui est le Lemme
1.3 énoncé ci-dessous.

Lemme 1.3 (Kalman Yakubovich Popov KYP continu). Soient M une matrice symétrique,

Ag, Be, Co et Dg des matrices de tailles compatibles telles que, pour tout w € R, on a
det(jwl — Ag) # 0 et
@(]u)) = Dq;. + C@ (ju)[ — A@)_l Bq).

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la contrainte quadratique
Vw e RU{o0}, P(jw)* MP(jw) <0

est vérifiée ;
(i1) il existe P = PT telle que

cT I o01'To P][1I o
IR R P A R PR I FAF A D
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Deux corollaires de ce lemme sont sans doute plus fameux que le lemme lui-méme : le
lemme réel borné et le lemme réel positif. Pour un systeme linéaire stationnaire continu
asymptotiquement stable G(jw) = Dg + Cg(jwl — Ag) ' Bg, on peut choisir :

D (juw) = { ) } -

Le lemme réel borné et le lemme réel positif s’énoncent alors comme suit :

1. le lemme réel borné [BEFB94] : tester si G a une norme H,, strictement inférieure
a ~y consiste a appliquer le Lemme 1.3 avec

I 0
M_{O —721}’

ce qui revient a demander qu’il existe une matrice symétrique P telle que

AgP—FPAGJrOgOG PBG—FOgDG 0-
ng + DgCG DgDG — 72] ’

2. le lemme réel positif [BEFB94] : tester si G est strictement positif ou passif
consiste a appliquer le Lemme 1.3 avec

0 —I
v-[ 5]

ce qui revient a demander qu’il existe une matrice symétrique P telle que

{ ALP 4+ PA; PBg—Ck } 0
BLP—-Cg; —DL—Dg

g

En utilisant la démarche illustrée dans cette section, il est possible d’obtenir des ex-
tensions du Lemme de Kalman Yakubovich Popov a des classes de systemes autres que
les systemes linéaires stationnaires. Ceci est vrai a condition d’étre capable de déterminer
un ensemble de contraintes quadratiques vérifiées par le graphe des sous—systemes ou un
sur—ensemble. Les conditions alors obtenues sont suffisantes. Néanmoins, ’exemple des
systemes linéaires stationnaires discrets illustre que, dans certains cas, elles peuvent étre
aussi nécessaires. Dans la suite de ce chapitre, nous allons mettre en ceuvre et discuter plus
profondément de cette approche pour des systemes interconnectés dont les sous—systemes
sont définis par des matrices de gains dépendant de parametres.

1.3 Représentation LFT des systemes interconnectés

Le résultat précédent a été possible a travers I’écriture du systeme linéaire stationnaire
comme l'interconnexion de sous—systemes avec une matrice de gains. En changeant la
nature des sous—systemes considérés, il est ainsi possible de traiter de nombreuses classes
de systemes [MR97, Sco97] : nous nous intéressons aux interconnexions de gains dépendant
de parametres. Dans cette section, nous définissons les interconnexions de gains dépendant
de parametres.
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Dans le cas des systemes linéaires stationnaires, l'interconnexion est directement obte-
nue & partir de la représentation d’état. L’utilisation de la représentation LF'T (de I’an-
glais Linear Fractional Transformation), définie a partir du produit de Redheffer, permet
d’élargir la notion de représentation a des systemes interconnectés dont les sous—systemes
ne sont pas simplement des retards ou des intégrateurs.

Définition 1.2 (Produit de Redheffer de deux matrices). Soient

Hll H12 G(11 GlZ
H = t G=
[ H21 H22 :| ‘ |: G21 G22 :|

deuzr matrices partitionnées en quatre éléments de tailles compatibles.

Dans le cas ot les matrices (I — HyoGhy) et (I — Gi11Hay) sont inversibles, le produit de
Redheffer ou produit étoile de H par G, noté H x G, est défini par la matrice suivante :

Hyy + HixGy (I — H22G11)_1H21 Hip(I — G11H22)_1G12
HxG =
Gar (I — H22G11)_1H21 Gags + G Hoyo (I — G11H22)_1G12

Au lieu de considérer des matrices, le produit de Redheffer peut étre défini en faisant
intervenir des opérateurs, des fonctions de transfert, etc.. Dans le cadre de cette these,
nous nous intéresserons aux matrices dépendant de parametres.

La matrice H x G peut étre vue comme une application qui a un vecteur d’entrée

[ w] w] }T associe le vecteur de sortie [ z{ 2] ]T. L’intéret du produit de Redheffer est

qu’il est possible de lui associer un schéma interconnecté (voir la Figure 1.2). A ce schéma

21 w1y
~— Hyy Hppp—
H21 H22
Z9 Gy Gy Wa
Ga1 Goo

Fi1G. 1.2 — Interconnexion associée au produit de Redheffer

est ainsi associée une expression algébrique compacte et élégante dont les possibilités
d’utilisation sont trés nombreuses [DPZ91, Fon95, ZDGI6]. Il permet ainsi de définir la
représentation LF'T d’un systéme interconnecté.

Définition 1.3 (LFT). Soient A une matrice de R"4e*"4e et

Ap B
Co Do

une matrice réelle avec Ag appartenant a R"Ae*"As

As

Dans le cas ot (I — AgpA) est inversible, la LFT de A par [ Be
Co Do

Redheffer défini par :

1 est le produit de

Aq> qu

A % [ C<1> Dq; :| = Dcp + O@A(I - A@A)_qu).
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Acp Bcp

Lorsque (I — ApA) est inversible, la LE'T Ax
Cs Do

na, lordre de la LF'T.

} est dite bien posée. On appelle

Comme pour le produit de Redheffer, il est possible d’associer a une LFT un schéma
interconnecté (voir la Figure 1.3). Dans la suite du document, le bloc A regroupera donc

As Bs
z Co Do w

Fi1G. 1.3 — Interconnexion associée a la LF'T

Aq, Bq;

Co De } les gains de l'interconnexion.

les sous—systemes et la matrice [

Il est alors possible de définir une interconnexion de gains dépendant de parametres.

Définition 1.4 (Interconnexion de gains dépendant de parametres). Soient P un sous—
ensemble compact de R™ , A une fonction continue de P dans R"4s*"4e et

As Bs
Ce Dsg
une matrice avec Ag appartenant a R™"4e*"As

Dans le cas ot pour tout 0 € P, (I — ApA(0)) est inversible, I’interconnexion de gains

A(#) dépendant de parametres par { éq) IB;CI) ] est définie par la LFT :
o Do

A(0) % { ’éz gi } = Dg + CoA(0)(I — AsA(0)) ' Bs. (1.8)

Lorsque, pour tout 0 € P, (I — As/A(0)) est inversible, la LFT (1.8) est dite bien posée
sur IP.

1.4 Etude des propriétés d’interconnexions de gains
dépendant de parametres

L’approche illustrée dans la Section 1.2, page 20, va étre maintenant développée pour
I’analyse des propriétés d’interconnexions de gains dépendant de parametres. L’objectif
de cette section est d’étudier la « performance » d’interconnexions de gains dépendant de
parametres. Comme dans le cas des systemes linéaires stationnaires, la performance est
ici traduite en terme de contrainte quadratique inégalité :

V6 € P, (A(e)*{éi gZDTM(A(e)*[‘éI gzb <0. (1.9
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L’objectif de cette section est donc de ramener la vérification de cette contrainte quadra-
tique inégalité a la résolution d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de 6.

Pour cela, nous supposerons dans un premier temps que l'interconnexion de gains
dépendant de parametres considérée est bien posée sur P. Nous verrons ensuite comment
il est possible de ramener la vérification du bien posé a la résolution d’'un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 0. Nous étudierons ensuite les deux
cas d’interconnexions de gains dépendant de parametres que nous rencontrerons par la
suite.

1.4.1 Etudedela performance d’interconnexions de gains dépen-
dant de parametres

L’approche illustrée dans la Section 1.2, page 20, repose sur la possibilité de caractériser
le graphe des sous—systemes ou un sur—-ensemble par un ensemble de contraintes quadra-
tiques. La question suivante se pose alors :

1. Le fait de caractériser le graphe des sous—systemes par un ensemble de contraintes
quadratiques est—il limitatif ?

Nous verrons que ce n’est pas le cas. Cependant, les conditions obtenues ne sont pas
sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6. La
question est alors :

2. Comment peut—on garantir que I'inégalité (1.9) est vérifiée en résolvant un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 67

Nous verrons comment ceci est possible. Cependant, la résolution de ce probleme d’op-
timisation est une condition suffisante mais pas forcément nécessaire. La question est
alors :

3. Comment peut—on garantir que la résolution d’un probléme d’optimisation sous
contraintes LMI indépendant de € est équivalente a la vérification de (1.9) ?

La premiere question est explorée par le Théoreme 1.1, la deuxieme par le Corollaire
1.1 et la troisieme par le Théoreme 1.2.

Question 1 Le théoreme suivant indique que vouloir établir une contrainte quadratique
pour le graphe du systeme a partir des contraintes quadratiques sur les graphes des sous—
systemes est une approche pertinente puisque conduisant a des conditions nécessaires et
suffisantes.

Théoreme 1.1. Soient M une matrice réelle symétrique, P un sous ensemble compact
de R™, A une fonction continue de P dans R™4e*"4e et

A@ Bq)
Cs Do

une matrice réelle avec Ae appartenant a R"4e*"4e telle que la LET

a0+[ e o]

soit bien posée sur P.

Alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :
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(1) la contrainte quadratique
As Bs 1\ Ay B
P [0}] ()] [0}
0 e P, (A(G)* { b D M(A(G)* { ho Do D <0
est vérifiée ;

(i1) il existe W = WT telle que

T
V6 € P, { A) } W { A0) ] >0 (1.10)
et telle que
cr I 01" I 0
[Dg]M[Ccp D¢]+[A¢ B@} WA B, | <O (1.11)
Démonstration Voir les Annexes, Section A.1.1, page 169. U

Ce théoreme est fondamental. La condition (1.10) exprime que le graphe des sous—
systemes vérifie une contrainte quadratique définie par la matrice W :

wer (3] <{[5)] p-aoaf e [ ]3]

Le théoreme exprime donc que le graphe du systeme interconnecté décrit par la LFT
(1.8) vérifie la contrainte quadratique définie par la matrice M (contrainte (1.6)) si et
seulement s’il existe une contrainte quadratique vérifiée par le graphe des sous—systemes
et définie par W telle qu’une condition du type KYP (contrainte (1.11)) soit vérifiée.

Les contraintes (1.10) et (1.11) sont des contraintes LMI en la matrice W. La seconde
est du méme type que la condition du Lemme KYP discret (Lemme 1.2) et ne dépend
pas des parametres §. En revanche, la contrainte (1.10) dépend des parametres 6 et le
probleme de sa vérification n’est pas immédiat. La proposition (ii) de ce théoreme n’est
donc pas un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6.

Question 2 La question est maintenant de savoir s’il est possible de garantir une
contrainte quadratique sur le graphe du systeme en résolvant un probléeme d’optimisation
sous contraintes LMI indépendant de 6. Pour étudier ce probleme, introduisons I’ensemble
de matrices symétriques suivant :

_ _wT
W—{W—W I ]

Vo e P, [A(")rwwﬂzo}.

La proposition (i7) du Théoreme 1.1 se réécrit alors : il existe W € W telle que la
contrainte (1.11) est vérifiée. Afin de se ramener a un probleme de faisabilité LMI, I'idée
est de rechercher W dans un sous—ensemble convexe W,., de W. Remarquons que Wy,
existe toujours (un choix, certes dégénéré mais toujours possible, de W, est le singleton
nul). A ce moment—la, la condition n’est plus que suffisante.
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Corollaire 1.1. Soient M une matrice réelle symétrique, P un sous—ensemble compact
de R™, A une fonction continue de P dans R™42*"4s et

Acp Bcp
Coe Dy

une matrice réelle avec Ag appartenant a R"42*"Ae telle que la LFT

As Bs
A(0) * [ Co Da }
soit bien posée sur P. Soit W, un ensemble convexe tel que W, C W.
Alors la proposition (it) implique la proposition (i) :
(1) la contrainte quadratique

v € P, (A(e)*[é{i gzDTM(A(e)*{éI gi

) <o

est vérifiée ;

(77) il existe W € Wy, telle que

cr I o] I 0
{Dg}M[ap D¢]+{A® B@} W4 B, | <O (1.12)
Démonstration Ce corollaire est une conséquence directe du Théoreme 1.1. 0

De facon générale, ce sous—ensemble convexe W, peut étre défini de facon implicite ou
explicite. Dans le cas de la définition implicite, les éléments de W, peuvent étre définis
comme vérifiant un ensemble fini de contraintes LMI indépendant de parametre.

Suivant la fonction A(6) utilisée, il est possible d’appliquer I'une des techniques présentée
dans la Section 2.4.1, page 71, pour transformer la contrainte (1.10) en des contraintes
indépendantes de 6. Par exemple, lorsque

P=1[0,;61] x - x[0,,;0 (1.13)
avec, pour tout 4, 0, et 6; finies et lorsque
A(0) = diag (01 1z, - - -, Ony I, ) (1.14)

il est possible d’utiliser la notion de convexité directionnelle ([GAC96] ou voir la Sec-
tion 2.4.1, page 71) pour définir implicitement un ensemble W, [Iwa97]. En effet, en
partitionnant la matrice W

Wl,l WLQ e e Wl,ng
T . . :
Wi,
W = :
: E " Who—1m,
T T
L Wl,ng U T an—l,ne Wn97n9
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de maniere compatible avec la structure de A(), c’est—a-dire W;; € R***n; et en notant
V I’ensemble des sommets de P, un ensemble W,,, peut étre défini par

T

_ _wT
Wsea—{W—W < I ]

Le probleme est que ces contraintes se rajouteront a la contrainte (1.12) et que leur
nombre est une fonction exponentielle de ngy puisqu’égal a 2™ + ngy. La taille du probleme
d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6 sera rapidement problématique si
ng est trop grand.

Dans le cas de la définition explicite de W, il s’agit de déterminer a priori et expli-

citement W,,, c’est—a—dire de déterminer [ + 1 matrices W, telles que :

W = {W =wT

l
Jw, €R, W=W0,+Y_ winea} .
=1

Dans ce cas, 'existence de W est remplacée par l'existence des w;. En remplacant W
par son expression, la contrainte (1.12) devient alors une contrainte LMI indépendant de
parametre en les variables de décision w;.

Un tel ensemble sera présenté dans le Lemme 1.6, page 41, pour le cas ou P est un
intervalle bornée de R et ou A(f) vaut 01 et dans le Lemme 1.8, page 44, pour le cas ou
P et A(0) sont définis par (1.13) et (1.14).

Question 3 L’inconvénient du Corollaire 1.1 est qu’il énonce des conditions qui sont
a priori suffisantes pour la vérification de la contrainte quadratique (1.9). Cependant,
dans le cas particulier de I’étude de la performance d'un systeme linéaire stationnaire, les
lemmes KYP discret et continu montrent qu’il n’est pas restrictif de recherche W dans
Weeo plutot que dans W lorsque W, est choisi judicieusement. Un tel ensemble vaut

_ wT
{W_W 0 P

HP:PTGRTLA(I)XHACI)’ W:|:_P 0:|}
dans le cas du KYP discret (Lemme 1.2, page 24) et vaut

{W:WT

3P = PT € R™eX™e W = {103 ]g”

dans le cas du KYP continu (Lemme 1.3, page 24). La question est maintenant de savoir
ce que doit vérifier W, pour avoir une telle propriété. Nous allons voir que les conditions
présentées dans la définition ci—dessous offrent une réponse a cette question.

Définition 1.5 (Ensemble sans perte). Soient P un sous—ensemble compact de R™ et A
une fonction continue de P dans R"4s*™4e

Un ensemble non vide W5 de matrices symétriques est dit sans perte pour P et A s’il
est tel que :

(a) le graphe de A(0) défini par

sJem

0P, p= A(@)q}
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coincide avec ’ensemble défini par

T
Hp}eRQ% VIV € W, {pl W{p} 20};
q q q

(b) W5 est convexe et est tel que, pour tout T > 0 et pour tout W € W, on a
TW € W ;

(¢) pour toute matrice non nulle semi-définie positive H telle que

VW € W5, Trace(HW) >0,

il existe m vecteurs h; ou m est le rang de H tels que

H=> hh!
i=1
Vi=1,--,m, VW € W,s, hIWh; > 0.

Pour un cas particulier de I'ensemble P et de la fonction A, un ensemble W, satisfaisant
les conditions de cette définition n’existe pas forcément. D’autre part, s’il existe, il est
nécessaire de le déterminer et de démontrer que les conditions de la définition sont satis-
faites. La difficulté majeure est la vérification de la condition (¢) qui peut étre extrémement
technique. Un exemple complet sera développé en détail dans la démonstration du Lemme
1.6, page 41, pour un cas particulier de I’ensemble P et de la fonction A.

Meéme si les conditions ci—dessus semblent tres techniques, on peut néanmoins donner
un début d’interprétation. Dors et déja, nous pouvons indiquer que la condition (a) assure
que le graphe de A(6) appartient a I'intersection de tous les ensembles de vecteurs définis
par les contraintes quadratiques engendrées par tous les W € W,,.. La condition (b)
assure que W, est un cone convexe [Roc70]. La suite du document permettra de donner
une interprétation plus profonde aux conditions (b) et (¢) notamment.

Le choix de 'ensemble W, permet d’obtenir un résultat similaire au Corollaire 1.1
mais cette fois—ci avec une condition qui est nécessaire en plus d’étre suffisante.

Théoreme 1.2. Soient M une matrice réelle symétrique, P un sous—ensemble compact
de R™, A une fonction continue de P dans R"4e*™4e et

As Bs
Cs Ds

une matrice réelle avec Ae appartenant a R"4e*"4e telle que la LET

Ao+ oo b ]

soit bien posée sur P. Soit W, un ensemble sans perte pour P et A.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la contrainte quadratique

V6 € P, (A(@)*[‘éz gZDTM(A(O)*léZ gsz

est vérifiée ;
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(1) il existe W € W, telle que

cT I 01" I 0
[Dg]M[ap D¢}+[Aq> B@} W[A(D B@}<0. (1.15)

La démonstration du Théoreme 1.2 est basée sur le lemme suivant du a Iwasaki [IMFO00].
Ce lemme peut étre vu, sous un certain angle, comme une formulation généralisée des
versions sans perte de la S—procédure.

Lemme 1.4. Soient © € RP*P une matrice symétrique et S un ensemble non vide de
matrices réelles symétriques de dimension p X p tel que :

(a) S est conveze et est tel que, pour tout T > 0 et pour tout S €S, on a 7S €S ;

(b) pour toute matrice non nulle semi-définie positive H telle que
VS €8S, Trace(HS) > 0,

il existe m vecteurs h; € RP ou m est le rang de H tels que

H=>Y hh!
=1
Vi=1,---,m, ¥S €S, hTSh; > 0.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout vecteur h € {h € R? |VS € S, hTSh > 0}, on a h"Oh < 0;
(1) il existe S € S telle que © +S < 0.

En réalité, ce résultat d’Iwasaki présente une caractérisation de tous les ensembles S
pour lesquels la S—procédure est sans perte (pour plus de précision, se référer a 'ar-
ticle [THO5]). Du fait de son grand intérét, la démonstration du Lemme 1.4 est maintenant
présentée.

Démonstration

Suffisance Démontrons ((ii) = (7)). La proposition (i7) implique qu’il existe Sy € S tel
que pour tout vecteur h € {h € RP | hT Soh > 0}, on a h?©h < 0. Comme {h € R? |VS €
S, hTSh > 0} C {h € R?| hT Syh > 0}, la proposition (i) est obtenu.

Nécessité Démontrons ((i) = (ii)) par 'absurde. Supposons que la proposition (i) n’est
pas vérifiée alors que la proposition (i) I'est.

La démonstration est basée sur un résultat fondamental d’analyse convexe qui est que
lorsque deux ensembles convexes sont disjoints, ils peuvent étre séparés par un hyper-
plan [Roc70]. La Figure 1.4 illustre ce résultat. De plus, si I'un des deux ensemble est un
cone alors les deux ensembles sont séparés par un hyperplan contenant 0 [Roc70]. Ces
deux résultats sont formellement présentés dans les Annexes, Section A.1.2, page 171.

Le lemme suivant correspond a la mise en ceuvre de ce résultat dans 'ensemble des
matrices symétriques. Dans cet ensemble, pour deux matrices de mémes dimensions A et
B, Trace(AB) définit leur produit scalaire. D’autre part, si A et B sont deux matrices
semi-définies positives alors Trace(AB) > 0. Par suite, pour une matrice H = HT,
I'ensemble {S | Trace(HS) = 0} définit un hyperplan contenant O.
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Ensemble

convexe
Ensemble
convexe

Fi1c. 1.4 — Ilustration de la séparation de deux ensembles convexes par un hyperplan

Soit F' une fonction affine d’un sous—ensemble convexe £ de R™™ dans I’ensemble des
matrices symétriques RP*P, On désire exprimer qu’il n’existe pas d’élément dans £ pour
lequel son image par F' est définie négative (condition (i) du lemme ci-dessous).

Cela peut s’interpréter comme le fait que I’ensemble des matrices définies négatives est
disjoint de I'image de £ par F'. Comme ces deux ensembles sont convexes et que I’ensemble
des matrices définies négatives est un cone, cela est équivalent a exprimer I'existence d’un
hyperplan passant par 0 tel que les deux ensembles soient séparés : il existe H = HT tel
que :

— le premier demi—espace défini par ’hyperplan contient I’ensemble des matrices définies
négatives : ¢’est—a—dire que pour toute matrice définie négative S, on a

Trace(HS) < 0.

Cette propriété sera vérifiée si et seulement si H est une matrice non nulle et semi—
définie positive ;

— le second demi-espace contient I'image de & par F :
VE € £, Trace(HF(E))) > 0.

La condition (i7) du lemme suivant est ainsi obtenue. Il s’agit de la restriction d’un lemme
présenté dans [MSF97]| de 'ensemble des matrices complexes a l'ensemble des matrices
réelles. Dl a son grand intérét pour nos développements, il est présenté ci-dessous.

Lemme 1.5. Soient £ un ensemble convere de R"*"™ et F' une fonction affine de £ dans
I’ensemble des matrices symétriques de RP*P.

Alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :
(1) il n’eziste pas d’élément E € € pour lequel
F(E)<O0;
(ii) il existe une matrice non nulle H = HT > 0 telle que

VE €&, Trace(HF(E)))> 0.

Appliquons maintenant le Lemme 1.5 dans le cadre de la démonstration du Lemme 1.4
en prenant £ =S, E = S et F(E) = © 4+ S. La condition (i) du Lemme 1.4 n’est pas
vérifiée s’il existe une matrice H non nulle et semi—définie positive telle que

VS eS, Trace(H(O+S))>0.
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Du fait de la propriété (a) du Lemme 1.4, ceci implique

Trace(HO®) > 0

VS €S, Trace(HS) > 0.
Enfin, du fait de la propriété (b) du Lemme 1.4, il existe m vecteurs h; € {h € R? |VS €
S, hT'Sh > 0} tels que :

Trace(HO) = Y h[Oh,.
i=1
Or comme Trace(HO) > 0, il existe un i pour lequel hYOh; > 0 et h; € {h € RP|VS €
S, hTSh > 0}. La contradiction avec la proposition (i) du Lemme 1.4 est donc obtenue.
Il

Interprétation du Lemme 1.4 Les éléments de la démonstration du Lemme 1.4
permettent de donner une interprétation des conditions du lemme. La condition (a) in-
dique que 'ensemble S est un cone convexe [Roc70], ce qui est nécessaire pour assurer la
séparation par un hyperplan passant par 0.

La proposition (i) peut se récrire de la facon suivante : Trace(HO) < 0 pour toute
matrice H > 0, de rang 1, telle que :

VS eSS, Trace(HS) > 0.

Cela découle du fait que h"©Oh = Trace(hh’©) et que hh™ décrit Pensemble des matrices
semi—définies positives et de rang 1 quand h décrit I'ensemble des vecteurs.

Cette proposition traduit donc que, dans ’ensemble des matrices symétriques, tout
hyperplan passant par 0 défini par la matrice H > 0 qui est de rang 1, telle que I’ensemble
S soit contenu dans le demi—espace défini par {S | Trace(HS) > 0}, sépare forcément cet
ensemble S de la matrice ©.

La condition (b) du Lemme 1.4 indique que pour tout hyperplan défini par la matrice
H > 0 telle que I'ensemble S soit contenu dans le demi—plan défini par Trace(H.S) > 0, il
est possible de remplacer cet hyperplan par m hyperplans définis par une matrice qui est
de rang 1, avec m qui est le rang de H.

L’intérét apparait quand on examine le Lemme 1.5. Grace a la condition (b), I'applica-
tion de ce lemme a la démonstration par I’absurde du Lemme 1.4 meéne a un résultat qui
aurait été obtenu si dans le Lemme 1.5, la matrice H pouvait étre prise directement de
rang égal a 1. En effet, & ce moment 14, si la proposition (i) du Lemme 1.4 est supposée
non vérifiée, on obtient un hyperplan défini par une matrice H > 0 de rang 1 tel que

I’ensemble S et la matrice © soient simultanément contenus dans le demi-espace défini
par {S | Trace(HS) > 0}.

Il est donc possible maintenant de présenter la démonstration du Théoreme 1.2 par ap-
plication du Lemme 1.4. Elle est basée sur le fait que s’il existe un ensemble W, sans
perte pour P et A alors d’apres les conditions de la Définition 1.5, la caractérisation des
hyperplans définis par une matrice non nulle H > 0 telle que I’ensemble W,,,; soit contenu
dans le demi-espace défini par {S | Trace(HS) > 0} peut se ramener a une caractérisation
ol les matrices H se factorisent comme le produit de la transposée d’'un vecteur du graphe
de A multiplié par lui-méme.
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Démonstration du Théoreme 1.2
Suffisance Démontrons ((ii) = (4)). L’implication découle directement du fait que, pour

toute matrice W € W,,,,, on a l'inclusion
T
q q

nJem

Ensuite, le raisonnement est similaire a celui présenté Section 1.2, page 20.

EIQEIP’,p:A(H)q}Q{{S] € R*4e

Nécessité Démontrons ((i) = (i7)). D’apres le Théoreme 1.1, la proposition (i) du
Théoreme 1.2 implique qu'il existe Wy = W,” telle que

V6 € P, lAg@) }TWO { A0) ] >0

et
£(A<I>7 B‘:I)a C‘:I)) D<I>7 M7 WO) < O

avec la notation

£(As, Ba, Co, Do, MWo) = | €2 | s co D N A I
<<I>7 ®, Vo, o, 7W0)_ Dg |: d <I>]+ Aq; Bq;. WO A.:p Bq;. .

Par suite, cette derniere inégalité étant stricte, il existe € > 0 tel que

NG

Vo € P, [ I

) ]T(Wo—l—e]) [ A) } -0 (1.16)

et
,C(Aq;,Bq,, Oq:., Dq), M, Wo + 6]) < 0.

L’ensemble W,,, étant par hypothese sans perte pour P et A, nous avons d’apres la
Définition 1.5 I’égalité d’ensemble suivant

s]em

La condition (1.16) est donc équivalente a : pour tout

{z}e“ﬂ € R?"s | VIV € W,,... {grw[f’]w},

q
[Z]T(Wﬁd)[ﬂ > 0.

En prenant S = W,,,, les hypotheéses du Lemme 1.4 sont satisfaites. Il existe donc une
matrice W € W, telle que W < Wy + el. Or de I'implication

Wiy <Wy = L(As,Bs,Cs, Do, M,W1) < L(As, Be, Co, Do, M, W5),

aeep,p:A(e)q}:{[ﬂeRm ’

T
VIV € W, {Z} W[p] zo}

on a

on en déduit qu’il existe W € W, tel que
ﬁ(A@, Bq;, Cq;, Dq>, M, W) < 0.

La proposition (i) du Théoreme 1.2 est donc démontrée. O
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1.4.2 Etude du bien posé d’interconnexions de gains dépendant
de parametres

Les résultats de la section précédente suppose que l'interconnexion de gains dépendant
de parametres considérée est bien posée. Nous étudions donc dans cette section com-
ment ramener la vérification du bien posé d’une interconnexion de gains dépendant de
parametres a la résolution d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de 0. Nous verrons aussi que, dans certains cas, les conditions proposées dans les résultats
de la section précédente implique le bien posé de l'interconnexion de gains dépendant
de parametres. Il n’est alors pas nécessaire de vérifier le bien posé de l'interconnexion
considérée lors de I'application des résultats de la section précédente.

Comme dans la section précédente, le théoreme suivant indique qu’il est pertinent
d’étudier le bien posé d'une interconnexion de gains dépendant de parametres a partir
des contraintes quadratiques vérifiées par le graphe des sous—systemes. En effet, cette
approche conduit a des conditions nécessaires et suffisantes.

Théoreme 1.3. Soient P un sous—ensemble compact de R™, A une fonction continue de
P dans R™e*"4s et
[ Ay By ]

Ce Do
une matrice avec Ag appartenant a R™"4e*"As

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la LFT
Ay Bs
A(0) % [ Co De } (1.17)
est bien posée sur IP;
(ii) il existe W = W7 telle que
T
V6 € P, { A0) } W { A) ] >0 (1.18)
et .
I 1
MG a
Démonstration Voir les Annexes, Section A.1.3, page 172. O

Interprétation des conditions du Théoréme 1.3 Le bien posé de la LET (1.17) sur
P est équivalent a
Vo € P, (I — AsA(8)) est inversible

ou encore

Vo € P, (3q€R"A¢>,(I—A¢A(9))q=0 ~ ¢=0).

N——

Autrement dit, en notant p = A(6)gq,

n n p=A(0)q {
Vo € P, dq € R dp € R"4e =
<q np @{q:Acbp

3
I
oo
~
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Cette condition peut s’interpréter en terme de graphes. Pour un ¢ € P donné, l'intersection
du graphe de A(f) et du graphe inverse de Ag est le singleton nul :

wer {[3]]ssmo{[¢]]o=ao} (3] o

On dit alors que le graphe de A(f) et le graphe inverse de Ag sont disjoints ou (topolo-
giquement) séparés [Saf80].

Les conditions (1.18) et (1.19) garantissent que les graphes sont topologiquement
séparés. En effet, en post et pré multipliant la condition (1.18) par g, il vient

T
Vo € P, {p}e{{pﬂp:A(Q)q} = [p} W[p}zo .
q q q q
C’est—a—dire, pour tout § € P, les signaux du graphe de A(#) vérifient
T
HEIHED
q q
alors que les signaux non nuls du graphe inverse de Ag vérifient
T
KR
q q
puisque, en post et pré multipliant la condition (1.19) par p non nul, il vient
p p p 0 p] p
€ etg=A = w < 0.
LI (o] e} = ][]

Les graphes ne peuvent donc s’intersecter que pour [ pT q" }T = [ 0 0 ] La condition
(1.20) est donc satisfaite.

<0

Il est possible de donner une interprétation géométrique tres simple des conditions
(1.18) et (1.19) quand p et ¢ sont de dimension un. Sur la Figure 1.5, la zone hachurée

correspond a l’ensemble
T
{HIBEIHE
q q q

alors que la zone non hachurée correspond a I’ensemble

el 2] w (2] >of-

Pour tout § € P, le graphe de A(#) est donc contenu dans la zone non hachurée alors que
le graphe inverse de Ag est strictement contenu dans la zone hachurée. Leur intersection
ne peut donc se produire qu’a l'origine.

Bien sur, vérifier la séparation des graphes par une contrainte quadratique peut sembler
limitatif. Cependant, comme il est énoncé dans le Théoreme 1.3, vérifier la séparation des

graphes par une contrainte quadratique est en fait une condition nécessaire et suffisante
de bien posé sur P de la LFT (1.17).

On peut ramener la vérification du bien posé d’une interconnexion de gains dépendant
de parametres a la résolution d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de . Ceci conduit a des conditions suffisantes.
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q= Agp

Fi1G. 1.5 — Illustration de la séparation des graphes

Corollaire 1.2. Soient P un sous—ensemble compact de R™, A une fonction continue de
P dans R™e*"4e et
ey

Coe Dg

une matrice réelle avec Ag appartenant a R™4e >4 Soit W, un ensemble convexe tel
que Wy € W.
Alors la proposition (ii) implique la proposition (i) :

(1) la LFT

Ay B
A(9) * [ bo Do ]
est bien posée sur IP;
(17) il existe W € Wy, telle que

{érw{iﬁ} < 0. (1.21)

Dans certains cas, il est possible de ramener de facon équivalente la vérification du
bien posé d'une interconnexion de gains dépendant de parametres a la résolution d’un
probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6.

Théoreme 1.4. Soient P un sous—ensemble compact de R™, A une fonction continue de
P dans R™4e*"4s et
& o]

Co Dsg

une matrice réelle avec Ag appartenant a R"4e*" s Soit W, un ensemble sans perte
pour P et A.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) la LFT
A@ B@
A0
O+ ot b

est bien posée sur IP;
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(17) il existe W € W, telle que

T
1 I
T[] .
Démonstration Elle est obtenue par une adaptation directe de la démonstration du
Théoreme 1.2. m

Dans certains cas, il est possible que les conditions présentées pour 1’étude de la per-
formance impliquent le bien posé de l'interconnexion de gains dépendant de parametres
considérée. Il est alors plus nécessaire de vérifier le bien posé lors de 'application des
Théoremes 1.3 ou 1.4 ou du Corollaire 1.2. Le théoréeme suivant précise ceci.

Théoreme 1.5. Soient M une matrice réelle symétrique, P un sous—ensemble compact
de R™, A une fonction continue de P dans R™4e*"4s et

Aq) Bq;
Cs Ds

une matrice réelle avec Ae appartenant a R™4e*"4s

Alors la LFT

A(9) + { ’éz gﬂ

est bien posée sur P si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(a) la contrainte quadratique
CiMCp >0 (1.23)

est vérifiée ;

(b) les conditions (1.10) et (1.11) ou la condition (1.12) ou la condition (1.15) sont
vérifiées.

Démonstration Supposons que la condition (1.23) est vérifiée. Démontrons alors que les
conditions (1.10) et (1.11) impliquent les conditions (1.18) et (1.19), qui sont équivalentes
Aq; Bq>
a ce que la LE'T A(0)
q O] ot b
En fait, les conditions (1.10) et (1.18) sont identiques. La condition (1.11) implique
que

soit bien posée sur P.

711" I
CgMC¢+[A¢} W{A®]<O.

Cette derniere condition implique la condition (1.19) du fait de la condition (1.23).

La démonstration des deux autres cas (les conditions (1.23) et (1.12) impliquent la
condition (1.21), les conditions (1.23) et (1.15) impliquent la condition (1.22)) est omise
car tres similaire. O
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1.4.3 Etude de deux cas d’interconnexions de gains dépendant
de parametres

Dans I’étude de la performance et du bien posé d’une interconnexion de gains dépendant
de parametres, 'obtention d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de parametre repose sur la description du graphe des sous—systemes ou un sur—ensemble
par des contraintes quadratiques générées par les matrices symétriques d’un ensemble
convexe (les ensembles W, et W,,s). Dans cette section, nous donnons une définition
explicite de ces ensembles de matrices symétriques pour les deux cas de figure que nous
rencontrerons dans la suite de ce document :

1. les sous—systemes sont identiques et correspondent a un gain 6 prenant toute valeur
dans l'intervalle [0 ;0] :

— ng=1et P=1[0;0] est un intervalle bornée de R, i.e. § et  sont finies ;

~ A(0) =01 ;

2. les sous—systemes sont de méme nature et correspondent a différents gains 6; prenant
toute valeur dans l'intervalle [0, ;6;] :
— ng est un entier strictement plus grand que 1 et P = [0,:60,] x --- X 0,0, 0] €St

un polytope borné de R™, i.e., pour tout i, §; et 6; sont finies ;
- A(f) =diag (611,...,0,,1).

Premier cas Dans le premier cas, il est possible de construire un ensemble W, sans
perte pour ’ensemble PP et la fonction A considérés.

Lemme 1.6. Soient P = [0 ;0] un intervalle borné de R, i.e. § et § sont finies, et A(0) =
61,

NAg "
Alors ’ensemble
3D € R™e*™s D > 0, 3G = —GT € R™2""a,
_ /T B
Wenelnao) = A W=V W — —2D @+0)D+g
Sl @+0)DP-G  —200D

est sans perte pour P et A.

Il est alors possible de transformer de facon équivalente I'étude des performances et du
bien posé de telles interconnexions de gains dépendant de parametres en la résolution
d’un probleéme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.

Démonstration La démonstration consiste a vérifier que ’ensemble W.,,, défini dans le
lemme satisfait les trois conditions de la Définition 1.5. Pour cela, les propriétés suivantes
de la Trace sont utilisées : Trace(AB) = Trace(BA) et

frace ([ ﬁ; ﬁ;z } [ g; g;z }) = Trace(A11B11) + Trace(A2Bia) + . ..
-+ 4 Trace(Ag Ba1) + Trace(AgaBas).
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Condition (a) Il faut montrer que ’ensemble

{ |: p :| c R2n41
q
coincide avec 'ensemble

([i]e=

Montrons que le premier ensemble est inclus dans le second. Soit [ pl q" }T un élément

30 €0:0], p= Gq}

q

T
VWewmwg}W{p}z%.

du premier ensemble. Alors pour 6 € [0; 0],

A

Comme 6 € [0;0], D>0et G+G" =0, 0n a

HEHE

Par suite, [ p7 ¢7 }T est un élément du second ensemble.

W { ’ } — T (20— 6)( — 0)D + 6(G + G7)) a.

Montrons maintenant que le second ensemble est inclus dans le premier. Soit [ pl ¢ }T

un élément du second ensemble. Alors
T
WVEWM,VW W{p}zu
q q
Cette expression est équivalente a
T —2D @+0)D+G P T T
— _ — >
VD > 0, VG g, Trace({(g+9)p_g 260D (" 4" ]) >0,

soit, pour tout D > 0 et pour tout G = —G7T,

Trace ((—=200qq" + (0 + 0)(qp” + pqg") — 2pp™)D) + Trace ((pg" — gp")G) > 0.

Comme cette derniére expression est vraie pour tout D > 0 et pour tout G = —G7, elle
est équivalente a

—200qq" + (0 + 0)(qp” + pg") — 2pp” >0
pq" —qp” = qp" —pg" = 0.

La proposition (iz) du lemme suivant permet de conclure qu’il existe un scalaire 6 € [0 ; 0]
tel que p = fq.

Lemme 1.7. Soient F' et G deuz matrices réelles de méme dimensions, 8 et 0 deux réels
tels que 6 < 6.

Alors les deux propositions suivantes sont vérifiées :



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 43

(i) GGT — FFT >0 et FG" — GFT =0 si et seulement s’il existe une matrice U = UT
telle que —1 < U <[ et F =GU;

(ii) —200GGT + (04 0)(FGT + GFT) —2FFT > 0 et FG" — GF" =0 si et seulement
s’il existe une matrice réelle U = U7 telle que 01 < U < 0] et F = GU.

Démonstration Voir les Annexes, Section A.1.4, page 172. U
Par suite, [ pl T }T est un élément du premier ensemble. La condition (a) est donc
vérifiée.

Condition (b) Cette condition est satisfaite puisque W, est un cone convexe.

Condition (¢) Il faut montrer que pour toute matrice non nulle semi-définie positive
H telle que

VW € W5, Trace(HW) > 0, (1.24)

il existe m vecteurs h; € RP ou m est le rang de H tels que

H=Y hh!
; (1.25)

Vi=1,--- ,m, YW € W,,s, hIWh; > 0.

Soient H; et H, des matrices telles que [ HT HT ]T soit de rang m et telles que
H=[HI H] ]T | Hf HY |. Nous avons alors Trace(HW) qui est égal a :

Trace ((—200H,H, + (0 + 60)(H,Hy + HyH{ ) — 2H,H{ )D)+Trace ((H2H{ — Hi1H;)G).

D’apres la condition (1.24), cette derniére expression est positive pour tout D > 0 et pour
tout G = —GT. La condition (1.24) est donc équivalente &

{ —200H,HY + (0 +0)(H,H + HyHT) — 2H,HI >0

HyHT — H\HY = HHT — HyHT =0

ce qui par application de la proposition (z_z) du Lemme 1.7 est équivalent a l’existence
d’une matrice U = U7 telle que 81 < U < 01 et telle que H, = HyU.

Soit la décomposition spectrale de la matrice U :

m m
U:Z/\,-uiuiT avec ZuiuiT:Iet Vi=1,---,m, 0 <X\ <4.
i=1 i=1
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Alors
H,
Ho= || larowr)
H m
= | | e Ly )
_ Zm: =1 N[5,
2\ )\ "
m T
U U
I GHDICIHD
i=1
m T
it it
G ICEA)
i=1 ! !
NG
— 15t )\iT T
Z[ 3 }[ & & ]
De plus, comme pour tout i = 1,--- ,m, § < \; < 6, nous avons bien

Vi=1,,m, VW € Wey, [ A& 53“}W{A§i1 > 0.

La condition (1.25) est donc satisfaite avec

| NG
m= 5.

Second cas Dans le second cas, il est possible de construire un ensemble W,,., pour
I’ensemble P et la fonction A considérés.

Lemme 1.8. Soient ng un entier strictement supérieur a 1, P = [0, ;61] X -+ x [0, ;65,]
un compact borné de R™, i.e. pour tout i = 1,--- ,ng, O;et 0; sont finies, et A(f) =

diag (91Ik1, . ,Gnelkne). Notons k le vecteur [ kv -k, ]T.
Alors pour tout W € W, (k) avec Wy, (k) défini par
( Vi = 1,--- ,HQ,H'DZ- — Dz’T c Rkixki’pi > O,Hgi — _ng c Rkiin’ )
|: Wll W12 ‘| W11 = dz’ag(—QDl, e 7_2Dn9)7
T — - 3
W12 W22 W12 == dmg((& + HI)DI + gl; Tty (% + eng)p’rm + gng)a
L Wy = dzag(_2ﬁe_lpla T _2ﬂ%Dn9) J

la condition

est vérifice.
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Démonstration Soient W € W, (k) et 6 € P. En développant, il vient

[ Ag_e) }TW { AE_G) ] — diag(L1(8), - , Ln, ()

avec

Li(0) = 2(0; — 0:)(0; = 0:)Di + 6:(Gi + Gi').
Comme pour tout i = 1,--- ,ng, §; € [0,;60;], D; >0et G, +GF' =0

Vi=1,--,ng Li0)>0.

Par suite, la condition

est vérifiée. N

Le Lemme 1.8 ne donne pas d’information sur le fait que ’ensemble W, (k) soit ou
non sans perte pour les P et A considérés. Nous allons montrer par ’absurde que ce n’est
pas le cas si ng est quelconque, en utilisant le fort lien qui existe entre le probleme de
bien posé d'une représentation LET sur P et le probleme de p—analyse [Doy82]. En effet,
la démonstration est basée sur le fait qu'un probléeme de p—analyse réel [BYDM94, Fu97]
peut toujours étre transformé en un probleme de bien posé d’une interconnexion de gains
dépendant de parametres.

Le probleme de p—analyse réel peut se formuler comme le probleme suivant : soient
0>0,P=[-0:0] x---[—0;0], X une matrice complexe et A(#) = diag (617,...,0,,1),
vérifier si

VO e P, (I —XA(f)) estinversible.

Notons X la partie réelle de X et X la partie imaginaire de X . Le probleme de p—analyse
réel peut alors se reformuler de la fagon suivante : vérifier si

| Xr =X AB) 0 . .
Vo € P, (I |:XI X ] [ 0 A6) est inversible.

En permutant judicieusement les lignes et les colonnes de cette derniere matrice, ce
probleme est exactement un probleme de bien posé sur P d’une interconnexion de gains
dépendant de parametres.

Maintenant, supposons que I'ensemble W, (k) défini dans le Lemme 1.8 soit sans
perte pour les P et A considérés. Avec l'utilisation du Théoreme 1.4, il serait alors pos-
sible d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour la vérification du bien posé
d’une représentation LFT sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI [BEFB94]. Or le probleme de p—analyse réel est N'P—complet [BYDM94, Fu97]; le
probleme de bien posé d’une représentation LFT I’est donc aussi. Les problemes d’opti-
misation sous contraintes LMI sont des problemes P et ne sont donc pas des problemes
NP-complet. D’ou la contradiction. L’ensemble W, (k) défini dans le Lemme 1.8 n’est
pas sans perte pour les P et A considérés lorsque ng est quelconque.

Remarque 1.1. Nous avons supposé que l’ensemble des problémes N'P—complet et dis-
joints de l’ensemble des problémes P. C’est une hypothése largement admise [GJT9].
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1.5 Représentation LFT des fonctions rationnelles

Dans la suite du document, nous étudierons des inégalités qui dépendent rationnelle-
ment de #. Afin de pouvoir appliquer les résultats précédents, il est nécessaire de pouvoir
construire une représentation LF'T de matrices de fonctions rationnelles en 6.

Définition 1.6. Soient ng un entier naturel, P un compact de R™, ®(0) une fonction
continue de P dans R, A(0) une fonction continue de P dans R"e*"4e et Ay €
R™eX"s By € R™a*¢ Cp € RX™s ¢t Dg € R des matrices.

Si A(), Ag, Be, Cy et Dg sont telles que

Aq; B@ o
V@EP,zM@*[Cb D@}_@w%

la LFT )
<I>B<I>
Aw)*{c& D@]

est dite étre une représentation LFT de ®(0).

La question est de savoir sous quelles conditions une fonction rationnelle admet une
représentation LFT. Nous nous intéressons aux deux cas de figure suivants :

1. ®(#) est une fonction rationnelle d’une variable : ng = 1;

2. ®(0) est une fonction rationnelle de plusieurs variables : ngy est un entier strictement
plus grand que 1.

Premier cas Le lemme suivant énonce qu’une fonction rationnelle d'une variable admet
une représentation LET si et seulement si elle est bien posé en 0 [ZDG96].

Lemme 1.9. Soient N un entier naturel et ®(0) une matrice de fonctions rationnelles
en 0 :

T0) _ XLt

() = c(0) Zﬁ\fzo 09

ot les c; sont des réels.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) il existe un entier naturel na, et des matrices Ag, Be, Co et Dg avec dim(Ag) =
Na, X Na, telles que

(01

nAq>

v« e | =

(17) ®(0) est bien posée en 0, i.e. ¢y # 0.
Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de généralité que ¢y = 1.

Démonstration
Nécessité Démontrons ((i) = (i7)). Nous avons

To
Co

o(0) = Do,

Ce qui implique ¢q # 0.
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Suffisance Démontrons ((ii) = (i)) par construction d’une représentation LET de la
fonction ®(6). Elle peut se récrire T(0)(c(6)I)~!. Une représentation LFT de ®(6) peut
étre obtenue si on est capable de construire une représentation LFT de la matrice de
polynomes T'(f) et une représentation LFT inversible de la matrice de polynémes ¢(6)I
puisque le produit de deux LFTs est une LFT et que I'inverse d'une LFT, si elle existe,
est une LET (voir les opérations sur les LFTs définies dans les Annexes, Section A.1.5,
page 175).

Une matrice de polynomes étant une concaténation de polynomes, et la concaténation
de LFTs étant une LFT, une représentation LF'T d'une matrice de polynomes peut étre
obtenue a partir de la représentation LF'T d'un polynéme. Un polynome étant la somme de
monomes, et la somme de LFTs étant une LFT, une représentation LFT d’une polynome
peut étre obtenue a partir de la représentation LFT d’un monome. Un monéme étant le
produit de monomes de degré 1, et le produit de LF'Ts étant une LF'T, une représentation
LFT d’un monome peut étre obtenue a partir de la représentation LF'T d’'un monome de
degré 1. Or un monome de degré 1 admet la représentation LF'T suivante

01
9—9*{1 01.

Il est a noter qu’en construisant ainsi une représentation LEF'T d’une matrice de polynomes,
la matrice A(0) est diagonale et est donc égal a 61.
Soit une représentation LET de ¢(0)I :
cw)z:(an*-[éi gz}.

Donc ¢(0)] = ¢ol = D.. ¢o étant un réel non nul, D, est inversible et 'inverse de la
représentation LET de ¢(0)I existe. O

Lorsqu'une fonction rationnelle d’'une variable admet une représentation LFT, cette
représentation LF'T n’est pas unique. Parmi toutes les représentations LFT possibles, il
est intéressant d’en chercher une pour laquelle 'ordre (la valeur ny,) est le plus petit
possible. On dit alors que 'on cherche une représentation LET minimale de ®(9).

Définition 1.7 (Minimalité d'une représentation LE'T). Soit ®(0) une fonction de 0. Soit
une représentation LFT de ®(0) :

(01,

y*{éi gz]::@wy

Cette représentation LFT de ®(0) est dite minimale si pour toute autre représentation
LFT de ®(0) :
A B
o+ | & | =00)
on a
k Z NAg-

Dans le présent cas (ng = 1), il est possible de faire une analogie formelle entre une
représentation LFT de ®(f) comme une LFT de 61 par une matrice constante et une
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représentation d’état d’un systeme LTT discret. En effet, un systeme LTT discret peut étre
représenter par une fraction rationnelle en 27! :

N i
ijosz !
1+ Zjvzl cjz

Il peut aussi étre représenté par sa représentation d’état, qui est en fait une représentation
LET

D+C(I-—A)'B=D+C(E"'I)(I-A="D)"

B:(z_ll)*{é g}.

Basée sur cette analogie formelle et la définition d’une représentation d’état minimale
[ZDGY6], il est possible d’utiliser les représentations d’état minimale des systemes LTI
discrets (par exemple, les représentations canoniques) pour les fonctions rationnelles en
0. Dans la suite du document, la fonction rationnelle

I,0N
14300 ¢;69

I,
1+ ¢;09
apparaitra souvent. Le lemme suivant en donne une représentation LF'T minimale.
Lemme 1.10. Soient N un entier naturel et (0) une fonction rationnelle en 0 :
1,0V
14300 cj09
®(0) = :
IP
1—‘,—2;\[:1 Cj@j
ot les c; sont des réels.
Alors une représentation LF'T minimale de ®(0) est donnée par

(01np) % Jp(c;) = @(0)

avec

-0 I, 0 0 |07
S
0 0 I, |0
—enl, e =L | 1,
Ie)=| L, 0 0 |0
0
0
0 0 I, |0
| —enl, o e e —e, | I,
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Démonstration La démonstration est basée sur ’analogie formelle avec la représentation
d’état des systemes LTI discrets. Une représentation LET minimale de ®(6) se déduit
directement d’une représentation d’état minimale du systeme LTT discret suivant

Iyz—N
1—1—2?]:1 cjz=I
@ (1) = ;
IP
1+Z§V=1 cjzd
Or une représentation d’état minimale de ce systeme est bien (27 Iy,) * J,(¢;). O

Second cas Le lemme suivant énonce qu’'une fonction rationnelle de plusieurs variables
admet une représentation LET si et seulement si elle est bien posé en 0 [ZDG96).

Lemme 1.11. Soient ng un entier naturel strictement supérieur a 1 et Nj, j =1,--- ny,
des entiers naturels et ®(0) une matrices de fonctions rationnelles en § = [ 01 - O }T :
N- Niy, ; in
(D(e) _ Zi11:0 PP Zineio T(i17.”7l’n0)911 e Qnee
= N

Nl ng i1 ine
211:0 o Zlnezo C(il,...,ine)el DR ene
ot les iy, i,,) sont des réels.

Alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe des entiers naturels k;, i = 1,--- ng, et des matrices Ag, Be, Co et Do
telles que

. Aq;. Bq;. )
diag(Or Iy, -+ 5 Ongly,, ) * [ Co Da } = d(6);

(it) ®(0) est bien posé en 0, i.e. c(,... o) # 0.

yee

Dans la suite du document, nous supposerons sans perte de généralité que c(,.. ) = 1.

Démonstration La démonstration suit les mémes lignes que la démonstration du Lemme
1.9 & ceci pres que la matrice A(f) obtenue est diagonale en les éléments de #. En
réordonnant les 6;, il est alors possible de trouver une représentation LET de () avec
A(0) de la forme diag(01ly,, -+ ,0n,1x,,). Ce réordonnancement revient a permuter des
lignes et des colonnes dans la représentation LET (voir 'opération de changement de base
dans l'espace « d’état » dans les Annexes, Section A.1.5, page 175, avec T, = T, une
matrice de permutation adéquate). Il

Comme dans le cas des fonctions rationnelles d’une variable, il est intéressant de re-
chercher une représentation LFT minimale. Cependant, la difficulté est qu’il n’est plus
possible de faire une analogie formelle avec la représentation d’état d’un systeme linéaire
stationnaire. Dans le cas des fonctions a plusieurs variables, le probleme de la minimalité
d’une représentation LET est un probleme difficile et reste largement ouvert (voir [Fon95]
pour une discussion).
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Cas d’une fraction rationnelle mal posée en 0 L’approche développée dans ce
chapitre suppose l'existence d’une représentation LFT. Or dans le cas d’une fonction
rationnelle, nous venons de voir qu'une représentation LFT n’existe que si la fonction
rationnelle est bien posée en 0. Une question se pose alors : est-il possible de vérifier
I'inégalité
Vo e P, &) Md(0) <0

ot ®(f) est une fonction rationnelle bien posée sur P avec P ne contenant pas 0, mais ou
®(0) est mal posée en 07

En fait, il est possible de se ramener au cas précédent ou ®() est bien posée en 0 en
faisant un changement de parametre :

gnew =0 eb
ou #, € P avec le nouvel ensemble

]Pnew = {Qnew | 30 € ]P, Hnew =0- eb}

Sans perte de généralité, nous supposerons dans la suite de ce document que toutes
les fonctions rationnelles rencontrées admettent une représentation LFT, i.e. sont bien
posées en 0.

1.6 Inégalités dépendant rationnellement de parame-
tres

Dans cette section, nous voulons transformer le probleme de vérifier une inégalité
dépendant rationnellement de parametres (un probleme a priori difficile) en un probleme
de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre. Cette transformation est
intéressante puisque ces derniers probléemes peuvent se résoudre efficacement. Pour cela,
nous regroupons les résultats précédemment énoncés dans ce chapitre. Comme depuis le
début de ce chapitre, nous considérons les deux cas de figure suivants :

1. I'inégalité dépend rationnellement d'un parametre : np = 1 et P = [0;0] est un
intervalle bornée de R, i.e. @ et 6 sont finies;

2. l'inégalité dépend rationnellement de plusieurs parametres : ng est un entier stric-
tement plus grand que 1 et P = [0, ;601] x --- x [0, ;0n,] est un polytope borné de
R™, 4.¢., pour tout 4, f; et ; sont finies.

Premier cas Pour le cas d’une inégalité dépendant rationnellement d’un parametre,
le théoreme suivant énonce que la vérification de cette inégalité se transforme, de fagon
équivalente, en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de pa-
rametre.

Théoréme 1.6 (KYP réel). Soient M une matrice symétrique, [0 :0) un intervalle borné
de R, i.e. 0 et 0 sont finies, N un entier naturel et ®(0) une matrice de fonctions ration-
nelles en 6, bien posées sur [0 ;0] :

im0 Y’
O0) = —=5y—
1+ Zj:l Cjej
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ou les c¢; sont des réels. Soient une représentation LFT de ®(6)

(01 H{A‘P By } — ()

TLAq)

Cs D
et We,s(na,) Uensemble défini par

3D € R™2*™e D > 0, 3G = —GT € R e,

_ o T _
Wens(nag) = ¢ W =W 2D (9+0)D+G

W= { @+0)D—G  —200D

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) la contrainte quadratique
Vo € [0;0], ®0)"MPO) <0

est vérifiée ;

(12) il existe W € W, telle que

cr I 01" I 0
[Dg]M[Ccp D¢]+{A¢ B@} W[A(b B®}<0. (1.26)

Démonstration Par application du Théoreme 1.2, page 32, en conjonction avec le
Lemme 1.6, page 41. U

Le Théoreme 1.6 peut étre vu comme une extension du Lemme de Kalman Yakubovich
Popov (voir le Lemme 1.2, page 24). D’ailleurs, les problemes sont formellement similaires :
d’un coté la vérification d’une inégalité dépendant rationnellement d’un parametre réel 6 ;
de 'autre coté la vérification d'une inégalité dépendant rationnellement d’un parametre
complexe e/“T:. Les hypotheses sont aussi trés similaires : () est une matrice de fonctions
rationnelles en 6 alors que ®(e/“7*) est une matrice de fonctions rationnelles en e/ ;
®(0) est bien posée sur [0;0], c’est-a-dire pour tout 6 € [0;0], det(I — AghI) # 0
alors que ®(e/"*) est bien posée sur [—F, £, c’est-a-dire pour tout w € [~£, &,
det(eT=] — Ag) # 0. La condition (1.26) obtenue est aussi tres similaire & la condition
(1.7). Cette similitude est d’autant plus frappante si 'on considére que 6 est de module

inférieur ou égal & 1 (i.e. § = —1 et @ = 1) comme pour ¢/“”*. La condition (1.26) devient

alors
cr I 01" [-2Dp ¢ I 0
B R A A | DA

La matrice G sert & prendre en compte le fait que € est réel. Dans le cas de e/“7s qui est
complexe, la variable de décision G n’existe donc pas. En enlevant G, la derniere condition
(avec P = 2D) est la condition obtenue dans le Lemme de Kalman Yakubovich Popov
qui est rappelée ici :

cr I 0 1'[=P 0 I 0
IR PR AN i I DA A L
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Du fait de ces applications potentielles importantes, d’autres extensions du Lemme de
Kalman Yakubovich Popov ont été récemment étudiées, avec un accent sur la nécessité
[IMF00, THO3, Sch03]. Une forte relation peut étre faite avec le calcul de la valeur du
i [Doy82] pour des ensembles particuliers d’incertitudes ou la borne supérieure de p
[FTDI1, MSF97] donne en fait la véritable valeur du u (voir aussi la Section 1.4.3, page
41).

De plus, des résultats récents sur des algorithmes dédiés a la résolution des conditions
LMI du KYP (voir [VBWHO3] et les références citées) font apparaitre qu'’il existe des
algorithmes bien plus efficaces qu'une application directe des algorithmes de résolution
généraux de LMI comme celui de [GNLC95].

Un autre intérét du Lemme de Kalman Yakubovich Popov est qu’il peut s’interpréter
en terme de graphe, de méme pour son extension. Nous avons donc résolu un probleme
hors Automatique avec des concepts d’Automatique, ce qui peut grandement faciliter
I’assimilation du résultat par un lecteur Automaticien.

Second cas Pour le cas d'une inégalité dépendant rationnellement de plusieurs pa-
rametres, la vérification de cette inégalité se transforme aussi en un probléme de faisabilité
sous contraintes LMI indépendant de parametre. En revanche, les conditions obtenues ne
sont plus nécessaires.

Théoreme 1.7. Soient M une matrice symétrique, ng un entier strictement supérieur a

TetP=1[0,:0]x---x 0., :0n,] un compact borné de R™  i.e. pour tout i =1,--- ny,
0, et 0; sont finies, ng entiers naturels N; et ®(0) une matrices de fonctions rationnelles
en=1[6 - 0O ]T, bien posées sur P :
B() — Zillzo T Zineio T(il,...,ine)gf oo Ong’
(0) = N,

N o i1 ing
ZZl:D T Zinezo c(ll,,lng)el e 9719

ou les Clinnying) SONI des réels avec c(,. 0y = 1. Soient une représentation LFT de d(0)

g

. Ay B
diag(0r1k, -+, OnyIn,, ) * { Ci Di } = ®(0)

et Weo(k;) Uensemble défini par

( 3

Vi=1,---,ng,dD; = ’DZT € Rkiin"Di > 0,dG; = _ng c Rkiin’

[ Wll W12 :| W11 = diag(—QDl, v ,—2Dn9),
T — R
W12 W22 W12 - dwg((& + el)pl + gl7 ) (% + Hng)Dng + gng)a
Wy = diag(—=20161Dy, - -+, —26,,0,,, Dy, )

\

Alors la proposition (ii) implique la proposition (i) :

(1) la contrainte quadratique
VoeP, ®O)'MPH) <0

est vérifiée ;
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(17) il existe W € W, (k;) telle que

cr I o] I 0
{DﬂM[ap D¢]+{A© B@] W[Aq) B¢]<0'

Démonstration Par application du Corollaire 1.1, page 30, en conjonction avec le
Lemme 1.8, page 44. U

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une mise en ceuvre de l'idée d’interconnexion a permis d’étudier les
performances quadratiques d’interconnexions de gains dépendant de parametres, soit le
probleme purement mathématique de la vérification d’inégalités quadratiques dépendant
de parametres. Cette mise en ceuvre a mis en avant une notion fondamentale en Auto-
matique, celle de graphe, et de I'outil associé, la S—procédure. Elle a permis d’étendre un
résultat important en Automatique, le Lemme de Kalman Yakubovich Popov qui permet
I’étude des performances quadratiques des systemes interconnectés par des intégrateurs
ou des retards, a la classe des interconnexions considérées. La mise en ceuvre a abouti a
I’obtention d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.
Ces problemes ont un role fondamental et peuvent étre résolu facilement.

Le prochain chapitre est consacré a une mise en ceuvre possible des résultats obtenus
dans ce chapitre au probleme intéressant de la transformation d'un probleme de faisa-
bilité sous contraintes LMI dépendant de parametres en un probleme de faisabilité sous
contraintes LMI indépendant de parametre.
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CHAPITRE 2

Optimisation LMI dépendant de parametres

2.1 Introduction

Beaucoup de problemes d’Automatique pour les systemes LTI peuvent se formuler sous
forme de problémes d’optimisation sous contraintes LMI [BEFB94, GA94, SGC97, CG96,
Chi96]. Ces problemes sont intéressants car il est possible de les résoudre efficacement
[BEFB94, NG94, GNLC95, BTNO1]. Cependant, un certain nombre d’autres probléemes
peut se formuler comme un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de
parametres. Ces problemes sont des problemes d’optimisation convexe mais de dimension
infinie : les variables de décision sont des fonctions (inconnues) des parametres et les
contraintes, dépendant des parametres, définissent une infinité de contraintes. La nature
infinie de ces problemes empéchent un calcul direct de leur solution.

Des instances particulieres de ces problemes apparaissent, par exemple, en analyse
de la robustesse avec des incertitudes paramétriques [FAG96, GAC96] et en analyse ou
commande des systemes Linéaires a Parametres Variants dans le temps (LPV) [Pac94,
AGB95]. Pour ces probléemes particuliers, des résultats permettant de les résoudre existent
qui peuvent étre interprétés comme la transformation des contraintes LMI dépendant de
parametres en des contraintes LMI indépendant de parametre. L’inconvénient majeur est
que ces résultats concernent des problemes particuliers et donc des instance particulieres
des problemes d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de parametres.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme plus général des problemes d’op-
timisation sous contraintes LMI dépendant de parametres. Il s’agit de problemes ap-
partenant au domaine de I’Optimisation des Mathématiques Appliquées. Ces problemes
peuvent intéresser d’autres branches des Sciences de I'Ingénieur [BTNO1] que I’Automa-
tique. Pour pouvoir les résoudre, I'idée est de les transformer en des problemes d’optimi-
sation sous contraintes LMI indépendant de parametre. Une étape importante est alors
le choix d’ensembles de fonctions pour les variables de décision. Dans l'interprétation
des résultats existants, le choix le plus général est I’ensemble des fonctions rationnelles
avec un dénominateur fixé a priori. Ici, 'ensemble des fonctions choisi est I’ensemble des
fonctions rationnelles avec un dénominateur libre, c’est-a-dire que l'on optimise aussi sur
le dénominateur. Ce choix permet une grande amélioration des résultats existants car il
n’existe pas d’indication pour choisir le dénominateur a prior:.

Notre approche est basée sur une application des extensions du Lemme de Kalman
Yakubovich Popov obtenues dans le chapitre précédent (voir la Section 1.6, page 50) et

%)
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une propriété élémentaire des polynomes réels. Cette application est dans la continuité
des efforts des encadrants pour la transformation des problemes d’optimisation dépendant
de parametres en problemes d’optimisation indépendant des parametres [SE98, BGSAO1,
RSF01, RSF03, SRF04].

L’organisation de ce chapitre est comme suit. Dans la Section 2.2, page 56, nous
présentons les problemes d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre
et des aspects importants. Nous définissons ensuite les problemes d’optimisation sous
contraintes LMI dépendant de parametres ainsi que 'objectif a atteindre dans la Section
2.3, page 60. Un état de I’art sur les résultats existants, interprétés en tant que méthodes
de transformation, sera détaillé dans la Section 2.4, page 68. Dans le cas d'un seul pa-
rametre, la transformation est donnée, discutée et illustrée dans la Section 2.5, page 83.
Nous ferons de méme pour le cas de plusieurs parametres dans la Section 2.6, page 94. La
Section 2.7, page 100, conclut le chapitre.

2.2 Optimisation LMI indépendant de parametre

Dans cette section, nous présentons des aspects importants des problemes d’optimisa-
tion et particulierement des problemes d’optimisation sous contrainte inégalité matricielle
affine (ou LMI de I’anglais Linear Matrix Inequality) indépendant de parametre. En effet,
ces derniers sont (quasi) convexes et forment I'un des ensemble de problemes d’optimi-
sation les plus larges qui possedent des algorithmes de résolution efficaces. Enfin nous
définissons trois problemes d’optimisation sous contrainte LMI généralement considérés
dans la littérature.

2.2.1 Probleme d’optimisation indépendant de parametre

Un probleme d’optimisation indépendant de parametre de dimension finie est définie
de la maniere suivante.

Définition 2.1 (Probleme d’optimisation). Soient ng un entier naturel non nul, D C R™

un ensemble non vide et
f R — R

& = flO°
Alors un probléme d’optimisation s’écrit :
min f(¢)

ot
— D est appelé l’ensemble des contraintes;
- &= [ STREERE }T est appelé le vecteur des variables de décision ;
— f est appelée la fonction de cout.

On dit que :
— &opt € D est un optimum local s’il existe un voisinage ouvert U de &y tel que, pour

tOU’tg S U0D7 on a f(&)pt) S f(g) ;
— Eopt € D est un optimum global si, pour tout £ € D, on a f(&p) < f(E).

Résoudre ce probléme signifie trouver un optimum global (et la valeur de f en ce point).
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On distingue des classes de problemes d’optimisation en fonction des propriétés de f
et de . Deux classes de problemes importantes sont celle des problemes d’optimisation
convexes et celle des problemes d’optimisation quasi—convexes.

Définition 2.2. Un probléme d’optimisation est dit conveze si
— D est un ensemble convexe : pour tout & € D, pour tout & € D, pour tout A € [0, 1],
ona (A + (1— X&) €Dy
— [ est une fonction convexe : pour tout & € D, pour tout & € D, pour tout \ € [0, 1],
on a f(Mr+ (1 —N)&) < Af(&) + (1= N)f(&).
Un probleme d’optimisation est dit quasi—convexe si
— D est un ensemble convexe : pour tout & € D, pour tout & € D, pour tout \ € [0, 1],
ona (X4 (1—-N&) eD;
— f est une fonction quasi—conveze : pour tout & € D, pour tout & € D, pour tout

A€[0,1], on a f(A& + (1 — V&) <max {f(&), f(&)}-

Pour ces deux classes de problemes d’optimisation, la fonction de cout a la propriété que
tout minimum local est un minimum global sur ’ensemble de définition de la fonction. Ceci
implique que tout optimum local est un optimum global. Cette propriété est importante
car, pour résoudre les problemes d’optimisation, des algorithmes de résolution numérique
sont généralement utilisés. Ces algorithmes nécessitent un point d’initialisation dans D et
permettent, a partir de ce point d’initialisation, de trouver un optimum local. Pour les
problemes d’optimisation convexes et quasi—convexes, ces algorithmes permettent donc
de trouver un optimum global et donc de les résoudre.

Un autre point important des problemes d’optimisation convexes et quasi—convexes
est qu’ils sont « faciles » a résoudre numériquement [BTNO1], i.e. il existe au moins
un algorithme de résolution, dit « efficace », dont le temps de résolution (temps de cal-
cul nécessaire a cet algorithme pour se terminer) est « raisonnable ». Un algorithme de
résolution permet effectivement de résoudre un probleme d’optimisation particulier, mais
surtout il permet de résoudre tous les problemes d’optimisation de la méme classe. Dans
ce cadre, une mesure usuelle du temps de résolution d’un algorithme est 1’évolution de ce
temps de résolution en fonction de la « taille » du probleme d’optimisation qu’il résoud.
Un algorithme est dit efficace si I’évolution de son temps de résolution est bornée par
une fonction polynomiale de la taille du probléeme d’optimisation. Nous ne développerons
pas plus cet aspect. Les lecteurs intéressés pourront se référer au livre [GJ79] pour une
introduction a la complexité algorithmique.

2.2.2 Problemes d’optimisation LMI indépendant de parametre

Du fait qu’ils peuvent étre résolus efficacement, les problemes d’optimisation convexes
et quasi—convexes sont donc intéressants. Des sous—problemes importants sont les proble-
mes d’optimisation sous contraintes LMI. D’une part, ces problemes apparaissent actuel-
lement comme des problemes importants pour lesquels des algorithmes de résolution effi-
caces ont été programmés dans les logiciels de calcul scientifique généraux comme Matlab
[GNLC95] ou Scilab. D’autre part, les problemes d’optimisation sous contrainte LMI ont
d’importantes applications en Sciences de I'Ingénieur (en Automatique [BEFB94] ou dans
d’autres domaines [BTNO1]).

Définition 2.3 (Contrainte LMI indépendant de parametre). Soient ng un entier naturel
non nul et F; € R™™ 1 =0,--- ng, des matrices symétriques.
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Une contrainte LMI indépendant de paramétre est définie comme [’ensemble de vecteurs
sutvant

{¢eR™ |F(§) >0} (2.1)
avec
ng
A
F(€)=Fy+ ) &F. (2.2)
i=1
Les matrices F;, 1 = 0,--- ,ng, sont appelées les données et le vecteur & est appelé le

vecteur des vartables de décision de la contrainte LMI indépendant de paramétre.

Dans l'expression (2.1), F'(§) > 0 signifie que F'(&) est définie positive (de la méme fagon,
F (&) < 0 signifie que F(§) est définie négative). Une contrainte est une contrainte LMI
lorsque & apparait de fagon affine dans F'(£). Dans la suite de ce document, 1'expression
F(&) > 0 sera aussi appelée contrainte LMI indépendant de parametre.

Si dans la Définition 2.1, ’ensemble des contraintes I est défini par I’expression (2.1),
le probleme d’optimisation est alors appelé un probleme d’optimisation sous contrainte
LMI. Ces problemes seront écrits plus simplement de la maniere suivante :

e T (2.9
tel que F(&) > 0.

Il est ainsi possible de définir plusieurs problemes selon le choix de f. Deux choix sont
généralement considérés : f est linéaire ou f est la valeur propre généralisée de deux
matrices. Un autre probleme important est le probleme de faisabilité qui consiste a trouver
€ € R tel que F(§) > 0. En résumé, on a les trois problemes suivants.

Probleme de faisabilité Tester s’il existe £ € R"™ tel que F(§) > 0, et si oui,
déterminer un tel £ € R" :!
trouver & € R™

tel que F(§) > 0. (2:4)

Probleme de minimisation d’une fonction de coiit linéaire Tester s’il existe £ €
R"¢ tel que F(£) > 0, et si oui, déterminer £ € R" tel que F(£) > 0 et qui minimise ¢’'¢
ou ¢ € R™ est un vecteur donné :

min  cT¢

EER™E (2.5)
tel que F(&) > 0.

Probleme de minimisation de la valeur propre généralisée maximale Tester
s'il existe £ € R™ tel que F(§) > 0 et H() > 0 ou H(§) est de la forme (2.2), et si
oui, déterminer £ € R"™ tel que F(§) > 0 et H({) > 0 et qui minimise la valeur propre
généralisée maximale A, (G(&), F(§)) de F(£) et G(&) ou G(&) est de la forme (2.2) et

LCe probleme peut se formuler comme un probléeme d’optimisation au sens de la Définition 2.1. 11
revient au probleme d’optimisation suivant : ming yept avec D = {(&,¢)|F(§) +tI > 0}. Si la valeur
minimale de ¢ est strictement positive, alors le Probleme de faisabilité (2.4) n’a pas de solution; si elle
négative ou nulle, alors le Probleme de faisabilité (2.4) a une solution donnée par la valeur de &,,; pour
laquelle (&opt,t) est un optimum global.
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ol Apaz(G(€), F(€)) est la valeur minimale de A pour laquelle A\F'(§) — G(&) est définie
positive? :
min Amaz(G(&), F
i (GO F(E) )
tel que F(§) > 0et H(E) > 0.

Remarque 2.1. Lorsqu’il y a plusieurs contraintes LMI F;y(§) > 0,i=1,--+ ,ng (comme
dans le Probléme (2.6)), il est toujours possible de les réécrire sous une seule contrainte :
B 0 -0
Feo2| © > 0.

: .. .. 0

Il n’y a donc pas de perte de généralité a définir les problemes d’optimisation sous contrainte
LMI avec une seule contrainte LMI.

Remarque 2.2. [] est aussi possible de rencontrer des contraintes de type égalité : E(§) =
0 ot E(&) est de la forme (2.2). Ce sont des contraintes égalités matricielles affines (ou
LME de l’anglais Linear Matrixz Equality). De la méme maniére que pour les LMIs, il est
possible de réécrire plusieurs LMEs en une seule. Il n’y a donc pas de perte de généralité
en définissant l’ensemble des contraintes suivante avec une seule LME :

(6 €R™ |B(¢) =0 et F(€) > 0}. (2.7)

La contrainte E(§) = 0 correspond a un systéme de m(m + 1)/2 équations linéaires a ng
inconnues. Il existe trois cas de figure :

1. E(&) = 0 n’a pas de solution : l’ensemble des contraintes défini par (2.7) est alors
vide ;

2. E(€) =0 a une solution unique &,y : st F (&) est définie positive alors l'ensemble
des contraintes défini par (2.7) se réduit a un singleton, sinon il est vide ;

3. E(§) = 0 a une infinité de solution : l'ensemble A = {{|E(§) = 0} est alors un
espace affine de dimension finie, de dimension ne,,., < ne. En choisissant ng,.,
vecteurs e; formant une base de [’espace vectoriel associé a A et en choisissant &
nimporte quel élément de A, on a : pour tout § € A, il existe ng,,., uniques scalaires

Enew; tels que & = & + S 05 Eow, €5 Par suite,

nfnew

F(&§) = F(&) + Z Enew; (F(ei) — Fo)

é Fnew (énew)-

L’ensemble des contraintes (2.7) peut donc étre généré grace a l’ensemble suivant :
{gne'w € R"Enew | Fnew (énew) > 0} .

1l est donc toujours possible d’éliminer une contrainte LME dans un probleme d’optimisa-
tion sous contrainte LMI. Par la suite, on parlera aussi de problemes d’optimisation sous
contrainte LMI en référence a ces problemes.

2\ pmaz (A, B) est aussi définie comme la plus grande valeur propre de B~1/2AB~1/2 et n’est définie que

dans le cas o B est définie positive. Dans le probleme d’optimisation (2.6), F'(§) > 0 est une contrainte
du probléme ; ce probleme est donc bien posé.
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2.2.3 Variables de décision matricielles

Jusqu’a présent, nous avons considéré une contrainte LMI avec un vecteur de variables
de décision scalaires. En Automatique, il est plus courant et naturel d’utiliser des variables
de décision matricielles. L’expression (2.2) peut se récrire (et inversement) sous la forme :

nRr nr T
F(€) £ F.+ Y F'Ri(EF! + (F +>° E»f’&-(é)Fﬁ) (2.8)
i=1 =1

ot F, € R™™m [9 ¢ R™a ot F¥ € RY%*™ sont données et ol les R;(£) € R
1 = 1,--- ,ng, linéaires et possiblement structurées en &, sont les variables de décision
matricielles. Par exemple, 'expression (2.8) peut étre trouvée a partir de I'expression (2.2)

en choisissant F, = %Fo, F? et F¢ telles que FYF? = %FZ et Ri(&) = &1.

2.3 Optimisation LMI dépendant de parametres

Nous allons maintenant étendre les problemes d’optimisation sous contrainte LMI
indépendant de parametre au cas ou la contrainte LMI dépend de parametres. Cette
derniere contrainte est définie comme suit.

Définition 2.4 (Contrainte LMI dépendant de parametres). Soient ne et ng des entiers
naturels non nul, P un compact de R™ et, pour ¢t =0,--- ng,

F, . P — R™™
des matrices de fonctions continues sur P telles que, pour tout 0 € P, F;(0) = F;(0)T.

Une contrainte LMI dépendant de 6 est alors définie comme [’ensemble de vecteurs de
fonctions suivant

{£0) :P—R" |V P, F(£(0),0) >0} (2.9)
ot £(0) : P — R"™ est un vecteur de fonctions et avec
ng
A
F(£(6),6) = Fo(0) + ) &(O)Fi(6). (2.10)
i=1
Les matrices de fonctions Fi(0), i = 0,--- ,ng, sont appelées les données et le vecteur

de fonctions £(0) est appelée le vecteur des variables de décision de la contrainte LMI
dépendant de 6.

Dans la suite de ce document, 'expression V0 € P, F'(£(6),0) > 0 sera aussi appelée
contrainte LMI dépendant de 6.

Nous pouvons dors et déja énoncer un résultat qui nous permet de restreindre la re-
cherche des variables de décision dans ’ensemble des fonctions continues sans perte de
généralité [BLi04].

Lemme 2.1 (Existence d’une solution continue). Soient ng un entier naturel non nul, P
un compact de R"™ et, pouri=0,--- ,ng,

F, : P — Rmx™
6 — F0)
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des matrices de fonctions continues sur P telles que, pour tout 6 € P, F;(0) = F;(0)".

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout O € P, il existe un vecteur & de R" telles que
ng
Fo(0) + ) &, Fi(0) <0
i=1
(19) il existe un vecteur £(0) de fonctions continues en 6 sur P tel que
ng
VO € P, Fy(0) + Y &G(0)Fi(0) < 0.
i=1

Remarque 2.3. Les coefficients de F(£(6),0) sont donc des fonctions continues en 0
sur P. Les valeurs propres d’une matrice étant des fonctions continues de ses coefficients
[HJ85], les valeurs propres de F(£(6),0) sont des fonctions continues en 6 sur P. Or une
matrice définie positive étant caractérisée par le fait que toutes ses valeurs propres sont
positives, nous avons par compacité de P que la contrainte LMI dépendant de 6 définie
par (2.9) est égal a l’ensemble suivant

{£(0) :P—R"™ |Je>0,V0 € P, FF(£(0),0) > el}.

2.3.1 Problemes d’optimisation LMI dépendant de parametres

Il est alors possible de définir des problemes d’optimisation sous contrainte LMI dépen-
dant de 6. Le probleme de faisabilité se définit de la maniere suivante.

Probléme de faisabilité Tester sil existe un vecteur de fonctions continues £(6) : P —
R™ tel que pour tout § € P, F(£(60),6) > 0, et si oui, déterminer un tel £(0) :

trouver £(0) : P — R™

tel que VO € P, F(£(6),6) > 0. (2.11)

Le Probleme (2.11) est une extension naturelle du Probleme (2.4). L’extension des Proble-
mes (2.5) et (2.6) n’est pas aussi naturelle : il faut définir un indicateur scalaire sur les
fonctions de cotit (c(6)7€(0) et Apmae(G(£(0),0), F(£(0),0))) car ces dernicres sont elles—
méme des fonctions. Plusieurs indicateurs scalaires peuvent étre définis dont 'intégrale
et le maximum de ces fonctions sur P. L’intégrale permet d’obtenir une valeur moyenne
sur P alors que le maximum permet d’obtenir une borne dure pour toutes les valeurs de
¢ dans P (le pire cas sur P). Pour l'utilisation que nous allons en faire (voir le Chapitre
3), le maximum est un indicateur intéressant. Nous venons de définir les deux problémes
suivants.

Probleme de minimisation d’une fonction de cout linéaire Tester s’il existe un
vecteur de fonctions continues £(6) : P — R" tel que pour tout 6 € P, F'(£(0),6) > 0, et
si oui, déterminer £(6) qui minimise le maximum sur P de ¢(6)7¢(6) ot ¢(f) : P — R"
est un vecteur de fonctions continues sur P donné :
: T
g(@)r:llgl—{lR”E Iggp})i C(Q) 5(8) (2.12)
tel que VO e P, F(£(0),60)>0.
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Probleme de minimisation de la valeur propre généralisée maximale Tes-
ter §'il existe un vecteur de fonctions continues £(f) : P — R™ tel que pour tout
0 € P, F(£(0),0) > 0 et H(E(D),0) > 0 on H(E(R),0) est de la forme (2.10), et si oui,
déterminer £(#) qui minimise le maximum sur P de la valeur propre généralisée maximale
Amaz(G(£(0),0)), F(£(0),0))) de F(£(0),0)) et G(£(6),0)) ou G(£(0),0) est de la forme
(2.10) :

min _ max A\ (G(£(0),0), F(£(0),0))
£(0)P—R" P (2.13)
tel que VO e P, F(£(0),6)>0et H(E(H),0) > 0.

Importance du probléme de faisabilité De ces trois problemes, le Probleme (2.11)
est le plus important. En effet, il est possible de résoudre les Problemes (2.12) et (2.13)
par la résolution d’une série de Probléemes (2.11).

Du fait de la (quasi) convexité de la fonction de cott et de la convexité de I’ensemble
des contraintes des Problemes (2.12) et (2.13), il est possible d’approcher une solution
de ces problemes par itération sur la valeur de la fonction de cott. Si, par exemple, une
dichotomie est utilisée pour l'itération, la solution du Probleme (2.12) peut étre approchée
par 'algorithme suivant :

1. choisir un niveau de tolérance tol et deux valeurs A et X telle que pour A = X le

probleme de faisabilité

trouver £(0) : P — R™
tel que VO €P, X > c(0)T¢(0) et F(£(6),0) >0

admet une solution et telle que, pour A\ = A, le Probléeme (2.14) n’admet pas de
solution.

(2.14)

2. tester si pour A = #, le Probleme (2.14) admet une solution. Si oui alors A\ = A

sinon A = \;
3. si (A — A) > tol retourner a I'étape 2;
4. construire une solution pour la derniére valeur de A pour laquelle le Probleme (2.14)
admet une solution.
Pour le Probleme (2.13), I'algorithme serait le méme en remplagant le Probleme (2.14)
par le probleme suivant :

trouver £(6) : P — R™
tel que VO € P, AF(£(0),0) —G(£(6),0) >0
Vo e P, F(£(9),0) >0et H(E(H),0) > 0.

Il est donc possible pour les Problemes (2.12) et (2.13) de se ramener a la résolution
d’une série de Problemes de faisabilité (2.11). Dans la suite du document, nous nous
concentrons sur ce dernier probleme.

2.3.2 Variables de décision matricielles

Comme pour les problemes d’optimisation sous contrainte LMI indépendant de pa-
rametre, il est aussi possible et plus naturel d’utiliser des variables de décision matricielles.
L’expression (2.10) peut se réécrire (et inversement) sous la forme :

Vo eP, F.(0)+ i FY(O)YRi(E(0) FY(0) + (FC(H) + f: E“’(@&(f(@)ﬂ%@) <0
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ou F.(0) : P — R™™ FI(f): P — R™*%, Fﬁ(@) c P Rbixm g Ri(&0)) : P — Ra:xbi
i=1,---,ng, linéaires et possiblement structurées en £() (et donc continues sur P) sont
les variables de décision matricielles. Pour simplifier I’écriture, les variables de décision
matricielles seront notées R;(6).

Le probleme de faisabilité peut donc se réécrire.

Probléme 2.1 (Probleme de faisabilité LMI dépendant de parametres). Soient ng et ng

des entiers naturels non nul, P un compact de R™ et pourt=1,--- ,ng,
Fc P RmMXm Fig - P — RMmXai Fid P - Rbixm
0 — F() 0 — F/(6) 0 — F1(0)
des matrices de fonctions continues sur P.
Trouver, si elles existent, pour 1 =1,--- ,ng,
R : P — Ruxbk

des matrices (possiblement structurées) de fonctions continues sur P telles que

Vo e P, F.(0)+ ni FI(O)Ri(O)FL(0) + (FC(G) - nZR Ff(@)Ri(e)Ff(e)> < 0.

Les matrices de fonctions F.(0), F?(0) et F4(0),i=1,--- ,ng, sont appelées les données
et les matrices de fonctions R;(£(0)), 1 = 1,--- ,ng, sont appelées les variables de décision
de la contrainte LMI dépendant de 6.

2.3.3 Définition des problemes considérés

Dans I’ensemble des fonctions continues de R dans R, ’ensemble des fonctions po-
lynomiales et I’ensemble des fonctions rationnelles occupent une place fondamentale. En
effet, toute fonction continue peut étre approchée avec une précision arbitrairement fixée
sur un compact par une fonction polynémiale ou une fonction rationnelle [Che82]. Comme
I’évaluation de ces fonctions pour une valeur de son argument d’entrée revient a effectuer
des additions, multiplications et inversions, opérations élémentaires que tout calculateur
peut réaliser, on dispose ainsi d'une méthode efficace pour évaluer toute fonction conti-
nue avec un certain degré de précision a partir des ces opérations élémentaires. D’autre
part, si on considere une fonction polynomiale et une fonction rationnelle qui approchent
avec une meéme précision une fonction continue, 1’évaluation de la fonction rationnelle
nécessite un nombre d’opérations beaucoup plus faible que 1’évaluation de la fonction po-
lynéomiale [Che82]. En effet, ’évaluation d’une fonction polynémiale et 1’évaluation d’une
fonction rationnelle de méme degré nécessitent le méme nombre d’opérations cotiteuses.
A degré égal, une fonction rationnelle a un « pouvoir d’approximation » beaucoup plus
important. Cheney [Che82] donne l'ordre de grandeur suivant : une fonction rationnelle
dont le numérateur est de degré n et dont le dénominateur est de degré m (elle est donc
de degré max{m,n}) a le pouvoir d’approximation d’une fonction polynémiale de degré
n + m. Il est donc particuliecrement pertinent de travailler sur ’ensemble des fonctions
rationnelles. Nous choisissons donc des fonctions rationnelles pour les données et les va-
riables de décision de la contrainte LMI dépendant de parametres. Ce choix a un fort
impact a deux niveaux.
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Le premier niveau d’impact concerne les résultats de ce chapitre. Dans la suite de ce
chapitre, nous étudierons la transformation d’un probleme d’optimisation LMI dépendant
de 6 en un probleme d’optimisation LMI indépendant de . La taille de ce dernier probleme
d’optimisation (taille des données et nombre de variables de décision de la contrainte LMI
indépendant de #) va étre une fonction polynémiale du degré des fonctions polynomiales
ou des fonctions rationnelles considérées. Dans les deux cas des fonctions polynomiales
et rationnelles, les fonctions définissant la taille du probleme d’optimisation indépendant
de 0 obtenu apres transformation ont le méme terme dominant. Par suite, les fonctions
rationnelles permettant une meilleure approximation, travailler sur les fonctions ration-
nelles mene a des problemes d’optimisation LMI de taille moins importante que travailler
sur les fonctions polynomiales, ce qui améliore 'efficacité.

Le second niveau d’impact concerne les problemes d’Automatique que 1’on peut formu-
ler comme des problemes d’optimisation LMI dépendant rationnellement de parametres.
Dans ces probléemes, les parametres 6 sont des parametres du systéme (au sens large) ou
de la propriété considérée (de stabilité ou de performance). Les données définissant la
contrainte LMI sont construites a partir du modele du systéeme a analyser ou a comman-
der. Elles dépendent aussi de la propriété considérée. Les variables de décision définissent
des fonctions de Lyapunov, de stockage, multipliers, etc., garantissant que la propriété
est satisfaite. Dans le cas d’'un probleme de commande, elles contiennent de plus les pa-
rametres du correcteur mis au point.

Pour de nombreux systemes a analyser ou a commander, les modeles sont tres souvent
rationnels en les parametres de la propriété considérée (de stabilité ou de performance).
Une telle propriété est d’ailleurs a l'origine du développement important de la py—analyse
(analyse de la robustesse des systeémes incertains [Doy82]) durant ces vingt dernieres
années. Si ce n’est pas le cas, un modele rationnel en les parametres peut quand méme
étre obtenu puisque les fonctions rationnelles ont un bon pouvoir d’approximation.

Dans le cas d’un probleme de commande, il est important que les parametres du cor-
recteur soient des fonctions rationnelles en les parametres 6 du fait de la simplicité de
I’évaluation de ces fonctions par des opérations élémentaires. Ce peut étre par exemple
pour une implémentation du correcteur (voir le Chapitre 3, Section 3.2.1, page 104).

Nous considérons donc dans la suite du document deux cas de figure intéressants et
pertinents :

1. les données et les variables de décision de la contrainte LMI dépendant de ¢ sont
des fonctions rationnelles d’une variable : ng = 1, P = [0; 6] est un intervalle bornée
de R, 7.e. f et 0 sont finies;

2. les données et les variables de décision de la contrainte LMI dépendant de 6 sont des
fonction rationnelles de plusieurs variables : ny est un entier strictement supérieur
ALP=1[0,;0]]x---x 0., :0,,] un compact borné de R™ i.e., pour tout 4, 6, et
0, sont finies.

Probleme d’optimisation LMI dépendant d’un parametre considéré Dans le
cas ou la contrainte LMI ne dépend que d'un parametre, le Probleme 2.1 se récrit de la
maniere suivante.
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Probléeme 2.2 (LMI dépendant d'un parametre) Soient ng un entier naturel non nul,

[0:0] un intervalle borné de R, i.e. 0 et § sont finies, et pouri =1,--- ,ng,
Fc . [Q : @] — Rmxm Fig . [Q : @] — Rmxm Fz'd . [9 7_] — Rmxm
0 +— F.(0) 0 +— F?(0) 0 — FY9)

des matrices de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur [0 ;0] et admettant une repré-
sentation LFT. Soit N un entier naturel.

Trouver, si elles existent, pour 1 =1,--- ,ng,
N .
V R0
Ri(0) = % (2.15)
ijo djej

des matrices (possiblement structurées) de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur
10;0], telles que

Vo € [0; +Z FY(O)R:(0)FL(0) + (FC(9)+§: ﬂg(e))m(e)ﬂd(e)) <0. (2.16)

Remarque 2.4. Si [0 ;0] contient 0, sans perte de généralité, on peut prendre dy = 1. De
plus, ceci évite la sur—paramétrisation des variables de décision.

I est a remarquer que les T; et les d; sont libres et que seul le degré N des variables de
décision a été fixé a priori. Le degré d’une fonction rationnelle d’une variable est définie
comme suit.

Définition 2.5 (Degré d'une fonction rationnelle d’une variable). Le degré d’une fonction
rationnelle d’une variable est le maximum du degré de son numérateur et du degré de son
dénominateur.

Probléeme d’optimisation LMI dépendant de plusieurs parametres considéré
Dans le cas ou la contrainte LMI dépend de plusieurs parametres, le Probleme 2.1 se
récrit de la maniere suivante.

Probléme 2.3 (LMI dépendant de plusieurs parametres). Soient ng un entier strictement

supérieur d un, ng un entier naturel non nul, P = [0,;6,] x --- x [0, ;0y,] un polytope
bornée de R, i.e. pour touti=1,...,ng, 0, et 0; sont finies, et pouri=1,--- ,ng,
F. : P — Rmm F . P — Rm™m™ F¢ . P — Rm™m
0 — F(0) 0 — F(0) 0 — F0)

des matrices de fonctions rationnelles en 6, bien posées sur P et admettant une représenta-
tion LEF'T. Soient ny entiers naturels Nj.

Trouver, si elles existent, pour 1 =1,--- ,ng,

Ny Ning i1 Zne
27;1:0 e Zznefo RZ (@1, Zn(,)e . On

(0) =
R ( ) N o ’Lne d 911 elne
Z:ilzo Z:ln =0 (7'17 7ln9) 1 - Yne
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des matrices (possiblement structurées) de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur P,
telles que

vmm,E@+§§ww&@ww+(n@+§§%@&@ﬁ@><w.@m

Remarque 2.5. Si P contient 0, sans perte de généralité, on peut prendre d,. o) = 1.
De plus, ceci évite la sur—paramétrisation des variables de décision.

Il est a remarquer que les d(il,.--,ina ) sont libres et que seuls les IV; ont été fixés a priori.

2.3.4 Variables de décision rationnelles : pertinence et choix du
degré

La discussion sur la pertinence des fonctions rationnelles était générale. Pour les va-

riables de décision, il est possible de justifier cette pertinence de fagon plus précise par

I'intermédiaire du résultat suivant. Il énonce que s’il existe une solution, alors elle peut
étre choisie polynomiale en 6 et de degré fini® [B1i04].

Lemme 2.2 (Existence d'une solution polynomiale). Soient ng et ng des entiers naturels

non nuls, P un compact de R™ et pouri=1,--- ,ng,
Fc - P = Rmxm F’ig - P — Rmxm Ed - P — Rmxm
0 — F0) 0 — F0) 0 — F0)

des matrices de fonctions continues sur IP.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout 0 € P, il existe ng matrices Ry telles que

T
+ZW RigF(6) ( +ZW wﬂ))<m

(i7) il existe ng matrices R;(0) de fonctions polynomiales en 8, de degré fini, telles que

V0B, F0) 1S FAOR(0)FI0) + (R(@) B ngmxe)ﬂd(@)) <o.

Ce lemme est donc vrai aussi si 'on considere des fonctions rationnelles puisque les fonc-
tions polynomiales sont des fonctions rationnelles particulieres. De ce méme argument, on
en déduit qu’il n’y a pas de perte a travailler avec des fonctions rationnelles.

L’inconvénient du Lemme 2.2 est qu’il n’indique pas le degré des fonctions a utiliser.
En effet, il peut étre important de connaitre ce degré a priori. On peut considérer deux
cas possibles :

— le degré est fixé par des considérations extérieures au probleme d’optimisation sous

contrainte LMI dépendant de parametres lui-méme ;

3Ce lemme a d’abord été énoncé dans le cas complexe (les données et les variables de décision sont
complexes) dans [CTB99].
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— le degré n’est pas fixé par des considérations extérieures au probleme d’optimisation

sous contrainte LMI dépendant de parametres lui-méme.

Le premier cas se produit, par exemple, lorsque le probleme d’optimisation provient
d’un probléeme de commande d'un systeme. Dans ce cas, les variables de décision servent
a construire les matrices de la représentation d’état d’un correcteur, qui sont elles—mémes
des matrices de fonctions rationnelles. Pour des raisons d’implémentation, il est intéressant
de limiter la complexité du correcteur, i.e. limiter le degré des matrices de sa représentation
d’état. Ceci induit une limitation des degrés des variables de décision. Dans ce cadre, le
fait de pouvoir fixer a prior: le degré des variables de décision est un avantage.

Le second cas se produit, par exemple, lorsque le probleme d’optimisation provient d'un
probleme d’analyse d’un systeme. Dans ce cas, le probleme d’optimisation sert a vérifier
si le systeme a analyser a ou non une certaine propriété. Le degré des variables de décision
n’a alors pas de raison d’étre limité a priori. Cependant, il est tout de méme intéressant
de connaitre le degré a utiliser a priori. En effet, si I’on ne connait pas ce degré a priori et
si en utilisant un certain degré pour les variables de décision, il apparait que le probleme
d’optimisation n’a pas de solution, il n’est pas possible de savoir si le systeme a ou non
la propriété étudiée. Il se peut que le degré utilisé n’était pas assez grand.

Des résultats explicitent ce degré pour des problemes particuliers. A notre connaissance,
deux tels résultats existent. Le premier résultat provient de I’étude de la stabilité robuste
d’une matrice affine en 6.

Lemme 2.3 (Connaissance a priori du degré des fonctions polynomiales [Zha02]). Soient
ng et n des entiers naturels non nuls, P un compact de R™, Ay € R™ "™ et ng matrices
A; € R™™ quec A; de rang r; < n. Définissons

ng
A(B) = Ao+ ) Aib;.
=1

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout 6 € P, il existe une matrice Py définie positive telle que A(0)TPy+PyA(0) <
0;
(i1) il existe une matrice P(0) de fonctions polynomiales en 6

2

2nry—r? 2T i “Ting
_ i1 ing
P(0) = E e E Py, ing) 01" - - Ong
i1=0 ing=0

telle que, pour tout 6 € P, P(0) est définie positive et A(0)TP(6) + P(0)A(6) < 0.

Le second résultat concerne I'indépendance de la solution en 6 et est une version simplifiée
du résultat obtenu dans [Hel03].

Lemme 2.4 (Indépendance en 6 de la solution). Soit ng un entier naturel non nul, P un
compact de R", F{ € R™*% et 4 € R"*™ des matrices quelconques et

F, : P —
0 — F.(0)

une matrice de fonctions continues sur P.
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Alors il existe une matrice Ry € R (non structurée) telle que
F.(0) + F{RFe + (F.(0) + F{R FY)" <0

si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
-~V eP, (FY)] (F.0) + F.(0)") (FY), <0;

T
- Vg e P, (F19T>l (F.(0) + F.(0)7) (Ff”’)L <0;
- (Fld)i (F.(0) + F.(9)7) (FlgT>l est indépendant de 6.

Malheureusement, ces deux derniers résultats ne s’appliquent qu’a des problemes tres
particuliers. De plus, le Lemme 2.3 ne permet pas de conclure a la non existence d’une
matrice de fonctions polynomiales ou rationnelles de degré plus faible. De telles matrices
conduirait a un temps de résolution plus faible. Il est donc intéressant de rechercher les
variables de décision dans I’ensemble des fonctions rationnelles pour les Problemes 2.2 et
2.3 qui sont généraux.

Remarque 2.6. Nous verrons page 88 que l’approche proposée dans ce document permet
aussi de considérer des sous—ensembles de [’ensemble des fonctions rationnelles, comme
l’ensemble des fonctions polynomiales ou constantes. Ceci est vrai aussi bien pour les
variables de décision que pour les données.

2.3.5 L’objectif : une transformation

L’objectif est de transformer la LMI dépendant d’un parametre (respectivement la
LMI dépendant de plusieurs parametres) en un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI indépendant de parametre (qui est facile), désignons-le par Solution efficace a la
LMI dépendant d’un parametre (respectivement Solution efficace a la LMI dépendant de
plusieurs parametres), qui a les propriétés suivantes :

1. il existe une solution a la LMI dépendant d’un parametre (respectivement a la LMI
dépendant de plusieurs parametres) s’il existe une solution a la Solution efficace
a la LMI dépendant d'un parametre (respectivement solution efficace a la LMI
dépendant de plusieurs parametres) ;

2. il est possible de construire explicitement une solution a la LMI dépendant d’un pa-
rametre (respectivement a la LMI dépendant de plusieurs parametres) a partir d’une
solution a la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre (respectivement
solution efficace a la LMI dépendant de plusieurs parametres).

2.4 Résultats existants de transformation

La LMI dépendant d’un parametre et la LMI dépendant de plusieurs parametres
(Problemes 2.2 et 2.3) n’ont pas encore été considérés dans la littérature. De plus, leur
transformation en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de pa-
rametre n’a pas été non plus considérée en tant que telle*. Cependant de nombreux
résultats existants peuvent s’interpréter en terme de méthode de transformation. Avant
de développer la méthode de transformation que nous proposons, nous présentons un état
de l'art sur les méthodes existantes.

1A Pexception de [AT98]. Le résultat obtenu dans cet article est néanmoins limité.
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Les problemes d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de parametres appa-
raissent dans de nombreux problemes d’Automatique, par exemple en analyse de la ro-
bustesse de systemes avec des incertitudes paramétriques ou en analyse et commande
des systemes Linéaires a Parametres Variant dans le temps (LPV) (voir le Tableau 2.1).
Chaque probleme d’Automatique donne lieu a une structure particuliere de la contrainte

’ Sujet \ Articles ‘
Analyse de la robustesse [FAG96, dOBG99, DS98, DS00, Bli02, TA02]
[BBTNO03, RP02]

Analyse de systemes LPV [GAC96, TdSO01, 1S01, LH97, LH02, Sch98, GCGI3]
Conception de correcteurs LPV [AGB95, YS97, BPPB93, BP94, Pac94, Hel95]
[AG95, SE98, Sch01, TdS02, Bec95, WYPBIG]

[Lim99, Bli03, MKS98, KJS98, KJ99, WB02]

TaB. 2.1 — LMI dépendant de parametres en Automatique

LMI. Par structure particuliere, nous entendons que les contraintes considérées peuvent
s’écrire sous la forme de la contrainte (2.16) du Probleme 2.2, page 64, ou de la contrainte
(2.17) du Probleme 2.3, page 65, avec des choix particuliers des données et des variables
de décision (voir la Section 2.4.3, page 82). A notre connaissance et contrairement & ceux
que nous proposons dans ce chapitre, aucun résultat existant ne concerne une structure
générale de la contrainte LMI. De plus, méme avec ces structures particulieres, les en-
sembles de fonctions considérés pour les données et les variables de décision sont aussi
des cas particuliers de celui considéré dans le Probleme 2.2, page 64, ou dans le Probleme
2.3, page 65 (voir la Section 2.4.3, page 81). Les Problemes 2.2 et 2.3 englobent donc
les problemes considérés jusqu’a présent en terme de structure de la contrainte LMI
dépendant de parametres, d’ensembles de fonctions considérés pour les données et pour
les variables de décision.

Pour ces problemes d’optimisation LMI dépendant de parametres particuliers, plusieurs
méthodes ont alors été proposées afin de les transformer en des problemes d’optimisation
LMI indépendant de parametre. L'un des points difficiles de ces transformations est la
vérification de la contrainte LMI dépendant de parametres pour une infinité de valeurs de
ces parametres, soit la vérification d’une infinité d’inégalités matricielles. L’idée est alors
de transformer la vérification de cette infinité d’inégalités matricielles en la vérification
d’un nombre fini d’inégalités matricielles. Cette section détaillera aussi les méthodes exis-
tantes (voir la Section 2.4.1, page 71). Un bilan de ces méthodes (voir la Section 2.4.2, page
78) nous permettra alors de justifier I'intérét de la méthode que nous avons développée
(celle que nous avons détaillée dans le chapitre précédent et qui a conduit au Théoréme
1.6, page 50, et au Théoreme 1.7, page 52). En effet, malgré I’apparente diversité de ces
méthodes, nous mettrons en évidence qu’elles reposent uniquement sur quatre mécanismes
élémentaires. Nous pouvons alors comparer ces quatre mécanismes.

Dans cette section, nous discutons directement du cas otu il y a plusieurs parametres :

0=[00 - 0y }T est un vecteur. Nous définissons maintenant des termes utilisés dans
cet état de I'art. T'(#), une matrice de fonctions de 6, est dit étre

constante en 6 si T'(f) appartient a ’ensemble suivant

{T(0)[3T, TO) =T} ;
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affine en 0 si T'(0) appartient a 1’ensemble suivant

{ T(9)

multi affine en 0 si T'(f) appartient a ’ensemble suivant

ng
Iy, 3T, T(0) = To + »_ Tib, } ;

T(e) ElT(zl ,,,,, zne Z Z T ..... 2779)911 ) ezng :

21 =0 an =0

quadratique en 6 si T'(f) appartient a 'ensemble suivant

{ 70

polynoémiale en 6 si T'(f) appartient a ’ensemble suivant

3Ty, 3T5, I 5, I, T0+ T0+ T 99+ T”92 :
J) (4,9) (

1<j

lng

T(0) | IT4ir . im, ) Z ZT ..... )OO0

11=0

rationnelle & dénominateur fixé en 6 si T'(f) appartient a I'ensemble suivant

M Ning i1 ing
Zilzo e Zzne_[) T(zl ..... ine)el .. 9n9

Nl Nlng ’Ll i7L9
211:0 T Eingzo dg,..., ing) 9 . Ony

ou les d;,,.. i,,) sont des scalaires données;

77777

rationnelle en 6 si T'(0) appartient & I’ensemble suivant

N; %
St gt O - 0 T,
JER, T(f) = =m0 Em0 e i)

Nl Nlng Zl ’Lno
Z“:o T Zzne_o 9 . 9”9 d(i1 ~~~~~ ing)

générée par une base de dimension finie en 6 si 7'(0) appartient a I’ensemble sui-

vant
{ 7(0)| 37, T(0) = 3T (0 }

ou les b;(6) sont des fonctions continues en 6 sur P et a valeurs dans R ;

continue en 0 si T'(6) appartient a I’ensemble suivant

{T(0)|T(0) est une matrice de fonctions de # continues sur P} ;

affine par morceaux en 6 si T'(f) appartient a I’ensemble suivant

JP; des sous—ensembles fermées de P, 37;(0) affine en 6,
T(0) continue | |J,P; =P, Vi # j, intérieur(P;) N intérieur(P;) = 0,

ou intérieur(P;) désigne 'intérieur de P; ;
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spline en 6 si T'(f) appartient a ’ensemble suivant
{T(0)|T(0) est obtenue par interpolation de T'(f;) par une spline},

une spline est une fonction d’interpolation polynomiale par morceaux avec des
contraintes de continuité sur les dérivées successives de T'(6) [Sch98, MKS98].

Dans cette section, T'(f) pourra représenter les données, les variables de décision ou la
contrainte LMI dépendant de parametres.

2.4.1 Méthodes de transformation d’une infinité d’inégalités

Considérons donc 'inégalité suivante :
VoeP, T(0) <0 (2.18)

ot P =[0,;0,]x---x 0,,, :0,,,] est un polytope bornée de R™  i.e., pour tout i = 1, ..., ng,
0, et 0; sont finies, et ott T'(#) est une matrice de fonctions continues sur P

T : P — Rmxm
0 — T(0)

telle que, pour tout 6§ € P, T(0) = T(9)T. Notons V I’ensemble des sommets de P.

L’inégalité dépend de @ et définit de fait une infinité d’inégalités. Le but des méthodes
de transformation est de trouver des conditions indépendantes de € et en nombre fini qui,
si elles sont vérifiées, impliquent (voire sont équivalentes a) la vérification de I'inégalité
(2.18). De plus, les conditions indépendants de 6 et en nombre fini doivent étre aisément
vérifiables. Dans certains cas, ces conditions sont sous la forme d'un probléeme de fai-
sabilité. Ce probleme de faisabilité est heureusement un probleme de faisabilité sous
contraintes LMI indépendant de 6.

Nous présentons les méthodes existantes par ensemble de fonctions considéré pour 7'(6).
Le Tableau 2.2, page 78, présente les articles dans lesquels ces résultats ont été utilisés.

2.4.1.1 Fonctions affines
11 est supposé ici que T'(0) est affine en 6.
Propriété aux sommets L’idée est de vérifier la condition (2.18) pour des valeurs par-

ticulieres de . Ces valeurs particulieres sont les sommets de P [BPPB93, BP94, AGB95,
KJS98, WB02].

Lemme 2.5. Soit T'(0) une fonction affine en 6.
Alors la condition (2.18) est équivalente a

YO €V, T(6) < 0. (2.19)

L’intérét de cette méthode est qu’elle énonce des conditions nécessaires et suffisantes. Par
ailleurs, elle est simple. Le défaut est que le nombre de conditions défini par (2.19) croit
de fagon exponentielle avec ng : V a 2" éléments.
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Théoreme « matrix cube » L’idée est de majorer chaque matrice T;0; par une matrice
n,

constante §M; indépendant de 6;. Si ces matrices sont telles que T+ 0 Yo M; <0, alors
'inégalité (2.18) est vérifiée [BBTNO3].

Lemme 2.6. Soient T(0) une fonction affine en 6, 6>0 et SUpposons que

~

Vi=1,...,ng, 0, =—0,0;, =0.
Alors Uinégalité (2.18) est vérifiée s’il existe ng matrices M; telles que
Vi:]-a"‘)n% ESMM et _ESMZ
TO—FQZ?_GI Ml <0

Les conditions ne sont plus équivalentes. L’avantage est que le nombre de conditions a
vérifier croit raisonnablement en fonction de ng : il y a 2ny + 1 conditions.

2.4.1.2 Fonctions multi affines

Il est supposé ici que T'(0) est multi affine en 6.

Propriété aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas ou 7'(#) est multi
affine [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98]. Ainsi, il y a les mémes avantages et les mémes
inconvénients.

Lemme 2.7. Soit T(0) une fonction multi affine en 6.

Alors la condition (2.18) est équivalente a

VO €V, T(6) < 0.

2.4.1.3 Fonctions quadratiques

Il est supposé ici que T'(6) est quadratique en 6.

Convexité directionnelle L’idée est la méme que pour le Lemme 2.5, a savoir vérifier
I'inégalité (2.18) pour les sommets de P. Cependant, dans le cas d’une fonction quadra-
tique, des conditions supplémentaires doivent étre introduites [GAC96, Iwa97, AT98|.

Lemme 2.8. Soit T'(6) une fonction quadratique en 0 et supposons que

92T(0)
062

Vi = 1, ..., Ny, = T(M) > 0. (220)

Alors la condition (2.18) est équivalente a
V8 eV, T)<0.

L’hypothese (2.20) est en fait un raffinement de I’hypothese de convexité de T'(f). La
convexité est obtenue lorsque

Tany Tag - . T{1,ng)
O*T(6) fon | :
or | =0
‘ T(neilyn’g)
| T(Lne) T T T(ne—lme) T(neme)




SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 73

ce qui implique I'hypothese (2.20). Ce lemme peut étre retrouvé par utilisation du lemme
de Schur [Iwa97]. Il a été étendu au cas ou T'(f) est polynomiale en 6 [AT98| par une
application successive du Lemme 2.8. Il est a noter que lorsque T'(0) est affine ou multi
affine, I'hypothese (2.20) est toujours vérifiée. On retrouve alors les Lemmes 2.5 et 2.7.

Le Lemme 2.8 n’énonce que des conditions suffisantes pour la vérification de (2.18).
Comme pour le Lemme 2.5, un autre désavantage est la croissance exponentielle du nombre
de conditions avec ng : il y en a 2™,

Monotonicité Pour éviter cette croissance exponentielle du nombre de conditions, un
argument de monotonicité peut étre utilisé. En effet, considérons que 7'(0) est une fonction
scalaire d'une variable (ny = 1) et que P = [#; 0] est un intervalle borné de R. Si T'(0) est

décroissante sur [0; 0], alors T'(0) est définie négative si et seulement si 7'(f) est définie

négative. Si T'(0) est croissante sur [0;0], alors T'(f) est définie négative si et seulement

si T'(0) est définie négative. Cette idée a été reprise dans [TA02] pour le cas de plusieurs
parametres et a aboutit au lemme suivant.

Lemme 2.9. Soit T'(0) une fonction quadratique en 0. Notons T la valeur suivante :
Zgl 0i — 9;.

Alors l'inégalité (2.18) est vérifiée si l'une de ces conditions est vérifiée :

(i) T([Ql .0, ]T) <0 et

— soit
ng
ZT(i,j)Qj-i-TiSO i=1,...,n9
j=1
ng
N Tegly + T+ 7Tep <0 il =1,....n
j=1
— soit
( Ng
ZT<i,j>Qj+Tz-§0 i=1,...,ng
j=1
[ T{iy) <0 1<i<j<my
- s01t
( Ng
S Tapf +T<0 i=1,...,n
j=1
( L) 20 1<i<j<ng
(@) T([8 .0, ") <0et
— so1t
ng
ZT(i,j)Qj—i-TiEO i=1,...,ng
j=1
ng
ZT(M’)QJ‘ +Ti+71T >0 4,l=1,...,ng
j=1
— soit

ne
j=1
Tig 2 0 1<i<j<mny
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Ce lemme a été étendu au cas ou T'(0) est polynomiale en 6 [TA02] par une application
successive de ce méme lemme.

Le Lemme 2.9 n’énonce que des conditions suffisantes pour la vérification de (2.18).
Pour chaque ensemble de conditions, il y a au plus nj + ny + 1 conditions a vérifier.
Cependant elles doivent étre vérifiées successivement.

Majoration Il est supposé ici que Tj et les T; sont des matrices nulles. L’idée est, comme
pour le Lemme 2.6, une majoration a la différence pres que la majoration ne se fait pas
avec une matrice M; quelconque mais avec la matrice al avec « positif. Nous avons alors
le lemme suivant [RP02].

Lemme 2.10. Soit T'(0) une fonction quadratique en 6 et supposons que Ty = 0 et que
Vi=1,...,n9, 0; >0, T; =0.

Alors linégalité (2.18) est vérifiée si

Vi=1,...ong—1,Vj=i+1,... ng Ty < %I

Vi = 1,...,ng, T(z,z) < —1I.

Ce lemme est basée sur le fait que
ng
—22 919] + (n9 — 1) Z 93 = Z(@, — Qj)z
i<j i=1 i<j

est positif.
Le Lemme 2.10 n’énonce que des conditions suffisantes pour la vérification de (2.18).

Ilya w conditions a vérifier.

Immersion Il est supposé ici que
Vi=1,...,n9, 0,=0,0; = 1.

Nous expliquons l'idée de cette méthode de transformation dans le cas ou ny = 1.
L’inégalité (2.18) devient alors :

vl € [0, 1], Tp+ T16+ Ti1,1)6” < 0.

Cette inégalité est impliqué par 'inégalité

v { o } €T, Ty+Ticy + Tapas <0
2

avec T le triangle défini par les sommets [ 00 }T, [ 0 0,5 }T et [ 11 ]T. Ceci se
comprend bien & partir de la Figure 2.1 ou il est tracé la fonction f(0) = 62 et les
bordures de T. Comme cette derniere inégalité est affine en [ a1 Qo ]T, elle est vérifiée
sur tout T si elle est vérifiée aux sommets de T. En généralisant cette idée au cas de
plusieurs parametres, nous avons le lemme suivant [YS97].
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Fiac. 2.1 - Embedding

Lemme 2.11. Soit T'(0) une fonction quadratique en 0 et supposons que

Vi=1,...,n 0,=0,0,=1.

)

Alors la condition (2.18) est vérifiée si

To + i T;0; + Z Tl jy0i5 + i: Tl <0
=1 =1

i<j i=
pour

[0 0], Lk=0
[ On O | = [[0.5 0]}, Li=1 3, 0,;=00; I,=0,1,2; ki,j=1,...,n.
1 1], I,=2

Cette idée peut etre vue comme un affinement d’une idée largement utilisée en com-
mande des systemes floues [T'S94] ou il est considéré que a; € [0, 1] et as € [0, 1]. Le
Lemme 2.11 n’énonce que des conditions suffisantes pour la vérification de (2.18). Un autre
désavantage de cette méthode est la croissance exponentielle du nombre de conditions avec
ng : il y en a plus de 3™.

2.4.1.4 Fraction de deux fonctions multi affines

I1 est supposé ici que T'(0) est de la forme suivante :

N(0)
=40

ou N () est une fonction multi affine et o d(f) est une fonction multi affine scalaire.
Propriété aux sommets Le Lemme 2.5 est aussi vrai dans le cas ou T'(#) est la fraction

de deux fonctions multi affines [GCG93].> Ainsi, il y a les mémes avantages et les mémes
inconvénients.

®Dans cet article, il est en fait considéré une fonction rationnelle. Pour pouvoir appliquer le Lemme
2.12, cette fonction a d’abord été immergé dans une fraction de deux fonctions multi affines.
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Lemme 2.12. Soit T'(0) une fonction de la forme

ot N(0) est une fonction multi affine et ot d(0) est une fonction multi affine scalaire.

Alors la condition (2.18) est équivalente a

Vo eV, T() <0.

2.4.1.5 Un ensemble de fonctions plus général

Il est supposé ici que T'(0) est définie de la maniere suivante :
T(0) = L(O)"W(0)L(6) (2.21)

ou W (#) est une matrice de fonctions affines sur P telle que, pour tout § € P, W () =
W (0)T et ot L(0) doit vérifier une condition technique que nous verrons dans le lemme
suivant.

Comme pour le Lemme 2.11, I'idée est de transformer 'inégalité (2.18) en une inégalité
affine afin de pouvoir utiliser le Lemme 2.5. Dans [dOBG99, TdS01, TdS02], la trans-
formation peut s’interpréter comme une utilisation particuliere du lemme d’élimination
[BEFBO94]. Le lemme d’élimination est généralement utilisé pour éliminer des variables de
décision. Ici, il est utilisé dans le sens « inverse » pour créer des variables de décision afin
de « casser » le produit L(6) and W (#). Nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.13 (Elimination réciproque). Soit T(0) une fonction de la forme (2.21). Sup-
posons que W (0) est affine en 0, que L(0) est une matrice qui a plus de lignes que de
colonnes, de rang plein, et qu’il existe une matrice N(0) affine en 0 telle que

N(O)L(0) = 0. (2.22)
Alors Uinégalité (2.18) est vérifiée s’il existe une matrice X telle que
VO eV, W)+ XN(@®) + NOTXT <0.

Ce lemme permet des fonctions assez générales pour L(#). L(f) peut étre rationnelles
mais, devant vérifier 'hypothese (2.22), doit cependant avoir une structure particuliere.
Par exemple, dans [TdS02], les fonctions L(#) et N(#) considérées sont de la forme sui-
vante :

1
L) = | Z1(0)7'Zy(0) | and N(0) =
Z3(0)1Z4(0)

ou Z1(0), Z5(0), Z3(0) et Z4(0) sont des fonctions affines en 6.

Les conditions ne sont que suffisantes. Pour que les conditions soient aussi nécessaires,
il faudrait que N(0), = L(6), i.e. N(§)L(0) =0 et [ N(0)" L(6) | de rang plein, et que
X soit une fonction de 6 (pour plus de détails, voir le Lemme A.4, page 179). Un autre

désavantage est la croissance exponentielle du nombre de conditions avec ngy : il y en a
2me,

—Z5(0) Z:(0)
—Z40) 0 Z3(0)
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2.4.1.6 Fonctions rationnelles
I1 est supposé ici que T'(0) est définie de la maniere suivante :
T(0) = ®(0)" Md(0) (2.23)
ou M est une matrice symétrique et ou ®(#) est rationnelle en 6.

Remarque 2.7. La matrice de fonctions T'(0) définie par (2.21) peut sembler plus générale
que celle définie par 'équation (2.23). Cependant, il est toujours possible de réécrire
léquation (2.21) sous la forme de l’équation (2.23); alors que linverse n'est pas tou-
jours possible car L(0) doit vérifier 'hypothése (2.22).

Pour des cas plus ou moins particuliers de 7'(#) définie par (2.23) (M et ®(#) sont plus
ou moins particuliers), plusieurs résultats existent pour la vérification de (2.18) [Pac94,
AG95, Hel95, SE98, Sch01, LHI97, DS98, FAG96, KJ99, Bli03, IS01]. Tous ces résultats
peuvent étre retrouvés en utilisant une paramétrisation quadratique de graphes et en
utilisant la S-procédure (voir notamment le Théoreme 1.7, page 52). Les résultats obtenus
dans [Pac94, AG95] peuvent aussi étre obtenus par application du Théoreme 1.7, page
52, avec les matrices anti symétriques G; nulles. Les résultats obtenus dans [Hel95, SE98,
LH97, FAG96, KJ99, Bli03] peuvent aussi étre obtenus par application du Théoreme 1.7,
page 52. Les résultats obtenus dans [DS98, ISO1]| peuvent aussi étre obtenus par application
du Théoreme 1.1. Le résultat obtenu dans [Sch01] est étroitement lié au Théoreme 1.1 :
®(0) y est définie de fagon implicite et non de fagon explicite.

L’intérét du Théoreme 1.1, page 28, est qu’il énonce des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour la vérification de 'inégalité (2.18); le désavantage étant qu’il n’est pas aisé
de vérifier les conditions énoncées. L’intérét du Théoreme 1.7, page 52, est qu’il n’y a pas
de croissance exponentielle du nombre de conditions avec ny; le désavantage est que les
conditions énoncées ne sont plus que suffisantes. Lorsque ng = 1, I'intérét du Théoreme 1.7
(qui se réduit en fait au Théoreme 1.6, page 50) est qu’il énonce des conditions nécessaires
et suffisantes.

2.4.1.7 Fonctions continues

I1 est supposé ici que T'(d) est une fonction continue.

L’idée est alors de mailler les parametres : il est défini g; points tels que
Vi=1,...,n9, 0 =041 < <0 =0, (2.24)
Le maillage est alors défini par I’ensemble
X={0WVi=1,....np, Jj=1,...,0:;, 0, =0, }.
I est alors vérifié

Vo e X, T(#) <0.

Le désavantage de cette méthode est qu’elle ne permet pas de vérifier que I'inégalité
(2.18) est vérifiée pour tout § € P, sauf si le maillage est assez fin (¢’est—a—dire si la distance
entre deux points successifs dans I'expression (2.24) est assez petite). L’inconvénient est
que cette distance ne peut pas étre déterminée a priori sauf dans des cas particuliers
[WYPB96, SB92]. Le nombre de points de X peut alors extrémement grand.
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propriétés aux sommets [BPPB93, BP94, AGB95, KJS98, GCGI3]
convexité directionnelle [GAC96, KJ99, IS01, Lim99, LH02, WB02]

monotonicité [TA02]
immersion [YS97, GCGI3]
majoration [BBTNO03, RP02]
élimination réciproque [dOBG99, TdS01, TdS02, DS00]

graphes et S-procédure | [AG95, Hel95, SE98, Sch01, LH97, DS00, DS9§]
[FAG96, WB02, KJ99, Bli03, 1S01]
maillage [Bec95, WYPB96, MKS98, Sch98, SB92]

TAB. 2.2 — Transformation d’une infinité d’inégalités en un probleme de dimension finie

2.4.2 Bilan sur les méthodes de transformation et choix d’une
méthode

Il existent donc un certain nombre de méthodes pour transformer la vérification d’une
infinité d’inégalités en un probleme de dimension finie. Ces méthodes peuvent cependant
étre classées en quatre classes seulement : le maillage, la majoration, la vérification en des
points particuliers, la paramétrisation quadratique de graphe avec la S-procédure.

Maillage L’idée de base dans cette approche est de mailler P, et d’assurer que l'inégalité
dépendant de 0 est vérifiée en tous les points définis par le maillage [Bec95, WYPB9G6,
MKS98, Sch98]. 11 s’agit de la méthode présentée dans la Section 2.4.1.7.

L’avantage de cette méthode est que sa mise en ceuvre est vraiment simple. Le désavan-
tage est que cette méthode ne garantit pas que I'inégalité dépendant de 0 est vérifiée pour
toutes les valeurs possibles de 6 sauf si le maillage est assez fin. Une taille de maillage
a été donnée dans [WYPB96]. Cependant, le nombre de points défini par le maillage est
alors extremement grand, entrainant un temps de résolution extrémement grand.

Majoration L’idée est de majorer les parties dépendant de 6 par des termes indépen-
dants de 6 (voir les Lemmes 2.6 et 2.10).

L’avantage de ces méthodes est que les calculs sont simples et que le temps de résolution
reste raisonnable méme avec plusieurs parametres. Le désavantage est que les conditions
obtenues ne sont que suffisantes et qu’elle ne s’applique qu’a des fonctions particulieres
pour T'(f) (affine ou quadratique). Ceci entraine que les données de la contrainte LMI
dépendant de parametres sont des fonctions particulieres (voir la Section 2.4.3, page 80);
ce qui peut étre restrictif (voir la Section 3.4.1.1, page 131).

Vérification pour des valeurs particulieres des parametres Il s’agit en fait ici
des Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 2.12 et 2.13. Elles visent toutes a vérifier une inégalité
dépendant de parametres pour des valeurs particulieres de ces parametres. Il peut s’agir
de I'inégalité de départ (Lemmes 2.5, 2.7, 2.8, 2.9 et 2.12) ou d’une autre inégalité obtenue
par transformation. Deux transformations sont possibles : par immersion (Lemme 2.11)
ou par 'utilisation du lemme d’élimination réciproque (Lemme 2.13).

L’avantage de cette classe est qu’elle permet des calculs assez simples et qu’elle utilise
un nombre minimum de variables de décision (sauf avec le Lemme 2.13). Le désavantage
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est que les conditions obtenues ne sont que suffisantes (sauf pour les Lemme 2.5, 2.7 et 2.12
qui sont en fait les mémes) et que le nombre fini de contraintes croit de fagon exponentielle
avec le nombre de parametres (sauf pour le Lemme 2.9). De plus pour une utilisation
directe de ces méthodes, des dépendances spécifiques (généralement quadratique) doivent
étre considérées. Nous verrons dans l'exemple de la Section 3.4.1.1, page 131, que ceci
peut étre restrictif.

Paramétrisation quadratique de graphe et S—procédure Le derniere classe est
celle que nous utiliserons et que nous avons expliquée en détail dans le chapitre précédent.
Cette méthode a conduit au Théoreme 1.6, page 50, et au Théoreme 1.7, page 52.

C’est I'une des rares méthodes (avec les Lemmes 2.6, 2.9 et 2.10) pour lesquelles le
nombre de conditions ne croit pas de facon exponentielle avec le nombre de parametres.
De plus elle concerne des fonctions tres générales (contrairement aux Lemmes 2.6, 2.9
et 2.10). Par ailleurs, c’est la seule méthode qui énonce des conditions nécessaires et
suffisantes (avec les Lemmes 2.5, 2.7 et 2.12 qui ne peut étre utilisé que pour des fonctions
spécifiques) dans le cas d’un parametre (voir le Théoreme 1.6, page 50). Elles s’interpretent
de plus avec des concepts d’Automatique dans le cadre des outils de la commande robuste.

Cette méthode de transformation peut étre vu comme une extension du Lemme de Kal-
man Yakubovich Popov et les conditions obtenues sont tres similaires a celles du Lemme
de Kalman Yakubovich Popov (voir la Section 1.6, page 51). Il existe des algorithmes
utilisant la structure particuliere des conditions proposées dans le Lemme de Kalman
Yakubovich Popov (voir [VBWHO3] et les références citées). Ces algorithmes sont bien
plus efficaces que les algorithmes généraux de résolution comme [GNLC95]. Nous espérons
que ces algorithmes spécifiques au Lemme de Kalman Yakubovich Popov pourront étre
adaptés pour son extension.

C’est pour ces raisons que nous 'avons choisie.

Combiner plusieurs méthodes de transformation Il est bien stur possible de com-
biner plusieurs classes de méthode en méme temps. Par exemple, lorsque T'(0) est qua-
dratique, il est possible d'utiliser la convexité directionnelle avec la majoration. En effet
la, condition (2.18) est assurée par 'existence d’une matrice T,,(0) qui majore 7'(6) et qui
est elle-méme définie négative :

Vo e P, Tub(é) < 0.

La premiere condition peut étre assurée en choisissant T,,(8) = T(0) + >, M;0? avec
M; > 0. La seconde condition peut étre assurée en appliquant les conditions du Lemme
2.8 a Typ(0). Ceci nous donne le lemme suivant [GAC96].

Lemme 2.14. L’inégalité (2.18) est vérifiée s’il existe ng matrices M; semi—définies po-
sitives telles que
Vi=1,...,ng, T(M) +M; >0
{ Vo € V, Tub<8) < 0.
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De la méme fagon, il est possible d’utiliser le Lemme 1.1 page 28 avec le Lemme 2.8.
En effet la condition (1.10) est quadratique en . Le Lemme 2.8 peut alors étre appliqué
(voir [Iwa97] ou page 31).

Les résultats obtenus dans [DS00, WB02] peuvent aussi étre retrouvés par 1'utilisation
des graphes et par I'utilisation d’une méthode de vérification pour des valeurs particulieres
des parametres (Lemme 2.13 pour [DS00] et Lemme 2.5 pour [WB02]).

En fait, dans [GCG93], une fonction rationnelle est considérée au départ. Cette fonction
rationnelle a ensuite été immergé dans une fraction de deux fonctions multi affines.

2.4.3 Méthodes de transformation d’une infinité d’inégalités et
LMI dépendant de parametres

Une contrainte LMI dépendant de 6 peut étre caractérisée par I’ensemble de fonctions
considéré pour ses données, par I'ensemble de fonctions considéré pour ses variables de
décision et par sa structure. Dans cette section, nous commencons d’abord par classer les
résultats de la littérature selon ces trois caractéristiques et nous verrons que les contraintes
considérées dans la littérature sont des cas particuliers de celle que nous considérons. Nous
verrons ensuite pourquoi la contrainte LMI dépendant de parametres considéré dans un
résultat de la littérature a telle ou telle caractéristique en fonction du choix de la méthode
de transformation d’une inégalité dépendant de parametres utilisée dans ce résultat.

Ensembles de fonctions considérés pour les données Ici, nous classons les résultats
de la littérature selon I’ensemble de fonctions considéré pour les données. Nous montrons
alors que ces ensembles sont des sous—ensembles de I’ensemble que nous considérons, celui
des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classification des ensembles de fonctions considérés pour les
données dans les résultats existants est présentée dans le Tableau 2.3.

’ Articles \ Fonctions considérées ‘
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, KJS98, KJ99] Affine
[YS97, dOBG99, TdS01, Bli02, BBTN03, RP02]
[BPPB93, BP94, Bec95] Multi affine
[B1i03] Polynémiale
[Pac94, Hel95, AG95, SE98, Sch01, GCGI3| Rationnelle
[DS00, DS98, TdS02, IS01, KJ99, WB02]
[Bec95, WYPBI6, Sch9g] Continue
’ [Lim99, LH97, LHO2, MKS9S§] ‘ Affine par morceaux ‘

TaAB. 2.3 — Type de fonctions considérées pour les données

Dans le Tableau 2.3, I’ensemble de fonctions rationnelles, en choisissant judicieusement
le dénominateur, est un sur—ensemble de tous les autres ensembles : les fonctions affines par
morceaux peuvent étre vues comme des approximations des fonctions rationnelles ; nous
ne considérons pas les fonctions continues car la seule méthode de transformation d’une
infinité d’inégalités associée (le maillage) n’est pas satisfaisante (voir la Section 2.4.1.7,
page 77); de plus les fonctions rationnelles pouvant approcher une fonction continue
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a n’importe quelle précision, il n’est pas nécessaire de considérer ces fonctions (voir la
Section 2.3.3, page 63).

L’ensemble de fonctions que nous considérons pour les données est aussi I’ensemble des
fonctions rationnelles. C’est donc un sur—ensemble non strict des ensembles considérés jus-
qu’a présent. Nous verrons dans les exemples du chapitre 3 que ces fonctions conviennent
aux problemes d’Automatique et que d’autres fonctions, comme les fonctions affines
peuvent ne pas convenir (voir la Section 3.4.1, page 130).

Ensembles de fonctions considérés pour les variables de décision Ici, nous clas-
sons les résultats de la littérature selon ’ensemble de fonctions considéré pour les variables
de décision. Nous montrons alors que ces ensembles sont des sous—ensembles de ’ensemble
que nous considérons, celui des fonctions rationnelles.

Pour comparaison, une classification des ensembles de fonctions considérés pour les
variables de décision dans les résultats existants est présentée dans le Tableau 2.4.

’ Articles \ Fonctions considérées ‘
[BPPB93, BP94, Pac94, Hel95, AG95, SE9S| Constante
[Sch01, GCGI93, KJS98, WB02, BBTNO03]
[AGB95, GAC96, FAG96, TA02, YS97, dOBG99| Affine
[WB02, KJ99, RP02]
[DS00] Multi affine
[TdSO01] Quadratique
[Bli02, BIli03] Polynomial
[DS98, TdS02, 1S01] Rationnelle &
dénominateur fixé
[Bec95, WYPB96] Générée par une base
de dimension finie
[Lim99, LH97, LHO2] Affine par morceaux
[MKS98, Schos] Spline

TAB. 2.4 — Type de fonctions considérées pour les variables de décision

Pour les mémes raisons que dans le cas des données (la méthode de transformation
d’une infinité d’inégalités n’est pas satisfaisante lorsqu’une fonction générée par une base
de dimension finie est considérée, les fonctions affines par morceaux et les splines sont
considérées comme des approximations des fonctions rationnelles), I’ensemble des fonc-
tions rationnelles a dénominateur fixé, en choisissant judicieusement le dénominateur, est
un sur—ensemble de tous les autres ensembles.

L’ensemble de fonctions que nous considérons pour les variables de décision est I'en-
semble des fonctions rationnelles (& dénominateur libre). C’est donc un sur—ensemble
strict des ensembles considérés jusqu’a présent. La différence avec I’ensemble de fonctions
rationnelles a dénominateur fixé est importante : il n’y a pas d’indication a priori pour
choisir le dénominateur « correctement » (ceci sera illustré dans 'exemple de la Section
3.4.2, page 141). Une contribution importante de cette these est d’utiliser un ensemble de
fonctions qui englobe ceux considérés jusqu’a présent et, surtout, qui convient pour des
probléemes d’Automatique (voir la Section 3.4.1, page 130, et la Section 3.4.2, page 141).
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Structure de la contrainte LMI dépendant de parametres Ici, nous montrons
que les structures considérées dans les résultats existants sont des cas particuliers de la
structure générale de la contrainte LMI dépendant de parametres que nous considérons,
a savoir la contrainte (2.17) qui est rappelée ici :

Vo eP, F.(0)+ fj F{(0)R:(0)F{'(6) + (ch) + fj W(@)Rz-(@)Ff(@)) <0

ou les R;(#) sont les variables de décision. En fait, nous ne détaillerons pas toutes les
structures considérées jusqu’a présent mais deux d’entre elles qui sont souvent rencontrées.

La premiere structure particuliere de contrainte souvent rencontrée est la suivante :
AO)TP(0) +PH)AB) <0

ou la variable de décision est P(6). Cette contrainte apparait beaucoup en analyse de
la stabilité robuste [DS98, FAG96, Bli02] puisqu’il s’agit d’une inégalité de Lyapunov
dépendant de parametres. Cette contrainte a une structure particuliere en ce sens qu’elle
est homogene en la variable de décision, i.e. la contrainte est linéaire et non pas affine en
la variable de décision. Elle peut se réécrire sous la forme (2.17) avec ng = 1, F.(0) = 0,
F(0) = AT, FH{O) =1 et R1(0) = P(0).

La seconde structure particuliere de contrainte souvent rencontrée est la suivante :

AO)TPO) +P(O)AG) PO)B(O) CO)T
Np(8)" B(6)P(0) ZL D) | M) <0
C(0) D(0) —~I

ou la variable de décision est P (). Cette structure apparait en analyse et en commande des
systemes LPV [AGB95, BP94, Sch01]. Elle peut se réécrire sous la forme de la contrainte
(2.17) avec ng = 1,

0o 0 0 A()T
F.(0)=Np@T | 0 =3I 0 [ Np(0), F/0)=Np®)T | BO)T |,
0

Fi@)=[1 0 0]Np(8) et Ri(6) =P(H).

Toutes les structures rencontrées jusqu’a présent sont des cas particuliers de la structure
considérée dans le Probleme 2.3 (et aussi dans le Probleme 2.2). De fait, cette derniére
est la plus générale possible. A notre connaissance, aucun résultat existant ne concerne
une structure générale de la contrainte LMI dépendant de 6.

Influence des méthodes de transformation d’une inégalité dépendant de pa-
rametres sur les caractéristiques d’une contrainte LMI dépendant de parame-
tres Nous allons maintenant voir en quoi les méthodes de transformation d’une inégalité
dépendant de parametres influent sur les caractéristiques des contraintes LMI dépendant
de parametres.

Ceci est particulierement vrai pour les ensembles de fonctions considérés pour les
données et les variables de décision. Les structures particulieres rencontrées dans la
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littérature viennent plus du fait que les contraintes LMI dépendant de parametres n’ont
pas été considérés en tant que telle. Elles résultaient des conditions obtenues pour certains
problemes d’Automatique.

L’influence sur les ensembles de fonctions est directe lorsque la transformation d’une
infinité d’inégalités n’introduit pas de matrices supplémentaires (ce qui n’est pas le cas
de l'approche avec le lemme d’élimination réciproque ainsi qu’avec l'approche par pa-
ramétrisation quadratique de graphe et S—procédure). Dans ce cas, seul I'ensemble de
fonctions considéré pour l'inégalité dépendant de parametres influe. Par exemple, sup-
posons que nous utilisions une méthode de transformation qui considere que 7'(0) est
affine en 0. Dans le cadre de notre probleme, T'(f) représente en fait une contrainte LMI
dépendant de #. Une contrainte LMI s’écrit de fagon générale

Ve B0+ S FOROF0) + (ch) B F@-"(9>Ri(9)ﬂd(9>> <0

ou les R;(0) sont les variables de décision. Pour que cette contrainte LMI soit affine en 6
et ainsi pouvoir utiliser les méthodes de transformation d’une infinité d’inégalités pour les
fonctions affines, il faut que F.(0) et F?(0)R;(0)F(0) soient affines en 6. Les données ne
peuvent étre qu’affine. Par ailleurs F7 () et F2(0) ne peuvent pas étre tous deux affines (ce
qui explique en partie les structures particulieres considérées dans les résultats existants).
Si I'une des deux est affine, R;(#) ne peut étre que constant ; alors que si toutes deux sont
constantes en 0, R;(6) peut étre affine en 6.

L’influence est moins directe lorsque la transformation d’une infinité d’inégalités in-
troduit des variables de décision supplémentaires (ce qui est le cas de I'approche avec
le lemme d’élimination réciproque ainsi qu’avec ’approche par paramétrisation quadra-
tique de graphe et S—procédure). En appliquant ces transformations & une contrainte LMI
dépendant de parametres, il ne faut pas faire apparaitre de produit entre ces variables
de décision supplémentaires et les variables de décision de la contrainte de départ. Sans
une transformation supplémentaire, dans le cas de variables de décision rationnelles, cela
n’est possible qu’en fixant le dénominateur.

2.5 Solution efficace a la LMI dépendant d’un pa-
rametre

Nous allons maintenant transformer la LMI dépendant d’un parametre (Probleme 2.2,
page 64) en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.
Nous réécrivons tout d’abord la contrainte (2.16) sous une autre forme qui convient mieux.
Cette forme est

v € [0:6],  Hi(0)(C + Y(0))Ha(0) + (Hi(0)(C + Y(0))Ha(6))" <0

ou Y(0), la variable de décision, est une matrice (possiblement structurée) de fonctions

rationnelles en 0 de degré N et bien posée sur [0 ;0]

Z;'V:o Tj 0’

T(0) = .
( ) Z;'V:O d]ﬂj
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La contrainte (2.16) peut toujours se réécrire (et inversement) sous cette forme avec des
choix particuliers de Hq(6), H2(0), C et Y (). Par exemple, un choix possible est :

Hy(0)=[ F.(0) F{(0) --- Fg.(0)]
I 0 --- 0 0 0 0 I
e |00 ] e = 0 R‘l(e) : ) = Ff“(G)
0 oo 0 Ra®) F (9)

Nous reformulons la LMI dépendant d’un parametre et, a strictement parler, c’est le
probleme suivant que nous allons transformer.

Probléme 2.4 (LMI dépendant d’un parametre). Soient [0:0] un intervalle borné de R,
i.e. 0 et 0 sont finies,

bem
Hy(0)

— JRmXa H2 : [Q
= Hi(0)

—

Hy : [0;0] ;0
) 0

—
H
deuxr matrices de fonctions rationnelles en 6, bien posées sur [0;0] et admettant une

représentation LFT, et C € R***. Soit N un entier naturel.

Trouver, si elle existe,
N .
. Zj:O 1,0’
— <N ;.
ijo dj@y

une matrice (possiblement structurée) de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur [0 ; 0],
telle que

1(6)

VO €[0:0), Hi(0)(C+ Y(0)Ha(0) + (H.(0)(C + T (0) Hy(0))T < 0. (2.25)

En examinant ce probleme, il apparait au moins une difficulté empéchant ’obtention
directe de la Solution efficace a la LMI dépendant d'un parametre : la contrainte (2.25)
dépend de 0 et définit de fait une infinité de contraintes. Cette difficulté a été discutée
dans la section précédente et nous avons choisi la méthode utilisant les graphes et la
S—procédure. Elle conduit au KYP réel (Théoreme 1.6, page 50), qui est rappelé ici : la
contrainte quadratique

Vo € [0;0], @) M) <0 (2.26)
est vérifiée si et seulement s’il existe D = DT > 0 et G = —G7 telles que
cr I 01" —2D @+0)D+G I 0
lpg}M[C‘b D‘I’H[Acb Bq>] {(Q+§)D—g —200D Ap By | =V
(2.27)

avec Ag, Bs, Co et Dg telles que

As B |
9[*[C¢ D@}_QD(H).

Cette méthode permet de transformer un inégalité dépendant de # en un probleme d’opti-
misation LMI indépendant de 6. Pour appliquer ce théoreme, il faut donc pouvoir réécrire
la contrainte (2.25) sous la forme (2.26). Or il apparait que I'expression (2.27) est affine en
M, D et G. Donc si la rééeriture de (2.25) sous la forme (2.26) a les propriétés suivants :
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— M est affine en Y; et en d;;

— ®(6) ne contient aucun YT, ni aucun d, ;
alors par application du KYP réel (Théoreme 1.6, page 50), nous aurons transformé la
contrainte (2.25) en une contrainte LMI indépendant de parametre. Nous aurons donc
trouvé la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre et cette solution aura bien
les propriétés définies dans la Section 2.3.5, page 68. De plus, dans le cas présent, pour
la premiere propriété, il s’agit d’une équivalence et non pas seulement d'une implication :
il existe une solution a la LMI dépendant d’un parametre si et seulement s’il existe une
solution a la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre.

La difficulté majeure ici est en fait de réécrire la contrainte (2.25) sous la forme désirée.
Nous allons voir que ceci est possible en utilisant une propriété élémentaire des po-
lynomes réels. Apres avoir énoncer et commenter la Solution efficace a la LMI dépendant
d’un parametre, qui est un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de
0, nous discuterons des possibilités afin de limiter le nombre de variables de décision
supplémentaires introduits par D et G. Ceci a l'intérét de limiter le temps de résolution
de la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre. Enfin un exemple numérique
sera présenté.

2.5.1 Solution efficace et commentaires

Pour trouver la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre, il faut considérer

le bien posé : transformer le fait que la variable de décision est bien posée sur [6 ;6] en
une contrainte LMI indépendant de 6 ;

la contrainte (2.25) : transformer la contrainte LMI (2.25) dépendant de 6 en une
contrainte LMI indépendant de 6.

Nous expliquons comment ceci est possible. Cette explication servira aussi de démonstra-
tion.

Transformation du bien posé Le bien posé de T(6) sur [0; 0] est équivalent & ce que
le polynome réel Z =0 d;#’ ne s’annule pas sur [6; 9] La propriété élémentaire que nous

utilisons est que ce polynome réel, ne s’annulant pas sur [f;6], a un signe constant sur
cet intervalle. Introduisons des réels ¢; tels que le polynome Z;V:O ;67 ne s’annule pas sur

[0;0]. Sans perte de généralité, on peut prendre ¢y = 1. Le bien posé de Y(6) sur [4;6)
est alors équivalent a ce que la fonction rationnelle
N .
Z §=0 dj 0’
1+ Zjvzl cﬂj

ne s’annule pas sur [¢; 0]. Elle a donc un signe constant sur [6; _@] Sans perte de généralité,
ce signe peut étre choisi positif. Le bien posé de Y () sur [0 ;0] est donc équivalent a :

_ - d;0? o di0’
v € 16; 0], ZJ‘?V T+ ZJ‘?V ] >o. (2.28)
L+ Zj:l c;t’ L+ Zj:l c;0

Z;‘V:O dj 0’

=0T R (6. c;
1+ Z;VZI ;0 41916 ¢;)
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avec

L,0Y
1+ Zjvzl ;6
Rap = [ dylp -+ dil, dol) } et @0, c;) = :
I,
1+ Zjvzl ;67 |

L’inégalité (2.28) se récrit alors

wewd [oon] [ag 5" [aoe] <

Par application du Théoreme 1.6, page 50, avec

0 —Raq B 1
M = { —'RZ;I ()d } et @(9) = {gbl(@,ci) } ,

nous obtenons une premiere contrainte LMI indépendant de 6 qui assure le bien posé de

la matrice Y(0) sur [0;6)].

Transformation de la contrainte (2.25) Pour la contrainte (2.25), il est possible de

N .
o d;07
Iécrire sous la forme ®(0)" M®(0) < 0. En effet, en la multipliant par M qui
+ ZN 1 G
J:
est strictement positif, cette contrainte est équivalente a
o > oY +d; )¢
Vo € [6; 6], H,(0)== ~—— Hy(6) + - - -
07 O S )
(2.29)

> o(Ts + ;)Y H2(9)> .

x Hy (0 .
+< 1() 1+Z§V:10J9‘7

Or il est toujours possible de trouver une matrice U(Y;, d;), affine en T et en d;, et H(0)
une fonction rationnelle en # bien posée sur [¢; 6], indépendant de T; et d;, telles que

(Yo+C) + zj.il 07(Y; 4 d;C)

: — U(T;, d;)H ().
TS (X, H(0)

Par exemple, une factorisation possible est H(6) = ¢,(0, ¢;), avec p le nombre de colonnes
de T(0), et U(Y;,d;) = [ Ty +dnC -+ To+doC ]. Cette factorisation n'est pas
unique. La condition (2.29) est alors équivalente a

wewd. [t | [ucrar “5" ] [agmm] <o e»

Par application du Théoreme 1.6, page 50, avec

o {u(rﬁ o u(”ré,dﬂ } ot BO) = [ﬁzl)(grie) } ,



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 87

nous obtenons une deuxiéme contrainte LMI indépendant de 6 qui assure la condition
(2.25).

Nous pouvons alors énoncer la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre
ol les notations suivantes sont utilisées

ID € R¥** D > 0, 3G = —GT € RF>k,

Wens(k) =S W =W7T

W:{ —2D (Q+§)D+g]

O+0)D—-G  —200D
et

cy r o71" I 0
E(A®7B¢ac¢7D¢aM7W>:|:D§;:|M[O<I> Dq):|+|iAq> Bq>:| W|:Aq> B<1>:|

Théoréme 2.1 (Solution efficace a la LMI dépendant d’un parameétre). Soient [0;0] un
intervalle borné de R, i.e. 6 et 6 sont finies,

H1 . [Q7§] — Rmxa HQ . [Q,a] — Rbxm
deux matrices de fonctions rationnelles en 6, bien posées sur [Q;_] et admettant une

représentation LFT, et C' € R***. Soient N un entier naturel et N réels c; tels que pour
tout 0 € [0;0], 1+ 30, 67c; #0.

Alors, il existe

T(0) = 2z T (2.31)

Z;’V:O dj 07

une matrice (possiblement structurée) de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur [0 ; 0],
telle que

YO € [0;0], H(0)(C+TY(0))Hy(0)+ (H(6)(C +T(0))Hy(0)" <0 (2.32)

si et seulement s’il existe N + 1 matrices Y; (possiblement structurées) et N + 1 réels d;

tels que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
() il existe Wy € We,5(N) telle que :

0 1y
0 10 07 [0 L0 0 0
0 -
‘C O ) 9 : ) )
0 0 1 0 : -, .. 0
| —cn 0 e e —Cq | _1_ 0 0 1
ey e e e = | [ 1]
0 dy o i do ]
. W) <0
S a ey d

(1) il existe W € Weps(na,) ot na, estla taille de Ay telle que :

0 U(Td
E(AHuBH7CH7DH7|:u(Td)T ( 6 ]>:|7W)<O
3
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9[*{;1[, BH] A { CHy(0)T }

Cu Dy | | H(0)H:(9)
et ouU(Y;,d;) est affine en Y; et en d; telle que

S 09T+ d,C)

J=0

1 ‘|‘ Zjvzl c]ﬂj

U(Y;,dj)H () =

Remarque 2.8. Le choix des réels c; n'affecte pas le résultat du théoréme tant que le
polynome 1 + Zjvzl 0ic; ne s’annule pas sur [0;0)].

Nous avons bien obtenu des conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous
contraintes LMI indépendant de 6. Ces conditions sont nécessaires et suffisantes. L’intérét
est que, NV étant donnée, il est possible de répondre positivement ou négativement a la
question de I'existence de la matrice Y ().

Dans la LMI dépendant d'un parametre (Probleme 2.4, page 84), les données et les
variables de décision sont des fonctions rationnelles en 6. Nous avons justifié 'intéret
des fonctions rationnelles par le fait, qu’en choisissant judicieusement leur degré N, I’en-
semble de ces fonctions est un sur—ensemble des ensembles de fonctions considérés dans les
résultats existants. Cependant, dans certains cas, les données et les variables de décision
peuvent appartenir a un ensemble strictement inclus dans ’ensemble des fonctions ra-
tionnelles. Par exemple, les données peuvent étre naturellement des fonctions affines en
0. Par exemple, si les conditions du Lemme 2.4, page 67, sont vérifiées, alors les variables
de décision peuvent étre choisies comme des fonctions constantes sans perte de généralité.
L’approche présentée dans ce chapitre, qui a aboutit au Théoreme 2.1, peut aussi étre ap-
pliquée si I'on considere les ensembles de fonctions considérés dans les résultats existants.

Pour les données, notre approche suppose qu’elles puissent étre représentées par des
LFTs. Or sans perte de généralité (voir la Section 1.5, page 50), nous avons supposé
que c’est le cas pour les fonctions rationnelles. Les fonctions considérés dans les résultats
existants étant des fonctions rationnelles particulieres, ces fonctions peuvent aussi étre
représentées par des LFT's.

Nous avons considéré des variables de décision rationnelles en 6, soit de la forme (2.31).
En fait, ’approche présentée dans ce chapitre permet aussi de fixer tout ou partie des réels
d; et/ou tout ou partie des matrices ;. En effet, dans le Théoreme 2.1, les conditions ob-
tenues sont sous la forme d’un probléeme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de 0. En fixant tout ou partie des réels d; et/ou tout ou partie des matrices T, les condi-
tions obtenues restent sous la forme d’un probleme de faisabilité LMI indépendant de 6.
Ceci permet de moduler I’ensemble de fonctions que nous avons considéré pour les va-
riables de décision et ainsi le faire coincider avec tous ceux considérés jusqu’a présent dans
les résultats existants. Par exemple, pour le faire coincider avec ’ensemble des fonctions
polynomiales, il faut annuler tous les d; sauf dy.

L’approche présentée dans ce chapitre peut donc étre appliquée si I’on considere les
ensembles de fonctions considérés dans les résultats existants.

2.5.2 Astuces de mise en ceuvre

L’intérét du Théoreme 2.1 est qu’il donne des conditions numériquement vérifiables sous
la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre. Lors
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de sa mise en ceuvre, il est intéressant de limiter la taille du probleme de faisabilité sous
contraintes LMI indépendant de parametre obtenu dans le théoreme, ce qui permet de
limiter son temps de résolution. Cette taille dépend, entre autre, du nombre de contraintes
LMI indépendant de parametre, du nombre de variables de décision et de la taille des
contraintes LMI indépendant de parametre.

Nous allons voir que la limitation du nombre de contraintes LMI indépendant de pa-
rametre est structurelle : dans certains cas, la contrainte (i) disparait.

Lors de la mise en ceuvre du théoreme, il faut factoriser la contrainte considérée sous
la forme de la contrainte (2.32) et choisir les réels ¢;. La factorisation et le choix des
réels n’étant pas unique et ne changeant pas le résultat, il est alors possible de factoriser
et de choisir les réels ¢; « au mieux ». Nous allons voir que cette factorisation et que ce
choix, judicieusement effectués, permettent de limiter le nombre de variables de décision
supplémentaires introduites ainsi que la taille des contraintes. Le nombre de variables de
décision supplémentaires introduites par Wy et W est égal & N2+ "1241{‘ De plus, plus n4,
est grand, plus la taille de la contrainte (i) est grande. Il est donc intéressant de limiter
na, qui est I'ordre d'une représentation LF'T de

|t
H(0)H2(0) |
Dans ce cas, nous ne nous intéressons qu’a la contrainte (i7) du Théoreme 2.1, soit au
nombre de variables de décision scalaires supplémentaires qu’introduit WW. En plus de

la factorisation et du choix des réels c¢;, nous discuterons de la présence de plusieurs
contraintes LMI dépendant de parametres.

Elimination de la contrainte (i) Sila contrainte (2.29) implique la contrainte (2.28),
la, condition (i) du théoreme disparait. Ceci est le cas lorsque la matrice Hi(0)(C +
Y(6))Ha(0) + (H1(0)(C + Y (0))Hz(0))" a un terme sur la diagonale que 1'on sait a priori
étre strictement négatif.

Typiquement, nous rencontrerons dans le prochain chapitre des contraintes LMI dépen-
dant de parametres dont un élément de leur diagonale est —v avec v > 0. La contrainte
(2.29) fait alors apparaitre sur un des éléments de sa diagonale la contrainte

N .
_ o d6)
Vo e [6; 0], —v # <0.
1+2j=1 chJ

Ce qui implique bien la contrainte (2.28).

Choix des ¢; Ici nous supposons que nous avons déja obtenu
CH(0)"
H(6)H»(6)
et que nous cherchons un choix des ¢; qui limite n,4,,, 'ordre d'une représentation LET

de cette matrice. H(f) est en fait une fonction rationnelle de dénominateur 1+ Zjvzl 0lc;.
L’idée est alors de choisir les ¢; pour que H(6) ait les mémes poles que Hy(6).

Par exemple, supposons que

Ag(0)
(0" 1 _ | Col6)
[ H(0)H,(0) } | ou(0,¢)) (2.33)

Ca(0)



90 CHAPITRE 2 LMI DEPENDANT DE PARAMETRES

avec
|: AGO + AGI 9 I
Ag(9) ] _ | Coo Cen B
{ Ce(0) } = Y et avec  ¢,(0,¢;) = : f"c i (2.34)
1

Alors en choisissant ¢; = 3, le pole de ¢, (6, c;) est le méme que celui de Ag(6) et de
Cq(0), ce qui permet I'écriture suivante

Ac1 Aco

) Cor Coo
_Cel®) VT | 6.6,
(bn(‘gacj) 0 In ¢ ( ])

Cal6) Ca1 Ceao

En utilisant la représentation minimale de ¢,(0,c;) présentée dans le Lemme 1.10, page
48, la variable W introduit n? variables de décision scalaires supplémentaires.

En choisissant ¢; # 3, cette derniere écriture n’est plus possible et la variable W
introduit plus de n? (pour étre exact 4n?) variables de décision scalaires supplémentaires.

Cette exemple montre qu'un choix pertinent des réels ¢; permet de limiter n4,, et donc
le nombre de variables supplémentaires introduites par W.

Factorisation sous la forme (2.32) La factorisation d'un contrainte LMI dépendant
de 6 sous la forme de la contrainte (2.32) n’est pas unique. Le choix d’une factorisation
peut avoir d’importantes répercussions. Nous illustrons ceci a travers l'exemple de la
contrainte simple suivante :

Vo € [0: 0], Ac(0)"P(0) +P(0)Ac(0) + Ca(0)" Ca() <0
ou Ag(0) et C(0) sont les données et sont définies par (2.34) et ot P(6) est la variable
de décision avec N = 1.

Il existe plusieurs possibilités pour factoriser cette contrainte sous la forme de la
contrainte (2.32) dont deux sont naturelles et semblent a priori équivalentes :

1. la premiere : H,(0)(C + Y(0))Hy(0) = Ag(0)TP(0) + %Cg(H)TCg(H) ;

2. la seconde : Hy(6)(C + T (60))H(8) = P(0) Ac(6) + 5Cc(0)"Ca(9).
Avec la premiere possibilité, nous obtenons la factorisation

L0 0] | Leow |

N N /

. / O ?[

s (6) Ha (0)

[ Ac(®)T Cu(6)" ] [0 !

g

H1(9)

ce qui donne Pexpression définie par (2.33). En choisissant ¢; = 3, n? variables de décision
scalaires supplémentaires sont donc introduites par W.
Avec la seconde possibilité, nous obtenons la factorisation

L] o

N / /

0T Ao b
Hi(0 g As
1(0) ) T(9) Hj(0)

[ Cal)” ] [O ¥
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ce qui donne

I,
{ CHy ()" ]: Ca(9)
H(0)H,(0) Pn(0,cj)Ac(0)
Cq(0)

Quelque soit le choix de ¢;, 4n? variables de décision scalaires supplémentaires sont intro-
duites par W.

Meéme sur cette exemple simple, la factorisation sous la forme de la contrainte (2.32) est
délicate puisque la seconde possibilité introduit quatre fois plus de variables de décision
supplémentaires que la premiere ; alors que ces deux possibilités semblaient équivalentes
au départ. Il est donc important de bien choisir cette factorisation en fonction de la
contrainte LMI dépendant de € considérée.

Plusieurs contraintes LMI dépendant de § Jusqu’a présent, nous n’avons considéré
que des problemes de faisabilité avec une seule contrainte LMI dépendant de 6. Nous avons
justifié ceci par la Remarque 2.1, page 59 : il est toujours possible de réécrire plusieurs
contraintes LMI en une seule. D'un point de vue numérique, cette réécriture n’est pas
forcément judicieuse.

Pour simplifier la discussion, nous ne considérons que deux contraintes LMI dépendant
de 0 :

Vo €[0:9], LMI,(6) <0 (2.35)

et

VO €10:0], LMIy(0) <0 (2.36)

ou ces deux contraintes ont les mémes variables de décision.
Pour transformer ces deux contraintes, il y a deux possibilités :

1. appliquer le Théoreme 2.1 a la contrainte (2.35) puis & la contrainte (2.36), en
sachant qu’en choisissant les ¢; identiques dans ces deux applications, la condition
(7) du théoreme est identique dans ces deux applications ;

2. appliquer le Théoreme 2.1 a la contrainte suivante

= LMI,(6) 0
Vo € [6;46], 0 LMI(0) <0.

Avec la premiere possibilité, la condition (i) du Théoréme 2.1 introduit N? variables
de décision scalaires supplémentaires. Maintenant, supposons que la condition (i) du
Théoreme 2.1 en introduise ni@l pour la contrainte (2.35) et ni% pour la contrainte
(2.36), soit un total de N2 + nQAq)l + n?%z, avec les factorisations sous la forme de (2.32)
et le choix des ¢; effectués judicieusement.

La seconde possibilité introduit alors N2+ (n Ag, T4, )? variables de décision scalaires
supplémentaires.

La seconde possibilité introduit 2n4, n4,, plus de variables supplémentaires que la
premiere. Il est donc préférable de privilégier la premiere possibilité.
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2.5.3 Exemple numérique

Nous développons maintenant un exemple de mise en ceuvre du Théoreme 2.1. On
considere E(6) une famille d’ellipses paramétrisée par 6 € [—1; 1]. Une ellipse est donné

par ’ensemble
{z e R? | (x—z)" PNz —2) <1}

ol P est une matrice définie positive et ou x. est le centre de l'ellipse. On considere une
famille d’ellipses paramétrisée par 6 € [—1;1] et définie par :

E(0) ={z € R* | (z — 2.(0))" P() " (z — z.(0)) <1}

0,1 {1—62

0,4 20
avec P(Q) = 2 [ m 26

T+07? | 0 -1

0 C1s : . -
ze(0) = [ 2_1 | Nous considérons aussi un disque O de centre 'origine et rayon 0,7 :

}[29 0?—1]+ }[1—02 20 | et

O={zeR’|2"2<0,7}.

Sur la Figure 2.2 sont représentés les ellipses, les centres correspondants pour différentes
valeurs de 6 et le disque Q.

0.2

|
!
+

0
-0.2

-0.4

T T T
!
|
\
oot

-0.6 —

-0.8

-1

-121

F1G. 2.2 - E(0), x.(0) pour 0 € {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1} et O

Nous cherchons z(6) une fonction explicite de et de faible complexité telle que, pour
tout 0 € [—1; 1], x(0) est dans l'intersection de I'ellipse E() et du disque Q. Le probleme
est donc le suivant : trouver z(6) : [—~1; 1] — R? une fonction explicite de 6 telle que
(2(6) — ze(6))" P(0) " (x(0) — 2(6)) < 1

vo e =11, { +(0)T2(0) < 0,72

Par manipulations, la contrainte pour tout 6 € [—1;1], (z(0) — z.(0))T P(6)~'(x(0) —
zc(0)) < 1 est équivalente a la contrainte

[ -1 (2(6) — zc(6))"
2(0) — z(0) —P(6)

qui est réécrite sous la forme de la contrainte (2.32) :

Vo € [-1;1], <0

V0 € [~1;1], Hyi(0)(Ch + T1(0))Har(0) + (Hy(0)(Cy + T1(0)) Han(0))T <0 (2.37)



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 93

10 1 0

_1
Hyy(0)= [—x}&) I,

De méme, la contrainte pour tout 0 € [—1;1], z(6)Tz(f) < 0,7? est équivalente a la
contrainte

Vo € [-1;1], [ —0.7 2(0)" } <0

xz(0) —I

qui est réécrite sous la forme de la contrainte (2.32) :
VO € [—1;1], Hi2(0)(Cs + Yo(0))Hao(0) + (H11(0)(C1 + T1(0))Ha1(0))" <0 (2.38)

avec

e I R B RO P R A

2

Comme P(f) et z.(f) sont rationnelles en 6, bien posées sur [—1;1], et admettent une
représentation LF'T, il est possible d’appliquer le Théoreme 2.1.

Pour la résolution du probleme de faisabilité, nous choisissons N = 2 (au vu de la
Figure 2.2, nous conjecturons qu’il existe une solution parabolique mais qu’il n’en existe
pas qui soit affine, il faut alors choisir N au moins égal a 2) et 1 + c10 + 0% = 1 (ce
qui permet de limiter le temps de résolution car x.(#) a le méme dénominateur). De plus,
nous pouvons choisir sans perte de généralité dy = 1. Nous obtenons alors

1 { 0,526 }

"0) = 70,1762 | ~0,69 + 0,762

La Figure 2.3 représente les points x(6) trouvés pour plusieurs valeurs de 6. Pour toutes
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F1a. 2.3 — Résultat pour 0 € {0;0,2;0,4;0,6;0,8;1}

ces valeurs, x(f) est bien a l'intersection de E(f) et de Q.

Remarque 2.9. Pour ce probléeme, il existe une infinité de solutions. La résolution
numérique du probleme d’optimisation n’en donne évidemment qu’une. En revanche, N
étant donné, le probleme de faisabilité lui-méme (celui obtenu par application du Théoréme
2.1 sur les contraintes (2.37) et (2.38)) paramétrise toutes les solutions.
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2.6 Solution efficace a la LMI dépendant de plusieurs
parametres

Nous considérons maintenant le cas ou 8 = [ O - 0Oy, }T est un vecteur de P =
61 (9_1] X X Oy %] , un polytope borné de R™. La démarche présentée dans la Section
2.5 peut étre reconduite. Nous reformulons tout d’abord la LMI dépendant de plusieurs
parametres. Puis nous énoncerons la Solution efficace a la LMI dépendant de plusieurs

parametres. Enfin, un exemple de mise en ceuvre numérique est présenté.

La reformulation de la LMI dépendant de plusieurs parametres donne le probleme
suivant.

Probléme 2.5 (LMI dépendant de plusieurs parametres). Soient ng un entier strictement

supérieur a un, P = [0,;6,] x --- x [0,,, ;0ny] un polytope bornée de R™, i.e. pour tout
i=1,...,n0, 0; et 0; sont finies,
H : P — R™¢ Hy : P — R

deux matrices de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur P et admettant une représentation
LFT, et C € R, Soit ng entiers naturels Nj;.

Trouver, si elle existe,
Ny Ning i1 ing
Zilzo to Zinezo T(ih-n,in@)el .o '0n9
N, Ning i1 ing
Zilzo T Zingzo d(il,...,ino)el <. 9”9
une matrice (possiblement structurée) de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur P,
telle que

T(0) =

Vo€ P, Hy(0)(C + Y (0)Ha(0) + (Hi(6)(C + T (8)) Hy ()T < 0.

2.6.1 Enoncé de la solution et commentaires

La démarche pour trouver la Solution efficace a la LMI dépendant d’un parametre
présentée dans la section précédente peut étre reconduite excepté qu’au lieu d’appliquer
le Théoreme 1.6, page 50, il est appliqué le Théoreme 1.7, page 52. Cette démarche conduit
a la transformation suivante dans laquelle les notations suivantes sont utilisées : W, (k)
est I’ensemble défini par

( Vi = 1,--- ,ne,ﬂ'Di — 'D;-‘F c Rkiin)’Di >0, 3G, = _ng c Rkiin, )
[ Wi Wi } Wi = diag(=2Dx, -+, =2Dy,), |
T — _
Wiy Wi Wig = diag((& + 91)2)1 +Gi, -, (% + eng)Dng + gne)’
L Was = dlag(_2ﬁ‘9_lD17 Ty _2ﬂ%IDn9) )
ou les k; sont les éléments du vecteur k, i.e. k = [ ky - Ky, }, et

T I ! I
£(A¢,B¢,C¢,D¢,M,W):{g‘g}M[Gp D¢]+[ 0 ] W[ 0 }
P
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Théoréme 2.2 (Solution efficace a la LMI dépendant de plusieurs parametres). Soient
ng un entier strictement supérieur a un, P = [0, ;0] x --- x [0, 0n,] un polytope bornée

de R™, i.e. pour touti=1,...,ng, 0; et 0; sont finies,
H : P — Rmx Hy : P — Rb*m

deux matrices de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur P et admettant une représentation
LFET, et C' € R***. Soient ny entiers naturels N; et Clir,oming)s U = 0y, Nj, 7 =10,...,ng,

Nin i 1n
C(0,..0) = L, des réels tels que, pour tout § € P, 3500 -+ 325 "2y €l iy 01 - - - O’ 7 0.
Alors, 1l existe
N Nzn 7 in
Zillzo T Z E0 T(’u ..... zng 9 b Hnge
N Zn 7 in
20" Zzngfod ..... ing) 01" - - Ong

une matrice (possiblement structurée) de fonctions rationnelles en 6, bien posées sur P,
telle que

1(0) =

Vo e P, Hy(0)(C+T(0))Hy(0) + (H(6)(C + YT () Hy(0)" <0 (2.39)

sl existe des matrices Y, . ») (possiblement structurée) et des réels di,
les deux conditions suivantes sozent vérifiées :

ing) tels que

.....

(1) il existe Wy € Weo(k) telle que :

0 1 0 —T (d,....in,))
E(AP;BP7|:CP:|7|:DP:|7|:_T(d(il ) ))T 0 0 ,Wd <0

ou T (d...., ine)) est une fonction affine de dg,, ., telle que
'Qljkl o .- ... 0
O C . " . N’Ln 7 in
. . AP BP A Z’Ll 0 ”Zlngzod(ll ..... ’ine 91 . 0 9
T(dGoing) X |2 7o G, *Lcr Dp N Nimg
. . O 211:0 e Z'Lnezo C('Ll .... Zne)el e 0719
L0 e 0 O, T,
(2.40)
pour des entiers k;, 1 =1,...,ng;
(1) il existe W € Wy, (1) telle que :
0 UL iy iing) s i oiing))
£ (AH’ Bu, Cut, D, UL (irning ) Aising)) 0 W) <0
(i1, 9) (i1, 9)
o1l ) )
0., 0 - .- 0
0 :
. Ay By A H1(9)T
0ili, Cu Dy | | HO)Hy0)
: e " 0
L0 e e 0 O], ]
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pour des entiers l;, i = 1,...,ng et ot U(T(il,...,in9)>d(il,...,ino)) est une fonction affine de
T(il,...,z’ne) et de d(il,...,in,g); i;=0,...,N;,7=0,...,ng telle que
B 25\1&:0 e ZZ;ZO(T(h""’i"G) + d(h,---,inQ)O)Qil - 9:{;(9
UL (i1, ing)s D ing) ) H (0) = e :

N n i in
Zillzo e Zineio c(il,...,ing)ell e 9n99
(2.41)

Les conditions sont suffisantes : il n’est pas possible de répondre négativement a la
question de I'existence d’une matrice Y (6).

Remarque 2.10. Les factorisations (2.40) et (2.41) sont toujours possibles bien que non
uniques.

La condition (i) introduit Y i’ k? variables de décision supplémentaires, alors que la

=1"
condition (77) en introduit >_7?, [? supplémentaires. Pour limiter le temps de résolution,
i=1" pp p

il est intéressant de limiter Y % (kZ + 12).

2.6.2 Mise en ceuvre pour la synthese d’un observateur dépen-
dant de parametres

Ici, nous nous proposons d’illustrer I'utilisation des LMIs dépendant de plusieurs pa-

rametres et I'application du Théoreme 2.2 dans le cas de la synthese, pour un systeme

dépendant de plusieurs parametres, d’un observateur dépendant explicitement de ces pa-
rametres, soit une infinité d’observateurs.

Considérons le systeme suivant :

+ Bu(0)u(t) + Bu(0)w(t)
+ Dy(0)(t)

<
—~
~+~
~—
I
@Q
—~
)
~—
8
—~
~+~
~—

o € Pavec P =[0;;6,]x---x[6, ;0,] un compact borné de R™. z(t), u(t) et y(t) sont
respectivement 1’état, I'entrée et la sortie du systeme. w(t) et v(t) sont respectivement le
bruit sur I’état et sur la sortie vérifiant

(58] wm)-[§ 2o

avec £ l'espérance mathématique, Qo > 0, Ry > 0 et 0(¢) 'impulsion. Toutes les matrices
sont rationnelles en #, bien posées sur P, et admettent une représentation LFT.
On considere un observateur dépendant des parametres défini par les équations d’état :

{fi“(t) = A@)z(t) + Bu(O)u(t) + MO)(y(t) —9())
Cy(0)i(t)

<>

—
~

N—
|

ou M () est une matrice rationnelle en 6, bien posée sur P.

L’objectif est de trouver I'observateur (c’est-a-dire M (€)) qui minimise le pire cas sur
la variance pondérée de Perreur d’observation & (e(t)Woe(t)T) avec e(t) = z(t) — Z(t) et
Wo > 0, soit : min g maxgep £(e(t)Woe(t)T).
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Ce probleme peut se formaliser comme un probleme de minimisation du pire cas de la
norme H, d'un systeme [SP96a] : min g maxpep de la norme Hs, de

{ i) = (AO) = MOC,O)e(t) + | B.OQY* M@E)D,6)RY* | [“’f(t))]

Uy (t
1/2
es(t) = Wy e(t)
(2.42)
En étendant un résultat d’analyse de la norme H, [BEFB94], ce probleme peut se résoudre
grace a un probleme d’optimisation dépendant de parametres : minimiser  tel qu’il existe

M), P(0) = P(O)" et T(0) =T (0)T telle que pour tout § € P
A(0)TP(0) — C,(0)" M(0)"P(0) + P(0)A(0) — P(O)M(0)C,(6) ()T
Qo(0)"2 B, (0)"
R D, oy | PO -
P(O)  Wo(0)™
e Ty | 70
Trace(T(0)) < 7.

En effectuant le changement de variable O(6) = P(0)M(0), ce probleme est équivalent
& : minimiser v tel qu'il existe O(0), P(0) = P(0)T et T(8) = T(0)" telle que pour tout

el

A0)"P(0) — C,(0)TO0)" + P(O)A(0) — O(9)C,(0) (T OF

(4) Qo(8)"* By, (8)"P(0) -1 0 | <0;
Ro(0)T72D,(0)TO(6)" 0 I

(”> { 73(9) WO(H)T/2
Wo(0)'/2 T(0)
(13i) Trace(T(0)) < 7.
Ces trois contraintes sont des contraintes LMI dépendant de 6. Il est donc possible de les
récrire sous la forme de la contrainte (2.39). Le dernier probleme d’optimisation est alors
équivalent & : minimiser v tel qu’il existe O(6), P(0) = P(0)T et T(0) = T(0)T telles que
(Z) pour tout 8 € ]P, HH(H)(C'l + T1(0>)H21(9) + (Hn(@)((]l + Tl(Q))Hgl(O))T < 0 avec

>0;

A(O)T —C,(0)" 0 0
Hu(0)= | QB0 0 —3I 0 |,
0 R’ D) 0 -ir
000 PO) 0 0
0 0 0 ooT 0 0
0 0 I 0 0 0
(i1) pour tout @ € P, Hy5(0)(Cy + Y2(8))Hyo(0) + (H12(0)(Co + Y2(6)) Hyo(0))T < 0 avec
1 T/2
o0 —w
Hip0)=| 2 0
12(6) [ 0 i1 o
0 0 P6) 0
CQ == 0 0 s Tg(&) = 0 T(Q) et HQQ(Q) I,
0 I 0 0
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(ii7) pour tout 0 € P, Hy3(0)(Cs+ Y3(0))Has(0) + (H13(0)(Cs + Y3(0)) Ho3(0))" < 0 avec

0 ton(0)
H13(9) == [ 1 e ]_ —]. } y 03 == 0 y Tg(@) - tllz(e) et Hgg(e) =
v 0

oll t;;(0) est le i élément de la diagonale de 7 (6).
Si P(6) et O(0) existent, M(0) est alors construit avec la formule M (6) = P(0)~*O(0),

qui peut étre obtenu par une multiplication et une inversion de représentations LFT (voir
les opérations sur les représentations LFT définies en annexe du Chapitre 1, Section A.1.5,
page 175).

Ce probleme est un probleme de minimisation de cout linéaire. Pour minimiser la valeur
de 7, il est possible d’appliquer une itération sur 7 : nous avons programmé 1’algorithme
proposé en page 62. Dans cet algorithme, il est appliqué le Théoreme 2.2.

Exemple d’application Nous prenons comme exemple un systeme masse-ressort. La
masse est reliée au ressort qui lui-méme est relié a un bati. La masse est soumise a des
frottements visqueux et a une force que I’'on applique. On mesure la position de la masse
et on estime la vitesse de la masse. Ce systeme peut se modéliser de la facon suivante :

(t) = [ _Oﬁ _1i ] x(t) + [ i ]u(t)
yt) = [ 10 ]a()

avec r = position de la masse y la position de la masse, u la force appliquée sur la
vitesse de la masse |’ ’
masse. m est la masse du ressort (en kg), k la constante de raideur du ressort (en Nm™1!)
et f le coefficient de frottements visqueux (en Nsm™!).
Pour ce type de systeme, nous voulons construire un observateur qui dépende de la
masse et de la constante de raideur du ressort. Nous supposons cependant que le coefficient
de frottements visqueux est constant pour des masses différents. Nous considérons donc

que m € [m;m|, k € [k; k]. En prenant 6; = % et 65 = k, nous obtenons la représentation

suivante i - {_00102 _}el}x(w T [QOI}U(t)
o(t) = [1 0]z

avec 6y € [1/m;1/m] et 0, € [k; k]. Pour simplifier, nous considérons que les bruits agissent
sur 1'état et sur la mesure a travers B, (0) = I, D,(6) = 1. B
En ce qui concerne les valeurs numériques, nous avons m = 0,1, m=0,3, k=2, k =3,

f=0,6, Q0:10_2I, R0:10_2 et Wy = |:(1) 182 :|

Pour 'optimisation, nous choisissons Ny = Ny = 1 (par simplicité) et 1 + c106; +
co162 + 1160102 = 1 (ce choix permet de limiter le temps de résolution car A(f) a le méme
dénominateur). De plus, nous avons imposé d(gy = 1 pour éviter la sur-paramétrisation
des variables de décision. Nous trouvons apres résolution numérique v = 2, 55.
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F1G. 2.4 — Erreurs d’estimation (pour m = m en haut, pour m = m en bas)

On vérifie la convergence de 'observateur. Les erreurs d’estimation obtenues pour les

combinaisons possibles des valeurs extrémes de m et k sont représentées sur la Figure 2.4.
. . . C e N , \ T

Dans toutes ces simulations, la condition initiale du systeme est égale a [ 0 0 ] et celle

de 'observateur est égale a [ 10 5 }T.

-0.3
0.5
-0.32
0.45+ -0.34
0.4 -0.36
s -038
s 035 <,
€ 0.3 ) -
7 -0.42
0.25 -0.44
02 -0.46
-0.48
0.15 |
3 4
4
6 2.5 2.5 6
8 8
10 5 110
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Py Py 1

F1G. 2.5 — Evolution des coefficients de M (6)

L’évolution des coefficients de la matrice M (6) en fonction de 6 est représentée sur la
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Figure 2.5. On peut remarquer que la matrice M (6) évolue beaucoup puisque, par exemple,
pour le premier coefficient de M (), il y a un facteur 2 entre les valeurs extrémales.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de pa-
rametres a été transformé en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant
de parametre. Ceci est intéressant puisque ces derniers problemes peuvent étre résolus ef-
ficacement. Dans le cas ou le parametre est scalaire, cette transformation est effectuée
de fagon équivalente : la faisabilité du probleme d’optimisation sous contraintes LMI
indépendant de parametre est une condition nécessaire et suffisante a la faisabilité du
probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant d’un parametre.

Beaucoup de résultats de la littérature s’interpretent comme une telle transformation.
Le probleme considéré dans ce chapitre englobe les probléemes considérés jusqu’a présent
en terme de structure, d’ensembles de fonctions considérés pour les données et pour les
variables de décision. La structure considérée ici est générale alors que ce n’était pas le
cas dans les résultats de la littérature. Nous avons considéré ’ensemble des fonctions
rationnelles pour les données alors que certaines résultats existants considerent des en-
sembles tres particuliers. Nous verrons dans un des exemples du prochain chapitre que ce
point est extréemement important. Enfin, nous avons considéré ’ensemble des fonctions
rationnelles (avec un dénominateur libre) alors que les résultats existants considerent au
mieux l’ensemble des fonctions rationnelles a dénominateur fixé a priori. Cette différence
est importante car il n’y a pas d’indication a priori pour choisir le dénominateur.

Les fonctions rationnelles ont plusieurs représentations possibles, dont :

1. le produit d’une matrice de polynomes par l'inverse d'une matrice de polynomes;
2. la division d’une matrice de polynémes par un polynome ;

3. la représentation LF'T.

Nous avons choisi la deuxieme représentation pour les variables de décision car ce choix
permet de transformer une contrainte LMI dépendant de parametres en un probleme
convexe et de dimension finie. A notre connaissance, ceci n’est pas possible avec les deux
autres représentations.

Cependant, dans certains cas, il est intéressant d’obtenir les variables de décision sous
une représentation LFT. C’est par exemple le cas qui est développé dans le chapitre
suivant. Dans ce cas—la, il est nécessaire de convertir la représentation adoptée en une
représentation LFT, ce qui est toujours possible (voir la Section 1.5, page 46). Néanmoins,
un inconvénient possible est d’obtenir une représentation LFT d’ordre plus grand que
nécessaire. Ce probleme aurait pu étre évité si on avait pris comme variables de décision
la représentation LF'T elle-méme : malheureusement, dans ce cas-la, le probleme d’opti-
misation obtenu n’est pas convexe et dimension finie. Par rapport aux objectifs que nous
nous sommes fixés, notre choix est donc le meilleur.

De plus, nous voulons signaler que le probleme considéré dans ce chapitre permet de
résoudre plusieurs autres problemes.

Les résultats que nous avons obtenus permettent de résoudre des problemes d’optimi-
sation robuste sous contraintes LMI. Un probleme d’optimisation est dit robuste lorsque
les données dépendent de parametres et lorsque les variables de décision n’en dépendent
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pas [BTNO1, GOL9S8]. Dans notre cas, ces problemes se résument a choisir NV (dans le cas
d’un parametre) ou les N; (dans le cas de plusieurs parametres) nuls.

Nous avons considéré le cas ou les contraintes LMI sont réelles. Il est possible d’appli-
quer le méme démarche dans le cas complexe. Une possibilité alternative est d’utiliser le
résultat, présenté par exemple dans [IMF00], qui permet de transformer une contrainte
LMI complexe en une contrainte LMI réelle.

Les équations de Riccati dépendant de parametres [SA78, BPD02] ont été intensive-
ment étudiées. Des résultats d’existence et d’analycité d’une solution ont été trouvés (voir
[Del84, RR88] et les références citées). Mais a notre connaissance, aucune méthode effi-
cace n’a encore été donnée pour calculer une solution. Les problemes qui se formulent
avec de telles équations peuvent, en général, aussi se formuler avec des inégalités de
Riccati dépendant de parametres. De telles inégalités apparaissent aussi en commande
des systémes non linéaires [HK96], en commande des systemes saturés [Meg96]. Sous
certaines hypotheses techniques, ces inégalités de Riccati peuvent étre transformées en
LMI dépendant de parametres. De telles inégalités apparaissent aussi en commande des
systémes non linéaires [LD95] et en commande des systémes spatiallement invariant
[dCP02]. L’approche proposée dans ce chapitre peut alors étre appliquée. Nous espérons
que notre approche permettra de résoudre les problemes contenant des inégalités de Ric-
cati dépendant de parametres.

Le prochain chapitre est consacré a une mise en ceuvre possible des résultats obte-
nus dans ce présent chapitre au probleme intéressant de la conception de correcteurs
dépendant de parametres.
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CHAPITRE 3

Conception de correcteurs dépendant de parametres

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une solution au probleme de conception de correc-
teurs linéaires stationnaires (LTT) dépendant de parametres (de fagon explicite) pour un
systeme, dit augmenté, LTI dépendant de parametres sous la forme d’un probleme d’op-
timisation sous contraintes LMI indépendant de parametre en appliquant les résultats du
chapitre précédent.

Dans ce probleme, le systeme augmenté comporte le systeme a commander et prend
en compte les performances désirées pour le systeme en boucle fermée. Ce probleme est
intéressant car sa mise en ceuvre permet de traiter de nombreux problémes en Auto-
matique selon ce que représente ces parametres et selon la partie du systeme augmenté
qui dépend des parametres. Par exemple, une mise en ocuvre particulierement étudiée
dans la littérature est la commande des systemes non linéaires par séquencement de gains
[Rug9l, FS03, SR99, RS00, Sha88]. Dans ce type de commande, un ensemble de correc-
teurs est congu pour un ensemble de linéarisations, autour d’un ensemble de points de
fonctionnement, du systeme non linéaire. Si 'on paramétrise I’ensemble des points de
fonctionnement, le probleme revient alors au probleme de conception d’un correcteur LTI
dépendant de parametres pour un systeme a commander LTI dépendant de parametres.

Nos développements sont motivés par un probleme intéressant de conception de correc-
teurs. Durant ces vingt dernieres années, d’énormes progres ont été réalisés dans la concep-
tion d'un correcteur LTI pour un systeme a commander LTI. Cependant les méthodes
existantes se focalisent sur la conception d’un correcteur pour un compromis particulier
du cahier des charges.

Dans certaines applications, pour un systeme a commander donné, il est important de
pouvoir rerégler le correcteur afin de garantir différents compromis du cahier des charges
et ceci sur le site d’exploitation. C’est le cas des canaux d’irrigation, exemple que nous
développerons dans le prochain chapitre. Ce reréglage peut se faire lors de I'exploitation
du correcteur [Ala01]. Dans ces conditions, une nouvelle conception de correcteur par
un ingénieur en Automatique doit étre évitée. Une solution satisfaisante a ce probleme
pratique est la conception d'un correcteur reréglable, i.e. un correcteur dont les gains sont
une fonction explicite du compromis appartenant a un ensemble continu. Le reréglage
du correcteur revient simplement a choisir le compromis, ce qui est facile et qui peut
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étre effectué par un utilisateur sans expertise en Automatique. Une autre application
possible est le reréglage en ligne du compromis pour, par exemple, la commande des navires
pour la réjection des perturbations engendrées par les vagues qui dépend des conditions
de navigation [KYMT01], la commande des suspensions actives pour les adaptées aux
conditions de la route [FB98]. Dans ces cas, les conditions sont dans un continuum. Ceci
est le point clé pour l'utilisation d'un correcteur reréglable et non, par exemple, d'un
nombre fini de correcteurs.

En paramétrisant I’ensemble continu de compromis, ce probleme revient a la conception
d'un correcteur dépendant des parametres pour un systeme augmenté dépendant des
parametres dans lequel le systeme a commander est indépendant de parametre mais dans
lequel le critere de performance dépend des parametres.

Le probleme de conception d'un correcteur dépendant de parametres pour un systeme
augmenté dépendant de parametres peut étre vu comme une extension directe du probleme
de conception d’un correcteur LTI indépendant de parametre pour un systeme aug-
menté LTT indépendant de parametre. Dans ce dernier cas, des conditions de conception
peuvent étre obtenues sous la forme d’un probléme d’optimisation sous contraintes LMI
indépendant de parametre [GA94, SGCI7, CGA99]. Lorsque le systeme augmenté et le
correcteur dépendent de parametres, des conditions de conception peuvent étre obtenues
sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de ces mémes
parametres. En utilisant les résultats du chapitre précédent, il est alors possible d’obtenir
une solution efficace en transformant les conditions obtenues en des conditions sous la
forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre.

L’organisation du chapitre est comme suit. Dans la Section 3.2, page 104, il est présenté
le probleme de conception d’un correcteur dépendant de parametres ainsi qu’une solution
efficace a ce probleme. Le probleme de conception d’un correcteur dépendant du compro-
mis est développé dans la Section 3.3, page 116. Enfin, deux exemples numériques sont
présentés dans la Section 3.4, page 129. La Section 3.5, page 145, conclut le chapitre.

3.2 Conception de correcteurs dépendant de parame-
tres

Nous considérons dans cette section le probléeme de conception de correcteurs dépendant
de parametres pour un systeme augmenté dépendant de parametres. L’objectif est de trou-
ver des conditions vérifiables efficacement qui permettent de construire ces correcteurs.
Pour des raisons d’implémentation, nous nous intéressons a la complexité des correc-
teurs obtenus (mesurée en terme d’ordre de la représentation LET des matrices de la
représentation d’état des correcteurs).

3.2.1 Formulation des problemes considérés

Nous considérons le systeme, dit augmenté, suivant :

B(t) = A@z(t) + Bu(@w(lt) + Bu(0)u(t)
P(p,0)q =(t) = C.(0)x(t) + Da(@)w(t) + D.u(0)ult) (3.1)
y®) = Gy0)z(t) + Dyu(@)w(?)
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ou z(t) € R™ est le vecteur d’état de P(p,0), u(t) € R™ l'entrée de commande, y(t) € R™
la sortie de mesure, w(t) € R™ 'entrée de perturbation, z(¢) € R la sortie commandée et
6 € P un vecteur de parametres constants avec P = [0, ;61] x -+ x [6,,, ;6,,] un polytope
bornée de R™. Les matrices de la représentation d’état de P(p,6) sont des fonctions
rationnelles en 6, bien posées sur P, admettant une représentation LFT.

Pour ce systeme, il est recherché un correcteur K (p, f) pour que le systeme en boucle
fermée vérifie certaines propriétés. Le correcteur recherché, un retour de sortie, s’écrit de
la facon suivante :

K(p,0) { T (t) i Ag(0)zk(t) + k(0)y(t) (3.2)
ou i (t) € R™ est le vecteur d’état de K(p,0) et ou les matrices de la représentation
d’état du correcteur Ax(0), Bg(0), Ck(0) and Dg(0) sont des fonctions rationnelles en
0, bien posées sur P, admettant une représentation LFT d’ordre limité.

Ces matrices sont recherchées ainsi pour des raisons d’implémentation. D’une part,
les fonctions rationnelles admettant une représentation LF'T d’ordre fini sont faciles a
implémenter. Considérer d’autres types de fonctions (exponentielles, logarithmiques...)
est inutile puisqu’il faudrait les approcher par des fonctions rationnelles pour pouvoir
les implémenter. D’autre part, limiter I'ordre des représentations LFT de ces fonctions
rationnelles est intéressant puisque cela permet de limiter I’espace mémoire allouée au
stockage de ces fonctions et de limiter le nombre d’opérations nécessaires a 1’évaluation
de ces fonctions et donc de limiter le risque d’erreurs numériques.

w y4
P(p,0)

U )
K(p,0)

Fic. 3.1 — Systeme en boucle fermée

Nous considérons tout d’abord une propriété de norme H,,. Le probleme consiste alors
a déterminer, s’il existe, un correcteur dépendant de # garantissant que la norme H,, du
systeme en boucle fermée est inférieure a une certaine borne pour toutes les valeurs de
0cP.

Probléeme 3.1 (Probleme H,, dépendant de parametres). Soient P un compact de R",
P(p,0) le systéme augmenté défini par (3.1) et v un réel strictement positif.
Trouwver, s’il existe, un correcteur K(p,0) défini par (3.2) tel que, pour tout @ € P :

1. le systeme en boucle fermée P(p,0) x K(p,0) est asymptotiquement stable ;
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2. la norme Hy, du systéme en boucle fermée est strictement inférieure a y :
1P (p,0) * K(p, 0)|loc <~
avec par définition

1P (p, 0) x K(p,0)|, = sup a(P(jw,0)* K(jw,0))

weR

ou o désigne la valeur singuliere maximale.

Ce probleme peut étre vu comme une extension du probleme H,, standard dans lequel un
correcteur LTT indépendant de parametre K (p) est recherché pour un systéme augmenté
LTT indépendant de parametre P(p). Ici, le systéme augmenté et le correcteur dépendent
de parametres.

Remarque 3.1. Dans le Probléme H., dépendant de paramétres (Probléme 3.1), v majore
le pire cas sur la norme Hy, du systéme en boucle fermée pour tout 0 € P (voir page 61) :

> .
7 2 max | P(p,0) * K(p,0)]|oo

La propriété de norme H,, est une des propriétés habituellement considérées dans la
littérature [DGKF89, GA94, SGCI7, CGI6]. 11 est possible de définir d’autres problemes
en considérant d’autres propriétés usuelles comme la norme H, [DGKF89, SGC97], la
localisation des poles dans une région de type LMI [SGC97, CGI6] et le multi—criteres
[SGCI7, CGI6]. La résolution de ces derniers problemes étant tres similaires a celle du
Probleme H,, dépendant de parametres (Probleme 3.1), elles seront développées dans les
Annexes pour ne pas alourdir le corps du texte (dans la Section A.2.2, page 192, pour le
probleme associé a la norme H,, dans la Section A.2.3, page 192, pour le probleme associé
a la localisation des poles et dans la Section A.2.4, page 192, pour le probleme associé au
multi—criteres).

De plus, nous ne nous intéresserons plus qu’au cas ou # est un scalaire pour des raisons
de simplicité d’écriture. Cependant, rappelons que ’approche utilisée dans ce document
permet aussi de traiter le cas ou 6 est un vecteur. Nous considérons donc dans la suite de
ce chapitre que P = [0 ;0] est un intervalle borné de R.

Le Probleme H,., dépendant de parametres (Probleme 3.1) se divise en deux parties.
La premiere partie consiste a vérifier si un correcteur dépendant de 6 qui garantisse
les propriétés désirées existe. L’objectif est de trouver des conditions, faciles a vérifier
numériquement, qui permettent de tester l'existence d’un correcteur. Si un correcteur
existe, la seconde partie consiste a en construire un. La encore, I'objectif est que cette
construction se fasse facilement, toujours d’un point de vue numérique.

Le premier objectif peut étre atteint en suivant les deux étapes :

1. trouver des conditions d’existence d’un correcteur dépendant de 6 sous la forme d’un
probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 ;

2. transformer le probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 obtenu
en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.
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La premiere étape peut étre vu comme une extension de la démarche usuelle pour trans-
former un probleme de conception d’un correcteur indépendant de parametre pour un
systeme augmenté indépendant de parametre en un probleme de faisabilité sous contraintes
LMTI indépendant de parametre [DGKF89, BEFB94, SGC97, CG96]. Plusieurs approches
sont possibles pour cette premiere étape. La seconde étape repose sur I'application du
Théoreme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre précédent, qui permet une telle transfor-
mation.

Si un correcteur dépendant de 6 existe, le second objectif peut étre atteint par deux
approches différentes. La premiere approche consiste en les deux étapes suivantes :

1. trouver des conditions de construction d’un correcteur dépendant de 6 sous la forme
d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 ;

2. transformer le probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 obtenu
en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.

La premiere étape peut étre vu comme une extension de I’approche utilisé pour construire
un correcteur indépendant de parametre par la résolution d’'un probleme de faisabilité
sous contraintes LMI indépendant de parametre [Sco97]. La seconde étape repose sur
I’application du Théoreme 2.1, page 87, obtenu dans le chapitre précédent, qui permet
une telle transformation. La seconde approche consiste a

1. trouver une formule explicite (dépendant de €) de construction du correcteur, i.e. une
formule explicite reliant les matrices d’état du correcteur aux variables de décision;

2. calculer cette expression en utilisant les opérations sur les LF'Ts définies a la Section
A.1.5, page 175.

La premiere étape peut étre vu comme une extension de ’approche utilisée pour construire
un correcteur indépendant de parametre par formule explicite [SMN90, 1594, Gah96,
SGCIT7].

Il existe donc plusieurs approches possibles pour tester I'existence puis pour construire
un correcteur dépendant de #. Dans le corps du texte, nous ne discuterons que d’une
seule approche pour tester I'existence d’un correcteur, celle dite par changement de va-
riables paramétrisé. De méme, nous ne discutons que d’une seule approche possible pour
la construction d’un correcteur, celle par formule explicite dépendant de 6. Ces deux
approches sont celles que nous utiliserons dans la suite du document pour traiter les
exemples. Les autres approches possibles sont discutées en annexe, Section A.2.1, page

176.

3.2.2 Transformation du Probleme H,, dépendant d’un parame-
tre en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
dépendant d’un parametre

Ici, nous nous intéressons aux conditions d’existence d'un correcteur dépendant de 6
sous la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 ainsi
qu’a la formule explicite de construction dépendant de . La transformation du probleme
d’existence est divisée en trois sous—étapes :

1. pour un systeme dépendant de 6, trouver les conditions d’analyse de la norme H,
sous la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 ;
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2. appliquer ces conditions d’analyse au systeme en boucle fermée : les conditions obte-
nues sont alors sous la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes inégalités
matricielles bilinéaires (ou BMI de I’anglais Bilinear Matrix Inequality) dépendant
de 0;

3. transformer ce probleme de faisabilité sous contraintes BMI dépendant de 6 en un
probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6.

Pour la derniere sous—€étape, il existe plusieurs approches. Nous utiliserons celle dite par
changement de variables paramétrisé. Ce changement de variables permet d’obtenir une
formule de construction explicite d’un correcteur.

3.2.2.1 Résultat d’analyse H,, pour un systeme dépendant d’un parametre

Nous nous intéressons ici a la premiere sous—étape. Considérons le systeme :

io(t) = AaO)ra(t) + Ba@)uw()
& ’9){ ) = CelB)re(t) + De@uw() (3:3)

ot les matrices de la représentation d’état Aq(0), Bg(0), Ca(0) et Dg(0) sont des fonc-
tions rationnelles en 6, bien posées sur [¢; 0], admettant une représentation LFT. Pour ce

systéme, nous cherchons a analyser sa norme H,, pour chaque valeur de 6 € [0 ;6] par la
résolution d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6.

Cette analyse est possible par la résolution du probleme de faisabilité présenté dans le
résultat suivant.

Lemme 3.1 (Analyse H., dépendant d’un parametre). Soient [0 ;0] un intervalle borné
de R, G(p,0) le systeme défini par (3.3) et v un réel strictement positif.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout 0 € [0;0], G(p,0) est asymptotiquement stable et ||G(p,0)|e < 7;

(1) il existe P(0) = P(0)" (une matrice de fonctions rationnelles en 6, bien posées sur
60:0]) telle que, pour tout 6 € [0;0],

PO) >0; (3.4)
Ac(0)TP(0) + P(0)Ac(9) P(0)Ba(0) Ca(f)”
Be(0)TP(0) “~I  De(0)” | <o. (3.5)
Cal6) Dall) Al

Démonstration Pour chaque valeur de 6 € P, par application du lemme réel borné
[GA94] ou du Lemme 1.3, page 24, en le modifiant légérement, nous avons : V6 € [0; 6],
il existe Py = 779T telle que Py > 0 et

AG(@)TPG + PyAc(f) PyBg(0) CG(H)T
Bg(Q)TPG -1 Dg(H)T < 0.
Cal(0) Dg(0) =1

Les hypotheses du Lemme 2.2, page 66, étant vérifiées, son application mene au résultat. [

La proposition (i7) de ce lemme étant bien un probleme de faisabilité sous contraintes
LMI dépendant de €, 'objectif est atteint.
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Remarque 3.2. Dans [’hypothése ou l’on ne voudrait qu’étudier la norme Ho, du systéme,
il est intéressant de transformer le probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant
de 0 obtenu dans le Lemme 3.1 en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
indépendant de parametre. Pour ce faire, il est appliqué le Théoréeme 2.1, page 87.

1l faut donc factoriser les deux contraintes LMI dépendant de 0 sous la forme de l’ex-
pression (2.32), page 87, 4 savoir :

VO € [0:0], H,\(0)(C + Y(0))Ha(0) + (Hi(0)(C + Y(6))Ha(6))T < 0.

La contrainte (A.5) se factorise simplement et la contrainte (A.6) peut se factoriser sous
cette forme avec

Ag(®)" 0 Ce(®)" 0 0 0 P@6) 0 0

H(0) = | Ba(®)" I, De@®) |, C=|0 L, 0 [,T@=] 0 0 0],
0 —4 1. 0 I, 0 00

et Hy(0) = Ininyin.. Par application du Théoréme 2.1, des conditions sous la forme

d’un probléme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de paramétre, que [’on
peut vérifier efficacement, sont ainsi obtenues.

3.2.2.2 Application du résultat d’analyse au systeme en boucle fermée

Nous nous intéressons ici a la deuxieme sous—étape. Pour appliquer le résultat d’analyse
obtenu au systeme en boucle fermée, il faut construire sa représentation d’état. Elle est
donnée par :

AB) 0| Bu(6) T

0 0 0 + e
C.(0) 0] D.u(0) |
U I A (0) BM)H 0 I

{ Ac(0) | Bg(0) ]
Co(9) | Da(0)

Nous cherchons donc des matrices de fonctions rationnelles P(0) = P(0)", Ax(0), Bx(0),
Ck(0) et Dk (0) telles que les conditions (3.4) et (3.5) soient vérifies. La difficulté ma-
jeure est que, dans ce cas, les matrices Ag(0), Ba(0), Ca(0) et Dg(0) sont des fonctions
des variables de décision Ag(0), Bx(0), Ck(0) et Dg(#). Il y a donc un produit entre
certaines variables de décision. Les conditions obtenues sont sous la forme d’un probleme
de faisabilité sous contraintes BMI dépendant de 6. La difficulté est que ’ensemble des
problemes d’optimisation sous contraintes BMI contient des problemes difficiles a résoudre
numériquement [TO95].

3.2.2.3 Transformation du probleme BMI en un probléeme LMI et formule
explicite de construction

Nous nous intéressons ici a la troisieme sous—étape : transformer le probleme de fai-
sabilité sous contraintes BMI dépendant de # obtenue en un probleme de faisabilité sous
contraintes LMI dépendant de . Ceci est possible en utilisant le résultat présenté dans
[Bli04] et en étendant le résultat présenté dans [SGCI7|. Avec cette approche, on obtient
aussi une formule explicite de construction d’un correcteur.
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Théoreme 3.1 (Synthége H,, dépendant d’'un parametre par changement de variables
paramétrisé). Soient [0 ;0] un intervalle borné de R, P(p,0) le systeme augmenté défini
par (3.1) et v un réel strictement positif.

Alors il existe un correcteur dépendant de 0
1

K(p,0) = -1, * [
p

tel que, pour tout 0 € [0:0) :
1. le systeme en boucle fermée P(p,0) * K(p,0) est asymptotiquement stable ;
2. [|P(p,0) % K(s,0)|lo0 <7

st et seulement sl existe
— des matrices symétriques X (0) € R™™ et Y(6) € R™™ rationnelles en 0, bien posées
sur [0 0] ;
— des matrices A(f) € R™"™, B(#) € R"™™ C(0) € R™*" et D(A) € R™*™ ration-
nelles en 0, bien posées sur [0; 0]
telles que, pour tout 0 € [0;0], les conditions (3.7) et (3.8) soient vérifiées :

x0) 1 ]
>0 37

1y | (3.7)

A(0)X(8) + X(O)AD)T + ... o7 o7 o
Bu(0)C(0) + (Bu(0)C(0)T : : :

A0) + AO7TY(0) + YOAD) T .. . .,

(A0) + B.(O)DO)C,(0)T | BO)Cy(0) + (BO)C,(0)T 0 O <0 (3.8)
(Bu(0) + Bu(8)D(9) Dy (00)T | (V(0)Bus () + B(8) Dy (0))7 — o7
C. (9))((9) + D,y (9)6’(9) C, (0) + Dzu(Q)D(Q)Cy(Q) D (9) + Dzu(G)D(Q)Dyw (9) —~I

ou ()T désigne la transposée du bloc symétrique.

Si les matrices X(0), Y(0), A(0), B(0), C(0) et D(0) existent, un correcteur peut étre
construit :

DK(H) = D(G)
Kx(0) ( )
Bi(6) = N(8)"1(B(6) — Y(6)B.(0) Dxc(6)) (3.9)
Ax(0) w Lx (A(B) = N(O)Bi(6)C,(0)X (8) — Y(0) Bu(0)Cxc (0)M(0)T + - -
(0)(A(0) + B.(0) D (6)C, (9))2«(9))]\4(9)

ot N(0) et M(0) sont telles que, pour tout 6 € [0;0], M(O)N(0)" =1 — X(0)V(0).

Démonstration Voir la Section A.2.1.3, page 182. OJ

L’intérét de ce théoreme est double. Le premier intérét est qu’il présente des conditions
nécessaires et suffisantes sous la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
dépendant de 6 pour l'existence d’un correcteur dépendant de 6. Nous savons qu’il sera
possible de transformer ce probleme en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
indépendant de parametre et ainsi d’obtenir des conditions d’existence d’un correcteur
dépendant de 6 qui sont numériquement vérifiables. Le second intérét de ce théoreme est
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qu’il donne une formule explicite de construction dépendant de 6 pour la construction
d’un correcteur. Quelques commentaires sont a faire a propos de cette formule.

A partir de cette formule explicite de construction, on peut constater que rechercher un
correcteur avec des matrices de représentation d’état, qui sont rationnelles en 6, n’est pas
limitatif. En effet, dans le théoreme, les matrices de la représentation d’état du correcteur
peuvent étre des fonctions quelconques de ¢, dépendant du choix de N(6) et de M (#). Or
il est toujours possible! de choisir N () et M (0) rationnelles en 6 (par exemple, un choix
possible est N(0) = X(0)"" — V(0) et M(0) = X(0)). Les matrices de la représentation
d’état du correcteur sont alors rationnelles en 6. En plus d’étre pertinent du point de vue
de I'implémentation du correcteur, le fait de rechercher les matrices de la représentation
d’état du correcteur comme des fonctions rationnelles n’est pas limitatif.

De plus, en utilisant les représentations LF'T des matrices entrant dans cette formule
explicite, il est possible de construire une représentation LFT de

Ak (0) Bg(0)
[ Ci(6) Di(6) } (3.10)

en utilisant les opérations définies sur les LFTs (voir la Section A.1.5, page 175). En effet,
toutes les opérations nécessaires (somme, multiplication, inversion et concaténation) sont
définies pour les LFTs et résultent en une LFT. Lorsque les représentations LFT sont
connues, la construction du correcteur se fait donc facilement : le second objectif est
atteint.

La formule de construction explicite donnée par (3.9) est une transcription directe de la
formule donnée dans [SGC97]. Cette formule n’est cependant pas la plus intéressante. En
effet, en plus d’obtenir une représentation LET de (3.10), nous voulons qu’elle soit d’ordre
limité. Or, lorsqu’une opération (somme, multiplication et concaténation) est effectuée sur
deux représentations LF'T, 'ordre de la représentation LE'T résultante est égal a la somme
des ordres des deux représentations LE'T de départ. Pour obtenir une représentation LE'T
qui est au final d’ordre limité, on peut, d’une part, utiliser des variables de décision avec
des représentations LF'T d’ordre faible et, d’autre part, limiter le nombre d’opérations
nécessaires a 'obtention d’une représentation LET de (3.10), ¢’est—a—dire que 'on peut
factoriser la formule (3.9).

La premiere possibilité pose quelques difficultés théoriques. Le Théoreme 3.1 est obtenu
a partir du Lemme 3.1. Il y a donc un lien entre les variables de décision des deux
problemes de faisabilité. Les variables de décision X () et )(#) sont en fait directement
reliées & la variable de décision P(6) par la relation (pour le choix N(0) = X(6)™" — Y(6)
et M(0) =X(0))

Y(9) X(0)~ = Y(0)
X(O)~1 =Y(0) Y(O)—X(0)~"

Comme dans le résultat d’analyse, la variable de décision P(6) sert a vérifier que le systeme
a ou non une propriété de norme H,, il n’y a pas de raison de limiter a priori son ordre. Il
n’y a donc pas de raison de limiter a priori 'ordre des variables de décision X (6) et Y(0).
Rien ne garantit que 'on obtienne de bons résultats en limitant 'ordre de X'(6) et de
Y(0). Cependant, nous verrons dans les exemples des Sections 3.4.1, 3.4.2 et du Chapitre
4 que le choix d’'un ordre petit (par le choix d'un degré N petit) donne de bons résultats.

P(9) =

'En fait, elles sont forcément rationnelles. Voir la démonstration du Théoréme 3.1 en Annexes, Section
A.2.1, page 182.



112 CHAPITRE 3 SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES

Pour la seconde possibilité, avec le choix N(0) = X(6)" — V(0) et M(0) = X(6), on
trouve la factorisation suivante.

Théoréme 3.2 (Construction d’un correcteur H,, dépendant d’un parametre par formule
explicite). Une représentation d’état du correcteur dépendant d’un paramétre peut étre
obtenue avec

[AK(G) BK(G)] _ {L(G) —J(@) 0 }X

Ck(0) Dk(0) 0 0 I,
L0 X o 0 0 (3.11)
0 Bu(0) V(H){_C ) I ]—l— AB) 0
0 I, Y " 0 0
ol
Iy L, 0 0
20 —00) ] = ([ P ]xorn vor|h L))
et ou A0) BO)
Vo= Zio) o) |
Démonstration Par évaluation de cette formule, on retrouve Iexpression (3.9). O

L’ordre le plus petit que 'on puisse trouver pour une représentation LFT de la matrice
(3.10) est par définition I'ordre d’une représentation LFT minimale de cette matrice. La
factorisation que nous venons d’effectuer est en fait la premiere étape pour obtenir cette
représentation minimale. En effet, réduire ’ordre d’une représentation LF'T de la matrice
(3.10), en factorisant la formule (3.9), revient & diminuer le nombre de fois ol les matrices
dépendant de 6 apparaissent dans la formule explicite de construction. Par exemple, D(6)
n’apparait plus qu'une fois dans la formule explicite (3.11) au lieu de quatre dans la
formule explicite (3.9). Pour le choix des matrices N(6) et M () que nous avons fait, la
factorisation obtenue est la meilleure en ce sens que le nombre d’apparitions des matrices
dépendant de 6 est minimal [Fon95]. En fait, le choix des matrices N () et M(6) est
motivé par la factorisation obtenue. La seconde étape pour obtenir une représentation
LFT minimale est numérique : elle ne peut donc étre obtenue que lorsque les matrices
dépendant de @ dans la formule explicite sont connues. Par exemple, lorsque X (6)7! et
C,(8) ont les mémes poles, il est possible d’obtenir une représentation LFT d’ordre plus
faible que 'ordre de celle obtenue en appliquant directement 1’opération de concaténation
(pour plus de détails, voir le choix des ¢; dans la Section 2.5.2, page 88).

3.2.3 Résultat de conception d’un correcteur H,, dépendant d’un
parametre par optimisation LMI indépendant de parame-
tre

Des deux objectifs fixés, le second a été atteint a travers la formule explicite de construc-
tion. Il reste le premier qui consiste a trouver des conditions numériquement vérifiables
pour tester I'existence d’un correcteur. Le Théoreme 3.1 énonce des conditions d’existence
sous la forme d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6. Le pre-
mier objectif est alors atteint en transformant ce probleme en un probleme de faisabilité
sous contraintes LMI indépendant de parametre.
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Pour cela, nous choisissons des variables de décision de la forme suivante :

. Xzez - 2,01 N igl
X(0) = Zz%ﬁ Y(0) = Zz+yi7 V() = 21+Vi7 (3.12)
Zi:O d;0 Zi:O d;f Zizg d;0

o X; = X e R Y, = YT € R Y, € RHma)x(mimy) eof d; € R, pouri =0,..., N. 1l
est a noter que dans ces expressions, seul le degré N est choisi a priori. L'intérét évident
de telles variables de décision est qu’il est alors possible d’appliquer le Théoreme 2.1, page
87, obtenu dans le chapitre précédent. L’application de ce théoreme permet d’effectuer la
transformation nécessaire a ’atteinte du premier objectif.

La difficulté majeure de la transformation est en fait la mise en forme des contraintes
LMI dépendant de 6 que nous avons sous la forme utilisée dans le Théoreme 2.1, page 87,
& savoir :

VO € [0:0], H(0)(C+TY(0))Hy0)+ (H(0)(C +Y(0))Hy(0))" < 0.
Voir la Section 2.5.2, page 88, pour plus de détails. Avant d’énoncer le résultat, quelques
notations sont introduites ou rappelées :

i 0 I, o .- 0 0 7
0 :
0 0 I, 0
—cnl, o0 e o =l | 1,
Jp(ci): I, 0 .- ... 0 0 ’
0 . .. . .
: . .. 0 :
0 () I, 0
L —enly o e e =, | 1
Re=[Xy -+ X X ],
Ry=[Vv - V1 W],
Rv=[Vy - Vi W],
Rap= [ dnl, - dil, dol, ],

D € R¥>* D >0, 3G = —GT € RF**,

Wens(k) =W =WT

W:l —2D (Q+§)D+Q]

0+60)D -G —200D
et

cZ I o 1" I 0
ﬁ(A‘:I)aB(I%C‘I)aD@aM?W):|:D((11;::|M|:Cq) D¢:|+|:Aq> Bq>:| W|:A(I) B(I):|

Les conditions d’existence d’un correcteur dépendant de 6 sous la forme d’un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre sont énoncées dans le
théoreme suivant.
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Théoréme 3.3 (Existence d’un correcteur H,, dépendant d’un parametre par change-
ment de variables paramétrisé en dimension finie). Soient N un entier positif et N réels
¢; tels que, pour tout 6 € [6;6], 1+ Zf\il c;0' # 0.

Alors il existe des matrices X(0), Y(0) et V(0) définies par (3.12) telles que, pour tout
0 € [0;0], les contraintes (3.7) et (3.8) sont vérifiées si et seulement s’il existe

— des matrices symétriques X; € R™™ et Y; € R™™, et des matrices V; € RHmu)x(ntny)

1=0,....,N;
— des réelsd;, 1=0,...,N
tels que

(1) il existe Wy € W5 telle que

0 -M
L (AQNBQO,CQO,DQO, [ “MT o 0 ] ,Wo> <0 (3.13)
0
avec
Ry 2R Ag, | B Lan
M, 2 l * d’n} et avec 9[*[ o | 2 } 2 0rwJ (¢;) 0 :
0 Ry Co, | Doy n\
0 01 % J,(c;)
(17) il existe Wy € W, telle que
0 M ()
£ (Afh? Bﬂl7 CQla DQ17 M]_("Y)T 0 ,Wl < 0 (314)

avec

Ry 0 0 0 0 i

0 Ry Ran 0 0

0 0 Ry 0 0

M) =1 0 Ry 0 0 0
0 0 0 Ruyn O
0 0 0 YRan, 0
L O 0 O 0 /de,nz

et avec

o1 « { ’ézi gz } = { Ffé%m ]
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ol
[0 B.0) | A®) 0 0 0 0 0
F(0) = I, 0 0 AT 0 0 0 0
T o 0 0 Bu®)|B,©F o0 -i,, 0
L0 D.(0)|C.(0) 0 0 D, 0 —iI,
[ 01 % Jpin, (c;) 0 0 0 0
0 01 * J,(c;) 0 0 0
F(0) = 0 0 01 * J,(c;) 0 0
0 0 0 01 x J,, (c;) 0
i 0 0 0 0 01 x J,_(c;)
I, 0 0 0
F3(0) = 0 Cyu0) Dy,(0) 0
L [n-i-n—i-nw—i—nz

Démonstration La condition (7) est obtenu a partir de la condition (3.7) du Théoreme
3.1, page 110, en appliquant le Théoreme 2.1, page 87. La condition (i7) est obtenu a
partir de la condition (3.8) du Théoreme 3.1, page 110, en appliquant le Théoreme 2.1,
page 87.

Considérons d’abord la condition (3.8). Cette condition peut se factoriser sous la forme
de lexpression (2.32), page 87 :

VO €[0;0), Hi(0)(C+Y()Hy(0)+ (H (0)(C +Y(0))Ho(0))" <0
avec Hi(0) = F1(0), Hy(0) = F3(0) et

V(0) 0
o | XO I 0 0
0 V(6) 0 0
C+7T(0) = I, 0 0 0
0 0 0 I, 0
0 0 AL, 0
L 0 0 0 V. |

Le Théoreme 2.1, page 87, est alors appliqué avec H(0) = Fy(0) et U(YT;,d;) = Mi(7).
Dans le cas de la condition (3.8), il apparait sur la diagonale —v avec v > 0. D’apres la
discussion de la Section 2.5.2, page 88, la condition (i) du Théoreme 2.1 disparait. Il ne
reste donc que la condition (i7) du Théoreme 2.1, page 87, qui donne la condition (i) du
Théoreme 3.3.

Considérons maintenant la condition (3.7). Elle peut se factoriser sous la forme de
I'expression (2.32), page 87 :

Vo € [0:0], H\(0)(C + Y(0)Ha(0) + (H\(0)(C + T(0))Ha(6))" <0
avec Hi(0) =1, Hy(0) =1 et

—X(0) -2I,

c+1O=| 0" 6 |-
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O % J,,(c;) 0

0 01 x J,(c;)
U(Y;,d;)) = —Mo. 11 est a noter que les mémes réels ¢; ont été utilisés pour les deux
conditions (3.7) et (3.8). Ici encore, il ne reste que la condition (i) dans le Théoreme 2.1,
page 87, qui donne la condition (i) du Théoréme 3.3. O

Le Théoréme 2.1, page 87, est alors appliqué avec H(#) = et

Ce théoreme énonce effectivement des conditions pour 'existence d’un correcteur H,
dépendant d'un parametre sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI indépendant de parametre. Le degré N des variables de décision étant fixé, ces
conditions sont nécessaires et suffisantes.

Ce degré N doit étre choisi a priori. Ceci peut paraitre un désavantage; c’est au
contraire un avantage, celui de controler 'ordre d’une représentation LFT des matrices
de la représentation d’état du correcteur.

Dans la prochaine section, nous allons voir comment le probleme de conception d'un
correcteur dépendant d'un parametre peut étre mis en ceuvre pour un nouveau probleme
que nous formulons.

3.3 Mise en ceuvre pour la conception de correcteurs
remplissant un ensemble continu de compromis

Habituellement, un correcteur est congu pour un unique compromis du cahier des
charges et pour un systéme G(p) donné. Jusqu’a son utilisation, on peut distinguer plu-
sieurs étapes successives :

1. un compromis est choisi par un ou plusieurs « décideurs ». C’est un choix de nature
économique ;

2. un ou plusieurs « concepteurs » congoivent un correcteur qui remplit ce compromis
pour le systéme G(p) dans un bureau d’études ;

3. un ou plusieurs « ceuvrants » mettent en ceuvre le correcteur conc¢u sur un site
d’exploitation ;
4. un ou plusieurs « utilisateurs » utilisent enfin le correcteur mise en ceuvre sur le site
d’exploitation.
Cependant, pour certaines applications, le compromis évolue dans le temps. C’est le cas
par exemple des canaux d’irrigation, exemple que nous détaillerons dans le Chapitre 4.
Lorsqu’il y a un changement de compromis, les trois premieres étapes doivent étre ef-
fectuées a nouveau avant que le ou les « utilisateurs » ne puissent utiliser le nouveau
correcteur sur le site d’exploitation : le ou les « décideurs » doivent choisir le nouveau
compromis, le ou les « concepteurs » doivent concevoir un nouveau correcteur pour le
nouveau compromis et le ou les « ceuvrants » doivent mettre en ceuvre le nouveau cor-
recteur. La difficulté est que les « décideurs », les « concepteurs » et les « ceuvrants »
ne sont pas forcément les mémes personnes et, de surcroit, ne travaillent pas forcément
au méme endroit. Effectuer a nouveau les trois premieres étapes peut donc entrainer un
surcroit de travail long, fastidieux et cotiteux. Ceci reste le cas méme si les « décideurs »,
les « concepteurs » et les « ceuvrants » sont les mémes personnes.

Dans cette section, nous souhaitons concevoir un correcteur qui, lorsqu’il y a un chan-
gement de compromis, ne nécessitent pas d’effectuer a nouveau les trois premieres étapes
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entralnant ainsi un gain important en terme de temps, de travail et d’argent. Ceci est pos-
sible en concevant un correcteur qui remplit, non pas un compromis, mais un ensemble
continu de compromis pour un systéeme G(p) donné. Nous appellerons un tel correcteur
un correcteur reréglable et le probleme de conception d'un tel correcteur est un probleme
nouveau. On peut distinguer alors les étapes suivantes :

1. un ensemble continu de compromis est choisi par un ou plusieurs « décideurs ». C’est
un choix de nature économique ;

2. 'ensemble continu de compromis est paramétrisé par un parametre ¢ (par convention
6 € [0,1]). Un ou plusieurs « concepteurs » congoivent un correcteur dépendant
explicitement de 6 qui remplit le compromis, pour toutes les valeurs de 6, pour le
systeme G(p) dans un bureau d’études. Ce correcteur est un correcteur reréglable;

3. un ou plusieurs « ceuvrants » mettent en ceuvre le correcteur conc¢u sur un site
d’exploitation ;

4. un ou plusieurs « utilisateurs » utilisent enfin le correcteur mise en ceuvre sur le site
d’exploitation.

Lorsqu’il y a un changement de compromis, il suffit de changer la valeur de 6.

Dans la suite de cette section, nous formalisons la notion de compromis d’un cahier des
charges. Ceci permettra alors de formaliser la notion d’ensemble continu de compromis
d’un cahier des charges et ainsi de formaliser le probléme de conception d’un correcteur
reréglable. L’ensemble continu de compromis étant paramétrisé par 6, la conception d’'un
correcteur reréglable revient a la conception d'un correcteur dépendant explicitement de
. Lorsqu'un compromis est déterminé par la méthode de synthese H,, le probleme de
conception d’un correcteur reréglable se formule alors comme la conception d’un correcteur
H, dépendant d’'un parametre pour un systeme augmenté dépendant d’un parametre (voir
le Probleme 3.1, page 105). Les résultats de la section précédente donnent des conditions
efficaces pour la résolution du probleme de conception d'un correcteur reréglable.

3.3.1 Compromis et Pareto—optimalité

Nous expliquons d’abord ce qu’est un compromis pour un cahier des charges. Nous
reprenons les explications et les définitions (avec une légere modification) du livre de
Boyd et Barrat [BB91]. Considérons le cas de la conception d’'un correcteur LTI K (p)
pour un systeme LTI G(p).

Un cahier des charges est un ensemble de spécifications. On peut distinguer deux types
de spécifications :
— les spécifications booléennes (stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée,
rejet asymptotique de perturbations de type échelon...);
— les ngpe. spécifications quantifiables (temps de réponse inférieur a t,,,,, pulsation de
coupure d’'une fonction de transfert supérieure (inférieure) & wWpin (Wmaz), limitation
de I'énergie de commande, marge de module supérieure a 6 dB...).

Remarque 3.3. Dans la suite de ce document, un cahier des charges comportera toujours
par défaut la stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée comme spécification
booléenne.
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Les spécifications booléennes peuvent étre représentées par une fonctionnelle @y, () de
I'ensemble des correcteurs K (p) dans 'ensemble {0;1} :

ng(p) . H d {0;1}
K(p) — Quow(K(p))

ot H est I'ensemble des matrices de fonctions de transfert et avec Q) (K (p)) valant
1 lorsque toutes les spécifications booléennes sont remplies. On note B I'ensemble des
correcteurs satisfaisant toutes les spécifications booléennes :

B = {K(p) € H| Qoo (K () = 1}. (3.15)

Par exemple si les spécifications booléennes se résument a la stabilité asymptotique, B est
I'ensemble des K (p) € H telles que la boucle fermée est asymptotiquement stable.
Pour les spécifications quantifiables, on associe a une spécification 7 la quantité définie
par une fonctionnelle
Qicp @ H — R
K(p) = Qicw(K(p))

Une spécification quantifiable se mesure par une borne b; sur la valeur de Q; () (K (p)) :

(3.16)

Qi (K(p)) < bi.

Par exemple, le temps de réponse (ou I’énergie de commande ou la pulsation de coupure)
est inférieur a tant. Pour les spécifications de type marge de module supérieure a —6 dB,
il est possible de les spécifier par 'opposée de la marge de module inférieure a 6 dB.

Notons b le vecteur [ by -+ b }T. Le vecteur b représente alors les bornes sur les
spécifications quantifiables. On donne la définition de I'atteignabilité de b.

Définition 3.1 (Borne atteignable). Soient G(p) un systeme LTI, B défini par (3.15),
Qicp) définie par (3.16), i = 1, Ngpec €l by, © = 1,-++ Ngpee, les bornes sur les
spécifications quantifiables d’un cahier des charges.

On dit que la borne b = [ by <+ b, }T est atteignable s’il existe K(p) € B tel que

Vi = 1, e ,Tbspec, Qi’G(p)(K(p)) § bl

Une borne atteignable est donc une borne sur les spécifications quantifiables pour laquelle
il existe un correcteur qui remplit cette borne.

Intuitivement, un compromis est une borne atteignable que ’on ne peut pas améliorer.
Dans ce cadre, parmi les spécifications quantifiables, on distingue :

— les spécifications molles, les mgpe. premieres, sont celles sur lesquelles on peut jouer
pour respecter le cahier des charges. Il est possible de faire varier les bornes b;
associées ;

— les spécifications dures, les 1 pe. —Mspee dernieres, sont celles que ’on veut absolument
respectées. Les bornes b; associées sont alors fixées.

Par exemple, un choix habituel de spécification dure est le temps de réponse : la borne
associée est égale a t,,,.. Par exemple, un choix habituel de spécification molle est la
limitation de ’énergie de commande : il est possible de faire varier la borne associée. Un
compromis peut alors se définir comme suit.



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 119

Définition 3.2 (Borne Pareto—optimale ou compromis). Soient G(p) un systéme LTI, B
défini par (3.15), Qi) définie par (3.16), i =1, Ngpec.

On dit que la borne b = [ bi -+ bng,e. }T est Pareto-optimale (ou un compromis) si
~ pour toute borne b = [ by - Bmspec bmpect1 "0 bngpe ]T telle que
Vi = 17 » Mespec, b'L <Bi>
b est atteignable ;
— pour toute borne b = [ b, bipee Omgpect1 =70 bnge, ]T telle que
Vi = ]-a y Mspec Z_)'L < bia

b n’est pas atteignable.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons de facon interchangeable les termes borne
Pareto-optimale et compromis. Cette définition est intéressante car, en plus de définir
formellement un compromis, elle permet de distinguer un ensemble de bornes attei-
gnables et un ensemble de bornes non atteignables (voir la Figure 3.2 pour le cas de
deux spécifications quantifiables).

by
Bornes
atteignables
N " ,,,,,,,,,,,,,,,,
' “Borne
Bornes .+ Pareto-optimale
nomn atteignanles, g
i b]_

F1G. 3.2 — Borne Pareto-optimale, bornes atteignables et bornes non atteignables

Pour concevoir un correcteur qui remplit un compromis du cahier des charges, il faut
donc :

— déterminer une borne Pareto—optimale ;

— concevoir un correcteur qui remplisse cette borne Pareto—optimale.
Un changement de compromis revient a rechercher une nouvelle borne Pareto—optimale
et un correcteur associé.

Maintenant, pour concevoir un correcteur reréglable, il faut déterminer un ensemble de
bornes Pareto—optimales et le paramétriser par un parametre §. Comme dans le cas d'une
seule borne Pareto—optimale, ’ensemble des bornes Pareto—optimale permet de distinguer
un ensemble de bornes atteignables et un ensemble de bornes non atteignables. L’ensemble
des bornes Pareto—optimales est en fait la frontiere entre les bornes atteignables et les
bornes non atteignables (voir la Figure 3.3 pour le cas de deux spécifications quantifiables).
Pour notre probleme, nous ne voulons pas concevoir un correcteur pour toute la frontiere
mais pour une partie de celle—ci, par exemple celle qui est entre les points M et N.
Déterminer cette partie de frontiere n’est pas forcément évident dans la mesure ou elle
constitue une infinité de bornes Pareto—optimales.
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b -
L
| Bornes
atteignables
Born T
nom atteignabtes =
l by

FiG. 3.3 — Frontiere entre bornes atteignables et bornes non atteignables

Définition 3.3 (Ensemble de compromis). Soient G(p) un systéme LTI, B défini par
(3.15), Qi) définie par (3.16), i =1, Ngpec.

On dit que b(0) = [ by(#) -+ bn,,..(0) }T, un vecteur de fonctions définies sur [0;1],

est un ensemble de compromis si, pour tout 6 € [0;1], la borne b(0) est Pareto—optimale.

3.3.2 Détermination et paramétrisation d’un ensemble continu
de compromis par la méthode de synthese H

La méthode de synthese H,, est une méthode fréquentielle basée sur les principes des
méthodes fréquentielles dites classiques [SP96a, SF05, DF99]. Les méthodes fréquentielles
reposent sur 'hypothese qu'un cahier des charges peut étre traduit par un cahier des
charges avec que des spécifications fréquentielles. Une spécification fréquentielle sur une
fonction de transfert en boucle fermée est définie par des gabarits (fréquentiels) sur une
certaine gamme de pulsations.

Définition 3.4 (Spécification fréquentielle). Soit T'(p) une fonction de transfert en boucle
fermée.

Une spécification fréquentielle sur T(p) est définie par ng fonctions Gab;(w) strictement
positives sur [gj ;Wj] ot w; <Wj, ot w; peut étre nulle et ou W; peut étre infini.

La spécification fréquentielle sur T'(p) est alors la suivante :2
Vi=1,...,ng Yw € [w;;W;], |T(jw)| < Gabj(w).

Les bornes sur les spécifications quantifiables d’un cahier des charges sont reliées a des
caractéristiques des gabarits.

Exemple 3.1. Par exemple, sur la Figure 3.4, il est tracé trois gabarits fréquentiels sur
la fonction de transfert en boucle fermée S(p) = (1+G(p)K (p))~t. Pour un systéme G(p)
monovariable commandé par un correcteur a un degré de liberté, ces gabarits permettent
de prendre en compte plusieurs spécifications. Le premier gabarit

Yw e R, |S(jw)| < Gaby(w)

2Une spécification fréquentielle peut aussi porter sur la phase de la fonction de transfert en boucle
fermée. Il est, en général, possible de réécrire une spécification sur la phase comme une spécification sur
le module. Nous ne considérons dans ce document que ce dernier type de spécifications fréquentielles.
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Fi1G. 3.4 — Exemples de gabarits

permet de prendre en compte que la marge de module en dB est supérieure a —2010g(G ).
Le deuxieme gabarit

Yw € [0,3;2], |S(jw)| < Gabs(w)

permet de prendre en compte la rapidité du swivi de trajectoire de référence. Plus w,
(la pulsation pour laquelle le gabarit vaut 0 dB) est grand, plus la rapidité garantie est
importante. Le troisieme gabarit

Vw €10;2.107%, |S(jw)| < Gabs(w)

permet de prendre en compte que [’erreur statique en pourcentage est inférieure a l'inverse
de Go.

Nous allons maintenant voir ce qu’est la méthode de synthese H,, [Zam81] et comment
elle peut étre mise en ceuvre pour déterminer une borne atteignable. Nous commencerons
par le cas d'une seule spécification fréquentielle avant de considérer le cas de plusieurs
spécifications fréquentielles. Nous verrons ensuite comment déterminer une borne Pareto—
optimale avec la méthode de synthese H.. Il est alors possible de déterminer un nombre
fini de compromis. Nous verrons comment a partir de ce nombre fini de compromis, il est
possible de déterminer un ensemble continu de compromis.

P(p)
U Yy
K(p)

F1G. 3.5 — Systeme en boucle fermée pour le probleme H,, standard
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La méthode de synthése H,, Soient le systeme augmenté P(p) défini par sa représen-
tation d’état
#(t) = Ax(t) + Byw(t) + Byu(t)
P(p)s z2(t) = Cz(t) + Dw(t) + Dyu(t)
y(t) = Cyz(t) + Dyww(t)

et v un réel strictement positif. La méthode de synthese H,, permet de tester, de fagon
efficace, 'existence d’un correcteur décrit par sa représentation d’état

K*p>{ ut) — Cuonl®) + Daylt)

qui garantisse les deux propriétés suivantes :
1. le systeme en boucle fermée P(p) x K(p) est asymptotiquement stable

2. la norme H,, du systeme en boucle fermée est strictement inférieure a - :

[ P(p) x K(p)lloo < -

Si un tel correcteur existe, la méthode de synthese H,, permet d’en construire un.

Mise en ceuvre de la méthode de synthese H,, pour la détermination d’une
borne atteignable dans le cas d’une spécification fréquentielle Dans le cas d’un
cahier des charges fréquentiel avec une seule spécification fréquentielle, le probleme est
alors de savoir s’il existe un correcteur tel que

Vi=1,...,ng Yw € [w;, @], |T(jw)| < Gab;(w). (3.17)

Il est possible de regrouper tous les gabarits dans I'inverse du module d’une fonction de
transfert. Elle est appelée pondération et on la note W (p). Cette fonction de transfert est
choisi pour « coller » au mieux aux gabarits et ainsi garantir la propriété suivante : si la
propriété X

Vw e R, |T(jw)| < W) (3.18)
est vérifiée, alors la propriété (3.17) est vérifiée, c’est—a—dire que le module de la fonction
de transfert en boucle fermée est bien en dessous des gabarits fréquentiels.

Exemple 3.2. Par exemple, pour les gabarits de la Figure 3.4, W (p) peut étre choisie de
la fagon suivante [Fon95]

2 2
1|, G =1 B G2, —1]
W)=+ | e\ j@ 1] | (G~ G-l @]
b We | Goo

Le tracé du module de [inverse de cette pondération est représenté sur la Figure 3.6 : si le
module de la fonction de transfert en boucle fermée est en dessous du module de l’inverse
de la pondération, alors elle sera aussi en dessous des gabarits.

En choisissant des fonctions de transfert W(p) et W,(p) telles que

Vw € R, |W(jw)| = [W,(jw)W.(jw)|,
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Fi1G. 3.6 — Exemple de pondération

la relation (3.18) peut se réécrire
Vw e R, |W(jw)T(jw)W.(jw)| < 1.

La fonction de transfert Wy (p) (respectivement We(p)) est appelée pondération en sortie
(respectivement en entrée) et peut étre interprétée comme la description des signaux de
sortie (respectivement d’entrée). Par définition de la norme H,, ceci se récrit

Ws(p)T(p)We(p)lloo < 1.

Finalement, le fait qu’une fonction de transfert en boucle fermée est en dessous de ses gaba-
rits est donc traduit par le fait que la norme H,, de cette fonction de transfert augmentée
de pondérations est inférieure a 1. Or il est toujours possible d’écrire Wy (p)T (p)We(p)
comme le bouclage d’'un systéeme augmenté (des pondérations) sur le correcteur :

W.D)TE)W.(p) = P(p) « K(p)  avee  P(p) = [Ws»()(p) g]pw(p)[w%@) 2]

ou PY(p) détermine la fonction de transfert en boucle fermée considérée et ne dépend que

de G(p).

Exemple 3.3. Par exemple, dans le cas ot T'(p) est la fonction de transfert en boucle
fermée S(p), la fonction de transfert Ws(p)T (p)We(p) est représentée sur la Figure 3.7.
Ce schéma peut se manipuler et étre retracé comme sur la Figure 3.8. Dans ce cas, on
peut constater que P(p) vaut

R R N I T S R E R RCOR

Le probleme est donc de savoir s’il existe un correcteur tel que la norme H,, de P(p)x K (p)
soit inférieure a 1. La méthode de synthese H,, permet de résoudre ce probleme de fagon
efficace.

Mise en ceuvre de la méthode de synthese H,, pour la détermination d’une
borne atteignable dans le cas de plusieurs spécifications fréquentielles De facon
plus générale, la méthode de synthese H,, considere un probleme avec plusieurs fonctions
de transfert en boucle fermée et plusieurs pondérations en sortie et en entrée. Considérons
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FiG. 3.8 — Probleme standard H., un bloc

le schéma de la Figure 3.9. Dans ce schéma, les fonctions de transfert en boucle fermée
considérées sont déterminées par P¥(p) (qui ne dépend que de G(p)) et les pondérations en
sortie et en entrée sont respectivement regroupés dans Ws(p) et dans W, (p). En calculant

P()
p P = | "] e [P0

la forme standard est obtenue. La méthode de synthese H,, permet de répondre de fagon
efficace a la question : existe-t—il un correcteur K (p) qui garantisse la stabilité asympto-
tique de P(p) » K(p) et qui garantisse que la norme H,, de P(p) ~ K(p) est inférieur a
1:

|P(p)x K(p)|,, < 1.

Nous allons maintenant voir que cette mise en ceuvre de la méthode de synthese H.,
permet de déterminer une borne atteignable dans le cas de plusieurs (nr) spécifications
fréquentielles. En effet, il est plus réaliste de considérer ce cas de figure que le cas d’une
seule spécification fréquentielle.

D’un coté, pour plusieurs spécifications fréquentielles, le probleme est de savoir s’il
existe un correcteur tel que

Vi=1,...,np, Vj=1,...,ng, Yw € [w,;;wi;], |Ti(jw)| < Gab;;(w).

=17
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F1G. 3.9 — Mise en ceuvre générale de la méthode de synthese H,

En regroupant tous les gabarits sur une méme fonction de transfert en boucle fermée dans
une pondération, le probleme est donc de savoir s’il existe un correcteur tel que

1

Vi=1,...,np, Vw e R, |T,(jw)| < =——.
[Wi(jw)|

Ce probleme est dit multi—criteres.
De I'autre coté, la méthode de synthese H,, permet de tester I'existence d'un correcteur
tel que la propriété
1P (p) * K(p)] <1 (3.19)

est vérifiée. Or cette propriété implique la propriété
Vi=1,...ny Vk=1,... n. ||Tu—s/)], <1

ot Ty, —.;(p) désigne la fonction de transfert de w; vers z;. Cette derniere propriété est
équivalente a la propriété

1
< : .
(W (jw)Wes(jw)|

Vi=1,... 0y Vk=1,...,n;, Vw €R, [T, _q (jw)| (3.20)

En choisissant judicieusement les fonctions de transfert en boucle fermée (par le biais
de P"¥(p)) ainsi que les pondérations dans la mise en ceuvre de la méthode de synthese
H, il est possible de trouver une solution au probleme multi—criteres en trouvant une
solution au probleme H.,. Nous ne détaillerons pas ici ce choix, pour cela le lecteur pourra
se référer a [SP96a, SF05, DF99]. Ce choix sera expliqué pour chaque exemple numérique
de ce document.

Mise en ceuvre de la méthode de synthese H,, pour la détermination d’un com-
promis Pour pouvoir déterminer un compromis, il faut pouvoir déterminer lorsqu’une
borne est atteignable ou non. Si ||P(p) * K(p)|leo < 1, alors la méthode de synthese H,
garantit que la borne associée est atteignable. En revanche, si ce n’est pas le cas, cela ne
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veut pas forcément dire que la borne associée est non atteignable. Ceci vient du fait que la
propriété définie par (3.19) implique la propriété définie par (3.20), mais que I'implication
inverse n’est généralement pas vrai. D’un point de vue théorique, la méthode de synthese
H_, n’est donc pas adéquat pour la détermination d’un compromis. D’un point de vue pra-
tique, elle est intéressante et permet dans certains cas de déterminer approximativement
un compromis [SFF03].

Supposons que les fonctions de transfert en boucle fermée ainsi que les pondérations
en sortie et en entrée ont déja été choisies : le systeme P(p) est déja connu. Il est alors
minimiser 7 tel qu’il existe un correcteur K (p) qui garantisse la stabilité asymptotique de
P(p) = K(p) et qui garantisse que la norme H., de P(p)x K(p) est inférieur a = :

1P(p) x K(p)l|o < -
Cette derniere relation implique

< B .
(W (jw)We; (jw)|

Vi=1,....,np, Vk=1,...,n,, Vw € R, [T, ., (jw)]

La valeur minimale de v obtenue s’interprete alors de la maniere suivante :

— si elle est inférieure a 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle
fermée sont en dessous du gabarit défini par la pondération correspondante. Ici, il
est de plus possible de modifier les gabarits pour imposer des bornes plus faibles sur
toutes les spécifications : le choix des pondérations traduit donc une borne atteignable
mais non Pareto—optimale. Il faut alors changer les pondérations et recommencer le
processus ;

— ¢i elle est voisine de 1, le module de toutes les fonctions de transfert en boucle
fermée sont en dessous ou légerement au dessus du gabarit défini par la pondération
correspondante. De plus, comme il s’agit de la valeur minimale de 7, il existe une ou
plusieurs pondérations qu’il n’est pas possible de modifier pour imposer une borne
plus faible sur I'une des spécifications. D’un point de vue pratique, on considere que
le choix des pondérations traduit approximativement une borne Pareto—optimale;

— sielle est supérieure a 1, le module d’au moins une des fonctions de transfert en boucle
fermée ne se situe pas totalement en dessous du gabarit défini par la pondération
correspondante. De plus, comme il s’agit de la valeur minimale de -, il n’est pas
possible de trouver un correcteur pour que le module de toutes les fonctions de
transfert en boucle fermée soit en dessous du gabarit correspondant. D’un point de
vue pratique, on considere en général que le choix des pondérations traduit une borne
non atteignable. Il faut alors changer les pondérations et recommencer le processus.

D’un point de vue pratique, il est en général possible de déterminer approximativement
un compromis par mise en ceuvre de la méthode de synthese H.

Détermination d’un ensemble continu de compromis par interpolation/appro-
ximation d’un ensemble fini de compromis En mettant en ceuvre la méthode de
synthese H, plusieurs fois, il est possible d’obtenir un nombre fini de compromis (approxi-
mativement), par exemple les points M, N et [ sur la Figure 3.3. Nous allons maintenant
voir comment il est alors possible de déterminer approximativement un ensemble continu
de compromis. La démarche est schématisée sur la Figure 3.10.

D’apres ce que nous venons de voir, les bornes sur les spécifications quantifiables d’un
cahier des charges sont reliées aux caractéristiques des pondérations en sortie et en entrée
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Augmenter le nombre Déterminer un nombre
fini de compromis fini de compromis par
mise en ceuvre de la
méthode synthese H,

Augmenter
le degré des
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Interpoler/approcher

les caractéristiques
des pondérations obte-
nues par des fonctions
rationnelles

Si c¢ n’est pas le cas
Vérifier que les pondé-

rations dépendant de
6 obtenues traduisent
un ensemble continu de
compromis

Fi1G. 3.10 — Détermination d'un ensemble continu de compromis

dans la mise en ceuvre de la méthode de synthese H,,. Ainsi, un ensemble continu de com-
promis paramétrisé par 6 est en fait un ensemble de pondérations dont les caractéristiques
(pulsation pour laquelle elle vaut 0 dB, valeur a 'infini, valeur en 0...) sont contintiment
paramétrisées par 6. Pour chacun des compromis précédemment trouvés, la valeur 6; de
f est connu puisque cette valeur reflete le compromis. A ce niveau, on distingue la ca-
ractéristique directement reliée a 6 des autres. En effet, 6 reflete un compromis et les
caractéristiques refletent des bornes. 6 est ainsi une des caractéristiques, a une trans-
formation affine pres. Les autres caractéristiques, comme fonctions continues de 6, sont
obtenues par interpolation/approximation de leurs valeurs connues. Nous utiliserons des
fonctions rationnelles pour I'interpolation/approximation. L’interpolation/approximation
ne garantit pas, notamment pour les valeurs intermédiaires de 6, que les pondérations
paramétrisées par 6 obtenues refletent effectivement un ensemble de compromis. Si ce
n’est pas le cas, on peut augmenter le degré des fonctions rationnelles d’approximation
ou/et augmenter le nombre fini de compromis obtenus par la méthode de synthese H,
et ensuite interpoler/approcher & nouveau les caractéristiques des pondérations. Pour la
formalisation du probleme de conception de correcteurs reréglables, il est important de
noter que les matrices de la représentation d’état de W, (p, 6) et de Wy(p, @) ainsi obtenues
sont des fonctions rationnelles en 6.

Pour vérifier que les pondérations paramétrisées par € obtenues déterminent effective-
ment un ensemble de compromis, il suffit de déterminer que, pour toutes les valeurs 6; de
0, les pondérations, pour ces valeurs 6;, déterminent un compromis. Pour tout 6; € [0;1],
il est donc minimisé ~ tel qu’il existe un correcteur K (p) qui garantisse la stabilité
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asymptotique de P(p, 6;)  Ky,(p) et qui garantisse la propriété de norme H,

1P (p,0:) *Kei(p)Hoo < 7.

La valeur minimale de ~y ainsi obtenue est notée v, et un correcteur Kpy,(p) associé est
appelé « correcteur—point » dans la suite de ce document. Si, pour toutes les valeurs
0; € [0;1], 7, est voisin de 1, alors les pondérations paramétrisées par 6 déterminent
effectivement un ensemble continu de compromis. Bien stir, cette vérification est difficile
a mettre en ceuvre. Cependant, il est possible d’effectuer une vérification approximative
en choisissant « beaucoup » de valeurs ;. La vérification est alors effectuée non plus sur
[0;1] mais pour toutes les valeurs de 6; choisies. Ici, il s’agit donc de vérifier que, pour
toutes les valeurs 6; choisies, on a vy, ~ 1;

La phase d’interpolation se fait facilement puisque les caractéristiques des pondérations
sont des scalaires. Il est intéressant de limiter 'ordre de la représentation LFT des matrices
de leur représentation d’état : ceci limite 'ordre de la représentation des matrices de la
représentation d’état de P(p, ), limitant ainsi la taille du probleme d’optimisation sous
contraintes LMI indépendant de € obtenu dans la section précédente (Théoreme 3.3, page
114). Enfin, travailler sur les fonctions de transfert est intéressant car ce sont des fonctions
de transfert d’ordre faible avec peu de caractéristiques.

3.3.3 Formulation et solution du probleme de conception d’un
correcteur reréglable

Supposons maintenant que les pondérations

1. [ Aw.(0) | Bw.(0)
We(p.0) = 5[* Cw,(0) | Dw,(0)

Aw,(0) | Bw,(9)
Cw,(0) [ Dw.(9)

1
et Wi(p,0)=—-1%

= , (3.21)

ou les matrices sont rationnelles en 6 et bien posées sur [0; 1], ont été choisies et qu’elles
déterminent bien un ensemble continu de compromis. La Figure 3.11 montre le systeme

************************************************************

Welp,0) Wa(p,0)

‘ P1 q1 !

w1 ﬂwel(ng) Wei(p, 0) F———= 21
bj qk

W) e We (2, 0) | W > We (9, 0) —————> 2k
Wn,, Weny, (0, 0 Wen, (p, O))————> Zn,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Pp,9) .

U Yy
K(pa 9)7 [

Fia. 3.11 — Probleme de conception d'un correcteur reréglable
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P. 1l dépend maintenant de # et est défini par :

P(p,0) = [ WS(g’ 2 [Sy } P"(p) { We(g’ ‘) [Su } .

Le probleme de conception d'un correcteur reréglable est alors de trouver, s’il existe,
un correcteur K (p,d) qui garantisse, pour tout 6 € [0;1], la stabilité asymptotique de
P(p,0) = K(p, ) et la propriété de norme H,

| P(p,0) x K(p,0)|, <~

avec v voisin de 1. Les matrices de la représentation d’état des pondérations étant des
fonctions rationnelles en 0, bien posées sur [0; 1], les matrices de la représentation d’état de
P(p,0) le sont également. Le probleme de conception d’un correcteur reréglable est donc
un cas particulier du Probleme H,, dépendant d’un parametre (Probleme 3.1, page 105).
Le résultat obtenu dans la section précédente peut donc étre appliqué pour la résolution.

3.4 Exemples numériques

Dans cette section, nous illustrons la conception d’un correcteur reréglable avec deux
exemples. Nous voulons évaluer la pertinence de notre approche (formalisation avec le
Probleme 3.1, page 105, et solution avec le Théoreme 3.3, page 114) par rapport au
probleme de conception d’un correcteur reréglable. La formalisation est un cas particulier
de la conception d’'un correcteur dépendant de parametres. Pour ce dernier probleme, notre
solution repose sur la transformation d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
dépendant de parametres en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant
de parametre. Il est ainsi possible d’adapter d’autres méthodes de transformation afin
de donner une solution alternative au probleme de conception d'un correcteur dépendant
de parametres. Ces autres méthodes donnent potentiellement de moins bons résultats.
Elles sont en général plus simples que la notre ou peuvent en étre un cas particulier,
conduisant ainsi a un probleme d’optimisation de plus faible dimension et donc a un
temps de résolution plus faible. Nous les comparons alors a notre méthode, ce qui nous
permettra de savoir si la différence de temps de résolution entre les méthodes est justifiée
par une large différence de résultats.

Pour cela, nous définissons un critere d’évaluation. L’idée de ce critere est de comparer
le meilleur résultat obtenu avec une certaine méthode au meilleur résultat possible. Dans
le probleme dépendant de 6, il est possible de minimiser la valeur de ~. Le meilleur
résultat obtenu avec une méthode est évalué en calculant la valeur minimale de 7, notée
7r, Obtenue avec cette méthode (dans la notre, les variables de décision sont rationnelles
de degré limité). Le meilleur résultat possible est évalué en calculant la valeur minimale
de 7, notée vpesr €t appelée « meilleure performance atteignable », obtenue lorsqu’il n’y
a pas de restriction sur les variables de décision (elles sont rationnelles sans limite sur le
degré). Pour une valeur 0; de 6 donné, s, est la meilleure valeur possible. Sur [0;1], la
meilleure performance atteignable est donc donnée par

best — 1MaX 0,
Thes 0,€[0:1] 7

Le calcul effectif de ~ypese est un probleme ouvert. Une estimation (une borne inférieure)
de Vpest est alors obtenue simplement en choisissant « beaucoup » de valeurs 6; : Vpest =
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maxy, 7p,. Le critere d’évaluation est alors donné en pourcentage

Yr — Vbest
Vbest

100

En utilisant I'estimation de s au lieu de sa vraie valeur, il est obtenu une borne
supérieure sur le critere d’évaluation.

Dans le cas de notre méthode par exemple, ce critere s’interprete de la facon suivante.
Nous avons limité le degré des variables de décision afin d’obtenir un correcteur dont
les matrices de la représentation d’état sont des fonctions raisonnablement complexes de
f. Or, nous ne savons pas quelle est la complexité d'un correcteur reréglable. Le critere
évalue la perte occasionnée par le fait de vouloir un correcteur peu complexe.

Tous les probléemes d’optimisation de ce document (y compris ceux sur la commande
des canaux d’irrigation du Chapitre 4) sont résolus en utilisant Matlab 6.5 avec LMI
control toolbox [GNLC95].

3.4.1 Exemple illustratif

Dans ce premier exemple, nous voulons évaluer 'intérét des fonctions rationnelles pour
les données et l'intérét des fonctions rationnelles de degré limité pour les variables de
décision d'une contrainte LMI dépendant de 6.

Dans la formalisation du probleme de conception d’un correcteur reréglable, les pondéra-
tions sont sensées reflétées un ensemble continu de compromis. Nous savons que ceci
est possible (en approximation) lorsque les matrices de la représentation d’état de ces
pondérations peuvent étre rationnelles (c’est le cas de notre approche). La question est :
est—ce nécessaire 7 Cette question peut se poser en terme d’optimisation : est—il nécessaire
de considérer des fonctions rationnelles pour les données d'une contrainte LMI dépendant
d’un parametre par rapport a des fonctions plus simples (affine par exemple) ?

Notre solution considere ’ensemble des fonctions rationnelles pour les variables de
décision. Nous savons que ceci est intéressant. La question est : jusqu’a quel point ?

Pour cela, nous comparons notre approche avec deux approches alternatives, adapta-
tions d’approches largement répandues dans la littérature, et avec la meilleure performance
atteignable. Dans la premiere approche alternative, les données et les variables de décision
sont des fonctions rationnelles particulieres et, dans la seconde, les variables de décision
sont des fonctions rationnelles particulieres. Nous présentons les approches alternatives
séparément.

Nous détaillons d’abord 'exemple. Considérons un systéme du premier ordre G(p) :

ow-s-[ 3]

commandé par un correcteur a un degré de liberté. Le but est de concevoir un correcteur
reréglable garantissant les performances suivantes :

— le systeme en boucle fermée est capable de suivre des signaux de référence en forme
d’échelons avec différents temps de réponse (de 5,4 s pour § =0 a 1,1 s pour 6 = 1)
ou en forme de sinusoides basses fréquences ;

— I’énergie de commande doit étre limitée au maximum;
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— le correcteur doit assurer une marge de module d’au moins —6 dB.
Le compromis se fait entre le temps de réponse et 'énergie de commande. Ce probleme
peut se résoudre grace aux choix des fonctions en boucle fermée et aux pondérations de
la Figure 3.12 (voir [SP96a]). Pour un compromis donnée, c¢’est-a-dire pour une valeur 6;

F1G. 3.12 — Probleme H,, dépendant d'un parametre deux blocs

donnée de 6, un compromis est déterminé lorsque 7y, est voisin de 1, 7y, étant la valeur
minimale de 7 tel qu'il existe un correcteur Ky, (p) garantissant la stabilité asymptotique
de la boucle fermée et garantissant la propriété de norme H,

Wy (p, 91’) 1+ G(;)Kei (p)

K.
W, (p, ‘91‘) 1+ G(egsng?gez (p)

<. (3.22)

o0

3.4.1.1 Comparaison avec une approche de type polytopique

L’exemple traité est simple, voire académique. Cela vient du fait que, pour pouvoir
appliquer la premiere approche alternative, des hypotheses fortes sur la représentation
d’état du systeme P(p, ) (par exemple, A(6) est une fonction constante en 6, les matrices
sont rationnelles de degré un en @) doivent étre satisfaites. Ces hypotheéses imposent aux
matrices de la représentation d’état des pondérations d’étre au mieux rationnelle de degré
un avec le méme dénominateur. Ceci nous permettra de discuter de 'intérét des fonctions
rationnelles pour les matrices de la représentation d’état de P(p,0) (et donc de W,(p,0)
et de Ws(p,#)) dans notre approche : la question est de savoir si avec des fonctions plus
restreintes, les pondérations peuvent déterminer un ensemble continu de compromis.

Basées sur une approche polytopique, des conditions alternatives peuvent étre pro-
posées. Les détails de cette premiere approche alternative sont présentés en annexe, Sec-
tion A.2.5, page 214. Un cas particulier de cette approche alternative peut étre interprétée
comme une extension de 'approche présentée dans [GAC96|. Un point important est que
les variables de décision sont restreintes a étre des fonctions spécifiques (rationnelles de
degré un). Nous pouvons alors discuter de l'intérét des fonctions rationnelles pour les
variables de décision dans notre approche.

Choix des pondérations Pour pouvoir appliquer cette premiere approche alternative,
seuls les numérateurs de Wi (p, 0) et de Wy(p, 0) peuvent étre des fonctions non constantes
en 6. Pour une valeur donnée 6; € [0;1] :
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1. W est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

P+ Be,

1(]7, ) p+€

(3.23)

ou

(a) € est fixée a une valeur petite (0,0017) pour assurer une petite erreur de pour-
suite statique;

(b) [, est fixée en accord avec le temps de réponse désiré : plus [y, est grand et
plus faible est le temps de réponse;

(c) k est une borne inférieure sur la marge de module : £ = 0,5 pour une marge
module d’au moins -6 dB.

2. W5 est choisie pour assurer la limitation de I’énergie de commande :

bg.p—l—C@.
Wa(p,6;) = 22— 3.24
2(p, ;) P+ a ( )

W5 est telle que son inverse est passe-bas. Plus la bande passante est faible et plus
I’énergie de commande est faible.

Dans notre probleme, un compromis est défini par les choix de 3y, et de la bande passante
de Wy (qui dépende de by, et de cy,). Nous considérons les deux compromis extrémes :

1. pour #; = 0, une réponse lente avec une énergie de commande faible : Gy = 0, 86
assure un temps de réponse de 5,4 s et a = 1580, by = 1800 et ¢y = 504 assure que
o= 1,04 ~ 1;

2. pour #; = 1, une réponse rapide avec une énergie de commande élevée : 3, = 3,45
assure un temps de réponse de 1,1 s et a = 1580, by = 100 et ¢; = 500 assure que
v =1,035~ 1.

Rappelons que lorsque 7y, est voisin de 1, les pondérations choisies déterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix précédent détermine donc un compromis pour les
valeurs extréemes de 6. Notons qu’entre les deux compromis extrémes, il y a un facteur 4
entre les deux valeurs de (3. Les pondérations Wi (p, ) et Wa(p, @), pour des compromis
intermédiaires, sont obtenues en interpolant de facon affine les coefficients du numérateur
de chaque pondération :

Wl(p79>:,€p+((1;9+)go+eﬁl) ot WZ(M):((1—e)bo+9b1]2p+2((1—9)co+901)'

Une interpolation affine a été choisie pour pouvoir appliquer la premiere approche al-
ternative. Les pondérations ainsi obtenues sont tracées sur la Figure 3.13 pour plusieurs
valeurs de 6.

Remarquons qu’avec cette interpolation, il n’y a pas de garantie que les pondérations
dépendant de 6 déterminent un ensemble continu de compromis, c¢’est—a—dire que, pour
toutes les valeurs de 6; €]0; 1], on a7y, =~ 1. En fait, ce n’est pas le cas (voir la Figure 3.14).
Malheureusement avec une interpolation affine, il n’est pas possible de faire autrement.
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LW, UMW, G00)

Magnitude (dB)
:
Magnitude (d8)

FiG. 3.13 -

1 1
WG, 0)] et 20w, 0) par pas de 0,1 en 6

0.9+

0.8

0.7 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 3.14 — Courbe de la meilleure performance atteignable : 7y, (6;)

Calcul des correcteurs reréglables Nous appliquons deux approches : la premiere
approche alternative (Théoreme A.23, page 215) avec des fonctions affines (d = 0) et
notre approche (Théoreme 3.3, page 114) avec des fonctions rationnelles de degré un et
quatre. Pour N = 1, nous avons choisi 1 + ¢;0 = 1+ 0,50 et pour N = 4, nous avons
choisi 1+ ¢10 + c26? + 36 + c40* = (1 +20)(1 + 30)(1 + 56). Les résultats obtenues sont
présentés dans le Tableau 3.1 avec s valant approximativement 1,38 (calculé avec un
pas de 0,01 entre chaque valeur de 6;).

Remarquons le mauvais résultat obtenu avec la premiere approche alternative (Théoreme
A.23, page 215) : une grande amélioration a été obtenue avec notre approche (Théoreme
3.3, page 114) en considérant des variables de décision rationnelles de degré un (N = 1). 11
y a deux raisons a cela : le Théoreme A.23 est basé sur des conditions suffisantes alors que

TaB. 3.1 — Comparaison avec la premiere approche alternative : résultats

Théoreme A.23 Théoreme 3.3 Théoreme 3.3
™ 1,92 1,7 1,4
Ur — Yvest
100" ~ 30% ~ 16% ~1,5%
(borne supérieure)
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le Théoreme 3.3 est basé sur des conditions nécessaires et suffisantes ; pour les variables de
décision, I’ensemble utilisé dans le Théoreme 3.3 contient celui utilisé dans le Théoreme
A.23.

Remarquons aussi I'excellent résultat obtenu avec notre approche, Théoreme 3.3, en
considérant des variables de décision rationnelles de degré 4 (N = 4). ~,, la performance
obtenu avec notre approche, est tres proche de Y., la meilleure performance atteignable,
les résultats sont donc tres proches de ceux obtenues sans restriction sur les variables de
décision. L’exemple souligne le grand intérét des fonctions rationnelles et de ’optimisation
de leur dénominateur. Ce second point sera illustré dans I’exemple de la Section 3.4.2.

Analyse des performances de la boucle fermée Comparons d’abord les perfor-
mances obtenues avec le correcteur de I"approche alternative (Théoreme A.23) avec celles
obtenues avec le correcteur de notre approche (Théoreme 3.3 avec N = 4). Nous com-
parons, par exemple, les performances de suivi de trajectoire en examinant les tracés de
Bode de S(p,0;) = (1 + G(p)K(p,6;))7 ", 6; € {0;0,5;1}, représentés sur la Figure 3.15
pour les deux correcteurs. La bande passante de |S| est seulement multipliée par 1,3 entre

5 T T 5

Magnitude (dB)
Magnitude (d8)

Fi1c. 3.15 - |S(p,0;)], 0; € {0;0,5;1}, approche alternative (a gauche) et notre approche
(N =4) (a droite)

les deux valeurs extrémes de 6 pour le correcteur de I'approche alternative (Théoréeme
A.23) alors qu’elle est multipliée par 4 (comme désiré) dans le cas du correcteur de notre
approche (Théoreme 3.3). Le correcteur reréglable obtenu avec I'approche alternative ne
recouvre donc pas les performances du correcteur—point, alors que cela a ’air d’étre le cas
avec le correcteur reréglable obtenu avec notre approche.

Pour vérifier ceci, comparons maintenant les performances obtenues avec le correcteur
de notre approche avec ceux d’un correcteur—point (sans dépendance imposée sur les ma-
trices de la représentation d’état) en examinant le module de S(p, 6;) et de K (p, 6;)S(p, 6;),
0; € {0;0,5;1}, représenté sur la Figure 3.16 (les lignes en gras représentent les tracés
obtenus avec le correcteur de notre approche et les lignes en fin ceux obtenues avec les
correcteurs—point). Pour § = 0,5, les mémes performances sont obtenues par les deux
correcteurs. Pour une valeur 6;, la bande passante de S(p, #) pour le correcteur dépendant
du compromis est plus petite que celle du correcteur—point. Les réponses temporelles pour
les valeurs extrémes de # sont alors plus lentes avec le correcteur dépendant du compromis
qu’avec les correcteurs—point.

En conclusion Meéme sur cet exemple académique, 'approche alternative n’est pas
pertinente par rapport au probléeme de conception d’un correcteur reréglable :
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1.

2.
3.

Magnitude (dB)
.

Magnitude (d8)

-40
107" 10’ 10" 10° 107 10° 10* 10°

Fia. 3.16 — |S] (a gauche) and |K S| (a droite), 6; € {0;0,5;1}

il est nécessaire de choisir une dépendance en 6 spécifique pour les pondérations :
les pondérations ne déterminent pas un ensemble de compromis. Cependant, nous
avons choisi une interpolation affine (d = 0) alors que I’approche alternative permet
de choisir d quelconque. Il est alors peut—étre possible, en choisissant mieux la valeur
de d, d’obtenir que les pondérations déterminent effectivement un ensemble continu
de compromis, c’est—a—dire de trouver Wi(p,0) et Ws(p,0) telles que pour tout
0; € [0;1], v, vaut approximativement 1. Pour ce faire, une solution intéressante
est d’introduire des paires de pondérations pour des valeurs supplémentaires de 6;
telles que vy, ~ 1. Nous choisissons donc une troisieme paire de pondérations pour
0=0,6:3

p+ 1,73
p+0,0017

p+1

Wi(p,0,6) = 0,5 m

Wa(p,0,6) = 500
Nous obtenons vy ¢ = 1, 03. Pour pouvoir appliquer I’approche alternative (Théoréme
A.23), nous considérons une approximation avec des fonctions rationnelles de degré
un. Il faut noter que les dénominateurs des différentes fonctions doivent étre les
CW2(0) DW2 (9)
avec [ Aw, Bw, | = [ —0,0017 1,32 ] et [ Aw, Bw, | = [ —1580 397 |.
Nous obtenons :

Cw,(6) Dw, ] [ 0,14 0,5 0 2,27 0
Cyw,(8) Dw,(6) | — | =7170 1800 | " T+ 1,176 | 7330 —3700 |

Sur la Figure 3.17, 7y, a été tracé en fonction de 6; (trait continu) pour des valeurs
de 0; espacée de 0,01. Malheureusement, nous n’avons pas 7y, ~ 1. Il est donc
nécessaire de considérer des fonctions rationnelles de plus haut degré ou des fonctions
rationnelles qui n’ont pas le méme dénominateur pour I’approximation. L’approche
alternative (Théoreme A.23) ne peut alors plus étre appliquée. Méme sur cet exemple
académique, il n’est donc pas possible avec cette premiere approche alternative de
choisir des pondérations dépendant de 6 pour qu’elles déterminent un ensemble
continu de compromis ;

mémes. Une méthode de type moindre carrée est utilisée sur {

la performance atteinte est éloignée de la meilleure performance atteignable ;

le correcteur reréglable ne recouvre pas les performances du correcteur—point.

3Cette valeur correspond au pire cas avec une interpolation affine.
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— rationnelle de degré 1
0ok affine

0.8

0.7

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1a. 3.17 — Courbe de la meilleure performance atteignable : 7y, (6;)

Notre approche donne de meilleurs résultats que I’approche alternative :

1. ici, nous avons gardé les mémes pondérations dépendant de 6 que celles utilisées
pour l'approche alternative pour pouvoir comparer les deux points suivants. Par
opposition avec 'approche alternative, il est heureusement possible de choisir des
pondérations pour qu’elles déterminent effectivement un ensemble continu de com-
promis. Ce point sera discuté dans la suite de cet exemple;

2. la performance atteinte est tres proche de la meilleure performance atteignable :
notre approche donne de tres bons résultats;

3. bien que le probleme d’optimisation donne un résultat intéressant, le correcteur
reréglable obtenu ne recouvre pas les performances du correcteur—point.

Avec notre approche, il y a une grande différence entre les deux derniers points : alors
qu’en terme d’optimisation on ne peut faire guere mieux, le correcteur—point n’assure pas
les performances désirées pour les valeurs extrémes de . Cette différence vient du choix
des pondérations Wi(p,0) et Wa(p,0) pour 6 €]0;1]. En effet, le correcteur reréglable
garantit la propriété suivante : pour tout 6; € [0; 1], pour tout w € R,

1

1+ Gw)K (jw, 6;)

1+ G(jw)K (jw, 6;)

Ir

Yr
< 5
[Wa(jw, 6;)]

< :
(Wi (jw, 6:)]

|

alors que le correcteur—point garantit : pour tout 6; € [0; 1], pour tout w € R,

K9i(jw)
1+ G(]W)ng (]w)

1

‘ Y6,
1+ G(jw) K, (jw)

Yo,
< ;

(Wa(jw, ;)]

et ’

Lorsque 7, est voisin de 7y, les deux correcteurs garantissent donc la méme performance
pour cette valeur 6; de 6. Comme v, = v 5, ceci explique que les deux types de correcteurs
garantissent la méme performance pour cette valeur de 6. Lorsque +, est différent de vy, les
deux correcteurs ne garantissent pas la méme personne pour cette valeur ¢; de §. Comme
v, est différent de g et de 7, ceci explique les différences de performance constatées pour
ces valeurs de 6. Si I'on veut que le correcteur reréglable assure les performances désirées
pour toutes les valeurs de 6, il faut donc que, pour tout 6; € [0;1], v, =~ 1. Or avec le
choix des pondérations effectué dans cet exemple, ceci n’est pas vrai (voir la Figure 3.14).

La premiere approche alternative, plus simple que notre approche, n’est donc pas satis-
faisante pour ce probléeme académique. Si nous adaptons les approches de [AGB95, FAG96,
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TA00, YS97, dOBG99, BPPB93, BP94, TdS01, GCG93] a notre probleme, des fonctions
affines seraient alors considérées pour I’approximation/interpolation des pondérations : le
meéme probléeme surviendrait.

Ce point montre I'importance du choix des pondérations comme fonctions de 6.

Cet exemple a aussi montré 'intéret des fonctions rationnelles pour les variables de
décision.

3.4.1.2 Comparaison avec une approche utilisant une fonction de stockage
indépendant du parametre

Dans cette section, nous proposons un choix des pondérations Wi(p,0) et Wa(p,0)
adapté aux spécifications de performances pour toutes les valeurs de # € [0;1]. Un cor-
recteur reréglable est congu par utilisation de notre approche (Théoreme 3.3, page 114).

Il est alors comparé a un correcteur congu avec une seconde approche alternative.
Dans le cadre de la seconde approche alternative, il est utilisé une fonction de stockage
quadratique indépendant de 6 (les variables de décision X' (6) et Y(#) sont en fait des
fonctions constantes en 6). La conception de correcteurs dépendant d’un parametre a été
intensivement considérée pour la commande de systemes Linéaires a Parametres Variants
(LPV). Dans le contexte LPV, beaucoup d’approches utilisent des fonctions de stockage
quadratique mais indépendant du parametre [Pac94, BP94, AG95, AGB95, SE98, Sch01].
Le probleme d’optimisation obtenu est de plus faible dimension que le notre mais au prix
de moins bons résultats. En contraste, nous utilisons une fonction de stockage quadra-
tique et dépendant du parametre et obtenons des conditions plus complexes mais avec de
meilleures résultats. Nous cherchons a déterminer I'intéréet de notre approche par rapport
a cette approche alternative. Cette approche alternative peut en fait étre vu comme un
cas particulier de notre approche (voir a la page 88).

Nous évaluerons aussi la pertinence de ces deux approches en les comparant a la
meilleure performance atteignable.

Choix des pondérations Pour obtenir des pondérations adaptées au probleme, nous
utilisons les mémes paires de pondérations qu’avant mais approchons séparément Cyy, et
[ Cw, Dw, } Nous obtenons :

0,330
9) = o
et
[ Cw,(0) Dw,(0) ] = [ —7170 1800 | + ﬁ [ 14670 —3680 | .

Les pondérations ainsi obtenues sont tracées sur la Figure 3.18 pour plusieurs valeurs de
6.

Sur la Figure 3.19, vy, a été tracé en fonction de 6; (trait continu) pour des valeurs
de 6; espacée de 0,01. Nous avons bien 7y, ~ 1 : entre 1,02 pour § = 0,3 et 1,045 pour
6=0,9.

Il est donc possible que les pondérations déterminent effectivement un ensemble continu
de compromis en utilisant, lors de l'interpolation/approximation des pondérations, des
fonctions rationnelles.
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F1a. 3.19 — Courbe de la meilleure performance atteignable : 7y, (6;)

Calcul des correcteurs reréglables Afin de calculer un correcteur reréglable avec
une fonction de stockage indépendante de €, nous avons légerement modifié le Théoreme
3.3 et avons considéré :

Vo + 0V, + 62V,
X(0) =%, Y(O) =N, V(0)= 10+ d191+ d2922

avec les d; fixés a priori: 1+d0+dy0* = (1—0,670)(1+1,176). Ce choix de dénominateur
est naturel puisqu’il correspond a celui trouvé lors de l'interpolation des pondérations.

Nous avons aussi appliqué notre approche, Théoréme 3.3, avec N = 2 et 1 + ¢,0 + co6?
le polynome trouvé lors de I'approximation : (1 — 0,6760)(1 + 1,170). Ce choix permet
de limiter l'ordre de la réalisation LFT, c¢’est-a-dire la taille des matrices A, Bq et Cq
dans le Théoreme 3.3. Les résultats obtenues sont présentés dans le Tableau 3.2 avec
I’estimation de 7.5 valant 1,045.

Remarquons que le Théoreme 3.3 avec N = 2 donne un bon résultat (v, est tres proche
de Ypest). Le résultat obtenu avec une fonction de stockage indépendante de € est vraiment
mauvais.

Analyse des performances de la boucle fermée Nous analysons tout d’abord les
performances obtenues avec le correcteur avec une fonction de stockage indépendante de 6
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TAB. 3.2 — Comparaison avec la seconde approche alternative : résultats

Fonction de stockage

Théoreme 3.3

(borne supérieure)

indépendant de 0 N =2
Vr 2.26 1.07
Yr — Vbest
100 Vbest ~ 115% 2, 5%
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en examinant les tracés de Bode de S(p, 6;) et de K (p, 0;)S(p,0;) (0; € {0;0,1;...;0,9;1}),
voir la Figure 3.20. Les fonctions de transfert pour les onze valeurs ont le méme module :

Magnitude (dB)

Magnitude (dB)

F1a. 3.20 — |S(p,0)| et |K(p,0)S(p,0)| par pas de 0,1 en

de facon surprenante, le correcteur ne varie pas en fonction du compromis. Le résultat est

vraiment tres pauvre.

Analysons maintenant les résultats obtenues avec le correcteur reréglable de notre
approche (Théoréme 3.3 et N = 2). Nous avons tracé sur la Figure 3.21 le module de

Magnitude (d8)

Magnitude (dB)

F1a. 3.21 — |S] (a gauche) et |[KS| (a droite), §; € {0;0,5;1}

S(p,0;) et de K(p,0;)S(p,0;), les réponses temporelles en boucle fermée sur la Figure
3.22 et les tracés de Bode de K(s,6;) sur la Figure 3.23. Sur ces figures, les traits en
gras sont obtenus avec le correcteur reréglable; les traits en fin sont obtenues avec les
correcteurs—point. Nous constatons que les tracés obtenus avec le correcteur reréglable
sont tres proches de ceux obtenus avec les correcteurs—point : nous avons recouvert les
performances souhaitées et ceci avec des fonctions rationnelles de faible degré pour les
variables de décision ; ce qui est vraiment excellent.
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F1a. 3.23 — Diagrammes de Bode des correcteurs, 6; € {0;0,5;1}

En conclusion Cette seconde approche alternative n’est pas intéressante par rapport
au probleme de conception d’un correcteur reréglable :

1. les pondérations déterminent un ensemble continu de compromis ;

2. la performance atteinte est tres éloigné de la meilleure performance atteignable (plus
de 100% d’écart) ;

3. le correcteur obtenu n’évolue pas en fonction du compromis : ’approche alternative
est vraiment tres mauvais.

Notre approche donne de meilleures résultats que 'approche alternative et elle est perti-
nente par rapport au probleme de conception d'un correcteur reréglable :

1. les pondérations déterminent un ensemble continu de compromis ;
2. la performance atteinte est tres proche de la meilleure performance atteignable ;

3. le correcteur reréglable et le correcteur—point assurent les performances.

Cette seconde comparaison souligne I'importance du choix des pondérations comme
fonctions de 6. En effet, dans la comparaison précédente, bien que notre approche donne
de bons résultats en terme d’optimisation (7, est proche de 7pes), ce n’était pas le cas
en terme d’Automatique (le correcteur reréglable et le correcteur—point n’assurait pas les
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mémes performances). Ici, notre approche donne de bons résultats en terme d’optimi-
sation et d’Automatique. La différence entre les deux vient de ce que, dans la premiere
comparaison, les pondérations dépendant de 6 était mal choisies alors qu’ici elles sont bien
choisies. Ici, on constate que, comme les pondérations déterminent un ensemble continu
de compromis, un bon résultat en terme d’optimisation donne aussi un bon résultat en
terme d’Automatique. Ceci montre donc l'intérét des fonctions rationnelles pour les ma-
trices de la représentation d’état du systeme augmenté, c’est-a—dire pour les données
d’une contrainte LMI dépendant d’un parametre.

Cette comparaison souligne aussi 'intéréet des variables de décision comme fonctions
rationnelles en 6.

Dans cet exemple, nous avons interpolé/approché les caractéristiques des pondérations
sans nous soucier de l'interprétation du parametre. Dans le prochain exemple, nous illus-
trons que l'interpolation/approximation peut s’effectuer avec une interprétation claire du
parametre.

3.4.2 Commande d’un moteur a courant continu

L’intérét de fonctions rationnelles pour les données (c’est—a—dire pour les matrices de
la représentation d’état de P(p,6)) et pour les variables de décision d’une contrainte
LMI dépendant de 6 a été illustré dans I'exemple précédent. Dans cet exemple, nous
nous intéressons a l'intérét d’optimiser sur le dénominateur de ces fonctions rationnelles
(pour les variables de décision). Pour cela, nous comparons notre approche (Théoréeme
3.3, page 114) avec une approche alternative, conduisant & un probléme d’optimisation
de plus faible dimension que le notre, dans laquelle les variables de décision sont aussi
rationnelles mais avec des dénominateur fixés a priori. Cette approche alternative peut
étre vue comme un cas particulier de notre approche (voir a la page 88) mais donne
potentiellement de moins bons résultats. La question est : est—il intéressant de pouvoir
optimiser sur le dénominateur des variables de décision par rapport au temps de résolution
supplémentaire que cela apporte ?

Nous détaillons maintenant I’exemple. Le systeme considéré est un moteur a courant
continu qui peut étre modélisé par :

—66 0 |32

2 1
=22 il 32 0lo
p(% + 1) p 0 15 ‘ 0

Il est commandé par un correcteur a un degré de liberté. Le but est de synthétiser un
correcteur dépendant du compromis garantissant les performances suivantes :

— le systeme en boucle fermée est capable de suivre des signaux de référence en forme
d’échelon avec différents temps de réponse (de 0,06 s pour § = 0 a 0,02 s pour 6 = 1)
ou en forme de sinusoide basses fréquences;

— le systeme en boucle fermée doit étre capable de rejeter des perturbations d’entrée
en forme d’échelon ou en forme de sinusoide basses fréquences ;

— l'énergie de commande doit étre limitée au maximum ;

— le correcteur doit assurer une marge de module d’au moins —6 dB.

Le compromis se fait entre le temps de réponse et ’énergie de commande et le temps
de rejet de perturbation. Ce probleme peut se résoudre grace aux choix des fonctions en
boucle fermée et aux pondérations de la Figure 3.24 (voir [SP96a]). Pour un compromis
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Fi1G. 3.24 — Probleme H,, quatre blocs

donnée, c’est-a-dire pour une valeur 6; donnée de 6, un compromis est déterminé lorsque
e, €st voisin de 1, 7y, étant la valeur minimale de «y tel qu’il existe un correcteur Ky, (p)
garantissant la stabilité asymptotique de la boucle fermée et garantissant la propriété de
norme H,,

H W1<p’9i>39i(p) Wl(paei)G(p)SGi(p)Wfi(pagi) H <
Wa(p, 6:) Ko, () So.(p)  Walp, 6:)T5,(0)Ws(p,6)) || =7

avec Sp,(p) = (1 + G(p) Ko, (p) ™" et Tp,(p) = (1 + G(p) Ko, (p) ™' G(p) Ko, (p).

Choix des pondérations Les pondérations W;(p, @), i € {1;2} peuvent s’écrire sous
la forme suivante [Fon95] :

2
1 o G = 1] ooy G T
i(p6) = P weilf) |GG — 1] (Goi — Gor) 1G5 — 1

Wei (9> Gooz

ou GOZ' = |WZ(O,9)‘, Gooz = hmw_,oo|WZ(jw,9)| (avec (GO’L — 1)(6?00z — ].) < O) et ou
wei(#) > 0 est la pulsation de coupure telle que |W;(jw.;(6),0)| = 1. Pour une valeur
donnée 0, € [0;1] :

1. Wi(p,0) est choisie pour assurer le suivi de trajectoire :

(a) le compromis peut étre défini par w., car w. est relié au temps de réponse
(20 rad/s pour 0,06 s jusqu'a 80 rad/s pour 0,02 s). w.; peut donc étre choisi
comme w.1(0) = 20 4+ 6060. Le parametre 6 peut donc s’interpréter comme le
fréquence de coupure de Wi (p,0), a une transformation affine pres,

(b) Goi est une borne supérieure sur 'erreur statique de suivi de trajectoire : nous
I’avons fixé a 40 dB,

(¢) Goor est une borne inférieure sur la marge de module : nous l'avons fixé a -6
dB;

2. Ws(p, @) est choisie pour assurer la limitation de I’énergie de commande : plus ws
est petit et plus I'énergie de commande est faible. Nous avons d’abord déterminé la
plus petite valeur de wg pour trois valeurs de 0 (23,33 rad/s et vy = 0,991 pour
6 =0, 180 rad/s et vy 5 = 0,986 pour § = 0,5, 700 rad/s et 4, = 0,992 pour 0 = 1).
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En utilisant une méthode de type moindre carrée, nous avons approché ces valeurs

et avons obtenu we(0) = 23,33 + 130—61979 De plus, nous avons fixé 201og(Gp2) a

-10 dB et 201log(G2) & 60 dB;
3. Wis(p, 6) est choisie afin de spécifier le rejet de perturbation. Pour simplifier, W3(p, 0)
a été choisie constant : Ws(p, 8) = 0, 05.

Rappelons que lorsque vy, est voisin de 1, les pondérations choisies déterminent un com-
promis du cahier des charges. Le choix précédent détermine donc un compromis pour ces
trois valeurs de 6. Les pondérations ainsi obtenues sont tracées sur la Figure 3.25 pour
plusieurs valeurs de 6. P(p, ) peut alors étre calculé. Notons que seules les matrices A(6)

VW, (08)] VIV, (0 8)W,(0)]

sk “r 0=0

Iy T @ 15 e=l

) =1 f

. 1,62 , UM, 8)W,(0)]

0=1
0=1
é 0=0 E 020
FiG. 3.25 - | S— N S 1 et 1 par
(Wi(jw, 0)]" [Wi(jw, ) Ws(jw,0)]" [Wa(jw,0)] — [Wal(jw, 0)Ws(jw,0)]

pas de 0,1 en 0

et C,(0) dépendent de 6 : ce sont des fonctions rationnelles de degré deux avec comme
dénominateur 1 — 0, 70 + 062.

Avec ces pondérations, 7y, a été calculée pour plusieurs valeurs de 0; € [0, 1] (par pas
de 0,01) : nous vérifions que 5, ~ 1 : entre 0,96 pour 6 = 0,15 et 0,998 pour 6 = 0,8,
avec une variation de 4%.

Calcul des correcteurs reréglables Les correcteurs dépendant du compromis sont
obtenus en appliquant le Théoreme 3.3 selon trois possibilités :

1. avec N = 2 et le dénominateur des variables de décision fixé a priori. Un choix
naturel est 1 — 0,760 + 00% : c’est le dénominateur des matrices A(6) et C.(6);



144 CHAPITRE 3 SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES

2. avec N = 2 pour évaluer 'intérét d’optimiser sur le dénominateur des variables de
décision ;
3. avec N = 3 pour améliorer le résultat précédent.

Pour améliorer le calcul numérique, nous avons choisi 1 + ¢;0 =1 — 0,76, ¢o = 0, pour
N=2et1+c10+c0?=(1-0,70)(1+30), c3 =0, pour N = 3. La partie (1 —0, 76) sert
a limiter la taille des matrices Ag, Bq et Cq alors que la partie (1 + 360) est arbitraire.
Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 3.3 avec I'estimation de 7.5 valant

TAB. 3.3 — Comparaison avec une approche a dénominateur fixé : résultats

Théoreme 3.3 N = 2 Théoreme 3.3 | Théoreme 3.3
dénominateur fixé a priori N =2 N=3
Y 1,105 1,06 1
Y = Ybest
100" ~11% ~ 6% <1%
(borne supérieure)

0,998.

Remarquons qu’avec un dénominateur fixé a priori, le résultat obtenu est assez correct
avec une borne supérieure du critere de performance de 11%. Cependant lorsque 'on
optimise sur le dénominateur, avec le méme degré, le résultat est fortement amélioré avec
une valeur du critere de performance de 6%, soit une division par 2 environ. Notons aussi
que dans ce cas le dénominateur des variables de décision est 1 — 1,120 + 3,376?, soit
un polynome avec des racines complexes, et est vraiment différent du dénominateur de
A(0) et C,(0). 11 aurait été difficile de choisir un tel polynéme a priori. Avec N = 3, le
correcteur reréglable est vraiment tres proche de la meilleure performance atteignable.

Analyse des performances de la boucle fermée Comparons maintenant le correc-
teur reréglable obtenu (Théoreme 3.3, N = 3) avec les correcteurs—point en examinant le
module de S(s,6;), de K(s,0;)S(s,0;), de G(s,0;)S(s,0;) et T(s,0;) (voir Figure 3.26), les
réponses temporelles (suivi de trajectoire d'un échelon de consigne, réjection d’un pertur-
bation échelon) (voir Figure 3.27) et le diagramme de Bode de K (s, §;) (voir Figure 3.28)
(pour toutes ces figures 0; € {0;0,5;1}, les traits en gras représentent les tracés obtenus
avec le correcteur reréglable et les traits en fin représentent les tracés obtenus avec les
correcteur—point). Le correcteur reréglable et le correcteur—point assurent parfaitement
les mémes performances en utilisant des fonctions rationnelles de degré faible, ce qui est
excellent.

En conclusion Avec le méme degré, en optimisant sur le dénominateur des variables de
décision, on arrive a diviser par 2 environ la différence entre la performance atteinte et la
meilleure performance atteignable (par rapport a ne pas optimiser sur le dénominateur).
Ce qui est excellent est que ce gain se fait de plus sans augmenter la complexité du
correcteur reréglable obtenu. Si 'on se permet d’augmenter un peu cette complexité, on
arrive a recouvrir parfaitement les performances des correcteurs—point, et ceci avec un
faible degré pour les variables de décision. Ce qui est tout aussi excellent.

Un point intéressant est a remarquer. A partir de la Figure 3.28, on peut voir que la
structure des correcteurs est, a strictement parler, un Proportionnel Intégral (PI) avec une
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Magnitude (dB)
Magnitude (d8)

Magnitude (dB)
Magnitude (d8)

F1a. 3.26 — Diagramme de Bode de S (en haut a gauche), GS (en haut a droite), K.S (en
bas a gauche) et T' (en bas a droite) pour 6; € {0;0,5;1}

avance de phase (et un filtre passe-bas). Cependant pour § = 0, I’avance de phase est petite
et peut étre négligée. Alors que pour # = 1, 'avance de phase est importante et ne peut
pas étre négligée. Il est connu qu’un moteur a courant continu peut étre commandé par un
PI si les performances temporelles désirées sont assez lentes. Des réponses temporelles plus
rapides demande un PI avec une avance de phase. En utilisant les regles de I’Automatique
fréquentielle classique, savoir-faire, etc., un lien qualitatif entre les spécifications désirées
et les gains du correcteur peut étre établi. L’intéret de notre approche est qu’elle donne
la structure du correcteur et une expression explicite des gains du correcteur comme une
fonction analytique des performances désirées, c’est—a—dire un lien quantitatif.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré le probleme de conception d’un correcteur
dépendant de parametres pour un systeme augmenté dépendant de parametres. Nous en
avons donné une solution efficace grace a la transformation d’'un probleme de faisabi-
lité sous contraintes LMI dépendant de parametres en un probleme de faisabilité sous
contraintes LMI indépendant de parametre. Nous avons ensuite considéré une nouvelle
mise en ceuvre de ce probleme : celle de la conception d’un correcteur pour un ensemble
continu de compromis. La solution proposée permet de trouver un correcteur dont les gains
sont des fonctions explicites des performances désirées pour la boucle fermée, ce qui est un
net avantage de notre approche. Les illustrations numériques ont montré 'intérét de notre
solution par rapport a de nombreuses solutions alternatives, basées aussi sur la transfor-
mation d’un probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de parametres en un
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F1G. 3.27 — Réponses temporelles & un signal de référence de type échelon unitaire (en
haut) et & un signal de perturbation de type échelon unitaire (en bas) pour 6; € {0;0,5;1}

(la figure du haut a droite a des échelles différentes)

probleme de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.

Une autre solution alternative, non basée sur ce type de transformation, peut aussi
étre discutée. Notre solution nécessite l'interpolation des pondérations. Pourquoi alors ne
pas directement interpoler les correcteurs mis au point pour différentes valeurs des pa-
rametres 7 C’est d’ailleurs une technique utilisée en séquencement de gains. L’inconvénient
majeur est que l'interpolation de correcteurs est un probleme difficile. A notre connais-
sance, seules des méthodes d’interpolation garantissant la stabilité asymptotique du systeme

SRR P4 RS RO RN SRR IS

F1G. 3.28 — Diagrammes de Bode des correcteurs pour 6; € {0;0,5;1}
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en boucle fermée ont été proposées [SR99, SR00]. Cette garantie est d’autant plus dérisoire
que dans notre cas le systeme a commander est LTI et ne dépend pas de parametre : un
correcteur indépendant de parametre est suffisant pour cette garantie. Notre solution per-
met de concevoir un correcteur dépendant des parametres garantissant des performances,
en plus de la stabilité asymptotique. En effet, les pondérations sont des fonctions de trans-
fert d’ordre faible avec peu de caractéristiques scalaires : leur interpolation est tres aisée,
d’autant que leur phase n’intervient pas. Elles ont de plus un lien direct avec le cahier des
charges.

Pour conclure, nous voudrions préciser d’une part que les résultats présentés dans ce

chapitre peuvent permettre de donner une solution a d’autres problemes

— la commande des systemes lentement variant dans le temps [Des69, SA90, KKT89].
Dans [SA90, KKT89], le probleme est de concevoir un correcteur stabilisant variant
dans le temps. Il est prouvé qu’'un tel correcteur existe, sous certaines conditions
techniques, si pour toutes les valeurs fixes du temps, il existe un retour d’état stabi-
lisant le systeme, qui est maintenant considéré LTI. L’approche proposée est basée
sur les systemes « figés » du systeme temps variant. Le temps peut alors étre considéré
comme un parametre ;

— la commande des systemes dépendant de parametres lentement variant dans le temps
[SB92, Iwa97, IS01]. Ici encore, 'approche est basée sur la commande des systemes
obtenues en figeant les parametres ;

et d’autre part que le probleme considéré permet d’en résoudre d’autres

— Didentification pour la commande a faible cotit énergétique [BSGT04]. Dans ce cas,
il est donné un cahier des charges pour un systeme que ’on doit identifier. L’identi-
fication a faible cout énergétique permet d’identifier un systeme nominal ainsi qu’un
ensemble d’incertitudes. Pour déterminer le cout énergétique, il faut étre capable
de concevoir un correcteur remplissant le cahier des charges pour toutes les valeurs
possibles des incertitudes;

— la commande des systémes a entrées saturées. Grossierement, dans [Meg96], 'idée
est de concevoir un correcteur dont les gains diminuent lorsque la norme de 1'état
augmente. Ceci permet d’éviter la saturation de la commande si les gains du retour
d’état sont bien choisis. En considérant la norme de I’état comme un parametre, le
probleme revient donc a la conception d’un correcteur dépendant de ce parametre.
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CHAPITRE 4

LMise en ceuvre pour la commande des canaux d’irrigation

4.1 Introduction

Dans le cadre de la commande des canaux d’irrigation, un probléme de conception d'un
correcteur reréglable se pose naturellement.

L’extrait suivant de la page Internet de I’Organisation des Nations Unies pour 1’Ali-
mentation et 1’Agriculture, AGL Division de la mise en valeur des terres et des eaux,
Eaux-ressources mise en valeur et aménagement, énonce clairement 'importance de irri-
gation : « The world's food production depends on the availability of water, a precious but finite
resource. Today, irrigation covers about 20 percent of the world's cropland, and it contributes
40 percent of total food production. Irrigated agriculture is responsible for approximately 70
percent of all the freshwater withdrawn in the world, and more water will be used for irrigation
in the future, as world food production continues to increase to meet demand. The challenge
for irrigated agriculture today is to contribute to the world’s food production and improvement
of food security through a more efficient, cleaner and integrated use of water. ».! L’irrigation
se faisant par 'intermédiaire des canaux d’irrigation, ceci montre I'importance de la com-
mande de ces canaux. Cette commande est d’autant plus importante que la ressource en
eau est limitée.

Schématiquement, un canal d’irrigation est une succession de biefs, un bief étant une
partie de canal se situant entre deux ouvrages de régulation ou vannes (voir la Figure 4.1).
Les utilisateurs du canal prélevent de I'eau au moyen des prises d’eau qui se trouvent le
long des biefs ou il est garanti un débit. Dans ce cadre, il est important d’asservir la cote
de I'eau au niveau des prises d’eau : elles sont gravitaires, le débit est donc fonction de la
cote d’eau. Pour ce faire, on joue sur les débits qui passent d’'un bief au suivant a travers
les vannes.

1La production mondiale d’aliments dépend de la quantité disponible d’eau, une ressource précieuse
mais finie. Aujourd’hui, l'irrigation couvre environ 20 pourcent des terres cultivées, et contribue a 40
pourcent de la production totale d’aliments. L’agriculture irriguée consomme approximativement 70
pourcent de I'eau douce utilisée dans le monde, et lirrigation utilisera plus d’eau dans le futur car la
production mondiale d’aliments augmente afin de satisfaire la demande. Le défi d’aujourd’hui pour I'agri-
culture irriguée est de contribuer a la production mondiale d’aliments et a ’amélioration de la sécurité
alimentaire a travers une utilisation plus efficace, propre et intégrée de I’eau.

149
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ouvrage de
régulation

ressource
amont

débit en
prise d’eau

F1G. 4.1 — Schéma d’un canal d’irrigation

Une technique de commande ancestrale consiste a définir des tours d’eau, c’est—a—dire
a imposer aux utilisateurs des horaires pendant lesquels ils peuvent prélever une quantité
maximale d’eau. La politique de commande est alors simple : mettre a disposition la
quantité nécessaire a la consommation des utilisateurs en amont du canal. On cherche
maintenant a affranchir les utilisateurs de cette contrainte d’horaire. Pour simplifier la
discussion qui suit, nous nous restreignons a la commande d’un seul bief et nous supposons
qu’il n’est asservi que la cote de I'eau en fin de bief et que le prélevement d’eau se fait
en fin de bief : de fagon simplifiée, un prélevement le long d’un bief est vu comme un
prélevement en fin de bief décalé dans le temps. On distingue alors la vanne amont et la

vanne amont

vanne aval

prélevement

FiG. 4.2 — Schéma d’un bief

vanne aval (voir la Figure 4.2). En terme d’Automatique, les prélevements d’eau sont vus
comme des perturbations non mesurées sur le débit en aval du bief. Asservir la cote d’eau
est donc un probleme de rejet de perturbations.

Deux politiques extréemes de commande peuvent étre considérées : la commande aval
distant et la commande amont local. Nous allons voir qu’il y a un compromis entre le
service vis—a—vis des utilisateurs et la consommation en eau. Le service est mesuré lors
d’un prélevement en calculant le volume d’eau non fournie. La consommation d’eau est
mesurée lors de ’arrét d'un prélevement : quelle est la quantité d’eau non utilisée qui part
du bief?

De facon simplifiée, dans le cas de la commande aval distant, le rejet du prélevement
d’eau se fait en amenant dans le bief la quantité d’eau prélevée par action sur la vanne
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amont uniquement. Le rejet du prélevement d’eau est lent puisqu’il faut attendre le temps
de transport de I'eau de 'amont du bief jusqu’a ’aval du bief : plus le bief est long et plus
le rejet du prélevement est lent. Le service est donc limité. De facon symétrique, lorsque
le prélevement s’arréte, la vanne aval ne bouge toujours pas. Il n’y a donc pas d’eau
perdue. La politique aval distant mene donc a des correcteurs peu performants vis—a—vis
des utilisateurs mais tres économiques en eau.

De fagon simplifiée, dans le cas de la commande amont local, le rejet du prélevement
d’eau se fait en retenant dans le bief la quantité d’eau prélevée par action sur la vanne
aval uniquement. Le rejet du prélevement d’eau est donc rapide puisque le débit passant
a travers la vanne aval joue directement (il faut comprendre qu’il n’y a pas de temps de
transport d’eau) sur la cote au niveau de la prise d’eau. Le service est donc bon. De fagon
symétrique, lorsque le prélevement s’arréte, la vanne s’ouvre pour laisser passer toute I’'eau
en exces. La politique amont local mene donc a des correcteurs performants vis—a—vis des
utilisateurs mais tres dépensiers en eau.

De ces deux politiques de commande, il apparait un compromis a réaliser entre la
gestion de la ressource en eau et le service vis—a—vis des utilisateurs. Ce compromis est
dia au fait que, d’'un coté, la ressource en eau est limitée et que, de 'autre coté, les
utilisateurs veulent un débit constant. Un cahier des charges doit donc prendre en compte
explicitement ce compromis. Les politiques amont local et aval distant ne permettent
pas de prendre en compte ce compromis puisque la politique amont local force le meilleur
service et puisque la politique aval distant force I’économie maximale en eau. Une politique
de commande, proposée récemment dans [LF03, LF05], permet de prendre en compte le
compromis. Il s’agit de la politique mixte qui est en fait une combinaison des avantages
des politiques amont local (rapide) et aval distant (économe en eau). Nous verrons que la
politique mixte est intrinsequement meilleure que la politique amont local.

La ressource en eau change cependant en fonction des conditions météorologiques, de
la saison, des autres fonctions de cette ressource en eau... Lorsque la ressource en eau di-
minue, la décision de diminuer les performances garanties aux utilisateurs peut étre prise.
Au contraire, lorsque la ressource en eau augmente, la décision d’augmenter les perfor-
mances garanties aux utilisateurs peut étre prise. Dans ces deux cas, il y a changement
de compromis. Pour éviter la conception d’un nouveau correcteur a chaque changement
de compromis, il est possible de concevoir un correcteur reréglable. Dans ce chapitre,
nous développons la conception d’un correcteur reréglable qui recouvre les performances
allant de celles obtenues avec un correcteur aval distant jusqu’a celles obtenues avec un
correcteur mixte.

L’organisation de ce chapitre est comme suit. La Section 4.2, page 151, explique com-
ment, concevoir un correcteur qui remplisse un unique compromis du cahier des charges
par mise en ceuvre de la méthode de synthese H,,. Un correcteur reréglable est alors congu
dans la Section 4.3, page 159. La Section 4.4, page 166, conclut le chapitre.

4.2 Explications relatifs au canal

Dans cette section, nous allons présenter les divers éléments qui nous permettrons
dans la prochaine section de concevoir un correcteur reréglable. Dans un premier temps,
nous donnerons un modele LTI pour le canal, puis nous quantifierons les spécifications de
service vis—a—vis des utilisateurs et de consommation d’eau. Nous décrirons et discuterons
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ensuite des politiques de commande pour le canal. Nous finirons par la détermination d’'un
compromis par une mise en ccuvre de la méthode de synthese H.,. La majeure partie des
explications proviennent de l'article [LF05].

4.2.1 Le canal et un modeéle

Le canal commandé est celui du Hydraulics and Canal Control Center de 1'Univer-
sité d’Evora, Portugal. Il s’agit d’'un canal expérimental comportant un seul bief. Il est
représenté sur la Figure 4.3 o1 y est la cote en m, u; est un débit en m?/s, uy est Pouver-

ressource  —
en eau Yy

4>U1

T |

d

FiG. 4.3 — Schéma du canal d’Evora

ture de la vanne® aval en % et d est le prélevement en m?/s. Tous ces signaux sont des
variations autour d'un régime d’équilibre.

Un modele linéaire stationnaire de ce canal a été proposé dans [LF03, LF05]. Le com-
portement hydraulique d'un bief est décrit par les équations de Saint—Venant qui sont
des équations non linéaires et aux dérivées partielles. En linéarisant ces équations autour
d’un régime d’équilibre, il est obtenu un modele linéaire stationnaire reliant y aux débits
en amont et en aval du canal :

y=_[a) 9] [q&) ]

ou ¢(X) désigne le débit en aval. En fait, d et ¢(X) influe de la méme fagon sur la cote.
Nous avons donc :

y=1[0(p) g ] {q<X“)1+d]

En linéarisant les équations hydrauliques de la vanne aval autour d’un régime d’équilibre,
il est obtenu un modele linéaire stationnaire reliant le débit en aval a uy et a y :

(X)) = k1y + kaus

ou ky et ko sont des constantes positives. En combinant ces deux modeles, un modele
complet du canal est obtenu :

y = Gi(p)us + Ga(p)uz + G(p)d

g _ kaga(p) ~ o Galp) — g2(p)
Gilp) = 1 — kiga2(p)’ Calp) = 1 — kig2(p) o Glp)= ks  1—kiga(p)

211 s’agit en fait d’un seuil. Nous ne ferons pas de distinction avec une vanne.
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Par approximation, go(p) est un intégrateur et g;(p) est un intégrateur retardé (du au

transport de 'eau) :
e P 1

q1(p) = et go(p) = ——
<> aqp () agp

ol ag4, une constante positive, est I'inverse de la sensibilité de la cote d’eau y a un débit
entrant au niveau de la vanne aval et ou 7, une constante positive, est le retard. Nous
avons finalement comme modele

y = G1(p)us + Ga(p)ug + é(p)d

avec —rp k; 1
Ci(p) = ———, Golp) = —2— et Glp)=

adp—i-krl’ _dep—i-k?l _adp—i—krl

ol T, ag, k1 et ky sont des constantes positives. Ce modele est valide jusqu’a 2 x 1072
rad/s. Les valeurs numériques sont les suivantes : 7 = 55 s, aqg = 40 m?, k; = 0,4146 m?/s
et ko = 0,4146 m3/s. Pour le retard, nous considérons dans la suite son approximation
de Padé d’ordre 1 qui est aussi valide jusqu’a 2 x 1072 rad/s.

Un point important a garder en mémoire est que les grandeurs y, u;, us et d sont des
variations autour de valeurs d’équilibre. Par exemple, u; = 0 ne signifie pas qu’il n'y a
pas d’eau qui passe a travers la vanne amont ; cela signifie que le débit qui passe a travers
la vanne amont est égal au débit qui passe a travers cette vanne au régime d’équilibre
considéré.

4.2.2 Quantification des spécifications

Un cahier des charges pour un canal d’irrigation doit contenir les deux spécifications
contradictoires que sont le service vis—a—vis des utilisateurs et la consommation d’eau.
Pour évaluer un correcteur, nous allons quantifier ces deux spécifications.

Lors d'un prélevement d’eau, la cote d’eau diminue. Il n’y a donc pas d’eau en exces,
donc il n’y a pas d’eau perdue. Il est possible de quantifier le service aux utilisateurs.
Les utilisateurs désirent un débit constant. Ce débit étant relié a la cote d’eau, le service
est alors quantifié en mesurant le débit qui n’a pas été fourni pendant que la cote est en
dessous de la valeur de consigne. Il est donc mesuré par la valeur absolue de l'intégrale de
Ierreur sur la cote d’eau. Nous considérons que le débit fourni est correct lorsque la cote
est revenue autour de sa valeur de consigne, soit 0, & 10% du prélevement pres :

cote autour de 0 & 10% du prélevement
SC = / (r(t) —y(t))dt , lors d’un prélevement
début du prélevement

ol r est le signal de référence de la cote d’eau. Pour un prélevement de 0.01 m?/s com-
mencant a 0, les bornes de cette intégrale sont donc 0 et le moment ot la cote reste entre
—0.001 et 0.001 m. Plus SC est petit, meilleur est le service aux utilisateurs. SC' est
proportionnelle a un volume.

Lors d’un arrét de prélevement, la cote d’eau augmente. Il y a de 'eau en exces par
rapport a la demande des utilisateurs. Cette eau en exces peut donc étre perdue. Il n’y a
pas de service aux utilisateurs. Il est possible de quantifier la consommation d’eau. Elle
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est mesurée par la quantité d’eau non utilisée qui part du canal. A un instant donné,
cette quantité peut se mesurer par I'ouverture de la vanne aval. La quantité total peut se
mesurer par l'intégrale de 'ouverture de la vanne aval :

EP = ’ / uz(t)dt‘ , lors d'un arréet de prélevement.

Plus E'P est petit, et plus la consommation d’eau est petite. Bien str, pour la politique
aval distant qui n’utilise pas la vanne aval, EP est nulle. EP est proportionnel a un
volume.

4.2.3 Politiques de commande

Nous discutons des politiques de commande par rapport aux deux spécifications de
service et de consommation d’eau.

Politique de commande aval distant La politique de commande aval distant consiste
a asservir la cote par action sur la vanne amont uniquement. Le systeme en boucle fermée
est donc donné par

e = r—y

w = Kilple

y = Gi(p)u +G(p)d

ou r est le signal de référence de la cote d’eau et ou e est le signal d’erreur de poursuite.

Lorsqu’un utilisateur préleve de 1’eau, la cote d’eau diminue. Le correcteur réagit alors
en augmentant le débit en amont u; afin de compenser le prélevement et ainsi de maintenir
la cote d’eau a sa valeur de référence. Le service garanti par un tel correcteur est structu-
rellement limité du au transport de 'eau de ’amont a ’aval du bief. Plus formellement,
il peut étre mesuré par le module de la fonction de transfert en boucle fermée

e = G(p)Salp)d

avec Sq(p) = (1 + G1(p)K4(p))~*. Définissons le service comme la pulsation w; telle que
le module de S;(p) soit inférieur a 1 :

ws = max {w; |Yw < wy, |Sa(jw)| < 1}.

Alors, on a (voir, par exemple, la référence [SP96al) :
- s 1
W < — &R —.
3r T

Lorsqu’il y a arrét du prélevement, la cote d’eau augmente. Le correcteur réagit alors
en diminuant le débit en amont u;. La vanne aval ne s’ouvre pas, ni se ferme. Il n’y a
donc pas d’eau perdue.

La politique de commande aval distant conduit donc a une gestion économe en eau
mais a un service limité. Elle ne permet pas de régler un compromis.
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Politique de commande amont local La politique de commande amont local consiste
a asservir la cote par action sur la vanne aval uniquement. Le systéeme en boucle fermée
est donc donné par

e = r—y

us = Ki(p)e i

y = Galp)uz +G(p)d

et le service peut étre mesuré par le module de la fonction de transfert en boucle fermée

e = G(p)Si(p)d

avec Sj(p) = (1 + Ga(p) K, (p)) "

Lorsqu’un utilisateur préleve de I'eau, la cote d’eau diminue. Le correcteur réagit alors
en diminuant 'ouverture de la vanne aval us (ug est une variation autour d’une ouverture
« d’équilibre ») afin de diminuer le débit en aval. Ceci permet de retenir de 'eau dans
le bief pour compenser le prélevement et ainsi maintenir la cote d’eau a sa valeur de
référence. Le service garanti par un tel correcteur, en opposition avec un correcteur obtenu
avec la politique aval distant, n’est pas structurellement limitée. En effet, la fonction de
transfert Go(p) ne contient ni retard ni zéro a partie réelle positive (voir, par exemple,
la référence [SP96a] pour les limitations imposées par un zéro a partie réelle positive).
Elle est cependant limitée en pratique par les dynamiques des vannes, les incertitudes
en hautes fréquences... Ceci explique pourquoi la politique amont local conduit a un
correcteur garantissant de meilleurs services que la politique aval distant.

Lorsqu’il y a un arrét de prélevement, la cote d’eau augmente. Le correcteur réagit
alors en ouvrant la vanne aval pour laisser passer toute l’eau en exces.

La politique de commande amont local conduit donc a une gestion dépensiere en eau
mais a un bon service. Elle ne permet pas de régler un compromis.

Politique de commande mixte Les politiques classiques amont local et aval distant
menent a des correcteurs monovariables. L’intérét est qu’il est alors possible d’utiliser
les outils fréquentiels classiques pour concevoir le correcteur. L’inconvénient majeur est
qu’il n’est pas possible de régler un compromis avec ces politiques puisque le compromis
est déterminé par la politique de commande elle-méme. Dans le cas de la politique aval
distant, le compromis réalisé est 1’économie maximale de la ressource en eau; dans le
cas de la politique amont local, le compromis réalisé est le meilleur service vis—a—vis des
utilisateurs.

Pour commander le canal, I'idée est de combiner les avantages des politiques amont
local et aval distant : on utilise la politique mixte [LF03, LF05]. Ici nous envisageons donc
la conception d’un correcteur multivariable :

uy Ka(p)
= r—1y). 4.1
MR (4.1)
La structure de correcteur considérée dans la politique aval distant (respectivement amont
local) est retrouvée en fixant K;(p) = 0 (respectivement K;(p) = 0). La combinaison se
fait sur deux échelles de temps différentes : pendant le régime transitoire, la vanne aval
est utilisée ; pour le régime permanent, la vanne amont est utilisée. Cette politique est

physiquement motivée puisque la vanne aval est un actionneur rapide mais qui manque
de « puissance » : ’eau provient de I’amont du canal. La vanne amont est un actionneur
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lent mais qui a de la puissance. Ceci sous entend, qu’en régime permanent, la vanne
aval doit revenir a son ouverture d’origine : en régime permanent, uy = 0. En quelque
sorte, I'action de la vanne amont va se substituer a celle de la vanne aval. Cette politique
de commande permet effectivement de régler un compromis : plus la vanne aval réagit
rapidement, meilleur est le service ; mais cela suppose de consommer plus d’eau.

Par ailleurs, cette politique de commande est intrinsequement meilleure que la politique
amont local. Une simulation avec un correcteur mixte permet d’illustrer ce point. Sur la
Figure 4.4, I’évolution de I'ouverture de la vanne aval dans le cas d’un arrét de prélevement
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FiG. 4.4 — Evolution de I'ouverture de la vanne aval

est représentée. Comme 'ouverture de la vanne aval revient a 0, la consommation d’eau
sera forcément plus faible qu’avec un correcteur amont local puisque celui—ci laisse passer
toute I'eau en exces. En ce qui concerne le service vis—a—vis des utilisateurs, dans ces deux
politiques, il est relié¢ a la rapidité de réaction de la vanne aval. Cette rapidité peut étre
la méme pour les deux politiques. La politique mixte peut donc garantir le méme service
que la politique amont local tout en étant plus économe. Nous ne discuterons plus de la
politique amont local.

4.2.4 Détermination d’un compromis par la méthode de synthese
Hy

Nous décrivons maintenant un critere H,, qui permet de prendre en compte les spécifica-
tions de service vis—a—vis des utilisateurs et de consommation d’eau. Ce critere H,, permet
aussi de prendre en compte le fait que la vanne aval n’agit qu’en transitoire : us est nulle
en régime permanent.

La politique de commande mixte peut étre vue comme une substitution d’actionneurs
et peut étre prise en compte par une structure de correcteur en cascade [SP96al. La
commande (rapide) ug est utilisée pour asservir la cote y :

uy = Ki(p)(r —y)

et la commande (lente) u; est utilisée pour asservir uy & une référence r,, (r,, est nulle
en régime permanent) :

uy = Kap(p)(ruy — u2).
La structure du correcteur est représentée sur la Figure 4.5. Lorsque 7,, est nulle, on
obtient le correcteur multivariable défini par (4.1) avec Ky4(p) = —Kau(p) Ki(p).
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F1G. 4.5 — Structure de commande cascade

Cette structure peut étre formulée dans le cadre H, de la facon suivante. Considérons

le systeme :
{ J 1 = Ga(p) { Z; } + Ga(p)d

ou

Gl = | S P ] ewon G =[G .

On construit pour le systeme G,(p) un correcteur K,(p) :

Uy r—=y
= K,.(p) .
(%) Ty, — U2
Afin d’imposer a uy d’étre nulle en régime permanent, r,, — uy est considérée comme
une erreur de poursuite pour le correcteur K,(p). Ainsi, en imposant un gain faible a la
fonction de transfert entre ry, et r,, —us en basses pulsations, on impose une valeur faible

a up en basses pulsations. En fonctionnement normal, r,, est nulle. Un correcteur K (p)
pour le canal peut alors étre construit a partir de K,(p) :

Le systeme qui relie la référence r = [ T Ty ]T et la perturbation d a l'erreur de

poursuite e = [ T—Y Ty, — U }T et a la commande u = [ Uy Us ]T est donné par
Sa(p) Sa(P)Ga(p)

H}: Ko(0)Sa(p) Ku(p)Sa(p)Ca(p) {H

olt Sy(p) = (I +Gu(p)Ka(p))~! est la fonctions de sensibilité pour le systéme G, (p). Ainsi
le probleme H,, qu'’il faut résoudre est : trouver K,(p) tel que

Wi (p)Sa(p)Ws(p) Wi(p)Sa(p)Ga(p)

Wa(p) Ko (0)Sa(D)Wa(p) Walp) Ka(p)Sa(p)Galp) ||~

[e.9]



158 CHAPITRE 4 COMMANDE DES CANAUX D’IRRIGATION

" =[5 i |- =[5 il

et ol Wa(p) = [ Wg(l)(p) Wg(g)(p) ] '

Le critere est représenté sur la Figure 4.6. Dans ce critere, les pondérations sont choisies

21
— Wiy —
22
r W12 >
— Wy
Z3
Tusy Wo >
— W, .
d $ W22 >
Uy
‘-i—
K, canal O
U2

Fi1c. 4.6 — Probleme H., pour le canal

de la facon suivante :

1. Wii(p) spécifie la performance globale du systeme en boucle fermée vis—a—vis des
utilisateurs, soit la rapidité du rejet de prélevement. Elle doit étre choisie pour que
son inverse soit passe-haut et de facon compatible avec la spécification de rapidité
de réaction de la vanne aval. Plus la pulsation de coupure du passe-haut est élevée,
plus la rapidité est grande;

2. Wia(p) spécifie la rapidité de substitution des deux vannes. Elle doit étre choisie
pour que son inverse soit passe-haut et de facon compatible avec la spécification
de rapidité de réaction de la vanne amont. Plus la pulsation de coupure du passe—
haut est élevée, plus la substitution est rapide. Cette pulsation de coupure doit étre
compatible avec le retard du systeme : elle doit étre inférieure a 'inverse du retard ;

3. Woi(p) spécifie la rapidité de réaction de la vanne amont. Elle doit étre choisie pour
que son inverse soit un passe—bas et de facon compatible avec la spécification de
substitution des vannes. Plus la pulsation de coupure du passe—bas est élevée et
plus la rapidité de réaction de la vanne amont est grande. Pour la compatibilité
avec la spécification de substitution, la pulsation de coupure est approximativement
égale ou supérieure a dix fois la pulsation de coupure de Wis(p);

4. Wae(p) spécifie la rapidité de réaction de la vanne aval. Elle spécifiera donc la
consommation d’eau. Elle doit étre choisie pour que son inverse soit passe—bas et
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de fagon compatible avec la spécification de rapidité du rejet de prélevement. Plus
la pulsation de coupure est élevée et plus la vitesse de réaction de la vanne aval est
grande. Pour la compatibilité avec la spécification de rejet de prélevement, la pul-
sation de coupure est approximativement égale ou supérieure a dix fois la pulsation
de coupure de Wi;(p);

5. pour simplifier, W3, (p) et Wsa(p) sont choisies constantes et égales.

Les modeles des vannes ne sont pas tout a fait corrects : leur gain réel peut étre différent
du gain de leur modele. Il est donc intéressant de prendre en compte une marge de gain en
entrée du systeme. Cependant, cette marge ne peut pas étre pris en compte directement
dans le cadre du critere H,, que nous venons d’expliquer. Il peut étre pris en compte
indirectement [LFO05]. Pour obtenir des valeurs plus précises, il est possible d’analyser,
apres la conception du correcteur, cette marge de gain en utilisant des techniques de
p—analyse [SP96a, DF99.

4.3 Conception d’un correcteur reréglable

Il est possible de concevoir un correcteur garantissant un compromis, entre le service
vis—a—vis des utilisateurs et la consommation d’eau, du cahier des charges avec la méthode
de synthese H,,. Ce compromis dépend de la quantité d’eau que I'on souhaite consommer,
ou de fagon équivalente du service vis—a—vis des utilisateurs. Or ce compromis peut évoluer
dans le temps selon la quantité d’eau disponible en amont du canal. Cette quantité peut
dépendre des saisons, des conditions météorologiques, des autres fonctions de la ressource
en eau... Pour les canaux d’irrigation, il est donc intéressant de concevoir un correcteur
reréglable.

Dans ce cas, nous voulons concevoir un correcteur reréglable qui recouvre les perfor-
mances d’un correcteur de type aval distant (pour # = 0) et qui recouvre les performances
d’un correcteur mixte (pour § = 1) que nous allons déterminer. En effet, le service est
moins bon avec un correcteur de type aval distant qu’avec un correcteur mixte mais il
est aussi plus économe en eau. Lorsque le service est suffisant, il n’est pas nécessaire de
considérer un correcteur mixte. Nous cherchons donc un correcteur K (p, 6)

U o Kd(p> 0) o
=LK ey
tel que, pour € = 0, la vanne aval ne bouge pas : us = 0.

4.3.1 Cahier des charges et choix des pondérations

Nous considérons un cahier des charges avec les deux spécifications contradictoires :

— le systeme en boucle fermée est capable de rejeter des prélevements en forme d’éche-
lon avec un service différent (le meilleur service possible avec une consommation
d’eau nulle EP = 0 pour #; = 0 et le meilleur service possible compte-tenu de la
gamme de pulsations pour laquelle le modele est valide pour 6; = 1);

— le systeme en boucle fermée doit consommer le moins d’eau possible.

Nous écrivons les pondérations de la fagon suivante [Fon95]

2. 1| [, —1
1 Wy 0 ’ 001 001j
Wip,0) =~ O\ ez = [\ e, =]

(GOij - Gooij)wcij(e) ‘ Gooij
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ot Goij = [Wi5(0,0)], Gooij = lim,,—.o Wi (Jw, 0)| (avec (Goij — 1)(Gocij — 1) < 0) et ol
weij(0) > 0 est la pulsation de coupure telle que |W;;(jwe;;(6),6)| = 1. Pour le cahier des
charges précédemment décrit et afin d’obtenir une valeur de 7, voisine de 1 pour toutes
les valeurs de 6;, nous avons d’abord choisi les pondérations pour trois valeurs de 6; (0,
0,5 et 1). Puis nous avons interpolé leurs caractéristiques. Elles sont alors choisies de la
fagon suivante :

1. Wii(p, 0) spécifie la rapidité du rejet de prélevement :

(a) we; est directement relié a cette rapidité (0,2 x 1073 rad/s pour 6500 s jus-
qu'a 0,8 x 1072 rad/s pour 1000 s). we; peut étre choisi comme weiq(0) =
(0,2 +0,60)1073. La parametre 6 peut donc s’interpréter comme la pulsation
de coupure de Wi(p, 6) a une transformation affine pres,

(b) Go11 est une borne supérieure sur lerreur statique de poursuite de r : nous
I’avons fixé a 40 dB,

(¢) nous avons fixé G131 & —9 dB;
2. Wia(p, ) spécifie la substitution des actionneurs :

(a) werz est directement relié a la substitution. Pour § = 0, il n’y a pas de substi-
tution puisque la vanne aval ne doit pas bouger ; ceci peut étre vu comme une
substitution lente. Nous I'avons fixé & 5 x 107° rad/s pour 6; = 0, 4 0,13 rad/s
pour 0; = 0,5 et a 0,2 rad/s pour §; = 1. En interpolant, nous trouvons :
s (6) = (5 +17,860)10~°

¢ 1+ 0,14296 >

(b) Goi2 est une borne supérieure sur l'erreur statique de poursuite de r,, : nous

I’avons fixé a 40 dB,

(¢) nous avons fixé G2 & —20 dB;

3. Wh est choisie pour spécifier la vitesse de réaction de la vanne amont. Cette vi-
tesse n’a aucune raison de changer puisque le service vis—a—vis des utilisateurs ainsi
que la consommation d’eau ne dépendent pas de cette vitesse de réaction. Cette
pondération ne dépend donc pas de 6. Cette vitesse est réglée au maximum ; ce qui

donne we = 1073 rad/s, Goay = —20 dB et G2 = 40 dB;;

4. Wy est choisie pour spécifier la rapidité de réaction de la vanne aval. Pour 6§ =
0, la vanne aval ne doit pas bouger; ceci peut étre vu comme une rapidité de
réaction petite. Nous avons donc fixé wes & 5 X 107° rad/s pour § =0, 4 5 x 1073

rad/s pour § = 0,5 et & 1072 rad/s pour § = 1. En interpolant, nous obtenons

i -3
Wee(0) = 5 x 10 1 i‘ 8: g?ex 10 9. De plus, nous avons fixé 201og(Gogz) & -20 dB

et 201og(Guo22) 8 40 dB;;

5. pour simplifier, W3y (p, ) et W3z 9(p) sont choisies constantes et égales a %

Avec ces pondérations, nous obtenons 7, voisin de 1 pour ces trois valeurs de 6;. Sur la
Figure 4.7, nous n’avons tracé que le module de I'inverse des quatre pondérations de sortie
afin de ne pas surcharger la figure.

Avec ces pondérations, 7y, est calculée pour plusieurs valeurs de 6; € [0; 1] (par pas de
0,01) : nous vérifions que 7y, ~ 1 (entre 0,97 pour 6 = 0 et 1,025 pour # = 0,2 avec une
variation de 5 %).
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W, (w.8)| YW, (@)

LW, ()| W, (28)]

Fig. 4.7 — L L

1 1
' ' ~ t : de 0,1 en 6
|W11(]W, 9)|’ |I/V12(ju)7 0)|a |W21(jw, ‘9)| € |W22(]w, 9)| par pas de U,1 en

4.3.2 Calcul d’un correcteur reréglable et analyse

Un correcteur dépendant du compromis est obtenu en appliquant le Théoreme 3.3 avec
N =2et 1+ci10+c20? =1—0,010+06?% : ce choix permet d’améliorer le calcul numérique
car c’est le produit des dénominateurs obtenus pour w.; et w.s. Le résultat obtenu est
présenté dans le Tableau 4.1. avec 'estimation de 7,5 valant 1,022. Nous voyons qu’en

TAB. 4.1 — Canal : résultat de 'optimisation

Théoreme 3.3 N = 2
Y 1,04

100 Yr — Vbest

'Ybest' =~ 17 4%
(borne supérieure)

terme d’optimisation, le résultat est une fois de plus excellent, et ceci toujours avec un
dénominateur de faible degré (N petit).

Valeurs des variables de décision Les valeurs obtenues pour les variables de décision
sont présentées pour illustration. Elles permettent aussi aux lecteurs intéressés d’effectuer
les simulations. Cela montre aussi que le correcteur obtenu est bien une fonction explicite
de 0. Pour X(6), nous avons obtenu :

Xp + X160 + X292
X(0) =
(6) 1+ di0 + dy6?
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[ 15,24 0,077 293,04 50,96 —7.46 0,75 ]
0,077 1,52 —1,63 123,76 —0,044 0,002
X, — 293,04 —1,63 5783,5 624,6 —129,02 —0,18
50,96 123,76 624, 6 10324  —33,23 2,5 ’
—-7,46 —0,044 —-129,02 —-33,23 7,41 0,036
0,75 0,002 —0,18 2,5 0,036 9,61
115,06 39 198,9 166,58 —106,74 —23,35 |
39 106,45 75,85 154,01 —16,87 —0,78
P 198.9 75,85 44982  —10700 —1445,8 —265,15
7| 166,58 154,01 —10700 34221  —487.8 —190,39 |’
—106,74 —16,87 —1445,8 —487,8 129,51 19,76
| —23,35 —0,78 —265,15 —190,39 19,76 —25,78 |
47,36 11,54 767,83 —17,72 —146,87 —55,06 |
11,54 98,3 —352,51 —9,15 27,82 —-11,3
P 767,83 —352,51 137200 —33,16 —390,37 —867,15
27| —17,72 —9.15 —33,16 —253,66 11,02  —76,54 |’
—146,87 27,82 —390,37 11,02 587,05 187,39
| —55,06 —11,3 —867,15 —76,54 187,39 411,42 |
d; = 68,32 et dy = 11,92.
Pour Y(0), nous avons obtenu :
y(@) _ Yo+ 10+ :)7232
1+ d6+ dy0
avec
[ 3,4569 x 107 —14321 0,054 0,73 0,028 —0,015
—14321 3,8857 x 107  —4,38 x 1074 0,023 —0,0014 6,15 x 1074
Yy — 0,054 —4,38 x 107%  2,8108 x 107 5,45 —-0,26 —0,42
0,73 0,23 5,45 2,0988 x 107 —0, 36 —0,31
0,028 —0,0014 —0,26 -0, 36 1,075 0,71
—0,015 6,15 x 1074 —0,42 —0,31 0,71 3,47
[ 11,2012 x 107 —48141 —0,27 —0,92 —0,27 0,093 ]
—48141 1,4604 x 107 —0,029 1,8 0,017 —0,012
B —0,27 —0,029  1,0324 x 107 21,58 —4,45 —11,43
i = —0,92 1,8 21,58 1,0106 x 107 0,81 —0,16 |’
—0,27 0,017 —4.45 0,81 14,54 12,74
0,093 —0,012 —11,43 —0,16 12,74 54,15 |
[ 8,29 x 10°  —58636 —1,57 0,036 0,63 —0,58 |
—58636 1,02 x 107 0,12 -1,7 —0,036 0,037
B —1,57 0,12 7,29 x 10° 17,57 —6,25 —14,69
Y = 0,036 —1,7 17,57 5,75 x 106 —8,21 —19,13 |’
0,63 —0,036 —6,24 —8,21 80, 59 66, 28
| —0,58 0,037 —14,69 —-19,13 66,28 289,94 |

dy = 68,32 et dy = 11,92.
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Pour V(#), nous avons obtenu :

V() =

Vo + Vil £ Vf?

avec
—0,0011 1,29 x 1074 —0,038 0,045
0,001 3,88 x 1072 0, 0053 0,023
—1,08 x 1076  —4,89 x 10~8 9,2x107% —9,29 x10°6
Vo 1,4 x 1074 8,94 x 107° —0, 0095 0,032
0 7,2 x 1079 —6,69x 10710 9.1x10°8 5,05 x 10~7 0,006
3,89 x 10°8 —2,71 x 1079 6,06 x 10~ 7 1,4 x 106 0,07
0,29 —0,0016 5,77 0, 62 —0,13
0,0025 0, 0062 0,033 0,5
0,23 0,067 1,84 1,5 —0,28
—0,0072 0, 0022 —0,21 —-0,3
—6,55 x 107°  —1,92 x 10° 6,85 x 10— % —6x 1074 —0,16
0,51 0,048 5,16 1,053 —0,67
Vi=| _125x107% —1,84x10-7 —1,18x10~% —1,33x 10~° 0,13
-5,2x107%  —9,51x1077 —4,89x107° —5,33x107° 1,03
1,99 0,076 44,81 —10, 69 —1,44
0,58 1,29 5,52 103, 33 —0,33
—0,49 —0,41 —2,54 —10, 06
0,015 —0, 048 1,26 0,54
3,5 x 1075 1,43 x 10~° 0, 0068 7,13 x 1074
B —0,51 —0,92 4,12 —28,83
Vo = 6,07 x 1078  —2,07x 1077 —4,07x 107 6,19 x 10°6
7,21 x10°7  —3,6x 107 2,46 x 10~6 3,11 x 107°
0,77 —3,52 136, 35 —0,033
16, 42 15,22 —106, 16 337,39

dy = 68,32 et dy = 11,92.

1+ di0 + do6?

—0,002
3,72 x 1074
—0,0049

—7,42 x 1074

—0,0019

—0,013

—0,42
0,015
—0,2
—0,053
0, 66
5,58
—3,9
—4,83

—0,092

-0, 62
-0,35
—1,09
-0,27

—1,76
0,064
0,37
19,2
—1,82
—5,67
—0,87
—2,48
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0,007 —325930 142, 49
0,016 135,03 —386640
0, 0094 —5,03x 107% 8,88 x 106
0,033 0, 0024 —0,0033
—0,02 —0,25 1,38 x 1075
—0,061 —0,44 —5,83 x 10~6
—1,95 x 107%  —1,99 x 1079 1,2 x 10710
—0,0042 —0,0014 4,34 x 1074
—113250 479,12
454,14 —145320
0,0026 2.7458 x 10— %
5,48 —0,13
—2,94 —1,69 x 1074 |
—5,26 1,24 x 1074
—1,12x 10°%  —3,47 x 1077
—0,082 —0,022
—78159 583, 35
552, 51 —1,01 x 10°
0,015 —0,0013
2,21 4,18
—16,84 3,52 x 1074 ’
—-30,1 —3,79 x 10~%
x10~6 4,18 x 107
0,21 0,071

Analyse du correcteur reréglable Analysons maintenant les performances obtenues

avec le correcteur reréglable.

Nous montrons tout d’abord que le correcteur est bien un correcteur reréglable : il

réalise des compromis différents selon la valeur de

40

6 (voir la Figure 4.8). L’évolution du

FiG. 4.8 — Compromis réalisé par le correcteur reréglable en fonction de 6

compromis est dans le sens désirée : pour # croissant, la consommation d’eau est de plus
en plus grande et le service vis—a—vis des utilisateurs est amélioré. De plus, le compromis
réalisé est bien une fonction continue de 6. Par ailleurs, pour # = 0, la consommation d’eau
est presque nulle, le correcteur rerégalble est, comme désiré, tres proche d’un correcteur
de type aval distant. Enfin pour # = 1, on constate que le service vis—a—vis des utilisateurs
est de 8, 1. Ce correcteur reréglable satisfait donc le cahier des charges.
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Analysons maintenant le module des fonctions de transfert en boucle fermée. Nous
ne montrons que les trois fonctions qui nous intéressent ici : celle du prélevement vers
Ierreur sur la cote (T;_.), celle du prélevement vers la commande de la vanne amont
(Ty—u,) et celle du prélevement vers la commande de la vanne aval (T,_.,,) (voir la Figure
4.9). Cette figure confirme que le compromis réalisé par le correcteur reréglable évolue

|Td—>e(p7 6)|

T (P, 0)]

J|—e=0
---9=01

9=02
--0=03
*Il— 8=04
Wl|---0=05

0=06
--0=07
| —e=08

F1G. 4.9 — Canal : évolution du module de fonctions de transfert en boucle fermée en
fonction de @ (par pas de 0,1)

continiment dans le sens désiré. Elle confirme aussi la consommation presque nulle du
correcteur reréglable pour § = 0 : le module de T;_.,,(p,0) est presque nul. On constate
que le module de |T;_,,| évolue peu : cela signifie que la commande u; évolue peu en
fonction de 6. Ceci est intéressant puisque cette commande n’a pas de raison d’évoluer.

Cette analyse est confirmée par les réponses temporelles (voir la Figure 4.10 pour la
sortie et la Figure 4.11 pour les commandes).

Le correcteur reréglable est lui aussi continu en @ (voir la Figure 4.12). On peut consta-
ter, a partir de cette figure, que Ky comporte un intégrateur mais que ce n’est pas le cas
pour K. L’intégrateur assure une erreur statique nulle (ou presque) : ceci est normal
puisque le régime permanent doit étre assuré par la vanne amont.

Enfin, nous donnons des bornes sur les marges de gain en entrée assurées par le cor-
recteur reréglable (voir la Figure 4.13). On constate que ces bornes diminuent avec 0,
ce qui est raisonnable. Le cas le plus favorable se produit pour # = 0 : la marge de gain
supérieure est plus grande que 28 dB et la marge de gain inférieure est plus petite que -5,8



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 165

y (enm)

temps (en's)

F1G. 4.10 — Canal : évolution de la sortie en fonction de 0

Uy U2

AN
e oot
TN

T : 0.005

it

u, (enms)
u, (en %)

-0.005.

-0.01

-0.015

-0.02,

05

° % 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

.
X 10 temps (en s) x10°*

temps (en's)

F1G. 4.11 — Canal : évolution des commandes en fonction de 6

dB. Le systeme en boucle fermée reste alors stable pour des gains réels des vannes amont
et aval valant séparément jusqu’a environ 50 % en dessous ou jusqu’a 2600 % au dessus
des valeurs utilisées lors des calculs. Le cas le plus défavorable se produit pour § = 1 :
la marge de gain supérieure est plus grande que 10 dB et la marge de gain inférieure est
plus petite que -4,6 dB. Le systeme en boucle fermée reste alors stable pour des gains

K

Module (en dB)
Module (en dB)

(en degré)

Phase (en degré)

Phase

Pulsation (en radis)

F1G. 4.12 — Canal : évolution du correcteur en fonction de 6
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30

25 Py 2 ‘
- - - borne sur la marge de gain inférieure en entrée

—— borne sur la marge de gain supérieure en entrée

20

101 4

bornes sur la marge de gain en entrée (en dB)

Fic. 4.13 — Canal : évolution des bornes sur les marges de gain en entrée en fonction de
0 (par pas de 0,01)

réels des vannes amont et aval valant séparément jusqu’a 40 % en dessous ou jusqu’a 340
% au dessus des valeurs utilisées lors des calculs. La marge de gain supérieure en entrée
est toujours supérieure a 10 dB, elle est donc vraiment grande.

Un fait intéressant est que le correcteur reréglable est en fait monovariable pour # = 0 :
la vanne aval ne bouge (presque) pas, le correcteur est un correcteur de type aval distant.
Alors que pour # = 1, il est multivariable : le correcteur est un correcteur mixte. Notre
approche permet donc de concevoir un correcteur dont la structure externe (ici le nombre
de commandes) évolue comme nous 'avons spécifiée.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu'un probleme de conception de correcteur
reréglable apparait naturellement lors de la commande des canaux d’irrigation. Un com-
promis doit étre réalisé entre le service vis—a—vis des utilisateurs et la consommation d’eau
et ce compromis évolue. Nous avons alors appliqué les résultats obtenus dans le chapitre
précédent et nous avons obtenu un correcteur reréglable. Ce correcteur reréglable réalise
un compromis qui évolue continiiment et qui respecte le cahier des charges.

Ce correcteur reréglable recouvre les performances allant de ceux d’un correcteur aval
distant, qui est monovariable, jusqu’a ceux d’un correcteur mixte, qui est multivariable.
Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence que notre approche permet de
concevoir un correcteur dont la structure interne change. Ici, il est mis en évidence que
notre approche permet de concevoir un correcteur dont la structure externe change.
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Conclusion générale

Ce document peut se scinder en deux parties. La premiere partie, que I’on pourrait inti-
tulée « de I’Automatique a I’Optimisation », utilise des concepts d’Automatique (les inter-
connexions et les graphes) afin de résoudre un probléme d’Optimisation. La seconde par-
tie, que 'on pourrait intitulée « de I’Optimisation a I’Automatique », utilise les résultats
obtenus dans la premiere partie pour résoudre des problemes d’Automatique.

Le probleme traité dans la premiere partie est nouveau : il s’agit de la transformation
d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant rationnellement de pa-
rametres en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre.

Le point de départ des résultats est I’étude des propriétés quadratiques des intercon-
nexions dépendant de parametres. Dans le cas général de ces interconnexions, une pro-
priété quadratique peut étre vérifiée, de facon équivalente, par la résolution d’un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI ; il y a alors une infinité d’inégalités a vérifier mais
les variables de décision ne sont pas des fonctions des parametres. Il est ensuite pos-
sible de transformer ce probleme en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI
indépendant de parametre. Nous avons caractérisé les cas ou cette derniere transforma-
tion est effectuée de facon équivalente. Dans le cas ou ces interconnexions représentent
des fonctions rationnelles, nous avons explicité les conditions obtenues. Dans le cas de
fonctions rationnelles d'un parametre, ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour
la vérification d’une propriété quadratique. Dans le cas général de fonctions rationnelles
de plusieurs parametres, nous savons que des conditions nécessaires et suffisantes sous la
forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre ne
peuvent pas etre obtenues.

Nous avons ensuite pu transformer un probleme d’optimisation sous contraintes LMI
dépendant rationnellement de parametres en un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI indépendant de parametre. Dans le cas d’'un parametre, cette transformation est
effectuée de fagon équivalente. Dans le cas général de plusieurs parametres, nous savons
qu’une transformation équivalente n’existe pas. Dans ces deux cas, nous avons discuté
des moyens possibles pour obtenir un probleme final de taille faible dont le temps de
résolution est donc court. Un autre intérét de cette transformation est qu’elle est basée
sur des concepts d’Automatique, ce qui peut en faciliter 'assimilation (pour des chercheurs
en Automatique).

Dans la seconde partie, nous avons traité deux problemes d’Automatique. Le premier
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est la conception de correcteurs dépendant rationnellement de parametres. Il est général
dans le sens ou il permet de résoudre d’autres problemes tel que le séquencement de
gains. Nous avons structurellement simplifié au maximum le correcteur obtenu pour des
raisons d’implémentation. Cette considération pratique nous a permis de discuter d'une
limitation de la méthode de transformation proposée dans la premiere partie par rapport
au probleme d’Automatique lui-méme.

Le second probleme est plus ciblé dans la mesure ou il s’agit de la conception de
correcteurs dépendant du compromis. Ce probleme apparait dans la commande des canaux
d’irrigation. Il s’agit d’un probleme nouveau que nous avons formalisé, traité et illustré
par des exemples numériques. Les solutions de ces deux problemes sont basées sur les
transformations obtenues dans la premiere partie.

Les exemples numériques ont mis en évidence plusieurs points. La majorité des résultats
existants, interprétés comme des méthodes de transformation, ne conviennent absolument
pas pour le premier exemple, qui est pourtant académique : ils ne permettent pas de for-
maliser le probleme de conception de correcteurs reréglables et/ou les correcteurs obtenus
ne sont pas reréglables. Ces exemples ont au contraire mis en évidence que notre approche
est pertinente : les correcteurs obtenus sont vraiment reréglables et remplissent les cahiers
des charges. De plus, dans ces exemples, nous avons congu un correcteur dont la structure
interne change et un autre dont la structure externe change. Et ceci avec des correcteurs
de faible complexité.

L’exemple des canaux d’irrigation montre enfin que nos résultats peuvent s’appliquer
pour des procédés industriels.

La poursuite de ce travail peut s’effectuer dans plusieurs directions :

sensibilité d’une LFT aux erreurs numériques dans cette these, nous avons inten-
sément utilisé la représentation LF'T des fonctions rationnelles. Dans 1'idée de pro-
grammer quelque chose de systématique, il est intéressant de rechercher une représen-
tation LF'T qui soit le moins sensible possible aux inévitables erreurs numériques ;

réduction du correcteur comme dans le cas d’un correcteur ne dépendant pas de pa-
rametre, le probleme de sa réduction peut étre posé. Dans le cas indépendant de
parametre, le correcteur est en fait une LF'T en des intégrateurs. Le probleme de
sa réduction consiste a réduire le nombre d’intégrateurs apparaissant dans une
représentation LFT en gardant les mémes propriétés pour le systeme en boucle
fermée. Dans notre cas, le correcteur dépendant de parametres obtenu est en fait
une LFT en les parametres et des intégrateurs. Le probleme est alors de réduire
le nombre de fois ot apparaissent les parametres et/ou le nombre de fois ou appa-
raissent les intégrateurs en gardant les mémes propriétés pour le systeme en boucle
fermée ;

séquencement de gains une mise en ceuvre possible de la conception de correcteurs
dépendant de parametres est le séquencement de gains. Dans ce cadre, les parametres
représentent un point de fonctionnement. Le séquencement de gains est une pratique
répandue chez les ingénieurs ;

commande LPV dans I'état de I’art, une grande partie des résultats proviennent de la
commande des systemes LPV. Une autre direction de recherche possible est donc
la commande des systemes LPV. Ceci revient a faire varier les parametres dans le
temps.



ANNEXE A

Annexes

A.1 Annexes au Chapitre 1

A.1.1 Démonstration du Théoreme 1.1, page 28

Suffisance Démontrons ((ii) = (¢)). L’implication découle directement du fait que la
condition (1.10) implique I'inclusion :

(e err-son}<{[a)] ] (3]0}

Ensuite, le raisonnement est similaire a celui présenté dans la Section 1.2, page 20.

Nécessité Démontrons ((i) = (ii)) par construction d'une matrice W = W7 vérifiant
les conditions (1.10) et (1.11).
La proposition
VO €P, ona®) M®H) <0

est équivalente a la proposition

w

veep,v[ﬂ 6{{p]ER”A¢xR’:w

dg e R™e p=A(f)g et ¢ = Asp + Bcpw} ,

BIEIEEAlE

Comme pour tout # € P, on a

< 0. (A.1)

p=a0 = [1-a0] Y| =11 -am ]|, 5| [0] =0

w

par application de la S—procédure (voir le Lemme 1.1, page 23, et le commentaire qui suit
ou [BEFB94]), la condition (A.1) est équivalente & : pour tout # € P, il existe 75 € R tel
que

5t Jrte e[y g (o[ alar [0 -0 ) [ 5,
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Comme P est un compact et A est une fonction continue de 6, le résultat présenté dans
[Bli04] permet de choisir 7y fonction polynémiale (et donc continue) de 6 et qui est notée
7(0). En la réécrivant, la derniere inégalité est donc équivalente a : il existe 7(6) une
fonction continue de P dans R telle que pour tout 8 € P, on a

Co Do 1" [ M O 0 Cs Do
0o I 0 0 0 I —0
I 0 I I 0 '
Aq) Bcp 0 7'(9) —A(@)T |: ] —A(9> :| AﬂD Bcb
Soit [ 1 o } telle que
Cs Do
0 I
|:/’l’1 IU/Q j|L: ﬁ
As Be

Alors par application du lemme de Finsler [BEFB94|, nous avons : il existe 7(f) une
fonction continue de P dans R telle que, pour tout 6 € P, il existe 1y € R tel que

0

M 0
0 0

ur
. +na{uﬂ[u1 ft2 ] < 0.

0| gy | (1 -20)"

Une fois encore, il est possible de choisir 79 fonction continue de 6. Par suite, P étant un
compact, l'inégalité précédente peut se récrire avec 19 remplacé par n indépendant de 6
tel que n < mingep 7y : il existe 7(#) une fonction continue de P dans R et un réel 7 tels
que, pour tout 6 € P, on a

0

M 0

0 0 0

6| oy |17 -80)]

Par application du lemme de Schur [BEFB94|, cette derniére condition est équivalente a :
il existe 7(#) une fonction continue de P dans R et un réel 7 tels que, pour tout 6 € P, on
a

0

M 0
lo O]+77M{M1<0

I M 0 o
7(6) { NG ] [T =A0) | +npgp2 = nps ([ 0 0 } +nu1Tu1) i gz < 0

La deuxieme condition peut se récrire : il existe 7(f) une fonction continue de P dans R
et un réel 7 tels que, pour tout 6 € P, il existe un réel strictement positif €y tel que

-1
I M 0
7(0) { _AB)T 1 [ 1 —A®) | +nps ua—nugm ({ 0 0 ] +nu'{u1) il pateo < 0.

Une fois de plus, il est possible de choisir €, fonction continue de 6. Par suite, P étant un
compact, €4 atteint son minimum sur P : € = mingep €9 avec € > 0. L’inégalité précédente
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peut se récrire : il existe 7(#) une fonction continue de P dans R, un réel n et un réel
strictement positif € tels que, pour tout 8 € P, on a

I M 0 -
7(0) { NGOG } [ 1 —A0) | +npg po—npg i ({ 0 0 } +77M1TM1) nut g +el < 0.

Choisissons maintenant

-1
M 0
W = —npis pia + npts p ([ 0 0 } + Wipm) ny o — el

Alors la condition (1.10) est vérifiée avec ce choix de W puisque, pour tout # € P, on a

o= [ SO ) [ gl |17 20 1[2O0] <[20] w[20].

De plus, il existe 0 < €; < € tel que

—1
M 0
W+ g pio — 1t pa <[ 0 0 } +77u1Tu1) it pe + 61 < 0.

Avec le fait que [ ]\04 8 } +nud puy < 0, ceci implique par application du lemme de Schur
[BEFB94] que
M 0 T
0 0 +n{u%][u1 pia ] < 0.
0 [W+al o

Alors par application du lemme de Finsler [BEFB94], nous avons que

T

G e, S
Ay By 0 |[WHeal Ay Bo

Ce qui implique la proposition (i7).

A.1.2 Résultats d’analyse convexe [Roc70]

On dit qu’un hyperplan sépare deux ensembles non vides C; et Cy de R™ si I'un est
contenu dans un demi plan défini par 'hyperplan et l'autre dans son opposé. Ils sont
séparés proprement si C; et Cy ne sont pas tous les deux inclus dans 'hyperplan [Roc70].

Théoréme A.1. [Roc70, page 97] Soient Cy et Cy deuzr ensembles convexes non vides de
R™. Il existe un hyperplan séparant proprement Cy et Cy si et seulement si les intérieurs
relatifs de C et Cy sont disjoints.

Le théoreme suivant présente un cas ou l'hyperplan peut étre choisi passant par le
point 0.

Théoréme A.2. [Roc70, page 100] Soient Cy et Cy deux sous ensembles non vides de
R™, l'un d’entre eux étant un cone. S’il existe un hyperplan qui sépare proprement C et
Cs alors il existe un hyperplan séparant proprement Cy et Cy et passant par l'origine.
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A.1.3 Démonstration du Théoreme 1.3, page 37

Suffisance Démontrons ((i4) = (4)) par I'absurde. Supposons que la proposition (i) n’est
pas satisfaite alors que la proposition (ii) 1'est.

Il existe donc 0y € P tel que (I — AsA(fy)) n’est pas inversible. C’est-a—dire qu’il
existe un vecteur gy non nul tel que (I — AeA(6y))g0 = 0. Notons py = A(6y)qo. Alors
go = Aapo et po est non nul. En post et pré multipliant la condition (1.18) par gy et sa
transposée pour 0 = 6, d’une part, et en post et pré multipliant la condition (1.19) par
po et sa transposée d’autre part, nous obtenons

ce qui est une contradiction.

Nécessité Démontrons ((i) = (i4)) par construction d’une matrice W = W7 vérifiant
les conditions (1.18) et (1.19).
La condition pour tout § € P, (I — AgA(f)) est inversible est équivalente a

Vo € P, {A@ﬂ—fﬂ[_% f}[Ag(’)}m.

Par compacité de P et par continuité de A(6) sur P, il existe € > 0 tel que

V6 e P, [A;e)r[_?gh_% I]{A@}ZE[A?)}T[A?)} (A2)

Choisissons maintenant

_Ag

o[

][_Acp I]-el

Avec ce choix de W, la condition (1.18) est satisfaite du fait de I'inégalité (A.2). De plus,
on a

Ag Agp

La condition (1.19) est donc satisfaite.

[ ! ]Tw[ ! }:—e(InLAgA@).

A.1.4 Démonstration du Lemme 1.7, page 42

Démonstration de la proposition (7i) La proposition (ii) se déduit de la proposition
(7). En effet, les conditions

—200GGT — (0 +0)(FGT + GFT) —2FF" > 0
FGT —GFT =0

sont équivalentes a
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Par application de la proposition (i), ces conditions sont équivalentes a 'existence d’une
matrice réelle U = U telle que —1 < U < Tet2F—(0+60G=(0-0GU. Par
manipulation, il vient F' = GU avec

0—-0
2

U= U+ I.

0+0
2
U est bien telle que U = UT et 0] < U < 28

Démonstration de la proposition (i) La suffisance de la proposition (i) est évidente.
Nous ne démontrons que la nécessité. Supposons que

GGT — FFT >0
FGT —GFT =0.

La condition FFT — GGT < 0 implique qu'il existe U une matrice réelle telle que
UU' <1etF =GU. Ce résultat a été démontré par [Ran96] pour le cas de matrices
complexes : la démonstration s’étend sans difficulté au cas de matrices réelles.

La condition FGT — GFT = 0 implique alors que G(U — UT)GT =0.

Si GTG > 0, cette derniere condition implique que

et la nécessité est démontrée par le choix de U = U.

Si GTG n’est pas définie positive, nous construisons une matrice U qui a les propriétés
désirées [IMF00]. 11 existe une matrice réelle V' telle que VVT = T et telle que GV =
[ G1 0] avec Gy de rang plein. Définissons alors les matrices R et S (R étant une
matrice carrée de méme dimension que le rang de G7) de la fagon suivante :

[RS

* *

} _ vy

ou * désigne un terme quelconque. Les conditions o' < IetGU — UT)GT =0
impliquent

ST (A.3)
R—RT=0
Il existe alors une matrice réelle symétrique @ telle que
R S R S
<
|:ST Q}{ST QT]—I' (A4)

L’intérét est que, si une telle matrice () existe, U peut étre alors choisi de la fagon suivante :

U:V{é—g g]VT.
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Nous avons alors que U est symétrique. U a donc toutes ses valeurs propres réelles. De
plus, la norme de U est inférieure a 1, et donc —1 < U < I. Enfin

R S

— T — T 1T
F=GU =GVV'UVV —GV[ST 0

}VTzGU.

I1 ne nous reste donc plus qu’a démontrer que la condition (A.3) implique I'existence
d’une matrice symétrique @ telle que la condition (A.4) soit vérifiée. C’est le cas en
choisissant

Q= —-STR(I - RR)'S

ot T désigne le pseudo inverse de Moore-Penrose [HJ85].

En effet, nous démontrons d’abord que @ est symétrique. Soit la décomposition en
valeurs singulieres de R :
R=X%Y"=v%X" =R".

Nous avons alors (I — RR)T = X (I = XX) XT =Y (I —SX)TY7T et

R(I - RR) = XSYTY(I - 22)YT

= XY -E)YT
X(I-3s2)sy”
X(I-22) XTXyyT
= (I-RR)R

ot nous avons utilisé le fait que (I — LX) et ¥ sont des matrices diagonales pour les
commuter. () est donc symétrique.

Nous démontrons maintenant que la condition (A.4) est vérifice. Comme [ —RR > SST

est semi-définie positive, il existe une unique matrice €2 symétrique et semi—définie positive
[HJ85] telle que
I — RR = Q0

avec Q = X (I -¥X)2XT = Y(I-¥2)/2YT. On note % la partie non nulle de [ — X3 :

0 0
I—EZ-[O Eo}'

De plus SST < QQ implique [Ran96] qu’il existe une matrice C' telle que

ccr<1I
S =QC

R ST [I1 0o]"[R Q][I 0

ST Q| |0 C QO Qo C
ou Q = —QR(I — RR)'Q est symétrique. Comme CCT < I, pour démontrer que la
condition (A.4) est vérifiée, il suffit de montrer que la condition suivante

R Q RQ<I
QQlle Q™
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est vérifiée. En développant, il vient

[R QHR Q}_[RRJFQQ RQ +QQ
Q Q2 Q] [QR+0Q02 90+QQ |

Le terme hors diagonal vaut

RO+QQ = RQ—QOR(I — RR)IQ
— RQ—(I—-RR)R(I — RR)'Q
— RQ - R(I — RR)(I — RR)'Q

(I - RR)(I - RR)'Q = X(I-3S2)XTX(I—S2)IXTX(] — $x)1/2XT

B 0 07][0 O 0 0 .
eI a

0 0
- X X7
o s
- Q

Donc RQ + QQ = 0. 11 reste alors & démontrer que RR 4+ QQ < I et que QQ + QQ < I.
Or RR4+QQ =1 et donc RR+ Q0 < I, et

Q0+ QQ = Q0+ QR(I — RR)'QQR(I — RR)IQ
(I — RR) + QR(I — RR){(I — RR)R(I — RR)'Q
— (I - RR)+QR(I — RR)'R(I — RR)(I — RR)'Q
= (I - RR)+QR(I — RR)'RQ

= x| o X

0 o
0 0 T T 0 0 T T 0 0 T
...+X{0 2(1]/2:|X XY Y[O 261:|Y YYX'TX 0 2(1)/2 X
B 0 0 0 0 T
(s [0 7))
_ 00 T
- X[O I]X
Nous avons donc bien que QQ+QQ§[.
A.1.5 Opérations sur les LFTs
Addition de LFTs
A 0 By
(e[ o[- 2)-[2 5], 2
1 1 2 2 2 Cl CQ‘_Dl‘i_DQ
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Produit de LFTs
Al 316’2

B D,
([ ) - (e[BD-[ 2)-[5L
Inversion de LFTs

Al B T\ Ay — B\D7'Cy | BiD;!
(aefdio]) e[t

Cette opération n’est bien définie que lorsque D, est inversible.

Concaténation de LFTs

Al * |: él lB;l :| 0 Al 0 B] 0
it _[Aar 0], [0 A0 B

A, | By B 0 Ay Ci 0Dy O

0 AQ * [72‘72} 0 CQ 0 DQ

Changement de base dans ’espace « d’état » Soient T, et T, deux matrices inver-
sibles. Alors

Al Bl
Al* |: Cl Dl :|

Si T;, et T}, sont deux matrices de permutation, cette opération revient a faire des déplace-
ments de lignes et de colonnes dans la représentation LFT.

-1 -1
- (Tp_lAqu) * { I, ATy T, B } )

Ci\T, Dy

A.2 Annexes au Chapitre 3

A.2.1 Compléments de résultats sur le Probleme H,, dépendant
d’un parametre

Dans cette annexe, nous développons les différentes approches pour transformer le
Probleme H., dépendant d’un parametre en un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI indépendant de parametre.

Dans un premier temps, nous considérons la transformation de ce probleme en un
probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant d’'un parametre. En fait, nous
I’avons déja transformer en un probleme de faisabilité sous contraintes BMI dépendant
d’un parametre (voir la Section 3.2.2.2, page 109). Il a été obtenue par application du
lemme d’analyse H., dépendant d’un parametre au systeme en boucle fermée : trouver,
si elles existent, P(0) = P(0)T, Ax(0), Br(0), Ck(0) et Dg(#) des matrices rationnelles
en 6, bien posées sur [;0)]), telles que, pour tout 6 € [;6], les deux conditions suivantes
soient vérifiées :

PO) >0; (A.5)

Ac(0)"P(0) + P(9)Ac(0) P(0)Ba(d) Ca(6)"
Ba(0)"P(0) —yI  Dg(0)
CG<9) DG(Q) =1

< 0. (A.6)
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4c0L56)] _ AG) 0| BB

C.(0) 0| D.(9) |

DB A(e) Bio) 0 L] o
- %DZS@ | Ok (9) DK(H)] {Oy(e) 0 Dyw(e)]

(A.7)
La difficulté est que I’ensemble des problemes d’optimisation sous contraintes BMI contient
des problemes non—convexes. L’objectif est alors de transformer ce probleme de faisabi-
lité sous contraintes BMI dépendant de # en un probleme de faisabilité sous contraintes
LMI dépendant de 6. Nous donnerons d’abord les outils utilisés pour cette transformation
avant de les appliquer.
Dans un second temps, nous considérerons les conditions sous la forme d’un probleme
de faisabilité sous contraintes LMI indépendant de parametre.

A.2.1.1 Outils pour la transformation d’un probleme BMI en un probléme
LMI

Lorsque les matrices sont constantes, il existe de fagon générale plusieurs outils permet-
tant la transformation d’un probleme de faisabilité sous contraintes BMI en un probleme
de faisabilité sous contraintes LMI :

1. changement de base dans I’ensemble des vecteurs;

2. changement de variables de décision;

3. ¢élimination de variables de décision;

4. introduction de variables de décision supplémentaires.

Deux approches sont habituellement considérées dans la littérature : la premiere combine
un changement de base dans l'espace des vecteurs et un changement de variables de
décision [SGCI7]; la seconde utilise une élimination de variables de décision (Lemme
d’élimination [BEFB94, GA94]). Nous expliquons en quoi consiste ces trois outils

Changement de base dans I’ensemble des vecteurs Soit L une matrice symétrique
de RP*P. Cette matrice est définie négative si et seulement si

Vo € RP\ {0}, 2" Lz <O,

Posons © = Tz avec T' une matrice inversible. La matrice T' représente donc un changement
de base dans I’ensemble des vecteurs. Nous avons alors que L est définie négative si et
seulement si

Vz e RP\ {0}, 2"TTLTz <0,

ce qui équivaut & TTLT définie négative. Cette opération de changement de base peut
aussi étre vu comme une opération de congruence.

Lemme A.1 (Changement de base). Soient T' une matrice inversible et L une matrice
symétrique.

Alors L est définie négative si et seulement si TT LT est définie négative.
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Changement de variables de décision L’idée est de trouver une application surjective
d’un ensemble de matrices dans un autre ensemble de matrices qui linéarise la contrainte.
Par exemple, considérons la contrainte BMI suivante :

AQ+ QAT + BKO+ QTKTB <0

ou les variables de décision sont la matrice symétrique définie positive Q € R™ " et la
matrice K € R™*", En considérant le changement de variables suivant :

CV . R™X™ x RWwxn R7X1 ¢ R7uXn
(QEK) = (QV)=(QKQ),

la contrainte BMI est linéarisé en la contrainte LMI

AQ+ QAT + BY +Y'B <.
De plus, comme 'application C'V est surjective, si (Q,)) existe, alors (Q, K) existe
forcément : K = YO~ L

Elimination de variables de décision Considérons la contrainte suivante
G+ UKV +VTKU < 0

ou K est la variable de décision non structurée. L’idée est de trouver des conditions
nécessaires et suffisantes d’existence de K sans faire intervenir . On dit que I'on a éliminé
la variable K. En substance, le résultat suivant, dit lemme d’élimination [BEFB94, GA94],
énonce de telles conditions.

Lemme A.2 (Lemme d’élimination). Soient G = G, U et V des matrices de tailles
compatibles.

Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe IC une matrice de taille compatible telle que
G+U'K'V +VIKU < 0;

(71) la condition suivante est vérifiée

UIGUJ_ < 0
VEGVJ_ < 0

ou U, est telle que UU, = 0 et telle que [ ur v, ] est de rang plein ;
(13i) il existe un réel o tel que
G-oUTU < 0
G-oVTV < 0

Dans notre cas, les matrices sont des fonctions de 6. Il est possible d’utiliser les mémes
approches que dans le cas ou les matrices sont constantes. Pour cela, nous étendons les
résultats précédents.

Changement de base paramétrisé dans ’ensemble des vecteurs Le Lemme A.1
s’étend directement de la fagon suivante.
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Lemme A.3 (Changement de base paramétrisé). Soient [¢; 0] un intervalle borné de R,
T(0) une matrice de fonctions telle que, pour tout 6 € [8;6], T'(0) est inversible et L(G)

une matrice de fonctions telle que, pour tout 0 € [0;0], L(0) est symétrique.

Alors, pour tout 0 € [0;0], L(0) est définie négative si et seulement si, pour tout 6 € [0 ;0]
T(O)TL(O)T(9) est définie négative.

Changement de variables de décision paramétrisé Dans le cas de fonctions de 6,
I’application surjective va d’un ensemble de fonctions vers un autre ensemble de fonctions.
Dans notre cas, ces ensembles de fonctions seront des ensembles de fonctions rationnelles.
Par exemple, considérons la contrainte BMI suivante :

Vo € [0;0], A0)Q(0)+ Q(0)A0)" + B(O)K(9)Q(0) + Q(0) " K()"'B(#) <0

ou les variables de décision sont la matrice de fonctions rationnelles Q(f) définie posi-
tive pour tout 6 € [#;0] et la matrice de fonctions rationnelles K (#). En considérant le
changement de variables suivant :

OV ¢ ([8:8) — R™™) x (8] — R™*") — ([8:6] — R™") x ([8;8] — R™>")
(Q(6), K (0)) —(Q0). Y(6)) = (Q(6). K(9)Q(0)).

la contrainte BMI dépendant de 6 est linéarisé en la contrainte LMI dépendant de 6
A(0)Q(0) + Q(O)A(0)" + B(O)Y(6) + Y(0)" B(9) < 0.

L’application est bien surjective et va bien d’un ensemble de fonctions rationnelles vers
un autre ensemble de fonctions rationnelles. Comme 'application C'V' est surjective, si

(Q(0),Y(0)) existe, alors (Q(0), K(0)) existe forcément : K(0) = Y(0)Q(0) L.

Elimination paramétrisé de variables de décision Il est possible d’étendre le lemme
d’élimination au cas ou les matrices sont des fonctions de 6.

Lemme A.4 (Lemme d’élimination paramétrisée). Soient [0 ;0] un intervalle borné de R
et des matrices G(0) = G(0)", U(0) et V(0) de tailles constantes et compatibles, fonctions
continues en 0 sur [0;0)].

Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe K(0), une matrice de taille compatible, fonction rationnelle en 0, bien posée
sur [0;0], telle que

Vo € 10:0), GO)+UB)TKO)V(O)+V(O'KOU®) <0;
(79) la condition suivante est vérifiée

Vo € [0:7), { U@IcOUEO)L < 0

(13i) il existe un réel o tel que

Vo e [0:9], { g(9> — U (0)TU(0)
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Démonstration Par application du Lemme 2.2, page 66, la condition (i) est équivalente

a : pour tout 6 € [0; 6], il existe une matrice Ky telle que
GO)+ UKV (0)+ V(O KU () < 0.

Par application du Lemme A.2, cette derniere condition est équivalente aux deux propo-
sitions suivantes :

— pour tout 8 € [0;0], UO)TGO)U(H) L <0 et V(O)TGO)WV ()L <O0;

— pour tout 6 € [0;0], il existe oy € R tel que G(6) — apU(0)"U(H) < 0 et G(#) —

ooV (0)TV(6) < 0.

La premiere condition est en fait identique a la condition (i7) du Lemme A.4. Par ap-
plication du Lemme 2.1, page 60, la seconde condition est équivalente a la condition
suivante : il existe une fonction o(6) continue sur [0;6] telle que, pour tout 6 € [0;6],
on a G(#) —a()U)TUB) < 0 et G(O) —a(0)V(0)TV(6) < 0. Cette derniere condition
est équivalente & la condition (7ii) du Lemme A.4. La condition (#i7) du Lemme A.4 im-
plique cette derniére condition en choisissant o(f) = o. L’implication inverse est obtenue
en choisissant o supérieur ou égal & max,cj g a(6). Alors, pour tout 6 € [#;0], on a
cU0)TU0) > a()UO)TU0) et aV(0)TV(0) > a(0)V(0)TV(6), d’ott le résultat. O

A.2.1.2 Résultats de conception d’un correcteur H, dépendant d’un pa-
rametre par optimisation LMI dépendant d’un parametre

Afin d’obtenir des conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes
LMI dépendant de 6 pour le Probleme H., dépendant de €, nous allons maintenant utiliser
les outils que nous avons décrits dans la section précédente.

Avant de les appliquer a notre probleme, nous illustrons les deux approches sur un
exemple de synthese plus simple : notre probleme dans le cas d’un retour d’état. Considérons
le systeme

= + +
At) = C.O() + Daul®ult) + Do(@u(t)

ou toutes les matrices sont des fonctions rationnelles en #, bien posées sur [0;6]. 11 est
cherché un retour d’état

avec K () une fonction rationnelle en 6, bien posée sur [0 ;60], pour que le systéme bouclé
w(t) = (A@0)+ Bu(0)K(0))z(t) + Bu(f)w(t)
2(t) = (C:(0) + Dau(0)K(0)z(t) + Diw(f)w(t)

soit, pour tout 6 € [0 ; 6], asymptotiquement stable et ait, pour tout # € [f; 0], une norme
H,, inférieure a v, v > 0 étant donné. Par application du Lemme 3.1, une condition
nécessaire et suffisante d’existence d'un tel retour d’état est : il existe P(6) = P(6)” une

fonction rationnelle en @, bien posée sur [0 ; 0], et K(f) une fonction rationnelle en 6, bien
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posée sur [0; 6], telles que pour tout 6 € [¢; 0]

( P(9) >0
(A(0) + Bu(0)K(0))"P(0) + -- T
-+ PO)(A(D) + Bu(0)K(0)) P(0)Buw(0) (C=(0) + D.u(0)K(0)) 4
B, (0)TP(0) —I D...(0)T
L C.(0) + D, (0)K(0) D..,(0) —~1 s

La seconde contrainte est une contrainte BMI dépendant de 6. Ce dernier probleme est
donc un probleme d’optimisation sous contraintes BMI. Il est possible, par transformation,
de trouver un probleme d’optimisation sous contraintes LMI équivalent.

Approche par changement de variables paramétrisé Nous présentons d’abord
I’approche par changement de variables paramétrisé et changement de base paramétrisé
dans I'ensemble des vecteurs. L’idée est de trouver une application surjective (fonctions
des variables de décision K () et P(#)) qui linéarise la contrainte BMI. Pour cela, un
changement de base dans I'espace des vecteurs est généralement effectué au préalable.

En effectuant le changement de base avec T'(f) = P(#)~! pour la premitre contrainte
et avec

0 0
T(9) = 0 I 0
0 I

pour la seconde contrainte (nous utilisons le Lemme A.1), la contrainte (A.8) est équivalent
a : pour tout 6 € [0;0)]

( PO >0
7’(9)_1(14(9) (9) (6 ))T - T
wa)T -1 Dzw(e)T
L (C.(0) + D, (0)K(0))P(6)~* D..,(9) —~I

En effectuant le changement de variables paramétrisé suivant

OV« ([0:8) = R™) x (8] - R") —  ([8:8) — R x ((8;8] — R™>")
(P(9), K(6)) — (Q(0),Y(0) = (P(0) ", K(O)P(©O) )

avec Q(0) et J(0) des fonctions rationnelles, la derniere contrainte est équivalente & : pour
tout 0 € [0;0]

( () > 0

QO)AO) + AB)Q(6) + - -- . : ]
VO B(0) + Boo)y(o) B0 QOCO) 4 I(0) D-u(6)

Bw(Q)T _’7] Dzw(e)T

<0

qui est une contrainte LMI dépendant de 6. Un retour d’état stabilisant et garantissant
une borne sur la norme H,, du systéme en boucle fermée existe si et seulement si Q(6) et
V() existent.
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Dans le cas ou Q(€) et Y(0) existent, du fait du changement de variable, un retour
d’état stabilisant et garantissant une borne sur la norme H,, du systéme en boucle fermée
est donné par

K(0) = Y(0)Q(0) .
K(0) est bien rationnelle en 6 puisque Y(6) et Q(6) sont rationnelles en . De plus,
comme Q(f) est définie positive sur [0 ; 0], K () est bien posée sur [§;6]. Il est & noter que
'existence d’un correcteur est testée en méme temps que sa construction (au changement
de variable pres).

Remarque A.1. Lorsque l’on recherche un retour d’état non forcément rationnel en 6, il
est possible de démontrer par application du Lemme 2.2, page 66, que si un retour d’état
existe, alors il peut toujours étre choisi rationnel en 6.

Il est possible d’appliquer la méme approche au Probleme H,, dépendant d'un pa-
rametre (Probleme 3.1). Le probleme est alors un probleme de retour de sortie. Il est plus
complexe que le probleme de retour d’état. Des conditions peuvent tout de meéme étre
trouvées (voir le Théoreme 3.3, page 114). Nous donnons maintenant la démonstration de
ce théoreme.

Démonstration du Théoreme 3.3, page 114 Nous avons utilisé le changement de
base et de variables donnés dans [SGC97]. Partitionnons les matrices P () et P(6)~*
la facon suivante :

n=[ 20 50] w por[ o 4]

)

Les matrices N () et M (6) sont donc forcément rationnelles en € de U'intervalle [0 ; 6] dans
I’ensemble des matrices de R™*™.

La condition (3.7) est alors obtenue a partir de la condition (A.5) par application du
Lemme A.3, page 179 (changement de base paramétrisé), avec

0= iiior o

Remarquons que la premiere colonne de T'(6) est la premiere colonne de P(0)~!, ce qui

permet de simplifier I'expression en utilisant la relation P(0)P(0)~* = P(0)~P(0) =
La condition (3.8) est alors obtenue a partir de la condition (A.6) par application du
Lemme A.3, page 179 (changement de base paramétrisé), avec

xX@®) I]0 0
M@T 00 0
7o) = (0) 07 0
0 0[0 I

puis en effectuant le changement de variables paramétrisé suivant

Do) = DK<0>

C(o) = Cx(B)ME) + Dx(6)C,(0)X(0)

BO) = N(0)Bi(0) + Y(0)B,(6)Dx (6))

A®) = NOAOMO) + NOBLOC, 00 + JOBOCKOMO) +
V(B)(A(B) + B.(6) Dic(6)C,(9)) X (6).
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La formule explicite de construction du correcteur est obtenue en exprimant les matrices
Ak (0), Bg(0), Ck(0) et Dk (0) a partir du changement de variables précédent.

Elimination paramétrisée Nous présentons maintenant 'approche par élimination
paramétrisée de variables de décision, c’est—a—dire en utilisant le lemme d’élimination
paramétrisée (voir le Lemme A.4, page 179). L’idée est de tester l'existence des matrices
de la représentation d’état du correcteur sans les calculer explicitement, au contraire
de I'approche par changement de variables ou l'existence d'un correcteur est testée en
méme temps que son calcul est effectué (a un changement de variables pres). Dans cette
approche, les matrices de la représentation d’état du correcteur n’interviennent plus dans
la condition d’existence du correcteur.

Revenons a I'exemple du retour d’état. Il est possible d’appliquer le Lemme A.4 a la
deuxieme inégalité de (A.8) avec

AO)TPO) +P(O)AWG) P(0O)B,(0) C.(0)T P(0)B.(0)
G(0) = By, (0)"P(6) —~I D, )T |, UBO) = 0 ,
C.(0) D..,(#) —~I D..(0)

K@O)=K(®) et V(@) =[T 00].

En utilisant la condition (i¢) du Lemme A.4 avec

PO 0 0 00
Uu@e), = 0 I 0 |[Bu)" 0 D.u(0)" ], etavec V(@)L= |1 0
0 0 1 0 I

et en permutant des lignes et des colonnes, on trouve que la condition (A.8) est équivalente

a 'existence de P(6) telle que pour tout 6 € [¢; 0]

r 'P(Q) >0
T{AG)PO)"L+PO)"LAB)T PWO)~1C.(0)T| Bu(0)
2. DZ“‘G)TLO] C.(OP(0) ! AL | Dewl®) {[BU(Q)T DZU(Q)TLO} <0
0 ‘ By (Q)T Dzw(e)T ‘ _’71 0 ‘ I

_ T
{ v Da(0) ]

D..,(0) —~1

Or la condition P(#) > 0 est équivalente a P(0)~' > 0. En effectuant le changement de
variables de décision Q(#) = P(f)~", cette derniere condition est équivalente a I'existence
de Q(6) rationnelle en 6, bien posée sur [0 ; 6], telle que pour tout 6 € [0 ;0]

( Q(6) >0
T [ A0)Q(0) + Q0)A0)T Q(0)C=(0)T | Bu(0)
[ 5.0) DZ“(G)TLO] C.(0)2(0) Al | Dew(®) [[Bu(G)T Dzu(e)TLO} <0
0 |1 Bu ()T D.w(®)T | —71 0 |1

qui est une condition LMI en Q(#).
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En appliquant le Lemme A .4, il est possible d’utiliser la condition (iii). Nous obtenons
la condition : il existe un réel oy tel que

( PH) >0
[A(@)TP(0)+P(9)A(6) P(0)Buw(0) C.(0)T ] [P(@)Bu(e)

Buw(0)TP(6) I D.u(6)T 0 [ B.(0)TP(®) 0 Du(0)”] < 0
C.(6) Dow(0)  —AI D (0)

Cz (0) Dzw (9) _’YI 0

ADTPO) +P(O)AB) P(0)Bw(6) CL(O)T I
Buw(0)TP(0) I Dw@®T | —op 0| [100] <0

\

qui est en fait équivalente a la condition : il existe un réel o tel que

( P(6) >0
ABO)TP(0) + P(0)AB) P(0)Buw(0) C.(6)T P(0)Bu(0) |
Buw(0)TP(6) I D.®T | — 0o 0 [ Bu(O)TP(®) 0 D-u(0)” ] < 0
C. () D (6) I D.u(0) |
=7 D...(0)T
' D.(0) - |7

\

L’implication est évidente en choisissant ¢ = ;. La réciproque est obtenue en notons que
la derniere condition implique par continuité et compacité qu’il existe un réel ¢ tel que

By (0)TP(0) I Duw(0)T 0
C.(0) D (0) —~I 0

A@)TPO) +P(O)A®) P(0)Buw(0) C-(0)" I
-0 [100] <0.

Ceci peut étre vérifié en appliquant une version paramétrisée du lemme de Schur [BEFB94].
La réciproque est obtenue en choisissant o7 > max {o,d}. Apres deux changements de
base paramétrisés et un changement de variable évident, nous trouvons les conditions

suivantes : il existe une matrice Q(¢) rationnelle en 6, bien posées sur [¢;6], et un réel o

tels que pour tout 6 € [6; 0]

( Q(6) > 0
A(0)Q(0) + QO)A0)T QO)C=()T Buw(0) Bu(0)
C=(0)Q(0) I D.(0) | — 0O 0 [Bu(®)T 0 Dou(0)”] < 0
By (6)T Dow ()T —~I D (0) (A.Q)
—yI D, (0)T
{ Dou(®) -1 | <0

\

qui est une condition LMI en Q(0) et o.

Lorsqu'un retour d’état existe, il existe deux possibilités pour en construire un. La
premiére possibilité consiste a construire P(6) (P(0) = Q(6)™") et a chercher K(6) telle
que la condition (A.8) soit vérifiée. Cette condition est maintenant une contrainte LMI
dépendant de 6 puisque P(6) est maintenant déterminée. K (#) peut alors toujours étre
choisi rationnelle en 6. La seconde possibilité consiste a utiliser une formule explicite
de construction pour K (). Pour cela, il existe plusieurs possibilités, voir notamment
[SMN90, 1594, Gah96]. Dans le cas du retour d’état, une formule explicite est

K(9) = =3 B.(9)"Q(6)"
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ou o est telle que la condition (A.9) est vérifiée. Ici aussi, K (6) est bien rationnelle en 6.

Il est possible d’appliquer la méme approche au probleme de retour de sortie (Probleme
3.1). Les conditions d’existence d'un correcteur dépendant de € sous la forme d’un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6 sont énoncées dans le théoreme sui-
vant.

Théoréeme A.3 (Existence d'un correcteur H,, dépendant de € par élimination pa-

ramétrisée). Soient [0;0] un intervalle borné de R, P(p,0) le systéme augmenté défini
par (3.1) et v > 0.

Alors il existe un correcteur dépendant de 6

K(p,0) = %In* { Ck(0) | Dk (0) }

tel que, pour tout 0 € [0;0)] :
1. le systeme en boucle fermée P(p,0) * K(p,0) est asymptotiquement stable ;
2. ||P(p,0) » K(s,0)[lc <

si et seulement s’il existe des matrices symétriques X () € R™" et Y(0) € R™", ra-
tionnelles en 0, bien posées sur [0;0], telles que l'une des deuz propriétés suivantes est
vérifiée :

(i) pour tout 6 € [8;0], les conditions (A.10), (A.11) et (A.12) soient vérifiées :

X)) I
>0 A.10
Y ) (410
T [ A0)X(0) + XO)AO)T X(0)C=(0)T | Buw(0)
{[BM)T Dzu(e)TLO] C=(0)X(0) —vI__|D:w(0) [[Bu(e)T DZU(Q)TLO] <0
0 7 Buw(0)T Daw(0)T | I 0 7
(A.11)
T | ATy 0)A(0) Y(0)Bw(0)| C.(0)T
0 |1 C.(0) Dow(0) | —1I 0 |1
(A.12)
(i) il existe un réel o, tel que, pour tout 6 € [0;0], les conditions (A.13), (A.14) et
(A.15) soient vérifiées :
X)) I
>0 A.13
Y ) (A 13)
[ A(0)X(0) + X(0)AO)T X(0)C.(0)T Buw(0) | [ B.(o)
C=(0)X(0) —yl Daw(0) | — 0 | Da(0) | [Bu(®) D07 0] <0 (A.14)
By ()T Dow()T AT | | 0
[ A0)TY(0) + V(0)A(9) Y(0)Bu(0) C=(0)T ] [ )T
Bu(0)"Y(6) vl DT | — 0 | Dyu(®T | [Cy(0) Dyu(0) 0] < 0. (A.15)
Cz(e) Dzw(e) _’YI | L 0

Démonstration Nous démontrons d’abord la condition (7) du théoreme. Les conditions
(A.11) et (A.12) sont obtenues a partir de la condition (A.6) du Lemme 3.1, page 108, par
application du Lemme A.4 avec la forme (i7) et en permutant des lignes et des colonnes.
La condition (A.10) est obtenue a partir de la condition (A.5) par application du résultat
suivant, qui est une extension du lemme de Packard [Pac94].
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Lemme A.5. Soient [0;0] un intervalle borné de R,

Y : [:0) — R™" ot X : [0;0) — R™»
0 — V() 0 = X(0)
deux matrices rationnelles en 0, bien posées sur [Q;_].
Alors il existe
N : [0;0 — Rvn ot M : [0;0] — R
0 — N(0) 0 +— M(9)

deur matrices rationnelles en 6, bien posées sur [0 ;0], telles que, pour tout 6 € [0:0),

1Y) N(6)
Po) = [ N@OT NOTY0) - X)) N ) }

est définie positive et la matrice

est l'inverse de P(0) si et seulement si, pour tout 6 € [0;6],

{ D v } -0

La condition (i7) du théoréme est obtenue de la méme fagon que la condition (i) sauf
qu’il est utilisé la forme (i7i) du Lemme A.4 au lieu de la forme (77) ainsi que quelques
manipulations supplémentaires. O

Remarque A.2. Habituellement, lorsque le lemme d’élimination est utilisé, c’est la
condition (i) du théoréme qui est donnée. Lorsque les matrices ne dépendent pas de 0, il est
possible de calculer [ BI DT h et [ Cy Dy ]L de fagon systématique avec Matlab.
Cependant, lorsque ces matrices dépendent de 0, une méthode systématique de calcul n’a
pas encore €té développée a motre connaissance. Méme si nous n’avons pas développée
ce point, nous pensons qu’il est possible de trouver une méthode systématique lorsque ces
matrices sont de rang constants et lorsqu’elles peuvent étre représentées par des LFTs.

Les conditions (A.14) et (A.15) ne nécessitent pas un tel calcul est peuvent donc tou-
jours étre directement appliquées mais ajoutent o comme variable de décision supplémentaire.

Lorsqu’un correcteur dépendant de # existe, ¢’est—a—dire lorsque 'une des deux condi-
tions (7) ou (i2) du Théoreme A.3 est vérifiée, il est possible d’en construire un. Il y a
deux possibilités. La premiere consiste a construire une matrice P(6) a partir de X'(6) et
V() et a appliquer le Lemme 3.1.

Théoréeme A.4 (Construction d'un correcteur H,, dépendant de 6 par probleme LMI
dépendant de #). Les matrices de la représentation d’état de K(p, @) sont données par la
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solution du probléme suivant : il existe Ax(6), Bx(0), Ck(0) et Dk(0) telles que, pour

tout 0 € [0 0], la condition (A.6), page 176, est vérifiée avec P(0) donnée par

T Y0 N(6)
Pe) = { N@OT NO)TV0) - X(0)) N ) ]

ot N(0) est n’importe quelle matrice rationnelle en 6, bien posée sur [0 ; 0], telle que, pour

tout 8 € [0;6], N(0) est inversible et avec

{ Ac(0) Bg(0) ]
Ca(0) Dec(9)

donnée par 'équation (A.7), page 177.

La seconde possibilité consiste a utiliser une formule explicite de construction. Nous
utilisons 'approche de [Gah96]. Pour simplifier les formules, nous imposons I’hypotheése
suivante [DGKF89] :

Le théoreme suivant donne alors une formule explicite de construction pour la construction
d’un correcteur dépendant de 6.

Théoréme A.5 (Construction d’un correcteur H,, dépendant de 6 par formule explicite).
Une formule explicite est donnée par la formule explicite du Théoréme 3.2, page 112, avec

V(o) = l_A(e)T O}er

0 0
1
L [YOBaO GO | T B 0]
0 0 0 0 | —In, 0 I,
- 0 [ny‘—'y[ny v
1

L [cer|o e O 0 c9)a(0) 0

3 0 —Inu‘—*y .

Comparaison des approches par changement de variables paramétrisé et par
élimination paramétrisée Le schéma de la Figure A.1 résume les possibilités pour
concevoir un correcteur. Pour I'existence du correcteur, la forme « basique » est celle par
élimination sans la variable 0. En effet, en utilisant plusieurs fois le Lemme d’élimination
paramétrisée, il est possible de se ramener a ces conditions : par exemple, les conditions du
Théoreme A.3 peuvent étre retrouvées en appliquant le Lemme d’élimination paramétrisée
aux conditions du Théoreme 3.1, page 110.

En ce qui concerne la construction du correcteur, I’approche par formule explicite per-
met de prévoir a I’avance la complexité du correcteur (en terme d’ordre de la représentation
LFT obtenue pour les matrices de sa représentation d’état) en utilisant les opérations
définies sur les LFTs définies en annexe du Chapitre 1, Section A.1.5, page 175. Dans ce
cas, il est préférable d’utiliser 'approche par changement de variables paramétrisé car la
complexité du correcteur est alors moindre.
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Probleme  H.
dépendant d’un
parametre

Existence d’un correcte

Forme (i7)

Changement . / (sans o)
de variables Elimination pa-
paramétrisé rametrisce \Forme (vi1)

(avec o)

Construction d’un correcteu

Formule expli-

) Optimisation
cite

F1ac. A.1 — Récapitulatif des possibilités pour concevoir un correcteur

Avec l'approche par optimisation, ceci n’est plus possible. En effet, méme s’il est
possible de prévoir un ordre maximal pour la représentation LFT des matrices de la
représentation d’état du correcteur (voir le Théoreme A.5), 'approche que nous uti-
lisons ne permet pas de travailler directement sur la représentation LFT mais sur la
représentation fraction rationnelle de ces matrices (voir la conclusion du Chapitre 2, page
100). Or travailler sur la représentation fraction rationnelle revient a travailler sur la
représentation LF'T avec une représentation particuliere. L’avantage de l'approche par
optimisation est qu’elle permet d’imposer des conditions supplémentaires sur les matrices
de la représentation d’état du correcteur. Par exemple, il est possible de limiter leur valeur
singuliere maximale pour tout § € [f;60]. Ceci peut améliorer le conditionnement de la
matrice. Limiter la valeur singuliere maximale a la valeur A revient a vérifier :

B Ax(0) Bg(0) 1"
Vo e 90 VA [ Cx(0) Dx(0) } <0

]’ A
(6) B(®)
{ Cx(6) Dicl6) ] —VM

A.2.1.3 Résultats de conception d’un correcteur H, dépendant d’un pa-
rametre par optimisation LMI indépendant d’un parametre

Ici, nous nous intéressons aux conditions d’existence d’un correcteur sous la forme
d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6 obtenues avec 'ap-
proche par élimination paramétrisée (voir le Théoreme A.3, page 185). Nous voulons les
transformer en des problemes d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6.

Pour le premier probleme d’optimisation (condition (i) du Théoreme A.3), la transfor-
mation est donnée dans le théoreme suivant. Dans ce théoreme, il est utilisé les notations
présentées a la page 113.
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Théoréeme A.6 (Existence d'un correcteur H,, étendue par élimination (forme (7))
en dimension finie). Soient N un entier positif et des scalaires ¢;, i = 1,--+ N, tels

que pour tout 6 € [0:0], 1 + Zi\il ¢;0° # 0. Supposons que [ B,(0)" D.,(0)" }L et

| Cy(8) Dyu(0) |, sont de tailles constantes et sont rationnelles en 6, bien posées sur

[0;0], et admettent une représentation LFT.
Alors il existe des matrices X (0) et Y(0) définies par
N ; N ;
N X0 N .6
X(@) _ Zz;l) i y(e) _ Zzﬁoy —,
Zi:O di0 Zi:(] d;0

ou X; = X' e RV, Y, =Y e R™™", d; € R, pour i =0,...,N, telles que, pour tout
0 € [0;0], les contraintes (A.10), (A.11) et (A.12) sont vérifiées si et seulement s’il existe
— des matrices symétriques X; € R™" et V; e R"" 1=0,...,N;
— des réelsd;, 1=0,...,N

tels que

(1) il existe Wy € W5 telle que

0 —M, ] )
L | Aq,, Ba,,Ca,, Dq,, IWo ] <0
( Qoy P Qo Y0y Qo [ _M(i)“ 0 0
avec
Ry 2R Aq, | B Lon
Moé[ X d’"} et avec 91*[ o Qo]é 01 * J,(c;) 0 :
0 Ry OQO DQO n v
0 01 x J,(c;)
(1) il existe Wy € W, telle que
0o M
L AQl, BQl, CQI, DQl, T ! 7W1 <0 (A16)
Mi 0
avec
R 0 0
M, = 0 Ran. 0
0 0 Ran.,
et avec
[ AT C.(0)T 0 |
0 —. 0
9[*|: Aﬂl BQl :| é Bw<9)T Dzw<0)T _%[nw |: [Bu<9)T DZ“<0)T }J_
Ca, | Do, 01 % J,,(¢;) 0 0 0
0 01 x J,,,(c;) 0
i 0 0 01 x J,.(c;) |
(1) il existe Wy € W5 telle que
0o M
L AQZ, BQQ, OQQ, DQ27 T 2 ,WQ <0 (A17)



190 CHAPITRE A ANNEXES

avec
Ry 0 0
MQ == 0 Rd,nw O
0 0 ”Rdmz
et avec
[ A(®0) B, (0) 0
0 —3 1o, 0
AQ2 BQQ é Cz(9> Dzw(e _ljnz [ Cy(e) Dyw(e) j| O
01 = ) 1
CQQ DQQ 01 Jn<cz) 0 0 0 Inz
0 01 % an(ci) 0
i 0 0 01 % an(ci) ]

Démonstration La démonstration est omise car tres similaire a la démonstration de
la transformation du probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6 du
Théoreme 3.1, page 110, en le probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant
de # du Théoreme 3.3, page 114. U

Pour le deuxieme probleme d’optimisation (condition (i7) du Théoréme A.3), la trans-
formation est donnée dans le théoreme suivant. Dans ce théoreme, il est utilisé les notations
présentées a la page 113.

Théoréeme A.7 (Existence d'un correcteur H,, étendue par élimination (forme (i7)) en
dimension ﬁgie). Soient N un entier positif et des scalaires ¢;, 1 =1,--- , N, tels que pour
tout 0 € [0;6], 1+ SN, c;0" #0.

Alors il eziste des matrices X (0), Y(0) et un réel o définis par

N i N pi
X(B) — Zz’;O ‘)(Ze , — Zz;O yle ’
Zz’:() d;¢" Zi:O d; 0"

ouX; =X e R Y, = VI € R™" pouri=0,...,N, etoud; €R, pouri=1,... N,
telles que, pour tout § € [0;0], les contraintes (A.13), (A.14) et (A.15) sont vérifides si
et seulement sl existe

— des matrices symétriques X; € R™" et J; e R™" 1 =0,...,N;

— desréelsc etd;, 1=0,...,N
tels que

Y(0)

(1) il existe Wy € W5 telle que

0 -M
L (AQ()yBQ(pCQoaDQoa |: 0 :| 7W0) <0

M0
avec

Al Ry 2Ran Aq. | Ba A Lan
My = { 0 Ry’ 1 et avec 61 [ CQZ DQ(:) 1 = 00 x Jy(e;) 0 :

0 01 % Jo(c;)
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(1) il existe Wy € W, telle que

avec
Rx O 0 0
_ 0 7€¢nz 0 0
Mi=1 o Rin, O
0 0 0 al,,
et avec
01 % [ Ag, | B, } A [ F11(9)T ]
Co, | Do, Fi(0) F13(0)
ot
A(0) 0 B,(0) B.(9)
Fiu(0) = | Cu(0) =3I, D.u(6) D..(0)
0 0 -3, 0
01 * J,(c;) 0 0 0
0 01 % J,.(c;) 0 0
0 0 0 -1,
Iﬁ+nz+nw
Fi3(0) = :
w0 =10 07 D@ 0 ]

(1) il existe Wy € W5 telle que

‘C (AﬂzuBgzycfb?DQz? |i /\/OlT /\32 :| 7W2> < 0
2

avec

et avec )
01

o

01 % J,(c;) 0 0 0

0 0 01 % J, (c;)
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Démonstration La démonstration est tres similaire a la démonstration de la transfor-
mation du probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de # du Théoreme
3.1, page 110, en le probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de 6 du
Théoreme 3.3, page 114, au détail pres suivant. Pour transformer les contraintes (A.14)
et (A.15), nous multiplions ces contraintes par

N .
Zi:() d;6"
]. —|— sz\il cz»@" ’
ce qui donne les contraintes

N i
Zi:Q d;0 GU(G) _

N i
7 JM) U@)TU®) < 0
1+, 6t

> it S dit) T
T (g e <
o T A0)X(0) + X(O)AG)T X(O)C.(0 Bu(0) ]
GU(H) = Cz<6)‘)( 9) _7[ Dzw(e) )
| BU)(e)T Dzw<e)T _’YI |
[ A0)"Y(0) + V(0)A0) YV(0)Bu(0) C.(0)" ]
GV(Q) = Bw(Q)Ty(G) _'VI Dzw(Q)T y
i C.(0) D...(9) —~I
U0) = [ Bu(0)" D..()" 0]
et

V()= [ C,(0) Dyu(6) 0].

Or ces deux dernieres contraintes sont équivalentes par continuité et compacité a 'exis-
tence d’un réel & tel que

Z]'\iodiei = T
—==——Gy((0) —cU(0)'UB) < 0
TS5 Gu(6) ~ U0V )

SN dib T '
—==0—" _Gy(#)—aV(B)'V(H) < 0
TR (0) oV OV ()
Soit N A
o d;0
o = max %.
oelo:0) 1+ .0, ;0
L’implication est alors obtenue en choisissant & supérieur ou égal a oa. La réciproque est

obtenue en choisissant ¢ inférieure ou égal a g Il est alors appliqué le Théoreme 1.6, page
50. O

A.2.2 Solution du Probleme H, dépendant d’un parametre

Dans cette annexe, nous considérons le probleme dépendant d’un parametre associé a
la norme Hs. Ce probleme consiste a déterminer, s’il existe, un correcteur garantissant
que la norme H, du systeme en boucle fermée est inférieure a une certaine borne pour

toutes les valeurs de 6 € [6;6].
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Probléme A.1 (Probleme H, dépendant d’un parametre). Soient [0;6] un intervalle
borné de R, P(p, ) le systeme augmenté défini par (3.1), page 104, et~y un réel strictement

positif.
Trouver, s’il existe, un correcteur K(p,0) défini par (3.2) tel que, pour tout 6 € [0;0] :
1. le systeme en boucle fermée P(p,0) * K(p,0) est asymptotiquement stable ;

2. la norme Hy, du systéme en boucle fermée est strictement inférieure a y :

|P(p,0) * K(p,0)|]2 <~

avec par définition

|P(p,0)xK(p,0)|. = %Tmce (/000 (P(jw,0) *x K(jw,0))" (P(jw,0) x K(jw,0)) dw) .

Remarque A.3. Dans ce probleme, vy majore le pire cas sur la norme de P(p,0)xK(p,0)
pour tout 0 € P (voir page 61) : nous avons

v > max || P(p,0) x K(p,0)]|-
€0 ;0]

Nous en développons la solution. Nous suivons les mémes étapes que pour la solution du
Probleme H,, dépendant d’un parametre (Probléme 3.1, page 105). Les démonstrations
sont omises car tres similaires a celles données pour le Probleme H., dépendant d’un
parametre.

Résultat d’analyse H,; pour un systeme dépendant d’un parametre Nous don-
nons donc d’abord le lemme d’analyse correspondant. Les conditions nécessaires et suf-
fisantes sont sous la forme d’un probleme d’optimisation dépendant de 6. Il s’agit d'une
extension du résultat d’analyse pour le cas indépendant de parametre [BEFB94].
Lemme A.6 (Analyse H, dépendant de 0). Soient [0 ;0] un intervalle borné de R, G(p, 6)
le systeme défini par (3.3), page 108, et v un réel strictement positif.

Alors les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout 6 € [0;6], G(p,0) est asymptotiquement stable et ||G(p,0)|2 < ;
(11) Da(0) = 0 et il existe P(0) = P(0)" et T(0) = T(0)" (deux matrices de fonctions

rationnelles en 0, bien posées sur [0;0]) telle que pour tout 6 € [0 ;6]

[ Ac(0)"P(0) + P(0)Ac(0) P(0)Bc(0)

Ba(6)TP(6) i } < 0; (A.18)

[73(0) Ca(0)" > 0; (A.19)

Ca(0)  T(0)

Trace(T (0)) — v < 0. (A.20)
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Résultats de synthese d’un correcteur H,; dépendant d’un parametre par opti-
misation LMI dépendant d’un parametre Il est alors possible de donner des condi-
tions d’existence d’un correcteur (et de construction) en utilisant soit un changement de
variables paramétrisé, soit en utilisant le lemme d’élimination paramétrisé.

Nous considérons d’abord I’approche par changement de variables paramétrisé. Pour
simplifier I'écriture, nous imposons ’hypothese suivante : pour tout 6 € [0 ; 6], D..,(6) = 0.
Remarquons que cette hypothese est moins forte que celles généralement faites [DGKF89].
Par ailleurs, elle n’est pas restrictive car il suffit de filtrer les sorties z pour que cette
hypothese soit vérifiée. Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un correcteur,
sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6, sont
alors énoncées dans le théoreme suivant. Ce théoreme donne aussi une formule explicite
de construction d'un correcteur.

Théoréme A.8 (Synthese Hy dépendant de 6 par changement de variables paramétrisé).

Soient [0 ;6] un intervalle borné de R, P(p, ) le systéme augmenté défini par (3.1), page
104, avec D,,,(0) = 0 et v un réel strictement positif.

Alors il existe un correcteur dépendant de 0

K(p,6) = ]191”* { Ax(0) | Bx(6) }

tel que, pour tout 0 € [0;0) :
1. le systeme en boucle fermée P(p,0) * K(p,0) est asymptotiquement stable ;
2. ||[P(p,0) » K(p,0)]l2 <~
st et seulement s’il existe
~ des matrices symétriques X (6) € R™™ et Y(0) € R™™ rationnelles en 0, bien posées

sur[6;0];

— des matrices A(f) € R™", B(f) € R et C(0) € R™*" rationnelles en 0, bien
posées sur [0;0] ; B

— une matrice symétrique T (0) € R™*"= rationnelles en 0, bien posée sur [0 ;0]

telles que, pour tout 0 € [0;0], les conditions (A.21), (A.22) et (A.23) soient vérifiées :

[ A(0)X(0) + X(0)AD)T + ... |

B.(0)C(9) + (B.(6)C(0))" AO)" +A®0) B(0)

AO)TY(O0) + Y(O)A®O) + ... | Y(O)Bu(®) +... | <05

A(9) + A(0)" 0)C,(0) + (BOIC,6)T | B)Dyul®)

B(
L Bw(e)T (y(Q)Bw(é’) + B(Q)Dyw(e))T —1I .
(A.21)
X(0) I [(C.(0)X(0) + D..(9)C(0))"
I V() C.(6)T > 0; (A.22)
C.(0)X(9) + D..(0)C(0)|C.(0) 7(0)
Trace(T(0)) —~v < 0. (A.23)

Si les matrices X(6), Y(0), A(0), B(), C(0) et T(0) existent, un correcteur peut étre
construit en utilisant la formule explicite du Théoréme 3.2, page 112, avec D(0) = 0.
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Remarque A.4. La contrainte Dg(0) = 0 du Lemme A.6 s’écrit D .., (0)+D .., (0)D(8) D, (0) =
0. Lorsque D,,,(0) = 0, une solution est alors D(0) = 0. C’est pourquoi par rapport au
Théoréme 3.1, la variable D(0) a disparu dans le probléeme d’optimisation, alors que pour

la construction d’un correcteur, on l’a choisie nulle.

Nous considérons maintenant ’approche par élimination paramétrisée. Pour simplifier,
nous imposons les hypothéses suivantes : pour tout 6 € [6; 6], D.,(0) = 0 et D,,(6) = 0.
Ces hypotheses ne sont pas restrictives car il suffit de filtrer les sorties z pour les vérifier.
Les conditions nécessaires et suffisantes sous la forme d’un probléeme d’optimisation sous
contraintes LMI dépendant de #, d’existence d’un correcteur sont alors données dans le
théoreme suivant.

Théoreme A.9 (Exiszence d’un correcteur Hs dépendant de # par élimination pa-
ramétrisée). Soient [0;0] un intervalle borné de R, P(p,0) le systéme augmenté défini
par (3.1), page 104, avec D,,,(0) =0 et D, (0) =0, et v un réel strictement positif.

Alors il existe un correcteur dépendant de 6

K(p,0) = %In* [ Ck(0) | Dk (0) ]

tel que, pour tout 6 € [0;0] :
1. le systéeme en boucle fermée P(p,0) * K(p,0) est asymptotiquement stable ;
2. ||P(p,0) x K(s,0)]]a <~
st et seulement s’il existe
— des matrices symétriques X (0) € R™" et Y(0) € R™" rationnelles en 0, bien posées
sur [6;0]; B
— une matrice symétrique T (0) € R™*"= rationnelle en 0, bien posée sur [4 ;0]
telles que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(1) pour tout 6 € [0;0], les conditions (A.24), (A.25), (A.26) et (A.27) soient vérifiées ;

{Bug)){ ?}T{A() (2w(9)< JA(O) Bf(;))} [Buge){ ?} <0 (A24)

[Oy(e) Dyw(e) }T[ ( )Ty(9)+y( ) ( ) y(@)Bw(Q) } [Cy(e) Dyw<9) }L <0

+ B (0)"Y(9) —1
(A.25)
X(0) I X(0)C.0)T
I Y(0) C.(0)T >0 (A.26)
C.(0)X(0) C.0)  T(0)
tr(7(0)) —~v < 0; (A.27)

(i) il existe un réel o(0), rationnel en 0, bien posé sur [0 ;0], tel que, pour tout 0 € [0 ;0]
les conditions (A.28), (A.29), (A.26) et (A.27) soient vérifiées.

[ A(0)X(0) + X(0)A0)" B,(0) ] ., [ B, (0)

B, (0)" ~I 0 } [ B.(6)" 0] <0 (A28

AO)TY(0) + V(O)AO) Y(O)Bu(0) | _ . C,(0)7
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Si un correcteur existe, il y a deux possibilités pour en construire un : par résolution d’'un
probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6 ou par formule explicite.
La construction d’un correcteur par probleme d’optimisation est donnée dans le théoreme
suivant.

Théoréeme A.10 (Construction d'un correcteur Hy dépendant de 6 par probleme LMI
dépendant de ). Les matrices de la représentation d’état de K(p,0) sont données par
la solution du probléeme suivant : il existe Ak (6), Bk(0) et Ck(0) telles que, pour tout
0 € [0;0], les conditions (A.18), (A.19) et (A.20) soient vérifiées avec P(0) donnée par

Ty N (o)
P6) = [ N@OT NOTY0) - X)) N ) }

ot N(0) est n’importe quelle matrice rationnelle en 0, bien posée sur [0:0], telle que, pour
tout 6 € [0;0], N(0) est inversible et avec

[AG(Q) Ba(0) ]
Ca() Dg(0)

donnée par ’équation (A.7) page 177 ot Dg(0) = 0.

La construction d'un correcteur par formule explicite est donnée dans le théoreme sui-
vant. Pour simplifier les formules, nous imposons en plus I'hypothese suivante [DGKF89] :

Dy(@)=[0 1, ].
Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme A.11 (Construction d'un correcteur Hy dépendant de 6 par formule explicite).
Une formule ezplicite est donnée par la formule explicite du Théoréme 3.2), page 112, avec

Vo) - {__%éie()@T)T 8%

VO)BuO) | Cyr 1| e O O g0 o
o 0 0 0 L 0 I
0 [ny‘—lny y

ot 0(0) est tel que les conditions (A.28) et (A.29) sont vérifiées.

Résultats de synthese d’un correcteur H, dépendant d’un parametre par op-
timisation LMI indépendant de parametre Il reste maintenant a transformer les
problemes d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de # obtenus dans le paragraphe
précédent en problemes d’optimisation sous contraintes LMI indépendant de parametre.
Les notations utilisées sont celles de la page 113 avec en plus les notations suivantes :

Re=[Cy - C G|
R :[TN T 76}
Ry, = [ Tyn - Tin Tio |-

Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme
suivant pour I’approche par changement de variables paramétrisé (Théoreme A.8).
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Théoréeme A.12 (Existence d'un correcteur Hs dépendant de 6 par changement de
variables paramétrisé en dimension ﬁni_e). Soit N un entier positif et des scalaires c;,
i=1,---,N, tels que pour tout 6 € [6;6], l—i-Zﬁilci@i # 0.

Alors il eziste des variables X(0), Y(0), V(0) (avec D(0) = 0) et T(0) de la forme sui-

vante : ZN P ZN V.6 N i
X(Q): 1;0 Z-v y(e): Z;O Z»’ T(G): Z]\?O Z-7
Zi:o d0' Zi:o di0' Zi:o d0'

V() - { A B(0) } _ T v

@) 0 SN dif

ot X; = X' e R, Yy = YI' e Rvm, ), € ROvEm)x(ndny) 0 = T ¢ Rn=Xn= ¢ d; € R,
pouri=0,..., N, telles que, pour tout @ € [0;0], les conditions (A.21), (A.22) et (A.23)
sont vérifiées si et seulement s’il existe
— des matrices symétriques X; € R™"™ Y, € R™" et T, € R™*" et des matrices
Y, € Rvtna)x(ndny) 5 — 0 N, avec

A BT

S

— des réels d;, 1=0,...,N
tels que

(1) il existe Wy € W, telle que

0o M, ] )
L Aq,, Ba,, Ca,, Do, W] <0 A.30
( Q Q Q Q {Mclp 0 1 ( )
avec
Ry 0 0 0
. 0 Rx O 0
Mi=1 ¢ g Ry 0
0 0 0 Ran,
et avec
o[ (i
CQl DQl F12(9)F13(9)
o
0 B.O)|A®) 0 | Bu(®)
0 0 0 0 —%Inw
[ 01 x Jn+ny(cz~) 0 0 0
. 0 01 Jn(cl-) 0 0
Fi(6) = 0 0 01  J,(c;) 0
i 0 0 0 01 % an(cl-)
[ I, 0 0
F13(9) = 0 Cy(9> Dyw(e) ;
| In—l—n—l—nw
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(17) il existe Wy € W, telle que

L (AQQ,BQQ,CQQ,DQQ, [ /\E)lT /\32 ] ,W2> <0 (A.31)
2
avec
Re O 0 0
_ 0 Rx Ran O
Mz 0 Rgn Ry O
0 0 0 Rf
et avec _ -
0 0 D..(0 T
%In 0 C’Z(@)T
0 1, 0
AQ? BQ? é 0 0 %[nz
o [ Ca, | Da, ] | O x T () 0 0 ’
01 % J,,(c;) 0 0
0 O % J,,(¢;) 0
i 0 0 01 x J,.(c;)
(13i) il existe W5 € W5 telle que
0 M
L (Aﬂg,BQ3,C'QS,DQ3, M(7)T %(7) } ,W3> <0 (A.32)
avec
RTH
Ms(y) =
Tnz"z
YRa
et avec _ -
1
Aq, | Ba ] A :
9[* 3 3 =
{ CQS Dﬂg _11
i 01 x Jl(Ci) i

ou T;;(0) est le jéme élément de la diagonale de T(6) :

N .
T
7,(0) = 2 .
Zi:() d;0
Les conditions sous la forme d'un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme
suivant pour I’approche par élimination paramétrisée (condition (i) du Théoreme A.9).

Théoreme A.13 (Existence d'un correcteur Hy dépendant de 6 par élimination (forme
(7)) en dimension finie). Soit N un entier positif et des scalaires ¢;, i = 1,--+ N, tels

que pour tout 6 € [0;0], 1+ S, ¢;0" # 0. Supposons que B,(0)T et [ Cy(0) Dyw(0) ],
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sont de taille constante et sont rationnelles en 0, bien posées sur [Q;@], et admettent une
représentation LFT.

Alors il existe des variables X(0), Y(0) et T(0) de la forme suivante :

N pi
E:izoe Aé ,719)::

N " N i) N i
Zi:O d;0 Zi:() d;0 Zi:O d;0

ou X; =X e RV, Y=Yl e R, T, =TT e R™*" et d; € R, pouri=10,...,N,
telles que, pour tout 6 € [0;0], les conditions (A.24), (A.25), (A.26) et (A.27) sont
vérifiées si et seulement s’il existe

— des matrices symétriques X; € R™" Y, € R™™ et 7, € R™=*"= §=0,..., N,

— des réels d;, 1=0,...,N

tels que

_ Zz’]\io yiei ij\io 7;91’

X(0) = V()

(1) il existe Wy € W, telle que

£<AQ17BQ170917D917l y Ml :|7W1> <0

MT 0
avec
| Rx 0
My = { 0 Ran, ]
et avec
A(O)T 0
oI « | Ao | Ba, | a | Bu(®)" —31n, B.(0)T 01,
Ca, | Do, 01 x J,,(c;) 0 0 I’

0 01 x J,, (c;)

(13) il existe Wy € W, telle que

E <AQ27BQQJCQQ7DQQ7 l AE)lT /\32 :| 7W2) <0
2

avec
_ | Ry O
Mo { 0 Rdﬂw}
et avec
A(9) B, (9)
Aq, | Ba, | a 0 _17
O | Gy Do |~ 2l |\ [ 0y0) Dul®) ],
. { Coy Dszz] 01 % J,(c;) 0 [ Cy(0) Dyu(d) ],
0 8]* an(Ci)

(7i7) il existe W3 € W5 telle que

L <AanBQB;OQ3,DQ37 l /\E)IT /\(/)13 ] ,W3> <0 (A.33)
3
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avec
Rx Ran O
M3 = Rd,n Ry 0
0 0 Rt
et avec ~ . -
31n 0 C.(0)
0 %]n 0
01 Ag, | Ba, | a 0 0 %]nz .
Ca, | Do, | | 0% J,(c) 0 0 ’
0 01 x J,(c;) 0
0 0 01 x J,(c;)
(1v) il existe Wy € W, telle que
0 My(7)
E (AQ47 BQ47 0945 DQ47 |: M4(’7)T 0 ,W4 <0 (A34)
avec
RTH
Ma(y)=|
4(7) Re...
YRaq
et avec ~ _
1
AQ BQ :| A
01 4 =
{ Co, | Do, _11
i 01 % Jl (Cl) ]
ou T;;(0) est le jeme élément de la diagonale de T () :
SN 0T
T;;(0) = o

IS

Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indépendant
de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme suivant pour
I'approche par élimination paramétrisée (condition (i7) du Théoreme A.9).

Théoréme A.14 (Existence d'un correcteur Hy dépendant de # par élimination (forme
(4)) en dimension finie). Soit N un entier positif et des scalaires c¢;, i = 1,--- | N, tels
que pour tout § € [0;0], 1+ S0 0" # 0.

Alors il eziste des matrices X (0), Y(0), T(0) et un réel o de la forme suivante :

N .
N o1k
_ Lo M0 = Zico XV ) 2o S0
D imo it D imo dit" 2i—o dit)"
ou X; = & e RV, Y =Y e RV, T, = T7 € R™=*™ et d; € R, pouri=0,...,N,
telles, pour tout 0 € [0;0)], les conditions (A.28), (A.29), (A.26) et (A.27) sont vérifices
st et seulement s’il existe

— Zi]\io Yit' i]\i(] 76"

X(0) Y(0)
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— des matrices symétriques X; € R"*", Y, € R™™ et T, € R™=>*" ¢=0,...,N,
— des réelso etd;, 1=0,...,N
tels que

(1) il existe Wy € W, telle que

1 O
avec
Ry 0 0
M = 0 7€¢nw 0
0 0 oly,
et avec
o[ i
Co, | Do, F12(0) F15(0)
o

O * J,,(¢;) 0 0 I
Fio() = 0 0I % J,, (c;) 0 . ,
0 0 s B.(0)T 0

(1) il existe Wa € W, telle que

L (AQQ,BQQ,CQQ,DQm { A?(T /\32 ] 7W2> <0
2

avec
Ry 0 0
M2 == 0 7?/d,nw 0
0 0 o ny
et avec
o[ ]
CQz DQ2 FQQ(Q)FQ&(Q)

o

F21(9) = {Bw(e)T _%In

w Dyw(9>T
01 Jn(cz) 0 0 I .
FQQ(Q)Fgg(Q) = 0 O % an<cl) 0 n-+ngy ] :
0 0 —In Oy(‘g) Dyw(‘g)

(1) il existe Wy € W5 telle que la condition (A.33) est vérifiée;

(1) il existe Wy € W5 telle que la condition (A.34) est vérifiée.

201
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A.2.3 Solution du Probleme de placement de poéles dépendant
d’un parametre

Dans cette annexe, nous considérons le probleme dépendant d'un parametre associé
a la localisation des poles. Ce probleme consiste a déterminer, s’il existe, un correcteur
garantissant que tous les poles du systeme en boucle fermée sont dans une certaine région
R(6) du plan complexe pour toutes les valeurs de 6 € [#;6]. La famille R(0) de régions
LMTI est définie par (voir [CG96, Chi96] pour les différentes régions que peut représenter
R(9))

R(O) ={z € C|LO)+ 2zM(0) + 2*M ()" <0} et VOc[0;0], RO CcC (A.35)

ot L() = L(0)" et M(0) sont des fonctions rationnelles de [0 ;0] dans R™ ", bien posées

sur [@; 0], qui admettent une représentation LET et ou C~ est ’ensemble des complexes
a partie réelle strictement négative.

Probleme A.2 (Probleme de placement de poles dépendant d’un parametre). Soient
05 0] un intervalle borné de R, P(p,0) le systeme augmenté défini par (3.1), page 104, et
R(0) une famille de régions LMI définie par (A.35).

Trouver, s’il existe, un correcteur K(p,0) défini par (3.2) tel que, pour tout 6 € [0;0],
tous les poles de P(p,0)x K(p,0) sont localisés dans R(0).

Nous en développons la solution. Nous suivons les mémes étapes que pour la solution du
Probleme H,, dépendant d’un parametre (Probleme 3.1, page 105). Les démonstrations
sont omises car tres similaires a celles données pour le Probleme H., dépendant d’un
parametre.

Résultat d’analyse de la localisation des pdles pour un systeme dépendant d’un
parametre Nous donnons donc d’abord le lemme d’analyse correspondant. Les condi-
tions nécessaires et suffisantes sont sous la forme d’un probleme d’optimisation dépendant

de 6. 1l s’agit d’une extension du résultat d’analyse pour le cas indépendant de parametre
[CG96, Chigb).

Lemme A.7 (Analyse de la localisation des poles dépendant d'un parametre). Soient
05 0] un intervalle borné de R, G(p,0) le systéeme défini par (3.3), page 108, et la famille
de régions R(0) définie par (A.35), page 202.

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout @ € [0;0], tous les péles de G(p,0) sont dans R(0) ;

(i7) il existe P(0) (une matrice de fonctions rationnelles en 0, bien posées sur [0 ;6]) telle

que pour tout 0 € [0 ;6]
P6) >0 (A.36)

L(0) @ P(0) + M(0) @ (P(0)Ac(0)) + M(0)" @ (P(0)Ac(9))" <0 (A.37)

ot ® désigne le produit de Kronecker.
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Résultats de synthese d’un correcteur pour le placement de pdles dépendant
d’un parametre par optimisation LMI dépendant d’un parametre Il est alors
possible de donner des conditions d’existence d’'un correcteur (et de construction) en utili-
sant soit un changement de variables paramétrisé, soit en utilisant le lemme d’élimination
paramétrisé.

Nous considérons d’abord I'approche par changement de variables paramétrisé. Les
conditions nécessaires et suffisantes d’existence d'un correcteur, sous la forme d’un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6, sont alors énoncées dans le théoreme
suivant. Ce théoreme donne aussi une formule explicite de construction d’un correcteur.

Théoréeme A.15 (Synthese pour le placement de poles dépendant d'un parametre par
changement de variables paramétrisé). Soient [0 ;6] un intervalle borné de R, P(p,0) le
systeme augmenté défini par (3.1), page 104, et une famille de régions LMI R(6) défini

par (A.85), page 202.

Alors il existe un correcteur dépendant de 6

K(p,0) = pI” [ Ck(0) | Dk (0) ]

tel que, pour tout 6 € [0 0], tous les péles du systéme en boucle fermée P(p,0) x K(p,0)
sont dans la région R(0) si et seulement si il existe
— des matrices symétriques X (0) € R™™ et Y(0) € R™*", rationnelles en 0, bien posées
sur [0;0] ;
— des matrices A(f) € R™™, B(#) € R C(0) € R™*" et D(0) € R™*™, ration-
nelles en 0, bien posées sur [0 ;0]
telles que, pour tout 6 € [0;0), les conditions (A.38) et (A.39) soient vérifiées :

[ X}é’) yé@) ] > 0; (A.38)
xO) 1]
Loye | o)
A(B)X(8) + BLO)C(O) A(B) + B.(6YD(E)C,(0)
M) ® A(9) Y©)A6) + BE)C,6) | T (4-39)
- [ABX6) + B.O)CE) AB) + B.OYDO)C,()
M) A(9) YO)A®) + BOGH) | ="

Si les matrices X(0), Y(0), A(0), B(#), C(0) et D(9)) existent, un correcteur peut étre
construit en utilisant la formule explicite du Théoreme 3.2, page 112.

Nous considérons maintenant 1’approche par élimination paramétrisé. Dans le cas
général, il n’est pas possible d’appliquer le lemme d’élimination. En effet, a cause du
produit de Kronecker qui apparait dans le résultat d’analyse, les variables de décision
relatif au correcteur apparaissent plusieurs fois. Ceci entraine qu’il faudrait éliminer une
matrice qui a une structure : ce n’est pas possible. Dans la cas ou M(f) est de rang
un, les matrices a éliminer apparaissent une seule et il est possible de les éliminer. Des
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régions définies par R(#) avec M (f) une matrice de rang un sont par exemple 1’ensemble
des complexes dont la partie réelle est inférieure a —a(f) et 'ensemble des complexes de
module inférieure a m(f). Ces ensembles sont respectivement définis par [CG96, Chi96] :

R(0) = {z € C|2a() + = + =* < 0} (A.40)

—m(@) 0 ), [0 1], .[o1 T<0
0 —m(6) 0 0 0 0 '
Les conditions nécessaires et suffisantes sous la forme d’un probléeme d’optimisation sous

contraintes LMI dépendant de 0, d’existence d'un correcteur sont alors données dans le
théoreme suivant.

R(0) = {ze@

Théoréme A.16 (Existence d'un correcteur pour le placement de poles dépendant de 0
par élimination paramétrisé). Soient [0;6] un intervalle borné de R, P(p,0) le systéme
augmenté défini par (3.1), page 104, et une famille de régions LMI R(0) défini par (A.35),
page 202, avec M(0) de rang un. Soient My (0)My(0)T une factorisation de rang plein de

M().

Alors il existe un correcteur dépendant de 0

K(p,0) = _In* [ Cx(0) | Dk (6) }

tel que, pour tout 0 € [0 ; 0], tous les péles du systéme en boucle fermée P(p, 0)xK (p, ) sont
dans la région R(0) si et seulement s’il existe des matrices symétriques X (0) € R™" et
Y(0) € R rationnelles en 6, bien posées sur [0; 0], telles que l'une des deuz conditions
sutvantes soit vérifice :

(i) pour tout 6 € [0;0], les conditions (A.41), (A.42) et (A.43) soient vérifiées;

X0) I
>0 A 41
P o] (A4
0 L, T X I AB)X(O)  A(9)
MO pgr o L(G)iﬂfﬂyw) 0+M‘9)® o o ¢ (A42)
rmore YQOY otye  MOTe g o <0
In 0 T x0) I A(0)Xx (0 A(0)
MOT® (o) L Hoe T g MO )0 ) Yo o s
X(0)AO)T 0 In 0 '
TMOTE g aetye MO ¢ e <O

(ii) il emiste un réel o tel que, pour tout 0 € [0:0), les conditions (A.44), (A.45) et

(A.46) :
X (6) 1
>0 A.44
7 e A4
x0) I A(0)X(6) A(6) X(0)A(6)T 0
L(6) ® I 0 + M) ® 0 V(0)A(0) +MO)T® AO)T AO)TY(0) +--
T
ce—0 M1(0) ® I?L B“O(e) Mi(0) ® I(i B“O(e) <0
(A.45)
X(9) I A(0)X(0) A(6) X(O)A)T 0
L) ® I Y(0) + M) ® 0 V(6)A(6) + M) ® A(0)T AO)TY(0) +
In 0 I, 0 T
Co OB Sy g MOS0 ger <0



SYNTHESE DEPENDANT DE PARAMETRES 205

Si un correcteur existe, il y a deux possibilités pour en construire un : par résolution d’un
probleme d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6 ou par formule explicite.
La construction d’un correcteur par probleme d’optimisation est donnée dans le théoreme
suivant.

Théoréme A.17 (Construction d’un correcteur pour le placement de poles dépendant
d’un parametre par probleme LMI dépendant de 0). Les matrices de la représentation
d’état de K(p,0) sont données par la solution du probléme suivant : il existe Ak (0),
Bk(0), Cx(0) et Dy (0) telles que, pour tout 0 € [0;0], la condition (A.39) soit vérifiée
avec P(0) donnée par

Yo N(®)
P(0) = [ N(O)" N(O)T(V(0) - X(0)) ' N(9) 1

ot N(0) est n’importe quelle matrice rationnelle en 0, bien posée sur [0 ;6], telle que, pour

tout 8 € [0;6], N(0) est inversible et avec

[ Ag(0) Ba(9) ]
Ca(0) Dg(9)

donnée par 'équation (A.7) page 177.

La construction d’un correcteur peut aussi se faire par I'utilisation d’une formule ex-
plicite. Une telle formule est difficile a trouver dans le cas général. Il est possible d’en
trouver une pour des cas particulier. Par exemple, dans le cas ou R(6) est la région définie
par (A.40), une formule explicite est donnée par la formule explicite du Théoréme 3.2,
page 112, avec
—AO)T —2a(0)I, —%Cy(Q)T

—%Bu(G)T 0

ou o est tel que les conditions (A.45) et (A.46) sont vérifiées.

V(0) =

Résultats de synthese d’un correcteur pour le placement de poles dépendant
d’un parametre par optimisation LMI indépendant de parametre Il reste main-
tenant a transformer les problemes d’optimisation sous contraintes LMI dépendant de 6
obtenus dans le paragraphe précédent en probleme d’optimisation sous contraintes LMI
indépendant de parametre. Les notations utilisées sont celles de la page 113.

Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme
suivant pour l’approche par changement de variables paramétrisé (Théoreme A.15).

Théoréeme A.18 (Existence d'un correcteur pour le placement de poles dépendant de 6
par changement de variables en dimension_ﬁnie). Soient N un entier positif et des réels
ci, i=1,--- N, tels que pour tout § € [0;0], 1+ Zfilciei #0.

Alors il existe des matrices X (0), Y(0) et V(0) de la forme suivante :
N i N ni N i
SN, dib SN dif @) DO) | SN 40

ou X; = X e R, Yy = Y e R, V; € RiPm)xntm) ef d; € R, pour i =0,..., N,
telles, pour tout 6 € [0;0], les conditions (A.38) et A.39 sont vérifiées si et seulement s’il
existe

, V() =
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— des matrices symétriques X; € R™™ et Y; € R™™ et des matrices V; € Rr+nu)x(ntny)

1=20,...,N;
— des réelsd;, 1=0,...,N
tels que

(1) il existe Wy € W5 telle que

0 -M
£ (AﬂgyBQ(NCQ()aDQUa |: _MT 0 0 :| ,W()) < 0 (A47)
0
avec
Ry 2R Ao | B Lo
Moé{ v d’"} et avec 0]*[ o Qo}é QI*J(CA) 0 :
0 Ry Caq | Day At
0 9[* Jn(Cl)

(12) il existe Wy € W, telle que

0 My ] )
L Al,Bl,C'l,D17 I <0 A 48
( Q Q Q Q {MlT 0 1 ( )
avec
B Ry 2Rd,n
M = 0 I, ® { 0 Ry ] 0
0 0 I, ® Rd,n
et avec
o[ttt |
Co, | Do, Fy(0)F5(0)
ou

Fi(6) = { M(9) @ {

SL(0) ® Iy + M) ® Aff) 8 +MO)" @ {8 A(%)T]
oo [ 4]
[ 1@ (01 % Jyn, (¢)) . (0) 0 !
Fy(0) = 0 I’"®{ On l GI*Jn(Ci):| ’
] 0 0 L, @ (01 x Jy(ci))
i I, 0
Ir@{ 0 Oy(é))}
F3(0) = Loy
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Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme
suivant pour l'approche par élimination paramétrisée (condition (i) du Théoreme A.16).

Théoreme A.19 (Existence d'un correcteur pour le placement de poles étendue par
élimination (forme (i)) en dimension finie). Soient N un entier positif et des réels c;,
i=1,---,N, tels que pour tout 6 € [0;0], 1+ vazl c;0" # 0. Supposons que

(siore [ afyr 5), @ (ore [ el

sont de taille constante et sont rationnelles en 0, bien posées sur [0 ;0] et admettent une
représentation LE'T.

Alors il eziste des matrices X (0) et Y(0) de la forme suivante :

N i N i
X(0) = Zi:o X0 Y() = Zz’:O Vit
( ) - N i ( ) - N i
Zz’:O di0 Zi:() dif
ou Xy =X e R Y, =YV e R et d; € R, pouri =0,..., N, telles que, pour tout

6 € [0;0], les conditions (3.7), page 110), (A.42) et (A.43) sont vérifiées si et seulement
sl existe

— des matrices symétriques X; € R™*™ et )J; e R™"™ ¢ =0,...,N,

— des réelsd;, 1=0,...,N
tels que

(1) il existe Wy € W, telle que

c(AQO,BQO,CQO,DQO,{ y _MO],W0)<0

-ME 0
avec
Ry 2R Ao, | B Lan
My 2 v an et avec O x D | P2 | 2 01 % J,(c;) 0 :
0 Ry CQO DQO n v
0 01 % Jn(cz)
(1) il existe Wy € W, telle que
0o M, ] )
L Aq,, Ba,,Ca,, Da,, W | <0

< Q1 Doy, Cay, Do lM{ 0 1

avec
Rx 2Rain
Moo | e { R } 0
0 Ir ® Rd,n

et avec

_ 0 .

M| AGT 0
Ca, [ Do, | | [ | 01*nlci) 0 ' B.(0)" 0[],
" 0 01 % J,,(¢;)
Lo [0 0IxJy(c) ] ]
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avec

E(@):%L(G)T®Izn+M(9)T®{A(g)T 8}“”(9)@[8 A(()QJ;

(131) il existe Wy € W5 telle que

£ (AQ2,BQ2,CQ2,DQ2, |: 0 M2 :| 7W2> <0

MET 0
avec » »
x 2Ran
o | e { v R ] 0
0 ]7’ ® Rd,n
et avec
_ E(6) _
~M(@O)" @[ A" 0]
Aq, | Ba, A T I, 0
91*[002 Do, } T e [ 0% Tale) 0 (Mz(G) ®{ 0 ) DL
" 0 01 * Jn<Cl)
I,,®[() 01 % J,(c;) } ]

Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoréme
suivant pour I’approche par élimination paramétrisée (condition (ii) du Théoreme A.9).

Théoréeme A.20 (Existence d'un correcteur pour le placement de poles dépendant de 6
par élimination (forme (éi)) en dimension finie). Soient N un entier positif et des réels
ci,i=1,--- N, tels que pour tout 6 € [0 0], 1+Zi]i1 c;0t # 0.

Alors il existe des matrices X(0), Y(0) et un réel o de la forme suivante :

N ; N i

VX0 N o
X(Q): Zz;() - — Zzﬁoy .
Zz‘:o d;t' Zi:o d; 0"

ou Xy =X e R Y, = VI e R et d; € R, pouri =0,..., N, telles que, pour tout
0 € [0;0], les conditions (A.44), (A.45) et (A.46) sont vérifiées si et seulement s’il existe
— des matrices symétriques X; € R™™ et Y; € R"*", i =0,...,N,
— des réelsa etd;, 1=0,...,N
tels que

Y(0)

(1) il existe Wy € W5 telle que

E (A907BQO)CQ()7DQ0a |: O _MO :| 7W0) < 0

“MT 0
avec
Rx 2R Aq, | B Lo
A X d,n Qo Q | A .
MO - |i 0 R)J 1 et avec 01 % |: CQO DQO ‘| - 01 % Jn(Cz) 0 )

0 01 % Jo(c;)
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(1) il existe Wy € W, telle que

ﬁ(&meLthn{jﬁ'%l]ww)<o

avec

I [ Rx 2Ran } 0 0
M, — 0 Ry
! 0 I, ®Ran 0
0 0 —0 o,
et avec ~ _
E(9)

Bu(0)” 0
01 Ao, | Ba, | &
Co, | Do, | — I 01 % J,,(c;) 0
" 0 01 % J,(c;)
L&[0 0T+Ju(c) ]
0 1,
Ml(@T@{Bu(e)T 01

avec

E(@)—%L(Q)T®12n+M(0)T®{A@T O}+M(0)®[O ; };

(i1) il existe Wy € W5 telle que

*C (AQQ’BQQ7CQQ7DQQ7 |: .A;)T /\32 :| 7W2> <0
2

avec

I.® { Ry 2Ran ] 0 0

M,y — 0 Ry

et avec

0 Cy(0)
01 AQz B, A
* s 01 x J,(c;) 0
r 0 01  J,(c;)
L@[0 0IxJ,(c) ]

My(0)" ® { ](;‘ Cy(ze) ]
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A.2.4 Solution du Probleme multi—criteres dépendant d’un pa-
rametre

Dans cette annexe, nous considérons le probleme dépendant d’un parametre associé au
multi—criteres. Ce probleme consiste a déterminer, s’il existe, un correcteur garantissant
que le systeme en boucle fermée a plusieurs (n,) propriétés pour toutes les valeurs de
6 € P. Pour la i®™ propriété, on sélectionne certaines composantes de w regroupées dans
w' (w' = Edw) et certaines composantes de z regroupées dans z¢ (z* = EYz) qui nous
intéressent, ce qui nous donne le systeme suivant

@(t) = A(@)z(t) + Bui(@)w(t) + Bu(0)u(t)
y(t) = Cy0)x(t) + Dywi(0)w(t)

avec C;(0) = EYC.(0), D.ui(0) = E!D.(0), D.ui(0) = E!D.,(0)E¢, Bui(0) = B, (0)E?
et Dywi(0) = D,(0)EZL. Un correcteur K(p,6) est alors recherché pour que P;(p, ) *
K(p,0) ait la propriété i, pour tout i. Le correcteur K(p,f) doit aussi garantir, pour
toutes les valeurs de # € P, la stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée ou la
localisation des poles du systeme en boucle fermée dans une région LMI.

Définition A.1 (Probleme multi-criteres dépendant d’un parametre). Soient [0 ;6] un
intervalle borné de R, P(p,0) le systeme augmenté défini par (3.1), page 104, s’il y a lieu
R(0) une famille de régions LMI définie par (A.35), page 202¢t les données de toutes les
propriétés i, c’est-a—dire Py(p,0) les systémes augmentés définis par (A.49) et ; des réels
strictement positifs.

Trouver, s’il existe, un correcteur K (p,0) défini par (3.2) tel que, pour tout 6 € [0;0] :

1. P(p,0)x K(p,0) est asymptotiquement stable ou tous les poles de P(p,0)  K(p,0)
sont localisés dans R(0) ;

2. pouri=1,....np, |Pi(p,0)*x K(p,0)| e < sila propriété i est une norme Hy ou
| Pi(p, 0) x K(p,0)||2 <~ sila propriété i est une norme Ho.

Nous en développons la résolution. Nous suivons les mémes étapes que pour la solution du
Probleme H,, dépendant d’un parametre (Probleme 3.1, page 105). Les démonstrations
sont omises.

Résultat d’analyse multi—criteres pour un systeme dépendant d’un parametre
Nous donnons donc d’abord le lemme d’analyse correspondant. Pour 1’analyse multi—
criteres, il faut sélectionner des entrées et des sorties pour la propriété ¢. On a alors
Gi(p,0) = E!G(p,0)E¢ défini par :

iolt) = Aa(@)za(t) + Bel(8)w(t)
G%‘p’”{ A = Ca@aal) + Dal@ul) (A.50)

avec Cqi(0) = E!Cq(0), Dgi(0) = E? Dg(0)ES et Bgi(0) = Bg(0)EZ. Nous avons alors le
lemme suivant.

Le lemme suivant est alors immédiat. Il énonce des conditions nécessaires et suffisantes
sous la forme d’un probleme d’optimisation dépendant de 6.
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Lemme A.8 (Analyse multi—criteres dépendant de ). Soient [0 ;0] un intervalle borné
de R, G(p,0) le systéme défini par (3.3), page 108, et les données de toutes les propriétés
i,1=1,...,n,, soit Gi(p,0) les systemes définis en (A.50) et v; des entiers strictement
positifs. S’il y a lieu, soit une famille de régions LMI R(0) définie par (A.35), page 202.

Alors les deuzx propositions suivantes sont équivalentes, pour tout 6 € [0 ;0] :
(1) G(p,0) a les deux propriétés suivantes :

1. G(p,0) est asymptotiquement stable ou tous les poles de G(p,0) sont localisés
dans R(0),

2. pour i = 1,...,n,, [|Gi(p,0)]lcc < Vi si la propriété i est une norme Hy ou
|Gi(p,0)||2 < i sila propriété i est une norme Hy ;

(1) les deux conditions suivants sont vérifiées :

1. s’il y a lieu, il existe P(0) telle que, pour tout 6 € [0 0], les conditions (A.36)
et (A.37, page 202, soient vérifiées,

2. pouri=1,...,n,, il eviste P;(0) telle que, pour tout § € [0;0), les conditions
(A.5) et (A.6), page 176, soient vérifies avec P(0) remplacée par Pi(0) si la
propriété i est une propriété de norme Hy, ou il existe P;(0) et T;(0) telles que,
pour tout 0 € [0;0], les conditions (A.21), (A.22) et (A.23), page 194, soient
vérifiées avec P(0) et T (0)remplacées par P;(0) et T;(0) si la propriété i est
une propriété de norme Hs.

Ce lemme est une concaténation des lemmes précédents. Cependant, il faut remarquer
que les variables de décision P;(f) des problemes d’optimisation pour chaque propriété i
ne sont pas les mémes pour toutes les propriétés.

Résultats de synthése d’un correcteur multi—criteres dépendant d’un parametre
par optimisation LMI dépendant d’un parametre Il est alors possible de donner
des conditions d’existence d’un correcteur (et de le construire) en utilisant un changement
de variables. Ce n’est pas possible, de facon directe, en utilisant le lemme d’élimination
(nous lexpliquerons a la fin de ce paragraphe).

Nous considérons d’abord I'approche par changement de variables paramétrisé. Les
conditions suffisantes d’existence d’un correcteur, sous la forme d’un probléeme d’optimi-
sation sous contraintes LMI dépendant de @, sont alors énoncées dans le théoreme suivant.
Au contraire des autres théoremes énoncés précédemment, les conditions trouvées ici ne
sont que suffisantes. Dans le résultat d’analyse, les P;(6) sont différents les uns des autres.
Donc, des conditions nécessaires et suffisantes conduiraient a des variables X;(6), V;(0),
A;(0), B;(0), Ci(8) et D;(#) pour chaque propriété i. Ces dernieres matrices doivent de
plus donner le méme correcteur par la formule explicite. Au vu de cette formule (voir le
Théoreme 3.2, page 112), il est alors difficile de faire autrement que d’imposer aux matrices
X;(0), Yi(0), A;(6), Bi(0), C;(0) et D;(#) d’étre les mémes pour tous les i. Ceci conduit
alors a des conditions suffisantes mais non nécessaires sous la forme d’un probleme d’op-
timisation sous contraintes LMI dépendant de #. Ce théoreme donne aussi une formule
explicite de construction d’un correcteur.

Théoréme A.21 (Syntheése d'un correcteur multi-criteres dépendant d’un parametre par

changement de variables paramétrisé). Soient [0 ;0] un intervalle borné de R, P(p,6) le
systéme augmenté défini par (3.1), page 104, et les données de toutes les propriétés i,
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i=1,...,n,, soit Pi(p,0) les systémes augmentés définis par (A.49), page 210, et v; des
réels strictement positifs. S’il y a lieu, soit une famille de régions LMI R(0) définie par
(A.35), page 202.

Alors il existe un correcteur dépendant de 0

K(p,6) = %zn* [ Ax(9) | Bx(6) }

Ck(9) | Dx(0)

tel que, pour tout € [0 ;0]
1. P(p,0) = K(p,0) est asymptotiquement stable ou tous les péles de P;(p,8) K(p,0)
sont localisés dans R(0),
2. pouri=1,....np, |Pi(p,0)x K(p,0)| < sila propriété i est une norme Hy ou
|1 Pi(p, 0) x K(p,0)||a < i sila propriété i est une norme Hy ;
sl existe
— des matrices symétriques X (0) € R™"™ et Y(0) € R"™*", rationnelles en 0, bien posées

sur [6;0];
— des matrices A(0) € R™", B(#) € R™", C(0) € R™*" et D(0) € R™*"v, ration-
nelles en 6, bien posées sur [0 ;0]
telles que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. sl y a lieu, les conditions (A.38) et (A.39), page 203, soient vérifiées ;

2. pour i = 1,...,n,, les conditions (3.7) et (3.8) soient vérifiées si la propriété i
est une propriété de norme Hy, ou il existe T;(0) = T;(0)T telle que les conditions
(A.21), (A.22) et (A.23), page 194, soient vérifiées avec T (0) remplacée par T;(6)
si la propriété i est une propriété de norme Hs.

St les matrices X(0), Y(0), A(8), B(8), C(8), D(8) et T(0), existent, un correcteur peut
étre construit en utilisant la formule explicite du Théoréme 3.2, page 112.

Remarque A.5. La condition

Vo € [0;0], {ng) yge) } >0

est répétée plusieurs fois. Il suffit qu’elle n’apparaisse qu’une fois. Elle n’est pas nécessaire
st ['une des propriété est une propricté de norme Hy puisqu’elle est impliqué par la condi-
tion (A.22).

Si l'une des propriétés i est une norme Hy, alors D(0) = 0.

Il n’est pas possible d’utiliser le Lemme d’élimination paramétrisé A.4, page 179, pour
résoudre le Probleme multi—criteres dépendant d’un parametre aussi directement qu’avec
un changement de variables. La difficulté étant qu’en concaténant les conditions présentées
précédemment en une seule comme dans la remarque 2.1, page 59, il n’est pas possible de
factoriser la condition obtenue sous la forme du lemme d’élimination paramétrisé car la
variable a éliminer aurait alors une structure. Par exemple, considérons le systeme

(t) = A(0)x(t) + B(O)u(t)

avec A(f) € R™" et B() € R™™ rationnelles en 6, bien posées sur [¢;0]. Et supposant
que l'on veuille trouver pour ce systeme un retour d’état

u(t) = K(0)x(t),
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avec K () continue en 6, pour que, pour tout 6 € [; 6], le systéme bouclé
i(t) = (A(0) + B(0)K(0))x(t)

soit stable et ait un taux de décroissance supérieure a a (a > 0). Une condition nécessaire
et suffisante est de trouver P;(0) = Py (0)T, P2(0) = Po(0)T et K(6) des fonctions continues
de 0 telles que

w0 €[00, A(0) + B(0)K (0))"P1(0) + Pr(0)(A(6) + B(0) K

( (0
2aP5(0) + (A(0) + B(0) K (8))TPa(6) + Pa(6)(A(6) + B()K (6

NNV V
oo oo

On voudrait éliminer K (). On cherche donc a factoriser K (6) dans les deux dernieres

conditions. Il vient : pour tout 6 € [6; 6],

| i) - o
[A<9>TP1<0>+7>1<9>A<9> 0 %
0 2aP, () T+ A0)TPa(0) + P2(0) A(0)
[P i [ ][5 2]+
S i | R B B SO I

K@) 0
0 K(6)

une structure (voir le Lemme A.4, page 179).

Il faudrait donc éliminer [ } . Or ceci n’est pas possible car cette matrice a

Une fagon indirecte pour résoudre le Probleme multi—criteres dépendant d’un parametre
avec une approche par élimination est d’utiliser une approche mono—critere. On cherche
une seule propriété qui implique toutes les propriétés du multi—critéres (voir le paragraphe
sur la mise en ceuvre de la méthode de synthese H., pour la détermination d’une borne
atteignable dans le cas de plusieurs spécifications fréquentielles a la page 123). Dans notre
exemple, le probleme mono—critere est évident : il suffit que le systeme en boucle fermée
ait un taux de décroissance supérieure a a; il s’agit méme d’une équivalence.

Résultats de synthése d’un correcteur pour le placement de pole dépendant
d’un parametre par optimisation LMI indépendant de parametre Il reste main-
tenant a transformer le probleme de faisabilité sous contraintes LMI dépendant de 6 ob-
tenus dans le paragraphe précédent en un probleme de faisabilité sous contraintes LMI
indépendant de parametre. Les notations utilisées sont celles de la page 113.

Les conditions sous la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI indé-
pendant de parametre obtenues apres transformation sont énoncées dans le théoreme
suivant pour l'approche par changement de variables paramétrisé (Théoreme A.21).

Théoréeme A.22 (Existence d’un correcteur multi—criteres dépendant d’un parametre
par changement de variables paramétrisé en dimension finie). Soit N un entier positif et
des scalaires ¢;, i = 1,--- | N, tels que pour tout § € [0;0], 1+ Zfil c;0' # 0.

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
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(1) il existe des matrices X(0) € R™", V(@) € R™", A(#) € R™™, B(#) € R,

C(0) € R™*™ et D(0) € R"™*"™  rationnelles en 0, bien posées sur [0 ;0] de la forme

sutvante :
> it >y Vit A(0) B(0) > Vi’
X(0)==Z—— YO)==5F"—F— V0= o L
SN dif SN dib c@) DO) ] N a6
ol X; = X' e R, Y, = Y € R,V € Rttt et d; € R, pour
i =0,...,N, telles que, pour tout 6 € [0;0], les deuzx conditions suivantes soient
vérifiées :
1. s’il y a lieu, les conditions (A.38) et (A.39), page 203, soient vérifiées,
2. pouri=1,...,ny, les conditions (3.7) et (3.8) soient vérifiées si la propriété i

est une propriété de norme Hy, ou il existe T;(0) = T;(0)T telle que les condi-
tions (A.21), (A.22) et (A.23), page 194, soient vérifiées avec T (0) remplacée
par T;(0) de la forme suivante

Z;‘Vzo Tijej

T(0) = T
) Zfiodﬂz

st la propriété i est une propriété de norme Hs ;
(1) il existe :
— des matrices symétriques X; € R™™ et Y; € R™", et des matrices V; € RO x(ntny)

1=0,....,N;
— des réelsd;, 1=0,...,N
tels que

1. s’ily a lieu, les deux conditions suivantes soient vérifiées :
— il existe Wy € W, telle que pour tout 6 € [0;0], la condition (A.47) soit

vérifiée, B
— il existe Wy € W, telle que pour tout 0 € [0;6], la condition (A.48),
2. pouri=1,...,n,, les conditions suivantes soient vérifiées

— il existe Wiy € Wy, telle que pour tout 0 € [0;0], la condition (3.13), page
114, soit vérifiée avec Wy remplacée par Wi,

— il existe Wii € W, telle que pour tout 0 € [0;0], la condition (3.14), page
114, soit vérifice avec Wy remplacée par Wi

si la propriété i est une propriété de norme H., ou les conditions suivantes

soient vérifiées

— il existe Wi € Wy, telle que, pour tout 6 € [0 0], la condition (A.30), page
197, soit vérifiée avec Wy remplacée par Wiy,

— il existe Wiy € W, telle que, pour tout 0 € [0;0], la condition (A.31), page
198, soit vérifiée avec Way remplacée par Wis,

— il existe Wiz € Wy et des matrices T;; = ’Z;JT e R™=>*"= 5 =0,---, N, telles
que, pour tout 6 € [0;0], la condition (A.32), page 198, soit vérifice avec Ws
et les 7; remplacées par Wiz et les T;;

st la propriété v est une propriété de norme Hs.

A.2.5 Approche alternative de type polytopique

Dans cet annexe, nous développons l'approche alternative utilisée dans la Section
3.4.1.1, page 131, dans le cas de dépendance affine et rationnelles de degré un. Nous
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considérons un systeme généralisé P(p, ) dont les matrices de la représentation d’état
dépendent de 0 :

z(t) = Az(t) + Byw(t) + Bu(t)
z2(t) = C.(0)x(t) + D,p(@w(t) + D..(0)u(t) . (A.51)
yt) = Cyz(t) + Dyw(t)

Une telle représentation d’état peut étre obtenue lorsque seulement les pondérations de
sortie sont dépendant de 6 de la facon suivante :

Aw, | Bw.
Cw,(0) | Dw,(0)

Notons que c’est le cas dans I'exemple de la Section 3.4.1.1. De plus la matrice
[ C.(0) D.,,(0) D.,.(0) ]

est supposée étre rationnelle de degré un en #, c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire

Ws(p,0) = %[* (A.52)

[ Cz(‘g) Dzw(0> Dzu(g) ] == [ CzO Dzw() Dzu() ] + [ Czl Dzwl Dzul :|

1+do

avec 1 + df # 0 ne s’annulant pas sur [0;1].
Nous avons alors le théoreme suivant.

Théoréme A.23. [l existe X(0) = Xy + ﬁ/lﬁ, YO) =Y+ lJg%yl et

o AQ Bo 0 ./41 Bl
V(Q)_[Co Do]+1+d0{c1 Dl}

telles que pour tout 6 € [0, 1] les contraintes (3.7) et (3.8) sont vérifiées si
1.

Czl/Yl + DzulC'l = 0 Dzulpl = 0 ) <A53)
2. pour a € {0,1} :
X+ -4 1
[ 1[+da 9 o« y | > 0 (A.54)
0+ 1+dav'1
(0]
1+ da ( )
ou
[ AX0+X0AT+... ]
- (A0)T + A+ BuDoCy| Buw + BuDoDyw (C20X0 + D2uoCo)T
BuCo + (BuCo)
Ao + (A + BuDoCy)T Ao+ Yod + ... YoBu + BoD (Ci0 + D2u0DoCy) "
— 0 0 0 ) 0 Y 20 zu0 0
To = CTE D BoCy + (BoCy)T i " b (A.56)
(Bw + BuDoDyw)T | (YoBuw + BoDyw)T = (Dzw0 + Dzu0DODy) T
CZOXO + DzuOCO Cz() + DzuODOCy Dzw() + DzuODODyw _’YI i
AXxy) + X AT+ - (Co1Xo + CooX))T +... ]
T (A1)" 4+ BuD1Cy BuD1Dyw .
Bucl + (Bucl) (DzulcO + Dzuocl)
T ATV + 1A+ ... ()T +...
-Al + (BuDICy) T V1By + BlDyw T
Blcy + (Blcy) ((DzuIDO + DzuODI)Cy)
T = P . (A.5T)
(D 1) —+ ...
(BuDlDyw)T (lew + BlDyw)T 771 e T
((Dzu1D0 + Dzuopl)Dyw)
CZIXO+CZOX1+~~~ Czl‘i’u- Dzw1+~-‘

L Dzulco + DzuOcl (DzuIDO + DzuODI)Cy (DzuIDO + DzuODI)Dyw



216 CHAPITRE A ANNEXES

Remarque A.6. Méme si les données et des variables de décision sont affines en 0
(d =0), les matrices de la représentation du correcteur obtenu ne sont pas affines mais
rationnelles en 6.

Démonstration Considérons la condition (3.8). Dans ce cas, elle peut se récrire :

9 6 \°
Vo € [0,1], Tp + mTl + (H—d&) Ty < 0. (A.58)

ou Ty et T sont respectivement définies dans les expressions (A.56) et (A.57) et ou

0 0 0 (Clel + lecl)T
0 0 0 D..D:C,)T
T, — (D DiCy) —.  (A59)
0 0 0 (DzUIDIDyw)
Czl)(l + Dzulcl Dzulplcy DzulplDyw 0

Les conditions égalités (A.53) imposent T = 0. La condition (A.58) est alors équivalent
a la condition (A.55) par application du résultat suivant [GCG93] (voir aussi la partie
bibliographique, notamment le Lemme 2.12, page 76).

Lemme A.9. Soit une matrice symétrique T'(0) rationnelle de degré un en 0.

Alors T'(0) est définie positive pour tout § € [0;1] si et seulement si T'(«) est définie
positive pour a € {0;1}.

La condition (3.7) est directement équivalent & la condition (A.54) par application du
Lemme A.9. 0



BIBLIOGRAPHIE!

[AG95)

[AGB95]

[Ala01]

[ATS)]

[BBY1]
[BBTNO3]

[Bec95|

[BEFB94]

[BGSAO1]

[BLi02]

[Bli03]

[Bli04]

P. Apkarian and P. Gahinet. A convex characterization of gain-scheduled
H, controllers. IEEE Transactions Automatic Control, 40(5) :853-864, May
1995.

P. Apkarian, P. Gahinet, and G. Becker. Self-scheduled H, control of linear
parameter-varying systems : a design example. Automatica, 31(9) :1251-1261,
September 1995.

D. Alazard. Extracting physical tuning potentiometers from a complex control
law : application to flexible aircraft flight control. ATAA Journal of Guidance,
Control and Dynamics, August 2001.

P. Apkarian and H.D. Tuan. Parametrized LMIs in control theory. In Confe-
rence on Decision and Control, pages 152—-157, Tampa, Florida, USA, Decem-
ber 1998.

S. Boyd and C. Barratt. Linear Controller Design : Limits of Performance.
Prentice-Hall, 1991.

F.D. Barb, A. Ben-Tal, and A. Nemirovski. Robust dissipativity of interval
uncertain linear systems. 41(6) :1661-1695, 2003.

G. Becker. Parameter-dependent control of an under-actuated mechanical
system. In Conference on Decision and Control, pages 543-548, New Orleans,
LA, USA, December 1995.

S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan. Linear Matriz In-
equalities in Systems and Control Theory, volume 15 of Studies in Appllied
Mathematics. STAM, Philadelphia, USA, June 1994.

X. Bombois, M. Gevers, G. Scorletti, and B.D.O. Anderson. Robustness ana-
lysis tools for an uncertainty set obtained by prediction error identification.
Automatica, 37(10) :1629-1636, 2001.

P-A. Bliman. Nonconservative LMI approach to robust stability for systems
with uncertain scalar parameters. In Conference on Decision and Control,
pages 305-310, Las Vegas, Nevada, USA, December 2002.

P-A. Bliman. Stabilization of LPV systems. In Conference on Decision and
Control, pages 6103-6108, Maui, Hawaii, USA, December 2003.

P-A. Bliman. An existence result for polynomial solutions of parameter-
dependent LMIs. Systems and Control Letters, 51(3-4) :165-169, March 2004.

217



218

[BPY4]

[BPDO2)]

[BPPB93]

[BSG+04]

[BTNO1]

[BYDM94]

[CG96]

[CGA9)]

[Che82]
(Chi96]

[CTB99)]

[ACP02]

[Del84]

[Des69]
[DF99]

[DGKFS9]

BIBLIOGRAPHIE

G. Becker and A. Packard. Robust performance of linear parametrically va-

rying systems using parametrically-dependent linear feedback. Systems and
Control Letters, 23(3) :205-215, September 1994.

B. Bamieh, F. Paganini, and M.A. Dahleh. Distributed control of spatially-
invariant systems. IFEE Transactions Automatic Control, 47(7) :1091-1107,
July 2002.

G. Becker, A. Packard, D. Philbrick, and G. Balas. Control of parametrically-
dependent linear systems : a single quadratic Lyapunov approach. In Ame-
rican. Control Conference, pages 2795-2799, San Fransisco, California, USA,
June 1993.

X. Bombois, G. Scorletti, M. Gevers, R. Hildebrand, and P. Van den Hof.
Data-based controller design at the cheapest experimental cost. In Conference
on Decision and Control, Atlantis, Paradise Island, Bahamas, December 2004.

A. Ben-Tal and A. Nemirovski. Lectures on Modern Convex Optimization :
Analysis, Algorithms, and Engineering Applications. Series on Optimization.

MPS/SIAM, Philadelphia, PA, USA, 2001.

R.P. Braatz, P.M. Young, J.C. Doyle, and M. Morari. Computational com-
plexity of p calculation. IEEE Transactions Automatic Control, 39(5) :1000—
1002, May 1994.

M. Chilali and P. Gahinet. H., design with pole placement constraints : an
LMI approach. IEEE Transactions Automatic Control, 41(3) :358-367, March
1996.

M. Chilali, P. Gahinet, and P. Apkarian. Robust pole placement in LMI
regions. IEEE Transactions Automatic Control, 44(12) :2257-2270, December
1999.

E.W. Cheney. Approximation theroy. AMS Chelsea Publishing, Providence,
Rhode Island, second edition, 1982.

M. Chilali. Méthodes LMI pour ’analyse et la synthese multi-critére. PhD
thesis, Université Paris Dauphine, Paris, France, 1996.

Y .-S. Chou, A.L. Tits, and V. Balakrishnan. Stability multipliers and p upper
bounds : connections and implications for numerical verification of frequency
domain conditions. IEEE Transactions Automatic Control, 44(5) :906-913,
1999.

G. Ayres de Castro and F. Paganini. Convex synthesis of localized controllers
for spatially invariant systems. Automatica, 38(3) :445-456, March 2002.

D.F. Delchamps. Analytic feedback control and the algebraic Riccati equa-

tion. IEEE Transactions Automatic Control, 29(11) :1031-1033, November
1984.

C.A. Desoer. Slowly varying system & = A(t)x. IEEE Transactions Automatic
Control, AC-14(6) :780-781, dec 1969.

G. Duc and S. Font. Commande H,, et p-analyse : des outils pour la robus-
tesse. Hermes, 1999.
J.C. Doyle, K. Glover, P.P. Khargonekar, and B.A. Francis. State-space solu-

tions to standard H, and H, control problems. IEEE Transactions Automatic
Control, 34(8) :831-847, August 1989.



BIBLIOGRAPHIE 219

[dOBG99|
[Doy82]

[DPZ91]

[DS98]

[DSO0]

[FAG96]

[FBIS)

[Fon95]

[FS03]

[FSF99)

[FTDY1]

[Fu97]

[GAY4]

[GACO6]

[Gah96]

[GCG93]

M.C. de Oliveira, J. Bernussou, and J.C. Geromel. A new discrete-time robust
stability condition. Systems and Control Letters, 37(4) :261-265, July 1999.

J.C. Doyle. Analysis of feedback systems with structured uncertainties. Pro-
ceedings of IEE, 129-D(6) :242-250, November 1982.

J.C. Doyle, A. Packard, and K. Zhou. Review of LFT’s, LMI’s and p. In
Conference on Decision and Control, pages 1227-1232, Brighton, UK, De-
cember 1991.

M. Dettori and C.W. Scherer. Robust stability analysis for parameter de-
pendent systems using full block S-procedure. In Conference on Decision and
Control, pages 2798-2799, December 1998.

M. Dettori and C.W. Scherer. New robust stability and performance condi-
tions based on parameter-depedent multipliers. In Conference on Decision
and Control, pages 4187-4192, Sydney, Australia, December 2000.

E. Feron, P. Apkarian, and P. Gahinet. Analysis and synthesis of robust
control systems via parameter-dependent Lyapunov functions. IEEE Tran-
sactions Automatic Control, 41(7) :1041-1046, July 1996.

I. Fialho and G. Balas. Adaptive vehicle suspension design using LPV me-
thods. In Conference on Decision and Control, pages 469-474, Tampa, Flo-
rida, USA, December 1998.

S. Font. Méthodologie pour Prendre en Compte la Robustesse des Systémes
Asservis : Optimisation Hy, et Approche Symbolique de la Forme Standard.
PhD thesis, Université de Paris-Sud et Ecole Supérieure d’Electricité, France,
April 1995.

V. Fromion and G. Scorletti. A theoretical framework for gain scheduling.
International Journal of Robust and Nonlinear Control, 13 :951-982, February
2003.

V. Fromion, G. Scorletti, and G. Ferreres. Nonlinear preformance of a PI
controlled missile : an explanation. International Journal of Robust and Non-
linear Control, 9 :485-518, February 1999.

M. K. H. Fan, A. L. Tits, and J. C. Doyle. Robustness in the presence of
mixed parametric uncertainty and unmodeled dynamics. IEEFE Transactions
Automatic Control, 36(1) :25-38, January 1991.

M. Fu. The real structured singular value is hardly approximable. [EEE
Transactions Automatic Control, 42(9) :1286-1288, September 1997.

P. Gahinet and P. Apkarian. A linear matrix inequality approach to H.,
control. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 4(4) :421-
448, October 1994.

P. Gahinet, P. Apkarian, and M. Chilali. Affine parameter-dependent Lyapu-
nov functions and real parametric uncertainty. IEEFE Transactions Automatic
Control, 41(3) :436-442, March 1996.

P. Gahinet. Explicit controller formulas for LMI-based H,, synthesis. Auto-
matica, 32(7) :1007-1014, July 1996.

F. Garofalo, G. Celentano, and L. Glielmo. Stability robustness of inter-
val matrices via Lyapunov quadratic forms. IEEE Transactions Automatic
Control, 38(2) :281-284, February 1993.



220

(GIT9)

[GNLC95]
[GOL9S]
[Hel95]

[Hel03]

[HJ85]

[HK96]

[THO3]

[THO5]

[IMF00]

1894]

[1S01]

[Twa93]

[Iwa97]

[Jaker]

[KJ99]

BIBLIOGRAPHIE

M.R. Garey and D.S. Johnson. Computers and Intractability : a guide to the
theory of NP—completeness. A series of books in the mathematical sciences.
W.H. Freeman and Company, New York, U.S.A., 1979.

P. Gahinet, A. Nemirovski, A.J. Laub, and M. Chilali. LMI Control Toolboz.
The Mathworks Partner Series. The Mathworks, Inc., 1995.

L. El Ghaoui, F. Oustry, and H. Lebret. Robust solutions to uncertain semi-
definite programs. SIAM J. Optimization, 9(1) :33-52, January 1998.

A. Helmersson. p synthesis and LFT gain scheduling with mixed uncertain-
ties. In Furopean Control Conference, pages 153—158, Roma, Italy, July 1995.

A.  Helmersson. On  synthesis of practically valid gain-
scheduled controllers. Technical report, Linkoping University,
http ://www.control.isy.liu.se/ andersh/, June 2003.

R.A. Horn and C.R. Johnson. Matriz analysis. Cambridge University Press,
1985.

T. Hiroe and P.P. Khargonekar. Stability and H,, performance analysis of
gain scheduled nonlinear control systems with D-implementation under slowly
varying command inputs. In Conference on Decision and Control, pages 1656—
1662, Kobe, Japan, December 1996.

T. Iwasaki and S. Hara. Generalization of Kalman-Yakubovich-Popov lemma

for restricted frequency inequalities. In American Control Conference, pages
3828-3833, Denver, Colorado, USA, June 2003.

T. Iwasaki and S. Hara. Generalized KYP lemma : unified frequency domain
inequalities with design applications. IEEFE Transactions Automatic Control,
50(1) :41-59, January 2005.

T. Iwasaki, G. Meinsma, and M. Fu. Generalized S-procedure and finite
frequency KYP lemma. Mathematical Problems in Engineering, 6 :305-320,
December 2000.

T. Iwasaki and R. E. Skelton. All controllers for the general H., control
problem : LMI existence conditions and state space formulas. Automatica,
30(8) :1307-1317, August 1994.

T. Iwasaki and G. Shibata. LPV system analysis via quadratic separa-
tor for uncertain implicit systems. [FEE Transactions Automatic Control,
46(8) :1195-1208, August 2001.

T. Iwasaki. A Unified Matriz Inequality Approach to Linear Control Design.
PhD thesis, Purdue University, West Lafayette, IN 47907, December 1993.

T. Iwasaki. Robust stability analysis with quadratic separator : Parametric
time-varying uncertainty cases. In Conference on Decision and Control, pages
48804885, San Diego, California, US, December 1997.

V.A. Jakubovi¢. The S-procedure in nonlinear control theory. Vestnik Le-
ningrad Univ. (russian) Vestnik Leningrad Univ. Math. (amer.), 4 (amer.)(1
(russian)), 1971 (russian) 1977 (amer.).

LE. Kose and F. Jabbari. Control of LPV systems with partly measured
parameters. [IEEE Transactions Automatic Control, 44(3) :658-663, March
1999.



BIBLIOGRAPHIE 221

[KJS98

[KKTS9]

[KYM*01]

[LDY5]

[LFO03]

[LFO5]

[LHO7]

[LHO2]

[Lim99]
[Meg96]

[MKSO8]

[MR97]

[MSF97]

[ING94]
[Pac94]
[Ran96]

[Roc70]

LE. Kose, F. Jabbari, and W.E. Schmitendorf. A direct characterization of
Ls-gain controllers for LPV systems. IEEFE Transactions Automatic Control,
43(9) :1302-1307, September 1998.

E.W. Kamen, P.P. Khargonekar, and A. Tannebaum. Control of slowly-
varying linear systems. IEEFE Transactions Automatic Control, 34(12) :1283—
1285, December 1989.

M.R. Katebi, I. Yamamoto, M. Matsuura, M.J. Grimble, H. Hirayama,
and N. Okamoto. Robust dynamic ship positioning control system design

and applications. International Journal of Robust and Nonlinear Control,
11(13) :1257-1284, 2001.

W.M. Lu and J.C. Doyle. H, control of nonlinear systems : a convex characte-
rization. IEEE Transactions Automatic Control, pages 1668-1675, September
1995.

X. Litrico and V. Fromion. Advanced control politics and optimal perfor-
mance for an irrigation canal. In European Control Conference, Cambridge,
UK, December 2003.

X. Litrico and V. Fromion. H,, control of an irrigation canal pool with a
mixed control politics. may, accepted for publication 2005.

S. Lim and J.P. How. Analysis of LPV systems using a piecewise affine
parameter-dependent Lyapunov function. In Conference on Decision and
Control, pages 978-983, San Diego, California, USA, December 1997.

S. Lim and J.P. How. Analysis of linear parameter-varying systems using a
non-smooth dissipative systems framework. International Journal of Robust
and Nonlinear Control, 12(12) :1067-1092, October 2002.

S. Lim. Analysis and control of linear parameter-varying systems. PhD thesis,
Standford University, California, USA, 1999.

A. Megretski. Ly BIBO output feedback stabilization with saturated control.
In IFAC World Congress, pages 435-440, June 1996.

I. Masubuchi, A. Kume, and E. Shimemura. Spline-type solution to
parameter-dependent LMIs. In Conference on Decision and Control, pages
1753-1758, Tampa, Florida, USA, December 98.

A. Megretski and A. Rantzer. System analysis via integral quadratic
constraints. [EFEE Transactions Automatic Control, pages 819-830, June
1997.

G. Meinsma, Y. Shrivastava, and M. Fu. A dual formulation of mixed g and
on the losslessness of (d, g) scaling. IEEE Transactions Automatic Control,
42(7) :1032-1036, July 1997.

A. Nemiroskii and P. Gahinet. The projective method for solving linear matrix
inequalities. In American Control Conference, 1994.

A. Packard. Gain scheduling via linear fractional transformations. Systems
and Control Letters, 22 :79-92, 1994.

A. Rantzer. On te kalman-yakubovich-popov lemma. Systems and Control
Letters, 28(1) :7-10, June 1996.

R.T. Rockafellar. Convex analysis. Princeton Landemarks in Mathematics
and Physics. Princeton University Press, Princeton, New Jersey, USA, 1970.



222

[RP02]

[RRSS]

[RSO0

[RSFO1]

[RSF03]

[Rug9l]

[SATS]

[SA90]
[Saf80]
[Saf83]

[SB92]

[Sch9g]

[Sch01]
[Sch03]
[Sco97]

[SE9S]

[SF05]

BIBLIOGRAPHIE

D.C.W. Ramos and P.L.D. Peres. An LMI condition for the robust stability
of uncertain continuous-time linear systems. [IEEE Transactions Automatic
Control, 47(4) :675-678, April 2002.

A.C.M. Ran and L. Rodman. On parameter dependence of solutions of al-

gebraic Riccati equations. Mathematics of Control, Signals, and Systems,
1:269-284, 1988.

W.J. Rugh and J.S. Shamma. Research on gain scheduling. Automatica,
36(10) :1401-1425, October 2000.

L. Rossignol, G. Scorletti, and V. Fromion. Filter design under magnitude
constraints is a finite dimensional convex optimization problem. In Conference
on Decision and Control, pages 3575-3580, Orlando, Florida, USA, December
2001.

L. Rossignol, G. Scorletti, and V. Fromion. Filter design : a finite dimensional
convex optimization approach. International Journal of Robust and Nonlinear
Control, 13 :1317-1335, October 2003.

W.J. Rugh. Analytical framework for gain scheduling. IEEE Control Systems
Magazine, 11(1) :79-84, January 1991.

M. G. Safonov and M. Athans. Robustness and computation aspects of non-
linear stochastic estimators and regulators. IEFEE Transactions Automatic
Control, AC-23(4) :717-725, August 1978.

J.S. Shamma and M. Athans. Analysis of gain scheduled control for nonlinear
plants. IEEE Transactions Automatic Control, 35(8) :898-907, August 1990.

M. G. Safonov. Stability and Robustness of Multivariable Feedback Systems.
MIT Press, Cambridge, 1980.

M. G. Safonov. Propagation of conic model uncertainty in hierarchical sys-
tems. IEEE Transactions on Circuits and Systems, pages 388-396, June 1983.

S.M. Shahruz and S. Behtash. Design of controllers for linear parameter-
varying systems by the gain scheduling technique. J. of Mathematical Analysis
and Applications, 168 :195-217, 1992.

C.W. Scherer. Robust performance analysis for parameter dependent systems
using tensor product splines. In Conference on Decision and Control, pages
2216-2221, Tampa, Florida, USA, December 1998.

C.W. Scherer. LPV control and full block multipliers. Automatica, 73(3) :361—
375, March 2001.

C.W. Scherer. When are multiplier relaxations exact? In IFAC Symposium
on Robust Control Design, 2003.

G. Scorletti. Approche Unifiée de I’Analyse et de la Commande des Systéemes
par Formulation LMI. PhD thesis, Université de Paris-Sud, juin 1997.

G. Scorletti and L. El Ghaoui. Improved LMI conditions for gain scheduling
and related problems. International Journal of Robust and Nonlinear Control,
8(10) :845-877, August 1998.

G. Scorletti and V. Fromion. Introduction a la commande multivariable
des systemes : méthodes de synthese fréquentielle H,,. Cours de 3A
Instrumentation—Automatique de 'ENSI de Caen, France, October 2005.



BIBLIOGRAPHIE 223

[SFF03]

[SGCOT]

[Shags]
[SMN90]
[SP96al
[SP9GD)

[SR99]

[SROO]

[SRF04]

[TAOO]

[TA02]

[TdS01]

[TdS02]

[TO95)

[TS94]

[VBWHO3]

[Vid93)

G. Scorletti, V. Fromion, and S. Font. Automatique fréquentielle : des criteres
graphiques a l'optimisation LMI. JESA, 37 :161-185, 2003.

C. Scherer, P. Gahinet, and M. Chilali. Multiobjective Output-Feedback
control via LMI optimization. [EEE Transactions Automatic Control,
42(7) :896-911, July 1997.

J.S. Shamma. Analysis and design of gain scheduled control systems. PhD
thesis, M.I.T., Dept. of Mechanical Engineering, 1988.

M. Sampei, T. Mita, and M. Nakamichi. An algebraic approach to H,, output
feedback control problems. Systems and Control Letters, 14(1) :13-24, 1990.

S. Skogestad and I. Postlethwaite. Multivariable Feedback Control, Analysis
and Design. John Wiley & Sons, Chichester, England, 1996.

R. Smith and A. Packard. Optimal control of pertubed linear static systems.
IEEE Transactions Automatic Control, 41(4) :579-584, April 1996.

D.J. Stilwell and W.J. Rugh. Interpolation of observer state feedback control-
lers for gain scheduling. IEEE Transactions Automatic Control, 44(6) :1225—
1229, June 1999.

D.J. Stilwell and W.J. Rugh. Stability preserving interpolation methods for
the synthesis of gain scheduled controllers. Automatica, 36(5) :665-671, May
2000.

G. Scorletti, L. Rossignol, and V. Fromion. Frequency dependent model phase
reduction using convex optimization. In Conference on Decision and Control,
Atlantis, Paradise Island, Bahamas, December 2004.

H.D. Tuan and P. Apkarian. Monotonic relaxation for robust control : new
characterization. In American Control Conference, pages 1914-1918, Chicago,
[linois, USA, June 2000.

H.D. Tuan and P. Apkarian. Monotonic relaxations for robust control : new
characterizations. IEEE Transactions Automatic Control, 47(2) :378-384,
February 2002.

A. Trofino and C.E. de Souza. Biquadratic stability of uncertain linear sys-
tems. IEEE Transactions Automatic Control, 46(8) :1303-1307, August 2001.

A. Trofino and C.E. de Souza. Guaranteed cost control for rational parameter-
dependent discrete-time systems. In Conference on Decision and Control,
pages 18701875, Las Vegas, Nevada, USA, December 2002.

O. Toker and H. Ozbay. On the NP-hardness of solving bilinear matrix inequa-
lities and simultaneous stabilization with static output feedback. In American
Control Conference, pages 2525-2526, Seattle, Washington, USA, June 1995.

K. Tanaka and M. Sano. A robust stabilization problem of fuzzy control
systems and its application to backing up control of a truck-trailer. IEFEE
Transactions on Fuzzy Systems, 2(2) :119-134, may 1994.

L. Vandenberghe, V. Balakrishnan, R. Wallin, and A. Hansson. On the im-
plementation of primal-dual interior-point methods for semidefinite program-
ming problems derived from the KYP lemma. In Conference on Decision and
Control, pages 4658-4663, Hawaii, December 2003.

M. Vidyasagar. Nonlinear Systems Analysis. Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
New Jersey, second edition, 1993.



224

[WB02]

[Wil71]

[WYPBY6]

[YS97]

[Zam81]

[ZDGI6]

[Zha02)]

BIBLIOGRAPHIE

F. Wang and V. Balakrishnan. Improved stability analysis and gain-scheduled
controller synthesis for parameter-dependent systems. I[IEEFE Transactions
Automatic Control, 47(5) :720-734, May 2002.

J. C. Willems. Least squares stationnary optimal control and the algebraic
Riccati equation. IEEFE Transactions Automatic Control, AC-16(6) :621-634,
December 1971.

F. Wu, X.H. Yang, A. Packard, and G. Becker. Induced [5-norm control for
LPV systems with bounded parameter variations rates. International Journal
of Robust and Nonlinear Control, 6(9-10) :983-998, November 1996.

J. Yu and A. Sideris. H,, control with parametric Lyapunov functions. Au-
tomatica, 30(1) :57-69, January 1997.

G. Zames. Feedback and optimal sensitivity : model reference transforma-
tions, multiplicative seminorms, and approximate inverses. IFEFE Transac-
tions Automatic Control, AC-26(2) :301-320, April 1981.

K. Zhou, J.C. Doyle, and K. Glover. Robust and optimal control. Prentice
Hall, Upper Saddle River, New Jersey, USA, 1996.

X. Zhang. Parameter—dependent Lyapunov functions stability analysis of li-
near parameter—dependent dynamical systems. PhD thesis, Georgia Institue
of Technology, December 2002.






Syntheése dépendant de parametres par optimisation LMI de dimension finie : application
a la synthese de correcteurs reréglables

Résumé de la these Ce travail permet de résoudre des problemes d’optimisation LMI
dépendant rationnellement d’un ou plusieurs parametres. Ce résultat est fondamental car
il offre une solution efficace a la classe extrémement large des problemes se formulant
comme un probleme d’optimisation LMI dépendant de parametres.

En Automatique, une telle classe de problemes comprend celle de la conception de cor-
recteurs dépendant de parametres. Un cas particulier important est celui de la commande
des systemes non linéaires par séquencement de gains.

Au départ, cette classe de problemes d’Automatique a été motivé par une nouvelle
application possible : la conception de correcteurs dont les gains sont une fonction explicite
du cahier des charges, baptisés « correcteurs reréglables ». L’intérét est de permettre un
reréglage aisé sur site d’exploitation par un utilisateur néophyte en Automatique, voire un
reréglage automatique. Ce travail a permis de formaliser ce probleme de reréglage, d’en
proposer une solution complete et de la valider.

Mots—clés optimisation LMI dépendant de parametres, séquencement de gains, com-
mande H.,, Hs, par placement de poles et multi—criteres dépendant de parametres,
synthese de correcteurs reréglables, fonctions de Lyapunov dépendant de parametres.

Parameter dependent design by finite dimensional LMI optimisation : application to the
design of trade—off dependent controllers

Abstract of the thesis This work allows to solve LMI optimisation problems that
rationally depend on one or several parameters. This result is fundamental since it offers
an efficient solution to the extremely large class of problems that can be formulated as a
parameter dependent LMI optimisation problem.

In Automatic Control, such a class of problems is the one of designing parameter
dependent controllers. This class of problems encompasses many important problems such
as the one of the command of non linear systems by gain scheduling.

This class of problems was first motivated by a new possible application : the design
of controllers whose gains are explicit functions of the specifications, named “trade—off
dependent controllers”. The interest is to allow an easy on line retuning, or even by auto-
matic rules. This work has formalised this problem of retuning, has proposed a complete
solution and has validated it.

Keywords parameter dependent LMI optimisation, gain scheduling, parameter de-
pendent H.,, Hs, pole placement and multi-objectives control, design of trade—off de-
pendent controllers, parameter dependent Lyapunov functions.
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