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Résumé

Le but de cette thése est de relier deux phénoménes relatifs au comportement asymp-
totique des processus stochastiques, qui jusqu’a présent étaient restés dissociés. L.a conver-
gence abrupte ou phénomeéne de cutoff d’une part, et la métastabilité d’autre part. Dans le
cas du cutoff, une convergence abrupte vers la mesure d’équilibre du processus a lieu a un
instant que I’on peut déterminer, alors que la métastabilité est liée & une grande incertitude
sur I'instant ot 'on va sortir d’un certain équilibre. On propose un cadre commun pour
étudier et comparer les deux phénomeénes : celui des chaines de naissance et de mort a
temps discret sur N, qui possédent une dérive vers zéro.

On va montrer que sous I'hypothése de dérive, il y a convergence abrupte vers zéro, méta-
stabilité dans I'autre sens, et que de plus, la derniére excursion dans la métastabilité est la
renversée temporelle d'une trajectoire typique de cutoff.

On étend ensuite notre approche au modéle d’Ehrenfest, ce qui nous permet de montrer la
convergence abrupte et la métastabilité sous une hypotheése de dérive plus faible.

Mots clefs

Convergence abrupte, cutoff, métastabilité, chaines de Markov, marches aléatoires,
chaines de naissance et de mort, temps d’atteinte, couplages.

Abstract

The aim of this thesis is to link two phenomena concerning the asymptotical behavior
of stochastic processes, which were disjoined up to now. The abrupt convergence or cutoff
phenomenon on one hand, and metastability on the other hand. In the cutoff case an abrupt
convergence towards the equilibrium measure occurs, at a time which can be determined,
whereas metastability is linked to a great uncertainty of the time at which we leave some
equilibrium. We propose a common framework to compare and study both phenomena :
that of discrete time birth and death chains on N, with drift towards zero.

Under the drift hypothesis, we prove that there is an abrupt convergence towards zero,
metastability in the other direction, and that the last exit in the metastability is the time
reverse of a typical cutoff path.

Then we extend our approach to the Ehrenfest model, which allows us to prove abrupt
convergence and metastability with a weaker drift hypothesis.

Keywords

Abrupt convergence, cutoff, metastability, Markov chains, random walks, birth and
death chains, hitting times, coupling
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Chapitre 1

Introduction

Le but de cette thése est de relier deux phénoménes relatifs au comportement asymp-
totique des processus stochastiques, qui jusqu’a présent étaient restés dissociés : la conver-
gence abrupte ou phénomeéne de cutoff d’une part, et la métastabilité d’autre part.

Le phénoméne de cutoff est un phénoméne asymptotique de convergence abrupte a
I’équilibre découvert au début des années 80 par Aldous et Diaconis en étudiant des mo-
deéles de battage de cartes |2|. Cela a permis & Diaconis de répondre a la question “Combien
de fois doit-on battre un jeu de 52 cartes afin qu’il soit bien mélangé ?” : sept fois suffisent
(“seven shuffles are enough”).

En effet, il existe un temps autour duquel, asymptotiquement en un certain paramétre (ici
le nombre de cartes dans le paquet), la loi du processus converge de fagon abrupte vers la
mesure d’équilibre. Si on mesure I’écart entre la loi du processus au temps t et sa mesure
d’équilibre a l'aide d’une distance (séparation, variation totale), il est proche de 1 avant
cet instant, et proche de 0 juste aprés, la transition se faisant asymptotiquement de plus
en plus abrupte.

Ce temps, qu’ils ont appelé temps de cutoff, est déterministe, et tend vers 'infini avec le
paramétre asymptotique. Dans les modeéles qu’ils ont étudiés, Aldous et Diaconis le déter-
minent a 'aide des propriétés spectrales de la matrice de transition du modéle.

Cela n’est pas satisfaisant si 'on veut généraliser 'approche, car cela nécessite la

connaissance des valeurs propres de la matrice de transition. Notre travail a pour but
de déterminer I'existence du phénomeéne a partir de données plus générales sur le proces-
sus, et notamment la connaissance de sa mesure invariante et le profil énergétique qui en
résulte.
On utilise I'approche de Martinez et Ycart [38], qui ont montré I’équivalence entre le cutoff
pour la convergence vers la mesure d’équilibre avec une notion de cutoff pour le temps
d’atteinte d’un état absorbant, et ont donné une condition suffisante pour I'existence d’un
tel cutoff. Sous une condition de décroissance exponentielle de la mesure invariante d’'une
chaine de Markov sur un arbre, ils montrent I'existence d’un cutoff pour le temps d’atteinte
de la racine de l'arbre.
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Cela nous améne a définir une notion de convergence abrupte pour les temps d’atteinte : un
temps d’atteinte converge abruptement au temps t, (t, — 00), s’il est asymptotiquement
équivalent a ¢, en probabilité (définition 3.1).

On se place dans le cadre des marches aléatoires a temps discret sur 'axe des entiers qui
ont une dérive vers 0. On considére des familles X, (¢) de chaines de naissance et de mort
sur [0,a] = {0,...,a}, et le paramétre asymptotique a est donc ici la taille de 1’espace
d’états. La dérive vers 0 est caractérisée par le fait que la mesure invariante de la chaine
posséde une queue a décroissance exponentielle (condition (H), (5.3)), et qu’elle est donc
concentrée autour de 0. Zéro est “caractéristique” de la mesure d’équilibre, dans le sens
ou elle y atteint son maximum. Nous considérerons dans notre approche que 0 est “I’état
d’équilibre” du systéme dans I’acceptation physicienne du mot “état”. En effet, en physique
les états d'un systéme sont les configurations du systéme, alors que pour les probabilistes
ce sont des mesures de probabilité.

Le profil énergétique associé a une telle mesure posséde une pente vers zéro (section 5.2), et
on comprend intuitivement qu'une chaine initialement en a va vite atteindre 0 en suivant
la pente. On montre en effet (section 5.4, théoréme 5.3) que T,,_.,, le temps d’atteinte de 0
pour la chaine initialement en a, admet une convergence abrupte au temps E [T, _,].

Cette approche n’est pas directement compatible avec celle de Diaconis, car dans les
modéles de marches aléatoires sur les groupes qu’il étudie (dont les modeéles de battage de
cartes sont des cas particuliers), la mesure invariante est la mesure uniforme sur le groupe
et son profil énergétique est plat. Mais on voit avec le modéle d’Ehrenfest (chapitre 6),
qu’on peut étudier ces phénomeénes en le ramenant dans le cadre des marches aléatoires
unidimensionnelles.

Cette approche nous permet aussi de faire le lien avec la métastabilité. A la différence

de la convergence abrupte qui est quasi déterministe, la métastabilité est un phénoméne
trés aléatoire. Elle est caractérisée par le fait que le systéme va rester un temps exponen-
tiellement long dans un état dit métastable, avant de basculer vers I'équilibre.
L’approche “pathwise” de la métastabilité consiste a regarder la loi des trajectoires typiques
entre I’état métastable et 1’état stable du systéme (section 4.4).
Elle a été utilisée pour la premiére fois par Cassandro, Galves, Olivieri et Vares [12|, pour
décrire le comportement métastable du modéle de Curie-Weiss (voir sections 4.2 et 4.3).
C’est un modéle qui décrit I’évolution de la magnétisation d’un systéme ferromagnétique
soumis a un faible champ externe positif. Son profil énergétique posséde deux puits d’at-
traction, avec un minimum local m™~ de magnétisation négative et un minimum global m™*
de magnétisation positive qui correspond a I'état d’équilibre du systéme. Le minimum local
m~ correspond lui a un état de pseudo-équilibre : si le systéme est dans le puits d’attraction
de m™, il est attiré par ce minimum et devra en sortir pour atteindre le vrai état d’équilibre
m™. On dit que m~ est un état métastable. Si T est le temps d’atteinte de m™* partant
de m~, le comportement métastable de T est caractérisé par le fait que T/E [T] converge
en loi vers une exponentielle de paramétre 1, asymptotiquement en un certain paramétre
(voir (4.14) et la définition 4.1).



Et ce qui fait la métastabilité est en fait I'imprédictibilité du temps de sortie du puits
d’attraction de m™. En effet, il faudra au systéme un grand nombre d’essais pour sortir de
ce puits, mais une fois qu’il en est sorti, il est dans le puits d’attraction de m™, et il va y
tomber de facon quasi-déterministe. On retrouve le phénoméne de convergence abrupte!
Que le puits d’attraction corresponde & un minimum local ou global ne change pas la pro-
blématique, qui est donc la suivante : tomber dans un puits d’attraction correspond a la
convergence abrupte, alors qu’en sortir correspond a la métastabilité.

De plus, pour des raisons de symétrie, le coté par lequel on rentre ou sort du puits importe
peu. On peut donc transposer cette problématique aux chaines de naissance et de mort
entre zéro et a avec dérive vers zéro.

C’est ce que 'on fait au chapitre 5. Avec notre hypothése de dérive (condition (H), (5.3)),
on est en fait en présence d'un demi-puits d’attraction, avec minimum en zéro qui est donc
I’état d’équilibre du systeme. Il n’y a pas ici d’état métastable, la métastabilité vient du
fait qu’il faut “remonter la pente” pour sortir du puits d’attraction de 0.

On montre la convergence abrupte dans le “sens de la pente”, c’est-a-dire de a vers zéro
(théoréme 5.3), et la métastabilité de 0 vers a (théoréme 5.6).

Pour montrer la convergence abrupte de T,_., au temps E [T, ] (au sens de la définition
3.1), on montre que sous la condition (H), la chaine satisfait les hypothéses de la proposi-
tion 3.2, qui est une condition suffisante due & Martinez et Ycart.

[’existence de deux échelles de temps est une condition suffisante pour la métastabilité
(théoréme 4.2). En collaboration avec J. Barrera, nous avons utilisé un couplage entre une
chaine initialisée en 0 et une initialisée en a pour décomposer le temps de sortie T;_,, de 0
a a en une somme géométrique de N, “tombées a I’équilibre” T, ., (section 5.5). On montre
ainsi que le temps moyen E [T;_,,] pour aller de 0 a a est de l'ordre de E [N,] E [T},_,], qui
est donc beaucoup plus grand (au sens de (4.19)) que le temps de cutoff E [T,,_,].

On voit donc que ces deux phénomeénes sont complémentaires, et on explore plus encore
cette complémentarité en montrant que la derniére sortie dans la trajectoire métastable
est la renversée temporelle d’une trajectoire typique de cutoff. Pour atteindre a, le systéme
initialement en zéro va réaliser de nombreuses tentatives infructueuses (c’est ce qui “fait” la
métastabilité), mais la derniére sortie est “sans hésitation” : elle emmeéne le systéme en a de
fagon quasi-déterministe, de la méme facon que pour “tomber” de a & 0 dans la convergence
abrupte.

La thése est organisée de la maniére suivante :

Nous rappelons au chapitre 2 les notions de bases sur les chaines de Markov qui vont
nous étre utiles par la suite.
Dans le chapitre 3, nous faisons un survol historique du phénomeéne de cutoff (section
3.1). Puis nous définissons la notion de convergence abrupte pour des temps d’atteinte
(définition 3.1), et donnons une condition suffisante pour son existence (proposition 3.2),
dans l'esprit des travaux de Martinez et Ycart (section 3.2). Enfin, dans la derniére section
de ce chapitre (section 3.3), on illustre notre approche du phénoméne en étudiant des
exemples tres simples.
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Le chapitre 4 est consacré a la métastabilité. Aprés avoir présenté le phénoméne physique
dans la section 4.1, on introduit le modeéle de Curie-Weiss (sections 4.2 et 4.3) et 'approche
“pathwise” (section 4.4). Dans la section 4.5 on formalise la métastabilité dans Iesprit
de T'approche “pathwise” (définition 4.1), et on montre que l'existence de deux échelles
de temps est une condition suffisante pour son existence (théoréme 4.2). Enfin, dans la
derniére section de ce chapitre (section 4.6), on présente briévement les autres approches
utilisées pour formaliser la métastabilité.

On montre au chapitre 5 la convergence abrupte (section 5.4) et la métastabilité (section
5.5) pour les chaines de naissance et de mort avec dérive vers zéro. On discute dans la
section 5.2 les interprétations en termes de mesure invariante et de profil énergétique de la
condition (H). Et dans la section 5.6, on montre que la derniére sortie dans la trajectoire
métastable est la renversée temporelle d’une trajectoire typique de cutoff (propositions 5.7,
5.8 et 5.9).

Dans le chapitre 6, on montre comment notre approche s’étend & un modeéle qui ne satisfait
pas la condition (H) : le modéle d’Ehrenfest. On rappelle le modéle original (section 6.1),
puis on en présente notre version qui rentre dans le cadre des chaines de naissance et de
mort du chapitre précédent (section 6.2). Les résultats sont dans la section 6.4, et les calculs
dans la section 6.3.

On discute au chapitre 7 les différences entre les chaines de naissance et de mort du chapitre
5 et le modeéle d’Ehrenfest (section 7.1 a 7.3), et on introduit un modéle hybride (section
7.4) qui conserve certaines des propriétés de chacun de ces modéles de telle facon qu’on
puisse lui appliquer I'approche développée au chapitre 5. On présente ensuite le cadre le
plus général possible dans lequel on peut utiliser cette approche (section 7.5), et dans la
section 7.6 on discute des conditions suffisantes pour montrer la convergence abrupte et la
métastabilité si on regarde les temps d’atteinte et de sortie d’une région “caractéristique”
de I’équilibre (et non plus seulement d'un état), pour le modéle d’Ehrenfest et le modéle
hybride.

Enfin, on conclut notre propos dans le chapitre 8, et on discute des orientations possibles
a donner a notre travail.

On trouvera en appendice (chapitre 9), 'expression des temps moyens d’atteinte pour
une marche aléatoire en fonction de ses transitions, et également le lien entre le modéle
d’Ehrenfest et la marche aléatoire sur I’hypercube.



Chapitre 2

Cadre

[’objet de notre travail est de comparer le phénoméne de convergence abrupte et la
métastabilité pour des familles X,(¢) de chaines de naissance et de mort sur Iintervalle
{0,...,a}, ou le paramétre a va tendre vers l'infini.

Les chaines de naissance et de mort sont des chaines de Markov irréductibles récurrentes
positives. Dans ce chapitre, nous allons donc rappeler ce qu’est une chaine de Markov, une
mesure invariante, une mesure réversible. Nous allons également définir les notions d’ir-
réductibilité, de récurrence positive, et les principales notations utilisées dans cette thése
(section 2.1).

Dans la section 2.2, aprés avoir rappelé les conditions de récurrence positive pour une
chaine de naissance et de mort, on définit les modéles que 1’on utilisera au chapitre 5.
Ensuite (section 2.3), on définit la distance en variation totale, et on montre que pour un
modéle d’absorption on peut relier la distance a I’équilibre et le temps d’absorption (lemme
2.3).

Enfin, dans la section 2.4 on rappelle la notion de couplage pour des chaines de Markov.

2.1 Chaines de Markov

Définitions

Les chaines de Markov sont des processus a temps discret qui satisfont la propriété de
Markov, c’est-a-dire telles que 1’évolution future de la chaine ne dépend du passé qu’au
travers de ’état présent du processus.

Généralement on va les noter X (t), ot le temps ¢ € N. C’est donc une suite de variables
aléatoires sur un certain espace probabilisé (2, F,P) a valeurs dans un espace d’états S,
telles que

PX(t+1) =z | X)) =z,...,X(0) =20) =P (X(t+1) =241 | X(t) =) ,
(2.1)
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pour tout t € N et tous xg,...,x,11 € S.
Cette propriété s’appelle la propriété de Markov, et les probabilités

pe(z,y) =P (X(t +1) =y } X(t) = x) (2.2)

s’appellent les probabilités de transition de la chaine.

Nous allons nous intéresser uniquement aux chaines homogénes, c’est-a-dire lorsque les
transitions sont indépendantes de ¢ (pi(x,y) = p (z,y), Vt).

Dans ce cas, la propriété de Markov (2.1) devient

P(X(t+1) =z ’ X(t) =az,...,X(0) =20) =p (s, 2441) - (2.3)

La probabilité d'une trajectoire est alors le produit des transitions entre les états successifs
de la trajectoire

P(X(0) =xg,...,X(t) =x¢) =P (X(0) = x0) p (0, 21) ... p(Te_1,71) - (2.4)

On suppose de plus que la chaine est irréductible, c’est-a-dire que tous les états com-
muniquent :
Vz,y €S, 3t > 0tel que p'(z,y) >0, (2.5)

ou p'(z,y) est le coefficient (z,y) de la matrice P! = P x ... x P, ou P est la matrice de

transition de la chaine (dont les coefficients sont les transitions de la chaine p (z,y)).

Nous considérerons également que l'espace d’états S est discret (on parle alors de
marche aléatoire).

Une variable 7' : 2 — N est un temps d’arrét pour la chaine X (¢) s'il ne dépend que
du passé de la chaine, autrement dit si 'événement {7 < ¢} est mesurable par rapport au

passé (i.e. si {T <t} € F;, ou F; = o(X(0),...,X(1))).

Remarque : la propriété de Markov se généralise dans le cas ou l'instant ¢ est déterminé
par un temps d’arrét T, c’est la propriété de Markov forte :
soit T un temps d’arrét pour la chaine X (t), alors la loi de X (7 + 1) sachant que T est
fini dépend uniquement de la valeur de X (7")

P(X(T+1)=y|X(T)=12,T <o0) =p(z,y) . (2.6)

Probabilité invariante

Une mesure p sur S est invariante pour la chaine si

px) => p)ply,z), Vres. (2.7)

yeS
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Lorsqu’une mesure de probabilité invariante p existe pour la chaine X(¢), alors la loi
L(X(t)) de la chaine au temps t converge vers p lorsque ¢ tend vers U'infini.

Les cas qui nous intéressent sont ceux ol la mesure invariante existe et est unique. C’est
notamment le cas lorsque la chaine est récurrente positive.

. , .
Soit T}, le temps d’atteinte de y partant de x

Tpy =1inf{t > 0: X*(t) =y}, (2.8)

ou I'on note par X*(t) la chaine initialisée en x (i.e. telle que X*(0) = x).

On appelle T,_., le temps de retour en z, et E[T,_.| est donc le temps moyen de retour
en x.

Remarque : T,,_,, et T,,_,, sont des temps d’arrét pour la chaine X (¢).

On va maintenant définir les notions de récurrence et de transience. Dans le cas général,
on parle d’états récurrents ou transients, et une chaine est récurrente ou transiente lorsque
tous ses états le sont. Mais, ces propriétés étant des propriétés de classe (ensemble des états
qui communiquent entre eux), pour une chaine irréductible (qui ne posséde donc qu’'une
seule classe d’états) il suffit de les vérifier pour un seul état de I'espace S.

Définition 2.1. Soit x € 8, la chaine est récurrente si les temps de retour en x sont
presque strement finis : P (7,_, < 00) = 1.

Si de plus E [T,_.,] < oo, la chaine est récurrente positive.

Et si E [T, .| = oo, la chaine est récurrente nulle.

Sinon (P (7,—., < o0) < 1) la chaine est transiente.

Remarque :
D’aprés la définition, on voit que si un état est récurrent alors, comme on y revient
presque stirement en un temps fini, on va y revenir une infinité de fois avec probabilité
un.

— Lorsque la chaine est récurrente positive, les temps moyens d’atteinte E [T},_,,] sont
également finis Vx,y € S.

Le théoréme suivant nous donne une condition d’existence et d’unicité de la loi inva-
riante de la chaine.

Théoréme 2.2. Une chaine de Markov irréductible, récurrente positive admet une unique
probabilité invariante p, qui est donnée par la la formule suivante (lemme de Kac)

1

p(i) = ET]’ VieS (2.9)

Remarque : pour une chaine irréductible, lorsque 'espace d’états S est fini, les temps
moyens de retour sont finis (et donc les temps de retour sont presque siirement finis). Ainsi
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une chaine irréductible a espace d’états fini est récurrente positive et le théoréme précédent
s’applique. C’est le cas que nous allons rencontrer le plus souvent dans notre travail.

Un cas particulier de mesures invariantes sont les mesures réversibles. On dit qu’une
mesure de probabilité u est réversible pour la chaine si pour tous x et y dans S on a

w(x)p (2, y) = p(y)p (y, ) - (2.10)

c’est-a-dire que sous la mesure p la probabilité pour la chaine d’étre en x et d’aller en y
est égale a la probabilité d’étre en y et d’aller en . Autrement dit, sous la mesure p la loi
de la chaine reste la méme si on renverse le temps.

Familles de chaines

Le phénomeéne de convergence abrupte et la métastabilité sont des phénomeénes asymp-
totiques. Nous allons donc considérer des familles de chaines de Markov indexées par un
paramétre a qui va ensuite tendre vers I'infini. Dans ce cas on met l'indice de la famille en

bas : X,(t).

Lorsqu’on veut spécifier I’état initial de la chaine, on le met en indice en haut : X*(¢) ou
XZ(t). Et lorsqu’on ne le précise pas, ¢’est que la propriété que 'on regarde est indépendante
de I'état initial.

2.2 Chaines de Naissance et de Mort

Cas général

Une chaine de naissance et de mort est une marche aléatoire irréductible X (¢) a temps
discret sur N. C’est donc une chaine de Markov dont les transitions sont données pour tout
x €N, par :

pe=pa+)=P(Xt+1)=a+1]X(t)=1),
G=p@ar—1)=PX{t+1)=z-1 ’ X(t) =x) Yz >0,et go=p(0,0) ,
(2.11)
avec py, ¢ > 0 et p, +q. = 1 ,Vax € N. (go est ici la probabilité de rester en zéro).
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On peut considérer que X (¢) représente 'effectif d'une population a l'instant ¢, et qu’a
I'instant £4 1, on a naissance d’un individu avec probabilité p,, ou mort d’un individu avec
probabilité ¢,. C’est de la que vient ’appellation chaine de naissance et de mort.

Remarque : on peut aussi penser qu'une particule se déplace sur I’axe des entiers. A chaque
instant, la particule située a 1’état x saute vers la droite avec probabilité p,, ou vers la
gauche avec probabilité ¢, =1 — p,.

Pour les chaines de naissance et de mort, on peut exprimer des conditions de récurrence
et de transience en fonction des transitions p, et ¢,. On trouve une démonstration de ces
résultats dans le livre de Hoel Port et Stone “Introduction to Stochastic Processes” [30] ou
les chaines de naissance et de mort sont traitées en détail.

La chaine est transiente si et seulement si

[ee] €T )
ST <. (2.12)
o—1 i=1 Vi

Une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine soit récurrente est donc

ST = . (2.13)

o1 im1 Di

De plus

ST <o, (2.14)

=1 =1 &
est une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine soit récurrente positive. Dans
ce cas, elle admet une unique probabilité invariante © déterminée pour tout x par

n(z) = [[ 22 (0) (2.15)

o1 4

avec m(0) = l/z H b

=1 =1 &
Remarque : on a donc une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine soit
récurrente nulle :

iﬁ%zoo, et i xp(;lzoo. (2.16)
z=1 i=1"" r=1 i=1 7"

Chaines de naissance et de mort sur un intervalle

Pour ce qui nous intéresse, nous allons considérer une famille X,(¢) de chaines de
naissance et de mort sur 'intervalle [0,a] = {0,...,a} de N.
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Lorsque a est fixé, on a donc une chaine dont les transitions sont telles que

po=p@az+1)=P(X,(t+1)=z+1|X,(t)=2) ,2=0,...,a—1, (2.17)
qwzp(x,x—l):P(Xa(t+1):a:—1‘Xa(t):x),a:zl,...,a, '
avec p, +q, = 1,Vz, et p, = p(a,a), go = p(0,0) aux bords.

% po G Pa qa Do
Q\/‘\ I~ V\Q
———t—t—t—t—t+&+—+—+—F+—F+FF—F—F+
0 r—1 o x+1 a

Comme l'espace d’états de la chaine est fini, elle admet une unique mesure invariante,
que I'on note m,. De plus cette mesure est réversible, et on peut ’exprimer a 'aide des
transitions. En effet par définition de la réversibilité, pour tout x on a

71-a(x - 1)p$—1 — 7Ta(x) dx (218)
Soit )
a(7) = ;x Ta(z — 1), (2.19)

et en itérant, on trouve, pour tout x :

mo(z) = H pqii‘ 70(0). (2.20)

2.3 Distance a I’équilibre pour les modéles d’absorption

Distance variationnelle

Une facon de mesurer ’écart entre deux mesures de probabilités pu et v sur un espace
X est d'utiliser la distance variationnelle

o= vlvr = max (A) ~ (A = 5 3 lnla) — v(a)] (221)

TeEX

Cette distance prend donc en compte le “pire” événement c’est-a-dire celui qui maximise la
différence entre les deux mesures. Il existe d’autres distances pour mesurer I’écart entre deux
mesures de probabilité, notamment la séparation (3.8), avec laquelle Diaconis et Aldous
ont travaillé sur le phénomeéne de cutoff. On se reportera a ’article de Barrera, Lachaud et
Ycart “Cutoff for n-tuples of processes” [4] pour une discussion sur les relations entre les
différentes distances entre mesures (Variation totale, Hellinger, Chi-deux, Kullback) et la
notion de cutoff pour ces distances.
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Modéles d’absorption

On parle de modéle d’absorption pour une chaine de Markov sur un espace X', lorsqu’il
existe un état xo € X tel que p (zg,xo) = 1. On appelle un tel état un état absorbant pour
la chaine puisque lorsqu’il est atteint on ne peut plus en repartir. Lorsque c’est le cas, la
masse de Dirac d,, au point xy est une mesure de probabilité invariante pour la chaine.
De plus on peut relier la distance variationnelle de la loi de la chaine a I’équilibre avec le
temps d’atteinte de x.

Lemme 2.3. Soit X une chaine de Markov sur un espace X absorbée en xg € X.
On note P' sa loi au temps t et m = 0,. Soit T le temps d’atteinte de .
On a :
|P" = 7llyr =P (T > t) (2.22)

Démonstration :
Comme T est le temps d’atteinte de xy et que cet état est absorbant (on parle de temps
d’absorption), conditionné a {T" < t}, la chaine est a I’équilibre : pour tout z € X on a

P(X(t)=z|T <t)=n(z) =y (z) = {(1) :n“;:’”o (2.23)
Et par définition de la distance variationnelle
1P —lvr = 5 > |P@) - wte)
— % %{)P(X(t) —2 [ T>O)P(T>)+P(X({t)=x|T<t) P(Tgt)—w(x))
_ % ;)p(xu) = |T> 1) B(T > ) 4 7(x) (1~ B(T > 1))~ ()|
_ %P(T>t)Z‘P(X(t):a:|T>t)—7r(x)‘. (2.24)

TEX
Or xg n’appartient pas au support de la loi du processus conditionné a ne pas étre absorbé
P(X(t)=xo|T>t)=0cet ¥ P(X(t)=a|T>t)=1. (2.25)
T#x0
Et 7 ne charge que xy, d’ou
3 )P(X(t) —2|T>1) —W(x)‘ — S P(X() = | T>t) +n(zg) =2,  (226)
TeX TF#T0

ce qui termine la démonstration du lemme.
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2.4 Couplages

De fagon générale, un couplage de deux chaines de Markov X (¢) et Y (¢) est un proces-
sus couplé Z(t) = (U(t),V(t)) tel que Z(t) soit une chaine de Markov sur I’espace produit
et tel que les marginales U(t) et V() ont méme loi que X (t) et Y'(¢).

Les couplages sont souvent utilisés pour trouver des bornes supérieures a la distance entre
les lois de deux processus, ou entre la loi du processus au temps t et sa mesure invariante
(voir (3.7) et (3.9)). Dans ce cas on associe au couplage Z(t) = (X(¢),Y(t)) un temps
d’arrét T dit temps de couplage, tel que X (¢) = Y (t) lorsque ¢t > T.

Dans [3], Aldous et Diaconis prennent X (¢) une chaine de transition P, Y (¢) une chaine de
transition P, démarrée sous la mesure 7 invariante pour P (a tout instant ¢, Y (¢) est donc a
I'équilibre, on dit que ¢’est une chaine stationnaire), et 7" tel que X (¢) = Y'(¢) lorsque t > T'.

Pour le couplage indépendant coalescent que nous allons utiliser pour prouver la méta-
stabilité (5.54), on couple deux versions de la méme chaine avec des états initiaux différents,
et le temps de couplage est le premier instant ot les deux copies se rencontrent.



Chapitre 3

Convergence abrupte et phénomeéne de
Cutoft

Le phénoméne de cutoff est un phénoméne asymptotique de convergence abrupte a
I’équilibre. Il existe un temps autour duquel, asymptotiquement en un certain paramétre,
la loi du processus converge de facon abrupte vers la mesure d’équilibre. C’est donc un
phénoméne quasi-déterministe : déterministe parce qu’on sait a partir de quel instant on va
atteindre 'équilibre, quasi car cette convergence abrupte a lieu asymptotiquement (I’instant
ot la convergence a lieu tend vers l'infini avec le paramétre asymptotique, et elle n’est
abrupte qu’a la limite).

0 } — LAY ‘ t

ny Ny ng

F1G. 3.1 — La convergence est asymptotiquement de plus en plus abrupte (n; < ny < ns)

Aldous et Diaconis ont découvert ce phénoméne au début des années 80, et ils ont mon-
tré son existence pour différents modeéles (notamment les modéles de battage de cartes),
en reliant le temps de cutoff avec les propriétés spectrales de la matrice de transition du
modeéle.

Ensuite Martinez et Ycart [38] ont relié le cutoff pour la convergence vers la mesure d’équi-
libre avec une notion de cutoff pour des temps d’absorption.

Aprés un survol historique des travaux concernant le phénoméne (section 3.1), nous dé-
finissons la notion de convergence abrupte pour des temps d’atteinte (définition 3.1), et

15
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donnons une condition suffisante pour son existence (proposition 3.2), dans 1'esprit des
travaux de Martinez et Ycart (section 3.2). Cette approche du phénoméne est plus physi-
cienne que mathématicienne dans le sens ou en physique, les états d’un systéme sont les
configurations, alors que pour les probabilistes les états sont les mesures de probabilité.
Cela va nous permettre de faire le lien avec la métastabilité définie au chapitre 4, et on
verra au chapitre 5 la complémentarité des deux phénomeénes.

Dans la derniére section de ce chapitre (section 3.3), on illustre en étudiant des exemples
trés simples, notre approche du phénomeéne.

3.1 Historique et définitions

Combien de fois doit-on battre un jeu de cartes afin qu’il soit bien mélangé ?

C’est pour répondre a cette question que Persi Diaconis s’est intéressé au phénomeéne
de convergence abrupte vers I’équilibre qu’avec David Aldous ils ont dénommé “cutoff phe-
nomenon” [2|, ou “threshold phenomenon” [3], ou encore “abrupt switch” [1].

Les modéles de battage de cartes, sont des cas particuliers de marches aléatoires sur le
groupe symétrique, et le théoréme de Perron-Frobenius nous dit que leurs lois convergent
exponentiellement vers la mesure uniforme sur le groupe. Mais cela ne nous dit pas préci-
sément la facon dont cette convergence a lieu, et ne permet pas de répondre a la question
initialement posée.

Le phénomeéne de Cutoff permet de répondre que pour le battage “riffle shuffle” par exemple,
sept battages sont suffisants pour mélanger un jeu de 52 cartes .

Si on mesure l'écart entre la distribution P? des cartes au temps ¢ et la mesure uniforme
U a l'aide d’une distance sur les mesures (variation totale, séparation...) :

dt) =P = U], (3.1)

le théoréeme de Perron-Frobenius nous dit que d(t) tend vers zéro exponentiellement en la
seconde valeur propre lorsque ¢ tend vers Uinfini : d(t) ~ CA' | on C est une constante
positive et A la plus grande (en valeur absolue) valeur propre différente de 1 de la matrice
de transition de la chaine.
Cela ne donne aucune indication sur I'instant a partir duquel on est proche de ’équilibre,
mais seulement qu’il faut attendre “suffisamment longtemps” pour 'atteindre.
Le phénomeéne de cutoff, nous dit qu’asymptotiquement en n, ol n est ici le nombre de
cartes dans le jeu, il existe un temps t,, qui tend vers 'infini avec n, auquel la convergence
a lieu de maniére abrupte : la fonction d(t) est proche de 1 avant ¢,,, et tombe a zéro juste
aprés. Dans “Shuffling cards and stopping times” |2| Aldous et Diaconis le formalisent de
la maniére suivante :

d(t, + o(ty)) = 0 et d(t, —o(t,)) =~ 1. (3.2)

Dans cet article ils définissent la notion de temps uniforme fort “Strong Uniform Time”
(qu’ils généraliseront plus tard en temps stationnaire fort “Strong Stationary Time”) :
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un temps d’arrét T est un SUT pour le processus X (t) si conditionné a {T" = t}, le processus
est distribué suivant la mesure uniforme (et c¢’est un SST pour une mesure stationnaire
quelconque).

P(X(t)=a|T=t)=U(x) (3.3)

Cela leur permet d’obtenir des bornes supérieures pour d(t), ot la norme utilisée est la
variation totale :

= vlyr = supla(4) - () (3.4
= 23 ) — v, (35

pour u et v mesures sur I'espace S. En effet, on a

P A)—UA)=P(Xt) e A, T>t)+P(X(t)e A, T <t)—-U(A)

W eA|T>OP(T>t)+P (Xt eA|T<t)P(T<t)—U(A)
)eA\T>t)P(T>t)+U(A)(1—IP>(T>t))—U(A) (3.6)

X(
X(t

P (
P (
(P(X(t)eA]T>t)—U(A))IP>(T>t).

Et donc
|P" = Ullyr <P(T >1). (3.7)

En construisant des SUT, ils obtiennent ainsi des bornes supérieures pour plusieurs modéles
de marches aléatoires sur les groupes (“Top in at random shuffle”, “riffle shuffle”...)

et montrent que le modéle de battage de cartes “Top in at random shuffle’(on prend la
carte du dessus du paquet et on I'insére au hasard) admet un cutoff au temps nlogn.
Dans ce cas, le SUT est le premier instant ot la carte initialement en dessous arrive sur le
dessus du paquet, et pour obtenir une borne inférieure pour d(t), ils exhibent un événement
A tel que P'»(A) —— 1, on t, = nlogn — ¢,n, avec ¢, — 0.

n—oo

Ils introduisent aussi la “distance” (qui n’est pas une métrique) de séparation

s(u, v) = max ( - M) , (3.8)

z€S v(x)

qui est une borne supérieure pour la variation totale (d(t) < s(¢)) et montrent que l'on a
également

s(t) <P(T>1), (3.9)

si T est un temps uniforme fort pour le processus.

Dans “Strong Uniform Times and Finite Random Walks” |3], ils montrent qu’il existe tou-
jours un SUT pour lequel on a égalité dans (3.9), et qu’il existe un couplage tel qu’on ait
égalité dans (3.7) pour le temps de couplage T
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Remarques :

1. les temps uniformes forts sont un cas particulier de couplage : étant donné un SUT
T, il existe un couplage de temps de couplage T

2. l'inégalité (3.7) reste vraie pour un temps de couplage T

3. on peut donc construire des temps uniformes forts (resp. des couplages) pour obtenir
des bornes supérieures pour la séparation (resp. la variation totale). Dans leur article
Aldous et Diaconis en donnent pour la marche aléatoire sur le cube (ou modéle
d’Ehrenfest), mais la construction d’un temps minimal (i.e. qui donne égalité dans
(3.9)) ou d’un couplage qui donne égalité dans (3.7) (“maximal” au sens de Griffeath
[27, 28, 29|, voir aussi Pitman [46], Goldstein [26]|, Thorisson [53] ) est uniquement
théorique, car elle requiert la connaissance de la loi du processus a tout instant.

4. Dans “Random walks on finite groups and rapidly mixing Markov chains” [1|, Aldous
donne des couplages pour la marche sur le cube et différents modeles de battage de
cartes et obtient des estimations de leurs temps de cutoff (ici il considére le temps
“de mélange” (mixing time) 7(¢) = min{t : d(t) < e}).

Pour un survol de ces résultats sur le phénoméne de cutoff, on pourra lire “The cu-
toff phenomenon in finite Markov chains” [17], dans lequel Diaconis rappelle les différents
exemples qu'il a étudiés et les résultats qu’il a obtenus (|2, 3, 5, 13, 19, 20, 22|). Il discute
aussi des questions de symétrie de la matrice de transition et de multiplicité de la seconde
valeur propre de cette matrice qui selon lui sous-tendent I’existence du phénoméne (“cutoff
phenomena occur because of high multiplicity of the second eigenvalue”, section 4 de [17]).
Pour une discussion plus détaillée sur les marches aléatoires sur les groupes, on lira “Group
Representations in Probability and Statistics” [16]. Pour un panorama récent sur les bat-
tages de cartes, on lira “Mathematical developments from the analysis of riffle shuffling” [18].

“Random walks on finite groups” [48| est un autre panorama sur les marches aléatoires
sur les groupes et le phénoméne de cutoff. Dans cet article, Saloff-Coste présente les tech-
niques de couplage, de temps de mélange et de temps uniforme fort pour différents modeéles
de battage de cartes, ainsi qu’'une grande variété d’autres techniques venant de différents
champs tels que I’algébre, la combinatoire, mais surtout la géométrie, 'analyse fonction-
nelle et la théorie de la représentation. Il définit aussi une notion de précutoff, plus faible,
qui impose seulement que la distance en variation totale a I'équilibre soit strictement po-
sitive avant le temps t,, et qui donne 'ordre de grandeur d’un possible temps de cutoff.
De la méme fagon, dans “Lectures on finite Markov chains” [47], il avait défini une notion
de cutoff faible /? en considérant la chaine continue associée a la matrice de transition K,
de la chaine en temps discret. Une famille de chaines de Markov admet un cutoff faible /7
au temps critique t,, si t, — oo et

lim [y, — 1] > 0 et lim ||hy e, — 1] =0, (3.10)
n—00 n—00

ou h,, est la densité de la chaine continue associée au temps ¢ par rapport a sa mesure
invariante 7, et la norme considérée est la norme (P(m,).
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Le résultat principal de ce papier est de relier le trou spectral A, (i.e. la plus petite valeur
propre non nulle de I — K,,) avec le temps de mélange (7 : 7, = inf{t > 0 : ||h; — 1||, < }.
Si lim,, A\,t, = 0o, alors la famille de chaines admet un cutoff faible /7 au temps 7, et si
p = 2, la condition est nécessaire et suffisante. De plus, il peut estimer que la taille de la
fenétre de convergence (ordre de grandeur de la transition abrupte) est de I'ordre de ﬁ
Ce qui a amené Peres a conjecturer que si A\, 7, — 00, alors la convergence abrupte a lieu.
Ce qui n’est pas vrai en général pour la variation totale (contre exemple d’Aldous), mais
que Diaconis et Saloff-Coste ont démontré pour une famille de chaines de naissance et de
mort en considérant la distance de séparation dans “Separation cutoff for birth and death
chains [21].

Un autre auteur a s’étre intéressé au phénomeéne est Ycart. Dans “Cutoff for samples of
Markov chains” [55] il montre le cutoff en variation totale pour des échantillons de taille
n de chaines discrétes irréductibles et réversibles sur un espace d’états fini F, ainsi que
pour les chaines en temps continu associées, et donne leurs temps de cutoff en fonction du
spectre de leurs matrices de transition. Ce sont donc des chaines sur 1’espace produit E”,
et leur mesure invariante est la mesure produit m, = 7®" si 7 est la mesure invariante de
la chaine initiale sur E.

Une chaine d’échantillonnage paralléle (n copies indépendantes qui évoluent simultané-
ment) d'une chaine discréte irréductible et réversible sur un espace d’états fini admet un
cutoff au temps

b logn

" 2log(1/a)’

ol « est la valeur propre différente de 1 la plus grande en valeur absolue de la matrice de
transition P de la chaine. Si maintenant, on couple n copies indépendantes d’une chaine
continue de générateur A, alors il y a cutoff au temps

(3.11)

y _logn
n - 2ﬁ Y

ot (3 est la plus petite valeur propre non nulle de A en valeur absolue. Dans ce cas continu, on
change une seule coordonnée a la fois, et I'équivalent en temps discret est la chaine d’échan-
tillonnage séquentielle de matrice de transition Q,, = Ign + %An, ol A = MmaX;cp Z#i Nijs
pour laquelle on a cutoff au temps

(3.12)

. nAlogn
n — 25 .

“Cutoff for Markov chains : some examples and applications” [56] regroupe ces résultats
avec d’autres exemples de cutoff, des tables numériques et des algorithmes pour produire
des échantillons, ainsi que les résultats de “Decay rates and cutoff for convergence and
hitting times of Markov chains with countably infinite state space” [38], en collaboration
avec Martinez sur lequel on reviendra un peu plus loin.

On peut trouver un autre survol rapide sur la notion de cutoff et ces résultats dans le livre

(3.13)
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de Ycart “Modéles et algorithmes markoviens” [57| au chapitre “Convergence abrupte d’un
échantillon”.
Plus récemment, dans “Cutoff for n-tuples of processes” |4| Ycart avec J. Barrera et B.
Lachaud se sont intéressés au cutoff en termes de taux exponentiels de convergence a
I’équilibre et non plus en termes de valeurs propres de la matrice de transition.
Ils considérent un échantillon (X, ..., X,,) de processus exponentiellement convergents au
sens oll chaque processus X; vérifie
lim log di(t) = —pi, (3.14)
t—o0 t
ou d;(t) est la distance a I’équilibre de la loi du processus X; au temps ¢ pour la distance
considérée (Variation totale, Hellinger, Chi-deux, Kullback).
Sous certaines hypothéses de régularité (notamment que la convergence vers zéro des d;(t)
aux taux exponentiels p; soit uniforme en 7), ils montrent que 1’échantillon admet un cutoff

au temps t,, défini par
loo i
t, = max { ng} (3.15)
i=1,...,n 2pz,n

ot les p; , sont les taux de convergence p; rangés par ordre croissant (Th 4.1).

Si de plus I’échantillon est i.i.d. de taux de convergence exponentiel p, alors la convergence
a lieu dans un intervalle de temps de longueur O(1) autour du temps de cutoff, qui dans
ce cas vaut (Th 4.4 et 4.5) :

[ logn
2p
Ce résultat généralise la proposition 7.7 de “Strong Uniform Times and Finite Random
Walks” [3], dans laquelle Aldous et Diaconis montrent que le produit indépendant d’une
chaine exponentiellement convergente ( d(t) ~ exp(—n/7.) ) admet un cutoff au temps
T4 = T. logn pour la variation totale et au temps 7, = %’7‘5 log n pour la séparation.
Mais la nouveauté ici est que contrairement a Aldous et Diaconis, le temps de cutoff n’est
pas exprimé en fonction des valeurs propres de la matrice de transition (7. = —1/log|As|,
ou Ay est la seconde valeur propre), mais est relié a la concentration de la mesure produit.

(3.16)

Une autre approche du phénoméne développée par Ycart [55, 56], est de relier le temps
de cutoff avec un temps d’atteinte de moyenne empirique. Il considére la moyenne empirique
de I’échantillon

MO = = 3 FXilt) (3.17)

pour une fonction test f. Cette moyenne converge vers m,(f) et il montre que le temps
d’atteinte
TW(f) =inf{t >0: M™(f)(t) = 7. (f)} (3.18)

est asymptotiquement équivalent au temps de cutoff pour les chaines a espace d’états fini.
Ceci fournit une régle d’arrét pour la simulation de la mesure m par méthode de Monte-
Carlo. Pour simuler cette mesure, pour un certain n fixé, on génére un échantillon i.i.d.
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de taille n d’une chaine de Markov admettant = pour mesure invariante, et on s’arréte
lorsque ce temps d’atteinte empirique est atteint. Comme 1’échantillon converge de ma-
niére abrupte et que le temps de cutoff est atteint, on obtient donc une réalisation de la
mesure .

Ce résultat est généralisé dans “Convergence times for parallel Markov chains” [35] pour des
processus a espace d’états infini, dans le cadre des processus exponentiellement convergents
de [4]. La méthode est illustrée avec les processus d’Ornstein-Uhlenbeck, pour lesquels B.
Lachaud a démontré le phénoméne de cutoff (“Cutoff and hitting times for a sample of
Ornstein-Uhlenbeck processes and its average” |34]).

3.2 Convergence abrupte pour un temps d’atteinte

Nous revenons dans cette partie sur le travail de Martinez et Ycart dans “Decay rates
and cutoff for convergence and hitting times of Markov chains with countably infinite
state space” [38], afin de motiver notre définition de convergence abrupte pour un temps
d’atteinte.

Dans cet article Martinez et Ycart se placent sur un espace d’états infini dénombrable et
considérent une chaine X,(t) irréductible récurrente positive d’état initial a. C’est ici a
qui est le paramétre asymptotique qui tend vers I'infini dans le phénomeéne de cutoff. Ils
se placent également en temps continu, mais les résultats ne différent pas du cas discret.
Cette chaine admet une mesure invariante 7 (car elle est récurrente positive), et le résultat
principal de cet article (Th 4.1) est que la chaine admet un cutoff pour la convergence a
I’équilibre au temps ¢, si et seulement si la chaine absorbée associée admet un cutoff au
méme instant pour le temps d’atteinte d'un état absorbant.

Supposons que 'on choisisse que 0 devienne un état absorbant. On obtient une nouvelle
chaine Xéo) (t) dite chaine absorbée associée, qui a ¢y pour mesure invariante et dont la loi
Pl est égale a celle de X, (t) tant que zéro n’est pas atteint. C'est-a-dire que P, , = P,
tant que t est strictement inférieur au temps d’atteinte de zéro T, défini par

T, =inf{t >0: X,(t) =0}. (3.19)

Ce théoréme nous dit que [|P! — «|lyr admet un cutoff au temps ¢, si et seulement si
1P{).0 — dollvr admet un cutoff au méme instan.
Or on a vu (lemme 2.3) que pour un modéle d’absorption on a

HP(tO),a - 50HVT =P (Ta > t) . (320)

Donc la chaine Xéo) (t) admet un cutoff au temps ¢, si et seulement si le temps d’absorption
T, est asymptotiquement équivalent en probabilité au temps de cutoff ¢, :

lim ]P’(%—l

>5) =0, Ve>0. (3.21)
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Car (3.21) est équivalent a

1 sie<1
lim P (T} > ct,) = mess (3.22)
a—00 0 sic>1.
En effet, supposons que I'on ait (3.22), et soit € > 0. On a
1,
IP’( T 1| > 5) =P(T,> (14+e)ty, T, >ty) + P(T, < (1 —&)ty, Ty, < t4)
<P(T, > (1+4e)t,) +P(T, < (1 —e)t,) (3.23)

=P(T, > (1+e)ty) +1 —P (T, > (1 —e)t,)

qui tend vers zéro lorsque a tend vers l'infini, par hypothése en prenant ¢ = 1 + € pour le
premier terme et ¢ = 1 — ¢ pour le dernier.
Supposons maintenant que I'on ait (3.21), soit ¢ > 1, i.e. c=1+¢ avec € >0, on a

P(T, > cty) =P (T, > (1 +e)t,)
=P (% -1> 5) (3.24)

1,

qui tend vers zéro lorsque a tend vers I'infini par hypothése.
Et soit c < 1,i.e. c=1—¢ avec ¢ > 0, et soit &’ < &, on a

P(T, > ct,) =P (T, > (1 —e)t,)
>P(T, > (1—¢&)t,)
=1-P(T, < (1 —¢&ty,) (3.25)

T,
:1—1@(1—t—a>e’>

T
Zl—IP’('l—t—a >e’>

a
qui tend vers 1 lorsque a tend vers l'infini, puisque par hypothése, le dernier terme tend
vers 7éro.

On a donc équivalence entre cutoff pour la convergence a I’équilibre et cutoff pour le
temps d’atteinte de 1’état absorbant, c’est-a-dire que la chaine initiale X,(¢) admet un
cutoff au temps ¢, si et seulement si le temps d’absorption T, satisfait (3.21).
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Ceci motive notre définition de convergence abrupte pour un temps d’atteinte :

Définition 3.1. Le temps d’arrét T, admet une convergence abrupte au temps t, si

T,
lim IP’(t——l >5):0, Ve >0. (3.26)
Remarque : cette condition implique aussi que
1, T,
lim E{—,— SK] =1, (3.27)
a—0o0 a ta

pour une constante K > 1.

En effet la variable 7, = (75, /t.) 141, /1<Ky est bornée par K uniformément en a, et donc
la famille (7,), est uniformément intégrable (voir le chapitre 13 de “Probability with mar-
tingales” de Williams [54]).

Comme par hypothése T, /t, converge vers 1 en probabilité, 7, aussi (K > 1), et d’aprés le
théoréeme 13.7 de [54|, E [r,] converge vers 1.

Donc un éventuel temps de cutoff sera équivalent a E [T;,] dans ce cas.

Ainsi, on obtient une condition suffisante pour qu’un temps d’atteinte 7, admette une
convergence abrupte au temps E [T,] (voir |38]) :

Proposition 3.2. i

lim E[T,] =00 et lim Var(E?% ]> =0, (3.28)

alors le temps d’atteinte T, converge abruptement au temps E [T,].

Démonstration : La premiére condition nous assure que le temps de cutoff tend bien vers
I'infini.
Soit € > 0, supposons que l'on ait

a0 E[T.]
comme T
E =1 3.29
E) = (8.29)
on applique l'inégalité de Tchebytchev
Var X
PX -E[X]|21) < o (3.30)
A la variable X = o [;a] Cela donne
T 1 T
Pl 1> <—v< ) 3.31
( lq 6) T g o E[T] ( )
et donc
. T,
lim P(t——l‘>6> =0. (3.32)
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3.3 Exemples extrémes de cutoff

Nous allons illustrer cette approche avec deux modéles d’absorption trées simples. Ici la
loi invariante du processus est une mesure de Dirac, et on a donc cutoff au temps moyen
d’absorption.

Evolution déterministe

Pour illustrer la notion de convergence abrupte, le plus simple est de considérer un
modeéle d’évolution déterministe. On regarde une particule qui se déplace sur 'axe des
entiers entre zéro et a. A chaque instant, la particule initialement en a saute d’un pas
vers la gauche, et elle s’arréte lorsqu’elle atteint zéro. Il n’y a donc pas d’aléatoire, et la
particule va atteindre zéro au temps t = a. C’est un cas particulier de chaine de naissance
et de mort, d’état initial a, dont les transitions sont pour tout ¢ : ¢; = 1 vers la gauche, et
p; = 0 vers la droite.

La loi de la chaine au temps ¢ est donc P! = §,_;,0, et sa mesure invariante est la masse
de Dirac en zéro m, = dp (on dit que zéro est un état absorbant).
Soit T, le temps d’atteinte de zéro :

T, = inf{t > 0: X,(t) = 0}. (3.33)
Il est ici déterministe et vaut a (P (7, = a) = 1). En particulier on a

1 sit<a,

. (3.34)
0 sit>a.

P(T,>1t) = {
Or, comme pour tout modeéle d’absorption on a égalité entre la distance variationnelle &

I'équilibre et la queue de la distribution du temps d’atteinte de 1'état absorbant (lemme
2.3)

|1P! = mallvr = P (T, > 1) (3.35)
Donc
1 sit<a
P! —m|lvr = ’ 3.36
1P, lvr {O Wt (3.36)

et on a un exemple extréme de transition abrupte au temps t, = a :

1

a t

De plus on a bien t, = E[T,] (= a) et la proposition 3.2 s’applique de maniére brutale
puisque

Var(E:[F;a]> —0 (3.37)
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Modéle basique d’absorption

On considére un modéle simple d’absorption avec lequel on peut mettre en évidence le
phénoméne de cutoff dans le cadre des chaines paralléles définies par Ycart.
Soit p > 0, on prend n copies indépendantes (X!, ..., X™) d'une chaine X° sur {0, 1},
initialisée en 1 et de transitions :

p(L,0)=p, p(l,1)=1-p, p(0,0)=1. (3.38)

A chaque instant, on a une probabilité 1 — p de rester en 1, et une probabilité p d’étre
absorbée en 0, et la mesure invariante de chaque copie est la masse de Dirac en zéro dg.
Soit X = (X! ..., X™) la chaine paralléle, c’est une chaine sur {0,1}", initialisée en 1 =
(1,...,1) et absorbée en 0 = (0,...,0), de mesure invariante m, = &y et de matrice de
transition donnée par le produit de la matrice P de la chaine X°.

Soit T" le temps d’absorption en 0 de la i copie X?, et T}, le temps d’absorption en 0 de
la chaine paralléle X :

T'=inf{t >0: X'(t) =0} et T,,= sup T, (3.39)

i=1,...n
et soit P! sa loi au temps ¢. On a
|1P) = mllvr =P(T, >t)=1—(1—(1—p)")". (3.40)
En effet P(T" > ¢) = (1 —p)!, et on a:
P(T,>t)=1—-P(supT" <t

=1-(P(T°<1))" (3.41)

=1-(1-P(7°>1))"

=1-(1-(1-p"H".

Le graphe de || P! — m,||yr a donc Pallure suivante :

\ I ;ﬁ\
| : 1 |
\ 1 1

s “

Eg ® E] @ Too EJ o E] £ Too o Eg ® @ E] Too

F1G. 3.2 ||P! — m,|lvr avec p = 0.2 pour n = 100, 1000 et 10000

—logn
et la chaine admet un cutoff au temps ¢,, = 7g
o - log(1 — p) . .

Ici aussi notre définition de convergence abrupte pour le temps d’absorption 7T;, s’applique,
puisque

tn ~E[T5] (3.42)
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ot le symbole ~ signifie que les deux quantités comparées sont asymptotiquement équiva-
lentes a des constantes preés : u, ~ v, équivaut a 3 C1, Cy > 0 telles que

Oy < lim 22 <0y, (3.43)
a— 00 Ua
De plus ici 7 = Cy = 1.
En effet,
E[T)=) P(T,>t)=> [1-(1-(1-p")"], (3.44)
t>0 t>0

et la fonction ¢ — [1— (1 — (1 —p)")"] est décroissante positive, et pour toute fonction
décroissante positive f, on peut encadrer > ., f(¢) par comparaison somme intégrale :

/ feydr <> f(t) < 1+/ f(t)dt . (3.45)

t>0

Or, en utilisant la formule du binéme pour (1 — (1 — p)")", on a

==y =3 (§) ot -p

k=0
=1+ (Z) (—DH1-p)*. (3.46)
k=1
Donc
[ n-a-a-nyya- [ -3 (D) coa-pra
t>0 >0 —
o k=1 <k’ (=1) /tzo(l —p)tat (3.47)
n n . 1
:k:1 k)( b klog(1 —p)
car . »
/t>0(1 —p)dt = m : (3.48)
D’ou -
L (D 1 & ) (D
log(1 —p) & (k) - SEL] <1+ oal —p) & <k) T (3.49)

Or on a le résultat suivant :
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Lemme 3.3.

Démonstration :
Soit

k
() ()
S O LE

en utilisant la formule du binome.
On conclut a 'aide de I'identité télescopique

n—1 n—1 1
S, = S — = — — 1
(Sip1—S1) + 51 1
=1 =1
Donc
-1 "1 -1 a
S — - <ET <14——— -
log(1 —p) <=k (T2 log(1 —p) <=k

n
Et finalement, en utilisant I'approximation somme intégrale logn ~ Z
k=1

logn

BT~ — o=y =t

| =

27

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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De méme, on peut estimer que
E [Trﬂ ~ (tn)*. (3.56)

En effet T, est a valeurs positives donc

E[72]) = S P(12>1) = Y P (T, >vE) = > [1-(1-(-pY)], @57

t>0 t>0 t>

[en]

et le méme calcul que (3.47) donne

/t>0 [1 - <1 —(1 —p)\/f)"] dt = — i (Z) (1) /t>0(1 )y

k=1
—2 "L m\ (—1)*
=) < ) . (3.58)
(log(1 —p))” = \k k2
Or
Lemme 3.4. On a
"/ (—1)k "L zl: 1 1,
= — - — ~ ——log"n (3.59)
k=1 (k) h = Lok 2
Démonstration :
Soit .
—~ (1) (=1)
R, = (k) e (3.60)
k=1
On a
(D N+ I\ (—1)
Ry — R = _
= e ; k ki k2
(D) KNk I+1) (1)
E RS A A (3:61)
k=1
S (L) (D
1+l k ko7
k=1
d’ott
| B
Rl-l—l — R[ = —ﬁ E s (362)
k=1

d’apreés le lemme précédent.
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Et on obtient la premiére égalité en sommant comme dans le lemme précédent a 'aide
de I'identité télescopique

n—1
R,=Y (Ryu—R)+ R
=1
n—1 +1

—1 (3.63)

I
|
I‘H
—_
g
N

N
Il

—

—

I
|
=
o~ =
=
|

=1 k=1

Et pour obtenir la deuxiéme partie du lemme, on procéde par comparaison somme
intégrale :
pour toute fonction décroissante positive f on a

/ fydt <> f(k) < 1+ f(t)dt . (3.64)
t=1 —1 t=1
Donc
L ‘L
logl = —dt < — < 1+logl 3.65
og /tzlt _;k_+og, (3.65)
d’out l
"1 1 " logl " logt 1.,
- - > — > — dt = =1 3.66
l Z k — l = /t:1 t 2 og n, ( )
=1 k=1 =1
et
n l n n n
1 1 1 1 log
- - < “(1+1logl) = - —
[ S g tlsl) =3 7+ z
=1 k=1 =1 =1 =1
nol " logt
< 1+/ Sdt+ 1+ | Bl (3.67)
t=1 t t=1 14
= 2+ logn + = log*n
Et finalement l
"\ 1 1.,
7ZE ~ 5 log’n. (3.68)
=1 k=1
O
On a donc )
1
E [T7] e (3.69)
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et la proposition 3.2 s’applique :

2

t2
1= lim 21 =0, (3.70)

lim Var 1
—oo £2

() - 2 2
n—o00 E [Tn] n—oo [R, [Tn]
Donc T,, admet une convergence abrupte au temps E [7},] qui est équivalent au temps de
logn

cutoff t, = —————.
log(1 —p)



Chapitre 4

Métastabilité

A la différence de la convergence abrupte, la métastabilité est un phénomeéne trés aléa-
toire. Elle est caractérisée par le fait que le systéme va rester un temps exponentiellement
long dans un état métastable, avant de basculer vers 1’équilibre. Elle est liée a 'existence
de minima locaux de I'énergie potentielle du systéme, et on va voir que le comportement
métastable résulte de la difficulté a sortir du puits d’attraction de ces minimas.

Apreés avoir présenté le phénoméne physique dans la section 4.1, on introduit un modéle
de mécanique statistique pour décrire les systémes ferromagnétiques dans un régime meé-
tastable (sections 4.2 et 4.3). C’est dans ce cadre qu’a été formalisée I'approche “pathwise”
[12|, qui consiste a regarder la loi des trajectoires typiques entre I’état métastable et I’état
stable du systéme (section 4.4).

Ensuite, dans la section 4.5 on formalise le comportement métastable (définition 4.1), dans
I’esprit de 'approche “pathwise”. Et on montre que l'existence de deux échelles de temps
(le temps moyen de tombée est trés inférieur a celui de sortie), est une condition suffisante
pour qu'une chaine de Markov observe un tel comportement (théoréme 4.2).

Enfin, dans la derniére section de ce chapitre (section 4.6), on présente briévement les
autres approches utilisées pour formaliser la métastabilité.

4.1 Un peu de physique

Certains systémes physico-chimiques ont la propriété de rester longtemps dans un état

différent de 1’équilibre thermodynamique vers lequel ils sont censés évoluer. C’est le cas
par exemple du diamant dont ’état stable est le carbone graphite, mais qui a 1’oeil humain
semble stable. On parle alors de pseudo-équilibre ou encore d’état métastable.
La meétastabilité est la capacité de cet état de non-équilibre & persister un certain temps.
Un état métastable est stable cinétiquement, mais pas thermodynamiquement, et si on
caractérise le systéme par son énergie potentielle, un état métastable correspond a un
pseudo-minimum (minimum local) de I’énergie alors que 1'état stable du systéme corres-
pond au vrai minimum (minimum global) de cette énergie potentielle.

31
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Typiquement, un systéme dans un état métastable va y rester un temps exponentiellement
long, avant d’atteindre le vrai équilibre.

En thermodynamique, on observe la métastabilité pour des systémes proches d’une tran-
sition de phase de premier ordre, comme les transitions liquide/solide ou liquide/gaz. Ces
transitions dépendent de paramétres thermodynamiques comme la température ou la pres-
sion, et on observe un état métastable lorsqu’au lieu de changer de phase quand le para-
meétre varie, le systéme reste dans son état précédent. Les exemples d’états métastables
sont les solutions et vapeurs sursaturées, et les liquides et vapeurs “supercooled” tel I'eau
en surfusion (brouillards givrants) : des gouttelettes d’eau liquide en suspension dans ’air
a température négative.

Afin de bien comprendre le phénomeéne, regardons un exemple de métastabilité que I'on
peut observer expérimentalement au niveau de la transition liquide/gaz.

Cet exemple est discuté dans le livre de Enzo Olivieri et Maria Eulalia Vares “Large devia-
tions and metastability” [45|, dans une trés belle introduction sur le phénoméne physique
de la métastabilité (chap. 4).

On considére la compression isotherme d’'un gaz a température 7' inférieure a la tempéra-
ture critique T,.. On regarde le graphe de la pression P par rapport au volume v (cf fig).

v v, v

Il y a deux volumes critiques : v; en dessous duquel ’état stable est la phase purement

liquide, et v, dit point de condensation, en dessus duquel I’état stable est la phase purement
gazeuse.
Entre les deux (v, < v < vy), les deux phases coexistent. Maintenant, si on commence
I'expérience avec un volume de gaz v > v,, et que I'on compresse suffisamment lentement
le gaz, on peut obtenir une phase purement gazeuse avec v < vy, que I'on appelle vapeur
sursaturée. On peut continuer jusqu’a un volume v*, a partir duquel le gaz devient instable,
une phase liquide se forme et coexiste avec la phase gazeuse. En apparence les propriétés
de I'état métastable (v* < v < v,) sont similaires & celles du gaz dans son état normal
(v > v,), mais une petite perturbation (impureté, fluctuation thermique spontanée ou per-
turbation extérieure) peut entrainer la nucléation de la phase liquide : un petit noyau de
condensation se crée localement, et il grandit rapidement en absorbant les molécules de va-
peur supersaturée autour de lui jusqu’a atteindre I’équilibre ou les deux phases coexistent
dans certaines proportions.
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C’est le méme phénoméne qui se produit avec les brouillards givrants : les gouttelettes
d’eau liquide en suspension dans Dair restent a I’état liquide tant que la température est
supérieure & —39°C (qui correspond au volume v* dans I'exemple précédent), mais elles
gélent brusquement dés qu’elles entrent en contact avec un corps étranger (le sol, un cristal
de glace...).

Les systémes ferromagnétiques fournissent un autre exemple de métastabilité. On re-
garde la magnétisation m du systéme en fonction du champ magnétique extérieur h, pour
un systéme en dessous de la température critique T, dite point de Curie, au-dessus de
laquelle la magnétisation n’a plus lieu. L’état d’équilibre du systéme correspond a une ma-
gnétisation de méme signe que le champ externe. Pourtant, autour de h = 0, on observe
un “hysteresis loop” (cf fig) : si on part de I’état d’équilibre avec un champ externe négatif
mais proche de zéro, donc avec m(h) < 0, et qu'on fait varier le champ externe jusqu’a
une petite valeur positive, la magnétisation du systéme reste négative. C’est donc un état
métastable, puisque le vrai équilibre serait une magnétisation positive. On peut continuer
jusqu’a atteindre une valeur A* dit champ coercitif, & laquelle la magnétisation redevient
positive. On a le méme phénoméne en parcourant la boucle dans 'autre sens.

//

F1G. 4.1 Hysteresis loop

Toujours en suivant Olivieri et Vares ([45], chap 4), on va maintenant introduire le
modeéle de Curie-Weiss, pour décrire le comportement métastable des systémes ferroma-
gnétiques entre —h* et h*. Cela va nous amener a une description mathématique de la
métastabilité suivant une approche dite “pathwise approach”, qui va nous permettre en-
suite de faire le lien avec le phénoméne de cutoff.
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4.2 Théorie de Curie-Weiss

On se place dans le cadre de la mécanique statistique, et on considére un systéme de
N spins qui peuvent prendre la valeur +1 ou —1. Une configuration du systéme est donc
la donnée de o = (01,...,0n5) € {—1,+1}". On considére que les interactions sont de
type “champ moyen”, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de structure spatiale, et que les spins in-
teragissent entre eux indépendamment de la distance qui les sépare.
Ainsi I'énergie associée a une configuration dépend de ces interactions et du champ ma-
gnétique externe h :

;X N
Hy(o) = ~3N Z oio; — h Z o (4.1)
ij=1 i=1

ou J est un paramétre fixé du systéme.

Cette énergie ne dépend de la configuration o qu’au travers de la magnétisation my (o) =
1 N . . co

Nt %", 0; qui lui est associée :

J
Hy(o)=—N <§(7TLN(O'))2 + th(O')) . (4.2)
Cette magnétisation évolue dans

v ={-1,-1+2/N,...,1—-2/N 1}, (4.3)

et on lui associe I'énergie libre grand canonique

1

F h)=———logZ h 4.4
N(ﬂa ) 6N 0g N(ﬂa )7 ( )

ou f = 1/kT, avec T la température et k la constante de Boltzmann, et

Zy(B,h) =) e PN (4.5)

ag
On est intéressé par la limite de cette énergie lorsque N tend vers I'infini. En appliquant
la théorie des grandes déviations, on trouve que

lim F(5,h) = min_fsu(m) (4.6)

me[—1,+1]

ol fz est I'énergie libre canonique du systéme ou encore énergie libre de Gibbs.

En fonction des paramétres 5 et J, on peut déterminer le profil de cette fonction.
Si fJ < 1, elle posséde un seul minimum m(3,h) de méme signe que h, cela correspond
au cas de température surcritique 7" > T..
Si BJ > 1, il existe une valeur critique hgy pour le champ magnétique (dite champ coercitif)
au dela de laquelle (|| > hg) il n’y a & nouveau qu’'un seul minimum m(3, h) de méme
signe que h.
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Et lorsque le champ est inférieur au champ coercitif (|h| < hg), I’énergie libre canonique
posséde deux minima qui constituent deux puits d’attraction dont la profondeur dépend
de h :

— si h = 0, alors le profil est symétrique et le systéme a donc deux vrais états d’équilibre.
et si 0 < |h| < hg, on est toujours en présence de deux puits, mais de profondeurs
différentes. Il y a un minimum local qui correspond a un état métastable du systéme,
et un minimum global de méme signe que h, qui correspond au vrai équilibre du
systéme (voir Fig. 4.2).

C’est ce dernier cas, qui correspond a la boucle d’hysteresis, qui va nous intéresser dans le
cadre de notre approche “pathwise” de la métastabilité.

4.3 Modéle de Curie-Weiss

On considére la distribution vy g de my(o) sous la mesure de Gibbs

1
= e PHN0) 4.7
1in,5.1(0) e (4.7)
On a )
_ ~NB fxg.n(m) 4.8
VNﬂ,h(m) ZN(ﬁa h) € ; ( )

ot fxgn(m) tend vers I'énergie libre de Gibbs fj définie plus haut, lorsque N tend vers
I'infini.

On se place dans le cas ou J =1, > 1 et 0 < h < hg, ¢’est-a-dire dans le cas ou le profil
de fs 5 posséde deux puits avec un minimum local en m™ (3, h) < 0, et un minimum global
en m*(3,h) > 0. Entre les deux, il y a un maximum local m®(3, h) qui délimite les deux
puits (voir Fig. 4.2).

Fi1G. 4.2  Modele de Curie-Weiss, profil énergétique a deux puits.

Dans la suite, on omet les indices 3 et A pour alléger les notations.
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Le modéle de Curie-Weiss consiste a prendre une chaine de Markov £y qui admet vy
comme mesure invariante, et dont les transitions ¢y (m,m) sont nulles si |m —m| > 2/N
(c’est-a-dire que l'on autorise un seul changement de spin & chaque instant). Une telle
chaine est une chaine de naissance et de mort et elle réversible par rapport a sa mesure
invariante vy

vn(m) Qn(m,m) = vy(m) Qn(m,m), pour m et m tels que |m —m| >2/N . (4.9)

Différents exemples de telles chaines sont discutés dans “Large deviation and Metastability”
[45].

4.4 Approche “pathwise”

Cette approche a été utilisée pour la premiére fois en 1984 dans I'article de M. Cassan-
dro, A. Galves, E. Olivieri et M. E. Vares “Metastable behavior of stochastic dynamics : a
pathwise approach” [12|, pour étudier le modéle de Curie-Weiss.

Elle consiste a regarder les trajectoires typiques de la métastabilité et leurs statistiques.
On s’intéresse tout particuliérement au temps moyen pour passer de I’état métastable m™
a I'état d’équilibre du systéme m™.

De maniére heuristique, on peut interpréter ce processus comme modélisant une particule
qui se déplace dans le profil d’énergie défini par f. Si la particule se trouve dans un puits,
elle sera attirée par le minimum local qui s’y trouve. Cela se comprend intuitivement, et on
verra dans le chapitre suivant que cela correspond au phénoméne de convergence abrupte.
Ainsi, ce qui fait la métastabilité dans la trajectoire qui va de m™ a m™, c¢’est la trajectoire
de m™ a m® : c’est la sortie du puits de m~, qui se fait dans le sens inverse de la dérive
qui pousse la particule vers le fond.

Remarque : comme m~, m° et m* n’appartiennent pas forcément a I’espace Yy, on définit
les entiers i, i et iT tels que

21, , 2(i; +1)
m; = _1+W] §m3<—1+JT, (4.10)
pour j = —,+,0 (bien que ces entiers dépendent de N, on omet 'indice N).
On définit également I'entier 7, tel que
‘ . B 1 2 (i, +1)

qui correspond au point de Yy situé immeédiatement a droite du sommet m° qui sépare les
deux puits (voir Fig. 4.2).

On s’intéresse donc maintenant a la trajectoire de sortie de m_ a m,.

On définit T]i\}j, le temps d’atteinte de —1 + 25/N partant de —1 + 2i/N

T =inf{t >0 : {y(t) = —1+2j/N | &v(0) = —1+2i/N}, (4.12)
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et T le temps de sortie (encore appelé “tunnelling time”)
Ty = T . (4.13)

Dans “Large deviation and metastability” ([45|, Th 4.6), Olivieri et Vares, en reprenant les
résultats de [12], montrent qu’asymptotiquement en N, le temps de sortie Ty est exponen-
tiellement distribué autour de sa moyenne

T'n c
E[Ty] Y exp(1l) . (4.14)

Ils donnent également un ordre de grandeur du temps moyen de sortie (E[Ty] ~ eNV4), ot
A= p(f(m°) = f(m™7)).

C’est ce qui pour nous caractérise le comportement métastable du processus. Le systéme
reste un temps exponentiellement long (et donc imprévisible) dans I’état métastable.
Pour étre plus précis, avant le temps T, le systéme se concentre autour de m_ ([45], Th
4.10), c’est la thermalisation. Une fois en m,, avec probabilité 1, il atteint m, dans un
temps beaucoup plus court que eV et avant de revenir en myq ([45], Corollaire 4.15).

Ces résultats sont synthétisés dans le théoréme 2.1 de [12]| de la maniére suivante :

si on regarde le processus empirique

1 S]E[TN]+RN
AN,RN(Sax) = 5 Z 5§N(k)(x)> (415)
N k=sE[Tx]

qui compte le nombre moyen de passages en = autour du temps moyen E [T] du processus
initialement en m_. Alors, en prenant Ry tel que Ry /E[Ty] — 0 (par exemple Ry = eV,

avec 0 < aw < A), Ay gy converge en loi vers le processus A

A(s,.) = (4.16)

O, sSis<T
O, sis>T,

ou T est une variable de loi exponentielle de paramétre 1.

4.5 Meétastabilité pour les chaines de Markov

On a vu ci-dessus comment la métastabilité était liée au profil énergétique associé a la
mesure invariante du processus : un état métastable correspond & un minimum local de
cette énergie, et ce qui fait le comportement métastable du processus est I'imprédictibilité
du temps de sortie du puits ol se trouve ce minimum (4.14).

Cela nous améne a formaliser dans I'esprit de I'approche “pathwise”, et de maniére géné-
rale le comportement métastable pour une suite 7T de variables aléatoires sur un espace
dénombrable Ay :
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Définition 4.1. Une variable aléatoire T sur Ay posséde un comportement métastable

si
. In ¢
A}LH}XD E[Ty] exp(1) . (4.17)

Cette définition est en fait plus large que le phénoméne physique de la métastabilité.
En effet elle décrit bien le comportement d’un systéme dans sa transition d’un état mé-
tastable vers le vrai équilibre. Mais ce probléme est en fait celui de la sortie d’'un puits
du profil énergétique. Que celui-ci soit un minimum local ou global ne change en rien le
comportement du processus : c¢’est le méme phénoméne que 1'on observe !

On a vu également que le comportement métastable était liée a I'existence de deux échelles
de temps différentes : le temps pour tomber dans le puits est trés inférieur au temps néces-
saire pour en sortir. C’est en fait une condition suffisante pour observer un comportement
métastable. C'est ce qu’on va montrer dans le théoréme 4.2, qui est une généralisation aux
chaines de Markov de la proposition 2.1 de [12], qui établit la limite exponentielle pour le
modeéle de Curie-Weiss.

On formalise l'existence de ces deux échelles de temps de la facon suivante : soit X ()
une chaine de Markov irréductible sur 'espace Ay, et soient [y et hy deux états de Ay,
(appelés respectivement basse et haute énergie), le temps moyen pour aller de hy a I est
trés inférieur a celui mis pour aller de [y a hy, et on note

E [ThN—’lN] <<E [TlN—>hN] ) (4'18)

si les conditions suivantes sont satisfaites

1. il existe ay tel que :

E[T,. .
i i gy o

=0, 4.19
N—oo N—oo E [T}y py] (419)

ou T, est le temps d’atteinte de y pour la chaine partant de z a I'instant zéro

Ty =1nf{t > 0: X} (t) = y}. (4.20)
2. hy maximise I’énergie, dans le sens ou il maximise le temps moyen pour atteindre
ZN .
sup E[TmNHlN] = E[ThNHlN] . (421)
TNEAN

3. la suite T
Sy = —h=hy 4.22
E [TIN—>hN] ( )

est uniformément intégrable (voir |54| chap. 13).
C’est a dire que pour tout € > 0, il existe K > 0 tel que

E[’SN‘7‘SN’ > K] < €, VN . (423)
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Remarques :

— la premiére condition formalise I'existence des deux échelles de temps.

— la seconde hypothése est nécessaire pour des raisons techniques, mais ne réduit, pas
la portée du résultat. Cela suppose seulement que I'état hy est en haut du puits
d’attraction de . Si ¢a n’est pas le cas (par exemple si hy se situe & mi-pente d’un
puits), il suffit juste de considérer la restriction Ay de Pespace Ay, de sorte que hy
maximise 1’énergie sur /~1N, ce qui ne change pas le comportement général et permet
de montrer le comportement métastable de 7;, ., .

— la troisiéme condition va nous permettre d’appliquer le théoréme 5.4 de “Convergence
of Probability Measures” [7] :
pour toute suite X uniformément intégrable qui converge en loi vers X,
on a E[Xy] = E [X].

On montre ainsi a la fin de la démonstration du théoréme que la limite S est unique.

Théoréme 4.2. Soit N € N, soit Xy(t) une chaine de Markov irréductible et récurrente
positive sur un espace dénombrable Ay .

S’il existe deux états Iy et hy tels que E [Th—iy] << E[T1y—ny], alors le temps T)y—ny @
un comportement métastable.

Démonstration du théoréme 4.2 :

On va donc montrer que Sy converge en loi vers variable exponentielle de paramétre un
(exp(1)).

On va le faire en deux temps. Tout d’abord, on remarque que la suite Sy est équitendue.
En effet, par définition de Sy

E[Sy] =1, (4.24)
et donc par I'inégalité de Markov
E|S 1
P(Sy >t) < [tN] :Zt—>0. (4.25)

En utilisant un résultat d’analyse (voir le th. 4.4.3. de [14]), on sait donc que toute sous-
suite de Sy admet une sous suite qui converge en loi.

Il nous reste donc & montrer que cette limite est unique et que c’est une loi exponentielle
exp(1).
Pour cela, on a besoin de définir les variables auxiliaires 17, et SfN et de quelques résultats
techniques.
Soit
Ty, = inf{t > sE [T _py] : X¥(t) = In}, (4.26)

le premier temps de retour en [y aprés U'instant s E [T}, ], pour la chaine X]l{,v,
et <
Ty

o — v
N E [TIN—>hN]

(4.27)
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Ces temps sont bien définis : puisqu’on a supposé la chaine récurrente positive, a N fixé,
tous les temps moyens d’atteinte sont finis.

Par hypothése, on suppose donc qu’il existe un ay tel que

«
On = EmNLN] —— 0. (4.28)
On a les lemmes suivants :
Lemme 4.3. On a
dim P (S;, > s+ 0y) =0. (4.29)

Démonstration du lemme 4.3 :
D’aprés la définition de Sj, on a
P (S5, > s+ fy) =P (ng(k) Ly, k= SE[Tn]se s SE[Thynn] + aN> . (4.30)

Soit sy = sE [T —nyl]s et In = {sn,..., 58 + an}.
En partitionnant sur toutes les valeurs possibles de Xf{,v (sy), on a:

P(S;, >s+0y) =P <X§(,V(k:) Ly, Vk € IN) (4.31)
= 3 P(XR0) Al Vhe Iy | X (sw) =aw ) P (X (s) = )

rNEAN
< sw P (ng(k) Ly, Yk eIy | X (sy) = xN> W;N P (ij (sw) = 37N>

= sup P(T,y—iy > an) ,
rNEAN

On utilise maintenant I'inégalité de Markov :

E|T,._.
P (Tyy—iy > ay) < E[Toy—in] (4.32)
an
Do : E(T |
hn—l
P (S5, > s+ By) < a]jv L0, (4.33)
puisque par hypothése hy maximise le temps d’atteinte de [y, et que
E|T,,_
i E 0] (4.34)
N—o00 aN
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Lemme 4.4. On a

P(Sy>s+t,8, <s+0n) 2P (Sy>s+0n,S, <s+0x) P(Sy>1) . (4.35)
Démonstration du lemme 4.4 :

En gardant les notations du lemme précédent et en partitionnant sur les valeurs pos-
sibles de T} , on a

P(Sy>s+t, S <s+0y)=> P(Sy>s+t, T =k)

keln

=Y P(Sy>s+t,Sy>s, T =k) (4.36)
keln

=) P(Sy>s+t|Sy>s, T =k) P(Sy>s, T =k) .
keln

Or, par la propriété de Markov, pour tout k£ € Iy

k
]P’(SN>s+t]SN>3,T5V:k):]P’(SN>s+t—7), (4.37)
E[EN‘)}ZN]

qu’on peut minorer par P (Sy > t) en prenant k = sy = sE [T}, n,]-
D’ou
P(Sy>s+t, S <s+8y) 2P(Sy>1t) > P(Sy>s, Ty =k)
kely
ZP(SN>t) P(SN>S,SZSN§S+5N) (4.38)
ZP(SN>t) P(SN>S+6N,SZSN SS—FBN) .

Lemme 4.5. On a
P(Sy>s+t,8, <s+0n) <P(Sy>s)P(Sy>t—Fn) . (4.39)
Démonstration du lemme 4.5 :
On fait le méme découpage que dans la démonstration du lemme précédent (4.36).

On majore (4.37) par P (Sy >t — (y) en prenant k = sy + a.
Et finalement, on majore ZkGIN P (SN > s, 1) = k) par P (Sy > s).
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On sait que toute sous suite Sy, de Sy admet une sous suite Sy~ qui converge. Soit .S
une limite faible de Sy~ :

SNN # S. (4.40)

N—oo
Remarque : les lemmes précédents restent vrais pour Sy~, et pour alléger les notations, on
va omettre les ”, et noter Sy pour Sy.
Par définition de la convergence en loi, on a

P(Sy > t) ﬁ P (S > t) (4.41)

pour tout point ¢ de continuité de la fonction ¢t — P (S > t).
Soient donc s et t des points de continuité de cette fonction tels que s + t le soit aussi.
On va montrer que

P(S>s+t)=P(S>s)P(S>t). (4.42)
Majoration. On écrit :
P(Sy >s+t)—P(Sy >s) P(Sy >t) =
P(Sy>s+t)—P(Sy>s)P(Sy >t —[0n) (4.43)
P (Sy > 5) [IP(SN >t—ﬁN)—IP>(SN>t)] .

D’aprés le lemme 4.5, on peut majorer la premieére différence par

P(Sy>s+t)—P(Sy>s+t, 5, <s+0n), (4.44)
qui est égal a
IP’(SN>S+t,SfN>s+5N) : (4.45)
qui tend vers zéro d’apres le lemme 4.3. De plus,
J\}_lm ]P)(SN>t—ﬂN)—]P)(SN>t):O, (446)
3 AN tend éro, et d
car = ————— tend vers zéro, et donc
N E [TlN—>hN]
J\}_lm ]P)(SN>t—ﬂN):]P)(S>t):A}_Im ]P)(SN>t) , (447)

car la suite Sy + By converge en loi vers S.
D’ou
P(S>s+t)—P(S>s)P(S>1)
= lim ]P)(SN > S+t) —]P)(SN > S) ]P)(SN > t)

N—oo
§A}im P(Sy>s+t, S, >s+0n) (4.48)
+ lim P (Sy > ) [IP(SN>t—ﬂN)—P(SN>t)]

=0.
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Minoration. On écrit
P(Sy>s+t)—P(Sy>s)P(Sy >t) =
P(Sy>s+t)—P(Sy>s+0n, S, <s+0y) P(Sy >1) (4.49)
L P(Sy > 1) [IP’(SN>5+BN, Si. < s+ By) —P(SN>3)] .

On minore la premiére différence a ’aide du lemme 4.4, par
P(Sy >s+t, S5 >s+By) , (4.50)

qui tend vers zéro d’aprés le lemme 4.3.
Pour le second terme on écrit :

P(Sy >s+0n, S, <s+0n) —P(Sy > s)
:P(SN>S+5N,SZSN§S+5N)—P(SN>S+ﬂN)

+IP)(SN > 8+ﬁN) —IP)(SN > 8) (451)
=—P(Sy > s+Bn, S5, >s+0y) +P(Sy > s+ By) —P(Sy >s) .

Et, toujours d’apres le lemme 4.3 :

lim P (Sn>s+0n, S, >s+0y)=0. (4.52)

Et enfin
NhinooP(SN >s+0y)—P(Sy>s)=P(S>s)—P(S>s)=0. (4.53)

D’ou

P(S>s+t)—P(S>s)P(S>t)
> lim P(Sy>s+t, S >s+/0y) (4.54)

N—o0

+ lim P (Sy >t) [IP’(SN>s+BN)—IP’(SN>s)—IP’(SN>s+ﬂN,SfN >s+BN)}

N—o0

=0.

Conclusion :
On a donc
P(S>s+t)=P(S>s)P(S>t), (4.55)

en tout point de continuité de la fonction de répartition F de S (F(t) =1 —P (S > t)).
De plus, comme F' est continue a droite et admet au plus un nombre dénombrable de
discontinuités, ces points de continuité sont denses et (4.55) est donc vraie pour tous s et
t. Ce qui est caractéristique des lois exponentielles.

Pour montrer que la limite S est unique, il reste & montrer que E [S] = 1.
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Or d’apreés le le théoréme 5.4 de [7]|, comme Sy~ converge en loi vers S, qu’elle est unifor-
mément intégrable et que E [Sy»] =1, on a

E[S] = lim E[Syv] =1, (4.56)
N—oo
et donc S suit une loi exponentielle exp(1).
On a vu que la suite Sy est tendue, et donc que toute sous suite admet une sous suite qui
converge. De plus la limite S est unique et exponentielle exp(1), d’aprés le théoréme 2.3
de [7], la suite Sy converge en loi vers S :

CTIN—JLN L

Sy =
o E[TlNHhN] N—oo

exp(l) . (4.57)

C’est a dire que la temps de sortie de [y vers hy a un comportement métastable.

4.6 Autres approches de la métastabilité

Parmi les nombreux travaux mathématiques sur la métastabilité, une référence incon-
tournable sont ceux de Freidlin et Wentzell (“Random perturbations of dynamical systems”
[25]). 1ls considérent un systéme dynamique associé & un champ de vecteurs b sur R%, per-
turbé par un bruit blanc W;. Typiquement b(x) = —VU(z), avec U un potentiel possédant
deux puits d’attraction (w; qui contient un minimum local x1, et wy qui contient le mi-
nimum global x5). C’est la partie déterministe du systéme, 1’aléa étant représenté par un
mouvement brownien standard d-dimensionnel W;. Le processus de Markov X[ considéré
est I'unique solution de ’équation différentielle stochastique

t
X7 =4 / B(XT5) ds + £ W, (4.58)
0

et il admet une mesure invariante p. qui se concentre autour du puits le plus profond ws,
et tend vers la masse de Dirac au point s, lorsque € tend vers zéro.

Par des méthodes de grandes déviations, Freidlin et Wentzell obtiennent des estimations
du temps de sortie du domaine wy : ils montrent qu’il existe deux échelles de temps 7. et
J. telles que . — 00, §. — 00, et d./v. — 0, lorsque ¢ tend vers zéro.

Le processus reste localisé autour de z; dans une échelle de temps d’ordre ., et sort du
puits dans dans une échelle de temps d’ordre 6.. De plus on a la limite exponentielle du
temps de sortie 7., exprimée ici de la maniére suivante :

lir% P(r.>ty.)=¢", (4.59)

avec 7. ~ E[r.].
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Dans “Markov Chains with Exponentially Small Transitions Probabilities : First Exit
Problem from a General Domain” 1 et II [42, 43|, E. Olivieri et E. Scoppola donnent une
description probabiliste compléte du temps de sortie et du tube de sortie pour les modéles
de Freidlin et Wentzell, en utilisant les techniques de renormalisation de “Metastability for
Markov chains : a general procedure based on renormalization group ideas” [51]. Dans le
cadre de I'approche “pathwise”, ils considérent une famille de chaines de Markov dont les
probabilités de transition décroissent exponentiellement en un parameétre 3 qui tend vers
I'infini

p(z,y) ~exp(=FAz,y)) . (4.60)

Typiquement, [ est I'inverse de la température, et A représente une différence d’énergie
A(z,y) = [H(y) — H(x)]4, pour un profil d’énergie H > 0 quelconque, ot [a]+ = a V0 est
la partie positive du réel a.

Pour un domaine Q contenant plusieurs minima locaux, ils regardent le temps de sortie du
domaine (“exit time”). En se basant sur les propriétés du profil énergétique et notamment
la notion de cycle (un cycle est un ensemble d’états tel que le maximum de I’énergie & I'in-
térieur de I’ensemble est inférieur au minimum de ’énergie sur la frontiére de 1’ensemble),
ils montrent la limite exponentielle du temps de sortie.

De plus ils caractérisent le tube de sortie (“exit tube”). C’est a dire la suite d’états par
lequel le processus passe pour sortir du domaine. Ils montrent que ce tube est la renver-
sée temporelle d'un chemin typique pour atteindre le fond du domaine (“standart cascade”).

C’est la méme idée que nous allons développer au chapitre suivant pour caractériser la
trajectoire typique de sortie. La différence majeure entre ces travaux et les notres réside
dans le fait qu’asymptotiquement en [, les transitions tendent exponentiellement vers zéro
ou un (4.60). Intuitivement, c¢’est comme si les pentes du profil d’énergie tendaient a étre
verticales, alors que dans les cas que nous allons considérer la pente est constante, mais
c’est I’état initial (ou d’arrivée selon la trajectoire que I'on regarde) qui tend vers l'infini.

Pour un survol de ces résultats, on pourra lire “Metastability and typical exit paths in
stochastic dynamics” [44], et pour une discussion plus générale des principaux aspects de
la métastabilité “On the essential features of metastability : tunnelling time and critical
configurations” [37].

Déterminer le tube de sortie, c’est s’intéresser aux états par lesquels le systéme passe
dans la transition d'un état métastable vers I’état stable du systéme. C’est 1’objet des tra-
vaux de Schonmann, Neves et Schonmann, Kotecky et Olivieri, et den Hollander, Olivieri
et Scoppola [49, 50, 40, 41, 33, 15|, de déterminer la forme et la taille de la “goutte critique”
de spins +1 qu’il faut atteindre pour basculer vers I’équilibre (tous les spins +1), pour un
modeéle d’'Ising & trés basse température soumis a un faible champ externe positif, initiale-
ment dans I'état métastable avec tous les spins —1. C’est le phénoméne de nucléation de
la phase stable.
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Une autre question est de caractériser les états métastables. Pour nous ce sont les mi-
nimas locaux du profil énergétique.
Dans ses travaux (“Metastability and ageing in stochastic dynamics” |9], “Metastability :
A potential theoritic approach” [10], ou les lectures notes “Markov Processes and metasta-
bility” TUB 2003, et “Metastability” Prague 2006 pour un survol complet de ses résultats),
A. Bovier propose une définition plus générale en termes de potentiels d’équilibre. Pour
deux ensembles A et B, le potentiel h4 p est la probabilité d’atteindre A avant B

hap(x) =Pu(Ta < 78) (4.61)

oll T4 et 7 sont les temps d’atteinte de A et B respectivement.
Un processus de Markov est métastable par rapport a I’ensemble M des états métastables
du systéme si

supgep Pa(Tve < 72)

- < pkl. 4.62
infyea Pyt < 7y) (4.62)
Ou encore en termes de temps moyens d’atteinte
inf E. 7o
vem Baltana] 1/p>1. (4.63)

SUPyg a1t Ey [TMm]

Il utilise ensuite la notion de capacité de la théorie du potentiel pour exprimer ces temps
moyens

E,[r4] = Z% , (4.64)
y¢A

ol p est la mesure invariante du processus, et la capacité est définie de la maniére suivante :
pour deux ensembles A et B, c’est la probabilité partant de B d’atteindre A avant B

cap(A, B) = > (@) hap(z) = > p(z)Py(ra < 75) . (4.65)

reB zeB

Et donc
cap(A4,z) = p()Pu(ta < 72) (4.66)

est la capacité de A a étre atteint de x.

Remarque : la formule (4.64) est équivalente a notre formule (5.30) (voir chapitre suivant),
exprimée ici en terme de capacité. Ce sont deux versions de la formule plus générale (9.1)
(en appendice), qui ne nécessite pas forcément I'hypothése de réversibilité.

A. Bovier relie ensuite la capacité avec les valeurs propres du générateur du processus,
ce qui lui permet d’avoir des bornes inférieures et supérieures pour les temps de sorties des
domaines métastables, et de relier ainsi de maniére générale la métastabilité aux propriétés
spectrales du processus.



Chapitre 5

Convergence abrupte et métastabilité
pour les chaines de naissance et de mort

Dans ce chapitre on propose un modéle de marche aléatoire entre 0 et a, pour lequel
on montre les phénoménes de convergence abrupte et de métastabilité sous une hypothése
de dérive. On suppose en effet qu’il y a une dérive vers zéro (hypothése (H), (5.3)), dont
on discute les interprétations en termes de mesure invariante et de profil énergétique dans
la section 5.2.

En utilisant une approche due a Martinez et Ycart [38], on montre dans la section 5.4
la convergence abrupte vers zéro (théoréme 5.3). Cette approche consiste a exprimer des
quantités clés liees aux temps d’atteinte en fonction de la mesure invariante (section 5.3).
Dans la section 5.5, on montre la métastabilité de la trajectoire de sortie (théoréme 5.6).
Pour ce faire, on utilise bien évidemment 1’hypothése (H), mais on s’appuie fortement sur
la convergence abrupte au travers d’un couplage (5.54). Cela nous permet de décomposer
le temps de sortie en un nombre géométrique de “tombées a I'équilibre”; typiques de la
convergence abrupte (5.62).

On explore plus encore la complémentarité des deux phénomeénes dans la section suivante
(section 5.6), en montrant que la derniére sortie dans la trajectoire métastable est la ren-
versée temporelle d’'une trajectoire typique de cutoff (propositions 5.7, 5.8 et 5.9).

5.1 Modéle

On considére une famille X,(¢) de chaines de naissance et de mort sur [0, a].

9 po Q@ Dr qo Do
Q/‘\* VRV
——ttttt e+ttt
0 r—1 x z+1 a

47
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Lorsque a est fixé, c’est une chaine a espace d’états fini, et donc elle est récurrente
positive et admet une unique mesure invariante m,. De plus cette mesure invariante est
réversible, et on a vu au chapitre 2 qu’on pouvait donc I'exprimer en fonction des transitions
de la chaine :

() = H — 74(0) - (5.1)

On va de plus supposer que cette famille est uniformément irréductible, c¢’est-a-dire que
pour tout a :
inf p,>0,et inf ¢ >0. (5.2)

z=0,...,a-1 rz=1,...,a

Cette hypothése nous permet de considérer les trajectoires de zéro vers a et de a vers zéro
(définies par les temps d’atteinte T; ., et T,_.,) et leur comportement asymptotique en a.

Rappel : T,_,, est le temps d’atteinte de y partant de z : T, ., = inf{t > 0: X (¢) = y},
ou I'on note par XZ(¢) la chaine initialisée en z.

5.2 Dérive, profil énergétique et décroissance exponen-
tielle de la mesure invariante

On suppose qu’il existe K tel que pour tout x et pour tout a,

7o(By)
H < K, 5.3
() = (5.3
ou B, = [z, d].
Remarque : d’aprés (5.1), cette quantité s’écrit
a k
7o(By) _ Z Pix (5.4)
WG(ZE) k=z i=z+1 4

C’est la condition (H) qui donne la dérive vers zéro et on peut le voir de deux fagons :

En termes de mesure invariante, cela impose que 7, posséde une queue a décroissance
exponentielle, ou en d’autres termes, qu’elle est concentrée vers zéro.
On parle de décroissance exponentielle puisque

7o(By)

7o ()

<K

équivaut a

To(Bs) < K mo(2) = K (74(By) — Ta(Bay1)) (5.5)
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car {x} = B, \ Byi1.
On a donc pour tout =

1
a(Bys1) < 7a(By) (1 - ?> . (5.6)
Or m,(z) < 7,(By;) et ma(By) = 1, donc en itérant (5.6), on obtient
@< (1-5) = (5.7)
To(2 -=) = :
a - K € I

avec o = —log(l — %) > 0.

En termes de profil énergétique, si on définit une énergie H associée a la mesure inva-
riante de la maniére suivante :

1
To(x) = Ee’H(I). (5.8)

En comparant avec l'expression de 7, (5.1), on prend 1/Z = 7,(0) comme normalisation,

ce qui nous donne
H(z) = —log< p“) . (5.9)

Exemple : (p, q) random walk
C’est I’'exemple le plus simple d’une telle chaine de naissance et de mort. Les transitions
sont indépendantes de ’état de la chaine

p.=p, et @ =q V. (5.10)

La mesure invariante s’écrit

q

ot, puisque Y %_ m,(z) = 1, le facteur de normalisation m,(0) est

_ 1-(p/a)
O = TG

Pour satisfaire notre hypothése (H) de dérive vers zéro, il faut évidemment supposer
que ¢ > p.

ralir) = (?) 7al0) (511)

(5.12)

Comme on le voit sur la figure 5.1, on a donc bien la décroissance exponentielle de 7,.
Elle concentrée autour de zéro, et ¢’est pour cela qu’on parle de dérive. La loi de la chaine
tend vers 7, lorsque ¢ tend vers I'infini, la marche aléatoire va donc se diriger vers les états
les plus typiques, c’est-a-dire vers les états les plus probables sous 7.

L’énergie associée est
H(x) =z log(q/p) (5.13)
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Si on interpréte la marche comme le déplacement d’une particule : le profil énergétique
étant linéaire (voir Fig. 5.1), on comprend la dérive comme la pente sur laquelle la particule
se déplace.

FiGc. 5.1  (p,q) random walk : mesure invariante et énergie (avec p = 0.4 et a = 100).

On a donc ici un modéle basique pour comprendre notre hypothése (H), et la dérive
vers zéro qui en découle. Elle implique la décroissance exponentielle de la mesure invariante
(5.7), ou en d’autres termes sa concentration autour de zéro. Mais remarquons aussi que
(5.7) nous donne une minoration du profil énergétique. En effet, pour tout modéle qui
satisfait (H), on a

1\=
7H($) — < — = —ar
ma(0) e Ta(2) < (1 K) emor (5.14)
et donc
H(z) > logm,(0) + ax . (5.15)

Avant de montrer que cette dérive implique la convergence abrupte vers zéro et la mé-
tastabilité dans I’autre sens, nous avons besoin d’exprimer certaines quantités en fonction
des transitions et de la mesure invariante.

5.3 Temps d’atteinte et mesure invariante

On peut calculer la probabilité partant de x d’atteindre a avant zéro P (T, ., < Ty,_.,),
en fonction des transitions de la chaine.

Lemme 5.1. On a, pour tout t =1,...,a—1:

7
L

—

IS

P (Txﬂa < Txﬂo) =

T\

—|o
~
Il
—

(5.16)

ol

I

o

I EN
HE
SEES



5.3. TEMPS D’ATTEINTE ET MESURE INVARIANTE o1

Démonstration

Soit P =P (The < Tho).

En partitionnant sur les positions possibles de la chaine au premier pas, on montre que P,
satisfait & 1’équation de différence

P;B - p$P$+1 + (hpa:—l ) (517)

pour x =2,...,a — 2.
En effet, on a :

Py =P(Tya < Ty, X:(1) =2+ 1) + P(Tymy < Tymo, XZ(1) = 2 — 1)
= PP (Tomsa < Tomso | XZ() =2+ 1) 4+ o P (Toma < Tomso | XZ(1) =2 —1) (5.18)
=p, P (T:v+1—>a < T$+1—>n) +q, P (T$—1—>a < Tgm—m)

Le méme calcul pour x = 1 et x = a — 1 donne les conditions aux bords

P =p P
DR (5.19)
Pa—l = Pa—-1 + Ga—1 Pa—2 .
En effet, comme il faut au moins a — 1 pas pour allerde 1 a a, T\, > a — 1.
Et si X!(1) =0 alors T,_, = 1, donc
P (Tia < Ty | Xo(1) =0) =0. (5.20)
De méme T,,, ., > a—1et X (1) = a implique T, , ., = 1,
done P (T 1o < Tuveo | X271 (1) =a) = 1.
De méme, en zéro et en a, on a
Py =po P,
0= Pol1 (5.21)
Pa:pa"i_QaPa—l'
Comme py + ¢ = 1, on peut réécrire (5.17)
(Pe + qk) Pr = puPrgr + qePr1 (5.22)
pour k € {2,...,a —2}.
On obtient la relation de récurrence
q
Py — Py = == (P — Pia), (5.23)
Pk
que l'on itére pour trouver
k 0
Py —P=]] = (P—P). (5.24)

i=2
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[’identité télescopique

—_

P, = (Pyy1 — Py) + P1, (5.25)
1

3

nous permet d’obtenir la solution générale de (5.17)

z—1 k
P=ST[%@-Pr)+nP. (5.26)
=1 i—2 Pi
q1 s
Or P, — P =— P, dou
P1
z—1 k '
P=>"T]%p. (5.27)
k=0 i=1 17

(5.28)

O

A Taide de la mesure invariante, on peut réécrire P (T, ., < Ty, _,), et on a également
des expressions explicites pour le temps moyen d’atteindre x — 1 partant de x et son mo-
ment d’ordre 2.

Lemme 5.2. Soit B, = [z,a], on a

1. Vzxe[l,a—1]

P (TxHa < TxHO) = kzl—l (529)
ey dk 7Ta(k)
2. Vx 1l.a
o E[T, ] = TalB:) (5.30)
Tr—x-1 qx 7_‘_a(‘%_) .
3. Vo € [1,d]
E[T2 ]=—" ~ 2ma(B)? 5.31
[ xﬂxfl] 0 Wa(x) (; m — Wa(c)) ( . )
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Remarque : grace a (5.30), on obtient une expression du temps moyen pour aller de a

BT =Y Bl =Y 20 (5.32)

— 4y Ta(T)

Démonstration

1. A Taide du lemme 5.1, on peut réécrire P (T, ., < T, _,), en fonction de la mesure
invariante .

En effet
: P
i—1
(k) = H A 7a(0)
oy i
Y : p
0 i
= — — 74 (0 (5.33)
Pk E qi )
D’ou i
& _ Po Wa(o) _ Do Wa(o) (5 34)
i—1 Di Pk 7"-a(k) Qr+1 71-a(k + 1) ’
en utilisant la réversibilité. Et finalement, pour tout x =1,...,a— 1 on a
>
_ gk Wa(k>
P(Tyq < Tpo) = =2 — (5.35)
kz:; dk 7Ta(k)
2. t, = E[T,_,,] vérifie 'équation de récurrence
Qute =1 + Patatr (536)

pourx=1,...,a— 1.
En effet, en partitionnant sur la position au premier pas, on a
te =Pl [Tomer | X(1) =2+ 1] + E [T | X(1) = 2 — 1]
= pa(E[Toiimai] + 1) + @2 (5.37)

D’ou I'équation pour tout z =1,...,a — 1.
Le méme calcul au point a, donne ¢,t, = 1, que 'on réécrit
(B
t, = a(Ba) , (5.38)

Ta(a)qa
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car B, = {a}.
Supposons que l'on ait
’/Ta(Berl)

Wa(x + 1)Qm+1

on applique (5.36) et la définition de la réversibilité pour prouver la récurrence :

tosr = : (5.39)

Qute = 1+ patetn
Pz Wa(Berl)
dz+1 Wa(x + 1)
7Ta(Ba:+1)
Ta(2)
7o(By)

7o ()

-1+

=1+ (5.40)

3. Soit u, = E[T?_, ], on obtient 'équation de récurrence en partitionnant de la méme

facon que pour le lemme précédent

Uy =B [(Tomo Tix)=ot1y + Doz Lix()=a—1})°]
=E [(Tomz 1 Iixy=ot1y)”] + B [(Tomar Lxy=o—1})°]
=p(E[1+ Toima1)?]) + o (5.41)
= pe(L+E [(Toii0)*] + 2B [T 0]) + 42

et par la propriété de Markov forte, on a T, o = Tpi1 0 + Thss,
donc E [T, s.] = tyzs1 + ts, ce qui donne

Uy = Po (14 (tog1 + Up + 2toiite) + 2(tars +t2)) + o - (5.42)
En utilisant I’équation de récurrence pour ¢, (5.36), on a
Uy = 2q,12 + Po(Upi1 +usz) — 1, (5.43)
d’ou
Gotly = 2at; + Patian — 1, (5.44)

pour tout x =1,...,a — 1.
On va montrer (5.31), par récurrence.
En a, on a, quu, = 14 2p,t,. Et t, = qi, donc

1
Uq = _(1 + 2pata)

a

1
- _Q(Qa + 2pa) (545)
4
1
2

(2 — qa)
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Qu’on peut réécrire

1 27, (a)?
wy — ( () —Wa(a)>. (5.46)
Ta(@)qa \Ta(@)qq
Supposons que l'on ait
1 °\ 27m,(B,)?
Ups1 = —< 2ma(Be)” Wa(c)> , (5.47)
Ta(T + 1)qu11 Ta(C)qe

c=z+1

d’aprés (5.44), on a

Qzly = QQLBthg +p$u$+1 —1

o (BUEY Ly pe (5 B

(0 2 o
om0 (X e ) G
- ).

D’oit la formule (5.31).

Remarques :

— la démonstration des formules (5.30) et (5.31) est adaptée de I'article de Martinez et
Ycart [38] ou ils donnent des expressions analogues pour les processus de naissance
et de mort sur les arbres (lemme 5.1).

— ces formules ((5.30) et (5.31)) permettent d’obtenir des expressions pour les moments

d’ordre 1 et 2 des temps d’atteinte 7j_,,, pour j < n, en fonction de la mesure inva-
riante 7.
Elles sont équivalentes aux formules (9.12) et (9.21) de la premiére section de 'appen-
dice obtenues par la méthode des équations de différence (voir Feller “An Introduction
to Probability Theory and Its Applications, vol.1” |24]), qui expriment ces quantités
en fonction des transitions.

par la méme méthode, on a I'analogue de (5.30) pour E [T, _.,.,] :

Ta(Az)

E Txﬂx 1] = 3
[ + ] D Wa(l')

(5.49)

ou A, = [0, z].
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5.4 Convergence abrupte

Sous I'hypothése (H) de dérive vers zéro, on a vu que la mesure d’équilibre 7, charge

les points autour de zéro : les états typiques de m, sont concentrés autour de zéro (ce sont
ceux qui ont la plus forte probabilité sous cette mesure). Par analogie avec la terminologie
physicienne, on appelle donc 0 I’état d’équilibre du systéme.
On s’intéresse ici a la trajectoire de la particule partant initialement de a. A cause de la
dérive, elle va atteindre I’équilibre rapidement et de maniére presque déterministe, c’est
le phénoméne de convergence abrupte. On appelle cette trajectoire typique la “tombée a
I’équilibre”. Pour montrer qu’elle admet une convergence abrupte, nous allons vérifier que
le temps d’atteinte T, ., vérifie les conditions de la proposition 3.2.

Théoréme 5.3. Sous ['hypothése (H), le temps de tombée a l'équilibre T, ., converge
abruptement au temps E [T, ],

Démonstration
Nous devons donc montrer que

T
lim E[T, ] = oo et Lim Vi (4) ~0. 5.50
S [Ta—o] =00 € lim Var E [T, 0] (5.50)

La premiére condition est satisfaite de maniére évidente. Puisque il faut au moins a pas
pour aller de a a zéro, on a T,_, > a, et donc E [T, ] > a et tend vers l'infini lorsque a
tend vers I'infini.

T,
Montrons maintenant que lim, o Var(aio]) = 0.

EI[T,_,
Soit K, la borne supérieure de (1/qx), d’aprés le lemme précédent (formules (5.30) et
(5.31)), on a

=3 g (X e @)
=2 e (= )

<3 R S

=1 ﬂ-a(x) o c=x

1

:QKZin:Wi

=1 (.T) qx Wa(Bx)

=2K*K,» t, = 2K’ K,E[T,_,] (5.51)
=1
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Pon T E[T2.]  2KK
Var(ai_“)) < azol ¢ 5.52
BT = BL)? =~ ET. (552)
T.
et lim Var(ai—m> =0.
a—00 E[Taao]
O

Remarque : ce théoréme est I'analogue du théoréme 5.1 de Martinez et Ycart [38] qui
montre le cutoff pour les processus de naissance et de mort sur les arbres.

5.5 Meétastabilité de la trajectoire de sortie

Maintenant on s’intéresse a la trajectoire de 0 a a. Toujours dans la terminologie phy-
sicienne on l'appelle “trajectoire de sortie” (de 1’équilibre), ou encore trajectoire de montée
si on pense a la particule qui doit remonter la pente du profil énergétique. On va montrer
qu’avec la dérive vers zéro (hypothése H), elle a un comportement métastable.

Partant de I'état d’équilibre zéro, comme elle doit “remonter le courant”, la particule va
rester un temps exponentiel proche de zéro, jusqu’a la réalisation d’'une excursion atypique
qui I’aménera en a.

Comme nous I'avons vu au chapitre 4, ceci est di a la différence d’échelles de temps, entre
le temps moyen de tombée E [T, ] (temps de cutoff) et le temps moyen de sortie E [T _.,].
On va donc montrer que la condition (4.19) est satisfaite :

lim E [T

—— =0 5.53
a—oo £ [To—>a] ( )

En collaboration avec J. Barrera, nous avons développé une technique qui consiste a
décomposer la trajectoire de sortie (de zéro a a) pour la chaine initialisée en zéro, a 'aide
du couplage indépendant coalescent suivant.

On couple deux copies indépendantes de notre chaine, une initialisée en zéro et une
autre en a, qui évoluent ensemble aprés couplage jusqu'a ce quelles atteignent zéro ou a
pour la premiére fois.

Soit X = <)A(°, )A(a> le processus couplé (pour alléger les notations, on omet 'indice a).
Remarque : comme il n'y a pas d’ambiguités, on notera également par P la probabilité

associée a ce couplage.
On a donc :

g lot
X = X° ~ ~ ~ ~ -
{Xa i o O XO(t) = X%(t), Vt> Ty =inf{t >0: X°(t) = X(t)}. (5.54)

Soient T}, ., = inf{t > 0: )?“(t) =0} et Ty = inf{t > 0: )?“(t) = a},
on a aussi fa_,o ot o €t ﬁ_,a ot To—a
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On dit qu’il y a renouvellement si le processus couplé atteint zéro avant d’atteindre a, et
on définit 'instant de renouvellement

~

T = inf{t > Topyp : X°(t) = X(t) = 0} . (5.55)

Remarque : on adonc T'=1T,_,,, si T,_, < Ty_q.
On recommence cette construction a chaque renouvellement, jusqu’a ce qu’on atteigne a
pour la premiére fois (voir Fig 5.2).

a

1 2

Ya
Xl

fl

FiG. 5.2 — Couplage entre une chaine initialisée en 0 et une en a

On construit donc itérativement une suite de processus couplés )A(Z = ()?f,)?f) telle

que X; o Oz X, ot O est le shift, i.e. )?Z(t + T\i_l) Lot )?(t)
Et on défini les temps d’arrét :

?cioupl = mf{t >0: /):5;1 o) 67’31’—1 (t) - XZO o efz—l(t)}
Ti  =inf{t>0: X0z (1) =0} (5.56)
ﬁ"_,a —inf{t >0: X0 07,1 (t) = a},

ol N N N R N

Par la propriété de Markov forte les )?Z sont i.i.d., et les temps d’arrét correspondants le
sont aussi.

i
Remarque : siVj=1,...,i: T3 o <TJ .., alors T" = E T) ..
=1

On compte le nombre N, d’'instants de renouvellement avant d’atteindre a pour la premiére
fois (ce n’est pas un temps d’arrét).

C’est une variable géométrique de paramétre P (T,_, < T,_,), ou P est ici la probabilité
associée au couplage.

En effet R R

j=1,... k, Tk >k (5.58)

(N, =k} ={T/_ <T’ k> Tk

a—0 0—a’

et comme les X} et les X sont indépendantes entres elles et iid, on a

P (Na - k) =P (Ta—m < Tnaa)kp (Ta—>0 > Tﬂ—’a) ’ (5'59)
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et

=
=

v
N

I

P (T < Tyo)® . (5.60)
D’ou

E[Na] :iP(Na Zk)

=Y P(Tuo <Tica) (5.61)

1
P (Tawso = Toa)

A T'aide de ce couplage, on peut décomposer le temps T,_,, de montée de zéro a a, comme
la somme de N, descentes de a a zéro plus une derniére montée :

A~

Na
Toa =T =TV + TN =N T+ TN H (5.62)
=1

0—a 0—a

La décroissance exponentielle de la mesure invariante 7, (H) implique deux échelles de
temps trés différentes. Avec probabilité un a la limite en a, le temps de tombée a 1’équilibre
est beaucoup plus court que le temps de sortie de ’équilibre.

a—0 _

Remarque : On a vu dans le théoréme 5.3 que lim 1 en probabilité.

a—oo B [T, ]

On montre aussi dans les lemmes suivants que le temps de sortie est plus grand que le
temps moyen de tombée.

Sous I'hypothése (H), on a

Lemme 5.4.

lim P(T,.. < (14+e)E[T,.])=0 (5.63)
Lemme 5.5.
lim P(T,., > Ty..) =0 (5.64)

Démonstration du lemme 5.4

Soit ¢ty = (14 ¢) E [To_,l.

On s’intéresse donc au processus X?2(t) qui part de zéro, et & la probabilité qu’il atteigne
a avant 'instant ct,. On regarde les instants de retours en zéro pour ce processus.

Soient TO(L)O =T,_,, et pour tout ¢ > 1 :

T, =inf{t > 0: XJ 0 b (t) =0} o TW =>"TY), (5.65)
j=1
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Par la propriété de Markov forte, chaque fois qu’il revient en zéro, il y a régénération du
processus, dans le sens ot pour tout 7, la loi de X2(t +T®) est égale a celle de X(t).
Soit aussi

TO =inf{t > 0: X% 001 (t) =al}, (5.66)
le temps d’atteinte de a aprés le (i — 1)éme retour en 7zéro.

Dire que le processus atteint a avant 'instant ct,, revient a dire qu’il 'atteint entre deux
retours a zéro avant cet instant.

Or, il y a au plus ct, retours en zéro dans cet intervalle de temps.

On a donc

P (Tomq < ctq) <P (Tha < [cta])
<P Fitq T < fet,]: T, <T9,)
> o P, <1, (5.67)
i: T=D < (cta]
< > P19, <TY,)

i<[cta]

= [ty P(Thoe < To) -

IN

Et d’aprés le lemme 5.1, et la démonstration de (5.29)

P (TOHa < TOHO) = pO]P) (ﬂﬂa < 711%0)

1
S — (5.68)
q1 7Ta(1) 1
k=1 qk ’/Ta(k)
B 1
. 74 (0) ’
k=1 dk ’/Ta(k)
puisque par réversibilité ¢ m,(1) = po 7, (0).
Or on a vu (5.7) que pour tout x, m,(z) < e~**. On peut donc minorer
i _ 1.y k> e (5.69)
4k ’/Ta(k) o

k=1 =1

Et comme d’aprés (H)

to=E[T, < K,Ka et (1/m(0) <K, (5.70)
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ou K¢ est la borne uniforme des (1/¢,). On a

ct, 1
taP(Tha < To) = 5 ———
; Q. wa (k)
<cK,K?a % (5.71)
; Q. a (k)
< chKQCLe_O‘“,
et
lim P(Toa < (1+ ) E[Tas]) = 0.
0
Remarque : Dans la démonstration précédente, I'argument principal (5.71), est que
lim E [T, P(To—o < Ti—y) =0 (5.72)

a—00

Démonstration du lemme 5.5
Pour montrer que P(7T,_., > T;_,) tend vers zéro, on va utiliser le lemme 5.4 plus la
convergence abrupte. On écrit

To—a Too
P (TOHa S Ta~>0) =P (E ])

[T
T0_>a Ta—>n Ta—>n
=P < <1
(E = =T )

T SE[T.] B ..
T0_>a Ta—>0 Ta—>0
P < 1 5.73
" <E[THJ SEM] Efo *‘f) (5.73)
Toﬂa Ta—>0
<P <1 P 1 .
= (E[TH1— “)* (E[THP *5)

D’aprés le lemme 5.4, le premier terme tend vers zéro, et d’aprés le théoréme 5.3, le second
aussi par définition de la convergence abrupte de T,_,, (3.1).

O

Théoréme 5.6. Sous [’hypothése (H), le temps de sortie T, ., a un comportement méta-
stable.

Démonstration
On doit montrer que les conditions du théoréme 4.2 sont satisfaites. On a vu au début
de ce chapitre que notre chaine de naissance et de mort était irréductible et récurrente
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positive. De plus la condition (4.21) est vérifiée de maniére évidente ici. Et pour montrer
que la suite T, /E [T}, _,] est uniformément intégrable (condition (4.22)), on va montrer
a l'aide des formules (9.1) et (9.13) qu’elle admet un moment d’ordre deux uniformément
borné en a.

D’aprés (9.13) on a

a—1 k k
e[z, =y 3 2Bl 2L o
k=0 1=0 b =i Pi
a—1 k 1 k A
<2E[L-) Y. Y [T 2. (5.74)
k—o 1—o Pt 2y P

car E [T)_,] <E[Ti—,] Y1 > 0. Or le membre de droite est égal & E[T},_,] (formule (9.1)),
d’out

E[T7.,] < 2(E[T-d)?, (5.75)
c’est-a-dire que
T, 2
— <2, VYa, 5.76
() ] 570

ce qui implique I'intégrabilité uniforme de la suite T, ., /E [T, _,] (voir [54], 13.3 (a)).
Il nous reste & montrer les deux échelles de temps (condition (4.19), formule (5.53)).

A Tl'aide de la décomposition (5.62) du temps de sortie T, .4, on a
Na
> T,
i=1

:ZiE[Tﬁo}Nazk} P(N, = k) .

k>0 i=1

E[T,_.. > E

(5.77)

Et d’aprés (5.59), pour tout n et pour tout i, on a

P (T, =n| N, =k) =

a—0

P(T2 < T =1, ok, TED > )
(@) _ (4) (i) k=1
P Ta—>0 - n7 Ta—>0 < Tn—>a ]P) (Ta—m < T0—>a) P (Ta—m > Tn—>a)

P (Tyo < Tpsd)* P (Tyso > Toa)
_ P (Ta—m =n, Ty < Tn—>a) (5 78)
P(Tyy < Ty_a) '

=P (Too=n | Too <Tyma) -
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Donc
E[TY, | No=k =Y nP(Tomo=n| Too <Tima) . Vi. (5.79)

n>0

D’ou

ET—a 2> > Y nP(Tusy=n | Tumy < Toma) P(N, = k)

E>0 i=1 n>0
=3 kP(No=k) Y nP(Toso=n | Tusy < Ty_0) (5.80)
k>0 n>0

=E [N E [Tocso | Taso < Toa] -

Soit t, = E[T,—,] et soient nS~ = [(1 —e)t,], et n5T = [(1 +€)t,], on |z désigne la
partie entiére inférieure de z, et [x] sa partie entiére supérieure.
Soit C5 = [ng—,nS].
On a

E[Too | Too <Toma] =D 0P (Tuo =1 | Tuo < Tima)
n>0

> Z nP (Taﬂg =n ’ Too < TO*NI)

neCe

_ P(Tymo=n) P(Th—q >n)
>nt 5.81
=" Z P (Ta—m < T0—>a) ( )
neCe
P(T,—o >nsth)

>ng P(T,—,€C;) .
Z Ny ]P)(Ta—m <To—>a) ( 0 a)

On peut maintenant montrer que (5.53) est satisfaite :

T [T
im =
a—00 E [Tn—>a]
En effet, on a
E [Ta—m] o E [Ta—m] E [Ta—m ‘ Ta—m < T0—>a}
E [T0—>a] E [TaHO } TaHO < TOHa] E [T0—>a]
1 P(Too <Ti—a) 1

(5.82)

< .
S 1 e P(Tyoa > n2t) P (Tyy € C5) E[N,]

D’aprés le lemme 5.5, on a P (T,_, < Ty—,) — 1.

Par le méme argument que celui de la démonstration du lemme 5.4 : P (T, ., > ni") ——
a—00
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Et de plus
To.
P (T € C) 2P('ﬁ—1‘§e) — (5.83)

[Taﬂo a—00

d’aprés la définition de la convergence abrupte (définition 3.1) et le théoréme 5.3.

D’ou le résultat, puisque d’aprés le lemme 5.5 et la formule (5.61) : E[N,] —— +o0.

a—00

O

5.6 Derniére sortie

On appelle derniére sortie, I’excursion atypique qui emmeéne la particule de zéro a a.
Elle correspond a la trajectoire de la particule entre la derniére visite a zéro et la premiére
fois ou elle atteint a.

Nous allons montrer que cette trajectoire est la renversée temporelle d'une trajectoire
“typique” de cutoff.

Pour cela, nous allons considérer uniquement les trajectoires finies “strictement com-
prises entre zéro et a”, c’est-a-dire les trajectoires de a a zéro et de zéro a a qui ne repassent
pas par les extrémités entre leurs points de départ et d’arrivée. Ce sont donc I'ensemble
des réalisations {TLHO < 00} et {Toﬂa < oo} ou T, et T(Ha sont définis comme suit :

Tyso = inf{t >0: X%00,,(t) =0}, (5.84)

ou 7, est la derniére visite en a de la particule initialement en a avant qu’elle n’atteigne
zéro pour la premiére fois

To =sup{0 <t < Ty : XJ(t) = a}, (5.85)

et

Too =inf{t >0: X]00,(t) =a}, (5.86)
ol 7, est la derniére visite en zéro de la particule initialement en zéro avant qu’elle n’atteigne
a pour la premiére fois

T, =sup{0 <t < T,_,: X(t) =0} . (5.87)

Remarque : la derniére sortie caractérisée par 7,_.,, n’est pas celle caractérisée par TNat1
0—a>

0—a

dans la dé(’ompoqition (5.62) de T, a l'aide du couplage dans la section précédente. En
effet dans TN+ on autorise d’éventuels retours en zéro, alors qu’ici on conditionne a ne

0—a

0—a

plus repasser par zéro. On a donc T) ., < TNa+1.
De méme, T, ., n’est pas égal & T,,_., puisque 1’on conditionne a ne pas repasser par a.
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Nous allons maintenant montrer le résultat en deux temps.
Premiérement, nous allons montrer que pour toute chaine irréductible, les temps d’arrét
T, ., et Ty_,, définissent des trajectoires qui sont les renversées temporelles I'une de 'autre
(proposition 5.7), et qu’elles ont la méme loi (proposition 5.8).

Et dans un deuxiéme temps, nous montrerons que sous ’hypothése de dérive (H), T, .,

admet une convergence abrupte au temps E [fa_m] (proposition 5.9).

[’approche suivante est due a R.H. Schonmann dans “The Pattern of Escape from
Metastability of a Stochastic Ising Model” [50]. Elle permet de déterminer la trajectoire
typique de sortie de ’état métastable vers une “goutte critique” pour un systéme ferroma-
gnétique. Schonmann montre en utilisant la réversibilité du modéle, que cette trajectoire
est la renversée temporelle d'une trajectoire typique de la goutte sous-critique vers 1’état
métastable.

La technique qui consiste a renverser le temps est indépendante du modéle et uniquement
basée sur la réversibilité de la chaine. Nous en donnons ici une version adaptée a nos mo-
déles.
On définit U, I'ensemble des trajectoires finies de a a zéro “strictement entre zéro et a” et
pour tout k € N fixé, V¥ celles de longueur k. On note par v¥ = (v, ..., v;) un chemin de
longueur k, et donc

VE=Lob v = a0 = 0,etv; £ a,0;, #0,¥0<i<a}, U, = U Ve (5.88)

k<oco

Avec la terminologie de Schonmann, on dit que “X? starts as v*” si X2 suit le chemin v*,
i.e. si pour tout i = 1,... k, X%(i — 1) = v;, et pour un ensemble de trajectoires V, on dit
que “X? starts in V7 si X2 suit un chemin v € V.
On définit maintenant la renversée temporelle d'une trajectoire, il s’agit tout simplement
de la parcourir dans 'autre sens :

R(W*) = {v,...,v1}, (5.89)
et pour un ensemble de trajectoires V
R(V)={R(v), veV}. (5.90)

R(U,) est donc I'ensemble des chemins finis de zéro a a “strictement entre zéro et a”; et
R(VF) ceux de longueur k.

On peut relier ces définitions avec les temps T,_,, et T,_, : en effet T,_,, est fini si et
seulement si la chaine X? suit un chemin de U, apreés sa derniére visite en a

{Toy < 00} = {Xg00,, startsinU,} , (5.91)
et de méme, pour tout k

(T, o =k} = {X% 00, startsin V*} . (5.92)
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Et donc, pour toute chaine irréductible, les temps Ta_m et ﬁ,_,a que 'on a définis ci-
dessus sont tels que

Proposition 5.7.

{T)—a <0} ={X]00,, starts in R(U,)} = R({Tu—, < 0}), (5.93)
et pour tout k
{T)—o = k} = {X? 00, starts in ROV} = R({Tuo = k}) . (5.94)

On dit alors que les trajectoires définies par T;_,, sont les renversées temporelles de
celles définies par T,_,,.

De plus, et toujours sans perte de généralité :
Proposition 5.8. Les variables T, ., et T,_., suivent la méme loi.

Démonstration
En suivant la démonstration de la proposition 3 de Schonmann [50], on va d’abord montrer
que

P (X starts in VY } X starts inU,) = P (X starts in R(VY) } X! starts in R(U,)) -
(5.95)
Soit v* € Vf, en utilisant la propriété de Markov et la réversibilité de la mesure inva-
riante, on a

P (X starts as vk) = p(a,ve) p(ve,v3) P (Vka, V1) P (Vks,0)
= p(a,v2) p(v2,03) P (Vko, Uit) P (Vk1,0) (w0 (0))" 7a (0)
= p(a,v2) p(va,v3) P (Vhr, Vhr) (Ta (V1)) P (0,044) 74 (0)
= p(a,ve) p(v2,v3) - (T (V)" P (Vkr, Vk2) P (0, vp0) 7o (0)

= (mq (@) p (v2,a) p(vs3,02) - P (Vi1 V) P (0, 01) 7o (0)
= (4 (0) /7 (a)) P (X)) starts as R(v")) .

De méme, en sommant sur les v* € V¥,

P (X starts in V) = (7, (0) /7, (a)) P (X] starts in R(VY)) | (5.97)
et en sommant sur k

P (X¢ starts inU,) = (7, (0) /7, (a)) P (X] starts in R(Us)) (5.98)
d’on (5.95) car

P (X¢ starts in VF)
P (X starts inU,)

P (Xg starts in V) | X¢ starts inU,) = (5.99)
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Il nous reste & montrer que
P (Ta_,o = k) =P (X starts in Vi | X2 starts inU,) . (5.100)

Or
{ra =n} ={XJ(t) #0,t <n, XJ(n) =a, X;(t) #a,t>n}, (5.101)

donc, pour tout v* € V¥
{7a =n, X?00, starts as v*} = {X(t) # 0,t <n, X? 00, starts asv*} ,  (5.102)

car v; = a et v; # a pour tout i =2, ... k.
En partitionnant sur les valeurs de 7, et en utilisant la propriété de Markov, on en déduit

P (fa_,o = k) =P (X¢ o0, starts in V})
= Z]P’ (7. = n, X$ 00, starts in Vy) (5.103)

= Z]P’ (X3(t) #0,t <n, X2 o0, starts in V)

=P (X¢ starts in VY) ZIP’(Xg(t) #0,t<n) .

En sommant sur k, on a

1:ZIP’(X(‘;(t)7é0,t<n) ZIP’(X;z starts in V)) . (5.104)
n k
Or
U {X® starts in V¥} = {X® starts in U,} (5.105)
k
d’ou
STP(X2(E) #0,t <n) = (P (XS starts inly)) (5.106)

et on obtient (5.100).
De la méme maniére, on montre que

P <Toﬂa = k) =P (X] starts in R(VY) | XJ starts in R(U,)) | (5.107)
d’on ’égalité des lois en utilisant (5.95) : pour tout k, on a

P (fH - k) —Pp (TM - k) (5.108)
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Schonmann utilise cette propriété de la réversibilité dans une situation métastable. Il
peut ainsi déterminer la trajectoire de sortie du puits d’attraction de I'état métastable
comme la renversée d’une trajectoire typique de tombée dans ce puits.

Dans notre formalisme, on va montrer que cette trajectoire typique de tombée est en fait
une trajectoire typique de cutoff.

Proposition 5.9. Sous Uhypothése (H) de dérive vers zéro, le temps fa_,ﬂ admet une

convergence abrupte au temps £ [TQHO .

Démonstration

Regarder T, _.,, c’est regarder le temps d’atteinte de zéro pour une particule initialement
en a conditionnée a ne pas revenir en a ensuite. Le premier pas de la particule se fait donc
vers a — 1, et une fois en a — 1, comme elle ne peut pas revenir en a, on peut définir son
évolution a I'aide du processus X! sur [0,a — 1] dont les transitions p; et g sont définies
a l'aide de celles de X, :

Di = Di t G=¢q Yi<a-—1
be=pi e =4 v (5.109)
Dar =0 et qu,=1
On peut donc écrire
Too=1+Ty . (5.110)

Et T, ,_., admet une convergence abrupte au temps [E [TMHO}. En effet la mesure invariante
T, du processus X s’écrit

T

Tar(2) = ] = 7al0), (5.111)

o1 4

3

Tas(2) i 1

a-2 k a1 B

_ Dia Pi

- ; Zl;[H o 2.11 7 (5.112)
a-2 k a1

pz 1 pl 1

- +
; i]ng qz ZE[+1 ; Qa 1
a-1
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puisque dans cette somme la seule transition qui change entre X! et X! est q,, = 1,
alors que g, , < 1 par hypothese.
On a donc

Fer(By)  Ta(Ba R
()<%((x))=ZHp

-1
“ , (5.113)
Ta (Z‘) k=x i=x+1 i

et comme on a supposé que le rapport 7,(B;)/ma(z) est borné uniformément en a (H), il
en est de méme pour 7, ,(By)/Ta. ().

Par le théoréme 5.3 on en déduit que T, ., admet une convergence abrupte au temps
E [TMHO}. c’est-a-dire que T, ,_,/E [TMHO} converge vers 1 en probabilité.

Maintenant, comme T,,_,, = 1 + T}y, ON a aussi
E |Toso| = 1+E [Toro] . (5.114)

et on a

Ta—>0 1 Ta71—>0
_ (5.115)

B[fis] 1Bl

B 1 N Torero 1
C\E[To0]  E[Tao It o]

[Fora]

or 1/E [Ta,l_,o] tend vers zéro, et donc Ta_m/E [fa_,o} converge vers 1 en probabilité, et

fa_,o admet une convergence abrupte au temps E [fa_,(,]
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Chapitre 6

Modéle d’Ehrenfest

On présente ici une version du modéle “historique” d’Ehrenfest.
Apreés avoir rappelé le modeéle original et discuté des nombreux travaux auquel il a donné
lieu (section 6.1), on présente notre version du modéle qui rentre dans le cadre des chaines
de naissance et de mort du chapitre précédent (section 6.2).
On va montrer que bien qu’il ne satisfasse pas les hypothéses du chapitre précédent, la
convergence abrupte et la métastabilité ont lieu (section 6.4). Les calculs sont faits dans la
section 6.3.

6.1 Introduction

Le modéle d’Ehrenfest, introduit par P. et T. Ehrenfest en 1907 (voir “The Concep-
tual Foundations of the Statistical Approach in Mechanics” [23]), modélise les échanges
de particules de gaz entre deux réservoirs, ou encore les échanges de chaleur entre deux
corps isolés de températures différentes. A 1'origine, les Ehrenfest ont utilisé ce modéle pour
défendre I'approche de Boltzmann qui expliquait la thermodynamique a partir de la théo-
rie cinétique des gaz, et résoudre le paradoxe apparent entre la réversibilité des évolutions
mécaniques (au niveau microscopique), et l'irréversibilité (macroscopique) des phénomeénes
thermodynamiques. M. Kac discute de ces aspects dans son article 1947 “Random Walk
and the Theory of Brownian Motion” [31].

Essentiellement, le modéle d’Ehrenfest pour N particules est équivalent & la marche
aléatoire sur le cube de dimension N {—1,1}" (ou hypercube). On trouvera en appendice
une définition précise de la marche aléatoire sur le cube en temps discret, ainsi que le lien
avec le modéle d’Ehrenfest original.

Dans “Asymptotic Analysis of a Random Walk on a Hypercube with Many Dimensions”
[20], Diaconis étudie la marche aléatoire sur le cube de dimension N. En utilisant le mo-
déle a temps continu, et par des arguments d’analyse de Fourier, il montre qu’il y a un
phénomeéne de cutoff au temps (1/4) Nlog N dans la convergence a ’équilibre du systéme.

71
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La notion de cutoff utilisée (cf (3.2)) est celle de la convergence en variation totale de la
loi du processus au temps t vers la mesure d’équilibre du systéme, qui dans ce cadre est la
mesure uniforme sur le cube (9.24).

Notre approche de la convergence abrupte et de la métastabilité ne peut prendre en compte
un tel modeéle, puisqu’une énergie associée a la mesure uniforme (cf (5.8)) serait constante
et ne présenterait donc pas de puits d’attraction. On ne pourrait donc pas caractériser
I’équilibre par un état au sens ot on 'entend en physique. En effet, dans I'approche phy-
sicienne les états sont des configurations du systéme, alors que pour les probabilistes les
états sont des mesures de probabilité.

Par contre, notre approche physicienne cadre tout a fait avec le modéle original d’Ehren-
fest. En effet, celui-ci consiste a compter le nombre de particules dans une des deux urnes
(voir en appendice la description réduite du modeéle). C’est une marche aléatoire entre 0
et N, avec une dérive vers N/2.

L’équilibre thermodynamique se situe donc autour de N/2, qui est I’état qui pour nous ca-
ractérise I'équilibre. C’est I’état qui minimise I'énergie (5.8) associée a la mesure invariante
(9.27) (/2 correspond a Iy au chapitre 4). Le profil énergétique est donc un puits centré
autour de N/2. Si la chaine commence en 0 (ou en N), elle est attirée vers le fond du puits,
et on va montrer que cette trajectoire correspond au phénomeéne de convergence abrupte.
Par contre, lorsqu’elle est en N/2, elle doit “remonter la pente” pour atteindre 0 ou N/2.
On va montrer que cette trajectoire correspond a la trajectoire de sortie de I’équilibre (voir
les chapitres 4 et 5), et qu’elle a un comportement métastable.

Pour des raisons de symétrie évidentes, on voit bien que le probléme de la sortie du
puits d’attraction de N/2, est en fait le probléme de remonter la pente, et que le compor-
tement ne différe pas, suivant qu’on cherche a atteindre 0 ou N. Le modéle qu’on propose
au paragraphe suivant est un demi modéle d’Ehrenfest, et rentre dans le cadre des chaines
de naissance et de mort entre 0 et a du chapitre précédent. C’est le profil entre N/2 et N
du modéle original que I'on translaté entre 0 et a (voir Fig. 6.1).

100 100

F1G. 6.1 FEhrenfest : profils (modéle original avec N = 200, et demi modéle avec a = 100).

La seule différence avec les chaines du chapitre 5, est que le rapport 7,(B,)/m,(x) n’est
pas uniformément borné en a par une constante K. L.a constante dépend ici de a, mais les
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résultats de convergence abrupte et de métastabilité sont conservés, et nos démonstrations
restent valables. Ceci est di a la vitesse relative de la borne K, par rapport a celle du
temps moyen de tombée a 1’équilibre. Nous développerons plus en détail la comparaison
entre les deux modéles au chapitre suivant.

Le modéle d’Ehrenfest, la marche aléatoire sur I'hypercube et diverses généralisations
de ces modeéles ont été largement étudiés. Parmi ces nombreux travaux, citons M. Kac [31],
qui calcule les probabilités de transition pk(x,y) pour tous z,y et tout k, et les temps de
retours pour le modéle d’Ehrenfest original en temps discret. Ces calculs sont également
démontrés et généralisés dans les articles de Takacs [52, 36|. Karlin et McGregor s’inté-
ressent aux généralisations a plusieurs urnes du modéle d’Ehrenfest en temps continu [32].
Plus en rapport avec notre problématique, Bellman et Harris regardent le modéle d’Eh-
renfest & 2n particules en temps continu. Avec des outils d’analyse, ils montrent que si
k/n < XA < 1, le rapport T, _x/E[T,,—| converge en loi vers une variable exponentielle
de paramétre un [6]. Tls montrent en fait la métastabilité pour la trajectoire de sortie de
I'équilibre (ici I’état n est I'état d’équilibre, et la condition k/n < A < 1 impose que
(n—k) —— o0).

n—oo

Dans le méme esprit, mais toujours sans parler de métastabilité, Bingham [8] montre la
limite exponentielle pour le temps de passage au sommet opposé pour la marche aléatoire
sur I’hypercube, c’est-a-dire le temps d’atteinte de (1,...,1) partant de (0,...,0). Tl dé-
compose la trajectoire en trois parties : de l'origine a la “bande centrale” des états typiques,
puis de nombreuses excursions sans succés pour quitter cette “bande centrale”, et enfin une
derniére excursion jusqu’en (1,...,1), et précise que le caractére exponentiel provient de la
seconde partie. Au vu des résultats du chapitre 5, on peut maintenant préciser : la premiére
partie correspond a la convergence abrupte, la seconde a la métastabilité, et la derniére
excursion est la renversée temporelle d’une trajectoire de cutoff.
Citons enfin les travaux de Matthews [39], qui donne un couplage et un temps uniforme
fort pour la variation totale et la séparation pour la marche aléatoire sur le cube. Ceux de
Burdzy et Kendall [11], qui construisent un couplage efficace dont le temps de couplage est
de I'ordre de nlogn. et enfin ceux de Bovier, qui discute certains aspects de la métastabilité
pour la marche aléatoire sur le cube dans [9].

6.2 Modéle

On considére donc la chaine de naissance et de mort sur [0, a] a temps discret dont les

transitions sont . .
a—1 a-+1
, et g = . 6.1
2a % 2a (6.1)

Comme ¢; > 1/2 pour tout i > 0, et que p; > 0 pour tout i < a elle est uniformément,
irréductible. De plus, lorsque a est fixé, la chaine est a espace d’états fini, donc récurrente
positive et admet une unique mesure de probabilité invariante 7,. On peut la déterminer
car la chaine est réversible par rapport a 7.

Pi =
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Soit = € [0, a], par définition de la réversibilité on a m, (x — 1) pyy, = 74 (x) qs, d’oU

ro@) = [[ 22 ma0) = JT =t 7 (0). (6.2)

; a—+1
i=1 qi i=1 -

avec, en utilisant la normalisation Y ;_ 7, (k) =1

kp
A

-1
q;

a a

k :
— H w' (6.3)

a—+1
k=0 i=1 +

1 N
7. (0) p

On va montrer que ce modéle satisfait une condition (H') un peu plus générale que
la condition (H) du chapitre 5 (Convergence abrupte et métastabilité pour les chaines de
naissance et de mort), et qu’on a aussi convergence abrupte de a vers 0, métastabilité de 0
vers a, et que la derniére sortie qui emmeéne la particule de 0 a a est la renversée temporelle
d’une trajectoire de cutoff.

6.3 Quantités remarquables

On s’intéresse au comportement asymptotique en a du modeéle, et on a besoin des
estimations suivantes

Proposition 6.1. Soit B, = [z,a], on a
1. pour tout x € [0,a] :

o( By 1
m(B) L (6.4
Ta () 74(0)
2. et asymptotiquement en a :
1
0] ~ Va, E[T,~, ~ alna, (6.5)

Ou le symbole ~ signifie que les deux quantités comparées sont asymptotiquement
équivalentes a des constantes prés : u, ~ v, équivaut a 3 C;, Cy > 0 telles que

C1 < lim 22 < (. (6.6)
a—00 /Ua
Démonstration
On a
Ta(By) = malk) = T P & a—i+1
A:B — a X — a — 2-1 — 6 7
o () 7o () Z J_[ i Z H a-+1 (6.7)
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A, est décroissante en z, en effet

ORI

k=x+1 i=x+1

a—zx a—1+1

> I
a+x+1k$+lzx+2 a+t
a—x

=14+ —
CL—i—.T—i—l z+1
Donc
2r+1
A, — A1 =1——— A 6.8
T z+1 CL—i—.T—l—l r+1 ( )

Or on peut majorer

- BN

k=x+1 1=x+2

a a— (k—z—1)
< -
> (455)

Et la différence A, — A, 1 est strictement positive, ce qui montre la premiére assertion de
la proposition.

1
Montrons maintenant que 0) ~ +/a. En réordonnant les numérateurs de la facon
7Ta
suivante
k k
i=1 i=1
on écrit
a k a k .
a—1+1 a—k+i
= - 6.10
7ra( H a+1 H a+1 (6.10)
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Qu’on peut majorer

N

(-

[

i
A/T\A
ISD S

+x

ol

N————

N
M- ]
@

[

i
|
2k

en utilisant Inz > ——, puis a + k < 2a.
z

Finalement, on utilise la comparaison somme intégrale, pour une fonction f décroissante
et positive, on a

S < [ sy (6.11)
k=1 0
D’ou

1 [e’e} y2 e’} y2 T
< 1+ exp -2 )dy = 1+ Va exp(—=)dy = 1++Va/= (6.12)
74(0) 0 2a 0 2 2

Pour la minoration, on part de (6.10)

En utilisant la minoration In(1 — z) >

A > 1 fixé.
Donc, en utilisant la comparaison somme intégrale

b+1

> fk) > W)y (6.13)

k=0

toujours pour une fonction f décroissante, on peut minorer

]_ ai% y2 a f/\(a) 9
—A=—|dy =/~ —y°)d 6.14
oo [ () i [
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avec fi(a) = Va \/7 ( ), qui est croissante en a.

Donc pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < \/7/2, et pour a assez grand

fa(a)
/ exp (—y°) dy > ¢ (6.15)
0
c
et finalement avec C = —

\/X 1
C 6.16
74(0) > Cva ( )

L’approximation de découle de (6.12) et (6.16).

1
74(0)

Il nous reste maintenant a estimer E [TCHO]. D’aprés (5.30), on a

Too] ZE - =Z Z P ). (6.17)

s
(ha —1

Donc on peut majorer

k=x
X fa—z\"
_ ( ) (6.18)
P a+x
- 1 a+x
1 L—i 2x

E[T,.,] < a Z % (1 +Z ) (1+1na) (6.19)

Pour finir la démonstration de la proposition, on cherche une minoration asymptotique
Ta(Bz)

7o ()

de E [T},—,]. Pour cela on va minorer par une fonction qui nous donne l'ordre de

grandeur en a Ina de ce temps moyen.

On a i
. 1 a —x _k .
ORI 9l | e N
k=x 1=x+1 &+Z k=x i1=1 a+z+1

en réordonnant les numérateurs comme dans (6.10).
On peut donc minorer

7o(By) ©Cla+ 1K\ X e+ 11— — k)"
_ = _ 6.21
7o () >Z (a—l—x—irl) Z a+ax+1 (6:21)

k=z k=

o
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On va a nouveau utiliser une approximation de la somme par l'intégrale, et minorer la
fonction a intégrer.
Pour tous a et z, on a

v M(UHETTY) » KU (6.22)
Va+ta
pourtout y < a+1l—z—(a+zx+1)e ™ e = lys(a,x), on K est une constante fixée.

En effet

atl—z—y _ Vatz
ey 11’1( at+z+1 ) > e Ky a+tx

1— ¢ —

@yln<w> S gy Yote

at+zxz+1 a-+x

11— —
e m(Otlo Ty S Vet (6.23)

at+x+1 a-+x
— (M) S K

at+x+1

Vit
—atl-—z—y > (a+a+1)e™ o

<~y < lys(a,z) .

Et lys(a,z) < a — x, donc

lys(a.z) e
a(Ba) / o () g
0

o ()
lys(a,x) N
/ e KV dy (6.24)
0

i a+x <1_6—Klys(a,:c) ‘{E:;I) '
K \a+z

WV

Or L(a,x) = lys(a, ) vate satisfait asymptotiquement en a
a

x
sup L(a,z) > K | (6.25)
r<aa
1 1
pour tous a et K tels que K > ra In o ,avec 0 < a < 1.

a{ —
En effet, cette fonction est concave et pour de tels a et K, on a

lim L(a,0) = K, et lim L(a,aa) = +o0. (6.26)

a—00 a—00

Donc il existe C' = C, i, tel que pour tout z < aa, on ait asymptotiquement en a

Ta(By) . a+x

o) T (6.27)
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d’ot1, pour a suffisamment grand

E[Ta—m] _ 26L Z 1 Wa(Bx>

z=1
laa)

1
> ZC'CLZ
— Va+x

aa

> 2Ca

1
d 6.28
1 Vatw ’ ( )

Vataa 1
= 20@/ —dx
Vat1 L
00 Iy YOI o

Ja+1
> 2Caln(ava) = Ca (Ina+1na?),

ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarque

Comme choix de o et K, on peut prendre a = % et K =4, ce qui donne C' ~ i.

La fonction lys(a, z) est elle aussi concave et lim lys(a,0) = lim lys(a,aa) = +o0, donc
a—0o0 a—00

elle est strictement positive pour tout z € [0,«a] avec a assez grand, et la constante
C = C, i dans (6.27) est positive.

6.4 Résultats

Comme on 'a précisé en introduction de ce chapitre, notre modéle ne satisfait pas la
condition (H). Néanmoins, on a

(H') < K,, (6.29)
ot K, tend vers l'infini lorsque a tend vers I'infini.

Bien qu’on ne puisse appliquer directement les résultats du chapitre 5, les démonstrations
fonctionnent toujours.

Théoréme 6.2. Pour le modéle d’Fhrenfest entre 0 et a défini ci-dessus , on a
convergence abrupte pour le temps de tombée T, ., au temps E [T, _,] ~ a Ina,
— métastabilité pour le temps de sortie T,_,,
— la derniére sortie est la renversée temporelle d’une trajectoire de cutoff.
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Démonstration

Convergence abrupte :
Comme ici, on a pour tout x € [0, a]

1 o( By 1
L9 o TalBa) ~a = K,, (6.30)
G Ta(T) 74 (0)
en se reportant a la démonstration du théoréme 5.3, on a
T, 4K? a
lim Var( 22 ) < lim ot = i —0 6.31
v C\E[T, ]/ = et E[T,_,] e alna (6.31)

Et d’aprés la proposition 3.2, il y a convergence abrupte pour la trajectoire de tombée
a 1'équilibre : T,,_, converge abruptement au temps E [T, ], qui est de 'ordre de a Ina
(proposition 6.1).

Métastabilité :
D’aprés le lemme 5.1, on a

b

1
P(Thoa < Tpo) = ——7— = ——— . (6.32)
[ H a+7l.
; Di . a—1
k=0 i=1 k=0 i=1
LA, “lati
Avec > > (a—1)(2a—1) ~ a*.
vec ;Ha_i Ha_i (a—1)(2a—1) ~ a
Et avec (6.19), on obtient pour a grand
1
E(Tyo] P(Tya < Too) < = (1+1Ina) — 0 (6.33)
a a— 00

Donc le lemme 5.4 est vérifie. Comme on a la convergence abrupte, le lemme 5.5 I'est aussi,
et on peut faire fonctionner la démonstration du théoréme 5.6 : le temps de sortie T,_, a
un comportement métastable.

Derniére sortie : B

On a défini la derniére sortie T,,_,, dans la section 5.6. Le fait qu’elle soit la renversée d’une
trajectoire typique de cutoff repose sur les propositions 5.7, 5.8 et 5.9.

Les propositions 5.7 et 5.8 ne dépendent pas de la condition (H), et sont vraies pour toute
chaine de naissance et de mort irréductible sur [0, a]. Donc les variables Taﬂo et Toﬂa
définies au chapitre précédent (section 5.6) suivent la méme loi.

Pour montrer que fa_,o admet une convergence abrupte au temps E [Ta_,o}, on se reporte

a la démonstration de la proposition 5.9 :

On a
< K,, (6.34)
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et donc T, ,_,, admet une convergence abrupte au temps E [Ta,l_,o].

En effet, les transitions de X! et de X, ne différent que sur les derniéres valeurs (a et
a — 1), et celles ci n’interviennent pas dans les calculs de la proposition 6.1 pour minorer
asymptotiquement E [T, ] par C'a (Ina + Ina?) (6.28).
On a donc E [Ta,l_m} 2 alna,
et

Ta—l—m
lim Var<_7) < lim =0, (6.35)

oo E [T{HHO] a—co a lna

Pour conclure, on utilise le fait que Ta_m =1+4+17T,, ., et on a la convergence abrupte de

T, ., au temps E [Ta_,o], comme dans la démonstration de la proposition 5.9.

O

Remarque : ce qui nous permet ici de montrer la convergence abrupte, la métastabilité
et la derniére sortie, ¢’est que la borne K, de la condition (H’) est telle que

lim ——%— = 0. 6.36
aroo E [Ty o] 0 (6.36)

Dans le chapitre suivant, nous discutons des différences entre les conditions (H) et (H'),
et énongons le résultat le plus général avec cette approche (théoréme 7.2).
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Chapitre 7

Cadre général

On vient de voir que le modéle d’Ehrenfest ne satisfaisait pas ’hypothése (H) du cha-
pitre 5, mais qu’on pouvait adapter les démonstrations des théoréemes 5.3 et 5.6 dans ce
cas et prouver la convergence abrupte et la métastabilité.

Dans ce chapitre on va discuter des différences entre les chaines de naissance et de mort
du chapitre 5 et le modéle d’Ehrenfest (section 7.1 a4 7.3). On introduit ensuite un modéle
dit “hybride”, qui conserve certaines des propriétés des chaines de naissance et de mort du
chapitre 5 et du modéle d’Ehrenfest, de telle facon qu’on puisse lui appliquer I'approche
dévelopée au chapitre 5 (section 7.4).

Cette discusion nous conduit & regrouper nos résultats, et on présente le cadre le plus gé-
néral possible dans lequel on peut utiliser notre approche (section 7.5).

Dans la derniére section (section 7.6), on montre que pour le modéle d’Ehrenfest et le
modeéle “hybride”, on a des conditions plus faibles pour montrer la convergence abrupte et
la métastabilité, si on regarde les temps d’atteinte et de sortie d’une région [0, b,] (et non
plus seulement d’un état), “caractéristique” de 1'équilibre.

7.1 L’hypothése (H)

Les chaines de naissance et de mort qu’on considére au chapitre 5 sont des marches
aléatoires sur [0, af, de transitions p; (vers la droite) et ¢; (vers la gauche), uniformément
irréductibles, i.e. telles que uniformément en a les transitions ne s’annulent pas (sauf éven-
tuellement p, et q,).

La mesure invariante d’'une telle chaine est

Ta(z) = L, (0), (7.1)
o 4
avec " "
. Pia
ma(0) = 1/ (7.2)
z=0 i=1 4
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On suppose que nos chaines sont telles que la quantité

Ta(Ba)
A, == 7.3
v mo(z) (7.3)
ou B, = [x,a], est uniformément bornée en a.
C’est a dire qu’il existe K tel que pour tout z et pour tout a on ait
Ta(Bx)
H A, == <K. 7.4
(1) =T (7.4)
On a vu dans ce méme chapitre que
Wa(Bx> - i Dia
A, = = Z . (7.5)
a() b izat1 L

Supposer que cette quantité est bornée pour tout = implique que Ay = 1/7,(0) est borné.
Or on a vu au chapitre 2 (2.14), qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
chaine de naissance et de mort sur N soit récurrente positive est

oo x

ST <. (7.6)

o1 i1 1

La condition (H) peut donc s’interpréter comme une sorte de “récurrence positive a la li-
mite”. Si de plus les transitions p; et ¢; ne dépendent pas de a, on peut parler de récurrence
positive du modéle limite, car dans ce cas la quantité dans (7.6) est la limite de Ay lorsque
a tend vers I'infini.

Ces modéles, qu’on appellera modéles a transitions “indépendantes” de a par référence
au modéle (p,q) présenté au chapitre 5 (section 5.2), nous fournissent 1’exemple type de
modeéles qui satisfont 'hypothése (H).

7.2 Modeéles a transitions “indépendantes” de a

On rappelle le modéle (p,q) random walk de la section 5.2, ou les transitions sont
constantes pour tout x

pe=p,etqg=q Yr=0,...,a, (7.7)

avec p 4+ q = 1, et ol pour avoir la dérive qui pousse vers zéro, on suppose que q > p.

Ce modele satisfait I’hypothése (H) avec K = q/(q¢— p), et on a vu dans la section 5.2,
comment elle se traduisait en termes de mesure invariante et de profil énergétique.
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Rappel :
— ce qui fait marcher la démonstration du théoréeme 5.3, ¢’est qu’on a

T, 2K, K? T,
Var( o ) < ! et donc lim Var<7(”° ) =0,
E [Taﬂo] E [Taﬂo] a—00 E [Taﬂo]

car E [T, ,] > a — oo.
TaHO P 1

Donc les conditions de la proposition 3.2 sont vérifiées et
[Taﬂo] a—0o0

— dans la démonstration du théoréme 5.6, on montre d’abord que

m P (Tyq < Tyo) E[Thoe] =0 .

a—00

Avec la convergence abrupte en plus, on montre que

lm P (Ty_q < Tyo) =0,

a—00

et donc en utilisant le couplage et le nombre N, de retours en zéro avant d’atteindre
a pour la premiére fois, on a :

T0—>a

Il y a deux échelles de temps, et donc exp(1).

[Ty —a] a—oo

Ici, comme ¢ > 1/2, on peut prendre K, = 2 pour la borne supérieure des (1/¢q,) (voir
la démonstration du théoréme 5.3).
On a dans ce cas des estimations précises pour les temps moyen de tombée et de sortie :

a
q—p’

E [T, | ~ ot E[T)_d] ~ <€>a : (7.8)

P

et pour la probabilité partant de zéro d’atteindre a avant de revenir en zéro (qui intervient
dans la démonstration du théoréme 5.6) :

P(T) 0 < Tyo) ~ (g) | (7.9)

On peut généraliser ce modéle en considérant un modéle a transitions uniformément
bornées en a :
g =ming, > maxp; =p. (7.10)
7 (2

Dans ce cas, on a les mémes bornes K et K, que précédemment et les estimations

E[Tyo) S K,Ka, E[T, . 2 <€> et P(Tyo < Tomo) < <]3> . (711)
p q
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On peut encore généraliser le modéle, en prenant ¢ = min; ¢; > max; p; = p, pour i
en dehors d’un ensemble fini (on autorise donc quelques irrégularités dans le profil énergé-
tique).

Remarque : pour ces modéles, on a pas besoin d’avoir une approximation précise de
E [T, .|, pour montrer la convergence abrupte, il nous suffit d’utiliser E [T, _.,] > a — oc.

7.3 Cas Ehrenfest

La différence du modéle d’Ehrenfest par rapport aux modéles précédents, c’est que ses
transitions dépendent de a :

a—1 a+1
ES , et ;= . 712
p 2a ¢ 2a (712)
Dans ce cas, on a min; ¢; = max; p; = %, et
: : 1
lim p; = lim ¢ ==, (7.13)
a—00 a—00 2

pour tout i < b,, avec b,/a — 0.
a— 00

C’est la raison pour laquelle A, n’est pas uniformément borné en a et que la condition (H)
n’est pas satisfaite.

Néanmoins, on a

Ta(Bx)

Ta(x)

(") < K,, (7.14)

avec K, —— oo.
a—0o0

K, K3
E [T, 0] oo
En effet, on a 1/¢, < K, = 2, et les approximations K, ~ /a, et E[T,_,] ~ aloga .

Et le théoréme 5.3 reste vrai, car

Avec la condition (H'), on garde une certaine forme de décroissance exponentielle de la
mesure invariante, puisqu’elle implique que

1\ B
malw) < (1= ) =7, (7.15)
avec o = — log(l — KL), qui est strictement positif lorsque a est fixé.

Et on a donc une minoration du profil énergétique
H(z) > logm,(0) + a,z . (7.16)

La différence avec les modeéles qui satisfont (H), est qu’ici on a o, —— 0.

a—00
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En analogie avec les chaines de naissance et de mort sur N vues au chapitre 2, on peut
interpréter la condition (H') comme une sorte de “récurrence nulle a la limite” (cf (2.16)).

Un exemple de chaine récurrente nulle est la marche aléatoire symétrique sur N, dont
les transitions sont égales et constantes : p = ¢ = 1/2. Mais si on prend la restriction de
cette chaine a [0, a], nos résultats ne s’appliquent pas.

En effet, dans ce cas la mesure invariante est la mesure uniforme sur [0, a]

7o) = 7a(0) = BTETI’ vz € [0,a] , (7.17)

et onadonc A, =a—2+ 1<K, =a+ 1 pour tout z.
Dans ce cas le temps moyen pour aller de a a zéro est

a

Eﬂ;wp:§2é222§5x=am+1% (7.18)

=0 U

2

et on ne peut pas appliquer la démonstration du théoréme 5.3, car < 1.
E [T, ., a—oo

On a pas non plus la métastabilité, puisque pour des raisons de symétrie évidentes on
aE[T,_.] =E[Tol|

Ce qui est normal puisque comme on I’a déja vu, notre approche du phénoméne n’est
pas compatible avec la mesure uniforme, qui donne un profil énergétique plat.

Mais on a vu (7.13) que les transitions en un site i du modéle d’Ehrenfest tendaient
vers 1/2, pour tout ¢ < b, ot b,/a — 0.

De plus, en regardant les calculs que I'on a fait au chapitre précédent pour estimer K, et
E [T, ,] pour le modéle d’Ehrenfest, on s’apercoit que les états proches de zéro contribuent
peu dans les estimations, et que la contribution principale provient des états situés a partir
d’un certain rang.
Lorsqu’on minore E [T, _,], on peut supposer que x > aa'™¢, et on conserve le méme ordre
de grandeur.
En effet, d’aprés (6.27) on a

Ta(By) a+x

@) Vatas’

pour tout z < aa, ot C est une constante qui dépend de 0 < o < 1 (rappel : on peut
prendre a = 1/2 et C' = 1/4). Et on obtient la minoration asymptotique (6.28)

(7.19)

[aa]
[T\ > 2Ca )

r=1

1
Va+zx

> 2Calnya=Calna, (7.20)
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en passant par I'approximation somme intégrale

|aa]

Z \/51+x R % ~ In (av/a) . (7.21)

Or on peut couper cette somme, en gardant les z > aal_a, ce qui donne

Lol

1
§ S YOEae e (7.22)
Va+zx f+oza1 €

aal E'|
et finalement, on a le méme ordre de grandeur dans la minoration
E[T,-o] 2 Cecalna. (7.23)

Remarque : on peut garder uniquement les z > @', et on a E[T, )] =2 Cca lnaa.

De méme dans la majoration de K,, on peut prendre les x > a%_a, et on garde l'ordre
de grandeur en y/a.

En effet, pour majorer 1/m,(0) (voir 6.12), on utilise I'intégrale

[e§) y2 e8] y2
/o exp (—%) dy = va i exp (—5) dy . (7.24)

. 1_ . . . ,
Or si on coupe en a2 ¢, la premiére partie de l'intégrale est un o(y/a) :

/0 exp (—%) dy = Va /0 exp (_%2) dy = o(va) . (7.25)

Et c’est la seconde partie de I'intégrale qui est d’ordre /a.

Les états qui contribuent le plus dans cette estimation sont donc les x > az .

7.4 Modéle hybride

Les remarques que 1’on a faites ci dessus nous ameénent a considérer un modeéle “hybride”
entre le modéle d’Ehrenfest et les modéles a transitions indépendantes de a.
Puisque les états proches de zéros contribuent peu dans le comportement du modéle d’Eh-
renfest, on veut garder de ce modéle le fait que les transitions en un site ¢ tendent vers
1/2, pour tout i < b, ou b,/a — 0. Et on veut qu’a partir de ce rang b,, notre modéle
satisfasse la condition (H).
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On suppose donc que p; = ¢; = 1/2 pour tout i < b,, et qu’a partir de b,, on a unifor-
mément en a :

= ming; > maxp; =
q o q; 1 pPi =D

(7.26)

La question qu’on se pose est : jusqu’oil peut on prendre p; = ¢; = 1/2 en conservant,
la convergence abrupte et la métastabilité ?

Quelques calculs nous permettent d’obtenir un encadrement de A, = m,(B,)/m.(z).

Soit K = q/(q —p), et K = q/(§ — P), ot § = max;>p, ¢; et p = min;>p, p;, qui est
strictement positif car on a supposé le modéle uniformément irréductible.
On a
K<A, <K, Vz2>b,, (7.27)
et
b, —r+ K <A, <b,—x+K, Vr<b,. (7.28)

La condition (H) est satisfaite a partir de b,, puisque pour tout = > b, : A, < K.
Et pour z < b,, (H') est satisfaite avec K, = b, + K.

On obtient ainsi une condition suffisante sur b, pour avoir la convergence abrupte et la
métastabilité pour le modéle hybride.

Proposition 7.1. Si b, est tel que

2
<4 —0, (7.29)
a a—oo

alors T,_.,, converge abruptement au temps E [T, ], le temps de sortie T, ., a un compor-

tement métastable, et la derniére sortie T,_,, est la renversée d’une trajectoire de cutoff.

Démonstration :

En effet, on a la minoration E [T, .,] > b2 + aK, et donc la convergence abrupte car

Ty K? (ba + K)?
\ (7> < e o ) 0, 7.30
BT, = B[] = ®tak o (7.30)

si bg/a — 0.

a—00

Pour la métastabilité, on a E[T,_,] < b2 + 2aK, et en se basant sur le lemme 5.1

et la démonstration de (5.29), on a P (T, < Ty—,) < (p/q)* %, en minorant la somme
S~ T1(gi/pi) par la somme des termes supérieurs a b,.
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Et donc E[T,_,] P(T\—~o < Th—o) — 0.
a—0o0
Pour montrer que la derniére sortie est la renversée d'une trajectoire de cutoff, il suffit de
montrer que T, , ., admet une convergence abrupte (voir la démonstration de la proposition
5.9). B B
OrE [T, o] >a—1, et 7oy (B,)/Tas(z) < K, = b, + K, d'o

T, by + K)? b?
lim Var<£7°> <dim BBt g (7.31)
a—00 E [Tafl—m] a—oco @ — 1 a—oo (1
O
1/2—¢

On prend donc b, ~ a , et on retrouve les valeurs qui contribuent le plus dans les

estimations pour le modéle d’Ehrenfest.

7.5 Généralisation

On peut donc généraliser les résultats du chapitre 5.
En effet, pour le modéle hybride comme pour le modéle d’Ehrenfest, on voit que lorsque
la condition (H') est satisfaite avec une condition sur la vitesse relative de K, et E[T,_,]
(K2/E (T, — 0), on peut montrer la convergence abrupte et la métastabilité.

On regroupe ces deux conditions :
¢'il existe K, —— oo tel que Vx € [0, a], on a

(H//) Wﬂ((x)) < K,, avec E[Ta ] — 0, (7.32)

Et on a le théoréme suivant qui synthétise nos résultats

Théoréme 7.2. Soit X,(t) une famille de chaines de naissance et de mort uniformément
irréductible sur [0, a].

Si la condition (H") est satisfaite, alors le temps de tombée a 1'équilibre T, ., converge
abruptement au temps E [T, .|, et le temps de sortie Ty, a un comportement métastable.

Démonstration :

On donne ici seulement les arguments principaux de la démonstration. Pour les détails, on
se reportera au rappel de la section 7.2 et aux démonstrations des théorémes 5.3 et 5.6.
Pour montrer la convergence abrupte de T, _, au temps E [T, _,] on a

0, (7.33)

T, s ) K, K?

Var <
(E (To] E[T,—,] a—oo
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et la proposition 3.2 s’applique.
Pour montrer la métastabilité, on doit montrer que

Hm P (Tyq < Tyo) E[Tuse] =0,

a—0o0

et ensuite on conclut en utilisant la convergence abrupte de T,_.,.

On a
ET.—] < aK,K,. (7.34)
D’aprés la formule (5.29)
P(T)a<Thoo) =1/ Z 7a(0) (7.35)
dk 7Ta )
1 \z
Or par hypothése 1/7,(0) < K,, et d’aprés (7.15) m,(z) < <1 - F) , V.
D’ou ‘
- 1 ~ 1 1 1\
_— > > > |1 - — . 7.36
2 2 2 T @ (%) (7.3
Or comme K, — o0, on a
- L a _ 60,111(171/](&) ~ 67a/Ka (7 37)
e . .
Et a/K, —— 00, car
K, K,K? K?
g a < a 0. 7.38
a aK,K, = E[T,—, a—o (7.38)
Donc
lim P(Ty o <Tpo) B[Tyy] < lim a K2K, e 5 =0 (7.39)

a—00 a—00

7.6 Temps d’atteinte et de sortie d’une région

Comme on I’a remarqué avec le modeéle d’Ehrenfest, la contribution des états proches
de zéro est négligeable dans les calculs, et que lim, .o p; = lim, .o ¢ = %, pour tout
i < b,, avec b,/a —— 0. En fait, on a la convergence abrupte et la métastabilité entre b,

a—00

et a, pour un tel b,.

Proposition 7.3. Dans le modeéle d’Ehrenfest, si b, est tel que by/a —— 0, alors il y
a—00

a convergence abrupte pour T, . au temps E[T, ], et Ty, .o a un comportement méta-
stable.
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Démonstration :
En se reportant aux calculs de la section 6.3, on a

a BI
Ta(Ba) > C ot , (7.40)
7o () Va+z
pour tout z < aa (formule (6.27)), et on peut minorer
laa) 1
E[Ty—p,] > 2C
Tora 2 ¢ Z Va+x
r=bg+1
~2Cam-_Yatar (7.41)
Va+b,+1
=2Caln (1/va) +a
(1/va) + (ba/a) + (1/a)
~ 2Calna(a/b,),
ou on peut prendre les constantes a et C telles que a < 1 et C' < 1/2.
Et on a la convergence abrupte de 7;,_;,, car
Tob K? 1
v ( abe ) < a ~ 0, 7.42
\E[T,_.]) = 2Cama(a/b,)  2CIna(ajby) e (7.42)
puisque (a/b,) — 00.
Pour la métastabilité, comme d’aprés (6.18)
B,
Ta(By) < a+x 7 (7.43)
7o () 2x
pour tout x. On a
L ml(By) ‘1
E[T.—p,] = Z o () <a Z —~a In(a/b,) (7.44)
x=bg+1 x=bg+1

Pour la majoration de P (T}, ., < T}, s, ), on a une formule analogue a celle du lemme 5.1 :

P (Tba—>a < Tba_’ba) - pba ]P) (Tba+1—>a < Tba+1—>ba) - pba (745)

1
a—1 k q
k=bq Hba+1 pi

. -1 k ) .
Or on peut minorer Y /7 ], ., L en prenant les derniers termes de la somme comme
7 3

dans la démonstration de la métastabilité pour le modéle d’Ehrenfest

a—1 k a—1 k . a—1 .

qi a+1 a+1 9

— = _— > > —1)(2a—1) ~ . 7.46
S I =T > = > e-nee-1 ~a (7.46)
k=bg ba+1 k=bg bg+1 ba+1
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Donc _—
a/ _
P(Ty, a0 <Tp,—p,) < e 7.47
( ba < ba ba) 2a &2 ( )
et
E [Ty ,] P (Thy—a < Thy,) < ‘”2 2 In(a/by) — 0, (7.48)
a a—00
puisque (a — b,)/2a? tend vers zéro.
O

On observe le méme comportement avec le modéle hybride :

Proposition 7.4. Dans le modéle hybride, si b, est tel que by/a —— 0, alors il y a conver-
a— 00

gence abrupte pour T, ., au temps E [T, _p.], et Ty, .o a un comportement métastable.

Démonstration :

Il y a convergence abrupte pour T, ., car E[T, ., | > a—b,, et comme A, < K,V x >b,,
on a

T 4 K?
Var (2=t ) < 0. 7.49
u(gat) < o — (7.49)
Et pour la métastabilité de T}, ., on utilise une formule analogue a (5.29) pour montrer
que P (Tba—nz < Tba—>ba) < (1/ba)€—aa7 et donc que E [Ta—>ba] P (Tba—m < Tba—>ba) — 0.

a—00

O

On voit que notre problématique peut se ramener au temps d’atteinte et de sortie d'une
région (ici [0, b,], avec b,/a —— 0), dés lors qu'il y a une dérive qui pousse la chaine vers
a— 00

cette région, et qu'on est en présence de deux échelles de temps.

Notre approche de la convergence abrupte et de la métastabilité, qui consiste a regarder
les temps d’atteinte d’états “caractéristiques” de I’équilibre (au sens o on I’entend en phy-
sique), peut s’étendre a une région qui concentre la mesure d’équilibre, et est donc plus
caractéristique de cet “état” (au sens probabiliste) d’équilibre.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons utilisé une approche liée aux temps d’atteinte de certains
états pour étudier les phénoménes de convergence abrupte et de métastabilité. Cette ap-
proche cadre tout a fait avec la métastabilité et 'approche “pathwise” développée par Cas-
sandro, Galves, Olivieri et Vares pour la décrire [12|. Mais on a vu qu’elle était différente
de celle utilisée pour I’étude du phénomeéne de cutoff par Diaconis, Aldous, Saloff-Coste et
Ycart, basée sur les mesures de probabilité. Elle y est néanmoins équivalente lorsqu’on a
affaire a des modeéles d’absorption, et on a vu dans les travaux de Martinez et Ycart qu’on
pouvait relier les deux (section 4. “Equivalence of cutoffs” de [38]). On a vu de plus, a la
fin du chapitre précédent, qu’on pouvait étendre notre approche au temps d’atteinte d’'une
région. La taille de cette région étant de I'ordre de la variance de la mesure invariante pour
le modéle d’Ehrenfest notamment, cela nous donne bon espoir de relier la convergence
abrupte avec cette variance : on aurait convergence abrupte pour atteindre une zone de la
taille de la variance dés lors qu’on part suffisamment loin de cette zone sous une condition
du type Var(m,)/E[T,] — 0.

Nos modeéles sont des marches aléatoires unidimensionnelles avec dérive, c’est-a-dire
dont le profil énergétique associé a la mesure invariante présente une pente ou un puits
d’attraction. De nombreux modéles pour lesquels la convergence abrupte a été démontrée
ne rentrent pas dans ce cadre, mais on a vu avec la marche aléatoire sur ’hypercube qu’on
pouvait la ramener au modele d’Ehrenfest. Pour les propriétés qui nous intéressent, on
peut souvent (toujours?) ramener I’étude du modéle dans un cadre unidimensionnel.

Dés qu’on peut se ramener & un profil énergétique, sa connaissance nous suffit pour dé-
montrer la convergence abrupte et la métastabilité. Notre approche doit donc pouvoir se
généraliser a des profils plus complexes, du type de ceux étudiés par Olivieri et Scoppola
[42, 43| (voir section 4.6). Leurs travaux prennent en compte des profils contenant plusieurs
minimas locaux sur des espaces trés généraux, et ils montrent la métastabilité pour sortir
de domaines contenant plusieurs attracteurs appelés cycles. Mais la différence avec notre
approche, est que dans leur cas, le paramétre asymptotique est l'inverse de la température
0, et lorsqu’il tend vers l'infini, ce n’est plus I'état initial ou a atteindre qui tend vers
I'infini, mais les pentes du profil qui tendent a étre verticales (les transitions tendent vers

95
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7éro ou un, suivant qu’on entre ou sort d'un puits d’attraction).

Nous devrions aussi pouvoir étendre notre approche aux chaines de naissance et de mort
sur un arbre pour lesquelles Martinez et Ycart ont démontré le cutoff. Nous aimerions
également généraliser cette approche a des familles de chaines de Markov quelconques.

Notre problématique de départ était de montrer la métastabilité a partir de la seule
hypothése de cutoff. Cette question reste ouverte, mais notre travail y répond en partie.
En effet, bien que nous nous appuyons sur la dérive pour montrer la métastabilité, nous
utilisons fortement la convergence abrupte au travers du couplage (5.54). Cela nous améne
a conjecturer que la convergence abrupte vers I'équilibre implique la métastabilité de la
sortie de I'équilibre par renversée temporelle. Il serait stirement utile pour cela d’avoir des
conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence abrupte et la métastabilité.

L’autre question ouverte est de savoir s’il existe des systémes pour lesquels on a la
métastabilité, mais pas la convergence abrupte. Or la métastabilité semble requérir des
hypothéses plus faibles, en effet elle repose sur I'existence d’échelles de temps différentes,
alors que la convergence abrupte nécessite une connaissance plus fine de la facon dont
la convergence a lieu. Par exemple dans les modéles de Olivieri et Scoppola, lorsqu’il y
a plusieurs puits imbriqués les uns dans les autres : on doit avoir cutoff et métastabilité
pour entrer et sortir de chacun des puits, mais si on considére le plus grand puits, il y a
métastabilité pour en sortir, mais sirement pas cutoff pour tomber au fond, puisqu’il faut
entrer et sortir de plusieurs puits avant de I’atteindre.

Une réponse pourrait étre fournie par D. Aldous, qui a proposé un contre-exemple a la
conjecture de Peres en variation totale : il correspondrait a un cas avec métastabilité mais
sans cutoff.

Une autre direction serait de relier notre travail avec la conjecture de Peres. Celle-ci
postule que si le produit du temps de mélange par le trou spectral tend vers l'infini, alors
il y a cutoff. Aldous propose un contre exemple quand la distance utilisée est la variation
totale, mais elle a été prouvée pour les chaines de naissance et de mort, si la notion de cutoff
utilise la distance de séparation, par Diaconis et Saloff-Coste dans “Separation cut-offs for
birth and death chains” [21].



Chapitre 9

Appendice

9.1 Temps d’atteinte pour les marches aléatoires

On considére une marche aléatoire X% (¢) a temps discret sur {0,..., N}, N € N, d’état
initial x, et dont les transitions

pi=P(X(t+1)=i+1|X(1t)=1),
G =P(Xt+1)=i—1]X(t)=1),
etr, =P (X(t+1)=1i|X(t)=1),

sont tellesque : p;+ 1, +q¢ =1, py=0,9 =0, et p;,q; >0,2=1,...,N — 1.
On s’intéresse au temps moyen pour aller d'un état x & y. On définit pour cela la
variable aléatoire suivante :

Ty =1inf{t > 0: X3 (t) =y},

qui est le premier temps d’atteinte de y pour la chaine partant de x a I'instant zéro, et on
veut calculer son espérance en fonction des p; et g;. On le fait en utilisant la méthode des
équations de différence (voir [24]).

Proposition 9.1. On a

n—1 k 1 k
El.)=3 >~ [ % (9.1)
g =0 Pz Pi
pour tousn=1,... N, et j <n.
Remarque : Pour alléger la notation, on prend par convention H§:1+1 =1.

Démonstration :
Soit j compris entre 1 et n — 1. On va montrer que E [Tj_,,], satisfait une équation de
différence.
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En partitionnant sur la valeur du processus au premier pas, on a :
E[Tjon) =piE [Tjmn | X(1) =+ 1] + ¢ E [Tjmn | X(1) =5 — 1] + 1 E [Tjon | X(1) = j]
=5 (EBuial +1) + 45 (B[] + 1) 415 (B [T 0] + 1)
Car :
E[Tjimn | X(1) =i] =E[Tm,] + 1, (9.2)
pourt=75—1,7,7+ 1.

En effet, on a :

E[Tjn | X(1)=i] =Y kP (Tmn =k | X(1) =1)

k>0

=S kP (Tjon =k — 1] X(0) = i),

k>0

d’apreés la propriété de Markov.

Et donc :
E [T | X(1)=i] =Y kP(Timp=k—1)
k>0
= (k+1)P(Timp = k)
k>0
=D KB (Timy = k) + Y P (Timy = k)
k>0 k>0
=E[T,.,]+1.
D’ou :

ET; 0] =0 E[Tj1-n] + G E[Tj1on] + 1 E[Tjon] +pj + ¢ + 1
=D ETjr1on] + ¢ B [Tjan] + 15 B [Tn] + 1.

E [T;_,] satisfait donc a I’équation de différence suivante :

Dj 4; 1
E|T;_,| = E|T: 1., + ET;,_1_,] + , 9.3
i) = B Tyan] + 2B (o + (9.3
pour j =1,...,n — 1. Avec les conditions aux bords :
1
E[Tyn)| =E[T_n]+— et E[T,.,] =0 (9.4)
Po

On va maintenant résoudre cette équation :
Notons D; = E[T}_,,], et pour tout i, B; = ;’)—?, € = 1%'
Alors (9.3) se réécrit, pour tout k <n —1:

Dk+1 - Dk = Bk (Dk - Dk—l) — €k (95)
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En itérant, on trouve :

k k k
Dipn—Dp=][Bi(Di=Do) =Y & [] Bi
i=1 I=1  i=l+1
Et on a, pour tout 57 =1,...,n,
j—1
D; = (Dyy1 — D) + Dy
k=0

k=0 i=1 I=1  i=l+1
pour tout 7 =1,...,n.
On fait maintenant intervenir les conditions aux bords (9.4) :
Ona Dy —Dy= —pio, ce qui donne
itk k k
Dj = Z <HBZ_ —Zq H Bz) +D0,
—o =1 Po I D
et comme D, =0, on a:
el ko k k
<HBZ'——ZEZ HBZ>+D0—0
T L |
Donc
n—1  k 1 k k
p-5 (ML +3 0 11 5)
—o =1 PO IS D

Et en reportant dans (9.7),0n obtient :

(ﬁBipi-i-zk:El ﬁ Bi)>

i=1 0 =1 =i

-1
k=j

pour tout j < n.

99
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On montre de la méme facon que, pour j > n, on a :

Proposition 9.2.

LCED SIS I (912)

pour tousn =0,..., N —1, et j > n.
On peut utiliser la méme méthode pour calculer le moment d’ordre deux de 7,_.,,.

Proposition 9.3. On a

n—1 k k
Ere,] =Yy 2ol i) = 1 [T % (9.13)
k=j 1=0 P iz Pi
pour tousn=1,... N, et j <n.
Démonstration :
On a
E[TE, | X(1) =] =E[12,,] + 2 [T ] + 1, (9.14)
pouri=75—1,7,7+ 1.
En effet :
E(T7., | X(1)=i] =Y kP (Tjmn=k| X(1) = i)
k>0
=Y FP(Tj_,=k—1|X(0)=1),
k>0
d’apreés la propriété de Markov.
Et donc :
E[T7., | X(1)=i] =Y KP(T_,=k—1)
k>0
= (k+1)°P(Timn = k)
k>0
k>0 k>0 k>0
=E[T7,,] + 2E[Timn) + 1.
D’ou :

E[72..] =p; (E (T2 0] + 2B [Tsa] +1) + g5 (E[T200,] + 2B [T 0] +1)
7 (E[T2.,] + 2B [Tj-a] +1)
=p BT ] + G B[TF ] + BT,
+2 (B ETys1-nl + GETj1mn] + 15 E Tyl ) + 05+ 5+ 75
=D BT + G BT 0] + BT, +2E [T 0] - 1.
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E [Tf_m} satisfait donc a I’équation de différence suivante :

. . 2R [T, —
IET?_) :LET'Q_} + 9 ET?__) g —iend 2
[J n} p; +q [H—l n} p; + 4 []171] P+ 4
pour j =1,...,n — 1. Avec les conditions aux bords :
E[12,] = E[17.,] + 2o =1 [T‘;"] ~L G E[2.,] =0
0
2E[Tin] -1

On résout en posant A; =E [T?, ], B; = Loeta; =

J—n j23
(9.15) équivaut a :

Appr — A = Bi (A — Ag1) — oy
Ft en itérant, on trouve :
k k k
N =D =[] Bi(A1 = 20) = > ar ] B:
=1 =1 i=l+1

Or, pour tout j =1,...,n,

<.
|
—_

A =S (A — Ar) + Ay

0

=
Il

D’ou la solution générale de (9.15) :

A, = (HB (A — Ao) zk: f[ B: ) + Ao,

.
—_

W

0 =1

pour tout 7 =1,...,n
On conclut, en faisant intervenir les conditions aux bords (9.16) :

n—1 k k
A =3 (T[Bao+ Yo T ),
k=j i=1 I=1 i=l+1
pour tout j < n.
Et on a aussi, pour j > n :
Proposition 9.4.
J N QR [Tjn] — 1 -1 P
2 l—n i
s = >0y e
k=nt1 I=k ! i=k

pour tousn =0,..., N —1, et j > n.

Y
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(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)
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9.2 Marche aléatoire sur ’hypercube

On considére deux urnes Uy et Uy, et N boules numérotées de 1 & V.
A chaque instant, on choisit une boule au hasard (avec probabilité 1/N), et on la change
d’urne.
Soit &(t) = <§1 (t),... ,§N(t)> la configuration des boules au temps t,

ou &(t) = 0 signifie que la :° boule est dans I'urne Uy au temps t.

C’est une chaine de Markov a valeurs dans {0, 1}V, et on I'appelle la marche aléatoire sur
le cube de dimension N.

Cette marche saute sur 'un de ses N plus proches voisins avec probabilité 1/N, c’est a
dire que l'on a :

P+ 1) =€ &) =m) = (9.22)
pour 7 et £ telles que >, | & — n; |= 1, et que toutes les autres transitions sont nulles.
Cette chaine est réversible par rapport a sa mesure invariante my, qui est la mesure uniforme
sur le cube.

En effet :

Soient 7 et £ deux configurations voisines (i.e. telles que Y. | & —mn; |= 1). Elles ne différent
donc que sur une seule coordonnée,

c’est a dire qu’il existe i tel que n =& ou & = (&,...,1=&,...,&N).

Et pour tout ¢, par définition de la réversibilité, on a :

w(EP(E ] =mn(E)P (] €) - (9.23)

Et comme, pour tout i, P (¢ | £) =P (£ | &) = 1/N, cela implique que 7y (§) = 7y (&),

et donc que, pour tout £ :
1 1

({0, 1}V | 2%

Ce modéle a été introduit (dans sa description réduite) en 1907 par P. et T. Ehrenfest
pour illustrer le paradoxe apparent entre la réversibilité des évolutions mécaniques (au
niveau microscopique), et 'irréversibilité (macroscopique) des phénoménes thermodyna-
miques.

En effet, ici, bien que le processus soit réversible et que les états soient récurrents (la
chaine est irréductible), I’évolution macroscopique (au niveau de la loi du processus) est
irréversible : on a, pour tout n dans {0, 1}

N (€) = (9.24)

t—o0 n

lim sup 3 ) P(£(t) = £ | £(0) = n) — 7w () ‘ —0. (9.25)
13

9.2.1 Description réduite

On compte le nombre de particules dans 'urne U; au temps t.
On regarde donc la chaine de Markov Xy (t) = S20V &(1).
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C’est une marche aléatoire sur [0,..., N |, dont les transitions sont

N

p=P(X(E+)=i+1]|X(0)=i)=— a5
ql-:]P’(X(thl):i—l}X(t):i):%, (9.26)

pour tout ¢ =0,..., N.

En effet, pour passer de ¢ & 1 + 1 boules dans I'urne Uy, on doit choisir une boule parmi les
N — 1 qui sont dans 'urne Uj.

Dans cette description, on peut imaginer que 1’on observe une particule qui se déplace entre
0 et N, qui saute a droite avec probabilité p;, et a gauche avec probabilité ¢;.

On ap; > ¢ sii < NJ2, et q; > p; sii>N/2, avec égalité en N/2 ( pn2 = qnj2 = 1/2).
Remarque : on suppose donc ici que N est pair.

Il y a donc une force qui pousse la particule vers N/2, et on peut penser que la particule
se déplace dans un puits centré en N/2, que I'on appelle état de basse énergie (Iy dans la
terminologie du chapitre 4). Les bords du puits 0 et NV sont donc les états de haute énergie
(hy dans la terminologie du chapitre 4).

La mesure d’équilibre de ce modéle est py, donnée par

, N
e (i) = (z>/2N‘ (9.27)
C’est une mesure centrée autour de son maximum N/2, qui est donc I'état qui caractérise
I’équilibre.

Ce processus est réversible par rapport a sa mesure d’équilibre.

En effet, on a :

(M) N —i
MN(Z)pi: oN T N
1 NI(N-—9)
2NN (N =) !
1 N'(i+1
_ ) (9.28)
2NN (N —i—1D)!(i +1)!
()i
2N N

=pun(i+1) giyr -

Mais, évidemment, dans cette description aussi, la loi du processus converge vers la
mesure d’équilibre, et I’évolution macroscopique du systéme semble étre irréversible. Si on
part de zéro, la particule va se diriger vers le fond du puits, puis rester autour de N/2,
qui est la région dans laquelle se concentre py. Pour autant, les autres états n’ont pas une
probabilité nulle sous la mesure invariante, et si I’on attend suffisamment longtemps, la
particule va revenir en zéro (tous les états sont récurrents).
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En effet, le théoréme de Kac (2.9) nous dit que le temps de retour d’un état est inversement
proportionnel a4 son poids sous la mesure invariante :

1

E[Ti-:] = m

(9.29)
On a donc un premier élément de réponse au "paradoxe" :

I’évolution n’est pas irréversible mais semble I’étre, car plus on part d’un état qui se situe
loin de I’équilibre (i.e. loin de N/2), plus I'espérance du temps de retour est grande. Et on
ne peut donc observer un tel retour lors d’une expérience concréte.

Par exemple, avec N = 20000, et si la particule saute toutes les secondes,

on a E [T/s—ns2| & 175 secondes, alors que E [Ty_o] ~ 10 années! (voir [31])

Dans la section suivante, on va montrer la métastabilité de la trajectoire de sortie de
N/2 a 0 a I'aide du théoréme 4.2 et des formules (9.1) et (9.12). On montre de la méme
fagon que la trajectoire de N/2 & N a un comportement métastable. Ceci justifie le modéle
d’Ehrenfest a 1/2 puits du chapitre 6, puisque le probléme de sortie du puits est bien celui
de remonter la pente (du profil énergétique). Pour étudier la convergence abrupte vers N/2
et la derniére sortie de N/2 a 0, on se reportera donc a I’étude du modéle a 1/2 puits du
chapitre 6.

9.2.2 Meétastabilité de la trajectoire de sortie

Comme dans la démonstration de théoréme 5.6, les conditions (4.21) et (4.22) du théo-
réme 4.2 sont satisfaites. Il reste & montrer 'existence des deux échelles (condition (4.19)).
D’aprés (9.12), on a

N/2—-1 k 1 k @
E[Toonp] = ) ZE 11 o
k=0 (=0 i=l+1 "
N/2—1 k k )
N 1
=2 2 N—1 ‘H N —i
k=0 1=0 i=1+1
_ Nfl i N N-1(}) (9.30)
k=0 =0 N—-IN-k (JIZ)
N/2—-1 1 k (N)
=N Z N — k Z (Jif)
k=0 =0 \k

On peut majorer le rapport des coefficients binomiaux, pour tout [ < k :

(1)

i) 031




9.2. MARCHE ALEATOIRE SUR L’HYPERCUBE 105

Et donc, comme k < N/2 < N — k, en majorant par la somme infinie :

ST () S S s om

On a :
N

N/j2—
E [To—np] <N Z — 2k Z i (9.33)

Et en utilisant 'approximation Zk:l z ~ logz, on obtient, asymptotiquement, la majo-
ration :

N N
E [Ty-xp] S 5 log(5) (9.34)
Et d’aprés (9.1), on a
N/2 N 1 -1 D
E [Typ-o] =) ) m I
k=1 I=k i=k 1
LEL NN
=22 N i
k=1 I=k i—k
N/2 N N
N ;)
_ 2N (9.35)
22 T
N/2 N (N
1o ()
=N - A/
2k 2 )

En minorant par le premier terme de la somme, on obtient :

E [Tn/o—0] > f: (7) =2V -1 (9.36)

=1

On a donc deux états : [y = N/2, et hy = 0 tels que
E [ThN‘)lN] <<E [TlNHhN] ) (937)

et d’aprés le théoréme 4.2, la trajectoire de sortie de 1’équilibre (de [y vers hy) est méta-
stable.

C’est a dire que la variable TN/2_>0/E [TN/Q_@} converge en loi vers une variable exponen-
tielle de paramétre 1.
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