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Notations

Définition des notations utilisées

{z}
{2}

série des valeurs discretes de x
série des valeurs de la transformée de FOURIER discrete de {z}

[X] matrice X

x* complexe conjugué de x

x valeur moyenne de x

xT transposée du vecteur x

X tenseur x (ordre 1 : vecteur, ou 2 : matrice)

T dérivée premiere de x par rapport au temps

Ts, Tr, Ty, Ts : grandeur du stator, rotor, de magnétisation, de fuite

(z,9,2) coordonnées cartésiennes dans un repere lié au stator
(r,6,2) coordonnées cylindriques dans un repere lié au stator
(r, é, 2) coordonnées cylindriques dans un repere lié au rotor

T grandeur definie dans le repere lié au rotor
',z grandeur ramenée au primaire, au secondaire

j nombre complexe, imaginaire pur /—1

Définition des grandeurs électrotechniques

TEFISSTWAQE =

fréquence

pulsation temporelle

couple

densité de flux magnétique

champ d’intensité magnétique (A/m)
énergie électromagnétique

rang d’'une harmonique de temps
rang d’'une harmonique d’espace
perméabilité du vide

longueur de fer de la machine (empilage des toles magnétiques)
flux magnétique

coefficients de bobinage

tension induite

angle entre deux barres de rotor

vii



viii NOTATIONS

~y inclinaison d’encoche rotorique

Ji courant de la maille k
V (U) : tension simple (composée)

R, L, X : résistance, inductance, réactance
O distance d’entrefer
Ry rayon moyen d’entrefer
T densité de force par unité de surface
N nombre de spires d’une bobine

Do : nombre de paires de poles d’'une machine
Z : nombre de phases d’une machine
g :  nombre d’encoches — dents — d’une armature d’une machine
fmm :  force magnétomotrice
ke :  coefficient de CARTER
A :  conduction magnétique (perméance par unité de surface)
Qs :  pulsation de synchronisme
Qrotor  :  pulsation mécanique du rotor
g, s : glissement (slip)
I(t), i(t) : courant électrique (A)
r(0) : fonction de répartition (fmm pour un courant continu unitaire)

Définition des grandeurs mécaniques

(u,v,w) : déplacement suivant les trois coordonnées définies par le repeére
Di, Wi :  pulsation propre (modale)
Ui, Vi, Wi :  parties spatiales des déplacements, vecteurs propres (déformées modales)
oi(t) . partie temporelle des déplacements
Ap valeur propre
o contrainte
€ déformation
0% accélération
p : masse volumique
k raideur
c amortissement
mo :  masse
A 1 : coefficients de LAME
h, b :  épaisseur et largeur d’une section
n, m :  rang des fréquences propres radiales et longitudinales
K . coefficient de correction du au cisaillement (poutre de TIMOSHENKO)
e . distance entre fibre neutre et centre de gravité
m coefficient de correction d’une poutre épaisse

C
G module de YOUNG, de cisaillement

, V . énergie cinétique, énergie de déformation
D énergie interne, fonction de dissipation
L intégrale d’action, Lagrangien



NOTATION ix

N . effort normal & la section
T . effort tranchant
f,q . densité d’effort
F : résultante d’effort
M :  moment
Iq, :  moment quadratique (moment de flexion)
R :  rayon de courbure
A : aire d’une section

Définition des grandeurs acoustiques

v vitesse vibratoire ou particulaire
D pression acoustique

00 masse volumique au repos
k nombre d’onde
A longueur d’onde
c célérité du son
a dimensions de la source
q débit masse du fluide
f force de volume du fluide
S entropie

n, m :  rangs de temps ou espace (série de FOURIER)
L, niveau de pression acoustique

Lp :  niveau de puissance acoustique
P :  puissance acoustique
E :  énergie acoustique totale

F :  flux acoustique

II=7+4+4jJ : intensité acoustique
Jm, Nm ¢ Fonction de BESSEL et de NEUMANN d’ordre m

HTS%) , HT(T%) . Fonction de HANKEL de 1°¢ et 2° espece d’ordre m
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Introduction

En matiere d’entrainement électromécanique, les achats industriels s’ori-
entent principalement vers les machines électriques asynchrones. Ces types
de machines sont réputés pour leur robustesse et leur entretien quasi nul.
Leur simplicité de conception en font des outils performants et économiques.

Le probleme de bruit de ces machines est loin d’étre récent et il suffit
de se rapporter a quelques ouvrages de référence pour s’apercevoir qu’il est
traité depuis de nombreuses années [JORDANS0]. Les spécifications d’utilisa-
tion ont cependant évolué ainsi que les modes d’utilisation. Les contraintes
économiques poussent a la réalisation de machines de plus en plus compactes
et légeres, ce qui ne favorise pas la réduction du bruit. Il est également de
plus en plus courant, non pas d’alimenter ces machines directement par un
réseau polyphasé mais a 1’aide d’une électronique de puissance. Ce type
d’alimentation permet un contréle plus fin de la machine ce qui donne la
possibilité de faire varier le couple et la vitesse de rotation. Cette associa-
tion machines - convertisseurs statiques de puissance se généralise d’autant
plus que I’électronique de puissance progresse rapidement et que ses cofits
diminuent.

Bien stir, ces évolutions ne vont pas sans ’apparition de problémes inédits
en ce qui concerne le bruit et les vibrations. Ces nouvelles sources de bruit
acoustique sont généralement regroupées sous le terme de bruit d’origine
magnétique®. Ces sources viennent en compléments de toutes les sources qui
font déja ’objet de nombreuses études, telles que les bruits aérodynamiques,
I'excentricité, les bruits de roulements. . .et dont nous ne parlerons pas dans
cette étude. Un isolement — capitonnage — de la machine est parfois mis
en place pour limiter les nuisances sonores mais il peut conduire a des
problémes d’échauffement ou d’encombrement. Il est beaucoup plus per-
tinent d’éviter I’émission acoustique en contrélant a la source le comporte-
ment vibro-acoustique de la machine, c’est-a-dire en controlant les sources
de vibrations d’origine électromagnétique.

Depuis quelques années, le laboratoire d’électromécanique de 1’Univer-
sité de Technologie de Compiegne (LEC) a orienté I'ensemble de ses acti-
vités de recherche autour d’un domaine de compétence unique : actionneurs

et parfois, sous le terme impropre de bruit magnétique
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électriques et systémes de motricité a énergie embarquée®. Ses activités de
recherche comportent en particulier deux themes :

1. conception, modélisation et optimisation d’actionneurs électriques
2. interaction de I’électronique de puissance et des machines électriques

L’étude des nuisances acoustiques produites lors de ’association machine
- convertisseur constitue un élément essentiel pour la conception et ’op-
timisation d’actionneurs électriques et plus encore dans les applications a
énergie embarquée ou le critere bruit devient essentiel pour la diffusion de
la technologie.

Un convertisseur statique de puissance est un systeme électronique qui
permet d’appliquer une succession de créneaux de tension aux bornes de
la machine. Le motif de ces créneaux permet de controler en moyenne® la
valeur des tensions appliquées a la machine avec un bon rendement mais
aux prix d’une forte augmentation des harmoniques. Pour toute une gamme
de puissance de moteurs, ces harmoniques vont se situer dans la gamme des
fréquences audibles (20 & 20 kHz). Ces harmoniques de tension et de courant
vont étre a ’origine de champs magnétiques parasites, sources inévitables de
vibrations et de bruit.

Dans ces conditions, la réduction du bruit a la source ne peut pas étre
étudiée par un unique spécialiste en vibro-acoustique car elle résulte de 'in-
teraction de diverses spécialités qui vont de la commande et électronique de
puissance a I'acoustique en passant par la conception électromécanique et la
caractérisation vibratoire. Les domaines d’études successifs sont représentés
par le schéma de la F1G 1.

convertisseur Convertisseur Vibration de la Rayonnement
statique > électromécanique > structure statorique > acoustique >
courants riches en harmoniques Efforts radiaux Source de bruits Nuisances sonores

Fic. 1 — chaine d’émission acoustique globale d’'un ensemble machine
électrique asynchrone-convertisseur statique de puissance

Le probleme global est complexe et il est délicat d’en cerner tous les
aspects. Le travail en commun de spécialistes de chaque domaine donnera de
bons résultats mais un électromécanicien ou un électronicien de puissance
n’a pas forcément la culture pour utiliser les travaux des spécialistes en
acoustique et réciproquement ces derniers ne mailtrisent par forcément les
domaines de I’électrotechnique au sens large. C’est pourquoi il est important
de dresser des passerelles entre ces deux domaines de compétences.

2. 1. ’ . . s
véhicules électriques, hybrides, alterno-démarreurs. . .
3 en moyenne pour un actionneur & courant continu et en valeur fondamentale pour un
actionneur a courant sinusoidal
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Notre travail consistera a développer des outils, a la fois, simples et
suffisamment précis, pour coupler la chaine entiere d’émission acoustique. Ce
travail doit, non seulement, permettre au concepteur de machine d’introduire
dans ces parametres la notion de bruit, mais également, & 1’électronicien de
puissance d’adapter sa stratégie de commande et de conversion statique a la
machine dans une perspective de réduction du bruit. Ce travail est également
I'occasion pour nous, €électrotechniciens, de rencontrer et de travailler avec
des spécialistes de vibro-acoustique. Le travail présenté, orienté dans une
optique de conception est le résultat d’une premiere étude menée dans notre
laboratoire. Sa synthese se présentera sous la forme de cinq chapitres :

1. Analyse bibliographique préliminaire et orientation de I’étude
Ce chapitre va définir les limites et les objectifs de I’étude en nous
appuyant sur une analyse bibliographique. Celle-ci va nous permettre
de cerner les différents travaux déja effectués sur le sujet et les solutions
qui ont été retenues pour malitriser les nuisances sonores générées lors
de I'association machine électrique-convertisseur statique.

2. Méthodologie proposée pour traiter le probleme
Ce chapitre est un exposé synthétique des différents domaines de la
physique rencontrés (cf. F1G. 1). Il permettra de dégager les choix de
modélisation retenus afin de coupler tous ces domaines et de pouvoir
ainsi estimer le niveau de bruit en partant de la connaissance de la
stratégie de conversion statique. Les différents choix seront repris en
détail dans chacun des chapitres suivants.

3. Conversion électromécanique d’énergie

Ce chapitre abordera tous les aspects purement électrotechniques de

I’étude en décrivant et modélisant la conversion d’énergie électromécani-
que de la machine asynchrone. Pour cela, nous partirons des tensions

appliquées a ses bornes et nous irons jusqu’a la détermination des

champs de force conduisant aux vibrations de la machine. Entre ces

deux extrémités, il aura été nécessaire de déterminer les courants dans

tous les conducteurs de la machine ainsi que les différents champs

magnétiques présents dans 'entrefer. Nous développerons également

le calcul des couples pulsants créés par cette machine.

4. Comportement vibratoire d’une structure statorique

Apres un rappel des techniques de modélisation pour les non-spécialistes
du domaine de la mécanique vibratoire, ce chapitre fera une synthése
des travaux existants sur la vibration des stators de machines électriques.
Ceci nous permettra de développer un modele de comportement na-
turel — libre — du stator puis a 'aide des techniques de superposition
modale, nous estimerons le comportement forcé de cette structure sou-
mise aux efforts d’origine électromagnétique.

5. Rayonnement acoustique d’une structure statorique
De méme que dans le chapitre précédent, celui-ci débutera par un rap-
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pel des notions fondamentales d’acoustique linéaire. Nous développerons
ensuite un modele de rayonnement acoustique adapté au comporte-
ment vibro-acoustique de la machine asynchrone. Nous ferons également
un exposé sur les principaux modeles utilisés dans la littérature.

Le nombre d’hypotheses étant nécessairement élevé, chacun des modeles
proposés sera vérifié expérimentalement.



Chapitre 1

Analyse bibliographique
préliminaire et orientation de
I’étude

La réduction du bruit dans les machines électriques est bien antérieure
a lapparition de I'idée méme d’alimenter la machine a partir de semi—
conducteurs puisque H. FRrITZ rédigea un ouvrage sur ce theme des 1921
[FRITZ21] et CHAPMAN traitait du bruit dans les machines asynchrones en
1922 [CHAPMANZ22]. Des articles de synthese étaient publiés des les années
1930. On pourra remarquer ’excellent article et sa bibliographie compléte de
LiwscHITZ en 1942 [LiwscHITZ42]. Certains ouvrages de références y sont
proposés et I'on notera ’ouvrage de messieurs ARNOLD et LACOUR datant
de 1909 [ARNOLDLACOUR0Y]. ..

Il serait également inconcevable de ne pas citer 'ouvrage de P.L. AL-
GER qui constitue encore aujourd’hui un élément de base pour I’étude du
bruit dans les machines asynchrones. Cet ouvrage, publié en 1951, avait, de
I’aveu méme de son auteur été envisagé trente ans plus tot afin d’établir une
synthese complétée des travaux de messieurs ADAMS, ARNOLD, BEHREND
et STEINMETZ [ALGERS1].

Le bruit acoustique généré par ’association machine-convertisseur est
plus récent. Ce phénomene a été étudié des la généralisation de 1'utilisation
des convertisseurs électroniques. La premiere référence traitant de 1’asso-
ciation machine asynchrone-convertisseur est due a P.L. TIMAR en 1977
[TIMARTT7]. On remarquera également I'ouvrage de S.J. YANG [YANG81] qui
effectue une synthese des travaux réalisés durant une quinzaine d’année avec
A.J. ELLISON. Celui-ci constitue une tres bonne base de départ pour 1’étude
du bruit dans les machines électriques mais seule I'influence d’un convertis-
seur type commutateur de courant est envisagée.

Le sujet demeure néanmoins d’une grande actualité comme le montre le
nombre d’articles publiés récemment. Certains de ces auteurs remettent en
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question les normes de mesures actuelles [LISNERTIMAR99] ou proposent de
nouvelles grandeurs caractéristiques des machines électriques (Noise versus
Harmonic Characteristics ) [KAKUMIYASHITASONE9Y).

1.1 Lesstratégie de modulation PWM et la réduction
du bruit

L’étude des stratégies de modulation PWM constitue un axe important
du LEC. Celui-ci, initié par J.P. VILAIN au début des années 80 s’est traduit
par une premiere thése [FRIEDRICH86] qui proposait une stratégie de mo-
dulation pour charge monophasée permettant d’obtenir une onde de bonne
qualité avec une fréquence de découpage faible. Cette stratégie fut ensuite
généralisée au controle d’un pont triphasé [LESBROUSSARTIT].

Une stratégie de modulation consiste a déterminer au mieux les ordres de
commande d’interrupteurs en fonction d’une grandeur de consigne (tension
ou courant) & injecter dans la charge (monophasée ou triphasée) afin d’op-
timiser un certain nombre de criteres. L’exemple le plus courant consiste a
optimiser la forme d’onde de sortie (spectre ou distorsion harmonique) pour
un stress minimal des composants’.

De nombreux autres criteres peuvent également étre optimisés : suppres-

sion des périodes de conduction ou de blocage trop courtes, transition des
formes d’ondes sinusoidales vers des formes d’ondes rectangulaires, réduction
du bruit. . .
Une des méthodes de réduction du bruit utilisée par les électroniciens de
puissance a longtemps été de travailler a des fréquences supérieures a 20k H z,
c’est a dire largement au-dessus de la gamme audible pour 'humain. Cette
méthode, bien que tres efficace, sollicite de maniere importante les compo-
sants. Ceci se traduit par des pertes en commutation importantes qui aug-
mentent la taille des dissipateurs et réduisent la fiabilité. Cette méthode de-
meure, en outre, délicate a mettre en ceuvre pour des puissances supérieures
a 50kW et ceci méme avec des composants performants. La recherche de
stratégies de commutation générant peu de bruits acoustique a fréquences
réduites a donc été rapidement un axe de recherche pour les électroniciens
de puissance.

1.2 Classification des stratégies de modulation

Le nombre de stratégies de modulation et de ses variantes est important
mais il est tout de méme possible d’en établir une classification. Nous re-
prendrons celle proposée par C. LESBROUSSART [LESBROUSSARTI7] qui est

1Un stress minimal correspond généralement & une fréquence de commutation réduite
et un temps relativement long entre deux commutations successives.
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reproduite figure 1.1.

LES STRATEGIES MLI

(MODULATION EN BOUCLE OUVERTE) (MODULATION EN BOUCLE FERMEE )

—>|MODULATXON AVEC PORTEUSE METHODES "NON OPTIMALES"

—> PWM NATURELLE

}—> CONTROLEUR DE COURANT PAR HYSTERESIS

[—> PWM ECHANTILLONNEE | > REGULATEUR DE COURANT AVEC PORTEUSE

[—> PWM A PORTEUSE SYNCHRONISEE |—>(CONTROLE DU VECTEUR DESPACE DE CO
VECTEURS DESPAC
L ULATION PAR L5 A-S MONOPHASE

._)'MODULATION SANS PORTEUSE l

—> PWM ALEATOIRE

L>{ METHODES "OPTIMALES" |
| —> CONTROLEUR PREDICTIF DE COURANT

I—>(CONTROLEUR AVEC POURSUITE DE TRAJECTOIRE)

(© : MODULATION VECTORIELLE

—>ELIMINATION D'HARMONIQUES

'—> OPTIMISATION SUR CRITERES

F1G. 1.1 — un classement des stratégies MLI (PWM)

Cette classification est basée entre autres criteres, sur la structure du
modulateur (boucle ouverte ou boucle fermée) et les notions de modulation
avec porteuse ou sans porteuse. La notion de modulation vectorielle, ap-
proche globale de ’onduleur triphasé en opposition avec le controle bras par
bras, y apparait également clairement. Le rappel du principe de chacune de
ces familles dépasserait le cadre que nous nous sommes fixés mais le lecteur
intéressé pourra se reporter & [LESBROUSSARTI7].

1.3 Les stratégies de modulation qui visent a ob-
tenir un faible bruit acoustique

La classification précédente permet de mettre en évidence un parametre
essentiel dans la recherche de stratégies de commutation peu bruyantes. Les
stratégies avec porteuse se caractérisent par un fonctionnement a fréquence
de découpage constante? alors que les stratégies sans porteuse sont ca-
ractérisées par un fonctionnement a fréquence variable donc un contenu
spectral étalé (spread spectrum). Les stratégies de modulation avec por-
teuse se caractérisent par un ensemble de raies au voisinage de la fréquence
de découpage et de ses multiples. Le bruit produit est donc monochroma-
tique (tonal) et est donc plus difficilement supportable par 1’étre humain. A
contrario, les stratégies sans porteuse se caractérisent par un spectre étalé,

2 . . S N . N
ce qui fait apparaitre un spectre & composantes discretes
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le bruit est donc multi-fréquence (harmonique) et est finalement plus facile-
ment supportable pour un niveau global identique3.

Cette remarque, bien que partiellement injustifiée, a conduit ces dernieres
années a un grand nombre de publications tout particulierement dans la
famille des modulations sans porteuse aléatoires (Random Pulse Width Mo-
dulation). Il est & noter que ces modulations aléatoires ne sont pas les seules
a présenter un spectre étalé. La stratégie AY vectorielle développée au LEC
[VILAINOTERO95] ou du type optimal [GARCIALESBROUSSART95] présente
ce type de caractéristiques mais font ’objet de moins de publications.

1.4 Les stratégies de modulation aléatoires visant
a obtenir un faible bruit acoustique

Une grande diversité de techniques de modulation existent. La encore,
il est possible d’en tenter une classification. On peut dicerner deux types
d’articles :

1. les articles visant & modifier aléatoirement une des grandeurs de mo-
dulation

2. les articles traitant des méthodes de génération de la grandeur aléatoire

On remarquera également les articles de synthése d’une équipe danoise
[TRZYNADLOWSKIBLAAJBERGO94] et de [BECHPEDERSONBLAABJERGI6].
L’ensemble de ces articles souffrent néanmoins d’'un défaut commun : ils
considerent que le fait d’avoir un spectre étalé réduit le niveau sonore.
Seul BECH et BLAAJBERG dans [BECHPEDERSONBLAABJERGI6] souligne
le défaut essentiel de ces stratégies qui consistent & solliciter toutes les
fréquences mécaniques du systeme étudié et donc également leurs résonances. . .

On notera finalement que le principe d’excitation par un signal aléatoire
est parfois utilisé par les mécaniciens pour déterminer les fonctions de trans-
fert et donc les éventuelles résonances du systéme mécanique.

1.5 Conclusion sur ’analyse bibliographique

La majorité des publications portant sur les stratégies de modulation
visant a la réduction du bruit acoustique partent du fait qu’un spectre étalé
génére un bruit acoustique réduit. Si I’impression de bruit généré par ce type
de stratégie est effectivement plus supportable qu'un bruit purement tonal
(monochromatique), il n’en demeure pas moins vrai que le niveau global
n’est généralement pas réduit. De plus, ces stratégies présentent le défaut
majeur d’exciter la structure mécanique sur une large bande de fréquence. Ce
défaut peut ne pas en étre un sur des structures mécaniques simples (banc de

3La notion de supportable ou non, renvoie ici aux notions qualitatives de psycho-
acoustique, cf. par exemple [RABINOWITZI1], [KRYTERS85] ou [LIENARDFRANGOIS83].
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test de laboratoire) mais peut tout aussi bien devenir catastrophique sur des
systemes complexes (véhicules ou chaine de montage). Les études dissocient
généralement la partie mécaniques de la partie électronique, ce qui semble
inopportun pour ce type de probleme. Un nombre plus réduit de publications
tente d’analyser le couplage machine-convertisseur dans une approche glo-
bale. Certains phénomeénes sont calculés de maniere analytique et d’autres
numériques. R. BELMANS, dont les travaux font références dans le domaine,
propose en 1991 une approche analytique dans laquelle les forces sont cal-
culées a partir du contenu spectral du courant et des données de la ma-
chine. La réponse mécanique (modes et fréquences propres) est déterminée
numériquement [BELMANSVERDYCKGEYSENFINDLAY91]. On remarquera,
plus récemment, des auteurs qui proposent 1’utilisation du contenu spectral
du courant afin de réduire I'effet des vibrations dues a I’encochage rotor et
stator [CORTONSAWEZYNBELKHAYATBRUDNY00).

De maniere générale, la quasi totalité des articles cités réduisent ’analyse
du bruit émis a ’étude des vibrations statoriques ou bien mesurent la pres-
sion acoustique générée en un point unique au voisinage immédiat du stator
sans tenir compte des notions incontournables de directivité acoustique. Ces
approches sont la-encore insuffisantes pour un caractérisation acoustique de
I’ensemble machine—convertisseur.

1.6 Orientation de I’étude a ’issue de ’analyse bi-
bliographique préliminaire

Comme il a été précisé dans l'introduction, le travail présenté s’inscrit
dans une optique de pré-dimensionnement d’un ensemble machine associée a
son convertisseur statique. Malgres la tres grande diversité des stratégies de
modulation, leurs performances (tant que les phénomenes sont considérés
comme stationnaires) peuvent étre exprimés en terme de spectre (& com-
posantes discretes ou continues). Le prédimensionnement interdit toute so-
lution numérique lourde car de telles méthodes imposent de disposer d’un
modele d’ores et déja établi. Les couplages numériques entre les différents do-
maines (électromagnétisme—vibrations—acoustique) ne sont pas encore par-
faitement développés. L’étude acoustique ne peut se résumer en une étude vi-
bratoire. Un modele simple devra permettre d’estimer le passage des données
vibratoires vers le rayonnement acoustique de I’ensemble.

1.7 Choix effectués pour la suite de ’étude

1. les stratégies de commutation seront caractérisées par le spectre de ten-
ston appliquée sur une phase. Cette approche permet la modélisation
de ’ensemble des stratégies existantes sous réserve de disposer d’'un
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modele performant de la machine asynchrone permettant d’en déduire
les courants.

. nous nous interdirons tout recours a des solutions numériques lourdes

de type éléments finis sauf pour valider des modeles et résultats ana-
lytiques afin de conserver un modele souple de pré-dimensionnement.

. nous tenterons d’établir une modélisation acoustique et non seulement

vibratoire du processus.

. le nombre d’hypotheses nécessaires a une telle approche étant impor-

tant, une validation expérimentale effectuée en chambre sourde tentera
de valider les modeles proposés.



Chapitre 2

Méthodologie proposée pour
traiter le probleme

Les méthodes de calcul par éléments finis (E.F.) sont de plus en plus
utilisées en modélisation dans des domaines aussi variés que le dimensionne-
ment électromécanique, le domaine vibratoire ou bien encore ’acoustique.
Cependant, de par la taille et les temps de calculs mis en jeu, cet outil
n’est pas forcément adapté au pré-dimensionnement des actionneurs électro-
mécaniques et de leurs alimentations. Des tentatives prometteuses de cou-
plage par E.F. entre plusieurs domaines de la physique commencent a voir
le jour ! mais ces méthodes restent encore I’apanage des spécialistes en
modélisation. Notre travail, certainement plus modeste, consiste a concevoir
un outil simple et néanmoins efficace d’aide a la conception d’ensemble ma-
chine — convertisseur qui permettrait d’évaluer le niveau sonore en fonction
du type d’alimentation retenue. Notre approche s’appuie sur un outil utilisé
depuis longtemps dans la résolution des problemes régis par des équations
aux dérivées partielles : 'approche de Fourier. Cette technique consiste a
projeter les variables dans l'espace fréquentiel (dans notre cas, projection
des variables temps et espace). Cette projection permet de faire facilement
des filtrages et ainsi de ne faire apparaitre que les éléments importants ce
qui est vital pour le pré-dimensionnement d’un ensemble complexe.

2.1 Prise en compte du convertisseur

Le dimensionnement d’un actionneur électrotechnique se limite générale-
ment a la machine seule bien que cette derniere soit maintenant prati-
quement toujours associée a un convertisseur statique. Les difficultés de
modélisation proviennent du fait que les constantes de temps mises en jeu

Notons la prise en compte du convertisseur dans le calcul électromécanique par E.F.
de [ITOKAWABATATAJIMA9T7] ou bien encore le couplage E.F. magnéto-mécano-acoustique
développé par [BAUERHENNEBERGER9Y)

11
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dans les différents domaines (électronique de commutation, phénomenes
magnétiques quasi-statiques, évolution thermique) peuvent étre completement
différentes, ce qui rend les calculs longs et imprécis. Une approche fréquentielle
permet de ne conserver que les parametres de grande importance.

Le convertisseur est 1’élément qui permet d’appliquer une tension a la
machine. Ainsi sa prise en compte au niveau fréquentiel conduit a appli-
quer non pas une consigne (en régime permanent) mais tout un spectre de
tension résultant du convertisseur et de sa stratégie de modulation (pleine
onde, PWM & échantillonnage naturel, synchrone, asynchrone, optimisé,
aléatoire...). Les différentes stratégies ayant été traitées au chapitre 1, dans
la suite de nos travaux, nous utiliserons la stratégie de découpage a échantil-
lonnage naturel synchrone que nous prendrons en compte via son spectre de
tension simple qui est bien connu des électroniciens de puissance. La fi-
gure 2.1 représente ce spectre pour une consigne sinusoidale de 9 V rms et
de fréquence 50 Hz en utilisant une stratégie de découpage & échantillonnage
naturel pour une fréquence de découpage de 1500 Hz.

12

tension RMS (V)
>

~

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fréquence (Hz)

F1G. 2.1 — spectre de tension résultant d’une conversion statique PWM

2.2 Conversion électromécanique

Pour conserver 'approche fréquentielle, nous avons utilisé la théorie dite
des champs tournants (Winding Field Theorie) qui consiste & modéliser
les différents champs magnétiques créés comme la superposition de champs
harmoniques élémentaires qui tournent dans ’entrefer de la machine. Cette
théorie, couramment utilisée en électrotechnique, nécessite quelques hypotheses
de linéarité (comme la non saturation des matériaux magnétiques). Ces hy-
potheses peuvent étre critiquables, il n’en reste pas moins qu’au stade du
pré-dimensionnement, elles sont acceptables.

L’utilisation de cette théorie nécessite cependant la connaissance des cou-
rants qui circulent dans les différents enroulements (de méme qu’un calcul
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magnétostatique par éléments finis). Mais la stratégie de conversion sta-
tique ne fixe pas les courants mais les tensions. Il sera donc nécessaire de
développer un modele de schéma électrique complet qui permette d’abord
d’évaluer les spectres des courants dans les bobinages statoriques et roto-
riques puis de pouvoir calculer les champs tournants. Les différents courants
et champs magnétiques devront tenir compte des harmoniques de temps
(tension), des harmoniques d’espace (répartition des bobinages) ainsi que
de la variation de perméance (ouverture des encoches)?.

La connaissance des différents champs tournants nous permettra de définir
les couples moyens et pulsants par interaction des champs statoriques et ro-
toriques [CHATELAINS3]| ainsi que des efforts radiaux déterminés a ’aide du
tenseur de Maxwell [HELLERHAMATAT77]. A tous les stades de la modélisation,
nous pouvons toujours nous ramener a une nouvelle combinaison de champs
tournants harmoniques (par utilisation des relations trigonométriques) et
c’est ainsi que nous modéliserons les efforts électromagnétiques radiaux a
Porigine de bruits et de vibrations comme une superposition d’efforts har-
moniques radiaux tournant dans ’entrefer.

La figure 2.2 donne un exemple d’un spectre de tension appliquée ainsi
que du courant résultant qui circule dans une phase de stator d’une machine
électrique.

tension

amplitude RMS (dB)

= N @ IS

1) S S S
T T T T

o

\‘ H .‘ ‘\‘\ H‘ M‘ h“m”uh}
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
frequence (Hz)

courant

N w IS
S S S
T T T

amplitude RMS (dB)

P
S
T

I I I 1 I I I ,
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
frequence (Hz)

o
o

F1G. 2.2 — spectre de tension résultant d’une conversion statique PWM et
courant statorique absorbé par la machine (Echelle exprimée en dB et niveau
max fixé a 40dB)

Au niveau des champs tournants qui traversent I’entrefer (force magnéto-
motice, intensité magnétique, densité de flux magnétique, densité d’effort),

2Les schémas que nous développons sont des versions enrichies des schémas électriques
qu tiennent comptes des harmoniques d’espace que l'on trouve par exemple dans
[ALGERS1] et [CHAVERNOZPASDELOUPGY)
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ces champs tournants dépendent des variables espace et temps. Leurs spectres
doivent donc dépendre du rang de temps et du rang d’espace. Ceci nous
conduit naturellement a utiliser un spectre en deuzr dimensions pour représen-
ter le contenu spectral de ces différents champs . La premiere dimension
représente le classique spectre temporel alors que la seconde représente le
spectre d’espace c’est-a-dire l'allure spatiale du champ tournant (c.f. fi-
gure 2.3).

Fi1c. 2.3 — allure spatiale des champs tournants harmoniques pour un rang
d’espace (nombre d’onde) variant de 0 & 3

C’est ainsi qu’a un rang d’espace m et un rang de temps nw de notre
spectre deux dimensions correspondra un champ harmonique cos(nwt +m#)
— ott plutdt e/ (@tm9) avec 1a notation exponentielle —, tournant dans I'en-
trefer a la vitesse 2 = 7¥. Ceci dans le cas de la machine utilisée pour
construire la figure 2.2 conduit & un spectre deux dimensions de la pression
mécanique exercée sur le stator (Mazwell Stress Tensor) représenté par la
figure 2.4.

Pour plus de détails, sur ’analyse spectrale et sur les notions de champs
harmoniques, le lecteur pourra se reporter a ’annexe A.

2.3 Comportement mécanique et vibratoire

A T'aide de la modélisation électromécanique évoquée a la section 2.2,
nous déterminons les efforts radiaux comme une superposition de champs

3Cette mnotion de spectre deux dimensions est trés utilisée en acoustique pour
décrire les phénomeénes d’ondes progressives ou stationnaires, on la retrouve également
dans quelques travaux relatif au sujet abordé dans ce mémoire, par exemple dans
[MIKAMIIDETAKAHASHI99)
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tenseur des contraintes de Maxwell

\; ‘H‘ .

| M |

0

-1000
40
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rang d'espace

F1G. 2.4 — spectre deux dimensions du tenseur de Maxwell (temps et espace)

tournants harmoniques. Les vibrations (et donc le bruit) générées par une
machine électrique vont étre réduites de maniere significative si les forces
produites pendant le fonctionnement normal ne peuvent exciter de résonances
mécaniques du stator. Ainsi, une détermination précise des caractéristiques
et fréquences de résonance du stator des machines semble pour le moins
inévitable. En ayant a sa disposition un modele de comportement vibratoire,
le concepteur pourra estimer le niveau de vibration et optimiser sa concep-
tion de machine et de convertisseur dans la perspective de réduction du bruit
et des vibrations. En regard de I'allure des efforts résultant de la conversion
électromécanique (champs tournants sinusoidaux), la méthode qui apparait
immédiatement comme la plus adaptée semble étre la méthode de super-
position modale. Un rappel du principe de cette méthode de modélisation
mécanique permettra d’étayer cette affirmation.

2.3.1 Notions d’analyse et de superposition modales

Dans cette sous-section, nous allons expliquer les fondements de ’analyse
modale et en quoi elle parait bien adapté a notre cas d’étude. Pour introduire
les notions nouvelles pour les électrotechniciens, nous partirons d’un systeme
discret simple que nous étudierons d’abord sans amortissement puis avec.
Nous généraliserons ensuite au cas d’un systeme continu.

Mise en équation d’un systéme a deux degrés de liberté (2 DDL)

Les structures mécaniques réelles sont analysées de maniere courante en
utilisant un modele de systemes vibratoires comportant de multiples degrés
de liberté. Ainsi, les propriétés d’un systéme continu peuvent étre simulées
avec le dégré de précision voulu en le remplacant par un systeme approchant
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ayant un nombre fini de degrés de liberté (systéme discret ou discrétisé).

En partant de I’exemple d’un systeme a deux degrés de liberté représenté
sur la F1G 2.5, nous développerons la construction des équations du mouve-
ment.

”5 fZE
xl; XZ;
| |
kl " k2 " k3
I AAN [ L AAA—]
ml m2
1 1 1
| | |
cl c2 c3

Fi1G. 2.5 — exemple d’un systeme discret a deux degrés de liberté

Pour ce systeme, les équations du mouvement peuvent étre obtenues,
soit en utilisant le principe de NEWTON — D’ALEMBERT —, soit en utilisant
le principe de HAMILTON — les équations de LAGRANGE.

1. NEWTON : > f = m -+, D’ALEMBERT : »_ f + finertie = 0. Pour
chacune des deux masses du systeme, en utilisant I'un ou ’autre de
ces principes, nous trouvons :

m1-i‘l—i-(cl—i-CQ)-i‘l—CQ-i'Q—i-(kl—i-kQ)-1‘1—]{2-1'2:f1 (2.1)
mg-i'g—i-(CQ—i-Cg)-i'Q—CQ-i'l—i-(kQ—i-kg)-1‘2—]{2-1'1:fg (2.2)

ce qui peut s’écrire de maniere matricielle :
mi 0 T c1 + co —C2 T
< 0 m1> .{jg}—i_ < —C9 CQ‘FCg) {1‘2}
k1 + ko —ko 1| fi
(L)) e
[m[{@} + [c]{a} + [kl{} = {/f} (2.4)

2. HAMILTON : 0 A = § < ttf ﬁdt) = 0, équations de LAGRANGE. Pour
utiliser ces principes, il est nécessaire de développer des fonctionnelles
d’énergie :

(a) énergie cinétique :
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(b) énergie potentielle :

1 1
V= -kl-1‘%4—5-kg-($2—$1)2+§-k3-1'% (2.7)

Az} [k {x} (2.8)

N~ N

(c) fonction de dissipation :

o 1 . . 1 .
-01-1'%4-5-CQ-($2—$1)2+§-03-1‘% (2.9)

@y [ - {a) (2.10)

v
I

N — N

Ces trois fonctions conduisent aux mémes équations que (2.4), si nous
utilisons les équations de LAGRANGE solution du probleme de minimi-
sation de HAMILTON dans le cas ou apparait une fonction dissipative
[GERADINRIXEN96] [LESUEURSS|. ¢; repésente une des coordonnées
généralisées — r1 ou xo dans notre exemple :

On obtient alors :
<m1 0 ) {1‘1} <01 + ()] —C9 ) {1‘1}
-9 . + -9 .
0 m To —Cy co + c3 1)
k1 +ke  —ko x1 f1}
+ . = 2.12
< —ko ko + kg) {1‘2} {fg ( )

L’une ou Uautre de ces deux méthodes peuvent étre utilisées pour obte-
nir les équations de n'importe quel systeme discret ou discrétisé — systeme
continu que l’on discrétise plus ou moins en fonction de la précision re-
cherchée.

Analyse et superposition modale d’une structure conservative

Dans un premier temps, nous allons étudier le cas d’un systeme sans
amortissement. L’analyse du systéme discret peut se poser sous forme ma-
tricielle :

[ml{@} + [F{z} = {f} (2.13)

ou {z} correspond aux vecteurs des coordonnées généralisées du systéme
discrétisé. Lorsque 1’on veut résoudre un tel systeme, la difficulté vient du
couplage entre les différentes coordonnées du systéme car les différentes ma-
trices sont en général pleines — non diagonales. Si ce systéme pouvait étre
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découplé, on obtiendrait des matrices diagonales pour la masse et la raideur
ainsi chaque équation (ligne du systéme d’équation) deviendrait similaire &
un systeme a un seul degré de liberté indépendant des autres. Le processus
consistant & transformer le systeme couplé en un jeu d’équations découplées
est appelé I’analyse modale [EWINS84].

Pour résoudre cette équation pour des petites oscillations libres, c¢’est-a-
dire en partant de I’équation (2.13) sans excitation :

[ml{@} + [k]{z} =0 (2.14)

Nous cherchons une solution particuliere dans laquelle toutes les coordonnées
généralisées suivent, a une constante pres, la méme loi temporelle :

=X ¢(t) (2.15)

X est un vecteur de constantes constituant ce que 'on appelle la forme
propre du mouvement*. En remplacant cette solution dans ’équation (2.14),
on obtient :

o(t) - [m]{X} +¢(t) - K{X} =0 (2.16)
Soit encore, ’égalité :
_ 90
[F{X} = o) [ml{ X} (2.17)

Comme [m] et [k] sont non-nulles et que cette équation doit étre vérifiée
quel que soit ¢, les seules solutions non-triviales conduisent a :

o) _
50 Ap (2.18)

et
[K{X} = Ap - [ml{X} (2.19)

Pour des raisons de stabilité de la solution, on peut montrer que A, est

forcément réelle et positive. Posons A\, = w?.

1. I'analyse de qﬁ(t) + w? - ¢(t) = 0 nécessite une dépendance harmonique
de ¢(t) par rapport a la variable ¢ :

¢(t) = A - cos(wt) + B - sin(wt) (2.20)

4propre dans le sens que le rapport de deux coordonnées est indépendant du temps et
toujours égal au rapport des éléments correspondants de X [GERADINRIXEN96]
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2. lanalyse de [k]{X} = w?:[m]{X } nous conduit & résoudre le probleme
([k] = w? - [m]) - {X} = 0 qui n’est autre qu'un probleme de valeurs
propres. L’équation det([k] — w? - [m]) = 0 est appelée I équation aux
valeurs propres w?. Les vecteurs X; sont les wvecteurs propres — ou
modes propres — associés a chacunes des valeurs propres w?. Le nombre
de valeurs propres est égal a la dimension N de {X} donc au nombre

de coordonnées généralisées.

Intuitivement, la recherche des vecteurs propres va revenir a trouver la base
qui diagonalise le systéme (2.14). On pourra obtenir les solutions de ce
systeme, non pas en résolvant en bloc ce systeme couplé d’ordre N mais
en résolvant un systeme équivalent de N systemes d’ordre un découplés. La
base des N vecteurs propres X est une base complete dans laquelle, il est
possible d’exprimer les solutions x. En appelant 7 les coordonnées dans la
base modale :

{z} = [X{n} (2.21)

ou [X] = [X; Xa--- Xn] est appelé la matrice modale, { X;} est le vecteur
des déformées modales — vecteur propre — et enfin {n} est le vecteur des
coordonnées modales. Finalement, en reportant dans (2.14), nous trouvons :

[m] (X} + [F][X {0} = {f} (2.22)

En pré-multipliant les deux cotés de I’équation (2.22) par la transposée
de la matrice modale, [X]T et en utilisant les propriétés d’orthogonalité de

la matrice modale qui se traduisent par les relations ° :
[X]7[m][X] = [M]] (2.23)
[X]T[K][X] = [Ki]

avec [M;] et [K;] matrices diagonales, on obtient le jeu d’équations indépendantes
suivant :

[Mi{ii} + [Kil{n} = [X]T{f} = {F} (2.24)

Nous nous ramenons donc & un systeme composé de N équations différentielles
indépendantes, chacunes traduisant le mouvement d’un systeme a un degré
de liberté (M;;, K;;), excité par une force généralisée F;. On sait qu'un vec-
teur propre est défini & une constante pres, en choisissant judicieusement
cette constante, on peut s’arranger pour obtenir [M;] égale a la matrice iden-
tité. On dit alors que ’on a normalisé les vecteurs par rapport a la masse

SPour la démonstrations de ces propriétés, nous renverrons le lecteur aux ouvrages
classiques de mécaniques vibratoire [TIMOSHENKOYOUNGWEAVER74] [MEIROVITCHI7]
[GERADINRIXEN96|
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(cf. [TIMOSHENKOY OUNGWEAVERT74]). On obtient le systeme suivant pour
chaque indice i :

i+ wi i = F; (2.25)

La réponse de déplacement modal — sur chacun des modes — correspond a
la fonction de réponse d’'un systeme du second ordre. Sous excitation har-
monique, la réponse d’un tel systeme est bien connue, elle correspond a la
réponse reportée a la FI1G 2.6 pour un amortissement nul (¢ = 0).

1\
A
T
A
<)
<]

01 =

[o}] 1 10

F1G. 2.6 — fonction de réponse en fréquence (amplitude et phase) pour un
systeme du second ordre a un degré de liberté

Cette approche permet de traiter le probleme en deux temps :

1. éviter les coincidences fréquentielles entre la fréquence propre d’un
mode et les forces projetées sur ce mode — forces modales. Cette coinci-
dence conduirait & une forte résonance, limitée seulement par I’amor-
tissement de la structure et on sait qu’une structure telle qu’un stator
est tres faiblement amortie. Cette premiere action permettra de réduire
fortement les sources de bruits puisque ces coincidences correspondront
aux déplacements maximaux donc aux vibrations maximales®.

2. le deuxieme temps consistera a prédéterminer les sources de bruits
résiduelles — hors résonances. Dans ce cas, I'amortissement joue un
role faible dans la réponse comme on peut 'observer sur la F1G 2.6,
suffisamment loin de la résonance.

Pour connaitre la réponse dans la base initiale, c¢’est-a-dire dans la base
des coordonnées initiales {x}, il suffit de ramener les coordonnées {n} cal-

Son notera que le calcul exacte des réponses proches d’une résonance nécessite la
détermination des coefficients d’amortissements. Ceci sera traité a la sous-section suivante
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culées par résolution de (2.25) de la base modale vers la base initiale, c’est-
a~dire en utilisant I’équation inverse de (2.21) qui devient :

{n} = [X]"z} (2.26)

Analyse et superposition modales d’une structure dissipative

Partons maintenant de 1’équation dynamique avec amortissement :

[ml{@} + [e{a} + [k{z} = {F} (2.27)

Le comportement d’un tel systeme est beaucoup plus complexe que le précédent,
pour une étude plus compléte, on pourra se reporter & [GERADINRIXEN9G]
p 95.

Conservons w;, X; et n; les valeurs, vecteurs et coordonnées modales du
probleme sans amortissement. Si nous reconstruisons 1’équation modale a
partir de ces parametres, nous obtenons :

[M){ii} + (X)X} + [Kil{n} = {F} (2.28)
En normalisant par rapport a la masse, on obtient pour chaque indice i :

N

. X;ocii Xj

i+ Y S it Wl = F (2.29)
= i

Du fait que les amortissements peuvent étre répartis d’une maniére tres
différente des masses et des raideurs, les coefficients X; - ¢;; - X; sont en
général non nuls, ce qui fait que I’approche modale perd beaucoup de son
sens puisque les équations modales restent couplées par les termes d’amor-
tissements. Les seules méthodes de résolution de 1’équation (2.27) sont alors
les méthodes d’intégrations directes de ces équations du mouvement. Si nous
voulons continuer a utiliser les méthodes modales, nous sommes contraints
d’utiliser I’hypothese d’amortissement diagonal qui n’est possible que dans
la cas d’un amortissement faible.

Pour cela, nous partons de I’hypothése que les forces de dissipation sont
réparties comme les forces d’inertie ou les forces élastiques, ce qui revient &
négliger les termes X, - ¢;; - X; lorsque ¢ # j. On obtient alors une matrice
d’amortissement diagonale. Cette hypothese ne repose sur aucune justifi-
cation physique mais il peut étre montré qu’elle est cohérente avec 1'hy-
pothese d’une structure faiblement dissipative (cf. [GERADINRIXEN96] pour
la démonstration). En notant [C;] la matrice ne contenant que les termes
diagonaux de [X]7 - [c] - [X], on se ramene au systeme :

[Mil{i} + [Cil{n} + [Kil{n} = {F} (2.30)
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qui correspond a N systemes a un degré de liberté découplés du second ordre
en temps. La maniere classique pour construire cette matrice d’amortisse-
ment diagonale dans la base des modes propres consiste a réaliser une somme
pondérée des termes de masses et de raideurs, ceci est appelé I’amortissement
proportionnel.

c=a-k+b-m (2.31)

Analyse et superposition modale d’une structure continue

Dans les deux sous-sections précédentes, nous nous sommes intéressés
aux structures discretes ou discrétisées car une structure continue peut sou-
vent étre ramenée a une structure discrete équivalente. Parfois, il existe
des cas ou l'on préfere travailler directement avec des structures conti-
nues, soit parce que nous connaissons des solutions, soit parce que nous
travaillons avec des méthodes variationnelles qui sont bien adaptées a ce
genre de problemes. Dans le cas ou le nombre de degrés de liberté ten-
drait vers I'infini, le probléme discret tend vers celui d’un probléme continu,
ainsi, les principes de la méthode d’analyse modale vont rester valides pour
une structure continue. Pour obtenir les équations du mouvement, on part
généralement de considérations énergétiques mais pour des cas simples,
on peut également partir du principe de NEWTON ou de D’ALEMBERT.
L’équation du mouvement ne prend pas forcément la forme de I’équation
(2.4) mais fait généralement intervenir un opérateur d’espace traduisant le
type de déformations rencontrées (extension, flexion. ..). Cet opérateur peut
étre d’ordre deux (élongation pure), quatre (flexion pure) ou autre (compor-
tements couplés). Quelques exemples seront traités au chapitre 4 et C.

En considérant les solutions comme harmoniques en temps, on obtient
une équation des fréquences a nombre infini de solutions — analogue au
probléeme de valeurs propres discret. Une fois, les valeurs et vecteurs propres
déterminés, nous les utilisons comme base de projection pour découpler les
équations du mouvement. Pour un systeme continu, la projection ne peut
étre obtenue par des matrice de changement de base — matrices modales —
mais ceci est réalisé par un produit scalaire entre I’équation du mouvement
et chacun des modes propres’. Bien que dans la forme, les techniques soient
différentes du cas discret, sur le fond, les cas discrets et continus d’analyse
et de superposition modales sont complétement analogues.

Tun produit scalaire continu entre une fonction f et ¢ sur un domaine S peut étre
calculé par 'intégrale fs f-gdS. On utilise alors des outils type calculs des variations ou
travaux virtuels
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2.3.2 Synthese des techniques d’analyse et de superposition
modale

Pour terminer cette section, il nous a semblé intéressant de citer un
paragraphe de Mr C. Lesueur, spécialiste francais des vibrations, qui, dans
son ouvrage [LESUEURSS|, fait une tres bonne description de 'intérét que
peuvent apporter les techniques d’analyse modale :

Pourquoi passer dans la base propre, ce qui alourdit la démarche ?
Au stade projet, cette méthodologie a l'avantage de faire ap-
paraitre les déplacements propres & chaque configuration et les
pulsations propres; il est donc possible d’éviter les résonances
si lexcitation est connue ou de placer les forces excitatrices aux
endroits ou le vecteur propre est voisin de zéro (neeuds de vi-
brations). De sorte que sans faire de calculs de réponse, 1’ob-
tention du schéma modal (fréquences propres, vecteurs propres
et caractéristiques généralisées My;, K;;, Ci;), rend possible une
action souvent décisive.

Cette technique a déja été utilisée en éléments finis pour le calcul des vi-
brations de machines électriques [VERDYCKBELMANS94| [LEFEVRE9T], nous
tenterons d’en développer une version analytique qui nous permettra de
déterminer la réponse dynamique de la structure sur chacune des coor-
données modales sans avoir a inverser tout le systeme (2.4).

Pour tenir compte de I’amortissement complet, la seule méthode exacte
est la méthode d’intégration directe. Au niveau conception, la méthode
modale est beaucoup plus pertinente, c’est donc cette derniere que nous
devrons utiliser. Les matrices d’amortissement doivent alors utiliser 1'hy-
pothese d’amortissement proportionnel qui est acceptable puisque les amor-
tissements sont faibles dans les structures statoriques. A ce stade, Il est
nécessaire de remarquer que les amortissements ne peuvent bien souvent
étre déterminés qu’expérimentalement, ce qui rend leurs utilisations lors de
la conception tout a fait impossible.

La grande force de nos travauxr est que l’on wva tenter de contriler
I’emplacement des excitationsS. Ainsi, si nous sommes en mesure de pla-
cer les excitations suffisament loin de chaque fréquence propre, la réponse a
chacun de ces efforts dans la base modale sera relativement indépendantes
des amortissements (cf. F1G 2.6), nous pourrons alors estimer la réponse
dynamique en négligeant les amortissements.

8par un contréle du convertisseur statique et de toute la chaine de conversion
électromécanique
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2.4 Développement d’un modele de rayonnement

Notre étude ne s’intéressera qu’au rayonnement direct du stator bien
qu’il soit démontré de plus en plus souvent qu’une part importante du bruit
provient de la transmission des vibrations aux éléments environnants (batis,
fixations...) qui rayonnent a leur tour. Ce bruit indirect connu sous le nom
de bruit solidien ou d’origine solidienne (structure borne sound) ne sera
pas pris en compte dans cette étude.

Différents modeles ont été proposés pour approcher le rayonnement d’un
stator de machine électrique. Le choix entre les différents modeles dépend
en grande partie de la géométrie de la machine. Ainsi,

1. pour les machines cylindriques et longues, nous pouvons considérer
que le stator rayonne comme un cylindre de longueur infini. C’est, par
exemple,ce qui a été proposé par [ALGERSH1].

2. pour les machines courtes, nous pouvons considérer, que le stator
rayonne comme une sphere pulsante, c’est par exemple ce qui a été
proposé par [JORDAN50).

3. dans un cas intermédiaire, nous pouvons considérer le moteur comme
un cylindre d’une certaine longueur comme le modele proposé par
[YANG8]]

4. finalement, nous pouvons modéliser la géométrie complete et donc le
rayonnement en utilisant des techniques de calculs variationnels sim-
plifiés (distributions de dipoles et monopoles) [GABSILOYAULOVAT99).

Si nous voulons conserver notre approche analytique (dans 1’optique
de pré-dimensionnement), le rayonnement du stator devra étre approché
par des formes rayonnantes simples : cylindres, spheres,..., soumis a une
superposition de vibrations sinusoidales en temps et en espace (le long
de la périphérie). La pression acoustique sera déterminée en résolvant une
équation des ondes, soit en coordonnées cylindriques, soit en coordonnées
sphérique suivant le modele retenu'®. Pour notre part, nous développerons
des modeles en coordonnées cylindriques.

La solution qui nous intéresse correspond a un rayonnement en champ
libre causé par les vibrations de la surface du stator. Ce choix fixe les deux
conditions aux limites qui vont nous permettre de trouver la valeur de la
pression acoustique et de la vitesse particulaire.

1. la vitesse vibratoire est égale a la vitesse acoustique (particulaire) a la
périphérie du cylindre.

9Quelques études de ce type de bruit commencent cependant & voir le jour pour des
machines électriques : [DIBHENRIOHUBERT " 00]

0Quelques modeles de rayonnement simples peuvent étre trouver dans les ouvrages
classiques tels que [CREMERHECKLUNGARSS] ol [JUNGERFEIT72]
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2. application de la condition de rayonnement de Sommerfeld (rayonne-
ment en champ libre = pas de réflexion).

2.5 Conclusion sur la méthodologie

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés a choisir des outils qui
seront, non seulement, utilisables en pré-dimensionnement mais qui doivent
également étre bien adaptés au couplage des différents phénomenes étudiés.
Notre approche s’est donc naturellement portée sur une approche de Fourier
appliquée a chacun des domaines :

1. utilisation des spectres de tension pour représenter le convertisseur.

2. utilisation d’un schéma électrique équivalent et d’une modélisation par
champs tournants harmoniques pour la conversion d’énergie électro-
mécanique.

3. utilisation des techniques de superpositions modales pour la partie
mécanique.

4. enfin, utilisation de formule analytique de rayonnement de surface
simple pour modéliser le rayonnement d’un stator en fonction de la
géométrie de ce dernier.
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Chapitre 3

Conversion électromécanique
d’énergie

L’arrivée d’outils tres puissants de modélisation numérique de type élém-
ents finis (E.F.) dans le domaine électromécanique a permis de déterminer
précisément les champs créés au sein méme des machines électriques. Ces
logiciels restent cependant mal adaptés pour la conception de systemes
électromécaniques lorsqu’il s’agit de choisir les parametres élémentaires!,
du fait de leurs temps de calcul importants qui empéchent encore une opti-
misation efficace du choix de ces parametres. C’est pour ces raisons que les
techniques plus classiques de modélisations en champs tournants sont encore
couramment utilisées. Dans ce document, notre contribution s’est portée sur
le choix optimum d’un ensemble machine-convertisseur statique en vue de
la réduction des pulsations de couple et de la réduction du rayonnement
acoustique. Le but de ce chapitre, apres avoir passé en revue les différents
travaux qui utilisent la description en champs tournants pour 1’étude des
vibrations, est de dégager une systématisation de la méthode des champs
tournants bien adaptée a la résolution numérique.

3.1 Revue des différents travaux sur les champs
tournants et intéréts de cette modélisation

La méthode de modélisation en champs tournants harmoniques (win-
ding field theory) est une technique relativement ancienne puisqu’elle ap-
parait déja dans la littérature dans les année 40 [LIWSCHITZ42] et est en-
core utilisée dans des articles récents [HADJ AMORTIMARPOLOUJADOFF95].
Elle est particulierement bien adaptée pour les applications de réduction de
bruit et les ouvrages de référence [YANG81] [TIMART89] en font un usage

lces parametres peuvent étre par exemple la taille, le nombre d’encoches, épaisseur
d’entrefer, nombre de conducteurs. ..

27
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systématique pour identifier les bruits d’origine électromagnétique. Nous
ne reviendrons pas sur ’explication compleéte de cette technique puisqu’elle
est particulierement bien introduite, pour les machines asynchrones dans
louvrage de P.L. ALGER [ALGERSH1] et également dans 'ouvrage de HEL-
LER [HELLERHAMATAT7] dont la bibliographie semble une des plus exhaus-
tives sur le sujet. Nous montrerons que cette méthode est particulierement
bien adaptée au couplage des machines avec leurs convertisseurs statiques
et qu'un traitement informatisé a 1’aide de transformée de Fourier discreéte
et de calcul matriciel la rendra extrémement légére et souple & utiliser?.

L’intérét de la modélisation en champs tournants par rapport a un calcul
spatial des champs dans la machine (type E.F.) est qu’a 'aide du théoréme
des Travauzr Virtuels, on montrera aisément qu'un couple ne peut étre créé
que lorsqu’un champ statorique interagit avec un champ rotorique ayant
la méme répartition spatiale (nombre d’onde). Ceci nous permet donc, des
la conception d’identifier les harmoniques & supprimer pour réduire, par
exemple, les pulsations de couple.

Au niveau de la réduction du bruit, la grande majorité des travaux
consultés utilise la contrainte mécanique d’origine magnétique établie a ’aide
du tenseur de Mazwell [LEFEVREI7|, [NEVESCARLSONT99]. Nous montre-
rons comment utiliser cette formulation de contrainte et pourquoi elle est
bien adaptée a 'utilisation futur des techniques de superposition modale
pour le comportement vibratoire.

3.2 Construction d’un schéma électrique pour con-
naitre les courants en fonction des tensions ap-
pliquées a la machine

Au chapitre 1, nous avons vu que la prise en compte du convertisseur
statique pouvait se faire au travers du spectre de tension que ce dernier
applique a la machine électrique. Un probleme s’est alors posé : la méthode
des champs tournants est une méthode qui permet de calculer les différents
champs dans ’entrefer a partir de la géométrie de la machine et des cou-
rants qui circulent dans les bobinages, or, si nous utilisons le convertisseur
a partir du spectre de tension qu’il applique, nous ne connaissons pas le
courant absorbée par la machine au stator et encore moins le courant qui
circule au rotor. Pourtant ces données sont indispensables pour utiliser la
méthode des champs tournants. De ce fait, il est nécessaire de développer
une modélisation qui fera le passage entre tensions et courants.

2 . . . . \ . .. .
en comparaison de l'utilisation classique a la main qui impose de manipuler un grand
nombre d’indices et des expressions lourdes
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3.2.1 Les modeéles existants tension-courant

Avant de proposer nos propres modeles, il est intéressant d’effectuer un
tour d’horizon des modeles qui existent déja et leurs utilités. Rappelons que
notre modele se veut un modele de prédiction des nuisances sonores en fonc-
tionnement stationnaire, ¢’est-a-dire que nous excluerons 1’étude des régimes
transistoires (démarrage ou autres. . .). Les modeles de comportement dyna-
mique tels que les modeles de PARK ou de KU ne nous intéressent donc pas
directement (cf. par exemple les ouvrages suivants : [WHITEWOODSON59)
[LESENNENOTELETSEGUIERS1]). Pour modéliser une machine asynchrone
en régime permanent, on utilise le plus souvent le modele de schéma équivalent
monophasé a cing ou six éléments de type transformateur trés courant dans
la littérature. Pour ne pas alourdir ’exposé et pour sa construction, nous
renverrons le lecteur aux ouvrages classiques tels que [SEGUIERNOTELET96]
et nous utiliserons directement le schéma donné a la Fia. 3.1.

o Y Y AAN
RUS jXUS ]XfITT RﬁTT
. /(1=
Vs Rpertes fer g ]X“ Rm_(__g_i)
O

Tension simple appliquée a une phase du stator : Vg

Résistance et réactance de fuite du stator : Rys, jXos

Résistance et réactance de fuite du rotor ramenées au stator : R:,T s jX(’,T

Résistance correspondant a la puissance sur ’arbre : R:,T(l—;i)

Résistance représentant les pertes fer et réactance de magnétisation : Ryeries fer» JXu

F1G. 3.1 — schéma monophasé simple d’une machine asynchrone

Ce schéma équivalent classique est bien sir tres simplifié puisqu’il ne
comprend que le fondamental. Pour obtenir les pulsations de couples ou
les efforts d’attraction électromagnétique, il faut étre capable de rendre
compte des harmoniques et des pertes parasites. Pour cela, des schémas
équivalents complets ont été développés. Nous pouvons citer, par exemple,
le schéma proposé par P.L. ALGER p 290 de [ALGER51] représenté sur la
Fi1G. 3.2 ou bien encore celui de R. CHAVERNOZ et M. PASDELOUP page
69 de [CHAVERNOZPASDELOUP6Y] représenté sur la Fia. 3.3. Pour com-
prendre et analyser ces schémas, les explications données par R. CHAVERNOZ
et M. PASDELOUP semble tout a fait appropriées :

Les harmoniques de perméance sont en série avec la branche
magnétisante, ils ne sont donc traversés que par le courant magné-
tisant. Par contre, les harmoniques de f.m.m. sont parcourus par
le courant total. Tous sont associés par paires comme on l’avait
vu en développant le produit PM [Perméance que multiplie force
magnétomotrice |.
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R, X,
—_——
JX 2
X Backward rotor Iy
Mk harmonic field Ry
Forward STE(1=9)
fundamental %jXMl

field X Forward rotor X
7% Mk harmonic field R
st+k(l-5s)

jXZm
X /g Backward rotor X v
Mmk & subharmonic field Ry mp
Backward stator %jX l+mk+1)(1=5)
harmonic field Mm X
IX pmk Forward rotor J% Lk
subharmonic field Rymk
1=-mk-1)(1-59)
R2m <
1+m(l-s5) 3
jX2m

X g Backward rotor X ik
Mmkg  subharmonic field Ry

Forward stator in T=mE+1)(1=5)
harmonic field Mm .
iX g Forward rotor X 1k
MmkE  subharmonic field Rimp
l+mkk=1)(1-s)
Rom 2
1-m(l—-s) ¢

FiG. 3.2 — schéma complet de P.L. ALGER d’une machine asynchrone
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FiG. 3.3 — schéma complet de R. CHAVERNOZ et M. PADELOUP d’une ma-
chine asynchrone

Chacun des harmoniques est en fait un petit moteur asyn-
chrone avec sa réactance magnétisante X,,, sa résistance R,,
représentant les pertes fer, sa réactance de fuite X5 et sa résistance
rotorique Ry /g (g=glissement). Pour le fondamental, cette résistance
est décomposée en Ry pour les pertes rotor et Rglg;g pour la puis-
sance mécanique sur l’arbre.

Le schéma de chaque harmonique permet d’atteindre les couples
harmoniques, les ondes de force pour le bruit, etc. [...] on note
que la réactance différentielle X;q a €té retranchée de la réactance
de fuite statorique de la figure 5 [correspondant a la F1G. 3.1 de
cette section] du fait que Xiq est pris en compte par les branches
harmoniques.

Un dernier point, R/l représente les pertes parasites a fréquence
fondamentale dues aux flux de fuite d’extrémité, au flux de fuite
d’encoche statorique et au flux de fuite d’inclinaison d’encoches.

Sur ces deux schémas, on constate des phénomenes de différents ordres :

1. les éléments du premier ordre correspondent au fondamental, c¢’est-a-
dire au schéma de la F1G. 3.1. Ce sont eux qui vont fixer les phénomenes
principaux, couple moyen, courants fondamentaux, niveau de satura-
tion.. .
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2. les phénomenes de second ordre correspondent aux harmoniques d’es-
pace du champ statorique qui sont parfois regroupés dans les schémas
simplifiés en une inductance différentielle.

3. enfin, il existe des phénomenes de troisieme ordre qui correspondent
aux sous-harmoniques diies a la réaction du rotor.

Il est évident que les éléments de second ordre ne peuvent étre négligés
puisque ce sont principalement eux qui produisent les pulsations de couples
ainsi que les efforts radiaux a l'origine des vibrations statoriques. Quant
aux phénomenes de troisieme ordre, on montrera dans ’annexe B.1 que ces
sous-harmoniques dies a la réaction du rotor peuvent étre négligés. Leur
contribution est en fait tres faible et ceci, que nous étudions des moteurs
a rotors a cage ou a rotors bobinés. Sans perdre beaucoup de précision,
nous pouvons utiliser un schéma qui se situerait entre le schéma simple et
le schéma complet; qui conserverait les phénomenes de second ordre mais
pas ceux du troisieme. Le schéma ainsi transformé est d’ailleurs celui qui
est le plus souvent utilisé dans la littérature pour inclure les harmoniques
d’espace. Nous pouvons citer a titre d’exemple le second schéma proposé par
P.L. ALGER dans [ALGER51] p 82 sur la F1G. 3.4 (a) et celui de 'ouvrage
de B. HELLER et V. HAMATA dans [HELLERHAMATAT77] p 110 représenté a
la F1a. 3.4 (b).

R, ;x,
) X, [

Forward  jX,g, Ry > il
i | LI ME | S,

i |
) iXas | A ;
Backward  JjX s Ry ‘ L M, I ﬁsﬁ
6-5s i % % Ssp

U

E Foward  jXp,3

Backward X,

-~
4
I
E]

Forward  jX,.,

T-m(l-9

Fic. 3.4 — schéma semi-complet d’'une machine asynchrone. (a) tiré de
P.L. ALGER (enroulements secondaires ramenés au primaire), (b) de B. HEL-
LER et V. HAMATA (méme schéma mais enroulements secondaires non ra-
menés au primaire)



3.2. SCHEMA ELECTRIQUE 33

3.2.2 Compléments aux modeles existants tension-courant et
résolution

Les schémas ainsi modifiés représentent la premiere étape qui est la prise
en compte des harmoniques d’espace pour le calcul des courants. N’oublions
pas, cependant, que le but de nos travaux est de prendre en compte un
convertisseur statique et donc une tension qui n’est pas purement sinusoidale
mais riche en harmoniques de temps.

Pour inclure ces harmoniques de temps, il va falloir non pas utiliser un
schéma semi-complet mais un pour chaque harmonique de temps. Ainsi &
chaque schéma sera associé une tension et une pulsation différentes donc
des réactances différentes puisque X = Lw. Les inductances peuvent, sous
certaines hypotheses, étre considérées comme presque les mémes pour chaque
schéma puisqu’elles ne sont liées qu’a la géométrie donc aux harmoniques
d’espace et non aux harmoniques de temps®. Finalement, nous aurons autant
de schémas semi-complets empilés qu’il y a d’harmoniques de temps*. Cette
représentation conduira a I’empilage de schémas représenté Fi1G. 3.5.

A chaque sous-schéma représentant un petit moteur asynchrone — cf.
commentaires de R. CHAVERNOZ et M. PADELOUP —, correspond un champ
tournant élémentaire qui dépendra du rang de temps nw et du rang d’espace

m et qui tournera dans l'entrefer a la vitesse Qcpamp = “~ a laquelle on
associera le glissement :
Qechamp — 2 m
D rotor
g(nw,m) = a =1——8Qotor (3.1)
champ nw

En utilisant le formalisme que nous avons développé et pour systématiser
I'utilisation de la méthode des champs tournants, nous avons développé
une méthode originale de calcul des inductances basée sur une formulation
énergétique. Cette méthode est présentée en annexe B.2 avec le calcul des
différents composants apparaissant dans le schéma de la Fi1G. 3.5.

Une fois les éléments du schéma, équivalent calculés pour toutes les har-
moniques de temps et d’espace, la résolution du probleme revient a résoudre

3ceci n’est pas rigoureusement vrai pour les deux raisons suivantes :

1. les fréquences des harmoniques sont parfois élevées auquel cas V’effet pelliculaire —
de peau — ne peut plus étre négligé ; résistances et inductances s’en trouvent donc
modifiées

2. Lorsque la machine est saturée, il est évident que les inductances dépendent du
niveau de saturation et donc de la tension appliquée

4On notera qu’un article de A. GROUD et al. [GROUDGERBAUDROGNONROUDETYS]
utilise également la superposition de schémas équivalents pour déterminer les harmoniques
de courant diies aux convertisseurs statiques, cependant, les schémas utilisés sont des
schémas simples et n’incluent pas les harmoniques d’espace
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Les noms des différents éléments de ce schéma sont identiques & ceux utilisés dans la FiG. 3.1. Cependant, au

lieu d’un composant unique, il y a maintenant autant de composants que d’harmoniques de temps et

:n varie de 1 & N et m varie de 1 a M.

d’harmoniques d’espace

FiG. 3.5 — empilage de schémas semi-complets qui représentent le fonction-
nement d’une machine asynchrone alimentée par une source de tension riche

en harmoniques de temps — chaque couche correspond au fonctionnement

pour une harmonique de temps n;w
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n schémas équivalents pour les n moteurs superposés, eux mémes constitués
de m petits moteurs asynchrones en série.

Pour chaque fréquence nw, nous obtenons un schéma équivalent qui re-
vient a poser et résoudre le systeme suivant :

1. une équation de maille globale

(Rs+ jnwLos) - Is + Y jnwLy(m) - I,(m) = V;

Zo- I+ Y Zu(m)- Lu(m) =V, (3.2)
2. m équations de nceuds
Iy — I,(m) = I(m) = 0 (3.3)

3. m équations de maille correspondant aux m petits moteurs asynchrones

R/ (m) /
7 \.] =
1+ % ' Qrotor) (m) ’

JjnwLy,(m) - I,(m) — (jnwL,,(m) + ,

Z,(m) - L(m) — Zy(m) - I.(m) = 0 (3.4)

Ces (2m + 1) équations peuvent étre regroupées sous forme matricielle
afin d’en faciliter la manipulation et la résolution numérique.

(Z)  (Zul=m) - Zyu(m) (0 - 0 (1) 2)

1 -1 0 —1 0
(i) ( o .. _‘1) ( o .. _‘1) ) _ (;)
(0) (Zu(—m) 0 ) (—Z;(—m) 0 ) (1;(—m)) 0)

0 0 e Zu(m) 0 e —Zi(m) I (m) 0

)

Une fois ces n systémes matriciels inversés — un pour chaque harmonique
de temps nw —, nous connaissons toutes les harmoniques de courants qui
circulent aussi bien au stator qu’au rotor. Il nous est alors possible d’utiliser
la méthode des champs tournants harmoniques pour déterminer les champs
créés par le stator et ceux créés par le rotor.

3.3 Calcul des champs magnétiques

Avant de déterminer les efforts appliqués sur la structure, il est d’abord
nécessaire de connaitre les champs magnétiques et densité de flux magnétique
qui sont créés dans I'entrefer de la machine. Ces différents champs dépendent
non seulement du courant et de la répartition des bobinages mais également
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de Dentrefer puisqu’il est évident que la distance de circulation du champ
dans I'entrefer est différente en face d’une dent ou en face d’une encoche.
Afin de séparer les problemes, on préfére, dans un premier temps, ne tenir
compte que du courant et de la répartition du bobinage ce qui conduit au
calcul d’'une fonction appelée force magnétomotrice. La distance de circu-
lation est ensuite introduite & 1’aide d’une fonction de la géométrie d’en-
trefer appelée fonction de perméance ce qui permet de calculer les champs
magnétiques puis les champs de densité de flux magnétique.

Finalement, a I’aide de ces champs, nous serons capables de déterminer
les efforts qui sont appliqués sur la structure. Le plan de cette section suivra
donc les étapes que nous venons de décrire et qui peuvent étre représentées
graphiquement sur la Fi1G. 3.6.

FMM | Champ Bs | Couples
STATOR "| magnétique

Courants di au stator

stator 4 r

Répartition stator TEntrefer

Spectre PWM o Schéma <_| Géométrie de la machine

tension équivalent .
Répartition rotor Entrefer
\ 4 y <
Courants Efforts
rotor FMM Champ Br

ROTOR > magnétique » radiaux
dii au rotor

F1G. 3.6 — étapes de calculs nécéssaires pour la détermination des efforts a
partir d’un spectre de tension appliqué sur les phases d’une machine asyn-
chrone

3.3.1 Calcul de la force magnétomotrice

Cette fonction de force magnétomotrice est utilisée dans pratiquement
tous les ouvrages d’électrotechnique (citons par exemple [SEGUIERNOTELETI6))
et définit quelque chose qui s’apparente & la répartition surfacique de cou-
rant le long de lentrefer : soit, & un facteur 1/2 pres, un courant que mul-
tiplie la répartition des bobinages (winding function) le long de ’entrefer.
Nous commencerons par calculer cette force magnétomotrice pour un cou-
rant monochromatique et un enroulement a répartition sinusoidale puis nous
la compléterons en prenant en compte tout d’abord I'influence des encoches
— non continuité de la répartition des bobinages — puis les courants réels
résultants de la conversion PWM.
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Calcul de la force magnétomotrice dans le cas d’un courant et
d’une répartition purement sinusoidaux

Rappel 3.3.1 (bobinage a répartition sinusoidale) Un bobinage est dit
a répartition purement sinusoidale si le champ magnétique qui apparait dans
un entrefer lisse lorsque le bobinage est alimenté par un courant continu est
une fonction purement sinusoidale de la position angulaire 0 le long de cet
entrefer.

Mathématiquement, on écrit que la fonction de répartition est de la forme
r(0) = 7y - cos(mb + ¢,,) avec m = pgy le nombre de paires de poles du
bobinage et r, = N le nombre de spires du bobinage.

Suivant cette définition, la force magnétomotrice peut étre définie a par-
tir du courant sinusoidal de pulsation nw et de cette fonction de répartition :

1
fmmf(t,0) = 3 in - cos(nwt + ©p) - T, - cos(mb + o) (3.6)

Cette description de la force magnétomotrice correspond a un champ sta-
tionnaire — pulsant — dans 'entrefer, c¢’est-a-dire un champ dont la forme
de sa répartition spatiale est indépendante du temps mais dont ’amplitude
dépend sinusoidalement du temps a la pulsation nw. Pour diverses valeurs
du nombre de paires de poles pg, la F1G. 3.7 représente cette allure spatiale.
L’expression de ce champ stationnaire peut s’écrire en utilisant les nota-

Fic. 3.7 — allure spatiale des champs harmoniques stationnaires pour un
rang d’espace (nombre d’onde) variant de 0 & 3

tions exponentielles (cf. équation (3.8)) et étre également représenté par un
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spectre & deux dimensions tel que défini dans Pannexe A°.

Lo (i in 4 P P o
— — .| In it ‘notjnwt | | Tm_—j-mb 'm t+j.mo
prm(t,0) =} <2e +on ) (26 + I )

(3.8)

avec p, et 2, nombres complexes valant repectivement 7y, - e/ #m et i,,- €3 ¥n.
En réalité, une machine électrique n’est pas composée d’une seule phase mais
de plusieurs. Soit Z, ce nombre® et soit le systeme polyphasé constitué de ces
Zs bobinages déphasés de pi}s les uns par rapport aux autres, dans lesquels
circulent des courants eux méme déphasés de %—: les uns par rapport aux
autres. Le champ de force magnétomotrice résultant des Z; phases n’est que
la résultante des Z; champs de force magnétomotrice stationnaires créés par
chacune des phases du systeme. La résultante pour chaque bobinage ayant
été calculée au paragraphe précédent, il suffit d’appliquer ce calcul a chacune
des Z; phases en tenant compte de leur déphasage par rapport a la référence
choisie puis de faire la somme wvectorielle des différents phaseurs.

Pour un harmonique de temps de rang nw et un harmonique d’espace de
rang m, la résultante du champ de force magnétomotrice n’est autre que la
superposition du champ de force magnétomotrice créé par chacune des Z;
phases :

fmm(t,0) =fmmq(t,0) +-- -+ fmmy(t,0) +-- -+ fmmg(t,6)

L O i) A (0) k() 470 (0) i (D)

2
(3.9)

En utilisant les notations précédentes, nous définissons la force magnétomotrice
de la phase k avec les notations exponentielles :

fmm(ta 6) = l (@e—j%(wt—kQZ_’;) + %e'f'j'n(wt—kQZ—’;)) )

2\ 2
(%e—j'm(e_kp;}s ) + %e—’—j.m(e_kpogﬂzs )> (310)

Son rencontre parfois, une autre notation trés utilisée en acoustique :

_ l @ —j-mb 'F_m +imé\ * _Fjnwt
fmm(t,0) = 3 ?R(( 5 ¢ +oe ) in-€ (3.7)

Cette notation est identique pour décrire une seule onde mais elle n’est plus adaptée
lorsque ’on voudra multiplier deux ondes entre elles.
5la plupart des machines courantes sont triphasées mais ce n’est pas obligatoire
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1 T —Jjmb—j ik 2m . (m
fmm(t,0) == + 22 -¢ mO—jnwt-+jk Z= (2 4n)
2 2 2
i o 1 1 . 2T m
L "'m ,e—jme—&-jnwt-&-gkz_s.(%_n)
2 2
i 3 j 1 7, 2T
+ n Tm .e+jm9—jnwt—jkz_s.(%_n)
2 2
in 7 ] inwt—jk 2% .(m
g DLt +n)> (3.11)

Examinons ce que produit la résultante de ces Z termes, en accord avec
[SEGUIERNOTELETY6] :

1. si pﬂo +n n’est pas multiple de Z;, les Z; termes vont créer un systeme
Zphasé équilibré donc de résultante nulle.

2. si pﬂoin est multiple de Z;, les déphasages entre les Z, forces magnétomotrices
seront nuls (modulo 27) et donc leur résultante vaudra Z fois la
résultante d’une phase.

(a) sic’est = 4+ n qui est multiple de Z;, alors la résultante est un
o
||n'WI|) :

champ tournant inverse (de vitesse — ]

P o b
t0)==.7. .| m. In, —ilnwttmb) | Tm Tn - 4j(nwitmd)
fmm(t,0) s ( 5 5 ¢ +g g e

N~ N

« Zs Ty iy - cos(nwt + mb + o, + o) (3.12)

(b) si cest pﬂo — n qui est multiple de Z;, alors la résultante est un

champ tournant direct (de vitesse —i—””ﬁ;f““) :

A~
A~ 3

P T 1 G
ZS<—m5n€ j(nwt m0)+7m.5n.e+j(nwt m@))

fmm(t,0) = 5

N = N

Zs T+ Uy - cOS(nwt — mb + o, — ©m) (3.13)

(c) si, enfin, pﬂo —n et pﬂo + n sont multiples de Zsen méme temps,

alors la résultante est la réunion des deux cas précédents, ce qui
conduit & un champ stationnaire (pulsant).

On voit finalement, que c’est la combinaison des champs stationnaires
créés par chacune des phases qui va faire apparaitre — ou non — un champ
tournant harmonique de force magnétomotrice.



Fi1ac. 3.8 — répartition pour un enroulement a pas diamétral, décomposition
en deux fonctions et répartition équivalente pour un conducteur

La fonction pour chaque conducteur (troisieme graphe de la FiG. 3.8)
doit bien str étre pondérée d’un signe fonction du sens du courant et d’un
entier fonction du nombre de spires dans ce conducteur.

Nous pouvons dés lors reconstruire n’importe quelle fonction de répartition
associée a nimporte quel type de bobinage en considérant qu’elle n’est que
la superposition de la répartition de chacun des conducteurs la composant.

Dans la pratique, on représentera la fonction de répartition d’un conduc-
teur par une série de points de discrétisation de longueur N-Z — multiple du
nombre d’encoches Zg — représentée par un vecteur {r}. Un second conduc-
teur décalé de K encoches aura pour fonction de répartition une permutation
circulaire de N - K points du vecteur {r} pondérée par le sens du courant si

Tcette allure est déja donnée dés 1958 dans [BURBIDGESS] en tenant compte
de la largeur finie de l’encoche et a encore été utilisée récemment dans
[JoKsSIMOVICDUROVICOBRADOVICI9]
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ce conducteur fait partie de ’enroulement et zéro sinon.

{rx} = permutation circulaire de N.K points de {r;} (3.14)

- (sens du courant ou zéro) - (nombre de spires)

La fonction de répartition du bobinage est constituée par assemblage — ad-
dition — de chaque vecteur {ry}.

{Ttotal} - {Tl} + {702} +---+ {Tk} +-- {TZE} (315)
=Y {re}
k=1

Pour connaitre les harmoniques d’espace, il faut connaitre le contenu
spectral de cette fonction de répartition. Ceci sera réalisé simplement en
calculant la Transformée de Fourier Discréte (TFD) du vecteur {riotai}-

TFD({Ttotal}) - {ftotal} (316)

Cette fagon de procéder pourra s’appliquer a n’importe quel type de bobi-
nage. En particulier pour les rotors a cage, nous avons utilisé la modélisation
en terme de courant de mailles développée entre autre par M. Poloujadoff
dans [POLOUJADOFF82| [POLOUJADOFF87| ainsi que [TOLIYATLIPOWHITE9]]
et [MUNOzL1P099]. Ainsi, & deux barres adjacentes, nous affectons une phase
avec son courant de maille associé. Le courant réel dans une barre sera cal-
culé par sommation des courants des mailles qui appartiennent a cette barre.
Il y a donc autant de phases que de barres et la répartition d’'une phase est
la répartition de deux barres adjacentes (cf. F1a. 3.9 et F1a. 3.10).

FiG. 3.9 — définition d’une phase d’un rotor a cage

A Daide des outils que nous venons de construire pour calculer la fonction
de répartition d’'un bobinage, nous allons pouvoir traiter quelques exemples
et ainsi montrer de maniere plus pratique 1'utilité d’un tel outil. Sur la
F1G. 3.11, nous avons représenté la répartition de bobinage pour trois types
d’enroulements assez représentatifs des enroulements que ’on peut rencon-
trer dans la construction des machines électriques courantes :



FiG. 3.10 — définition des courants de mailles d’un rotor a cage

1. bobinage (a) : bobines simples a pas diamétral pour une machine a
deux paires de poles

2. bobinage (b) : bobinage classique de machine asynchrone : machine a
deux paires de podles, 24 encoches, deux couches et pas raccourci

3. bobinage (c) : une phase d’un rotor & cage telle que définie précédemment

wwwwww

20 20 w0 o o W B0 20 w0 %0 w0 a0 E) T 0 20
===== (egres) angie degres) angle (degres)

F1c. 3.11 — répartition totale pour une phase d’un stator a 2 paires de poles
a pas diamétral (a) — pour une phase d’un stator a deux paires de poles, 24
encoches et pas raccourci (b) — pour une phase d’un rotor a cage telle que
définie précédemment (c)

Enfin, sur la Fi1G. 3.12, nous avons calculé le spectre de ces trois bo-
binages par TFD et affiché 'amplitude. On retombe sur les allures bien
connues que nous résumerons pour chacun des trois bobinages :

1. bobinage (a) : spectre en %, avec m le rang de ’harmonique d’espace

2. bobinage (b) : réductions des harmoniques du bobinage (a) grace a
I'utilisation de plusieurs encoches par podles et par phases et méme
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quasi suppression des harmoniques 5pg et 7pg grace au pas raccourci

3. bobinage (c) : spectre en % sin(m5), avec ay Pangle entre deux barres

adjacentes (cf. [HELLERHAMATAT7] p 14-15)

35| 3 ' 0.4}
. 0
2 o
. -
M -
. -
| il Ll
‘ Ll L L ‘HH H“\H\HHHHHHH\
: % 5 B = % : > + % . = E & & %

Ll
% 3

F1G. 3.12 — spectre des répartitions (a), (b) et (c) présentées a la Fi1a. 3.11
en fonction du rang d’harmonique d’espace m’ avec m = m’-pg (pg = 2 dans
les bobinages (a) et (b) mais pg = 1 dans le bobinage (c))

Aux FiG. 3.11 et FIG. 3.12, nous voyons que nous avons tout interét a
bien construire notre bobinage et a augmenter le nombre d’encoches par pole
et par phase si I'on veut réduire au maximum les harmoniques d’espaces.
Il est également fortement conseillé d’utiliser les astuces de bobinage telles
que pas raccourcis et pas fractionnaires.

Calcul de la force magnétomotrice dans le cas d’un courant et
d’une répartition périodiques mais non sinusoidaux

Notre calcul de force magnétomotrice va maintenant étre complété pour
tenir compte du convertisseur statique. La force magnétomotrice créée par
des courants non sinusoidaux et des répartitions de bobinage non sinusoidales
a déja été traité dans [SEGUIERNOTELET96]. Cet ouvrage montre comment
apparaissent — ou non — certains champs tournants. Ces calculs sont de méme
nature que celui que nous avons effectué précédemment pour un champ mo-
nochromatique, la différence vient maintenant du fait que désormais m et n
prendront autant de valeurs qu’il y a d’harmoniques de temps et d’espace.

A Paide des spectres des courants résultant de la conversion PWM et
des spectres de fonctions de répartition définis précédemment, nous allons
systématiser le calcul de champs tournants résultants en utilisant des ou-
tils d’analyse. Ainsi, comme il a été montré que la résultante de force
magnétomotrice de toutes les phases n’est autre que la somme wvectorielle
(phaseur) de la force magnétomotrice de chacune des phases, en conservant
notre description vectorielle mais dans I’espace de Fourier pour chacune des
phases et chacun des courants, nous allons montrer que la résultante peut
étre calculée par multiplication matricielle.

Soit un courant et une répartition de bobinage et leur spectre associé
pour la phase k :
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{ix} =

base({i})

{fi} =

base({r}) =
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Sk
25 e—jnk7
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vecteur spectre de courant de la
phase k

base dans laquelle est exprimée le
vecteur spectre de courant de la
phase k : iy(t) = {ix}T - base({i})

vecteur spectre de répartition de la
phase k

base dans laquelle est exprimée le

vecteur spectre de répartition de la
phase k : ri(0) = {7} - base({r})

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Comme nous avons vu que, pour une seule harmonique de temps et d’es-
pace, F'mm = %Zle Fr-ig, sinous posons [2] = [{i1} {i2} --- {ix} - {iz}],
la matrice constituée des Z spectres de courants — Z étant le nombre de
phases de la machine — et [f] = [{71} {72} -+ {Px} --- {Fz}], la matrice
constituée des Z spectres de répartitions, alors pour n harmoniques de temps
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et m harmoniques d’espace, exprimées vectoriellement, cela conduit a la for-
mulation de la force magnétomotrice sous forme matricielle® :

A

[Fmm] = = [#] - [T (3.21)

DO | —

Un des éléments de I'intérieur de cette matrice correspond donc a la force
magnétomotrice pour un seul harmonique de temps et d’espace :

nw

[F'mm] = (3.22)

mo| ... Fmm(nw,m)

On voit également que chaque valeur non-nulle de cette matrice correspond
a une raie dans le spectre 2D de la force magnétomotrice (cf. exemples dans
la section suivante).

Avec une telle formulation, il est extrémement facile de ne conserver que
les termes d’importances puisque par utilisation du théoreme de PARSEVAL,
on voit immédiatement que dans I’espace de Fourier, on peut négliger tous
les termes d’amplitude trop faible et ainsi réduire les dimensions des vecteurs
et donc des matrices.

Exploitation graphique de la matrice de force magnétomotrice
sous forme de spectre 2D

Dans les trois paragraphes qui vont suivre, nous allons illustrer 'utilisa-
tion des outils que nous venons de développer (calcul de force magnétomotrice
par mutliplication matricielle et affichage des amplitudes sous forme de
spectre 2DY) pour trois niveaux de complexité d'une machine triphasée a
deux paires de poles :

1. machine a répartition sinusoidale alimentée par un courant monochro-
matique

2. méme machine dans le cas ol on tient compte de ses harmoniques
d’espace (bobinage de la F1G 3.11 (b) : 24 encoches et pas raccourci)

3. méme machine que précédement mais alimenté par un convertisseur
statique de type PWM

8on notera qu’un article récent utilise une technique approchante & base de multipli-
cations matricielles pour déterminer les forces magnétomotrices créées par une machine
alternative, cependant cet article vise a concevoir un enroulement a pas fractionnaire alors
que nos travaux visent a déterminer toutes les forces magnétomotrices en tenant également
compte des harmoniques de courant [WACHIS|

9pour de plus amples renseignements sur la notion de spectre 2D, on pourra se reporter
a l'annexe A
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machine (a) Dans ce cas, le champ global de force magnétomotrice ne
correspond qu’a un champ unique a pg = 2 paires de poles et tournant dans
w

Pentrefer a la vitesse constante ) = s

fmm(t,0) =fmm - cos(pof — wt + @)
ity ST o) (3.23)

ce qui correspond a la matrice de force magnétomotrice et au spectre d’am-
plitude 2D de la FiG 3.13.

—w Fw
[F'mm] = —po 0  fmm* (3.24)
+po \fmm 0

F1G. 3.13 — spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental +
40 dB) et matrice de la force magnétomotrice pour un courant sinus (rang
de temps = 1) et une répartition sinusoidale (rang d’espace = py = 2)

machine (b) Le bobinage utilisé est celui de la F1G 3.11 (b) : 24 encoches
et pas raccourci. Ce bobinage va donc faire apparaitre un certain nombre
d’harmoniques d’espace supplémentaires. Ces harmoniques seront les mul-
tiples impaires du fondamental py = 2 sauf les multiples du nombre de
phases (ici 3). Les astuces de bobinage — double couche, pas raccourcis. . .—
vont réduire (ou faire disparaitre) certaines harmoniques et notamment les
rangs 5pg et Tpg. Le spectre d’amplitude sera représenté a la Fig 3.14.

machine (c) Ce dernier cas reprend la machine du cas (b) — mémes
rangs d’espace — mais prend en compte le convertisseur statique PWM.
Ce convertisseur augmente fortement la richesse du spectre de courant aux
alentours de la fréquence de découpage et de ses multiples. Ceci fera ap-
paraitre des harmoniques de temps dans le spectre 2D d’amplitude de la
force magnétomotrice. Ce spectre sera représenté sur la FiG 3.15.

3.3.2 Calcul du champ magnétique H et de la densité de flux
B

Par utilisation de la formulation matricielle, on voit également une ap-
plication directe au calcul du champ de densité de flux B en introduisant la
fonction bien connue de perméance (liant le flux & la force magnétomotrice)
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Amplitude (dB)

rangs de temps

47

. champ tournant dans le sens

direct : pg = 2, Tpg = 14 (non
présent) et 13py = 26

. champ tournant dans le sens

inverse : 5pp = 10 (non
présent) et 11py = 22

. aucun champ stationnaire

F1aG. 3.14 — spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental + 80
dB) et champs correspondants de la force magnétomotrice pour un courant
sinus (rang de temps = 1) et une répartition non sinusoidale (pg = 2 et ses

multiples impaires)

Amplitude (dB)

w0 2 o 20 40 60 80 rangs de

rangs de temps

. on retrouve les meémes raies

que le spectre de la FiGc 3.14
pour les rangs de temps n =
+1

. on observe de nouvelles raies

ol M ’ H 1t /" 3.

autour de la fréquence de
découpage et de ses multiples

il peut y avoir des champs sta-
tionnaires si n et m - pg sont
multiples du nombre de phases
Zs en méme temps

F1c. 3.15 — spectre d’amplitude 2D (en dB par rapport au fondamental
+ 120 dB) et champs correspondants de la force magnétomotrice pour un
courant PWM (rang de la fréquence de découpage = 30) et une répartition
non sinusoidale (pg = 2 et ses multiples impaires)
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ou bien de conduction magnétique A (liant la densité de flux a la force
magnétomotrice : c¢f. [HELLERHAMATAT7]). La chute de flux face & une en-
coche peut étre prise en compte par une formulation analytique telle que
définie par exemple dans [JUFER87] ou bien étre recalculée par E.F. Apres
diverses simplifications (reportées dans [HELLERHAMATAT77] page 60-67),
on peut formuler cette chute de flux en face des encoches au moyen de la
fonction de conduction magnétique et en négligeant les termes de second
ordre comme!? :

AB) =3 - As(0) - M\e(0 = Brotor) (3.25)

avec A, la conduction magnétique totale, A\s la conduction magnétique tra-
duisant la chute de flux en face d’une encoche statorique, A, la conduction
magnétique traduisant la chute de flux en face d’une encoche rotorique, soit,
en utilisant la notation vectorielle, on peut définir le vecteur spectre de cette
fonction de conduction magnétique comme :

{A\} = TFD({\}) (3.26)

ou {A} est la discrétisation de la fonction continue A(f) en face d’une en-
coche. Commeil y a Zg, ¢ encoches statoriques et Zg, , encoches rotoriques et
vu la forme de la fonction A\(#) dans ’équation (3.25), on voit immédiatement
que le vecteur rang d’espace associé a ce vecteur spectre aura 1’allure :

{ms - Zp s +m, - Zg .} ms, my € 7 (3.27)
et que le vecteur rang de temps aura ’allure :
{_mr : ZE,T : Qrotor} (328)

Le terme de rang zéro de {\} (valeur moyenne) correspond & I'inverse de I’en-
< s ; i1 4 Ao

trefer corrigé par le coefficient de Carter ( R = 50). En ré-écrivant notre

matrice de force magnétomotrice sous la forme d’un vecteur associé a un vec-

teur rangs d’espace et a un vecteur rangs de temps, on peut immédiatement

exprimer le spectre de densité de flux magnétique B sous la forme matri-

cielle!! :

1B] = o - (A} - {Emm)T (3.29)

10Heller a montré que dans le cas le plus défavorable, ces approximations conduisaient
a des erreurs d’a peine quelques pour-cents

e spectre d’une fonction quadratique — et donc également le spectre de la multipli-
cation de deux fonctions — peut étre obtenu simplement en utilisant des multiplications
matricielles, lorsque ’on connait le spectre de la fonction de départ — des deux fonctions
de départ. L’explication et la mise en ceuvre ont été montrées dans l’annexe A
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associé a ces deux matrices de rangs d’espace et de temps

taille du vecteur
vecteur rang de {Fmm}
matrice rang de| . . gd {1 1}
temps de B emps de conduc-
tance

taille du wvecteur rang
temps conductance T
P —
vecteur rang de
+ {1..-1}7 { 5 } (3.30)

temps de { Frmm}

taille du vecteur
vecteur rang d’es- {Fmm}
matrice rang d’es-| . g . 5
pace de B = { pace de conduc-
tance

taille du wvecteur rang
espace conductance

N m {vecteur rang d’es—}T (3.31)
pace de { Fmm} '
Cette matrice [B] peut étre vue de maniere identique & la matrice de force
magnétomotrice de I’équation (3.22) olt maintenant, & un rang de temps n’
et un rang d’espace m’ correspond un champ harmonique de densité de flux
’;:f. On peut également utiliser 1’outil
graphique de spectre en 2D pour représenter le champ de densité de flux.

Cette matrice [B] va étre utilisée dans la section suivante pour calculer les
harmoniques de couple ainsi que les efforts radiaux a I'origine des nuisances
acoustiques.

3.4 Calcul des efforts d’origine magnétique

Dans cette section, nous allons montrer comment apparaissent les dif-
férents efforts créés par les champs magnétiques précédemment calculés. La
perméabilité des matériaux ferromagnétiques classiques étant tres supérieure
a celle de I’air — plusieurs miliers de fois —, il est raisonnable de considérer que
le champ magnétique dans le fer est négligeable devant le champ magnétique
dans D'entrefer. Ainsi, la conversion d’énergie magnéto-mécanique se fera
principalement dans ’entrefer et il n’y aura pas d’effet d’origine électrostatique.
Nous négligerons donc les efforts créés a 'intérieur du fer et notamment les
forces magnétostrictives ainsi que les efforts d’origine électrostatiques. Les
efforts produits seront décomposés suivant deux dimensions :

1. les efforts tangentiels qui vont étre a ’origine de la création du couple

2. les efforts radiaur qui vont attirer le stator et ainsi étre a l'origine
des vibrations statoriques et donc du bruit rayonné a ’extérieur de la
machine
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3.4.1 Calcul des couples

La démonstration complete de la formulation des couples est reportée
dans ’annexe B.3. Dans cette sous-section, nous rappelerons simplement les
principaux résultats.

Dans les sections précédentes, nous avons tenté de formuler les différents
champs magnétiques comme la superposition de champs tournants harmo-
niques. Ces champs sont soit créés par le stator, soit par le rotor. On peut
montrer a l'aide du théoreme des Travaux Virtuels qu’il ne peut y avoir
création de couple que si la répartition spatiale du champ créée par le sta-
tor est identique a celle créée par le rotor c’est-a-dire que le rang d’espace
est identique au rotor et au stator (ms = m, = m). Soit pour un champ
élémentaire statorique et rotorique de la forme :

H,(t,0) = Hy(ng, m) - sin(nswt + mo) (3.32)
H.(t,0) = f[r(nr, m) - sin(n,wt + m(0 + ¢;5))

Le couple créée par 1'intéraction de ces deux champs prendra la forme sui-
vante (cf. annexe B.3) :

H H
C:+%wﬁRm@am JMmZ r(em)

sin((ns £ n,)wt F @rs) (3.33)

Il apparait dans I’équation (3.33) que si ny = £n,, alors nous avons création
d’un couple moyen constant non nul. Tous les autres cas conduisent a la
création de couples sinusoidaux, & moyenne nulle qu’on appelle couples pul-
sants.

Finalement, nous constatons que l’utilisation des champs rotoriques et
statoriques sous forme de champs tournants harmoniques conduit a une for-
mulation trés pratique des couples. Nous pouvons déterminer de maniére
stmple les pulsations de couples et savoir quels champs magnétiques mo-
difier pour réduire ces pulsations et s’approcher ainsi le plus possible d’un
couple constant.

3.4.2 Calcul des efforts radiaux d’origine magnétique

Pour calculer les efforts radiaux appliqués a la structure, nous avons uti-
lisé la formulation du tenseur de Maxwell. De méme que pour le calcul des
couples, nous avons rejeté dans I’annexe B.4 les détails de construction de ce
tenseur. Nous y avons également ajouté une discussion concernant la perti-
nance de ’'utilisation de cet outil. Dans cette sous-section, nous considérerons
ce tenseur comme une bonne approrimation de la densité surfacique d’effort
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appliquée a la surface interne du stator. Ce tenseur peut finalement se sim-
plifier sous I’ecriture standard :

2
fradial ~ Tradial - % (334)
Ho

On constate que ce qui va créer la force n’est pas l'interaction entre le champ
statorique et rotorique mais une forme quadratique du champ global dans
I'entrefer, c’est-a-dire la réunion de ces deux champs. Ainsi, a partir des cal-
culs précédents de densité de flux magnétique, on va regrouper — superposer
— sous un méme vecteur spectre les deux champs — stator et rotor!2.

{mel} — superposition de {B,} et de {B,} (3.35)

On fait de méme pour les vecteurs rang de temps et rang d’espace du spectre
du champ de densité de flux magnétique total dans ’entrefer, ce qui nous
permet d’utiliser de nouveau des multiplications matricielles pour obtenir
les spectres de densité de force radiale :

A 1 A A
[fradial] - 5 {Btotal} : {Btotal}T (336)
2410
ainsi que les matrices de rangs associés a cette matrice de spectre de la
densité d’effort surfacique appliquée au stator :

taille du vecteur Biotal
matrice rang de| [vecteur rang de {1---1}
temps de frqdial temps de Biotal
taille du vecteur Biotal
T
—n vecteur rang de
+ {1---1} ) (3.37)
temps de Biotai
taille du vecteur Biotal
matrice rang d’es-| [ vecteur rang d’es- ’{1 1)
pace de fradial pace de Biotal
taille du vecteur Biotal

n ’{1 . .1}T‘ ~ Jvecteur rang d’es- r (3.38)
pace de Biotal '

Ainsi, & un certain rang d’espace m” et de temps n” correspondra un effort

d’allure spatiale identique a la FI1G 3.7 et qui tourne dans l'entrefer & la
. 1"

vitesse 7.

Cette facon de définir les efforts surfaciques en terme de champs tour-
nants harmonique va se révéler trés pratique pour calculer le réponse dyna-
mique — vibratoire — de la structure. Cette modélisation sera traitée dans le

2Dans le cas de champs statoriques et rotoriques ayant la méme pulsation n.w et le
méme nombre d’onde m, on superpose ces deux champs (addition des amplitudes com-
plexes), ce qui revient a retrouver le champ de magnétisation
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chapitre suivant qui présentera les outils de modélisation mécanique puis le
couplage entre le comportement électromécanique traité dans ce chapitre et
le comportement vibratoire d’un stator de machine asynchrone.

3.5 Expérimentation sur prototype et validation
des différents modeles proposés

Dans cette section, nous allons appliquer les différents modeles proposés
a une machine électrique existante associée a son convertisseur de puissance
(cf. annexe D). Nous confronterons les résultats de modélisation aux mesures
qu’il est possible de faire, ceci nous permettra de valider nos développement
et de bien comprendre les phénomenes qui prennent naissance dans la ma-
chine. La machine qui servira de test est une machine asynchrone qui avait
été réalisée par le laboratoire d’électromécanique de Compiegne dans le cadre
d’une motorisation de robot. L’alimentation a également été développée par
le laboratoire, c’est un convertisseur PWM triphasé piloté par un DSP et
un micro-ordinateur ce qui permet de controler parfaitement la stratégie de
modulation de largeur d’impulsion.

Cette machine est triphasée a deux paires de poles, 27 encoches au sta-
tor (pas fractionnaire) et rotor & cage de 21 encoches. Nous allons, dans
un premier temps valider le schéma équivalent de notre machine puis nous
exposerons sous forme de spectre en deux dimensions les différents champs
créés dans l'entrefer : champ de force magnétomotrice , champ de densité
de flux et tenseur de Maxwell.

3.5.1 Validation du schéma équivalent

Les éléments du schéma équivalent simple (résistances et inductances
de fuite) ont été estimés a partir de calculs classiques empiriques (cf. an-
nexe B.2). Les résistances dépendent de la température et comme nous
n’avons développé aucun modele thermique, il apparait nécessaire de ve-
rifier ces valeurs. De méme, le calcul des inductances de fuite — dispersion
d’encoche —n’étant pas ’objet principale de nos travaux, ces dernieres seront
peut-étre un peu sous-évaluées, c¢’est pourquoi nous allons vérifier la valeur
de ces éléments par la méthode classique d’identification (essai a vide, en
court-circuit. ..). La détermination précise des inductances de fuite est pri-
mordiale pour notre modele d’empilage de schémas semi-complet, car lorsque
le rang des harmoniques de temps n augmente, le glissement tend vers 113,
la valeur de 2= tend vers R)., ce qui fait que les réactances nw- Ly et nw- L,
deviennent prépondérentes devant les résistances. Voici les valeurs estimées

3on rappelle que pour un rang de temps n et un rang d’espace m, le glissement vaut

nw
1- m Qrotor
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par notre modele :

Ry = 0.21290
Lys= 02231073 H
R, = 0.251-1073Q
Lor = 0.487-107%H
L,=8552-10°H

Pour passer les éléments du secondaire a Z, phases au primaire a Z;
phases, nous utilisons les spectres des fonctions de répartition du stator et
du rotor (cf. F1Gg 3.16) et la formule du rapport de nombre de spires de
I’équation (3.39) :

Spectre RMS repartition stator : 1

[ . . | | |
0 5 10 15 20 25 30

spectre RMS repartition rotor : 2
014 T T

0.1
0.08
0.06

. .
0.12
0.04 |
oo 0L, o )
L ull W, AT,
0 10 20 30 40 50 60 70 80

F1G. 3.16 — spectre des répartitions stator et rotor de notre machine (en
valeur RMS, soit la valeur créte divisée par v/2)

m?:<Ns'Zs>2: <7°s(m:po)-Zs>2 (3.39)
Nr'Zr 7nr(Tn:pO) 'Zr
19.417- 3 \2
= —————) =456.91
<0.1297-21> 56.9179

On obtient, pour les valeurs ramenées au primaire :

R, = 0.1146 Q
L, =0222-10°%H

Apres recalage des valeurs du schéma monophasé équivalent simple — sans
harmoniques — a partir d’essais a vide et en court-circuit sur le réseau 50H z,
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nous obtenons :

Ry = 0.27679
Los = 0.481-1073H
R, = 0.15Q

L. =0480-103H
L,=855-10"°H

qui permet de tracer la Fic 3.17.

diagramme couplefvitesse théorique (+ : mesures, - : calculs) amplitude du courant statorique (+ : mesures, - : calculs)

25

couple en Nm
N
8

amplitude du courant en A
&

I
5

N o IU‘UU 2000 30‘00 40‘00 50‘00 50‘/00 7000 SO‘OO SD‘OO 10&00 o IU‘UU 2000 30‘00 40‘00 50‘00 50‘/00 7000 SO‘OO SD‘OO 10&00
F1G. 3.17 — courbes de couple et de courant calculées apres recalage des pa-
rametres identifiés — comparaison avec les points de mesures expérimentales

Nous observons une différence de ’ordre de 30% pour les résistances
par rapport aux premieres estimations. Ceci est certainement dues aux
résistances de contact en comparaison de la faible valeur des résistances
considérées. L’erreur sur les fuites est plus importante, notre modele devra
étre complété notamment au niveau des fuites de tétes de bobines qui n’ont
pas été prises en compte. On constate une tres bonne validation du calcul de
I'inductance de magnétisation ainsi que du rapport de transformation pour
passer d’un rotor a 21 cages a un systeme triphasé équivalent ramené au
primaire.

3.5.2 Courbe de couple en tenant compte des harmoniques

A partir des parametres recalés, nous avons calculé la courbe de couple
de notre machine en fonction de la vitesse mécanique — du glissement — en te-
nant compte des harmoniques d’espace et des harmoniques de temps lorsque
la machine est alimentée par un convertisseur PWM a échantillonnage na-
turel de fréquence fondamentale 50 Hz et 9V RM S pour une fréquence de
découpage de 1500 Hz. Le principe de la conversion statique a échantillonnage
naturel est de comparer les consignes des trois phases avec une porteuse
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triangulaire et ainsi de déterminer les instants de commutation des inter-
rupteurs electroniques alimentant chacune des phases de la machine (cf.
Fia 3.18).

tension de reference de la phase 1
porteuse et modulante de la conversion statique . . . . : : . . .

2 25 3
tension de reference de la phase 2 10t
T T T T T T

2 25 3
tension de reference de la phase 3 10t
T T T T T T T T T

10+

FiG. 3.18 — principe de fonctionnement de la conversion PWM : comparaison
avec une porteuse et schéma de commutation résultant sur chacune des trois
phases

Notre machine est une machine triphasée branchée en étoile trois fils.
Nous n’avons pas forcément acces au neutre des trois phases ni aux tensions
simples mais uniquement aux tensions de références — par rapport au poten-
tiel de référence de la carte de puissance — et aux tensions composées. Dans
un schéma monophasé équivalent, il nous faut connaitre la tension simple
appliquée a chacune des phases, ainsi nous devons la déduire et en calculer
le spectre. Ce dernier est relativement bien connu pour ce type de stratégie
de modulation de largeur d’impulsions (cf. F1a 3.19).

tension de reference de la phase 1

tension RMS (V)
>

-

~

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fréquence (Hz)

F1G. 3.19 — (a) tension de référence appliquée a une phase, tension du neutre
des trois phases, tension simple appliquée a une phase de la machine et
tension composée entre deux phases — (b) spectre de la tension simple
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Ce spectre de tension simple est appliqué a notre machine pour différentes
valeurs du glissement — vitesse mécanique —, nous avons ainsi pu tracer la
courbe de couple en tenant compte des harmoniques de temps et d’espace
(cf. F1G 3.20).

diagramme couple/vitesse théorique (- : total, -- : fondamental)

couple en Nm

i i I i
0 500 1000 1500 2000 2500
vitesse mecanique en tr/min

amplitude du courant statorique

w
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N
a

N
=]

=
o

amplitude du courant en A
=
o

o

o

L L L |
500 1000 1500 2000 2500
vitesse mecanique en tr/min

o

F1G. 3.20 — couple en fonction de la vitesse mécanique avec prise en compte
de tous les harmoniques

De méme que dans la littérature, on trouve l’allure des couples avec
une chute due au harmoniques d’espace — de répartition — aux vitesses de
synchronisme de ces différents champs tournants harmoniques (crawling and
locking). On constate que le couple moyen total est inférieur au couple moyen
créé par le fondamental mais la différence est assez faible car la machine n’a
que peu d’harmoniques d’espace en raison de 'utilisation d’un pas fraction-
naire.

3.5.3 Fonctionnement a différentes charges

Nous avons voulu vérifier les résultats de notre modélisation a partir
d’un fonctionnement pour différentes charges — glissements — et comparer
les valeurs des courants, de leurs spectres et des couples moyens avec les
valeurs que nous avons pu mesurer sur la machine réelle.

Trois essais ont été réalisés dans des conditions d’alimentation sensible-
ment identiques :

1. V’consigne =10V
2. fconsigne = 50 Hz
3. fdecoupage = 1450 Hz
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La vitesse de synchronisme est de 1500 ¢r - min~!, nous avons effectué ces

essais pour trois charges correspondant aux trois vitesses mécaniques sui-
vantes :

1. Qrotor = 1399 tr - min~!
2. Qrotor = 1190 tr - min—!
3. Qrotor = 1058 tr - min~!

Sur la F1G 3.21, nous visualisons tout d’abord I’allure des tensions PWM
et le courant résultant pour chacun des essais.

2
o5 o oor oos o oo ooz o0 004 oos o0 o007 00 om o1

temps () temps () temps ()

F1c. 3.21 — mesures des courants et tensions pour chacun des trois essais

Dans les F1Gg 3.22, 3.23 et 3.24, on exposera pour chacun des essais les
spectres des tensions (mesurés) avec les spectres des courants (mesurés et
calculés) alors qu’'un tableau récapitulera les différentes mesures et calculs.

Notre modele est précis a plus de 1% pour déterminer les amplitudes du
courant fondamental, il I’est un peu moins pour les harmoniques, cependant
les valeurs restent tout de méme acceptables (entre 10 et 20% d’erreur pour
les harmoniques de rang 30). Le couple moyen total est différent du couple
fondamental que calculerait un schéma simplifié et lorsque le courant est
suffisament élevé, le modele donne des résultats tout a fait corrects (0.5%

d’erreurs) .

Si l'on est capable d’estimer avec une bonne précision les parameétres du
schéma équivalent simplifié, on obtiendra avec l’empilage de schémas semi-
complets de bons résultats pour la détermination des spectres de courant et
la valeur du couple moyen.

77a]lure des tension PWM n’est pas une succession de créneaux trés propres comme on
a I’habitude de les rencontrer dans la littérature car I’acquisition s’est faite a une fréquence
d’échantillonage trés élevée — 1 M S/s — et I’on visualise tous les parasites de commutation.

Bpour des courants faibles, la concordance entre le couple mesuré et le couple calculé
est moins bonne pour une raison évidente. Nous comparons un couple mécanique (couple
mesuré) avec un couple électromagnétique (couple calculé). La différence entre ces deux
valeurs correspond aux pertes mécaniques et pour un couple de charge faible, ces pertes
ne sont plus négligeables
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Mesures

Calculs

Vfondamental (V)

10.18

10.155

Vims (V)

13.9

13.817

Ifondamental (A)

5.19

5.11

Irms (A)

5.63

5.19

C’fondamental (N : m)

0.5631

Cjtotal (N : m)

0.35

0.519

F1G. 3.22 — essai a 1399 tr - min~! : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calculé (droite) en échelle linéaire
puis logarithmique et enfin tableau récapitulatif
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tension tension
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Mesures | Calculs
Viondamental (V) 10.46 10.437
Vims (V) 14.72 14.44
Ifondamental (A) 10.42 10.35
Iims (A) 10.46 10.41
Cfoqdamental (Nm) 1.146
Ciotal (N - m) 1.02 1.048

F1G. 3.23 — essai a 1190 tr - min~! : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calculé (droite) en échelle linéaire
puis logarithmique et enfin tableau récapitulatif
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Mesures | Calculs
Vfondamental (V) 10.28 10.22
Vims (V) 14.6 14.12
Ifondamental (A) 10.4 10.42
Toms (A) 104 | 10.47
Cfoqdamental (Nm) 1.196
Crotat (N - ) 1.09 | 1.086

F1G. 3.24 — essai & 1058 tr - min™! : spectres de mesures des tensions et
courants (gauche) et spectre de courant calculé (droite) en échelle linéaire
puis logarithmique et enfin tableau récapitulatif



3.5. EXPERIMENTATION ET VALIDATION 61

3.5.4 Spectre des champs d’entrefer

A Daide des harmoniques de courant déterminées a la sous-section précé-
dente, nous allons maintenant visualiser les différents champs créés dans
Pentrefer de la machine sous forme de spectres deux dimensions (temps et
espace).

La F1G 3.25 représente le champ de force magnétomotrice crée par le sta-
tor lorsqu’il est alimenté par le courant PWM de la sous section précédente.
On constate que la qualité du bobinage ne laisse apparaitre que peu d’har-
moniques d’espace essentiellement aux rangs (11 - pg et 13 - pg). On voit
également apparaitre les harmoniques de temps aux alentours de la fréquence
de découpage (1500 Hz).

champ de fmm stator champ de fmm stator

Amplitude (d8)
N
8

2000

Il

0

-2000
4000 -1000
fréquence (Hz) 6000 30

rang despace fréquence (Hz) 2000~ -30 rang despace

Fia. 3.25 — spectre 2D du champ de force magnétomotrice du stator en
echelle linéaire et logarithmique

La F1G 3.26 représente le champ de force magnétomotrice créée par le
rotor. Si on avait constaté que la répartition d’une maille de rotor a cage
présentait un spectre tres riche (cf. F1a 3.16), on avait également noté que
seules les harmoniques multiple du nombre de phase 1 créaient un champ
tournant, c’est pourquoi finalement, avec 21 encoches!'®, assez peu d’harmo-
niques de champs tournants sont créées par le rotor.

La F1G 3.27 représente le champ de densité de flux B dans l'entrefer.
Celui-ci a été calculé a ’aide du champ de force magnétomotrice et de la
fonction de perméance. On constate que cette derniere fait apparaitre de
nouveaux harmoniques liés a la présence des encoches au rotor et au stator
et a leurs interactions.

Finalement, la derniere F1G 3.28 représente le spectre 2D du tenseur de

186n rappelle que pour le rotor, on a pris une modélisation par des mailles pour chaque

couple de barres adjacentes, il y donc autant de phases que de mailles et donc que d’en-
coches
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champ de fmm rotor
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Fi1G. 3.26 — spectre 2D du champ de force magnétomotrice du rotor en echelle
linéaire et logarithmique
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Fi1G. 3.27 — spectre 2D du champ de densité de flux dans ’entrefer en echelle
linéaire et logarithmique
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MAXWELL. Comme ce tenseur est calculé a partir d’une forme quadratique
du champ de densité de flux B, on sait — et on constate — que ce champ
d’effort a un spectre totalement différent des champs précédents (densité
de flux et force magnétomotrice). Jusqu'ici les rangs d’espace principaux
étaient les rang +py = 42, désormais ce sont les rangs +2 - pg = £4 et 0.
Ce sont donc principalement les champs de ces rangs d’espace qui seront a
I'origine de la vibration statorique.

tenseur des contraintes de Maxwell tenseur des contraintes de Maxwell

oAl
2, g b

N

-1000

fréquence (Hz) ~ -1500

-2000 30
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F1G. 3.28 — spectre 2D du tenseur de MAXWELL en echelle linéaire et loga-
rithmique

On aurait également pu faire des mesures pour confirmer ces spectres,
mais nous ne possédons pas ’appareillage nécessaire pour mesurer les den-
sités de flux (spires supplémentaires), ni les efforts surfaciques, c’est pourquoi
nous confirmerons ces spectres dans le chapitre suivant lorsque nous serons
capable de mesurer les accélérations vibratoires — donc les déplacements — et
a l'aide du modele mécanique inverse, nous remonterons au champ de force
appliqué et donc au tenseur de MAXWELL.

3.6 Résumé de la conversion électromécanique d’énergie
dans une machine asynchrone

Dans ce chapitre, nous avons expliqué le fonctionnement et le calcul
des différents champs qui prenaient forme dans l'entrefer d’une machine
électrique asynchrone alimentée par un convertisseur statique PWM. Nous
avons montrer que :

1. pour pouvoir utiliser les outils de modélisations en champs tournants,
il fallait connaitre les courants circulants dans tous les conducteurs.
Ceci nous a obligé a construire un schéma équivalent de la machine
pour déterminer tous les courants a partir des tensions appliquées aux
bornes de la machine par le convertisseur
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2. a partir de la connaissance de ces courants et de la géométrie de la ma-
chine, nous avons pu utiliser la technique de modélisation en champs
tournants. Cette technique a été systématisée en utilisant des algo-
rithmes de Transformée de Fourier Discrete et des outils d’analyse
matricielle

3. la connaissance des différents champs en terme de superposition de
champs harmoniques tournants dans I’entrefer, nous a permis de for-
muler aisément ’expression des différents efforts — couples et efforts
radiaux — qui prenaient naissance dans ’entrefer

4. Panalyse harmonique ayant également été utilisée pour les efforts, cela
nous permet de connaitre les couples pulsants et ainsi d’avoir un outil
permettant de les minimiser.

Finalement, et c’est ce qui nous interessait le plus, nous avons réussi
a formuler les efforts radiaux appliqués a la structure statorique, comme
une superposition de champs tournants élémentaires. La connaissance de
ces efforts va nous permettre au chapitre suivant de connaitre les efforts
d’excitations mécaniques et ainsi de pouvoir déterminer le comportement
vibratoire de notre machine.



Chapitre 4

Comportement vibratoire
d’une structure statorique

L’analyse du comportement vibratoire des machines électriques n’est pas
un sujet récent. Des études ont été menées de maniere importante des les
année 40/50 par des chercheurs américains [DEN HARTOG85] [ALGER5]]
ainsi que par toute une série de chercheurs allemands [HOLZMANT72] [JORDAN50)]
[FROHNEDY]. La tendance actuelle est a I'utilisation de méthodes de RITZ et
d’éléments finis [VERMAWILLIAMSSINGALSY] [COLBY MOTTIERMILLERIG]
pour déterminer les fréquences propres d’un stator et son comportement vi-
bratoire. Afin de conserver une approche plus intuitive du probleme et suite
aux remarques du chapitre 1, nous nous sommes surtout interressés aux
méthodes analytiques. Dans un premier temps, nous débuterons ce chapitre
par un rappel sur la mise en ocuvre de telles techniques pour des systéemes
continus simples, puis a partir des différents travaux consultés, nous tente-
rons de faire une synthese sur les simplifications qu’il est possible d’envisager
et sur les conséquences qu’elles apportent dans la modélisation analytique
d’un stator. Nous finirons enfin, en exposant ’approche que nous avons rete-
nue pour le calcul des modes propres et la mise en ceuvre de la superposition
modale telle qu’elle a été présentée dans le chapitre 2.

4.1 Quelques rappels et notions de vibrations des
systemes continus

Cette section effectuera un rappel des techniques de mise en équation
et de résolution d'un probleme vibratoire dans le cas d’un systéme continu
stmple. Elle permettra en outre de préciser les notations utilisées. Pour cela,
nous nous appuyerons sur ’exemple type rencontré dans la littérature : le
probleme de vibrations longitudinales d’'une poutre continue. Pour le lecteur
intéressé, nous exposerons également dans ’annexe C.1, le probleme de vi-
brations transversales de cette méme poutre car nous verrons dans la suite

65
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du chapitre, que les vibrations du stator sont une combinaison de ces deux
types de vibrations.
Cette section s’articulera autour des deux grandes techniques de mise en
équation :
1. Papproche classique, qui utilise la notion d’équilibre des forces et le
Principe de D’ ALEMBERT

2. l'approche énergétique, qui utilise le Principe de HAMILTON et les
équations de LAGRANGE!

A partir des équations aux dérivées partielles ainsi obtenues, nous introdui-
rons les notions de modes et fréquences propres qui sont completement liés
aux notions de conditions aux limites.

Dans nos travaux, nous utiliserons I’ hypothése des petites perturbations?.
Pour caractériser I’élongation du matériau, nous considérerons que le matériau
est linéaire — élastique — et isotrope. Nous pouvons des lors utiliser la loi de
HOOKE (proportionalité entre contrainte et déformation).

Soit une barre représentée sur la FiG. 4.1, de longueur [ soumis a un
effort d’extension N et aucun effort extérieur de volume excepté son poids.

F-——-—————— === = = =] - XU

F1G. 4.1 — barre en extension

4.1.1 Approche classique : équilibre des forces et théoreme
de d’Alembert

Considérons un élément de longueur dz et de section A représenté F1G. 4.2.
Posons p comme sa masse volumique et v comme son déplacement longitudi-
nal. Cet élément est soumis a des efforts de tension IV a ces deux extrémités
z et x +dx.

Théoréme 4.1.1 (Principe de d’Alembert) Sinous définissons une nou-
velle force, la force d’inertie, comme la négation du produit de la masse fois
laccélération, alors, pour un corps soumis a différents efforts (de contact,
volumique ou d’inertie), ces efforts sont tels que le systéme de forces est en
équilibre.

!L’approche par fonctionnelle d’énergie est fondamentale puisqu’elle conduit & 1'utili-
sation du calcul des variations et a toutes les techniques de type Elements Finis

2cette hypothese implique que les déplacements sont tres petits devant les dimensions
de la structure et que les déformations sont tres inférieures a un. Ceci permet de supprimer
les termes quadratiques dans la relation entre déplacement et déformation et d’obtenir une
relation linéaire
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En vertu du Principe de D’ ALEMBERT, la somme de tous les efforts exercés
sur cet élément de barre doit étre nulle. Nous obtenons donc :

NO)  .--- Alx) Ax+dx) | N
ou . ' ou
o) N&) X N(x+dx) oo
< — > —> R —
: p i
dx :c,u r

Fi1G. 4.2 — équilibre des efforts d’une barre en extension

ON 9% u
NN N paae T8y A1
T pra T (4.1)

En utilisant la loi de Hooke, on peut exprimer N en fonction de la contrainte
axiale o, et de 'extension axiale e, = % (ou plus simplement ici o et €

puisqu’il n’y a pas d’ambiguité). Nous avons donc :

ou E est le module de YOUNG. Ceci permet d’arranger I’équation (4.1) pour
obtenir finalement :

Pu 1 0%u
@ o (44)

oua= \/% . Cette équation est une équation d’onde a une dimension. Ses

solutions sont la superposition d’ondes qui se propagent dans les deux di-
rections z et —x a la vitesse a. Pour pouvoir résoudre complétement cette
équation, il faut lui adjoindre deux conditions aux limites qui caractérisent
ce qui se passe a chaque extrémité, c’est-a-dire en x = 0 et = [ 3 ainsi
que de deux conditions initiales qui tiennent compte de la configuration a
I'instant ¢ = 0.

3ces conditions aux limites peuvent étre de plusieurs types :

1. libre: N =0
2. encastré : u =0

3. cas intermédiaire comme le rappel par un ressort
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4.1.2 Approche énergétique : énergie cinétique, potentielle,
Principe de Hamilton et équations de Lagrange

Nous allons maintenant déduire les équations de vibrations de cette
poutre en utilisant une approche énergétique.

Théoréme 4.1.2 (Energie cinétique) L’énergie cinétique 7 est définie
comme la moiti€ de l'intégrale sur toute la barre de la quantité de mouvement
p que multiplie la dérivée par rapport au temps du déplacement (soit la
vitesse).

Nous obtenons donc avec p=p- A - % :

1 ! ou
T=_- A (=) da 4.5
5[ oA (45)
Théoréme 4.1.3 (Energie de déformation) L ’énergie de déformation V
est définie comme la moitié de lintégrale sur toute la barre des efforts de
déformations N que multiplie la dérivée par rapport a l’espace du déplacement

(soit la déformation).

du .

NousobtenonsdoncavecN:A-aetJ:E-E:E-%.

1 t ou
——. | E-A-(=)? 4.
)% 5 /0 (&U) dz (4.6)

Théoréme 4.1.4 (Principe de Hamilton) Soit le Lagrangien L défini
comme [’énergie cinétique moins l’énergie potentielle d’un systéeme mécanique,
alors tout mouvement ne peut prendre forme que si l’action définie comme
Uintégrale A = fttf Ldt reste stationnaire pour n’importe quelle variation
arbitraire de la configuration du systéeme lorsque nous fixons la configura-
tion initiale t1 et finale to du systéme.

Les équations de LAGRANGE découlent directement de ce principe puis-
qu’elles sont les conditions nécéssaires et suffisantes pour que l'intégrale
d’action soit stationnaire : 64 = 0.
Par application du Principe de HAMILTON ou encore en utilisant les
équations de LAGRANGE?, on obtient finalement 1’équation :
0 ou 0%u

%(E'A'a_)_p'A'—ZO (4.7)

qui se transforme en notant que notre barre & une section constante sur toute

sa longueur et en utilisant les notations du paragraphe précédent (a = \/% )

0% u 1 0%u (4.8)
ox2 a2 Ot? ’
4Pour de plus amples renseignements sur l'utilisation de ces théorémes, on pourra
se reporter & l'ouvrage [LANCZOS86] et pour l'application & des structures continues &
louvrage [GERADINRIXENIG]
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Il faut de méme ajouter deux conditions aux limites et deux conditions
initiales pour définir complétement le comportement dynamique.

Les deux techniques — classique et énergétique — conduisent finalement
a la méme équation aux dérivées partielles qui va régir le comportement
dynamique de la structure.

4.1.3 Introduction a la notion de modes et fréquences propres

Théoréme 4.1.5 (Conditions aux limites) Les notions de modes et fré-
quences propres sont indissociables de la notion de conditions aux limites.
Ainsi a des conditions aux limites différentes correspondent des modes et
fréquences propres différents.

Nous n’allons pas traiter de maniere exhaustive tous les cas de conditions
aux limites, nous nous contenterons de traiter un cas unique qui servira
d’exemple. Prenons le cas ou les conditions aux extrémités sont toutes les
deux libres.

Les solutions de ’équation en terme d’ondes ne sont souhaitables que
dans certains cas particuliers tels que chocs ou impulsions de courtes durées.
Pour le probléme général des vibrations et des fréquences propres, on se
contente généralement de regarder les solutions stationnaires, c’est-a-dire
les solutions dont on peut séparer les variables de temps et d’espace®. Dans
I’hypothese des mouvements harmoniques, de telles solutions prennent la
forme suivante :

u(z,t) = U(z) - (A- cos(wt) + B -sin(wt)) (4.9)

Les dérivées par rapport a I’espace ne vont alors s’appliquer qu’au terme
de gauche U(x), alors que les dérivées par rapport au temps ne s’applique-
rons qu’aux termes de droite. Nous obtenons pour la fonction spatiale U(x)%
une équation de la forme :

2 x w
9 8(2(2 ) 4 <_>2 U(z) =0 (4.10)

Les solutions d’une telle équation sont de la forme :

U(z)=C- cos(<£> cx)+ D - sin(<£> - x) (4.11)

a a

Les conditions aux limites libres sous-entendent qu’il n’y pas d’effort exercé
aux extrémites. Nous avons vu précédemment que 'effort etait relié a la

5la notion de stationnarité, ici, peut aussi étre définie comme une solution dont la
vitesse de propagation de I’énergie est nulle. Les vitesses de phase valent toujours +a
mais la vitesse de groupe est nulle

fla fonction U(x) définit la forme du mode naturel de vibration. On appelle
généralement cette fonction : fonction naturelle, principale, propre ou encore normale
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déformation (la dérivé par rapport a l'espace du déplacement), nous aurons
donc :

)x:O:O (4.12)

Pour trouver les valeurs des parametres C' et D, on utilise les solutions (4.11)
qui satisfont I’équation (4.12) :

1. en z = 0, il est nécessaire que D =0

2. en z =1, il faut C # 0 (solution non triviale) et sin((¥) - z) =0
Cette derniere condition est ce que I'on appelle I’équation des fréquences.

Elle conduit au calcul des fréquences propres w; associé au mode U;(z). Les
premiers modes propres seront représentés sur la Fi1a. 4.3.

a-t-m 4T E
s B o
Ui(z) =C; - cos((%) - x) (4.14)

On remarque sur la figure FiG. 4.3, que le mode Uy correspond a un

F1G. 4.3 — allure des quatre premiers modes propres U;(z) des vibrations
longitudinales de la barre (0 < i < 3)

déplacement u constant quelque soit la position. Ce type de mouvement
est appelé mouvement de corps rigide, c’est-a-dire qu’il y a déplacement
sans déformation. Ce mouvement est tout a fait possible puisque nous avons
posé des conditions aux limites ltbre-libre ce qui implique que rien n’empéche
la barre de se déplacer longitudinalement dans un mouvement d’ensemble
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sans subir de déformation. La valeur de C' est choisie arbitrairement, en la
normalisant suivant un certain critere’. Prenons pour cet exemple C; = 1.
Par superposition de tous les modes (0 < i < c0), la solution compléte est
finalement :

u(z,t) = i <cos(<i.T7T> m)) .

=0
<Az~ -cos((i 7; : a,) -t) + B; -sin((i : 7; : a,) t)) (4.15)

Les deux constantes A; et B; sont déterminées par les conditions initiales,
c’est-a-dire la valeur de u(x,t) at = 0.

4.2 Etat de lart et synthese sur I’étude de la struc-
ture statorique d’une machine alternative

4.2.1 Constitution d’une structure statorique

Un stator n’est pas uniquement composé d’un empilage de toles, il possede
également une carcasse externe sur laquelle viennent se greffer les ailettes
de refroidissement (cf. F1G. 4.4).

Alilettes de
refroidissement

Carcasse

Téles stator

F1G. 4.4 — dessin d’un stator de machine asynchrone

Cette carcasse a généralement été négligée dans les études anciennes,
cependant une étude assez récente [VERMAWILLIAMSSINGALS9] a confirmé
que le comportement de la structure toles plus carcasse plus bobinages était
tres proche du comportement de la structure téles plus bobinages seuls.
Cela indique que le comportement des téles plus bobinages prédomine sur
I'influence de la carcasse et nous pouvons la négliger sans perdre trop de
précision.

"le critere le plus souvent retenu est de normaliser le produit vectoriel de deux modes
propres par rapport a la masse, c’est-a-dire de forcer fol Ui - mo - Uj dz = §;5, avec &5, le
symbole de Kronecker (qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon)
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De méme, si initialement, on ne tenait pas compte des bobinages — en-
roulements. Il est maintenant d’usage de négliger la rigidité apportée par les
enroulements mais pas leur masse. Ceci a été confirmé expérimentalement et
nous constatons également que les enroulements augmentent fortement les
amortissements et contribuent & limiter les résonances dues aux dents (mou-
vement de rotation sur elles mémes : tooth rocking mode). Ces résonances
sont d’ailleurs négligeables dans le bruit rayonné car elles sont de fréquences
trés souvent supérieures a la gamme audible. L’influence majeure des enrou-
lements est donc d’augmenter la masse de la structure et ainsi de baisser les
fréquences des modes de type anneau [BELMANSHAMEYER9S].

Dans la majorité des publications rencontrées, on constate que les cal-
culs sont effectués en deux dimensions. On néglige donc l'influence de la
longueur de la machine. Concernant ce parametre, I’étude de S.P. VERMA
citée ci-dessus montre assez clairement que la troisieme dimension ne peut
étre négligée sans un minimum de précautions car a chaque mode radial peut
étre associé plusieurs modes longitudinaux (cf. F1G. 4.5 [SEIDE75]). L’étude

n=3

F1G. 4.5 — Exemples de déformations : (a) circonférentielles - radiales — et
(b) longitudinales — axiales — d’une coque cylindrique circulaire simplement
supportée a ces extrémitées

de S.P. VERMA conclut cependant que pour une structure feuilletée — comme
c’est le cas d'un stator —, les modes antisymétriques (m = 1,3, 5...) dis-
paraissent. Ce résultat est confirmé par [LONGZHUHOWEIS] qui indique
également que le feuilletage influe fortement sur le module de YOUNG et de
cisaillement longitudinal mais quasiment pas sur ces modules dans le plan de
la tole. Ainsi, si la machine est relativement courte, le seul mode longitudinal
important dans la gamme audible reste le mode m = 0. La déformation ne
dépend alors plus de la variable longitudinale et le calcul en trois dimensions
peut se ramener a un calcul en deux dimensions.

4.2.2 Allure des déformées modales

D’apres les remarques du paragraphe précédent, pour les machines asyn-
chrones, on peut souvent se ramener a un calcul en deux dimensions, d’ailleurs,
dans la littérature, rares sont les études en 3 dimensions du comporte-
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ment vibratoire d’une structure statorique. Les études par éléments finis
ont montré que la prise en compte des dents n’apportait que peu de change-
ment [BELMANSHAMEYER9S8] et les modes apportés étaient a des fréquences
bien souvent supérieures a la gamme audible. Les bobinages ayant tendance
a amortir les modes apportés par les dents, il ne reste bien souvent, plus que
des déformées de type anneau 2D comme le montre la plupart des calculs par
éléments finis. Si les modes ont souvent des déformées proches de sinusoides
a différents nombre de nceuds, pour un certain nombre 2n, on constate qu’il
y a généralement deux déformées, une associée a la fonction sin et une se-
conde associée & la fonction cos® (cf. F1G. 4.6). Dans le cas d’une structure
parfaitement axi-symétrique, la fréquence propre associée a chacun de ces
deux modes est exactement identique. Les dents contrarient cependant sou-
vent cette axi-symétrique, ce qui fait que les deux fréquences propres sont
légérement décalées. On parle alors de résonances duales [GIRGISVERMAS1].

OOC
OO

F1G. 4.6 — Exemples de modes duaux pour les rangsn =2, n=3 et n =4

Pour un nombre de dents élevé, comme c’est le cas des machines asyn-
chrones, ce phénomene est marginal et on observe généralement qu’une seule
fréquence associée & un rang n 9. Les conditions aux limites utilisées dans
la plupart des articles consultés sont du type libre-libre, c’est-a-dire que le
moteur n’est fixé & aucun bati et que les surfaces externe et interne du stator
sont libres de contraintes. Finalement, les allures des résonances présentes
dans la gamme audible peuvent étre décomposées en trois phénomenes phy-
siques différents :

1. mode d’extension pure (parfois appelé mode de gonflement ou de res-
piration) : n = 0. On constate qu’il n’y a pas de déformation de flexion.

2. mode de corps rigide : n = 1. On constate qu’il n’y a ni déformation

8 ™

ces allures sont en fait les mémes mais elles sont déphasées de 7

9dans le cas de machine & faible nombre de dents comme c’est le cas des machines &
reluctance variable, ce phénomeéne est trés marqué au point de croire parfois que 1’on a
deux modes différents
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d’extension, ni déformation de flexion mais uniquement déplacement
d’ensemble de la structure.

3. mode de flexion sans élongation : cas ol n est supérieur ou égal a 2.

Finalement, il semble que les allures des résonances d’une stucture sta-
torique soient sensiblement identiques a celle d’une coque cylindrique en
3D ou bien d’un anneau en 2D. Nous allons voir dans la section suivante
comment modifier le calcul du comportement d’un anneau pour modéliser le
comportement propre d’un stator.

4.2.3 Comparaison stator -anneau et vérification des hypotheses
Calcul 2D ou 3D

Si nous voulons calculer analytiquement le comportement en 3D (sensi-
blement celui d’une coque cylindrique), nous devons faire I’hypothese d’une
coque mince en considérant que la déformation de cisaillement ne contribue
pas a la déformation totale. Il existe alors dans la littérarature des opérateurs
— et notamment dans [LESUEURS8| et [CREMERHECKLUNGARSS| celui de
DONNELL —, qui permettent de modéliser le comportement dynamique des
coques cylindriques. Ces opérateurs sont cependant assez délicats a mani-
puler de part leurs complexités. Dans le cas ol un stator serait assez court
et feuilleté, nous avons vu précédemment qu’il n’apparait qu'un mode longi-
tudinal, celui de rang m = 0 — déformation axiale uniforme. Les modes qui
nous intéressent sont donc ceux présent dans le plan d’une toéle. Nous pou-
vons donc calculer ces modes en deux dimensions. De plus, cette hypothese
nous évite d’avoir a exprimer le module de YOUNG et de cisaillement longi-
tudinal qui est fortement dépendant de la pression d’empilage des toles. L.
CREMER et M. HECKL notent cependant dans leur ouvrage cité ci-dessus que
pour les coques courtes — ce qui est le cas d’une tole de machine électrique
—, la valeur des fréquences d’un anneau (2D) et d’une coque (3D) different
légerement en raison du coefficient de POISSON qui couple les déformations
longitudinales aux contraintes radiales et inversement. Cependant, ces au-
teurs donnent dans leur ouvrage la valeur des corrections a utiliser pour
déterminer les fréquences d’une coque a partir de la valeur des fréquences
d’un anneau. Nous pouvons donc remplacer le calcul 3D par un calcul 2D.

Influence des dents et des enroulements

Nous avons vu précédemment que les modes propres apportés par les
dents (tooth rocking mode) étaient fortement atténués par la présence d’un
bobinage et généralement en dehors des spectres audibles. Comme il a été
noté dans [DEN HARTOGS85] p 166, la présence des dents influe fortement
sur ’énergie cinétique totale mais peu sur ’énergie de déformation. Nous
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pouvons donc les négliger pour leur apport de rigidité de flexion mais pas
pour leur apport de masse. Si le stator est imprégné, la masse du bobinage
peut également influer sur 1’énergie cinétique. L’imprégnation rend d’ailleurs
la structure si compacte qu’elle fait disparaitre les modes qui pourraient étre
apportés par la denture. La masse volumique sera donc modifiée pour tenir
compte des dents et éventuellement du bobinage :

MaSSeanneau T MASSCdents (+ma336bobinages)

2
externes toles

Pmodifiee = (416)

Rayon — Rayon

2

fond encoches
La masse volumique non modifiée de ce type de tole est de 7650 kg/m3. Il
faut également tenir compte du foisonnement qui vaut généralement 0, 95
pour ce type de toles'®. Pour les valeurs du module de YOUNG et de cisaille-

ment dans le plan de la tole, nous utiliserons les valeurs constructeurs (FeV
350-35HA)

E,=E,=21-10"Pa (4.17)
Gy =8-10'° Pa (4.18)

Utilisation d’un modéle d’anneau épais ou mince

A priori, nous pouvons penser qu'un stator se comporte plus comme
un anneau €pais que comme un anneau mince. Nous nous sommes donc,
dans un premier temps, intéressés au modele analytique d’'un anneau épais.
Pour la mise en équation, notre stator va d’abord étre assimilé a une poutre
courbe de section constante et d’épaisseur non nulle. Ce probléme doit étre
abordé comme un probléme bidimensionnel en coordonnées polaires (r, 0) et
de déplacement (u,v) dans ce repere. A partir du Principe de D’ ALEMBERT
appliqué a un élément infinitésimal de poutre, on arrive a la formulation des
équations d’équilibre en coordonnées polaires!'! :

8271, _8arr 1 ) 80}9 Orr — 009

(0w 1 ] 419
P52 “or TR o0 7 (4.19)
821) 80}9 1 80’99 Orp
LU 1 9ot o om0 4.2
o ~or TR a9 T2 R T (4.20)

auxquelles il faut ajouter les conditions aux limites :

1. pas d’effort — de contrainte — normal a la surface interne et externe de
l’anneau

2. structure périodique en 6 = 2w

6n rappelle que le foisonnement correspond & la perte de masse apportée par le vernis

isolant entre chaque tole
Hef. ouvrage de S.P. TIMOSHENKO [TIMOSHENKOST)
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Pour résoudre ce jeu d’équation, on utilise la loi de HOOKE qui lie les
contraintes aux déformations dans un matériau isotrope.

Op =A-A+2- gy idem en y (4.21)

Oy =l * Egy avec A = e4p + €4y = % + g—Z (4.22)

On se rend compte que la résolution analytique d’un tel probléme n’est
pas simple, les coordonnées polaires nécessitant I'utilisation de fonctions de
Bessel'? 13,

Ces équations sont désormais rarement résolues analytiquement, elles
entrent dans une formulation variationnelle qui conduit & une résolution par
des techniques de type éléments finis. Si ce probléme est résolu par E.F.,
alors rien ne nous empéche de tenir compte des dents et les simplifications
apportées perdent tout leur sens. De plus, ces résolutions numériques n’étant
pas le sujet de nos travaux, nous n’irons pas plus loin dans leur étude.

En conclusion, nous pouvons dire que par une approche analytique, nous
nous heurtons vite a un probléme difficile si nous voulons modéliser notre
stator comme un anneau €pais. N’y aurait-il pas des simplications accep-
tables conduisant a des expressions plus simples. En fait, peut-on considérer
notre anneau comme suffisamment mince pour pouvoir négliger son épaisseur
et ainsi étudier uniquement les déplacements de sa ligne neutre ?

Influence de I’épaisseur d’un anneau sur la courbure

Nous allons tout d’abord regarder I'influence de 1’épaisseur de I’anneau
sur la variation de courbure en prenant comme hypothese que la déformation
die au cisaillement est négligeable (cf. annexe C.1.4). Lorsque nous confron-
terons les mesures expérimentales aux résultats des modeles développés, nous
verrons s’il est acceptable de conserver cette hypothese.

Dans les barres courbes, la répartition des contraintes n’obéit plus a
une loi linéaire comme dans le cas des barres rectilignes mais a une loi
hyperbolique. L’axe neutre n’est plus sur le centre de gravité de la section
mais se déplace vers le centre de courbure (cf. Fic. 4.7)4.

2pour la résolution analytique complete de ce jeu d’équation, on pourra se reporter
Pouvrage de A.E.H. LOVE [LOVE44]

13Une références aux livres modernes de mécanique des milieux continus conduit & une
formulation plus systématique (cf. par exemple [SALENGON95]) : en fait, tout probléme
de mécanique des milieux continu consiste en la résolution de 1’équation d’équilibre dyna-
mique :

—

div(e)=p- (¥ = f) (dans le volume) (4.23)
c-n=T (& la surface) (4.24)
Si on calcule div(c) dans un repére polaire — cylindrique —, on constate qu’on retrouve

exactement le jeu d’équations (4.19) et (4.20)
Mpour 1’étude compléte, on pourra se reporter au chapitre 12 : barres courbes de
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F1G. 4.7 — comportement statiqgue d’une barre courbe en flexion - répartitions
des contraintes dans une section

En fait, par rapport & une poutre droite, il apparait deux nouvelles in-
connues qui sont e, la distance entre la fibre neutre et le centre de gravité
et AJyp, la variation de courbure diie a la flexion par rapport a la courbure
initiale. Ces deux termes peuvent étre exprimés en fonction d’une variable
m. fonction de la section!® :

me
=r. . — 4.25
e=r o ( )
Adp M- (m.+1)
= 4.26
0s me-r?2-A-FE ( )

Dans le cas d’une section rectangulaire comme le sont les toles magnétiques,
nous obtenons les parametre m. et e décrits dans la F1G. 4.8.

En conclusion, nous pouvons corriger linfluence de ’épaisseur de l’an-
neau sur la courbure en faisant intervenir les deux coefficients e et me qui
dépendent de la section de la poutre courbe — de l'anneau. Nous conser-
verons également [’hypothése de déformation de cisaillement négligeable.
Cette derniére ne sera vérifiée que lors de la confrontation auxr mesures
expérimentales. Nous pouvons ainsi conserver une modélisation d’anneau
mince pour représenter notre stator.

[TIMOSHENKOG68]

155i I’épaisseur de la poutre est faible devant r le rayon du centre de gravité, on voit que
me tend vers zero et m. - 2 - A tend vers le moment quadratique I¢. de la section. On
retrouve donc le cas d’'une poutre droite, soit la distance e = 0 et la variation de courbure

Aoy _ M
s ~— E- g,
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h

?_l' ¢ r r
e=—-In(2) -1 (4.27
zﬁ Y {9y " h n(ﬁ) ( )
£ h (4.28)

¢ e=r— - .
R In(;2)
o o)

F1G. 4.8 — comportement d’une barre courbe de section rectangulaire

4.2.4 Etude du comportement dynamique d’un anneau

Aux sections précédentes, nous avons montré que sous certaines hy-
potheses et en introduisant quelques coefficients correcteurs, il était possible
d’estimer le comportement naturel d’un stator en ’approchant par le com-
portement naturel d’'un anneau mince. Le comportement de ce dernier sera
étudié en profondeur dans ’annexe C.2, nous rappelerons dans cette sec-
tion uniquement les points principaux. Dans un premier temps, nous avons
considéré les conditions aux limites habituelles libre-libre, c’est-a-dire que les
surfaces internes et externes de ’anneau sont libres de contraintes : le stator
n’est porté par rien. u et v sont définis comme les déplacements radiaux et
tangentiaux.

F1G. 4.9 — définition de 'anneau mince
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Etude du mode d’extension

Pour les modes d’extension, nous avons, suivant les deux approches —
classique ou énergétique — un jeu d’équation aux dérivées partielles (EDP)
ou bien une expression pour 1’énergie cinétique et potentielle :

1. approche classique :

. ov
AR () = 4.2
pr ARG == (g —u) =0 (4.29)
v E-A /0% Ou
AR 282 (2T TR 4.
b AR = (5~ 5) = (4.30)
2. approche énergétique :
1 ! Ov\ 2
V=3 E-A-<%> ds (4.31)
1 ! ou\2

L’utilisation de I’'une ou 'autre de ces méthodes, conduit pour les conditions
aux limites libre-libre & une infinité de pulsations et de modes propres :

E-A
w? = AT (1+n?) (4.33)
U,(0) = A, -sin(nf) + B, - cos(nb) (4.34)
Vo(0) = n- <An - cos(nd) — By, - sin(n9)> (4.35)

Nous ne conservons que le premier mode (n = 0), qui satisfait exactement
I’équation de mouvement et qui est généralement le seul situé dans la gamme
audible!®. On constate alors que Uy et Vj ne dépendent plus de § — sont
constants — ce qui signifie que u et v ne dépendent que de t et non de 0. Ce
mode est appelé mode de gonflement et est représenté FiG. 4.10.

, E-A E
wO:p-A-RQZp-RQ (4.36)
Up(0) = Uy (indépendant de 0) (4.37)
Vo(8) =0 (pas de déplacement tangentiel) (4.38)

1 4 . . s N )
Son notera que les fréquences propres d’extension sont toujours situées a des fréquences

beaucoup plus élevées que les fréquences propres de flexion étudiées ci-apres. Pour ces
raisons, seule le mode fondamentale d’extension est généralement étudiée, les harmoniques
étant a des fréquences trop importantes pour étre génantes
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Fi1c. 4.10 — mode d’extension d’un anneau pour n =0

Etude du mode de flexion

Pour le mode de flexion, nous obtenons :

1. approche classique : jeu de trois équations

oT 9% u

A N—-p-A-R-— =

gg TN ARy =0

ON 9% v

T _p. AR - —— = )

5 prAR o =0 (4.39)

OM 9% /0u

—  4+T-R—1I, —(— =0

26+ 50 (55 + )

2. approche énergétique :

1 (™ E-Ig, [0%u 2

V=3 | T '<W +u) Ry (4.40)
1 2w = 9

T= | p-A-(a®+0%) Rao (4.41)
2 /o

Pour les conditions [libre-libre, nous obtenons finalement :

o E-I-n? (n?—-1)?

“n = p-A-Rt- (n2+1) (4.42)
Un(0) = +C,, - cos(nb) (4.43)
Vn(0) = —% - sin(nh) (4.44)

Ces différents modes propres de flexion seront représentés sur la F1G. 4.11
pour 1 <n <4.

On montre en annexe C.3 que le mode n = 1 correspond en 2D & un mode
de corps rigide pour des conditions aux limites libre-libre. L’anneau peut se
déplacer sans déformation de maniere libre, ce qui doit correspondre a une
fréquence propre nulle. C’est bien ce que nous obtenons avec 1’équation (4.43)
pour n = 1. L’équation dynamique du mouvement de flexion englobe donc
le mode de corps rigide.
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F1G. 4.11 — modes de flexion d’un anneau pour 1 <n <4

Les fréquences que nous venons de calculer sont utilisées depuis rela-
tivement longtemps pour le calcul des fréquences propres de stator (cf.
[DEN HARTOGS5], [ALGER51| et [VIJAYRAGHAVANKRISHNAN99]). La re-
construction détaillée du calcul n’est cependant pas inutile puisqu’elle nous
permet de faire apparaitre les parameétres pertinents, c’est a dire I'influence
de parametres tels que masse, moment quadratique, hauteur, rayon sur la
valeur des fréquences naturelles.

Etude d’autres conditions aux limites

Certains auteurs ont établi des formules qui permettent de prendre en
compte d’autres conditions aux limites. Citons a ce sujet J.P. DEN HARTOG,
dans [DEN HARTOGS85] qui a calculé & partir d’'une méthode de RAYLEIGH
la valeur de la fréquence propre fondamentale d’un moteur posé sur des
pieds comme une modification de la formule des fréquences propres propres
de flexion donnée par I’équation (4.43) (cf. F1G. 4.12 et équation mo-
difiée (4.45)). Cette modification n’est cependant valide que pour un moteur
fixé par des pieds et non pour un moteur fixé par les flasques.

o = ./% fla)  (445)

1 S~
I
180 210 240 270 300 330 360
o= -

Fi1Gc. 4.12 — modifications apportées par les supports du moteur sur la
fréquence propre fondamentale de flexion d’un stator
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Dans cette section, nous avons vu comment on pouvait approcher ana-
lytiquement le comportement naturel d’un stator en faisant certaines hy-
potheses et en utilisant des coefficients permettant de nous ramener au cal-
cul d’un anneau mince. A partir des remarques et calculs de cette section,
nous allons pouvoir utiliser le comportement naturel — sans excitation — pour
décrire le comportement forcé de la structure — soumise & une excitation —
en faisant usage des techniques de superposition modale que nous avons in-
troduites dans le chapitre 2.

4.3 Probleme aux valeurs propres : analyse et su-
perposition modale

Nous avons vu dans la section précédente, que le comportement d’un
stator pouvait étre approché par celui d’'un anneau mince. Le comporte-
ment naturel d’un anneau mince a été rappelé et nous avons pu séparer son
comportement en trois comportements distincts régis par des équations aux
dérivées partielles différentes dont le troisieme n’est qu’un cas particulier du
deuxieme :

1. déformation de type extension pure (mode de gonflement)
2. déformation de type flexion pure.

3. déplacement sans déformation (mouvement de corps rigide). Cas par-
ticulier du comportement de flexion.

A partir de ces trois comportements, nous allons développer ’analyse mo-
dale de notre structure a partir d'un probleme de valeurs propres puis nous
étudierons le comportement forcé, c’est a dire le comportement lorsque nous
soumettons notre structure a des efforts tels qu’ils ont été calculés dans le
chapitre 3. Ce comportement forcé sera étudié en utilisant la technique de
superposition modale.

Dans le chapitre 2, nous avions exposé cette technique tout d’abord sans
amortissement puis avec. Si, en réalité, toutes les structures sont dissipatives,
on sait qu’en pratique, il est extrémement difficile d’estimer la valeurs des co-
efficients d’amortissement sans avoir recours a des techniques d’identification
comme celles qui sont exposées par D.J. EWINS dans son ouvrage [EWINS84].
Pour utiliser des techniques d’identification, il faut nécessairement avoir
construit la structure, ce qui ne peut étre le cas lors de la conception. Nous
avions également noté que si nous étions en mesure de placer les excitations
suffisamment loin des résonances, les amortissements pouvaient étre négligés.
En premiere approximation, nous allons appliquer la technique de superpo-
sition modale a notre structure statorique en considérant qu’elle n’est pas
amortie. Cette hypotheése implique que les réponses que nous déterminerons
ne seront fiables qu’a condition que les fréquences d’excitation — les efforts
appliqués a la structure — soient suffisamment éloignées des fréquences na-
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turelles, puisque nous venons de dire que pres de la résonance, le compor-
tement est fortement lié a ’amortissement alors qu’il ne ’est pratiquement
pas assez loin. Nos modeles seront valables a condition de pouvoir placer
nos excitations suffisament loin des résonances mécaniques de la structure.

Nous étudierons séquentiellement chacun des trois comportements. Par
utilisation du théoreme de superposition, nous pourrons alors reconstruire le
comportement complet de la structure en notant qu’il n’est que la superpo-
sition de chacun des comportements calculé pour chacun des modes soumis
a chacun des efforts.

Le plan de cette section sera identique pour chacun des comportements.
Aprés un rappel de I’équation aux dérivées partielles qui régit le com-
portement dynamique, nous résoudrons le probleme de valeur propre qui
n’est autre que le calcul du régime naturel — fréquences et modes propres.
Nous projeterons ensuite les efforts d’origine électromagnétique dans la base
constituée des vecteurs propres, nous résoudrons le probleme en régime per-
manent dans cette base propre et nous raménerons enfin la solution dans la
base initiale!”.

4.3.1 Réponse dynamique de la structure sur son mode d’ex-
tension

L’équation au dérivées partielles (EDP) qui régit le comportement d’ex-
tension est d’apres la section précédente et 'annexe C.2 :

0% u E-A.<82u u>:0

5 A _
Pige T o

(4.46)

Résolution du probléeme de valeurs propres

Pour résoudre un tel probleme, faisons I’hypothése de séparation des
variables, c’est a dire que la solution sera de type stationnaire — non propa-
gative. La solution sera de la forme :

u(t,0) = ¢(t) - U(6) (4.47)

Ecrivons I’équation (4.46) en utilisant la solution & variables séparables, on

trouve, en utilisant U’(9) = 45

p-8(0)-U0) = 25 (600 U"(0)~ 91) U()  (4.48)

7plutét que de projeter les équations dynamiques dans la base des vecteurs propres
comme nous allons le faire ici, certains auteurs utilisent le théoréme des travaux virtuels en
prenant un déplacement virtuel ayant la forme d’une fonction normale. C’est par exemple
ce qu'utilise S.P. TIMOSHENKO dans [TIMOSHENKOYOUNGWEAVER74]. Ces deux fagons
de proceder sont cependant totalement équivalentes et conduisent au méme résultat pour
P’expression du déplacement
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ce qui peut encore s’écrire sous la forme :

bty E U"O)-U(@®

o(t) R U(o)
Les variables t et 0 étant indépendantes 'une de ’autre, les parties droite et
gauche de I’équation (4.49) doivent étre satisfaites indépendamment 1'une
de 'autre, ce qui conduit & poser qu’on a a la fois :

o(1)

=p- o) (K constante) (4.50)
_E U"0)-UH)
Kot —3g (e (4.51)

Pour que la solution soit physique, il faut que % soit négatif — stabilité

K

de la partie temporelle. Posons —= = p% ou p, a les dimensions d’une

pulsation, nous obtenons alors :

R2

_U//(Q)—U(Q) :Pi'P'f (4.52)

U(o)

Posons p2 - p - %2 = A, et cherchons les solutions de —% = Ap. Les
solutions d’une telle équation différentielle sont des fonctions exponentielles
imaginaires pures de la forme U(#) = >, A; - ¢/, En remplacant par la

solution, on trouve finalement pour une valeur n de 7 :
A =n+1 (4.53)

ce qui nous conduit finalement en utilisant I’équation (4.52) aux fréquences
et vecteurs propres du systeme :

o _E-(n*+1)
pn p . R2
Un(6) = A, - sin(nb) (4.55)

(4.54)

Ces vecteurs propres sont définis & une constante multiplicative prés. On a
coutume en élastodynamique de les normer par rapport a la masse, de telle
sorte que :

0 siid i h lits
[ G-ty (DA Cboonati)
Q 1sii=j (normalisation)

Ceci nous permet d’obtenir la valeur des A,, pour n #£ 0 :

27
/ A, -sin(nf) -p- A- A, -sin(nf) Rd0 = 1 (4.57)
0
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I
A, = ,/m (n # 0) (4.58)

27
0

/ 1
Ag= | ————— 4.60
0 p-A-R-27m ( )

On a donc défini une base orthonormée de fonctions U, (6) = A,, -sin(nf)
sur laquelle, on va maintenant projeter 1’équation d’équilibre dynamique.

et la valeur de Ay :

Réponse a une excitation dans la base modale

Soit le systeme précédent soumis a une excitation ¢(6,t), I’équation aux
dérivées partielles se transforme en 1’équation forcée suivante :

9%u n E-A <82 U
ot2 R2 062
Projetons cette équation sur chacune des composantes de la base modale
définie précédemment, soit pour la coordonnée n :

—p-A- — u) +q(0,t) =0 (4.61)

/ (équation d’équilibre) - U,, dQ = 0 (4.62)
Q
2 Pu E-A 0%u

/0 <—p-A-8t2+ 2 -<892—u>+q(9,t)>-Uan0:0 (4.63)

En intégrant par partie, on peut montrer 1’égalité suivante :
27 92 2w

0°u ou ou 0U,

= Updf = [ - Up 8" — — - —=df 4.64

0 062 56+ Unlo o 00 06 (4.64)

La premiere partie du second menbre est nulle puisque U,, et u sont périodiques
de période 2, ainsi il ne reste plus que la seconde partie du second membre
que ’on transforme une nouvelle fois par intégration par partie. La premiere
partie du nouveau second membre sera une nouvelle fois nulle et il ne restera
finalement plus que :

27 aQu 2w 82Un
Z . — L n 4.
/0 5 Undod +/0 w- o df (4.65)

Cette identité est introduite dans 1’équation d’équilibre projetée (4.63) ce
qui conduit a :

2 9% u E-A /0*U,
/0 —p-A-W-Un—FF-( o —Un>-u+q-Uan9—0 (4.66)
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La base modale étant compléte, u(f,t) peut étre exprimé dans cette base :
u(0,t) =>_ ¢i(t) - Ui(6) (4.67)
Remplacons cette expression dans ’équation (4.66) :
2m . E-A (0°U,
[ e v v T (G- )
> 6i(t) - Ui(0) + q- Up RdO = 0 (4.68)

s . N 2
Par résolution du probleme de valeur propre, nous savons que —<889(£" —

Un> =X Up = (n2 +1)- U, et que les fonctions U, sont orthogonales entre

elles et normées par rapport & mg = p- A. Dans I’équation (4.68), il ne reste
plus que les composantes en n, ce qui donne :

. E'A 27
—¢n—ﬁ-<n2+1>-¢n+/o ¢ U RO=0  (469)

Nous avions également posé que ER—'QA .

systeme, ceci nous conduit donc a :

(n? 4+ 1) = p2, la pulsation propre du

2w
b + D2 :/ q- U, RO (4.70)
0

Le second membre correspond a la force projetée sur la composante n de la
base modale, soit la force généralisée modale Q,,.

Nous avons vu dans le chapitre 3, que nous étions capable d’exprimer
Ieffort surfacique d’origine électromagnétique appliqué a la structure stato-
rique comme la superposition de champs tournants harmoniques dans 1’en-
trefer. Cette démonstration va nous étre forte utile dans cette section car
on peut alors exprimer 'effort ¢ comme une superposition de ces champs
harmoniques, soit de la forme :

q= Z ¢ - sin(w;t + i6) (4.71)

(2

Nous savons également qu’un seul de ces efforts contribue a exciter la
déformation d’extension, c’est celui qui ne dépend pas de 6 puisque tous les
autres vont exciter une déformation de flexion qui correspondra a une autre
équation aux dérivées partielles traitée a la sous-section suivante. Cet effort
excitant le mode d’extension correspond & ¢ = 0. La force prend la forme :

q = qo - sin(wot) (4.72)
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Pour ce cas, la force modale @,, devient :

0 sin#0
Qn: 2T .
o q-UgRdf sin=0

ce qui correspond pour le casn =0 a :
2w
QQ :/ qo - Sin(u)ot)AoRdQ
0

o R 27
=40 oA

sin(wot)

87

(4.73)

(4.74)

Il n’y a donc régime forcé que sur la composante n = 0, tous les autres cas
correspondront a un régime libre. Sur cette coordonnée n = 0, ’équation
d’équilibre dynamique est donc transformée sur la coordonnée 0 de la base

modale en :

do(t) + 15 - do(t) = o - \/ }Z?: sin(wot)

(4.75)

Pour résoudre cette équation, nous ne nous intéresseront qu’au régime per-

manent, ¢’est-a-dire aux solutions de la forme :

A~

¢o(t) = ¢o - sin(wot + o)

ce qui conduit a la solution :

[R-2
(ﬁ qo0 - p.AW
0= —5 5
PG — v
soit pour ¢q(t) :
R2m
9\ oA
¢o(t) = ———— - sin(wyt)
PG — @i

La solution u(#, t) est construite & partir de I’équation (4.67) :

u(0,t) =¢o(t) - Uo(0)
. [R2rm

4o - 4/ oA ) ( t) 1
= — . ln . _—
P2 —wk S p-A-R-2m
La solution finale est donc :

do .
u(0,t) = - sin(wgt
(@) p-A-(p§—wi) (!

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)
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En passant par la base modale, on a donc réusssi a transformer un
systéme dynamique couplé, en une infinité — autant que de modes propres
— de systemes découplés du second ordre en temps. Sur cette infinité de
systémes découplés, un seul est soumis a une force modale, les autres seront
des régimes libres. Ce systéme forcé est facilement résolu lorsque 'excitation
est de forme sinusoidale en temps. A l'aide de la solution dans la base
modale, il est aisé de revenir dans la base initiale pour obtenir ’expression
analytique de u(t, 0). Dans l'introduction de cette section, lorsque nous avons
fait Uhypothése d’une structure non dissipative — sans amortissement — nous
avions supposé que les fréquences des excitations devaient étre éloignées des
fréquences de résonances, ceci est confirmé par la forme de la réponse en

Iﬁ qui tend vers linfini lorsque la fréquence d’excitation wg tend vers la
0 0

fréquence de résonance pg.
4.3.2 Réponse dynamique de la structure sur ses modes de
flexion

L’équation aux dérivées partielles (EDP) qui régit le comportement de
flexion de 'anneau est d’apres la section précédente et ’annexe C.2 :

88_:2<u_88267;> E]-%{laz.<06u+2.84u+82u>:0 (4.81)

—p- A
r RYE 207 " 962
avec Iz, le moment quadratique — de flexion — de la section

18 19

Résolution du probléeme de valeurs propres

De méme que pour le calcul en extension, on fait ’hypothese de séparation
des variables de la solution (solution stationnaire). On pose :

u(t,0) = (t) - U(6) (4.82)

L’équation devient, en utilisant la notation U® = %ieli] :

AN CORGOREORGIO)
E-Ia.
R4
ce qui peut s’écrire :
d(t)  E-Tg. UO@B)+2 - UDG) +U(0)
oty R U(0) — U@ (0)

(60 - UO©0) +2-6(t) - U (O) + (1) - UD(B)) =0 (4.83)

p-A- (4.84)

1 . . , N . . .
8s0it pour une section carré comme c’est le cas dans les téles de machines électrique :

Ig. = % avec h la hauteur de la tole sans les dents et b ’épaisseur d’une tole

1 . . . . . .
%on remarque que I’on peut également diviser I’équation par I’épaisseur d’une tdle, ce
. e

. . N . 3
qui revient a remplacer A par h et Ig, = % par I, = %
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0 et t étant des variables indépendantes, il faut nécessairement que les
équations (droite et gauche) soient verifiées indépendamment, c’est-a-dire
que si :

p.A.@:K vt (4.85)

il faut également que

E-Ig. U9@)+2-UD0)+UR (9
R4 U(6) — U)(h)

=K V0 (4.86)

Posons —% = p? ol p a les dimensions d’une pulsation®’. De méme que

précédemment en posant :

UG 0) +2.- UM (0) + U (0)
- U() — U@ (o)

=\ (4.87)

on obtient :

A, = —K -
P E-Ig. ¥V TE I

(4.88)

Cherchons les solutions de 1’équation (4.87). Ces solutions sont des fonc-
tions exponentielles complexes. La condition aux limites de continuité en 27
(cylindre entier : u(t, 0) = u(t, 0 + 2m)) exclue les solutions de types hyper-
boliques, il ne reste alors que les solutions trigonométriques — imaginaires
pures. Aucun point n’est fixé en rotation autour de I'axe de symétrie, cela
signifie que 'angle de phase n’est pas fixé, on peut donc prendre une solution
de la forme U(0) = >, A; - sin(ifl + ;) avec ¢; quelconque. En conservant
la notation exponentielle, on pose U() =, /12 €7 quwon introduit dans
I’équation (4.87) pour une valeur n de i :

Ay -einf — A, - (jn)2 - eimd

=), (4.89)

Ce qui conduit, en utilisant la relation entre K et p de I’équation (4.88), aux
fréquences et vecteurs propres :
2= P le il GtV & (4.90)
" op-A-R* (n?+1) ’
Un(6) = Ay, - sin(n + ¢y,) (4.91)

20¢f. ]a sous-section précédente sur lextension sur la notion de stabilité et donc la
) . . . K
nécessaire valeur négative de %7
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Nous avons finalement résolu le probleme de valeurs propres :

opérateur D opérateur Do
— (UOO) +2-UD0) + U (0) =x,(U(0) - UP(0) ) (4.92)
—g—; (U(®) =7, U (o) (4.93)

On sait qu'un vecteur propre n’est défini qu’a une constante pres, il est
courant en élastodynamique de normaliser les vecteurs propres par rapport
a la masse :

/ Ui ~mo - Uj dQ) = 52‘j (4.94)
Q

avec 0;; le symbole de KRONECKER. De méme que pour la sous-section sur
I’extension ceci conduit & déterminer les A, qui prennent ici la valeur :

1
T Vi (4.95)

On a donc défini une base orthonormée de fonctions Uy, (6) = / ﬁ .

sin(nf + ;) sur laquelle, on va maintenant projeter I’équation d’équilibre
dynamique.

Réponse a une excitation dans la base modale

On reprend ’équation d’équilibre dynamique (4.81) et on y ajoute un
effort extérieur ¢(¢, ), on obtient la nouvelle équation :

H? 9% u E-Ig 9% M*ru 9w
—p-A-—. - z. . =
PAop ¢ aa2>+ 7 <006 T2 5 +ae2>+q“’92 0)
4.96

La résolution du probleme de valeurs propres a montré que les vecteurs
propres normalisés formaient une base sur laquelle on pouvait projeter les
équations. En utilisant le méme procédé que pour les déformations d’exten-
sion, on obtient la projection :

2 0?2 9%u E-Ig 9% u Htu  0%u
—p- A —. — Z. 2.
/0 ( oA gm0 )t (G 2 5 + o)

+q(t, 9)) .U, RdO =0 (4.97)
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En intégrant par partie comme dans la sous-section d’extension, on démontre

que :
/0 7 % - Upn(0) Rdf = /0 ” u(f) - 826(2" Rdf (4.98)

/0 7 % - Upn(0) Rdf = /0 ” u() - 8;62" Rdf (4.99)

/0 7 % - Upn(0) Rdf = /0 ” u(f) - 8;62" Rdf (4.100)

(4.101)

En utilisant ces résultats, on obtient finalement pour 1’équation d’équilibre
projetée sur U,>! :

27 82 82 U
—p-A-— . . e ="
/0 P2 e <“ Un —u 50 >
E-Ig, U, U, 9% U,
A 2.0 - )
T < a06 4V g TV g >

+q(t,0) - Uy RdO = 0 (4.102)

Ce qui peut se simplifier en utilisant les résultats du probleme de valeurs
propres et notamment 1’équation (4.92) :
0% U,

/0% <U"(9) 902 > ' <_

+q(t,0) U, R =0

(4.103)

En utilisant I’expression du vecteur propre de I’équation (4.91), on a directe-
ment & Un — _pn2.7,. On décompose u(t, 0) sur la base propre, c’est a dire
que u(t,0) = >, ¢i(t) - U;j(#) et on 'introduit dans I’équation précédente,
ce qui donne finalement, en utilisant les propriétés d’orthogonalité et de
normalisation entre les vecteurs propres :

E-Ig,

(14n?)- <— n(t) — AR Ap,n ¢n> + Qn(t,0)=0 (4.104)
ou ), la force modale, est la projection de la force ¢ sur le mode U,,
soit f027r q(t,0) - U, Rd. Finalement, pour chaque coordonnée n, on obtient

I’équation du second ordre en temps :

. E-Iq, 1
¢n(t) + )‘p,n : p-T-GRA‘ ¢n = m ' Qn(aa t)

. 1

Gn(t) "‘pi “p = Ton2 Qn(0,1) (4.105)

2on rappelle que %(u) ~Un = 3z (u-Uy) puisque U, ne dépend pas de ¢
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Dans la suite de cette section, nous allons étudier les forces modales
ainsi que la réponse de la structure a ces excitations. Dans le chapitre 3,
nous avons décrit les efforts d’origine électromagnétique comme une super-
position de champs tournants harmoniques. Parmi ces champs tournants
harmoniques, les champs de rang d’espace zéro ont été utilisés dans la sec-
tion précédente pour calculer la réponse d’extension pure de la structure.
Tous les autres efforts — de rang d’espace non nuls — contribueront a exciter
la structure sur ces modes de flexion radiaux. Ils vont donc étre utilisés dans
cette section comme efforts d’excitation de la structure.

q= Z ¢ - sin(wit £i0) (i #0) (4.106)

Nous savons que ces champs sont des champs tournants a la vitesse %, ils
ne sont donc, par définition, stationnaire — pour un rang i, on ne peut pas
séparer D'effort en une fonction qui ne dépend que du temps et une fonction
qui ne dépend que de I'espace. Quand nous avons résolu le probleme de va-
leurs propres de flexion du stator pour des conditions aux limites libre-libre,
nous avons remarqué que le vecteur propre U, était défini & une constante
pres non seulement pour son amplitude A, mais également pour sa phase
n. Ceci signifie qu’a une fréquence propre peut correspondre tous les vec-
teurs propres de méme allure — de méme rang n — mais décalés d’un angle
¢n, dans espace (cf. F1G. 4.13 pour le rang n = 2 et plusieurs valeurs de
©)?2. On peut donc dire qu’a n’importe quel effort harmonique, il existe un

RN

o

C
|

Fi1G. 4.13 — méme vecteur propre n = 2 mais pour différentes valeurs de ¢,

vecteur propre qui sera en phase avec lui.

Dans un premier temps, on peut poser que 'effort appliqué est station-
naire — a variables séparables — et lorsqu’on aura completement calculé la
réponse de la structure, on modifiera cette réponse pour, non plus avoir une
réponse stationnaire, mais pour avoir une réponse qui tourne a la vitesse de

22ceci n’est plus forcément vrai pour d’autres conditions aux limites, par exemple si un
point du stator est fixé rigidement sur un bati parfaitement fixe. Dans le cas d’un stator
fixé, non sur des pieds mais par un de ces flasques, ’hypothese libre-libre est relativement
correcte
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départ de I'effort d’excitation. Ainsi, dans un premier temps, les efforts d’ori-
gine électromagnétique peuvent étre transformés en des efforts stationnaires

v

q:
q= Z i - sin(wit) -sin(if) (i £ 0) (4.107)

Calculons la force modale — généralisée — de cette effort transformé ¢ sur la
coordonnée U, :

2w
Qn :/ q(t,0) - U, RdO (4.108)
0

9

2w
Qn :/ Z gi - sin(w;t) - sin(+i0) - A, - sin(nf) Rd6 (4.109)
0
Par orthogonalité des fonctions trigonométriques, on sait que Qn ne sera
différente de zéro que si i = n. On obtient finalement :

v R
Qn=dn- p_—z - sin(wnt) (4.110)

L’équation d’équilibre dynamique est donc pour chaque valeur de n :

1 R-7
1+nz p- A
Pour résoudre cette équation, nous ne nous intéresserons qu’au régime per-
manent, c’est & dire aux solutions de la forme :

On + D) o = - sin(wnt) (4.111)

v

Pn(t) = ¢n - sin(wnt) (4.112)

ce qui conduit a la solution :

On - /R~?47r
< n .
a (4.113)

S Gy

In - R-2w
n "\ A
a - sin(wpt) (4.114)

(14n2) - (p —wp)

La solution (¢, 0) est reconstruite a partir de la base modale :

u(0,t) :Z di(t) - Us(0)

e \/];:Z‘r . 1 o
— Z (1 i Z-Q) ] (p2 — w2) -sln(w,‘t) . m . Sln(z&)

- g - sin(w;t) - sin(z .
_Zi: p-A-(1+i2)- (p? —w?) (wjt) - sin(i0) (4.115)

soit pour ¢y (t) :

(gn(t) =
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Cette solution correspond a ’excitation par 'effort a variables séparables
G, or nous savons que l'effort réel est un effort tourant a la vitesse % pour
le rang n, ainsi la vraie solution prendra la forme :

u(@,t) =" A H,q;) oo St £ (4.116)

i

Le cas i =1 (n =1 qui correspond & un déplacement sans déformation
— mouvement de corps rigide) est un cas particulier de ce comportement de
flexion. Une étude plus poussée de ce mode a été réalisée, mais afin de ne pas
alourdir le document, nous avons préféré la reporter en annexe C.3. Cette
étude montre que ce mode n = 1 peut avoir une fréquence propre non nulle
contrairement a ce qui a été calculée dans cette section si nous étudions le
stator comme une coque et non plus comme un anneau.

Cette section nous a permis de calculer analytiquement la réponse de
flexion du stator soumis a une superposition d’efforts tournants harmo-
niques. La réponse est, elle aussi, tournante harmonique. Elle peut aisément
étre représentée en terme de spectre deux dimensions — fonction du rang
d’espace et de temps. On note, de méme que pour le comportement en ex-
tension, que cette solution n’est valable que pour des efforts de rang d’espace
n de fréquence assez €loignée de la fréquence propre de rang n puisque nous
avons négligé 'amortissement et que sinon, cela conduirait d une réponse
infinie, forcément fausse.

On notera également que seuls les efforts de méme rang qu’un mode
peuvent étre projetés sur ce dernier. Ceci semble dire que l'on peut avoir
un effort de fréquence identique a une fréquence propre a condition qu’il n’y
ait pas coincidence spatiale (spatial coincidence)®3, c’est-a-dire que les rangs
d’espace de la force et du mode soient différents.

Finalement, on notera également que, comme la réponse est en ﬁ,
plus le rang augmente, plus la réponse modale sur ce dernier sera faible. On
peut alors utiliser le filtrage modal en ne conservant que la réponse sur les
modes de rangs faibles et négliger tous les autres. C’est ce qui est d’ailleurs
souvent fait dans la littérature sans toujours étre expliqué.

2]e terme coincidence spatial est utilisé pour décrire I’analogue spatial du phénoméne
de résonance temporelle : cf. [CREMERHECKLUNGARSS] p 444
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4.4 Vérifications expérimentales des différents modeles
de comportement vibratoire

4.4.1 Vérifications expérimentales des valeurs et vecteurs
propres

Pour valider nos modeles, nous avons utilisé la machine asynchrone déja
utilisée dans le chapitre 3. Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du
stator, nous avons développé une méthode analytique, les résultats donnés
par cette méthode seront comparés aux valeurs données par un calcul par
éléments finis et par deux techniques d’identifications expérimentales — un
essal au choc et une technique d’analyse modale (modal testing).

Méthode analytique

Dans les sections précédentes, nous avons donné la valeur des fréquences
propres en fonction du nombre de noeuds de ce modes dans les hypotheses
suivantes :

1. les dents ne sont pas prises en compte au niveau rigidité de flexion
mais seulement au niveau apport de masse ce qui ramene le calcul a
celui d’une coque cylindrique de masse volumique modifiée. La masse
volumique non modifiée de ce type de tole est de 7650 kg/m? et le
foisonnement vaut 0,95 (cf. sous-section 4.2.3).

MaSS€anneau T MASSCdents (+ma336bobinages)

2
externes toles

Pmodi fiee =K foisonnement *

Rayon — Rayon

2
fond encoches

=10613 kg - m~3

2. le feuilletage faisant disparaitre pratiquement tous les mode longitu-
dinaux, seules les modes dans le plan de ’anneau sont calculés. Ces
derniers sont calculés en 2D puis recalés en 3D a ’aide des coefficients
données par L. CREMER dans [CREMERHECKLUNGARS8| p 190.

(a) mode propre d’extension :

2 E'A E
Wy = =
0 AR 5 R?

fo = 14859 Hz

(b) mode de corps rigide : nous avons vu qu’en 3D, ce mode corres-
pondait soit au mouvement d’ensemble du stator, soit au mode
de poutre du stator. Nous ne connaissons pas les caractéristiques
des supports du moteur ni le comportement axial d’un ensemble
feuilleté, nous ne pouvons pas calculer cette fréquence avec notre
méthode analytique. Nous l’identifierons a 1’aide de méthodes
expérimentales.
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(¢) mode de flexion radiale dans le plan d’une tole : dans le cas d’un
calcul 2D, nous avions :

o E-I-n” (n®-1)

" p-A-R*-(n2+1)

Les valeurs de ces pulsations doivent étre corrigées par les coeffi-

cients de CREMER pour tenir compte de 'influence de la troisiéme

w,

dimension :
Ko=1.14
K3=1.04
K, =1.02

1< Ks5< 1.015

Ce qui conduit finalement aux fréquences :

fo = 2478 Hz
f3 = 6396 Hz
fa= 12028 Hz

Méthode de calcul par éléments finis

Le but de ces travaux n’est pas de se placer en tant qu’utilisateurs de logi-
ciels d’éléments finis, cependant pour valider nos modeles, il nous a semblé
intéressant de confronter notre modélisation avec les résultats d’un calcul
éléments finis de ’anneau. Les calculs avaient été effectués dans [HUBERT97].
Le logiciel utilisé est IDEAS équipé du module de calculs vibro-acoustiques.
Voici les fréquences les plus basses des modes dans le plan d’une tole que
nous avons obtenues :

fo = 14656 Hz
fi=0Hz
fo = 2364 Hz
fy = 6473 Hz
fi= 11898 H~

Les modes de poutres peuvent étre également obtenus a condition de connaitre
les conditions aux limites et les caractéristiques longitudinales de ’empile-
ment des toles, ceci nécessiterait des compléments d’études et un recalage
expérimental tels que ceux réalisés dans [LONGZHUHOWE9S] pour une ma-
chine & reluctance variable (switched reluctance motors).
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Méthode d’essais aux chocs

La méthode la plus commune et la plus utilisée pour la détermination
expérimentale des modes propres et sans aucun doute la méthode dite d’essais
aux chocs.

Le principe de cette méthode est tres simple. Pour caractériser une struc-
ture, il faut connaitre la fonction de réponse en fréquence (FRF') entre force
et déplacement, vitesse ou accélération. Or nous savons qu’une fonction
de réponse en fréquence n’est autre que la transformée de FOURIER de la
réponse impulsionnelle d’un systeme. Si nous sommes capables d’appliquer a
la structure une excitation suffisamment proche d’une impulsion, on pourra
en déduire sa fonction de réponse en fréquence. Mécaniquement, ce qui se
rapproche le plus d’une impulsion de force est un choc. Ainsi on applique un
choc & la structure et on visualise son spectre de maniere a obtenir quelque
chose de tres proche d’'un bruit blanc sur la bande de fréquence qui nous
intéresse. On releve la réponse de la structure. Puis, en faisant le rapport
réponse sur choc dans le domaine fréquentiel grace a un analyseur de spectre,
on obtient la fonction de réponse en fréquence de la structure mécanique.
Nous avons appliqué cette technique a notre structure pour différentes confi-
gurations :

1. les modes de résonances qui nous intéressent sont ceux du stator, ainsi
il faut faire attention de placer le choc & un endroit qui excitera bien
le stator. De méme la réponse doit étre relevée a un endroit ou on
mesure bien la réponse du stator et ou il y a peu de chance de tomber
sur un noeud de vibration.

2. avec ces deux contraintes, nous avons fait plusieurs essais et la confi-
guration qui nous a semblé la plus satisfaisante est celle ou :

(a) le choc doit étre appliqué au centre du stator sur la structure
extérieure normalement & la surface. L’embout du marteau doit
étre en acier de maniere a exciter la structure jusqu’a des fréquences
suffisamment importantes . Il est nécessaire de visualiser le spectre
du choc afin de savoir s’il est réussi.

(b) le meilleur endroit pour relever la réponse de la structure semble
étre également le milieu du stator. La position angulaire doit étre
légerement décalée de celle du choc (10 & 15°) de maniére a ne
pas tomber sur les noeuds de vibration des premiers modes.

(¢) quand on visualise la fonction de réponse en fréquence sur I’analy-
seur de spectre, il est impératif de visualiser également la fonction
de cohérence. Cette fonction indique le niveau de linéarité entre
entrée et sortie, si cette fonction differe de un, c’est qui il y a un
probleme de non-linéarité dans les mesures : soit un défaut dans
I’appareillage ou dans les manipulations, soit une résonance ou
bien un bruit excessif sur les mesures.
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3. en s’appuyant sur le méme principe, il nous a semblé intéressant d’es-
sayer de relever la déformé modale pour chaque résonance. Pour une
fréquence de résonance, on applique toujours le choc au méme en-
droit mais on déplace régulierement 1’accélérometre sur la périphérie
du stator de maniere a avoir le niveau de réponse pour plusieurs po-
sitions. On obtient ainsi une image de la déformée modale associée
a chaque fréquence de résonance. Malheureusement, avec notre mon-
tage, on distingue facilement les fréquences de résonances mais I'image
de la déformée n’est pas suffisamment nette pour dire a combien de
noeuds correspond chaque résonance. Nous reprendrons cette tenta-
tive de détermination de la déformée modale dans I’essai suivant qui
utilisera du matériel plus adapté.

On observe un assez grand nombre de fréquences de résonance, les plus
importantes sont les suivantes [HUBERT97] :

f= 1200Hz
f= 2400 Hz
f= 6100 Hz
f= 11700 Hz

Le probleme de l’essai au choc avec un seul accélérometre est que si 'on
est capable de déterminer la fréquence propre d’une résonance, on n’est pas
capable de connailtre le mode propre associé — la déformée modale. Pour
cela, il faudrait étre capable de relever la valeur de la réponse tout autour
du stator pour caractériser a la fois la fréquence et la déformée. Ceci a déja
été réalisé par 1’équipe de S.P. VERMA dans [VERMASINGALWILLIAMSST7]
et [VERMAWILLIAMSSINGAL89] pour confirmer et recaler les résolutions
données par leur logiciel de calcul des caractéristiques modales d’un sta-
tor de machine électrique. Ce type d’essai nécessite un matériel et une
compétence importante en mesures vibratoires. Nous avons pu réaliser ces
essais avec 'aide d’un laboratoire de vibrations de 1’Université de Techno-
logie de Compiégne. Ceci sera détaillé dans la sous-section suivante.

Méthode d’analyse modale

Cette série de mesures a été effectuée en collaboration avec messieurs
P. WaGsTAFrF, R. DiB et J.C. HENRIO du laboratoire ROBERVAL de ’'UTC
auxquels je tiens a exprimer tous mes remerciements. Les mesures ont été
effectuées en utilisant un systeme d’acquisition LMS Roadrunner a 8 voies.
L’excitation a été réalisée a ’aide d’un pot vibrant appliqué au centre du
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stator et 'acquisition a été relevée a l’aide de trois accélérometres sur un
total de 17 points de mesures distribués tout autour de la section centrale
de la structure statorique. Le calcul des fonctions de réponse en fréquence
(FRF) et tout le traitement des données d’acquisitions a été réalisée par le
logiciel LMS Modal. Ces mesures ont été réalisées sur une bande de fréquence
de zéro a 10 kHz, c’est pourquoi, nous n’aurons pas d’information au dela
de cette limite. Nous avons observé 1’émergence des trois premiers modes
de flexion d’une coupe du stator (2D). L’allure des déformées modales et la
fréquence de chacun de ces trois modes est représentée sur la F1G 4.14 pour
le rang n = 1, sur la F1G 4.15 pour le rang n = 2 et sur la F1c 4.16 pour le
rang n = 3.

R mode 6 coque 1273, 78 Hz 3.79 %

Hg
INTERNATIONAL

F1G. 4.14 — déformée modale du mode de corps rigide du stator (n = 1, 2
noeuds) obtenue par le systeme d’analyse modale LMS : f; = 1278 Hz

Sur ces trois figures, on peut clairement dénombrer le nombre de noeuds
de chaque mode et ainsi affecter le rang n qui est la moitié du nombre
de noeuds. Les fréquences propres associées sont tres proches des valeurs
obtenues par les méthodes précédentes.
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s
INTERNATIONAL

coque 2423.10 Kz 0,59 %

(m/Ay s

&-05
e=0E
&=05
e=0&
&-06
&=0E
&-0E

[

00,511,5225332.544.5

F1aG. 4.15 — déformée modale du mode fondamental de flexion du stator (n =
2, 4 noeuds) obtenue par le systeme d’analyse modale LMS : fo = 2423 Hz

s
INTERNATIONAL

coque £210.E1 Kz 1,65 %

00,511,5225332.544.5

F1G. 4.16 — déformée modale du second mode de flexion du stator (n = 3, 6
noeuds) obtenue par le systeme d’analyse modale LMS : f3 = 6210 Hz



4.4. VERIFICATIONS EXPERIMENTALES 101

Syntheése des résultats

Afin de comparer les résultats obtenus par chacunes des méthodes, nous
avons reporté les valeurs des fréquences propres de chaque mode dans un
tableau de synthese a la FiG 4.17

Numéro | Méthode | Eléments Essai Analyse
du mode | analytique finis aux chocs | modale
0 14859 14656
1 0 0 1200 1273
2 2478 2364 2400 2423
3 6396 6473 6100 6210
4 12028 11898 11700

Fi1G. 4.17 — tableau de synthese du calcul des fréquences propres en Hertz
pour les rangs variant de 0 a 4

A la lecture de ce tableau, on constate que le calcul analytique des
fréquences propres de résonance est tres proche de la valeur réelle (ana-
lyse modale) avec des erreurs inférieures a 3%. Avec la méthode d’analyse
modale, les fréquences n’ont été déterminée que jusqu’a 10000 Hz, c’est pour-
quoi, nous n’avons pas reporté la valeur des fréquences du mode 4 et 0. La
valeur de la fréquence du mode de rang 1 n’étant pas déterminable avec notre
méthode analytique, nous utiliserons la valeur trouvée expérimentalement.
Les forces électromagnétiques de rang 1 étant rares pour une machine a deux
paires de podles, la connaissance de cette valeur n’est pas primordiale lors de
la conception de la machine, c’est a dire lorsque nous n’avons pas acces a
des mesures expérimentales.

La détermination analytique de la valeur des fréquences propres étant sa-
tisfaisante, nous allons maintenant utiliser ces valeurs pour la détermination
des déplacements, vitesses et accélérations vibratoires par la méthode de su-
perposition modale et ainsi les comparer aux accélérations vibratoires que
[’on peut relever a l'aide d’accélérométres lorsque la machine est alimentée
par le convertisseur statique PWM.

4.4.2 Vérification expérimentale de la superposition modale

Nous allons dans un premier temps, décrire le mode opératoire qui nous
a permis d’effectuer ces mesures. Le moteur a été suspendu a des ressorts
de tres faibles raideurs afin de s’approcher des conditions aux limites libre-
libre?*. Le moteur est alimenté avec un convertisseur PWM & échantillonnage

24Un objet supporté par des ressorts de raideurs trés faibles aura un mouvement d’en-
semble de fréquence tres faible et au dela de cette fréquence, il pourra étre considéré
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naturel dont on peut faire varier la fréquence de découpage fy. L’accélération
vibratoire est relevée a l'aide d’un accélérometre piezo-électrique fixé au
milieu du stator.

La premiere série de mesure a été réalisée pour une fréquence de découpage
de 1111 Hz (cf. le spectre de tension simple et de courant représenté sur la
Fic 4.18). A T’aide de notre modele, nous avons calculé les spectres 2D des
champs de densité de flux B et du tenseur de MAXWELL qui sont représenté
sur la méme figure.

tension

.
& o o ©
T T T T
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o
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2000
fréquence (Hz) rang despace fréquence (Hz) 3000 100 rang despace

Fi1G. 4.18 — condition de fonctionnement de 1’essai pour une fréquence de
découpage de 1111 Hz

Les fréquences principales du spectre du tenseur des contraintes de M AX-
WELL se situent essentiellement autour de zéro hertz, de deux fois la fréquence
fondamentale, de la fréquence de découpage fy et du double de cette derniere
2- f4. En regardant de plus prés ce spectre, on constate que pour les fréquences
autour de fyg et 2f,, seuls des champs a zéro ou quatre paires de poles sont
créés (n = 0 ou n = 4). Ces derniers sont représentés sur la F1a 4.19 : les
spectres du haut représentent le spectre temporel du tenseur de MAXWELL

comme ayant des conditions aux limites libre-libre (cf. la photographie représentant le
montage sur la Fi1G. 5.5
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pour le rang d’espace n = 0 (gauche) et n = 4 (droite)?’.

Les spectres du milieu de la FI1G 4.19 correspondent aux spectres des
accélérations calculées pour ces deux rangs n = 0 (gauche) et n = 4 (droite).

Il est & noter que de part 'orthogonalité des fonctions sinus de pulsa-
tions différentes et suite aux démonstrations des sections précédentes, un
effort de rang n; ne peut exciter une accélération de rang ny # ny. C'est
pourquoi, nous n’avons de réponses non nulles qu’autour des fréquences fy
et 2f3 que pour les rangs d’espace n = 0 et n = 4. Le déplacement étant de

la forme wg_% - sin(wt), plus on se rapprochera des fréquences propres,

w ropre

plus la réponspe gera importante — résonance. Les fréquences de résonances
pour n = 0 et n = 4 valent respectivement 14859 et 12028 Hz, le modele
sans amortissement est acceptable puisque 1’on sait que pour du fer, I’amor-
tissement est faible et que pour cette fréquence de découpage, les excita-
tions sont loin de ces deux fréquences de résonances. L’accélération étant la
dérivée seconde du déplacement , celle ci vaudra —% - sin(wt). Plus
on augmente en fréquence, plus I'accélération est importante, ¢’est pourquoi
les accélérations a basses fréquences sont quasiment nulles.

Lorsque I'on visualise le spectre de mesure de 'accélération sur la ma-
chine d’étude (spectre du bas de la F1G 4.19), on constate tout d’abord que
lordre de grandeur des accélérations (0.5 ms‘Q) est respecté par rapport
aux prédictions en dehors d’une forte résonance a 2465 Hz qui correspond a
la résonance du mode de rang n = 2. Or dans notre spectre d’excitation, il
n’existe aucune excitation de rang 2 et le rappel des formules d’orthogona-
lités (4.117) et (4.118)

2T
) ¢0(t) : ¢2(t) : sin(29) dd =0 (4.117)

2T
; ¢a(t) - sin(40) - Pa(t) - sin(20) df = 0 (4.118)

montre I'impossibilité théorigue d’exciter un mode 2 avec des efforts de
rang 0 ou 4 méme si les fréquences de ces excitations coincident avec la
fréquence de résonance du mode 2. On constate cependant qu’en pratique,
il n’en est rien et qu’il existe un couplage entre ces excitations de rang 0 et
4 et le mode de rang 2. Dans cette remarque, nous rejoignons les résultats
décrits par S.P. VERMA et A. BALAN dans [VERMABALANIS] qui constatent
également un couplage entre ’excitation de rang 4 et le mode de rang 2. De
par les niveaux similaires d’amplitudes des excitations de rang 0 et 4, nous
ne sommes cependant pas en mesure d’affirmer que c’est ’excitation de rang
4 et non celle de rang 0 qui est couplée avec le mode de rang 2.

2les fréquences négatives correspondent aux champs tournants directs, les fréquences
positives aux champs tourants inverses
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Fi1G. 4.19 — essai a fy = 1111 Hz. Figures du haut : spectres temporels du
tenseur de Mazwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures
du centre : spectres temporels de ’accélération vibratoire calculé pour le
rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figure du bas : mesure expérimentale
du spectre temporel de ’accélération vibratoire de la structure statorique
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Afin de confirmer ces remarques, nous avons effectué d’autres essais en
faisant varier la fréquence de découpage : fq = 1500 Hz (F1G 4.20) et fq =
2000 Hz (F1c 4.21).

Pour une fréquence de découpage de 1500 Hz, nous augmentons la fréquence
des forces d’excitation autour de 1500 et 3000 Hz. Ces fréquences étant plus
éloignées de la fréquence de résonance du mode 2 (2465 Hz) que lors de
I’essai précédent, les efforts excitent beaucoup moins ce mode. La raie a la
fréquence de résonance du mode 2 n’a pas complétement disparu cependant
son amplitude est fortement réduite. Elle est divisée par plus de 3 — elle passe
de 3,5m-s72 & environ 1m - s~2. Qualitativement, le bruit a également été
fortement réduit.

Pour la fréquence de découpage de 2000 Hz, nous obtenons des fréquences
d’excitation qui se rapproche de la fréquence de résonance du mode 2 a
2465 Hz. Pour cette fréquence de découpage, nous obtenons la résonance
maximale (accélération d’environ 4 m - 3_2) et le bruit le plus important.

4.5 Résumé du comportement meécanique de la
structure statorique soumise aux efforts d’ori-
gine électromagnétique

Dans ce chapitre, nous avons pu décomposer et analyser le mouvement du
stator lorsqu’il était soumis a un certain nombre d’efforts d’origine électro-
magnétique. Ces différents mouvements ont été séparés en trois mouvements
différents dont le dernier n’est qu’'un cas particulier du second :

1. le mouvement d’extension
2. les mouvements de flexion
3. le mouvement de corps rigide

Parmi les déplacements que va prendre la structure statorique, seule la com-
posante radiale sera a l'origine du rayonnement de bruit si I’on considere
l’air environnant comme non visqueuz. Le mouvement d’extension étant
purement radial, il devrait étre tres rayonnant. Nous avons montré que
les déplacements associés aux modes de flexion évoluaient en ﬁ ce qui
confirme que plus le rang n augmente, plus le déplacement associé est faible.
Ceci nous permettra de négliger I'influence des modes de rangs trop élevés.
A partir de la formulation analytique des déplacements de la structure en
terme de rang d’espace et de temps — analyse spectrale en deux dimensions —,
nous pouvons déterminer la vitesse vibratoire de la structure et ainsi estimer
le rayonnement sonore de notre moteur. Ceci sera réalisé dans le chapitre
suivant.
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Fi1G. 4.20 — essai a fy = 1500 Hz. Figures du haut : spectres temporels du
tenseur de Mazwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures
du centre : spectres temporels de ’accélération vibratoire calculés pour le
rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figure du bas : mesure expérimentale
du spectre temporel de ’accélération vibratoire de la structure statorique
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Fi1G. 4.21 —essai a f; = 2000 Hz. Figure du haut : spectres temporels du
tenseur de Mazwell pour le rang d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures du
centre : spectres temporels de 1’accélération vibratoire calculés pour le rang
d’espace 0 (gauche) et 4 (droite). Figures du bas : mesure expérimentale du

spectre temporel de ’accélération vibratoire de la structure statorique
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Les hypotheses retenues — déformation de cisaillement négligée et com-
portement proche de celui d’une coque cylindrique — semblent validées en
regard de la bonne précision sur la détermination des fréquences naturelles
du stator. Si le modele analytique développé pour calculer le régime na-
turel — les fréquences propres — est parfaitement validé par ’expérience,
nous constatons cependant que la superposition modale ne marche bien qu’a
condition que tous les modes soient parfaitement découplés. Dans les essais
réalisés, nous avons pu montrer que ceci n’etait pas le cas pour le mode
propre de rang 2 — celui justement qui est dans la gamme de fréquence la
plus génante. Ces couplages sont peut-étre diis aux amortissements ou a des
conditions aux limites que nous avons mal estimées. Ces couplages faussent
les résultats obtenus pour les déplacements de la structure s’il existe une
coincidence fréquentielle. Cela nous oblige & éviter toutes les coincidences
fréquentielles méme s’il n’y a pas de coincidence spatiale pour éviter les
résonances qui conduisent au bruit maximum. Pour expliquer ces couplages,
il sera nécessaire de compléter nos modeles ou bien de déterminer la fonction
de réponse en fréquence de maniere expérimentale®S.

26 es méthodes d’identification de fonctions de réponse en fréquence sont décrites dans
les ouvrages de D.J. EWINS [EWINS84] et [EWINS00]. On trouve également quelques articles
ayant identifié ces fonction de réponse en fréquence pour des machines a reluctance variable
[GABSICAMUSBESBES99)



Chapitre 5

Rayonnement acoustique
d’une stucture statorique

Ce chapitre traitera du rayonnement acoustique d’un stator de machine
électrique. Nous ne nous intéresserons qu’au rayonnement direct du sta-
tor (air borne sound) et non au rayonnement indirect lié & la propagation
des vibrations a la structure environnante puis & son rayonnement (struc-
ture borne sound) puisque nous ne pouvons connaitre la structure sur la-
quelle sera accouplé le moteur. Nous considérerons également ce rayonne-
ment comme un rayonnement en champ libre — pas de réflexion. Avant d’ex-
poser les différents modeles, il est important de faire un rappel des équations
de 'acoustique ainsi que des différentes notions que nous utiliserons dans la
suite de notre rédaction. Nous proposerons ensuite un modele en accord avec
les formulations trouvées pour le comportement vibratoire de notre stator
afin d’estimer son rayonnement acoustique. Nous comparerons également
nos développements avec les formules et syntheéses existantes. Nous finirons
en exposant les vérifications expérimentales des hypotheses et modeles pro-
posés.

5.1 Quelques rappels et notions de rayonnement
acoustique

Cette section se propose de faire un rappel des équations qui régissent le
comportement acoustique linéaire d’un fluide ainsi que les différentes notions
couramment employées en acoustique linéaire. Pour les lecteurs désirant un
approfondissement des notions rappelées ici, nous préférerons les renvoyer
aux ouvrages classiques tels que [LESUEUR88] [MORSEINGARDS6)].

109
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5.1.1 Equations fondamentales de ’acoustique linéaire

L’acoustique liné€aire est une branche de la mécanique des fluides uti-
lisant les hypotheses suivantes : fluides parfaits, pas de viscosité, pas de
conduction thermique. Nous ne nous intéressons qu’aux perturbations au-
tour d’un point d’équilibre, soit pour un point M repéré en coordonnées
d’EULER, tous les parametres seront écrits sous la forme :

x(M,t) = zo(M,t) + dx (5.1)

L’acoustique linéaire est caractérisée par les deux équations fondamentales
suivantes :

1. conservation de la masse par unité de volume (p) :

/@dv / av (5.2)

8 +dw(p v)=gq (5.3)

q est le débit-masse par unité de volume

2. conservation de la quantité de mouvement par unité de volume (p-v):

/ ;lt(p v)dV = /vde—k/STdS (5.4)

%(p cvi) +div(p-v;) - v = fi + div(oy) (5.5)

avec f les forces de volume et T = o - n, o le tenseur des contraintes.

Ces deux équations sont complétées par une équation d’état thermodyna-
mique qui définit la valeur de la célérité du son dans le fluide :

- <g_];>s (5.6)

Aux fréquences qui nous intéressent (fréquences audibles), on peut considérer
que les mouvements sont adiabatiques — pas d’échange de chaleur et entropie
S sensiblement constante :

p- v’ = constante (5.7)
Cp

= 5.8

7 Cy (58)

avec vy = % pour les gaz diatomiques comme air (N, Os. . .).

Dans les hypotheses de 'acoustique classique — linéaire —, on considere
le fluide comme parfait, il n’y a pas de cisaillement et le mouvement est a
potentiel sans tourbillonnement (& rotationnel nul). Le milieu est homogene
et isotrope et nous n’avons que des petits mouvements (5p =paetpa < po),
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ce qui conduit finalement, si le fluide est au repos (vg = 0) et en supprimant
les termes de sources, a :

pa=c’pa (5.9)

0

% + po - div(vy) =0 (5.10)
0

po-%—i—gradpA:O (5.11)

On peut combiner ces trois équations pour montrer que chacun des termes
pA, V4 obéit & une équation des ondes :

1 0%?pa(M,t

Apa(M.t) = - % =0 (5.12)
1 0%va(M,t

Ava(M, 1) = - % =0 (5.13)

ol A = V? est le Laplacien.

5.1.2 Equations énergétiques de ’acoustique linéaire

Les équations précédentes sont suffisantes pour résoudre le probleme de
rayonnement acoustique, cependant, on utilise souvent 1’équation de conser-
vation de l’énergie. Si nous définissons les énergies cinétiques et potentielles
par unité de volume d’un élément de fluide comme! :

1
T=1 p v (5.14)
1 p2
N 5.15
2 po-c? (5.15)

et si I'on pose £ =7 +V comme la densité volumique d’énergie,

1 P2 2 1 P 2 2
5:_,< . >:_. <_ ) 5.16
s @ TrIvIE ) =50 () IV (5.16)

Nous obtenons pour la loi de conservation de ’énergie dans le cas ol il n’y
a pas de sources, les équations (5.17) et (5.18) :

g/ EdV:—/pv-ndS (5.17)
ot Jy S
3}

516 ==Y () (5.18)

'En acoustique, seules les variations autour d’un point d’équilibre sont intéressantes
(seules les variables x4 sont utiles). Ainsi, comme nous n’étudions que les termes de
variation x4, pour des raisons de simplification d’écriture, nous supprimerons désormais
les indices A et nous ne considérerons que les variations des termes x
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Le second membre correspond a la puissance fournie au systeme par ’extérieur.
On appelle généralement la quantité F = pv le flux acoustique — la densité
surfacique de flux de puissance acoustique. Dans le cas ot des sources sont
présentes par I'intermédiaire des parametres g et f définis précédemment, la
loi de conservation de l’énergie prend la forme de I’équation (5.19) :

<%+f~v> :V-(pv)—k%(é’) (5.19)

En général, ces notions d’énergie sont utilisées en moyenne. Pour le cas
particulier d’ondes sinusoidales, en posant & comme la valeur moyenne de
x, on peut montrer qu’en dehors des sources [LESUEURSS] :

T:%-v-v* (5.20)
o1 opept

S A 5.21
L=T-V (5.22)

En posant II = % - pv* comme l'intensité acoustique que 'on décompose
ensuite en une partie réelle et une partie imaginaire Il = 7 + j 7, on peut
montrer également que [LESUEURSS] :

V-I=0 (5.23)
V-J=-2w-L (5.24)

Ces deux quantités sont utilisées pour caractériser les sources, ainsi si nous
reprenons le calcul en incluant les termes de sources, on obtient pour la
puissance de ces sources une partie active et une partie réactive P = Py +5 P,
qui sont liées aux intensités acoustiques par les relations :

77@:—/ 7 -ndS (5.25)
S

Pr:—/ 2w-£dV—/ J -ndS (5.26)
\%4 S

La quantité II est l'intensité qui est un vecteur traduisant localement la
puissance moyenne sur le temps par unité de surface. Z est I'intensité active
ou propagative, J l'intensité réactive ou non propagative. Z a un caractere
conservatif. On peut donc choisir n’importe quelle surface qui entoure la
source pour mesurer la puissance acoustique de cette derniere.
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5.1.3 Caractérisation des sources en acoustique

Pour caractériser la puissance rayonnée par une source, on s’intéresse
surtout & la partie propagative de la puissance, c’est & dire a Z2.

Pa:/IdS:/I-ndS (5.27)
S S

Ainsi, en se placant dans une chambre anéchoique — sans écho — et en ef-
fectuant des mesures suffisamment loin de la source®, on peut assimiler le
champ a une onde plane :

\

Fi1c. 5.1 — exemple d’approximation en onde plane d’un champ sphérique

> ¢

p=po-c|v| (5.28)
P2
po-C

2le signe devant I’intégrale est parfois positif ou négatif suivant la convention de signe
adoptée pour la normale & la surface. Dans la suite de 1’étude on conservera une signe
positif devant 'intégrale en se rappelant que la puissance provient de la source a l'intérieur
de cette surface

3par suffisamment loin, on entend pouvoir faire I’hypothese du champ lointain (r > a, A
avec r distance d’observation de la source, a taille de la source et A longueur d’onde du
champ rayonné), cela signifie qu’a cette distance le champ peut étre assimilé, localement,
& une onde plane sur une région dont la dimension est de ’ordre de A (cf. F1G 5.1)
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Si nous mesurons la pression efficace (Root Mean Square) prms = p?, la
puissance rayonnée vaudra? :

1
P, = : / P2, dS (5.30)
Lo - C S

1
ZPO . ’ ZZ: p%ms,i - S; (5'31)

Pour effectuer ces mesures, on se définit généralement un maillage d’une
surface entourant la source®. Ces surfaces peuvent étre semi-sphériques, cu-
biques, parallélipédiques (cf. F1G 5.2). En chacun des noeuds du maillage, on

2trajectoires

Paraliélépipede de référence

Fig. 5.2 — exemples de surface de mesure de l'intensité en fonction des
dimensions de la source

releve 7 — ou simplement p si nous pouvons faire ’approximation de champ
lointain. A I’aide de ces relevés de mesure, on peut caractériser la distribu-
tion spatiale du champ acoustique rayonné par la source. Ces mesures nous
donnent acces a :

1. la directivité de la source : ces directions d’émission privilégiées

2. le spectre du champ acoustique : sa nuisance sonore (bruit blanc, rose,
monochromatique. . .)

3. la puissance acoustique de la source : contrairement a la pression
qui dépend de la distance d’audition, la puissance est une donnée in-
trinseque de la source

Dans la pratique, on utilise généralement des échelles logarithmiques
pour exprimer les différentes grandeurs. Ceci permet d’introduire les notions

4plutét que d’utiliser Papproximation en onde plane, la tendance actuelle est d’utili-
ser des méthodes intensimétriques qui permettent de mesurer directement Z = pv* en
mesurant p a I’aide d’'une moyenne sur deux microphones et de déduire v & partir d’une
approximation du gradient de pression entre ces deux microphones. Cette méthode per-
met de travailler avec des quantités vectorielles, ce qui permet de pouvoir se rapprocher
de la source et également de ne plus avoir besoin de chambre anéchoique (cf. par exemple
[FAHY95])

5le type de surface a peu d’influence puisque I'intensité est conservative en dehors des
sources, 'intégrale de surface de I'intensité acoustique sera donc identique quelle que soit
la surface choisie
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de niveau de pression ou de niveau de puissance® :

2
L, =10 log (p;m) (dB)  (avecpo=2-10"N-m=2) (5.32)
0

Lp=10-log <7>£> (dB)  (avec Pp=1-10"12W) (5.33)
0

5.2 Développement d’un modele de rayonnement
du stator

5.2.1 Position du probleme

Apres discussion sur les différentes hypothéses de simplifications pos-
sibles dans le chapitre 4, nous avons considéré un modele 2D de vibration de
notre stator. Pour rester cohérent avec ces calculs, nous allons poursuivre le
développement d’un modele de rayonnement acoustique en considérant tou-
jours un modele 2D7. Si cette hypothese est en pratique acceptable en face
du centre de la machine, elle est fausse aux extrémités et au dela puisque la
machine est de longueur finie. Afin de compléter le calcul du rayonnement
pour tenir compte de la longueur finie de la machine, nous proposerons
d’autres modeles qui seront exposés dans la section 5.3.

5.2.2 Modele de rayonnement 2D du stator

Notre modele de stator étant celui d’'un anneau (coque), il est logique
d’utiliser des coordonnées cylindriques pour 1’étude de son rayonnement.
Dans la section 5.1, nous avons montré que la pression acoustique était régie
par une équation d’onde :

1 02p(M,t)
Ap(M,t) — —= - ———"> =0 5.34
p(M,1) = — T (5.34)
ou A = V? est le Laplacien. Ce dernier peut étre exprimé en coordonnées
cylindriques (7,0, z) :
Pp 1 9p 1 9%p 9?p
Ap(r,0,z,t) = —=+ - —+ =5 —5 + —= 5.35
p( ) or2 r Or r?2 00?2 022 ( )
ce qui conduit a I’équation aux dérivées partielles en coordonnées cylin-
driques régissant p(r, 0, 2, t) :
Pp 1 op 1 82p+82p 1 82p(M,t)_0 (5.36)
or2 r Or r2 002 022 (2 ot? - '

5Ces niveaux sont parfois pondérés par des coefficients dits dBA, B ou C. Ces correc-
tions sont des termes qui tiennent compte de la réponse en fréquence de ’oreille humaine
et permettent ainsi une meilleur représentation de la sensation de nuisance sonore (cf.
[YANGELLISONS5] et [LIENARDFRANGOIS83])

"cette hypothese revient & considérer que la longueur n’intervient pas sur le rayonne-
ment, on a donc ’équivalent du rayonnement d’un cylindre infini
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En utilisant ’hypothese de séparation des variables et en considérant la
solution comme harmonique en temps — utilisation de la notation en demi
exponentielle e/“!, nous obtenons une solution de la forme :

p(r,0,2,t) = e(t) - f(0) - g(r) - h(2) (5.37)

avec chacune des fonctions e(t), f(6), g(r) et h(z) exprimable comme [LESUEURSS]® :

e(t) = eIt (5.38)
f(6) = D1y, - cos(mb) + Day, - sin(mb) (5.39)
At - I (kr - 1) + Aoy - Npp(k - 1) : ondes stationnaires
g(r) =< Bim, - HT(nl)(kr -r) : ondes progressives convergentes (5.40)

Boy, - HY? )(kr -r) : ondes progressives divergentes
h(z) = Cy - e k% 4 Oy - emihe= (5.41)
p(r,0,2,8) = > f(0)-g(r)-h(2)-e(t) (5.42)
m=0

avec m entier, variant de 0 & linfini, HT(nl) =Jn+JiNm; HT(T%) =Jn—JNn :
fonction de HANKEL d’ordre m de 1° et 2° espece. J,, et N,,, fonction
de BESSEL et de NEUMANN d’ordre m. A ces équations, il faut ajouter la
relation de dispersion :

k2 = k? — k2 (5.43)
avec k le nombre d’onde dans 'air , c’est & dire <.

Dans nos hypotheses de calcul en deux dimensions, on considere que la
pression ne dépend pas de z — qu’elle est uniforme suivant z —, ce qui revient
a considérer la longueur d’onde suivant z comme infinie — ou le nombre
d’onde k., comme nul. On obtient la nouvelle relation de dispersion :

k2 = k> (avec k = <) (5.44)

Les ondes stationnaires sont des ondes qui ne peuvent étre créées que dans
des cavités (notion de résonance) ce qui n’est pas le cas dans nos hypotheses
de rayonnement a l'infini. Pour les mémes raisons, les ondes convergentes —
qui convergent vers la source — et qui correspondent a une réflexion sur une
paroi, ne peuvent exister. Il ne reste que les ondes divergentes purement ra-
diales créées par la vibration radiale de notre source statorique (cf. F1G 5.3).

Sattention, car certains auteurs ([MORSEINGARDS6] [LIENARDFRANGOIS83]) utilise la
convention de notation négative en demi exponentielle e 7! pour la dépendance en temps,
ce qui implique I'inversion pour g(r) : Bim-HY (kr-7) devient I’onde progressive divergente
et Bom - Hy(f)(kr - 1) devient 'onde progressive convergente
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FiG. 5.3 — champ de pression généré par un cylindre infini a vitesse radiale
périodique et nombre d’onde axial nul

Dans le cas ou la vibration du stator est stationnaire, nous pouvons
déterminer le rayonnement en champ libre en utilisant les travaux reportés
dans [CREMERHECKLUNGARSS| p 505. Nous verrons ensuite comment mo-
difier ce champ pour tenir compte des vibrations propagatives suivant la
direction 6 — champ de déplacement radial du stator qui tourne autour de
I’axe de la machine.

Soit v, la vitesse stationnaire de déplacement radial de la surface du
stator :

8(0,8) =D 0i- 4ilt) - Vi(0) (5.45)

avec

¢i(t) = cos(wjt) (5.46)
Vi = cos(if) (5.47)

Dans un premier temps, nous traiterons du cas d’une seule fréquence (i = m)
puis nous généraliserons en utilisant les transformées de FOURIER. Nous de-
vons trouver la solution de ¥ qui satisfasse I’équation d’onde en coordonnées
cylindriques et les deux conditions aux limites en r = a'° et en r = oo.

1. condition aux limites en r = a : la vitesse vibratoire de la source (le
stator) est égale a la vitesse particulaire (du fluide) sur la surface de
la source. En utilisant 1’équation (5.11) :

ov

o +gradp =0 (5.48)

on rappelle qu’au chapitre précédent, nous avons montré que les déplacements pou-

vaient étre exprimés comme une superposition de champs harmoniques tournants suivant

0
0en acoustique, on a coutume de définir la taille de la source par la lettre a, ainsi dans

le cas d’une source cylindrique, cette dimension prend la valeur du rayon de la source, soit

R
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que 'on utilise pour la vitesse stationnaire en régime harmonique de
pulsation w :

ov 0
E _8t(v(67 ))
=0-V(0) - 8(2—(:)
=0-V(0) - jwo(t)
=jw - 0(0,1) (5.49)

ce qui nous permet d’obtenir la relation entre v et p :

o Op
—Jwpel = — enr=a 5.50
joppt ==L (enr =a) (5.50)
2. condition aux limites en r = oo : cette condition aux limites est ce
que 'on appelle la condition de rayonnement de SOMMERFELD qui a
montré que le champ de pression a l'infini devait évoluer en :
1

p(r, 0) ~ Te‘j’“’ (5.51)

<

Nous avons vu précédemment que la solution propagative divergente d’un
champ de pression en coordonnées cylindriques pouvait s’exprimer en terme
de fonctions sinusoidales de la variable 6, de fonctions exponentielles du
temps et de fonctions de HANKEL de secondes especes pour la variable r :

p(r,0,t) = Z pi - cos(if) - HZ(Q)(k 7). ewit (5.52)

(2

soit pour ¢ = m, la condition aux limites en r = a conduit a :

A Jpo-c: O
= I tm (5.53)
Hg)/(k -a)
(2)
avec Hg)/(k ca) = <%.(Tk)'r)> _, ce qui donne finalement!! :
p(r, ¢, t) = —0p, Jopore cos(mb) - H (k- r) - /it (5.55)

. Hg)/(k -a)

HTes dérivées d’une fonction de Bessel, Neumann ou Hankel peuvent étre déduites de
la méme relation de récurrence (cf. [ABRAMOWITZSTEGUN72]) :

OHY (z)

2)1 1 2 2
B = @) = 5 () = 2 @) (5.54)

2



5.2. MODELE DE RAYONNEMENT 119

La puissance acoustique rayonnée en champ lointain par unité de longueur
vaut alors :

1
7):

2w
: / | Prms(r,0) |* rd6 (5.56)
0

soit pour le cas m =0 :
Po - C

P=2|f 2 —F2 %
| B (k- a) |2

(5.57)
et pour m>0(m=1,2,3,...):

Um 19

P =9

Y

Dans ces conditions, le facteur de rayonnement (radiation efficiency) op,
vaudra :

Po - C
—_— (5.58)
| B (k - a) |2

12

B P
po-c-A-v2
1 2

T kea | HY(k-a) 2

Tm (A : aire de I’enveloppe)

(5.60)

avec la valeur moyenne v2 définie comme une moyenne quadratique sur le
temps et la surface de la source :

- 1 1 2m . )

vi=gooo /0 | Oy - cos(mb) |~ db (5.61)
Dans la F1G 5.4 tiré de [CREMERHECKLUNGARSS], on présente une image
du champ d’ondes de pression & proximité d’un cylindre vibrant pour dif-
férentes valeurs de m. Cette figure nous permet de nous représenter le champ
de rayonnement d’un cylindre. Si la vibration est de rang 0, on constate que
le cylindre rayonne comme un monopole (rayonnement omni-directionel),
si la vibration est de rang 1 et stationnaire — direction de rayonnement
indépendante du temps — le cylindre rayonne comme un dipole avec une
direction de rayonnement privilégiée. La direction perpendiculaire a cette
derniere ne rayonne pas en champ lointain. Le nombre de directions de
rayonnement augmente avec le rang de la vibration et nous constatons qu’a
partir d’un certain rang, le champ décroit si rapidement qu’il devient nul en
champ lointain. Pour le rang 6, on constate qu’il n’y a déja plus qu’un champ
proche. Ces cas d’excitations conduisent a des rayonnements pratiquement
nuls des qu’on s’éloigne de la source.

26n rappelle que le facteur de rayonnement est le rapport entre la puissance rayonnée

par la source et la puissance rayonnée par une onde plane de méme surface d’enveloppe
que ’objet vibrant, soit :
P

c=————  (avec A l'aire de '’enveloppe de la source) (5.59)
po-c-A-v?
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Fi1G. 5.4 — champ d’ondes de pression a proximité d’un cylindre vibrant
(k- a = 4) pour différentes distributions sinusoidales circonférentielles de
rangs m variant de 0 a 6
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Ces calculs ont été réalisés pour une vitesse vibratoire stationnaire —
champ de déplacement non tournant — mais les calculs des chapitres précédents
ont montré que pour les rangs m > 0, le champ de déplacement — et donc
celui des vitesses — du stator tournait suivant la variable 6. L’équation (5.45)
doit étre modifiée en :

v(0,t) = Z 0; - cos(w;t £ 16) (5.62)

(2

La solution de p, non stationnaire en 6 devient pour le rang m :

Jrpo-c

Lo PO CH@ (k.
Hg)/(k o cos(wmt £ mb) - H (k- r) (5.63)

p(ra 07 t) - _{)m

Nous avions également dit qu’il n’y avait pas un unique champ harmonique
de déplacement du stator mais que nous pouvions I’exprimer comme une su-
perposition de tels champs a ’aide de séries de FOURIER suivant le temps et
I’espace. Dans ce cas, la pression rayonnée sera également une superposition
de champs de pression pour chaque déplacement harmonique de la struc-
ture statorique. En utilisant la notation vectorielle des spectres déja utilisée
précédemment, on obtient pour une vitesse de déplacement de la forme :

,l’}*
Nmax,Mmax

2
. vecteur spectre de la vi-
= . . .64
{0} Y00 tesse vibratoire v(t, 0) (5.64)
ﬁ"maac sMmax
2
e~ (Mmazwot) e~J(mmaz0)\ base dans laquelle est

exprimé le  wecteur
spectre de de la fonc-
tion v(t,0) :

v(t,r) = {o}T

e+j(n7;LaacWOt) e+J(”:bmaw9) base({0})

base({0}) = el =1 | e =1

(5.65)

On sait également que dans ’air w et k ne sont pas indépendants puisqu’ils
sont liés par la relation de dispersion (5.44) : k = ¢, soit ici pour un rang
(n,m) : k = ™22 olt wy est la fréquence fondamentale de la série de FOURIER.
A chaque harmonique de vitesse vibratoire de rang (n, m) correspondra un

champ de pression :

nwo

pn’m(t, r, 6) — pn,m . ejnwot . ejme . Hg)(

: r) (5.66)
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avec 13
N j-po-c .
) —Un,m * Wg%.a) sin>0
Pnm = N j-po-c . 0 (567)
—Un7m : m s1n <
On peut noter la pression sous la forme vectorielle :
ﬁ;maac sMmax
) = 0 vecteur spectre de la pression acous- (5.68)
by = tique p(t,r,0) '
ﬁnmaammmaac
—7 —7 1 max
e J(nmaacwot) e J(mmaace) HT(Tbr)naac(nc—wo . T)
base({p}) = el =1 A oe0=1 |- 1
e+j(”maxW0t) e"’j(mmaxe) ng)nax(nmacxwo . 7“)
(5.69)

base dans laquelle est exprimé le vecteur spectre de de la
fonction p(t,r,0) : p(t,r,0) = {p}T - base({p})

Avec la notation vectorielle, on peut facilement généraliser le calcul des
valeurs efficaces (Root Mean Square), la puissance acoustique vaudra alors :

2
P = 1 / | Drms (T, 6) \2 rdf
pPo-€ Jo

T 45) (5.70)

Le modéle de rayonnement que mous venons de développer permet a
partir de la connaissance de la vitesse vibratoire & la surface du stator de
déterminer la pression acoustique ainsi que les caractéristiques énergétiques
— puissance et facteur de rayonnement. La formulation a l’aide de vecteurs
et de multiplications matricielles rend cette approche élégante et peut étre
facilement résolue numériqguement.

13suite & une note précédente concernant le choix de la fonction de HANKEL pour obtenir

une onde divergente, on remarquera que pour n > 0, on choisira H, @ (220 . r) et que pour

c
n < 0, on devra prendre HS)(% )
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5.3 Présentation d’autres modeles de rayonnement
du stator

Comme nous I’avons fait remarquer au début de ce chapitre, un modele
2D (cylindre infini), n’est valable que pour l'estimation de la pression face
au centre de la machine. Plus on s’éloignera vers les extrémités, moins notre
modele sera bon. Pour un calcul plus précis, il faudrait tenir compte de la
longueur finie de notre stator. C. LESUEUR, dans son ouvrage [LESUEURSS| p
155 donne un exemple de calcul du rayonnement d’une coque mince appuyée
a ces extrémités et bafflée — rigide — au dela. Cette méthode, relativement
pointue, se décompose en trois étapes :

1. trouver le schéma modal de la structure dans le vide. Pour cela, ’au-
teur utilise I'opérateur de DONNELL dont nous avons déja parlé dans
le chapitre 4

2. exprimer la pression p a ’aide d’une fonction de GREEN

3. développer la pression dans la base des modes propres de la structure
dans le vide

Le développement analytique est délicat et le calcul complet nécessite une
résolution numeérique, c’est pourquoi nous renverrons le lecteur intérressé
directement & l'ouvrage de C. LESUEUR. On peut cependant noter qu’il
apparait des couplages par rayonnement entre les modes longitudinaux pour
un mode circonférentiel donné et que cette méthode est bien adaptée si le
fluide n’a pas une densité trop importante.

Un autre travail intéressant est celui exposé dans 'ouvrage de S.J. YANG
[YANG81] qui a également développé un modele de rayonnement de stator
en utilisant celui d’'une coque mince finie pour différents rapports longueur
sur rayon. De méme, les formulations sont relativement complexes mais un
travail tres intéressant de comparaison entre différents modeles a été réalisé.
Il nous permet de voir la validité des hypotheses retenues pour chacun des
trois modeles suivants :

1. modele de P.L. ALGER [ALGERS1] : sensiblement les mémes hypotheses
que nos travaux de la section précédente — cylindre infini

2. modele de H. JORDAN : modele de rayonnement d’une sphere'. Cette
méthode fait encore I'objet d’études, on citera a ce sujet la these de
L. BOUCHET [BOUCHETY6]

3. Modele développé par S.J. YANG

Mcomme il a été remarqué dans I'ouvrage [LESUEURSS], en-decd d’une fréquence ca-
ractéristique de la source — ou d’un ka —, le facteur de rayonnement o définit globalement la
personnalité acoustique de chaque objet immergé. En revanche, au-dela de cette fréquence,
o tend assymptotiquement vers 1, c’est a dire que l’objet se comporte globalement comme
une sphére équivalente
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Pour différentes valeurs de m, 'auteur donne des tableaux de comparaison
_Tstator .
onde plane
Ceci doit permettre d’estimer assez rapidement le niveau de puissance acous-

tique d’une machine électrique lorsque nous connaissons la vitesse vibratoire
de la surface rayonnante.

pour la valeur du coefficient relatif d’intensité acoustique (

La tendance actuelle en matiere de calcul de rayonnement acoustique
est d’utiliser l'intégrale de HELMHOLZ associée a une fonction de GREEN.
Cette intégrale est obtenue a partir de ’équation d’onde de pression que
I’on multiplie par une solution fondamentale G appelée fonction de GREEN
pour obtenir une équation intégrale. Par utilisation du second théoreme de
GREEN et de ’équation de EULER en régime harmonique (—jwpgv = %),
on obtient ’expression suivante :

p(0) = [ p(i) - PG o u(0e) - G0, M) dS (0

(5.71)

v(Mp) et p(Mp) sont respectivement la vitesse vibratoire et la pression
pariétale — a la surface de la paroi — en un point courant My de la structure.
G(M, My) est la fonction de propagation de GREEN associée au domaine
fluide considéré.

% est la dérivée normale de la fonction de GREEN au point My sur
la structure.

S est la surface de la structure vibrante et d.S un élément de cette surface.

Cette intégrale comporte deux termes, le premier dépendant de la pres-
sion pariétale est extrémement complexe a calculer, le deuxieme, dans le cas
ou 'on connait la vitesse vibratoire, est facilement déterminable.

En discrétisant cette équation, on arrive aux techniques d’Eléments Finis
de Frontiere (Boundary Element Method). Ces techniques commencent a étre
de plus en plus utilisées pour le rayonnement de systemes électromécaniques
(cf. par exemple les articles [BAUERMONZELHENNEBERGEROS8] ainsi que
[RAMESOHLBAUERHENNEBERGER98| et [BAUERHENNEBERGER99]. On no-
tera également, plus récemment, les articles [CARLSONNEVESNSADOWSKIO0]
[KAEHLERHENNEBERGEROO] et, toujours par les personnes du méme labo-
ratoire [MONZELBAUERHENNEBERGEROQ0]).

Sous certaines conditions liées aux fréquences et a la distance d’obser-
vation — champ proche ou lointain —, on peut simplifier I'expression de
I’équation (5.71) ce qui conduit a représenter le rayonnement de notre source
par une distribution de monopdles et de dipdles acoustiques sur la sur-
face de la source. Les calculs sont alors fortement réduits par rapport a
la méthode d’éléments finis de frontiere et conduisent a des résultats tout
a fait acceptables (cf. [LOVATLOYAUBARBRY97] [GABSILOYAULOVAT99) et
[LOYAUBARBRY GABSICAMUS00]).
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5.4 Vérifications expérimentales des hypotheses et
modeles développés

La suite de ce chapitre se consacrera a une vérification expérimentale
des différentes hypothéses que nous nous sommes fixées pour développer nos
modeles. Nous confronterons ensuite nos modeles avec le rayonnement de
la machine d’étude déja utilisée aux chapitres précédents. Dans un premier
temps, nous allons décrire les conditions expérimentales. Les mesures ont
été conduites en chambre semi-anéchoique, le moteur a été suspendu a des
ressorts de faibles raideurs pour satisfaire aux conditions aux limites libre-
libre™. Le moteur est alimenté par le convertisseur statique déja utilisé aux
chapitres précédents. Les mesures acoustiques ont été effectuées avec un mi-
crophone permettant de mesurer les pressions acoustiques. Une photographie
du dispositif expérimental est reportée sur la FiG 5.5.

Fi1G. 5.5 — photographie du dispositif expérimental : moteur suspendu en
chambre semi-anéchoique

15]e moteur oscillera avec un mouvement d’ensemble de fréquence tres faible et au dela
de cette fréquence, on pourra considérer I’ensemble comme ayant des conditions aux limites
libre-libre
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5.4.1 Vérification des hypotheéses : rayonnement radial et
tournant

Vérification de I’hypothése de rayonnement d’un champ tournant

Nos modeles ont été développés en considérant que les déplacements ra-
diaux de la structure étaient une superposition de champs tournants suivant
I’axe de la machine. S’il en est ainsi, il ne doit exister aucune direction radiale
de rayonnement privilégiée — le moteur rayonne dans toutes les directions
radiales avec les mémes valeurs RMS. Afin de confirmer cette hypothese,
nous avons effectué des mesures de pression en fonctionnement & une dis-
tance de un meétre de la machine pour différentes positions angulaires : avec
un angle de 0 degré, 22,5 degrés, 45 degrés et 67,5 degrés (cf.FI1G 5.6).

1000

F1G. 5.6 — position des points de mesures pour la vérification des champs
tournants (cotes en mm, échelles non respectées)

Pour chacun des points de mesures, nous avons relevé le spectre des
niveaux de pression acoustique. Ces différents spectres sont reportés a la
Fi1G 5.7, on constate qu’aux fluctuations de mesures pres, ils ont tous le
méme contenu spectral et les mémes amplitudes, ce qui confirme bien la
présence des champs tournants. Cette série de mesures nous permet de ne
relever les niveaux de pressions que pour une seule position de 6, les niveaux
de pression des autres positions angulaires n’étant qu’un spectre identique
aux déphasages pres.
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Amplitude (d8)
Amplitude (d8)
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harmonics frequencies (Hz)

1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
harmonics frequencies (Hz)

F1aG. 5.7 — spectres des niveaux de pression pour les quatre points de mesures
pour les différentes positions angulaires

Il est possible d’augmenter la stabilité et la précision des mesures acous-
tiques en effectuant des moyennes (estimation de la densité spectrale de
puissance par la méthode de WELCH ou autre), mais les moyennages et la
forme scalaire d’une puissance nous ferait perdre l'information de phase. En
outre, le moyennage, pour des mesures sur une machine asynchrone n’est
pas simple puisque si ’on se synchronise sur la vitesse de rotation, on perd
la synchronisation sur les courants en raison du glissement et inversement.
Pour ces raisons, nous avons préféré effectuer des mesures les plus longues
possibles — jusqu’a 40000 points — et utiliser des algorithmes classiques de
FFT sans moyennage pour déterminer les contenus spectraux.

Vérification de I’hypothése de rayonnement radial du champ de
pression

Nos modeles ont été développés en considérant un rayonnement pure-
ment radial de notre machine puis une décroissance rapide — non modélisée
— au dela des limites axiales de la machine. Ceci nous a conduit & ne calculer
que le rayonnement d’une coupe 2D de notre stator. Afin de confirmer ce
choix, nous avons relevé la pression rayonnée a une distance de un metre
de la machine pour différentes positions axiales et pour une fréquence de
découpage de 1111 Hz (cf. F1G 5.8).
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F1G. 5.8 — position des points de mesures pour la vérification des champs de
rayonnement radiaux (cotes en mm, échelles non respectées)
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Pour chaque point de mesure PXX, nous avons relevé le spectre de niveau
de pression acoustique. Conformément & 1’étude vibratoire qui a été effectuée
au chapitre 4 pour cette fréquence de découpage, la raie d’amplitude maxi-
male apparalt pour une fréquence de 2465 Hz. La FiG 5.9 représente ce
spectre pour différents points de mesures. Les contenus spectraux pour les
différents points de mesures sont similaires mais les amplitudes dépendent
de la position axiale.

Amplitude (dB)
Amplitude (dB)

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
harmonics frequencies (Hz)

harmonics frequencies (Hz)

Amplitude (dB)
Amplitude (dB)

o
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
harmonics frequencies (Hz)

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
harmonics frequencies (Hz)

Fic. 5.9 — spectre des niveaux de pression pour quatre points de mesures
suivant la direction axiale : P01, P02, P06, P07

Pour la fréquence de 2465 Hz, nous avons tracé le niveau de pression
en fonction de la position axiale par rapport au point P01 situé face au
centre de la machine. Ce tracé est reporté a la Fig 5.10 sur laquelle, nous
avons également signalé I’emplacement de la machine. On constate que le
champ rayonné est bien un champ radial qui a une amplitude pratique-
ment constante face a la machine puis décroit rapidement sur les extrémités
axiales. Nous avons également relevé le niveau de pression au dessus de
Parbre moteur & une distance de 300 mm (P00). Ce spectre reporté a la
F1G 5.11 montre des composantes totalement différentes de celles de la
F1G 5.9 et avec des amplitudes largement inférieures.
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F1G. 5.10 — Niveaux de pression acoustiques mesurés en fonction de la posi-
tion axiale d’observation — emplacement de la machine
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F1ac. 5.11 — spectre des niveaux de pression pour le point P00 situé a 300 mm
au dessus de ’arbre moteur
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Nous pouvons conclure que le champ de pression acoustique rayonné par
la machine électrique est, d’une part une superposition de champs tournants
sutvant l’axe de la machine et que, d’autre part, ces champs sont rayonnés de
maniére radiale et pratiquement uniquement entre les deux extrémités axiales
de la machine. Notre modéle de rayonnement reposant sur le calcul 2D du
rayonnement d’une section de stator repose sur des hypothéses confirmées
par l'expérience.

5.4.2 Validation expérimentale du modele de rayonnement
en 2D

Cette validation s’est appuyée sur des mesures effectuées a la fréquence
de découpage de 1111 Hz. Pour cette fréquence, dans le chapitre précédent,
nous avons montré les différences qui existaient entre le calcul des accélérations
vibratoires et la mesure de ces accélérations en raison d’un couplage entre
le mode de rang 2 et les efforts d’excitations de rang 4. Pour contourner ce
probleme, nous avons validé notre modele a partir des relevés expérimentaux
de vitesses vibratoires et non a partir des calculs de ces vitesses. La F1G 5.12,
reporte ’accélération vibratoire mesurée a la périphérie du stator.

5.
45F
4
3.5
3k

251

Amplitude (RMS)

2

15

1

0.5

Lo ‘ ML L JNL ‘ ud 1l l l )

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
harmonics frequencies (Hz)

F1G. 5.12 — spectre de ’accélération vibratoire a la périphérie de la machine
pour une fréquence de découpage de 1111 Hz

La vibration principale est obtenue a 2465 Hz, nous confronterons notre
modele pour cette fréquence. Le probleme rencontré sil’on part d’une accéléra-
tion relevée expérimentalement est que cette derniere a été faite pour un
unique point de mesure — un seul accélérometre. En raison du couplage
entre le mode de rang 2 et ’excitation de rang 4, nous ne savons pas si cette
vibration correspond & une déformée de rang 2 ou 4. Ainsi, nous avons cal-
culé le rayonnement pour une vibration de rang m compris entre 0 et 6 (cf.
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F1G 5.4 représentant I'image du champ de pression rayonné par chacun de
ces modes pour une excitation stationnaire suivant #) et nous identifierons a
quel type de rayonnement correspond cette fréquence de vibration!'6. Pour la
fréquence de 2465 Hz, nous avons relevé une accélération RMS de 5m - s2.

Nous en déduisons les valeurs suivantes :

w= 15519 rad-s~!

0= 4,364-10"*m-s7!
A 20 degrés CELSIUS, nous avons une vitesse du son dans I'air ¢ de 344 m-s~!
pour une masse volumique py de 1.2kg - m™3. La valeur de a est égale au
rayon de la source, soit 5 - 1072m. Ceci nous permet de déterminer les
caractéristiques du rayonnement :

k=% =45 11m!
&

2
)\:%: 13,9-10"2m

k-a= 2,255

Nous avons relevé les niveaux de pression acoustique pour différentes dis-
tances de mesures r de 50 mm a 2 m. Les positions des points de mesures
sont reportés sur la F1G 5.13.

Sur la FIG 5.14, nous avons reporté le calcul des niveaux de pression
rayonnée en fonction de la distance r pour les différentes valeurs de m, nous
avons également reporté d’une croix les points de mesures expérimentales.

Ce rayonnement a été calculé pour la fréquence de 2465 Hz. Nous savons
que cette fréquence correspond a la fréquence propre du mode de rang 2. Le
rayonnement doit donc nécessairement étre un rayonnement de rang 2.

Nous constatons sur la F1G 5.14 que le modele proposé est bien en ac-
cord avec les points relevés méme s’il surévalue les amplitudes. Dans son
ouvrage [YANG81], S.J. YANG avait déja noté qu'un modele de rayonnement
de cylindre infini — modele proche de nos développements — conduisait a un
résultat un peu surévalué.

Nous retiendrons cependant que l’allure du rayonnement en fonction
de la distance d’observation est correctement reproduite et qu’elle permet
d’avoir une premiere estimation du rayonnement.

1 . . N P . , .

6attentlon, contrairement a la F1G 5.4, le champ rayonné par une machine électrique
est un champ tournant suivant €, les directions d’émissions privilégiées tournent donc a la
vitesse du champ vibratoire et passe donc successivement par toutes les positions 6
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F1G. 5.13 — positions des points de mesures pour la vérification modele en
fonction de la distance r (cotes en mm, échelles non respectées)
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F1G. 5.14 — calcul des niveaux de pression rayonnée pour différentes valeurs
de m (de haut en bas, m = 2,1, 0, 3,4, 5 et 6). Les rangs 2,1 et 0 ont pra-
tiquement les mémes niveaux. Les croix représentent les points de mesures
expérimentaux
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La différence d’amplitude peut s’expliquer par les différentes hypotheses
utilisées :
1. le rayonnement a été considéré comme un rayonement infini ce qui ne
peut étre rigoureusement correct méme dans une chambre sourde

2. nous avons di négliger ’amortissement apporté par I’air

3. nous avons également négligé la présence des ailettes de refroidissement
qui perturbe le champ proche. Ces dernieres ne doivent cependant
avoir qu’une faible inflluence puisqu’il a été montré que le champ était
purement radial

4. enfin, par ’hypothése d’un rayonnement en deux dimensions, nous
négligeons les effets de bords introduits par la longueur finie de la
machine

Finalement, ce graphe met en évidence I'importance des modes de rayon-
nement 0, 1, 2 et 3 par rapport aux rangs supérieurs. En effet, le rang 4
rayonne déja avec un niveau de pratiquement —15 dB par rapport a ces
4 rangs. Les rangs 5 et 6 ont des niveaux respectifs de —25 et —40 dB par
rapports aux quatres premiers rangs. Il est parfaitement légitime de négliger
les rayonnements de rangs élevés. Les rangs 0, 1 et 2 ont pratiquement les
meémes niveaux. Nous n’utilisons généralement que ces trois termes pour ca-
ractériser une source en champ lointain. Ces trois formes de rayonnement
sont alors appelées un monopdle, un dipole et un quadripéle. Dans notre cas,
ils ne sont pas stationnaires mais tournent autour de ’axe de la machine a
la vitesse de rotation du champ d’effort.

5.4.3 Validation expérimentale pour des fréquences de découpage
variables

Pour cet essai, nous avons conservé les fréquences de découpage déja
utilisées au chapitre 4, apres 1111 Hz utilisée dans les sections précédentes,
nous réglerons ce parametre a 1500, 2000 et 2500 Hz.

Nous avions constaté précédemment que la fréquence de découpage qui
conduisait a la vibration maximale était 2000 Hz puisqu’il apparaissait alors
un fort couplage — et donc une résonance — avec le mode de rang 2. Les
deux autres fréquences f; = 1500 et 2500 Hz excitent beaucoup moins cette
résonance ce qui conduit a des niveaux de vibrations bien inférieurs. Sur la
F1c 5.15, nous allons reporter les spectres d’accélération et de niveaux de
pression correspondants relevés a un metre de la machine pour les fréquences
de découpage de 2000 et 2500 Hz.

Sur ces essais pour trois fréquences de découpage différentes, nous consta-
tons que l’essai qui conduit aux vibrations maximales est bien celui qui
conduit au bruit maximum. Cet essai (fg = 2000 Hz) excite de maniere
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Accélération vibratoire du stator Niveaux de pression acoustique

f4 = 2000 Hz
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F1c. 5.15 — spectre des accélérations et niveaux de pression correspondant
a un metre pour une fréquence de découpage de 2000 puis 2500 Hz
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importante la résonance du mode de rang 2 qui — nous l'avons vu a la
sous-section précédente — est un mode qui rayonne fortement. Le niveau
maximum de pression est alors de 59 dB a 2465 Hz a une distance de 1 m
de la machine.

Une variation assez faible de la fréquence de découpage réussit & déplacer
I'excitation suffisament loin de cette résonance pour baisser fortement le
niveau maximal de bruit. Une modification de la fréquence de découpage de
500 Hz soit une variation de 20 %, réduit la raie principale de pression de
plus de 16 dB (cf. F1G. 5.16)

frequence de fréquence de la raie Amplitude du
découpage (fq) | principale de pression | niveau de pression
(Hz) (H2) (dB)
1500 2047 48
2000 2465 59
2500 2030 43

Fic. 5.16 — tableau de variation des niveaux de pression acoustique a un
metre de la machine en fonction de la fréquence de découpage du convertis-
seur

Nous pouvons également remarquer qu’un spectre de vibration ne corres-
pond pas exactement & son spectre de niveau de pression si, & ces fréquences,
correspondent des modes différents. Ainsi, pour l'essai a une fréquence de
découpage de 2500 Hz, I’accélération maximale vaut 1,6m - s~2 & 3120 Hz
(soit une vitesse de v = & = 82 107%m - s71) et le niveau de bruit vaut 34
dB alors que pour une accélération de seulement 0.9 m - s~2 & 2030 Hz (soit
une vitesse de v = £ = T71- 107%m-s1), on obtient un niveau de bruit bien

supérieur (43 dB).

5.5 Résumé du rayonnement acoustique de la struc-
ture statorique soumise aux efforts d’origine
électromagnétique

En partant de ’hypotheése du rayonnement d’un cylindre infini, nous
avons pu développer un modele de rayonnement qui était bien adapté a la
forme des vitesses vibratoires a la surface du stator. Ces calculs ont été
réalisés en considérant que le stator rayonnait en champ libre de maniere
radiale. Si ces modeles sont acceptables en face du centre de la machine —
ce qui nous permettra de connaitre les valeurs majorantes de la pression
rayonnée dies aux vibrations d’origine électromagnétique —, ces valeurs de-
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viennent fausses lorsque nous nous éloignons de la section centrale de la
machine.

Les différentes hypotheses que nous avons formulées ont été vérifiées
expérimentalement. Le modele de rayonnement développé surévalue un peu
les niveaux de pression mais il permet d’avoir une premiere estimation et
de se faire une idée de 1’évolution du champ de pression en fonction de
la distance d’observation et du rang de distribution de la vibration. Pour
des niveaux de précision plus élevés, nous devrons utiliser d’autres modeles.
Les modeles de distribution de monopoles et de dipdles a la surface du
stator semblent étre un bon compromis temps de calcul/précision et restent
relativement faciles a mettre en ceuvre. Nous avons également pu mettre
en évidence qu'un simple calcul vibratoire n’était pas toujours suffisant et
qu'une estimation — ou une mesure — du rayonnement acoustique restait
nécessaire pour minimiser les nuisances acoustiques générées par la machine
électrique asynchrone alimentée par convertisseur statique de puissance.
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Conclusion

Comme il a été précisé dans l'introduction, le travail présenté s’ins-
crit dans une optique de conception d’'un ensemble machine associée a son
convertisseur statique. Le pré-dimensionnement interdisant toute solution
numérique lourde — de telles méthodes imposant de disposer d’un modele
d’ores et déja établi — nous nous sommes concentrés sur une approche
de FOURIER. Celle-ci est peut-étre moins précise que certaines méthodes
numériques mais elle permet de coupler plus facilement les différents do-
maines de la physique rencontrés (cf. F1G. 5.17). Les méthodes de type
éléments finis ont été, éventuellement, reservées pour des validations de

N
modeles.
convertisseur Convertisseur Vibration de la Rayonnement
statique > électromécanique > structure statorique > acoustique >
courants riches en harmoniques Efforts radiaux Source de bruits Nuisances sonores

Fi1G. 5.17 — chaine d’émission acoustique globale d’un ensemble machine
électrique asynchrone-convertisseur statique de puissance

Les stratégies de commutation des convertisseurs statiques ont été ca-
ractérisées par leur spectre de tension appliquée sur une phase de la ma-
chine. Cette approche permet la modélisation de ’ensemble des stratégies
existantes sous réserve de disposer d’un modele performant de la machine
asynchrone qui permette d’en déduire les courants. Pour cela, nous avons
généralisé les modeles de machine asynchrone qui existent et qui tiennent
compte des harmoniques d’espace afin qu’ils puissent également prendre en
compte les harmoniques de temps apportés par le convertisseur. Ceci nous a
permis de développer un modele qui donne directement les spectres des cou-
rants dans les différents conducteurs — statoriques et rotoriques — en tenant
compte des phénomenes d’harmoniques de temps et d’espace.

A T’aide des courants calculés, nous avons utilisé la méthode dite des
champs tournants ( Winding field theory) pour déterminer les champs présents
dans ’entrefer comme une superposition de champs harmoniques tournant
a différentes vitesses. Bien que basé sur une approche de FOURIER, les
différents calculs sont réalisés numériquement en utilisant des algorithmes

139
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de Transformée de Fourier Discrete et de calculs matriciels. Cette méthode
est mise en ceuvre en tenant compte des harmoniques de temps — conversion
statique —, des harmoniques d’espace — répartition non continue des conduc-
teurs — et des phénomenes d’encoches — chute de flux dans 'entrefer face a
une encoche.

Ce calcul de conversion électromécanique nous permet de déterminer
les pulsations de couples ainsi que les efforts radiaux d’attraction entre le
stator et le rotor a 'origine des vibrations statoriques, sources de bruit. Les
modeles ont été validés expérimentalement au niveau des courants et des
couples moyens.

Apres une étude bibliographique sur le comportement vibratoire des sta-
tors de machines électriques, nous avons développé une méthode analytique
de détermination des fréquences propres de la structure. Cette méthode a
été validée expérimentalement par différentes méthodes et s’est révélée tres
précise (quelques pour-cent d’erreurs sur la détermination des fréquences
propres).

En contrélant la conception de la machine et la stratégie du convertis-
seur, nous sommes en mesure de placer les excitations vibratoires d’origine
électromagnétique en dehors des résonances — suffisament loin des fréquences
propres. Hors résonances, il nous est alors possible d’utiliser les techniques
de superposition modale en négligeant ’amortissement de la structure. Ceci
nous permet de déterminer la réponse vibratoire de la structure statorique.
Les expérimentations réalisées ont cependant fait apparaitre des couplages
entre différents modes!'” qui limitent la portée de nos modeles. Ces couplages
conduisent a des fortes résonances pour certaines fréquences de découpages
qu’il convient d’éviter soigneusement.

Meéme si d’autres auteurs [VERMABALANIS8| ont mis en évidence le méme
phénomene de couplage et en ont tirés les mémes conclusions, il serait
intéressant de compléter nos modeéles a ’aide de méthodes d’identifications —
prise en compte de ’amortissement — et de les appliquer & d’autres machines
asynchrones pour confirmer la présence de ces couplages.

L’analyse acoustique nous a permis d’acquérir un savoir-faire et de
développer un modele intéressant pour la dimensionnement et la conception
de P’association machine-convertisseur, méme s’il s’est avéré que le modele
développé surestimait — majorait — les niveaux de pressions obtenus par
rapport aux mesures expérimentales.

Bien que cette étude nous ait apporté de nombreux éléments de réponse
et un savoir-faire indéniable, les perspectives restent grandes. En effet,

7ou plus exactement, entre la projection d’un effort sur un mode — la force modale —

et la réponse sur un second mode
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les phénomenes rencontrés restent complexes et nécessiteront encore beau-
coup de travail pour une compréhension totale. Nous pouvons citer a titre
d’exemple le travail qu’il reste a effectuer pour améliorer les performances
de la détermination des réponses forcées de déplacement. Cette question
nécessite peut-étre de se reposer des questions sur ’applicabilité de la su-
perposition modale lorsque des modes peuvent étre couplés. Nous pourrons
également refaire des mesures sur d’autres machines pour confirmer ou in-
firmer les conclusions de cette premiere étude et notamment en effectuant
plus de mesures en charges.

Le banc de mesure est actuellement repensé pour permettre ’ajout d’une
charge qui ne perturberait pas la mesure du bruit et des vibrations de la
machine d’étude. Nous pensons également au remplacement du systeme de
contrdle du convertisseur actuel'® par un systeme plus performant!® qui
permettrait plus de souplesse dans le choix des stratégies de commutation.

Ces modifications sont également effectuées dans ’optique d’une colla-
boration déja commencée avec messieurs P. WAGSTAFF, J.C. HENRIO et R.
D1B de I’Université de Technologie de Compiegne [DIBHENRIOHUBERT 00].
Leurs activités de recherche concernent la propagation des vibrations aux
bancs et aux éléments de support du moteur. Le travail réalisé s’appuit sur
I'identification et 1’utilisation des fonctions de réponse en fréquence de la
structure d’accueil du moteur par des méthodes inverses. Cette propagation
des vibrations aux éléments environnants conduit ces derniers a rayonner de
maniére parfois plus importante que la source elle-méme (dans notre cas, le
moteur)?0.

18controlé par une carte dSPACE programmée en MATLAB SIMULINK

Yprocesseur de signal spécialisé 3200240

20Cette propagation des vibrations aux structures environnantes et leurs rayonnements
sont parfois regroupés dans la littérature sous le terme de bruits solidiens ou d’origine
solidienne (structure borne sound). Pour plus d’informations, sur ces notions de bruits
solidiens, on pourra se reporter au colloque [INRS99]
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Annexe A

Rappel sur la notion de
représentation spectrale en
temps et en espace

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les différentes notions concernant
la réprésentation de FOURIER d’une fonction pour les deux cas suivants :

1. fonctions périodiques par rapport a la variable de temps ou d’espace

2. fonctions périodiques non seulement par rapport a la variable de temps
mais également par rapport a la variable d’espace — Notions de champs
et ondes harmoniques

A.1 Fonctions périodiques par rapport a la va-
riable de temps ou d’espace

Théoréme A.1.1 Une fonction f peut toujours étre représentée par une
série de FOURIER a condition qu’elle soit périodique. Ainsi si cette fonction
dépend du temps : f = f(t), le passage dans le domaine de FOURIER de
cette fonction fera apparaitre une nouvelle fonction : f = f(w) dépendant
d’une variable w appelée la pulsation temporelle ou d’une variable fo appelée
la fréquence telle que w = 2w fy.

De manieére analogue, une fonction f(x) ou f(#) périodique suivant la va-
riable d’espace z (linéaire) ou 6 (rotation) fera apparaitre dans le domaine
de FOURIER une nouvelle fonction f = f (k) ou k est appelée la pulsation
spatiale (en acoustique, on appelle généralement cette pulsation spatiale le

nombre d’onde).

Suivant les types d’utilisateurs de la transformée de FOURIER (mathématiciens,
physiciens, électrotechniciens...), différentes représentations existent dans le
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domaine de FOURIER, elles sont pourtant totalement identiques. Les habi-
tudes de chacun ont contribué a développer des variantes adaptées a chaque
domaine d’application et a chaque utilisateur. Pour familiariser le lecteur,
nous avons choisi de présenter quelques unes de ces variante puisqu’au cours
de cet article, il nous arrivera parfois de passer de 'une a ’autre de ces
différentes représentations.

Nous allons appliquer ces différentes représentations a une des fonc-
tions périodiques les plus simples et les plus courantes : une fonction tri-
gonomeétrique.

Soit f une fonction périodique monochromatique (une seule pulsation)
sinusoidale définie par I’équation (A.1)%.

f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (A1)

A.1.1 Spectre en cos et sin

La représentation la plus simple de la fonction f dans le domaine de
FOURIER est évidemment d’associer a la pulsation w , 'amplitude A pour
la fonction cosinus et B pour la fonction sinus. Ceci conduit a la figure A.1.

121 121

amplitude de la fonction cosinus
¢ o o
[} oo
T T
amplitude de la fonction sinus
o
(o2}
T

o
)
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o
i
T
I
IS
T

0.2+ 0.2

0 L L L J O L L L J
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

rang de pulsation (omega/omega0) rang de pulsation (omega/omega0)

FiG. A.1 — spectre en cos et sin de la fonction f pour A =1et B=0.5

!Par la suite, nous allons travailler avec une fonction dépendant de la variable temps,
il est bien évident que tout ce qui suit est également applicable si ’on remplace la variable
temps par la variable espace.
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A.1.2 Spectre en cos

Nous pouvons montrer qu’'une fonction sinus n’est autre qu’une fonction
cosinus déphasée. En posant C' = v/ A2 + B2 et ¢ = arctan % , la fonction f
de I’équation (A.1) peut se réécrire sous la forme :

f(t) = Ccos(wt + ) (A.2)

Des lors, il est évident que la représentation la plus adaptée dans le
domaine de FOURIER est d’associer a la pulsation w le nombre complexe
C d’amplitude C (sa norme) et de phase ¢ . Cette nouvelle représentation
conduit a la figure A.2.

© o o
N o o =~k

partie imaginaire

o
N

o ©

partie reelle

rang de pulsation (omega/omega0)

FiG. A.2 — spectre en amplitude et phase pour ’exemple de la figure A.1

Dans le cas ou on aurait a calculer des formes quadratiqgues d’une telle
fonction, nous obtiendrons :

£2(0) =(Ceost + )’
=(C cos(w L,O))
:<%>2 . <1 + cos (2wt + 2@)) (A3)

Le spectre de cette fonction quadratique n’a donc plus la méme compo-
sition spectrale que la fonction initiale f(t). Les formes quadratiques font
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apparaitre des spectres différents?, il faudra donc étre vigilant dans nos tra-
vaux aux changements de spectres qu’apportent les formes quadratiques?.
La valeur efficace (Root Mean Square) du signal f(t) n’est autre que la ra-
cine carré de la valeur moyenne de la forme quadratique. La valeur moyenne
d’une fonction sinusoidale étant nulle, seule la composante de fréquence zéro
contribuera & cette valeur moyenne, on obtient alors? :

1 27
= 2
fRMS 2 J, f (t)du)t
1 27 C\2
J %/0 <ﬁ> . <1 + cos(2wt + 2¢p) >dwt
=0
<

= (A.4)

A.1.3 Spectre en exponentiel

En utilisant I'identité mathématique suivante cosa = %(ej“ +e79%) avec
j = +/—1 et en posant C = Cei®, la fonction de 'équation (A.1) peut se
réécrire sous la forme de 1’équation (A.5)

ft) = —_eTIwt geﬂw (A.5)

Cette notation fait apparaitre la notion non physique de pulsation négative.
Cette écriture est la plus utilisée par les mathématiciens, c’est elle qui est
utilisée dans les algorithmes numériques de calculs de transformée de Fou-
rier et notamment dans la transformée de Fourier rapide (FFT). Elle peut
étre représentée par la figure A.3.

Une facon élégante de présenter ce spectre lorsqu’il est composé de plu-
sieurs fréquences et d’une valeur moyenne non nulles est de le poser sous
forme vectorielle en lui associant une base formé des exponentielles com-

2Zsi notre signal avait été composé de deux fonctions sinusoidales aux pulsations w
et wa, le spectre de la fonction quadratique serait composé de fonctions sinusoidales aux
pulsations 2wi, 2w, 0, w2 £ w1

3cette remarque est importante, car nous verrons dans le cours de nos travaux qu’une
forme quadratique apparait lors de I'utilisation du tenseur de MAXWELL

4pour une fonction constituée de plusieurs pulsations, seules les composantes de rang
zéro de f?(t) contribueraient a la valeur efficace, on obtiendrait frus = 3, % Ce
résultat confirme bien le théoréme de PARSEVAL
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Fi1G. A.3 — spectre en amplitude et phase de fonctions exponentielles pour
I’exemple de la figure A.1

plexes a toutes les pulsations :

o)

IS *
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I
oo Qe
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S

base({f}) =

e—jnwt
e—jwt
el =1

eTiwt

e—i—jnwt

vecteur spectre de la fonction f(t)

base dans laquelle est exprimé le
vecteur spectre de de la fonction

£ f(t) = (Y7 base({f})

(A.6)

(A7)
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Dans le cas d’une forme quadratique de f(t) contenant une seule pulsa-
tion, nous avons :

. C N2
fQ(t) :<76—]wt + Ee—HWt)
e oo O, 0,
—— et o9 T . JO 4 22 ptiwt A.
5 e + 7 "5 e +2 5 e (A.8)

Le calcul du spectre de la fonction quadratique pour une fonction f(¢) conte-
nant plusieurs pulsations peut étre réalisé trés élégamment en utilisant les
vecteurs définis ci-avant de la fagon suivante :

2y = 1 4T (A.9)
exprimé dans la base associée & f2(t) :
base({f?}) = base({f}) * base({/})*" (A.10)
et la valeur de frarg sera facilement calculée par :
frus ={fY7«{f} (A11)

Cette méthode sera trés pratique pour calculer les spectres de fonctions
quadratiques dont le spectre d’origine est trés riche. On remarque également
qu’elle peut étre utilisée pour calculer le spectre d’une fonction qui est la
mutiplication de deux autres fonctions dont on connait déja les spectres.

A.1.4 Spectre en demi-exponentiel

En remarquant la symétrie conjuguée de la notation précédente, nous
pouvons ne représenter qu’une moitié du spectre. On écrit alors :

f(t) = R(Cetivty (A.12)

Cette représentation est beaucoup utilisée par les électrotechniciens. On
parle généralement de phaseurs (lorsque la variable est I’espace au lieu du
temps, on parle de vecteur d’espace).

Si cette notation semble plus concise que la notation précédente, elle n’est
cependant pas adaptée lorsque 'on travaillera avec des formes quadratiques
ou bien des multiplications de fonctions puisque s’il est exacte que :

<cos(wt)>2 = <% eIt 4 % . e+j“’t>2 (A.13)

il est en revanche faux que

<cos(wt)>2 = §R<<e+w>2> (A.14)
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A.2 Fonctions périodiques par rapport a la va-
riable de temps et d’espace — Notions de champs
et ondes harmoniques

Dans les sections précédentes, nous avons traité le cas de fonctions har-
moniques soit en temps, soit en espace. Un champ — ou une onde — har-
monique est une grandeur qui possede une périodicité suivant les deux va-
riables t et  — 8 — en méme temps. Cette double périodicité peut donc étre
décomposée en spectre suivant ces deux variables. Ainsi, dans le cas d’une
onde plane monochromatique en temps et en espace, c’est-a-dire n’ayant
qu’une seule composante harmonique en temps et en espace, ’onde peut
étre décrite sous la forme de ’équation (A.15).

f(t,x) = C cos(wt £ kx + ¢) (A.15)

C est 'amplitude, w la pulsation temporelle, k£ le nombre d’onde et ¢
la phase de cette onde. Dans le cas ou le signe dans le cosinus est positif
(f(t,z) = Ccos(wt + kx + ¢)), nous nous trouvons dans le cas d’une onde
progressant dans le sens des x décroissant, c-a-d qu’au bout d’un temps
At, I'onde se sera reproduite identiquement & elle-méme & la position Ax
négative telle que :

B wAt

A:
. k

(A.16)
Dans ’équation (A.16), on définit alors le rapport ﬁ—f comme la vitesse de
phase.

Qphase = i—f - —% (A.17)
L’équation (A.17) confirme bien la vitesse négative de propagation. Pour
avoir une onde qui progresse dans le sens des x croissants, il faut avoir
f(t,x) = Ccos(wt — kx + ), ce qui conduit & un signe opposé pour la
vitesse de phase.

En utilisant les outils développés dans les sections précédentes, on voit
que ’on peut généraliser I’étude spectrale en deux dimensions, c¢’est-a-dire en
obtenant non pas un spectre classique mais un spectre en deuxr dimensions
(temps et espace). Dans le cas de ’'onde monochromatique & vitesse négative
(inverse) définie précédemment et en utilisant la notation exponentielle,
nous obtenons :

A~

~
*

f(t, m) _ %e—j(wt+ka:) + %e—f—j(wt-&-ka:) (A.18)

Soit, une raie d’amplitude C, de phase —p aux rangs de temps —w et
d’espace —k et une seconde raie, également d’amplitude C' mais de phase
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rang de temps ) rang d'espace

Fic. A.4 — amplitude du spectre en deux dimensions d’une onde plane
inverse d’amplitude 1, de pulsation spatiale et temporelle 1 (w = +1 et
k= +£1)

 aux rangs de temps w et d’espace k. Ce qui correspond pour le spectre
d’amplitude exprimé en terme de fonctions exponentielles a la figure A.4.

Nous pouvons, comme pour les fonctions qui ne dépendent que d’une va-
riable, utiliser la notation vectorielle généralisée pour deux dimensions. Nous
obtenons pour une onde plane progressant dans le sens des x décroissants
de pulsation w, de nombre d’onde k et d’amplitude C' :

(})

2
X 0
{ft=10 vecteur spectre de la fonction f(¢, x) (A.19)
0
&
2
e—j(wt-‘rkac)
e J(wt—kz) base dans laquelle est exprimé le
base({f}) =| =1 vecteur spectre de de la fonction (A.20)
etWimhe) | f ()« f(t) = {f}T - base({f})
eti(wt+kz)

Dans le cas de champs tournants dans ’entrefer d’une machine, la va-
riable d’espace n’est plus x mais 6. Nous avons nécessairement une périodicité
sur un tour, nous pouvons conserver la méme description que pour une onde
plane. Ainsi, pour un champ tournant inverse d’amplitude C, de nombre
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d’onde k et de pulsation w, ce dernier peut étre exprimé sous la forme :

~

F(1,6) = %e—j(mke) n %e+j(wt+ke) (A.21)

La vitesse de rotation 2 de ce champ vaudra —% et le nombre de noeuds
vaudra 2k5.

Dans les figures qui vont suivre, nous visualiserons le spectre 2D ainsi
que la représentation spatiale d’'un champ pour différentes valeurs de k et
de w dans les cas ou ce champ est composé d’un seul champ élémentaire —
monochromatique — ou de plusieurs — harmoniques.

Q=— = +wy

> &

F1c. A.5 — champ tournant direct monochromatique : n = +1 (w = +1-wy)
et k=7F1

F1G. A.6 — champ tournant inverse monochromatique : n = +1 (w = £1-wy)
et k==1

Son rappel qu'un noeud est un point ot Pamplitude du champ est nulle
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— Wt )

= TR T T
w—
Tk T T wo

Fic. A.7 — champ stationnaire monochromatique, réunion des deux cas
précédents pour une méme amplitude

F1G. A.8 — champ tournant direct monochromatique : n = +1 (w = +1-wy)
et k=7F2

w1 wo

N =—=4+=
TR 2

(%5) 2(4)0

Q = = = _
T Tk 3

F1c. A.9 — superposition de deux champs tournants (champ 1 : n = +1
(w; ==+1-wp) et ky = F2, champ 2 : n =42 (wy = £2 - wp) et ky = F3)



Annexe B

Compléments au chapitre sur
la conversion d’énergie
électromagnétique

Cette annexe regroupe les différents calculs qui completent le chapitre 3
mais qui n’y ont pas été insérés afin d’en faciliter la lecture. Cette annexe
regroupe principalement des démonstrations et des approfondissements de
calculs qui peuvent étre évités en premiere lecture. De plus, ces approfon-
dissements font parfois appel & des techniques qui ne sont vues que plus loin
dans la rédaction du chapitre 3, c’est pourquoi, il est préférable de lire ces
annexes apres une lecture complete du chapitre 3.

B.1 Tensions induites au rotor et champs créés par
ce dernier

Cette section regroupe un complément a la sous section 3.2.1. Le but
est de calculer les tensions induites au rotor d’une machine asynchrone en
fonction des harmoniques de champs créés par le stator. Une fois, ces ten-
sions induites calculées, on essayera de montrer que ces harmoniques de
tensions créent a leur tour des harmoniques de réaction rotoriques — soit des
phénomenes de troisieme ordre — qui apparaissent au stator. On montrera
cependant que ces phénomeénes sont suffisamment faibles pour étre négligés.
Ceci permettra dans la suite du chapitre 3, la simplification des schémas pour
la réalisation d’un modele tensions-courants pour la machine asynchrone.

B.1.1 Position du probleme

Dans le cas d’une machine a double alimentation (machine synchrone ou
a courant continu), on injecte des courants séparés au rotor et au stator. On
peut donc controéler indépendamment ces deux parametres. Puis, a ’aide de
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la méthode décrite dans la section 3.3, nous pouvons connaitre les champs
magnétiques provenant du stator ou du rotor. La machine asynchrone est
une machine a simple alimentation, ¢’est-a-dire que seul le courant statorique
peut étre controlé directement. Le courant rotorique résulte de ’apparition
d’une force électromotrice (ou tension induite) produite par sa variation par
rapport aux bobinages situés au rotor du flux statorique traversant I’entrefer.
On ne peut donc controler le courant au rotor indépendamment de celui du
stator.

Dans un premier temps, nous allons calculer le contenu spectral des
tensions induites au rotor afin de connaitre le contenu spectral des courants
qui circulent dans le rotor. Nous montrerons ensuite, comment ce courant va,
a son tour, créer un champ de force magnétomotrice dans ’entrefer — et donc
un champ d’induction magnétique — qui créera également des harmoniques
de tension au stator.

B.1.2 Tensions induites au rotor

Pour faire apparaitre une tension induite (force électromotrice) aux bornes
d’un bobinage, il faut faire varier le flux magnétique qui le traverse. En
conséquence, si le stator crée un champ tournant a vitesse fixe dans 1’en-
trefer (par exemple celle du synchronisme), il faut nécessairement que les
bobinages (et donc le rotor) tournent a une vitesse différente de ce champ
pour qu’il y ait une variation du flux traversant le bobinage et donc une
force électromotrice induite. Ce mode de fonctionnement est & 'origine du
nom de la machine étudiée puisque pour fonctionner correctement (fournir
un couple) le rotor sera nécessairement asynchrone par rapport au champ
statorique principal.

Dans le cas de notre machine (rotor & cage), les phases ne pouvant étre
parfaitement définies, elles seront remplacés par Z, mailles élémentaires
constituées par deux barres adjacentes et des morceaux de couronnes de
court-circuit qui les relient (il y a donc autant de mailles que de barres au
rotor). Pour connaitre le courant d’une barre, il suffit de faire la somme des
courants des mailles qui incluent cette barre.

Soit un champ tournant élémentaire créé par le stator :

Bs = Bg(n, m) cos(nwt + mf + ¢o(n, m)) (B.1)

Nous allons calculer la tension que ce champ va induire aux bornes de la
maille k. Pour cela, écrivons B sous sa forme exponentielle (cf. annexe A) :
B, = B;k (n7 m) e—j(nwt—‘rm@) + BS(”’ m) e—f—j(nwt—‘rm@) (BQ)

2

avec By (n, m) nombre complexe valant By (n, m)ei®(™™)_Si on désire connaitre
le champ créé en un point M de 'entrefer, on peut exprimer la position de
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ce point dans le repere lié au stator ¥y ou bien dans un repere lié au rotor
Ro.
Ry est le repere lié au
stator : le point M est
repéré par sa position 6.
Ry est le repere lié au ro- M ~ R
tor, centré sur la maille F
0 : le point M est repéré
par sa position 50.
Efﬁk est le repere lié I 21 maille
au rotor, centré sur la Z
maille k£ : le point M ailley \0
est repéré par sa posi- > o
tion ék

FiGc. B.1 — Présentation des différents reperes utilisés pour localiser la posi-
tion d’un point M situé au centre de 'entrefer

Si nous désignons par a, = angle entre deux barres rotorique adja-
centes, Ry le rayon moyen d’entrefer, I la longueur de fer de la machine, on
peut exprimer le flux vu par la maille £ comme l'intégrale de surface dans
le repere R

2 P
T

/2 +041//2 ~
@k—/ / By(0x,t) Roydfy, dz (B.3)
ly/2 oy /2

Soit, en utilisant le changement de repere qui permet de passer du repére
statique 1ié au stator au repere lié a la k**™¢ maille rotorique :

2 _
Q:Qmwr.wk.?”wk (B.4)

ainsi qu’en utilisant le formalisme exponentiel qui est mieux adapté a I'intégration
que les fonctions sinusoidales :

le/2 * .
o, /+ i/ /+ocy/2 B n m) e—j(nwt+m~(ﬂrotor~t+k~§—:+9k))
ly/2 oy /2

B . . R A )
n M@—H(nwt-‘rm (Qrotor t+k ;r +9k))> Ry dby, dz

. rmeay -
S5 Bi(n,m) _; : A 25
:lf'RO'ay' ( 2 ) . ( s( ) )6 J(nwt+m-Qrotor t+mk2r)

O

+ Me-l—j(nwt-‘rmﬂmtor t+mk§—’;)> (B'5)
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Dans le cas ou nous utiliserions un rotor dont les encoches seraient inclinées
d’un angle v, les bornes angulaires seraient liées a la variable z telles que :

/2 ptay/24q52 5 5
b, = / BS(Qk, t) Rydby dz (B.G)
—ls/2 —ozy/2+RlO~z

ce qui conduit a la nouvelle solution :

. rmeay s omeyly o
(I)k o lf ) RO - Sln( D) ) ) Sln( 2-Ro ) (Bs (na m) e—j(nwt-&—m{lmwr~t+m~k~§—’;)
- Y may m-y-ly
( 2 ) ( 2Ry ) 2
BS (n7 m) e+j(71Wt+m'Qrotor't+m'k'§_:)) (B7)
2
Sin(%) ) . : )
Posons (o, m = =i qui n’est autre que le coefficient de bobinage d’un
2_ (m-'y-lf
SN —5—w——
rotor a cage, (y,m = %ff qui n’est autre que le facteur d’inclinaison des
(

2-Rg
encoches rotor (skew factor) et déduisons en la tension induite au bornes de

la maille & du rotor.

dd;
rk =T
1
:j_'lf'RO'ay'Cay,m'C'\/,m'
B —_; ) Ak 25
( - (Z’ ")  §(nw 4 M- Qpopor) - €T rotor ek )
78(2’ ) j(nw + m - Qo) - e T roter Tk Zr)> (B.8)

qui prend la forme du terme sinusoidal :

Erk = lf . RO s Oy - Cozy,m : C’y,m : Bs(na m) : (nw +m- Qrotor) :
21

sin((nwt +m - Qrotor) + (n,m) +m -k - 7) (B.9)

L’observation de e, conduit aux remarques suivantes :
1. les Z, tensions e, ; forment un systéme polyphasé équilibré de tensions
r r.k

2. ce systeme est en quadrature avec le champ B qui lui a donné nais-
sance

3. il y a autant d’harmoniques de temps dans ce systeme qu’il y a d’har-
moniques d’espace dans la répartition de bobinage du stator : une
harmonique de temps nw du courant statorique induit donc, non pas
une mais des harmoniques de temps de rangs (nw + m + Qyptor) OU M
désigne le rang des harmoniques d’espace du champ statorique (donc
de la répartition du bobinage statorique)
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Dans le cas d'un stator a répartition non sinusoidale, m prennant plu-
sieurs valeurs, les courants rotoriques seront inévitablement plus riches en
harmoniques de temps que le courant statorique ne 1’était. Nous remar-
querons finalement que, par réaction d’induit, cette richesse est ensuite ré-
induite au stator via le champ rotorique et ce jusqu’a créer un état d’équilibre
final. Ce phénomene de contre-réaction correspond en fait au phénomene de
troisieme ordre qui est pris en compte dans le schéma de ALGER F1G. 3.2 et
de CHAVERNOZ et PADELOUP FIG. 3.3. Ces phénomenes de réaction du ro-
tor sont assez complexes, nous allons montrer dans la sous-section suivante
que les sous-harmoniques de tensions ré-induites au stator sont suffisam-
ment faibles pour étre négligées sans faire trop d’erreurs et ainsi nous ne
conserverons que le fondamental de ces sous-harmoniques.

B.1.3 Champ de force magnétomotrice créé par le rotor

Dans la sous-section précédente, nous avons montré quel contenu spectral
allaient prendre les tensions induites au rotor. Le comportement électrique
de la machine étant supposé linéaire (pas de saturation), les courants dans les
différentes mailles du rotor auront donc les mémes composantes spectrales
avec cependant une amplitude et un déphasage différents. Le courant dans
la maille k prendra donc la forme suivante :

. . . 27
irge = ip(n,m) - sin ((nwt +m - Qrotor) + (0, m) +m -k - Z " Per vk )
T

*x
_Zr(nv m) . e_j((nw+m'Qrotor')'t"v‘m'kf';—:)

2j
+ Z’“(;‘i’m) . e+j((nw+m~ﬂmtor)'H‘m'k'%) (B.10)
J

A . (p(n,m)+ —i
avec i,(n, m) nombre complexe valant i, (n, m) PP ~ink) dans Te-

quel @e, ; —i,, définit le déphasage entre tension induite dans une maille du
rotor e, et courant qui y circule i, j.

De méme qu’a la sous-section 3.3.1, nous utilisons la définition de la
fonction de répartition pour chaque maille k& du rotor ainsi que le spectre
d’espace associé défini dans le repeére R

La fonction de répartition pouvant étre définie comme le nombre de spires
corrigé par les coefficients de bobinage associés a chaque rang d’espace; au
rang m correpondra une répartition du rotor — et donc un nombre de spires
— de la forme :

rr(0k) = rr(m) cos(m - 0 + %)

>

i)
P01 g Pr() g
r eI etk B.11
5 ¢ +——e ( )
avec toujours 7,.(1) nombre complexe valant 7,.(n, m) - e/(#m). De méme que

dans la sous-section 3.3.1, le champ de force magnétomotrice créé par une
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Maillek

HH\ |
B T I ] I et
5 10 15 20 25 30

200
angle (degres) 0

F1G. B.2 — répartition pour une phase d’un rotor a cage et spectre associé

phase du rotor (maille k) vaut : fmm, x(t, ék) = % -rr(ék) - ir dans le
repere Ry, (repere lié au centre de cette maille). Soit en utilisant la notation
exponentielle :

fmmg i (t,0r) = 5 5

(f:(m) .e—jm.ék I 77 (M) _e+jm.ék> )
_ Zi(n’ m) . e_j((nw+m'Qrotor')'t"v‘m'k"%—:)
2j
4 mm) .e+ﬂ’<<W+m~Qmm)~t+m~k~%—’;)) (B.12)

2j

Utilisons le changement de variable qui permet de passer de 0 &0 (0 =
Qrotor -t + k - %—7: + 6 ). Cette substitution permet d’exprimer le champ dans
le repére Ry (lié au stator et de variable 6).

Frmp(t, 0) = L _m0n) i m) | juwtmtor (m—iin) Soror t+(m—in) b 2
2 2 2]
L Frm) ir(n,m) o (Rt =0+ (7 Qi otor -+ (i) ke 3
2 27
_ 72r( ~) ) Ei(na m) _e—j(n~wt—m0+(m+m)~ﬂmm~t+(m+ﬁz)~k~§—’;
2 27
+ 727’(2~ ) ) %r(;%m) . e+j(n~wt—ﬁ10+(m—rh)~th0r~t+(m—rh)~k~;—’r
J

(B.13)

De méme qu’a la sous-section 3.3.1, nous pouvons montrer qu'un déphasage
non nul des termes exponentiels conduit & un systeme polyphasé équilibré

)

)

)

:
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de force magnétomotrice, la résultante est alors toujours nulle. Inversement,
un déphasage nul (modulo 27) conduit & Z, termes identiques, la résultante
est, dans ce cas, égale & Z,. fois le terme di a une phase. La résultante
n’est donc différente de zéro que si (m £ m) est un multiple de Z,. En
choisissant arbitrairement dans cette démonstration m de méme signe que
m, seul (m — m) multiple de Z, peut créer un champ résultant.

1. multiplicité nulle : (m —m) = 0 implique m = m

2. multiplicité non nulle : (m —m) = 2¢ - Z,, avec 29 € Z*.
Finalement, ces deux cas sont les seuls qui peuvent conduire a la création
d’un champ tournant de force magnétomotrice par le rotor.

B.1.4 Sous-harmoniques de tensions induites au stator par
le rotor

Dans la sous-section précédente, nous avons vu que seuls les cas de mul-
tiplicité (m — m) = zo - Z,, avec zg € Z pouvaient conduire a la création
d’un champ tournant par le rotor. C’est donc uniquement ces champs la qui
peuvent induire des tensions au stator. Chaque zy correspondra alors a 1’ap-
parition d’un nouveau champ de rang de répartition m = (m—zy- Z,). Dans
le cas d’un rotor bobiné bien construit, les amplitudes des harmoniques d’es-
pace (spectre de la fonction de répartition) sont relativement faibles devant
Pamplitude du fondamental. Ainsi la valeur de r,(m) pour zy différent de
zéro est souvent négligeable devant le fondamental correspondant & zg = 0.
De méme, pour un rotor a cage dont le spectre de répartition est représenté
sur la F1G. B.2, les harmoniques décroient moins rapidement que pour un
rotor bobiné mais comme le nombre de phases est égal au nombre de barres
et que ce dernier est assez élevé (dans notre example Z, = 21), si m est de
lordre de multiples du nombre de barre Z, (m = (m — 2y - Z,)), Pamplitude
rr() associée est suffisamment faible pour étre négligée. La résultante de
force magnétomotrice créée par le rotor n’est donc finalement plus qu'un
champ tournant de méme forme et tournant a la méme vitesse que le champ
magnétique d’induction statorique qui lui a donné naissance — qui corres-
pond & m = m.

A~

r(m) i7(n,m) . —d(nwt-tino)

2j

7?.

1
fmmr,total(ta 0) - 5 : Zr : ( -

727“(771‘) %7“ (n7 m) +j(n-wt+mo)
. . B.14

ce qui donne, en remplagant m par m :

1 Z .
fmmr, total(ta 9) :5 . 7 . Tr(m) . zr(n, m) .

sin(n - wt +ml + @m=m + ©(n,m) + @e,, —i,,) (B.15)
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Pour obtenir le champ d’induction magnétique B, créé par le rotor, il suf-
fit de se reporter a la section 3.3 et d’utiliser la fonction de conduction
magnétique définie pour le stator. Dans le repere fixe Ry, la position dans
Pentrefer est définie de maniére unique par les variables (¢,6), la distance
d’entrefer — ou son inverse, la conduction magnétique — & appliquer pour
passer des champs de force magnétomotrice fmm, et fmms aux densités
d’induction magnétique B, et B, est donc identique que ce soit pour le sta-
tor ou le rotor pourvu que ces deux champs de force magnétomotrice soient
exprimés dans le méme repere Ry.

En conclusion, nous pouvons dire que si, seules les harmoniques de
force magnétomotrice d’importance créées par le rotor sont celles telles que
m = m, c’est a dire, de mémes rangs que les harmoniques de stator qui
leur ont donné naissance. Ainsi, comme il en est de méme pour le champ
magnétique et le flux créé par le rotor, cela signifie qu’il est parfaitement
ratsonnable de négliger les sous harmoniques de tensions induites par le rotor
au stator. Cela correspond a négliger les phénomeénes de troisiéme ordre et
il est finalement légitime de ne retenir qu’un schéma semi-complet dans la
sous section 3.2.1 au lieu d’un schéma complet.

B.2 Calcul des éléments du schéma équivalent

Cette section explique les techniques utilisées pour déterminer tous les
éléments présents dans le schéma équivalent utilisé dans la sous section 3.2.2.

B.2.1 Rappel du schéma

Le schéma utilisé est basé sur un schéma semi complet pour chaque
harmonique de temps. Les sous harmoniques de tension ré-induites au stator
sont négligées (cf. annexe B.1). Cette représentation conduit a I’empilage de
schémas représenté sur la Fiac. B.3.

B.2.2 Calcul des résistances

Le calcul des résistances R et R, se fera de maniere classique, ¢’est-a-dire
en déterminant la longueur totale d’un enroulement puis, en connaissant la
section et la résistivité des matériaux utilisés, a calculer la résistance globale.

Pour le rotor & cage, on remarquera qu'un enroulement correspond &
deux barres adjacentes plus les morceaux de couronnes de court-circuit qui
les relient (cf. F1a. B.4).

Dans nos modeles, nous avons tenu compte de 1’évolution de résistivité
en fonction de la température. Nous avons également tenu compte de 'effet
pelliculaire — de peau —, car si cet effet est souvent négligeable pour les basses
fréquences, il n’en est pas de méme pour les hautes fréquences et notamment
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Is(nw)
_ - I (e, ma)
- Ros(nw) 3+ mw - wi - Los()
e Vi(ng) T (s, ma) Gomp-w- L (g, my)
I(ng) — T jrne-w- Los(ng) G w - Ly(ng, my) en

cos(nw

(nR' )
+mg) g O

- Vi(n2) Iu(ng,m
Ii(m) - : ulnz,ma) I (s ma)

If(n1,m)

Ros(m)  jmy-w: Log(m) jmy-w- Ly(ng,my) champ %
, ’ P ¢ emaa i Ly (g, ma)

(1, m) Jomw s Lo (ny,my) oni - w- Lu(ng, ma)
¢ w - Ly(ng,m;

Jemycw s Ly(ng, my) g(J'u_'
® oV

Gl I(ng, mg) champ
toumant
e
; J 2w+ Lu(nz,ma) Soos(npwt

],

ll("l 7"'2) champ +m29)

y /
woumant € j-ny -w - L (ny, mg)

lnz.m3) L (me, mye)

jom-w- Ly(ni,my) - - w - Ly(ngs, mi)

Va(na)

I, m)
jng-w- Ly(ng, mi)

Iy(ny,mi) Y champ . 1 )
toumant ¢ ™" w Lor(na,my
en

S R,
cos(njwt Ty Y

R e —

Gomw- Luln,mi)

Fic. B.3 — empilage de schémas semi-complets représentant le fonctionne-
ment d’une machine asynchrone alimentée par une source de tension riche
en harmoniques de temps — chaque couche correspond au fonctionnement
pour un seul harmonique de temps n;w

k “k+l
. e
[} 7
O ! ! Jk-1
|
| '
' ;
7/
. -

FiG. B.4 — définition d’une phase d’un rotor a cage
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celles liées aux harmoniques. Les coefficients de correction ont été tirés de
Pouvrage de M. LiwscHITZ [LIwWSCHITZ67] en fonction de la géométrie des
encoches.

B.2.3 Calcul des inductances de fuites

Les inductances de fuites L, et L, caractérisent les fuites magnétiques.
Ces fuites correspondent aux lignes de champs qui se referment autour d’un
bobinage sans traverser ’entrefer. Ces fuites sont parfois appelées dispersion
d’encoche. Le calcul exact de ces fuites est extrémement complexe mais peut
étre approché par des formules empiriques d’assez bonne précision si I'on
connait la géométrie exacte de I'encoche. Pour leurs déterminations, nous
nous sommes également reportés a I’ouvrage de M. LIWSCHITZ [LIWSCHITZ67]
dans lequel ce phénomene est traité de maniere tres précise.

B.2.4 Rapports de transformation : rapport du nombre de
spires entre rotor et stator

Les deux sous-sections précédentes permettent de calculer la résistance
et I'inductance de fuite au rotor mais ces deux valeurs physiques doivent
étre ramenées au primaire du schéma équivalent pour étre utilisées. Ceci se
fait par l'intermédiaire du rapport de nombre de spires entre primaire et
secondaire. Par utilisation de la fonction de répartition dans le chapitre 3,
nous avons montré que notre fonction de répartition était équivalente a
un nombre de spires corrigé par les coefficients de bobinage pour chaque
rang d’espace. Ainsi a un rang d’espace m — donc & une inductance de
magnétisation et a son schéma rotorique associé — correspondent le nombre
de spires Ng- (s = rs(m) et N,.- ¢ = r.(m). Il faut également remarquer que
les nombres de phases du stator et du rotor sont différents puisque d’un coté,
nous avons un stator bobiné et de 'autre, un rotor a cage. Le calcul de la
force magnétomotrice pour un stator ou un rotor montre la proportionnalité
entre nombre de phases et amplitude du champ d’entrefer créé (cf. 3.3.1),
nous devons par conséquent tenir compte du rapport de nombre de phases
dans le rapport de transformation. Finalement nous obtenons :

Zs - Ts(m)
Zy - Tr(m)

Ral?port de transf’ormatlon du sous- — ma(m) = (B.16)
schéma de rang d’espace m

B.2.5 Calcul des inductances de magnétisation

Nous allons, dans un premier temps, exposer les formules classiques de
calculs de I'inductance de magnétisation fondamentale, puis nous essayerons
de trouver une formulation généralisée qui permette de tenir compte des
harmoniques et ainsi de déterminer toutes les valeurs des inductances de
magnétisation du schéma de la Fic B.3.
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Formules classiques pour le fondamental

Dans le cas d’'un schéma classique, I'inductance de magnétisation ra-
menée au primaire L, est le rapport du flux d’entrefer sur un des courants
statoriques. Pour une machine triphasée, on peut utiliser la formulation tirée
de la littérature [DEROUANE9S] [CHATELAINS3] :

_ mRp |
16-1077 50l

m po - ke - oy

L, = 5.
2

= (N, - ¢)? (B.17)

Ecrivons cette inductance avec les différents parametres que nous avons uti-
lisés dans cette étude. Nous remplagons 3 par le nombre de phases Z;, nous
faisons apparaitre pg = 4 - 1077 et nous remplacons k. - 6, par la va-
leur moyenne de la distance de circulation dans 'entrefer §p (inverse de la
conduction magnétique moyenne Ag).

= SR (D ey (B.18)

A T'aide d’une méthode que nous avons développée, nous allons mainte-
nant calculer I'inductance de magnétisation dans le cas général — en tenant
compte de tous les harmoniques de temps et d’espace — et nous montrerons
que dans le cas du champ fondamental (m = py), notre calcul se ramene a la
formulation de I'inductance de magnétisation dans le cas classique ci-dessus.
En étudiant les travaux de B. HELLER et V. HAMATA [HELLERHAMATA77],
nous avons décidé de calculer I'inductance de magnétisation a partir d’une
formulation énergétique du champ dans 'entrefer. En effet, nous avons d’une
part I’énergie magnétique dans l'entrefer VW qui peut étre définie a partir de
I'inductance de magnétisation et d’autre part cette méme énergie peut étre
connue a partir des différents champs dans 'entrefer.

Expression de I’énergie a partir de L,

Nous savons que 1’énergie magnétique stockée dans une bobine peut étre
définie par :

1 2

W= 3 Zs - Ly - (valeur eff. de i(t)) (B.19)
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soit, avec i(t) = >, i, cos(nwt + ¢y) et in = V2 in prs

<
[

Sl N~ N

: Zs : Lu : Z(in,RMS)Q
Zs- Ly Z(%)Q
- Zs- L, Z(Zn)Q (B.20)

On peut également utiliser la notation exponentielle décrite dans I'an-
nexe A et la notation wectorielle de la section 3.3 pour une représentation
plus synthétique dans le cas d’un courant i(¢) périodique mais non sinusoidal :

Sy o 27
27"6 Jjnk Z

Sy .19
%e‘ﬂk% vecteur spectre de courant de la
A )

y etikZ phase k

{ip} = (B.21)

%e-l—jnk%’

e—jnwt
_'jwt base dans laquelle est exprimée le
e

base({i}) = it vecteur spectre de courant de la  (B.22)
phase k : iy (t) = {ix}7 - base({i})

e—i—jnwt
ce qui revient a écrire I’énergie comme :

W=27- LM . {%k}*T . {%k} (B.23)

Expression de 1’énergie a partir du champ magnétique H

En accord avec ’annexe B.3, nous savons que 1’énergie électromagnétique
dans D'entrefer W se définie par :

W:%-///‘/H-de

lf-Ry-6 2
S AL / 1o - H2 df (B.24)
0
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En utilisant tout le travail qui a été réalisé dans le chapitre 3, nous pouvons
réécrire H comme une superposition de champs tournants et ainsi calculer

cette intégrale volumique.
ly - Ro-do - po /27r Zs
W= L% Ko . <

72*(Tn‘) . %*(n) . e—j(nwt+m0)

\V)

A

2
72(Tn‘) . Z(_n) . e+j(nwt+m0)

) >2d9 (B.25)

ce qui peut se simplifier en utilisant les propriétés d’orthogonalités et le
théoreme de PARSEVAL en :

le - Ro-un-2Z2.
W= LS ST (8.26)

32 - 9

En utilisant les notations exponentielles et vectorielles définies précédemment
pour i(t) et celle pour r(#) définies ci-dessous :

Ak _a 27
7 —jmk =%

5re T
7 —jk2Z , ...
. e 7 ro vecteur spectre de répartition de la
= 27 o B.27
{7} %eﬂk%—z phase k (B.27)
~ ‘. 27
Tme+]mkm_z
e—jme
e_.jg base dans laquelle est exprimée le
base({r}) = o+ vecteur spectre de répartition de la  (B.28)
phase k : 7x(0) = {#1}T - base({#})
e+j.’m0

2 2T | fG 2 5 1T
Nous remarquons que Y i, =4 - {u}* - {ip} et que > o =4 {rp}*" -
{7}, on peut ainsi écrire I’expression de 1’énergie comme :

ly-Ro-po- 2% m © T g T g
w=- 032/%050 AT {4 (AT ()

lr- Ro - .72 . N
= 02/%?50 LT iy - AT ) (B-29)
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Comparaison entre les deux expressions de 1’énergie

Comparons alors les deux expressions de ’énergie W trouvées précédemment :

1. calculée a partir de I’inductance :
W =Zs- L, {ig}* T - {ix} (B.30)
2. calculée a partir du champ H :

Iy Ro-po- 227 o p o T
W LR IEE T G ) (T () (B3

Par identification, nous trouvons finalement que :

It Ro- o~ Zs -
e (B.:32)

De I’équation B.32, nous remarquons que L, peut étre décomposée en
une somme d’inductances élémentaires L, (m) associées a chacun des champs

tournants de rang d’espace m : L, = > L,(m), avec L,(m) définie comme
lf~R02'%(;~Zs'7r ) (7’(;71))2 _ lf~R08'%(;~Zs'7r ) (r(m))Q

En comparant avec l’expression de ’équation (B.18), pour un bobinage
& po paires de podles, nous obtenons pour le fondamental (m = pg), r(po) =
% -C- %, qui correspond bien a la valeur du nombre de spires corrigé dans
la définition de la force magnétomotrice fondamentale d’un tel bobinage
(cf. par exemple [SEGUIERNOTELET96]). Nous confirmons ainsi que notre
fonction r(m) est bien équivalente au nombre de spires N corrigé par les
coefficients de bobinage qui tiennent compte de la répartition discrete des
encoches et du type de bobinage.

On peut également souligner, qu’avec notre approche, on calcule aise-
ment 'inductance différentielle par Lg;fr = Zm matpo L,(m).

Finalement, nous sommes capables de calculer tous les éléments du
schéma équivalent et ce quels que soient les rangs d’espace m et de temps
n associés a ces composants. Le paragraphe précédent a méme permis de
redémontrer que notre spectre de fonction de répartition défini a partir d’une
Transformée de Fourier Discréte ({#}) correspondait bien a l’équivalent du
nombre de spires corrigé par les coefficients de bobinages en fonction du
rang des harmoniques d’espace. On peut donc indifféeremment utiliser la
méthode des coefficients de bobinage ou bien celle développée dans ces tra-
vaux pour le calcul de la force magnétomotrice. Cette derniére est cependant
plus systématique, est facilement informatisable et s’adapte a tous les bobi-
nages, méme aux plus complezes (pas raccourcis et fractionnaires).
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B.3 Formulation des couples

Cette section traite de la détermination des couples créés par une ma-
chine électrique et plus particulierement, nous nous intéresserons au cas
particulier ou les champs statoriques et rotoriques peuvent étre définis sous
la forme de champs tournants harmoniques.

B.3.1 Formulation générale

Nous pouvons déterminer le couple créé dans 'entrefer d’une machine
en utilisant le théoreme des Travauz Virtuels qui peut s’énoncer ainsi ! :

Théoréme B.3.1 (Travaux Virtuels) La variation d’énergie électromag-
nétique due a la variation virtuelle de position du rotor est égale a [’opposé
du couple créé par la machine.

ce qui se traduit mathématiquement par :

ow

C="%6

(B.33)
ou W correspond a ’énergie électromagnétique dans 'entrefer et © corres-
pond a un déplacement angulaire virtuel du rotor. On sait par ailleurs que
cette énergie correspond & une intégale volumique dans ’entrefer du champ
magnétique et de la densité de flux magnétique :

wob [ [ [ n-pa B3

B.3.2 Application au cas particulier des champs tournants

Dans les sections précédentes, nous avons tenté de formuler les différents
champs magnétiques comme la superposition de champs tournants harmo-
niques. Ces champs sont soit créés par le stator, soit par le rotor. Etudions la
forme que prendrait le couple dans le cas particulier ou le champ statorique
et le champ rotorique sont exprimables sous la forme de champs tournants
harmoniques. Ce calcul va nous permettre de légitimer I'utilisation et 1'utilité
de la représentation en champs tournants pour décrire les différents champs
d’entrefer.

Soient les champs élémentaires statoriques et rotoriques qui peuvent étre
exprimés sous la forme suivante :

H(t,0) = Hy(ng, my) - sin(nswt 4+ m0) (B.35)

H,(t,0) = H.(n,,m;) - sin(n,wt + m,(0 — ¢rs))

'ef. B. HELLER et V. HAMATA [HELLERHAMATA77] ol bien J. CHATELAIN
[CHATELAIN83]
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En étudiant C = —%—‘g, on remarque tout d’abord qu’un déplacement
virtuel du rotor suivant la variable angulaire revient, pour le rotor, a une
variation suivant ’angle ¢,.;. Cette variation virtuelle revient donc a dériver
par rapport & ce déphasage. On remarque ensuite que le champ stato-
rique ne dépend pas de cette variable ¢,, sa variation virtuelle sera donc

nécessairement nulle. Des lors, nous pouvons écrire le couple comme :

+lf/2 R0+(5r/2 27 H’
:_@./ / (Hs—i—Hr)-hrderdz (B.36)
2 Joy2 JRe-602 Jo Oprs

L’entrefer étant suffisamment faible et la machine suffisamment longue, on
peut considérer que le champ d’entrefer ne dépend ni de z ni de r, le champ
ne dépend plus que de 62.

+lf/2 R0+(5r/2 27 8H
C:—@./ dz-/ rdr-/ (H,+ H,)- 227 dg
2 Joiype Ro—6,/2 0 Oprs

2w H
:—@'lf'RO'(Sr'/ (HS+HT)-8 " dg (B.37)
0

2 Oprs

Dans les calculs, nous utilisons la notation exponentielle car elle est tres bien
adaptée a la combinaison — multiplication — de fonctions trigonométriques.

_ ﬁ;(ns,ms)

Hy(t,0) = . o= (ns-wttms-6)
2j

+ w i (nswt+m6) (B.38)
J

HT’(t 6) = — m . e_j(nr'Wt—’_mT'e_mr'SOrs)

) 2]

+ W . €+j(nr'Wt+m7"'0_mr'50r5) (B39)
J

Le déplacement suivant © revient & un déplacement suivant ¢,s; pour le
champ rotorique, nous obtenons donc :

0H, 0H,  H}(n.,m,)

= = (7 - . _j(nT'Wt"'mr'e_mr'SOrs)
90 OPrs 2 (G-my)-e
L me) it - )
2j
_ H:(nﬁ mT’) Smy - e—j(nrwt—l—mrﬂ—mrwm)
2
_ M - My - e+j(nr'Wt+mr'9—mr'50rs) (B40)

2Cette hypothese s’entend, bien entendu, dans le cas d’un rotor & encoches non inclinées
sinon le champ rotorique dépendra forcement de z. Dans le cas d’un entrefer important
et en tenant compte de la variation du champ suivant r, l'intégration analytique fera
apparaitre des fonctions de Bessel qui rendent ’'intégration délicate.
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Le calcul complet de I'intégrale donne huit termes exponentiels qui en les
combinant deux & deux redonnent les fonctions trigonométriques suivantes :

1o 2m
C:+—-zf-Ro-5r-/
2 0

H,-H
—i—%-mr-sin((ns—l—nr)-wt—i—(ms—i—mr)-e—mr-aprs)

H,-H
—i—%-mr-sin((ns—nr)-wt—i—(ms—mr)-e—i—mr-aprs)

H,. H
—l—%-mr-sin(?nr-wt+2-mr-9—2-mr-tprs)>d6

(B.41)

L’intégrale d’une fonction trigonométrique entre zéro et 2w est forcément
nulle puisqu’une telle fonction est périodique de période 27. L’unique moyen
pour que cette intégrale soit différente de zéro est que la fonction trigo-
nométrique ne dépende plus de la variable 6 (elle peut toutefois dépendre
de t). Pour satisfaire cette condition, deux cas sont a distinguer :

1. m, = mgz =0 : ce qui est impossible puisque 1’on sait qu’'une machine
asynchrone ne crée pas de champ homopolaire (m = 0). Un tel champ
n’aurait, en effet, d’autre alternative que de se refermer sur les paliers
de la machine pour satisfaire la conservation du flux. Sa distance de
circulation tres importante limiterait considérablement son amplitude

2. my £ mgs = 0 : ce cas reste donc le cas unique a l'origine des couples
créés par la machine asynchrone

L’expression du couple prend alors la forme suivante :
Hg(ns,m) - H.(n,,m)

Ho
= 2 .- O 2 - . .
C B) lf RO 57’ s B) m

sin ((ns + nr)wt + (ms + mr) + ‘107’5)

A A

Hs S : Hr T
:%.lf.Ro.ér.QW. (n m)2 (n m).m.
sin((ns £ n, )wt F @rs) (B.42)

En analysant 1’équation (B.42), nous remarquons que si ng = £ n,, nous
avons création d’un couple moyen constant non nul et tous les autres cas
conduisent a la création de couples sinusoidaux, donc a moyenne nulle qu’on
appelle couples pulsants.

Finalement, nous constatons que l’utilisation des champs rotoriques et
statoriques sous forme de champs tournants harmoniques conduit & une for-
mulation trés pratique des couples. Nous pouvons déterminer de maniére
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stmple les pulsations de couples et savoir quels champs magnétiques mo-
difier pour réduire ces pulsations et s’approcher ainsi le plus possible d’un
couple constant.

B.4 Forces et Tenseur de Maxwell

Cette section s’intéresse a la détermination des densités d’efforts créées
par un champ magnétique, & la définition des différents outils permettant
de les calculer et notamment de la notion de tenseur de Mazwell (Mazwell
Stress Tensor)3.

B.4.1 Définition du tenseur de Maxwell

Deux approches inverses sont généralement adoptées, soit la force d’ori-
gine magnétique est définie a partir du champ de densité de flux B, soit
inversement, c’est cette densité de flux qui est définie a partir de la force qui
est créée. Dans les deux cas, la relation qui lie force exercée sur une charge
libre ¢ de vitesse U et champs de densité de flux B est la définition de la
force de Lorentz*.

F=qixB (B.43)

La densité de force par unité de volume f est alors définie en utilisant la
notion de densité de courant J.

—

f=JxB (B.44)

Ces différentes grandeurs sont bien str définies en moyenne, c’est-a-dire a
I’échelle macroscopique et non microscopique. Quand le matériau est ho-
mogene et a une perméabilité constante (B = pH), en utilisant la loi

d’ampere en régime quasi-statique (V x H=J ), la densité d’effort peut
étre écrite comme?® :

f=u(VxH)xH (B.45)
Ceci est une identité vectorielle qui peut étre écrite comme suit :

f = p(H.V)H— g (H - H) (B.46)

3pour de plus amples renseignements, le lecteur pourra se reporter a I’excellent ouvrage
de H.H. WoODSON et J.R. MELCHER [WOODSONMELCHERGS]

4dans cette expression, nous ne tenons ni compte des forces magnétostrictives exercées
sur le matériau ferromagnétique, ni des forces d’origines électro-statiques

5dans la suite de la section, pour des raisons de commodité d’écriture et de lisibilité,
on supprimera les fléches sur les vecteurs et on les notera en gras, les composantes des
différents vecteurs seront reconnaissables a leurs indices
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En utilisant la convention de sommation sur les indices répétés — dite nota-
tion de EINSTEIN — qui simplifie les écritures suivantes :

. OH, O0H1 O0Hs
{v H= an_ Or1 +8a:2 +

ey (B.47)
H V= n@a} Hl@a: +H28J: +H38a:3

et la fonction de KRONECKER delta d,,, définie comme :

(B.48)

1, quand m =n;
5mn = .
0, sinon.

ieme

On écrit I’équation (B.46) pour la m composante de la densité d’effort

f:
OH,, u 0

= uH, — ———(HyH B.49
fm 2 naxn 281_7”( k k) ( )

et en utilisant la propriété du delta de KRONECKER, nous obtenons :

ouH,

H,H,, 5 H.H,) - H,,——— B.50
fm 836”(# mndlk k) m 8$n ( )

Le terme de droite est nul en respectant la loi de conservation du flux
magnétique :

OuH,,
b Hyp(V - pH) = Hyp(V-B) = 0 (B.51)
Ox,
On peut finalement écrire :
oT,
= B.52
f oz, (B.52)

avec Ty, appelé tenseur de Mazwell (Mazwell stress tensor) défini comme :
Tyun = pHy Hyp — gémnHka (B.53)

Ce tenseur est symétrique (Tyn, = T ) et nous pouvons voir que la connais-
sance de H — ou de B — en un point de ’espace, nous permet de définir par-
faitement ce tenseur. Ainsi, la force d’origine magnétique peut étre définie
A l'aide de ce tenseur de MAXWELL pour la m®™¢ composante :

/ Jm dV = / LI (B.54)

On voit également que par utilisation du theoreme de la divergence nous
obtenons, en définissant n, la n**™¢ composante du vecteur normal a la
surface S :

F, :7{ Trun - N da (B.55)
S

On voit finalement qu’on est capable de calculer la force totale appliquée a
un volume V' en connaissant uniquement le champ sur une surface da qui
entoure ce volume.
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B.4.2 Discussion sur ’utilisation du tenseur de Maxwell

On a vu dans ’équation (B.55) que T, a les dimensions d’'un effort
par unité de surface. Il est alors tentant de définir le tenseur de MAXWELL
comme la force par unité de surface appliquée sur notre matériau magnétique.
Ceci est faur en toute rigueur, seule 'intégration sur toute la surface a une
légitimité physique. Ainsi des travaux tel que [REYNE87] ou bien encore
[MEDEIROSREYNEMEUNIERI7] ont notamment montré la différence dans
la répartition surfacique d’effort suivant le type de représentation utilisée :
tenseur de MAXWELL, courants équivalents, travaux virtuels... On notera
également que le tenseur de MAXWELL est défini ¢ une constante pres,
c’est-a-dire qu’en ajoutant une fonction bien choisie a Tp,,, on peut avoir
une répartition surfacique d’effort totalement différente et néanmoins le
méme effort global F apres intégration de ’équation (B.55). Cependant, ces
différences concernent surtout les matériaux ferromagnétiques durs, c’est-a-
dire de type aimants permanents. Ainsi, dans certaines conditions — faible
saturation, matériau ferromagnétique faible... — on peut tout de méme
considérer ce tenseur comme approchant suffisament bien la densité sur-
facique réelle d’effort pour étre utilisée comme telle (cf. [LEFEVRESS] ou
[BELAHCENARKKIOO00]). C’est pourquoi, il est courant d’utiliser ce tenseur
comme la densité surfacique d’effort réelle et ainsi avoir une formulation
qui pourra étre utilisée par la suite pour connaitre la réponse dynamique —
vibratoire — de la structure [LEFEVRE97] [BELMANSHAMEYER9S].

Partant de ces hypothéses, nous considérerons le tenseur de MAXWELL
comme suffisament proche de la densité surfacique d’effort pour étre uti-
lisé dans nos modéles. Ainsi, en nous intéressant a la composante radiale
de Ueffort appliquée sur le stator d’une machine électrique, I’expression de
l’équation (B.53) peut se simplifier en :

2

B~ ..
fradial ~ Tradial - W (B56)
Ho

qui est souvent appelée, dans la littérature, la force de MAXWELL ou MAXWEL-
LIENNE.



Annexe C

Compléments de mécanique
vibratoire

Cette annexe regroupe quelques calculs qui completent le chapitre 4.
Nous allons tout d’abord traiter analytiquement les vibrations transversales
d’une poutre continue puis nous traiterons le comportement vibratoire d’un
anneau mince continu.

C.1 Comportement vibratoire d’une poutre en vi-
brations transversales

On considere la méme poutre qu’a la section 4.1 définie sur la Fig. C.1
Ce paragraphe reprendra la méme structure que la section 4.1 en simplifiant

F-——-——-—-——— === = = — ] - XU

F1a. C.1 — barre en flexion

les notions qui ont été expliquée et en développant des nouvelles. Dans un
premier temps, nous utiliserons le modele de poutre d’EULER qui lie la cour-
bure au moment de flexion ainsi que ’hypothese de BERNOULLI consistant a
négliger la déformation en cisaillement. On verra par la suite un modele plus
précis de poutre qui tient compte de I'inertie de rotation et de la déformation
de cisaillement®.

lce modele plus complet est connu sous le nom de poutre de TIMOSHENKO

173
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C.1.1 Approche classique : équilibre des forces et théoréeme
de d’Alembert

Les hypotheses cinématiques sont les suivantes :
1. les déplacements sont limités aux déplacements dans le plan (Ozy)
2. la section droite de la poutre est indéformable

3. la composante axiale de déplacement provient uniquement de la ro-
tation de la section droite et cette rotation est telle que les sections
droites restent orthogonales & la fibre neutre :

u(z,y) =—y- % (C.1)

avec v le déplacement suivant y

4. les déformations de cisaillement sont négligées :

1 (O0v  Ou)
Eaoy =3 (%—F@_y) =0 (C.2)

Toutes ces hypotheses correspondent aux hypotheses de BERNOULLI) qui
sont représentées sur la Fig. C.2

y;V -« -,

Fig. C.2 — hypothése de BERNOULLI pour la flexion d’une poutre

Nous avons un élément de poutre soumis aux efforts représentés Fia. C.3,
ou M représente le moment de flexion et T Deffort de cisaillement (effort
tranchant). La condition d’équilibre dynamique pour les forces suivant la
direction y donne :

0%v

oT

La condition d’équilibre pour les moment donne, si nous négligeont l'inertie
de rotation de I’élément dx :

OM
~T-de— Z—dr~0 C.4
z— ——do (C4)
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Fi1G. C.3 — élément de poutre soumis & des efforts de flexion

La théorie de flexion élémentaire dans le cas de la poutre d’EULER-

BERNOULLI forme I’hypothese que la courbure est proportionnelle au mo-
ment fléchissant :
9%v
Ox2
I, = f A y? dA est le moment quadratique de la section — encore appelé
moment de flexion —, E - Ig, la rigidité de flexion et 3273 la courbure.

La combinaison de ces trois équations donne finalement :

M=F Ig, - (C.5)

0? 0% 0%
—|FE-Ilg, == | de=—p-A-dox —5 C.6
02? ( 2" 922 P o2 (C6)
Pour notre poutre prismatique, la rigité de flexion ne dépend pas de x, on
peut écrire I’équation (C.6) sous la forme :
ot 1 0%v
= (C.7)
ox a’? Ot
ol a vaut maintenant 4/ %. Le degré en temps de I’équation différentielle
est deux, il faut donc deux conditions initiales. De méme le dégré en espace
étant quatre, il faudra spécifier quatre conditions aux limites qui peuvent
étre les suivantes :
1. libre :

(a) moment de flexion nul : Py
oz

(b) effort de cisaillement nul : % =0
2. simplement supporté (posé) :

(a) déplacement nul : v =10

(b) moment de flexion nul : % =0
3. fixé :

(a) déplacement nul : v =10

(b) déformation nulle : 3¢ =0
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C.1.2 Approche énergétique : énergie cinétique, potentielle,
Principe de Hamilton et Equation de Lagrange

Dans le cas d’une barre en flexion, ’énergie de déformation est définie

par :
1 ! ov 2

== E-y? | =— A

V=3 /A/O Y (m) drd

1 ! 9%v ?
S T P C.8
2 /0 “ Oz de (C.8)

L’énergie cinétique est définie en négligeant 1’énergie cinétique de rotation
des sections droites. Nous obtenons :

2
1 ! ov
T =—- | — | dzxdA

2 /A/Op <8t> o
1/ ov\’

v

. A 22 )

5 /Op (815) dx (C.9)

On applique encore les équations de LAGRANGE ou bien le Principe de Ha-
MILTON, on trouve finalement la méme équation qu’avec un calcul classique,
soit :

0%v 0? 0%v

CA—+—|F - Ig,- == | =0 C.10

P A% T a2 ( @ B2 (C.10)

qu’il faut de nouveau compléter par des conditions aux limites et initiales
adéquates.

C.1.3 Modes et fréquences propres de la poutre en vibration
transversale

Etudions le cas ou la rigidité de flexion E - I5, et la masse par unité de
longueur restent constantes sur la longueur de la poutre (section constante).
Pour trouver I’équation des fréquences, on considere toujours que la poutre
vibre sur un de ses modes principaux et que le déplacement varie harmoni-
quement avec le temps. On effectue une séparation des variables x et ¢ :

v(z,t) = V(z)- (A cos(wt) + B -sin(wt)) (C.11)

On obtient alors, pour V(z), une équation d’ordre quatre de la forme :

83;&” _ (g)Q V(x)=0 (C.12)
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On pose généralement (%)2 = k* et on trouve que la solution d’une telle
équation est la combinaison linéaire de fonctions exponentielles complezes.
Ces fonctions exponentielles peuvent aussi étre représentées par des fonctions
harmoniques (sin et cos) et hyperboliques (sinh et cosh).

De méme qu’a la section 4.1, nous n’allons pas traiter tous les cas de
conditions aux limites mais simplement le cas le plus courant, celui de la
poutre simplement supportée — appuyée — aux deux extrémites. Ce cas
conduit aux conditions aux limites suivantes :

1. déplacement nulen z =0et x =1 :
v(0,t) =v(l,t)=0  VtcR" (C.13)

2. moment de flexion nulen x =0 et x =1 :

9%v(0,t)  0*v(l,t)

522 oz =0 VteRT (C.14)

La solution sera de la forme :
V(z) = Cy - cos(kx) + Cy - sin(kz) + Cs - cosh(kx) 4+ Cy - sinh(kz) (C.15)

Calculons les dérivées premieres et secondes par rapport a la variable d’es-
pace x :

8;(1‘) =—C1 - k-sin(kx) + Cy - k - cos(kx)
x
+ C5 - k - sinh(kx) + Cy - k - cosh(kx) (C.16)
2
%ﬁ = — Oy - k% - cos(kz) — Cy - k* - sin(kz)

+ C3 - k* - cosh(kz) + Cy - k? - sinh(kx) (C.17)

Injectons ces termes dans les conditions aux limites et déduisons en la valeur
des parametres C; :

1. en x = 0, nous obtenons directement :

Ci=0C3=0 (C.18)

2. en z = [, nous trouvons un systeme de deux équations a deux incon-
nues :

0 =+ Csy - sin(kl) + Cy - sinh(kl) (C.19)

0=—Cy-k?-sin(kl) + Cy - k* - sinh(kl) (C.20)

que nous pouvons écrire sous forme matricielle :

(3 i) (2)-() e
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Ce systeme admet une infinité de solutions qui correspondent & chacun
des modes propres si et seulement si le systeéme n’est pas de CRAMER. Pour
cela il faut nécessairement que le déterminant de la matrice soit nul.

sin(kl) sinh(kl)

k2 sin(kl) K - sinh(k) =0 = 2 k*sin(kl)-sinh(kl) =0 (C.22)

Cette équation est 1’équation caractéristique des fréquences propres, les so-
lutions non triviales — différentes de zero — sont :

1T
l

ki = —— (C.23)

Nous savons également que k est 1ié a w donc :

2= (L)L B Les
w; =k; a—< 7 > oA (C.24)
. .l 7T

x) (C.25)

Les fonctions propres de I’équation (C.25) seront représentées FiG. C.4.

Fic. C.4 — allure des quatre premiers modes propres V;(z) des vibrations
transversales de la barre (1 <1i < 4)

La solution compléte est obtenue & partir des fonctions propres de I’équation (C.25)
et de I’équation (C.11), ce qui donne finalement, en posant arbitrairement
C;,=1:

v(z,t) = Z sin(i.Tﬂx) - (A; - cos(wjt) + B; - sin(w;t)) (C.26)
i=1
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C.1.4 Prise en compte de la déformation de cisaillement et
de l’inertie de rotation

Les équations qui ont été décrites dans la section précédente sont liées
a un modele simplifié de poutre appelé poutre d’EULER-BERNOUILLI. Ce
modele suffit dans le cas ou la poutre est tres fine par rapport a sa longueur.
Cependant dans certains cas, le modele doit étre complété pour tenir compte
de deux phénomenes négligés. Le premier est la prise en compte de 'iner-
tie de rotation d’un élément de poutre (négligeable lorsque 1’épaisseur est
faible). La seconde est la prise en compte de la déformation due a 'effort de
cisaillement ou il résulte qu’apres déformation, les sections ne restent plus
perpendiculaires a la fibre moyenne. Nous allons, dans un premier temps,
montrer les changements qu’apporte l'inertie de rotation dans l’équation
aux dérivées partielles puis nous verrons ce qu’apporte la déformation de
cisaillement.

Prise en compte de I’énergie cinétique de rotation

De méme que précédemment, la condition d’équilibre dynamique pour
les forces suivant la direction y donne :

oT 0w
T—(T-dv)—p-A-doy =0 C.27
ox 1) TP g (c.27)
La condition d’équilibre pour les moments donne maintenant, sans négliger

I'inertie de rotation de I’élément dx (0 étant ’angle entre la section avant et
apres déformation) :

OM 020
- —p-Tr, - ——
ox dr —p-Ig- o2

On conserve toujours I’hypothese que la courbure est proportionnelle au
moment fléchissant :

—T -dz — ~dx =0 (C.28)

9%v

(C.29)
et nous savons également que 6 = %. La combinaison de ces quatre équations
conduit a la nouvelle équation différentielle :

Pv E-Ig, 0*v Io, 0w

02 T T, A oar A 02208

On peut montrer qu’avec les mémes conditions aux limites que précédemment,
les pulsations propres ont un peu évoluées par rapport au paragraphe précédent? :

=0 (C.30)

Wi

w; = A (C.31)
eI,

*Pour plus de détail, on pourra se reporter & [COURBONS4]
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Prise en compte de ’inertie de rotation et de la déformation de
cisaillement diae a I’effort tranchant

Ce modele est plus connu sous le nom de modele de poutre de TIMO-
SHENKO — du nom de son auteur. Ce modele prend en compte le fait que
la déformation soit aussi induite par un cisaillement de la poutre. Ainsi les
sections qui, jusqu’alors, étaient perpendiculaires & la fibre neutre? ne le sont
plus. La déformation est donc désormais la somme des deux déformations
reportées sur la Fia. C.5%.

f—ae—2

M(D)M M= EIGZ-g (C.32)

T% S=k-G-A-y (C.33)

T

J

Fi1c. C.5 — relations constitutives du comportement élastique de la poutre
de TIMOSHENKO

Cependant, on ne peut pas avoir de cisaillement uniforme sur la section
car les deux faces supérieures et inférieures sont libres de contrainte, ceci
implique que la force de cisaillement est distribuée de maniere non uniforme
— distribution parabolique. Pour pouvoir conserver un modele monodimen-
sionnel, on utilise un moyennage sur la section qui est introduit par le facteur
k. Ce facteur dépend de la section et du type de moyennage. Nous obtenons
avec v = g — ¢ la déformation de la F1G. C.6

Ecrivons les différentes équations pour les nouvelles hypotheses : prise
en compte de 'inertie de rotation et de la déformation de cisaillement :

1. Principe de D’ ALEMBERT :

(a) translation :

oT 9% v
_ A = .34
8w+p 92 0 (C.34)

3on rappelle que la fibre neutre est la fibre longitudinale qui ne subit ni élongation, ni

compression
“on pourra trouver de plus amples renseignements dans I’ouvrage de S.H. Crandall p
344 [CRANDALLT 68]
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Fi1G. C.6 — modele de poutre continue de TIMOSHENKO

(b) rotation :

oM 0%
or PG gp (C:35)
2. relation de flexion avec prise en compte de la déformation de cisaille-

ment :
v
T=r-G-A- (55 —¢) C.36
K B (C.36)
0

M=E-Ig, - a—‘;’ (C.37)

Ce qui conduit & un systéme de deux équations couplées :

v 0 v
p o2 Oz (FL ¢ <8w (P>> (C.38)
P’y 0 Oy ov

Pour une poutre uniforme, on peut sortir ¢ du systéme d’équation et il
reste :

4 4 ) 2 4
(et 8) et () 9+ (oa 8) o =
(C.40)

On peut également raisonner a partir des valeurs des énergies cinétiques et
potentielles qui valent maintenant :

V:%-/OZE-IGZ-<88—f>2+/<;-G-A-<a—z— >2dm (C.41)
1 1

7:5-/0 p-A-(%)Q—l—p-IGZ-(aa—f)de (C.42)
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et de nouveau utiliser le Théoreme de HAMILTON ou les équations de LA-
GRANGE, on obtiendrait finalement les mémes équations.

On a vu que la prise en compte de ces éléments compliquait considérab-
lement les équations. La prise en compte uniquement de [’énergie cinétique
de rotation conduit a une équation moins complexe mais toutes les études
montrent que ce phénomene était d’importance moindre que la déformation
de cisaillement, il est donc logique de prendre en compte l’inertie de rotation
apres la déformation die au cisaillement. Dans le cas d’une poutre mince,
c’est-a-dire d’épaisseur bien inférieure a la longueur, l'influence de ces deux
parametres reste cependant faible et il est donc acceptable de les négliger et
de revenir au modéle de poutre d’EULER-BERNOUILLI.

C.2 Comportement vibratoire d’un anneau mince

Pour cette étude, nous n’étudierons que la déformation de la fibre moyen-
ne. Dans le cas ou I’épaisseur apporte une contribution, cette derniere sera
prise en compte au niveau des parametres m. et e décrits dans la section 4.2
qui modifierons la valeur du moment quadratique et donc également la
variation de courbure. Apres calcul de ’équation différentielle de la ligne
élastique, nous traiterons d’abord du cas de la déformation d’extension puis
de la déformation de flexion en utilisant toujours les deux approches — clas-
sique ou énergétique.

C.2.1 Equation différentielle de la ligne élastique

Nous allons étudier I’équation différentielle de la ligne élastique d’une
barre courbe mince, a fibre moyenne circulaire. La longueur initiale d’un
élément et sa courbure initiale valent :

ds =Rd6 (C.43)
o do 1

= = .44
ds R-d0 R (C-44)

Pour une fleche assez faible, aprés déformation, la courbure est donnée par
I’équation (C.45) et la Fia C.7:

1 df + Adb
L _ 40+ Adb (C.45)
Ry ds+ Ads
L’angle correspondant a la section n; vaut % + %ds d’ou Adf = :;T;‘ds
uas

La variation de longueur est sensiblement égale a Ads = —udf) = —*3*.
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7
/
/
!
| |8
n
m »
\
la) \~-

Fi1c. C.7 — Déformation de la section d’une poutre courbe (notations de la
F1a par rapport au texte : 71 = Ry, r = R et o = 6)

On obtient finalement® :

1 1 M d?u u

m R Fl. 4 R’

(C.46)

C.2.2 Déformation de flexion

Approche classique : forces, déplacements et principe de d’Alem-
bert

Contrairement au cas d’une poutre droite, la courbure initiale apporte
un couplage entre les déplacements radiaux u et tangentiaux v. Ils faut donc
calculer ces deux parametres en méme temps.

F1G. C.8 — anneau mince

Sces différents calculs peuvent étre retrouvés dans des ouvrages de résistance des
matériaux tels que [TIMOSHENKOG68] Tome I p 383-385
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Soit N, l'effort normal a une section, T' 'effort tranchant, R le rayon
initial de I’anneau, p - A la masse par unité de longueur de ’anneau, M le
moment fléchissant et h 1’épaisseur de ’anneau.

En supposant, le rayon R suffisamment grand devant 1’épaisseur h, nous
obtenons a 'aide du principe de D’ALEMBERT le jeu de trois équations sui-

vantes® 7
oT 0%u
— +N-p-A-R- — =0 4
ag "~ TP ot (C47)
ON 9%v
— —T—-p-A-R-—-=0 4
0 p o2 (C.48)
oM 0% /0u
oo "1 R 5 (g5 ) =0 (C.49)
Ces trois équations sont complétées par la condition d’inextension de la

ligne centrale % = u et I'équation différentielle de la ligne élastique que

nous avons exprimée précédemment et qui prend maintenant la forme :

M:

E-Ig, <02u 81}) (C.50)

R _|_ R

R2 062 00

Pour pouvoir résoudre cette équation analytiquement, on conserve 1’hy-

pothese déja utilisée pour les barres droites qui consiste a négliger ’'inertie

de rotation. Cette hypothese est admise car nous travaillons sur des poutres
minces. Nous obtenons :

oM
—+T -R= .
20 +T-R=0 (C.51)

Grace a ce jeu d’équation, on peut trouver 1’équation différentielle pour u
et pour v. On exprime tout d’abord T" en fonction de v, nous obtenons :

E-Ig, (0%v 0%v
P=—— <aa4 * aa2> (C.52)
Puis, on en déduit N :
PBu oT
N =0 - A . - - -
poA R Sa5s B0
P E-Ig Pv B
=p-A-R- — z. .
p 523~ (o * ) (C.53)

En replacant le tout dans la derniere équation non utilisée, nous obtenons
une équation différentielle pour v de la forme :

E-IGZ<86U+2 84v+82v> A 82< 82v>
. —_— . P — f[) —_—_—
R* \96° o0 " aez) ~ 7 a2 \" T g
6deux en translation (suivant €r et €s) et une en rotation (autour de €-)
ce jeu d’équation a été obtenu par 'auteur & partir du travail réalisé par A.E.H. LOVE
sur la vibration des tores, dans son ouvrage [LOVE44]

(C.54)
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Pour déterminer les fonctions normales des vibrations propres, on doit
considérer v comme fonction stationnaire, sinusoidale en temps. Soit :

v(t,8) =V (0) - cos(wt + ) (C.55)
L’équation (C.54) s’écrit pour V() :

86V+2 84V+82_V.<1_p-A-R4-w2> V.<p-A-R4-w2> _0

065 00t T 062 E-Ic, E-Ig,

(C.56)

La solution d’une telle équation ne peut étre que trigonométrique :

3
V(9) = Z <AV -cos(n,0) + B, - sin(nﬁ)) (C.57)
v=1
Avec les trois n,, racines de I’équation :
CA-RY. L2
n?-(n?=1)2=m*+1)- pro it e (C.58)
E-Ig.

D’apres la condition de continuité — anneau entier — , n doit forcément
étre entier supérieur a 'unité, les pulsations propres sont donc données par
I’équation :

E-Ig, n?-(n?-1)?

2
Wy = . C.59
" p-A-R? (n2+1) ( )
L’équation pour u est obtenue en utilisant % = wu, ainsi, il y a un
déphasage spatial de & entre u et v — les sinus deviennent des cos et inver-

sement. De plus, pour n = 1, on constate que la pulsation propre est nulle,
ceci s’explique par l'allure de la déformée de la Fig C.9 ou l'on constate
qu’on a un mode de corps rigide — un déplacement sans déformation — qui
ne peut qu’avoir une pulsation propre nulle pour des conditions aux limites
libre-libre. Pour n = 2, 'anneau est déformé sous son mode fondamental

Fig. C.9 — mode de corps rigide de ’anneau — n =1

de flexion. Le nombre de noeuds® augmente alors comme deux fois n (cf.
Fic C.10).

8un nceud est un point ot la déformée est nulle, un ventre est un point ot la déformée
est maximale
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Approche énergétique : énergie cinétique, potentielle, principe de
Hamilton et équations de Lagrange .

On a vu lors de I’étude de 1’équation différentielle de la ligne élastique
que I’élongation unitaire de la ligne centrale valait egp = —5 + % et que

la variation de courbure valait? :

1 1 M d%u U d?u u

R a2

" R Bl df R

(C.60)

Nous avons pu montrer précédemment que pour le cas le plus général d’une
vibration de flexion, nous pouvions exprimer le déplacement u sous forme
d’une série trigonométrique :

u(t,0) = ay - cos(0) + ag - cos(26) + - - - + by - sin(f) + by - sin(260) + - - -
(C.61)

ou tous les coefficients a,, et b, sont des fonctions du temps.

De méme que précédemment, on peut considérer les flexions sans exten-
sion, on a alors ggg = 0 et % = u, ce qui nous donne pour v :

1
v(t,0) = —ay - sin(h) — 5@ -sin(2-60) —---+by-cos(0) +---  (C.62)
A partir du moment de flexion de n’importe quelle section M = E}%QGZ .

<‘?;T§‘ + u), on déduit I'énergie potentielle de flexion, soit :

1 (™ E-Ig. (9%u 2

9contrairement & la section sur le calcul de 1’équation différentielle de la ligne élastique,
on considere dans cette section que u est défini positif vers l'extérieur de 'anneau, ce qui
change les signes de I’équation (C.60)
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Les fonctions trigométriques sont orthogonales entre elles, c’est a dire :

/27r cos(n16) - cos(naf) dfd =0 (n1 # ng)
/ sin(n16) - sin(nqf) df =0 (n1 # n2)
0

27
/ cos(n16) - sin(n16)df =0
0

27 27
/ cos®(ny6) do = / sin?(n,0) df =
0 0

(C.64)
On obtient donc en remplacant u et v par leurs séries trigonométriques :
E-lg. 7 2\2 2 2
n=1
L’énergie cinétique prend la forme suivante :
A 2T
T-24 / (i + 0%) Rd6 (C.66)
0
On obtient de nouveau en remplacant u et v par leurs séries trigonométriques :
p * A * R T > 1 .9 19
T="—pf— ) (1= ) (@ +b7) (C.67)
n=1

Une fois les énergies cinétiques et potentielles connues, on calcule le La-
grangien £L = 7 — V que l'on reporte dans les équations de LAGRANGE,
solutions du probleme de minimisation de 'intégrale d’action A pour un
systeme conservatif — n’ayant pas de fonction de dissipation.
i(%) <5£> 0 (C.68)
dt \ 9q dq
Les fonctions a,, et b, jouant le role des coordonnées généralisées q. On
obtient pour ces deux coordonnées exactement la méme équation :

1 . FE-Ig, -7

E-Ig, -n?-(1—n?)?
-q=0 =apouqg=> C.69

p-A-Ri-(1+n2) 1 (4= an 0u g =bn) (C.69)
La pulsation propre associée a chaque mode n est alors définie par :
o _E-Ig.-n 2. (1 —n?)?

p-A-R*(1+n?)

On retrouve donc exactement la méme équation qu’avec la méthode directe.
De méme pour n = 1, on obtient w; = 0, on a donc u = ay - cos(f) et
v = ay - sin(f) : anneau tourne avec un mouvement de corps rigide. Pour
n = 2, anneau est déformé sous son mode fondamental de flexion.

(1=n%)2-¢=0

G+

(C.70)
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C.2.3 Déformation d’extension

Approche classique : forces, déplacements et principe de d’Alem-
bert

La vibration d’un anneau comprend également une vibration d’extension
analogue a celle d’une poutre droite — vibration longitudinale. L’extension de
la ligne centrale ggg et la tension — force d’extension — N valent désormais :

1 ov

—— (= _ C.71
=R <ae “> (G.71)

E-A /0v
N=E.-A- :—.<—— ) C.72
f00 = 59 ¢ (C.72)
Les valeurs de la force de cisaillement et du moment fléchissant sont d’ordre
quatre de I’épaisseur alors que la force normale est d’ordre deux, on peut

donc en premiere approximation négliger ces deux efforts devant la force
normale. Le jeu d’équation ainsi obtenu sera :

P2u E-A ,0v

v E-A 0% Ou
AR (22 Y 74
prARGm g <ae2 aa) 0 (C.74)

De méme que précédemment, nous avons un mouvement harmonique en
temps et en espace de la forme :

u(t,0) = <An -sin(nd) + By, - cos(n9)> - cos(wt + ¢) (C.75)
v(t, ) =n- <An - cos(nb) — By, -sin(n0)> - cos(wt + ¢) (C.76)
ou les pulsations propres valent désormais :
E-A
2 _ ) 2
wn_ip-A-RQ (1+n) (C.77)

On remarque que quand n = 0, v devient nul, u est indépendant de 6 et
I’équation du mouvement est exactement satisfaite!®. I’anneau vibre radia-
lement et la ligne centrale forme un cercle de rayon variable périodiquement.
Les sections bougent alors radialement sans rotation suivant la Fic C.11.

Approche énergétique : énergie cinétique, potentielle, principe de
Hamilton et équations de Lagrange .

Dans la section précédente, nous avons vu qu’il y avait une infinité de
mode d’extension de I’anneau mais que nous ne conservions que le premier,

10]es valeurs des pulsations propres d’extension ne sont connues analytiquement exacte-
ment que pour le mode n = 0, pour les autres valeurs de n, la formule (C.77) n’est qu’une
solution approchée (cf. [LOVE44])
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F1c. C.11 — déformation d’extension de ’anneau —n =0

c’est a dire celui correspondant a n = 0 et v = 0. Dans ce cas, ’alon-
gement unitaire de 'anneau dans la direction de circonférence (contrainte
d’extension) est égale a gy = % = — . L’energie potentielle de déformation
est, dans ce cas, ’énergie de déformation d’une extension simple, soit avec

N:A-O'ggetOpg:E-E%:E-%:

1 2
:5/ <a_ ds
1 2m U
=5 / A(E) Rdf
E A-u?
2R (C.78)

Pour I’énergie cinétique, avec la quantité de mouvement valant p - A% :

1 ! ou\ 2

T=- [ p-a(5) ds
2 /0 P2 o
1 27 2
:—./ p.A<u> Rd#
2 Jo
A

%-Q-W-R (C.79)

Nous savons que les pulsations propres se calculent pour un mouvement

sinusoidal en temps ce qui implique qu’avec w la pulsation propre, on ait
Umaz = W* Umaz- La pulsation propre correspond a la pulsation qui rend égale

I’énergie maximale cinétique et potentielle : Trae = Vinar - En égalisant les
deux expressions de 7 et V, on trouve finalement que'!
E-A E
2= = (C.80)

NTE AR R

Hpytilisation du  théoreme d’égalité des énergies cinétique et potentielle est
couramment utilisé, on le trouve pour le méme calcul que ci-dessus dans
[TIMOSHENKOYOUNGWEAVER74] et il a également été utilisé par R.S. COLBY pour le
calcul du premier mode propre de flexion d’un stator de machine a reluctance variable

[COLBYMOTTIERMILLERI6]
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On trouve bien la méme pulsation propre d’extension (pour n = 0) que celle
calculée par la méthode classique. On constate que dans ce cas, la méthode
énergétique est beaucoup plus simple qu’'une méthode directe puisqu’elle n’a
pas besoin d’exprimer la valeur de tous les efforts.

En conclusion, dans cette section, on a mis en €évidence les différents
comportements d’un anneau mince en vibration, modes d’extension, modes
de corps rigides et modes de flexion, le comportement global est alors une
superposition de ces différents cas en fonctions des conditions initiales. Les
deux méthodes — classique ou énergétique — conduisent exactement aux mémes
résultats, lutilisation de 'une ou 'autre reste au choix de utilisateur. La
méthode énergétique est plus rapide car nous me sommes pas obligés de
définir tous les efforts, cependant cette technique nécessite une bonne intui-
tion du comportement de la structure et, en cela, elle reste moins courante
pour les calculs analytiques. Elle est, cependant, trés utilisée pour les calculs
utilisant des méthodes numériques (calcul des variations).

C.3 Réponse dynamique de la structure sur le mode
de corps rigide

Le mode de corps rigide n’est, d’apres tout ce que nous avons vu, qu'un
cas particulier du comportement en flexion pure pour le rang d’espace n = 1.
Afin de le confirmer et de comprendre précisément comment prend forme ce
mouvement d’ensemble nous allons étudier ce mouvement par deux méthodes,
tout d’abord en partant de I’équation aux dérivées partielles qui régit le com-
portement en flexion pure puis en utilisant I’équation différentielle qui régit
le comportement dynamique d’une structure rigide.

Nous avons vu que ce mouvement prenait forme lorsqu’il était soumis
a un champ de force harmonique dont le rang d’espace était 1. Nous com-
mencerons 1’étude en posant que le champ de force est un champ de force
stationnaire!? représenté par la Fic. C.12 :

q(t,0) = q1 - sin(wt) - cos(0 + ¢1) - €, (C.81)

Pour le cas ¢; = /2, I'expression de ¢{(t, ) peut s’écrire en terme de sin
au lieu de cos :

q(t,0) = qi - sin(wt) - sin(6) - &, (C.82)

Exprimons ce champ, non pas suivant le vecteur radial €. comme il a été
calculé & partir du tenseur de MAXWELL, mais dans le repére Ry(z,y) fixe

12 N . e
nous verrons a la fin de cette section la généralisation quand le champ de force est,
non pas stationnaire, mais tournant
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Fig. C.12 — champ de force stationnaire de rang d’espace 1 et de phase
Y1 =T / 2

par rapport au stator :

—

T

7 =qi - sin(wt) - sin() -
=q1 - sin(wt) - sin(#) - (cos(#) - €, + sin(0) - &) (C.83)

o

Soit sous la forme vectorielle dans la base (€, €y) :

o (q1-sin(wt) - sin(P) - cos(6)
q= <q1 - sin(wt) - sin(6) -sin(6)> (C.84)

Calculons la résultante — force totale — de ce champ de force dans le repere
RO (1’, y) :

27
F= / 7 Rdo
0

5 2T Lo -sin(wt) - sin(@) - cos(0)
r _/0 <(J1 - sin(wt) - sin(6) - Sin(6)> Rd6

F= <q1 -sin(o?t) ‘R. w> (C.85)

La résultante de ce champ est donc portée par la direction de la phase de ce
champs dans 1’équation (C.81), soit pour le cas ¢ = 7/2, par I'axe y.

C.3.1 Démonstration a partir de ’équation aux dérivées par-
tielles de flexion

Si nous voulons montrer qu’il se produit un mouvement de corps rigide,
alors il faudra montrer que pour chaque point M du stator, le déplacement
est indépendant de ce point et est porté par I'axe de la force qui a créé ce
déplacement, soit dans le cas ¢; = 7/2, par 'axe y.

Dans la section précédente, nous avons montré que pour le mouvement
de flexion pure, pour le rang d’espace n = 1, la fréquence propre était nulle
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pour des conditions aux limites libre-libre. Suivant la direction radiale €., ce

déplacement s’exprimait par u(6,t)'3 :
u(f,t) = an 5 - sin(wyt) - sin(nd)
p-A-(1+n?)-(p; —wp)
q1 . .
= - sin(ws t) - sin(f C.86
oy St sin(®) (C.56)
En flexion pure, on a formulé ’hypotheése qu’il y a flexion sans élongation,
soit u = —%, ce qui permet d’exprimer le déplacement v suivant la direction

tangentielle €y :

a1 .
v(0,t) = b A2 (=) - sin(w1t) - cos(6) (C.87)

(u,v) étant exprimés dans le repere R1(€,, &), exprimons les dans le repere
Ry(z,y) par utilisation du changement de repeére suivant :

cosf —sinf e\ (e

<sin9 COSQ>.<€9>_<€Z/> (C.88)
Uz _ (cosf —sinf (u
uy) \sinf cos@ v

_ <cos€ —sin 9) . (ﬁﬁ - sin(w1t) .sin(9)>

~ \sinf  cosf m -sin(wyt) - cos(6)

soit :

0
- <_p,4qi;w? 'Sin(wlt)> (C.89)

L’équation (C.89) confirme que le déplacement de chaque point M
est bien porté par l'axe y et ne dépend pas de la position de ce point —
indépendant de 0 — ce qui correspond bien & un mouvement de corps rigide.

C.3.2 Démonstration a partir de I’équation différentielle d’un
mouvement d’ensemble encore appelé mouvement de
corps rigide

Pour notre démonstration, on peut également partir de I’équation dyna-
mique d’un corps rigide et montrer que nous arrivons aux mémes expressions
du déplacement que dans ’équation (C.89).

1 , . c 12 . .

3Dans cette démonstration, nous considérons la force comme stationnaire, le
déplacement que nous devons utiliser, devrait étre noté @ et non u mais pour des rai-
sons de facilité d’écriture, nous le noterons tout de méme u
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Un corps rigide est un corps qui obéit a la loi de NEWTON dans son
ensemble. Soit pour son déplacement 4 :
02 @y, -,

mo - 8t2 =F (C.90)

avec mg la masse de ’ensemble de la structure, F 1a résultante de force
appliquée a cet ensemble et ,,, le déplacement d’ensemble. Pour notre
anneau, mg peut étre obtenue comme :

2T
mO:/ p-ARdd=p-A-R-2m (C.91)
0

La résultante F a été calculée au début de cette sous-section suivant z et Y

—_— T .
pour @1 = 5 :

0? Umg, = 0
prA-B2m o2 <um0,y> N <q1 -sin(wt) - R - 7T> (C.92)

En intégrant deux fois cette équation et en posant comme conditions initiales
qu'a t = 0, le stator est fixe!* on obtient :

) D C.93
<um07y> <_Mm'81n(wt)> ( . )

On trouve que le mouvement d’ensemble est identique au mouvement de
chacun des points M calculé précédemment et que ce mouvement est bien
porté par 'axe y. Il est également fonction sinusoidalement du temps a la
pulsation du champ d’effort.

C.3.3 Conclusion sur le mouvement de corps rigide

On a montré dans ces deux sous-sections, soit en partant de 1’équation
aux dérivées partielles qui régit le comportement de flexion, soit en partant
de I’équation différentielle d’'un corps rigide en mouvement, que pour une
force harmonique stationnaire de rang d’espace n = 1, on obtient un mouve-
ment rigide d’ensemble porté par la direction de la force résultante. Si a la
place d’un champ stationnaire, nous avons un champ tournant — ce qui est
le cas pour les champs de force d’origine électromagnétique — le déplacement
instantané d’ensemble sera donc porté par la direction instantanée de la force
d’excitation. Ainsi, a un effort tournant a la vitesse wq, nous obtiendrons un
déplacement d’ensemble du stator tournant également a la vitesse wi.

La fréquence propre de ce mode de corps rigide pour une section a
été calculée égale a zéro Hertz. Cependant, nous avons effectué le calcul

14 .. e e . .
ces conditions initiales permettent d’annuler les constantes qui apparaitrons lors des
intégrations successives
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en considérant uniquement le cas bi-dimensionnel — une section — avec des
conditions aux limites libre-libre. Dans le cas d’une étude en trois dimensions,
on verra que ce mode peut correspondre a différents modes longitudinaux :

1. mode longitudinal de rang zéro : la déformée du stator est uniforme
suivant la direction axiale. Pour des conditions aux limites libre-libre,
cela conduit a une fréquence propre de corps rigide nulle, il est bien
évident que dans la réalité, si le moteur est fixé & un support par
I'intermédiaire d'un élément ayant une certaine raideur Ksypport, on
aura toujours un mouvement de corps rigide pour le stator — mouve-
ment d’ensemble. Par rapport au support, nous aurons, pour chaque
direction, un mouvement masse - ressort (mg, ksupport) d'un systeme

a un degré de liberté dont la pulsation propre vaudra \/%’;‘)” (cf.
Fia. C.13).

Ksupport x

Ksupport y

/117777177777777

Support

Fic. C.13 — mouvement masse-ressort du stator rigide fixé par l’in-
termédiaire d’une certaine raideur a son support

2. mode longitudinal dit de poutre (bending mode) : suivant la variable
axiale, le stator se déforme comme une poutre en flexion (cf. an-
nexe C.1). Chaque section de la poutre ne subit aucune déformation
mais un mouvement d’ensemble transversal tel que celui de la F1G C.14.

Lorsqu’on étudie le stator en trois dimensions et non plus uniquement
en deux dimensions (juste une section du stator), le mode propre de corps
rigide d’une section ne correspond plus forcément & un mode de corps rigide
de ’ensemble du stator. En pratique, on mesurera une fréquence propre du
mode de flexion 2D de rang n = 1 différente de zéro.
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Fic. C.14 — allure des quatre premiers modes propres de vibrations trans-
versales d'une poutre (1 < i < 4)
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Annexe D

Description de la machine
utilisée et du dispositif
expérimental

L’objectif de cette annexe est de présenter la machine utilisée dans les
différents essais ainsi que le dispositif expérimental.

D.1 Description de la machine étudiée

La machine utilisée dans les essais est une machine développée par le
Laboratoire d’Electroméeanique de Compiegne. Notre choix s’est porté sur
cette machine car nous en connaissions parfaitement les caractéristiques
géométriques.

Il s’agit d’une machine asynchrone triphasée de faible tension d’alimen-
tation (entre 9 et 12 V) d’environ 700 W. Le nombre de paires de poles est

2, ce qui donne une vitesse de synchronisme sur le réseau 50 Hz de 1500
tours/min.

Le stator est un stator a 27 encoches, & double couche et a pas fraction-
naire comme on peut le voir sur la Fic. D.1.

Le rotor est un rotor a cage plus classique. Il se compose de 21 encoches
rondes telles que décrites sur la Fic. D.1.

D.2 Dispositif expérimental

La F1G. D.2 représente le dispositif expérimental utilisé pour effectuer
les mesures de validation des modeles développés.

197
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Accélérométre
B&K 4637 B&K
. 2669
Couplemétre
Vibrometer 10Nm
Iachine &
caractéristiques Machine
mécaniqu,e;l —1H et
contrdlées
Amnplificateur
. B&K Nexus
Information tension
Piession acoustique l l Accélération stator
Oscilloscope & grande Rl
profondeur mémoire
YOKOGAWA DL 708 Analyseur de spectre
8 V oies 400kfvoie — Bi-voie

Wavetek 5820 0-50 KHz

Information cowant

—l
Traitement
o Amplificateur [ - ‘

Commande ﬁ

directe switch
ampli PWM

F1G. D.2 — description du dispositif expérimental

Pour les essais électromécaniques, le dispositif est exactement celui de
la F1G. D.2, en revanche, pour les essais wibratoires et acoustiques, nous
avons désaccoupler la machine de son banc — et donc de la machine de
charge puis nous 'avons suspendu sur des ressorts de faibles raideurs afin
de mieux simuler les conditions aux limites libre-libre. Les essais acoustiques
ont, de plus, été réalisés en chambre semi-anéchoique (cf. F1G. D.3). Les
relevés vibratoires et acoustiques ont été réalisés a 1’aide de 'oscilloscope
numérique YOKOGAWA puis transférés sur micro-ordinateur pour un trai-
tement numérique sous MATLAB.
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Fi1G. D.3 — photographie du dispositif expérimental : moteur suspendu en
chambre semi-anéchoique
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