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Chapitre 1

Introduction : contexte et objectifs
de I’étude

1.1 Motivations

ANS les sociétés modernes, I'activité humaine, tant a des fins professionnelles que

de divertissement, se dématérialise, et repose de plus en plus sur des supports mé-
diatiques emmagasinant et véhiculant 'information. Ces vecteurs numériques synthétisent,
sous forme d’observations, la perception que nous avons du monde environnant. Ainsi,
notre activité est déterminée par une multitude de systemes mesurant des quantités telles
que la température, la pression, la densité d’un milieu, ou tout autre quantité liée a un
processus physique.

On parle de signal pour désigner un ensemble de mesures effectuées par un systeme
a différentes dates temporelles ou positions spatiales, sur un processus réel. Un signal est
donc un ensemble de mesures, chaque échantillon fournissant une information localisée sur
un certain processus physique sous-jacent. Un systeme analogique délivre un signal défini
contintiment, alors qu'un systeme digital fournit un signal discret, défini sur un ensemble
discret de positions spatio-temporelles.

Les signaux discrets permettent de synthétiser, stocker, manipuler et traiter efficace-
ment l'information sonore, visuelle, et de bien d’autres modalités, extraite au quotidien du
monde qui nous entoure. Plus que cela, les images numériques, qui immortalisent des ins-
tantanés visuels complexes, sont des vecteurs d’émotions extrémement riches. L’explosion
récente du marché de la photographie illustre bien le dynamisme du monde des images et
signaux, et la nécessité de répondre aux besoins manifestes des applications est plus que
jamais d’actualité. Le traitement du signal et des images est un domaine d’étude qui a
connu un développement croissant, en praticulier depuis I’avancée théorique majeure qu’a
constituée, il y a déja cinquante ans, la théorie de la communication de Shannon.

Dans ce manuscrit, nous nous intéresserons en particulier a la réduction et a I'agrandis-
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sement des images numériques fixes. L’agrandissement est une opération courante, a la fois
dans les applications grand public (conversion du format TV vers TVHD par exemple) et
pour les besoins de certains professionnels, comme en infographie, imagerie satellitaire, ou
imagerie médicale. Il est souvent nécessaire de « zoomer » sur une partie de I'image pour
en scruter le contenu et mieux en comprendre le sens.

Afin d’appréhender le probleme de I'agrandissement, on doit se doter d’'une méthodolo-
gie appropriée. Nous adoptons en effet le point de vue selon lequel il faut d’abord disposer
d’un formalisme décrivant 1’objet a traiter, avant d’en dériver des méthodes de traitement
adéquates. Il est toujours plus satisfaisant de pouvoir justifier 'optimalité d’une approche
en regard d'une théorie générique et parcimonieuse, plutot que de proposer des méthodes
ad hoc, qui ne sont validées a posteriori qu’au moyen de résultats empiriques. En agrandis-
sement d’images, une vaste littérature propose des techniques basées sur des paradigmes
tres différents, allant du zoom fractal a I'interpolation directionnelle, en passant par 1’ex-
trapolation de coefficients d’ondelettes et 1'utilisation d’équations aux dérivées partielles.
C’est pourquoi nous traitons dans la premiere partie de cette these du probleme générique
de reconstruction de signaux, fondamental et sous-jacent a une multitude de problema-
tiques et applications, et dont l'agrandissement d’images ne reflete qu’une des multiples
facettes. Nous proposons des outils théoriques, ainsi que des méthodes pratiques mettant
en ceuvre efficacement les principes exposés. Nous nous attachons en effet a proposer des
solutions réalisables et implémentables aisément, et s’exécutant avec un temps de calcul
raisonnable.

Le probleme de reconstruction dont nous traitons consiste a construire un signal défini
continiment (une fonction) a partir d’un signal discret, pour modéliser ce dernier et en
retenir toute l'information. On est inévitablement confronté a ce probleme des lors que
I’on manipule des données numériques, d’'une maniere qui nécessite de l'information non
disponible explicitement dans ces données. La reconstruction, qui établit une passerelle
entre le monde des signaux discrets et celui des signaux continus, est fondamentale pour
d’innombrables applications. Reconstruire un modele défini continiment, et pouvant en-
suite etre évalué en de nouveaux points, est par exemple requis pour changer la fréquence
d’échantillonnage d’un signal audio, ou pour effectuer une translation de pas non entier ou
une rotation sur une image. L’obtention d’un modele continu est utile voire nécessaire pour
les problemes de reconnaissance de formes, de vision par ordinateur, ou pour modéliser des
données discretes réelles acquises en imagerie de synthese. Dans le contexte de ’animation
graphique, la reconstruction sert par exemple pour interpoler une séquence d’images entre
deux images clés (inbetweening) [27]. En conception assistée par ordinateur, la reconstruc-
tion sert a définir la forme de surfaces formant les objets en cours de conception (curve
fitting) [189]. La reconstruction est aussi utilisée pour fusionner des données provenant
de différents phénomenes, en imagerie médicale [27]. De plus, avoir un modele continu des
données permet le calcul de quantités différentielles, tache incontournable pour la détection
de contours et la segmentation dans les images. En ce qui concerne le redimensionnement
d’images, nous verrons dans la seconde partie de cette these les liens forts qui existent entre
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ce probleme et celui de la reconstruction.

Avant d’aborder en détail les problemes de reconstruction et de redimensionnement,
nous dédions la suite de ce chapitre a I'exposé des notions requises pour leur traitement.
Nous présentons d’abord la terminologie et les notations employées. Nous nous dotons
ensuite d’'un modele pour les signaux que nous allons étudier, ce qui constitue une étape
primordiale pour leur compréhension et la conception de méthodes adéquates. On ne peut
en effet manipuler que ce que 1'on connait.

1.2 Préliminaires mathématiques et notations

Tout d’abord, nous notons en gras minuscule les quantités vectorielles. Par exemple
k = (ki,---,kg) € Z% pour un certain entier d > 1, est un d—uplet, aussi identifié & un
vecteur colonne k = [ky, - -+, kg]* € Z%'. Dans le cas scalaire d = 1, on utilise des notations
non grasses, comme k € Z. Les majuscules en gras indiquent des matrices, éventuellement
de taille infinie, par exemple A = (A[k,[])xez. On indique par .T la transposition matri-
cielle.

Un signal discret (ou signal s'il n’y a pas d’ambiguité) u = (u[k])xeze est une suite
d’éléments réels, ou l'entier d > 1 est la dimension du signal. On ne considerera que des
signaux de taille infinie. Les signaux étant finis en pratique, on les étendra implicitement
en des signaux infinis, au moyen de conditions de bords adéquates.

On parle de signaux unidimensionnels (ou « 1D ») si d = 1, d’images discrétes ou
simplement images si d = 2. Chaque élément u[k] est un échantillon de u, mais dans le cas
d = 2, on parle plus communément de pizel (de 'anglais picture element), et dans le cas
d = 3, de vozel (volume element). Selon ce qui est le plus adéquat, on notera indifféremment
ulk] ou ulky, -+, kql.

En assimilant un filtre a sa réponse impulsionnelle, un filtre sera pour nous un signal dis-
cret. On parlera de filtre RIF (pour a réponse impulsionnelle finie) s'il possede un nombre
fini de coefficients (échantillons) non nuls, de filtre RII sinon.

On définit le produit scalaire 5 de deux signaux discrets u, v par (u,v)e, = Yy cpa
ulk]u[k]*, ou .* indique le conjugué complexe (qui n’a pas d’importance pour des signaux
réels). La norme £ associée est ||ulls, = > cza [u[k][*>. On introduit I'ensemble ¢5(Z%) (ou
simplement ;) des signaux discrets d’énergie finie : (5(Z%) = {u € RZ" | ||ulls, < +00}.
On notera (-,-) et || - || sans l'indice ¢3 §’il n'y a pas d’ambiguité. De plus, on étend le
produit scalaire £, aux d—uplets et aux vecteurs colonnes, ce qui donne (k,1) = kT1*.

On définit la convolution (discrete) ou filtrage (discret) comme l'opération qui a deux
signaux discrets (dont 'un est parfois appelé filtre) u,v € ¢5 associe un nouveau signal
discret, noté u * v, défini par uxv[k] = >, u[ljv[k —1].
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Un signal défini continiment (ou signal s’il n’y a pas d’ambiguité) est une fonction défi-
nie sur Pensemble RY, & valeurs réelles. On notera indifféremment f, f(x) ou f(zy,- -, x4)
pour indiquer que f dépend de la variable continue x € R? (qui peut étre vue comme une
variable spatiale, ou temporelle si d = 1).

On définit le produit scalaire Lo de deux signaux f, g par (f,g) fRd )*dx.
La norme Ly associée est ||ul|z, = [ga [u(x)[*dx. On omettra l’1ndlce «Ly»s 11 n’ y a pas
d’ambiguité. On introduit I'ensemble L2(Rd) (ou simplement L) des signaux d’énergie
finie : Ly(R?) = {f(x) | [[fllz. < +oc}.

On notera || f||oo la norme infinie d'un signal f borné : || f||e = supga |f(x)].

La convolution (continue) associe a deux signaux f,g € Lo le signal noté f * g défini

par f* g(x) = [pa f(y)g(x —y)dy.

On notera o ’élément neutre de la convolution.

On définit ainsi la distribution de Dirac §(x), vue abusivement comme une fonction,
par la propriété (f,0) = f(0) pour toute fonction f € Lo. Il s’ensuit que f*d = f. De plus,
en considérant la fonction f constante égale & 1, on obtient [, d(x)dx = 1. On a aussi la
propriété d(x/a) = |a|?6(x).

On introduit aussi le signal discret (d[k]) (& ne pas confondre avec la distribution de
Dirac) défini par 6[0] = 1 et §[k| = 0 pour tout k # 0. On a donc u * § = u pour tout
signal discret u.

On note 9, le symbole de Kronecker qui vaut 1 si a = b, 0 sinon. On peut donc écrire :
§[k] = 60 Vk € Z°.

On introduit Popérateur ~ tel que f(x) = f(—x) et h[k] = h[—k]. I désignera le nombre
complexe racine de —1.

La transformée en z d’un signal discret u est la série formelle de la variable z =

21,0 2d ue nous notons par une majuscule : zZ) = Julklz™*, ou z7° est un
( ) ) )7 q p .] l U( ) ZkGZ [k] k7 b K

raccourci pour le scalaire z; klz; k2. zgkd. La propriété majeure de la transformée en z est
de transformer les convolutions en produits : si w = u * v, alors W(z) = U(z)V (z).

La transformée de Fourier d'un signal discret u est la fonction, que nous notons avec un
chapeau, 4(w), & valeurs complexes et 2m-périodique, définie par 4(w) = >y za ulkle™’ (i),
On remarque que 4(w) = U(e!).

On définit ©=1, Iinverse du signal discret u, comme le signal discret tel que u xu~l=0.
On en déduit : U™1(z) = 1/U(z) et u{w) = 1/i(w).

Un filtre est dit inverse ou récursif s’il est de la forme u~! ot u est un filtre RIF. Il est
dit rationnel s'il est de la forme u * v=! ol u et v sont RIF.

La décimation, ou sous-échantillonnage, de facteur entier a d’un signal discret u donne
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le signal discret, noté [u] | a, tel que [u] | a [k] = ulak] pour tout k € Z4. Si v = [u] | a, on a

iwy= 3 a(LE (1.1)

a
ke[l,a]?

Le sur-échantillonnage de facteur entier a d’un signal discret u donne le signal discret

[u] T a tel que [u] T alak] = ulk] pour tout k, et [u] T a[k] = 0 partout ailleurs. Cette

opération insere donc a — 1 zéros entre chaque échantillon de u, dans chaque direction. Si
v =[u]Ta, on a

V(z) = U(z?) < d(w) = i(aw). (1.2)

Notons que [[u] Ta] la = wu, et les égalités nobles

[u] Laxh=[uxh Ta}la
[uxh|Ta=[u]Tax[h]Ta

La transformée de Fourier de f € Lo(R%) est la fonction notée avec un chapeau,
f(w) € Ly(RY) & valeurs complexes, définie par f(w) = [oq f(x)e" '@ dx. Par extension,

on définit la transformée de Fourier de la dlstrlbutlon de Dlrac par 6 (w) =1 pour tout w.
On rappelle la formule de Poisson caractérisant 1’échantillonnage d’une fonction f €
Ly(R?) en domaine de Fourier : si on construit le signal discret u tel que uk] = f(k) Vk €

Z% on a
= fk)e "N =" fw+ 27k). (1.5)

kezd kezd

Soit un réel » > 0. On définit I'espace de Sobolev WJ comme l’ensemble de fonctions

~{renm | [a+arii@p <ol (1.6)

Par analogie avec cette définition de la régularité, on peut étendre la norme |||, & des

valeurs non entieres de r > 0 en la posant égale a \/% [ |w|?"| f(w)[2dw. On peut ainsi
caractériser la régularité d'une fonction f par la valeur maximale r telle que f € Wj. La
dérivée n-ieme de s appartient alors a Lo, pour tout entier n < r, et elle est de plus continue
1

pour tout entier n < r — 3

En 1D, on définit as, I'autocorrélation discrete (séquence de Gram) de f € Ly(R) par :

aplk] = [+ f (k) < apw) = |f(w+2rk)] (1.7)

kEZ

Si le signal (u[k]) est la réalisation d'un processus aléatoire stationnaire discret de
moyenne nulle, on peut le caractériser par son autocorrélation discrete c,, définie par
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F1c. 1.1 : Modele de formation des signaux discrets uniformes 1D.

c, k] = E{p[ljuk + 1]}, ou E{-} est I'espérance mathématique, et qui ne dépend pas de
1€ 74 ¢, est alors la densité spectrale de puissance de p.

De méme, si s(x) est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire a temps continu
de moyenne nulle, on peut le caractériser par son autocorrélation cs(x) = E{s(y)s(x +
y)} Vy € R? (ne dépendant pas de y pour un processus stationnaire).

On introduit les notations suivantes :

e f(x)= 0O(g(x)) indique que la fonction f est dominée par g, c.-a-d.

lim supyy o [f(x)/g(x)] < oo,

e f(x)=o0(g(x)) indique que f est négligeable devant g, c.-a-d. |f(x)/g(x)| — 0.
o f(x)~ g(x) indique que f est équivalente a g, c.-a-d. limyx—o f(x)/g(x) = 1.

On utilisera des fonctions indicatrices : lg(x) = {1 si x € €, 0 sinon}, pour un certain
domaine 2 C R%

On définit aussi la fonction de Riemann-Zeta
o

((x) = Z ix Vo > 1. (1.8)

n

D’autre part, on utilisera la notation anglaise pour les coefficients binomiaux : pour
tous a,b € N tels que a > b,
a b!
= 1.9
(b) al(a —b)! (1.9)

Les notations principales introduites dans cette section sont rappelées dans la table de
notations.

1.3 Modele pour les signaux discrets

Les signaux et images discrets résultent généralement de la dicrétisation d’un processus
physique, au moyen d’un dispositif d’acquisition. Le modeéle de formation des signaux que
nous adoptons tout au long de cette these, schématisé sur la figure 1.1, est le suivant : étant
donné un signal discret uniforme 1D v = (v[k])rez, nous postulons que 'on peut écrire :
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VkeZ, vk

‘Gz\

/st ——l{:)cjlf + plk]

(5 % ) (Th) + plk] (1.10)

(5.7 ——k)>L2+u[k‘]

Les échantillons sont ainsi des mesures, effectuées aux positions uniformes {Tk, k € Z},
sur un processus $(t) défini contintiment, et corrompues par un bruit additif z. On note v, la
version non bruitée des mesures, c¢’est-a-dire v[k] = vo[k] + pu[k] pour tout k. Nous donnons
ici le modele dans le cas 1D, afin de simplifier les notations, mais nous ’étendrons en 2D
dans le chapitre 3, en généralisant la notion d’échantillonnage uniforme a I’échantillonnage
sur un treillis. Le cas des signaux non uniformes sera traité dans le chapitre 4.

Détaillons les composants de ce modele de formation :

=

e s(t) est un processus réel sous-jacent inconnu. Par exemple, comme illustré sur la
figure 1.2, dans le cas d'une photographie numérique, s est la scéne lumineuse bidimen-
sionnelle telle qu’elle se présente dans le plan de vue de I'appareil, autrement dit ce que
voit I’humain qui prend la photo. Plus précisément, s est dans ce cas la puissance d'un
flux radiant de photons, intégré sur une certaine plage de longueurs d’ondes, et vue comme
une fonction définie dans le plan focal, exprimée initialement en Watts. Des notions de ra-
diométrie sont détaillées dans [245]. Dans le cas général, s modélise un processus physique
qui peut étre de nature tres variée. Dans le cas d’un signal sonore, par exemple, s(t) est
la pression de 'air a l'instant ¢, au niveau du capteur enregistrant le signal. Notons que
l'origine t = 0 est fixée de maniere arbitraire et non restrictive.

e Leréel T > 0 est le pas d’échantillonnage caractéristique de I’acquisition. On pourrait
le fixer arbitrairement a 1, ce qui simplifierait les notations, mais on sera amené a le faire
varier afin d’étudier certaines propriétés de convergence. On dit que le signal v est uniforme,
car on peut voir I’échantillon v[k] comme une mesure localisée a la position T'k. Ainsi il est
utile d’assimiler le signal discret (v[k]) au peigne de Dirac pondéré

0e(t) = Zv[/@]é(f — k). (1.11)

On remarque alors que U.(w) = 0(Tw).

e (), que l'on définit indépendamment de 7', modélise la réponse impulsionnelle du
dispositif d’acquisition. Ainsi, formellement, s est d’abord dégradée par une convolution
avec cette réponse impulsionnelle, puis échantillonnée de maniere idéale sur la grille uni-
forme (Tk)gez. Par exemple, dans le cas 2D d’une photographie numérique, chaque pixel
v[k] est le résultat fourni par un élément du capteur CCD, qui integre I’énergie lumineuse



acquisition

»
»

image discrete

F1G. 1.2 : Une image naturelle discrete provient de ’acquisition d’'une sceéne lumineuse. Les
pixels de I'image peuvent donc étre interprétés comme des mesures sur la scene.

qu’il recoit sur sa surface, apres que celle-ci ait été dégradée par 'optique. Dans le cas d'un
capteur parfait qui effectue ’acquisition sur une grille carrée, et en ’absence de post-filtrage
numeérique, ¢ est donc la convolution de l'indicatrice 1 {_1/2x+1/22, et d’une fonction de
forme gaussienne modélisant les effets introduits par optique [47, 243]. En regle générale,
¢ pourra avoir une forme arbitraire. Dans la suite, on définit @7 () = 75(%) afin de sim-
plifier les notations dans le modele d’acquisition. Précisons que ¢ est supposée connue. Son
estimation a partir de v, requise dans les problemes de déconvolution et restauration en
aveugle, est réputée difficile, et s’effectue généralement a ’aide de méthodes heuristiques.
Dans le cas des images naturelles, nous instancierons ¢ d’une maniere que nous jugeons

vraisemblable, dans la section 5.2.1.

e Le signal p est un bruit additif, indépendant de s. On supposera qu’il est la réalisa-
tion d'un processus aléatoire stationnaire de moyenne nulle, d’autocorrélation ¢, connue.
Le bruit est souvent supposé gaussien [55]. En pratique, il y a toujours du bruit dans les
signaux, mais il n’est pas nécessairement additif et indépendant. En pratique, on assimilera
les effets de la quantification a un bruit additif indépendant, ce qui est inexact en toute
rigueur.

Ce modele de formation, sur lequel nous nous reposons, est classique, et a été proposé et
justifié maintes fois [188, 18, 90, 121, 176, 43, 15]. Des informations supplémentaires sur la
formation des images sont données dans [200, 236, 181]. Il s’agit d'un modele réaliste, mo-
délisant les moyens technologiques actuels : tout processus d’acquisition effectue une série
de mesures sur un certain processus énergétique. Le modele décrit dans [43] est légerement
plus complexe, car il inclut en plus une étape de déformation géométrique sur s, entre la
convolution et I’échantillonnage. Bien que cela soit plus réaliste, par exemple pour modéli-
ser la distorsion en barillet introduite par les optiques en photographie, cela rend le modele
non linéaire. Si la déformation n’est pas connue, il est extréemement difficile de 'estimer,
et si elle est connue, on peut la corriger en reformulant le probleme a 'aide d’échantillons
localisés sur un domaine non uniforme, comme dans la section 4.3.6. Précisons que notre
modele de formation s’applique pour les images et signaux naturels, incluant certains types
d’images médicales. Il n’est pas représentatif des signaux synthétiques comme les images
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de synthese, ni méme des signaux ayant subi des distorsions non linéaires importantes,
comme une forte compression.

Certains auteurs considerent un modele d’échantillonnage idéal dans lequel ¢ est om-
mise. Cette situation, dans laquelle on dispose d’échantillons ponctuels de s, est un cas
particulier de notre modele obtenu en considérant ¢(x) = §(z). Pour la plupart des pro-
blemes pratiques, ce n’est pas une hypothese réaliste. D'une part, un capteur qui réalise
un échantillonnage ponctuel exact est physiquement irréalisable, car la mesure nécessite
une quantité non infinitésimale d’énergie, donc une intégration sur un intervalle de mesure
non nulle. D’autre part, le principe d’Heisenberg implique I'impossibilité théorique d'une
telle mesure. Cependant, on peut considérer que les v[k] sont des valeurs ponctuelles d'une
version dégradée de s, et non de s elleeméme, a savoir de § = s % @7. Par exemple, dans le
cas des images naturelles acquises par un appareil photo, cette scene dégradée est la scene
sur laquelle on aurait fait porter toutes les dégradations du dispositif d’acquisition : flou
de mise au point, diffraction optique, et réponse impulsionnelle d’une cellule intégratrice
du capteur.

Insistons sur le principe de mesure qui est central dans le modele que nous adoptons :
un signal discret est vu comme une suite de mesures linéaires, éventuellement bruitées,
sur un processus physique s dont le signal discret n’est qu’une représentation partielle. La
complexité de s, en général, ne peut étre capturée par le processus de discrétisation qui
est donc un processus avec pertes. Bien qu'un signal discret soit vu comme une version
appauvrie d'un processus plus riche, il faut cependant garder a 'esprit que seuls les objets
discrets sont manipulables et stockables en pratique. L’'intérét principal quant a I’hypothese
d’existence de s est de pouvoir raisonner sur s au lieu de v, en transposant dans le domaine
continu, ou les outils d’analyse mathématique sont d’un grand secours, des probléemes mal
posés dans le domaine discret. En effet, la plupart des problemes initialement formulés a
partir de v consistent en fait a estimer s ou des quantités sur s, comme nous le verrons
par la suite. Remarquons que notre modele n’est pas restrictif, en 1'absence d’hypothese
sur s. Il affirme simplement que v n’a pas été créé ex nihilo, mais est une représentation
d’un objet s plus riche, discrétisé par un processus linéraire. Cette abstraction que consti-
tue la modélisation de 'étape de formation est nécessaire pour deux raisons. Elle permet
d’une part d’exploiter pleinement la puissance d’expression des théories mathématiques,
en faisant porter les manipulations sur des objets certes idéalisés, mais dont I’appréhension
est propice a 'approfondissement de la compréhension que nous avons des processus réels.
Et d’autre part, elle transcrit plus fidelement notre conception naturelle des signaux et
images, que nous considérons non comme des tableaux de chiffres, mais bien comme des
représentations porteuses d'un sens physique.

Nous raisonnerons dans ce travail, hormis au chapitre 4, sur des signaux de taille infinie.
Les signaux finis seront étendus implicitement en signaux infinis au moyen de conditions
de bords de type symétrie miroir [45]. Ainsi, le signal fini (v[n]),cpo,n—1] sera étendu en un
signal infini en posant u[n] = u[—n| si n < 0 et u[n] = u[2N —2 —n]sin > N.
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1.3.1 Considérations sur la nature du processus s

Quelle est la nature de s(x)? Bien sur, cela dépend du contexte, car les processus
sous-jacents aux signaux peuvent étre de nature tres variée. Un signal sonore et une image
proviennent certes de processus énergétiques ondulatoires, mais qui n’ont guere de rapport
entre eux. Voyons de plus pres le cas des scenes lumineuses sous-jacentes aux images na-
turelles.

De nombreux auteurs ont proposé de modéliser I’ensemble des scenes lumineuses comme
un espace mathématique de fonctions. L’espace BV (R?) des fonctions & variation bornée
est souvent employé [190, 104]. Cela peut sembler correct a premiere vue, car cet espace
contient des fonctions lisses ayant des discontinuités le long de courbes lisses, correspon-
dant aux bords des objets constituant la scene. Cependant, la validité de ce modele a été
contredite en 1999 [12], car s(x) peut localement étre tres oscillante, par exemple pour
certaines textures, ce qui rend 'espace BV impropre a la modélisation des images. Plus gé-
néralement, définir un espace des fonctions qui représentent, ou non, des sceénes lumineuses,
et ce de maniere tranchée, semble un objectif hasardeux.

Un paradigme plus souple que le cadre déterministe est 'interprétation stochastique,
dans laquelle s(x) est vue comme la réalisation d'un processus aléatoire ayant des caracté-
ristiques connues. Les champs de Markov ont été les premiers modeles aléatoires proposés
pour les images, appliqués en conjugaison avec un formalisme d’estimation bayésienne pour
des probléemes comme la restauration, la segmentation, ou la reconstruction tomographique
(77,103, 60]. Des extensions multi-échelles plus complexes ont été développées afin de cap-
turer les relations structurelles existant entre les échelles [44, 78, 202]. Les modeles a base de
champs de Markov cachés multi-échelles ont montré leur efficacité en traitement d’images
[170]. Ils permettent de prendre en compte des dépendances a longue distance, comme
celles qui se manifestent dans les processus aléatoires en 1/f (c’est-a-dire dont le spectre
de puissance se comporte en 1/|w|? pour un certain v > 0). Or le comportement spectral
de type 1/f des images naturelles a été avéré a maintes reprises [172, 232, 164, 214]. Les
processus de Matérn [115] et les mouvements browniens fractionnaires semblent de bons
modeles stochastiques pour s(x) [105, 214, 183]. Cependant, on peut objecter aux modeles
aléatoires de ne pas refléter la nature fortement non stationnaire des scenes lumineuses,
constituées d’objets variés et complexes. La notion de géométrie et de contours n’est pas
prise en compte dans les modeles aléatoires.

Une image est avant tout, pour un observateur humain, composée de zones lisses et
de zones texturées. Celles-ci sont séparées par des discontinuités plus ou moins nettes et
régulieres, correspondant aux contours des éléments de la scene [186, 54, 25]. De nom-
breuses études psychophysiques ont confirmé cette théorie (dite du raw primal sketch) de
Marr [151], selon laquelle I'information pertinente (sketch data) consiste en la structure
géométrique des discontinuités et en les amplitudes des pixels de contours [122][53]. De-
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vant la nature fortement non linéaire de la perception visuelle humaine, il est donc difficile
de définir mathématiquement des espaces homogenes d’images, ou d’établir des proprié-
tés statistiques vérifiées par les images qu'un humain « de référence » (si tant est qu’il
en existe) qualifierait de naturelles. La variété des modeles disponibles permet cependant
d’aborder avec des angles différents et complémentaires cette famille d’objets aux proprié-
tés tres riches que sont les images naturelles.

Dans cette these, on ne fera pas d’hypothese a priori sur la nature de s. On envisagera
deux situations :

e la situation déterministe, dans laquelle s € Lo. Cette hypothese de travail ne corres-
pond pas a une réalité physique, mais elle n’est pas restrictive, car les traitements étant
essentiellement locaux, le comportement de s a l'infini n’a pas d’influence. Afin que notre
modele d’acquisition soit bien posé, on supposera que s vérifie de plus la contrainte sui-
vante :

/}R\aﬁ(w)|2\§(w)|2(1 + wl*)dw < 4o0. (1.12)

Cette condition faible implique que s % ¢ est dérivable une fois au sens Lo, et donc qu’elle
est continue. Ainsi, le signal non bruité vy appartient a ¢y (voir [36, Appendix C]). Par
souci de simplicité, nous noterons abusivement s € Ly dans tout le manuscrit, tout en nous
restreignant implicitement aux fonctions vérifiant (1.12).

e la situation stochastique, ou s est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire
de moyenne nulle, d’autocorrélation cs(t). On suppose la aussi vérifiée la condition (1.12),
ol [§(w)|? est remplacé par ¢,(w).

1.4 Plan de la these

Cette these est structurée en deux parties.

Nous abordons, dans la premiere partie de ce manuscrit, la reconstruction de signaux
unidimensionnels et bidimensionnels, a valeurs scalaires, a partir de données uniformes et
non uniformes. En exploitant des notions de théorie de ’échantillonnage et de théorie de
I’approximation, qui fournissent de puissants outils pour décrire, analyser et synthétiser
les signaux, nous établissons des passerelles entre les mondes discret et continu, et nous
les mettons a profit pour proposer des nouvelles solutions. Dans le chapitre 2, nous nous
intéressons a la reconstruction d’un signal uni-dimensionnel a partir de données uniformes.
Cette étude sera étendue au cas des signaux (images) 2D dans le chapitre 3, en introduisant
la notion de treillis. La reconstruction a partir de données 1D non uniformes est traitée
dans le chapitre 4.

Dans la seconde partie de ce document, nous nous intéressons au theme du redimen-
sionnement d’images, qui recouvre les deux problemes de réduction et d’agrandissement.



12 1. Introduction : contexte et objectifs de l’étude

Les concepts mis en ceuvre pour la reconstruction trouvent dans le redimensionnement
un terrain d’application propice. En effet, redimensionner nécessite d’analyser l'informa-
tion contenue dans une image, pour la synthétiser non plus continiiment, mais de maniere
discrete a une résolution différente. Dans le chapitre 5, nous présentons un modele for-
mel original pour le redimensionnement, en cohérence avec le modele de formation des
images que nous avons décrit plus haut. Nous dérivons ensuite de ce modele des méthodes
adéquates et performantes pour la réduction d’images.

Dans le chapitre 6, nous nous focalisons sur le probléeme plus complexe de I'agrandisse-
ment. Nous présentons les méthodes existantes, mises en perspective de notre modele de
redimensionnement, ainsi que de nouveaux procédés, basés la-aussi sur une formalisation
précise du probleme.

Enfin, nous présentons dans le chapitre 7 I'agrandissement par induction, qui fournit
une réponse originale au probleme de l'agrandissement. Nous insisterons sur la mise en
ceuvre efficace de cette méthode, et nous illustrerons la qualité des résultats obtenus a
I’aide de comparaisons avec les méthodes existantes.
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Premiere partie

Reconstruction de signaux et images
discrets
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Chapitre 2

Reconstruction 1D a partir de
données uniformes

2.1 Introduction

E probleme de reconstruction s’énonce simplement a partir du modele de formation

des signaux que nous avons adopté a la section 1.3 : il a pour but d’estimer le signal
défini contintiment s(t), étant données les mesures discretes v[k]. Il s’agit d'un probleme
générique impliquant a la fois une opération de débruitage, et de déconvolution de la réponse
©», a la base de nombreuses applications en communications, traitement de la parole et des
images. La reconstruction est un probleme d’estimation linéaire, vaste domaine reposant sur
les travaux classiques de Kolmogorov [134] et Wiener [242]. Notons que la reconstruction
telle que nous la définissons est parfois désignée en anglais par le terme restoration [43].

Afin de formaliser ce probleme, nous introduisons les notations suivantes :

e L'opérateur de discrétisation D : s — v modélise I'acquisition des mesures v[k| a
partir de s.

e L’opérateur de reconstruction M : v — f, qu’il s’agit de concevoir, reconstruit une
estimée f de s a partir de v.

e L’opérateur d’approximation Q = M oD associe a s son estimée a partir de v.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la reconstruction uni-dimensionnelle a
partir du signal discret v = (v[k|)rez constituant nos seules données initiales, et supposé
provenir d’'un processus s(t), comme formalisé par le modele (1.10). La reconstruction a
pour finalité d’obtenir une fonction f; = Mw qui soit proche de s. Nous adoptons la nota-
tion « fr » afin d’insister sur le fait que la reconstruction dépend du pas d’échantillonnage
T.

Nous allons tout d’abord présenter des méthodes de recontruction qui sont optimales
lorsque des connaissances a priori sur s sont connues et exploitées. Nous nous placerons
ensuite dans le cas général ou de telles connaissances ne sont pas disponibles, et on fixera
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alors I'espace vectoriel dans lequel chercher la fonction reconstruite.

2.2 Approches optimales

2.2.1 Approche variationnelle

Plagons-nous dans le cadre déterministe s € Lo. L’approche variationnelle consiste
a poser le probleme de la reconstruction comme un probleme d’optimisation, visant a
minimiser un critére qui impose a la solution fr(t) d’étre a la fois proche des données, et
suffisamment lisse pour contrebalancer les effets du bruit.

Le critere servant a quantifier la proximité d’une fonction reconstruite aux données v[k]
est le critere des moindres carrés :

en(g) =D |g*@r (Tk) —vlk]|’| (2.1)

keZ

Selon le contexte dans lequel s’opere la reconstruction, on peut envisager les cas de
figure suivants :

e On sait que la fonction s appartient a 'espace Q = {g | ||Lg]] < C} ou L- est un
opérateur linéaire et invariant par translation. Typiquement, le critére quadratique || Lg||?
quantifie le manque de lissitude de la fonction g ; I'exemple le plus courant est I'opérateur de
dérivation : Lg = d"g/dt™. On cherche alors la fonction fr appartenant a €2, et minimisant
le critere des moindres carrés £4,(g). Comme ce dernier est généralement antagoniste de
| Lg]|, une fonction sera d’autant plus lisse qu’elle sera éloignée des données, et vice-versa.
D’apres les conditions de Karush-Kuhn-Tucker [29], le probleme se raméne a minimiser
es,(g) sous contrainte que [|[Lg|| = C, ou minimiser ||Lg|| sous contrainte que 4,(g) = 0.

e On sait que la fonction s est relativement lisse au sens du critere £, mais on ne sait
pas dans quelle mesure. Dans ce cas, on va chercher la solution la plus vraisemblable par
rapport aux données, vérifiant donc £4,(g) = C' (pour une certaine valeur C' déterminée en
fonction de la variance du bruit) et minimisant ||Lg]||.

Ces deux problemes sont en fait équivalents a chercher la fonction fr minimisant le
critere des moindres carrés régularisés (au sens de Tikhonov-Phillips [213, 145)) :

evar(9) = D lg* @r (Tk) = olk]* + A Lg|? (2.2)

ou A > 0 est un parametre lagrangien a choisir en fonction de C, afin de rendre ce pro-
bleme équivalent au probleme de minimisation sous contrainte souhaité. Cette formulation
variationnelle revient a chercher un compromis entre l'attache aux données au sens des
moindres carrés d'une part, et la volonté d’avoir une solution lisse, d’énergie minimale au
sens ||£ ]|, d’autre part. Cette approche, ou deux termes antagonistes sont mis en concur-
rence, est classique dans les problemes de modélisation. Par exemple, il y a un lien direct
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entre les deux termes ici présents et les notions de forces externes (la solution est attirée
par les données) et forces internes (liées a une fonctionnelle énergétique sur la solution)
employées dans la théorie des snakes ou contours actifs, avec de nombreuses applications
en modélisation graphique [120].

Afin d’expliciter la solution de ce probleme variationnel, on suppose que l'opérateur
L est spline-admissible (voir les conditions données dans [225]) et donc qu’il existe une
fonction p(t) € Ly vérifiant la condition :

LLo(t) = 3 hkE(E — ) (2.3)
keZ
pour un certain signal discret h, ou L£* est I'opérateur adjoint de £ défini par la relation
(L*f,g) = (f,Lg) Vf,g. On suppose aussi que les translatés {o(t — k), k € Z} forment
une base de Riesz, ce qui équivaut a dire qu’il existe deux constantes C; et Cy (les bornes
de Riesz) telles que 0 < C < a,(w) < Cy < 400 presque partout.
Alors la fonction f7 minimisant le critére eyar dans Lo s’écrit [225, 182] :

t
Frlt) = 3 clklo( — k). (2.4
keZ
On dit alors que fr et ¢ sont des L£*L-splines, c¢’est-a-dire des fonctions que ’on peut écrire
sous la forme (2.3). Les coeflicients c[k| s’obtiennent par filtrage a partir des données v[k] :
c = v *p, a l'aide du préfiltre p défini par

) p— . : (25)
Y okez Plw 4 2km)p(w + 2k7) 4+ Ah(w)

Dans le cas non bruité, on posera A\ = 0, et la fonction fr est alors la solution du
probleme de minimisation de ||£ - || sous contrainte de consistance £,,(g) =0 < Dg = v.
L’opérateur de reconstruction M est, dans ce cas, 'inverse généralisé (inverse de Moore-
Penrose) de D, en munissant L, de la norme [|£ - ||.

Considérons l'exemple ¢ = § et £ = d"/dt™, pour un certain entier n > 1. On a ainsi
LL = (=1)"d*"/dt*™. La solution fr est alors une spline polynomiale de degré impair
2n—1, avec ses neeuds localisés aux positions (Tk)xez, ¢’est-a-dire une fonction de régularité
C?"~2 polynomiale de degré 2n — 1 sur chaque segment [Tk, T'(k+ 1)] [84, 218]. L’espace de
ces splines admet comme générateur ¢ = 3271, la B-spline centrée de degré 2n — 1 définie
comme suit :

1 site]—3,4] A
BFy=4 1 sift|=1 < 3%w) = sinc(w/2), (2.6)
0 sinon

et pour tout n > 1,

gr = 871 B0 L B (w) = sime(w/2)" . (2.7)
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=(
D /M

(a) (b)

F1a. 2.1 : Estimation selon la théorie de 1'optimal recovery. (a) : principe général. (b) : La
solution proposée est I'image par U de xy € X, le centre de Chebyshev de I', N2, 'ensemble
dans lequel on sait que se trouve I'objet inconnu s € X.

La propriété (2.3) est bien vérifice : (—1)"d**3**~1/dt*" = > h[k]o(t — Tk) avec H(z) =
(—z+2—271)m

Si L est l'identité, ce qui peut étre le choix adopté si 'on n’a pas de connaissance a
priori sur le terme de régularisation approprié, il suffit de choisir ¢ = ¢, qui vérifie bien
(2.3) avec h = a_".

L’approche variationnelle a été étendue dans la littérature a des criteres de régularisa-
tion non quadratiques, comme la variation totale [191, 10] ou des critéres semi-quadratiques
[59]. Dans ce cas, le processus de reconstruction M n’est plus linéaire, et la solution est
déterminée a l'aide d'une méthode itérative.

2.2.2 Approche minimax

La théorie de 'optimal recovery permet de formaliser de nombreux problemes d’esti-
mation [157, 201, 165]. Appliquons-la au probléme de la reconstruction a partir d’un signal
non bruité. Soit U un opérateur linéaire défini sur un espace vectoriel X et a valeurs dans
un espace vectoriel normé Z. La quantité a estimer est Us, pour un objet inconnu s € X
dont on ne connait que v = Ds, pour un autre opérateur linéaire D : X — ). Afin d’esti-
mer Us, on applique un opérateur M : Y — Z a v. Cette situation est schématisée sur la
figure 2.1 (a).

En ce qui concerne le probleme de reconstruction, on a X = Z = Lo, et U est I'identité,
car c’est la fonction s(¢) elle-méme que 'on veut estimer. D : X — ) = {5 est 'opérateur
de discrétisation qui & s associe v, suivant le modele (1.10) (on suppose qu’il n’y a pas de
bruit). M est I'opérateur de reconstruction a déterminer.

On suppose que s € Q@ = {g | |lg/lx < C} ou | - |+ est une norme qui n’est pas
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nécessairement la norme Lo, et qui modélise la connaissance a priori que 'on a sur s. Par
exemple, || - [|x+ = ||£ - ||z, pour un certain opérateur linéaire invariant par translation L.

La donnée v contraint ’ensemble d’instances possibles pour s. En effet, on sait que
s € I'y, que nous appellerons I'’ensemble consistant :

I'v={g€Ly| Dg=v}| (2.8)

Ainsi, s € QNT,. Michelli et Rivlin [157] proposent alors de définir Mv comme le centre
de Chebyshev zy de U(2NT,), défini par
. 2
— — ) 2.9
2 = argmin | wmax | Iz —wlz (2.9)
Ainsi, I'objet estimé Muv minimise ’écart au pire cas au véritable objet U/s. On montre

alors (sous certaines conditions vérifiées dans le cas de la reconstruction) que zy est 'image
par U du centre de Chebyshev zy de QN T, [201] :

_ _ : _ 2
2 = U(xo) = U(arfgerg(mgg% If—gll%)- (2.10)

De plus, il est connu, d’apres les travaux classiques de Golomb et Weinberger [106], que
xg est I'objet de X vérifiant Dxy = v, et de norme || - ||+ minimale. Nous avons représenté
'élément z sur le schéma 2.1 (b), inspiré de [165]. L’ensemble I', est un hyperplan affine :
on peut l'écrire I', = xq+1"g, ot I'g est le noyau de D. €2 est un hyperellipsoide. L’intersection
Q' NT, est donc un hyperellipsoide affine.

En regle générale, on peut expliciter z; au moyen des représentants de Riesz des opé-
rateurs D et U [201, 165]. Dans notre cas, la fonction reconstruite fr est simplement la
solution du probléme de minimisation de || - ||+ sous contrainte que Dfr = v. Le forma-
lisme adopté ici, cherchant a minimiser la distance au pire cas entre l'objet inconnu et
I’objet a estimer, aboutit donc au méme résultat que 'approche variationnelle précédente,
si|-|lx =1Lz, : fr est la L*L-spline consistante avec les données, c’est-a-dire obtenue
avec (2.4) et (2.5) en posant A = 0. Notons que la solution ne dépend pas de la constante
C dans la définition de 2. Ce lien entre I’optimal recovery et la théorie variationnelle est
discuté plus en détail dans [195, 196] [1, p. 7].

La fonction fr est donc optimale du point de vue du critere

ewnlg) = max [If —gllz, (2.11)

ou || - ||z peut étre une pseudo-norme arbitraire sur Ly : par exemple, ||g||z = ||9|L,, |9/l 2.,
ou |g(tp)| pour un ¢ty € R quelconque. Ainsi, cette solution minimax minimise l’erreur au
pire cas entre fr et s, en utilisant simplement le fait que s € QN T,,.

2.2.3 Approche stochastique

On suppose maintenant que s est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire a
temps continu de moyenne nulle, de densité spectrale de puissance ¢s(w) > 0. On cherche
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a minimiser I'erreur quadratique ponctuelle moyenne a un instant ¢y € R,

esto.(9) = € {Is(to) — g(to)[*} - (2.12)

Comme montré dans [182], la solution fr, qui minimise egro 4, pour tout tg, s’écrit sous la
forme (2.4), avec cette fois

o= cuT) % § Lo pl) = 1 (2)B(w)" (2.13)

Les coefficients c[k] dans 'expression de fr sont la encore obtenus par filtrage, avec le
préfiltre p défini par

p(w) (2.14)

1
e 9w+ 2kT)G(w + 2k) + u(w)

Il est intéressant de constater que les solutions variationnelle et stochastique sont équi-
valentes dans le cas ol u est un bruit blanc de variance o2, £ est 'opérateur de blanchiment
de s, c’est-a-dire

L*Lcy(Tt) = a3 (t), (2.15)

hlk] = 0[k] et A = 0%/0?. Cela peut servir d’heuristique pour le choix de £ et A dans le cas
déterministe.

Dans le cas 2D ou s est un processus de Matérn, la forme explicite de @ et de la solution
fr ont été étudiées dans [183]. Mentionnons aussi une extension a la reconstruction de
mouvements browniens fractionnaires, qui ne sont pas des processus stationnaires, a 'aide
de splines polyharmoniques, dans [214].

Si s(t) est un processus aléatoire gaussien T K-périodique et que 1'on dispose d'un
nombre fini d’observations v[1], ..., v[K], on peut interpréter la solution fr comme I'estimée
optimale de s d’un point de vue bayésien (solution du maximum a posteriori), en voyant
(2.2) comme une log-vraisemblance [225]. Plus généralement, I’approche variationnelle peut
étre ré-interprétée dans le cadre bayésien en associant une densité de probabilité a la
fonctionnelle de régularisation, au moyen d’une distribution de Gibbs appropriée.

2.3 Reconstruction au sens des moindres carrés

Nous avons vu dans la section précédente que 1'utilisation d’une connaissance a priori
sur le signal a reconstruire permet de proposer des solutions optimales du point de vue
d’un certain critere exploitant cette information. On se place maintenant dans le cas ou les
mesures v[k] représentent la seule information disponible sur s.
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2.3.1 Interpolation

Intéressons-nous d’abord au probleme d’interpolation, correspondant au cas le plus
simple ou I'on dispose d’échantillons pontuels non bruités v[k] = s(Tk) Vk. Cela revient a
poser ¢ = ¢ dans notre modele.

On parle d’interpolation lorsque 'on reconstruit une fonction fr(t) passant par des
échantillons connus v[k] : fr(Tk) = v[k] Vk € Z. Cette méthode de reconstruction semble
naturelle : puisque les valeurs s(T'k) sont connues, il est judicieux de chercher une fonction
ayant les mémes valeurs. Ainsi la reconstruction est parfaite aux positions Tk : s(Tk) =
fr(Tk) Vk.

Retragons brievement I’histoire de l'interpolation, en nous inspirant d’une étude tres
complete de Meijering [152]. Le mot interpolation vient du latin interpolare, contraction
de inter (entre) et polare (polire). Ce mot semble avoir été utilisé pour la premiere fois par
Wallis en 1655 dans son livre sur Iarithmétique infinitésimale [238]. Les polynomes furent
les premieres fonctions utilisées pour définir les fonctions interpolantes. Newton décrivit le
premier le polynome p(t¢) passant par un nombre fini de valeurs p(t1), ..., p(ty). La formule,
due a Waring en 1779, bien qu’attribuée généralement a Lagrange, est la suivante :

pt) = 3 pt) [ =2 (2.16)

i=1.N i ti =1

Bien que les polynomes n’aient été utilisés au départ que pour leur simplicité de manipula-
tion, le théoreme de Weierstrass, en 1885, leur donna leurs lettres de noblesse, en stipulant
que toute fonction continue sur un intervalle fermé peut étre approchée uniformément par
un polynome a une précision arbitraire. Notons que le polynome interpolant de Lagrange
ne vérifie pas nécessairement cette convergence uniforme : on peut par exemple trouver une
fonction s(t) continue sur I'intervalle [0, 1] telle que le polynéme de Lagrange interpolant la
fonction aux points 0,1/N,2/N ... 1 diverge lorsque N — +o00. Ce résultat montra l'intérét
limité des polynomes algébriques pour l'interpolation.

Whittaker fit un pas de plus dans son célebre article de 1915 [241], en s’intéressant
a la fonction limite obtenue par l'interpolation de Lagrange aux positions t, = Tk, k =
—N...N,lorsque N tend vers l'infini. Il montra que cette fonction interpolante fr(t) peut
s’écrire

) t
fr(t) = %sz[k] smc(ﬂ(? —k)  WER, (2.17)
a l'aide de la fonction sinus cardinal
1 t —_—
sine(7t) = sm(: ) RN sinc(w) = mlj_1 q(w). (2.18)
T

Shannon comprit le premier toute 'importance de cette fonction pour la théorie de I’'échan-
tillonnage [198, 199]. Son désormais célebre théoréme de l’échantillonnage établit que toute
fonction s(t) a bande limitée (c’est-a-dire §(w) = 0 V|w| > 7/T) peut étre retrouvée exac-
tement & partir de ses échantillons v[k] = s(Tk), par interpolation avec le sinus cardinal,
c’est-a~dire que fr = s dans (2.17).
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F1G. 2.2 : (a) : la fonction sinc(nt) et (b) : interpolation sinus cardinale fr(x) de 'image
(v[k]) (portion de 'image Camera).

Interpolation classique

L’interpolation moderne tire donc ses racines de la théorie de Shannon. Une propriété
importante de la fonction ¢(t) = sinc(nt) est d’étre interpolante (on dira aussi que ¢ est
un interpolateur), c’est-a-dire

o(k) = 6ro Vk € Z. (2.19)

Bien que l'interpolation sinus cardinal permette de reconstruire parfaitement les fonc-
tions a bande limitée, on peut formuler plusieurs critiques a son égard. Tout d’abord, les
scene naturelles et la plupart des signaux ne sont pas a bande limitée [214, 182]. Si 'on
reconstruit avec la fonction sinc(7t) un signal qui n’est pas a bande limitée, des oscillations
importantes (pseudo-phénomene de Gibbs appelé ringing) apparaissent dans la fonction
reconstruite, comme illustré sur la figure 2.2. De plus, cette fonction ayant un support
infini, la somme dans (2.17) est infinie, ce qui veut dire qu’on ne peut pas implémenter
exactement la reconstruction. En outre, la décroissance lente de |sinc(t)| lorsque [t| — oo
rend la reconstruction sensible au bruit et aux erreurs sur les échantillons, ainsi qu’a la
troncation éventuelle de la fonction sinc.

Le sinus cardinal est donc généralement remplacé par une fonction ¢ interpolante a
support compact et proche du sinus cardinal, dans (2.17). La méthode de reconstruction
par interpolation devient :

frt) =S olMe(L —k)  vieR (2.20)

T
k€eZ

Il découle naturellement du fait que ¢ est interpolante que f(Tk) = v[k] = s[Tk] pour
tout k. Il est d’un intéret pratique certain de choisir ¢ a support compact, car alors la
sommation dans 1’équation (2.20) ne porte plus que sur un nombre fini de termes, ce qui
rend la reconstruction implémentable.
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F1a. 2.3 : Portion de l'image Camera reconstruite (a) par interpolation au plus proche,
(b) par interpolation bilinéaire, (c¢) par interpolation quadratique, et (d) par interpolation
bicubique.

Si l'on reconstruit un signal s dont 1’énergie est localisée principalement dans la bande
de Nyquist, ce qui est toujours le cas en pratique, il convient de choisir ¢ la plus proche
possible du sinus cardinal, afin de garantir une reconstruction fr proche de s. Une premiere
idée est d’apodiser (multiplier) le sinus cardinal par une fonction a support compact [153,
154]. Les chercheurs se sont plutot intéressés a chercher des générateurs polynomiaux par
morceaux, pour leur simplicité lors de manipulations comme 1’évaluation ponctuelle ou
le calcul de dérivées. Les fonctions les plus couramment utilisées sont les quatre ci-apres.
Nous renvoyons a [155, 154, 152, 212, 211, 35] pour un panorama plus complet des multiples
autres générateurs proposés dans la littérature.

e Interpolation par duplication, dite aussi au plus proche voisin :

L osit G] o %7 %[
p(t) =3 & sift|=12 : (2.21)
0 sinon
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e Interpolation linéaire (terminologie prétant a confusion), dite aussi bilinéaire en 2D :

[ely=a-m =t .

e Interpolation quadratique [88] :

o(t) = =22+ 1 si [t <4
pt) =t =3l +5  sig<fif<3 . (2.23)
p(t) =0 sinon.

e Interpolation cubique [129], dite aussi bicubique en 2D, utilisée couramment avec le
1

parametre A = —3 :
o) = (A+2)tP - (A+3)*+1 it <1

A(Jt]? — 5% + 8|t| — 4) si1<(|t<2 . (2.24)

0 sinon.

S
—~
~+~
~—
I

La figure 2.4 montre les quatre générateurs ainsi que leurs spectres. Ces fonctions ont été
congues pour approcher au mieux le sinus cardinal en fréquence, pour un support spatial
de taille donnée. Toutes présentent une certaine atténuation dans la bande de Nyquist
(w € |—m,m[) (donc un effet de flou dans le cas de la reconstruction d’images, visible sur la
figure 2.3), et ne sont pas nulles au-dela (ce qui entraine des effets de repliement de spectre,
comme des effets d’escaliers le long des contours obliques en reconstruction d’images, voir
la figure 2.3). La transition entre la bande passante et la bande stoppante est suffisamment
douce pour que l'effet de Gibbs soit contenu : il est totalement absent pour l'interpolation
au plus proche voisin et 'interpolation bilinéaire, grace a I'unimodalité des générateurs
associés (c’est-a-dire 0 < (') < (t) si || > |t|]). Avec I'interpolation bicubique, des
oscillations commencent a devenir visibles, comme le montre la figure 2.3 (d).

Interpolation généralisée

L’interpolation a l'aide de la formule (2.20) repose sur l'utilisation d’une fonction ¢
interpolante et a support compact, afin que I'implémentation soit aisée. Unser et coll. ont
montré que 'on pouvait considérer le cadre plus général de l'interpolation généralisée [37) :
si I'on choisit ¢ a support compact, non forcément interpolante, on peut interpoler les
échantillons v[k] en deux étapes : la reconstruction proprement dite a 1’aide de la formule

Falt) = Zc[k]gp(% B, (2.25)

keZ
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F1G. 2.4 : De haut en bas : générateurs polynomiaux par morceaux ¢(t) de degrés 0,1,2,3
(a gauche) et leurs spectres respectifs p(w) (a droite, avec comme variable la fréquence
v =uw/2T).
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et un prétraitement qui détermine les coefficients c[k] par filtrage a partir des v[k]| : ¢ =
U * Ping, ou le préfiltre piy, est défini comme 'inverse du filtre by, la version discrétisée de
@ : bylk] = ¢(k) Vk € Z. On a donc :

_ z 1 F o 1
Pint = b < P(z2) = plw) = - .
=0 B = e ) = S Pt 2k

(2.26)

Il est intéressant, au moins formellement, de considérer la fonction interpolante, dite
aussi fonction cardinale, qui vaut

Punt() = > Pkl o(t — k). (2.27)

keZ

L’interpolation généralisée est alors formellement équivalente a l'interpolation classique
avec la fonction cardinale, puisque

frt) =Y vlkm(=— k)  VteR (2.28)

T
keZ

Si ¢ est interpolante, alors ¢, = ¢ et 'on retrouve le cas de 'interpolation classique, car
b, = b;l = 0 et aucun préfiltrage n’est requis.

Notons que le filtrage inverse avec b;l nécessite essentiellement le méme temps de
calcul que la convolution avec b,, grace a l'algorithme de filtrage récursif proposé dans
[221]. Lors de I'interpolation, et ce d’autant plus que le facteur est important, le temps de
calcul est majoritairement utilisé pour les multiples évaluations ponctuelles de ¢ lors de
la reconstruction (2.25), et le temps est donc proportionnel a la taille du support de . 1l
est donc d'un intérét certain de choisir ¢ a support compact et de taille réduite. L’étape
de préfiltrage est tres rapide et n’augmente pas de maniere significative le temps de calcul.
Ainsi, seule la taille du support de ¢ importe, et la fonction équivalente p;,; peut avoir un
support de taille infini, ce qui constitue la nouveauté de I'interpolation généralisée.

Il n’y a donc pas d’intérét particulier a imposer a ¢ d’étre interpolante. Au contraire,
il a été montré que cela est préjudiciable a la qualité [32]. Ne pas imposer I'interpolation
offre des libertés supplémentaires dans le choix de ¢. Dans [212] et [211], une approche
unifiée de l'interpolation est présentée, et de nombreuses fonctions ¢ sont comparées des
points de vue théorique et expérimental.

En fait, la qualité de I'interpolation n’est pas liée a la régularité du générateur ¢ comme
on pourrait le penser, mais a ses capacités d’approximation. En particulier, on dit que ¢(t)
a un ordre d’approrimation égal a L si tout polynome de degré au plus L — 1 peut étre
exprimé comme combinaison linéaire des p(t — k), k € Z. Strang et Fix ont montré que ¢
a un ordre d’approximation L si et seulement si [205] :

@0)#0 et pM(2rk)=0 Vk#0, Vre[0,L—1]. (2.29)
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Spline cardinale cubique v3(t) Spectre 7A3(27w)

Fia. 2.5 : Spline cardinale cubique et son spectre. En pointillés : le sinus cardinal et son
spectre.

La qualité de I'interpolation est directement liée a 'ordre d’approximation L de ¢ [212,
154, 152, 33]. Nous reviendrons sur I'importance de 'ordre d’approximation pour la qualité
de reconstruction a la section 2.5. Dans l'idéal, ¢ doit donc avoir un support de taille W
minimale et un ordre L maximal. I a été montré que W > L, et les générateurs optimaux,
pour lesquels W = L, sont des générateurs polynomiaux par morceaux appelés MOMS
33].

Les B-splines 5" (2.7) sont tres utilisées en traitement du signal, et offrent de multiples
avantages [221, 218]. La B-spline de degré n 3"(t) a un support de taille n + 1 et un ordre
d’approximation L = n+1, ¢’est donc une MOMS. On parle alors d’interpolation spline, et
la fonction fr est appelée une spline. Seules 3° et 3! sont interpolantes, et I'interpolation
avec ces fonctions est rigoureusement identique a l'interpolation au plus proche voisin et a
'interpolation linéaire, respectivement. La fonction @, définie par (2.27), lorsque ¢ = ",
est appelée spline cardinale de degré n. Nous la noterons v"(t) dans la suite. Le préfiltrage
est appelé transformée B-spline directe, car il fournit les coefficients spline c[k] a partir des
échantillons v[k]. Comme on le voit sur la figure 2.5, la spline cardinale cubique, de support
infini, est plus proche du sinus cardinal que les générateurs a support compact de la figure
2.4. On remarque dans I'exemple de la figure 2.6 que les effets de flou et de crénelage des
contours sont bien contenus.

On peut montrer que toutes les MOMS d’ordre L sont des combinaisons linéaires de
BET1 et de ses dérivées successives [33]. On peut ainsi construire des fonctions MOMS ayant
des propriétés d’approximation légerement meilleures que les B-splines, appelées O-MOMS
(optimal MOMS). Les interpolations spline et O-MOMS peuvent étre considérées comme
les meilleures méthodes pour l'interpolation d’images de nature variée [141, 212, 154].
Cependant, il est recommandé [163] de ne pas aller au-dela du degré n = 3, & cause des
oscillations qui apparaissent. En effet, lorsque n — oo, l'interpolation spline tend vers
l'interpolation par sinus cardinal [7].
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F1G. 2.6 : Reconstruction par interpolation spline quadratique (a) et cubique (b).

2.3.2 Reconstruction consistante dans le cas non bruité

Dans les exemples de reconstruction optimales de la section précédente, ainsi que pour
I'interpolation, nous avons vu que la solution f7 pouvait s’écrire de maniere paramétrique
comme dans I’équation (2.25). Une telle fonction appartient a ’espace

Vr(p) = {g(t) = Zc[k]cp(% —k) | ce RZ} . (2.30)

keZ

Une fois que ¢ est choisie, on peut alors reformuler le probleme de reconstruction
comme visant a chercher la meilleure fonction fr(¢) parmi Uespace Vi(p). Cet espace
vectoriel, engendré par les translatés de pas multiple de T de la fonction génératrice (1),
est invariant par translation de pas multiple de 7T :

g(t) € Vr(p) = gt —Tk) € Vr(p) Vk € Z. (2.31)

Un tel espace est dit linear shift-invariant; on parlera dans la suite d’espace LSI. Ces
espaces sont tres utilisés en théorie de I'approximation [40, 124] et pour les méthodes a
éléments finis. Ils sont a la base de 'approximation multi-résolution et de la théorie des
ondelettes [149, 83]. En théorie de I’échantillonnage, leur utilisation est de plus en plus
répandue [144, 62, 4, 219, 6.

Nous dirons qu'une fonction de Vr(y) a une résolution égale a 1/7". On entend par la
qu’'une fonction de Vi (), bien que définie contintiment, est paramétrée par des coefficients
discrets. Son innovation intrinseque est de 1 toutes les 7" unités, c’est-a-~dire que fr € Vr(p)
contient essentiellement la méme information quun peigne de Dirac de pas T :

> clHe(m — k) = (Zc[ma(- - Tk)) * () (2:32)

keZ
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) > fT(t)
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Fic. 2.7 : Formalisation du processus de reconstruction : le signal discret v est d’abord
convolué avec le préfiltre p, pour fournir les coefficients c[k] paramétrisant la solution fr(t)
dans P'espace Vr(y).

Le choix de ¢ est un préalable a la reconstruction elle-méme. ¢ peut étre choisie de
maniere arbitraire, au contraire des situations de la section 2.2 ou elle était induite par
le critere choisi. Nous avons déja mentionné les B-splines et autres MOMS pour leurs
propriétés attrayantes : elles ont un support compact et un ordre d’approximation maximal.
Afin que chaque fonction g € Vy(p) N Ly(R) ait une expression unique et stable de la forme
(2.25), on impose que les fonctions (% — k) forment une base de Riesz. On impose aussi
une condition supplémentaire peu restrictive sur ¢, afin que g € Vr(p) soit bornée si ses
coefficients c[k] le sont :

sup Z lo(t — k)| < +oc. (2.33)

tel0,1] oy,

Enfin, on fait I'hypotheése peu restrictive que Vy(4)+ N Vr(p) = {0}. On supposera dans la
suite que la fonction ¢ vérifie toujours ces trois conditions.

Le probleme de reconstruction dans un espace LSI devient donc purement discret,
puisqu’a partir d'un signal (v[k]), on cherche une suite de coefficients ¢ = (c[k])gez para-
métrisant la fonction reconstruite fr(t). On souhaite que le processus de reconstruction
M v — fr soit linéaire et invariant par translation de pas multiple de T'; il en résulte
que les coefficients c[k] sont déterminés par filtrage discret avec un certain préfiltre p :

c=v+7) 23

On parle de préfiltrage et de préfiltre car ce filtrage précede la reconstruction proprement
dite, définie par I’équation (2.25). Nous avons schématisé le processus complet de recons-
truction sur la figure 2.7. Tout le probleme revient donc a chercher un bon préfiltre p,
indépendant de v. Nous avons déja donné des exemples de préfiltres : (2.5) (2.14) (2.26).

Lorsque I'on n’a pas de connaissance sur s, on cherche a ce que la reconstruction fr soit
en adéquation avec les données. La solution classique, dans le cas ou il n’y a pas de bruit,
est de chercher une fonction fr consistante avec les données [220, 226, 219, 94, 93, 96],
¢’est-a-dire vérifiant

frxor (Tk) =vlk] Vk€Z, (2.35)
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F1G. 2.8 : lllustration de la reconstruction consistante, fournissant la fonction fr, projection
oblique de s dans Vr(yp), et unique fonction de Vr(g) consistante avec les données, c¢’est-a-
dire appartenant a I',,.

autrement dit Dfr = v, ou fr € ', défini par (2.8). Ainsi, fr fournit les mémes mesures
que s si on la place dans le modele d’acquisition (1.10). On remarque que les solutions
présentées jusqu’ici dans le cas non bruité sont toutes consistantes; l'interpolation dans
Vr(p) correspond a la reconstruction consistante dans le cas particulier ¢ = 9.

Il existe une unique fonction fr consistante dans 'espace V(). Ainsi on peut écrire :

{fr} =Vr(p)NT, |, (2.36)

Ses coefficients c[k] s’obtiennent par préfiltrage (2.34) a I’aide du préfiltre de reconstruction
consistante pe,n défini par

1
-1 kl = @ x k <i> Acon w)= 2 '
Peonlk] = @ * (k) Peon(w) Y kez P(w + 2km)p(w + 2km)

La reconstruction consistante a plusieurs propriétés intéressantes :

(2.37)

e La reconstruction consistante est optimale du point de vue du critere des moindres
carrés : elle minimise (2.1).

e Sis e Vp(yp), s est reconstruite parfaitement : fr = s. Le principe de reconstruction
consistante généralise donc le théoreme de Shannon, qui correspond au cas ¢(t) = sinc(mt)
et ¢ = . En effet, dire que s est a bande limitée est équivalent a dire que s € Vp(sinc(r-)).

e L’opérateur d’approximation Qs — fr est un projecteur : Q o Q = Q. fr est donc
la projection oblique (c’est-a-dire non orthogonale) de s dans Vz(p). Définissons pour la
suite :

Py, .60, la projection oblique dans Vp(¢) parallelement a Vi (¢2),
Ps,.6+» la projection oblique dans Vr(¢1) perpendiculairement a Vi(¢s),
c.-a-d. parallelement & Vi (gg)t,

P, =Py, ot = P#T((m, la projection orthogonale dans V().
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Alors la reconstruction consistante correspond a Q@ = P, z1.. On a fr = P,s si et seulement
si @ € Vi(p). Cette situation est illustrée sur la figure 2.8.

e L’opérateur de reconstruction M : v — fr est un opérateur pseudo-inverse de 'opé-
rateur de discrétisation D : s +— v. En effet, D o M est I'identité. M est méme l'inverse
généralisée de D si I'on munit Ly de la norme || £- ||, ot £ est tel que ¢ est une L£*L-spline,
voir (2.3). La reconstruction consistante vérifie donc les propriétés d’optimalité minimax
mentionnées en 2.2.2.

Définissons maintenant la fonction e, (t) par

Peq(t) = Y Pkt — k) | <o Peq(w) = P@)P(w). (2.38)

keZ

Dans le cas out p = piy, on retrouve la fonction cardinale ¢eq = @ine. On peut alors réécrire
le processus de reconstruction comme

frt) =Y v[klpe(t — k)| (2.39)

keZ

La propriété de consistance est équivalente a la biorthogonalité de ¢ et @, c’est-a-dire

P % eq(k) = Oro < Y G(w + 2k7) Peq(w + 2k7) = 1. (2.40)

keZ
C’est I’étape de préfiltrage qui impose la biorthogonalité du processus, puisque ¢ et ¢
sont indépendantes 1'une de I'autre, et non nécessairement biorthogonales. Notons que la

biorthogonalité est a la base de la construction des analyses multi-résolution et de la théorie
des ondelettes [83, 149, 2, 228].

2.3.3 Approches des moindres carrés dans le cas bruité

L’approche consistante vise donc a obtenir la fonction la plus proche des données dans
I'espace Vr(p), au sens du critere (2.1). Lorsque les données sont bruitées, il faut rela-
tiviser ce critere, car il n’est pas nécessairement judicieux d’étre exactement fidele a des
données inexactes. La solution généralement adoptée consiste a définir fr comme la fonc-
tion de Vr(¢) minimisant le critere des moindres carrés régularisés (2.2), c’est-a-dire que
I’on cherche un compromis entre l'attache aux données au sens des moindres carrés, et la
lissitude de la solution au sens ou ||£fr|| doit étre faible, pour une certain opérateur £ a
choisir, indépendamment de ¢.

Notons L(w) la réponse fréquentielle telle que @(w) = L(w)§(w). Par exemple, si
L=< onalLw) = (Iw)". Alors, le préfilire p fournissant les coefficients c[k] de la

dtn o
solution fr au probleme de minimisation de (2.2) dans V(p) est défini par [96] :

S ez P(w + 2km)*G(w + 2km)*

plw) = - = :
| > kez @(w 4 2km)P(w + 2km) |2 + X D7, o |L(w + 2k7) 2| p(w + 2km) |2

(2.41)
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On remarque que si ¢ est une L£*L-spline, c¢’est-a-dire vérifie (2.3), on retrouve le préfiltre
optimal (2.5), puisqu’alors £*Lp(w) = |L(w)|2@(w) = h(w)@(w)*.

Cette solution régularisée étend donc I'approche consistante au cas bruité, en s’appuyant
sur 'approche variationnelle de la section 2.2.1. On peut proposer une nouvelle extension
de I'approche consistante au cas bruité, dans le cas stochastique. Supposons que s est
la réalisation d'un processus aléatoire stationnaire a temps continu de moyenne nulle, de
densité spectrale de puissance ¢;(w) > 0. Notons vg[k] = v[k] — p[k] = s*@r (Tk) la version
non bruitée des échantillons v[k]. On peut ainsi étendre le critere des moindres carrés (2.1)
par le critere :

€0,.510(9 €{|g * pr (Tk) — vo| | } (2.42)

qui ne dépend pas de k € Z, afin de chercher une fonction reconstruite qui, en moyenne,
fournirait des mesures proches des mesures idéales qu’auraient fournies s en ’absence de
bruit. On a tout d’abord

~ 1 2 LWt 2km
Gy (W) = 7 Z |p(w + 2kﬂ)|2cs(T). (2.43)

kEZ

Pour une fonction g € Vr(p) dont les coefficients c[k] ont été obtenus par le préfiltrage
c=v%xp,ona:

1 [ 2
Ens10(9) = o / Cop (W ’1 - ng (w+ 2km)P(w + 2k7r)’
kez
2
’p Z O(w + 2km)p(w + 21{%)‘ dw. (2.44)
kEZ

On montre aisément que ce critere est minimal lorsque

Co (W) 1

P )+ ) Ty B + (o + 28m)

(2.45)

On constate que ce préfiltre se décompose en deux filtres : le filtre de Wiener discret
débruitant les échantillons v[k], et le préfiltre de reconstruction consistante. En I’absence
de bruit, on se ramene a la reconstruction consistante.

2.4 Estimation de s au sens L, dans le cas non bruité

Nous avons vu que le probleme de reconstruction pouvait étre reformulé comme visant a
trouver un bon représentant de s dans un certain espace Vr(p), a partir des données (v|[k]).
Nous avons exhibé plusieurs solutions fr minimisant chacune un certain critere €. Dans
cette section, on se place dans le cas non bruité. On suppose que 'espace de reconstruction
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Vr(p) est fixé, indépendamment du fait que 'on dispose ou non de connaissances a priori
sur s. Plusieurs raisons peuvent justifier une telle situation :

e On ne dispose pas d’information sur s hormis le fait que s € I',. Dans ce cas, il
faut bien choisir d’'une maniere ou d’une autre la méthode de reconstruction, et donc fixer
Vr(p) arbitrairement.

e On veut choisir Vy(¢) pour des raisons liées aux traitements ultérieurs que 1'on va
appliquer sur fr; par exemple, on peut exiger que ¢ soit différentiable un certain nombre
de fois si 'on désire calculer des dérivées de fr en certains points. On peut aussi étre
confronté a des contraintes liées a la facilité d’implémentation ou au temps de calcul de la
reconstruction. Dans ce cas, effectuer la reconstruction dans un espace spline est un bon
choix [218].

e La forme de la fonction reconstruite est imposée, car le processus M modélise en fait
la réponse d’un dispositif de conversion « digital vers analogique », comme un périphérique
d’affichage, dont ¢ est la réponse impulsionnelle. Prenons 1’exemple de I'affichage d'une
image (v[k]) sur un écran d’ordinateur LCD. En supposant que la réponse impulsionnelle
de celui-ci est idéale, et correspond a l'indicatrice d’un pixel, on a ¢ = 1_ 11, Vr(p) est
alors, formellement, ’ensemble des « fonctions » affichables par ’écran.

2.4.1 Situation du probleme

Placons-nous pour le moment dans le cas déterministe ou s € L. Le critere le plus
naturel pour estimer s est le suivant :

er,(9) = lls — glli, (2.46)

Les solutions vues précédemment, optimales pour un certain critere, ne le sont pas
vis-a-vis du critere L. En fait, la meilleure reconstruction possible pour ce critere est la
projection orthogonale, que nous noterons Prs de s dans V(). En effet, pour une fonction
quelconque g € Ly, on a 'égalité suivante (théoréeme de Pythagore) :

Is = gllZ, = Is = Prslli, + [Prs — gll1, (2.47)

qui énonce que l'erreur se compose d'un premier terme indépendant de la méthode de
reconstruction, et d'un second qui est nul si ¢ = Prs. Minimiser ¢, dans Vy(p) est donc
équivalent a minimiser le regret [96]

EREG(Q) = ||7DT$ - 9||%2 (2-48)

La fonction Prs appartient a Vr(¢). On peut donc I'écrire sous la forme (2.25) a 'aide

de coefficients c[k| valant

clk] = /Rs(t)SOd(% — k:)% (2.49)
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F1G. 2.9 : Formalisation du probléme de reconstruction dans l'espace V(). ©, représente
I’ensemble des fonctions reconstructibles linéairement a partir de v. On cherche donc une
solution dans V()N O,, ce qui rameéne le probleme au choix du préfiltre p. On sait juste
que s € I',. Cependant, I'unique fonction reconstruite consistante de Vr(¢) N ©, N T,
n’est pas nécessairement la meilleure estimation de s, qui dans l'idéal devrait étre Prs,
malheureusement inaccessible.

ol g est la fonction duale de p, c’est-a-dire I'unique fonction de V(@) biorthogonale a ¢,
s’écrivant

i) = S ol =) Lo ut) = =2 20

Nous avons résumé la situation du probleme sur la figure 2.9. La seule connaissance
que nous avons de s(t) est qu’elle appartient a I’ensemble consistant I',. Nous avons noté
O, 'ensemble des fonctions reconstructibles par un processus M linéaire et invariant par
translation, a partir de la donnée v, c’est-a-dire,

0, - {me(%—k) | GLz}- (2:51)

keZ

Puisque I'on cherche une solution dans 'espace Vi (¢), on cherche donc fr dans V() NO,,
la région hachée sur la figure, correspondant a prendre ¢ = ., dans (2.51); cela revient a
ne laisser comme unique degré de liberté que le préfiltre p. L’intersection V() N©, N T,
est réduite a un seul élément, la fonction consistante obtenue avec le préfiltre peo, (2.37).



2.4  FEstimation de s au sens Ly dans le cas non bruité 35

La solution idéale Prs n’est pas accessible a partir des données v[k], sauf si ¢4 € Vi(9),
autrement dit ¢ € V;(), auquel cas la reconstruction consistante fournit fr = Prs. Dans
le cas général, la solution consistante opére une projection oblique de s dans Vi (p), qui
peut étre assez éloignée de la projection orthogonale (voir la figure 2.8), et aucun préfiltre
ne permet de minimiser le critere (2.46) pour tout s [95, Prop. 2]. Il existe cependant des
fonctions dans V() N O, qui sont plus proches de Prs que la reconstruction consistante.
Nous verrons par la suite comment construire des préfiltres permettant d’atteindre de
telles fonctions. Pour 'instant, on présente I’approche minimax, qui permet de trouver une
solution satisfaisante, bien que sous-optimale, au probleme de reconstruction.

2.4.2 Approches minimax

Bien que le critere £, ne puisse étre minimisé de maniere systématique, sans autre
information sur s, on peut par contre minimiser ce critere sur une classe restreinte de fonc-
tions. Par exemple, sil'on a la connaissance que s € Vr(y), la reconstruction consistante est
optimale au sens Lo, puisqu’elle assure la reconstruction parfaite de s, c’est-a-dire fr = s
et er,(fr) = 0. Plus généralement, si s € Vp(1)) pour ¢ € Ly connue, on peut la-aussi
trouver un préfiltre minimisant 7, : la reconstruction correspondant a Q = PP, 5. est
optimale au sens Ly [95]. En effet, cet opérateur reconstruit d’abord s parfaitement par
reconstruction consistante dans Vp(v), puis la projette orthogonalement dans Vr(y), ce
qui aboutit bien a fr = Prs. Le préfiltre correspondant s’écrit

S en U(w + 2km) palw + 2kn)
Y en P(w + 2km)(w + 2k)

et on retrouve bien la reconstruction consistante comme un cas particulier correspondant
a1 € Vi(p),

La minimisation de e, sachant s € Vp(v) peut étre réécrite comme la minimisation du
critére suivant, en remarquant que Vp(y) N T, = {s} :

p(w) (2.52)

2
= max — 2.53
SLQ(Q) FEVP ()T, ||.f g||L2 ( )

L’avantage de cette écriture, qui ne vaut que dans ce cas particulier, est qu’elle ne fait plus
apparaitre s. On voit ainsi apparaitre naturellement les méthodes minimax, permettant
d’inclure une connaissance sur s dans la minimisation d'un critere indépendant de s.

Considérons maintenant le cas ou s € 2 = {g | ||[Lg|| < C} pour un certain opérateur £
et une certain constante C'. On peut alors définir fr comme la solution du critere suivant,
qui n’est plus équivalent a €, mais qui minimise l’erreur Ly au pire cas parmi les instances
possibles de s :

eaa(9) = max [If —gllz,. (2.54)
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Notons qu’il faut bien faire porter le max sur 2N1I", et non €2, car alors le probleme, qui ne
tient pas compte du fait que s € I',, admet pour solution la fonction nulle [95, section 5.1.1],
manifestement peu satisfaisante. Quelle est la solution minimisant ey 7 Nous avons vu a
la section 2.2.2 que la minimisation sur tout L, aboutit a la £*L-spline consistante. Afin
de déterminer la solution dans 'espace Vr(p), reformulons le probleme d’estimation Ly qui
nous préoccupe dans le formalisme utilisé par la théorie de I'optimal recovery, présentée
a la section 2.2.2. A partir des schémas 2.9 et 2.1, on voit que ce lien s’établit en posant
Z = Vp(p), muni de la norme Lo, et U = P,. Si g € Vp(p), on peut alors reformuler le
critere eyp(g) comme :

enm(g) = hax IPrf—gll7, = reAX )Ilf —gll7,, (2.55)
v © v

dont la minimisation dans Z a pour solution zy, le centre de Chebyshev de P,(2NT,). Or
zo = Pxg, ou g est le centre de Chebyshev de 2 N T, a savoir la £L*L-spline consistante.
Soit ¢ € Ly, une L*L-spline vérifiant (2.3). Alors Q@ = P, Py 51 est optimale au sens du
critére ey, et on retrouve le préfiltre (2.52), que 'on peut réécrire :

e Pw + 267 Pa(w + 2k7) /|T(w + 2kr)[?
S ez [P(w + 2km) 2/ |L(w + 2kr) |2

p(w) (2.56)

Ce nouveau résultat généralise les théoremes 2 et 3 de [95], qui énoncent le résultat dans
le cas ou L est I'identité (auquel cas on peut poser ¢ = @), ce qui donne Q = P,Ps.

Cette méthode de reconstruction est donc optimale a la fois lorsque s appartient a
'espace linéaire V(1)), et lorsque s appartient a I’ensemble quadratique €2, quelle que soit
la constante C'. Cette solution est en fait naturelle : si 'on n’impose pas de contrainte
sur l'espace de reconstruction, la £*L-spline consistante est une bonne solution, et si I'on
impose l'espace de reconstruction Vr(yp), il suffit de considérer la meilleure représentation
de cette solution dans Vi (), a savoir son projeté orthogonal.

Nous avons donc vu que le critere Lo, pour lequel on ne peut pas trouver de méthode
de reconstruction optimale dans le cas général, pouvait étre modifié en un critere minimax
afin de prendre en compte une information a priori sur le signal s. Cependant, une telle
information n’est généralement pas disponible. De plus, la modification du critere L, en
un critere minimax ne garantit plus la proximité systématique de fr et s au sens L.
D’autre part, nous avons présenté plusieurs méthodes de reconstruction, minimisant un
certain critere, mais nous ne disposons pas pour l'instant d’'un moyen de les comparer
quantitativement. Nous présentons dans la suite un outil fondamental, le noyau d’erreur
fréquentiel, particulierement utile pour comparer les méthodes d’approximation.
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2.4.3 Analyse de l’erreur

Afin d’évaluer quantitativement la qualité d’'une méthode d’approximation linéaire
Q : s+ fr € Vr(p), définissons la quantité

1 N2
= \/ o / 15(W) P E(Tw) dw, (2.57)

au moyen du noyau d’erreur fréquentiel

E(w) =1 = ¢(w)@a(w) + dp(w)[pw)d(w) — ga(w)]*. (2.58)
Enin () Frea(w) .

Alors, suivant un résultat remarquable de théorie de 'approximation du a Thierry Blu en
1999 [36, 37|, I'erreur d’approximation L, peut étre prédite tres précisément par n4(7),
autrement dit

Ifr = sz, = ns(T). (2.59)
L’estimation de lerreur (2.59) peut étre justifiée de plusieurs points de vue [37]. Tout
d’abord, 'égalité dans (2.59) est exacte si s est a bande limitée dans [—@, —&u
L (kH) “] pour un certain entier k& > 0, ou si ¢ et ¢ sont a bande limitée dans [—m,7].
D’ autre part, une propriété importante a laquelle s’intéresse la théorie de I'approximation
est la convergence de fr vers s lorsque T" — 0. Introduisons 1’énergie relative hors bande
de Nyquist d'une fonction g € Ly par

. o [9(0) P d
S fl@( )[? deo

Ona0 <ey(T) <letey(T)— 0quand T'— 0. Alors, si s appartient a I’espace de Sobolev
W3 avec r > %, on peut écrire

s = frllz. = ns(T) + veuor (DT | 1., (2.61)

(2.60)

ou

2
1l < = VBT (262

Ainsi, le terme n4(7T") est le terme dominant de l'erreur ||s — fr||L,. Le second terme se
comporte en o(T"), et son influence est négligeable.

Le noyau d’erreur permet aussi de calculer exactement 1’erreur moyenne dans le cadre
stochastique. Définissons le critere suivant, qui généralise naturellement l'erreur Lo pour
des signaux aléatoires stationnaires :

cotolo) = Jim oty [ etlo) - sPy (2.63)

~7 [ Etla®) = sy (2.64)
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correspondant a une version moyennée sur t, de 'erreur quadratique ponctuelle moyenne
£sT0 4, de (2.12), et qui est T-périodique pour une fonction reconstruite linéairement a partir
de v. Notons que la minimisation directe de egro 4, dans I'espace Vp(p) donne une solution
dépendant de ty; c¢’est pourquoi on définit une version moyennée de I'erreur quadratique,
afin d’obtenir une solution proche de s en tout point. Alors on peut montrer [37, Appendix
3] que

1

esro(fr) = 7

/Rés(w)E(Tw) dw, (2.65)

ce qui correspond & la méme formule que pour 'erreur Ly, en remplacant |$(w)|? par ¢,(w)
dans (2.57).

Dans le cas stochastique, le noyau d’erreur permet de calculer exactement 1’erreur
moyenne, et dans le cas déterministe, de calculer I'erreur L, de maniere approchée mais
précise. Etudier le noyau d’erreur associé a une méthode de reconstruction donnée est donc
d’un grand intérét. La valeur F(w) doit étre interprétée comme 'erreur relative engendrée
par la méthode d’approximation a la fréquence w. Une valeur proche de 1 signifie que
I'information est perdue a cette fréquence, et une valeur supérieure a 1 signifie que non
seulement 'information est perdue, mais qu’en plus I’énergie a cette fréquence va appa-
raitre (généralement apres repliement de spectre) a une autre fréquence, introduisant une
distorsion supplémentaire.

Le noyau Ep,(w) est une borne inférieure pour F(w), indépendante du préfiltre p, et
qui caractérise la projection orthogonale dans Vr(y). On peut donc quantifier la qualité
d’approximation intrinseque d'un espace Vr(y) au moyen du noyau Ey,(7Tw) associé. Une
fois choisie ¢, le role du préfiltre sur la qualité d’approximation peut étre quantifié au
moyen de E,(Tw). Le noyau d’erreur offre donc un moyen privilégié pour évaluer et com-
parer des méthodes de reconstruction, c¢’est-a-dire des couples (¢, p).

Nous avons représenté sur la figure 2.10 les noyaux d’erreur associés a I’approximation
spline par projection orthogonale (¢ = ¢4) et par interpolation (¢ = §). Nous avons
aussi représenté le noyau d’erreur associé a linterpolation cubique (2.24) obtenue avec
p(t) =35%(t) — B*(t +3) — B°(t — 3).

Comme on I'a déja mentionné a la section 2.3.1, la qualité de reconstruction est direc-
tement liée a 'ordre d’approximation de ¢ (égal & n + 1 pour la B-spline 5", et a 3 pour
le générateur cubique). Il s’agit donc du premier parametre a prendre en compte lors du
choix de . On peut voir aussi que 1’écart entre I'interpolation et la projection orthogonale
n’est pas négligeable ; en dehors de la zone de Nyquist, le contenu spectral de s se replie et
entraine la présence d’aliasing dans le signal reconstruit, et ce pour toutes les méthodes de
reconstruction. En I'absence de fonction d’analyse, on est en effet tres éloigné des conditions
d’échantillonnage idéal de Shannon.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons concevoir des préfiltres exploitant au mieux
les propriétés d’approximation de l'espace de reconstruction Vp(y). L’idée sous-jacente
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F1a. 2.10 : /E(w) pour la projection orthogonale et Iinterpolation spline de degré n = 0
a 3 (c-a-d. ¢ = ") et l'interpolation cubique avec le générateur (2.24).

consiste & minimiser le noyau d’erreur Fyes(w).

2.5 Reconstruction asymptotiquement L,-optimale

Nous avons vu a la section précédente que la reconstruction optimale au sens Lo ne
pouvait étre atteinte directement. Bien que ’on puisse contourner la difficulté en modifiant
le critere Lo afin de le rendre indépendant de s, en se plagant dans le paradigme minimax,
cette solution ne nous semble pas totalement satisfaisante. Minimiser une erreur au pire
cas n’implique pas, en effet, que la qualité de reconstruction soit bonne en regle générale.
Indépendamment de cette étude, nous avons présenté le noyau d’erreur, qui fournit un
excellent moyen d’évaluer la qualité de telle ou telle méthode de reconstruction. Plus le
noyau est faible, meilleure est la qualité de reconstruction, et cette analyse peut étre faite
a une fréquence fixée ou sur une plage de fréquences.

Dans cette section, on se place encore dans le cas non bruité. Le cas bruité sera abordé
a la section 2.7. Nous présentons une stratégie nouvelle pour la reconstruction, adaptée aux
signaux essentiellement passe-bas, c¢’est-a-dire ayant leur énergie localisée dans les basses
fréquences. Cela est le cas pour de nombreux signaux acquis depuis le monde environ-
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nant, et en particulier pour les images naturelles, qui ont un comportement en 1/f avéré
214, 182, 183]. Nous allons donc chercher un préfiltre tel que le noyau d’erreur E(w) associé
a la reconstruction soit aussi proche que possible de zéro, en particulier au voisinage de
w=0.

Précisons d’abord les propriétés asymptotiques d’approximation de la méthode de re-
construction M : v — fr définie par le couple (¢, p). Dans la suite, on note L 'ordre
d’approximation de ¢. Un développement de Taylor dans (2.61) donne, pour une fonction
s e Wy,

T (2k)
Is = frlf, = 3= Zp RIS IR, T + 7). (2.66)
k=0
On va donc chercher les conditions sur p permettant d’avoir la vitesse de convergence
maximale, ou de maniere équivalente le noyau d’erreur le plus plat possible au voisinage
de l'origine, c¢’est-a-dire

E(w) ~ Enin(w) |, (2.67)

puisqu’alors, en supposant que r > L, on a la vitesse de convergence maximale
Is — frllo, ~ ||s = Prs|o, ~ Cainlls ||, 7T lorsque T — 0. (2.68)

On voit donc pourquoi l'ordre d’approximation (dont le nom se trouve ici justifié) de ¢
est primordial : cest lui qui détermine la vitesse de convergence en O(T") de lerreur
d’approximation (si p est correctement choisi). En raisonnant sur le noyau d’erreur, on

constate que
V Emin(w) ~ C1minWL- (269)

On doit donc choisir p afin que E(w) ait ce méme développement de Taylor. Dans l'idéal,
on aimerait avoir F(w) = Epn(w) sur toute la bande de Nyquist | —m, 7[. Cela est possible,
en choissant le préfiltre idéal

pP(w) = % VYw € [—m, 7). (2.70)

(w)

En particulier, ce filtre assure que fr = Prs dans le cas ou s est a bande limitée dans
] — %, 7[. Le principal inconvénient de ce filtre est de ne pas étre implémentable en do-
maine spatial. C’est pourquoi on préfere chercher un filtre rationnel, de la forme P(z) =
H(z)/Hy(z), ou hy et hy sont des filtres RIF, car on dispose d’algorithmes rapides pour

implémenter le préfiltrage avec un tel filtre [218].

La contrainte (2.67) est équivalente a I’égalité suivante, ou /N est un entier supérieur
ouégala L+ 1:

i) = 249 oM. (2.71)
P(w)
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Deés lors que N > L dans (2.71), le processus d’approximation Q : s +— fr est un
quasi-projecteur d’ordre L dans Vr(p) [85, 217], c’est-a-dire que Qs = s si s est un
polynome de degré au plus L — 1. Ainsi un quasi-projecteur n’effectue une projection que
pour un espace restreint de polynomes, et non pour toute fonction. Alors que Q est un
projecteur si et seulement si @ et ., définie par (2.38), sont biorthogonales (2.40), Q est
un quasi-projecteur d’ordre L si et seulement si ¢ et ypoq sont quasi-biorthogonales d’ordre
L [36], c’est-a-dire

A~

G(W)Peq(w + 2kT) = dpo + O(wW™) Vk € Z. (2.72)

Dans le cas particulier ¢ = §, on parle de quasi-interpolation au lieu de quasi-projection :
on dit que g est un quasi-interpolateur d’ordre L si

Geq(w + 2km) = 0o + O(w") Vk € Z. (2.73)

Dans ce cas, Qs = s si les v[k| sont les valeurs ponctuelles en les Tk d’'un polynéome de
degré au plus L — 1.

On cherche donc un préfiltre réalisant une quasi-projection d’ordre L dans Vp(yp), afin
d’avoir la vitesse de convergence de I'erreur en O(T*) dans (2.68). La reconstruction consis-
tante réalise une projection oblique, et donc une quasi-projection d’ordre L, de s dans
Vr(g). La quasi-projection est en effet une contrainte moins forte que la projection. Ce-
pendant, on n’impose pas seulement la propriété de quasi-projection, équivalente a N = L
dans (2.71), mais N > L+ 1, ce qui n’est généralement pas vérifié pour la solution consis-
tante. Autrement dit, on ne veut pas seulement une vitesse de convergence en C'(TF), mais
on demande aussi a avoir la constante asymptotique optimale C' = Cl,,, afin d’avoir la
convergence optimale de fr vers s au sens Ly lorsque 1" — 0. C’est pourquoi on dira du
préfiltre p, si (2.67) est vérifiée, qu’il est asymptotiquement optimal au sens Ls.

2.5.1 Conception de préfitres quasi-interpolants

Etudions en détail la conception de préfiltres quasi-interpolants optimaux (¢ = 4), en
nous intéressant plus particulierement a la reconstruction spline, i.e ¢ = . On cherche
un préfiltre p de faible complexité, vérifiant (2.71) avec N > L + 1 = n + 2. Thierry Blu a
déterminé les filtre RIF de taille minimale (N = L+1) vérifiant cette condition d’optimalité
[37]. Nous allons montrer que des filtres inverses, c’est-a-dire de la forme P(z) = 1/Q(2)
avec ¢ un filtre RIF, donnent de meilleurs résultats. Cela est intuitif, puisque 'on cherche
p(w) approchant ¢4(w) ~ 1/H(w), si ¢ est passe-bas.

Cherchons donc un filtre RIF ¢ tel que p = ¢! vérifie (2.71). En substituant les condi-
tions de Strang-Fix (2.29) dans la formule de Poisson (1.7), nous obtenons

a,(w) = [p(W)]* + O(w?h). (2.74)
Par conséquent, si N < 2L, (2.71) est équivalente a

]ﬁ — p(w) + O™, (2.75)
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F1G. 2.11 : spectre Peq(w) du quasi-interpolateur correspondant a ¢ = ' combinée au
préfiltre du tableau 2.1.

Cette derniere égalité simplifie encore la conception du filtre inverse ¢ = p~!, puisqu’il suffit
de choisir ce filtre de telle maniere que son développement de Taylor soit égal a celui de ¢
jusqu’a 'ordre désiré. Seul le calcul de ce développement de Taylor peut nécessiter 1'usage
d’un logiciel de calcul formel. Notons qu’il n’est pas nécessaire de connaitre I’autocorréla-
tion a, pour concevoir le préfiltre.

Détaillons le calcul du préfiltre dans le cas d’une reconstruction linéaire par morceaux,
obtenue avec ¢ = 3!, d’ordre L = 2. ¢ étant symétrique, on cherche un préfiltre symétrique
afin que le processus d’approximation soit lui aussi symétrique (c.-a-d. Qs = Q5). On a le
développement de Taylor :

$(w) = sinc(w/2)* =1 — %wz + O(w?). (2.76)

Un filtre ¢ symétrique de taille 3, de la forme [%,a,%
a+b(1 — 3w? + O(w?)). En imposant §(w) = ¢(w) + O

a=1—betb= %, ce qui donne le filtre

|, vérifie ¢(w) = a + beos(w) =
(w?), on obtient par identification

15 1
Z+ =+ -—=z .

Q) =52+ 5+ 3

(2.77)

La figure (2.11) montre le spectre du quasi-interpolateur ¢, correspondant (voir (2.38)).
On voit qu’il est plus proche du filtre passe-bas idéal que I'interpolateur 8'. Cela indique
que la reconstruction d’image avec la méthode de quasi-interpolation proposée introduit
nettement moins de flou que 'interpolation correspondante, comme nous allons le confirmer
expérimentalement par la suite. Notons que tous les quasi-interpolateurs splines que nous
proposons sont passifs, c¢’est-a-dire que |@qq(w)| < 1. Il n'y a donc jamais de réhaussement
artificiel du contenu fréquentiel lors de la reconstruction.
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o(r) Qz) =1/P(2)
B9(x) —ﬁz + % — iz‘l
B(x) %z#—%—i—%z_l
2 7.2, 67 233 | 67 .—1 7 -2
ﬂ(fﬁ) —mz +@Z+%+@Z —mz
3 1.2, 31 79 31 -1 1 -2
3°(x) —r25% T 1567 T 130 + 1802 — 727

TAB. 2.1 — Préfiltres inverses de la forme p = ¢! proposés pour la quasi-interpolation
spline.

La conception de préfiltres quasi-interpolants est donc particulierement aisée. Nous
donnons dans le tableau 2.1 les préfiltres symétriques obtenus pour la quasi-interpolation
spline de degré 0 a 3. Lorsque n est pair, I'interpolation vérifie déja la contrainte d’opti-
malité (2.67). On a donc choisi N = L + 2 lorsque n est pair, et N = L + 1 lorsque n
est impair, dans (2.71), afin de proposer les préfiltres les plus courts, tout en étant diffé-
rents des préfiltres d’interpolation. On peut vérifier, en visualisant sur la figure 2.12 les
noyaux d’erreur associés aux préfiltres, que la qualité d’approximation est bien meilleure
que celle obtenue par interpolation. Le noyau E(w) associé a la quasi-interpolation avec
nos préfiltres est non seulement optimal a 1'origine, mais se révele étre trés proche de Fy;,
sur toute la bande de Nyquist, ce qui valide notre approche. D’ailleurs, il apparait inutile
d’augmenter la valeur de N dans (2.71) car, du moins pour la quasi-interpolation spline,
la plupart du gain potentiel par rapport a I'interpolation est déja atteint avec les préfiltres
que Nnous avons proposés.

2.6 Application : opérations géométriques sur les si-
gnaux discrets

Il est courant d’avoir a réaliser une transformation géométrique sur un signal ou une
image, par exemple une translation ou une rotation. Cependant, ces opérations, qui sont
bien définies dans le domaine continu, ne le sont pas dans le domaine discret. Ainsi, la
rotation d’images est une opération qui, a partir d'une image discréete, fournit une autre
image discrete, mais la relation entre les pixels de ces deux images n’est pas explicite a
priori. Il est possible d’adopter un point de vue purement discret et d’utiliser des notions
de géométrie discrete pour formaliser les opérations géométriques sur les images (voir par
exemple [169] pour un exposé de ce type d’approches).

Nous préférons adopter une démarche différente, mettant a profit les liens entre les
mondes discret et continu qui sont apparus en arriere-plan de ce travail sur la reconstruc-
tion. Ainsi, puisque nous nous sommes donnés le modele (1.10) pour définir le signal initial
v = (v[k]), il nous faut aussi proposer un modele pour le signal transformé 7 v, qui soit
cohérent avec le processus de formation de v, et donc avec le signal sous-jacent s. Nous pro-
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F1G. 2.12 : Noyaux d’erreur associés a la projection orthogonale (en rouge), I'interpolation
(en vert), et la quasi-interpolation (en bleu) spline de degré n =0 a 3.

posons un formalisme générique permettant de définir rigoureusement de telles opérations
géométriques, et de proposer des solutions concretes pour les mettre en ceuvre.

Nous cherchons & définir un opérateur idéal discret 7' : £, — /5 (dit « idéal », car c’est
l'opérateur dont on aimerait disposer mais qu’en pratique on ne pourra qu’approcher).
Prenons I'exemple de la rotation d’image discrete d’angle . On suppose qu’il existe un
opérateur ¥ : Ly — Lo effectuant la méme transformation dans le domaine continu. Dans
notre exemple, il s’agit de la rotation 2D d’angle 6 définie par

cos() sin(0)

Ts(x) =s(Rpx) ouR_g = | _ sin() cos()

(2.78)

On définit 7v comme le signal discret qui aurait été obtenu si ’on avait fait porter I'opéra-
teur T sur s, avant I'acquisition, c’est-a-dire remplacé s par Ts dans notre modele (1.10),
et en I'absence de bruit. Appliquer un opérateur a un signal discret, c¢’est donc obtenir
le signal qu’aurait produit le dispositif d’acquisition, en I'absence de bruit, si le processus
sous-jacent avait subi I’équivalent continu de 'opérateur. En d’autres termes, 7' est défini
par :

T v ="Ds+s DyTs Vs € Ls. (2.79)

o Dy : 5+ (5% gbgp(Tk))kEZ est la version non bruitée de D.
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Les opérations géométriques les plus courantes sont les suivantes :

rotation 2D d’angle § «— T : s(x) — s(R_px) (2.80)
translation de pas 7 < T :s(x) — s(x—T) (2.81)
réduction de facteur @ «— T : s(x) — s(ax) (2.82)
agrandissement de facteur o < ¥ : s(x) — s(x/«) (2.83)

Comme pour le probleme de reconstruction, ou l'on cherche un opérateur M proche
de M9 : Ds — s, il nous faut proposer un opérateur 7 proche de 74, Une solution est
d’estimer s a l'aide d’un opérateur de reconstruction M, puis d’appliquer 'opérateur de
discrétisation Dy :

T:v— D()TMU (284)

Nous montrerons dans la seconde partie de cette these qu’il est possible de trouver des
solutions plus satisfaisantes pour la réduction et 'agrandissement. Intéressons-nous pour
I'instant a I'opération de rotation. On suppose dans ce paragraphe que le pas d’échantillon-
nage T vaut 1 afin de simplifier les notations. On cherche donc pour tout k € Z?2,

T [k = (s(Rop-) * ¢) (k) (2.85)
= (s 3(Rg-)) (R_k). (2.86)

Notons § = s * @, et supposons que ¢ est isotrope, c.-a-d. p(Rex) = $(x) pour tous x et
0. Alors le probleme de rotation revient a évaluer des échantillons de la fonction § a de
nouvelles positions R_gk, connaissant les v[k| = 5(k)+ u[k], k € Z?. On est donc confronté
a un probleme de reconstruction de s : on va chercher a évaluer cette fonction connaissant
ses échantillons bruités uniformes v[k|, puis échantillonner la fonction reconstruite Muv en
de nouvelles positions pour former le signal transformé. Notons que la connaissance de ¢
n’est pas requise, et qu’il s’agit d’'un probleme d’interpolation dans le cas non bruité. On
définit donc notre opérateur de rotation par

Tulk] = Mv(R_gk) Vk € Z? (2.87)

pour un certain opérateur de reconstruction M adapté au cas ¢ = ¢ dans le modele (1.10)
(puisque l'on raisonne sur § et non s pour effectuer la reconstruction).

Ainsi, on peut valider expérimentalement notre méthode de reconstruction par quasi-
interpolation. Nous proposons 'expérience suivante : 17 rotations successives d’angle 27 /17
sont effectuées sur plusieurs images (représentées dans 'annexe 7.7), en utilisant différentes
méthodes de reconstruction. L’image finale est ensuite comparée a I'image initiale, puisque
T4 itéré 17 fois est I'identité. Puisque I'on est en 2D, on effectue la reconstruction a 1'aide
de la fonction produit tensoriel p(x) = ¢(x1)p(x2) et du préfiltre P(z) = P(z1)P(z9) appli-
qué de maniere séparable le long des lignes et colonnes de I'image. Nous justifierons dans le
chapitre 3 que les préfiltres asymptotiquement optimaux en 1D que nous avons développés
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© ek ek ek ek bicubique | 3 3
D int. | int. shift. | quasi. RIF | quasi. RII int. int. | quasi. RII

L 2 2 2 2 3 4 4
Lena 29.40 34.87 35.47 36.81 35.29 38.69 39.81
Barbara || 23.84 25.96 26.13 27.32 25.95 28.99 30.55
Baboon 21.98 24.40 25.17 26.23 25.01 27.63 28.64
Lighthouse | 22.88 27.56 27.57 29.04 27.35 31.04 32.57
Goldhill || 28.35 31.65 32.63 33.73 32.47 35.24 36.31
Boat 26.33 30.59 31.37 32.52 31.21 34.07 35.00
Camera || 23.29 26.54 27.49 28.64 27.33 30.18 31.23
Peppers 28.89 33.08 34.36 35.41 34.22 36.83 37.64
temps 1U 1.05 U 1.1U 1.1U 23U 2.6 U 2.7U

TAB. 2.2 — PSNR apres 17 rotations d’angle 27/17 opérées sur les images de I'annexe 7.7,
en utilisant différentes méthodes de reconstruction par interpolation et quasi-interpolation.
Nous avons rappelé l'ordre d’approximation L de chaque méthode, et mentionné le temps
de calcul moyen pour effectuer une rotation, en unité normalisée relative au temps requis
pour 'interpolation bilinéaire.

ont un produit tensoriel lui aussi asymptotiquement optimal en 2D.

On définit la distance PSNR entre deux images u et v de taille N x N par :

9552 N2 )

> kepi gz [ulk] — vlK]|? (2.88)
Le tableau 2.2 fournit les valeurs PSNR obtenues, et le temps de calcul moyen d’une
opération de rotation. Les différentes méthodes comparées sont :

o I'interpolation bilinéaire (p = 3, P(z) = 1)

o I'interpolation spline cubique (¢ = 3%, 1/P(z) = gz + 3 + g2 )

o la quasi-interpolation spline linéaire et cubique, obtenue avec les préfiltres du tableau 2.1
(notée « quasi. RII »)

PSNR(u, v) = 10log;, <

o la quasi-interpolation spline linéaire, notée « quasi. RIF », obtenue avec le préfiltre RIF
proposé par Thierry Blu [37] : P(2) = T3z + L + T2

o 'interpolation bicubique (¢ donnée par (2.24), P(z) = 1)

o 'interpolation bilinéaire shiftée, une méthode récente proposée par Thierry Blu en 2004

34] s p(t) =Bt —7) ot T = L(1 = ), P(2) = 1/(1 — 7 +7271).

Comme on peut le voir, numériquement dans le tableau 2.2 et visuellement sur la figure
2.13, les méthodes de reconstruction par quasi-interpolation fournissent une amélioration
significative de la qualité de reconstruction, par rapport a leurs équivalents interpolants.
Nous avons indiqué en bas du tableau 2.2 les temps de calcul moyens d’une opération de
rotation, pour chaque méthode. On voit que I'étape de préfiltrage n’est pas la plus cotiteuse
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du processus de reconstruction, la majorité du temps de calcul étant dévolue au rééchan-
tillonnage du modele reconstruit fr(x). L'usage de méthodes de quasi-interpolation n’en-
traine donc qu’un accroissement marginal du temps de calcul. Ainsi, la quasi-interpolation
bilinéaire donne de meilleurs résultats que l'interpolation bicubique, pour un temps de cal-
cul deux fois moindre, ce qui est une résultat important. Ces expériences valident I'étude
théorique des propriétés d’approximation des filtres, et notre conception de filtres asymp-
totiquement optimaux. De plus, nos nouveaux préfiltres RII sont plus performants que les
préfiltres RIF proposés dans [37], pour un temps de calcul identique.

La figure 2.14 montre les images obtenues apres plusieurs rotations d’angle 27 /5. Les
distorsions s’accumulent a chaque rotation, donc on peut estimer que la différence entre
I'image obtenue apres une seule rotation et 'image inconnue que l'on cherche a estimer
est ici égale a 1/5 de la différence entre 'image de référence et I'image obtenue apres 5
rotations successives. La faible distorsion occasionnée par la quasi-interpolation bilinéaire
avec notre filtre est donc remarquable.
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interpolation spline cubique quasi-interpolation spline cubique

F1G. 2.13 : Extraits de I'image Boat apres 17 rotations d’angle 27 /17 effectuées avec diffé-
rentes méthodes d’interpolation et quasi-interpolation.
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F1G. 2.14 : Résultats obtenus apres rotations successives d’angle 27/5 sur une partie de
I'image Boat (montrée en haut). A gauche : par interpolation bilinéaire. A droite : par
quasi-interpolation bilinéaire. (Figure continuée sur la page suivante)
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F1G. 2.14 : Suite. Résultats apres 3, 4, 5 rotations successives. Le PSNR entre les images
de la ligne du bas et 'image initiale est 31.17 a gauche, 37.26 a droite.
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2.7 Estimation dans un espace LSI en présence de
bruit

Dans les sections précédentes, nous nous sommes concentrés sur la reconstruction au
sens Lo, en I'absence de bruit. Dans le cas ou les mesures sont contaminées par un bruit
stationnaire p, le signal v n’appartient plus a /5, et donc la fonction reconstruite fr n’ap-
partient pas a Ls. On ne peut plus des lors définir I'erreur de reconstruction comme la
distance ||s — frl|L,, et il nous faut trouver un nouveau critere généralisant celui-ci.

Intéressons-nous tout d’abord a la situation déterministe dans laquelle s € L,. Une
extension naturelle du critere Ly est l'erreur quadratique moyennée définie par (2.63).
Cependant, seul le bruit contribue a ce critere : esto(fr) vaut 0 en absence de bruit, quel
que soit le préfiltre choisi pour la reconstruction, car alors |fr(t) — s(t)|* est de somme
sur R finie, donc de moyenne sur R nulle. Dans le cas bruité, la solution minimisant ce
critere est donc la fonction nulle obtenue avec le préfiltre nul. Eldar et Unser ont proposé
de modifier ce critere afin d’obtenir une solution non triviale [95]. Faisons I’hypothese que
se€Q={g||Lyg|l <C} pour une certaine constante C. Alors la minimisation des deux
criteres suivants :

envpi(g) = r]{laxg{\g(to) — Prf(to)|*} (2.89)

cwvnlo) = Jim ot [ maxetlot) - s P)ar (2.90)

fournit la méme solution, indépendante de ¢y, et obtenue avec le préfiltre [95] :

S pen Bw + 2km)* Paw + 2km) /|L(w + 2kn)|?
Eu(W)/C2 + 3oy |P(w + 2km) 2/ |L(w + 2km) 2

Notons que dans le cas non bruité, on retrouve le préfiltre (2.56) optimal au sens minimax.
De plus, si la seule connaissance que 1'on a est que s € Ly, donc que 'on fait tendre C' vers
I'infini, on retrouve aussi ce méme préfiltre. On peut donc objecter aux criteres egyp; et
euynz2 de ne pas étre naturels, et d’étre trop conservatifs : le préfiltre solution dépend de la

plw) = (2.91)

constante C' caractérisant 1'a priori que l'on fait sur s, et fr tend vers la solution minimax
lorsque C' — 400, autrement dit une solution qui ne dépend pas du niveau de bruit.

En fait, cette situation hybride mi-déterministe, mi-stochastique n’est pas naturelle, et il
est malaisé de formuler la reconstruction dans ce cadre comme un probleme d’optimisation
ayant une solution non triviale satisfaisante. Il semble plus judicieux de se placer dans le
cadre pleinement stochastique, dans lequel on suppose que le signal s comme le bruit sont
des réalisations de processus stochastiques stationnaires. Il est alors naturel de formuler
I'erreur de reconstruction comme 'erreur quadratique moyennée (2.64). Avant d’expliciter
le préfiltre minimisant ce critere, nous allons généraliser la formule (2.65) qui caractérise
I’erreur d’approximation dans le cas non bruité.
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PROPOSITION : Soit fr € Vr(y) la fonction reconstruite dont les coefficients ¢[k] sont
obtenus a partir du signal v par convolution avec le préfiltre p. Alors l'erreur egro(fr)
s’écrit exactement au moyen du noyau d’erreur fréquentiel, et d’un second noyau d’erreur
de bruit :

I 1
?/ E{lfr(t) — s(t)|*}dt = o / Cs(W)E(Tw) +Té¢,(Tw)Ey(Tw) dw, (2.92)
0 R
ou nous définissons le noyau d’erreur de bruit :

Ey(w) = [p(w)*|@(w)*. (2.93)

PREUVE : Notons fr la fonction qui aurait été reconstruite a partir des données non
bruitées vg[k] (rappelons que v = vy + ). Nous utilisons aussi la fonction ., définie par
(2.38). On peut écrire :

= / CE (A - s Yt = - / "1 rolt) — syt (2.94)
— %/OTﬁ{S(t) %u[k‘]%q(% — k)Yt (2.95)
v 2 [ et S ilioa(g — Bk (290
= /T EY HlK)pealis — k)Yt (2.97)

0 keZ

Les termes (2.95) et (2.96) sont nuls car p et s sont indépendants 'un de l'autre. Le
terme (2.94) caractérise 'erreur sur le signal, indépendamment du bruit, et s’écrit avec le
noyau d’erreur fréquentiel comme dans (2.65). Le dernier terme (2.97) caractérise l'erreur
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occasionnée par le bruit, et fournit la seconde partie de (2.92)

P U bl - 0= 3 ) / peal i~ R)pali = ¥)
k+1
= 3 alv=H | eattpatt = = iat
—Zcu 1 [ ottt =i (2.98)
€7

=S alle«prai (2.99)

:% (@) () 2 () oo (2.100)

~ 57 | Gl (2101)

= %/RTéM(T(U)Eb(T(U)dw. (2.102)
O

L’expression (2.92) permet de dissocier 'erreur intrinseque a la méthode d’approxima-
tion de 'erreur due au bruit. Plutot que faire la part des choses entre ces deux termes, il
peut étre intéressant de les recombiner afin de faire apparaitre le role des parametres de
la reconstruction. Faisons d’abord apparaitre explicitement la dépendance de 'erreur par

rapport a @eq :

csr0(0) = 5 [ 640) = 2 R(HT)fa(T0) + )BT s, (T)
+ Te,(Tw)|@eq(Tw) [*dw (2.103)
= 57 [ 8() = 2R ()T pua(T)
+ |@eq(Tw) P ( Z Cs(w + %)W(T@u + 2km)|* 4 Téu(Tw) ) dw (2.104)
keZ
_ % /R A(T) e (Tw) — B(TW) [ + C(w)dew, (2.105)

ou A(w) = Té¢,(w) > 0, B(w), et C(w) ne dépendent pas de ¢ ni de p. L’erreur est donc
minimale lorsque Qeq(w) = B(w) pour tout w € R, c’est-a-dire
76s(5)p(W)"

95601((")) = w2k 2 - :
kez TC(ZFE)| 0w + 2km)|2 + ¢ (w)

(2.106)

On retrouve ainsi Peq = p P, avec ¢ et p = ¢, ' donnés par (2.13) et (2.14). La minimisation
de egro fournit donc la méme solution que la minimisation de egro 4, pour tout ¢y, étudiée
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a la section 2.2.3; ce résultat était attendu, car le critere egro étant une version moyennée
sur to de €970, la solution optimale pour le premier critere 1'est aussi pour le second. On
retrouve ainsi, grace au noyau d’erreur, le résultat montré dans [182], mais sous une forme
plus faible (optimalité en moyenne sur ¢, alors que [182] montre 'optimalité ponctuelle
partout). La solution fr est donc une £*L-spline, en choisissant £ comme 'opérateur de
blanchiment de s. De plus, il s’agit de la £*L-spline consistante dans le cas non bruité.

Le probleme qui nous intéresse est plutot de trouver la fonction fr € Vr(¢) minimisant
€sT0, pour ¢ fixée indépendamment de c,. Réécrivant le critere egro sous une autre forme,
afin de faire apparaitre explicitement le préfiltre p :

: w+2k:7r
esto(9g 27r/ Z )

- 2§R<ﬁ(w) 3 %es(ﬁ)w(u) + 2hm)p(w + 2kr)) (2.107)

1)@ e (CT) B+ 2hm) P+ () o

keZ

On a donc 'intégrale d’une forme quadratique en p(w), minimale, lorsque pour tout w € R,

) = S T R)Pl0 + k)" Pul + 2h) (2.108)
Zkez% (w+2kﬂ)|95 w+ 2km)[? + é,(w)
En minimisant le critere
erEG.(9) = E{|9(to) — Prs(to)[*}, (2.109)

Eldar et Unser ont montré que la solution ne dépend pas de ty [96], et le préfiltre qu’ils
obtiennent est exactement celui de (2.108). Cependant, la projection orthogonale n’est pas
définie dans le cas stochastique, et Prs est donc défini par extension du cas déterministe,
au moyen de (2.49).

D’autre part, si 'on cherche un préfiltre optimal de forme fixée, dépendant linéairement
de parametres a déterminer, par exemple un filtre RIF symétrique de taille 3 de la forme
p(w) = u + vcos(w), le critere egro s’'exprime comme une forme quadratique positive en
les parametres. On peut donc toujours expliciter les valeurs optimales des parameétres en
fonction de @, ¢, ¢, et c,.

L’approche asymptotiquement optimale présentée a la section 2.5, adaptée au cas ou
cs n'est pas connue et ¢, = 0, n’est pas transposable directement au cas bruité. On peut
penser trouver les conditions telles que fr soit un estimateur optimal de s au sens de
l'erreur quadratique moyennée (2.63), lorsque s est un polynoéme de degré au plus N.
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Malheureusement, un polynome croissant a 'infini, la notion de rapport signal-sur-bruit
n’est pas bien définie pour un polynome, et on trouvera alors des conditions définissant
une quasi-projection, et ne dépendant pas du bruit.

Par contre, il est intéressant de remarquer que le préfiltre (2.108) peut étre approché
par le préfiltre suivant, avec égalité lorsque ¢, ¢ ou ¢ sont a bandes limitées :

@d(w> keZ Tés(w+:/2~k7r)|82(w + 2k7>|2
O(W) D ez %és(“ﬂfﬂk”) |o(w + 2k7) |2 + ¢, (w)

pw) =

(2.110)

T C) @fl(“), (2.111)

Cop (W) + Eu(w) ()

ou 'on rappelle que vg est la version non bruitée de v. Ce filtre se décompose donc en deux
filtres : le filtre de Wiener discret débruitant les mesures v[k], puis le préfiltre pi¢ idéal
dans le cas non bruité (2.70). Cela signifie que dans le cas bruité, il suffit de débruiter les
échantillons dans un premier temps, puis d’effectuer la reconstruction comme dans le cas
non bruité, a I'aide d’un préfiltre de quasi-projection optimale. De plus, pour ce faire, seule
la densité spectrale ¢, doit étre connue, puisque le filtre de Wiener estime ¢,, = ¢, — ¢,
directement a partir des mesures v|[k].

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probleme de reconstruction 1D d’un signal
fr(t) défini contintment, a partir de données discretes (v[k|)gez interprétées comme des
mesures uniformes, aux positions Tk, effectuées sur un signal inconnu s(¢). Nous avons
formulé ce probleme de modélisation comme un probleme d’estimation de s, donc comme
un probleme mal posé, inverse de I'opération de discrétisation (formalisant le processus
d’acquisition des données).

Les contributions nouvelles apportées dans ce chapitre peuvent étre résumées comme
suit :

o Nous avons dressé un panorama des méthodes existantes, et mis en lumiere les rela-
tions qui existent entre elles, en les présentant dans un formalisme commun. Cela nous a
permis par exemple d’étendre certains résultats minimax de Eldar et coll. dans la section
2.4.2, au moyen de la théorie de 1’optimal recovery.

o Nous avons proposé une approche originale pour la reconstruction, basée sur 1’ap-
proximation asymptotique optimale des basses fréquences du signal inconnu s. Cette idée
avait été mentionnée par Thierry Blu dans son article [37] sur le noyau d’erreur fréquentiel.
En D'exploitant plus en avant, nous avons proposé des préfiltres inverses particulierement
performants. Le noyau d’erreur fréquentiel s’est révélé étre un outil de choix pour concevoir,
au moyen de simples développements de Taylor, les préfiltres désirés. Nous avons illustré
la pertinence de notre démarche par des expériences de rotations d’images, validant les
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méthodes de quasi-projection obtenues, et montrant le gain significatif par rapport a l'ap-
proche consistante classique. De plus, ce gain n’est pas obtenu au détriment de la vitesse
d’exécution. Ce travail a fait I'objet de la publication [65].

o Nous avons étendu la définition du noyau d’erreur, en lui adjoignant un terme quanti-
fiant la perte de qualité due a la présence de bruit dans les données. L’approche classique,
dans le cas bruité, est de régulariser la reconstruction consistante au moyen d’un terme
variationnel. En fait, nous avons exhibé a la section 2.3.3 une solution plus satisfaisante, qui
consiste a d’abord appliquer un filtre de Wiener débruitant les données, avant d’effectuer
la reconstruction elle-méme. En étudiant le noyau d’erreur bruité, nous avons vu que cette
décomposition est en fait proche de la solution optimale, si la reconstruction est effectuée
avec notre approche plutot que de maniere consistante (voir (2.111)). Si les caractéristiques
spectrales du signal et du bruit sont connues, nous avons aussi déterminé le préfiltre fournis-
sant la reconstruction optimale, au sens de I'espérance moyennée (formule (2.108)). Cette
étude du cas bruité nécessiterait une validation expérimentale, non présentée ici. Nous
avons cependant obtenu des résultats préliminaires prometteurs, en modélisant les images
naturelles comme des processus de Matérn, suivant la méthode développée dans [214],[183].

Dans le chapitre suivant, nous étendons la problematique de la reconstruction au cas
des signaux 2D uniformes, définis sur des treillis.
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Chapitre 3

Reconstruction 2D par
quasi-projections

3.1 Introduction

A plupart des images, comme d’autres types de données 2D, sont définies et traitées

sur la grille cartésienne (le treillis orthogonal), qui est le domaine discret régulier 2D
le plus simple. Il existe cependant une infinité d’autres domaines discrets réguliers, appelés
treillis, sur lesquels peuvent étre localisés des signaux discrets uniformes. Parmi ceux-ci, le
treillis hexagonal présente un intérét certain. Ses avantages théoriques sont bien connus;
ainsi, I’échantillonnage hexagonal est optimal dans le cas de signaux 2D isotropes a bande
limitée [156, 175]. Les propriétés d’isotropie de la grille hexagonale, comme la 12-symétrie
ou la 6-connexité [142] ont montré leurs atouts dans de nombreux champs d’applications,
comme la détection de contours [204, 244, 158] et la reconnaissance de formes [173, 101].
De plus, il existe des capteurs permettant d’acquérir des données directement sur ce type
de grille [126, 216]. Cela justifie donc que 'on s’intéresse a la représentation des signaux
2D non pas seulement sur le treillis orthogonal, mais sous une forme plus générale. Afin
de présenter des solutions concretes, nous nous concentrerons sur le treillis hexagonal,
mais les concepts et méthodes proposés pourront étre étendus sans difficulté a un treillis
quelconque. Simplement, le treillis hexagonal a certaines spécificités dont il est intéressant
de tirer parti. Nous exhiberons en outre de nouvelles propriétés avantageuses du treillis
hexagonal du point de vue de I'approximation.

Dans ce chapitre, nous allons donc traiter de la reconstruction de signaux a partir de
mesures uniformes localisées sur un treillis 2D. L’étude du chapitre précédent peut étre
transposée aisément en 2D pour des images définies sur le treillis orthogonal, en appli-
quant les traitements de maniere séparable, le long des lignes et colonnes de 'image. Cette
simplicité explique certainement la popularité du treillis orthogonal. Nous montrerons que
la mise en ceuvre de traitements non séparables n’est pas si complexe que 'on pourrait le
croire au premier abord, et permet en contrepartie de profiter pleinement des propriétés
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d’approximation des treillis.

Nous avons insisté dans le chapitre précédent sur l'utilisation de splines, a la fois
pour leur simplicité d’utilisation et leur optimalité du point de vue de l'approximation.
Le concept de spline, reposant sur des fonctions polynomiales par morceaux, est suffi-
samment versatile pour étre étendu dans un cadre multi-dimensionnel. Par exemple, les
splines polyharmoniques apparaissent naturellement en 2D, car elles minimisent des cri-
teres de régularité 2D naturels, et sont optimales pour certains signaux en 1/f [182, 214].
La construction des B-splines peut étre étendue de plusieurs manieres pour la définition
de splines sur un treillis arbitraire. Sur le treillis orthogonal, il suffit d’utiliser le produit
tensoriel de B-splines 1D pour construire la B-spline séparable (x) = B(x1) - - - f(z4). Sur
le treillis hexagonal, deux extensions majeures ont été proposées : les box-splines et les hex-
splines. Ce sont ces deux familles de splines que nous étudierons pour la reconstruction 2D,
en les déployant sur le treillis hexagonal.

Apres avoir étudié les propriétés d’approximation de ces splines, qui tirent pleine-
ment parti des avantages du treillis hexagonal, nous développerons des préfiltres quasi-
interpolants optimaux permettant d’exploiter au mieux ses propriétés d’approximation.
La faisabilité et l'efficacité de notre approche sont validées par I’étude du probleme de
rééchantillonnage du treillis hexagonal vers le treillis orthogonal.

3.1.1 Treillis et signaux 2D

Un treillis (dit aussi réseau) 2D Agr est un ensemble régulier, géométriquement pério-
dique, de points du plan R?, appelés sites du treillis. Un treillis est caractérisé par deux
vecteurs linéairement indépendants r; et rg, regroupés en une matrice R = [r; ry] telle que

Ar = {Rk | k € Z*}, (3.1)

c’est-a-dire que les sites de Ar sont les points de coordonnées Rk. La surface du parallé-
logramme engendré par 1 et ry est 72 2 | det(R)|. Ainsi, le treillis a une densité de 1/12,
exprimée en nombre de sites par unité de surface (voir [90] pour plus de détails sur les
treillis).

On parle de treillis orthogonal (cartésien) si R = T, ou I est la matrice identité. Le
treillis hexagonal uniforme (du premier type) Ao, et le treillis orthogonal Ay = Z2, de
densité 1, sont représentés sur la figure 3.1. Ils sont décrits par leurs matrices respectives :

Rhexz\/%[é %?2] Rmh:[é (1)] (3.2)

On définit aussi K;, le treillis dual ou réciproque de Ar, comme le treillis de matrice
27R £ 27(R™1)T. Ainsi, pour les treillis hexagonal et orthogonal, on a :

Ry — 2 {\/5/2 0]’

V3| -1/2 1

j=s))

i = [ - ] | (3.3)
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Lorsque 'on échantillonne une fonction s(x) sur Ag, on obtient un signal discret 2D
uniforme localisé sur le treillis Ag. Le signal v = (v[Kk])xezz, tel que vlk] = s(Rk) pour
tout k, peut donc étre interprété comme un peigne de Dirac 2D pondéré

ve(x) = > v[k]5(x — RK). (3.4)

keZ?

On remarque que
do(w) = D(R w). (3.5)

L’échantillonnage de s(x) sur Ag a pour effet, en domaine de Fourier, de dupliquer son
spectre a chaque site 2rRk, comme décrit par la formule de Poisson (prouvée dans [229]) :

e(w) = Y s(Rk)e TR0 = 3™ 5(w — 27RK). (3.6)

keZ? keZ?

Notons I'analogie avec le cas 1D, ou un signal uniforme dont les échantillons sont loca-
lisés aux Tk, k € Z peut étre vu comme défini sur le treillis TZ.

On étend la définition de I'autocorrélation discrete & une fonction ¢ € Lo(R?), en posant
aylk] = (¢ * ¢) (Rk). En utilisant la formule de Poisson, on obtient donc

ip,(R"w) = > |¢(w — 27RK)[* (3.7)

keZ2

On définit aussi la fonction duale de ¢ par [17] :

oy Plw)
SOd(w)—m-

(3.8)

Chaque treillis a une unique région de Voronoi, de surface T', qui est le domaine du plan
composé de tous les points plus proches de 'origine 0 que de tout autre site. Les régions
de Voronoi des treillis orthogonal et hexagonal sont représentées sur la figure 3.1. On peut
définir la fonction indicatrice sur la région de Voronoi par

1 si x € région de Voronoi
Ir(x) =< 1/m six € frontiere de la région de Voronoi , (3.9)
0 si x ¢ région de Voronoi

ou m est le nombre de sites a égale distance de x. Par définition, cette fonction pave le plan,
lorsqu’on la réplique a chaque site du treillis, ce qui signifie que Ir(x) vérifie la partition
de l'unité :

> lp(x - Rk)=1. (3.10)

keZ2
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FiG. 3.1 : En haut : treillis orthogonal de densité 1, sa région de Voronoi, et sa région de
Nyquist (région de Voronoi du treillis dual). En bas : méme chose pour le treillis hexagonal
du premier type, de densité 1.

Autrement dit, Igr a un ordre d’approximation égal a 1; on dit que p(x) a un ordre
d’approximation égal & L en 2D si tout polynome de degré! au plus L — 1 s’exprime comme
combinaison linéaire des fonctions ¢(x—Rk). Cette propriété est équivalente aux conditions
de Strang-Fix [205] :

$(0) £ 0 et p(w —27RK) = O(||w|*) Vk # 0. (3.11)

La cellule de Voronoi du treillis K;{ est la région de Nyquist associée a Agr : si I'on
échantillonne sur Ag une fonction s(x) telle que § est nulle en dehors de cette région,
I’échantillonnage ne crée pas de repliement de spectre, car les répliques §(w — 