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Chapitre 1

Description & Modélisation de la

dynamique des marqueurs du VIH

1.1 Introduction générale sur le VIH

Découvert au début des années 80, le Virus de I'Immunodéficience Humaine (VIH)
est devenu un enjeu majeur de santé publique a partir de la fin des années 80, des lors
qu’il a cessé d’étre considéré comme une maladie restreinte a certains groupes a risque
(homosexuels, toxicomanes). Les dernieres estimations fournies par le rapport ONUSIDA
(2006) portent a environ quarante millions le nombre de personnes séropositives dans
le monde, a quatre millions le nombre de nouvelles infections annuelles, et a vingt-cing

millions le nombre de morts depuis 1981.

1.1.1 Biologie de ’infection
Cycle de réplication du virus

Le VIH est un lentivirus (longue période d’incubation) de la famille des rétrovirus : le
virus doit, pour se multiplier, se lier a une cellule cible, la pénétrer et intégrer son noyau.
Les cellules cibles du VIH sont principalement les lymphocytes T-CD4+, en particulier
lorsqu’ils sont activés par des cytokines ou des antigenes, et, dans une moindre mesure, les
monocytes et les macrophages. Dans le cas du VIH-1, qui est la souche la plus virulente

et la plus répandue en Europe, le virion (virus circulant) se lie aux récepteurs (CD4) et
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aux co-récepteurs (CXCR4, CCR5) présents a la surface des cellules cibles. Le virion,
composé de deux bras identiques, pénetre ensuite la cellule, devenue hote. Une fois dans
le cytoplasme de la cellule hote, ’ARN viral est transformé en ADN viral par 'action
de 'enzyme transcriptase inverse, puis dupliqué pour former un double brin d’ADN. Ce
brin d’ADN est ensuite aléatoirement intégré au génome de la cellule hote grace, en
particulier, a I'action d’une autre enzyme, I'intégrase. L’ARN polymérase de la cellule
hote transcrit ’ADN proviral en ARN messagers qui permettent la synthese de protéines
virales (voir Fig. 1.1). La durée de vie d’'une cellule hote devenue productrice de virus est
alors tres faible. Une fois le provirus intégré dans son génome, la cellule cible ne produit
pas toujours immédiatement du virus, et elle peut dans ce cas revenir a un état quiescent
(latent). Dans cet état, le lymphocyte a une durée de vie comparable & une cellule saine et
les cellules quescientes constituent ainsi un réservoir pour le virus, malgré leur tres faible

concentration dans 'organisme (Chun et al., 1997).
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Fig. 1.1 : Cycle de réplication du virus

Réponses immunitaire et traitements

Le systeme immunitaire est a la fois une ligne de défense contre le virus et une cible
pour ce dernier. Le systeme immunitaire oppose deux types de réactions aux antigenes :
une réponse humorale et une réponse a médiation cellulaire.

La réponse humorale aide le réseau de défense a reconnaitre et détruire les agents patho-

genes libres ; il s’attaque donc directement au virus circulant en produisant des anticorps,
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sécrétés par certains lymphocytes. Toutefois, nous ne détaillerons pas plus cette réponse
car 'influence de son action sur la réplication virale est encore discutée (Paul, 1995).

La réponse a médiation cellulaire repose sur l'action directe de certains lymphocytes et
¢élimine directement les cellules infectées. On distingue dans cette réponse la réponse in-
née assurée par les Natural Killers et la réponse acquise essentiellement portée par les
lymphocytes T-CD4 (CD4). Ces cellules sont chargées de reconnaitre les déterminants
antigéniques présents a la surface des cellules infectées et stimulent la prolifération des
lymphocytes T-CD8 (CD8) : apres une période de maturation, ces derniers éliminent grace
a leurs propriétés cytotoxiques les cellules présentant des protéines du VIH.

Le VIH est donc un défi au systeme immunitaire : sa cible est précisément constituée par
une cellule centrale dans la mise en place de réponses immunitaires, a savoir les CD4. Les
traitements peuvent cependant aider a suppléer le systeme immunitaire. L’essentiel des
traitements administrés visent les mécanismes de la réplication virale. Les inhibiteurs de
la transcriptase inverse empéchent la synthese de ’ADN proviral tandis que les inhibi-
teurs de la protéase augmentent la proportion de virus défectueux produits par la cellule
infectée. D’autres stratégies thérapeutiques visent a stimuler la réponse immunitaire via

des vaccins thérapeutiques ou des cytokines telles que I'IL-2 (Levy et al., 2005).

1.1.2 Evolution de l’infection a I’ére des traitements antirétro-

viraux hautement actifs

L’évolution naturelle de 'infection ainsi que de ses principaux biomarqueurs (CD4 et
charge virale en particulier) est classiquement divisée en trois phases comme indiquée sur
la Fig. 1.2. La primo-infection est caractérisée par un pic de la charge virale, suivi de
I'apparition de lymphocytes T cytotoxiques (CTL) et d’une réponse anticorps soutenue.
Des symptomes cliniques 1égers proches de ceux de la grippe peuvent étre diagnostiqués
a ce moment la. Cette période est suivie d’'une phase asymptomatique de stabilisation
de l'infection souvent appelée, a tort, phase de latence, au cours de laquelle les niveaux
de charge virale et de CD4 varient beaucoup plus lentement (Pantaleo et Fauci, 1996).
Comme nous 'expliquerons dans la section 1.3, 'emploi de modeles dynamiques a contri-
bué a démontrer que cette phase, stable en terme de concentration de virus, était en fait

le siege d’'une réplication tres intense du virus : Perelson et al. (1996) estiment & 10 le
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nombre de virions produits quotidiennement. De plus, cette stabilité reste relative puisque
ce stade de I'infection est associé a un déclin progressif du niveau des CD4. Cette phase est
de durée variable et dépend de nombreux facteurs (age, sexe, alimentation, niveau de vie,
consommation de substances, etc.), d'une moyenne de huit ans chez des patients ne rece-
vant pas de traitements ou des traitements faiblement actifs (Curran et al., 1988). Enfin, le
dernier stade de I'infection correspond au stade SIDA (Syndrome de I'Immuno-Déficience
Acquise). Le niveau des CD4 est particulierement bas (moins de 200 cellules/mm? contre
[600—1400] chez un sujet sain), créant ainsi une situation d’immunodéficience générale. Du
fait de 'immunodépression, le patient est particulierement sujet a des affections/maladies

opportunistes (certaines formes rares de cancer par exemple) pouvant causer son déces.
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Fig. 1.2 : Evolution naturelle de I'infection et de ses principaux biomarqueurs

L’apparition, au milieu des années 90, des traitements antirétroviraux hautement actifs
(HAART pour Highly Active Antiretroviral Therapy) a permis de considérablement allon-
ger la phase asymptomatique, estimée désormais a pres de vingt ans (Tassie et al., 2002).
En outre, quatre-vingt-dix pour cent des patients survivent aujourd’hui plus de dix ans
(Porter, 2003). Ces traitements sont basés sur une association de molécules antirétrovi-

rales, le plus souvent composée de deux molécules de la classe des inhibiteurs de ’enzyme
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transcriptase inverse et un inhibiteur de la protéase (ou un inhibiteur non nuléosidique de
la transcriptase inverse). Cependant, la constitution, des le début de I'infection, de réser-
voirs pour le virus via I'infection de cellules a durée de vie longue (Chun et al., 1997 ; Chun
et Fauci, 1999), ainsi que les mutations tres fréquentes du virus qui empéchent la mise
en place d’une réponse immunitaire acquise efficace, continuent de rendre inéluctable la
progression de la maladie. Le maintien, durant des années, de la charge virale a un niveau
treés bas (souvent en dessous du seuil de détectabilité) n’est donc pas synonyme d’éradi-
cation du virus. Par ailleurs, les lourds effets secondaires associés a une stratégie HAART
entrainent une faible adhérence aux traitements : Bartlett (2002) estime qu’entre 40% et
60% des patients ont une adhérence inférieure a 90% et que cette adhérence diminue avec
le temps, augmentant ainsi les risques de mutation du virus et d’émergence de nouvelles

souches virulentes (Chun et al., 1999).

1.1.3 Mesures des marqueurs viro-immunologiques

La mesure des CD4 est généralement obtenue par la technique de cytométrie de flux

et s’exprime en nombre de cellules par mm?. D’autres techniques plus performantes ou
moins couteuses sont actuellement développées (Rodriguez et al., 2005). Cependant, mal-
gré 'amélioration des techniques de numération, la mesure des CD4 est connu pour avoir
une grande variabilité avec des fluctuations diurnes (Malone et al., 1990).
La mesure du virus porte sur la quantité de virus circulants dans le compartiment sanguin :
le terme de “charge virale” couramment utilisé est donc abusif puisque la quantification
effectuée est en fait celle de ’ARN viral. Cette derniere est un reflet de la multiplication
active du virus, et pas nécessairement de la quantité totale de virus dans l'organisme. La
quantification est faite grace a deux techniques de biologie moléculaire, PCR ou bDNA.
Le résultat s’exprime en nombre de copies ’ARN-VIH/mL ou en logarithmes (de base 10)
du nombre de copies, afin de minimiser les variations de faible amplitude et d’approcher
une distribution normale. Par ailleurs, les techniques de mesure de la charge virale ont une
sensibilité limitée. Bien qu’en constant progres, la majorité des techniques utilisées ont
des seuils de détection supérieurs a 20 copies/mL (souvent 50 copies/mL dans les essais
cliniques).

Si la charge virale plasmatique et les CD4 sont les données les plus fréquemment dispo-
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nibles, d’autres mesures peuvent étre effectuées pour étudier certaines hypotheses biolo-
giques. Il existe notamment d’autres mesures du virus comme la mesure de ’ADN proviral
ainsi que la virémie cellulaire infectieuse : ces dernieres refletent la quantité de virus inté-
gré dans les cellules sanguines mononuclées. Cependant, I'interprétation de I’évolution de
ces biomarqueurs est plus difficile, car ’ADN proviral est présent a la fois dans les cellules
activées et dans les cellules quiescentes. Par ailleurs, I'intensité de la réponse immunitaire
via la concentration en CTL est souvent mesurée en raison de son role dans le controle de
I'infection (Davenport et al., 2003). Le role de 'activation dans la dynamique de l'infec-
tion est majeur : c¢’est pourquoi de nombreuses études se sont intéressées a la dynamique
propre des cellules activées, en utilisant 'incorporation de bromodeoxyuridine (BrDU)
par les CD4 comme marqueur de la prolifération de ces cellules (Grossman et al., 2002;
Mohri et al., 1998). Toutefois, ’analyse des données issues de ce type d’expérimentation
est complexe et nécessite 'utilisation de modeles mathématiques (Ribeiro et al., 2002).

Notons que les mesures de tous ces marqueurs sont réalisées dans le compartiment san-
guin, bien que l'infection se déroule quasi exclusivement dans les organes lymphoides ot se
situent 98% des CD4 (Rosenberg et Janossy, 1999) : on considére en général le comparti-
ment sanguin comme une bonne estimation des quantités présentes dans le corps. Certains
auteurs ont proposé des modeles permettant de remonter des quantités présentes dans le
compartiment sanguin a celles, non-observées, dans les organes lymphoides mais ces mo-

deles sont basés sur des hypotheses de diffusion encore trop simplistes (Bajaria et al.,

2002).
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1.2 Analyse de la dynamique des marqueurs

S’il existe de nombreux biomarqueurs potentiels, la plupart ne sont analysés que mar-
ginalement. En effet, 'objectif principal est souvent de disposer de marqueurs dont la

dynamique est liée a la progression de la maladie.

1.2.1 Intérét du suivi de la charge virale et des CD4

A Tere des traitements HAART, peu de cas de progression clinique sont désormais
diagnostiqués : l'efficacité d'une stratégie thérapeutique ne peut donc plus étre mesurée
par I'incidence (tres faible) des pathologies opportunistes. Il est donc nécessaire de trouver
des marqueurs (observés) qui refletent 'effet (sous-jacent) du traitement ou qui ont une
capacité prédictive de ’évenement d’intérét. C’est pourquoi la recherche de marqueurs,
éventuellement de substitutions, c’est-a-dire des reflets (observables) de l'effet du trai-
tement sur la probabilité de survenue de 1’éveénement d’intérét (ici la progression de la
maladie), est devenue d’'une importance cruciale pour juger de l'efficacité d’un traitement.
De maniere plus formelle, un marqueur de substitution doit satisfaire les les trois criteres
suivants : i) le marqueur doit étre pronostique de la survenue de I’événement (ici la pro-
gression de la maladie) ; ii) le marqueur doit étre affecté par le traitement a évaluer ; iii)
Ieffet du traitement sur le marqueur doit mesurer ’ensemble de 1'effet du traitement sur
la survenue de I'évenement d’intérét (Prentice, 1989).

L’utilisation de la charge virale seule comme marqueur de substitution semble admis (Mel-
lors et al., 1996 ; Mellors et al., 1997a) en dépit de certaines limites (Aboulker et al., 1999).
Au contraire, la décroissance de ’ADN proviral sous HAART est bien plus lente que celle
de la charge virale plasmatique (Finzi et al., 1999), rendant ce dernier marqueur difficile
a utiliser comme marqueur de substitution. Par ailleurs, de nombreux travaux soulignent
les limites des CD4, utilisés seuls, comme marqueur de substitution, en raison notamment
de leur variabilité. D’autre part, DeGruttola et al. (1993) montrent, a 'aide d’un modele
intégrant conjointement le suivi longitudinal des CD4 et le temps de survie avant le stade
SIDA, que la variation des CD4 ne saurait refléter tout l'effet du traitement, violant ainsi
le critere iii). Par contre, utilisés conjointement avec la charge virale, les CD4 constituent

un bon outil pronostique de 1’évolution de I'infection (Ledergerber et al., 1999 ; Kim et al.,
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2000 ; Ghani et al., 2001).

La charge virale et les CD4 s’imposent donc comme les marqueurs les plus naturels de
I'infection. La définition de criteres de jugements, que ce soit dans les essais cliniques
randomisés ou dans le suivi habituel des patients, va donc étre basée sur I'analyse de leurs

dynamiques.

1.2.2 Analyse observationnelle

Trois types de criteres d’analyse observationnelle peuvent étre distingués pour juger

de Defficacité d’une stratégie thérapeutique :

1. critere de survie : temps d’atteinte d’un événement clinique (stade classant SIDA),
d’un succes virologique (temps avant que la charge virale ne tombe sous le seuil de
détection) ou de I’échappement virologique (rebond de la charge virale au-dessus du

seuil de détectabilité).

2. critere binaire : analyse, a l'issue d'une période de traitement définie a ’avance,
de la proportion de patients en échec virologique, immunologique ou clinique. Le
rapport Delfraissy (2002) définit ’échec virologique en trois stades : i) mineur si la
concentration d’ARN-VIH plasmatique (noté [ARN-VIH]) est telle que [ARN-VIH]
< 5000 copies/ml; ii) modéré si 5000<[ARN-VIH]|<30000 copies/ml; iii) sévere
(qualifié d’échec biologique) si [ARN-VIH]> 30000 copies/ml et un nombre de CD4
en dessous de 200 cellules/mm?. L’échec immunologique est défini par I'absence
d’ascension des CD4 malgré un traitement antirétroviral efficace depuis au moins
six mois. Enfin, I’échec clinique se caractérise par la survenue de manifestations
cliniques, témoin de la progression de la maladie (symptomes liés au VIH, nouvelle

infection opportuniste ou rechute d’une infection préexistante, survenue de tumeurs).

3. critere continu : analyse du suivi longitudinal d’'un marqueur. Par exemple, il est
courant d’analyser le déclin de la charge virale a une date donnée par rapport a son

niveau lors de l'initiation du traitement.

La principale limite de ces criteres est qu’il sont, dans une certaine mesure, exploratoires.
Par exemple, de nombreux auteurs ont montré qu’un point d’équilibre haut atteint par
la charge virale apres la primo-infection est associé a une progression rapide vers le stade

SIDA alors qu'un point d’équilibre bas est associé a une progression plus lente (Mellors
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et al., 1996 ; Ho, 1996 ; Pedersen et al., 1997; Mellors et al., 1997b). Cette constatation,
appliquée au nouvel état d’équilibre atteint sous traitement, est I'un des rationnels de
I'utilisation d’un critere binaire basé sur I'indétectabilité de la charge virale plasmatique
ou d’un critere de survie basé sur le temps passé avec une charge virale indétectable. Ainsi
suppose-t-on que plus le nadir de charge virale (valeur la plus basse atteinte) sera bas, plus
I'émergence des mutations et donc 1’évolution de la maladie seront ralenties (Carpenter
et al., 1998).

Une fois choisi le critere d’analyse, la question de la méthodologie statistique a employer
reste posée. L’essentiel des approches reposent sur des méthodes statistiques simples (test
de comparaison de moyennes, de proportions). La détection de covariables/facteurs de
risques (sexe, mode de transmission, temps entre la séroconversion et la mise sous trai-
tements, molécules de traitements) se fait elle aussi a 1’aide de modeles de régression
classiques. Pourtant, qu’on se situe dans le cadre d’un essai clinique ou dans celui d’une
cohorte observationelle, I'analyse statistique est fortement perturbée par les difficultés

méthodologiques posées par :

— la prise en compte la censure de la charge virale (Ghani et al., 2001) : les biais engen-
drés par les approximations habituelles, comme I'imputation des valeurs censurées a
la valeur du seuil de détection ou & sa moité, peuvent étre importants (Lynn, 2001).

— l'information apporté par le caractere répété des données : les criteres définis ci-
dessus s’intéressent essentiellement a des valeurs ponctuelles et négligent cet aspect.
Le critere de survie, pour sa part, en tient compte indirectement mais il est tres
sensible a la fréquence des mesures, ce qui rend ce critere potentiellement instable.

— la prise en compte des sorties d’étude (Gruttola et Tu, 1994). En raison principale-
ment de la faible adhérence aux traitements (voir section 1.1.2) et du changement
de statut du patient (décision d’hospitalisation, déces), celles-ci peuvent étre impor-
tantes. Ignorer ce processus qui est potentiellement corrélé a l’évolution des mar-
queurs étudiés (en particulier les CD4) peut conduire & des biais importants dans
I’évaluation des déterminants de I’évolution de l'infection (Laird, 1988 ; Touloumi
et al., 1999). De facon plus générale, le lien entre le temps d’atteinte d’un événement

et I’évolution des marqueurs requiert d’étre pris en compte rigoureusement.
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En outre, une telle approche observationnelle, si elle établit des régles de discrimination
entre différentes stratégies thérapeutiques, ne fournit pas une aide majeure a une meilleure
compréhension des dynamiques observées. Par exemple, Schmitz et al. (1999) montrent
sur des singes qu'une dépletion transitoire de CD8 entraine une augmentation de la charge
virale dans un rapport de un a quatre logs. Réciproquement, la restauration a son niveau
initial du systeme immunitaire entraine un retour de la charge virale a son niveau d’équi-
libre initial. Comme le souligne Perelson (2002), cette expérience indique clairement que
le niveau des CDS8 est corrélé avec le niveau de charge virale. Mais comment aller plus
loin que cette conclusion purement descriptive? Comment savoir si ce lien est di a une
action directe anti-virale ou a une action indirecte, la remontée de CD8 stimulant d’autres
mécanismes 7

Ainsi, les approches classiques d’analyse d’essais cliniques et de cohortes observationnelles
ont trois principaux défauts : i) elles restent descriptives et supposent qu’on dispose de
bons marqueurs de substitution, ce qui n’est jamais totalement le cas; ii) I'analyse statis-
tique basique est potentiellement biaisée ; iii) en se basant sur ces marqueurs, c’est a dire
sur des reflets de 'infection, les hypotheses biologiques qu’on peut faire sur les détermi-
nants de l'infection, en particulier les liens de causalité, sont limitées.

Afin de surmonter ces limites, de nombreux auteurs ont proposé des modélisations plus

complexes de la dynamique des marqueurs.
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1.2.3 Analyse longitudinale de la dynamique des marqueurs

L’utilisation de modeles linéaires mixtes (Laird et Ware, 1982) permet de prendre en
compte et d’analyser le suivi longitudinal des marqueurs. Sous leur forme la plus simple,

ces modeles peuvent s’écrire :

Yi=Xib+ Zmyi + &
% ~ N(0,G)

e; ~ N(0,%)

v L€,V

(1.1)

\

ou Y; est le vecteur des variables a expliquer, 3 est le vecteur des effets fixes (communs a
tous les patients étudiés), ; est le vecteur des effets aléatoires de I'individu i : ces derniers
représentent 1’écart individuel a la tendance globale (ou marginale) et ¢€; est le vecteur des
erreurs individuelles (essentiellement des erreurs de mesures). X; représente 1’ensemble
des variables explicatives (les temps de mesure en particulier) et Z; est une sous matrice
de X; qui ne contient que les variables sur lesquels on alloue une variabilité individuelle,
i.e. un effet aléatoire. Ce type de modele permet de décrire 1’évolution (supposée linéaire)
d’une population, tout en prenant en compte la spécificité de la trajectoire de chaque
individu, ainsi que la corrélation entre les mesures de chaque individu.

L’utilité de ces modeles dans I'étude de la dynamique virale est importante. Tout d’abord,
d’un point de vue méthodologique, ils permettent de prendre en compte de maniere ri-
goureuse les données de charge virale censurées, en particulier lorsque les parametres sont
estimés par maximum de vraisemblance (Jacqmin-Gadda et al., 2000). En outre, ces mo-
deles constituent une premiere approche dans une tentative d’explication des déterminants
de I’évolution de la charge virale. La pertinence d’'un modele linéaire & deux pentes (en
fonction du temps depuis Uinitiation du traitement) va par exemple dans le sens d’une
décroissance virale en deux phases : un déclin tres prononcé dans les premiers jours suivi
d’une seconde phase beaucoup moins rapide. Cela donne du poids a I'idée, développée en
section 1.1.2, de sanctuaires pour le virus, notamment un pool de cellules infectées a durée
de vie plus longue (Perelson et al., 1997) qui permettent de relancer 'infection, malgré
I'impact des régimes HAART.

Des analyses longitudinales des CD4 par modeles linéaires mixtes ont aussi été proposées.

Toutefois, ces derniers étant une cible pour le virus, il semble pertinent de plutot modéliser



Chapitre 1 : Description & Modélisation de la dynamique des marqueurs du VIH 18

la dynamique des CD4 avec celle du virus : I'utilisation de modeles bivariés a été proposée
entre autres par Boscardin et al. (1998). Thiébaut et al. (2003) montrent la supériorité
de cette approche par rapport a des approches séparées des deux marqueurs (dans le cas
d’une modélisation par modeles linéaires mixtes). De plus, I'analyse de la corrélation dans
ce type de modele permet d’aller plus loin dans I’explication, car elle élimine en partie les
problemes liés a ’étude de la causalité : est-ce le niveau de CD4 qui a un impact sur la
charge virale ou l'inverse ? (Brown et al., 2001). Les mémes auteurs montrent des corré-
lations négatives entre les pentes de charge virale et celles de CD4. Ce résultat confirme
Iintérét des traitements HAART : plus le traitement sera puissant en terme de chute de
la charge virale, plus la remontée des CD4 sera importante. Toutefois, 1'utilisation des
modeles bivariés est limitée par la difficulté de bien modéliser la structure de corrélation.
De facgon plus générale, I'inclusion de plusieurs biomarqueurs est difficile, les interactions
entre ces derniers ne pouvant étre synthétisés et compris par la seule analyse de la matrice
de corrélation.

Les modeles conjoints représentent une autre possibilité de complexification. Ces modeles
permettent de prendre en compte simultanément 1’évolution longitudinale d’un marqueur
et le temps de survenue d’'un évenement, qu’on soupconne justement d’étre lié a 1’évolu-
tion de ce marqueur. Dans le cas du VIH, ces modeles sont particulierement pertinents
pour étudier I'effet de I’évolution d’'un marqueur sur la progression clinique, en corrigeant
I'estimation des trajectoires en cas de sorties d’études informatives (Touloumi et al., 1999 ;
Little, 1995; Gruttola et Tu, 1994). Thiébaut et al. (2005) combinent les approches ci-
dessus, en proposant un modele bivarié conjoint : cette modélisation permet ainsi de
prendre en compte les informations biologiques et cliniques dans un méme modele.

Les modeles que nous avons présentés restent toutefois essentiellement descriptifs et ex-
ploratoires car leurs formulations sont faiblement conditionnées par la connaissance bio-
logique. En conséquence, malgré des résultats intéressants, le pouvoir explicatif de ces
modeles est limité. En outre, ces derniers n’integrent pas de maniere optimale les nou-
velles données a disposition. Enfin, les hypotheses faites sur les dynamiques des marqueurs
sont tres fortes, et accordent peu de souplesse au modele, que ce soit au niveau de la struc-
ture statistique (souvent complétement paramétrique) ou mathématique (le plus souvent

linéaire). Thiébaut et al. (2003) rappellent par exemple que leurs analyses de déclin viral
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sous HAART sont a prendre avec précaution, car le modele linéaire ne permet pas d’in-
tégrer la survenue d’éventuels rebonds de charge virale, qui est pourtant un évenement
d’importance dans ’analyse de la dynamique virale.

Partant de ces constats, nous proposons d’étudier la dynamique des marqueurs a partir de
modeles basés sur les connaissances de la physiopathologie de I'interaction virus/systéme

immunitaire. Nous avons choisi de qualifier ces modeles d’ezplicatifs.

1.3 Modélisation explicative de la dynamique des mar-

queurs du VIH

Bien entendu, il est difficile d’établir une séparation nette entre les modeles purement
explicatifs et ceux purement descriptifs. Par exemple, le modele linéaire mixte peut inté-
grer certaines connaissances biologiques et contribuer a une meilleure compréhension de
la dynamique de I'infection. Toutefois, nous réserverons le terme de modeles explicatifs a
des modeles entierement fondés sur les connaissance que 1'on a de 'interaction entre le
virus et le systeme immunitaire. Une conséquence remarquable est que les parametres de

ces modeles ont une signification biologique.

1.3.1 Les premiers modeles

L’objectif est donc de traduire en équations les principaux mécanismes de l'interac-
tion virus/systéeme immunitaire décrits en section 1.1.1. Le virus V est produit par des
cellules infectées, qui sont essentiellement des CD4. Si ’on note P le taux de production
de virus par les CD4 et ¢ le taux de déces in vivo supposé constant du virus, on a donc
dV/dt = P — cV. Suite a la mise en place d’un traitement, qu’on peut considérer comme
parfait dans les premiers jours qui suivent son initiation (P = 0), la dynamique virale
s’écrit donc dV /dt = —cV (Ho et al., 1995). Si 'on dispose de données de charge virale
dans les premiers jours de l'infection, cette équation permet donc de déduire une estima-
tion minimale de ¢ (car en réalité le traitement n’est pas parfait et P > 0), et donc de la
demi-vie du virus In(2)/c. Si l'on consideére qu’on se situe dans la phase asymptomatique
au moment de la mise sous traitement (¢ = 0), la charge virale est approximativement

stables et on a donc P = cVj. Cette équation permet donc de déduire le taux de produc-
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tion P du virus. La méme approche peut étre appliquée pour la dynamique des CD4 afin
de déduire le taux de production P’ des lymphocytes. Wei et al. (1995), dans le méme
numéro de Nature, proposent un modele comparable. Ces deux articles fournissent une
estimation comparable du taux de déces du virus (2 jours™'). Ces deux papiers ont eu
un impact considérable car ils ont démontré que, bien que le niveau de charge virale soit
constant, le cycle de réplication du virus est extrémement rapide : ’état asymptomatique
ne doit donc pas étre compris comme une pause dans 'infection, mais au contraire comme
une période de renouvellement intensif du virus et les CD4. En outre, Ho et al. (1995)
décrivent une corrélation négative entre le niveau de départ des CD4 et la remontée des
CD4 : la déplétion lymphocytaire devrait donc étre comprise comme une conséquence de
la cythopathogénicité du virus, et non comme un déficit de production.

Perelson et al. (1996) proposent d’affiner les estimations précédentes en intégrant la dyna-
mique des CD4 infectés et présentent un modele biomathématique de I'interaction hote-
pathogene de type “proie-prédateur” (Fig 1.3). Ce modele deviendra par la suite le modele
standard dans la modélisation dynamique de l'interaction virus-systeme immunitaire. En
I’absence de traitement, ce modele s’écrit sous la forme d’un systeme d’Equations Diffe-

rentielles Ordinaires (abrégé en ODE en anglais) :

L=\~ kVT —dT
= kVT — 61 (1.2)
%:pl—cv

ou T est la concentration de CD4 activés non infectées, I est la concentration de CD4
activées infectées et V est la concentration de virus. A est le taux de production journalier
de nouvelles cellules saines par le thymus, p est le nombre de virions produits par une
cellule infectée et kVT est un terme de loi d’action des masses : dans I’hypothese ou le
sang est un espace parfaitement homogene, le nombre de nouvelles cellules infectées est
proportionnel a la fois au nombre de virus et au nombre de cellules cibles. Enfin d, d et ¢
sont les taux de déces de T', I et V' (respectivement).

A Tinitiation d’un traitement basé sur une antiprotéase (du ritonavir dans Perelson et al.,
1996), il devient nécessaire de distinguer le virus infectieux V; du virus non-infectieux

V1. Lantiprotéase, d’efficacité npy, produit du virus non-infectieux (voir section 1.1.1).
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Le modele sous antiprotéase est donc :

;

L — X\ — kV,T —dT

ar __

4= kV,T — o1
%2(1—77131)29[—0‘/1

dVNT —

| @ = nepl — Vg

On peut ajouter a ce modele l'effet éventuel d’inhibiteurs de la transcriptase inverse.
Dans ce cas, l'effet des inhibiteurs est noté ngr et Uinfectivité du modele (1.3) devient
kK = (1 —ngr)k.

En se focalisant sur les tous premiers jours (jusque J8) qui suivent l'initiation du traite-
ment, on peut considérer que 7" est constant et le systeme (1.3) devient linéaire; si 'on
suppose en outre que l'efficacité des inhibiteurs de la protéase est totale (np; = 1), la

dynamique virale V' = V; 4+ Vi est décrite par 'expression suivante :

4%

V(t) = Voexp(—ct) + 5* {c i 5 lexp(—dt) — exp(—ct)] — ot exp(—ct)} (1.4)

Cc —

Disposant de mesures fréquentes de charge virale, Perelson et al. (1996) effectuent ensuite
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Fig. 1.3 : (gauche) Cycle simplifié de réplication du virus (Perelson, 2002). (droite) Fit
de la charge virale sous HAART par régression non-linéaire de I’équation (1.4) (Perelson

et al., 1996)

une régression non linéaire patient par patient (voir Fig 1.3) et affinent ainsi les estimations
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de ¢ (3 jour ') et de § (1,6).

Dans une étude ultérieure intégrant de nouveaux types de données, Perelson et al. (1997)
ont étudié la dynamique virale sur une plus longue période (jusque J40). La modélisation
inclue les CD4 latents infectés L (taux de déces pr) et les cellules infectées M présentes
dans les tissus, macrophages ou cellules dendritiques (taux de déces pps). La dynamique

virale est décrite par I’équation suivante :
V(t) = Vo [Aexp(—dt) + Bexp(—urt) + Cexp(—pumt) + (1 — AB — C) exp(—ct)] (1.5)

Si la charge virale plasmatique décroit tres vite jusque J14 (comme constaté dans les
études précédentes), la décroissance est moins rapide par la suite. En analysant les me-
sures d’ADN proviral et de virémie cellulaire infectieuse a disposition (voir section 1.1.3),
Perelson et al. (1997) ré-estiment § (1,1 jour™'), pz (8,5) et upr(14,1). Ces résultats ex-
pliquent le déclin biphasique de la charge virale : la seconde phase moins rapide pourrait
étre due a l'activité de cellules infectées a durée de vie plus longue (L et M). En quan-
tité négligeable en I'absence de traitement, celles-ci deviennent proportionnellement plus
importantes sous HAART car les CD4 infectés, principale source de production du vi-
rus, sont alors grandement réduits. Perelson et al. (1997) suggerent de ce fait 'existence
de “sanctuaires” pour le virus dans les tissus (voire dans d’autres zones non modélisées
comme le cerveau), qui rendent son éradication impossible avant plusieurs années.

Ainsi, contrairement aux méthodes descriptives de la section 1.2.3, c’est en allant de la
biologie vers le modele qu'une explication pertinente du déclin biphasique de la charge
virale sous HAART a pu étre donné, tout en permettant une premiere quantification des
cinétiques sous-jacentes. Pour résumer, l'intérét de cette approche “méchanistique” est
triple :

1. Proposer et simuler un modele biomathématique permet de discuter la pertinence
d’une hypothese biologique ; Phillips (1996) montre que le déclin de la charge virale
apres le pic de primo-infection peut s’expliquer simplement par la nature “proie-
prédateur” du systeme biomathématique (1.2) sans avoir & intégrer une réaction du
systéeme immunitaire; Perelson et al. (1993) étudient 'hypothese d'une déplétion

progressive des CD4 en fonction de la cytopathicité des souches virales.

2. Une fois posé un modele satisfaisant, I'estimation des parametres permet de quanti-

fier les interactions en jeu et de mesurer notamment 'effet in vivo des molécules de
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traitement et plus seulement les conséquences de cet effet. Le principal apport des
trois articles princeps est d’avoir changé la vision de I'infection en rappelant ’aspect

intensif du cycle de réplication du virus et du turnover des CD4.

3. Les capacités prédictives du modele sont améliorées puisqu’on integre de I'informa-

tion biologique dans la construction de ces derniers.

Toutefois, Le Corfec et al. (2000), dans une revue tres didactique de cette approche,
rappellent certaines limites de ces modeles. Tout d’abord, I'’hypothese d’équilibre avant
traitement est discutable. En effet, la décision de mise sous traitement est souvent prise en
raison précisément de la dégradation de I'un des biomarqueurs. En particulier, les données
de charge virale a la mise sous traitement ne sont visiblement pas stables pour certains
patients dans Ho et al. (1995) et de méme, les données de CD4 des la premiere semaine de
traitement dans Perelson et al. (1996) ne sont pas a I’équilibre (Markowitz et al., 1995).
L’analyse de données sur une plus longue période, comme c’est le cas dans Perelson et al.
(1997), ou des données jusque au 40eme jour sont utilisées, est donc d’autant plus discu-
table. Enfin, si le potentiel explicatif de ces modeles est important, leur maniement doit
étre fait avec prudence, car les conclusions, suivant les modeles introduits, peuvent étre
contradictoires. Par exemple, une discussion majeure a lieu sur l'origine de la déplétion
des CD4 au cours de I'infection. Nous avons vu que Ho et al. (1995), observant une cor-
rélation négative entre la remontée des CD4 sous HAART et leur niveau de départ, ont
attribué une majeure partie de la dépletion lymphocytaire a la cytopathicité du virus.
Mohri et al., 1998, généralisant cette observation, émet 1’hypothese que la déplétion pro-
gressive des CD4 pendant 'infection pourrait étre due en grande partie aux destructions
lymphocytaires induites par le virus. Le thymus, pour maintenir ’homéostasie, augmente
sa production, mais sa capacité a contenir la pression intense du virus diminue au fil du
temps. Grossman et al. (2002), pour leur part, proposent une autre hypothese en par-
tant du constat que le taux de cellules activées, en raison des nombreuses stimulations
antigéniques, est tres important chez les sujets infectés. Ce surcroit d’activation pourrait
expliquer le déclin progressif des CD4 car les cellules activées ont naturellement un taux
de déces plus important et forment en outre la cible prioritaire du virus. L'importance
du turnover des CD4 démontrée par 1’équipe de David Ho proviendrait quant a elle de la

prolifération importante due a une activation élevée.
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Cette discussion illustre la limite de 1'utilisation des modeles biomathématiques; un mo-
dele reste une représentation partielle de la réalité, en particulier quand il doit rester suffi-
samment simple pour pouvoir in fine estimer ses parametres. Il est donc tres optimiste de
penser qu'un modele mathématique puisse apporter seul la réponse a une hypothese bio-
logique. En outre, les travaux introduits présentent des limites méthodologiques que nous
allons expliquer, en donnant au préalable aux modeles biomathématiques et statistiques

un cadre plus formel.

1.3.2 Structure générale de ces modeles
Modele biomathématique pour le systéme

Soit ¢ un patient donné et n la taille de ’échantillon. On note K le nombre de com-
posantes du vecteur d’état X (K = 3 dans le modele (1.2)). A chaque instant ¢ € R* la
valeur de X est notée X (t) = (Xl(i) (t), ..., X;? (t)). Le modele est régi par un vecteur de
parametres E(i) =( f), e 51(,i)) qui détermine la trajectoire attendue du vecteur d’état :

@ i i
XO — f(XO (1), €M)

a (1.6)

ou f et h sont supposées deux fois différentiables par rapport a £(i). On pose X(t,& (i)) =
X@(t) pour souligner que £€¥ détermines complétement la trajectoire X 9 (t). L'existence
d’une condition d’équilibre a ¢y est une hypothese fréquente, mais pas indispensable : cette
hypothese est souvent contredite par les données réelles (voir section précédente).

De nombreux auteurs proposent, dans la mesure ou (1.6) n’a pas de solution analytique
(systeme proie-prédateur), de faire certaines hypotheses biologiques (comme 7' constant
oun = 1 dans (1.4)) qui permettent de simplifier le modele de départ et de travailler sur un
modele défini par une solution explicite. Nous appelons donc modéle simplifié la réécriture
du modele biomathématique (1.6) apres simplification, linéarisation et résolution. Afin de
ne pas surcharger les écritures, nous considérons, sauf mention contraire, que ces modeles
ont pour objectif, a 'instar de (1.4) et (1.5), la modélisation de la seule dynamique virale

V. Dans ce cas, on peut donc écrire V comme une somme de termes exponentiels (Wu et
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Ding, 1999) :
V(t,69) =3 P exp <—A§j)t) (1.7)
k=1

ol Pkgi) et /\,(f) sont des combinaisons des parametres biologiques 5“).

Modele statistique pour les observations

Les observations ne correspondent pas nécessairement aux vecteurs d’états du sys-
teme. Par exemple, on peut distinguer dans un modele explicatif la dynamique des CD4
quiescents de celle des CD4 activés alors que seule la concentration des CD4 totaux sera
observée. Par ailleurs, on peut, pour des raisons d’adéquation aux hypotheses d’homosce-
dasticité, préférer travailler sur des transformations mathématiques des quantités mesu-
rées ; comme expliqué en section 1.1.3, on travaille généralement sur I’échelle logarithmique
de la charge virale plasmatique. De méme, les travaux basés sur des modeles descriptifs
(présentés en section 1.2.3) ont constaté que la modélisation des CD4 sur 1’échelle natu-
relle conduit a des résidus hétéroscedastes (la variance des résidus augmente avec la valeur
de la prédiction). Certains auteurs ont donc suggéré de travailler sur des transformations
log ou racine : Taylor et al. (1994) proposent pour leur part une transformation en racine
quatrieme. De manieére plus précise, on observe donc des fonctions des variables d’états
du systeme g,,,(.) de RE vers R. L’ensemble de ces M fonctions sera appelé dans la suite
de ce document les compartiments observés du systeme. En outre, les valeurs des para-
metres individuels € des sujets d’une méme étude clinique sont liées entre eux via des
paramétres de population ¢] et 3! En I'absence de covariables, ¢] et X/ sont respective-
ment les vraies moyennes et variances des £(i). Enfin, on pose y;m la j-eme observation
du m-éme compartiment (j < n;,,) observé chez le sujet ¢ au temps ¢;;,,.

Le modele pour les observations peut s’écrire :
Yijm = Gin(X (tijms €D)) + €ijm
£ ~ N (¢},%) (1.8)
€ijm = €ijm,mes + €ijm,ech

ou €, représente les variations intra-sujets non expliquées par le modele. €;5,, se décom-

pose en une erreur d’observation €, mes €t une erreur d’échantillon €;;p, ccn. Celles-ci sont

e chapitre 2 revient en détail sur les méthodes d’inférence dans ces modeles
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supposés gaussiennes et indépendantes conditionnellement & €% ; en outre E(€ijm,mes|& (i)) =
E(eijmjech|£(i)) = 0. Le processus €;jmmes €st le plus souvent considéré comme un pro-
cessus indépendant (corr(€;jmmes; €ijrmmes) = 0, j # j'); cependant, 'amplitude de
I’erreur de mesure peut dépendre de la valeur obtenue, en particulier si la transfor-
mation g,, n’a pas éliminé intégralement I’hétéroscedasticité. Dans le cas de la mesure
de la charge virale une valeur extréme, a la limite des seuils de détection (minimum
ou maximum) risque d’étre mesurée avec une grande imprécision car les techniques de
quantifications sont optimisées pour des niveaux médians de charge virale. On peut
prendre en compte cette difficulté en modélisant la variance des erreurs de mesure par
Var(€;jmmes) = 02, [1 + g (X (tijm, & (i))) . Si on considere en revanche que celle-ci est in-
dépendante de la valeur mesurée, alors Var(€;jm mes) = 02, Les valeurs prédites en tenant
compte des erreurs de mesure (g, (X (¢;jm, E(i))) + €;jm,mes) D€ correspondent cependant
pas encore completement aux données observées, amenant certains auteurs a réfléchir sur
des extensions de la structure de ces modeles.

Dans le cadre du VIH, l'interaction virus-cellules cibles est modélisé par le terme kV'T
dans (1.2). Ce dernier ne rend pas compte de 'aspect aléatoire des mécanismes biologiques
et le compartiment sanguin est considéré comme un volume homogene, parfaitement mixé,
c’est a dire sans “poche” de virus ou de CD4. Une limite des modeles biomathématiques
déterministes serait donc de ne pas intégrer 1’aspect intrinsequement aléatoire de ces in-
teractions. Certains auteurs ont proposé d’ajouter une composante stochastique dans le
systeme d’équations différentielles : Tuckwell et Le Corfec (1998) proposent notamment

une amélioration du modele de primo-infection (1.2) :

AT — \ —dT — kVT — VEVTdW
A — VT — 51 +VEVTdW (1.9)
‘il—‘; =pl —cV —VEVTAW

ou W est un processus Brownien standard, de moyenne 0 et de variance t a la date ¢ : la
rencontre virus-CD4 devient un processus aléatoire. D’autres modélisations de ces inter-
actions, privilégiant des lois discretes plutdt que continues ont aussi été proposées (Tan et
Wu, 1998 ; Kamina et al., 2001). Toutefois, I'inférence est impossible sur des modéles non
simplifiés (systemes d’équations différentielles non-linéaires stochastiques) et elle est tres

compliquée sur des modeles simplifiés. En outre, cette composante stochastique n’a d’in-
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fluence que lorsque les quantités en jeu sont faibles, comme c’est le cas en primo-infection.
Dans ce cadre, ces modeles peuvent servir pour donner plus de souplesse a la dynamique,
en modifiant la date du pic charge virale (voir en Annexe) et en modélisant la possibi-
lité d'une extinction naturelle de 'infection. Nous choisissons donc, en raison du faible
gain de cette modélisation en regard de sa complexité, d’ignorer cette modélisation dans
la suite de notre exposé, et de nous focaliser sur des systemes d’équations différentielles
déterministes.

Un assouplissement plus simple des modeles déterministes est de considérer les €;jm ech
comme les fluctuations d’échantillons et de proposer pour ces derniers une structure de
variance-covariance adaptée (Diggle et al., 2002). En particulier, on peut considérer une
corrélation temporelle entre ces fluctuations, qui s’atténuerait de maniere exponentielle
avec le temps corr(€;jm.ech, €ijim,ech) = e(=Pltism=tiiml) Dans le contexte du VIH, les données
ne sont cependant pas assez riches pour envisager de distinguer cette erreur d’échantillon
de l'erreur de mesure. En conséquence, nous considérerons dans la suite de ce document
que l'erreur est essentiellement une erreur de mesure : €, = €ijm mes-

Enfin, nous tiendrons compte des contraintes existants sur les parametre, en particulier
celle de positivité des parametres biologiques, en imposant des transformations ¥ sur
les parametres. En notant él(i) = \Ill(gl(i)), [ < p le vecteur des parametres individuels

reparamétrisés, le systeme (1.8) devient : :

z(0)
Yijm = Gm(X (tijm:& ")) + €ijm
&9 ~ Ny, %) (1.10)
eijm ~ N(O, 072”)
Les fonctions g, sont obtenues par résolution numérique du systeme d’équations différen-

tielles (1.6). Toutefois, 'essentiel des travaux de la littérature reposent sur une approche

simplifiée type (1.7) et g, a dans ce cas une écriture explicite.

1.3.3 Modeles simplifiés & limites

Si les modeles simplifiés sont par définition de maniements plus faciles que les modeles
originaux, 'interprétation biologique des parametres n’est pas aussi directe. Cependant,
on peut souvent relier les pentes \; de (1.7) a leffet du traitement : Ding et Wu (1999)

démontrent dans un modele biexponentielle de déclin de la charge virale que les A\; sont
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des fonctions monotones de l'efficacité des traitements : la comparaison des pentes de
décroissance virale via 'estimation des A, fournit donc une estimation des différences
d’efficacité de traitement sur le court-terme. Mueller et al. (1998) montrent en outre que
ces parametres sont corrélés avec les réponses a long-terme. Néanmoins, il serait néanmoins
délicat d’utiliser ces marqueurs comme des marqueurs de substitution car ces modeles sont
adaptés uniquement a des analyses sur de courtes périodes de temps.

Pour I'estimation des parametres, trois approches peuvent étre distinguées; i) consiste a
estimer les é R patient par patient et a présenter moyenne, médiane ou variance empirique
obtenus sur I’ensemble des sujets (Perelson et al., 1996 ; Neumann et al., 1998 ; Ribeiro
et al., 2002 ; Dixit et al., 2005) ; ii) consiste a estimer les parametres individuellement sur
chaque patient puis a agréger les données observées en introduisant des pondérations liées a
la contrainte sur la dispersion des parametres (Steimer et al., 1984 ; Davidian et Giltinian,
1995) ; iii) consiste a traiter directement (1.8) par des méthodes d’estimations propres
aux modeles non-linéaires a effets mixtes que nous développons en détail au chapitre
2. L’approche i) est la plus courante bien qu’elle soit connue pour fournir de mauvais
estimateurs des parameétres, en surestimant la dispersion inter-individus. Wu et al. (1998)
comparent, par simulation, les estimations fournies par ii) et iii) et montrent l'intérét
de iii) en termes d’erreurs quadratiques moyennes, en particulier quand le nombre de
données par sujet est faible. En effet, ’approche individuelle est tres instable en raison
de sa sensibilité au nombre de données par individus. Par ailleurs, Ding et Wu (2001)
comparent ces approches pour détecter des différences de déclin virale entre deux groupes
A et B (HO : “A;4 = A\g”). Par simulation, les auteurs étudient les caractéristiques de leur
test (erreur de type I et puissance). Comets et Mentré (2001), dans un contexte différent,
ajoutent Iapproche i) a la comparaison : les deux articles concluent assez nettement a la
supériorité de ’approche populationnelle. Notons cependant que les tests utilisés ne sont
pas les mémes : dans 'approche populationnelle, Ding et Wu (2001) proposent d’utiliser
un test basés sur les estimateurs Bayésiens empiriques alors que Comets et Mentré (2001)
utilisent un test de rapport de vraisemblance.

Indépendamment des méthodes d’inférence utilisées, si les modeles simplifiés permettent
de fournir de bons estimateurs de lefficacité des traitements (au moins sur le court terme),

cette approche conserve trois limites importantes :
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1. En simplifiant le modele, la focalisation est uniquement sur la dynamique virale

(voir (1.7)) et on se prive de l'information contenue dans la dynamique des CD4.

2. Ces simplifications éliminent également du modele final certains parametres d’inté-

rét, comme l'infectivité & du virus qui disparait entre (1.3) et (1.4).

3. Enfin, les hypotheses nécessaires pour simplifier le modele sont discutables : par
exemple, supposer le nombre de lymphocytes CD4 constant est déja discutable sur
des analyses a tres court-terme, et ’est d’autant plus lorsqu’on traite des données

sur de plus longues périodes de temps.

Ces limites peuvent étre surmontées en travaillant sur les modeles biologiques non-simplifiés.

1.3.4 Modeles non-simplifiés

L’absence de solution analytique dans le systeme ODE rend l'estimation des para-
metres tres difficile et constitue la principale difficulté des modeles non-simplifiés. C’est
pourquoi les travaux reposant sur une estimation dans les systemes biologiques non-
simplifiés sont assez peu nombreux et reposent sur des estimations patient par patient
(Stafford et al., 2000; Ciupe et al. (2006)). Pourtant, le design des études n’étant pas
suffisamment intensif “la ou il y a de I'information”, c’est a dire dans les premiers jours
qui suivent la mise sous HAART (dans le cas de 'analyse d’essais cliniques), peu de pa-
rametres peuvent étre estimés simultanément. Les problemes d’identifiabilité constituent
donc un écueil majeur de 'approche patient par patient sur modele non-simplifié. Par
ailleurs, l'intéret de ’approche populationnelle a été démontré dans le cas des modeles
simplifiés, a la fois pour surmonter les problemes d’identifiabilité et pour améliorer 1’esti-
mation des parametres de population. Il parait donc naturel de chercher a estimer, dans
un cadre populationnel, les parametres biologiques sur un modele non-simplifié. Pour le
moment, seules des approches Bayésiennes (voir section 2.2.2) ont été proposées (Putter
et al., 2002 ; Han et Chaloner, 2004, Banks et al., 2005; Wu et al., 2005 ; Huang et Wu,
2006 ; Huang et al., 2006). Nous revenons plus en détail sur la méthodologie de I’approche

Bayésienne dans le chapitre 2.
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1.4 Conclusion

Cette introduction a permis de montrer ’apport des modeles explicatifs. Dans ’analyse
d’essais cliniques, ces derniers peuvent fournir une estimation in vivo de efficacité des
traitements et, de facon plus générale, ils peuvent attester de la pertinence d’hypotheses
biologiques ou encore quantifier des dynamiques biologiques.

La grande majorité des modeles explicatifs présentés dans la littérature sont des modeles
simplifiés, c’est a dire des modeles dans lesquels le modele biomathématique basé sur
un systeme ODE a été simplifié et linéarisé pour obtenir une équation explicite de la
charge virale. Ces modeles simplifiés présentent cependant I'inconvénient de ne pas décrire
Iinfection dans son ensemble. Il est donc nécessaire de développer la modélisation et
I'inférence sur des modeles explicatifs non-simplifiés mais les difficultés numériques rendent
cette approche particulierement compliquée.

Enfin, quel que soit le modele retenu, simplifié ou non, I'utilisation de méthodes d’inférence
adaptées s'imposent pour I’estimation des parametres. Ces méthodes rentrent dans le cadre

de l'inférence dans les modeéles non-linéaires & effets mixtes.



Chapitre 2

Estimation dans les modeles

non-linéaires a effets mixtes

Le chapitre 1 a conclu sur I'importance d’'une modélisation populationnelle de la dy-
namique virale sur des modeles non simplifiés. Afin de comprendre et de justifier les choix
qui nous ont menés a proposer une méthode originale d’estimation des parametres de ces
modeles au chapitre 4, nous proposons ici une revue des principales méthodes d’inférence
dans les modeles non-linéaires a effets mixtes. Cet “état de ’art” n’a pas prétention a étre
exhaustif ; I'objectif de ce travail étant la modélisation de la dynamique virale, certaines
des hypotheses générales sur les modeles non-linéaires a effets mixtes ne sont pas discu-
tées ici et nous renvoyons dans ce cas le lecteur aux ouvrages de Davidian et Giltinian
(1995) et Pinheiro et Bates (2000), ainsi qu’a Pillai et al. (2005) qui proposent un apergu

historique de la naissance et de I’évolution des modeles non-linéaires a effets mixtes.

2.1 Introduction

Nous avons déja introduit au cours du chapitre précédent des exemples de modeles
non-linéaires. Tentons de définir ces modeles de fagon plus générale.
On appelle “modele non-linéaire” un modele dans lequel la fonction reliant les parametres
du modele aux observations est non-linéaire. Dans le cadre du VIH, la fonction f, non-
linéaire en les parametres S(i), déterminent les observations y;j,, (comme dans (1.6) et

. . ette moaelisation €s articulierement adaptee aux modeles 'mechanistigues ™ ou
1.7)). Cette modélisati t particuli¢ t adapté deles “méchanistiques”
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“explicatifs” c’est a dire des modeles dans lesquels on connait (ou tout du moins on sup-
pose connaitre) le mécanisme produisant la réponse observée. Notons qu’une fonction
non-linéaire pourrait étre approximée par un modele linéaire polynomial : I'intérét d’une
modélisation non-linéaire par rapport a une telle approximation est tres claire puisque,
d’une part, elle obéit au principe de parcimonie (en diminuant le nombre de parametres
du modele) et, d’autre part, les parametres du modele non-linéaire ont une interprétation
biologique, ce qui leur confere une capacité explicative que n’ont pas ceux des modeles
polynomiaux.

Le terme “effets mixtes” renvoie pour sa part au fait que certaines observations issues de
la méme entité (par exemple les données d’'un méme patient) partagent des caractéris-
tiques communes, c’est a dire, en termes statistiques, des parametres communs. De plus,
la valeur de ce parametre peut varier entre les différentes entités considérées. Ces varia-
tions “inter-sujets” peuvent étre en partie expliquées par certaines covariables : le sexe,
I’age ou la molécule de traitement administrée par exemple. Cependant, ces covariables
ne suffisent pas toujours a expliquer toute la différence observée sur un parametre donné
entre les sujets : cette part aléatoire peut étre considérée, comme classiquement en statis-
tique, comme un manque de connaissances biologiques (I'oubli de facteurs de risque par
exemple) ou comme la part d’aléatoire irréductible. Sheiner et al. (1972) ont proposé en
conséquence de considérer, dans un cadre non linéaire, le parametre en question comme
la réalisation d’une variable aléatoire ayant une distribution connue. Nous considérerons
dans ce chapitre uniquement des effets aléatoires Gaussiens comme c’est le cas dans les
équations (1.8)-(1.10), bien que certains auteurs aient proposé des modélisations non para-
métriques des distributions des effets aléatoires (Mallet, 1986). Les effets mixtes conferent
une souplesse au modele, puisqu’ils permettent a chaque entité d’avoir une valeur de pa-
rametre qui lui soit propre, tout en posant un lien entre les différentes valeurs prises par
ce parametre entre les entités en question.

Comme 'ont résumé Davidian et Giltinan (2003), les objectifs d'un modele non-linéaires
a effets mixtes sont donc de comprendre le comportement “typique” d’un processus décrit
par une fonction (non-linéaire) de parametres d’intérét, de “capturer” le role de covariables
dans la distribution d’'un parametre, c’est a dire leurs influences dans la dynamique en

question, et enfin d’augmenter, grace a l’aspect explicatif, les capacités prédictives.
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Notations

Dans le cadre de la modélisation de la dynamique virale, nous considérons un échan-
tillon de n patients indépendants. Le mécanisme reliant les observations aux parametres
biologiques est expliqué tout au long de la section 1.3 et est modélisé par des fonctions
non-linéaires g,,. Pour chaque individu, le modele biologique est défini par un vecteur de
parameétres inconnus de dimension p, notés €9 et redimensionnés é(i). Le modele statis-

tique pour les observations est une extension du modele (1.10) :

ijm = Gon( X (tijn € )) + ijm 2.1)

£ = ot 27 B+ wPo®, 1<y |
ou les ¢; sont les intercepts du [-eéme parametre biologique él(i), zl(i) et 'wl(i) (" pour la
transposée) sont les vecteurs des variables explicatives associées respectivement aux effets
fixes et aléatoires de él(l) B est le vecteur des coefficients de régression associés aux effets
fixes. En outre b® ~ A(0,%), ott b(® est le vecteur individuel des effets aléatoires de
dimension ¢. De plus, comme il est fait classiquement, on suppose b®|z(® I €;z®,
ou z(® = (zl(i))lzl,,_,p. Soit A = (ayy)r<pr<, la matrice triangulaire inférieure de termes
diagonaux positifs telle que AA" = 3 (décomposition de Cholesky). On peut écrire b(*) =
Au® avec u® ~ N(0,1,). Notons ¢ = (¢)i=1..p, B = (B)i=1,.p, & = (o) m=1..01 €t
0 = (¢,8,A,0) avec dim(0) = s. Soit p(ys|z®P,u®; ¢, 3, A, o) la vraisemblance de

Iindividu 7 sachant les effets aléatoires u(® et les covariables z(®. On peut écrire ! :

p(yz|z(1)7 u('L)a ¢7 /Ba Aa o

exp | —=
Om

1 (Y;Jm — G (X (Lijm, E(Z)») 2 (2.2)
: :

1
=117

On en déduit la contribution marginale de I'individu ¢ a la vraisemblance observée, en

notant ¢ la densité de la loi normale standard de dimension q :

Pyl =D b, B, A, o) = / ()

UECRY jl_m[ omV 2T

exp |—=
Um

2011\ 2
1 1 <Y;]m - gm(X(tijnME )))
2

La vraisemblance observée sur I’échantillon p(y|z; 0) ainsi que la logvraisemblance L(y; @)

Nous proposons au chapitre 3 une modification de (2.2) dans le cas ou certaines données sont censu-

rées.
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sont déduites par indépendance entre les patients :

p(ylz: 0) = [ [p(yil2?; 0)
' (2.4)
L(y;0) = > L(y;:0) = 3 In [p(yil=1; 0)]

L’estimateur du maximum de vraisemblance est : @y = ArgmazL(y; 6).

Ocrs
Soit Z;(6) la Matrice d'Information de Fisher (FIM) individuelle Z(0) la FIM sur tout

I’échantillon. Pour simplifier les notations, supposons qu’il n’y a pas de variables expli-
catives dans le modele (la généralisation a l'existence de z(® ne pose pas de difficultés
théoriques). On a :

7.(0) = E, (—%) 17(6) = E, (—%) (2.5)

Soit H la Hessienne de la log-vraisemblance L(y; 0) :

~ 9°L(y;0)

H(6) = o (26)

ctona 1H (Oav) = —Z7;(0*) (borne de Rao). Sous réserve de régularité et d’identi-
fiabilité du modele, I'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement
distribué selon une loi normale, d’espérance 8* et de matrice de variance-covariance
(6%t . /n <éEMV — 9*) = N(0,Z;(6*)7'). La Hessienne au maximum de vraisem-
blance fournit donc un estimateur de la matrice de variance-covariance des parametres
estimés. Pris marginalement, ses éléments fournissent une estimation de la variance des

parametres estimés.

Problématique

Dans les modeles paramétriques la méthode standard pour estimer les parametres est
celle du maximum de vraisemblance. Dans le cas des modeles non-linéaires a effets mixtes,
le calcul de cette vraisemblance est difficile, puisqu’il requiert le calcul numérique de n
intégrales de dimension ¢ sans expression analytique comme dans (2.3). Un moyen d’évi-
ter ces calculs difficiles est de “remonter” des parametres estimés patient par patient aux
parametres de population (voir section 1.3.3). Toutefois, cette approche, en plus de la sur-

estimation de la variabilité inter-sujets qu’elle fournit, n’est applicable que si 'on dispose
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d’une information importante pour chaque sujet. Dans le cas contraire, les parametres de
certains sujets ne peuvent étre estimés, créant un biais de sélection.
Nous discuterons ici trois types d’approche pour l'inférence completement population-
nelle :
— Maximisation indirecte de la vraisemblance, c’est a dire ne nécessitant pas le calcul
de la vraisemblance.
— Méthodes bayésiennes dont 1’objectif n’est plus de maximiser un critere, mais de
trouver la distribution de la loi a posteriori des parametres sachant les données.

— Maximisation directe de la vraisemblance ou d’une approximation de celle-ci.

2.2 Inférence

2.2.1 Maximisation indirecte de la vraisemblance
Les algorithmes Expectation-Maximization (EM) et dérivés

I1 est possible de maximiser (2.4) sans passer par son calcul explicite, afin d’éviter le

maniement numérique d’intégrales. En particulier, si ’on pose :

Q(016x) = E [log(p(y, u|2; 0)|y; )] (2.7)

on peut montrer assez facilement (en invoquant 'inégalité de Jensen) que si 6 est tel que
Q(0]0r) > Q(01|0y) alors L(y ;60;) > L(y;0). Cette propriété de monotonie est la base

de l'algorithme itératif suivant proposé par Dempster et al. (1977) :

1 On dispose a l'itération courante k d’une estimation @, des parametres. On peut

donc en déduire Q)(0|60y) pour tout 8 (phase E)
2 On maximise Q(6|6y) et on en déduit Oy, (phase M)

Dempster et al. (1977), Wu (1983) et enfin Delyon et al. (1999) ont démontré sous des
hypotheses de plus en plus générales que la suite des parametres 6, convergeait vers un
extremum de la vraisemblance. Historiquement, 'intérét de I’approche EM vient du fait
qu’on dispose souvent d’une expression de Q(0|0) plus simple & maximiser que la fonc-
tion de vraisemblance. Toutefois, plusieurs critiques ont été faites a cet algorithme : de

facon générale, les criteres de convergence sont essentiellement empiriques, c¢’est a dire que
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I'utilisateur s’arréte au bout d’un nombre d’itérations fixé a ’avance, ou alors lorsqu’on
semble atteindre une certaine stabilité dans I’évolution des parametres. Dans ce cas, un
critere courant est de prendre |6y — 0| < € (Fletcher, 2000). Cela peut constituer un point
faible de ces approches, car il existe une part d’arbitraire non nécessairement maitrisée
dans la valeur finale retenue pour les parametres. Lié a ce probleme, de nombreux auteurs
font état d’'un nombre d’itérations nécessaires tres important pour arriver a convergence.
En outre, la phase “M” n’est pas forcément explicite et le passage par un algorithme de
maximisation allonge les temps de calcul. Enfin, dans le cas des modeles non-linéaires,
on ne connait qu’a une constante pres la loi conditionnelle p(u|y, z;0;) des effets aléa-
toires sachant les données. Ce probléeme peut étre en partie surmonté grace aux méthodes
MCMC, en particulier via I'algorithme d’Hastings-Metropolis (Hastings, 1970), qui per-
met de simuler assez facilement la loi p(u|y, z;0%) a partir de celles de p(y, u|z;0y) et
p(u; 0;). On tire ensuite un nombre T de réalisations u® de cette loi, et on obtient une
approximation par Monte-Carlo de Q(6|6)) (Wei et Tanner, 1990) :

Q(016y) = Zlog p(y, ut|z; 6;)) (2.8)

t<T

Ce passage par les simulations MCMC pour la phase E constitue la classe générale des
algorithmes MCEM. Toutefois, il va sans dire que sous sa forme de départ, cet algorithme
est peu compétitif en temps de calcul, puisque chaque phase E est cotiteuse et présente
des risques d’instabilité si T" est faible.

Les derniers développements autour des algorithmes EM n’ont plus pour objectif un calcul
exact des phases E et M. La plupart des auteurs se focalisent en effet sur des méthodes
astucieuses permettant d’obtenir des approximations raisonnables de chaque phase ; I'idée
étant de proposer des itérations moins précises mais beaucoup plus rapides. L’utilisa-
tion de la théorie des approximations stochastiques (Robbins et Monroe, 1951) a permis
d’améliorer considérablement la vitesse de 'EM : Delyon et al. (1999) proposent une ap-
proximation stochastique de Q(0]0}) ne nécessitant la simulation que de m (avec m petit,
pouvant étre égal a un) réalisations de p(uly, z; 0y) (vs T dans I’équation (2.8)), réduisant
significativement le temps de calcul de la phase E. Toutefois, cette approche requiert de
connaitre p(uly, z; 0;). C’est pourquoi Kuhn et Lavielle (2005) couplent cette approche
avec une étape MCMC (ne nécessitant que quelques itérations de la chaine) pour simuler

la loi p(uly, z;0}) lorsque celle ci n’a pas d’écriture explicite. Enfin, ces mémes auteurs,
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complétés par la suite par les travaux de Samson et al. (2006) montrent que cette ap-
proche stochastique permet d’obtenir in fine une approximation robuste de L, ainsi que
de Z(0), la matrice d’information de Fisher, donnant ainsi, a convergence, une estimation

des variances des parametres estimés.

Les algorithmes Monte-Carlo Newton-Raphson (MCNR)

Les algorithmes MCNR proposent eux aussi de maximiser la vraisemblance sans re-
courir a un calcul explicite de cette derniere. En introduisant les formules de Louis (1982)

(qu’on utilise aussi dans 'EM) :

U0, = E {8109(19(%:;% )y 0k:|
2lo ulz: 0 ulz; (2.9)
0y - 8 [P0z 0) ]y [tz

McCulloch (1997) notamment propose d’estimer (2.9) par MCMC ; une fois U et H calcu-
lés, on peut appliquer 'algorithme de Newton-Raphson (voir (2.24)). Au final, le MCNR
et le MCEM reposent sur les mémes principes. Par exemple, Lange (1995) suggere de com-
biner le MCEM avec une itération de gradient lors de la phase M, et le MCEM devient
dans ce cas équivalent au MCNR. Enfin, les approximations stochastiques ont aussi été
appliquées dans les algorithmes NR. Gu et Kong (1998) présentent un algorithme SANR
ou U et H sont calculés par approximation stochastique de (2.9). Notons que d’autres
méthodes basées sur des approches stochastiques existent (Concordet et Nunez, 2002 ;
Bauer et Guzy, 2004)

Ces algorithmes ne nécessitent donc pas en théorie le calcul explicite de la vraisemblance
pour converger vers Opay. De plus, comme dans le SAEM, ces approches stochastiques
doivent permettre d’étre plus robuste a l’existence d’extrema locaux de la vraisemblance.
Toutefois, a notre connaissance, ces algorithmes ont été testés sur des modeles assez
simples. Enfin, I'approximation quadratique requise dans le NR n’est pas toujours va-
lable, et les incréments proposés peuvent donc ne pas étre pertinents : ne pas disposer
d’estimation de la vraisemblance pour corriger le cas échéant une progression non optimale

de I'algorithme parait donc étre un point faible des approches SANR.
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2.2.2 Paradigme Bayésien

Comme l'ont rappelé Davidian et Giltinian (1995), le principal obstacle au dévelop-
pement des approches Bayesiennes a longtemps été la dimension des intégrales qu’il est
nécessaire de calculer. Cependant, le développement des méthodes MCMC ainsi que la
puissance croissante des machines de calcul a permis de surmonter en partie cette dif-
ficulté et I'approche Bayésienne est devenue de plus en plus populaire dans les modeles
non-linéaires a effets mixtes, d’autant plus qu’elle apparait comme une extension natu-
relle de la modélisation hiérarchique des modeles non-linéaires a effets mixtes (Wakefield,
1996). Cette approche ne peut étre directement comparée en termes algorithmiques avec
les méthodes fréquentistes, car 'approche Bayésienne est régie par un autre paradigme :
on postule qu’il existe une loi 7(@) sur les parametres d’intérets 6, appelée loi a priori.

L’objectif est d’estimer la loi a posteriori p(0|y, z) :

p(8ly, z) o< 7(0)p(y|2: 6) (2.10)

La loi (2.10) n’est connue qu’a une constante de normalisation pres mais peut étre si-
mulée par des méthodes MCMC (algorithmes de Hastings-Metropolis ou échantillonneur
de Gibbs en particulier). L’approche bayésienne est jusqu’a maintenant la seul proposée
dans les modeles de dynamique virale non-simplifiés (Putter et al., 2002 ; Han et Chalo-
ner, 2004 ; Banks et al., 2005; Wu et al., 2005 ; Huang et Wu, 2006 ; Huang et al., 2006).
Sa pertinence est d’autant plus grande que, comme nous l'avons dit, les parametres des
modeles non-linéaires représentent souvent des grandeurs physiques ou biologiques (voir
section 2.1), pour lesquels la littérature peut fournir un ordre de grandeur, qui peut ainsi
étre intégré comme une information a priori. D’autre part, nous verrons dans la sec-
tion 2.3 qu’il est fréquent dans les modeles non-linéaires de ne pas pouvoir identifier tous
les parametres, mais seulement un sous-ensemble. Dans ce cas, 1'utilisation de méthodes
Bayésiennes permet de conférer une meilleure souplesse au modele : au lieu de fixer ces
parametres a une valeur arbitraire (approche fréquentiste), il est plus judicieux de les

introduire avec un tres fort a priori.
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2.2.3 Maximisation directe de la vraisemblance
Approximation de la vraisemblance

Plusieurs méthodes ont été proposées pour approximer L(y;; @) et passer outre le calcul
d’intégrales de dimension q.

La méthode “First Order” (Beal et Sheiner, 1982), qui est 'une des plus populaires,
repose sur une linéarisation de g, (X (tijm,é(i))) autour de l'espérance marginale de b(®)
(=0). Pour simplifier les écritures, supposons que M = 1. Notons 5{3 =@ —|—zl(i)l,3[ et J@
la jacobienne de g évaluée en 5}3, d’élément courant jl(li,) = 0g(X (til/,é(()i))) / 857). Enfin,

W@ est la matrice de taille gxp, formée des p vecteurs colonnes 'wl(i). On a:
yi =~ g(ti, &) + WOHITObO ¢, (2.11)

ot y; est gaussienne avec E(y;]|2®) = g(X (¢, éél))) et V(y;|z®) = JO'WO'sW g6 4
021I,.. Ainsi se ramene-t-on & un modele linéaire mixte dans lequel la vraisemblance a une

forme explicite :

—21og(p(y:|2?;0)) = log [det(V(y;| 2@))| +(y:—E(yi|2D)) 'V (5i| 2) 7 (i —E(ys] 2?))
(2.12)

Les limites de cette approximation sont intuitives : en supposant que E(y;|z®) = g(X (¢, ééi))),

FO fait “comme si” la trajectoire moyenne correspondait a la moyenne des trajectoires, ce

qui par définition n’est pas vrai dans un modele non-linéaire !

C’est pourquoi Lindstrom et Bates (1990) puis Beal et Sheiner (1992) ont proposé un raf-

finement de cette approche via I'algorithme “First Order Conditional-Estimate” (FOCE) :

la linéarisation de gy, (X (tijm., é(i))) n’est plus autour de 'espérance des b(¥ | mais autour

du mode a posteriori (c’est a dire sachant les données et les parametres), noté I;(i)(O)

défini par :

i)(i)(ﬂ) = B(i)((b,ﬁ, A, o) = argmax { > ﬁ [(%g - g(X(tij,é(i)(b)]Q + b/E_lb}

beRq Jj<n;
=(i i)’ i)’
&) = o1+ 2" B+ w b
(2.13)
En notant cette fois fl(lo) = ¢+ zl(i)/ﬁl + wl(i)/i)(l) et J® la jacobienne de g évaluée cette

fois en él(zg, on peut développer g autour de B(l) :

> (i)

yi~ g(ti &) + WOTO O —5) 4 ¢; (2.14)
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et y; est encore gaussienne avec E(y;|z®) = g(ti,ééi)) WO gOp? o V(ys|z®) =
JO'WO'sWw® g6 4 02I,,. On en déduit 'expression de la vraisemblance approximée
au point 8 = (¢,3,A,0) :

—2log(p(yi|2®; 0)) = log [det(V(ys|z )| +(yi—E(ys|2?)) V(ys|2®) 7 (g~ E(y: 2?))

(2.15)

Chaque itération lors de la maximisation de la vraisemblance se décompose donc en :

i) a 0y, fixé, trouver le maximum B(i)(ek) dans (2.13) ; ii) maximiser par Newton-Raphson

(NR) la log-vraisemblance approchée (2.15). FO et FOCE sont implémentés dans les

logiciels d’estimations classiques, a savoir SAS, NONMEM, S-PLUS, R, sous condition

qu’on dispose d'une expression explicite de g,,, ce qui n’est pas le cas dans les modeles
définis par un systeme ODE non-linéaire.

Wolfinger (1993) propose une approximation tres proche de (2.14). Celle-ci est basée sur

I’approximation de Laplace :
(4) () ~ q/2 07712 7 (0)
Cxexp [—1;(dD)] db® ~ C « (2m)"* det |1/ (b exp |l;(b ") (2.16)

ot b est estimée dans (2.13) et

2 i (6D) = & [ys — (X (4, E7)] [3 — 9(X (8, €7))] + 55160

_ 1 1
— g-"i(27r)ni/2 * (QW)G/Q\/det(E) (217)
det [12(6"] = det (V(yif2))
On en déduit une approximation de la vraisemblance
—21og(p(ys]|2®; 0)) ~ — 21log(C) — qlog(27) + log [det (V(yi‘z(i)))] B 2li(3(i)) o
2.18

=n, log(2m) + n; log(c) + log [det (V(y;|2®))] — 21,-(6@))

(2.16)-(2.18) peuvent étre reparamétrisés en fonction de u® et a® (on rappelle que par
construction I;(Z) = A4 ot A est la décomposée de Cholesky de X). Dans ce cas, on

obtient :
— 210g(p(yil 29; 0)) = i log(2) + nilog(o) + log |1 (] — 21,(a”)

20 (w®) = 7 [~ 9 (X (10 E7)] [~ 90X 8.7)] + u®'u®

(2.19)
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Notons que si la loi jointe du couple (y;, b®) suit une loi (log)-normale en b® alors
I’approximation de Laplace est exacte.

De facon plus générale, les méthodes d’approximation de la vraisemblance sont devenues
populaires en raison de la facilité de leur implémentation et du faible cott en terme de
temps de calcul. Cependant, comme ces approches reposent sur une approximation de la
vraisemblance, rien n’assure que les estimateurs fournis aient les propriétés de I’estimateur

du maximum de vraisemblance.

Limite de ces approches

Tout d’abord, Mandema (1995) a montré que 'approche FO peut fournir des estima-
tions biaisées des parametres, d’autant plus larges que les variations inter-individus sont
importantes (Ge et al., 2004). De méme, les estimateurs fournis par FOCE et Laplace
ne sont consistents que si le nombre total de sujets et le nombre d’observations par sujet
augmentent (Vonesh, 1996) : 'asymptotique doit étre réalisé a la fois sur n et sur min(n;).
En outre, Ding et Wu (2001), Panhard et Mentré (2005), Wahlby et al. (2001), Wu et Wu
(2002) et Comets et Mentré (2001) ont montré par simulation une inflation des erreurs
de type I des tests de Wald et du rapport de vraisemblance dans les approches FO et
FOCE. L’utilisation de ces approches pour la sélection de modele notamment est donc
discutable. L’approximation de Laplace est cependant un degré de complexité au-dessus
de FOCE et est connue pour présenter de bons résultats puisqu’on se sert a la fois du
mode a posteriori pour centrer l'intégrale et de la courbure de la vraisemblance en ce
point pour redimensionner celle-ci. Notons qu’il existe des raffinements de cette approche,
qui proposent notamment de poursuivre (2.16) a un ordre plus élevé. Si la vraisemblance
est mieux approximée, les problemes de biais subsistent (Raudenbush et al., 2000).
Cette méthode illustre les nouveaux développements, permis notamment par ’accroisse-
ment de la puissance de calcul des ordinateurs, qui tendent a chercher une approximation
de plus en plus précise de la vraisemblance. Dans ce cadre, la méthode des quadratures

Gaussiennes est 'une des plus utilisées.
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Calcul “exact” de la vraisemblance
Quadratures Gaussiennes

Supposons que 'on souhaite calculer I'intégrale univariée de la forme [ f(u)w(u)du.

Le principe général d’une quadrature est de discrétiser 'intégrale :

Nag

[ st = 3 fa)uts (220)

j=1

On définit ainsi une suite de taille Ngg (I'ordre de la quadrature) de points z; (appelés
noeuds) associés a un poids w(x;). Cette suite {x;, w(x;)} dépend du noyau w et du
domaine d’intégration. En particulier, la regle de quadrature de Gauss-Hermite (2.21)
définit une suite optimale au sens de la précision obtenue en fonction de Ngqg pour le calcul
sur R avec w = exp(—u?) (noyau Gaussien). Les noeuds de la quadrature correspondent
aux zéros des polynomes de Gauss-Hermite de degré Ngg. Ces polynomes sont issus des

dérivations successives de exp(—u?) :

I(2u)Nee =2

NGiQ
P, o! 2.21
NGQ Z NGQ . 2]) ( )

Ainsi, si la fonction f est un polynome de degre inférieur a 2 * Ngg — 1, 'approximation

est exacte. De méme, si f est la densité d’une loi normale standard, I'approximation est
d’autant meilleure que Ngg augmente. Les valeurs numériques de la suite {z;, w(z;)} en
fonction de 'ordre de la quadrature sont référencées dans des tables (Abramowitz et Ste-
gun, 1964). La table Table 2.1 donne les valeurs prises par la suite pour quatre premiers
ordres. Pour exemple, ’approximation de ’espérance d’une loi normale centrée réduite
avec Ngo = 11 donne 3,4.107'7 et la variance de cette méme loi est exactement égale
1.

Toutefois, le calcul de la vraisemblance par quadratures Gaussiennes produit de mauvaises
estimations (Pinheiro et Bates, 1995). En effet, la répartition des poids et des points de
discrétisation ne tiennent pas compte de la nature de 'intégrant, c’est a dire de I'intervalle
ou ce dernier prend l'essentiel de ses valeurs. Dans les calculs d’intégrales par MCMC,
il est connu que I'échantillonnage préférentiel donne de biens meilleurs résultats que les
algorithmes de Monte-Carlo déterministes (Evans et Swartz, 2000). Les quadratures Gaus-
siennes adaptatives ont donc été développées dans le méme esprit, en se concentrant la

ou l'intégrant prend ses valeurs.
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Tab. 2.1 : Noeuds et poids dans la quadrature de Gauss-Hermite

Neco noeuds poids
1 0 N
2 +1/2v/2 1/2/7
3 0 2/3\/m
+1/2V/6 1/6y/7
4 2/B-vE)2 VA [43-V6)
(3+V6)/2 7/ [4(3 + V6)]

Quadratures Gaussiennes adaptatives

Comme noté par Pinheiro et Bates (2000), cette approche peut étre vue comme une
version déterministe de 1’échantillonnage d’importance. Genz et Kass (1997) soulignent
d’autre part que cette approche devrait étre plus efficace que 1’échantillonnage d’impor-
tance pour des intégrales de faible dimension (inférieure a 4 ou 5). Les formules de quadra-
tures Gaussiennes adaptatives ont été développées par Liu et Pierce (1994) en dimension
1, et par Pinheiro et Bates (2000) en multi-dimensionnel. Nous y reviendrons plus en
détails dans le chapitre suivant, contentons nous pour le moment de donner le type de
transformation nécessaire dans le cas de la dimension 1. Si I'on souhaite calculer une

intégrale de la forme :
I = / Fu)e ™ du (2.22)
R

alors, avec les approximations ci-dessous, on a :

D= ¢—§§—; {log [ (u) exp(~u2)]},_, (2.23)
ff + @) exp (5%2) exp [—u?(1 — D7?)] exp (—u?) du

Ainsi, si I est approximée au premier ordre (donc en u = 0), on obtient [ = %ﬁ
et, en redimensionnant de fagon adéquate, on retombe sur I'approximation (2.19) : I'ap-
proximation de Laplace correspond a une quadrature Gaussienne adaptative au premier
ordre.

L’extension des quadratures Gaussiennes adaptatives au domaine multivarié est présenté

au chapitre suivant. Pinheiro et Bates (2000) montrent que la structure particuliere des



Chapitre 2 : Estimation dans les modéles non-linéaires a effets mixtes 44

modeles non-linéaires a effets mixtes permet de se ramener a une suite d’intégrales de
dimension un. Les quadratures Gaussiennes adaptatives permettent ainsi un calcul aussi
précis que souhaité de la fonction de vraisemblance. Par contre, elles ont pour principal in-
convénient leur lenteur, puisqu’a chaque itération il faut calculer u et D, puis calculer NgQ
valeurs de l'intégrant. Notons toutefois que le temps de calcul nécessaire a I'adaptation est
négligeable devant le gain de précision fourni (Lesaffre et Spiessens, 2001). D’autre part,
les quadratures sont beaucoup plus robustes que les approximations de Laplace (Clark-
son et Zhan, 2002) et plus stables que le calcul de la vraisemblance par échantillonnage
préférentiel (Kuonen, 2003). 11 est difficile de fournir une discussion sur le nombre de
noeuds nécessaires a une bonne approximation, car cela est extrémement dépendant du
modele, des données etc...En général, on considere que Ngg = 5 permet déja une bonne
approximation. Clarkson et Zhan (2002) montrent dans un modele logistique a effets aléa-
toires, que les résultats fournis sont robustes avec Ngg = 15. Toutefois, si Ngg = 5 et
q = 5, le nombre d’évaluations de la fonction est déja égal a 5° = 3125, ce qui consti-
tue une limite numérique de cette approche, appelée aussi “fiéau de la dimension”. Enfin,
si les quadratures adaptatives semblent bien marcher dans de nombreuses applications,
leur comportement numérique n’est pas bien connu lorsque la variabilité inter-sujets est

importante.

Algorithme de maximisation

Une fois choisie la méthode de calcul de la vraisemblance (approximation ou “exacte”),
il reste a la coupler avec un algorithme de maximisation. Le choix naturel se porte sur
'algorithme de Newton-Raphson (NR) qui cherche un maximum (au moins local) de la

log-vraisemblance L(y; @) via le schéma itératif suivant :
Opi1 =0, — H ' (0,)U(6y) (2.24)

ou U et H sont respectivement le score et la hessienne de L(y ;0y). La force principale
de NR est son efficacité : si Hest lipschitzienne, NR converge en vitesse quadratique
vers 'extremum local quelle que soit la valeur initiale prise dans le domaine d’attraction.

Ainsi, si 6, n’est “pas trop loin” du maximum de vraisemblance, on a asymptotiquement
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la propriété suivante :
161 — Oyl = O <||9k - éEMsz> (2.25)

ou ||.|| désigne la norme euclidienne.

Le plus fréquemment U et H sont calculés par différences finies :

_L(y;0+d@) — L(y; 0 — do)
U) = 2% d0 (2.26)

L(y;0 + d0 + d6') — L(y; 0 + dO) — L(y; 0 + d6’ + L(y; 0)
H(6) = 4646’

Amélioration par des approches de type-Newton

Les itérations basées sur (2.24) requiert que H soit inversible ce qui peut ne pas
étre le cas, en particulier quand on se situe loin du maximum. L’algorithme de Marquardt
(Marquardt, 1963 ; Fletcher, 2000) modifie (2.24) en augmentant si nécessaire la diagonale

de H afin d’obtenir par construction une matrice systématiquement définie positive :
H" =H+vxl, (2.27)

ol v est une valeur qui s’adapte au cours des itérations. Si le modele est identifiable,
v tend vers 0 quand 6 tend Opayv. Afin d’augmenter la rapidité de Newton-Raphson,
certains auteurs (Hedeker et Gibbons, 1994 ; Clarkson et Zhan, 2002; Bortz et Nelson,
2006) ont proposé de ne pas calculer la hessienne H et de la remplacer par une expression

ne dépendant que du score :

H=) U u" (2.28)

i=1
Bien calculer les scores U et la Hessienne H est difficile : si I’on choisit une approximation
trop grossicre de la vraisemblance type (2.12)-(2.15)-(2.18), ces derniers peuvent étre
mal calculés ou étre tres instables, puisque ce sont des approximations d’approximations.
Ainsi est-on confronté a deux difficultés : i) maximiser une vraisemblance mal calculée
a cause des approximations faites sur p(y|z; 0) et ne pas pouvoir utiliser les propriétés
statistiques du maximum de vraisemblance (voir plus haut) ; ii) ne pas réussir a maximiser
la vraisemblance, en raison d’extrema locaux ou de l'instabilité des calculs de dérivées.
Ce dernier point rend la plupart des algorithmes implémentés peu maniables dans les

problemes compliqués, notamment lorsque le modele biologique est défini par un systeme
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d’équations différentielles ordinaires. Réciproquement, si ’on choisit un calcul précis de
la vraisemblance, comme les quadratures gaussiennes adaptatives, les calculs de U et H
rendent cette approche non compétitive en termes de temps de calcul et la question de

l'instabilité de (2.26) n’est pas forcément résolue.

2.2.4 Conclusion sur 'inférence

De nombreux auteurs rappellent les limites de ’approche bayésienne : malgré I’amé-
lioration des méthodes MCMC, les calculs restent tres lourds ce qui rend son utilisation
dans des modeles compliqués délicate (Genz et Keister, 1996 ; Kuonen, 2003). De plus,
les criteres de convergence et de sélection de modeles/variables ne sont pas bien définis et
restent essentiellement empiriques.

Le choix entre les différentes méthodes fréquentistes dépend de nombreux criteres : biais,
précision, efficacité, temps de calcul. Ceux-ci dépendent eux mémes du contexte de 1’ap-
plication : degré de non-linéarité du modele, nombre d’effets aléatoires, importance de la
dispersion inter-individus. Mentré et Girard (2005) ont proposé un test de comparaison en
aveugle des principales méthodes fréquentistes sur un modele de pharmococinétique avec
trois effets aléatoires. Chaque participant recevait cent jeux de données de cent patients
(avec des points de départ plausible pour les effets fixes) et les critéres de comparaison
étaient le biais et I'erreur de moindre carré (RMSE). Ce travail a confirmé que les méthodes
basées sur une approximation de la vraisemblance étaient rapides en termes de temps de
calcul mais fournissaient des estimations biaisées, peu précises en terme de RMSE et pou-
vaient connaitre des difficultés de convergence. En outre, plusieurs articles ont montré
que ces méthodes donnent de mauvaises estimations de la log-vraisemblance ainsi que des
intervalles de confiance estimées, rendant difficiles 'utilisation des tests classiques (Wald,
Rapport de Vraisemblance) de sélection de modeles et de covariables. Les méthodes basées
sur des approximations stochastiques (comme le SAEM) ont fournit quant a elles de bons
résultats. Ce résultat va dans le sens des études de Kuhn et Lavielle (2005) et Concordet
et Nunez (2002) sur lefficacité de leurs approches par rapport a 'EM et aux approches
basées sur des approximations de la vraisemblance..

La méthode de quadrature Gaussienne adaptative utilisée dans Mentré et Girard (2005)

était celle implémentée dans la PROC NLMIXED de SAS avec Ngq = 3. Cette approche



2.3 : Etude de l'identifiabilité 47

a fourni des résultats comparables a celles des meilleures approches stochastiques : un peu
moins bons que les approches stochastiques en termes de précision, mais assez bons en
temps de calcul. Toutefois, si le probleme des temps de calcul est crucial pour ’application
de ces méthodes, il est difficile de comparer formellement les approches entre elles car les
machines ne sont pas les mémes (et leur puissance n’est pas directement proportionnelle
a leurs fréquences) et certains programmes présentent l'avantage substantiel d’étre des
versions compilées.

L’étude des méthodes d’estimation suppose que soit acquise au préalable I'identifiabilité
d’abord théorique mais aussi pratique du modele étudié. Dans les modeles non-linéaires a

effets mixtes, cette derniere est difficile a établir.

2.3 Etude de l’identifiabilité

La question de l'identifiabilité des parametres d’'un modele est une question a deux
niveaux : on distingue souvent l'identifiabilité théorique, qui est un probleme mathéma-
tique, de l'identifiabilité pratique, qui est un probleme statistique. Petersen et al. (2001)
explique la différence entre les deux concepts : “L’identifiabilité théorique est basée sur
la structure du modeéle et le type de données disponibles, et donne une indication de la
quantité maximale d’information qu’on peut espérer obtenir d’une expérience théorique.
L’identifiabilité pratique au contraire dépend non seulement de la structure du modéle,
mais est aussi reliée aux conditions expérimentales”. Ainsi I'identifiabilité théorique est
elle notamment basée sur une hypothese d’observation parfaite, sans erreur de mesure.
Rothenberg (1971) a définit Iidentifiabilité théorique dans un modele statistique de ma-
niere plus formelle :

Soit l’observation d’une variable aléatoire Y de densité p(y;0), 0 € A, A = V(0) un
voisinage de 6. Un point Oy est identifiable si il n’existe pas d’autre point dans A qui
soit observationnellement équivalent, c’est a dire pour lequel p(y; @) = p(y; Og) pour tout
y € R™. Rothenberg (1971) montre sous certaines hypotheses de régularité que l'identifia-
bilité théorique (locale) en @ = B nécessite que Z(0) soit inversible pour tout 6 dans A.
Cette propriété n’est pas évidente a établir théoriquement dans des modeles non-linéaires.

Notamment, Z(6,) inversible n’établit pas que 6 soit identifiable en 6.
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Par ailleurs, I'identifiabilité théorique n’est pas suffisante pour 1'usage pratique des mo-
deles. L’objectif est souvent de savoir si les parametres qu’on cherche a estimer peuvent
étre estimés avec suffisamment de précision : dans ce cas, l'identifiabilité pratique quanti-
fie 'information disponible. Cette information dépend du nombre de patients inclus dans
I’étude, du design D des observations et de la valeur des parametres @ = 8. Dans le cas
des modeles dynamiques du VIH, D recouvre non seulement la fréquence des données,
mais aussi les données disponibles, car les biomarqueurs mesurés peuvent varier d’une
étude et d’un patient a l'autre (voir section 1.1.3).

L’inégalité de Rao relie la Matrice d’Information de Fisher (FIM) a l'identifiabilité pra-
tique puisqu’elle établit que la FIM fournit une borne inférieure de la matrice de variance
de n’importe quel estimateur non biaisé des parametres. Z(8y)~! fournit donc margina-
lement la borne minimale de la variance des estimateurs des parametres, sachant que la
vraie valeur des parametres est 8 = 6 (dans le cas du maximum de vraisemblance, il s’agit
méme d’une borne asymptotiquement atteinte). Notons en outre que I'information a une
propriété d’additivité : le modele (2.1) spécifie une indépendance entre les n individus qui
lie 'information totale (apportée par tous les individus) a l'information élémentaire (ap-
portée par un individu) Z(0) = Zp(0) = > ., Zp,i(0). Si les patients sont indépendants
et identiquement distribués (par exemple s’il n’y a pas de covariables z2(¥), on a méme

Z(6) = nZ,(6)

2.3.1 Comparaison de designs

On ne peut pas directement utiliser les FIM pour discriminer entre les schémas d’étude
puisqu’on ne dispose pas de relation d’ordre sur les matrices. Il faut donc passer par des
fonctions de celles-ci a valeurs réelles. En particulier, les critéres “alphabétiques” sont
les plus courants, en raison de leur simplicité. Sans procéder a une revue exhaustive de
ces criteres qu’on trouvera dans Walter et Pronzato (1997), donnons les plus usités, qui
correspondent & des exigences différentes : le D-critere, égal & det[Zp(0)~'] mesure la
précision globale atteinte par un schéma d’étude D (volume de 1'ellipsoide de confiance
asymptotique des parametres estimés) ; le A-critere, quant a lui, égal a tr[Zp(6)~!] est une
mesure des variances marginales asymptotiques alors que son homologue, le C-critere, est

une mesure des coefficients de variations asymptotiques; enfin, le E-critere, égal a la plus
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petite valeur propre de Z(8), se focalise sur la précision de la combinaison (linéaire) de
parametres la moins bien estimée.

L’utilisation de ces criteres conduit a la recherche de protocoles optimaux : on cherche
dans une classe de design D celui qui va maximiser le critere retenu : le plus souvent,
on recherche un critere optimal au sens de la D-optimalité en raison de la simplicité du
D-critere et de son invariance par toute transformation non dégénérée des parametres (Fe-
dorov, 1972). La recherche de protocoles optimaux est particulierement compliquée car
on dispose rarement d’une solution analytique a la maximisation du critere choisi; toute
une littérature existe donc autour de la construction d’algorithmes efficients de maximisa-
tion de criteres (Fedorov, 1972; Wynn, 1972). Ces algorithmes nécessitent néanmoins de
connaitre la valeur de Z(0) pour tout D envisagé, ce qui n’est pas le cas dans les modeles

non-linéaires a effets mixtes.

2.3.2 Calcul de la matrice d’information

Simplifions le modele pour les observations (2.1) (M=1) :

= (%)
Yij = 9(X(tijm, & ")) + €
£0 = ¢+ \JaPu, 1<p (2.29)
u~N(0;1,)

Supposons en outre que le parametre d’erreur de mesure o est connu. Il y a donc p +
p parametres : p effets fixes (les ¢;) et p termes de variances des effets aléatoires (les
a?). Comme il n’y a plus de variables explicatives, la matrice de I'échantillon se déduit
directement des matrices élémentaires (pour chaque individu). Mentré et al. (1997) ont
développé une approximation de la matrice d’information élémentaire Zp ;(0) a partir de

I'approximation FO de la vraisemblance de 'équation (2.12) :

72.0) o
Ipi(0) = 5il6) 2 (2.30)
0 55 (0)
ol Ig%i(e) = JO'Y(y) LT D et Igj(@)”/ = (Jl(i)/V(yi)’lJl(,i))Q/Q. Cette approxima-
tion présente donc 'avantage de donner une expression analytique de la FIM, rendant ainsi

utilisables les algorithmes usuels d’optimisation de designs dans le contexte des modeles

non-linéaires a effets mixtes. Retout et al. (2002) ont dans un second temps étendu cette
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approche a un modele plus complexe comprenant I'estimation des parametre d’erreurs de
mesures o2,

Afin de valider la méthode, la FIM ainsi approximée a été comparée, sur des modeles de
pharmacocinétique, avec les variances “effectivement” estimées des parametres : la vrai-
semblance du modele était calculée avec une approximation de type FOCE et les variances
étaient déduites par approximation numérique de la Hessienne au maximum de vraisem-
blance (voir (2.26)). Les deux approches ont donné des résultats tres proches, attestant
donc la pertinence de 'approche de Retout et al. (2002). Néanmoins, nous avons discuté
dans la section précédente la limite des estimations des variances fournies par les méthodes
reposant sur des approximations de la vraisemblance. Cette limite se retrouve encore pour
I’approximation proposée.

C’est pourquoi des approches soupconnées plus robustes de la FIM ont été proposées;
Retout et Mentré (2003) ont proposé une approximation de la FIM par simulation, ou
celle-ci était issue d’'une approximation FOCE de la log-vraisemblance mais les auteurs
n’ont pas mis évidence de gain de précision, malgré le surcott en temps de calcul. Les
approches stochastiques présentées en section 2.2.1 permettent d’obtenir un calcul “exact”
de la FIM et Samson et al. (2006) montrent notamment le gain d’une telle approche par
rapport aux méthodes précédentes basées sur des approximations de la vraisemblance.
Des approches plus intensives peuvent aussi étre envisagées : Wang et Endrenyi (1992)
proposent de simuler un nombre important de sujets, de calculer la vraisemblance (par
approximation FO) et les scores de celle-ci sur chacun de ces sujets simulés, afin d’en
déduire (par 'expression (2.28)) une estimation de la FIM sur ’échantillon simulé; il ne
reste plus qu’a ajuster sur le nombre de patients dans I’étude d’origine (proportionnalité
dans le cas de patients i.i.d.) pour en déduire la FIM de ’échantillon.

De facon plus générale, le paradoxe des approches décrites est qu’on compare des designs
en supposant @ = @, connu alors que 1'objectif in fine de ce type d’étude est précisément
d’estimer le “vrai” parametre 8. Le risque est donc de trouver un design qui serait opti-
mal pour les valeurs de parametres fixées a priori mais qui ne le serait pas pour 8*. C’est
pourquoi des alternatives a ce paradoxe de la planification dite locale ont été développées :
notamment, on peut assouplir 'hypothese d’'un @ connu en spécifiant dans une approche

Bayésienne que 0 suit une loi a priori connue. Dans ce cas, on peut définir de nouveaux
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criteres de comparaison entre designs, basés notamment sur 'espérance de la distribu-
tion d’un critere alphabétique donné. Notons que dans I’approche bayésienne il n’y a plus
équivalence entre les maximisations de det(Z(0)), In(det(Z(0))) ou encore la minimisa-
tion de 1/det(Z(0)) (Atkinson et Donev, 1992). D’Argenio (1990) proposent le critere de
ELD-optimalité qui maximise Ey {In [det(Z(0))]}. Les auteurs justifient ce critére dans une
approche de type théorie de I'information : un design ELD-optimale maximise la moyenne
a priori de I'information fournie par le design sous ’hypothese d’'une information a priori
négligeable devant celle retirée par I'expérience. On trouvera dans Pronzato et al. (1996)
une présentation des différentes approches ainsi qu’une étude comparative sur un exemple
de pharmacocinétique : notons que la ELD-optimalité est particulierement adaptée pour

prévoir la précision de parametres sur lesquels une incertitude importante existe.

2.3.3 Problématique des modeles dynamiques du VIH

Basés sur des modeles dynamiques simplifiés (voir 1.3.3), Wu et Ding (2002) et Han et
Chaloner (2004) ont proposé des approches classiques d’analyse de design, dans lesquels
on compare un petit nombre de designs définis & 1’avance (respectivement quatre et huit).
Wu et Ding (2002) ont cherché a évaluer par simulation, dans le cadre d’un essai clinique,
la capacité de chaque design a détecter une différence d’efficacité des traitement entre les
deux bras (mesurées par les différences de pentes de déclin viral, voir section 1.3.3). Han et
Chaloner (2004), quant & eux, ont comparé dans une approche Bayésienne les estimations
des risques a posteriori sur ¢ et § définis par le modele (1.4).

Dans ces deux papiers, il y a étude du meilleur design dans une liste prédéfinie mais il n’y
a pas de recherche de design optimal. Cette recherche s’avererait en outre particulierement
compliquée dans le cas des modeles dynamiques non simplifiés puisqu’on ne dispose pas de
solution analytique au systeme ODE. Dans la mesure ou la recherche d’un design optimal
semble pour le moment hors d’atteinte, la question d’obtenir une bonne approximation de
la FIM semble secondaire et les travaux pourraient s’orienter vers des calculs “exacts” de
la FIM. Enfin, les biomarqueurs autres que la charge virale et les CD4 (voir section 1.1.3)
restent peu utilisés comme critere de jugement. Pourtant, 'information qu’ils peuvent

apportés dans les modeles dynamiques peut étre importante et mériterait d’étre quantifiée.
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2.4 Objectif du travail de these

Nous avons montré au chapitre 1 la pertinence des modeles dynamiques non-simplifiés
du VIH, étudiés dans un cadre populationnel, pour évaluer et mieux comprendre la dy-
namique de l'infection. Les méthodes les plus récentes pour l'inférence dans ces modeles
sont difficiles a discriminer. Par ailleurs, les modeles définis par des systemes d’équations
différentielles non-linéaires sans solution définissent un cadre de recherche original dans
lequel les méthodes d’inférence proposées dans la littérature ne peuvent pas toujours s’ap-
pliquer, ou s’appliquent difficilement.

C’est pourquoi il nous a semblé pertinent de développer et d’implémenter une méthode
d’inférence originale, spécialement adaptée a la structure de ces modeles. Au vu de l'ex-
périence de 1’équipe dans les méthodes de maximisation directe de la vraisemblance, de
la robustesse des approches par quadratures Gaussiennes adaptatives et de la puissance
toujours croissante des machines de calcul (et des algorithmes basés sur les principes de
quadrature), 'approche par maximisation directe et “exacte” de la vraisemblance nous a
semblé une voie pertinente. Les problemes liés a cette approche, en particulier son ratio
temps de calcul /efficacité et les problemes d’instabilité des calculs de score et de hessienne
doivent cependant étre surmontés.

En outre, il est crucial, afin de permettre une large utilisation des modeles dynamiques,
de proposer des designs adaptés a ces modeles non standards en épidémiologie méme si la
recherche d’un design optimal semble particulierement difficile au vu de la complexité des
modeles. L’étude de I'identifiabilité pratique en fonction des designs habituellement a dis-
position permettra d’enrichir, a la suite de Wu et Ding (2002), la discussion sur 1’équilibre
entre nombre de patients, nombre de mesures par patients et biomarqueurs mesurés dans
ce type de modeles. Réciproquement, pouvoir prédire a prior:, pour une étude donnée,
quels seront les parametres qu’on pourra estimer est capital.

La description de nos travaux est donc la suivante : dans un premier temps (chapitre 3),
nous proposons une méthode pour la prise en compte des données de charge virale censu-
rées et nous étudions I'impact de celle-ci dans I'estimation des parametres des modeles dy-
namiques. Dans le chapitre 4, nous introduisons un modele biomathématique originale, et
nous développons une méthodologie appliquée a I'estimation des parametres des modeles

définis par un systeme d’équations différentielles. Enfin, le chapitre 5 étend ’approche
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proposée au chapitre précédent pour étudier 'identifiabilité pratique de ces modeles, et

corollairement 'impact de nouvelles quantifications sur la précision des estimations.






Chapitre 3

Impact des données censurées dans
I’estimation des parametres des

modeles dynamiques

La plupart des papiers portant sur I’étude de la dynamique virale n’integrent pas les
problemes méthodologiques liés aux limites de détection de celle-ci (voir section 1.1.3).
Souvent ce probleme est méme ignoré et la valeur des observations censurées est imputée
a la valeur du seuil de détection, ou a la moitié de ce seuil (Wu et al., 2006). Pour-
tant ces approches, en particulier la premiere, sont connues pour fournir des estimations
biaisées des parametres (Beal, 2001). Nous appliquons ici une méthode introduite par
Jacqmin-Gadda et al. (2000) dans le cadre de 'estimation par maximisation directe de
la vraisemblance de données longitudinales gaussiennes censurées. Nous montrons par si-
mulation que cette méthode fournit des estimations tres peu biaisées également dans le
cadre des modeles non-linéaires ; d’autre part, comme le préssent Wu (2005), nous mon-
trons que les approches basiques peuvent engendrer des biais tres important sur certains
parametres, comme l'efficacité du traitement.

Le cadre biologique de ce travail est la dynamique virale de I’hépatite C (VHC) dont
les modeles sont tres comparables a ceux du VIH, les cellules cibles étant cette fois les
hépatocytes et non les lymphocytes CD4 (Neumann et al., 1998).

Ce travail a fait 'objet d’'une publication dans la revue BMC Medical Research Metho-
dology.
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Abstract

Background: Mathematical models are widely used for studying the dynamic of infectious agents such as
hepatitis C virus (HCV). Most often, model parameters are estimated using standard least-square procedures for
each individual. Hierarchical models have been proposed in such applications. However, another issue is the left-
censoring (undetectable values) of plasma viral load due to the lack of sensitivity of assays used for quantification.
A method is proposed to take into account left-censored values for estimating parameters of non linear mixed
models and its impact is demonstrated through a simulation study and an actual clinical trial of anti-HCV drugs.

Methods: The method consists in a full likelihood approach distinguishing the contribution of observed and left-
censored measurements assuming a lognormal distribution of the outcome. Parameters of analytical solution of
system of differential equations taking into account left-censoring are estimated using standard software.

Results: A simulation study with only 14% of measurements being left-censored showed that model parameters
were largely biased (from -55% to +133% according to the parameter) with the exception of the estimate of initial
outcome value when left-censored viral load values are replaced by the value of the threshold. When left-
censoring was taken into account, the relative bias on fixed effects was equal or less than 2%. Then, parameters
were estimated using the 100 measurements of HCV RNA available (with 12% of left-censored values) during the
first 4 weeks following treatment initiation in the 17 patients included in the trial. Differences between estimates
according to the method used were clinically significant, particularly on the death rate of infected cells. With the
crude approach the estimate was 0.13 day-! (95% confidence interval [CI]: 0.11; 0.17) compared to 0.19 day-' (Cl:
0.14; 0.26) when taking into account left-censoring. The relative differences between estimates of individual
treatment efficacy according to the method used varied from 0.001% to 37%.

Conclusion: We proposed a method that gives unbiased estimates if the assumed distribution is correct (e.g.
lognormal) and that is easy to use with standard software.
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Background

Dynamical models based on system of differential equa-
tions have been successfully used for a better understand-
ing of the pathogenesis of infectious diseases [1,2]. Two
landmark papers appeared in 1995 demonstrating the
high turnover of the human immunodeficiency virus
(HIV) and infected CD4+ T lymphocytes cells [3,4]. Using
such dynamical models, Neumann et al. [5] gave some
insight in the effect of interferon based therapy used to
treat patients infected by hepatitis C virus (HCV). Moreo-
ver, the estimate of the percentage of virus production
blocked by the therapy is now widely used in this field [6-
10] to evaluate the efficacy of treatment regimens in vari-
ous contexts such as patients co-infected with HIV and
HCV.

Although dynamical models parameters such as virus
clearance or treatment efficacy are very useful, their esti-
mation is most often performed for individual subjects
separately. The limitations of such statistical approach as
well as the interest of hierarchical models have already
been underlined [11,12]. The main advantage of hierar-
chical models (also called mixed/random effects models)
is their ability to estimate all parameters at the same time,
using all available data even in case of unbalanced data,
i.e. the number of measurements can vary from one
patient to another. Parameters can be estimated using a
Bayesian approach [13-15] or other approaches [16].
Another advantage working with analytical solutions of
the system of differential equations is that standard soft-
wares for non linear mixed models can be used [17].

Nonetheless, a major problem arises when using viral
load data. The assays used to quantify HIV or HCV RNA
are limited by a detection threshold that may lead to
undetectable values when the true viral load is below this
threshold. From a clinical point of view, the aim of any
treatment is to reduce the viral load as much as possible
[18]. Therefore, the practical definition of virological
response is the occurrence of sustained undetectable val-
ues. The threshold of undetectable values is changing with
the improvement of the assays for quantifying the viral
load. When analysing viral load as a continuous variable,
the left-censored measures are most often analyzed by
replacing their value by an arbitrary value (e.g. threshold
or half of the threshold). Although the sensitivity of the
assays is improving, this limitation still persists and has
already been underlined in the context of dynamical mod-
els [12,15]. Methods to take into account left-censored
repeated measures in linear mixed models [19-21] or in
non linear mixed models [15] have already been pro-
posed. In this paper, we show how such an approach can
be implemented using standard software in the case of
non linear mixed models. Furthermore, we evaluate the
impact of not taking into account undetectable values

http://www.biomedcentral.com/1471-2288/6/38

when studying HCV dynamics in the context of a phase II
randomised clinical trial for the treatment of HCV infec-
tion in HIV co-infected patients.

Methods

Study example

The motivating study was a phase II randomised clinical
trial evaluating the efficacy of pegylated-interferon (PEG-
IFN)-a2a and Ribavirin (RBV) for the treatment of HCV
infection among 17 HIV co-infected patients who had
already been treated for HCV [22]. HCV RNA quantifica-
tion was performed at least three times within the first 4
weeks (W): WO (treatment initiation), W2 and W4. In 8
patients, blood samples were collected more intensively
with additional measures at 6 hours (H6), H12, day 1
(D1), D2, D4, W1 and W3. Patients were followed until
W72 for final evaluation of the virological response but
the study of viral dynamics was restricted to the first 4
weeks because of model assumptions (see below). The
concentration of plasma HCV RNA was determined using
a quantitative reverse transcription polymerase chain reac-
tion (RT-PCR) assay (Cobas Amplicor HCV Monitor Test,
version 2.0; Roche Molecular Systems). The lower detec-
tion limit of this assay was 600 IU/mL, i.e. 2.78 log10 IU/
mL. Of note, one international unit (IU) equals approxi-
mately 2.2 copies/mL.

Mathematical model

The model used to estimate HCV dynamics was first
described by Neumann et al. [5] with the following differ-
ential equations:

ar o

S uT = pvr (1)
dl

E_‘BVT_él (2)

v )

Z—(I—S)PI 4% (3)

where T is the number of target cells (i.e. hepatocytes), I
the number of productively infected cells and V the
plasma HCV viral load. Target cells are produced at rate s
(per day) and die at rate p. The number of cells which
become infected per day is proportional to the number of
circulating virions and available target cells with a propor-
tionality constant B (infection rate). Infected cells die at
rate 8 per day. HCV virions are produced at a rate p per
infected cells per day and are cleared at a rate c per day. In
the present model, the HCV treatment is supposed to
reduce the production of virions from infected cells by a
fraction (1-¢). The possible effect of IFN as well as RBV on
de novo rate of infection [5] or on infectivity by producing
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a fraction of non-infectious virions [23] have been dis-
cussed. For the purpose of this paper, we assumed only a
combined effect of both drugs on production rate of new
virions because this measure was the most widely used by
other investigators [6-9].

When working on a short period of 2-4 weeks, it sounds
reasonable to consider that the number of uninfected
hepatocytes (T) remains constant (equal to the baseline
value) because of the slow turnover of these cells [5].
Therefore, assuming a pre-treatment steady-state, the ana-
lytical solution of the equations (2) and (3) with T con-
stant is:

V(t) — VO{Ae[_;Ll(t_to)] +(1_A)e[_)"z(t_t0)]}

for t>t,, where

(4)

A= {(c+ ) + J(c=8) +4(1-£)c8 }, A= {(c + 9) -
(8 C—lz)
(h-%)
decay is assumed to begin at t, = 0.25 day (6 hours), cor-

\/(6—6)2+4(1—5)65}and A= . The viral

responding to the drugs pharmacokinetics [5].

Hierarchical formulation

The previous notations do not account for patient/meas-
urement level. Most often parameters of such models are
estimated patient by patient assuming Gaussian, homo-
skedastic measurement error. A more valid and powerful
approach is based on a hierarchical formulation of the
model [11] that can distinguish at least two levels of vari-
ation. Hence, for the jt measurement of a subject i per-
formed at a time t;;:

- Stage 1: intra-patient variation
v =logo(V(ty 6;)) +e
with e; ~ N(0,0'g'lni )

The outcome is the logarithm (base 10) of the true viral
load (function of t;;and 6;, the p-vector of model parame-
ters) plus a Gaussian measurement error e. I; is a identity
matrix of dimension n; x n;, n; being the number of meas-
urements available for the subject i.

- Stage 2: inter-patient variation
0,=0+y

with 7%~ MVN(0, D)

http://www.biomedcentral.com/1471-2288/6/38

0 = [V, & 8, c] is the p-vector of average (fixed) effect in
the whole study population and v; is a g-vector (q < p) of
random effects for correcting 0 for each subject (random
effect). Actually, 6 is a log-transformation of original
parameters that have several advantages including a posi-
tivity constraint for original parameters. Random effects y;
were assumed to be normally distributed with a variance-
covariance matrix D. 6; are estimated through Empirical
Bayes estimates.

Model likelihood

As presented in more details elsewhere [24], the method
proposed to take into account left-censored values when
estimating parameters is to maximise a full likelihood dis-

tinguishing the contribution of observed measures (Yl-?
for j = 1,..nY) and left-censored measures (Yj forj =

1,...n{ ) of viral load. The likelihood can be written:

N Mo Mic
L(9)=H[j{ Sl (48 %=u)H IT g, (v 7i=u}}f7,(u)du} (5)
i=1| e [j=1 "1 jemg+l T
with f .| being the univariate normal density of Yl-?
ij |1

given the random effects y and F is the cumulative

Y1§ Vi
distribution function of the normal distribution of Yi]C-

given the random effects. The calculation of this likeli-
hood leads to the integration over u = Uy Uy, Uy that is a
multiple integral of dimension q. Therefore, with this
method, rather than imputing a fixed value of undetecta-
ble viral load, one assumes that left-censored values are
completing the Gaussian distribution of Y;. A crude
approach assumes that left-censored values contribute
like observed values, being equal to the value of the
threshold or any other given value. In this case, the likeli-
hood is simply:

]

R7

N
o) =11 (6)

i=1

{ li_[ic qu ‘Vi (Yl] ‘yi = u)}f%(u)duji

j=1

Algorithm and implementation

The maximisation of the likelihood function can be per-
formed with standard software such as NLMIXED in SAS®
[24]. Using this procedure, the default algorithm is a
quasi-newton algorithm and the calculation of the multi-
ple integral is performed by adaptative quadrature. An
example of code used for this paper is provided in appen-
dix.
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Simulation study

Simulations were performed to compare the bias on
parameter estimates when taking into account left-censor-
ing or not. Using the analytical solution (4) and allowing
arandom individual variation for the initial viral load and
treatment efficacy, parameters to estimate were: 1V, €, 8 ¢,

2 2 2
O Oy Oet
with Vy; = Vo + vy & = € + vy and
2
. ollo 0
[m}N [ ] "
i 0] o o?

N

To constraint parameters to be in the correct range, esti-
mations were performed on transformed parameters (for
the study on real data, as well) using a logarithm function
for §, c and logit function for ¢ (bounding € between 0 and
1). In the simulation study, we fixed t,= 0 but results were
similar with t, = 0.25.

Values for model parameters were defined according to
the results reported in the literature of HCV dynamics [6].
In our application where patients were previously treated
and dually infected by HIV and HCV, the estimate of treat-
ment efficacy is less than those usually reported in naive
patients mono-infected with HCV [5].

The steps followed for the simulations were:

1) Sample V; = V,, +v,; and g; = € + v,; for a subject i

http://www.biomedcentral.com/1471-2288/6/38

2) Simulate the differential equations (1)-(3) model and
keep measures at the time points: keep measures at HO,
He6, H12, D1, D2, D4, W1, W2, W3 and W4. Left-censor
measures below 2.78 TU/mL.

3) Repeat N times (for N = 20 subjects) steps 1 and 2

4) Estimate parameters with (5) when taking into account
left-censoring and with usual likelihood (6) replacing left-
censored values by the value of the threshold, i.e. 2.78 U/
mL.

5) Calculate the relative bias for each parameter RB =
100* (estimate-true value)/true value

6) Repeat 1000 times steps 1 to 5 and average the relative
biases

Results

Simulation study

Results of the simulations are shown in Table 1. On aver-
age, 14% of simulated measures of HIV RNA were left-
censored when the treatment efficacy was € = 80%. Crude
estimates provided by standard likelihood (6) maximisa-
tion, replacing left-censored values by the value of the
threshold, were dramatically biased with the exception of
V. In particular, with only 14% of left-censored measures,
infected cells death rate & and clearance of virus c were
underestimated by 55 and 45 percent, respectively. Treat-
ment efficacy (&) was overestimated by 16%. Variances of
random effects were also significantly biased: +20% and -
19% for random effects on V,, and ¢, respectively. The
residual variance was overestimated (+133%).

Table I: Relative bias of model parameters using non linear mixed models taking into account left-censored (undetectable) values
(corrected) or not (crude) with simulated data. N = 20 patients, 1000 simulations, 14% left-censored measures in average.

Parameter and true value

Crude estimate

Corrected estimate

Estimates Relative bias (%) Estimates Relative bias (%)
Fixed effects
Vo 6.16 log,o IU/mL 6.09 -1 6.16 -0.021
3 0.40 day-! 0.18 -55.2 0.40 +0.78
c 2.00 day"! 1.10 -44.8 2.03 +1.5
€ 0.80 0.93 +15.8 0.79 -1.3
Variances
a; 049 0.59 +203 0.46 -6.4
0
O'; 2.69 2.18 -18.8 2.31 -13.9
1
Gez 0.04 0.09 +133.2 0.039 -2.4
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When taking into account left-censoring, the relative bias
on estimates was < 2 % for all parameters but variance
parameters. However, the biases on variance parameters

significantly decreased (e.g. the bias on 0'; changed from

-14% to -0.4%) when increasing the number of subjects
included in the sample (e.g. N = 200).

Application

Model parameters were estimated using the HCV RNA
data available during the first 4 weeks following treatment
initiation in the 17 patients included in the ROCO?2 trial.
Among these 100 available measurements, 12 were unde-
tectable, i.e. left-censored.

Estimates of parameters taking into account left-censoring
or not are shown in Table 2. Differences between esti-
mates according to the method used were large on the
death rate infected cells, 8.

Using the crude approach, the estimate was 0.13 day!
(95% confidence interval [CI]: 0.11; 0.17) compared to
0.19 day! (CIL: 0.14; 0.26) when taking into account left-
censoring. These estimates correspond to half-life (t,,,) of
infected cells of 5.3 days (t;/, = In(2)/3) and 3.6 days,
respectively. Differences between estimates for the other
fixed parameters were less important. Furthermore, the
confidence intervals of the estimates were larger when tak-
ing into account left-censoring (Table 2).

The impact of the method used to estimate the parameters
on individual viral load predictions is illustrated in Figure
1. For the first three patients (102, 108 and 201), the
decrease of the second part of the viral load slope was

Table 2: Estimates of model parameters using non linear mixed
models taking into account left-censored (undetectable) values
(corrected) or not (crude) with data from ROCO2 clinical trial.
N = 17 patients, 100 measures, 12% left-censored.

Parameter Crude approach Corrected approach
Estimate 95% ClI Estimate 95% ClI
Vo 6.13 5.78; 6.48 6.12 5.77; 6.47
1 0.13 0.11;0.17 0.19 0.14; 0.26
c 1.73 1.15;2.61 1.66 0.88; 3.13
€ 0.89 0.74; 0.96 0.86 0.64; 0.95
05 042 0082075 041 0077074
0
o; 323 0.38; 6.09 377 038716
1
O ez 0.071 0.045; 0.097 0.073 0.044; 0.10

http://www.biomedcentral.com/1471-2288/6/38

more pronounced when taking into account left-censor-
ing. Actually, left-censoring tended to occur on the last
measurements depending on the treatment efficacy and
the baseline level of viral load. The apparent discrepancy
with observed values is obviously due to the fact that
undetectable values are plotted on the detection limit
(2.78 TU/mL) although the true value is below this thresh-
old. This result is expected as the slope after the shoulder
is proportional to the infected cell death rate (3). As
expected for the last patient (206) who did not have any
undetectable viral load within 4 weeks, both predictions
were very close.

The relative differences between estimates of individual
treatment efficacy (g; = € + y;;) according to the method
used varied from 0.001% to 37%. As expected from simu-
lation results where treatment efficacy tended to be over-
estimated with the crude approach and from the estimate
of the average (fixed) effect ¢, the estimated effect was
most often higher with the crude approach compared to
the corrected one. For instance, the estimate of treatment
efficacy in patient 101, was 36% and 45% when taking
into account left-censoring or not, respectively. On the
contrary, for the patient 201, the estimates were 97% and
93%, respectively. Of note, the model was able to predict
viral load changes for the patient 201 thanks to the infor-
mation provided by the other patients with more numer-
ous measurements available. This is an illustration of the
advantage of hierarchical models.

Discussion

In this paper, the impact of taking into account left-cen-
sored (undetectable) HCV RNA values was illustrated on
the estimation of dynamical models based on a system of
differential equations. Although, the proportion of unde-
tectable values was quite low (12%), there were clinically
significant differences, particularly in estimate of mean
half-life and individual treatment efficacy. Such a result is
important because all these parameters are of interest.
Treatment efficacy evaluation through dynamical model
is broadly used in HCV infection for instance.

We observed smaller biases from the crude approach
applied to the real dataset compared to simulation results.
However, some parameters values were different to those
used in the simulations such as § (0.13 vs. 0.40). Simula-
tions using values estimated with real data led to smaller
biases as observed in the present application (data not
shown). The overestimation of the treatment efficacy by
the crude approach may appear counter-intuitive because
the imputation of the value of the threshold artificially
limits the decrease of viral load. However, it is difficult to
anticipate the impact of left-censoring in dynamical mod-
els because of the complex relationship between parame-
ters, particularly between € and & [23]. In the present
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Figure |

Observed and predicted HCV RNA values in four patients. Predictions came from non linear mixed effect models taking into
account left-censored (undetectable) values (right side) or not (left side). Observed undetectable HCV RNA measures (<2.78
logo IU/mL) are plotted at 2.78 log;, IU/mL.

study, the imputation of the value of threshold level to
undetectable viral loads led to a higher level of HCV RNA
than the truth, particularly in the second part of the
dynamics. The death rate of infected cells (8) is one of the

main parameters influencing viral load levels in this
period [5,25]. This explains the underestimation of this
parameter. On the other hand, an overestimation of treat-
ment effect on viral production (¢) is needed to obtain a
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trajectory compatible with the first part of the viral
dynamics (high viral load without left-censored meas-
ures), given a high infected cells death and virions clear-
ance.

Half-life of infected cells helps in understanding how high
is the turnover [3,26,27]. Previously published results
[25] can be used to illustrate the size of the impact of left-
censoring on HIV infected cells turnover. Differences in
estimates of half-life of infected long-lived cells as large as
those we reported in HCV would lead to halve the time
needed to treat to achieve virus eradication (assuming no
viral reservoir). Compared to results with piecewise linear
mixed models commonly used with surveillance data
(monthly to 6-months intervals between measurements)
of HIV RNA [19,20], the estimates of the parameters are
more sensitive to undetectable values in the context of
dynamical models with highly repeated measurements.
Moreover, confidence intervals of estimates were larger
when taking into account left-censoring compared to sim-
ple imputation that tends to artificially decrease the varia-
bility, as previously reported with linear models [20].

The method presented in this paper is easy to implement
in standard software. One limitation is that it is based on
analytical solutions of the system of differential equa-
tions. However, looking at the applied papers on HCV
infection, the authors used most often the same model
with the same assumptions leading to the same analytical
solution. Using hierarchical models taking into account
left-censoring should improve the validity of estimation
and may help in case of convergence difficulty when using
individual data [9]. More complex mathematical models
have been proposed to fit additional markers such as liver
enzymes level [28] or pharmacokinetics data [29]. In this
case, more general approaches based directly on numeri-
cal solution of the differential equations should be used
[13,15]. Another limitation of the proposed methods is
the assumption of log-normal distribution of viral load
measures. In our experience, it is most often a reasonable
assumption in the case of circulating HIV virus and this
could be checked from residuals [20,30]. However, if this
assumption is not tenable, extensions based on mixture
distributions (log-normal and binary) can be used and are
also easily implementable in software [21].

Conclusion

Imputing a single value to left-censored measures of viral
load is a wrong assumption and stronger than assuming a
given distribution for the whole measurements. We pro-
posed a method that gives unbiased estimates if the
assumed distribution is correct (e.g. lognormal) and that
is easy to use with standard software.
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Appendix

Example of code using NLMIXED to fit the model pre-
sented in the methods section taking into account left cen-
soring.

proc nlmixed data = roco2 OPTCHECK;/* option for
checking convergence at the optimum */

/* declare the model parameters to estimate */

parms beta0O = 10 betal =-1.0 beta2 = 1 beta3 = 0.8 s2b0
=1s2b3=0.152=0.1;

/* declare constraints for variance parameters */
bounds s2,52b0,s2b3 > 0;
pi = 2*arsin(1);
/* model definition */
VO = exp(beta0+b0);
d = exp(betal);
¢ = exp(beta2);
e = beta3+b3;
t0 = 0.25;/* 6 hours */
th = sqrt((c-d)*(c-d)+4*(1-e)*c*d);
11 = 0.5*(c+d+th);
12 = 0.5*(c+d-th);
if tps le t0 then pred = VO;
if tps gt t0 then
pred = 0.5*VO*((1-(c+d-2*e*c)/th) * exp(-11*((tps-

t0)))+
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(1+(c+d-2*e*c)/th) * exp(-12*((tps-t0))));
logpred = log10(pred);

/* likelihood contribution according to the observed/cen-
sored status */

* observed ;

if detec = 1 then Il = (1/(sqrt(2*pi*s2)))
*exp(-(logCV-logpred)* *2/(2*s2));

* censored ;

if detec = 0 then 1l =

sqrt(s2));

probnorm((logCV-logpred)/

L = log(1l);
model logCV ~ general(L);
/* definition of the random effects */

random b0 b3 ~ normal([0,0], [s2b0,0,s2b3]) subject
=id;

Example of code used for simulating data from dynamical
model

%do sim = 1 %to &S;

%do id = 1 %to &N;

Data_null_;

logCVO0 = 6.16+0.70*rannor(-1);

CV0 = 10* *(logCV0);call symput('CV0',CVO0);
kmax = 1.39+1.64*rannor(-1);

e = exp(kmax)/(1+exp(kmax));call symput('e’,e);
run;

Data sim; do time = 0 to 672 by 1;output;end; run;
Proc model data = sim;

dependent TI CV ;

parm b 0.00000003 d 0.0167 e &e p 4.16 ¢ 0.0833;

if time = 0 then do;

http://www.biomedcentral.com/1471-2288/6/38

CV = &CV0;
T= (c*d)/(pbY;
I=(c*CV)/p;

end;
if time ne 0 then do;
dert.T = 0;
dert.I = b*CV*T-d*[;
dert.CV = (1-e)*p*I-c*CV;
end;
solve T I CV/dynamic out = simul;
run ; quit;

Data pat;set simul;tps = time/24;id = &id;CV0 = &CV0;e =
&e;

if round(time) in
(0,6,12,24,48,96,168,336,504,672);run;

%if &id = 1 %then %do;

Data file; set paterror = 0.2*rannor(-1);if CV gt 0 then
logCV = log10(CV)+error;run;

%end;
%else %do;

Data file; set file pat;error = 0.2 *rannor(-1);if CV gt 0 then
logCV = log10(CV)+error;run;

%end;

/* truncation */

Data file; set file;
if logCV 1t 2.778 then do;

logCV = 2.778;detec = 0;end;

else detec = 1;

run;

ods exclude none;
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%end;/* end of patients */
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Chapitre 4

Estimation dans les modeles

dynamiques définis par un systeme

ODE

4.1 Introduction d’un modele biomathématique

Le chapitre 1 a introduit les premiers modéles dynamiques non simplifiés, du type (1.2)-

(1.3). Nous avons développé par ailleurs les hypotheses autour du role joué par I'activation
(section 1.3.1) . La possibilité de distinguer entre virus infectieux et non-infectieux, qui
forme la majorité du virus (Chun et al., 1997) a été évoquée (section 1.1.3).
Il nous a donc semblé important de développer un modele biomathématique qui, bien
qu’appartenant a la famille des modeles déja existants (Perelson et al., 1996 ; Stafford
et al., 2000 ; Huang et al., 2006) permette de prendre en compte un mécanisme aujourd’hui
reconnu comme majeur dans la physiopathologie du VIH : I'activation. En 1’absence de
traitements, nous proposons donc le modele suivant :

(

=X+ pT — aQ — 1@

@ =aQ —~TV; — pT — prT

I = NTV; — pupT* (4.1)

v,
G = W= T — py Vi

D1 = (1 — w)ppnT* — pv'Vinr

\
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La prise en compte du traitement s’integre aisément au modele : des inhibiteurs de la
protéase peuvent étre pris en compte en écrivant w’ = w* (1 —n;p) tandis qu’un inhibiteur
de la transcriptase inverse nécessite de modifier v en v = v * (1 — ngr).

Le systeme est supposé en équilibre a t = 0. En primo-infection, ¢ = 0 correspond a un

sujet sain ayant recu un inoculum de virus Vj :

QO = e 7O = 22 700) =04 i(0) = ot Via(0) = (1434

r+pr
Un autre cadre d’étude est la mise en place d’un traitement ; dans ce cas les patients sont
supposés avoir atteint a t = 0 un état d’équilibre qui est le plus souvent I'état d’équilibre
sans traitement. Comme nous 'avons discuté, cette hypothese est souvent contredite par
les données. Par ailleurs, c¢’est souvent le dégradation des marqueurs qui motive la décision
d’initier un traitement. L’hypothese d’équilibre pourrait étre omise mais elle permet de
rendre les parametres de traitements ngr et np; identifiables. Sous I’hypothese d’équilibre

sans traitement, le systeme est donc dans ’état suivant a t =0 :

Q(0) = L (A + 22)

a+,uQ
T0) = 2
) = (g ) - e

_ awT v +
Vi) = madim A+ 65) — 57

_ (l—wr/ « Pl pw(ptur)
\VNI<O) e <04+MQ ()\ + w’yﬂ) wyT )

4.2 Méthode proposée pour l’estimation des para-
metres

Nous proposons dans cette partie une méthode originale d’estimation des parameters
d’un modele défini par un systeme d’Equations Différentielles Ordinaires sans solution, en
prenant en compte en outre les variations inter-sujets. Nous proposons une approche d’es-
timation des parametres par maximisation directe de la vraisemblance. La maximisation
est faite via un algorithme de type Newton en utilisant 1’approximation (2.28) que nous
avons tenté de justifier plus théoriquement (Commenges et al., 2006). Nous appliquons

cette méthode sur un jeu de données réelles, 'essai clinique ANRS ALBI 070, et nous mon-
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trons par simulation que la robustesse des estimateurs fournis. En outre, cette approche
permet d’obtenir une estimation in vivo de 'efficacité des traitements. Ces résultats sont

présentés dans un article en révision dans Biometrics.
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Maximum Likelihood Estimation in
Dynamical Models of HIV

J. Guedj,!? R. Thiébaut!?* and D. Commenges'?
IINSERM, EMI 0338 (Biostatistique), Bordeaux, F-33076, FRANCE
2Université Victor Segalen Bordeaux 2, Bordeaux, F-33076, FRANCE

SUMMARY. The study of dynamical models of HIV infection, based on a
system of non-linear Ordinary Differential Equations (ODE), has consider-
ably improved the knowledge of its pathogenesis. While the first models
used simplified ODE systems and analyzed each patient separately, recent
works dealt with inference in non-simplified models borrowing strength from
the whole sample. The complexity of these models leads to great difficul-
ties for inference and only the Bayesian approach has been attempted by
now. We propose a full likelihood inference, adapting a Newton-like algo-
rithm for these particular models. We consider a relatively complex ODE
model for HIV infection and a model for the observations including the is-
sue of detection limits. We apply this approach to the analysis of a clinical
trial of antiretroviral therapy (ALBI ANRS 070) and we show that the whole

algorithm works well in a simulation study.

KEY woRDs: Ordinary Differential Equations; HIV dynamics; Non-linear

mixed effects models; Likelihood inference
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1. Introduction

Studies of the human immunodeficiency virus (HIV) dynamics using biomath-
ematical models have considerably improved the knowledge of the pathogen-
esis of this infection. For instance, such studies have demonstrated the high
turnover of infected cells as well as that of free virions (Ho et al., 1995;
Perelson et al., 1996). These pioneering works considered models based on a
system of non-linear Ordinary Differential Equations (ODE) without closed-
form solution, which were simplified and linearized. The estimation of the
parameters was then performed for each subject using simple non-linear re-
gression methods (Perelson et al., 1996). Population approaches that esti-
mate parameters of simplified models using the data from all the subjects of
a sample have been proposed (Wu and Ding, 1999): such models are in the
framework of Non-Linear Mixed-Effect (NLME) models (Pinheiro and Bates,
2000). However, as noted by Huang et al. (2006), these linearized ODE mod-
els are not able to describe the course of the infection for a long-term period.
Moreover, only the virus dynamics is taken into account, neglecting the evo-
lution of the CD4+ T lymphocytes (CD4) count. Last, these models do not
include parameters such as treatment efficacy, and thus do not help much to
a better understanding of the mechanisms of the infection or an evaluation
of treatment effect: this is why it is important to work with non-simplified
models (that is, based on non-linear ODE systems) which are able to repre-
sent the complexity of the dynamics. Several authors (Putter et al., 2002;
Huang et al., 2006) have attacked the ambitious program of treating these
models in a population context, all using a Bayesian approach. The two

above-mentioned difficulties are combined: non closed-form of the solution
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of the ODE system and numerical integrals involved in the likelihood. In the
Bayesian approach the direct numerical integrations are avoided and the ap-
proach relies on the MCMC algorithms to give the a posteriori distributions
of the parameters (Gilks et al., 1996). Of course a priori distributions have
to be given, and this is both an advantage (a priori knowledge can be put in
the model) and a drawback (it is not always clear what quantity of a priori
knowledge has been introduced) of the approach.

Although the Bayesian approach may be very attractive in such a complex
problem, the maximum likelihood approach retains some advantages: there
is no need to specify a priori distributions, and there is a very well estab-
lished theory of inference, one can easily compare parametric models using
the Akaike criterion. Moreover, Newton-like methods may be relatively fast
compared to the heavy computation involved in Bayesian approach, con-
vergence criteria are well defined and last, at convergence, the algorithm
gives the maximum likelihood and an approximation of its second derivative,
which is an estimate of the information matrix. To avoid numerical diffi-
culties, mainly due to the need to compute numerically multiple integrals
involved in the likelihood, several approximations of the likelihood have been
proposed (Pinheiro and Bates, 2000) but they may lead to inconsistent esti-
mations (Ding and Wu, 2001). The problem is even more important when no
closed-form solution is available, making numerical derivatives of the likeli-
hood unstable and classical softwares inadequate (Putter et al., 2002; Huang
et al., 2006).

The aim of our work was to develop a maximum likelihood approach to

this problem based on an adaptation of a Newton-like method. We propose



4.2 : Meéthode proposée pour l’estimation des parameétres

71

a method for calculating with a good precision the likelihood and its score
in ODE models; we show that a Newton-like method using only the first
derivatives is adequate. We illustrate this approach with data from a clinical
trial of antiviral therapy using a rather complex non-linear ODE model with
five components. We were able to take into account left-censored data coming
from the detection limits in the assays used for quantifying plasma HIV RNA
level (viral load). In fact, ignoring this censoring leads to important biases
in the estimation (Thiébaut et al., 2006).

The paper is organized as follows. In section 2, we describe the gen-
eral population ODE model together with the observations we get from this
model; in section 3, we present our inference approach, that is the likelihood
and our maximization algorithm. In section 4, we describe an HIV dynamics
model. In section 5, we analyse the data of the ALBI ANRS 070 trial. We

show in section 6 that the algorithm works well through a simulation study.

2. Statistical Model
2.1  Model for the system

Let us consider an ODE model for a population of subjects. For subject
¢ with ¢ = 1, ...n, this can be written:
dx® i i
L = F(X D), €9) (1)
x®(0) = h(g™)
where X (1) = (x" (1), ...,X}? (1)) is the vector of the K state variables
(or components). We write X (t,£€%) = X (t) to underline that €% com-
pletely determines the trajectories X @ (). We assume that f and h are
twice differentiable with respect to £€@; €@ = ( Y), - ;,(f))’ (" for transpose)

is a vector of p individual parameters which appear naturally in the ODE
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system and have generally a biological interpretation. We introduce a par-
simonious model for €@ to allow inter-individual variability: the variability
may be explained, through explanatory variables, or unexplained, and this
is accounted for by random effects. Similarly to generalized (mixed) linear
models, we introduce a link function which relates €% to a linear model in-
volving explanatory variables and random effects. For sake of simplicity we
restrict to component-wise transforms:

{ng) = \Ijl(é-l(Z))a

~(; 1:/ 1.4, . (2)
=+ 27 B+ wP b, 1<p

where ¢; is the intercept, zl(i) and 'wl(i) are the vectors of explanatory vari-
ables associated respectively to the fixed and to the random effects of the
Ith biological parameter. The (3;’s are vectors of regression coefficients as-
sociated to the fixed effects. We assume b® ~ A(0, %), where b® is the
individual vector of random effects of dimension q. Let A = (apy)r<p<4 the
lower triangular matrix with positive diagonal elements such that AA' = X
(Cholesky decomposition). We can write b® = Au® with u® ~ N(0, 1,).
2.2 Model for the observations

It often happens that not all the components of the system can be ob-
served. Functions ¢,,(.),m =1,..., M of RX to R are introduced to link the
potential observations to the original system; they are assumed to be twice
differentiable. These functions allow to observe only some of the components
of the original system, or observation of combinations of several components:
for instance the model may distinguish between non-infected and infected

CD4, but only the total number of CD4 is observed. The g,,(.) will be called

the observable components. Let Y;;,, denote the jth measurements of the
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mth observable component for subject ¢ at time ¢;;,,; we assume that:

(@

Yvijm :gm(X(t'ijas ))+€ijm j = 17-'-nim7 m = 17"'7M (3)

where the €, are independent Gaussian measurement errors with zero mean
and variances o2,. The model for the observation may be complicated by the
detection limits of assays leading to left-censored observations Y;j,,. This is
the case for HIV RNA concentration defined as the first observed component
(m = 1) in the following. We observe Y;;; or the event {Y;;; < (}, where ( is
the detection limit. The model can be easily generalized to upper detection

limits or detection limits depending on time.

3. Inference
3.1 Log-Likelihood
Denoting d;; = I{y,;,>¢}, the full individual likelihood given the random

effects £ u® is given by:
< (i) 2 dij (%) 1—6;5
1 (Y — (X (851,€)) o -0 (Xti1€7)
2 o1 o1

Fil
1 1 ( Yijm = g (X (tjm. €)) 2
H Um\/% oP 5 Im

m>1, j<nim
where @ is the cumulative distribution function of the standard univariate

1
Eﬂ\’u,(i) = H {UlmeXp

J<ni1

normal distribution. The observed individual likelihood L, is obtained from
Ey—‘i\u(i) as:

Lo= | L

Ra

(u)¢(u)du (4)

-7:i|u(i)
where ¢ is the multivariate normal density of N(0,1,). We will denote

L = logL_ ) and Lo, = log Lo, the full (given random effects)

F7lu® Filu

and observed individual log-likelihoods, respectively. The global observed
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log-likelihood is Lo = >~ Lo,. The integrand in (4) is centered and scaled as
suggested for the adaptzigx?e Gaussian quadrature in Pinheiro and Bates (2000)
and the integral is then computed with an efficient algorithm developed by
Genz and Keister (1996) (see Web Appendix A & C for more details).
3.2 Algorithm of Likelihood Mazimization

For likelihood inference, we propose a Newton-like method which uses
only the first derivatives of the log-likelihood (the score).
Computation of the score

The computation of the score proceeds in two stages: first compute the
score of the full likelihood given random effects; second compute the score of
the observed likelihood by integration using the relationships given by Louis
(1982) and generalized by Commenges and Rondeau (2006); this approach
was used by Hedeker and Gibbons (1994) in another context. For simplicity,
we assume in this section that there is no censored data. For subject ¢
at the current point 6 = ((¢1)i<p, (Bi)i=1,, A = (aw)r<i<q, & = (01)1<m) the

components of the full score can be written as follows:

oL () 10 A0 .
Filw . gm(X(tmma E )) ~(3)
a”(i) o Z o2 a~(,;) |:Y;jm - gm(X(tijma £))

& m<M, j<nim ™ &

(¢1) _
U]-'i\lu(i) (0) a

B g P D@ (g
fi|u(i)( )= 28, fi\u(")(>

OL _ (5 1 . . . @)
app Fi = (%) i ) Ogm (X (tijm, &
U @) = —20 S (Y - g (X, 87 () 3y 2K i &)

g (B) £(4)
Filw O m<M, j<nim ™ 1"<p &

; pa0)
Uen (0) = oLy -y Y — (X (. € ))?  na

Fiju® doy o

: o} 0y
j<ny

7
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Using the fact that:

Ogm(X (1, €)= Ogm(X (1, €")) 0X® (1, €Y
9ed _k:SZK X (%) i

the computation of the full score requires to solve numerically the p systems

10!
e . (k) . .
of sensitivity equations % (see example in the Web Appendix B).
1

Then the observed scores can be deduced by Louis’ formula:

dLo, 1
Up, = 50 (Lo,) /Rq ﬁfi\u(i) (u)UFiIU(i) (w)¢(u)du.

The integrals can be computed by adaptive Gaussian quadrature using the

same transformation as for the computation of Ly,. Then, the global ob-

served score is U =Up = Y Up,.

i<n
The maximization algorithm

The Newton-Raphson method, or the more robust Marquardt algorithm
(Marquardt, 1963), is the most efficient algorithm when the log-likelihood is
not too far from a quadratic function. This approach requires to compute the
score U and the Hessian H at each current point 0 of the maximization pro-
cedure. Although a semi-analytical expression for the Hessian could be ob-
tained with the same two-stages approach as for the score, the computational
burden would become unbearable and we propose to use an iterative method

in which H(6y) is replaced by G(6) = ;U@i(Qk)Uégi(Qk) + LU (0,)U' (0k)
(where v is a weighting coefficient). We ;;;e that n~1G(0) converges toward
n~tI(0*) where I(0*) is the information matrix under the true probability, 0*
being the true parameter value. Thus G/(6) should be a good approximation

of H(6;) near the maximum since n=2H(0) itself converges toward n=11(6%).

As for convergence criterion we use C(6;,) = U (0;,) G~ (0x)U (6;). C(6*) has

8
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asymptotically a Xz27 distribution; this gives an idea of which value should be
considered as “small”. Once the convergence is obtained one may use G (é) as
an estimator of 7(6*) to build confidence intervals and Wald tests. However
since 0 is the value for which U (é) = 0, we may expect that the variance of
U computed in fis a negatively biased estimate of its variance at 6* (that is
I(6*)). This bias is difficult to estimate in general. In the linear model with
known error variance, it can be shown that E[U(3)U’(3)] = %m(ﬁ)l(ﬁ*),
where (3 is the vector of regression coefficients. By analogy we propose to esti-

~

mate I(6*) by aime (f). The whole algorithm (iteration and convergence
criterion) has the property that it is invariant under any affine transforma-
tion of the parameters. Details about the implementation may be found in
the Web Appendix C.

3.3 Expectations € Predictions

The expected trajectory can be obtained by simulating a sample of sub-

jects and averaging, for each time and each marker, over their values.

‘1) =

£(0) ORI ®'3 (@)’ 4 40) NOR .
X(t,€") where " = ¢, + 2z, B + w;’ A0 and 4" is the posterior

Also, individual predicted trajectories can be computed as X ¢

mode (given the data) of u(¥. From this we can deduce individual predicted
trajectories of observed components. Then, the fit can be checked by com-

0

paring the predicted values of the components f/ijm = gm(X "(tijm)) with

the observations Y.

4. Biological Model
4.1 Motivating application

As an application of the proposed method, we aimed at estimating the

difference of treatment effects in a randomized clinical trial (Molina et al.,
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1999). The ALBI ANRS 070 trial compared over 24 weeks the combination
of zidovudine plus lamivudine (AZT+3TC) with that of stavudine plus di-
danosine (ddI4d4T)(a third arm alternating from one regimen to another
was not considered in this paper). The inclusion criteria were CD4 > 200
cells/uL and HIV RNA level between 4 and 5 logyo copies/mL within 15 days
before entry into the study. Measurements were taken once a month up to

six months. Spaghetti plots of the data are shown on Figure 1 .
[Figure 1 about here.]

The primary outcome measure defined in the study protocol was the an-
tiretroviral effect as measured by the mean change in HIV RNA level be-
tween baseline and 24 weeks by use of the ultra-sensitive PCR assay with
lower limit of quantification of 50 copies/mL (1.7 log1o). In the main analysis
of Molina et al. (1999), HIV RNA values reported as < 50 copies/mL were
considered equivalent to 50 copies/mL; 51 patients were included in each
treatment group. Over the 24-week period, HIV RNA level declined in the
two groups, with mean (SE) decreases at the end of the study of 1.26 (0.09)
logip copies/mL in the AZT+3TC group and 2.26 (0.11) logyp copies/mL in
the ddI4-d4T group. The mean increase in CD4 count was larger in ddI4-d4'T
group than in AZT+3TC group (124 cells/uL vs. 62 cells/uL, p=0.012).
4.2 A mathematical model for HIV dynamics

Conventional models for HIV dynamics have involved target cells (mainly
uninfected CD4), infected cells producing viruses, and circulating viruses
(Perelson et al., 1996). Because the activation of CD4 has been recognized
as a central role in HIV pathogenesis (Grossman et al., 2000), the activated

state is worth distinguishing. Actually, activated cells make a better target

10
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than quiescent cells and viral replication is rapid and efficient in activated
cells (Ribeiro et al., 2002). Also, it is useful to distinguish infectious and
non-infectious virions because non-infectious virions are predominant (Chun
et al., 1997). In the ALBI ANRS 070 trial, antiretroviral therapy included
reverse transcriptase inhibitors only. This type of antiretroviral drugs limits
cell infection by inhibiting reverse transcription of HIV RNA and thus was
modeled by limiting the new production of 7 through the parameter n. The
model can be written as:

)
=2+ pT — aQ — 1oQ
@ =aQ — (1 =nTV; = pT — pgT

4 = (1 =TV — pp T (5)
D = wprrT™ — Vi
|25 = (1= w)pre 7T — Vi

where ), T', T* are quiescent non-infected, activated non-infected, and ac-
tivated infected CD4 and V; and Vi are infectious and non-infectious free
virions, respectively. Figure 2 displays a graphical representation of the sys-

tem.
[Figure 2 about here.]

The definition of each parameter of this system of non-linear differential
equations is reported in Table 1. We make the assumption that before ini-
tiation of antiretroviral treatment the values of the state variables are that
of steady state of the ODE system with n = 0. This assumption implies
that the treatment is initiated far from initial infection. The steady state

assumption leads to the following initial conditions (where ¢ = 0 refers to

11
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treatment initiation):

.

Q(0) = 1o (A + &)
“(0) = (52 oy _ (ptpr)i
r (O> RZE (O‘+“Q (A T wWT) wym )
Vi(0) = s (A + ) — £
| Vivr(0) = S5 (s (A + ) — i)

4.3 The statistical model

We used the structure defined in section 2 to estimate the parameters of
the biological model (5). Because the study was not designed for dynamic
modelling, it was not possible to estimate all the parameters. In the present
study, the first measurement after therapy was performed four weeks later
rather than several hours in some studies of virus dynamics (Ho et al., 1995).
We consequently chose to fix the set (pg, v, p, w) whose estimates can
be found in the literature (Table 1). The parameter v was at the limit of

non-identifiability: we determined it in a plausible range of values by profile

likelihood.

The vector of natural parameters for subject i was then: £® = (A® @ 5@ ,ugf), ,ugf) , @Y
The link functions were the log transform for all parameters (because they

must be positive) except for n(¥ for which we took the inverse logistic func-

tion (because 0 < n < 1): 7@ = log % We introduced in the model

only one explanatory variable 2, which represented the treatment group:

2 = 0 for the AZT+3TC group and z® = 1 for the ddI+d4T group. 7

represented the treatment effect for AZT+3TC in the logistic scale and

represented the differential effect of ddI+d4T relative to AZT+3TC in the

logistic scale: 7" = 7y 4 293

12
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Concerning the selection of random effects, we favored a forward selection
strategy because the number of random effects is limited by the amount of
information available as well as by the curse of dimensionality (the dimension
of the multiple integrals is equal to the number ¢ of random effects). Starting
with the model without random effect, we introduced one random effect
successively on each parameter and selected the one which most increased
the likelihood; then we proceeded to include a second random effect according
to the same criterion, and so on until the model with ¢ random effects was
not rejected by a likelihood ratio test (the distribution of the likelihood ratio
statistic being a mixture of chi-square distributions).

Observable components g; and g, were transforms of the HIV RNA con-
centration and the total CD4 count respectively with g1 = logio(V: + Vi)
and gy = (Q + T +T*)"?°. These transformations of HIV markers values are
commonly used for achieving normality and homoscedasticity of measure-

ment error distributions (Thiébaut et al., 2003).

[Table 1 about here.]

5. Analysis of the ALBI ANRS 070 data

We estimated the parameters of the statistical model described above using
repeated measurements of both the virus load and the total CD4 count from
the ALBI ANRS 070 data. The model for the observations (3) can be given
more explicitly:
{Yz‘jl = log10(Vr(tij1, é(i)) + VNI(tijlaé(i))) +é€ij1, J<ni
Yio = (Qtig2 &) + Tltiga, €) 4 T (112, €)% 4 cipo, § < g

The estimates of the model parameters are shown in Table 2.

13
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[Table 2 about here.|

We tried different starting values (increasing the variance parameters val-
ues by 10 folds, intercept value from 10 % to 100 %) and we obtained the
same convergence point up to small variations on the third signifcant digit.
The value for 4 obtained by profile likelihood was ¥ = —3. With the excep-
tion of the estimation of oo that was about ten fold higher compared to some
values found in the literature (Ribeiro et al., 2002), the estimated values of
the other parameters were in the same range as published values. For exam-
ple, the confidence interval for pp ([0.097;0.14]) was close to that reported
by Ribeiro et al. (2002) ([0.040;0.13]) as well as the confidence interval for
pr+ ([0.5;0.8]) to that reported by Markowitz et al. (2003) ([0.6; 1.4]).

The contrast 3 between the two antiretroviral regimen efficacies was
tested by a Wald test. It was found significantly different from zero with
a stable p-value over the plausible interval for ¥ (p < 107%). The propor-
tion of cells not infected because of the treatment per each unit of time was
10=72.3% (ICys = [69.1;75.5]) in the AZT+3TC group and the difference
between between the two groups was 2.0 % (ICys5 = [1.4;2.6] calculated by
the Delta-method). Interestingly, patients in the AZT+3TC group experi-
enced a similar first decline in HIV RNA level compared to d4T+ddI group.
However, after a period of about one month, the HIV RNA level increased,
leading to a rebound in the former group. The fit of the model predictions
was good in average (as shown in Figure 3) and at individual level (Figure
4). In Figure 3, from the second month, mean predicted values of virus load
are lower than the average of the observations; this is because the predic-

tions take censoring into account while the observations below the level of

14
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detection (1.7logyg) were fixed at this threshold. Concerning the meaning
of retained random effects, o, might represent the individual difference in
thymic or hematopoietic function. Variation of activation rates between in-
dividuals that led to significant o, might reflect differences in susceptibility
of activation between individuals. The individual variation of pr, might re-
flect the variation in the intensity of the immune response (e.g. cytotoxic

lymphocytes that kill infected cells) according to subjects.
[Figure 3 about here.]

[Figure 4 about here.]

6. Simulation study

In this section, we aim at analyzing the efficiency of our algorithm in term of
success of convergence, precision and validity of estimators. Data were sim-
ulated using values from the analysis of the ALBI ANRS 070 trial presented
in the former section. 4 was held fixed at the value ¥ = —3. We simulated
trials of 100 patients, according to the typical schedule of the ANRS ALBI
070 trial. For each parameter, absolute bias, confidence interval coverage,
empirical standard deviations and estimated standard deviations were cal-
culated. Of note, the absolute bias of log transformed parameters can be
interpreted as a relative bias of parameters on natural scale. The initial val-
ues were selected as follows: ¢, = ¢, 3 = 0,A = V10A*, 0 = 20* where
x refers to values in Table 2. The maximum number of iterations was fixed
at 25 for restricting the duration of the simulation study. Convergence be-
fore 25 iterations was successfully reached in 93% of simulations, and the

computation time was between two and three hours per simulation. In the

15
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simulations where convergence was not achieved, convergence criteria value
indicated that the algorithm might converge but with further iterations. Re-
sults from 100 successful convergences are summarized in Table 8. The biases
were small in regard of the complexity of the model; the coverage rates of
the confidence intervals were good and the variances were well estimated.
Although the results of this simulation study show that the algorithm is effi-
cient when the model is well specified, this does not warrant that it will be so
for real data. Furthermore, more general conclusions on the robustness and
efficiency of the algorithm would need an extension of the simulation study

over a larger set of plausible values for 6.

[Table 3 about here.]

7. Discussion

In this paper, we presented a robust method to fit non-linear mixed effects
models based on differential equations for which no closed-form is available.
This approach may be applied to any NLME models. Nevertheless, the
method requires some computational skills whereas simpler methods are of-
ten sufficient for usual NLME models (with closed-form). The approach was
applied to a clinical trial in HIV infection. The model fitted the HIV RNA
and CD4 data quite well, providing an in vivo estimation of the treatment
efficacy. Because of the non-linear interaction between CD4 and virus, the
HIV RNA dynamics was very sensitive to a difference in treatment efficacy.
Interestingly, the model predicted a viral rebound in the worst treatment
group after an initial steep decline although occurrence of HIV resistance
was not included in the model. In the present model, the viral rebound

can be explained by the joint dynamics of the virus and the CD4. During
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the first period, the reduction of the rate of infection led to a decrease of
virus and an increase of the target cells. However, because the inhibition
of the virus infectivity was not strong enough in the AZT+3TC group and
because new target cells were available, this led to a rebound of viral load
after about one month. Only biomathematical models based on system of
differential equations can fit such complex interaction between virus and im-
mune system. The present approach allows to estimate the treatment effect
using all available information (including biological knowledge to construct
the model) in a much more flexible way than classic multivariate longitu-
dinal models (Thiébaut et al., 2003). Then, the treatment efficacy can be
tested using only one statistical test compared to all potential comparisons
according to each marker at each given time.

One of the limitations of the present application is the impossibility of
estimating all parameters. In fact, the estimation of all parameters would
need more intensive schedules and/or the measurements of more compart-
ments such as activated CD4. However, a sensitivity analysis allowed us to
conclude that the estimate of the difference in treatment effects between the
two groups was robust.

We conclude that the use of such models to analyze clinical trial data
could help in having a better understanding of the treatment effect; however,
estimating all model parameters requires richer information than usual and

this needs to be planned in the study protocol.

8. Supplementary Materials

Web Appendices referenced in Section 3 are available under the Paper Infor-

mation link at the Biometrics website http://www.tibs.org/biometrics.
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RESUME

L’étude des systemes dynamiques du VIH basée sur des systemes d’équations
différentielles ordinaires (EDO) sans solution analytique, a considérablement
amélioré la connaissance de sa pathogénécité. Les premiers résultats dans la
littérature ont été obtenus en faisant des estimations patient par patient
sur des modeles simplifiés et linéarisés. Une approche plus récente con-
siste a estimer les parametres du modele EDO sans solution, dans un cadre
populationnel ; cela rend les approches classiques d’inférence par maximi-
mum de vraisemblance difficile & mettre en oeuvre. C’est pourquoi seules
des approches Bayesiennes ont été utilisées jusqu’ici. Dans cet article, nous
développons un algorithme de maximisation de la vraisemblance spécialement
adapté au cadre EDO du modele, ce qui permet de surmonter en partie les
difficultés numériques d’approximation et de temps de calcul. Nous con-
sidérons un modele pour le VIH relativement complexe, et nous traitons le
probleme des limites de détection de charge virale. Nous appliquons notre
méthode sur les données de l'essai clinique de thérapie antirétrovirale ALBI

ANRS 070 et nous montrons par simulations les qualités de 'algorithme.
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Figure 1. Spaghetti plots of the data from ALBI ANRS 070 clinical trial.
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A for the group AZT+43TC and ddI+DA4T respectively) in four patients.
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Table 2
Estimates of the model parameters and their standard deviation. ALBI
ANRS 070 clinical trial.

Parameters Estimated STD

Value
& -3.16 0.15
A 2.62 0.12
T -0.40 0.11
7 4.64 0.12
LT -2.14 0.087
7 0.96 0.079
6 0.096 0.018
O 0.31 0.025
o) 0.043 0.0059
T 0.25 0.028
ooy 0.42 0.012
0CD4 0.18 0.0050
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Table 3
Absolute bias, 95% confidence interval coverage, mean of estimated standard
deviations (STD) and empirical STD (STD of parameter estimations) of the
estimators of model parameters for 100 simulated data sets of 100 patients.

Parameter True Value Absolute Coverage (%) STD of Mean of
Bias Estimates STD
Q -3.16 0.0015 98 0.12 0.14
A 2.62 -0.00070 99 0.098 0.11
T« -0.40 0.0078 94 0.10 0.095
T 4.64 0.014 99 0.11 0.12
Ur -2.14 0.0062 93 0.082 0.081
N 0.96 0.0029 94 0.11 0.12
16, 0.096 0.0098 92 0.019 0.016
Oa 0.31 -0.0036 93 0.025 0.026
ox 0.043 0.0016 90 0.0067 0.0057
O, 0.25 0.0026 97 0.037 0.039
ocv 0.42 -0.0043 93 0.013 0.014
0CDA4 0.18 -0.00014 92 0.0056 0.0053
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Web-based Supplementary Materials for
Maximum Likelihood Estimation in
Dynamical Models of HIV by Guedj et al.

J. Guedj,"? R. Thiébaut>* and D. Commenges'?
INSERM, EMI 0338 (Biostatistique), Bordeaux, F-33076, FRANCE
2Université Victor Segalen Bordeaux 2, Bordeaux, F-33076, FRANCE

1. Web Appendix A: Computation of [, ., L (u)d(u)du

We want to compute a function such as: I = [, o, fi(u)¢(u)du. Some

fi|’u’(i)

authors (Liu and Pierce, 1994; Pinheiro and Bates, 2000) underlined the

impact of a transformation of the integrand leading to

/

X _uu nr n—
- % AeRq fi(K ' 4 @) exp[— (K ~'u)'a) exp {u ! (ISK) l]u} o(u)du
where
- | o Ploglfi(w)o(w))
U = arﬁgﬁx filu)p(u), K'K = udn uit

where K is an upper triangular matrix with positive diagonal elements. Using

the notations of the manuscript, we rewrite u as:

UERT | m<M, j<nin,

~(i 5/ ;
Sl( )('U,) = Cbl + zl( ) ,6[ + Z Z ul/wl(l,),alnl,

U<q Ur>r

~(i 2
U = argmax { > % [(Y;jm — gm(X (tijm, €( )(u)] I u’u}

Some problems can occur when looking for «. The maximization over the

multidimensional and infinite region R? is potentially time consuming and

*email: rtQisped.u-bordeaux?2.fr
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difficult to reach when the starting values of maximization algorithm are
far from the modal value. So, it is necessary to determine a threshold d
beyond which a maximum is considered as the global maximum (here we used
d =1077). If fi(u) < d, the maximization procedure should be restarted
with different starting values. We propose a systematic procedure, which
turns out to be efficient to find good starting points wg. We propose to

maximize f;(u)p(u) = L (u)p(u) along each random effect separately,

fi\u(i)

which enable to reduce a multidimensional optimization to an optimization

of dimension 1, that is to find aﬁ” forr=1,.., ¢

a4 = argmax > U% (Yijm — gm (X (tijm, 55,)(14)} +u?
weR | m<M, j<nim " (1)
OV ()’ (0)
i (W) = 1+ 207 B+ u ) wyaarn
">r
u(()i) = (ugio), e ugf))) turns out to be a good starting point for maximization
, NORFTNONPING!
with: USE)) _ Gy *f(uv(z))*d’(u?w) -
L:lz [f(ﬂl )iy )]

Maximization was then achieved by Marquardt algorithm (Marquardt, 1963)

and K'K was computed by numerical derivative.
Note that if the values used for the set (¢, 3, A, o) in equation (1) are equal
to the final estimated values (see Table 2), then w is also the posterior mode

u® as introduced in section 3.3 for computing the individual predictions.

2. Web Appendix B: Systems of sensitivity equations

In this appendix, we show an example for the semi-analytical computation

@)
of the —agmfé?b& 2
The system of ODE used in section 4.2 is:

, m < M by using the systems of sensitivity equations.



4.2 : Meéthode proposée pour l’estimation des parameétres

(
2 =2+ pT — aQ — 1Q
T =aQ— (1 —nyTV; — pT — prT

§ %G = Q= TVr = T

D = wpr-mT* — 1, Vs
L DL = (1 — w)ppnT* — Vs

We take as an example (for sake of clarity, we omit the index 7):

& = n (the effect of treatment)
91(X(t,8)) = log1o(Vi(t, &) + Vni(t,€)), (the total quantity of free virions)
We have:
991 (X(,£)) 1 Vig(t,8) + Ve (¢ €)

96  log(10)  Vi(t, &) + Vii(t,€)
where Vi¢ (t,€) and Vg, (£, €) are obtained by simultaneously solving

the original system and the system obtained by differentiating the original
system with respect to & = 1. That it, we have to solve the following ODE
system:

(92 = XN+ pT — aQ — 1@

L = aQ — (1 =TV — pT — prT

% = (L=n)VTV; — pp-T*

D = wpr-rT* — Vi
WNL = (1 — w)pr-7T* — poVr
Q¢

5 = Ple — Qe — Qg

To = aQe + 9TV — (1= )y Te Vi — (1= n)yTVie, — pTe, — prTe,
TA = TV + (1= )y Te Vi + (1= pTVig, — T,
=wprmTg — Vi

dt
vy 1
dt

av; .
(- = (L= w)pr g — p Vg

The initial conditions of this system are given by deriving the initial con-
ditions of the original system with respect to &;; here ¢t = 0 is the initiation of

therapy, so all the components are equal to zero Q¢, (0) = T, (0) = T¢, (0) =
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Ve, (0) = Vireg (0) = 0.

)
The expressions for the corresponding % are obtained by the rela-
o

tion: 4 '
0gm(X(t,€"))  0gn(X(t,€")) 09
& - o€ oe"

3. Web Appendix C: Implementation
Solver for ODE

The computation of £ _ ;) and U _ ) requires to solve numerically

Filw Filw

the original system of ODE (1) and its systems of sensitivity equations. Here
we use a backward difference formula (BDF) method (Gear type method).
We implemented the Livermore solver DLSODE, specially adapted for stiff
systems (Radhakrishnan and Hindmarsh, 1993). Both relative and absolute
precision were set at 10711
Computation of the observed likelihood

The “exact” computation of Lp, can be split into: i) finding the maximum

of the integrand L (u)¢(u) and deducing the Hessian of the log of

Filu®
the integrand at the maximum (see Web Appendix A); ii) transforming the
integrand and applying a program developed by Genz and Keister (1996);
this routine enables to reach more precision than basic adaptive Gaussian
quadrature based on Gauss-Hermite nodes. For g=3 (the case encountered in
the application), the transformations used here make it possible to compute
the observed log-likelihood Le, with an absolute precision of 107 in less
than 100 evaluations of the integrand. Moreover it can be noted that the

time requested for adapting the integrals is completely negligible compared

to the gain in the number of evaluations required.
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Mazximaization

Concerning starting points, we suggest to use (when feasible) order of
magnitude provided by empirical means and variances of individual fits.
However, when few data per patients are available, the individual estima-
tion procedure may fail. In this case, we suggest to estimate an approximated
population model, in which all the patients have the same parameters, avoid-
ing in a first approximation the multidimensional integrals. This enables to
provide a reasonable order of magnitude.

The speed of convergence is then dependent from these values. For three
random effects, it can be up to four hours on a Bi-Xeon 3.06 GHz 1024
MB RAM (program written in FORTRAN). We encourage to try different
starting values to avoid local maximum. Nevertheless, the use of popula-
tion model increases the practical identifiability and in our case we did not
encounter problems of local extrema. The stopping value (convergence crite-
rion) used here was 0.01xdim(0) for real data study analysis and 0.05%dim(6)
for simulations (see Commenges et al. (2006) for the statistical meaning of

the choice value)
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Chapitre 5

Etude de I’Identifiabilité

Le chapitre précédent a proposé une méthode robuste d’estimations des parametres

dans les modeles populationnels définis par des systemes ODE non linéaires. Nous avons
vu en outre que les données, qui n’étaient pas adaptés a une modélisation dynamique,
ne permettaient pas d’estimer tous les parametres. En particulier, I'efficacité in vivo du
traitement ngr était tres difficilement distinguable de I'infectivité v du virus et nous avons
du nous contenter d’une estimation par profil de vraisemblance de ce parametre.
Dans la continuité de ce travail, nous analysons de maniere plus formelle le lien entre
I'information disponible et les parametres du modele 4.1 que 'on peut espérer estimer, au
sens de l'identifiabilité pratique définie en section 2.3. L’information disponible recouvre
la question de l'intensité des mesures et mais aussi celle du nombre de compartiments
observés (voir section 1.3.2).

Ce travail fait 'objet d’un article soumis dans Bulletin of Mathematical Biology.
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Practical identifiability of HIV dynamics
models

J. Guedj,! R. Thiébaut!"* and D. Commenges!
INSERM E0338 Biostatistics, Bordeaux 2 University, Bordeaux, France

Abstract We study the practical identifiability of parameters in a model
of HIV dynamics based on a system of non-linear Ordinary Differential Equa-
tions (ODE). The practical identifiability, i.e. the accuracy of the estimation
that can be hoped, depends on the available information: the schedule of the
measurements, the observed components and the measurement precision.
The impact of each improvement of the experimental condition is not known
in advance but it can be evaluated via the Fisher Information Matrix (FIM).
The non-linearity of the system of ODE makes computation of the FIM chal-
lenging. Nevertheless, it can be computed with a good precision by using
the particular structure of these models. Therefore, we consider it according
to the two paradigms: the patient-by-patient approach (introduced in most
clinical studies of HIV dynamics) and the population approach, in which the
biological parameters have a distribution in the population.

Thus our work yields a rational approach in these dynamical models to deter-
mine a priori the required information to estimate a given set of parameters.
Key Words: HIV dynamics, Non-linear differential equations, Parameter es-

timation, Practical identifiability, Fisher information matriz, Design.
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1. Introduction: general

Since the early 1990s, biomathematicians and biostatisticians have widely
investigated the field of the modelling of the interaction between the Human
Immunodeficiency Virus (HIV) and the immune system (Wei et al., 1995; Ho
et al., 1995; Perelson et al., 1996; Perelson, 2002). This modelling naturally
leads to systems of non-linear Ordinary Differential Equations (ODE), which
have most often been simplified to obtain linear systems. Although making
these simplifications is sufficient to provide estimation of fundamental kinetic
parameters (such as the turnover rate of the virus), it leads to focus only on
restricted aspects of the infection such as the virus dynamics and it prevents
from considering the virus and the immune system as a whole.

Non-linear systems of ODE are more suitable to capture the biological inter-
actions but they raise major difficulties, due in a great part to the fact that
there is no closed-form expression for the solution to these systems (Stafford
et al., 2000; Verotta and Schaedeli, 2002). This makes identifiability of the
involved parameters difficult to assess and parameter estimation challenging.
The concept of identifiability encompasses two notions: the theoretical iden-
tifiability and the practical identifiability. A very clear explanation of the
difference between these concepts is given in Petersen et al. (2001): “the
theoretical identifiability is based on the model structure and the available
measured outputs, and gives an indication of the maximum amount of infor-
mation that can be obtained from a theoretical experiment. The practical
identifiability on the contrary not only depends on the model structure, but is
also related to the experimental conditions”. Consequently even if theoretical

identifiability is assessed, the practical identifiability is not granted. It can
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be noted that the theoretical identifiability in non-linear systems of ODE has
been deeply studied (Pohjanpalo, 1978; Holmberg, 1982; Julien et al., 1997;
Audoly et al., 2001; Xia and Moog, 2003) and this issue is out of the scope
of this paper.

To improve the practical identifiability, one can increase the available infor-
mation via the number of measurements, the number of observed components
or the precision of the measurements instruments. One of the main interest
is to quantify the supply of each type of information in the improvement of
the accuracy of the parameter estimation.

(Classically, once data are collected, they are analyzed using crude statistical
methods, such as non-linear regression made separately patient-by-patient
(Perelson et al., 1996; Stafford et al., 2000; Ribeiro et al., 2002). As noted
in Wu (2005) in the framework of the HIV dynamics models and more gen-
erally in Davidian and Giltinian (1995) and Pinheiro and Bates (2000), a
major improvement for the practical identifiability is to take advantage of
the whole available information, in particular the between-subject variation:
the parameters may vary from one subject to another while being considered
as realisations from the same distribution (Putter et al., 2002, Banks et al.,
2005; Huang et al., 2006; Bortz and Nelson, 2006). Such models are in the
framework of Non-Linear Mixed Effect models (NLME). The number of pa-
tients included in the statistical analysis is consequently another potential
way to increase information.

Whatever the approach (patient-by-patient or population), the use of the
Fisher Information Matrix (FIM) to check and to measure the practical

identifiability of parameters estimated by Maximum Likelihood Estimation
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(MLE) is natural, since the MLE are asymptotically efficient with an asymp-
totic variance given by the inverse of the FIM. In a population framework,
the FIM has no closed-form and its computation involves multidimensional
integrals and becomes a challenging issue. That is why some authors have
suggested in other contexts to make simplifications leading to an explicit ex-
pression for the FIM (Retout et al., 2001) or to compute it exactly using
stochastic approximations (Kuhn and Lavielle, 2005). Here we use an orig-
inal method based on simulations which takes advantage of the particular
structure of these models to compute the FIM exactly. We use this method
to check the practical identifiability of parameters of a proposed HIV model
according to different observational designs.

The paper is organized as follows: in section 2, we develop the rationale of
using the information matrix for studying practical identifiability. We show
how it can be computed with good accuracy. In section 3, we describe an
HIV dynamics model based on five equations. In section 4, we investigate
the identifiability of the system for different existing observational designs
varying according to the schedules of measurements, the components that

can be measured and the population or the patient-by-patient approach.

2. Statistical matrix and Fisher Information Matrix
2.1 General model for the system

Let us consider a model of ODE for a population of n subjects. For

subject ¢ with ¢ = 1, ...n, this can be written:

WG — p(X(t), &)
Xi(0) = (&)
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where X;(t) = (Xi(l)(t), - XZ-(K) (1)) is the vector of the K state variables (or
components). We let X (¢,&;) = X;(t) to underline that &; completely deter-
mines the trajectories X;(t). We assume that f and h are twice differentiable
with respect to &;; & = (&uis .-, &pi) 18 a vector of p individual parameters
which appear naturally in the system of ODE and have a biological interpre-
tation.

It is current to reparametrize the original system, to take into account the
constraints that may exist for the parameters; namely the positivity of the
biological parameters and that of an in vivo treatment effect comprised be-
tween 0 (total inefficacy) and 1 (perfect efficacy).For this purpose we intro-
duce the &;’s defined as &; = Uy (&), L=1,...,p, where U;(.) are one-to-one
transformations.

Moreover we take into account the between-subject variation and thus we
consider the éi’s as the realization of random effects. In this approach, called
in the following the population approach, each patient has a different value
for the biological parameters, but the variation from one suject to one other

belong to a statistical framework:

Ei =& +ayuy, 1=1,....p (2)

where the &’s are fixed parameters. We assume that only a subset of ¢ (with
q < p) parameters will have a non-null variance and thus we may restrict
to consider a g-dimensional vector u; ~ N(0, 1), where u; is the vector of
random effects u;,l = 1,...,¢. This assumption could be relaxed without

difficulty for introducing correlations between the random effects.



109

2.2 Model for the observations

The observations are not directly the components of the biological sys-
tem of ODE (1), but functions g,,(.), m = 1,...,M of R¥ to R of the
components. These functions are assumed to be twice differentiable and al-
low for instance to represent observation of only some of the components of
the original system, or observation of the sum of several components as well
as non-linear transformations such as logarithms: the g¢,,(.) will be called
observable components. For instance, we may observe only the total CD4
counts while the system of ODE distinguishes between quiescent, activated
and infected CD4 lymphocytes.
Let Yj;m denote the jth measurements of the mth observable component in

subject ¢ at time ;,,:
Yijm = 9m(X(tjm, &) + €ijm =1, m=1,..,M (3)

where the €;;,, are independent Gaussian measurement errors with zero mean

2

and variances o-,. The sets of the measurement times (the schedule) S =
{t;m} and of the observable components G = {g,,(.)} constitutes the design
Dsc-

The model for the observation may be complicated by the detection limits of
assays leading to left-censored observations of Y;;,,,. This is the case for HIV
RNA concentration defined as the first observed component (m = 1) in the
following.

It can be noted that the above population model defines a framework where

the patients are independent and identically distributed (i.i.d). This assump-

tion could be relaxed when introducing explanatory variables in the regression
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model (2) or considering variable design between patients in the model for
the observations (3).
2.3 Log-Likelihood and introduction of the FIM

The set of parameters of interest is 6 = <(§l)l§p, (an)i<qs (al)lgM). Let F;
denote the full information given by both the possibly censored observation
of Y; and u; (in probabilist terms, the sigma-field generated by the possibly
censored observation of Y; and u;). We denote by Ly, (#) (noted only Lz,
in the following) the full individual likelihood given the random effects in a
population model (Commenges et al., 2006). In the case where there are no
left-censored data, the i.i.d gaussian terms for the error measurements lead
to a straighforward expression for Lz;y;:

~ 2
1 L ([ Yigm = gn(X (tjm, &)
Lrp =] o Vor P73 ( T

jm
We use a solver for stiff systems of ODE developped in Radhakrishnan and
Hindmarsh (1993) for computing the X(¢;,,)’s. The code is writtent in For-
tran. The likelihood for the case with left-censored observations due to de-
tection limits is given explicitely in Thiebaut et al. (2006) and Gued; et al.
(2007). Let us denote by O; the information brought by the observation of
Y; (possibly censored). We denote by Lo, (#) (noted only Lp,) the observed

individual likelihood. It is obtained from Lg,,; as:

‘Coi = /]Rq ‘C]:i|ui(u)¢(u)du

where ¢ is the multivariate normal density of N(0,1,). We will denote by
Ly = log Lz, and Lo, = log L, the full (given random effects) and

observed individual log-likelihoods, respectively. The global observed log-

7
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likelihood is Ly, (0) = > Lo, by independence between patients.

i=1,...,n

The elementary FIM for the patient i is given as Zp;(0) = Ey (—82%1'(9))

80007

We can define the FIM for the whole sample of n patients:

O*Lg, (0))

Tou(0) = Bo (g0

2.4 Information matrixz and theoretical local identifiability

Let us consider the problem of (local) identifiability for the parameters
as defined notably in Rothenberg (1971). Let Y be a random vector with a
probability density function (p.d.f.) ¢(y,6p), and let A = V() be an open
neighbourhood of . A parameter point 6, is said to be locally identifiable
if there is no other point 8 € A which is observationally equivalent, that is
for which ¢(y,8) = ¢(y, ) for all y. Under weak assumptions, Rothenberg
(1971) shown that a necessary and sufficient condition for local identifiability
in 6y is that Zp () is invertible for all # € A. This property is not straight-
forward to assess in non-linear systems. It can be noted however that Zp ,,(6o)
invertible is a necessary but not a sufficient condition for local identifiability.
If Zp ,,(6) is not invertible, one may analyze the lowest eigenvalues of Zp ,,(6p).
The elements of the associated eigenvectors may suggest simplifications or
reparametrizations of the initial statistical model as explained in details in
Vajda et al. (1989); the other possibility, that we apply in the following,
is to fix one of the concerned parameters according to values found in the
litterature.
2.5 Information matrix and practical identifiability

Theoretical identifiability is not sufficient for the practical use of these

models. We wish to know whether we can estimate the set 6 of parame-
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ters of interest of the model with sufficient accuracy with a given design at
a point value 8 = #y. For this aim, the information matrix is of crucial
importance. From the Cramer-Rao bound (see for instance Knight (2001))
we know that the inverse of the FIM is the lower bound of the variance-
covariance matrix of any unbiased estimator. Moreover, the study of the
asymptotic distribution of the maximum likelihood estimator (MLE) 6 al-
lows considering that, if there is sufficient information (n large enough), the
variance of 6 is approximately 157171(9). So the accuracy attainable with de-
sign D can be measured by 1'57171(9) and for a given parameter 6;, we can

contemplate the standard deviation of its estimator seun’j(é) =/ Ig’ln’jj(ﬁ)

(where "se” stands for standard error) or, for strictly positive parameters,

~

the relative error rep ;(0) = \/Zp,, ;;(0)/6;. This relative error is sometimes
called the coefficient of variation.

As discussed in section 2.1., it is advantageous to reparametrize the biolog-
ical parameters, often in term of éil = log(&;). First it enables to take the
constraint of positivity into account; moreover the log-transform allows to
obtain a model which has an intrinsic information matrix, in the sense that
it does not depend on the measurements units. Moreover, by use of the -
method, the relative error of él is asympotically equal to the standard error
of the estimator of the log-transformed parameter.

Thus, when computing Zp ,,(#) at a point value 6 = 6y, one can directly inter-
pret the standard errors of the estimators of the log-transformed biological
parameters: for instance a standard error of 0.1 means that we know only

one significant number and the parameter is poorly identifiable; a standard

error larger than 1 for one biological parameter tells us that we only know
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the order of magnitude of the original parameter and we consider that 6 is
not practically identifiable for the value § = 6. In this case, one can still
study the eigenvalues and the eigenvectors of the FIM as discussed above to
determine the origin of the practical non-identifiability. Let us note that the
log-transformation is particularly adapted in these models where difficulties
often come from combinations such as % and &¢;.
2.6  Chriteria for comparing different designs

Several real-valued criteria have been introduced to facilitate comparison
of designs. A general class of criteria is defined in Kiefer (1974). One of the
most widely used is the D-criteria defined as det(Zp,,(6)) or equivalently as
its logarithm ¢,,(D) =In(det(Zp,,(#))). The bigger ¢,,(D) (noted only ¢(D)
in the following) is, the better it is since it means that we reduce the volume
of the confidence ellipsoid to obtain more global accurate coefficients (Box
and Draper, 1959). This criterion has many advantages like its simplicity
and its invariance by non degenerated transformations on the parameters
(Fedorov, 1972).
A traditionnal measure for comparing the D-efficiency of two designs D and

D' with ¢(D) < ¢(D’) is the standardized ratio:

1
'n(0) = —— [¢(D') — ¢(D 4
Enoral®) = o0 { 5t 0(D) - 6(D)} (@)
Epp n(f) (noted only Epp in the following) measures the expected (geo-
metric) mean factor diminution of the standard deviation when using D’

compared to D. Then 100 % (1 — Ep pr) expresses the variation as a percent-

age. In the same idea, one can introduce £p = exp {2*dilm(a) [—qﬁ(D)]}: Ep

would be equal to the geometric mean value of the expected standard devi-

10
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ations of the estimators of 6 according to a design D if the estimator were
independent.

To compare two nested structures or to focus on a particular subset of pa-
rameters, one can use the D-efficiency. Let us partition 6 into (6;,62) with
dim(6;) = s and the FIM into

Ipn(0) = Tu I with Z7; a matrix of dimension (s, s)
’ Tyo Io

One can study as upper ¢,(D) =In(det(Z1,)) with Zy; = (Z11 — Z1oZp Lh).
Note that it is necessary that Zss is invertible.

2.7 Computation of the information matrixz in systems of ODE

e ALz 1w, (0
Let us define the individual score Ug,y,(0) = %‘() and Up,(0) =
aLg;(e) the score given the random effects and the observed score respec-

tively. We have shown in Guedj et al. (2007) that a semi-analytic expression
for Uy, could be obtained when using the particular structure of these mod-
els. The reader can refer to the Appendix to obtain more details about the
methodology. Using the Louis’ formula (Louis, 1982), one can link the score

conditional to the random effects and the observed score :

=20 (o) [ Lo (WU (W w)in

UO'L' o0 - (’5>

The integrals can be computed by adaptive Gaussian quadrature and Up,
can be computed as precise as wanted. The elementary FIM for the patient

7 can be then deduced from its individual score:
Ipi(0) = Eg [Uo,(0)Uo,(0)"]

Here, we have considered a model in which the n patients are independent

and identically distributed (see section 2.2.); the elementary FIM is the same

11
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for all the patients and we can define the generic elementary FIM:
Ip(0) = Eq [Uo,(0)Uo,(0)"] (6)

The FIM for the whole sample is deduced from the generic individual FIM
and Zp,(0#) = nIp(d). However, Zp(f) defined by (6) has no analytical
expression. Nevertheless it can be evaluated by simulation. First it requires
to generate data under the probability Py, i.e. to replicate N patients (with NV
large) having the same distribution law than that for the elementary patient.
One can get thus an approximation as accurate as wanted of expression (6)

using the law of large numbers:
G) = 3 Uo,O)U3,(0) ~To(0) g
and the FIM for the whole sample is consequently:
Ipa(0) = Eq [Uo, (0)Uo, (0)"] = Gu(0) = nG(9) (8)

One can verify that IV is large enough by computing C = N~'US (0)G~1(0)Up, ()
where Up, = j:%:.’NUOj(H) . If N is large enough, then C' follows a Xéim(e)
distribution. So if C' takes a value compatible with a XQdim 0 it is an indica-

tion that N has been chosen sufficiently large to do the approximation (7).

In our study we found that N = 1000 was sufficient.

It can be noted that the expression (8) could be easily extended to include
variable designs between patients and explanatory variables.

2.8 The FIM in the patient-by-patient approach

An other paradigm for analyzing data is to consider that each patient i,

and thus each vector of individual parameter éz as a separated entity: this

12
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approach is named in the following the patient-by-patient approach. More
formally, the model for the system is defined only by expression (1), there
are no random effects (u; = 0), and the statistical model is defined for only
one patient. The set of parameters can be reduced to 6 = ((él)lgp, (O'l>lSM);
since there are no random effects and only one patient, the full log-likelihood
and the full score are Lo = Lz,jy, and Up = Upg,)y; respectively. Concerning
the FIM, we can write Zp ,,(0) = Ip ;(0) = Ip(6); moreover, by independence

of the measurements errors, we have an analytical expression for the FIM,

Z;z O
70 - (% 1 ).

diagonal per block:

with
: L 00 (X1, £)) 00 (X (11 £))
Teell. 1) = 2om =g 56,
Zoo(l,1) = 23 and L, (1,1I') = 0,1 #1
l
where the w’s are computed using the systems of sensitivity equa-

¢
tions (see Appendix). The link between the FIM and the identifiability as

defined in section 2.3. and 2.4. supposes to be in an asymptotic framework
and > n, needs to be suffiently large.

In 01717;":\17&6;]\11 we consider that the patient-by-patient approach is the study
of patients, independently one from each other, considering that there is no
link from one patient to each other. When data for several patients are avail-
able, results are often summarized by providing empirical mean, median,
or variance of the n estimations, implying a common framework between
the patients. These intuitive empiric estimators “summarize” the individ-

ual estimates (Davidian and Giltinian, 1995) are an other way to take the

between-subject variability. However the asymptotic properties of these es-

13
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timators, not issued from a maximum likelihood inference (since the “true”
model is the population model as defined in the precedent sections) is not
known and would require a simulation study. Moreover, this approach re-
quires a practical identifiability for each patient, which is more difficult to get
than that required in the population approach where the sample is consid-
ered as a whole. That is why it is current in such analyzes to exclude several
patients (where estimation was not feasible), leading to potential biases in
the parameter estimation. Consequently this approach, which is between the
patient-by-patient and the population approach, is not studied here and in
the following we consider that the patient-by-patient approach implies no

link between the patients: it is the study of only one patient.

3. Presentation of the HIV dynamic model
3.1 A mathematical model for HIV dynamics

Usual models for HIV dynamics involve uninfected T cells (T), infected
T cells (T*) and virions (V). This last compartment can be split in two
parts: infectious (V) and non infectious (V) virus. A proportion w of non-
infectious virions is generated during the natural history (Chun et al., 1997);
the use of a class of antiretroviral, namely the protease inhibitors (Perelson
et al., 1996), leads to an increase of w. One may also include the effect of re-
verse transcriptase inhibitors which limits cell infection by inhibiting reverse
transcription of HIV RNA (through 7). Because we are interested in using T
cells data for fitting dynamical model, we distinguish between activated and
quiescent cells. Furthermore, there is a strong rationale for incorporating

such information in the model as the activation process is probably one of

14
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the major cause of T cell depletion during HIV infection (Grossman et al.,
2000). Therefore, we propose the following system of non-linear differential

equations:
(
2 =X+ pT — aQ — 1oQ

L= aQ —(1—n)TVi—pT — prT

I = (1= n)TVi = prT* (9)

D = wpr-rT* — ' Vy

\d?XI = (1 —w)pp-nT* — pv Vs

where parameters are detailed in Table 1. We make the assumption that
before initiation of antiretroviral treatment the values of the state variables
are that of steady state of the system of ODE with nn = 0. This assumption
implies that the treatment is initiated far from primo-infection. The steady
state assumption leads to the following initial conditions (where ¢ = 0 refers

to treatment initiation):

(Q(0) = A (A + 22)
T(0) = 2

N~

prw \ _ (ptpT)pe
(O) W (a—o—,uQ ()\ + w"ﬂT) wyT )

Vi(0) = e (\ + ) — et

Hv( oc-&-u)Q wym Y ( )
l—w)m Py Ho(ptpr
LVNI(O) s (a+MQ ()\ + wfyﬂ') wym )

This model belongs to the typical class of non-linear systems of ODE intro-
duced in the litterature (Wei et al., 1995; Ribeiro et al., 2002).
3.2 Values for the parameters

Parameters were estimated in a previous work (Guedj et al., 2007) us-
ing data from an HIV clinical trial (ALBI ANRS 070) comparing different
regimen of nucleosides reverse transcriptase inhibitors. Three random effects
were retained; the design of this study, not adapted to dynamics models, did

not make possible to estimate the p biological parameters and some of them

15
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were fixed according to values found in the litterature. The value 6y for the

parameters are summarized in Table 1.
[Table 1 about here.]

The resulting trajectory for the observed components with no random effects
and no measurements errors is presented on Figure 1. Figure 2 displays a
simulation of a whole sample with n = 100, taking into account variability
due to the random effects and to the measurements errors. Moreover, data
under 50 copies.ml~! were censored and represented as equal to 50 in the

figures.

[Figure 1 about here.]

[Figure 2 about here.]

4. Study of practical identifiability according to observational de-
signs and parameters of interest

The practical identifiability of different set of parameters is studied ac-
cording to different observational designs. Our primarly interest is on the
practical identiability of biological parameters, that is why the expected
standard deviations on (0;);—1__a are not shown.The information brought
by a population model is illustrated for n = 100 patients. The results are
presented with constant values for the error measurements given in Table 1.
Ipn(0) is directly linked to the value for the vector o: if only one component
is oberved (M = 1), Zp,(6) is proportionnal to 7.

To compare the practical identifiability between the patient-by-patient and

the population approach, we compute for the population model the restricted

16
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efficiency ¢s(D) on the restricted set 5 = {6 — {ay}i=1,.. 4}, since there are
no random effects in the patient-by-patient approach.
Last it can be noted that all the results depend on the value 6§ = 6, chosen for
the parameters. We explore to what extent the presented results are robust
in a plausible neighborhood of 6.
4.1 Potential designs

We analyze five patterns of observable components in increasing availabil-
ity order (M = 1to M = 5). To make observable components of comparable
order of magnitude and to ensure a gaussian framework of the error measure-
ments, we work on transformed observations, namely a log-tranformation for
HIV-RNA concentration, and the fourth root for CD4+ T-cell count.
When M = 1, the only observable component is the HIV RNA virus load,
noted 'V’ and ¢g; = log1o(V; + Vy); for M = 2, the observed components are
the HIV RNA virus load and the total CD4 count, noted V| Q + T + T*
for g1 = logio(Vr + Vn1), 92 = (Q+ T + T*)*. If M = 3, we add
the observation of total activated cells and the observed components are
g1 = 10g10(Vi+ V1), go = Q%% g3 = (T+T*)"? noted 'V | Q| T+T*.M = 4
adds the quantification of the infected cells and available observations are
g1 = 10g10(Vi+ Vi), g2 = Q%% g5 = T*? g, = T*% noted 'V| Q| T| T* .
Last we add the distinction between infectious and non-infectious virus noted
Vi | Q| T| T* |Vy;' for which g1 = logio(Vi), g2 = Q%%, g3 = T%, g4 =
T*O'%, gs = loglO(VNI)~
For M > 3 the error measurements have been fixed and do not come from the
estimation made in Guedj et al. (2007), as it is the case for the error measure-

ments made on observation of 'V’ and 'Q + T + T’ (noted ocy and ocpy).
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We consider that ocpaae (error measurement made on T%2° or (T + T*)%2%)
has the same value as for the total number of CD4 cells (i.e. 0cpaaer = 0.18).
For infected CD4 (T%%2%), we take into account their low number comparing
to other CD4. We consider that the relative error measurements for a 7*-
cells concentration of 1mm =3 should be equivalent to that for a total CD4
count at a median value of 400mm 3. This leads to ocpuain ¢ = 0.04. When
distinguishing between infectious Virus V; and non-infectious Virus Vy;, we
take the same error measurements than when total virus load V' is observed.
We compare two different schedules: the schedule SO is similar to what was
used for parameter estimation: measurements are done every 4 weeks until
24 weeks. The second schedule S1 is particularly adapted to HIV dynamics
analyses. As noted in Perelson (2002), those studies require more inten-
sive prelevements at the initiation of the therapy, when there is a maximum
amount of information on the involved dynamics, particularly the virus load:
for S1 measurements are done every 2 hours until the sixth hour, every 6
hours until day 2 and every day until day 7 like studies focusing on life-span
of virions and/or infected cells (Wei et al. (1995); Ho et al. (1995), Perel-
son et al. (1996), Perelson (2002)). After the first week, the schedule of
measurements is the same as in SO.

4.2 Identifiability of 0 = (&, N, fire, T firs 71, Qs as, g, )

For M =1 (only total virus load is observed), the lowest eigenvalue was
less than 107! in the two approaches, leading to very large expected standard
deviations, in particular for 7 and \. This case is a limit case of theoretical
identifiability and the analysis of the corresponding eigenvector suggests to

introduce the macroparameter 7@ + A (or mA equivently).
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For M > 1, the results are displayed on Table 2. Using the patient-by-
patient approach with D¢ ¢ =(S0,'V| Q|T'+71*’) and more intensive schedule
Di s =(S1,'V| Q|T + T*7), the global accuracy on the 8 parameters is im-
proved as expected (¢(D') = 36.6 vs ¢(D) = 27.5) and the gain of precision
is Ep o = TT% (see expression (4)).

Whatever the chosen approach (patient-by-patient or population), the num-
ber of observed components strongly increases the accuracy of the estimation.
The improvement is less important when increasing the number of measure-
ments, that is using the intensive schedule S1 rather than S0. For instance
let us focus on the population model with Dg ¢ =(S0,’V| QT+ T*"). If the
schedule of measurements were more intensive (S1), the global accuracy is in-
creased (¢(D') = 110.0 vs ¢(D) = 99.7 ). If we keep schedule SO but if we add
the observation of infected cells (S0,’V| @ |T'|7*’) the global accuracy is still
better (¢(D") = 125.7).Standard deviation for oopa,s was equal to 0.0014.
The analysis of the correlation matrix shows that the estimator of ¢ pain s has
a very low correlation with other parameters estimators. Consequently, if we
note 0; = {0—{ocpains}}, then ¢5(D") ~ ¢(D") —in(0.001472?) = 112.5. The
global increase of precision on the 12 remaining parameters is consequently
Ep pr = exp[(112.5 — 110.0)/2 x 12] = 1.11, i.e. an accuracy improvement of
about 11%.

The comparison between the patient-by-patient and the population approach
leads to very clear results. For the baseline model and D¢ g =(S0,’V| Q|1 +
T*’) and when focusing on the fixed effect, the global standard errors are
reduced by approximately 7.3 fold (exp[(59.3 — 27.5)/2 x 8] = 7.3). This

explains why we only focus in the following on the population approach.
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[Table 2 about here.]
4.3 Practical identifiability of all parameters

A further step is to look at the designs that allow the estimation of all
biological parameters included in the model (9). We add progressively pa-
rameters to the initial model according to the increase of the information.
Results are presented in Table 3, omitting the expected standard deviations
of the random effects and of the measurement errors.

The focus on € = (&,X,[LT*,ﬁ,ﬁ,ﬂT,fﬁ) with M = 2 illustrates the dif-
ference between practical and theoretical identifiability. Expected standard
deviation for 4 and 7 are very close to one for S=S0, meaning that even
if there is theoretical identifiability (due to the steady state assumption at
t = 0), these two parameters cannot be in practice simultaneously estimated.
An analysis of the eigenvalues confirms that only the product 4(1—7) could be
identifiable. To make these two parameters simultaneously identifiable, one
has to use S1 instead of SO. It can be noted that the steady state condition
before initiation of therapy is necessary to have a theoretical identifiability
between the two parameters. Moreover, the dramatic drop of the virus load
in the first days is highly correlated with n and that is why only intensive
measurements can measure the specific effect of treatment. However, it can
be noted that a classic schedule SO becomes sufficient if M = 3. No other
parameter can be added to the estimation if M = 2.

For making other parameters practically identifiable, other components should
be observed. To simultaneoulsy estimate m and gy, four or more (M > 4)
components should be observed through an intensive scedule S1.

With an adequate design, all the parameters are identifiable except fig, the
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transformed death rate of the CD4 quiescent cells (o(fig) > 3 for all tested
designs). This dynamic is low, compared to other involved mechanisms, and
a follow-up longer than 24 weeks would be necessary to estimate this param-

eter.

[Table 3 about here.]

4.4 Practical identifiability around values chosen for the parameters

The computation of Zp(f) for § = 6, implies that 6y is known, whereas
the study aims precisely in fine at determining if the estimation of 6, is
feasible. This paradox can be overcomen in part when studying the variation
of Ip »,(#) in a plausible region around 6. A natural way is to study the dis-
tribution of ¢(D) for & ~ N (0p;Z5' (6y)). A similar approach is used when
looking for optimal sequential designs as an alternative to the local planifica-
tion (Walter and Pronzato, 1997): one can consider an a priori distribution
in a bayesian standing for 6 and looking for D maximizing E(¢(D)).
Instead of ¢(D), Figure A displays the empirical distribution of £p obtained

with 500 simulations, giving a better idea in term of marginal expected stan-

dard deviations. The set of parameters of interest is 6 = (@&, A, fors, T, flr, 1], A, G5, Gy, )

and D=(S0,’V| Q +T +T*’) (see Table 2 for results with central values ;).
As it could be hoped, the distribution of £€p is centered around the value
found in 0y (Ep(6p) = 0.0233) . Moreover, the standard deviation is not large
and the values remain of the same order of magnitude than in ), meaning
that the results given in Table 2 and Table 3 are robust in the domain of the
plausible values for #. Moreover, this could constitue asymptotically a way

for assessing the local identifiability as defined in section 2.4.

[Figure 3 about here.]
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5. Conclusions

We have proposed a method to compute the FIM giving the opportunity
to evaluate the practical identifiability and to compare it through different
observational designs. Although the conclusion might depend partly on the
biological model, the application of the method has provided interesting re-
sults, such as outlining the benefit of increasing the number of components
measured. Therefore, the availability of assays able to distinguish infected
and non infected cells (Patterson et al., 1998) as well as infectious and non
infectious viruses (Rusert et al., 2004) may substantially improve the identifi-
ability of model parameters and thus the usefulness of HIV dynamics model
to analyze real data. Of note, the impact of increasing the measurements
schedule intensity depends also on the parameters of interest. For instance,
if we wish to estimate simultaneously the free virion clearance and the num-
ber of virus produced by an infected cell, the design should be adapted to
the rapid dynamics of these components, i.e. schedules with more frequent
measurements should be favored. All the same, an intensive schedule is nec-
essary to distinguish the infectivity of the virus and the in vivo treatment
efficacy.

Besides, we have quantified the great improvement of the population ap-
proach compared to the patient-by-patient approach. Although this approach
remains a relevant compromise between the explicative ability of the dynami-
cal models and the computational skills required in the population approach,
intensive schedule measurements are necessary. If not, because of ethics and
cost considerations make rich individual data difficult to get, the popula-

tion approach is the only way to provide estimation on a large number of
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parameters. The improvement brought by the use of the a priori informa-
tion available on the parameters in a bayesian standing (Wu, 2005) should
be studied in the context of non linear ODE system. In this approach, the
study of the practical identifiability requires to evaluate by simulations the
expectation of the posterior variance-covariance matrix of the parameters of
interest (Han and Chaloner, 2004). Another extension of the present work
would be to find optimal designs (Atkinson and Donev (1992); Mentré et al.
(1997)) taking into account or not the cost issue due to the increase of the
number of measurements or due to the use of new type of quantification.

Our methodology is introduced by defining an i.i.d framework for the
patients. For sake of clarity, we did not take into account the possibility to
include explanatory variables like treatment group (Guedj et al., 2007) or
pharmacokinetics data (Huang and Wu, 2006) but the computation of the
FIM would remain very close to what was presented here.

In conclusion, our primary interest is to propose a methodology to check
the practical identifiability when designing a study aiming at estimating pa-
rameters of a dynamical model. In addition, we provide in this work an
order of magnitude for the relative errors that can be hoped in typical HIV

dynamics models according to usual designs.
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APPENDIX A

Computation of the individual score in a system of ODE

Let us define the individual score Up,(0) = aLgé(a)

. For simplicity we assume
in this section that there is no censored data. Three types of parameters
can be distinguished: biological parameters &, terms ayr (see equation (2))
and standard deviation of the measurement errors o; as defined in (3). Con-
sequently, there are three different expressions for the full score itself. For
subject 7 at the current point 6 = ((él)lgp, (an)i<qs (O'Z)ZSM) the components

of the full score can be written as follows:

é aLl-ui 6th'm,~i ng
o U (0) = g = 0 Cm 8O v,y — g, (X (11, €0))). 1<
J,m
@ 8Li“i ath'm7~' g
o UZ(0) = o = uhjzﬁ%j@”%m—gm(mjm,a-))), I<q
o 0L ju; i JE?
o USh0) = T = S Gt w1
J
For computing the scores we thus have to compute the %g’&)). Using the
Agm (X (€5 Agm (X (t,€5)) 0X B (1.E;
fact that %ﬁtéﬂ = k:; . ! éXEi)g ) agé ), the problem reduces to
: o axm gy : : :
computing the derivatives 0 These functions are obtained by solving
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the system of sensitivity equations (Guay and McLean, 1995):

doX _ Of oX 4 Of
dt og — 0X 94 9§

OX(0) _ Oh(e)
0 &

The systems of sentitivity equations are solved with the same routine (Rad-

hakrishnan and Hindmarsh, 1993) than what was used for the original system

(see upper).
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Figure 1. Simulated trajectories for the virus load (left) and the total CD4
counts (right) after antiretroviral treatment initiation when the random ef-
fects and the error measurements are set to be null. Values for the parameters

are those given in Table 1.
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Figure 2. 100 simulated trajectories for the virus load (left) and the total
CD4 counts (right) when taking between-sujects variations, error measure-
ments and censure of virus load into account. Design of the observation is
that of our parameter estimation Gued;j et al. (2007).
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Figure 3. Empirical distribution of £p(6). The dot line corresponds to the
result obtained for the central parameter value 6, given in Table 2
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Discussion & Perspectives

Nous avons développé dans cette these une méthodologie générale pour l'inférence et
I’étude de l'identifiabilité dans les modeles non-linéaires a effets mixtes. Regroupant dif-
férentes approches comme les quadratures adaptatives, les équations de sensibilité et la
résolution semi-analytique des scores de la vraisemblance, cette approche trouve sa perti-
nence dans des modeles définis par des systemes d’équations différentielles non-linéaires,
pour lesquels les méthodes déja implémentées sont difficilement applicables.

Appliquée aux modeles d’interaction virus/systéme immunitaire du VIH, nous avons es-
timé la plupart des parametres d’un modele complexe a cing compartiments. L’approche
par maximum de vraisemblance permet d’utiliser sans difficultés supplémentaires toute
I'information disponible (en particulier les CD4) et de prendre en compte de maniere ri-
goureuse les limites de détection de la charge virale, sources potentielles de biais pour
Iestimation des parametres. En utilisant les données de 1'essai ANRS ALBI 070, nous
avons pu ainsi comparer 'effet différentiel de la stratégie de traitement par inhibiteurs
nucléosidiques sur le degré de blocage de I'infection de nouveaux CD4 par le VIH. La diffé-
rence constatée suffisait a expliquer les différences de trajectoires constatées, en particulier
le rebond de la charge virale constatée chez certains patients. L’utilisation de cette métho-
dologie, en fournissant un algorithme efficace d’estimation des parametres, contribue donc
a faire de 'approche dynamique un outil alternatif d’analyse des suivis longitudinaux des
patients infectés par le VIH, en particulier dans le cadre des essais cliniques. Enfin cette
approche fournit aussi une méthode de calcul intensive de la matrice d’information, et
permet donc d’intervenir dans la constitution de designs adéquats.

Néanmoins, la méthode développée au cours de cette these nécessiterait d’étre comparée
aux méthodes déja proposées dans la littérature. En particulier 'approche Bayésienne, qui

permet de s’affranchir en partie du probleme des parametres fixés (en mettant plutot un a
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priori trés fort sur ces parametres) a la faveur des modélisateurs. Pourtant, I'inconvénient
majeur de cette approche pourrait étre les temps de calculs tres importants qu’elle néces-
site. Enfin, les experts des modeles non-linéaires a effets mixtes soulignent la pertinence
des approches par maximum de vraisemblance basées sur des méthodes stochastiques et
MCMC (Gu et Kong, 1998 ; Delyon et al., 1999), qu'’il serait donc pertinent de comparer a
notre approche, en particulier en terme de précision des estimations et de temps de calcul.
De fagon plus générale, I'utilisation des modeles explicatifs de I'interaction virus/systeme
immunitaire pose néanmoins un certain nombre de questions.

En premier lieu, les données disponibles ne sont pas adaptées la plupart du temps a une
modélisation dynamique, que ce soit en terme d’intensité des mesures ou de richesse des
compartiments observés. En conséquence, tous les parametres ne peuvent pas étre esti-
més, et certains d’entre eux doivent étre fixés (ou alors estimés avec un a priori tres fort
dans les approches Bayésiennes) a des valeurs données par la littérature : la transposition
de ces valeurs elles-mémes obtenues grace a d’autres modeles sur le modele d’intérét est
donc sujet a caution. En retour, les estimations données pour les parametres d’intéréet
deviennent elles-mémes discutables, puisqu’elles dépendent directement de la valeur des
parametres qui ont été fixés. Par exemple, les estimations fournies dans le chapitre 4,
comme lefficacité in vivo des traitements (72% et 74% selon les bras de traitements),
doivent étre pris avec précaution. Nous ne saurions donc assez insister sur la nécessité de
disposer de données plus riches pour augmenter la robustesse de ces approches, comme
nous l'avons illustré au chapitre 5. Toutefois, méme si tous les parametres d’un modele
donné pouvaient étre estimés grace a des données adéquates (ou en travaillant sur un mo-
dele plus simple que celui introduit), la question fondamentale sous-jacente du lien entre
les parametres du modele et les mécanismes biologiques qu’ils sont censés représenter res-
terait posée.

Par définition, un modele est une représentation imparfaite de la réalité. Cependant, les
conclusions tirées de 'analyse des valeurs des parametres d’un modele explicatif se veulent
bien plus puissantes que celles issues d'un modele descriptif. Par exemple, I'estimation de
la remontée des CD4 (aprés une mise sous traitements par exemple) dans un modele
linéaire mixte fournit un ordre de grandeur de l'augmentation constatée des CD4. Les

approximations linéaires ou quadratiques (en fonction du temps) qui sont faites pour
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modéliser cette remontée importent donc peu car les conclusions restent essentiellement
descriptives. Dans le cas des modeles dynamiques, les conséquences d’une modélisation
imparfaite sont plus difficiles a appréhender. Plus concretement, prenons ’exemple de
I'estimation du parametre A (voir chapitre 4) qui représente la production thymique, c¢’est
a dire la quantité de nouveaux CD4 (par unité de volume) arrivant quotidiennement dans
le compartiment sanguin. Comme nous ’avons expliqué, une premiere source de confu-
sion peut provenir d'une estimation faussée de ce parametre due a des valeurs inexactes
des parametres qui sont fixés. Une seconde source d’erreur peut provenir d’'une erreur
de modélisation : rien n’assure que 'augmentation constatée provienne réellement d’une
production de novo de lymphocytes par le thymus plutot que, par exemple, d'une redis-
tribution des lymphocytes mémoires, comme le suggerent certains auteurs (Autran et al.,
1997; Bucy et al., 1999). Dans ce cas, comment savoir si les valeurs données (et mémes
les ordres de grandeur) ont encore un lien avec la réalité biologique ? Des comparaisons de
modeles explicatifs entre eux pourraient permettent de répondre en partie a cette question,
mais les données disponibles risquent de ne pas étre assez riches pour discriminer avec
suffisamment de puissance entre différentes modélisations de l'interaction virus/systéme
immunitaire (Bortz et Nelson, 2004 ; Bortz et Nelson, 2006). De plus, il n’a pas été étu-
dié, a notre connaissance, a quel point ces modeles sont réellement plus performants que
d’autres approches. En particulier, ont-ils une capacité explicative (en termes de criteres
de fit notamment) supérieure a des modeles purement paramétriques qui n’intégreraient
aucune connaissance biologique ? La qualité des fits moyens et individuels illustrée dans le
chapitre 4 est-elle le reflet d'une compréhension intrinseque des dynamiques sous-jacentes,
ou n’est-elle qu’'une conséquence du grand nombre de parametres de ces modeles et de la
souplesse apportée par les effets aléatoires 7 Pourtant, si un modele purement descriptif,
c’est a dire n’utilisant aucune hypothese biologique, devait faire “aussi bien” qu'un modele
explicatif, cela poserait la question du lien entre les parametres explicatifs et la biologie
qu’ils sont censés représenter. A notre connaissance, aucun article ne s’est penché rigou-
reusement sur ce probleme ; en conséquence, les estimations des parametres des modeles
explicatifs demeurent discutables.

Si I'on suppose, comme cela semble raisonnablement étre le cas, que les modeles expli-

catifs apportent malgré tout une connaissance importante sur l'interaction virus/systeme
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immunitaire, les améliorations qu’on peut apporter a la modélisation ainsi que les appli-
cations potentielles sont nombreuses.

En particulier, la plupart des études cliniques se concentrent sur I’analyse de 1’évolution
de la charge virale et des CD4, alors que les données potentielles ou méme a disposition
sont beaucoup plus riches : CD8, ADN proviral, activation notamment. En effet, I'utilisa-
tion d’approches descriptives ne permet pas de faire une analyse globale de I'information
disponible ; au mieux peut-on espérer déceler des corrélations entre certaines évolutions
mais les possibilités d’interprétation de ces liens sont assez limitées. En revanche, les mo-
deles explicatifs ont, en raison de l'interprétation biologique des parametres, une capacité
de synthese globale de l'information tres prometteuse qui pourrait permettre de mieux
comprendre a court terme le role de certains mécanismes comme la réponse immunitaire
(Stafford et al., 2000) ou I’activation (Levy et al., 2005).

Les améliorations de ces modeles sont nombreuses. En premier lieu, les modeles présentés
considerent implicitement que le compartiment sanguin est un reflet de 'infection alors
que l'essentiel de cette interaction a lieu dans les organes lymphoides. Ces conclusions
ont amené plusieurs auteurs a proposer une prise en compte de l'aspect spatial et com-
partimental de I'infection (Funk et al., 2005). Cependant, la modélisation utilisée est tres
complexe et ces travaux se situent pour le moment dans le champ des biomathématiques,
et non dans celui de la biostatistique et de l'inférence.

Par ailleurs, de plus en plus de travaux ont démontré I'importance de la prise en compte
des données de pharmacocinétique/pharmacodynamie dans la modélisation de la dyna-
mique virale, en particulier pour traiter les données sur de plus longues périodes (Huang
et al., 2006 ; Wu et al., 2006 ; Labbé et Verotta, 2006). En effet, 'utilisation de ces données
permet de prendre en compte 'adhérence aux traitements et les mutations du virus. En
particulier, la prise en compte des mesures d’IC50" constitue un bon marqueur pour étu-
dier I'impact des mutations, cause majeure de 1’échappement du virus, sur la dynamique
virale. Dans le cas de 'hépatite C, certains travaux ont intégré les données de pharmaco-
cinétique sur des modeles simplifiés (Talal et al., 2006) : une extension intéressante serait

donc de proposer d’étendre cette analyse a des modeles non-simplifiés prenant en compte

1L’IC50 représente la concentration de médicament nécessaire pour réduire la réplication virale de 50

%
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les variations inter-sujets.

Les nombreuses perspectives de développement de ces méthodes illustrent la richesse et
I'intérét de ce domaine d’étude. Se situant aux confluents des Biostatistiques, des Bio-
mathématiques, de I'Immunologie et de la Virologie, la modélisation et 1’estimation des
dynamiques virales est un sujet de recherche particulierement stimulant. Si le risque de
surinterpréter les résultats peut exister, son apport dans la compréhension des mécanismes

biologiques en jeu a été et est encore majeur.
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Résumé

Les modeles dynamiques de 'intéraction virus/systéme immunitaire basés sur des systémes
d’équations différentielles ordinaires sans solution ont considérablement amélioré la connaissance

de certains virus comme le VIH et le VHC. ) ) . .
En raison des difficultés statistiques et numériques d’estimation des parametres de ces modeles,

les premiers résultats dans la littérature ont été obtenus en faisant des estimations patient
par patient sur des modeles simplifiés et linéarisés. Toutefois, ceux-ci ne permettent pas de
considérer la dynamique de 'infection dans son ensemble. C’est pourquoi certains auteurs ont
proposé récemment des approches Bayésiennes d’estimation des parametres sur des modeles
non-simplifiés. En outre, celles-ci sont proposées dans un cadre de population, ou 'information
issue des variabilité inter-patients est prise en compte.

Dans cette these, nous proposons une voie alternative a ces travaux, en développant une approche
fréquentiste pour 'estimation des parametres. La complexité de ces modeles rendant les logiciels
existants non-adéquats, nous développons une méthode originale d’estimation des parametres,
qui utilise la structure particuliere de ces modeles. Nous montrons la robustesse de cette approche
et appliquons aux données de 'essai ANRS ALBI 070, en intégrant le probleme méthodologique
des données virologiques censurées. Nous fournissons notamment une estimation in vivo de 'effet
différentiel d’efficacité de deux stratégies de traitements et illustrons de ce fait 'intérét de cette
approche pour définir un critere alternatif d’analyse des essais cliniques. Enfin, nous proposons
une méthode d’étude de I'identifiabilité des modeles dynamiques du VIH. Nous montrons ainsi
I'impact qu’auraient de nouvelles quantifications pour améliorer l’identifiabilité de ces modeles
et, corollairement, nous discutons les limites de 1'utilisation de ces modeles au vu des données
habituellement disponibles.

Modelling & Estimation of HIV dynamics models

The study of the dynamical models of the HIV, based on non-linear systems of ordinary differential
equations (ODE) has considerably improved the knowledge on its pathogenicity.
This modelling leads to complex issues for identifiability and parameter estimation. To overcome these
difficulties, the first models used simplified ODE systems and analyzed each patient separately. Neverthe-
less, these simplified models prevent from considering the course of the infection as a whole. Recent works
deal with inference in non-simplified models, using a Bayesian approach for the parameter estimation.
Moreover, these approaches borrow strength from the whole sample, by using a population approach.
We propose here an alternative way based on a full likelihood inference. The complexity of these models
make classical software unusable or instable, and we develop an original approach, using the particular
structure of these models. We show the robustness of this approach and we apply it to the ANRS ALBI
070 clinical trial data, taking into account left-censored data of virus load. We provide an in vivo esti-
mation of the differential treatment efficacy and illustrate thus the interest of this approach to provide
an alternative tool for analyzing clinical trials. Last, we propose a method for studying the practical
identifiability of HIV dynamics models. We study the impact of new quantifications in the handling of
these models. By contrast, we discuss the limits of the results based on data usually available.

MOTS CLES : Infection par le VIH, données répétées, censure, modeles non-linéaires a effets
mixtes, identifiabilité, censure.
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