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INTRODUCTION GENERALE




Dans ce mémoire nous synthétisons le travail effectué durant trois ans (d’octobre 2004
a septembre 2007) sur le probleme de détection et localisation de défauts (F'DI, Fault
Detection and Isolation), étudié sur la classe des systeémes linéaires structurés. Ce travail
a été effectué au sein du laboratoire GIPSA-lab, 'ex Laboratoire d’Automatique de
Grenoble (LAG), sous la direction de Christian COMMAULT et Jean-Michel DION.

Nous nous intéressons au probleme de détection et localisation de défauts (F'DI), qui a
requ une attention considerable durant les dix dernieres années. [5; 21]. Le probleme de
détection et localisation de défauts consiste a construire des résidus a partir des données
réelles disponibles, ces résidus sont des variables indicatrices de défauts dans le sens ou
leur valeur est nulle quand le systéeme est en fonctionnement normal et différente de
zéro en cas de défaillance. Quand le probleme de détection et localisation de défauts n’a
pas de solution avec les capteurs actuels du systeme, on cherche a ajouter des capteurs
additionnels pour rendre le probleme soluble [33].

Nous étudions ce probleme de détection et localisation de défauts dans le cadre des
systemes linéaires structurés (avec leur graphes associés), voir par exemple [16; 42]. Dans
un systeme linéaire structuré on prend en compte l'existence ou l'absence de relations
entre les différentes variables sans s’intéresser a la valeur précise des parametres [27; 19].
Les systemes linéaires structurés sont représentés par des représentations d’état ou
les éléments des matrices sont soit fixés a zéro, soit des parametres libres. L’existence
des parametres libres correspond aux relations non nulles entre les variables. Pour les
systemes linéaires structurés on étudie des propriétés dites génériques. Ces propriétés
sont vraies pour presque toutes les valeurs des parametres libres. Un graphe orienté peut
étre associé a un systeme linéaire structuré. Dans ce graphe les sommets représentent
les différentes variables du systeme et les arcs correspondent aux parametres libres des
matrices de la représentation d’état donc aux relations non nulles entre les variables. Le
graphe orienté associé a un systeme structuré est un outil visuel qui permet d’étudier
facilement les propriétés génériques du systeéme, de nombreux résultats sont disponibles
dans la littérature concernant le rang générique de la matrice de transfert d’un systeme,
la commandabilité et 'observabilité génériques ainsi que les problemes de commande
tels que le rejet de perturbation et le découplage par retour d’état [19; 15].

Dans cette these nous considérons le probleme de détection et localisation de défauts
diagonal avec une banque d’observateurs. Nous étudions ce probleme sur la classe des
systemes linéaires structurés. Quand on a un systeme linéaire structuré avec des défauts,
on étudie la solubilité du probleme a l'aide des graphes orientés associés. Dans [16]
on présente une condition nécessaire et suffisante pour que le probleme de détection
et localisation de défauts soit génériquement soluble. Cette condition est a vérifier sur




le graphe orienté associé au systeme structuré. A partir de cette étude générique du
probleme F'DI nous nous intéressons a deux problémes importants.

— Le premier probleme se pose quand la condition de solubilité générique du pro-
bleme F'DI n’est pas satisfaite sur le graphe associé au systeme structuré et donc
il faut ajouter des capteurs additionnels pour la remplir. La question ici est : quelles
sont les variables qui doivent étre mesurées par les nouveaux capteurs. La contri-
bution principale de cette these est une décomposition du systeme afin d’obtenir
des information structurelles sur le placement de capteurs additionnels. Cette dé-
composition raffine des résultats précédents obtenus dans [8].

— Le deuxieme probléme consiste a considérer le cas ou le probleme de détection et
localisation de défauts est génériquement soluble pour un systeme donné, ensuite
nous donnons une classification des capteurs selon leurs importance pour la so-
lubilité du probleme FDI. Les capteurs sont classés en trois types, des capteurs
inutiles, des capteurs utiles et des capteurs essentiels. La contribution de cette these
est de donner une caractérisation des capteurs des différents types en utilisant les
graphes orientés associés aux systemes structurés.

L’outil majeur utilisé dans 1’étude des deux problemes, le placement de capteurs et
la classification des capteurs, est la notion de séparateur [41]. Nous présentons des
séparateurs spécifiques qui ont des roles importants dans nos études, tels que les sépara-
teurs d’entrée avec lesquels nous décomposons le systeme afin d’avoir des informations
structurelles sur le placement de capteurs additionnels. Ils caractérisent toutes les
solutions possibles. Le séparateur minimal de sortie sera utilisé pour caractériser les
capteurs dans le cadre du probleme de classification.

Ce mémoire de these se décompose en cing chapitres

— Dans le Chapitre 1, nous présentons le probleme de détection et localisation de
défauts diagonal avec une banque d’observateurs et nous présentons aussi une
formulation des deux problemes traités, le probleme de placement de capteurs
additionnels, et le probleme de classification de capteurs.

— Dans le Chapitre 2, nous présentons la classe des systemes linéaires structurés et
leurs propriétés génériques. Nous montrons comment associer un graphe orienté a
un systeme structuré et nous rappelons quelques résultats concernant 1’étude des
propriétés génériques des systemes structurés en utilisant les graphes associés.

— Le Chapitre 3 est consacré a la présentation de la condition de solubilité générique
du probleme de détection et localisation de défauts, cette condition s’exprime en
termes de chemins défauts-sorties sur le graphe orienté associé. Une illustration
sur plusieurs exemples est présentée a la fin du chapitre.




— Dans le Chapitre 4, nous présentons le résultat principal de ce travail, il s’agit
d’une décomposition du systeme afin d’avoir des informations structurelles pour
le placement de capteurs additionnels pour le probleme F'DI. Ce chapitre est
composé essentiellement de deux parties. Dans la premiere partie nous présentons
I'outil majeur que nous utilisons dans notre étude, les séparateurs. Nous définissons
la notion générale de séparateur, puis nous présentons nos séparateurs spécifiques,
les séparateurs d’entrée et le séparateur minimal de sortie. Dans la deuxiéme partie
nous rappelons un résultat antérieur concernant la décomposition du systeme
obtenu dans [8], ensuite nous présentons notre contribution principale sous forme
d’un théoréme qui présente une décomposition qui raffine celle de [8] et qui ca-
ractérise toutes les solutions possibles pour le probleme de placement de capteurs
additionnels pour le probleme F'DI. Cette décomposition dépend de ’ensemble
des séparateurs d’entrée dans un graphe, ou a chaque séparateur d’entrée nous
associons une contrainte. L’ensemble des contraintes associées aux séparateurs
d’entrée doivent étre respectées par tout placement de nouveaux capteurs afin de
rendre le probleme de détection et localisation de défauts génériquement soluble.
Nous illustrons les résultats sur plusieurs exemples académiques.

— Dans le Chapitre 5, nous abordons la classification de capteurs pour le probleme
FDI. Nous présentons une classification des capteurs d'un systeme ou le probleme
de détection et localisation de défauts a une solution. Les capteurs sont classés
en trois types différents, les capteurs inutiles, les capteurs utiles et les capteurs
essentiels. Cette classification permet de prendre en compte 'importance relative
des capteurs pour la solubilité du probleme FDI.




Ce travail de these a donné lieu aux publications suivantes :
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

1.1 Diagnostic

Suite a la progression rapide des nouvelles technologies, les systemes industriels sont de
plus en plus complexes et 'opération de diagnostic est devenue indispensable pour assu-
rer la streté de fonctionnement et la disponibilité de ces systemes. Bénéficiant des outils
déja existants en automatique, la recherche dans le domaine du diagnostic a connu une
évolution tres importante qui lui a permis de développer plusieurs méthodes donnant
une solution aux problemes de la détection et de l'isolation de défauts.

Le diagnostic est un theme de recherche qui peut étre approché de fagons tres différentes
suivant le type de connaissances dont nous disposons. L’approche dite a base de modele
s’appuie sur 'utilisation d’un modele analytique du systeme a diagnostiquer. La commu-
nauté scientifique qui étudie le probleme de détection et localisation de défauts utilise des
techniques provenant de la théorie de la commande et de la décision statistique. Cette
approche a produit de nombreux résultats [5; 21; 26].

Le probleme de placement de capteurs afin de détecter et localiser les défauts a requ une
attention considérable, et plusieurs résultats sont disponibles, par exemple dans [38] on
propose une méthode basée sur ’addition successive des capteurs en prenant en compte
les criteres de diagnosticabilité. Le principe de cette méthode est d’analyser le modele
physique du systeme d’un point de vue structurel, et cette approche structurelle est basée
sur les relations de redondance analytique [37; 4]. Dans [39] on propose une méthode ou
on utilise un modele de comportement du systeme pour analyser la redondance analy-
tique. Dans [36] on propose une méthode d’optimisation du placement des capteurs en
utilisant des algorithms génétiques. [22] propose une méthode de placement de capteurs
afin d’obtenir la détéctabilité et 'isolabilité maximale de défauts. Cette méthode est ba-
sée sur la décomposition de Dulmage et Mendelsohn. Dans [44] on propose une méthode
structurelle pour le placement de capteurs qui satisfait un cahier des charges (diagnostic,
détectabilité,...) désiré. Cette méthode n’exige pas de trouver les relations de redondance
analytique.

1.2 Détection et localisation de défauts (FDI)

Plusieurs types de défauts peuvent toucher un systeme :

— Les défauts capteurs : ils s’additionneront aux sorties du systeme et représenteront
I’ensemble des problemes liés a la prise d’information sur I’état du systeme.

— Les défauts des actionneurs : ils s’additionneront aux commandes du systeme et
concerneront 1’ensemble des problemes liés aux organes qui agissent sur 1’état du
procédé.

— Les défauts externes : ils causeront un changement non maitrisable sur I’état du
systeme.
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

— Les défauts internes : ils correspondront a une dégradation des composants du
systeme par un changement sur les parametres internes.

Dans notre travail nous considérons les défauts internes et les défauts des actionneurs.
Le probleme de détection et localisation de défauts consiste a mesurer des données au
cours du fonctionnement réel du systeme afin de déterminer si le fonctionnement du
systeme est normal ou défaillant. Il existe plusieurs méthodes qui permettent la détection
et la localisation de défauts. Pour cela on calcule des signaux indicateurs de défauts
nommés les résidus dans le sens ou leur valeur est nulle lorsque le systeme est en
fonctionnement normal, et différente de zéro en cas de défaillance. Il existe plusieurs
méthodes pour la génération des résidus comme montré en Figure 1.1.

Méthodes de génération des
résidus

<basée sur les signaux> Cbasée sur le modéle>

basée sur la
connaissance

analytique basée sur les données structurelle

—— —1

qualitative < floue > Cneurones >

observateur estimation de
parametre

espace de
parité

Fic. 1.1 — Différentes méthodes pour la génération des résidus

Dans notre étude nous considérons une approche de type estimation d’état a ’aide d’ob-
servateurs, ou les résidus sont générés en utilisant une banque d’observateurs afin d’avoir
un transfert défauts-résidus diagonal, et nous abordons le probleme F DI d’un point de
vue structurel.

La Figure 1.2 illustre le principe général du probleme F'DI.
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

#Défauts
Entrées Sorties
Processus
Résidus
Générateur de résidus —»

Fi1G. 1.2 — Le principe général du probleme F'DI

1.2.1 F DI avec une banque de r observateurs

Considérons un systeme linéaire avec des défauts, ce systeme peut étre représenté par
des équations d’état de la forme suivante.

. (1.2.1)

- { i(t) = Az(t) + Bu(t) + Fi f(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + Fof(t)

ou z(t) € R™ est le vecteur des états, u(t) € R™ est le vecteur des commandes, f(t) € R”
est le vecteur des défauts, et y(t) € RP est le vecteur des sorties. A,B,C,D,F},F; sont
des matrices de dimensions appropriées.

Nous nous intéressons au transfert entre les défauts et les résidus, le générateur de résidus
est calculé pour donner a ce transfert une structure particuliere. La structure triangulaire
est facile a obtenir avec un seul observateur, mais dans une structure diagonale chaque
résidu est sensible a un et un seul défaut indépendamment des autres défauts. Donc dans
le cas ou la structure diagonale ne peut pas étre obtenue avec un seul observateur nous
pouvons essayer de résoudre le probleme avec une banque de r observateurs. Dans ce
cas nous utilisons r observateurs pour générer les résidus. Pour cela nous considérons le
systéme X' qui peut étre obtenu a partir du systéme (1.2.1) comme suit :

o { @(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fi f'(t) + Fu fi(t) (1.2.2)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + FLfi(t) + Fo fi(t)

— fi(t) est la i®™ composante du vecteur f(t)
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

— fi(t) est le vecteur de défauts f(t), en enlevant f;(¢) la i°™ composante du vecteur

f @)
— Fy; (respectivement Fy;) est la i°™ colonne de F) (respectivement Fy).
— I (respectivement F}) est la matrice F} (respectivement Fy), en enlevant la i
colonne de F}(respectivement Fy).

Le i®™¢ observateur est donné par 1’équation :
#(t) = A#'(t) + K'(y(t) — C2(t) — Du(t)) + Bu(t)

K' est & construire de telle facon que #%(t) converge asymptotiquement vers z(t),
lorsqu’il n’y a pas de défaut.
L’erreur d’estimation est : e'(t) = x(t) — #'(t). La dérivée de 'erreur d’estimation sera
donnée par ’équation :

&) = a(t) = 2'(t) = (A= K'C)e'(t) + (F{ = K'F) f(t) + (Fa — K'Fia) fi(t)
Le résidu sera donné par I’équation : :

pi(t) = Q'(y(t) — Ci'(t) — Du(t)) = Q'Ce'(t) + Q'Fyf'(t) + Q" Fa fi(1)

Q' est une matrice de dimension (1 x p).
Le transfert défaut-résidu sera

pi(s) = ;f(s)fi(s) = [Q’C(s[ — A+ EC) N (Fiy — K'Fy) + Qing} fi(s)

Définition 1.2.1. Le probleme de détection et localisation de défauts diagonal avec une
banque de r observateurs consiste a trouver, si possible, les matrices K* et Q' de telle
sorte que le transfert défauts-résidus soit diagonal, c’est-a-dire de la forme suivante.

tll(S) 0 c. 0
0 t22<8) e 0
ORI (O}
0 0 trr(S)

ot ty(s) #0 pouri=1,2,...,r.

1.2.2 Placement de capteurs

Considérons a nouveau le systeme linéaire (1.2.1). Dans le cas ou le probleme de détection
et localisation de défauts n’a pas de solution avec les sorties actuelles du systeme, nous
avons besoin d’ajouter de nouveaux capteurs qui mesurent des variables du systeme pour
que le probleéme ait une solution. Nous définissons le vecteur z(¢) par 1’équation suivante :

2(t) = Ha(t) + Buf(2),

13



Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

ou z(t) € RY et z(t) la iéme composante de z(t) est la mesure obtenue par le iéme
capteur additionnel.
Le systéme composé X.¢ est obtenu a partir du systéme initial (1.2.1) en ajoutant I’équa-
tion du z(t).
(t) = Ax(t) + Bu(t)+ Fif(t)
Yag y(t) = Cx(t) + Du(t) + Faf(t) - (1.2.3)
2(t) = Hu(t) + F3f (1)

Quand nous traitons le probleme de détection et localisation de défauts sur un systeme
donné, et que nous avons besoin d’ajouter de nouveaux capteurs parce que le probleme
n’a pas de solution avec les sorties actuelles, les questions majeures qui se posent sont :
quel est le nombre minimum de capteurs additionnels nécessaires, quelles sont les
variables qui doivent étre mesurées par les capteurs additionnels.

Dans les chapitres qui suivent, nous essayerons de donner des réponses a ces questions
quand nous étudions le probleme de détection et localisation de défauts sur une classe
particuliere des systeémes linéaires nommés les systemes linéaires structurés.
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

1.3 Classification de capteurs pour la détection et
localisation de défauts

Pour la deuxieme problématique, nous restons toujours dans le cadre du probleme de
détection et localisation de défauts défini précédemment, et nous nous intéressons a la
classification de capteurs du systeme selon leur importance pour le probleme de détection
et localisation de défauts avec une banque d’observateurs.
Dans notre étude nous considérons que le probleme de détection et localisation de défauts
avec une banque d’observateurs a une solution avec les capteurs actuels du systeme, cela
veut dire qu’on n’a pas besoin d’ajouter de nouveaux capteurs additionnels. Ensuite nous
allons classer les capteurs en trois types,

— Capteurs essentiels.

— Capteurs inutiles.

— Capteurs utiles.
Cette classification prendra en compte 'importance d’un capteur pour le la solubilité du
probleme de détection et localisation de défauts. La défaillance d’un capteur essentiel va
rendre le probleme insoluble, alors que la défaillance d’un capteur inutile n’aura pas effet
sur la solubilité du probleme.
Nous allons d’abord définir la notion de Solution pour le probleme FDI avec un sous-
ensemble de capteurs.

Définition 1.3.1. Soit 3 un systéme linéaire défini par (1.2.1), et supposons que le
probléme de détection et localisation de défauts (FDI) de la Définition 1.2.1 a une
solution avec [’ensemble de capteurs actuels du systeme Y .

Soit V un sous-ensemble de Y.V est une solution pour le probléeme F DI avec une banque
d’observateurs, si le probleme F DI reste soluble avec le sous-ensemble de capteurs V.

En considérant la Définition 1.3.1 Nous allons définir les trois types de capteurs.

Définition 1.3.2. (Capteur inutile) Soit ¥ un systéme linéaire défini par (1.2.1).
Soit y; le iéme capteur du systéme et V\{y;} l'ensemble V' duquel le capteur y; a été
éliminé.

Le capteur y; est un capteur inutile si pour toute solution V' contenant y;, V\{y;} reste
une solution. Tout capteur qui n’est pas inutile est un capteur utile.

Les capteurs d’un systeme qui ne sont pas inutiles représentent I’ensemble des capteurs
utiles. Certains capteurs de ’ensemble des capteurs utiles peuvent étre des capteurs
essentiels.

Définition 1.3.3. (Capteur essentiel) Soit ¥ un systéme linéaire défini par (1.2.1).
Soit y; un capteur du systéme.
Le capteur y; est un capteur essentiel si il appartient a toute solution V' pour le probleme

FDI.
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Chapitre 1. FORMULATION DES PROBLEMES

La Figure 1.3 illustre les trois types de capteurs possibles dans un systeme selon leur
importance pour le probleme F'DI.

Capteurs Capteurs Capteurs

inutiles utiles essentiels

Y

F1G. 1.3 — Les trois types de capteurs possibles

Dans le Chapitre 5 nous allons étudier ce probleme de classification de capteurs sur la
classe des systemes linéaires structurés. Nous allons présenter une caractérisation des
capteurs inutiles sous forme d’'un théoreme, et une méthode de calcul pour trouver les
différents types de capteurs dans un systeme donné.
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Chapitre 2. SYSTEMES LINEAIRES STRUCTURES

2.1 Introduction

Les systemes linéaires structurés sont des classes particulieres de systemes linéaires
multivariables décrits par des équations d’état dont les éléments des matrices sont
soit fixés a zéro soit des parametres libres. Pour de tels systemes, des propriétés dites
génériques (ou structurelles) qui ne dependent pas des valeurs des parametres libres du
modele, mais de 'existence ou de ’absence de ces parametres, peuvent étre étudiées.
Des graphes orientés peuvent étre associés aux systemes structurés, ou les différentes
variables du systeme correspondent aux sommets du graphe, et les arcs du graphe
représentent les parametres libres des matrices de la representation d’état. Les graphes
orientés associés aux systemes linéaires structurés offrent un outil visuel pratique pour
étudier et verifier les propriétés génériques d’un systeme structuré.

Le concept de systéme linéaire structuré a été introduit par [27] & propos de la com-
mandabilité structurelle d’'un systéme monoentrée, propriété traduite graphiquement
en termes de chemins et cycles particuliers dénommés cactus. Cette caractérisation
a 6été généralisée aux systémes structurés multientrées par [35] et [23], et simplifiée
graphiquement par [29].

L’analyse graphique des systémes structurés s’est des lors développée dans différentes
directions telles que la commandabilité, 'observabilité, le placement de poles, le rejet
de perturbation, le découplage...etc. Le livre [34] donne une premiere analyse simple de
I'étude graphique des systémes structurés. Le livre [32] donne des résultats généraux
aux problemes de solubilité générique et commandabilité générique.

Une approche utilisant la notion de structure a I'infini [15], [40], a permis de donner des
conditions génériques de solubilité a différents problemes de commande tels le rejets de
perturbation par retour d’état [15], ou le découplage statique [18] simplifiant un premier
résultat donné par [28]. L’interprétation graphique des ordres essentiels [6] a engendré
de nouvelles solutions graphiques au probleme de rejet de perturbation par retour de
sortie [14].

Une étude de I'observabilité des systemes structurés est faite dans [17], [3], et une clas-
sification des capteurs en termes de préservation de ’observabilité a été présentée dans

17].
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Chapitre 2. SYSTEMES LINEAIRES STRUCTURES

2.2 Définition

28] a proposé une définition des systemes linéaires structurés en termes de "matrice
structurée”, ou apparaissait la notion de parametres soit fixés a zéro soit inconnus. Cette
notion a été reprise par [31] en termes de parametres soit nuls soit algébriquement indé-
pendants.

En schématisant ce concept, un systeéme linéaire structuré est un systeme linéaire pour
lequel la seule information connue est I'existence ou ’absence de relation entre variables.

Définition 2.2.1. (Systéme structuré) Soit le systeme X décrit par la représentation
d’état :
5, { i(t) = Apx(t) + Bau(t) | (2.2.1)
y(t) = Chz(t)
ou x(t) € R™ est le vecteur des états, u(t) € R™ est le vecteur des entrées, et y(t) € RP
est le vecteur des sorties. Ay, By, Ca sont des matrices de dimensions appropriées.
Le systeme 35 est appelé systeme linéaire structuré si la matrice

AA BA
Ch 0 |’

est une matrice structurée, c’est-a-dire les éléments de cette matrice sont soit fixés a zéro
soit des parametres libres.

Parfois en partant des modeles dynamiques des systéemes non linéaires, et en linéarisant
autour de différents points on peut trouver des modeles qui ont la méme structure mais
avec des valeurs différentes pour les parametres, voir Figure 2.1. Un modele de colonne a
distiller a été étudiée dans [7]. de tels modeles qui dépendent de la structure des systemes
ont été abordés dans la literature, voir par exemple [27; 30; 1]

Exemple 2.2.1
Considérons le systeme Y, a trois états, deux entrées et deux sorties, décrit
par les équations d’état suivantes :

- { i(t) = Apaz(t) + Byu(t)

Y

y(t) = Crz(t)
ou
0 0 0 A3 0
0 X O
Av=1| M 0 X |,Ba= 0 0 ,Op =
X 0 A7
0 0 O 0 M\

Les éléments des matrices de la représentation d’état sont soit des zéros fixes,
qui indiquent une absence de relations entre les variables soit des parametres
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x x 0 0] 0 x
A X X x . )
A=[0 x O| E=|x|F=|x
X X 0
0 .. 0 x x| 0
c=[0 0 .0 «x _ -
x x 0 0 0 x
X x x . .
A=[0 «x O E=|x|F=|x
.oX X . 0
0 0 x «x 0 0|

c=[0o 0 . 0 «x]

FiG. 2.1 — Un systeme non linéaire

libres A1, Ao, .... A7, qui représentent les différentes relations entre les variables.
Nous notons A = (Ay, Xa, A3, Ay, As, Ag, A7) € R7 le vecteur des parametres
libres.

Pour cet exemple, la matrice de transfert du systeme X, est :

AAsAss™2 Aodghss 2
TA<S) = C/\(S[ _ AA)—IBA _ 1A3A5S A4 A5S
PYS PERE D VP

2.3 Propriété générique

Une propriété générique est une propriété vraie pour presque toutes les valeurs des pa-
rametres libres. La notion de propriété générique est fondamentale dans I’étude des sys-
temes structurés. Ce concept a été présenté de maniere théorique, en particulier par [43]
et [31].

Pour illustrer cette notion de propriété générique, reprenons le systeme de I’'Exemple
2.2.1. Le déterminant de la matrice de transfert de ce systeme est :

A (Ahr — dadg)

g3

det [T (s)] :
Le rang de cette matrice est plein si :

)\3 7é Oa )\4 7& Oa )\5 7& 07 )‘1)\7 - )\2)\6 7é 07

c’est a dire, T)(s) est non singuliere pour presque toute valeur de A € R”.
Une variété algébrique V' C R” est définie comme ’hypersurface caractérisée par les
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racines communes d’un nombre fini de polynomes py, pa, ..., Px :
V={A= (A, Ao, ...\ )|pi(A) =0,i=1,2,....k}
V est propre si V £ R” et V' est nontriviale si V' # 0. Pour I'exemple ci dessus
V = {A D3 As( A A7 — AaXg) = 0}
La notion de généricité peut donc étre définie dans le contexte des systemes structurés.

Définition 2.3.1. (Propriété générique) Soit ¥ un systeme linéaire structuré tel
que A € R™. Une propriété 11 est dite générique, si I1 est vraie pour toute valeur de A
n’appartenant pas a une variété algébrique propre dans R”.

Donc une propriété générique est une propriété qui est vraie pour presque toutes les
valeurs de A € R”. Dans le cadre des systemes linéaires structurés, plusieurs propriétés
génériques peuvent étre étudiées telles la commandabilité et ’observabilité, le rejet de
perturbation, le découplage par retour d’état et le rang générique de la matrice de trans-
fert d'un systeme qui sera définie dans la suite. D’autres propriétés génériques seront
étudiées et illustrées plus tard dans ce mémoire.

Définition 2.3.2. (Rang générique) Soit X5 un systéme linéaire structuré ayant pour
matrice de transfert Tx(s), avec A € R™. Le rang générique, noté g — rang de Tx(s) est
défini comme le rang de Ty(s) pour presque toutes les valeurs de A € R”.

2.4 Association d’un graphe

Des graphes orientés peuvent étre associés aux systemes linéaires structurés. L’étude de
ces systemes a l'aide de leurs graphes associés fait partie des atouts majeurs de ce theme
de recherche, et I’étude de propriétés génériques des systemes structurés revient a verifier
certaines conditions sur les graphes associés. Rappelons maintenant quelques notions de
base de théorie des graphes [31].

2.4.1 Graphes orientés

Définition 2.4.1. (Graphe orienté) Un graphe orienté G = (V, E), est un couple
d’ensembles constitué par :

— un ensemble d’éléments V = (vy, ....,vx) appelés sommets.
— un ensemble E = (eq, ...., e;) appelés arcs. Un arc e, € E est défini par e, = (v;, v;)
ot v; est appelé sommet initial, et v; est appelé sommet final de l'arc ey,.

21



Chapitre 2. SYSTEMES LINEAIRES STRUCTURES

Sur le graphe G = (V, E), un chemin P allant du sommet v,, au sommet v,, est une
sequence d’arcs :

P = (g, V1), (Upys Upn),s ovvene s (Vpgzs Vpgor)s (Vg1 Uty )

telle que v,, € V pour tout t = 0, .....,q. La longueur d’un chemin est égale au nombre
d’arcs le constituant, chaque arc étant compté autant de fois qu’il apparait dans la
séquence. Pour la séquence ci-dessus, P est de longueur égale a q. Pour plus de clarté, un
chemin sera uniquement décrit par la séquence de sommets le constituant. Par exemple :

P = (Vg Upys ooy Upg 15 Vg ) -

Si vy, appartient a Vi et v, appartient a V5 ou Vi, V, sont deux sous-ensembles de V'
nous appelons P un V; — V5 chemin, de plus si v, est le seul sommet de P qui appartient
a Vi et v, est le seul sommet de P qui appartient a V3, nous appelons P un chemin
direct de Vi a V5.

Un chemin P est dit simple s’il ne rencontre pas deux fois le méme sommet.

Un chemin P tel que v,, = wv,, est appelé un circuit. Si de plus v,, # wv,, pour
1=1,...,q—2¢et j=1i+1,...g—1, le circuit sera dit élémentaire. Par cohérence vis-a-vis
de la traduction anglaise, un circuit élémentaire sera appelé un cycle.

Un ensemble de cycles recouvrant tous les sommets du graphe tel que les cycles n’aient
aucun sommet commun est appelé une famille de cycles recouvrants.

2.4.2 Graphe d’un systeme structuré

Soit un systeme structuré ¥, décrit par des équations différentielles de la forme (2.2.1).
Un graphe orienté G(35) = (V, E) peut étre associé a ¥, de la maniere suivante :
ensemble des sommets V =U U X UY ou

— U = (uq, ..., uy,) correspond aux m entrées du systeme.

- X = (21, ...,x,) correspond aux n états du systeme.

- Y = (y1,...,yp) correspond aux p sorties du systeme.
ensemble des arcs £ = FEyx U Exx U Exy ou

— Eyx ={(uj,x;),b;; # 0} correspond aux relations non nulles entrées-états.

— Exx ={(xj,2;),a;; # 0} correspond aux relations non nulles états-états.

— Exy ={(xj,v:), cij # 0} correspond aux relations non nulles états-sorties.
avec b;; (resp. a;;,¢;j) I'élément (4, j) de la matrice B (resp. A, C).
Cette représentation est naturelle par rapport a la symbolique d'un systeme linéaire. Un
sommet représente bien une variable du systéme et un arc correspond bien a une relation
de dependance (directe) entre deux variables.
Un chemin

P = (Vg Uptys oooos Vg1 Uy )
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tel que v, € U et v,, €Y est appelé un chemin entrée-sortie. Un ensemble de chemins
entrées-sorties n’ayant aucun sommet en commun sera dit sommets disjoints.

Exemple 2.4.1
Soit le systeme structuré ¥, décrit par la representation d’état suivante :

0 M\ O MO
A 00
Av=1| 0 0 0 [,Ba=] 0 X |,Ch=
0 0 Mg
Xy A3 0 0 g

Ce systeme a deux entrées, trois états et deux sorties. Le graphe associé
G(X24) a donc pour ensemble de sommets :

V = (u1,ug, x1, T2, T3, Y1, Y2)-

Les arcs sont créés a partir des parametres libres des matrices Ay, By, Ca
(par exemple, sur le graphe il y a un arc (uy,x1) de poids A4 puisque by; # 0.
Le graphe associé est représenté sur la Figure 2.2.

F1a. 2.2 — Graphe associé G(X,) de I'exemple 2.4.1

2.4.3 Etude de propriétés génériques a ’aide des graphes

Les graphes orientés associés aux systemes structurés présentent un outil efficace pour
étudier les propriétés génériques de ces systemes. Des conditions sont & verifier sur les
graphes afin d’étudier ces propriétés génériques. Une illustration sur le rang générique
de la matrice de transfert d’un systeme et des problemes de commande sera donnée par
la suite.
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Le rang générique

Nous avons vu que le rang générique de la matrice de transfert d’un systeme structuré
est défini comme le rang de la matrice pour presque toutes les valeurs des parametres
libres. Sur un graphe associé a un systeme structuré, le rang générique peut étre calculé
de la maniere suivante.

Théoréme 2.4.1. [19] Soit ¥ p un systéme linéaire structuré décrit par (2.2.1) et G(X,)
son graphe associé, le rang générique de Ty(s) est égal au nombre maximum de chemins
entrées-sorties sommets disjoints sur G(3y).

Exemple 2.4.2
Considérons le systeme structuré >, décrit par une représentation d’état
dont les matrice sont :

0O 0 0 0 0 0 X A7 0
A 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 O 0 X O
AA - ) BA - )
0 00 0 0 O 0 0 X
0 0 0 A3 0 O 0 Ao O
0 0 X O X5 O 0 0 0

0O Ayx 0 00 O
Ca=10 0 Xa 00 O
0 0 0 00 Mg

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure 2.3. Pour calculer
le rang générique de la matrice de transfert du systeme, il suffit de calculer le
nombre maximum de chemins entrées-sorties sommets disjoints sur le graphe.
Donc nous avons pour cet exemple trois chemins entrées-sorties sommets
disjoints (u1, 1, T2, 1), (U2, x3,Yy2), (us, T4, x5, e, y3), d’o le rang générique
de la matrice de transfert

g —rang [Tx(s)] = 3.

L’observabilité générique des systemes structurés

Soit ¥, un systeme structuré. Le systeme Y, est génériquement observable s’il est ob-
servable pour presque toutes les valeurs des parametres libres A.
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F1a. 2.3 — Graphe associé G(X,) de 'exemple 2.4.2

L’observabilité générique peut étre étudiée comme une propriété duale de la comman-

dabilité générique [19]. Le Théoréme 2.4.2 présente une characterization graphique de
I’observabilité générique.

Théoréme 2.4.2. Soit X un systéme linéaire structuré décrit par (2.2.1) et G(X,)
son graphe associé. Le systéme X5 est génériquement observable si et seulement si sur
le graphe G(34) :

— Tous les sommets d’états sont reliés aux sorties Y .

— Il existe une famille de chemins et circuits sommets disjoints qui couvrent tous les
sommets d’états.

[lustrons la propriété de 'observabilité générique sur un exemple.
Exemple 2.4.3

Considérons un systeme structuré X, représenté par son graphe associé illus-
tré sur la Figure 2.4

F1a. 2.4 — Graphe associé G(X,) de I'exemple 2.4.3
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Le systeme Y5 est génériquement observable, parce que sur son graphe associé
G(X,) tous les sommets d’états x1, z9, 23 et x4 sont reliés aux sorties y; et yo,
et il y a deux chemins (z1, za,y1), (23,24, y2) qui sont des chemins sommets
disjoints et qui couvrent tous les états, d’ou les deux conditions du Théoreme
2.4.2 sont satisfaites et le systeme est génériquement observable.

Découplage par retour d’état

Soit 34 un systeme structuré tel que le nombre de sorties soit égal au nombre d’entrées,
m=p.

Y

y(t) = Chz(t)

dont le rang de la matrice de transfert est égal au nombre de sorties. Le probleme du
découplage consiste a déterminer une commande u(t) = Fz(t) + Gu(t), G inversible, de

- { i(t) = Apaz(t)+ Byu(t)

telle sorte que le transfert C'(sI —A— BF)~! BG soit diagonal et non singulier, ¢’est-a-dire
que chaque sortie peut étre pilotée indépendamment des autres.

Théoreme 2.4.3. [24] Soit X5 un systéme linéaire structuré décrit par (2.2.1) tel que
m = p et G(XA) son graphe associé, tel que le nombre mazimum de chemins entrées-
sorties sommets disjoints soit égal au nombre de sorties p.

Yz est génériquement découplable par un retour d’état u(t) = Fx(t)+Gu(t), G inversible,

st et seulement si :
p

Lp = Z<l1)7

i=1
ou :

— L, : la longueur minimale de p chemins entrées-sorties sommets disjoints.

— 1; : la longueur minimale d’un chemin allant des entrées a la sortie y; (i = 1,...,p).

Exemple 2.4.4

Prenons le systeme de I’Example 2.4.2, son graphe associé est présenté sur la
Figure 2.3. Le nombre maximal de chemins entrées-sorties sommets disjoints
est égal au nombre de sorties p = 3.

Vérifions maintenant si le systeme est génériquement découplable par un
retour d’état u(t) = Fa(t) + Gu(t).

— La longueur minimale de trois chemins entrées-sorties sommets dis-
joints : L3 = 9.

— La longueur minimale d’'un chemin d’une entrée a y; : [ = 3.

— La longueur minimale d’'un chemin d’une entrée a ys : I = 2.

— La longueur minimale d’'un chemin d’une entrée a y3 : I3 = 3.
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La condition L3 = [; + [y + [3 n’est pas vérifiée, donc il n’existe pas de retour
d’état de la forme u(t) = Fz(t) + Gu(t), qui decouple les sorties du systeme.

Rejet de perturbation

Soit un systéme linéaire structuré avec perturbation Y4, décrit par la représentation
d’état suivante :

d (2.4.1)

s { i(t) = Ana(t) + Bau(t) + Exd(t)
ou :

d(t) : vecteur de perturbation de dimension g.

FE\ : une matrice structurée de dimension n x q.

Le graphe associé¢ G(X4) = (V', E’), se construit de la méme maniere que G(X,) = (V, E)

avec :

- V'=VUD avec D ={dy,...,dg}.
- EF' = EUEpx ou Epx = {(dj,x;),ei; # 0} correspond aux relations non nulles
perturbations-états.
Le probleme de rejet de perturbation consiste a trouver une commande de la forme

u(t) = Fa(t) + Gu(t), de telle sorte que le transfert C'(sI — A — BF)"Y(BG + E) = 0.

Théoréme 2.4.4. [24] Soit ¢ un systéme linéaire structuré avec perturbation décrit
par (2.4.1), et G(X4) son graphe associé. G(X,) est le graphe associé au systéme sans
perturbation.
Le probleme de rejet de perturbation est génériquement soluble par un retour d’état et
perturbation u(t) = Fx(t) + Gu(t) si et seulement si :
— Le nombre maximal de chemins entrées-sorties sommets disjoints (= r) est le méme
sur G(3a) que sur G(X9).
— La longueur totale minimale de r chemins entrées-sorties sommets disjoints est la
méme sur G(X,) que sur G(3%).

Exemple 2.4.5
Soit ¥¢ un systeme linéaire structuré décrit par les matrices :

0 0 A A
Ay = Ba={ 2 ) Ea=( ) an=(0 x)
A0 0 0

Les graphes G(3,) et G(3%) associés aux systemes ¥ et ¥4 sont donnés sur
la Figure 2.5.

Le nombre maximal de chemins entrées-sorties sommets disjoints est le méme
sur G(X4) et G(X%) et est égal & 1.
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W ——0) @O )—)—
(@

F1G. 2.5 — Graphes associés G(X,) et G(X4) de Pexemple 2.4.5

La longueur totale minimale de r chemins entrées-sorties sommets disjoints
est la méme sur G(X,) que sur G(X4) et est égale a 3.

Donc le probleme de rejet de perturbation par retour d’état est génériquement
soluble pour le systeme structuré de 'exemple 2.4.5.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les systemes linéaires structurés ont été présentés. La notion de géné-
ricité a été abordée puisqu’elle joue un role prédominant dans I’étude de tels systemes.
Nous avons montré comment associer des graphes orientés aux systemes linéaires structu-
rés. Ces graphes représentent un outil intéressant pour I’étude des propriétés génériques
des systemes structurés. Une illustration sur I’étude du rang générique, de I'observabi-
lité générique, du découplage par retour d’état et du rejet de perturbation a l'aide des
graphes associés aux systemes structurés a été présentée a la fin du chapitre.
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Chapitre 3. APPROCHE STRUCTURELLE DU PROBLEME DE
DETECTION ET LOCALISATION DE DEFAUTS (FDI)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons des systemes linéaires structurés avec des défauts.
Nous allons ensuite a partir des graphes associés a ces systemes présenter une condition de
solubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts. Une illustration
de cette condition sera donnée sur quelques exemples.

3.2 Solubilité générique du probleme FDI

Nous avons vu dans le chapitre précedent comment étudier et verifier des propriétés gé-
nériques des systemes structurés, telles que le rang générique de la matrice de transfert
d’un systeme, la solubilité des problemes de rejet de perturbation et de découplage par
retour d’état, a partir de leurs graphes associés. Maintenant nous allons considérer le
probleme de la détection et localisation de défauts. Nous allons utiliser les graphes asso-
ciés aux systemes structurés pour donner une condition nécessaire et suffisante pour que
le probleme soit génériquement soluble.

Un systeme linéaire structuré avec des défauts peut étre représenté par des equations
d’état de la forme :

5, { i(t) = Apz(t)+ Frf(t) (32.1)
yt) = Chx(t)
ou z(t) € R™ est le vecteur des états, f(t) € R est le vecteur des défauts, et y(t) € RP
est le vecteur des sorties. Ay, Fin, Cy sont des matrices de dimensions appropriées, et ces
matrices sont toutes des matrices structurées, les éléments de ces matrices sont soit des
zéros fixes soit des parametres libres.
Remarquons que dans le systeme décrit par (3.2.1), nous n’avons pas considéré les entrées
connues comme les commandes U car dans le probleme de détection et localisation de
défauts basé sur une approche de type estimation d’état a 1’aide d’observateurs, ces
entrées connues peuvent étre prises en consideration dans la structure des observateurs
sans aucune perte de généralité.
Nous pouvons associer un graphe orienté a un systeme linéaire structuré avec des défauts
comme nous avons vu dans le Chapitre 3, mais dans ce cas les entrées du graphe sont
F', I'ensemble de sommets qui correspondent aux défauts. Les états et les sorties du
systeme sont représentés par des sommets sur le graphe et les arcs correspondent aux
éléments non nuls des matrices Ay, Fy, Cy, autrement dit aux relations non nulles entre
les différentes variables du systeme.
Nous présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour que le probleme
de détection et localisation de défauts soit génériquement soluble.

Théoréme 3.2.1. [16] Soit X5 un systéme linéaire structuré observable et G(35) son
graphe associé. Le probléme de détection et localisation de défauts (F DI ) avec une banque
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d’observateurs défini dans le Chapitre 2 est génériquement soluble si et seulement si :
k=,

ou :
— k : est le nombre mazximum des chemins défauts-sorties sommets disjoints sur le
graphe G(X,).
— r : est le nombre de défauts.

Prenons maintenant un exemple pour illustrer ce théoreme.

Exemple 3.2.1
Considérons le systeme Y, avec quatre états, trois défauts et trois sorties,
décrit par les équations d’état suivantes :

5, { i(t) = Apa(t) + Faf(t)
y(t) = Crz(t)

ol
0N O 0 M 0 0
M 0 0 0
00 0 X\ 0 Xs O
Ay = JFy = Ca=1 0 X 0 X
00 0 0 0 0 M\
0 0 0 Mo
0 0 A O 0 0 0

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure 3.1.

Fia. 3.1 — Graphe associé G(X,) de 'exemple 3.2.1

Vérifions la condition du Théoreme 3.2.1.
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— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
égal a trois i.e k = 3.
— Le nombre de défauts est égal a trois i.e r =3

d’ou k = r = 3, et la condition est satisfaite et le probleme de détection et
localisation de défauts est génériquement soluble sur cette exemple.

Prenons maintenant un autre exemple.

Exemple 3.2.2
Considérons le systeme Y, avec neuf états, cinq défauts et quatre sorties,
décrit par les équations d’état suivantes :

5, { i(t) = Apa(t) + Faf(t)
y(t) = Caz(t)

ol

0O 0 00 0 0 0 0 O X 0O 0 0 O
o 0 0 0 0 0 0 0 O 0 A O O O
0O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 An O O
0 0 A 0 X 0 O 0 O 0 0 0 X2 O
Ay=1 0 0 0 0 0 0 0 0 O [, Fa=| 0 0 0 A2
A3 00 0 0O O 0 0O 0O 0 0 0 0
0O X X 0 0 0 0 0 O o 0 0 0 0
0 0 X% 0 0 0 0O 0 O 0O 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 X X O 0O 0 0 0 0

000 0 0 Mg A5 0 O

Cr — 000 0 0 0 Xg O O

000 XNz O O 0 0 Ag

000 0 Xg O 0 Ap O

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure 3.2.
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F1a. 3.2 — Graphe associé G(X,) de 'exemple 3.2.2

Vérifions la condition du Théoreme 3.2.1.

— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
égal a quatre i.e k = 4.
— Le nombre de défauts est égal a cinq i.e r =5

d’ou k # r et la condition du Théoreme 3.2.1, n’est pas satisfaite et le pro-
bleme de détection et localisation de défauts n’est pas soluble.

Dans le cas ou la condition k£ = r n’est pas satisfaite, nous allons ajouter de nouveaux
capteurs afin de satisfaire cette condition. Le but sera toujours d’augmenter le nombre
maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints. La question qui se pose dans le
cas ou il faut ajouter de nouveaux capteurs est la suivante : quelle sont les variables qui
doivent étre mesurées par les nouveaux capteurs.

Pour mieux comprendre cette problématique reprenons '’exemple 3.2.2 ou la condition
du Théoreme 3.2.1 n’est pas satisfaite. Sur cet exemple le nombre de défauts est r = 5,
et le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est k& = 4. Nous
avons besoin d’augmenter ce nombre de chemins défauts-sorties sommets disjoints pour
rendre le probleme génériquement soluble. Pour cela il nous faut un nouveau capteur z;.
Les Figures 3.3, 3.4 montrent deux possibilité pour ajouter ce nouveau capteur.
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@ @@ SN

F1a. 3.3 — Graphe associé G(X,) de 'exemple 3.2.2 avec le nouveau capteur z;

F1G. 3.4 — Graphe associé G(3,) de 'exemple 3.2.2 avec le nouveau capteur z;

Sur la Figure 3.3, le nouveau capteur z; mesure la variable x4 et si nous testons a
nouveau la condition du Théoreme 3.2.1, nous trouvons que le nombre maximum de
chemins défaut-sortie sommets disjoints est toujours égal a 4, i.e méme avec un nouveau
capteur nous n’avons pas rempli la condition de la solubilité générique du probleme F'DI.
Par contre sur la Figure 3.4, le nouveau capteur z; mesure la variable x4. En vérifiant la
condition du Théoreme 3.2.1, nous trouvons que le nombre maximum de chemins défauts-
sorties sommets disjoints est devenu 5 alors kK = r = 5 et la condition est remplie.

D’apres ces deux cas, nous pouvons déduire que dans le cas ou la condition de la solubilité
générique du probleme F'DI n’est pas satisfaite, et nous devons ajouter de nouveaux
capteurs pour la remplir, certaines variables du systeme sont intéressantes a mesurer et
nous les appelons les mesures efficaces, d’autres ne le sont pas. Pour savoir quelles sont
ces mesures efficaces dans un systeme, une décomposition du systeme est présentée dans
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[16]. Cette décomposition donne & partir du systéme initial un systeme réduit qui ne

contient que les mesures efficaces. Dans le chapitre suivant une décomposition plus fine
du systeme sera présentée, elle donne des informations structurelles sur le placement de
nouveaux capteurs nécessaires pour remplir la condition de la solubilité générique du
probleme F'DI.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une condition nécessaire et suffisante pour la solubi-
lité générique du probleme de la détection et localisation de défauts. Dans le cas ou cette
condition n’est pas satisfaite, nous avons besoin d’ajouter de nouveaux capteurs. Nous
avons montré comment toutes les variables ne sont pas intéressantes a mesurer. Cela va
nous guider pour décomposer le systeme afin d’avoir des informations structurelles sur
le placement de nouveaux capteurs.
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Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter le résultat principal de notre travail. Pour que le
probleme de détection et localisation de défauts soit génériquement soluble, il faut que la
condition du Théoreme 3.2.1 soit satisfaite i.e. il faut que le nombre de défauts r soit égal
au nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints dans le graphe G(X,)
associé au systeme structuré. Quand cette condition n’est pas satisfaite il faut ajouter de
nouveaux capteurs pour la remplir. Sachons que dans ce chapitre nous supposons que les
capteurs actuels et additionnels du systeme sont sans défauts et qu’ils ne tombent pas
en panne. Le but est toujours de placer les nouveaux capteurs de maniere a augmenter
le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints. Nous allons présenter
une condition nécessaire et suffisante pour le placement de ces nouveaux capteurs en
termes de nombre minimal de capteurs qui doivent mesurer des variables du systeme qui
appartiennent a des ensembles spécifiques.

Nous utilisons pour cela un outil qui s’appelle les séparateurs, ou un séparateur dans un
graphe orienté est un ensemble de sommets du graphe tel que chaque chemin entrée-sortie
a au moins un sommet dans cet ensemble. A chaque séparateur nous allons associer un
ensemble associé et une contrainte associée. Ensuite parmi tous les séparateur du graphe
nous allons nous intéresser a un ensemble spécifique nommé ’ensemble des séparateurs
d’entrée et nous allons montrer que dans le cadre du probleme de placement de cap-
teurs additionnels, le respect des contraintes associées aux séparateurs d’entrée est une
condition nécessaire et suffisante pour rendre le probleme de détection et localisation de
défauts génériquement soluble.

Le chapitre sera constitué essentiellement de deux parties. La premiere est consacrée a
I’aspect séparateur, la définition d'un séparateur, les séparateurs d’entrée, le calcul nu-
mérique de certains séparateurs d’entrée, et nous allons montrer que les séparateurs dans
un graphe orienté admettent une relation d’ordre et qu’il y a une structure de treillis qui
correspond aux séparateurs d’entrée du graphe orienté. Dans la deuxieme partie nous
allons aborder la décomposition du systeme pour le placement de capteurs additionnels.
Nous allons rappeler un premier résultat obtenu par [8], puis nous allons présenter la
condition nécessaire et suffisante pour le placement de nouveaux capteurs sous forme
d’un théoreme, ensuite nous allons illustrer les résultats sur plusieurs exemples.

4.2 Séparateurs

4.2.1 Définition

Soit ¥4 un systeme structuré et G(X,) son graphe associé.

Définition 4.2.1. (Séparateur) [{1] Un séparateur S est un ensemble de sommets du
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Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

graphe tel que chaque chemin entrée-sortie a au moins un sommet dans cet ensemble.
La dimension d’un séparateur est le nombre de sommets dans S.

La Figure 4.1 illustre d’'une maniere générale 1'idée de séparateur dans un graphe orienté.
Nous remarquons sur cette figure que I’ensemble S est un passage obligatoire pour tout
chemin qui a un sommet d’entrée comme sommet initial et un sommet de sortie comme
sommet terminal. Un ensemble S qui représente un séparateur peut contenir des sommets
d’état, des sommets d’entrée, et des sommets de sortie, de plus ’ensemble de sommets
d’entrée et I’ensemble de sommets de sortie dans un graphe orienté sont des séparateurs.

Fic. 4.1 — Séparateur d’un graphe orienté

4.2.2 Exemple

Prenons 'exemple suivant.

Exemple 4.2.1
Soit ¥4 un systeme structuré. G(3,) son graphe associé est illustré sur la
Figure 4.2.
Sur cette figure nous pouvons déduire un certain nombre de séparateurs. Nous
en citons quelques uns :

— {y1,y2,y3} est un séparateur de dimension 3.

— {x3,24},{r1, 22} sont deux séparateurs de dimension 2.

— {x3, 14,21, 22} est un séparateur de dimension 4.

— {x3, mq,ur ), {x1, 20, u0}, {m1, 22, 27}, {21,292, us} sont des séparateurs

de dimension 3.
— {uq,ug, us, us} est un séparateur de dimension 4.
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F1a. 4.2 — Graphe associé G(X,) de 'exemple 4.2.1

4.2.3 L’ensemble associé au séparateur

A chaque séparateur S, nous pouvons associer un ensemble de sommets, que nous allons
nommer 1.

Définition 4.2.2. (Ensemble associé au séparateur) Soit ¥ un systeme structuré
et G(X5) son graphe associé. Soit S un séparateur de G(X4). L’ensemble Ts associé au
séparateur S, est l'ensemble de tous les sommets qui se trouvent sur un chemin direct
des entrées au séparateur S sauf les sommets du séparateur lui méme. Un chemin direct
de U a S est un chemin qui a seulement son sommet initial dans U et seulement son
sommet terminal dans S.

Exemple 4.2.2
Considérons le systeme structuré ¥, représenté par son graphe associé G(3,)
qui est illustré sur la Figure 4.3.
— L’ensemble associé au séparateur {y;} est {uy, us, us, z1}.
— L’ensemble associé au séparateur {yi,z;} est {ug, us, us}.
— L’ensemble associé au séparateur {yi,zq,us} est {us, us}.
Reprenons I'exemple 4.2.1 dont le graphe associé est illustré sur la Figure 4.2.
— L’ensemble associé au séparateur {3, 24} est
{u1> Uz, U3, Ug, L1, T2, L5, T, 1'7}.
— L’ensemble associé au séparateur {z, xo} est {uy, us, us, uy, s, ¢, x7}.
— L’ensemble associé au séparateur {xy, za, u} est {uq, us, uy, xg, v7}.
— L’ensemble associé au séparateur {1, 29, 23,24} est
{U1>U2, Uz, Uyg, Ts, T, 967}-
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F1a. 4.3 — Graphe associé G(X,) de I'exemple 4.2.2

Nous remarquons que les deux séparateurs {x1,zo}, {21, 29, 23,24} ont le
méme ensemble associé, donc les séparateurs dans un graphe orienté ne
peuvent pas étre caractérisés par les leurs ensembles associés.

La notion d’ensemble associé au séparateur est un outil que nous allons utiliser dans la
suite pour définir une relation d’ordre sur les séparateurs, et aussi quand nous allons
décomposer le graphe associé au systeme pour avoir des informations structurelles sur le
placement de capteurs additionnels.

Parmi tous les séparateurs d’un graphe orienté, il y en a certains qui ont des propriétés
spécifiques et qui forment des ensembles particuliers tels que les séparateurs d’entrée, les
séparateurs irréductibles, les séparateurs irréductibles d’entrée.

Dans le paragraphe suivant nous nous intéressons a I’ensemble des séparateurs d’entrée,
car ces séparateurs auront un role majeur dans notre étude du probleme de placement
de capteurs pour la détection et localisation de défauts. Nous allons ensuite donner les
définitions d’autres types de séparateurs et un exemple illustratif.

4.3 Les séparateurs d’entrée

Définition 4.3.1. (Séparateur d’entrée) [13] Soit X5 un systéme structuré et G(3,)
son graphe associé. Un séparateur S de dimension d est un séparateur d’entrée, si pour
tout séparateur S" différent de S et de dimension d', ot tout chemin direct des entrées a
S a un sommet dans S’, nous avons d' > d.

Cette définition peut se traduire de la maniere suivante : un séparateur S est un
séparateur d’entrées si il n'y a pas d’autre séparateur d’une dimension inférieure ou
égale a sa dimension entre les entrées et ce séparateur S.
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4.3.1 Le séparateur minimal d’entrée S*

Les séparateurs d’entrée dans un graphe ont des dimensions différentes qui varient entre
une dimension maximale qui correspond au séparateur U dont la dimension est le nombre
de sommets d’entrée et une dimension minimale prise par un séparateur nommé le sé-
parateur minimal d’entrée. Il peut étre montré que le séparateur minimal d’entrée est
unique et il est noté S* [41]. La dimension de S* est égale a la dimension maximale
d’un couplage entrées-sorties dans G(3,). En effet S* est le premier goulot (bottleneck)
entre les entrées et les sorties. Pour obtenir ce séparateur minimal d’entrée [41] définit
un ensemble nommé 'ensemble de sommets essentiels V.

Définition 4.3.2. (Ensemble de sommets essentiels) L’ensemble de sommets es-
sentiels dans un graphe G(X,) est l'ensemble des sommets qui appartiennent a tout
linking entrées-sorties de dimension maximale. Rappelons qu’un linking entrées-sorties
de dimension mazimale est un ensemble maximal de chemins entrées-sorties sommets
disjoints. Nous notons Vs l'ensemble de sommets essentiels.

Définition 4.3.3. (Séparateur minimal d’entrée S*) Le séparateur minimal d’en-
trée dans un graphe G(X) est l’ensemble de tous les sommets terminaux de tout chemin
direct de U a V,ss qui est un chemin qui a seulement son sommet initial dans U et
seulement son sommet terminal dans V.

Le séparateur minimal d’entrée peut étre obtenu facilement en utilisant des algorithmes
standard de flot maximum tels que l'algorithme de Ford et Fulkerson. Le séparateur
minimal d’entrée dans ce cas correspond a la coupe minimale associée au flot maximum.
Cette méthode sera généralisée ultérieurement pour calculer numériquement un sous-
ensemble de séparateurs d’entrée.

Nous pouvons trouver plusieurs séparateurs d’entrée qui ont la méme dimension, entre
le séparateur minimal d’entrée et le séparateur U qui eux sont uniques dans un graphe.
Nous allons donner maintenant une caractérisation des séparateurs d’entrée.

Proposition 4.3.1. Soit X5 un systéme structuré et G(X,) son graphe associé.
Un séparateur S de dimension d est un séparateur d’entrée si et seulement si :
— Il y a un U-S linking de dimension d dans G(X,).
— Pour tout séparateur S” tel que tous chemin direct de U a S a un sommet dans S’,
la dimension mazimale d’un U-S" linking dans G(3) est d' > d.

Démonstration

Condition nécessaire

Supposons que S est un séparateur d’entrée de dimension d. Il est clair que le U-S
linking ne peut pas étre de dimension supérieure a d. Supposons maintenant que ce
linking soit de dimension inférieure a d, cela veut dire que le sous systeme avec U
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comme entrées et S comme sorties contient un séparateur S’ de dimension d' < d et
cela contredit le fait que S est un séparateur d’entrée. Le U-S linking est donc de
dimension d. Si il existe un U-S’ linking de dimension inférieure ou égale a d, il y aura
un séparateur S” tel que tout chemin direct de U a S’ donc de U a S, a un sommet
dans S”. Cela contredit le fait que S est un séparateur d’entrée de dimension d.
Condition suffisante

Supposons que S est un séparateur de dimension d et que le U-S linking est de
dimension d. Si S n’est pas un séparateur d’entrée de dimension d, il y aura un
séparateur d’entrée de dimension inférieure ou égale a d entre U et S. Le linking
entre U et ce séparateur sera aussi de dimension inférieure ou égale a d, et cela
contredit notre supposition. D’ou S est un séparateur d’entrée de dimension d.0

4.3.2 Exemples

[Mlustrons maintenant 1'idée de séparateur d’entrée sur des exemples.

Exemple 4.3.1
Considérons un systeme linéaire structuré avec 3 entrées et 1 sortie et une
variable d’état dont le graphe associé est illustré sur la Figure 4.4.

F1a. 4.4 — Graphe associé G(X,) de I'exemple 4.3.1

— Le linking maximal entre les entrées et la sortie est de dimension 1,
donc le séparateur minimal d’entrée est de cette dimension. Dans ce
cas {x1} est le séparateur minimal d’entrée.

— Les séparateurs {xy,us},{x1,us},{z1,us} sont tous des séparateurs
d’entrée. Chacun de ces séparateur contient le séparateur minimal d’en-
trée {1}, et cela ne contredit pas le fait qu’ils sont tous des séparateurs
d’entrée.
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— Le séparateur U={uq,uq,us} est le séparateur d’entrée de dimension
maximale 3.

Exemple 4.3.2
Reprenons le systeme dont le graphe associé est illustré sur la Figure 4.2.
Les séparateurs d’entrée que nous pouvons déduire a partir de ce graphe sont :

— Le séparateur {yi, 42, y3} de dimension 3 n’est pas un séparateur d’en-
trée car il n’y a pas de linking de dimension 3 entre les entrées et ce
séparateur.

— Le séparateur {z3, x4} de dimension 2 n’est pas un séparateur d’entrée
bien qu’il y ait un linking de dimension 2 entre les entrées et ce sé-
parateur, car il y a le séparateur {1, 2} qui se trouve entre les U et
{3,274} et qui a la méme dimension, donc d’apres la Proposition 4.3.1
il ne peut pas étre un séparateur d’entrée.

— {x1, 29} est le séparateur minimal d’entrée S*.

— Si={uy, us, w2}, S2={us3,us, v, } sont deux séparateurs d’entrée de di-
mension 3.

— {uy, ug, us, uys} est le séparateur d’entrée U de dimension 4.

Exemple 4.3.3

Considérons un systeme linéaire structuré avec 6 entrées et 3 sorties dont
le graphe associé est illustré sur la Figure 4.5. Les séparateurs d’entrée que
nous pouvons déduire a partir de ce graphe sont :

Le séparateur minimal d’entrée est {ug, y1, 42}

Les séparateurs d’entrée de dimension 4 sont Slz{yl,yg,ul,u6},
SQ:{ylay%xlvuﬁ}a 53:{y17y2,U2,U6}7 84:{9179277%7“6},
S5:{y1ay27u47u6}a SG:{ylay2au57u6}-

Les séparateurs d’entrée de dimension 5 sont Si={uy,us,us, us,y2},
S§={y1,y27uhu4,uﬁ}, ng{yhy%ulau&uﬁ}’ 54={yhy2,u27u4,u6},
ng{ylay%U%U&UG} SGZ{U37U4,U5,U6,Q1}-

Le séparateur d’entrée de dimension 6 est le séparateur U =

{uh U2, U3, Uy, Us, UG}.

4.4 Séparateur minimal de sortie S,

Le séparateur minimal de sortie est le dual du séparateur minimal d’entrée.
La notion de séparateur minimal de sortie est un outil que nous allons utiliser quand
nous allons étudier le probleme de classification de sorties d’un systeme défini dans le
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u, > Vi

F1G. 4.5 — Graphe associé G(2,) de I'exemple 4.3.3

Chapitre 2 afin de déterminer les sorties essentielles.

Pour obtenir le séparateur minimal de sortie, nous pouvons utiliser I’ensemble de sommets
essentiels défini par la Définition 4.3.2, donc le séparateur minimal de sortie peut étre
défini comme suit.

Définition 4.4.1. (Séparateur minimal de sortie S.) Le séparateur minimal de
sortie dans un graphe G(X) est l'ensemble de tous les sommets initiauz de tout chemin
direct de Vs a'Y qui est un chemin qui a seulement son sommet initial dans Vg et
seulement son sommet terminal dans les sorties Y .

S, est en fait le dernier bottleneck entre les entrées et les sorties.

Exemple 4.4.1

Considérons le systeme structuré dont le graphe associé a été illustré sur
la Figure 4.2. L’ensemble de sommets essentiels de ce graphe est V., =
{1, 9, 3,24}

Les chemins directs de Vg5 & Y sont : {x3, y1},{x3, y2},{z4, y2},{x4,y3}. D’ol
le séparateur minimal de sortie S, = {x3, x4}

Par dualité le séparateur minimal de sortie peut étre obtenu de maniere semblable au
séparateur minimal d’entrée en utilisant des algorithmes standard de flot maximum mais
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en inversant le sens des arcs du graphe, dans ce cas le séparateur minimal de sortie
correspond a la coupe minimale associée au flot maximum du graphe dual de celui du
départ.

4.5 Les séparateurs irréductibles et les séparateurs
irréductibles d’entrée

Nous avons vu dans le paragraphe précédent I’ensemble de séparateurs d’entrée. Il y a
d’autre types de séparateurs qui peuvent se trouver dans un graphe orienté, tels que les
séparateurs irréductibles.

Définition 4.5.1. (Séparateur irréductible) Un ensemble de sommets S dans un
graphe orienté est un séparateur irréductible si il n’y a pas un sous-ensemble S’ qui
appartient a S et qui est un séparateur.

Donc un séparateur irréductible est un séparateur qui ne contient pas d’autre séparateur.
Il y a une intersection entre I’ensemble de séparateurs d’entrée et ’ensemble de sépara-
teurs irréductibles. Les séparateurs qui appartiennent a cette intersection sont appelés
les séparateurs irréductibles d’entrée. Le séparateur minimal d’entrée S* est un exemple
d’un séparateur irréductible d’entrée.

[llustrons les notions de séparateur irréductible et séparateur irréductible d’entrée sur
I’exemple suivant.

Exemple 4.5.1
Considérons un systeme linéaire structuré avec 3 entrées, 2 sorties et 2 va-
riables d’état dont le graphe associé est illustré sur la Figure 4.6.

F1a. 4.6 — Graphe associé G(X,) de I'Exemple 4.5.1
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— Le séparateur {x1, x5, y1, Y2} n’est pas un séparateur irréductible, car il
contient un sous-ensemble {x1, 25} qui est lui méme un séparateur.

— Le séparateur {y;, y2} est un séparateur irréductible.

— Le séparateur {z1,x2} est un séparateur d’entrée et il ne contient pas
un sous-ensemble qui peut étre un séparateur, donc {z,x2} est un
séparateur irréductible d’entrée.

4.6 Calcul numérique de certains séparateurs d’en-
trée

Dans ce paragraphe nous allons dans un premier temps montrer sur un exemple com-
ment obtenir le séparateur minimal d’entrée en utilisant des algorithmes standard de
flot maximum tels que celui de Ford et Fulkerson [20; 32; 25] en annexe 1 on trouve un
rappel de 'algorithme de Ford et Fulkerson. Ensuite nous allons présenter un algorithme
qui généralise cette méthode pour obtenir un certain nombre de séparateurs d’entrée.

Exemple 4.6.1
Soit ¥, un systeme structuré et G(X,) son graphe associé est illustré sur
la Figure 4.7. A partir de ce graphe G(X,) nous construisons un graphe

F1a. 4.7 — Graphe associé G(2,) de I'Exemple 4.6.1
G'(Xp) = (V' E') et nous I'appelons le graphe auxiliaire de G(X%,), tel que
Vi={sttu{s tuU'uU"uX' UX"uY' uY”

— 51 : la source.

— 57 : le puits.

-0 U, X", X" YY" . on éclate les sommets d’entrée U en deux en-
semble U’ et U”, d’état X en X’ et X" et de sortie Y en Y’ et Y, tels
quil y aura un arc entre z; et z et un arc entre u, et u; et un arc
entre y, et y!' et les arcs qui viennent vers x; dans G(X,) viennent vers
x} dans G'(X,) et les arcs qui sortent de x; dans G(X,) sortent de x
dans G'(X,).
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'
E = E5+u; U Eu//xi U Ex;’x’L U Ex;/yg U Eyz/./s_ U Ea:;x;’ U Eu’Lu;’ U Eygyz/-’

— FE .+, : les arcs de la source vers les entrées.
1

— Eyy. : relations entrée-état non nulles.

— By, relations état-état non nulles.

— E,yy : relations état-sortie non nulles.

— Eyps- : les arcs des sorties vers le puits.

— Eypr, Eyryr U Eyyr o les arcs résultant de 'éclatement des sommets
171 171 17

d’état, d’entrée et de sortie.
Nous définissons une capacité pour les arcs du graphe auxiliaire G'(X,) de la
fagon suivante :
— c(w) = 1 pour les arcs Eyrn, By U Eyryr
— ¢(w) = oo pour les autres.
Pour le graphe de la Figure 4.7 son graphe auxiliaire est présenté sur la Figure

4.8. En appliquant l'algorithme de Ford et Fulkerson, le flot maximum que

Fia. 4.8 — Graphe auxiliaire du G(X,) de ’'Exemple 4.6.1

l'on peut passer dans ce graphe de la source s vers le puits s~ est égal a
deux. A chaque flot maximum on associe une coupe minimale, cette coupe
minimale donne le séparateur minimal d’entrée. En regroupant les sommets
qui ont été éclatés nous trouvons pour cet exemple que la coupe minimale
associée a ce flot maximum passe par les deux sommets x4, x5 comme illustré
sur la Figure 4.9, donc 'ensemble {x4, x5} est le séparateur minimal d’entrée
de cet exemple.

L’obtention d’autres séparateurs d’entrée en utilisant des algorithme de calcul de flot
maximum est possible, car quand les capacités des arcs résultant de 1’éclatement des
sommets sont égales a 1 la coupe minimale représente le séparateur minimal d’entrée.
Nous allons maintenant jouer sur les capacités afin d’obtenir d’autres séparateurs d’en-
trée. Désormais nous allons définir les capacités directement sur les sommets sans les
éclater pour simplifier les figures.

Algorithme [11]

Soit ¥ un systéme structuré et G(X,) son graphe associé.

Initialisation : A partir du G(X,) construire le graphe auxiliaire G'(3,), i = 1.

DO
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K La coupe minimale

F1c. 4.9 — La coupe minimale et le S* du G(X,) de I'Exemple 4.6.1

1- Appliquer 'algorithme de Ford et Fulkerson sur G'(¥,) pour calculer le flot maximum
et sa coupe minimale associée qui donne le séparateur S;.

2- Définir de capacité c¢(v) = oo pour les sommets S;\SF N U et tous les sommets qui se
trouvent sur un chemin direct entre le séparateur S} et les sorties.

3-i=14+1.

UNTIL S} =U

Prenons les exemples suivants

Exemple 4.6.2

Reprenons le systeme de I’Exemple 4.6.1, pour ¢ = 1 nous avons trouvé le
séparateur S} = {x4, z5}. D’apres Palgorithme, pour ¢ = 2 les capacités des
sommets {xy, T5, Tg, T7, Y1, Y2, Y3} deviennent oo comme illustré sur la Figure
4.10. Nous calculons a nouveau le flot maximum et sa coupe minimale, le flot
maximum devient 3 et sa coupe minimale passe par les sommets {uq, us, u3}
qui représente le nouveau séparateur d’entrée, ce séparateur est le séparateur
U donc l'algorithme s’arréte et les deux séparateurs d’entrée obtenus sont

Sik = {ZL’4,I5}, Sék = {ul,UQ,Ug}.

F1a. 4.10 — L’ouverture des capacités des sommets {x4, x5, Ts, T7, Y1, Y2, Y3} €t le calcul
du séparateur d’entrée suivant
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Exemple 4.6.3

Soit 34 un systéme structuré et G(X,) son graphe associé est illustré sur la
Figure 4.11. Cet exemple a été étudié dans un autre contexte dans [31].
Appliquons I'algorithme sur cet exemple. Le graphe auxiliaire est illustré sur

g =)

N

— %

F1a. 4.11 - Graphe associé G(2,) de I'Exemple 4.6.3

la Figure 4.12.

1 = 1 en appliquant ’algorithme de Ford et Fulkerson nous trouvons que le
flot maximum est égal a 3 et le séparateur ST = {y1,y2,y3}.

Les capacités des sommets {yi,ys,y3} deviennent oo voir la Figure 4.13.

ST # U nous continuons.
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F1G. 4.12 — Le graphe auxiliaire G'(X,) de G(X,) de 'Exemple 4.6.3

N

F1G. 4.13 — L’ouverture des capacités des sommets {y1,ys,y3} et le séparateur S}

51



Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

F1G. 4.14 — Le graphe G(X,) et les quatre séparateurs obtenus par 'algorithme

1 = 2 en appliquant I’algorithme de Ford et Fulkerson nous trouvons que
le flot maximum est égal a 4 et le séparateur S5 = {uy, us, x3, x5}.
Les capacités des sommets {x3, T5, 21, T4, T6, Y1, Y2, Y3} deviennent oo.
S5 # U nous continuons.
1 = 3 en appliquant 'algorithme de Ford et Fulkerson nous trouvons que le
flot maximum est égal a 7 et le séparateur S5 = {uq, ug, us, ug, us, ug, 7}
Les capacités des sommets {x7, x1, T9, T3, T4, T5, Tg, Y1, Y2, Y3} deviennent oo.
S5 # U nous continuons.
i = 4 en appliquant l'algorithme de Ford et Fulkerson nous trou-
vons que le flot maximum est égal a 9 et le séparateur S; =
{uy, ug, usz, wy, us, ug, Uy, ug, Ug }.

1 = U nous arrétons.

La Figure 4.14 montre les quatre séparateurs obtenus par 'algorithme sur le
graphe G(3,).

L’algorithme proposé est un algorithme qui nous donne un certain nombre de séparateurs
d’entrée qui n’ont pas de sommets communs sauf éventuellement des sommets d’entrées
et cela est du au fait qu’on définit une capacité infinie sur les sommets d’un séparateur
pour calculer le suivant et comme les sommets qui se trouvent en amont ont des capa-
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cités limitées donc la coupe minimale passe par ces sommets la et non par les sommets
du séparateur. Il y a d’autre séparateurs d’entrée qui ne peuvent pas étre calculés par
I’algorithme comme dans I’Exemple 4.6.3, les deux séparateurs d’entrée de dimension 6
{uy, ug, us, ug, us, x5 },{u, us, r3, us, ug, r7 } ne sont pas donnés par 'algorithme. D’autres
séparateurs d’entrée de dimension 5 et de dimension 8 ne sont pas donnés par 1’algorithme
non plus. Donc I'aspect calcul numérique des séparateurs d’entrée est encore un aspect
a développer.

4.7 Structure de treillis de ’ensemble des sépara-
teurs d’entrée

Dans ce paragraphe nous allons définir une relation d’ordre sur les ensembles associés
aux séparateurs. Ensuite nous allons montrer qu’il y a un treillis qui correspond aux
séparateurs d’entrée d’un graphe orienté.

Nous rappelons maintenant quelques éléments de base de la théorie des treillis [2].

Définition 4.7.1. (Ensemble ordonné) Un ensemble ordonné A est un ensemble muni
d’une relation d’ordre, c’est.a.dire une relation binaire qui est reflexive, antisymétrique
et transitive. Cette relation sera notée <.

Définition 4.7.2. (Magjorant, Minorant) Soit A un ensemble ordonné muni d’une
relation d’ordre <. Soit U un sous-ensemble de A.

— Nous appelons Minorant de U tout élément a de A tel que ¥V u € U, a = u.
— Nous appelons Majorant de U tout élément o’ de A tel que ¥ u € U, a’ » u.

Définition 4.7.3. (Bornes d’un ensemble) Un sous-ensemble U est dit sous-
ensemble borné, si il admet un majorant et un minorant. Lorsque l’ensemble des ma-
jorants de U a un plus petit élément, nous l’appelons borne supérieure de U, et lorsque
I’ensemble des minorants de U a un plus grand élément, nous l’appelons borne inférieure

de U.

Définition 4.7.4. (Treillis) Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant.

Définissons maintenant une relation d’ordre a partir des ensembles associés aux sépara-
teurs.

Définition 4.7.5. Soit ¥, un systeme structuré et G(X5) son graphe associé. Soient S
et S" deux séparateurs de G(Xy). Ts, T sont leurs ensembles associés. Le séparateur S
est dit supérieur a S" , 8" < S , si T, C Ty.
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Prenons I'exemple de la Figure 4.2.

-{uq, us, us, uy, x6} est 'ensemble associé au séparateur {zs, x5, x7}.

-{uy, ug, us, uy, x5, g, T7} est 'ensemble associé au séparateur {x1, xo, x3, 24}
-{uy,us, x5, w7} est I'ensemble associé au séparateur {xy, us, uy}.

D’apres la Définition 4.7.5 nous pouvons écrire :

{xo, w5, 27} > {1, 22, 3, T4}

-{x1, fs,ua} = {x1, 20, 23, 24}

{9, x5, 27} et {1, us,us} ne sont pas comparables.

Nous allons maintenant définir une structure de treillis qui correspond aux séparateurs
d’entrée d’un graphe orienté, en utilisant la relation d’ordre donnée par la Définition
4.7.5.

Proposition 4.7.1. Soit X5 un systéme structuré et G(X,) son graphe associé. L’en-
semble des séparateurs d’entrée a une structure de treillis telle que :

— Le plus grand minorant de ce treillis est le séparateur minimal d’entrée S*.

— Le plus petit majorant de ce treillis est le séparateur U.

Exemple 4.7.1

Reprenons les deux systemes linéaires structurés des Exemple 4.3.2 et 4.3.3.
Les graphes associés a ces deux systemes sont illustrés sur les Figures 4.2,
4.5.

Les deux treillis qui correspondent aux deux ensemble de séparateurs d’entrée
des deux systemes sont illustrés sur les Figures 4.15, 4.16.

U

%

S

Fic. 4.15 — Treillis correspondant aux séparateurs d’entrée du systeme de I’Exemple
4.3.2
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F1G. 4.16 — Treillis correspondant aux séparateurs d’entrée du systeme de I'Exemple
4.3.3

A Taide de la relation d’ordre définie sur I’ensemble des séparateur nous pouvons donner
une caractérisation pour les séparateurs d’entrée comme illustré par la Proposition 4.7.2.

Proposition 4.7.2. Soit ¥, un systéme structuré et G(X,) son graphe associé. Soit S
un séparateur de G(X,) de dimension d. S est un séparateur d’entrée si et seulement si
pour tout séparateur S' de dimension d' tel que S" = S nous avons d' > d.
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4.8 Décomposition du systeme

4.8.1 Introduction

Dans le Chapitre 4 nous avons présenté une condition nécessaire et suffisante pour que
le probleme de détection et localisation de défauts soit génériquement soluble dans un
systeme structuré de la forme (3.2.1) avec des défauts. Cette condition est a vérifier sur
le graphe orienté associé au systeme structuré. Quand cette condition n’est pas satisfaite
nous avons besoin d’ajouter de nouveaux capteurs (ou capteurs additionnels) pour rem-
plir la condition. La question qui se pose est la suivante : ou est-ce que ces nouveaux
capteurs doivent étre placés, autrement dit, quelles sont les variables du systeme qui
doivent étre mesurées par ces nouveaux capteurs.

Dans ce paragraphe nous allons donner sous forme d’un théoreme, et en utilisant les
séparateurs d’entrée définis précédemment, une condition nécessaire et suffisante sur le
placement de nouveaux capteurs. Ceci peut étre considéré comme une décomposition du
systeme qui nous donne des informations structurelles sur les variables du systeme qui
doivent étre mesurées par les nouveaux capteurs.

Dans un premier temps nous allons rappeler un premier résultat donné en [8] ou un
systeme réduit est déduit a partir du systeme initial, et ce systeme réduit contient des
variables que nous appelons les mesures efficaces.

Dans un deuxieme temps nous allons présenter la décomposition du systeme qui est la
contribution principale de notre travail, qui raffine les résultats précédents, et nous donne
des informations structurelles sur le placement de nouveaux capteurs. Nous allons ensuite
illustrer les résultats sur un exemple.

4.8.2 Systeéme réduit

Dans ’Exemple 3.2.2 étudié dans le Chapitre 4 nous avons trouvé que la condition de
solubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts n’est pas vérifiée,
et donc que nous avions besoin d’ajouter de nouveaux capteurs pour la remplir. Nous
avons ensuite essayé sur le graphe associé au systeme d’ajouter un nouveau capteur 2.
Pour certains placements de ce nouveau capteur nous avons réussi a remplir la condition
en augmentant le nombre maximum de chemins entrées-sorties sommet disjoints, mais ce
n’était pas le cas pour d’autres placements de z;. D’ot1 nous pouvons constater que dans le
systeme il y a des variables qui sont intéressantes a mesurer avec les capteurs additionnels
car en mesurant ces variables nous augmentons le nombre maximal de chemins entrées-
sorties sommets disjoints, et nous nommons ces mesures les mesures efficaces, mais il y
a d’autres variables qui ne sont pas intéressantes a mesurer car elles ne servent pas a
augmenter le nombre maximum de chemins entrées-sorties sommets disjoints. Dans [§]
on présente une décomposition du systeme afin d’obtenir a partir du systeme initial un

56



Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

systeme réduit qui ne contient que des mesures efficaces.

Soit ¥, un systeme structuré et G(¥,) son graphe associé. Le systeme réduit Xag est

défini par son graphe G(X g) qui est un sous-graphe de G(X,) et qui se trouve entre les

entrées et le séparateur minimal d’entrée S* qui lui a été défini dans le Paragraphe 4.2.

La Figure 4.17 montre d’'une maniere générale le systeme réduit d’'un systeme, ou :

F*=FnsS™.

Fr = F\F*.

— Yrp = S*\F*.

— Xpg c’est 'ensemble des sommets d’état qui appartiennent a tout chemin direct de
Fr aYg.

*

S

Fi1G. 4.17 — Le systeme réduit g

Le systeme réduit contient les mesures efficaces dans le sens ou, si la condition de
la solubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts n’est pas
satisfaite, cela veut dire que le nombre de défauts r et le nombre maximal de chemin
entrées-sorties sommets disjoints k ne sont pas égaux. Il faut donc ajouter de nouveaux
capteurs, ces nouveaux capteurs doivent mesurer des variables qui appartiennent au
systeme réduit. Cette information délivrée par le systeme réduit n’est pas suffisante pour
caractériser toutes les solutions possibles pour le placement de capteurs additionnels
nécessaires pour remplir la condition de solubilité générique du probleme F'DI. Les
exemples suivants illustrent cette idée.

Exemple 4.8.1

Reprenons I’Exemple 3.2.2. Le nombre maximal de chemins entrées-sorties
sommets disjoints k est égal a 4, et le nombre de défauts r est égal a 5,
donc la condition de la solubilité générique du probleme de détection et lo-
calisation de défauts n’est pas satisfaite. Le séparateur minimal d’entrée est
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S*={f1,x7,y3,Ys}, comme illustré sur la Figure 4.18. d’ou le systéme réduit
sera entre F' et S* comme illustré sur la Figure 4.19.

F1G. 4.19 — Le systeme réduit entre F' et S*

D’apres la Figure 4.18 le capteur additionnel qui doit étre ajouté doit me-
surer parmi les variables {fs, fs, fu, f5, T2, 3, T4, T5, T8, g} car elles sont
les mesures efficaces qui appartiennent au systeme réduit. Les variables
{f1,x1,z6, x7} sont des mesures inefficaces qui n’appartiennent pas au sys-
teme réduit et qui ne servent pas a augmenter le nombre maximal de chemins
entrées-sorties sommets disjoints, et donc a résoudre le probleme F'DI.

Dans I'exemple précédent il fallait augmenter le nombre maximum de chemins entrées-
sorties sommets disjoints d’une unité, ce qui était faisable en ajoutant un seul capteur
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qui mesure une des mesures efficaces qui appartiennent au systeme réduit. Dans ce cas le
systeme réduit nous a donné 'information nécessaire et suffisante pour placer le nouveau
capteur d’'une maniere efficace. Dans 1’exemple suivant nous allons montrer un cas ou
il nous faut ajouter plus qu’'un seul capteur pour remplir la condition de la solubilité
générique du probleme de la détection et localisation de défauts. Il sera montré qu’il
nous faut une décomposition plus fine pour avoir plus d’informations structurelles sur le
placement de capteurs additionnels.

Exemple 4.8.2
Soit X5 un systeme structuré avec 4 défauts, 3 sorties et 8 variables d’états.
G(X,) son graphe associé est illustré sur la Figure 4.20. Vérifions la condition

b

|

F1G. 4.20 — Le graphe associé au systeme de I’Exemple 4.8.2 et le séparateur S*

de la solubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts,
nous trouvons le nombre de défauts r = 4, et le nombre maximum de chemins
entrées-sorties sommets disjoints k = 2, donc la condition n’est pas satisfaite
et il faut augmenter £ le nombre maximum de chemins entrées-sorties som-
mets disjoints de deux unités. Pour cela il faut ajouter au minimum deux
capteurs additionnels. D’apres le concept de systeme réduit ces deux nou-
veaux capteurs doivent mesurer des variables du systeme réduit entre F' et le
séparateur S* qui est illustré sur la Figure 4.20.

Nous allons ajouter deux capteurs additionnels {zi, 22}, qui mesurent les
variables x1, x4 respectivement. Les deux variables x1, x4 appartiennent au
systeme réduit, elles sont donc deux mesures efficaces. Si nous vérifions a
nouveau la condition de la solubilité générique du probleme F'DI sur le sys-
teme composé avec les nouveaux capteurs présenté sur la Figure 4.21, nous
trouvons que le nombre maximum de chemins entrées-sorties sommets dis-
joints k = 3. Donc, méme avec deux capteurs additionnels qui mesurent des
variables du systeme réduit, nous n’avons pas réussi a remplir la condition
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de la solubilité du probleme F'DI.

F1G. 4.21 - Le graphe associé au systeme de I’Example 4.8.2 avec les capteurs additionnels
et le séparateur S*

D’apres ces deux derniers exemples, nous constatons que dans le cas ou la condition
de la solubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts n’est pas
vérifiée, les nouveaux capteurs additionnels nécessaires pour remplir la condition doivent
mesurer des variables qui appartiennent au systeme réduit. Si nous ajoutons un seul
capteur qui mesure des variables dans le systeme réduit, le nombre maximum de chemins
entrées-sorties sommets disjoints sera augmenté d’une unité. Mais quand il nous faut
ajouter plusieurs capteurs additionnels, il faut une décomposition plus fine qui donne
des informations structurelles sur le placement des nouveaux capteurs.

4.8.3 Décomposition du systeme a ’aide des séparateurs d’en-
trée

Dans ce paragraphe nous allons présenter le résultat essentiel et la contribution
principale de notre travail. Nous allons utiliser les séparateurs d’entrée pour donner une
condition nécessaire et suffisante afin de caractériser toutes les solutions possibles pour
le probleme de placement de capteurs additionnels dont nous avons besoin pour rendre
le probleme de détection et localisation de défauts génériquement soluble.

Pour tout séparateur S de dimension d, il y a une contrainte associée en termes de nombre
de capteurs additionnels nécessaire pour la solubilité générique du probleme F'DI. Cette
propriété sera donnée sous forme d’un théoreme.

60



Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

Théoréme 4.8.1. [10] Soit X5 un systéme structuré génériquement observable avec r
défauts, défini par (3.2.1), et G(X4) son graphe associé. Soit X5 le systéme composé
avec les capteurs additionnels z(t) défini par (1.2.3), et G(X4) son graphe associé. Le
probléme de détection et localisation de défauts (FDI) a une solution sur 3% seulement
si, pour tout séparateur S de G(3) avec un ensemble associé Ts défini par la Définition
4.2.2, il y a au minimum r-d nouwveaur capteurs qui mesurent des sommets de Ts, ou d
est la dimension de S.

Démonstration
Supposons que le probleme de détection et localisation de défauts a une solution sur X,
et donc que nous avons un linking de dimension r entre F' et YUZ.
Soit S un séparateur d’entrée de dimension d du graphe G(3,) et Ts son ensemble
associé. Un linking de dimension r sur G(X%) est composé de :

— F —Y chemins.

— F — Z chemins dont le dernier arc a son sommet initial dans 7.

— ' — Z chemins dont le dernier arc n’a pas son sommet initial dans 7.

> )— >7

Y tay

V<V

F1G. 4.22 — Les trois types de chemins possibles dans un F' — YUZ linking

Les trois types de chemins sont illustrés sur la Figure 4.22. Considérons un chemin F'— 7
dont le dernier arc a un sommet initial x; en dehors de Ts. Il y a un chemin de z; a Y car
le systeme est supposé observable. D’ou il y a un chemin F'—Y qui passe par x;. D’apres
les définitions de S et T, tout chemin F' — z; a un sommet dans S, donc dans ce linking
les F' — Y chemins et les I' — Z chemins dont le dernier arc n’a pas son sommet initial
dans T, ont un sommet dans S car x; n’appartient pas a Ts. D’ou il y a au maximum
d tels chemins. Donc il y a au minimum (r-d) F' — Z chemins dont le dernier arc a un
sommet initial dans T's. Donc pour tout séparateur d’entrée de dimension d et pour toute
solution du probleme FDI, il y a au minimum (r-d) nouveaux capteurs qui mesurent
des sommets dans 1. O
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Corollaire 4.8.2. Le nombre minimal de capteurs additionnels nécessaires pour la so-
lubilité générique du probleme de détection et localisation de défauts (FDI) est égal a
r-k, ou k est la dimension du séparateur minimal d’entrée S*. Ces capteurs additionnels
doivent mesurer des variables dans Tg-«.

A chaque séparateur nous allons associer une contrainte en termes de nombre de
capteurs additionnels qui doivent mesurer des variables qui appartiennent a 1’ensemble
associé a ce séparateur.

Définition 4.8.1. (Contrainte associée au séparateur) Soit X5 un systéme struc-
turé et G(X5) son graphe associé. Soit S un séparateur quelconque de G(X,). La
contrainte associée a ce séparateur S est définie comme le nombre minimal de capteurs
additionnels qui dotwent mesurer des variables qui appartiennent a T's [’ensemble associé

as.

En utilisant le Théoreme 4.8.1 ce nombre minimal de capteurs additionnels est égal a
r-d, ou r est le nombre de défauts et d la dimension du séparateur.

Exemple 4.8.3
Soit ¥4 un systeme structuré avec 5 défauts, 3 sorties et 6 variables d’état.
G(X,) son graphe associé est illustré sur la Figure 4.23.

F1a. 4.23 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I’'Exemple 4.8.3

A partir de ce graphe nous allons montrer quelques exemples sur les
contraintes associées a certains séparateurs de ce systeme.
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— {x5,6,y1,y2} est un séparateur de dimension 4, et la contrainte as-
sociée a ce séparateur indique qu’il faut au minimum qu’un capteur
additionnel mesure des variable dans ’ensemble associé a ce séparateur
{f1s fo, f35 fa, [, 21, T2, 03, 24}

— {z5,26} est un séparateur de dimension 2, et la contrainte associée
a ce séparateur indique qu’il faut au minimum que 3 capteurs addi-
tionnels mesurent des variable dans I’ensemble associé a ce séparateur
{f1, f2, f5, [, f5, %1, @2, x3, x4 }. Remarquons que ce séparateur {xs, x4}
est le séparateur minimal d’entrée S*, donc d’apres le Corollaire 4.8.2 ce
nombre 3 de capteurs additionnels est le nombre minimal de capteurs
additionnels nécessaires pour la solubilité générique du probleme de dé-
tection et localisation de défauts. Ceci veut dire que le nombre maximal
de chemins entrées-sorties sommets disjoints est égal a 2, la dimension
de S*, et comme le nombre de défauts est égal a 5, il faut ajouter au
minimum trois nouveaux capteurs pour augmenter le nombre maximal
de chemins entrées-sorties sommets disjoints a 5, d’apres la contrainte
associée a S* ces trois nouveaux capteurs doivent mesurer des variables
dans Tg«.

— {21, 9, 23,24} est un séparateur de dimension 4, et la contrainte as-
sociée a ce séparateur indique qu’il faut au minimum qu’un capteur
additionnel mesure des variable dans ’ensemble { f1, fa, f3, f1, f5} asso-
cié a ce séparateur.

—{f1, f2, f3, x4} est un séparateur de dimension 4, et la contrainte as-
sociée a ce séparateur indique qu’il faut au minimum qu’un capteur
additionnel mesure des variables dans I'ensemble {f;, f5} associé a ce
séparateur.

Nous allons maintenant montrer qu'une contrainte associée a un séparateur S implique
toutes les contraintes des séparateurs de dimensions supérieures ou égales a sa dimension
et qui se trouvent entre le séparateur S et les sorties.

Proposition 4.8.3. Soient S, Sy deux séparateurs de dimensions dy, do respectivement.
Si 51 = Sy et di < dy. La contrainte associée au séparateur Sy implique la contrainte
associée au séparateur Ss.

Démonstration

Soient Tg,, T, les deux ensembles associés aux séparateurs Sy, S respectivement. Suppo-
sons que Tg, C T, et que dy < dy. Comparons maintenant les deux contraintes associées
aux deux séparateurs Sy et Sy. La contrainte associée au séparateur S; implique qu’il
faut au minimum que v; = r — d; capteurs additionnels mesurent des variables dans T,
I’ensemble associé a S;. La contrainte associée au séparateur Sy implique qu’il faut au mi-
nimum que v, = 7 — dg capteurs additionnels mesurent des variables dans T’g, ’ensemble
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associé a Sy. Nous avons d; < dy donc v; > 14, et comme Tg, est un sous-ensemble de
Ts,, ceci implique que, quand la contrainte associée au séparateur S; est satisfaite, la
contrainte associée au séparateur S, sera satisfaite. O

Corollaire 4.8.4. L’ensemble des contraintes associées a tous les séparateurs d’un
graphe G(X,) est impliqué par 'ensemble des contraintes associées aux séparateurs d’en-
trée du méme graphe.

Démonstration

Soit S un séparateur de G(X,) de dimension d. Si ce séparateur n’est pas un séparateur
d’entrée, d’apres la Définition 4.3.1, il y a un séparateur d’entrée S’ de dimension d’ < d
entre F et S. D’apres la Proposition 4.8.3 la contrainte associée au séparateur S’ implique
la contrainte associée au séparateur S. O

Exemple 4.8.4
Soit 35 un systeme structuré avec 4 défauts, 3 sorties et 4 variables d’état.
G(X,) son graphe associé est illustré sur la Figure 4.24.

F1G. 4.24 — Le graphe G(X,) associé au systeme de 'Exemple 4.8.4

Nous allons maintenant comparer les contraintes associées aux différents sépa-

rateurs et illustrer comment la contrainte associée a un séparateur S implique

toutes les contraintes associées aux séparateurs qui ont des dimensions supé-

rieures ou égales a sa dimension et qui se trouvent entre ce séparateur S et
les sorties.

— Prenons le séparateur {z3, x4} de dimension 2, la contrainte associée

a ce séparateur indique qu’il faut au minimum que deux capteurs ad-

ditionnels mesurent des variables dans I’ensemble associé a ce sépara-

teur {f1, fo, f3, fa4, 21, x2}. Le séparateur {xy, x5} est aussi un sépara-

teur de dimension 2, donc la contrainte associée a ce séparateur indique

qu’il faut au minimum que deux capteurs additionnels mesurent des va-

riables dans I'ensemble associé a ce séparateur { f1, f2, f3, f1}. En com-

parant ces deux contraintes nous pouvons constater que le respect de la
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contrainte associée au séparateur {x1,zs} implique le respect de celle
associée au séparateur {x3,z4}. Autrement dit deux capteurs addition-
nels qui mesurent des variables dans { f1, fo, f3, f4} implique le fait qu’il
faut que deux capteurs additionnels qui mesurent des variables dans
{f1, fo, f3, fa, w1, 22}, car {f1, fa, f3, f1, 21, 22} contient {f1, f2, f3, fa}.
Cela est du au fait que {xy, 22} = {23, 24}.

— Prenons les deux séparateurs {fi, fa, 22}, {x1, f3, f1}. Ce sont deux
séparateurs de dimension 3. La contrainte associée au séparateur
{f1, f2, 22} indique qu’il faut au minimum qu'un capteur additionnel
mesure des variables dans {f3, f4}, et la contrainte associée au sépara-
teur {x1, f3, f1} indique qu’il faut au minimum qu’un capteur addition-
nel mesure des variables dans { f1, fo}. Nous remarquons que aucune des
deux contraintes n’implique 'autre et cela est du au fait que les deux
séparateurs sont des séparateurs qui ”se croisent” et aucun ensemble as-
socié a un des deux séparateurs ne contient I’ensemble associé a l'autre

et donc ni {1, fs, fu} = {f1, fo, x2}, ni { f1, fo, w2} > {21, f5, fa}.

Exemple 4.8.5

Reprenons I’Exemple 4.8.3 dont le graphe associé est illustré sur la Figure
4.23. En raisonnant de la méme maniere que dans I’exemple précédent nous
pouvons déduire les résultats suivants :

— La contrainte associée au séparateur {f1, f2, f3, 24} qui est de dimen-
sion 4 implique les contraintes associées aux séparateurs {1, T, T3, 4},
{[L‘5, Te, f17 fg}, {I57 Te, fl; fg}, {1'57 Te, fg, fg}, qul sont tous des sépara—
teurs de dimension 4, car I'ensemble associé a { f1, fo, f3, x4} est contenu
dans chaque ensemble associé a un des séparateurs cités ci dessus, par
contre sa contrainte n’implique pas la contrainte associée au sépara-
teur {zs, xg, f1, f5} car ce sont deux séparateurs de dimension 4 qui se
croisent.

— Si nous prenons le séparateur {zs, s} qui est le séparateur minimal
d’entrée avec n’importe quel sommet de F' = {fi, fo, f3, fa, [5} nous
obtenons 5 séparateurs de dimension 3 ou aucune contrainte associée a
un de ces séparateurs n’implique d’autres contraintes associées au reste
de ces séparateurs.

Partons du Corollaire 4.8.4 qui illustre que les contraintes associées aux séparateurs
d’entrée impliquent les contraintes associées a tous les séparateurs. Nous allons donner un
théoreme qui est une condition nécessaire et suffisante qui caractérise toutes les solutions
du probleme de placement de capteurs additionnels nécessaires pour rendre le probleme
de détection et localisation de défauts génériquement soluble.

Théoreme 4.8.5. [9] Soit X un systeme structuré génériquement observable avec r
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défauts défini par (3.2.1), et G(X) son graphe associé. Soit ¥4 le systéme composé avec
les capteurs additionnels z(t) défini par (1.2.3), et G(X4) son graphe associé. Le probléme
de détection et localisation de défauts (F'DI) a une solution sur 3 si et seulement si
pour tout séparateur d’entrée S de G(X,) avec un ensemble associé Ts défini par la
Définition 4.2.2, il y a au minimum r-d nouveaux capteurs qui mesurent des sommets
de Ts, ot d est la dimension de S.

Démonstration

Condition nécessaire :

Elle résulte du Théoreme 4.8.1.

Condition suffisante :

Supposons qu’apres avoir ajouté (r-k) nouveaux capteurs additionnels, ou & est la dimen-
sion du séparateur minimal d’entrée S* de G(X,), le probleme de détection et localisation
de capteurs n’a pas de solution. Cela veut dire qu’il n’existe pas de linking de dimension
r entre F' et YUZ. Le séparateur minimal d’entrée du graphe G(X%) a une dimension
k. <.

Notons 4 la dimension de Z N S¥. Définissons I'ensemble S* = S\ (Z N S?) de dimension
k. — p. Démontrons maintenant que ’ensemble S} est un séparateur de G(X,).
Supposons qu’il existe un chemin F — Y qui n’a pas de sommet dans S’. Ce chemin ne
peut pas avoir un sommet dans Z, donc il n’a pas de sommet dans S;. Cela contredit le
fait que S est un séparateur de G(X%). D’ou tout chemin de F' & Y a un sommet dans
S* et donc S* est un séparateur de G(X,).

Considérons maintenant un capteur additionnel z qui appartient a Z\(Z N S¥). Suppo-
sons qu'un tel capteur mesure des sommets dans Tg.. Donc il y aurait un chemin de F'
a z qui n’a pas de sommet dans S}, et cela contredit le fait que S est un séparateur de
G(X5). D’ou les capteurs additionnels dans Z\ (ZNS}) ne mesurent pas de sommets dans
Ts., et le nombre maximal de capteurs qui mesurent des sommets dans Tg. est p. La
contrainte associée au séparateur S* dit que le nombre minimal de capteurs additionnels
qui mesurent des sommets dans T, est 7 — dim(S;) = r — (k. — p1). Comme k. < r ce
nombre de nouveaux capteurs est supérieur a g ce qui mene a une contradiction.

En utilisant la Corollaire 4.8.4 nous constatons qu’il existe un séparateur d’entrée dont
la contrainte a été violée. O
D’apres le Théoreme 4.8.5 nous constatons que ’ensemble des séparateurs d’entrée dans
un graphe associé a un systeme structuré, optimise les informations structurelles qui
peuvent étre livrées par I’ensemble de tous les séparateurs possibles dans ce graphe, donc
les informations structurelles données par I’ensemble des séparateurs d’entrée sont suffi-
santes pour caractériser toutes les solutions possibles pour le probleme de placement de
capteurs additionnels nécessaires pour rendre le probleme de détection et localisation de
défauts génériquement soluble.

Nous allons illustrer maintenant ce résultat sur des exemples.
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4.9 Exemples illustratifs

Exemple 4.9.1
Soit X5 un systeme structuré avec 3 défauts, 1 état et une sortie, et G(X,)
son graphe associé illustré sur la Figure 4.25.

F1G. 4.25 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 4.9.1

Vérifions maintenant la condition de la solubilité générique du probleme
de détection et localisation de défauts du Théoreme 3.2.1.

— Le nombre de défauts est r = 3.

— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
k=1,

donc k£ < r, la condition n’est pas satisfaite et le probleme de détection et
localisation de défauts n’est pas génériquement soluble sur cet exemple. Il
faut ajouter de nouveaux capteurs pour remplir cette condition.

Les séparateurs d’entrée de ce graphe sont les suivants.

— Le séparateur {x;} est le séparateur minimal d’entrée de dimension 1.
La contrainte associée a ce séparateur indique qu’il faut au minimum
que 3-1=2 capteurs additionnels mesurent des sommets dans 1’ensemble
associé a ce séparateur {f1, f2, f3}, et d’apres le Corollaire 4.8.2, 2 est
le nombre minimal de capteurs additionnels nécessaire pour remplir la
condition de la solubilité générique du probleme FDI.

— Les séparateurs d’entrée de dimension 2 sont {z1, f1} {x1, fo} {z1, f3}
et les contraintes associées a ces séparateurs indiquent qu’il faut au
minimum qu’un capteur additionnel mesure des sommets dans les en-
sembles { fo, f3}, {f1, f3}, {f1, f2}, qui sont les ensembles associés a ces
trois séparateurs d’entrée de dimension 2 respectivement.

— F est le séparateur d’entrée de dimension 3.

L’ensemble des contraintes associées aux séparateurs d’entrée caractérisent
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selon le Théoreme 4.8.5 toutes les solutions possibles. Cela veut dire que si
nous prenons deux capteurs additionnels zi, zo qui mesurent des variables
du systeme et qui respectent toutes les contraintes associées aux séparateurs
d’entrée le probleme de détection et localisation de défauts sur le systeme
étendu sera génériquement soluble car la condition du Théoreme 3.2.1 sera
remplie.

Nous allons montrer des cas ot nous ajoutons deux capteurs additionnels sans
remplir la condition de la solubilité générique du probleme de détection et
localisation de défauts et nous allons montrer qu’il y a certaines contraintes
associées aux séparateurs d’entrée qui sont violées.

Considérons les deux capteurs additionnels zq, zo qui mesurent des variables
du systeme comme illustré sur la Figure 4.26.

F1G. 4.26 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 4.9.1 avec deux nouveaux
capteurs

Cela ne peut pas étre une solution, car avec ces deux capteurs le nombre
maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints devient k& = 2, et
il reste inférieur au nombre de défauts et donc la condition £ = r n’est pas
satisfaite. Le placement de ces deux capteurs de cette maniere ne respecte pas
la contrainte associée au séparateur minimal d’entrée {x;}, qui indique que
les deux capteurs additionnels doivent mesurer des variables dans 1’ensemble
{f1, f2, f3}, et ce n’est pas le cas dans notre exemple, donc le placement
proposé de deux capteurs ne peut pas étre une solution.

Considérons une autre proposition pour le placement de 21, zo comme illustré
sur la Figure 4.27.

68



Chapitre 4. DECOMPOSITION DU SYSTEME

J, (%)
F1G. 4.27 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 4.9.1 avec deux nouveaux
capteurs

Ce placement de deux capteurs additionnels n’est pas une solution non plus,
car le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
k = 2 et il est inférieur au nombre de défauts r = 3. La contrainte asso-
ciée au séparateur minimal d’entrée {x;} est bien respectée dans ce cas car
les deux capteurs additionnels mesurent des variables dans { f1, f2, f3}, mais
aucun capteur ne mesure des variables dans {fs, f3}, et cela veut dire que
la contrainte associée au séparateur {z1, f1} qui implique qu'un capteur ad-
ditionnel au minimum doit mesurer des variables dans cet ensemble, a été
violée. Donc les contraintes associées aux séparateurs {1} et {x1, f1} (resp.
{z1} et {x1, fo}, {z1} et {x1, f3}) empéchent que deux capteurs différents
mesurent seulement le sommet f, (resp. fo ou f3).

Exemple 4.9.2
Soit 35 un systéme structuré avec 6 défauts, 6 états et 3 sorties, et G(3,)
son graphe associé illustré sur la Figure 4.28.

Vérifions maintenant la condition de la solubilité générique du probleme
de détection et localisation de défauts du Théoreme 3.2.1.

— Le nombre de défauts est r = 6.

— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est

k=3,

donc k < r, la condition n’est pas satisfaite et le probleme de détection et
localisation de défauts n’est pas génériquement soluble sur cet exemple. Il
faut ajouter de nouveaux capteurs pour remplir cette condition.
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7,

F1G. 4.28 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 4.9.2

Le nombre minimal de capteurs additionnels nécessaires pour rendre le
probleme de détection et localisation de défauts génériquement soluble est
égal a r-k=6-3=3. Une solution minimale dans cet exemple est une solution
avec trois nouveaux capteurs placés d’une telle sorte qu’on augmente le
nombre maximal de chemins défauts-sorties sommets disjoints k de trois
unité pour qu’il devienne égal a 6 le nombre de défauts. Tout placement de
nouveaux capteurs doit respecter les contraintes associées aux séparateurs
d’entrée pour qu’il soit une solution.

Les séparateurs d’entrée dans cet exemple sont :

— Le séparateur {yi, 42, fo} est le séparateur minimal d’entrée de dimen-
sion 3. La contrainte associée a ce séparateur indique qu’il faut au mini-
mum que trois capteurs additionnels mesurent des sommets dans 1’en-
semble associé a ce séparateur { f1, fa, f3, f4, f5, %1, T2, T3, 24, x5 }. Nous
déduisons aussi que la variable zg est une mesure inefficace.

— Les séparateurs d’entrée de dimension 4 sont
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{1, vo, f1, fo b Ay1, v2, fo fo {vi, 92, f3, f6} {y1. 92, fa, s}

{v1,y2, f5, fo},{y1,v2, 1, fs}. La contrainte associée a chacun de
ces séparateurs indique qu’il faut au minimum que deux capteurs
additionnels mesurent des variables dans son ensemble associé.

— Les séparateurs d’entrée de dimension 5 sont {fi, fo, f3, f6,v2},
{fs, fa, f5, fo, ur}, {y1, 92, f1, fa, f6}, {1, v, f1, f5, fs ),

{yb Y2, f2> f47 f6}7 {yla Y2, f27 f57 f6} La contrainte associée a cha-
cun de ces séparateurs indique qu’il faut au minimum qu’'un capteur

additionnel mesure des variables dans son ensemble associé. Par
exemple la contrainte associée au séparateur {fi, fo, f3, fs, y2} indique
qu’il faut au minimum qu’un capteur additionnel mesure des variables
dans {f4, f5>$3,$4,5175}-
— Le séparateur { f1, fo, fs, f1, 5, f6} est le séparateur d’entrée de dimen-
sion 6.
Considérons un ensemble de trois capteurs additionnels {z1, 29, 23}, qui me-
surent des sommets du systeme comme illustré sur la Figure 4.29.

,@-<e

F1ac. 4.29 — Une solution avec 3 capteurs additionnels qui rend le probleme soluble

Ce placement des trois capteurs additionnels respecte les contraintes associées
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aux séparateurs d’entrée, et en vérifiant la condition de la solubilité générique
du probleme de détection et localisation de défauts donnée par le Théoreme
3.2.1, Nous trouvons qu’il existe 6 chemins défauts-sorties sommets disjoints,
ou les sorties sont 'ensemble Y et les capteurs additionnels {z1, 29, 23}, et le
nombre de défauts est égal a 6, donc k = 6, la condition est satisfaite et le
probleme est génériquement soluble.

Considérons maintenant un autre placement de ces trois capteurs additionnels
{21, 29, 23}, comme illustré sur la Figure 4.30.

Fi1a. 4.30 — Un placement de 3 capteurs additionnels qui ne remplie pas la condition du
Théoreme 3.2.1

Ce placement ne peut pas étre une solution, car certaines contraintes
associées aux séparateurs d’entrée n’'ont pas été respectées, comme la
contrainte associée au séparateur minimal d’entrée {y;,ys, fo} car deux
capteurs additionnels mesurent des sommets dans son ensemble associé,
alors que sa contrainte associée indique qu’il faut au minimum que trois
capteurs additionnels mesurent des sommets dans son ensemble associé. La
contrainte associée au séparateur d’entrée de dimension 5 {fi, fo, f3, fs, 2}
n’a pas été respectée non plus, car aucun des trois capteurs additionnels
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ne mesure des sommets dans ’ensemble associé a ce séparateur, alors qu’il
faut au minimum qu’'un capteur y mesure des sommets comme l'indique la
contrainte associée a ce séparateur. En vérifiant la condition du Théoreme
3.2.1 nous trouvons que le nombre maximum de chemins défauts-sorties
sommets disjoints est égal a 5 et il est inférieur au nombre de défauts. Avec
ce placement de trois capteurs additionnels la condition de la solubilité
générique du probleme F'DI n’est pas remplie.

Considérons maintenant un cas plus général avec un ensemble de 5 capteurs
additionnels possibles Z = {z1, 22, 23, 24, 25} qui mesurent des sommets dans
G(X,) comme illustré sur la Figure 4.31.

bd b 08

NG

S*

F1G. 4.31 — Le graphe G(X,) avec un placement de 5 capteurs additionnels

A partir de ce graphe nous pouvons déduire que le placement de capteurs ad-
ditionnels proposé est bien une solution pour rendre le probleme de détection
et localisation de défauts génériquement soluble, car le nombre maximum
de chemins défauts-sorties sommets disjoints £ = 6 et le nombre de défauts
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r =6, donc k = r et la condition est satisfaite.
Si nous cherchons a partir de I’ensemble Z une solution minimale avec trois
capteurs additionnels nous constatons que
— Les deux capteurs additionnels z3, z4 n’appartiennent pas a une solu-
tion minimale en méme temps, car la contrainte associée au séparateur
{1, Y2, fa, f6} indique qu’il faut au minimum que deux capteur addi-
tionnels mesurent des sommet dans { fi1, fo, f3, f5, 1, T2, x5} Pensemble
associé a ce séparateur .
— Le capteur z; ne mesure que le sommet xg qui n’appartient pas a ’en-
semble associé au séparateur minimal d’entrée S*, donc z5 n’appartient
a aucune solution minimale.
— Il résulte que les deux capteurs additionnels 21, 2o appartiennent a toute
solution minimale et qu’il y a deux possibilités d’avoir des solutions
minimales a partir de ce placement de 5 capteurs proposé, et il s’agit

de {z1, 20, 23} et {z1, 22,24}

Exemple 4.9.3
Reprenons le systeme de I’'Exemple 4.6.3. Le graphe associé a ce systeme est
rappelé sur la Figure 4.32

% ;@

A@v WV
0.4

|

F1a. 4.32 — Le graphe G(X,) de I'Exemple 4.9.3
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La condition de la solubilité générique du probleme de détection et localisa-
tion de défauts du Théoreme 3.2.1 n’est pas satisfaite car,
— Le nombre de défauts est r = 9.
— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
k=3,
donc k # r et nous avons besoin d’ajouter de nouveaux capteurs pour remplir
cette condition.

F1c. 4.33 — Une solution avec 6capteurs additionnels

D’apres le Corollaire 4.8.2 le nombre minimal de capteurs additionnels né-
cessaires pour rendre le probleme génériquement soluble est égal a r-k=9-
3=6 nouveaux capteurs qui doivent étre placés de maniere a augmenter le
nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints de 6 uni-
tés. Cela peut étre garanti si le placement de nouveaux capteurs respecte
toutes les contraintes associées aux séparateurs d’entrée du systeme. Dans
cet exemple nous pouvons trouver un nombre tres grand de séparateurs d’en-
trée de dimensions qui varient entre 3 la dimension du séparateur minimal
d’entrée {y1,y2, Y3}, et 9 la dimension de séparateur d’entrée F', par exemple
pour les séparateurs d’entrée de dimension 4 nous pouvons trouver le sé-
parateur { fi, fa, x3, x5}, et les trois sommets du séparateur minimal d’entrée
{y1, Y2, y3} avec n’importe quel sommet de I'ensemble {f3, fu, fs, f6, f7, fs, fo}
forme aussi un séparateur d’entrée de dimension 4. En faisant le méme raison-
nement nous pouvons trouver plusieurs séparateurs d’entrée de dimensions
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5, 6, 7 et 8, et dans tout placement de capteurs additionnels, si le nombre
de capteurs est minimal (i.e. r-k) le placement de ces capteurs doit respecter
toutes les contraintes associées aux séparateurs d’entrée, et si le nombre de
capteurs additionnels est supérieur a (r-k) il faut au minimum que le place-
ment de (r-k) capteurs parmi les capteurs additionnels respectent toutes les
contraintes associées aux séparateurs d’entrée. D’apres ce raisonnement nous
pouvons constater que le placement de 6 capteurs additionnels proposé dans
la Figure 4.33 est une solution minimale du probleme, et que le placement
de 7 capteurs additionnels proposé dans la Figure 4.34 n’est pas une solution
du probleme car la contrainte associée au séparateur { fi, fa, f3, fa, f5, f6, 7}
n’est pas respectée.

()

(&) X ()
e~ Y
/. B () (¥

: VN SE
4‘ L — X

& @v@‘ — 1©

A‘ g

Fi1c. 4.34 — Placement de 7 capteurs additionnels qui n’est pas une solution

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une condition nécessaire et suffisante pour le pla-
cement de capteurs additionnels en utilisant les contraintes associées aux séparateurs
d’entrée du graphe associé au systeme structuré. Les résultats ont été illustrés sur plu-
sieurs exemples de différentes tailles. A chaque fois ou un placement de nouveaux capteurs
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ne remplissait pas la condition de la solubilité générique du probleme de détection et lo-
calisation de défauts, cela était du au non respect de certaines contraintes associées aux
séparateurs d’entrée.
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Chapitre 5. CLASSIFICATION DES CAPTEURS POUR LA DETECTION
ET LOCALISATION DE DEFAUTS

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons traiter le probleme de classification des capteurs présenté
dans le Chapitre 1. Il s’agit de classer les capteurs d'un systeme ot le probleme de détec-
tion et localisation de défauts, défini dans le Chapitre 1, avec les capteurs actuels a une
solution. Cette classification prend en compte I'importance des capteurs pour la solubi-
lité du probleme F'DI, ainsi les capteurs sont classés en trois types, capteurs essentiels,
capteurs inutiles et capteurs utiles, dans le sens ou la défaillance d’un capteur essentiel
rend le probleme de détection et localisation de défauts insoluble, mais la défaillance
d’un capteur inutile n’a pas d’effet sur la solubilité du probleme F'DI. Rappelons que les
différents types de capteurs ont été définis dans le Chapitre 1. Nous nous intéressons a
ce probleme sur la classe des systemes linéaires structurés (avec leurs graphes associés).
Nous considérons que le probleme de détection et localisation de défauts est générique-
ment soluble, cela veut dire que la condition du Théoreme 3.2.1 est satisfaite, donc sur le
graphe associé au systeme structuré le nombre de défauts est égal au nombre maximum
de chemins défauts-sorties sommets disjoints. Les principaux résultats de ce chapitre
sont une caractérisation des capteurs inutiles et des capteurs essentiels et une méthode
de calcul numérique afin de calculer les ensembles de capteurs de différents types.

Nous allons utiliser les graphes associés aux systemes structurés pour développer nos ré-
sultats, et les outils utilisés dans cette étude sont essentiellement, le séparateur minimal
de sortie et ’ensemble de sommets essentiels dans un graphe qui ont été présentés dans
le chapitre 4. Un probleme similaire de classification de capteurs pour 1'observabilité a
été traité dans [17].

5.2 Caractérisation de capteurs

Rappelons maintenant les définitions de ’ensemble de sommets essentiels et du sépara-
teur minimal de sortie qui ont été présentées dans le chapitre 4.

Définition 5.2.1. (Ensemble de sommets essentiels) L’ensemble de sommets es-
sentiels dans un graphe G(X,) est l'ensemble des sommets qui appartiennent a tout cou-
plage entrées-sorties de dimension mazximale. Rappelons qu’un couplage entrées-sorties
de dimension mazximale est un ensemble maximal de chemins entrées-sorties sommets
disjoints. Nous notons Vs l'ensemble de sommets essentiels.

Définition 5.2.2. (Séparateur minimal de sortie S.) Le séparateur minimal de
sortie dans un graphe G(X,) est l’ensemble de tous les sommets initiaux de tout chemin
direct de Voss a Y, qui est un chemin qui a seulement son sommet initial dans Vs et
seulement son sommet terminal dans [’ensemble des sorties Y .

La Définition 1.3.1 présente une définition d’une solution pour le probleme F DI avec
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un sous-ensemble de capteurs. En utilisant le Théoreme 3.2.1, on peut caractériser les

solutions pour le probleme F' DI de la Définition 1.3.1 comme présenté dans la Proposition
5.2.1.

Proposition 5.2.1. Soit ¥z un systéme structuré génériquement observable avec r dé-
fauts et un ensemble de capteurs Y comme défini par (3.2.1) et G(X,) son graphe associé.
Soit V' un sous-ensemble de'Y . V' est une solution pour le probléme F' DI avec une banque
d’observateurs si et seulement si il existe un couplage F-V de dimension r dans G(X4).

Le Théoreme 5.2.2 présente une caractérisation pour les capteurs inutiles définis par
la Définition 1.3.2. Il démontre que quand il n’existe pas, pour un capteur donné y;, de
chemin qui a un sommet de défaut comme sommet initial et le capteur y; comme sommet
terminal sur le graphe G(X,), le capteur y; est un capteur inutile.

Théoréme 5.2.2. [12] Soit ¥ un systéme structuré génériquement observable avec r
défauts et un ensemble de capteurs Y comme défini par (3.2.1) et G(X,) son graphe
associé. Un capteur y; € Y est un capteur inutile si et seulement si il n’existe pas de
chemin F-{y;} dans G(Xy), ot F est l’ensemble de défauts

Démonstration

Condition suffisante :

Supposons qu'il n’existe pas de chemin F-{y;} dans G(3,) et soit V' une solution telle
que y; € V. Comme V est une solution d’apres la Proposition 5.2.1, il existe un linking
F-V de dimension r ou r est le nombre de défauts. Le capteur y; ne fait pas partie de ce
linking car il n’existe pas de chemin F-{y;}. Donc ce linking a une dimension r entre F'
et V\{y;}, d'ott V\{y;} est aussi une solution dans le sens de la Définition 1.3.1 et donc
y; est un capteur inutile.

Condition nécessaire :

Supposons qu’il existe un chemin F-{y; }, nous le nommons P, dans G(X, ), et considérons
un F-Y linking L de dimension r dans G(X,), ce linking est donc de dimension maximale.
Notons par V' le sous-ensemble de Y qui appartient au linking L. D’apres la Proposition
5.2.1, V est bien une solution pour le probleme de détection et localisation de défauts.
Supposons que y; € V', donc V\{y;} n’est pas une solution car sa cardinalité est égale a
(r —1). Donc y; n’est pas un capteur inutile. Supposons maintenant que y; n’appartient
pas a V. Un chemin F-{y;} a forcément des sommets communs avec le linking maximal
L sinon le linking L ne serait pas maximal. Considérons maintenant le chemin L; entre
F et Y qui appartient au linking L et qui contient le dernier sommet commun 2z entre le
linking L et le chemin P quand on parcourt le chemin P de F' a y;, voir Figure 5.1.
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Fi1G. 5.1 — Le linking L et le chemin P
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F1G. 5.2 — Le nouveau linking L’
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En prenant la partie du chemin L; de F' a z et la partie de P de z a y;, nous obtenons un

nouveau chemin P’ qui contient y; et qui n’a pas de sommet commun avec L\L;, donc
nous obtenons un nouveau linking L’=P" U (L\L;) de dimension r qui contient y;, voir
Figure 5.2. Donc y; appartient a une solution V’ telle que V'\y; n’est pas une solution
et donc y; n’est pas inutile. O
Comme une caractérisation des capteurs inutiles a été présentée, une caractérisation
des capteurs essentiels sera donnée par le théoreme suivant. Elle dépend de ’ensemble
des sommets essentiels d’un graphe. Il sera montré que intersection entre ’ensemble de
sommets essentiels et les capteurs caractérise les capteurs essentiels.

Théoreme 5.2.3. Soit X un systéme structuré génériquement observable avec r défauts
et un ensemble de capteurs Y comme défini par (3.2.1) et G(3,) son graphe associé.
L’ensemble des capteurs essentiels est Y, =Y NV, ou Viss est l'ensemble des sommets
essentiels du graphe G(¥y).

Démonstration

Condition suffisante :

Supposons que y; appartient a Y, =Y N V... Donc tout linking de F' a Y de dimension
r contient y; et tout linking de F' & Y\{y;} a une dimension inférieure ou égale a r — 1.
Cela est vrai pour tout linking de F' & V\{y;} ou V C Y donc y; appartient a toute
solution et il est un capteur essentiel.

Condition nécessaire :

Si y; n’appartient pas a Y, =Y N V., donc y; n’appartient pas a tout linking maximal.
Donc il existe un linking de dimension r qui ne couvre pas y;. L’ensemble V' qui est
constitué des sommets terminaux des chemins de ce linking est une solution et ne contient
pas y;. D’ou y; n’est pas un capteur essentiel.

5.3 Calcul numérique des ensembles de capteurs des
différents types

Dans ce paragraphe nous montrons des méthodes du calcul pour déterminer les capteurs
essentiels et les capteurs inutiles dans un graphe associé a un systeme structuré.
5.3.1 Calcul des capteurs essentiels

Pour calculer les capteurs essentiels nous allons reformuler le Théoreme 5.2.3 en utilisant
le concept de séparateur minimal de sortie.
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Proposition 5.3.1. Soit ¥, un systéme structuré et G(X,) son graphe associé. L’en-

semble des capteurs essentiels est donné parY, = Y NS,, ouY est l’ensemble des capteurs
et S, est le séparateur minimal de sortie de G(X ) défini par la Définition 4.4.1.

Donc pour calculer les capteurs essentiels, nous calculons d’abord le séparateur minimal
de sortie S, en utilisant un algorithme standard pour calculer le flot maximum comme
cela a été illustré dans le paragraphe 4.4. L’intersection entre S, et Y donne ’ensemble
des capteurs essentiels.

5.3.2 Calcul des capteurs inutiles

Pour calculer ’ensemble de capteurs inutiles, nous pouvons suivre une procedure de
marquage, ou nous partons de ’ensemble de défauts F' et nous marquons tous les sommets
qui se trouvent sur des chemins de F' a Y. Les sommets de sortie qui ne sont pas marqués
a la fin de la procedure sont les capteurs inutiles.

Nous allons maintenant illustrer les résultats sur des exemples.

5.4 Exemples illustratifs

Exemple 5.4.1
Soit ¥ un systeéme structuré avec 3 défauts, 7 états et 3 sorties, et G(3,)
son graphe associé est illustré sur la Figure 5.3.

F1a. 5.3 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 5.4.1

La condition de la solubilité générique du probleme de détection et localisa-
tion de défauts du Théoreme 3.2.1 est satisfaite car,
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— Le nombre de défauts est r = 3.
— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
k=3,
donc k£ = r. Les trois capteurs actuels du systeme sont des capteurs es-
sentiels, car la condition est satisfaite et on n’a que trois capteurs et le
nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est trois,
donc la défaillance de n’importe quel capteur parmi les trois va rendre le
probleme de détection et localisation de défauts insoluble. Cela peut étre vé-
rifié en utilisant la Proposition 5.3.1, ot I'’ensemble des sommets essentiels
est Vess = {f1, f2, 3, T5, %6, T7, Y1, Y2, Y3}, et Si = {y1, 42,3} comme illustré
sur la Figure 5.4.

S

L \&/

Fi1G. 5.4 — Le séparateur minimal de sortie et I’ensemble des sommets essentiels du graphe

G(En)
donc I'ensemble des capteurs essentiels est Y, =Y N S, = {y1,v2,y3}.

Exemple 5.4.2

Soit ¥ un systeéme structuré avec 6 défauts, 6 états et 8 sorties, et G(X,)
son graphe associé est illustré sur la Figure 5.5. La condition de la solubilité
générique du probleme de détection et localisation de défauts du Théoreme
3.2.1 est satisfaite car,

— Le nombre de défauts est r = 6.
— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est

k =6,
donc k = r.
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F1G. 5.5 — Le graphe G(X,) associé au systeme de I'Exemple 5.4.2

L’ensemble  de  capteurs actuels du systeme est Y =
{v1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys }. Pour trouver l'ensemble de capteurs inutiles
dans ce systeme, nous appliquons la procedure de marquage et nous
trouvons qu’il n’existe pas de capteurs inutiles dans ce systeme car toutes
les sorties sont marquées en appliquant la procedure de marquage. Alors
nous constatons dans un premier temps que tous les capteurs actuels
sont des capteurs utiles pour la solubilité du probleme de détection et
localisation de défauts. Maintenant pour déterminer I’ensemble des capteurs
essentiels qui est un sous-ensemble des capteurs utiles, nous calculons le
séparateur minimal de sortie S,, il s’agit dans cet exemple de l’ensemble
{y1, 2, Y3, U5, T4, x6 } comme illustré sur la Figure 5.6.
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F1G. 5.6 — Le séparateur minimal de sortie et I’ensemble des sommets essentiels du graphe

G(2a)

L’ensemble de capteurs essentiels est Y, =Y NS, = {y1,y2, y3, Y5 }-

Exemple 5.4.3
Soit X un systeme structuré avec 6 défauts, 3 entrées de commande 16
états et 10 sorties, G(X,) son graphe associé est illustré sur la Figure 5.7. La
condition de solubilité générique du probleme de détection et localisation de
défauts du Théoreme 3.2.1 est satisfaite car,
— Le nombre de défauts est r = 6.
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— Le nombre maximum de chemins défauts-sorties sommets disjoints est
k =6,

donc k = r.

F1G. 5.7 — Le graphe G(X,) associé au systeme de 'Exemple 5.4.3

L’ensemble  de capteurs actuels du systeme est Y =
{y1, Y2, Y3, Y1, Y5. Vo, Y7, Ys, Yo Y10} Les capteurs inutiles sont {yg, yio}
car en appliquant la procedure de marquage, nous marquons tous les
sommets qui se trouvent sur des chemins de F' a Y ou F' est I'ensemble de
défauts, I’ensemble de sommets qui ne sont pas marqués a la fin de la proce-
dure est {uq,uq,us, x7, s, 15, T16, Yo, Y10} €t les capteurs qui appartiennent
a cet ensemble sont les capteurs inutiles, dans le sens ou la perte d'un de
ces capteurs n’a pas d’effet sur la solubilité du probleme de détection et
localisation de défauts.

Le reste des capteurs {1, ...., ys} sont les capteurs utiles et parmi eux, il y a
un sous-ensemble de capteurs essentiels. Pour trouver les capteurs essentiels,
nous calculons le séparateur minimal de sortie S, il s’agit dans cet exemple
de lensemble {y1, y2, 11, T12, 13, £14} comme illustré sur la Figure 5.8.
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F1G. 5.8 — Le séparateur minimal de sortie et I’ensemble des sommets essentiels du graphe

G(Xa)

L’ensemble des capteurs essentiels est Y, =Y NS, = {y1,y2}. La défaillance
d’un de ces deux capteurs rend le probleme de détection et localisation de

défauts insoluble.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité le probleme de classification des capteurs dans un
systeme. Nous avons considéré des systemes structurés ou le probleme de détection et
localisation de défauts est génériquement soluble. Nous avons présenté une classification
des capteurs selon leur importance pour la solubilité générique du probleme F'DI. Les
capteurs ont été classés en trois types, capteurs essentiels, capteurs inutiles et capteurs
utiles. Une caractérisation des capteurs inutiles et des capteurs essentiels a été présentée
en utilisant les propriétés des graphes orientés associés aux systemes structurés. Nous
avons présenté une méthode de calcul numérique pour déterminer les différents types de
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Les travaux présentés dans ce mémoire de these ont abordé le probleme de détection

et localisation de défauts (F' DI, Fault detection and Isolation). Nous avons étudié

ce probleme dans le cadre des systemes linéaires structurés. En utilisant les graphes

orientés associés aux systemes linéaires structurés on a rappelé une condition nécessaire
et suffisante pour que le probleme de détection et localisation de défauts soit générique-
ment soluble.

Les objectifs principaux des travaux se résument en deux points :

— Le premier point : quand la condition de solubilité générique du probleme F DI n’est
pas vérifiée, de nouveaux capteurs doivent étre implantés pour rendre le probleme
soluble. La contribution de notre travail a été d’approfondir ’analyse structurelle
du probleme de placement de capteurs et de donner des informations sur les va-
riables du systeme a mesurer par les nouveaux capteurs. Donc une décomposition
du systeme a été présentée afin d’avoir des informations structurelles sur le pla-
cement de nouveaux capteurs. La notion de séparateur d’entrée a été développée,
avec ’ensemble des séparateurs d’entrée dans un graphe nous avons pu déterminer
le nombre minimal de capteurs additionnels nécessaires et caractériser toutes les
solutions possibles concernant le placement de nouveaux capteurs.

— Le deuxieme point : nous partons du cas ou le probleme de détection et localisation
de défauts a une solution avec les sorties actuelles du systeme, et nous avons classé
les capteurs, selon leur importance pour la solubilité du probleme F'DI, en trois
catégories
— Capteurs inutiles
— Capteurs utiles
— Capteurs essentiels
Nous avons développé la notion de séparateur minimal de sortie qui caractérise les
capteurs essentiels sur le graphe associé au systeme structuré, et avec une procedure
de marquage nous avons pu déterminer les capteurs inutiles. Le nombre de cap-
teurs qui sont utiles mais pas essentiels donne une idée sur le degré de redondance
concernant le probleme F'DI.

Perspectives
Afin de compléter nos travaux certaines perspectives peuvent étre envisagées. Ces pers-
pectives peuvent, par exemple se fonder sur les idées suivantes.

— La premiere idée : dans notre étude du probleme de placement de capteurs, notre ré-
sultat était que tout placement de nouveaux capteurs doit respecter les contraintes
associées aux séparateurs d’entrée, nous avons montré que le respect des contraintes
associées aux séparateurs d’entrée implique le respect des contraintes associées a
tous les séparateurs dans un graphe. Ce qui peut étre traduit de la maniere sui-
vante. L’ensemble des séparateurs d’entrée résume I’ensemble des séparateurs dans
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un graphe dans le sens des contraintes associées aux séparateurs qui sont nécessaires

pour le placement des capteurs additionnels. Nous allons montrer sur I’exemple
suivant que certaines contraintes associées aux séparateurs d’entrée impliquent
d’autres contraintes associées a d’autres séparateurs d’entrée, et donc 1’ensemble
des séparateurs d’entrée peut étre réduit aussi.

Exemple 5.5.1

Prenons un exemple simple pour comprendre comment un ensemble
des contraintes associées aux séparateurs d’entrée implique d’autres
contraintes associées a d’autres séparateurs d’entrée. La Figure 5.9 re-
présente un systeme avec 4 défauts et une sortie.

A@

F1c. 5.9 — Le graphe G(3,) associé au systeme de 'exemple 5.5.1

Les séparateurs d’entrée dans ce graphe sont {y; } qui est le séparateur
minimal d'entrée, {y1, fi}.{yr. fob.{ys, fo}{un, fi} sont des séparateurs

d’entrée de dimension 27 {y17 f17 f2}7 {yb fl? f3}7 {y17 f17 f4}7 {yh f27 f3}7
{v1, f2, fa}, {v1, f3, fa} sont des séparateurs d’entrée de dimension 3 et

enfin le séparateur {f1, f2, f3, f1} de dimension 4. Le probleme F DI n’a
pas de solution sur cet exemple et il faut ajouter au minimum 3 cap-
teurs additionnels. D’apres le Théoreme 4.8.5 il faut que le placement de
capteurs additionnels respecte les contraintes associées aux séparateurs
d’entrée. Sur cet exemple nous remarquons que le respect des contraintes
associées aux séparateurs d’entrée de dimension 2 implique le respect
des contraintes associées aux séparateurs d’entrée de dimension 3. Par
exemple les contraintes associées aux séparateurs {yi, f1},{v1, fo}, in-
diquent qu’il faut au minimum deux capteurs additionnels qui mesurent
des sommets dans les ensembles {fo, fs, fa},{f1, f3, fa} respectivement.
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Une fois que ces deux contraintes sont respectées, la contrainte asso-

ciée au séparateur {yi, f1, fo}, qui indique qu’il faut au minimum qu’un
capteur additionnel qui mesure des sommets dans 1’ensemble {f3, f1},
résultera des précédentes. Donc ’ensemble des contraintes associées aux
séparateurs d’entrée peut étre réduit, et cela est une perspective inté-
ressante pour les travaux présentés dans ce mémoire. Surtout que la
question du calcul numérique des séparateurs est encore une question
tres ouverte, et nous n’avons pas encore un algorithme efficace pour les
calculer. Nous arrivons seulement & en calculer quelques uns avec un al-
gorithme de complexité polynomiale comme cela a été illustré dans le
paragraphe 4.6.

— La deuxieme idée est de prendre en compte le cout des capteurs, car le cout des
capteurs varie, certains capteurs cotutent plus cher que d’autres, et certaines me-
sures sont difficiles et cotiteuses a effectuer. Donc intégrer la question du cout dans
I’analyse du probleme de placement de capteurs et essayer de trouver des solutions
a colt minimal peut étre une perspective intéressante pour nos travaux.
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Annexel

Algorithme de Ford et Fulkerson

Probléme général du flot maximum : Transporter, dans un réseau dont les conduits
sont de capacité limitée, un flot maximum entre deux point du réseau.
Flot = application F :E —R , telle que en chaque sommet v, la somme des flots entrants = la

somme des flots sortants (premiére loi de Kirchoff ou loi des nceuds). On introduit pour
chaque arc e une capacité c(e), c’est-a-dire le flot maximum que peut porter cet arc.

Un flot réalisable est un flot tel que pour tout arc e onait: 0< f(e) <c(e).

L algorithme de Ford et Fulkerson :

Structure de I’algorithme :
Initialisation : On part d’un flot réalisable (par exemple 0).
1- Procédure de marquage pour la recherche d’une chaine augmentante. Si on n’en trouve
pas STOP.
2- Mise a jour du flot sur la chaine augmentante et retour a 1.

L algorithme de marquage associe a chaque sommet marqué v un label §(v) qui représente
le flot supplémentaire qu’on peut transporter jusqu’a ce sommet.

Algorithme de marquage :

Initialisation:
& = 5(source) =o0; M ={source};
TANTQUE puitsgM et o >0 FAIRE
Sl Jetelquel(e)=veM,T(e)=y ¢Met f(e)<c(e)
M =M u{y}; A(y) =e; 5(y) =Min[5(v),c(e) - f (e)]
SINON Sl JetelqueT(e)=veM, I(e)=ygMet f(e)>0
M =M U{y}; Ay) =€; 5(y) = Min[5(v), f (©)]
SINON 6 =0
FINSI
FINSI
FINTANTQUE
SI puitse M FAIRE 6 = &(puits)
FINSI



o est I’augmentation de flot possible .
Algorithme d’augmentation du flot si (6 >0).

Initialisation: x = puits;

TANTQUE x = source FAIRE e = A(X)
SIx=T(e) FAIRE f(e)= f(e)+0;x=1(e);
SINON FAIRE f(e)=f(e)-0;x=T(e);
FINSI

FINTANTQUE

Variante de I’algorithme de Ford et Fulkerson : apres chaque augmentation de flot on
construit un graphe auxiliaire qui se déduit du précédent de la maniere suivante

- si f(e)<c(e) onconserve I’arc e = (x,y) avec une capacité c(e)— f (e).

- si f(e)>0 onajoute un arc (y, x) avec une capacite f(e).
Sur le graphe auxiliaire on cherche un chemin augmentant

Flot maximum et coupe minimale :

Coupe = partition de I’ensemble des sommets E en deus ensemble S,P ou
source € S et puits € P . Capacité de la coupe = > c(x,y)ouxeSetyeP.

Théoreme : Le flot maximum dans le graphe est égal a la capacité minimale d’une coupe.

Démonstration : On applique I’algorithme de Ford et Fulkerson a partir du flot 0. Par le
principe de I’algorithme, a chaque pas, ou le flot augmente au moins d’une unité ou il s’arréte.
Si le flot maximum existe il s’arréte en un nombre fini de pas. Lorsque I’algorithme s’arréte
tous les arcs sortants sont saturés, tous les arc entrants sont vides, I’ensemble de sommets
marqués constitue donc une coupe dont la capacité est égale au flot.






Application des systemes structurés a 1’étude du diagnostic : localisation de
capteurs.

Résumé : Dans cette these nous étudions le probleme de détection et localisation de
défauts (F'DI) diagonal avec une banque d’observateurs. Nous étudions ce probléme
sur la classe des systemes linéaires structurés avec leurs graphes associés. Les systemes
structurés sont une classe particuliere des systemes linéaires ou les éléments des matrices
sont soit fixés a zéro soit des parametres libres. On présente une condition nécessaire et
suffisante pour la solubilité générique du probleme F'DI. Cette condition est a vérifier
sur le graphe orienté associé au systeme structuré. Dans le cas ou cette condition n’est
pas vérifiée, nous présentons une décomposition du systeme qui donne des informations
structurelles sur le placement de capteurs additionnels qui sont nécessaires pour remplir
la condition. Dans le cas ou la condition de solubilité générique du probleme F DI est
vérifiée, nous présentons aussi une classification des capteurs selon leur importance pour
la solubilité générique du probleme F'DI.

Mots clefs : Systemes linéaires structurés, Graphe orienté, Diagnostic, Détection
et localisation de défauts, Placement de capteurs, Classification de capteurs.

Application of structured systems to diagnosis : sensor location.

Abstract : In this thesis we consider the problem of fault detection and isolation (FDI).
We deal with this problem when the system under consideration is structured, that is,
the entries of system matrices are either fixed zeros or free parameters. With such system
one can associate a directed graph. We use the graph to give a condition for the generic
solubility of the F'DI problem. When the condition is not satisfied we present a system
decomposition to have structural informations about the location of new sensors needed
to satisfy the condition. When the condition is satisfied we present a sensor classification
depending on the importance of each sensor for the generic solubility of the F'DI problem.

Key words : Linear structured systems, Directed graph, Diagnosis, Fault detec-
tion and isolation, Sensor location, Sensor classification.





