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Chapitre 1

Introduction

Cette these est consacrée a I’étude de la hauteur sur les variétés abéliennes. On a cherché
plus précisément & obtenir une version quantitative de la propriété de Bogomolov, en mi-
norant le minimum essentiel des sous-variétés algébriques de variétés abéliennes (sauf celles
incluses dans un translaté de sous-variété abélienne stricte).

En plus du présent chapitre, ce travail est composé de deux chapitres indépendants,
organisés sous forme d’articles. Dans le premier chapitre, on a mis en ceuvre des techniques
de transcendance pour étendre aux produits de courbes elliptiques, en petite codimension,
la minoration déja connue pour les sous-variétés des tores depuis le travail d’Amoroso et
David (confer [AD03]). On a ensuite essayé d’obtenir ce résultat pour des variétés abéliennes
générales. Avec le langage de la théorie des pentes, qui s’est développé dans la littérature
diophantienne depuis l'article fondateur de Bost ([Bos96b]), on a obtenu le méme type de
minoration sous ’hypothése d’une densité positive de premiers ordinaires, qui est conjectu-
ralement toujours vérifiée.

La connaissance précise des points de petite hauteur sur les variétés abéliennes est
aujourd’hui décisive. Elle permet par exemple de donner une version quantitative de la
conjecture de Mordell-Lang (initialement démontrée par Faltings dans [Fal94]), & laide
des inégalités de Mumford et de Vojta (voir [Rém00a]). La minoration précise du minimum
essentiel en fonction du degré de la sous-variété, qui est I’objet de cette these, permet d’atta-
quer la conjecture de Zilber-Pink sur les variétés abéliennes, suivant la stratégie développée
avec succes pour les courbes plongées dans les tores, par les travaux d’Habegger et de Maurin
(voir [Hab06] et [Mau07]).

1.1 Présentation

1.1.1 Enoncés de finitude en géométrie diophantienne

Le point de départ de ce travail est le probleme de Bogomolov. Posé en 1981 dans
[Bog80], sa forme originale est la suivante. Soit C' une courbe algébrique (i.e. définie sur
une cloture algébrique Q de Q) de genre g > 2, plongée dans sa jacobienne J(C). On obtient
une hauteur de Néron-Tate h sur J (C) par la polarisation canonique, qui induit une semi-

norme z — 4/h(z) sur J(C). Plus précisément, les points de hauteur nulle sont les points
de torsion de J(C'). Le probleme posé par Bogomolov est de savoir si la métrique induite
sur C est discrete. De fagon équivalente, en revenant a la hauteur, il pose la conjecture (qui
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est désormais un théoreme d’Ullmo) :
Théoréme 1.1 I existe € > 0 tel que {x € C, h(z) < €} est fini.

Puisque les points de torsion sont exactement ceux de hauteur nulle, cette conjecture
généralise la conjecture de Manin-Mumford, démontrée par Raynaud en 1983 (dans [Ray83]) :

Théoréme 1.2 Les points de torsion de J(C') qui sont dans C sont en nombre fini.

Une autre conjecture célebre affirmait la finitude d’un sous-ensemble de C' en genre > 2,
la conjecture de Mordell, démontrée par Faltings en 1983 (dans [Fal83]) :

Théoreme 1.3 Soit K un corps de nombres sur lequel la courbe C est définie. Alors l’en-
semble C(K) est fini.

En comparaison de la conjecture de Bogomolov, on perd I’hypothese sur la hauteur mais
on fait une restriction forte sur le corps de définition.

Ces théoremes reposent sur 'intuition suivante : certaines propriétés arithmétiques de C',
ici la finitude des points de petite hauteur ou des points rationnels, dépendent d’invariants
géométriques de la courbe, ici le genre (la contrainte g > 2 est capitale).

1.1.2 Généralisation et différentes approches

Ces énoncés de finitude se généralisent naturellement aux sous-variétés de variétés
abéliennes. Soit V' une sous-variété algébrique d’une variété abélienne A munie d’un fibré
ample et symétrique, et i la hauteur de Néron-Tate associée & ce fibré; soit aussi K un
corps de nombres sur lequel V et A sont définies. On doit d’abord donner un analogue en
dimension supérieure de ’hypothese faite sur le genre :

Définition 1.1 On dit que V est de torsion si V est la translatée d’une sous-variété
abélienne par un point de torsion.

Par ailleurs, on introduit le minimum essentiel, pour décrire les points de petite hauteur

dans V :

Définition 1.2 Le minimum essentiel de V est :
fiess (V) = inf{6 > 0,V(0) " = V(@)},
ou V(0) = {z € V(Q), h(x) < 0},
et WZ est son adhérence de Zarisks.

Le minimum essentiel fiess(V') renseigne sur la hauteur de V. Une premieére construction
généralisant la hauteur (projective) aux sous-variétés de variétés abéliennes est due a Phi-
lippon. On définit la hauteur projective de V comme étant la hauteur de la forme de Chow
qui lui est associée et on la note h(V).

Une seconde définition s’appuie sur la théorie de l'intersection arithmétique et est ex-
posée dans [BGS94], en particulier 3.1 et 3.2. On commence par se donner des modéles
entiers V, Aet L de V, A et L sur O, et des métriques définissant un fibré hermitien L.
La hauteur de V relativement & £ est alors définie comme le degré d’Arakelov normalisé de
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I’auto-intersection ¢y (Z)‘dv+ !

la dimension de V). Avec cette définition, il existe une relation de récurrence assez simple
entre la hauteur d’une variété et la hauteur d’un diviseur sur cette variété (qu’on peut aussi
prendre comme définition, avec la hauteur de Néron-Tate en dimension 0).

Ces deux notions coincident, si on fait le choix de la norme L? pour les places ar-
chimédiennes dans la définition a la Philippon. On construit ensuite la hauteur normalisée
h(V) par passage & la limite :

(ot ¢1(L) est la premiere classe de Chern du fibré £ et d est

- . h(Im|V)deg(V
h(V) = limy,— 4 oo n(q[Q (l.eg)([mg](V))

Cette limite existe et la hauteur ainsi construite généralise la hauteur de Néron-Tate pour
les points de A (voir [HS00], p. 450 et [Phi95]). On a en particulier les propriétés suivantes,
pour toute sous-variété V de A :

(i) Positivité : (V) > 0. ) A
(ii) Compatibilité avec la loi de groupe : dzg(%/%) =n? dzg(/&).

h(V h(V

deé;(\z) - deé(&) =0(1).

(iii) Comparaison avec la hauteur projective :

Le théoréme des minima successifs démontré par Zhang (dans [Zha95a]) implique les
inégalités suivantes :

Théoréme 1.4 (inégalité des minima successifs)
Soit V' une sous-variété de A de degré D. Alors :

>

h(V)
(dim(V) +1)D

hV)
.

< ﬂess(v) <

L’annulation du minimum essentiel équivaut donc a celle de la hauteur canonique.

La conjecture de Bogomolov se généralise alors de la fagon suivante :

Théoréme 1.5 Soit V' une sous-variété algébrique d’une variété abélienne A. Le minimum
essentiel de V' est nul si et seulement si V' est de torsion.

Ce théoreme a été démontré par Ullmo pour les courbes plongées dans leur jacobienne (voir
[Ul198]), puis par Zhang en toute généralité (confer [Zha98]). Ces deux démonstrations
s’appuient sur les propriétés d’équirépartitions des petits points étudiées dans [SUZ97].
Auparavant, des résultats partiels avaient été obtenus par une approche arakelovienne, en
reliant la hauteur d’une courbe algébrique C, définie sur K un corps de nombres, a I'auto-
intersection du faisceau dualisant associée a un modele minimal de C' sur ’anneau des entiers
Ok (voir par exemple [Bur92] et [Zha95b]).

Avant de démontrer la conjecture de Bogomolov dans le cas abélien, Zhang a obtenu le
méme résultat pour les sous-variétés d’'un tore G, (dans [Zha92]), en utilisant 1’analogue
torique de la conjecture de Manin-Mumford, démontré par Laurent ([Lau83]), et des argu-
ments de projection sur un facteur de G}},. Cette stratégie, mise en ceuvre indépendamment
par Philippon pour les produits de courbes elliptiques (dans [Phi95]), est prise en défaut
des que la variété abélienne a un facteur simple de dimension g > 2. Mais une fois démontré
le théoreme 1.5, elle permet de prouver son analogue dans le cadre plus général des variétés
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semi-abéliennes. Une telle variété est définie comme I'extension .S par un tore T d’une variété
abélienne A, c’est-a-dire qu’on a une suite exacte de groupes algébriques :

0—T—85—A—0.

Chambert-Loir a d’abord traité le cas d’une variété isotriviale (isogene au produit d’une
variété abélienne et d’un tore), par des méthodes d’équidistribution (confer [CL00]). Puis le
cas des variétés semi-abéliennes générales a été prouvé par David et Philippon (voir [DP00]),
avec des techniques de projection.

Remarquons qu’avec un formalisme différent (en étudiant la mesure de Mahler), Lawton
avait démontré des 1977 (voir [Law77]) I’équivalent de la conjecture de Bogomolov pour les
hypersurfaces de GJ!, définies sur Q, et que des arguments simples (conjugaison et projec-
tion) permettent d’en déduire aisément le cas général sur GJ},. Cependant, il semble que ce
résultat, ou le fait que la mesure de Mahler logarithmique et la hauteur coincident sur G}.,,
semblent avoir été ignorés jusqu’au début des années 90.

1.1.3 Version quantitative

Les premieres approches diophantiennes sont assez récentes et s’inspirent des méthodes
utilisées a la fin des années 70 pour traiter le probleme de Lehmer, qui présente une analogie
avec le probleme de Bogomolov (voir infra, 1.1.4). Ces approches ont permis d’obtenir des
versions quantitatives du théoreme 1.5. Plus exactement, elles ont permis de minorer le
minimum essentiel de sous-variétés V' de A si ce minimum est non-nul. En fait, on doit
aussi exclure les variétés V =z + B, ou B est une sous-variété abélienne et x est un point
d’ordre éventuellement infini. Dans ce cas, un calcul de Chambert-Loir écrit par Litcanu
dans sa these (confer [Lit99] ou [Lit07]) permet de relier le minimum essentiel de V' a la
hauteur de la projection de x dans le quotient A/B (pour la polarisation induite). Si on fixe
la hauteur de A et le degré de B (qui sont les invariants cruciaux dans ce probléme, comme
on le verra plus bas), on peut rendre le minimum essentiel non-nul et aussi petit qu’on veut
en fixant un point xy d’ordre infini et en considérant z,, = %xg.

Les énoncés étudiés ici donnent donc lieu a différents types d’obstruction qu’on peut
hiérarchiser de la facon suivante. Le probleme de Bogomolov qualitatif exclut les translatés
de sous-variétés abéliennes par des points de torsion. Une version quantitative écarte les
translatés de sous-variétés abéliennes (sans hypothese sur le point). On verra qu’en direction
d’une version effective, on doit aussi enlever les variétés incluses dans un translaté de sous-
variété abélienne.

Une telle minoration dépend a priori d’un certain nombre d’invariants géométriques de
V et de A. En vue d’une version effective de la conjecture de Bogomolov, on doit donc
comprendre quels invariants sont indispensables dans une telle minoration, et obtenir pour
chacun une dépendandance optimale. Les travaux de Bombieri et Zannier, d’abord dans
le cas torique (voir [BZ95]) puis dans le cas abélien ([BZ96]), ont montré qu’on pouvait
attendre une borne uniforme, c¢’est-a-dire ne dépendant que du degré de V et de la variété
ambiante A (et seulement de n dans le cas de G}},).

David et Philippon ont ensuite obtenu des minorations, dans les cas torique ([DP99])
et abélien ([DP02]), conformes aux théoremes d’uniformité de Bombieri et Zannier, et avec
une dépendance “raisonnable” en le degré de V et les données initiales. On cite ici le cas
abélien, qui est encore a ce jour la meilleure estimation inconditionnelle :
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Théoréme 1.6 Soit A une variété abélienne de genre g > 2 définie sur Q, principalement
polarisée par un fibré M, et V une sous-variété algébrique de A qui n’est pas translatée
d’une sous-variété abélienne. Alors :

min{1; Rinj}Q(b“‘l)
g — k+ 1)deg(V)2k(®+1)’

IELGSS(V) 2 21193(

ou k désigne le nombre minimal de copies de V. —V dont la somme est une sous-variété
abélienne de A , b la dimension de cette sous-variété abélienne et Riyj la plus petite norme
de Riemann d’une période d’une conjuguée de A.

Le terme au numérateur, appelé rayon d’injectivité, est relié au terme de hauteur h(A)
(hauteur projective de 'origine dans le plongement associé & M®16) par le lemme “matriciel”
de Masser (voir le lemme 6.8 de [DP02]). Cette minoration est en outre monomiale en
Iinverse du degré. Remarquons enfin que 'hypothese du théoreme : V' n’est pas un translaté
de sous variété abélienne propre, en apparence plus faible, est en fait comparable dans ce
cas a I’hypothese : V' n’est pas incluse dans un translaté de sous variété abélienne propre.
Une différence se ressent entre ces hypotheses des qu’on obtient une minoration plus précise
en deg(V)~/" VA o n(V, A) > 1.

La stratégie est d’utiliser, comme Ullmo et Zhang, les propriétés d’une fonction ration-
nelle bien choisie, dominante mais singuliere, et de s’aider d’une construction de transcen-
dance. On considere donc le morphisme :

v — vV

si(ry) — (v,2-y)

et on pose W = s(V2). Par construction, la fibre de la deuxieme projection au-dessus de
zéro est de dimension exceptionnellement grande. On construit alors, par transcendance,
une forme F' non-nulle et de hauteur controlée sur la deuxieme projection de W, notée B
et supposée sans trop de complication étre une sous-variété abélienne, mais nulle en 0 a un
ordre important. Le théoréeme de Bézout arithmétique permet alors d’évaluer la hauteur de
Wnnry Y(Z) , o0 Z = Z(F) et m; est la deuxiéme projection. Cette hauteur étant positive,
et la contribution de Z étant négative (’estimation précise provient de la singularité du
morphisme et de calculs de volumes cruciaux), on peut minorer la hauteur de W, puis celle
de V et enfin son minimum essentiel.

Ils déduisent de ce théoreme des estimations pour une série de minima successifs définis
en tenant compte des translatés de sous-variétés abéliennes inclus dans V. En notant :

vi=v\ |J (@+B),
z+BCV

ou la réunion porte sur tous les translatés de sous-variétés abéliennes de dimension au moins
1 contenus dans V', on a en particulier :

Théoreme 1.7 Soit V. C A une sous-variété algébrique d’une variété abélienne principa-
lement polarisée, toutes deux définies sur Q. Si on pose :

(492)dim(V)
a(V) 1= (2919 ho(4)* - deg(V))

)

alors les points © € VO de hauteur h(z) < 1/q(V) sont en nombre fini, inférieur o q(V).
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Ce dernier théoreme a été utilisé par Rémond pour donner une version explicite de
Mordell-Lang. Rappelons la version qualitative de cette conjecture, démontrée par Faltings
dans [Fal94] :

Théoréme 1.8 Soient A une variété abélienne sur Q, X un sous-schéma fermé de A et
' un sous-groupe de rang fini de A. Il existe un entier naturel S, des éléments (x1,...,2g)
de X NT et des sous-variétés abéliennes (By,...,Bg) de A tels que z; + B; C X pour tout
1<i< S, et:

S
XNT = J@+B)NT.

=1

Dans [Rém00a], Rémond démontre la version explicite suivante, ou la dépendance en
X se limite au degré de X (la dimension de X ne pouvant prendre qu'un nombre fini de
valeurs est vue comme un raffinement de la dimension de I’espace ambiant) :

Théoréme 1.9 Soient A une variété abélienne de dimension g sur Q et L un fibré en
droites ample et symétrique sur A. Il existe un réel ¢(A,L) > 0 tel que pour tout schéma
fermé X de A de dimension m—1 et tout sous-groupe I' de A de rang r € N, on peut choisir

dans le théoréme 1.8 :

(,,,+1) 5m2
S < (c(A, L)degL(X)) T

La démarche de Rémond est la suivante. On commence par se placer sur I' ®7 R qui est
un espace vectoriel de dimension r, muni de la norme euclidienne h1/? issue de la hauteur de
Néron-Tate. On considere ensuite X© (définie plus haut dans ce paragraphe) et on combine
une extension (restreinte) de l'inégalité de Mumford qui, combinée a I’extension de I'inégalité
de Vojta prouvée dans [Rém00b], permet de majorer explicitement le cardinal des “grands”
points de XY N T (de norme plus petite quun parametre v dépendant des données du
probleme). On majore alors le cardinal des points “moyens” restants, en recouvrant la
boule de rayon 7 par un nombre contrélé de “petites” boules ou on applique le théoreme
1.7 (quitte & considérer des translatés de X). On traite enfin les points de X — X par des
arguments géométriques simples.

Remarquons pour finir que dans un article en cours de publication, David et Philippon
ont amélioré la dépendance en la hauteur de A dans le théoréme 1.7, pour A = EY une puis-
sance de courbe elliptique (voir [DP07]). Les techniques employées par Rémond devraient
permettre, dans ce cas, d’éliminer la dépendance en la hauteur de A dans la majoration du
théoreme 1.9. Une extension de ces travaux a des variétés abéliennes plus générales souleve
cependant de nombreuses difficultés.

1.1.4 Lien avec le probleme de Lehmer

Le théoreme 1.5, joint a I'inégalité des minima successifs (théoreme 1.4), est I’analogue
en dimension > 1 d’un théoreme classique initialement démontré par Kronecker. Soit K un
corps de nombres et n > 1 un entier. On définit la hauteur (logarithmique de Weil) d’un

point o = [ayg : -+ & | € P*(K) par la formule suivante :
1
h(a) = - Z nylog max{|agly, .., ||},
(K : Q]
veM(K)

ou la somme porte sur toutes les places (archimédiennes et ultramétriques) de K, ou n, est

le degré local associé & v et ot on normalise les normes ultramétriques par : |p|, = p~!, avec



1.1 Présentation 13

p I'image de v dans Z. Cette définition ne dépend pas du choix de coordonnées projectives
par la formule du produit, ni du choix d’un corps de définition de « par la normalisation.
Cette hauteur est positive, et si on fixe n, D et h, il n’y a qu’un nombre fini de points de P™
définis sur un corps de degré < D et de hauteur < h (théoréme de Northcott). Si a € Q, on
note h(«a) la hauteur du point projectif [1 : . Le théoreme de Kronecker précise les points
algébriques en lesquels la hauteur s’annule.

Théoreme 1.10 Un élément de @* est de hauteur nulle si et seulement si c’est une racine
de 'unité.

De méme que dans le probleme de Bogomolov, la question suivante est de savoir si
on peut minorer la hauteur d’un point a non de torsion. Ce probleme est de nature
arithmétique, 'invariant naturel pour une telle minoration étant le degré d’un corps de
définition de «. En fixant un nombre algébrique non de torsion puis en considérant ses
racines D-eémes, on observe qu’on ne peut espérer une minoration meilleure que 5, ot D
est le degré de « et ¢ est une constante absolue. De plus, en considérant les racines de 2, on
voit que si une telle minoration existe, alors ¢ > log(2). La conjecture de Lehmer est alors

la suivante (il convient de rappeler que Lehmer n’était pas aussi affirmatif) :

Conjecture 1.11 [I existe un nombre réel ¢ > 0 tel que pour tout o € Q" qut n’est pas une
racine de l'unité, on a :

La littérature écrite sur ce sujet est tres vaste et on se contente ici de citer quelques résultats
marquants. En 1971, Smyth a démontré que le probleme de Lehmer était vrai pour « si «
et a~! ne sont pas dans la méme orbite sous Galois (voir [Smy71]). Puis Dobrowolski, en
1979, a montré dans [Dob79] le meilleur résultat inconditionnel & ce jour (a 'amélioration
de la constante pres). En utilisant les propriétés du morphisme z — 2P de G,,, il a plus
précisément montré qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout a € Q" non de

torsion et de degré D :
¢ (loglog(3D)\*
ha) > = —F——= .
(c) 2 D< log(3D)

Ce probleme admet une généralisation aux points du tore G}, , et d’une variété abélienne.
Des résultats comparables a celui de Dobrowolski, avec globalement la méme approche, ont
été obtenus par Laurent pour les courbes elliptiques CM (voir [Lau83]), puis Amoroso et
David pour G}, (voir [AD99]), et David et Hindry sur les variétés abéliennes CM ([DHO00]).

Si on veut généraliser ce type de résultat pour les sous-variétés générales de dimen-
sion > 1 dans les tores ou les variétés abéliennes, on peut imposer des conditions de type
géométrique pour éliminer les obstructions (translatés de sous-variétés abéliennes ou de sous-
tores) et obtenir une minoration du minimum essentiel, ce qui nous rameéne au probléme
de Bogomolov. Mais ces obstructions étant formées en fixant le degré géométrique et en
faisant tendre vers l'infini le degré d’un corps de définition (voir supra, paragraphe 1.1.3,
ou on prend des points de division), on peut aussi chercher une minoration du minimum
essentiel dépendant d’un corps de définition de la sous-variété V. Ceci mene alors a une
généralisation du probléme de Lehmer, étudiée par Amoroso et David dans le cas torique
(voir [ADOO] et [ADO1]), puis par Ratazzi dans le cas des variétés abéliennes CM (voir
[Rat04a] et [Rat04b]). Dans le cas abélien, on a ainsi la conjecture suivante, telle qu’on la
trouve dans [Rat04al, et inspirée de [DP9S] :
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Conjecture 1.12 Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie
d’un fibré ample et symétrique L. Soit V une sous-variété stricte de A définie sur K, K-
irréductible et telle que V(K) n’est pas réunion de sous-variétés de torsion. Alors on a :

ﬂess(v) > C(A, L)degK’L(‘/)7T1n(v)7

ou degy 1 (V') est le degré sur K d’un corps de définition de V, entier s est la dimension
du plus petit sous-groupe algébrique contenant V' et c(A, L) est une constante ne dépendant
que de A et de L.

Cette conjecture suppose l'irréductibilité sur K, et non sur K, d’ou la clause légérement
différente portant sur V(K). Remarquons que cette conjecture n’est pas la plus générale
qu’on puisse formuler ; notamment, on peut faire intervenir I'indice d’obstruction relatif a
la plus petite réunion de sous-variétés de torsion contenant V. Dans le cas des variétés
abéliennes de type CM, Ratazzi obtient une minoration optimale a des termes logarith-
miques pres, typique de la méthode employée par Dobrowolski (Amoroso et David ob-
tiennent des résultats comparables dans le cas torique).

1.2 Minorations précises en le degré et applications

On décrit dans cette partie le cas torique, qui a été traité par Amoroso et David (voir
[ADO3]), puis on montre ses applications récentes (par les travaux de Habegger et Maurin)
en vue de la conjecture formulée par Zilber en 2002. Une estimation quantitative précise
permet ainsi de démontrer des résultats de nature qualitative. C’est ce programme qui a
inspiré le travail abélien mis en ceuvre dans cette these.

1.2.1 Conjecture et résultat quasi-optimal d’Amoroso et David

Commencons par introduire un invariant plus fin que le degré, I'indice d’obstruction,
qui apparait naturellement avec les techniques diophantiennes.

Définition 1.3 Soit V une sous-variété propre et irréductible d’une variété semi abélienne
G munie d’un fibré ample L. On appelle indice d’obstruction de V', noté wp (V) :

wr (V) = inf{deg.(Z)},

ot Uinfimum est pris sur l’ensemble des hypersurfaces irréductibles Z de G contenant V.
L’indice d’obstruction de V' de poids T, noté wr,(V,T), est défini par :

wr(V,T) = inf{(Tdeg(Z)) 1/C(’dim(z)}7

ou Uinfimum est pris sur l’ensemble des sous-variétés irréductibles Z de G contenant V.

Par abus de notation, on ne notera pas le L dans le degré, I'indice d’obstruction, et la
hauteur, quand son choix ne présentera pas d’ambiguité.

Soit G une variété abélienne ou un tore, muni d’un fibré ample et symétrique L. L’ana-
logue de la conjecture 1.12 dans le cas du probleme de Bogomolov peut se formuler de la
fagon suivante :
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Conjecture 1.13 Soit V une sous-variété stricte de G définie et irréductible sur Q, qui
n’est pas un translaté d’un sous-tore propre de G. Alors on a la minoration :

fress(V) > ¢(G, L)w(V, B) !,

ot B est le plus petit translaté d’un sous-groupe algébrique contenant V' et ¢(G, L) est une
constante ne dépendant que de A et de L.

On peut aussi préciser la forme de la constante ¢(G, L), ce qui raméne notamment au
probleme de la dépendance en la hauteur évoqué plus haut.

En utilisant les propriétés de ramification dans les corps cyclotomiques, et en exploitant
des techniques sophistiquées élaborées pour traiter le probleme de Lehmer en dimension
supérieure (notamment une descente finale sur des sous-variétés obstructrices), Amoroso et
David obtiennent une minoration optimale aux termes logarithmiques pres en le degré pour
les sous-variétés d’un tore. Au lieu d’extrapoler sur une puissance p-eéme (i.e. sur [p]V, ou V
est la variété de départ et p est un premier), ils extrapolent en les translatés par des points
de p-torsion (i.e. sur [p]~1[p]V, avec les mémes notations).

Par le plongement standard GI!, — P", on obtient une hauteur projective h sur les
points de G}, et un minimum essentiel fiess sur les sous-variétés de GJ.,. Ils obtiennent :

Théoréme 1.14 Soit V une sous-variété propre (et irréductible) de G, de codimension k
qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G}',. On a alors :

fress(V) = 2525 x (10g (3w (V))) V),

ot ¢(n) est un réel strictement positif et A\(k) = (9(3k)F+D)k,

Remarquons que ce résultat a été raffiné dans le cas des hypersurfaces par Pontreau
([Pon06]), et dans le cas général (avec des simplifications) par Amoroso (voir [Amo07]).

1.2.2 Intersection avec des sous-groupes algébriques

Dans l'article fondateur [BMZ99], Bombieri, Masser et Zannier étudient l'intersection
d’une courbe irréductible C' de G}, (non incluse dans un translaté de sous-groupe algébrique)
avec une réunion de sous-groupes algébriques stricts. Ils démontrent que si on considere la
réunion de tous les sous-groupes algébriques stricts de GJ.,, son intersection avec C est un
ensemble de hauteur bornée. On restreint ensuite cette réunion, en posant (la condition de
codimension est liée & la dimension de C') :

nH= |J A

codim(H)=2

ol la réunion porte sur tous les sous-groupes algébriques de G}, de codimension indiquée.
Ils prouvent alors le résultat suivant :

Théoreme 1.15 Soit C' une courbe algébrique irréductible de G}, non incluse dans un
translaté de sous-groupe algébrique propre. Alors C N'H est fini.

La démonstration de ce théoreme repose sur des méthodes de géométrie des nombres et
sur ’extension du résultat de Dobrowolski en dimension supérieure par Amoroso et David
([AD99]), en particulier pour traiter les sous-groupes de petite codimension.

On peut étendre ce théoreme en considérant un épaississement de la réunion H. Plus
précisément, pour S un sous-ensemble de Gj.,, posons S, = {zy,z € S,y € G}, h(y) < €}.
Habegger a alors démontré le théoreme suivant (dans [Hab06]) :
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Théoreme 1.16 Soit C' une courbe algébrique irréductible de GJ., non incluse dans un
translaté de sous-groupe algébrique propre. Alors il existe € > 0 tel que C' N 'H, est fini.

Ce résultat généralise a la fois le théoreme 1.15 et la propriété de Bogomolov (dont il ne
constitue pas une nouvelle démonstration) pour les courbes plongées dans les tores. Sa
démonstration s’appuie sur des méthodes de géométrie des nombres, et sur le théoreme
1.14. 11 démontre en fait un résultat plus général sur des sous-variétés X de G}, (avec une
condition technique portant sur la codimension des sous-groupes algébriques).

1.2.3 Conjecture de Zilber-Pink sur les tores

L’aboutissement de ce programme est la démonstration récente, par Maurin, de la conjec-
ture de Zilber-Pink pour les courbes incluses dans des tores. L’objet de cette conjecture,
dans le cas d’une courbe tracée dans un tore, est d’obtenir le méme résultat que dans le
théoreme 1.15 sous des hypotheses optimales. Si C' est une courbe et S un sous-ensemble
de G}, notons d’abord :

E(Cc,Sy=cn |J S-B

codim(B)=2

ou la réunion porte sur les sous-tores de codimension indiquée. Maurin démontre :

Théoreme 1.17 Soit C' une courbe de G}, qui n’est pas incluse dans le translaté d’un sous-
tore propre et I' un sous-groupe de rang fini de G},. Alors il existe un réel e > 0 tel que
l’ensemble E(C,T;) soit fini.

Il déduit alors de ce résultat que la conclusion du théoreme 1.15 est vraie des que la courbe
n’est pas incluse dans un sous-groupe algébrique propre de G, (théoreme 1.2 de [Mau07]).

Les méthodes sont inspirées de celles mises en oeuvre dans [RV03]. Etant donné un
sous-tore propre B de A, on a un morphisme de projection ¢ modulo B et la condition sur
C fait que 'adhérence de ¢p(C') est encore une courbe, a laquelle on peut appliquer une
inégalité de Vojta classique. Maurin obtient en fait, grace au résultat principal de [RémO05],
une inégalité de Vojta uniforme en les sous-tores, ce qui lui permet de borner la hauteur de
E(C,T). Grace au théoreme 1.16, il montre ensuite que cet ensemble est fini.

1.2.4 Analogue abélien

Le but de cette these est donc d’établir dans un contexte abélien le méme type de
minoration que celle obtenue dans [ADO3]. Pour les applications, un résultat proche des
conjectures “a € pres” (en particulier : a des termes logarithmiques pres) suffit.

L’analogue du théoreme 1.15 a été démontré par Viada dans [Via03] pour une puissance
E9, ou E est une courbe elliptique CM, en utilisant [DHO00]. Elle prouve également que 'in-
tersection d’une courbe C' C EY avec la réunion de tous les sous-groupes stricts de EY est de
hauteur bornée, sans condition sur E. Ce résultat a été étendu par Ratazzi a une puissance
A4 d’une variété abélienne CM (dans [Rat05]). Puis dans un travail commun, Rémond et
Viada ([RV03], utilisant une inégalité de Vojta uniforme, démontrent la conjonction de ce
résultat et de la propriété de Mordell-Lang. Plus précisément, dans le cas o E est CM :

Théoréme 1.18 Soit C une courbe algébrique irréductible de E9, une puissance de courbe
elliptique CM, avec C mon incluse dans un translaté de sous-groupe algébrique propre ; soit
I un sous-groupe de rang fini de E9. Alors C'N (UcodimB>2P + B) est fini, ou la réunion
porte sur toutes les sous-variétés abéliennes de EY9 de codimension indiquée.
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L’attaque de ces problemes par des estimations de type Bogomolov devrait permettre
d’obtenir des résultats dans le cas ou la variété abélienne n’est pas CM. Rappelons que cette
condition provient de I'utilisation, dans les travaux portant sur le probleme de Lehmer, de
I'existence d’un reléevement du Frobenius en caractéristique nulle.

Récemment, Viada, sous ’hypothese que le principal résultat du chapitre 2 de cette
these se généralise en codimension quelconque, s’est rapprochée de ’analogue du théoreme
1.16 pour une puissance de courbe elliptique E9 (en se restreignant aux sous-groupes de
codimension > 3). Les méthodes employées par Habegger laissent espérer ’exact analogue
de ce théoreme pour un produit de courbe elliptiques.

Rappelons que tous ces travaux tendent vers une conjecture tres générale formulée
indépendamment par Zilber et Pink. Ce dernier se place dans le cadre plus général des
variétés de Shimura mixtes, généralisant aussi un cas particulier important de la conjecture
d’André-Oort. Dans le cadre des variétés semi-abéliennes, on obtient la conjecture suivante :

Conjecture 1.19 Soit S une variété semi-abélienne définie sur C et X une sous-variété
irréductible de S, aussi définie sur C, qui n’est pas incluse dans un sous-groupe algébrique
propre de S. Alors l’ensemble des points de X qui sont inclus dans un sous-groupe algébrigue
de S de codimension > dim(X) + 1 n’est pas Zariski-dense dans X .

Remarquons que cet énoncé est a priori d’autant plus significatif qu’il y a beaucoup de
sous-groupes algébriques dans la variété considérée, ce qui est le cas pour un produit de
courbes elliptiques.

1.3 Contenu de la thése

Cette these est constituée de deux chapitres indépendants. Les introductions de cha-
cun de ces chapitres sont en particulier redondantes. Le premier chapitre se place dans le
contexte plus simple d’un produit de courbes elliptiques et développe des techniques de la
théorie diophantienne classique. Le second s’attaque aux variétés abéliennes générales dans
le formalisme plus récent de la théorie des pentes.

1.3.1 Meéthodes de transcendance sur les produits de courbes elliptiques

Dans le premier chapitre, on adapte le schéma de preuve d’Amoroso et David (dans
[ADO03]) au cas multi-elliptique. Soit donc A = Ej x --- x E; (g > 2) un produit de courbes
elliptiques défini sur un corps de nombres K. Pour 1 < i < g, on plonge E; dans Py par une
équation de Weierstrass ; par plongement de Segre, on a aussi un plongement projectif pour
A. On dispose donc d’une hauteur de Néron-Tate sur A, construite a partir de la hauteur
projective, et d’un minimum essentiel sur les sous-variétés de A. On obtient alors le résultat
suivant, restreint aux sous-variétés de petite codimension :

Théoréme 1.20 Soit V une sous-variété propre (et irréductible) de codimension k < 2
dans A. On suppose que V n’est contenue dans aucun translaté d’une sous-variété abélienne
propre de A. On a alors :

2
=

fiess(V) > x (log(3deg(V))) ¥,

w(V)

ot C(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A et A(k) = (9(2k)F+D)k,
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Par I'inégalité des minima successifs, on a aussi une minoration de la hauteur des sous-
variétés en codimension 2 :

Corollaire 1.21 Soit V' une sous-variété propre (et irréductible) de codimension k = 2
dans un produit de courbes elliptiques A. Si V n’est contenue dans aucun translaté d’une
sous-variété abélienne propre de A, on a :

hV) = C'(A),

o, C'(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A.

Le cas torique s’appuyait sur I'inégalité suivante, vraie pour tout premier p, toute racine
p-eme de 'unité & et toute place v/p d’un corps de nombres quelconque contenant & :

1€ — 1], < pil/p-

Cette propriété traduit la ramification du premier p dans I'extension cyclotomique Q[¢,] de
Q (ou &, est une racine p-eme primitive de 'unité). Dans le contexte abélien, les racines
de 'unité sont remplacées par des points de torsion. Les propriétés galoisiennes des points
de torsion des courbes elliptiques ont été étudiées en détail par Serre dans [Ser72]. Soit p
un nombre premier. On peut supposer sans trop de perte que les idéaux premier p/p de
I’anneau des entiers O ne se ramifient pas sur Q. Dans ce cas, cet article montre qu’on
peut espérer le méme type de résultat en p~YP pour évaluer la distance p-adique d’un point
de p-torsion (se réduisant sur 0 modulo q/p) a origine, si p est un premier de réduction
ordinaire. Dans le cas des premiers a réduction supersinguliere, on obtient une majoration
plus faible en p_l/p2. Les premiers de réduction ordinaire simultanée pour toutes les FE;
étant de densité positive, on peut adapter 'argument d’extrapolation mis en place dans
[ADO03]. On a ici choisi de réinterpréter cet argument en terme de groupe formel, en vue
d’une généralisation.

Il est a remarquer que le probleme d’un relevement du Frobenius en caractéristique 0 se
fait sentir aussi dans notre cas. En effet, dans la phase de descente qui clot la preuve, intro-
duite par Amoroso et David, on pousse la variété V initiale par 'isogénie de multiplication
par [I], ol [ est un entier formé & partir des premiers d’extrapolation. Comme on extrapole
sur les points de torsion qui se réduisent sur 0 modulo certains premiers, le meilleur analogue
dans le cas abélien serait formé a partir d’un relevement du Frobenius, dont ’existence n’est
pas toujours garantie. C’est d’ailleurs un probleme technique dans la mise en oeuvre de la
descente qui empéche pour 'instant le cas de la codimension quelconque.

1.3.2 Théorie des pentes sur les variétés abéliennes

Le second chapitre tente de généraliser le résultat précédent aux variétés abéliennes. De
nouvelles avancées dans la théorie des pentes (en particulier des résultats pris dans [BK06]
et [Che06]) ont permis de travailler avec ce formalisme, qui est grosso modo équivalent
au langage diophantien classique, mais qui rend plus facile le calcul des constantes. La
spécificité de notre probleme était de travailler, non pas avec un ensemble de dimension 0,
comme c’était presque toujours le cas jusqu’alors dans les applications de la méthode des
pentes (sauf, de maniere qualitative, dans [Bos01]), mais sur des sous-variétés de variétés
abéliennes.

A la recherche de bonnes propriétés métriques p-adiques, on a étudié les propriétés ga-
loisiennes des points de torsion dans les variétés abéliennes (suivant notamment les travaux
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de Raynaud : [Ray74]). Mais la théorie galoisienne ne donnant pas les estimations espérées,
on s’est tourné vers la théorie des groupes formels, et on a obtenu ces estimations en fai-
sant une hypothese sur I'application de Hasse-Witt. L’intuition fondamentale qui a guidé
ce travail était la suivante : les propriétés p-adiques dépendent du p-rang de A et sont les
meilleures pour les premiers ordinaires. Mais lorsque le p-rang chute, on a en contrepartie
plus de points se réduisant sur 0 modulo p, pour p/p dans une extension, et cette condition
est indispensable pour pouvoir utiliser la propriété p-adique. Malheureusement, pour des
raisons techniques liées aux outils diophantiens, ces propriétés ne s’équilibrent pas exacte-
ment, mais la mise en ceuvre de ce principe nous a permis d’exploiter différents types de
réduction (et pas seulement la réduction ordinaire, comme dans le travail multi-elliptique).

Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombres, et L un fibré ample et
symétrique sur A. Soit A un modele entier de A sur Ok ; on considere les hypotheses sur A :

Hypotheése H1 Il existe une densité positive d’idéaux premiers p en lesquels la fibre spéciale
Ap est ordinaire.

Hypotheése H2 Il existe une densité positive d’idéaux premiers p pour lesquels le p-rang
de la fibre spéciale Ay est égal a 0 ou a g.

On observe que : l’hypothése H1 est plus forte que [’hypothése H2.

Notre résultat est le suivant :

Théoréme 1.22 Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombre. On sup-
pose qu’il existe un modéle entier A de A wvérifiant H2. Alors on a la propriété P(A)
suivante : pour toute sous-variété V. propre (et irréductible) de codimension r < 2 dans A,
si 'V n’est pas contenue dans le translaté d’une sous-variété abélienne propre de A, on a :

C(A)
w(V)

fiess (V) = x (log(3deg(V))) ",

ot C(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A et \(r) = (16(2r)r D),
Notons pour finir que I’hypothese H1 est ’objet de la conjecture :

Conjecture 1.23 Pour toute variété abélienne A définie sur K un corps de nombres, quitte
a étendre K, il existe un modéle entier A de A vérifiant H1.

Cette conjecture est un théoréeme en dimension 1, dont la démonstration s’appuie sur la
théorie des représentations [-adiques dans le cas non CM (voir [Ser68]) et dans le cas CM, en
étudiant la décomposition des premiers ordinaires dans l’extension donnée par adjonction
du corps de multiplication complexe. Elle est aussi vraie pour les variétés abéliennes CM et
on a montré en 2.4.3 qu’elle est vérifiée pour les produits de courbes elliptiques.

Dans la continuité des travaux de Serre, il a été démontré (voir [Ogu82]) que la propriété
H1 est toujours vérifiée par une surface abélienne. Les travaux de Noot et Pink (voir [Noo95]
et [Pin98]) donnent des conditions suffisantes portant sur les groupes de monodromie G
(associés a chaque nombre premier [) d’une variété abélienne A pour que A vérifie H1 (les
premiers ordinaires étant méme de densité 1).

Sous la conjecture 1.23, la propriété P(A) est vérifiée pour toute variété abélienne A
définie sur K un corps de nombres.
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Chapitre 2

Minimum essentiel sur un produit
de courbes elliptiques

2.1 Introduction

L’objet de ce travail est de transposer au contexte abélien la minoration de la hauteur
normalisée d'une sous-variété d’un tore entreprise dans [ADO03]. Soit C' une courbe algébrique
de genre g > 2 définie sur Q et plongée dans sa jacobienne J(C). On note h la hauteur
canonique sur J(C'). La conjecture suivante (qui est aujourd’hui un théoréme) a été énoncée
par Bogomolov en 1981 :

Théoréme 2.1 Il existe € > 0 tel que {x € C(Q), h(x) < €} est fini.

Plus généralement, soit V' une sous-variété d’une variété abélienne munie d’un fibré ample
et symétrique; on note h la hauteur de Néron-Tate associée a ce fibré. En vue d’une
généralisation de la conjecture de Bogomolov, on doit d’abord donner un analogue en di-
mension supérieure de 'hypothese faite sur le genre. On dit que V est de torsion si V est la
translatée d’une sous-variété abélienne par un point de torsion; une courbe algébrique est
de genre 1 si et seulement si elle est de torsion. On a aussi la définition suivante (qui vaut
pour V un fermé de Zariski) :

Définition 2.1 Le minimum essentiel de V est :
fress(V) = inf{0 > 0,V0)” = V(@)},
ot V(0) = {z € V(Q), h(z) < 0}
et WZ est son adhérence de Zariski.

On peut alors reformuler et étendre aux sous-variétés des variétés abéliennes le théoreme
2.1:

Théoréme 2.2 Soit V une sous-variété propre d’une variété abélienne A (i.e. V.C A). Le
minimum essentiel de V' est nul si et seulement si V' est de torsion.

Le théoreme 2.1 a été démontré par Ullmo (confer [Ull98]) et le théoreme 2.2 par Zhang
(confer [Zha98]), en utilisant les propriétés d’équirépartition démontrées dans [SUZ97]. Le
résultat analogue est vrai si on remplace A par un tore (confer [Zha92]) ou plus généralement
par une variété semi-abélienne (confer [DP00]).
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2.1.1 Versions quantitatives du probleme de Bogomolov

Ces conjectures étant démontrées, on peut s’intéresser a une version quantitative, en
précisant ¢ dans le théoreme 2.1 ou en minorant le minimum essentiel d’une variété qui
n’est pas de torsion. Grace au théoréme des minima successifs démontré par Zhang (dans
[Zha95a]), ceci revient & minorer la hauteur d’une telle variété. Depuis les travaux de Bom-
bieri et Zannier (voir [BZ95] pour le cas torique et [BZ96] pour le cas abélien, le théoréme
1 de cet article étant vrai pour toute variété abélienne apres la démonstration par Zhang
de la conjecture de Bogomolov généralisée), on sait qu’on peut espérer obtenir une borne
“uniforme” pour le minimum essentiel, ne dépendant que du degré de V et de la variété
abélienne A.

Remarquons que pour obtenir de telles minorations, on doit exclure les translatés de
sous-variétés abéliennes par des points qui ne sont pas de torsion. En effet, si V = x+B C A,
le minimum essentiel est relié a la hauteur de la projection de x dans le quotient A/B (pour
plus de détails, voir [Lit99]) et on peut le faire tendre vers 0 en fixant le degré et la dimension
de V.

Amoroso et David obtiennent une majoration quasi-optimale en le degré de V pour les
sous-variétés des tores ([ADO03]). Le degré y est en fait remplacé par un invariant plus fin
et plus approprié aux techniques diophantiennes, I'indice d’obstruction.

Définition 2.2 Soit V un fermé de Zariski propre de S une variété semi abélienne munie
d’un fibré ample. On appelle indice d’obstruction de V, noté w(V') :

w(V) = inf{deg(2)},

ot Uinfimum est pris sur l’ensemble des hypersurfaces (non nécessairement irréductibles)
de S contenant V.

Dans un schéma d’approximation diophantienne, ils utilisent les propriétés de ramification
des corps cyclotomiques qu’ils traduisent en un résultat métrique leur permettant d’ex-
trapoler une fonction auxiliaire nulle sur V. Par le plongement standard G}}, — P", on
obtient une hauteur projective h sur les points de G}, et un minimum essentiel fiess sur les
sous-variétés de GJ},. Ils démontrent alors :

Théoréme 2.3 Soit V' une sous-variété propre (et irréductible) de G}, de codimension k
qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G}},. On a :

fes(V) 2 0 log(3(V))) ),

ot ¢(n) est un réel strictement positif et A(k) = (9(3k)F+TD)k,

Ce théoréme est optimal aux termes logarithmiques pres (voir la conjecture 1.2 de [AD03],
et la remarque qui suit), comme le résultat de Dobrowolski sur le probleme de Lehmer, et
ses généralisations.

Dans le cas des variétés abéliennes, on dispose déja de résultats quantitatifs, mais la
dépendance en le degré est moins bonne. Le théoréme suivant est démontré dans [DP02] :

Théoréme 2.4 Soit A une variété abélienne de genre g > 2 définie sur Q, principalement
polarisée par un fibré M, et V une sous-variété algébrique de A qui n’est pas translatée
d’une sous-variété abélienne. Alors :

min{1; T\’,inj}z(b“)

g — k+ 1)deg(V)2k(+1)”

IELGSS(V) Z 21193 (
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ot k désigne le nombre minimal de copies de V —V dont la somme est une sous-variété
abélienne de A , b la dimension de cette sous-variété abélienne et Rinj la plus petite norme
de Riemann d’une période d’une conjuguée de A.

Le terme au numérateur, appelé rayon d’injectivité, est relié au terme de hauteur h(A)
(hauteur projective de I'origine dans le plongement associé & M®16) par le lemme “matriciel”
de Masser. On a plus précisément :

1 —1/2
Rinj > g—Q(d.max{l;h(A)}) 2

ou d est le degré sur Q d’un corps de définition de A (voir le lemme 6.8 de [DP02], ainsi que
le corollaire 6.9 pour le lien avec la hauteur de Faltings). Cette minoration est monomiale
inverse en le degré, alors que dans le cas torique, elle est linéaire inverse en 'indice d’obs-
truction (aux termes logarithmiques pres), ce qui, en vertu d’un résultat de Chardin (voir
infra, lemme 2.10), correspond & une minoration en deg(V)~/%.

Remarquons enfin que 'hypothese du théoreme 2.4 (V n’est pas un translaté de sous-
variété abélienne propre) est plus faible que son analogue torique dans le théoreme 2.3 (V/
n’est pas incluse dans un translaté de sous-tore propre) ; cette différence se ressent des qu’on
obtient des résultats comparables au théoreme 2.3 et on peut préciser la minoration sous
I’hypothese faible, en faisant intervenir la dimension du plus petit translaté de sous-tore
propre contenant V' (voir le corollaire 1.6 de [AD03]).

On souhaite ici améliorer la dépendance en le degré, et obtenir un résultat analogue
au cas torique. Dans ce travail, on traite le cas particulier o A est un produit de courbes
elliptiques. Soit donc A = Ey x --- x E; (g > 2) un produit de courbes elliptiques défini
sur un corps de nombres K. Pour 1 < ¢ < g, on plonge F; dans Py par une équation de
Weierstrass ; par Segre, on a aussi un plongement projectif pour A. On dispose donc d’une
hauteur de Néron-Tate sur A, construite a partir de la hauteur projective, et d’'un minimum
essentiel sur les sous-variétés de A. On obtient alors le résultat suivant :

Théoréeme 2.5 Soit V' une sous-variété propre (et irréductible) de codimension k < 2 dans
A. On suppose que V n’est contenue dans aucun translaté d’une sous-variété abélienne
propre de A. On a alors :

Q
=

fless(V) > x (log(3deg(V))) ~>*),

w(V)
ot C(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A et A(k) = (9(2k)F+D)k,

Par I'inégalité des minima successifs (voir infra, 2.2.1 pour cette inégalité et pour la définition
de h sur les sous-variétés de A), on en déduit :

Corollaire 2.6 Soit V une sous-variété propre (et irréductible) de codimension k = 2 dans
un produit de courbes elliptiques A. Si V' n’est contenue dans aucun translaté d’une sous-
variété abélienne propre de A, on a :

h(V) > C'(A),

ot C'(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A.
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La minoration précise du minimum essentiel trouve plusieurs applications, en direction
des conjectures formulées par Zilber sur les variétés semi-abéliennes (dans [Zil02]), puis
Pink sur les variétés de Shimura mixtes (voir [Pin05], conjectures 1.2 et 1.3). Le théoreme
2.4, combiné aux inégalités de Mumford et Vojta, a ainsi permis a Rémond de donner une
version quantitative de la conjecture de Mordell-Lang (voir [Rém00a]). Un résultat récent
de David et Philippon ([DP07]) améliore la dépendance en la hauteur de A si A = EY
est une puissance d’une courbe elliptique, ce qui devrait permettre d’éliminer, dans ce cas
précis, le terme de hauteur dans les estimations de Rémond.

Pour S un sous-ensemble de G}},, on note :

Se ={zy,xz € S,y € Gy, h(y) < e}
En utilisant le théoreme 2.3, Habegger a démontré le résultat suivant (voir [Hab06]) :

Théoreme 2.7 Soit C une courbe dans G}, qui n’est pas incluse dans le translaté d’un
sous-tore propre, alors il existe € > 0 tel que C N 'H, est fini, ou :

H= |J H,

codimH=2

la réunion portant sur tous les sous-groupes algébriques de G, ayant la codimension pres-
crite.

Ce théoreme généralise a la fois le théoreme 2 de [BMZ99] et la propriété de Bogomolov
pour les courbes plongées dans les tores. Récemment, Maurin a démontré la conjecture
de Zilber-Pink pour une courbe plongée dans un tore, en utilisant le théoreme 2.7 et une
inégalité de Vojta uniforme. Plus précisément, si C' est une courbe et S un sous-ensemble
de G}, notons :
E(c,Sy=cn |J S-B,
codim(B)=2

ou la réunion porte sur les sous-tores de codimension indiquée. Maurin démontre d’abord
le théoréme suivant (théoreme 1.5 de [Mau07]) :

Théoreme 2.8 Soit C une courbe de G}, qui n’est pas incluse dans le translaté d’un sous-
tore propre et I' un sous-groupe de rang fini de G},. Alors il existe un réel e > 0 tel que

l’ensemble E(C,T;) soit fini.
Et il en déduit :

Corollaire 2.9 Soit C une courbe algébrique irréductible de G, non incluse dans un sous-
groupe algébrique propre. Alors C N'H est fini.

Ce corollaire améliore le résultat principal de [BMZ99], qui suppose que C n’est pas incluse
dans un translaté de sous-groupe algébrique propre. Une extension du théoreme 2.5 a la
codimension générale pourrait permettre la démonstration des théoremes équivalents aux
théoremes 2.7 et 2.8 dans le cadre multi-elliptique.

2.1.2 Plan de ’article

La preuve du théoreme 2.5 est une adaptation du schéma de transcendance mis en
oeuvre dans [AD03]. La deuxiéme partie rassemble quelques préliminaires sur les courbes
elliptiques. On y introduit notamment le plongement étiré. Celui-ci permet de négliger la
constante de comparaison entre la hauteur projective, qui intervient naturellement dans les
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constructions d’approximation diophantienne, et la hauteur de Néron-Tate, qui entre dans
la définition du minimum essentiel. On choisit aussi la base de dérivations qu’on utilisera
dans la phase transcendante.

Dans la troisieme partie, on suppose que le minimum essentiel d’une sous-variété V est
faible, et on en déduit, par un lemme de Siegel absolu, qu’il existe une fonction auxiliaire
nulle sur V' avec une forte multiplicité, de degré et de hauteur bornés. Le reste de la partie
est consacré a la majoration de cette hauteur ; en étudiant d’abord la hauteur, puis le rang
du systeme linéaire associé.

Dans I'étape d’extrapolation, on étudie les propriétés de ramification des points de
torsion d’une courbe elliptique et on en déduit une propriété métrique, qui permet de
montrer que la fonction auxiliaire construite dans la partie 2.3 est nulle sur les translatés
de V par certains points de torsion. La qualité de la propriété métrique p-adique dépend
du type de réduction des courbes elliptiques modulo p; ceci oblige a faire un choix sur les
premiers, contrairement au cas torique. On montre 'existence d’un ensemble de premiers
adapté et assez gros pour mener la preuve a son terme. Pour obtenir assez d’informations
dans la derniére phase de la preuve, on est amené a itérer k fois cette phase d’extrapolation,
k étant la codimension de V.

La partie 2.5 est consacrée au lemme de zéros, qui permet de comparer le degré de
la fonction auxiliaire a celui d’une large réunion impliquant des sous-variétés obstructrices
liées a V, et indexée par les points d’extrapolation. Un travail combinatoire délicat autour
du stabilisateur est alors nécessaire pour en extraire une inégalité plus simple, n’impliquant
que le degré d’une sous-variété obstructrice.

Comme dans le cas torique, il manque une hypothése de coprimalité entre des nombres
construits simultanément pour conclure. La derniere partie reprend donc la stratégie de
descente de [ADO03], et c’est & ce stade qu’on doit supposer que la codimension de V' est
< 2. La mise en oeuvre de cette méthode de descente est plus difficile sur un produit de
courbes elliptiques, car si on fixe [ un entier, I'isogénie [I] qu’on utilise pour “décaler” les
variétés n’est pas adaptée au probléeme (un relevement du Frobenius en caractéristique 0
serait le bon morphisme, mais n’existe que dans le cas CM). Pour démontrer la codimension
2, on a du travailler, des la transcendance, avec des fermés de Zariski pas nécessairement
irréductibles.

2.2 Préliminaires sur les produits de courbes elliptiques

2.2.1 Quelques définitions

Soit E1,...,E, des courbes elliptiques définies sur K un corps de nombres. Fixons
1 <4 < g; on se donne une équation de Weierstrass pour E; : yi2 = xf’ + a;x; + b; et on
plonge E; dans Py par le morphisme :

(Tisyi)) — [wityi]]
00 — [0:1:0].
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Soit L un corps de nombres et P = [Py : P; : P»] un point de Py(L). On définit la hauteur
projective de P par la formule suivante :

1
h(P) = — Z nylog max{|Pyly, | P1l|v, |P2|v},
[L ° Q] ’UEM(L)

ou M (L) désigne I’ensemble des places de L, et ot on normalise les valeurs absolues de telle
sorte que la formule du produit soit satisfaite :

Vee Lyx#0: H |z =1,
veEM(L)

avec, pour tout v/p et p € Z : |p|l, = p~Y/P. La formule donnant la hauteur ne dépend
pas du choix du corps de définition L de P (par normalisation), et elle ne dépend pas du
choix d’un représentant de P (par la formule du produit). On dispose donc d’une hauteur
projective sur F;. On définit aussi la hauteur de Néron-Tate, donnée par la formule :

VP e E;: h(P)= lim M;P).
n—oo n
Cette fonction hauteur vérifie les propriétés suivantes, ou [n] désigne 'isogénie de multipli-
cation par n :
— h(P) = 0 si et seulement si P est un point de torsion de E;.
~ la hauteur est quadratique : h([n]P) = n2h(P), pour tout P € E;.
— il existe un réel cg, ne dépendant que de Ej; telle que : VP € E; : |h(P)— iL(P)’ < cg,.

On plonge maintenant A = Eq X - - - x E, dans un espace projectif par Segre. On a encore
une hauteur projective (resp. une hauteur de Néron-Tate) sur A en sommant les hauteurs
projectives (resp. les hauteurs de Néron-Tate) sur chaque E;. On note encore h (resp. h)
cette hauteur.

Ce plongement permet aussi de définir le degré et la hauteur d’une sous-variété de A. En
effet, soit plus généralement V' une variété de dimension d plongée dans un espace projectif
P,,. On définit son degré, qu’on note D, par la formule suivante :

D = ay(V)d!,

ol aq(V) est le coefficient dominant du polynéme de Hilbert de V' (voir [Har77], page 47).
On peut montrer que D est le nombre de points d’intersection de V' avec n — d hyperplans
de PP, en “position générale”.

On a défini dans 'introduction un invariant plus fin que le degré, I'indice d’obstruction.
Si le théoreme qu’on souhaite démontrer ne fait apparaitre que cet indice, on aura besoin,
au cours de la preuve, de I'indice d’obstruction avec poids :

Définition 2.3 Soit V un fermé de Zariski propre de A et a un réel positif. On pose :
w(a, V) = inf{(ozdeg(Z))l/codim(z)}7

ou linfimum porte sur l’ensemble des fermés équidimensionnels et propres de A contenant
V.

Le lemme suivant compare I'indice d’obstruction simple, qui ne prend en compte que les
hypersurfaces, et I'indice d’obstruction avec poids :
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Lemme 2.10 Soit V un fermé de Zariski équidimensionnel et propre de A de codimension
k et a > 1. Il existe une constante cy > 0 ne dépendant que de A telle que :

cod Fw(V) < w(a, V) < aw(V).

Preuve

L’inégalité de droite est claire. Celle de gauche est une conséquence d’un résultat de
Chardin (confer [Cha90], pages 8 et 9). Remarquons que seule la dimension du projectif
dans lequel on plonge A intervient dans cg, un plongement de Weierstrass ayant été fixé
pour chaque courbe elliptique.

a

Soit V' une sous-variété de A. On définit la hauteur projective de V' comme étant la
hauteur de la forme de Chow qui lui est associée et on la note h(V'). On construit ensuite
la hauteur normalisée h(V') par passage a la limite :

“ . h(lm|V)deg(V
) =l M)

Cette limite existe et la hauteur ainsi construite généralise la hauteur de Néron-Tate pour
les points de A (voir [HS00], page 450 et [Phi95]). On peut aussi définir la hauteur d’une
variété par 'approche arakelovienne (confer [BGS94], partie 3). Ces deux notions coincident,
si on fait le choix de la norme L? pour les places archimédiennes dans la définition de la
hauteur projective. Le théoréme des minima successifs démontré par Zhang (dans [Zha95a)
implique les inégalités suivantes :

Théoréme 2.11 (inégalité des minima successifs)
Soit V une sous-variété de A. Alors :

M) )

( (V)
(dim(V) + 1)D

< fless(V) < ——.

v
D
2.2.2 Le plongement étiré

Lors de la phase de transcendance, on aura besoin d’éliminer la constante de comparaison
entre hauteur projective et hauteur canonique sur A. On peut y arriver en considérant un
plongement étiré.

Soit M un entier strictement positif. On rappelle que ’isogénie de multiplication par M
sur A est notée [M] et on définit ¢y :

A — Ax A

Ce plongement a été utilisé pour la premiére fois par Laurent pour étudier le probleme de
Lehmer elliptique (confer [Lau83]); on suit ici la terminologie de Philippon ([Phi95]). Le
principe en est le suivant : le lemme de Siegel nous renseigne sur la hauteur projective, et
le minimum essentiel fait intervenir la hauteur de Néron-Tate associée au plongement. On
sait que la différence entre ces deux hauteurs est bornée mais la hauteur de Néron-Tate,
qu’on prendra proche du minimum essentiel au cours de la preuve, peut étre tres petite ; il
y a donc une perte d’information sur la hauteur projective. Le plongement étiré multiplie la
hauteur par un parametre assez grand, qui rend négligeable la constante de comparaison.
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On a vu que la variété A admet un plongement projectif; par Segre, le produit A x A
admet aussi un plongement dans un espace projectif (dont la dimension sera notée n), une
hauteur projective et une hauteur de Néron-Tate. On notera Vs (resp. Apr) 'image par ¢y
de V (resp. A) et Ajps Panneau des fonctions sur Aps. Le lemme suivant indique la variation
de la hauteur et du degré par ¢,y :

Lemme 2.12 Si x est un point de A, on a :
h(dur(x)) = (M? + D)h(x),
et si 'V est une sous-variété de A, on a :
deg(Var) = (M? + 1)3mV) deg(V').

Preuve
La premiére partie du lemme suit de la définition de ¢,; par quadraticité de la hauteur.
La deuxiéme partie est démontrée, par exemple, dans [Phi95], proposition 7.

2.2.3 Dérivations

En vue de l'extrapolation, on va construire des polyndémes s’annulant avec une forte
multiplicité sur Vjs. On doit pour cela définir une base de dérivation adaptée a la variété
abélienne. Pour 1 < i < g, la courbe elliptique F; est plongée dans P par Weierstrass. Si on
note [X; : Y; : Z;] les coordonnées projectives, un parametre en 0 est donné par : t; = X;/Y;.

Sur A = Ey x --- x Eg, on a une base de parametres en 0 donnée par (ti,...,1,), oll
on confond un parametre de F; et son image dans le produit. A cette base de parameétres
correspond une base du tangent de A en 0 qu'on appelle (01,...,0,). On fait de méme
pour A x A, de telle sorte que (01,...,0y) soit une base de dérivation en 0 de A x 0, et
(Og+1, - - -, 02g) soit une base de dérivation en 0 de 0 x A.

Soit # € A. On peut déduire des parametres (t1,...,t,) en 0, des parametres locaux au
voisinage de x :
(tioT—g,...,tg0T_3),

ou 7_, désigne la translation par —x sur A. On en déduit une base du tangent de A en x,
qu’on note (014, .. .,0z), telle que pour tout 1 < i < g, J; , engendre le tangent de I'image
de E; dans A.

On en déduit de méme une base du tangent de A X A en tout point. L’application induite
par [M] sur le tangent de A étant la multiplication par M, on obtient enfin une base de
dérivations en tout (z, Mz) € Ay par la formule :

6i,x = asz’[M]m) + Mag_‘_i’(w’[M}x), pourt=1,...,g.
On note enfin, pour A = (A1,..., ) :

P

4 7(51,1)/\1 o---0(0 @))\g_
i1 Al !
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2.2.4 Choix de la constante

La minoration que 'on a en vue fait intervenir une constante ne dépendant que de la
variété abélienne A = Ey X --- X ;. On a déja introduit une constante co ne dépendant que
de A et on introduira par la suite d’autres constantes cq, ..., c16. On choisira une constante
Co, ne dépendant que de A, grande devant les constantes ¢y, .. ., c16. La constante C'(A) du
théoreme 2.5 s’exprimera simplement en fonction de Cjy. Ces constantes sont calculables mais
notre méthode ne permet pas d’améliorer la dépendance en la hauteur de A du théoréme
2.4.

2.3 Construction de la fonction auxiliaire

On peut maintenant passer a la démonstration proprement dite, qui commence avec
un lemme de Siegel. Dans cette premiere étape, on suppose que la variété V' admet un
minimum essentiel faible. On en déduit qu’il existe un polynéme nul sur X, (ou X est
un fermé de Zariski lié & V'), avec une forte multiplicité, de hauteur et de degré controlés.
On travaillera plutét avec un ensemble algébrique plus nécessairement irréductible, mais
équidimensionnel, en vue de la derniere phase de la preuve.

2.3.1 Un lemme de Siegel absolu

Sous sa forme classique, le lemme de Siegel donne 'existence d’éléments dans un espace
vectoriel sur K, ou K est un corps de nombres, dont la hauteur est bornée en fonction du
degré et du discriminant de K, de la hauteur du systeme et de sa dimension. On veut borner
ici la hauteur d’un point dans un espace vectoriel sur Q, sans faire apparaitre son corps de
définition. Le lemme suivant est démontré dans [DP99] (en particulier la remarque suivant
le lemme 4.7) :

Lemme 2.13 Soient S un sous-espace vectoriel de @NH de dimension d et € > 0. Alors il

existe un point non nul x € S(Q) de hauteur :

h log d
(o) < M2t) o8

La hauteur Lo differe de la hauteur de Weil aux places archimédiennes, ou la norme du
supremum est remplacée par la norme euclidienne. Elle est donc plus grande que la hauteur
de Weil.

La hauteur de S est la hauteur du point représentant S dans l'algebre extérieure. Si
(a1,...,aq) est une base de S, la hauteur Ly de S est :

hr,(S) =hr,(c1 A= ANag) < hp,(ar) + -+ hp,(aq).

Cette hauteur ne dépend pas du choix de la base pour S car si (1,...,03q) est une autre
base de S, 81 A --- A (B4 est colinéaire & a; A - -+ A g, donc a méme hauteur.
2.3.2 Lemme de Siegel et section de petite hauteur

Pour adapter le lemme précédent aux polyndémes s’annulant sur un fermé de Zariski
Xy (image d'un fermé X équidimensionnel par plongement étiré), on note By, l'idéal de
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définition de X7 sur Q; c’est un idéal homogene. Si T' > 1, on définit B](\?, I’idéal engendré
par les polynomes P tels que :

g
Vo e X, VAENtq Y M <T—1: 6P =0.
=1

On note aussi [Bys]z 'ensemble des polynémes homogenes de degré L de Bys. C’est un sous
espace vectoriel de Q[Xo, ..., X,]r, qui est un espace vectoriel de dimension (“£").

Définition 2.4 Si T est un idéal homogéne (associé a X, un fermé de Zariski de P, ), on
appelle fonction de Hilbert géométrique de I 'application qui a L associe la dimension de
Uespace des éléments de T de degré L. On note H(Z,.) cette fonction.

On a clairement 1’égalité :
H(Z, L) = (") — dimg[Z] .

On va appliquer le lemme de Siegel avec comme espace vectoriel total : |Q[Xo, ..., X,]/A M] .

et comme sous-espace S = [B](\? /.AM] ;- On a les formules suivantes pour les dimensions
de S et de son orthogonal :

dim S = H(Ay,L)—HBY, L)
dim st = HBY L)

Voici donc 'adaptation du lemme de Siegel :
Lemme 2.14 Soit L et T tels que :
. T
dlm@[ng)/AM]L > 0.
Il existe une constante c4 ne dépendant que de A telle que : pour tout € > 0, il existe un

élément P de [B](\?/AM]L non nul sur Ay tel que :

e H(BY L)
hia(P) < TG
H(AMvL)_H(BMaL)

<LM2 (ﬂess(V)-Fe’) +L+T10g(2M(T+L))> +%10g(l‘xn),

Remarque La hauteur de P est la hauteur projective de ses coefficients.

Preuve

Il s’agit essentiellement, dans ce lemme, de majorer la hauteur du systeéme linéaire S. On
va d’abord démontrer qu’on peut se contenter de trouver un polynoéme nul avec multiplicité
sur les points de Xj; de hauteur petite et de degré borné; ces points sont en nombre fini
par le théoreme de Northcott. Les polynémes non nuls sur Aps sont les polynémes non nuls
de Q[Xo, PN ,Xn]/.AM

Soit € > 0 quelconque et 6 = fiess(X) + €’. Considérons, pour D € N*, 'ensemble fini :

Ap ={z € X(Q) tq h(z) <0 et [Q(x): Q] < D}.
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Les Ap sont croissants et on peut leur associer les espaces vectoriels S7, formés par les

polynémes F' € |Q[Xo,..., XN]} ; nuls sur ¢pr(Ap) & un ordre au moins 7'. Par choix des

opérateurs de dérivation, un polynéme de Ajp; est nul sur X a tout ordre, et on a :
VD e N, Ay C Sh.

Les S, sont des espaces vectoriels de dimension finie et décroissants. Ils sont donc station-
naires et il existe S. tel que pour D assez grand S}, = S, . Comme Ay; C S, on forme
le quotient Sy, = S, /[An],. On a:

S =B/ AumL € See.

L’autre inclusion est vraie : les polynomes de S’ sont nuls sur ¢ps(A) & un ordre > T, ot
on a noté A la réunion des Ap, c’est-a-dire {x € X(Q) tq h(z) < 6}. De plus, ¢ est un
plongement fermé et Padhérence de Zariski de A est X donc les polynémes de S’ sont nuls

a un ordre > T sur X/(Q) tout entier.

On a donc I’égalité S = S, qui va nous permettre d’estimer la hauteur de S en passant
par son orthogonal (on sait en effet que la hauteur de S+ est égale & celle de S, voir [Sch91]
chapitre 1, 8). Soit # € A et P s’annulant & un ordre A en z. On a :

5P =0,

ce qui se traduit par :
<P, Yz A >= 0,

ou <,> est le produit scalaire habituel sur un ouvert affine contenant x, et y, ) est un
vecteur dépendant de x et \. Pour z variant dans A, et A décrivant tous les multi-indices
de somme plus petite que 7', les y, » sont des générateurs de S L et leurs coordonnées sont
les :
oG,
ou G parcourt I’ensemble des mondémes unitaires de degré L. Par choix des opérateurs de
dérivation, on peut écrire :
A A
0z = 00 © (a1

)’

ol 7'(*x (M) €St la translation par (z, Mz) sur l'algebre des fonctions régulieres.

Soit G un monome unitaire de degré L. Commencons par regarder 7'(*1 [ M]I)G. D’apres
la proposition 8.2 de [Dav95], la forme T& [ MMG est de degré < 2L et de hauteur

< h(G) + c1Lh(z, [M]x),

pour une certaine constante ¢; ne dépendant que de A. On remarque ensuite que G est de
hauteur nulle, et qu’on peut majorer h(x, [M]z) en la comparant & la hauteur de Néron-Tate
puis en utilisant le lemme 11. Par définition, 'opérateur &} est un monéme de degré || en
les 0; dont les coefficients sont de hauteur :

< Tlog(2M).

De plus, si A est un monoéme de poids k en les 0; et H est un polynéme de degré L en les
coordonnées projectives de A x A, en appliquant la proposition 8.1 de [Dav95], & une base
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de fonctions elliptiques, on obtient : h(A(H)) < coTlog(T + L), pour une constante ¢z ne
dépendant que de A. On a donc, pour une constante cg ne dépendant que de A :

h(8)G) < ¢ (LM%(a) v L+ Tlog(T + L) + Tlog(QM)) .

Le second terme correspond a la comparaison entre hauteurs projective et canonique, le
troisieme a la majoration des hauteurs des dérivées en 0, et le quatrieme a la modification
des opérateurs de dérivation due au plongement étiré.

Comme la différence entre hauteur de Weil et hauteur Lo est majorée par une fonction ne
dépendant que de la dimension du projectif, qui est elle aussi bornée, il existe une constante
cy4 telle que :

hiy(yzn) < s (LM?h(z) + L + Tlog(T + L) + Tlog(2M)) .
Par ailleurs, si on note d la dimension de S+, on sait que pour tous points (av, ..., aq) :
hr,(cn A+~ ANag) < hp,(a1) + -+ hr,(aq).
On en déduit :

hLQ(S) = hLz(SL)

IN

dim(SL) max hr,(Yz )
cs(HBY; L)) (LMQ(;)GSS(X) +€)+ L+ Tlog(T + L) + Tlog(2M)).

IN

Le théoréme vient immédiatement en appliquant le lemme 2.13 avec

(L+n)
-1 n
€= 5% fims ~

cette derniére inégalité découlant de I’hypothese faite sur L et T' dans le lemme 2.14.

2.3.3 Bornes pour les fonctions de Hilbert

Pour pouvoir expliciter le résultat du paragraphe précédent, on doit estimer les fonctions
de Hilbert H(B](\:p; L) et H(Apz; L). On majore d’abord H(B™); L) en fonction de H(C; L),
ou C est un idéal bien choisi en fonction de X.

Plus précisément, soit C un idéal homogene tel que A C C C B, associé a un fermé de
Zariski Z équidimensionnel de codimension k' dans A. Il lui correspond un fermé Z,; de
Ajps et un idéal Cpy. On a alors la proposition :

Proposition 2.15 Soit L un entier et T' > 1; on a les inégalités suivantes :

BB L) <HCE); D) < ("

Preuve

La premiere inégalité est immédiate. La démonstration de la seconde découle du rai-
sonnement de géométrie différentielle classique appelé “astuce de Philippon-Waldschmidt”
(voir [PW88], lemme 6.7, reprise dans [DHO00], lemme 5.1 par exemple). L’idée, qu’on détaille
ici, est de se ramener & une base du cotangent de V' (les dérivations du tangent n’étant pas
“coliteuses” par définition).
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Quitte a renuméroter les indices, on peut supposer que

(51,:5’ o aék’,z)

se projette sur une base du cotangent de Zy; dans Ay, pour tout x dans un ouvert de Zariski
U dense dans Zj;. En effet, le cotangent est I'image de la matrice jacobienne associée a la
variété Zys (sur un ouvert affine), et sa dimension est la taille maximale d’une sous-matrice
de déterminant non nul. A chaque sous-matrice carrée de taille &/, on associe 'ouvert des
points ou le déterminant ne s’annule pas. La réunion finie de ces ouverts est Z,; tout entier
donc I'un d’entre-eux est non vide et par suite Zariski-dense.

Démontrons :

(5§F — 0, VA € N¥ tel que [\ < T, Vz € ZM> — reclth, (2.1)

ol on a plongé N* dans N9 en complétant les k’-uplets par des zéros. Faisons une premiere

récurrence sur 1'. Le résultat est vrai pour T' = 0. On le suppose vrai au rang T'—1 > 0. Soit

F un polynoéme vérifiant I'assertion de gauche dans (2.1). Soit (A1,...,Aq) tel que [A| < T
On fait une nouvelle récurrence sur la longueur résiduelle

’)\’I =Agra1+ ...+ )\g,

pour montrer que §)F = 0 pour tout 2 € Zy;. Pour |\’ = 0, 'assertion de gauche signifie
justement que : 62 F = 0 pour tout z € Z7. Supposons le résultat démontré pour |A|'—1 > 0.
Soit x € U ; quitte & renuméroter les indices, comme |A|" > 1, on peut écrire :

OF = ubg,z 0 0L F,

la constante u correspond aux factorielles dans la définition des &;.
Comme (91 4,...,0, ) Se projette sur une base du cotangent de Zys en (z, [M]x), on
décompose : .
59,33 = 5$ + 6I7

ol d, est une combinaison linéaire des 0;, (1 <1i < k), et Sx est un vecteur du tangent de
Zr, variant avec x. On a :
0z 0 OLF =0,

par hypothése de deuxiéme récurrence et : o, o 04 F = 0. En effet, v — 6% est un polynome
de C par hypothese de premiére récurrence; le résultat suit de la définition du tangent.
Ainsi, 5;\F = 0 pour tout x € U donc sur Zj; tout entier car U est Zariski-dense dans Z,.

L’implication (2.1) donne une majoration du nombre de conditions linéaires a écrire

pour étre dans C](\}FH). La dérivation étant de degré 1, on obtient :

~

Hegs ) <3 (U ECw D) < (U s 1),

.
Il
=)

Le terme binomial (j J;C]f:ll) est le nombre de k-uplets d’entiers de somme j; on calcule la

somme en remarquant qu’il y autant de monoémes a k variables de degré majoré par T — 1
que de monomes & k + 1 variables de degré T' — 1.
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Il nous reste donc a trouver des bornes pour les fonctions de Hilbert H(Cps; L) et
H(Apr; L). On sait par le théoreme de Hilbert-Serre (confer [Har77] page 51) qu’elles sont
polynomiales pour L assez grand. On en connait le coefficient dominant :

H(Cwi D) = (20

On a en fait la majoration suivante, vraie pour tout L positif :

x LI7F + o(pLs—F-1).

Proposition 2.16 Si Cy; est un idéal associé a un fermé de Zariski Zp; de codimension
k' dans Ay, on a :

HCiL) < (F190F) deg(Zu).

Preuve
C’est le résultat principal de [Cha88], vrai pour les idéaux homogenes équidimensionnels
et géométriquement réduits.

Od
Il est important d’avoir un résultat précis en fonction du fermé Z,;, qui sera bientot lié
a X, mais pour minorer H(Ays; L), on peut se contenter d’'une borne moins explicite, qui

résulte du théoreme de Hilbert-Serre. Dans le contexte du plongement étiré, on doit faire
I’hypothese suivante sur L et M :

L>M?+1. (2.2)

Sous cette condition, on déduit du théoreme de Hilbert-Serre qu’il existe une constante cs
ne dépendant que de A telle que (pour plus de détails, dans le contexte torique facilement
adaptable aux variétés abéliennes, voir [DP99], 4.1) :

H(Ap; L) > c5 deg(Apg) LY.
On en déduit immédiatement, par le lemme 2.12 :
H(Au; L) > cg LIM.

En combinant toutes ces estimations, on peut majorer le quotient :

H(BY; L)

H(Am; L)
Pour cela, on introduit un nouveau parametre, noté Tper, qui mesurera la perte totale de
multiplicité (apres extrapolations). On suppose donc : Tper < T

B =

Proposition 2.17 II existe une constante c; ne dépendant que de A, et 1 < k' < k tels
qu’on ait la majoration suivante :

5< cy (Tw(Tper,X)>k’
= Ty \ M2L

Preuve
Par définition de I'indice d’obstruction avec poids, il existe un ensemble algébrique Z
de A de codimension k' et équidimensionnel, contenant X, tel que :

W(Tperax) = (Tperdeg(z))l/k/'

On applique les deux propositions précédentes avec ce choix de Z, et on majore les coeffi-

cients binomiaux : y
T—-1+ k.
()T

en utilisant, pour 0 <7 < k' — 1 :
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T+i<T(l+41i),carT >1.

Puis : . y
() < @p s

en effet, pour 1 <i<g—k :
L+i<(L+1)i.

Le lemme 2.12 permet alors d’exprimer deg(Zys) en fonction de deg(Z) et on a, pour une
constante ¢7 ne dépendant que de A :

k/

p<er(spp) dea(z).

Le résultat suit alors du choix de Z.

a

Remarques La présence du Tper au dénominateur compensera le terme en Tlog(T + L) qui
est apparu lorsqu’on a majoré la hauteur des dérivées dans le lemme de Siegel. L’utilisation
de l'indice w(Tper, X) sera justifiée dans la partie consacrée au lemme de zéros. Celui-ci
donnera l'existence de certaines variétés obstructices contenant des translatés de V et on
obtiendra une majoration liée a leur degré plutot qu’a celui de V. Le choix de l'indice
d’obstruction avec poids nous permettra d’exploiter cette majoration.

2.3.4 Premier choix de parametres et simplification de la hauteur

On va maintenant simplifier la majoration de la hauteur du polynéme obtenue avec
le lemme de Siegel. Plus précisément, on souhaite majorer cette hauteur de telle sorte
qu’elle n’interfere pas dans la phase d’extrapolation (voir infra, 2.4.4). Compte tenu de la
proposition précédente, on prendra donc : M?L tres proche de Tw(Tper, X), de telle sorte que
Pexposant de Dirichlet (le quotient des dimensions apparaissant dans le lemme de Siegel)
soit petit.

Le parametre M a été introduit pour compenser le terme d’erreur lié a la comparaison
des hauteurs; on choisit donc M de telle maniere que le terme M?/ies(X) soit majoré
par une constante. Pour la hauteur du systeme linéaire, c’est le terme en Tlog(T + L)
provenant de la hauteur des dérivées qu’on veut prédominant. Une majoration de L en
découle, puisque le terme lié a la hauteur ponctuelle dans lequel il apparait doit étre plus
petit que Tlog(T 4 L). On ne doit pas fixer les parametres L et T pour l'instant, mais on a
une inégalité les impliquant ; de plus, 'hypothese faite sur le minimum essentiel dépend de
T.

Soit T, L, Tper trois entiers tels que T > Tper > max{3,4cr}, vérifiant les inégalités
suivantes (pour tout fermé de Zariski X de A) :

To(Tper, X) _

L <TlogT et:
= Llog € I =

On note [.] la partie entiére puis on pose :

v [(Tw(Tzer,X)>1/2] .

Le corollaire principal de cette partie s’énonce donc ainsi :
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Corollaire 2.18 On suppose que X est un fermé algébrique propre et équidimensionnel de
A tel que :
L

e (X) < —————
fress )<Tw(Tper,X)

Alors il existe un élément P de [Bg\?] non nul sur Apr tel que :

L

T
h(P) < cg

per

log(T),

ot cg ne dépend que de A.

Preuve
On commence par appliquer la proposition 2.17 pour majorer le quotient de Dirichlet

du systeme associé a [BE\ZP] - On en déduit aisément I'inégalité suivante :

C7
Toer

g < <

DN | =

()] a (]()HC .
].—ﬁ < ’

En particulier :
dimg[BY}) /Au]z > 0;
et on peut appliquer le lemme de Siegel.
D’apres le lemme 2.14, pour tout ¢ > 0, il existe donc un polynéme non nul P dans

[BE\?/AM} ;, de hauteur :

2cycy
Tp er

h(P) < hr,(P) < <LM2 (fiess(X) 4+ €') + L + Tlog (2M (T + L))> + %log(LJ{L”).

Comme on a :
Tw(Tper, X) -

L — b
on voit que :

M?flegs(X) < 4.

et il vient :
2 1
h(P) < ,;407 <LM2€/ +5L + Tlog(AMT) + TloglogT) + 5log("1")
per
< ldcycr

Tlog(4MT) + 2c4crloglogT + glog(QTlogT).
per

en choisissant € assez petit. Et le résultat suit, avec une constante cg assez grande ne
dépendant que de A, en remarquant pour le terme logarithmique que :

M? 41 < L <Tlog(T).
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2.4 L’extrapolation

Suivant les schémas de transcendance classiques, on souhaite maintenant extrapoler
les zéros de la fonction auxiliaire. Pour y parvenir, on veut exploiter des propriétés ul-
tramétriques et les joindre a la formule du produit. Cette méthode a notamment permis
d’obtenir des estimations précises sur le probleme de Lehmer, a la suite de Dobrowolski
(confer [DobT79]).

On va ici montrer que la translation par des points de p-torsion bien choisis est petite
w-adiquement si w est une place au-dessus de p dans ’extension définie par les points
de torsion. On fixera ensuite un ensemble de nombres premiers pour I'extrapolation. On
prouvera enfin qu’'un polynéme P tel que celui donné par le corollaire 2.18 doit s’annuler
sur les translatées de X.

2.4.1 Propriétés du groupe formel associé a une courbe elliptique

L’extrapolation repose sur les propriétés des points de p-torsion des courbes elliptiques.
Celles-ci different selon que p est un premier de réduction ordinaire ou supersinguliere. Rap-
pelons des résultats classiques sur le groupe formel d’une courbe elliptique en caractéristique
positive (pour plus de détails, on renvoie & [Sil86], chapitre 4). Soit p un nombre premier et
FE une courbe elliptique sur k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p. On définit
la hauteur du groupe formel associé a la courbe elliptique.

Définition 2.5 Soit E le groupe formel associé ¢ E. On appelle hauteur de E et on note
ht(E) le plus grand entier h tel que le morphisme de multiplication par p se factorise :

] = F(T7").

Remarques Il n’y a aucun rapport entre cette hauteur et la hauteur d’un point ou d’une
variété définies dans la partie 2.2. De plus, la série entiere f telle que [p] = f (Tph), oll
h = ht(E), vérifie : f'(0) # 0.

Le lemme suivant indique les valeurs que prend la hauteur :

Lemme 2.19 Si E est ordinaire, ht(E) = 1. Sinon, E est supersinguliére et ht(E) =2.

Preuve

On sait que le degré de la multiplication par p est p? et que son degré séparable est égal
au cardinal du sous-groupe de p-torsion (le corps k étant algébriquement clos). Il vaut 1
dans le cas supersingulier et p dans le cas ordinaire.

D’autre part, la série f de la définition précédente est séparable par la remarque, et
le Frobenius est purement inséparable de degré p. Le lemme suit en comparant les degrés
inséparables.

On prend maintenant E une courbe elliptique définie sur K, un corps de nombres. Soit
p un nombre premier et p un premier de O divisant p, associé a une place v ; on suppose
que ey, = 1 (il n’y a pas de ramification initiale) et que E' a bonne réduction £ modulo p.

On pose g = p” ol h est la hauteur du groupe formel associé & E.
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Proposition 2.20 Soit © un point de p-torsion de E se réduisant sur 0 modulo p. Soit t
un parameétre en 0 tel que, si on note t sa réduction modulo p, t soit un paramétre en 0 de
E. Pour toute place w/v dans un corps de définition des points de torsion, on a :

[#()]w = p~ /Y,

Preuve
On écrit la multiplication par p sur la loi de groupe formel, par rapport a ¢ :

[p](t) = pt + Z ait'.

En réduisant modulo p, on a une équation :

[p)(t) = Z a;t’.
i=2

Comme £ est encore un parametre, on peut appliquer le résultat précédent, qui montre
que g est le premier indice ¢ pour lequel a; est non nul. Par ailleurs, puisque z est un
point de p-torsion se réduisant sur 0 modulo p, on sait (voir : [Sil86], VII, prop. 2.2), que
la multiplication par [p] en t(x) est donnée par la loi de groupe formel. En appliquant la
premiere identité a x qui est un point de p-torsion, on obtient :

q—1 00
pt(x) + Z a;it(z) = — Z ait(x)".
=2 i=q

Soit w/v dans un corps de définition de E[p](Q). Comparons les normes w-adiques : dans
le membre de gauche, comme il n’y a pas de ramification initiale, tous les a; sont divisibles
par p et c’est le premier terme qui a la plus faible valuation ; celui de droite est de norme
|t(z)?],. On en déduit :

U @) = ()

et la proposition en résulte, vu le choix des normes ultramétriques.

2.4.2 Lemme sur les dérivées

On veut maintenant utiliser le résultat métrique du paragraphe précédent pour extra-
poler les zéros du polynéme P obtenu par lemme de Siegel. On y parvient par une formule
de Taylor, et on doit donc aussi majorer les normes ultramétriques des dérivées de P.

La premiere étape consiste a majorer la norme w-adique des dérivées de P en des points
at+zoua€X,x=(x1,...,24) tel que pour tout 1 <i < g, z; est un point de p-torsion,
et w/p est une place dans un corps de définition de « et x. Précisons d’abord un résultat
(c’est une version faible de [Dav95], proposition 8.1, qu’on a déja utilisée pour majorer la
hauteur du systéme linéaire dans Siegel) :

Lemme 2.21 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K, donnée par
une équation de Weierstrass : y> = x> 4+ ax + b, avec a,b € K. On note 0 la dérivation
correspondant par dualité au paramétre t = y/x. Alors Ox et Oy sont des polynomes de
degré au plus 2 en (x,y), dont les coefficients sont des éléments de K de hauteur bornée
explicitement en fonction de E.
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Remarque L’équation donnant la courbe elliptique est 1égerement différente dans [Dav95],
ce qui est sans conséquence sur ce lemme qualitatif.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.22 [l existe une constante cg ne dépendant que de A telle que si p > cg,
pour tout w/p, une place de K(A[p]), pour toute fonction abélienne f de Apr, pour tous
1<i<g, et Ae NI, (5;\f est un polynome en les fonctions abéliennes de Ayr dont les
coefficients a;(f) vérifient :

Vi Joy(f)lw < 1.

Preuve

Par le lemme précédent, on peut trouver une constante cy telle que si p > cg et w/p,
pour tout i et pour toute fonction abélienne f de A : 0;f = >, a;(f)H;. Les H; sont
des monomes en les fonctions abéliennes; les coefficients o;(f) sont dans K et vérifient,
Vj i |a(f)lw = 1. En effet, soit f est nulle sur E;, soit la hauteur de cette dérivée est bornée
uniquement en fonction de E; et pour p assez grand en fonction de E;, cette égalité est
vérifiée.

Les opérateurs de dérivation sur Aj; sont des combinaisons linéaires des 9; a coefficients
entiers et le passage aux dérivées d’ordre supérieur s’effectue par la formule de Leibniz ; ces
opérations ne peuvent que diminuer les normes ultramétriques, et le corollaire suit.

a

On regroupe maintenant la proposition et le corollaire précédents. Soit p un nombre
premier qui ne se ramifie pas dans Ok et tel que : V1 < ¢ < g, E; a (bonne) réduction
ordinaire en tout idéal premier p de Ok prolongeant p. Soit p un tel premier, associé a une
place v € M(K) et soit q/p (associé & une place w) dans K’ = K(A[p]), le corps engendré
par les coordonnées des points de p-torsion de A.

Soit « € A, soit = (z1...,24) un point de p-torsion se réduisant sur 0 modulo w (i.e.
chaque z; est un point de torsion de E; se réduisant sur 0 modulo w), et soit P un polynéme
homogene sur Ay nul en (o, Ma) & Pordre T. On fixe un ouvert affine U, (resp. Up) de
P, tel que Vi : |a;ly < 1 (resp. |Pi|w < 1), en divisant par la coordonnée homogene de plus
grande norme w-adique. On pose U, p = U, N Up. On conservera les mémes notations sur
Ua,p et sur P,.

Proposition 2.23 I existe une constante cig ne dépendant que de A telle que si p > ¢y,
on a linégalité suivante sur Uy p :

62, . Plw < p~(T=MI/p,

a+x

Preuve

En posant, pour 1 < i < g : t; = y;/z;, on voit que la réduction #; de ¢; modulo g
est encore un parametre local. Montrons que dans la complétion K| munie de la norme
w-adique, on a :

SopeP =D HP ty(z) Mty ()i, (2.3)
HZA

On sait déja que le terme de gauche se développe en série entiere selon les ¢; car si on note
O 4,0 le complété de 'anneau local Oy,, 0 en 0 le long de I'idéal maximal mg associé a 0,
on a:

Onpo 2 Q[lts ..., )]
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La série de droite est le développement de Taylor en 0 selon les ¢; du terme de gauche,
appliqué en z. Il suffit donc de montrer qu’elle converge pour avoir égalité.

D’apres la proposition 2.20, comme p est un premier de réduction ordinaire simultanée
pour les Ej;, on sait que pour tout 1 < <g:

ti(@)]w < p~P.
Il reste & majorer la norme w-adique des coefficients de la série formelle. On a 1’égalité :

(55P = 55(P (¢] T(a,Ma))'

Pour chaque courbe elliptique E;, on s’est donné une équation de Weierstrass dont on appelle
&; lensemble des coefficients. L’addition (donc la multiplication par M) et la translation
par « sont données sur les coordonnées homogenes par des polynomes a coefficients dans
Zlo, € 1<i<gl. Si p est plus grand qu'une constante cig > cyg ne dépendant que de A, les
coordonnées de (o, Ma) et du polynéme @ = P o 7(4 p1q) sont toutes de norme w-adique
< 1, par choix de 'ouvert affine.

Soit maintenant u € N9. En itérant le corollaire 2.22, on voit que 6@ est un polynoéme
en les coordonnées affines dont les coeflicients sont de norme w-adique < 1. En évaluant en
0, on obtient :

[0K Pl < 1.

La série converge donc bien car pour tout 1 < i < g : |t;(x)|y < 1 et car la norme est
ultramétrique. Ainsi, on a 1’égalité (2.3). Comme P est nul a l'ordre 7" en «, un terme de
la série est non-nul seulement si : 7_; u; > T'; chaque terme de la série est donc de norme
< p~(T=INI/P et 1a proposition est prouvée.

2.4.3 Choix des bons premiers

On peut maintenant construire un ensemble de nombres premiers P4, dépendant de
A, tel qu’on pourra extrapoler pour des points de p-torsion, ou p € P4. Cet ensemble de
premiers sera de densité positive parmi les premiers de N (en fait, comme on pourra le
vérifier dans le paragraphe 2.6.1, on pourrait se contenter d’'une hypothese légérement plus
faible sur I’ensemble de premiers).

Dans la proposition précédente, qui donne une propriété métrique intéressante en vue de
I'extrapolation, on a supposé que les courbes elliptiques avaient réduction ordinaire ; dans
le cas de la réduction supersinguliere, le résultat serait en 1/p%. Cependant, cette propriété
métrique plus faible serait compensée par le plus grand nombre de points supersinguliers
se réduisant sur 0 modulo g, pour q/p dans K’ = K(A[p]). La raison pour laquelle on
n’utilise pas les premiers supersinguliers est que, sauf dans le cas CM, ces premiers sont de
densité nulle. On a donc besoin de nombres premiers a réduction ordinaire simultanée pour
Eiq,...,E,. On dira qu'un sous-ensemble P4 de P est de densité d si :

H{p € Pa,p < z}|
[{p € P,p < z}|

Il s’agit de la densité naturelle, selon la terminologie de [Ser70], VI,4. On a le lemme :

—d x — +oo.
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Lemme 2.24 Soit E1,...,E, des courbes elliptiques définies sur un corps de nombres K.
L’ensemble des nombres premiers p tels que : Vp idéal premier de Ok divisant p, E1, ..., Ey
ont réduction ordinaire simultanée en p, est de densité au moins 1/29.

Preuve

Pour les courbes elliptiques qui ne sont pas de type CM, la densité d’idéaux premiers de
Ok ordinaires est 1 (confer [Ser68], IV, 13) ; comme les idéaux premiers de O divisant un
nombre premier fixé sont en nombre fini inférieur & [K : Q], la densité de nombres premiers
au-dessus desquels tous les idéaux premiers sont a réduction ordinaire est aussi égale a 1.

On se limite donc aux courbes CM et on suppose, quitte a intervertir les facteurs,
que E1q,...,E, sont de type CM, avec r < g. Pour une courbe elliptique E; de type CM,
associée a un corps quadratique K, les premiers de bonne réduction ordinaire sont ceux
dont la projection sur Z se décompose dans Kj;; le type de réduction en un idéal premier
ne dépend donc que de son image sur Z.

On écrit K; = Q(v/—d;) ou d; est un entier naturel sans facteur carré. Les premiers > 3
qui se décomposent dans K; sont les p tels que d; est un carré modulo p, ou encore tels que
le symbole de Jacobi : (%) = 1. On est amené a traiter le premier 2 a part, ce qui apporte
quelques complications techniques. On écrit donc d; = 2%d}, ot ; vaut 0 ou 1. La loi de
réciprocité quadratique généralisée nous donne :

d; 2

/ a; 1y, d\— _
() = (%) (Z) = (B) (-t )T
p pp d;
Soit (p1,...,pm) 'ensemble des premiers distincts rentrant dans la décomposition des
d}. Par le théoreme de Dirichlet (voir [Ser70], VI.4), les premiers sont équirépartis dans les
classes modulo p; ; en particulier, les premiers p tels que ( 5 ) = 1 sont de densité 1/2 et les

i

premiers p tels que (ﬁ) = —1 sont aussi de densité 1/2.
On note d = 8[[", p;. Par le lemme chinois, il existe 2m+2 sous-ensembles de Z/dZ
correspondant chacun & une signature € = (€1,...,€mn, €mt1, Emt2) OU € est la valeur du

symbole de Legendre modulo p; (pour 1 < i < m), €y,4+1 est celle de (—1)(%1), et €mt2
celle de (—1)(%_1). De plus, les premiers sont équirépartis dans ces sous-ensembles. A d; =
[1;cs, pj on associe :
-~ () o
fit e— H € €m+1 Emy2-
JE€Ji

Alors la fonction :

f=f s fr): (=1, 12 5 {11

est un morphisme de groupes et |Kerf| > 2m+2-" Chaque signature correspondant & une
classe de densité 1/2™%2 en premiers, on en déduit que les premiers de réduction ordinaire
simultanée sont de densité 1/2".

Od
On peut désormais construire ’ensemble de premiers P4 qui servira pour 'extrapolation :

Proposition 2.25 [l existe un ensemble de premiers P4 de densité > 1/29 tel que pour
tout p € Py, et pour tout p idéal premier de Ok divisant p :

~ L%indice de ramification : ey, = 1.

— Les courbes elliptiques En, ..., E, ont réduction ordinaire en p.
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11
= La somme 3 p, = <3
— Pour tout p € Pa, p >

Preuve

Notons Dy q le discriminant de K sur Q. La premiere condition est vérifiée si p > Dy q.
Le lemme précédent montre qu'’il existe un ensemble de premiers de densité > 1/29 vérifiant
la seconde condition (en particulier, A a bonne réduction sauf pour les idéaux premiers
divisant son conducteur). La troisieme condition est vraie a condition de prendre les p plus
grands qu’'une constante absolue, puisque la série en question indexée par N* converge. La
quatrieme condition est vraie pour p assez grand en fonction de A, ce qui ne change pas la
densité.

2.4.4 Le lemme d’extrapolation

On extrapole maintenant au moyen de I’ensemble P4 qu’on vient de construire et en
utilisant la proposition 2.23. Soit N > 3 un entier, p € P4 tel que p < N et p/p un idéal
premier de Ok associé & une place v € M(K). On notera dans la suite :

Ker[py,

le sous-groupe des points de p-torsion de A(Q) se réduisant sur 0 modulo g, pour tout q/p.
On reprend les hypotheses et notations du paragraphe 2.3.4. On se donne donc un fermé
de Zariski X de A, un entier L, deux réels T' > Tper > max{3,4cr}, tels que :

L

less(X) < ————— <1 et L <TlogT.
Ness( ) Tw(Tper,X) = € = 0og

En posant :
M = [(Tw(TzeraX))l/Q] +1,

et en supposant que : M2 +1 < L, on a démontré qu’il existe un élément P de [Bg)]
nul sur Aps tel que :

L non

h(P) < cglog(T).

Pour simplifier la discussion qui va suivre, on introduit maintenant un parameétre A
vérifiant I’hypothese suivante :
A > Cplog(3w(X)),

ou on rappelle que Cj est une constante ne dépendant que de A grande devant toutes les
autres constantes introduites (voir 2.2.4). Ce parametre A est de 'ordre de log(3w(X)),
mais il est grand devant tous les termes en log(3w(X)), ce qui permettra de nombreuses
simplifications. On suppose aussi, hypotheése qui sera aisément vérifiée par la suite, qu’il
existe une constante c¢11 ne dépendant que de A telle que :

max{logM,logL,logT, logN} < c11A. (2.4)
On peut en particulier majorer tous ces termes par AZ.

En utilisant le travail de cette partie, on souhaite démontrer que le polynéme P donné
par le lemme de Siegel est nul & un ordre 7™ en tout translaté ¢as(x) + Xz, pour un point
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x € Ker[p]p, ot p < N. Ceci est possible si on fait quelques hypotheses en plus. On devra
d’abord trouver une relation entre T, T et N qui assure que T™ est assez petit par rapport
a T. Ensuite, on devra s’assurer une nouvelle fois que L n’interfere pas, en renforcant la
majoration qu’on a déja faite; cette contrainte provient de la comparaison entre hauteur
projective et hauteur canonique; on devra enfin faire une hypothese sur Tper, qui justifie la
signification de ce parametre (perte de multiplicité totale). On suppose donc :

T
_ >1et T"> ——. 2.
Naz = b 2 (2:5)

L<T*logT ; T*

Lemme 2.26 Si les parameétres L, T, T*, Ther et N vérifient les inégalités (2.4) et (2.5)
et si p € PaN[3,N], alors pour tout v € Kerlply, le polynome P est nul a un ordre > T*
sur ¢ar(x) + X

Preuve

Soit = un élément de Ker [p], ; on suppose par I’absurde qu’il existe A € N9 avec A < T
tel que 6* P ne soit pas nul sur ¢y (z) + Xay.

Soit € un nombre réel > 0. Par définition du minimum essentiel, et comme ¢,s est un

plongement fermé, il existe un élément « € X (Q) tel que
h(a) < fiess(X) +€ et dr P #0.

On se place sur louvert affine U, p choisi en 2.4.2 et on note cette fois K’ = K(A[p], a).
Compte tenu de la convention faite en 2.2.1 sur les normes ultramétriques et comme on
a: K(Alp]) € K’, la norme |.|,, n’augmente pas par extension et on sait déja majorer les

normes ultramétriques |62, , P, si w est une place de L et w/v :

|52+$p|w < p~(To=INI/p,
Aux autres places, on a la majoration évidente :

162+ Pl < max{1, |63, Plu}.

a+x

Ceci permet de faire intervenir la hauteur qu’on majore de la méme facon que dans le lemme
de Siegel. Cette fois-ci, la hauteur du polynéme n’est pas nulle mais on dispose justement de
la majoration fournie par le lemme de Siegel. On a plus précisément, pour c¢12 ne dépendant
que de A :

h(5)

a-+x

P) < 13 (LMh(a) + L+ h(P) + T*log(T* + L) + T*log(2M))

en utilisant au passage : h(a + z) = h(a), car 2 est un point de torsion.

On remarque que T* < T et on applique la formule du produit sur K’, en divisant par
le degré total de I'extension [K’: Q] :

- Z TN lo
2 . wpow . logp
0 < 1o (LM h(a)+ L+ h(P)+T log(4TlogT)) + g T

On fait ensuite tendre € vers 0 ce qui donne, apres simplifications :

T

per

T logp
[K:Q] p

0<ci2 <5L + cg log(T) + 3T*log(T)> -
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Et il existe une constante c13, ne dépendant que de A, telle que :

T logN

< c13T1log(T).

Puis par I’égalité de (2.5) :
logN T
N < ClSWIOg(T)'
On en déduit que : A? < ¢13log(T), ce qui est une contradiction par définition de A et par
(2.4). Le lemme est donc entierement démontré.

T

a

2.4.5 Extrapolation itérée

Comme dans le cas torique, le schéma de preuve qu’on a suivi oblige a itérer la phase
d’extrapolation. On itére donc k fois I’étape précédente, ou k est la codimension de X, pour
pouvoir ensuite appliquer le lemme de zéros.

On se donne donc une suite finie d’entiers N1 = N, ..., N, tels que pour tout 1 <i < k:
N; < N; vue 'hypothese (2.4) faite sur N, le logarithme de chaque N; est en particulier
négligeable devant A. On pose aussi :

Ty

To=Tetpourl1 <i<k: Tz:m

On pose enfin :
Ty

T
La suite d’hypotheses (2.5) faite pour écrire le lemme d’extrapolation s’étend de la fagon
suivante :

Tper =

L < TilogT et T > 1. (2.6)
On a donc la proposition :

Proposition 2.27 Sous les hypothéses du paragraphe 2.4.4, en supposant de plus que (2.6)
est vérifié, alors il existe un polynome P de degré L nul a un ordre T} sur

U ( U ¢M($1+"'+xk)+XM>,

(P1,pk)  wi€Ker[pilp, ,1<i<k

ot la réunion porte sur les (p;,pi), 1 < i <k, tels que pour tout i, p; € Pa N [3, Ny, et p;
est un idéal premier de Ok divisant p;.

Preuve
La preuve se fait par récurrence, grace au lemme d’extrapolation. Il suffit de remarquer
que la hauteur de Néron-Tate, donc le minimum essentiel, ne change pas si on translate
la variété par un point de torsion; et que par (2.6), les parametres intermédiaires T;, pour
1 <i <k, vérifient :
L <Tlogl et T; > 1.

a

Remarque Grace a une approche nouvelle dans la phase de transcendance, Amoroso a
récemment montré qu’on pouvait, au moins dans le cas torique, ne plus recourir a ’extra-
polation itérée et au lemme de zéros qui suit (confer [Amo07]).
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2.5 Lemme de zéros

On a démontré a la fin de la partie précédente qu’il existait un polynéme P de degré
controlé s’annulant sur de nombreux translatés de Xj;. Sachant cela, on commence par
se ramener a X (le plongement étiré n’étant plus utile aprés la phase de transcendance).
Le fermé de Zariski X sera par la suite une réunion de translatés d’une méme variété
(irréductible) V' par des points de torsion. On voudra alors comparer le degré de V' a celui
de P pour obtenir une contradiction. Cette comparaison est ’objet d’'un lemme de zéros,
mais on n’y parvient pas directement (sauf en codimension 1) et on doit tenir compte de
variétés obstructrices contenant un translaté de V. Dans ce contexte, il est particulierement
pratique de travailler avec des indices d’obstruction avec poids.

2.5.1 Le théoréme

Le lemme de zéros dont on aura besoin est une version raffinée des lemmes de zéros
classiques démontrés par Philippon. Une premiere version de ces lemmes raffinés a été
prouvée dans le contexte torique ([ADO03], 4) et sa généralisation aux groupes algébriques
(avec le formalisme tres souple des dessous d’escalier pour traiter la multiplicité) a été
annoncée dans cette méme référence.

On cite ici une version intermédiaire, la variété A étant un produit de courbes elliptiques,
et la multiplicité étant constante uniforme selon les directions tangentielles. De plus, comme
on va appliquer ce lemme sur A et non sur Ay, on considérera le polynéme P = om*(P)
de degré L = (M? +1)L.

Théoréme 2.28 Soit V une sous-variété irréductible de A, de codimension k, et X, ..., X
des sous-ensembles finis de A tels que pour tout 1 < i <k :

Y= U H;,

l:L...,Si

ou les H; | sont des sous-groupes de A ; et o = Hy, un sous-groupe fini de A. Soit de plus P
une fonction non identiquement nulle sur A, a coefficients dans Q, de degré L, qui s’annule
sur o+ -+ X+ V. Alors il existe une constante c14 ne dépendant que de A, deux entiers
1 <r <k <k, des indices j1,...,j5r—1 avec 1 < j; < s; pour | = 1,...,7r — 1, et des
sous-variétés algébriques Z; (j =1,...,s,) de A, propres, irréductibles et de codimension
k', contenant au moins une composante isolée de

20+H17]1 +...+H’f‘—17jr71+2T+"'+Zk+vy
telles que :
Tf’deg< U U (:U Tyt Zj)) < CMEk/.
$EEO+H1J1...+H7«_1J‘T71 7=1,....sp, yeHr,j

Preuve

Ce théoreme est un cas particulier du résultat principal de [AD07]. Remarquons qu'il
differe du théoreme torique de [ADO03] par I'introduction de multiplicités et par la présence
de X, justifiée par la derniére partie de la preuve.
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2.5.2 Degré d’une sous-variété obstructrice

Il s’agit maintenant d’adapter le lemme de zéros a notre cas, et d’en déduire la majoration
du degré d’une sous-variété obstructrice. On y arrive par un travail sur son stabilisateur.
Commencons donc par la définition :

Définition 2.6 Si Z est une sous-variété propre et irréductible de A, on appelle stabilisa-
teur de Z, noté Stab(Z), ’ensemble :

{(reAa+Z2=2}=)(Z-xa).
r€Z

On a les propriétés suivantes pour le stabilisateur :
dim(Stab(Z)) < dim(Z) et : deg(Stab(Z)) < deg(Z)dm#)+1,

La premiere suit de la définition, et la preuve torique de la seconde (dans [AD99], 2) se
transpose sans changement aux variétés abéliennes.

Les théoremes de zéros classiques (comme [Phi96]) majorent directement le degré du
stabilisateur d’une variété obstructice. On se rapprochera ici de la démarche de [ADO03], en
majorant le degré d’une variété obstructrice Z. Mais on ne “décalera” pas cette variété en
considérant son image par 'isogénie de multiplication par un entier [.

En effet, dans le cas abélien, comme on se limite aux points de torsion se réduisant
sur 0 modulo certains idéaux p, 'isogénie [I] (pour un certain entier /) n’est pas adaptée. Si
toutes les courbes elliptiques sont CM, on peut remédier a cela en prenant un relevement du
Frobenius en caractéristique nulle ; on peut aussi travailler avec des premiers supersinguliers,
si ceux-ci sont de densité positive. Mais dans le cas général, on renonce a travailler avec
une isogénie, et on se donne la possibilité, pendant la descente, d’appliquer le résultat de
la transcendance a des réunions de translatés de la variété de départ (qui ne sont donc pas
irréductibles).

On adapte le théoreme précédent au fermé X et a la fonction ¢p/*P. Pour i > 1, les H;
sont les sous-groupes formés des points de p;-torsion se réduisant sur 0 modulo p;, pour un
idéal premier p; de O divisant p;. On reprend maintenant les hypotheses du paragraphe
2.4.5 et on suppose que :

X =V 4+ 3,

ou V est une variété irréductible et g = Hy, un sous-groupe fini de A. L’ensemble Yy nous
permettra de traiter la phase de descente. On suppose de plus que V' n’est pas incluse dans
un translaté de sous-variété abélienne propre de A et que les ensembles :

P; C PaN[N;/2,N;] sont 2 a 2 disjoints, (2.7)

ce qui est indispensable pour ce travail combinatoire, et nous poussera a prendre les N;
tres espacés. On note B le cardinal de Hy et on suppose enfin que B est premier a tous les
premiers des P;, pour 1 <1 < k.

Sil= H?Zl p; avec, pour tout 1 <i <k : p; € P; ou p; =1, on note :

Ker[l]* = @ Ker[p;]p,-

On obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 2.29 i existe des entiers 1 < r < k' < k, un entier |l € Py---P, et une sous-
variété Z de A propre et irréductible, de codimension k', contenant un translaté de V' par
un point de torsion, tels que :

B 19
|Ho N Stab(Z)] [Ket[l]* N Stab(Z)]

TP, | deg(Z) < c1s A(LM?¥,

pour une constante c15 ne dépendant que de A.

Remarque Le facteur dans le membre de gauche correspondant a la contribution de X
n’interviendra que dans la phase de descente. Pour simplifier les calculs qui viennent, on

pose :
B

Y0,2) = ———.
J(Zo, 2) Stab(Z) N Hy|
Preuve
La proposition 2.27 étant vérifiée, on applique le lemme de zéros avec V, ¥g et pour
1<i<Ek:

2 = U Ker[p]p,

PEP;
ofl pour tout p € P; : p est un idéal premier de O divisant p. On prend aussi P = ¢, (P)

et on remarque que L = LM?2.

Il existe donc deux entiers k' et 7 tels que : » < k' < k, des couples (p;,p;) tels que
pi € P; pour 1 <4 <r —1; une sous-variété algébrique Z, de A (propre et irréductible, de
codimension k') et p un idéal premier divisant p dans Ok, pour tout p € P,, tels que :

Tf’ deg( U U U :U—G—y—i—Zp) < epl¥.
PEPr ze (@) Kerlpily, @ To ) YEKerlPls

La somme indexante pour x est bien directe, par les hypotheses faites sur B et les P;. De
plus, pour tout p € Py, la variété Z, contient un translaté de V' par un point de torsion.

Les entiers r et k' sont déja fixés. Posons Iy = p; - - - p,_1, et prenons p, € P, tel que :

(lopr)g
deg(Z
[Ker[lop,]* N Stab(Z,, )| 8(Zp,)

f(z()? va»)

soit minimale puis posons | = lop, et Z = Z,,.. Il s’agit de majorer cette quantité pour avoir
le corollaire. On partitionne P, en introduisant la relation d’équivalence suivante :

P~ Q= (EI a € X @ Ker[lp]" & @ Ker[pplp,, tel que o + Z, = Zq).
Pn€Pr

On note Cy, ..., C; les différentes classes d’équivalence. Les variétés Z,, sont irréductibles et
il en va de méme pour chacune de leurs translatées. Si p et ¢ appartiennent a des classes
différentes, les réunions

U x+ 2,

zeXo®Ker[lg]*®Ker[plp

n’ont aucune composante en commun et on peut additionner les degrés :

Tf/ zs: deg( U U T+ Zp> S Cl4l~;k/.
j=1

p€EC; zeXodKer[lo]* DKer[p]p
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Soit p € P,. Le stabilisateur de Z, ne dépend que de la classe d’équivalence de p
puisque si g est dans la méme classe que p, Z,; est un translaté de Z,. On appelle S;
le stabilisateur commun aux Z,, pour p € C;. Pour chaque classe C;, on fixe un premier
p; € C;. Pour tout autre premier p € C;, il existe donc deux éléments o, € P Ker[py]p,
et n, € o @ Kerl[lp]* tels que :

pnep'r

ap +1p+ Zp = 2y,
Soit p # ¢ dans la méme classe C; et soit wy, € Ker[p]y, wy € Ker[g]q. Si les réunions

U s+w+7, (2.8)

zeXo@Ker[lg]*
pour £ = p et £ = ¢ ont au moins une composante commune, c’est qu’il existe un élément
Np.q € 2o & Ker[lp]* tel que :
Wp+ Zp =Npg+wg+ Zg.
On en déduit, grace aux deux dernieres égalités, que :
T = 0y —wp — g +wg + (np =0+ Npg) €S

On note o} la composante selon p,, de a,. Remarquons que aof — o — w, € Ker[pl,, de

méme : ag — af —wy € Kerlqlg, et : ng — np +npq € Lo & Ker[lo]*. Le nombre p est premier

aq, alg, a B et a tous les autres premiers de P,. 1l existe donc une relation de Bezout :
up + vl H pp = 1.
Pn#PEPr ou pn/B

On en déduit, avec ce choix des p,, que :

[vlo Hpn]x = [wlo Hpn](aﬁ - O‘Z —wp) = 045 - 0‘5 —wp € Sj;
Pn Pn

puisqu’il suit de sa définition que le stabilisateur est stable sous la multiplication par un
entier. Par contraposition, si :

wp € Ker[ply \ (ozg —of +8)) et wy € Ker[gq\ (o — o 4+ S;),

les réunions (2.8) n’ont pas de composantes communes. 11 suit :

deg( U U U a:+5+Zp> >y deg( U U a:+§+Zp>.

p€EC; xeXo@Kerl[lp]* £€Ker[p]p peC; zeXo®Ker[lg]* £€Ker[p}p\(a§fagn +Sj)

Fixons j et p € C;. On va calculer le degré de la réunion totale en fonction de deg(Z),).
Comme les idéaux premiers p de Ok divisant p € P4 sont simultanément ordinaires pour
toutes les courbes elliptiques F;, on a :

deg( U U x+£+2p> B B 0) i de(Z,). (29

z€To@Ker[lo]* £€Ker[ply |S; N (Ker[lpp
A cette réunion, il faut retrancher :

38
deg< U U T+ 6 + Zp> S f(EOa Zp)wj{wdeg(@,)

TEX @Ker[lo} * {6052—045” +Sj
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En effet, il y a au plus |C;| points de la forme o}, . Notons (fj le sous-ensemble de C; formé
des p divisant [S; : SJO], ou 8}) désigne le plus grand sous-groupe connexe de S;. Si p ¢ C;,
on peut comparer les termes apparaissant au dénominateurs des deux dernieres formules :

|S; N (Ker[lop]*|

|Sj N Ker[lo]*| = S,

Comme V n’est pas inclus dans le translaté d’une sous-variété abélienne propre, il en va de
meéme pour tous les Z,, et on déduit immédiatement de la définition du stabilisateur que :
dimS; < dimZ,; < g — 1. Il suit :

C;] (lop)9deg(Zy)
deg( U U r+E+ Zp> > (1 - pQ>f(zo, Z,) ysjom Korliopl |

zeXo®Kerllo]* ¢€Ker[plp\ab—ab, +S;

En fixant j, on somme maintenant sur ’ensemble des p. En tenant compte des définitions
de [ et de Z, on obtient :

) (3o, Z) 19
w(U U U wrerz) = (6060 i3 %) T e

peCj zeXodKer[lp]* £€Ker[p]p

2 5 f(EO') Z) l
= <§|Cj’ - |Cj’> Stab(2) N Ker[| (8(%):

ou on a utilisé la définition de P4 pour majorer : Zpec % On a plus directement, a partir
de (2.9) et sans faire de dénombrement dans C;

f(30,2) 19
deg( U U U $+§+Z) Stab(Z ngerm*’deg(Z).

p€EC; zeKer[lp]|* P £E€Ker[p]p

Il reste & estimer le nombre de premiers divisant [S; : S]Q]. Or on a :

log[S; : S ]

og3 < log deg(S;) < glog deg(Z,,) < A.

IG5l <
On a ici majoré le degré du stabilisateur en fonction de celui de la variété (par la propriété
donnée au début du paragraphe), puis on a utilisé grossierement le lemme de zéros pour
majorer deg(Z,,).

Une étude de fonction nous donne 'inégalité : max{x — y;1} > Qly, valable pour x > 0
et y > 1; on en déduit :

2 .
max{ 2| - |C|1}>’3£.

Le corollaire suit en sommant sur les classes d’équivalence et en prenant ci15 = 3cy4.

g(Z)
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2.6 Démonstration du théoreme

Pour finir la démonstration du théoreme 2.5, on va d’abord choisir les parametres de
sorte a pouvoir utiliser le corollaire 2.29. On obtiendra une inégalité (proposition 2.30),
qui ne nous permettra pas de conclure immédiatement, car il manquera une hypothese de
coprimalité entre deux nombres choisis simultanément (I'un étant le cardinal de la partie
discrete du stabilisateur d’une sous-variété). On devra alors itérer cette proposition pour
construire une suite de variétés vérifiant le méme type d’inégalité; cette partie, dite de
descente, imposera I’hypothese : codim(V) < 2.

2.6.1 Choix des parametres

On commence par fixer les parametres qui sont encore libres & ce stade de la preuve,
a savoir : L, Ty, les N; et les P;, 1 < i < k. Ceux-ci dépendent d'un fermé X =V + ¥g;
on fixe donc V' une sous-variété propre (et irréductible) de A, de codimension k. La phase
de descente nous force, en contrepartie, a introduire deux nouveaux parametres : p, un réel
positif, et R un entier strictement positif. On fait les hypothéses suivantes concernant ces
deux parametres :

A > max{Cplog(3w(X)),logR} et: 1<p< (5(21{)’““)’“1.

Les hypotheses que doivent vérifier les parametres sont regroupées dans la phase d’extra-
polation (2.4.4 et 2.4.5). A celles-ci s’est ajoutée I'hypothese (2.7) de 2.5.2 sur les ensembles
P;. On choisit d’abord les N; ; ceux-ci doivent étre assez espacés pour que (2.7) soit vérifiée,
et ils doivent étre majorés par une puissance de log(3w(V)). On pose :

N; = AP@RFFETE
Et:
Pi={p € Pa,N;/2 <p < Ny,pt R};
on vérifie immédiatement (2.7).
On rappelle que :
Tper = ANy - Ny et T = TjTper-

On pose aussi :
Ty = Toer @(Tper, X) et L = [(2Tw(Tper,X))1/2] +1
On vérifie aisément, comme on I’a supposé en 2.4.4, que :
T > Tper = ANy - Nj, > max{3, c7}.

L’hypothese (2.4) faite en 2.4.4 est vraie pour logT’, logN; (on rappelle que N = Njp) et
logL. On a aussi :

2Tw(Tper, X)

7

et on voit, en utilisant le lemme 2.10, que (2.4) est aussi vérifiée pour logM. Cette méme
inégalité couplée avec la définition de L montre qu’on a aussi : M? < L. Il en va de méme
pour ’hypothese (2.6), cruciale dans l'extrapolation. On a en effet :

M? <

1/2

L2 (sz(Tper, X))

= - < 2T,/ Ty < 2V2.
k k

<
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Les conditions sont donc réunies pour qu’on puisse exploiter le corollaire 2.29. La discus-
sion précédente a fait apparaitre l'intersection de Ker[l]* et du stabilisateur de Z. Il s’agit
d’un groupe fini et son cardinal divise une puissance de [. On note alors, pour simplifier la
discussion qui suit :

|Ker[l]* N'Stab(Z)| = A(Z).

On rappelle aussi la notation suivante :

B

1602 = bz A Bl

Proposition 2.30 On suppose que X n’est pas incluse dans le translaté d’une sous-variété
abélienne et que son minimum essentiel est majoré de la fagon suivante :

1

Iaess(X) W(X) < W

Alors il existe un entier | strictement positif et une sous-variété Z de codimension k' conte-
nant un translaté de V' par un point de torsion tels que :
— L’entier | est premier avec R et :

[ < AR

— On a Uinégalité :

g 1k
<Wd€g(z)> < APlw(l, X),

Preuve

Pour appliquer le corollaire précédent, il reste a voir que I’hypotheése faite ici sur le
minimum essentiel est plus forte que celle faite en 2.4.4. Par le lemme 2.10, le choix des
parametres et les sommes des termes d’une suite géométrique, on a :

L N V2 _ 1 - 1
Tw(Tper, X) — Tw(Tper, X) Tperw(Tper, X) — w(X)Adp2k)FH1

On peut donc appliquer le corollaire 2.29 et il existe deux entiers strictement positifs
r < k' <k, un entier [ € Py --- P, et une sous-variété algébrique Z propre (et irréductible)
de A, de codimension k', contenant un translaté de V par un point de torsion, telle que :

o (20, 2)19 ok + i
TF P, | =2 dee(Z) < eis AMPF LK
v | Prl NZ) deg(Z) < c15

Par construction des P;, I'entier [ est premier avec R et on a les inégalités :
27"Ny-- N, <I<Ny---N, < Ap[(Zk)2+...+(2k)k+1]'

On majore 'exposant comme suit :

k+1 ‘ k+1 '
D @2kY < —k+ Y (2k) <2(2k) —k,
=2 i=1

par 'inégalité :
1—|—x+-~-+xh§2xh pour h € Net x > 2.
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On a donc démontré la majoration de .

On doit encore prouver le second point. Comme A > (Y, la définition de N, montre que
ce parametre est grand devant toutes les constantes du probleme. On peut donc appliquer
le théoreme des nombres premiers qui, joint a la densité de I’ensemble P4, montre que pour
une constante cig > 0 ne dépendant que de A :

N, logR
l0gN, ~ Tog2"

|Py| > ¢

On observe que : logN, < A'/2 (par choix de Cp) et on a aussi :
A > logR.

On en déduit :
k+277‘_1
7

1P| > Ap(%)’““”—l(q(jAl/? —1) > AP(2k)

par choix de Cjy, et parce que c1 > 0.

Par le lemme 2.4 de [ADO3], comme [ < Ny --- N, < Tper, 0n a :

Ter
W(Tper, X) < Ew(l, X) < 27A%Negy - Ne w(l, X),

ol on convient que le produit N, --- N vaut 1 si r = k. De plus, le méme argument que
celui employé pour majorer [ nous donne :
Nyy1---Ni < A2p(2R)FHI=T

On peut donc majorer :

Yo, Z)19 /K AVK p2L
f(Zo, 2)19 2(2) C15
AZ) P |YKT,
AYFTw(Ther, X)
P [VRT,
l Al/kl+4kNr+12 oo Nj,
|Pr|1/k/Nr+1 -+ N,

IN

2¢15

2
S 22T+1015 w(l,X)

L’exposant h de A dans cette derniére majoration est donné par :

hoi= 4k +p((2k)% + -+ (26)"TT) — (p(2k)M T2 — 2) /K.

< p((Zk) NI (Qk)kﬂ—r) . 2p(2k;)k+1_7"
< plk =) (2k)F" 4 p(2k)FHITT — 2p(2k)F LT
< —p(k+7)(2k)" " < =2p.

On a donc finalement :

1/k'
(f (i;(z’ZZ))lg deg(Z)) < APlw(l, X)),

en faisant disparaitre les constantes avec A”, et le résultat suit par les propriétés immédiates
de 'indice d’obstruction avec poids.
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a

Remarques Posons X = V et ¥y = {0}. Si on savait assurer la coprimalité entre [ et
[Stab(Z) : Stab(Z)"] (deux objets construits simultanément), on pourrait déja clore la
preuve, car on aurait :

\NZ) < ldim(Stab(Z)O) < 19K,

la deuxieéme inégalité provient du fait que V, donc Z, n’est pas le translaté d’une sous-
variété abélienne. La variété Z contenant un translaté de V par un point de torsion, on a

de plus :
1K
w(l,V) < (ldeg(Z)) ,

et une contradiction suivrait immédiatement.

Notons aussi que grace a la prise en compte de la multiplicité T;. dans le lemme de zéros,
on a réussi a améliorer légerement 'exposant de A dans I’hypothése faite sur le minimum
essentiel ; il valait en effet 4p(3k)**! dans le cas torique.

2.6.2 Itération et fin de la preuve

Cette construction ne permet pas de conclure, et on est amené a itérer la derniere
proposition. C’est a ce stade de la preuve qu’on utilise crucialement ’hypothese sur la
codimension de V. En effet, on n’a pas pu mettre en place la stratégie de descente, devenue
classique dans les travaux diophantiens sur la minoration de hauteurs, en codimension
quelconque.

Une des raisons principales de 1’échec de cette démarche est la suivante : la procédure
diophantienne donne ’existence d’une sous-variété obstructrice vérifiant une propriété “pa-
thologique” ; contrairement au cas torique (et parce qu’'on ne peut pas recourir a une
isogénie adaptée), on perd trop d’information en extrayant une hypersurface contenant
cette variété obstructrice. Le passage par I’hypersurface est pourtant indispensable pour
garantir ’emboitement, et par suite ’égalité des dimensions apres k itérations.

Preuve (du théoreme 2.5)
On peut maintenant démontrer le théoréme 2.5. Soit V' une sous-variété propre de A qui
n’est pas incluse dans un translaté de sous-variété abélienne de A, de codimension k < 2.

On pose :
A = Cflog(3deg(V)),

et on suppose que :

k
w(v)ﬂess(v) < A_(g(Qk)k+1) .

Premiere étape. Pour utiliser la proposition 2.30, on doit définir :
pr = (52K et Ry = [Stab(V) : Stab(V)?].

On a, en tenant compte des propriétés du stabilisateur suivant la définition 2.6 :

log(R;) < log<deg(Stab(V))) < glog(3deg(V)) < A.
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On applique alors la proposition 2.30 avec X = V, ce qui nous donne l’existence d’un entier
[1 et d’'une sous-variété Z; de A, propre et de codimension k1, contenant un translaté de V
par un point x1, et telle que :

l? 1/k1
deg(Z < AP w(ly, V).
<)\1(Z1) g( 1)) 1w(l, V)

De plus, on peut supposer que V est de codimension 2 et que Z; est une hypersurface. Sinon,
on aurait : Z1 = x1 + V, car ces variétés seraient de méme codimension et : 1 +V C Z.
Dans ce cas, 'entier [1 serait premier a

[Stab(V) : Stab(V)°] = [Stab(Z;) : Stab(Z;)"],

et la remarque suivant la preuve de la proposition 2.30 montre qu’on aurait une contradic-
tion.

Deuxiéme étape. On itére maintenant la proposition 2.30 en posant :
Vi= U z+V.
z€Stab(Z; )NKer|l1]*
Puis :
pa = (5(2k)*1)* 7 et Ry = [Stab(V') : Stab(V)?] x [Stab(Z)) : Stab(Z1)°] x 1.

La derniére condition permet que le cardinal de Xy soit premier a tous les premiers des P;
dans la phase combinatoire. On vérifie une nouvelle fois (par les majorations du degré de
Zy et de [y données par la proposition 2.30) que :

log(Rs) < glog(3w(V)) + g°log(w(V)) + 3log(l) < A.

On doit aussi majorer :

W(Vl)/lessa/l)-

Le minimum essentiel de V] est celui de V' puisqu’on translate par des points de torsion.
Quant & l'indice d’obstruction, comme z1 + V4 C Z; (par définition de ces deux variétés),
I'inégalité sur le degré de Z; donne :

wV1) < hw(ly, V) < Bw(V). (2.10)
On obtient donc :

W(Vl)/less(‘/l) S l%w(v)ﬂess(v) S A—(Q(Zk)k+1)k+4p1(2k;)k+1 < A(Qk‘)(k+1)(—9+5) S A—4(2k‘)k+1.

Par (2.10), on a enfin :
Colog(3w(V7) < A.

La proposition 2.30 avec X = Hy = Stab(Z;) N Ker[l1]* donne l'existence d’'une variété Zo
de codimension ko contenant un translaté xzo + V, telle que :

S, Z)l Ve
(P2 aeg(z) ) < APt 1),
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On remarque que Z, contient les translatés de x2 + V' par les points de Hy N Stab(Z2). On
a:
deg( | w+%) < (S0 Zo)deg(Z);
xEZo/(ZoﬁStabZQ)

et cette réunion, notée Z5, contient un translaté de Vi. Si Zy est de codimension 2, on a
encore une égalité : Zy = x5+ V et on en déduit que Iy est premier & [Stab(Zz) : Stab(Z3)"].
11 suit :

1/2
(deg(23)) " < AP0, 1),
ce qui est absurde, puisque Z) contient un translaté de Vj.

Les deux variétés Z; et Zs sont donc des hypersurfaces, qui contiennent toutes deux
un translaté de V', de codimension 2. Quitte a translater ces deux variétés (ce qui est sans
conséquences sur le degré et le stabilisateur), on suppose que V' C Z; N Z,. 1l reste & com-
parer Zj et Zs pour finir la preuve.

Cas 1. L’intersection Z; N Zs est de codimension 1. Les deux hypersurfaces (irréductibles)
sont donc égales. Par construction, Z; contient V7 et on a :

w(Vh) < deg(Z1) < deg(Z2).

En outre, 1’égalité des variétés nous montre que lo est premier a la partie discrete du
stabilisateur de Zs, et comme cette hypersurface n’est pas incluse dans un translaté de
variété abélienne (puisque cette propriété est vraie pour V C Zs) :

Iy !
w(hn) < A—p2>\27

(Vi) < A~Pu(WY).
2 2)

On obtient donc une contradiction.

Cas 2. L’intersection Z7 N Zy est de codimension 2. Dans ce cas, cette intersection contient
V', mais elle contient aussi les translatés de V' par les points de Hy N Stab(Zs). Comme le
cardinal de ce groupe divise une puissance de [, la partie discréte du stabilisateur de V
n’intervient pas et on a :

‘H() N Stab(Zg)’
deg( U x+ V) > dim(V)—1 deg(V).
x€HoNStab(Z2) 1

On a utilisé au passage le fait que V n’était pas un translaté de variété abélienne. Par le
théoreme de Bézout, il vient :

179
M (Z1) f(Xo, Z2)

deg(V) < deg(Z;)deg(Zs)

1—
A"PL ll J

2
< M Z0f (%o, ZQ)lzw(ll,V)w(Vl).

La majoration des termes en lo a été grossiere car ceux-ci sont négligeables devant A1 par
la majoration de [y suivant la proposition 2.30. On en déduit :

deg(V) < AP Bw(ly, V)w(Vh).
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Par (2.10), on trouve :
Lideg(V) < A™P13w(1, V)2 < A¥w(ly, V)2,

et le réel u vérifie :
u < —p1 + 4p2(2/€)k+1 < 0.

C’est a nouveau une contradiction.

Conclusion. Il en résulte que V' contredit la majoration annoncée au début de cette preuve.
On en déduit :

fless(V) =

« (1og(3ae5(v)))

ot A(k) = (9(2k)F+D)k et C(A) = ﬁ, qui ne dépend que de A.
0

Remarques Notons d’abord que dans le cas ou les E; sont toutes a multiplication complexe,
I'existence d’un relevement du morphisme de Frobenius pour presque toute place de K
permet de démontrer la méme minoration en codimension quelconque. En effet, la fin de la
preuve, a partir du paragraphe 2.5.2, est alors, a quelques détails pres, la méme que dans
le cas torique, en remplagant 'isogénie [I] par le relevement du Frobenius associé.

On n’a pas pu traiter la codimension quelconque car les techniques de descente résistent
pour l'instant en codimension supérieure & 2. Il est cependant encourageant de voir qu’en
codimension 2, le premier cas non-trivial, on a su mettre en ceuvre ces techniques.



Chapitre 3

Bogomolov effectif et méthode des
pentes

3.1 Introduction

On souhaite par ce travail, et sous certaines conditions, étendre aux variétés abéliennes
la minoration du minimum essentiel déja obtenue dans les produits de courbes elliptiques.
Une telle minoration est une version quantitative de la conjecture de Bogomolov dont la
formulation originale concerne les courbes algébriques.

Si C est une courbe algébrique de genre g > 2 définie sur Q et plongée dans sa jacobienne
J(C), on note h la hauteur canonique sur J(C'). On a alors la conjecture suivante, énoncée
par Bogomolov en 1981 et démontrée par Ullmo en 1996 :

~

Théoréme 3.1 1 eziste € > 0 tel que {x € C(Q), h(x) < €} est fini.

Puisque les points de torsion sont exactement ceux de hauteur nulle, le théoreme d’Ullmo
généralise le résultat suivant, connu sous le nom de conjecture de Manin-Mumford et démontré
par Raynaud (dans [Ray83]) :

Théoréme 3.2 Les points de torsion de J(C) qui sont dans C(Q) sont en nombre fini.

Plus généralement, soit V' une sous-variété algébrique d’une variété abélienne munie d’un
fibré ample et symétrique, et h la hauteur de Néron-Tate associée a ce fibré. On commence
par donner un analogue en dimension supérieure de '’hypothese faite sur le genre :

Définition 3.1 On dit que V est de torsion si V est la translatée d’une sous-variété
abélienne par un point de torsion.

Une courbe algébrique de torsion est en particulier de genre 1. On introduit par ailleurs le
minimum essentiel, pour décrire les points de petite hauteur dans V :

Définition 3.2 Le minimum essentiel de V est :
fies (V) = inf{6 > 0,V(8) = V@),
ou V(0) = {z € V(Q), h(z) < 0},
et WZ est son adhérence de Zarisks.

On a alors la généralisation suivante du théoreme 1, démontrée par Zhang (confer [Zha98]) :

o7
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Théoréme 3.3 Soit V une sous-variété propre d’une variété abélienne A. Le minimum
essentiel de V' est nul si et seulement si 'V est de torsion.

Remarque Ici, “V est une sous-variété propre de A” signifie que V' C A.

Le résultat analogue est vrai si on remplace A par un tore (confer [Zha92]) ou plus
généralement par une variété semi-abélienne (confer [DP00]).

On peut chercher a obtenir une version quantitative de ce résultat, en précisant e dans
le théoreme 1. Ceci revient, en dimension supérieure, a minorer le minimum essentiel d’une
variété qui n’est pas de torsion. Grace au théoreme des minima successifs démontré par
Zhang (dans [Zha95a]), il est équivalent de minorer la hauteur d’une telle variété. Depuis
les travaux de Bombieri et Zannier (voir [BZ95] pour le cas torique et [BZ96] pour le cas
abélien), on sait qu’on peut espérer obtenir une borne “uniforme” pour le minimum essentiel,
ne dépendant que du degré de V et de la variété abélienne A.

Amoroso et David obtiennent une majoration optimale aux termes logarithmiques prés
en le degré de V' pour les sous-variétés d’'un tore (voir [ADO03]). Le degré y est remplacé par
un invariant plus fin qui apparait naturellement avec les techniques diophantiennes, I’indice
d’obstruction.

Définition 3.3 Soit V une sous-variété propre et irréductible de S une variété semi abélienne
munie d’un fibré ample. On appelle indice d’obstruction de V', noté w(V) :

w(V) = inf{deg(2)},
ot linfimum est pris sur ’ensemble des hypersurfaces irréductibles de S contenant V.

Par le plongement standard G}, — P™, on obtient une hauteur projective h sur les points de
G, et un minimum essentiel fiegs sur les sous-variétés de GJ.,. Amoroso et David démontrent
la minoration suivante :

Théoréme 3.4 Soit V' une sous-variété propre (et irréductible) de G}, de codimension k
qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de GI',. On a alors :

ﬂess(v) > :ET‘L/)) X (log(BM(V)))*)\(k)’

ot ¢(n) est un réel strictement positif et (k) = (9(3k)*+D)k,

Dans le cas des variétés abéliennes, on dispose déja de résultats quantitatifs et incondi-
tionnels, mais la dépendance en le degré n’est pas aussi bonne. On a (confer [DP02]) :

Théoréme 3.5 Soit A une variété abélienne de genre g > 2 définie sur Q, principalement
polarisée par un fibré M, et V une sous-variété algébrique de A qui n’est pas translatée
d’une sous-variété abélienne. Alors :

min{1; Rinj}Q(b“‘l)
g — k + 1)deg(V)2k(®+1)’

IEI’GSS(V) Z 211g3(

ou k désigne le nombre minimal de copies de V —V dont la somme est une sous-variété
abélienne de A , b la dimension de cette sous-variété abélienne et Riyj la plus petite norme
de Riemann d’une période d’une conjuguée de A.
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Le terme au numérateur, appelé rayon d’injectivité, est relié au terme de hauteur h(A)
(hauteur projective de I'origine dans le plongement associé & M®16) par le lemme “matriciel”
de Masser (voir le lemme 6.8 de [DP02]). Cette minoration est monomiale inverse en le degré,
alors que dans le cas torique, elle est linéaire inverse en l'indice d’obstruction (aux termes
logarithmiques prés), ce qui correspond & une minoration en deg(V)~1/¥,

Remarquons enfin que ’hypothese du théoreme 3.5 (V n’est pas un translaté de sous-
variété abélienne propre) est plus faible que son analogue torique dans le théoreme 3.4 (V
n’est pas incluse dans un translaté de sous-tore propre) ; cette différence se ressent des qu’on
obtient des résultats comparables au théoreme 3.4 et on peut préciser la minoration sous
I’hypothese faible, en faisant intervenir la dimension du plus petit translaté de sous-tore
propre contenant V' (voir le corollaire 1.6 de [AD03]).

Résultats

On poursuit ici le travail commencé dans [Gal07], en vue d’obtenir une minoration, pour
les sous-variétés de variétés abéliennes, comparable a celle connue dans le cas torique. Soit
donc A une variété abélienne définie sur K un corps de nombres, et L un fibré ample et
symétrique sur A. Soit de plus A un modele entier de A sur O . Les méthodes employées
dans le cadre multi-elliptique laissaient espérer le méme type de minoration en codimen-
sion r < 2 sous I’hypotheése suivante (on renvoie a infra, 3.2.1 pour plus de détails sur la
réduction ordinaire, et a 3.2.3, sur la définition de la densité, qui est la densité naturelle) :

Hypotheése H1 Il existe une densité positive d’idéaux premiers p en lesquels la fibre spéciale
Aj est ordinaire.

Pour obtenir un résultat plus large, on a essayé de travailler avec des idéaux premiers
ayant un autre type de réduction. Plusieurs obstructions sont apparues, nous forcant a faire
I’hypothése suivante sur A (voir infra, 3.2.2 pour plus de détails) :

Hypothése H2 1l existe une densité positive d’idéaux premiers p pour lesquels le p-rang
de la fibre spéciale Ay est égal a 0 ou a g.

Il a été d’abord nécessaire de supposer que le p-rang est égal au rang de Hasse-Witt (ou
est nul) pour trouver de bonnes propriétés métriques p-adiques pour A (p étant un premier
de Z), reliées au type de réduction modulo p, pour p un idéal premier de O divisant p.

La preuve proprement dite, de nature diophantienne, nous a ensuite amené a travailler
avec des idéaux premiers p pour lesquels la fibre A4, a un p-rang égal a 0 ou g. En effet,
lorsque l'idéal premier p de Ok n’est plus a réduction ordinaire, la propriété métrique
obtenue est plus faible et on a besoin, en guise de compensation, d’'un grand nombre de
points de torsion se réduisant sur 0 modulo q (pour ¢ divisant p dans une extension idoine).
Ceci est vérifié si le p-rang est égal a 0.
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On démontre le résultat conditionnel :

Théoréme 3.6 Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombre. On suppose
qu’il existe un modéle entier A de A vérifiant H2. Alors on a la propriété P(A) suivante :
pour toute sous-variété V. propre (et irréductible) de codimension r < 2 dans A, si V n’est
pas contenue dans le translaté d’une sous-variété abélienne propre de A, on a :

C(A)

o) > os(3dex(v) ),

ﬂess(v) >

ot C(A) est un réel strictement positif ne dépendant que de A et ot A(r) = (16(2r)"+D),

La constante C'(A) est d’autant plus explicitable dans le contexte des pentes; cependant,
la méthode employée est coliteuse en terme de la hauteur de A et ne peut pas égaler les
meilleures minorations obtenues par David et Philippon.

Les produits de courbes elliptiques, tout comme les variétés abéliennes CM, vérifient
la propriété H1, qui implique clairement H2. Le théoreme 3.6 généralise donc le principal
résultat de [Gal07]. L’hypothese H1 est I'objet de la conjecture “folklorique” suivante :

Conjecture 3.7 Pour toute variété abélienne A définie sur K un corps de nombres, quitte
a étendre K, il existe un modeéle entier A de A vérifiant H1.

Sous cette conjecture, la propriété P(A) est vérifiée pour toute variété abélienne A définie
sur K un corps de nombres. Remarquons qu’on peut méme conjecturer, comme le fait
Pink dans [Pin98], 7, que les premiers ordinaires sont en densité 1 (en étendant le corps de
définition de A).

En dimension 1, pour une courbe elliptique F, le résultat est connu. Plus précisément,
on sait que la densité de tels idéaux est 1 si £ n’est pas CM (voir [Ser68], IV, 13), 1/2 si
elle est CM.

La validité de H1 a été étendue aux surfaces abéliennes par les travaux de Katz et Ogus
(voir [Ogu82] 2.7, en remarquant par le théoreme de Chebotarev que les premiers de degré 1
ont une densité positive). Des conditions suffisantes, portant sur les groupes de monodromie
G (associés a chaque nombre premier 1) de la variété abélienne, ont été données par Noot,
puis Pink (voir [Noo95], 2 et [Pin98], 7).

Rappelons que la minoration fine du minimum essentiel permet d’obtenir des résultats en
direction des conjectures formulées par Zilber sur les variétés semi-abéliennes (dans [Zil02]),
puis Pink sur les variétés de Shimura mixtes (voir [Pin05], conjectures 1.2 et 1.3). Pour §
un sous-ensemble de GJ},, on note :

Se ={zy,x € S,y € G, h(y) < €}
En utilisant le théoreme 3.4, Habegger a démontré le résultat suivant (voir [Hab06]) :

Théoreme 3.8 Soit C une courbe dans G}, qui n’est pas incluse dans le translaté d’un
sous-tore propre, alors il existe € > 0 tel que C'N"H, est fini, ot :

H= |J H,
codimH =2

la réunion portant sur tous les sous-groupes algébriques de Gl ayant la codimension pres-
crite.
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Ce théoreme généralise a la fois le théoreme 2 de [BMZ99] et la propriété de Bogomolov
pour les courbes plongées dans les tores. Récemment, Maurin a démontré la conjecture de
Zilber pour une courbe plongée dans un tore, en utilisant le théoreme 3.8 et une inégalité
de Vojta uniforme. Plus précisément, si C' est une courbe et S un sous-ensemble de G},
notons :
E(c,Sy=cn |J S-B,
codim(B)=2

ou la réunion porte sur les sous-tores de codimension indiquée. Maurin prouve d’abord
(théoreme 1.5 de [Mau07]) :

Théoreme 3.9 Soit C une courbe de G}, qui n’est pas incluse dans le translaté d’un sous-

tore propre et I' un sous-groupe de rang fini de G},,. Alors il existe un réel e > 0 tel que
lensemble E(C,T;) soit fini.

Et il en déduit :

Corollaire 3.10 Soit C' une courbe algébrique irréductible de G}, non incluse dans un
sous-groupe algébrique propre. Alors C N'H est fini.

Ce corollaire améliore le résultat principal de [BMZ99], qui suppose que C n’est pas incluse
dans un translaté de sous-groupe algébrique propre.

Le théoreme 3.6 est donc la premiere étape, sous la conjecture 3.7, d’un programme qui
permet d’attaquer la conjecture de Zilber-Pink sur les variétés abéliennes.

Plan de Particle

On démontre le théoreme 3.6 en utilisant la méthode des pentes, formalisée par Bost
dans [Bos96b]. La deuxiéme partie est consacrée a la démonstration d’une propriété p-
adique obtenue par 1’étude du groupe formel d’une variété abélienne en caractéristique p.
On commence par faire quelques rappels sur le p-rang d’une variété abélienne, puis sur la
théorie des schémas en groupes. On obtient ensuite un résultat métrique p-adique précis,
pour les points de p-torsion de A se réduisant sur 0 modulo un idéal premier q divisant
p dans une extension convenable. Ce résultat suppose en principe le choix d’une base du
tangent pour chaque idéal premier ¢ mais on démontre, a I’aide d’un argument de géométrie
des nombres, que si on borne les premiers, il existe une base sur Ok de hauteur controlée
dans laquelle toutes les propriétés p-adiques sont simultanéments vérifiées. On a cherché,
dans cette partie, a obtenir les résultats les plus précis en fonction du p-rang.

Dans la troisieme partie, on rappelle les définitions et résultats généraux de la théorie
des pentes. Un premier fait assez inhabituel dans notre application de cette théorie est
I'importance des estimations ultramétriques. Dans cette perspective, on utilise une version
du théoreme des pentes assez précise sur le plan ultramétrique. Puis on introduit les fibrés
hermitiens qui seront utiles par la suite et on estime leur pente. La principale difficulté de
cette partie réside dans la majoration de la pente maximale du fibré des sections d’un fibré
ample sur une sous-variété de A (avec multiplicités), le fibré d’arrivée étant habituellement
formé, dans la méthode des pentes, a partir d’'un nombre fini de points. Cette majoration
est obtenue en suivant une idée figurant dans la thése de Chen ([Che06]). Les résultats de
Bost et Kiinnemann ( [BK06], améliorés par Chen en dimension > 3 dans le chapitre 5
de sa these) concernant la pente maximale du produit tensoriel de deux fibrés hermitiens
permettent de prendre en compte la multiplicité.
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La preuve du théoréeme commence réellement dans la quatrieme partie. On prend une
sous-variété propre V d’une variété abélienne A qui n’est pas incluse dans un translaté de
sous-variété abélienne et on lui associe un fermé de Zariski X en vue de la fin de la preuve;
on construit deux espaces vectoriels F et F' et un morphisme de restriction entre ces espaces
(paramétrés en fonction de 'indice d’obstruction de X et en fonction de A). Puis on fixe les
parametres (degré de l'espace de sections, multiplicités, bornes pour la norme des idéaux
premiers utilisés) intervenant dans cette construction et on suppose par I’absurde que le
minimum essentiel de X est majoré en fonction de ces parametres. Dans toute cette partie
et les suivantes, on travaille avec un plongement étiré, devenu classique dans les travaux
diophantiens sur les variétés abéliennes pour passer de la hauteur projective a la hauteur
de Néron-Tate.

Dans la partie suivante, on calcule les rangs et les normes des morphismes susceptibles
de rentrer dans I'inégalité de pentes. On écrit ensuite cette inégalité, sous I’hypothese que le
morphisme soit injectif. On parvient rapidement & une contradiction. A ce stade du travail,
on a montré que le minimum essentiel de X est correctement minoré modulo l’injectivité du
morphisme.

On suppose donc par ’absurde, dans la sixieme partie, que le morphisme n’est pas
injectif. On commence par appliquer un lemme de zéros tres général d’Amoroso et Da-
vid. L’utilisation de ce lemme est suivie, comme dans les cas torique et multi-elliptique,
d’une phase de dénombrement et d’un argument de descente, qui permettent d’obtenir une
contradiction. Le travail sur I'injectivité du morphisme s’effectue exceptionnellement apres
I'utilisation de I'inégalité des pentes, d’abord car il est assez long, mais surtout parce qu’il
comporte une itération (dans la phase de descente) qui nécessite d’avoir déja écrit cette
inégalité. Comme dans le cas multi-elliptique, on n’a pu adapter la phase de descente qu’en
petite codimension : r < 2.

Constantes

Le théoreme 3.6 montre l’existence d’une constante C'(A) ne dépendant que de A et
impliquée dans la minoration du minimum essentiel. Au cours de ce travail, on introduira
des constantes cq, ..., cos ne dépendant que de A. Le choix des parametres fera intervenir
une constante Cp, dépendant uniquement de A elle aussi, qui sera prise grande par rapport
aux constantes ¢; (1 < i < 22). La constante C'(A) s’exprimera alors simplement en fonction
de CQ.

3.2 Un lemme clé p-adique sur les variétés abéliennes

Soit A une variété abélienne définie sur K un corps de nombres et soit P4 un ensemble
de premiers bien choisi en fonction de A. Le but de cette partie est d’établir une inégalité p-
adique concernant les points de p-torsion de A, pour p € P4. On cherche & montrer, pour les
variétés abéliennes, un résultat comparable a I'inégalité suivante, vraie pour tout premier
p, toute racine p-eme de 1'unité & et toute place v/p d’un corps de nombres quelconque
contenant & :

1€ — 1], < p_l/p~

Cette inégalité, conséquence d’une propriété de ramification bien connue sur les corps
cyclotomiques (voir [IR80], Proposition 13.2.7), a un analogue satisfaisant sur les courbes
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elliptiques pour les premiers de bonne réduction ordinaire, s’il n’y a pas de ramification
initiale; dans le cas des premiers supersinguliers, on doit remplacer 1/p par 1/p? (voir
[Gal07], 4.1). On s’attend donc & ce que le résultat obtenu sur A dépende de la réduction de A
modulo p, un idéal de O . Deux invariants associés a une variété abélienne en caractéristique
positive apparaissent naturellement au cours de la discussion, a savoir le rang de la matrice
de Hasse-Witt et son rang stable (ou p-rang de la variété). On obtient une inégalité assez
précise sous I’hypothese que ces deux invariants sont égaux, puis on trouve une base du
tangent dans laquelle les propriétés p-adiques associées a des premiers différents (et de
norme bornée) sont vraies simultanément.

Dans la suite de ce travail, on n’utilisera pas ces estimations p-adiques dans toute leur
précision. Dans ces conditions, le choix de la base adaptée n’est pas capital; il est par
ailleurs peu cotiteux puisqu’il n’ajoute qu'un terme négligeable dans le calcul de pente du
sous-paragraphe 3.3.2.

L’intérét de ce résultat p-adique, dans la mise en ceuvre de la méthode des pentes, sera
d’estimer certaines normes ultramétriques d’un morphisme de restriction ; cette estimation
est le point crucial de la preuve et correspond a la phase d’extrapolation dans une preuve
classique de transcendance.

3.2.1 Le p-rang d’une variété abélienne

On fixe pour ce paragraphe et le suivant un premier p et une variété abélienne A définie
sur un corps fini F, C £ = F,. Commencons par donner la définition du p-rang, a travers la
proposition suivante (confer [MumT74|, page 64) :

Proposition 3.11 Le sous-groupe Alp] des points de p-torsion sur E) est de cardinal p®,
ot « € [0;g] est un entier. De plus, le groupe Alp] est isomorphe a (Z/pZ)*. Cet entier «
sera appelé p-rang de A.

Preuve

L’application linéaire [p|* induite sur le tangent en l'origine 0 de A par [p] est la multi-
plication par p, donc est nulle en caractéristique p. Par conséquent, si w est une différentielle
invariante sur A, [p]*w est nulle en 0; comme cette différentielle est encore invariante, on
en déduit qu’elle est nulle partout. Les différentielles invariantes sur A engendrent le fais-
ceau des formes différentielles 9}4 sur A, donc elles engendrent le k(A)-module Q4 des
différentielles & coefficients dans k(A), et I'application induite par [p], encore notée [p]*,
est nulle sur Q;(4). On en déduit que I'image de k(A) par [p] est incluse dans k(A)P, et
par suite son degré inséparable est plus grand que pY. Le cardinal de A[p] étant égal au
degré séparable de [p], le premier point est démontré. Les éléments non nuls de A[p] sont
exactement d’ordre p, ce qui donne le second point.

a

Remarques Le p-rang de A est aussi appelé rang stable de A (en raison de son lien avec
la matrice de Hasse-Witt de A, explicité infra, 3.2.2). S’il est égal & g, la variété A est dite
ordinaire.

On peut maintenant introduire les morphismes de Frobenius ®,;, pour j > 1 un entier.
On définit d’abord ®,; sur Spec(k) comme étant I'identité sur I'espace topologique réduit
A un point et l'élévation & la puissance p/ sur k. On note ensuite A®) le schéma sur
Spec(k) défini comme le tiré en arriere de A par I'action du Frobenius ®,,; sur Spec(k). Par
construction, ce schéma est une variété abélienne.
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Définition 3.4 Le morphisme de Frobenius :
Dyt A— AP,
est défini par Uélévation & la puissance p/ sur le faisceau structural.

Remarque Si la variété abélienne A est définie sur F,, avec ¢ = p/, alors le Frobenius ®
est un morphisme de A dans A.

pj

Le schéma A®") est une variété abélienne et le Frobenius ®,; une isogénie purement
inséparable de degré p’9 (voir [MvdG07], page 72). On vient de montrer que le degré
inséparable de [p] est supérieur & p9. Dans le cas des courbes elliptiques, il est facile de
prouver que [p] se factorise a travers ®, ou ®,2 car son degré inséparable est exactement
le degré d'un de ces deux morphismes. La factorisation par ®, est vraie en général, et on
I'obtient en construisant explicitement le morphisme avec lequel on compose le Frobenius,
appelé “Verschiebung” (confer [MvdGO07], pages 74 et 104) :

Lemme 3.12 I existe une isogénie V : AP) — A telle que [p] = V o ®,. De plus, V et

®,, sont duales l'une de l'autre au sens suivant : si on note A la duale de A, on a une
décomposition :[p] 3z = V30 ® 3 avec :

V=0 setd, =V,

Comme le morphisme de Frobenius est purement inséparable, le p-rang n’est autre que
le degré séparable de V. Si a = g, lisogénie V est séparable et sa différentielle en 0 est
inversible. On veut relier plus généralement « a la différentielle de V' en 0; ceci nous amene
a étudier la structure de schéma en groupe du sous-groupe A[p| de A.

3.2.2 Schémas en groupe

On fait ici quelques rappels sur la théorie des schémas en groupes; on peut trouver ces
résultats dans [Mum74], partie III.

Définition 3.5 Un schéma en groupe G sur k est un schéma muni d’un morphisme de
multiplication m : G x G — G, d’un morphisme d’inversion i : G — G et d’un élément
neutre e : Spec(k) — G vérifiant les axiomes :

mo (m xIdg) =mo(Idg xm): Gx G x G — G,
mo (e x Idg) = ji : Spec(k) x G — G,
mo (Idg x e) = j2 : G x Spec(k) — G,
et :
eom=mo (Idg xi)=mo (i xIdg) : G — G,

ot m™: G — Spec(k); j1 : Spec(k) x G ~ G et jo : G x Spec(k) sont les isomorphismes
CaNONIGUES.
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Soit G un schéma en groupe. Son algebre de Lie est le k-espace vectoriel des champs de
vecteurs invariants par m et elle est munie de la fonction de Hasse-Witt, qui associe & une
dérivation D la dérivation DP (p-eme itérée de D). C’est une application F,-linéaire (i.e.
additive et linéaire sous la multiplication par un élément de F)).

On définit G le dual (de Cartier) de G d’un schéma en groupe affine Spec(R) en prenant
le dual R* de R et en le munissant d’une comultiplication et d’un idéal d’augmentation par
dualité.

On suppose maintenant que G est un schéma en groupe fini et commutatif. On dit que
G est de type [ (resp. de type r) si 'espace sous-jacent est constitué d’un seul point (resp.
si G est réduit). On dit que G est de type (z,y) si G est de type x et G est de type y. Le
schéma G se décompose alors de facon unique en un produit :

G= Gr,r X Gr,l X GZ,T X Gl,l7
ot Gy 4 est de type (z,y) (pour plus de détails, voir [Mum?74], §14).

Pour le schéma en groupe A[p] qui nous intéresse ici, le type Gy, est trivial car Ap] est
de cardinal une puissance de p. Plus précisément, on a la proposition :

Proposition 3.13 On a l’isomorphisme de schémas en groupes :
Alp) = (Z/pZ)* x (1p)* x GY,
ot a est le p-rang de A, p, = Spec(k[X]/(XP — 1)) et GY est de type (1,1).

Preuve -

Soit n € N*. Compte tenu des structures de groupes de A[p"] et du dual A[p"|, qui
donnent les composantes réduites de ces deux schémas en groupes, et comme le dual du
noyau de 'isogénie [p] est le noyau de Iisogénie duale (confer [MumT74], page 143), on a la
décomposition :

A ~ (Z/p"2)* x (Z]p2) x G,

pour un certain entier 3 et un schéma en groupe local GY.

L’algebre de fonctions associée a Z/p"7Z est son algebre de groupe et, en notant X
Pévaluation en 1 € Z/p"7Z, on voit que I'algebre duale est isomorphe a :

n

Spec(k[X]/(XP" —1)).
On en déduit que : m ~ pyn. De plus, a et 3 sont permutés par passage de A a A et
puisqu’il existe une isogénie f : A — A, en notant K le cardinal de son noyau, on a :
f(A[p"])) € Ap"] done p" < Kp"’,

En faisant varier n, on obtient : @ < 3. Mais comme la duale de A est isomorphe & A (confer
[Mum?74], page 132), on obtient : oo = (3.

a

Remarque Les schémas en groupes de type local-local sont les plus difficiles & comprendre.
Pour plus de détails, utilisant la théorie des vecteurs de Witt, on renvoie par exemple a
[Pin04] (en particulier §16 et §22).

On peut maintenant faire le lien entre la différentielle de V' en 0 et le p-rang :
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Proposition 3.14 Soit ¥ la différentielle de V en 0. Alors le p-rang de A est le rang de
VER

Preuve

On passe aux algebres de Lie dans la proposition précédente et on observe que l'appli-
cation linéaire [p]* est la multiplication par p, donc est nulle sur Lie(A). En se limitant & la
partie locale en 0, on a :

Lie(A) = Lie(A[p]) = Lie(u,)* @ Lie(GY).

En prenant comme base de Lie(p,) la dérivation X9/0X, on observe que la fonction de
Hasse-Witt est I'identité sur Lie(y,)®, alors qu’elle est nilpotente sur la partie locale-locale.
De plus, par I’isomorphisme canonique :

LieA ~ HY (A, O4),

la fonction de Hasse-Witt correspond & I’application induite par le Frobenius sur Oy4 (confer
[Mum?74], page 148), qui correspond par dualité a la différentielle de V' sur le tangent en 0.
Il existe donc une décomposition du tangent en 0 : t4 = Vs + V,, laissée stable par ¥ telle
que Wy, soit un isomorphisme et Wy, soit nilpotente; de plus, 'espace vectoriel Vy est de
dimension «. En itérant g fois ’application W, la partie nilpotente s’annule et on en déduit
que le p-rang est le rang de UY.

a

Remarques On appelle composante semi-simple de ¥ ’espace vectoriel V. Cette compo-
sante semi-simple est I'image de W9, donc est définie sur IF,.

Le p-rang d’une variété abélienne n’est pas toujours égal au rang de la matrice de Hasse-
Witt. Si on fixe @ < g — 1, on peut méme montrer (voir [Kob75], theorem 7, page 163)
que sur l'espace de module des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g
avec structure de niveau fixée sur k, les variétés abéliennes ayant une matrice de Hasse-Witt
de rang g — 1 sont Zariski-denses dans le fermé des variétés abéliennes dont le p-rang est
plus petit que a.

Si le p-rang est égal a g — 1 ou g, il est automatiquement égal au rang de la matrice de
Hasse-Witt.

En général, le p-rang et le rang de la matrice de Hasse-Witt sont distincts, et la par-
tie nilpotente fait obstruction pour controler efficacement la norme p-adique de tous les
parametres. On devra donc par la suite travailler avec des idéaux premiers p de bonne
réduction tels que la variété abélienne modulo p ait ces deux invariants égaux.

Hypothése On suppose maintenant que le p-rang de A est égal a 0 ou au rang de V.

On choisit un systeme de parametres (x1, ..., z4) associés a une base de différentielles inva-
riantes, tels que (z1,...,z4) soit une base de ImW9 (qui est égale & Im¥ sauf éventuellement
si le rang est nul). Notons Op_4 le groupe formel associé & A en 0 sur F,. On a ([HS00], page
268) :

OO,A =~ Fq[[xl, ce ,xg]].
On note V = (V1,...,V}) le g-uplet de séries formelles image de l'isogénie V' dans le groupe
formel. On note aussi ®, le morphisme de Fy[[z1, ..., z,4]] qui agit sur les parametres par :

T, —x; sl <«

r =zl sioi>a.
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Corollaire 3.15 Il existe un g-uplet de séries formelles U = (Uy,...,Uy) tel que V se
factorise : V.= Uo ®, et tel que dU soit inversible.

Preuve

Si le p-rang est nul, on note K la cloture séparable de V*k(A) dans k(A). Comme
k(A)p2 C k(A) est purement inséparable, et par définition de la cléture séparable, on a !'in-
clusion : l<:(A)p2 C K puis égalité en comparant les degrés de ces extensions. La factorisation
sur les corps de fonctions induit une factorisation : V.= U o @, ou U est séparable. Sa
différentielle est donc inversible (voir [Lan02], VIII, proposition 5.5).

Supposons maintenant o > 0. Pour tout entier i € [1, g], comme V est une isogénie, la
forme différentielle dx;V est encore une différentielle invariante, donc se décompose :

g
da:;-*V: E ozmdxj,
j=1

ou les o ;j sont constants et donnés par la i-eme colonne de la matrice de ¥ dans la base
associée a (1, ...,x4). On en déduit par intégration que les seuls termes non-nuls dans les V;
sont les termes linéaires ou des monomes en (7, ..., z}). Par choix de la base, les parameétres
(Zas1,--.,xg) sont absents de la partie linéaire. On a donc bien la décomposition voulue.
L’application ®, est purement inséparable et son degré est le rang de :

klloy, .., zgll /(b s ah),

donc :
deg®, = deg; P, = p?™*.

En comparant les degrés séparables et inséparables, on voit que U est séparable, et que sa
différentielle est inversible.

3.2.3 Retour en caractéristique nulle

Le but de ce paragraphe est de traduire la proposition précédente en un résultat p-adique
pour les points de torsion d’une variété abélienne définie sur un corps de nombres. Soit donc
A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres K, munie d’un fibré
L ample et symétrique, et soit A un modele entier de A sur Og. On sait par un théoreme
de Lefschetz (voir [HS00], page 105) que le fibré L®3 est trés ample. Rappelons que pour
tout nombre premier p, il y a p?9 points de p-torsion dans A(K). Pour un idéal premier p
de Ok de bonne réduction divisant p, la fibre spéciale Ay ne contient plus que p® points de
p-torsion, ou « est le p-rang de la fibre spéciale.

Par la suite, on fera implicitement un certain nombre de choix sur A (une base de
sections globales pour L®3, une base de dérivations algébriques, une base d’ouverts affines)
et par abus de langage, on dira qu’une constante ne dépend que de A si elle dépend de A
et de ces choix.

Précisons d’abord que si g est un idéal premier de K’ une extension finie de K, dont la
projection sur Z est p, on choisit la normalisation suivante pour la valuation g-adique :

Iplg = p~ ", ot nq est le degré local : [K{ : Q.
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Cette normalisation permet d’écrire plus simplement la formule du produit et la hauteur
d’un morphisme, qui intervient dans les inégalités de pentes.

Les premiers de réduction ordinaire (i.e. les premiers de bonne réduction pour lesquels
le p-rang est égal a g) sont ceux pour lesquels les propriétés métriques sont les meilleures.
Dans le cas d’une courbe elliptique E, on sait qu’ils sont de densité 1 si E n’est pas a
multiplication complexe; et qu’ils sont de densité 1/2 si E est a multiplication complexe.
En dimension supérieure, on ne connait aucun résultat de densité comparable. On va donc
travailler avec un ensemble de premiers ayant méme type de réduction (pas nécessairement
ordinaire) et de densité positive. On définit la densité naturelle pour les idéaux premiers de
la fagon suivante :

Définition 3.6 Soit Q un sous-ensemble de l’ensemble P des idéaux premiers de O . On
dit que Q a une densité naturelle d si le quotient :

[{q € Q, N(q) < z}|
{p € P, N(p) < z}]

tend vers d quand x — o0.

Remarque La fonction N est la norme sur les idéaux (définie dans [Sam03] : III, 5).

La loi d’addition de A est donnée sur chaque ouvert affine par des polynémes biho-
mogenes de degré (2,2) (confer [LR85] ou [DP02], proposition 3.7) dont les coefficients sont
de hauteur bornée uniquement en fonction de A. On a donc, si on note (xy); ’ensemble de
ces coefficients :

Vk o Jxgly <1, (3.1)
sauf pour un nombre fini d’idéaux premiers p (ne dépendant que de A).

De plus, si on fixe une base de dérivations algébriques (01, ...,0,) sur A (orthonormale
pour la forme de Riemann associée au fibré L®3) on a (confer [Dav91]) :

Théoréme 3.16 Pour toute fonction abélienne f; sur A et pour toute dérivation 0; :

i fi = Zy;’ifkfly
Jol

ot les f; sont une base de fonctions abéliennes sur A. De plus, les y}c]l sont des nombres
algébriques, de hauteur bornée uniquement en fonction de A.

Preuve

La preuve de [Dav91], théoreme 4.1, est donnée pour une base bien spécifique, la base de
dérivation de Shimura, sous I’hypotheése que la polarisation est principale. Le résultat obtenu
est alors effectif. Ses arguments s’adaptent sans peine pour obtenir le résultat qualitatif dont
on a besoin dans la généralité indiquée. Rappelons-en les étapes.

On commence par observer que, si on fixe deux fonctions théta (6p,6;1) telles que :
fi = 91/90, on a :
egaj(@) € T'(A, L%?).

bo

Puis (comme L est associée a un plongement projectivement normal), on montre que le
morphisme :

(A, L)®? — T'(A, L®?)
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est surjectif. N
On a donc 'écriture attendue, mais avec les y}cjl dans C, et comme la base de dérivation

est algébrique, on en déduit que les y,i,]l le sont aussi. Ces coefficients étant en nombre fini,
on peut trouver une borne pour leur hauteur ne dépendant que de A.

a

En appliquant ce théoréme & une base de sections de L®3, il en résulte que pour tout idéal
premier p de Ok sauf un nombre fini (ne dépendant que de A) :

V(i gk D) lyplle < L. (3.2)
Les premiers de mauvaise réduction pour A sont en nombre fini, ainsi que les premiers de

Z se ramifiant dans O . On pose P4 o I'ensemble des premiers p de O de bonne réduction,
vérifiant (3.1) et (3.2), tels que si (p) =pNZ,ona: ey, =1, et tels que :

1
Zﬁﬁ

PEPa0

W =

Comme la méme somme indexée par N* converge, il suffit d’exclure un ensemble fini (absolu)
de premiers pour que cette condition soit vérifiée. L’ensemble P4 o est de densité naturelle
égale a 1, et sa construction ne dépend que de A et K.

On fait maintenant ’hypothése suivante sur A :

Hypothese H3 Il y a une densité ¢y > 0 d’idéaux premiers p pour lesquels :
— soit le p-rang de A, est égal a 0,
— soit il est non-nul et égal au rang de la matrice de Hasse-Witt.

Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe un entier k tel que la densité naturelle
d’idéaux premiers de P4 ¢ vérifiant H3 et pour lesquels la fibre spéciale a un p-rang égal a k
est supérieure ou égale a g‘fﬁl. On choisit un tel entier et on le note . On note P4 ’ensemble
des idéaux premiers p de P4 en lesquels la variété A, a un p-rang égal a o. De plus, quitte
a diviser la densité de cet ensemble par [K : Q], on peut supposer que deux idéaux premiers
distincts de P4 ont des normes, donc des projections sur Z, distinctes. Dans les cas non
ordinaires, on obtient une inégalité métrique moins bonne. Cette perte sera compensée, en

p-rang égal a 0, par le plus grand nombre de points de torsion se réduisant sur 0.

On peut maintenant traduire le corollaire précédent en propriété p-adique. Soit p € Py
un idéal premier et p = p N Z. Par choix de Py, la fibre spéciale A, est lisse. Soit ¥, la
différentielle du Verschiebung sur A,. Par la discussion du paragraphe précédent, on peut
trouver une base de parametres algébriques en 'origine de A :

tp}l, PR ,tp7g

(i.e. dont la projection est une base de mg /m%, ou mg est 'idéal maximal correspondant a
Porigine de A) telle que son image par réduction modulo p :

tp7]_, ceey tp7g



70 Méthode des pentes

soit encore une base de parametres algébriques, avec :

Im\Ilg = Vect(fp,l, .. ,Ep,a)>
Ker¥y = Vect(tp.at1s-- - tpg)-

On note Oy I'anneau de valuation associé a p. Il lui correspond par tensorisation :
.Aop =A XSpecOx SpeCOp,

et la section nulle €. On note .,Zl\op le complété le long de €, de Ap,. La multiplication par
[p] est donnée sur le groupe formel par un g-uplet de séries formelles : F = (Fi,..., F,) et
par réduction modulo p, on obtient un g-uplet de séries formelles : F = (13'1, e ,Fg). La
décomposition : [p], = V}, o ¢, de la multiplication par p sur la fibre spéciale induit une
décomposition :

F(EP) - VP(Ei)a

ol ’Eg = (2

p 1 ,fg,g) est 'image de ’Ep par le Frobenius.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.17 Si P est un point de p-torsion se réduisant sur 0 modulo ¢, pour une
place q/p dans un corps de définition de P, on a :

Vi<i<a:l|tyiP)lq<p /P,

et :
Va <i<g:|tpi(P)|qg < p /P

Preuve
Soit P se réduisant sur 0 modulo g, pour q/p dans un corps de définition de P. On sait
déja que :
V1<i<g:|tpi(P)lq <1l
De plus, le morphisme [p] en P est donné par le g-uplet de séries formelles F appliquées au
systéme de parametres (voir [HS00], page 272). On en déduit :

D’apres le corollaire 3.15, on a une factorisation : Vi, = U, 0 ®, 4, et la différentielle de
U, est inversible. En utilisant la réduction modulo p de F et les propriétés de base d'une
loi de groupe formel (rappelées dans [HS00], page 269), on voit que F est donnée par :

Le g uplet de séries formelles G a ses coefficients dans pO, et ses premiers termes sont qua-
dratiques ; le g-uplet H a ses coefficients inversibles modulo p et sa différentielle est inversible
dans O. Soit iy € [1, g] tel que |ty ;,(P)|q soit maximal. En inversant la différentielle, et par
choix de 7, on obtient :

tpﬂ;O (P)p N € pOPa
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ou n;, = 1siip < a et n;, = 2 sinon. Comme l'indice de ramification ey, vaut 1 et par
définition de iy, on en déduit que pour tout i < g :

[tp,i(P)]q < pinq/pz-

Ceci étant démontré, on est assuré que les termes non-linéaires dans H donnent une norme
p-adique plus petite que 1, et n’interferent pas avec le terme linéaire. On obtient donc, cette
fois, pour tout 7 < « :

et la proposition est entierement démontrée.

a

Remarque Puisque la ramification initiale : e/, = 1 et le sous-groupe des points de p-
torsion se réduisant sur 0 modulo q est galoisien de cardinal inférieur & p?9~, le théoreme
de Raynaud (corollaire 3.4.4 de [Ray74]) donne :

_ (2g—a)
ltp.i(P)|q < p~ma/P™

pour tout 7 < g. La théorie galoisienne ne suffit donc pas ici a démontrer la propriété
métrique, alors qu’elle donne les mémes résultats que 'approche des groupes formels dans
le cas multi-elliptique.

On pose maintenant : n, = 1 si & = g et n, = 2 sinon. On choisit un systeme de
parametres en 0 : (f1,...t,) associé a une base orthonormale de t4, le tangent de A en
Porigine, pour la forme de Riemann. On a immédiatement le corollaire :

Corollaire 3.18 Si P est un point de p-torsion se réduisant sur 0 modulo q, pour une place
q/p dans un corps de définition de P, on a :

V1 <i<g:|ti(P)|q<p /P

3.2.4 Base adaptée pour le tangent

On montre dans ce paragraphe comment améliorer le corollaire précédent et trouver
une base entiere du tangent dans laquelle les propriétés p-adiques de la proposition 3.17
seront simultanément vraies, pour un nombre fini d’idéaux premiers, de norme bornée par
un entier N. La hauteur des éléments de la base sera bornée par une fonction explicite de
N.

On note t4 l'espace tangent de A en l'origine et on le munit de sa base canonique
(fi,...,fg) pour le produit scalaire hermitien induit par la forme de Riemann. A tout
p € P4, on peut associer une base orthonormale e, = (ep1,...,€p4) de t4 dans laquelle on
dispose de bonnes propriétés métriques (par la proposition 3.17). On veut trouver une base
dans laquelle toutes les propriétés p-adiques sont lisibles simultanément, pour p € P4. Ceci
est possible si on borne des maintenant la norme des premiers avec lesquels on travaille.
Soit donc N un entier ; on suppose N > g2 et on note :

Pan ={p €Pa,N(p) <N}

On définit enfin la hauteur d’un vecteur z € K9 comme le maximum des hauteurs de ses
coordonnées.

On commence par démontrer un lemme de géométrie des nombres, qui fournit des
éléments de petite hauteur dans une classe modulo b, pour b un idéal de Ok.
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Lemme 3.19 Soit b un idéal de Ok de norme 3 € N. Il existe une constante c1 ne
dépendant que de K telle que : pour toute classe ¢ modulo b, il existe un élément x de
Ok dans ¢ de hauteur plus petite que logl + c;.

Preuve
Au cours de la preuve, on notera par commodité : n = [K : Q]. On commence par
plonger canoniquement K dans R” ~ R" x C™ par un morphisme qu’on appelle ¢ ; on note
r1 le nombre de plongements réels et ro le nombre de plongements complexes a conjugaison
pres. Le module o(b) est alors un sous-réseau de o(Ok) et son covolume est donné par
(confer [Sam03], 4.2) :
det(o(b)) = 27"2|dk|"?3,

ou dg est le discriminant absolu de K. On applique le second théoréme de Minkowski au
réseau o(b) et a I’ensemble :

T1 T2
B={b=(y1,- Y, 21, - 2r,) ER? X C2, b = " fyil +2) |] < 1},
i=1 j=1

qui est compact, convexe et symétrique par rapport a l'origine. Son volume est donné par
la formule ([Sam03], 4.2) :

Qr1—T2 T2
vol(B) = “—"—
n.

En notant, pour 1 <: < n:
Ai = inf{\, 3 i vecteurs de o(b) libres dans A\B},
on a l'inégalité des minima successifs :
A1 Apvol(B) < 2"deto(b).

On souhaite majorer le dernier de ces minima. Pour y parvenir, on remarque que la norme
d’un élément x de Ok est > 1 (c’est la valeur absolue du coefficient constant de son polynéme
minimal sur Z), et on en déduit, par I'inégalité arithmético-géométrique :

(Y Joi(@)))" = n"N(z) > n™
=1

Ceci permet de minorer le premier minimum : A\; > n, et par suite :

- 2"deto (b
GRER TR | B VOKB())
Soit ¢ une classe de Ok /b ; son image par o est une classe du quotient o(Og)/o(b). Comme
la norme ||.|| vérifie I'inégalité triangulaire, on peut choisir un représentant = de ¢ tel que
|lz]| < nA,. De plus, pour un point entier, seules les contributions archimédiennes inter-
viennent dans la hauteur. Notons I I’ensemble des indices pour lesquels |o;(z)| > 1. Par
concavité de la fonction log :

1 1
) = 2 modoBlel, < 1og(m§nairm\ai) < log(|la]) < log(nAn).
(2 7

On peut enfin conclure, a I'aide de ’expression du dernier minimum, et des formules donnant
le déterminant du sous-réseau et le volume de B :

1
h(z) <logB + (n + 1)log2 + 510g|dK|.
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Le lemme précédent, allié au lemme des restes chinois, permet alors de trouver une
bonne base simultanée, de hauteur correctement controlée :

Proposition 3.20 Il existe (e1,...,e4) une base orthogonale de t4(K), correspondant par
dualité a un systéme de paramétres (ti,...,tq) vérifiant la propriété suivante : pour tout
p € Pan tel que pNZ = pZ, si P est un point de p-torsion se réduisant sur 0 modulo q,
pour une place q/p, on a :

VI<i<a:[ti(P)y<p /P,

et :

Va <i<g:|ti(P)g<p /P
De plus, la hauteur des e; est majorée par c3N, pour une constante cs ne dépendant que de
g et K.

Preuve ‘
Soit 1 <4 < g. Si on note e p la j-éme composante de e; , selon la base canonique, le

est dans Og. Par le lemme des restes chinois :

pPEPA N pPEPAN

J
nombre €ip

Il existe donc d{, un élément de O, tel que :

J — J
dizepﬂ-

mod p,

pour tout p € Py n et par le lemme précédent, on peut prendre dg vérifiant :

h(dl) < 1ogN( 11 poK) e

pEPAN

pour une constante ¢; ne dépendant que de K. La norme étant multiplicative pour les
idéaux (voir [Sam03], 3.5), et en utilisant l'estimation de Tchébychev ([Ten95], th. 3 page
11),on a :

a) < S log(N(p)+er< Y. log(p) +e1 < ca,
pPEPA,N p<N,pePy,

pour une constante co ne dépendant que de K, avec Pz I'ensemble des premiers rationnels.
On note d; le vecteur dont les coordonnées sont les d’ dans la base canonique. La propriété
p-adique ne dépendant que de la classe mod p des coordonnées, elle reste vraie pour la base
d = (di,...,dgy) et pour tout p € P4 n. Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt appliqué
a d fournit une base e pour laquelle la propriété métrique reste inchangée (par 'inégalité
ultramétrique). Les e; sont donnés par la formule :

i—1

e; = dz o Z (ekvdi;ek.
k

—1 (eka €L

Puisque N > g2, on obtient par récurrence : h(e;) < c3N avec c3 = 49¢5.
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3.3 Théorie des pentes

Dans cette partie, on commence par définir les objets qui apparaissent dans la théorie
des pentes, puis on donne les inégalités de pentes dont on se servira par la suite. On finit par
estimer les pentes de fibrés qui apparaitront dans la suite de ce travail. Un des avantages de
la méthode des pentes, en géométrie diophantienne, est de rendre plus facile le calcul des
constantes. Si le calcul de la constante ne dépendant que de A reste trés délicat dans notre
minoration du minimum essentiel, on a tenu, dans cette partie, & donner des estimations
précises, sinon en le corps de définition et en le genre de A, du moins en la hauteur de
Faltings de A.

Enfin, comme dans la partie 3.2, on a donné des résultats un peu plus généraux que ceux
dont on se servira par la suite, puisqu’on a défini la multiplicité avec un sous-module (de
rang maximal) du module tangent donné par un modele semi-abélien. Ces calculs pourraient
éventuellement permettre, dans un travail ultérieur, de mettre en oeuvre une technique de
multiplicités penchées, qu’on n’a pu appliquer ici.

3.3.1 Définitions et inégalité de pentes

On souhaite mettre en ceuvre le formalisme des pentes, introduit par Bost dans [Bos96b],
et qui s’est développé dans la littérature diophantienne depuis une dizaine d’années. Pour
des détails et des exemples d’applications de la théorie des pentes, on renvoie par exemple
aux articles de Bost ([Bos96b], [Bos01]) ou a I'article tres complet de Gaudron ([Gau06]). Le
but de cette partie est donc d’écrire une inégalité de pentes. Sous sa forme basique, celle-ci
compare les pentes de deux Og-modules hermitiens s’il existe un morphisme ¢ injectif entre
eux. On va donc définir le degré arithmétique d’un fibré vectoriel hermitien, puis sa pente,
sa pente maximale, et la hauteur d’'un morphisme de fibrés.

On note provisoirement (dans ce paragraphe) : S = Spec(Of), Sp 'ensemble des points
fermés de S et So 'ensemble des places archimédiennes de Ok (correspondant aux points
complexes de S); on note enfin M(K) = Sy U Sy l'ensemble des places de K. Un fibré
vectoriel £ sur S est constant, ce qui mene a la définition suivante :

Définition 3.7 Un fibré vectoriel hermitien sur S est un O -module £ muni d’une col-
lection {||.||,}ves. telle que pour tout v € S, |||, soit une norme hermitienne sur le
K -espace vectoriel £, = E ® K, et qu’on ait la compatibilité suivante :

llz]l, = ||Z|l; pour tous v € So et x € &,

ot U désigne la conjuguée de v (via le plongement complexe qui leur est associé).

On note & le fibré (€, {]|.|, })- Si v est une place finie de K, on lui associe un anneau de
valuation O,, et étant donnée une base (e1,...,e,) de & = E® O, sur Ok, on munit &, de
la norme ||.||, définie comme le maximum des valeurs absolues v-adiques des coordonnées
dans cette base (voir 3.2.3).

On peut maintenant définir le degré arakélovien normalisé d’un fibré hermitien. On
commence par les modules de rang 1 puis on passe au cas général grace au déterminant :

Définition 3.8 Soit £ un Ok -fibré hermitien de rang 1 et s un élément non nul de €. On
définit le degré arithmétique (ou arakélovien) normalisé de £ de la maniére suivante :

Bog € = ot o (1ow€/500) - > gl )
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Si € est un O -fibré hermitien de rang r, on pose :
deg € = deg detZ,

ot les normes sur le déterminant sont celles obtenues par puissance tensorielle et quotient
a partir de celles de E.

Remarques La formule du produit montre que cette définition ne dépend pas du choix de
s. Si K = Q, le degré d’Arakelov est 'opposé du logarithme du covolume de £ vu comme
réseau de £ ®z R (voir [BGS94], formule (2.1.13) pour le cas général).

Définition 3.9 Soit £ un fibré hermitien de rang non nul, on définit sa pente de la fagcon
susvante : o
deg€
rg€

) =
Les pentes des sous-modules de £ sont bornées (par l'inégalité d’Hadamard), ce qui justifie
la définition :
Définition 3.10 La pente mazimale de & est définie par :
/-/Imax(g) = max ﬂ(?),

ou F décrit ’ensemble des sous-fibrés non-nuls de £ munis des métriques déduites de celles
de &€ par restriction.

Soit ¢ un morphisme entre deux Ox-fibrés £ et F. Si ces fibrés sont hermitiens, pour
toute place v € M(K), on note ||¢||, la norme d’opérateur du morphisme :

$p:E=ERK, > F,=F @ K,

On a donc :

[¢(2)]
”¢Hq} = Supxe&,,m;éo v
=l

On peut alors définir la hauteur de ¢ :

Définition 3.11 Si ¢ est un morphisme entre deux O -fibrés hermitiens € et F, on appelle
hauteur de ¢ :

MO) = ergr 2o losloll,
(K : Q]
veEM(K)
On est alors en mesure d’écrire une premiere inégalité de pentes :

Lemme 3.21 Si le morphisme ¢ : Ex — Fi est injectif :
deg € < 1(€) (fimax(F) + h(6) ).

Preuve
C’est une conséquence de 'inégalité d’Hadamard ; on renvoie a [Che06], page 40, pour
plus de détails (ou la méme convention est faite sur les normes ultramétriques).
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On utilise généralement une version filtrée de cette inégalité. Soit ¢ : Ex — Fx une appli-
cation K-linéaire injective. On suppose qu’il existe une filtration d’espaces vectoriels :

{0} = FgNn+1 C -+ C Fgo=Fk.

et que les quotients Gx; = Fk,i/Fk,i+1 sont les tensorisation avec K de fibrés hermitiens
G; sur SpecOf. On définit une filtration sur £x par image réciproque :

Exi = ¢k (Fri),

et on considere :

i Exi — GKis

I’application linéaire naturellement induite sur le quotient. La version filtrée de 'inégalité
des pentes est la suivante :

Lemme 3.22 Si ¢ est injective, on a l'inégalité :

N
deg € < Z dim (Exi /Ex,iv1) (Bmax(Gi) + h(5)).
=0

Cette version est particulierement utile dans une preuve de transcendance : la filtration
correspond alors aux différents ensembles et ordres d’annulation d’une fonction auxiliaire.

3.3.2 Quelques fibrés hermitiens et leurs pentes

On peut maintenant préciser les fibrés hermitiens auxquels on compte appliquer la
méthode des pentes. Rappelons que A est une variété abélienne munie d’un fibré ample
et symétrique L, et définie sur un corps de nombres Of.

Tangent et espace symétrique

Quitte a prendre une extension finie de K ne dépendant que de A, on suppose que
A admet réduction semi-abélienne sur K. Il existe donc un modele semi-abélien 7 : A —
SpecOk ; on note € : SpecOx — A la section nulle et on pose :

ta = €T A/SpecOy s

ot T\ /specoy, est le fibré tangent de A sur Ok. On a une structure de Ox-module de type
fini sur 4, qui est un sous-module de I'espace vectoriel tangent de A a l'origine. Si o est
une place complexe de K, il existe un isomorphisme : t4 ®, C ~ t4_(C) et la forme de
Riemann w associée au fibré ample L induit une forme hermitienne w, € A" t%. (C). Siw,
s’écrit sous la forme :
we=15 Y anify AT,
1<h,l<g
ot (ff,..., f;) est la base duale d'une base (f1,..., fy) de t4,(C), pour (z1,...,24) € CY,

on pose :
g

Zzifi

i=1

2
= E Qh1ZhZ]-

o 1<hl<yg

Ces métriques font de t4 un fibré vectoriel hermitien et cette structure se transporte par
dualité & tY).
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On sait calculer explicitement la pente de ﬁ en fonction de la hauteur de Faltings de
A (confer [Gau06], proposition 4.7). Pour définir celle-ci, on considere le module w 4/0, =~
det ¢4 muni de la norme associée & chaque place archimédienne o de K :

2

29 _
Vs € wajo 8o C. sl = G /,4 o

Définition 3.12 La hauteur de Faltings de A est le degré d’Arakelov normalisé du fibré
WA/0 - Elle est notée hp(A) et ne dépend pas du choix de K, le corps de définition, et de
A, le modéle semi-abélien de A sur Og.

Cette fonction vérifie les axiomes d’'une hauteur sur les classes d’isomorphismes de variétés
abéliennes de dimension g sur Q (voir le théoreme (2.1) de [Bos96b]). Majorer la pente
maximale de a en fonction de hp(A) revient donc a comparer la pente maximale de deux
modules isomorphes mais non isométriques ; on obtient (confer [Bos96b], (5.41)) :

Lemme 3.23 [l existe une constante c4 > 0 ne dépendant que de g telle que :
ﬂmax(a) < eqmax{1, hp(A),logh®(A, L)},
ot h°(A, L) désigne la dimension de l’espace des sections du fibré L sur A.

On a construit une base du tangent (sur O ) dans laquelle les propriétés p-adiques de A sont
lisibles, pour un grand nombre de premiers p de Og. On souhaite donc pouvoir majorer,
en général, la pente maximale associée a des sous-modules du tangent (de rang maximal).
Soit YW un sous-module de t 4 de rang g engendré par des vecteurs (eq,...,eq); on munit ce
module des métriques hermitiennes (issues de la forme de Riemann) de ¢4 par restriction.
On peut majorer la pente maximale de YWV en fonction de la hauteur d’une base de W :

Lemme 3.24 Soit ¢(W) > 0 tel qu’il existe une base de W formée d’éléments dont toutes
les coordonnées sont dans Ok et de hauteur plus petite que ¢c(W). La pente mazximale de

WV wvérifie alors :
frmax(WY) < crmax{1, hp(A),deg; (A), c(W)},
pour une constante cy > 0 ne dépendant que de g et K.

Preuve
La valeur absolue du degré normalisé de WV est majorée, a partir de la formule (2.1.13)
de [BGS94], de l'inégalité d’Hadamard et en prenant une base de Ok d’éléments dont la
hauteur est bornée par ¢(W) :
[deg W] < ese(W),

pour une constante c; ne dépendant que de g et de K. En effet, pour les vecteurs & coor-
données dans Ok, il n’y a pas de contribution ultramétrique dans I’expression de la hauteur,
et les contributions archimédiennes sont comparables & la norme L? sortant de I'inégalité
d’Hadamard. Un raffinement du lemme précédent (formule (41) de [Gau06]) donne :

frmax WY) < cgmax{1, hp(A), deg (A), |deg W]},

oll ¢g ne dépend que de g. La majoration de la valeur absolue du degré de W permet de
conclure.
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Pour passer aux dérivées d’ordre supérieur, on doit comprendre comment la pente maxi-
male se comporte avec les puissances symétriques. Soit € un fibré hermitien sur Q. Pour
tout m, la m-éme puissance symétrique S™E est munie d’'une structure hermitienne par
produit tensoriel puis projection; on note S™E le fibré hermitien ainsi obtenu. Le lemme
suivant est démontré dans ’appendice de [Gra0l] :

Lemme 3.25 Pour £ un fibré hermitien de rang g :
fimax (Sm(g)) < m(ﬂmax(g) + 2910&9)-

La combinaison des deux derniers lemmes donne la proposition suivante, qui nous servira a
majorer la pente maximale des fibrés d’arrivée dans I'inégalité de pentes :

Proposition 3.26 On a la majoration suivante :
funax (S™ (WY)) < csm max{1, hp(A), deg,(A), c(W)},

pour une constante cg ne dépendant que de g et K.

L’espace des sections d’un fibré ample sur la variété abélienne

La variété abélienne A est munie de L un fibré ample et symétrique, et on note H°(A, L)
'espace des sections de degré 1 sur ce fibré. Si s € HY(A, L), on peut définir une métrique
sur L & l'aide de la fonction 6 associée a L. Pour © = exp 4(z) et z € t4, on pose en effet :

ls(@)l| == e21%0(2) .
Cette métrique est appelée cubiste et sa forme de courbure est invariante par translation.

11 existe alors (voir [Bos96a], §4.3) un modele de (A, L), appelé modele de Moret-Bailly
et noté (A, £,0), constitué d'un schéma abélien :

m: A— SpecOg,

et d’un fibré hermitien £ sur A vérifiant notamment les propriétés suivantes :

Il existe un isomorphisme de variétés abéliennes sur Q : 7 : A — A@.

Il existe un isomorphisme de fibrés en droites sur A : i*ﬁ@ — L.

— L’origine de A se releve en une section € : SpecOg — A.

— Pour toute place o archimédienne de K, la métrique sur L®, C est la métrique cubiste
définie plus haut.

On note & le Ox-module H°(A, £) et on le munit des métriques hermitiennes suivantes
aux places archimédiennes : pour tout plongement o : K < Cet s € £®,C ~ H(A,, Ly),

wh%=<Amemﬂwmf7

olt du est la mesure de Haar de masse totale égale a 1 sur A,(C). On sait que & est
semi-stable : sa pente est égale a sa pente maximale. De plus, on peut la calculer de facon
totalement explicite :

on pose :
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Proposition 3.27 La pente de £ est donnée par la formule suivante :

E) = —5he(c) + glog ),

ou xX(A,L) = degg#!(A) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré de L.

Cette formule a été démontrée par Moret-Bailly ([MB90]) dans le cas x(A,L) = 1 et en
général par Bost ([Bos96a]). La semi-stabilité de € est démontrée dans [Bos96b], 4.2.

Pente maximale et sous-variétés

Le morphisme de fibrés qu’on définira dans la partie suivante associera a une section de
LM sur A (pour M > 1 un entier) sa restriction & X un fermé de Zariski, avec multiplicité
(dans un plongement étiré). On aura donc besoin de majorer la pente maximale du fibré
des sections sur des sous-variétés de A avec multiplicité.

Soit X un fermé de Zariski lisse et équidimensionnel de A, de dimension d, défini sur
une extension K’ de K. On en prend un modele, c’est-a-dire un Qg -schéma propre et plat
X tel que X Xgpeco,., K "= X et on choisit un Ok —fibré £ sur X dont la restriction & X
est L. Soit de plus W un sous-module du tangent ¢ 4, muni de la restriction des métriques
hermitiennes provenant de la forme de Riemann. Pour chaque place archimédienne o de K’,
on munit le Og-fibré :

LM @ SmWY)
de la norme obtenue par produit tensoriel de la norme cubiste sur £ ®, C et de la norme
symétrique sur S™(W") ®, C; puis on munit I'espace de sections, vu comme Ox-module :

H = HO (X, £5 @ s™(WY))

de la métrique de Lowner ||.||, , associée a la norme du sup, pour toute place archimédienne
o. Il g’agit d’une norme hermitienne proche de la norme du sup dans le sens suivant (confer
[Gau07], 2.2 pour le cas euclidien) :

Vo€ Hyy @ C: |zl < l12llyypo < /208HY 2], -

Remarque En termes géométriques, 'existence de la norme de Lowner est reliée a Iexis-
tence, étant donné un corps C' convexe et symétrique, d’un ellipsoide de volume minimal
contenant C'.

On étudie d’abord le cas sans multiplicité : m = 0. Lorsqu’il s’agit d’estimer la pente et
non la pente maximale, on sait obtenir une formule asymptotique lorsque le degré tend vers
Pinfini. En effet, en combinant les théoremes de Hilbert-Samuel arithmétique et géométrique,
on obtient :

Théoreme 3.28 En munissant 'Héw de la morme du sup, on a l’équivalent asymptotique
suivant pour la pente :

i(Hy") = deg, (X) + o(M).
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Remarque La définition de la hauteur h (V') d’une variété V' est donnée dans [BGS94],
partie 3; elle correspond a la définition de la hauteur projective donnée par Philippon en
faisant le choix de la norme L? pour les places archimédiennes (voir [HS00]).
Preuve

I1 suffit de combiner le théoréeme de Hilbert-Samuel arithmétique (voir [GS92] ou le
théoreme (1.4) de [Zha95b]) et le théoreme de Hilbert-Samuel géométrique (confer [Har77],
page 51).

a

On désire obtenir une majoration efficace de la pente maximale par le premier terme
de ce développement asymptotique et des termes d’erreur bien controlés. Dans sa these
([Che06]), H. Chen montre que le quotient

i (HT)
M
converge aussi. Plus précisément, il donne une majoration assez fine de la pente maximale
en munissant le fibré de la norme L?. Cette inégalité fait apparaitre une constante non-
explicite provenant de I'inégalité de Gromov, et c’est pour contourner cette difficulté qu’on
introduit la norme de Lowner. De plus, on précise le terme principal de la majoration a
l'aide du “théoreme de Wirtinger” et de I'inégalité des minima successifs de Zhang.

Proposition 3.29 I existe une constante explicite cg ne dépendant que de K telle qu’on
ait la majoration suivante pour la pente mazrimale de Hé” :

s hz(X)
fimax (HAT) < M (d + 1)!m

+ dlogM + log deg; (X) + cg.
Preuve

~ On commence par majorer la pente maximale en introduisant la plus petite norme
e(H}') d’un élément non-nul du réseau H}! via le premier théoréme de Minkowski (confer
[BKO06], inégalité (3.24) et la majoration de la fonction ¢ page 35) ; cette norme est la norme
hermitienne sur la somme orthogonale des H)! ®, C. On a :

log| Ak |
2[K : Q]

On majore le terme —log e(H)!) a I'aide de la théorie de I'intersection arithmétique. On
peut appliquer la formule reliant la hauteur d’une variété a la hauteur d’un diviseur sur
cette variété (confer [BGS94], proposition 3.2.1) et comme L est ample avec ¢;(L) définie

__ 1
fimax(MG") < —log e(Hg) + Slog rez(Hg') +

positive (par la proposition 3.2.4 de [BGS94]), pour s un diviseur effectif de fM, on a :

b (div(s) = Mhg(X) + [ eslisla@? =0

De plus, comme c;(L) est définie positive, on a :
| oglsl @ < masoes 108 sl [ (@)
X(C) X(C)

Par le théoreme de Wirtinger (voir [GHT78], page 171), cette derniere intégrale n’est autre
que
deg; (X)
-
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On a donc :
hz(X)

deg(X)

réalise le maximum sur toutes les places archimédiennes. Par choix

_maXUGEoolog ”S”sup,a < Md!

Soit o tel que ||s]|

sup,o
de la norme de Lowner associée a la norme du sup sur HSJ ,ona:

maXUEEoo ||S||sup7a' S \/ QI‘gHE])W ||S||L7o'7

et par suite :

1
—tog sl = —5log( Y Usld, ) < —loglsly, < —maxses. 10g sy, + log reHd!.
€Yo

On en déduit que :

e P (X)

Il reste & majorer le rang de HY!, ce qui suit du théoreéme de Chardin (confer [Cha88]) :
rg; Y < [K : QrgH)! < [K : QQM%deg (X).

La proposition est donc entierement démontrée.

On peut maintenant majorer la pente maximale du fibré des sections avec multiplicité.
Le choix, classique en géométrie diophantienne, de prendre le tangent de la variété abélienne,
qui est un fibré constant (et non le tangent a la sous-variété), simplifie le calcul. Il semble
possible d’obtenir une majoration dans le cas du tangent & la sous-variété en calculant les
classes de Segré géométriques (voir [Ful84]) et arithmétiques (voir [Mou04]) associées au fibré
tangent ty. Dans le cas qui nous intéresse, le fibré WV étant constant, on a ’isomorphisme
(isométrique) :

HM ~ HM o SmWY.

Bost a conjecturé que la pente maximale du produit tensoriel est la somme des pentes
maximales. Les meilleurs résultats connus dans cette direction sont ceux de Bost-Kiinne-
mann (confer [BK06]), et de H. Chen, qui a démontré dans sa these (confer [Che06)) :

Théoréme 3.30 Soient &1,...,E, des fibrés hermitiens non-nuls sur SpecOf, alors :
J— — n —
/lmax(gl Q- Sn) < Z (/lmax(gi) + log(rggi)> .
i=1

Remarque Pour un produit de deux fibrés, le résultat de Bost et Kiinnemann fait ap-
paraitre un facteur 1/2 pour le terme logarithmique (mais aussi, en contrepartie, une
constante ne dépendant que de K).

Rappelons que par ¢(W), on désigne un majorant de la hauteur d’une base entiére de
W. On peut maintenant démontrer le corollaire suivant :
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Corollaire 3.31 On a la majoration, pour la pente mazimale :

fmax(HM) < M(d + 1).M + 2dlog(M) + 2log deg (X) + c1om max{1, hp(A),deg; (A),c(W)},
L

ot c19 ne dépend que de K et de g.

Preuve
Le théoreme précédent nous montre que :

fimax (HM) < fimax (M) + fimax (ST (WVV)) + log(rgH!) + log(rgS™(WY)).

Les termes relatifs a Hé\/l ont été calculés dans la proposition précédente. Le rang de S™(WV)
est donné par la formule classique :

m-+g—1

rg S"OWY) = ( ) <md,

g—1

et sa pente maximale a été majorée en (3.2.1).

3.4 Choix des fibrés et du morphisme

Apres ces préliminaires, la preuve du théoréeme 3.6 commence véritablement ici. Soit
A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie d’un fibré L ample et
symétrique, qu’on pourra supposer trés ample quitte & considérer L®3. Par la suite, lorsque
cela ne sera pas précisé, le degré et la hauteur seront définis par rapport a ce fibré. Quitte a
prendre une extension finie de K (ne dépendant que de A), on prend un modele de Moret-
Bailly (A, £,0) de (A, L), suivant la terminologie de Bost ([Bos96a]). Ce modele est en
particulier semi-abélien (voir [Gau06], définition-théoreme 4.3). On suppose de plus que A
vérifie H3.

On prend une sous-variété propre (et irréductible) V' de A, de codimension r, qui n’est
pas incluse dans le translaté d’une sous-variété abélienne. On pose aussi : X =V + ¥y, en
vue de la derniére phase de la preuve. L’ensemble ¥y sera un sous-groupe fini de A. On
va construire un fibré hermitien £,; associé & un espace vectoriel E, une suite de fibrés
Gi, k € I (pour un certain ensemble fini I), correspondant & une fibration d'un espace
vectoriel F', et un morphisme ¢ de restriction entre E et F. Les Gy, seront définis & partir de
I’espace des sections d’une puissance de £ sur des modeles entiers de X et de ses translatés
par des points de torsion bien choisis. La partie précédente nous permettra de calculer les
termes de pentes associés a ces fibrés. A la fin de cette partie, on fixera les parametres
et on supposera par I'absurde que le minimum essentiel de V' est majoré en fonction des
parametres. Ce n’est qu’apres avoir obtenu une contradiction qu’on en déduira le théoreme
3.6, en calculant explicitement les parametres.

3.4.1 Le plongement étiré

Pour éliminer la constante de comparaison entre hauteur projective et hauteur de Néron-
Tate sur A, on considere classiquement un plongement étiré.
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Soit M un entier supérieur ou égal a 1. La multiplication par M sur A est notée [M] et

on définit ¢,y :

A —- AxA

x — (x,[M]x).
Ce plongement a été utilisé pour la premiere fois par Laurent pour étudier le probleme de
Lehmer elliptique (confer [Lau83]). Son principe est le suivant : les techniques diophan-
tiennes nous renseignent sur la hauteur projective, et le minimum essentiel fait intervenir
la hauteur de Néron-Tate associée au plongement. On sait que la différence entre ces deux
hauteurs est bornée mais la hauteur de Néron-Tate peut étre tres petite; il y a donc une

perte d’information sur la hauteur projective. Le plongement étiré multiplie la hauteur par
un parametre assez grand, qui rend négligeable la constante de comparaison.

On notera Ly (resp. L) 'image par ¢p; de L (resp. £). On a :
Ly ~ &M 241,
- )
par abus de langage, on utilise la méme notation pour le fibré induit sur A par le plongement.

On note degps (resp. EM) le degré (resp. la hauteur canonique) par rapport au fibré Ljy.
Le lemme suivant indique la variation de la hauteur et du degré par changement de fibré :

Lemme 3.32 Si V est une sous-variété de A, on a la variation suivante de la hauteur
canonique :

iLM(V) _ (MZ + 1)dim(V)+1iL(V);
et la formule suivante pour le degré :
degy, (V) = (M? + 1)V deg(V).

Preuve
Ces formules sont démontrées, par exemple, dans [Phi95], proposition 7.

a

Dans cette partie et la suivante, on travaillera donc dans le plongement étiré. On confon-
dra la variété abélienne A et ses sous-variétés avec leurs images par ¢ys, mais on précisera
toujours avec soin le fibré.

3.4.2 Le fibré de départ

Commencons par décrire le premier fibré. On pose £y = HY(A, Lyr), le module des
sections sur A sur le fibré £,;. On note aussi E le tensorisé de £y avec K. On a vu en 3.3.2
comment munir ce fibré d’une structure hermitienne et on a donné son degré dans le cas
des sections de degré 1; le cas général s’en déduit en remplacant £ par £EM “+1). On fait
une hypothese qui sera aisément vérifiée par la suite, en supposant que :

2
log(M?) > 2(th(A) + log(27rg!)).
g
Lemme 3.33 On a la minoration suivante pour le degré normalisé de Epy :

deg Erf > c11(M?)9log(M),

pour une constante c11 > 0 ne dépendant que de A.
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Preuve
En multipliant le degré arithmétique par le rang, la proposition 3.27 donne :

gdeg; (A) < B th(A) N llog(MQ + l)gdegL(A)>
g! 2 ’

(€)= (M? +1) 1 @nglys

Notons que la hauteur de Faltings ne dépend que de la classe d’isomorphisme de la variété
abélienne, et qu’elle est donc invariante par le plongement étiré. L’hypothese faite sur les
parametres donne immédiatement le lemme, avec une constante c17 > 0 ne dépendant que
de A et facilement explicitable.

3.4.3 Voisinages infinitésimaux

On définit maintenant le fibré d’arrivée pour appliquer 'inégalité des pentes. Dans la
littérature existante, ce fibré est trés souvent formé a partir d’un nombre fini de points.
Mais ici, on veut que les sections s’annulent sur le fermé X avec multiplicité, puis sur ses
translatés. Pour former le fibré d’arrivée, on commence par introduire la notion de voisinage
infinitésimal (confer [Bos96a]). Ce voisinage sera donné par un fermé Y de A et un ordre
de dérivation [, par rapport au tangent t4,,, image de t4 par I'étirement (voir 3.3.2 pour
des détails sur le fibré tangent).

On fixe désormais une base (f1,..., fy) de I'espace tangent t4,,. L’action de l'isogénie
[M] sur le tangent étant la multiplication par M, en prenant une base (e1, ..., ez,) de ¢ 2,
on peut choisir : f; = e; + Megq;. 11 correspond a (fi,..., fy) une base de dérivations
(O1,...,0q4). Six € A, on en déduit par translation une base du tangent t4,, , en = (dans
le plongement étiré), associée a la base de dérivations (01 4, ...,0y.). On notera aussi par
la suite : 1

A A A
2= O O
1= "i*

Soit Y un fermé de Zariski de A (dans le plongement étiré). On définit le schéma V' (Y,t4,,,1)
de la fagon suivante :

- sil=0,V(Y,ta,,,!) est le sous-schéma réduit de A défini par Y.

~sil=1etY =0, V(0,ta,,,1) est le voisinage infinitésimal d’ordre 1 de 0.

— sil>1,V(Y,ta,,,!l) est 'image dans A du schéma Y x V(0,%4,,,1)! par le morphisme
d’addition A1 — A,

Le schéma V (Y, t4,,,1) admet pour support le fermé Y et son faisceau d’idéaux 7 est
défini par :

g
sEI@(VyGY, VAENT tq: Y N <1 85320).
=1

3.4.4 Fibration de ’espace d’arrivée

L’espace vectoriel d’arrivée sera formé a partir des espaces de sections sur des modeles
de X et de nombreux translatés de X par des points de torsion, avec multiplicité. On doit
donc d’abord préciser les points de torsion en lesquels on extrapole, et la multiplicité, puis
mettre un ordre sur cet ensemble.
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On se donne Ty > 0; pour 1 < n < r (r étant la codimension de V' et de X), on se donne
aussi deux nombres positifs 7}, (qui correspond & la multiplicité apres n extrapolations), et
Ny, (qui borne les normes des premiers d’extrapolation). Puis on définit les ensembles P, :

P ={p € Pa avec N(p) € [N,,/2; N,,]}.
On note P 'ensemble des premiers de Z. La projection des P,, sur Z est donnée par :

Pn,Z = {p € Pa = pe Pnap/p}
Le choix des parametres sera tel que les ensembles Py, (resp. Py, z) soient disjoints. On note :
Tor 4, = {P, points de p-torsion se réduisant sur 0 mod ¢, pour q/p/p et p € Py},

ou q est un idéal premier dans un corps de définition du point de torsion P. On note pour
toute la suite K’ le corps engendré par K, par un corps de définition de V' et par les coor-
données projectives des points de la réunion : | J;,~, Tora . Les fibrés et les morphismes
qu’on va considérer seront tous définis sur K’ ; en fait, comme on considére des Og-fibrés,
les calculs de pentes valables sur Ok se transportent sans changer a Ok, et le corps K’
intervient uniquement dans les estimations ultramétriques.

On ordonne les points de Tory, en les classant d’abord selon le plus petit premier
p de torsion (pour l'ordre naturel sur Z) puis en choisissant arbitrairement un ordre a
p fixé. Pour ¢ = (i1,...,4), ol ip, pour 1 < n < r, est un indice dans [1,|Tor ||, on
note P; le point P, + --- + F;,.. On note I 'ensemble de ces multi-indices, qu’on ordonne
avec 'ordre lexicographique. On confondra dans la suite ’ensemble I et son image dans
N par l'indexation, et les éléments ¢ € I pourront étre vus comme des entiers via cette
identification. On construit, pour ¢ € I, une suite de fermés X; = X + P;. On pose enfin,
pour i € I : T(y) = Ty, et Nz = Np,, olt n; est le plus grand des j tels que F;; # 0.

On définit maintenant S, un schéma, et F' un espace vectoriel (de sections) :

S=|JV(Xi,tay . Ty) et: F=HS, Ly);
el

et pour k£ € I un entier, on pose :

Se = V(Xir tay, Ti)-

i<k
Ceci permet de définir Fj, le noyau du morphisme de restriction :
pe: HY(S, L) — HO(S, Lyr)js,.-

La suite décroissante des FJ, est une filtration de F' et on en déduit une filtration de E en
posant : Ej, := ¢~ 1(Fj_1). Soit enfin Gy = Fj,_1/F}. En appliquant le lemme des serpents
aux deux suites exactes :

0— Fy — H(S, L) — H(S, La)s, — 0

et :
0 — Fr—1 — H°(S,Ly) — H(S, Lag)is,_, — 0,
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on voit que G, s’identifie au noyau de I'application :
H(S, Lar)s, — H(S, Lar)s,_, -

Ce noyau est constitué de sections sur Si nulles sur S;_1, donc est un sous-espace vectoriel
de :
Hk = HO <Xk7 SymT(k) (tXM) ® LM) = SymT<k) (tXJV[) ® HO(Xk7 LM))

puisque le fibré Sym?® (t},,) est constant. On choisit un modele entier H (X, Lar) de
H°(X}, Las) et sa métrique, ainsi qu'un modele entier ¢4 de t4 comme en 3.3.2; on en
déduit un modele entier t4,, de t4,, (voir 3.4.3); on dispose aussi d'une métrique sur t4,,
et on en déduit une métrique sur Sym?® (t,\ftM) par passage au dual, tensorisation et quo-
tient.

Remarque On a choisi ici de noter Sym le fibré symétrique, pour éviter toute confusion
avec le schéma S.

On obtient donc un modele entier G de Gy, et par restriction des métriques un fibré
hermitien Gy ; sa pente maximale est majorée par le corollaire 3.31 :

Lemme 3.34 Il existe une constante c1o ne dépendant que de A telle que :
fimax(G) < 12 (MPficss (X) + og (deg (X)) + Tiplog(M) ).
Preuve
L’injection :
Gr — Hy = SymT(k)(tJ\flM) & HO(Xk,ﬁM)

est isométrique et on a, par définition de la pente maximale :

ﬂmax (gikI) S /lmax (H7k) N

On peut donc appliquer le corollaire 3.31 avec les fermés Xj;. En notant hjys la hauteur
projective associée a Ljs, on commence par remarquer qu’il existe une constante cij2 ne
dépendant que de A telle que :

har(X)  _ P (Xy)
degp (Xx) — degp (Xy)

en comparant la hauteur projective et la hauteur canonique dans le plongement étiré (voir
[DP02], propositions 3.9 et 3.14), puis grace au lemme 3.32. L’inégalité des minima successifs
(démontrée par Zhang dans [Zha95b], theorem 5.2) donne finalement, comme M > 1 :

har (Xk)
deg s (Xk)

en remarquant que le minimum essentiel, tout comme le degré, n’est pas modifié lorsqu’on
translate par des points d’ordre fini. Par choix de la base de dérivation sur 4y, (en tenant
compte de l'action de [M] sur le tangent), on peut prendre :

c(ta,,) =log(M).

Quitte a prendre la constante 12 assez grande (en fonction de A), on a donc :

h(X})
< (M?+1)—8
+cio < (M= + )deg(Xk) + 19,

< 29M2ﬂess(X) + ci129,

ﬂmax(m) < ci2 (MQ,aess (X) + 10g (deg(X)) + T(k)log(M)) )

et le lemme suit.
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On note ¢ le morphisme de restriction de E vers F' et on pose, pour k € I : ¢ : B — Gi
I’application linéaire déduite de ¢ et de la projection canonique : Fy_1 — Gj. Pour étre en
mesure d’écrire I'inégalité de pentes, il restera & démontrer que ¢ est injectif, ce qu’on fera
a l'aide d’un lemme de zéros.

3.4.5 Choix des parametres et hypothése sur le minimum essentiel

Le choix des parametres, auquel nous procédons maintenant, doit permettre d’assurer
Iinjectivité du morphisme ¢ et de contredire I'inégalité des pentes. La stratégie qui guide
ce choix est la suivante :

— on définit les parametres M, Ty, Ny de telle maniere que le terme (correspondant au
fermé X non-translaté) :

rg(gO) (ﬁmax(%) + h(¢0))7

soit inférieur a d/eTg(E M)-

— les relations entre les parametres T; et N; sont telles que les contributions des termes
suivants dans 'inégalité des pentes soient négatives.

— le parametre d’étirement M est pris aussi petit que possible, ce qui permet de montrer
que le morphisme ¢ est injectif; il est aussi choisi de telle sorte que M?jiess(X) soit
majoré par une constante, ce qui détermine la minoration obtenue pour le minimum
essentiel.

On commence par introduire 'indice d’obstruction avec poids w(z, X); celui-ci permet
classiquement de prendre en compte la hauteur des dérivées dans un lemme de Siegel. Il
aura un emploi similaire dans le cadre de la théorie des pentes.

Définition 3.13 Soit X un fermé de Zariski propre de A et x un réel positif. On pose :
UJ(x, X) = inf{(qjdeg(Z))l/COdim(Z)}’

ot Uinfimum porte sur l'ensemble des fermés de Zariski (lisses, équidimensionnels) propres
de A contenant X.

On utilisera souvent le lemme suivant, qui compare 'indice d’obstruction simple, ne pren-
nant en compte que les hypersurfaces, et 'indice d’obstruction avec poids :

Lemme 3.35 Soit X un fermé propre (lisse et équidimensionnel) de A de codimension r.
1l existe une constante c13 ne dépendant que de A telle que pour tout réel x positif :

e Tw(X) < wlz, X) < zw(X).

Preuve

L’inégalité de droite est claire et celle de gauche est une conséquence d’un résultat de
Chardin (confer [Cha90], corollaire 2, page 8 et exemple 1, page 9). Remarquons qu’un fibré
trés ample étant fixé, seule la dimension du projectif dans lequel on plonge A intervient
dans cy3.
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a

On introduit maintenant la constante Cy annoncée a la fin de l'introduction; il s’agit
d’une constante ne dépendant que de A, grande devant toutes les constantes intervenant
dans ce probléme, dans un sens explicitable. Soit A le parametre :

A = Cp*log(3deg(V)).

C’est a partir de ce parametre, qui est grosso modo de l'ordre de log(deg(V))7 qu’on va
définir tous les autres parametres. Son avantage -comparé & log(deg(V))- est d’étre incon-
ditionnellement grand devant les constantes intervenant au cours de la preuve, par choix de
Co.

En vue de la phase de descente, qui clot la preuve, nous introduisons deux parametres,
qui permettront d’itérer toute la construction. Soit donc R un réel positif et p un entier
vérifiant les hypotheses suivantes :

r—1

A>log(R) et: 1<p<(9(2r) )

Dans le formalisme des pentes, on regarde la restriction d’une section aux translatés de
V' par n points de torsion, ou 0 < n < r. On prend un parametre T correspondant a la
multiplicité initiale et on associe a tout n € [1;r]| des parametres spécifiques, & savoir une
multiplicité T, et une borne N, pour la norme des premiers de torsion, ce qui détermine
un ensemble de premiers P,. Le lien entre ces parametres est choisi de telle sorte que la
contribution des termes de pente, pour des indices strictement positifs, soient négatifs. On
prend d’abord :

N, = AP

Chaque N, est donc négligeable devant le précédent ; les raisons de ce choix seront plus
claires au cours de la preuve de la proposition 3.44, qui montrera quasiment I'injectivité du
morphisme ¢. Passons aux parametres de multiplicités. Rappelons qu’on a posé : n, = 1 si
a = g et n,, = 2 sinon (voir 3.2.3). Le choix de cet indice correspond a la propriété métrique
obtenue a la fin de la partie 3.2. Si a = g, toutes les directions du tangent sont associées
A une propriété métrique en p~1/P; sinon, il existe des directions associées & des propriétés
en p~/ P’ Par récurrence descendante, pour 0 <n <r — 1, on pose :
T = Top1 (N3, A%).

Puis on pose :
T, =1.

Ces formules déterminent completement T par itération :
To = A*" (Ny--- N,)"™.

On finit par le parametre Q. Le but est de prendre M? assez grand pour que le premier
terme dans la somme de I'inégalité de pentes soit plus petit que le degré de &£p;. Cette
condition s’apparente a celle qu’on obtiendrait par un lemme de Siegel dans une preuve
classique de transcendance. Pour montrer 'injectivité de ¢, on aura au contraire besoin que
M? ne soit pas trop grand. On choisit donc :

M = {(Tow(ATO,X))l/T +1.
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On rappelle que V est une sous-variété propre de A qui n’est pas incluse dans un translaté
de sous-variété abélienne propre, et que : X = V + ¥, ou X est un sous-groupe fini de A.
On suppose que le cardinal de ¥ n’est pas trop gros :

log(|Zo]) < A. (3.3)

Puis on fait ’hypothese suivante sur le minimum essentiel de X :

A

fless(X) < Tow ATy, X)°

(3.4)
Notre but désormais sera d’obtenir une contradiction. Ceci fait, un rapide calcul nous don-
nera le théoreme 3.6.

3.5 Utilisation de I’inégalité des pentes

On a déja calculé le degré de &/ et les pentes maximales. On veut maintenant majorer
le rang des Gy (via les Hy) et la hauteur des ¢. Le calcul du rang des Hj, correspond au
calcul du rang du systéme linéaire dans un lemme de Siegel. Les estimations ultramétriques
dans la hauteur des ¢ sont le point crucial de la preuve et ont été préparées par la partie
3.2. Les estimations archimédiennes, enfin, utilisent essentiellement I'inégalité de Cauchy
(en plusieurs variables).

3.5.1 Majoration du rang

Pour majorer le rang des G, on doit d’abord compter les dérivations puis estimer la
fonction de Hilbert d’un fermé lisse et équidimensionnel assez précisément. Remarquons que
dans notre cas, c’est une majoration du rang pour £ = 0 qui est cruciale.

On rappelle qu’on a l'injection suivante :

Gr — Hi = Sym"® (t4, ) @ H (X, Lar).

On peut donc se contenter de majorer le rang du fibré de droite, qui est plus explicite.

Nombre de dérivations

Le calcul du nombre de dérivations est classique dans les preuves de transcendance.
C’est un raisonnement de géométrie différentielle reposant sur 1’“astuce de Philippon-
Waldschmidt”, qu’on trouve par exemple dans [AD03], lemme 2.5, et [DHO00], 5.3, dans
un contexte abélien.

Si X est un fermé lisse et équidimensionnel, L un fibré ample sur X et n un entier, on
note hY(X, L") la fonction de Hilbert en degré n associée a X et L. La prise en compte de
I'indice d’obstruction avec poids nous amene a faire le raisonnement qui suit avec un fermé
lisse et équidimensionnel Zj contenant Xy, de codimension /' < r (r étant la codimension
commune & V et a tous ses translatés).

Proposition 3.36 On a l'inégalité suivante pour le rang de Hy, :

rg(Hi) < Tih®(Zi, Lur).
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Preuve

Commencons par remarquer que l'inclusion : X C Zj, nous permet de nous ramener a
la majoration du rang du fibré G, dans lequel on a remplacé X par Zi. Quitte a permuter
les indices, on peut ensuite supposer que les dérivations (014 ..., 0, 5) se projettent sur une
base du cotangent pour x € U, un ouvert dense de Zj. Cet ouvert est défini par la non-
annulation du déterminant d’une sous-matrice de taille maximale de la matrice jacobienne
sur un ouvert affine.

On note Z(*) le faisceau d’idéaux associé au voisinage infinitésimal V(Zistay Tiy)-
Pour s une section sur Zg, on va démontrer que :

(Va: €U, VAEN tel que Y N < Ty : s = o) — se1®, (3.5)

i<r!
ott on plonge N™ dans N9 en complétant les r’-uplets par des zéros.

Faisons une premiere récurrence sur 7). Le résultat est vrai pour T() = 0. On le
suppose vrai au rang T(3) — 1 > 0. Soit s € H O(Zk, L) vérifiant I'assertion de gauche dans

(3.5). Soit (A1,...,Ay) tels que :
DN < Ty,

1<g

On fait une nouvelle récurrence sur la longueur résiduelle :
/
’)\| == )\/,«/4_1 + “ e + )\g7

pour montrer que d;s = 0 si x € U. Pour |A|' = 0, I’assertion de gauche dans (3.5) implique
que : 83)6‘3 = 0 pour tout € U. Supposons le résultat démontré pour |A|' —1 > 0 et soit
x € U. Quitte a renuméroter les indices, comme |\|" > 1, on peut écrire :

s = Yy.z 0 Ols;

pour une certaine constante vy (correspondant aux factorielles dans la définition des ;).
Comme (01,4, . ..,0m ) se projettent sur une base du cotangent de Zj en x, on décompose :

ag,a: = 5x + 6;/(;7

ol d, est une combinaison linéaire des 9; , (1 < i < 1’) et §/, est un vecteur du tangent de
Z, dépendant de x. On a :
0z 00ks =0,

par hypothese de deuxieme récurrence et : §,, o 9%'s = 0. En effet, v — 9i's est une section
de Z(F) par hypothese de premiere récurrence et I'égalité suit de la définition du tangent.
Ainsi, 8;6\8 = 0 pour tout z € U donc sur Z; tout entier car U est Zariski-dense dans Zj.
L’implication (3.5) est donc vérifiée.

On obtient ainsi une majoration du nombre de conditions linéaires a écrire pour étre
dans Z(). Puisque le nombre de 7/-uplets d’entiers de somme i est égal au terme binomial

i4r/—1
( . ) et puisque la dérivation est de degré 1 sur les idéaux homogenes :
r—

Ty—-1 / ’
i+r'—1 Tiky+r'—1
)< Y () L) < (

r’'—1

0
> )Nk L),
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On a enfin la majoration :
T(k)+r/_1 < !
(") =T

ce qui finit de prouver la proposition.
O

Remarque En suivant une approche légerement différente, on peut chercher des résultats
métriques aussi précis que possible, dans les cas intermédiaires ou le p-rang est différent
de 0 ou g, et mettre en oeuvre la méthode des pentes avec un systeme de multiplicités
penchées. Le calcul du rang ci-dessus s’adapte bien a ce contexte, et on peut trouver, par
exemple sous I’hypothese que A est simple, des dérivations (014 ...,0p ) se projetant sur
une base du cotangent de Z; sur un ouvert Zariski-dense, correspondant aux directions du
tangent les moins “poussées” (associées aux directions de meilleures propriétés p-adiques).
On utilise pour cela le fait que V', donc X et les X, ne sont pas incluses dans un translaté
de sous-variété abélienne propre. Ceci permet d’avoir une majoration satisfaisante pour le
rang ; il semble cependant difficile d’avoir une bonne majoration de la pente maximale de
H;, dans ce cas.

Majoration de la fonction de Hilbert géométrique

Pour majorer la fonction de Hilbert de la variété Zi, on ne peut pas se contenter du
théoreme de Hilbert-Samuel géométrique. Celui-ci donne une estimation asymptotique, ce
qui oblige & introduire une constante indéterminée dépendant de Zj (et par suite de l'in-
dice d’obstruction), ce qu’on souhaite éviter. On dispose d’une estimation inconditionnelle
démontrée par Chardin, qui donne immédiatement :

Proposition 3.37 On a :

WO(Zi, Lar) < (977 degar(Z1).

g—r'

Preuve
C’est une conséquence du résultat principal de [Cha88], valable pour un fermé lisse et
équidimensionnel.

On regroupe les deux derniers résultats dans le corollaire suivant :
Corollaire 3.38
g(2M12)

rg(Gy) < AT,

Preuve

On commence par combiner les deux dernieres propositions en remarquant que le coef-
ficient binomial apparaissant dans la derniere est inférieur ou égal & g. Et on obtient, grace
au lemme 3.32 :

rg(Hi) < 9T degnr(Zk) < 9T (2M?)9~" deg(Zy,).

Ceci est vral pour toute variété Z; contenant X. Soit donc Z; une sous-variété, de codi-
mension 7/, telle que (on se rameéne a X car le degré est invariant par translation) :

1/r’
W(ATy, X) = (ATOdeg(Zk)) .
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On a donc, par choix du parametre M :

g(2M2)9 T(k)w(ATo,X) "
ATO TO w(ATo,X) ’

rg(Hy) <

et le résultat suit puisque 7(;) < Tp.

3.5.2 Normes ultramétriques des morphismes

Soit k € I un entier, et p un premier de J,.,,«, Pn au-dessus d’'un nombre premier
p. Pour q/p, un idéal premier de K’, la norme g-adique de ¢, n’est correctement majorée
que si la k-eéme étape dans la filtration correspond & la translation par un point de p-
torsion. Autrement, on se contente d’une majoration simple. On introduit donc la définition
suivante :

Définition 3.14 On dit que k est n-lié a q si le point P, = Py, + -+ Py, associé a k est
tel que Py, soit un point de p-torsion non-nul se réduisant sur 0 modulo q, et q/p.

La proposition qui suit est une conséquence du lemme p-adique de la partie 3.

Proposition 3.39 Pour tout k € I, et tout idéal premier q/p de K', on a :

log [léx ], < 0.
De plus, si k est n-li¢ a q, on a :

logp
pre

log ||¢k”q < *nq(Tnfl - Tn)

Remarque On rappelle que n, vaut 1 si @ = g (densité positive de premiers de réduction
ordinaire) et vaut 2 sinon (voir 3.2.3).

Preuve

Soit k € I et q/p un idéal premier de K'. Soit s un élément de Ej tel que : [|s||; < 1;
soit A} le modele entier de X}, choisi dans la définition de G, et x un élément de Xj. Soit
aussi A € N9 tel que 3y, A <Tjgy. Ona:

Ors = 0N(s o).

Par définition de P4, les coefficients de 7, sont p-entiers (voir (3.1)). De plus, le choix
de P4 permet aussi que 'opérateur différentiel 9* appliqué en chaque fonction abélienne
s’exprime comme un polynome en les fonctions abéliennes a coefficients p-entiers (par (3.2)).
FEn remarquant que notre base de dérivations sur Ajs est obtenue par combinaisons linéaires
a coefficients entiers de dérivations sur A, on a :

|8£\3‘q <1,
ceci étant vrai pour tout z € X}, et tout A € N9 tel que >~ \; < T(1), on en déduit :

ok (s)llq < 1.

La premiere partie de la proposition est donc démontrée en passant au sup sur s € Ej.
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Supposons que k soit n-lié & ¢q. On désigne par t = (¢1,...,t,) une base de parametres
correspondant & une base orthonormale pour la forme de Riemann sur ¢4. On reprend les
notations convenues avant la proposition 3.17. L’isomorphisme :

AOP ~ Op[[tl, oo ,tg]],
induit une application :
H°(Ao,,040,) = Opllt1, .., 14]).
Celle-ci associe a I'image d’une section f de H° (Ao,,O Aop) son développement de Taylor

en 0 :
> (0Mf) t-

neNI

On écrit Py, = Py + Py, , et pour « € &), : @ = 2’ + P, . Le point de torsion Py, se réduit
sur 0 modulo g. On en déduit, par la proposition 3.17, les majorations suivantes :

V1 <i<g:|ti(Pp,)|q <p /P
De plus, on a encore, pour tout u € N9 :
|0 (s 01y )|q < 1.

La norme étant ultramétrique, ceci suffit & voir que la série de Taylor de 9*(soT,/) converge ;
on en déduit 1’égalité :
Os= Y 0"(somt(P, )"
u>AeNy
ou :
p>2ASVi<g: pu > A
Par définition de Ej, s est nulle & un ordre T,,—1 en 2/, donc si O*(so7,) # 0, on a :
Z pi > Tp—1.
1<g

On en déduit :
g

H ti<Pkn)P«i*/\i

=1

< pra(Tama=T)/p"e

q
La norme étant ultramétrique, I’'inégalité fine de la proposition en résulte.

3.5.3 Normes archimédiennes des morphismes d’évaluation

Soit k& un entier, et o une place archimédienne de K’; tous les ¢, sont définis sur
K'. Le but de ce paragraphe est de majorer ||@x]|,, par des méthodes d’analyse complexe,
en particulier I'inégalité de Cauchy. On suit pour cela le paragraphe 5.9 de [Gau06]. Cette
majoration sera la méme pour toutes les places archimédiennes ; plus précisément, on obtient
la proposition suivante :

Proposition 3.40 Il existe une constante cig ne dépendant que de A telle que :

1
m( Z log Hﬁbk”g) < c161{ylog(M).
) o:K'—C
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Preuve
Soit s € B, @ Cet z € Xi. On a alors :

¢k(8)($) € (ST(k)t.\//ﬁlM ® x*‘CM) Qo C’
qui est isomorphe (non isométriquement) a :
Homc(ST(k)tAM’U,QZ*,CM’U).

Si on fixe une base d’ouverts affines, 'image de ¢y (s)(z) par cet isomorphisme est le mor-
phisme qui associe a une dérivation D d’ordre T(y) la valeur de Ds en x (la dérivation D
donnant par translation une dérivation en z). On note @T(k) cet isomorphisme qui est défini
dans [Gau06], 4.1, ou sa norme d’opérateur, ainsi que celle de son inverse, sont majorées :

o < MAXe e Tiw! v llozt || <1
Tt o maXIENg7|1|:T(k> il ¢ Twlle =
On en déduit que :
lox()@l, < |O1, (ex(s) @)
Soit (f1,0,-- -, fg,o) une base de t4,, . (composée & partir d'une base orthonormée de t 4
pour la forme de Riemann induite par o), correspondant a des dérivations (01,5,...,0q0).

Soit D une dérivation d’ordre T{y) le long de t 4,, .. On écrit D = ZieNg,lilzT(k) diaﬁa O
(T
Am

Nea

La norme sur STt Ay, €tant la norme quotient déduite de la projection :

STwty,, . ,ona:

il 2 _
IDIP= 37 ldiP = (0 ldl) x g0,

[i|=Tx) [i|=T{x)

De plus, on a :

IDs()| < Y ldi

[iI=Tx)

(011, -+ 90 s(a)
et on en déduit :

lor()@)l, < g0 masyr, { || (0, - 05t s()|| }-

En reprenant la définition de la métrique cubiste, on peut se ramener a la fonction 6 cor-
respondant & s; notons que via le plongement étiré, la section s est une section sur A de
degré < 2M?. On note u un logarithme de o () ayant une norme hermitienne minimale sur
C9. En tenant compte de 'action de ¢y sur les dérivations, il vient :

I6x() (@, < @@ e ™I xmaxy_, |5 (o) 00a+ 2)umo ).

De plus, par I'inégalité de Cauchy appliquée a 6, pour tout réel rc > 0 (a ne pas
confondre avec r, qui désigne la codimension de V'), on a :

17 0\i 1
maXIilzT(k>{ F (%) 9(11 + Z)\z:o‘} < (rT(’“) )Sup”ZUSTC ‘9(11 + Z)’
C
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En revenant aux métriques cubistes, on trouve :

M g T(’V) . . .
léx(s) (@)l <(f> Mo ul,

o = ro ) ||S||sup7o"

On choisit alors r¢ de fagon a optimiser la majoration :

_ V9
Mmax{1, [luf,}"

rc

Comme M? > /9 (par le choix des parametres), cela donne :

lén(s) @), < (MPmax{L, [[ull, })"® e ||s|

sup,o *

La norme sur Gy, étant la norme de Lowner ||.||; associée & la norme du sup, elle est plus
petite que celle-ci et on a finalement :

T,
16x(5)]l, o < (MPmax{1, [Jull,})" " e ||s]]

sup,o ’?

Et, vu le choix de la norme L? sur £y :

T 15| up,
¢ll, < (MPmax{L, [ul|,}) ““)eg’rgsupfeeM,s;AO{w '
L2,0

La remarque 4.18 de [Gau06] montre que pour une certaine constante c14 ne dépendant
que de g :

1

m Z logmax{1, [[ul|,} < cl4max{1,log(hF(A)),log(hO(A, L))}

o:K'—C

De plus, d’apres la méme référence, lemme 4.16, il existe une autre constante ci5 telle que :

50l upe
08 50 0] 12 | < crsman(1, 06(he () Jou(h7(4, L) og %)

La proposition suit en sommant sur les places archimédiennes, pour une constante cig
dépendant de A.

a

Remarques On aurait pu choisir différemment le parametre r¢ issu de 'inégalité de Cau-
chy, en prenant & la place : r; = r¢ x M 2. On aurait alors obtenu une majoration par
c16(T(y +M 2), qui aurait été plus mauvaise dans notre contexte puisque tous les parametres
sauf M sont logarithmiques en deg(X).

Jusqu’a la phase de descente (ou cela ne semble plus possible), on pourrait travailler

avec des termes en log (w(V)) a la place de log (deg(V)), quitte a améliorer la proposition
3.29.
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3.5.4 Inégalité de pentes et conséquences

Pour pouvoir appliquer le théoreme des pentes, on doit s’assurer que le morphisme ¢ est
injectif. On y travaillera dans la partie suivante, et on suppose par avance ici cette injectivité.

Contradiction sous l’injectivité de ¢

On suppose par l'absurde que (3.4) est vérifié. Puisqu’on a aussi supposé que ¢ est in-
jectif, on peut donc utiliser I'inégalité des pentes du lemme 3.22. On a donc :

deg Ea7 < dim( B/ Eps1) (fimax(Gr) + h(dw)).
kel

Soit k > 0 un entier ; on veut d’abord montrer que la contribution du k-éme terme dans
la somme précédente est négative. On regroupe pour commencer les estimations faites sur
le morphisme ¢, a savoir les majorations archimédiennes et ultramétriques. L’entier k est
par définition n-lié a tout idéal premier q de O+ au-dessus d’un seul premier p de P4. On
note p son image dans Z; on a alors (par les propositions 3.39 et 3.40) :

1 1 logp
h(pr) = 7 E log||oxll, < cieTnlog(M) — —— E ng(Tn-1—Tn) =
[K": Q] , [K": Q) pe
veM(K') q/p
1 )logp

< cTnlog(M) — m(Tn—l - e

9

ol on a utilisé 1’égalité classique (voir[Lan86], II, Corollary 1 to Theorem 2) :

an =[K': K].

qa/p

On majore ensuite :

1 logp
(K :Q "' pra

1 logN,,
—1 Nga )

/lmax (ak) + h((ﬁk’)

IN

017<M2ﬂeSS(X) + Tplog(M) + log(deg(X ))) -

S c17 (MZ,&ess(X) + TnIOg(M> + log(deg(X))> -

pour une constante c¢17 ne dépendant que de A, car p < N, et la fonction log(x)/x™ est
décroissante pour z > 3. Le choix du parametre M (confer 3.4.5) et 'hypothese (3.4) sur
le minimum essentiel donnent :

. Tow(ATy, X)
M? s (X) < 202007 < 9N,
) < Tow(ATp, X) —

Puis :

_ T —
ﬂmax(glﬂ) +h(¢k) < E)Cl7AT’n - Nnal <0.

On a d’abord utilisé I'hypothese (3.3) sur ¥, puis on a majoré log(M) par A grace au lemme
3.35, en comparant logA & A (quitte a prendre C assez grand). On a ensuite éliminé [K : Q)



3.6 Injectivité du morphisme 97

avec logN,, (pour Cy assez grand la encore). La derniere inégalité résulte de la définition
des T, par récurrence descendante (voir encore le paragraphe 3.4.5).

I1 suit, grace a 'estimation du terme de hauteur qu’on vient de faire (qui est encore
valable pour k = 0, sans le raffinement ultramétrique) :

deg Exr < dim(Ey/Ey) (fimax(Go) + h(¢0)) < 18(Go)(5e17ATy).

On a pu remplacer dim(Ey/E7) par rg(Go) en utilisant l'injectivité de ¢, et parce que la
hauteur est majorée par un terme positif. En combinant le lemme 3.33 (il est clair par
le choix des parametres que log(M) est plus grand que n’importe quelle constante), la
proposition 3.38 avec k = 0, et on obtient :

2M?)9
cn(M)leog(M) S g( ) (5617ATO>,
ATy
et on rappelle que c;; > 0. Puis :
5g29
c11

On en déduit une contradiction, puisque log(M ) est plus grand que n’importe quelle constante
du probléeme, par définition de A.

3.6 Lemme de zéros et injectivité du morphisme

Il nous reste donc a nous assurer que le morphisme de restriction est injectif. On procede
par 'absurde, en commencant par écrire un lemme de zéros, et le choix des parametres fait
dans 3.4.5 doit mener a une contradiction. Ceci s’avere assez délicat, et on y parvient en deux
étapes. La premiere est de nature combinatoire (paragraphe 3.6.2), et mene & une quasi-
contradiction en 3.6.3; la seconde est un argument de descente sur des variétés (paragraphe
3.6.4), qui imposera de travailler en petite codimension : r < 2.

3.6.1 Lemme de zéros

Notre lemme de zéros s’inscrit dans la tradition des théorémes démontrés par P. Phi-
lippon, dont on reprend le formalisme (confer [Phi95]). Ce lemme est ’analogue abélien du
théoreme utilisé dans [ADO03], & une différence preés : on prend en compte les multiplicités,
et ce a 'aide de la notion de dessous d’escalier, qui permet d’envisager des multiplicités
variables et différentes selon les directions. Dans le cas qui nous intéresse, il est utile d’envi-
sager la multiplicité finale dans le lemme de zéros, qui permet une légere amélioration par
rapport au cas torique. On ne fait pas usage, cependant, de multiplicités différentes selon
les directions.

Remarque On a pris la multiplicité finale T, dans l'inégalité de pentes égale a 1 mais
la multiplicité finale dans le lemme de zéros est un certain 75, pour r9 < 7, et n’est pas
forcément nulle.

Dans la suite, si | € N et Z est une sous-variété de A, on notera {I}Z le cycle Z avec la
multiplicité [. Cette notation peu conventionnelle s’explique par ’emploi, dans ce genre de
probléeme, de la notation [I]Z pour désigner 'image de Z sous la multiplication par .



98 Méthode des pentes

Faisons d’abord quelques rappels nécessaires pour écrire le lemme de zéros. Soit A une
variété abélienne munie d’une fibré ample L; on considere la base de dérivations sur A
définie en 3.4.3. Un ensemble E C NY est un escalier si pour tout § € E, ona 8+ NI C F.
Un sous-ensemble de N9 est un dessous d’escalier s’il est le complémentaire d’un escalier.
Si W est le dessous d’un escalier E¥ de N9, et si on a des indices : 1 <i1 < --- <113 < g, on
note C;, ...i, (W) 'enveloppe convexe dans Ri de la trace de E sur la d-face de N9 définie

par (i1,...,1q).

On appelle aussi ensemble pondéré un sous-ensemble Y. de N9 x A tel que pour tout
x € A, Pensemble W, 5, = (N9 x {z}) N ¥ soit un dessous d’escalier (éventuellement vide).
On appelle support de X, noté Supp(X), sa projection sur A. Si ¥ et ¥/ sont deux ensembles
pondérés, on définit X+’ comme 'ensemble des couples (z+2', A+ \'), pour (z,\) € X, et
(', N') € ¥'; c’est aussi un ensemble pondéré. On a E + () = () et si E est un sous-ensemble
de A, on l'identifie & ’ensemble pondéré {0} x E.

On dit que f € H%(A, L) s’annule sur un ensemble pondéré X si pour tout (z,\) € %,
ona:d}f =0.8SiV est une sous-variété de codimension r de A et W un dessous d’escalier,
on pose :

my (V) = rlmax,cv,1<i, <...<iz<g{VOL(R' /Ciy ...iy (W)},

ol le maximum porte sur x € X et les d-faces de N9 telles que (0;, 4, - - -, 0 ) forment une
base du quotient t4 . /tv,s.

On peut maintenant énoncer le théoreme dont on aura besoin :

Théoréme 3.41 Soit V une sous-variété irréductible de A, de codimension v, M > 1 un
entier et Yo, ..., %, des ensembles pondérés finis a support dans A(K) tels que pour tout
1<n<r:

Supp(X,) = U Hy i,

=1...5n

ou les Hy; sont des sous-groupes de A(K) ; on suppose aussi que les dessous d’escaliers

associés aur L, ne dépendent que de m. Soit de plus f € HC°(A, L®M), non nulle, qui
s’annule sur V 4+ Yo + --- + X,.. Alors il existe une constante cig ne dépendant que de A,
deux entiers 1 < rg <ry <7, des indices jo,. .., jro—1 avec 1 < j; < s pourl=0...19 —1,
et des sous-variétés algébriques Z; (j = 1,...,sn,) de A, propres, K -irréductibles et de
codimension r1, contenant au moins une composante isolée de

Hojo -+ + HrO*Ler—l + 2+ A+ N+,

telles que :

deg< U U {mwy(x+y+Zj)}(:c+y+Zj)> SclgM”-
xEHo,j0+---+HTO,1,jm_1 J=Ll...sry, YEHr,j

Preuve
Le méme théoreme dans le cadre plus général des groupes algébriques est ’objet d’un
article en préparation de David et Amoroso ([ADO07]).
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3.6.2 Degré d’une sous-variété obstructrice

1l s’agit d’adapter le lemme de zéros au cas qui nous intéresse ; le degré M du théoréme
qu’on vient d’énoncer sera égal & M? + 1 dans notre cas.
On reprend les hypotheses et notations des parties 3.4 et 3.5 et on rappelle que :

X=V+3,

ou V est une variété irréductible et Y9 = Hp, un sous-groupe fini de A. On note B le
cardinal de Hy et on suppose enfin que B est premier a tous les premiers des P, 7, pour
1 <n < r. Sipest un nombre premier de |J; <, <, Pnz et q/p dans K’, on désigne par :
Ker[p]q le groupe des points de p-torsion sur K " se réduisant sur 0 modulo q.

Sil =TI _,pn avec, pour tout 1 <n <r : p, € P,z oup, =1, on note :

Ker[l]* = @ Ker[py]g,-

Cette somme est bien directe car le choix des parametres implique que les P, 7 sont deux-
a-deux disjoints. Notre but, jusqu’a la fin de cette partie, sera de démontrer la proposition
suivante, pour un bon choix du fermé X (dont dépend la construction du morphisme) :

Proposition 3.42 Le morphisme ¢ : E — F est injectif.

On va supposer que ce n’est pas le cas et obtenir une contradiction en appliquant le lemme
de zéros du paragraphe précédent. Celui-ci permet de majorer le degré d’une réunion de
sous-variétés. On souhaite se ramener a une seule sous-variété obstructrice, et utiliser le
fait que la réunion est largement distincte. On y arrive par un travail sur le stabilisateur.
Commencons donc par une définition :

Définition 3.15 Si Z est une variété propre et irréductible de A, on appelle stabilisateur
de Z, noté Stab(Z), l’ensemble :

{(rcAx+Z2=2}=)(Z-x).
r€Z

On a les propriétés suivantes pour le stabilisateur :
dim(Stab(Z)) < dim(Z) et: deg(Stab(Z)) < deg(Z)dim(Z)+1'

La premiere suit de la définition, et la preuve torique de la seconde (dans [AD99], 2) se
transpose sans changement aux variétés abéliennes.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.43 Il existe une constante cog, des entiers rg < r1 < r strictement posi-
tifs, un entier | € Pigz---Ppyz, et une sous-variété Z de A, propre et Q-irréductible, de
codimension r1 contenant un translaté de V par un point de torsion, tels que :

B l2gfa

T P,
1P g A Stab(2)] [t 1 Stab(Z)]

deg(Z) < 620]\427’1 A.

Remarque Pour simplifier les calculs qui viennent, on pose :

B

120, 2) = Stab(Z) N Ho|’
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Preuve
Si le morphisme ¢ n’est pas injectif, il existe une section f € HO(A, L®M 2H) qui s’annule
sur :
U V(Xi,ta, T())-
i€l
Par définition des voisinages infinitésimaux, ceci implique que f s’annule sur :

X+ 4 +5,

ou ’ensemble X, pour 1 < n < r, est pondéré de support :

Supp(X,) = Tora, = U Ker[p]g;
q/pGPn

cet ensemble est associé au dessous d’escalier simple et ne dépendant que de n défini par :

g
Z e < T,
k=1
Il existe donc, par le théoreme précédent, deux entiers rg et r1 tels que : rg < r; < r, des
couples d’idéaux premiers (p1,q1), ..., (Pro—1,9ro—1) avec g, € P, (pour 1 < n < rg—1)

et des sous-variétés algébriques Z; de A (pour tout q € P,,), propres et Q-irréductibles, de
codimension r1, tels que :

deg( U U {ch,.O (C+ Zg)} (¢ + Zq)) < eigM,

qe,P"‘O Cezo@@n Ker[pn} qn

ou on a écrit, pour unifier ’écriture dans la somme directe : q,, = q; et ou (,, est la
composante selon rg de ¢ dans la somme directe. De plus, pour tout q € Py, la variété Z
contient un translaté de V' par un point de torsion.

Le terme de multiplicité se calcule immédiatement. Soit q € P, et ¢ € o®P,, Ker[py]q,, ;
ona:
mwe,, (C+2Zy) = rlleolvol({ul +tuy, <1}) = T

Cette multiplicité ne dépend pas de la variété dans la réunion donc on peut la mettre en
facteur.

Les entiers rg et 1 sont déja déterminés ; posons lgp = p1 - - - pr,—1. Choisissons, pour tout
premier p € P,, 7, un idéal premier q de P,, divisant p tel que la quantité :

(lop)*9~~
|Ker[lgp]* N Stab(Zy)|

f (%0, Zq) deg(Z,)

soit minimale parmi les premiers de P, divisant p. Prenons aussi q,, € Pr, (et py,) tels que
cette méme quantité soit minimale parmi tous les premiers de P,,. On pose [ = lop,, et

Z = Zg,,. 11 suffit donc de majorer cette quantité pour obtenir la proposition. Rappelons

que la somme :
ro—1

Kerllp]* = @ Ker[pn]qn
n=1
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est bien directe car, les premiers p,, étant deux-a-deux distincts, on peut écrire une relation
de Bézout entre un des p,, et tous les autres. On partitionne Py, 7 en introduisant la relation
d’équivalence suivante :

pp = <E| v € 3o @ Ker[lp]* @ @ (Ker[pz-]qi>, tel que v+ Z4 = Zq/>,

pieprO,Z

et on note (Ci,...,Cs) les différentes classes d’équivalence associées. Les variétés Z, sont
irréductibles et il en va de méme pour chacune de leurs translatées. Si p et p’ appartiennent
a des classes différentes, les réunions

U ¢+ Z4

¢eXodKer[lo]*dKer[plq

n’ont aucune composante en commun et on peut additionner les degrés. Le choix d’un seul
idéal de Py, au-dessus d’'un nombre premier restreint la réunion ; on a donc :

T zzldeg< U U C—i—Zq) < egM (3.6)
iz

p€EC; (€T odKer[lo]*®Ker[plq

Soit p € Pr,z et q I'idéal qui lui est associé; le stabilisateur de Z; ne dépend que de
la classe d’équivalence de p puisque si p’ (associé a q') est dans la méme classe que p, Zy
est un translaté de Z;. On appelle S; le stabilisateur commun aux Z,, pour q associé a
p € C;. Dans chaque classe Cj, on fixe un premier p; € C; et on note Z,; la variété qui lui est
associée. Pour tout autre premier p € Cj, il existe donc un élément o, € @piepro,z Ker[pi]g
et 1, € o & Kerl[lp]* tels que :

ap+mp+ Zg= 2y,

Remarquons que la somme est directe car tous les p; sont distincts. Soient p # p’ dans la
méme classe C; ; soient w,, € Ker[p|q et wy € Ker[p']y. Si les réunions

U  (twetz (3.7)
CEE()EDKer[l()]*

pour £ = p et £ = p/, ont au moins une composante commune, c’est qu’il existe un élément
Np.p € Lo ® Ker[lp]* tel que :

Wp + Zp = Mpy + Wy + Zy.
On en déduit, grace aux deux dernieres égalités, que :

v =0 —wp — ay +wy + (p — 1y + py) €S
On note ab’ la composante selon p; de a,. On remarque que : ol — ozg
méme : az, —ap —wy € Ker[p]g, et : gy —np + mpy € B @ Ker[lg]*. Le nombre p est
premier a p’, & lp, & B et a tous les autres premiers de Py, 7. Il existe donc une relation de
Bézout :

, — wp € Ker[plq. De

up + vl H pi = 1.
Pi#FPEPr 7
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On en déduit que :

[vlp H pilz = [vly H pil(a) — az, —wp) =ah — 045, —wp € Sj;
Pi#PEPr 2 Pi#PEP

puisqu’il suit de sa définition que le stabilisateur est stable sous la multiplication par n,
quel que soit n € N. Par contraposition, si :

wp € Ker[plg \ (ap — af, = §j) et wy € Kerp]y \ (o) — ap +S;),

les réunions (5) n’ont pas de composantes communes. I suit :

deg< U U U C+§—|—Zq> =Y deg< U U C+§+Zq>.

p€eC; (eTodKer[lg]* £€Ker[plq p€eC; ¢eXodKer[lp]* §€Ker[p]q\Ui (ag_oégi +Sj)

Fixons j et p € C;. On va calculer le degré de la réunion totale en fonction de deg(Zg).
Par choix de I’ensemble P4, il y a p?9~% points se réduisant sur 0 mod g, et il y a lggfa
points dans Ker[lp]*. I en résulte :

29—«
de( U U crerzy) = fon O Caz). 38)

¢eSo@Kerllo]* £€Ker[plq |S; N (Ker(lop]*)]

A cette réunion, il faut retrancher :

\c 0"

¢eXoPKer[lo]* e, (ap apL-FS)

En effet, il y a au plus |Cj| points de la forme a,. Notons CN'j le sous-ensemble de C; formé
des p divisant [S; : S]Q], oll SJQ désigne la composante connexe de 'identité dans S;. Sip ¢ Cj,
les dénominateurs des deux dernieres formules sont égaux et comme o < g, on a :

Ci |\ £ (S0, Zq)(lop)>9
deg( U U <+§+Zq) > <1 )wm ] o5 )

¢eXo®Ker[lp]* £eKerlplq\U; (ag—agi +Sj)

Le quotient =5 p 5 provient du fait que la “partie discrete” du stabilisateur de Z; est triviale
et que sa composante connexe en 0 est un groupe algébrique de codimension > r + 1 > 2.
En fixant j, on somme sur ’ensemble des p; en tenant compte de la définition de Z, on
obtient :

~ 29—«
deg(U U U <+Zq> 2 (ICj\CjI “D >|Ker20’i)élt)az(z)‘deg(Z)

p€EC; (€TodKer[lg]* {€Ker[plq pEC

2 50\ S (Zo0, Z2)(1)*9
(511 - 1cil) Korli[ 1 Stab (2]

v

deg(Z).

On avait en effet choisi ’ensemble P4 tel que la somme Zp /pEPA D 4 < % On a plus direc-
tement, par un calcul direct & partir de (6) :

S, Z)(1)29-°
deg( Jg u U “Z) \Kfe(r[(]) ﬁ)ét)ab(Z)]deg(Z)'

p€Cj (€Kerllp]* £€Ker[plq




3.6 Injectivité du morphisme 103
On doit donc estimer le nombre de premiers divisant [S; : SJQ]. Or :

<log deg(S;) < ci9A,

pour une constante cig. On a ici majoré le degré du stabilisateur en fonction de celui de la
variété (confer [Hin88], lemme 6), puis on a utilisé le lemme de zéros pour majorer deg(Z,, ),
et on a majoré log(M) a l’aide du choix des parametres. Par 'inégalité : max{x —y;1} > &

2y
pour x > 0 et y > 1, on obtient :
2 5 1]
max{=|C;| — |C;], 1} > —L—.
La proposition suit en sommant sur les classes d’équivalence.
O

3.6.3 Un premier pas vers l’injectivité

On suppose maintenant que A vérifie 'hypothese H2. On vérifie aisément que celle-ci
implique H3.

Le choix des parametres va nous donner une inégalité “presque absurde” ; on ne pourra
cependant pas conclure, car il manquera une hypothese de coprimalité sur des objets
construits simultanément. On devra donc itérer une fois le résultat obtenu, en exigeant
cette hypothese entre la premiere et la seconde étape, puis on conclura par un argument de
descente.

Rappelons que la derniére proposition nous a donné 'existence d’un couple (I, Z) ou [
est un entier assez grand (on sait que [ € Py ---Py) et Z est une sous-variété irréductible
contenant un translaté de V. La proposition suivante résume et précise ce qu’on a obtenu.

Proposition 3.44 On suppose que X n’est pas incluse dans le translaté d’une sous-variété
abélienne et que son minimum essentiel est majoré de la fagon suivante :

N 1
/’LeSS(X) CU(X) < W

Alors il existe une sous-variété propre Z de codimension r1 < r contenant un translaté de
V' par un point de torsion et un entier I > 0 tels que :
-L’entier | est premier avec R et :

1< AQP(QT)H'I .

-De plus, on a linégalité :

( £(So, Z)19me
Ker([l]* N Stab(Z)|

1/r
deg(Z)) ™ AP (e X),

Preuve
On commence par montrer que la contrainte portant ici sur le minimum essentiel est
plus forte que I'hypothese (3.4). Si (3.4) n’est pas vérifiée :

> > 1 ,
B T()w(ATo,X) - TOQUJ(X)

fless (X)
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par application du lemme 3.35. De plus, par les choix de parametres faits en 3.4.5 :
s
73 < A% [ Nf < aver,
n=1

ce qui contredit 'hypothese de la proposition. Pour démontrer cette inégalité, on a d’abord
utilisé :

Ny --- N, < APL@)? 42", (3.9)

puis on a majoré I’exposant comme suit :

r—+1 r—+1
D@y < —r > (2r) <2020t -,
i=2 =1

par l'inégalité :
l+z+...+2" <22 pour h € Net z > 2.

La proposition précédente nous donne donc 'existence de trois entiers strictement posi-
tifs ro, m1 et L avec rg <1y <r, 1l € P17z - Ppyz, et une sous-variété algébrique Z propre et
irréductible de A, de codimension 71, contenant un translaté de V' par un point de torsion,
telle que :

f(30, 2)1P97
Ker[[]* N Stab(Z)|

Par construction des Py, 7, I’entier | est premier avec R et on a les inégalités :

T:1 ’PTO:Z|

0

deg(Z) < cogM* 1 A.
9 ONy - Ny <1< Ny--- Ny,

Et le premier point suit, par la méme majoration que (3.9).

Reste a prouver la seconde inégalité. Le théoreme des nombres premiers et le choix de
I’ensemble P4 font que, pour une certaine constante co; > 0 ne dépendant que de A :

Ny,  logR

P > .
[Prozl = leog]\frO log2

Par définition des N,, et de A, on a : logN,, < A2 pour Cj assez grand dans la définition
de A. On a aussi :
Ny, > A > log(R)?.

On a encore, pour Cy assez grand : %cmAl/ 2 > 1, le facteur % correspondant au terme en
log(R). On en déduit :

[Prozl > APEDTTOL

Par le lemme 2.4 de [ADO3], comme ["* < (Ny--- N;)" < ATy, on a :
ATy

[na

w(ATy, X) <

w(l™, X).
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Sous I’hypothese H2, on peut supposer que @ = 0 ou o = g. Dans les deux cas, on a :

( f(ZO,Z)l"ag o ( )>1/7"1 < CQ()MQAl/Tl
[Ker[l]* N Stab(Z)[ 8 = PzlnT,
Tow(AT[), )()Al/r1
’PT07Z‘1/TITT'O
ATZAYM
> €20 1
1" Py z /Ty,

< ¢

w(l™, X).

Or on a:
To

T,

70

< APO(Np - Ny )™ < (28)700",

et on en déduit :

( f (X0, Z)1m9
[Ker[[]* N Stab(Z)|

[na A2r+1+1/m1 N%D-ts-l <o N o
1Py 2|/ w(l™, X).

1/r1
deg(Z)) S Co29

L’exposant h de A dans cette dernieére majoration est borné par :

h

47+ 20((20)2 + -+ -+ (2)7H177) — (p(20) T~ 2) .
2p((2r) + -+ - + (2r)"H1770) — 2p(27) 170

2p(r —10)(2r)" "0 + p(2r)" IO — 2p(2r)" 1T
—2pro(2r)" "0 < —2p.

VANRVANVAN

On a donc finalement :

f(20> Z)lnag 1/ —piNa Na
(\Ker[l]* A Stab(Z)|deg(Z)) < AT, X),

en faisant disparaitre les constantes avec A”, et le résultat suit.

Remarques On notera dorénavant :
|Ker[l]* N Stab(Z)| = A(Z).

Posons X = V et X = {0}. Si on savait assurer la coprimalité entre [ et [Stab(Z) : Stab(Z)]
(deux objets construits simultanément), on pourrait déja clore la preuve, car on aurait :

)\(Z) < lnadim(Stab(Z)O) < lna(g—n—l)’

la deuxieme inégalité provenant du fait que V n’est pas inclus dans un translaté de sous-
variété abélienne. La variété Z contenant un translaté de V par un point de torsion, on a
de plus :

o, V) < (medeg(2)) ",

et une contradiction suivrait immédiatement.
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3.6.4 Itération et descente

Cette construction ne permet pas de conclure, et on est amené a itérer la derniere
proposition. C’est a ce stade de la preuve qu’on utilise crucialement I’hypothese sur la
codimension de V. En effet, on n’a pas pu mettre en place la stratégie de descente, devenue
classique dans les travaux diophantiens sur la minoration de hauteurs, en codimension
quelconque.

Cette démarche échoue en grande partie pour la raison suivante : la procédure dio-
phantienne donne 'existence d’une sous-variété obstructrice vérifiant une propriété “patho-
logique” mais on perd trop d’information en extrayant une hypersurface contenant cette
variété obstructrice. Le passage par I’hypersurface est pourtant indispensable pour garantir
I’emboitement, et par suite 1’égalité des dimensions apres r itérations.

Preuve (du théoreme 3.6)

On peut maintenant démontrer le théoreme 3.6, qui découlera de la non-injectivité d’un
morphisme ¢ par le résultat du paragraphe 3.5.4. Soit V' une sous-variété propre de A qui
n’est pas incluse dans un translaté de sous-variété abélienne de A, de codimension r < 2.
On rappelle que :

A = Cglog(3deg(V)),

et on suppose :

(V) jiess(V) < A= (1007 (3.10)

Premiere étape. Pour utiliser la proposition 3.44, on doit définir :
pr = (92r)™)" " et Ry = [Stab(V) : Stab(V)].
On a, en tenant compte des propriétés du stabilisateur suivant la définition 3.15 :

log(R1) < log <deg(Stab(V))> < glog(3deg(V)) < A.

Si le morphisme ¢ n’est pas injectif, on applique la proposition 3.44 avec X = V, ce qui
donne 'existence d’un entier /7 et d’une sous-variété Z; de A, propre et de codimension k1,
contenant un translaté de V' par un point z1, et telle que :

o9 o(Z1) 1/k1
1 € 1 — Na Na
el < AP (e V).
( )\1(21) ) 1 (1 )

De plus, on peut supposer que V est de codimension 2 et que Z; est une hypersurface. Sinon,
on aurait : Z1 = x1 + V, car ces variétés seraient de méme codimension et : 1 +V C Zj.
Dans ce cas, 'entier [ serait premier a

[Stab(V') : Stab(V)"] = [Stab(Z;) : Stab(Z;)"],

et la remarque suivant la preuve de la proposition 3.44 montre qu’on aurait une contradic-
tion.

Deuxieme étape. On itére maintenant la proposition 3.44 en posant :
Vi= U z+ V.
xEStab(Z1)ﬂKer[l1]*

Puis :



3.6 Injectivité du morphisme 107

p2 = (9(27”)7”“)7"72 et Ry = [Stab(V) : Stab(V)?] x [Stab(Z;) : Stab(Z7)°] x ;.

La derniere condition permet que le cardinal de g soit premier a tous les premiers des P; 7,
dans la phase combinatoire. On vérifie une nouvelle fois (par les majorations du degré de
Z1 et de Iy données par la proposition 3.44) que :

log(R2) < glog(3w(V)) + g*log(w(V)) + 3log(l1) < A.

L’hypothese (3.3) est satisfaite pour les mémes raisons (on a la majoration : [¥g| < lfg ). On
doit aussi majorer :

w(V1) fress(V1).

Le minimum essentiel de V; est celui de V' puisqu’on translate par des points de torsion.
Quant a l'indice d’obstruction, comme z1 + V; C Z; (par définition de ces deux variétés),
I'inégalité sur le degré de Z; donne :

w(V1) <{w(, V) < Hw(V). (3.11)
On obtient donc :
w(vl)/less(vl) < llllw(v)ﬂess(v) < A_(16(2T)T+1)T+8p1(2ry+1 < A/’?(QT)(TH)(—M"‘S) < A_8P2(27”)T+1.

Par (3.11), on a enfin :
Colog(3w (V7)) < A.

La proposition 3.44 avec X = Hy = Stab(Z1) N Ker[l1]* donne l'existence d’une variété Zo
de codimension ko contenant un translaté xzo + V, telle que :

n 1/k2
Yo, Z2)ly * deg(Z ey e
(f( 0 2)\)2?22) B 2)> < ATP1"20(1,°2, ).

On remarque que Zy contient les translatés de x2 + V' par les points de Hy N Stab(Z2). On
a:
deg< U -+ ZQ) < (Do, Zo)deg(Zs);
€Y /(XoNStabZs)

et cette réunion, notée Z}, contient un translaté de V;. Si Zs est de codimension 2, on a

encore une égalité : Zy = x5+ V et on en déduit que Iy est premier & [Stab(Zz) : Stab(Z3)"].
I1 suit :

Na ! 1/2 Na
(15°2deg(23)) " < ATw(ly™, ),
ce qui est absurde, puisque Z) contient un translaté de Vj.

Les deux variétés Z; et Zo sont donc des hypersurfaces, qui contiennent toutes deux
un translaté de V', de codimension 2. Quitte a translater ces deux variétés (ce qui est sans
conséquences sur le degré et le stabilisateur), on suppose que V' C Z; N Zy. 1l reste & com-
parer Z; et Zs pour finir la preuve.

Cas 1. L’intersection Z; N Z3 est de codimension 1. Les deux hypersurfaces (irréductibles)
sont donc égales. Par construction, Z; contient V; et on a :

w(Vh) < deg(Z1) < deg(Z2).
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En outre, 1’égalité des variétés nous montre que lo est premier a la partie discrete du
stabilisateur de Zs, et comme cette hypersurface n’est pas incluse dans un translaté de
variété abélienne (puisque cette propriété est vraie pour V C Zs) :

w(Vi) < AP 0y (Z)w(Vh) < A™P2w(V).
On obtient donc une contradiction.

Cas 2. L’intersection Z1MNZ5 est de codimension 2. Dans ce cas, cette intersection contient V/,
mais elle contient aussi les translatés de V par les points de HyNStab(Zs). Comme ce groupe
est de cardinal une puissance de 1, la partie discrete du stabilisateur de V n’intervient pas
et on a:

|H0 N Stab(Z2)|
deg ( U o+ V) Z e @m(V) 1)
J:EHoﬂStab(ZQ) 1

deg(V).

On a utilisé au passage le fait que V' n’était pas un translaté de variété abélienne. Par le
théoreme de Bézout, il vient :

A1(20)1P 79
f(z()? ZQ)

deg(V) < deg(Z1)deg(Z2)

1—g)na
(@l e
f(Xo, Z2)

IN

A

Bw(ly, V)w(Vh).

La majoration des termes en Iy a été grossiere car ceux-ci sont négligeables devant A par
la majoration de Iy suivant la proposition 3.44. On en déduit :

deg(V) < AP 2" (170 V)w(Vy).
En raffinant (3.11) avec n,,, on trouve :
110 deg(V) < AP Gw (1, V)2 < Atw(l7, V)2,

et le réel u vérifie :
u < —p1 +8pa(2r)" Tt < 0.

C’est & nouveau une contradiction.
Conclusion. On a donc démontré par 'absurde que la proposition 3.42 était vraie, soit

avec X =V, soit avec X = Vj. Il en résulte dans les deux cas que V' contredit la majoration
(3.10). On en déduit :

fles(V) > x (log(Sdeg(V)))i)\(r),

ot A(r) = (16(2r)r )" et C(A) = W, qui ne dépend que de A.
0

Remarques Dans le cas ou A est & multiplication complexe, I'existence d’un relevement
du morphisme de Frobenius pour presque toute place de K permet de démontrer la méme
minoration pour une variété V de codimension r quelconque. En effet, la fin de la preuve, a



partir du lemme combinatoire, est alors (& quelques détails pres) la méme que dans le cas
torique, en remplagant l'isogénie [I] par le relevement du Frobenius associé (on est dans ce
cas assuré d’avoir une densité positive de premiers ordinaires).

Il est envisageable qu’'un raffinement de 'argument de descente, couplé aux nouvelles
idées introduites par Amoroso dans [Amo07], permette de traiter la codimension quelconque,
ainsi que quelques cas inconditionnels en petite dimension (essentiellement le cas des surfaces
abéliennes).
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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude de la hauteur sur les variétés abéliennes, et plus
précisément a la répartition des petits points dans les sous-variétés algébriques de variétés
abéliennes. On a cherché a établir une version quantitative de la propriété de Bogomolov
en minorant le minimum essentiel des sous-variétés algébriques de variétés abéliennes (sauf
celles incluses dans un translaté de sous-variété abélienne stricte).

Dans la premiere moitié de ce travail, on a mis en ceuvre des techniques de transcendance
pour étendre aux produits de courbes elliptiques, en petite codimension, la minoration déja
connue pour les sous-variétés des tores depuis les travaux d’Amoroso et David. On a ensuite
essayé d’étendre ce résultat aux variétés abéliennes générales. Avec le langage de la théorie
des pentes, qui s’est développé dans la littérature diophantienne depuis I'article fondateur
de Bost, on a obtenu le méme type de minoration sous I'hypothese d’une densité positive
de premiers ordinaires, qui est conjecturalement toujours vérifiée.

Mots-clés

Hauteur, variétés abéliennes, géométrie diophantienne, effectivité, degré d’Arakelov, méthode
des pentes.
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