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Introduction

L’étude des lois de comportement (en conduction ou en élasticité) de matériaux com-
posites est rendue complexe du fait des fortes hétérogénéités de ces matériaux a une
échelle microscopique (avec plusieurs échelles) représentée par un petit parametre & > 0.
L’homogénéisation consiste a obtenir une loi de comportement équivalente (on dit aussi
homogénéisée ou effective) lorsque 'on gomme ces hétérogénéités. Du point de vue ma-
thématique I’homogénéisation consiste a faire tendre € vers 0 dans les équations qui gou-
vernent le comportement des matériaux hétérogenes. Dans le cas particulier d'un com-
posite périodique, i.e. constitué de matériaux homogenes distribués périodiquement, la
détermination du probleme homogénéisé se traduit par un phénomene de moyennisation
au niveau des lois de comportement a 1’échelle microscopique. Sous certains hypotheses,
qui seront précisées ultérieurement, le probleme homogénéisé est de méme nature que le
probléme initial posé dans la microstructure a e fixé. Cependant, lorsque (par exemple) le
contraste entre les phases (supposées homogenes) du matériau composite devient tres
grand, des dégénérescences (effets non locaux, couplages) qui modifient la nature du
probleme peuvent apparaitre dans le processus d’homogénéisation, i.e. par le passage
a la limite ¢ — 0.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a quelques problemes d’homogénéisation en conduc-
tion et en élasticité, bidimensionnelle ou tridimensionnelle, lorsque les caractéristiques
physiques des phases des matériaux composites sont faiblement contrastées ou, au con-
traire, fortement contrastées.

On se place ici dans le cadre de 'homogénéisation de problemes elliptiques linéaires du
second ordre, de type conduction ou élasticité, avec une condition au bord de Dirichlet. Par
exemple, dans le cas de la conduction, on considére un ouvert © de RY avec N € {2, 3},
et A., oll € > 0 est un petit parametre, une fonction matricielle de 0 dans RV*YN (A,
est la conductivité du composite a I’échelle microscopique ¢). Pour un terme source f, on
étudie alors le comportement asymptotique de la solution (lorsque celle-ci existe) u. de

—div(A:Vu,) = f dans Q, .
{ u. =0 sur 0f. (L)

Plus précisément, on détermine si la suite de solutions u. converge, dans un sens conve-
nable, lorsque ¢ tend vers 0 vers une fonction u, solution d’un probleme (1,) de type (1)
défini avec une fonction matricielle A, de €2 dans RV*V,

La G-convergence de Spagnolo [83] a apporté les premiers résultats dans ce sens. Spa-
gnolo considéere une suite de fonctions matricielles A, symétriques, bornée supérieurement
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indépendamment de ¢ et équi-coercive, i.e. il existe une constante a > 0 telle que, pour
tout vecteur £ € RN, A (z)¢ - & > alé|* p.p. (presque partout) au sens de la mesure
de Lebesgue (la simple bornitude de A. combinée avec une coercivité non uniforme,
i.e. o := a, suffit & assurer 'existence et 'unicité de la solution u. de (1.) par le théoreme
de Lax-Milgram). Sous ces conditions, la suite A, est compacte pour la topologie de la
G-convergence dans le sens ou la suite de solutions u. de (1.) admet une sous-suite fai-
blement convergente de limite w, solution d’un probleme (1.) de la méme forme que (1.).
La G-convergence correspond a la convergence des noyaux de Green des fonctionnelles
d’énergie associées aux problemes (1.) et donc ne concerne que le cas de suites A.(z) de
matrices symétriques. Dans le cas de fonctionnelles d’énergie plus générales, De Giorgi a
introduit la notion de I'-convergence [47] (voir aussi [17] et [46]) qui est équivalente a celle
de la G-convergence lorsque 1'on se restreint au cas précédent. Indépendamment, Murat et
Tartar [75], [87] ont introduit la H-convergence comme généralisation de la G-convergence
au cas d'une suite équi-coercive et uniformément bornée de fonctions matricielles A,
non nécessairement symétriques (ce qui permet de considérer I'effet Hall) en utilisant la
méthode des fonctions test [87] et le lemme div-rot [74]. Mais la fonction matricielle A,
intervenant dans le probleme homogénéisé (1,) n’est pas explicite en général.

Néanmoins, il existe certains cas particuliers ou A, peut étre calculée explicitement.
Bensoussan, Lions et Papanicolaou [12] (voir aussi Sanchez-Palencia [81]) ont étudié de
nombreux problemes d’homogénéisation de microstructures périodiques. Dans le cadre
classique d'un probleme de conduction de type (1.) pour un composite de microstructure
Y -périodique, ot Y est un pavé de RN (Y :=]0, 1] pour fixer les idées), A. est obte-
nue comme étant la fonction fortement oscillante associée a une fonction Y-périodique A
définie de RN dans RV*N d.e. A.(x) := A(£). On obtient alors (voir par exemple [12], [58],
[81]) que A, est constante et s’écrit en fonction de A et de la solution périodique d'un
probleme auxiliaire posé dans la cellule Y. En dimension deux, lorsque la microstructure
périodique étudiée est celle d'un échiquier isotrope, 7.e. divisée en quatre matériaux ho-
mogenes isotropes de taille égale dans la cellule de périodicité, I'expression de A, peut
étre simplifiée et donnée uniquement en fonction des conductivités des quatre matériaux
(conjecture de Mortola et Steffé [71], démontrée par Craster et Obnosov [44], ainsi que Mil-
ton [69]). D’autres formules pour la matrice (ou tenseur dans le cas de I'élasticité linéarisée)
effective sont connues, généralement sous la forme d’un développement asymptotique.
C’est notamment le cas en homogénéisation a faible contraste (ou homogénéisation en pe-
tites amplitudes) introduite par Tartar dans [90] en conduction et dans [89] en élasticité
isotrope. Par exemple, en conduction, si I'on considere un composite a deux phases ho-
mogenes (mélange de deux matériaux homogenes) de conductivités proches, la matrice de
comportement A, peut étre donnée sous forme d’un développement en puissances de 9,
ou ¢ représente le faible contraste liant les conductivités des deux phases. Tartar [90] a
obtenu une formule générale donnant, dans le cadre de I'exemple, le développement de A,
en fonction des deux conductivités et d'une famille de mesures ne dépendant que de la
géométrie de la microstructure considérée. En élasticité linéarisée, Tartar [89] a obtenu une
formulation équivalente dans le cas de deux phases de lois de comportement isotropes (voir
aussi Allaire [4] pour le cas périodique). Dans les exemples précédents, les suites de fonc-
tions matricielles (ou tensorielles) de comportement des composites sont uniformément
bornées et équi-coercives. Ainsi le théoreme de compacité de la H-convergence entraine
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I'existence d’'un probleme homogénéisé. Dans le cas de problemes dégénérés (suite de lois
de comportement non uniformément bornée ou bien non équi-coercive) le probleme limite
peut étre d’'une autre nature.

En homogénéisation a fort contraste, on considere une suite de fonctions matricielles
(ou tensorielles) non uniformément bornée ou non équi-coercive, ce qui correspond au
cas d'une phase de forte ou faible conductivité (rigidité dans le cas de ’élasticité). L’ho-
mogénéisation a fort contraste a fait I’'objet de nombreux travaux. En conduction, pour
une suite de conductivités non uniformément bornée, Fenchenko et Khruslov [51] ont
été les premiers a étudier ce type de problemes dont la géométrie modele est un milieu
périodique renforcé par des fibres. Bellieud et Bouchitté ont étendu leur résultat aux cas
de problemes non linéaires [10] et au cas de l'élasticité [11]. Ces travaux ont montré que des
fibres fortement conductrices peuvent induire des effets non locaux dans le probleme ho-
mogénéisé. D’autres effets non locaux pour un milieu renforcé par des fibres ont été obtenus
dans [34], [60], [61]. Dans le cas non équi-coercif, des effets non locaux apparaissent dans le
modele de double porosité (voir [3]). Le terme double porosité vient de I'homogénéisation
de milieux poreux dans lesquels la solution u. de (1) est la pression et A, = p.Iy ou la
perméabilité p. vaut 1 dans les fractures et €2 dans les roches poreuses. On peut étendre
ce phénomene au cas de la conduction thermique et a 1’élasticité linéarisée en considérant
un mélange entre deux phases de caractéristiques d’ordre 1 et £2. Par abus de langage on
parle encore de double porosité pour signifier le contraste entre les caractéristiques des
deux phases. Arbogast et al. [7] ont donné une premiere approche mathématique rigou-
reuse de ’homogénéisation du modele de double porosité, en partie revue par Allaire [3]
par la méthode de convergence a deux échelles (voir aussi [16], [60], [93]).

Plus généralement, Mosco [72] a montré que les effets non locaux apparaissent naturel-
lement en considérant I'énergie associée au probleme initial a partir de la représentation de
Beurling-Deny [14] des formes de Dirichlet. Camar-Eddine et Seppecher ont montré [37]
que toute forme de Dirichlet s’obtient comme I'-limite d’une suite de fonctionnelles d’é-
nergie de diffusion avec une conductivité a fort contraste particuliere. Dans le cas de
I'élasticité, Camar-Eddine et Seppecher ont montré [38] que la fermeture par I'-convergence
des fonctionnelles d’élasticité isotrope est I’ensemble de toutes les fonctionnelles quadra-
tiques s.c.i. (semi-continues inférieurement) nulles pour les déplacements rigides, donc
sans limitation contrairement au cas scalaire.

Dans cette these, on étudie quelques problemes d’homogénéisation a faible ou fort
contraste, en dimension 2 et 3.

Dans le cas de la conduction bidimensionnelle, on s’intéresse tout d’abord a I’ho-
mogénéisation de l'effet Hall qui est un probleme de perturbation par un faible champ
magnétique et donc peut étre vu comme un probleme a faible contraste. On étend I'ap-
proche de Bergman [13] du cas périodique au cadre général non périodique de la H-conver-
gence de Murat-Tartar. La formule obtenue (Théoreme 2.1.8) pour le coefficient de Hall
effectif nous permet de déduire une propriété de positivité (Théoréme 2.2.6) vérifiée par le
coefficient de Hall effectif. Plus précisément, le signe du coefficient de Hall bidimensionnel
est conservé par homogénéisation.

Toujours dans le cas bidimensionnel, on étudie dans un cadre général I'homogénéisation
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d’une suite de conductivités a fort contraste. Partant des travaux récents de Briane [26] et
Casado-Diaz [28], [29] en forte conduction, on obtient (Théoreme 3.2.1) une généralisation
du théoreme de dualité de Keller-Dykhne [59], [49]. En particulier, on en déduit un
théoreme de compacité (Théoreme 3.2.4) pour le cas d'une suite de conductivités non
équi-coercive, ¢.e. un matériau comportant des régions de faible conductivité. On étend
partiellement ce résultat au cas de I'élasticité (Théoreme 3.3.1) dans lequel des difficultés
techniques supplémentaires apparaissent.

Dans le cas de la dimension 3, on s’intéresse plus particulierement a deux micro-
structures fibrées non périodiques. Celles-ci ont été proposées par Briane [19], [20] pour
modéliser les fibres cardiaques et obtenir des modeles plus réalistes que le modele heu-
ristique connu en biomécanique (voir Peskin [79]). Briane a obtenu deux modeles ho-
mogénéisés pour des suites de conductivités uniformément bornées et équi-coercives sans
hypothese supplémentaire. Afin de simplifier ces modeles, qui sont loin d’étre explicites,
on introduit deux hypotheses. Dans un premier temps, on suppose les caractéristiques des
fibres et du milieu extérieur proches, 7.e. on se place dans le cadre de I’homogénéisation a
faible contraste. En s’appuyant sur les travaux de Tartar [88], [89] sur I'homogénéisation
en petites amplitudes on obtient deux modeles homogénéisés en conduction et en élasticité
isotrope (Théoreme 5.3.1, Théoreme 5.3.4, Théoreme 5.4.1 et Théoréme 5.4.3), valables
au second ordre par rapport au contraste entre les caractéristiques des fibres et celles du
milieu extérieur. Ces modeles permettent de valider, ou de réfuter, le modele heuristique
de biomécanique du a Peskin [79]. Dans le cadre de ’élasticité, en étendant le résultat de
Tartar [88] au cas anisotrope (Théoreme 5.2.1) on obtient (Théoréeme 5.4.5) un troisieme
modele (valable au second ordre) simple qui coincide avec le modele de biomécanique.

Dans un deuxieme temps, en se limitant au cas de la conduction, on suppose que les
conductivités des fibres et du milieu extérieur sont fortement contrastées. On s’intéresse
au probleme de fibres de forte conductivité en se limitant au cas de la premiere mi-
crostructure (le cas de la seconde microstructure fait 'objet de travaux en cours). On
obtient (Théoreme 6.2.1) un probléme couplé généralisant celui obtenu par Bellieud et
Bouchitté [10] dans le cas d’un réseau périodique de fibres d’orientation constante.

Les différents problemes d’homogénéisation étudiés sont répartis sur quatre chapitres
(2, 3, 5 et 6). Les chapitres 1 et 4 sont consacrés a des rappels sur la H-convergence et
sur les deux microstructures fibrées. Les chapitres 2, 3 et 5 ont fait I’'objet de publica-
tions soumises [31] ou a paraitre [32], [66]. Chacun des chapitres de 2 & 6 comprend une
introduction propre plus détaillée que I'introduction générale précédente.



Notations

On donne ci-dessous ’ensemble des diverses notations employées tout au long de ce
mémoire. Les notations les plus spécifiques sont rappelées la ou elles apparaissent.

Générales

N e N;

Q désigne un ouvert borné de RV ;

pour E un sous-ensemble de RY, |E| est la mesure de Lebesgue de F;
pour E un sous-ensemble fini de RV, #£ € N désigne le cardinal de E ;
| - | désigne la norme euclidienne dans RY ;

B :={ei,...,en} est la base canonique de RY ;

si x € RY, on désigne par z; ses coordonnées : x = ZZ]\LI Ti€;;

on munit RY du produit scalaire usuel - défini par

N
VaoyeRY, z-y:=) zy;
i=1

on désigne par B, la boule ouverte de R", n € N, de rayon x > 0 et de centre
’origine.
¢ désigne une constante pouvant varier d'une ligne a une autre.

Matrices et tenseurs

Iy désigne la matrice identité de RV*YN

pour N =2, on note [ := I, et J € R**? la matrice de rotation de 90°, i.e.

0 —1
J = ( ) ) ,
pour chaque matrice A dans RV*V AT désigne la transposé de la matrice A et A*

désigne sa partie symétrique. En particulier, pour N = 2, on a la décomposition
unique en partie symétrique et antisymétrique suivante :

A=A"+a(A)J, ou «a(l)eR;

RN*N désigne le sous-ensemble de RY*N formé des matrices symétriques ;
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e M, est le sous-ensemble de RV*Y formé des matrices positives, i.e.
M, :={Ae R |V e R\{0}, A¢-¢>0},
et M3 le sous-ensemble de M, formé des matrices symétriques;
e | - | désigne aussi bien la norme euclidienne dans RY et sa norme subordonnée
dans RV*N e,
VAecRYVN Al :=sup{|Az|, |z| = 1},
qui coincide avec le rayon spectral de A quand A est symétrique;
e on munit RV*Y du produit scalaire : défini par
VA BeRVN A:B:=tr(ATB);
e M désigne I'ensemble des tenseurs d’ordre quatre symétriques, i.e.
My = {A = (Aijkl)lgi,j,k,lgN | Aijkl = Aklz’j = Ajikl = Az‘jlk};
e |- | désigne aussi la norme subordonnée dans M3, i.e.
VAeMy, [Al:=sup{lAg], EeRIY, |¢]=1};
e pour &, n € RV*N €@ n désigne le tenseur d’ordre quatre de coefficients

(€ ®@N)iju = &ij M-

Espaces fonctionnels

pour Z un parallélépipede de RY et pour V := LP, W' (1 < p < 00), Vu(Z) désigne
I'ensemble des fonctions Y-périodiques qui appartiennent & Vi,.(RY);

pour chaque sous-ensemble localement compact X de RY, M(X) désigne I'espace
des mesures de Radon définies sur X ;

Ck(Q) (k € NU{+oo}) désigne I'espace des fonctions de classe C* & support compact
dans Q;

e D'(2) désigne l'espace des distributions sur ;
o §(RY) désigne I'espace de Schwartz des fonctions & décroissance rapide;
e pour E et F' deux espaces vectoriels, L(FE, F') désigne 'ensemble des applications

linéaires de E dans F', B
pour tout ouvert  de R on note Q la fermeture de Q dans R”.

Fonctions

On note %i/l(rg) la limite au sens des distributions;

pour f € H71(Q) et p € HF(2), on désignera le crochet de dualité usuel par (f, ) ;

0
pOUIUZRNHR,VUZ:( u) :
Oz 1<i<N
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pour U : RY — RN U = (uy,...,uy),

ou; N ou,
DU = ( ]) et div(U) := °;
Ox; 1<ij<N Z

pour M : RV — RNXN,

N
Div(M) := (Z 8—]> et  Rot(M) := (% — %) :
i 1<j<N Lk Ti J1<ijk<N

=1

pour U : RY - RN U := (uy,...,uy), e(U):=

F désigne la transformée de Fourier définie sur §(

(DU +DU™);
")

DO | —

)

par :

Fu(§) = /RN u(z)e 2™ dx.
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Problémes d’homogénéisation a faible et fort contraste




Premiere partie

Homogénéisation bidimensionnelle
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Chapitre 1

Rappels de H-convergence

1.1 Le cas de la conduction

On rappelle la définition et quelques propriétés de la théorie de la H-convergence pour
les équations elliptiques scalaire du second ordre introduite par Murat et Tartar [75] dans
le cas général et par De Giorgi et Spagnolo [83] (sous le nom de G-convergence) dans le
cas symétrique. De plus, on donne aussi la définition des correcteurs en homogénéisation.

Notation 1.1.1. Soit ©Q un ouvert de RY. Pour chaque «,3 > 0, on définit 1'espa-
ce M (o, 3; Q) comme étant I'ensemble des fonctions & valeurs matricielles A de € dans RV*
telles que

VEERY, A@)E-€>alé)? et A Na)E-€>p71E?, pp.reQ. (1.1.1)

Définition 1.1.2. (Murat & Tartar [75]) Soient 2 un ouvert borné régulier de RY et
a, 3 > 0. Une suite A, de M(a, 3;) est dite H-converger vers A, si A, € M(«, 3;) et
pour toute f € H1(Q), la solution u. de

—div(A.Vu.) = f dans Q
u. =0 sur 09,

vérifie les convergences faibles

u. — u dans H(Q) faible,
AVu. — A Vu dans L?*(Q) faible,

ou u est la solution de

—div(A,Vu) = f dans )
uw=0 sur 9.
H
La H-convergence de A, vers A, est notée A, — A,.

Le résultat le plus important de la H-convergence est le “théoreme de compacité”
suivant du a Murat et Tartar :
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Théoréme 1.1.3 (Murat & Tartar [75]). Si A. est une suite de M(«, 3;Q) alors il

H
existe une sous-suite, encore notée ¢, et A, € M(a, 3;9) tels que A. — A,.

Finalement, on rappelle la définition des correcteurs en homogénéisation et un résultat
sur la convergence des correcteurs (voir [75]).

Définition 1.1.4. Soit A, une suite de M («, 3; Q2). Chaque fonction a valeurs matricielles
P. dans L*(Q)M*N vérifiant les propriétés

P — Iy L2Q)NN faible,
Rot(P.) est compact dans H~(Q)N*NxN (1.1.2)
Div(A.P.) est compacte dans H~(Q)",

est appelé un correcteur associé a A..

Exemple 1.1.5. Soit A, une suite de M («, 3;Q) de H-limite A, et soit U. € H(Q)V la
solution de

Div (A.DU.) = Div (A,) dans (2, (11.3)
U.= Iy sur Of). o
Alors la fonction a valeurs matricielles définie par P. := DU, est un correcteur associé

a A..
On a le résultat suivant qui est une conséquence du Lemme div-rot de Murat-Tartar [74],[75].

Proposition 1.1.6.

H
i) Supposons que A. — A.. Alors, chaque correcteur P. associé a A. vérifie les
convergences faibles

AP — A LN faible,
{ ("> Jaible (1.1.4)
(F:)

PA.P. — A, D'(Q)NN faible.
i1) Réciproquement, soit A. € M (v, 3;€0) et soit P. une suite telle que

Po— Iy LA faible,
AP, — A, LA*QN*N faible, (1.1.5)
Div(A.P.) est compacte dans H=1(Q)V.

H
Alors A, — A..

iii) Si P. et Q. sont deux correcteurs associés a A., alors P. — Q. converge fortement

vers 0 dans L% _(Q)N*V,
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1.2 Le cas de I’élasticité

On rappelle la définition de la H-convergence en élasticité linéarisée (voir par exemple
Allaire [4] et Francfort-Murat [53] pour une présentation plus compléte).

Notation 1.2.1. Soit Q un ouvert de RY. Pour chaque «,3 > 0, on définit 1’espa-
ce M*(a, 3;Q) comme étant I'ensemble des fonctions tensorielles A de € dans M4, telles
que

Vece RN Ame:e>alef* et A (z)e:e>p""le’, pp zeQ (1.21)

Définition 1.2.2. Soient €2 un ouvert borné régulier de RY et a, 3 > 0. Une suite A,
de M*(a, 3; ) est dite H-converger vers A, si A, € M*(a, 3;Q) et si pour toute fonc-
tion f € H-1(Q)", la solution u, de

—div (A (x)e(u:)) = f dans Q
{ ue =0 sur OS2,

vérifie les convergences faibles

Ue — U H} ()N faible,
Ace(u.) — A.e(u) L*Q)Y faible,

ou u est la solution de
—div (A.(z)e(u)) = f dans Q
u=0 sur 0f.
H
On note la H-convergence de A, vers A, par A, — A,.

Remarque 1.2.3. Le “théoreme de compacité” (Théoreme 1.1.3) établit pour la H-
convergence dans le cas de la conduction reste vrai pour le cas de 'élasticité linéarisée.
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Chapitre 2

Homogénéisation de 'effet Hall
bidimensionnel

Introduction

En électrophysique (cf. [65]), des charges en mouvement dans un conducteur perpendi-
culaire a un champ magnétique h induisent une force équilibrée par un champ électrique
transverse : c’est l'effet Hall. En dimension deux, pour un conducteur de résistivité (in-
verse de la conductivité o) symétrique p := 0!, T'effet Hall se traduit par une résistivité
perturbée non symétrique p(h) qui, pour un champ h faible, s’écrit

p(h) =p+rhJ+o(h), (2.1)

ou r est le coefficient de Hall et J est la matrice de rotation de 90°. Considérons main-
tenant un matériau fortement hétérogene de résistivité p° := (%), oll € est un petit
parametre représentant 1’échelle de la microstructure. D’apres le développement au pre-
mier ordre (2.1), un faible champ magnétique h induit une résistivité perturbée pc(h)
vérifiant

pe(h) = p° +r:hJ+o(h), (2.2)

avec un coefficient de Hall hétérogene r.. Le probleme consiste a calculer le coefficient de
Hall effectif r, obtenu a partir de r. par homogénéisation de la microstructure lorsque ¢
tend vers 0. Bergman [13] a obtenu pour un composite périodique une formule du coeffi-
cient de Hall effectif comme étant une moyenne ne faisant intervenir que le coefficient de
Hall local et certains courants locaux obtenus en 1’absence de champ magnétique.

Dans ce chapitre, on étend ’approche de Bergman au cadre de la H-convergence de
Murat-Tartar [75] sans hypothese de périodicité. A cette fin, on considere une suite de fonc-
tions matricielles A°(h) (non nécessairement symétriques) équi-coercive et uniformément
bornée dans un ouvert borné 2 de RY, N > 1, et qui dépend linéairement d’un vecteur
h € R" n > 1. Alors, la suite A%(h) H-converge (voir Définition 1.1.2 et le Théoreme de
compacité 1.1.3) vers une fonction matricielle homogénéisée (ou effective) A*(h). De plus,
si A%(h) admet un développement au premier ordre du type (2.2) alors il en est de méme
pour la matrice homogénéisée A*(h), d’ont d’une certaine fagon

AZ(h) = A*(0)+ A h+o(h) = A'(h) = A"(0)+ Af-h+o(h).  (23)
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On montre alors (voir Théoreme 2.1.8) que le terme effectif du premier ordre Aj - h est
obtenu comme limite faible d’une suite ne faisant intervenir que le terme du premier
ordre A - h combiné avec les correcteurs (voir Définition 1.1.4) associés aux fonctions
matricielles non perturbées A(0) et A°(0)7.

On applique ce procédé d’homogénéisation a l'effet Hall bidimensionnel avec une
conductivité o°(h) telle que la résistivité p°(h) := o°(h)~! vérifie le développement au
premier ordre (2.2). Ainsi 0°(h) vérifie un développement au premier ordre du méme
type :

o°(h) =0+ sch J + o(h), (2.4)

ou ¢ := 0°(0). Soit 7. le coefficient de Hall initial donné par (2.2). Alors, en notant o* la
H-limite de 0° et P® un correcteur associé a ¢°, on montre que det(o®P*) r. converge, au
sens des distributions, vers det(c*) r,, ol r, est le coefficient de Hall effectif donné par

p (k) = (o ()" = (67 (0)) ™" + r.hJ + ofh). (2.5)

Ce qui nous permet de démontrer la propriété de positivité suivante (Théoreme 2.2.6) :
si le coefficient de Hall initial r. est borné (par en dessous ou au dessus) par une fonction
continue indépendante de ¢, il en est de méme pour le coefficient de Hall homogénéisé r,.
Briane et Milton [33] ont montré que ce résultat de positivité est faux en dimension trois.

Cette approche par homogénéisation de l'effet Hall bidimensionnel est illustrée sur
deux exemples. Le premier est fondé sur une formule explicite (voir Théoreme 2.3.1) ob-
tenue par Milton [68] pour un matériau composite a deux phases isotropes a partir de la
méthode de dualité de Keller [59] et Dykhne [49]. Celle-ci permet d’obtenir immédiatement
le coefficient de Hall effectif et vérifie clairement la propriété de positivité énoncée plus
haut. Le résultat du deuxieme exemple semble original, bien que fondé lui aussi sur
les transformations de dualité. Dans ce deuxiéme exemple, on considere un matériau
périodique a deux phases, celles-ci n’étant pas nécessairement isotropes mais interchan-
geables du point de vue de I’homogénéisation, z.e. le matériau obtenu en échangeant les
deux phases possede les mémes propriétés effectives (méme matrice homogénéisée) que le
matériau initial. Pour cette géométrie, on obtient une formule explicite du déterminant
et de la partie antisymétrique de la matrice homogénéisée. A partir de cette formule on
déduit (voir Corollaire 2.3.9) une formule explicite du coefficient de Hall effectif quand les
phases interchangeables de la matrice de conductivité non perturbée o¢(0) sont propor-
tionnelles. En particulier, ces formules nous permettent de déduire (voir Corollaire 2.3.4
et Corollaire 2.3.9) la limite du déterminant du correcteur P¢ associé a 0°(0) dans chacune
des phases.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.1, on rappelle la notion de
transformations de dualité et on établit un résultat de H-convergence avec parametre
(Théoreme 2.1.8). Dans la section 2.2, on obtient la formule du coefficient de Hall effectif
pour une microstructure générale en dimension deux, et la propriété de positivité vérifiée
par le coefficient de Hall effectif. La section 2.3 est consacrée aux formules explicites de
Ieffet Hall homogénéisé pour des composites a deux phases particuliers.
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2.1 Quelques résultats d’homogénéisation

2.1.1 Sur les transformations de dualité

On rappelle quelques résultats sur les transformations de dualité en dimension deux dans
le cadre de la H-convergence (voir par exemple [70] Chapitres 3, 4 pour une présentation
générale et des références completes).

Notation 2.1.1. Dans tout le chapitre, les suites matricielles (A%, o° par exemple) seront
désignées avec le parametre ¢ en exposant et les suites réelles (r., s. par exemple) avec le
parametre € en indice.

Dans la suite, on désigne par M, 'ensemble des matrices de R?*? définies positives,
ie. My = {AeR>? |V ¢eR\{0}, AS-£ > 0}, et on désigne par M$ l'ensemble des
matrices de M, qui sont symétriques.

Définition 2.1.2. Pour tout a,b,c € R avec a # 0 ou ¢ # 0, on définit pour A € M,
f(A) = (aA+bJ)(—al +cJA)™. (2.1.1)
Pour a, b, ¢ fixés, on appelle f la fonction de dualité associée a (a, b, c).

Remarque 2.1.3. La condition a # 0 ou ¢ # 0 permet de donner un sens a l'expres-
sion (2.1.1).

En effet, pour A € M, f(A) est bien définie si et seulement si —al+cJ A est inversible.
Or, en notant A® la partie symétrique de A, on a

—al +cJA=J(aJ + cA) = J((a+c a(A)J +cA%), ou A=A"+a(A)J,

et dont le déterminant est (a+c a(A))?+c? det(A*). Comme A* est définie positive, on en
déduit det(—al 4 c¢JA) # 0 si et seulement si a + ¢ a(A) # 0 ou ¢ # 0. Dans le cas ¢ = 0,
on a det(—al + ¢JA) = a* d’ott det(—al + c¢JA) # 0 si et seulement si a # 0 ou ¢ # 0.

On rappelle le résultat suivant dont on donne la démonstration pour le confort du
lecteur :

Lemme 2.1.4. Pour tout A € M, f(A) € M, si et seulement si bc > a®. De plus, f est
une involution sur M, si bec > a?.

Démonstration. Soit A € M, et £ € R?, £ # 0. Pour montrer 1'équivalence du Lemme,
on pose pa = (—al + cJA)™¢ # 0. Alors, puisque Ju - u = 0 pour tout u € R? on a

f(AE-& = (aA+b)pa-E=(aA+b])pa- (—al +cJA)ua
= —a?Ap - pia+ac Apa - JApg —ab Jpa - pa +be JAps - Jua  (2.1.2)
= (be — a®)Apa - pia,

d’ou I’équivalence du Lemme puisque A est définie positive. Pour montrer que f est une
involution sur M, on pose B := f o f(A). D’apres la définition (2.1.1), on a

B = (af(A) + bJ)(—al + cJF(A)".
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En multipliant 1'égalité précédente a droite par (—al + ¢J f(A)) on obtient par (2.1.1)
—aB + ¢ BJ(aA+bJ)(—al + cJA) ™ = a(aA +bJ)(—al +cJA)™" +bJ,
ce qui donne en multipliant & droite par (—al + c¢JA)
a’B —ac BJA+ ac BJA —becB = a*A + abJ — abJ — beA,
d’ou
(a* —bc)B = (a* — be) A.

Puisque bc > a?, on en déduit fo f(A) = B = A. O

Le résultat suivant est di a Dykhne [49] et est une extension de résultats obtenus
par Keller [59] sur les transformations de dualité. Ici, I'énoncé est donné en termes de
H-convergence.

Théoréme 2.1.5 (Dykhne [49]). Soient a,b,c € R avec a # 0 ou ¢ # 0 tels que be > a*
et soit f la fonction de dualité associée a (a,b,c) donnée par (2.1.1). Si A° € M(«, 3;2)
(voir Notation 1.1.1) H-converge vers A*, alors f(A®) H-converge vers f(A*).

Remarque 2.1.6. Le cas a = 0, b = ¢ = 1 correspond a la formule d’homogénéisation
suivante due & Mendelson [67] et Francfort-Murat [53] :

(As)T H (A*)T

H
A — A = — — : 2.1.3
det(A?) det(A*) ( )
2.1.2 H-convergence avec un parametre
Dans la suite, on utilisera la notation suivante :
Notation 2.1.7. Soient n € N, n > 1 et (F,||-||) un espace vectoriel normé. Soient
fifo € E et fi : R" — E. On pose
f:f0+f1(h)+0E(h), (214)

des lors qu'il existe § : [0, +00[— [0, +00[ telle que, pour tout A € R™ de norme suffisam-
ment petite, on a

1F() = fo— AT < 4] &(JAD) avee Tim () = 0. (2.1.5)

Si E := R" on notera og(h) = o(h). De plus, si f = f°, fo = f§, /1 = fi dépendent d'un
parametre € supplémentaire, le développement

fo =15+ fi(h) + ou(h)

a le méme sens que (2.1.5), le reste og(h) étant alors uniforme par rapport a .
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Théoreme 2.1.8. Soient n € N, n > 1 et B, la boule ouverte de R™ de rayon k et soient
a, > 0. Soit A°(h), pour h € B,, une suite de M(«, ;) qui vérifie la condition de
Lipschitz uniforme

3C >0,V hke By, [[A°(h) — A%(E)||pe@yvxn < Clh — k|, (2.1.6)
et le développement au premier ordre en h =0
A%(h) := A 4+ AT - h + opec(qyvxn (h). (2.1.7)

ot A% := A%(0) et A5 est une suite uniformément bornée dans L>(Q)VN*N linéaire en h.
i) Alors il existe une sous-suite de €, encore notée ¢, telle que pour tout h € B,;, A®(h)
H-converge vers A*(h) € M(«, 5;2) qui vérifie

A*(h) = A* + AT . h -+ OLZ(Q)NXN(h>, (218)

ou A* := A*(0) et A} € L2(Q)N*N est linéaire en h.
it) De plus, si P° et Q° sont des correcteurs associés respectivement a A° et (A%)T on
obtient, pour tout h € B,,

(Q)T(AT-h)P® — A7-h  dans D'(Q)", (2.1.9)

Remarque 2.1.9. Colombini et Spagnolo ont montré dans [43] que la matrice homogéné-
isée A*(h) est de classe C* par rapport au parameétre h quand toutes les dérivées DzAa(h),
j:=0,...,k, vérifient la condition de Lipschitz uniforme en h. Dans le Théoreme 2.1.8,
on montre que le controle Lipschitz (2.1.6) de A®(h) en h nous permet d’obtenir la
dérivabilité (2.1.8) de A*(h) en zéro. En contre partie le reste est seulement controlé
dans L2(Q)M*N et non dans L>(Q)V*V,

La démonstration du Théoreme 2.1.8, qui est basée sur des arguments classiques de
H-convergence, est donnée en fin de chapitre pour le confort du lecteur.

2.2 Homogénéisation de I’effet Hall bidimensionnel

2.2.1 Définition du coefficient de Hall

En dimension N > 2, considérons un matériau conductif de conductivité o. Sous l'effet
d’un faible champ magnétique constant h appliqué perpendiculairement au matériau,
la conductivité résultante o(h) dépend de h et la résistivité perturbée correspondante
p(h) = o(h)~! admet le développement au premier ordre

p(h) = p+p1-h+o(h),

ol p := o ! et p; est lindaire en h. De plus, des considérations physiques (voir par
exemple [65]) montrent que o(h)T = o(—h) ou, de fagon équivalente, p(h)T = p(—h).
Ainsi p est une fonction matricielle symétrique et p; - h une fonction matricielle anti-
symétrique.
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En dimension N = 2, le champ magnétique A se réduit a un scalaire et le développement
au premier ordre de p(h) s’écrit

o(h) = p+rhT +o(h), ot Ji= (‘1) o ) (2.2.1)

avec p = p(0) symétrique et r une fonction scalaire.

Définition 2.2.1. La fonction r apparaissant dans le développement (2.2.1) est appelée
coefficient de Hall en présence du champ magnétique h.

Considérons maintenant un matériau hétérogene de conductivité symétrique o°. Sous
un faible champ magnétique h € (—k,k), K > 0 assez petit, la conductivité résultante
o°(h) et la résistivité p®(h) vérifient les développements au premier ordre

$(h) = 0° + s.hJ so(2x2(h
{ 0°(h) = 0 + sch] + op=i@a(h) reys. € I°(S). (2.2.2)
p*(h) = p° + rehd + gz (h)

On suppose de plus qu'il existe a, 3 > 0 telles que o°(h) € M(a, 3;2) et que o°(h) vérifie
la condition de Lipschitz uniforme

3C >0, ¥ h ke (—k k), ||0°(h) — 0= (k)| p(yexz < Clh — k. (2.2.3)

Remarque 2.2.2. Notons que I'uniformité du reste o7 (qy2x2(h) par rapport a ¢ dans (2.2.2)
et 'estimation (2.2.3) impliquent que s. et r. sont bornées dans L>(£2).

Il y a un lien entre le coefficient de Hall r. et le coefficient s, pour la conductivité
donné dans le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. On a
se = —det(o°) r.. (2.2.4)

Démonstration. Comme p°(h)o(h) = I et p°c° = I, on déduit a partir de (2.2.2)
se (0 1T +r.Jof =0.
Prenant en compte la symétrie de 0°, on obtient

sl = —r.Jo*J 1o® = —r, det(0°)1.00

2.2.2 Homogénéisation de ’effet Hall

Théoréme 2.2.4. Soit Q un ouvert borné de R?. Soit o°(h), h € (—k, k), une suite de
M (o, B;2) vérifiant (2.2.2) et (2.2.3) avec o¢ symétrique et r. une suite de L>°(Q2). Alors,
il existe une sous-suite de €, encore notée €, et o*(h) € M(a, 3;Q) telles que pour tout
h € (—k, k), 0°(h) H-converge vers o*(h) pour tout h € (—k, k) et

p*(h) == (o*(h))™" = p* + rihJ + or2)pex2(h). (2.2.5)
ou p* = (0*)71, o* est la H-limite de o¢, et v, € L*(Q) est donnée par
re det(o®P%) — r, det(c™) dans D'(Q), (2.2.6)

pour tout correcteur P¢ associé a la suite matricielle o°.
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Définition 2.2.5. La fonction matricielle p*(h) définie par (2.2.5) est appelée résistivité
effective du matériau en présence du champ magnétique h et la fonction r, donnée
par (2.2.6) est le coefficient de Hall effectif du matériau.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.1.8, il existe une sous-suite de &, encore notée ¢,
et o*(h) € M(a, 5;Q) telles que, pour tout h € (—k, k), 0°(h) H-converge vers o*(h) et

o*(h) = 0" + h o] + op2q)2x2(h) ,

\ * : VA 5 * 2 2%2 (227)
ou o] = :D/%}ZI)I%XQ (s‘5 (P)"JP ) et o] € L*(Q)77,

avec 0* = ¢*(0) et P° un correcteur associé a la suite matricielle symétrique o°. Comme
par hypothese o¢(h)T = 0°(—h) et, par une propriété classique de la H-convergence,
o¢(h)T H-converge vers o*(h)T, on a o*(h)T = o*(—h), donc la fonction matricielle o}
dans (2.2.7) est antisymétrique. Alors, comme o} € L*(2)?*2, il existe s, € L*(Q) telle
que o} = s, J. Ceci combiné avec les égalités (2.2.7) donne le développement au premier
ordre

0" (h) = 0" 4 5.h J + o2()2x2(h), (2.2.8)

olt s, € L*() est donnée par

s, [= lim (se J—l(PE)TJPE) ~ lim (35 det(Pf))J. (2.2.9)

D/ ()2%2 DI (2)2%2

En fait, le Théoreme 2.2.6 entrainent que s, € L*°(£2) puisque s. est bornée dans L>((2)
d’apres la Remarque 2.2.2. De plus, d’apres l'estimation L* de différences de H-limite
due a Boccardo et Murat [15], la condition (2.2.3) entraine

|[[o*(h) — 0| pec()2x2 < ¢ |h].
D’ou (2.2.8) s’écrit plus précisément

0% (h) — o* — s,h J| < B 8(h), ol [8(h)| < cet d(h) — O L3(Q) fort. (2.2.10)

h—0

Il reste a déterminer le développement de o*(h)~!. Or, puisque o* est symétrique comme
H-limite d’une suite de fonctions symétriques, un calcul rapide donne, compte tenu
de (2.2.8) et (2.2.10),

Sx

O_*(h)—l — (o‘*)_l _ det(g*) hJ + OLoo(Q)zx2(h),
d’out le développement (2.2.5) avec r, donnée par
Sx
L = — , 2.2.11
" det(o*) ( )

ce qui, combiné avec (2.2.9) et (2.2.4), entraine (2.2.6). O
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2.2.3 Propriété de positivité de 'effet Hall
Enoncé des résultats

On a le résultat suivant :

Théoreme 2.2.6. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.2.4, soient ri,ro deux fonctions
continues dans ). Si le coefficient de Hall r. vérifie les inégalités riy < r. <ry p.p. dans ),
alors le coefficient de Hall effectif r, aussi.

De fagon similaire et indépendante, si le coefficient s. vérifie s; < s. < sg p.p. dans €,
avec $1, Sy deux fonctions continues dans 2, alors le coefficient s, du développement (2.2.8)
aussi.

Remarque 2.2.7. Soit r une fonction continue dans €). Le cas particulier r. = r p.p.
dans € entraine que le coefficient de Hall effectif vérifie aussi r, = r p.p. dans €.

En considérant le coefficient s, au lieu du coefficient de Hall, on a aussi la propriété de
positivité suivante moins restrictive sur la régularité des fonctions s; et sy encadrant s, :

Proposition 2.2.8. Sous les hypothéses du Théoreme 2.2.4, soient si,sy € L>®(2). On
suppose de plus que la H-limite o* de o° est a divergence nulle. Si le coefficient s. vérifie
les inégalités s; < s. < sy p.p. dans Q, alors s. aussi (au sens des distributions).

Démonstration des résultats

Démonstration du Théoreme 2.2.6. La démonstration est basée sur un résultat
de Raitums [80] (obtenu aussi par Dal Maso et Kohn mais non publié, voir aussi le
théoreme 1.3.23 de [4] page 60) affirmant que toute H-limite est la limite simple d'une
suite de matrices homogénéisées périodiques, combiné avec le résultat de positivité du
déterminant des correcteurs d’un matériau périodique obtenu par Alessandrini et Nesi [2]
(voir aussi [9]).

Prenant en compte la continuité des fonctions ri,7ry et en employant un argument
de localité on peut supposer dans la suite que 7 et 7 sont deux constantes. Suivant
I'approche de [4], on considere pour ¢,¢t,h > 0 fixés et x € Q, la matrice homogénéisée
périodique o7, (h) définie par

e,t,x

02 1.2(h) 1=/Yae(h)(erty)DWs,t,m(h,y) dy, (2.2.12)

o Y := [0,1[% o°(h)(z + ¢-) est étendue par Y-périodicité dans R? et W, .(h,-) est

'unique solution dans H}. (R?)? du probleme auxiliaire

{ Div (0°(h)(x +ty)DW. ;1 2(h,y)) = 0 dans D'(R?) (2.2.13)

y+— Weia(h,y) —y est Y-périodique de moyenne nulle.

Pour ¢,t, v fixés, o7, . (h) est la H-limite de la suite de fonctions oscillantes o= (h)(x + %)

lorsque § tend vers 0 (voir par exemple [12]).
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On considere, pour ¢, ¢,z fixés, la suite de fonctions oscillantes o°(h)(z 4 t%) lorsque J
tend vers 0. Pour cette conductivité le deuxieme développement de (2.2.2) s’écrit

pE(h)(@+t-)=p(0)(x+1t-) +r(z +1-)h] + openyx2(h), (2.2.14)

ot p°(h)(z +t-) = (6°(h)(x +t-))"! et ro(x +t-) est Y-périodique. Alors, par (2.2.5) le
développement de la résistivité effective est donnée par

Pera(h) = p2y . (0) + 72, hJ +o(h), (2.2.15)

ou pi, (k) = (0%, ,(h)™" et o, (h) est donnée par (2.2.12), avec o(h) indépendant
de ,t, 7. D’apres (2.2.13), DW,,,(0,%) est un correcteur associé¢ a o(0)(x +t%) au sens
de la Définition 1.1.4. Ainsi la convergence (2.2.6), ou l'échelle § remplace ¢, entraine

que 77, . det(o7,,(0)) est la limite au sens des distributions de la suite

%
e,t,x

r¥(z +1§) det (0°(0)(x + t§)DWera(0, %)) — 72

5 £7t7x

det(o7,,(0)) dans D'(Q).
Alors, grace a la périodicité, on a aussi

P (4 £2) det (0°(0) (& + t2)DWe 10(0, 4)

— / 7 (x + ty) det (6°(0)(x + ty)DW.;:.(0,y)) dy L, (R?) faible.
Y
d’ou

i, det(ol, .(0) = / r¥(z + ty) det (6°(0)(x + ty)DW.;.(0,y)) dy. (2.2.16)
Y

D’un autre coté, grace au résultat de positivité de [2], on a det (DW.;.(0,y)) > 0 p.p.
y € Y et comme o° est définie positive, on obtient que 77, , det(o?, .(0)) est encadrée par
les fonctions

ri/ det (6°(0)(x + ty)DW,.(0,y)) dy ou i=1,2.
Y

Puisque 0°(0)(z + ty)DW.,.(0,y) est & divergence nulle par (2.2.13) et que det est une
fonction quasi-affine, on a d’apres (2.2.12)

/Y det (0% (0)(x + ty)DW. 10 (0,9)) dy = det ( /Y o= (0)(x + ty)D W 1. (0, ) dy>

— det(0?,,(0)).

(2.2.17)

Ainsi 77, , det(of, ,(0)) est encadrée par les nombres 7; det(o?, ,(0)) avec i = 1,2, d’ott
r <1l < 1o Puisque 17, est bornée dans L>°(€2) indépendament de € et t, il existe
deux sous-suites de € et t, encore notées € et t, et r € L>(Q) telles que 7, converge

L>(Q) faible x vers r lorsque ¢ — 0,t — 0. Soit ¢ € C°(Q2), d’apres (2.2.15), on a

/Qpi,t,m(h)so(fc) dv = /QpZ,t,z(O)SO(ﬂf) dx + /QT:,t,x p(x) dr hJ + o(h). (2.2.18)
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En utilisant par exemple le théoreme 1.3.23 de [4] il existe deux suites ¢, h,, > 0 convergeant
vers zéro, telles que

lim lim pZ, (0) = 0™ (2)" = p*(2)

t—0 e—0

et lim limpl, (h,) = 0" (hn) ™" = p*(hn)(2),

t—0 e—0

(2.2.19)

pour tout n € N et p.p. x € . Alors, en passant a la limite quand ¢ — 0,t — 0 dans
I'égalité (2.2.18) il s’ensuit

/ P (hy)e dx = / p o dr + / ro dx hyJ + o(hy). (2.2.20)

Q Q Q

pour tout n € N et p.p. x € 2. Or, d’apres le Théoreme 2.2.4, on a le développement
p*(hn) = p* + T*th + OL2(Q)2><2<hn)7

ou r* est le coefficient de Hall effectif, d’ou

hn/ﬂ(r — 1) dxJ = o(hy),

*

dont on déduit r = r* p.p. dans . De plus, les inégalités ry < rl, < ry et la conver-
gence L>®(Q) faible  de 77, vers r entrainent r; < r < 7y p.p. dans 2, ce qui donne les
inégalités cherchées.

La seconde partie du Théoreme est une simple adaptation de la premiere en remplacant
le courant 0°(0)(z +t-)DW,+,(0,-) par le champ électrique DWW, ,.(0, -). O

Démonstration de la Proposition 2.2.8. Soient ¢ € C°(Q2), ¢ > 0 et P un correcteur
associé a o°. D’apres la Proposition 1.1.6 7i7), on peut considérer le correcteur P¢ défini
par I'Exemple 1.1.5. Alors par le Théoreme 3.1 de [9], puisque ¢* est a divergence nulle,
on obtient

det(P°) >0 p.p. dans . (2.2.21)

De plus, par le Corollaire 1.2 de [73] la positivité de det(P¢) entraine que det(P¢) converge
faiblement vers 1 dans L'(K') pour tout compact K C €. On obtient alors, pour i = 1,2,

/ s; det(P®) ¢ doe — / si ¢ dx. (2.2.22)
Q Q

Les convergences (2.2.22) et (2.2.6) combinées avec les inégalités s; < s. < s9 p.p. dans 2

entralnent
/slgodxg/s*wdxg/ngodx,
Q Q Q

ce qui donne le résultat. [l
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2.3 Calcul du coefficient de Hall effectif et applica-
tions

On considere le cas particulier de matériaux composites a deux phases oti, sous certaines
hypotheses, des formules explicites du coefficient de Hall effectif peuvent étre obtenues
sans utiliser la formule (2.2.6). Ces résultats combinés avec la formule (2.2.6) nous per-
mettent alors d’obtenir la limite faible dans chacune des deux phases du déterminant du
correcteur associé a la matrice de résistivité.

En premier lieu, on rappelle la formule du coefficient de Hall effectif obtenue par
Milton [68] pour un matériau composite isotrope a deux phases. On montre alors une
formule pour un composite a deux phases interchangeables (par exemple un échiquier
périodique a deux phases) mais pouvant étre anisotropes. Les deux résultats sont basés
sur les transformations de dualité données par la Définition 2.1.2.

2.3.1 Cas d’un matériau a deux phases isotropes

Soient p1, p2, 11, T2 quatre fonctions paires définies sur R, avec py, ps positives. On considere
un matériau a deux phases dont la résistivité est donnée par

{ pe(h) = p1(h)xe + p2(h)(1 — x2),

p°(h) :==p(h)I +r-(h)h J (2.3.1)

re(h) == ri(h)xe +r2(h)(1 = xe),

et x. est la fonction caractéristique d'un domaine de R2.

On suppose que la partie symétrique o¢(h)* de la conductivité o¢(h) := p*(h)~!, H-converge
vers la matrice isotrope o.(h)I, ou o.(h) est une fonction positive dans L>(2), qui est
continue et paire par rapport a h. Alors, Milton a obtenu le résultat d’homogénéisation
suivant :

Théoréme 2.3.1 (Milton [68]). A une sous-suite pres, o¢(h) H-converge vers la matrice
a*(h) = p*(h)™!, ou la résistivité effective vérifie p*(h) = p.(h)I[+r.(R)hJ, et le coefficient
de Hall effectif r.(h) est donné par

ra(h) —ri(h) _ pa(h)* — pu(h)® + h*(ra(h) — r.(h))?
ra(h) —ri(h)  pa(h)* — pi(h)? + h*(ra(h) — ri(h))*

Dans le cas limite de champ faible h — 0, la formule (2.3.2) se réduit a la formule de
Shklovskii [87)]

(2.3.2)

a(0) = re(0)  pa(0)°  pu0)?
r2(0) = r1(0)  p2(0)% — p1(0)*
et r. = 1.(0) dans le développement (2.2.5).

(2.3.3)

Remarque 2.3.2. Dans le cas isotrope du Théoréme 2.3.1, la conductivité o°(h) H-con-
verge, & une sous-suite pres, vers o*(h) avec o*(h)®* = o,(h)I. Alors, par la transformation
de dualité (2.1.3) et 'isotropie des parties symétriques o°(h)*, o*(h)®, on a

Os(h)T i U*(h)T

P =o' = iy deor ()

= o*(h)™" = p*(h). (2.3.4)
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Donc, la résistivité p®(h) H-converge vers la résistivité effective p*(h). De plus, on a une
formule similaire a (2.3.2) pour la matrice de conductivité homogénéisée o*(h).

Remarque 2.3.3. Dans la Section 4.3 de [70] page 65, Milton donne aussi une formule
explicite pour la partie antisymétrique de la matrice effective pour des échiquiers (ou
composites a deux phases isotropes interchangeables). Ce qui conduit facilement & une
formule explicite du coefficient de Hall (k). On étend dans la section 2.3.2 cette formule
au cas de composites a deux phases anisotropes interchangeables.

Par les bornes classiques sur la matrice effective p,(0)I on a

min(p1(0), p2(0)) < p«(0) < max(p1(0), p2(0)) p.p. dans €,

ce qui entraine que le membre de droite de (2.3.3) est positif, d’on
min(ry(0),72(0)) < r.(0) < max(ri(0),72(0)) p.p. dans .
Ces bornes sur le coefficient de Hall effectif illustrent la propriété de positivité du Thé-

oreme 2.2.6 puisque le coefficient de Hall 7.(0) du matériau hétérogene vérifie lui aussi
clairement

min(r1(0),72(0)) < 7.(0) < max(r1(0),72(0)) p.p. dans Q.

Corollaire 2.3.4. Soient py, py € 10, +00[, avec py # pa. Considérons le matériau a deux
phases ayant une résistivité isotrope donnée par

pF = (ple + pa(1 — x5)>1-

On suppose que la conductivité o° := (p°)~! H-converge vers la matrice isotrope (p.) '1.
Alors, chaque correcteur P¢ associé a of vérifie la formule

Pt —py°
Xe det(Pf) — Z—=2- dans D'(Q).
P = P2

Démonstration. On prend r1(0) := p? et ro(0) := 0 dans le Théoreme 2.3.1. Alors,
puisque I'on a det(c®) = p;2x. + py 2(1 — X<), on obtient

7:(0) det(0°P%) = p? x. det(0°P?) = x. det(P*).
La convergence (2.2.6) et I’égalité précédente entrainent
Xe det(P?) — 7.(0) det(c*) = p; 2 7.(0) dans D'(Q).

*

Alors, on déduit le résultat par la formule (2.3.3). O
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2.3.2 Cas d’un matériau a deux phases interchangeables

Définition 2.3.5. Considérons un matériau a deux phases A et B dont la matrice de
conductivité A® est donnée par

A= x. A+ (1 —x.)B,

oll Y. est la fonction caractéristique d’'un domaine de R?. Considérons aussi le matériau a
deux phases obtenu en échangeant les phases A et B dont la matrice de conductivité B¢
est donc donnée par

B :=x.B+ (1 —x.)A.

Alors on dit que le matériau est interchangeable si les fonctions matricielles B* et A® ont
la méme H-limite.

Exemple 2.3.6.

1. Un échiquier est une microstructure périodique dont la cellule de périodicité est
un parallélogramme divisé en quatre parallélogrammes 1/2-homothétiques (voir Fi-
gure 2.1). Considérons un échiquier de phases opposées A et B (A, B € M, ). Alors
I’échiquier de phases B et A a la méme microstructure a une translation prét et donc
a la méme matrice effective. Ainsi, I’échiquier périodique a deux phases représenté
par la Figure 2.1 ci-dessous est un matériau périodique a phases interchangeables.

Fia. 2.1 — Deux périodes d'un échiquier général a deux phases.

2. De la méme maniere, le matériau périodique représenté dans la Figure 2.2 ci-dessous
par deux de ses périodes, est aussi un matériau a deux phases interchangeables mais
n’est pas du type échiquier.

On a la résultat suivant :

Théoreme 2.3.7. Considérons un matériau o deux phases interchangeables ayant pour
phases A et NA + uJ avec A\, € R. Supposons A > 0 et

\ det(A) + plp+ 22a(4)) {u +2xa(A)]?

 A=A° A)J. 2.3.
] ] ] ,  ou +a(A)J. (2.3.5)
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A B
B A NS A B
A B

F1G. 2.2 — Deux périodes d'un matériau a deux phases avec une structure en chevrons.

Alors la fonction matricielle A® associée a ce matériau H-converge vers une matrice
constante A* vérifiant

pw(p + 21 a(A)) et a(A) = M, (2.3.6)

A1 A+1

Remarque 2.3.8. Le déterminant et la partie antisymétrique a(A*) de A* sont explicites
mais pas toute la matrice A* en général.

det(A") = A det(A) +

En appliquant ce résultat a la conductivité d’une microstructure a deux phases inter-
changeables, symétriques et proportionnelles et a partir du Théoreme 2.2.4, on obtient la
résultat suivant :

Corollaire 2.3.9. On considére un matériau a deux phases interchangeables ayant pour
conductivité
0 =x0+ (1 —=x) o, o o€ M et A>0.

Soient o¢(h) la conductivité donnée sous un faible champ magnétique h par
0°(h) := 0% + s:hJ, avec s.:= xes1+ (1 — xe)so2, (2.3.7)
ol S1, 52 € R. Alors, d’une part la résistivité p*(h) vérifie le développement d’ordre 1
p°(h) = p° +1hJ + opec(qpex2(h)  avec 1. = xor1 4 (1 — Xe)re, (2.3.8)

ou 11 et ro sont donnés par

S1 52
— 7 et S S 2.3.
E det(o) o A2det (o) (23.9)

D’autre part, le coefficient de Hall homogénéisé r. dans le développement (2.2.5) et le
coefficient s, dans le développement (2.2.8) sont donnés par

/\T2+T1 82+>\81
= —— =, 2.3.10
1+ A i (2:3.10)

1+ A
De plus, pour tout correcteur P¢ associé a o¢, on a

A
Xe det(P?) — i1 dans D'(R). (2.3.11)
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Remarque 2.3.10. La formule (2.3.10) donnant r, illustre une nouvelle fois la propriété
de positivité du Théoreme 2.2.6 car

ATo + 11

T < max(ry,Tg).

min(ry,ry) <

2.3.3 Démonstrations des résultats

Démonstration du Théoréme 2.3.7. On utilise le résultat suivant dont la démonstra-
tion est donnée plus loin :

Lemme 2.3.11. Soit A € M, . Alors, I’équivalence suivante est vraie pour tout X\, n € R :
AJA= X A+ pJ <= I=-2a(A) et p=det(A). (2.3.12)
Soient a,b,c € R avec ¢ # 0 tels que f(A) = AA + pJ, ou f est la transformation de
dualité associée a (a, b, c) donnée par (2.1.1). On a alors
aA+bJ =N+ pJ)(—al +cJA) = —a\ A—cu A+ ch AJA —ap J,

ce qui entraine

A AJA = (a+aX+ cu)A+ (b+ap)J.
D’apres le Lemme 2.3.11, puisque cA # 0, on en déduit

a+al+cpup=—-2cha(A) et b+ ap=-chdet(A),

ce qui entraine

g:_,LH-Q)\oz(A) ot Z—):)\det(A)+M(“+2)\a(A))
c

2.3.1
1+ A c 14+ A (2.3.13)

Alors, la condition be > a? est équivalente & la condition (2.3.5).

D’un autre coté, on a A° := y. A+ (1 — xc)f(A). Posons B := x.f(A4) + (1 — x.)A.
Comme les phases du matériau sont interchangeables, B¢ H-converge vers A*. De plus,
la condition bc > a? étant vérifiée, d’apres le Lemme 2.1.4 on a clairement f(A®) = B®,
d’ou f(A®) H-converge vers A*. On en déduit a partir du Théoréme 2.1.5 et par unicité
de la H-limite que f(A*) = A*. Cette derniere égalité se lit aussi :

aA* +bJ = —aA" +c A" JA",

ou de fagon équivalente

c A"JA" = 2aA" + bJ.
Dong, le Lemme 2.3.11 et les égalités (2.3.13) entrainent

o a_ pt+2)al4) o b pu(p + 21 a(A))
a(AY) = = 1 et det(A)_C—/\det(A)—l— Y :
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Démonstration du Lemme 2.3.11. D’une part, a partir de A = A°+ «(A)J on déduit
AJA = A5JA® — a(A)A® — a(A)A® — a(A)?T
= —2a(A)A° + (det(A®) — a(A)?)J,
car A*JA® = det(A®) J. De plus, on a
det(A) = det(A® + a(A)J) = det(A%) + a(A)?,

d’ou
AJA = —2a(A)A* + (det(A) — 2a(A)?)J. (2.3.14)
D’un autre coté, puisque A = A® + a(A)J, on obtient

AJA = AA+ pJ = MA* + (Aa(A) + p)J. (2.3.15)

Comme AJA admet une décomposition unique en parties symétrique et antisymétrique
on déduit des égalités (2.3.14) et (2.3.15) I"équivalence (2.3.12) O.

Démonstration du Corollaire 2.3.9. On applique le Théoreme 2.3.7 a un matériau
a deux phases interchangeables de conductivité o¢(h). Dans ce cas, on a A = 0 + s1hJ
et i = (s9 — Asy)h. Alors, la condition (2.3.5) est vraie sans hypotheése supplémentaire
pour |h| assez petit. En effet, la condition (2.3.5) s’écrit

(s3 — A\2s?)h? [32 + )\51] 2h2

2,2
A (det(o) + sTh?) + T T

ce qui est équivalent a
A det(o) > O(h?).

Ce qui est vrai des lors que |h| est suffisamment petit puisque A > 0 et o € M, . Ainsi,
par le Théoreme 2.3.7, on obtient

Sg — As1)h + 2 a(o + s1hJ) _ AS1 + S

ey (
a(o"(h)) = 1+ 1+ A\

h. (2.3.16)

Soit P¢ un correcteur associé¢ a o°. Par le Théoreme 2.2.4 et pour tout |h| suffisamment
petit, o°(h) H-converge vers o*(h) qui vérifie

0" (h) = 0" 4 s,hJ + or2q)2x2(h) ,  avec s, = éi{g) se det(P*),

ce qui entraine que la partie antisymétrique de o*(h) vérifie

a(c*(h)) =sih+o(h), avec s,= j%i/gzl) s. det(P?). (2.3.17)

La premiere égalité de (2.3.17) combinée avec I'égalité (2.3.16) entraine

_ AS1+ 89
14N
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Par ’égalité précédente et (2.2.11), on obtient

As1 + 59
det(c*) r, = ———=, 2.3.1
et(c™) r =y (2.3.18)
D’apres la formule (2.2.4), on a (2.3.9) Or d’apres le Théoreme 2.3.7, avec A =0, u =0
et A* = 0" on adet(c*) = A det(o) donc de (2.3.18) et (2.3.9) on déduit

T1 4 Ao
T+A

Ty =

De plus, dans le cas s = 1 et so = 0, I'égalité (2.3.17) combinée avec 1'égalité (2.3.16)
entraine

Xe det(P®) — /\L—i—l dans D'(Q).

la démonstration du Corollaire 2.3.9 est faite. O

2.4 Démonstration du Théoreme 2.1.8

2.4.1 Démonstration de la partie i)

On suit la construction de la H-limite développée par Murat-Tartar (voir [75]) qui dépend
ici du parametre vectoriel h.

Soit € un ouvert borné de R tel que Q C Q. On étend As(h) a Q\Q par aly (de
sorte que A° € M(a, 3;Q)) et on définit 'opérateur A°(h) de HJ(2) dans H () par

VYue HYQ), A°(h)u:= —div(4A°(h)Vu). (2.4.1)

On procede en deux étapes. Dans la premiere étape, on montre ’existence d’un opérateur
homogénéisé A*(h) qui vérifie une condition Lipschitz uniforme. Dans la deuxiéme étape,
on montre d’abord qu’il existe A*(h) € M («, 3; ) telle que A*(h) est de la forme (2.4.1),
puis que A*(h) vérifie le développement (2.1.8).

Premieére étape. Soit h € B, pour ¢ > 0 fixé A°(h) est borné par (3 et coercive
donc, d’apres le Théoreme de Lax-Milgram, A®(h) est inversible. Comme A®(h) admet
un développement du premier ordre, alors A°(h) et B(h) := A°(h)~! aussi. De plus,
puisque A°(h) est a équi-coercive, B°(h) est borné par a~!. Ainsi il existe une sous-

suite de ¢, encore notée ¢, et un opérateur B*(h) de H~1(2) dans H}(f2) tels que, pour

toute f € H(Q),
BE(h)f — B*(h)f HL(Q) faible, (2.4.2)

pour tout sous-ensemble dense de h. La condition Lipschitz uniforme (2.1.6) vérifiée
par A%(h) entraine que A®(h) et Be(h) vérifient la condition Lipschitz uniforme :

30 >0,V hk€ By |1B(h) = B )l o ) < Clh— K. (2.4.3)
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On en déduit qu’il existe une sous-suite de £, encore notée ¢, telle que la convergence (2.4.2)
a lieu pour tout h € B,. De plus, on obtient aussi qu’il existe un opérateur linéaire BJ

de R™ dans L(HY(Q); H}(2)) tel que
BE(h)f =B (0)f + (BT - h)f + 0@y (h)- (2.4.4)
Comme

Ve H Q). (BT W fllg-1 = 1B (R)f = B0) fll g + o(h) = O(h),

il existe un opérateur B} de R™ dans L(H1(Q); H3(€2)) tel que, pour tout h € R" et pour

toute f € H~(), on a la convergence

(BS-h)f — (Bi-h)f HE(Q) faible. (2.4.5)
Alors, en passant a la limite H{ () faible dans Pégalité (2.4.4) et en utilisant la semicon-
tinuité de la norme Hg(€2), on obtient

VfeHN(Q), B(h)f=B(0)f+ (Bi-h)f + oy (h).

D’apres la convergence (2.4.2), comme B(h) est 37! équi-coercive alors B*(h) Dest

aussi et B*(h) est ainsi inversible, ce qui permet de définir I'opérateur A*(h) de H}(L2)

dans H~(Q) par

Alors A*(h) vérifie
Vue Hy(Q), A*(h)u=A"u+ (A} h)u+ oy g h). (2.4.6)
De plus, par (2.4.3) on a

3C >0,V hk€ B A () = A W)l () < Clh— Kl (2.4.7)

H(Q)

Deuxiéme étape. Pour déterminer la H-limite de A°(h) et obtenir son développement,
on construit un correcteur P*(h) associé a A*(h). Soit 6 € C°(§2) tel que § = 1 sur € et
soit A € RY. On note w*(z) := (A - x) 0(z) et on définit w(h) € HY(Q) par

w(h) == B(h) o A*(h)w™.

€

Alors, on pose
Pe(h)X := Vwl(h) = V [B*(h) o A*(h)uw?] . (2.4.8)

Les hypotheses (2.4.3), (2.4.7) vérifiées par B et A° et les développements du premier
ordre (2.4.4) et (2.4.6) vérifiés par B°(h) et A*(h) entrainent que P vérifie

3C >0, VhkeB, [[P(h)— P (k)@ < Clh—k| (2.4.9)

et
P(h) = P*(0) + P - h + 02w (h), (2.4.10)
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avec |5 - hll gy = O(h).
Comme A° € M(a, 3;Q) il existe une sous-suite de &, encore notée ¢, et A* € M(a, 3;Q)
H N
tels que A° — A*. A partir de la définition (2.4.8) de P¢(h), il est clair que P¢ := P(0)
est un correcteur associé a A° dans §2. D’apres la Proposition 1.1.6, on en déduit
AfPs — A" LA(Q)V*N faible.
Comme

w)(h) — B* o A*(h)uw* =w* L3*(Q) faible,

£

on obtient, pour tout h € B,,
PE(h) — Iy L*Q)M*Y faible. (2.4.11)

De plus, par (2.1.6) et (2.4.9), A*(h)P?(h) vérifie la condition Lipschitz uniforme dans L?()V*¥
pour h € B,. Donc il existe une nouvelle sous-suite de &, encore notée ¢, et A*(h)
dans L2(Q)V*N tels que

VY he€ B, A(h)P(h) — A*(h) L*(Q)"N faible. (2.4.12)

D’apres la Proposition 1.1.6 #i), en vertu de la définition (2.4.8) de P° et des conver-
gences (2.4.11) et (2.4.12) on obtient que, pour tout h € B,, A°(h) H-converge vers A*(h).
Enfin, par les développements (2.1.6) et (2.4.10) on a

A (R)PA(h) = AP 4 Q5 -t gy ().

avec ||Q] - | 2@ynxy = O(h). Donc, en passant a la limite dans I'inégalité précédente,
on obtient
A*(h> = A* + AT . h + 0L2(Q)N><N(h).

La démonstration de la partie ¢) du Théoreme 2.1.8 est faite.

Remarque 2.4.1. A partir de (2.4.10) on déduit que, si P*(h) et Q°(h) sont des cor-
recteurs associés (respectivement) & A%(h) et A*(h)T, alors P¢(h) et Q°(h) admettent les
développements au premier ordre

Pa(h) — Ps + Ple . h + OL2(Q)N><N(h> et Qg(h) - Qs + Q‘i * h + OLQ(Q)NXN(h), (2413)

olt P¢ et Q° sont des correcteurs associés (respectivement) & A° et (A°)T. Comme P(h)
et P® sont a rotationnel nul, on obtient

HR,Ot(Pf . h)HH—l(Q)NxNxN = O(h),

d’ott Pf - h est aussi a rotationnel nul pour tout h € B,. De plus, comme P?(h) et P®
convergent faiblement vers Iy dans L*(2)V*¥ pour toute sous-suite faiblement conver-
gente P¢ - h dans L*(Q)V*V, la semicontinuité inférieure de la norme L?(Q)¥*N entraine

| Jim (P - B)||p2(yven = o(h),

d’ou pour Pf' - h et pour la suite entiere on a
Pe-h — 0 L*Q)N*N faible, (2.4.14)
pour tout h € B,.
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2.4.2 Démonstration de la partie i)
De la partie i) on obtient que pour tout h € B, A*(h) H-converge vers A*(h) ol

Comme, pour tout A, € RY on a Q(h)TAs(h)Pe(h)X\ - u = As(h)P¢(h)X\ - Q°(h)u, on
obtient par la Proposition 1.1.6 i) et le Lemme div-rot

A*(h) = lim (Q°(h)"A°(h)P*(h)). (2.4.16)

D/(Q)NXN
D’un autre coté, la définition (2.1.7) de A°(h) et la Remarque 2.4.1 entrainent

Q°(n)TA*(R)P(h) = (Q°)T AP + (Q°)" (AT - h)P*

2.4.17
Q)T AT(PE - B) 4 (@5 - AP 4o (). D

Soient A\, u € RV, on a
(@) AP WA = (A Q- (P - A o
et (Q5-h)TAP N = APX-(QS - h)p. o

Alors, par le Lemme div-rot et les convergences (1.1.2) et (2.4.14), on obtient

li aTAEPE-h: li € TA‘ePs:.
@/(églew@) (P -h) s (@1 - h) 0

De plus, comme pour (2.4.16) on a

. eNT Ae pe __ *
plm (@) AP = A"

Pour h € By, (Q°)T(A5-h)P¢ est bornée dans L'(Q) indépendamment de h (par linéarité)
donc il existe une sous-suite &’ de ¢, indépendante de h, telle que (Q')7 (AS-h) P converge
faible % au sens des mesures de Radon. Alors d’apres (2.4.16) en passant a la limite
dans (2.4.17) on obtient

A*(h) = A" + (M(g)rgXN(QE')T(Af - h) pf’) + opaynxn (h). (2.4.19)

Ainsi, comparée avec (2.4.15) ceci entraine ’égalité
Af-h= lim (Q¥)T(AS)P®. (2.4.20)

Comme la limite est indépendante de la sous-suite ¢, la suite entiere (Q°)* (A$) P¢ converge
vers A} - h dans D'(Q)V*V, O
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Chapitre 3

Homogénéisation bidimensionnelle a
fort contraste

Introduction

Dans la théorie de I'homogénéisation des problemes de conduction avec des suites de
conductivités uniformément bornées (supérieurement et inférieurement), I’hypothese de
bornitude entraine une certaine compacité qui préserve la nature du probleme homogénéisé.
Ce n’est plus le cas pour des conductivités a fort contraste. En effet, Khruslov fut un des
premiers a obtenir des problemes homogénéisés a valeurs vectorielles dans le cas de faibles
conductivités [60], ainsi que des problemes homogénéisés non locaux dans le cas de fortes
conductivités [51] (voir aussi [61] et [62] pour des problemes homogénéisés de différents
types et des références completes). Dans le cas de fortes conductivités, apparition d’effets
non locaux est fortement liée a la dimension supérieure a deux. Ainsi, 'exemple modele
d’homogénéisation non locale [51] en conduction est obtenu a partir d’un milieu tridimen-
sionnel homogene renforcé par des fibres minces fortement conductrices créant un effet
capacitaire (voir aussi [10], [25] et [37] pour des extensions et des méthodes alternatives).

Récemment, Briane [26] et Casado-Diaz [28], [29], ont montré que la dimension deux,
contrairement a la dimension trois ou supérieure, induit une compacité supplémentaire
qui empéche 'apparition d’effets non locaux. En particulier, une extension de la notion
de G-convergence est obtenue dans [28] pour des suites de conductivités uniformément
bornées dans L' mais non dans L>. Dans le cas périodique, un raffinement a été obtenu
dans [29] grace a un résultat de convergence uniforme.

Ce chapitre est consacré a des extensions des résultats de Briane et Casado-Diaz au cas
de conductivités non symétriques, a I’élasticité linéarisée et a des relations de dualité. Ces
relations furent tout d’abord montrées par Keller [59] qui obtint une égalité d’interchan-
geabilité reliant les propriétés effectives d’un composite isotrope a deux phases 1,09 > 0
et celles du composite isotrope aux deux phases inverses o7 ', 05 *. En 1970, Dykhne [49]
(voir Théoreme 2.1.5 du chapitre 2, page 24)généralisa ces relations aux composites
périodiques isotropes faits de plusieurs phases. Plus précisément, pour toute fonction
périodique A a valeurs matricielles, coercive et bornée, la matrice homogénéisée associée
a la conductivité duale AT /det(A) est égale a AT /det(A,), o A, est la matrice ho-
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mogénéisée constante associée a A. Mendelson [67] a obtenu une relation de dualité plus
générale (voir aussi I'approche par la méthode des fonctions test de Tartar dans [53]). On
renvoie aux chapitres 3 et 4 de [70] pour une présentation générale sur les transformations
de dualité.

Dans ce chapitre, on donne une extension de la relation dualité de Dykhne aux conduc-
tivités bidimensionnelles a fort contraste. Plus précisément, on considere une suite équi-
coercive A, de matrices de conductivité (non nécessairement symétriques), qui ne soit
pas uniformément bornée contrairement au cas classique. En désignant par A? la partie
symétrique de A., sous 'hypothese principale que

detA,
det A3

|AZ| converge faiblement * au sens des mesures de Radon vers a € L*,  (3.1)

on montre (Théoreme 3.1.2) que la suite A. “H-converge” vers une fonction matri-
cielle A, et (Théoreme 3.2.1) que la suite AT /det(A.) “H-converge” vers AT /det(A.),
pour des définitions appropriées de H-convergence (voir Définition 3.1.1). En conséquence
du résultat de dualité on obtient (Corollaire 3.2.4) un résultat de compacité pour le cas
dual d’une suite de matrices de conductivité uniformément bornée mais non équi-coercive.
Dans le cas périodique, on obtient en premier lieu un raffinement (Théoréme 3.1.7) du
théoreme de compacité pour les suites de matrices de conductivité équi-coercives mais non
uniformément bornées. En notant A(z) := AL(2) ot A% est Y-périodique (avec Y :=]0,1]?
pour fixer les idées), on obtient la “H-convergence” de la suite A. sous ’hypothése moins
restrictive que (3.1) : ﬁ
52/ de;E [(AD)*|dy — 0. (3.2)
y det(Az)s e—0
En second lieu, on considere une suite matricielle non équi-coercive mais uniformément
bornée B.(x) := B(%) ot B! est Yy-périodique (avec Yy :=]0,1]Y, N > 2 quelconque)
et € > 0 tend vers 0. On obtient alors (voir Théoreme 3.2.6) une extension au cas non
symétrique du théoréme de compacité de [23] sous '’hypotheése principale que Bf vérifie
I'inégalité de type Poincaré-Wirtinger

2

V'V e Hu(Yy), / V—][ V| dy <C. (/ Bgvv-vvczy), (3.3)
avec C, qui vérifie
£2C. — 0. (3.4)

En dimension 2, on en déduit (Corollaire 3.2.8) un raffinement de la relation de dualité a
fort contraste sous I'hypothese (3.2).

Enfin, on conclut ce chapitre par le cas de I’élasticité. Dans [27], Briane et Camar-
Eddine ont obtenu une extension a l'élasticité du résultat de compacité de [28] dans
le cas équi-coercif pour la conduction. Ici, nous démontrons une extension a 1’élasticité
(Théoreme 3.3.1) d’un lemme de compacité L? de [28] (voir Lemme 3.2.11 page 63) en
conduction, pour une suite de tenseurs non équi-coercive. Cependant, nous n’avons pas
pu obtenir dans ce cas une extension du théoreme de dualité 3.2.1. En effet, méme dans le
cas classique d’une suite de tenseurs équi-coercive et uniformément bornée, il n’y a pas de
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théoreme de dualité général analogue a celui de Dykhne [49]. Tl existe certains résultats
particuliers. Notamment, dans le cas incompressible (voir [54]) ou lorsque le tenseur de
compliance (inverse de la loi de comportement) est dégénéré [70]. Cette approche par
dualité devrait faire 'objet d’un travail ultérieur.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.1.1, on définit quelques notions
appropri¢es de H-convergence et on établit les résultats de compacité pour le cas non
uniformément borné. La section 3.1.2 est consacrée a la démonstration de ces résultats.
Dans la section 3.2.1, on établit tout d’abord le résultat de dualité pour le cas non uni-
formément borné et on en déduit le résultat de compacité pour le cas non équi-coercif
dans le cadre non périodique. Dans le cadre périodique, on donne un résultat de compa-
cité pour le cas non équi-coercif et on en déduit le résultat de dualité pour le cas non
uniformément borné. La section 3.2.2 contient la démonstration de ces résultats. Enfin,
dans la section 3.3 on obtient un résultat de compacité L? dans le cadre de 'élasticité.

3.1 Homogénéisation de conductivités non uniformé-
ment bornées

3.1.1 Enoncé des résultats
Cas général

Pour pouvoir prendre en compte les cas de suites non équi-coercives ou non uniformément
bornées on étendra la définition de la H-convergence classique (voir [75]) de la fagon
suivante :

Définition 3.1.1. Soit Q un ouvert borné régulier de R%. Soient o, et 3., € > 0, deux
suites de réels strictement positifs telles que a. < (., et soit A, une suite de fonctions
matricielles de M (a., B; Q) (voir Notation 1.1.1).

i) On dit que la suite A. H(M()?)-converge vers la fonction matricielle A, € M(«, 3; ),
avec 0 < a < 3, si pour toute distribution f dans H~1(Q), la solution u. du probleme

{ — div (A-Vu.) = f dans Q

(3.1.1)
u. =0 sur 01,

vérifie les convergences
u. — u  Hy(Q) faible et AVu, — ANVu M(Q)? faible x, (3.1.2)
ol u est la solution du probleme

— div (A.Vu) = f dans Q,
(3.1.3)
uw=0 sur 0f.

) H(M(Q)?)
On désignera cette convergence par A, — .-

ii) On dit que la suite A. H(L?(2)?)-converge vers la fonction matricielle A, € M(«, 3; ),
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avec 0 < a < 3, si pour toute fonction f dans L?(Q), la solution u. de (3.1.1) vérifie les
convergences

u, — u  L*(Q) fort et ANVu, — ANVu L*(Q)? faible, (3.1.4)

H(L*(Q)?)
ol u est la solution de (3.1.3). On désignera cette convergence par A. — A,.

Théoréme 3.1.2. Soit Q C R? un ouvert borné tel que |0 = 0. Soient a > 0, 3., € > 0,
une suite de réels telle que 5. > « et A. une suite de M(a, Be; Q). Supposons qu’il existe
une fonction a € L>(Q) telle que

det A, _

det A: |AZ| — a M(Q) faiblex . (3.1.5)
Alors
i) il existe une sous-suite de e, encore notée e, et A, € M(a, 3;9) avec B = 2||al|p~ ()
tels que
H(M(2)?)
A — A (3.1.6)

ii) la transposée AT de A. vérifie

H(M(Q)?)
T T
e

(3.1.7)

Remarque 3.1.3. Le Théoreme 3.1.2 est une extension bidimensionnelle du théoreme de
compacité de la H-convergence (Théoreme 1.1.3) pour des suites de fonctions matricielles
non uniformément bornées et équi-coercives . Ce résultat a d’abord été montré dans [28]
(Théoreme 2.14) sous I'hypotheése suivante : il existe une constante v > 0 et a € L*>(Q)
tels que A, = A2 4 a.J vérifie

lac|] <~ A et |A%] — @ M(Q) faible * . (3.1.8)

L’hypothese (3.1.8) est plus restrictive que (3.1.5) puisque

2

S aE S S
42 = (14 g ) 142 < (o) L

det A,
det A3

qui converge vers une fonction bornée au sens faible x des mesures sur €2, ce qui entraine
donc la convergence (3.1.5).

Cas périodique

Dans cette partie on considere le cas de suites de matrices de conductivité fortement
oscillantes. Soit  un ouvert borné de R? et Y :=|0, 1]? le carré unité de R%. Soit A? une
suite de fonctions matricielles Y-périodiques de L;O(RQ)?XQ, et € une suite de réels tendant
vers 0. On définit la suite fortement oscillante associée & Af et ¢ par

€

A (z) = A (g) p.p. € Q. (3.1.9)
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Pour € > 0 fixé, soit A’ la matrice constante définie par
VAER? A= / APV dy, (3.1.10)
Y
ou W2 :=X-y— X2, avec X} € H/(Y) la solution du probleme auxiliaire
/YXQ dy=0 et div(A'VX?))=div(AI\) dans D'(R?). (3.1.11)

Remarque 3.1.4. A* est la H-limite de la suite oscillante A% (%) lorsque § tend vers 0
(voir par exemple I'homogénéisation périodique dans [12]).

Sous I'hypothese de périodicité (3.1.9) on peut montrer le Théoreme 3.1.2 sous des
conditions moins restrictives. A cette fin, on a besoin d’une définition plus générale de
la H-convergence que celle de la Définition 3.1.1 :

Définition 3.1.5. Soient a. et 3., € > 0, deux suites de réels positifs telles que o, < j.,
et soit A, une suite de fonctions de M (a., (:; Q).

i) On dit que la suite A, H,-converge vers la fonction matricielle A, € M («, 3;€2), avec
0 < a <3, si pour chaque fonction f dans L?(2), la solution u. du probleme (3.1.1)
converge dans L*(Q) fort vers la solution u du probleme (3.1.3).

On désignera cette convergence par A, 2 A,.

1) On dit que la suite A. H,-converge vers la fonction matricielle A, € M(«, 3;),
avec 0 < a < 3, si pour chaque fonction f dans L?(2), la solution u. du probléme (3.1.1)
converge dans L?(§2) faible vers la solution u du probleme (3.1.3) et le flux A.Vu. converge
vers A, Vu dans L*(Q)? faible.

On désignera cette convergence par A. — A,.

Remarque 3.1.6. Dans la partie i) de la Définition 3.1.5 on a la convergence forte du
potentiel mais pas la convergence du flux. Cela correspond au cas d’une suite de matrices
de conductivités équi-coercive sans controle de la borne supérieure. Dans la partie i) on
a la convergence faible du potentiel et du flux. Cela correspond au cas d’une suite de
matrices de conductivités uniformément bornée sans controle de la borne inférieure.

On a le résultat d’homogénéisation périodique suivant :

Théoréme 3.1.7. Soient a > 0 et 3., € > 0, une suite de réels telle que 3. > «. Soient A?
une suite de fonctions Y -périodiques de M (a, 3.;R?), et A, la suite fortement oscillante
associée a A* par (5.1.9). Supposons que la suite A* définie par (3.1.10) converge vers A,
dans R?*2, et que la limite suivante a lieu

det A?
52/ S (A dy — 0. (3.1.12)
% det(A5>S e—0

Alors, on a

A, = A, (3.1.13)
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Remarque 3.1.8.

1. Dans le Théoreme 3.1.2, en prenant en compte la définition (3.1.9), la conver-
gence (3.1.5) est équivalente a

det A? .

qui est clairement plus restrictive que la condition (3.1.12). En contrepartie la
suite A.Vu. n’est plus nécessairement bornée dans L'()2.

2. Cerésultat a d’abord été montré dans [26] dans le cas symétrique sous I'hypothese (3.1.14)
qui dans ce cas entraine de plus la convergence de A!. Une généralisation de ce der-
nier résultat a été obtenue dans [29] (Théoreme 4.1) dans le cas symétrique sans
restriction sur A%,

3.1.2 Démonstration des résultats
Démonstration du Théoréme 3.1.2

Démonstration de la partie 7). La démonstration est analogue a celle du Théoreme 2.14
de [28] qui suit celle de Murat-Tartar [75] pour la H-convergence classique. La démons-
tration est divisée en quatre étapes. Dans la premiere étape, on montre la convergence de
la suite d’opérateurs —div(A.V-). Dans la deuxieme étape, on construit la fonction ma-
tricielle A,. Dans la troisieme étape on montre que l'opérateur limite s’écrit —div(A.V-).
Enfin, dans la derniere étape on montre que A, € M(«, 3;).

Premiére étape : Convergence de —div(A.V-).

Soit A, l'opérateur de H} () dans H~(Q2) défini par A, := —div(A.V-). Comme pour
tout € > 0, A, est coercive alors, par le Théoreme de Lax-Milgram, A. est inversible.
Soit B. := A_! son inverse. L’équi-coercivité de A, et la séparabilité de I'espace H'(Q)
entrainent (voir Proposition 3 de [75]) qu’il existe une sous-suite de ¢, encore notée ¢, et
un opérateur B de H1(Q2) dans H}(Q) tels que

VfeH(Q), B.f — Bf HyQ) faible. (3.1.15)

Soient v. € H'(Q) et ® € C>°(2)2, on a en notant A, = A% + a.J

/ ANV, - P dx| < /A“ZVUE - dx| + / a.JVvu, - P dx (3.1.16)
Q Q Q
De plus, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
/ AV, - ® dz| = / (A2, - (A2 dx
. . (3.1.17)

1/2 1/2
< ( | A%|| D2 dx) </ A2V, - Vo, d:z:) ,
Q Q
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et

/ a:JVu. - & dx / a (A3 Y2 Jd - (AY2Vu, dx
Q Q

) 1/2 1/2
< (/ |a-(A2)"2T]" | @) d:c) (/ AV, - Vo, dx)
Q Q
1/2 1/2
< (/ aZ |[(AD) 7 |@f d:z:) (/ AV, - V. da:) ,
Q Q

1 1
det As det Az

a2 1/2 1/2
< A8 |P|? d AV, - V. d . 1.1
_(/QdetAg| ‘|9 x) (/Q Vo, - Vo x) (3.1.18)

En combinant (3.1.17) et (3.1.18), on obtient & partir de (3.1.16)

car J est orthogonale. Or (A%)~! = JASTH dou |(A2)7Y =

|AZ| ce qui

donne

/ a.JVvu, - P dx
Q

/ ANV, - O dx
Q

a2 1/2 1/2 1/2
< < AS||®? A*||D|? AP .
< [(/Q dot A2 | A2 |D| d:c) + </Q| °| | d;z:) ] </Q Vo, - Vo, dx)

detA 1/2 1/2
< V2 S A% d A*Vu,. - Vo, d .
<va ([ g bator ) ( [ 4w i)

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'égalité det(A.) = det(A%) + a?. En passant a la
limite supérieure, on en déduit, d’apres la convergence (3.1.5) et la condition a € L*™(£2),

1/2 1/2
<V2 (/ a |®f? dx) lim sup (/ AVv, - Vo, d:v)
Q e—0 Q

1/2
<\p ||®|] 22(0)2 lim sup (/ A2V, - Vo, dﬁﬁ) :
e—0 Q

lim sup

e—0

/ ANV, - O dx
Q

ou ﬁ = 2||a||LOO(Q).
(3.1.19)
Soit f € H71(2). On pose v, := B.f et ® := Vy on p € C*(N), alors on a A.v. = f
et donc / ANV, -V de = (f, @), ot (-,-) désigne le crochet de dualité de H(2). A

Q
partir de (3.1.19) on déduit de I'inégalité de Poincaré et de (3.1.15)

/
(5.0 < VB IV ellp timsnp ((£8.5))
< \/B ’kaHOI(Q) <f7 Bf>1/27

d’ou

(f:BS) = BN -1
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Ainsi B est S~ -coercif et donc inversible. Soit A, := B~! son inverse, alors on a ||A.|| < 8
d’apres 'inégalité précédente.

Deuzieme étape : Construction de la matrice homogénéisée.
Soit  un domaine borné de R? tel que Q € €, on pose

~ A, dans Q
A= { o7 dons G\Q (3.1.20)
de sorte que A, € M(a,(3.;Q). Soient A, := —div(ATV.) et B, := A-'. D’apres la
convergence (3.1.5), jﬁ:ﬁi A# est bornée dans L'(Q2)? et donc, d’apres la définition (3.1.20),
detAc 3 1(())2x2 : C ; 0 —
actds A, est bornée dans L'(Q)2*2. Soit ¢ € C.(Q). Puisque |Q2\Q| = 0, on a par (3.1.20)
det A, - det A,
/ S |AZ| o dx —/ ° |AZ] o dm—l—a/ @ du. (3.1.21)
a det As q det A2 a0

d’ot, par passage a la limite, d’apres la convergence (3.1.5) au sens des mesures sur §)

det A, -
lim & |AZ| ¢ dx :/agpdx—l—oz/ ¢ dx
Q OO

e=0 Jg det A
:/agpdx—l—oz/ @ dz,
Q o\Q

Al — @ M(Q) faible * . (3.1.22)

d’ou ~
det A,
det As

avec @ = a Xo + @ Xq\q € L'(€2) p.p. dans Q.

La convergence (3.1. 22) permet d’appliquer le raisonnement de la premiere étape avec AT
Ainsi B, est borné par a~ L et vérifie la convergence (3.1. 15) avec B inversible tel que
|B]] < a~'. Soit A := B! son inverse, alors puisque B est 5~ -coercif, o1 3 := 2/|al| Lo (0

on a ]| < B car |Jal =) > a et done § = 2|l |- = 2ljal 1= = 5
Soit # € C°(Q) telle que § = 1 sur et soient W', W' € Hé(Q) déﬁnies par

W (x) = 0(x)(x - e;) et Wl =B, o AW), (3.1.23)
alors ) ) )
— div(AT V@) = A(@")  dans D'(Q). (3.1.24)
D’apres la convergence (3.1.15) vérifiée par B., on a

ATV - VL da < (VA gy [0 1 0y < ©
/fz HTH@TTENH () (3.1.25)

W — @' HY(Q) faible.

£
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De plus, pour toute ® € C>°(2)?, on obtient d’apres (3.1.19)

~ . . 1/2
<3 || ®|] 22(02)2 lim sup (/ ATV@ - V! d:z:)
e—0 Q

<c+/pB || D] 22(02)2-

lim sup
e—0

/Ajvw;'-cpdx
Q

Ainsi ) .
AZV@; — J\/E(Q)2 faible x,

/in-q)d:c

On définit alors A, € L2(2)2*2 par ATe; := €.

avec & € L?(Q)? car

Vo e Cr(Q), < ¢ VB 112|120

Troisieme étape : Détermination de A,.
Soit f € HY(Q) et u. := B.f alors en raisonnant comme dans la deuxiéme étape on
obtient

u. — u  H)(Q) faible et A.Vu, — & M(Q)? faible x, (3.1.26)

ot £ € L?(Q2)?. Pour montrer que £ = A,Vu on va utiliser le Théoréme 2.1 de [28] qui est
une généralisation du lemme div-rot de Murat [74] et que I'on rappelle ci-dessous pour la
commodité du lecteur.

Théoréme 3.1.9. (Briane & Casado-Diaz [28]) Soit Q un ouvert borné de R?. Soit S.
une suite de fonctions matricielles symétriques de L>®(Q2)?*? telle qu’il existe a > 0
et a € L*>(Q) vérifiant

Se > al et |S:] — a M(Q) faiblex . (3.1.27)

Soient & une suite de L*(Q)? et w. une suite de H*(Q) vérifiant les hypothéses suivantes :

i) & et w. vérifient l'estimation
/52165 & dr + [we| ) < ¢, (3.1.28)
Q

i1) div(&.) est compacte dans H™1(2).

Alors il existe £ € L*(2)? et w € HY(Q) telles que les convergences suivantes aient lieu
une sous-suite prés

& — & M(Q)? faiblex et Vw. — Vw L*(Q)? faible. (3.1.29)
De plus, on a la convergence du produit

& -Vw, — &-Vw dans D'(Q). (3.1.30)



50 CHAPITRE 3 : Homogénéisation bidimensionnelle a fort contraste

On applique le Théoreme 3.1.9 a deux reprises avec la matrice symétrique

_ detA, e

S, = . 3.1.31
detAs ¢ ( )
D’une part, si I'on prend & := A.Vu. et w, := w’, on a
det A?
-1 X — £ As _lA X A
Sa 55 5& det AE ( 8) EVUS EVug dx
det A?
— € (A3 -1 AS . . 'Aa .
dot A (AD) (AL + a.J)Vu Vu
det A? 1
= £ A . As gt - A8 )
dot A, Vu. - Vu, + dot A JAZJ a.JVu. - AZVu,
1 s 7—1
+ dot A JALT a.JVu, - a.JVu,.
Or
JA T ra.JVu, - A°Vu, = a. JA*Vu, - A*Vu, =0,
et donc, comme det(A.) = det(A?) + a2, on a
det A?
Sil e " Qe d = < Ae €’ € d
/Q 5 E 6 X /g; det Ae Vu. - Vu T
2
a
< A . 3.1.32
—i—/ﬂ dot A JANu. - JVu. dx ( )

:/AEVua-VuE d:vz/fug dx < c.
Q Q

De plus, div(&.) est compacte dans H () par définition de u. et donc, en vertu de la
convergence (3.1.25), le Théoreme 3.1.9 s’applique. On obtient alors

ANVu, -Vl — £-Va'=¢-e; dans D'(Q),
d’apres la définition (3.1.23) de w".

D’autre part, si I'on prend & := ATVw! et w. := u., on a de méme en remplagant A,
par AT (ce qui ne change pas S.)

/ ST - & dr = / ATVaL - Vil de < e (3.1.33)
Q Q

De plus, div(&,) est compacte dans H1(Q) d’apres (3.1.24) et donc, en vertu de la premicre
convergence de (3.1.26), le Théoreme 3.1.9 s’applique. On obtient alors

ATV - Vu, — Ale;- Vu dans D'(Q)
On en déduit, par unicité de la limite, £ = A,Vu. Donc

AVu, — ANu M(Q)? faible * .
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Alors, si ¢ € C°(Q2), on a

/ fo de = / ANVu. -Vodr — ANVu -V dr,

Q Q =0 Ja

d'ou f = —div(A.Vu). Or u = Bf d’apres les convergences (3.1.15) et (3.1.26) puis-
que u. = B.f. Donc Au = f = —div(A.Vu), ce qui donne A = —div(A, V).

Quatrieme étape : Montrons que A, € M («, 3;2).
Soit u € C(Q) et u. := B, o A, (u). Alors u. converge vers u dans Hj(f2) faible. On a
de plus

a||VuEH%2(Q) < / A Vu, -Vu, dx = / A NVu - Vu, dz,
Q Q
d’ou

/ ANVu-Vudr =lim [ AVu-Vu, de > lirr(l)ozHVuEH%z(Q) = oz||Vu||%z(Q)
Q e

e—0 0

En prenant (comme dans la démonstration du Lemme 22.5 p. 234 de [46]) pour fonctions
test u(z) := p(x) cos(tA - x) puis u(z) := p(z)sin(tA - z) on p € CX(N), A € R? et t > 0
dans I'inégalité précédente, on obtient A\ -\ > a|A|> p.p. dans Q.

D’un autre coté, par I'estimation (3.1.19) combinée avec la convergence (3.1.26) de A.Vu,,
on déduit, pour toute ® € C>(Q2)?,

1

2

/A*Vu~<b dz
Q

< VB P L2 (02 (/ ANVu - Vu daz>
Q

Par la densité de C>°(Q2)? dans L?(Q2)?, cette derniere égalité est encore vraie pour toute ®
dans L*(Q)%. Alors en posant ® := A,Vu dans I'inégalité précédente on obtient

/ |AVul|® dx < @/ ANVu-Vudz, YuecCxQ),
Q Q

ce qui entraine (en raisonnant comme précédemment) pour tout A € R?,
|A*/\|2 < B AN-X p.p. dans Q.

Soit u € R% En prenant A\ := A 'y, on en déduit A.u-pu > 37 ul|? p.p. dans Q.
Donc A, € M(«a, 3;9). O

Démonstration de la partie ii). On a clairement que A’ est une suite de M («, 3.; Q) et
vérifie la convergence (3.1.5) alors, d’apres i), il existe une sous-suite de &, encore notée &,

et B, € M(a, 3;) telles que
H(M()?)
AT — B,



{

52 CHAPITRE 3 : Homogénéisation bidimensionnelle a fort contraste

Montrons que B, = AT. Soient u,v € H () et u.,v. les solutions de

div(ATVu.) = div(B,Vu) dans Q ; div(A.Vv,) = div(A,Vv) dans Q (3.1.34)
U, =0 sur 052, © ve =0 sur 0f). o
On obtient alors les convergences
U — u H}(Q) faible ve — v H}(Q) faible
ATVu, — B, Vu M(Q)? faible *, A Vv, — A Vu M(Q)? faible * .

Par définition de la transposée, on a
ATVu, - Vv, = AV, - Vu,. (3.1.35)
On va appliquer le Théoreme 3.1.9 avec S. définie par (3.1.31) sur les deux membres de

I’égalité précédente. En premier lieu, si 'on prend &, := A.Vo. et w. := u. alors, comme
dans (3.1.32), S., & et w, vérifient encore la condition (3.1.28). D’ou

AV, - Vu, —2 A Vv -Vu dans D'(Q). (3.1.36)
Maintenant si I'on prend & := AETVu6 et w. := v, alors S;, & et w. vérifient bien la

condition (3.1.28) d’apres (3.1.33). D’ou

AV, - Vo, —> B.Vu- Vv dans D'(Q). (3.1.37)
Alors, en passant a la limite dans (3.1.35), on obtient, d’apreés (3.1.36) et (3.1.37), par
unicité de la limite

B.Vu-Vv=A\Nv-Vu p.p. dans Q.

Soient A\, n € R? et § € C(Q) telle que § = 1 sur w € Q. En prenant u(x) := 0(z)(\ - x)
et v(x) := 0(x)(p - x) on obtient

B-p=ATX.-pu p.p. dans w.

Comme A, u et w sont arbitraires, on obtient le résultat cherché. 0

Démonstration du Théoréme 3.1.7

La démonstration est similaire & celle du résultat de compacité de [23]. Mais il y a quelques
difficultés supplémentaires dues au fait que les matrices de conductivité ne sont pas
symétriques et que les flux ne sont pas nécessairement bornés dans L'(Q2), contrairement
au Théoreme 3.1.2.

Soit u. la solution de (3.1.1), ot A, est la suite fortement oscillante donnée par (3.1.9).
Soient A € R? et V* := Xy — Y ol Y est P'unique solution de (3.1.11) avec la
transposée (A%)T. Dans la suite on utilisera & plusieurs reprises le résultat classique suivant
(voir par exemple [12]) :
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Lemme 3.1.10. On dispose des formules suivantes :

(A= [ (ATeV2 dy
r (3.1.38)
/ (ANTVVA .V dy = / AIVWA VWA dy = AZN -\,
Y Y
ou — A-x est la solution de (3.1. .
L WA — A la sol de (5.1.11)

L’équi-coercivité de A, entraine que u. est bornée dans H}(f2) et donc il existe une
sous-suite de ¢, encore notée ¢, telle que u. converge dans Hg () faible vers u. Alors, pour
montrer la Hg-convergence (3.1.13), il suffit de montrer que

AVu. — A Vu dans D'(Q), (3.1.39)

olt A, est la limite de A* dans R?**2. En effet, en prenant ¢ € C°(Q) pour fonction test

dans (3.1.1) on a
/ ANVu. -V dr = / fo dx,
Q Q

alors si la convergence (3.1.39) a lieu on obtient par passage a la limite

/A*Vu~Vg0dx:/fg0 dz,
Q Q

et donc u est bien solution de (3.1.3) avec A, pour conductivité.

Posons v2(x) = eV(£). Pour montrer (3.1.39), on procéde en deux étapes. Dans la

premiere étape, on montre la convergence
ANVu, - Vvr — AVu. - A — 0 dans D'(Q), (3.1.40)
et dans la seconde, la convergence

AVu, -Vv) — AVu-A — 0 dans D'(Q). (3.1.41)

Premiére étape : Démonstration de (3.1.40).

Soit w un ouvert simplement connexe régulier de {2 & frontiere Lipschitzienne. Soit v € Hg ()
la solution de —Awv = f. Alors, il existe une unique fonction courant @, € H'(w) (voir par
exemple [56]) définie par

/125 dx =0 et A NVu, — Vv =JVi. p.p.dans w. (3.1.42)

Posons A, := J ' (A-1)" J et Af = J! [(A%)71]°J. Comme

_ 1 _ 1 s 7
(AZ) 1:det E J(ADTT 12@ (J(AD?* T~ —atJ),
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on a A? := (det Af)~1(Af)* et donc

det A! [(Ag)s]‘l‘ _ det Al |(A8)?). (3.1.43)

A1 _
(A7 =  det(Ab)s

Comme . est a moyenne nulle sur w, en utilisant successivement 1'inégalité de Poincaré-
Wirtinger dans w et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient par symétrie et périodicité

de A,
/]agld:v gc/\Vﬁgl dx:c/
. 2 ~ 3
<c (/ |AZY| dm) (/ A Vi, - Vi, dx) (3.1.44)

gc(/ymg)—l\ dyf (/w;xgvas.vag dx)Q.

Alors les égalités (3.1.42), (3.1.43) et |AZ!| < a™! (conséquence de A% > o) entrainent

f 3 :
/]a€| dx §c(/ % {(A£)5| dy) (/ AVu, - Vu, + AZ'Vv - Vo dx)
w Yy de g)? w
det A? 2 3
< e |(AB¢] g / Ed+‘1/V2d> (3.1.45
_C(/ydet(Ag-)S | (A2)°] y) (qu T+ a w| o] dx )

s(/% | ay)

car u. est bornée dans L?(2). Finalement, on en déduit par la convergence (3.1.12)

/ .| de=o0(e7"). (3.1.46)

Soit p € C°(Q2). En intégrant par parties, on déduit de (3.1.42) I'égalité

21;1/221;/2%8) dz

/AEVuE~VU;‘<pdx :/Vv-Vv;\godx+/JVﬂ€~Vv;\<pda:

:/VU-VU?gde—/Vﬂa-JVU?gOd$

w

= / Vv - Vol ¢ dz + / i div(JVo} @) da.

w

Or, on a
div(JVvle) = div(JVed)p + JV) - Vo = 1ot(Vul) + JVv) - Vo = JVu - Vo,

et donc

/A€Vu€ Vvl dr = / Vv -Vl o do + / . JV) - Vo dz. (3.1.47)
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Suivant le procédé employé dans [26], on va introduire une fonction constante par mor-
ceaux approchant 4. pour pouvoir passer a la limite dans le deuxieme terme du membre
de droite de (3.1.47) mais ici le découpage va se faire sur des carrés de coté . Soit Q. C w
un recouvrement de supp(ip) par les carrés e(k +Y) et K. = {k € Z? | e(Y + k) C Q.}.
Soit @, la fonction constante par morceaux définie par

Ue = Z U Xeeryy ou @l ::][ u:(y) dy. (3.1.48)

On montre tout d’abord que . — 1. converge fortement vers 0 sur supp ¢. Par I'injection
de Sobolev de W't dans L? dans chaque carré e(k + Y), pour k € K., (remarquons
que la constante de l'injection est indépendante du carré car 'exposant 2 est critique)
combinée avec l'inégalité de Poincaré-Wirtinger on a, comme #. est la moyenne de .
dans chaque ¢(k +Y),

2
/ |t — Te|? dwﬁc(/ V.| daz) .
e(k+Y) e(k+Y)

Alors, en raisonnant comme pour (3.1.44) puisque A, est symétrique, on en déduit par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par le changement de variable y := z/e — k,

/ |G — @.|* dv < c/ |AZY| da / A.Vi, - Vi, dz
e(k+Y) e(k+Y) e(k+Y)
At .
gch/ dL; |(AE)?| dy / A.Vi, - Vi, dr,
Y det(As)S e(k+Y)

d’aprés Pégalité (3.1.43). De plus, par la définition de A, et (3.1.42), on a

(3.1.49)

> / A Vi, Vi, do < / ANV, Vi, do = / AZYHAVu.— V) (A.Vu.— Vo) dz.
keK. e(k+Y) w w
Or, pour toute matrice B € R?*2 définie positive et pour tous vecteurs =,y € R?, on a
d’apres 'identité du parallélogramme
s\1/2 2
Ble—y)-(w—y) =|(B)(z-y)
2

2
< ‘(Bs)l/% (B2 (3.1.50)

+ ‘(Bs)l/2x + (BS)I/Qy

=2 <\(BS)1/296|2+ ’(35)1%‘2) =2 (Biv-:EJrBy-y)-

On obtient donc

> / AVi, - Vil do < 2 (/ AVu, - Vu, dz + / AZ'Vo - Vo dx) .
e(k+Y) w w

keK.
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Alors, en sommant sur les k& € K. dans l'estimation (3.1.49), on obtient par la conver-
gence (3.1.12)

det A?
i — @.|* dr < c 52/ ik |(A§)S‘ dy/ (A:Vu. - Vu. + AZ'Vu - Vo) dz
Y

Q- det(Ag)S w

— 0.
e—0

(3.1.51)
Suivant la méthode de [26], on considere I'approximation de V¢ par une fonction ®,
constante dans chaque carré e(k + Y) et telle que |V — ®.| < ¢ . D’apres (3.1.38),
puisque A* est bornée dans R?*? et que (A#)T est équi-coercive, on obtient que VV et
donc VY sont bornées dans L?(Y)2. On a alors par 'inégalité de Poincaré-Wirtinger

02 = Azl r29) = el Y |12y < € el VY2202 = Y

De plus, comme ||V02||z2(2 < ¢ |[VV2|z20r)2 et VV2 est bornée dans L?(Y)? on obtient
que Vv converge, A une sous-suite pres, dans L?(£2)? faible. De la convergence précédente
on déduit

Vo) — X L*(Q)? faible. (3.1.52)

Alors les convergences (3.1.51) et (3.1.52) entrainent que le dernier terme de (3.1.47)
s’écrit

/ag JVv) -Vodr = /u IV} -V d:c+/(1lg —a.) JVv) -V dv
= /u IV} -V dx + o(1)

= /ae DAVATARE S dx+/ﬂ5 JVvY - (B, — Vo) dx + o(1).

w

On note ®F la valeur de @, sur e(Y + k). Par définition de v, on a

i (/ A= VYA(2) d:c) 3
e(k+Y)

/ al Jx- o dm—ufJ(/ VY2 () dg;) .k
e(k+Y) e(k+Y)

/ @t TN dr = 22 b JN- BF)
e(k+Y)

/ e J Vv;\ P, dx
e(k+Y)

De plus, d’aprés la définition (3.1.48) de u. et en sommant ’égalité précédente sur
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les k € K., on obtient

/ e JV0) O dr =) € (][ u> J\ - OF
. e(k+Y)

keK.
— Z/ e JA- . dx
keK. e(k+Y)

—/ Ue JA-Vgodx—l—/ . JX- (D, — V) dx

:/ te JA- Vo dz+ o(1),

€

par Pestimation (3.1.46) combinée avec |®. — V| < ¢ . Donc 1'égalité (3.1.47) s’écrit
/as JVv -V do = /u J\ -V da;+/ﬂ€ JVvr - (B, — V) dx + o(1).

Il reste a estimer le deuxieme membre de droite de cette derniere égalité. Pour cela,
puisque Q. est un recouvrement de supp(p), on a d’une part

' /ug IV - (B, — V) dz

<c 5/ || V2| du,
Qe

et d’autre part, d’apres la définition (3.1.48) de .,

/ ANCAR Z/ @] V| da

kek. Y e(Y+k)
_y e |u’“|/|vvk| dy
keK.
< / MIM)/W%N@

=/wwwy/WJm.
Y Qe

Alors, comme VV est bornée dans L?*(Y)? et donc dans L'(Y)?, on déduit de I’égalité

précédente et de I'estimation (3.1.46),
<ce / IVV2| dy /]ugl dx

<ce /]ﬁgl dx = o(1).

‘/wE JVv? - (. — V) d

Finalement, on obtient

/ae JVvr -V da::/ae JX -V dr + o(1).
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Alors en intégrant par parties et en utilisant les égalités (3.1.42) et (3.1.47) on a
/A6Vu€-Vv§ @ dz :/vv-vvg gpdz—i—/ﬂg JX -V dz +o(1)
= / Vv -Vl o do — / div(@. JN) ¢ dx + o(1)
:/W-wg cpdx—l—/JVﬂg-)\ ¢ dzx + o(1)

w

:/Vv-(va\—)\)gpdm+/A5Vu5-)\g0dx+o(1)

= / ANVu. - X p dx +o(1),

d’apres (3.1.52), ce qui conclut la premiere étape.

Deuziéme étape : Démonstration de (3.1.41).
Etant donné que (AH)TVVA est une fonction périodique a divergence nulle, on peut définir
la fonction courant périodique V2 € HL(Y') par

/ Vidy=0 et (A)TVV? = / AVVA dy + JVVA = (ADTA+ JVVD, (3.1.53)
Y Y

ol la seconde égalité est une conséquence de (3.1.38). En procédant comme pour (3.1.49)
et (3.1.51), on a par l'égalité A% = J1[(A%)~!]°J et I'estimation (3.1.12)

- det A? L1y s .
/(V?)Q dy < / ——— |(4L)’ dy/ [(ADTVVE - VV2 + (AL THADTN - (ADTA] dy
Y y det(AZ)* y

=0 (5_2) .

Ainsi la suite 92 (z) 1= 5‘7?(%) converge fortement vers 0 dans L*(Q). Soit ¢ € C(Q).
Alors, en utilisant la seconde égalité, apres mise a I’échelle, de (3.1.53) et en intégrant par
parties on obtient puisque div(JVu.) =0

/ AVu. -Vl pdr = / Vu, - ATV ¢ dx
Q Q
= / Vue - (AN ¢ dx + / Vu, - JVO ¢ dx
Q Q
= / AVu, -\ @ dg;+/@§ div(JVu, @) dx
Q Q
:/A;Vue-)\gpdx—k/ﬁ;\ JVu, -V dx
Q Q

= / AVu. - X ¢ dx + o(1).
Q
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Comme A* est constante et converge dans R?*? vers A, et que Vu, converge vers Vu dans
L?(Q2)? faible, A*Vu, converge vers A,Vu dans L*(Q)? faible. Ainsi 1'égalité précédente
entraine

/ AVu, - Vot ¢ dr = / ANu- X ¢ dr+o(1),
Q Q

ce qui conduit a (3.1.41). O

3.2 Dualité et homogénéisation de conductivités non
équi-coercives

3.2.1 Enoncé des résultats
Cas général

Afin de pouvoir différencier clairement les cas on notera A, les conductivités équi-coercives
mais non uniformément bornées, et B. les conductivités non équi-coercives mais uni-
formément bornées.

On a tout d’abord le résultat de dualité suivant pour des conductivités équi-coercives
mais non uniformément bornées :

Théoréme 3.2.1. Soit Q un ouvert borné de R? tel que |0Q| = 0. Soient a > 0, 3., € > 0,
une suite de réels telle que . > «, et A une suite de fonctions matricielles de M (cv, (.; ).
Supposons qu’il existe une fonction a € L>®(Q) telle que la convergence (3.1.5) a lieu et
qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

det A,

AS < Cy AAT  pop. 0. 2.1
dot A :<Co AA; p.p. dans (3.2.1)

Alors, il existe une sous-suite de €, encore notée ¢, telle que

AT ")) AT . H(M(2)?)
oAl ded o A, — A, (3.2.2)

avec A, € M(a, 3;82) ot 3 := 2||al|L=(0)

Remarque 3.2.2. Le Théoreme 3.2.1 étend le résultat de dualité obtenu par Dykhne [49]
(voir aussi le Théoreme 2.1.5 du chapitre 2 page 24) pour des conductivités périodiques
et uniformément bornées a celles non périodiques et non uniformément bornées.

Remarque 3.2.3. La condition (3.2.1) est une hypothese technique dont on a besoin pour
le cas non symétrique. En effet, (3.2.1) a clairement lieu, avec Cy = a™1, si A.(> af) est
symétrique. La condition (3.2.1) est aussi satisfaite si A. = a.I+a.J (i.e. A% est isotrope)
avec e > o, puisque

det A A2 = (M) 1< (M) I=a' AAT,
det A2 a
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En particulier, le Théoreme 3.2.1 entraine par dualité le résultat de compacité suivant
pour des conductivités uniformément bornées mais non équi-coercives :

Corollaire 3.2.4. Soit Q un ouvert borné de R? tel que |0Q| = 0. Soient 3 > 0 et a.,
e > 0, une suite de réels telle que 0 < a. < 3. Soit B, une suite de fonctions matricielles
de M (o, 3;82). Supposons qu’il existe une fonction a € L*>() telle que

(B — a M(Q) faible x, (3.2.3)
et une constante Cy > 0 telle que, pour chaque € > 0,

BIB. < Cy B p.p. sur Q. (3.2.4)

Alors, il existe une sous-suite de €, encore notée , et une fonction matricielle B, de M («, 3;€),
avec o := (2||a||Loo(Q))_l, telles que

H(L*(2)?) BT mM®©)?) BT
B. — B, t - — . 3.2.5
¢ det B. det B, ( )
Démonstration. La suite A, définie par
BT
A =—_=J'B1J
det B, <

vérifie 'inégalité A, > S711. On a 'inégalité (3.2.1) comme conséquence de (3.2.4) puisque
B.=J A1 J et

B o1 det A,
det Bs 7 det As

AAT = JNBIB) T T > Gt TN (BT = Gy A5 (3.2.6)

De plus, la convergence (3.2.3) entraine la convergence (3.1.5) pour la suite A, car

B2
det B?

_ det A,

. 3.2.7
Tt A (327)

B2 = |7 82) 0 = |

Alors, d’apres le Théoreme 3.1.2, la suite A, (a une sous-suite pres) (M( )?)-converge
vers A, ot A, € M (87, 2[|al| e (q); ). Donc, par le Théoréme 3.2.1, B. H(L?*(2)?)-con-
verge vers la fonction matricielle

AT

B, = = J AL
det A, JUAS

La fonction matricielle B, appartient clairement a M («, 3; ), avec a := (2HaH LOO(Q))_I,
ce qui conclut la démonstration. [l
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Cas périodique

Soient N > 1, Q un ouvert borné de RY et Y un pavé de RY. On consideére une sui-
te B!, ¢ > 0, de fonctions matricielles mesurables, Y-périodiques telle que B € M (a,, 3; RY)
o1 0 < a. < (3. Briane [26] a montré que si les B? sont symétriques alors on a compacité
pour les problémes (3.1.1) sous 'hypothese principale que Bf vérifie 'inégalité de type
Poincaré-Wirtinger

VVeHLY), /|v-17|2 dy < C. (/ BV .VV dy), ot V::][V, (3.2.8)
Y Y Y

avec
e2C. — 0. (3.2.9)

e—0

Dans cette section, on obtient un résultat analogue pour le cas non symétrique.

Remarque 3.2.5. Dans le cas N := 2, l'inégalité (3.2.8) avec la condition (3.2.9) est
vérifiée des lors que Bf vérifie la convergence suivante :

@ [ i

En effet, en utilisant successivement linjection de Sobolev de W#l(Y) dans L% (Y),
I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient pour toute V'
dans H(Y),

dy — 0. (3.2.10)

e—0

[WV-vPay <cli9VIEg,
2
— o 1)y v )
Y

< (/}/M(Bg)ﬂ_l dy> (/Y(Bg)svv-vv dy>.

Pour le cas non symétrique, on a le résultat suivant valable en dimension N > 2 :

Théoreme 3.2.6. Soient 3 > 0 et a., € > 0, une suite de réels telle que 0 < a. < (.
Soit B une suite de fonctions Y -périodiques de M (a.,3;R?) et soit B. la suite forte-
ment oscillante associée a B* par (3.1.9). Supposons que B vérifie (3.2.8) avec C. qui
vérifie (3.2.9) et que B? et (B!)T vérifient (3.2.4). Alors, si la suite BY définie par (3.1.10)
avec BY, converge vers B, dans RN*N et si, pour toute f € L*(Q), la solution u. de (3.1.1)
avec B. pour conductivité est bornée dans L*(2), on a

H?U
B. - B,. (3.2.11)

Remarque 3.2.7. Comme la condition (3.2.1) dans le Théoreme 3.2.1, la condition (3.2.4)
est une hypothese technique dont on a besoin pour le cas non symétrique.

En dimension deux, on en déduit le résultat suivant pour la dualité en fort contraste :
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Corollaire 3.2.8. Soient a« > 0 et B, € > 0, une suite de réels telle que B. > a.
Soit A une suite de fonctions Y -périodiques de M(«, 3.;R?), et soit A, la suite forte-
ment oscillante associée a A% par (3.1.9). Supposons que la suite A* définie par (3.1.10)
converge vers A, dans R**? et que la limite (3.1.12) a lieu. On suppose de plus que A,

et AT wérifient l'inégalité (3.2.1) et que la solution u. de (3.1.1) avec pour conductivité
AT /det(A.) est bornée dans L*(Q) pour chaque membre de droite f € L*(2). Alors, on a

AT m, AT
det A, det A,

(3.2.12)

Démonstration. Posons B, := AT /det(A.) = J A1 et Bf := J~1(A?)~1J, alors B!
est dans M (-1, a1, R?). Soit Bf la matrice constante définie par la formule (3.1.9) avec
la fonction matricielle BY. La matrice A* est une H-limite d’apres la Remarque 3.1.4 done
par la formule de dualité classique de Dykhne on a Bf = J~1(A*)~1J. Alors, la suite B*
converge vers B, := J 1 (A,)71J, olt A, est la limite de A*.

De plus, par I’égalité (3.1.43) et la convergence (3.1.12), on a

_ det A?
2 BﬂsleQ/—fAﬁSd—>0.
[l ay =t [ S 1y

Donc, d’apres la Remarque 3.2.5., B. vérifie I'inégalité (3.2.8) avec la condition (3.2.9).

Comme A., AT vérifient (3.2.1) on obtient que B., BT vérifient (3.2.4) et donc, d’apres
Hy

le Théoreme 3.2.6, on a B, — B,. O

Remarque 3.2.9. Dans le Théoreme 3.2.6 et le Corollaire 3.2.8 on doit supposer que

toute solution de (3.1.1) (avec pour conductivité B. := AT /det(A.) dans le cas du Corol-

laire 3.2.8) est bornée dans L?*(f2) car la condition (3.2.8) ne 'implique pas. A cette fin,
il suffit de supposer 'existence d’une constante C' > 0 telle que, pour chaque € > 0,

Y u € Hy(Q), / u? dr < C’/ B.Vu-Vu dx. (3.2.13)
Q 0

Le résultat général suivant, qui est basé sur le théoreme d’extension de [1], donne
un exemple (en dimension quelconque) ou l'estimation (3.2.13) est vérifiée (voir par
exemple [5] pour l'obtention d’une estimation similaire) :

Proposition 3.2.10. Soient N > 1 et Q un domaine régulier de RY. Soit E un ouvert
conneze Yn-périodique a bord Lipschitz tel que |YyNE| > 0. Soit A* une suite de fonctions
Yn-périodiques de L;E(RN)NXN telle que

AL > 1Ty pp. dans E et A>T pp. dans RN\ E. (3.2.14)

Soit A, la suite fortement oscillante associée a A% par (3.1.9). Alors, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout € > 0,

Yu € Hy(9), /u2 dr < C’/ ANVu-Vu dx . (3.2.15)
Q Q
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3.2.2 Démonstration des résultats
Démonstration du Théoréme 3.2.1

Considérons une suite A, de M («, 5.; ) qui vérifie la convergence (3.1.5). Alors d’apres
le Théoreme 3.1.2, il existe une sous-suite de &, encore notée e, et A, € M(a, 3;9)
avec 3 := 2||a||p(q) telles que A. H(M(Q)?)-converge vers A,. Posons B. := J tAZ1J.
Soient f € L*(Q) et v, la solution du probléme de conduction (3.1.1) avec la matrice de
conductivité B.. La démonstration de la H(L?*(£2)?)-convergence (3.2.2) est divisée en deux
étapes. Dans la premiere étape, on montre que la suite v. converge fortement dans L2 ()

vers v € H} (), et que le flux B.Vuv. converge faiblement vers € dans L?(2)2. La seconde
étape est consacrée a la détermination de la limite £ afin d’établir la convergence (3.2.2).

Premiére étape : Convergences des suites v, et B.Vuv..
En prenant la fonction v. € H}(2) comme fonction test dans (3.1.1) avec la matrice de
conductivité B, on obtient par I'injection de Sobolev de W1(Q) dans L?(Q)

/BEVUE -V, dr = / Jvede <[ flle2) l|vellz2@) < e [|vellwri - (3.2.16)
Q Q
Alors, comme v, € HJ (), 'inégalité de Poincaré entraine
/ B.Vu. -V, dx <c / V.| dx. (3.2.17)
Q Q

De plus, comme pour (3.1.44), on a

/ Vo | de < (/ B.Vu, - Vo, dx) (3.2.18)
Q Q

Donc par les inégalités (3.2.17) et (3.2.18), les suites |Vv.| et B:Vv. - Vu. sont bornées
dans L'(Q), d’olt v. est bornée dans L?*(2) par (3.2.16) combinée avec I'inégalité de
Poincaré. D’autre part de la méme fagon que (3.2.6) I'inégalité (3.2.1) entraine que B
vérifie (3.2.4) et donc

NI

|B.Vv.|* = (BI'B.)Vu, - Vu. < Cy B*Vu, - Vo, = Cy B.Vu, - V., (3.2.19)

d’ott la suite B.Vw,. est bornée dans L*(2)2. Donc, & une sous-suite pres, v. converge
faiblement vers v dans L*(Q) et B.Vwv. converge faiblement vers £ dans L?(2)2.

La convergence forte de v, dans L?*(2) est une conséquence du résultat de compa-
cité suivant qui est démontré dans [28] (voir les étapes 3,4 de la démonstration du
Théoreme 2.1) et dont on donne un schéma de preuve a la fin de cette section :

Lemme 3.2.11. (Briane & Casado-Diaz [28]) Soit Q un ouvert de R?. Soit S. une
suite de fonctions matricielles symétriques dans L>=(Q)?*? telle qu’il existe o > 0 et une
fonction a € L>®(Q) vérifiant

Sp>al et |S:] — a M(Q) faible* . (3.2.20)
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Soit v. une suite dans H'(Q) vérifiant

v. — v L*(Q) faible et / SV, - Vo, dr < c. (3.2.21)
Q

Alors, la suite v. converge fortement vers v dans L% (Q).

Soit @ un ouvert de R? tel que 2 € Q. On définit la fonction matricielle S, par S. := (B2)™!
dans , et S. := ol dans Q\Q. Comme A. > al, on a |Bf| < |B.| = |AZY < a7,
d’ott B < a~'I, et S. > ol dans Q. D’aprés (3.1.5) et (3.2.7), en raisonnant comme dans
la deuxieme étape de la démonstration du Théoreme 3.1.2 page 48, on obtient que S.
vérifie la convergence faible (3.2.20) vers une fonction de L>(£2) valant o dans Q\€2. De
plus, en étendant v, et v par 0 dans Q\€2, par (3.2.18), v, vérifie (3.2.21). Le Lemme 3.2.11
entraine alors que v, converge fortement vers v dans L2 (Q) et donc fortement dans L*(€2).

Il reste & montrer que v appartient & Hj(£2). Soit ® € Cl(Q)Q. Comme B.Vuv, - Vv,
est bornée dans L'(€2) on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
- ’ /(B;)—%@ - (B)2 Vv, dr
Q

'/Uedivédx :’/Q-V%dx
Q Q
< </ (B! |@f dx) (/ B.Vu. - Vu, dx)
Q Q
2 det A 2
< BN @) de) = / = A2 D d
<o [lmopar) = ([ S ta o )

d’apres (3.1.43). Donc, en passant a la limite dans 'inégalité précédente grace a la conver-
gence faible de v, et la convergence (3.1.5) on obtient

‘/Udivfbdx
Q

ce qui entraine v appartient & Hj ().

[un

<cllallfwy I®lr2@pz, V@€ CH?,

Seconde étape : Détermination de la limite £ de B.Vu..
Soient A € R2, § € CH(Q) et w*(x) := O(x)(\ - x). Soit w la solution du probleme

div (ATVw?) = div (ATVu?)  dans €,
(3.2.22)

w2 =0 sur OS2

D’apres le Théoreme 3.1.2 ii), AT H(M(Q)?)-converge vers AL. Donc, en vertu de la
Définition 3.1.1, on obtient les convergences

w) — w*  H(Q) faible et ATVw) — AT've* M(Q)? faible . (3.2.23)

£

Maintenant, on va passer a la limite dans le produit B.Vv, - JATVw?} de deux maniéres
différentes, ce qui donnera la limite £ désirée.
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D’une part, comme B, = J 'A-'J et J2=—1I,on a
B.Vuv. - JAIVw) = —AZ IV, - ATV} = —JVo. - Vul = Vo, - JVw?.

De plus, comme JVw? est & divergence nulle, on a Vo, - JVw? = div (v, JVw?). Alors,

puisque v, converge fortement vers v dans L2 () et Vw? converge faiblement vers Vuw?*

dans L*(Q)? par (3.2.23), la suite v. JVw? converge vers v JVw” dans L _(Q)? fort.
Donc, on obtient la premiere convergence

B.Vv, - JAIVw} — div (v JVw) = Vo - JVw*  dans D'(Q). (3.2.24)
D’autre part, considérons un ouvert régulier simplement connexe w de §2. Comme, par

d’apres (3.2.22), ATVw? — ATVw? est une fonction & divergence nulle dans L?(w)?, il
existe une fonction courant @) dans H'(w) uniquement définie par

/ @) dr =0 et A'Vw) - ATVw* = JV@?. (3.2.25)

Puisque @) est a une moyenne nulle sur w, l'injection de Sobolev de Wh!(w) dans L?(w)
combinée avec l'inégalité de Poincaré-Wirtinger dans w et la définition (3.2.25) entraine

w2 |2y < ¢ ||[V@2|prwyz = ¢ [TV |11 )2

< ¢ [JATVW | 1wy + ¢ |[[ALVW | p1 oy
<ec

Donc @7 converge, & une sous-suite pres, vers une fonction @w* dans L?*(w) faible. De plus,

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (3.1.50) on a, avec B. = J 1A J,
/ BV} -Vl de = / B.Vw@) - V) dx
Q Q
= / ATV V@) - IV d
Q
_ / AT ATV — ATV - (AT — ATV ) do
Q
<2 / AT AT - ATV + AT ATV - ATV do
Q
=2 / ATV - V) + AT ATV - ATV do
Q
= 2/ ATV - V) + AT ATV - ATV da.
Q

Le membre de droite est borné d’apres la premiere convergence de (3.2.23) et par I'inégalité
|AZY < a7t Dong, la suite @) vérifie les hypotheses (3.2.20) et (3.2.21) du Lemme 3.2.11

dans w avec S. := (B2)~!, d'olt w2 converge fortement vers @w* dans L (w). De plus,

la deuxiéme convergence de (3.2.23) et la définition (3.2.25) entrainent que @w* a une
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moyenne nulle sur w et Vi* = 0 dans D'(w), d’ott @* = 0 par la connexité de w. Donc,
par unicité de la limite, on obtient pour toute la suite

) — 0 L3 (w) fort. (3.2.26)

£

Par (3.2.25) on a
B.Vv. - JATVw? = B.Vv, - JATVw* — B.Vu, - V.

Clairement, la suite B.Vv, - JATVuw?* converge faiblement vers ¢ - JATVw?* dans D'(w).
De plus, on a

div (@} B.Vv.) = B.Vv. - V& + @, div (B.Vo.) = B.Vu. - Va2 — @) f.
Alors la convergence forte (3.2.26) et la convergence faible de B.Vuv,. entrainent

B.Vu. - V@ = div (@)} B.Vv.) + @2 f — 0 dans D'(w).

£

Donc, on obtient
B.Vu. - JATVw} — €. JATVw* dans D'(w).
Ceci combiné avec (3.2.24) conduit a
Vo JVuw* =€ JATVw® p.p. dans w.

Maintenant, en choisissant § € C!(2) telle que § = 1 dans w, on obtient Vu-J\ = - JAT)
p.p. dans w. Etant donné que A et w sont arbitraires, on en déduit I'égalité JVv = A, JE
p.p.dans Q. D’on € = J A1 JVv = B,V p.p. dans €, ce qui conclut la démonstration.[]

Schéma de preuve du Lemme 3.2.11. Le schéma de preuve correspond aux étapes 3
et 4 de la démonstration du Théoreme 2.1 de [28]. Soit Q € Q et, pour h > 0 fixé,
(QM)1<r<n, une partition de Q en carrés de coté h. On considere Papproximation de v,
par une fonction constante par morceaux 17:} donnée par

Np

=3 (o) e
k

k=1

Alors la convergence (3.2.21) de v. entraine, pour h > 0 fixé, la convergence forte dans
L>=(Q) de la suite 9" vers la fonction constante par morceaux donnée par

Np

> (Jé U) o

k=1

Alors I'inégalité de Poincaré-Wirtinger dans chaque carré Qf combinée avec I'injection de
Sobolev de WHH(QF) dans L?(Q}) implique

Np

vg—f)?de_c ve| dx | . 2.
ety o < Z(/Qﬁw ) (3.2.27)

k=1
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Alors, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/(U8 — " dr <c| sup /
5) 1<k<nN, Jq

La convergence (3.2.20) et I'estimation de (3.2.21) entrainent alors

|| dm) / SV, - Vo, dz. (3.2.28)
Q

h
k

limsup/(vE — "% dr <c sup / a dr = O(h?),
Qk

e—0 Jo 1<k<N),

car a € L>®(Q). Partant de I'égalité v. — v = v, — o + o — 9" + 9" — v, on en déduit
I’estimation

. ~h

lll?jélp ||ve — U||L2(Q) < O(h) +[[v* — U||L2(Q)-
Il reste a montrer la convergence forte dans LQ(Q) de 9" vers v lorsque h — 0. Pour cela,
on considere une approximation dans ~L2(Q) fort de v par une fonction ¢ € C(Q). Alors, a
partir de I'égalité o —v = 0" — " + 9" —4p +9) — v, on obtient la convergence cherchée.[]

Démonstration du Théoréme 3.2.6

La démonstration suit celle du Théoreme 2.2. de [25] en 'adaptant au cas non symétrique.
Celle-ci est basée sur le résultat suivant (qui n’utilise pas ’hypothese (3.2.4)), démontré a
la fin de cette section, qui est une extension au cas non symétrique du Lemme 2.3 de [25] :

Lemme 3.2.12. Soient > 0 et a., € > 0, une suite de réels telle que 0 < a. < 3.
Soit BY une suite de fonctions Yn-périodiques de M(a, 3.;RN) et soit B. la suite forte-
ment oscillante associée a B par (3.1.9). On suppose que BE vérifie (3.2.8) avec C. qui
vérifie (5.2.9). Soit v. une suite de H*(Q) telle que

v. — vy L*(Q) faible et /BEva -V, dx < c. (3.2.29)
Q

Soit W € L2,(Yy) telle que sa moyenne W, converge vers Wy et posons we(z) := W(£).
Alors, a une sous-suite pres, on a la convergence

v w, — vy Wo dans D'(Q). (3.2.30)
Soient A € RY et VAy) :== X-y — Y (y), o Y € Hy(Yy) est la solution du probleme
auxiliaire

/ Y2dy=0 et div((B)"VY}) =div((B)"A) dans D'(RY). (3.2.31)
Yy

A

On pose v,

() := eV2(£). Alors d’apres (3.2.31) on a par mise & I'échelle

div(BIvo}) = 0. (3.2.32)
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Soient f € L*(Q) et u. la solution de (3.1.1) avec pour conductivité B.. Soit p € C(1Q).
En prenant ¢v? comme fonction test dans (3.1.1) et pu. comme fonction test dans (3.2.32),
on obtient

/BEVuE~V<p v dx+/BEVu€~Vv?<pdx:/fg0 v} de
Q Q Q

/BSTVv;\~Vu€<pdx:—/B€TVv;\~Vgo U dx.
Q Q

En combinant les deux égalités précédentes, on aboutit a

/ B.Vu. - Vo v} dv — / BIVv) -V u, dv = / fo v da. (3.2.33)
Q Q Q

Pour montrer la H,-convergence (3.2.11) de B. on montre tout d’abord que B.Vu. est
bornée dans L*(Q)" puis on détermine sa limite faible dans L?(2)" en passant & la limite
dans (3.2.33).

En prenant u. comme fonction test dans (3.1.1), on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ B.Vu. -Vu. dv = / Jue dx < c|jucl|r2@) < ¢,
Q 0

car u. est supposée bornée dans L?(2). De plus, par 'hypothese (3.2.4) et I'inégalité (3.2.19),
B.Vu, est bornée dans L*(Q)". Alors il existe £ € L2(2)V telle que, & une sous-suite pres,
on a

B.Vu, — ¢ L*Q)" faible. (3.2.34)

Comme B? converge vers B, dans RN B* est bornée et donc, d’apres (3.1.38) (qui
n’utilise pas la dimension 2), on a

[ wyrev v dy\ <R
YN
D’ou d’apres 'inégalité (3.1.50)

| myrvr v dy] -
Yn

| @ a-vvy- - v dy]

<5 (3.2.35)

/ (BHTX - A dy’ +2
Yn

<c AP

/ (BYTTVA - vV dy]
Yn

car |Bf| < 3 puisque Bf € M(a.,3;9Q). De (3.2.8) et (3.2.35) on déduit, comme Y est
de moyenne nulle,
Y22 < Ce, ol Cs vérifie (3.2.9).

Dot €Y converge vers 0 dans L?(Yy) fort et donc v converge, apres mise a 1’échelle,

vers A - x dans L%*(Q) fort. De plus, par le raisonnement utilisé pour B.Vu., on déduit
de I'inégalité (3.2.4) vérifie par (BT que (Bf)TVVA est bornée dans L*(Yy)YN. Par le
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Lemme 3.2.12 appliqué aux suites v, := u. et W, := ((B)TVV?*);,i =1,...,N, on a
également
u. BYVv} — w BIXA  dans D'(Q)7, (3.2.36)

olt u est la limite dans L?(§2) faible de u.. En utilisant les convergences L?(Q) faible de u,
vers u, et L2(Q) fort de v} vers A - z, ainsi que (3.2.34) et (3.2.36), on obtient en passant
a la limite dans (3.2.33) :

/Qg.w (- ) dx—/QBf)vV(pudx:/Qfgo (A-2) dx. (3.2.37)
En prenant (A - z)p comme fonction test dans (3.1.1) on a

/BEVuE~Vg0 (A-x) dx+/BEVu€~/\ godx:/fgo (A z) dz,
ce qui donne en passant a la limite en vertu de (3.2.34)

/ngo)\xd:c—l—/f)\god:c—/f(p)\x

Alors 'égalité (3.2.37) devient

/f')\Sde+/B*V90~)\udx—O.
Q Q

En remarquant que 1'on a

/B*Vu~/\<pdx :/B*V(gou)-)\dx—/B*Vg0~/\udx
Q Q Q

= B, (/V(g@u) dx)-)\—/B*Vgo-)\udx
Q Q

——/B*Vg0~)\ud:c,
Q
on en déduit finalement

/ﬁ-Agad:E:/B*Vu-/\goda:.
) Q

Donc ¢ = B,Vu. U
Démonstration du Lemme 3.2.12. Soit X, € H#(YN) la solution de
1 —
X.dy=0 et —— div((B)*VX.)=W.—-W,. dansYy. (3.2.38)
Y €

Alors, en prenant X, pour fonction test dans (3.2.38) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a

1 _
— | (BY)'VX. - VX.dy = / (W. =W)X, dy
€ YN Yn

<c ||Wa _W8||L2(YN)HX€HL2(YN)

1 1/2
¢ \/e2C. (;/ (BH*VX.-VX. dy) ,
YN
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d’apres (3.2.8) et car W, et W, sont bornées dans L?(Yy). D’ou

1
— [ (BH)*VX.-VX.dy — 0. (3.2.39)

52 Y e—0
Soient x.(z) := X (%) et ¢ € C°(Q). D’apres (3.2.38), on a par mise a 'échelle
—div(B:Vx.) = w. — W. dans D'(),

donc
/ BiVx. - V(pv.) dx = / we v, dr — / W, pv. dz. (3.2.40)
Q Q Q

Par mise a I’échelle de (3.2.39) on obtient aussi
/QBSVXE -Vxe dx > 0. (3.2.41)
Comme |B:| < 1(|B.| + |BL|) = |B:| < 3 et donc B: < Iy p.p. dans Q, on a
[ 1B e = [ BB (5 2V do
< 5/9 B*Vx. - Vx. du.

D’ou, d’apres (3.2.41), BEVx. converge vers 0 dans L?(2)" fort. On a alors par la conver-
gence (3.2.29)

/ B:Vx. - Vo v, dx "y 0. (3.2.42)
Q &

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'estimation de (3.2.29), on a

[ BV Vo pds = [(B99x (B9, o do
Q Q

1/2 1/2
<c ( / BVx. - Vxe da:) ( / BV, - Vo, ¢* da:)
Q Q
1/2
Sc(/ B:Vx. - Vxe dm) .
Q

Cette estimation combinée avec (3.2.41) et (3.2.42) entraine
/ BiVx. - V(pv:) dz = o(1).
Q
Donc (3.2.40) devient

/ws ov, dx —/Ws ove dz + o(1),
Q Q

ce qui donne le résultat. [l
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Démonstration de la Proposition 3.2.10

On a besoin du résultat suivant démontré a la fin de cette section :

Lemme 3.2.13. Il existe C' > 0 telle que

VU € H'(Yx), 10w € CIIVUIB20 + 1012 ) (3.2.43)

On pose, pour tout k£ € N,
YF:=ek+eYy et EF:=ck+e(YyNE),

et on définit
E.:=|JEf et ES:=RV\E.
keN
Alors d’apres (3.2.14) et la définition (3.1.9) de A, on a, pour tout € > 0,

A. > Iy pp.dans E. et A, >e*Iy p.p. dans E-. (3.2.44)

Soit u € HE(R), on définit u € HY(RY) (I'ouvert  étant supposé suffisamment régulier)
par

i (3.2.45)

| u dans Q,
| 0 dans RM\Q.

On considere, pour tout k € ZY, la fonction Uy, associée & @ par
VyeYy, Uly) :=da(ey+ek).

Par changement de variable y := x/e — k, on a

/ la(z)]? da :/ U (2 = k)" da
Yk Yk

=N / Ua(y)? dy.
Yn

Pour tout k € ZN, U, € H*(Yy). Alors, en appliquant I'inégalité (3.2.43) pour chaque Uy
puis en faisant le changement de variable z := ey + €k, on obtient

[z <<ve( [ vUE e [ )

<eNe (/ eV (ey + k) [? dy+/ ()| d:v)
YN YNﬂE

< Ve i/ Vi (@) dy+ — a(2)? da

= EN v Yy EN

YrNEE

< 0(62/ \Vii(z)|? dat—l—/ |i(z))? dx).
% YAOEE
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En sommant les inégalités précédentes sur les k € ZV, on a

/ a* de < C (52/ \Val|* de + [ |al? da:) ,
RN RN E.

ou de maniere équivalente

[ul[f20) < ¢ <a2/ (Vul? dv +/ |u)? dx) . (3.2.46)
Q QNE;

Soit  un ouvert borné régulier de RV tel que Q € Q. D’apres le Théoreme 2.1 de [1], il

existe un opérateur de prolongement P. : H Han E.) — HL.(Q) et une constante & > 0,

indépendante de € et Q, tels que pour toute v € H*(Q N E.), P.v = v p.p. dans QNE.,
1Pevll 2,y < 6 M0l 2@ne,) et [IVED)2@,) < 5 IVl @nm,) (3.2.47)

ot Q. == {zx € Q : dist(x,00) >k €}. )

Par construction de I'opérateur P. et pour ¢ assez petit, P.u. est nulle au voisinage de 9¢2,

car 4 est nulle en dehors de Q2 € Q. Alors on a par I'inégalité de Poincaré dans € et la
seconde inégalité de (3.2.47)

ullz2onm) = |l 2@npy < [1P20] 20
< c [|V(P:a)l]2q)
SCkK ||va||L2(QmE5)

= ¢ & ||Vul|r20nE.)-

Cette estimation combinée avec (3.2.46) donne en vertu de (3.2.44)
ullf2q) <c (52/ (Vul? dx +/ |Vl dw)
Q QNE-
< C/ Aevus : VUE diL’,
Q

ce qui conclut la démonstration. O

Démonstration du Lemme 3.2.13. On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe
une suite u. de H'(Yy) telle que

1
Ve> 0, el > 2 (IVuel o + el Fmom) )
En posant v, := u./||uc||r2(vy), on obtient

1ellzzevy =1 et [[VOel L2y + el lZ2vynm) <& (3.2.48)
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Alors v, est bornée dans H'(Yy) et Vv, converge vers 0 dans L?(Yy)? fort. Donc, & une
sous-suite pres, v. converge vers une constante C' dans H'(Yy) fort. D’apres (3.2.48), on

a alors
O] = IC]2(vy) = lim [|ve] [ 2vy) = 1. (3.2.49)

Comme v, converge vers C' dans L?(Yy) fort, elle converge en particulier vers C' dans
L*(Yy N E) fort, d’on

ICIVIYN NE| =||C||L2(vyrE) = llf(l) ||vellL2(vynE)-

Alors, d’apres l'inégalité de (3.2.48), on a |[C|\/|[YNNE| = 0. Or, [Yy N E| > 0 et
donc C' = 0, ce qui contredit (3.2.49). O

3.3 Cas de I’élasticité bidimensionnelle

Dans le cas de I'élasticité, une extension du Théoreme 3.1.2 et du Théoreme 3.1.7 a été
donnée dans [27]. Mais il n’y a pas, en élasticité, de théoreme de dualité général analogue a
celui de Dykhne dans le cadre de la H-convergence classique. Dans cette derniere section,
on donne une extension a l’élasticité du Lemme 3.2.11 qui pourrait étre une premiere
étape afin d’obtenir des relations de dualité en homogénéisation a fort contraste.

3.3.1 Enoncé du résultat
On a le résultat suivant qui est une extension du Lemme 3.2.11 au cas de 1’élasticité :

Théoréme 3.3.1. Soit Q un ouvert borné régulier de R%. Soient o, 3., € > 0, deuz suites
de réels telles que 0 < a. < B. et S. une suite de fonctions tensorielles de M*(a., 3.; Q)
telle qu’il existe une fonction a de L™ () vérifiant

ISe] — a M(Q) faiblex . (3.3.1)

Soit v. une suite dans H'(Q)? vérifiant

£

v. — v L*(Q)? faible, avec v € H'(Q)? et /S_le(vg) ce(ve) de <ec.  (3.3.2)
Q

Alors, la suite v. converge fortement vers v dans L% ().

3.3.2 Démonstration du Théoréeme 3.3.1

Préliminaires. Afin de démontrer le Théoreme 3.3.1, on introduit 'espace LD(f) et la
notion de mouvement rigide. On établit alors une inégalité de type Poincaré-Wirtinger,
ainsi qu’une inégalité de type Poincaré qui ne sera pas employée ici mais dont la démons-
tration est analogue.

On définit I'espace LD(2) par (voir [92])

LD(Q) = {u € L'(Q)? | e(u) € L}(Q)>*?}, (3.3.3)
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muni de la norme || - ||Lp) donnée par

[ullzp@) = [[ull@y2 + [le(u)]] L1 @)2xe. (3.3.4)

L’espace W1 (Q)? est strictement contenu dans LD() car I'inégalité de Korn est fausse
dans L'(Q)? (voir [78] ou [45]). Néanmoins, on a le résultat de continuité et de compacité
suivant (voir les théoremes 1.2 et 1.4 chapitre 1T de [92], voir aussi [63, 64] et [85]) :

Théoréme 3.3.2 (Strauss [85]). L’espace LD(QY) est inclus, avec injection continue,
dans L*(Q)? et, avec injection compacte dans LP(2)? pour 1 < p < 2.

Dans la suite, on suppose que €2 est connexe et régulier (de frontiere Lipschitz).
Définition 3.3.3. On dit que v € H'(Q)? est un déplacement rigide si e(v) = 0.
Tout déplacement rigide u s’écrit sous la forme suivante (voir [76] et [40])
u(z) =a+bJz pp.z€Q olacR’ beR sont des constantes. (3.3.5)
On a alors les inégalités de type Poincaré et Poincaré-Wirtinger suivantes :

Proposition 3.3.4.

i) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que
Vv e Hy(Q)? V]| 222 < ¢ |le(v)]]L1()2xe. (3.3.6)
i1) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout carré ouvert Q) on ait

Voe HI(Q)Q, ||U - TQ(U)HLz(Q)z S C ||€(U)||L1(Q)2x2, (337)

o, pour tout ouvert w de R?, r,, est l’application linéaire sur LD(w) donnée par

][U-J(x—xw) dx
Vove LDw), ry(v): =% J(I—Iw)—F][ vdr el x, ::][ x dx.
][|9c—xw|2 dx @ @

(3.3.8)
Remarque 3.3.5.

1. En dimension N > 2 quelconque, on obtient une extension de i) (voir [92] p.120).
Soit  un ouvert de RY connexe, a bord Lipschitz alors il existe une constante
c(2) > 0 telle que pour toute v € LD(), il existe r = r(v) telle que

. N
v —=7@)[lpx v < c(Q) [le(v)|[pr @y, avec N*:= N1 (3.3.9)
De plus, on peut construire r(v) de sorte que l'application r ainsi définie soit une
application linéaire sur I’ensemble des mouvements rigides

R:={uc DY | e(u) =0}.

Dans l'inégalité (3.3.7), le point essentiel est que la constante ¢ ne dépend pas du
carré () considéré. Ceci est du a la forme particuliere de I'application linéaire r,
construite explicitement en considérant la base {e1, es, 2 — J(x — z,)} de R.
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2. Si v est un mouvement rigide dans 'ouvert connexe w de R? alors v = r,(v) par
définition de r,.

Démonstration. i) On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe une suite w,
de H}(Q2)? telle que

VneN,  |lullr2@p2 > n|le(un)||pr@)2xe.

En considérant u,/||un||2(q)2, on peut supposer
1
Vne N, ||€(un>||L1(Q)2x2 < ﬁ et ||Un||L2(Q)2 = 1. (3310)

Alors, il existe u € L?(2)? et une sous-suite de n, encore notée n, telles que
u, — u L*(Q)? faible et e(u,) — 0 L'(Q2)*** fort. (3.3.11)

Onawu e L*(2)* et e(u) = 0 € L*(Q2)>** d’oti, d’apres le lemme de Lions (Théoreme 3.2
de [48]), u € H*(Q2)2. De plus, pour toute ® € C1(2)?*? symétrique, par intégration par
parties on a, puisque u,, € Hj ()2,

/ e(up) : @ de = — / Uy, - Div @ dx, (3.3.12)
0 O

et comme u € H'(Q2)?

/e(u):@dx:—/u-Div(I)dx—l—/ ®:uOVdo, (3.3.13)
Q Q o9

ol 7 est la normale extérieure & 9Q et u ® ¥ := 2(V @ u + u ® 7). En passant a la limite
dans I’égalité (3.3.12) on déduit de 'égalité (3.3.13)

/ S:uovdo=0,
o0

d’ou u ® V=0 p.p. sur 0f), autrement dit on a
Vi, je{l,2}, wv;+vu; =0 p.p.sur .

Solent £ := {z € 0Q | u;v/; + vju; # 0} et x € E. Alors il existe i = i(z) € {1,2} tel
que 7;(x) # 0 et donc en prenant j = i dans ’égalité précédente on obtient u;(x) = 0 d’o1,
pour tout j € {1,2}, u;(z)7;(z) = 0 ce qui entraine uy(z) = uz(x) = 0 pour tout = € E.
Comme |E| = 0 on obtient u; = uy = 0 p.p. sur 9. Finalement, on en déduit u € H} ()%
Or, puisque e(u) = 0, u est un mouvement rigide et donc u est de la forme (3.3.5) ce qui,
combiné avec u € H}(Q), entraine u = 0.

D’apres le Théoreme 3.3.2, il existe une constante ¢ > 0 telle que

VneN, HunHLz(Q)Q <c (HunHLl(Q)z + He(un)HLl(Q)zxz) ,

d’ott liminf ||uy||z1@p2 > 1/c. Or u, est bornée dans LD(Q) et l'injection de LD(£2)
dans L'(€)? est compacte, d’oll, & une sous-suite prés encore notée n, u,, converge vers u = ()
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dans L'(Q)? fort. Ce qui contredit I'inégalité précédente et montre I'inégalité (3.3.6).

ii) On montre tout d’abord I'inégalité (3.3.7) dans le cas ot Q =Y :=|0, 1]?. On raisonne
par 'absurde comme dans 7). On suppose qu’il existe une suite v, de H'(Y)? telle que

1
||€('Un)HL1(Y)2><2 < ﬁ an — TY(Un)HL2(Y)2-

Uy, — Ty (Un)

alors on a
v = 1y (vn) || L2 (v)2

On pose w,, :=

ry(wn) =0, Jwal|lz2pe =1 et e(w,) — 0 L'(Y)*** fort. (3.3.14)

En particulier, w,, est bornée dans LD(Y). L’injection de LD(Y) dans L'(Y)? étant
compacte, il existe une sous-suite de n, encore notée n, telle que w, converge vers w
dans L'(Y)? fort. Puisque ry est continue dans L*(Y')? par construction, on obtient alors
ry(w) = lim, ry(w,) = 0. Or la convergence de (3.3.14) entraine e(w) = 0 et donc
w = ry(w) = 0. D’autre part, d’apres le Théoréme 3.3.2, Uinjection de LD(Y") dans L*(Y')?
est continue donc

HwnHL2(y)2 <c (||wn||L1(y)2 =+ ||€(wn>HL1(y)2><2) .

Ce qui contredit w = 0 puisque en passant a la limite quand n tend vers I'infini, on en
déduit, d’apres (3.3.14), ||w|[L1(yy2 > 1. Donc I'inégalité (3.3.7) est vérifiée pour Q =Y.

Maintenant considérons un carré () quelconque, alors Q) = zg +hY, ot h est le coté de Q.
Soient u € H'(Q)? et, pour tout y € Y, U(y) := u(x) avec = := xq + hy. Alors, en faisant
le changement de variable z := xg + hy on obtient

ro(u)(z) = ]{QJZ S

J(a:—a:w)—i—][udas
|z — 2g|? dx Q
Q
B2 ][ w(hy + o) - T(hy) B dy
= Y J(hy) + h_z][ u(hy + zq) h* dy
e f gl 12 dy v
Y

:JM Jy +]£U dy =ry(U)(y).

][ ly|? dy
Y

Comme e(U)(y) = h e(u)(x), on a alors

(3.3.15)

||U — TQ<U)||L2(Q)2 =h ||U — Ty(U)||L2(Y)2 S C h||6(U)||L1(y)2><2 =C ||€(U)||L1(Q)2><2. ]
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Démonstration du Théoréme 3.3.1. Soit w € Q2 et, pour h > 0 fixé, (QF)1<r<n, un
recouvrement de w par des carrés de coté h (QF := hQ+hk). On considere approximation
de v. par la fonction affine par morceaux ¢ donnée par

Np,
o= Z ron(ve)Xqn-
k=1

Alors, en vertu de la définition (3.3.8) de rqn, la convergence faible de v. dans L3(02)?

entraine, pour h > 0 fixé, la convergence forte dans L>°(2)? de la suite 9" vers la fonction
affine par morceaux donnée par

Np

o = Z ron(v)Xgn-

k=1

En sommant sur k € {1,..., N} les inégalités (3.3.7) obtenues pour Q%, on obtient qu’il
existe une constante ¢ > 0 indépendante de ¢, h, k telle que

Np,

va—f)dex_c e(v)| dr | . 3.
/w< ) <Z</QZ|<>| ) (3.3.16)

k=1

Or, en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la forme quadratique posi-
tive £ € R?*? — S.¢ : £, e(v.) vérifie

le(ve)| = ‘Ss(sgle(vs))l = sup ‘Ss(sgle(vs)) : 77‘

In|=1

< sup /S : 1 /S.(S-te(v.)) : (STte(v.)) (3.3.17)

[nl=1
< \/|SE‘ \/Ss_1€<vs) re(ve),
d’ou, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/w(vg — M dr < cé </QZ |S.| d:c) (/Qh S te(v.) @ e(v.) dx)

k

< c( sup / |Sc| d:v) / S 'e(v.) : e(v,) da.
1<k<Ny JQh Q

La convergence (3.3.1) et l'estimation de (3.3.2) entrainent alors

(3.3.18)

limsup/(vE — M2 dr <c¢ sup / a dx = O(h?),
e—0 w 1<k<Np QZ
car a € L*°(Q). Partant de I'égalité v. — v = v. — 9" + 0 — 9" + " — v, on en déduit
I’estimation

limsup ||ve — v|| 22 < O(h) + ||7" = v||L2(we- (3.3.19)

E—



78 CHAPITRE 3 : Homogénéisation bidimensionnelle a fort contraste

Il reste & montrer la convergence forte dans L?(w)? de " vers v lorsque h — 0. L’inégalité (3.3.7)
combinée avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine, puisque v € H'(Q)?,

2
/ lv—ron(v)]* do < ¢ / le(v)] dov | <ch? / le(v)]? dz,
Qy * ol Qk
d’otr, en sommant sur les k € {1,..., N,,},

||1~)h — UHLZ(UJ)Q S C h He(?])||L2(Q)2x2.

Donc ||o"—v||r2()2 = O(h) et de (3.3.19) on déduit la convergence de v. vers v dans L*(w)? fort.[]
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Deuxieme partie

Homogénéisation de matériaux fibrés
non périodiques
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Chapitre 4

Rappels sur les microstructures
fibrées non périodiques

Introduction

Le ventricule gauche du coeur est formé de fibres orientées. Des études anatomiques ont
montré que les fibres cardiaques ont une orientation qui varie continiiment d’un angle vy a
I’endocardium a —y a 'epicardium. Plusieurs modeles biomécaniques heuristiques ont été
obtenus (voir par exemple Arts [8], Chadwick [39], Feit [50], Peskin [79] et Streeter [86])
en considérant les fibres comme un matériau élastique orienté baignant dans un milieu
homogene. En particulier, Peskin [79] a déduit cette architecture fibrée du coeur a partir
de ’hypothese initiale que le tenseur des contraintes s’écrit

o:=0y,+o; avec op:=T(ef)(T@7), (4.1)

ou o, est le tenseur isotrope des contraintes du milieu, oy est le tenseur des contraintes
dans la direction des fibres, 7 est la direction des fibres, T'(es) la tension des fibres et e;
la déformation dans la direction des fibres. En élasticité linéarisée ce modele général de
biomécanique nous donne ainsi un tenseur des contraintes du type

o= Atr(e)ls +2ue +T(ef) (T ® 1), (4.2)

ou A et p sont les coefficients de Lamé du milieu dans lequel baignent les fibres et e
est le tenseur des déformations. En conduction, le tenseur des déformations e de (4.2)
est remplacé par le champ électrique Vu et le tenseur des contraintes o par le courant
électrique AVu, ou A est la matrice de conductivité du matériau. Ainsi, le tenseur isotrope
des contraintes o, du milieu correspond a un courant aVu en conduction, avec a > 0, et
le tenseur des contraintes orienté T'(ef)(7 ® 7) a un champ B(7 ® 7)Vu. Cette analogie
conduit a la matrice de conductivité

A=als3+p(r®T). (4.3)

Ce modele est basé sur les deux hypotheses restrictives suivantes : I'interaction entre les
fibres et le milieu est négligeable et les fibres sont des fils sans dimension.
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Pour pallier ces défauts, Briane [19, 20] a proposé deux modeles rigoureusement déduits
de I’homogénéisation de microstructures fibrées non périodiques. Pour les deux modeles,
les fibres sont des cylindres de petit rayon distribués périodiquement dans des couches
avec une orientation des fibres constante dans chaque couche ou rangée. Dans le modele I
(Figure 4.1), les couches sont de faible largeur mais tres grande devant le rayon des fibres.
Dans le modele 17 (Figure 4.2), les couches sont remplacées par des rangées dont la largeur
est du méme ordre que le rayon des fibres. Ainsi, dans ce deuxieme modele, I'orientation
des fibres varie de facon plus réaliste. Dans chaque cas, la formule d’homogénéisation
obtenue, déduite de I’homogénéisation périodique, est peu explicite puisque celle-ci fait
intervenir la solution d’un probleme auxiliaire paramétré en chaque point du domaine
(voir section 4.3). Il semble des lors difficile de pouvoir comparer directement ces modeles
entre eux ainsi qu’avec celui de biomécanique sans hypotheses supplémentaires. Une autre
approche par homogénéisation de la modélisation du myocarde a été faite par Caillerie,
Mourad et Raoult dans [35] et [36]. Leur approche differe de celle de Briane puisqu’ils
considerent le cadre des grandes déformations et utilisent un procédé d’homogénéisation
discrete.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.1, on décrit brievement les
géométries des deux microstructures fibreuses considérées dans [19, 20]. Dans la sec-
tion 4.2, on donne la construction rigoureuse des deux microstructures. Enfin dans la
section 4.3, on rappelle les résultats d’homogénéisation de Briane.

4.1 Description des deux modeles
Soit v € C*(R) avec |y| < 5 et posons
7(x1) := cosy(x1)es + siny(xy)es. (4.1.1)

Modele [

On considere des couches 27 orthogonales a I'axe des z; de largeur e* ot 0 < o < 1 afin
d’obtenir des couches de petites largeurs mais plus grandes que le rayon des fibres er, r > 0
(voir Figure 4.1). Chaque couche contient un réseau périodique de fibres d’orientation
constante qui ne dépend que de la couche. Les fibres font un angle v(z7) avec I'axe des xo
dans la couche €2 olt 2 est un point quelconque de Q7.

On désigne par x! la fonction caractéristique du réseau de fibres.

Modele 1

Dans la premiere microstructure, les fibres ont une orientation localement constante. Afin
de supprimer cette hypothese, la deuxieme géométrie est faite de rangées orthogonales a
I'axe des x; de largeur € (voir Figure 4.2). Dans chaque rangée, on a un réseau de fibres
périodiques de rayon er, r > 0 avec une orientation constante qui ne dépend que de la
rangée. Chaque fibre fait un angle v(x;) avec 'axe des x9 ol x est un point quelconque
de la fibre.

On désigne par x!! la fonction caractéristique de ce réseau de fibres.
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4.1 Description des deux modeles

)

ouches.

ientation constante par c

Fi1G. 4.1 — Réseau de fibres d’or
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F1G. 4.2 — Réseau de fibres d’orientation constante par rangée.
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La différence entre les deux microstructures est que dans la premiere on considere des
couches et dans la seconde, les couches sont remplacées par des rangées. Ainsi, dans la
seconde microstructure, 'orientation des fibres varie de fagon plus réaliste.

4.2 Construction explicite
Dans toute la suite on consideére, pour simplifier, que  est un pavé de R® donné par
Q:=(0,a1) x (0,as) x (0, as). (4.2.1)
Soit II la projection de R? sur I'axe des x; définie par
Vx = (21,72, 73) ER? () := 4,
et soit (I, g)z(j une partition de II(€2) en intervalles de longueur a(e) > 0 ou a(e) vérifie
ale) =ce® avec0<a <1 et ale)=k(e)e avecki(e) e N (4.2.2)
On définit la partition (7)) de Q par Q7 := QN II~1(I"). Soit 2" € Q" fixé, on pose

1 0 0
ol :=R(z) ou R(z):=| 0 cosvy(z1) siny(z1) |. (4.2.3)
0 —sinvy(zq) cosvy(xy)

Soient 7 > 0 et D le disque centré en (3, 1) de rayon r. Pour k € Z?, on note D¥ := eD+<k.
Soit k3(e) € N définit par

k3(e) == max{k € N| (0,ek) C (0,a3)}. (4.2.4)
On note C' le cylindre de base D, d’axe d’orientation ’axe des x5 et de longueur as, i.e.
C = {xERS | (z1,23) € D, 0 < 2y gag}. (4.2.5)

Soit C7# le périodisé de eC' inclus dans €, i.e.
C¥ :={x € Q| (x1,23) € DE, k= (ki,ks) avec 1 < k; < k;(e) pour i = 1,3} . (4.2.6)
n(e)

On considere alors le réseau de fibres (w?),"; donné par

n(e)
Vne{l,...,ne)}, wl:={zeQ|olzecC?} et w. = U wr. (4.2.7)
n=1

Avec ces notations, les fonctions caractéristiques des deux modeles vérifient :
i) Pour a(e) =ce® avec 0 < o < 1,

n

n(e) n(e)
olx
X)) =D xer(@) =) xe ( : ) Xe- (4.2.8)
n=1 n=1
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i1) Pour a(e) = ¢,

n(e) n(e) 0_ .
=) Xer(@) ZXC ( ) Xop- (4.2.9)
n=1

On termine cette section avec un résultat de convergence pour des suites de fonc-
tions fortement oscillantes associées aux réseaux non périodiques présentés ci-dessus. Ce
résultat a été obtenu dans [19] (Lemme 2.6) pour le cas a(e) = c e® avec 0 < a < 1. La
démonstration du cas a(e) = ¢ est analogue au cas périodique classique et est donnée ici
pour le confort du lecteur.

Lemme 4.2.1. (Briane [19]) Soient f € L%(Ya) et f Uextension de f a R® définie

par f(z) = f(x1,23) ot & = (x1, T2, x3). On pose

n(e) n
felz) = Zf (sz) xar(x) p.p.x €L,

n=1
Alors on a la convergence suivante
fo — f:=4 fdy L*Q) faible.
Ys

Démonstration. On considére uniquement le cas a(g) = €. Soit @ un cube inclus dans .
On découpe @ en petits cubes Q¥ := 0¥ (Y3 + ek) ot k € Z3, et on pose

L={keZ’|Q¢CQ} et J:={keZ’[QINIQ# 0}

alors on a

/fgdx—z fsdx+r6,

kel
ou r. vérifie
re < Z fe dx.
keJ.  QF
orens Q) 00|
#le ~ Pl #le ~ 2
k
d’ou, par changement de variable y := , on obtient, puisque det( ) =1,
re< Y & | f=#lf<ce
keJ. U3
et
/fsdar— RIS
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Alors on a

/fs dz = Q| [ + ofe),
Q

/feXQ dx —O> /fXQ dz.
Q &= Q

Donc, pour toute fonction étagée g, i.e.
g = Z QX Qi
iel

ou les (); sont des parallélépipedes et I est un ensemble fini, on a

/fagd:v — /fgdx
Q =0 Jg

L’ensemble des fonctions étagées étant dense dans L'(€2) on en déduit le résultat re-
cherché. O

4.3 Reésultats de H-convergence pour les microstruc-
tures fibrées

Soit Xﬁ la fonction Y3-périodique définie sur Y3 comme la fonction caractéristique du
cylindre
C'={zeYs|ai+a;<r’}. (4.3.1)

Soient a,b € ]0, +0o] et posons

B.(x):=B (g) ot Bi=(a(l— xE) + bxE) Ls.

Soit B, la H-limite constante de B. qui est donnée, pour toute ¢ € R3, par la formule
classique (voir par exemple [12]) :

B,¢ - § = min {][Y By)(€+ Ve(y)) - (§+ Vely)) dy ) xS H;é(Ys)} : (4.3.2)

On définit A! par
Al = (a(1 = x1) + bx]) L. (4.3.3)

€

Alors, on a le résultat d’homogénéisation suivant :

Théoréme 4.3.1 (Briane [19, 20]). La suite AL H-converge vers AL qui vérifie
Al(z) = R(x))" B.R(x), (4.3.4)

ot B, est donnée par (4.3.2) et R(xq) est la matrice orthogonale définie par (4.2.3).
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Remarque 4.3.2. Dans [19, 20], la formule (4.3.4) a été obtenue en utilisant un procédé
d’homogénéisation localement périodique. Ceci est dii au fait que, dans cette microstruc-
ture, le nombre de rangées de fibres dans chaque couche est tres grand.

On fixe z € R? et soit x* la fonction caractéristique périodique de I’ensemble composé
des cylindres de rayon r paralleles a I'axe des o, dont la période est

{ Y(Z) = {t161 -+ t2€2 + (tg + t1d<2))€3 | 0 < tl < 17 1 < ) < 3}

ot d(z) :=~'(z1)(cosy(z1)z2 + siny(z1)z3), (4.3.5)

représentée dans la Figure 4.3.
L3

2r

_

d(z)

1o
F1G. 4.3 — Section de Y (z) dans le plan z,0z3.

On pose
x

B*(x) ::BZ< ) ot B*:= (a(l - x*) + bx*) L.

€

Soit B? la H-limite constante de B? qui est donnée, pour toute £ € R3, par

pie-¢—min{f BN+ Te)- €+ Toln) dy [ HYE) | (130

On définit A par
Al = (a(1 = X2 + oxI") L. (4.3.7)

Alors, a le résultat d’homogénéisation suivant :

Théoréme 4.3.3 (Briane [19, 20, 21]). La suite A" H-converge vers la fonction a
valeurs matricielles AL o, pour tout x fizé, A (x) est donnée par

A (x) = R(21)" B R(w). (4.3.8)

avec BY donnée par (4.53.6) et R(xy1) la matrice orthogonale définie par (4.2.3).
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Remarque 4.3.4. Contrairement a la premiere, la seconde microstructure n’est plus
localement périodique. Le Théoreme 4.3.3 a été obtenu par une approximation en chaque
point z de la microstructure par un matériel localement périodique paramétré par z. Le
réseau de fibres qui approche celui de la Figure 4.2 est périodique a une échelle €* avec
0 < s < 1. Il peut étre vu comme un réseau tangent a la microstructure originale. Cette
construction est alors linéaire et basée sur un développement de Taylor au premier ordre
de I'angle ~, il s’ensuit "apparition de la dérivée de v dans la cellule de périodicité Y (z).
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Chapitre 5

Homogénéisation a faible contraste

Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’obtenir des modeles homogénéisés simplifiés en
considérant une hypothese de faible contraste entre les caractéristiques physiques du mi-
lieu extérieur et des fibres. L’homogénéisation a faible contraste (ou petites amplitudes)
a été développée par Tartar [89, 90] et appliquée, notamment, par Allaire [4] et Allaire-
Gutiérrez [6] dans le contexte de 'optimisation des formes. En premier lieu, on montre une
nouvelle formule asymptotique (Théoreme 5.2.1) qui étend au cas de 1’élasticité anisotrope
la formule d’homogénéisation a faible contraste obtenue par Tartar [88] dans le cas iso-
trope. On propose alors deux modeles (I et 1) en conduction, qui se distinguent par leurs
géométries, et trois en élasticité (I, I1 et I11) qui simplifient les modeles homogénéisés
de [19, 20] en prenant en compte ’hypothese de faible contraste. Notre approche permet de
valider ou réfuter, suivant les cas, le modele heuristique de biomécanique donné par (4.2)
et son équivalent (4.3) en conduction. De plus, dans certains cas particuliers (modele I en
conduction et modele I71] en élasticité) on obtient des modeles homogénéisés simples de
renforcement d’un matériau par des fibres d’orientation variable. On ne considere que le
cas linéaire, en conduction et en élasticité, meéme si le cas non linéaire semble plus appro-
prié pour des applications. En effet, le comportement biomécanique du cceur requiert une
approche par grandes déformations, mais ceci sort du cadre de I’étude présentée ici (voir
le troisieme point de la Remarque 5.4.2). On se restreint au cadre linéaire afin de se fo-
caliser sur I’homogénéisation non périodique combinée avec 'hypothese de faible contraste.

On décrit ci-dessous les modeles simplifiés obtenus en conduction et en élasticité, ou
le parametre 0 > 0 représente le faible contraste entre les caractéristiques des fibres et
celles du milieu extérieur :

e En conduction isotrope, pour le modele I a faible contraste on obtient (Théor-
eme 5.3.1) la conductivité effective suivante :

Al = als + B(t @ 1) + 0o(6%), (5.1)

ou 7 est la direction des fibres et «, 3 sont des constantes dépendant de §. Ainsi,
le modele (4.3) coincide avec le modele I sous I'hypothese de faible contraste (en
négligeant les termes d’ordre plus grand que 2).
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Pour le modele I1 dans les mémes conditions, on obtient (Théoreme 5.3.4) une
conductivité homogene différente :

Al = AT o D, + 0(6%), (5.2)

ou la matrice supplémentaire D, est nulle quand les fibres sont d’orientation locale-
ment constante. En particulier, la conductivité effective du modele I est égale a la
projection orthogonale de celle du modele 77 dans I'espace matriciel engendré par I3
et (T ® 7).

e En élasticité isotrope, pour le modele I a faible contraste on obtient (Théoreme 5.4.1)
la matrice des contraintes suivante :

ol =A'e+c (A% — Ale)

*

+ [Ale + eatr(e) (TR T) + ezler - T3 + ¢4 (6(7‘ RT)+7T® GTH (5.3)
+ 02N (x)e + 0(6?),

ot A!, A? sont, respectivement, les lois de Hooke du milieu extérieur et des fibres, A3
est un tenseur isotrope d’ordre 4, les ¢; sont des constantes et N’ est un tenseur
d’ordre 4. De plus (voir Théoreme 5.4.3), les modeles I et I coincident lorsque
lorientation des fibres est localement constante. Ainsi, le modele de biomécani-
que (4.1) ne correspond pas aux modeles homogénéisés en élasticité méme sous
I’hypothese de faible contraste.

e Etant donné la complexité des modeles I et I obtenus en élasticité linéarise en
dépit de 'hypothese de faible contraste, on considere le modele /11 dans lequel le
tenseur A? des fibres est déduit du tenseur isotrope A! du milieu extérieur par une
faible perturbation anisotrope dans la direction des fibres, c¢’est-a-dire :

A?e:=Ale+6(er - T)(T®7T) et Ale:= Atr(e) + 2ue .

Grace a la formule a faible contraste anisotrope obtenue dans la section 5.2 on
obtient (Théoreme 5.4.5) le développement suivant a 'ordre 2 en 0 :

p1 + A

ol = Ale4 ¢ (A% — Ale) — 6% ———
( ) 1 (21 + Ap)

= k(t,v) (et-7T)(T®71), (54)
ou ¢ est une constante. Ainsi, ce modele valide rigoureusement celui de biomécanique
au second ordre et permet de plus d’obtenir un tenseur effectif simple.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 5.1, on rappelle la notion de H-me-
sure et la formule d’homogénéisation a faible contraste de Tartar. Dans la section 5.2, on
établit une nouvelle formule d’homogénéisation a faible contraste pour 1’élasticité aniso-
trope (Théoreme 5.2.1). Dans la section 5.3, on obtient les modeles simplifiés en conduc-
tion sous 'hypothese de faible contraste. Puis, dans la section 5.4, on obtient les modeles
simplifiés en élasticité.
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5.1 Rappels sur les H-mesures et ’homogénéisation
a faible contraste en conduction

La notion de H-mesure a été développée indépendamment par Gérard [55] et Tartar [90].
Ici, on considere son application pour des formules explicites en homogénéisation a faible
contraste introduite par Tartar. On rappelle la définition des H-mesures, I'expression de
la H-mesure d'une fonction périodique et la formule d’homogénéisation a faible contraste
en conduction. On renvoie a [90] pour les démonstrations de ces résultats.

Pour tout ensemble 2 de RY, on désigne par C(£2) l'espace des fonctions continues
a valeurs réelles sur Q et C.(£2) le sous espace de C(€2) formé des fonctions a support
compact. De plus, on désigne par Co(RY) I'espace des fonctions continues & valeurs com-
plexes nulles a l'infinie. On définit la transformée de Fourier F sur l'espace de Schwartz
des fonctions & décroissance rapide S(R™) par :

Vue§RY), Fu(f):= / u(z)e 2™ dx.
RN

Théoréme 5.1.1 (Tartar [90]). (Ezistence des H-mesures). Soit U® une suite convergeant
faiblement vers 0 dans L*(RN)P. Alors, a une sous-suite preés, il existe une famille u; ;,
i,j € {1,...,p}, de mesures de Radon complexes sur RN x SN=1 telles que pour chaque
b1, P2 € Co(RYN) et pour toute vp € C(SN71), on a

< g, $162 ® ¥ >= lim /R T (@ UR)(E]F(62U5) (€)Y (%) de. (5.1.1)

La mesure & valeurs matricielles o de coefficients p; ; donnés par (5.1.1) est appelée la
H-mesure associée a la sous-suite extraite de U*®.
Remarque 5.1.2.

1. La H-mesure permet de quantifier, en prenant en compte la direction des oscillations,
le manque de compacité d’une suite faiblement convergente. Ceci est du au fait
qu’en prenant ¢» = 1, on a (voir Corollaire 1.4 de [89]) que la suite U7U; converge
faiblement au sens des distribution vers la mesure v donnée par

VoeCoRY), <v,¢>=<p;¢R1>.

2. Dans 1'égalité (5.1.1), le membre de droite ne dépend que du produit b1, et non
du couple (¢1, ¢2) (voir [89]).

3. Les H-mesures sont hermitiennes, i.e. @i, ; = p;; V1,5 € {1,...,p}.

Soit u € L3 (Yn). On pose :

us(x) = u (g) et U = u. —]{/ u p.p.v€RY (5.1.2)
N
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Alors la suite @, converge vers zéro dans L?(RY) faible. Une formule pour la H-mesu-
re associée a la suite 4. a été obtenue dans [89] (Exemple 2.1). Ci-dessous on donne la
H-mesure d’une fonction périodique de période quelconque.

Soit Y le parallélépipede de RY donné par

N
Yf = {Z )\zfz
=1

ot B' := {fi1,..., fn} est une base de R. Soit P la matrice de changement de base de
la base canonique B de RY vers la base B’. Alors la formule pour la H-mesure d’une
fonction périodique de période Y est donnée par le résultat suivant :

0< N\ <1, Vizl,...,N},

Proposition 5.1.3. Soit Q un ouvert borné régulier (a bord Lipschitz) de RY. Soit u
dans L (Yy) et uc la fonction fortement oscillante associée d u définie par (5.1.2). On

désigne par p la H-mesure associée a la suite u, —][ u. Alors, p est donnée par

Yy
o= Z |ﬂw\2®5l%l dans Q0 x SN, (5.1.3)
WEZ3\{0}
ot
Uy, :]€ u(y)e 2™V dy et L= {(P)k|ke ARS (5.1.4)
1

La démonstration de ce résultat est donnée dans la section 5.1.2.

5.1.1 Formule d’homogénéisation a faible contraste

Soient © un ouvert de RY et Ay, B., C. € L=(Q)V*N. On suppose :

1) Ay continue et équi-coercive,
ie. Ja>0, VECRY, Ayx)é-€>alé)? pp. v €Q,
2) B. — By L®(Q)M*N faible x,
3) C. — Cy Le(Q)N*N faible *.
Soit p la H-mesure associée a la suite (B, — By) de coefficients ju;; 11, ¢, 7, k,0 € {1,..., N}.

On pose
A(z;0) := Ag(z) + 6 B.(x) + 0°C.(w).

Théoréme 5.1.4 (Tartar [90]). Il existe une sous-suite de €, encore notée e, telle que
pour tout 6 > 0 petit, A.(+;8) H-converge vers A.(+;9) qui vérifie

A (2;0) = Ao(z) + 6 Bo(x) + 0*(Co(z) — M(2)) + 0(6?) p.p. v € Q, (5.1.5)

ot la mesure a valeurs matricielles M, appelée H-correction, associée au développement
de la matrice effective a ses coefficients donnés, pour tout i,j € {1,..., N}, par

V¢ e CQ), /QMij(w) ) dz = Z < ikt ))5;&5 > . (5.1.6)
k=1
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Notation 5.1.5. Soient y une H-mesure, ¥ € C(SN71) et p € C(Q). On désigne par
P(€)p(x)pu la mesure définie sur € par :

Voe (),  <d(p(@)p, ¢ >=<p,¢pp@¢>.
Si la mesure ¥(€)p(x)pu admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, elle sera
aussi notée (&) (z) .

Exemple 5.1.6. Avec la notation précédente, la H-correction M donnée par (5.1.6)
s’écrit pour tout 4,5 € {1,..., N}

Z Aogki gﬂzkzj

k=1

De plus, dans le cas isotrope A := aly, les H-mesures ayant leur support inclus dans RY x V-1
on obtient pour tout 7,5 € {1,..., N}

N
M;j(z) = Z % ikl = Z slg—jl) Lkl

5.1.2 Démonstration de la Proposition 5.1.3

La démonstration qui suit est ’adaptation dans la cadre d’une période quelconque de
la démonstration de Tartar pour la H-mesure d’une suite de fonctions périodiques avec
certains passages davantage détaillés.

Soit v définie par v(z) := u(Pz) p.p. * € RY, ot P est la matrice de changement de base
de la base canonique B de R" vers la base B’. Alors v € L% (Yy) et on a

U(J]) = Z @k62i7r$~k ol @k ::/ U(:L,>6—2i7r;r-k: dr.
Yy

kezZN
Par le changement de variable y := Px, on obtient
o i_][ u(y)e TPV dy et u(z) =y e
Yy kez

ce qui entraine

— Z G, e 2™ (5.1.7)

wGZf

ou 4, et Z; sont donnés par (5.1.4). Soit ¢ € §(RY) telle que F¢ est a support compact.

Puisque 4 := 4 u dy = 1, on a pour tout £ € RV
Yy

T =w0)e) = [ (2 = a)ofe)e ™ do

_ Z uw/ ¢ 7217rx (£-%) dz

weZs\{0}

Fllue —w)p)(€) = Y b, Fo(l—2).

wer\{O}
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Comme F¢ est a support compact, pour € > 0 suffisamment petit on obtient

|F ((ue—a)e) O = Y la|FoE—2)|" (5.1.8)

weZ\{0}

De plus, pour ¢ € C(SN¥71), on a par changement de variable £ := & — 2

/RN|?<5—§)|2¢(,§—,) / TP () dé' (5.1.9)

Or on a l'inégalité

|uw| }fﬂb )‘ <c |UW|2

et le terme de droite est le terme général d'une série convergente. Donc, par le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue, on obtient d’apres (5.1.8) et (5.1.9)

iy [ 30~ 00O o) de =ty 3 jaf [ [ga(e - 2)ulh)

e—0 RN UJGZf\{O}
= Y bl |- 9P d
w€eZ;\{0}
s ]uw]th/ [Fo()Pu(Er) de.
weZ;\{0}

(5.1.10)
De plus, par continuité de v, on a

FOOF [0 (k)| < clFO©P et lmu () = ().

Alors en appliquant de nouveau le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on

déduit de (5.1.10)

lim [ |F((w — 0))O0(§) de = Y IﬁwF/NyL%I%( O v () de

=0 JrN WEZ\ {0} R
= >l [ me©Pe(s) d
weZ \{0} RY

d’ou, par la définition (5.1.1) de p,
2 _ ~ 12 w 2
<mlPov>= 3 julu(E) [ 1F@EF b
]RN
wEZ\ {0}

pour toutes 1 € C(SN71) et ¢ € §(RY) telle que F¢ est & support compact. Par densité,
on obtient pour toutes ¢ € Co(RY) et ¢ € C(SN™1),

<wlofov> = 3 julu(E) [ FOOF d

w€Zs\{0}

= X () [ ok e

w€Zs\{0}

ce qui entraine (5.1.3). O
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5.2 Homogénéisation a faible contraste en élasticité

On donne une nouvelle formule d’homogénéisation a faible contraste plus générale que
celle de [89] mais obtenue par la méme méthode. Ici on suppose seulement l'isotropie du
terme d’ordre zéro dans le développement de A..

5.2.1 Cas anisotrope
Soient Q un ouvert de RY et Ay, B., C. € L> (Q; M%,). On suppose :
1) Ay continue et équi-coercive
ie. Ja>0,VecRVN  Ag(x)e:e>alef* pp. ze€Q,
2) B. — By L™ (Q;MY}) faible x,
3) C. — Gy L>®(Q; M%) faible .

Soit 4 la H-mesure associée a la suite (B, — Byg) de coefficients 1t;;ki,mnpg OU les in-
dices i, J, k,l,m,n, p,q appartiennent a I’ensemble {1,..., N}. On pose

A (z;0) := Ag(z) + 0B.(2) + 6*°C.(z) p.p.z € Q. (5.2.1)
La nouvelle formule a faible contraste est donnée par le résultat suivant :

Théoreme 5.2.1. On suppose que Ay est isotrope et on désigne par Ay et pg les coeffi-
cients de Lamé de Aq (qui sont des fonctions continues sur Q). Alors, il existe une sous-
suite de e, encore notée ¢, telle que pour tout § > 0 petit, A.(-,0) H-converge vers A.(+,9)
qui vérifie

A, (2:6) = Ag(z) + 0Bo(z) + 6*(Co(z) — M(2)) + 0(6?) p.p. v € Q, (5.2.2)

ot la mesure M a valeurs tensorielles, appelée H-correction, associée au développement
du tenseur effectif a ses coefficients donnés, pour toute ¢ € C.(Q)), par

N

/QMijkl(x)(ﬁ(:E) de = Z <#"qu7qu1’%>
"E N (5.2.3)
- y Mot

pour tout i, 7, k,l € {1,...,N}.

Remarque 5.2.2. Dans le cas d'une loi de Hooke A, isotrope ayant un développement
du type (5.2.1), les coefficients de Lamé p et A° de A, s’écrivent

[ = o+ 50+ 56 et AT = g+ A0+ A5,
ou, pour ¢ = 1, 2,

pi — p; LP(Q) faible et A7 — A, L(Q) faible .
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Soit v la H-mesure associée a la suite (u — g1, A; — A1). On pose pour tout i, j, k, !
dans {1,..., N} (avec la Notation 5.1.5) :

aij = &&vn 5 b = G Re(v2) et agjn = &&6& v
On note aussi tr(rgy) la mesure définie sur €2 par :
v ¢ S C?(Q), <tI‘(l/22), QZ5> = <l/22, ¢ X 1> .

Alors la formule (5.2.3) s’écrit, pour tout 4, j, k,l € {1,..., N},

1 4( g + A
M = —(6jkai + dixaji + S04 + 0uajr) — —(MO 0) Qjjkl
:LLO /’LO(2IMU + )\0) (5 2 4)
2 1 o
4+ ———(0pbi; + 0;:bpy) + ————— 0;;04; tr(va2),
2,“0 + )\0( klYij j kl) 2#10 T /\0 JYkL ( 22)

ce qui est la formule établie dans [89] et dans [4] pour le cas périodique. La démonstration
de (5.2.4) est donnée dans la section 5.2.3.

5.2.2 Démonstration du Théoréme 5.2.1

On suit le méme procédé que Tartar [90]. La difficulté vient de calculs algébriques dus a
I’anisotropie de A..

On note A.(9) := A.(6,-). D’apres la Proposition 17 de [90] (voir aussi [43]), il existe une
sous-suite de €, encore notée ¢, telle que, pour tout § petit, A.(d) H-converge vers A, (d),
ou A,(d) est analytique en .

Remarque 5.2.3. Pour u € H'(Q)", on désigne par Du la matrice dont les coefficients
sont donnés par

auj
8:1:1- .

VZ,j c {1,...,N}, (D'LL)” z&-uj, 01\1 @uj =

Alors, pour toute u € H*(Q)", on a
A e(u) = A.Du,
car A, est symétrique. Ainsi, dans la Définition 1.2.2 on peut remplacer e(u.) par Du,.
Soit u € H(Q)N, w € Q et v la solution de

—div(A.(0)Dul) = —div(A.(6)Du) dans w ,
ud € Hi(w)V.
Comme usuellement dans la théorie de la H-convergence, il suffit de calculer A, (d)Du

dans w pour obtenir A,(§) sur Q. De plus, par définition de la H-convergence, A, (d)Du
est obtenue comme la limite L?(w) faible de A_(5)Du?.
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Préliminaires. D’apres Définition 1.1.2 de la H-convergence, on a les convergences

L Hi(w)N faible, (5.2.5)
0 A,(0)Du  L2(w;RN*N) faible. o

{ A (6)Du

Soit ¢ € C(Q) telle que ¢ = 1 sur w. On définit

E.(6) :==D(pu’) et D.(0):= A(6)E.(5). (5.2.6)
On a
8k(E5)i7j = 01'(E5)k7j dans H_l(RN), (5 9 7)
E. — Du L2 (w)N*N faible, o
pour tout 1 <i,j,k < N. De plus
Div (D.(§)) = Div (A.(6)Du) dans w ,
) NaNA o (5.2.8)
D. — A, (0)Du L?(w; RY*Y) faible.

Les fonctions E. et D, sont analytique en 8. A partir de (5.2.1) et (5.2.6), et en considérant
le cas 6 = 0, on obtient le développement asymptotique suivant

E.(6) = Du+ 0E! + 8*E2 + 0(6?), (5.2.9)
on E}E?2 — 0 L*(Q)N*N faible, et
D.(6) = A¢Du+ 6 (A¢E! + B.Du)

5.2.10
+ 6% (AgE? + B.E! 4+ C.Du) + 0(6°) . ( )

Puisque A, est analytique en § on a un développement du type
A, (6) = Ag(z) + B.d + C,6% + 0o(6%) . (5.2.11)

On désigne par lim la limite faible dans L?(w; RY*Y). Alors, par (5.2.8) et (5.2.10), on
L2—w
obtient
B.Du = lim (AgE. + B.Du) = BoDu ,
L?2—w

C.Du = lim (AgE® + B.E! + C.Du) = lim (B. — B)E! + CoDu,  0->12)
L2—w L2—w
car lim BoE! = lim AyE? = 0.
L2—w L2—w
Il reste a calculer la limite faible de (B. —By) E. 1. Afin de calculer cette limite, on procede
en trois étapes.

1. Dans la premiere étape, on calcule la limite L?(w; RY*N) faible de (B, — Byg)E.
en fonction de la H-mesure p; associée au couple K. := (B, — By, £.) (K. a pour
coefficients (K. )i ot 1 <i,j < Net1l<k,l<N+1, voir (5.2.14)).

2. Dans la seconde étape, a partir du Théoreme 1.6 de [90] on exprime la somme
Zu;ququ(]m)wﬂ) pour m,n,p,q € {1,...,N} en fonction de la H-mesure

p,q
associée a (B. — By) en utilisant trois calculs algébriques.
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3. En combinant les résultats des étapes 1 et 2 on détermine la limite L?(w;RY*Y)
faible de (B. — By)E. et la formule (5.2.2) donnant A..

Premiére étape. A partir de (5.2.8), (5.2.10) et (5.2.12), on a
Div (A¢E! + (B. — Bg)Du) =0 dans H '(w)". (5.2.13)

Dans la suite, on prendra u telle que Du est continue. On désigne par K. := (B.— By, E!)
la fonction a valeurs tensorielles définie sur w par

R (Ba_BO)ijkl Sllgl,],k,lSN,
Alors
N
((B: — By) Egl)zj = Z(Ke)ijkl(Ks)kl(N+1)(N+1) : (5.2.15)
k=1

On note ' la H-mesure associée avec K. (les coefficients de p' sont les g5 .0, Ol
1<i,jymn<Netl<klpg<N+1).Onadapres (52.15), grace au Corollaire 1.4
de [90], pour toute ¢ € C.(w),

N
/RN ((B6 - BO) (x)EEI(x))Z] ¢($>d$ — Z < /“L;jkl,kl(N+1)(N+1), PR1 > . (5.2,16)

e—0
k=1
On remarque que
/”L;jkl,mnpq = Mijklmnpq, V’i,j, k7l7m7n7p7q € {177N} (5217)
Ainsi, pour obtenir la limite L?(w; RY*Y) faible de (B. — By) E! en termes de la H-mesure j,

il suffit d’exprimer le terme de droite de (5.2.16) en termes de jij;; .00, OU les in-
dices i, j, k,1,m,n, p,q appartiennent a ’ensemble {1,... N}.

Seconde étape. On exprime le terme de droite de (5.2.16) en fonction de la H-mesure
en utilisant le Théoreme 1.6 (principe de localisation) de [90] et des calculs algébriques.
Comme les coefficients (Ag)iju et Oru; sont continus sur €2, on a d’apres (5.2.13) par le
principe de localisation

N
Z & ((Ao)ij’“(I)”;CZ(NH)(NH),mnpq + ak’ul(x)lu;jkl,mnpq) =0 dansw x SNV,
jk =1

pour tout p,q € {1,...,N+ 1} et i, m,n € {1,..., N}. L’isotropie de Ay donne
(Ao)ijkt = Ao 030k + o (0irdji + 0udjk),

ce qui entraine

N N
fo() ( Z gjlu;j(N—f—l)(N—i-l),mnpq + Z gj:u;'i(N—i-l)(N—f—l),mnpq)

j=1 j=1

N
+F20(2) > Eiblha (N 1)(V-41) g (5.2.18)
k=1

N
= — Z gjak;ul(l')lugjkl,mnpq !

jvkvlzl
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pour tout p,q € {1,...,N+1} et i,m,n € {1,..., N}. De méme, a partir de (5.2.7), on
obtient

ka;j(NH)(NH),mnpq = gi“;ﬁj(N—&-l)(N—&-l),mnpq sur w x SV (5.2.19)
pour tout 1 < 4,7, k,m,n < Netl1l<p qg<N+1. Afin d’obtenir

N

!
§ : Fijpqpg(N+1)(N+1)
p,q=1

en termes de la H-mesure p, on transforme ’égalité (5.2.18) deux fois en utilisant (5.2.19).
Ces calculs sont basés sur le fait que les H-mesures ont leur support inclus dans RY x SV—1
et que I'égalité (5.2.18) est vérifiée pour tout p,q € {1,..., N+1}eti,m,n e {1,...,N}.

Premier calcul. Par (5.2.19) et comme la H-mesure a son support inclus dans RY x V=1,
on a

Z fjgp/“t]l N+1)(N+1),mnpg — Z 5 lupz N+1)(N+1),mnpg — Z M;/ai(N+1)(N+1),mnpq

,p 1 J,p—l p=1

Z Spgjluz] N+1)(N+1),mnpg — Z gpgilujj(N—f—l)(N—i—l) mnpq’

J,p=1 J,p=1

pour tout ¢ € {1,...,N + 1} et i,m,n € {1,..., N}. On multiplie I'égalité (5.2.18)
par &, puis on somme sur l’ensemble des p de 1 a N, alors les deux égalités précédentes
conduisent a

N N
Fo ( Z gpg"'u;'j(f\fﬂ)(J\Prl)mmﬁoq + Z 'u;i(NH)(NH),mnpq)

J,p=1 p=1
N
/
+)\0 E gigplu’kk(NJrl)(NJrl),mnpq
k p 1
Z éjgpakul :U’ZJkl mnpq
7.k, L,p=1

pour tout ¢ € {1,..., N+ 1} et i,m,n € {1,..., N}. En choisissant i = ¢ et en sommant
sur ¢, 'égalité précédente donne

N N
MO( Z é.pgq/i;'j(N+1)(N+1),mnpq + Z /‘L;)q(N—&—l)(N—&—l),mnpq)

J:p,q=1 p,q=1
N
/
+Xo E Eq€p ek N+1)(N+1),mnpg
kqu 1

Z 5] fpakul //Jq]kl mnpq

J.k,lp,q=1
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pour tout m,n € {1,..., N}. D’apres (5.2.17), on a

N

Ao + fio
Z :U’;)q(N—l-l)(N—l-l),mnpq - - 110 Z gpgq:u;'j(N—l-l)(N-l-l),mnpq
,q=1 7,p,q=1
e e (5.2.20)
Z 5] gpakul /j“q]kl mnpq>
M 7.k, Lp,q=1
pour tout m,n € {1,..., N}. Maintenant, dans ’égalité précédente, il reste a déterminer

le premier terme du membre de droite en fonction de la H-mesure p.

Deuziéeme calcul. Comme dans le calcul précédent, on a

N
Z fjgilug'i(N—l—l)(N—i—l),mnpq = ZM;i(N+1)(N+1),mnpq

i,j=1 i=1
gg ! _ !/
3SiHj(N+1)(N+1),mnpg — FLjj(N+1)(N+1),mnpg>
2,7=1 j=1

pour tout m,n € {1,...,N} et p,g € {1,..., N + 1}. En multipliant 1’égalité (5.2.18)
par &; et en sommant sur ¢, on obtient

N N N
2
Ho (Z :u;'j(N—i—l)(N—i—l),mnpq + Z :u;i(N—l—l)(N—i—l),mnpq) + Ao Z & N;ck(N+1)(N+1),mnpq

j=1 i=1 i,k=1
N
= - Z giéjakul(x):u;jkl,mnpq )
3,5,k =1
pour tout m,n € {1,...,N} et p,qg € {1,..., N + 1}. Donc

N
(2,[,&0 + >‘0 Zl’bkk (N+1)(N+1),mnpqg — Z glgjﬁkul luzjkl mnpq (5221)

k=1 35,k 0=1

pour tout m,n € {1,...,N}etp,q € {1,..., N+1}. Alors, en multipliant (5.2.21) par £,&,
et en sommant sur p et ¢, on obtient

N N
(2,[,1,0 + AO) Z gpgqu;ck(N—i-l)(N—l-l),mnpq == Z gigjgpfqakul("L‘):u;jkl,mnpq ) (5222)
k,p,q=1 4,9,k,0,p,q=1

pour tout m,n € {1,..., N}.

Dernier calcul. A partir des égalités (5.2.20) et (5.2.22), on déduit

N N
/ Ho + )\0
K mnpg o Ly N &i&GEpE O () i jet mm,
p’qZZI pg(N+1)(N+1),mnpq MO(Q,UO + )\0) 4 Z J5PSq ( ) J Pq

Z? '7k7l7 b :1
o JkLpsa (5.2.23)
- — § &i&pOkta(T) Hgjkt,mnpq »
Ho

gk lp,q=1
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pour tout m,n € {1,..., N}. Comme les H-mesures sont hermitiennes, 1’égalité (5.2.23)
s’écrit encore

N N
/ Mo + )\0
D Mgy vey = o Y &€kt () tmmpa. i
pa=1 MO(QMO +)‘0> Jiklp,g=1
- — Z 5Ok (T) Himnpg.qjkt »
Ho Jk,lp,g=1
pour tout m,n € {1,..., N}. En permutant les indices m et i, ainsi que les indices n et j,
on obtient
N N
o + Ao
D Moo = sy D Enbabubadkn (@) g
a1 1 N k,lm,n,p,g=1 (5.2.24)
—— ) &) tijpgami
o k,J,m,p,q=1

pour tout 4,5 € {1,..., N}.

Troisieme étape. A partir de (5.2.16) et (5.2.24) on déduit

N

o
B.—-B nglx z)dry — <Z mn’,uo—
[ (B =By @B @), olonte — B {ome S
N
Ow @
- Z <Uiqu,quz,§m§p— .
k,l,m,p,q=1 Ho

De plus, par (5.2.12) on a pour toute ¢ € C..(w),

N
fo + Ao
<((Co — C,)Du); 7¢> = Z <Niqu,mnkl, m fmﬁnfpfqak“l¢>
/’c,l,Trm]%\}zw1=1 (5.2.25)
O
- Z ,uiqu,qulv gmgp .
k,l,m,p,qg=1 Ho

. On fixe k,1 € {1,...,N}. Soit A la matrice

On choisit u telle que Du = A sur supp(¢)
=0sii#kouj#Il et Ay =1. Alors, (5.2.25)

dont les coefficients sont définis par \;;
s’écrit

al A
<<C* - Co)ijkl ’ > = Z <:usz(1 mnkl, 1o (MQ(L_‘__}_O)\ ) 925 §m§n§p§Q>

m,n,p,q

. ¢
Z:: <Mz’qu,quz, % §m§p> .

gm{n&p&qakul¢>
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Donc C, = Cy — M, ou les coefficients de M sont donnés par

N

o + Ao >
< Mijr, ¢ >= — ijpgmnkl, 7o~ P &mén
Jkl Qb mT”Z(]Zl <,u IPq kl ,U«0<2,UO + )\0> 5 £ gpgq
P ) (5.2.26)
+ Z <,uiqu,qul7 - €m§p> )
mopgel Ho
pour tout 4, j,k,l € {1,..., N} et toute ¢ € C.(Q). O

5.2.3 Démonstration de la formule (5.2.4)

Pour montrer la formule (5.2.4), on remarque tout d’abord que les coefficients de B, — By
sont donnés par

(BE - BO)iqu = (Ni - N1)<5ip§jq + 5iq6jp) + (/\i - >‘1>5ij5pq ) (5~2~27)

pour tout 7, j,p,q € {1, ..., N}. Alors si u désigne la H-mesure associée a la suite (B.—By)
et v la H-mesure associée ¢ la suite (uj — p1, A\ — A1), on a

Kijpgmnkl = ((5ip5jq(5mk5nl + 5iq5jp(5mk(5nl + (52'105]'457”16"7‘3 + 5iq5jp5ml5nk)yll
+ (040pgOmnOkt ) V22 + (ip0iq0mnOrt + ig0jpOmnOr)Vi2 (5.2.28)
+ (Omk0n10i0pq + OmidnkdijOpq) Vot ,

pour tout i, j, k,l,m,n,p,q € {1,..., N}. En effet, d’apres (5.1.1) on a pour chaque ¢y,
¢2 € CEO(Q)a w € C(SN_I)

<Mz‘qu,mnkla ¢1$2 ® w> - lgr(l) ?((Ba - BO)iqu¢1) ?((Bf o BO)m"klgbz)dJ(%) s,

RN

pour tout ¢, j, k,l,m,n,p,q € {1,..., N}, ce qui donne par (5.2.27), par exemple, pour le
dernier terme

lim [ 5 (A5 = M)00p000) T (O = M)0mnduadn) o () d

e—0 RN

= 0ij0pgOmnOri lim F(AS =)o) F (S —>\1)¢2)¢(%) de

—0 RN

= 5ij(5pq5mn5kl <V227 ¢l$2 ® w> :

De plus, en utilisant le changement de variable £ = —&, on a aussi
— . . - &
(&&i1a, d1ba) = hm/ F (1] = p1)P1) F(A] = M)ob2) 75 d€
€0 JRrN I3
—tim [ TG~ o0 % (X~ M)ea) S e

€0 JrNv €2

= (&&jvi2, 0102) |
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pour tout ¢,5 € {1,..., N}. Comme les H-mesures sont hermitiennes, on en déduit, pour
tout i,5 € {1,..., N},

§iv12 = &ije(Vm) = &
Maintenant de (5.2.28) on obtient, pour tout 7,7, k,l € {1,..., N},

N

Z gmgp,uiqu,qul

m,p,q=1
N

== Z (5ip5jq6qk6ml + éiqdjp(sqk(sml + éipdjq(sqlfsmk + (siqdjp(sqlfsmk)gmfpyll

m,p,q=1

N
+ Y (0in0sq0amOt + 0iq0ip0qmOt + OarOmi0ii0ng + OatOmi0ijOpg)EmEpRe(vrz)  (5:2:29)

m,p,q=1

N
™ Z <5ij5pq5qm5kl)5m§pV22

m,p,q=1

= (&&0jk + &0 + E&u0i + E&k0i) 11 + 040k [Pvaz
+ 2 (6mi&i&; + 0i&k&)Re(v2),

et de fagon similaire

N
Z Em&nplatlijpgmnit = 4 &&E&1 + 0i501 /€[ von

m,n,p,q=1
+ 2 (6léP&5 + 6451€17Ek&) Re(v12).

Comme les H-mesures ont leur support inclus dans RY x S¥~! on obtient pour toute

fonction ¢ € C°(Q)

€168 Re(v12) = &&iRe(v12) et (|€]P1an, @) = (|€] 1oz, @) = (122, 0 ® 1) .
Alors, la formule (5.2.3) combinée avec (5.2.29) et (5.2.30) entraine (5.2.4). O

(5.2.30)

5.3 Modeles simplifiés en conduction

5.3.1 Enoncé des résultats

Dans la suite, 0 := 2772
Soit x! la fonction caractéristique de la microstructure du modele I (définie dans la
section 4.1). Pour le modele I, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 5.3.1. On pose

Al= (a0t =xD+0x!) Is (5.3.1)

ot b:=a+cd avec § > 0 petit, a > 0 et c € R. Alors AL H-converge vers AL qui vérifie
—q)2 )2

Al = (a(l —0) + b0 — % 0(1 — 9)) I3+ (b=a) 0(1 —0)(r ®7) + 0(6?), (5.3.2)

ou 7 est donnée par (4.1.1).
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Remarque 5.3.2. La formule (5.3.2) montre la validité du modele AL = al3+6(7®7) (au
deuxieme ordre) sous ’hypothese de faible contraste. Ainsi ce modele permet de justifier
rigoureusement celui de biomécanique dans le cas de la conduction.

Dans le cas du modele 11, les calculs ne peuvent pas étre simplifiés de la méme maniere.
Ainsi, afin de comparer celui-ci avec le modele de biomécanique, on s’intéresse a la pro-
jection orthogonale de la matrice effective sur 'espace des matrices de la forme (4.3), i.e.
I'espace {alz + B(Tr @ 7) | a, B € R}.

Notation 5.3.3. Soient N € N et £ un sous-espace vectoriel de R¥*¥  on désigne par
E* le sous-espace orthogonal de F, i.e.

E-={AcRYW|A:B=0,YVBeE}.

RNXN

Pour chaque matrice A € il existe une unique décomposition orthogonale qui s’écrit

A=A @Ay, avec A, € Eet Ay € E*.

Soit xX! la fonction caractéristique de la microstructure du modele 17 (définie dans la
section 4.1). Pour le modele /7 on a le résultat suivant :

Théoreme 5.3.4. On pose
A= (a1 = x) + X)) I3 (5.3.3)

ot b :=a+cd avec § > 0 petit, a > 0 et c € R. Alors ALY H-converge vers AL qui admet
la décomposition orthogonale

)2
Al = Al o w D, + o(8%), (5.3.4)

ot Al est donnée par (5.3.2) et D, est une fonction & valeurs matricielles qui vérifie
d(z) =0= D,(z) =0, (5.3.5)
avec d(x) défini par (4.3.5).

Remarque 5.3.5.

1. Les coefficients de la fonction & valeurs matricielles D, sont connus (voir (5.3.22)
et (5.3.23)) mais ne sont pas completement explicites.

2. Si4/(z1) = 0 alors d(z) = 0. Dans un certain sens, le premier modele correspond au
second quand l'orientation des fibres est localement constante.

3. A cause du terme supplémentaire D, (x), le deuxieme modele ne valide pas celui de
biomécanique si d(z) # 0.
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5.3.2 Démonstrations des Théorémes 5.3.1 et 5.3.4

Les démonstrations des théoremes 5.3.1 et 5.3.4 sont basées sur les formules (4.3.4)
et (4.3.8). Dans la suite, on utilise les notations de la section 4.3.

Démonstration du Théoréme 5.3.1. On a
T

B.(x) = (a +c xe(x)5> Is, avec x.(z):= x5 <g> p.p. ¥ € R®. (5.3.6)
puisque . converge vers ¢ faiblement * dans L*>°(€2), d’apres le Théoreme 5.1.4, on déduit

(b

B. — (a . a)9)13 _ _Tay M+ o(82),

ol, avec la Notation 5.1.5, les coefficients de M sont donnés par
3
\V/ Z?] € {17 27 3}7 le; - Z é-kél:uik,lja
k=1

et u est la H-mesure associée a la suite (6 — x.)I3. Si on désigne par v la H-mesure associée
a la suite ( — x.), on obtient par (5.1.1), pour toutes ¢y, ¢y € C2(Q) et ¥ € C(SN1)

(Hikij, P10 @ P) = lﬂ%/ F((0 = xe)ouer) F((0 — Xa)‘squb?w(\%l) d€
R3

= 0;k01; lir%
-

R St((‘g - X6)¢1> 9<<9 - Xs)¢2)¢(|§_|) df

= <5ik5ljyv ¢152 ® 1/}> )
pour tout ¢, 7, k,l = 1,2,3. Alors, pour tout 7,7, k,l =1,2,3, on a

ik, = 0irliV

ce qui entraine
M} = &g, (5.3.7)
Enfin, en utilisant la périodicité de Xﬁ, on déduit, d’apres la Proposition 5.1.3, pour
tout i, 7 € {1, 2,3},
I o 2kikj o # —2inz-k 3
M;; = Z Ix(k)| o avec x(k) = [ xi(x)e de, VkeZ. (53.8)
kez3\{0} [l e

Soit D le disque de centre (3, 3) et de rayon r alors, pour tout k := (ki, ko, ks) € Z3\{0},
on a

1
X(kj) :/ 6—2i7r(ac1k1+x3k3) delde'g/ 6—2i7rac2k2 de
D 0
0 si ko # 0, (5.3.9)
/ e~ 2im(w1kitashs) dridrs  siky = 0.
D
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L’égalité (5.3.8) combinée avec (5.3.9) entraine
M, = M, = M), = M, = ML, = 0. (5.3.10)
De plus, a partir de (5.3.9), on obtient
X(k1,0, k3) = x(ks3,0, k1) = x(—k1,0, k3),

ce qui donne, d’apres (5.3.8), M, = ML =0 et

R k? . k?
Mlll = Z |X(k1707k3)|2ﬁ = Z |X(k370a kl)F@
kezZ3\{0} kezZ3\{0}
. k3
= Z ’X(kh 07 k3)|2ﬁ
kezZ3\{0}
- Mé[3.

Alors, on obtient, puisque les H-mesures ont leur support inclus dans R3 x S2,

1
< Mllla |¢|2 > =< B (MII1 + M2[2 + M3{3)7 |€Z5|2 >

1 1
=<5 (@+E+EW P >=5 <vlofel>.

Or, d’apres la formule de Plancherel, on a
[ 500050 —x00) de = [ (0710 s
R R
:t/1(92-29X54-X5n¢P dz,
R3
d’ou, par la définition (5.1.1) et la convergence de x. vers 6 dans L>°(£2) faible x,
< |9 ®1>=lim w?—wk+qgwﬁdx=ﬂ1—m/pwﬁdx
e—0 R3 R3

0(1—6
Mmm;%:(

et on a

(b—a)*
2

B, = ((1-0)a+0b)I;— -

0(1 —0)(I3 — e3 @ e3) + 0(5?). (5.3.11)

Alors (4.3.4) combinée avec (5.3.11) entraine

(b—a)’

Al(z) = (1= 0)a+6b)I; — ﬂl—@(@—R@QW@@ng@ﬂ>+dy)
De plus, d’apres les définition (4.1.1) de 7 et (4.2.3) de R, on a

R(x1)" (ea ® e2)R(w1) = R(w1) ey @ R(zy) ey = 7(21) @ 7(21),
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ce qui donne le résultat. ([l

Démonstration du Théoréme 5.3.4. On a

T

Bi(z) = (als + ¢ X2 6)I; on xi(z):=x* ( ) p.p. z € R% (5.3.12)

€
Comme x* est Y (z)-périodique on obtient que xZ converge vers sa moyenne 6 faiblement x*
dans L>°(€2). Alors, a partir du Théoreme 5.1.4, de la Proposition 5.1.3 et de (5.3.12), on
déduit

b _ 2
B? = <a(1 —0) + be) I — b=af M (2) + 0(6?%), (5.3.13)
a
ou pour tout 7, j € {1,2,3}
M)y = Y WP (5.3.14)
weZ2\ {0} ]
avec
Z o (kR ) )= f e,
Y(z
1 0 0
et P, = 0 1 0
diz) 0 1
En particulier, d’apres les définitions de Z3 et P,, si w = (wi,wq,w3) € Z2 alors il
existe k := (ky, ko, k3) € Z3 tel que
w1 = ]Cl - d(Z)l{Zg, Wy = k’g et W3 = ]{33. (5315)

Puisque la fonction caractéristique x* est indépendante de la variable x5, on obtient
comme dans la démonstration du Théoreme 5.3.1

X (wi,wo,w3) =0 s wy #0,

d’ou
(M™M)gy = (M)15 = (M™)gy = (M)g5 = (M™)93 = 0. (5.3.16)

De plus, en désignant w le vecteur de coefficients w; définis par (5.3.15), on a

. (k1 — d(2)k3)?
M) = 3 R )P
k1.k3€Z
WER
. ks (ki — d(z)ks)
Miz(2) = Z X" (w)] w2 ’ (5.3.17)
kq,ko€Z
e
MII _ ~z 2k_§
3(2) = Z X (W) 2°
]

[0
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Les formules (4.3.8) et (5.3.13) entrainent

(b—a)*

All(z) = (a(l — 0) +b0) I3 — R(x)" M (2)R(z1) + 0(6?). (5.3.18)

Comme les formules (5.3.17) ne peuvent étre facilement simplifiées, on regarde la projec-
tion orthogonale de R(x1)T M'!(z)R(x,) sur 'espace vectoriel engendré par les matrices I3
et 7(x1) ® 7(x1). Dans ce but, on calcule la projection orthogonale de M (z) sur

E ={al;+ f(ea®er) | a,p € R}.
Avec la Notation 5.3.3, M*!(z) admet une unique décomposition orthogonale qui s’écrit
M"(2) = (ao(2)I3 + Bo(z)(e2 @ €3)) & M'(2), (5.3.19)
ot M'(z) € E+. Alors, pour tout a, 3 € R,
M"(z): (als + Blea ® €3)) = a(3a0(2) + Bo(z)) + Blan(z) + Bo(2)) -
De plus, d’apres (5.3.16) on a
M"(z): (als + Blea @ e3)) = v tr(M'(2)),

ce qui donne

Bo(2) = —ap(z) et ao(z):%tr(MH(z)). (5.3.20)

Si on désigne par v* la H-mesure associée a la suite (6 — xZ), alors on a
<tr(M"(2)), 11" > =<v* o @1>

’ 2

(660 =) (©)
:hm/ 16(2)(0 — ()2 d

dg

= lim

e—0

e—0

<u M)l > = [ 6000 o

Donc tr(M?7(z)) = (1 — 6) et ainsi d’apres (5.3.19) et (5.3.20) on en déduit
0(1 —0)

M (z) = (13 e ® 62) +M(2) . (5.3.21)

Enfin, d’apres (5.3.18) et (5.3.21), on obtient (avec 7 = 7(x1))

All(z) = (a(l —0)+ b0 — (b——aa)Q 6(1 — 9)) I3 + © ;aa)Q (1 -0)(t®7)
+ (b _aa)Q D, (z) + 0(6?),
D, (z) := —R(x1)" M'(x)R(x,). (5.3.22)

ce qui entraine (5.3.4) d’apres (5.3.2). O
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Remarque 5.3.6. M’(z) est donnée par
( M/(Z)QQ = M/<Z>12 = M/(Z)Ql = M/(Z)gg = M/(Z)gg = O

1 s w? —w
M'(2)n = —M'(2)33 = 5 Z X (w))? : 2,

2
\ 2 weZ\ {0} ] (5.3.23)
. Wiw
M/(Z)l?) = Z |X (w)|2 ’:)’23
\ weZ3\{0}

En effet, comme

(M) =61-0= > [FW),

weZ3\{0}
on obtient par (5.3.21)
1 ~Z
M'(z) = M"(2) — 5 Y IR WP (s —ea®ea),

weZ3\{0}

alors les formules (5.3.14) et (5.3.16) entrainent (5.3.23).

5.4 Modeles simplifiés en élasticité
5.4.1 Modeles [ et I]
Pour le premier modele a faible contraste on a le résultat suivant :
Théoreme 5.4.1. On pose
Al=(1-xDA' +xIA?, (5.4.1)

ou A', A? sont deuz tenseurs d’ordre quatre homogénes (i.e. constants)et isotropes.
Soient v, la H-mesure associée a (6 — xI) et A1, p les coefficients de Lamé de A'.
On suppose que les coefficients de Lamé sy et Ay de A% s’écrivent

M2 = U7 + (S/JJ et )\2 = )\1 -+ oA R (542)

ot 0 > 0 est petit et u, A € R. Alors AL H-converge vers AL donnée, pour tout e € R3*3,
par

202 20U\ + A2
Ai(m)e = Ale —+ Q(AQG — Ale) — 526(1 — 9) [% e+ h tr(@)lg
)\u /ﬂ (543)
(s VL) - B
DY < rle)(t®T)+ (e - 1) 3> 0 (6(7’ RXT)+T7TR 67‘>

+ 2N (z)e + o(6?),
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o 7 = T1(x1) est donné par (4.1.1) et N(x) est le tenseur d’ordre quatre dont les coeffi-
cients sont donnés par

4 A1) p?
(V@ = S e, (5.4.0)

pour tout i, 5, k,l = 1,2,3 (voir Notation 5.1.5 pour la signification de ce dernier terme).

Remarque 5.4.2.
1. La H-mesure v, est paramétrée par x car ici il n’y a pas d’hypothese de périodicité.

2. Afin de comparer I'expression de Al avec (4.2), on peut supposer de plus que p
est petit. Cette hypothese nous permet d’éliminer le terme N’ (z) qui dépend de la
H-mesure v,. Alors, le terme du deuxieme ordre du développement (5.4.3) s’écrit,
pour tout u petit,

20\ + N2
21 + A

Ap

— (1 — "
o %) 2 + M\

tr(e) s +6(1 - 0) tr(e)(r @ 7) + (7 - 7| +o(u?) .
Par conséquent, a cause du terme supplémentaire (er - 7)/[3, la formule (5.4.3) ne
coincide pas (sous I’hypothese de faible contraste) avec le modele de biomécanique,

contrairement au cas de la conduction.

3. En fait, on peut seulement conclure que le cadre de I'élasticité linéarisée combiné
avec I’hypothese de faible contraste ne valide pas le modele empirique. Une approche
alternative serait de commencer a partir des lois de comportement non linéaires
(hyperélasticité) (voir Holzapfel [57], Ogden [77], Spencer [84]) et alors de linéariser
autour de l'identité. Cela pourrait permettre de conserver les termes anisotropes
supplémentaires comme (e - 7)I3 et e(T @ T) + T ® eT, qui sont rejetés dans notre
analyse. Cependant, cette approche plus complexe combinant hyperélasticité et ho-
mogénéisation non périodique dépasse le cadre de la présente étude.

Pour le deuxieme modele a faible contraste on a le résultat suivant :

Théoreme 5.4.3. on pose
All:i=(1—-xHA +x'A% (5.4.5)

ou A', A? sont deux tenseurs d’ordre quatre homogénes et isotropes. Soient v, la H-me-
sure associée a la suite (0 — x!T) et M1, py les coefficients de Lamé de A*. On suppose que
les coefficients de Lamé po et Ny de A? s’écrivent

fo =1 + 0 et Ag:i= A+ 0N, (5.4.6)

ot § > 0 est petit et p, A € R. Alors AT H-converge vers AT donnée, pour tout e € R3*3
par

All(z)e = Al(z)e+6* (N (z)e — N'(z)e + P(z)e) + o(6?), (5.4.7)
ot NL(x) est donné par (5.4.4) et N'I(z), P(z) sont les tenseurs d’ordre quatre dont les
coefficients sont donnés par

Apn + M) p?

(N ())ijus = P L&l (5.4.8)
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et
P(z)ijm = Z—j (5ik(D*(l’))jl + 0a(Du(2)) i + 01 (Ds())a + 5jl<D*(17)>z’k>

G (5.4.9)
+ 2 + M\ <5kz(D*(fE))z‘j + 5iJ(D*(x))kl>’

pour tout i, j, k,l =1,2,3, avec D,(x) la fonction a valeurs matricielles donnée par (5.3.5).

Remarque 5.4.4. Le terme du deuxiéme ordre du développement (5.4.3) s’écrit, pour
tout p petit,

—0(1—0) ?Z\—j—_;f tr(e) I3 +6(1—0) ﬁ <tr(e)(7' ®7)+ (er - 7')[3>
—l——Qle)\l (tr(e)D*(I) + (Di(z) 6)]3> +o(1?) .

Ainsi, d’apres la Remarque 5.4.2, au deuxieme ordre la différence entre les deux modeles
est donnée pour tout p petit par

2\

ST <tr(e)D*(aﬁ) + (Da(2) : 6)[3) +o(u?).

En particulier, les deux modeles coincident quand l'orientation des fibres est localement
constante.

5.4.2 Modele 1]

Les modeles I et I ne permettant pas de valider celui de biomécanique en élasticité malgré
I'hypothese de faible contraste, on introduit un nouveau modele. D’apres [19, 20], on sait
que le premier modele en conduction correspond localement a la distribution périodique de
fibres d’orientation constante. Ceci peut étre facilement étendu au cas de 1’élasticité. On
est alors ramené & une microstructure périodique avec des fibres d’orientation constante
7. Comme dans les modeles précédent 7 dépend de z; mais 'on omet cette dépendance.
Alors sur ce troisieme modele on se focalise sur I’anisotropie davantage que sur la non
périodicité.

On fixe z € R3. Posons 7 := 7(2) et R := R(z) défini par (4.2.3). Soit xZ la fonction
Y3-périodique définie dans Y3 comme étant la fonction caractéristique du cylindre C” donné
par (4.3.1). On a le résultat suivant :

Théoreme 5.4.5. On pose

AT = (1 = xDA' +XTA?  avec \7(z) = xF (%) : (5.4.10)

ou A, A? € M*(a, 3;Q). On suppose A' homogéne et isotrope de coefficients de Lamé jiy, \y
et A? donné, pour tout e € R¥3, par

A?e=A'e+ 0 (er-7)(T®7T), (5.4.11)
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ot & > 0 est petit. Alors, pour tout & > 0 petit, A" H-converge vers AT donnée, pour
tout e € R¥3, par

H1+ A

Allle — Ale + (A% — Ale) — k(v, 7)0? —————
( ) — K, 7) 2 )

(et - T) (T ®7) + 0(6%), (5.4.12)

avec k(v,T) donnée par (voir Notation 5.1.5)

3
(v, T) = Z T TnTpTa€m&n&pSaV” (5.4.13)

m,n,p,q=1
ou V7 est la H-mesure associée a la suite (6 — x7).

Remarque 5.4.6.

1. La formule (5.4.12) montre la validité du modele Atr(e) 4+ 2ue + a(er - 7)(T @ 7) (au
deuxieéme ordre) sous I’hypothese de faible contraste.

2. D’apres la Proposition 5.1.3 et (5.4.13) on a que (v, 7) est constante. De plus, par
la Notation 5.1.5 I'égalité (5.4.13) se lit : pour toute ¢ € C2°(9) telle que [, ¢ = 1,

3

KJ(V, T) = Z (TanTqu) <vV,0® gmfnépgq >

m,n,p,q=1

En appliquant la Proposition 5.1.3 la constante (v, T) peut étre écrite comme une
série. Par exemple, dans le cas 7 = ey, un calcul simple conduit a

% kA v e —2imk-
M) = Y P avee G 0= dy
keZ3\{0} Vs

qui ne peut étre facilement simplifié.

De la méme maniere, on peut obtenir une matrice effective avec une H-correction
nulle.

Proposition 5.4.7. Considérons AL définie par (5.4.10) avec A' isotrope et A? donnée,
pour tout e € R¥>3 par
A?e = Ale+ 9 tr(e)(t®@7), (5.4.14)

ot & > 0 est petit. Alors, pour tout § > 0 petit, AT H-converge vers AT donnée pour
tout e € R3*3 par :
AlTe = A'e + 0(A% — Ale) + o(6?), (5.4.15)

5.4.3 Démonstrations des Théoremes 5.4.1, 5.4.3 et 5.4.5

Démonstration du Théoreme 5.4.1. Une premiere approche consisterait a obtenir
un résultat d’homogénéisation non périodique en élasticité qui étend le Théoreme 4.3.1
de la conduction. Cependant, en élasticité, l'isotropie ne permet pas, par changement
de variable, d’obtenir une formule aussi simple que la formule homogénéisée (4.3.4) de
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la conduction. Afin d’éviter ces difficultés, on adopte une autre stratégie en utilisant la
formule (5.3.2) de la conduction et le Théoreme 5.2.1.
Dans le cas de la conduction, Al est donnée par

Al = als + cox!Is.

De la définition de x! et par application du Lemme 2.6 de [19] (voir aussi le Lemme 4.2.1,
chapitre 4, page 86) on obtient que x! converge faiblement * dans L>®(Q) vers 0 := 7r2.
Ainsi la suite (0 — x!) définit une H-mesure v,. Alors, & partir du Théoréme 5.1.4, on
déduit

Al(z) = als + ¢ 6015 — M (2)6% + o(6?),

ou ,pour tout i,j = 1,2, 3,
2
c
(M")(x) = " &§i&jva-
D’un autre coté, par le Théoreme 5.3.1 on a

(b—a)?* (1 —0)
a 2

Al = aly + ¢ 6015 — <13—7®T> + 0(6?).

Donc, pour tout 7,5 = 1,2, 3,

0(1—6
vy = % (517 - n(:c)fj(:c)). (5.4.16)
Rappelons que par la Notation 5.1.5, la formule (5.4.16) se lit, pour tout 7,5 = 1,2, 3,

o(1 - 6)

VoECT(Q), <ud®&E >= /Q (5 _ n(:c)fj(x))m) da.

En élasticité linéarisée, on a par (5.4.1) et (5.4.2)
Al(e) = ML @ Iy) + 21+ 0 )2 (w) (M @ Iy) +241).
Alors, par le Théoreme 5.2.1 le tenseur effectif s’écrit
Al(z) = \(I; ® I3) + 21 + 6 e(wg ® L) + 2u1) ~ M (2) + 0(8%),  (5.4.17)

ot par (5.2.4) les coefficients de M’ (z) sont donnés par

2
(M (2))iji = Z— (0 i&ve + 0u&i&ive + iu&iive + 61 &ik1s)
1

21 A2
iSj 1—=0) ————— 045 5.4.18
+ 2+ M (Omi&i&ivn + Onbplive) + 0(1 — 0) T 00 ( )
A(p1 + A1)

2
— = — L& &L
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On utilise (5.4.16) pour déterminer explicitement les premiers termes de M (). A partir
de (5.4.16) et (5.4.18) on déduit, pour tout i,j = 1,2, 3,

2112 20\ + N2
M (2)e);; —0(1 —0) 2 e +0(1 — 0) 2T ey,
(M (z)e)s; (1-10) Gt ( )2M1+)\1 r(e)d;;
O(1—0) p?

—0(1—-190) ﬁ (tr(@)TiTj + (eT - T)dij) — (N'(z)e);,

ot N’(z) est donné par (5.4.4). Ce qui entraine

2112 20\ + N2
M/ (z)e =0(1—0) "— e+0(1—0) ——— tr(e)l
(@ =6(1-0) &= e 01— ) P2 (o)
12
—60(1—-0) — <e(r®7‘) +T®6T> (5.4.19)
H1
—6(1—-10) ﬁ (tr(e)(T ®T)+ (er - 7')[3) — N/ (2)e.
Alors a partir de (5.4.17) et (5.4.19) on obtient (5.4.3). O

Remarque 5.4.8. Le dernier terme est plus compliqué. Par exemple, considérons le cas
plus simple d’une microstructure périodique. Soit Xﬁ la fonction Yiz-périodique définie
sur Y3 comme étant la fonction caractéristique du cylindre C” défini par (4.3.1) et po-
sons xe(z) = x5 (%). Soit v la H-mesure associé a (6 — x.), alors on obtient par la
Proposition 5.1.3, pour tout ¢, 7, k,l = 1,2, 3,

G&Gsw = > Ix(n)

RIS o () = [ et de
nezZ3\{0} id ¥

Ainsi les simplifications faites dans le cas de la conduction sur les termes &;£;v ne sont
plus possibles.

Démonstration du Théoreme 5.4.3. On adopte la méme stratégie que dans la dé-
monstration du Théoreme 5.4.1 afin d’éviter d’utiliser un théoreme d’homogénéisation
non périodique (analogue au Théoreme 4.3.1).

Soit D le disque de centre (3,%) et de rayon r. On considere ¢ donnée par (4.2.3).

272
D’apres (4.2.9), x! s'écrit
2 olx
@) = xe ( : ) Xaz,
n=1

ou xc est la fonction caractéristique du disque C' donné par (4.2.5). Donc, d’apres le
Lemme 4.2.1, I converge faiblement * dans L*°(Q) vers |D| = 6.
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Dans le cas de la conduction, A s’écrit
Al = aly + ¢ 61 — X' I
Alors, par le Théoreme 5.1.4, on a
All(2) = als + ¢ 0015 — $* M (z) + 0(6?),
olu, pour tout ¢, = 1,2, 3, )
(M () = % &V
D’autre part, d’apres le Théoreme 5.3.4, on a

(b—a)? 6(1—0)
a 2

A(z) = aly+c 80T — (s = ) @ r(an))

(b—a)*

+ D, (x) + o(6?).

On en déduit, pour tout 7,5 = 1,2, 3,

&i&iv, = 6(12_ ) (@- — n(a:)rj(a:)> — (D.(x))y. (5.4.20)

En élasticité linéarisée, par (5.4.5) et (5.4.6), on a
All(x) = M (I Is) + 2T+ 6 X' (2) <)\(I3 ® I3) + 2MI>>
D’apres le Théoreme 5.2.1, on obtient
AT (2) = M ® I3) + 21 + 6 9(A(13 ® I) + 2u1> — 2M (z) + 0(8?),

ott, d’apres (5.2.4), les coefficients de M/ (x) sont donnés par

2

(M (2))ia = Z— (O 560 + 0uEjEn + S &), + S &6l

1

2\ [ A2
—— (O&iEV, + Oy ! 0(1 —0) ———— 6,0 5.4.21
+ Sy (Om&i& vy + 0i&&1vy) + 6( ) SIS WRLAL ( )
Ay + M) p ,
- > — &&&G&VL,
ST W §i&i6k&

pour tout 1 <i,j,k, 1 < 3. A partir de (5.4.20) on en déduit, pour tout 1 <i,7,k,l < 3,

2 20\ + A2
M — 01— 0) B (6.5 + 640) + 01 —0) AT 55
ik (T) ( ),Ul (irdji + 0udjn) + 0( ) 2y a0
2
—0(1-20) o (Oa 7T + OaTjThe + OjpTiTt + 0juTiTk)

2u

Ap
—6(1—-10) m (OmiT; + 045TkT1) — (NH(JC))ijkl — P(2)iju,
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ot N7 et P sont donnés par (5.4.8) et (5.4.9). Finalement, on obtient pour tout e € R3*3

2112 20\ + N2
M (z)e = 0(1—0) — e+0(1 —0) =" tr(e) I
@e = 00-0) 2 cvo1-0) 22 o 1
2
_e1—0 "
0(1—0) ” (e(7’®r)+7’®e7’>
— 01— 0) T () 9 7) + (er- 7)) ~ N (a)e ~ Pl
ce qui entraine (5.4.7). O

Démonstration du Théoreme 5.4.5. Tout d’abord remarquons que
3
Z Tlefkfll/T = 0, (5422)
k=1

qui est une conséquence immédiate de (5.4.16). De (5.4.11) on déduit, pour tout 4, j, k, [
dans {1, 2, 3},

(A2 ANy =0 immm noté A’—A'=07R707®T, (5.4.23)
ainsi d’apres (5.4.10) on a
AT 2) = A"+ 6 () TRTRTRT.
Alors, par le Théoréme 5.2.1, on obtient que Al H-converge vers le tenseur AL qui
vérifie
A=A +0 (A* - AY) — M+ 0(6%),
ot par (5.2.3) les coefficients de M7 sont donnés par

1 3
7T _ T
Mijk:l - Z E £m€p:u’iqu,qul

m,p,q=1

_mth 2‘9’: Ceeenr
w1 (21 + Aq) e m&nSpSattijpg,mnkls

pour tout ¢, 7, k, [ = 1,2,3, avec u” la H-mesure associée a la suite O—XD)(TRTRTRT).
A partir de (5.4.23) et (5.1.1) on obtient pour chaque ¢1, ¢ € C(Q), ¥ € C(S?)

Hiipgmans: 9102 @) =Ty | T (0 = x)7i7;77001) T (0 = XD T TuTii02)¥ (é_r) d

—0 R3

= TiTjTpTq TmTnTe im [ F((0 — Xx2)d1) F ((0 — XT)2)9 (i) dé,

e—0 R3 ’6‘

pour tout ¢, 7, k,l,m,n,p,q = 1,2,3. Alors, pour tout 7, j,k,l,m,n,p,q=1,2,3, on a

T T
Hijpgmnki = TiTjTpTq TmTnTkTL V', (5.4.24)
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ce qui entraine
3
M = TN 2 nnr”
K1 m,p,q=1
3
(1 + M) mimjTem .
T TnTpTa&m&n&nlal” .
p (201 + Ap) mr;l pTabmEnbyty
A partir de (5.4.22) et |7| = 1, on déduit
3 3
Z T(IngngmfpVT = Z TmegmfpVT = 07
m,p,q=1 m,p=1
d’ou \
Mg = 7immem it h) K(v,7),
p1(2p + A1)
pour tout 4, j,k,l = 1,2,3, ou k(v, ) est donnée par (5.4.13). O

Démonstration de la Proposition 5.4.7. On procede comme dans la démonstration

du Théoreme 5.4.5. A partir de (5.4.14) on déduit, pour tout 7, j,k, 1 =1,2,3,
(A% — AY)ijp = 0 TiTiOn.

Alors on a de fagon similaire a (5.4.24)

Uz‘ijq,mnk:l = T;Tj0pg TmTnOki V',

pour tout ¢, 7, k,l,m,n,p,q =1,2,3 et donc
AiII — Al +0 (A2 o Al) - 52MIII _|_0(52)7

3
T'T'&kl
r . iy T
Mijkl = E OpqTgTmEm&pV
H m,p,g=1

p1+ A

3
pa (2401 + A1) o Z T Tnémndplel

m,n,p,q=1

D’apres (5.4.22), on a

3 3
Z 5pq7—q7_m€m€pl/7 = Z TmefmgpyT = 07
1

m,p,q=1 m,p=

et comme la H-mesure v a son support inclus dans € x S? on a aussi
3

3
2 dTaTabn&aly” = D Tamabnbar”

m,n,p,q=1 m,n,p=1

3 3
= Z Tan€m£n|f|2 "= Z TangmanT

m,n=1 m,n=1

=0,

ce qui conduit au résultat cherché.



120 Homogénéisation a faible contraste de microstructures non périodiques




Chapitre 6

Homogénéisation a fort contraste

Introduction

En homogénéisation a fort contraste, le probleme d’un milieu renforcé par des fibres
tient une place importante. Fenchenko et Khruslov [51] ont été les premiers a obtenir des
effets non locaux en considérant ce type de problemes ou les fibres sont supposées de forte
conductivité baignant dans un milieu de faible conductivité. Ces résultats ont étés étendus
dans divers cas (voir [10], [11], [24], [34]). Plus particulierement, dans [10] et [11], Bellieud
et Bouchitté considerent des réseaux périodiques de fibres de faible et forte conductivité
pour lesquels le probleme homogénéisé est non local. Dans le cas de faible conductivité
on considere le modele de double porosité pour lequel des effets non locaux apparaissent
dans le probleme homogénéisé (voir [3] et [93]). Ces différents résultats ont étés obtenus
par la méthode de convergence a deux échelles et donc sont fortement liés a la périodicité
des microstructures considérées.

Dans ce chapitre, on obtient la formulation en homogénéisation a fort contraste du
modele I de fibres non périodiques présenté dans le chapitre 4. Dans [3], Allaire a obtenu
le probleme homogénéisé correspondant au cas d’inclusions périodiques de conductivité
£? dans un milieu connexe et régulier de conductivité 1. La méthode employée étant celle
de la convergence a deux échelles, celle-ci ne peut étre adaptée simplement au cas des
modeles de fibres non périodiques. Dans un premier temps, on donne (Théoreme 6.1.1)
une autre approche du cas périodique en dimension deux par la méthode des fonctions
test de Tartar. Ensuite, on étudie le cas de fibres de conductivité 1 baignant dans un
milieu de faible conductivité d’ordre €2, pour le modele I. La méthode employée est
basée sur celle du cas périodique en construisant des fonctions test par recollement des
fonctions test correspondant a chaque couche. Mais, les fonctions test considérées dans
le cas périodique n’étant plus nécessairement nulles en dehors des fibres, il est nécessaire
d’introduire des fonctions cut-off au niveau de chaque couche pour assurer la continuité a
'interface entre deux couches. On obtient alors (Théoreme 6.2.1) que, pour la solution wu,
de (1.), le couple ((1 — Xw.)Ue, Xu.ue) converge L*(Q2)? faible vers ((1 — 60)u, 6v) ou (u,v)
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est la solution du probléeme homogénéisé

—div((1 @ T)Vv) + 72 (v — u) = dans €
O(u —v) =, 1f dans (4.2)
v(r-7)=0 sur 02,

ou 7 est la direction des fibres, 7 la normale extérieure a 02 et 5 une constante ne
dépendant que des fibres d’orientation I'axe des .

Dans le cas du modele I1, il n’est pas possible de construire une suite de fonctions
régularisantes approchant les fonctions caractéristiques des couches et telles que leurs
gradients vérifient les bonnes estimations car la largeur des rangées de fibres est du méme
ordre que le rayon des fibres. Ce probleme reste actuellement un travail en cours. Dans ce
cas 'effet de double porosité devrait dépendre de la variation de I'angle des fibres.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans le section 6.1, on considere, via une ap-
proche par fonctions test, le cas périodique bidimensionnel d’un matériau de faible conduc-
tivité injecté dans un matériau de forte conductivité. Dans la section 6.2, on considere le
probleme de renforcement par des fibres pour le modele I.

6.1 Cas périodique d’inclusions de faible conducti-
vité : une autre approche

Dans cette section, on considere, en dimension 2, une distribution périodique d’inclusions
de faible conductivité baignant dans un milieu de forte conductivité. Le résultat obtenu
a déja été établi dans [3] par la méthode de convergence a deux échelles. Ici on propose
une autre approche par la méthode des fonctions test de Tartar.

6.1.1 Modele de double porosité bidimensionnel périodique

Soient  un ouvert borné de R? a bord régulier et @ un ouvert de Y5 :=|0, 1]2. On pose :

2I, siz€eq

A(z) = A% (5) on AF@) =< ° 7 ’ 6.1.1
@)=t (2) o ar@={ TR (6.1.1)

Soit f € H1(Q2) et u. la solution de

—div(A:Vu,) = f dans Q,
6.1.2
{ u. =0 sur 0f. ( )
On définit Ag par

VAER? A= vV dy, (6.1.3)

Y2\Q
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o1 V* est la solution de

{ AV*=0 dans Y2\Q, (6.1.4)

V* — Xy est Yao-périodique de moyenne nulle.

D’apres [42], Ag est la matrice homogénéisée associée au milieu périodique perforé par
Q, i.e. Ay est la matrice homogénéisée du matériau périodique de conductivité isotrope
valant 0 dans ) et 1 dans le milieu extérieur. On pose

avec Q7 = U (eQ + k). (6.1.5)

keZ?

we =0 NQ*
Q. = Nw:,

On a alors le résultat suivant :

Théoreme 6.1.1. On suppose que Q) est un ouvert borné de Yy tel que Yo\@Q soit a bord
Lipschitz, R2\Q¥ soit un ouvert connexe de R?, 6 := |Q| > 0 et 1 — 6 > 0. Alors la
solution u. de (6.1.2) vérifie les convergences

Xa. e — (1—=0)u L*) faible (6.1.6)
Yoo Ue — Ov L3(2) faible, o
ot (u,v) est la solution du probléme couplé
. 1
—div(AgVu) + (u—v)=0 dans €
Mg
v—u= (W), f dansQ (6.1.7)
u=20 sur OS2,

avec Ay donnée par (6.1.3) et (W), la moyenne sur Q de la solution W € H(Y2) du
probleme auziliaire

—AW =1 dans Q,
(6.1.8)
W=0 dans Yo\Q.
6.1.2 Démonstration du Théoreme 6.1.1
D’apres le Théoreme 3.2.10, il existe C' > 0 telle que
||u5||%2(9) < C/ A.Vu, - Vu, dx = C’/ fue dx < ¢ ||uc||20), (6.1.9)
Q Q

d’olt u. est bornée dans L*(f2). De plus, xo. et X.. sont bornées dans L>(Q), ce qui
entraine les convergences (6.1.6). Pour montrer que (u, v) est solution du probleme (6.1.7)
on procede en deux étapes. Dans la premiere étape on montre que (u,v) vérifie

v—u= (W), f p.p. dans, (6.1.10)
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et dans la deuxieme étape on montre que u est solution de

—div(AoVu) = f dans Q
6.1.11
{ u=0 sur 0. ( )

Premiére étape : Démonstration de (6.1.10).
On pose w.(z) := W(%) p.p. z € Q. Soit ¢ € CFX(Q), alors pw. € H(). En pre-
nant (ow.) comme fonctlon test dans (6.1.2) on obtient

/AVuE- (pw.) alyz:—/fgowE dx — /f(p (6.1.12)

Par mise a I’échelle de la deuxieme égalité de (6.1.8) on a w. = 0 dans (2., d’ou

/ AVu. - V(pw,) do — / AVw, - V(pu.) dz
Q Q

:»32(/ Vue - Vi w, d:p+/ Vu. - Vw. p dz
“’5 e (6.1.13)
—/ Vw: - Vo u, dm—/ Vwe-VuagodI>

:5(/ EVua-Vgowadx—/ 5Vw5-Vgougdx).

Or, on a d’apres (6.1.9)
lwellz2@) < ¢ [[Wlle2@) et lleVuexu 2@ < / A:Vue - Ve dr < c [|ue]|r2) < ¢,

et, par mise a I’échelle, [|eVwe||r2) < ¢|[VW]|12(g), ce qui combiné avec I'égalité (6.1.13)
entraine

— 0. (6.1.14)

e—0

AVu. - V(pw.) dx — / ANVw. - V(pu.) dx
Q Q

Il reste alors a déterminer la limite, lorsque € tend vers 0, de fQ AVw, - V(pu,) dz.
D’apres (6.1.8), on a

/VW Vldy—/ldy—i—/ —da ol a—mj::VW‘ﬁ,
aQ 81/

avec U la normale extérieure a (), donc

Alors, pour toute V € H'(Y3), on obtient

/VV-VWdy :/de-|-/ a—WVdU
Q Q aQ OV

ow
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d’ou, puisque Y2\@ est a bord Lipschitz, par I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on a

0
V.VWdy— | Vdy+—— V dy <H HV—V ‘
'/QV VW dy / vtz 0 Sy ‘ o e300 Vv H3(9Q)
<cllv—w ’
_cH QIEY
S & HVVHLQ(YQ\Q)'
(6.1.15)

On étend u. par 0 en dehors de © et on pose, pour tout k € Z2, VF(y) := (pu.)(ey + k),
YF = eYotek et QF := cQ+ck. Alors VF € H'(Y3) et en prenant V = V¥ dans I'inégalité
précédente, on obtient par changement de variable x := ey + €k,

0
/vvj-vvvdy—/vkdy+— vV dy
Q 1 -0 /@
dz dz 0 dz
— 2 \V4 . \V4 . — _/ . — - e —
) /Q'g () Ve @7 E T8 g T
1/, 6
=5\ V(pu.) - Vw, dx — Yu. dx + .y ou. dx
QF QF YF\QE
(6.1.16)
et
ooy (2 AT dx
IVVA oo = [ VARG = [ Rl
6\ € 6\ € (6.1.17)

= / |V(g0u5)|2 dx.
YF\QE

On déduit de (6.1.15), (6.1.16) et (6.1.17)

0
2 | V(pu.) - V. do — / ou. dr + —— ou. dr
Q! : 1 =0 Jymer

<c 52||V(goue)||L2(Yg’“\Q’z)'

Soit K(g) := {k € Z*> | Q*NQ # 0} alors #K(¢) < ¢ £ 2. En sommant l'inégalité
précédente sur les k € K(g), on obtient d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ 2V (pu.) - Vw, dr — / ou. dr + % ou. dr
We We - Q.

<cé? Z </ IV (pu.)|? da:)2 <c 52(#K(8))%||V(g0u€)||Lz(QE) (6.1.18)
keK(e) N YE\QE

< cel|V(pu)llz@) — 0,

car [|[Vu-xa.|lr2@) < fQ A.Vu, - Vu, dr < c¢. Puisque w, = 0 sur ., la conver-
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gence (6.1.18) et les convergences (6.1.6) entrainent

/ ANVw. - V(pu.) dv = / e2V(pu,) - Vw, dx
Q We
0
= / ou. dv — —— | u. dx + o(e)
We 1- 9 Q-

. H/ng(v—u) d.

e—0

Alors d’apres (6.1.12) et (6.1.14), on obtient par unicité de la limite

Q/QsO(U—U) dw:/Qﬂp(W

et donc, puisque W = 0 dans Y5\Q et 0 = |Q),

v—u=f(W), pp.dans .

Deuziéme étape : Démonstration de (6.1.11).

Soient ¢ la limite L*(Q2)? faible, & une sous-suite pres, de A.Vu.. Alors pour mon-
trer (6.1.11), il suffit de montrer que u € HJ(2) et que & = AyVu. Pour cela on utilise
la méthode des fonctions test de Tartar adaptée au cas d’un milieu perforé. L’approche
employée étant classique (voir [42]), on ne donne ci-dessous que les principales étapes.
Soient A € R? fixé, V* la solution de (6.1.4) et V* Dextension de V* & R? qui vé-
rifie V* € Hi(R?) (une telle extension est possible car @ est régulier). On définit v}
par v2(z) := eV* (2) p.p. 2 € R2 Soit ¢ € C=(Q). En prenant (pv2) comme fonction
test dans (6.1.2) puis dans (6.1.4) (apres changement d’échelle), on obtient par passage a
la limite

lim [ Vv Vo u, do = / E-Vo (A-x)dr — / feo (A x) de. (6.1.19)
Q Q

e—0 Q
€

Pour déterminer la limite dans le membre de gauche de la précédente égalité on utilise un
opérateur de prolongement comme dans la démonstration de la Proposition 3.2.10, page 62.
Soit © un ouvert borné de R? tel que Q € Q. On note E. := R*\Q#, out Q# est donné
par (6.1.5), alors E. est connexe. D’apres le Théoreme 2.1 de [1], il existe un opérateur
de prolongement P. : H'(Q N E.) — H} () et une constante x > 0, indépendante de &
et Q, tels que

IV(Peue)l[r2 ()2 < 5 [Vl 20002 < ¢

d’olt P.u. bornée dans H} (). Donc il existe 4 € Hg(Q) telle que, a une sous-suite
pres, Pou. converge H} () faible vers . Soit u donnée par (6.1.6) et ¢ € C>°() alors on
a la convergence

/ (Poue —u) ) do = / Xa. (Peue —u) Y de — (1-0)(a—u) de. (6.1.20)

e—0 Q
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Or, puisque P.u. = u. sur ), on a d’apres la premiere convergence de (6.1.6)

/ (Pous —u) ¢ do = / (Xa.u: — Xo.u) Y dv — 0. (6.1.21)
. Q

e—0
Alors les convergences (6.1.20) et (6.1.21) entrainent par unicité de la limite
(1-6)(w—u)=0 p.p.dans Q.
Comme 1 — @ > 0, on obtient @ = u p.p. dans € donc u € H}(9) et on a

P, — u L*(Q) fort.

e—0

On en déduit, puisque xqo Vo2 converge L?(€2)? faible vers A,

/ VU? ' V()O Ue dr = / XQEVU;\ : VSO Psue dr — /A())\ . V(p U dx,
Qe Q Q

e—0

ce qui donne d’apres 1'égalité (6.1.19)

/AO)\-Vgpudx:/f-Vgo (A-x) dx—/fgp (A-z) dx. (6.1.22)
Q Q Q

De plus, en prenant ¢(\ - ) comme fonction test dans (6.1.2), on obtient, puisque Ay est
symétrique, AgVu = & p.p. dans 2. Ce qui termine la démonstration. 0

6.2 Cas du milieu de faible conductivité

Dans cette derniere section, on considere le cas du modele I avec des fibres de conductivité
d’ordre 1 dans un milieu de faible conductivité d’ordre 2. Ce probleme est en quelque
sorte le “négatif” du probleme de double porosité car on a échangé les conductivités des
fibres et du milieu dans lequel elles baignent. On peut voir ce cas comme un modele de
renforcement d’un milieu par des fibres.

6.2.1 Renforcement par des fibres pour le modele [

Pour le modele de double porosité, on a donné une approche particuliere du cas
périodique 2d basée sur I'utilisation d’une fonction test pour obtenir la deuxieme équation
de couplage. L’intérét de cette méthode est qu’elle s’adapte aisément aux cas des modeles
non périodiques de fibres. Pour le cas du négatif du modele de double porosité, on em-
ploie la méme technique. Néanmoins, la premiere équation de couplage étant explicite,
et ce du a la microstructure particuliere étudiée, on ne donne pas de résultat général
du cas périodique 2d contrairement a la section 6.1. Dans le cas de fibres périodiques
d’orientation constante (i.e. cas T constant), le résultat a déja été obtenu par Bellieud et
Bouchitté [10].

Dans la suite, © := (0, a1) x (0, a2) x (0, a3). On désigne par r un réel tel que 0 < r < 3
(rayon des fibres pour ¢ = 1), D le disque de R? de centre (3,3) et de rayon r et on
pose 0 := |D| = 2772
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Suivant I'approche employée dans la section 6.1, on considere la solution W &€ H;E(Yg)
du probleme auxiliaire

{ “AW =1 dans D'(R?\D#) (6.2.1)

W =0 dans D,
ou D¥ C R? est I’ensemble Ya-périodique tel que D# NY, = D. On a le résultat suivant :

Théoreme 6.2.1. On pose
Al= (Xl +e2(1 = xD) s, (6.2.2)

ot xL désigne la fonction caractéristique du modéle I (voir géométrie des modéles, cha-
pitre 4). Soient f € L*(Q) et u. la solution de (6.1.2) avec pour conductivité AL. Alors u,
vérifie les convergences

1—X£ ue — (1 —0)u L3*(Q) faible
( 3 ( ) () (6.2.3)
Xe ue — B L*(Q) faible,
ot (u,v) est la solution du probléme couplé
—div((r @ 7)Vv) + a(v —u) =0 dans Q
u—v= W)y, pf dans (6.2.4)
o(t-V)=0 sur 0S),

avec U la normale extérieure a 02, T la direction des fibres donnée par (4.1.1), W € H}g&(yﬁ
la solution de (6.2.1) et o := (9 (W>Y2\D)_1

Remarque 6.2.2. L’existence et 'unicité d’une solution de (6.2.4) s’obtient par le Théoréme
de Lax-Milgram.

En effet, on définit I'espace V(Q2) par :

V(Q):={vel*’(Q) |7 Vve L*(Q)}, (6.2.5)
muni de la norme || - ||y(q) définie par
VoeV(Q), |[llve =Ivlew + 7 V|- (6.2.6)

Alors V() est un espace de Hilbert. Soit V5(2) la fermeture de C}(Q2) dans V(Q2). La
formulation variationnelle de V() est alors donnée par : v € V(£2) si et seulement si

30 >0,V peClQ), < C llellzz(@ (6.2.7)

/ﬂv(rVw)dx

Par la théorie des traces (voir [18]), I'ouvert  étant supposé régulier, en intégrant par
parties I'intégrale de (6.2.7), on obtient

Vo) ={veV(Q) |v (r-7) =0 sur 00}, (6.2.8)
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ou / est la normale extérieure a 0€2. De plus, on a l'inégalité de Poincaré
3C >0, Vove %(Q), HUHLQ(Q) <C HT : VUHLz(Q), (629)

qui est clairement satisfaite par les fonctions de C'}(Q) et donc, par densité, par les fonc-
tions de V5(2). On considere alors la forme bilinéaire A définie sur V4(Q) x V4(Q2) par

Vo,we V), Alv,w):= /(7‘ ®@7)Vv-Vw dr = /(7‘ -Vv)(1 - Vw) dz.
Q Q
On a, pour toute v € V,(Q),
Av,v) = / I7-Vol* do = |7 VU||2L2(Q).
Q

Donc, d’apres la définition (6.2.6) et I'inégalité (6.2.9), A est bilinéaire continue et coercive
sur Vp(€2). Alors par le Théoreme de Lax-Milgram, on obtient 'existence et I'unicité d’une
solution au probleme (6.2.4).

Exemple 6.2.3. Dans le cas d'un cylindre Q := w x (0,h) de base w et de hauteur h,
pour T = e3, 'espace V;(£2) est donné par

Vo(©2) = {U € L*() ‘ a@_v € L*() et wv(a,0)=wv(2',h) pp. 2 € w}

xs3

Remarque 6.2.4. En considérant le point de vue de I'énergie on retrouve le résultat
de [10] dans la cas de fibres d’orientation constante 7 = e.

En effet, soient u. la solution de (6.1.2) avec pour conductivité Al et v. donnée par

R
T leD]

Soit F} la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (6.1.2) avec pour conductivité AL i.e.
pour toute u € H} (),

F.(u) := / Al - Vu dr.
Q

Alors (u.,v.) converge dans L*(2)? faible vers (@, ?) donné par @ = (1 —0)u+0v et 0 = v
ou (u,v) est la solution de (6.2.4) et on a (voir démonstration plus bas) la convergence
des énergies

Fo(u) — ®(a,d), (6.2.10)

ot ® est donnée, pour toutes u,v € L*(2), par
v |? 1 2 . 1
—| de+0(1—-0)"a | (u—v) dr sive H (Q)

0
/Q 8[E2 Q

®(u,v) = et v(ey - V) = 0 sur 09,

+00 sinon.
(6.2.11)
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De plus, soit h la fonction définie sur R par

h(t) = mf{ IVV|? dy ‘ Ve Hy(Ya), /

Yo

Vdy =t, V =0 dans D} : (6.2.12)

Yo

La solution W de (6.2.1) est solution de 'équation d’Euler associée a la minimisation (6.2.12).
Alors, puisque [i, [VIW|* dy = (W),,, onah(t) = [, [VV|* dy avec V = tW/ (W), , d'o

) = £ (W52 [ [OWE dy = ()5
g
ce qui entraine, comme W = 0 dans D,
ho(ii—o)=(1-0)" (W), p (@—10)*=0(1—0) " a(i— D)
car v = (6 W)y )_1. On obtient donc

@(a,a):&/ﬂ

ou h est définie par (6.2.12), ce qui est le résultat obtenu dans [10].

ov

2
o dac—k/gho(ﬂ—f)) dx,

Démonstration de (6.2.10). On a

Fg(ug):/gfusdx . /Qfadx:e/ﬂfvdx+(1—9>/gfudx.

e—0

Or d’apres la deuxieme équation de (6.2.4) on a f = fa(u —v) d’ou

/qudyc :9/Qa(u—v)2d:v+9/ﬂa(u—v)vdx
zﬁ/ﬂa(u—v)de—i—/vadm.

En remarquant que @ — 0 = (1 — 6)(u — v), on obtient

e—0

:g/Q

puisque —div((es ® €2)Vv)) = 07! f dans Q. O

) — /va dx—l—@(l—&)_l/ﬂa(ﬂ—@)Q da

oo |2

8%2

de +6(1 —«9)_1/a(ﬂ—f})2 dz,

Q
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6.2.2 Démonstration du Théoréeme 6.2.1

On procede en trois étapes. Dans la premiére étape, on montre que la solution u. de (6.1.2)
avec pour conductivité Al est bornée dans L?(2). A cette fin, comme dans le cas périodique,
on montre qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que I'on a l'inégalité

Y u e Hy(9), / lu|? dor < c/ AlVu - Vu dr. (6.2.13)
0 0

Dans la deuxieme étape, on montre que v est la solution de

—div((r ® 7)Vv) = 071 f dans Q,
(o)) (6.2.14)
v(r-7)=0 sur 0f2.
Dans la troisieme étape, on montre que u vérifie
u—v= (W), pf pp. dansQ. (6.2.15)

Premiére étape : Démonstration de (6.2.13).

On montre que 'inégalité est vérifiée dans chaque couche 27 avec une constante c indé-
pendante de la couche QF considérée.

Comme dans le Lemme 3.2.13, il existe une constante ¢ > 0 telle que

VU e H(Ys), [Ull7ay,) < ¢ (VU220 + U 2(0))- (6.2.16)
On pose, pour k € Z% YF .= eY, + ¢k, D¥ :=eD + ¢k et

{ 78 = {(21, 22, 35) €R® | (w1,5) € Y e 0 < 1y <} (6.2.17)

CF = {(z1,29,33) €R® | (21,23) € DE et 0 < 15 < an}.

Alors, par mise a ’échelle de (6.2.16) puis en intégrant par rapport a la variable xo
sur (0, az), on obtient

VU € BNZE), UIRas < ¢ (2 VU IRz + 101320 ).

Soit u € HZ(€2). On pose, pour y € R? U(y) := u((c™)Ty) olt 7 est la matrice de rotation
donnée par (4.2.3). Alors, par changement de variable z := (67)Ty, on a

HUH%%(U;})TZ@ <c (52 HVUH%?((JQ)TZ@ + HUH%Q((UQ“)TC(?))' (6.2.18)

Soit k1(¢) € N donné par (4.2.2) ou 0 < a(e) < 1. Puisque v = 0 sur 92, on a u(-, za,-) =0
si 9 > aq, d’ou
k1(g)

ul? do = / ul? dx.
[ =357

k1=1koeN
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De plus, on a
k:1(8)

Z Z/ lul? dor < / lu|? dz,
(o2)TCE wg

k1=1 koeN

ol w! est donné par (4.2.7). On en déduit en sommant 'inégalité (6.2.18) sur les k

dans {(k’l,kg) € N? | 0<k < k1(€)}
uliZ2qan) < € (& IVullaqa) + 0l Bun))- (6:2.19)
Il reste a montrer I'inégalité de type Poincaré suivante :
||u||%2(w2) <c ||Vu||%2(wg) (6.2.20)

Pour cela on se place dans la direction des fibres. Pour x := (21, 22, z3) € 27, on considere
le changement de variable z’ := o”x. Alors le repere (z, z), %) obtenu est orienté dans
la direction des fibres. On note, pour tout z € 27,

u(2) =u(z), Q) =000 et (W) :=oclwl.

On a v (-,al,-) = u(-,az,-) = 0, ou @) := cosy(zI)az, ce qui entraine

xh ou’
u'(z") =0+ —u(xll,t, xy) dt.

/
al, 81’2

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

/ lu|? dx :/ |u'|* da’
wy (wz)’
. / ( / o’
(@z) \Jay

2
— (2}, t,2%)| dt | da’ (6.2.21)
oxl, ! 3

< 2(a’2)2/( ; (VY| da’ < 2(a2)2/

w

|Vul|? d,
IS

€

ce qui donne (6.2.20). Donc, d’apres (6.2.19), on a

ulZ2qap) < € (2 NVUlBagan) + 11 Vulagn):

ou la constante c est indépendante de € et de la couche (2 considérée. En sommant sur
lesn € {1,...,n(e)}, on en déduit 'inégalité (6.2.13).

Deuziéme étape : Démonstration de (6.2.14).

On construit une fonction test par recollement des fonctions tests de chaque couche. Dans
le cas périodique la fonction test considérée est une fonction dont le gradient s’annule
dans les fibres.
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Soient A € R3 tel que A-ey =0 et ) € C#(}/Q) telle que v = 1 dans D et ¢» = 0 au
voisinage de 0Y;. Soit X € C(Y>) définie par
Vy= (o) €Ys, XMNy) = —v(y)(A-y) avec v = (11, u3)-
Alors X*(y) ne dépend que de 3/’ et on a

VX*y)=—-A p.p.dans D. (6.2.22)

Pour définir la fonction test associée au modele I on construit des fonctions test pour
chaque couche 2 que ’on recolle. Afin d’obtenir par recollement une fonction réguliere, on
a besoin d’'une suite de fonctions régularisantes approchant les fonctions caractéristiques
de chaque couche 27.

Soit 5> 0 tel que v < B < 1. D’apres [19] (page 61), on a le résultat suivant

Lemme 6.2.5. [l existe une suite de fonctions o7 de C*([0,ay]) telle que :
i) @l =0 sur Q\Q2,

i) Y Ixas 9l — 0 LX) fort,

e—0
i) ||V <ce™® Vn=1,...n).
On définit la fonction test v} sur Q par

n(e)

vMx) = X R(zy)w + Za X (U :10) o p.p. T €L, (6.2.23)
n=1
ot R et o sont données par (4.2.3). Par construction, v2 € H(£), et un calcul simple

donne

n(e) n(e)
Vo = R(z) A + Aspu(e e1+2 VXA( )%HZXA( )wa,

ou p(x) = —7'(x1) (cos 7($1)5€2 + siny(z1)xs) .
(6.2.24)
Alors Vo2 est bornée dans L?(2)3 puisque les eV sont bornées dans L> (). Donc il
existe une sous-suite de g, encore notée ¢, et v* € H(Q) tels que v converge H'(2) faible
vers v De plus, d’apres le #i) du Lemme 6.2.5 et le Lemme 4.2.1 on a

n(e) .
o) v x* <"£—I) e — 0 L(Q)? faible,

n=1

enfin, d’apres le iii) du Lemme 6.2.5, on a aussi

e—0

o
€ZX’\( ; )Vgos — 0 L*Q)? fort, (6.2.25)
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d’on
Vor(z) = R(z1)T A 4 Asp(z) ey (6.2.26)
De plus, d’apres (6.2.22) et (6.2.24), on a

XEVo2 = XIR(21)" A + xIhap(@) Z TA%Jré‘XEZXA(U )VsOZ,

alors la convergence

n(e)
Z(U?)T/\gog — R(z))'\  L*Q)? fort

e—0
n=1

combinée avec (6.2.25) entraine

Vot —xI\sp(z) e; — 0 L*(Q)? fort. (6.2.27)

e—0

Soit ¢ la limite dans L*(Q)? faible de A/Vu.. On va déterminer la limite dans D’(Q)
de AlVu. - Vv} de deux manieres différentes. D’apres le lemme div-rot et la conver-
gence H'(Q) faible de v vers v*, on a d’une part

AlVu, - Vo) — €.V dans D'(Q). (6.2.28)
D’autre part, d’apres la définition (6.2.2), on a avec (6.2.27)

AlVu, - Vo = xIVu, - Vor + (1 — )V, - Vol
= X!Vu. - e\ p(z) + (1 — x)Vu, - Vo +o(1)
= X!Vue - exds p(x) + o(1),

car €(1 — x1)Vu, et v} sont bornées dans L*(€2)3. Or on a
1ALV = Vx| 20) = € eV 2@wn = O(e),
d’ott Vu.x! converge dans L?(€)? faible vers £. Donc on obtient avec 1’égalité précédente
AlVu, - Vo) — €-e)s p(z)  dans D'(Q). (6.2.29)

Alors, par unicité de la limite et puisque \ est arbitraire, les convergences (6.2.28) et (6.2.29)
combinées avec (6.2.26) entrainent

VAi=Me +X3e3 €RY €-R(z)"A=0 pp. .z,
d’ot, puisque 7 := R(z1)Teq et |7] = 1,

E=(£-7) T p.p. dans Q. (6.2.30)
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II reste a déterminer ¢ - 7 pour en déduire £. Soit ¢ € CX(Q2). Comme 7(20) -V =0

sur Ow!, ou ' est la normale extérieure a Jw”, on a par intégration par parties

n(e) n(e)
/ Vu, - ZT )Xo | Yvdx = Z/ Vue - 7(20) ¢ dx
n=1 n=1 w?
n(e)
= — Z 7(2l) - Vo u, do
n=1 ""?
n(e)
/ ZT )xor | - Vo Xl d.
Q n=1

Or, puisque 7 est continue, on a

(e

~

3

T(2f)xer — T(:) L*(Q) fort.
1

3
Il

Alors la deuxieme convergence de (6.2.3) et la convergence de x!Vu. vers ¢ dans L*(Q)?
faible entrainent par passage a la limite

/Qg-f(xl) . —/Qf(xl) VY Ov dr = —/ Ov div(7(z1)y) do

Q
— / OVv - 1(x1) ¥ d,
0

car div(r) = 0. Finalement a partir de (6.2.30) on a £ = (Vv - 7(z1))7 p.p. dans Q et
donc ¢ = 0(7’ ® T)Vv p.p. dans €.

Pour vérifier la condition au bord, on considere ¢ € C*(Q). Comme précédemment,
par intégration par parties et puisque 7(2) - 7 = 0 sur dw, on a par l'inégalité de

Cauchy-Schwarz

n(e)
/X&{Ua ZT(Z?)XQQ Vo dr| = —Z/ Vu. - 1(z) ¢ dx
Q n=1 -1 Jwr
n(e)
= —/X£Vu5- (2 )xar | ¢ dx
Q n=1

< e |IXEVuel 2o [1ellzz@) < e llellrae).

En passant a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient

/QQU 7(x1) - Vo do /Qt% div (o7 (z1)) da

< c |l¢llr2@

pour toute ¢ € C1(Q). D’apres la formulation (6.2.8) de V4(£2), ceci entraine que I'on
a v(7(xy) - V) = 0 sur 0.
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Troisiéme étape : Démonstration de (6.2.15).
Comme dans le cas périodique on construit une fonction test adaptée a partir de la
solution W de (6.2.1). On pose

V&= (x1,20,x3) € R®, W(x) := W(a), oua :=(x1,z3). (6.2.31)

Soit ¢! la suite de fonctions régularisantes donnée par le Lemme 6.2.5. On définit la
fonction test w. sur €2 par

n(e)

we(z) = ;W (%‘r) ©"(z) p.p.x €, (6.2.32)

alors w. € H'(Q). D’apres le Lemme 4.2.1, on a

n(e)
ZVV(: ) Xor — (W)y, L*(Q) faible.

Puisque W est bornée dans R?, on a d’apres le Lemme 6.2.5 i7)

2 2

n(e) n n(e)
~ [
/ZW(E )(@?—Xﬂg) d:cgc/ |g0?—xgg‘ de — 0.
Q n=1 € Q n=1 =0
d’ou
w. — (W),, L*() faible. (6.2.33)

Soit ¢ € C°(Q2). En prenant ¢w. comme fonction test dans (6.1.2), on obtient d’apres la
convergence (6.2.33)

/ AlVu, - V(yw,) do = / fwep dz — / F W)y, ¥ da. (6.2.34)
Q Q =0 Jo
Soit £ la limite dans L?(2)? faible de A/Vu.. Puisque W = 0 dans D, on a

/ AlVu, - V(yw.) dx — / AlVw, - V(yu,) dx
Q Q

—5</ €Vu€~Vg0w5dx—/ 5Vw€-Vgpude).
Q\wl Q\w!

Il est clair que eVw, est bornée dans L>(Q)? car les [eVe?| le sont & supports dis-
joints et W € C2(R?) (régularité des solutions de (6.2.1) car le bord de D est C*).
De plus eVu.xo\.s est bornée dans L?*(92)* et u.,w. sont bornées dans L*(£2). Alors
d’apres (6.2.35),0on a

(6.2.35)

/AgVuE -V(@w,) do — / AlVw, - V(u.) dv — 0. (6.2.36)
Q Q

e—0
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Il reste a déterminer la limite de / AlVw, - V(yu.) dz. Comme w, = 0 sur w!, on a
Q

/ AV, - V(pu.) do = €2 Vuw, - V(Yu.) dz. (6.2.37)
Q QN\w!

En raisonnant comme dans la premiere étape de la démonstration du Théoreme 6.1.1 on
obtient, de la méme maniere que I'inégalité (6.1.15), pour toute V' € L?(Y3)

vV . VW dy—/ de+9_1(1—9)/ de’ < c||VV] 2.
Yo\D Ya\D D

Soient Z* et C* donnés par (6.2.17). En intégrant par rapport & la variable x4 sur (0, a,)
on obtient par mise & 1’échelle, pour toute fonction v € H(ZF)

52/ Vv - Vi, dz—/ vdz+(9_1(1—9)/ v dz
ZE\C¥ ZE\CE Ck

ou w, est donnée par

<ce ||VU||L2(C§);

W.(z) =W (S) p.p. z € R®. (6.2.38)

On prend v(z) := (@Dua)((ag)Tz) dans 'inégalité précédente puis on fait le changement
de variable z := (¢7)7z. En sommant sur les k := (k1, k3) € N? tels que 1 < ky < ky(e)
et 1 < ks < kz(e)+1, ot k1(e) et k3(e) sont donnés par (4.2.2) et (4.2.4), on obtient par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

82/ oV (Yu) - Vi (olx) de —
Q\wr

<cevale) [|V(Yu)l| L2 wr)-

Alors en sommant sur lesn € {1,...,n(e)} et en utilisant & nouveau 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on en déduit

Yu. dr + 6071 (1 — 9)/ Yu. dx

Q\wr

Z/ o'V (Yu.) - Vi (olx) dx —/ Yu. dr + 0711 - 9)/ ue dx
QP\wr Q wl

\w!
< ce [|[V(Yue)l| 2w,
d’ou par les convergences (6.2.3)
£ Z / 0"V (Yu.) - Vi (o"z) de — (1 —6) / (u— ) do (6.2.39)
n\wn Q

De plus, on a

n(e)
1 n n
Vu(z) = = Y (o) VW ("‘”) +Yw <‘”) Vel(z) p.p.x€Q,
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donc on obtient d’apres la définition (6.2.38)

g V(u.) - Vw, d
QN\we

= 522/ oV (Yue) - Ve (ol z) dx

n\wn

(6.2.40)
+ ¢ Z/ oV (Yu.) - Ve (olz) (ol — xap) dx

S\wp

+€”z(5:/

D’une part, puisque eVu.xg\r est bornée dans L2(Q)3 et W e C>(R?), le deuxieme
membre de droite de l’égalité (6.2.40) vérifie d’apres le i7) du Lemme 6.2.5

V(¢Yue) - Vo W(%) dx.

n\wn

22 / oIV (Yu.) - Vi (07x) (2 — xan) du

n\wn

< g/Q\w Z |€V(¢u5) . (JQ)TVLDE(UQ.:C) (go? — XQ?)‘ dx

enl
1/2
2

dx

> (0)'VaL(olz) (¢! — xaz)

n=1

1/2

— 0.
L2(©) =0

SCH (‘PQ_XQQ)

D’autre part, d’apres le ii) du Lemme 6.2.5, le dernier membre de droite de I'inégalité (6.2.40)
vérifie par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par périodicité de W

52”2(52)/52”\ ) V(Yue) - V! W(”g;x) dx

n=1
1Zxﬂn\w\w )|

< ¢ &' |eV (Yue) | 2w

L2
< c "Wl r2v\py = O(e'7)
Donc, d’apres (6.2.39) et (6.2.40), puisque 3 < 1, on a
2 Vuw) V. dr — (1—0) / (1 — v} da, (6.2.41)
Q\w! e=0 Q
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ce qui combiné avec (6.2.36) et (6.2.37) entraine

/AiVuE V(pw,) de — (1 — 9)/(u — )Y du.
Q e—0

Q

Alors d’apres (6.2.34), on en déduit par unicité de la limite
u—v=f{W)y,p pPp.dans

ce qui montre (6.2.15). O
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