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Notation

Les indices F', M et T concernent le fuselage, le rotor principal et le rotor de queue,
respectivement.

a Gradient de portance (1/rad)

ap  Angle de conicité (rad)

a1 Angle longitudinal de battement vertical par rapport au
plan du plateau cyclique (rad)

a1s  Angle longitudinal de battement vertical par rapport au
plan perpendiculaire a ’arbre moteur (rad)

A;  Angle latéral de pas cyclique(inclinaison du plateau cyclique
par rapport au plan perpendiculaire a I’arbre moteur) (rad)

A Aire du disque rotor (m?)

b Longueur d’une pale du rotor de queue (m)

by Angle latéral de battement vertical par rapport au
plan du plateau cyclique (rad)

bis  Angle latéral de battement vertical par rapport au
plan perpendiculaire a ’arbre moteur (rad)

B;  Angle longitudinal de pas cyclique (inclinaison du plateau cyclique
par rapport au plan perpendiculaire & 1’arbre moteur) (rad)

bl  Bras de levier des pales du rotor principal (m)

bl Bras de levier des pales du rotor de queue (m)



Cu
Cr
Cp
Cr
Cy
C'mot
Cd
Cm
cr
c.m.

€ic
€i1
€i2

Matrice de Coriolis

Couple de trainée du rotor principal (N - m)
Couple de trainée du rotor de queue (N - m)
Couple de tangage (N - m)

Couple de roulis (N - m)

Couple de lacet (N - m)

Couple moteur (N - m)

Coeflicient de trainée

Corde des pales du rotor principal (m)
Corde des pales du rotor de queue (m)
Centre de masse de I’hélicoptere

Longueur d’une pale du rotor principal (m)
Force de trainée sur le fuselage (V)
Déportance (V)

Vecteur unitaire parallele a la direction de T}, dans le repere (ecm, ., Ye, 2c)
Vecteur unitaire parallele a I’axe i dans le repére (o,z,y,2), i = x,y, 2
Vecteur unitaire parallele & I’axe ¢ dans le repére (cm, Z¢, Ye, 2¢), | = T, Y, 2
Vecteur unitaire paralléle & 'axe ¢ dans le repere (o1, x1,y1,21), @ = T,Y, 2
ur unitair rallele & 'axe 7 dan repere (09, To, Ys,22), 1 = T, Y, 2
Vecte taire parallele a ’axe ¢ dans le repere (09, T2, Y2, 22), Y,

Vecteur de forces externes
Premiere composante du vecteur de forces externes (V)

Vecteur de forces conservatives
Accélération de la pesanteur (m/s?)

Levier collectif du rotor principal (m)
Levier collectif du rotor de queue (m)
Force horizontale sur le rotor principal (V)
Force horizontale sur le rotor de queue ()

Matrice identité n X n

Tenseur d’inertie du fuselage (kg - m?)

Tenseur d’inertie du rotor principal (kg - m?)

Tenseur d’inertie du rotor de queue (kg - m?)

Moment d’inertie du k = F, M, T par rapport a 'axe i (kg - m?)
Produit d’inertie du k = F, M, T par rapport aux axes ij (kg - m?)

Matrice Jacobienne



K mot

m

rT

Gain du moteur (N)
Raideur des pales du rotor principal (N - m/rad)

Position initiale du c.m. de I’hélicoptére par rapport au repere inertiel (m)
Lagrangien (J)

Matrice d’inertie

Masse de I’hélicoptere (kg)

Masse du fuselage (kg)

Masse d’une pale du rotor principal (kg)
Masse d’une pale du rotor de queue (kg)

Pression dynamique (Pa)
Nombre de pales du rotor principal
Nombre de pales du rotor de queue

Vecteur de forces généralisées
Vecteur de coordonnées généralisées

Matrice de rotation

Rayon du rotor principal (m)

Rayon du rotor de queue (m)

Vecteur de position du c.m. de I’hélicoptere par rapport au
repere inertiel (o, z,y,2) (m)

Distance du centre du rotor (principal ou de queue)

a chaque élément différentiel de pale (m)

Vecteur de position du centre du rotor principal par rapport au
repére (cm, T¢, Ye, 2c) (M)

Vecteur de position du centre du rotor de queue par rapport au
repere (cm, Te, Ye, 2c) (M)

Rapport de vitesses de rotation des rotors

Energie cinétique de I'hélicoptere (J)
Energie cinétique de translation (J)
Energie cinétique de rotation (J)
Poussée du rotor principal (V)
Poussée du rotor de queue (V)



Uy

U2

(0,2,y,2)

(Cm xc;@/c;zc)
(01,21, 91, 21)
(02,$2,y2,22)

TR/ >~ 2 S

Entrée de commande associée au levier collectif
du rotor principal et a la puissance du moteur (m)
Entrée de commande associée au levier collectif
du rotor de queue (m)

Entrée de commande associée a I’angle longitudinal
de pas cyclique B; (rad)

Entrée de commande associée a I’angle latéral

de pas cyclique A; (rad)

Energie potentielle de I’hélicoptere (J)

Energie potentielle gravitationnelle (J)

Energie potentielle élastique (J)

Vitesse de translation de I’hélicoptere (m/s)
Vitesse induite en vol stationnaire (m/s)
Vitesse induite en vol vertical (m/s)
Vitesse induite en vol en palier (m/s)
Vitesse induite en vol général (m/s)

Systeme de référence inertiel

Systéme de référence fixe au c.m. de I'hélicoptere
Systeme de référence fixe au centre du rotor principal
Systeme de référence fixe au centre du rotor de queue

Angle d’attaque des pales du rotor principal (rad)

Angle d’attaque du rotor principal (rad)

Angle d’attaque du fuselage (rad)

Angle d’attaque du plan de lextrémité des pales (rad)
Angle de battement vertical des pales du rotor principal (rad)
Angle latéral de translation (rad)

Angle d’inclinaison de ’articulation de battement des pales
du rotor de queue (rad)

Vecteur d’angles d’Euler de convention zyz (rad)

Angle d’azimut des pales du rotor principal (rad)

Angle d’incidence (rad)

Multiplicateur de Lagrange. Gain

Angle de lacet (rad)

Angle de roulis (rad)

Angle de tangage (rad)

Masse volumique de I'air (kg/m?)



Ym
wr
®o

®1

We

Angle de pas collectif du rotor principal (rad)

Angle de pas collectif du rotor de queue (rad)

Angle moyen de pas par rapport au centre de

rotation du rotor principal (rad)

Angle de torsion linéaire de pales (vrillage) (rad)

Deuxiéme composante du vecteur de forces externes (N - m)
Vecteur de vitesse angulaire de I'hélicoptere par rapport au
repére (cm, ¢, Ye, 2.) (rad/s)



Résumé

Ce mémoire concerne la modélisation et la commande non-linéaires d’un hélicoptere a
modele réduit (VARIO Benzin-Trainer) de I'Université de Technologie de Compiegne.
En ce qui concerne la modélisation, deux modeles généraux a 7-DDL (degrés de liberté)
pour ’hélicoptere en mode de vol libre sont proposés. Le premier modele est Lagrangien
et le deuxieme de Newton-Euler. Ce systéme sous-actionné possede 4 entrées de com-
mande. Lorsque I’hélicopteére est monté sur une plate-forme expérimentale, le systéme
sous-actionné qui en résulte possede 3-DDL et 2 entrées de commande. Le modele
a 3-DDL utilisé pour l'analyse du mode de vol vertical (décollage, montée, vol sta-
tionnaire, descente et atterrissage) est Lagrangien. Les modeles non-linéaires proposés
possedent des caractéristiques spécifiques qui font de leurs études un défi intéressant,
méme dans le cas & 3-DDL. Particulierement les forces aérodynamiques sont exprimées
en fonction des signaux de commande et de matrices qui different de maniere signi-
ficative des formes normalement considérées dans la littérature sur la commande de
systemes mécaniques. En ce qui concerne le systeme a 3-DDL, deux stratégies de com-
mande sont proposées. La premieére est une stratégie a deux phases utilisant une com-
mande passive (1ére phase) et une commande linéarisante (2éme phase). La deuxieme
stratégie concerne uniquement 1’application de la commande linéarisante utilisée dans
la stratégie précédente. Des résultats en simulation (systeme a 3-DDL) illustrent les
développements théoriques. Une étude en simulation de robustesse est faite pour trois
incertitudes paramétriques. Pour les modéles généraux, le vecteur de forces externes
(aérodynamiques) posséde une structure ou les entrées de commande présentent des
formes non-linéaires qui sont négligées dans un premier temps pour la conception d’une
loi de commande, mais qui seront considérées comme des perturbations pour des simu-
lations ultérieures.

Abstract

This report concerns the nonlinear modelling and control of a scale model helicopter
(VARIO Benzin-Trainer) of the Université de Technologie de Compiégne. For the mo-
delling task, two 7-DOF (degrees of freedom) general models used on the free flight
mode of the helicopter are proposed. The first one is a Lagrangian model and the
second one a Newton-Euler model. This underactuated system has 4 control inputs.
When the helicopter is mounted on an experimental platform the system is underactua-
ted with 3-DOF and 2 control inputs. The 3-DOF used for the vertical flight analysis
(take-off, climbing, hover, descent and landing) is a Lagrangian one. The proposed
nonlinear models possess quite specific features which make its studies an interesting
challenge, even in the 3-DOF case. In particular aerodynamical forces result in input
signals and matrices which significantly differ from what is usually considered in the



literature on mechanical systems control. For the 3-DOF system, two control strategies
are proposed. The first one is a 2-phase strategy using a passive control (1st phase)
and a linearizing control (2nd phase). The second strategy only concerns the lineari-
zing control used in the previous strategy. Numerical results (3-DOF system) illustrate
the theoretical developments. A numerical study for three parametric uncertainties is
provided to illustrate the robustness of the proposed controllers. The external forces
(aerodynamical) vector in the case of the general models possesses a specific structure
where the control inputs result in nonlinear forms that are initially neglected for the
design of the control law, but that will be considered as disturbances for subsequent
simulations.
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Introduction

L’intérét global de ce travail concerne la modélisation non-linéaire et la commande
non-linéaire d’un hélicoptere a modele réduit VARIO Benzin-Trainer de "THEUDIASYC
(Université de Technologie de Compiegne) qui est montre dans la figure 1.1 ou il réalise
un vol en palier.

Fic. 1.1 — L’Hélicoptere VARIO Benzin-Trainer.

Parmi les objectifs de ce travail nous pouvons mentionner I’obtention d’un modéle
général a 7-DDL (Degrés De Liberté) pour étre utilisé dans le vol libre autonome de
I’hélicoptere (cas du vol en palier par exemple). Nous développons un modele d’ordre
réduit a 3-DDL pour le cas particulier lorsque 1’hélicoptére est monté sur une plate-
forme expérimentale ol le vol vertical (décollage, montée, vol stationnaire, descente et
atterrissage) peut étre étudié. Bien que ce modele & 3-DDL soit simplifié, il présente
des défis intéressants vis-a-vis des non linéarités, des forces aérodynamiques et de la
condition de systeme sous-actionné. En tant que systeme dynamique, un hélicoptere
doit travailler suivant le cahier de charges de son utilisateur (le pilote) définissant la
vitesse relative de I’air, l'altitude, le taux de montée ou de descente, ’angle latéral de
translation, ainsi que plusieurs parametres limitant I’évolution du systéme [33]. Nous
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nous intéressons a la commande automatique d’hélicopteres sans pilote (étre humain).
Pourtant il existe un cahier de charges a respecter et I’évolution du systeme doit se
développer suivant certaines spécifications données a ’avance tout en étant capable de
réagir de maniere automatique aux perturbations externes. L’assistance au pilotage ou
la simulation du vol, le modele de I’hélicoptere et la commande non-linéaires y sont
impliqués représente une application potentielle importante de ce travail.

Le premier pas pour atteindre le but d’une commande automatique d’un hélicoptere
concerne l'obtention d’un modele du systeme. L’obtention d’un modele dynamique pour
un systéeme comme celui-ci implique la connaissance de plusieurs aspects liés a son
comportement, tels que 'aérodynamique des rotors, des stabilisateurs et du corps de
I’hélicoptere ainsi que des aspects mécaniques concernant la dynamique du corps rigide
et les représentations de leur mouvements dans des reperes différents. Il est difficile
d’obtenir avec une grande précision les équations de mouvement d’un hélicoptere car
il s’agit d’un systeme ayant un nombre de dégrés de liberté important qui évolue dans
un milieu tres perturbé. Le systeme présente aussi des couplages entre les variables
d’état et il est soumis a plusieurs phénomenes d’origine aérodynamique qui ne sont
pas faciles de modéliser; le modele dynamique du systeme aura donc une certaine
imprécision. Le développement d’une loi de commande pour un hélicoptére peut poser
des problemes difficiles a résoudre étant donné le nombre considérable de degrés de
liberté. En plus, I'instabilité d’un hélicoptere a modele réduit est plus significative que
celle d'un hélicoptere réel, du fait de la différence de tailles. Au niveau théorique, les
difficultés principales de conception de lois de commande stables pour les hélicopteres
ont leur origine dans les non-linéarités et couplages (partie mécanique solide) et dans le
fait que les entrées ne sont ni des forces ni des couples mais des déplacements de certains
éléments qui entrainent la dynamique a travers des forces/couples aérodynamiques.
Les deux systemes (a 7-DDL et & 3-DDL) représentent des systémes sous-actionnés
ol le vecteur d’entrées u € IR* pour le modele général et u € IR* pour le modele
sur la plateforme. Les modeéles non-linéaires proposés présentent des caractéristiques
spécifiques qui font de leur étude un défi intéressant. En particulier, la forme des forces
aérodynamiques a une représentation des signaux d’entrée et des matrices qui differe
de maniere significative de ce qui est normalement considéré dans la littérature sur
la commande de systemes mécaniques. De plus les entrées de commande sont prises
comme les vrais entrées (mécaniques) de I’hélicopteére (les déplacements ou “collectifs”
des plateaux cycliques des rotors principal et de queue et les angles longitudinal et
latéral de pas cyclique du rotor principal).

L’intérét pour commander de fagon automatique plusieurs types de systemes de vol
autonome (appelés drones) parmis lesquels nous trouvons les hélicoptéres a augmenté
pendant les dix derniéres années a cause des applications potentielles importantes. Les
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hélicopteres constituent une classe spécifique de drones du fait des caractéristiques dy-
namiques particulieres qui ne permettent pas de les classifier parmi les systemes VTOL
(Vertical Take-Off and Landing) [26]. Parmi les domaines ot ces systémes sont utilisés
nous pouvons mentionner la surveillance, ’arrosage des champs, la reconnaissance et
récupération d’objets dans des terrains peu accessibles, les applications militaires et en
général les taches qui représentent un danger pour le pilote. Nous remarquons que pour
des nombreuses applications, la précision concernant la position de 1’hélicoptére n’est
pas tres importante, par exemple ’arrosage ou la surveillance peuvent se développer a
une hauteur Ay =10 m sans que cela représente un probleme pour ’obtention d’un bon
résultat de I’opération. Il est important de remarquer que la dynamique de vol varie d’un
hélicoptére a un autre en fonction du type de rotor principal qu’il possede, du sens de
rotation des rotors, du nombre de pales, des conditions de vol, du poids de I'hélicoptere
et de plusieurs autres caractéristiques définissant chaque hélicoptere et sa dynamique.
Ceci dit, le modele développé ici présente des propriétés et des caractéristiques qui
semblent suffisamment génériques pour étre adaptées sans obstacle majeur a d’autres
types d’hélicopteres (par exemple les concepts de base d’aérodynamique qui conduisent
a une forme tres particuliere des forces généralisées, restent les mémes quel que soit le
type de rotor).

Nous faisons dans le chapitre 1 une étude de I’état de ’art du sujet en considérant les
aspect de modélisation, de commande et du fait qu’il s’agit d’un systeme sous-actionné.
Nous remarquons que les applications militaires de ce type de systeme donnent une
caractéristique de confidentialité a I'information concernant la modélisation et la com-
mande des hélicopteres. L’acquisition et I’étude d’information liées a ce sujet ont donc
représenté un probleme d’une certaine importance qui a pris plus de temps que celui
considéré au début du projet.

Une analyse de I'aérodynamique d’un hélicoptere est fortement complexe et im-
plique des aspects (comme les effects des tourbillons, les perturbations provenant des
rafales, les aspects de performance, étc.) qui, pour les objectifs de la modélisation et de
la commande, ne sont pas considérés dans ce travail. Nous présentons dans le chapitre
2 les aspects aérodynamiques généraux des hélicopteres en remarquant les similitudes
et les différences entre les modes de vol. Nous calculons pour un cas général de vol
en 3 dimensions les expressions des forces et des couples aérodynamiques des rotors
principal et de queue de 1’hélicoptere.

Dans le chapitre 3 nous montrons une modélisation générale pour le systeme a 7-
DDL basée sur 1’énergie du systeme ainsi qu'un modele du type Newton-Euler. Des
hypotheses sont établies afin d’obtenir quelques simplifications du modele pour les cas
de vol a basse vitesse et les expressions des forces et des couples aérodynamiques sont
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simplifiées. Un modele a 3-DDL est ensuite obtenu par la formalisation de Lagrange
a partir du systéeme formé par I’hélicopteére monté sur une plateforme permettant a
I'hélicoptere d’évoluer en vol vertical (décollage, montée, descente et atterrissage). Des
représentations d’état sont données pour chaque modele afin de faciliter leur construc-
tion pour des simulations numériques. Dans le chapitre 4 nous présentons premiérement
les lois de commande utilisées dans le cas du systeme a 3-DDL ou deux stratégies de
commande différentes sont proposées. Une étude de robustesse paramétrique est aussi
présentée ou 3 parametres du modele y sont considérés. Des résultats en simulation pour
le systéeme a 3-DDL sont donnés a afin d’illustrer les développement théoriques. Les
idées de base pour la conception d’une stratégie de commande du systeme a 7-DDL sont
présentées. La premiere phase du probleme de commande du systeme a 7-DDL concer-
nant le systéme sous contrainte (z = L) est résolue. Cette phase concerne I’hélicoptére
au sol pour lequel un probleme de régulation avant le décollage s’impose.

Des annexes sont données a la fin de ce rapport comme complément d’information
sur certaines caractéristiques de 'hélicoptéere VARIO, comme les parameétres physiques
de I'hélicoptere et le calcul du tenseur d’inertie du fuselage ainsi que sur quelques
concepts de base sur la théorie des systemes passifs.



Chapitre 1

Etat de ’Art

Nous présentons cette étude de I’état de ’art en deux parties, initialement celle qui
concerne la modelisation et la commande des hélicopteres et ensuite celle des systemes
mécaniques sous-actionnés (SMS-A). Le vol des hélicopteres peut se produire avec des
modes différents de vol, dans une, deux ou trois directions et avec des conditions tres
différentes dans chaque mode. Pourtant, dans la littérature concernant I’aérodynamique
des hélicopteres [52] [36], les cas analysés les plus importantes sont ceux du vol vertical,
du vol stationnaire et du vol en palier.

On remarque que dans la plupart des travaux analysés, les auteurs considerent leurs
études dans des conditions de vol stationnaire ol pres de ces conditions particulieres.
D’autre part, la dynamique des pales est souvent négligée.

1.1 Modélisation et Commande

Dans [33] 'hélicoptere est défini comme étant constitué de plusieurs sous-sytemes
(fuselage, rotors, moteur, etc.) interagissant entre eux. Les équations gouvernant le
comportement de ces interactions sont présentés sous la forme d’équations différentielles
non linéaires :

i f(z,u,t) (1.1)

21
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avec les conditions initiales z(0) = zy. Dans (1.1) z(¢) est le vecteur d’état, u(t) est
le vecteur d’entrées de commande, t est le temps et f(-) est une fonction non linéaire du
mouvement de 1’hélicoptere, des entrées et des perturbations externes. Afin de trouver
une solution au probleme de stabilité de 1’hélicoptere une linéarisation au tour d’un
point de fonctionnement est proposée en [33]. Ce point de fonctionnement est défini
comme une condition particulaire d’équilibre (de I’anglais Trim condition) du systéme
donné par l'expression f(x.,u.) = 0 ou I'indice e concerne la condition d’équilibre.

Dans [33] et [36] les dérivées du mouvement sont utilisées afin de formuler la force
totale et le couple total sous ’hypothese d’une représentation du rotor comme étant
un systeme completement linéaire. Cette approche a été établie des 1911. Elle est
basée sur I’idée que les forces et couples aérodynamiques peuvent étre exprimés comme
une fonction analytique multidimensionnelle du mouvement du systeme par rapport
a une condition d’équilibre. Pour des petits mouvements, les termes linéaires seront
les dominants et une approximation (linéarisation) pourra étre faite. Par exemple si L
représente le couple de roulis, alors :

ou u,v,w sont les vitesses de translation, p et g sont les dérivées instantanées de
deux angles d’Euler. Les hélicopteres sont des systemes dynamiques non linéaires a
plusieurs variables; cependant, dans la plupart des travaux concernant les études sur
la modélisation et la commande de ces systémes, des techniques de linéarisation pour
concevoir des lois de commande ont été utilisées par exemple par [9], [19], [40] et [22] qui
arrivent a un modele linéaire invariant dans le temps du type montré dans 1’équation

(1.3).

(1.3)

Le modele de base utilisé par [9] est un modele non linéaire de I'hélicoptere Westland
Lynz qui n’est pas montré dans I'article. Le vecteur x = [v w ¢ 0 v p 7 ¢ a1s bys]”
représente le vecteur d’état et le vecteur d’entrées est u = [0,, a1 by 6;]T, avec v, v
et w les vitesses en palier, latérale et verticale, respectivement ; p, ¢ et r les vitesses
angulaires de roulis, de tangage et de lacet, respectivement ; 6 et ¢ sont les angles de
tangage et de roulis, respectivement ; a1 et b5 sont respectivement les angles latéral
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et longitudinal de battement vertical, 6,, est le pas collectif du rotor principal; a; et
b, sont les pas cycliques latéral et longitudinal et 6, est le pas collectif du rotor de
queue. [19] utilise un modele & deux dégrés de liberté correspondant aux rotations
verticale et horizontale produites par des moteurs électriques. Le vecteur d’état est
x = [Ay AY Ap Ad Awy Awr|T, ot 1 est angle de lacet, ¢ est celui de tangage,
wyr est la vitesse de rotation du rotor principal et wr est celle du rotor de queue. Le
vecteur d’entrées dans ce cas a deux composantes, celles des tensions électriques des
moteurs. [19] présente deux méthodes pour stabiliser le systeme :

— Stabilisation H* et
— Stabilisation quadratique.

Une comparaison des deux méthodes montre que la variation de ’angle de pas
dans le temps est completement bruitée lorsque la méthode de stabilisation H* est
utilisée. La méthode quadratique est donc préférable dans ce cas. Apres avoir fait une
linéarisation numérique pour les vitesses de vol en palier de 80 et 140 noeuds, [40] utilise
plusieurs modeles linéaires de 1'hélicoptere UH-60 (The Black Hawk Helicopter). La
dynamique du fuselage est décrite par un modele de vecteur d’état a neuf composantes
r=uvwpqgr O ¢ P’ ou u, vet w sont les états de vitesse linéaire; p, q et
r sont les états de rotation et 6, ¢ et 1 sont les états angulaires. La dynamique de
I’ensemble fuselage-rotor est décrite par deux modeles de vecteurs d’état a 24 et a 26
composantes. Des lois de commande basés sur ’analyse H°® sont proposés et comparés
tout en respectant une spécification militaire pour les hélicopteres !.

Dans [22] nous trouvons un systéme a six dégrés de liberté correspondant aux trois
forces dans les directions z, y et z et aux trois couples dans chacune des directions
précédentes. Le systeme est linéarisé en utilisant une expansion en séries de Taylor.
Il s’agit d’un systeéme qui évolue pres des conditions du vol stationnaire. Le vecteur
d’état est donné par z = [ y 2 ¢ p 6 q r|*, ou les trois premitres composantes
sont les vitesses dans les directions z, y et 2z, ¢ est 'angle de roulis, p est le taux
de variation de ’angle de roulis, c’est a dire p = Z—‘f, f est 'angle de tangage et son
taux de variation est ¢, finalement r est le taux de variation de 'angle de lacet. Le
vecteur d’entrées est u = [fy; Or Ay B;]" ou 6y et O sont les angles de pas collectif
des rotors principal et de queue et A; et B; sont les angles de pas cyclique latéral et
longitudinal, respectivement. [22] néglige le mouvement de battement vertical des pales
du rotor principal qui est considéré donc rigide. Les auteurs utilisent des expressions
des forces et des couples proposées par [36] pour décrire le mouvement de I’hélicoptere.
Un régulateur numérique est synthétisé en utilisant la théorie LQG (Linear Quadratic

1ADS-33C, Handling Qualities Requirements for Military Rotorcraft.
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Gaussian). D’autres auteurs ont travaillé avec des modeles non linéaires [43], [21] et
[20].

Dans [43] un modele non linéaire valable pour des conditions de vol stationnaire et
pour des faibles vitesses est utilisé mais il n’est pas montré dans l'article. En ce qui
concerne le calcul des équations du mouvement de I’hélicoptere, le méme principe que
celui utilisé par [22] est pris en compte. Le vecteur d’entrées est aussi le méme que celui
de [22]. Une comparaison de trois méthodologies de commande pour un hélicoptere est
présentée en considérant :

— Commande robuste multi-variable (u-synthese),
— Commande par logique floue et
— Linéarisation par feedback.

L’intérét de cette comparaison est d’utiliser le type de commande qui soit le mieux
adapté au mode de vol de I’hélicoptere car les conditions de vol varient d’un mode
a un autre. Les commandes robuste et floue sont limitées pour des conditions de vol
stationnaire tandis que la linéarisation par feedback peut s’appliquer a une variété de
modes de vol plus importante. Un systéeme de gestion du vol de véhicules (FVMS,
Flight Vehicle Management System) est légerement présenté. Le FVMS est chargé de
selectionner le type de commande a utiliser en dépendant des conditions de vol et du
comportement souhaité. Des techniques de commande hybride sont donc envisagées
dans cet article. Dans [21] et [20] le modeéle donné en (1.4) a été utilisé et obtenu par
une formulation de Newton-Euler. Le vecteur d’état est donné par z = [P V R w|” ou
P et V sont la position et la vitesse du centre de masse de I’hélicoptére par rapport
a un systeme de référence inertiel, R est la matrice de rotation qui permet le passage
entre les reperes inertiel et celui qui est fixe a I’hélicoptere et w est la vitesse angulaire
de I'hélicoptere. Le vecteur d’entrées est le méme que celui donné par [22] et [43].

P 1%

v LR +b

; m J;% 19 (1.4)
W I~ (7% — WP x Tw?)

~

olt f° et 7° sont les forces et couples appliquées & I’hélicoptere, by = [0 0 1]7, & =
RTR et I est la matrice d’inertie. En ce qui concerne le calcul des forces et des couples
[21] utilise le mémes expressions que [36] et [22]. Une modification du modele a été faite
a cause de la présence d'une dynamique interne instable trouvée lors d’un processus de
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linéarisation entrée-sortie. Le modele est modifié en négligeant les couplages entre les
forces et les couples et il est ensuite linéarisé en prenant comme sorties les positions
et 'angle de tangage. Une commande dite approximative est donc trouvée pour faire
la poursuite d’'une trajectoire bornée du modele complet. Nous remarquons que les
auteurs montrent que pour ce type de systémes, une linéarisation entrée-sortie qui
consideére plusieurs choix de sorties n’est pas possible car elle aboutit a une dynamique
interne instable.

[20] présente le FVMS d’une maniere plus détaillée que celle trouvée dans [43] en
proposant une formulation hybride de la commande qui considere les trois cas donnés
par [43] en intégrant la dynamique du systéme et les lois de commande continues avec
le module discret du FVMS chargé de la planification et de la prise de décisions. Parmi
les commandes proposées par [43], nous trouvons celle basée sur la logique floue. [35] a
étudié une commande de ce type qui utilise aussi ’approche des algorithmes génétiques
pour commander le vol des hélicopteres du type UH-1. Le modele considéré a dix dégrés
de liberté (six pour le corps de I'hélicoptere, trois pour le battement vertical du rotor
principal et un pour la rotation de ce rotor); cependant, le modele n’est pas donné
dans D’article.

D’autres techniques ont été utilisées pour résoudre le probleme du vol autonome des
hélicopteres comme dans [7] ou les auteurs cherchent & mettre un hélicoptere a modele
réduit en vol stationnaire stable en s’appuyant sur un systeme inertiel de navigation INS
(de langlais Inertial Navigation System) pour construire un réseau neuronal qui utilise
les données provenant du INS pour générer des commandes pour le vol stationnaire. [3]
utilise des algorithmes pour évaluer et concevoir des commandes (avec une structure du
type réseau neuronal) sous des distributions de modeles Markoviens afin d’appliquer des
méthodes de recherche de politiques d’apprentissage renforcé au cas du vol autonome
d’hélicopteres.

Nous trouvons peu de travaux qui utilisent des techniques de commande non linéaire
comme dans [17] et [45] qui utilisent le méme modele d’hélicoptére donné par les
équations (1.5), (1.6) et (1.7). Ce modele a été proposé pour représenter un hélicoptére
X-Cell 50 a modele réduit.

i = f(r) + g1()ur + go(v)uz
y=Cx

10000
C‘l00001]
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T2
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Dans ce modele, le vecteur d’état est = [z 2 w 60, 6] et celui d’entrées est
u = [u; ug)” ol z est la hauteur par rapport au sol, w est la vitesse de rotation du
rotor principal, 6. est I’angle de pas collectif, u; est associée au débit du combustible
du moteur, uy est associée au pas collectif du rotor principal et les a;, i = 1...15 sont
des parametres du systéme. [17] propose une application pour le cas de vol vertical afin
de stabiliser le systeme en altitude. La méthode directe de Lyapunov est utilisée pour
verifier la stabilité du systéme sous les conditions de vol stationnaire. La technique de
backstepping est utilisé pour la synthese de la loi de commande robuste en attendant
une stabilité semiglobale du systéme (région oul I’angle de pas n’est pas nul). [45] comme
[17] propose une application pour le cas de vol vertical afin de stabiliser le systéme en
altitude. Cette application est basée sur une stratégie de commande du type modes
glissants lorsque le systeme est proche des conditions de vol stationnaire et 1'effet du
sol est négligé. Afin de réduire le bruit des variables d’entrée, [45] propose un schéma
de conception basé sur une hypothéese qui considere le systéeme de départ comme étant
un systeme linéarisable entierement par feedback statique.

Le modele donné par ’équation (1.8) est obtenu par une modélisation de Newton-
Euler proposé par [27].

P v
mV _ RTyer + RTres + mge, (1.8)
7 w0 )
0 Q x IQ+TM(€T X lM) —|—TMy(€y X lT) - Que, — QTey — ﬂK(eT X ez)

ou P et V sont les vecteur de position et de vitesse de I'hélicoptere, T est la force
de poussée du rotor de queue, I est le tenseur d’inertie du fuselage, I, et I sont les
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vecteurs de position des centres des rotors principal et de queue, 7 est le vecteur d’angles
d’Euler, ) est le vecteur de vitesse angulaire du rotor principal, R est une matrice de
rotation qui relie le syteme de référence inertiel avec celui du corp de I'hélicoptere, Qs
et QT sont les couples de trainée sur les rotors principal et de queue, S est 'angle de
battement vertical, T, est la force de poussée et K est la raideur des pales du rotor
principal. Ce modele est tres proche de celui proposé par [21] dans ’équation (1.4). Le
modele de [27] considére en plus les aspects suivants :

— L’effet de la force de poussée du rotor de queue Ty et
— La présence du couple produit par la force de restitution des pales du rotor
principal lors de leur déformation SK (er X e,).

Dans [28], une formulation de Lagrange est utilisée et le modele (1.9) est obtenu.
Dans ce modele I’énergie cinétique de rotation du rotor de queue n’est pas prise en
compte 2.

mi + mge, = F, = uG(n)

i+ Cln, )iy = (1.9)

ou 7 est le vecteur d’accélération de I’hélicoptere, F). est la premiere composante du
vecteur de forces généralisées, u et 7 sont des entrées de commande, 7 est le vecteur
d’angles d’Euler, G(n) est une fonction des angles d’Euler, C est la matrice de Coriolis
et 7 est la deuxiéme composante du vecteur de forces généralisées. [28] néglige la plupart
des effets aérodynamiques trouvés dans les hélicopteres réels. Un algorithme basé sur la
technique du backstepping de commande pour la poursuite de trajectoires est proposé.
Nous observons que l'intérét pour la modélisation et la commande d’hélicopteres est
assez répandu depuis plus de dix ans. Des techniques plus complexes comme I’analyse
aéroélastique 2 ont été utilisées dans ce sujet par [8] et par [48] dans le cas de la
stabilisation des rotors.

Dans [8], les auteurs développent un modele de I’hélicoptére AH-64A qui n’est pas
donné dans l'article du fait qu’il s’agit de I'information confidentielle d’un hélicoptere
de la compagnie américaine McDonnell Douglas Helicopter. Le modele est généré par
un logiciel sophistiqué appelé CAMRAD qui fait ’analyse d’hélicopteres. Dans [48], le

2L’énergie cinétique de rotation du rotor de queue peut étre plus de 20 fois plus importante que
celle du fuselage.

3Une analyse aéroélastique d’un hélicoptere implique généralement les problemes suivantes : 1.
Aérodynamique complexe du rotor, 2. Interaction aérodynamique entre le rotor et le fuselage, 3.
Dynamique structurelle du rotor et 4. Phénomenes dynamiques de couplage entre le rotor et le fuselage.



28 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

but est d’appliquer une analyse aéroélastique & un rotor rigide (sans articulation de
battement vertical) en vol stationnaire afin de prédire la stabilité du rotor du point
de vue de la torsion produite par le battement et par le décalage des pales. L’ana-
lyse aéroélastique de stabilité d’hélicopteéres HELSA (Helicopter Stability Analysis) est
utilisée pour le cas d’un rotor isolé. Le modele du rotor considere qu’il existe une flexi-
bilité des pales dans la direction de la variation de ’angle de pas. Cette flexibilité est
modélisée par des angles de conicité, de battement et de flexion.

La considération de la flexibilité des pales du rotor principal a été aussi prise en
compte par [39] qui modélise le battement vertical des pales par un ressort. [39] propose
un modele linéaire pour calculer la correction du retard de ’angle de phase par la
présence d’un offset de I'articulation de I’angle de battement vertical pour I’hélicoptere
UH-60. Le retard est modélisé en simulation par un filtre de premier ordre, qui sert
a calculer les valeurs instantanées des coefficients aérodynamiques (dans un repere
tournant) de chaque élément différentiel des pales avant d’étre utilisés pour le calcul
des forces et des couples aérodynamiques. La correction de I’angle de phase est utilisée
dans un deuxiéme modele (non linéaire) afin de compenser des effets aérodynamiques
instables (distorsion du sillage, vortex, compressibilité). Une analyse aéroélastique ou
des corrections de ’angle de phase pourraient nous donnér un modele plus proche de
la réalité; cependant, la commande pourrait étre plus compliquée a synthétiser. Des
telles analyses ne sont donc pas intéressantes pour nos objectifs de modélisation et de
commande.

L’étude de I'état de I’art que nous présentons dans ce rapport a été limitée car la
caractéristique de confidentialité de I'information du sujet ne nous a pas permis d’en
faire davantage.

1.2 Systemes Mécaniques Sous-actionnés (SMS-A)

Le nombre de degrés de liberté d’'un SMS-A est inférieur au nombre d’entrées de
commande (¢ € IR", u € IR™ et m < n). Le probléeme de commande devient donc
plus difficile que celui des systemes completement actionnés pour lesquels des tech-
niques déja connues peuvent étre appliquées (backstepping, forwarding, linéarisation
par feedback, etc.). Ces techniques ne sont pas applicables a la généralité des SMS-A.
La conception du systéeme (I’Acrobot [15] ou le Pendubot [51]), les robots mobiles ou
les robots sous-marins [24], le modéle mathématique utilisé ou application du systéme
sont a ’origine de certains systeémes sous-actionnés. D’autre part, lorsque nous devons
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respecter la consigne de diminuer le poids, la consommation d’énergie ou le coiit du
systéme, un systéme sous-actionné en résulte.

Lorsque le systeme sous-actionné est un systéeme mécanique, il peut se représenter
par un modele Lagrangien de la forme [51] :

M(q)§+C(q,4)q +G(q) = B(g)T (1.10)

ou M € IR™" est la matrice d’inertie, C' € IR™*" est celle de Coriolis, G € IR" est le
vecteur de gravité, B € IR"*™ est de rang plein, g € IR" est le vecteur de coordonnées
généralisées et 7 € IR™ est la vecteur de forces généralisées d’entrée (m < n). En
général une partition du vecteur ¢ = [¢7 ¢I |7 peut étre faite avec ¢; € IR™ ™ les ddl
non-actionnés et ¢, € IR™ les ddl actionnés. L’équation (1.10) s’écrira donc

Mgy + Mi2go + hi(g1, 41592, G2) + ¢1(q1,92) =0
=b

. . 5 ; 1.11
Mo Gy + Maogo + ho(q1, 61, 92, G2) + d2(q1, ¢2) ( )

(q1,q2)T

ol h; inclut les termes de Coriolis et centrifuges, ¢; contient les termes associés a
I’énergie potentielle et la matrice b € IR™ ™ est inversible. A partir de I’équation (1.11)
une linéarisation partielle par feedback (Collocated Partial Feedback Linearization) peut
étre réalisée comme dans les cas de [30], [38], [44], [51] et [55]. Cette linéarisation peut
s’interpréter comme une linéarisation entrée-sortie par rapport a la sortie y = ¢y. Apres
la linéarisation, (1.11) prend la forme suivante :

Mgy + hi(q1, 41, @2, G2) + ¢1(q1, g2) = —Miou (1.12)
Go = u )

ol u est une nouvelle commande & déterminer. Dans (1.11), I’équation dynamique
des ddl non-actionnés représente n — m contraintes non-holonomes en ¢, ¢ et § (c’est a
dire de 2éme ordre). Des conditions nécessaires et suffisantes pour I'intégrabilité par-
tielle et complete de ces contraintes sont données dans [30] pour un manipulateur.
Dans [55], une extension des résultats de [30] aux cas de véhicules est donnée en par-
ticulier pour un bateau sous-actionné qui prend en compte un terme d’amortissement.
[38] étend les résultats précédents suivant ’approche de la geométrie différentielle, ces
résultats sont appliqués aussi au bateau de [55].
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Si le systeme sous-actionné remplit les conditions d’intégrabilité, il représente soit
un sytéme avec des contraintes non-holonomes d’ordre 1 (intégrabilité partielle), soit
un systéme avec des contraintes holonomes (intégrabilité complete). [55] établit un
résultat qui vérifie la non-existence d’une loi de commande par retour d’état de classe
C! qui puisse rendre un point d’équilibre du systéme sous-actionné asymptotiquement
stable. Dans [30] la stabilité asymptotique est associée & une variété d’équilibre ou les
¢; = 0, 1 = 1...n. Dans le cadre de I’hélicoptéere, nous ne nous intéressons pas a une
linéarisation du modele, mais plutot a la conception des lois de commande non-linéaires.
Les propriétés physiques du systeme ainsi que les effets des variations de I’état sur son
comportement réel sont a prendre en compte dans cette conception. Nous ne pouvons
donc pas utiliser les résultats de [30] ou de [55] ol une variété ou un point d’équilibre
sont impliqués car une telle condition représenterait une configuration du genre v = 0.
Il est clair que cette condition ne doit jamais se présenter lorsque 1’hélicoptere est en
mode de vol.

Pour certains systémes sous-actionnés une stratégie de commande hybride a été
considérée. Dans [51] 'utilisation d’une commande non-linéaire est proposée pour ame-
ner le systéme (le Pendubot) dans un voisinage d’un point d’équilibre, ensuite une com-
mutation vers une loi de commande linéaire est faite afin de stabiliser le systeme autour
de ce point d’équilibre. Dans [20] et [43], trois techniques de commande sont proposées
en fonction du mode de vol de I'hélicoptere. Une telle stratégie de commande (hybride)
peut en principe étre considérée dans notre probleme. L’utilisation d’une loi de com-
mande en boucle ouverte par [10] nous permet d’apercevoir que méme si le systéme
est complétement commandable [4], [49] le probléeme de commande pour les SMS-A est
encore difficile & résoudre. Des lois de commande en boucle ouverte ou bien disconti-
nues ou variant dans le temps ont été envisagées dans [10] lorsque la stabilisation du
systeme autour d’un point d’équilibre n’est pas possible.

Le terme de dérive f(z) dans une équation d’état telle que (1.5), rend la conception
d’une loi de commande plus compliquée. En fait, dans le domaine des systémes non-
linéaires avec dérive, I’accessibilité n’implique pas la commandabilité [10]. La propriété
de STLC Small-time Local Controllability introduite par [53] est donc souvent utilisée
afin de vérifier la commandabilité du systéme comme dans [38]. D’autres auteurs ont
travaillé avec une autre classe de SMS-A. [41] s’intéresse au probléeme de la reorientation
3D d’un vaisseau spatial multi-corps sous-actionné. [24] travaille aussi dans le cas des
véhicules sous-marins. Ces problémes sont trés particuliers comme celui de 'hélicoptére
peut I’étre. Les résultats trouvés dans ces travaux ne sont donc pas applicables a notre
probléeme.

Dans [29] une stabilisation asymptotique vers une variété d’équilibre (ou les couples
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7 = 0) est proposée car pour construire une loi de commande par feedback stabilisant
le systeme, une des conditions nécessaires pour l’existance d’une loi de commande
C* proposée par [5] n’est pas remplie. Une stabilisation vers une telle variété n’est
pas applicable au cas de I’hélicoptére car nous ne pouvons pas parler de point ou des
variétés d’équilibre du systéme (¥ = 0 ou 7 = 0).
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Chapitre 2

Aérodynamique des Hélicopteres

Les systemes concus pour décoller et/ou pour atterrir en une trés courte distance
ou de facon verticale sont connus sous plusieurs acronymes !. Un hélicoptere est un
systeme capable de décoller et d’atterrir verticalement. Cependant, les hélicopteres ne
sont pas généralement comptés parmis les systemes VTOL car la sustentation et la
force de poussée sont produites par le rotor principal au lieu de 1’étre par une aile fixe
et par un éjecteur séparé [26].

Nous présentons dans ce chapitre une description générale d’'un hélicoptere, des
forces et des couples d’origine aérodynamique et des parametres définissant la dyna-
mique du systeme.

Contrairement a la généralité de travaux concernant la commande de systemes
mécaniques qui utilisent les forces et les couples externes appliqués au systéme comme
les entrées de commande, nous utiliserons les entrées mécaniques réelles de ’hélicoptere
que nous décrivons dans la section 2.3.

Contrairement aux travaux qui sont focalisés sur des cas particuliers de vol (sta-
tionnaire, vertical ou en palier) [22], [36], [45], les expressions des forces et des couples
aérodynamiques ainsi que celle concernant la vitesse induite sont calculées pour des
conditions de vol général 3D de I’hélicoptere.

1V/STOL (Vertical or Short Take-off and Landing), STOL (Short Take-off and Landing), VTOL
(Vertical Take-off and Landing), STOVL (Short Take-off and Vertical Landing) and ASTOVL (Ad-
vanced Short Take-off and Vertical Landing).

33
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2.1 Généralités

Pour analyser les aspects aérodynamiques d’'un hélicoptere, considérons d’abord la
figure 2.1 ou les parties les plus significatives de ’hélicoptere pour notre étude sont
signalées.

Rotor Principal

HEUDIASYC

Fuselage

Fic. 2.1 - Les Rotors et le Fuselage d’un
Hélicoptere.

Le rotor principal génere la force de sustentation permettant a I’hélicoptere de
décoller et de se maintenir a une certaine hauteur; c’est a dire, de voler. Etant donné
que I’hélicoptere représente un systeme pour lequel le moment cinétique autour de I’axe
de rotation du rotor principal se conserve, le rotor de queue sert & produire le couple
qui annule celui de renversement généré lors de la rotation des pales du rotor principal
et qui ferait faire au fuselage des rotations contraires a celles du rotor principal si le
rotor de queue n’existerait pas.

Le fuselage est la partie de I'hélicoptere qui représente la masse la plus significa-
tive du systeme et I’énergie cinétique de rotation la plus faible (voir annexe D). Le
comportement de I’hélicoptere est naturellement dominé par les rotors principal et de
queue. Dans la figure 2.2 nous montrons les différents reperes qui seront utilisés par la
suite. Il faut remarquer que pour chaque rotor, le sens de rotation des pales indiqué
dans la figure 2.2 est celui de I’hélicoptere VARIO et qu’il existe des hélicopteres dont
les sens de rotation des pales sont contraires a ceux-ci [36] [33]. Dans la méme figure
nous observons les angles décrits par les rotations et qui sont connus comme les angles
d’azimut, v pour le rotor principal et 7,7 pour le rotor de queue, avec r, le rapport de
vitesses de rotation des rotors 2 donné par :

2Généralement |r,| > 1. Une valeur fréquemment trouvée est |r,| = 2 [12]. La valeur de r. pour
I’hélicoptere VARIO est donnée dans ’annexe A.
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r— Il @.1)

Dans (2.1) 4 et 4 sont les vitesses angulaires de rotation de rotors de queue et
principal, respectivement. Le signe dans ’équation est choisi afin de respecter le sens
de rotation des rotors.

FiG. 2.2 — Les Systemes de Référence.

Dans le cas général, le centre de masse (c.m.) de I’hélicoptere ne se trouve pas sur un
axe de symétrie. Plusieurs systemes de référence sont donc définis de la fagon suivante :

— Le repere (o,x,y, z) fixe par rapport au sol est inertiel.

— Le repere (cm, x., Y., 2.) est fixé au c.m. de 'hélicoptere qui est considéré comme
un corps rigide.

— Le repere (01,1, ¥, 21) est placé au centre du rotor principal et fixe par rapport
au corps de I’hélicoptere.

— Le repere (02, 9, Y2, 22) est placé au centre du rotor de queue et fixe par rapport
au corps de I’hélicoptere.

Nous observons que 1’axe z; est ’axe de rotation du rotor principal et que I’axe y,
est celui du rotor de queue. Dans la figure 2.2 7y = [zy yn 2m|* et o = [z yr 277
sont les vecteurs de position des rotors principal et de queue, respectivement par
rapport au centre de masse de I'hélicoptere. Dans la littérature traitant les aspects
aérodynamiques des hélicopteres [52], les modes de vol analysés (sans considérer le vol
stationnaire) sont restreints aux modes suivant une seule direction de vol. De maniére
générale et d’apres le nombre de directions nécéssaires lors du vol de I’ hélicoptere,
nous pouvons classer le vol en définissant les cas suivants :
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Le Vol Stationnaire (hover). Il est réalisé lorsque I’hélicoptere reste a une certaine
hauteur constante par rapport au sol en ayant une vitesse de translation pratique-
ment nulle. Dans ce mode de vol, I’hélicoptere a la liberté de faire des rotations
autour de l'axe z..

Les Translations Verticales. Elles sont définies quand I’hélicoptere se déplace dans
deux directions simultanément, par exemple dans les plans zz ou yz ou bien
lorsqu’il fait un vol vertical suivant I’axe z (voir figure 2.2).

Les Translations Horizontales. Elles sont définies de facon similaire aux transla-
tions verticales mais cette fois-ci dans le plan zy ou dans les directions x ou y.
Le vol dans la direction z de la figure 2.2 est connu comme vol en palier (level
flight).

La Translation Spatiale. Elle est développée dans I’espace xyz suivant trois direc-
tions de déplacement.

2.2 Les Forces et Les Couples Aérodynamiques

Les forces et les couples aérodynamiques intervenant lors du vol d’un hélicoptére
sont montrés dans la figure 2.3 [33] [36].

Fi1G. 2.3 — Les Forces et les Couples Aérodynamiques.

La force de poussée principale T} est celle qui garantit la sustentation de I’hélicoptere
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et qui génere a partir de son inclinaison une force de traction permettant la présence de
translations horizontales. Cette inclinaison produit aussi les couples aérodynamiques
de tangage et/ou de lacet comme le résultat d’un bras de levier de la ligne d’action
de T), au centre de masse de I’hélicoptere. Les couples de tangage Cp, de roulis Cg
et de lacet Cy sont avec C); et Cr les couples les plus importants considérés dans
les analyses aérodynamiques des hélicopteres. Les couples de trainée Cj; et Cr sont
générés par les forces de trainée qui agissent sur les pales du rotor principal et du rotor
de queue respectivement. Ces forces de trainée représentent la résistance de l'air que

les pales doivent vaincre lors de leur rotation.

Nous pouvons faire varier le couple de lacet C'y en fonction de ’orientation souhaitée
de I’hélicoptere ; ce couple est produit par la force de poussée du rotor de queue 17 qui
a sa ligne d’action éloignée du centre de masse de I’hélicoptere.

2.3 Le Plateau Cyclique

OO0 Plateau

! : T 1
! & c.m.
| TLF Lf = Levier collectif
| | Lc = Levier cyclique
! I
C--f - ALC
I \ I R
! |
l
Yz,

F1a. 2.4 — Le Plateau Cyclique.
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Dans un rotor d’hélicoptere, 'inclinaison d’un dispositif appelé le plateau cyclique
produit l'inclinaison de T, par rapport a ’axe de rotation du rotor principal et en
conséquence un couple sur le rotor, soit de tangage, soit de roulis ou une combinaison
des deux. Un schéma du plateau cyclique est montré dans la figure 2.4 oli nous pouvons
observer l'inclinaison de T, par rapport a ’axe z;. Le levier cyclique permet au pilote
d’incliner le plateau cyclique et le levier collectif lui permet de changer ’angle de
pas de toutes les pales de fagon simultanée. L’inclinaison de 7}, a son tour, génere
une composante de cette force connue comme force de traction et une translation
horizontale a lieu. Des couples sont engendrés par la variation cyclique de ’angle de
pas des pales du rotor principal ¢ en fonction de I'angle d’azimut . Ce mouvement
est connu dans la littérature sous le nom de pas cyclique (Feathering). La figure 2.5
montre ’angle de pas d’une pale. Si un changement de vol stationnaire en vol en palier
dans la direction de ’axe x. est souhaité, la procédure antérieure devra se réaliser de
telle facon que I'inclinaison plus importante du plateau cyclique se fasse vers I’avant de
I’hélicoptere. Un changement dans la hauteur du plateau cyclique qui représente une
autre entrée de commande sert a modifier I’angle de pas des pales du rotor principal
de fagon collective et donc a faire varier 'amplitude de la force de sustentation.

Profil de la Pale

F1G. 2.5 — L’Angle de Pas.

Cette variation de ¢ peut s’exprimer en termes d’une série de Fourier [26] [36]. En
prenant en compte les termes d’ordre égal ou inférieur a la premiere harmonique, nous
trouvons 1’équation (2.2) représentant la commande de pas cyclique.

Te

w1 — Ajcosy — Bysiny (2.2)
Ry

©(Te, 7, U1, us, us) = o +

Dans I’équation (2.2) A; et B; sont les angles de pas cyclique latéral et longitudinal
respectivement, ils sont définis par rapport au plan perpendiculaire a ’arbre moteur et
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représentent respectivement les entrées de commande u4 et usz. @y est ’angle moyen de
pas par rapport au centre de rotation, ¢; est ’angle de torsion linéaire des pales, r. est
la distance du centre du rotor a chaque élément différentiel de la pale comme nous le
montrons dans la figure 2.6 et R, est le rayon du rotor principal. A; est positif lorsque
©(0) > ¢(m) et By est positif lorsque ¢(Z) > (3F).

' Elément Différentiel
de la Pale

Fi1G. 2.6 — Les Eléments Différentiels des Pales.

Nous pouvons définir I’angle moyen de pas (g par rapport au centre de rotation de
la fagon suivante (voir figure 2.7) :

Yo = %m (2.3)

ou blys est le bras de levier des pales du rotor principal et u; est 'entrée de com-
mande représentant le levier collectif du rotor principal (voir figure 2.4).
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y .
Support obly .-~
de la Pale .7

1 Levier
Collectif

“Plandela Pale

F1G. 2.7 — Le Bras de Levier des Pales.

La dépendance de ¢ par rapport a r. nous permet d’avoir une idée de la variation
de I'angle de pas au fur et & mesure que nous prenons des éléments différentiels des
pales plus éloignés du centre de rotation.

D’autre part, I’angle ¢y d’'une pale avec torsion linéaire est relié a I’angle de pas de
Pextrémité de la pale ¢; et a I'angle de torsion ¢; par I’équation suivante [36] :

3 3

= —; — — 2.4
®o 2€0t 4<P1 ( )

2.4 Le Battement Vertical des Pales

Lors du vol en palier, un phénomene aérodynamique connu comme battement ver-
tical (flapping) des pales se présente. Il s’agit d’'un battement cyclique des pales du
rotor principal. Le mouvement occasionné par la différence de vitesses relatives de 1’air
sur les profils des pales avangante et reculante produit le battement longitudinal. Le
mouvement produit par 'augmentation de I'angle d’attaque des pales en v = —7 et
par sa diminution en v = 0 est appellé battement latéral [52] [36].

Ce mouvement est défini par ’angle 5 connu comme 'angle de battement vertical
qui est montré dans la figure 2.8.
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m B=9, en vol stationnaire

4

v

FiG. 2.8 — Les Angles de Conicité et de
Battement Vertical.

Le mouvement de battement vertical peut s’exprimer par une série infinie de Fourier
[52] [36]. En négligeant les termes correspondant aux harmoniques d’ordre supérieur
ou égal a 2 car ils ont des effets assez faibles sur les forces et couples aérodynamiques,
nous trouvons 1’équation suivante :

B(v) = ao — azs cosy — by siny (2.5)

ou ag est l'angle de conicité, ai; et b;s sont les angles longitudinal et latéral de
battement vertical, respectivement. Ils sont définis par rapport au plan perpendiculaire
a ’arbre moteur. L’amplitude de a4 est déterminée par le couple de tangage que le rotor
doit produire pour compenser un offset de la position du centre de masse, une force
de sustentation du stabilisateur horizontal et/ou un couple de tangage aérodynamique
sur le fuselage. L’amplitude de by, est celle qui doit équilibrer I’hélicoptere sous ’action
de couples de roulis externes comme celui de la force de poussée du rotor de queue ou
celui produit par un offset latéral de la position du centre de masse. Il a été montré
dans [52] que ce type de mouvement trouve une position d’équilibre des pales du rotor
principal ou le couple transitoire aérodynamique de roulis produit par la différence de
vitesse et donc par la différence de force de poussée des pales avancante et reculante
est constant, égal et opposé au couple centrifuge généré par I’angle de conicité ay.

Quand le battement vertical trouve I’équilibre, la force T, possede une inclinaison
(par rapport a 'arbre moteur) qui est fonction des angles de battement longitudinal
et latéral comme nous pouvons ’observer dans la figure 2.9 ou ’angle de conicité a été
négligé.
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Fic. 2.9 — L’Inclinaison de Ty,
due au Battement Vertical.

Cette inclinaison de Tj; peut s’exprimer en fonction d’un angle maximum de bat-
tement vertical noté [, [27] correspondant a la valeur maximale que I’angle 3 de
I’équation (2.5) peut avoir. Dans la figure 2.9, le vecteur ey détermine ’orientation
de T en fonction des angles longitudinal a;s et latéral b,; de battement vertical lors
d’une condition normale de battement vertical [36] 3. Les composantes du vecteur ep
sont données par ’équation suivante :

1 sin aq, coS by
er = — sin by, cos a4 (2.6)
. 2 . 2
\/1 —sin®ai, sin” by | cosaq, cos by

Nous remarquons que ’angle maximum de battement vertical est exprimé par (2.7).

COS @15 COS by

COS Brnaz = (2.7)
V

1 — sin? ay, sin? by,

3La condition normale de battement vertical se présente lorsque la pale bat vers le haut du coté
du nez et vers le bas du c6té de la queue (a15 > 0) et lorsque elle bat vers le bas du c6té avancant et
vers le haut du coté reculant (bys > 0).



2.4. LE BATTEMENT VERTICAL DES PALES 43

Il a été démontré dans [52] que les mouvements de battement vertical (Flapping)
et celui de pas cyclique (Feathering) sont des mouvements équivalents dans le sens
qu'une variation d’'un dégré en [ produit les mémes effets aérodynamiques qu’une
variation d’un dégré en ¢. Le mouvement de battement vertical peut donc étre eliminé
complétement ou partiellement (quand nous voulons compenser les couples de tangage
et de roulis produits par un offset du centre de masse, par exemple).

Les plans considérés pour I'analyse aérodynamique d’un hélicoptére sont montrés
dans la figure 2.10 ot nous pouvons observer que :

a) = B1 + Qg (28)
by = —(A; — bys) (2.9)
Qs = arpp — Qs (2.10)

ou a; est I’angle longitudinal de battement vertical et b, est I’angle latéral de batte-
ment, exprimés par rapport au plan du plateau cyclique, oy est I’angle d’attaque défini
par rapport au plan perpendiculaire de ’arbre moteur et arpp est I’angle d’attaque
défini par rapport au plan de la trajectoire de I’extremité de la pale.

TPP SPP

v Al
4 61 SPP I
/ i e oy
Ocp’ /% v bs
? X Trajectoire de Vol PP
@/C TPP = Plan de la Trajectoire d¢Extrémité de la Pale TPP = Plan de la Trajectoire d&Extrémité de la Pale
SPP = Plan Perpendiculairea I'arbre moteur

SPP =Plan Perpendiculaire & Arbre Moteur
CP = Plan de Commandé// au Plateau Cyclique) CP = Plan de Command¢/ au Plateau Cyclique)

F1c. 2.10 — Les Plans dans un Hélicoptere.
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Une variation de AB; de I'angle longitudinal de pas cyclique produit une inclinai-
son longitudinale du plan de la trajectoire de l'extrémité de la pale de valeur AB;
approximativement et une légere inclinaison latérale (généralement négligeable) [36].
Une variation de AA; de I'angle latéral de pas cyclique produit une inclinaison latérale
du plan de la trajectoire de ’extrémité de la pale de valeur AA; approximativement
et une légere inclinaison longitudinale (généralement négligeable) [36].

Dans la section suivante nous étudierons les trois modes de vol principaux d’un
hélicoptere et les relations qui définissent les forces et les couples. Il est important de
remarquer que les expressions utilisées par la suite devront servir a la determination
des forces externes appliquées a 1’hélicoptere et donc des forces généralisées du systeme.
Les trois modes sont ceux du vol stationnaire, du vol vertical et du vol en palier.

2.5 Calcul des Forces et Couples Aérodynamiques.

Nous commencons cette section avec une description des modes de vol plus fréquemment
trouvés lors du vol de I’hélicoptere. Ensuite nous passons au calcul des forces et des
couples aérodynamiques.

2.5.1 Les Modes de Vol.

Pour un pilote experimenté, une translation verticale suivant deux ou trois direc-
tions peut faire partie d'un décollage. Un vol général en trois dimentions peut aussi
étre obtenu grace a l’expérience du pilote ; cependant, il existe trois modes de vol ou
I’hélicoptere évolue souvent. Ces modes de vol sont :

Le vol stationnaire. En montée verticale et apres avoir franchi le seuil définissant
Ieffet du sol (HES)*, I’hélicoptére peut rester en vol stationnaire ou la force de
sustentation doit équilibrer le poids de I’hélicoptere mg et la force de trainée D,
sur le fuselage créée par la vitesse induite du rotor principal ®. Cette force de

4Lorsque I’hélicoptere est prés du sol air aspiré par le rotor principal forme une couche d’air
comprimé entre le rotor et le sol. Cet effet est connu comme 'effet de sol et en général il est considéré
nul quand le systéme se trouve & une hauteur égale ou supérieure au diametre du rotor principal.

5La vitesse induite est la vitesse acquise par ’écoulement de ’air dans le rotor. L'effet de cette
vitesse ou simplement ’effet du sillage est tres importante. I1 est considéré dans les travaux concernant
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sustentation correspond a une force de poussée Ty, qui est orientée normalement
(en absence de perturbations) dans la direction negative de 1’axe z (voir figure
2.2).

Le vol vertical. Ce mode de vol commence avec 1’hélicoptere dans I'effet de sol (DES).
Ensuite, le décollage vertical du systeme peut avoir lieu et le systeme évolue en
mode de montée. Le mode de descente verticale précede ’atterrisage. En absence
de perturbations la force de poussée est toujour verticale et en montée elle est
supérieure a la somme du poids de I'hélicopteére et de la force de trainée sur le
fuselage tandis que en descente elle sera inférieure & cette somme.°

Le vol en palier. Nous considérons que ce mode aura lieu dans des conditions HES.
Une inclinaison de la force de poussée par rapport a la verticale produit une
composante horizontale connue comme force de traction qui assure la translation
du systeme dans la direction de vol souhaitée tandis que la composante verticale
de cette force de poussée doit maintenir le systéme a une hauteur constante par
rapport au sol (voir figure 2.16).

Dans chaque cas, la force de poussée du rotor principal doit nous permetre a travers
son inclinaison par rapport a l’axe z. de compenser les couples de roulis ou de tangage
produits par des perturbations. La variation de 'amplitude de la force de poussée du
rotor de queue nous permettra de compenser les couples de lacet de la méme nature.

2.5.2 Forces et Couples.

Généralement les forces et les couples aérodynamiques sont exprimés d’une maniere
normalisée en fonction des coefficients aérodynamiques [33] [36] tels que le coefficient
de poussée ou le rapport de solidité. Dans ce travail nous n’utiliserons pas ces co-
efficients mais les expressions algébriques des amplitudes des forces et des couples
aérodynamiques. Afin d’établir les expressions des forces et des couples aérodynamiques
nous considérons un élément differentiel de pale comme celui montré dans la figure 2.6.
Pour un tel élément ’amplitude de la force de sustentation est donnée par ’équation
suivante.

I’analyse aérodynamique ou par exemple le phénomeéne tansitoire connu comme “pitching-up” est
produit par la vitesse induite lors d’un changement du mode de vol stationnaire en vol en palier [54].

6Une descente trop lente n’est pas conseillée car ’entrée dans un Vortex peut se présenter. Le Vortex
s’annule en amorcant soit une translation, soit une autorotation (Rotor tournant sans entrainement
moteur et diminution immédiate du pas des pales).
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AL = PdClCMATe (211)

ou AL est I'incrément de force de sustentation, P, est la pression dynamique, ¢; =
ac est le coefficient de sustentation, ¢, est la longueur de la corde de la pale et Ar, est
I'incrément de la distance radiale. En écrivant I’équation (2.11) en termes des conditions
de I’élément de pale :

AL = gVﬁaacMAre (2.12)

ol p est la masse volumique de I'air, V7 est la valeur algébrique de la vitesse tangente
a la corde de ’élément de pale, a est la pente de la courbe de la force de sustentation ou
gradient de portance et a est 'angle d’attaque de 1’élément de pale. L’amplitude de la
force de sustentation pour une pale L, et pour une certaine valeur de ’angle d’azimut
du rotor est donc :

Rv AL
Pl Ar,

dr. (2.13)

La force de poussée totale est égale au nombre de pales fois la force moyenne de
sustentation par pale :

Viadr.dy (2.14)

dredy =

Ty =2 [
21 Jo 0 Te

pPPMACy /2” Ru
A A7 0o Jo

Nous avons considéré que p est constante, que a est constante dans la direction
de la longueur des pales et que cj; est constant suivant la largeur des pales. L’angle
d’attaque de la pale « est défini par I’équation suivante [36] :

a=p+ arctan(“;—;) (2.15)

ou ¢ est défini par I’équation (2.2) et Vp est la valeur algébrique de la vitesse
perpendiculaire a la pale dans le plan contenant 1’axe de ’arbre moteur. Les vitesses
Vr et Vp sont illustrées dans la figure 2.11.
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Extrados

| arbre
moteur

Intrados

Fic. 2.11 — Les Vitesses Tangentielle et Perpendiculaire.

Nous pouvons donc écrire :

2t rR Vi
Ty = 2E [T [ VR + VR arctan(3 2] dredy
47 0 Jo Vr

Dans I’annexe C de ce rapport les développements de quelques termes tels que V2

(équation (C.1)) et VrVp (équation (C.2)) sont donnés.

47

(2.16)

Considérons maintenant la figure 2.12 qui nous servira a déterminer les termes
formant les vitesses Vp et V. Ici V est le vecteur de vitesse relative de translation de
I’hélicoptere en trois dimensions dont son amplitude est exprimée par ’équation (2.17),
Vi, est le vecteur de vitesse parallele au plan de rotation du rotor, o est considéré negatif
lors d’une translation en montée ou lors du vol en palier car I’hélicoptere vole en avant
le nez incliné (voir figure 2.16) et § est angle latéral de translation par rapport a I’axe

longitudinal de I’hélicoptere.



48 CHAPITRE 2. AERODYNAMIQUE DES HELICOPTERES

FiGc. 2.12 — Les Composantes de la Vitesse sur le Rotor Principal.

VIV = 3% + 2 + 22 (2.17)

Dans la détermination des forces et des couples aérodynamiques, la vitesse perpen-
diculaire au bord d’attaque des pales V est prise en compte [36] [52]. A partir de la
figure 2.12 il est facile de vérifier :

Vi = |V| cos(ay) sin(y — &) + re (2.18)

Ici, le terme 47, est obtenu a partir du produit vectoriel ¥ x r, avec y_Lr.. D’autre
part, la vitesse Vp est composée de plusieurs termes.

Ve = —|V|sin(a,) + Vigeate — 7o + |V cos(a,) cos(8) sin(B) cos(7) (2.19)

ou |V|sin(as) est la composante perpendiculaire de la vitesse de translation, viscale
est la vitesse induite locale considérée parallele a I’arbre moteur, r.5 est la contribu-
tion du battement vertical des pales et |V|cos(as) cos(d) sin(3) cos(7y) est Veffet de la
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composante de la vitesse de translation sur le plan de rotation du rotor principal agis-
sant sur l'extrados (partie supérieure de la pale) lorsque v = 0 et sur l'intrados (partie
inférieure de la pale) lorsque v = —x (voir figure 2.11). Le terme de la vitesse induite
locale et le terme 7.3 sont définis ci-dessous [36] :

Te
Viocale = |V1|(1 + R cos()) (2.20)
M

ou vy est la vitesse induite dans le plan de rotation du rotor principal. Prenons les
définitions de vitesse induite données par [36] dans les cas du vol stationnaire vy, du
vol vertical v, et du vol en palier v,,.

mg + Dvi
== 2.21
2 22
v =g v2 (2.22)

VIV - [(VTV)?
vpzd— 5+ ( 4) + v (2.23)

ou m est la masse de I’hélicoptere, g est 'accélération de la pesanteur, D,; est
I’amplitude de la force de trainée créée par la vitesse induite’ et A est I'aire du disque
rotor. Chaque équation est utilisable dans un mode précis de vol. Dans (2.23) VIV =
2 + 9% en général et pour le vol en palier VTV = #2. Nous avons proposé un cas plus
géneral de vol en trois dimensions ot 'amplitude de la vitesse de translation est donnée
par 'équation (2.17) et la vitesse induite est définie par :

24g? @2+ g0)? i [

Il est facile de vérifier que lorsque £ =y = z = 0, v; = vy, que lorsque z = y = 0,
v = v, et que lorsque Z = 0, v; = v,. L’équation (2.24) sera prise en compte dans

"Dans la pratique, la valeur de D,; se situe entre 2% et 5% du poids de I’hélicoptere [23)].
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un premier temps comme définition générale de 'amplitude de la vitesse induite en
trois dimensions ; cependant, une analyse expérimentale devra étre éffectuée afin de la
définir plus correctement. Finalement

Te

R (a1s sin(7y) — by cos(7y)) (2.25)

Teﬁ = ’YRM
Nous considérons dans les intégrations des forces de poussée et des couples de trainée
que :

— Les angles de torsion, d’attaque, latéral, de battement vertical et de conicité ne
dépendent pas de vy et non plus de re.

— sin(B) ~
— arctan(y2) ~ £

— La vitesse de translation ne dépend pas de vy et non plus de r,.

Les entrées de commande ont été prises comme des termes indépendants de ~y et
de . car la deuxiéme intégration est effectuée en un tour (de 0 a 27) et la vitesse
de rotation des rotors est assez importante (> 500 rpm). Dans ces conditions la
vitesse de réponse des actionneurs est tres faible.

Si nous considérons que les angles d’attaque, de conicité, de battement, latéral de
translation et de torsion des pales sont constants et en substituant (C.1) et (C.2) dans
(2.16) il est facile de vérifier que Ty = Ty (2, Y, 2, Y, u1, ug, u3) €t :

TM:W[(%COSQ(%)VTV—F%V)M —  R%,cos(as)cos(0)|V|yus  +
R2,cos(a)sin(6)|V |yuy  + (RTMCOSZ((XS)VTV + %’3’2)901 -
(R2,sin(ag) + %CLMCOS(O@)COS@) + %blscos(as)sm(é))l‘/lﬁ -
Ryragcos® () sin(8)cos(0) VTV + (— B cos(a)sin(8)|V | + R3;)vi]

(2.26)

Considérons maintenant le cas du couple de trainée du rotor principal. Nous utili-
sons un élément différentiel de pale pour lequel le couple de trainée est donné par :

ACy = (ADcos(te) + ALsin(ee))re (2.27)

ou AD cos(t.) représente I'increment de force de trainée du profil de la pale, AL sin(¢e)
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représente 'increment de force de trainée induite di a I'inclinaison de la force de sus-
tentation et ¢, est 'angle d’incidence de I’élément de pale (voir figure 2.13).

y as
1eh|AL
« _—le.ppD
as I
X v )'e * 3
' flux Arbre y |
moteur ) y
| 1
~AE——r " T—f
A
- -
! . ADcos(le) T AL sin (le)
z |
FiGc. 2.13 — Les Composantes du Couple de Trainée.
En écrivant (2.27) en terme des conditions de 1’élément de pale nous trouvons :
ACw = (LeaersVEAT, + LeicrV2Ar
M= (20ch TAr, + geemVr reVT)re (2.28)

ol cq est le coefficient de trainée qui peut étre approximé en fonction de ’angle
moyen d’attaque et du nombre de Mach & 75% de la longueur de la pale®. En considérant
la contribution totale en un tour tout au long des pales et le nombre de pales du rotor
nous pouvons écrire :

8Dans le cas de I'hélicoptére VARIO, le nombre de Mach M = ¥ = 7?”’ (ot vs = 340.6 m/s est
la vitesse du son au niveau de la mer) peut varier entre 0.097 et 0. 415 pour le 75% mentionné et pour
les amplitudes des vitesses de rotation entre 470 rpm et 2000 rpm, respectivement. Ce qui donne un

coeflicient ¢4 = 0.01 pour des angles d’attaque inférieurs & 8° et ¢4 = 0.08 pour un angle d’attaque
d’environ 12° [36].
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_ Ppmacy /2”/RM € y2 2 VoV Pl drod 2.2
Cyu = . A [a (VTTe)+(VTTe)aVT] Ted?y ( . 9)
et

PPMACHT
A7

2n  rRym
Car = | ) + VB VeVee)drdy (2:30)

En prenant en compte les éléments définis dans le cas de la force 1), nous pouvons
écrire :

r Vi =1 VTV cos®(a,) sin®(y — 6) 4 2r2|V | cos(a,) sin(y — )% + 7342 (2.31)

Dans ’annexe C de ce rapport nous montrons les développements des termes r,V3
(équation (C.8)) et 7.VrVpy (équation (C.6)). En utilisant (2.31), (C.8) et (C.6) en
(2.30) et en intégrant nous trouvons que Cyy = Cy(, 9, 2, Y, w1, Ug, u3) €t :

Cy = W[(—ﬁﬂl%sin(as)ww — ??;ER%,[COS((XS)COS((S)\VW —

32}LR%cos(as)sin(5)|Vw + ﬁR?’le& - ﬁR}lcos(as)sm(é)W\vl -
2—&3\;5’3\40032 (crs)5in(8)cos(8) VIV Yuy + (3 R3 sin(a ) cos (o) cos(6) VTV +
Us B2 cos?(as)cos* (O)VTV  — B R2 cos?(ay)sin(8)cos()VTV
sR3cos(ag)cos(0)|VIer  +  UeRUAus +  (—3R3 vy
SR cos(ay)sin(0)|[V|vy — BeRyA? — 2R3 cos(as)cos(8)|V |5
s R3 sin(ay)cos(a,)sin(6)VIV  — 24s B2 cos?(a,)sin(6)cos(6)VTV
s R c0s? (aus)cos? (0) VTV )uy + (—3R3sin(oy) V]
Us B3 cos(a)cos(8)|V]y — YRS cos(as)sin(6)|V]y + LRy vy —
1R3cos(as)sin(0)|[Vivy  —  %R2,cos?(a)sin(8)cos(6)VIV )1 +
(g + %+ URLA? + (SRYcos(a) + SR cos(a)cos(9) +
a1sR3, sin(a)cos(as)cos(d) + %R?MCOSQ(Q/S)CO(‘S%(S) +
+
+

I+ 1+

Z%R%\/[COSQ(%)COSQ((S) + R2,sin?(a,))VIV  + (—2R2,sin(ay)
20 R cos(a;)cos(8) — ay R3 cos (o) cos(0)) |V v + 2R3 vi + L RS byv1y
2R3 agbiscos (o) cos(0)|V]4]
(2.32)
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Nous déterminerons maintenant les force de poussée T et le couple de trainée Crp
pour le rotor de queue.

ryy
F1aG. 2.14 — Les Composantes de la Vitesse sur le Rotor de Queue.
En considérant la figure 2.14 nous pouvons écrire :
(Vr)r = [|V| cos(as) cos(8) sin(ryy) + ryyrelr (2.33)

(Ve)r = [|V] cos(as) sin(6) + viocate — reB + |V| cos(a) cos(6) sin(B) cos(r4y)]r (2.34)

Afin de ne pas compliquer la notation, nous avons utilisé la méme que celle utilisée
dans ’analyse du rotor principal. L’indice T signifie que les parametres concernent le
rotor de queue. La force de poussée pour ce rotor est exprimée de facon similaire a celle
du rotor principal.

2T RT V
Ty = ppzﬂ / / [Vﬁg@ + V2 arctan(VP) d(re)d(r47) (2.35)
7w Jo Jo T'lr

ou pr est le nombre de pales du rotor de queue, cr est la longueur de sa corde et
Ry est son rayon. Nous avons considéré que les pales du rotor principal et celles du
rotor de queue ont la méme valeur du coefficient a. Il faut remarquer que le plateau

cyclique du rotor de queue ne possede pas de pas cyclique. Son angle de pas est donné
par [36] :



54 CHAPITRE 2. AERODYNAMIQUE DES HELICOPTERES

[olr = [po + ;—;@1 + Btan(ds)|r (2.36)

ol d3 est ’angle d’inclinaison de I’articulation de battement des pales du rotor de
queue (voir figure 2.15). Nous remarquons que l’angle de pas moyen est définie de
maniere similaire & celui du rotor principal (voir équation (2.3) et figure 2.7) :

1
- 2.
Por = U (2.37)

ou bl est le bras de levier des pales et uy est I'entrée de commande représentant le
levier collectif du rotor de queue.

-
—
[9]

/
/

’
/
/

I I
,,,,,, ,@,,,,, ) __________
] ] \J

Fic. 2.15 — L’angle d’Inclinaison d3.

i
g

Dans I’annexe C de ce rapport nous montrons les développements des termes
[VZolr (équation (C.3)) et [VpVr|r (équation (C.4)). En considérant les quantités
définies ci-dessus, les angles d’attaque, de conicité, de battement, latéral de trans-
lation et de torsion des pales comme des constantes et apres intégration, nous trouvons
Tr = TT(j?,y, Z.,".)/, UQ) et :
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Tr = LEZETE(F cos? (a) cos® (6) VTV + sim T RV us +
(3Rrcos®(a,)cos®(O)VTV + 2R3 )oir — (ryRjcos(a,)sin(d) +
sy RE.cos(a)cos(6)) |V |7+ 1y Rviry+ (aor Rrcos? (o) cos? (0) VIV +
2aorr2R3A? — bigrry Ri.cos(as)cos(0)|V ]y )tan(ds)]

(2.38)

ou @17 est 'angle de torsion des pales et v17 est la vitesse induite du rotor de queue.
Les coefficients agr, aisr et bigr sont les angles de conicité, latéral et longitudinal de
battement du rotor de queue respectivement.

Pour le couple de trainée du rotor de queue nous partons de I’expression suivante :

ACT = [—(AD cos(te) + ALsin(te))relr (2.39)

Le couple Cr est donc donné par :

Cp =P [ [P L () + (Vg te)dr)d(rn)  (240)

Vi

ou cqr est le coefficient de trainée du rotor de queue. Nous calculons les termes
suivants sans considérer I'indice 7'. Bien entendu les termes correspondent au rotor de
queue.

(VE#Vr)re = VIV cos?(as) cos?(0)re sin®(r,y) + 2r,%|V| cos(as) cos(8)rZsin(r,y) +
2 2.3
Ty T Te

(2.41)

Dans I'annexe C de ce rapport nous montrons les développements des termes V3r,
(équation (C.5)) et VpVrrep (équation (C.7)). En considérant que les angles de tor-
sion, de battement, d’attaque, de translation latéral, d’inclinaison et de conicité sont
des constantes; en utilisant (2.41), (C.5) et (C.7) en (2.40) et apres intégration nous
trouvons Cp = Cr(,9, 2,7, us) et :
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Op = ereraf_ (3blT7"7RTcos(ozs)sm( NV |y + ﬁmR%CLMTCOS(%)COS((S)‘VW +

3b2l ryR3viry)us + (—§T7RralsTcos(as)cos(5)\VW + %T,YR%vlTj/ —

sy R3.cos(a,)sin(0)|V %) ¢ + 2(—65—51%%0052(045)0052(6)
R2.cos?(a)sin?(6) + 2 RZ.cos? (aus) cos? (6)
%R%COSZ(OJS)COS2(6) + ars7 R%cos? () sin(8)cos(9)
L R7.c0s”(aus ) cos?(0) + ssthis? B2 cos? (i) cos® (8)tan(ds)

bst B2 cos? (as) sin(6) cos(8)tan(03) ) VIV
(—%%TA,R%tan(ég)cos(as)sm( ) — aoTalsTn,RTtan((Sg)cos(as)cos(é)
St i cos(a)cos(5)|V 3+ (~ 212 bt o2 bt Urt o
(—2R2.cos(a)sin(6) — aysrRa-cos(as)cos(d) + 2a"TRTcos(cus)cos((S)
bt R tan(ds)cos(a)cos(6)) [V vy + (MZr, Ry + 2%Tr Ritan(d;) —
WLy R3tan(8s))viry + 2 Raviy]

+ 4+ ++ + + o+

(2.42)

Les équations (2.26), (2.32), (2.38) et (2.42) nous permettent de calculer les valeurs
algébriques de Ty, Cyy Tr et Cr dans un cas général de vol de I’hélicoptere en trois
dimensions. Sous certaines conditions particulieres (§ = 0, a, petit) ces équations
aboutissent & celles trouvées dans [36] définissant les forces de poussée et les couples de
trainée des rotors principal et de queue pour le vol en palier. Si en plus nous prenons la
condition V' = 0, nous trouvons les expressions correspondant au cas du vol stationnaire
en tenant compte de la relation (2.4).

Composante
Verticale

Composante
Horizontale

< Direction de Vol

F1G. 2.16 — Les Forces Horizontales.

Les forces de trainée sur les rotors principal et de queue sont connues comme les
forces horizontales ou plus simplement forces-H. Elles sont notées Hy; et Hp respecti-
vement. La force H,; est toujours perpendiculaire a I'arbre moteur et il faut remarquer
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que son amplitude varie de fagon importante lorqu’il existe des petits changements des
conditions de vol. La force Hr est toujours paralléle a la trajectoire de vol (voir figure
2.16). Les forces-H sont généralement des forces négligeables par rapport aux forces
de poussée. Ces forces ne seront pas prises en compte dans notre analyse ; cependant,
nous donnons ci-dessus les expressions de base pour leurs déterminations.

AHy = [(AD cos(te) + ALsin(ze)) sin(y) + ALsin(B) cos(y)]m (2.43)

AHp = [—(ADcos(t) + ALsin(¢.)) sin(r,y) + ALsin(53) cos(ryy)]r (2.44)

ou les indices M et T concernent les éléments du rotor principal et du rotor de
queue respectivement.
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Chapitre 3

Modélisation

Nous commencons ce chapitre avec la section 3.1 ol nous montrons les hypotheses
que nous utiliserons par la suite. Contrairement a ’approche utilisant des modeles
linéaires [9] et [19], nous proposons dans la section 3.2 un modeéle non-linéaire de
I’hélicoptere. Ce modele est destiné a étre utilisé dans le cas du vol général en 3 di-
mensions de ’hélicoptere. Un modéle non-linéaire d’ordre réduit de 'hélicoptere monté
sur une plateforme sera proposé dans la section 3.3 en ayant comme objectif principal
I’identification ultérieure des parametres du systeme et la commande du vol vertical de
I’hélicoptere.

Comme nous 'avons précisé au début du chapitre précédent, le modele général a
7-DDL que nous proposons est destiné au vol 3D de I'hélicoptere (régulation au sol,
décollage, montée, vol stationnaire, vol en palier, vol 3D, descente et atterrissage).
D’autres auteurs se sont intéressés aux linéarisations autour d’un point de fonctionne-
ment comme [33] et [36].

D’autre part, dans notre modele nous prenons en compte la dynamique des rotors
qui est souvent négligée [20], [22].

Les modeles proposés sont basés sur des considérations d’énergie cinétique et poten-
tielle. L’énergie cinétique du rotor de queue est prise en compte dans la modélisation,
contrairement & [27] qui considére uniquement celles du rotor principal et du fuselage.
L’énérgie potentielle est formée par la partie gravitationnelle et par 1’énergie élastique
associée au phenomene de battement vertical.

99
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3.1 Les Hypotheses

Les hypotheses que nous utiliserons pour ’obtention des équations du mouvement
de I’hélicoptere sont les suivantes ! :

1. Larégion de flux inversé est ignorée. La figure 3.1 montre la région de flux inversé.
Dans cette région lair frappe le bord de fuite (partie postérieure) de la pale plutot
que le bord d’attaque (partie antérieure). La vitesse perpendiculaire a la partie
antérieure (profil) de la pale est donc négative.

et

\.’RM +V
Pale I E— g XN\ vy { 7777777777777777777 -y
Reculante \ ) — Tpae 1
. Avangante
yR M " V

Région de Flux
Inversé

Fic. 3.1 — La Région de Flux Inversé.

2. Les vitesses induites sont uniformes. Les calculs de vitesses induites et les ap-
proximations des forces de trainée seront donc plus simples car en général les
vitesses induites ne sont pas uniformes.

3. La corde des pales est supposée constante. Les variations de la force de poussée
et du couple de trainée tout au long de la pale sont donc négligeables.

4. Le profil des pales est pris comme celui du type NACA 2412 2. Ce type de profil

!Les six premieres hypothéses sont similaires & celles proposées par [36]. Les hypothéses suivantes
ont été établies en fonction des caractéristiques de notre systeme.

2Le NACA (National Advisory Committee for Aeronautics) est le prédécesseur de la NASA (Na-
tional Aeronautics and Space Administration).
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est tres utilisé et tres proche du profil des pales de I’hélicoptere VARIO qui est
inconnu 3.

5. Dans un premier temps I’évolution du vol en palier et du vol stationnaire est
supposée effectuée hors l'effet du sol (HES). Les effets de compressibilité de la
couche d’air en dessous de I’'hélicoptere ne sont donc pas pris en compte.

6. Les caractéristiques de poussée du profil sont linéaires et libres des effets de
pertes de sustentation et de compressibilité. Nous considérons donc qu’ une force
aérodynamique est obtenue tout au long de la pale.

7. Le profil des pales du rotor de queue est celui des pales du rotor principal. En
général ces profils sont différents.

8. Le battement vertical des pales est constitué d’un angle de conicité et d’un bat-
tement de premiere harmonique. Les termes des harmoniques supérieures sont
négligeables.

9. Le gradient de portance est supposé constant. Les conditions de vol ayant un
nombre de Mach supérieur a 0.5 *(valeur & partir de laquelle le gradient n’est
plus constant) ne seront donc pas prises en compte. Le vol de ’hélicoptere sera
donc considéré pour des vitesses faibles. L’angle d’attaque et ceux de battement
vertical seront donc considérés petits et constants,® ainsi que les angles définis
par us et uy.

10. Le vol de I’hélicoptere est supposé effectué dans des conditions d’une atmosphere
standard ©.

11. Nous considérons que 'effet du sol existe pour une hauteur inférieure au diametre
du rotor principal (2R ~ 1.8 m).

12. Les modes de vol de I’hélicoptére donnés dans la section 2.5.1 sont définis par les
rélations du tableau 3.1 ou € et €' sont des constantes a déterminer (voir figure
2.2).

3Dans [26] une présentation plus détaillée des profils aérodynamiques ainsi que de leurs familles
est donnée.

4La valeur de la vitesse de rotation pour I’hélicoptie VARIO correspondant & ce nombre de Mach
est de 1800 rpm.

5Soit I’angle # petit. Alors sin(f) ~ 6 et cos(f) ~ 1. En général a;, et by; ne sont pas constants
mais fonction de ¥ et des entrées de commande.

6Une Atmosphere Standard au niveau de la mer concerne une temperature de 15°C décroissant de
—2°C' par mille pieds et une pression de 101.325 kPa.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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‘ ‘ Vol Vertical ‘ Vol Stationnaire ‘ Vol en Palier ‘

z|, [Z]| <& <e <e <e >, >é
lyl, 9l | <e <e <e <e <e <Le
lz|, (2] | >e >¢€ > 2Ry, <c¢ > 2Ry, <c¢
4, |9 | <2m, <e <2m, >e¢ <e <e
0, 6] | <e <e <e <e >e, <e¢
Y, [P|| <e <e <eg <e¢ <eg <e

TAB. 3.1 — Les Modes de Vol et les Variations des Coordonnées.

La force de poussée du fuselage est négligée car elle est tres faible. Les seules
forces de poussée considérées seront donc celles du rotor principal et du rotor de
queue.

Les forces horizontales de trainée sur les rotors seront négligées car elles sont tres
faibles par rapport aux forces de poussée.

Le couple de roulis transitoire produit par le battement de pales du rotor principal
est négligé car le rotor trouve sa position d’équilibre avant de compléter une
révolution.

Le mouvement de battement des pales du rotor de queue est consideré négligeable
car il est plus faible que celui du rotor principal. Dans la littérature, le mouvement
de battement vertical de pales du rotor principal est par fois négligé car le rotor
trouve sa position d’équilibre avant de compléter une révolution [36].

Pour le calcul des éléments d’inertie du rotor principal, nous considérons que I’axe
de rotation du rotor principal coincide avec ’axe z. car autrement les calculs et
les expressions de ces éléments deviennent trop compliqués pour les objectifs de
la commande.

Les contributions aérodynamiques des stabilisateurs (horizontal et vertical) sont
négligées dans ce rapport.

La force de trainée sur le fuselage sera négligée car elle est tres faible. Nous
considérons uniquement celle produite par la vitesse induite (déportance sur le
fuselage).

La distribution de masse des pales des rotors est supposée uniforme. La masse
linéique des pales est donc constante.

Les perturbations produites par le vent (par exemple celles des rafales) sont
négligées initialement. Elles pourront étre considérées pour une étude ultérieure
de robustesse.
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3.2 Le Modele Général de I’Hélicoptere.

Nous obtiendrons d’abord les moments et les produits d’inertie des rotors dans la
section 3.2.1. Dans la section 3.2.2 nous passerons a la formulation énergétique du
modele du systeme a 7 DDL.

3.2.1 Les Moments et les Produits d’Inertie.

En général le centre de masse de I’hélicoptere ne coincide pas avec un axe de
symétrie. Les systemes de référence de la figure 2.2 seront utilisés pour le calcul des
éléments d’inertie des rotors de I’hélicoptere. Dans la figure 3.2 nous observons les pales
des rotors principal et de queue. Dans cette figure r, est la distance radiale du centre de
rotation a I’élément différentiel de pale dr., cps et o sont les cordes des rotors principal
et de queue, respectivement, d et b sont les longueurs des pales des rotors principal et
de queue, respectivement. La forme géométrique que nous prenons pour les pales est
celle d’un prisme rectangulaire (dcprhy pour le rotor principal et bephy pour celui de
queue).

Pale du Rotor Principal Pale du Rotor de Queue

Fi1c. 3.2 — Les Pales des Rotors.

Nous utilisons les définitions classiques pour les moments (3.1) et les produits d’iner-
tie (3.2). Dans ces équations nous montrons uniquement la notation utilisée pour le
rotor principal en ce qui concerne I, et I, avec mys la masse d'une pale du rotor.

L= “1?] dm = | “07] pdv = | "7 gy (3.1)
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I, = /[xy] dm = /[xy] pdv—/ [zy] —dr (3.2)

Dans (3.1) r est la distance entre ’élément de masse et 'axe z. En (3.2) = et y
sont les distances entre 1’élément de masse et les plans yz et zx, respectivement. Les
définitions pour les élément d’inertie restant sont similaires. A partir de la figure 3.2
en utilisant (3.1) et (3.2) et dans le repére (01,1, ¥, 21) nous pouvons écrire pour le
rotor principal en considérant deux pales :

2
I = 2/ [r2 sin® W;M] dre = gdeQ sin?(7) (3.3)
2 2 2
Iy = 2/ [rZ cos® —] dr, = gde cos”(7) (3.4)
QmM 2 2
I,= 2/ [re—=]dr. = §de (3.5)
d 2 . mwy 2 2 .
Iy = —2/ [rZsin(y) cos(fy)T] dr. = _§de sin(7y) cos(7) (3.6)
0
Izzl = Iyzl =0 (37)

Pour le rotor de queue et dans le repere (0q, T2, Yo, 22) NOUS avons :
b o g mr 2 2 2
Iz = 2/ [rZ sin®(ry7y) T] dr, = ngb sin®(r,7) (3.8)
0
Ly =2 / 727 dre = Smt? (3.9)

b 2
L =2 / [r2 cos2(rw)%] dre = Smab? cos®(r:7) (3.10)
0
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Iwyg = IyZQ = 0 (311)

b 2
I0 = —2/ [rZ sin(r.y) Cos(rfy)%] dre = —ngb2 sin(r,,7y) cos(ry7) (3.12)
0

Ici, nous avons utilisé la masse d’une pale du rotor de queue mr.

Nous utilisons le théoréeme des axes paralléles (voir par exemple [42]) pour calcu-
ler les moments et produits d’inertie généraux par rapport au systeme de référence
(em, x¢, Y, 2.). Ces éléments d’inertie sont donnés dans le tableau 3.2.

‘ ‘ Main Rotor ‘ Tail Rotor ‘
Lo | Zmpd®sin®(y) + 2mp (y3, + 23;) 2mrb®sin®(ryy) + 2me (y7 + 27)
I, gdeQ cos®(7y) + 2mp (23, + 22;) 2mrb® + 2my (2% + 23,
I, Zmad® + 2may (23, + y3) 2mrb?® cos®(ryy) + 2my (a3 + yF)
L, —%deQ sin(7y) cos(7y) + 2myTpmym 2Ty
I, 2MArT a2 —2mpb? sin(r,y) cos(ryy) + 2mpzrzr
I, 2Mypymzm 2mryrar

TAB. 3.2 — Les Eléments d’Inertie Générals.

Si nous considérons que zp; = yyr = 0 et que zp = 0 les éléments d’inertie se
simplifient et prennent les formes du tableau 3.3.

‘ ‘ Main Rotor ‘ Tail Rotor ‘
Ly | $mard? sin®(y) + 2mas 23, Smrb? sin®(r,y) + 2mory7
Ly | 3mmd? cos?(y) + 2ma 2y, 2mrb® + 2mrad
I, Zmmd? 2mrb? cos?(ryy) + 2mp (2% + y7)
Iy | —2mad®sin(y) cos(y) QM rYr
I, 0 —2mrb® sin(r.y) cos(ry7y)
I, 0 0

TAB. 3.3 — Les Eléments d’Inertie Simplifiés.
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Nous utilisons I;;z pour noter le moment d’inertie par rapport a 'axe ¢ et I;g
pour noter le produit d’inertie par rapport aux axes 77 avec R = M,T. Les indices
M et T sont utilisés pour les rotors principal et de queue, respectivement. La forme
des tenseurs d’inertie des rotors principal et de queue est donnée ci-dessous en (3.13)
et (3.14), respectivement. En ce qui concerne le tenseur d’inertie du fuselage, nous

considérons qu'il est constant et diagonal (voir équation (3.15)) 7.

Ime _Ia;yM _Ia;zM
I = —LxyM IyyM _Isz
—drzM T LyzM IzzM
I;U;UT —LxyT _IzzT
Iy = “dpyT ]ny _Isz
“LzTT T LyT IzzT
I,r O 0
Ip=| 0 Iy 0
0 0 I,.,r

3.2.2 Formulation du Modeéle Général.

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Considérons d’abord le vecteur de coordonnées généralisées ¢ € IR” défini par :

LR TN 8

(3.16)

ou z, y et z définissent la position du centre de masse de I'hélicoptere par rapport au
repere inertiel (o, z,y, z) (voir figure 2.2). L’angle d’azimut des pales du rotor principal

"Dans I’annexe B nous calculons de maniére approximative les moments d’inertie du fuselage.
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est 7. L’orientation de I’hélicoptere est donnée par les angles d’Euler ¢ représentant
I’angle de lacet, # ’angle de tangage et 1 'angle de roulis. Le vecteur d’angles d’FEuler
est exprimé dans le repere (em, z., Y., 2.) 1lié au centre de masse de I'hélicoptere. Il est
noté 7, :

ne=[p0¢] (3.17)

Dans le cas de I’hélicoptere VARIO, le vecteur d’entrées u € IR* est donné par le
vecteur suivant.

U1 hM

_ | w2 ) hr

u=1 .11 B (3.18)
U4 A1

Il s’agit donc d’un systéme sous-actionné ou hy; et hy sont les leviers collectifs des
rotors principal et de queue respectivement.

Remarque 1 . La dynamique du moteur est plus lente que celle du rotor principal.
Dans certains hélicoptéres réels une troisiéme entrée indépendante (le levier de gaz)
agit sur le débit de combustible vers le moteur et donc sur sa puissance. Cependant,
dans les hélicopteres a modele réduit il existe un couplage entre la puissance du moteur
et l’angle de pas collectif du rotor principal (entrée ui) comme une conséquence des
conditions de manceuvrabilité. o

Prenons les matrices suivantes définissant les rotations de base au tour des axes x,
y et z et d’angles 1, 6 et ¢, respectivement [13] 8.

1 0 0
Rw - 0 Cy S (319)
0 —81/, C,/,

8Nous prenons par la suite la notation simplifiée s; = sin(i) et ¢; = cos(i).
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(&) 0 —Sy
Ry=|0 1 0 (3.20)
L Se 0 Cy
[ Co S¢ 0
Rz¢ = —S¢ Cyp 0 (321)
0 0 1

A partir des axes xg¥ozo correspondant a un repéere initialement paralelle & I'inertiel
et fixe au centre de masse de ’hélicoptere, z'y'z' représentent les axes obtenus apres la
premiere rotation R,,, 2"y"2" ceux obtenus apres la deuxieme rotation Ry et z.y.z.
les axes apres la troisiéme et derniere rotation Rgry. Soit X € IR?® un vecteur qui a
son origine au centre de masse de I’hélicoptere et ses composantes définies par rapport
aux axes ToYozo, X sa représentation dans le repére obtenu a partir de la primere
rotation R, 4, X" celle apres la deuxieme rotation R,y et X, sa représentation finale.
Nous pouvons écrire la relation entre les différentes représentations du vecteur X de la

maniere suivante :

X' = Ry X (3.22)
X" = RypX' (3.23)
Xe = Ry X" (3.24)
Il est donc clair que :
X, = Ry RyoRogs X (3.25)

La matrice de rotation RY = Ry Ryg R, nous permet d’obtenir la représentation
du vecteur X dans le derniére repere (cm, z., Y., z.) fixe au centre de masse de ’hélicoptere,
ie. RT : (0,1,y,2) — (cm, e, Ye, 2¢). 11 est souvent utilisé la transformation inverse,
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c’est a dire la matrice R : (cm, T, Ye, 2.) — (0,7,y,2) °. La matrice R” est obtenue
en prenant une convention xyz de classe 321 d’angles d’Euler souvent utilisée dans les
analyses aérodynamiques *° [13].

La matrice R € SO(3) ' est facilement obtenue par une simple multiplication et
transposition de matrices :

CoCy SySeChp — CySy CySeCy + SySe
C9S¢  SySeSp + CyCy CySeSy — SyCe (326)
—Sg Sy Co CyCo

=
I

Si nous supposons que le vecteur ¢ est formé de deux composantes r et p :

g(t) =[r" p']" (3.27)

r(t) =[z y 2" (3.28)

et

pt)=1[¢ 0 ¢ " (3.29)

la dérivée de ¢ par rapport au temps ¢ s’écrira :

9Ces transformations sont connues comme des transformations rigides. Dans une transformation
rigide la matrice de transformation reliant les différents repéres satisfait la condition R~! = RT
qui caractérise une matrice orthogonale. Les colonnes d’une matrice orthogonale sont unitaires et
mutuellement orthogonales et son déterminant Det peut prendre les valeurs —1 ou +1.

10Une convention zyz signifie que les trois axes du systeme de référence sont utilisés dans 1’orienta-
tion de 'hélicoptere. La classe 321 signifie que la premiére rotation s’effectue par rapport au troisieme
axe (z), la deuxiéme rotation par rapport au deuxiéme axe (y) du nouveau systeéme et la troisieme
rotation par rapport au premier axe (z) du avant-dernier systeéme, i.e. Les rotations sont faites de
maniere successive dans le nouveau repere obtenu a partir de la rotation précédente.

1180(3) dénote le groupe Spécial des matrices Orthogonales d’ordre 3 avec Det = +1. Une matrice
ayant Det = —1 ne peut pas représenter un mouvement d’un corps rigide car une inversion (réflexion)
des axes du systeme de référence y est associée.
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q(t) = l 71 ] (3.30)

Nous remarquons que la premiere composante de cette dérivée est la vitesse de
translation V' exprimée dans le repere inertiel. La deuxieme composante doit étre traitée
avec un peu plus de détail. Afin de trouver une expression définissant le vecteur w,
qui est le vecteur de vitesse angulaire de 1’hélicoptere exprimé dans le repere lié a
I'hélicoptere (voir équation (3.31)) nous considérons les point suivant :

— La vitesse angulaire w,, est développée suivant 'axe x, du corps de I'hélicoptere.
Nous avons donc 9. = [¢p 0 0].

— La vitesse angulaire wy est développée suivant I’axe intermédiaire 3’ dans le plan
final y.2.. Nous avons donc 6, = RynyRy0[0 0, 0]%.

— La vitesse angulaire wy est développée suivant ’axe z inertiel. Nous avons donc
b = R” [0 0 (bz]T

Le vecteur de vitesse angulaire w, est donc donné en fonction des angles d’Euler et
de leurs dérivées par la paramétrisation locale suivante :

Wee . lﬁ - ?250
We= | Wye | = | Ocy + dcpsy (3.31)
Wye (bCan - 98¢

ol w;e t = x, Y, 2 représente la vitesse angulaire par rapport a ’axe ¢ dans le repere
(cm, ¢, Ye, ) 1ié au corps de I’hélicoptere. Considérons que :

W= (3.32)

A partir de (3.31) nous avons donc :
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Wae ~sg 0 1 07[¢
| wye | | cosy ¢ 00 0
W= Wee | | cocy —sp 0 0 Y (3.33)
0 0 0 01 ¥
nous trouvons que w = Jyp avec
—ss 0 10
| cesy ¢ 00
Jo = cocy —s5 0 0 (3.34)
0 0 01
nous pouvons donc écrire :
N 1% |13 0 1%
=)=l =18 2 L] 039
En définissant :
|50
J = [ 0 Jo ] (3.36)
et avec
T = [ ' ] (3.37)
nous pouvons écrire :
Te = Jgq (3.38)

L’équation (3.38) définit a travers la matrice J, la relation entre le vecteur de
vitesses (¢) dans l'espace G de coordonnées généralisées et celui (7.) dans I'espace C
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de coordonnées cartésiennes. Nous utilisons le principe du travail virtuel en notant F,
(Q, respectivement) le vecteur de forces externes appliquées a ’hélicoptere (le vecteur

de forces généralisées, respectivement), 06X (0g, respectivement) le déplacement virtuel
6X

dans C (dans G, respectivement). Ici, °%5- = 7.

En général, le vecteur F, peut s’écrire F, = [fX 7T 1T ou f,,, représente les forces
et T.n les couples par rapport au systeme de référence fixe & ’hélicoptére au centre
de masse. Dans notre cas, fu, € IR, 7., € IR* et nous notons fu, = [fu foe foel®
et Tem = [Tze Tye Tze To)'. Nous exprimons le vecteur des forces externes de la
maniére suivante. Les trois premieéres composantes du vecteur (celles des forces) seront
exprimées par rapport au systeme de référence inertiel et les quatre dernieres compo-
santes (celles des couples) seront exprimées par rapport au systeme de référence du
corps de I’hélicoptere localisé au centre de masse.

En définissant :

R 0
Re:ct - [ 0 14 ] (339)
nous pouvons écrire :
F = R..F, (3.40)

Nous pouvons écrire que le travail virtuel effectué dans ’espace G est égal a celui
effectué dans I’espace C :

FTéu=Q%sq (3.41)

Si nous exprimons (3.41) en termes de la puissance virtuelle, nous pouvons écrire :

FT(6mu/dt) = QT (6q/6t) (3.42)

et en utilisant (3.38) dans (3.42) nous obtenons :
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FTJ(5q/dt) = QT (5q/dt) (3.43)

d’otu la relation entre le vecteur de forces généralisées et celui de forces externes
appliquées au systeme :

Q=J'F=J'R,,,F, (3.44)
Si nous écrivons :
T T - R O
Jp =J Reps = l 0 JoT (3.45)
nous avons finalement :
Q=JLrF, (3.46)

Le modele utilisé dans ce rapport est un modele obtenu par une formulation basée
sur ’énergie du syteéme qui considere 1’énergie cinétique de I’hélicoptere 7' comme étant
constituée par une énergie cinétique de translation du centre de masse de ’hélicoptere
T; et par une énergie cinétique de rotation 7, du systeme autour de ce centre de masse.

T=T,+T, (3.47)

ou

1
T, = §m7'°T7'° (3.48)

Dans (3.48),r = [z y 2]* est le vecteur de position du centre de masse de ’hélicopteére
par rapport au systeme de référence inertiel et m est la masse de I’hélicoptere. L’énergie
cinétique de rotation est considérée formée par celle du fuselage 7}y, celle du rotor prin-
cipal T,y et celle du rotor de queue 1,7 :
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1
Tor = §w3“Ich (3.49)

ou I est le tenseur d’inertie du fuselage de I’hélicoptére dans le repeére (cm, ., ye, 2.)-
L’énergie cinétique pour le rotor principal est donnée par :

1
Ty = 5(% + Fere) T Tnr(we + Fese) (3.50)

Dans (3.50), e,. représente un vecteur unitaire parallele & 'axe z. et I est le
tenseur d’inertie des pales du rotor principal par rapport au repere localisé au centre
de masse de I’hélicoptere. Pour le rotor de queue nous écrivons :

1 . .
T = 5(0% + r7fyeyc)TIT(wc + Tv’Yeyc) (3.51)

ou ey, est un vecteur unitaire parallele a 'axe y. et Ir est le tenseur d’inertie des
pales du rotor de queue par rapport au repére (cm, T¢, Ye, Z¢)-

Nous considérons que ’énergie potentielle de I’hélicoptere est constituée de ’énergie
potentielle gravitationnelle U, et de I’ énergie élastique U, reliée au battement vertical
des pales du rotor principal.

U=U,+U, (3.52)

avec

U, = —mygz (3.53)

et

Uy = kj3* (3.54)
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Le signe négatif de ’équation (3.53) est du a la direction que nous avons définie
pour I'axe z. La raideur des pales du rotor principal est notée par k£ dans I’équation
(3.54) et I’angle 3 est donné par ’équation (2.5). Nous pouvons écrire maintenant les
équations des énergies cinétique et potentielle suivantes :

T = 1mi"7 + wl Tpwe + (we + Yeze) T (we + Yese) + (we + ry¥eye) Ir(we +  (3.55)

Ty Yeye)]

et

U= —mgz+ k(ag — a1, cos”y — by, siny)? (3.56)

Nous pouvons maintenant calculer le Lagrangien L = T'—U et obtenir les équations
du mouvement de I’hélicoptere a partir de :

dfoL] oL _
0g; 3%'_

oy Qi (3.57)

oui = 1,2,..,7. Cette méthode sera utilisée dans le cas du systeme hélicoptere-
plateforme. Ici nous obtiendrons les équations du mouvement d’une fagon différente. A
partir de (3.55) nous pouvons écrire :

T = 3i'Ni + 2wl (Ir + In + Ir)we + wl Tyyese + wl Ipryyeye + (3.58)

% (;YGZC)TIM’yezc + % (rvfyeyC)TITvayeyC

ou N € IR**® est une matrice diagonale avec N;; = m. Nous trouvons donc :

1 1 1
I= ifTNf + §wcT(IF + In + Ir)we + §(IzzM + 1 Lyyr) ¥+ wg 1Y (3.59)
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ou I est le vecteur donné par (3.60).

“dxazM T T"y[myT
IzzM - T’ylsz

En considérant le vecteur 7. = [ § 2 wye wye wee 7]* et & partir de (3.59) nous
pouvons écrire :

T=-7)Tr, (3.61)

ou la matrice Z est la matrice d’inertie calculée dans le repere lié au corps de
I’hélicoptere :

mlis O3x3 O3x1
1= —lozM — lzyTTy (3.62)
03x3 (Ing +I7 + IF)axs —Iyonr + IyyTry
IzzM - Isz""y
O01x3 —dzzM — ImyT""y _Isz +Iny7"y Ioan — Isz"'*y Ipom +Iny7'A2,

en prenant en compte I’équation (3.38) nous écrivons :

1 1 1
T =5l Ire = 5(J9) T(J9) = 54" (' T)d (3.63)

La matrice M = J'ZJ est la matrice d’inertie du systéme donnée par 1’équation
(3.64) '2. Nous définissons les constantes du tableau 3.4 afin de simplifier I’écriture du
modele.

12Nous utilisons la notation simplifiée définie précédement s; = sin(i), c¢; = cos(i) pour i = 8,7 et
sy = sin(7y), ¢y = cos(7Y), Scgy = sin(cey) et cegy = cos(cey).
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‘ G ‘ Expression Analytique ‘ G ‘ FExpression Analytique ‘
Co m cg =2r,mrrryr
c1 2mar23; + 2mpys + Lar Co o (3mrb® + 2mra)
Co Zmad? co | 2mpd® + r%(%mez + 2myx2)
cs %meQ c11 —mg
Cy Ty C12 Qkaoals
Cs —2mrrryr 13 —2kagby,
¢ | 2marzay + 2mrxd + 2mpb? + Lyp | cu 2k(b2, — a?,)
cr | 2mr(ad 4+ y3) + Emyd* + Lop | s 2kay b

TAB. 3.4 — Les Constantes du Modele Général.

La matrice d’inertie prend la forme suivante :

M44 M45 M46 M47 (364)
M54 M55 M56 M57
M64 M65 M66 M67
M74 M75 M76 M77

oooooo§
o

ol M11 = M22 = M33 = Cp, MZ] = M]Z et :

o2 2.2 | 2022 2 .2
Myy =c155 + ca(s5s? + cpsic — 259C5y5,cy) + c3(S55¢,,

2.2 2 2.2 2.2
C4CiCry) — 2C589CoSy + CChSy, + CrChcy,

— 289CeCyScynyCesy T

2

Mys =co(—sgcps ey + coswcwc?y) + €3(505pScarCeay — COSYCyCayry) — C559Cy + (Co —

C7)CoSyCy

2

ey T CoCpScarCery) T C5Co8y

2
Mays =—c189 + C2(—8055 + CoSy5yCy) + c3(—5p5
M7 =cycoey — cgsg + sy

2 2 2 2 2 2
Mss =CoCyCy F C35yC, T+ CoCy + 18y,
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Mg =CoCySyCy — C38yScynyCesy T C5Cy

M7 =—co8y + cocy

2

_ 2
Megs =c1 + €285, + €35,

M67 —=Cg
M7z =cq0

Les éléments de la matrice de Coriolis sont calculés par les expressions suivantes
[50] :

Cij = Cijiln (3.65)
k=1

ol les termes c;j sont appelés les Symboles de Christoffel (de premiere classe), avec
,5,k=1,..,T.

1 8M,J aMzk ank
Cijk = & + -
2 | Ogx 0q; g

(3.66)

Les matrices M et C verifient la propriété telle que M — 2C € SS(7) 3. Cette
propriété sera tres utile pour la conception des lois de commande.

La matrice de Coriolis est donné par (3.67).

o O O
o O O
o O O
o O O

Clg,q) = Cu Ci5 Ci Cur (3.67)
Css Cs5 Cse Csr
Cos Cos Cos Cor

000 Cuy Crz Crg O

138S(n) représente ’ensemble de matrices antisymétriques d’ordre n x n. Une matrice S est dite
antisymétrique si et seulement si S + ST = 0.

1
OO OO oo
O OO O oo
S OO O oo
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ou les composantes de C sont données ci-dessous.

Cua =[c150¢9 + ca[soco(s2 — 53¢2) + sysycy(s5 — ¢3)] + cs[soco(st,, — cica,) +

CypSearyCeary (55 — )]+ C5(55 — ) sy + 668969812/, — C7SgCgCi]é + [cz(cgswcwc?y. —
80CHCySyCy) FC3(59Co5yScanCery = CoSyCyCayr) —C3S0CaCy+(Co—Cr) o5y Cy b+
[c2[(s5 — cj53,)54Cy + s0ca5y (52 — €2)] + cscalsococy (s? A )+ (s3 —

2.2 : cay — Teay
6901/})8647(3047]]’)/

Cis =[c159co + casaco(s — s5,C2) + sys,¢,(s5 — ¢5)] + cslsoco(sh,, — cict,.,) +

CySeayCeary (85— ) FC5 (55— ) 5 +Co8aC05T, — 67890065](2.3-1- [—02(09%870.7 +

S90Sy CyC2) + €3(CoSpSesyCory + 595¢c¢c§47) — c5cpCy — (C6 — C7)SpSyCyll +

%[02(09(:%0?, — c.gsgr — cps3,C2) + cs(cosicl,, — cos2,, — CocyCl,) + (c6 —
cr)ea(ch, — 52| + %[—202(3001,,0,%_—1- Co8yCySyCy) — C3C4[895y (80, — Copy) —
2C9SyCypSesyCesy) — C8Co — CoSeSy 7Y

2
24y) — C5S0CoCy +
2

(¢ — 7)Chsypcy)d + %[02(09012&0% — ¢ps? — cgs5,CY) + cs(cosi oy, — CoSeqy —
coCyCan) (6 — cr)ca(cl, — 57,)]0 4 [CaCoCy sy Cy — C3CoSYS ey Cesy FC5CoCy ] +

%[—QCg(Cgswsgy + SpS4Cy) + 0304[09%(0347 — szﬂ) — 250Sc4yCeay) + CoCOCY]Y

e (2 2 2
Cus =[Cc2(Ch8yCyCs — 59CoCy54Cy) + C3(S9C0SpScanCesy — CoSyCyC

Cur =lea[(s§ — c557) 5,y + socesy(s2 — )] + cscalspcocy(s,, — c2) +
(85 — €5Ch)SeirCenlld + 3[—2ca(s9cyC] + cosycysycy) — caca[spsy (s, —
i) = 2C84CySeiyCery) — C3Co — CoSpSy)0 +.%[—262(698¢8,21 + Sgs4Cy) +

ccalcacy (Cgm - 3247) — 28ScynCesy] + CoCoCy ]

Csy =[—c159c9 — Ca[s9co(s2 — 55,C2) + 5¢) 5,04 (55 — ¢5)] — @,[sac@(si7 —cct,) +
CySeayCey (55 — )] — ¢5(s5 — €§)sy — Cosacasy, + crsececy|d + 3lcice +
C2[2505y5,Cy + Coc2(ch, — 53) + a52] + €3[259Cy Sepy Ceqy + CoC2yr (55, — C5) +
casgﬂ] + 2¢5598y + (6 — c7)09(012/, — 812/))]1/1 + %[202(59)01/,3% — CpSyCpSyCy) +
C3C4[8054(C2,, — 52,,) F 2C98yCySeyyCepy] + C3Co + CoSe5ylY

Css =[—caoc? + c3¢2,, — (c6 — cr)|sycpth + (=25, Cy — €3€457SeanCenn]Y

c2) + cgs2,,] + 2¢5895y + (co — cr)co(c — 52)]d + [—cac? + esc?,,

C1)]8Cy 0 [—CaSip Sy Cy— C3Cp SeayCoany — CsSy|th+ 2 [—2¢ocys2 —cscasy(cl,, —
Sewr) — CosylY

Css =3[C109+Co[2595y5,Cy 4 o2 (€5, — 55) + Co52] + €3[259Cy S ey Cegy +CoC2,, (5T, —
— (s —

79
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Cst =3(2¢2(s0)cys% — Ceswcwsvcv) + csca[sosy(cZ,, — so,0) + QCaswcwé’mCm] +
csca+09395¢]¢—|—[ czc¢87c7 CgC4S¢SC47CC47]9+ [— 2026¢8 — 3048y (C2
834')') 095¢]¢

C4’)’

Cos =[—ca(chsycyc’ — s'gcé;cwsycq) — €3(50C05yScanCeay — CoSuCyCayy) + C559CHCY —
(c6 — cr)cpspcyld + 5l—cics — cal2595p5,cy + cocE(cl, — s3) + cesgy]-—
03[28901/,50476@474—000647(8,/} cw)—l—cascﬂ] 265898,;,-(66—07)09(6,‘%—8%)]0-}—

5[2¢2(cosyce — S95,Cy) + cscacocy (€2, — 52,,) — 2565c47Cesy] — CoCoCyly

Ces :l[_clcQ + 02[—23931#5707 + Can(S?p - Cfp) - COS?y] + c3[— 259CpScayCosy —
2c955,C2, ] — 205595¢+(06—07)09(512p—cfb)]qﬁ—l—[chgy—c;),ccﬂ—i-(06—07)]s¢c¢9+

s[—2cacy 2 + cscasy(cl,, — s2,.,) — cosyly

Cos =[C25yCy + €3C4ScsnyCesy]Y

Cer = [262(098¢C $954Cy) + C3Ca[cocy(C? Corr sgﬂ) — 280ScyyCesny) — Cgce.Cw]fﬁ +

[—2cocys? — cscasy(cl,, — 52,,) — Co5y]0 + [C25,Cy + C3C48c4yCasy |V

N[ —= N =

Cru =[—cal(s55 — cjs3)sy¢y + sacasy(s2 — )] — cscalsococy(ss,, — c2,,) +

(s5 — 0303)50470647]]&5 + é[_262(300w33 - CoSyCpSyCy) — 0304[303111(0347 -
Sauy) F 2C95yCySciyCesy] — CaCo — Co595y]0 + [co(ChsycyC — scocysycy) +

C3(50C0SyScanCesy — ces¢cwcc47) C589CoCy + (C6 — C7)CasyCylth

Cos ——[ 202(5901/,5 — CpSyCySyCy) + C3Ca[SpSy (82 Scu cgﬂ) — 2CSyCypScarCosy| —
CyCo — 09895¢]¢ +[cac 540y + 030481/)56470047]0 + 5[—2cacy 2 +cseasy (2, —
834')') - 0981/)]1/)

[—2¢5(cosyC2 — 595,Cy) — C3calcocy(cZ,, - $2,) — 289Sc47Cein] + CoCoCy) P+

[— 20201/,0 + c3e484(C2 oy — sgﬂ) — C9Sy|0 + [—Casycy — 03c4sc47cc47]¢

Cre =

N[ N[

Le vecteur de forces conservatives est calculé par I’équation suivante :

U
G =5 (3.68)

out=1,...,7. Nous trouvons donc :
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G(@ =1 0 (3.69)

ou les composantes de G sont :

G3 =cn

G7 =C128, + C13Cy + C148,Cy + C15(¢ — 52)

Les composantes du vecteur de forces externes F,. en fonction des forces et des

couples aérodynamiques mentionnés dans la section 2.2 sont montrées dans le tableau
3.5 pour le cas le plus général du vol de I’hélicoptere.

‘ F, ‘ Ezxpression Analytique
- Thrcos(ug)sin(ug) + Ty
fye Tarcos(ug)sin(us) + Ty
fae Thrcos(usg)cos(uyg) + Dy + Tt
Tae kbis + Thrcos(us)cos(us)ym — Tarcos(us)sin(ug)zar + Tryr — Tryzr
Tye | kars + Cp + Trrcos(ug)sin(us)zy — Tarcos(ug)cos(ua)zy + Trgzr — Troar
Trc Trncos(us)sin(ug)zy — Tarcos(us)sin(us)yy + Tryxr — Treyr
Ty Cmot + CM

TAB. 3.5 — Les Composantes du Vecteur de Forces Externes.

Dans ce tableau T, T, Cyr, Cr et Cipor sont donnés par leurs valeurs algébriques.
Nous pouvons donc écrire les composantes du vecteur F, d’une fagon plus simplifiée
dans le tableau 3.6 en considérant que :

— La force T est parallele a I’axe ys.
— Les entrées us et uy sont petites.
— Les centres des rotors sont localisés d’apres x; = yy = 27 = 0.
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‘ F, ‘ FExpression Analytique ‘

Jze Thrus

Jye Tarug + Tt

fzc TM + Dvi

Txc kbys — Taruszp
Tye | ka1s + O + Thuszzn
Tzc TTxT

’T,y Cmot + CM

TAB. 3.6 — Les Composantes du Vecteur de Forces Externes (Simplifiées).

Si nous considérons que le vol de I’hélicoptere se restreindra aux cas des faibles
vitesses (voir section 3.1) pour les vols en palier et vertical, les expressions pour Ty,
Cu, Tr et Cr seront celles données par les équations (3.70), (3.71), (3.72) et (3.73) ou
nous avons pris en compte que :

— L’angle d’attaque oy est petit.

L’angle latéral de translation 6 = 0.

Les angles de torsion des pales ¢; = @17 = 0.

Les angles de conicité et de battement du rotor de queue agr = a1s7 = b5 = 0.
— La vitesse induite du rotor de queue est négligeable v; = 0.

3 . 2 .
Ty = e (BeyTy o Wit~ (Bl Vie — eV -
R os||V||y + Ryyvi]
(3.70)

Cuy = atgear[(— 3blMas||V||v 3blMalsIIV|lv + vaw)m + (FraVTV +

w2, VTV — B||[V|ju, + 9+RY, ) + (—3Ry vy — R},
SR VIA+ 5 R VIV)ua+ (50 + 5 ba)RA,A2 + 2R2,02 + (S4R2, +

—QQRM+a15RMas+3a1 R%,+":R2, +RMozs)VTV+( 2R% a+ 20 R2, —
a1s RV | o1 + %RMblsUW + 2R3 a0bys| [V[[7]
(3.71)
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Ty = "prT“[(RT VTV + i T,YR%’YQ)UQ]
(3.72)

Cr = PPTCTG[CdTRTVTv+ car 2R ]
(3.73)

Afin d’exprimer le vecteur F, d’une fagon plus simple, nous définisons les constantes
du tableau 3.7.

‘ C; ‘ Ezxpression Analytique ‘ C; ‘ FExpression Analytique
C16 pprz;%jRM' C32 Co1 T
C17 % C33 Kot
C18 —% C34 _%(als + a;)
C19 —%(615/2 +as) | ess %(015/4 + o)
C20 %;Rﬁ C36 018/ 2
C21 % C37 —ClsRﬁ/[Chs/‘l
Coo %mg C38 c1sRy /4
Ca3 kb C39 CISR%\/[bls/ 4
Co4 —C16ZM C40 cisRyrao/3
C25 —C17ZMm Cq1 —618515/8
C26 —C18ZM C42 —cis Ry, (52 4+ Uyt )
Cor —C192Mm C43 ——018 , ,
Cog kay, cas | —C18(5E + + Q1505 + 3““ + bﬁ + a?)
C29 —M Ca5 —018(—2% + 2o _ als)
C30 oo Ry12 Ca6 —cigRarbis/2
C31 CooxT Cq7 —§C18RMa0bls

TAB. 3.7 — Les Constantes du Modele Général.

De cette fagon les composantes de F, par rapport au repere (cm, X, Ye, z.) 1ié a
I’hélicoptere sont :

fae =(c16VTV + c1r¥?)urus + cis||V|[Juj + (crol|V |7 — crsivr)us
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fyc :(016VTV+cl7f'y2)u1U4+ C18 ‘ |V| |’3/’U,3U4+ (619 | |V‘ |’)/ - 018"}/’01)’&4 + (CgovTV+
2
Ca17Y )UQ

fre =(c16VTV + c1r¥?)ur + cas||V || Jus + cro| [V][7 — crsv1y + ca2
Txe —C23 + (CQ4VTV + 025"}/2)’&11{,4 + C26| |V||’)/U3U4 + (027| |V||’)/ — 0261}1’.)/)11/4

Tyc =C928 + CQQVTV + C30’.}’2 — (CQ4VTV + 025"')/2)U1U3 — 026||V| |’yu§ — (CQ7| |V| |’Y —
026017)U3

Txe :(c31VTV + 032’3/2)’&2
Tfy :(633 + 034‘ ‘V‘ "}/ + 017’01’.}/)?1,1 -+ (035VTV + 036||V| |’01 + 037’.}/2)71,3 -+ ((338’!)1’3/ —+

c397® + caol|lVIIF + caa VIV)us + caob? + casvi + caVTV + cus||V|Jor +
casV1y + car| V][

Il est utile d’exprimer F, de la fagon suivante :

F. = D(¢,u)u+ A(¢)u + B(g) (3.74)

ou les matrices D et A et le vecteur B sont donnés ci-dessous.

(c6VTV +ecird)us 0 casl|[VI[us 0
(616VTV + (317’3/2)11,4 0 Ci8 | |V| |’)/U4 0
0 0 0 0
D(q, U,) = (CQ4VTV + 025’3/2)’1,64 0 626||V| |")/U4 0 (375)
—(Cas VTV + 57" )us 0 —co6][V]|Jus 0
0 0 0 0
i 0 0 0 0

A= 0 0 0 Ay (3.76)
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avec

A13(q) =(cro| V]| = c15v1)¥

Ao (4) =coVTV + co152

A4 (q) =(cao| V]| — c15v1) ¥
Az1(q) =c16VTV + c17¥?

Ass(q) =cus| V|7

Aua(q) =(cor||V|| = casv1)y
As3(q) =—(czr| V|| — casv1)¥
Aga(q) =c51VTV + c30?

Ari(g) =css + (caal|[V]| + crror)y
Azs(d) =(ess| V]| + es6v1)[[V]] + €377

A74(q) =(caol|V|| + e38v1)y + €397 + et VIV

0
0
(c10] V|| = crgv1)y + 20
B(q) = C23 (3.77)
Cog + CQgVTV + 630”')’2
0
| C42’3/2 + 043’1)% + C44VTV + C45||V| |’U1 —+ 046’01’3/ —+ C47| |V| |’7 i

Nous écrivons maintenant le modele général de I’hélicoptere sous forme matricielle.

M(q)i + C(q,4)d + G(q) = Jr[D(¢, u)u + A(¢)u + B(q)] (3.78)
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3.2.3 Les Equations de Newton-Euler.

Nous proposons dans cette section un modele de Newton-Euler qui est obtenu a
partir de (3.78). En utilisant (3.45) nous écrivons (3.78) de la fagon suivante :

M(q)j+ C(q,4)q + G(q) = J" Rewt[D(¢, u)u + A(§)u + B(q)] (3.79)
D’autre part, nous pouvons écrire (voir équation (3.38))
Ji+ Jg=1. (3.80)
et

j=J"—J I ', (3.81)

en prenant en compte que M = JTZJ ainsi que les équations (3.38) et (3.81) nous
trouvons :

TTL(g)te +[Clg, )T = JTL(q) T |re + G(a) = T Reat[D (¢, u)u+ A(@u+ B(@)]  (3.82)

ou Z est la matrice donnée en (3.62).

Pour ce qui suit considérons la notation suivante lorsque le systeme est séparé en
deux sous-systémes concernant la translation (indice t) et la rotation (indice r) de
I’hélicoptere. Voir équations (3.62), (3.67) et (3.69).

[z o]

I_[O T, | (3.83)
0 0 |

C_[O ¢ (3.84)

G = l Gy ] (3.85)
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Pour le sous-systeme de translation nous pouvons donc écrire :

et pour le sous-systeme de rotation :

JIT. o+ [CJy 7 — T oy w + Gr = I em (3.87)

o V = [& § z]T est le vecteur de vitesse de I’hélicoptere par rapport au repére
inertiel et w = [wye wye wae Y]T est le vecteur de vitesse angulaire de 1’hélicoptére par
rapport au repere fixe au centre de masse de I’hélicoptere. Nous rappelons que le torseur
des efforts externes calculé dans le repere fixe au centre de masse de I’hélicoptere est
donné par Fe= [fL 1 17

Le terme F, a droite de I’équation (3.78) ou de I’équation (3.79) est assez compliqué
du point de vue de la commande a cause de la présence des termes quadratiques et
multiplicatifs de l’entrée. Nous allons donc étudier les termes D(q,u)u et A(¢)u du
vecteur F, (voir équation(3.74)). A partir des équations (3.75) et (3.76) nous avons les
termes du tableau 3.8 qui seront comparés ligne par ligne.

| D(g, u)u [ A(Qu |
Dyjuy + Dyzug Aqzug
Dyiuy + Dogug || Agoug + Assus
Dyiuy + Dyzug Agguy
Dsiuy + Dssus Aszus

TAB. 3.8 — Les Termes des Produits D(q, u)u et A(q)u.

Admettons que I’hélicoptére soit en régime permanent (voir section 4.1.3 pour les
valeurs utilisées de u; = —0.00005 m, us = 0 et ¥ = —124.62 rad/s = —1190 rpm).
Les valeurs suivantes sont prises en compte initialement aqg = 2°, a1, = 2°, by, = 1°
et ay, = —3° lorsqu’elles sont concernées. Définissons les cas suivants concernant les
modes de vol particuliers sous 'hypothese qu’il n’existe pas de perturbations externes
(voir figure 2.2) :
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Montée/Descente 1D . L’hélicoptere suit une trajectoire verticale (uz3 = uy = 0)
sans modifier son angle de lacet (uy = 0). Deux cas sont analysés :

1. Montée z = —3.52 m/s (v1 = 5.69 m/s).
2. Descente z = 3.52 m/s (v = 2.17m/s).

Dans ces deux cas nous obtenons Aj;3us = —2.653 pendant que tous les autres
termes sont zéro.

Vol Stationnaire . L’hélicoptere reste a une hauteur constante avec la posibilité de
modifier son angle de lacet (us # 0). Ici V = 0 (v; = v, = 3.52 m/s). Nous
obtenons Ajzuz = —2.649 pendant que tous les autres termes sont zéro. Si us =
40.0025, alors nous avons Agug + Assuy = £7.893 en plus du terme précédent.

Vol en Palier . La direction de vol est celle de ’axe  uniquement (¢ = 2 = 0) lorque
I’hélicoptere reste a4 une hauteur constante (ug = —2°, et u4 = 0). Nous proposons
deux cas :

1. £ =2m/s (vy = 3.24d m/s). Ici le terme D;ju; + Dy3us représente 5.4% du
terme Aqjzuz et Dsiug + Dssus, 5.8% de Assusz. Tous les autres termes restent
égaux a zéro.

2. £ =0.5m/s (v; = 3.5 m/s). Avec cette vitesse inférieure, les termes associés
au produit D(¢, u)u sont moins significatifs que ceux du produit A(¢)u par
rapport au cas précédent.

Montée/Descente 2D . Ici la trajectoire de vol est définie dans le plan zz (y = 0,
us = —2° et uqy = 0). Nous analysons deux cas :

1. Montée & = 0.5 m/s, 2 =—0.5m/s (v; = 3.76 m/s).
2. Descente £ = 0.5m/s, 2= 0.5m/s (v; = 3.26 m/s).

Ici le terme Dijuy + Dizus représente 4.1% du terme Ajzug (pour les deux cas)
et Dsiuy + Dssus, 3.9% de Assus pour le premier cas et 4.5% pour le deuxiéme.
Tous les autres termes restent égaux a zéro.

Vol 3D . Il s’agit d’'un mode de vol “hybride” au sens qu’il est composé d’une montée
en 3D (ug = —3° et uy = 2°) avec la possibilité de modifier ’angle de lacet
(up # 0). Nous proposons pour ce cas une montée ou & = y = 0.5 m/s et
z2 = —05m/s (vy = 3.74 m/s). Le terme Djju; + Di3uz représente 7.0% du
terme Aisus, le terme Dojuq + Dosus représente 4.3% du terme Agous + Agsuy, le
terme Djiuq + Dysus représente 4.5% du terme Ayyug et le terme Dsyuy + Dssus
représente 4.5% du terme Aszus.

Nous remarquons que les variations 1° < aqg < 5°, —6° < ay5 < 6°, —6° < by < 6°
et —3° < a; < —10° ne changent pratiquement pas les résultats obtenus. En supposant
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que I'hélicoptere soit en régime permanent et en nous appuyant sur cette analyse nous
négligons dans un premier temps le terme D(§, u)u par rapport au terme A(¢)u dans
I’équation (3.78). La loi de commande sera donc dans un premier temps congue en
supposant que le vecteur de forces externes est donné par

F.=A(Qu+B(¢) € R’ (3.88)

Afin de tester la robustesse de la commande par rapport a la perturbation D(q, u),
ce terme sera pris en compte dans des simulations ultérieures. Nous écrivons maintenant
I’ensemble de deux équations du modele de Newton-Euler définissant le mouvement de
I’hélicoptere :

I,V + Gy = Rfom
_ (3.89)
T+ [JoTCo Iyt — Lo dody Hw + Jo TGy = Tem

avec fo, € IR et 7, € IR* donnés par (3.90) et (3.93). Rappelons que R n’est pas
une matrice constante (voir (3.26)).

fem = A1(¢)u + Bi(q) (3.90)

ou la matrice A; et le vecteur By sont

0 0 A3 O
Ai(@)=] 0 Az 0 A (3.91)
Az 0 Apg 0

avec
A113((i) =(C19||V|| - 018U1)’Y
A122(4) =(caoVTV + eny?)

A124(Q) =(C19||V|| - 0187}1);)/
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Ai31(9) =(015VTV + 01772)

Ausz(q) =cus||V]]¥

0
Bi(¢) = 0
(c1o] V|| = c18v1) 7y + ca2

Tem = Ao(¢)u + Ba(q)

ou la matrice Ay et le vecteur By sont

0 0 0 Ay

Ll 0 0 Ap 0
A= Ay, 0 0
A241 0 A243 A244

avec

A214(q) =(cr|[V]] = ca6v1)¥

Asa3(q) =—(cr| V]| — ca6v1)¥

Agsp(q) =c1 VIV + c309?

Asu1(q) =cs3 + (caal|[V]| = cazv1)¥
Aga3(4) =(cas| V]| + esvi) [ V]| + €374

Az44(q) =(cao||V|| + c38v1) + 30’ + e VIV

Ca3

) Cog + Cog VIV + 3052
B2(q): 28 29 . 307

caoV? + cazv? + e VIV + egs||V||v1 + cagvry + car| [V ||

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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A partir de (3.89) et en prenant en compte que Z; = ¢yI3 nous pouvons écrire :

i

v 1, -
i | = =[Rfm — G (3.96)
. Co
z
et
wCCC
e = L e+ [y = TG W = I G, (3.97)
5

Afin de simuler ce modele considérons maintenant les variables d’état définies dans
le tableau 3.9.

‘ Variable ‘ Dérivée ‘

1= To =T
3=y Ty =Y
Ts = 2 Te =2

T7 = Wge | T8 = Wae
T9g = Wye | T10 = wyc
Tl = Wae | Ti2 = Wye
Tz =7 T =7y

TAB. 3.9 — Les Variables d’Etat.

Une représentation du modele en variables d’état est donnée par les équations (3.98)
et (3.99).

[ T ] [ X2
T3 L4
i‘5 Tg
i7 | = s (3.98)
Tg T10
T11 T12
| T3 i | T14 |
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T2 z

T4 y
T z
iy | = | e (3.99)
i10 wyc
-7.712 wzc
| -7.714 ] L 7 i

3.3 Le Modele Hélicoptere-Plateforme.

-
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| (O} Contrepoids

Fic. 3.3 — Le Systeme a 3-
DDL.

Nous présentons une formulation de Lagrange afin d’obtenir le modéle de I’hélicoptere
lorqu’il est monté sur une plateforme expérimentale. Considérons d’abord la figure 3.3
qui représente 1’hélicoptere monté sur une plateforme. Nous avons donc un systeme a
trois dégrés de liberté z, ¢ et .

L’énergie cinétique de translation prend une forme plus simple que celle donnée par
I'équation (3.48), car elle considére uniquement un déplacement dans la direction z,
nous trouvons donc 1’équation (3.100).
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1
T, = —m3z?

5 (3.100)

De maniere simple, nous pouvons dire que la seule composante significative de la
vitesse angulaire du fuselage est donnée par ¢ ; en plus, ’axe z du repére inertiel coincide
avec ’axe z. lié a ’hélicoptere et donc la vitesse angulaire dans le repere inertiel est la
méme que celle exprimée dans le repere de ’hélicoptere. Elle est donnée par I’équation
(3.101).

Wy = Wye = ¢ (3.101)

En ce qui concerne I’énergie cinétique de rotation, elle est définie par les équations
(3.102) pour le fuselage, (3.103) pour le rotor principal et (3.104) pour le rotor de
queue.

1 .
Tp = 5122F¢2 (3.102)
1 © 9
1 o 1 22,2 g
T’I"T = §IZZT¢ —+ §Iny’}/ T’Y — Isz¢’77"7 (3104)

L’énergie potentielle est formée par ’énergie potentielle gravitationnelle et par la
partie de I’énergie élastique correspondant a I’angle de conicité. Cette énergie est donnée
par ’équation (3.56) ou a5 = by = 0. Le Lagrangien L est donc exprimé par :

L= %m2'52 + %IzzFQSZ + %IzzM(¢ + 7)2 + %IZZTQ'Q + %Iny"}/%‘i o Iszé’.}/’f’fy +

mgz — ka3
(3.105)
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Nous prenons ’hypothese d’une force de poussée toujours verticale dans ce systeme
car une variation dans I’ orientation de 7}, entrainerait un changement du mode de vol
(par exemple en vol en palier) qui ne peut pas se produire dans le systéme hélicoptere-
plateforme. D’autre part, I’angle de conicité est considéré constant. Le vecteur de co-
ordonnées généralisées prend donc la forme suivante :

¢=[z ¢ 1]" (3.106)

Les entrées que nous pouvons utiliser das ce cas son définies par le vecteur d’entrées
de I'équation (3.107).

u = [hy hy]" (3.107)

Nous observons que ¢ € IR® et que u € IR?, il s’agit donc toujours d’un systéme
sous-actionné.

La dérivée du vecteur de coordonnées généralisées est :

qg=1|9¢ (3.108)
Y

Nous observons que la premiere composante de ¢ est la vitesse de translation du
systeme, que la deuxieme composante représente la vitesse de rotation du fuselage dans
les reperes inertiel (o, z,y, z) et du corps (cm, x., Y., 2.) et la troisitme composante est
la vitesse de rotation du rotor principal. A partir de (3.105), en tenant compte du fait
que I,7 = 0 et en utilisant I’équation (3.57) nous avons :

oL
0z Y
(3.109)
oL
a5 ="

(3.110)
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?9_5 = —2mgb’r, sin(r,7) cos(r,y)¢?
(3.111)
oL |
82 =mz
(3.112)
oL . . : 1
5g = e+ Leaa(9 +7) + 2mr(ah + 91)9 + Smal? cos’(r,)9
(3.113)
oL S .
(3.114)
dfor) _ .
dat |0z] "
(3.115)
d ToL1 “ .o N
@i | 53] = =ré+ Lom(d + %) + 2me(aF + y7)6 +
myb? cos(ryy) — 3mab? sin(ryy) cos(ryy)ryio
(3.116)
d |0L PR .
(3.117)

A partir des équations ci-dessus nous pouvons écrire la forme matricielle du modele
a 3-DDL :

M(q)i+ C(g,9)q + G(g) = Q(u) (3.118)
ou
m 0 0
M(q)=| 0 L.p+ L.y +me(zh +y3) + §mpb? cos’(ryy) L.u (3.119)
0 I.m Im + InyT?y
0 0 0
Clg4) = | 0 —smgb’rysin(2r,7)y  —smeb®r, sin(2r,7)¢ (3.120)
0 smrb’rysin(2r,y)é 0
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Gl@)=| 0 (3.121)

D’apres ’équation (3.101), il est évident que les vitesses dans 'espace de coor-
données généralisées et celles dans I’espace de coordonnées cartésiennes sont les mémes.
Autrement dit, les forces généralisées sont les forces externes appliqués a ’hélicoptere

(J=1Iet Q=F).

Les composantes du vecteur de forces externes (ou généralisées) sont montrées dans
le tableau 3.10.

‘ F, ‘Vol Vertical ou Stationnaire‘

f zc TM + sz’
Tzc TTxT
Ty CM + Cmot

TAB. 3.10 — Les Forces Généralisées.

Les matrices M, C' et le vecteur G' prennent donc les formes suivantes :

Co 0 0
M(q)=1| 0 ¢+ cocos®(c3y) ¢ (3.122)
0 Ca Cs
0 0 0
C(g,4)=| 0 cgsin(2c37)y  co8in(2c37)¢ (3.123)
0 —cgsin(2c3y)¢g 0
Cr7
Glg)=1 0 (3.124)
0

ou nous avons utilisé les constantes du tableau 3.11. Les valeurs des parametres
sont montrées dans ’annexe A de ce rapport.
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‘ Ci ‘ FExpression Analytique ‘ Valeur Numérique

Co m 7.5 kg
¢ | Lop + Loy + 2mr (a7 + y7) 0.4305 kg - m?
Co 2mrb? 3x107* kg-m?
Cs3 Ty —4.143
Cyq IzzM 0.108 l{,'g . m2
cs Lont + 12 1yyr 0.4993 kg - m?
Co smrb’r, —6.214 x 10~* kg - m?
cr —mg —73.58 N

3
cs % 3.411 kg
Co %vh 0.6004 kg - m/s

3 .2
o st —0.1525 kg - m
3

C12 %vh 12.01 kg -m/s
C13 Kmoteur 1x 105 N

4
C14 AL 1.2055 x 10 * kg - m?
C1s OPP e Al )2 2.642 N -m

TAB. 3.11 — Les Constantes du Modele a 3-DDL.

Les termes correspondant aux forces et couples aérodynamiques peuvent étre cal-
culés en utilisant les expressions algébriques du chapitre 2. Pour le cas de I'hélicoptere
monté sur la plateforme nous avons :

R 2R3
Ty = PPMEMGy WM 2 M 32V, 4+ R2, 4] (3.125)
4 blys 3blys
ppmacy 2R3, Cd 1y 9 Do o Cd oo .9
Cy = —R -R —R 3.126
M 1 [3blel’Yu1 + % MY T 4 MUl T+ % el ( )
Ty = PProra Br o 2 aps . 3.127
T = (2" + = By g (3.127)

4 blp 3bly

Si nous considérons que I’hélicoptere vol a basse vitesse de telle fagon que la vitesse
induite en vol vertical et la vitesse induite en vol stationnaire sont presque les mémes
(v, & vp) et & partir de (3.125), (3.126), (3.127), du tableau 3.11, en modélisant Q(u) =
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A(q)u+ B(q) et en considérant que ; RM 2 <<

2R3 <2 RT 32 3 42
(JutI 3bl =lye et << 3bl r2 R34y les forces
généralisées prennent les formes sulvantes :

i Cg"}/Q 0
A(C}) = 0 011’.Y2
| cey+caz 0
(3.128)
cgy + C1o
B(¢) = 0
| ey +as

Comme dans le cas du modele général, il est intéressant d’utiliser une répresentation
du modele en variables d’état qui sera utilisée pour faire des simulations en Mat-
lab/Simulink. Nous prenons donc les trois variables du vecteur de coordonnées généralisées
et leurs dérivées comme les variables d’état. Ces variables d’état sont montrées dans le
tableau 3.12.

‘ Variable ‘ Dérivée ‘

T =2 To =2
T3=¢ | T14=¢

Ty =7y Tg =Y

TAB. 3.12 — Les Variables d’Etat du Systeme Hélicoptere-Plateforme.

Une représentation du modele en variables d’état est donc donnée par les équations
(3.129).
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3.','1 = T9

j’)g = %[Cg’jﬁul + 09”')’ “+ Cig — 67]

.’j?g = T4

Tg = S [05(0117 Ug — 2¢g sm(203’y)7¢)

ci1c5—cytcacs cos? 037

. 3.129
—ca((cra + c13)ur + c68in(2¢37)d? + 14y + c15)) ( )
Ty = Tg

j:6 = pop c4+02105 o2 (ca) [ 64(611’)/ Ug — 266 SIH(QCg’Y)’}/(ZS)

+(c1 + ¢ c08%(c37)) ((cr2y + €13)ur + cosin(2e37)$% + c1a¥® + c15)]

Nous remarquons que la force de frottement du sol sur le systeme avant le décollage
n’est pas modélisée. L’hélicoptere montre donc un comportement ol des mouvements de
lacet sont produits lors de la mise en marche du moteur '*. Une strategie de commande
pour la régulation et la poursuite des variables réliées a ¢ et a v est proposée plus loin.
Cette strategie est utilisée initialement lorsque I’hélicoptere est sur le sol mais peut
étre aussi utilisée pour le cas de I’hélicoptere en vol.

La contrainte z — L < 0 du sol (force normale) sur ’hélicoptere est prise en compte
de la fagon suivante (voir figure 3.4).

y
== ==
¢ L I Vi centre
/ '\ de masse
= ////////////// /)
ZCVZ

FiG. 3.4 — La Contrainte z — L < 0.

Nous pouvons écrire a partir de (3.118) en prenant en compte la contrainte du sol :

j=M"(q)(=C(q,9)d — G(q) + Q(u) — Vg})
gzz—L?Azo,qf(g—L)qzo ’ (3.130)

14Ce comportement est attendu lorsque ’hélicoptere se trouve sur la glace ou sur ’eau avec des
coussins gonflables.
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z L]

ou Vg = =[1 0 0] et A > 0 est un multiplicateur de Lagrange. Quand
z—L =0, les équations (3.130) représentent un systeme d’équations algébriques
différentielles (DAE Differential Algebraic Equation. Voir [14]) & indice de différentiation
3 (niveau position). A partir de (3.130) et en supposant que z — L. = 0 sur un intervalle
de temps strictement positif nous pouvons écrire le systéme a indice 2 (niveau vitesse)
suivant :

~C(g,9)d ~ G(a) + Q(u) = VgA) (3.131)

A partir de (3.131) et en supposant que z — L = 2 = 0 sur un intervalle de temps
strictement positif le systéme & indice 1 (niveau accélération) est donc :

—C(g,9)¢ = G(g) + Qu) — VgA) (3.132)

Sien (3.132) 2=0(A>0 2—L =0 % = L), alors :

A= 08’)/2111 + 09"y + c190 — C7 (3133)
Sien (3.132) 2<0(A=0 z— L <0), alors :

R S .
z = C—[Cg’)/Q’Lh + Co7Y —+ C10 — 67] (3134)
0

Les conditions Z = 0 et Z < 0 représentent la commutation entre les modes
contrainte (au sol) et vol libre, respectivement. Tandis que A > 0 ’hélicoptere reste au
sol. Le décollage a lieu des que A = 0.



Chapitre 4

Commande

Nous commencons ce chapitre avec ’analyse du systeme a 3-DDL pour lequel nous
présentons deux stratégies de commande et montrons quelques résultats en simulation
dans chaque cas. En ce qui concerne le systeme général a 7-DDL pour le vol libre de
I’hélicoptere nous présentons les idées de base d’une premiere stratégie de commande
dans la section 4.2.

Contrairement a la généralité de travaux concernant la commande de systemes
mécaniques, nous utilisons les entrées réelles de ’hélicoptére comme entrées de com-
mande en faisant attention particulierement au choix de trajectoires désirées qui s’avere
un point crucial afin de respecter les saturations des entrées.

La structure du vecteur de forces généralisées représente un nouveau cas particulier
parmis d’autres systémes sous-actionnés [24] [50] [38] [41]. Cette structure est le résultat
de la considération de certains phenomenes aérodynamiques lors de la modélisation du
systeme, tels que le battement vertical, les couplages entre les forces et les couples, la
vitesse induite et les couples de trainée que plusieurs auteurs ont négligé [20] [43].

4.1 Commande du Systeme Hélicoptere-Plateforme.

Bien que le modele a 3-DDL soit plus simple que celui du vol libre de ’hélicoptere,
sa dynamique s’avere non triviale (non linéaire en ’état et sous-actionnée). Plusieurs

101
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travaux concernant le probleme de commande d’hélicoptéres ont été développés [17] [19]
[20] [21] [27] [29] [35] [40] [43] [45]. Contrairement & la plupart des travaux concernant
la commande non-linéaire d’hélicopteres, nous avons incorporé la dynamique des rotors
principal et de queue dans les équations de Lagrange.

Reprenons I’équation (3.118) du systéme hélicoptére-plateforme que nous écrivons
ci-dessous.

M(q)G+C(q,4)q+ G(q) = Q(u) (4.1)

ot M € IR**3 est la matrice d’inertie, C' € IR**® est la matrice de Coriolis, G € IR?
est le vecteur de forces conservatives, Q(u) = [f, 7, 7,]7 est le vecteur de forces
généralisées et u = [hyr hr]T est le vecteur d’entrées. Ici, f,, 7, et 7, sont la force
vertical, le couple de lacet et le couple du rotor principal, respectivement. L’axe vertical
(altitude) z < 0 vers le haut.

Les différents éléments dans (4.1) sont :

Co 0 0
M(q) =] 0 ¢+ cacos?(c3y) ca
0 Cq Cs
0 0 0 .
C(g,4)=| 0 cgsin(2c37)y  cosin(2c37)¢ (4.2)
0 —cgsin(2c3y)¢g 0
Cr
Glg)=| 0
0

le vecteur de forces généralisées
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Cg"‘)/Qul + Cg’.)/ + C10
Qu) = 1y us (4.3)
(c12y + c13)us + c1a¥? + cus

a été modélisé par Q(u) = A(¢)u + B(q) ou :

(38’.)/2 0
A(CI) = 0 01172
c197Y + €13 0
(4.4)
CoY + C10
B(q) = 0
ey’ + e

Remarque 2 . La force de poussée Ty ou la vitesse angulaire v du rotor principal
ne sont pas utilisées comme des entrées dans (4.3) car % est trop petite du fait des
capacités du moteur. Etant donné que vy et uy peuvent étre plus grandes que v, u; et
Uo sont préférées comme entrées. )

Remarque 3 La dynamique du modéle (4.1)-(4.3) différe en plusieurs aspects de la
forme canonique des systéemes sous-actionnés étudiée en [38]. En particulier la forme
de la matrice qui multiplie a gauche le vecteur d’entrées n’est pas la méme, et A(q) dans
(4.6) n’est pas inversible pour tout § € IR®. Par conséquent, les résultats en stabilisation
pour un point d’équilibre (¢°,0) qui peuvent étre trouvés dans [38] ne sont pas applicables
pour (4.1)-(4.8), car pour un hélicoptére il est souhaitable d’avoir |||| >> 1 et d’obtenir
¥ & constante pendant le vol. o

4.1.1 Propriétés de Dissipativité du Modele a 3-DDL

Nous observons & partir de (3.122)-(3.122) et (3.128) que le modele est constitué
de deux sous-systémes : Syansiation avec (2, 2) comme états et Syotation avec (@, d,y,%)
comme états.

Remarque 4 . La condition unilatérale de transmission de puissance (roue libre) entre
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[’arbre moteur et le rotor principal pourrait étre prise en compte lors de la modélisation.
De plus, une fonction de transfert de premier ou deuxieme ordre pourrait étre considérée
pour modéliser la dynamique du moteur. Le résultat serait un modele plus complezxe.
Cependant, dans ce cas il est clair que le probléme de commande serait plus complexe
a cause des dynamiques additionnelles. Dans ce travail nous avons considéré que le
systeme évolue dans la bande passante de la dynamique du moteur. o

L’utilisation de la passivité a été au centre de la conception de plusieurs lois de
commande durant les derniéres quinze années (voir [25] et annexe E). L’intérét d’une
loi de commande passive se trouve dans ses fondements physiques (contrairement a
d’autres techniques de stabilisation non-linéaire qui dépendent uniquement de la struc-
ture des équations dans I’espace d’état). La conception d’une loi de commande passive
pour (4.1) est treés spécifique du fait de la dynamique Lagrangienne et de la forme de
Q(u). Plus précisément, la pesanteur qui agit dans la dynamique z dans (4.1) et le fait
que les entrées en u € IR* ne sont pas 3 forces généralisées indépendantes empéche la
dissipativité des opérateurs :

O1:ur—q
Oz : Q(u) — g

une propriété qui est cruciale dans la conception de régulateurs basés sur la passivité
assurant la commande en poursuite globale de (¢g(t),q(t)). Cependant pour le sous-
systeme S, iation 1’Opérateur :

ngﬂéflu-l-Blﬁﬁé[q'ﬁ y)* (4.5)
est passif sans pertes, avec (voir équations (4.2) et (4.4)) :

i—|a + cocos?(e3y) ¢y c [ 6 sin(2c3y)y  cgsin(2¢3y)d
o C4 Cs - | —cesin(2c37)¢ 0
(4.6)
— 1 2 — I
A= 0 avy B= )
cipy+cs 0 | cuy s

La preuve est simple en remarquant que M —2C est antisymétrique [25].
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4.1.2 Conception de la Commande

Nous présentons dans cette section deux stratégies de commande pour le modele de
I’hélicoptere sur la plateforme. La premiere concerne la commutation entre deux com-
mandes (une passive et une linéarisante E/S). La deuxiéme stratégie utilise uniquement
la commande linéarisante E/S.

leére Startégie. Commutation Commande Passive/Commande Linéarisante.

Pour I'objectif de la commande par feedback, nous utiliserons la structure de la
dynamique du modele et la propriété physique de 'opérateur Os : @ — 7. Par la suite,
nous supposons que initialement ||¥(0) > & > 0[] et 2(0) < 0, alors A dans (4.6) est de
rang plein. La stratégie de commande est séparée en deux phases principales :

Phase 1. Mise en Marche et Décollage. Dans cette phase nous supposons que le rotor
principal tourne (7 # 0). La commande en boucle fermée doit garantir la stabilité
asymptotique des erreurs de poursuite ¥ = v —74(t), ¥ = ¥ —Ya(t), ¢ = ¢ — da(t)
et QNS = ¢ - q.Sd(t) quand I’hélicoptere est sur le sol. De plus cette commande doit
garantir le décollage de I’hélicoptere.

Phase 2. Vol Vertical. Lorsque le décollage a lieu (2 < L —e pour un € > 0. Voir figure
3.4), nous commutons & une commande linéarisante E /S qui garantit la poursuite

asymptotique de z = z — z4(t), z = 2 — 24(t), ¢ et ¢ pendant que ¥ converge vers
une valeur constante et reste bornée loin de 0.

Dans le deux phases les propriétés de robustesse par rapport aux incertitudes des
parametres a, cq et K,,,; seront étudiées en évaluant les criteres suivants :

toff T, B ~ .
Jo= [T B2+ 2+ 182 + (9P + uTu] dt (47)

pour la phase 1 et

t . ~ -
Jg :/tf [\§|2+ 1212+ |8]* + \¢|2+uTu] dt (4.8)
of f
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pour la phase 2. Dans ces équations ¢,77 est le temps de commutation (décollage)
et t; est le temps final de simulation. Dans le premier critere (4.7) Z et Z ne sont
pas considérés car méme si ’hélicoptere décolle, aucune propriété de poursuite dans la
direction verticale n’est requise. Similairement pour 7 et 4 dans (4.8).

Phase 1 (Mise en Marche et Décollage).

Commande Passive de la Partie Rotationnelle. La dynamique de la partie
rotationnelle est donnée par (voir équation (4.6)) :

M(n)ij + C(n, mn = A(n)u + B(1) (4.9)

Il est intéressant de mentionner que cette dynamique représente aussi la partie
rotationnelle du systeme lorsque I’hélicoptere n’a pas encore décollé, i.e. quand z =
L(L < 0) (voir figure 3.4).

Soit, u dans (4.5) telle que :
i = M(1jg — M) + C(1ia — M) — Aa(7] + Aa)) (4.10)

ol f) =1 — g, Na(t) € C?(IR™) est une trajectoire désirée, A\; > 0, Ay > 0. L’entrée
(4.10) garantit que 7,7, 7 — 0 asymptotiquement exponentiellement globalement (voir
[25] et annexe E).

Décollage. L’idée de base est d’utiliser ¥ (en fait 44) pour commander la premiere
équation dans (4.1), i.e.

002 +cr = 0872u1 + Cg’.}/ + c1o (411)

avec u; donnée par (4.10). Admettons que le systeme (4.9)-(4.10) a convergé, i.e.
7@ <€,i=0,1,2, et ¢4 = 0. Nous pouvons approximer u; dans (4.10) comme :
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. :
ui™ = a—[Cs’Yd — cud’ = cis) (4.12)
31

A partir de (4.11) et (4.12) il est clair que si 44 est constante, alors la hauteur
2(t — topr) = a(t — togs)? avec z(toss) = Z(toys) = 0 et a € IR. Nous pouvons alors
utiliser (4.12) pour faire décoller I’hélicoptere et le faire atteindre une certaine hauteur.

Remarque 5 . La strategie de commande proposée ne nous permet pas d’obtenir une
régulation précise de la hauteur lorsque [’hélicoptére est pres du sol. Cependant, une
telle tache aurait besoin d’un modéle analytique des effets du sol, qui (d notre connais-
sance) n’est pas disponible dans la littérature de ’aérodynamique. o

Phase 2 ( Vol Vertical). A partir de (4.1) en prenant en compte (4.3) et (4.2) nous
avons :

zZ= %[08;}/2'“1 + co¥ + 10 — ¢7]

(.b- = 610570421-1—02165 o5 (ca7) [05 (011"}/2U2 — 2c¢q sm(203’y)’y¢) - C4((012’.)/ + 613)U1 +

Ce Sin(2¢37) B2 + c1ay? + c15)]

7= 01C5—ci+cz1cs ooy —Caleny?us — 2 sin(2c37)9¢) + (c1 +

( ¢y c052(c57)) ((er27y + c13)us + ¢ 8in(2¢37) P + c1ay? + €15)] w13
4.13

Quand I’hélicoptere a décollé, nous proposons une commutation de la commande
dans (4.10) & une commande linéarisante E/S :

1

U = cgy? [07 — C10 — C9fy + CO(z‘.d - )\32 — )\42)]

uz = oimsl(cres — ¢ + cacs cos®(€37)) (60 — Asd — Ao®) + 2¢5¢s sin(2¢57) 7 +

ca((c12y + er3)ur + co sin(2037)q52 + c1ay? + c15)] ( )
4.14
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Le systeme en boucle fermée est alors :

( 4+ XN+ M2E=0

b+ Asd+ Asdh = 0

_ 1
7= c1es—c3+cacs cos?(c3y

)[—04(011")’211,2 — 266 s1n(203’7)7¢) + (Cl +

\ c5 c08?(c37)) ((Cro” + c13)ur + ¢68in(2¢57)9? + c1a9? + c15))] (.15)
4.15

ou la dynamique (7, ) représente la dynamique zéro de (4.13) avec u; et us comme
entrées et (z,¢) comme sorties. Les simulations de la section 4.1.3 montrent que %
reste bornée loin de zéro pendant le vol. Pour les trajectoires désirées et pour les gains
choisis, 7 converge rapidement vers une valeur constante (voir figure 4.6). Ceci est
un point intéressant car il montre que la dynamique et la commande par feedback
amenent les conditions de vol pres de celles des hélicopteres réels qui volent avec une
valeur constante de 4 grace a une boucle locale de régulation de la vitesse de rotation
du rotor principal (qui n’existe pas dans I’hélicoptére a modele réduit VARIO).

Remarque 6 . Si nous considérions que la puissance du moteur est associée a une
entrée indépendante uz nous pourrions compenser avec u; = uq(y,v1) la pesanteur dans
la premiere équation de (4.13). En utilisant us = us(uy,v3) dans la derniére équation
3 3(U1, U3
pour compenser les termes introduits par la premiere entrée et ceur de la derniére
ligne du vecteur B(q) et en utilisant uy = us(¥,v9) dans la deurieme équation ou les
7
v; 1 = 1,2,3 sont des nouvelles entrées, nous arrivons a :

1
M(q)i+C(g,4)g= | v (4.16)
U3
Nous pouvons voir que l’opérateur
O: v vo v3]' > [2 ¢ AF (4.17)

est passif. Une loi de commande passive peut étre alors facilement congue [25]. o
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La selection des trajectoires désirées n4(t), zq4(t) et des gains de la boucle est cruciale
pour respecter les saturations des entrées ul < u; < 0 et ufn < ug < uﬁ/[ Ici uin =
—1.0112 m, u2, = —0.005 m et u3, = 0.005 m. La technique utilisée pour faire face
aux saturations de I’entrée pour la phase de mise en marche est la suivante : a partir
de (4.10) et en supposant une poursuite parfaite (7 = 77 = 0) nous avons :

w=A""(34(t))[M (14)iia + C (Na> 1a)Na — B(7a)] (4.18)

A partir de cette expression nous calculons hors ligne si u}n <u;r<0et ufn <uy <
u3,. Les saturations sont alors respectées si les erreurs initiales de poursuite 77(0) et
77(0) et les gains de la boucle A\, Ay sont choisis suffisamment petits. De plus, en faisant
des simulations (voir section 4.1.3) nous observons que I’entrée peut saturer pendant
le transitoire sans détruire la stabilité du systéme en boucle fermée. Les saturations
doivent bien sir étre évitées en général, au moins pour des raisons pratiques.

2éme Stratégie. Commande Linéarisante E/S.

Appliquons la commande dans (4.14) pour tout ¢ > 0. Puisque cette stratégie de
commande concerne une structure de commande unique, la séparation de la tache de
commande en deux phases perd sa signification. Si les données initiales sont choisies
comme z(0) = L, 2(0) = 0 pour tout j > 1 ('hélicoptere est au sol); et si zg = L,
alors la premiere équation dans (4.15) devient z — z; = 0. Lorsque la contrainte z = L
est activée la dynamique en z est donnée par

0= 6872’11,1 + Cg"')/ +c1g—c7 — A (419)

avec A > 0 la réaction du sol. Avec les conditions ci-dessus établies (valeurs initiales
et contrainte unilatérale activée) il est simple de voir que la commande

1 :
Uy = ;"72[07 — ¢10 — Coy + v(t)] (4.20)

implique A = v(t). Nous pouvons choisir le signal v(¢) > 0 d’une forme souhaitable
pendant la période de mise en marche. Lorsque le décollage est désiré (¢ = ¢,s7) nous
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devons avoir v(t) = 0 et z4(t) < L pour t > t,sr. Pour utiliser cette stratégie de
commande, une valeur minimale initiale de la vitesse de rotation du rotor principal
(%0) doit étre garantie afin d’éviter une saturation initiale de la commande. A partir

de la deuxiéme équation dans (4.14) et en prenant é = = ¢ = 0 nous avons

—1.7[2c5cesm(203%)%¢0 + ca((c12%0 + c13)ug + cﬁsin(Qc;z,fyo)(ﬁ% +

c5c11Y5

c1a¥s + c15)] < U3, ( )
4.21

ol u%; est la limite supérieure de saturation pour 'entrée u, et I'indice 0 concerne les
conditions initiales. En négligeant les termes qui contiennent ¢, une condition suffisante
pour respecter les saturations de us dans (4.14) est donnée par

(014 — 05011113\/1)’.}’3 + 04612’&1’.}/0 + c4c13U1 + 15 > 0 (422)

Il est clair & partir de (4.14) que ||%(0)|| doit étre suffisamment grande pour main-
tenir les entrées a I'ntérieur des limites de saturation. La robustesse paramétrique par
rapport aux parametres a, cq et K,,,; sera numériquement étudiée dans la section sui-
vante pour cette loi de commande linéarisante en utilisant le critere (4.8) de ¢t = 0 a
t=t;.

4.1.3 Résultats en Simulation.

Dans cette section nous présentons des résultats numériques obtenus en réalisant
plusieurs simulations. Les figures 4.1 a 4.2 concernent la premiere simulation, donc la
commande (4.10)-(4.12) de la partie rotationnelle de I’hélicopteére. Pour la deuxieme
simulation nous présentons les figures 4.3 & 4.6 concernant la stratégie a 2 phases (mise
en marche-décollage et vol vertical), c’est & dire les commandes (4.10) et (4.14). Les
figures 4.9 & 4.14 concernent uniquement la commande linéarisante (4.14) pour des
trajectoires désirées différentes en hauteur (premiérement un probléme de régulation-
poursuite et deuxiémement un probléme de régulation a trois niveaux d’altitude).
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F1G. 4.2 — Variation de I’Entrée uy et Convergence de I’Erreur de ’Angle de Lacet
M =X=1).

1. Cette simulation concerne un probleme de régulation de la partie rotationnelle du
systéme (¢, v) en utilisant I'opérateur passif (4.5). La trajectoire désirée est définie
par ¢4 = —7/6 rad et 74 = —85 rad/s. Premiérement nous prenons les conditions
initiales ¢(0) = 2 rad, ¢(0) = 0 rad/s, v(0) = —5 rad et ¥(0) = —45 rad/s et
les gains A\; = A2 = 15. Dans la figure 4.1 nous pouvons observer que ’entrée
uy sature pendant le transitoire sans détruire la stabilité du systeme en boucle

fermée. Dans ce cas ¢(0) = 1.476 rad, ¢(0) = 0 rad/s, 7(0) = =5 rad et 5(0) =
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40 rad/s. Deuxiemement nous réduisons les erreurs initiales avec les conditions
initiales ¢(0) = —7/6 rad, ¢(0) = 0 rad/s, v(0) = —7 rad et ¥(0) = =70 rad/s
et prenons des gains plus petits A\; = Ay = 1. Nous observons dans la figure 4.2 que
en diminuant les gains de la boucle ainsi que les erreurs initiales les saturations
des entrées sont respectées et le comportement du transitoire est amélioré. Dans

ce cas ¢(0) = 0 rad, $(0) = 0 rad/s, 7(0) = —7 rad et ¥(0) = 15 rad/s.

x10™

TAKE-OFF

/t:48.96 s

u2 Control Input m
w

TRAJECTORY
SWITCHING

TAKE-OFF t=130s t=20pi+130 s

t=48.96 s i-

2.

I I I I _ I I I I
50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Time s Time s

Fi1G. 4.3 — Variation des Entrées u; et uy (phases 1 et 2).

Cette simulation concerne un probleme de poursuite et de régulation du systeme
complet (parties rotationnelle et translationnelle) en utilisant la stratégie de
commande a deux phases. Initialement nous supposons que I’hélicoptere est sur
le sol (monté sur la plateforme) avec les conditions initiales z(0) = —0.2 m,
2(0) = 0 m/s, le rotor principal tourne & §(0) = —60 rad/s, v(0) = —0.1 rad et
#(0) = —m/4 rad, $(0) = 0 rad/s.Pour la phase 1 la trajectoire désirée est définie
par ¢g = —m/4 rad et ¥4 = —125+ (—125+ 60)[—1 + exp(—(t — 50)%/60)] rad/s.
Cette trajectoire permet a I’hélicoptere de décoller quand ¢ = t,¢¢ 5. A ce mo-
ment nous commutons a la commande de la phase 2 avec une nouvelle trajectoire
désirée ¢y = —m/4 rad et z4 définie par :

— 24 =—0.2+4 (0.5 — 0.2)[-1 + exp(—(t — tor7)?/350)] m, pour torr <t < 130 s.
— zq¢ = —0.6 + 0.1cos[(t — 130)/10] m, pour 130 < ¢t < 207 + 130 s.
— 243 = —0.5m, pour t > 207 + 130 s.

Dans ce cas ¢(0) = 0 rad, Q;(O) = 0 rad/s, 7(0) = 0 rad, ¥(0) = 0 rad/s,

Z(toss) = 0m, Z(tors) = 0m/s, d(tors) = 0 rad et (t,zr) = 0 rad/s. Pour cette
simulation I’hélicoptere décolle a t,5f = 48.96 s et ¢y = 250 s. Dans la figure 4.3
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Altitude m

Yaw Angle Error rad
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nous observons que les saturations des entrées sont respectées et que ’allure des
entrées est assez douce comme une conséquence d’une sélection convenable des
trajectoires désirées au moment de la commutation (un pic peut se produire apres
avoir commuté si la trajectoire désirée n’est pas définie d’une maniere convenable.
Des tels pics doivent étre évités car les actionneurs électriques des plateaux cy-
cliques possédent une bande passante finie). Les erreurs de la partie rotationnelle
sont montrées dans la figure 4.4.
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Nous remarquons que l'erreur de poursuite 7(¢) n’a plus de signification aprés
avoir commuté car v4(t) n’est pas définie apres cet instant. Les problemes de
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poursuite et de régulation sont résolus de maniere satisfaisante pour les deux
phases comme nous pouvons ’observer dans les figures 4.4 et 4.5. Dans la phase
2 de commande  converge vers une valeur constante ¥ — —124.62 rad/s et reste
bornée comme le montre la figure 4.6 (voir la derniére équation dans (4.15) qui
représente la dynamique zéro avec état (v,%)).
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|
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-120
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I I I I ~130
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ROTATIONAL PART CONTROL
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F1G. 4.6 — Force de Poussée et Vitesse
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50

I
100 150 200 250
Time s

F1G. 4.7 — Angle de Lacet et Convergence de son Erreur (¢q = —Fcos[(t — torr)/10]).

Nous remarquons que lorsque la trajectoire désirée en ¢4 est plus complexe (¢4 =
—m/4 pour 0 < ¢ < topf et pg = —Fcos[(t — topp)/10] por ¢ > t,5r, par exemple.
Voir figure 4.7) 4 présente le méme comportement comme nous pouvons I’observer
dans la figure 4.8.
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F1G. 4.8 — Force de Poussée et Variation de la Vitesse Angulaire (¢4 = —7Fcos[(t —
tory)/10])-

Comme nous I’avons déja dit, ceci est un point intéressant car quelques hélicopteres
réels volent avec une valeur constante de la vitesse angulaire du rotor principal.
Apres une période transitoire toutes les erreurs dans (4.15) sont pres de zéro et
la dynamique zéro peut étre approximée comme un systeme non linéaire variant
dans le temps de la forme 5 = f(v,,t)'. Dans les figures 4.6 et 4.8 nous obser-
vons que la force de poussée Ty, — —77.25 N, valeur correspondant a celle qui
compense le poid de I'hélicoptere et la force de trainée sur le fuselage.

3. Cette simulation concerne la stratégie de commande linéarisante E/S. Les condi-
tions initiales sont z(0) = —0.2 m, 2(0) = 0 m/s, ¢(0) = —7 rad, $(0) = 0 rad/s,
7(0) = —7 rad. A partir de (4.22) et en supposant #(0) = Z(0) = 2(0) = 0 nous
avons ¥(0) = —99.5 rad/s. Comme nous pouvons le constater la valeur initiale
de la vitesse angulaire du rotor principal est beaucoup plus importante que celle
utilisé dans la stratégie de commande passive. Ce point pourrait représenter un
inconvénient par rapport a la stratégie passive ou la valeur initiale de cette vitesse
angulaire n’a pas de contraintes spécifiques. Dans cette simulation nous imposons
le temps de décollage t,rr = 50 s. La trajectoire désirée est définie par ¢4 = 0 rad
et z4 est donnée par :

— 29 =-—02m, pour 0 <t <1,y
— 24 =—0.24(0.5—0.2)[-1 + exp(—(t — toss)?/350)] m pour t,;; <t <130 s
— 24 = —0.6 + 0.1cos[(t — 130)/10] m pour 130 < t < 207 + 130 s

Tl serait intéressant d’effectuer une étude analytique des propriétés de cette dynamique zéro.
Dans ce travail nous nous contenterons cependant des résultats numériques qui semblent montrer un
comportement treés satisfaisant.
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F1G. 4.10 — Erreurs de ’Angle de Lacet et de la Hauteur (Commande Linéarisante

E/S).

Les figures 4.9 et 4.10 montrent que le comportement des entrées de commande
est amélioré par rapport a la stratégie de 2 phases de commande ainsi que ceux des
erreurs de ’angle de lacet et de la hauteur. Dans la figure 4.11 nous observons
que l'allure de la courbe de hauteur est similaire pour les deux stratégies de
commande et que ¥ — —124.62 rad/s aussi. Une légere différence entre les deux
comportements des vitesses angulaires du rotor principal (stratégie & 2 phases et
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stratégie linéarisante) est observée avant le temps de décollage. Cette différence
est le résultat de la fonction v(t) utilisée dans (4.20) ou :

— v(t) = =2.5[—1 4 exp(—(t — torr)?/350)], pour 0 < ¢ < oy
— v(t) =0, pour t > toff

0 T T T T 951 T T
INITIAL CONDITION
/—99 5 rad/s
—oal 4
100 : :
TAKE-OFF
/ =50 s
-0.2 °
§ -105
5
&
702 REGULATION N
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Z <
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o
 -115 ; 1
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F1G. 4.11 — Variations de la Hauteur et de la Vitesse Angulaire du Rotor Principal
(Commande Linéarisante E/S).
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F1G. 4.12 — Variations de T, et de 7 (Régulation a 3 Hauteurs).

4. Dans ce cas nous définissons un probleme de régulation a trois hauteurs différentes
en utilisant la stratégie de commande linéarisante E/S. Les conditions initiales
sont z(0) = —0.2 m, 2(0) = 0 m/s, #(0) = —7 rad, ¢(0) = 0 rad/s, v(0) =
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—7 rad et ¥(0) = —99.5 rad/s. Le temps de décollage ¢,y = 50 s. La trajectoire
désirée est définie par ¢, = 0 rad et z; est donnée par :

= 2¢=—0.2m, pour 0 <t <1,y
— 24 =—0.24 (0.5 — 0.2)[—1 + exp(—(t — to5)?/100)] m pour t,pr <t <115 s
— 24 =—-0.5+ (0.8 =0.5)(—1 + exp(—(t — 115)?/100)) m pour 115 < ¢ < 160 s

~ 2zg = —0.840.4(1 — exp(—(t — 160)%/100)) m pour ¢ > 160 s
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F1G. 4.13 — Altitude et Erreur en Altitude (Régulation a 3 Hauteurs).
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F1G. 4.14 — Variations des Entrées de Commande (Régulation & 3 Hauteurs).

Dans la figure 4.12 nous observons que 7}, et 7 restent proches des valeurs
—77.25 N et —124.62 rad/s respectivement de facon similaire aux simulations
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précédentes. Les figures 4.13 et 4.14 montrent le comportement de certaines va-
riables (la hauteur, son erreur et les entrées de commande).

Remarque 7 . Les résultats en simulation montrent que la sélection des trajectoires
désirées représente un pas crucial dans la conception de lois de commande pour les
hélicopteres. Il est envisageable que ceci sera beaucoup plus important pour la commande
du modéle & 7-DDL lorsqu’une perturbation (rafale de vent) soudain amene U’hélicoptére
loin de sa position/orientation désirée. Une orbite spécifique devra alors étre congue
afin de commander Uhélicoptére vers sa position/orientation originale, sans saturer les
entrées. Il sera donc nécessaire pour le probleme complet de commande d’utiliser un
module pour la conception en ligne de telles trajectoires désirées. o

4.1.4 Robustesse Paramétrique.

Les valeurs estimées des parametres a, cg et K,,, utilisés dans ce modele sont
a = 5.73 1/rad, ¢4 = 0.01 et K,,,; = 100000 N. Les parameétres a et c¢; dépendent
du profil des pales du rotor principal. Ces valeurs correspondent a un profil NACA
2412 (voir section 3.1) [1] qui représente une forme approximée du profil des pales de
I’hélicoptere VARIO.

‘ ‘ Variation ‘ Jra ‘ Jrey ‘ Trkpmos ‘ Jta ‘ e, ‘ J oot ‘
Phase | +10% —0.075% | —0.005% | 0.025% — — —
1 —10% — 0.007% | —0.015% - — —
Phase | +10% — — — —3.052% | 0.386% | —0.538%
2 —10% — — — — 0.145% | —1.221%

TAB. 4.1 — Variations des Criteres J, et J;.

Stratégie a 2 Phases. Nous étudions la robustesse des commandes concues par
rapport aux trois incertitudes paramétriques en a, ¢4 et K,,,; en utilisant les criteres
définis dans les équations (4.7) et (4.8) pendant que la troisieéme simulation définie
précédement est en cours. Nous réalisons les simulations avec les parametres nominaux
variant dans un intervalle d’incertitude de +10%.

Les variations des critéres par rapport aux incertitudes paramétriques sont montrées
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dans le tableau 4.1. Dans ce tableau J;; représente la variation du critere 7 = r, f par
rapport au parametre j = a, c¢q, Kpnot-

Dans le cas d’une variation de —10% du parametre a I’hélicoptére ne décolle pas
et entrée u; sature. De plus, pour cette stratégie de commande il existe une valeur
minimale de a notée a,,;, (qui correspond a une variation de —0.46%) au dessous de
laquelle I'hélicoptere ne décolle pas. Ceci est considéré comme une carence de robustesse
de la commande, le systeme étant considéré comme un systeme dynamique hybride,
qui ne peut pas étre représentée par les criteres quadratiques dans (4.7) et (4.8). Pour
a < Gmin le systéme hybride reste au mode “systéme sous contrainte” z = L, et la
commutation au mode “systeme libre” z < L ne peut pas se faire. En d’autres termes
Ty ne peut pas compenser la pesanteur et la force de trainée D,; et le probleme de
poursuite de trajectoire perd sa signification. Quand la variation de —0.46% de a est
considérée séparement, J, et J; varient de 0.0334% et de —1.136% respectivement.

Ces simulations mettent en évidence la forte dépendance que la force de poussée du
rotor principal T}, a par rapport au parametre a. Nous pouvons dire que la robustesse
par rapport aux incertitudes en ¢4 et en K,,,; est garantie. Une sur-estimation de a sera
préférable a une sous-estimation afin d’assurer le décollage et la robustesse partielle des
commandes par rapport au parametre a.

Stratégie Linéarisante E/S. Nous étudions la robustesse de la commande linéarisante
de la méme forme que nous ’avons fait dans le cas de la stratégie a 2 phases. Dans le ta-
bleau 4.2 nous observons la variation du critere J; pour des variations des parametres
de £10%. Dans ce tableau Jy; représente la variation du critére J; par rapport au
parametre j = a, ¢q, Kp01-

‘ Variation ‘ Jta ‘ e, ‘ I f Kot ‘
+10% [ —-1.121 x 107°% | 1.626 x 107"% —0.252%
—10% —10.47% —1.523x 1077% | —1.184 x 10~%%

TAB. 4.2 — Variations du Critere J;.

Lorsque a varie de —10%, lorsque K, varie de +10% et lorsque les trois parametres
varient de facon simultanée de —10% l’entrée u, sature au début de la simulation.
Pour le reste des variations paramétriques le comportement de toutes les variables est
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acceptable. Nous pouvons dire qu’en général cette loi de commande est robuste par
rapport aux incertitudes en ¢4 et en K,,,;. De la méme forme que pour la stratégie
précédente, une sur-estimation de a sera préférable a une sous-estimation. Cependant,
cette loi de commande est beaucoup plus robuste par rapport aux incertitudes en a
que celle comportant la commutation car I’hélicoptere décolle aussi pour des variations

de —10% de a.

4.2 Commande du Modéle a 7-DDL.

Reprenons les équations (3.78) et (3.89) du modele général de I’hélicoptere

M(q)i + C(q,4)d + G(q) = JR[D(¢, u)u + A(¢)u + B(q)] (4.23)

ItV + Gt — R_fcm
. (4.24)
T+ [JgTC. I = T o Jy Hw + Jo TGy = Tom

La stratégie de commande que nous envisageons dans un premier temps est basée
sur le fait que le systéme est découplé en deux sous-systémes (rotation et transla-
tion), similairement au cas du systeme hélicoptére-plateforme. Cette stratégie peut
étre décrite de la fagon suivante

1. La premiere phase considérée est celle du mode contraint lorsque I’hélicoptere
est au sol (z = L). Dans ce cas § = 1) = 0. Le systéme sous contrainte possede
donc 4-DDL et il est a priori pleinement actionné (u € IR*). Une voie possible
est d’utiliser des trajectoires désirées ¢4(t) et 44(t) adéquates, de facon & ce que
x(t) et y(t) restent bornés, voire a 'intérieur d’une boule. Nous cherchons donc
a stabiliser la partie rotationnelle du systéeme de telle sorte que la matrice de
rotation R tende vers une matrice constante R...

2. Une fois la partie rotationnelle stabilisée, une trajectoire désirée adéquate en
Y4 produira le décollage de I’hélicoptere. Nous chercherons a le stabiliser a une
certaine hauteur (comme pour le cas du systéme a 3-DDL) pour qu’il reste en
mode de vol stationnaire.
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3. Il est important de définir en termes de trajectoires désirées les modes de vol
ol 'hélicoptere peut évoluer a partir du mode de vol stationnaire (vol en pa-
lier, par exemple). Pour des modes différents (avec des sorties différentes) des
linéarisations E/S peuvent étre envisagées en tenant compte du probléeme lié a
une dynamique zéro souhaitée stable (cas du systéme & 3-DDL).

4. Une deuxieme idée est de stabiliser la partie rotationnelle en s’appuyant sur
la technique du backstepping et d’utiliser les trajectoires désirées sur la partie
rotationnelle, pour ”stabiliser” les autres degrés de liberté. L’idée centrale est de
chercher a utiliser des trajectoires désirées adéquates pour les degrés de liberté
commandés (i.e. découplés) pour obtenir un comportement acceptable des autres
degrés de liberté.

Il est clair que ces idées ne représentent pour l'instant qu’une esquisse de ce qui
pourrait étre une stratégie de commande pour le vol général de I'hélicoptere.

4.2.1 Régulation de I’Hélicoptere au Sol.

Lorsque la contrainte z < L est active (z = L) nous avons Z = 0, f=0ety=0.

Prenons donc pour la partie translationnelle du systéme ¢; = [z y 2]7, E;
[0 0 1] tel que Eyqs = L et pour la partie rotationnelle ¢, = [¢ 0 v |7, E, =
[[0 0] [10]" [0 1]" [0 0]7] telle que E,g, =0

Soit E; telle que Eyq; = ¢; = [ y]T donnée par

Et:l(l) (1] 8] (4.25)

et E, telle que E,q, = ¢, = [¢ 7] donnée par

ET:lo 0 0 1] (4.26)

En utilisant simultanément les parties translationnelle et rotationnelle du systeme,
nous pouvons donc écrire :
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E:My(q)i: + ExGy(q) = ExRfoum
) ) ) ) (4.27)
E. M, (q)¢r + E,C.(¢,0)4r + E.G1(q) = E;J] Tem

ou les indices t et r correspondent aux parties translationnelle et rotationnelle du
systeme, respectivement. Nous pouvons donc écrire

E:My(q)Ef'q, + EiGyi(q) = E\Rfem

B ) ) B B ) (4.28)
ETMT(Q) 3“171 + Ercr(qa Q) 7’1‘“'—7“ + E’I'G’I"(q) - ErJgﬂfcm
finalement nous avons
Mt(Q)ijt = EtRfcm
(4.29)

Mr(q)ér + é,(q, q)q_r + GT(Q) = ErJoncm

ou My = mly, EyRfem = [foCo—fySe Fase+ Fycols My = [[Mus Myz]™ [Myz Mr]"],
Cr = [[Caa Cra] [Ca7 0]], G, = [0 G7|T et ErJI Tem = [Toc T9]T. Les composantes de ces
éléments étant évaluées pour les conditions de contrainte active.

Nous remarquons que sous la contrainte les matrices R et JJ prennent les formes
suivantes :

. o 0 0010
¢ T 0100
00 1 000 1

Considérons le vecteur d’état suivant :
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x
T
Y
v = z (4.31)
¢
v
L7
Nous pouvons donc écrire :
T = f(z)+ g(z)u (4.32)
ou & partir de (4.29) et des constantes du tableau 3.7 nous avons :
oy
0
Ty
0
0=, (4.33)
fe
Tg
| fs |
et
0 0 0 0 |
0 - s¢7 —Euicyy Bu1Sey
0 0 "0 0
0 Loy —Puisyy —Qvicyy
— 0 co
9(z) = 0 0 0 0
—% (33 + cr7v1) c100a2 42 — gy —% (ess1y + €3097)
0 0 0 0
2 2 2
LC{?%‘” (cas + crrvry)  — 25 ¥ C7+C§cC4” csry’ C7+c§cm (casvry + c39"YQ) _

(4.34)
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ou vy est la vitesse induite (voir équation (2.24)), fs = %[036401082647(2.5’3/ — cocaoy +
C4SU%+C46U17_C3C4SC470647¢2_01237_01367_6145707_015(C?y_sgy))]a fs = %[_03040282@7(/57'*‘
(cr+ 630347) (Caoy + Ca3V7 4 Ca6V1Y — C3C4S ey Cesy @ — C1257 — C13Cy — C145,Cy — 015(03 - 53))]

et § = cre10 — €5 + c3ci0Cs,,-

Pour ce systéme pleinement actionné nous proposons comme pour le cas a 3-DDL
une stratégie de commande linéarisante E/S avec u = [u1 uy u3 ug]” et y = [y ¢z y|”.

Le systeme en boucle fermée est alors :

I+ A5+ N = 0
J+ Ay + A =0
P+ Nsp+Mdp=0
T+ MY+ X7=0

(4.35)

Le décollage de I’hélicopteére peut étre garanti en utilisant une trajectoire 4 ou z4
convenable.

4.2.2 Résultats en Simulation.

Dans cette section nous présentons une simulation du probléeme de régulation lorsque
I'helicoptere est au sol (contrainte z < L active). Nous prenons les conditions initiales
z(0) = 0.2m, £(0) = —0.01 m/s, y(0) = —0.2 m, §(0) = 0.015m/s, $(0) = —7/4 rad,
#(0) = 0.035 rad/s, v(0) = —27 rad et ¥(0) = —50 rad/s. La trajectoire désirée est
définie par x4 = y4 = ¢qg = 0 et 74 = —85 rad/s. La valeur de 54 proposée ne permet
pas le décollage de I'hélicoptere car elle n’est pas suffisament grande pour produire
la force de poussée qui compenserait le poids et la déportance. Les gains chosis sont
)\1 = 05, )\2 = 004, )\3 = 25, )\4 = 1, )\5 = 25, )\6 = 1, )\7 =25et )\8 =1.

Nous remarquons que toutes les erreurs convergent vers zéro. La figure (4.15) montre
les comportements des entrées de commande. Nous remarquons que les saturations de
toutes les entrées sont respectées lors de cette simulation.
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Chapitre 5

Conclusions et Perspectives

5.1 Conclusions

Dans ce travail nous avons développé un modele général non linéaire a 7-DDL
destiné a étre appliqué au vol libre autonome d’un hélicoptére a modele réduit VARIO
Benzin-Trainer. Un deuxieme modele Lagrangien non-linéaire a 3-DDL représentant le
cas particulier lorsque 1’hélicoptéere est monté sur une plateforme expérimentale a été
aussi développé. Nous remarquons que dans chaque cas nous avons un systeme sous-
actionné. Dans ces modeles nous avons considéré quelques phénomenes aérodynamiques
jouant un role important dans la détermination des efforts aérodynamiques comme le
battement vertical et la raideur des pales, la force de trainée sur le fuselage et les
couples de trainée des rotors. Dans ces modeles nous avons pris comme entrées de
commande les entrées mécaniques réelles de I'hélicoptere (les pas collectifs des rotors
et les angles longitudinal et latéral de pas cyclique du rotor principal), ce qui représente
une situation différente de celles qui sont normalement considérées dans la littérature
sur la commande de systémes mécaniques. Pour le systéme a 3-DDL une premiere
stratégie de commande garantissant une poursuite asymptotique de trajectoires désirées
appropriées (i.e. suffisamment différentiable et telles que les entrées ne saturent pas)
basée sur la commutation entre une commande passive et une commande linéarisante
a été proposée. Une deuxieme stratégie de commande linéarisante est utilisée avec une
amélioration générale du comportement du systéme en boucle fermée.

Des effets de couplages mécaniques et aérodynamiques sont pris en compte dans la
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modélisation et dans I'action de commande. Les propriétés de dissipativité de la partie
rotationnelle ont été utilisées pour la conception partielle de la commande par feedback
du systeme a 3-DDL. Des simulations numériques sont présentées pour montrer les
performances et robustesses paramétriques des lois de commande. Nous remarquons
qu’une sur-estimation du parametre a est préférable a une sous-estimation.

Une stratégie de commande linéarisante E/S est proposée afin de résoudre le probleme
de régulation du systéme a 7-DDL lorsque ’hélicoptere est au sol (contrainte active).

5.2 Perspectives

Le travail futur envisageable peut étre concentré dans les points suivants :

e Des expérimentations sur I’hélicoptere VARIO afin de valider le modele a 3-DDL,
de tester les lois de commande proposées et d’identifier les parametres a, cq et
Koot

e [’étude analytique fine de la dynamique zéro des commandes linéarisantes E/S
proposées pour le modele a 3-DDL.

e La conception de lois de commande et simulations pour le systeme a 7-DDL
(contrainte inactive).

e Des expérimentations sur ’hélicoptere VARIO afin de valider le modele a 7-DDL.

e Le développement d’une commande “superviseur” avec différents modules dont
un planificateur des trajectoires désirées, la commutation entre procedure démarrage
et commande non-linéaire, etc.

e Des études de robustesse pour le rejet de perturbations (provenant des rafales de
vent, par exemple).

e L’intégration des effets du sol au modele a 7-DDL pour I'analyse et la commande
des taches de décollage et d’atterrissage.

e La conception d’un simulateur de vol avec module non-linéaire.

e La complexification du modele en considérant par exemple

i) La dynamique du moteur.

ii) La transmission unilatérale (roue libre) du rotor principal.

iii) Les effets aérodynamiques des stabilisateurs.

iv) Les effets du frottement sol/patins lorsque 1’hélicopteére est au sol.
v) Un modele de contact pour la tache d’atterrissage/décollage.

Les points ii) et v) peuvent étre inclus dans le modele général de I’hélicoptere,
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en rajoutant une loi de ré-initialisation de la vitesse normale au contact (loi de
choc), ainsi que des relations de complémentarité (entre la distance et la force de
contact) pour gérer les détachements des solides en contact [6]. Le point v) reste
relativement annexe tant qu’un modele des effets de sol n’est pas incorporé.

e Une étude des variations du modele proposé pour d’autres types d’hélicopteres
(rotor articulé, tandem, etc.).



130 CHAPITRE 5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES



Annexe A

Les Parametres de ’Hélicoptere

Les parametres de ’hélicopteére VARIO sont donnés dans les tableaux ci-dessous.

| Parametre | Description |
m="7.5kg Masse del’hélicoptere
my = 0.2 kg Masse d’une pale rotor principal
my = 0.02 kg Masse d’une pale rotor de queue

[Ioz|ar = 0.00676 + 0.108siny,; | Moment d’inertie rotor principal axe x

[Iy]r = 0.00676 + 0.108cos*yy; | Moment d’inertie rotor principal axe y
[I,.]am = 0.108 kg - m? Moment d’inertie rotor principal axe z
[Lzylme = —0.108sinyarcosym Produit d’inertie rotor principal axes zy
(L] Produit d’inertie rotor principal axes zz
Lyl =0 Produit d’inertie rotor principal axes yz
[Iz]7 = 0.0003sin? ’yT Moment d’inertie rotor de queue axe x
[Ly]7 = 0.0228 kg - m? Moment d’inertie rotor de queue axe y
[I..]7 = 0.0225 + 0.0003cos*>y7 | Moment d’inertie rotor de queue axe z
Uyylr = Produit d’inertie rotor de queue axes xy
[Is.]r = —0 0003sinyrcosyr Produit d’inertie rotor de queue axes xz
Ly:r = Produit d’inertie rotor de queue axes yz
Ly:r = Produit d’inertie rotor de queue axes yz
[Los]F = O 02 kg - m? Moment d’inertie fuselage axe z.

[Iylr = 0.3 kg -m? Moment d’inertie fuselage axe y,.

[[.]r = 0.3 kg-m? Moment d’inertie fuselage axe z.
Uaylr = [Lszlp = Ly:lrp =0 Produits d’inertie du fuselage axes
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ANNEXE A. LES PARAMETRES DE L’HELICOPTERE

‘ Parametre ‘ Description
a=5.73/rad Gradient de portance (NACA2412)
A = 2.544 m? Aire du disque rotor
b=0.15m Longueur des pales rotor de queue
blyr =0.03m Bras de levier rotor principal
bl =0.01m Bras de levier rotor de queue
cy = 0.06 m Corde des pales rotor principal
cr =0.01b6m Corde des pales rotor de queue
cqg = 0.01 Coeflicient de trainée
d=09m Longueur des pales rotor principal

Kpot =1 x10° N

Gain du moteur

k=17513 N -m/rad

Raideur des pales rotor principal

Pum = 2

Nombre de pales rotor principal

pr =2 Nombre de pales rotor de queue

% = 0.05 Pourcentage du poids (déportance)

Ry =09m Rayon du rotor principal

Ry =0.156m Rayon du rotor de queue

ry = —4.1428571 Rapport de vitesses angulaires des rotors

2z = —0.25m Coordonnée z du centre du rotor principal/c.m.
zr = —0.75m Coordonnée z du centre du rotor de queue/c.m.
yr = —0.05 m Coordonnée y du centre du rotor de queue/c.m.

Uimaz = 0m

Entrée de commande u; maximale

Ulmin — —0.0112m

Entrée de commande u; minimale

Uomaz = 0.005 M Entrée de commande uy maximale
Ugmin = —0.005 m Entrée de commande u, minimale
U3z = 12° Entrée de commande u3 maximale
Usmin = — 12° Entrée de commande u3 minimale
Usmmaz = 14° Entrée de commande u, maximale
Uammin = — 14° Entrée de commande u4 minimale
vy = 3.52m/s Vitesse induite en vol stationnaire

p = 1.225 kg/m?

Masse Volumique de 'air




Annexe B

Le Calcul du Tenseur d’Inertie du
Fuselage

Si bien nous avons représenté 1’hélicoptére comme un ellipsoide (voir par exemple
les figures 2.2 et 2.3), sa structure est de facon approximative celle de la figure B.1.

vZc

Fic. B.1 — La Structure du fuselage de I’'Hélicoptere VARIO.

L’hélicoptere est donc constitué d’un cylindre de masse m, de longueur /4 et diametre
[3, d’'un deuxieme cylindre de masse my de longueur [5 et diametre /g et d’un cube de
masse mg de dimentions l7, lg et [y.
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Les valeurs approximmeées des distances [; ¢ =1,...,9 dans la figure B.1 sont :

lo=010m
I3 =0.02m
Is =0.18 m (B.1)
lg =0.10m
l7=0.10m
ls =0.15m
lo=0.18m

Avec la notation m pour la masse totale de I’hélicoptere, mj,; pour la masse d’'une
pale du rotor principal et mz pour celle d'une pale du rotor de queue, nous pouvons
écrire :

my + mo +ms =m — 2muyr — 2my (B.2)

D’autre part nous associons aux masses mi, mo et mg les pourcentages suivants :

my = 0.05(m — 2my; — 2my)
me = 0.8(m — 2my — 2my) (B.3)
mg = 0.15(m — 2my — 2my)

Bien siir, pour chaque moment d’inertie par rapport a l’axe 7 = z, y, 2 nous écrivons
Liip = Lismy + Liimy + Liims -

1 1 1
Leor = [gmals] + [5ma (3l + 4I5)] + [5ms (7 + )] (B.4)
1 1 1
Lyyr = [gmli +mili] + [2me (3l + 41)] + [Sms(l + ) +msly] - (B.5)

1 1 1
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En utilisant les valeurs des masses de 'annexe A et (B.1) nous trouvons les valeurs
du tenseur d’inertie du fuselage :

0.021 0 0 002 0 0
Ip=| 0 0288 0 |~| 0 030 0 (B.7)

0 0 0278
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Annexe C

Développements

Dans cette annexe nous donnons les développements de quelques termes utilisés lors
des calculs des forces et de couples aérodynamiques. Pour la force de poussée du rotor
principal les deux termes en (C.1) et (C.2) sont utilisés. Pour la force de poussée du
rotor de queue (C.3) et (C.4). Pour le couple de trainée du rotor principal nous avons
utilisé les termes en (C.8) et (C.6). Finalement, pour le couple de trainée du rotor de
queue (C.5) et (C.7). .

. . . 2 .
Vip = g=VTVcos®(as)sin®(y — S)ur + Z=|V|cos(as)sin(y — §)yur + g=3’ur +

- 2 . . 3
1 VTV cos? (as)sin(y — 8)p1 + 22 [Vicos(as)sin(y — g1 + paiier —

Ry
VIVeos?(as)sin?(y — 8)sin(y)us  —  2re|V|cos(as)sin(y — §)sin(y)jus —
r2sin(7y)y?us - VTV ecos?(ag)sin?(y — 6)cos(y)ua -
2re|V|cos(as)sin(y — 6)cos(y)yus — ricos(y)y>us
(C.1)
ViVp = —VTVsin(as)cos(as)sin(y — 6) + |V |vicos(as)sin(y — d) +
7 |Vivicos(ay)sin(y — d)cos(y)  —  aisre|Vicos(as)sin(y — §)sin(v)y  +

bisre|V|cos(as)sin(y — 8)cos(y)y + agcos(8)VIVeos?(as)sin(y — §)cos(y) —
a15c08(8) VTV eos? () sin(y — §)cos?(v) -

b15c0s(8)VIVeos?(as)sin(y — §)sin(y)cos(y) — re|V|sin(as)y + reviy +
2
%vlcos('y)"y — a15725in(y)¥? + bisricos(y)¥? + agcos(d)re|V|cos(as)cos(y)y —

a15c08(8)re|V |cos(as)cos? (7)Y — brscos(8)re|V |cos(as)sin(7y)cos(y)
(C.2)
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ANNEXE C. DEVELOPPEMENTS

5= VT Veos® (as)cos®(8)sin® (ryy) + 2|V |cos(as) cos(8)ryyresin(ryy) +r332re] +
yoam [VTVcos (as)cos®(8)resin®(ryy)  +  2|V|cos(as)cos(8)ryyr2sin(ryy)  +
,y'y r3]  + agtan(ds) 27727"2 +  agtan(83)VIVeos? (as)cos®(8)sin?(ryy)  —
a1stan(83) VIV eos?(as)cos?(8)sin? (ryy)cos(ryy) -
aystan(03)r 2727"2005(7"77) —  bistan(03)VIVeos?(as)cos?(8)sin®(ryy)  —
bystan(ds)r ;'y r2sin(ryy)  +  2aotan(ds)|V]cos(as)cos(8)r Aresin(ryy)  —
2a15tan((53)|V|cos(as)cos(é)r,yj/resin(rfy'y)cos(7"7')') -
2b15tan(83)|V |cos(as)cos(8)ryyresin?(ryy)

(C.3)

[VeVrlr = ryirevr — VIVeos?(as)sin(8)cos(0)sin(ryy) + |V]cos(as)cos(8)visin(ryy)

2
VP Te =

+
7o v1|Vcos(as)cos(8)sin(ryy)cos(ryy) — Tya15Y|V |cos(as)cos(8)resin®(roy) +
+

Tyb157|V |cos(ag)cos(8)resin(ryy)cos(ryy) - |V|cos(as)sin(6)ryyre

aoV T Veos?(as)cos?(8)sin(r,y)cos(r47y) + il Ty Yv1c0s(ryy) -
a1,V Vcos? (aS)COSZ(é)sz’n(ry}')cos (ryy) - alsr?y'yzrzsm(m'y) -
b1sVTVecos?(as)cos?(8)sin?(ryy)cos(r4y) + b15T272r2cos(r77) +

) (ry
|V|cos(as)cos(8)agryyrecos(ryy)  —  |V|cos(as)cos(8)arsryirecos®(ryy)  —
|V|cos(as)cos(0)bsryyresin(ryy)cos(ryy)

(C.4)

VTVeos?(as)sin?(8)re +vire — 2agb1s VTV ecos? (ozs)cos ( )resin(rv'y)cosz(ryy)+
r2bty*racos® (ryy) + VTV cos®(as)cos? (8)b3,sin?(ryy)cos? (ryy)re +
VTVcos( s)cos?(8)adcos?®(ryy)re  +  VIVeos?(as)cos®(8)alscost(ryy)re  —
2|V |vicos(ag)sin(d)re — 2';'“cos(as)sm(é)rgcos(m’y) +
2rya15|V|cos(as)sin(8)r2sin(ryy)  —  2rybisy|V|cos(as)sin(8)ricos(ryy) —
2a0VTV cos?(as)sin(8)cos(8)recos(ryy) + 2ao|V|vicos(as)cos(8)recos(ryy) +

2 2
2a15VIVeos?(as)sin(8)cos(d)recos?(ryy) + %5—7“20032(7"77) + %r?cos(m’y) +

T
2b1, VIV eos? (as)sin(8)cos(8)resin(ryy)cos(ryy)  —  2ryaisviirisin(ryy)  +
21, b1sv19r2c08(r ) — 2a0a15 VT Veos?(as)cos?(8)recos? (ryy) —

2a15|V|vlcos(a5)cos(5)recos (ryy) — 2b15|V|'ulcos(as)cos(é)resin(r77)cos(nﬂ)—

2a0a1577|V |cos(as)cos(6)rs sin(ryy)cos(ryy)

20,7, |V |cos(as)cos(8)r2 sin(ryy)cos®(ryy) + r2al yrisin®(ryy)
2a15b1577r2|V |cos(as)cos(8)sin? (ryy)cos(r47)

2a0by 57,72 |V|cos(as)cos(8)cos? (1Y) — 2a15sb1s7, 72|V | cos(as) cos(8)cos® ()
263,72 |V |cos(as)cos(8) sin(ry)cos®(ryy) + %{blsm’yrgcosz (ryy)

% a1ty YTy sm(ryy)cos(rvfy +2a15b1s VTV eos? (as)cos? (8)resin(ryy)cosd (roy) +

2
24523

)
2‘“’Tvl|V|cos(0zs)cos( )r2cos®(ryy)  — %’;als|V|cos(a3)cos(5)r cos3(ryy)  —
(

%b15|V|cos(as)cos( Jrasin(ryy)cos®(ryy) — 2a15b1sr23°rsin(ryy)cos(ryy) —

2

2 2

4+t

(C.5)
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b’;—;/[[—VTVsin(as)cos(as)resz’n('y — 8)+VTVcos?(as)cos(d)agresin(y — 6)cos(y)+
|V]vicos(as)resin(y — ) + %|V\vlcos(as)sin(7 —8)cos(y) + %Ulcos(’y)’y —
|V\cos(as)a15r§3m(7 —§sin(y)y +  |V|cos(as)bisrisin(y —d)cos(y)y  —
|V|cos(as)cos(8)brsr2sin(y)cos(y)y + |V |cos(as)cos(8)agricos(y)¥
Y

VIV cos?(as)cos(8)asresin(y — 6)cos(7) - |V |sin(as)r2y +
vy - VTV cos? (o) cos(8)bysresin(y — 0)sin(y)cos(y) -
aisresin(y)y? 4+ bisricos(y)¥? —  |V]|cos(as)cos(8)aisricos®(y)y]  +
v VTV sin(as)cos(as)r? sm('y §) = |Visin(as)rdy  +  wirdy +

|V |v1cos(as)r2sin(y — 8) + R
3

. r3 .
My + =5 (as)sin(y — d)cos(7)
|V|cos(as)a157“ sin(y — 0)sin(y)y — asrasin(y)¥? 4+ bisricos(v)y? +
|V |cos(as)brsrdsin(y — 6)cos(y)y + VIVcos?(as)cos(8)agr2sin(y — 6)cos(y) +

) )y
|V|cos(as;co s(8)agricos(y)y z VIV cos?(as)cos(8)aysr2sin(y — §)cos? ()

|V |cos(as)cos(8)bisrisin(y)cos(y)y  —  |V|cos(as)cos(d)aisricos®(v)y  —
VIVecos?(as)cos(8)brsr2sin(y — 6)sin(y)cos(7)] +
[VTV cos?(as)cos(8)brsresin(y — §)sin?(y)cos(y) + VIV sin(as)cos(as)resin(y —
§sin(y)  +  |Vl]sin(as)yr2sin(y) + VIVecos?(as)cos(d)aysresin(y —
8)sin(y)cos®(y) — |V|vicos(as)resin(y — d)sin(y) — wviirisin(y) —
r2 i r3 ..
7 |[Vivicos(as)sin(y — —  d)sin(y )cos(’y) - gEuysin(y)eos(y)  +
|V |cos(as)arsyr2sin(y — 5)3m () + a1s¥2r3sin?(y) — |V]cos(as)bisyrisin(y —
8)sin(y)cos(y) — by risin(y)cos(y) — VTVcos?(as)cos()agresin(y —
d)sin(y)cos(7y) - |V |cos(aus)cos(8)agyrisin(y)cos(vy) +
|V |cos(as)cos(8)bisyrisin?(y)cos(y) + |V |cos(as)cos(d)arsiyr2sin(y)cos? () us +
[VTVsin(as)cos(as)resin(y — 6)cos(7y) + |V |sin(as)yr2cos(y) -
|V |vicos(as)resin(y — 6)cos(y) - v1y12c0s(Y) -
: (as)sin(y — 6)cos(v) - e vijcos(y) +
|V |cos(as)arsyr2sin(y — &)sin(y)cos(y) + a1sy?resin(y)cos(y) -
|V |cos(as)brsyr2sin(y — 6)cos?(vy) - bis2r3cos? () -
VIV cos?(as)cos(0)agresin(y — 6)cos?(y) — |V|cos(as)cos(8)agyricos®(y) +
VTVeos?(as)cos(8)arsresin(y — 6)cos®(y) + |V|cos(as)cos(8)arsyricos3(y) +
VTVecos?(as)cos(8)bysresin(y — 5)3in(’y) cos? () +
|V |cos(as)cos(8)bsiresin(y)cos?(v)]us
(C.6)
[|[V]cos(as)cos(8)sin(ryy)re + rayr2][—|V |cos(as)sin(8) + v + phrecos(ryy) —
TeTya1sYSIN(TyY)  +  Terybisycos(ryy) 4+ |V]cos(as)cos(d ) 0 (""77) -
|V|cos(as)cos(5)alscos (ryy) = |V]cos(as)cos(d)bissin(ryy)cos(ryy)][z%  +

2l agtan(d3) — aistan(ds)cos(ryy) — bistan(ds)sin(r,y)
(C.7)
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reVE =r VI Vsin?(as) + rev? + 2a13b157“60032(6)0032(as)VTVsin( )cos3(7)
ajrisin®(V)y:  +  brieos*(7)y? - 2a15bisrsin(y)cos(v)Y

2

adrecos®(0)cos?(as)VIVeos?(y)  + a%srecos2(5)0082(as)VTVcos (7)

b2, recos?(8)cos? (as) VIV sin?(7y)cos?(y) — 2aoa15r60032(6)0032(as)VTVcos?’ (7)
) -

2a0b1srecos?(8)cos? (as) VI Vsin(y)cos?(y) + };22 v2cos?(y) s(7y
)3

|+ + +

2resin(as)| Vi — ;Tesm(as)|V|v1cos(’y) +  2a1sr2 szn(as)|V\sm(

2b1sr2sin(as)|V|cos(y)y  +  2bisrecos(d)sin(as)cos(as)VIVsin(y)cos(y
2ag7¢c0s(8)sin(as)cos(as) VI Veos(y )+2a15recos(5)sin(as)cos(as)VTVcos (7)—
2a15m2v18in (7)Y + 2b1sr2v1 cos(7y)F — a“ gvlszn('y)cos( )y + é”e vicos?(y)y +

Wy -
)

2agrecos(0)cos(as)|V|vicos(y) - 2a15recos(5)cos(as)|V|v10032(7) -
2

2bisrecos()cos(as)|V|visin(y)cos(y)  + 2;fz—orﬁcos((5)cos(oz5)|V|v1co‘92('y) -

2‘2”6cos(é)cos(as)\V|vlcos3(’y) - 22%8”cos(é)cos(as)|V\v13in('y)cosz(’y) -

2aga15r2cos(8)cos(as)|V|sin(y)cos(y)y+2a2r2cos(8)cos(as)| V| sin(y)cos®(y)y+
2a15by1572cos(8)cos(as) |V [sin?(y)cos(v)y + 2agbisricos(d)cos(as)|V|cos? (v)y —
2a15b1572cos(8)cos(as) |V |cos® (v)F — 2b2,m2cos(8)cos(as) |V |sin(y)cos? ()5



Annexe D

Exemple Illustratif

Dans cette annexe nous montrons un exemple afin de mettre en évidence 'impor-
tance de considérer I’énergie cinétique de rotation du rotor de queue comme une partie
de celle de I’hélicoptere, en la comparant avec l’energie cinétique du rotor principal
initialement et ensuite avec celle du fuselage. Les énergies cinétiques des rotors sont
données par les équations (3.50) et (3.51). Admettons que le fuselage de I’hélicoptere
n’ait aucune rotation, c’est a dire ¢ = # = ¢ = 0 ou plus simplement w, = 0. Les
énergies cinétiques de rotation des rotors deviennent donc :

1,. )
Ty = 5(7620)TIM(’7620) (D-l)

et

1, . .
Tir= §(TW'YeyC)TIT(T'V’VeyC) (D.2)
En considérant les tenseurs d’inertie des rotors, nous écrivons :

1 .

et
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1

T.r = 573[ny72 (D4)

En utilisant les moment d’inertie du tableau 3.3 et les valeurs des masses des pales
des rotors et du rapport de vitesses de ’annexe A nous trouvons que 7,7 = 0.04767,;.
L’énergie cinétique de rotation du rotor de queue représente pour ce systéme 4.76% de
celle du rotor principal et doit donc étre prise en compte dans 1’énergie du systeme.
D’autre part, nous comparons les énergies cinétiques de rotation des rotors avec celle du
fuselage. Admettons que le fuselage tourne a une vitesse de rotation ¢ = 0.175 rad/s et
que I'hélicoptere est en vol stationnaire. Les énergies cinétiques de rotation du fuselage,
du rotor principal et du rotor de queue sont données par les équations (3.102), (3.103)
et (3.104), respectivement.

En utilisant les éléments d’inertie du tableau 3.3, les valeurs des masses des pales
des rotors, des longueurs des pales et du rapport de vitesses de ’annexe A et en
considérant 4 = —70 rad/s pour v = —7 rad nous trouvons T,r = 4.5937exp(—3) J,
Ty = 263.278 J et T, = 12.528 J. Les énergies cinétiques du rotor de queue et
du fuselage représentent 4.76% et 0.001% de celle du rotor principal, respectivement.
L’énergie cinétique du fuselage représente 0.03% de celle du rotor de queue. Nous
observons comme prévu, que 1’énergie cinétique la plus importante est celle du rotor
principal, suivie par celle du rotor de queue et par celle du fuselage a la derniere place.
Nous avons présenté cet exemple afin d’illustrer I'importance de 1’énergie cinétique de
rotation du rotor de queue dans une formulation énergétique.



Annexe E

Concepts de Base sur la Passivité

E.1 Introduction.

La théorie de la passivité prend en compte des considérations énergétiques des
systemes physiques afin de définir un cadre pour la conception et ’analyse des systémes
de commande en utilisant une relation entre ’entrée et la sortie du systeme. De nom-
breaux systemes physiques possedent certaines propriétés entrée-sortie reliées a la
conservation, a la dissipation et au transport d’énergie. Ces propriétés sont connues
comme des propriétés dissipatives. Les systemes qui possedent ce genre de propriétés
sont appelés des systémes dissipatifs [25]. Pour un systéme ou les lois physiques de
base impliquent des propriétés dissipatives, il est intéressant de construire le modele
de telle sorte qu’il possede les mémes propriétés dissipatives sans se soucier des va-
leur numériques des parametres physiques. Si une loi de commande est alors congue
ou la stabilité dépend uniquement des propriétés dissipatives, le systéme en boucle
fermée sera stable indépendamment des valeurs des parametres physiques. Un change-
ment dans l'ordre du systéme pourrait méme étre accepté lorsqu’il ne détruit pas la
dissipativité.

Nous présentons ici uniquement quelques concepts de base sur les systemes dis-
sipatifs car des ouvrages spécialisés ainsi que les références bibliographiques qui sont
considérées peuvent étre consultés par le(la) lecteur(lectrice) intéressé(e) a ce sujet,
comme par exemple [11], [25] ou [31] . D’autres ouvrages peuvent étre consultés aussi
pour des aspect plus généraux sur les systémes passifs comme [18] ou [46].
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Dans le cas d’un systéme (mécanique ou électrique, par exemple) évoluant dans le
temps entre ¢ = ¢, et ¢ = t; nous pouvons écrire que I'énergie finale £, est reliée a
I’énergie initiale E;, par :

Etf = Eto + Efourm'e - Edz'ssz'pée (El)

ou I’énergie Efoyrnie pourrait étre produite par une force externe et I’énergie Ey;ggipee
serait associée au frottement, par exemple. Si dans ce cas il n’existe pas de force externe
et le frottement est négligé, ’énergie du systeme reste alors constante. Etant donné que
E;, >0, By, > 0, Egissipee > 0 et a partir de (E.1) nous pouvons écrire :

Efom'nie > _Etg (E2)

Pour le systéeme mécanique particulier (masse-ressort) :

mi +ct + kx = F (E.3)

ou m est la masse, c est le coefficient de frottement visqueux, k est la raideur du
ressort, x est la position de la masse et F' est la force externe qui agit sur la masse,
nous écrivons a partir de (E.2) :

/ Y P()i(t) dt > —Ela(to), i (to)] (E.A)

to

Si F(t) représente l’entrée de commande u(t), Z(t) la sortie y(t) et en utilisant la
notation V' (0) pour E[z(ty), Z(to)] lorsque to = 0 nous avons :

/ T uty(t) dt > —V(0) (E.5)

qui représente la relation entre I’entrée de commande et la sortie du systéeme dont
nous en avons parlé au début de cette introduction. A partir de (E.1) nous pou-
vons écrire que I'énergie totale du systeme E;, — Ej, (ou énergie emmagasinée) est
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la différence entre I'énergie fournie et ’énergie dissipée Efournic — Faissipee- NOUS uti-
lisons parfois la forme de puissance (power form) (E.6) de cette relation lorsque les
systemes qui la vérifient sont considérés de maniere plus générale comme des systémes
passifs [46].

V() = u(t)y(t) — g(t) (E.6)

ou V(t) et g(t) sont des fonctions scalaires du temps. V' (t) bornée inférieurement
représente ’énergie totale et g(t) 'énergie dissipée du systéme a l'instant ¢ > 0.

E.2 Définitions et Théorémes

Il est important de séparer les concepts et définitions reliés a la passivité d’un
systeme lorsqu’il s’agit d’un systeme linéaire ou d’un systeme non-linéaire. L’énergie
emmagasinée est un concept important pour ’étude et la commande des systemes dy-
namiques. Un systeéme linéaire est appelé Réel Positif (ot PR de 'anglais Positive Real)
si son énergie emmagasinée reste constante. Il est appelé Strictement Réel Positif (ou
SPR de l'anglais Strictly Positive Real) si son énergie emmagasinée diminue. Le terme
dissipatif est normalement utilisé pour les systemes non-linéaires. Il est important de
remarquer que un systéme constitué de sous-systeémes passifs reliés de fagcon parallele ot
en feedback est aussi passif. Nous présentons ci-dessous quelques définitions et résultats
concernant les systémes passifs.

Définition 1 [25] Un systéme avec entrée u et sortie y ol u(t), y(t) € IR" est passif
s’il existe une constante 5 < 0 telle que

[ v ou ar> 5 (E.7)

Vuet VI > 0. Si, en plus, il existe des constantes 6 > 0 et € > 0 telles que

| "ty di > B+ 0 | " U (yult) di + ¢ | STy dt (E.8)
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Yuet VT >0, alors le systeme est

— Strictement passif en entrée si § > 0,

— Strictement passif en sortie si € > 0,

— Tres strictement passif (ou strictement passif en entrée et en sortie) si § > 0 et
€ > 0.

A

Théoréme 1 [25] Supposons qu’il existe une fonction continue V'(¢) > 0 telle que

V) - V0) < [ (u) de (E.9)

Vu, VT >0etVV(0). Alors, le systeme avec entrée u(t) et sortie y(t) est passif.
Supposons, en plus, qu’il existe des constantes § > 0 et € > 0 telles que

V) -vo) < [ Uyt dt — o | DU (u(t) db — ¢ | YT dt (B.10)

Vu, VT >0etVV(0). Alors le systeme est

— Strictement passif en entrée s’il existe un 6 > 0,

— Strictement passif en sortie s’il existe un € > 0,

— Tres strictement passif (ou strictement passif en entrée et en sortie) s’il existe un
0 > 0 et un € > 0 tels que 'inégalité se vérifie.

A

Si 'inégalité de (E.9) se vérifie de fagon stricte, alors la différence entre I’énergie
fournie et I'increment d’énergie emmagasinée doit étre I’énergie dissipée par le systeme.
Etant donné que (E.9) se vérifie VT > 0, 'inégalité de puissance instantannée suivante
doit se vérifier VT > 0.

y"(T)u(T) > V(T) (E.11)
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Si V(t) est I'énergie totale du systéme, alors (u,y) = [ [y7 (t)u(t)]dt peut étre vue
comme D’énergie fournie au systéme par la commande. Le terme w(u,y) = uly est
appelé le taux d’énergie fournie au systeme.

Nous présentons ici un probleme qui peut étre considéré comme un premier pas vers
la conception de lois de commande passives. Il s’agit du probleme de Lur’e. Considérons
le systtme en boucle fermée de la figure E.1 ol ¢(¢,y) est une non-linéarité!. Le
probleme de Lur’e consiste en obtenir les conditions du systeme linéaire et de ¢(t,y)
telles que le systéeme en boucle fermée soit stable.

+ Systeme | Y
O u
0 -1 Linéaire
Z

o(ty)

Fi1c. E.1 — Le Probléme de Lur’e.

Le systeme linéaire est donné par la réalisation minimale suivante :

T = Az + Bu

y=Cz+ Du (E.12)

ouzx € IR", u,y € IR™ avec n > m. La non-linéarité statique peut aussi varier
dans le temps. Elle est donnée par

z(qj)(th(i,zy(g)) (E.13)

Admettons que ¢(t,y) appartient au secteur [a, b], i.e.

Lo peut étre une non-linéarité statique du genre ¢ = ¢(u) qui pourrait varier dans le temps.
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1. ¢(t,y) =0,V
2. [¢(t,y) —ay|"[by — o(t, )] > 0, V¢, y € R™

Le probleme de Lur’e peut étre établi de la facon suivante : Trouver les condi-
tions de matrices (A, B,C, D) telles que le point d’équilibre x = 0 soit globalement
asymptotiquement stable pour toutes les non-linéarités ¢(¢,y) dans le secteur [a, b].

Une des propriétés plus importantes d'un systéme dynamique dissipatif est reliée
au fait que I’énergie emmagasinée dans le systeme diminue dans le temps. La théorie
des systemes dissipatifs est trés utile pour la stabilisation de systémes mécaniques. Elle
est reliée de fagon importante a la théorie de stabilisation de Lyapunov. Il existe des
outils de I'approche dissipative utilisés pour la construction de fonctions de Lyapunov.
La théorie de Lyapunov a besoin de I’état du systeme et du point d’équilibre tandis que
I’approche dissipative est plutot basée sur le comportement entrée-sortie du systeme.

Considérons un systéme causal non-linéaire ¥ : u(y) — y(t), avec u(t), y(t) €
L,.? représenté par

] i=f)+g@)u
E'{y=M () (E.14)

onzx € R" u y € IR™ f, g, h and j sont lisses et f(0) = h(0) = 0. Soit
w(t) = w(u(t),y(t)) le taux d’énergie telle que V u, V z(0) et V¢ € IRT

/Ot w(s)|ds < o (E.15)

Définition 2 [25] Le systeme X est dit dissipatif s’il existe une fonction appelée fonc-
tion d’emmagasinage V' (x) > 0 telle que I'inégalité de dissipation suivante est vérifié

V() < VE0) + [ "w(s)ds (F.16)

Vu,Ve0)etVEt>0 A
2Lpe représente espace de norme £, étendu de fonctions intégrables. La norme £, d’une fonction
f(-) : R — IR est définie dans [25] par ||f]|, 2 lf |f(t)|pdt]%.
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La fonction d’emmagasinage V' (x) peut étre trouvée en calculant la quantité maxi-
male d’énergie qui peut étre extraite du systeme (voir la définition 3).

Définition 3 [25] La V,(z) disponible du systéme 3 est donnée par

0<Vo(x)= sup — {/Otw(s)ds} (E.17)

z=x(0),u,t>0
ou V,(x) est la quantité maximale d’énergie qui peut étre extraite du systéme A
Nous présentons ci-dessous quelques résultats concernant les systemes dissipatifs.

Théoréme 2 [25] Admettons que le systeme (E.14) soit dissipatif avec un taux d’énergie
w = uTy et une fonction d’emmagasinage V avec V(0) =0, i.e. V¢ >0 :

V() <V0) + [ AT (5)y(s)ds (E.18)

alors le systeme est passif. A

Définition 4 [25](Systéme Strictement Passif en I’Etat) Le systeme (E.14) est
strictement passif en I’état s’il est dissipatif avec un taux d’énergie w = u’y et fonction
d’emmagasinage V avec V(0) = 0 et s’il existe une fonction définie positive J(x) telle
queVit>0:

V(o) < V) + [ T (s)y(s)ds + | ()t (B.19)

Si l'inégalité se vérifie et si 9 = 0, alors le systeéme (E.14) est un systéme sans
pertes.
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E.3 Commande Passive

Considérons le systeme Lagrangien suivant qui représente la dynamique de la partie
mécanique d'un robot manipulateur.

M(q)§+C(q,q)g +9(q) =T (E.20)

ou M est la matrice d’inertie, C' celle de Coriolis, g est le vecteur de la force de
gravité, 7 est le vecteur des couples et ¢ celui des coordonnées généralisées.

Pour résoudre le probleme de poursuite de trajectoires, les propriétés de dissipa-
tivité du systeme peuvent étre utilisées pour concevoir une commande globalement
stable garantissant la poursuite de n’importe quelle trajectoire désirée suffisamment
différentiable. L’idée de base est d’appliquer la commande suivante [32] :

7= M(q)ds + C(g,d)da + 9(q) — Mg — Mo (E.21)

ol gy € C?(IR™) est une trajectoire désirée. Si g, est constante nous trouvons une
commande PD (Proportionnelle Dérivée) avec compensation de gravité :

T=9(q) — )\1('} — X\og (E.22)

Le systéeme en boucle fermée est donc

M(q)G+ C(g, )G + MG+ AoG =0 (E.23)

Considérons maintenant la commande suivante [47] :

T = M(Q)Qr + C(Qa Q)QT + g(q) - )‘13 (E24)

ol ¢y = ga— M, s = ¢ — ¢, = ¢+ AG. En utilisant (E.24) dans (E.20) nous obtenons
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M(q)s—tC(q,qu—!—)\lS =0 (E.25)
g=—-A+s

Contrairement a (E.21), lorsque dans (E.25) ¢4 est constante, nous ne trouvons pas
une commande PD; cependant (E.25) peut étre vue comme une action PD (\;s) avec
des termes non-linéaires additionnels qui ont pour objectif d’assurer certaines propriétés
de poursuite. La premiére équation dans (E.25) définit un opérateur passif entre u; =
—Ai1s = —yo et y1 = s = uy avec une fonction d’emmagasinage Vi(s) = 357 M(q)s.

Une fonction de Lyapunov pour le systéme en boucle fermée (E.25) est donnée par
[25] :

1
V(s,§,t) = isTM(q, t)s + A\g g (E.26)
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