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RESUME EN FRANCAIS

Ce mémoire est principalement dédié a la stabilité robuste des systémes a retard
de type neutre et plus particuliérement a I'’obtention de conditions de stabilité qui
dépendent de la taille des retards. On considére des systémes décrits par des équa-
tions différentielles fonctionnelles ayant des retards sur I’état instantané et sa dérivée,
avec des incertitudes bornées non linéaires variantes dans le temps sur 1’état instan-
tané et ’état instantané retardé, et des incertitudes bornées quasilinéaires variantes
dans le temps sur l'opérateur de différence. L’analyse est faite par une approche
combinant les techniques LMI (inégalités matricielles linéaires) et les fonctionnelles
de Lyapunov-Krasovskii, et par une approche constructive de Lyapunov-Krasovskii.
Dans la premiére partie, on obtient des conditions suffisantes de stabilité robuste en
termes de l'existence de solutions positives de LMIs. Dans la deuxiéme partie, on pro-
pose une méthode qui permet de calculer des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
pour une classe de sytémes linéaires neutres; en s’appuyant sur les fonctionnelles
proposées, on obtient de nouvelles conditions de stabilité robuste. Les conditions de
stabilité obtenues généralisent des résultats existants a la classe trés générale des

systémes neutres.



RESUME EN ANGLAIS

STABILITY OF TIME-DELAY SYSTEMS OF NEUTRAL TYPE

ABSTRACT: This thesis focuses on the delay-dependent robust stability of
linear neutral delay systems. The systems under consideration are described by
functional differential equations, with norm bounded time varying nonlinear un-
certainties in the "state", in the delayed "state" and norm bounded time varying
quasilinear uncertainties in the difference operator. The analysis is performed in
the time domain using a combined LMI Lyapunov-Krasovskii approach and a new
Lyapunov-Krasovskii constructive approach. First, sufficient conditions for robust
stability are given in terms of the existence of positive definite solutions of LMIs
and we extend some previous results on the subject. Second we propose a method
to compute a Lyapunov-Krasovskii functional for a given class of linear neutral sys-
tems; based on the proposed Lyapunov-Krasovskii functionals, new robust stability

conditions are given.
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SYMBOLES

L e une démonstration est finie
/P I’ensemble des nombres entiers
R(resp.C).ovvvviviniiat. I’ensemble des nombres réels (resp. complexes)
/5 I’ensemble des nombres entiers positifs
Rt I’ensemble des nombres réels positifs
R e I’espace Euclidien de dimension n
R™™ I’ensemble des matrices réelles de dimension n x m
reE R un retard non négatif

r()y()ER™ L des vecteurs de dimension n
TP, 0, fonctionnelles sur [—r,0]
Opxn € RO la matrice de zéros
Lown € R la matrice identité
A B,C € R™ ™ e des matrices constantes
Amax (M) oo la valeur propre maximale de M € R™*"
Ainf (M) oo la valeur propre inférieure de M € R™*"
MT ER™™ la transposée de M € R™*™
P=PT>0.... .. .. ... une matrice symétrique et positive
X>Y (X)YeR™™) ... ... .. la matrice X — Y est définie positive
LMI(S) - oeee e inégalité(s) linéaire(s) matricielle(s)
E. ... .. .. un domaine de R, on ne considére que des ouverts non vides
O un ensemble ouvert de R
LS en général un domaine ouvert de R
C(ER™) ..o I’espace des fonctions continues f : £ — R"

CF(ER™ ..o les fonctions qui ont k dérivées continues
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C,C([-r 0] ,R™) ... .. I’espace de Banach des fonctions continues
C([=rO0] , R™™) ... 'espace de Banach des fonctions continues
BECR™) oo I’espace des applications linéaires bornées
H o un ouvert dans E x C ([—r,0] ,R")
Ly, L,([-r0],R")avec 1l <p<oo.......... I’espace de Lebesgue sur [—r,0]
L,( QR avec 1 <p<oo.. .o, I’espace de Lebesgue sur 2
Ll (QR™) oo I’espace des fonctions localement intégrables
M, I’espace produit R" x £,
pp.-dans E ... ... presque partout dans £
W W ([-r, 0] ,R") ..o I'espace des fonctions absolument continues
Wy, W ([=r0] R*) avec L <p<oo.......... I’espace de Sobolev d’ordre 1
D(QR™™) I'espace des fonctions de test
D (R ) I'espace de distributions
T () =T ) oo et e la distribution T
Op () =(0ps) oo la distribution d, de Dirac au point p
1) =Af],) -« oo la distribution réguliére [f]
|| la 2-norme d’un vecteur ou la norme induite d’'une matrice
|6lle = sup_,<g<o [|@ (0)]] SRR la norme supremum
léll,, = [ffr \|¢(9)de9] PSP E[1,00) e e la norme £,
|9l ;.. = ess suppe(_,.q) [|# (0)] sip = 00 la norme L,
18lls = {||¢(o>||p + 1 |lé (9)) ”de] P i pE[1,00) « e la norme W!
[¢lyy: = max {ll¢ (0)l \ess supger_yg l¢/ ()]} sip=o0....... la norme W1
f () e la dérivée de f par rapport au temps
% ...................................... la dérivée a droite de f
dg—g ...................................... la dérivée a gauche de f
FrC) la dérivée supérieure a droite de f

) la dérivée de la distribution réguliére [f]
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NOTATIONS

Dans cette annexe, on donne un apercu de la notation standard, définitions et
théorémes qui sont utilisés dans ce mémoire, avec comme objectif de faciliter la
lecture de ce travail. Un certain nombre de définitions et de résultats sont tirés de
[105], [1], [77], |14]-

Une sous-division partielle d’un intervalle / C R est une collection S =
{I,,I5,...,1;} d’ensembles fermés tels que:
i)LULU---UIL CI;
i1) par chaque k,x = 1,2,...,0 avec k # Kk, I;; N I, est soit vide ou consiste en un
point simple qui est un point frontiére de Iy et I, (ici I est d’adhérence dans R de
I'ensemble I).

Soit (;;) : [-r,0] — R™™ (i=12,...n,j=1,2,...m) une fonction matri-
cielle, soit S = {I,5,...,I;} une sous-division partielle de [—r,0] et pour chaque
k=1.2,...,l, soit I := [ax,b] . Alors, on peut associer & y; ;, [—r,0],5 la quantité

Var(_,q),s (1) définie par

l
Var_nops (i) = 3 |t (be) — p (ax)] -
k=1

On considére maintenant 1'ensemble Var_,.q (1) = {Varj_,q,s (/t;;) : S est une
sous-division partielle de [—r,0]}. On remarque que Var[_, o s (1;,;) ne peut pas étre
négatif, alors 0 est une borne inférieure de Var|_, o (1;;) . La plus petite borne su-
périeure de Var[_, o (u;;) est appelée la variation totale de y; ; sur [—7,0], et est
dénotée TVar;_, o (11;;) . On a 0 < TVarp,.q (s,;) < 0o pour n’importe quel 1, ; et
[—r,0] , mais si TVar[_, o (;,;) est un nombre positif, alors y; ; est dite de variation
bornée sur [—7,0]. La fonction matricielle ¢ = (u; ;) est de variation bornée sur

[—r,0] si chaque 4, ; est de variation bornée sur [—r,0].
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Supposons ¢; : R — R (i = 1,2,...n) de variation bornée sur R et non décrois-
sante i.e. ; (o) < ; (B) si a < 3. Alors la p—mesure de Radon d’un intervalle [

sur R avec des points frontiéres {a,b} de I est définie par:

Pt (b7) — ¢
p(lab)) =" (b7) =" (@), p((aa)) =0,
etsia<bu((ab):=p" (b7)—¢' (at).
On utilise quelques espaces de Banach, que I'on rappelle dans la suite.
L’espace des fonctions vectorielles continues définies sur [—r,0] & valeurs
dans R™ est noté par C ([—r,0] ,R™) ou simplement C. Cet espace est un espace de
Banach muni de la norme supremum ||-|| ., i.e. si la fonctionnelle ¢ € C alors

[6lle = sup_[l¢(O)]]-

—r<6<0

Si en plus chaque composante de ¢, ¢; (i = 1,2,...n) satisfait: pour n’importe quel
e > 0 il existe ¢ (¢) > 0 tel que pour n’importe quelles sous-divisions partielles de
S ={6,ls,...,I;}, il est vérifié que

l

Z ag,by) < 0 = Var|_, g s (¢;) = Z|¢z b) — ¢i (ax)| < e,

k=1

alors ¢ est dite absolument continue et on dénote cet espace W ([—r,0] ,R") ou
W.

On dit qu’une propriété est vérifiée presque partout sur un sous-ensemble F de
R si elle est vérifiée dans £ C R en dehors d’un ensemble de mesure nulle.

L, ou L, ([—r0],R") (avec 1 < p < co) représente 'espace de Lebesgue des
classes (pour I’égalité presque partout) de fonctions de [—r,0] dans R™, vérifiant: p
fois Lebesgue intégrable sur [—r,0] si p < oo ou essentiellement bornées si p = oo

L’espace de Lebesgue est un espace de Banach muni de la norme

., = U_O !!¢(9)!|pd9} : , sip € [0,00)

et

16ll, = ess sup [[@(O)], sip=o00,¢€ Ly
0c[—r,0]
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De méme, on peut définir des espaces de Lebesgue sur des domaines ouverts
Q, L, (QR") (resp. £, (2,R"™)) ou des espaces ou les fonctions sont seulement
localement intégrables £/ ((,R") (resp. £, (Q,R™*")), i.e. des fonctions f : Q —
R” (resp. f : Q@ — R™ ") telles que f € L4 (O,R") (resp. £1 (2,R™*")) pour n’importe
quel O strictement contenu dans €2 Lebesgue intégrable. Par exemple la fonction 1/x
est localement intégrable sur (0,1) , mais n’est pas intégrable. La méme fonction n’est
pas localement intégrable sur (—1,1).

La définition d’un espace dual a été donnée par Riesz en 1910: L’espace dual
d’un espace topologique X dénoté X, est I’espace ou ses éléments sont des fonctions
continues linéaires sur X'. Dans la suite, on donne les théorémes de représentation
de Riesz qui permettent de représenter de forme unique une fonctionnelle linéaire
F(p)e L,V oL,

THEOREME 0.0.1. Pour chaque fonctionnelle linéaire F (¢) € L, ([-r,0],R"),
3

p € [1,00) il existe un unique élément ¢ € L, ([—r,0] ,R™) ( = 1) tel que pour

n’importe quelle fonctionnelle ¢ € L, ([—r,0] . R") on a

THEOREME 0.0.2. Pour le cas p = oo, l'espace dual L' ([—r,0] ,R") est iso-
morphe a l’espace de mesures de Radon p sur [—r,0]. Alors pour chaque F (¢) €

Ll ([-r0],R"), on a .
F(9) =/ a1 (0) 6 (6).

-

L ([—r,0] R") contient L1 ([—r,0] , R™) comme sous-espace.

Ensuite, on rappelle un résultat qui relie 'espace W et L;.
THEOREME 0.0.3. Soit p € W ([—r,0] R™), alors ¢ est continue et de variation
bornée sur [—r,0], il existe ¢ € Ly ([—7,0],R") tel que la formule de Leibnitz est
vérifice:

¢<b>—¢<b>=/ o (6)do

pour n’importe quel (a,b) C [—r,0] et gb: © p.p. sur (—,0).
Le théoréme 0.0.3 montre qu'une fonction absolument continue sur [—r,0] est

dérivable presque partout sur (—7,0) .
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Dans la suite on introduit des espaces plus généraux qui permettront de dériver
des fonctions et formes linéaires dans le sens des distributions.

Soit I'’espace des fonctions de test D (2,R"), des fonctions u : Q@ — R"
infiniment dérivables sur Q (u € C* (Q,R") V k € Z*) a support compact K C  (de
méme on peut définir D (Q,R™*™)). L’espace dual des fonctions de test est ’espace
des distributions D’ (Q,R"), espace des formes linéaires continues sur D ({2,R") a
valeurs dans R". Pour tout (7,u) de D’ (2,R™) x D (Q,R"), T (u) appartient & R”
et on dénote T (u) = (T,u) (de méme, on peut définir D' (Q,R"*")). Par exemple si
e L, (QR™™) alors [f] : D(Q,R™") — R"™" définie comme la intégrale

loc

e /Q £ (€)u(e)de

est une distribution. Ce type de distribution qui se réécrit sous la forme d’une
intégrale est appelée distribution régulére associée a la fonction f. Par exemple

la distribution de Dirac dy : D (Q,R"*") — R"*" définie par
(09,u) = u (V)

pour n’importe quel ¥ € () est une distribution, mais n’est pas régulére.
Soit 2 un ouvert de R, [f] un élément de D’ (2,R"*™) : on appelle dérivée de la

distribution réguliére [f] ou dérivée faible de [f] et on note [f]’ 'application:

(L) ) = — / £ (&) (€) de.

Cette dérivée permet de définir I'espace de Sobolev d’ordre 1.
Soit p un élément de [1,00], 2 C R. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1, et
on note W} (€,R") 'ensemble:

WL QR ={ue L, QUR")|[«] € £, (2R™)}.

L’espace des fonctions absolument continues W et 'espace de Sobolev W) (Q,R")
sont reliées dans le théoréme suivant:
THEOREME 0.0.4. Soit (—r,0) CR et u € W, ((=r,0) R"™). Alors la fonction
u € W ([—r,0] ,R"™). Plus précisément, u peut étre modifiée sur un ensemble de me-

sure nulle de (—r,0) pour obtenir une fonction absolument continue.
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Ce résultat indique qu’il existe une injection de l'espace WI} ((=r,0) ,R™) dans
I'espace W (|—r,0] ,R™). Voila pourquoi ’espace de Sobolev d’ordre 1 dénoté
Wy W) ([=r,0] R™) , est défini comme I’espace des fonctions absolument continues
sur I’ intervalle [—r,0] une dérivée faible intégrable au sens £, sur [—r,0]. Si ¢ €
W, ([-r,0] ,R") donc

(161 ) = -
- [o@v@i= [ ¢ @uedvue (-0 m).

W, ([=r,0] R") muni de la norme

ol = [l 01+ [ 60

1Dl = maX{ch(O)ll oss sup 16" (6 )||} , 81 p = 00,

1
)de91 ,s11<p<oo

et

W, est un espace de Banach.

Finalement on dénote les autres dérivées utilisées dans ce travail: Soit f : R —
R". La dérivée supérieure a droite de f est définie par f' (£) = limj_q+ sup +[f (£ + h)—
f ()], € € Ret ladérivée inférieure & droite de f est définie par limy,_q+ inf +[f (£ + h)—
f (5 )], € € R. Si ces deux dérivées sont égales, f a une dérivée a droite en £ dénotée

. De méme pour la dérivée a gauche de f ené € R quand h — 0™, dénotée & 5
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INTRODUCTION

De nombreux sytémes dynamiques pratiques présentent des retards, mais qui sont
souvent négligés par simplicité. Cependant, la présence des retards peut induire des
mauvaises performances et des instabilités dans les systémes de commande, il est
donc important de les prendre en compte.

Les systémes a retard forment une classe de systémes de dimension infinie large-
ment utilisée pour la modélisation et I’analyse de phénomeénes de transport et propa-
gation (de matiére, d’énergie ou d’information). Ils apparaissent naturellement dans
la modélisation de processus rencontrés en physique, mécanique, économie, chimie,
biologie, dynamique des populations, écologie, physiologie, épidémiologie, etc. [59],
[68], [33] [58], [83]- Par ailleurs, méme si le procédé lui-méme ne contient pas de re-
tard, le systéme en boucle fermée peut engendrer des retards non négligeables (avec
les capteurs, les actionneurs et le temps de calcul) [92].

Un systéme a retard de type retardé est modélisé par un systéme dans lequel la
dérivée de "I'état” au temps présent est fonction des valeurs de ”I’état passé” dans
un intervalle. Un systéme a retard de type neutre est une classe de systémes plus
générale que les systéemes retardés, dans le sens ou il est décrit par un modéle dans
lequel la dérivée de "I’état” au temps présent est fonction non seulement des valeurs
de "’état passé”, mais aussi de la dérivée de "I’état passé” dans un intervalle. Du point
de vue mathématique, ces systémes sont décrits soit par des équations différentielles
fonctionnelles, soit sur des espaces abstraits (systémes de dimension infinie [7]).

La littérature sur les sytémes linéaires & retards est importante aussi bien sur
les aspects modélisation que sur les aspects stabilisation (voir, par exemple [51],
[92], [84]). Par contre il n’y pas beaucoup de résultats de stabilité pour les systémes

neutres linéaires; en fait, méme pour le systéme neutre linéaire scalaire le plus simple:



x (t) =ax (t)+bx (t —r)+cx (t —r) avec {a,b,c} € R, r € R, il n’y pas de solution
analytique au probléme de stabilité dépendante du retard r.

L’étude rigoureuse de la stabilité des systémes retardés a commencé vers la fin
des années 50 quand Krasovskii a étendu la deuxiéme méthode de Lyapunov aux
systémes retardés [66], [67]. Il s’est passé plus d’une dizaine d’années pour avoir des
théorémes d’existence et d’unicité pour les systémes neutres [37], et une extension
de la méthode directe de Lyapunov pour les systémes a retard de type neutre par
M. Cruz et J. Hale [19].

Quelques travaux ont été développés sur la stabilité des systémes neutres dans
le domaine temporel, voir par exemple [40], [112], [80], [81], ou dans le domaine
fréquentiel voir par exemple [16], [112]. Mais ces travaux concernent la stabilité in-
dépendante de la taille du retard, les résultats sont donc conservatifs quand le retard
est inconnu. Alors il est intéressant de considérer I’analyse de stabilité dépendante
de la taille du retard, voir [16], [48].

Dans la pratique, les paramétres du modéle ne sont pas bien connus, il est donc
nécessaire de considérer la stabilité robuste par rapport aux paramétres [51], [22],
[32]. Dans ce cas 14, les systémes neutres peuvent étre représentés par des modéles
avec incertitudes, voir par exemple [80], [81], [59] (la ligne de transmission sans
pertes peut avoir des incertitudes dans les paramétres).

Ce rapport peut étre considéré comme la suite des travaux sur les sytémes a re-
tard qui ont été démarrés au Laboratoire en 1992, concrétisés par la soutenance de
trois théses (S. Niculescu [79], D. Ivanescu [46] et A. Fattouh [29]), de nombreuses pu-
blications [24] et par I'organisation de manifestations scientifiques (Workshop IFAC
1998, Ecole d’Eté 2000 [24]).

Comme on I’a vu, I’étude de la stabilité robuste et de la stabilité dépendante de
la taille du retard est de premiére importance, parce qu’en pratique les parameétres
d’un systéme ne sont pas bien connus et parce que la présence d’un retard peut
induire ’instabilité. Dans ce mémoire, on a analysé pour la premiére fois ces deux
types de stabilité en méme temps, i.e. la stabilité robuste dépendante de la taille
du retard des systémes neutres linéaires par rapport aux parameétres et par rapport

aux retards. Dans ce travail, tous les systémes a retard étudiés sont décrits par des



équations différentielles fonctionnelles et analysés dans une approche temporelle.

Dans ce travail de thése, on a obtenu tout d’abord des conditions suffisantes
de stabilité robuste; les résultats sont présentés en termes d’inégalités matricielles
linéaire LMIs, (théorémes: 4.4.1, 5.4.1 et 5.4.2) et en termes d’inégalités matricielles
non linéaires (théoréme 6.4.1). L’étude de la stabilité est faite dans une approche de
type Lyapunov-Krasovskii, pour cette étude, on a soit utilisé des fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii déja proposées dans la litteratue (chapitre 5), soit étendu ce
type de fonctionnelles (chapitre 4), soit proposé pour la premiére fois une méthode
constructive de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii pour les systémes neutres
(chapitre 6). Par rapport aux aspects LMI [97], ot les conditions de stabilité robuste
sont faciles a vérifier, cette étude forme une des contributions principales de ce travail
et généralise des résultats sur I’étude de la stabilité avec un seul paramétre de retard
et des hypothéses restrictives sur la partie neutre [94]; et dans un cas plus général
[96] mais avec de conditions de stabilité robuste non linéaires difficiles a vérifier. En
ce qui concerne la méthode constructive de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
pour les systémes neutres, on a travaillé en collaboration avec le professeur V. Kha-
ritonov, on a développé une méthode constructive systématique de fonctionnelles
de Lyapunov-Krasovskii bien adaptées a I’étude de la stabilité robuste des systémes
neutres [99]. Ces résultats qui forment également une contribution principale de ce
travail étendent les résultats de [55] aux cas neutres.

CONTENU DE LA THESE:

Dans le Chapitre 1, les systémes linéaires a retard de type retardé sont d’abord
introduits, puis sont définis les systémes linéaires a retard de type neutre, appelés
plus simplement systémes neutres. On présente un procédé modélisé par un systéme
a retard: une colonne chromatographique et trois procédés modélisés par des sys-
témes neutres: une ligne de transmission sans pertes, une barre flexible couplée a une
charge et un circuit électronique dit a éléments “partiels” (PEEC). Dans ce chapitre,
les modéles sont décrits par des équations différentielles aux dérivées partielles, on
ne les considére pas comme des modéles avec paramétres incertains et on n’entre
pas dans les détails mathématiques (ces aspects seront développés dans les chapitres

suivants), mais on présente les bases nécessaires pour approfondir le sujet.



Dans le Chapitre 2, on présente le probléme de la valeur initiale pour les sys-
témes neutres, on rappelle ce probléme dans trois espaces: 1’espace des fonctions
continues C, ’espace de Sobolev W]} et I'espace abstrait M, = R" x £,,. On rappelle
aussi les solutions des systémes neutres linéaires, la représentation de Cauchy et la
matrice fondamentale associée aux systémes neutres linéaires. On propose deux ma-
niéres de trouver la matrice fondamentale o1, pour 'une d’elles, on utilise I’espace
produit M, = R" x £,, qui a I’avantage d’étre général pour résoudre les problémes
ou "I'état” x n’est ni différentiable ni méme continu, comme c’est le cas de la solution
de la matrice fondamentale, un exemple dans R? x £, est présenté.

Le Chapitre 3 a pour objectif de familiariser le lecteur avec la stabilité des
systémes neutres. On présente un panorama rapide sur la stabilité des systémes
neutres. Dans ce chapitre, on présente d’abord quelques définitions de stabilité et
des théoremes de base sur la stabilité des systémes neutres. On pose un nouveau
probléme de stabilité robuste trés général avec deux retards constants et inconnus,
I’'un dans "I’état retardé” et I’autre dans 'opérateur de différence. On présente éga-
lement certaines transformations qu’on utilise pour démontrer la stabilité ou une
propriété importante des systémes neutres. Finalement, on présente un tour guidé
sur la stabilité dépendante et indépendante de la taille du retard pour les systémes
neutres.

Dans le Chapitre 4, on aborde la stabilité robuste dépendante de la taille du
retard des systémes neutres linéaires, avec incertitudes sur les paramétres et les
retards. Les systémes considérés sont décrits par des équations différentielles fonc-
tionnelles avec des incertitudes non linéaires et variantes dans le temps, concernant
les parameétres des matrices d’état et d’état retardé, et incertitudes variantes dans le
temps et quasilinéaires pour 'opérateur de différence. L’analyse de stabilité présen-
tée est effectuée grace & une approche par fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.

Le Chapitre 5, comme le chapitre précédent, traite de la stabilité robuste dé-
pendante de la taille du retard des systémes neutres linéaires avec incertitude dans
les paramétres et les retards. Les systémes considérés sont décrits par des équations

différentielles fonctionnelles avec incertitudes non linéaires et variantes dans le temps



dans "I’état” et "I’état retardé”, et incertitudes variantes dans le temps et quasili-
néaires dans 'opérateur de différence. Dans ce chapitre, a la différence du précédent,
on évite d’ajouter au systéme la dynamique associée a la transformation utilisée dans
le Chapitre 4, en étendant la transformation par intégration sur un intervalle [65]:
systéme (3.3.6), au cas neutre avec incertitudes: systéme (5.2.1)-(5.2.7).

Dans le Chapitre 6, on présente pour la premiére fois une approche constructive
des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii appliquée aux systémes neutres linéaires.
Cette approche consiste d'une part en la construction de fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii "bien adaptées” aux systémes neutres linéaires et d’autre part, on utilise
ces fonctionnnelles pour montrer la stabilité robuste de systémes neutres linéaires
avec incertitudes.

Des conclusions et perspectives terminent la thése.

CONTRIBUTIONS DE LA THESE

Les contributions de la thése sont les suivantes:

— L’obtention d’un modéle a retard simple de la colonne chromatographique,
développé en collaboration avec M. Fadi Ibrahim, doctorant au LAG, une
version de la ligne de transmission sans pertes [98], similaire & [11], [59] et

quelques remarques pour la simulation des circuits PEEC [5], voir aussi [99].

— Une méthode pour obtenir la matrice fondamentale dans 1’espace abstrait

M, =R" x L, et sa solution analytique.

— Deux transformations de modéle pour les systémes neutres. Pour la premiére, il
s’agit de transformer le systéme neutre (3.3.7) en un systéme a retard classique
(3.3.9) et on donne un résultat de stabilité: Théoréeme 3.4.1 [98]. La deuxiéme
transformation revient a utiliser la régle de Leibnitz pour 'opérateur de diffé-
rence (3.3.14), [96], qui transforme une classe de modéles de systémes neutres
plus générale que l'utilisation de la régle de Leibnitz seulement sur 1’état.
Ceci permet d’avoir des solutions avec discontinuités, tandis que 'opérateur
de différence reste différentiable (presque partout). En fait, pour utiliser cette
transformation, on se place dans des espaces intéressants par rapport a la
stabilité [98] ou le probléme de la valeur initiale est bien posé par exemple
Wi ([-r,0] R") [42], C ([-r,0] R") [40], M}, = R" x L, ([-r,0] R™) [13].



— Une des contributions principales de ce travail est le Chapitre 4, basé sur
[98] qui généralise les travaux antérieurs [94], [96] fondés sur les incertitudes
variantes dans le temps et quasilinéaires dans 'opérateur de différence, et
on assure 'obtention de conditions de stabilité robuste (faciles & vérifier) qui
s’expriment en termes de I’existence de solutions positives d'une LMI.

— Une autre des contributions de ce travail est le Chapitre 5; ’apport est ’analyse
de stabilité via une approche de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii en
évitant la dynamique ajoutée par la transformation utilisée dans le Chapitre
4, en étendant la transformation par intégration sur un intervalle [65] au cas
neutre avec incertitudes.

— La derniére contribution de ce travail est donnée dans le Chapitre 6; la nou-
veauté concerne la méthode constructive des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
avec une grande partie dédiée aux propriétés de la matrice de Lyapunov, ce

travail a fait 'objet d’une collaboration avec le Pr. Vladimir Kharitonov.



Chapitre 1

MODELES DE SYSTEMES A
RETARD DE TYPE NEUTRE

Dans ce chapitre, on introduit d’abord les systémes & retard de type retardé
linéaires puis les systémes a retard de type neutre, linéaires ou plus simplement
systémes neutres linéaires [62]; dans le prochain chapitre une classe plus générale
de systémes neutres est définie. On présente un procédé modélisé par un systéme
retardé (une colonne chromatographique), et trois procédés modélisés par des sys-
témes neutres (une ligne de transmission sans pertes, une barre flexible couplée a
une charge et un circuit électronique dit a éléments "partiels” (PEEC)). Dans ce cha-
pitre, on ne considére pas les modéles avec des paramétres incertains et on n’entre
pas dans les détails mathématiques (ces aspects seront développés dans les chapitres
suivants), mais on présente les bases nécessaires pour approfondir le sujet.

L’apport de ce chapitre est I’obtention d’un modéle retardé simple de la colonne
chromatographique, développé en collaboration avec Fadi Ibrahim, étudiant de doc-
torat du LAG, une version de la ligne de transmission sans pertes [98], similaire &
[11], [59]. Une démonstration alternative a celle proposée dans [41] pour Pexistence
de solutions asymptotiquement stables pour les systémes neutres linéaires qui ne
sont pas exponentiellement stables est donnée ainsi que quelques remarques sur la
simulation des circuits PEEC [5], [99].

Dans ce chapitre, on veut présenter quelques systémes réels qui se modélisent

bien avec des systémes a retard (la plupart de type neutre) pour motiver le lecteur.



Dans la suite de notre travail, nous nous intéresserons a ’analyse de ces systémes et

en particulier & la stabilité robuste.

1.1 INTRODUCTION

Les systémes a retard forment une classe de systémes de dimension infinie lar-
gement utilisée pour la modélisation et 'analyse de phénoménes de transport et de
propagation (de matiére, d’énergie ou d’information). Ils apparaissent naturellement
dans la modélisation de processus rencontrés en physique, mécanique, économie, chi-
mie, biologie, dynamique des populations, écologie, physiologie, épidémiologie, etc.
[59], [68], [33], [58]. Par ailleurs, méme si le procédé lui-méme ne contient pas de re-
tard, le systéme en boucle fermée peut engendrer des retards non négligeables (avec
les capteurs, les actionneurs et le temps de calcul) [92].

Soit r > 0, A,B,C € R™" h une fonction continue sur R. Un systéme dans
lequel la dérivée de la solution & 'intant ¢ est fonction des valeurs de la solution a
I'intant ¢ — r dans un intervalle est un systéme retardé linéaire s’il a la structure
[40]:

r(t)=Ax(t)+ Bx(t—r)+h(t),t>0,r>0.

Un systéme dans lequel la dérivée de la solution a 'intant ¢ est fonction non seule-
ment des valeurs de la solution & I'intant ¢ — » dans un intervalle, mais aussi de la
dérivée de la solution a l'intant ¢ — r, est un systéme neutre linéaire s’il est décrit

par [40]:
z(t)=Ax(t)+Bx(t—r)+Cxz(t—r)+h(t),t>0,r>0.

Un systéme en boucle ouverte z (t) = Ax (t)+Bu (t) qui n’a pas de retard intrinséque

peut en avoir en boucle fermée:
x (t)=Ax(t)+ Bx(t—r),t >0, >0,

(& cause des possibles retards introduits par les capteurs, les actionneurs et le temps

de calcul).



Cependant en pratique, beaucoup de systémes retardés peuvent étre déduits a
partir de modéles de type équations aux dérivées partielles de type parabolique, par
exemple [106]:

a82u +2b O u + 082u + da—u + e%
ox? 0x 0y oy? ox oy

ou (u=u(zry)eta,b, c d e f, gpeuvent étre fonctions de x ou y)

+fu=g, (1.1.1)

b —ac=0,

et les systémes neutres proviennent souvent de modéles aux dérivées partielles de

type hyperbolique, par exemple (1.1.1) avec
b* — ac > 0.

Dans la suite, on illustre cela avec quatre exemples: une colonne chromatogra-
phique, une ligne de transmission sans pertes, une barre flexible couplée a une charge

et un circuit électronique a éléments partiels.

1.2 COLONNE CHROMATOGRAPHIQUE

Ici on montre comment transformer un modéle linéaire simple d’un procédé chro-
matographique en un systéme retardé. Ici ”linéaire” signifie linéarité de la relation
d’équilibre entre la phase liquide et la phase solide. On considére un modéle simple
pour une colonne chromatographique sans dispersion axiale [27], [8] Figure 1.1. A
I’entrée de la colonne, on injecte un mélange avec concentration C, de composants
A et B mélangés en phase liquide. A la sortie de la colonne, le composant A a la
concentration C,,; tandis que le composant B est absorbé en phase solide sur les
parois de la colonne.

Ce systéme est décrit par des équations aux dérivées partielles de type parabo-
lique:

Jc;  1—¢€0g; ¢

oz 0 1.2.1
8t+ - 8t+u8x 0,i€{AB},t>0,0<z<L ( )

et par un isotherme linéaire (cette hypothése est trés satisfaisante pour de nombreux

procédés industriels)

¢; = K;c;, K; = constante, (1.2.2)
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Cin C out

+ T + T+

Fi1G. 1.1 — Schéma de principe de la colonne.

ou L est la longueur de la colonne, ¢; est la concentration du composant ¢ dans la
phase liquide, en g/cm?, ¢; est la concentration du composant i dans la phase solide,
en g/cm?, u est la vitesse du fluide en cm/s; € la fraction du vide de la colonne et
K; le coefficient de Henry du composant ¢ sont des nombres sans dimension.
La condition initiale est:
i (0,7) = ¢ (x), (1.2.3)

ou ¢! est la concentration initiale du composant i.

La condition limite est:

¢ (t,0) = ¢ (t), (1.2.4)
xh_{go % (t,z) =0, (1.2.5)

et la condition limite de commande (voir [59] pour k; = 0) est PI:

% (t,o) = _kp [Ci (t,L) - Cﬂ — k’l /t_r [Ci (T,L) — cf] dT, (1_2-6)

oll ¢f est la concentration limite du composant 7, ¢? est la concentration désirée du
composant ¢ & la fin de la colonne (x = L) dans la phase liquide; k,, k; sont des
coefficients constants.

La solution générale de (1.2.1)-(1.2.2) est:
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ol ¢; est une fonction & déterminer. De la premiére condition limite (1.2.4), on
obtient
(£,0) = ¢ (ut)
GLU) =y |\ U],
v

ci(t,:p):cf<t—zm>,tZ0,0SmSL.
u

ce qui implique

Alors, a 'extrémité de la colonne (z = L), on a
_ e i
ci(tL) = (t - —L) t>0. (1.2.8)
u

Si on définit maintenant la vitesse de propagation w; du composant ¢ & l'intérieur

de la colonne comme dans [27]:

w, = 26 J0a _u
ot ) oy

alors, dans cette simple approche, la colonne chromatographique est considérée

comme un simple retard’ dans (1.2.8):

L
G (t,L)y=c(t—r),r=—,t>0, (1.2.9)
W

avec la condition initiale obtenue par (1.2.3) et (1.2.5)

c (—% ) si 0 € [-r,0],

¢ (0) = ,
0 st 0 € (—oo, —1].

Pour la commande de (1.2.9), on considére encore une fois la condition limite

(1.2.6), elle donc peut étre représentée par le systéme retardé suivant:

& () = —hy [ (t—7) =] =k / [ (r = 1) — ] dr. (1.2.10)

ou k, et k; sont des constantes & ajuster.
Dans la suite, on montre une simulation "didactique” de la colonne chromatogra-

phique.

1.Le retard » = L/w; a été proposé dans [27], ou une approche par équations aux dérivées
partielles est utilisée.
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1.2.1 SIMULATION

Soit le sytéme décrit par 'équation (1.2.10) ot k, = 1, k; = 0, 7 = 1 et la

référence ¢ = 0, on a alors:

¢ (t)=—c(t—1),t>0. (1.2.11)
Avec la condition initiale suivante
(0)=1,0€[-r0,r=1. (1.2.12)

]

L’evolution su systéme est donnée par la courbe présentée dans la Figure 1.2.

FIG. 1.2 — Evolution de c¢¢(t — 1) en fonction de t.

Ce systéme d’équations (1.2.11)-(1.2.12) est un systéme retardé qui a été ana-
lysé partiellement dans [24] par J.-P. Richard et M. Dambrine. Par la simplicité
de (1.2.11)-(1.2.12), il est facile & construire les solutions analytiques, intervalle par
intervalle, en utilisant la méthode pas a pas [59], décrite dans le prochain chapitre

(Section 2.5). Les solutions trouvées sur les intervalles sont:

s (t) =1, si —1<t<0,
s (t)=1—t, si 0<t<1,
St)y="C 243 si 1<t<2,
ct)=-L+32 -4+ si 2<t<3,
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La solution de (1.2.11)-(1.2.12) devient de plus en plus réguliére quand ¢ croit. En

fait ¢ (t) n’est pas dérivable en zéro

d=c¢ d*ct
1 — ) —
mais elle 'est en ¢t = 1,
d=c¢ drct

a W=—1=—7 W

Par contre, ¢ (t) n’est pas dérivable deux fois en ¢ = 1,

d*>ct d**c¢
(1) = t(1)=1
dt2 ( ) 0 # dt2 ( ) )
mais elle I'est en ¢ = 2,
d*>=ct L dPre

=1= 2) ...
o (2) 7 (2)
Cette propriété de "régularité” est caractéristique des systémes retardés [83], [58];
cependant elle n’est pas satisfaite pour les systémes neutres comme on le montre par

la suite.

1.3 LIGNE DE TRANSMISSION SANS PERTES

On considére maintenant I’exemple suivant [98], similaire & [11], [59], (voir aussi
[10]), qui traite une ligne de transmission sans pertes; & une extrémité (z =0), il
y a une source de tension constante F et a 'autre extrémité (r = [) une capacité
est branchée en paralléle avec une diode tunnel (ce genre de diodes est utilisé dans
les amplificateurs haute fréquence de circuits oscillants électroniques par exemple)
comme on le voit Figure 1.3 [50].

Le courant i (-,-) et la tension v (-,-) sont des fonctions de ¢ et z, qui satisfont

I’équation du télégraphe, une équation aux dérivées partielles de type hyperbolique,

0i  Ov ov O
e — - — = <z <
Lot 5o =002 +22=0,t>0,0<e <], (1.3.1)

avec les conditions limites suivantes:

ov (t,1)

B = Ri(t0) +v(£0) i (t]) = Ci—

g (v(t])), (1.3.2)
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R x=0 x=]
1 )
 }— o
—
E T ift.x) = ljd
v(t,0) T !

Fi1G. 1.3 — Circuit de la ligne de transmission

ol [ est la longueur de la ligne, L, C sont 'inductance et la capacité du conducteur
par unité de longueur, R est la résistance a ’entrée, C; est la capacité en paralléle
avec la diode tunnel, i4 (v) est la courbe caractéristique courant-tension de la diode

(une fonction polynémiale non linéaire), donnée Figure 1.4 [18].

D—If'EII:IIEIE DE o o4 D6 III.E_U_ 1 1.2\1%
-0.o004

Fi1G. 1.4 — Courbe caractéristique courant-tension et ligne de charge de la diode
tunnel.

Les points d’équilibre (vg,ig) satisfont une équation linéaire donnée par:

E:U0+Ri0,i0:id(vo).
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On suppose que le point du fonctionnement est donné par 'approximation du pre-
mier ordre

i (vg) =i (vg) +m (vg — vo), (1.3.3)

avec m constante positive. La solution générale de (1.3.1) est donnée par la formule
de d’Alembert

v(t,e) —vy = @ (t—bx)+¢(t+bx),
i(taw)—ip = Z '[p(t—bx)—(t+bx)],
b:=vVLC,Z:=vVLC

Avec la premiére condition limite (1.3.2), on a ¢ (t) = (Ry— Z) (Ro+ Z) 9 (t).
La seconde condition (1.3.2) donne le systéme linéaire neutre suivant

dy dy
d—g(f)—cd—f(f—r)=A¢(§)+B¢(§—T)a (1.3.4)

avec A = #, B=-— <\/§\/%1§%T)+C\z/§)’ C= E\/?ngg, r=2VLCOl, € :=t—bl.

Cela montre une transformation de I’équation différentielle partielle (1.3.1) de type

hyperbolique en un systéme a retard de type neutre ou systéme neutre (1.3.4). Cette
transformation n’est pas unique [40], [59]; dans [59] la méme méthode est utilisée
avec

i (va) & i (vg) — m (va — v0) — p (va — vo)”
avec m et p constantes positives au lieu de (1.3.3), mais le modéle proposé par [59]
ne peut pas étre mis sous la forme (1.3.4) quand p = 0 (il y a ’annulation de l'état).

Ensuite, on montre une simulation pour une ligne de transmission “didactique”.

1.3.1 SIMULATION

Maintenant on montre une "réponse impulsionnelle” pour la ligne de transmission

sans pertes modélisée par:

dy) dy)
i (&) — 0‘5d_g (€ —0.5) =~ (&) — 0.5¢ (€ —0.5). (1.3.5)

Dans la Figure 1.5, la condition initiale est

Y (&) =0pour £ <0etyp(0) =1 (1.3.6)
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Fi1aG. 1.5 — Réponse impulsionnelle pour la ligne de transmission sans pertes.

La Figure 1.5 montre que la dynamique pour un systéme linéaire neutre est tres
différente de celle d’un systéme a retard (voir la simulation précédente, Figure 1.2)
ou d’un systéme linéaire invariant dans le temps. En fait, la solution de (1.3.5)-(1.3.6)
n’est pas différentiable aux instants 0, 0.5, 1.5, ... et la solution de (1.3.5)-(1.3.6)
ne devient pas réguliére quand ¢ grandit, comme cela est vérifié pour les systémes
retardés.

Les solutions analytiques de (1.3.5)-(1.3.6) sont données, intervalle par intervalle

(voir la méthode pas a pas section 2.5). Les solutions sont:

0, si —1<¢&<0,
et si 0<t<0.5, (1.3.7)
%e_(t_%) et — e (t3) (t—13), si 05<t<1,..

On remarque que la solution ¥ (§) est différentiable partout & droite; par contre

% (&) n’est pas finie lors des sauts: en £ =0

d~ d+¢
+00 # _17
O = oo £ T (0)
en £ =0.5
=y dt
e (05) =00 # — (0) = ~2.1065,
en général dans tous les sauts ‘ ‘ < 00. Alors les solutions (1.3.7) satisfont (1.3.5)-

(1.3.6) partout sauf aux points £ = kr, k =1,2,...



17

11 est facile de vérifier que la différence [¢ (§) — 0.5¢ (£ — 7)], r = 0.5, est continue
pour £ > 0. Finalement pour (1.3.5), la solution est exponentiellement stable parce
que le coefficient de la partie dérivée retardée, la matrice C' = 0.5, est Schur-Cohn
stable [4] (les valeurs propres sont & I'intérieur du disque unitaire dans C). Donc,
Pamplitude ||C*|| , des sauts aux points kr, k = 1,2,... décroit, alors lim;_ ||C*|| =
0 (voir section 2.6, lemme 2.6.2). L’exemple suivant montre un systéme pour lequel

cette propriété n’est pas vérifiée.

1.4 BARRE FLEXIBLE COUPLEE A UNE CHARGE

On considére le comportement d’une barre flexible soumise & un couple appliqué
4 une extrémité, avec une masse attachée a 'autre extrémité. Ce systéme est décrit
par une équation d’onde (équation aux dérivées partielles de type hyperbolique) voir
[101]. La commande est le couple appliqué et le couple de réaction est dii a leffet

de la masse attachée a l’autre extrémité [78], [30]:

d°q d%q

2074 _ 94

0o (1,2) 552 (1,2) (1.4.1)
dq B dq 0%

E (T,O) = —U (’7') y E (T,L) = _Jﬁ (T,L)

1002 = a0 (=), 21(02) = . (2).
Ici g (7,2) est le déplacement angulaire au point z € [0,L] et au temps 7 > 0, comme
le montre la Figure 1.6; L est la longueur de la barre, o est I'inverse de la vitesse de
propagation de I'onde, J est le moment d’inertie de la masse, u (7) est le couple de
commande, et qy,q; sont respectivement les positions et vitesses angulaires.

La solution générale de (1.4.1) est donnée par la formule de d’Alembert:
q(1,2) = ¢ (T +02) + ¢ (T = 02)

ol (p, ¥ sont des fonctions arbitraires d’une variable réelle. L’objectif de la commande

est un suivi de trajectoire pour ’angle de la masse; la sortie est donc

y(r)=q(r,L).
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F1G. 1.6 — Barre flexible couplée a une charge.

Pour t = (o/J) 7, v(t) = (2J/0*)u(t) et T = oL, de simples calculs, similaires &

I'exemple précédent (voir 78] pour les détails) donnent le systéme neutre suivant:

¢(t)—C¢(t—r):Aw(t)JrBz/z(t—r)JrDv(t—g),

\ . | (o1 (00 -
o r = 27, v (1) = (y(1) y(t)),A-(O _1>,B_<0 1),0_

00 0
< ) , D= ( ) . Ce systéme est caracterisé par le coefficient de la dérivée

0 —1 1
retardée C, non Shur-Cohn stable. Cette propriété est importante car elle est néces-

saire pour avoir une solution exponentiellement stable, comme il est montré dans la

suite avec un systéme similaire au précédent mais réduit au cas scalaire.
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1.4.1 SIMULATION

Dans cette simulation on présente le phénoméne des solutions non exponentiel-

lement stables pour les systémes neutres. Par souci de simplicité, on considére le

systéme neutre z (¢t)+ z (t — 1) = —ax (), réécrit dans la forme de Hale [41]:
d
a[x(t)—i-m(t—l)]:—ax(t),a>0,t20, (1.4.2)

avec la condition initiale, au moins continue
z(t)=g(t),si —1<t<0. (1.4.3)

Une simulation est présentée Figure 1.7.

] i q s 1
-0

F1G. 1.7 — Solution avec g (t) = (t —1), —1 <t <0.

THEOREME 1.4.1 (Hale et Verduyn Lunel 2002). Dans (1.4.2) le coefficient
de x (t — 1) n’est pas Shur-Cohn stable, cependant v — 0 quand t — oco. Le systéme
(1.4.2) n'est donc pas exponentiellement stable mais il est asymptotiquement stable
(voir Définition 3.2.1, Chapitre 3).

Ce résultat est donné dans [41] ou les auteurs utilisent une approche spectrale
de la théorie des opérateurs pour la démonstration; ici on donne une démonstration

partielle en utilisant une approche temporelle simple (voir Sections 2.4, 2.5):

Démonstration. Supposons que la solution de (1.4.2)-(1.4.3) est asymptotiquement

stable i.e., x — 0 quand t — oco. Par contradiction, on suppose que la solution est
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exponentiellement stable i.e., il existe a« > 0 et 3 > 0 tels que ||z (¢)|| < fe™, V
t > 0. Alors on peut borner la solution de (1.4.2):

r(t)=—-ax(t—1)+e “[xz(0)+z(-1)]+ a/t e~y (s — 1) ds (1.4.4)
par

r(t) < —z(t—1)+e®[g0)+g(=1)]+ a/o e~ (t=s) |z (s — 1) ds

t

< —x(t=1)+e[g(0) +g(=1)] + a/ e~ ot=5) ge—als—1) gg
0

qui montre que la différence x (t) + x (t — 1) a une borne supérieure positive:

r(t)+x(t—1)<e ™[g(0)+ g(—=1)] + aBe *e* /t a3 s
0

finalement, aprés intégration, on obtient:

apfe”

c(t)+x(t—1)<e™[g(0)+g(-1)]+ (a—a)

(e7* —e ™). (1.4.5)

L’équation (1.4.5) signifie que V ¢ > 0 il existe o > 0 tel que z(t) + z(t — 1) <

€, V't > o,alors la solution (1.4.4) satisfait I'inéquation
z(t)+z(t—1)<et>o, (1.4.6)
pour n’importe quelle condition initiale continue
r(c+0)=—-g(0c+80),0 c[-1,0].

Par simplicité, on choisit g (o +6) = —1, alors la solution de (1.4.4) pour ¢t €
0,0 4+ 1] est
t

r(t)=—-ax(t—1)+e " z(0)+z(c—1)]+ e_“t/ de®,

alors la différence z (t) + = (t — 1) en t = o est
z(t)+x(t—1)=2e"".
Finalement si on choisit € = =%, alors (1.4.6) implique la contradiction:

2<1.
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Donc z (t) n’est pas exponentiellement stable et (1.4.2)-(1.4.3) est simplement asymp-
totiquement stable.

0]

REMARQUE 1.4.1. Cette démonstration comme on ’a dit au départ, est partielle,
car il faut montrer que * — 0 quand ¢ — oo mais ce résultat peut étre obtenu
en accord avec [41] (il n’est pas montré) en démontrant que la transformation de
Laplace de (1.4.2) a une extension analytique dans le demi-plan complexe {s €
C|Re(s) > 0}, alors (1.4.2) est intégrable le long d’axe réel positif, et x (t) est
stable, donc x — 0 quand ¢ — oo (voir Exemple 3.2.2, Chapitre 3).

1.5 CIRCUITS EQUIVALENTS DES ELEMENTS
PARTIELS PEEC

Ce dernier exemple est un circuit dans lequel les éléments ont des retards (qui
représentent les circuits équivalents des éléments partiels PEEC) [5], [99]. Ces cir-
cuits se rencontrent dans 'interconnexion de circuits digitaux ou avec des circuits
intégrant des microondes; ils sont devenus trés importants parce qu’il permettent de
décrire le comportement des systémes VLSI.

On motive ce travail avec un circuit de test, qui est un circuit PEEC réel [103]
montré Figure 1.8 (b). Ce circuit représente un circuit équivalent d’onde complété
pour une barre de métal qui est discrétisée en deux cellules comme on le voit Figure
1.8 (a).

Le modéle de la Figure 1.8 (b) inclut des éléments de circuit que 1’on accouple
entre des inductances avec retard de la forme Lp;; (t — r) et des retards dépendant
des sources de courant de la forme i¢; (t — r). La forme générale de ce type d’équa-
tion est

r(t)=Ax(t)+Bx(t—r)+Cax(t—r),t>1 (1.5.1)
avec la condition initiale

z(t)=g(t),t <to,

ou toutes les matrices A, B et C, et le vecteur g ont des valeurs réelles. On donne

dans la suite un simulation.
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7] 2 3
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Fa £
g R3]

F1G. 1.8 — (a) barre de métal, (b) petit modéle PEEC.

1.5.1 SIMULATIONS

Pour cette simulation, on considére un circuit de test |5] (voir aussi [103]), ot le

retard » = 1, les matrices sont

-7 1 2 1 0 -3 -1 5 2
A =13 -9 0 ,E = =05 —05 -1 |,C= 1 4 0 3
100 100 72
1 2 -6 —-05 =15 0 -2 4 1
(1.5.2)
et la condition initiale est
sin (7rt)
gt)=| sin2rt) |, -1<t<0. (1.5.3)
sin (37t)

Ce systéme a une solution asymptotiquement stable (exponentiellement stable) mais
"difficile” & simuler car mal conditionné; il a été utilisé dans la litérature pour des
comparaisons de méthodes d’intégration comme par exemple la régle trapézoidale
utilisée par SPICE, ou la méthode contractive & 2-étapes Lobatto ITI-C, proposée
dans [5] par exemple.

Ensuite des simulations sont présentées avec la sortie

y(t)z(() 0 1>x(t).
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F1G. 1.9 — Solution pour y avec la régle trapézoidale (SPICE)
a5 = = T = T v
Y PRI A W U U A ST S Gl
£ : :
O S SR
& 7 a < 10

F1G. 1.10 — Solution pour y avec la méthode contractive 2-étapes Lobatto 111-C

Les Figures 1.9, 1.10 montrent d’une part, I'inefficacité de la régle trapézoidale,
qui engendre des oscillations pour les solutions, méme si les solutions sont exponen-
tiellement stables.

D’autre part, malgré le bon comportement de la simulation avec Lobatto ITI-C,

celle-ci pose un probléme, voir la remarque suivante:
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REMARQUE 1.5.1. La condition initiale (1.5.3) est telle que (1.5.1) ne satisfait pas
la condition dite de “sewing condition” [40],[68],[59]) en 0, i.e.
z (0) # Az (0) + Bx (—r) +C z (—r),

donc la solution de (1.5.1)-(1.5.3) ne peut pas étre différentiable en 0, comme on le

voit sur la Figure 1.11 avec la méthode ode4 Runge-Kutta.

F1G. 1.11 — Solution pour y avec ode4 Runge-Kutta MATLAB.

Cependant ce comportement n’est pas satisfait dans les Figures 1.9 et 1.10.
Pour les circuits PEEC, de "bonnes simulations” ont été obtenues avec la méthode

d’Euler [104] et [88].

1.6 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, on a présenté a base d’exemples les systémes retardés et les
systémes neutres linéaires; on a montré comment certaines équations aux dérivées
partielles de type parabolique sont reliées aux systémes retardés, et certaines équa-
tions aux dérivées partielles de type hyperbolique aux systémes neutres. Par contre,
il n’existe pas de théorie globale qui caractérise quel type d’équations peut étre
transformé en systémes a retards, ou une méthodologie pour les transformer. Ici, on

a utilisé ’équation (1.2.7) et la formule de d’Alembert, mais [59] propose aussi une
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technique qui introduit un retard artificiel pour 'analyse de ’équation de la chaleur
et la méthode pas & pas (pag. 172-174). On a présenté un modéle simple pour la
colonne chromatographique, un circuit électronique d’une ligne de transmission sans
pertes [98] (hypothése utilisée pour la synthése de réseaux a haut vitesse dans [10]
de IBM), un systéme mécanique fait d’une barre flexible acouplée a une charge, et
un circuit électronique a éléments partiels (PEEC) [99] (circuit pratique de test étu-
dié par [5]), avec aussi quelques simulations. Celles-ci montrent le caractére tout a
fait particulier des systémes neutres par rapport aux systémes retardés, notamment
pour la convergence et la différentiabilité en certains points.

Dans ce chapitre, les modéles obtenus sont linéaires (sans éléments de dissipation)
avec des conditions limites linéaires. Mais dans [59], il y a des exemples avec des
éléments de dissipation comme la résistance a la circulation sanguine pour le controle
de ’hypertension, conditions limites non linéaires ol les modéles obtenus sont non
linéaires, et dans 68|, [L10] sont proposés des systémes neutres non linéaires détaillés
qui modélisent la croissance des espéces, qui prennent en compte la capacité de

I’environnement, la consommation de nourriture, etc.
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Chapitre 2

LE PROBLEME DE LA VALEUR
INITIALE ET SOLUTIONS POUR
SYSTEMES DE TYPE NEUTRE

Dans ce chapitre, on présente le probléme de la valeur initiale pour les sys-
témes neutres; les idées sont simples mais la notation peut étre compliquée (voir la
premiére section ou se trouve la notation). Ici on rappelle ce probléme dans trois
espaces différents: ’espace des fonctions continues C, I’espace de Sobolev WI} et 'es-
pace abstrait M, = R" x £,. On rappelle aussi les solutions des systémes neutres
linéaires, la représentation de Cauchy et la matrice fondamentale associée aux sys-
témes neutres linéaires. On propose deux maniéres de trouver la matrice fondamen-
tale; pour I'une d’elles, on utilise ’espace produit M, = R" x £,, qui a I’avantage
d’étre général pour résoudre les problémes ol la variable x n’est pas différentiable,
méme pas continue comme c’est le cas de la solution de la matrice fondamentale
[6]. Un exemple de systéme neutre dans R* x L, ([—0.5,0] ,R?) est présenté. Un
autre exemple dans R x £, ([—1,0] ,R) montre comment I’analyse du systéme neutre
z(t)+z(t—1)=—z(t),x(t) € C*((0,00),R), est inefficace pour 'analyse du sys-
teme < [z (¢) + 2 (t — 1)] = —z (t), ou seulement la différence [z (¢) + z (t — 1)] est
différentiable presque partout. Dans ces espaces précédemment décrits, le probléme
de la valeur initiale pour les systémes neutres est bien posé, voila pourquoi ils sont

utilisés dans les prochains chapitres.
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La contribution de ce chapitre est de proposer un méthode pour obtenir la matrice

fondamentale dans I’espace abstrait M, = R" x £, et sa solution analytique.

2.1 INTRODUCTION

Le probléme de la valeur initiale pour les systémes neutre est un probléme qui
consiste a déterminer une solution a I’équation de type neutre avec des restrictions
sur la fonction inconnue en une valeur de la variable indépendante. Une telle condi-
tion est appelée valeur initiale. Considérons I’exemple suivant.

EXEMPLE 2.1.1. Soit r = 7, to = 7 et le systéme a retard de type retardé:
z(t)=—x(t—r),t>to, (2.1.1)
avec la valeur initiale ou condition initiale

z (ty) = sin % (2.1.2)

Une solution de (2.1.1)-(2.1.2) est x (t) = sint, mais x (t) = cost est aussi une autre
solution, alors il n’y a pas une solution unique au systéme (2.1.1)-(2.1.2). Par contre

si la condition initiale est une fonctionnelle ¢ (-) continue dans I'intervalle [—%,%] :
z(to+0)=0¢(0),0 € [to—rtol, (2.1.3)

il existe une solution unique de (2.1.1) x (t), continue pour t > to — r qui passe a
travers de la fonctionnelle initiale ¢ (2.1.3) [40].

Cet exemple montre que pour trouver une solution unique du systéme (2.1.1)
il faut choisir une fonctionnelle initiale dans ’espace des fonctions continues sur
[to — ,to] = C([to — r,to] ,R). De plus comme z(-) € C([tg — r,00),R) alors pour
chaque T' € R fixé, x (+) est uniformément continue dans [ty — r,T] , et pour n’importe
quel € > 0 il existe 6 > 0 tel que |z (t) —z(7)] < e si [t —7| < §. Alors, pour
teto—rT],|t—7| < ona

lz(t+0)—x(t+0)] <e

pour n’importe quel § € [ty — r,t], qui montre que pour chaque ¢ € R, la fonction-

nelle z; (#) = x (t + 0) est une fonction continue de ¢, i.e. si la fonctionnelle initiale
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(2.1.3): x4, (-) appartient a C ([to — 7,to] ,R), alors la solution de (2.1.1) considérée
comme une fonctionnelle z; (-) passe a travers de (2.1.3), est unique et reste dans
le méme espace de départ. Alors dans cette approche, 1’état n’est pas z (), mais la
fonctionnelle x; ().

Pour calculer la solution d’un systéme & retard de type neutre quelconque qui
passe a travers une fonctionnelle initiale, on fait la méme chose que pour le systéme
retardé de ’exemple précédent: il faut d’abord préciser I’espace de départ. Les es-
paces les plus courants qui sont utilisés pour 'étude des systémes neutres sont (voir
la section de symboles): 1’espace de Banach des fonctions continues C ([—r,0] ,R")
[40], I'espace de Sobolev d’ordre 1 W) ([—r,0] R™) [59], [42], [76] et I’espace produit
M, =R" x L, ([-r,0] R") [12], [13].

Motivé par le fait que I’équation (1.3.4) se réécrit comme

d
d¢

on présente d’abord le probléme de la valeur initiale pour les systémes neutres repré-

[ (&) = Cp(§—r)] =AY (§) + B (§ =), (2.1.4)

sentés sous la forme de Hale [37], [59], approche fonctions continues C ([—r,0] ,R™).
Ensuite, on présente le probléme de la valeur initiale et les solutions pour les sys-
témes de type neutre dans ’espace de Sobolev des fonctions absolument continues
W, ([=r,0] R™). On présente aussi le probléme de la valeur initiale pour les systémes
neutres généralisés dans ’espace abstrait M, = R" x L, ([-r,0] ,R™); dans ce pro-
duit d’espaces, la solution au probléme de la valeur initiale peut avoir un nombre
infini mais dénombrable de discontinuités.

Finalement, on présente les solutions pour les systémes neutres linéaires (mé-
thode pas a pas), la matrice fondamentale associée & ces systémes, sa représentation
de Cauchy.

2.2 L’ETAT DANS L’ESPACE DES FONCTIONS
CONTINUES

Dans cette section, on rappelle quelques résultats classiques; cette approche est

utilisée plus tard dans le Chapitre 4.
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Soit 7 € R, H un ouvert de [1,00) x C ([—r,0] ,R") i.e. un sous ensemble de la
forme € x Qy ol €2; est ouvert dans R” et {2y est ouvert dans C. On considére le

systéme suivant, écrit sous la forme proposée dans [37|, [40], [59]:

% [D (t) x| = F(t,xy) , t > to, (2.2.1)
D(t)p:=[p(0) =G (tp)], (2:2.2)

avec la condition initiale
z, = ¢ (0), {0} € C[-7,0], (2.2.3)

ou xzy ={z(t+0):60¢€[—r0],r:=max{r,r} >0}, D(-) est 'opérateur de diffé-
rence, F\.G : [1,00) X C ([-7,0] ,R™) — R™ sont supposées continues [19], [109], G (t,»)
est linéaire dans ¢, ||F (t,)||, ||G (t,)|| sont bornées uniformément par rapport a
t pour ¢ dans un ensemble compact de C [105], avec F'(¢,0) =0, G(¢,0) = 0 de telle
fagon que = = 0 est une solution du systéme (2.2.1)-(2.2.3). Ceci assure un ”point”
d’équilibre a 'origine.

Comme le probléme de la valeur initiale pour le systéme (2.2.1)-(2.2.3), en géné-
ral, n’a pas de solution [37], le systéme (2.2.1)-(2.2.3) est défini comme un systéme
neutre si D (t) est atomique en zéro, cette propriété garantit qu’il existe une solution
de (2.2.1)-(2.2.3) sous les conditions avant décrit en F et G :

Soit 2 un ouvert de R, ¢t € Q, L(t) € B(C,R"), (I'espace de Banach des appli-
cations linéaires bornées de C dans R™) L : Q@ — B (C,R"); alors, le théoréme de
représentation de Riesz implique qu’il existe une matrice fonctionnelle de variation
bornée n sur [—r,0] telle que

0
LOe= [ lm(tols ). (224
Pour un tel 7, on peut la prolonge dans R si n (t,0) = n(t,—r) pour § < —r et
n (t,0) = n (t,0) pour 6 > 0 [68].
DEFINITION 2.2.1 (Hale et Verduyn Lunel 1993). Si 3 € R, et la matrice

A(t,6,L (1)) =n (t,67) —n (t,67) (2.2.5)

est non singuliére en ¢ = o, alors L (t) est dit atomique en 3 en o. Si A (¢,5,L) est

non singuliére sur O C Q, alors L (¢) est dit atomique en [ sur O.
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Donc D (t) est atomique en 3 sur H si
det A (t,8,D (t)) #0V t € R. (2.2.6)

DEFINITION 2.2.2 (Hale 1971). Un systéme neutre est un systéme de la forme
(2.2.1)-(2.2.3) pour lequel D (t),F : H — R" sont continues et D (t) est atomique

en zéro sur H.

En général, les théorémes d’existence, d’unicité et de dépendance continue sont
donnés dans [37| pour la premiére fois pour le systéme (2.2.1)-(2.2.3) sous ’hypo-
thése que G (t,p) est non-atomique en zéro (equivalente a 1’atomicité de 1'opérateur
de différence quand G (t,p) a la structure 2.2.4). Aprés, dans [36] est proposée la dé-
finition d’atomicité car elle permet de garantir qu’il existe une solution d’une classe
gérérale de systémes neutres, méme quand l'opérateur de différence D (¢,p) n’est
pas linéaire [36], [40]. Cependant dans cette approche, la condition d’atomicité sur
D (t,p) est une condition nécessaire seulement pour garantir I’existence de solutions
des systémes neutres (voir [39], [13]).

Dans ce travail on ne s’intéresse qu’a des opérateurs de la forme (2.2.2) (il sont
trés utilisés dans la théorie de la stabilité [19]), ou G (¢,p) est linéaire en ¢. Alors, on
donne les conditions sur G (¢,p) pour avoir un systéme neutre, i.e. G non atomique
en zéro. Cette propriété assure que G(t,) ne dépend pas de ¢ (0) . Par le théoréme
de représentation de Riesz [77], il existe une matrice carrée u (t,0) de dimension n

telle que

G (tp) = / (dop (.6)] 2 (6) (2.2.7)

T
avec t € [tg,00), 0 € [—r,0], de variation bornée en . S’il existe une fonction scalaire

m (s) continue non décroissante pour s € [—7,0], m (0) = 0, telles que

H/Z [dop (t,Q)]QD(Q)H <m(s) sup |0, (2.2.8)

—s<6<0

pour tout ¢ dans [tg,00) et ¢ dans C, donc que G (t,p) est non atomique en zéro. Alors
(2.2.1)-(2.2.3) est un systéme neutre, il existe une solution unique z, du systéme
(2.2.1)-(2.2.3), non nécessairement différentiable; seul, 'opérateur de difference D (-)

est différentiable sur (¢p,00) (et différentiable & droite en t;).
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REMARQUE 2.2.1. Dans cette approche, I’état est la fonctionnelle 2, () = z (t + 0) €
C, —r < 0 < 0, et non le vecteur x (t) € R™. Ceci est naturel parce que le systéme
(2.2.1)-(2.2.3) est de dimension infinie.

Une classe importante de systémes neutres concerne les systémes neutres géné-
ralisés:

d

ou D, L : C — R", sont des opérateurs linéaires bornés tels que l'opérateur de

différence soit atomique en zéro, c’est a dire:

D= (0) - / a1 (6) 0 (6) (2.2.10)

T
ol p est continue en zéro et l'opérateur linéaire L peut étre représenté par une

fonction matricielle & variation bornée, i.e.

Ly :/_ dn(8) ¢ (), (2.2.11)

oun (), —r < 0 <0, est une matrice n x n avec des éléments a variation bornée,
telle que 7 est continue & gauche sur (—r,0) et n(0) = 0, i.e. de variation bornée
normalisée.

Par exemple, le systéme neutre suivant est un cas particulier de (2.2.9) ou x n’est

pas nécessairement différentiable:

d
a[x(t) —Cax(t—r)=Azt)+Bx(t—r),t>0,r>0. (2.2.12)
Cependant en pratique, les paramétres d’un modéle ne sont pas connus avec exac-
titude, il est alors intéressant d’étudier les systémes avec incertitudes [51], comme
le modéle suivant:

d

pr 2 (t) = Cax(t—r) —Ac] =Ax (t) + Bx (t —re) + Asa+ Apt >0, (2.2.13)

ours > 0, 79 > 0, et les termes incertains A4, Ap, A¢ seront précisés dans les

Chapitres 4,5 et 6. Mais en général, le systéme nonlinéaire proche du point d’équilibre

d _ ~
% [DfI?t — g (t,l’t)] = L.Z’t + f (t,l’t> , > 0,
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peut étre étudié par 'approximation linéaire (2.2.9). Ici D, L sont les fonctionnelles
(2.2.10) et (2.2.11) respectivement et f.j sont des fonctionnelles continues de RxC
dans R satisfaisant f (£,0) = 0 et

|7 @e) = Few)| = <o) le = vlle pour Iele Il < v

et la méme condition pour g, ou ¢ (¥) — 0 quand v — 0. Sous cette hypothése,
le probléme de la valeur initiale est bien posé dans C, et les solutions peuvent étre
continues pendant qu’elles restent bornées [36].

D’autre part, en pratique, il est parfois nécessaire d’avoir des solutions réguliéres:
par exemple, si la commande dépend de la dérivée de la solution [41], [40], alors il

est naturel de considérer ’espace W! utilisé dans la section suivante.
p

2.3 L’ETAT DANS L’ESPACE DES FONCTIONS
ABSOLUMENT CONTINUES

D’abord on considére le systéme neutre (2.2.1) et on suppose que la fonction z
satisfait (2.2.1) sur un intervalle, avec une dérivée réguliére telle que I'on peut faire

la différentiation de la partie a gauche de (2.2.1) [37] i.e.

d

D (£) ] =2 (0) = G (tp) = G, (t0) ¥

otl Gy (t,p) est la dérivée partielle par rapport & "t” et G, (t,) est la dérivée partielle

par rapport a "¢”. On obtient alors le systéme neutre suivant:

Le systéme (2.3.1) comprend les systémes de type neutre ou la derivée intervient

linéairement. Maintenant, on considére un systéme plus général que (2.3.1)
& (t) = f(tay, o) , t > to, (2.3.2)
ol continue et f est continue et Lipschitz dans les deuxiéme et troisiéme arguments:

| f (t,p2,02) — f (to1,000)|] < b lw2 — oille + 2|2 — Uille s it € C,



34

l; € 10,00), Iy € [0,1). On note qu’il n’est pas possible que tout systéme neutre écrit
sous la forme (2.3.4) puisse étre réécrit sous la forme (2.2.1) [59].

Maintenant on se pose la question suivante: quelle condition initiale ¢ faut-il
pour avoir une solution différentiable de (2.3.2)7 Cette condition est appelée “condi-
tion de raccordement” ("sewing condition” en anglais) [59], [40]. On suppose que la
fonctionnelle initiale ¢ est non seulement C ([—r,0] ,R") mais aussi C* ([-r,0] ,R"),
et satisfait

6(07) =f <t0,¢, ¢) . (2.3.3)
Alors, x (t) est continue pour ¢ > ¢, et entraine la différentiabilité de z (¢) dans
(to — 1,00) .

Comme la condition de "raccordement” (2.3.3) peut étre restrictive, on présente
I’approche suivante. Soit 2, C W, la boule ouverte définie par 2, := {¢ : ||g0||W21 <
v,v > 0}et soit f:[r,00) X €, x L3 — R" une fonctionnelle continue qui satisfait
la condition de Lipschitz dans les second et troisiéme arguments, avec la constante

de Lipschitz pour le troisiéme argument inférieure a 1. On suppose que
f(t,0,0)=0, Hf (t,go, sb)H <M,V peQ,,t>t.
Alors il existe une solution unique notée x (-; t,¢) , de
@ (t) = f(tas, @) , t > to, (2.3.4)
avec la condition initiale suivante [59]:
2, () =0 (0), 0 EWy  t >y, —17 <0 <0. (2.3.5)

Etant donné que ¢ est un élément de ’espace de Banach W] [1], [69)], [77], 'égalité
en (2.3.4) est satisfaite presque partout [26]; avec quelques modifications, ¢ peut
étre W, (voir aussi [42], [76] pour W1, et W,). Alors, on considére que I'état
du systéme neutre (2.3.4)-(2.3.5) est absolument continu et qu’il a donc la propriété
d’étre différentiable presque partout; cette approche est reprise dans le Chapitre 5.

Dans cette approche, x est absolument continue, ce qui est plus restrictif que
dans la section précédente ol x est continue; dans la section suivante, on relache ces

restrictions, et on considére x discontinue, en fait juste £, ([—r,0] ,R").



35

2.4 L’ETAT DANS LE PRODUIT DES ESPACES

Dans les sections précédentes 1'état était considéré continu (z; € C) puis abso-
lument continu (xt € W;) . Dans cette section, I’état appartient a ’espace produit
M, =R"x L, ([-r,0] ,R™), ot = peut avoir un nombre infini dénombrable de discon-
tinuités, cependant 1'état (Dxy,x;) appartient 4 'espace abstrait M,,. On remarque
que ’approche des équations différentielles fonctionnelles qui est présenté dans la
suite peut étre présenté aussi dans une approche des systémes de dimension infinie
[13].

D’abord on considére le systéme (2.2.9)-(2.2.11). Sans perte de généralité, on

suppose que l'opérateur linéaire L € B (W;,R") a la représentation suivante [13],
i 0
Lo= [ [F@)e0)+G0) % (0)]as

-r

ol F' et GG sont des fonctions matricielles n x n avec des vecteurs colonnes qui appar-
tiennent a £, ([—,0] ,R™), <]lg + % =1,{p,q} € R) . On suppose aussi que I’opérateur

linéaire de différence D € B (C,R") est "atomique en zéro”, i.e.

De=e )+ [ au@)e (2.41)

-r

et
lir% TVar_.o (1) =0, (2.4.2)

ot TVarp,) (1) témoigne de la variation totale de 1 () dans [a,b] , la fonction matri-
cielle n x n, u(-), a des coefficients a variations bornées sur [—r,0], est continue a
droite dans (—r,0) avec p(—r) = 0, et étendue sur R par u(s) = p(0) pour s > 0
et u(s) =0 pour s < —r.

Maintenant on considére le systéme neutre généralisé [12]:

d
pr [Dzy| = Lxy , t > 0, p.p. (2.4.3)
avec la condition initiale
Dxo=mn,20= ¢, (n,¢) € R" x L, ([-r,0] R"). (2.4.4)

Une solution de (2.4.3)-(2.4.4) est une fonction x : [—r, + c0) — R" qui satisfait

1. zy € L, ([-r,0] ,R") pour tout ¢ > 0,
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2. z(0) = ¢ () presque partout sur [—r,0] et
3. pour presque tout t € (0, + o0), x résout I’équation intégrale:
0
v+ [ du@)o0)=y ). (2.4.5)

ou

y(t) = / G(0) [z (t+6) —z(0)]do + (2.4.6)

|
/Ot/_iF(e)x(ﬂw)dedﬁ.

Si (n,0) € R* x L, ([—r,0] ,R"), alors il existe une solution unique x (-;7,¢) de
(2.4.3)-(2.4.4). En particulier , il existe une paire unique (y (+;7,¢) ,x (+;1,¢)) qui sa-
tisfait (2.4.3)-(2.4.4) avec x (0;1,¢0) = ¢ p.p.dans [-7,0].SiT > 0et 0 < ¢ < T, alors
Vapplication (1,¢) — x; (+;1,¢) de M, = R*x L, ([—r,0] ,R") dans £, ([—,0] ,R") est
continue. Comme z; € £, alors y (-;7,¢) est continue en ¢ et pour chaque ¢ € (0,7
fixé, Papplication (1,¢) — y (-;n,¢) de M,, dans R™ est aussi continue.

On peut penser que Iespace produit M, = R" x L, ([-,0] ,R™) est trop général
pour des applications, mais on montre dans la section suivante, que cet espace est
nécessaire pour résoudre certains problémes, par exemple I’équation matricielle de

type neutre associée au systéme (2.2.12):

d
D2 =@ M)A+ @ (t—r)B 120,720, (2.4.7)

avec I'opérateur de différence
DO =[D(t)—P(t—r)C], (2.4.8)

et la condition initiale
DO=1,d(t)=0,t<0, (2.4.9)

ou ® est appelée la matrice fondamentale associée au systéme (2.2.12). Sur la Figure
2.1, on montre la solution de (2.2.12)-(2.4.9) (D®,®) dans M, = Rx L, ([-0.5,0] ,R)
pour le cas scalaire avec A = —1, B=—0.5, C = 0.5, r = 0.5.

Le probléme de la valeur initiale est trés important pour les systémes neutres,

méme pour les systémes neutres linéaires. Considérons le systéme neutre [41] (1.4.2)
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1.
DP(1) D(1) |
0 f
01
o4 04
04 0
I 5 1 [ 1 ] i 1] 05 1
f i

F1G. 2.1 - Solution de (2.2.12)-(2.4.9) (D®,®) dans M, =R x L, ([-0.5,0] ,R).

analysé dans Section 1.4.1, Chapitre 1:

d
%[x(t)—i-x(t—r)}:—ax(t),rzl,a>0,t20. (2.4.10)
Alors z (t) — 0 quand ¢ — oo [41], si la condition initiale est continue. Mais si on

change la condition initiale par:
[z(0)+2(0—-1)]=1,2(t)=0,sit <0, (2.4.11)

o z (t) a un saut en t = 0, alors le probléme de la valeur initiale est bien posé
dans M, = R x £, (|—1,0],R). La solution de (2.4.10) z(t) — 0 avec la topo-
logie de C([—1,0],R) si la condition initiale appartient a C ([—1,0],R) (voir sec-
tion (1.4.1)), mais si on choisit la condition initiale 2.4.11 qui appartient & M,, =
R x £, ([-1,0] ,R), = (t) - 0 dans la norme ||-||., car il y a des sauts, cependant
z (t) — 0 dans la norme |||, comme il est montré dans la Figure 2.2. Alors I'am-
plitude des sauts aux points kr, k = 1,2,... ne décroit pas HC”“H = 1 (voir section
2.6, lemme 2.6.2), et lim; ., C* n’existe pas.

Dans la section suivante, on montre que (2.2.12)-(2.4.9) est trés importante pour

représenter les solutions de (2.2.12).
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0
0

0

-0 5 1] o5 1 ] 25 =
-0

-0 4

-0 15

F1G. 2.2 — La solution de (2.4.10)-(2.4.11) lim;_ ., x (t) - 0.

2.5 SOLUTION DE SYSTEMES NEUTRES LINEAIRES

PAR LA METHODE PAS A PAS

On considére le systéme linéaire suivant:
r(t)=Ar(t)+Br(t—r)+Cx(t—7),pp.t>0,r>0, (2.5.1)
avec la condition initiale
2o (0) =6 (0), 0 €W, , —1r <0 <0. (2.5.2)

Cas 1: Si A = 0, B et C sont de matrices constantes de dimension n x n, la

solution de (2.5.1) est
x(t) =z (0) —i—/t [Bm(s—r)+0:i (s—r)} ds, t >0, (2.5.3)

mais dans 'intervalle ¢t € [0,r] z (- —7) = ¢ (-), alors

t—r

a:(t):x(O)—i-/

56(6)+C 6 0)] .
ot le changement de variable § = s — r a été utilisé et la condition initiale (2.5.2)
sur 'intégrale (2.5.3). Alors on peut calculer x dans Uintervalle ¢ € [r,2r] en utilisant

(2.5.3) de nouveau parce que z (-) est disponible dans [0,r], et ainsi de suite. Cette
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méthode est appelée méthode pas & pas car elle permet de construire la solution
d’un systéme a retard, intervalle par intervalle.
Cas 2: Si A # 0 dans (2.5.1), la solution est plus facile & calculer si on réécrit
(2.5.1) sous la forme (2.2.12) et si on considére I’état z; en C, [40]
d
dt

avec la condition initiale

[x(t)—Czx(t—7r)=Az(t)+Bx(t—r),t>0,r >0, (2.5.4)

zg(0)=¢0),0pC,—r<60<0. (2.5.5)
Alors il existe une unique solution x continue dans (—r,00) [40] donnée par

2 (t) = Cu(t—r)+e™ 6 (0) — Co (—r))+ /0 A=) (AC + B) x (s — 1) ds. (2.5.6)

On note aussi que la solution générale de (2.5.1)-(2.5.2) est pour ¢ > 0,
t
z(t) = eMp (0) + / e [Bx (s — 1)+ C & (s —1)] ds. (2.5.7)
0

Ceci peut étre vérifié par dérivation directe de (2.5.6) et de (2.5.7).
Finalement, on présente une solution alternative de (2.5.1)-(2.5.2) et de (2.5.7)

qui utilise la matrice fondamentale (2.4.7)-(2.4.9) associée & ces systémes.

2.6 SOLUTION DE SYSTEMES NEUTRES LINEATIRES
PAR SA REPRESENTATION DE CAUCHY

On considére I’équation suivante [6], [40] (voir aussi [45]):
dPH)—Cd(t—1)=Adt)+BO(t—7r),r>0,t#kr, k=012,..., (2.6.1)
ot ® (t) est une fonction matricielle n x n telle que
® (t) = Opxen, pour t <0, et ®(0) =1, (2.6.2)

® (t) est appelée la matrice fondamentale du systéme (2.5.4).
THEOREME 2.6.1 (Bellman et Cooke 1963). La matrice fondamentale ® (t)
du systéme (6.2.1) satisfait aussi I’équation

M) —dt—r)C=DW)A+D(t—1r)B,t>0, t#£kr,k=12,..., (2.6.3)
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La matrice fondamentale présente des sauts dans les points ¢, = kr, k = 0,1,2,...
tandis que la différence [® (t) — CP (¢t — r)| est continue. Le lemme suivant décrit
les sauts.

LEMME 2.6.2 (Bellman et Cooke 1963). La matrice fondamentale ® (t) pré-

sente des sauts aux points t, = kr, k =0,1,2,...,
AD (1) 1=, = [® (kr +0) — ® (kr — 0)] = C*, (2.6.4)

et ®(t) = O (t+ 0) pendant les sauts.
LEMME 2.6.3 (Hale et Verduyn Lunel 1993). Il eziste « € R tel que "la
transformée” de Laplace de la matrice fondamentale de systéme (6.2.1) est donnée
par
L@ =1[s(l,—eC)—A—e"B]"",

dans le demiplan ouvert {s € C|s € Re(s) > a'}.
LEMME 2.6.4 (Bellman et Cooke 1963). La solution du systéme (2.5.1)-
(2.5.2), est

z(t;p) =[P () —P(t—1r)Cle(0)+ (2.6.5)
—|—/O<I>(t—9—r) [B¢(9)+C¢(9)] do, t > 0,

T

o ®(t) est la matrice fondamentale du systéeme (2.5.1).

La solution du systéme (2.5.1)-(2.5.2) donnée par (2.6.5) est appelée représen-
tation de Cauchy; elle est fonction de la matrice fondamentale associée a (2.5.1).
On remarque que l'intérét de cette représentation ne vient pas du fait que c’est
plus simple de simuler ® que x, I'intérét vient de I’analyse de stabilité des solutions
(2.5.1)-(2.5.2), voir Chapitre 6.

Dans d’autres cas, le probléme de la valeur initiale (2.6.1)-(2.5.1) peut étre mo-
difié, par exemple, quand on pose le méme probléme dans I’espace produit M, =
R"™ x L, ([-r,0] ,R™). Si on considére

d

ou ®; est la i—eéme colonne 1 < i < n de la matrice fondamentale (2.6.1) avec

I'opérateur de différence
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et la condition initiale
[®(0)—-CP(—r)=1,P(t)=0,t<0, (2.6.8)

(voir (2.4.7)-(2.4.9)), on a l'avantage que le probléme de la valeur initiale est bien
posé, si la condition initiale est dans M, la solution reste dans M,,. De plus s'il est
nécessaire de changer la condition initiale (ou le systéme linéaire par un autre plus
général, par exemple (2.4.3)-(2.4.4)) dans M, la solution (D®;,®;) reste dans M,,
par exemple on peut choisir comme condition initiale (2.6.8) ([® (0) — C® (—r)] =
I,9(0)=0,0 € [-r0],) et on peut "oublier” que ® (0) = I (parce qu’il est de
mesure nulle) en gardant que D® = [ pour ® (-) dans [—r,0] . La solution ® se trouve

directement en résolvant simultanément (2.4.5)-(2.4.6) pour (2.6.6)-(2.6.7), i.e.
[@(t)—CP(t—7r)] =Y (1), (2.6.9)

avec

Y(t)=1+ /t A® (1) + BP (1 —r)dr. (2.6.10)

En fait, pour la condition initiale (2.6.8), les équations (2.6.9)-(2.6.10) sont équiva-
lentes a [56], [98]
d+
g[é(t)—cq)(t—r)] =A®(t)+BO(t—r),t>0,r>0, (2.6.11)
dont la solution est

O(t)—CP(t—7r)=eM+ /t A= (AC + B) ® (s — 1) ds. (2.6.12)

La preuve est directe en utilisant la méthode pas a pas et le fait que ¢ (s —r)
est continue pour s € [0,¢), t € [0,r]; alors la différence [® (t) — C® (t — )] dans
(2.6.12) est différentiable a droite parce qu’elle a une dérivée continue a droite, et
la valeur de % [® (t) — C® (t — r)] en zéro est donnée par la limite quand ¢ — 0 en

(2.6.12), i.e.
d-f—
dt

Alors on a construit le premier pas, et on peut utiliser cette méthode de facon

(@ (t) — CO(t—1)]],_, = A. (2.6.13)

1térative.
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Pour construire la solution de (2.6.11) dans M,,, on peut commencer par exemple

par le point
D®y =1, Py =P (9),0 € [-r0], (7,2 (0) = (Lnxn,Onxn) € R" x L,
et pour obtenir n'importe quel autre point de la solution dans M, on utilise la
formule (2.6.12), on a alors D®, avec t > 0, et finalement la formule (2.6.9) donne
®,, i.e. le nouveau point (D®;,P,) .
L’exemple suivant montre la solution de la matrice fondamentale (2.6.11) qui a

été obtenue en utilisant ’espace M,,.

2.6.1 EXEMPLE

Soit, la matrice fondamentale (2.6.11) avec

2 0 10 0.1 0
A=-— , B=— , O = et r=0.5.
0 0.9 11 0 0.1

Alors une simulation de (2.6.11) avec la condition initiale (2.6.8) est donnée dans la
Figure 2.3 La solution de la matrice fondamentale a des sauts, le saut au point 0 est

I5x9, le saut au point 0.5 est C' et au point k fois 0.5, le saut est C* [6].
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F1G. 2.3 — Solution ®(t), t € [-0.5,7].
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2.7 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, on a présenté différents espaces ou le probléme de la valeur
initiale pour les systémes neutres est bien posé. La matrice fondamentale associée
a un systéme neutre a été définie et on a présenté deux méthodes pour l'obtenir;
parmi les deux, une a été proposée. Cette matrice fondamentale joue un roéle trés
important car elle intervient dans la stabilité des systémes neutres comme on le

verra au Chapitre 6.
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Chapitre 3

STABILITE ET STABILITE
ROBUSTE POUR LES SYSTEMES
NEUTRES: UN TOUR GUIDE

L’objet de ce chapitre est de familiariser le lecteur avec la stabilité de systémes
neutres. On présente un panorama rapide ou tour guidé sur la stabilité des systémes
neutres. On présente d’abord quelques définitions de stabilité et théorémes de base
sur la stabilité des systémes neutres. On pose un nouveau probléme de stabilité ro-
buste trés général ol deux retards sont constants et inconnus, I'un dans I’état a un
instant retardé et I’autre dans I’opérateur de différence appliqué a I’état. On présente
également certaines transformations qui sont utilisées par les auteurs pour démon-
trer la stabilité ou une propriété importante des systémes neutres. Finalement, on
présente un tour guidé avec des résultats sur la stabilité dépendante et indépendante
de la taille du retard pour les systémes neutres.

L’apport de ce chapitre est de présenter deux transformations de modéle pour
les systémes neutres. La premiére transformation consiste a transformer un systéme
neutre en un “systéme retardé” et on donne un résutat de stabilité (théoréme 3.4.1)
[98] avec quelques commentaires sur la stabilité robuste par rapport aux retards. La
deuxiéme transformation utilise la régle de Leibnitz sur 'opérateur de différence,
[96], pour transformer une classe de modéles de systémes neutres plus générale que

quand on utilise la régle de Leibnitz classique seulement sur ’état. Ceci permet
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d’avoir des solutions avec discontinuités, alors que l'opérateur de différence reste
différentiable (presque partout). En fait, pour utiliser cette transformation, on se
place dans des espaces intéressants par rapport a la stabilité [98] ou le probléme de
la valeur initiale est bien posé, par exemple W) ([—r,0] ,R") [42], C ([—r,0] R™) [40],
M, =R" x L, ([-r,0] R™) [13].

3.1 INTRODUCTION

Pour montrer la stabilité d’un systéme neutre quelconque; il est "classique” de
transformer le modéle neutre original en un autre modéle neutre qui a de bonnes
propriétés, et ’analyse de stabilité du systéme transformé qui est plus simple a
effectuer, permet de garantir la stabilité du systéme original [51]. Ici on présente les
transformations de modéle les plus courantes dans la littérature dans les approches
fréquentielle et temporelle, parmi elles on en propose deux. On présente également
les définitions de base (stabilité dans le sens de Lyapunov) et théorémes classiques
pour la stabilité des systémes a retard de type neutre [40], [59]. Finalement, un tour
guidé permet de montrer les résultats récents sur la stabilité de systémes neutres,
stabilité dépendante ou indépendante de la taille du retard. Ces résultats utilisent
différentes approches dans les domaines fréquentiel ou temporel.

Ensuite on étudie la stabilité des systémes neutres; on s’intéresse plus particu-
lierement & des systémes neutres linéaires écrits dans la forme (2.2.1) proposée par
[40] et (2.3.4) étudiée dans [59].

3.2 STABILITE DE SYSTEMES NEUTRES

On rappelle quelques définitions classiques concernant la stabilité des systémes
neutres, ensuite on aborde la stabilité des opérateurs de différence et finalement on
présente I’approche de Lyapunov-Krasovskii. Cette approche est résumée dans deux
théorémes de stabilité pour les systémes neutres écrits sous la forme de Hale [40],
(2.2.1), et dans la forme proposée dans [59], (2.3.4). On remarque que certaines dé-

finitions et théorémes de stabilité peuvent étre appliqués dans des espaces différents
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en faisant attention & la norme qui est utilisée. Voir Définition 3.2.1, et dans le reste
de cette section, on donne les définitions de stabilité dans 'espace des fonctions
continues C ([—,0] ,R™).

La définition de stabilité dans le sens de Lyapunov peut étre adaptée aux sys-
témes neutres:
DEFINITION 3.2.1. Soit X = C ou X = W). La solution triviale () = 0 de
(2.2.1) ou (2.3.4) avec la fonctionnelle initiale (2.2.3), (2.3.5) respectivement, est
stable si pour n’importe quel € > 0, t; € [1,00), il existe 6 = 0 (¢,ty) tel que ||@], <
J (e,tp) implique ||z (¢;t9,0)|| < €. La solution x (t) = 0 est asymptotiquement stable
si elle est stable et x (¢;t9,¢0) — 0 quand ¢t — oo avec la limite comprise dans
la topologie introduite par la norme |-||,.. La solution nulle est exponentiellement
stable, §'il existe a > 0, 5 > 1 tels que chaque solution x (¢; ¢y,¢) de (2.2.1) ou (2.3.4)

avec la condition initiale ¢ en (2.2.3), (2.3.5) satisfasse I'inégalité

|z (t;t0,0)|| < B¢l y e Yt >t

EXEMPLE 3.2.1. Sile systéme (2.5.1) est exponentiellement stable, alors la matrice

fondamentale ® (t) satisfait la borne
D )] <ve ™, t>0,a>0,v>0. (3.2.1)

REMARQUE 3.2.1 (Hale et Verduyn Lunel 1993). Si la matrice C' est Schur-Cohn
stable, alors la stabilité asymptotique du systéme (2.5.1) est équivalente a la stabilité
exponentielle de (2.5.1).

Dans ce travail, on étudie principalement les systémes neutres linéaires, ensuite
on présente les conditions de stabilité en termes des zéros de leur fonction caractéris-
tique: Le systéme (2.2.9) est asymptotiquement stable si sa fonction caractéristique
[40] donnée par

h@%z@tG([—/ﬂéﬁmaﬂ>—/@ﬁdM®D,seC, (3.2.2)

n’a pas de racines avec partie réelle non négative.
EXEMPLE 3.2.2. Le systéme (2.2.12) est asymptotiquement stable si sa fonction

caractéristique

p(s,e”) =det(s(I—Ce™)—A— Be ™) (3.2.3)
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satisfait
sup {Re (s) : det (s (I — Ce™™) — A— Be™™) =0} < 0. (3.2.4)

REMARQUE 3.2.2 (Hale et Verduyn Lunel 2002). Pour les systémes neutres li-
néaires, la stabilité asymptotique n’implique pas la stabilité exponentielle comme

c’est le cas pour les systémes retardés linéaires [51]. Par exemple [41]

d

pr [x(t)—x(t—1)]=—azx(t),t>0, (3.2.5)

To = Qb S C7
avec a > 0 implique * — 0 quand ¢ — oo, mais le systéme (3.2.5) n’est pas expo-
nentiellement stable (voir une démonstration partielle dans (1.4.1), Chapitre 1).

Maintenant on considére I’équation suivante
D (t)xy =D (ty) o+ H (t) — H (to) , t > to, (3.2.6)

Ty, =@ (3.2.7)

H € C([ty,0) ,R"), ¢ € C(|]-r,0],R") et un opérateur de différence D (t)x; qua-
silinéaire (linéaire dans le deuxiéme argument seulement) qui satisfait toutes les
conditions données dans le paragraphe 2.2.

DEFINITION 3.2.2 (Cruz et Hale 1970). On suppose que H C C ([r,00) ,R").
L’opérateur de différence D (t) (3.2.6) est uniformément stable par rapport a H s'il
existe des constantes K, A telles que pour n’importe quels ¢ € C, tg € [1,00), et H

dans X, la solution z (to; t,¢0,H) de (3.2.6)-(3.2.7) satisfait
|z (#5100, )| < Kllélle + A sup [[H (1) = H ()], > to. (3.2.8)
0TS

REMARQUE 3.2.3. Quand 'opérateur de différence est indépendant de ¢, la condi-

tion (3.2.8) implique que les racines de I’équation

det (I - /0 [y (6)] p9> =0

ont un module inférieur ou égal a 1. Par exemple, l'opérateur de différence Dy :=
¢ (0)—=C'¢ (1) pour (2.2.12) est stable uniformément si C' est une matrice Schur-Cohn

stable (valeurs propres a l'intérieur du disque unitaire).
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Ensuite on rappelle ’approche des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii [40],
[59] dans les espaces C et W3 respectivement.
Soit V' : [r,00) x C — R™ une fonctionnelle continue; la dérivée supérieure a

droite de V' le long des solutions du systéme (2.2.1)-(2.2.3) est définie par [102]

/ . 1
4 (ta¢>|(2.2.1)—(2.2.3) = hlggL sup 7 [V (t+hxen (5t0,0) =V (£,0)] - (3.2.9)

THEOREME 3.2.1 (Cruz et Hale 1970). On considére le systéme neutre
(2.2.1)-(2.2.83). On suppose que D(t) est uniformément stable par rapport a C ([1,00) ,R™)
et qu’il existe des fonctions non décroissantes continues v; : Rt — RT, ¢ = 1,2,3
telles que v;(0) = 0 et vi(s) > 0, pour chaque s > 0 et i = 1,2,3. Alors, la solu-
tion nulle de (2.2.1)-(2.2.8) est asymptotiquement stable s’il existe une fonctionnelle

continue V : [1,00) x C — R telle que:

v ([[D@l) <V (5e) < va((lelle)

& (taxt)|(2_2.1)—(2.2.3) < —us ([[D()ae]]) VT = to.

Le méme résultat est vrai si la borne supérieure sur V' (t7xt)‘(2.2.1)7(2.2.3) est donnée
par —vs ([=(£)]]) -

THEOREME 3.2.2 (Kolmanovskii et Myshkis 1999). On suppose qu’il existe
des fonctions continues non décroissantes w; : RT™ — Rt ¢ = 1, 2, 3, telles que
w; (0) = 0 et w; (s) > 0, pour chaque s > 0 et i = 1,2, 3. Soit Q, C Wi un ouvert
défini par Q, = {90: [l <v,v> 0}. Alors, la solution nulle de (2.5.4) est
asymptotiquement stable s’il existe une fonctionnelle continue v : [tg,00) X £, X

Lo [—7,0] — R telle que les inégalités suivantes sont satisfaites:

an (Il O < v (tipt) < ws (el ) et (3:2.10)

Ul|(2.3.4)—(2.3.5) < —ws(llz @)Vt =t = 0. (3.2.11)

Comme on I’a vu dans la Section 2.3, certains systémes neutres écrits sous la
forme (2.3.4) peuvent étre réécrits sous la forme de Hale (2.2.1), i.e., les systémes
de type neutre on la derivée intervient linéairement, (2.3.1). Alors dans ce cas-1a, les

deux approches peuvent étre utilisées.
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Maintenant on se pose trois problémes de stabilité importants par rapport au

systéme neutre (2.2.13) (voir aussi [94]):

%[w(t)—Cx(t—rl)—Ac]:A:E(t)+Bx(t—T2)+AA+AB,t20,

avec des incertitudes Ay, Ap et Ag décrites par des applications continues et Lip-
schitz dans les deuxiéme tels que les applications Ay (£, (0)), Ap (t,0 (—72)) sont
non linéaires et I'application Aq (t,0 (—r1)) est linéaire dans le deuxiéme argument

seulement pour pouvoir utiliser le théoréme 3.2.1.

Probléme de stabilité robuste indépendante du retard: Trouver des condi-
tions (quand elles existent) sous lesquelles la stabilité asymptotique de (2.2.13)
est assurée indépendamment des retards r1,ro et pour n’importe quelles fonc-

tions A4, Ap, Ac satisfaisant les conditions précédentes.

Dans [81], un probléme similaire été étudié mais il n’y a pas d’incertitude dans
la partie neutre (AC (-,-) =0)

Probléme de stabilité dépendant du retard et sans incertitude: Trouver des
bornes 77, 75, (quand elles existent) sur 71, ro, telles que la stabilité asymp-
totique de (2.2.13) est assurée quand les matrices Ay, Ap, Ax sont égales a

zéro et pour n’importe quels 7, < ] et 7o < 73,

Dans [48] et [94], le probléme de stabilité dépendante du retard a été résolu

seulement pour le retard r, et non pour r;.

Probléme de stabilité robuste dépendante du retard: Trouver des bornes rj,
5, (quand elles existent) sur 71, 79, et des conditions sous lesquelles la stabilité
asymptotique de (2.2.13) est assurée quand les matrices A4, A, Ac satisfont

les conditions précédentes et pour n’'importe quels retards r; < r] et ro < r3.

Ensuite on montre avec deux exemples simples que la stabilité des systémes a
retard dépend des paramétres du systéme et peut dépendre ou non de la taille des
retards.

EXEMPLE 3.2.3. On considére le systéme a retard scalaire suivant, par souci de

simplicité de type retardé:

r(t)=—ax(t)—bx(t—r),t>0,r>0, (ab) € R xR,
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avec des conditions initiales
z(t)=0sit<0etz(0)=1,
I’équation caractéristique associée a ce systéme est
s+a+be =0,

i.e. une équation transcendentale avec un nombre infini de solutions.

Le méthode de la D-decomposition [63] donne une paramétrisation de 'espace (a,b)
dans certaines régions, chacune est caractérisée par le méme nombre de racines posi-
tives (voir aussi [85], [28]). En plus, chaque région est bornée par une "hypersurface”
(ici de dimension 1), dans laquelle au moins une racine de 1’équation caractéristique
est sur l'axe imaginaire pour les paramétres correspondants a, b, . Aprés quelques
calculs, on peut montrer que les régions correspondantes sont données comme indi-

qué dans la Figure 3.1 Dans S, la stabilité est assurée indépendamment de la taille

bo P \ﬁ

F1G. 3.1 — Regions de stabilité, S, et S

o

du retard r et dans S, U S, la stabilité est assurée pour n’importe quel retard égal
ou inférieur & r. Alors, étant donné un critére de stabilité pour le systéme (2.3.4)
celui-ci peut étre classé comme stabilité indépendante du retard ou dépendante du

retard, selon sa dépendance ou non sur la taille du retard [25].
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EXEMPLE 3.2.4. Soit le systéme scalaire neutre |96]:

%[m(t) —rex(t—ry)]=—ax(t) —bx(t—re) , t >0, 2, =¢,p€C. (3.2.12)
ol a, b, ¢ # 0, sont constantes et 71, 7, sont des constantes non négatives. Bien siir,
comme z; € C, ce systéme peut &tre réécrit sous la forme (2.2.9)-(2.2.11) pour le
théoréme de representation de Riesz mais dans ce cas-la, 'opérateur de différence
dépend de r;. Pour le cas particulier r = r; = ry, la stabilité de 'opérateur de
différence Dx; := [z (t) — rcx (t — r)] dépend directement de la borne supérieure sur
le retard r* = |r| < 1/|c|. Alors la stabilité dépend du retard dans la partie neutre,
r =1 = 1o, et dans le cas général r; # ry la stabilité du systéme (3.2.12) est
fonction des deux retards.
REMARQUE 3.2.4. Dans l'exemple (3.2.12) la stabilité de U'opérateur de différence
depend de 7 parce que le coefficient de x (t — 1) contient ce retard. Quand ce n’est
pas le cas, il est bien connu que la stabilité dépend seulement du retard r, de I’état
retardé [48].

Ensuite on présente quelques transformations utilisées dans la littérature sur les

systémes neutres pour ’analyse de stabilité.

3.3 TRANSFORMATIONS DE MODELES

Dans cette partie, on présente quelques transformations dans le domaine fré-
quentiel et dans le domaine temporel, souvent utilisées par beaucoup d’auteurs, voir

[90], [34], [83], |93] pour déduire ou prouver quelques propriétés.

3.3.1 TRANSFORMATIONS DANS LE DOMAINE FRE-
QUENTIEL

Ces transformations sont données pour avoir un panorama complet sur les sys-

témes neutres, mais elles ne seront pas utilisées dans les prochains chapitres.
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TRANSFORMATION 1

On considére d’abord le systéme a retard de type retardé obtenu a partir de

(2.2.12) quand C =0,
z(t)=Ax(t)+ Bx(t—r),t>0. (3.3.1)

Les propriétés de stabilité de (3.3.1) peuvent étre étudiées par ’analyse de la matrice
de transfert de (3.3.3):
H,, (s) = (sI — A)~"' B, (3.3.2)

associée au systéme linéaire invariant dans le temps:

i (t) = Az (t) + Bu(t) .t > 0, (3.3.3)

TRANSFORMATION 2

Une autre transformation consiste & modifier la fonction caractéristique (3.2.2)
en utilisant la transformation de Mébius [75]
1 —w
Titw
Celle-ci transforme les semiplans gauche et droit du plan ”s” en les régions intérieure

,we C. (3.3.4)

M LN

et extérieure du disque unitaire "w”, et ’axe imaginaire ”s” en cercle de rayon

lw| = 1.

TRANSFORMATION 3

Finalement on peut utiliser un modéle & deux variables qui sont: s et le "terme de
retard” z = e~ . Alors on peut considérer le polyndéme caractéristique donné dans
(3.2.3), non dans la variable s, mais dans les deux variables indépendantes (s,z),
[44]

p(s,z) =det((sI —A)—(B+Cs)z),|2|<1,(s,2€C). (3.3.5)

3.3.2 TRANSFORMATIONS DANS LE DOMAINE TEM-
POREL

La stabilité des systémes a retard a été étudiée en utilisant des transformations

de modéle sous 'hypothése que la solution est différentiable. On les rappelle ici.
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TRANSFORMATION 4

Dans ce cas la, quelques auteurs introduisent des transformations pour montrer
la stabilité; par exemple, ils transforment un systéme a retard de la forme z (t) =
Yoo Biw (t —h;), h; > 0, en un systéme neutre écrit sous la forme de Hale, par

intégration sur un intervalle [65],

(1) + Z B; / (1) dT] = Z Bz (t). (3.3.6)

t
t—h;

a
dt

On note que cette transformation est aussi applicable au systéme neutre suivant
(3.3.7) avec u =0, r; > 0, (voir |72]).
Dans la suite on propose la transformation inverse, i.e., transformer un systéme

neutre en un ”systéme retardé”.

TRANSFORMATION 5

On considére le systéme neutre

d m m
p z (t) —;C’ix(t—ri) :on(t)+;Aix(t—ri)+u(t—7‘),ri > 0,t > t,
(3.3.7)
avec r > 2inf {r;i = 1,2,...m} . Maintenant, si on choisit la fonction de commande

comme

ACi+ A]Y G (t—ri — 1)), (3.3.8)

i=1 j=1

u(t—r)=—

[

on obtient le systéme & retard suivant en boucle fermée

m

U () = Ay () + > [ACi+ Ay (t—1s), (3.3.9)

i=1

oy (t) ==z (t) — > 7, Ciz (t —ry).

TRANSFORMATION 6

Un autre transformation possible est obtenue quand le systéme neutre

(1) = f (tae, @) ,
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peut étre réécrit sous la forme de Hale [59], (2.2.1), voir la Section 2.1.2, (2.3.1).

Maintenant on considére la régle de Leibnitz sur 'état x, [64]

x@)—x(t—r):/o:‘c(t+9)d9,tzo,ee 0. (3.3.10)

—-r
Alors, par exemple, le systéme retardé (3.3.1) avec des retards ponctuels peut étre

réécrit comme un systéme a retards distribués

r(t)=(A+ B)xz(t) —B/O [Az (t 4+ 0) + Bx (t + 0 — )] db. (3.3.11)

-r

Cependant, la fonction de transfert associée a (3.3.11) est donnée par le produit

H(s)= (s] — A—¢™"B) ([ ! _Se_sr B) ,

i.e., la fonction de transfert originale du systéme (3.3.1), (sI — A—e *"B), et la

dynamique additionnelle introduite par la transformation est donnée par [34], [35],

1521, [53]:
(I e B) . (3.3.12)

S

Cette méthode peut étre étendue dans la suite aux systémes neutres linéaires

(2.2.12) en supposant que x (t) est continue mais non nécessairement différentiable.

TRANSFORMATION 7

z(t)=Az(t)+ Bx(t—r)+Cx(t—r),t>0,r>0, (3.3.13)
et (3.3.10) est satisfaite. On remarque que dans les exemples précédents, la condition
initiale doit étre différentiable ¢ € C! ([—r,0] ,R™) [48] ou au moins différentiable &
droite |94]. Cependant ce probléme technique peut étre évité si ¢ € C ([—r,0] ,R") et
si la régle de Leibnitz est utilisée dans 'opérateur de différence D (t) x, [96]

D(t)xt—D(t—r)x”:/

—r —

0 0

do [D (£ + 0) 21sg] — / % D (t + 0) 2020 6,
' (3.3.14)

alors on a le nouveau systéme

CDr, = (A+B)x()~BCr(i—r)+BCr(t—2)  (33.19)

—B/O Az (t +60) + B (t + 0 — )] db.

-
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Cela constitue une classe de problémes plus générale parce que la solution peut
avoir des discontinuités, alors que la différence [x (t) — Cz (t — r)] est différentiable
[96]. Alors, le systéme, (2.2.12) se transforme en (3.3.15) et a la méme dynamique
additionnelle (3.3.12), que pour le systéme a retard [48|.

REMARQUE 3.3.1. Ici on a posé la transformation dans ’espace des fonctions
continues C [40], mais cette transformation est aussi vérifiee dans quelques espaces
intéressants pour 'étude de la stabilité [98] quand le probléme de la valeur initiale
est bien posé, par exemple ’espace de Sobolev WI} [42], ou I’espace produit M, =
R™x LP [13], ou Dz, est absolument continu sur [0,00) (avec l'intégrale dans (3.3.14)

dans le sens de Lebesgue [23]).

TRANSFORMATION 8

Finalement on présente la transformation appelée "forme descripteur” (“descrip-
tor form” en anglais) proposée dans la référence [31]. L’idée de cette transforma-
tion se base sur I’hypothése que la condition initiale pour (3.3.7) ¢ appartient a

C' ([-r,0] ,R™), alors elle considére le sytéme neutre

i(t)—i@i (t—r;) :iAix(t—n)—i—u(t—r),tZto, (3.3.16)

i=0
ourg=0,0<r; <r i=1,.,m.Lesystéme (3.3.16) a la propriété d’étre équivalent

au systéme avec des retards distribuées:

T (t) :y(t)>y(t)_zciy(t—7"i) :ZAim(t)_ZAi/

t
i=0 t=r

y(0)do +u(t—r),t> 1,

(3.3.17)
ou la variable y (¢) est appelé la variable rapide. Cette approche est importante car
elle donne de bons résultats sans adjonction de dynamique additionnelle [31], [32].

Par la suite, on va utiliser certaines transformations qui ont été présentées précé-
demment dans le domaine fréquentiel et temporel pour trouver des résultats de sta-

bilité dépendants ou indépendants de la taille du retard pour des systémes neutres.
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3.4 STABILITE INDEPENDANTE DE LA TAILLE
DU RETARD.

On donne quelques résultats récents sur la stabilité indépendante du retard pour
les systémes neutres. Dans la section précédente, une transformation dans le domaine
du temps a été faite sur le systéme neutre (3.3.7)-(3.3.8) pour obtenir le systéme
a retard (3.3.9), de facon a étudier ensuite sa stabilité. Maintenant on propose le
résultat suivant:

THEOREME 3.4.1. On considére le systéme (3.3.9) . On suppose que 0 < r;

sont des nombres réels tels que le rapport r;/r; est rationnel si m > 1 et toutes les

racines de l’équation

det =0, (3.4.1)

I— i C',',O_”
i=1

ont un module |p| inférieur a 1. Alors, si le systéme a retard (3.3.9) est asymptoti-

quement stable (de maniére équivalente exponentiellement stable [51], voir remarque
3.2.1), le systéme en boucle fermée (3.3.7)-(3.3.8) est stable uniformément. Si en
plus, l’équation caractéristique associée a (3.3.9) n’a pas de zéros sur l’aze imagi-

naire, (3.8.7)-(3.3.8) est stable asymptotiquement.

Démonstration. Si(3.3.9) est asymptotiquement stable, alors ||y (¢;to,0)|| < 5 |¢|lce”

<Blolle ™, a>0,3>1.

x(t) — Zcx (t —r;)

Comme (3.4.1) est vérifiée, 'opérateur de différence est uniformément stable par
rapport a C ([tg,00) ,R"™) (voir [19]) et donc (3.2.8) montre que z (¢) est uniformé-
ment stable. L’égalité (3.2.8) signifie que le systéme neutre (3.3.7)-(3.3.8) en boucle
fermée est uniformement stable ou asymptotiquement stable. Si en plus ’équation
caractéristique associée a (3.3.9) n’a pas de zéros sur ’axe imaginaire, alors (3.3.7)-
(3.3.8) est stable asymptotiquement.
O

D’une part dans le Théoréme 3.4.1, on suppose que le systéme a retard (3.3.9)

est stable, alors on peut utiliser "le théoréme du petit gain” pour vérifier la stabilité

at .
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du systéme a retard [25], [20]. D’autre part, le fait d’utiliser le retour (3.3.8) sur le
systéme neutre (3.3.7) pose le probléme de stabilité robuste par rapport au retards
commensurables 7;. Dans une approche différente, [41] pose le méme probléme pour
une classe plus générale de retour d’état. Le probléme de choisir un retour (3.3.8)
pour le systéme (3.3.7) est appelé "fortement stabilisable” ("strongly stabilizable” en
anglais), si la solution nulle de (3.3.9) est exponentiellement stable quand les retards
r; ont des petites variations. Ensuite, on donne une condition nécessaire et suffisante
pour la stabilité robuste de la transformation (3.3.9).

THEOREME 3.4.2 (Hale et Verduyn Lunel 2002). Le probleme (3.3.7) est
“fortement stabilisable” par la commande (3.8.8) si et seulement si pour n’importe

quels retards ri,rs,...1y,, 0N G:

Rang |s <[ — > C[S”> > Aie_s”] =n Vsé&CavecRe(s)> —¢
Rang |1 — 377", O,-_s”} =n Vs € C avec Re (s) > —¢,

pour quelque € = € (11,ra,...7:m) .

Maintenant, dans le domaine fréquentiel, [44] utilise la transformation de Mébius

(3.3.4) et le polynéme caractéristique (3.3.5) pour démontrer le Lemme 3.4.3 proposé
par [107] (dans [107] ce lemme n’est pas démontré):
LEMME 3.4.3 (Siljak 1975, Hu et Hu 1996). On considére le polynéme a
deuz variables (3.3.5). Si les conditions p (s,0) # 0 pour n’importe quel s tel que
Re(s) > 0 et p(s,z) # 0 pour n’importe quelle paire (s,z) telle que Re(s) = 0 et
|z| <1 sont satisfaites, alors p(s,z) # 0 pour n'importe quel (s,z) tel que Re(s) >0
et |z| < 1.

Ce lemme est I'extension au cas neutre de la proposition 10 dans [85] utilisée
pour les systémes retardés [38].

Dans [44], quelques résultats sur la stabilité indépendante du retard, faciles a
vérifier, sont également proposés, et parmi eux le théoréme suivant:
THEOREME 3.4.4 (Hu et Hu 1996). Le systéme (3.5.13) est asymtotiquement
stable si les deuz conditions suivantes sont satisfaites

ICA[l + [[CB|
1]

p(A) + Bl + <0; ¢l <1
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Ici p (A) =lime_o L (|| + €Al — 1) est la mesure de la matrice A et ||-|| est la norme

des matrices.

Dans une approche temporelle ou de type Lyapunov-Krasovskii [72], on a le
résultat de stabilité indépendant du retard:
THEOREME 3.4.5 (Lien et al., 2000). Le systéme (3.8.7) avec u = 0 est stable

asymptotiquement si y .- ||Ci|| < 1 et s’l existe des matrices R; > 0, i = 1,2,...m,

telles que
Ag+Ag + 50 R A= AJCy e A — AlC,
Al — CT A —CJ A —AJC,— R, - —C[A,
Al — CJ 4, — Al Cy co —CJ A <0.
Ay = CrA —ALCy i —CT Ay — ATCh — Ry,

Finalement, dans la section suivante, on présente quelques résultats sur la stabi-

lité dépendante du retard.

3.5 STABILITE DEPENDANTE DE LA TAILLE
DU RETARD

Quelques résultats récents sur la stabilité dépendante de la taille du retard sont
présentés ci-apres.

Dans une approche temporelle ou de Lyapunov-Krasovskii, [72] utilise la trans-
formation (3.3.6) pour le systéme neutre (3.3.7) avec u = 0 et obtient le résultat de
stabilité dépendant de la taille du retard suivant:

THEOREME 3.5.1 (Lien et al., 2000). Le systéme (3.3.7) avec u = 0 est
stable asymptotiquement siy .-, (|Ci|| + 7 || Ail]) < 1 et si pour des matrices Q > 0,

R; > 0,i=1,2,...m, il existe une solution P > 0 a [’équation de Riccati suivante:

A'p + PA+ Z [(7"Z +m;) R; + TZ»ZTPAZRZ,—IX:PZ + ZTPC’iRZ,—lCZ.TPZ] = —Q,

i=1

ol ﬁ = AO + Z;ll Ai, m; = 0 st Cz = O, m; = 1 si CZ 7é O,Z = 1,2,...771.
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Maintenant on présente un probléme de stabilité robuste dependant de la taille
du retard. [43] considére 1’équation (2.2.13) dans une approche fréquentielle avec

r1 = T, ol les incertitudes
Ay :=FEé;F;,J € {A,B,C} (351)

et 04 € R™PA g € R™PB -, € R™*PC dénotent les perturbations dans les
matrices et £ € R™™, Fj € RPAX™ g € RPBX™  F € RPC*™ gont des matrices

de mise a ’échelle.

DEFINITION 3.5.1. Soit 6 := [04, 05, dc|. Le rayon de stabilité de (2.2.13) avec
les incertitudes (3.5.1) est

re (A,B,C; E,F4,Fp,F¢) == inf {7 (6) : § € R™Patp4pc) ¢4 (2.2.13) est instable. }

Ici 0; (M), i = 1,2,..., min{n, (pa + pp + pc)} dénote les valeurs propres de M €

Cr*(Patpetrc) ordonnées de maniére non incrémentale et oy (M) := (M) .

THEOREME 3.5.2 (Hu et Davinson 2000). Si le systéme nominal de (2.2.13)
est stable, alors le rayon de stabilité de (2.2.13) est donné par

rg = < sup inf oy
SE(Cg 76(011}

-1

Re@ —~Im@Q
v 1Im@Q ReQ 7

Q(S) = FB (8[ — A— Be™s — C€r18)—1E e CnX(pA+pB+pc)'

ol

La preuve de ce théoréme utilise le résultat de [89).

D’une part, a la différence des autres résultats rappelés dans ce chapitre, le
Théoréme 3.5.2 étudie la stabilité robuste dépendante de la taille du retard (méme
sujet étudié dans le reste de ce rapport). D’autre part, on remarque que dans le
Théoréme 3.5.2, le systéme nominal (2.2.13) est supposé stable; cette condition est
utilisée fréquemment en pratique par les auteurs. Dans le Chapitre 6, on suppose

aussi cette condition [56].
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3.6 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, on a présenté les définitions et théorémes de base pour la sta-
bilité de systémes neutres, les espaces qui ont été utilisés sont ’espace des fonctions
continues et ’espace de Sobolev. On a présenté aussi trois transformations de modéle
dans le domaine fréquentiel (transformations 1,2,et 3) et cinq dans le domaine tem-
porel (transformation 4,5,...,8); parmi ces transformations, deux ont été proposées:
les transformations 4 et 7. On a proposé aussi un théoréme de stabilité et une ana-
lyse de stabilité robuste par rapport aux retards pour le systéme transformé (3.3.9).

Finalement, un tour guidé a été présenté sur la stabilité des systémes neutres.
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Chapitre 4

STABILITE ROBUSTE DE
SYSTEMES NEUTRES AVEC
DYNAMIQUE ADDITIONNELLE

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité robuste dépendante de la taille du retard
des systémes neutres linéaires avec incertitudes sur les paramétres et les retards.
Les systémes considérés sont décrits par des équations différentielles fonctionnelles
avec des incertitudes non linéaires et variantes dans le temps, sur les paramétres
des coefficients d’état a 'instant présent et d’état & l'instant retardé, et avec des
incertitudes variantes dans le temps et quasilinéaires (i.e. linéaires seulement sur un
des termes) pour l'opérateur de différence appliqué a ’état. L’analyse de stabilité
est effectuée grace a une approche de type fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.

La contribution principale de ce travail, théoréme 4.4.1, repose sur les résultats
de stabilité robuste dépendante de la taille du retard obtenus dans [99], [97], qui
généralisent des travaux antérieurs [94], [96] avec des incertitudes variantes dans le
temps et quasilinéaires dans 'opérateur de différence, et avec I'obtention de condi-
tions de stabilité robuste, faciles a vérifier, qui s’expriment en termes de ’existence

de solutions positives d’une inégalité linéaire matricielle ou LMI.
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4.1 INTRODUCTION

Une grande variété de systémes peuvent étre modélisés par la classe des systémes
neutres linéaires, caractérisée par la présence de deux retards ry et ro, I’'un dans la
dérivée de 'opérateur de différence appliqué a I'état Dz, := [z (t) — Cx (t — ry)], et
lautre dans z (t — r3) ,

%[w(t) —Cx(t—r)]=Ax(t)+ Bx(t —re),t >0,r; > 0,75 > 0.
Cependant dans la pratique, les paramétres du modéle ne sont pas bien connus, il
est donc nécessaire de considérer la stabilité robuste par rapport aux paramétres du
systéme:

d
pr [z(t) = Cx(t—r) — Ac] = Az (t)+Bx (t — ro)+As+Apt >0,r; >0,ry > 0.
Quelques conditions suffisantes de stabilité robuste ont été obtenues par certains
auteurs, mais avec seulement un parameétre de retard et des hypothéses restrictives
dans la partie [z (t) — Cx (t — 1) — Ac] [94], et dans un cas plus général [96], mais
avec des conditions de stabilité robuste non linéaires difficiles & vérifier.

L’objectif de ce chapitre est I’étude de ’analyse de stabilité dépendante du re-
tard des systémes linéaires neutres avec des incertitudes. Les retards sont supposés
inconnus et constants, les incertitudes sont variantes dans le temps. Ici on évite de
faire I’hypothése sur la différentiabilité de = (en général, on suppose que celui-ci
n’est pas différentiable); on transforme un systéme avec des retards ponctuels en un
systéme avec des retards distribués en utilisant la régle de Leibnitz dans 'opérateur
de différence D (t) x; := [z (t) — Cx (t — r1) — A¢]. On obtient des conditions suffi-
santes dépendantes de la taille du retard, sous lesquelles la stabilité est garantie via
une approche de type fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Les systémes considé-
rés sont, décrits par des équations différentielles fonctionnelles, avec des incertitudes
dans I’état, 1’état retardé et I'opérateur de différence. Les résultats de stabilité sont

vérifiés en termes d’une LMI.
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4.2 PROBLEME

Dans cette section on considére la classe suivante trés générale de systémes
neutres (2.2.1)-(2.2.2), avec F' (t,x;) = Az (t)+Bx (t — ro)+Aa (t,2: (0))+Agp (t,x: (—r2))
et on suppose que G (t,z;) = Cx (t —r1) + Ac (t,2¢ (r1)) est non-atomique en zéro,
(voir Section 2.2, (2.2.13)). Ici les retards 7, et r5 sont supposés constants non né-

gatifs et inconnus,

4 [D(t)xy) = Ax(t) + Bz (t —ry) + f(tyzy) t >0
D (t) ¢ = [p(0) = Co(—r1) — Ac (tp (—11))], (42.1)
fte) :=A84(tp(0)+Ap(tp(—r2)),

avec la condition initiale fonctionnelle

T, = ¢, {¢p} €C, (4.2.2)

oun z; = {z(t+0):0¢€[-r0], r:=max{r;,r}}. A, B, et C sont des matrices
constantes connues, les applications non linéaires A4,Ap : R x Q,, — R", et ap-
plication linéaire dans le deuxiéme argument Aq : R x 2, — R” transforment des

ensembles fermés et bornés en des ensembles fermés et bornés. Ils sont décrits par

Ay (tp(0)) := Eada (t,p(0)),
) (£, (0)) 04 (i (0)) < @ (0) W1 Wap(0),

Ap (tp (=12)) == Epdp (t,p (—12)),
0p (t, (=72)) 0B (typ (—12)) < @' (=12) Wy Wae (—72) (4.2.3)

Ac (tp (=r1)) = Ecdc () ¢ (=r1), Ec = Lnxn
We +dc (t) 2 0,We —éc (t) >0,
V(t,p) € RT x Q,,
ou F4,Ep sont des matrices connues, Wy, Wg et W sont des matrices de pondé-

ration connues, et 04,05 € R™™ sont des applications continues qui satisfont

84 (£,0) = 0,65 (£,0) = 0, (4.2.4)
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de sorte que x = 0 est une solution du systéme neutre (4.2.1)-(4.2.2). On remarque
que l'incertitude Ao est non structurée i.e. Ec = I,x,. Sous ces hypothéses, le
probléme de la valeur initiale est bien posé et on va analyser la stabilité robuste
dépendante de la taille du retard r, et indépendante de rq; les résultats peuvent étre
vérifiés en utilisant des logiciels standard de résolution de LMI.
REMARQUE 4.2.1. On note que r; > 0 implique que Cp (—r1) + Ac (t,¢ (—71)) ne
dépend pas de ¢ (0), la condition (4.2.3) permet de satisfaire (2.2.7)-(2.2.8), alors
Cz(t —r1) + Ac(t,p (—r1)) est non atomique en zéro dans H [37].

Dans cette section, on considére le probléme de stabilité suivant, cas particulier

du probléme 3.2:

Probléme de stabilité robuste dépendante du retard r,: Trouver une borne
ry, (quand elle existe) sur 7o, et des conditions sous lesquelles la stabilité
asymptotique de (4.2.1)-(4.2.4) est assurée quand les matrices Ay, Ag, A¢

satisfont (4.2.3) et pour n’importe quels retards r; > 0 et ro < 7.

Ici on utilise la méthode directe de Lyapunov-Krasovskii pour ’étude de la stabi-
lité robuste dépendante du retard. Les conditions de stabilité sont données en termes

de 'existence de solutions positives de LMI.

4.3 TRANSFORMATION DE MODELE AVEC DY-
NAMIQUE ADDITIONNELLE

Dans le chapitre précédent, on a présenté quelques transformations utilisées dans
la littérature; pour la plupart d’entre elles, il est supposé que 1’état est différentiable,
sauf la transformation (3.3.14) qui a été proposée pour la premiére fois dans [96]; ici
on utilise cette approche.

Maintenant on considére le systéme neutre (4.2.1):

d
dt
De la régle de Leibnitz dans I'opérateur de différence, D (t) x; — D (t — ro) 24—y, =

[D (t) x] = Ax (t) + Bx (t — o) + f (t,xe) t > 0.
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J2,, o [D (£ +6) z11q], on a pour t > 1+ 1y :

z(t—ry) =a(t)— Cx(t—r1) — Ac (t,xe)

. (4.3.1)
+C0z (t =11 —12) + Ac (t = 12,84y, (—71)) = [, G [D(E + 0)7110] dO,

parce que D(t)x; a une dérivée continue.
Alors ’équation (4.2.1) peut étre réécrite dans la nouvelle variable £ comme (voir

[51], [96]):

# D) &) = (A+ B)E(t) — BOE(t — 1) — BAc (£, (—11))
+BCE(t—ry — 1) + BAg (t —ro,&—ry (—71)) (4.3.2)
—B [ [AE(t+0) + BE(t+0—12) + f (t+0.610)] d0 + f (£.E) .

Ce modéle est appelé le modéle transformé.
REMARQUE 4.3.1. Lanouvelle condition initiale pour (4.3.2) n’est pas ¢ € C [—r,0],
elle doit étre définie & (V) € C ([—r — 12,0] . R™), r := max {ry,ra} .
REMARQUE 4.3.2. On peut vérifier que chaque solution de (4.2.1) est aussi une
solution de (4.3.2), la stabilité de (4.3.2) implique alors la stabilité de (4.2.1) voir
[51]. Cependant Daffirmation inverse n’est pas vraie, parce que, comme on l’a vu
dans la section 3.3.2., cette transformation ajoute une dynamique; quand Ay, Ap,
A¢ sont égales a zéro, cette dynamique est donnée par (3.3.12).

Dans la section suivante, I'analyse de stabilité du modéle transformé (4.3.2) est

faite en termes de la variable z.

4.4 STABILITE ROBUSTE DEPENDANT DE LA
TAILLE DU RETARD AVEC DYNAMIQUE
ADDITIONNELLE

Dans cette section, comme dans [98], on utilise 'approche des fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii, avec 1'aide du Théoréme 3.2.1 pour démontrer le théoréme
suivant sur la stabilité dépendant de la taille du retard r5 et indépendant de la taille

du retard ry :
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THEOREME 4.4.1. Soit le systéme neutre (4.2.1)-(4.2.4). Si les conditions sui-

vantes sont vérifiées:

1. Ay := A+ B est une matrice stable de Hurwitz [4] (les valeurs propres sont
dans le demi plan gauche du plan C);

2. Vopérateur de différence D (t) ¢ := [p (0) — Cp (—11) — Ac (t,o (—11))] est li-
néaire en @, continu et stable uniformément par rapport o C ([o,00) ,R™);

3. il existe un nombre réel positif r; et des matrices définies positives P, S; > 0,

i = 1,7 tels que la LMI suivante est satisfaite:

Q(ry) Q2 0 Qu S(r3)
O, O 0 0 0

I':= 0 0 933 0 0 < 0, (441)
Qf, 0 0 Q4 O
S'r3 0 0 0 R
ol
Q(r3) = Qu +5(r5) RS (r5), (4.4.2)
Qp = PA + ATP +2S =S (r;) R™'S' (r}) (4.4.3)
2 5
Se=WiWa+ ) Si+1> S, (4.4.4)
=1 =3
S(3) = (5 () ), (4.4.5)
Si=( PA, VZPB. PE. PEj; ). (4.4.6)
Sy (13) = /75 ( PBE,. PBEj. PBA, PB’ ) , (4.4.7)
—Ien O 0
Rl'=| 0 -5' o : (4.4.8)

0 0 S5t

2 5
Qo = (PA FWAWA+D Si+15 ) si> C, (4.4.9)
i=1 =3

Qoy 1= 2WIWe — Sy + S7 + CTSC + 3W/ SWe (4.4.10)
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Q33 = W;WB - SQ + T;SG, (4411)
Q44 = WCT*WC - S7, (4412)
914 = PBC, (4413)

Alors le Systéme Neutre (4.2.1)-(4.2.4) est robustement asymptotiquement stable

pour n'importe quel retard ro < 3 et nimporte quel retard r > 0.

Démonstration. On considére le systéme transformé (4.3.2) et la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovkii suivante:

V(tp) = Vi(tp) +Valp) +Va(p),p€C, (4.4.14)
Vi(tep) == [D ()¢ PD(t) e, (4.4.15)
Z / o' (6) do + / [ /9 @' (9) Ssp (9)d| df,  (4.4.16)
V(o) i= [, [Jy 0y 0" 0) Sup (0)d0] o+ [, 07 (8) Srp (6) do,

(4.4.17)
+ 21:5 ffrz, |:f9 AN Sﬂ/fi( )dﬁ} de

et les fonctionnelles v;, sont données par 5 = ¢, Vg () := @ (¥ —ry). Pour la
fonctionnelle V, on peut construire V' le long des trajectoires de (4.3.2) en fonction
de z, si p est remplacée par z; dans la partie a droite de V (¢,p0) ; on passe a x, en
différentiant par rapport a t (tel que %D (t) z; peut apparaitre seulement pour la
valeur courante (non retardée) de t), aprés on substitue <D (t) z; par (4.3.2), on
passe de = & xy, et on remplace x; par . Avec cette procédure, les expressions pour
V et la dérivée supérieure a droite de V' (voir (3.2.9)) sont fréquemment réécrites

comme des fonctions de x, en gardant en mémoire la transition de x a ¢, comme

cela est proposé dans [59]. Alors on a:

V! (ta,) = [D(t)z]” Pip()xt+[%0(t)xt] PD(t)z,, (4.4.18)

Vy (x) = Z [ T(@#) S (t) —x" (t—1r) Siw (t — rl)}

f [ 0) Sz (0) — 551519 (0) Ssz¢10 (0)} do, (4.4.19)



70

Vi (1) = f?m [—%19 (—=72) Saiyg (—12) + xtT (0) Sy, (O)] do
tat (t—r) Sz (t—r1) —a" (t—ry — 1) S (t —11 —13)
+ J2, [l (0) S5, (0) = 2,4 (0) Ssr (0) +

+x (=ry) Sexy (—r2) — 2,9 (—72) Sexerg (—72)]db

(4.4.20)

On substitue (4.3.2) dans (4.4.18) et on pose A; := A + B pour avoir:

VI (ta)| s = [D (O 2] PAw () + 2" (t) A PD () 2
+2[D (t) ;)" P[Eada (t,x:) + Epdp (tay)]
—[D(#)x;)" PBC [z (t — 1) —x (t — 11 — 73)]
— [QZT (t—r)—a" (t—r — 7“2)} C"B"PD (t) (4.4.21)
—2[D(t) xt]T PBE¢ [0c (t)x (t —11) —0c (t —12) x (t — 11 — 73)]
—2[D (t)x,]" PB [° [Azy 14 (0) + Byrg (—12)
+E404 (t + 60,7016 (0)) + Epdp (t + 0,7410 (—72))]d0.

Ensuite on utilise 'inégalité classique
—2a"b < inf {a' Xa+b'X"'b} VabeR", (4.4.22)
X>0
avec (4.2.3) et les matrices R; et R, on a directement les inégalités suivantes:

2[D (t) ;)" PEgég (tx,) < [D(t)x]" PEELPD (t) x4 x] (—rs) Wa Wex, (—rs)
(4.4.23)
—2[D (t)z,]" PB [° Bueyo(—r2)df <
SO D () z)" PBR; (B2 PD (1) x (4.4.24)
+2/, 9 (—72) Rowyro (—12) }db,

et de forme semblable pour §4 et Ry,

~2[D ()2 PB [° Eada (t+ 0,349 (0)) df <
JSAD (t) 2" PBEAEJBTPD (t) (4.4.25)
+21 (0) Wi Wazii (0)}d6),
et les inégalités pour 05 et Rs.

Les inégalités (4.4.23)-(4.4.25) permettent d’avoir une borne pour V/. Maintenant

pour supprimer des termes carrés dans V'’ on choisit les matrices positives R, := S,
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R2 = S@,
Sy = WXWA, St WXWA > 0, (4 4 26)
Sy > W;WA, si non, o
Se¢ = WB Wg, si W;WB > 0, (4 4 27)
Se > WB Wpg, sinon, o

et on utilise les inégalités (4.4.19) et (4.4.20). Alors, on obtient la borne suivante
pour V"

Vv’ (t Te)| 439y < [D (1) 2" PAx (8) + 2T (8 —ry) Sy (t — 1)
al () ATPD (t)xy — 2" (t — 11 — 1) Sy (t — 11 — 79)
—[D(t)x) PBC[x(t — 1) —a (t — 11 —73)]
—[zT(t—r)—2T (t—r —1)]CTBTPD (t) 2,
+[D ()] PEAETPD (t)a, + 2" (t) Wi Waz (t)
+[D (t) 2] PERELPD (t) xp + a7 (t — ro) W5 Waa(t — rs)
+2[D(t) 2] PBEGELBTPD (t)a + a7 (t — 1) WA Wex (t — 1)

(4.4.28)
+a (t -7 — r2) WoWez (t — 1y — o)
+ f D(t)z PBAS IATBTPD ( ) 24df)

+f r | (t) 4] PBEAEI‘BTPD( ):L‘tdQ
+[° [D(t)x) PBEELBTPD (t) z,df
+ Zizl [l’ (t) i ( ) € (t - Ti) S;x (t — ’I“z)}

tra e w T (8) Siw () + rax T (8 — 1) Sex (t — 72) .

Si on utilise les identités suivantes (4.4.29), (4.4.30), avec S = W W4 + 322, S; +
9 "7, Si, on peut réécrire chaque expression qui contient le vecteur  (t) de (4.4.28)

comme une expression qui contient D (t)x; et x (t — 1) :
e (t) Sz (t)=[D#)x]" SD )z + [D () x]" SCx (t —ri)+

+z"(t —r)CTSD (t)zy +x" (t —r)CTSCx (t —1y)
+2[D (1) ﬁt]T SAc (t.x) + 227 (t—mr) CTSA¢ (t, ) (4.4.29)
+AL () SAc (tay)
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(D (t)x)" PAyx (t) + 2" (t) A] PD (t) 2, =
[D(t)x]" (PA, +AJP)D ()2, + [D (t) z]" PA,Cx (t — 1) (4.4.30)
a7 (t —r) CTATPD (t) 2 + 2[D (t) 2] PAAG (t,a)

et on peut borner les termes

2[D ()] SAc (txe) < [D ()] SD (1)@ (4.4.31)
+a (t—r) WSSWex (t —11), B

AL () SAc (tay) < ol (t—r) WESWex (t —11), (4.4.32)

et de forme similaire pour 227 (t — r1) CTSA¢ (t,xy), 2[D (t) 2] PAIAG ().
On note que (4.4.32) est obtenue directement du fait que (We + d¢ (£)) ' S (We — ¢ (t)) >
0 par I’hypothése (4.2.3).

Avec toutes ces inégalités et identités, s’il existe un réel positif 5 > ry tel que la

LMI (4.4.1) est satisfaite, alors (4.4.1) est équivalente a:

VI (t,70)] (4.39) < wiQw <0, (4.4.33)
ol le vecteur w est
D (t) Tt
t —
wie | TETT (4.4.34)
x(t—r9)

x(t—11 —19)
et la matrice Q := (€, ;)i = 1,...,4,7 = 1,...,4 est définie dans le Théoréme 4.4.1.
Ceci est vérifié via une transformation de Schur appropriée [9].
L’inégalité (4.4.33) signifie que 2 < 0, €41 < 0 et qu’il existe un v > 0 tel que

V (t,xy) < —v||D (t) ]| pour n’importe quel ¢t > 0. D (t) est stable par I'hypothése
(2) du Théoréme 4.4.1, voir (3.2.2) et [19]; alors, la stabilité asymptotique de (4.2.1)-
(

U
REMARQUE 4.4.1. La fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (4.4.14)-(4.4.17) gé-

néralise des fonctionnelle proposée dans la literature [96].

4.2.4) est assurée par le Théoréme 3.2.1 pour n’importe quel retard ro < 3, [19].
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REMARQUE 4.4.2. Quand les incertitudes AA(-,-), AB(-,-), AC (-,-) sont égales
a zéro, on peut choisir la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (4.4.14) V (¢) =

Vi(p) + Va(e) + Vs (@) avec V; définie dans (4.4.15) et

0

@)= [ T 0seows [

-r -7

. Veo @ (0) Sy (V) dﬁ] do,  (4.4.35)

Vi () / ’ [ /9 ’ @T(ﬁ)&gp(ﬁ)dﬁ} do + / ST (0) S (0)d6,  (4.4.36)

—ry LJo—rs —
on retrouve alors le résultat de [48] qui dépend du retard 7, mais sans incertitudes.
REMARQUE 4.4.3. Si on s’intéresse seulement au probléme de stabilité robuste (en
AA(-,), AB(-,)) indépendamment du retard du systéme (4.2.1)-(4.2.4), alors la
transformation de modéle peut étre évitée; on choisit V () := V; () + Vo () avec

V1 définie dans (4.4.15) et

ACEDY / T (0)Sig (0) 0, (4.4.37)

on retrouve alors des résultats similaires a [81].

REMARQUE 4.4.4. Si Vopérateur de différence défini par D(t) = D, A¢c (t,p) =
ACp (t — ), si lincertitude AC' est une matrice constante et si ¢ est différentiable
a droite (p € C'), alors on retrouve le résultat de [94].

REMARQUE 4.4.5. Dans [96] seulement, dans le cas ot A¢ (t,0) := Ecdc (t,p) =0
le résultat peut étre verifié en termes d’'une LMI. Dans le théoréme 4.4.1 la condition
3: (4.4.1) est une LMI et elle peut étre toujours vérifiée en utilisant des logiciels de
résolution de LMI [9]. On note que la condition 1 est nécessaire et découle de la
vérification de la condition 3: @ (r3) < 0 implique A; < 0. La Condition 2 consiste
a vérifier la stabilité de D(t) par rapport a C([o,00),R"), voir Définition 3.2.2, [19].

4.5 EXEMPLES

Dans ce paragraphe, on va illustrer les résultats de stabilité avec deux exemples

de systémes neutres ot la matrice C' n’a pas d’incertitude par souci de simplicité.
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EXEMPLE 4.5.1. On considére d’abord le systéme neutre:

0.1 0 2 0 10
a:(t)—(o O.l)x(t_rl)] :—<0 0.9>x(t)—<1 1):17(15—7“2)

y(t) = ( 01 ) (= 19) (4.5.2)

On note que, quand C' = 0, le systéme retardé n’est pas asymptotiquement stable

indépendamment de la taille du retard r,, A + B est stable mais A — B ne l'est
pas (condition obtenue pour le systéme sans retard, voir Figure 3.1). De facon équi-
valente, pour le systéme neutre, pour r; = 0, si la matrice (I — C)~' (A + B) est
Hurwitz stable et (I — C')"" (A — B) est instable, alors le systéme ne peut pas étre
stable indépendamment du retard 7o, voir Figure 3.1. Dans cet exemple, on considére
r1 = r9, comme cela est proposé dans [48]. Alors pour les incertitudes caractérisées
par W, = Wp = 0.151 (par simplicité), le Théoréme 4.4.1 donne la borne ry < 15 =
0.5s, une solution faisable est obtenue de la LMI (4.4.1) du Théoréme 4.4.1. Dans la
Figure 4.1, une simulation est présentée pour le systéme (4.5.1)-(4.5.2) avec la condi-
tion initiale ¢1(0) = —0.750 + 1, ¢2(0) = —16.6250 + 1. Sous cette condition ¢ € C!
et la “condition de raccordement” (2.3.3): ¢(07) = Ap(0) + Bp(—rs) + Cp(—ry) est
satisfaite quand il n’y pas d’incertitudes (voir Section 2.3), donc #(t) est continue
pour t > o et x(t) est différentiable sur (0 — r,00); cependant, pour le cas avec
incertitudes, il y a un petit saut en ¢t = 0.

Dans le cas sans incertitude (W4 = Wg = 0), la solution donnée par le théoréme
est 7, n’importe quel réel positif et ro < r3 = 0.894s.
EXEMPLE 4.5.2. Le deuxiéme exemple est un probléme pratique (voir Section 1.5)
motivé par un circuit PEEC (Partial Element Equivalent Circuit), modéle étudié
dans [5]: L{z(t) — Cz(t — r)] = Az(t) + Bx(t — r), avec la condition initiale (1.5.3)

définie entre —10 < ¢ < 0. Il est caractérisé par les matrices A, B, C' :

-7 1 2 1 0 -3 -1 5 2
A _ 3 9 0 = 05 —05 —1 |.C= L 4 0 3
100 N o0 | Y Y )
1 2 -6 —05 =15 0 -2 4 1
(4.5.3)

y(t)z(() 0 1)$(t—r2). (4.5.4)
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FiG. 4.1 - —4 < y(t) <10, =05 < t < 3

Dans [48], la stabilité du systéme est obtenue pour les bornes r* = r; = 0.43s.
Dans [5], la stabilité du systéme est obtenue pour une borne plus grande: » = 1 en
utilisant une méthode numérique contractive. Cependant dans notre cas, on garantit
la stabilité du systéme pour n’importe quel retard inférieur ou égal a r*. Si on
applique le théoréme 4.4.1 et les routines de LMI-Toolbox Matlab, on obtient que
I'inégalité est faisable pour r5 = 100s. En fait I'inégalité (4.4.1) est satisfaite pour
des valeurs plus grandes de r3. La simulation qui est montrée Fig. 2 est calculée
pour r; = 10s. La condition initiale est donnée entre —10s et 0s. On note que il y a
des discontinuités dans la dérivée de y(¢) pour ¢t = 0s, et les multiples de 10s parce
que la “condition de raccordement” n’est pas vérifiée.

Si on utilise seulement V] donnée par ’équation (4.4.15) pour le systéme (4.5.3)

sans incertitudes, on obtient la condition de stabilité indépendante du retard [112]:

ATP+PA+S P(AC + B) + SC
* (AC'+ B) <0, (4.5.5)
CTS+ (CTAT+BT") CTSC -8
CTSC -5 <0, (4.5.6)

ou les matrices P > 0 est S > 0 sont symétriques définies positives. Le systéme
(4.5.3) satisfait les LMIs (4.5.5)-(4.5.6) et comme ces conditions ne sont pas fonc-
tion de 7, alors on démontre que le systéme (4.5.3) est stable asymptotiquement,

indépendamment du retard r = r{ = 9.
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FIG. 42 - -1 <y(t) <1, =10 < t < 40

On finit avec une remarque sur la stabilité de ’exemple (3.2.12) proposé dans la
seccion précédente.
REMARQUE 4.5.1. Quand les conditions du théoréme 4.4.1 sont satisfaites, la sta-
bilité asymptotique robuste de (4.2.1)-(4.2.4) est assurée pour n’importe quel ry < 3
et n’importe quel réel positif r;. Cependant le Théoréme 4.4.1 peut étre appliqué
pour I'analyse de (3.2.12) quand le coefficient de x (¢t — r1) dépend de r;. Dans ce
cas-1a, la stabilité depend de r1; donc r; doit étre tel que la Condition 2 du Théoréme

4.4.1 soit satisfaite.

4.6 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, on a considéré la stabilité robuste dépendante du retard pour
une classe générale de systémes neutres. On a obtenu des conditions suffisantes
qui s’expriment en termes de LMI. On a proposé une fonctionnelle de Lyapunov-
Krassovskii qui inclut comme cas particulier d’autres fonctionnelles déja utilisées
dans la littérature. On a développé le travail de [98], qui est plus général que |94], |96]
dans le sens oil les systémes neutres considérés ont des incertitudes dans la partie
neutre et ou les résultats sont toujours vérifiés en termes de LMI. On a présenté

quelques exemples qui mettent en valeur le résultat principal (théoréme 4.4.1).
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Chapitre 5

STABILITE ROBUSTE DE
SYSTEMES NEUTRES SANS
DYNAMIQUE ADDITIONNELLE

Dans ce chapitre, comme dans le précédent, on aborde la stabilité robuste dé-
pendant de la taille du retard des systémes neutres linéaires avec incertitudes dans
les parameétres et les retards. Les systémes considérés sont décrits par des équations
différentielles fonctionnelles avec des incertitudes non linéaires et variant dans le
temps dans I’état a I'instant présent et dans I’état a un instant retardé, et des incer-
titudes variant dans le temps et quasilinéaires dans ’opérateur de différence appliqué
a ’état. A la difference du chapitre précédent, on évite la dynamique additionnelle
associée a la transformation par la régle de Leibnitz utilisée dans le Chapitre 4 (voir
remarque 4.3.2), en étendant la transformation par intégration sur un intervalle [65]
(3.3.6) au cas neutre avec incertitudes (5.2.1)-(5.2.7).

L’apport principal de ce chapitre est donc I'analyse de stabilité présentée qui

s’appuie sur une approche de type fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.
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5.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on étend la transformation par intégration sur un intervalle [65]
(3.3.6), au cas des systémes neutres avec incertitudes paramétriques (5.2.1)-(5.2.7).
A la différence de la transformation par la régle de Leibnitz utilisée dans le chapitre
précédent, la technique par intégration sur un intervalle n’ajoute aucune dynamique
additionnelle. On obtient deux résultats de stabilité dépendant de la taille du retard
ro, vérifiés en termes de LMI; cependant le prix payé est que la vérification de la
stabilité du nouvel opérateur de différence est un peu plus compliquée. On donne
quelques conditions suffisantes basées sur les techniques de commande robuste étu-

diées dans [82| pour vérifier la stabilite de ce nouvel opérateur de différence.

5.2 PROBLEME

On considére une classe de systémes neutres (2.2.1)-(2.2.2), avec F(t,x;) =
Ax (t)+ Bz (t — ro)+A4 (tz: (0))+Ap (t — 9,2 (—72)) et on suppose que G (t,x;) =
Cx(t —r)+Ac (t — 1,24 (—71)) est non atomique en zéro, i.e., des systémes neutres
linéaires avec incertitudes (voir Section 2.2, (2.2.13)). Ici les retards r; > 0 et ro > 0

sont supposés constants et inconnus,

% [D(t)x] = Az (t) + Bx (t —re) + f (t,xe) t > 0 >0, (5.2.1)
D(t)p:=[p(0) = Cp(=r) = Ac (t —rie (=), (5.2.2)
f (@) = Batp(0) +Ap(t —rep(—r2)), 0w €C (5.2.3)

avec la fonctionnelle initiale

T, =0¢,0€C, (5.2.4)

ou z; (0) = x (t + 0) quand il existe pour t > o, 6 € [—r,0], r := max {ry,r2}. Les
matrices A, B, et C sont constantes et connues, I’application continue non linéaire
Ay R x Q, — R" et les applications continues quasilinéaires (linéaires seulement
dans le deuxiéme argument) Ap, Ac : R x 2, — R" transforment des ensembles

fermés et bornés en des ensembles fermés et bornés. Elles sont dénotées par

AN (0)=A;(t+0,0(0)),J € {ABC},
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et définies par

AA <t790 (O)) = EAéA (t,gO (O)) )
04 (t+0.0(0)0a(t+0,p(0) <" () Wi Wap(0),

Ap (t —rop(—r2)) = Egdp (t —12) ¢ (—72), Ep = Lnxn,
Wg+dp(t+0) >0, Wg—9dp(t+0) >0, (5.2.5)

Ac(t=ri,p(=r1)) = Ecéc (t —r1) o (=r1), Ec = Lixn,
We+dc(t+60)>0,We—36dc(t+6) >0,
V(t,p) € RT xQ,, 0 € [-r0],

ou I'hypothése W + 0, (t+0) > 0,W; — 0, (t+0) > 0, i = 1,2, implique
§; (t+0)S6;(t+0) <W;SW,;, S >0, (5.2.6)

E 4 est une matrice connue, Wy, Wg et W sont des matrices de pondération, §4

est une application qui satisfait
(SA (t,O) = 0, (527)

quand x = 0 est une solution du systéme neutre (5.2.1)-(5.2.4). On remarque que
les incertitudes Apg, Ac sont non structurées, i.e. Eg = E¢ = I,«,. Sous ces hy-
pothéses, on va montrer la stabilité robuste dépendante de la taille du retard r

et indépendante de 7y, les résultats peuvent étre vérifiés en utilisant les techniques
LMI.

Probléme de stabilité robuste dépendante du retard: Trouver une borne 73,
(quand elle existe) sur 75, et des conditions sous lesquelles la stabilité asymp-
totique de (5.2.1)-(5.2.4) est assurée en fonction du retard quand A4, Ag, Ao

satisfont (4.2.3) pout n’importe quel r; réel positif et pour 7, < 7.

Ici on utilise de nouveau la méthode directe de Lyapunov-Krasovskii pour I’étude
de la stabilité robuste dépendante du retard. Les conditions de stabilité sont données

en termes de I'existence de solutions positives de LMI.
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5.3 TRANSFORMATION DE MODELE SANS DY-
NAMIQUE ADDITIONNELLE

On étend la transformation par intégration sur un intervalle [65], [61], [17] pour
le systéme a retard (3.3.6), au cas des systémes neutres (5.2.1). Cette technique est
utilisée a la place de la régle de Leibnitz sur I'opérateur de différence proposée dans
le chapitre précédent parce qu’elle a I’avantage de ne pas introduire de dynamique
additionnelle. Alors, aprés l'intégration du systéme (5.2.1)-(5.2.3) sur l'intervalle

[0,75] [61], on réécrit le nouveau modéle en termes de la nouvelle variable £ (¢) (comme

[51]):

CD(0& = (A+BEW +Aa(LEM) + A (tE(D),  (531)
D({t)p:=D(t)p+ / (B (0) + Ap (t+0,0(0))] db, (5.3.2)

ou l'opérateur de différence D (t), est défini par (5.2.2).

REMARQUE 5.3.1. 11 est facile de montrer que chaque solution de (5.2.1)-(5.2.3)
est aussi une solution de (5.3.1)-(5.3.2), alors la stabilité de (5.3.1)-(5.3.2) implique
la stabilité de (5.2.1)-(5.2.3) [51].

REMARQUE 5.3.2. 1l est facile de vérifier que la transformation de modéle proposée
n’introduit pas de dynamique additionnelle quand les incertitudes sont non variables
dans le temps; par contre, elle requiert que le nouvel opérateur de différence D (t)
(5.3.2), soit stable pour 'analyse de stabilité.

LEMME 5.3.1. Avec la transformation qui a €été proposée ci avant, le nouveau

systeme transformé (5.3.1)-(5.3.2) est un systéme a retard de type neutre.

Démonstration. Comme il n’y pas de paramétre a définir, alors la condition initiale
pour (5.3.1)-(5.3.2) est la méme que pour le systéme d’origine (5.2.1)-(5.2.3); (5.2.4),
i.e. z, = ¢, reste dans le méme espace C (cette propriété en général n’est pas valable
pour n’importe quelle transformation, par exemple la transformation de modéle
utilisée dans le chapitre précédent, ou la condition initiale change de C[—7,0] a
C [—r —r3,0], voir Remarque 4.3.1). En fait, si la condition initiale pour (5.3.1)-
(5.3.2) satisfait la “condition de raccordement” alors ses solutions sont les mémes

que pour (5.2.1)-(5.2.3).
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Finalement, on montre que le systéme transformé (5.3.1)-(5.3.2) est un systéme
neutre, i.e. on va réécrire I'opérateur de différence (5.3.2) dans la forme d’un opé-
rateur linéaire (5.3.3) et vérifier que cet opérateur est atomique en zéro condition
(2.2.6) (voir section 2.2).

D’abord on réécrit (5.3.2) en forme d’intégrale de Riemann-Stieltjes
. 0
B®)w= [ et e().6¢ (-0, (5:33)
ol 7 := max {ry,ra} et

p(8,0) := po (0) + pia (0) + a2 (£.0) + ps (£,0) + pa (£,0) , (5.3.4)

avec u; fonctions de variation bornée. Ces p; sont ensuite définies sous une forme

qui représente chaque terme de (5.3.2):

-1 si <0,
Lo (9) = )
Opxn st 60=0,
C st 0 < —ry,
H1 (9) = .
Onxn ST 02> =1y,

oc (t — 0 < —r,
i { ol w0 <

Onxn si 0 Z -,

—roB si 0 < —ro,
ps(tO) =4 77
0B st —re < 0 <0,

— [ Spt+)dY si 6 < —r,
22} (t,@) = 0 2 .
—feéB(t—kQ?)dﬁ si —ry <6 <0,
et p(t,0) = p(t,0)sif > 0. Comme g (t + 6) et 6c (t + ) sont continues et bornées

Vit>o,0¢€[-r0], p est de variation bornée et alors i est de variation bornée et

D(t) € B(CR").

Maintenant on obtient (similaire & (2.2.5)):

A (t,o,f) (t)) = pu(t,0%) —p(t,07) (5.3.5)
= I—C—éc(t—”f’l),
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i.e. la méme condition d’atomicité que pour 'opérateur de différence D (¢) (5.2.2) du
systéme (5.2.1)-(5.2.7). Finalement si det (I — C' — 0¢ (t — r1)) # 0 pour n’importe
quel t € [0,00) alors la condition d’atomicité (2.2.6) est satisfaite, (5.2.1)-(5.2.7) est
un systéme neutre et (5.3.5) implique que (5.3.1)-(5.3.2) est atomique en zéro i.e.
un systéme neutre, voir définition (2.2.2).

O

Ensuite, on étudie la stabilité du modéle transformé (5.3.1)-(5.3.2) en termes de

la variable z.

5.4 STABILITE ROBUSTE DEPENDANTE DE LA
TAILLE DU RETARD SANS DYNAMIQUE
ADDITIONNELLE

Dans cette section, on utilise aussi I’approche par fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii, avec ’aide du Théoréme 3.2.1 pour montrer le théoréme suivant sur la
stabilité dépendante de la taille du retard r, et indépendante de la taille du retard
T
THEOREME 5.4.1. Soit le systéme neutre (5.2.1)-(5.2.8). Si les conditions sui-

vantes sont vérifiées:

1. Ay := A+ B est une matrice stable de Hurwitz [{];

2. les opérateurs de différence D (t) ¢ :=[¢ (0) — Cp (—r1) — Ac (t,p)] et D(t)p:=
{D (t)p + fiQ [Be (0) + Ap (t+ 6,0 (0))] d@} sont linéaires en @, continus,
stables uniformément par rapport o C ([o,00) ,R™), D (t) est atomique en zéro;

3. il existe un nombre réel positif r5 > ro et des matrices définies positives P,

S; > 0,1 =1,6 tels que les LMIs suivantes sont satisfaites:

Q(r3) T S(r3)

S'r) 0 R

Sy > Sy + WZESWp + (2ry +3) BTSB + (2ry + 3) W5 SWp, (5.4.2)
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ot

S = (WXWA + W;S5WB + 57 + 7’252) . (543)
Qr3) =Ty +S8 ()RS (13), (5.4.4)
Ty = AP+ PAy +25 42,8 — S (1) RS (r3) (5.4.5)
S() = (53 S ). (5.4.6)
Si(ry) = \/E( PAB, PA, ) : (5.4.7)
Sy=( P PA]. PE.). (5.4.8)

-S;1 0 0 0 0

0 -S;t 0 0 0
R =10 0 ~S;t 0 o |, (5.4.9)

0 0 0 -5t 0

0 0 0 0 —I

F12 = PA1C' + SC, (5410)

[y = =S + Wi SsWe+ (24 15) CTSC + (2+ 1) WS SWe.  (5.4.11)

Alors le Systéme Neutre (5.2.1)-(5.2.3) est robustement asymptotiquement stable

pour n'importe quel retard ro < r3 et n’importe quel retard ry > 0.

Démonstration. Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante:

V(ty) = Vi(ty)+Valp) +Va(p), (5.4.12)
ol .
Vite) = [De| PDW®)e, (5.4.13)
Va () == / o7 () S1p (8) do, (5.4.14)
Vs (p) = /_ /9 @' (V) Sap (V) dido. (5.4.15)

Pour cette fonctionnelle V, on peut construire V' le long des trajectoires (5.3.1).

Alors on a:

Vilte) = [D()e] PDWe+ [De] PL[B@)y].
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W Gl =+ (0 (4 B) Pr(o) 2T P (A+ B ()
2T (t)(A+B) PCx(t—r)—z' (t—r)CTP(A+B)z(t)
2ZL‘T (t) (A4 B)" PAcy (=) + 227 (1) (A+ B)" PBf x(t+0)df
+22T (1) (A+ B) P [° Apy(0)x(t+0)do
+227 (t) P (A4 (0) + Aps(0) =227 (t—711) CTP (A4 (0) + Ay (0))
—QA&( 1) P (84 (0) + Apy (0))
+2 [0 2T (t+0)dOBTP (Aue (0) + Apy (0))

+2 f_rz A B (0)dOP (Aay (0)+ Ap,(0)),
(5.4.16)

Vi (bl s = [D (1)) A+ B PDM)
4 [f) ) xt}T (A+B)D (1),

e (=) CT (A+B)T P ()xt+[5(t)xt]TP(A+B)Cx(t—r1)
% jT P(A+B)[° Au,(0)do
+2A7%, (0) PD (t) x, + 2AL, (0) PD (t) z,
+2AL, (=) (A+ B)" PD (t) x,

(A+B)B[° a(t+6)ds (5-4.17)

ou l'identité suivante été utilisée
[Eamr (A+B) PD()x,+ [D(t)2] P(A+B)D (1)
2Tt =) CT(A+B) P ()mt—l—[15(t)xt]TP(A+B)C’:1:(t—r1)
~2[D( xt} (A+B)B[° x(t+06)dd
9 [D () xt} P(A+B) " Ap(8)ds
+2AL, (=) (A + B)' PD (t) z,
=27 (t)(A+ B)" Pz (t)+ 27 (t)P(A+ B)z(t)
—2T (1) (A+B) PCx(t—r)—a" (t—r)CTP(A+ B)x(t)
—227 (t)(A+ B)" PAcy (—r1) + 227 () (A+B)' PB [° x(t+6)do
+22T (1) (A+B) P [° Apy(0)x(t+6)do,

(5.4.18)

Vi(z) =2 (t)Siz(t) —a' (t —r) Sz (t—r1), (5.4.19)

Vi (z) = rox’ () Sox (t) — /_0 x' (t+0) Syx (t + 0) db. (5.4.20)
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On utilise (5.2.5)-(5.2.6) et 'inégalité classique:
—2a'b < inf {a'Sa+b'S7'b} Va,beR" (5.4.21)
S>0
pour borner différents termes
[ (t) ] P(A+B)BJ° x(t+6)do

<r2[ OF; } P(A+ B)BR;'BT (A+ B)" PD (1),
+f Tt—i‘g Rlx(t—l—@)de R1>O

2[D(t)x] PA+B) [, An(0)ds
< [D (t)z } P(A+B)Ry' (A+B)  PD(t)x,
+f ' (t+0) W RoWpx (t +0)dd, Ry > 0,
ZAL (0) PD () z, = 26} (t,x (¢)) ELPD (t) z,
o' (t) WL RsWaz (t)
+ [f) (t xt] PEJR;'ELPD (t)z;, Ry > 0,

~—  —

2AL, (0) PD (t)z, = 227 (¢) 65 (t) PD (t) z,
<z' () W5 RWgx(t)

T ~
v [D (1) :ct] PR{IPD (1) 2, Ry > 0,

2AL, (=) (A+ B)" PD (t)ay = 227 (t —11) 6% (t — 1) (A+ B)" PD (t) z,
<z (t—m WgR5WCQS (t—m)
T ~
[ (t) ] (A+B)R:' (A+ B)T PD (t)a, Ry > 0,
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et on réécrit (5.4.17)-(5.4.20) comme

V(4 s < [DW)z] A+ B)T PD 1)z,

£[Dwyn] P@A+BDW

T (t—r)CT(A+B)" PD()x + [D (1) xt]T P(A+B)Cx(t—r)
7 [15 ()] P(A+B)BR'BT (A+B)" PD 1)z,

+ [0 2T (t+0) Ry (t+0)do
Rk [5 (t) xt] P(A+B)R;" (A+B)" PD(t)x,
+ [0 2T (t+0) Wi R Wpa (t + ) do (5.4.22)

(

+27 (1) W,IR?,WA:I:( )+ [D (1) ' PELR;'ELPD (t)x,
eT (YW RWsa (1) + (D ()| PR;'PD(1)a,

+a' (t —r) WA RsWeax (t — 1)

[f) ()] P(A+B) R (A+B)T PD (1),

x' (1) Sz (t)—a" (t—r) Six(t—r)

trgxT () Sox (1) — [° 2T (t+0) Sax (t + 0) db.

++

Maintenant on considére l'identité

2T (1)S2 (1) = [D () w] SD 1)z
2T (t — ) CTSD () z, + [D 0 xt] SCx (t — 1)
x' (t—r)CTSCx (t — 1)
[ xt] SB[ x(t+06)ds
[ mt]TSf Ap, (0)do
+2AL, (—r1) SD () z,
—2z" (t—rl C’TSBf z(t+0)df
~227 (t—1)CTS [0, AB,t (6) do
+2A/, ( r1) SCx (t —ry)
+ [0 2T (t+0)dIBTSB [° x(t+0)do
+2° a7 (t+6)dIBTS [° Ap,(6)db
—2A£t( —r)SB[° x(t+0)do+ [° AL, (0)d0S [° Ap,(0)do
—2Agt (—r1)S ffm AB,t (0) db + AC,t (—7“1) SAQt (—r1).

(5.4.23)
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On peut borner 2" (¢) Sz (t) si on utilise de nouveau I'inégalité (5.4.21) sur les termes

qui ont le facteur 2 dans (5.4.23) et aussi sur les termes:

[ (t+e)deBTSBf w(t+0)do= [ [° & (t+0)BTSBx(t+9)dvdd
<L [0 2T (t+0) BTRGBx (t + 6) dode
+1° ff’ T (t+9) BTSR;'SBux (t + ) dvdo
=1, fo T(t+0)BTSBx (t +0)df, Rg = S,
N

0

—

<

5 (0)d0S [0 Apy(9)do = [° 7 aT(t+6)5% (t+0) Sop (t+ ) x (t+ 0) dido
0 0T (405 (t+9)R75B(t+9):c(t+9)d19d6

SO SO T (t 4+ 0) 85T (¢ 4+ 0) SRy S (4 0) x (¢ + ) dVdo
o [0 & (t+ 0) WESWpa (t +6) df R = S,

2

IN

_|_
= pf= N =

Ag,t (—11) SAct (=) = x’ (t—r) 55 (t—r1)Soc (t—r)x(t—r11)
<z'(t—n) WCTSWCQ: (t—r1),
alors une borne de (5.4.23) est

8

T(t) Sz (t) < [f) (t) xt}T SD (t) z,
4T (t—r) CTSD( )y + [ (t) xt}TSC:L’ (t—r)
+a ' (t—r) C’TSC'x( )

7 {Zﬁ (t) xt} t) v+ [° a7 (t+0) BTSBa (i +0) df

1y [15 (1) a;t} (8 i+ [0 2T (t+0) W3 SWa (¢ +6) do

T (t— 1) WESWe (t — ) + [f) (t) xt} SD ()

+rox! (t —r) CTSCx (t — 1) —i—f T(t+0)B"SBx(t+0)do
+rox’ (t— 1) CTSCx (t —11) —|—f T(t+0)WaSWgzx (t + 0) do
+a" (t—rl)W SWez (t—ry) +a' (t—rl)C’TSC’x(t—rl)

+7r9 f T(t+0)BTSBx(t+60)do

+r2f T(t+0)B"SBx(t+0) d9+r2f Tt +9)WaSWezx (t +19) dvY
+rox’ (t—rl)WgSW(;a: (t—11) +f t+9) BTSBzx (t+0)df
+ro [0 2T (t+0) WESWa (t +60) df

+rox’ (t—rl)WgS’WCm (t—r) +f T(t+0) W5 SWgx (t + 0)do

2t (t —r) WESWeax (t —11),
(5.4.24)
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et on change les termes de z (¢) dans D (t) 7, dans (5.4.22) en utilisant (5.4.24)

VLl pan < [DWm] (A+B) PD@Wx+ [D(t)x] P b (t)x,
taT (=) OT (A4 B)” PD(t)z + [D (1 xt]T P(A+B)Ca(t—n)
+ry [5 (t) xt] ! P(A+ B)BR;'BT (A+ B)" PD (t)x,
+f T(t+0)Riw(t+0)do
7 [5( )xt]T (A+B)R;" (A+B)  PD (1)
+f t+0 W3 RoWpga (t + 6) df
+ f)(t) | PEAR;ETPD ()2, + [D (t) a;trPRglpf) (t) z,
+a’ (t— 7‘1) W RsWex (t — 1)
+[Btyz] PA+B R (A+ B) PD ()
T (t—rl)Slx(t—rl) IO T (t+6) Sor (¢ +6) db
+ 'f)(t)xt SD (1) z;
T (1 =) CTSD (1) 2+ [D ()] SC(t—r)
+2T (t—r)CTSCx (t — 1)
7 [5 () xt] 'SP ()2 + J°. 2T (t+0) BTSBx (t +0) df
T [5 () :zct] SD (), + [ a7 (t+6) Wi SWpa (t +6) b
+x" (t —r) WESWez (t — ) + [lN) (t) xt] SD (t)
+rox’ (t —r)CTSCx (t — 1) + f (t+0)BTSBx (t+0)df
1oz’ (t — 7)) CTSCx (t —1y) +f T(t+0)WaSWgzx (t + 0)do
+a’ (t— rl) Wi SWez (t—r) +x (t —r)CTSCx (t —ry)
+75 f T(t+0)B"SBx (t+0)do
+r2f T(t+0)BTSBx (t+0) d@—l—rgf Tt +9) W5 SWgz (t +9)dY
+rox (t - rl) WoSWez (t —ry) + f 9) BTSBx (t+60)do
+r9 f (t+0) W5 SWpx (t + 0) do
+ro " (t — 1) WA SWeax (t — 1) + f T(t+0)WaSWgzx (t + 0) do
+a (t —r) WS SWex (t —r1),
(5.4.25)
ol
S = (WiRsWa+ WL RWg + 51 +125) . (5.4.26)
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Finalement pour supprimer des termes carrés dans V’ on choisit Ry = S3, Ry = Sy,
RgII, R4:S5, R5:Sﬁet

SQ > Ry + W;RQWB + 3B'SB + 3W;SWB

5.4.27
+2r,BTSB + 2rs W SWp, (54.27)

et avec toutes ces inégalités et identités, s’il existe un réel positif r; > ro tel que
la LMI (4.4.1) est satisfaite, alors (4.4.1) est équivalente via une transformation de

Schur appropriée [9] a:

D (t)z,
x(t—mr)

V()] 55.0) < ( [5 (t) xtr a7 (t—r) )F( > <0, (5.4.28)

. ( T T )
Iy Ty
ou (I'; ;) i =12, j = 1,2 est définie dans le Théoréme 5.4.1.
L’inégalité (5.4.28) signifie I' < 0, I';; < 0 et qu'il existe v > 0 tel que V (t,2) <

avec

—||D (t) || pour n’importe quel ¢ > o. D (t) et D (t) sont stables par Ihypothése
(2) du Théoréme 5.4.1, voir (3.2.2) et [19]. Alors, la stabilité asymptotique de (5.2.1)-
(5.2.3) est assurée par le Théoréme 3.2.1 pour n’importe quel retard ro < 3, [19].
O

THEOREME 5.4.2. Soit le systéme neutre (5.2.1)-(5.2.3). Si les conditions 1,
2, du Théoréme 5.4.1 sont vérifiées et s’il existe un nombre réel positif rs > ro et

des matrices définies positives P, S; > 0, i = 1,9 telles que les LMIs suivantes sont

satisfaites:
Qz(r3) CTPA; 0 S (13)
Al PC ) Si(r3) 0
o | MPC @ (r)  S1(r3) <0, (5.4.29)
0 Sl (T;) R1 0
S, (r3) 0 0 R,
S <0, (5.4.30)
ou
S :=—8,+BTS4B+WgSsWp+2B"B+ WiWg, (5.4.31)

Ql (T’;) = AIP—I— PA1 + WX (S@ + 57) WA —+ VVBT (SS + Sg) WB + Sl —f-T;SQ,
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S1(r3) ::(AIP VISATP \JrA[P P P /WP \/%WBTP>,

-S;t 0 0 0 0 0 0

0 -S;t 0 0 0 0 0

0 0 -S:t o 0 0 0
R =10 0 0 —S;t 0 o o |,

0 0 0 0 -Sgt 00

0 0 0 0 0 ~1 0

0 0 0 0 0 0 —I

QQ (7";) = —Sl + Wgs;;Wc,

S0 = (TP TP ),

_— -5 0
R21 = 7 _1 .

Alors le systéeme neutre (5.2.1)-(5.2.3) est robustement asymptotiquement stable

pour n'importe quel retard ro < 13 et n’importe quel retard r > 0.

Démonstration. Le résultat est obtenu de maniére semblable au Théoréme 5.4.1, qui
utilise aussi les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii (5.4.12)-(5.4.15). On dérive

(5.4.12) mais on évite I'identité (5.4.18) et on a directement

V' ()] 50y = @1 (8) A Pa(8) + 27 (t) PAy (1)
—z" () Al PCx(t —r) —a' (t—r) CTPAx (t)
—22T (t) AT PAcy (—11) + 227 () AT PB [ x(t+0)do
+20T () A] P [° Ap, (0)x (t+0)do
+227 (£) P (Auy (0) + Apy (0) — 22T (t— 1) CTP (Ans (0) + Apy (0))
—2A0, (—7“1) P (Aa(0) +Apy (0))
+2f T(t+0)dIB P (Aa;(0)+ Agp,(0))
+2f AL, (0)dOP (A4 (0) + Apy (0))
x'(t )Slx t)—al (t—r)) Sz (t—ry)
+rox " (t) Som (t) — f z" (t + 0) Sox (t + 0) db,
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on utilise (5.4.21) pour avoir une borne de V' (¢,x,)

t,xt)|(531) <z'(t)A{ Pz (t)+2' (t) PAz(t)
—a" () A PCx(t—r)) —a' (t—r))CTPAx(t)
+a T () AT PS; ' PAx (t) + 2T (t —r) WS SsWex (t — 1)
+rox ! (t) AT PS;'PA L (t) + f " (t+0)BTS,Bx (t+0)do
—H“QxT (t) Al PS;TPAx (t) f ' (t+0) WL SsWex (t +0) db
T ()P (Sgt+S5") Pe(t) +a (t) (WS SeWa+ W[ SsWg) z(t)
+z" (t—r)CTP(S;'+ Ry") PCx (t —ry) + 2" (¢) (WLS:Wa+ Wi seWg) (1)
21027 (¢ ( ) (WIPPW,+ W3 PPWg) x (t)
+2f T(t+0) (BTB+WiWg)x(t+0)dd
' (t )Slx( Y—a' (t—ry) Sz (t—r)
—l—rgscT (t) Sox (t) — [°, 2T (t+0) Sox (¢ +0) db),
(5.4.32)
ousS; >0,i=1.2..9.
Finalement, il est facile de vérifier que, s’il existe un réel positif 75 > 7, et des
matrices définies positives P, S; > 0, i = 1,9, tel que V' (t,xt)|(5.3'1) < 0, alors

(5.4.32) peut étre réécrit comme

V/ (t30)]551) < X Ex+ / 0 ' (t+0)Sz(t+6)do <0 (5.4.33)
ou -
_ [ Q)-SR 'S, (r3) A[PC
o ( CTPA Q2 (r3) — S2 (15) Ry ' S, (r5) ) =
(5.4.34)
S:=—8,+B"S,B+W3SWg+2B"B+ WiWg <0, (5.4.35)

X' = ( o' (t) ' (t—1) ) et Q;, S;, Ej_l, j = 1,2 sont définis dans le Théoréme
5.4.2. Alors (5.4.29), T < 0, est équivalente via une double transformation de Schur
appropriée [9] a (5.4.34), = < 0.

L’inégalité (5.4.34) signifie = < 0, Z;; < 0 et qu'il existe £ > 0 tel que V (t,2) <
—& || (t)|| pour n’importe quel ¢ > 0. D (t) et D (t) sont stables par 'hypothése du
Théoréme 5.4.2, voir (3.2.2) et [19], [40]. Alors, la stabilité asymptotique de (5.2.1)-

(5.2.3) est assurée par le Théoréme 3.2.1 pour n’importe quel retard ro < 3, [40].
O



92

Les conditions des Théoréme 5.4.1 et 5.4.2 sont vérifiées en termes de LMI (facile
a vérifier), mais la stabilité de Popérateur de différence D (t), (5.3.2) est un peu
plus compliquée. Ensuite on donne quelques conditions suffisantes basées sur les
techniques de commande robuste pour vérifier la stabilite de (5.3.2).

Un exemple d’opérateur stable uniformément par rapport a C ([o,00) ,R"™) est
donné par D (t) ¢ = ¢ (0) — g (t.0) . g () = Cop (—11) + Ac (tp) — [, [Bp (0) +
Agp (t+ 0,0 (0))]dd ot pour n’importe quel 4, 0 < & < 1 et pour ¢y € [0,00),

lg (L)l < (1 —=0) [lelle, Vo €C,t > to,
1.e.
C + [[Well +r2 (IB] + [WE)] < 1.

Quand D'opérateur de différence D (t) est indépendant de ¢,

Dy = (0) — Cop (—r1) — dowp (—11) — / (B+dp)p(0)do, (5.4.36)

1y
ol dp, 6c sont des matrices constantes, la stabilité de (5.3.2) est équivalente a la
stabilité asymptotique uniforme de 1’équation caractéristique correspondante (voir

Remarque (3.2.3)), i.e. les solutions de ’équation
0

det <[n —(C+dc)e " + (B + 53)/

esedﬁ) =0,5s€C,
-
ont une partie réelle négative: Re (s) < —e < 0, (¢ > 0). Cette derniére équation a
été étudiée dans [82]. On rappelle quelques résultats:
THEOREME 5.4.3 (Niculescu 2001). Si C' + 6¢ est une matrice Schur-Cohn
stable, lopérateur de différence (5.4.36) est asymptotiquement stable pour n’importe
quel ry réel positif, et o € [0,r5], tels que
1

r2 < zeéﬂlzﬁ:l p((zI =C —dc)" (B+65)) (5.4.37)
ry satisfaisant simultanément (5.4.37) et les Théorémes 5.4.1 ou 5.4.2.
THEOREME 5.4.4 (Niculescu 2001). Si C + é¢ est une matrice Schur-Cohn

stable, lopérateur de différence (5.4.36) est asymptotiquement stable pour n’importe

quel ro € [0,13], tel que

(_1+(c+5C)T<c+5C> 3 (B+05)" ) 0

(5.4.38)
15 (B +6p) -1
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ry satisfaisant simultanément (5.4.38) et les Théorémes 5.4.1 ou 5.4.2.

5.5 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, on a considéré la stabilité robuste dépendante du retard pour
une classe générale de systémes neutres. On a obtenu des conditions suffisantes qui
ont été vérifiées avec des outils LMI. On a repris le travail présenté en [98] en évitant

I’ajout de dynamique additionnelle, ce qui constitue la contribution du chapitre.
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Chapitre 6

STABILITE ROBUSTE DE
SYSTEMES NEUTRES: UNE
APPROCHE CONSTRUCTIVE

Dans ce chapitre, on présente pour la premiére fois une approche constructive
des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii "bien adaptées” & ’analyse de stabilité
robuste des systémes neutres linéaires. Cette approche consiste, en une procédure
systématique et efficace de construction de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
qui par sa structure permettent ’étude de la stabilié des systémes linéaires neutres
avec incertitudes. Ces fonctionnelles qui sont obtenues ont une borne inférieure et
supérieure de type quadratique et leur dérivée le long des solutions est négative de
sorte que, si le systéme neutre nominal est exponentiellement stable, alors ces fonc-
tionnelles permettent de trouver toujours une marge de stabilité pour les systémes
neutres avec des incertitudes dans les paramétres.

La nouveauté ici est la méthode constructive des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii et une grande partie des propriétés de la matrice de Lyapunov, qui sont

démontrées dans ce chapitre pour la classe des systémes neutres linéaires.
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6.1 INTRODUCTION

L’application de ’approche de Lyapunov-Krasovskii pour I'analyse de stabilité
présente un certain nombre de difficultés. Parmi elles, ’absence d’une méthode ou
procédure efficace pour obtenir des fonctionnelles ”bien adaptées” a I'analyse de
stabilité. La pratique la plus courante consiste en la "construction” de beaucoup de
fonctionnelles réduites, voir par exemple [40], mais il n’y pas de garantie que ce type
de fonctionnelles réduites puisse servir pour ’analyse de stabilité pour un systéme
neutre donné.

Ici on propose une procédure systématique pour obtenir des fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii qui s’appuie sous ’hypothése que le systéme neutre linéaire a
étudier est stable (cette supposition n’est pas restrictive par ce qu’on s’interesse a
I’étude de la stabilité robuste du systéme). Il existe donc toujours une fonctionnelle
de Lyapunov-Krasovskii telle que sa dérivée est négative le long des solutions du
systéme neutre [19]. On propose une fonctionnelle négative définie qui est la dérivée
d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii, et on cherche cette fonctionnelle par
integration.

Le probléme de construction des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii & partir
de leur dérivée par rapport au temps a été considéré pour les systémes a retard par
quelques auteurs, voir [91], [45], [49], [54] et [55]. Par contre, & notre connaissance,
il n’y a pas de résultat sur la construction de ce type de fonctionnelles pour les
systémes neutres.

D’une part, [49] donne quelques résultats sur la construction de fonctionnelles
de Lyapunov-Krasovskii étendus au cas des systémes retardés généralisés, mais le
type de borne qui est obtenu est cubique. Ces fonctionnelles sont importantes pour
I’analyse de la stabilité, mais elles sont inefficaces pour I'analyse de la stabilité des
systémes neutres avec incertitudes, car elles contiennent seulement des termes qui
sont fonction de 'état a I'intant présent du systéme. D’autre par [54] donne quelques
résultats sur la construction de fonctionnelles au cas des systémes rétardés et le
type de bornes qui sont obtenues est de type quadratique, de plus, ces fonctionnelles
contiennent non seulement des termes qui sont fonction de I’état a 1'instant présent

du systéme mais qui sont aussi fonction de I’état aux instants passés. [54] démontre
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que ce type de fonctionnelle permet d’étudier le probléme de stabilité robuste par
rapport aux paramétres des systémes retardés.

Dans ce chapitre, & partir de la construction de fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii, on établit de nouveaux résultats de stabilité robuste. A la différence des
résultats vérifiés en termes de LMIs, [48], [81], [98], les conditions que 1’on propose
donnent des bornes positives sur les incertitudes pour n’importe quel systéme no-
minal stable. Ici on a étendu la méthode proposée par [54] au cas des systémes a

retard de type neutre.

6.2 PRELIMINAIRES

Dans cette section, on introduit la matrice de Lyapunov et des outils qui sont
utilisés dans les sections suivantes.

Soit le systéme linéaire neutre suivant:
z(t)—Cux(t—r)=Ax(t)+Bx(t—r),t>0, (6.2.1)

ou A, B, et C sont des matrices constantes de dimension n X n, et r est un retard

positif connu. Soit la condition initiale
2o (0) =6 (0), 9 € Wy, —1r <0 <0, (6.2.2)

on note par z (+; ) la solution qui satisfait (6.2.1) presque partout pour ¢ > 0.

Maintenant, on présente la matrice de Lyapunov proposée pour les systémes
retardés dans [54], [55]. Soit le systéme (6.2.1) exponentiellement stable, alors pour
n’importe quelle matrice carrée W, la fonction matricielle [56] suivante est bien
définie:

Uw (€) := /0 T o7 (T)W® (1 + ) dr. (6.2.3)

Cette matrice a un role trés important dans la construction des fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii (voir section prochaine) et on 1’appelle matrice de Lyapunov
pour le systéme (6.2.1).

LEMME 6.2.1 (Matrice de Lyapunov). Soit le systéme (6.2.1) exponentielle-

ment stable. Alors pour toute matrice symétrique W de dimension n X n, la matrice
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de Lyapunov Uy (§) pour le systéme (6.2.1) est bien définie,

1. Uy (&) existe pour n’importe quel réel &, Uy (=€) = Uy, (§) V € >0,
2. U (0) est une matrice symétrique et

3. & Uw (&) —Uw (E—r)Cl=Uw () A4+ Uw (=) BY > 0.

Démonstration. :1. La convergence absolue de I'intégrale (6.2.3) est garantie par
(3.2.1), 'intégrale (6.2.3) converge donc pour n’importe quel réel . Comme (6.2.1)
est exponentiellement stable il existent o > 0 et v > 0 tel que ||® (&)]| < vye ¢,
¢ >0 et (6.2.3) a une borne

10w (Ol < / e (T)W<I>(r+£)Hd7§||W|l/ ye e T df6.2.4)
0 0
W] y2ee¢

— —2«

(W[ e 2¢
2a '

720&T|OO
€ 0

Alors 'intégrale (6.2.3) converge pour £ > 0. Pour montrer que I'intégrale (6.2.3)
converge pour ¢ < 0, on utilise la propriété Uy (=€) = Uy, (€). Soit Uy, (€) =
J,S@" (7 + &) W (1) dr si on utilise une changement de variable on obtient Uy}, (§) =
fooo T (WD (¢ —&)d¢, >0, comme ||Uy (€)|| = HUVT, (£)H alors (6.2.4) implique
que Uy, (€) existe et égale Uy, (—£), alors Uy (€) existe si € > 0.
2. Du fait que Uy (=€) = Uy}, (§) V € € R, alors Uy, (0) est une matrice symé-
trique.
3. (2.6.3) peut étre réécrit comme
d+
il
ou juste la différence est absolument continue et différentiable & droite pour ¢ > 0.
Alors

d
de

D)=t —1)C|=D(t)A+D(t—r)B,t>0, (6.2.5)

Uw @ =Uw €=l = % [ @7 OWeE+o-0(r+e=r)Clir
= /OOQDT (T)WdiJr[q)(T—i—{) —®(r+£—r)Cldr,
0 §
et (6.2.5) implique % Uw (&) —Uw (E—1)Cl=Uw (§)A+Uw ({—1)BVY £ >0.
0J
COROLLAIRE 6.2.2. Soit le systéme (6.2.1) exponentiellement stable. Alors

Uw (§) est continue.
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Démonstration. Si (6.2.1) exponentiellement stable, ¥ (1,6) := &' (1) W® (1 + &)
est donc intégrable sur [0,00) x R (propriété 1 du lemme 6.2.1) et (6.2.4) implique
que VU (1,€) est borné partout sur [0,00); pour chache 7 € [0,00), et £ € R fixé
lime ¢ U (7, () = U (7,€) partout sauf dans {7 = kr,k = 0,1,2,..}U{7 + {,kr,k = 0,1,2,...}

alors! Uy (§) = [;° W (7,€) dr est continue dans R, i.e.,si ¢ € Rlime_¢ [[7 U (7.6) dr =
fooo llmcﬂg \If (T,f) dT.
L]

La propriété 3 du Lemme 6.2.1 et le Corollaire 6.2.2 montrent que la différence
[Uw (&) — Uw (£ — 1) C] a une dérivée continue, le lemme suivant montre que Uy, (€)
ne satisfait pas cette derniére propriété.

LEMME 6.2.3. Soit les ensembles ouverts O := Uz Ok, O = [(k—1)rkr[.
Alors la Matrice de Lyapunov Uy (§) pour le systéme (6.2.1) est différentiable sur
O:

[e.e]

Ul (§) = — /_Oo T ()W (1 + &) dr — Z (CHYTW (kr +¢), (6.2.6)

k=0
et continuement différentiable sur Oy. Auz instants & = kr, les valeurs des sauts

sont:

dUyw

dUw - k41
% (kr+0)— —> (kr—0) ==Y _(C")"WC*" ke, (6.2.7)

ds 1=0
o C0:=1,C%:=0sik>0.

Démonstration. Par définition, ® (—7) =0, V 7 > 0, alors on récrit (6.2.3) comme
Uw (€) :/ O (M)W (r+&)dr, E eR.

Soit [® '], , la distribution réguliére [69], [21] associée & la matrice 7 qui assigne
a chaque rr,latrice (Fij () € D(Q,R™™), le réel [, ,®" (1) WF (§+7)dr, pour
£ € O, ie.
<[<I>T]M F> = /Q T (TYWF (E47)dr, £ € O
—t

1. U (¢)satisfait les conditions de continuité standard pour les fonctions Lebesgue intégrables,
voir par exemple [3];



100

Maintenant on peut choisir ; tel que ®' a seulement un saut de discontinuité au
point

T=010-1)r. (6.2.8)

En fait, on choisit pour £ € Oy :=|(k — 1) r,kr[:
Ql = O(k+l—1)- (629)

D’une part, par définition de la dérivée d’une distribution, on a

([07] F) == ([7],, .F). (6.2.10)

D’autre part, comme ®' a un saut dans Oy, on a la formule bien connue [108], [69],
[21]:
T T
[(I) }k,l - [(b Ll + 0(-1)r (6.2.11)
ol I'opérateur de Dirac 6(;_1), introduit le saut au point (6.2.8) par la sélection de 2

dans (6.2.9). De (6.2.10), (6.2.11) et (6.2.8),onaV £ € O, C O, (F), ; € D (,R"™*")

([T, F') =~ < @] N ,F>—[<I> (=1t =@ (1=1)r)] WFEE+(—1)r),
donc

d% [ T (MWE(r+&)dr=—>, <[(D,T]k,l ’F>

: (6.2.12)
ez @(U=1)rF) =@ (I -1)r7)] WF({+(1-1)r).

Ou Zl€Z<[qDIT]k7l ,F> = [T T (r)WF (£+7)dr et les sauts dans la partie
a droite de (6.2.12) peuvent étre calculés par la formule (2.6.4). Alors comme
(®;;(-) € C(UR™™) et D(,R*™") est dense sur C (£;,R"*™) [108], [69], on a
pour £ € O:

d%UW (&) = — /_OO T ()W (E+7)dr — ) (cl)T Wo(t+(1—1)r). (6.2.13)

Finalement, les sauts dans (6.2.7) peuvent étre calculés directement & partir de
[Uw (kr +0) — Uy (kr — 0)].

O

COROLLAIRE 6.2.4. Uy (§) € C>* (O,R").
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Démonstration. Comme <[CI>TL”,F> est une distribution, é <[CI>TL” ,F> existe
sur O x D (€;,R™™) et est continuement différentiable sur O;. On a directement

par récurrrence

([87],, F9) = (=17 ([297],, ,F>
+ (=1 [@UDT (1= 1)r) = U DT (1= 1)r )| WFO (¢ + (1 —1)7)
— (=1 [@UDT (1 = 1)r*) — QU- 2W((l— Dr )| WED (t+(1—1)r)

—[@T (-1t =@ (-1 r )| WFUDt+(1-1)r).
Alors pour la propriété de densité de D (€;,R"*") dans C (£2;,R"*"), on a pour
n’importe quel £ dans O :
jEJ]U f PDT (YWD (€ +7)dr
+(=1) leo [CID(J DT(I=1)rT) =0U-DT (1 =1)r )| WO (t+ (1 —-1)r)
— (1) 5 [@U T (1= 1)rt) = U (= 1) )] WD (4 (1= 1))

3, (O WU (t 4 (1—1)r).

[l
La proposition suivante montre que la matrice Uy (§) satisfait une équation

matricielle du deuxiéme ordre sans retard.

THEOREME 6.2.5 (Kharitonov et al. 2002). La matrice Uy (£) (6.2.3) est

solution de I’équation du deuxiéeme ordre sans retard suivante:
Uiy (&) = C'Ui () C = Uy (§) A= AUy (€) +
+C" Uiy (§) B~ B Uy (§) C+ A'Uw () A~ B'Uw (€) B, for £ € (0,1),
avec les conditions initiales
[CT Ul (r) = ATUW (0) = BTUw ()] +[CT Uy () = BTUy (r) = ATUw (0)] ' = W,

et
Uty (0) = U (0) A+ [CTU (r) + BTUw (r)]

ou Upy(r) = %f) - et W est la matrice donnée dans l’équation (6.2.3).
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Démonstration. : On peut réécrire ’équation neutre pour Uy, (§), dans la troisiéme

propriété du Lemma 6.2.1, comme
Uy (€) = — Uiy (r = )] C + Uw () A+ Uw (r =€) B,

grace & la deuxiéme propriété du Lemma 6.2.1. La troisiéme propriété du Lemme

6.2.1, s’écrit comme:
Uy (r =& = Uy (=8 C + Uw (r —§ A+ Uw (=€) B.

Si on substitue cette expression dans la précédente et si on utilise la seconde propriété

du Lemme 6.2.1, on arrive a I’équation:

Uy (&) = CTUW () C—BUw (§)C+Uw (§) A—
~A"Uw (r =€) C + Uy (r =€) B.

On peut différentier par rapport a &, et on obtient:

Ui (§) = CTUR (§)C = BU (&) C + Uy (§) A -
—AT U} (&) = Uw (&) A+ Uy (€ — 7) Bl + Uy (¢ = 1) B,

ou

Ui (§) = CTUR () C—B'Uy () C+ Uy (A~ AUy (&) + A'Uw (§) A+
—[Ufy (r =€) = Uw (r =) A" B,

Comme
Uy (r=&) —Uw (r—§ A= Uy (- C+Uw (=€) B,

on arrive a ’équation du deuxiéme ordre désirée:

Ui (&) = CTUR () C =B U (§) C+ Uy () A~ AUy () + A'Uw (§) A+
+C" Uy (§) B— B Uw (€) B.
La premiére condition initiale peut étre obtenue facilement si on calcule d’abord la
dérivée de
% (@T (W (7)) = [ (1 —7)C+ AD (1) + BD (1 — )] W (7)
+d " (YW [® (1 —7r)C + AD (1) + BO (1 — )],
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et aprés on intégre des deux cotés de 0 a ’co. La seconde condition initiale est une
conséquence directe du Lemme 6.2.1.
O

Ensuite, les résultats précédents sont utilisés pour la construction des fonction-

nelles de Lyapunov-Krasovskii.

6.3 CONSTRUCTION DES FONCTIONNELLES
DE LYAPUNOYV - KRASOVSKII

Dans cette section, on propose une procédure pas a pas pour la construction des
fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii pour la dérivée d’une fonctionnelle donnée
[95], [100]. Le systéme considéré est le systéme (6.2.1), pour qui on propose trois
fonctionnelles wy, wy et ws, oll wy est la fonctionnelle principale et w,, w3 sont des
fonctionnelles auxiliaires pour 1’étude de la stabilité.

THEOREME 6.3.1. Soit le sytéme (6.2.1) exponentiellement stable. Etant donné
les matrices définies positives Wi, Wy et W3 alors ’évaluation de la dérivée de la

fonctionnelle (6.5.6) donne

d
GO o ——u@®)tz0 (6.3.1)

w (@) = wi (9,W1) + w2 (o,W2) + ws (¢,W3), (6.3.2)

wy (¢, W) :=¢" (0) W1 (0) (6.3.3)

(6 W2) / 67 (6) Wao (6) df (6.3.4)

3 (9, W3) / ¢" (—r) Wsg (—r) dt (6.3.5)

v () =7 (¢, W) + / &1 (0) [(r + 0) Wa + W3] p(0)d0, W 1= W, + rWs + W,
(6.3.6)
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U(¢, W) 1= ¢(0) T [Uw (0) = CTUw (r) — Uy (r)C + CTUw (0)C](0)
+26(0)T [° [U%(r +6) — CTUL(0)] {ng(e) +C ¢ (9)} df (6.3.7)
+ [ 0 | Bo(6y) +C ¢ (91)} U (6, — 605) {qu(@) +C ¢ (92)1 d6,db,,

o v () est la fonctionnelle de Lyapunov-Krasouvskii, {z, (0) o (0)} € W[-r,0], W >
0, et Uw (§) est la matrice de Lyapunov (6.2.3) pour le systéeme (6.2.1) qui est

fonction de la matrice W.

Démonstration. : On cherche une fonctionnelle v (x;) telle que I’équation (6.3.1)

est satisfaite. Alors par intégration de (6.3.1) on a: [° “Lo(z, (0 )) (6.2.1)(6.2.2) T =
— [ w(z, (6;9))dr, ou [~ Lo (9))(6_2_1)_@'22 dr = lim,_ o v(z (740))—v(z (046)).

Comme (6.2.1) est exponentiellement stable, lim, ., v(z (7+6)) = v(0) = 0 et par
la fonctionnelle initiale (6.2.2), v(xo (€)) = v (¢). Alors la fonctionnelle v () peut

étre obtenue par la formule

v () = /000 w(z, (0;¢))dr, Yo € W. (6.3.8)

Comme w (+) a trois termes, alors la fonctionnelle v (¢) a trois termes aussi

v (@) = v1 (¢,W1) 4 va (6, Wa) + v3 (¢, W) (6.3.9)

ol v; correspond a l'intégrale de 0 & oo du terme w; dans (6.3.2). On commence la
construction de vy a partir du terme principal wy, celui-ci est choisi dans (6.3.3) parce
qu’il est le terme le plus simple qui satisfait la condition (3.2.11) dans le théoréme
(3.2.2), Alors de (6.3.2), (6.3.3), (6.3.8) et (6.3.9)

vy (¢, V1) == /OOO z" (t) Wiz (L) dt. (6.3.10)

L’equation (2.6.5) permet d’écrire x(7; ¢) comme une fonction de la condition initiale
¢ (6.2.2) et la matrice fondamentale ¢ (2.6.1).

Maintenant, on s’intérese a la seconde fonctionnelle v5, qui correspond au terme
intégral wo (6.3.4); ce terme est nécessaire pour ’analyse de la stabilité robuste dans
la section suivante. Alors de (6.3.2), (6.3.4), (6.3.8) et (6.3.9), il peut étre exprimé
dans la forme

va(p, V) = /OOO[/ (7 + 0: )W + 0 p)dB]dr (6.3.11)

-
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En changeant I'ordre d’intégration dans la double intégrale, on obtient ’expression

suivante:

vy (0, W) = / U o ( Wng()ds—i—/ooxT(s;gb)ng(s;gb)ds do, (6.3.12)

et alors

0

vs (6.W2) =T (6 Wa) + / (r+0) 67 (6) Wao (9) do), (6.3.13)

ot W5 > 0 et v sont données dans (6.3.7).

Finalement, on cherche la fonctionnelle v3 qui correspond a l'intégrale du terme
ws (6.3.5); ce terme, comme le terme précédent w, est nécessaire par 1’étude de la
stabilité robuste (voir section suivante). Alors de (6.3.2), (6.3.5), (6.3.8) et (6.3.9),

il peut étre exprimé dans la forme

vs(¢; W) := /0 e (1 —r; ) Waa(r — r; ¢)dr. (6.3.14)

On observe que

e (t =1 Q) Waz(t —r;¢) =z (t; 0)Wan(t; ¢) — %[/t_ x" (s;0)Wax(s; ¢)ds].

Si on utilise cette formule, on réécrit vs3(p,Ws3) comme

vs(6.Ws) = (6 W) + / o7 (0)Ws(8)dd

ou W5 > 0 et v sont données dans (6.3.7).
Maintenant on obtient v(¢) & partir des fonctionnelles v;(¢,V;) (6.3.9) et de la
fonctionnelle (6.3.6). Comme ¢ est n’importe quelle fonctionnelle dans W, et 2, € W,

v(¢) peut étre exprimée en termes de xy, i.e.

( 1) =2 (t)[Uw(0) = CTUw(r) — Uy (r)C + CTUw (0)Cla(t)
227 (t) [° [Ug(r +60) — CTURL(0)] [Bz(t + ) + Ci(t + 0)] db
f fo Bz t+91)+0$(t+91)]T Uw(91 —92) [Bl’(t+92)+01t(t+92)] d91d92

f " (t+0)[(r + 0)Wo + Walz(t + 0)do,
(6.3.15)

ou Uy (&) est la matrice de Lyapunov pour 1’équation (2.3.4) définie dans (6.2.3).
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Alors la fonctionnelle v(y) définie dans (6.3.9) est une fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii, i.e. v(-) a une borne inférieure et une borne suppérieure, et satisfait
la condition (3.2.10) du théoréme (3.2.2). Par construction v (-) eq. (6.3.9) et les
définitions (6.3.10), (6.3.11), (6.3.14), on a

U1([lz (O)]) = Awmin (W1) /OOO z, (0)z-(0)dr

qui satisfait (3.2.10) et est une borne inférieure de v (-) . D’autre part, de (6.3.9) et
des définitions (6.3.10), (6.3.11), (6.3.14), il est facile de vérifier que

Ty (|- ||w) - :)\maX(Wl)/Ooo[xTT(O)xT(O)—i—/thT (0)H2d6]1/2d7'

+ /0 oo[ /_ O x!(0)Wax,(0)db)dr

+ /0 T (=) Wiz (—1)dr

satisfait (3.2.10) et est une borne supérieure de (6.3.9). Alors v (-) satisfait les bornes
(4.4.23).
0

REMARQUE 6.3.1. On note que la fonctionnelle (6.3.2) satisfait les bornes suivantes

wi ([¢(0)]) < w(¢) < w2 ([9llw), (6.3.16)
w1 (19(0)[]) == Amin (W1) " (0)(0) (6.3.17)
et

0
wa (12llw) == Amax (W1) [ @]lw +/ ¢T(O)Wap(0)d0 + & (—r)Wsd(—r). (6.3.18)
REMARQUE 6.3.2. Soit le systeme (6.2.1) exponentiellement stable. Alors,

Us ([l (0)]) == w1 (2. (0)]])

satisfait (3.2.11) et la borne (6.3.17):
dtv
— (@) < —wr (2 (0)l) vVt =0.
Dans la section suivante, on utilise la fonctionnelle (6.3.9) pour I’étude de la

stabilité robuste des systémes neutres.
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6.4 STABILITE ROBUSTE

Maintenant, on suppose que les matrices A et B sont soumises & des incertitudes

de la forme suivante

ol les matrices constantes A4, Ag sont bornées par

AVRAA A < pal,,

(6.4.1)
ALRpAp < ppl,,

R4 et Rp, sont des matrices positives définies, ps et pp des nombres positifs.

Alors on considére le systéme perturbé suivant:
Yt)—Cyt—r)=A+A)yt)+(B+Ag)yt—7r),pp.t>0. (6.4.2)

Soit, le systéme (6.2.1) exponentiellement stable, on cherche des conditions sous les

quelles, le systéme incertain (6.4.2) reste stable. Ensuite, on utilise la fonctionnelle
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(6.3.9) construite pour le systéme nominal (6.2.1). Aprés des calculs directs, la dé-

rivée de v (y;) est donnée par:

d

%U (ye)

= 20" ) [Uw (0)y(t) —Uw (0)Cy (t — 1) +2 9" (t)/_OUJV(9+r)By(t+e)d9

—2y7 (1) /0 Uty (0 +7) By (t+6) do

94T (1) C" [Uiw (0) By (t) — Usw (r) By (t — )

FoyT (£ CT / 0 0T (6) By (¢ + 6) dO + 27 (£) BT / 0 UT (0) By (¢ + 0) df
£2y7 (8) Oy (1) Cy (¢ — ) + 247 (8) (U, (r) By (t) — Uy (0) By (¢ — v)]
—2yT(t—7‘)BT/O UT (6 + 1) By (t + 0) df

4247 (1) BT [U, (0) Cy (8) — U () Cy (¢ 1)

27 (§) BT U}, (r) Cy () — U (0) Cy (¢ — )]

—Q?JT(t—r)C’T/ UT (0 +r) By (t+6) df

+2yT(t—r)BT/O UITA/ 0+ r)Cy(t+0)do
-2y (t—r)CT/OUVTV(0+r)C’y(t+0)d0
+yT(t)[TW2+W3]y(t)—/ yT(t+0)Way (t+0)do —yT (t —r)Way (t — 7).

-

[’évaluation de la dérivée de v (y;) le long du systéme (6.4.2) donne aprés simplifi-

cation:

2[Aay (t) + Apy (t —1)]" Uw (0) y (t)

2[Aqy (t) + Apy (t —7)]"Uw (0)Cy (t — 1) (6.4.3)
2[Aay (t) + Apy (t —7)]7 [0 U (0 + 1) By (t + 6) do

2[Aay (1) + Ay (t =) J2, Upy (04 7) Cy (t +6) db,

ou w (-) est définie par (6.3.2). Pour obtenir ’équation (6.4.3), on a utilisé le fait
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que la dérivée par rapport au temps de v (-) dans (6.3.15) est égale a (6.3.1) par

construction.
Maintenant en utilisant (6.4.3) on obtient les conditions de robustesse suivantes:

THEOREME 6.4.1. Soit le systéme (6.2.1) exponentiellement stable, alors le sys-
téeme perturbé (6.4.2) reste stable pour toutes les incertitudes constantes satisfaisant
(6.4.1), si C est une matrice Schur-Cohn stable et s’il existe des matrices positives

Wy, Wy, W3, et un scalaire pu tels que

i) Wi > uUw (0) (R3' + Rg') Uw (0) + 2 (pal + parl);

i) Wo > uBTUw (0 + 1) (R;" + Rg") UL(6 + r) B+
+uCTU (0 + 1) (Ry" + R5") [Up (0 +1)]TC, V0 € (—r,0);
iti) Wy > pCTUw (0) (Ry' + Rz') Uw (0)C + 2 (ppl + pprl),

(6.4.4)

ou W := Wi +rWy+ Ws.

Démonstration. : Il a été montré que di

-V (y:) donnée par (6.4.3) est bornée. Alors,

si on utilise I'inégalité classique:
267¢ < TR E+ ("R, Ry >0, J = {A,B},

et ’équation (6.4.1), on a l'inégalité suivante:

d
%U (ye) < —w ()
(6.4.2)

+y7 (1) {NUW (0) (Ry" + Rp') Uw (0) + % (pal + parI) |y (t)
+uy™ (t =) [CTUW (0) (R} + Ry') Uw (0) Cly (t — )

%w (t =) [(psl + psrD)]y (¢ — 1)

+u/0 yT(t+0) [BUw (0 +7) (Ry'+ R ) UL, (0+7)B]y(t+0)do

T

+u/0yT(t+9) [CT Uw (60 +7) (R3' + R3Y) Uy (9+r)c]y(t+9)d0.

T

Si on choisit Wy, Ws, W3 satisfaisant (6.4.4) et la structure de w (¢) donnée par
(6.3.2) on obtient % < 0. Le Théoréme 3.2.2 garantit que le systéme (6.4.2) reste
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stable.

OJ

COROLLAIRE 6.4.2. Pour nimporte quelles matrices positives Wy, Wy, W3 et
w > 0, il toujours existe une marge positive de stabilité robuste donnée par les bornes
pa, pp telles que le systéme (2.8.4) est stable robustement pour n’importe quelles
incertitudes Aa, Ap qui satisfont (6.4.1), i.e. on peut trouver une solution auz

inéquations non linéaires: conditions 1),ii),iii) du théoréme 6.4.1.

Démonstration. On peut choisir n’importe quelles matrices définies positives W,
W5, W3 et n’importe quels nombres positifs p4,pp,u. Alors, on peut trouver toujours
des matrices R4, Rp, suffisamment “grandes” et incertitudes A 4, Ap qui satisfont
(6.4.1), telles que

Wi > e+ 2 (pal +parl),

Wy > €,

Wy > e+ 2 (ppl + pprl),
pour n’importe quel ¢ > 0. Alors W > % (pal + parl) > 0,Wy > 0,W;5 > %(pBI + pprl) >
0 et donc, le théoréme 6.4.1 est vérifié par les matrices R4, Rp et les incertitudes
A4, Ap qui ont été choisies.
O
REMARQUE 6.4.1. Quelles que soient les matrices Wy, Wy, Wi, il existe toujours
des nombres positifs p4, pp tels que le systéme (6.2.1) est robustement stable pour
toutes les incertitudes A4, Ap satisfaisant (6.4.1).
REMARQUE 6.4.2. Si le systéme (6.2.1) est un systéme a retard, i.e., C' = 0, alors
I'égalité (6.4.3) est simplifiée et on retrouve le résultat de stabilité de [54].

Dans la suite, on illustre les résultats sur un exemple.

6.5 EXEMPLE

On considére un systéme neutre illustratif, stable pour le retard r = 1, voir [47].

EXEMPLE 6.5.1. Soit le systéme:

. 0.1 0 . -2 0 -1 0
N R P P R e
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05 |-

Uy
U120

0s 1 15 2 25 3 35 ) u] 0s 1 15 2 25 3 35
time (s) time (s)

u21g)

0.5 1 15 2 25 3 35 a 0.5 1 15 2 25 3 35
tirme (s) tirme (s)

F1G. 6.1 — Eléments de la matrice U (t)

(exemple 4.5.1 du chapitre 4). Si on utilise la matrice de Lyapunov (6.2.3) et si on
choisit Uy (1) avec W = Wy + rWsy + W3 = 0.515 (par exemple W = 0.247645515,
Wy = 0.19931,, W3 = 0.152704515), la formule (6.4.4) donne les bornes p4 = 0.05015,
pp = 0.05013 pour les incertitudes A4, Ag et Ry = I, Rp = I, dans (6.4.1); ces
constantes assurent la stabilité du systéme incertain.

Les éléments de Uy (t) sont donnés pour 0 < ¢ < 3 (Figure 6.1) a partir de la
formule (6.2.3).

Les éléments de {/y (t) sont calculés en utilisant (6.2.6), pour 0 < ¢ < 3 (Figure
6.2)
REMARQUE 6.5.1. Dans cet exemple illustratif, les bornes pa, pp ne sont pas
optimisées par rapport aux incertitudes A4, Ap (elles ont une structure quadratique
(6.4.1)). Alors \/pa est plus grande de 10% que la valeur propre absolue la plus
—2

grande de la matrice
0 -09

> et \/pp est plus grande de 20% que la valeur

-1 0
propre la plus grande de la matrice < > )
-1 -1
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u] 0s 1 15 2 25 3 35 u] 0s 1 15 2
time (s) time (s)

03

U2t

05 1 1.5 2 25 3 348 0 05 1 1.5 2 25 3 348

-0 40
tirme (s) tirme (s)

F1G. 6.2 — Eléments de la matrice U'(t)

6.6 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, une procédure systématique est proposée pour la construction
des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii pour le systéme (6.2.1).

Il a été montré que les fonctionnelles dépendent en particulier de la matrice de
Lyapunov Uy (1) (6.2.3). Quelques propriétés ont été obtenues pour Uy (7).

Il nous semble que les matrices A 4, Ap peuvent varier dans le temps et dépendre
de y (t) et y (t — ). L'unique hypothése est qu’il est nécessaire que ces incertitudes
soient continues absolument par rapport a la variable du temps, et Lipschitz par
rapport a 'argument de 1’état ou de 1’état retardé.

D’autre part les résultats principaux qui sont obtenus sont décrits en termes
d’inégalités non linéaires, alors il faut étudier 'optimisation des bornes p4, pp dans
(6.4.4) par rapport aux incertitudes A4, Ap (elles ont une structure quadratique
(6.4.1))

Quelques résultats de stabilité basés sur les fonctionnelles ont été obtenus.

Un exemple a été proposé pour illustrer la méthodologie proposée.
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CONCLUSIONS ET
PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, on s’est intéressé au probléme de la stabilité des systémes
linéaires neutres, et plus particuliérement aux aspects de robustesse par rapport
aux paramétres de modéle dans le contexte de la stabilité, fonction de la taille du
retard.

Comme on I’a vu dans le Chapitre 1, on a démontré, & base d’exemples pratiques
comment les systémes neutres sont reliés aux modéles aux dérivées partielles de type
hyperbolique et comment les systémes retardés sont reliés aux modeéles aux dérivées
partielles de type parabolique. Dans le Chapitre 2, on a rappelé le probléme de la
valeur initiale pour les systémes neutres dans les espaces C, W;, M, =R"x L, et on
a posé et résolu le probléme de la valeur initiale pour la matrice fondamentale dans
Pespace abstrait M,,. On a considéré quelques transformations de modéle pour les
systémes neutres et parmi elles, deux ont été proposées dans le Chapitre 3 [96], [98].
La premiére transformation a utilisé la régle de Leibnitz dans I'opérateur de diffé-
rence, qui permet de traiter des problémes plus généraux que 1'utilisation de la régle
de Leibnitz dans "I’état”. La deuxiéme a permis de "transformer” un systéme neutre
en un systéme a retard classique, ce qui a permis d’établir un nouveau théoréme de
stabilité.

Dans les chapitres 4, 5 et 6 de ce mémoire, on a posé et résolu le probléme de
stabilité robuste dépendant de la taille du retard (conditions suffisantes de stabilité)
par une approche temporelle avec des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.

Pour I’étude de la stabilité, deux sortes d’approches ont été considérées: la pre-

miére se base sur la transformation de modéle et sur ’étude de la stabilité du modéle
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transformé; la seconde est une approche constructive des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii, ce qui permet d’obtenir des fonctionnelles bien adaptées au systéme
neutre considéré.

APPROCHE PAR TECHNIQUES DE TYPE LMI

On a utilisé une approche basée sur I'utilisation de la méthode directe de Lya-
punov pour les équations différentielles fonctionnelles de type neutre. L’idée est
de transformer le systéme neutre de départ en un autre modéle qui a de "bon-
nes” propriétés, et de montrer alors la stabilité du modéle transformé en utilisant
des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Les résultats sont donnés en termes de
I’existence de matrices définies positives qui satisfont une LMI.

On s’est intéressé a ’analyse de la stabilité robuste, dépendante de la taille
du retard des systémes neutres linéaires avec incertitude sur les paramétres et les
retards. On a obtenu des conditions suffisantes de stabilité vérifiées en termes d’une
LMI. Les modéles étudiés sont décrits par des équations différentielles fonctionnelles
de type neutre

%[x(t) —Cax(t—r) —Ac|=Ax(t)+ Bz (t —re) + Aa+ Ap,
ou les incertitudes Ay, Ap, Ac sont Ay (t,z(t)), Ap (t,x (t — ry)) variables dans le

temps, non linéaires et Lipschitz dans le deuxiéme argument et Ag :

1. Ac(z(t—r1)) = Az (t —ry) avec A constante dans |94];

2. A¢ (tx(t—m)) = Ecée (t,x (t — 1)) o E¢ représente la structure constante
et d¢ seulement non linéaire en ¢, [96];

3. A¢ (t,x (t —11)) = d¢ (t) x (t — ) linéaire seulement dans le deuxiéme argu-
ment mais sans partie structurée [99] comme dans le cas précédent, par contre
le résultat principal est toujours vérifié en termes d’'une LMI;

4. Dans le chapitre 5 seulement, A 4 (¢,x (t)) a une structure et A¢ (t,x (t — 1)) =
de(W)x(t—r1), A (t,x(t —re)) = dp(t)x(t —ry) sont non structurées et
quasilinéaires, mais le résultat principal est toujours vérifié en termes d’une

LMI.

Pour démontrer la stabilité dépendante de la taille du retard ro des systémes 1,

2, 3 et 4, on a utilisé une transformation de modéle. Dans 1 on a utilisé la régle de
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Leibnitz sur "’état”, et dans 2, 3 on a proposé la régle de Leibnitz sur I'opérateur
de différence D (t) p := [¢ (0) — Cp (—r1) — A (t,o (—11))], et dans 4 on a étendu
la transformation de modéle par intégration sur l'intervalle [—r9,0], (3.3.6), au cas
neutre linéaire avec incertitudes. Les transformations de modéle utilisées dans 1, 2 et
3, ou la régle de Leibnitz a été utilisée, ont le désavantage d’ajouter une dynamique
additionnelle (voir transformation 7, chapitre 4), alors que 4 évite cette dynamique
additionnelle. Finalement on remarque que dans 1, 2, 3 et 4, il est nécessaire que
Popérateur de différence D () ¢ soit stable (voir Chapitre 4); cependant en 4, on paye
le fait qu’il n’y a pas de dynamique additionnelle par la vérification de la stabilité
de Dopérateur de différence D (t) ¢ := D (t) ¢ + f?m [Bo (0) + Ap (t+ 0,0 (0))] do
(voir Chapitre 5).

APPROCHE CONSTRUCTIVE DES FONCTIONNELLES DE LYAPUNOV-
KRASOVSKII

Dans ce travail, le probléme de construction des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii avec une dérivée du temps a été proposé pour les systémes neutres [56],
[100] (Chapitre 6). A notre connaissance, il n'y a pas de résultat sur la construction
de ce type de fonctionnelles pour les systémes neutres.

Dans ce rapport, basé sur la construction des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii
on a déduit de nouveaux résultats de stabilité robuste. A la différence des résultats
vérifiés en termes de LMIs, [40], [59], [48], [81], [94], [96], [99], [98], les conditions
qui sont proposées toujours apportent des bornes positives sur les incertitudes pour
n’importe quel systéme nominal stable. Les modéles qui ont été étudiés sont décrits
par

r(t)—Cx(t—r)=Ax(t)+ Bx(t —ry) + As+ Ap, (6.6.1)

ou les incertitudes Ay, Ap sont Ay (t,x(t)), Ap(t,x(t —ry)) variables dans le
temps, non linéaires dans "I’état” et dans "I’état retardé” et structurées.

L’idée utilisée pour la construction des fonctionnelles est basée sur la représen-
tation de la matrice fondamentale (2.6.5) associée au systéme sans perturbations
(6.6.1) (A4 = Ap =0). On a supposé qu’au minimum, pour I’étude de la stabilité

robuste, cette représentation est stable avec C' une matrice Schur-Cohn stable; on a
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défini la Matrice de Lyapunov (6.2.3) pour le systéme sans perturbations (6.6.1) et fi-
nalement on a construit des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii qui sont fonction
de (6.2.3).

Finalement, on a démontré dans le Chapitre 6 quelques propriétés de la Matrice
Lyapunov (6.2.3) (existence, continuité, différentiabilité, etc. ) qui ont permis de
construire des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, et on a obtenu de nouveaux
résultats de stabilité robuste [100].

PERSPECTIVES

Des perpectives intéressantes se présentent, suite & ce travail. D’abord les mo-
déles: il semble important d’étudier le modéle pour la colonne chromatographique
appélée modéle d’équilibre-dispersif [27], parce que, pour beaucoup d’applications
il prédit les concentrations ¢; de forme précise car il prend en compte la dispersion
axiale [8] terme négligé dans le chapitre 1. On remarque qu’il existe une solution
analytique pour le modéle d’équilibré-dispersif proposé par |70] pour une colonne
de longueur infinie, mais elle est difficile a calculer et seulement des approximations
ont été utilisées. Par rapport au modéle de la ligne de transmission, il est important
étudier le modéle dans le cas de pertes dans la ligne par résistance et la stabilité des
points I’équilibre.

Dans le cadre des transformations de modeéle, il est d’intérét d’étudier dans quel
cas on peut généraliser la transformation de modéle par la régle de Leibnitz sur
Vopérateur de différence D (t)x, — D (t — 1) — 24—, = fi)r dg [D (t + 0) z440] , pour
des opérateurs de plus grande complexité, par exemple (2.2.4), méme pour la trans-
formation de modéle par intégration sur un intervalle (5.2.1). Finalement, il serait
trés intéressant d’étudier la stabilité robuste des systémes neutres sous la transfor-
mation "descriptor form” dans une approche différente du H, [32].

Pour I'approche LMI, la stabilité robuste a été analysée, donc il est important
également d’étudier la stabilisation [46] et/ou 1’observation [29] dans le cas des sys-
téemes neutres. Il est intéressant d’étudier et de réduire le degré de conservatisme
de la méthode LMI. Dans ce rapport, ont été considérées des incertitudes dans les
coefficients des matrices de I’état & I'instant ¢ et t — ry et dans 'opérateur de diffé-

rence. Mais les incertitudes sont non linéaires, variables dans le temps et structurées
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seulement dans le coefficient de I’état a 'instant ¢. Alors il est important d’étudier
la stabilité quand toutes les incertitudes sont structurées non linéaires et variables
dans le temps.

En ce qui concerne I’approche constructive des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii appliquée aux systémes neutres linéaires, il semble qu’il s’agit d’un pro-
bléme qui peut avoir beaucoup de généralisations. D’une part, dans ce mémoire on
n’a pas considéré d’incertitudes dans le coefficient de la dérivée de I’état a I'instant
t —r, donc il est intéressant de les considérer. Un travail est & effectuer pour obtenir
des méthodes numériques permettant d’obtenir la matrice de Lyapunov qui soient
simples. D’autre part les résultats principaux qui sont obtenus sont décrits en termes
d’inégalités non linéaires, alors il faut étudier I’optimisation des bornes p4, pp dans
(6.4.4) par rapport aux incertitudes A4, Ap (elles ont une structure quadratique
(6.4.1)). On peut également généraliser cette approche aux systémes linéaires géné-
ralisés (2.2.9) car il existe une matrice fondamentale associée a (2.2.9) |40] sous la
condition de stabilité de 'opérateur de différence. L’étude de la matrice fondamen-
tale associée & (2.2.9) peut étre étudiée dans I'espace produit M, = R" X W;, car

ce type de systémes est beaucoup plus complexe.
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