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Der Einfall also, eine Sache von drei vier Takten, nicht wahr, mehr nicht.

Alles Ubrige ist Elaboration, ist Sitzfleisch. Oder nicht ?

▲❡ ❉✐❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ❉r✳ ❋❛✉st✉s✱ ❚❤♦♠❛s ▼❛♥♥✳



❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❏❡❛♥ ●❛❧❧✐❡r ❡t ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈♦✐r ✈♦✉❧✉ êtr❡ ❧❡s
r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s✳
❏❡ ❧❡✉r ❡①♣r✐♠❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❙❡r❣❡ ●r✐❣♦r✐❡✛✱ ●ér❛r❞ ❇❡rr② ❡t ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❑r✐✈✐♥❡ q✉✐
♦♥t ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❥✉r②✳

❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲
▼♦❤r✐♥❣✳ ❙❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ r❡st❡r♦♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
♠♦✐✳

❊♥ ♠✬❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥t ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦❥❡t✱ ●ér❛r❞ ❍✉❡t ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❝❡ q✉✬ét❛✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
à tr❛✈❡rs ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t✳ ●r❛❝❡ à s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥❣♦✐ss❡s ❡t
❞✐✣❝✉❧tés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✉ ❥❡✉♥❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♠✬♦♥t été é♣❛r❣♥é❡s✳

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦♥t ❥✬❛✐ ♣r♦✜té à ❧✬■◆❘■❆ ❛ été ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r
t♦✉s ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❈♦q✱ ❈r✐st❛❧✱ P❛r❛ ❡t ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❧✬❛✐❞❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt❛❣❡r✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❈♦♥st❛❜❧❡ ❡t ❍❛②❛s❤✐✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❡✉rs
éq✉✐♣❡s✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✈❡❝ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ▼♦♥ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ✉♥✐✈❡rs✐tés ❞❡
❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❘②✉❦♦❦✉ ❛ été r✐❝❤❡ ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛❣ré❛❜❧❡s✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝ôt♦②❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❇❘❆ ❚②♣❡s✳
❏✬❛✐ ♣✉✐sé ❞❛♥s ❝❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐❞é❡s✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝✲
t✐✈❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝❤❡r❝❤❛✐❡♥t ❛✈❛♥t t♦✉t à ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉①✳ ❖♥ ❝✐t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❇♦♦❧❡✱
❋r❡❣❡ ❬✹✾❪ ❡t P❡❛♥♦ ❬✶✷✻❪✳ ▲❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❡♥ ✶✾✶✷ ♣❛r ❘✉ss❡❧❧ ❬✶✸✹❪ ❞✬✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❋r❡❣❡ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ❀
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❛ ♠ét❛✲♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥❡ s❡ ✈♦✉❧❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❡t
❧❡s ♣ré♦❝✉♣❛t✐♦♥s ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡s q✉❡ ❞❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✳
▲✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❛ ❝❤❛♥❣é ❝❡t ét❛t ❞❡ ❢❛✐t ✿ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts
s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té
❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❢❛s❝✐♥❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♥❛ï✈❡ q✉❡ ♣❡✉t s✉s❝✐t❡r ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ✏❢❛✐r❡ ♥❛✐tr❡ à ❧❛ ✈✐❡✑ ❡t ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❢♦r♠❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♣r❛t✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✿

✕ ❊♥ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s r✐sq✉❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞✬❡rr❡✉r✳
❈❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t sé❞✉✐s❛♥t❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

✕ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ à t❡r♠❡
❡s♣ér❡r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t à ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞✬❛✐❞❡r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ❈✬❡st
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♦✉ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

➚ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣èr❡♥t q✉❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❛ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ✈ér✐✲
t❛❜❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡r♦♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ s❛✈♦✐r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
êtr❡ ✐♥t❡r❢❛❝é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛♠❜✐t✐❡✉①✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❡✛♦rts t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✳ ▼❛✐s ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ s❛✈♦✐r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣é
♥♦tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ✈♦✐r ❡t ❞❡ ❥✉❣❡r ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ✿ ❝❡s✲❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❥✉❣és à
❧✬❛✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ❝♦♠♣t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❛rt ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♣❡♥t✱ ♦✉ ♦♥t ❞❡✈❡❧♦♣♣é✱ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ▲❡s ♣✐♦♥♥✐❡rs ♦♥t été ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ ❆✉t♦♠❛t❤✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ◆✳ ●✳ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✱
❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵ ❬✸✺❪✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❥❡t ◆✉P❘▲ ❞❡ ❘✳ ❈✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ à ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦r♥❡❧❧✱ ❍❖▲ ❞❡ ▼✳ ●♦r❞♦♥ ❡t ■s❛❜❡❧❧❡ ❞❡ ▲✳ P❛✉❧s♦♥ à ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ◆◗❚❍▼
❞❡ ❘✳ ❇♦②❡r ❡t ❏✳ ▼♦♦r❡ à ❆✉st✐♥✱ ❖❨❙❚❊❘ ❞✬❆❧❛♥ ❇✉♥❞② à ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❆▲❋ à ●öt❡❜♦r❣ ❡t ❧❡s

✺



✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✿ ▲❊●❖ à ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ❡t ❈♦q à ❧✬■◆❘■❆
❡t ❧✬❊◆❙✲▲②♦♥✳

❯♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts à t♦✉s ❝❡s s②stè♠❡s ❞✐s♣♦s❡♥t
❝❤❛❝✉♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

✕ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ✉♥ st❛t✉t s✐♥❣✉❧✐❡r ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦ù ❡❧❧❡ s♦♥t ✉♥
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✮

✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❛♥t✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ été ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❈❤✉r❝❤ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱
❞♦♥t ❞✐✈❡rs❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♠♠és ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té q✉✬✐❧ ② ❛✉r❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s
❊♥s❡♠❜❧❡s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✿ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ r❡♥❞r❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ très ❧♦✉r❞ à ✉t✐❧✐s❡r✱
à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ é♥♦r♠❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡✉r✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❉♦✇❡❦ ❬✸✽❪ ✿ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
2 + 2 = 4 ❡st ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r s②♥✲
t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s 2 + 2 ❡t 4✳ ❉❛♥s ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡s ♦✉
❞✬❛①✐♦♠❡s✳ P❧✉s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st ♣✉✐ss❛♥t✱ ♣❧✉s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡ t❡r♠❡s ❀ ❛✉t❛♥t ❞❡
♣r❡✉✈❡s s✬❡♥ ✈❡rr♦♥t s✐♠♣❧✐✜é❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✬❡st r❡♥❞✉ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s t②♣és ét❛✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ◆❛✲
t✉r❡❧❧❡✱ ❞✉❡ à ❉❛❣ Pr❛✇✐t③ ❬✶✸✵❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ❈❡tt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❬✼✶❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡ ❧❛ ♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ✿ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❣é♥❡r❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s✐♠♣❧✐✜❡ ❜✐❡♥ sûr ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣r♦♣r✐❡tés ❛❣ré❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡ ✿ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❇✐❡♥ sûr✱ ♣❧✉s ✉♥ s②stè♠❡ ❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ♣❧✉s ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❀ ♣♦✉r ❝✐t❡r ❏❡❛♥✲❨✈❡s
●✐r❛r❞✱ ✏❧❛ r♦❝❤❡ ❚❛r♣é✐❡♥❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❈❛♣✐t♦❧❡✑✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ r✐sq✉❡
❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❞❛♥❣❡r❡✉s❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ✿

✕ ■❧ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ss✐ ❧❛r❣❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✱ ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ✈✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①t❡♥t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡♣♦♥❞ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

✕ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❀
♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲♦ï❝
❈♦❧s♦♥ ♦♥t s♦✉❧✐❣♥é ❧❡s s✉❜t✐❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✕ ❆ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❛✉t❛♥t ❞❡ t❡r♠❡s
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ♣r♦❣rès ♦♥t été ❛❝❝♦♠♣❧✐s ❞❡♣✉✐s

✻



❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ ❞❡s s②stè♠❡s F ❡t Fω ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵ ❬✺✽✱ ✺✾❪✳ ❉❡
❢❛✐t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st t❡❧❧❡✱ q✉✬✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ à ♣❡✉ ♣rès ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à
❧✬ét❡♥❞r❡ ✶✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
♣♦✐♥t✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✉ λ✲
❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s✱ ♠❛✐s r❡❥♦✐♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢r❛♣♣❛♥t ❡st ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
✭✈♦✐r ♣❛r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❬✻✺✱ ✶✵✼✱ ✶✵✻❪✮ q✉✐ ❛ ♣✉ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❧✉s ❧♦❣✐❝✐❡♥s
q✉✬✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s à s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛tt❤✐❛s ❋❡❧❧❡✐s❡♥✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡tt❡
t❡♥❞❛♥❝❡✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✽✺ ♣❛r ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❡t ●ér❛r❞ ❍✉❡t ❬✷✹✱
✸✵✱ ✸✷❪✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ Fω ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳ ❈❡ s②stè♠❡✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝✐s ❡t é❧é❣❛♥t ❞❛♥s
s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉✈❛✐t✱ ❛❧♦rs✱ s❡♠❜❧❡r ❛❝❤❡✈é ✿ ❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬② ❝♦❞❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s Fω ❡t
❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st❡ ❞✬♦r❞r❡ ω ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝✬❡st ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉✐ ❛ ♠♦♥tré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♠♦t✐✈é ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s ❡♥ ✶✾✽✾ ♣❛r ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❡t
❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ❬✸✸❪ q✉✐ ❡st ét✉❞✐é ✐❝✐✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉té✱ q✉✐ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ rés✉❧t❛♥t ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ✿ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
t②♣❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ s❛♥s ❞♦✉t❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✱
❡st ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ η✲rè❣❧❡
❝♦♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦❤ér❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ét✉❞✐é❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s
sé♣❛r❡♠♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r ✿

✕ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t s✉rt♦✉t ❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡✳
✕ ❉❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
✭é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳

✕ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
■❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬✉♥ ❡✛♦rt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡s✮ ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐①✱ ❞✐s❝✉té
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ r❛♣✐❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s à tr❛✲

✶■❧ ❢❛✉t ♠♦❞ér❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠és
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t❡❧s q✉❡❧s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s t❡❧ q✉❡ Fω ét❡♥❞✉ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧à ❛✉ss✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✏s♦✉♣❧❡ss❡✑ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✏❢♦r❝❡ ❜r✉t❡✑ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳
❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✺❪✳

✼



✈❡rs q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ♦♥
♠♦t✐✈❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r✐♠✐t✐❢ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❢♦r♠❡❧s s✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✭❈❈■✮✳ ❖♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ ② ❞é♠♦♥tr❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❞♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡✳

▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❈■ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥ s❡ s❡rt ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✉❡ à ❚❛✐t ❡t ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ●✐r❛r❞✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❈■
❡st ❧♦♥❣✉❡ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❀ ♦r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡ s✐ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ❡♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té à tr❛✈❡rs ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♦ù ❧✬♦♥ s❡ s❡rt ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ s❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té
❞✉ t②♣❛❣❡✳ ❊♥ ② ❞✐s❝✉t❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r ♠❛✐s
♠❛❧✲❛❞❛♣té à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♠❛✐s ♣❧✉s ❛r❞✉ à
ét✉❞✐❡r✳

❊♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ r❡❧✐❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ✿ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t✲✜①❡ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ❈❈■✳

■❧ ❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s s❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s✮✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ♣♦✉rr❛ s❛✉t❡r t♦✉t ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❯♥❡ ❚❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r

❧✬❊①❡♠♣❧❡

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱
❡st ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ♠♦❞❡st❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✐❧❧✉str❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ à tr❛✈❡rs q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡r❛ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❡t ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ q✉✐ ❡st
❛✉ ❝÷✉r ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♥❡ s♦✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡ ♥✐ à ❛ss✐♠✐❧❡r✱ ♥✐ à ❡①♣❧✐q✉❡r✳
P❛r♠✐ ❞✐✈❡rs❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ●✐❧❧❡s
❉♦✇❡❦ ❬✸✽❪✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛rté ❡t ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❀ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s q✉❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡r s❛ ❧❡❝t✉r❡ ❛✉
♥é♦♣❤②t❡✳

✶✳✶ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✕ r❛♣♣❡❧s ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❝✬❡st ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡♣rés❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♠❛îtr✐s❡r ❝❡s
❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ q✉✬❡st ❛♣♣❡❧é à ❥♦✉❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❛❜str❛✐t❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳

▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❆❧♦♥③♦ ❈❤✉r❝❤✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ s♦♥ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é ✏▲♦❣✐q✉❡ ❞✬❖r❞r❡ ❙✉♣ér✐❡✉r✑ ✭❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ▲♦❣✐❝✮ ❬✶✻❪✳ ■❧ r❡st❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s
❧❡s ♣❧✉s é❧é❣❛♥ts ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❤✐st♦r✐q✉❡s✱
♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r q✉✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤ s✬❡st ré✈é❧é❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✱ ♣❛r❝❡
q✉✬✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥✲t②♣é✱ q✉✐ ❡st tr♦♣ ❡①♣r❡ss✐❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✳

❊♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱ t♦✉t ♦❜❥❡t ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t②♣❡✳ ❖♥ é❝r✐r❛ t♦✉❥♦✉rs t : T ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡
❧✬♦❜❥❡t t ❡st ❞❡ t②♣❡ T ✳ ❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ▼▲✱
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧✐st❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ à ✉♥ t②♣❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦❜❥❡t 0 ❡st ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ ◆❛t ✭❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✮ ✿

0 : ◆❛t

✾



P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ à t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ss♦❝✐❡r s♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ ▲❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❡st ❞♦♥❝
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✈❡rs ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ A → B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♦✉ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ A ✈❡rs ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ B✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
s✉❝❝❡ss❡✉r S✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

S : ◆❛t→ ◆❛t
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t✱ ❜✐❡♥ sûr✱ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦✐t ❞✉ t②♣❡ ❞❡♠❛♥❞é✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S à ❧✬❛r❣✉♠❡♥t O ❡st ♥♦té❡ (S 0)✳ ❈♦♠♠❡ S ❡st ❞❡ t②♣❡ ◆❛t → ◆❛t✱
♦♥ ❛ ✿

(S 0) : ◆❛t
(S (S 0)) : ◆❛t
. . .

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❯♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s
❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ✿ (. . . (f a1) . . . an) s❡r❛ ♥♦té
(f a1 . . . an)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ f(x) ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♠ét❛✲♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧♦rsq✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ f ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✮✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✏λ✲❝❛❧❝✉❧✑ ét❛♥t rés❡r✈é❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞✉
❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♦✉ λ✲♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
q✉✐ à ✉♥ ♦❜❥❡t x ❞❡ t②♣❡ A ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♦❜❥❡t M ❡st ♥♦té❡ λx : A.M ♦✉ [x : A]M ✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t M ✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té s✉r
✉♥ t②♣❡ A ✿

[x : A]x : A→ A

❘è❣❧❡s

❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s q✉❡❧q✉❡s t❡r♠❡s très s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥♦♥✲❞é✜♥✐❡s ✭♦✉ ✏❧✐❜r❡s✑✮✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❧❡ t②♣❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞és✐❣♥é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡ ❣r❡❝q✉❡ ✭Γ ♦✉ ∆✮ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s
❝♦♠♣♦sé❡s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥ t②♣❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r [] ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡✱ ❡t ♣❛r Γ :: (x, T )
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❛ ♣❛✐r❡ (x, T )✳ ❯♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥
tr✐♣❧❡t ✭❝♦♥t❡①t❡✱ t❡r♠❡✱ t②♣❡✮✳ ❖♥ é❝r✐t

Γ ⊢ t : T

♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ t ❡st ❞❡ t②♣❡ T ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦♠❡ttr❡ ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ✈✐❞❡ ♦✉ q✉✬✐❧ s❡r❛ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡ ❞❡✈✐♥❡r✳

❱♦✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✿

Γ ⊢ t1 : A→ B Γ ⊢ t2 : A

Γ ⊢ (t1 t2) : B

Γ :: (x,A) ⊢ t : B

Γ ⊢ [x : A]t : A→ B

Γ ✇❢ (x,A) ∈ Γ

Γ ⊢ x : A

Γ ⊢ A : ❙❡t x /∈ Γ

Γ :: (x,A) ✇❢

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t②♣❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡✳ ▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ✇❢ s✐❣♥✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ Γ ❡st ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❀ Γ ⊢ A : ❙❡t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ A

✶✵



❡st ✉♥ t②♣❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ▲❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❢r❛❣♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❈❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
→✱ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✱ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❡♥
✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ✇❢✳

❘é❞✉❝t✐♦♥

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ([x : A]M N) s❡ β✲ré❞✉✐t ❡♥ M [x \N ]✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ M ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛ été r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r N ✭❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳✮ ❖♥ é❝r✐t ✿

([x : A]M N) ⊲β M [x \N ].

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

[x : A](M x) ⊲η M s✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s M.

▲❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❡①t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡s ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

[x : ◆❛t](f x) ⊲η f.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ f ❡t [x : ◆❛t](f x) ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❡✉ ❞❡ s❡♥s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✉s✉❡❧❧❡s✳

❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❡rr❛ s✉rt♦✉t
❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ t②♣❛❣❡✳

✶✳✷ Pré❞✐❝❛ts✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts

▲✬❛✉tr❡ ✈♦❧❡t ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡st q✉❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s
❡st ❡♥r✐❝❤✐ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❝❡✉①✲❝✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❙✐ ✉♥ t②♣❡ P ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ P ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♣r♦✉✈❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s t②♣❡s ❤❛❜✐tés✳ P♦✉r s✬❤❛❜✐t✉❡r à ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❡②t✐♥❣ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ t②♣é❡ ✿

✕ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ A ∧B ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ B

✕ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ A ∨ B ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ A s♦✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ B✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ét❛♥t ✉♥ ❞r❛♣❡❛✉ ✭✢❛❣✮ ✐♥❞✐q✉❛♥t
s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ♦✉ ❞❡ B

✕ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A⇒ B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ B à ♣❛rt✐r
❞❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A

✕ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ∃x : A.P (x) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t x0

❞❡ t②♣❡ A ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P (x0)

✶✶



✕ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ∀x : A.P (x) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ♦❜❥❡t
x0 ❞❡ t②♣❡ A ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (x0)✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✐t ❞❡s ♣❛✐r❡s ✭t②♣é❡s✮ s♦✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱
❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✳
▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✿

✕ ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✿ s✐ ❧❡s t②♣❡ A ❡t B r❡♣rés❡♥t❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s A ❡t B✱ ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t ✭s♦✉✈❡♥t ♥♦té A ∗B✮ r❡♣rés❡♥t❡
❜✐❡♥ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ A ∧B✳

✕ ▲❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ s♦♠♠❡ ✿ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ A + B s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡ A ∨B✳

✕ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥✜♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ✢è❝❤❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ A→ B
❛ss♦❝✐❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ B ✭♣r❡✉✈❡ ❞❡ B✮ à t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ A ✭♣r❡✉✈❡ ❞❡ A✮✳ ❈❡t
♦❜❥❡t ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A⇒ B✳

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t très ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡
♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❝♦♠♠❡ ❊✈❡♥✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ♣❛r✐té✳ ❯♥
t❡❧ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ à t♦✉t ❡♥t✐❡r n ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭n ❡st ♣❛✐r✳✮ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
ét❛♥t ✉♥ t②♣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❙❡t✱ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❡st ❞❡ ❧❡ t②♣❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s✴♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ✿

❊✈❡♥ : ◆❛t→ ❙❡t
❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ n : ◆❛t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✿

(❊✈❡♥ n) : ❙❡t
▲✬♦❜❥❡t (❊✈❡♥ n) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t②♣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ n ❀ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ n✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ q✉✐
♣❡r♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❛♥s ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❡st ❞♦♥❝ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈✬❡st ❡❧❧❡✱ ❜✐❡♥ sûr✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡ s❛ ♣♦rté❡ à
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ A→ B ❀ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡ t②♣❡
❞✉ rés✉❧t❛t B ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t x : A✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ → ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (x : A)B✱ ♦ù x ❡st ❧✐é❡✱
❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❞❛♥s B✳ ❖♥ ❧✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✏♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ t②♣❡ A✱ B✑✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❍❡②t✐♥❣ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✿ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
∀x : A.B(x) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t x0 ❞❡ t②♣❡ A ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ B(x0)✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡

(x : A)B.

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♣r♦❞✉✐ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s
t②♣❡s ✢è❝❤❡s✱ ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

Γ :: (x,A) ⊢ B : ❙❡t

Γ ⊢ (x : A)B : ❙❡t

Γ ⊢ t1 : (x : A)B Γ ⊢ t2 : A

Γ ⊢ (t1 t2) : B[x \ t2]

✶✷



■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✢è❝❤❡✳ ❖♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ A → B ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ (x : A)B ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ✭♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s✮ ❞❛♥s B✳
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ✢è❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❛s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✐t ❞❡ ✏❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✑ ❞✉ à Pr❛✇✐t③ ❬✶✸✵❪✳ ❘❡✲
♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ✿

❉❛♥s ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ✉♥✐✜❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✴❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✴é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r
✉♥✐✈❡rs❡❧✳

◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ◆❛t → ❙❡t ✭❡♥ ❢❛✐t
(x : ◆❛t)❙❡t✮ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❊✈❡♥✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✿

Γ :: (x,A) ⊢ K : ❚②♣❡

Γ ⊢ (x : A)K : ❚②♣❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ◆❛t → ❙❡t : ❚②♣❡✳ ▲✬♦❜❥❡t ❚②♣❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ❙❡t✱
❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❙❡t : ❚②♣❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❚②♣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✭❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s t②♣❡s✳✮

✶✳✸ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t q✉❡ ([x : ◆❛t]x 0) ❡t 0 ❞és✐❣♥❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ =βη s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛
❝❧♦t✉r❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ⊲β ❡t ⊲η✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿

Γ ⊢ t : T Γ ⊢ T ′ : s T =βη T ′

Γ ⊢ t : T ′

❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✳ P♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ p ❞❡ (P 0)✱ ❛❧♦rs p ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P ([x : ◆❛t]x 0))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✏❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✑ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ 0 ❡st é❣❛❧ à ([x : ◆❛t]x 0)✳
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❛✉ s②stè♠❡✱ ♣❧✉s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡
t❡r♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❉❡ ❧à ❧✬✐♥t❡rêt ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❛✉ss✐ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s q✉✐ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s
❧♦✐♥✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❧❡r ❞❡ ❣r❛t✉✐té ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
r❡st❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ✈❡rr❛
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉✐ ✈ér✐✜❡ s✐ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❛ ❝❧é ❞❡ ✈♦✉t❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❢❛✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ tr♦♣ ét❡♥❞r❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ◆✉P❘▲ ❬✷✶❪ r❡♥♦♥❝❡♥t à ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té
❞✉ t②♣❛❣❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

✶✸



✶✳✹ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t rés✉♠❡r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ✐❞é❡s ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
t②♣❛❣❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡
❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✭t❡r♠❡s✱ t②♣❡s✱ ❡t❝✳✮ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡
❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✈✉s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❙❡t ❡t ❚②♣❡✳ ▲❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✿

t := x | (t t) | [x : t]t | (x : t)t | s

♦ù s ❞és✐❣♥❡ ❙❡t ♦✉ ❚②♣❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❛❧♦rs ✿

( ❆①1) [] ⊢ ❙❡t : ❚②♣❡

(Pr♦❞✲s)
Γ :: (x : t1) ⊢ t2 : s

Γ ⊢ (x : t1)t2 : s
(▲❛♠)

Γ ⊢ (x : t1)t2 : s Γ :: (x : t1) ⊢ t : t2

Γ ⊢ [x : t1]t : (x : t1)t2

(❲)
Γ ⊢ t : s Γ ⊢ A : B x /∈ Γ

Γ :: (x : t) ⊢ A : B

(❱❛r)
Γ ⊢ t1 : t2 (x, t) ∈ Γ

Γ ⊢ x : t
(❆♣♣)

Γ ⊢ t2 : (x : T1)T2 Γ ⊢ t1 : T1

Γ ⊢ (t2 t1) : T2[x \ t1]

(❈♦♥✈)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T1 : s Γ ⊢ T2 : s T1 =βη T2

Γ ⊢ t : T2

✶✳✺ ▲❡ rô❧❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈é✲
r✐✜❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ N q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

✕ 0 ∈ N ✭✵ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✮
✕ ❙✐ n ∈ N ❛❧♦rs n + 1 ∈ N ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝❧♦s ♣❛r s✉❝❝❡ss❡✉r✮✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥

tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✱ ♦ù ✐❧ s✬✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❈♦q✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♥❛t ✿ ❙❡t ❂

✵ ✿ ♥❛t ⑤ ❙ ✿ ♥❛t ✲❃ ♥❛t✳

q✉✐ ❝♦♥str✉✐r❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ◆❛t : Set✱ 0 : ◆❛t✱ S : ◆❛t → ◆❛t✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ◆❛t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs 0 ❡t S ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

◆❛t❴r❡❝ : (P : ◆❛t→ Set)(P 0)→ ((m : ◆❛t)(P m)→ (P (S m)))→ (n : ◆❛t)(P n)
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t P s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ s✐ (P 0) ❡st ✈ér✐✜é✱ ❡t s✐ (P (S m)) ❡st ✈ér✐✜é

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (P m)✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ P ✳ ❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ♥❡✉✈✐è♠❡ ❛①✐♦♠❡

✶✹



❞❡ P❡❛♥♦ ❬✶✷✻❪✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r ❞ès ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡ s♦♥t
♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉♥✐s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(◆❛t❴rec P p0 pS 0) ⊲ p0

(◆❛t❴rec P p0 pS (S n)) ⊲ (pS n (nat❴rec P p0 pS n)).

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡ t②♣❛❣❡ ✿ ♦♥ ❛✉r❛ P :
◆❛t→ ❙❡t✱ p0 : (P 0)✱ pS : (m : ◆❛t)(P m)→ (P (S m))✱ ❡t ❞♦♥❝ ✿

(◆❛t❴rec P p0 pS 0) : (P 0)
(◆❛t❴rec P p0 pS (S n)) : (P (S n)).

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r ❞ès à ♣rés❡♥t q✉❡ ◆❛t❴r❡❝ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❡✉r q✉❛tr✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (S m)✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (nat❴rec P p0 pS) ❡st r❛♣♣❡❧é❡ s✉r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t n✳
❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ T ❞❡ ●ö❡❞❡❧✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♠❛✐s ✐❝✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ t②♣❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✜♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡tr♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s❛♥s t②♣❡
❞é♣❡♥❞❛♥ts ❀ s♦✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

◆❛t❴r❡❝′ = [P : ❙❡t](◆❛t❴r❡❝[n : ◆❛t]P ) : (P : ❙❡t)P → (◆❛t→ P → P )→ ◆❛t→ P.

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ◆❛t❴r❡❝′ s❡r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆❛t❴r❡❝✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é✲
♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ◆❛t❴r❡❝ ❡t ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ◆❛t❴r❡❝′✳ ❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❣é♥èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❧✉s
t❛r❞✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
✈❡r❜❛t✐♠ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❈♦q✳ ❊♥ ❡✛❡t ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✳✳✳ ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ♥❡
❞és✐❣♥❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳

✶✳✺✳✶ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s r❛♣♣❡❧❧❡ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ▼▲ ❬✹✼✱ ✾✾✱ ✶✵✸✱ ✸✹✱ ✹✱ ✾✷❪✳ ❉❡ ❢❛✐t✱
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ❈♦q ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❙♦♠♠❡s ❡t Pr♦❞✉✐ts

P❛r♠✐ ❧❡s t②♣❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ❉♦♥♥♦♥s✲♥♦✉s ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B✱ q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s
❞é❥à ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ A ❡t B ✭s♦✉✈❡♥t ♥♦té A ∗ B✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ♣❛✐r❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ Pr♦❞❆❇ ✿ ❙❡t ❂

♣❛✐r❆❇ ✿ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ Pr♦❞❆❇✳

✶✺



▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ét❛♥t ✿
Pr♦❞❆❇❴r❡❝ : (P : Pr♦❞❆❇→ ❙❡t)((a : A)(b : B)(P (pairAB a b)))→ (p : Pr♦❞❆❇)(P p)

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ A ❡t B✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ A + B✱ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t②♣❡ ❞♦♥t ❧❡s ❤❛❜✐t❛♥ts s♦♥t s♦✐t ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ A✱ s♦✐t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ B✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥és ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ♦♥
s❡ tr♦✉✈❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s
❞❡ A ❡t B r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✈❡rs ❧❡ t②♣❡ s♦♠♠❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❙✉♠❆❇ ✿ ❙❡t ❂

❧❡❢t ✿ ❆ ✲❃ ❙✉♠❆❇

⑤ r✐❣❤t ✿ ❇ ✲❃ ❙✉♠❆❇✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
❙✉♠❆❇❴r❡❝ : (P : SumAB → ❙❡t)((a : A)(P (❧❡❢t a))) → ((b : B)(P (r✐❣❤t b))) → (s :

SumAB)(Ps)

❚②♣❡s ré❝✉rs✐❢s

❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡st q✉❡ ❝❡ t②♣❡
❡st ré❝✉rs✐❢ ✿ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r S ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ t②♣❡ ◆❛t✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ré❝✉rs✐❢ ❤❛❜✐té✳
❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ré❝✉rs✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧✐st ✿ ❙❡t ❂

♥✐❧ ✿ ❧✐st

⑤ ❝♦♥s ✿ ❆ ✲❃ ❧✐st ✲❃ ❧✐st✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ tr❡❡ ✿ ❙❡t ❂

❧❡❛❢ ✿ tr❡❡

⑤ ♥♦❞❡ ✿ ❆ ✲❃ tr❡❡ ✲❃ tr❡❡ ✲❃ tr❡❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st r❡✢été ♣❛r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡s
❞❡r♥✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡s ❞✐t ✏str✉❝t✉r❡❧s✑ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞é✜♥✐❡s ✿

tr❡❡❴r❡❝ : (P : tree → ❙❡t)
(P leaf)→
((a : A)(T1 : tree)(P T1)→ (T2 : tree)(P T2)→ (P node a T1 T2))→
(T : tree)(P T )

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐r♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é ❀ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s t②♣❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❙❚ ✿ ❙❡t ❂

✐♦t❛ ✿ ❙❚

⑤ ❆rr ✿ ❙❚ ✲❃ ❙❚ ✲❃ ❙❚✳

✶✻



❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ♣♦✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t❡r♠ ✿ ❙❡t ❂

✈❛r ✿ ♥❛t ✲❃ t❡r♠

⑤ ❛♣♣ ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠

⑤ ❛❜s ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✳

✶✳✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❛r❛♠❡tré❡s

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣❡✉ r❡str✐❝t✐✈❡ ✿ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❧✐st❡s✱ ❛r❜r❡s✱
s♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s t②♣❡s A ❡t B ❞♦♥♥és✳ ▲❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s✱ ♦✉
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✈❡rs ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❡♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✐st ✿❙❡t→❙❡t✳ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❈♦q ❡st ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧✐st ❬❆✿❙❡t❪ ✿ ❙❡t ❂

♥✐❧ ✿ ✭❧✐st ❆✮

⑤ ❝♦♥s ✿ ❆✲❃✭❧✐st ❆✮✲❃✭❧✐st ❆✮✳

♦ù ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❙✉♠ ❬❆✱❇✿❙❡t❪ ✿ ❙❡t ❂

✐♥❧ ✿ ❆✲❃✭❙✉♠ ❆ ❇✮

⑤ ✐♥r ✿ ❇✲❃✭❙✉♠ ❆ ❇✮✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥ts✱ à ❝❡❧❛ ♣rès✱ q✉✬✐❧s s♦♥t ❡✉①
❛✉ss✐ ❛✉ss✐ ♣❛r❛♠❡trés ✿
❧✐st❴r❡❝ : (A : ❙❡t)(P : (list A) → ❙❡t)

(P (nil A))→
((a : A)(l : (list A))(P l)→ (P (cons A a l)))→
(l : (list A))(P l)

❙✉♠❆❇❴r❡❝ : (A,B : ❙❡t)(P : (Sum A B)→ ❙❡t)
((a : A)(P (left A B a)))→ ((b : B)(P (right A B b)))→ (s : (Sum A B))(P s)

✶✳✺✳✸ Pré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s

▲❡s t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t t♦✉s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥és✳ ■❧s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ▼▲✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ♦♥
♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✿ ❊✈❡♥ ❡st
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣ré❞✐❝❛t ✈ér✐✜é ♣❛r ✵ ❡t ✈ér✐✜é ♣❛r (S (S n)) s✬✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ♣❛r n✳ ❊♥ ❈♦q✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊✈❡♥ ✿ ♥❛t ✲❃ ❙❡t ❂

❊✈❡♥✵ ✿ ✭❊✈❡♥ ❖✮

⑤ ❊✈❡♥❙ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭❊✈❡♥ ♥✮✲❃✭❊✈❡♥ ✭❙ ✭❙ ♥✮✮✮✳

✶✼



❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❊✈❡♥✱ ❊✈❡♥✵ ❡t ❊✈❡♥❙ ❛tt❡♥❞✉s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿
❊✈❡♥❴r❡❝ : (P : ◆❛t→ ❙❡t)

(P 0)→
((n : ◆❛t)(❊✈❡♥ n)→ (P n)→ (P (S (S n))))→
(n : ◆❛t)(❊✈❡♥ n)→ (P n)

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs✳

➱❣❛❧✐té

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢ ❝❡❧✉✐✲❧à✱ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣ré❞✐❝❛t ré✢❡①✐❢ ✦ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ t②♣❡ A : ❙❡t ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t a : A ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✏êtr❡ é❣❛❧ à a✑ ❝♦♠♠❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊q❛ ✿ ❆ ✲❃ ❙❡t ❂

r❡❢❧❛ ✿ ✭❊q❛ ❛✮✳

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✈ér✐✜é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r a✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡st q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ✿
❊q❛❴r❡❝ : (P : A→ ❙❡t)(Pa)→ (x : A)(Eqa x)→ (P x)

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ✐♥térêt à ♣❛r❛♠étr❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r A ❡t a✱ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊q ❬❛✿❆❀❛✿❆❪ ✿ ❆ ✲❃ ❙❡t ❂

r❡❢❧ ✿ ✭①✿❆✮✭❊q ❆ ❛ ①✮

▲❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ s❡ tr❛❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❣râ❝❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❣râ❝❡ ❛✉① t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s
t②♣❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t s♦♠♠❡s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❧♦♥❣❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s✐❣ ❬❆✿❙❡t❀P✿❆✲❃❙❡t❪ ❂

❡①✐st ✿ ✭❛✿❆✮✭P ❛✮✲❃✭s✐❣ ❆ P✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✱
♠❛✐s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ♣❡✉t✱ ✐❝✐✱ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❍❡②t✐♥❣ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ sûr à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿

sig❴r❡❝ : (A : ❙❡t)(P : A→ ❙❡t)(Q : ❙❡t)((x : A)(P x)→ Q)→ (sig A P )→ Q

▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❞é✜♥✐ss❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t t❡r♥❛✐r❡
s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❝♦♠♠❡ ❧✐st❡s ❞❡ t②♣❡s ✿

✶✽



■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✿ ❙❡t ❂

♥✐❧ ✿ ❝♦♥t❡①t

⑤ ❝♦♥s ✿ ❙❚ ✲❃ ❝♦♥t❡①t ✲❃ ❝♦♥t❡①t✳

❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉✬✉♥ t②♣❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥♣♦s ❬❚✿❙❚❪ ✿ ❝♦♥t❡①t ✲❃ ♥❛t ✲❃ ❙❡t ❂

✐♥♣♦s❝❛r ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭✐♥♣♦s ❚ ✭❝♦♥s ❚ ●✮ ❖✮

⑤ ✐♥♣♦s❝❞r ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭♥✿♥❛t✮✭❚✶ ✿ ❙❚✮

✭✐♥♣♦s ❚ ● ♥✮✲❃✭✐♥♣♦s ❚ ✭❝♦♥s ❚✶ ●✮✭❙ ♥✮✮✳

❆ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❲❚t ✿ ❝♦♥t❡①t ✲❃ t❡r♠ ✲❃ ❙❚ ✲❃ ❙❡t ❂

❱❛rt ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❚✿❙❚✮✭✐♥♣♦s ❚ ● ♥✮✲❃✭❲❚t ● ✭✈❛r ♥✮ ❚✮

⑤ ❆♣♣t ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❆✱❇✿❙❚✮✭t✶✱t✷✿t❡r♠✮

✭❲❚t ● t✶ ✭❆rr ❆ ❇✮✮✲❃✭❲❚t ● t✷ ❆✮✲❃✭❲❚t ● ✭❛♣♣ t✶ t✷✮ ❇✮✳

⑤ ▲❛♠t ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❆✱❇✿❙❚✮✭t✿t❡r♠✮

✭❲❚t ✭❝♦♥s ❆ ●✮ t ❇✮✲❃ ✭❲❚t ● ✭❧❛♠ t✮ ✭❆rr ❆ ❇✮✮✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ét❛♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ t❡r♠❡ t②♣é✱
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ s✉♣❡r✢✉✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✶ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❬❚✿❙❚❪ ✿ ❝♦♥t❡①t ✲❃ ❙❡t ❂

✐♥❝❛r ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭✐♥ ❚ ✭❝♦♥s ❚ ●✮✮

⑤ ✐♥❝❞r ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❚✶✿❙❚✮✭✐♥ ❚ ●✮✲❃✭✐♥ ❚ ✭❝♦♥s ❚✶ ●✮✮✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❲❚ ✿ ❝♦♥t❡①t ✲❃ ❙❚ ✲❃ ❙❡t ❂

❱❛r ✿ ✭❚✿❙❚✮✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭✐♥ ❚ ●✮✲❃✭❲❚ ● ❚✮

⑤ ❆♣♣ ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❆✱❇✿❙❚✮

✭❲❚ ● ✭❆rr ❆ ❇✮✮✲❃✭❲❚ ● ❆✮✲❃✭❲❚ ● ❇✮

⑤ ▲❛♠ ✿ ✭●✿❝♦♥t❡①t✮✭❆✱❇✿❙❚✮✭❲❚ ✭❝♦♥s ❆ ●✮ ❇✮✲❃✭❲❚ ● ✭❆rr ❆ ❇✮✮✳

✶✳✺✳✹ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té

▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✐♥tér❡ssés ❛✉① t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ t♦✉t t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉rs✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❝❡s
t②♣❡s s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s
❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❆✉ss✐ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st✲✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✶❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❝❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞❡
❇r✉✐❥♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✐♥ ❚ ✭❝♦♥s ❚ ●✮✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✐♥ ✳✳✳✮ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡
q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳

✶✾



▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ I✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s t②♣❡s C1 . . . Cn ❞❡ s❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ I ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✭♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t②♣❡
❞é♣❡♥❞❛♥t✮ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ I : ❙❡t✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛tt❡♥❞ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ I✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❛✈❡❝ 1 ≤ i ≤ n ✿

Ci = (xi
1 : U i

1)(x
i
2 : U i

2) . . . (xi
ni

: T i
ni

)I

♦ù ni ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ n✲✐è♠❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ I✳ ▲❡s t②♣❡s U i
j ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts

♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ I✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❛✈❡❝ I = ◆❛t✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r S ❡st ❞❡ t②♣❡ ◆❛t→ ◆❛t✱ ❡t ❞♦♥❝ n2 = 1 ❛✈❡❝ U2

1 = ◆❛t✳
▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✈✐s✲à✲✈✐s

❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t U j
i ✱

✶✳ s♦✐t I ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s U j
i ✱ ❡t ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢✱

✷✳ s♦✐t U j
i ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (y1 : V1) . . . (ym : Vm)I✱ ♦ù I ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s Vk✱ ❡t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t

❡st ❛❧♦rs ré❝✉rs✐❢✳

❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢s ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭♣r♦❞✉✐t✱ s♦♠♠❡✮ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡
q✉❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✶✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ✷ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♦✉
❧❡s ❧✐st❡s✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r S ❡st ◆❛t✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❝❛s ❞✉ s❝❤é♠❛
(y1 : V1) . . . (ym : Vm)◆❛t✳

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❛♥s t♦✉t❡ s❛ ❣é♥ér❛❧✐té ✿ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❝✐✲❞❡ss✉s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (y1 : V1) . . . (ym : Vm)I ❛✈❡❝ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s y1 . . . ym ❡t V1 . . . Vm ♥♦♥✲✈✐❞❡s✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❛✈❡❝ ❛r❣✉♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ❙❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q ❡st ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❖r❞ ✿ ❙❡t ❂

❖♦ ✿ ❖r❞

⑤ ❙♦ ✿ ❖r❞ ✲❃ ❖r❞

⑤ ❧✐♠ ✿ ✭♥❛t ✲❃ ❖r❞✮ ✲❃ ❖r❞✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❖♦ ❡t ❙♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ✵ ✭③ér♦✮ ❡t ❛✉ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①✳
▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❧✐♠ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ s✉✐t❡ f ❞✬♦r❞✐♥❛✉① r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭ré✉♥✐♦♥✮ ❞❡
❝❡tt❡ s✉✐t❡ ✷✳

■♥❞✐q✉♦♥s ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ ✿

✷❇✐❡♥ sûr ✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①✱ ❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ✿ t♦✉s ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉① ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡♣rés❡♥tés✳ P❧✉s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① r❡♣rés❡♥tés ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱
❡t ❡st ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré✳

✷✵



Ord❴r❡❝ : (P : Ord→ ❙❡t)
(P Oo)→
((y : Ord)(P y)→ (P (So y)))→
((y : ◆❛t→ Ord)((n : ◆❛t)(P (y n)))→ (P (lim y)))→ (o : Ord)(P o)

(Ord❴r❡❝ P p0 pS pl Oo) ⊲ pO

(Ord❴r❡❝ P p0 pS pl (Sox)) ⊲ (pS x (Ord❴r❡❝ P p0 pS pl x))
(Ord❴r❡❝ P p0 pS pl (lim f)) ⊲ (pl f [n : ◆❛t](Ord❴r❡❝ P p0 pS pl (f n)))

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❝♦rr❡❝t❡s

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ✐♥t❡r❞✐t ❡st ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❝❛s U j
i = I → I ❀ ❛✉ss✐ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st r❡❢✉sé❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞ ✿ ❙❡t ❂

❈ ✿ ✭❛❜s✉r❞ ✲❃ ❛❜s✉r❞✮ ✲❃ ❛❜s✉r❞✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡❝✐ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❢♦rt❡♠❡♥t t②♣é✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❈❆▼▲ ❬✹✼❪✱ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t✲✜①❡✳ ❊♥ ❈❆▼▲ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❡st ✿

★ t②♣❡ ❛❜s✉r❞ ❂ ❈ ♦❢ ❛❜s✉r❞ ✲❃ ❛❜s✉r❞❀❀

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❈❆▼▲✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs t②♣❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ t②♣❡
❛❜s✉r❞ ✲❃ ❛❜s✉r❞ ✿

★ ❧❡t ❢ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈ ❣✮ ✲❃ ❣ ✭❈ ❣✮❀❀

❢ ✿ ❛❜s✉r❞ ✲❃ ❛❜s✉r❞ ❂ ❁❢✉♥❃

❡t ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢ ✭❈ ❢✮ ✈❛ ❜♦✉❝❧❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❛❜s✉r❞ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✉s✉❡❧✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é
❛✉ t②♣❡ ❛❜s✉r❞✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s t❤é♦r✐q✉❡✳

✶✳✺✳✺ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ét❛✐❡♥t ✐♥❢érés ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❀ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣rés✐❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉
♣❛r❧❛♥t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❆✉ss✐ ❡st✲✐❧✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♥s❡✐❧❧é
❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❝❛s ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ I✱ ❡t ❧❡s t②♣❡s T1 . . . Tn

❞❡ s❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ C1 . . . Cn ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ ∀i.Ci : Ti✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡

✷✶



♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
✭♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❡①❤❛✉st✐❢ ❡t très s✐♠♣❧❡✱ ✈♦✐r ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Irec❴nodep q✉✐
❛tt❡♥❞ tr♦✐s s♦rt❡s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ✿

✕ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝♦♥str✉✐r❡ ❀ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❞❡str✉❝t✉r❡r✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s P : Set✳

✕ ❊♥s✉✐t❡ ✈✐❡♥♥❡♥t n t❡r♠❡s f1 . . . fn q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s n ❜r❛♥❝❤❡s ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❞❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ I✳

✕ ❊♥✜♥ ❧✬♦❜❥❡t t ❞❡ t②♣❡ I q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞éstr✉❝t✉r❡r✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡s f1 . . . fn s♦✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣és✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✿

(Irec❴nodep P f1 . . . fn t) : P.

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ∆{Ti, P} ❧❡ t②♣❡ r❡s♣❡❝t✐❢ ❞❡ fi✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ Irec ❡st ❛❧♦rs ✿

Irec❴nodep : (P : Set)(f1 : ∆{T1, P}) . . . (fn : ∆{Tn, P})I → P.

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ s♦✐t ❞✐t ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ P ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ t ❀
s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t P : I → ❙❡t✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ∆{Ti, P}✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ✐❧ ②
❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Ci u1 . . . uni)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs uj : U i

j ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ Ci s♦✐t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ I ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡s U i

j ❀ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(Irec❴nodep P f1 . . . fn (Ci u1 . . . uni)) ⊲ (fi u1 . . . uni).

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛✉r❛

fi : (xi
1 : U i

1) . . . (xi
ni

: U i
ni

)P = ∆{Ti, P}.

◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ré❝✉rs✐❢s
♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ Ci ❡st ré❝✉rs✐❢✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡
Irec❴nodep ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧✬❛s♣❡❝t ✏♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣✑ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ❛s♣❡❝t
✏ré❝✉rs✐♦♥✑✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t xi

j ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Ci ❡st ré❝✉rs✐❢✱ ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ fi ❛tt❡♥❞r❛ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à xi

j ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ U i
j = I ❀ ❛❧♦rs ❧à ♦ù ♦♥ ❛✈❛✐t

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿
fi : (xi

1 : U i
1) . . . (xi

j : U i
j) . . . (xi

ni
: U i

ni
)P

♦♥ ❛✉r❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✿

fi : (xi
1 : U i

1) . . . (xi
j : U i

j)P → . . . (xi
ni

: U i
ni

)P

❝❡ q✉✐ s❡ r❡✢èt❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

(Irec❴nodep P f1 . . . fn (Ci u1 . . . uni)) ⊲ (fi u1 . . . uj (Irec❴nodep P f1 . . . fn xi
j) . . . xi

ni
).

✷✷



➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❝✐ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛❞♠❡tt❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡s ❧✐st❡s ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❝✐ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛❞♠❡tt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❞é❥à q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s très ♣❛r❧❛♥t❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✳

▲❡ ❝❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥✬❡st ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

U i
j = (y1 : V1) . . . (ym : Vm)I.

❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ✿

fi : (xi
1 : U i

1) . . . (xj : U i
j)((y1 : V1) . . . (ym : Vm)P )→ . . . (xi

ni
: U i

ni
)P

❡t ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
(Irec❴nodep P f1 . . . fn (Ci u1 . . . uni)) ⊲

(fi u1 . . . uj [y1 : V1] . . . [ym : Vm](Irec❴nodep P f1 . . . fn (xi
j y1 . . . ym)) . . . xi

ni
).

▲❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t

❯♥❡ ❢♦✐s ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡✉r t②♣❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ Irec s❡r❛
✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r I ✿ P : I → ❙❡t ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ t②♣❡ P : ❙❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Irec❴nodep✮✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡s fi ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és ∆{Ti, P, Ci}✱ ❡t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ Ci s♦♥t ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢s ✿

∆{Ti, P, c} ≡ (xi
1 : U i

1) . . . (xi
ni

: U i
ni

)(P (c xi
1 . . . xi

ni
)).

✕ ❙✐ ❧❡ j✲è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ Ci ❡st ré❝✉rs✐❢ ❞❡ t②♣❡

U i
j = (y1 : V1) . . . (ym : Vm)I

♦♥ ❛✉r❛ ✿

∆{Ti, P, c} ≡ (xi
1 : U i

1) . . . (xj : U i
j)((y1 : V1) . . . (ym : Vm)(P (xi

j y1 . . . ym))))

. . . (xi
ni

: U i
ni

)(P (c xi
1 . . . xi

ni
)).

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s s❝❤é♠❛s ◆❛t❴r❡❝✱ tr❡❡❴r❡❝✱ ❡t❝✱ ✈✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✶✳✻ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❚②♣❡s ■♥❞✉❝t✐❢s

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✭t②♣❡s✱ ré✲
❞✉❝t✐♦♥s✮ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é
q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❈♦q✱ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐t à ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❞✐é❡
✭■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥✳ ✳ ✳✮✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ét✉❞✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✳

✷✸



✶✳✻✳✶ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢

❆❧♦♥③♦ ❈❤✉r❝❤✱ ❧✬✐♥✈❡♥t❡✉r ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛✈❛✐t très tôt r❡♠❛rq✉é q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♣♦✉✲
✈❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
✏❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✑ ✿
0 ≡ λx.λf.x
1 ≡ λx.λf.(f x)
2 ≡ λx.λf.(f (f x))
✳ ✳ ✳
n ≡ λx.λf.(fn x)

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❡rt❡s
❛ss✐❣♥❡r ✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡
q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✸✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞
❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦✉ s②stè♠❡ F ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵ ✭✈♦✐r ❬✺✽✱ ✺✾❪✮✱
✐❧ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t✱ ❞❛♥s s♦♥ s②stè♠❡✱ t②♣❡r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ ❝♦♥ç✉ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r✐♠✐t✐❢s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
s②stè♠❡ T ✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❀ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✻✶✱ ✽✸❪✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ② ❞é✜♥✐r
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❀ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

◆❛t ≡ (A : Set)A→ (A→ A)→ A.

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s
✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s ❞❡s ❧✐st❡s✱ s♦♠♠❡s✱ ♣r♦❞✉✐ts✱ ♦r❞✐♥❛✉①✱ ❡t❝✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s ❛ été ❢❛✐t❡
♣❛r ❈♦rr❛❞♦ ❇ö❤♠ ❡t ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐ ❬✶✷❪✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
♣❛r ❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ❡t ❋r❛♥❝❦ P❢❡♥♥✐♥❣ ❬✶✶✾✱ ✶✷✵✱ ✶✷✼❪✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❙✐ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ q✉✐ s❡ s♦♥t
ré✈é❧és ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❣ê♥❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s
♣❛r ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t ❧❛ q✉êt❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡①tr❛✐ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✿

✕ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t✱ s❛♥s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝♦♥str✉✐r❡ q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳

✕ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ s♦✉❤❛✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥

(Irec P f1 . . . fn (Ci a1 . . . am)) ⊲ (fi a1 . . .)

♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ (Ci a1 . . . am) ❡st ❝❧♦s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣ê♥❛♥t
❝❛r ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✕ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❡st ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t s✉rt♦✉t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❧♦♥❣s ❀ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ n ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❛✉ ♠♦✐♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à n✳

✸❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♠♦♥tré ♣❛r ❍❡❧♠✉t ❙❝❤✇✐❝❤t❡♥❜❡r❣✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
❈❤✉r❝❤ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✮✱ ét❡♥❞✉s ♣❛r ❧❡ t❡st à ③ér♦✳

✷✹



✕ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢
♥✬❡st ✜❞è❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❞ès q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❤❛❜✐t❡r ❧❡ t②♣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s q✉✐ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

✕ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❡st ♠❛❧ ❛❞❛♣té à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✈❡rs ❞❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ❞❡
t②♣❡ ▼▲ ✿ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥ ❡✛❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs✳

✕ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ 0 6= 1 ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✺✵❪✮✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡st ❡①❝❧✉ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡
✐♥❞✉❝t✐❢ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ s❛♥s ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡✳

✶✳✻✳✷ ▲❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s

❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐ts ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❡t ❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ à ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡st✐♥é❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r tr♦✐s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts s②♥t❛①✐q✉❡s ❛✉
❈❛❧❝✉❧ ✿ ✉♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐ts✱ ✉♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ✉♥
♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡s t②♣❡s ✭♦✉ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✮ ✐♥❞✉❝t✐❢s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡

■♥❞(X : A){T1(X); . . . ;Tn(X)}

q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❛✐♥s✐ ✿ A ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é✜♥✐✱ T1(X) . . . Tn(X) s♦♥t ❧❡s t②♣❡s
❞❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ s♦✉❧✐❣♥❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s Ti(X) ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t②♣❡ ◆❛t s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✿

◆❛t ≡ ■♥❞(X : ❙❡t){X;X → X} : ❙❡t

❞❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛✉r❛ ✿

❧✐st ≡ [A : ❙❡t]■♥❞(X : ❙❡t){X;A→ X → X} : ❙❡t→ ❙❡t

❊✈❡♥ ≡ ■♥❞(X : ◆❛t→ ❙❡t){(X 0); (n : ◆❛t)(X n)→ (X (S (S n)))} : ◆❛t→ ❙❡t.

✕ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❈♦♥str(i, I) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ i✲è♠❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ I✳
❖♥ ❛✉r❛ ❛✐♥s✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

0 ≡ ❈♦♥str(1,◆❛t) : ◆❛t

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❛♥sé❡ ✿

0 ≡ ❈♦♥str(1, ■♥❞(X : ❙❡t){X;X → X}) : ■♥❞(X : ❙❡t){X;X → X}

❛✐♥s✐ q✉❡ ✿

S ≡ ❈♦♥str(2,◆❛t)

nil ≡ ❈♦♥str(1, ❧✐st)

❡t❝✳

✷✺



✕ ▲❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é ✿

❊❧✐♠(I,Q, [u1; . . . ;up], t){f1; . . . ; fn}

q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❛✐♥s✐ ✿ I ❡st ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ t ❡st ❧✬♦❜❥❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ❡t ❧❡s fi s♦♥t ❧❡s ✏❜r❛♥❝❤❡s✑ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s [u1; . . . ;up] s❡rt ❛
♣ré❝✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù I ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♦♥ ❛✉r❛ ✿

t : (I u1 . . . un)

❡t ❜✐❡♥ sûr s✐ I : ❙❡t ♦✉ I : Pr♦♣✱ ❧❛ ❧✐st❡ [u1; . . . ;up] s❡r❛ ✈✐❞❡✳ ❊♥✜♥ Q s❡rt s✐♠♣❧❡♠❡♥t à
♣ré❝✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❢❛❜r✐q✉é ✿

❊❧✐♠(I,Q, [u1; . . . ;up], t) : (Q u1 . . . up t).

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✈✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ✏❝✉r✲
r②✜é❡s✑ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❊❧✐♠ ✿

◆❛t❴r❡❝ ≡ [Q : ◆❛t→ ❙❡t][f1 : (Q 0)][f2 : (m : ◆❛t)(Q m)→ (Q (S m))][n : ◆❛t]
❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], n){f1; f2} .

■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❜✐❡♥ sûr ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♦♠♠❛✐r❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣ré❝✐s❡s✱ q✉✐
❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ s♦♥t
❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✶✳✻✳✸ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ✐♥❞✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r 0 6= 1✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①❤✐❜❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r
❧❡s ❡♥t✐❡rs P : ◆❛t → ❙❡t✱ t❡❧ q✉❡ (P O) ❡t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ (P (S O)) s♦✐❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐ts ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡❧ ♣ré❞✐❝❛t✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣♦✉r
❝❡❧❛ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱
♦♥ ❞♦✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
t②♣❡ ❙❡t✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧
s❝❤é♠❛ s❡r❛✐t ✿

◆❛t❴r❡❝s : ❙❡t→ (◆❛t→ ❙❡t→ ❙❡t)→ ◆❛t→ ❙❡t
❛✈❡❝ ✿

(◆❛t❴r❡❝s Q0 Qs O) ⊲ Q0

(◆❛t❴r❡❝s Q0 Qs (S n)) ⊲ (Qs n (◆❛t❴r❡❝s Q0 Qs n))

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r 0 6= 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✿
❉✐s❝ ≡ (◆❛t❴r❡❝s ❚r✉❡ [n : ◆❛t][Q : Set]❋❛❧s❡) : ◆❛t→ ❙❡t

❖♥ ❛ ❛❧♦rs (❉✐s❝ O) q✉✐ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ à ❚r✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡✱ ❡t (❉✐s❝ (S O)) q✉✐
❡st ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ à ❋❛❧s❡✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ (Eq ◆❛t O (S O))✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ (❉✐s❝ O)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
(❉✐s❝ (S O))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❋❛❧s❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ (Eq ◆❛t O (S O))→ ❋❛❧s❡ ✭❡♥ ❝❧❛✐r✱ 0 6= 1✳✮

✷✻



❋♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ t②♣❡ ♣r♦♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ◆❛t❴r❡❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ à ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❙❡t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥ t②♣❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ à ◆❛t❴r❡❝s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t♦✉t❡ ❛r✐té ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✿

◆❛t❴r❡❝s : (Q : ❚②♣❡)Q→ (nat→ Q→ Q)→ ◆❛t→ Q

♦ù✱ r❛♣❡❧❧♦♥s✲❧❡✱ ❚②♣❡ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❙❡t✳ ❈❡ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♦ù ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❙❡t ♣❛r ❚②♣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

◆❛t❴r❡❝s : (Q : ◆❛t→ ❚②♣❡)(Q O)→ ((n : ◆❛t)(Q n)→ (Q (S n)))→ (n : ◆❛t)(Q n)

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢
I ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ (P : I → ❙❡t) ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
(P : I → ❚②♣❡)✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳

■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ t❡❧s
q✉✬✐❧s s♦♥t ❞é❝r✐ts ✐❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧é❣èr❡♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬♦❜❥❡ts t❡❧s q✉❡ ◆❛t → ❚②♣❡ ✭♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡s✳✮ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✱
♣♦✉r ❧✬ét❡♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ t♦✉t❡ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐✲
✈✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝✬❡st ♣❛r ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♥❡tt❡♠❡♥t ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
♣✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❢❛✐❜❧❡s✮ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛①✐♦♠❛t✐sés
❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❡t ❝❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ♠ê♠❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✭✈♦✐r ❬✶✷✵❪✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ 0 6= 1 ♣❛r
❝♦♥tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥✬♦♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡s r❡✈✐❡♥♥❡♥t✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥✱ à r❛❥♦✉t❡r
✉♥ ♣❡✉ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ à ❝❡ t✐tr❡ ❞✐✈❡rs tr❛✈❛✉①
ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✹✺✱ ✻❪✳✮ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡
r❡✈✐❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s✳

P❡t✐ts ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t
♣r✉❞❡♥t ❡t é✈✐t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛s q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s❛✐t
❝♦♠♠❡♥t ●✐r❛r❞ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❡♥ ② ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ t②♣é❡ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇✉r❛❧✐✲❋♦rt✐✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ♣♦✉✈❛✐t
êtr❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ s♦♠♠❡s ❢♦rt❡s ❬✷✺❪✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧✱
♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s t♦✉t s②stè♠❡ ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❡r
✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ✭❞✬✉♥ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮✱ ♣✉✐s ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❝❡ t②♣❡✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ t②♣❡ U : ❙❡t ❡t ❞❡ t❡r♠❡s ❡♥❝❛♣ ❡t ❞❡❝❛♣ t❡❧s q✉❡ ✿

❡♥❝❛♣ : ❙❡t→ U

❞❡❝❛♣ : U → ❙❡t

(❞❡❝❛♣ (❡♥❝❛♣ A)) ⊲ A

✷✼



❖r ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣❡r♠❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉✈❛♥t ❡♥❝❛♣s✉❧❡r
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❯ ✿ ❙❡t ❂

❡♥❝❛♣ ✿ ❙❡t ✲❃ ❯✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✉r ❝❡ t②♣❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡❝❛♣ ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ●✐r❛r❞✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❈♦q✉❛♥❞ ❡t P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞♦♥t
❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❖♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ♣❡t✐ts ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r C ❡st ❞✐t ♣❡t✐t s✐ ✿

C ≡ (x1 : T1) . . . (xn : Tn)(I u1 . . . uk)

❡t ❧❡s Ti s♦♥t t♦✉s ❞❡s t②♣❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ❞❛♥s ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡ r❡s♣❡❝t✐❢✮✳
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✉ t②♣❡ U ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ♣❡t✐t✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st

❞♦♥❝ ❧é❣❛❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬②
❡♥❝❛♣s✉❧❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❧✉s ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ t②♣❡ A ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t (❡♥❝❛♣ A)✳

❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❛❞ ❤♦❝ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡
❡st ❡♥ ❢❛✐t s✉✣s❛♥t❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥str✉❝t✐❢ ❡t r❛ss✉r❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r à q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✳

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧✱
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ●✐r❛r❞✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡s ❢♦rt❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦tr❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ✭q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ✐♥♦✛❡♥s✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡
❡st ✉t✐❧✐sé❡ s❡✉❧❡✳✮ ✹

▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ 0 6= 1 ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ s✉r ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊✈❡♥ ✿ ♥❛t ✲❃ ❙❡t ❂

❊✵ ✿ ✭❊✈❡♥ ❖✮

⑤ ❊❙ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭❊✈❡♥ ♥✮✲❃✭❊✈❡♥ ✭❙ ✭❙ ♥✮✮✮✳

❙✐ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✭❝❧♦s❡✮ ❞❡ (❊✈❡♥ n)✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❡st à ♣❡✉
♣rès ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❡♥t✐❡r n✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❊✈❡♥ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧✬❡♥t✐❡r✳ ❊♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✏à ❧❛ ▼▲✑ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❋✉♥❝t✐♦♥ ❊✈❡♥❴✐♥✈ ✿ ♥❛t ✲❃ ❙❡t ❂

❖ ❂❃ ❚r✉❡

⑤ ✭❙ ❖✮ ❂❃ ❋❛❧s❡

⑤ ✭❙ ✭❙ ♥✮✮ ❂❃ ✭❊✈❡♥❴✐♥✈ ♥✮✳

✹▲✬❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡
❞❡ ●✐r❛r❞✳

✷✽



■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ◆❛t❴r❡❝s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ◆❛t❴r❡❝✮ q✉❡ (❊✈❡♥ n) ❡t (❊✈❡♥❴✐♥✈ n)
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ sûr q✉❡ (❊✈❡♥❴✐♥✈ (S O)) s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ❋❛❧s❡✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ 1 ♥✬❡st ♣❛s ♣❛✐r✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉
♣ré❞✐❝❛t ❊✈❡♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ 0 6= 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡❧❧❡ à ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ✏êtr❡
é❣❛❧ à 0✳✑

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉❡ 1 ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢
❊✈❡♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ 0 ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à 1✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐♥♦♥ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ sûr ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r E0 ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❊✈❡♥ (S O))✳ ❖♥
♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥✐❡r ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ 1 q✉✬❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ◆❛t✱ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣rés❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ♥é❝éss❛✐r❡✳ ❆✉ss✐
s❡r❛✐t✲✐❧ très ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s❬✷✾❪✱ ❚❤✐❡rr②
❈♦q✉❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
✐♥❞✉❝t✐❢s ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r✐♠✐t✐❢ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥
❞❡s ❛ttr❛✐ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦✉r ❛✐♥s✐ ❞✐r❡
✏❣r❛t✉✐t❡✳✑

❘é✢❡①✐♦♥

❖♥ ❛ ✐♥❞✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦rt❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ❛✉① ✈ér✐t❛❜❧❡s t②♣❡s
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ t②♣❡ ST ❞♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t ✿

❚❘ ≡ [A : ❙❡t](ST❴r❡❝s [T : ST ]❙❡t A [T : ST ][X : ❙❡t][U : ST ][Y : ❙❡t]X → Y )

: ❙❡t→ ST → ❙❡t

q✉✐ ❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(TR A ✐♦t❛) ⊲ A

(TR A (❆rr T U)) ⊲ (TR A T )→ (TR A U).

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ ♣❡✉t r❡✈❡♥✐r ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s r❡♣rés❡♥tés✳

❖♥ ❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ WT : ❝♦♥t❡①t→ ST → ❙❡t✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s
à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡

tr ≡ (A : ❙❡t)(T : ST )(WT nil T )→ (TR A T )

q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❝❧♦s ✈❡rs ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞✉
s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✐❝✐ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✮✳

❖♥ ♣❡✉t r❡❢❛✐r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✳
■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡ ré✢é❝❤✐r ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ♣r♦♣♦sés ♣❛r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❬✾✽❪✳ ❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ♣❛r ▼❡♥❞❧❡r ❬✶✵✷❪✱

✷✾



❝❡s ✉♥✐✈❡rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠✉♥✐s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❆✉ss✐✱
❉②❜❥❡r ❬✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s q✉✐ ✐♥❝❧✉s ❧❡s ✉♥✐✈❡rs✳ ■❧ s❡r❛✐t
✉t✐❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✳

✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡ ❙②stè♠❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t
à ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❢❛✈♦r✐s❛♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡ ♣❡✉t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡
❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❈❤r✐st✐♥❡
P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ❬✶✷✹❪✳

▲❡s s❡♣t ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✿
✕ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 1 ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ t②♣❛❣❡✳
✕ ▲❡s ♣❛rt✐❡s 2 à 6 s❡r✈❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳
✕ ❊♥ 7 ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ 8✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✭♣r❡✉✈❡s✱ ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❡t❝✮ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ 9 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❡ss❡♥t✐❡❧s q✉✐ ② s♦♥t ❞é♠♦♥trés s♦♥t ✿ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥ ✭s✉❜❥❡❝t✲r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳

✷✳✶ ▲❡s t❡r♠❡s

❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧✬✉s❛❣❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧❣è❜r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❣r❛♠✲
♠❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❉❡♣✉✐s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❈♦q✉❛♥❞ ❬✷✹❪✱ ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❛ été ♣r✐s❡✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① t②♣❡s ❡t ❛✉① t❡r♠❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✏P❚❙✑ ❬✺✻❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡tt❡r❛ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱
❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❡t❝✱ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✏♣❡t✐ts✑ ❡t
✏❣r❛♥❞s✑ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❡t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❱t,❱❚✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✿
✕ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❧❛t✐♥❡s ✭a, b, c✱ ❡t❝✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡✳
✕ ❧❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❣r❡❝q✉❡s ✭α, β, γ✱ ❡t❝✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳

✸✶



▲❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❧❡ttr❡s ❧❛t✐♥❡s ✭x, y, z,X, Y ✱ ❡t❝✮ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

x := a | α

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ tr♦✐s ❝♦♥st❛♥t❡s ❙❡t,❚②♣❡,❊①t❡r♥ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ s♦rt❡s✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t
❞és✐❣♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ s ✿

s := ❙❡t | ❚②♣❡ | ❊①t❡r♥

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s L ♣❛r ✿

t := s | x | (x : t)t | [x : t]t | (t t) | ■♥❞(α : t){
−→
t } | ❈♦♥str(n, t) | ❊❧✐♠(t, t,~t, t){

−→
t }

♦ù n ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ❡t ~t ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✿

~t := {} | t :: ~t

✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡

▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ (x1 : t1) . . . (xn : tn)t ❝❡ q✉✐ ♥✉✐t ❢♦rt❡♠❡♥t à
❧❛ ❝❧❛rté ❡t ❧❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❬✶✷✹❪✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❥à ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥
❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ té❧❡s❝♦♣❡ ❬✸✺❪✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

~x := {} | x :: ~x

❙♦✐❡♥t ~x ❡t ~u ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ P♦✉r
t♦✉t t❡r♠❡ t ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

✕ ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✈✐❞❡s ✿
({} : {})t = t
[{} : {}]t = t
(t {}) = t

✕ s✐ ~x = x :: ~x′ ❡t ~u = u :: ~u′ ✿
(~x : ~u)t = (x : u)(~x′ : ~u′)t

[~x : ~u]t = [x : u][~x′ : ~u′]t

(t ~u) = ((t u) ~u′)

❙éq✉❡♥❝❡s ✐♥❞✐❝é❡s ❡t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞✬é❝r✐t✉r❡

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ s♦✉✈❡♥t à ❞és✐❣♥❡r ❧❡ i✲è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦✉ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✐♥❞✐❝❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ I(n) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {i ∈ N, 0 < i ≤ n}✳ ❊t❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ~t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ~x✮✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r I(~t)
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t I(~x)✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I(n) ♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ~x✮✳

✸✷



❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s (ti)i∈I(n)✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s

~tii∈I(n) = t1 :: t2 :: . . . :: tn :: {}.

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ~t s✬é❝r✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ~tii∈I(n)✱ ♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~t✳
❖♥ é❝r✐r❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✿

~t ≡ ~tii∈I(n).

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦♠❡ttr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïtés ♣♦✉r ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ s❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞✐r❡ ✏s♦✐t ~ti✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s✑✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❞✐r❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ti ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ ✏∀i.P (ti)✑✱ ♣♦✉r ∀i ∈ I(n).P (ti)
♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ~ti ❡t ~xi✱ ♦♥
s✐❣♥✐✜❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❡t ❞♦♥❝ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
s✐ ✉♥ t❡r♠❡

❊❧✐♠(■♥❞(X : A){
−→
C }, Q, ~u, t){

−→
f }

❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ~C ❡t ~f s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥❞✐q✉❡r❛ ❡♥
❧✬é❝r✐✈❛♥t

❊❧✐♠(■♥❞(X : A){
−→
Ci}, Q, ~u, t){

−→
fi}.

■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛❧❧è❣❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ♥❡ s❡♠❜❧❡
♣❛s ❛♠❜✐❣✉ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ é✈✐t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳

❚♦✉t t❡r♠❡ t s✬é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (t0 ~ti)✱ t0 ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥
é❝r✐r❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✿

t ≡ (t0 ~ti)

❞❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ✿

t ≡ (~xi : ~ti)t0 ♦ù t0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t

❡t
t ≡ [~xi : ~ti]t0 ♦ù t0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳

✷✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❋❱ (t) ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t ♣❛r ✿

✕ ❋❱ (s) = {} s✐ s ❡st ✉♥❡ s♦rt❡
✕ ❋❱ (x) ≡ {x}
✕ ❋❱ ((t1 t2)) ≡ ❋❱ (t1) ∪ ❋❱ (t2)
✕ ❋❱ (([x : t1]t2) ≡ ❋❱ (t1) ∪ (❋❱ (t2) \ {x})
✕ ❋❱ ((x : t1)t2)) ≡ ❋❱ (t1) ∪ (❋❱ (t2) \ {x})
✕ ❋❱ (■♥❞(α : t){

−→
t }) ≡ ❋❱ (t) ∪ (❋❱ (~t) \ {α})

✕ ❋❱ (❈♦♥str(n, t)) ≡ ❋❱ (t)
✕ ❋❱ (❊❧✐♠(t1, t2, {−→v }, t){−→u }) ≡ ❋❱ (t1) ∪ ❋❱ (t2) ∪ ❋❱ (~v) ∪ ❋❱ (t) ∪ ❋❱ (~u)

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❋❱ (~t) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ét❛♥t ❜✐❡♥ sûr ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
✕ ❋❱ ({}) ≡ ∅
✕ ❋❱ (t :: ~t) ≡ ❋❱ (t) ∪ ❋❱ (~t)✳
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❙✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❡st ♣❛s é❧é♠❡♥t ❞❡ ❋❱ (t)✱ ♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s
❞❛♥s t✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❞❡✉① t❡r♠❡s t1 ❡t t2✱ s✐ x ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s t2✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ t1 → t2 à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ (x : t1)t2✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① t❡r♠❡s t ❡t t′ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
t❡r♠❡ t[x \ t′] ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✮ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡✱ ~x ❡t ~u✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ t❡r♠❡ t[~x \ ~u] ♣❛r ✿
t[[] \ []] ≡ t
t[x :: ~x \ u :: ~u] ≡ t[x \ u][~x \ ~u]

✷✳✹ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ❞é❝r✐t ❧❡s t②♣❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❆r✐té✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♦rt❡ s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛r✐tés ❞❡ s♦rt❡ s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❞é❝r✐ts ♣❛r ✿

Ar := s | (x : t)Ar.

❊①❡♠♣❧❡ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ◆❛t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡t ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❊✈❡♥
❞❡ ♣❛r✐té ❞é❥à ✈✉s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ◆❛t s❡r❛ ❧✬❛r✐té ❙❡t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡✈❡♥
s❡r❛ ❧✬❛r✐té ◆❛t→ ❙❡t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭❖❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ t❡r♠❡
t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ X s✐ t ≡ (~x : ~t)(X ~t′)✱ s✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ~t ❡t ~t′✱
❡t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~x ♥✬❡st é❣❛❧❡ à X✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ P♦s(X, t)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮ ❯♥ t❡r♠❡ C ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ X s✐ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✕ C = (X ~t) s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ X ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ~t
✕ C = (x : t)D s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ D ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ X✱ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s

❧✐❜r❡s ❞❛♥s t ❡t X 6= x✳
✕ C = P → D s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ D ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ X ❡t P♦s(X, P )✳

❖♥ ❛❧❧è❣❡r❛ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ C(X) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❀ ♦♥ ♥♦t❡r❛
❛✉ss✐ ❝♦♥str(C(X))✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❡ t②♣❡ ◆❛t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ■♥❞(X : ❙❡t){X;X → X}✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s 0 ❡t S s♦♥t ❥✉st❡
❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❈♦♥str(1,◆❛t) ❡t ❈♦♥str(2,◆❛t)✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡✈❡♥ ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

■♥❞(X : ◆❛t→ ❙❡t){(X 0); (a : ◆❛t)(X a)→ (X (S (S a)))}.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ q✉❡ X, X → X, (X 0) ❡t (a : ◆❛t)(X a) → (X (S (S a))) s♦♥t t♦✉s ❞❡s t②♣❡s ❞❡
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡♥ X✳

✸✹



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭♣❡t✐ts ❡t ❣r❛♥❞s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✮ ❙♦✐t C(X) ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❖♥ ❛ C(X) ≡
(~x : ~t)(X ~x′)✳ ❙✐ ~x ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡✱ ❝✳❛✳❞✳ ~x = ~a✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ C(X) ❡st
✉♥ ♣❡t✐t ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❖♥ é❝r✐r❛ ❙♠❛❧❧(C(X))✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡st ❣r❛♥❞ ❀ ♥♦té
❇✐❣(C(X))✳

✷✳✺ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣ré♣❛r❡r ❧❡ t❡rr❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
t②♣❡s ❞✉ ✭❞❡s✮ s❝❤é♠❛✭s✮ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é✭s✮ ❛✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱
♣rés❡♥té❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ❙♦✐t C(X)✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❞❡✉① t❡r♠❡s Q ❡t c✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ t❡r♠❡
∆{C(X), Q, c} ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ C(X) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✿

∆{(X ~t), Q, c} ≡ (Q ~t c)
∆{(x : t)D(X), Q, c} ≡ (x : t)∆{D(X), Q, (c x)}

∆{((~x : ~t)(X ~t′))→ D(X), Q, c} ≡ (p : (~x : ~t)(X ~t′))((~x : ~t)((Q ~t′) (p ~x)))→ ∆{D(X), Q, (c p)}

❊♥✜♥ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ∆{C(t), Q, c} ♣♦✉r ∆{C(X), Q, c}[X \ t]✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❡s ❞ér✐✈és ❞❡s t②♣❡s X ❡t X → X ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s s♦♥t ✿

∆{X, Q, c} ≡ (Q c)

∆{X → X, Q, c} ≡ (n : X)(Q n)→ (Q (c n))

❡t s✐ ❧✬♦♥ ② s✉❜st✐t✉❡ X ♣❛r ◆❛t ❡t c ♣❛r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs 0 ❡t S✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s
❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✿

◆❛t❴r❡❝ : (Q : ◆❛t→ ❙❡t)(Q 0)→ ((n : ◆❛t)(Q n)→ (Q (S n)))→ (n : ◆❛t)(Q n).

❊♥✜♥ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①✲❞✐ts
s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ❙♦✐t C(X)✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ X ❡t ❞❡✉① t❡r♠❡s f ❡t F ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
t❡r♠❡ ∆[C(X), f, F ] ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ C(X) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✿

∆[(X ~t), f, F ] ≡ f
∆[(x : t)D(X), f, F ] ≡ [x : t]∆[D(X), (f x), F ]

∆[((~x : ~t)(X ~t′))→ D(X), f, F ] ≡ [p : (~x : ~t)(X ~t′)]∆[D(X), (f p [~x : ~t](F ~t′ (p ~x))), F ]

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛r✐té ❞❡ s♦rt❡ S✱ ❞❡✉① t❡r♠❡s I ≡ ■♥❞(X : A){
−−−→
C(X)} ❡t Q ❡t ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ~f ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~f) ≡ [~x : ~A][c : (I ~x)]❊❧✐♠(I,Q, ~x, c){
−→
f }

✸✺



✷✳✻ ❘è❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❞é✜♥✐❡s s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✿

([x : t]t1 t2) →β t1[x \ t2]
[x : t1](t x) →η t ❙✐ x /∈ ❋❱ (t)

❊❧✐♠(I,Q,~a, (❈♦♥str(i, I ′) ~m)){
−→
fj} →ι (∆[Ci(I), fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fj)] ~m)

❆✈❡❝ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ⊲β✱ ⊲η ❡t ⊲ι✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ♣❛r r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t →β✱ →η ❡t →ι✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ → ❡t ⊲ ♣♦✉r ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥
❡❝r✐t ⊲

∗ ❡t ⊲
+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ⊲

∗
β ❡t❝✮ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s ré✢❡①✐✈❡✲tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ⊲

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ⊲β ❡t❝✳✮ ❡t =βηι ♣♦✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ré✢❡①✐✈❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ t t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ t1 . . . tn ❞❡ t❡r♠❡s t❡❧s q✉❡ t ⊲ t1 ⊲ t2 . . . ⊲ tn✳ ❖♥
s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❊①❡♠♣❧❡

[x : ◆❛t](S x) →η S
([α : ❙❡t][x : α]x (β : ❙❡t)β → β [β : ❙❡t][y : β]y ⊲

∗
β [β : ❙❡t][y : β]y)

❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], (S t)){t0; tS} ⊲ι

([n : ◆❛t](tS n ([m : ◆❛t]❊❧✐♠(◆❛t, Q, [],m){t0; tS} n)) t)
❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], (S t)){t0; tS} ⊲

∗ (tS t ❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], t){t0; tS})

❘❡♠❛rq✉❡ P♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s t ❡t u✱ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t t♦✉t❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s ~u ❡t ~x ✭❞❡
♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✮✱ ♦♥ ❛ ✿

(λx :: ~x.t u :: ~u) ≡ (λx.λ~x.t u ~u)

❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ✿
(λx :: ~x.t u :: ~u) ⊲β (λ~x.t[x \ u] ~u)

(λ~x.t ~u) ⊲
∗
β t[~x \ ~u].

▲❡♠♠❡ ✷✳✶ ❙✐ t ⊲ t′✱ ❛❧♦rs ❋❱ (t′) ⊂ ❋❱ (t)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ✭❘❛❞✐❝❛❧✮ ❯♥ r❛❞✐❝❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ β✲r❛❞✐❝❛❧✱ η✲r❛❞✐❝❛❧✱ ❡t❝✮ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ t
t❡❧ q✉❡ t→β t′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t→η t′✱ ❡t❝✮✳ ❙✐ t ⊲ t′✱ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ r❡❞✉✐t ❡st ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t réé❝r✐t
♣❛r →✳ ▲❡s r❛❞✐❝❛✉① ❞✬✉♥ t❡r♠❡ s♦♥t t♦✉s s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ré❡❝r✐ts ♣❛r →✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭❘é❞✉✐ts ❞✬✉♥ t❡r♠❡✮ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ré❞✉✐t ❞❡ t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
β✲ré❞✉✐t✱ βι✲ré❞✉✐t✱ ❡t❝✮ ✉♥ t❡r♠❡ t′ t❡❧s q✉❡ t ⊲

∗ t′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t ⊲
∗
β t′✱ ⊲

∗
βι t′✱ ❡t❝✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✭❚❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①✮ ❯♥ t❡r♠❡ t ❡st ❞✐t ♥♦r♠❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t β✲♥♦r♠❛❧✱ ι✲
♥♦r♠❛❧✱ ❡t❝✮ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ♥✬❡st ✉♥ r❛❞✐❝❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ β✲r❛❞✐❝❛❧✱ ι✲r❛❞✐❝❛❧✱
❡t❝✮✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ t ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ t ❡st t♦✉t t❡r♠❡ t′ ♥♦r♠❛❧
t❡❧ q✉❡ t ⊲

∗ t′✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ✭❚❡r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✮ ❯♥ t❡r♠❡ t ❡st ❞✐t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ■❧ s❡r❛ ❞✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ t✳

✸✻



✷✳✼ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭❝♦♥t❡①t❡✮ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥
t❡r♠❡✳ ❖♥ ❧❡s ❞é❝r✐r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ Γ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ❣r❡❝q✉❡s ✿

Γ := [] | Γ :: (x, t)

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ é❝r✐r❛ Γ1Γ2 ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s✱ ♦♥ ❞✐r❛ x ∈ Γ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s Γ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡r❛
❧✐é❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ✭♦♥ ✐♥t❡r❞✐t Γ :: (a, T1) :: (a, T2)✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Γ(x) ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ t❡r♠❡ ❛✉q✉❡❧
x ❡st ❧✐é ❞❛♥s Γ ✿ s✐ Γ = ∆1 :: (a, T )∆2✱ ❛❧♦rs Γ(a) = T ✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Γ ⊢ t1 : t2 ♣♦✉r ✏t1 ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ t2 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
Γ✳✑ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ❞❡st✐♥é❡ à ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬ét✉❞❡
♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❀
s✐ ~t✱ ~T ✱ ❡t ~x s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡
❧♦♥❣✉❡✉rs✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ ~t : (~x : ~T )✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s Pr♦❞ ❡t ▲❛♠ s♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ✉♥❡ s♦rt❡ s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛
❞♦♥❝ ❞❡ Pr♦❞✲❙❡t✱ Pr♦❞✲❚②♣❡✱ ▲❛♠✲❊①t❡r♥✱ ❡t❝✳

✷✳✽ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❚❡r♠❡s

❆❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ♣ré✲
❞✐❝❛ts✱ t②♣❡s✱ ❡t❝✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s✳ P❛rt❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❡st ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s
t❡r♠❡s q✉✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❡♥ str❛t✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽ ✭▲❡s ❝✐♥q ❝❧❛ss❡s ❞❡s t❡r♠❡s✮ ❖♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❝✐♥q
♣❛rt✐❡s ✿ ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {❊①t❡r♥}✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts Pr✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❑ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡s ❊①✳ ❈❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛
♣❛rt✐❡ ❈❧(t)✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❈❧(❙❡t) ≡ ❑

❈❧(❚②♣❡) ≡ ❊①

❈❧(a) ≡ ♣

❈❧(α) ≡ Pr

❈❧(t t′) ≡ ❈❧(t)
❈❧([x : t]t′) ≡ ❈❧(t′)
❈❧((x : t)t′) ≡ ❈❧(t′)
❈❧(■♥❞(X : A){

−→
C }) ≡ Pr

❈❧(❈♦♥str(i, I)) ≡ ♣

❈❧(❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
f }) ≡ ♣ s✐ ❈❧(Q) = Pr ❡t Pr s✐♥♦♥✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✿











❧✐❢t(♣) ≡ Pr

❧✐❢t(Pr) ≡ ❑

❧✐❢t(❑) ≡ ❊①
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✸✼



❘è❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

( ❆①1) [] ⊢ ❙❡t : ❚②♣❡ (❆①2) [] ⊢ ❚②♣❡ : ❊①t❡r♥

(Pr♦❞✲s)
Γ :: (x : t1) ⊢ t2 : s

Γ ⊢ (x : t1)t2 : s
(▲❛♠✲s)

Γ ⊢ (x : t1)t2 : s Γ :: (x : t1) ⊢ t : t2

Γ ⊢ [x : t1]t : (x : t1)t2

(❲✲❙❡t)
Γ ⊢ t : ❙❡t Γ ⊢ A : B x /∈ Γ

Γ :: (a : t) ⊢ A : B
(❲✲❚②♣❡)

Γ ⊢ t : ❚②♣❡ Γ ⊢ A : B α /∈ Γ

Γ :: (α : t) ⊢ A : B

(❱❛r)
Γ ⊢ t1 : t2 (x : t) ∈ Γ

Γ ⊢ x : t
(❆♣♣)

Γ ⊢ t2 : (x : T1)T2 Γ ⊢ t1 : T1

Γ ⊢ (t2 t1) : T2[x \ t1]

(❈♦♥✈)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T1 : s Γ ⊢ T2 : s T1 =βηι T2

Γ ⊢ t : T2

❘è❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s

(■♥❞)
❆r(A, ❙❡t) Γ ⊢ A : ❚②♣❡ ∀i.(Γ :: (X : A) ⊢ Ci(X) : ❙❡t) ∀i.❝♦♥str(Ci(X))

Γ ⊢ ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} : A

(■♥tr♦)
Γ ⊢ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} : T

∀i.(Γ ⊢ ❈♦♥str(n, ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}) : Ci(■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}))

(❲✲❊❧✐♠)

A ≡ (~x : ~A)❙❡t I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} Γ ⊢ ~u : (~x : ~A) Γ ⊢ t : (I ~u)

Γ ⊢ Q : (~x : ~A)(I ~x)→ ❙❡t ∀i.(Γ ⊢ fi : ∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)})

Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} : (Q ~u t)

(❙✲❊❧✐♠)

A ≡ (~x : ~A)❙❡t I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} Γ ⊢ ~u : (~x : ~A) Γ ⊢ t : (I ~u)

Γ ⊢ Q : (~x : ~A)(I ~x)→ ❚②♣❡ ∀i.(Γ ⊢ fi : ∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)}) ∀i.❙♠❛❧❧(Ci(X))

Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} : (Q ~u t)

❚②♣❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s

(♥✐❧) Γ ⊢ [] : ([] : [])

(❝♦♥s)
Γ ⊢ ~t : (~x : ~T ) Γ(~x : ~T [~x \ ~t]) ⊢ t : T [~x \ ~t]

Γ ⊢ t :: ~t : (x :: ~x : T :: ~T )

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
✸✽



▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ❙✐ ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ s♦✉s t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉s

❧❡s Ci(X) s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

Pr❡✉✈❡ ■♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸ ◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s Q ❡t c ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r C(X)✱ ♦♥ ❛ ❈❧(Q) =
❈❧(∆[C(X), Q, c]✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ C(X)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✹ ❙♦✐❡♥t t1 ❡t t2 ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ ❈❧(t2) = ❈❧(x)✱ ❛❧♦rs ❈❧(t1[x \ t2]) =
❈❧(t1)✳

Pr❡✉✈❡ ■♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t1✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ s♦♥ s❡♥s à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t0 : t1 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❈❧(t1) = ❧✐❢t(❈❧(t0))✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
t0 6= ❊①t❡r♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, t) ❞❡ Γ ♦♥ ❛✉r❛ ❈❧(t) = ❧✐❢t(❈❧(x))✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❖♥ r❡♥❢♦r❝❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ [x : t]t′ ♦✉ (x : t)t′ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱
❛❧♦rs ❈❧(t) = ❧✐❢t(❈❧(x))✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❆♣♣ ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❈❧(x) = ❈❧(t1)✱ ♣✉✐sq✉❡ Γ ⊢ t1 : T1

❡st ✉♥❡ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

❧✐❢t(❈❧(t2 t1)) = ❧✐❢t(❈❧(t2)) = ❈❧((x : T1)T2) = ❈❧(T2) = ❈❧(T2[x \ t1]).

✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❛✉ss✐ ✿ ❈♦♠♠❡ Γ ⊢ T1 : s ❡t Γ ⊢ T2 : s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡✱ T1 ❡t T2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ■♥❞ ✿ ❈♦♠♠❡ ❆r(A, ❙❡t)✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❈❧(A) = ❑✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ■♥tr♦ ✿ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ Ci(X) ét❛✐t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❀ ❛✉ss✐ ❈❧(Ci(X)) = Pr✱ ❡t

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❈❧(Ci(■♥❞(X : A) ~Ci(X))) = Pr✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❲✲❊❧✐♠ ✿ ♦♥ ❛ ❈❧(Q ~u t) = ❈❧(Q) = Pr✳
✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❙✲❊❧✐♠ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❡s ❝❛s ❞❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

✷✳✾ Pr♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ s②stè♠❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡
♣♦rt❡ ♣r❡sq✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧✬♦♥ ♥✬② ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✳

✷✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✲❝❧é ❞✐t ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
t②♣é✳

✸✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s
❞✉ t②♣❛❣❡✳

✸✾



✹✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

✺✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ♦r❞r❡ s❡ β✲ré❞✉✐t ✈❡rs ✉♥❡ ❛r✐té✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡✳

✻✳ ❖♥ ❛❞❛♣t❡ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣✉r P❚❙✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✉ss✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ●❡✉✈❡rs ❡t ◆❡❞❡r❤♦❢ ❬✺✻❪ ♣♦✉r ❧❡s P❚❙✳

✷✳✾✳✶ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡ ✲ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs

❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ♦✉ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ✿ ❙✐
Γ ⊢ A : C ❡t Γ ⊢ B : C ❛✈❡❝ A =βηι B✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ D t❡❧ q✉❡ A ⊲

∗ D ❡t B ⊲
∗ D✳ ❖♥ ✈❡rr❛

♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❛✉ss✐ Γ ⊢ D : C✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t
êtr❡ ❢❛✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
t②♣és✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❡✉① t❡r♠❡s t1 ❡t t2✱
❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞û à
◆❡❞❡r♣❡❧t ✿ s♦✐t t ❧❡ t❡r♠❡ [x : A](([y : B]y) x)✳ ❖♥ ❛ t ⊲β [x : A]x ❡t t ⊲η [y : B]y✳ P♦✉r ♣❡✉ q✉❡ A
❡t B s♦✐❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❡t t♦✉s ❞❡✉① ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
■❧ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ s✐ A ❡t B ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❛❧♦rs t ♥✬❡st ♣❛s t②♣❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦tr❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❝✐✱ t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡✱ ❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r é♥♦♥❝❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❈✬❡st
❍❡r♠❛♥ ●❡✉✈❡rs q✉✐ ❛ s✉ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❛✉① s②stè♠❡s ❛✈❡❝ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ βι✮ ❙♦✐❡♥t tr♦✐s t❡r♠❡s t1✱ t2✱ t3 t❡❧s q✉❡ t1 ⊲
∗
βι t2 ❡t t1 ⊲

∗
βι t3✳ ❆❧♦rs

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t4 t❡❧ q✉❡ t2 ⊲
∗
βι t4 ❡t t3 ⊲

∗
βι t4✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ❚❛✐t✕▼❛rt✐♥✲▲ö❢✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❊♥ ❢❛✐t ♥♦✉s ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✬à t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✹✾❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✻ ✭◆♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✮ P♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s A✱ B✱ C ❡t M ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y✱ ♦♥ ❛ ✿

C[x \ [y : A]M ] =βη C[x \ [y : B]M ]

❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐

C[x \ [y : A]M ] =βηι C[x \ [y : B]M ].

Pr❡✉✈❡ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s M ❡t A✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
t ≡ C[x \ [z : B](([y : A]M) z)] ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ t ⊲

∗
η C[x \ [y : A]M ] ❡t t ⊲

∗
β C[x \ [y : B]M ]✳

✹✵



▲❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s λ✲❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥✢✉❡♥t ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡r❛ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❝❡s ✏t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és✑ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és✮ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦té❡ ❴ ❞♦♥t ♦♥ ❛❞♠❡t q✉✬❡❧❧❡
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✶✳ ❆ t♦✉t t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ ‖t‖✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

‖x‖ ≡ x
‖s‖ ≡ s
‖(t1 t2)‖ ≡ (‖t1‖ ‖t2‖)
‖[x : T ]t‖ ≡ [x : ❴]‖t‖
‖(x : T1)T2‖ ≡ (x : ‖T1‖)‖T2‖
‖❈♦♥str(i, I)‖ ≡ ❈♦♥str(i, ‖I‖)

‖■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}‖ ≡ ■♥❞(X : ‖A‖){

−−−−−→
‖Ci(X)‖}

‖❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi}‖ ≡ ❊❧✐♠(‖I‖, ‖Q‖, ~‖u‖, ‖t‖){

−−→
‖fi‖}

❖♥ ♥♦t❡r❛ ‖L‖ ♣♦✉r {‖t‖, t ∈ L}✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✼ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❛ ‖t‖ =βη t✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ‖L‖ ❡st ❝❧♦s ♣♦✉r ❧❛ β ❡t ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s
♣♦✉r ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❛r ∆[‖C‖, ‖f‖, ‖g‖] ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♥♥♦té❡s✳ P♦✉r
r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ❞ét❛✐❧✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊲ι0 ♣❛r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵

t ⊲ι0 ‖t
′‖ ⇔ (t ⊲ι t′ ∧ ‖t‖ 6= ‖t′‖)

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ‖L‖ ❡st ❝❧♦s ♣❛r ⊲βηι0 ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✽ P♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s t✱ t′✱ s✐ t ⊲β t′✱ ❛❧♦rs ‖t‖ ⊲β ‖t
′‖ ♦✉ ‖t‖ = ‖t′‖✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ t ⊲ι t′

❛❧♦rs ‖t‖ ⊲ι0 ‖t
′‖ ♦✉ ‖t‖ = ‖t′‖✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s t ❡t t′✱ s✐ ‖t‖ ⊲

∗
βι ‖t

′‖✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ t❡r♠❡ u✱ t❡❧ q✉❡ t ⊲

∗
βι u ❡t ‖u‖ = ‖t′‖✳

❖♥ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❀ ♣r❡♥♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡

t ≡ [x : α]([y : α][z : (β x)]z x)

q✉✐ ❡st ♠ê♠❡ ❜✐❡♥✲t②♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ [] :: (α, ❙❡t) :: (β, α→ ❙❡t)✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ‖t‖ ⊲η [y : ❴][z : ❴]z✱
♠❛✐s t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ η✲r❛❞✐❝❛❧✷✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✾ ▲❛ βι0η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✉r ‖L‖✳

✶▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❴ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣♦s❡r❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és ♥✬ét❛♥t ✉t✐❧✐sés q✉❡ ♣♦✉r
♣r♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t②♣❛❣❡✳

✷❖♥ ✈❡rr❛ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲t②♣és ❡t βι✲♥♦r♠❛✉①✳

✹✶



❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❣r❛❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❞✉❡ à ❚❛✐t ❡t ❞✐✛✉sé❡ ♣❛r
▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❬✾✻❪✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✉r♣r✐s❡s✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ t❡r♠❡s q✉✐ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊲βι0η

❡t ⊲
∗
βι0η ❀ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ r❛❞✐❝❛✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s

❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ■❝✐✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ։ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ։ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r
‖L‖ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s u ։ u′✱ v ։ v′✱ I ։ I ′✱ ❡t❝ ✿

u ։ u
(u v) ։ (u′ v′)

[x : ❴]u ։ [x : ❴]u′

■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} ։ ■♥❞(X : A′){

−−−−→
Ci(X)′}

❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} ։ ❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′, t′){

−→
f ′i }

([x : ❴]u v) ։ u′[x \ v′]
[x : ❴](u x) ։ u′ s✐ x /∈ ❋❱ (u)

❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥strj, I ~m)) ։ (∆[Cj(X)′, f ′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′, Q, ~fi
′
)] ~m′)

❛✈❡❝ I ≡ ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉❡ ։ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵ ❙♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t u, v, u′ ❡t v′ ❞❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ‖L‖ t❡❧s q✉❡

u ։ u′ ❡t v ։ v′

❛❧♦rs
u[x \ v] ։ u′[x \ v′].

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ u✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
u ։ u′

❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✐♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✶ ❙♦✐t ✉♥ t❡r♠❡ C ≡ (~xi : ~Ui)(X ~tj)✳ ❙✐ C s❡ réé❝r✐t ❡♥ C ′ ♣❛r ⊲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

։, ⊲βηι0 , ⊲βι0 , ⊲β✱ ❡t❝✮✱ ❛❧♦rs C ′ ≡ (~xi : ~U ′i)(X
~t′j) ♦ù t♦✉s ❧❡s Ui ❡t tj s❡ réé❝r✐✈❡♥t ❡♥ U ′i ❡t t′j ♣❛r

⊲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ։ ❡t❝✮✳

Pr❡✉✈❡ ■♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ C✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✷ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s C ≡ (~xi : ~Ui)(X ~tj) ❡t C ′ ≡ (~xi : ~U ′i)(X
~t′j) t❡❧s q✉❡ t♦✉s ❞❡✉①

s❡ réé❝r✐✈❡♥t ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ C ′′ ♣❛r ⊲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ։, ⊲βι0,η✱ ❡t❝✮✳ ❆❧♦rs C ′′ ≡ (~xi : ~U ′′i )(X ~t′′j ) ♦ù
♣♦✉r t♦✉t i✱ Ui ❡t U ′i s❡ réé❝r✐✈❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❡♥ U ′′i ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ tj ❡t t′j s❡ réé❝r✐✈❡♥t t♦✉s ❞❡✉①
❡♥ t′′j ♣❛r ⊲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ։ ❡t❝✮✳

▲❛ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st q✉❛s✐✲✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ s❡rt ❛✉ss✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r C ≡ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} ♠❛✐s ❧❡s é♥♦♥❝❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥térêt✳

▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ⊲ ⊂ ։ ⊂ ⊲
∗ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s

t❡r♠❡s t ❡t t′ ✿
t ⊲ t′ ⇒ t ։ t′ ⇒ t ⊲

∗ t′.

✹✷



■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉✣t ♣♦✉r r❛♠❡♥❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ⊲ à ❧❛
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ։ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✵❪✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ։✮ P♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és t, u ❡t v✱

(t ։ u ∧ t ։ v)⇒ ∃w.u ։ w ∧ v ։ w.

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t ❀ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛s s②♠étr✐q✉❡s
❞❡ ❝❡✉① ❞é❥❛ tr❛✐tés✳

✶✳ ❙✐ t = [x : ❴](t1 x) ❛✈❡❝ x /∈ ❋❱ (t1)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✿

✭❛✮ u = u1 ❡t v = v1 t❡❧s q✉❡
t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1

❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r t1 ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ w1 t❡❧ q✉❡ u1 ։ w1 ❡t
v1 ։ w1✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ w = w1✳

✭❜✮ u = u1 ❡t v = [x : ❴](v1 x) ❛✈❡❝

t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ w1 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ x /∈ t1✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐
x /∈ ❋❱ (v1) ❡t ❞♦♥❝ v ։ w1✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ w = w1✳

✭❝✮ u = [x : ❴](u1 x) ❡t v = [x : ❴](v1 x) ❛✈❡❝

t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ w1 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① w = w1

♦✉ w = [x : ❴](w1 x)✳

✷✳ ❙✐ t = [x : ❴]t1 ❡t t1 ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t2 x) ❛✈❡❝ x /∈ ❋❱ (t2)✱ ♦♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t

u = [x : ❴]u1 ❛✈❡❝ t1 ։ u1v = [x : ❴]v1 ❛✈❡❝ t1 ։ v1

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r t1 ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ w1 ❛✈❡❝

u1 ։ w1 ❡t v1 ։ w1.

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ w = [x : ❴]w1✳

✸✳ ❙✐ t = ([x : ❴]t1 t2)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✿

✭❛✮ u = u1[x \ u2] ❡t v = v1[x \ v2] ❛✈❡❝

t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1

t2 ։ u2 ❡t t2 ։ v2.

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r t1 ❡t t2 ❣❛r❛♥t✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ w1 ❡t w2

t❡❧s q✉❡
u1 ։ w1 ❡t v1 ։ w1

u2 ։ w2 ❡t v2 ։ w2.

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ w = w1[x \ w2] q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✳

✹✸



✭❜✮ u = ([x : ❴]u1 u2) ❡t v = v1[x \ v2] ❛✈❡❝

t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1

t2 ։ u2 ❡t t2 ։ v2.

❖♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ w q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✭❝✮ u = ([x : ❴]u1 u2) ❡t v = ([x : ❴]v1 v2) ❛✈❡❝

t1 ։ u1 ❡t t1 ։ v1

t2 ։ u2 ❡t t2 ։ v2.

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs w1 ❡t w2 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞

w = ([x : ❴]w1 w2)✳

✹✳ t = ❊❧✐♠(I,Q, ~n, (❈♦♥str(j, I0) ~mk)){
−→
fi}✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✿

✭❛✮ u = (∆[Cj(X)′, f ′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′, Q′, ~f ′i)]
~m′k)

❡t
v = (∆[Cj(X)′′, f ′′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′′, Q′′, ~f ′′i )] ~m′′k)

❛✈❡❝

I ′ ≡ ■♥❞(X : A′){
−−−−→
Ci(X)′}

I ′′ ≡ ■♥❞(X : A′′){
−−−−→
Ci(X)′′}

A ։ A′

A ։ A′′

Ci(X) ։ Ci(X)′

Ci(X) ։ Ci(X)′′

❡t❝✳

❖♥ s❛✐t q✉❡ I ′ ❡t I ′′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Q′ ❡t Q′′✱ ❧❡s Ci(X)′ ❡t Ci(X)′′✮ s❡ ré❞✉✐s❡♥t t♦✉s
❞❡✉① ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ։ ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ I ′′′ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Q′′′ ❡t❝✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✷
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

w = (∆[Cj(X)′′′, f ′′′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′′′, Q′′′, ~f ′′′i )] ~m′′′k ).

✭❜✮ u = (∆[Cj(X)′, f ′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′, Q′, ~f ′i)]
~m′k) ❡t v = ❊❧✐♠(I ′′, Q′′, ~n′′, (❈♦♥str(j, I ′′0 ) ~m′′k)){

−→
f ′′i }✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs A′′′, Ci(X)′′′, I ′′′, Q′′′ ❡t m′′′k ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞

w = (∆[Cj(X)′′′, f ′′′j ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′′′, Q′′′, ~f ′′′i )] ~m′′′k ).

✭❝✮ u = ❊❧✐♠(I ′, Q′, ~n′, (❈♦♥str(j, I ′0)
~m′k)){

−→
f ′i } ❡t v = ❊❧✐♠(I ′′, Q′′, ~n′′, (❈♦♥str(j, I ′′0 ) ~m′′k)){

−→
f ′′i }✳

❈❡ ❝❛s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❈❡❝✐ ❝❧ôt é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶ ❙♦✐❡♥t q✉❛tr❡ t❡r♠❡s A,A′, B, B′✳ ❙✐ (x : A)B =βηι (x : A′)B′✱ ❛❧♦rs A =βηι A′ ❡t
B =βηι B′✳

✹✹



Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ (x : ‖A‖)‖B‖ ❡t (x : ‖A′‖)‖B′‖ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✳
❈❡ ré❞✉✐t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x : U)V ✱ ❛✈❡❝ ‖A‖ ⊲

∗ U ✱ ‖A′‖ ⊲
∗ U ✱ ‖B‖ ⊲

∗ V ❡t ‖B′‖ ⊲
∗ V ✳

❆❧♦rs ✿

A =βηι ‖A‖ =βηι U =βηι ‖A
′‖ =βηι A′ ❡t B =βηι ‖B‖ =βηι V =βηι ‖B

′‖ =βηι B′.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷ ❙✐ u ❡t v s♦♥t✱ s♦✐t ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ s♦✐t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ s♦✐t ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ s♦rt❡✱ ❛❧♦rs u 6=βιη v✳

❘❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡
r❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

t ⊲
∗
βη t′ ⇒ ∃t′′.t ⊲

∗
β t′′ ⊲∗η t′.

❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✐❝✐✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t β ♣❛r
βι✳ ❍é❧❛s✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱

❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], [x : T ](❈♦♥str(1,◆❛t) x)){f0, fS} ⊲η ❊❧✐♠(◆❛t, Q, [],❈♦♥str(1,◆❛t)){f0, fS}

⊲ι f0

♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r η✲r❡❞❡①❡ ✭♠❛❧✲t②♣é✮ (❈♦♥str(1,◆❛t) x) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡t❛r❞é✳
■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❛✉ss✐ ♥♦✉s ❧✐✈r❡r à q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥t♦rs✐♦♥s ❞é♣❧❛✐s❛♥t❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❤❡✉r❡✉✲

s❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ η′✲ré❞✉❝t✐♦♥✱
q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és s❡r❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ η✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♠❛❧ t②♣és✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✭ι′✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ι′✲ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r ✿

❊❧✐♠(I,Q, ~u, [~xi : ~Ai](❈♦♥str(k, I) ~m ~ti)){
−→
fj} →ι′ (∆[Ck(I), fk,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~f, k)] ~m)

s✐ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Cj(X)} ❡t ♣♦✉r t♦✉t i✱ ‖ti‖ ⊲

∗
η xi✱ ❡t xi /∈ ❋❱ (‖~m‖) ∪ ❋❱ (‖I‖)✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊲ι′ ✱ ⊲
∗
ι′ ✱ ⊲βι′ ✱ ❡t❝✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ❙✐ t ⊲
∗
βηι′ t

′ ❛❧♦rs ❋❱ (t′) ⊂ ❋❱ (t)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✺ ◗✉❡❧q✉❡s s♦✐❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s t ❡t t′✱

t ⊲ι t′ ⇒ t ⊲ι′ t
′

❡t
t =βηι t′ ⇔ t =βηι′ t

′

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻ ❙♦✐❡♥t tr♦✐s t❡r♠❡s t✱ t′ ❡t t′′✳ ❙✐ t ⊲η t′ ⊲βι′ t′′✱ ❛❧♦rs s♦✐t t ⊲βι′ t′′✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ t′′′

t❡❧ q✉❡ t ⊲βι′ t
′′′

⊲
∗
η t′′✳

✹✺



Pr❡✉✈❡ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✱ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧é❣❛♥t❡
❞❛♥s ❬✽❪✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é❝❡♥t ❞✬✐♥✢✐❣❡r ❛✉
❧❡❝t❡✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t❡r♠❡ t✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝❡rt❡s✱ ♠❛✐s à ♥♦tr❡ s❡♥s ✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❛❧✳
▲❡s ❝❛s t = x✱ t = (x : T1)T2 ❡t t = ❈♦♥str(i, I) s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳
❙✐ t = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t1){

−→
fi}✱ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉r✲

r❡♥❝❡ ❡st t1 = [x : T ](t2 x) ❡t t ⊲η t′ = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t2){
−→
fi} ❛✈❡❝

t2 = [~xj : ~Aj ](❈♦♥str(i, I) ~m ~tj)

❡t
t′ ⊲ι′ t

′′ = (∆[Ci(I), fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] ~m).

▼❛✐s ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t ⊲ι′ t
′′✳

▲❡ ❝❛s t = (t1 t2) ❡st ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿
✕ ❙✐ t′ = (t′1 t2) ❛✈❡❝ t1 ⊲η t′1 ❝✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ■❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳
✕ ❙✐ t′ = (t1 t′2) ❛✈❡❝ t2 ⊲η t′2 ❝✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❛✉ss✐✱ s❛✉❢ s✐ t2 = [x : T ]t3 ❡t t′′ = t3[x \ t′2]✳ ▼❛✐s

❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ t′′′ = t3[x \ t2] ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs t′′′ ⊲∗η t′′ ❀ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ét❛♥t é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ x ❞❛♥s t3✳

❊♥✜♥ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s t = [x : T ]t1 q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✉❜t✐❧✳ ▲❡ s❡✉❧ s♦✉s✲❝❛s q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s tr❛✐té
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st t1 = (t2 x) ❛✈❡❝ t′ = t2 ❡t ❞♦♥❝
t2 ⊲βι′ t

′′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ❋❱ (t′′) ⊂ ❋❱ (t2) ♦♥ ❛ ✿

[x : T ](t2 x) ⊲βι′ [x : T ](t′′ x) ⊲η t′′

❡t ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r t′′′ = [x : T ](t′′ x)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼ ✭❘❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ◗✉❡❧q✉❡s s♦✐❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s t ❡t t′✱ s✐

t ⊲
∗ t′

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′′ t❡❧ q✉❡
t ⊲
∗
βι′ t

′′
⊲
∗
η t′.

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ β ❡t ι′✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ✈❛ ❞❡
t à t′✳ ▲❡ ❝❛s n = 0 ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙✐ n ≥ 1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ p✱ ♦♥ ❛ ✿

t ⊲
p
η t1 ⊲βι′ t2 ⊲

∗ t′

❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ t2 à t′ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t n− 1 β ❡t ι✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t p ❢♦✐s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t3✱ t❡❧ q✉❡ t ⊲βι′ t3 ⊲

∗
η

t2✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ t3 à t′ ❡♥ n − 1 β ❡t ι✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t4✱ t❡❧ q✉❡ t3 ⊲

∗
βι′ t4 ⊲

∗
η t′✳ ❈♦♠♠❡ t ⊲βι′ t3✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

t ⊲
∗
βι′ t4 ⊲

∗
η t′✳

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ι′✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s
❞é♠❛rq✉és✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

(t ⊲
′
ι t′ ∧ ‖t‖ 6= ‖t′‖)⇔ t ⊲ι′0

‖t′‖

❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛tt❡♥❞✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✽ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s t ❡t t′✱ t❡❧s q✉❡ t ⊲ι′ t
′✳ ❆❧♦rs s♦✐t ‖t‖ = ‖t′‖✱ s♦✐t ‖t‖ ⊲ι′0

‖t′‖✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ‖t‖ ⊲ι′0

‖t′‖✱ ❛❧♦rs t ⊲ι′ t
′✳

✹✻



▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs

❈❡ ❧❡♠♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é♥♦♥❝❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱
q✉✐ s❡r❛ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿
❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ t②♣❡ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡✳ ■❧ ❞✐t ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡ q✉❡ t♦✉t
t❡r♠❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ s❡ βι′✲ré❞✉✐t ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠❡ η✲❡①♣❛♥sé❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♥✐ s❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥✐ s♦♥ é♥♦♥❝é✳
■❧ ② ❛ ❥✉st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✾ ✭●❡✉✈❡rs✮
✕ ❙✐ Q =βηι (x : P1)P2✱ ❛❧♦rs ✿

Q ⊲
∗
βι′ [~yi : ~Aj ](((x : Q1)Q2) ~ti)

❛✈❡❝ Q1 =βηι P1✱ Q2 =βηι P2 ❡t ♣♦✉r t♦✉t i✱ ti ⊲
∗
η yi✳

✕ ❙✐ Q =βηι (x ~Pi) ❛❧♦rs

Q ⊲
∗
βι′ [~yj : ~Aj ](x ~Qi ~tj)

❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Qi =βηι Pi ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ tj ⊲
∗
η yj✳

✕ ❙✐ Q =βηι (❈♦♥str(i, I) ~Pi) ❛❧♦rs

Q ⊲
∗
βι′ [~yj : ~Aj ](❈♦♥str(i, I

′) ~Qi ~tj)

❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Qi =βηι Pi ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ tj ⊲
∗
η yj ❡t I =βηι I ′✳

✕ ❙✐ Q =βηι (■♥❞(X : A){
−→
Ck} ~Pi) ❛❧♦rs

Q ⊲
∗
βι′ [~yj : ~Aj ](■♥❞(X : A′){

−→
C ′k} ~Qi ~tj)

❛✈❡❝ A =βηι A′✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ Ck =βηι C ′k✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Qi =βηι Pi ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ tj ⊲
∗
η yj✳

✕ ❙✐ Q =βηι (❊❧✐♠(I,Q, ~ul, t){
−→
Fk} ~Pi)✱ s✐ t ♥✬❡st ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(❈♦♥str(l, J) ~U)✱ ❛❧♦rs

Q ⊲
∗
βι′ [~yj : ~Aj ](❊❧✐♠(I ′, Q′, ~ul

′, t′){
−→
F ′k} ~Qi ~tj)

❛✈❡❝ I =βηι I ′✱ Q =βηι Q′✱ t =βηι t′✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Qi =βηι Pi✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ Fk =βηι F ′k✱ ♣♦✉r
t♦✉t l✱ ul =βηι u′l ❡t ♣♦✉r t♦✉t j✱ tj ⊲

∗
η yj✳

Pr❡✉✈❡ ▲❡s ❝✐♥q ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉
❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ✈❛ ❞❡ Q à P ✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s P = (x ~Pi)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ Q′✱ t❡❧ q✉❡

Q′ ⊲∗βι [~yj : ~Ai](x ~Q′i ~tj)

❡t Q ⊲
1 Q′ ♦✉ Q′ ⊲1 Q✳

✕ ▲❡ ❝❛s Q ⊲βι Q′ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳
✕ ❙✐ Q′ ⊲βι Q✱ ♦♥ s❛✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ βι′✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Q′′ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ Q ❡t Q′

♣❛r βι′✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ Q′′ ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡q✉✐s❡✳

✹✼



✕ ❙✐ Q ⊲η Q′✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Q′′ t❡❧ q✉❡

Q ⊲
∗
βι′ Q

′′
⊲
∗
η [~yj : ~Ai](x ~Q′i ~tj).

▲à ❛✉ss✐✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ Q′′ ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡q✉✐s❡✳
✕ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❡st Q′ ⊲η Q✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ βι′0η s✉r ‖L‖ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ‖Q‖ ⊲

∗ (x ~qi)
❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ‖Qi‖ ⊲

∗
βηι′0

qi✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ η ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✿

‖Q‖ ⊲
∗
βι′0

[~yj : ❴](x ~q′i ~uj) ⊲
∗
η (x ~qi)

❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t j✱ uj ⊲
∗
η yj ❡t ♣♦✉r t♦✉t i✱ q′i ⊲

∗
η qi✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ Q0 ≡ [~yj : ~Aj ](c ~Qi ~vj) ❛✈❡❝

Q ⊲
∗
βι′ Q0 ❡t ‖Q0‖ = [~yj : ❴](x ~qi ~uj).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ‖Qi‖ = qi ❡t ❞♦♥❝ Qi =βηι qi =βηι ti =βηι Pi✳

◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✷✳✾✳✷ ❉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t t♦✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡s P❚❙ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝
β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à r❡♠❛♥✐❡r q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r
♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❬✺✸❪✱ ●❡✉✈❡rs ✐♥❞✐q✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❬✺✻❪✳
■❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❛✐❧❧é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✺✺❪✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐
r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s✱ ❡t ♣❡✉ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t s✬❛❞❛♣t❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à t♦✉t P❚❙ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❛✈❡❝ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✵ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t1 : t2 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❋❱ (t1)∪❋❱ (t2) ∈
V(Γ)✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✶ ✭❙♦✉s✲t❡r♠❡s✮ ❚♦✉t s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❙✐ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s

Γ1 :: (x : A)Γ2 ⊢ u : B ✭✶✮

Γ1 ⊢ v : A ✭✷✮

❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✿
Γ1Γ2 ⊢ u[x \ v] : B[x \ v]

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✳

✹✽



▲❡♠♠❡ ✷✳✷✸ ✭❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✮ ❙✐ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s

Γ ⊢ u : A ✭✸✮

Γ′ ⊢ v : B ✭✹✮

❛✈❡❝ Γ ⊂ Γ′✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✿
Γ′ ⊢ u : A

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✹✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✹ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ1 :: (x, T )Γ2 ⊢ A : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs Γ1 ⊢ T : S ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♦ù
S ❡st ❧❛ s♦rt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à x✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ Γ1 :: (x, T )Γ2 ⊢ T : S✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✺ ❙✐ ✿

Γ ⊢ (x : T1)T2 : S ✭✺✮

❛❧♦rs
Γ :: (x, T1) ⊢ T2 : S.

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✺✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ Pr♦❞✱❲ ♦✉ ❈♦♥✈✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s
❛ss✉r❡ Γ :: (x, T1) ⊢ T2 : S′ ♦ù S′ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❡t S =βηι S′✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉✬❛❧♦rs S = S′✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻ ❙✐ ✿
(1) Γ ⊢ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} : T

❛❧♦rs T =βηι A✱ Γ ⊢ A : ❚②♣❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛ Γ :: (X, A) ⊢ Ci(X) : ❙❡t✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ (1)✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ■♥❞✱❲ ♦✉ ❈♦♥✈✳
▲❡s tr♦✐s ❝❛s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✼ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs s♦✐t T = ❊①t❡r♥✱ s♦✐t Γ ⊢ T : S ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ s♦rt❡ S✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ❆①✱ Pr♦❞✱
▲❛♠✱ ❲✱ ❈♦♥✈✱ ■♥❞ ❡t ❊❧✐♠ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❆♣♣✱ s✐ t = (t2 t1) ❡t T = T2[x \ t1]✱ ♦♥
s❛✐t q✉❡ Γ ⊢ (x : T1)T2 : S✱ ❝❡ q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✺ ✐♠♣❧✐q✉❡ Γ :: (x, T1) ⊢ T2 : S✱ ❡t ❞♦♥❝ Γ ⊢

T2[x\t1] : S ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ■♥tr♦✱ s✐ t = ❈♦♥str(j, ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)})

❛❧♦rs T = Cj(■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}) ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✻ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ Γ ⊢ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} : A ❡t

Γ :: (X, A) ⊢ Cj(X) : ❙❡t ❀ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❜✐❡♥ Γ ⊢ T : ❙❡t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽ ✭■♥✈❡rs✐♦♥✮ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✿

✹✾



(i) t = a ⇒ a ∈ Γ
T =βηι Γ(a)
Γ ⊢ T : ❙❡t

(ii) t = α ⇒ α ∈ Γ
T =βηι Γ(α)
Γ ⊢ T : ❚②♣❡

(iii) t = ❙❡t ⇒ T =βηι ❚②♣❡
(iv) t = ❚②♣❡ ⇒ T =βηι ❊①t❡r♥
(v) t 6= ❊①t❡r♥
(vi) t = (x : T1)T2 ⇒ Γ ⊢ T1 : s1

Γ :: (x : T1) ⊢ T2 : s2

T =βηι s2

❛✈❡❝ s1 ∈ {❙❡t,❚②♣❡} ❡t s2 ✉♥❡ s♦rt❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
(vii) t = [x : T1]t2 ⇒ Γ ⊢ T1 : s1

Γ :: (x : T1) ⊢ t2 : B
Γ :: (x : T1) ⊢ B : s2

Γ ⊢ T : s2

T =βηι (x : T1)B
♦✉ s1 ❡st ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ x ❡t s2 ∈ {❙❡t,❚②♣❡}

(viii) t = (t1 t2) ⇒ Γ ⊢ t1 : (x : T2)T1

Γ ⊢ t2 : T2

T =βηι T1[x \ t2]

(ix) t = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} ⇒ A ≡ (~x : ~A)❙❡t

∀i.❈♦♥str(Ci(X))
∀i.Γ :: (X : A) ⊢ Ci(X) : ❙❡t

(x) t = ❈♦♥str(i, I) ⇒ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r I q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
(xi) t = ❊❧✐♠(I,Q,~a, t){

−→
fi} ⇒ I = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}

❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r I q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ✿
Γ ⊢ Q : (~x : ~A)(I ~x)→ s ❛✈❡❝ s ∈ {❙❡t,❚②♣❡}
Γ ⊢ T : s
Γ ⊢ t : (I ~a)
∀i.Γ ⊢ fi : ∆[Ci(X), Q,❈♦♥str(i, I)]
T =βηι (Q′ ~a t)
❞❡ ♣❧✉s s = ❚②♣❡⇒ ∀i.❙♠❛❧❧(Ci(X))

Pr❡✉✈❡ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ sûr ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❝❛s (i) ❡t (ii) s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❡♠♠❡s ❞é❥à é♥♦♥❝és✳ ▲❡s ❝❛s
❞❡s rè❣❧❡s ❆①✱ Pr♦❞✱ ▲❛♠✱ ❲✱ ❱❛r✱ ❆♣♣✱ ■♥❞ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ♣❧✉s ❀ ♣♦✉r (xi) ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❚②♣❡ 6=βιη ❙❡t✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ■♥tr♦
❡t ❊❧✐♠ s❡ tr❛✐t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♣ré♠✐ss❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✾ ✭❯♥✐❝✐té ❞✉ t②♣❡✮ ❙✐ Γ ⊢ t : A ❡t Γ ⊢ t : A′✱ ❛❧♦rs A =βηι A′✳

✺✵



Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❞♦♥t ✉♥ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❊❧✐♠(I,Q, ~u, [x : T ]t){
−→
f }.

Pr❡✉✈❡ ❙✬✐❧ ❡♥ ét❛✐t ❛✐♥s✐✱ ❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ s❡r❛✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ [x : T ]t s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ (■♥❞(X : A){

−→
C } ~u) ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▼❛✐s

❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬❛❧♦rs [x : T ]t ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❞❡ t②♣❡ (x : T )B ❞❛♥s
❝❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡t ❛❧♦rs (x : T )B =βηι (■♥❞(X : A){

−→
C } ~u)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡

❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st q✉✬♦♥ ❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ι′✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❙✐ t ⊲ι′ t
′✱ ❛❧♦rs t ⊲ι t′✳

✷✳✾✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲❢♦r♠és

❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡♠❛♥❞é❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡✱ q✉❡ ❧❡ t②♣❡
❞✬✉♥ t❡r♠❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é s✐ ❧✬♦♥ ré❞✉✐t ❝❡ t❡r♠❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r♦♣r❡té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡✱ s♦✉✈❡♥t ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r s♦♥ ♥♦♠ ❛♥❣❧❛✐s ❞❡ s✉❜❥❡❝t ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈✬❡st s❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐
s✉✐t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✵ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ βι✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : A ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t s✐
t ⊲

1
βι t′ ❡t Γ ⊲

1
βι Γ′✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✿

Γ ⊢ t′ : A

Γ′ ⊢ t : A

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ t : A✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts
❡t ♥♦✉s ♥❡ tr❛✐t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛ts ✿

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❱❛r ✿ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s Γ ❀ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é à x
❞❛♥s Γ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ A : B ❛✈❡❝ Γ = Γ1 :: (x, t)Γ2

❡t Γ′ = Γ1 :: (x, t′)Γ2 ❀ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ1 ⊢ t : S s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛ss✉r❡r Γ′ ⊢ t : S✳ ❈♦♠♠❡ Γ′ ⊢ x : t′ ❡t t =βηι t′✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Γ′ ⊢ x : t✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ■♥❞ ✿ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ βι✲ré❞✉✐t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❛r✐té✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛r✐té✮✳ ▲❡ r❡st❡ s✉✐t
♣❛r s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡❆♣♣ ✿ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦✉r ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr
❧❡ ❝❛s ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ t = (t1 t2)✳ ▲❡ ❝❛s t1 ⊲β t′1 ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❙✐ t2 ⊲β

t′2✱ ❝✬❡st ❢❛❝✐❧❡ ❛✉ss✐ ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r Γ ⊢ (t1 t′2) : T1[x \ t′2]✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs Γ ⊢ (t1 t2) : T1[x \ t2] ✐♠♣❧✐q✉❡ Γ ⊢ T1[x \ t2] : s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs Γ ⊢ T1[x \ t′2] : s′✱
❡t ❝♦♠♠❡ ❈❧(t2) = ❈❧(x) = ❈❧(t′2) ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ s = s′✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t Γ ⊢ (t1 t′2) : T1[x \ t2] ♣❛r
❈♦♥✈✳
■❧ r❡st❡ à tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s t1 = [x : T3]t3 = t′ ❡t t ⊲β t3[x \ t2]✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡
q✉❡ Γ :: (x, T3) ⊢ t3 : T4 ❛✈❡❝ (x : T3)T4 =βηι (x : T2)T1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
T3 =βηι T2 ❡t T4 =βηι T1✱ ❡t ❛✉ss✐ ❈❧(T3) = ❈❧(T2) ❡t ❈❧(T4) = ❈❧(T1)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t Γ ⊢ t2 : T3

❡t ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ Γ ⊢ t3[x \ t2] : T4[x \ t2] ❡t ❞♦♥❝ Γ ⊢ t3[x \ t2] : T1[x \ t2]✳

✺✶



✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❊❧✐♠ ✿ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✬✐❧
♥♦✉s ❢❛✉t tr❛✐t❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✐❝✐✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ t = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, v){

−→
fi} ❛✈❡❝ I = ■♥❞(X : (~x :

~A)❙❡t){
−−−−→
Ci(X)}✳

▲❡s ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ t s❡ tr❛✐t❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s v = (❈♦♥str(j, I) ~v)✱ ❛✈❡❝

t′ = (∆[Ci(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] ~v).

❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✿

Γ ⊢ ❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi) : (~x : ~A)(c : (I ~x))(Q ~x c).

❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Cj(X) ♣❡r♠❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐

Cj(X) ≡ ( ~yk : ~Uk)(X ~w)

❛❧♦rs
Γ ⊢ ∆[Ci(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] : ( ~yk : ~Uk)(Q ~w (❈♦♥str(j, I) ~yk)).

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ Γ ⊢ ~v : ( ~yk : ~Uk)✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✿

Γ ⊢ (∆[Ci(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] ~v) : T.

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✹✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❙✐ t ⊲
∗
βι′ t

′✱ ❛❧♦rs t ⊲
∗
βι t′✱ ❡t ❞♦♥❝ t′ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻ ✭❘❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❙✐ t ⊲
∗ t′✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ t❡r♠❡ ✭❜✐❡♥✲❢♦r♠é✮ t′′ t❡❧ q✉❡ t ⊲
∗
βι t′′ ⊲∗η t′✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡
♣❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✶ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ A : B ❡t Γ ⊢ A′ : B′✳ ❙✐ A =βηι A′✱ ❛❧♦rs
❈❧(A) = ❈❧(A′)✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ‖A‖ ❡t ‖A′‖ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ A0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

‖A‖ ⊲
∗
βι′0

A1 ⊲
∗
η A0 ❡t ‖A′‖ ⊲

∗
βι′0

A′1 ⊲
∗
η A0

❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✿
A ⊲

∗
βι A2 ❡t A′ ⊲∗βι A′2

❛✈❡❝ ‖A2‖ = A1 ❡t ‖A′2‖ = A′1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ❧❛ βι✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❈❧(A) = ❈❧(A2)
❡t ❈❧(A′) = ❈❧(A′2)✳ ■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✱
❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ u✱ ❈❧(u) = ❈❧(‖u‖)✳ ❆✉ss✐ ✿

❈❧(A) = ❈❧(A2) = ❈❧(A1) = ❈❧(A0) = ❈❧(A′1) = ❈❧(A′2) = ❈❧(A′).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ●❡✉✈❡rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ✿

✺✷



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼ ❙✐ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts Γ ⊢ A : s ❡t Γ ⊢ A′ : s′ s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✱ ❡t s✐ A =βηι A′✱ ❛❧♦rs
s = s′✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✛❛✐❜❧✐r ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥
♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽ ▲❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✸ ✿

(❈♦♥✈✬)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T2 : s T1 =βηι T2

Γ ⊢ t : T2

Pr❡✉✈❡ ●r❛❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st à ♣❡✉
♣rès é✈✐❞❡♥t❡✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✷ ❙✐ Γ1 :: (y, T0)Γ2 ⊢ t : T ✱ ❛✈❡❝ y /∈ ❋❱ (Γ2) ∪ ❋❱ (t)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ T ′ t❡❧ q✉❡
Γ1Γ2 ⊢ t : T ′ ✭❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs T =βηι T ′✮✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❀ ♦♥ ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ▲❛♠✱ ❛✈❡❝ t = [x : T2]t1 ❡t T = (x : T2)T1✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ T3 =βηι T1 t❡❧ q✉❡ Γ1Γ2 :: (x, T2) ⊢ t1 : T3✳ ❆❧♦rs Γ1Γ2 :: (x, T2) ⊢ T3 : S ❡t
Γ1Γ2 ⊢ (x : T2)T3 : S✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t Γ1Γ2 ⊢ t : (x : T2)T3✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✱ ❛✈❡❝ t = (t1 t2) ❡t T = T1[x \ t2]✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ T3 =βηι (x : T2)T1 ❡t
T4 =βηι T2 t❡❧s q✉❡ Γ1Γ2 ⊢ t2 : T4 ❡t Γ1Γ2 ⊢ t1 : T3✳ ❆❧♦rs T3 ⊲

∗
βι (x : T ′2)T

′
1 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡

❞❡ ●❡✉✈❡rs ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ βι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✹✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ((x : U)V W )
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❜✐❡♥ t②♣é✳ ❆✉ss✐✱ Γ1Γ2 ⊢ t1 : (x : T ′2)T

′
1 ❛✈❡❝ T ′1 =βηι T1 ❡t T ′2 =βηι T2✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t Γ1Γ2 ⊢ t2 : T4 ❡t ❞♦♥❝ Γ1Γ2 ⊢ t : T3[x \ T4]✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✱
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡s❝❛♠♦t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐✱ ❛♣rès s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s♦✉✈❡♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❬✺✹❪✱ q✉✐
♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣♦✉rt❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ♣r❛t✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✭❘❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✮ ❙✐ Γ1 :: (y, T0)Γ2 ⊢ t : T ✱ ❛✈❡❝ y /∈ ❋❱ (Γ2) ∪ ❋❱ (t) ∪ ❋❱ (T )✱ ❛❧♦rs
Γ1Γ2 ⊢ t : T ✳

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T ′ =βηι T ❛✈❡❝ Γ1Γ2 ⊢ t : T ′✳ ❉❡ ♣❧✉s Γ1 :: (y, T0)Γ2 ⊢
T : S✱ ❡t ❧❛ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ Γ1Γ2 ⊢ T : S✳ ❆❧♦rs ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ Γ1Γ2 ⊢ t : T ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✸ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙✐ Γ ⊢ t : T ✱ t ⊲η t′ ❡t Γ ⊲η Γ′✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
Γ ⊢ t′ : T ❡t Γ′ ⊢ t : T ✳

✸❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r
❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❈♦♥✈ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs✳

✺✸



Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r t✳ ▲❡ ❝❛s ❞é❧✐❝❛t ❡st ❜✐❡♥ sûr t = [x : T1]t2 ✿ ❖♥ s❛✐t ❛❧♦rs
q✉❡ Γ ⊢ T1 : S1✱ Γ :: (x, T1) ⊢ T2 : S2✱ Γ :: (x, T1) ⊢ t2 : T2 ❡t T =βηι (x : T1)T2✳ ▲❡s ❝❛s T1 ⊲η T ′1 ❡t
t2 ⊲η t′2 ♥❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❀ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡st t2 = (t3 x) ❛✈❡❝ t′ = t3✳ ▼❛✐s ♦♥ s❛✐t
❛❧♦rs q✉❡ Γ :: (x, T1) ⊢ t3 : (y : T ′1)T

′
2 ❛✈❡❝ T1 =βηι T1 ❡t T2 =βηι T ′2[y \ x]✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ Γ ⊢ t3 : C ❛✈❡❝ C =βηι (x : T1)T2✳ ❆✉ss✐ C ⊲
∗
βι (y : T ′′1 )T ′′2 =βηι T ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Γ ⊢ T : S ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Γ ⊢ t3 : T ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥✈✳

❖♥ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❙♦✐t ✉♥ t❡r♠❡ t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❙✐ t ⊲
∗ t′✱ ❛❧♦rs t′ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳

✷✳✾✳✹ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
t❡r♠❡s ✭♣r❡✉✈❡s✱ ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❡t❝✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♥♦✉s s❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t s❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
❞é❞✐és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✿

t, t1, t2, t
′, f, f ′✱ ❡t❝ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s

T, T1, T
′, F, F ′, F1, I, A✱ ❡t❝ ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts

K, K1,K
′✱ ❡t❝ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞r❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s s②♠❜♦❧❡s s✉✐✈❛♥ts s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝❧❛ss❡s ✿ A,B, C, D, E, u, v, w,❡t❝✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛✣♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲❢♦r♠és ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐rs ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝r♦✐sé❡ ✿

▲❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❚❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s
t ::= a | (t t) | (t T ) | [a : T ]t | [α : K]t | ❈♦♥str(i, T ) | ❊❧✐♠(T, T, ~u, t){

−→
t }

Pré❞✐❝❛ts
T ::= α | (a : T )T | (α : K)T | (T t) | (T T )

|[a : T ]T | [α : K]T | ■♥❞(α : K){
−→
T } | ❊❧✐♠(T,K, ~u, t){

−→
T }

❖r❞r❡s
K ::= ❙❡t | (x : T )K | (α : K)K | (K t) | (K T ) | [a : T ]K | [α : K]K

❙❝❤é♠❛s ❞✬❖r❞r❡s
E ::= ❚②♣❡ | (a : T )E | (α : K)E

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✹ ❚♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ✈♦✐t s❛ ❝❧❛ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❞✬✉♥✐✲
❝✐té ❞✉ t②♣❛❣❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

✺✹



✷✳✾✳✺ ❋♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s ♦r❞r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ✭❋♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡✮ ❙♦✐t K ✉♥ ♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ K ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡
♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✕ K = ❙❡t
✕ K = (α : K1)K2 ♦ù K1 ❡t K2 s♦♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡
✕ K = (x : T )K ♦ù T ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡t K1 ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡
✕ K = [x : t]K1 ♦ù K1 ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡✳
✕ K = [α : K1]K2 ♦ù K1 ❡t K2 s♦♥t ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✺ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é K✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ K ′ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡
K ⊲

∗
β K ′✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ K ′ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡

♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ K✳

Pr❡✉✈❡ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛❞✐❝❛❧ ([x : U ]K u) ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s ❞❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ré❞✉✐r❡ t♦✉s ✏❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✑ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥
❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✾ ❙✐ Γ ⊢ K : ❚②♣❡✱ ❛❧♦rs s❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ K ′ ❡st ✉♥❡ ❛r✐té ✿ ❆r(K ′, ❙❡t)✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡✱ ❡t ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✻ ❙♦✐t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ (1) ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ K : ❚②♣❡ ❡t A ≡ (~xi : ~Ui)❙❡t s❛ ❢♦r♠❡
♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ~Vi✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Vi ⊲

∗
β Ui✱ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ (1) ❞❡ Γ ⊢ (~xi : ~Vi) : ~si✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i✱ si = ❙❡t s✐ xi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡✱ ❡t si = ❚②♣❡ s✐ xi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳

✷✳✾✳✻ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ♠♦♥tr❡r✱ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s β✲♥♦r♠❛✉① ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t t♦✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
λ~x.(z ~Ni) ♦ù ❧❡s Ni s♦♥t t♦✉s ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✏❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠✑
❞❡s t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡t ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡ q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s
❧✬é♥♦♥❝❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✼ ❚♦✉t t❡r♠❡ βι✲♥♦r♠❛❧ ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ~x : ~N ]N

✷✳ (x : N)N ′

✸✳ s ∈ {❙❡t,❚②♣❡,❊①t❡r♥}

✹✳ (x ~N)

✺✳ (■♥❞(X : N){
−→
N } ~N ′)

✻✳ (❊❧✐♠(N,N ′, ~N, M) ~N ′) ❛✈❡❝ M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ✹ ❡t ✺✳

✼✳ (❈♦♥str(i,N) ~N) ❛✈❡❝ N t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✺✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ N ✱ N ′✱ M ❡t M ′ ❞é♥♦t❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és ❡✉①✲♠ê♠❡s ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡✱ ❡t ~N ✱ ~N ′ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s✳

✺✺



✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣és✳ ▲❡ ❜✉t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té q✉✐ ❡st ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ❡ss❛②❡ ❡♥s✉✐t❡
❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❈❈■✳ ➚
❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✼✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st s❡♥sé ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❧✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣❡t✐ts ❝❛r❛❝tèr❡s ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❡✉r ❧❡❝t✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r s❛✐s✐r
❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡✳

✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧s

❈❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ✐♥✉t✐❧❡s ♣♦✉r q✉✐ ❛✉r❛ ❧✉ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s

❧❡ttr❡s x, y, ❡t❝✳ ▲❡s λ✲t❡r♠❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✿

t := x | (t t) | λx.t

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦té❡ t[x \ t′] ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❯♥ r❛❞✐❝❛❧ ❡st ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (λx.t t′)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ →β ♣❛r ✿

(λx.t t′)→β t[x \ t′]

❡t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐t t ⊲β t′ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t t′ ♣❛r r❡é❝r✐t✉r❡
❞✬✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ♣❛r→β ✳ ❯♥ t❡r♠❡ t ❡st ♥♦r♠❛❧ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ♥✬❡st ✉♥ r❛❞✐❝❛❧✱ ♦✉
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ t′ t❡❧ q✉❡ t ⊲β t′✳ ❊♥✜♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❞✐t ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ t✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ SN ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❛s à ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✉ss✐ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐✲
❞érés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥ts ❡t ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦♠❡ttr❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

✺✼



✸✳✷ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r

❚♦✉t ét✉❞✐❛♥t à q✉✐ ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣r❡♥❞ ❧♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉rs✱ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s
♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❢❛♠❡✉① ✿

(λx.(x x) λx.(x x)) ⊲β (λx.(x x) λx.(x x)).

❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t à ♣❡✐♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❡st ❞✬✐s♦❧❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡r♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ s❡ ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❡ t②♣❛❣❡✱ ✉♥ ❜♦♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ♠❡♥t❛❧ ❡st ❞✬♦✉❜❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❧❡ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♥❛ï✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❡st ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳
❊ss❛②♦♥s ✿

✕ ▲❡ t❡r♠❡ x ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
✕ ❙✐ ❧❡ t❡r♠❡ t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ λx.t ❧✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉ss✐✳
✕ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s t❡r♠❡s t1 ❡t t2 s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t

♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❧❡ t❡r♠❡ (t1 t2) ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ t1 = λx.t3✱ ❛❧♦rs (t1 t2) ⊲β

t3[x \ t2] ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s r✐❡♥ ❞✐r❡ s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
❞❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ λx.(x x) ∈ SN✳

❖♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r t♦✉t❡s
❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r t ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r t ✿

s✐ ❧✬♦♥ s✉❜st✐t✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❝✉r✐❡✉① q✉✐ s✬② ❡ss❛②❡r❛ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❡❧❧❡ q✉✐
r❡t✐❡♥❞r❛ ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳

✸✳✸ ❚②♣❡s s✐♠♣❧❡s

❖♥ r❡❞♦♥♥❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✽✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡s ❛t♦♠✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
t②♣❡s ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

✕ t♦✉t t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ✉♥ t②♣❡
✕ s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s t②♣❡s✱ ❛❧♦rs A→ B ❡st ✉♥ t②♣❡✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❡st ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
t②♣é❡s ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ t②♣❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ xA, xB, yA, ❡t❝✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ♦♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r ✿

xA : A
t : A

λxB.t : A→ B

t1 : A→ B t2 : A

(t1 t2) : B

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ s✐ (t1 t2) ❡st
❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❞✐s♦♥s ❞❡ t②♣❡ A✱ ❛❧♦rs t1 ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞✬✉♥ t②♣❡ B → A ❡t t2 ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡

✺✽



B✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ U ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t |U | s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ s✐ t1
✈ér✐✜❡ |B → A| ❡t t2 ✈ér✐✜❡ |B|✱ ❛❧♦rs (t1 t2) ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ |A|✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿

✕ |A|(t)⇔ t ∈ SN✱ s✐ A ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✳
✕ |A→ B|(t)⇔ ∀u.|A|(u)⇒ |B|(t u)✳

❈✬❡st ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❢❛❝✐✲
❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ U ❡t t♦✉t t❡r♠❡ t✱ s✐ |U |(t)✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r U ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t q✉❡ |U | ⊂ SN✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t
t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ~t ❞❡ t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ♦♥ ❛ (x ~t) ∈ |U |✳ ▲❡ ❝❛s U ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❙✐ U = A → B

❡t t ∈ |A → B|✱ ♦♥ ❛ x ∈ |A|✱ ❡t ❞♦♥❝ (t x) ∈ |B|✳ ❈♦♠♠❡ |B| ⊂ SN✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs s♦✐t (x ~t) ❡t u ∈ |A| ❀ ❛❧♦rs u ∈ SN ❡t ❛✉ss✐ (x ~t u) ∈ |B| ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (x ~t) ∈ |A → B|✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t |U | ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❧❡ ✈ér✐✜❡♥t✳ ❖♥ é❝r✐r❛
❞♦♥❝ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t |U |(t) ❡t t ∈ |U |✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ✈ér✐✜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t |A|(t)✳ ❈❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❛ss❡③ ❢♦rt❡✱ ❝❛r ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t②♣❡
❛ss♦❝✐é✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✱ t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ I q✉✐ à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ xA ❞❡ t②♣❡ A ❛ss♦❝✐❡r❛ ✉♥ t❡r♠❡ r❡❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ A ✿

I(xA) ∈ |A|.

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❧é❣❛❧❡s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ ❆✉ss✐ s♦♠♠❡s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ét❛t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t t : U ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ I✱ ♦♥ ❛
t[I] ∈ |U |✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♠♠é❞✐❛ts ✿
• ❙✐ t = xA✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ U = A✱ ❡t ❝♦♠♠❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✱ ♦♥ ❛ t[I] = I(xA) ∈

|A| = |U |✳
• ❙✐ t = (t1 t2)✱ ♥♦✉s ♣r♦✜t♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✿ ♦♥ s❛✐t q✉❡ t1 : A→ B

❡t t2 : A ❛✈❡❝ U = B✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ❛ t1[I] ∈ |A → B| ❡t t2[I] ∈ |A|✱ ❛❧♦rs ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |A→ B| ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡

t[I] = (t1[I] t2[I]) ∈ |B| = |U |.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥t♦✉r♥é ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡♣♦✉ssé
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞✉ t②♣❡✱ ❡t ❞♦♥❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à ♣r♦✉✈❡r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ ❈✬❡st ❧à q✉✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡ ✏♠✐r❛❝❧❡✑ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été (x ~t) ∈ |U | ♣♦✉r r❡♠❛rq✉❡r ✿

✺✾



▲❡♠♠❡ ✸✳✷ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ré❞✉✐ts ❞✬✉♥ t❡r♠❡ (t1 t2) s♦♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ U ✱ ❛❧♦rs (t1 t2) ❧✬❡st
❛✉ss✐✳

❆✐♥s✐ q✉❡ ❝❡t ❛✉tr❡ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ❙♦✐t ✉♥ t②♣❡ U ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ |U | ❡st ❝❧♦s ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

t ∈ |U | ∧ t ⊲ t′ ⇒ t′ ∈ |U |.

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ U ✳ ▲❡ ❝❛s U ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st
é✈✐❞❡♥t✳ ❙✐ U = A → B✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ (t1 t2) ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s s❡s
ré❞✉✐ts ❧❡ s♦♥t✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ u ∈ |A|✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
❞❛♥s u q✉❡ (t1 t2 u) ∈ |B|✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉s
❧❡s ré❞✉✐ts ❞❡ (t1 t2 u) ✈ér✐✜❡♥t |B|✳ ❖r (t1 t2 u) ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥ ✿

✕ (t′ u) ❛✈❡❝ (t1 t2) ⊲ t′✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs t′ ∈ |A → B| ❡t ❞♦♥❝ (t′ u) ∈ |B|✳
✕ (t1 t2 u′) ❛✈❡❝ u ⊲ u′✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs u′ ∈ |A| ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r A✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s u ❛ ❞é❝r✉✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♣r❡♥♦♥s t ∈ |A → B| ❛✈❡❝ t ⊲ t′✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ t′ ∈ |A → B|✱ ♣r❡♥♦♥s u ∈ |A|✳ ❖♥ ❛ (t u) ∈ |B|✱ ❡t ❞♦♥❝
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ (t′ u) ∈ |B|✱ ❡t ❞♦♥❝ t′ ∈ |A → B|✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡✈❡♥✐r à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡t tr❛✐t❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✿
• ❙✐ t = λxA.t1✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ U = A → B✱ ❛✈❡❝ t1 : B ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ I✱

t1[I] ∈ |B|✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t[I] ∈ |A → B| ❝✬❡st ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ |A|✱ (t[I] u) ∈ |B|✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t ré❞✉✐t ❞❡ (t[I] u) ❡st ❜✐❡♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
|B|✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s t1[I] ❡t u✳ ▲❡s
ré❞✉✐ts ❞❡ (t[I] u) s♦♥t ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

t1[I;x← u]

(t′1 u) ❛✈❡❝ t1[I] ⊲ t′1

(t1[I] u′) ❛✈❡❝ u ⊲ u′

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ I;x ← u ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✱ t1[I;x ← u] ❛♣♣❛rt✐❡♥t
❜✐❡♥ à |B|✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛ ❞é❝r✉ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ u′ ∈ |A|✳

❈❡❝✐ ❝❧ôt ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
❖♥ s✬❛ss✉r❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✣t ❜✐❡♥ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡

♣♦✉r t♦✉t q✉❡ t②♣❡ U ✱ xU ∈ |U |✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✱ ❡t ❞♦♥❝
q✉❡ s✐ t : A✱ ❛❧♦rs t ∈ |A| ❡t ❞♦♥❝ t ∈ SN✳

❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✉❡ à ❚❛✐t ❬✶✹✵❪✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❬✽✸❪✳ ❈❡ q✉✐ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧ à r❡t❡♥✐r✱ ❝✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s✳ ➚ s❛✈♦✐r✱ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ t②♣❡ U ❡st ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♥♦té |U |✳
✕ Pr❡✉✈❡ q✉❡ |U | ⊂ SN✳
✕ Pr❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ |U |✳
✕ Pr❡✉✈❡ q✉❡ s✐ t : U ✱ ❛❧♦rs t[I] ∈ |U |✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t ∈ |U | ❡t t ∈ SN✳

✻✵



❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝❤❛q✉❡
t②♣❡ ét❛♥t ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s
❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ |U |✮✱
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ✭|U | ⊂ SN✮✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✱ q✉❡ s✐ t : U ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ t[I] ∈ |U | ❡st
❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ s❡r❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ✭✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡t❝✮✳ ■❧ ❢❛✉t
t♦✉t❡❢♦✐s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |A→ B|✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s✳

✸✳✹ ▲❡ s②stè♠❡ T ❡t s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①

▲❡ s②stè♠❡ T ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●ö❞❡❧ ❡♥ ✶✾✺✽ ❬✻✶❪✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡
t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs 0 ❡t S✱ ❡t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♥♦té R✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ét❡♥❞✉❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

0 : ◆❛t S : ◆❛t→ ◆❛t
t0 : T tS : ◆❛t→ T → T u : ◆❛t

(R u t0 tS) : T

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ✿

(R 0 t0 tS) ⊲ι t0

(R (S t) t0 tS) ⊲ι (tS t (R t t0 tS))

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✱ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♦♥ ♣r❡♥❞ ✿

|◆❛t| ≡ SN.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ ❞✐✛èr❡ ❛❧♦rs ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧
❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷ ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s✮ ❯♥ t❡r♠❡ ❡st ❞✐t ♥❡✉tr❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

λx.t 0 (S t).

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ NT ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ |T | ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✷
❡t ✸✳✸✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ✿
✕ |T | ⊂ SN

✕ ∀t ∈ |T |.t ⊲ t′ ⇒ t′ ∈ |T |

✻✶



✕ ∀t ∈ NT.(∀t′.t ⊲ t′ ⇒ t′ ∈ |T |)⇒ t ∈ |T |

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹ P♦✉t t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t t : T ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ T ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❛❞❛♣té❡ I ♦♥ ❛ t[I] ∈ |T |✳

Pr❡✉✈❡ ▲à ❡♥❝♦r❡ ❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ ❡t ❞✐✛èr❡ ♣❡✉ ❞❡ ❧❛
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ s❛✐t q✉❡ u[I] ∈ SN✱
t0[I] ∈ |T |✱ tS [I] ∈ SN → |T | → |T | ❡t ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r (R u t0 tS)[I] ∈ |T |✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉①
ré❝✉rr❡♥❝❡s ❡♠❜♦îté❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ u✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s u[I], t0[I] ❡t tS [I]✳ ❈♦♠♠❡ (R u t0 tS)[I] ❡st ♥❡✉tr❡✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉s s❡s ré❞✉✐ts s♦♥t ❞❛♥s |T |✱ ♦r ❧❡s✲❞✐ts ré❞✉✐ts s♦♥t ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ (R u′ t0[I] tS [I]) ❛✈❡❝ u[I] ⊲ u′

✕ (R u[I] t′0 tS [I]) ❛✈❡❝ t0[I] ⊲ t′0
✕ (R u[I] t0[I] t′S) ❛✈❡❝ tS [I] ⊲ t′S
✕ t0[I] s✐ u[I] = 0
✕ (tS [I] v (R v t0[I] tS [I]))✳

▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t tr❛✐tés ♣❛r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲❡ q✉❛tr✐è♠❡
❝❛s ❡st ❢❛❝✐❧❡ ✿ t0[I] ∈ |T |✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✉❜t✐❧ ✿ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ v ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ u✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (R v t0[I] tS [I])) ∈ |T | ✭♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✮✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t v ∈ |◆❛t|✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ (tS [I] v (R v t0[I] tS [I])) ∈ |T |✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ T ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ♠❛✐s ♥❡ s✉✣t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛❞❛♣té❡s ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ T ✶✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SN ❞❡s t❡r♠❡s
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ |◆❛t| ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st à ❝❡ t✐tr❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✿

0o : ❖r❞

So : ❖r❞→ ❖r❞

lim : (◆❛t→ ❖r❞)→ ❖r❞

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❜é✐t ❛❧♦rs à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

t0 : T tS : ❖r❞→ T → T tl : (◆❛t→ ❖r❞)→ (◆❛t→ t)→ t u : ❖r❞

(R❖r❞ u t0 tS tl) : T

❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

(R❖r❞ 0o t0 tS tl) ⊲ι t0

(R❖r❞ (So u) t0 tS tl) ⊲ι (tS u (R❖r❞ u t0 tS tl)

(R❖r❞ (lim f) t0 tS tl) ⊲ι (tl f λx◆❛t.(R❖r❞ (f x) t0 tS tl)

✶❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✻✷



❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s q✉✐ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ▲❡
♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ s✉r (f x)✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ (lim f)✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝✱
❛✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡♥t✐❡r x✱ (f x) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à (lim f)
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ (lim f) ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❝❡♥sé
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {f(n), n ∈ N}✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ ❡①✐❣❡r❛
❞♦♥❝ q✉❡ (lim f) s♦✐t ré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❖r❞ ✭é❧é♠❡♥t ❞❡ |❖r❞|✮✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡
u ré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◆❛t ✭é❧é♠❡♥t ❞❡ |◆❛t|✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ (f u) ❡st ❜✐❡♥ ré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❖r❞ ✭❝✳à✳❞✳
❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ |❖r❞|✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |❖r❞| ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (So v) ♦✉
(lim f)✱ ❛❧♦rs u ∈ |❖r❞|✳

✕ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs (So v) ❛✈❡❝ v ∈ |❖r❞|✱ ❛❧♦rs u ∈ |❖r❞|✳
✕ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs (lim f)✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ |◆❛t|✱

(f v) ∈ |❖r❞|✱ ❛❧♦rs u ∈ |❖r❞|✳
▲❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞✉
♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❚❛rs❦✐✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |❖r❞| ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✈❡rs ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |❖r❞| ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ❧♦✉r❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❀ ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

✕ ❞❡ r❡❢❛✐r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✸✱ ✸✳✷ ❡t ✸✳✶ ❝❛r ❖r❞ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ✐♥t❡r♣rété ♣❛r SN

✕ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t ∈ ❖r❞ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡
(Ro t0 fS fl) ❡st ❜✐❡♥ ré❞✉❝t✐❜❧❡✳

P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞ès ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐✲
❜✐❧✐té✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✸✱ ✸✳✷ ❡t ✸✳✶ ❡t ❛✉ss✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ |❖r❞|✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ✱ |T | ⊂ SN✳
✕ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |T | ❡st ❝❧♦s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

∀t, t′.(t ∈ |T | ∧ t ⊲ t′)⇒ t′ ∈ |T |.

✕ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ✱ s✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♥❡✉tr❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t′✱ t ⊲ t′ ⇒ t′ ∈ |T |✱ ❛❧♦rs
t ∈ |T |✳

❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ T ✱ ♦♥ ♥❡ s❡ s❡rt q✉❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✮ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s C ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐❜✐❧✐té s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

CR 1 C ⊂ SN

CR 2 ∀t ∈ C.∀t′.(t ∈ C ∧ t B t′)⇒ t′ ∈ C

CR 3 ∀t ∈ NT.(∀t′.t B t′ ⇒ t′ ∈ C)⇒ t ∈ C

◆♦tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❧❡♠♠❡s ✿

✻✸



▲❡♠♠❡ ✸✳✺ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ SN ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✿

C → D ≡ {t,∀u ∈ C.(t u) ∈ D}.

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t t ∈ C → D✳ C ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ♥❡✉tr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (t x) ∈ D
❡t ❞♦♥❝ (t x) ❡t t s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❙✐ (t u) ∈ D ❡t t B t′✱ ❛❧♦rs (t u) B (t′ u) ❡t ❞♦♥❝ (t′u) ∈ D✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

t′ ∈ C → D✳ ❊♥✜♥ s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ t s♦✐t ♥❡✉tr❡ ❡t q✉❡ t♦✉s s❡s ré❞✉✐ts s♦✐❡♥t ❞❛♥s C → D✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs u ∈ C✱ ♦♥
♣r♦✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s C q✉❡ (t u) ∈ D ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ (t u) ❡st ♥❡✉tr❡ ❡t s❡s

ré❞✉✐ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✕ (t′ u) q✉✐ ❡st ❞❛♥s D ♣✉✐sq✉❡ t′ ∈ C → D
✕ (t u′) q✉✐ ❡st ❞❛♥s D ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ♣✉✐sq✉❡ t ❡st ♥❡✉tr❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡ ❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ❞✐t q✉❡
t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✉♥
✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st q✉❡ t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ |❖r❞|✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❖♥ ❞é✜♥✐t |❖r❞| ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ t❡r♠❡ t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à |❖r❞| s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C✱ ♣♦✉r
t♦✉s t❡r♠❡s t0 ∈ C✱ tS ∈ |❖r❞| → C → C✱ tl ∈ (|◆❛t| → |❖r❞|)→ (|◆❛t| → C)→ C✱ ♦♥ ❛

(R❖r❞ t t0 tS tl) ∈ C.

■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr ❥✉st✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |❖r❞|✳ ●râ❝❡ ❛ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣♦✉✈♦✐r ❧❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿

❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡t C ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥t ✿

G(S, C) ≡ {t,∀(t0, tS , tl) ∈ C × S → C → C × (SN→ S)→ (SN→ C)→ C.(Ro t t0 tS tl) ∈ C}

❡t ❛✉ss✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✈❡rs ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

F (S) ≡
⋂

C∈CR

G(S, C).

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r |❖r❞| ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ F ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ s✐ S1 ⊂ S2 ❛❧♦rs F (S1) ⊂ F (S2)
✕ F ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿ s✐ S ∈ CR ❛❧♦rs F (S) ∈ CR✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❀ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r C ⊂ C′ ⇒ C′ → D ⊂ C → D ❡t ❧❡ r❡st❡ s✉✐t ❛✐sé♠❡♥t✳
P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ CR ét❛♥t ❝❧♦s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ G(S, C) ∈ CR✳ ▲❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❘ ✶ ❡t ❈❘ ✷ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✱
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s t0✱ tS ❡t tl✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ✿

✻✹



▲❡♠♠❡ ✸✳✽ ❙♦✐t T ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♦r❞✐♥❛✉①✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ |T | ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

❖♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |❖r❞| ✿ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s |T | s♦♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s |T | ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st très ❢❛❝✐❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ t : T ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r
t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ I ♦♥ ❛ t[I] ∈ |T |✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ❝❛s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ✿

✕ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 0o ✿ s✐ C ∈ CR✱ t0 ∈ C ❡t tS ❡t tl s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s t0✱ tS ❡t tl q✉❡ (Ro 0o t0 tS tl) ∈ C✳

✕ ❧❡s ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ So ❡t lim s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡s ✷✳
✕ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ Ro ✿ ❝✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❀ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s✐ u[I] ∈ |❖r❞|✱ to[I] ∈ |T |✱ tS [I] ∈ |❖r❞→

T → T | ❡t tl ∈ |(◆❛t→ ❖r❞)→ (◆❛t→ T )→ T | ❛❧♦rs

(Ro u[I] to[I] tS [I] tl[I]) ∈ |T |.

✸✳✺ ▲❡ s②stè♠❡ F

▲❡ s②stè♠❡ F ✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●✐r❛r❞ ❡♥ ✶✾✼✵
♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ♣r♦✉✈❡r ❛✐♥s✐ s❛
❝♦❤ér❡♥❝❡ ❬✺✽✱ ✺✾❪✳ ❊♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♦✉ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦✉ ♣ré❞✐❝❛ts ❀ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té✳ ❙❛ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ❧❡ s②stè♠❡ F ❡st ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✐ s♦✐t✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t
❞é❝r✐ts ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✿

T := α | T → T |∀α.T

♦ù α ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥é ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦ù ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣❧✐✲

❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❀ ❝❡❝✐ r❡♥❞ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥✉t✐❧❡s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ✿

t := x | (t t) | λx.t

❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ✿

(❱❛r)
(x, T ) ∈ Γ

Γ ⊢ x : T

(▲❛♠)
Γ :: (x, T2) ⊢ t : T1

Γ ⊢ λx.t : T2 → T1
(❆♣♣)

Γ ⊢ t1 : T2 → T1 Γ ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ (t1 t2) : T1

(∀✲✐)
Γ ⊢ t : T ∀(x, T0) ∈ Γ.α /∈ ❋❱ (T0)

Γ ⊢ t : ∀α.T
(∀✲❡)

Γ ⊢ t : ∀α.T

Γ ⊢ t[α \ T1] : T [α \ T1]

✷◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ lim ∈ |(◆❛t → ❖r❞) → ❖r❞|

✻✺



▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ❞❡ ❋❱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ (x, T ) ∈ Γ s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ❀ ♦♥
♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s
❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té r❡st❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s
❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ré✉ss✐r à ✐♥t❡r♣rét❡r
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡
s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡✳ P♦✉r ❝❡❧à✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s❡ ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ✈❛ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❖r❞ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❡r❛ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ✉♥❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡✳

❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ I✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ét❡♥❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐❝✐ ❞✐st✐♥❣✉❡r
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s
❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥s ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡r✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r✱ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té |T |I ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r I;α← C ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈❛❧❛♥t C ❡♥ α ❡t é❣❛❧❡ à I ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳

|α|I ≡ I(α)

|A→ B|I ≡ |A|I → |B|I

|∀α.A|I ≡
⋂

C∈CR

|A|I;α←C

❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ |T |I ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✾ P♦✉r t♦✉s t②♣❡s T ❡t T1✱ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ❡t t♦✉t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ♦♥ ❛ ✿

|T [α \ T1]|I = |T |I;α←|T1|I .

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❜✐❡♥ sûr ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r T ❀ ❧❡s tr♦✐s ❝❛s s♦♥t q✉❛s✐✲✐♠♠é❞✐❛ts✳

■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ♥♦tr❡
♣r❡✉✈❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s✮ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ❞✐t❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
Γ ✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, T ) ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ I(x) ∈ |T |I ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❙✐ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✱
♦♥ ❛ t[I] ∈ |T |I ✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❀
❡❧❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡ é♥♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ▲❡s ❝❛s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡s✳

✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❱❛r ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ✿ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ I(x) ∈ |T |I ✳

✻✻



✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❆♣♣ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ✿ t1[I] ∈ |T2 → T2|I ❡t t2[I] ∈ |T2|I ✳
❆✉ss✐ ✿ (t1 t2)[I] = (t1[I] t2[I]) ∈ |t1|I ✳

✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ▲❛♠ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I
❛❞❛♣té❡ à Γ :: (x, T2)✱ t[I] ∈ |T1|I ✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t2 ∈ |T2|I ❀ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r

(λxT2 .t[I;xT2 ← xT2 ] t2) ∈ |T1|I

♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r (λxT2 .t)[I] ∈ |T1 → T2|I ✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s t[I] ❡t t2✳ ▲❡ t❡r♠❡ (λxT2 .t[I] t2) ♣❡✉t s❡
ré❞✉✐r❡ ❡♥ ✿
✕ (λxT2 .t′ t′2)✱ ❝❛s tr❛✐té ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
✕ t[I;xT2 ← t2]✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ t2 ∈ |T2|I ✱ I;xT2 ← t2 ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à

Γ :: (x, T2)✱ ❡t ❞♦♥❝ t[I;xT2 ← t2] ∈ |T1|I ✳
✕ ❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ ❡t C ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t

✈ér✐✜❡r q✉❡ I;α← C ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
(x, T0) ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❛ α /∈ ❋❱ (T0)✱ ❡t ❞♦♥❝ |T0|I = |T0|I;α←C ✳

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ |T1|I ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❀ ❞♦♥❝

|T [α \ T1]|I = |T |I;α←|T1|I ⊂ |∀α.T |I

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ t[I] ∈ |T [α \ T1]|I ✳
❊♥✜♥ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛r✲

q✉❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I t❡❧❧❡ q✉❡ I(α) = SN ♣♦✉r t♦✉t α ❡t I(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x ❡st ❛❞❛♣té❡ à
t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡✳

■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ F s❡ r❡tr♦✉✈❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❀ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❡t ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ q✉❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♦r❞✐♥❛✉①✳ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡st q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
s②stè♠❡ F ❡st ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❧✬êtr❡ ❛✉ss✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝✬❡st
❧❡ ❢❛✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s I q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ✿ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
t②♣❡✳ ❖♥ q✉❛♥t✐✜❡ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳

■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ F ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣r✐♠✐t✐❢s ❞✉
s②stè♠❡ T ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ |◆❛t|
❡t |❖r❞| ❞♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t
à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

✸✳✻ ▲❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ✉♥ t②♣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡
❛✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❝♦♥♥✉ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s λ✲❝❛❧❝✉❧s ❞✐ts ❞✉ ✏❈✉❜❡ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✑✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
r❛♠❡♥❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts à ❝❡❧✉✐ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s t②♣❡s
❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭Fω ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ▲❋✳ ✳ ✳✮✳ ◆♦✉s
♥❡ ❢❡r♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝✐❧✐té✱ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✉r♦♥s ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
❛❥♦✉t❡r♦♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳

✻✼



▲❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✐❝✐ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ F ét❡♥❞✉ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❈✉❜❡ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ λP2✳ ■❧ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s
✭♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✈❡rs ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✮ ✿ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ A ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✐stA✱ ❧❡
t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ A✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ✏❣é♥ér✐q✉❡✑ ❧✐st✱ q✉✐ à
A ❛ss♦❝✐❡ ❧✐stA✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str❛t✐✜é❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s (t)✱ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts (T ) ❡t ❞❡s
♦r❞r❡s (K) ✿

K ::= ❙❡t | (x : T )K

T ::= α | [x : T ]T | (T t) | (α : K)T | (x : T1)T2

t ::= x | [x : T ]t | (t t) | [α : K]t | (t T )

P♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ β✲
ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

Γ ::= [] | Γ :: (x, T ) | Γ :: (α, K).

▲❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ s✐ ❧✬♦♥ s♦♥❣❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α
♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ t②♣❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ α : ❙❡t✮✱ ♦✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ✉♥ t②♣❡
❞♦♥♥é ✭α : ◆❛t → ❙❡t✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡
✭♦✉ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s ♦r❞r❡s s❡r✈❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✿ s✐ T : ❙❡t✱ ❛❧♦rs T ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t②♣❡✱ s✐ T : T0 → ❙❡t✱ T s❡r❛ ✉♥
♣ré❞✐❝❛t s✉r ❧❡s ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ T0✱ ❡t❝✳ ❇✐❡♥ sûr✱ s✐ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs T s❡r❛
✉♥ t②♣❡ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❞ér✐✈❡r Γ ⊢ T : ❙❡t✳

▲❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ tr♦✐s ❢♦r♠❡s ✿

✕ Γ ⊢ t : T ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ t ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡t ❤❛❜✐t❡ ❧❡ t②♣❡ T ✳
✕ Γ ⊢ T : K ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ T ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❞✬♦r❞r❡ K✳
✕ Γ ⊢ K ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ K ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳

❖♥ é❝r✐t Γ ⊢ J ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✐♥❞✐❢ér❡♠♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
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s♦♥t ❛❧♦rs ✿

(❆①) [] ⊢ ❙❡t (❑✲Pr♦❞)
Γ :: (x, T ) ⊢ K

Γ ⊢ (x : T )K

(❚✲▲❛♠)
Γ :: (x, T1) ⊢ T : K

Γ ⊢ [x : T1]T : (x : T1)K
(❚✲❆♣♣)

Γ ⊢ T : (x : T1)K Γ ⊢ t : T1

Γ ⊢ (T t) : K[x \ t]

(❚✲Pr♦❞✶)
Γ :: (x, T1) ⊢ T : ❙❡t

Γ ⊢ (x : T1)T : ❙❡t
(❚✲Pr♦❞✷)

Γ :: (α, K) ⊢ T : ❙❡t

Γ ⊢ (α : K)T : ❙❡t

(t✲▲❛♠✶)
Γ :: (x, T1) ⊢ t : T

Γ ⊢ [x : T1]t : (x : T1)T
(t✲▲❛♠✷)

Γ :: (α, K) ⊢ t : T

Γ ⊢ [α : K] : (α : K)T

(t✲❆♣♣✶)
Γ ⊢ t1 : (x : T2)T1 Γ ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ (t1 t2) : T1[x \ t2]
(t✲❆♣♣✷)

Γ ⊢ t : (α : K)T Γ ⊢ T1 : K

Γ ⊢ (t T1) : T [α \ T1]

(❱❛r✶)
Γ ⊢ T : ❙❡t x /∈ Γ

Γ :: (x, T ) ⊢ x : T
(❱❛r✷)

Γ ⊢ K α /∈ Γ

Γ :: (α, K) ⊢ α : K

(❲❡❛❦✶)
Γ ⊢ J Γ ⊢ T : ❙❡t

Γ :: (x, T ) ⊢ J
(❲❡❛❦✷)

Γ ⊢ J Γ ⊢ K

Γ :: (α, K) ⊢ J

(❈♦♥✈)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T1 : ❙❡t T1 =β T2 Γ ⊢ T2 : ❙❡t

Γ ⊢ t : T2

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs
s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ❛✉① ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✏❞✬♦✉❜❧✐✑ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖x‖ ≡ x

‖[x : T ]t‖ ≡ λx.‖t‖

‖[α : K]t‖ ≡ ‖t‖

‖(t1 t2)‖ ≡ (‖t1‖ ‖t2‖)

‖(t T )‖ ≡ ‖t‖

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✵ ❙♦✐t ✉♥ t❡r♠❡ t✳ ❙✐ t B
∗
β t′✱ ❛❧♦rs ‖t‖ B

∗
β ‖t

′‖✳ ❆✉ss✐✱ ♣♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s t ❡t t′✱ ♦♥ ❛

t =β t′ ⇒ ‖t‖ =β ‖t
′‖.

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣rés❡♥t s②stè♠❡ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥t❡r♣rét❡r t♦✉t t②♣❡ ✭❝✳à✳❞✳ t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✮ ♣❛r ✉♥
❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ❝✳à✳❞✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ❀ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞✬❛r✐té ✶ ✭❝✳à✳❞✳ ❞✬✉♥
♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T → ❙❡t✮ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s✱ ✐❧s s❡r♦♥t
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✐♥t❡r♣rétés ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té à t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
s✉✐t❡✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❛r✐té ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts q✉✐ ❧❡
❢♦r♠❡♥t ✿

❆r(❙❡t) = 0

❆r((x : T )K) = ❆r(K) + 1

♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ρ(n) ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✬❛r✐té n ✿
✕ ρ(0) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Λ
✕ ρ(n + 1) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ Λ ✈❡rs ρ(n)✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t CR(n) ⊂ ρ(n)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞❡❣ré n ✿

✕ CR(0) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s C ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❘ ✶✱ ❈❘ ✷ ❡t
❈❘ ✸ ❞é❥à é♥♦♥❝é❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮

✕ CR(n + 1) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❞❡ Λ ✈❡rs CR(n) ✈ér✐✜❛♥t ✿

∀t, t′.t =β t′ ⇒ f(t) = f(t′).

❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ SN ét❛✐t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬❛r✐té ✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❝✐ ❡♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❈❛♥(n) ❞❡ CR(n) ✿

✕ ❈❛♥(0) ≡ SN

✕ ❈❛♥(n + 1) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐❡ ❈❛♥(n)✳
❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ CR(n)✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥
✈✐❞❡✳

❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s I ❡t ❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s |T |I ✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ I ✐♥t❡r♣rét❡r❛ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛r✐té✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❆r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❯♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A q✉✐ ❛ss♦❝✐❡
✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ A(α) à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r A;α← n ❧✬❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✈❛❧❛♥t n ❡♥ α ❡t é❣❛❧❡ à A ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❇♦♥♥❡✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡t A ✉♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n s♦✉s A s✐ ✿

✕ T = α ❡t A(α) = n
✕ T = (x : T1)T2✱ n = 0 ❡t T1 ❡t T2 s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ❞✬❛r✐té ✵ s♦✉s A✳
✕ T = (α : K)T0✱ n = 0✱ ❡t T0 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ✵ s♦✉s A;α← ❆r(K)✳
✕ T = (T0 t) ❡t T0 ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n + 1 s♦✉s A✳
✕ T = [x : T1]T2 ❡t T2 ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n− 1 s♦✉s A✳

❙✐ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❡r ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬❛r✐té n✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛r✐té ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
♣ré❞✐❝❛t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ✉♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✿

✼✵



✕ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣✉r I(x) à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ x✳
✕ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ I(α) = (n, C) à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α✱ ♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t C

✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬❛r✐té n✳
❚♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡
♣r❡✉✈❡ t✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r t[I] ❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r ‖t‖ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♦♥t été s✉❜st✐t✉és ♣❛r
❧❡✉rs ✈❛❧✉❛t✐♦♥ I(x)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

[α : K][x : T → T ](x y)[I] = λx.(x I(y)).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t T ✉♥❡ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n s♦✉s ❧✬❛r✐té✲
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à I✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs |T |I ✱ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬❛r✐té n ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✿

✕ |α|I ≡ C ❛✈❡❝ I(α) = (n, C)
✕ |(T t)|I ≡ |T |I(t[I])
✕ |[x : T1]T2|I ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ u ❛ss♦❝✐❡ |T2|I;x←u

✕ |(α : K)T |I ≡
⋂

C∈CR(❆r(K)) |T |I;α←(❆r(K),C)

✕ |(x : T1)T2|I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs u✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ v ∈ |T1|I ✱ ♦♥ ❛
(u v) ∈ |T2|I;x←v

■❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |(α : K)T |I ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ |∀α.T |I ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |(x : T1)T2|I ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |A→ B|I ✉t✐❧✐sé❡ ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ❧❛ ♥✉❛♥❝❡ ♣rès q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ T2

❞é♣❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x✳
P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ |T |I ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t

t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛r✐té✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡
r❡♥❢♦r❝❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

Pr❡✉✈❡ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t |T |I ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s

❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

✕ ❙✐ T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ n s♦✉s I✱ ❛❧♦rs |T |I ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ n

✕ ❙♦✐t I′ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ I(α) = I′(α) ♣♦✉r t♦✉t α ❡t I(x) =β I
′(x) ♣♦✉r t♦✉t x✳ ❆❧♦rs |T |I = |T |I′ ✳

▲❡ ❝❛s T = α ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❡t T = (T ′ t) ❡t très ❢❛❝✐❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ T = [α : K]T ′✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ✿

✕ T = [x : T1]T2✳ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u✱ |T2|I;x←u ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s

s✐ u =β u′✱ ❛❧♦rs |T2|I;x←u = |T2|I;x←u′ = |T2|I′;x←u✳

✕ T = (α : K)T ′✳ ❖♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ n = 0✱ ❡t |T |I ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

✕ T = (x : T1)T2✳ ❈❡ ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻ ❛✉ ❝❛s ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t✳ ■❧ ❢❛✉t ❥✉st❡
❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✮ ❯♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ A ❡st ❛❞❛♣té❡ à ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (α, K) ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❛ A(α) = ❆r(K)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ T : K ❡t A ✉♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳
❆❧♦rs T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ❆r(K) s♦✉s A✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ✸✳✶✱ r❡✈✉❡ ❡t ❝♦rr✐❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✼✶



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é ✭❝✳à✳❞✳ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ J ❞ér✐✈❛❜❧❡✮✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ s✐ ✿

✕ ❧✬❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r I ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ
✕ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, T ) ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❛ I(x) ∈ |T |I ✳

P♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ s✐ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (x, T )Γ′ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❛❧♦rs Γ ⊢ T : ❙❡t✳
✕ s✐ A ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ❛❧♦rs A ❡st ❛❞❛♣té❡ à t♦✉t❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ Γ✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡✲❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ✭❡❧❧❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❈❈■ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐t t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s
r❡st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t à tr❛✐t❡r ✿ ❝❡ s②stè♠❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿

(❈♦♥✈)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T1 : ❙❡t T1 =β T2 Γ ⊢ T2 : ❙❡t

Γ ⊢ t : T2

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s q✉❡ t : T ⇒ t[I] ∈ |T |I ✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡r❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷ ✭✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❙♦✐t T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ n s♦✉s ✉♥❡✲
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❙✐ T Bβ T ′ ❛❧♦rs T ′ ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ n s♦✉s I✱ ❡t |T |I = |T ′|I ✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧❛ ❝❧é ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té à ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝
t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣♦s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ λP2✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ✿
Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✳ ❖♥ ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥ts ♦ù T ❡st ❧❡
r❛❞✐❝❛❧ ré❞✉✐t ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡✳

✕ ❙✐ T = ([x : T1]T2 t) ❡t T ′ = T2[x \ T1]✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
|T2[x \ t]|I = |T2|I;x←|t|I ✳

✕ ❙✐ T = ([α : K]T1 T2) ❡t T ′ = T1[α \ T2]✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
|T1[α \ T2]|I = |T1|I;α←|T2|I ✳

✕ ❙✐ T = (T1 t) ❡t T ′ = (T1 t′) ❛✈❡❝ t B t′✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ |T1|I ❡st
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❆✉ss✐ ❝♦♠♠❡ |t|I =β |t

′|I ✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ |T1|I(|t|I) = |T1|I(|t
′|I)✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❙♦✐t Γ ⊢ t : T ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ ❀ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
t[I] ∈ |T |I ✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐
❛ été ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s λP2✱ ❛❧♦rs ‖t‖ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐✲
s❛❜❧❡✳

✼✷



✸✳✼ ❚②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t à ✐❧❧✉str❡r ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈✬❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s t②♣❡s
❞é✜♥✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ■❧ ✈❛ êtr❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ λP2
❡♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s
♣r✐♠✐t✐❢s ❞é❥à ét✉❞✐és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡t ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉①✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts
❞❡ λP2 ❡st ❞♦♥❝ ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ◆❛t ❡t ❖r❞✱ ❡t ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[] ⊢ ◆❛t : ❙❡t [] ⊢ ❖r❞ : ❙❡t

❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬❛❧❣❡❜r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞é❥❛ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

t ::= x | [x : T ]t | (t t) | [α : K]t | (t T )

▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs r❡st❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t②♣❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿

(✵✲◆✲■♥tr♦) [] ⊢ 0 : ◆❛t (❙✲◆✲■♥tr♦) [] ⊢ S : ◆❛t→ ◆❛t

(✵✲❖✲■♥tr♦) [] ⊢ 0o : ❖r❞ (❙✲❖✲■♥tr♦) [] ⊢ So : ❖r❞→ ❖r❞

(❧✐♠✲■♥tr♦) [] ⊢ lim : (◆❛t→ ❖r❞)→ ❖r❞

(◆❛t✲❊❧✐♠)

Γ ⊢ T : ◆❛t→ ❙❡t Γ ⊢ t : ◆❛t Γ ⊢ t0 : (T 0)
Γ ⊢ tS : (m : ◆❛t)(T m)→ (T (S m))

Γ ⊢ (RN t t0 tS) : (T nt)

(❖r❞✲❊❧✐♠)

Γ ⊢ T : ❖r❞→ ❙❡t Γ ⊢ t : ❖r❞ Γ ⊢ t0 : (T 0o)
Γ ⊢ tS : (m : ❖r❞)(T m)→ (T (So m))

Γ ⊢ tl : (f : ◆❛t→ ❖r❞)((n : ◆❛t)(T (f n)))→ (T (lim f))

Γ ⊢ (RO t t0 tS tl) : (T t)

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs RN ❡t RO s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡s ét❡♥❞❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✱
♥♦♥✲t②♣és✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❧à ❛✉ss✐ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❡r♠❡s ♣✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

t := x | λx.t | (t t) | 0 | S | 0O | SO | lim | RN | RO

❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬♦✉❜❧✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ✿

‖0‖ ≡ 0

‖S‖ ≡ S

‖RN‖ ≡ RN

❡t❝

✼✸



❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✳
➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ λP2✳ ■❧ s❡r❛✐t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❡✉ ✐♥✲

t❡r❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r s❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✉✣t ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ T
✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ |◆❛t| ❡t |❖r❞|✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ λP2✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ❛♣✲
♣❡❧❧❡r♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Rec ❡t RecO ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s ♥❛t✉r❡❧s ❡t ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉①✳
▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ✿

T := α | [x : T ]T | (T t) | (α : K)T | (x : T1)T2

| ◆❛t | ❖r❞ | Rec(t, T, α.T ) | RecO(t, T, α.T, α.T )

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Rec ❡t RecO ❧✐❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❧❡✉rs s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ Rec(t, T0, α.TS)✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ TS ✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t ét❡♥❞✉❡s ♣❛r ✿

RecN (0, T0, α.TS) Bι T0

RecN ((S t), T0, α.TS) Bι (TS [α \ RecN (t, T0, α.TS)] t)

RecO(0O, T0, α.TS , β.Tl) Bι T0

RecO((S t), T0, α.TS , β.Tl) Bι (TS [α \ Rec(t, T0, α.TS , β.Tl)] t)

RecO((lim t), T0, α.TS , β.Tl) Bι (Tl[β \ [x : ◆❛t]Rec((t x), T0, α.TS , β.Tl)] t)

❘❡♠❛rq✉❡ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ Rec ❡t RecO s♦♥t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ R ❡t RO✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉❡s à ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té✱
❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✈❡rs ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✿ [α : K]T ❡st ✐♥t❡r❞✐t✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉ ♣❛r ❊①t❡r♥✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

P❛ss♦♥s ❡♥✜♥ ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❖♥ s✐♠♣❧✐✲
✜❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ♣❛r
é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ■♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳

(◆❛t✲❙✲❊❧✐♠)
Γ ⊢ t : ◆❛t Γ ⊢ T0 : ❙❡t Γ :: (α, ❙❡t) ⊢ TS : ◆❛t→ ❙❡t

Γ ⊢ RecN (t, T0, α.TS) : ❙❡t

(❖r❞✲❙✲❊❧✐♠)

Γ ⊢ t : ❖r❞ Γ ⊢ T0 : ❙❡t Γ :: (α, ❙❡t) ⊢ TS : ❖r❞→ ❙❡t
Γ :: (β,◆❛t→ ❙❡t) ⊢ Tl : (◆❛t→ ❖r❞)→ ❙❡t

Γ ⊢ RecO(t, T0, α.TS , β.Tl) : ❙❡t

❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳

✼✹



✸✳✼✳✶ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❖♥ ❛✉r❛ ❝♦♠♣r✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
λP2✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ➚ ❝❡
st❛❞❡✱ ✐❧ ♥✬❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❛s ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ r❡❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✸✳✷ ❡t ❞❡ ✸✳✼ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❯♥ t❡r♠❡ ♣✉r ❡st ♥❡✉tr❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ NT✮ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

λx.t 0 (S t) 0O (SO t) (lim t).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t CR(n) ⊂ ρ(n)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞❡❣ré n ✿

✕ CR(0) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s C ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❘ ✶✱ ❈❘ ✷ ❡t
❈❘ ✸ ❞é❥à é♥♦♥❝é❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮

✕ CR(n + 1) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❞❡ Λ ✈❡rs CR(n) ✈ér✐✜❛♥t ✿

∀t, t′.t =βι t′ ⇒ f(t) = f(t′).

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✸✳✽ ❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✸✳✶✵ r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡str❡✐♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❞✬❛r✐té ✵✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✻
✕ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t RecN (t, T0, α.TS) ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n s♦✉s ✉♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ A s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n = 0✱ T0 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ✵ s♦✉s A ❡t TS ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ✶
s♦✉s A;α← 0✳

✕ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t RecO(t, T0, α.TS , β.Tl) ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té n s♦✉s ✉♥❡ ❛r✐té✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ A
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n = 0✱ T0 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ✵ s♦✉s A✱ TS ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té
✶ s♦✉s A;α← 0 ❡t Tl ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ✶ s♦✉s A;β ← 1✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✸✳✾✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ s✐ Γ ⊢ T : K ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t s✐ A ❡st ✉♥❡ ❛r✐té ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ❛❧♦rs T ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬❛r✐té ❆r(K) s♦✉s A✳

◆♦✉s ❛rr✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |T |I ✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ |α|I , |(x :
T1)T2|I , |(α : K)T1|I , |(T t)|I ❡t |[x : T1]T2|I s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✸✳✶✶✳
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s |◆❛t|I ❡t |❖r❞|I s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à |◆❛t| ❡t |❖r❞| ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹ ✭✐❧s ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ I✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❜✐❡♥ sûr ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ |RecN (t, T0, α.TS)|I
❡t |RecO(t, T0, α.TS , β.Tl)|I ✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs
✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Rec✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❀ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ✏s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✑ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❙✐ Γ ⊢ T0 : ❙❡t✱ Γ :: (α, ❙❡t) ⊢ TS : ◆❛t→ ❙❡t✱ ❡t s✐ I ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ❛❧♦rs

|RecN (0, T0, α.TS)|I = |T0|I .

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ Γ ⊢ t : ◆❛t ❡t |t|I B
∗ 0✱ ❛❧♦rs

|RecN (t, T0, α.TS)|I = |T0|I .

✼✺



✕ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s Γ ⊢ t : ◆❛t✱ ❛❧♦rs

|RecN ((S t), T0, α.TS)|I = |(TS [α \ RecN (t, T0, α.TS)] t)|I

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

|RecN ((S t), T0, α.TS)|I = |TS |I;α←|RecN (t,T0,α.TS)|I (|t|I)

♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡s é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à |t|I ❡t I ❛ss♦❝✐❡
|RecN (t, T0, α.TS)|I ✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿

✶✳ ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡

✷✳ q✉❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù |t|I ♥❡ s❡ ré❞✉✐t ♥✐ ✈❡rs 0 ♥✐ ✈❡rs (S u)✳

▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ s✐ |t|I ♥❡ s❡ ré❞✉✐t ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ RecN (t, T0, α.TS) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r |RecN (t, T0, α.TS)|I
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t SN✮✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱
s✐ |t|I ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ |◆❛t|I ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t |❖r❞|I s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ RecO✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |t|I ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ u✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st
❜✐❡♥ sûr é❧é♠❡♥t ❞❡ |◆❛t|I q✉✐ ❡st é❣❛❧ à SN✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ à ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ v ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✿

f(I, 0) ≡ |T0|I

f(I, (S v)) ≡ |TS |I;α←f(I,v)(v)

f(I, v) ≡ SN s✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 0 ♦✉ (S v)✳

❊t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ❙✐ |t|I ∈ SN✱ ❡t s✐ u ❡st s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs |RecN (t, T0, α.TS)|I ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ f(I, u)✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ |RecN (t, T0, α.TS)|I ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù |t|I ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
❖♥ s❛✐t q✉✬✉❧t✐♠❡♠❡♥t✱ s✐ RecN (t, T0, α.TS) ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❡t s✐ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡
❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❧❡ ❝❛s✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ♣❛s ❡♥❝♦r❡
✐♥✈♦q✉❡r ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡
▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r P❡r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❬✾✼❪ ❡t ♣❛r ❈❛t❛r✐♥❛
❈♦q✉❛♥❞ ❬✶✸✾❪✱ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞é✜♥✐r |T |I ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ |T |I ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
s✐ T ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❡t I ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✐❡♥✲❝❤♦✐s✐❡s✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ |T |I ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
|t|I ♦♥ ❛ss✐❣♥❡ à |RecN (t, T0, α.TS)|I ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ✭s✉✐t❡✮ ❙✐ |t|I ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✿

|RecN (t, T0, α.TS)|I ≡ SN.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ |T |I ❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

✼✻



◆♦✉s s✐♠♣❧✐✜♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ r❡✲
♣♦✉ss❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❡ s✐ T =β T ′ ❛❧♦rs |T |I = |T ′|I ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

T ≡ [x : ◆❛t]Rec((S x), T0, α.[y : nat]T1)

T ′ ≡ [x : nat]T1

♦ù T1 ❡st ✉♥ t②♣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♥✐ ❞❡ x ♥✐ ❞❡ y✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ T B T ′✳ P♦✉rt❛♥t |T ′|I ❡st
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ à t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r ❛ss♦❝✐❡ |T1|I ✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r
♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ u à |T |I ♦♥ ♦❜t✐❡♥t SN ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ (S u) ❡st
♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✮✳ ❖r ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r q✉❡ |T1|I = SN✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r v ∈ |◆❛t|I ✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜✐❡♥ ✿

|T |I(v) = |T ′|I(v) = |T1|I .

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ✐❝✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ♠✬❛ été ✐♥❞✐q✉é❡
♣❛r ▼✐❧❡♥❛ ❙t❡❢❛♥♦✈❛✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts
❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

|[x : T0]T |I ≡ u 7→ |T |I;x←u ♣♦✉r u ∈ |T0|I

≡ u 7→ |T |I;x←x ♣♦✉r u /∈ |T0|I .

❖♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉s ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥
❢♦r♠és T ❡t T ′ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

T =β T ′ ⇒ |T |I = |T ′|I .

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s é✈✐❞❡♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬êtr❡ ✏✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t é❧é♠❡♥ts ❞❡s ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥s ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ t②♣❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ q✉✐ r❛♣♣❡❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❛ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ s❡r❛ ♣r♦✉✈é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡
✜♥❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✽ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ K ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❞♦♠(K, Γ, I) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❆r(K)✲✉♣❧❡ts ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
K ✿

✕ s✐ K = ❙❡t✱ ❛❧♦rs ❞♦♠(K, Γ, I) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ✵✲✉♣❧❡t
✕ s✐ K = (x : T )K ′✱ ❛❧♦rs (u, u1, . . . , un) ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞♦♠(K, Γ, I) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

u ∈ |T |I ✱ ❡t (u1, . . . , un) ∈ ❞♦♠(K, Γ :: (x, T ), I;x← u)✳ ✸

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✾ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ T : K ❡t ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (T,K, Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
A ∈ ❞♦♠(K, Γ, I)✱ s✐ T B

∗ T ′✱ ❛❧♦rs

|T |I(A) = |T ′|I(A).

✸P♦✉r êtr❡ t♦✉t à ❢❛✐t r✐❣♦✉r❡✉①✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ Γ ⊢ (x : T )K ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs Γ ⊢ T : ❙❡t
❡t Γ :: (x, T ) ⊢ K ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t s❛
♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣❡✉ ✐❝✐✳

✼✼



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ K = ❙❡t ❛❧♦rs |T |I = |T ′|I ✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛rés ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✜♥❛❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼ P♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ t : T ✱ ‖t‖ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❡st❡ ❜✐❡♥ sûr ✜❞è❧❡ à ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ét❛♥t ✿

✕ s✐ Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ♦♥ ❛ |t|I ∈ |T |I
✕ s✐ Γ ⊢ T : K ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ (T,K, Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t

s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❖♥ ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❱❛r✷✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐sq✉❡ α ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
✕ ▲❡s rè❣❧❡s❲❡❛❦✶ ❡t❲❡❛❦✷✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t α✮ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡

❞❛♥s K✱ ❛❧♦rs ❞♦♠(K, Γ, I) = ❞♦♠(K, Γ :: (x, T1), I) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♠(K, Γ :: (α, K1), I)✮✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❚✲❆♣♣✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st Γ ⊢ (T t) : K[x \ t]✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ |t|I ∈ |T1|I ❡t q✉❡ (T, (x : T1)K, Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t A ∈ ❞♦♠(K[x \ t],Γ, I) ♦♥ ❛ (|t|I ,A) ∈ ❞♦♠((x : T )K, Γ, I)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❚✲▲❛♠✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st Γ ⊢ [x : T1]T : (x : T1)K✳ ❙✐ T B
∗ T0✱ ❛❧♦rs T ′ =

[x : T ′1]T
′✳ ❙♦✐t (u1, u2, . . . , un) ∈ ❞♦♠((x : T1)K, Γ, I) ❀ ❛❧♦rs u1 ∈ |T1|I ❡t ❞♦♥❝ (T,K, Γ ::

(x, T1), I;x← u1) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ (u2, . . . , un) ∈
❞♦♠(K, Γ :: (x, T1), I;x← u1)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

|T |I;x←u1(u2, . . . , un) = |T ′|I;x←u1(u2, . . . , un)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐

|[x : T1]T |I(u1, u2, . . . , un) = |[x : T ′1]T
′|I(u1, u2, . . . , un).

✕ ▲❛ rè❣❧❡ Pr♦❞✶✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st Γ ⊢ (x : T1)T2 : ❙❡t✳ ▲❡s ré❞✉✐ts ❞❡ (x : T1)T2 s♦♥t
❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x : T ′1)T

′
2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ |T1|I = |T ′1|I ✱

❡t s✐ u ∈ |T1|I ✱ ❛❧♦rs |T2|I;x←u = |T ′2|I;x←u✳ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

|(x : T1)T2|I = (x : T ′1)T
′
2|I .

✕ ▲❛ rè❣❧❡ Pr♦❞✷✳ ❈❡ ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ◆❛t✲❙✲❊❧✐♠✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st

Γ ⊢ RecN (t, T0, α.TS) : ❙❡t.

❖♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ |t|I ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❀ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
✕ ❙✐ |t|I B

∗ 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ |RecN (t, T0, α.TS)|I = |T0|I ✳ ❈♦♠♠❡ s✐ T0 B
∗ T ′0✱ ❡t q✉❡

RecN (t, T0, α.TS) s❡ ré❞✉✐t s♦✐t ✈❡rs T ′0✱ s♦✐t ✈❡rs RecN (t′, T ′0, α.T ′S)✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳
✕ ❙✐ |t|I B

∗ (S v)✱ ❧❡s ré❞✉✐ts ❞❡ RecN (t, T0, α.TS) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
✕ RecN (t′, T ′0, α.T ′S) ❛✉q✉❡❧ ❝❛s |t′|I B

∗ (S u)✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs
|T0|I = |T ′0|I ✱ ❡t |Rec(u, T0, α.TS)|I = |Rec(u, T ′0, α.T ′S)|I ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳

✕ ✉♥ ré❞✉✐t ❞❡ (T ′S [α \T2] t′)✱ ❛✈❡❝ t B
∗ (S t′) ❡t Rec(t′, T0, α.TS) B

∗ T2✳ ❈♦♠♠❡ s✉❜st✐t✉❡r
α ♣❛r T2 ❞❛♥s T ′S ✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ((T ′S [α\T2] t′), ❙❡t,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ |(T ′S [α\T2] t′)|I = |RecN (t, T0, α.TS)|I ✳

✼✽



✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st Γ ⊢ t : T2✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ |t|I ∈ |T1|I ✳ ❈♦♠♠❡
T1 =β T2✱ T1 ❡t T2 ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ T3✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
❛ss✉r❡ ❛❧♦rs |T1|I = |T3|I ❡t |T2|I = |T3|I ✱ ❡t ❞♦♥❝ |t|I ∈ |T2|I ✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ |T |I ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é✜♥✐r |T |I ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s ❝♦♠♣❧❡t ✿ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧✐q✉é❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♣❛s sûr✱ q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ s♦✐t ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡✳

✸✳✽ P❡t✐t ❜❡st✐❛✐r❡ ❞❡s ❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ ✸✳✹ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ♣✉✐s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
ét❛✐t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t s②stè♠❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❡①♣r❡ss✐❢ q✉❡ F ✳
❉❡♣✉✐s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❛r ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ♦♥t
été ♣rés❡♥té❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é ✐♥tér❡ss❛♥t✱ q✉✐tt❡ à ❝é❞❡r ❛✉ ❞é♠♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛①✐♥♦♠✐❡✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡
♣♦✐♥t s✉r ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡t✱ à tr❛✈❡rs ❝❡ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛✱ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✸✳✺✱ à s❛✈♦✐r I ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ |T |I ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ T s♦✉s I✱ ❡t❝✳

✸✳✽✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t t②♣❡ T ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ T ✮ s❡r❛ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s
❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈✬❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✏❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✑ ✿ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✳

P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✐t r❡♠♣❧✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ CR✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦✐t
❝❧♦s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡
F ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ✿

✶✳ ❙✐ C1 ❡t C2 s♦♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❛❧♦rs C1 → C2 ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✳

✷✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ CR ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
êtr❡ ✈✐❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ♣❛r ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ ✭I(x) = x✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

✹✳ ❚♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ α ♣❡✉t✲êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡

✼✾



ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ α ✈ér✐✜❡♥t
❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

✺✳ ∀C ∈ CR . C ⊂ SN.

▲✬❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❧é ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡r❛ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✿

Γ :: (x,A) ⊢ t : B

Γ ⊢ λx.t : A→ B

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à
❧✬é♥♦♥❝é ✿

∀u ∈ |A|I .t[I;x← u] ∈ |B|I .

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r q✉❡ λx.t[I] ∈ |A→ B|✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∀u ∈ |A|I .(λx.t[I] u) ∈ |B|I .

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ (λx.t[I] u) ∈ |B|I ❞❡ t[I;x← u] ∈ |B|I ✳ ❙✐
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s s♦♥t ✿

✕ |A|I ❡t |B|I s♦♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱
✕ t[I;x← u] ∈ |B|I ✱
✕ u ∈ |A|I ✱

♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿

✻✳ ∀A,B ∈ CR.∀u ∈ A.∀t.t[x \ u] ∈ B ⇒ (λx.t u) ∈ B.

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s s✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐
❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✭❡st ❝❛♥❞✐❞❛t à ❧❛ ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡✮✳

✸✳✽✳✷ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡

P♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉❡ ❧❡s s✐① ❝r✐tèr❡r❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t s✉✣s❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❢❛✐r❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡
❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s CR q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♥♦s s✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐❞❛t I ❡t t♦✉t t②♣❡ T ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ |T |I ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✸✳✺ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✿

|α|I ≡ I(α)

|A→ B|I ≡ |A|I → |B|I

|∀α.A|I ≡
⋂

C∈CR

|A|I;α←C .

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸ s✉✣s❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ❛ss✉r❡r ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ T ❡t t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I✱ |T |I ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐✲
❜✐❧✐té✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹ P♦✉r t♦✉s T ✱ T ′✱ α ❡t I ✿

|T [α \ T ′]|I = |T |I;α←|T ′|I .

✽✵



■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ❞✐t❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, T )
❞❡ Γ ♦♥ ❛ I(x) ∈ |T |I ✳

❊t ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽ P♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ t : T ❡t t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I ❛❞❛♣té❡ à
Γ✱ ♦♥ ❛ |t|I ∈ |T |I ✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ✸✳✺ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠ q✉✐ ❡st tr❛✐té ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷ ❙✐ Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ✐❧ é①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I t❡❧❧❡ q✉❡ t ∈ |T |I ✳

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
I(α) = C ♣♦✉r t♦✉t α ❡t I(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st
❛❞❛♣té❡ à t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs |t|I = t ❡t ❞♦♥❝ t ∈ |T |I ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸ ❙✐ Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ♣r❡♥❞ I t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ t ∈ |T |I ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ |T |I ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐t❡✱ ♦♥ ❛ t ∈ SN✳

✸✳✽✳✸ ❆✉tr❡s ré❞✉❝t✐♦♥s

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛✉tr❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
q✉❡ β ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡ T ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞
❞❡ η✮ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦✐s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❛✉
❝❛s ♦ù ❞✬❛✉tr❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥ têt❡✳

❊♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱ ❧❛ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✢è❝❤❡ ❀ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à s♦♥
é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ s②♠étr✐❡
s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣❡r♠❡t
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡ t②♣❡ ❀
❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ r❛❞✐❝❛❧✳

✸✳✽✳✹ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞

❈✬❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ❞✬➱t❛t ❞❡ ●✐r❛r❞✱ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❬✽✸❪✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛♣rès ❧✬❛✈♦✐r
❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❘❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ●✐r❛r❞ ✿

CR 1 C ⊂ SN

CR 2 ∀t ∈ C.∀t′.(t ∈ C ∧ t B t′)⇒ t′ ∈ C

CR 3 ∀t ∈ NT.(∀t′.t B t′ ⇒ t′ ∈ C)⇒ t ∈ C

✽✶



▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t CR 1 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ CR 3✳ ■❧
❡st ❛✉ss✐ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ SN ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✉ s❡♥s ❞❡ ●✐r❛r❞ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥ ❛ ❞é❥❛ ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ❀ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❝✬❡st
q✉❡ CR 2 ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ F ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ CR 2 ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✻✱ ❡♥
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ sûr ❛✈❡❝ CR 3✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡❧❧❡ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝✐s❡ ❡t
é❧é❣❛♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬ét❡♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très
✉♥✐❢♦r♠❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
t❡r♠❡ ♥❡✉tr❡ ❛✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① r❛❞✐❝❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
R(t, t′, t′′)✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✉✐ r❡♣r♦❝❤❡r ❞❡ ♥✬êtr❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❝❛❝❤❡r ❛✐♥s✐ ❝❡rt❛✐♥s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ CR 2 ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡♥ ❝❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✈r❛✐♠❡♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ✻ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈✬❡st
❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r tr❛♥s❢♦r♠é ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❡♥ CR 3 ✿ ♦♥ ❛ ❞✉ ❝♦✉♣ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ CR 2

♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✶ ❡t s✉rt♦✉t ✻✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s ♣❛r ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s ❡♠❜♦✐té❡s ✭♦✉
❣r❛❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✮ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦✉r❞❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ✏❞é❢❛✉t✑ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝❧♦s ♣❛r ré✉♥✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s
❛✈❡❝ t②♣❡s ✉♥✐♦♥✳

✸✳✽✳✺ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés ❞❡ ❚❛✐t

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞ à été ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❚❛✐t ❬✶✹✵❪✳ ❊❧❧❡
❡st très ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✻ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✭❊♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés✮ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s S ❡st ❞✐t s❛t✉ré s✐ ✿

❙❆❚ ✶ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡

❙❆❚ ✷ (x ~Ni) ∈ S s✐ t♦✉t Ni ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡

❙❆❚ ✸ s✐ (M [x \N ] ~N) ∈ S ❡t N ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs (λx.M N ~N) ∈ S✳

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît✱ ❡♥ ❣r♦s✱ tr♦✐s ❞❡s s✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❙❆❚ ✶ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺✱ ❙❆❚ ✷
❡t ❙❆❚ ✸ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✹ ❡t ✻✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
q✉❡ SN ❡st s❛t✉ré ❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❙❆❚ ✷ ❡t
❙❆❚ ✸ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✹ ❡t ✻✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés ❞❡ ❚❛✐t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t S1 ❡t S2 ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés✳ ❖♥ ❛ ✿
✕ ❙✐ t ∈ S1 → S2✱ ❝♦♠♠❡ x ∈ S1 ♦♥ ❛ (t x) ∈ S2 ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭❙❆❚ ✶✮ q✉❡ (t x) ∈ SN ❡t

❞♦♥❝ t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ S1 → S2 ✈ér✐✜❡ ❙❆❚ ✶✳
✕ ❙♦✐t (x ~N) ∈ SN ❡t N ∈ S1✱ ❞✬❛♣rès ❙❆❚ ✷ ♣♦✉r S2 ❡t ❙❆❚ ✶ ♣♦✉r S1 ♦♥ ❛ (x ~N N) ∈ S2✳

❉♦♥❝ S1 → S2 ✈ér✐✜❡ ❙❆❚ ✷✳

✽✷



✕ ❙♦✐t t[x \ u] ∈ S1 → S2 ❛✈❡❝ u ∈ S ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✉ré S✳ ❆❧♦rs u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❙♦✐t v ∈ S1✱ ♦♥ ❛ (t[x \ u] v) ∈ S2✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ❙❆❚ ✸ ♣♦✉r S2 ❛ss✉r❡ q✉❡
(λx.t u v) ∈ S2✳ ❉♦♥❝ S1 → S2 ✈ér✐✜❡ ❙❆❚ ✸ ✭❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥✈❡rs❡ S ❡t S1 → S2 ❞❛♥s
❧✬é♥♦♥❝é ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✮✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐✲
❞❛ts q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞ ❀ ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❡❧❧❡s ♣❡✉t✲êtr❡ très ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r ✭♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❧❡ ❢❛✐r❡✮ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
s❛t✉ré ❡st ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞ ✿ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st s❛t✉ré ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ❙♦✐t SAT ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés✳ ❖♥ ❛ ✿ CR ⊆/ SAT ✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t C ∈ CR✱ C ✈ér✐✜❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❙❆❚ ✶ ❡t ❙❆❚ ✷ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ CR 1 ❡t CR 3✮✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ ❙❆❚ ✸ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❀ ❝✬❡st q✉❛s✐✲✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡
q✉❡ CR ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✉ré q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s
❞❡ ●✐r❛r❞✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x ~N) ♦✉ é❣❛❧❡ à λx.(λz.zy)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S0 ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

✕ (x ~N) ∈ SN⇒ (x ~N) ∈ S0

✕ λx.(λz.zy) ∈ S0

✕ ∀t.∀ ~N.∀u ∈ SN.∀x.(t[x \ u] ~N) ∈ S0 ⇒ (λx.t u ~N) ∈ S0✳
■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ S0 ❡st s❛t✉ré✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ λx.(λz.zy) ❡st ❧❡
s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ S0 q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ λx.y /∈ S0✳ ❖r ❝♦♠♠❡

λx.(λz.zy) Bβ λx.y

S0 ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s CR 2✳

❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés ❡st q✉❡ ❧❡✉r ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❝❧♦s❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❛✈❡❝ t②♣❡s ✉♥✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼ ❙♦✐t (Si)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés✳ ❆❧♦rs
⋃

i∈I Si ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
s❛t✉ré✳

Pr❡✉✈❡ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❙❆❚ ✶ ❡t ❙❆❚ ✸ s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❙✐ (M [x\N ] ~N) ∈
⋃

i∈I Si ❡t N

❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ I t❡❧ q✉❡ (M [x\N ] ~N) ∈ Si ❡t ❞♦♥❝ (λx.M N ~N) ∈ Si✳

✸✳✽✳✻ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✉❡ à ❉❛✈✐❞ ▼❝❆❧❧❡st❡r✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés ✿

❙❆❚ ✶ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡
❙❆❚ ✷ (x ~Ni) ∈ S s✐ t♦✉t Ni ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡
❙❆❚ ✸ s✐ (M [x \N ] ~N) ∈ S ❡t N ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs (λx.M N ~N) ∈ S

❙❆❚ ✹ s✐ M ∈ S ❡t M B
whd M ′✱ ❛❧♦rs M ′ ∈ S✳

✽✸



❖ù B
whd ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ têt❡✱ ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

✕ (λx.t u) B
whd t[x \ u]

✕ t B
whd t′ ⇒ (t u) B

whd (t′ u)✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿
t♦✉t t❡r♠❡ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r B

whd✳ ▲❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡
ré❞✉✐t ♣♦✉r B

whd s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t ♦✉ (x ~N) ❀ ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❙✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
têt❡ ❢❛✐❜❧❡ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ t✱ ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡ ❢♦r❝é♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
t✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ SAT t❡❧ q✉❡ r❡❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽ ❙♦✐t V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✉ré ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ V ❡t ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s (x ~N) ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ s❛t✉ré ❡st ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s
✈❛❧❡✉rs✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✉rés ❡st ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❖♥ ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐❡✉① ❡♥
✈❛❧❡✉r ❧❡ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❥♦✉é ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳

◆♦✉s ❧❛✐ss❡r♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♠♦t✐✈é ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ✻ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡✲
♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●✐r❛r❞ ✭♦♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ SAT ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥✳

✸✳✽✳✼ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ P❛r✐❣♦t

❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✹✱ ✺ ❡t s✉rt♦✉t ✻ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s❡r✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✱ ♣✉✐s ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❝❧♦s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s✮✳ ▼✐❝❤❡❧ P❛r✐❣♦t ❝✬❡st r❡♥❞✉
❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣✉✐s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ❛❧♦rs r❡s♣❡❝té❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✬ét♦♥♥❡r q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥✬❛✐t ❡✉ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s tôt ❀ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ CR ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❥✉st❡
❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ été ✐♥✈❡♥té❡ ♣❛r P❛r✐❣♦t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉
s②stè♠❡ F ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s✮ ❬✶✶✼❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ✭❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ P❛r✐❣♦t✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ CR ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✈ér✐✜❛♥t ✿

✕ SN ∈ CR
✕ ∀C1, C2 ∈ CR . C1 → C2 ∈ CR
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ci)i∈I ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR✱

⋂

i∈I Ci ∈ CR✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡s tr♦✐s ❝❧❛✉s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ CR✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛r✐❣♦t s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ♥♦♥✲✈✐❞❡s ✭♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛✉s❡✮✳ ❖r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t C ❞❡
P❛r✐❣♦t✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ C ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ q✉❡

(x ~N) ∈ SN⇒ (x ~N) ∈ C.

✽✹



❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ C ∈ CR✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t

♦♥ r❡♥❢♦r❝❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ♣r♦✉✈❡ q✉❡ S ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❙❆❚ ✸ ❞❡ ❚❛✐t ✿
✕ ❊❧❧❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r SN

✕ ❙✐ u ∈ S′ ❡t t[x \ u] ∈ S ❛✈❡❝ S = S1 → S2✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t v ∈ S1 ♦♥ ❛

(t[x \ u] v) ∈ S2

❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r S2

(λx.t u v) ∈ S2

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡
(λx.t u) ∈ S.

✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉✐ s♦✐t✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t

❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✐❝✐ SN✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ♥é❝éss❛✐r❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳

✸✳✽✳✽ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ P❛r✐❣♦t ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ P❛r✐❣♦t ♥✬❡st ♣❛s ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t
t♦✉t❡❢♦✐s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ② r❡♠é❞✐❡r ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

✕ SN ∈ CR
✕ ∀C1, C2 ∈ CR.C1 → C2 ∈ CR
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ci)i∈I ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR✱

⋂

i∈I Ci ∈ CR
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ci)i∈I ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR✱

⋃

i∈I Ci ∈ CR✳
◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s s✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s

ét♦♥♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ SAT ❡st ❞é❥❛ ❝❧♦s ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ✏♣❛ss❡ à ❧✬✉♥✐♦♥✑✳

✽✺



✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❋♦rt❡

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s✉✐t à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ♥♦♥✲t②♣és✱ s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ❛✉① t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧
❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s
❜✐❡♥✲❢♦r♠és✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ✸✳✼✱ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ λP2 ét❡♥❞✉ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❡♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲t②♣és✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱
s❡❝t✐♦♥ ♣❛r s❡❝t✐♦♥ ✿

✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
♥♦♥✲t②♣é❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ré❝✉rs✐❢✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈ér✐✜❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✱ ❡t ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❛ ✏❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✑✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r t à t♦✉t t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ t✳

✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts✱ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❡♥ ✸✳✻
❡t ✸✳✼✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✱ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t T ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ |T |I ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ T
❡st ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t ❛❧♦rs |T |I s❡r❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ T ✳

✺✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ s✐ I ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s✱ ❛❧♦rs |T |I ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳

✻✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ T s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ❛❧♦rs |T |I ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

✼✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

✽✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ s✐ T Bβ T ′✱ ❛❧♦rs |T |I = |T ′|I ✳

✾✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r T Bη T ′✳

✶✵✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
♣ré❞✐❝❛ts T ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ |T |I ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ T ✳

✽✼



✶✶✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r
é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳

✶✷✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

✶✸✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s
♣✉rs ✿ s✐ Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

✶✹✳ ❖♥ r❛♠è♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲❢♦r♠és ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❞❡✉① ❝♦❞❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳

✹✳✶ ❚❡r♠❡s ♣✉rs

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐s❝✉t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❡ ♥♦♥ ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐✱ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ♥♦♥✲t②♣és✳ ❯♥
❞és❛✈❛♥t❛❣❡s ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣é♥✐❜❧❡ ❡t ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡
❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s t②♣és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡
❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ ❡st q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ♦♥ é✈✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡s à ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐
r❡♣♦✉ss❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✺✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡
❧✬♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛✐♥s✐ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s rô❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✭♣r❡✉✈❡s✱ ♣ré❞✐❝❛ts✱
♦r❞r❡s✮✱ ♣❧✉s ♣❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✏sé♠❛♥t✐q✉❡s✑✳ ▼❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♣♦✐♥t ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❛✛❛✐r❡ ❞❡ ❣♦ût✳

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ét❡♥❞✉ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ré❝✉rs✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❚❡r♠❡s ♣✉rs✮ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ Λ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ♣❛r ✿

u := a | (u u) | λa.u | Co(n) | ♠❛t❝❤ a.{−→u }

~u := [] | u :: ~u

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ à ✉t✐❧✐s❡r x, y, z,❡t❝ ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
t❡r♠❡s ♣✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s réé❝r✐t✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s
♣✉rs ✿

(λx.u u′) →β u[x \ u′]

(♠❛t❝❤ a.{−→uj} (Co(i) ~v)) →ι (ui[a \♠❛t❝❤ a.{−→uj}] ~v)

λx.(u x) →η u s✐ x /∈ ❋❱ (u)

❖♥ é❝r✐r❛ u B u′ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ u s❡ réé❝r✐t ❡♥ u′ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ →β✱ →η ♦✉
→ι ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r B

+,B∗,=βι ❧❡s ❝❧ôt✉r❡s tr❛♥s✐t✐✈❡s✱
ré✢❡①✐✈❡✲tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ré✢❡①✐✈❡✲s②♠étr✐q✉❡✲tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ B✳

✽✽



✹✳✶✳✶ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r u ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ v t❡❧ q✉❡ u B v✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ u ❡st ♥♦r♠❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭◆♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✮ ❯♥ t❡r♠❡ ♣✉r ♥♦r♠❛❧ v t❡❧ q✉❡ u B
∗ v ❡st ❛♣♣❡❧❧é ✉♥❡ ❢♦r♠❡

♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ u✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ u ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮ ❙♦✐❡♥t u, u1 ❡t u2 t❡❧ q✉❡ u B
∗ u1 ❡t u B

∗ u2✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡
u3 t❡❧ q✉❡ u1 B

∗ u3 ❡t u2 B
∗ u3✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶ ✭❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✮ ❙♦✐❡♥t u1 ❡t u2 t❡❧s q✉❡ u1 =βηι u2✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ u3 t❡❧ q✉❡
u1 B

∗ u3 ❡t u2 B
∗ u3✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷ ❚♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r ❛❞♠❡t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭❋♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ s✐
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ (ui)i∈N ✱ t❡❧ q✉❡ u = u0 ❡t ui B ui+1 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❛❧♦rs ♣❛r ν(u)
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s s✉r u✳

✹✳✶✳✷ ❉❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✉① t❡r♠❡s ♣✉rs

❖♥ ❛ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡rêt ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ét❛✐t ❞✬♦✛r✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ t❡r♠❡s ♣✉rs ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛♥❞❛r❞✱ à
❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ♣❡✉t✲êtr❡✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✭❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✮ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r t ♣❛r
❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r t ✿

a ≡ a

(t t′) ≡ (t t
′
)

(t T ) ≡ t

[a : T ]t ≡ λa.t

[α : K]t ≡ t

❈♦♥str(i, T ) ≡ Co(i)

❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} ≡ (♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
∆[Ci(I), fi, [~x : ~A][c : (I ~x)](a c)]} t)

❖ù I ≡ ■♥❞(X :~(~z : ~A)❙❡t){
−−−−→
Ci(X)}✳

■❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ♠❛❧✲
❢♦r♠é❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ∆[Ci(I), fi, [~x : ~A][c : (I ~x)](a c)] ♥❡ s♦♥t ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐ts
q✉❡ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
fi}✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ ∆[C(X), f, g] ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ✿

❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi} ≡ (♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(I), fi, λ~z.λc.(a c) ]] } t)

✽✾



♦ù −→z ❡st ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ~z ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✿

[] ≡ [] a :: l ≡ a :: l α :: l ≡ l

❡t ♦ù [[C(X), f, g ]] ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ C(X) ✿

[[ (X ~t), f, F ]] ≡ f

[[ (a : T )D(X), f, F ]] ≡ λa.[[D(X), (f a), F ]]

[[ (α : K)D(X), f, F ]] ≡ [[D(X), f, F ]]

[[ ((~x : ~t)(X ~t′))→ D(X), f, F ]] ≡ λb.[[D(X), (f b λ~x.(F ~t′ (p ~x))), F ]]

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡
❋❱ (t) ⊂ ❋❱ (t)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠és t ❡t t′ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ a✳ ❆❧♦rs

t[a \ t′] = t[a \ t′].

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣❡t✐t❡ s✉❜t✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s t = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, v){
−→
fi} ❀

✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ t ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ♦♥ ❛ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

∆[Ci(I), fi, g][a \ t′] = ∆[Ci(I)[a \ t′], fi[a \ t′], g[a \ t′]].

▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✮ P♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠és t ❡t t′✱ s✐
t B
∗ t′ ❛❧♦rs t B

∗ t′✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✐ t B
i t′✱ ❛❧♦rs t B

j t
′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j ≤ i✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ ■❧ s✉✣t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù t ❡st ❧✉✐✲
♠ê♠❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❋❱ (t) ⊂ ❋❱ (T )✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

t = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥str(j, I) ~m)){
−→
fi} ❡t I = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}

❛✈❡❝
t′ = (∆[Cj(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] ~m)

♦♥ ❛ ❛❧♦rs

t = (♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
∆[Ci(I), fi, [~x : ~A][c : (I ~x)](a c)]} (Co(j) ~m))

= (♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(I), fi, [~x : ~A][c : (I ~x)](a c) ]] } (Co(j) ~m))

= (♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(I), fi, λ~x.λc.(a c) ]] } (Co(j) ~m))

Bι ([[Cj(I), fj , λ~x.λc.(♠❛t❝❤ a′.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(I), fi, λ~x.λc′.(a′ c′) ]] } c) ]] ~m)

= ([[Cj(I), fj , λ~x.λc.❊❧✐♠(I,Q, ~❴, c){
−→
fi} ]] ~m)

= ([[Cj(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi) ]] ~m)

= (∆[Cj(I), fj ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~fi)] ~m)

= t′

✾✵



✹✳✷ ❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳ P♦✉r ❧❡s ❡①♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡ à
r❛❥♦✉t❡r ✐❝✐✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ρ(K) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ K✳

✹✳✷✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ♦r❞r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K t❡❧ q✉❡ ❆r(K, ❙❡t)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ρ(K) ✿
✕ ρ(❙❡t) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Λ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs✳
✕ ρ((α : K1)K2) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ρ(K1) ✈❡rs ρ(K2)
✕ ρ((x : T1)K2) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ Λ ✈❡rs ρ(K1)✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛✉ss✐ ❞♦♠(K) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ρ(K) ✿
✕ ❞♦♠(❙❡t) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {∅}
✕ ❞♦♠((α : K1)K2) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ρ(K1)× ❞♦♠(K2)
✕ ❞♦♠((x : T1)K2) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ Λ× ❞♦♠(K2)✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ à ♣❛r❧❡r ❞✬♦❜❥❡ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s à ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ ♣rès✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ s♦✉✈❡♥t ρ(K) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♠(K) ✈❡rs ρ(❙❡t)✳

✹✳✷✳✷ ▲❡s ❈❛♥❞✐❞❛ts

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ K s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ CR(K) ⊂ ρ(K)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♦♥t ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿

✕ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR(❙❡t) s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ●✐r❛r❞✳

✕ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a : T )K✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r
❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ =βηι✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (α : K)K ′✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡ K ′ à t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡
K✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ K✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ρ(K) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♥♦té❡
≃K ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿

✕ ∀C, C′ ∈ ρ(❙❡t).C ≃❙❡t C
′ ⇔ C = C′

✕ ∀C, C′ ∈ ρ((a : T )K).C ≃(a:T )K C
′ ⇔ (∀u, u′ ∈ Λ.u =βηι u′ ⇒ C(u) ≃K C

′(u′))
✕ ∀C, C′ ∈ ρ((α : K1)K2).C ≃(α:K1)K2

C′ ⇔ (∀D,D′ ∈ ρ(K1).D ≃K1 D
′ ⇒ C(D) ≃K2 C

′(D′))✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ à é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t C ≃ C′ ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧✬♦r❞r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾ ✭■♥✈❛r✐❛♥t✮ ❙♦✐t C ∈ ρ(K)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ C ≃ C✳

P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ≃K ♣♦✉r ❞♦♠(K)✳ ❖♥ s✉r✲
❝❤❛r❣❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ≃ à ❝❡t ❡✛❡t✳

✾✶



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❞♦♠(K) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ≃K ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿

✕ ∀A,A′ ∈ ❞♦♠(❙❡t).A ≃❙❡t A
′ ✶

✕ ∀A,A′ ∈ ❞♦♠(K).∀u, u′ ∈ Λ.(u,A) ≃(a:T )K (u′,A′)⇔ (u =βηι u′ ∧ A ≃K A
′)

✕ ∀A,A′ ∈ ρ(K1).∀B,B′ ∈ ❞♦♠(K2).(A,B) ≃(α:K1)K2
(A′,B′)⇔ (A ≃K1 A

′ ∧ B ≃K2 B
′).

▲❡♠♠❡ ✹✳✸ P♦✉r t♦✉s C ❡t C′ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K) ♦♥ ❛

C ≃ C′ ⇔ (∀A,A′ ∈ ❞♦♠(K).A ≃ A′ ⇒ C(A) = C′(A′)).

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s ❡t ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té s♦♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✭❚❡r♠❡s ♥❡✉tr❡s✮ ❯♥ t❡r♠❡ ♣✉r ❡st ❞✐t ♥❡✉tr❡✱ s✐ ✐❧ ♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
λx.u✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛t❝❤ a.{−→u }✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Co(i) ~m)✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✭❈❛♥❞✐❞❛ts ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t t♦✉t
❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs t❡❧ q✉❡ ✿

❈❘ ✶ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ C ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

❈❘ ✷ ∀u ∈ C.∀v.u B v ⇒ v ∈ C

❈❘ ✸ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♥❡✉tr❡ u✱ s✐ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t v t❡❧ q✉❡ u B v ♦♥ ❛ v é❧é♠❡♥t ❞❡ C✱ ❛❧♦rs u ❡st
❛✉ss✐ é❧é♠❡♥t ❞❡ C✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ CR(❙❡t)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✭❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✱ K ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ CR(K) ❞❡ ρ(K) ✿

✕ CR(❙❡t) ❡st ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✕ CR((a : T )K) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts C ❞❡ ρ((a : T )K) t❡❧s q✉❡ C(Λ) ⊂ CR(K)✳
✕ CR((α : K1)K2) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts C ❞❡ ρ((α : K1)K2) t❡❧s q✉❡

C(CR(K1)) ⊂ CR(K2).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ sûr q✉❡ t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ CR(K) ❡st ♣r❡sq✉❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♠❴❈(K) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿

✕ ❞♦♠❴❈(❙❡t) ≡ ❞♦♠(❙❡t)
✕ ❞♦♠❴❈((a : T )K) ≡ Λ× ❞♦♠❴❈(K)
✕ ❞♦♠❴❈((α : K1)K2) ≡ CR(K1)× ❞♦♠❴❈(K2)

▲❡♠♠❡ ✹✳✹ ❙♦✐t C ∈ ρ(K)✳ ❙✐ C ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❧♦rs

C ∈ CR(K)⇔ ∀A ∈ ❞♦♠❴❈(K).C(A) ∈ CR(❙❡t).
✶❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞♦♠(❙❡t) ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ é❧é♠❡♥t✳
✷❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❞❡s r❛❞✐❝❛✉① ✭♥❡✉tr❡s✮✱

♦✉ ❝❡✉① q✉✐✱ ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t s✉❜st✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝ré❡r ❞❡ r❛❞✐❝❛✉① ✭♥♦♥✲♥❡✉tr❡s✮✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡♠❛t❝❤ a.{−→u }
s♦✐t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲♥❡✉tr❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ r❛❞✐❝❛❧ à ❧✉✐ t♦✉t s❡✉❧✱ ♠❛✐s ❧❡
❞❡✈✐❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ têt❡✳

✾✷



✹✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ CR(❙❡t)

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❛ss✉r❡r♦♥t ✉❧t✐♠❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥ ❢♦r♠és s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❚♦✉t t❡r♠❡ ♥❡✉tr❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ CR(❙❡t)✳ ❈❡❝✐
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t
q✉✐ s♦✐t ✈✐❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺ ✭■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥❞✐❞❛ts✮ ❙♦✐t (Ci)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té
❞❡ ❙❡t✱ ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ I✳ ❆❧♦rs

⋂

i∈I Ci ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙❡t✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✭❉❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡ts ✲ r❛♣♣❡❧✮ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ <✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ (A, <) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✱ s✐ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ A ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸ (CR(❙❡t),⊂) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Λ ✈❡rs CR(❙❡t)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s u✱ u′✱ é❧é♠❡♥ts ❞❡ C✱ s✐ u =βηι u′✱ ❛❧♦rs f(u) =
f(u′)✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ fC ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙❡t ✿

fC ≡ {u ∈ Λ,∀v ∈ C.(u v) ∈ f(v)}

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❝❛s C ∈ CR(❙❡t)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ f ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C′✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ❛✉ss✐ C → C′ ♣♦✉r fC ✳
Pr❡✉✈❡ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

✕ ❙✐ u ∈ fC ❛❧♦rs ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r (u x) ∈ f(x) ❀ ❞♦♥❝ (u x) ❡t ❛✉ss✐ u s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳
✕ ❙✐ u ∈ fC ✱ ❛❧♦rs (u v) ∈ f(v) ♣♦✉r t♦✉t v ❞❛♥s C✳ ❈♦♠♠❡ f(v) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱

s✐ u B u′ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ (u′ v) ∈ f(v)✱ ❡t ❞♦♥❝ u′ ∈ fC ✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ fC ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

{u ∈ Λ,∀v ∈ C.v B
∗ v′.(u v′) ∈ f(v)}

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ fC = fC
′

♦ù C′ ❡st ❧❛ ❝❧♦t✉r❡ ❞❡ C ♣♦✉r B✳
✕ ❙♦✐t ❛❧♦rs u ♥❡✉tr❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u′✱ u B u′ ⇒ u′ ∈ fC ✳ ❙♦✐t v ∈ C ❀ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

s✐ (u v) B w✱ ❛❧♦rs w ∈ f(v) ✭❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t à ét❛❜❧✐r q✉❡ u ∈ fC ❝❛r (u v) ❡st
♥❡✉tr❡✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r v✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ (u v) ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥ ✿
✕ (u′ v) q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f(v) ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
✕ (u v′) q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f(v′) ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖r f(v) = f(v′)✳
❈♦♠♠❡ u ❡st ♥❡✉tr❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✾✸



❈❧ôt✉r❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❡♠♠❡ ✹✳✼ ✭❈❧ôt✉r❡ ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✐♥✈❡rs❡✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s t ❡t t1 ❡t ✉♥ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ∈ CR(❙❡t)✳ ❙✐ t1 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡t s✐ t[x \ t1] ∈ C✱ ❛❧♦rs
(λx.t t1) ∈ C✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ t[x \ t1] ∈ C✱ ❛❧♦rs λx.t ∈ {t1} → C✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✻✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ν(t) + ν(t1)
✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ν(u) ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ u✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹ ❙♦✐❡♥t t✱ ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r✱ C ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✱ ~xi ❡t ~ui r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ti
❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡t s✐ t[~xi \ ~ui] ∈ C✱ ❛❧♦rs (λ~xi.t ~ui) ∈ C✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~xi✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✐

t[x :: ~x \ u :: ~u] ∈ C

✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡
(λx :: ~x.t u :: ~u) ∈ C

♦r
(λx :: ~x.t u :: ~u) = (λx.λ~x.t u ~u)

❡t ❝♦♠♠❡ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ♣r♦✉✈❡r

(λ~x.t[x \ u] ~u) ∈ C

❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✽ ✭❈❧ôt✉r❡ ♣❛r ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✐♥✈❡rs❡✮ P♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C
❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ~fi ❡t ~m✱ ♣♦✉r t♦✉t j
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~fi✱ ♦♥ ❛ ✿

(♠❛t❝❤ a.{
−→
fi} (Co(j) ~m)) ∈ C ⇔ (fj [a \♠❛t❝❤ a.{

−→
fi}] ~m) ∈ C.

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ s❡ ♠♦♥tr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ν(~m) + ν(~fi)✳

✹✳✷✳✹ ❉❡♠✐✲❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❈❛♥❞✐❞❛ts ❞✬❖r❞r❡ ◗✉❡❧❝♦♥q✉❡

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té
❞✬♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬♦r❞r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ✭❖r❞r❡ s✉r ❧❡s ❈❛♥❞✐❞❛ts✮ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K ❛✈❡❝ ❆r(K, ❙❡t)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ≺ s✉r ρ(K) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿

✕ ∀C,C ′ ∈ ρ(❙❡t).C ≺ C ′ ⇔ C ⊂ C ′✳
✕ ∀C,C ′ ∈ ρ((x : T )K ′) . C ≺ C ′ ⇔ (∀u ∈ Λ.C(u) ≺ C ′(u))✳
✕ ∀C,C ′ ∈ ρ((α : K ′)K ′′) . C ≺ C ′ ⇔ (∀u ∈ ρ(K ′) . C(u) ≺ C ′(u))✳

✾✹



❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K ❛✈❡❝ ❆r(K, ❙❡t)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ca)a∈A ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡
ρ(K) ♦♥ ❞é✜♥✐t

∧

a∈A Ca✱ é❧é♠❡♥t ❞❡ ρ(K) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ(❙❡t)A .

∧

a∈A Ca ≡
⋂

a∈A Ca✳
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ((x : T )K)A .

∧

a∈A Ca ≡ u ∈ Λ 7→
∧

a∈A Ca(u)✳
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ((α : K ′)K ′′)A .

∧

a∈A Ca ≡ u ∈ ρ(K ′) 7→
∧

a∈A Ca(u)✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ (Ca)a∈A ∈ ρ(K)A ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
∧

a∈A Ca ∈ ρ(K)✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❡st ❜✐❡♥ sûr ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞r❡ K ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ca)a∈A ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(A)✳ ❆❧♦rs ✿

∀b ∈ A.
∧

a∈A

Ca ≺ Cb.

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ CR(K) ❡st ❛✉ss✐ ❝❧♦s ♣❛r ∧ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✵ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞r❡ K ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ca)a∈A ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(A)✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s Ca s♦♥t
✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡

∧

a∈A Ci✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✶ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞r❡ K ❡t (Ca)a∈A ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR(K)A✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐
∧a∈ACa ∈ CR(K)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✺ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K✱ (CR(K),≺) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
♣♦✉r t♦✉t K✱ ❝♦♠♠❡ ▼✐♥(K) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ CR(K) ❛✉ s❡♥s ❞❡ ≺✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t s✉r CR(K)✳

✹✳✷✳✺ ❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❈❛♥♦♥✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♦r❞r❡ K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♠❛①✐♠❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❈❛♥(❙❡t) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❈❛♥(❙❡t) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ♦r❞r❡ K✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✾ ✭❈❛♥❞✐❞❛t ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮ ❙♦✐t K ✉♥❡ ❛r✐té ❞❡ s♦rt❡ ❙❡t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❈❛♥(K) ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿

✕ ❈❛♥(❙❡t) ❡st ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✕ ❈❛♥((x : T )K ′) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ❈❛♥(K ′) à t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r✳
✕ ❈❛♥((α : K ′)K ′′) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ❈❛♥(K ′′) à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ρ(K ′)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K✱ ❈❛♥(K) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
t♦✉t é❧é♠❡♥t C ❞❡ CR(K)✱ ♦♥ ❛ C ≺ ❈❛♥(K)✳

✾✺



✹✳✷✳✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❈❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡♥ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s
❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❛♣♣❛r✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡
♣❛r❧❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ρ(K) ❡t CR(K) ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛❜str❛✐r❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧✐sé❡s ✐❝✐✳
❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✉t✐❧✐s❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉① ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✽✺✱ ✾✵❪✮✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡
∧

❣é♥ér❛❧✐s❛✐t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ à t♦✉s ❧❡s ρ(K)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
ré✉♥✐♦♥

∨

✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ P♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ K ❛✈❡❝ ❆r(K, ❙❡t)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Ca)a∈A ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡
ρ(K) ♦♥ ❞é✜♥✐t

∨

a∈A Ca✱ é❧é♠❡♥t ❞❡ ρ(K) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K ✿
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ(❙❡t)A.

∨

a∈A Ca ≡
⋃

a∈A Ca✳
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ((x : T )K)A.

∨

a∈A Ca ≡ u ∈ Λ 7→
∨

a∈A Ca(u)✳
✕ ∀(Ca)a∈A ∈ ρ((α : K ′)K ′′)A.

∨

a∈A Ca ≡ u ∈ ρ(K ′) 7→
∨

a∈A Ca(u)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✸ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞r❡ K ❡t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s (Ca)a∈A ❡t (Da)a∈A ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K)✳ ❙✐ ♣♦✉r
t♦✉t a é❧é♠❡♥t ❞❡ A ♦♥ ❛ Ca ≃ Da✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

∨

a∈A Ca ≃
∨

a∈A Da✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ t♦✉s ❧❡s
Ca s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡

∨

a∈A Ca✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K✳

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ Cb ≺
∨

a∈A Ca✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ CR(K) ♥✬❡st ♣❛s ❝❧♦s ♣♦✉r
∨

✱
❝❛r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❙✐ {Ca}a∈A ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ CR(K) t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ≺✱ ❛❧♦rs

∨

a∈A Ca ❡st ✉♥
❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✹ ❙♦✐t (Ca)a∈A ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ CR(K)✳ ❆❧♦rs
∨

a∈A

Ca ∈ CR(K).

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K✳ ❙✐ K = ❙❡t✱
⋃

a∈A Ca ✈ér✐✜❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s CR 1 ❡t CR 2✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❈❘ ✸ ✿ s♦✐t t ♥❡✉tr❡✱ t❡❧ q✉❡ s✐ t B t′✱ ❛❧♦rs t′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à

⋃

a∈A Ca✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t′✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ a ∈ A✱ t❡❧ q✉❡ t′ ∈ Ca
✸✳ ▲❡s t′ ét❛♥t

❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ❝❡s Ca✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s t′✳ ❈❡ Ca ét❛♥t
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♦♥ ❛ t ∈ Ca✱ ❡t ❞♦♥❝ t ∈

⋃

a∈A Ca✳
❙✐ K = (a : T )K ′✱ ❛❧♦rs

∨

a∈A Ca ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u ❛ss♦❝✐❡
∨

a∈A Ca(u)✳
❖♥ ❛ ✈✉ q✉✬❡❧❧❡ ét❛✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ (Ca(u))a∈A ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳ ❙♦✐❡♥t a
❡t b ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ Ca ≺ Cb ♦✉ Cb ≺ Ca✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ca(u) ≺ Cb(u)
❡t Cb(u) ≺ Ca(u)✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡

∨

a∈A Ca(u) ∈ CR(K ′)✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ u =βηι u′✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Ca(u) = Ca(u

′)✱ ❡t ❞♦♥❝
∨

a∈A Ca(u) =
∨

a∈A Ca(u
′)✳

❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s
∨

a∈A Ca ∈ CR(K)✳
▲❡ ❝❛s K = (α1 : K1)K2 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✺ ❙♦✐t (Ca)a∈A ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K) ❡t C ∈ ρ(K)✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱
Ca ≺ C✱ ❛❧♦rs

∨

a∈A Ca ≺ C✳

✸❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t′✱ ✐❧ s✉✣t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t Ca ❝♦♥t❡♥❛♥t t′✳

✾✻



Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞❡ ρ(K) ✈❡rs ρ(K)✱ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ≺ ✿

∀C, C′ ∈ ρ(K) . C ≺ C′ ⇒ F (C) ≺ F (C′).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ∅(K) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ρ(K)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ∅
à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞♦♠(K)✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞é❣é♥éré✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ F (∅(K)) 6= ∅(K)✳

❈♦♠♠❡ ρ(K) ❡st ❝❧♦s ♣♦✉r
∧

❡t q✉❡ (ρ(❙❡t),≺) ❡st ✉♥ ✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ F
❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❧❢♣(F )✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

❧❢♣(F ) ≡
∧

{C ∈ ρ(K), F (C) ≺ C}.

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❢♣(F ) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é s✉r ❧❢♣(F )✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬✐téré❡ tr❛♥s✜♥✐❡ ❞❡ F ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✶ ❙♦✐t C ∈ ρ(K) ❡t a ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐téré❡ ❞✬♦r❞r❡ a ❞❡ F s✉r C✱ ♥♦té❡
F a(C) ♣❛r ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r a ✿

✕ F 0(C) ≡ C
✕ ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛❧ b✱ F b+1(C) ≡ F (F b(C))

✕ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞✬♦r❞✐♥❛✉①✱ F lim(A)(C) ≡
∨

b∈A F b(C)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻ ❙♦✐t K ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ρ(K) ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✹ ✿ s✐ (Ca)a∈A

❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K✱ ❛❧♦rs
∨

a∈A Ca ∈ K✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s F ✈ér✐✜❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ F (∅(K)) ∈ K
✕ ∀C ∈ K.F (C) ∈ K

❛❧♦rs ❧❢♣(F ) ∈ K✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ K = CR(K)✱ ♦✉ s✐ K ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ρ(K)✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❢♣(F ) = F a(∅(K))✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡
s✉r a✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✼ ❙♦✐t a ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❀ ♦♥ ❛ F a(∅(K)) ≺ ❧❢♣(F )✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ s✉r a✳ ▲❡ ❝❛s ✵ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❝❛r F 0(∅(K)) = ∅(K) ≺ ❧❢♣(F )✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ F a(∅(K)) ≺ ❧❢♣(F )✱ ❛❧♦rs

F a+1(∅(K)) = F (F a(∅(K))) ≺ F (❧❢♣(F )) = ❧❢♣(F ).

❊♥✜♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✺ ❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛❧ a✱ ♦♥ ❛ F a(∅(K)) ≺ ❧❢♣(F )✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té é✈✐❞❡♥t❡s✱
F a(∅(K)) r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞✐♥❛❧ a0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❢♣(F ) = F a(∅(K))✳ ❯♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✻ ❙✐ F (∅(K)) ∈ CR(K)✱ ❡t s✐ F (CR(K)) ⊂ CR(K)✱ ❛❧♦rs ❧❢♣(F ) ∈ CR(K)✳

✾✼



Pr❡✉✈❡ ■♠♠é❞✐❛t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✺✳

❉❡ ♣❧✉s✱ à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❢♣(F )✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧✬♦r❞✐♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✷ ❙♦✐t v ∈ ❞♦♠(K) ❡t u ∈ ❧❢♣(F )(v)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t deg(u, v) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧
t❡❧ q✉❡ u ∈ F deg(u,v)(∅(K))(v)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✽ ◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t u ❡t v✱ deg(u, v) ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ s✉❝❝❡ss❡✉r✳

Pr❡✉✈❡ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ deg(u, v) 6= 0✱ ♣✉✐sq✉❡ F 0(∅(K))(v) = ∅✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ deg(u, v) s♦✐t
✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❀ ♦♥ ❛✉r❛✐t

u ∈ (
∨

a∈deg(u,v)

F a(∅(K)))(v) =
⋃

a∈deg(u,v)

F a(∅(K))(v)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ u ∈ F a(∅(K))(v) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a < deg(u, v)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡
deg(u, v) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✸ ➚ t♦✉t v ∈ ❞♦♠(K) ❡t t♦✉t u ∈ ❧❢♣(F )(v) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ♣r❡❞(u, v) ⊂ ❧❢♣(F ) ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ F deg(u,v)−1(∅(K))✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ ❙♦✐❡♥t C ❡t C′ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C <F C
′ s✐ C = F a(∅(K)) ❡t

C′ = F b(∅(K)) ❛✈❡❝ a < b✳

▲✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ <F ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ u ∈ F a(∅(K))(v)✱ ❛❧♦rs ♣r❡❞(u, v) <F

F a(∅(K))✳

✹✳✸ Pré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts

❆ ♣r✐♦r✐✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛✲
t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✱ q✉❡ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐ts✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
t②♣❛❣❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r à q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ρ(K) ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞♦♥♥é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✺ ✭❖r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ J q✉✐
❛ss♦❝✐❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ {ρ(K)} à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ J ;α ← ρ(K) ❧✬♦r❞r❡✲
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈❛❧❛♥t ρ(K) ❡♥ α ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à J ❡♥ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦♥
s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ ❛✉ss✐ à ❧❛ ♥♦t❡r J ;α← K✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✻ ✭❇♦♥♥❡✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞r❡ K✱ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t T ❡t ✉♥❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ J ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s J ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✕ T = α ❡t ρ(K) = J (α)✳
✕ T = (a : T1)T2 ❛✈❡❝ K =βηι ❙❡t✱ ❡t T1 T2 t♦✉s ❞❡✉① ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s J ✳
✕ T = (α : K1)T1 ❛✈❡❝ K =βηι ❙❡t ❡t T1 ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s J ;α← K1✳
✕ T = (T1 T2) s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦r❞r❡s K1 ❡t K2 ❛✈❡❝ T2 ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K2 s♦✉s J ✱ T1 ❜✐❡♥

❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ (α : K2)K1 s♦✉s J ❡t ρ(K) = ρ(K1[α \ T2]) ✭❝✳à✳❞✳ ❡♥ ❢❛✐t ρ(K) = ρ(K1)✮✳

✾✽



✕ T = (T1 t) s✬✐❧ ❡①✐st❡ T2 ❡t K ′ t❡❧ q✉❡ T1 s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ (a : T2)K1 s♦✉s J ❡t
ρ(K) = ρ(K1[x \ t]) ✭❝✳à✳❞✳ ❡♥ ❢❛✐t T1 ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ (a : T1)K✮✳

✕ T = [a : T1]T2 s✬✐❧ ❡①✐st❡ K2 t❡❧ q✉❡ T2 s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K2 s♦✉s J ❡t ρ(K) = ρ((a :
T1)K2)✳

✕ T = [α : K1]T2 s✬✐❧ ❡①✐st❡ K2 t❡❧ q✉❡ T2 s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K2 s♦✉s J ;α ← K1 ❡t
ρ(K) = ρ(α : K1)K2✳

✕ T = [a : T1]T2 s✬✐❧ ❡①✐st❡ K2 ❛✈❡❝ T2 ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K2 s♦✉s J ❡t ρ(K) = ρ((a : T1)K2)✳
✕ T = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} ❛✈❡❝ ✿

✕ A ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (~x : ~A)❙❡t
✕ ρ(A) = ρ(K)
✕ t♦✉s ❧❡s Ci(X) s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
✕ ❚♦✉s ❧❡s Ci(X) s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s J ;X ← A✳

✕ T = ❊❧✐♠(I,Q,~a, t){
−→
Tj} ❛✈❡❝ ✿

✕ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Cj(X)} ❡t I ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t s♦✉s J ✭❢♦r❝é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ A✮

✕ (Q ~a t) ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❡t K =βηι (Q ~a t)✳
✕ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Ti ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)}✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ρ(K)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s ✉♥❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ‖T‖ ❡st ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s J ✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ❡t
❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♦r❞r❡✳ ❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s
♦r❞r❡s ❜✐❡♥ t②♣és s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✼ ✭❖r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✮ ❯♥❡ ♦r❞r❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ J ❞✐t❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (α, K) ❞❛♥s Γ✱ J (α) = K✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✾ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ Γ ⊢ T : K✱ ❛❧♦rs T ❡st ❜✐❡♥
❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s t♦✉t❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ Γ✳

✹✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❀ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✽ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ I ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ t❡r♠❡
♣✉r à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡

⋃

K ρ(K) à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣♦✉r
t♦✉t α✱ I(α) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡ K✮✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ρ(K) s♦♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① s♦✐t é❣❛✉①✱ s♦✐t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❆✉ss✐ t♦✉t❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐✈♦q✉❡ ✉♥❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ♦♥ ❛✐t ✿
I(α) ∈ J (α)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ s✐ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ K s♦✉s J ✱ ♦♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐
q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s I✳

✾✾



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✾ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✮ ❚♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r |u|I ❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r u
❞♦♥t t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❛ été s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r I(x)✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à é❝r✐r❡ |t|I ♣♦✉r
|t|I ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✵ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✮ ❙♦✐❡♥t T ✱ K ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I t❡❧s q✉❡
T s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s J ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r T ❧✬é❧é♠❡♥t |T |I ❞❡
ρ(K) ✿

|α|I = I(α)

|(x : T1)T2|I = {u ∈ Λ,∀u1 ∈ |T1|I .(u u1) ∈ |T2|I;x←u1}

|(α : K1)T1|I =
⋂

C∈CR(K1) |T1|I;α←C

|(T1 t)|I = |T1|I(|t|I)

|(T1 T2)|I = |T1|I(|T2|I)

|[x : T1]T2|I = u ∈ Λ 7→ |T2|I;x←u

|[α : K1]T1|I = C ∈ CR(K1) 7→ |T1|I;α←C

❈❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ✿

■♥❞(X : A){
−−−→
C(X)}

❡t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞é✜♥✐s ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✿

❊❧✐♠(I,Q, ~x, t){~F}.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r✱ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s✐ T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s I✱ ❛❧♦rs |T |I ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❧é♠❡♥t ❞❡
ρ(K)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✵ ✭s✉✐t❡✮ ❙♦✐t

I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

❛✈❡❝
A ≡ ( ~yk : ~Ak)❙❡t,

❡t ♣♦✉r t♦✉t i✱

Ci(X) = (~xj
i :
−−−−→
T j

i (X))(X ~tki ).

❙♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ t❡❧❧❡ q✉❡ I s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ A s♦✉s I✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t |I|I
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ρ(K) t❡❧ q✉❡ min(K) ≺ |I|I ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P♦✉r
t♦✉t A ∈ ❞♦♠(A)✱ t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u é❧é♠❡♥t ❞❡ |I|I(A)✱ ♣♦✉r t♦✉t C ∈ CR(( ~yk : ~Ak)α→ ❙❡t)✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ~fi ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i ✿

fi ∈ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←|I|I ;Q←C;c←Co(i)

♦♥ ❛ ✿
(♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
|∆[Ci(X), gi, [ ~yk : ~Ak][c : (I ~yk)](a c)]|I;∀i.gi←fi

} u) ∈ C(A)(u)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, a ]] } t) ∈ C(A)(t).

✶✵✵



▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ✹✳✷✳✻✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|I|I ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F ❞❡ ρ(A) ✈❡rs ρ(A) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ♣♦✉r t♦✉t
S ∈ ρ(A)✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ ❞♦♠(A)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t F (S)(A) ∈ ρ(❙❡t) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ min(❙❡t) ❛✈❡❝
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs u✱ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs fi✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i

fi ∈ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i)

♦♥ ❛✐t ✿
(♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
|∆[Ci(X), gi, [ ~yk : ~Ak][c : (I ~yk)](a c)]|I;∀i.gi←fi

} u) ∈ C(A)(u).

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ <(I,I) ❧✬♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é s✉r ρ(A) ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ |I|I ✳

■❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ S ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡
≺ ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✿

S ≺ S′ ⇒ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←S′;Q←C;c←Co(i) ⊂ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i).

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Ci(X) ✿
✕ ❙✐ Ci(X) = (X ~t′) ❛❧♦rs ∆{Ci(X), Q, c} = (Q ~t′ c) ❡t ❞♦♥❝ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i)

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ S✳
✕ ▲❡ ❝❛s Ci(X) = (x : T )D(X) ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡
|T |I ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ S ❡t

S ≺ S′ ⇒ |∆{D(X), Q, c}|I;X←S′;Q←C;c←Co(i) ⊂ |∆{D(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i).

✕ ❙✐ Ci(X) = ((~x : ~t)(X ~t′))→ D(X)✱ ❛❧♦rs

∆{Ci(X), Q, c} = (p : (~x : ~t)(X ~t′))((~x : ~t)(Q ~t′ (p ~x)))→ ∆{D(X), Q, c}.

●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ✿

S ≺ S′ ⇒ |∆{D(X), Q, c}|I;X←S′;Q←C;c←Co(i) ⊂ |∆{D(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ~t✱ q✉❡

S ≺ S′ ⇒ |(~x : ~t)(X ~t′)|I;X←S;Q←C;c←Co(i) ⊂ |(~x : ~t)(X ~t′)|I;X←S′;Q←C;c←Co(i).

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛❧♦rs ♣❛r s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |(x : A)B|I ✳
❖♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡
∆{Ci(X), Q, c} ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦rr✐❣❡r ❝❡❧❛ ❡♥

❞é✜♥✐ss❛♥t |■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}|I ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts Ci(X)✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s

♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ |(x : A)B|J ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ |A|J ❡t |B|J ;x←C ✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡
q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✉✐r❛✐t ♣❧✉tôt à ❧❛ ❝❧❛rté✱ ❥❡ ♣ré❢èr❡ ❢❛✐r❡ ❣râ❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✭❊♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✮ ▲♦rsq✉❡ I = ◆❛t ≡ ind(X : ❙❡t){X;X → X}✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s |◆❛t|I ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s u
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t C ❞✬♦r❞r❡ ◆❛t→ ❙❡t✱ ♣♦✉r t♦✉s f0 ❡t fS t❡❧s q✉❡

f0 ∈ |(Q c)|I;Q←C;c←Co(1)

fS ∈ |(p : X)(Q p)→ (Q (c p))|I;X←|◆❛t|I ;Q←C;c←Co(2)

✶✵✶



❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❢❛✐t ✿

f0 ∈ |(Q O)|I;Q←C

fS ∈ |(p : ◆❛t)(Q p)→ (Q (S p))|I;Q←C

♦♥ ❛✐t ✿
(♠❛t❝❤ a.{f0;λp.λx.(fS p (λy.(a y) x))} u) ∈ (C u).

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ t❡r♠❡ u ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ |◆❛t|I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✶✳ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

✷✳ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
✕ u s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs O ≡ ❈♦♥str(1,◆❛t)
✕ u s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs (S v) ❛✈❡❝ v ∈ ‖◆❛t|I
✕ u ♥❡ s❡ ré❞✉✐t ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ |◆❛t|I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ s✬✐❧s s❡ ré❞✉✐s❡♥t
✈❡rs (S v)✱ ❛❧♦rs v ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ |◆❛t|I ✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❛ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ s❡r❛✐t r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts à ✈❡♥✐r✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ |◆❛t|I ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ I✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❙✐ (■♥❞(X : A){
−−−→
C(X)} ~u) ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s I✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✿

|(■♥❞(X : A){
−−−→
C(X)} ~u)|I = |■♥❞(X : A){

−−−→
C(X)}|I(|~u|I).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Ti}|I ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ I

s♦♥t t♦✉s ♣❡t✐ts✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣ré✈♦✐r✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ι✲ré❞✉❝t✐♦♥s
q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✺✵❪✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ss❛✐t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ |t|I ✳ ■❝✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ I ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ♥♦✉s
r❛✐s♦♥♥❡r♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ |t|I ∈ |(I ~u)|I ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ( ~|u|I , |t|I) ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ <(I,I)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✵ ✭s✉✐t❡ ❡t ✜♥✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ I = ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)} ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡

A ≡ ( ~yk : ~Ak)❙❡t

s♦✉s I✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
Fi}|I ≡ G(|I|I)( ~|u|I , |t|I)

♦ù
G(H) ∈ ρ((~yk : ~Ak)(c : (I ~yk))(Q ~yk c))

❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t H ∈ ❞♦♠(<(I,I))
✹ ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ A ≡ ~Ak ∈ ❞♦♠(A) ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k✱ Ak ∈ ρ(Ak) s✐ yk ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡t Ak ∈ Λ s✐ yk ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ v ∈ Λ✳ ■❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r G(H)(A)(v) ∈ ρ(❙❡t)✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ❝❛s ✿

✹❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ H ∈ ρ(A)✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ H ′ ∈ ρ(A) t❡❧ q✉❡ H <(I,I) H ′✳ ❖✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦r❞✐♥❛❧ a t❡❧ q✉❡ H = Fa(∅(A))✳

✶✵✷



✶✳ ❙✐ v ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦✉ s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ v ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Co(i) ~m)✱
❛❧♦rs

G(H)(A)(v) ≡ ❈❛♥(set)

❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ w ≡ (Co(i) ~m) ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ v ✺✳

✷✳ ❙✐ w /∈ H(A)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡ ♠ê♠❡

G(H)(A)(u) ≡ ❈❛♥(set)

❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s s✐ w /∈ |I|I(A)✳

✸✳ ❊♥✜♥ s✐ w ∈ H(A)✱ ❛❧♦rs

G(H)(A)(u) ≡ |∆[Ci(I), Fi, g]|I;g←G(♣r❡❞(A,w))(~m)

♦ù g ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✏❢r❛î❝❤❡✑✳

❈✬❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ✸ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ❝❛s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✏à ❧❛ ♠❛✐♥✑ ❧❛ ι✲
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ g s❡rt s✐♠♣❧❡♠❡♥t à s✐♠✉❧❡r ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢
❞✉ ❊❧✐♠✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ (∆[Ci(I), Fi, g] ~m)✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ g ♥❡ s❡ ✈❡rr❛ ❛♣♣❧✐q✉é q✉✬à ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ~m ✭❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛✉r❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✮✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
❡st ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣ré✲♦r❞r❡ <(I,I)✳

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ✐❝✐ ♥❡
r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡

∆[Ci(I), Fi, g]

♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡

❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}.

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∆[C, f, g]✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡❝t❡✳
❚♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ét❛♥t✱ à ♠♦♥ s❡♥s✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛r❞✉❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s r✐❣♦✉r❡✉s❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i✱ |Fi|I = |Gi|I ✱ ❛❧♦rs

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
Gi}|I .

❘❡♠❛rq✉❡ ❙✐ |t|I =βηι |t
′|I ❛❧♦rs

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t′){

−→
Fi}|I .

❘❡♠❛rq✉❡ ❙✐ t1 =βηι t2✱ ❛❧♦rs |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t1){
−→
Ti}|I = |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t2){

−→
Ti}|I ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵ ❙♦✐t T ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ a ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ ✿

|T [a \ t]|I = |T |I;a←|t|I .

✺❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✐❝✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ♦✉✱ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❧✬✉♥✐❝✐té
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❛♥s Λ✳

✶✵✸



▲❡♠♠❡ ✹✳✷✶ ❙♦✐t T ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ α ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡t T1 ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✱ t❡❧s q✉❡ T1 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t s♦✉s I ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ I(α)✳ ❖♥ ❛ ✿

|T [α \ T1]|I = |T |I;α←|T1|I .

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✷ ❙♦✐t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ (Q ~u t) ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

I ❛✈❡❝
I ≡ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}.

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ G ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✵ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❀
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = G(|I|I)(|~u|I , |t|I).

❙✐ |t|I ∈ |(I ~u)|I ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t H ∈ ρ(A) ❛✈❡❝ |t|I ∈ H(|~u|I)✱ ♦♥ ❛ ✿

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = G(H)(|~u|I , |t|I)

❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
G(|I|I)(|~u|I , |t|I) = G(H)(|~u|I , |t|I).

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✸ ❙♦✐❡♥t ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}✱ I ❡t G t❡❧s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆ ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ ♣rès✱ ♦♥ ❛ ✿

|❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)|I = G(|I|I).

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✹✳✺ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s I(a) ♠♦❞✉❧♦ =βηι✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✹ ❙♦✐t (Ci)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ(K)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ K ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ I✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s I✱ Ci ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❧♦rs

∧

i∈I Ci ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ≃ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉①
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✶ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✮ ❙♦✐❡♥t I ❡t I ′ ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ I ❡t I ′ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ♣♦✉r t♦✉t α✱ I(α) ≃ I ′(α)
❡t ♣♦✉r t♦✉t a I(a) =βηι I

′(a)✳ ❖♥ ♥♦t❡ I ≃ I ′✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✷ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✮ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ✿ I ≃ I✳ ❖✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t α✱ I(α) ∈ ρ(K) ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ρ(K)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

✶✵✹



▲❡♠♠❡ ✹✳✷✺ ❙♦✐t K ✉♥ ♦r❞r❡✱ T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s I ❡t I ′✳ ❆❧♦rs |T |I ≃K |T |I′✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r |T |I ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ρ(K)✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r T ✳
✕ ▲❡ ❝❛s T = α ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳
✕ ❙✐ T = (a : T1)T2✱ ♦♥ ❛ |T1|I = |T1|I′ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u✱ |T2|I;a←u = |T2|I′;a←u ❀ ❞♦♥❝

♦♥ ❛ ❜✐❡♥ |T |I = |T |I′ ✳
✕ ❙✐ T = (α : K1)T1✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ K = ❙❡t ❡t |T |I = |T |I′ ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r t♦✉t C ✐♥✈❛r✐❛♥t

❞✬♦r❞r❡ K1✱ I;α← C ❡t I ′;α← C s♦♥t ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ |T1|I;α←C =
|T1|I′;α←C ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳

✕ ❙✐ T = (T1 t) ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❛✐sé♠❡♥t |t|I =βηι |t|I′ ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t✱
♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ |T1|I ≃ |T

′|I′ ✳
✕ ▲❡ ❝❛s T = (T1 T2) ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❙✐ T = [a : T1]T2✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐t ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs u ❡t u′✱ s✐ u =βηι u′✱ ❛❧♦rs I; a← u ≃ I ′; a← u′✱

❡t ❞♦♥❝ ❛❧♦rs |T2|I;a←u ≃ |T2|I;a←u′ ✳
✕ ▲❡ ❝❛s T = [α : K1]T1 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❙✐ T = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}✱ ❛✈❡❝ A ≡ (~xj : ~Aj)❙❡t✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡♥

r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡
ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ∈ CR((~xj : ~Aj)α→ ❙❡t) ♦♥ ❛ ✿

|∆{Ci(X), Q, c}|I;X←|T |I ;Q←C;c←Co(i) = |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←|T |′
I
;Q←C;c←Co(i).

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ A ❡t A′✱ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♠(A) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ C(A)(u) =
C(A′)(u) ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ |T |I(A) = |T |I′(A

′)✱ ❡t ❞♦♥❝ |T |I ≃ |T |I′ ✳
✕ ❙✐ T = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
Fi}✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |T |I ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ G ❞é♣❡♥❞❛♥t

❞❡ I✳ ■❝✐ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ❡♥tr❡ ✿

|T |I = G(|I|I)(|t|I , |~u|I) ❡t |T |I′=G′(|I|I′)(|t|I′ , |~u|I′).

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉❡

|~u|I ≃❞♦♠(A) |~u|I′ ❡t |I|I ≃A |I|I′

❡t ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ |t|I =βηι |t|I′ ✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s G ❡t G′ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ♦♥ ❛ G = F a ❡t G′ = F ′a

♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s F ❡t F ′ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞✐♥❛❧ a✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ F a ≃ F a

♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ s✉r a✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✻✳

✹✳✻ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❈❛♥❞✐❞❛ts

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✻ ❙♦✐t T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (~xi : ~Ti)T
′✱ t❡❧ q✉❡ T s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t

s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❯♥ t❡r♠❡ ♣✉r u ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ |T |I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡
~Ai ∈ |(~xi : ~Ti)|I ♦♥ ❛ (u ~B) ∈ |T |I;xi←Ai✱ ♦ù ~B ❡st ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ~Ai ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s
t❡r♠❡s ♣✉rs✳

✶✵✺



Pr❡✉✈❡ ■♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~xi ❡t ~Ti✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✼ ❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡t T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s I✳
❆❧♦rs |T |I ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ CR(K)✳

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ |T |I ét❛✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿
✕ ❙✐ K = ❙❡t ❛❧♦rs |T |I ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❘ ✶✱ ❈❘ ✷ ❡t ❈❘ ✸✳
✕ ❙✐ K = (α : K1)K2 ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t C ∈ CR(K1)✱ |T |I(C) ∈ CR(K2)
✕ ❙✐ K = (a : T )K1 ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u✱ |T |I(u) ∈ CR(K1)✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r T ✭♦✉✱ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✮ ✿

✕ ❙✐ T = α✱ ❝✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣✉✐sq✉❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✳
✕ ❙✐ T = (x : T1)T2✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ K = ❙❡t✱ ❡t q✉❡ T1 ❡st T2 s♦♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ❞✬♦r❞r❡

❙❡t✳ ❉♦♥❝ |T1|I ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ |T2|I;x←u ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ u✳ ❆❧♦rs
|T |I ❡st ❜✐❡♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ CR(❙❡t)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✻✳

✕ ❙✐ T = (α : K1)T1✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ T1 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s J ;α ← S ♣♦✉r t♦✉t
S ❞❛♥s ρ(K1)✳ ❉♦♥❝ s✐ S ∈ CR(K1)✱ ❛❧♦rs T1|I;α←S ∈ CR(❙❡t)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✱
|T |I =

⋂

C∈CR(K1) |T1|I;α←S ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✳
✕ ❙✐ T = [a : T1]T2✱ ❛❧♦rs K ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a : T1)K2 ❡t T2 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡

K2 s♦✉s I; a ← u ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡
|T2|I;a←u ∈ CR(K2)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t r❡❝❤❡r❝❤é✳

✕ ▲❡ ❝❛s T = [α : K1]T2 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
✕ ❖♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s T = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)} ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✻✳ ❙♦✐t F ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ρ(A) ✈❡rs ρ(A) ❞♦♥t |T |I ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ◆♦t♦♥s A ≡ (~xj : ~Aj)❙❡t✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
F (∅(A)) ∈ CR(A) ❡t F (S) ∈ CR(A) s✐ S ∈ CR(A) ✿
✕ F (∅(A))✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡st

ré❝✉rs✐❢ ❀ ❛♣♣❡❧❧♦♥s i0 s♦♥ ✐♥❞✐❝❡✳ ❙♦✐❡♥t ❛✉ss✐ C ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❜♦♥ ♦r❞r❡
❡t A ∈ ❞♦♠❴❈(A)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←∅(A);Q←C;c←Co(i)

❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❆✉ss✐✱ s✐ ❧✬♦♥
❝❤♦✐s✐ fi0 ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♥✬❡①✐st❡✲t✲✐❧ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ♣✉r u t❡❧ q✉❡

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [~xj : ~Aj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } u) ∈ C(A)(u)

♣✉✐sq✉❡ C(A)(u) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ F (∅(A)) = min(A) ∈ CR(A)✳
❙✐ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♥✬❡st ré❝✉rs✐❢✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ F ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s s✉✐✈❛♥t✳

✕ ❙♦✐t S ∈ CR(A)✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ F (S) ∈ CR(A) ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ ❞♦♠❴❈(A)✱
F (S)(A) ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❘ ✶✱ ❈❘ ✷ ❡t ❈❘ ✸✳
✕ |I|I(A) ⊂ SN✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

|∆{Ci(X), Q, c}|I;X←S;Q←C;c←c(i)

❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣✉✐sq✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦✐t ❛✐sé✲
♠❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

✶✵✻



✕ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ |I|I(A) ❡st ❝❧♦s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ s❡ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t ✿ s♦✐t u ∈ |I|I(A) ❡t u′ ❛✈❡❝
u B u′✳ ❛❧♦rs s♦✐t u ∈ min(A)✱ ❡t ❛❧♦rs u′ ∈ min(A)(A) ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ u′ ∈ |I|I(A)✱ s♦✐t
♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t C✱ t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ~fi ❛✈❡❝

fi ∈ |∆{Ci(X), Q, c}|I;X←|I|I ;Q←C;c←Co(i)

♦♥ ❛

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [~xj : ~Aj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } u) ∈ C(A)(u)

♠❛✐s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ C(A)(u) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ❡t ❡st é❣❛❧ à C(A)(u′)✱ ♦♥ ❛
❜✐❡♥ ✿

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [~xj : ~Aj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } u′) ∈ C(A)(u′).

✕ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ F (S)(A) ✈ér✐✜❡ ❈❘ ✸✳ ❙♦✐t u ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r ♥❡✉tr❡✱ t❡❧ q✉❡
s✐ u B u′ ❛❧♦rs u ∈ F (S)(A)✳ ❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ t❡r♠❡s ~fi ❛✈❡❝

fi ∈ |∆{Ci(X), Q, c}|I;x←S;Q←C;c←Co(i)

♣♦✉r ✈ér✐✜❡r u ∈ F (S)(A)✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [~xj : ~Aj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } u) ∈ C(A)(u)

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ♥❡✉tr❡ ❡t q✉❡ C(A)(u) ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
t♦✉s ❧❡s ré❞✉✐ts ❞✉ t❡r♠❡ s♦♥t ❞❛♥s C(A)(u)✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❧❡s fi✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ u ét❛♥t ♥❡✉tr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ r❛❞✐❝❛❧✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧❡s
∆{Ci(X), Q, c}|I;x←S;Q←C;c←Co(i) s♦♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❞♦♥❝ ❝❧♦s ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✳

✕ ❙✐ T = ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}✱ ❛❧♦rs

|T |I ≡ G(|I|I)(|~u|I , |t|I)

♦ù G ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r s♦♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡
❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t H ∈ ❞♦♠(F )✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ ❞♦♠(A)✱ t♦✉t
t❡r♠❡ ♣✉r u✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ G(H)(A, u) ∈ CR(A)✳ ▲❡s ❝❛s ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳ ▲❡ ❝❛s
ré❝✉rs✐❢ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s r❛✐✲
s♦♥♥❡♠❡♥ts ❢❛✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡

|∆[Ci(I), Fi, g]|I;g←G(♣r❡❞(B,w))

❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✸ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✱ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r Γ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ I ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ s✐ ✿

∀a ∈ Γ.I(a) ∈ |Γ(a)|I .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✹ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ C(Γ)✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Γ ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✵✼



✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ a✱ C(Γ)(a) ≡ a
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ C(Γ)(α) ≡ ❈❛♥(Γ(α))
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s Γ✱ C(Γ)(α) ≡ ❈❛♥(❙❡t)✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ C(Γ) ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ [a :
T0]t : (a : T0)T ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ ❛ |[a : T0]t|I ∈ |(x : T0)T |I s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ♣✉r u ∈ |T0|I ♦♥ ❛ |t|I;a←u ∈ |T |I;a←u✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |(a : T0)T |I ✱
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✵ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❘ ✷✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼ ✭♣♦✉r t♦✉t u ∈ |T0|I ✱ |[a : T0]t|I ∈ {u} → |T |I;a←u✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✾ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡✲
♠❡♥t Γ ⊢ [α : K]t : (α : K)T ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ ❛ ✿ |[α : K]T |I ∈
|(α : K)T |I ❙✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ∈ CR(K) ♦♥ ❛ ✿

|t|I = |t|I;α←C ∈ |T |I;α←C .

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✉ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❞✉
♣ré❞✐❝❛t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✺ ❙♦✐❡♥t ~xi ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ~ui ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✱
❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✮
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Ui ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✮✳ ❙♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs |(~xi : ~Ui)|I ✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞♦♠((~xi : ~Ui)❙❡t) ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ |([] : [])|I = ❞♦♠(❙❡t)
✕ (u,A) ∈ |(a :: ~x : T :: ~U)|I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s I✱ u ∈ |T |I ✱
|(~x : ~U)|I;a←u ❡st ❞é✜♥✐ ❡t A ∈ |(~x : ~U)|I;a←u✳

✕ (C,A) ∈ |(α :: ~x : K :: ~U)|I s✐ C ∈ CR(K)✱ s✐ |(~x : ~U)|I;α←C ❡st ❞é✜♥✐✱ ❡t A ∈ |(~x : ~U)|I;α←C✳

❘❡♠❛rq✉❡ P♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ (~x : ~U)M : N ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
♣♦✉r Γ✱ |(~x : ~U)|I ❡st ❞é✜♥✐✳

▲❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵ ✭❉é✲❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮ ❙♦✐❡♥t (~x : ~U)T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t s♦✉s I ❡t u ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r✳ ❖♥ ❛ u ∈ |(~x : ~U)T |I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r
t♦✉t A ∈ |(~x : ~U)|I ✱ ♦♥ ❛ (u A) ∈ |T |I;~x←A✱ ♦ù A ❡st ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ A ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s
t❡r♠❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ~x ❡t ~U ✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✿

✶✵✽



▲❡♠♠❡ ✹✳✸✶ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts I ❡t I ′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

I ≡ ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

I ′ ≡ ■♥❞(X : A′){
−−−−→
C ′i(X)}

♦ù ✿

A ≡ (~yj : ~Aj)❙❡t

A′ ≡ (~y′j : ~Aj)❙❡t

❛✈❡❝ ρ(A) = ρ(A′) ❡t t❡❧ q✉❡ I ❡t I ′ s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts ❞✬♦r❞r❡ A ✭❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❞✬♦r❞r❡
A′✮ s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té
S ❞✬♦r❞r❡ A✱ t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té C ❞✬♦r❞r❡ (~yj : ~Aj)(I ~y) → ❙❡t ❡t t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ i✱ ❡t t♦✉t
t❡r♠❡ ♣✉r u ♦♥ ❛✐t ✿

|∆{Ci(X), Q, c}|I;X→S;Q→C;c→u = |∆{C ′i(X), Q, c}|I;X→S;Q→C;c→u.

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ✿
✕ |I|I = |I ′|I
✕ ▲❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s <(I,I) ❡t <(I′,I) ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✹✳✸✵ s✉r ρ(A) s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

✹✳✼ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s
t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❀ à s❛✈♦✐r ✿

✕ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❢♦♥t ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs t②♣❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s✳

✕ ❧✬♦r❞r❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é ❞é✜♥✐ s✉r |I|I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t

I ≡ ■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}

❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ A ≡ (~xj : ~Uj)❙❡t s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t I✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐❜✐❧✐té

C ∈ CR((~xj : ~Uj)(I ~yj)→ ❙❡t)

❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣✉rs ~fi t❡❧s q✉❡

∀i.fi ∈ |∆{Ci(I), Q, c}|I;Q←C;c←Co(i).

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✷ ❙♦✐t A ∈ ❞♦♠(A) ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r u ∈ |I|I(A)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [ ~xj : ~Uj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } u) ∈ C(A)(u).

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |I|I ✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✿

✶✵✾



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡
Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){−→gi } : (Q ~u t) ♦ù Q ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

|t|I ∈ |I|I(|~u|I)

∀i.|gi|I ∈ |∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)}|I

♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){−→gi }|I ∈ |(Q ~u t)|I .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✵ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✽ ❙♦✐t ~xjk
❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ~xj ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡

λ~xjk
.λc.(♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, λ~xjk

.λc.(a c) ]] } c)

❡st é❧é♠❡♥t ❞❡
|(Q : (~xj : ~Uj)(I ~xj)→ ❙❡t)(~xj : ~Uj)(c : (I ~xj))(Q ~xj c)|I

♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

λ~xjk
.λc.(♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, λ~xjk

.λc.(a c) ]] } c) ∈ |(~xj : ~Uj)(c : (I ~xj))(Q ~xj c)|I;Q←C

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s✉r ~gi✱ ❡t t ✿

|❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q,~gi)|I ∈ |(Q : (~xj : ~Uj)(I ~xj)→ ❙❡t)(~xj : ~Uj)(c : (I ~xj))(Q ~xj c)|I .

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s t②♣❡s Ci(X) ❛✐♥s✐ ✿

Ci(X) ≡ (~yki : ~U i
k(X))(X ~tj

i).

❙♦✐t ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r F ∈ |(~xj : ~Uj)(c : (I ~xj))(Q ~xj c)|I;Q←C✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

[[Ci(I), fi, F ]] ∈ |(~yi
k : U i

k(I))(Q ~tij (❈♦♥str(i, I) ~yi
k)|I;Q←C .

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Ci(X)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✹ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✮ P♦✉r t♦✉t i✱ Co(i) ∈ |Ci(I)|I ✳

Pr❡✉✈❡ ❘❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ Ci(X) ≡ (~yi
k : ~U i

k)(X
~tij)✳ ❙♦✐t A ≡ ~Ak ∈ |(~yi

k : ~U i
k)|I;X←|I|I ✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ A ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ A ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t

✈ér✐✜❡r q✉❡ (Co(i) A) ∈ |(I ~tij)|I;∀k.yi
k
←Ak

✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t q✉❡

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [ ~xj : ~Uj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } (Co(i) A)) ∈ C(|~tij |I;∀k.yi

k
←Ak

)(Co(i) A)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ss✐ ✿

(♠❛t❝❤ a.{
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(X), fi, [ ~xj : ~Uj ][c : (I ~xj)](a c) ]] } (Co(i) A)) ∈ |(Q ~tij (❈♦♥str(i, I) ~xi

k))|I;Q←C

✶✶✵



❈♦♠♠❡ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s [[Ci(X), fi, [ ~xj : ~Uj ][c : (I ~xj)](a c) ]] s♦♥t
t♦✉s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t é❧é♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té

|( ~yi
k : ~U i

k(I))(Q ~tij (❈♦♥str(i, I) ~yi
k)|I ✳

●r❛❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✽✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs à

(∆[Ci(X), fi, λ~xjk
.λc.(♠❛t❝❤ a.{

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
[[Ci(I), fi, λ~xjk

.λc.(a c) ]] } c)] A) ∈ C(|~tij |I;∀j.xj→Aj
)(Co(i) A)

❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✭❊♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✮ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s I = ◆❛t ≡ ■♥❞(X : ❙❡t){X;X → X} ❛✈❡❝ O ≡
❈♦♥str(1,◆❛t) ❡t S ≡ ❈♦♥str(2,◆❛t)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s♦♥t
❜✐❡♥ ❝♦rr❡❝t❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦r❞r❡
❜✐❡♥✲❢♦♥❞é ❞é✜♥✐ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s t❡r♠❡s✳ ❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ✿ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ✭ré❝✉rs✐❢s✮ ❞✬✉♥
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ t q✉✐ ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✱ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs
à t ♣♦✉r ❧❡✲❞✐t ♦r❞r❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ I s♦♥t t♦✉s ♣❡t✐ts ✭❧❡s U i
k s♦♥t t♦✉s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✮✳

❙♦✐t A ∈ ❞♦♠(A) ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ~mk t❡❧❧❡ q✉❡

(Co(i) ~mk) ∈ |I|I(A)

❛❧♦rs ♦♥ ❛
~mk ∈ |(~yi

k : ~U i
k(X))|I;X←♣r❡❞((Co(i) ~mk),A).

Pr❡✉✈❡ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ k0✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

mk0 ∈ |U
i
k0
|I;∀k<k0.yi

k
←mk

✭✶✮

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ ♣r❡❞((Co(i) ~mk),A) ❡st ✈✐❞❡ ♦✉ ♥♦♥✳
✕ ❙✐ ♣r❡❞((Co(i) ~mk),A) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ A✱ ❡t
❞♦♥❝ |U i

k0
|I;∀k<k0.yi

k
←mk

❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t✳ ❙♦✐t D✱ é❧é♠❡♥t ❞❡

CR((~xj : ~Aj)(I ~xj)→ ❙❡t)

❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ |U i
k0
|I;∀k<k0.yi

k
←mk

à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡

❞♦♠((~xj : ~Aj)(I ~xj)→ ❙❡t).

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ i′✱

|∆{C ′i(X), Q,❈♦♥str(i′, I)}|I;X←♣r❡❞((Co(i) ~mk),A);Q←D

❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ ❙❡t ❀ ❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s i′ = i✳ P♦✉r
✈❡r✐✜❡r ✶✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ~fi✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i′ ✿

fi′ ∈ |∆{C
′
i(X), Q,❈♦♥str(i′, I)}|I;X←♣r❡❞((Co(i) ~mk),A);Q←D

✶✶✶



❡t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
(∆[Ci(X), fi, F ] ~mk)

s❡ ré❞✉✐s❡ ✈❡rs mk0 ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳
P♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i′ 6= i✱ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f ′i ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
b✳ P♦✉r fi✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡r❛ ❧❡ k0✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✕ s✐ Ci(X) = U → V → X✱ ❛✈❡❝ U ❡t V ♥♦♥✲ré❝✉rs✐❢✱ s✐ k0 = 1✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ fi = λz1.λz2.z1✱

❡t s✐ k0 = 2 ❛❧♦rs fi = λz1.λz2.z2✳
✕ s✐ Ci(X) = X → X → X✱ s✐ k0 = 1✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ fi = λz1.λz2.λz3.λz4.z1✱ ❡t s✐ k0 = 2 ❛❧♦rs

fi = λz1.λz2.λz3.λz4.z3✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ fi ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ■❧ ❡st à ♣❡✉
♣rès é✈✐❞❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s (∆[Ci(X), fi, F ] ~mk) s❡ ré❞✉✐t ❜✐❡♥ ✈❡rs mk0 ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ têt❡✳

✕ ❙✐ ♣r❡❞((Co(i) ~mk),A) = ∅✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Ci(X) ♥✬❡st
♣❛s ré❝✉rs✐❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳

✹✳✽ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t β✲ré❞✉❝t✐♦♥

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡st
q✉✬❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❀ s✐ ✿

Γ ⊢ T : ❙❡t Γ ⊢ T ′ : ❙❡t T =βηι T ′

❛❧♦rs ♦♥ ✈❡✉t ❛✈♦✐r |T |I = |T ′|I ✳
❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ré❞✉❝t✐♦♥s β✱

ι ❡t η✱ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛
ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡①✐❣❡ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡ s❛♥s ♠❛❧✐❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✻ ✭■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t T ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❙✐ T Bβ T ′✱ ❛❧♦rs T ′ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s I ❡t |T |I = |T ′|I ✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✾ ❙♦✐❡♥t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} : (Q ~u t) ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲

t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❆❧♦rs

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = |(❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi) ~u t)|I .

✹✳✾ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t η✲ré❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❥✉st❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐ ‖T1‖ ❡t ‖T2‖ ♦♥t ✉♥ η✲ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✱ ❛❧♦rs ❧❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s✳

✶✶✷



▲❡♠♠❡ ✹✳✸✼ ✭■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t T ✱ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❙✐ T Bη T ′ ❛❧♦rs T ′ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s I✱ ❡t |T |I =
|T ′|I ✳

Pr❡✉✈❡ ❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❜✐❡♥ sûr ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ T ✱ ♦✉ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ T Bη T ′✳ ▲❡ ❝❛s ❝r✉❝✐❛❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr T = [x : U ](T ′ x)✱ ❛✈❡❝ x /∈ ❋❱ (T ′)✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs K = (x : U)K ′ ❡t (T ′ x) ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K ′ s♦✉s I;x ← u ♣♦✉r u ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳
❆❧♦rs T ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ (x : U)K ′ s♦✉s I✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ é✈✐❞❡♥t q✉❡ |T |I = |T ′|I ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✽ P♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t ❜✐❡♥✲❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡ K s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ♦♥ ❛ |T |I =
|‖T‖|I ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾ ✭■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts T1 ❡t T2 ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬♦r❞r❡
K s♦✉s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t T3 t❡❧ q✉❡ ‖T1‖ B

∗
η T3 ❡t ‖T2‖ B

∗
η T3✱ ❛❧♦rs

|T1|I = |T2|I ✳

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ❛ |T1|I = |‖T1‖|I ❡t |T2|I = |‖T2‖|I ❡t |‖T1‖|I =
|T3|I = |‖T2‖|I ✳

✹✳✶✵ Pré❞✐❝❛ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r
ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ r❡st❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ s✉r
❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ✏❧é❣❛❧✑✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✻ ✭■♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✮ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ T : K ❡t ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
K ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏(T,K, Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✑ ♣❛r ✿

✕ ❙✐ K = ❙❡t ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t T ′ t❡❧ q✉❡ T B
∗ T ′✱ |T |I = |T ′|I ✳

✕ ❙✐ K = (x : T1)K1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T1 ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ s✐ |t|I |T1|I ❛❧♦rs ((T t),K1[x\
t],Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✕ ❙✐ K = (α : K1)K2✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ T1 : K1 ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ((T T1),K2[α \
T1],Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ (T1,K1,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ t : T ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✵ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ T1 : ❙❡t ❡t Γ ⊢ T2 : ❙❡t ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❙✐ (T1, ❙❡t,Γ, I) ❡t (T2, ❙❡t,Γ, I) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t T1 =βηι T2✱
❛❧♦rs |T1|I = |T2|I ✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ‖T1‖ ❡t ‖T2‖ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ U ✿

‖T1‖ B
∗ U ❡t ‖T2‖ B

∗ U

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ η ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✽ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts T ′1 ❡t T ′2 t❡❧s q✉❡ ✿

T1 B
∗
βι T ′1 ‖T

′
1‖ B

∗
η U T2 B

∗
βι T ′2 ‖T

′
2‖ B

∗
η U.

❆❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹✳✸✽ ❡t ✹✳✸✾ ❛ss✉r❡♥t q✉❡

|T1|I = |T ′1|I = |U |I = |T ′2|I = |T2|I .

✶✶✸



✹✳✶✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ι✲ré❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡
✭❊❧✐♠✲❙✮ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝❧♦s❡ ♣❛r β ♣✉✐s ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✐♥✈❡rs❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✶ ❙♦✐❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s T ✱ A✱ V ✱ U ✱ U1 . . . Un✳ ❙✐

([x : A]T U U1 . . . Un) B
∗ V

❛❧♦rs
(T [x \ U ] U1 . . . Un) B

∗ V ′

❛✈❡❝ s♦✐t V = V ′✱ s♦✐t V B
1
β V ′✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡✱ ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s s✐ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡ têt❡
❡st ré❞✉✐t ♦✉ ♥♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷ ❙✐ (T [x\A],K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t s✐ Γ ⊢ ([x : U ]T A) : K✱ ❛❧♦rs
(([x : U ]T A),K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

Pr❡✉✈❡ P♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ T0✱ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ T0 : K✱ ❞✐r❡ q✉❡ (T0,K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❝✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ U1 . . . Un q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ K✱ s✐

(T0 U1 . . . Un) B
∗ T1

❛❧♦rs
|(T0 U1 . . . Un)|I = |T1|I .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ U1 . . . Un✳ ❙✐ ([x : U ]T A U1 . . . Un) B
∗ V ✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ V ′ t❡❧ q✉❡ (T [x \A] U1 . . . Un) B
∗ V ′✱ ❛✈❡❝ V = V ′ ♦✉ V Bβ V ′✳ ❉❛♥s ❧❡s

❞❡✉① ❝❛s✱ |V |I = |V ′|I ✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs (T [x \ A],K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ❛
|(T [x\A] U1 . . . Un)|I = |V ′|I ✳ ❊♥✜♥ ❝♦♠♠❡ ([x : U ]T A) Bβ T [x\A]✱ ♦♥ ❛ |(T [x\A] U1 . . . Un)|I =
|([x : U ]T A U1 . . . Un)|I ✳ ❉♦♥❝ |([x : U ]T A U1 . . . Un)|I = |V |I ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✸ ❙✐ ((∆[Ci(I), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fj)] ~m),K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t
s✐

Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥str(i, I) ~m)){
−→
Fj} : K

❛❧♦rs (❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥str(i, I) ~m)){
−→
Fj},K,Γ, I) ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✵ ❙♦✐t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} : K ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ K =βηι

(Q ~u t)✮ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❆❧♦rs (❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi},K,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r

s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ((❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi) ~u t),K,Γ, I) ❧✬❡st✳

■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ β✲ré❞✉✐t❡ ❞❡ (∆[Ci(X), f, F ] ~m) ✿

✶✶✹



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✼ ❙♦✐t ❞❡✉① t❡r♠❡s f ❡t F ✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ~m ❡t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
C(X) ≡ (~xi : ~Ui)(X ~t) t❡❧ q✉❡ ~m s♦✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ~xi ❡t ~Ui✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
❧❡ t❡r♠❡ ∆r❡❞[Ci(X), f, F, ~m] ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ~m ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∆r❡❞[(X ~t), f, F, []] ≡ f

∆r❡❞[(x : M)D(X), f, F, m :: ~m] ≡ ∆r❡❞[D(X), (f m), F, ~m]

∆r❡❞[((~x : ~M)(X ~N))→ D(X), f, F, m :: ~m] ≡ ∆r❡❞[D(X), (f m [~x : ~M ](F ~M (m ~x))), F, ~m]

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ (∆[Ci(X), f, F ] ~m) s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs ∆r❡❞[Ci(X), f, F, ~m] ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ têt❡ ✐♥✈❡rs❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✹ ❙♦✐t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ (∆[C(X), f, F ] ~m) : K ❛✈❡❝ C(X) ❡t ~m ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❆❧♦rs (∆[C(X), f, F ] ~m),K,Γ, I) ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (∆r❡❞[C(X), f, F, ~m],K,Γ, I) ❧✬❡st✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✷✳

▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦rr❡♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✺ ❙♦✐t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} : (Q ~u t)✱ ♦ù ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
Fi}✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s Fi s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❙♦✐t ❛✉ss✐ I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
|t|I ∈ |(I ~u)|I ❡t t B

∗ (❈♦♥str(i, I) ~v)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = |(∆[Ci(I), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~v)|I .

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t G ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ✹✳✸✵ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I ✳ ❙♦✐t (Co(i) ~w)

❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ |t|I ✳ ❖♥ ❛

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = G(|I|I)(|~u|I , (Co(i) ~w))

= ∆r❡❞[Ci(I), Fi, g, ~w]|I;g←G(♣r❡❞(|I|I ,(Co(i) ~w))).

❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ~w ∈ |(~y : ~T )|I;X←♣r❡❞(|t|I ,|~v|I)
❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

♣ré❝é❞❡♥t❡✱ g ♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é q✉✬à ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡❞(|I|I , (Co(i) ~w)) ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷ ✿

|❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}|I = |∆r❡❞[Ci(I), Fi, g, ~w]|I;g←G(|I|I)

= |∆r❡❞[Ci(I), Fi, g, ~w]|
I;g←|❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)|I

✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✮

= |∆r❡❞[Ci(I), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi), ~w]|I

= |∆[Ci(I), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~v)|I .

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✻ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡

Γ ⊢ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} : (Q ~u t)

♦ù ❧❡s Fi ❛✐♥s✐ ❞♦♥❝ q✉❡ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi} s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣ré✲

t❛t✐♦♥ I✱ ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✶✺



✶✳ |t|I ∈ |(I ~u)|I

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t i✱ (Fi,∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)},Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ ❞♦♥♥é❡ ❀ ❛❧♦rs

(❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}, (Q ~u t),Γ, I)

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r (|t|I , |~u|I) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ >(I,I)✳
P♦✉r ❛❜ré❣❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

T ≡ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}.

❉✐r❡ q✉❡ (T, (Q ~u t),Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
t❡r♠❡s ~U ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

(T ~U) B
∗ T ′ ⇒ |T ′|I = |(T ~U)|I

✭♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ~U ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr Γ ⊢ (T ~U) : ❙❡t✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ~U ✳ ❖♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲❡ t❡r♠❡ |t|I ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Co(i) ~m) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r
<(I,I)✮✳ ❆❧♦rs T ′ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′, t′){
−→
F ′i}

~U ′)

❡t ♦♥ ❛ |(T ~U)|I = ❈❛♥(❙❡t) = |T ′|I ✳
✕ ▲❡ t❡r♠❡ t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❈♦♥str(i, I) ~m)✱ ♠❛✐s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ |t|I

❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Co(i) ~m)✳ ❆❧♦rs T ′ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′, t′){
−→
F ′i}

~U ′).

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

|(T ~U)|I = |(∆[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~a ~U)|I;~a←~m

|T ′|I = |(∆[Ci(X)′, F ′i ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′, Q′, ~Fi
′
)] ~a ~U ′)|I;~a←~m

♦ù ~a ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡ ✏❢r❛î❝❤❡s✑✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡ ~m✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ré❞✉✐t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

(∆[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~a ~U), ❙❡t,Γ(~a, ~V ), I;~a← ~m)

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦ù ~V ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

Ci(I) ≡ (~a : ~V )(I ~n).

❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ✈ér✐✜❡r ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✹✹✮ q✉❡

(∆r❡❞[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi),~a] ~U), ❙❡t,Γ(~a, ~V ), I;~a← ~m)

✶✶✻



❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

∆r❡❞[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi),~a, (Q u t),Γ(~a, ~V ), I;~a← ~m)

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❡t✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Ci(X)✱ ❞❡ ✈ér✐✜❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és à Fi ❞❛♥s
∆r❡❞[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi),~a] s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✹✳✸✺ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✱ ♦♥ s❛✐t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉r✲
r❡♥❝❡✱ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi) à ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à |t|I ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ <(I,I)✳

✕ ▲❡ t❡r♠❡ t ❛❞♠❡t ✉♥ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❈♦♥str(i, I) ~v)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ |t|I ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Co(i) ~m)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ (T ~U) à T ′ ♦♥ ♥❡ ré❞✉✐t ❥❛♠❛✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞❡ T ✿

T ′ = (❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′, t′) ~U ′).

♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs ✭❧❡♠♠❡s ✷✳✶✾ ❡t ✷✳✷✽✮ q✉❡ t′ ❛❞♠❡t ❛✉ss✐ ✉♥ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❈♦♥str(i, I ′) ~v′)
❡t ❛❧♦rs ✿

|(T ~U)|I = |(∆[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~v)|I

|T ′|I = (∆[C ′i(X), F ′i ,❋✉♥❴❊❧✐♠(I ′, Q′, ~F ′i )]
~v′)|I

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ré❞✉✐t ❞✉ s❡❝♦♥❞✳ P❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡
❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ((T ~U), ❙❡t,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐t✳

✕ ❊♥✜♥ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ t❡r♠❡ t q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s q✉❡
❧✬♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ❡♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ (T ~U) ✈❡rs T ′✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
~v t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ré♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✿

(T ~U) B
∗ (❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥str(i, I) ~v)){

−→
Fi} ~U)

Bι (∆[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~v ~U)

B
∗ T ′.

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭♦♥
♥❡ ré❞✉✐t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮✳ ▲❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ✭❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳
❊♥✜♥ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

((∆[Ci(X), Fi,❋✉♥❴❊❧✐♠(I,Q, ~Fi)] ~v ~U), ❙❡t,Γ, I)

❡st ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✹✳✶✷ ■♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s

❊♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ♦♥ q✉❛♥t✐✜❡ ❡♥ ❢❛✐t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s
❧❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞♦♥❝✱ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té |T |I ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❡❧❧❡ ❡st
✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐ ❛✉r♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝

✶✶✼



❞é✜♥✐r q✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧é❣❛❧❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥ ❡①✐❣❡r❛
❝❡tt❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥✲t②♣é❡s✳ ❖♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✏à ❧❛ ❑r✐♣❦❡✑ ❞❡ ❈♦q✉❛♥❞ ❡t ●❛❧❧✐❡r ❬✷✸❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

❈✬❡st✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✹✳✶✺ ❡t ✹✳✶✻✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❧♦✉r❞❡✉rs ❞✉❡s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s
♣✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✽ ✭■♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ✭❝✳❛✳❞✳ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ A : B✮✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t φ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ à
t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❡❧ q✉❡

∀x /∈ Γ.φ(x) = x.

❖♥ ❞✐t q✉❡ (∆, φ) ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ Γ s✐ ∆ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❛ ∆ ⊢ φ(x) : Γ(x)[φ]✱ ♦ù t[φ] ❡st ❧❡ t❡r♠❡ t ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s y ♦♥t
été s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉rs φ(y)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✼ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ A : B ❡t (∆, φ) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ Γ✳ ❆❧♦rs ∆ ⊢
A[φ] : B[φ]✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✾ ✭■♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s✮ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡t (∆, φ) ✉♥❡ ✐♥s✲
t❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ Γ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (∆, φ) ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ s✐ ✿

✕ ∀a ∈ Γ.|φ(a)|∆ ∈ |Γ(a)[φ]|∆
✕ ∀α ∈ Γ. (φ(α),Γ(α)[φ],∆,❈❛♥(∆)) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❞✐r❡ q✉❡ C(∆) ◦ φ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❛❞❛♣té❡ à Γ✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts Γ ⊢
T : K✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✵ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ T : K✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (T,K, Γ)
❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ (φ,∆) ❛❞❛♣té❡ à Γ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡
à ∆✱ (T [φ],K[φ],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✹✳✶✸ ❖r❞r❡s ❡t s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts Γ ⊢ K : E ❡t Γ ⊢ E : ❊①t❡r♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✶ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ K : E✱ K0 ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ K ❡t I ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❛ Γ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏(K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✑
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K0 ✿

✕ s✐ K0 = ❙❡t ❡t E = ❚②♣❡✱ ❛❧♦rs (K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✕ s✐ K0 = [a : T ]K1 ❡t E = (a : T ′)E1✱ ❛❧♦rs (K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (T, ❙❡t,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ t : T
s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t |t|I ∈ |T |I ✱ ♦♥ ❛✐t (K1[a \ a], E1[a \ t],Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡

✶✶✽



✕ s✐ K0 = (a : T )K1 ❡t E = ❚②♣❡✱ ❛❧♦rs (K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (T, ❙❡t,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ t : T
s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t |t|I ∈ |T |I ✱ ♦♥ ❛✐t (K1[a \ a],❚②♣❡,Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡

✕ s✐ K0 = [α : K1]K2 ❡t E = (α : K ′1)E1✱ ❛❧♦rs (K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (K1,❚②♣❡,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t T t❡❧ q✉❡
Γ ⊢ T : K1 s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t (T1,K1,Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ❛✐t (K2[α\T ], E1[α\
T ],Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡

✕ s✐ K0 = (α : K1)K2 ❡t E = ❚②♣❡✱ ❛❧♦rs (K, E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (K1,❚②♣❡,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t T t❡❧ q✉❡ Γ ⊢
T : K1 s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t (T1,K1,Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ❛✐t (K2[α\T ],❚②♣❡,Γ, I)
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t E ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❧✬♦♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✷ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ E : ❊①t❡r♥ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à Γ✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏(E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✑ ♣❛r ✿

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E = ❊①t❡r♥✱ (❊①t❡r♥,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✕ s✐ E = (a : T )E1✱ ❛❧♦rs (E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (T, ❙❡t,Γ, I)

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ t : T ❛✈❡❝ |t|I ∈ |T |I ✱ ♦♥
❛✐t (E1[a \ t],Γ, I) ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡

✕ s✐ E = (α : K)E1✱ ❛❧♦rs (E,Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(K,❚②♣❡,Γ, I)

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ T : K✱ ❛✈❡❝ (T,K,Γ, I)
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ❛✐t

(E1[α \ T ],Γ, I)

✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❖♥ ✈❡r✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉✣t à tr❛✐t❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞r❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✽ ❙♦✐t ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ T : K ❡t Γ ⊢ K ′ : ❚②♣❡ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛✐t♦♥
❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K =βηι K ′ ❡t q✉❡ (K,❚②♣❡,Γ, I) ❡t (K ′,❚②♣❡,Γ, I) s♦♥t ✐♥✈❛r❛✐♥ts s✉r
❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❆❧♦rs s✐ (T,K, Γ, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ (T,K ′,Γ, I) ❧✬❡st ❛✉ss✐✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ K0 ❞❡ K✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ K ′0 ❧❛
❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ K ′✳

✕ ▲❡ ❝❛s K0 = K ′0 = ❙❡t ❡st tr✐✈✐❛❧✳
✕ ❙✐ K0 = (a : T0)K1 ❡t K ′0 = (a : T ′0)K

′
1✱ ♦♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t T0 =βηι T ′0 ❡t K1 =βηι K ′1✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ (T0, ❙❡t,Γ, I) ❡t (T ′0, ❙❡t,Γ, I) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❡t ❞♦♥❝
|T0|I = |T ′0|I ✳ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Γ ⊢ t : T0 ❡t |t|I ∈ |T0|I s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
Γ ⊢ t : T ′0 ❡t |t|I ∈ |T ′0|I ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs (K1[a\ t],❚②♣❡,Γ, I) ❡t (K ′1[a\ t],❚②♣❡,Γ, I)
✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ((T t),K1[a \ t],Γ, I) ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ((T t),K1[a \ t],Γ, I) ❧✬❡st✳

✕ ▲❡ ❝❛s K0 = (α : K1)K2 ❡t K ′0 = (α : K ′1)K
′
2 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

✶✶✾



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✸ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ K : E ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Γ ⊢ E : ❊①t❡r♥✮✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (K, E,Γ) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ (E,Γ)✮ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ (φ,∆) ❛❞❛♣té❡ à Γ ❡t t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞❛♣té❡ à ∆✱ (K[φ], E[φ],∆, I)
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (E[φ],∆, I)✮ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞r❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✾ ❙♦✐t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ :: (a, T ) ⊢ K : E✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡
(T, ❙❡t,Γ) ❡t ❞❡ (K, E,Γ :: (a, T )) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ([a : T ]K, (a : T )E,Γ)
❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t (φ,∆) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ∆✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
(T [φ], ❙❡t,∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r✱ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é
∆ ⊢ t : T [φ] ❛✈❡❝ |t|I ∈ |T |I ✱ (K[φ; a → t], E[φ; a → t],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st
✈r❛✐✱ ♣✉✐sq✉❡ (φ; a→ t, ∆) ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ Γ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✵ ❙♦✐t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ :: (α, K1) ⊢ K2 : E✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥✲
❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (K2, E, Γ :: (α, K1)) ♦✉ ❞❡ (K2,❚②♣❡,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡
([α : K1]K2, (α : K1)E,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✹✳✶✹ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs

▲❡ ❞é❝♦r ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❞ér♦✉❧❡r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ❙♦✐t ✉♥ Γ ⊢ t : T ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✳ ❆❧♦rs
|t|I ∈ |T |I ✳

Pr❡✉✈❡ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ P❧✉s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♥❢♦r❝❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✿

✕ s✐ Γ ⊢ t : T ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t s✐ I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ✱ ❛❧♦rs |t|I ∈ |T |I ✱
✕ s✐ Γ ⊢ T : K ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (T,K, Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱
✕ s✐ Γ ⊢ K : E ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (K, E,Γ) ♦✉ ❞❡ (E,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱
✕ s✐ Γ ⊢ E : ❊①t❡r♥✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (E,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡✈✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ν(u)

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r u ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és s✉✐✈❛♥t
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❝♦♥str✉✐t (t : T, T : K✱ K : E ♦✉ E : ❊①t❡r♥)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r✳

✹✳✶✹✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s

▲❡s rè❣❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T
s♦♥t ✿ ▲❛♠✲❙❡t✱ ❲✲❙❡t✱ ❲✲❚②♣❡✱ ❱❛r✱ ❆♣♣✱ ❈♦♥✈✱ ■♥tr♦ ❡t ❲✲❊❧✐♠✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳ ▲❡s ❝❛s ❞é❧✐❝❛ts ♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞é❥à été tr❛✐tés

✶✷✵



▲❛ rè❣❧❡ ▲❛♠✲❙❡t✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ [a : T1]t : (a : T1)T2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉
❧❡♠♠❡ ✹✳✷✽✳ ❈❡❧✉✐ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ [α : K]t : (α : K)T ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✾✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❲✲❙❡t✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (x,M) ❡st ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ▲❡ r❡st❡ s✉✐t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❲✲❚②♣❡✳ ■❝✐ ❛✉ss✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (α, K) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ Γ✳ ▲❡ r❡st❡ s✉✐t ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡
❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❱❛r✳ ▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ a : T ❀ ❛✉ss✐ s✐ I ❡st ❛❞❛♣té❡ à Γ ♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
|a|I = I(a) ∈ |T |I ✳

▲❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ❝❡ ❝❛s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ (t1 t2) ∈ T1[a \ t2]✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ |t2|I ∈ |T2|I

❡t |t1|I ∈ |(a : T2)T1|I ✳ ❆✉ss✐ ❛✲t✲♦♥ (|t1|I |t2|I) = |(t1 t2)|I ∈ |T1|I;a←|t2|I ✳ ❈♦♠♠❡ |T1|I;a←|t2|I =
|T1[a \ t2]|I ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ (t T1) : T [α \ T1]✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ |t|I ∈ |(α :

K1)T |I ✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r |t|I ∈ |T |I;α←|T1|I = |T [α \ T1]|I ✳ ❈♦♠♠❡ |t|I = |(t T1)|I ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐t✳

▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✵ ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ■♥tr♦✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✹✳

▲❛ rè❣❧❡ ❲✲❊❧✐♠✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼✳

✹✳✶✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts

▲❡s rè❣❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ T : K s♦♥t ✿ Pr♦❞✲❙❡t✱
▲❛♠✲❚②♣❡✱ ❲✲❙❡t✱ ❲✲❚②♣❡✱ ❱❛r✱ ❆♣♣✱ ❈♦♥✈✱ ■♥❞✱ ❙✲❊❧✐♠✳ ◆♦✉s ❧❡s tr❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳

▲❛ rè❣❧❡ Pr♦❞✲❙❡t✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ (a : T1)T2 : ❙❡t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ∆✱

φ ❡t I✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ |T1[φ]|I = |U1|I ♣♦✉r t♦✉t U1 t❡❧ q✉❡ T1[φ] B
∗ U1✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ |T1|I ✱ s✐ T2[φ] B∗ U2 ❛❧♦rs |T2|I;a←u = |U2|I;a←u✳ ❆✉ss✐ s✐ (a : T1)T2 B
∗ U ✱

❛❧♦rs |(a : T1)T2|I = |U |I ✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ (α : K)T : ❙❡t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ K[φ] B

∗ K ′[φ] ❛❧♦rs
CR(K[φ]) = CR(K[φ]′)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r t♦✉t C é❧é♠❡♥t ❞❡ CR(K[φ]) ❡t ♣♦✉r t♦✉t U t❡❧ q✉❡
T [φ] B

∗ U ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ |T |I;α←C = |U |I;α←C ✳ ❉♦♥❝ |((α : K)T )[φ]|I ❡st ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ((α : K)T )[φ]✳

▲❛ rè❣❧❡ ▲❛♠✲❚②♣❡✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ [a : T1]T : (a : T1)K✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ∆, φ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ∆ ⊢

t : T1[φ]✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ (([a : T1]T [φ] t),K[φ][a \ t],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✹✷ r❛♠è♥❡ ❝❡❧❛ ❛ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (T [φ][a \ t],K[φ][a \ t],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
(T [φ; a ← t],K[φ; a ← t],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ (∆, φ; a ← t) ❡st ✉♥❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (a, T1) ❀ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (T,K, Γ :: (a, T1), I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ [α : K1]T : (α : K1)K✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ∆✱ φ✱ I✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t Γ∆ ⊢ T1 : K1[φ]✱ s✐ (T1,K1[φ],Γ∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱

✶✷✶



❛❧♦rs ((([α : K1]T )[φ] T1),K[φ][α \ T1],Γ∆, I) ❡st ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st
q✉❛s✐✲✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❛ rè❣❧❡ ❱❛r✳ ▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ α : K ❀ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡

(φ(α),K[φ],Γ∆, I)

❡st ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ (T1 T2) : K1[α \ T2]✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ∆✱ φ ❡t I ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

((T1 T2)[φ],K1[α \T2],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ (T1[φ], (α : K2)K1[φ],∆, I) ❡t (T2[φ],K2[φ],∆, I) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ (T t1) : K[a \ t1]✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ∆✱ φ ❡t I ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

(T t1)[φ],K[a \ t1][φ],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐sq✉❡ (T [φ], (a :
T1)K[φ],∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t q✉✬♦♥ s❛✐t ❞ér✐✈❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ∆ ⊢ t[φ] : T1[φ]✳

▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✽ ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ■♥❞✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ (■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}[φ], A[φ],Γ∆, I) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦✲

♠❛✐♥❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ |■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}[φ]|I ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡

CR(A)✱ ❡t ❞❡s ✿
|∆{Ci(X)[φ], Q, c}|I;X←S;Q←C;c←Co(i).

❖r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ✿

■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}[φ] B∗ I ′

❛❧♦rs
|■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}[φ]|I = |I ′|I

❡t ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❙✲❊❧✐♠✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ à ♣❡✉ ♣rès ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✻✳

✹✳✶✹✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s

▲❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ K : E ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ér✐✈és q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✉♥❡
❞❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❆①✶✱ Pr♦❞✲❚②♣❡✱ ▲❛♠✲❊①t❡r♥✱ ❲✲❙❡t✱ ❲✲❚②♣❡✱ ❆♣♣ ❡t ❈♦♥✈✳ ❖♥ ❧❡s
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❆①✶✳ ❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳

▲❛ rè❣❧❡ Pr♦❞✲❚②♣❡✳ ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ (a : T )K : ❚②♣❡✱ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❡st
Γ :: (a, T ) ⊢ K : ❚②♣❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ T : ❙❡t✳ ❊♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ (T, ❙❡t,Γ) ❡st t♦✉❥♦✉rs
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t (K0,Γ :: (a, T )) ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦ù k0 ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡
❞❡ K✳ ❆✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ (a : T )K ❡st (a : T )K0✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ((a : T )K, Γ)
❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ (α : K1)K2 : ❚②♣❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❛♥t✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (❚②♣❡,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

✶✷✷



▲❛ rè❣❧❡ ▲❛♠✲❊①t❡r♥✳
• ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ [a : T ]K : (a : T )E✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✾ ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡

([a : T ]K, (a : T )E,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ T : ❙❡t à
❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ (T, ❙❡t,Γ)
❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡st Γ :: (a, T ) ⊢ K : E✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥
❞❡ (K, E,Γ :: (a, T )) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ t♦✉t❡
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ((a : T )E,Γ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳
• ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ [α : K1]K2 : (α : K1)E ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥

✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✵✳

▲❡s rè❣❧❡ ❲✲❙❡t ❡t ❲✲❚②♣❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✳ • ❙✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st Γ ⊢ (K t) : E[a \ t]✱ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s s♦♥t Γ ⊢ K : (a : T )E ❡t
Γ ⊢ t : T ✳ ❙♦✐t [a : T ′]K0 ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r❞r❡✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs T =βηι T ′✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és φ✱ ∆ ❡t
I✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ |t[φ]|I ∈ |T [φ]|I ✳ ❈♦♠♠❡ (T [φ], ❙❡t,Γ, I) ❡t (T ′[φ], ❙❡t,Γ, I) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs
❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♦♥ ❛ |t[φ]|I ∈ |T

′|I ✳ ❆✉ss✐✱ ✭φ; a → t[φ],∆) ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à Γ :: (a, T )✱
❡t ❞♦♥❝ (K[φ; a→ t], E[φ; a→ t],∆, I) ❡t (E[φ; a→ t],∆, I) s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳
• ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ (K T ) : E ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ K ❡t ♣❛s
❞❡ s♦♥ t②♣❡ E✳

✹✳✶✹✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡s

■❧ ♥❡ ❢❛✉t tr❛✐t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞r❡s✳

❈❡❝✐ ❝❧♦s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✶ ❙✐ t ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❯♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ t ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
T t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ t : T s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
♣♦✉r Γ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ♦♥ ❛✐t I(a) = a✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs |t|I = t ❡t |t|I ∈ |T |I ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ |T |I
❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

❖♥ ❛ ❞✐t q✉❡ I(a) = a ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ a✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t I(α) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡
s✉r Γ ✿

✕ ❙✐ Γ = [] ♦♥ ❝❤♦✐s✐t I(α) = ❈❛♥(❙❡t) ♣♦✉t t♦✉t α✳
✕ ❙✐ Γ = Γ′ :: (a, T )✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r I ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à Γ′✳
✕ ❙✐ Γ = Γ′ :: (α, K)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Γ′ ⊢ K : ❚②♣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s✐ J ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r

Γ′✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ I ≡ J ;α← |K|J ✳

✹✳✶✺ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s
✐♠♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ t♦✉t ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣é♥✐❜❧❡✱ ❡st ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳ ▲❡ s❡✉❧

✶✷✸



♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ♥❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s r❛❞✐❝❛✉① q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r ❡①tr❛✐t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❛❞✐❝❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

([α : K]t T )

♦✉
❊❧✐♠(I,Q, ~u, (❈♦♥str(i, I) ~m)){

−→
Fj} ♦ù Q ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t s❡ ré✈è❧❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❛❞✐❝❛✉① ❝✐✲
❞❡ss✉s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ♦♥ ❛❞❛♣t❡r❛ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❍❛r♣❡r✱ ❍♦♥s❡❧❧ ❡t P❧♦t❦✐♥ ❬✶✸✷❪ ✿
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é u✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ⌈u⌉ t❡❧ q✉❡ s✐ u B u′✱ ❛❧♦rs
⌈u⌉ B

+ ⌈u′⌉✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡r❛ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✱
❡t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ❛♥♥❡①❡s ❧✐é❡s à ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡♥ ❞❡✉① ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ u ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✱ ❛❧♦rs ‖u‖ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱
❡t ❝❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ u ✿ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♣ré❞✐❝❛t✱ ♦r❞r❡✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ u ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
❙♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ‖u‖ ❡st ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t
à ét❛❜❧✐r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❧❛
❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡✳

✹✳✶✺✳✶ ❆ ♣r♦♣♦s ❞✉ ❝♦❞❛❣❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ s♦✐t très ré❜❛r❜❛t✐✈❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st très s✐♠♣❧❡✳ P♦✉r
êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♣✉✐s ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ⌈α⌉✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡s ⌈α⌉ s♦♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs✳

❆✐♥s✐✱ [α : K]T s❡ ✈❡rr❛ ❞♦♥❝ tr❛❞✉✐t ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [⌈α⌉ : T ′]T ′′✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡❢♦✐s
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s T ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❡♥
❞é✜♥✐t✐✈❡ ⌈[α : K]T ⌉ = [α : K ′][⌈α⌉ : T ′]⌈T ⌉✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❞é✜♥✐r K ′ ❡t T ′✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛
❞é✜♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s τ ✱ χ✱ ξ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r♦♥t ❛✉① t②♣❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦❞és✳ ❖♥ ❛✉r❛ ✿

⌈U⌉ : τ(V ) s✐ U : V

τ(U) : χ(V ) s✐ U : V ❡t U ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡

χ(V ) : ξ(V ) s✐ U : V ❡t U ♥✬❡st ♥✐ ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡ ♥✐ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t

P♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s s♦rt❡s ❙❡t,❚②♣❡ ❡t ❊①t❡r♥✱ ♦♥ r❛❥♦✉t❡r❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t o : ❙❡t✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ b⊥ ❞❡ t②♣❡ (α : ❙❡t)α✱ q✉✐
♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ✭⌈(x : T1)T2⌉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❊♥✜♥ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✏♠✉❡tt❡✑✱ ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡t q✉✐ ❥♦✉❡r❛ ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❴ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és✳

❚♦✉t❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

✶✷✹



τ(❊①t❡r♥) ≡ o

χ(❊①t❡r♥) ≡ ❙❡t
ξ(❊①t❡r♥) ≡ ❚②♣❡

τ((a : T )E) ≡ (a : τ(T ))τ(E)

χ((a : T )E) ≡ (a : τ(T ))χ(E)

ξ((a : T )E) ≡ (a : τ(T ))ξ(E)

τ((α : K)E) ≡ (α : χ(K))(⌈α⌉ : τ(K))τ(E)

χ((α : K)E) ≡ (α : χ(K))(⌈α⌉ : τ(K))χ(E)

ξ((α : K)E) ≡ (α : χ(K))(⌈α⌉ : τ(K))ξ(E)

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡s

✹✳✶✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❛❣❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✶ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ a ❧✐é❡
❞❛♥s Γ ❡t t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ t t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ t : Γ(a)✱ ♦♥ ❛ ✿

⌈A[a \ t]⌉ = ⌈A⌉[a \ ⌈t⌉]
τ(A[a \ t]) = τ(A)[a \ ⌈t⌉] s✐ τ(A) ❡st ❞é✜♥✐
χ(A[a \ t]) = χ(A)[a \ ⌈t⌉] s✐ χ(A) ❡st ❞é✜♥✐

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✷ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t α
❧✐é❡ ❞❛♥s Γ ❡t t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t T t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ T : Γ(α)✱ ♦♥ ❛ ✿

⌈A[α \ T ]⌉ = ⌈A⌉[⌈α⌉ \ ⌈T ⌉][α \ τ(T )]
τ(A[α \ T ]) = τ(A)[⌈α⌉ \ ⌈T ⌉][α \ τ(T )] s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡
χ(A[α \ T ]) = χ(A)[⌈α⌉ \ ⌈T ⌉][α \ τ(T )] s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡

Pr❡✉✈❡ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✸ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ s✐ A Bβ

A′✱ ♦♥ ❛ ✿
⌈A⌉ B

+
β ⌈A′⌉

τ(A) B
∗
β τ(A′) s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡

χ(A) B
∗
β χ(A′) s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳

❉❡ ♣❧✉s s✐ ‖A‖ Bβ A′✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A′′✱ t❡❧ q✉❡ |⌈A⌉| B+ |⌈A′′⌉| ❡t ‖A′′‖ = A′✳

Pr❡✉✈❡ ▲à ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r A✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ❝❧és ✿

✶✷✺



⌈❙❡t⌉ ≡ (b⊥ o)

τ(⌈❙❡t⌉) ≡ o

χ(⌈❙❡t⌉) ≡ ❙❡t

⌈(A : T )K⌉ ≡ (b⊥ τ(T )→ ((a : τ(T ))τ(K))→ o ⌈T ⌉ [a : τ(T )]⌈K⌉)

τ((A : T )K) ≡ (a : τ(T ))τ(K)

χ((A : T )K) ≡ (a : τ(T ))χ(K)

⌈(α : K1)K2⌉ ≡ (b⊥ τ(K1)→ ((α : χ(K1))(⌈α⌉ : τ(K1))τ(K2))→ o

⌈K1⌉ [α : χ(K1)][⌈α⌉ : τ(K1)]⌈K2⌉)

τ((α : K1)K2) ≡ (α : χ(K1))(⌈α⌉ : τ(K1))τ(K2)

χ((α : K1)K2) ≡ (α : χ(K1))(⌈α⌉ : τ(K1))χ(K2)

⌈[a : T ]K⌉ ≡ [a : τ(T )]⌈K⌉

τ([a : T ]K) ≡ [a : τ(T )]τ(T )

χ([a : T ]K) ≡ [a : τ(T )]χ(K)

⌈[α : K1]K2⌉ ≡ [α : χ(K1)][⌈α⌉ : τ(K1)]⌈K2⌉

τ([α : K1]K2) ≡ [α : χ(K1)][⌈α⌉ : τ(K1)]τ(K2)

χ([α : K1]K2) ≡ [α : χ(K1)][⌈α⌉ : τ(K1)]χ(K2)

⌈(K t)⌉ ≡ (⌈K⌉ ⌈t⌉)

τ((K t)) ≡ (τ(K) ⌈t⌉)

χ((K t)) ≡ (χ(K) ⌈t⌉)

⌈(K T )⌉ ≡ (⌈K⌉ τ(T ) ⌈T ⌉)

τ((K T )) ≡ (τ(K) τ(T ) ⌈T ⌉)

χ((K T )) ≡ (χ(K) τ(T ) ⌈T ⌉)

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s ♦r❞r❡s

✶✷✻



τ(α) ≡ α

⌈α⌉ ≡ ⌈α⌉

τ((a : T1)T2) ≡ (a : τ(T1))τ(T2)

⌈(a : T1)T2⌉ ≡ (b⊥ (o→ (τ(T1)→ o)→ o) ⌈T1⌉ [a : τ(T1)]⌈T2⌉)

τ((α : K)T ) ≡ (α : χ(K))(⌈α⌉ : τ(K))τ(T )

⌈(α : K)T ⌉ ≡ (b⊥ (o→ (χ(K)→ τ(K)→ o)→ o) ⌈K⌉ [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]⌈T ⌉)

τ([a : T1]T2) ≡ [a : τ : (T1)]τ(T2)

⌈[a : T1]T2⌉ ≡ [a : τ(T1)]⌈T2⌉

τ([α : K]T ) ≡ [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]τ(T )

⌈[α : K]T ⌉ ≡ [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]⌈T ⌉

τ(T t) ≡ (τ(T ) ⌈t⌉)

⌈(T t)⌉ ≡ (⌈T ⌉ ⌈t⌉)

τ((T1 T2)) ≡ (τ(T1) τ(T2) ⌈T2⌉)

⌈(T1 T2)⌉ ≡ (⌈T1⌉ τ(T2) ⌈T2⌉)

τ(■♥❞(X : A){
−→
Ci}) ≡ ■♥❞(X : χ(A)){

−−−→
τ(Ci)}

⌈■♥❞(X : A){
−→
Ci}⌉ ≡ (b⊥ (o→ (χ(A)→ τ(A)→ (o→ o→ . . .→ o)→ o)→ o) ⌈A⌉

[X : χ(A)][⌈X⌉ : τ(A)][ : o→ o→ . . .→ o]( ~⌈Ci⌉))

τ(❊❧✐♠(■♥❞(X : A){}, Q, ~u, t){}) ≡ ❊❧✐♠(■♥❞(X : τ(A)){}), χ(Q), τ(~u), ⌈t⌉){}

⌈❊❧✐♠(■♥❞(X : A){}, Q, ~u, t){}⌉ ≡ ([ : o][ : o]❊❧✐♠(τ(■♥❞(X : A){}), χ(Q), τ(~u), ⌈t⌉){} ⌈A⌉ ⌈Q⌉)

τ(❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}) ≡ ❊❧✐♠(τ(I), χ(Q), τ(~u), ⌈t⌉){

−−−→
τ(Fi)}

⌈❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fi}⌉ ≡ ❊❧✐♠(τ(I), χ(Q), τ(~u), ⌈t⌉){

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
([ : τ(A)][ : o]⌈Fi⌉ ⌈I⌉ (⌈Q⌉ τ(~u) ⌈t⌉))}

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts

✶✷✼



⌈a⌉ ≡ a

⌈[a : T ]t⌉ ≡ [a : τ(T )]⌈t⌉

⌈[α : K]t⌉ ≡ [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]⌈t⌉

⌈(t1 t2)⌉ ≡ (⌈t1⌉ ⌈t2⌉)

⌈(t T )⌉ ≡ (⌈t⌉ τ(T ) ⌈T ⌉)

⌈❈♦♥str(i, ■♥❞(X : A){
−→
Cj})⌉ ≡ ([ : τ(A)]❈♦♥str(i, τ(■♥❞(X : A){

−→
Cj})) ⌈■♥❞(X : A){

−→
Cj}⌉)

⌈❊❧✐♠(■♥❞(X : A){}, Q, ~u, t){}⌉ ≡ ([ : o][ : o]❊❧✐♠(■♥❞(X : τ(A)){}, τQ, τ(~u), ⌈t⌉){} ⌈A⌉ (⌈Q⌉ τ(~u) ⌈t⌉))

⌈❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
fi}⌉ ≡ ❊❧✐♠(τ(I), χ(Q), τ(~u), ⌈t⌉){

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
([ : τ(A)][ : o]⌈fi⌉ ⌈I⌉ (⌈Q⌉ τ(~u) ⌈t⌉))}

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣r❡✉✈❡s

τ([]) ≡ [] :: (o, ❙❡t) :: (b⊥, (α : ❙❡t)α)

τ(Γ :: (a, T )) ≡ τ(Γ) :: (a, τ(T ))

τ(Γ :: (α, K)) ≡ τ(Γ) :: (α, χ(K)) :: (⌈α⌉, τ(K))

τ([]) ≡ [] :: (o, ❙❡t) :: (b⊥, (α : ❙❡t)❙❡t)
τ(t :: ~u) ≡ ⌈t⌉ :: τ(~u)

τ(T :: ~u) ≡ ⌈T ⌉ :: τ(T ) :: τ(~u)

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡r♠❡s

✕ ❙✐ A = ([a : T1]t2 t1) ❛✈❡❝ A′ = t2[a \ t1]✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

⌈A⌉ = ([a : τ(T1)]⌈t2⌉ ⌈t1⌉)

Bβ ⌈t2⌉[a \ ⌈t1⌉]

= ⌈t2[a \ t1]⌉

= ⌈A′⌉

❡t ❞❡ ♠ê♠❡

‖⌈A⌉‖ = (λa.‖⌈t2⌉‖ ‖⌈t1⌉‖)

Bβ ‖⌈t2⌉‖[a \ ‖⌈t1⌉‖]

= ‖⌈t2⌉[a \ ⌈t1⌉]‖

= ‖⌈t2[a \ t1]⌉‖

✕ ❙✐ A = ([α : K]T1 T2) ❛✈❡❝ A′ = T1[α \ T2]✱ ❛❧♦rs ✿

⌈A⌉ = ([α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]⌈T1⌉ τT2 ⌈T2⌉)

Bβ ⌈T1⌉[α \ τ(T2)][⌈α⌉ \ ⌈T2⌉]

❡t

‖⌈A⌉‖ = (λ⌈α⌉.‖⌈T1⌉‖ ‖⌈T2⌉‖)

Bβ ‖⌈T1⌉‖[⌈α⌉ \ ‖⌈T2⌉‖]

= ‖⌈T1⌉[⌈α⌉ \ ⌈T2⌉]‖

= ‖⌈T1[α \ T2]⌉‖

✶✷✽



▲❡♠♠❡ ✹✳✺✹ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t ι✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ s✐ A Bι

A′✱ ♦♥ ❛ ✿

⌈A⌉ B
+
ι ⌈A′⌉

χ(A) B
∗
ι χ(A′) s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ‖⌈A⌉‖ Bι0 A′✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ A′′ t❡❧ q✉❡ |⌈A⌉| B+ |⌈A′′⌉| ❡t ‖⌈A′′⌉‖ = A′

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✺ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ⌈A⌉✱ τ(A)✱ χ(A) ❡t ξ(A) ✭s✐ ❝❡s t❡r♠❡s ❡①✐st❡♥t✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s à
❋❱ (A) ∪ {o, b⊥}✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r A✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✻ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ A ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ s✐ A Bη

A′✱ ♦♥ ❛ ✿

⌈A⌉ B
+
βι ⌈A

′⌉

τ(A) B
∗
βι τ(A′) s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡

χ(A) B
∗
βη χ(A′) s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A ❀ ✐❧ s✉✣t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❛s
♦ù A ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ré❞✉✐t ✭♦ù ♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡✮✳

✕ ❙✐ A = [a : T ](U a) ❛✈❡❝ a /∈ ❋❱ (U)✱ ♦♥ ❛ a /∈ ❋❱ (⌈U⌉)✱ a /∈ ❋❱ (τ(U)) s✐ τ(U) ❡st ❞é✜♥✐✱
❡t❝✳ ❊t ❞♦♥❝ ✿

⌈[a : T ](U a)⌉ = [a : τ(T )](⌈U⌉ a)

Bη ⌈U⌉

τ([a : T ](U a)) = [a : τ(T )](τ(U) a)

Bη τ(U)

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r χ ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r τ ✳
✕ ❙✐ A = [α : K](U α)✱ ♦♥ ❛ α /∈ ❋❱ (U)✱ α /∈ ❋❱ (τ(U) s✐ τ(U) ❡st ❞é✜♥✐✱ ❡t❝✳ ❊t ❞♦♥❝ ✿

⌈[α : K](U α)⌉ = [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)](⌈U⌉ α ⌈α⌉)

Bη [α : χ(K)](⌈U⌉ α)

B η ⌈U⌉

τ([α : K](U α)) = [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)](τ(U) α ⌈α⌉)

Bη [α : χ(K)](τ(U) α)

Bη τ(U)

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r χ ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r τ ✳
✻❘❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ι0✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ‖A‖✳

✶✷✾



P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ t②♣❛❣❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st q✉❡ s✐ A =βηι A′✱
❛❧♦rs ⌈A⌉ =βηι ⌈A

′⌉✱ τA =βηι τA′✱ ❡t❝✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s t♦✉t
à ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✉✈❡r✱ t♦✉❥♦✉rs à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ r❡♣❛ss❡r ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦✐s
♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s ❞é♠❛rq✉és ✷✳✶✾✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ⌈⌉, τ, χ ❡t ξ ❛✉① t❡r♠❡s
❞é♠❛rq✉és ‖A‖✱ ❛✈❡❝ A ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✹ ❖♥ ét❡♥❞ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✉① t❡r♠❡s ‖A‖ ❛✈❡❝ A ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡♥ r❡♣r❡✲
♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ♣❧✉s ✿

⌈❴⌉ = τ(❴) = χ(❴) = ξ(❴).

❖♥ ❛✉r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

⌈‖[a : T ]t‖⌉ = [a : ❴]⌈‖t‖⌉.

▲❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ s♦♥t ❛❧♦rs ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✼ ❙♦✐t A ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❙✐ ‖A‖ Bη A′✱ ❛❧♦rs ✿

⌈‖A‖⌉ B
∗ ⌈A′⌉

τ(‖A‖) B
∗ τ(A′) s✐ τ(A) ❡st ❞é✜♥✐

χ(‖A‖) B
∗ χ(A′) s✐ χ(A) ❡st ❞é✜♥✐

ξ(‖A‖) B
∗ ξ(A′) s✐ ξ(A) ❡st ❞é✜♥✐✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✻✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✽ ❙♦✐t A ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❖♥ ❛ ✿

⌈A⌉ =βηι ⌈‖A‖⌉

τ(A) =βηι τ(‖A‖) s✐ τ(A) ❡st ❞é✜♥✐

χ(A) =βηι χ(‖A‖) s✐ χ(A) ❡st ❞é✜♥✐

ξ(A) =βηι ξ(‖A‖) s✐ ξ(A) ❡st ❞é✜♥✐✳

Pr❡✉✈❡ P❛r s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A✳ ▲❡s s❡✉❧s ❝❛s ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❝❡✉①
♦ù A ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [x : B]C ✿

✕ s✐ A = [a : T ]t✱ ❛❧♦rs ✿
⌈A⌉ = [a : τ(T )]⌈t⌉

=βηι [a : ❴]⌈t⌉
=βηι [a : ❴]⌈‖t‖⌉
= ⌈‖A‖⌉

✕ s✐ A = [α : K]t ❛❧♦rs ✿
⌈A⌉ =βηι [α : ❴][⌈α⌉ : ❴]⌈‖t‖⌉

= ⌈‖A‖⌉

✶✸✵



✕ s✐ A = [a : T1]T2 ❛❧♦rs ✿
⌈A⌉ = [a : τT1]⌈T1⌉

=βηι [a : ❴]⌈‖T2‖⌉
= ⌈‖A‖⌉

❡t ✿
τ(A) = [a : τ(T1)]τ(T2)

=βηι [a : ❴]τ(‖T2‖)
= τ(‖A‖)

✕ s✐ A = [α : K]T ❛❧♦rs ✿

⌈A⌉ = [α : χ(K)][⌈α⌉ : τ(K)]⌈T ⌉
=βηι [α : ❴][⌈α⌉ : ❴]⌈‖T‖⌉
= ⌈‖A‖⌉

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t t♦✉s très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺✾ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ A : s ❡t Γ ⊢ A′ : s′

❛✈❡❝ s, s′ ∈ {❙❡t,❚②♣❡,❊①t❡r♥}✳ ❙✐ A =βηι A′✱ ❛❧♦rs ✿

τ(A) =βηι τ(A′)

❡t s✐ s, s′ ∈ {❚②♣❡,❊①t❡r♥} ✿
χ(A) =βηι χ(A′)

❡t s✐ s = s′ = ❊①t❡r♥ ✿
ξ(A) =βηι ξ(A′).

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✵ ✭❝♦❞❛❣❡ ❡t t②♣❛❣❡✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ A : B✳ ❙✐ B 6= ❊①t❡r♥✱ ❧❡s
❥✉❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✿

τ(Γ) ⊢ ⌈A⌉ : τ(B) ❡t τ(Γ) ⊢ τ(B) : ❙❡t
τ(Γ) ⊢ τ(A) : χ(B) ❡t τ(Γ) ⊢ χ(B) : ❚②♣❡ s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡✉✈❡
τ(Γ) ⊢ χ(A) : ξ(B) ❡t τ(Γ) ⊢ ξ(B) : ❊①t❡r♥ s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡

❊t s✐ B = ❊①t❡r♥ ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✿

τ(Γ) ⊢ ⌈A⌉ : o
τ(Γ) ⊢ τ(A) : ❙❡t
τ(Γ) ⊢ χ(A) : ❚②♣❡
τ(Γ) ⊢ ξ(A) : ❊①t❡r♥.

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✶ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ u ❜✐❡♥ t②♣é✱ ‖u‖ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ βηι0✲ré❞✉❝t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ η✲ré❞✉❝t✐♦♥s ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
❞é❝r♦ît str✐❝t❡♠❡♥t✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ η✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ‖u‖ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t βηι0✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t βι0✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛②♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ t❡r♠❡s (ui)i∈N ❛✈❡❝ u0 = ‖u‖ ❡t ui B

1
βι0

ui+1✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s (vi)i∈N✱ ❛✈❡❝ ‖⌈vi⌉‖ = ui✱ ❡t |⌈vi⌉| B

+ |⌈vi + 1⌉|✳ ❈❡❝✐ ❡st
❜✐❡♥ sûr ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ |⌈v0⌉| ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ |⌈u⌉|✮ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

✶✸✶



✹✳✶✻ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲❢♦r♠és

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t
❞✬é♠✉❧❡r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡✱ ♦ù [x : U ]V ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❝♦♠♠❡ [x : U ]([❴ :
❙❡t]V U)✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ U q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❛❝é❡ à
✈♦❧♦♥té ✭s✐ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✐s♣❛r❛ît ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ ❢❛✐r❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ([❴ : ❚②♣❡]U K) ✭♣♦✉r ❝♦❞❡r [α : K]U✮ ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ K s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t

✕ ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❝ré❡ ❞❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❞é❥à ❛✈❡❝ ❧❡s P❚❙ ❡t ❡st ❛✐sé♠❡♥t rés♦❧✉ ❬✺✻✱ ✹✵❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s♣é❝✐✜❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✺ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡ ✏U ❝♦❞❡ V ✑✱ ♥♦té U ❝ V ✱ s✉r ❧❡s
t❡r♠❡s✱ ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

x ❝ x
s ❝ s
o ❝ ❙❡t

∀i.U ′i ❝ Ui ∧ V ′ ❝ V ⇒ (U ′ V ′) ❝ (U V )

⇒ [~xi : ~Ui]([ ~❴i : ~❙❡t]V ′ ~U ′i) ❝ [~xi : ~Ui]V
⇒ (x : U ′)V ′ ❝ (X : U)V

V ′ ❝ V ∧ ∀i.(U ′i ❝ Ui ∧W ′
i ❝ Wi) ⇒ ([~xi : ~Ui]([~❴ : ~o]([~xi : ~Ui]W

′ ~V ′i ) ~U ′i)
~V ′i ) ❝

([~xi : ~Ui]W ~Vi)

A′ ❝ A ∧ ∀i.Ci(X)′ ❝ Ci(X) ⇒ ■♥❞(X : A′){
−−−−→
Ci(X)} ❝ ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}

I ′ ❝ I ⇒ ❈♦♥str(i, I ′) ❝ ❈♦♥str(i, I)
U Bβ V ′ ∧ V ′ ❝ V ⇒ U ❝ V

■♥❞(X : (~zk : ~A′k❙❡t){
−−−−→
C ′i(X)}

❝ ■♥❞(X : (~zk : ~Ak)❙❡t){
−−−−→
Ci(X)}

∧ Q′ ❝ Q
∧ ∀k.u′k⌈u⌉k
∧ t′ ❝ t
∧ ∀i.f ′i ❝ fi

∧ ∀i.Ci(I
′) ≡ ( ~yi

m : ~T i
m)(I ~V i

k )
∧ ∀i,m.T i

m ❝ T i
m

∀i.∆{Ci(I), Q,❈♦♥str(i, I)} ≡ (~yi
j

′
: ~U i

j)
~W i

j ⇒ ❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′k, t
′){
−→
f ′′i } ❝ ❊❧✐♠(I,Q, ~uk, t){

−→
fi}

❛✈❡❝ ∀i.f ′′i = ([ ~❴ i
m : ❙❡t]f ′′′i

~T i
m

′
)

❡t f ′′′i = [~yi
j

′
: ~U i

j ](f
′
i

~W i
j )

♦ù✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛✉s❡✱ W i
j = yi

j
′ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭U i

j

❡st ✉♥ T i
m✮✱ ❡t s✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❛✈❡❝ T i

m ≡ (~wp : ~Mp)(c : (X ~t))(Q ~t c) ❛❧♦rs
W i

j ❝ [~wp : ~Mp][c : (X ~t)](yi
j
′

~wp)✳

✶✸✷



▲❡♠♠❡ ✹✳✻✷ ❙✐ U1 Bβι U2 ❡t U3 ❝ U1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ U4 t❡❧ q✉❡ U3 B
+
βι U4 ❡t U4 ❝ U2✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ‖U3‖ B
+
βι0
‖U4‖✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ U1 Bβι U2✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛s s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès
✐♠♠é❞✐❛ts✱ s❛✉❢ ❝❡❧✉✐ ♦ù U1 ❡st ❧❡ ι✲r❡❞❡① ré❞✉✐t q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❞ét❛✐❧❧❡r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❀ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿

❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], (S p)){f0, fS} Bι ([n : ◆❛t](fS n (❋✉♥❴❊❧✐♠(◆❛t, Q, [f0; fS ]) n)) p).

❙♦✐t U t❡❧ q✉❡ U ❝ ❊❧✐♠(◆❛t, Q, [], (S p)){f0, fS}✳ ❖♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t

U = ❊❧✐♠(◆❛t, Q′, [], (S p′)){f ′′0 , f ′′S}

❛✈❡❝ Q′ ❝ Q✱ p′ ❝ p ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r f ′′0 ❡t f ′′S ✱ à s❛✈♦✐r ✿

f ′′0 ❝ f0

f ′′S = ([❴ : ❙❡t]f ′′′S ◆❛t)

f ′′′S = [n : ◆❛t][p : (Q n)](f ′S n p)

f ′S ❝ fS

❆❧♦rs
U Bι ([n : ◆❛t](f ′′S n (❋✉♥❴❊❧✐♠(◆❛t, Q′, [f ′0; f

′
S ]) n)) p′)

♦r
([n : ◆❛t](f ′′S n (❋✉♥❴❊❧✐♠(◆❛t, Q′, [f ′0; f

′
S ]) n)) p′)

= ([n : ◆❛t]([❴ : ❙❡t](f ′′′S n (❋✉♥❴❊❧✐♠(◆❛t, Q′, [f ′0; f
′
S ]) n)) ◆❛t) p′)

Bβ ([n : ◆❛t]([❴ : ❙❡t](f ′S n F ) ◆❛t) p′)

♦ù F ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦❞❡ ❜✐❡♥ (❋✉♥❴❊❧✐♠(◆❛t, Q′, [f ′0; f
′
S ]) n)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✷ ❙✐ U1 ❝ U2 ❡t ‖U1‖ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t βηι0✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs U2 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❞❡ η ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
U2 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t βι✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞❡ βι✲ré❞✉❝t✐♦♥s s✉r U2 ♣❛r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ βι0✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❧♦♥❣✉❡s s✉r ‖U1‖✳

■❧ ♥❡ ♥♦✉s r❡st❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s q✉✬à ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈✬❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❉❡ ❢❛✐t ❝ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡
❥✉st❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧♦rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t
✈ér✐✜❡r ❧❛ s♦rt❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✸ ❙♦✐t ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ t : T ✱ Γ ⊢ T : K✱ Γ ⊢ K : ❚②♣❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ é①✐st❡
❞❡s t❡r♠❡s t✱ T ✱ K ❡t KK t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞ér✐✈❡r ✿ [o, ❙❡t]Γ ⊢ t : T ✱ [o, ❙❡t]Γ ⊢ T : K✱
[o, ❙❡t]Γ ⊢ KK : ❙❡t✳

Pr❡✉✈❡ ❘❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ t✱ T ❡t K✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ✭◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮ ❚♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

✶✸✸



✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲t②♣és✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ét❛♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st très ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs ❬✺✹❪✱ ♠❛✐s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡r♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

✺✳✶ ❘❡♠❛rq✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙tr✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉ ❀ ❞❡✉① ré❞✉✐ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t❡r♠❡ ♦♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s s✉r ❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡✈✐❡♥t ❢❛✉ss❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛♥♥♦♥❝é q✉❡ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲t②♣és ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿ s✐
Γ ⊢ A : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t s✐ A B

∗ A′ ❡t A B
∗ A′′✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A′′′ t❡❧ q✉❡ A′ B∗ A′′′ ❡t A′′ B∗ A′′′✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❈❖◆βηι
✶✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❡t s❡ ❢♦r♠✉❧❡

❛✐♥s✐ ✿ ❙✐ Γ ⊢ A : B ❡t Γ ⊢ A′ : B s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✱ ❡t s✐ A =βηι A′✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A′′ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥
❞❡ A ❡t A′ ✿ A B

∗ A′′ ❡t A′ B∗ A′′✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❈❘βηι✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
t❡r♠❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ t♦✉t ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡✲❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❈❖◆βηι

❡t ❈❘βηι s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❝✐✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❈❖◆βηι ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ♠♦♥tr❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❈❖◆βηι ✐♠♣❧✐q✉❡ ❈❘βηι ✭❧❛
r❡❝✐♣r♦q✉❡ r❡st❡ ❢❛❝✐❧❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❈❘βηι ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❈❖◆βηι✱ ❝❛r
❝✬❡st ❈❘βηι q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ Γ ⊢ A : B ❡t
Γ ⊢ A : B′✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ B =βηι B′✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❈❘βηι ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ B ❡t B′ ♦♥t ✉♥
ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦♥t ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s t♦✉t à ❧✬❤❡✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱
♦ù ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ s✉r ♠❛❝❤✐♥❡✳

✶❆tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❬✺✹❪✱ ●❡✉✈❡rs s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❈❤✉r❝❤✲
❘♦ss❡r✳

✶✸✺



✺✳✷ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❬✺✹❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ r❡str❡✐♥t❡ ✷✳✶✾
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠ét❛t❤é♦r✐❡ ✭✉♥✐❝✐té ❞❡ t②♣❡✱ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✈✐s✲à✲✈✐s
❞✉ t②♣❛❣❡✮ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é
A ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠ê♠❡s η✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s A q✉❡ ❞❛♥s ‖A‖✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬êtr❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧❡ ✭❞❛♥s ❈❈■✱ ❡♥ ❢♦r♠❡ βι✲♥♦r♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ❡✛❛❝❡r ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ A : B ❛✈❡❝ A ❡♥ βι✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❙✐

z /∈ ❋❱ (B) ∪ ❋❱ (Γ′) ∪ ❋❱ (‖A‖)

❛❧♦rs z /∈ ❋❱ (A)✳

Pr❡✉✈❡ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ A✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥
❢♦r♠❡ βι✲♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✼✳

✕ ▲❡s ❝❛s A = α✱ A = ❙❡t ❡t A = ❚②♣❡ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛ts✳
✕ ❙✐ A = (x : A1)A2✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ A1 : s1✱ ❡t ❞♦♥❝ z /∈ ❋❱ (A1) ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs

❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ :: (z, U)Γ′ :: (x,A1) ⊢ A2 : s2 ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
z /∈ ❋❱ (A2)✳

✕ ❙✐ A = [x : A1]A2✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ A1 : s1 ❡t ❞♦♥❝
z /∈ ❋❱ (A1)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ B B

∗ (x : A′1)B
′✱ ❛✈❡❝ A1 =βηι A′1 ❡t Γ :: (z, U)Γ′ ::

(x,A1) ⊢ A2 : B′✳ ❈♦♠♠❡ z /∈ ❋❱ (B′)∪❋❱ (A1)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
❡t ❞♦♥❝ z /∈ ❋❱ (A2)✳

✕ ❙✐ A = (x ~Ai)✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ x 6= z✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ C ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ x ❞❛♥s
Γ :: (z, U)Γ′✱ ♦♥ ❛ C =βηι (y : D)E✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✷ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●❡✉✈❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ x /∈ ❋❱ ((y : D)E)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ A1 : D✱ ❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t x /∈ ❋❱ (A1)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t x /∈ E[x \ A1] ❀ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦♥ ✈ér✐✜❡
❛✐♥s✐ q✉❡ x /∈ ❋❱ (A2), . . . , x /∈ ❋❱ (Ai)

✷

✕ ❙✐ A = (■♥❞(X : E){
−→
Ci} ~D)✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥t

Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ E : ❚②♣❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ z /∈ ❋❱ (E)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱
Γ :: (z, U)Γ′ :: (X, E) ⊢ Ci : ❙❡t ♦♥ ❛ z /∈ ❋❱ (Ci)✳ ❊♥✜♥ ♦♥ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡
❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ z /∈ ❋❱ ( ~D)✳

✕ ▲❡ ❝❛s A = (❈♦♥str(i, I) ~C) ❡st à ♣❡✉ ♣rès ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
q✉❡ z /∈ ❋❱ (I)✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ I = ■♥❞(X : E){

−→
Dj}✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ z /∈ ❋❱ (Di)✱ ♦♥ ❛

❛✉ss✐ z /∈ ❋❱ (Di[X \ I]) q✉✐ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❈♦♥str(i, I)✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ z /∈ ❋❱ (~C) ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✕ ❙✐ A = (❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){
−→
Fk} ~D)✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛✐s♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r

z /∈ ❋❱ (I)✳ P✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥t

Γ :: (z, U)Γ′ ⊢ Q : (~x : ~E)(I ~x)→ s

♦ù I ≡ ■♥❞(X : (~x : ~E)❙❡t){
−→
C }✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ z /∈ ❋❱ (Q)✳

✷❆ ♥♦t❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♣♦❧②♠♦r♣❤❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t x : (~yi : ~Dj)E ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧❡
❝r♦✐r❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ❞✉❡ à ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦✳

✶✸✻



❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞ér✐✈❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t

Γ :: (z, U)Γ′ :: (Y, (~x : ~E)(I ~x)→ ❙❡t) ⊢ (Y ~u t) : ❙❡t

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ (Y ~u t) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ A✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss✉r❡ z /∈ ❋❱ (~u) ∪ ❋❱ (t)✳
❊♥✜♥✱ s✐ Ck ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞✉ k✲✐è♠❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ I✱ ❝♦♠♠❡ z /∈ ❋❱ (Ck)✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ z /∈
❋❱ (∆{Ck, Q,❈♦♥str(k, I)})✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ Fk✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ z /∈ ❋❱ (Fk)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ z /∈ ❋❱ ( ~D)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ A : B✳ ❙✐ A ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs ‖A‖ ❧✬❡st
❛✉ss✐✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❝♦♠♠❡ A ❡st βι✲♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ‖A‖ ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ s✐ ❞❡ ♣❧✉s A ❡st
η✲♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ‖A‖ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ A ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [x : C](D x)
❛✈❡❝ x /∈ ❋❱ (‖D‖)✱ ❛❧♦rs x /∈ ❋❱ (D)✳
Pr❡✉✈❡ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ η✲r❛❞✐❝❛✉① ❞❛♥s ‖A‖✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡
❝❛s✱ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ A ét❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [x : C](D x)✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥✲t②♣é ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ Γ′

❡t E t❡❧ q✉❡ ✿
Γ′ ⊢ [x : C](D x) : (x : C)E

❝♦♠♠❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s [x : C](D x) ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛îss❡ ♣❛s ❞❛♥s Γ′✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ D q✉❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s
λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s D✳

✕ ❙✐ D = [y : U ]V ✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Γ′ ⊢ U : s✳ ❈♦♠♠❡ U ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❛ss✉r❡ q✉❡ x /∈ ❋❱ (U)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à V q✉✐ ❡st ❜✐❡♥✲t②♣é
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ′ :: (y, U)✳

✕ ▲❡ ❝❛s D = (x : U)V ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
✕ ❙✐ D = ■♥❞(X : A){

−−−−→
Ci(X)}✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts Γ′ ⊢ A : ❚②♣❡

♣✉✐s Γ′ :: (X, A) ⊢ Ci(X) : ❙❡t✳
✕ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ D = (U V )✱ ❧❡s t❡r♠❡s U ❡t V s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ♥♦r♠❛✉① ❡t ❜✐❡♥ t②♣és ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ Γ′✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s A
❡t A′ ♥♦r♠❛✉①✱ ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✱ ♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ q✉❡ ‖A‖ ❡t ‖A′‖ s♦♥t
♥♦r♠❛✉① ❡t ❞♦♥❝ é❣❛✉①✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝✱ ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡✱ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s
❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ t②♣❡✳ ▲❡s ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ❞✬❛st✉❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s Γ ⊢ A : B ❡t Γ ⊢ A′ : B✳ ❙✐ A =βηι A′✱ ❡t s✐ A ❡t A′

s♦♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs A = A′✳

✶✸✼



Pr❡✉✈❡ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ‖A‖ =βηι ‖A
′‖✳ ❈♦♠♠❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t ‖A‖ ❡t ‖A′‖ s♦♥t

♥♦r♠❛✉①✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r s✉r ‖L‖✱ ♦♥ ❛ ‖A‖ = ‖A′‖✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t
❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ A ❡t A′✳

✕ ▲❡ ❝❛s A = A′ = s ❡st tr✐✈✐❛❧✳
✕ ❙✐ A = [x : C]D ❡t A′ = [x : C ′]D′✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ B =βηι (x : C)E =βηι (x :

C ′)E′ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ C =βηι C ′ ❡t ❞♦♥❝ C = C ′✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
à D ❡t D′ q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (x,C)✳

✕ ❙✐ A = (x : C)D ❡t A′ = (x : D′)C ′✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à C ❡t C ′✱
♣✉✐s à D ❡t D′ q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ :: (x,C)✳

✕ ❙✐ A = (x ~Ci) ❡t A′ = (x ~Ci
′
)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ Γ(x) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (~yi : ~Di)E

❛✈❡❝
Γ ⊢ ~Ci : (~yi : ~Di) ❡t Γ ⊢ ~Ci

′
: (~yi : ~Di).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Ci = C ′i ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t i ❢♦✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à C1 ❡t
C ′1✱ ♣✉✐s C2 ❡t C ′2✱ ❡t❝✱ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s
Γ✱ Γ :: (y1, D1)✱ ❡t❝✳

✕ ❙✐ A = (■♥❞(X : D){
−→
D} ~E) ❡t A′ = (■♥❞(X : D′){

−→
D′} ~E′)✱ ♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r

✈ér✐✜é q✉❡ D = D′ ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣és ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❞❛♥s Γ✱ ♣✉✐s q✉❡ ~C = ~C ′✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ❞❛♥s Γ :: (X, D)✳

✕ ❙✐ A = (❈♦♥str(i, I) ~C) ❡t A′ = (❈♦♥str(i, I ′) ~C ′)✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡
I = I ′✱ ♣✉✐s ♦♥ ♠♦♥tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ~C = ~C ′✳

✕ ❙✐ A = ❊❧✐♠(I,Q, ~u,C){
−→
F } ❡t A′ = ❊❧✐♠(I ′, Q′, ~u′, C ′){

−→
F ′}✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ I = I ′✱

❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❙♦✐t ❡♥s✉✐t❡ s ∈ {❙❡t,❚②♣❡}✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ B✳ ❙✐

I = ■♥❞(X : (~x : ~E)❙❡t){
−→
D}

♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts

Γ ⊢ Q : (~x : ~E)(I ~x)→ s

❡t
Γ ⊢ Q′ : (~x : ~E)(I ~x)→ s

❡t ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r Q = Q′✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡

Γ :: (Y, (~x : ~E)(I ~x)→ ❙❡t) ⊢ (Y ~u C)

❡t
Γ :: (Y, (~x : ~E)(I ~x)→ ❙❡t) ⊢ (Y ~u′ C ′).

❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❝❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts✱ ❡t ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r (Y ~u t) = (Y ~u′ t′)
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ~u = ~u′ ❡t C = C ′✳
❊♥✜♥ ~F = ~F ′ s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ ✭❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✿ Γ ⊢ A : B ❡t Γ ⊢ A′ : B✳ ❙✐
A =βηι A′✱ ❛❧♦rs A ❡t A′ ♦♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ C t❡❧ q✉❡ A B

∗ C ❡t A′ B∗ C✳

✶✸✽



Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ s♦✐❡♥t D ❡t D′ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s
♥♦r♠❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ A ❡t A′✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ Γ ⊢ D : B ❡t Γ ⊢ D′ : B✱
❡t ❞♦♥❝ D = D′✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r C = D = D′✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮ ❙♦✐t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ Γ ⊢ A : B✳ ❙✐ A B
∗ A1 ❡t A B

∗ A2✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ A3 t❡❧ q✉❡ A1 B

∗ A3 ❡t A2 B
∗ A3✳

✺✳✸ ❉é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ ❚②♣❛❣❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝✉❡✐❧❧✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❢r✉✐t ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✈ér✐✜❛♥t s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥é✳
▲❡s ❝❧és s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❜✐❡♥✲❢♦r♠és s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ t②♣é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ✭❉é❝✐❞❛❜✐❧✐té✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐✱ ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ U ❡t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱
✕ s♦✐t é❝❤♦✉❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ V t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ U : V s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡
✕ s♦✐t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ t❡r♠❡ V t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ U : V s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ U ❡t Γ✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✽ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳

✕ ❙✐ U = [x : U1]U2 ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Γ ⊢ U1 : V1

Γ :: (x, U1) ⊢ U2 : V2.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ V1 6= ❊①t❡r♥✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ U :
(x : U1)V2 ❀ s✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s
❞ér✐✈❛❜❧❡ ✭✐♥✈❡rs✐♦♥✮✳

✕ ❙✐ U = (U1 U2)✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Γ ⊢ U1 : V1

Γ ⊢ U2 : V2.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ V1 ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x : V ′2)V3 ❡t q✉❡ V2 =βηι V ′2 ✳
❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❈♦♥✈ ❡t ❆♣♣ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ U :
V3[x \ U2] ❀ s✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t
Γ ⊢ U : V ♥✬❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳

✕ ▲❡s ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✭■♥❞(X : A){
−−−−→
Ci(X)}✱ ❊❧✐♠(I,Q, ~u, t){

−→
Ui}✱

❈♦♥str(i, I)✮ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❞❡✉① ♣ré❞❡❞❡♥ts✳
✕ ❙✐ U = ❙❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ V ≡ ❚②♣❡✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝éss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ q✉❡

Γ s♦✐t ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s✐ Γ = (~xi : ~Ui) ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✈ér✐✜❡r q✉❡ U1 ❛❞♠❡t ❜✐❡♥
✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs ❙❡t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❚②♣❡✮ s✐ x1

❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✮✳ ❖♥ ré✐tèr❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r U2 ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ [x1, U1] ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞✉ t②♣❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✹✱
❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s✳

✶✸✾



✕ ❙✐ U = ❚②♣❡ ♦♥ ♣r❡♥❞ V = ❊①t❡r♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r ✈ér✐✜é✱ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉❡ Γ ❡st ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳
✕ ❙✐ U ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ x ❡st ❜✐❡♥ ❧✐é❡ ❞❛♥s Γ✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ♣r❡♥❞ V ≡ Γ(x)

❛♣rès ❛✈♦✐r ✈ér✐✜é q✉❡ Γ ❡st ❜✐❡♥✲❢♦r♠é✳

❘❡♠❛rq✉❡ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♥♦t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✈❡rs rés✉❧t❛ts
♣r♦✉✈és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❡st ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❲✲❚②♣❡ ❡t ❲✲❙❡t ♣❛r ✿

(❲)
Γ ⊢ t : s Γ ⊢ A : B s ∈ {❙❡t,❚②♣❡} x /∈ Γ

Γ :: (x, t) ⊢ A : B

▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❛❧♦rs
❛✐sé♠❡♥t✱ ♣❛r ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ ❡t ❤ér✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ♣r♦♣r✐étés ✭♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✱
❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té✮ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❈❖◆βηι ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐èr❡s✱ ✐♥s♣✐ré❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❚❛✐t✕▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ♠❛❧ ❝♦♠♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r
❈❘βηι s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ✐♥❞✐q✉❡r ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ss✐ ❛✉ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐
✈❛ êtr❡ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s q✉✬à
t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣✉r ✭P❚❙✮ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❬✺✻✱ ✼❪✳

✺✳✹✳✶ ❆❜str❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❛♥♥♦té❡s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ◆❡❞❡r♣❡❧t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉t s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❞❛♥s ❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❀ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t❡r♠❡s
[x : t2]t1 ♣❛r λx.t1✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t❡r♠❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ▲❛ r❡✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲
❘♦ss❡r✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♠❛❧✲t②♣és✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

A =βηι A′ ⇔ ‖A‖ =βηι ‖A
′‖.

Pré❝✐s♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡ rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❈❈■ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s
♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✸ ✿

t := x | (t t) | λx.t | s | ❈♦♥str(i, t) | ■♥❞(x : t){
−→
t } | ❊❧✐♠(t, t,~t, t){

−→
t }.

✸P♦✉r êtr❡ ♣ré❝✐s✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ι✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ι0✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✾✳✶✳ ❊♥♦♥❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❡t ♥♦✉s s❡♠❜❧❡
✐♥✉t✐❧❡✳

✶✹✵



❖♥ ♥♦t❡ Γ ⊢p U : V ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ✭❞♦♥❝ U ❡t V s♦♥t
❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❛♥♥♦té❡s✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés ✈❡rs ❧❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ✐❝✐✳ P❛r ❧é❣❡r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥
‖ ‖ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✾✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ❞és✐❣♥❡r ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ‖[x : T ]t‖ ≡ λx.‖t‖✮✳
❖♥ ét❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ‖Γ‖✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡ s②stè♠❡
❈❈■p✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❙✐ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ A : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❈❈■✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞ér✐✈❡r
‖Γ‖ ⊢p ‖A‖ : ‖B‖ ❞❛♥s ❈❈■p✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ∆ ⊢p U : V ❞❛♥s ❈❈■p✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ A : B ❞❛♥s ❈❈■✱ t❡❧ q✉❡ ‖Γ‖ = ∆✱ ‖A‖ = U ❡t ‖B‖ = V ✳

Pr❡✉✈❡ ▲❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ ♣r♦✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t

t =βηι t′ ⇐⇒ ‖t‖ =βηι ‖t
′‖.

❙✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛tt❡♥❞✉❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st✱ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ∆ ⊢p U : V ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s A✱ B✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ A : B✳ ❈❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s
♥♦♥✲t②♣é❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ⊢p à ⊢✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
t♦✉t❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ∆ ⊢p U : V ✱ s✐ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s
❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❛ été ❞ér✐✈é✱ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡
❥✉❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❈❈■✳ ❊♥ ❢❛✐t ✐❧ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ❡①✐st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts
❞❛♥s ❈❈■✱ ❞♦♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ∆ ⊢p A : B✳

❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ CCIp s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞✐sq✉❛❧✐✜❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❛♥✐❤✐❧✐❡ à ♣❡✉ ♣rès
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✹✳

✺✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥s ❜✐❡♥✲t②♣é❡s

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ❈❘βηι ❡t ❈❖◆βηι ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱
❝✬❡st ♣❛r❝❡ q✉❡✱ s✐ A ❡t A′ s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❡t s✐ A =βηι A′✱ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s sûr q✉❡
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ A à A′ ♥❡ ♣❛ss❡ q✉❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és✳ ❈✬❡st ❝❡❧❛ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥t❡r❞✐t
❞✬✐♥✈♦q✉❡r❈❖◆βηι ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ A ❡t A′✳ P❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥❝♦r❡✱
❝✬❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ♠❛❧✲t②♣és✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♠♣♦s❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♠❛❧✲t②♣és✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✐♥s✐
♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧❛ ❧♦✉r❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s
♣ré❞✐❝❛ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉r ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ② r❡♠é❞✐❡r ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿

(❈♦♥✈)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T2 : S T1 =βηι T2

Γ ⊢ t : T2

✹▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝ré❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❞❡s η✲r❛❞✐❝❛✉①✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ t②♣❡✱ ♠❛✐s s✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ét❛✐t ✈r❛✐❡✱ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❞❡ t♦✉t❡
❢❛ç♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ λ − ∗ ét✉❞✐é ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✱ s✐ ♦♥ ②
r❡t✐r❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡✳

✶✹✶



❡t ♦♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(❘❡❞)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T2 : S T1 B T2

Γ ⊢ t : T2
(❊①♣)

Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T2 : S T2 B T1

Γ ⊢ t : T2

❧✬✐❞é❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ sûr q✉✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥✈ s❡r❛ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡s rè❣❧❡s ❘❡❞ ❡t ❊①♣✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s r❛ss✉r❛♥t❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❛r ✐❧ s❡♠❜❧❡
étr❛♥❣❡ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ♠❛❧ t②♣és✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ✐♥ ✜♥❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛
♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ❡st ❢❛✐t❡✱ q✉✬❡♥ ❢❛✐t ♦♥ ♥❡ s❡ s❡rt ♣❛s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱
♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐té ❡①♣❧✐❝✐t❡ Γ ⊢ t1 = t2 : T ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜✐❡♥✲t②♣é ❞❡ t②♣❡ T ❛❧❧❛♥t ❞❡ t1 à t2 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ❙tr❡✐❝❤❡r ❬✶✸✽❪ ❡t ❆❧t❡♥❦✐r❝❤ ❬✶❪
✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡ t❡❧s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❀ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à
❝❡❧✉✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ ré✈è❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐sé♠❡♥t à
♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡
❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡♥❢♦r❝é ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ A =βηι B s❡ ✈♦✐❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s
♣❛r ✏♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❞❡ A ✈❡rs B ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❜✐❡♥✲t②♣é✑✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉
t②♣❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳✸ ❙♦✐❡♥t Γ ⊢ A : B ❡t Γ ⊢ A : B′ ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
rè❣❧❡s ❘❡❞ ❡t ❊①♣✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s A1, A2, . . . An✱ ❛✈❡❝ A = A1✱ B = An✱ ❡t
♣♦✉r t♦✉t i✱ Γ ⊢ Ai : s ❡t Ai B Ai+1 ♦✉ Ai+1 B Ai✳

❈✬❡st ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s s❡ ❣ât❡♥t✱ ❝❛r ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✺✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♥é❣❧✐❣é
❝❡ ❞ét❛✐❧✱ q✉❡ ❍❛r♣❡r✱ ❍♦♥s❡❧❧ ❡t P❧♦t❦✐♥ ♦♥t ❞û r❡♥♦♥❝❡r à ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ▲❋ ❬✶✸✷❪✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ✐♥❝❧✉s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❬✶✸✶❪✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ét✉❞✐❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ❛✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❜✐❡♥✲t②♣é❡s
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t B t′ ♦ù t′ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ t✮✳ ❈✬❡st✱ ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❆❧t❡♥❦✐r❝❤ ❬✶❪✱
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ✭❧❡ ♥♦tr❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ❘❡❞ ❡t ❊①♣✮✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡✳ ❖r ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉❧t✐♠❡♠❡♥t
✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■❧ ② ❛ ❞✐✈❡rs❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ s②stè♠❡s✱ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡❧✉✐ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❘❡❞ ❡t ❊①♣ ✿

(❈♦♥✈✲❲❚)
Γ ⊢ t : T1 Γ ⊢ T2 : S T1 ↓ T2

Γ ⊢ t : T2

♦ù T1 ↓ T2 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ T1 ❡t T2 ♦♥t ✉♥ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t②♣é❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡

❞❛♥s ❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✏❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✧ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs s❛♥s ❣r❛♥❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳

✺P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲t②♣é❡✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐✱ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡✉✈❡
♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✺✼❪✳

✶✹✷



❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛✐t ❛✉ss✐ ❛✉① s②stè♠❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s r❡st❡ ♦✉✈❡rt✳ ■❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré ✈r❛✐ ♣❛r ●❡✉✈❡rs✳
❙❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ♣❛rt✐✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✐é à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♦✉✈❡rt✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❡st ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✏♥❛t✉r❡❧❧❡✑ ❞✉ s②stè♠❡ ❚②♣❡ ✿❚②♣❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡s P❚❙ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♥❡ s❡r❛✐t ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛s ❡①t❡♥s✐❜❧❡ à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✱ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡❛♥t à
❡♠♣r✉♥t❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❞✉r ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡✳

✶✹✸
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❆♥♥❡①❡ ❆

❙✉r ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❡t ❧✬❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥

P♦✐♥t✲❋✐①❡ ❞❛♥s ❚②♣❡ ✿❚②♣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡❧✐♦♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ✿
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲
▲ö❢ ❬✾✻❪✱ ❞♦♥t ●✐r❛r❞ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❬✷✺❪✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧❧é
✏❚②♣❡ ✿❚②♣❡✑✱ ♦✉ λ− ∗ ❞❛♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ P❚❙✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✉ss❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▼❡②❡r ❡t ❘❡✐♥❤♦❧❞
♦♥t ❝r✉ ♣♦✉✈♦✐r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ●✐r❛r❞ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡ ❝✬❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛✈éré❡ ❡rr♦♥é❡✳ ❉♦✉❣ ❍♦✇❡ ❬✼✷❪✱
♣✉✐s ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❡t ❍✉❣♦ ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬✷✷❪✱ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✏❧♦♦♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✑✱ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡
r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳

✕ ◆♦✉s r❡❧✐♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ λ− ∗ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ βη✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❈❈ ♦✉ ❈❈■ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t q✉❡
❧✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s P❚❙ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s λ − ∗✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡①t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ λ − ∗✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❀ s✐♥♦♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r s❡r❛✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t✲✜①❡ ❞❛♥s λ−∗ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ F ✱ t❡❧
q✉❡ [] ⊢ t : (X : ∗)(X → X)→ X s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s T ❡t f ♦♥ ❛✐t ✿

(t T f) B (f (t T f)).

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ t❡r♠❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ✈❛ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ♥✐❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∗ : ∗✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡
tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s α✱ β ❡t γ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✿

U ≡ (t ∗ [X : ∗](X → (α→ α)→ γ))

V ≡ (t ∗ [X : ∗](X → (β → β)→ γ))

✶✹✺



♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

[α : ∗;β : ∗; γ : ∗] ⊢ U : ∗

[α : ∗;β : ∗; γ : ∗] ⊢ V : ∗

U =βη U → (α→ α)→ γ

V =βη V → (β → β)→ γ

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✿

u ≡ [x : U ][i : α→ α](x x [y : α]y)

v ≡ [x : V ][i : β → β](x x [y : β]y)

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ u : U ❡t v : V ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ u =βη v✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡s t②♣❡s ❞❛♥s ❧❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✼✮✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❛✉ss✐

(u u [y : α]y) =βη (v v [y : β]y)

❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❜✐❡♥✲❢♦r♠és ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ γ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐t ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ♥✐❡r ❈❤✉r❝❤✲
❘♦ss❡r✳ ❖r ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ t♦✉t ré❞✉✐t ❞❡ (u u [y : α]y) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (u1 u2 [y : α]y) ❡t ❞❡
♠ê♠❡ t♦✉t ré❞✉✐t ❞❡ (v v [y : β]y) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (v1 v2 [y : β]y)✳ ❖r ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ é❣❛✉① ♣✉✐sq✉❡ α 6= β✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❆✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ❢❛✉ss❡ ✿
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡ ❞❛♥s λ− ∗✳
✕ λ− ∗ ❛❞♠❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐❡té ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳

✶✹✻



❆♥♥❡①❡ ❇

❯♥❡ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❞♦①❡ ❞❡

❘✉ss❡❧❧

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✲
é❞✐t❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❈❈■ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡s ✏❣r❛♥❞s✑ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❚❤♦♠❛s ❙tr❡✐❝❤❡r ❡t ♣rés❡♥té ♣❧✉s tôt✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱
♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rêt ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ à été ✈ér✐✜é❡
♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❱✺✳✽ ❞✉ s②stè♠❡ ❈♦q✱ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♥❞r❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s✉✣t à r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝♦❤é✲
r❡♥t ❬✷✺❪✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r ♣❡r♠❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❖♥
♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧ ❞❛♥s ❈❈■✰é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚②♣❡ : ❚②♣❡✳ ❆✉ss✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t
❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rts✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❈♦q ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✳✳✳ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉✬✉♥ t②♣❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦❞❡r t♦✉s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s✉r ❝❡ t②♣❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❙❡t ❊♥s ❂ ❝ ✿ ✭❙✿❙❡t✮✭❙✲❃❙❡t✮✲❃❊♥s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ✭❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✮ ❡st ❣r❛♥❞✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦✲
s♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✿
pi1 : Ens→ ❙❡t
pi2 : (e : Ens)(pi1 e)→ ❙❡t
❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐❡tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(pi1 (c S P )) B S
(pi2 (c S P )) B P

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ Ens✱ ♣♦✉r ♣❡✉
q✉❡ ♥♦✉s s❛❝❤✐♦♥s q✉❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à Ens✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s t②♣❡s✱
✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡ ✿ ❙❡t ❂

❡♥❝❴✐ ✿ ❙❡t✲❃❡♥❝♦❞❡✳

✶✹✼



❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts S1 ❡t S2 ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ (enc❴i S1) ❡t
(enc❴i S2)✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡
❧✬é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ Ens ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st Ens ✿

∀e : Ens.(is❴Ens e)⇔ (pi1e) = Ens.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈ér✐✜❛♥t is❴Ens ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✿
In : (e : Ens)(is❴Ens e)→ Ens→ ❙❡t

❛✈❡❝ ✿
(In (c Ens P ) (refl (enc❴i Ens))) B P

♦ù refl ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉r encode✳
❈❡❝✐ s✉✣t à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r❛❞♦①❛❧ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧ ✿
Russell ≡ (c Ens [e : Ens](p : (is❴Ens (pi1 e)))(In e p e)→ ⊥)
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
(In Russell (refl (enc❴i Ens)) Russell) B

(p : (is❴Ens (enc❴i Ens)))(In Russell p Russell)→ ⊥
❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(In Russell (refl (enc❴i Ens)) Russell)→ ⊥.

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ Russell ❡st ❜✐❡♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝❡ q✉✐✱ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❡st
❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ à ✿

(p : (is❴Ens (enc❴i Ens)))(In Russell p Russell)→ ⊥

♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
(is❴Ens Ens) s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ r❛♠❡♥❡r ❝❡❧❛ à

(In Russell (refl (enc❴i Ens)) Russell)→ ⊥.

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊥✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r✱
q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

absurd B
+ absurd

♦ù absurd ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r absurd ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t✲❡tr❡ tr❛❞✉✐t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ λ− ∗ ✭♦✉ ❚②♣❡ : ❚②♣❡✮ ét❡♥❞✉

❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ▲❡ s②stè♠❡ λ − ∗ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✢✉❡♥t ♣♦✉r ❧❛
βη✲ré❞✉❝t✐♦♥✳

✶✹✽
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❬✶❪ ❚❤✳ ❆❧t❡♥❦✐r❝❤✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❚②♣❡s ❛♥❞ ❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤ès❡ ❞❡ P❤❉✱
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❬✷❪ P❤✳ ❆✉❞❡❜❛✉❞✳ ❈❈✰ ✿ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜①♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❬✺❪✱
✶✾✾✷✳

❬✸❪ P❤✳ ❆✉❞❡❜❛✉❞✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛r P♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ■✱ ✶✾✾✷✳

❬✹❪ ▲✳ ❆✉❣✉stss♦♥ ❡t ❚❤✳ ❏♦❤♥ss♦♥✳▲❛③② ▼▲ ✉s❡r✬s ♠❛♥✉❛❧✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞r❛❢t✳❈❤❛❧♠❡rs ❯♥✐✈❡r✲
s✐t②✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ✶✾✽✾✳
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❬✻❪ ▼♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ λ✲❈✉❜❡✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ♥✐♥t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ♣r❡ss✱ ✶✾✾✹✳

❬✼❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ ❚②♣❡s✳❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✾✶✲✶✾✱ ❈❛t❤♦❧✐❝ ❯♥✐✈❡rs✐t② ◆✐❥✲
♠❡❣❡♥✱ ✶✾✾✶✳■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❱♦❧ ■■✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✶✾✾✷✳

❬✽❪ ❍✳P✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ✐ts ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✶✳

❬✾❪ ❏✳▲✳ ❇❛t❡s ❡t ❘✳▲✳ ❈♦♥st❛❜❧❡✳ Pr♦♦❢s ❛s Pr♦❣r❛♠s✳ ❆❈▼ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥✲
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❬✶✵❪ ▼✳❏✳ ❇❡❡s♦♥✳❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ▼❡t❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✺✳

❬✶✶❪ ❊✳ ❇✐s❤♦♣✳❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s✳▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✷❪ ❈✳ ❇ö❤♠ ❡t ❆✳ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❚②♣❡❞ Λ✲Pr♦❣r❛♠s ♦♥ ❚❡r♠ ❆❧❣❡❜r❛s✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✾✱ ✶✾✽✺✳

❬✶✸❪ ❙✳ ❇♦✉t✐♥✳ ❈❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ▼▲ ❡♥ ❈♦q✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡❛✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣è✲
r✐❡✉r❡✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✷✳

❬✶✹❪ ❘✳ ❙✳ ❇♦②❡r ❡t ❏✳ ❙✳ ▼♦♦r❡✳❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❆❈▼ ▼♦♥♦❣r❛♣❤✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✺❪ ▲✳ ❈❛r❞❡❧❧✐✳❚②♣❡❢✉❧ Pr♦❣r❛♠✐♥❣✳ ❘❛♣♣♦rt ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✹✺✱ ❉❊❈ ❙②st❡♠s ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ✶✾✽✾✳
✭❱♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡ ♠❛♥✉❡❧ ◗❯❊❙❚ ❥♦✐♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✮

❬✶✻❪ ❆✳ ❈❤✉r❝❤✳ ❆ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❚②♣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▲♦❣✐❝✱ ✺ ✭✶✮✱
♣♣✳ ✺✻✲✻✽✱ ✶✾✹✵✳

❬✶✼❪ ❆✳ ❈❤✉r❝❤✳❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✐ ♦❢ ▲❛♠❜❞❛✲❈♦♥✈❡rs✐♦♥✳Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✹✶✳

❬✶✽❪ ▲✳ ❈♦❧s♦♥✳ ❆❜♦✉t Pr✐♠✐t✐✈❡ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ▼✳ ❉❡③❛♥✐✲❈✐❛♥❝❛❣❧✐♥✐ ●✳❆✉s✐❡❧❧♦ ❡t
❙✳ ❘♦♥❝❤✐ ❉❡❧❧❛ ❘♦❝❝❛ ✭ré❞❛❝t❡✉rs✮✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s✐①t❡❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥
❆✉t♦♠❛t❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✾✳

✶✹✾



❬✶✾❪ ▲✳ ❈♦❧s♦♥✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✿ ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✳❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✱ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✾✶✳

❬✷✵❪ ▲✳ ❈♦❧s♦♥✳ ❖♥ ▲✐st Pr✐♠✐t✐✈❡ ❘❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❢✳ ❇■❚✱ ✶✾✾✷✳
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❬✷✶❪ ❘✳▲✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❡t ❛❧✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ◆✉♣r❧ Pr♦♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❙②st❡♠✳
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❧♦♦♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ✐♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❚②♣❡ ❙②st❡♠s✳❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✹ ✭✶✮✱
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❬✻✻❪ ❘✳ ❍❛rr♦♣✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❚②♣❡s A → B ∧ C✱ A → ∃x.B(x) ✐♥ ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
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❬✻✼❪ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❡t ❍✳ ◆❛❦❛♥♦✳P❳✱ ❛ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s
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❬✻✽❪ ❍✳ ❍❡r❜❡❧✐♥✳▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤r♦❡❞❡r✲❇❡r♥st❡✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▼é♠♦✐r❡
❞❡ ❉❊❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✱ ✶✾✽✽✳

❬✻✾❪ ❍✳ ❍❡r❜❡❧✐♥✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ét✉❞❡ ❞✬✉♥
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❬✶✸✷❪ ❋✳ ❍♦♥s❡❧❧ ❡t ●✳ P❧♦t❦✐♥ ❘ ❍❛r♣❡r✳ ❆ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❉❡✜♥✐♥❣ ▲♦❣✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱
✹✵ ✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✹✸✕✶✽✹✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✸✸❪ ❏✳ ❘♦✉②❡r✳❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳❚♦
❛♣♣❡❛r ❛s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❛♦ût ✶✾✾✷✳

❬✶✸✹❪ ❇✳ ❘✉ss❡❧❧✳▲❡ttr❡ à ❋r❡❣❡✱ ✶✾✶✷✳❘éé❞✐té❡ ❞❛♥s ❬✶✹✽❪✳

❬✶✸✺❪ ❏✳ ❙❤♦❡♥✜❡❧❞✳▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ❙❡r✐❡s ✐♥ ▲♦❣✐❝✳❙❡r✐❡s ✐♥ ▲♦❣✐❝✳ ❆❞❞✐s♦♥ ❲❡s❧❡②✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✸✻❪ ❏✳ ❙♠✐t❤✳Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❚②♣❡s✱ ◆♦tr❡✲❉❛♠❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ ▲♦❣✐❝✳

❬✶✸✼❪ ▼✳ ❙t❡❢❛♥♦✈❛✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ◆❛t✉r❛❧
◆✉♠❜❡rs✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✸✽❪ ❚✳ ❙tr❡✐❝❤❡r✳❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✶✾✾✶✳
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❬✶✸✾❪ ❈✳ ❙✈❡♥s♦♥✳❆ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢ ❢♦r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✬s t②♣❡ t❤❡♦r②✳❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ●öt❡❜♦r❣✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✹✵❪ ❲✳❲✳ ❚❛✐t✳ ■♥t❡♥s✐♦♥❛❧ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❚②♣❡ ■✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝
▲♦❣✐❝✱ ✸✷ ✭✷✮✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✹✶❪ ❉✳ ❚❡rr❛ss❡✳❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚❨P❖▲ ❡♥ ❈❖◗✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ▼✐♥✐ ▼▲✳❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡❛✱ ■❆❘❋❆✱
✶✾✾✷✳

❬✶✹✷❪ ❆✳❙✳ ❚r♦❡❧str❛ ✭ré❞❛❝t❡✉r✮✳ ▼❡t❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞
❆♥❛❧②s✐s✳ ▲◆▼ ✸✹✹✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✼✸✳

❬✶✹✸❪ ❆✳❙✳ ❚r♦❡❧str❛ ❡t ❉✳ ✈❛♥ ❉❛❧❡♥✳ ❈♦♥str✉❝t✐✈✐s♠ ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥
▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡s ✶✷✶ ❛♥❞ ✶✷✸✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡s ✶✷✶ ❛♥❞ ✶✷✸✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✽✳

❬✶✹✹❪ ❱✳ ❯♥❣❡r✳■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❙t❛❣❡✱ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✾✶✳

❬✶✹✺❪ ❆ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❊①❡❝✉t❛❜❧❡ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✳ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ❞❡ ▲■❈❙ ✾✶✳

❬✶✹✻❪ ▲✳ ❙✳ ✈❛♥ ❇❡♥t❤❡♠ ❏✉tt✐♥❣✳❚②♣✐♥❣ ✐♥ ♣✉r❡ t②♣❡ s②st❡♠s✳■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✾✾✰✳
à ♣❛r❛îtr❡✳

❬✶✹✼❪ ❉✳ ❚✳ ✈❛♥ ❉❛❛❧❡♥✳❚❤❡ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❆✉t♦♠❛t❤✳❚❤ès❡ ❞❡ P❤❉✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❣❡s❝❤♦♦❧
❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ✶✾✽✵✳

❬✶✹✽❪ ❏✳ ✈❛♥ ❍❡✐❥❡♥♦♦rt ✭ré❞❛❝t❡✉r✮✳❋r♦♠ ❋r❡❣❡ t♦ ●ö❞❡❧✳❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✹✾❪ ❇✳ ❲❡r♥❡r✳ ❙②♥t❤ès❡ ❡t ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❡s ❈❡rt✐✜és à ♣❛rt✐r ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳▼é♠♦✐r❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r✐s ❱■■✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✵✳

❬✶✺✵❪ ❇✳ ❲❡r♥❡r✳❆ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ Pr♦♦❢ ❢♦r ❛♥ ■♠♣r❡❞✐❝❛t✐✈❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ▲❛r❣❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♦✈❡r ■♥t❡❣❡rs✳ ■♥ ◆♦r❞strö♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ❯♥❡ ❚❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✾
✶✳✶ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✕ r❛♣♣❡❧s ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷ Pré❞✐❝❛ts✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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✶✳✹ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✺ ▲❡ rô❧❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
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✶✳✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❛r❛♠❡tré❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✺✳✸ Pré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✺✳✹ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✺✳✺ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❚②♣❡s ■♥❞✉❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✻✳✶ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
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✷ ▲❡ ❙②stè♠❡ ✸✶
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✺ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ✶✸✺
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❆ ❙✉r ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❡t ❧✬❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ P♦✐♥t✲❋✐①❡ ❞❛♥s ❚②♣❡ ✿❚②♣❡ ✶✹✺

❇ ❯♥❡ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘✉ss❡❧❧ ✶✹✼

✶✺✾



❘és✉♠é

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝t✐✈❡s ✭❈❈■✮✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❧❡s ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❡t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛ été ♣rés❡♥té ❡♥ ✶✾✽✺ ♣❛r ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é q✉✐✱
à tr❛✈❡rs ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✐t ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡
s②stè♠❡ q✉✐ ét❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣❡r✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡①♣r❡ss✐❢ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r
♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❡❧✱ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡♥t✐❡rs✱ ❧✐st❡s✱ s♦♠♠❡s✱ ❡t❝✮
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st é❧é❣❛♥t❡ ♠❛✐s
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♣r❛t✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞
❡t ❈❤r✐st✐♥❡ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♣♦sé ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❣é♥❡r✐q✉❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❈♦q✱ q✉✐ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐❡té ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐❡tés ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡✳

▲✬❛s♣❡❝t ❧❡ ♣❧✉s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜✲
♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✭é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡ s❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛✉❣♠❡♥t❡
é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❧à✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st
❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❛♣rès ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ à
♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts
♥♦✉✈❡❛✉① s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s λ✲❝❛❧❝✉❧s t②♣és✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

▼♦ts✲❈❧és

■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❘é❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡✱
❚②♣❡s ■♥❞✉❝t✐❢s✱ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳


