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ñ�8��o�����µ�9698.�u��ñÔõ�8�ã���õ�83à�89à¢�9æµ57à�69êÛã78�57�989à.:	���X�9æµ57õ����#�ßæµ5'õ�8�õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û�2õ�ã�ô@æµ��ã ��838��
� + ��576�öÛ��������6�õ�8�ç�æµ��57� ��ñ�6 �}� +,69��é78����ß8>Dµ����57à �ä*�ñ#���  � *;D�*�ñ#�����ßæ���ñ�æµã�ô@8�õ�89à)��576�öÛ��������69à
���|æµ�ßõ�àCõ7��57à
�ß8��9æµ5Û��8 ����8�õ�89à�89à��u�µ�989à�é7æ ��æµö6��5789à�8�� �óô�ñ²���|õ���ñ�8���õ7��57à��ß8�� �µà

ν = n
�Û� + ��576�öÛ��������6�õ�8�!���ñ�õ�è

õ�69�9æµã��ß8;õ�8rà�89à��#ñ²� ôµ��ã���DF��æµ�#ñ�8;������ñ�æ��²é78;89à#���9æ �o��������8���8�5��&õ�� 1|6�ñ�8�5���8>D��/53�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��|8�5
����ã7à�õ�8������9æµ57õ����#�ßæµ5oõ�8�õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û��õ�ãrô@æµ��ã ��8�8���õ�8�� + ��576�öÛ��������6}õ�8�ç�æµ��57� ��ñ�6 ��� +,69�²é78����ß8��µêÛã��
à�æµ5��&õ�89à�éÛè��Fæµ�#é!�9à�89àó�����µà�à#�ßê�ã789à��|æµã�ñ��98rö@8�5�ñ�8oõ�8E��ñ�æµÿ�������8��Cæµ5M��ã�ñ²�¢ã�5��ßê�ã78���8�5Û��ÿ|89à�æµ��5
õ�8.� + ��576�öÛ��������6hå��@ëÔêÛã���89à#�¢ã�578bà�æµñ#��8bõ�+ ��576�öÛ��������6Mõ�8.õ�æµã�ÿ��ß8���8�5��Q¹�° ��¯®«Ø­9¯Qõ�ã�ô@æµ��ã ��8���8��
à�8�ã��ß8���8�5��E¾µ´�± ³µ´�«óÙ�� ´�°o¶�³µ¹§°l±]D�$�5�5%+ ã��#�����ßà�8�ñ²�r�u�µà�õ�+,89à��#� ��698�ã�5�� òÚæµñ���8�8�5

x
à#ã�ñ

volB(x, t)
D

��578EòÚæµ�ßà�ê�ã%+,æµ5Mõ��ßà#�Fæ>à²8Eõ�8;�989à���576�öÛ��������69à��|æµ5b�F8�ã�����ñ�æµã�ô@8�ñ&õ�89à��#é769æµñ�����89à�õ�8rñ#��ö>�ßõ�����6
�|æµã�ñ��ß89à�ôµ��ñ#�ß6���69àó���ß�9���/��������89à D��	+ �ßõ�698o89à��&êÛã78r�ß8;��8�57à�8�ã�ñ&õ�8o�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�+ ã�578���8����ß8;ôµ��ñ#�ß6���6
ô@6�ñ#� �u8½ã�578½69ê�ãu���#�ßæµ5 8����������#�ßê�ã78>DC�/5dã��#�����ßà²��5Û�r57æ>à&��576�öÛ��������69à��)æµ5d��ñ#ñ#��ô@8 �2õ�89àr89à#�#� �½���#�ßæµ57à
8����������#�ßê�ã789à�ê�ã��%8�5Û�#ñ²�7:ß578�5����ß8
�ó�C�7¨)â��F�� i=�D =�D � ��� ������úC�§����� � �|³µ¹�±

Mn � n ≥ 4 �
´�°F¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬¢«®¹]¯�¼o¾>°7¹]¯�°7°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯

��³>°7°F¯#øÛ¯r¯�±Cì�¹�� ��¹�¶F¸ ¾>±O¯ ���l´ ¶@¶�³�­�³µ°7­�»�´�� ¹�¸|¯�øµ¹�­�±O¯�´�°;¶�³µ¹�°u±
o
Ù@¾µ°�­

M � ¾µ¹§°7­Ø¹�»9´�¯óÙÛ¯Ø­�°F³µ¼½·®«#¯®­
ν > 1

¯�±
Co > 0

±O¯®¸º­ó»�´7¯

∀ t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

�}° ¶�¯®´�±½¾µ¸�³µ«Ø­.±Ú«#³µ´ ��¯®«QÙÛ¯Ø­ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯Ø­3­®±Ú«®¹ �9±O¯�¼�¯�°u±�¶�³�­®¹�±Ú¹ ��¯Ø­
ε1 = ε1(n,Co, ν)

¯�±
ε2 =

ε2(n,Co, ν)
±O¯®¸§¸ß¯Ø­E»�´7¯

M
¯Ø­�±|¶l¸�¾>±O¯rÙ �Ø­E»�´7¯

sup
M

(|Rm| r2
o) < ε1.

³µ´
ν > 2

¯�± ∫

M
|Rm|n

2 ρo(ro)dvol < ε2.

ª�¾>« ��³µ°�­ ¬#»�´7¯®°u± � Ù@¾>°�­�¸ß¯Ø­óÙÛ¯®´>ø ��¾�­ � M ¯Ø­�±	¸ß¯ �}·®«#¬&°l³µ«®¼�¾µ¸CÙ�� ´�°|¯#� ¾µ«®¹ ¬�±O¬ ��³µ¼�¶�¾ �9±O¯r± ³@± ¾µ¸�¯ �
¼½¯®°u± �Û¬#³ Ù�¬Ø­Ø¹]»�´7¯ � »�´�¹�¯®­®±�´�°.«#¯ �	��±O¯®¼½¯®°u± ��°7¹	ÙÛ¯E± ³µ«#¯�¶F¸ ¾>± �
�)�½��ñ�8��o����ñ�8;�u��ñ#�#�ß8;õ�ãb�#é769æµñ�����8rò]æµã�ñ#5�����ã�5.��é76�57æ � ��578�õ�8Eñ#��ö>�ßõ�����6oõ7��57à��ß8r� �µõ�ñ�8;õ�8

�ä
�
( � �½���ßàÔ�9ô@89�
Ric = 0

:	à��
supM (|Rm| r2

o)
89à#�%�75��ß8��

M
89à#��õ�8��Oè��F8 ��æµ�Fæµ�ßæµö>�ßê�ã78 �75��

å'�ä
�
( �ë ��à������ � ����8&ê�ãu��5Û�#����6&89à#���µà�à�8 <��|8��#����8���57æµã7à���ñ�æµã�ô@æµ57à�ê�ã78
M
89à#����������8>D

$�5j�F8�ã��2ñ�8��½��ñ�ê�ã78�ñ�ê�ã78b���_õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98Qê�ãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78Q89à#� ��ñ#���#�ßê�ã78M�Fæµã�ñ2� + ��5���6�ö>ñ²���ß8
∫

M |Rm|n
2 ρo(ro)dvol

:C8����ß8Ô89à#�,�75��ß8Ôà#������õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98Ôõ�8
Rm
89à#�óà#ã�ñ�ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78�� �½���ßà

�|8�ã�� ���#ñ�8���5��75��ß8óà��
Rm
�oà�8�ã��ß8���8�5���ã�578&õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98EêÛãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78>D

�	5 ã7à²��5Û��õ�8½å'
�ë/��æµ5 �|8�ã�����ã7à�à#��ö@6�576�ñ²�����ßà�8�ñ)�,B����� OD

?



�ó�C�7¨)â��F�� b=�D =�D + � ý;�7¦|âu¨��§¡ ¡9�)©%¦| dúC b¥>�h¦|¨)�Câ �l�%â�  �#� �F³µ¹Ú±
Mn � n ≥ 4 �

´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬
«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯ ¯�±�ì�¹ � �9¹�¶l¸�¾>±O¯ � �l´ ¶@¶�³�­�³µ°7­¢»�´�� ¹�¸�¯#øµ¹§­®±O¯�´�°3¶�³µ¹�°u±

o
Ù@¾>°�­

M � ¾µ¹§°7­Ø¹	»�´7¯;ÙÛ¯Ø­&°l³µ¼½·®«�¯Ø­ ν > 4n−2
n−1

¯�±
Co > 0

±O¯®¸º­E»�´�¯

∀ t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¯�±
∫

M
|Rm|n

2 ρo(ro)dvol < +∞.

� ¸�³µ«Ø­�¸�¾ ��³µ´�«9·�´�«�¯�ÙÛ¯
M
¶�³�­Ø­ �#Ù�¯E´�°F¯rÙÛ¬ ��«0³>¹�­Ø­�¾µ° �Ø¯E­Ø´�«0»9´�¾@Ù>«0¾>±Ú¹]»�´7¯ ��÷�°½¶�¾µ«�±Ú¹ ��´�¸ ¹]¯®« � M ¯®­®±

ÙÛ¯E±ÚÝØ¶�¯E± ³Ø¶�³>¸ ³��>¹Ú»�´7¯ �	°u¹ �
��8�����ã7à���æµ52æµÿ��#�ß8�5Û��ã�52�²��ã��¢õ�8�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�8 �������ß������8>D7ç���ñ�8 ��8��o���ß8���à#�|�ß8�ô@æµ��ã ��8�õ�89à

ö>ñ²��57õ�89à/ÿ|æµã��ß89à
B(o, t)

��ñ�æ-:ß�	�9æ � ��8
tn−1 �µ�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�69��ñ�æ-:ß�	8�5 r−(n−1)

o
D>�/�/57æµã7à/ô@8�ñ#ñ�æµ57à

õ�89à�8 ��8��o���ß89à�æ)(3�98��#��8&89à#�#� ��698�89à#��æµ���#� �½���ß8>D

�����

$�5h��ô�ãeê�ã78¢�98�ñ#�²����5789à;é�è��|æµ�#é!�9à�89à;õ�8�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�õ�8¢�����9æµã�ÿ�ã�ñ�8 ��� + ��5��75�� �*�#æµ��5Û��89à
6�ô@8�5��#ã78����ß8���8�5Û� �oõ�89à�é�è��|æµ�#é!�9à�89à�ô@æµ��ã �o�ßêÛã789à��7� �o�|æ>à�8�5Û��ã�578ó��æµ�Fæµ�ßæµö>�ß8Eõ�8��Oè��|8 �75�� DF��8����
à#��ö>5�� �u8EêÛã78ó���;��æµ�|æµ�ßæµö>�ß8E89à#� � �9æµ57�98�5Û�#ñ�698 �'õ7��57à�ã�5.æµã�ô@8�ñ#��ñ�8������#��ô@8���8�5Û���9æ �o�u�µ��� Ω

�7õ�8
à�æµñ#��8óêÛã78����o��æµ�Fæµ�ßæµö>�ß8Eõ�8����;ô>��ñ#�ß6���6���ñ#��ô@698óõ�8&�98��#��8&�u��ñ#�#�ß8

Ω
89à#���98����ß8Eõ�8

∂Ω × R+
D7���C89à#�

��8�5��²��5Û�}õ�+,89à�à²�9è@8�ñ�õ�8��9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8 �½����5Û��8�5u��5Û������ö@69æ ��6��#ñ#�ß8�õ�8��98��#��8��u��ñ#�#�ß8��µà#è �o����æµ�#�ßê�ã78&:�;ê�ã7æµ�%�|8�ã���ñ�89à�à�8��óÿ��ß8�ñ���� ��6��#ñ#�ßêÛã78&é7æµñ�à�õ�+ ã�5��9æ �o�u�µ��� �
�C8&ñ�69à#ã����²����òÚæµ57õ7� ��8�5��²����õ7��57à��98��#��8óæµ���#�ßê�ã78ó89à#��� + ��ã��#ñ�8&�#é769æµñ�����8rõ�8
�,B
���  OD7��578&ôµ� û

ñ#�ß6���6�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578��9æ �o��������8�õ�æµ5Û�}���E�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8���ñ�69à²8�5Û��8�ã�578�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�à#ã�ñ�êÛãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78
8��}õ�æµ5Û�}���E��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�õ�ãÔô@æµ��ã ��8�89à#� �½� ��� �½���ß8�89à#� � �µà�è �o����æµ�#�ßê�ã78���8�5Û���ßæ�� ���ß8���8�5Û��8�ã7����� ûõ��ß8�5�578�� å � ���%� ��ë®D
ý;�7ð���©%������¨)©3=�D =�D � � �)°F¯ � ¾µ«®¹ ¬�±O¬}«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯

(Mn, g)
¶�³�­Ø­9¬#ÙÛ¾µ°u±|´�°o­9¯®´�¸7·#³µ´�±

¯Ø­�±�Ùµ¹Ú±O¯½¾µ­ØÝµ¼�¶F± ³>±Ú¹]»�´�¯�¼�¯�°u±�¸�³ ��¾µ¸ß¯®¼½¯®°u±�¯®´ ��¸º¹]Ùµ¹ ¯®°7°F¯Ô³µ´ � 
C÷V­ � ¹�¸�¯#øµ¹§­®±O¯�´�° ��³µ¼�¶�¾ �9±
K
ÙÛ¯

M � ´�°F¯;·#³>´�¸ß¯ B ÙÛ¯ R
n � ´�°.­�³>´Û­*� �µ«#³µ´�¶�¯ �	°7¹ G ÙÛ¯ O(n)

¯�±�´�°MÙ>¹ ��¬#³>¼o³>« ¶ 	�¹�­®¼�¯
φ : (Rn\B) /G −→M\K

±O¯®¸º­¢»�´7¯
φ∗g
±O¯®°lÙ�¯ ��¯®«Ø­Ô¸�¾.¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ ¯®´ ��¸ ¹ÚÙµ¹ ¯®°7°|¯

gRn
�.¸�� ¹§° ��°7¹ � �}°�Ùµ¹�«#¾M»�´�¯

(M, g)
¯Ø­�±

� 
C÷VÙ�� ³>«0Ùµ«�¯
τ
­®¹

φ∗g − gRn = O(r−τ )³��
r
¯Ø­®±�¸ ¾ ��³ ³>«0Ù@³>°7°F¬�¯r«#¾@Ùµ¹]¾µ¸ß¯rÙÛ¯

R
n �

�	��

����������=�D =�D�
�����578}ô>��ñ#�ß6���6}��ñ�69à�8�5Û�²��5�������ã7à#�ß8�ã�ñ�à�ÿFæµã���à/à�8�ñ²�����%�dà#����éu�µ��ã�5½õ�8�à�89à	ÿFæµã���à
ô@6�ñ#� �u8r���o��ñ�æµ��ñ#�ß6���6;��� ûOõ�89à�à�ã7à Dl�C89à�ô>��ñ#�ß6���69à��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�6989à�õ7��57à��98��#��8E�#é!�9à�8;��ã�ñ�æµ5Û��ö@6�576�ñ²���ß8®û
��8�5���ã�5 à�8�ã���ÿ|æµã�� D

�



��+,6�57æµ57�96&��ñ�69���ßà�õ�ã2�#é769æµñ�����8Eõ�8
�,B
���  C89à����ß8&à#ã���ô>��5Û� D
�ó�C�7¨)â��F�� X=�D =�D � � �F³µ¹Ú±

(Mn, g) � n ≥ 3 �
´�°F¯�� ¾µ«®¹]¬�±O¬E«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯ �

�F³>¹�±
o
´�°Ô¶�³µ¹�°u±�ÙÛ¯

M
� �}°3­Ø´�¶@¶�³�­ ¯

|Rm| = O(r−2−ε
o )

¯�±
∀ t > 0, volB(o, t) ≥ Atn¾��µ¯��

ε > 0
¯�±
A > 0

� � ¸�³µ«Ø­
(M, g)

¯®­®± � 
C÷VÙ�� ³µ«0Ù>«#¯
τ(ε) � ��� �(� �µ´�«�¯���� �

ε0

1

1 n− 2 n− 1

a

b

c

τ(ε)

n− 1

n− 2

�����	� 
�
Ô�C�rò]æµ57���#�ßæµ5
τ
D

�	��

���������r=�D =�D < �l
�ã�ñ����@�7ö>ã�ñ�8

����ß89à��#ñ�æµ�ßà��Fæµ��5���à �½��ñ�ê�ã769à���57õ��ßê�ã78�5Û��õ�89à�� �µà��u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ�à D
�%89àr�|æµ��5Û��à

b
8��
c
�9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ�8�5�� �3õ�89àrô>���ß8�ã�ñ�à;õ�8

ε
�|æµã�ñE�ß89à�ê�ã78����ß89à;�ß8Ô�#é769æµñ�����8��µà²à#ã�ñ�8

à�8�ã��ß8���8�5���êÛã78
(M, g)

89à#�}���%�eõ�+,æµñ�õ�ñ�8
τ ′
�Fæµã�ñ���æµã��

τ ′ < τ(ε)
D��C� � ����8���é7æ>à�8�ôµ��ã����|æµã�ñ

�ß8��|æµ��5Û�
a
���½���ßà�à�8�ã��ß8���8�5���8�5�õ�� ��8�57à��ßæµ5

n = 3
D

$�5M�|8�ã���ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ&ê�ã78r� + éÛè��Fæµ�#é!�9à²8oõ�8rõ�69��ñ�æµ�ßà²à²��57�98oà#ã�ñ�ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78oõ�8;���¢�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8
� �o�����ßê�ã78���ö>ñ
�µ�98ó��ã �#é769æµñ�����8Eõ�8�B��ßà#é7æµ��û(*�ñ�æ ��æ ôXå�ô@æµ��ñ�� + ��ñ#ö>ã ��8�5Û��õ�8 ��D�
>D � ë�:

∀ t > 0, volB(o, t) ≤ Btn,

õ�8�à�æµñ#��8�ê�ã78�� + éÛè��Fæµ�#é!�9à�8�ô@æµ��ã �o�ßê�ã78&õ�ã��#é769æµñ�����8&õ�8 �,B
���� �89à��}8�57�9æµñ�8&ã�578�é�è��|æµ�#é!�9à�8�õ�8
ô@æµ��ã ��8 �½� ��� �½��� D
����57àr�ß8 � ����8¢æµñ�õ�ñ�8¢õ�+ �ßõ�698�����æµã)�0æµã�ñ�àr�u��ñr�ß8½�#é769æµñ�����82õ�8¢B��ßà#é7æµ��û(*�ñ�æ ��æ�ô*��æµ5 �F8�ã��

ô@æµ��ñ�ê�ã78�� + éÛè��|æµ�#é!�9à�8
∃A > 0, ∀ t > 0, volB(o, t) ≥ Atn89à#��69ê�ã���ô>���ß8�5Û��8@�;àØ�rô@8�ñ�à#�ßæµ5 ã�5�� ò]æµñ���8

∃A > 0, ∀x ∈M, ∀ t > 0, volB(x, t) ≥ Atn.

�



��89à½ñ�8��½��ñ�êÛã789à�������ã7à#�#ñ�8�5Û�Ô���bñ#��ö>�ßõ�����6 �9æµ5�ò]6�ñ�6982�u��ñ�� + éÛè��|æµ�#é!�9à�8 õ�82ô@æµ��ã ��8 �½� ��� �½��� �
8����ß89à��|8�ñ���8��#��8�5Û��õ�8 �o�ß8�ã�� �9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8ó�9æ � ��8�5����ß8��#é769æµñ�����8&õ�8 �,B����� %�|8�ã�� ���#ñ�8�ô�ñ²��� D
��ãi�u�µà�à²��ö@8���8�5��9æ �óÿ���5u��5�� �ß89à¢õ�8�ã���ñ�69à#ã����²����à�õ�8 �,B
���� �ê�ã78�57æµã7à2� ô@æµ57à¢������69à���æµ5

æµÿ��#�ß8�5���ê�ã78��ß89à/ô>��ñ#�ß6���69à����ß�9������������89à&���9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ7��57à
L

n
2 (dvol)

8�� ��ô@æµ��ã ��8 �½� ��� �½���uà�æµ5��
���%��D
����57à �,B
���� �C
FDFB���57õ�æ9���rD
�&�µà�ã78o8���!rD|���-3>�7�0� �½�½�|æ>à�8�5�������ê�ã789à#�#�ßæµ5b5u���#ã�ñ�8����ß8oà#ã�� û
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∣
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R
∗
+ × S

1 × S
n−2 ��æµ5�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8&��� ��6��#ñ#�ßêÛã78

g = dr2 + F (r)2dt2 +G(r)2dσ2,
æ)(

r
8��
t
à�æµ5Û��õ�89à��9æ�æµñ�õ�æµ5�576989à��ß8&�ßæµ5�öÔõ�89à�ò]�µ����8�ã�ñ�à

R
∗
+

8��
S

1 �u8���æ)( dσ2 89à#����� ��6��#ñ#�ßê�ã78à#�²��57õ7��ñ�õ3à#ã�ñ
S

n−2 D F 8�� G à�æµ5���õ�89à�ò]æµ57���#�ßæµ57à��Fæ>à#���#��ô@89à�êÛã%+,æµ5�ôµ�o�²é7æµ�ßà#��ñ��Fæµã�ñ��µà²à#ã�ñ�8�ñ����5�ã���������6�õ�8������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8����ß�9��� Dµç)æµã�ñ/� ���ß��ã��ß8�ñ/�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8}���ß�9����õ�8��98��Oè��F8�õ�8 ��6��#ñ#�ßê�ã78��
æµ53�rñ�89�9æµã�ñ�à �;õ�89à���ñ#ö>ã ��8�5Û��à�ö@69æ ��6��#ñ#�ßê�ã789à�õ�8 �,B}89à' �åÚ�²éu�������#ñ�8 �����u��ñ#�#�ß8&�	ë®D
��æ � ��8

R
∗
+×{t0}×S

n−2 89à#��ã�578��9æ �o�|æ>à²��5���8��9æµ5�578 ��8�õ�ã½���ß8�ã�õ�89à��|æµ��5Û��à$� ��89à�õ�+ ã�578�ßà�æ ��6��#ñ#�ß8 åÚæµÿ���8�5Ûã78 �M�u��ñ#�#��ñ¢õ�+ ã�578 ñ�6/0u8 ���ßæµ5�à#ã�ñ��ß8 ò]�µ����8�ã�ñ
S

1 ë/���>+,89à#��ã�578�éÛè��F8�ñ�à�ã�ñ0ò]�µ�98��æµ�²���ß8���8�5���ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��uõ�æµ57�óõ�8óà�89�9æµ57õ�8�ò]æµñ���8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²���ß8r5Ûã����ß8>D|$�538�5�õ�69õ�ã�����êÛã%+ ã�5
�²éu� �o� õ�8�ô@89����8�ã�ñ

V
ã�5����²����ñ�8�8���57æµñ��½��� �r�98��#��8�éÛè��|8�ñ�à#ã�ñ0ò]�µ�98�ô@6�ñ#� �u8 ∇XV = 0

�|æµã�ñ}��æµã��
X
�²��5�ö@8�5�� �r� + é�è��|8�ñ�à#ã�ñ0ò �µ�98>D7�/5 �u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��læµ5��

Rm(X,Y )V = 0
�|æµã�ñ���æµã7à�ô@89����8�ã�ñ�à

X8��
Y
�²��5�ö@8�5Û��à �ó� + éÛè��F8�ñ�à#ã�ñ0ò �µ�98���� D,8>D�æµñ#�#é7æµö@æµ5u��ã�� �

∂t
DÛ�	5Ô��ñ�8�5u��5���ã�578�ÿu�µà�8�æµñ#�#é7æµ57æµñ���698

�ßæ�� ���ß8
(ei)i

ñ�89à#�|89���²��5Û�����;à��#ñ#ã7���#ã�ñ�8���ñ�æ�õ�ã������uæµ5 �F8�ã���69��ñ#��ñ�8

(Ric(∂t), .) =
n∑

i=1

(Rm(ei, ∂t)ei, .) = −
n∑

i=1

(Rm(ei, .)∂t, ei).

��8��#��8�ò]æµñ���8�����576 ����ñ�8&à�+ ��5�5Ûã��ß8óà�ã�ñ�� +,æµñ#�#é7æµö@æµ5u���)õ�8
∂t
:
∂t
89à���ã�5 ô@89����8�ã�ñ���ñ�æµ��ñ�8&õ�8

Ric
D


��)æµ52ô@æµ���
S

n−2 õ7��57à
R

n−1 8���à��|æµ53�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8�ã�578&à#��é!��ñ�8
S

n−3 æµÿ���8�5Ûã78E�9æ � ��8&�#ñ²�µ�98
õ�+ ã�5 é�è��|8�ñ#������5 �u�µà�àØ��5Û���u��ñ

0
à#ã�ñ

S
n−2 ��æµ5�à + ���|8�ñ �9æµ����êÛã78

R
∗
+ × S

1 × S
n−3 89à#����ã7à�à#��ã�578é�è��|8�ñ�à#ã�ñ0ò �µ�98Ô��æµ�²���ß8���8�5���ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78���8�5e�²��5Û��ê�ã78¢���ß8�ã_õ�89àE�|æµ��5Û��à � ��89à;õ�+ ã�578¢�ßà�æ ��6��#ñ#�ß8

å���ñ�æ�ô@8�5u��5Û��õ�8Ô��� ñ�6/0u8 ���ßæµ5d�u��ñrñ²�����|æµñ#� � � + éÛè��F8�ñ#������5_�²é7æµ�ßà#�§ë®D	$�5 8�5eõ�69õ�ã����r�9æ � ��8���� û
õ�89à�à�ã7àCê�ã78	�|æµã�ñ%��æµã��Cô@89����8�ã�ñ

V
�²��5�ö@8�5Û�A�

S
n−2 8��%�|æµã�ñC��æµã7à)ô@89����8�ã�ñ�à X 8�� Y æµñ#�#é7æµö@æµ5u��ã���

V
�%æµ5X�

Rm(X,Y )V = 0
��õ�æµ57��õ�8;57æµã�ô@8 ��ã��%ã�5M��8���ô@89����8�ã�ñ

V
89à#��ô@89����8�ã�ñó��ñ�æµ��ñ�8�õ�8

Ric
D
��æ � ��8�� +,æµñ#�#é7æµö@æµ5u����õ�8

∂t
8���õ�ã½�²��5�ö@8�5Û� �

S
n−2 89à#��õ�8�õ�� ��8�57à#�ßæµ5 1

��æµ5¢� ��æµ5��#ñ�6�ê�ã78
Ric
6��²������ã�5.æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ�õ�����ö@æµ5u����õ7��57à���æµã���8Eÿu�µà�8E�µõ7������698%�;����à��#ñ#ã7���#ã�ñ�8ó��ñ�æ�õ�ã���� Dl����ò ��ã��

�½����5���8�5u��5Û��� ���ß��ã��ß8�ñ��ß89à��9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�89à�à�89���#�ßæµ5�578����ß89à D
�;+ ��ÿ|æµñ�õ#�læµ5.�|8�ã���ñ�8��½��ñ�ê�ã78�ñ�êÛã78ó�ß89à��9æµã�ñ#ÿ|89à

r 7→ (r, t, ω)
à�æµ5���õ�89à�ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã789à�ã�5�� û

�²����ñ�89à D/�	5e�9æµ57à��ßõ�6�ñ²��5Û�����3ô>��ñ#�����#�ßæµ5hà�8��ßæµ5
t
��æµ5_æµÿ��#�ß8�5Û�oã�578269ê�ãu���#�ßæµ5eõ�82í��µ�9æµÿ�� �/êÛã���à�8

�#ñ²�µõ�ã������u��ñ
∇∂r∇∂r∂t + Rm(∂r, ∂t)∂r = 0,

õ�+,æ)(
Sect(∂r ∧ ∂t) = −(∇∂r∇∂r∂t, ∂t)

|∂r ∧ ∂t|2
=

−∂r(∇∂r∂t, ∂t) + |∇∂r∂t|2

|∂t|2
.

�C�;òÚæµñ��Eã��ß8&õ�8 ��æ>à�<9ã��%�F8�ñ���8���õ�+,8�5 �#��ñ�8�ñ
Sect(∂r ∧ ∂t) =

−(FF ′)′ + F ′2

F 2
= −F

′′

F
.


 �



�/53�9æµ57à#�ßõ�6�ñ²��5Û�����rôµ��ñ#�����#�ßæµ5.à�8��ßæµ5
ω
���>+,89à#�0û �oõ���ñ�8óà�8��ßæµ5 ã�5 ô@89����8�ã�ñ

∂ω
�²��5�ö@8�5Û����ã ò]�µ����8�ã�ñ

S
n−2 ��æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û��õ�8 � ����8

Sect(∂r ∧ ∂ω) = −G
′′

G
.

$�5½�F8�ã���8�57à�ã�����8��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�8�ñ��ß89à�éÛè��F8�ñ�à�ã�ñ0ò]�µ�989à {r}×R×S
n−2 �Eã�5��ß89à�õ�8��ß8�ã�ñ ��6��#ñ#�ßê�ã78��57õ�ã�����8

gr = F (r)2dt2 +G(r)2dσ2.
$�5 �|8�ã���� ���ß��ã��ß8�ñ��ß8�ã�ñ�à²89�9æµ57õ�8�òÚæµñ���8�òÚæµ57õ7� ��8�5��²���ß8½:

IIr =
1

2
∂rgr = FF ′dt2 +GG′dσ2.

�C�;òÚæµñ��Eã��ß8&õ�8E*���ã7à�à�òÚæµã�ñ#5��������ßæµñ�à

Sect(∂t ∧ ∂ω) = 0 − IIr(∂t, ∂t)IIr(∂ω, ∂ω)

|∂t|2 |∂ω|2
= −F

′

F

G′

G

8��
Sect(∂ω1 ∧ ∂ω2) =

1

G2
− IIr(∂ω1 , ∂ω1)IIr(∂ω2 , ∂ω2)

|∂ω1 |2 |∂ω2 |2
=

1

G2
−
(
G′

G

)2

.

$�538�5 õ�69õ�ã������ß89à�ô>���ß8�ã�ñ�à���ñ�æµ��ñ�89à�õ�ã���8�57à�8�ã�ñ�õ�8����ß�9���	:

Ric(∂r) =

(

−F
′′

F
− (n− 2)

G′′

G

)

∂r
å'
>D �@ë

Ric(∂t) =

(

−F
′′

F
− (n− 2)

F ′

F

G′

G

)

∂t
å'
>Dä?>ë

Ric(∂ω) =

(

−G
′′

G
+ (n− 3)

1 −G′2

G2
− F ′

F

G′

G

)

∂ω.
å'
>D � ë

$�5oô@8�ã��/ã�578 ��6��#ñ#�ßê�ã78���8����ß8�ê�ã78
Ric = 0

D>�/5½��5�5Ûã�����5���8��	8�5oà�æµã7à#�#ñ²� èÛ��5Û��å'
>D �@ë�8���å'
>Dä?>ë/�
æµ5 �#ñ�æµã�ô@8

G′′

G
− F ′

F

G′

G
,

à�æµ���
FG′′ − F ′G′ = 0.

$�5�8�5 õ�69õ�ã�����êÛã78
G′/F

89à����9æµ57à#�²��5Û���lõ��ßà�æµ57à��!�
α ∈ R

:

G′ = αF.
å'
>D �@ë

�/5.��5�5Ûã�����5Û�oå'
>Dä?>ë/�7æµ5 æµÿ��#�ß8�5�����ã7à�à#�
GF ′′ + (n− 2)F ′G′ = 0,

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78
F ′Gn−2 89à#���9æµ57à#�²��5����8� β ∈ R

:

F ′ = βG2−n.
å'
>D�
 =@ë

<>=



�)ô@89��å'
>D �@ë}8��Eå'
>D�
 =@ë/�7æµ53æµÿ��#�ß8�5Û�
G′′ = αβG2−n.

å'
>D�
 
�ë
ç�æµã�ñ�ñ�69à²æµã7õ�ñ�8&�989à�69ê�ãu���#�ßæµ57à�������57æµã7à�ò]��ã���õ�89à�õ�æµ5�576989à���5����#�����ß89à Dl��æ � ��8Eæµ5 ô@8�ã���ã�578

��6��#ñ#�ßê�ã78&à#ã�ñ
R

2 × S
n−2 �7æµ5 89à#��� ��8�576@�;�Fæ>à²8�ñ

F (0) = 0
8��

F ′(0) = 1

�7�752ê�ã78���� ��6��#ñ#�ßêÛã78�à#ã�ñ��ß8���ñ�8��o�ß8�ñ�ò]�µ����8�ã�ñ�à�æµ�����µà#è��o����æµ�#�ßêÛã78���8�5���8�ã7�����ßõ��ß8�5�578�8�5
0
D���89à

�²é7æµ� �28�5��#ñ²�7:ß578�5Û�
β ≥ 0

�u����57à#�Cê�ã78
G(0) = γ

8��
G′(0) = 0,

� ô@89�
γ := β

1
n−2
D

�	5 ñ�8��½��ñ�êÛãu��5���ê�ã78�� +,69êÛãu���#�ßæµ5eå'
>D�
 
�ë}à�8�ñ�6969��ñ#���

(G′2)′ =
2αβ

3 − n

(
G3−n

)′
,

æµ5 �|8�ã���� + ��5Û��6�ö>ñ�8�ñ�8�5
G′2 =

2αγ

n− 3

(

1 −
( γ

G

)n−3
)

.

�	5 57æµ�²��5Û��êÛã78�å'
>D �@ë�� �o�����ßê�ã78
F ′

F
=
G′′

G′
,

æµ5 ô@æµ����ê�ã78�� + ��5�5�ã������#�ßæµ53õ�8½å'
>D � ë}à���ö>5�� �u8�:
−2

G′′

G
+ (n− 3)

1 −G′2

G2
= 0.

�/��8�5bã��#�����ßà²��5���� +,69ê�ãu���#�ßæµ5Qõ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß8;�#ñ�æµã�ô@698;�|æµã�ñ
G
�|æµ5.�F8�ã���ô@æµ��ñ�êÛã78r�98��#��8rñ�8������#�ßæµ5

à�8�ñ�69õ�ã���� �
α =

n− 3

2γ
.

��ã2ÿ�������5��7æµ5 �#ñ�æµã�ô@8óêÛã78��ß89à�69êÛãu���#�ßæµ57à
{

G′ =
√

1 −
( γ

G

)n−3

G(0) = γ

8��
F =

2γ

n− 3

√

1 −
( γ

G

)n−3

�µõ���8��#��8�5���ã�578rà²æµ��ã��#�ßæµ5bà�ã�ñ
R+
�Fõ�8;à�æµñ#��8Eê�ã%+,8����ß89à�ò]æµã�ñ#5��ßà�à�8�5Û��ã�578 ��6��#ñ#�ßêÛã78o�9æ �o��������8;8��

���ß�9������������8&à#ã�ñ
R

2 × S
n−2 D7�%8��u��ñ²� � ���#ñ�8 γ 89à#������ÿ�ñ�8&8���ô�����õ7��57à R

∗
+

D
�)��ò]æµ57���#�ßæµ5

G
��ñ�æ-:ß�Eõ�8

γ
� ∞ 8�5Xñ�89à#�²��5Û�r�9æµ5Ûô@8 ��8 �)õ�8o����ã7à�� ��� + ��5��75�� �Cæµ5 � G(r) =

r+O(ln r)
8�5�õ�� ��8�57à#�ßæµ5

4
8��
G(r) = r+O(1)

8�5¢õ�� ��8�57à#�ßæµ5
n ≥ 5

D��C��ò]æµ57���#�ßæµ5
F
��ñ�æ-:ß���

8����ß8��7õ�8
0
� 2γ

n−3

�u� ô@89� �r� + ��5��75�� �
F (r) = 2γ

n−3 + O(G(r)3−n)
D

<&




ç�æµã�ñ��9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8ó���;ö@69æ ��6��#ñ#�ß8 �;� + ��5��75�� �uæµ5 �Fæ>à²8
ρ = G

8���æµ5 69��ñ#���
g
à�æµã7à����Eò]æµñ���8

g =
dρ2

G′(G−1)2
+ F (G−1)2dt2 + ρ2dσ2

à�æµ���
g =

dρ2

1 −
(

γ
ρ

)n−3 +

(
2γ

n− 3

)2
(

1 −
(
γ

ρ

)n−3
)

dt2 + ρ2dσ2,

õ�+,æ)(
g = dρ2 + ρ2dσ2 + dθ2 + O(ρ3−n)æ)(

θ
89à��

t
�Eã����#�������ß6��u��ñ}���ó�9æµ57à��²��5Û��8

2γ/(n− 3)
D7��æ � ��8

ρ
à�8��9æ �o�Fæµñ#��8,�ó� + ��5��75����9æ � ��8

r
�@�98��#��8�òÚæµñ��Eã��ß8 ��æµ5��#ñ�8�ê�ã78���� ��6��#ñ#�ßê�ã78�89à#���µà#è��o����æµ�#�ßê�ã78���8�5Û����� ��6��#ñ#�ßê�ã78�à#�²��57õ7��ñ�õÔà#ã�ñ

R
n−1 ×S

1 ���9ô@89��õ�89à}�98�ñ����ß89à�õ�8�ñ²�9è@æµ5 2γ/(n− 3)
D��/5��u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ������E��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�õ�ãÔô@æµ��ã ��8

89à#���9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8 �o�98����ß8&õ�8
R

n−1 D$�5�ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ²�Ô��ã7à�à#�Cê�ã78����;��æµ�|æµ�ßæµö>�ß8óõ�ã ÿ|æµã���89à#���98����ß8&õ�+ ã�5 �7ÿ�ñ�6&�#ñ#��ô������C8�5��98�ñ����ß89à��
�ß8�ö>ñ�æµã��|8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²���A�r� + ��5��75��C89à#�

Z
D

�C89à�òÚæµñ��Eã��ß89à}�#ñ�æµã�ô@6989à}�Fæµã�ñ}�ß89à}�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�89à�à�89���#�ßæµ5�578����ß89à}�|8�ñ���8��#��8�5Û��õ�+,89à��#� ��8�ñ����r�9æµã�ñ0û
ÿ�ã�ñ�8 �r� + ��5��75�� Dl�/5�8/1�8����%å'
>D�
 
�ë}õ�æµ5�578

(Rm(∂r, ∂ω)∂r, ∂ω)

|∂r|2 |∂ω|2
= Sect(∂r ∧ ∂ω) = −G

′′

G
= −n− 3

2
γn−3ρ1−n;

�r� + ���ßõ�8Eõ�8�å'
>D �@ë/�7æµ5 �#ñ�æµã�ô@8
(Rm(∂t, ∂ω)∂t, ∂ω)

|∂t|2 |∂ω|2
= Sect(∂t ∧ ∂ω) = −F

′G′

FG
= −G

′′G′

G′G
= −n− 3

2
γn−3ρ1−n,

�)ô@89��å'
>D�
 =@ë/�7����ô��ß8�5Û�
(Rm(∂r, ∂t)∂r, ∂t)

|∂r|2 |∂t|2
= Sect(∂r ∧ ∂t) = −F

′′

F

= γn−2(n− 2)
G′

Gn−1F
∼ γn−3(n− 2)(n− 3)

2
ρ1−n.

�/��� +,69êÛãu���#�ßæµ5�õ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß8Eô@6�ñ#� �u698��u��ñ
G
õ�æµ5�578

(Rm(∂ω1 , ∂ω2)∂ω1 , ∂ω2)

|∂ω1 |2 |∂ω2 |2
= Sect(∂ω1 ∧ ∂ω2) =

1

G2

(
1 −G′2

)
= γn−3ρ1−n.

�/5��75��læµ5��;6�öÛ���ß8���8�5Û��ô�ãXå�ö>ñ
�µ�98E��ã���à#è���6��#ñ#�ß89à�õ�8���� ��6��#ñ#�ßêÛã78�ë}ê�ã78�� +,æµ53�
Rm(∂r, ∂ω)∂t = Rm(∂ω1 , ∂ω2)∂t = Rm(∂t, ∂r)∂ω = Rm(∂t, ∂ω1)∂ω2

= Rm(∂r, ∂ω1)∂ω2 = Rm(∂ω1 , ∂ω2)∂ω3 = 0.

�/ãe�ß89à;à#è���6��#ñ#�ß89àrõ�ãe��8�57à�8�ã�ñoõ�8��9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�����æµã���89àoà�89àr�9æ �o�Fæ>àØ��5Û��89à�à�æµ5��o�9æµ5Û�#ñ�2µ�ß6989à D�$�5
ñ�8��#�ß8�57õ�ñ²��� +,89à#�#� ��698

|Rm| = O(ρ1−n).
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g ∼= dρ2 + ρ2 ĝS2
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)

=
√
V dẑ.
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=
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=
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+
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D���5Û�#ñ�æ�õ�ã��ßà�æµ57à��ß8�ô@æ�� ��ÿ�ã�������ñ�8�5769�989à�àØ����ñ�8>D

ý;�7ð���©%������¨)© <�D�
>D�

� �F³µ¹ ¯®°u±
A ⊂ A] Ù�¯®´µøo¶�¾µ«�±Ú¹ ¯Ø­½ÙÛ¯ M � �F³µ¹Ú± U = (Ui, U

∗
i , U

]
i )i∈I

´�°F¯
�9¾µ¼;¹§¸�¸ß¯óÙÛ¯ó±Ú«®¹ ¶l¸ß¯�±�­óÙÛ¯;·#³µ«�¬®¸ ¹]¯�°�­rÙÛ¯

M
ÙÛ¯&¼�¯®­Ø´�«#¯ �	°u¹]¯�¶�³µ´�«

λ
¯�±
µ
� �}°MÙµ¹§«#¾�»�´7¯ U ¯Ø­�±	´�°·#³>°.«�¯���³>´(� «�¯®¼½¯®°u±�ÙÛ¯

A
Ù@¾µ°�­

A] ­Ø¹/¸ß¯Ø­�¶l«0³®¶l«Ø¹ ¬�±O¬Ø­ó­Ø´�¹ � ¾>°u±O¯Ø­�­�³>°u±���¬�«Ø¹ ��¬�¯Ø­ �
� ¹ ���Ø¸�¯�øµ¹�­�±O¯M´�°1·#³>«#¬®¸ ¹ ¯®° E ÙÛ¯ A »�´�¹�¯Ø­®±½Ù�¯b¼½¯Ø­Ø´�«�¯M°7´�¸�¸�¯¢¶�³µ´�« λ ¯�± µ ¯�±½±O¯®¸&»�´�¯
A\E ⊂ ⋃i Ui ⊂

⋃

i U
]
i ⊂ A] �

� ¹§¹ � ∀ i ∈ I, Ui ⊂ U∗
i ⊂ U ]

i
�

� ¹§¹�¹ � ∃Q1, ∀ i0 ∈ I, Card
{

i ∈ I/U ]
i0
∩ U ]

i 6= ∅
}

≤ Q1
�

� ¹ � �Qª�³>´�«r± ³µ´�± ��³>´ ¶l¸ß¯ (i, j) ∈ I2 ­9¾>±Ú¹�­ ��¾>¹�­9¾µ°u± Ui ∩ Uj 6= ∅ � ³µ°Ô¶�¯®´�±�±Ú«#³µ´(�µ¯®« k(i, j) ±O¯®¸»�´7¯
Ui ∪ Uj

¯Ø­�±	¹�° ��¸ ´Û­EÙ@¾>°�­
U∗

k(i,j)
�

� � ���Ø¸%ÝÔ¾Ô´�°|¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯ Q2
±O¯®¸§¸ß¯;»�´7¯�¶�³µ´�«E± ³µ´�±

(i, j) ∈ I2 � ­Ø¹ Ui ∩ Uj
° � ¯Ø­®±%¶�¾�­ ��¹ÚÙÛ¯ �¾µ¸�³µ«²­

λ(U∗
k(i,j)) ≤ Q2 min (λ(Ui), λ(Uj))

¯�±
µ(U∗

k(i,j)) ≤ Q2 min (µ(Ui), µ(Uj)).

�	�²��5Û��õ�æµ5�576óã�5 ÿ|æµñ�6����ß8�5
U
õ�8

λ
û ��89à#ã�ñ�8 �75��ß8�57æµ5�5Ûã����ß8ó8���ã�578�òÚæµ57���#�ßæµ5

λ
û ��5Û��8�ö>ñ²��ÿ��ß8

f
��57æµã7à�57æµ��8�ñ�æµ57à

fU,λ
��� ��æ�è@8�5�578óõ�8

f
à#ã�ñ

U
�u��ñ�ñ²�����Fæµñ#�?�o��� ��89à#ã�ñ�8

λ
:

fU,λ =
1

λ(U)

∫

U
fdλ.

$�5½�F8�ã����µà²à�æ����ß8�ñ&����æµã���ÿ|æµ5oñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5�� U ã�5½ö>ñ²����é78��Fæµ57õ�6�ñ�6 (G,mλ)
:>� +,8�57à�8��Eÿ��ß8

õ�8&à²89à�à�æ � ��8���à�89à#�
V = I8���� +,8�57à²8��óÿ��ß8&õ�8&à²89à���ñ�����89à�89à#�

E =
{
{i, j} ⊂ V / i 6= j, Ui ∩ Uj 6= ∅

}
;

V 8�� E à�æµ5�� �óã�5��ßà�õ�8 ��89à#ã�ñ�89à�57æµ��6989àrå���æµã���89à��ß89à�õ�8�ã��uë mλ
8���õ�6/�75��ß89à��u��ñ

∀ i ∈ V, mλ(i) = λ(Ui)
��57õ ∀ {i, j} ∈ E , mλ(i, j) = max(mλ(i),mλ(j)).

<��



�	��

���������Ô<�D�
>D�
�������57à&�98½êÛã78;57æµã7àó�����|8��ßæµ57à�ã�5Qö>ñ²����é78��%���/è.�2��ãQ����ã7à�ã�578���ñ�����8½8�5Û�#ñ�8
õ�8�ã��Eà²æ � ��8���à�õ�æµ5�5769à�Dµ��+,89à#���|æµã�ñ�êÛã7æµ��57æµã7à�57æµ��8�ñ�æµ57à {i, j} ã�578���ñ�����8�8�5Û�#ñ�8}õ�8�ã��Eà�æ � ��8���à
i
8��
j
D�ç�æµã�ñ�57æµã7à���ã�5�ö>ñ²����é78��Fæµ57õ�6�ñ�6�à�8�ñ²�E���rõ�æµ5�57698�õ�+ ã�528�57à�8��óÿ��ß8�õ�8�à²æ � ��8���à V ��õ�+ ã�58�57à�8��Eÿ��ß8oõ�+ ��ñ�����89à E å���57����ã7à�õ7��57à�� +,8�57à�8��Eÿ��ß8oõ�89à��u��ñ#�#�ß89à,�½õ�8�ã��.6��ß6���8�5Û��à&õ�8 V 8���õ�+ ã�578

��89à#ã�ñ�8
σ
û �75��ß8

m
à�ã�ñr� +,8�57à²8��óÿ��ß8�õ�89àoà²æ � ��8���à V D E à²8�ñ²� �óã�5�����ã�����ã7à�à��}õ�+ ã�578 ��89à#ã�ñ�8

σ
û �75��ß8

m
��õ�6/�75��ß8ó�u��ñ����rñ�8������#�ßæµ5

m(i, j) = max(m(i),m(j))
�|õ9�9à�êÛã78 {i, j} �����u��ñ#�#�ß8�5�� �

E D
��æµã7à������ßæµ57à��#ñ²�9ô>�������ß8�ñ��9ô@89�ó�#ñ�æµ�ßà��Oè��F89à�õ�+ ��576�öÛ��������69àE:��ß89à�89à��#� ��6989à�õ��ßà���ñ�����89àóåÚõ�8�ã���������8

8����#ñ�æµ�ßà�������8��Oè��F89à®ë�57æµã7à��F8�ñ���8��#�#ñ�æµ5���õ�8�ñ�89�9æµ���ß8�ñ��ß89à�89à#�#� ��6989à��9æµ5��#��5Ûã789àoå���ñ�8��o�ß8�ñ���è��|8�ë®D
ý;�7ð���©%������¨)©J<�D�
>D <�� ÷}± ¾µ°u±EÙ@³µ°7°F¬®­

k
Ù@¾>°�­

]1,∞]
¯9±
p
Ù@¾µ°7­

[1, k[ �
°l³µ´�­2Ùµ¹�«#³µ°�­ »�´ � ´�°

·#³>° «�¯���³>´(� «�¯®¼½¯®°u± U ­�¾@±Ú¹�­ ��¾µ¹Ú±�´�°F¯�¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬¢ÙÛ¯ �F³Û·�³µ¸�¯ � ��³µ°u±Ú¹�°7´7¯
Lp ÙÛ¯¢Ùµ¹�¼½¯®°�­®¹Ú³µ° k ¶�¾µ««#¾Ø¶@¶�³>«®± �ó¸ ¾�¶�¾µ¹�«�¯�Ù�¯�¼½¯Ø­®´�«�¯Ø­

(λ, µ)
­ � ¹�¸u¯#øµ¹§­®±O¯�´�°F¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯

Sc
±O¯®¸�¸�¯�»�´7¯	¶�³µ´�«�± ³µ´�±

i
Ù@¾>°�­

I �
³>°b¾

∀ f ∈ C∞(U∗
i ),

(∫

Ui

|f − fUi,λ|
pk

k−p dλ

) k−p
k

≤ Sc

∫

U∗
i

|df |p dµ
¯�±

∀ f ∈ C∞(U ]
i ),

(
∫

U∗
i

∣
∣f − fU∗

i ,λ

∣
∣

pk
k−p dλ

) k−p
k

≤ Sc

∫

U]
i

|df |p dµ.

ý;�7ð���©%������¨)© <�D�
>D � � ÷}± ¾>°u±�Ù@³µ°7°F¬®­
k
Ù@¾µ°�­

]1,∞]
¯9±
p
ÙÛ¾µ°�­

[1, k[ �
°F³µ´Û­2Ùµ¹�«0³µ°7­¢»�´7¯�¸ß¯

�µ«#¾Ø¶ 	�¯�¶�³µ°lÙÛ¬�«#¬
(G,m)

­�¾@±Ú¹�­ ��¾µ¹Ú±/´�°F¯&¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬rÙÛ¯��F³Û·�³µ¸�¯ � � �&¹§«®¹�� 	Û¸ß¯�±�Ùµ¹�­ ��« ��±O¯
Lp ÙÛ¯rÙµ¹�¼½¯®° �­®¹Ú³µ°

k
­ � ¹�¸)¯#øµ¹§­®±O¯ó´�°F¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯

Sd
±O¯®¸§¸ß¯r»�´7¯�¶�³µ´�«ó± ³µ´�±O¯o¬®¸�¬�¼�¯�°u±

f
Ù�¯
Lp(V,m) �

³µ°M¾
(
∑

i∈V

|f(i)|
pk

k−p m(i)

) k−p
k

≤ Sd

∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j).

ý;�7ð���©%������¨)©J<�D�
>D + � ÷}± ¾µ°u±EÙ@³µ°7°F¬®­
k
Ù@¾>°�­

]1,∞]
¯9±
p
Ù@¾µ°7­

[1, k[ �
°l³µ´�­2Ùµ¹�«#³µ°�­ »�´ � ´�°

�µ«#¾Ø¶ 	�¯�¶�³µ°lÙÛ¬�«#¬ �	°u¹
(G,m)

­�¾>±Ú¹§­ �9¾µ¹Ú±/´�°|¯&¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬;ÙÛ¯��F³Û·�³µ¸�¯ � ���E¯®´�¼�¾µ°u°
Lp ÙÛ¯rÙµ¹�¼½¯®°�­Ø¹]³µ°

k
­ � ¹§¸C¯#øµ¹§­®±O¯ó´�°F¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯

Sd
±O¯®¸�¸�¯r»�´7¯�¶�³µ´�«E± ³µ´�±�¬�¸�¬®¼½¯®°l±

f
Ù�¯

R
V � ³>°b¾

(
∑

i∈V

|f(i) −m(f)|
pk

k−p m(i)

) k−p
k

≤ Sd

∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j),

³��
m(f)

ÙÛ¬Ø­Ø¹��µ°F¯ó¸�¾�¼�³µÝÛ¯®°u°F¯rÙÛ¯
f
�

�	��

���������r<�D�
>D < �7����57à��98��#��8���8�ñ��o��57æµ�ßæµö>�ß8��7ã�578���576�öÛ��������6Eõ�8�ç)æµ��57� ��ñ�6
Lp 5%+,89à#��ñ#�ß8�5õ�+ ��ã��#ñ�8&ê�ã%+ ã�578���576�öÛ��������6Eõ�8ó
�æµÿFæµ�ß8�ô

Lp õ�8�õ�� ��8�57à��ßæµ5���5��75��ß8>D
�	��

���������o<�D�
>D � �l$�53õ���ñ²�½�u��ñ0ò]æµ�ßà�ê�ã%+ ã�5�ÿ|æµ5�ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û�&à²���#�ßà#ò]������ã�578&��576�öÛ��������6;õ�8r
�æ�û
ÿ|æµ�ß8�ô¢õ��ßà²��ñ�����8&êÛãu��57õ�à�æµ52ö>ñ²����é78��|æµ57õ�6�ñ�6ó�µà�à�æ����ß6����oà²���#�ßà0ò ����� D
�C8��#é769æµñ�����8óà#ã���ô>��5Û��89à#��ã�5 æµã��#���C��ñ#ã7�������C�|æµã�ñ�57æµã7à D

�>=



�ó�C�7¨)â��F�� �<�D�
>D � � ��¹�ø@³µ°�­
k
Ù@¾µ°�­

]1,∞]
¯�±
p
Ù@¾>°�­

[1, k[
� �l¹�´�°�·#³µ°_«�¯���³>´(� «�¯®¼½¯®°u± UÙÛ¯

A
ÙÛ¾µ°�­

A] ­�¾>±Ú¹§­ �9¾µ¹Ú±E¸�� ¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬dÙÛ¯ �|³Û·#³µ¸ß¯*� ��³µ°u±Ú¹�°7´7¯
Lp Ù�¯QÙµ¹�¼½¯®°�­Ø¹]³µ° k ��� � ��� � �h¯�±¸�� ¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬QÙ�¯ �F³Û·�³µ¸�¯ � � �&¹§«®¹�� 	Û¸ß¯�±

Lp ÙÛ¯MÙµ¹�¼½¯®°�­®¹Ú³µ° ∞ ��� � � ��� � � ¾µ¸ ³>«²­Q³µ°V¾e¸�� ¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬XÙÛ¯
�F³�·#³µ¸ß¯*� � �&¹�«Ø¹�� 	Û¸ß¯�±�­Ø´�¹ � ¾µ°u±O¯��

∀ f ∈ C∞
c (A),

∫

A

(

|f |
pk

k−p dλ
) k−p

k ≤ S

∫

A]

|df |p dµ.

�r¯�¶l¸º´�­ � ³>°�¶�¯�´�± � 	�³>¹�­®¹§« S = ScQ12
p−1+ p

k (1 + SdQ2(2
pQ2

1)
k

k−p )
k−p

k .

�	��

���������½<�D�
>D + ���%8;� �µà�æ)(
λ = µ

�
k = ∞ 8�� p = 2

89à�����ñ�æµã�ô@6;�u��ñ��ED%*�ñ#��ö@æµñ + èÛ��5M8����	D

����ßæ-1Fû(��æ>à#��8&õ7��57à �ä*&
��  OD
� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

q := pk
k−p

8����9æµ57à��ßõ�6�ñ�æµ57à
f ∈ C∞

c (A)
D7��5 à²æµã�� �9æµ5 õ�8&�9æµ5�ô@8 ������6ó�F8�ñ���8���õ�+,69��ñ#��ñ�8

∫

A
|f |q dλ ≤

∑

i∈V

∫

Ui

|f |q dλ

≤ 2q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|f − fUi,λ|q dλ+ 2q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|fUi,λ|q dλ

= 2q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|f − fUi,λ|q dλ+ 2q−1
∑

i∈V

|fUi,λ|q λ(Ui).

�C8���ñ�8��o�ß8�ñ���8�ñ���8&89à#��ÿ|æµñ#576��u��ñ�� + ��576�öÛ��������6Eõ�8ó
�æµÿFæµ�ß8�ô2�9æµ5Û�#��5�ã78½:�8�52ñ�8��½��ñ�ê�ãu��5Û��êÛã78
q ≥ p

8���8�5 ã��#�����ßà²��5������;õ�6/�75����#�ßæµ5.õ�+ ã�5 ÿFæµ52ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û���Fæµ5 æµÿ��#�ß8�5Û�
∑

i∈V

∫

Ui

|f − fUi,λ|q dλ ≤ Sq/p
c

∑

i∈V

(
∫

U∗
i

|df |p dµ
)q/p

≤ Sq/p
c

(
∑

i∈V

∫

U∗
i

|df |p dµ
)q/p

≤ Sq/p
c Q

q/p
1

(∫

A]

|df |p dµ
)q/p

.

ç�æµã�ñ�89à��#� ��8�ñ��ß8�à�89�9æµ57õ2��8�ñ���8��7æµ5.�rñ�89�9æµã�ñ�à?�r� + ��576�öÛ��������6óõ�8r
�æµÿFæµ�ß8�ô�õ��ßà���ñ�����8�:
∑

i∈V

|fUi,λ|q λ(Ui) ≤ Sd

∑

{i,j}∈E

∣
∣fUi,λ − fUj ,λ

∣
∣q max(λ(Ui), λ(Uj)).


�� {i, j} 89à#��ã�578Ô��ñ�����8��%� + ��576�öÛ��������6½õ�8½! 8µ�ßõ�8�ñó8��ó�ß89à���ñ�æµ��ñ#�ß6���69àEõ�ãXÿFæµ5Mñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û�

�&




�9æµ57õ�ã��ßà�8�5�� ��:
|fUi,λ − fUi,λ|q max(λ(Ui), λ(Uj))

=
max(λ(Ui), λ(Uj))

λ(Uj)qλ(Ui)q

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ui

∫

Uj

(f(x) − f(y))dλ(x)dλ(y)

∣
∣
∣
∣
∣

q

≤ max(λ(Ui), λ(Uj))

λ(Ui)λ(Uj)

∫

Ui

∫

Uj

|f(x) − f(y)|q dλ(x)dλ(y)

≤ Q2
1

λ(U∗
k(i,j))

∫

U∗

k(i,j)

∫

U∗

k(i,j)

|f(x) − f(y)|q dλ(x)dλ(y).

-b����5Û��8�5u��5����7à#�
X
89à#��ã�5¢ÿ|æµñ�6����ß8�5�õ�8

λ
û ��89à#ã�ñ�8?�75��ß8�57æµ5�5�ã����ß8�8���à#�

g
89à#��ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5

õ�8
Lq(X,λ)

�7æµ53�
1

λ(X)

∫

X

∫

X
|g(x) − g(y)|q dλ(x)dλ(y)

≤ 1

λ(X)

∫

X

∫

X
2q−1(|g(x)|q + |g(y)|q)dλ(x)dλ(y)

≤ 2q

∫

X
|g(x)|q dλ(x).

���������ßê�ã7æµ57à��989��� �
f − fU∗

k(i,j),λ

��à#ã�ñ
U∗

k(i,j)

:

∣
∣fUi,λ − fUj ,λ

∣
∣q max(λ(Ui), λ(Uj)) ≤ Q22

q

∫

U∗
k(i,j)

∣
∣
∣f − fU∗

k(i,j),λ

∣
∣
∣

q
dλ.

��+ ��576�öÛ��������6óõ�8E
�æµÿ|æµ�ß8�ô¢�9æµ5��#��5Ûã78óòÚæµã�ñ#5����

∣
∣fUi,λ − fUj ,λ

∣
∣q max(λ(Ui), λ(Uj)) ≤ Q22

qSq/p
c

(
∫

U]
k(i,j)

|df |p dµ
) q

p

.

$�53æµÿ��#�ß8�5Û��õ�æµ57�½:

∑

i∈V

|fUi,λ|q λ(Ui) ≤ Sd

∑

{i,j}∈E

Q22
qSq/p

c

(
∫

U]
k(i,j)

|df |p dµ
) q

p

.

�	���9æ � ��8
q ≥ p

�����%ô��ß8�5Û�ó:
∑

i∈V

|fUi,λ|q λ(Ui) ≤ SdQ22
qSq/p

c




∑

{i,j}∈E

∫

U]
k(i,j)

|df |p dµ





q
p

.

�C89à���ñ�æµ��ñ#�ß6���69à�õ�+ ã�5�ÿFæµ52ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û���µà�à#ã�ñ�8�ê�ã78o:
∑

{i,j}∈E

∫

U]
k(i,j)

|df |p dµ ≤ Q2
1

∑

i∈V

∫

U]
i

|df |p dµ ≤ Q3
1

∫

A]

|df |p dµ.

�><



�;+,æ)(X:
∑

i∈V

|fUi,λ|q λ(Ui) ≤ SdQ22
qSq/p

c Q
3q/p
1

(∫

A]

|df |p dµ
) q

p

.

$�5.��ñ#ñ#��ô@8 �75u���ß8���8�5Û� �2:
∫

A
|f |q dλ ≤ 2q−1(Sq/p

c Q
q/p
1 + SdQ22

qSq/p
c Q

3q/p
1 )

(∫

A]

|df |p dµ
) q

p

.

�/���>+,89à#���98&ê�ã%+,æµ52ô@æµã�������� D
�

����è2�o��ã7à�à#��ã�578�ô@8�ñ�à#�ßæµ5 � ��8�ã �½��5�5 � õ�8��98�ñ�69à�ã����²��� D
�ó�C�7¨)â��F�� X<�D�
>D � � ��¹�ø@³µ°�­

k
Ù@¾µ°�­

]1,∞]
¯�±
p
Ù@¾µ°�­

[1, k[
� �l¹/´�°d·#³>°M«#¯��²³µ´(��«#¯®¼½¯®°l±��	°7¹

U ÙÛ¯ A ÙÛ¾µ°�­ A] ­9¾>±Ú¹§­ �9¾µ¹�±�´�°F¯�¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬&Ù�¯ �F³Û·#³>¸�¯*� ��³µ°l±Ú¹§°7´7¯ Lp ÙÛ¯�Ùµ¹�¼½¯®°�­®¹Ú³µ° k ��� � � � � �;¯�±´�°F¯r¹�°F¬ �@¾>¸º¹Ú±O¬oÙÛ¯ �F³�·#³µ¸ß¯*� ���E¯®´�¼o¾>°7°eÙ>¹�­ ��«��9±O¯
Lp ÙÛ¯oÙ>¹§¼½¯®°�­®¹Ú³>° ∞ ��� � ����� � � ¾µ¸�³µ«Ø­r³µ°X¾¢´�°F¯¹�°F¬ �@¾>¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯��F³Û·#³µ¸ß¯*� � �ó¯®´�¼�¾µ°7° �

∀ f ∈ C∞(A),

∫

A

(

|f − fA,λ|
pk

k−p dλ
) k−p

k ≤ S

∫

A]

|df |p dµ.

÷}±�³µ°Ô¶�¯®´�± ��	�³µ¹§­Ø¹�«
S = ScQ12

2p−1+ p
k (1 + SdQ2(2

pQ2
1)

k
k−p )

k−p
k
�

� = 

6��$
O�
�_57æµã�ô@8 ��ã��µ�|æ>à�æµ57à

q := pk
k−p

8�����é7æµ�ßà��ßà�à�æµ57à
f ∈ C∞

c (A)
DÛ$�5r�|8�ã���õ�+ ��ÿ|æµñ�õr57æµ��8�ñ�� + ��576�öÛ��������6

‖f − fA,λ‖Lq(A,λ) ≤ 2 inf
c∈R

‖f − c‖Lq(A,λ) .

ç/ñ�æµã�ô@æµ57à����rñ²�����ßõ�8���8�5Û�;:��|æµã�ñ���æµã���ñ�698��
c
�7æµ52�F8�ã���69��ñ#��ñ�8

‖f − fA,λ‖Lq(A,λ) ≤ ‖f − c‖Lq(A,λ) + ‖c− fA,λ‖Lq(A,λ)

= ‖f − c‖Lq(A,λ) + |fA,λ − c| λ(A)
1
q

= ‖f − c‖Lq(A,λ) +

∣
∣
∣
∣

∫

A
(f − c)dλ

∣
∣
∣
∣
λ(A)

1
q
−1

õ�æµ57����ô����r� + ��576�öÛ��������6óõ�8ó! 8µ�ßõ�8�ñ��

‖f − fA,λ‖Lq(A,λ) ≤ ‖f − c‖Lq(A,λ) +

(∫

A
|f − c|q dλ

) 1
q

λ(A)1−
1
q λ(A)

1
q
−1

= 2 ‖f − c‖Lq(A,λ) ,

õ�+,æ)( �ß8�ñ�69à�ã����²��� D
�	5 �u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��uà#�%æµ53��é7æµ�ßà#���

c := mλ(fU.,λ) =

∑

i∈V fUi,λλ(Ui)
∑

i∈V λ(Ui)
,

���



æµ5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8
∫

A
|f − fA,λ|q dλ ≤ 2q

∫

A
|f − c|q dλ

≤
∑

i∈V

∫

Ui

|f − c|q dλ

≤ 22q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|f − fUi,λ|q dλ+ 22q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|fUi,λ − c|q dλ

= 22q−1
∑

i∈V

∫

Ui

|f − fUi,λ|q dλ+ 22q−1
∑

i∈V

|fUi,λ − c|q λ(Ui).

$�5d�F8�ã��o���ßæµñ�àr89à#�#� ��8�ñó�ß89àrõ�8�ã��Q��8�ñ���89àE�9æ � ��8¢õ7��57àE���2��ñ�8�ã�ô@8¢õ�ãX�#é769æµñ�����82<�D�
>D � :
�>+,89à#���Fæµã�ñ�ÿ|æµñ#578�ñ��ß8�à�89�9æµ57õ ê�ã78�57æµ�#ñ�8&�²é7æµ� �2õ�8

c
89à#��õ�6���8�ñ��o��5u��5�� D

�

�	��

���������o<�D�
>D � ���/53ò]�������l�989à���ñ#ö>ã ��8�5Û��à��9æµ57õ�ã��ßà²8�5Û�,�oõ�89à��#é769æµñ�����89à�����ã7à�ö@6�576�ñ²��ã���D|$�5
�|8�ã��½�u��ñ�8 ��8��o���ß8.6�57æµ57�98�ñ�ã�578 ô@8�ñ�à#�ßæµ5 � ����ñ#�ß�²é��ß8�� �FD�ç/ñ�8�57æµ57à 1 ≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞8��Ô�Fæ>à�æµ57à

k = qp
q−p

D�
���ã�5�ÿ|æµ5hñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û� U õ�8 A õ7��57à A] àØ���#�ßà0ò]�����½ã�578 ��576�öÛ��������6õ�8½
�æµÿ|æµ�ß8�ô3�9æµ5��#��5Ûã78
Lp õ�8rõ�� ��8�57à��ßæµ5 k å]� ô@89���9æµ57à#�²��5���8 Sc

ë/�|ã�578;��576�öÛ��������6oõ�8½
�æµÿ|æµ�ß8�ôÛû
����ñ#�ß��é��ß8���õ��ßà���ñ�����8

Lr õ�8Eõ�� ��8�57à#�ßæµ5 rq
q−r

å]� ô@89�E�9æµ57à#�²��5���8
Sd
ë}8���ã�578&��576�öÛ��������6rõ�8r
�æµÿ|æµ�ß8�ô

�9æµ5��#��5Ûã78
Lp õ�8oõ�� ��8�57à��ßæµ5 pr

r−p

å]� ô@89�o�9æµ57à#�²��5Û��8
S′

c

ë/�|���ßæµñ�à�æµ5Qõ��ßà��Fæ>à�8;õ�+ ã�578;��576�öÛ��������6oõ�8

�æµÿ|æµ�ß8�ôÛûO����ñ#�ß�²é��ß8��

Lp õ�8óõ�� ��8�57à#�ßæµ5 k :

∀ f ∈ C∞
c (A),

(∫

A
|f |q dλ

)p/q

≤ S

∫

A]

|df |p dµ,

� ô@89�
S = 2p−p/q

(

(Q1Sc)
q/p +

(
SdQ22

r(S′
c)

r/p
)q/r

Q
3q/p
1

)p/q
.
��8�ö@8�5�ñ�8�õ�8�ñ�69à#ã����²�����|æµã�ñ0û

ñ²����� ���#ñ�8&ã��#�����ßà�6��Fæµã�ñ�ñ�89�9æµ���ß8�ñ�õ�89à���576�öÛ��������69à�õ�8ó
�æµÿFæµ�ß8�ô28���õ�8&ç�æµ��57� ��ñ�6ó8�57à�8��Eÿ��ß8>D
� � ����� � 
 %�� ,�*�� -/%�� � � 
 � !�� *���� ��	$# *���� � #&, ( � ���	�
-b����5Û��8�5u��5�����57æµã7àCà²� ô@æµ57àCê�ã78	õ�89à%��576�öÛ��������69à�õ��ßà���ñ�����89àCà�ã�ñC�98�ñ#�²����57àCö>ñ²����é789àC�F8�ñ���8��#�#ñ�æµ5��

õ�8}ñ�89�9æµ���ß8�ñ�õ�89à���576�öÛ��������69à�õ�8�
�æµÿFæµ�ß8�ôr�ßæ�� ���ß89à D>�%8}��ñ�æµÿ�������8�89à#��:>�9æ � ��8�5��	��ñ�æµã�ô@8�ñ�õ�8}��8����ß89à
��576�öÛ��������69àEõ��ßà���ñ�����89à �½����57àó�98;�u��ñ²��ö>ñ²����é78��%57æµã7àó�����ßæµ57à&õ�+ ��ÿ|æµñ�õQ������ñ#� �u8�ñ&�ß8;���ß8�5Q8�5��#ñ�8��ß89à
õ�� 1�6�ñ�8�5Û��89à½��576�öÛ��������69à�õ�8�
�æµÿFæµ�ß8�ô õ��ßà���ñ�����89à�õ�8 � ����82õ�� ��8�57à#�ßæµ5V:)57æµã7àÔ�����ßæµ57à;ô@æµ��ñ�êÛã78��
�9æ � ��8Ôõ7��57à&�ß8�� �µàE�9æµ5Û�#��5Ûã���� + ��576�öÛ��������6

L1 õ�8½õ�� ��8�57à��ßæµ5 k å 1 < k ≤ ∞ ë�89à#�ó����ã7à�ò]æµñ#��8ê�ã78��ß89à���576�öÛ��������69à
Lp õ�8 � ����8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5��u�Fæµã�ñ 1 ≤ p < k

D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)©.<�D�
>Dä?�� �/³µ°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­�´�°)�µ«0¾®¶ 	�¯�¶�³µ°lÙÛ¬�«#¬�¹§° �	°7¹

(V, E ,m) � � ³µ¹�«}¸ ¾�«#¯®¼�¾µ«#»�´7¯
� � � � ��� � �ó³µ´�­�­®´ ¶Û¶�³�­�³>°�­E»�´7¯E¸�¯rÙÛ¯ �>«#¬oÙ�¯ ��	�¾@»�´7¯ó­�³µ¼;¼½¯�±�¯Ø­®±�·#³µ«®°F¬�¶�¾µ«ó´�°X¯®°u±Ú¹ ¯®«

d
¯�±}»�´7¯

¸�� ³>°�¶�¯®´�±�±Ú«#³µ´(�µ¯®«o´�°d°l³µ¼½·®«�¯
C ≥ 1

±O¯®¸	»�´�¯�¶�³µ´�«�± ³µ´�±O¯�¾µ« ��±O¯ {i, j} � C−1m(i) ≤ m(j) ≤
Cm(i)

� � ¸�³µ«Ø­ó¬9± ¾µ°u±}Ù@³µ°7°F¬
k
Ù@¾µ°�­

]1,∞] �
¸ � ¹�°F¬ �@¾µ¸ ¹Ú±O¬EÙ�¯ �|³Û·#³µ¸ß¯*�

L1 ÙÛ¯rÙµ¹�¼½¯®°�­Ø¹]³µ° k

∀ f ∈ L1(V,m),

(
∑

i∈V

|f(i)| k
k−1 m(i)

) k−1
k

≤ S
∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|m(i, j)
å]<�D�
�ë

�!+



¹�¼�¶l¸º¹]»�´7¯ó¸ � ¹§°|¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬rÙÛ¯��F³�·#³µ¸ß¯*�
Lp ÙÛ¯rÙµ¹§¼½¯®°7­Ø¹]³µ° k

∀ f ∈ Lp(V,m),

(
∑

i∈V

|f(i)|
pk

k−p m(i)

) k−p
pk

≤ S′




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j)





1
p å]<�D <@ë

Ù �®­E»�´�¯
p
¾Ø¶@¶�¾>«®±Ú¹ ¯®°u± �

[1, k[
���r¯�¶l¸º´�­ � ³µ°�¶7¯®´�± � 	�³>¹�­®¹§« S′ = 2pk−1

k−pS(dC)
1− 1

p
�

� = 

6��$
O�

�æµ���

f
ã�5b6��ß6���8�5Û��õ�8

R
V �½à�ã����Fæµñ#� �75�� D�$�5.à�8rõ�æµ5�578óã�5.�u��ñ²� � ���#ñ�8 γ ≥ 1

� � � ��8�ñ�����ã7à
�²��ñ�õ�D7�	53���������ßêÛãu��5��rå]<�D�
�ë � |f |γ �7æµ52�#ñ�æµã�ô@8Ô:

(
∑

i∈V

|f(i)|
γk

k−1 m(i)

) k−1
k

≤ S
∑

{i,j}∈E

||f(i)|γ − |f(j)|γ |m(i, j).

$�ñ�à��
a
8��
b
à�æµ5Û��õ�8�ã���57æ �Eÿ�ñ�89à�ñ�698��ßà��uæµ5 õ��ßà#�Fæ>à²8�õ�8�� + ��576�öÛ��������6½:

||a|γ − |b|γ | ≤ γmax(|a| , |b|)γ−1 ||a| − |b|| ≤ γ |a− b| (|a|γ−1 + |b|γ−1).

ç���ñ��9æµ57à�69ê�ã78�5Û���uæµ53�
(
∑

i∈V

|f(i)|
γk

k−1 m(i)

) k−1
k

≤ γS
∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)| (|f(i)|γ−1 + |f(j)|γ−1)m(i, j).

�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8&! 8µ�ßõ�8�ñ�ÿFæµñ#578��ß8 ��8��óÿ�ñ�8óõ�8�õ�ñ�æµ����8&�u��ñ

2γS




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j)





1
p



∑

{i,j}∈E

|f(i)|(γ−1) p
p−1 m(i, j)





1− 1
p

8���57æ>à�éÛè��Fæµ�#é!�9à�89à�à#ã�ñ��ß8�ö>ñ²����é78 �½�7�#æµñ�8&�989���%�u��ñ

2γS(dC)1−
1
p




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j)





1
p (
∑

i∈V

|f(i)|(γ−1) p
p−1 m(i)

)1− 1
p

.

���%à#ã&%������ßæµñ�à�õ�8ó��é7æµ�ßà#��ñ
γ := pk−1

k−p ≥ 1
�|æµã�ñ��9æµ57����ã�ñ�8&���r��ñ�8�ã�ô@8>D

�

-b����5Û��8�5u��5�����æµ5�ôµ�&8 �������ßê�ã78�ñ	�|æµã�ñ�êÛã7æµ�Fõ�89à	��576�öÛ��������69à�õ�ã��Oè��F8Eå]<�D�
�ë/õ�69�9æµã��ß8�5Û�}õ�+ ��576�öÛ� û
������69à��ßà²æµ�F6�ñ#� ��6��#ñ#�ßê�ã789à�à#ã�ñ��ß8�ö>ñ²����é78>D
ý;�7ð���©%������¨)©�<�D�
>D � � �F³>¹�±

(V, E)
´�° �>«0¾Ø¶ 	�¯ � �}°QÙÛ¬ ��°7¹�±�¸ß¯o·#³µ«#Ù

∂Ω
Ù�� ´�°F¯�¶�¾µ«®±Ú¹ ¯

Ω
ÙÛ¯ V¶�¾>«

∂Ω := {{i, j} ∈ E , {i, j} ∩ Ω 6= ∅ ¯�± {i, j} ∩ (V\Ω) 6= ∅} .

� �



��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)©1<�D�
>D � � �F³µ¹Ú±
(V, E ,m)

´�° �>«0¾Ø¶ 	�¯ó¶�³µ°FÙÛ¬®«�¬¢¹§° �	°7¹ � ��¹�ø@³µ°�­
k
Ù@¾µ°7­

]1,∞]
�

� ¸�³µ«Ø­�¸�� ¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬ó¹§­�³Ø¶�¬�«Ø¹�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯;ÙÛ¯rÙµ¹�¼�¯�°�­Ø¹]³µ°
k

∀Ω ⊂ V ¾���¯�� m(Ω) <∞,
m(Ω)

k−1
k

m(∂Ω)
≤ I

å]<�D �@ë
¯Ø­�±}¬�»�´�¹ � ¾µ¸ß¯®°u±O¯
��¸�� ¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯��F³Û·#³>¸�¯*�

L1 ÙÛ¯rÙµ¹�¼½¯®°�­®¹Ú³µ° k

∀ f ∈ L1(V,m),

(
∑

i∈V

|f(i)| k
k−1 m(i)

) k−1
k

≤ I
∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|m(i, j).

� = 

6��$
O�
ç�æµã�ñ ��æµ5Û�#ñ�8�ñ&ê�ã78r� + ��576�öÛ��������6oõ�8o
�æµÿ|æµ�ß8�ô�� �o�����ßê�ã78r� + ��576�öÛ��������6;�ßà�æµ�|6�ñ#� ��6��#ñ#�ßêÛã78���æµ5bã��#�����ßà�8
à#� �o���ß8���8�5����ß89à�ò]æµ57���#�ßæµ57à�� ��ñ²�µ����6�ñ#�ßà#�#�ßê�ã789à�õ�89à��u��ñ#�#�ß89à�õ�8 V õ�8 ��89à#ã�ñ�8,�75��ß8ó�9æ � ��8�ò]æµ57�®û
�#�ßæµ57àÔ��89à#� D	ç�æµã�ñ ��æµ5��#ñ�8�ñÔ� + � �o�����ß� ���#�ßæµ5i��5Ûô@8�ñ�à²8���æµ5��Fæ>à�8

q = k
k−1

8��Ôæµ5i�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8 ã�578
ò]æµ57���#�ßæµ5

f
�;à#ã����|æµñ#�'�75��Cõ7��57à V D�ç)æµã�ñ���æµã�� i õ�8 V ��æµ53�

f(i) =

∫ f(i)

0
dt =

∫ ∞

0
1t<f(i)dt,

õ�æµ57�

‖f‖Lq(V ,m) ≤
∫ ∞

0

∥
∥1t<f(.)

∥
∥

Lq(V ,m)
dt =

∫ ∞

0




∑

{i∈V , f(i)>t}

m(i)





1
q

dt.

�	+ ��576�öÛ��������6ó�ßà�æµ�|6�ñ#� ��6��#ñ#�ßêÛã78ó�F8�ñ���8���õ�+,8�5 õ�69õ�ã���ñ�8Ô:

‖f‖Lq(V ,m) ≤ I

∫ ∞

0
m(∂ {i ∈ V, f(i) > t})dt

= I

∫ ∞

0

∑

{{i,j}∈E , f(j)≤t<f(i)}

m(i, j)dt

= I
∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|m(i, j),

õ�+,æ)( �ß8�ñ�69à�ã����²��� D
���8}�u��ñ²��ö>ñ²����é78 ��æµ5��#ñ�8�ê�ã78�à����ß8�ö>ñ²����é78�æµÿ���8�5�ã ���u��ñ#�#��ñ	õ�+ ã�5rÿ|æµ5;ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5��	ô@6�ñ#� �u8

ã�578}��576�öÛ��������6}�ßà�æµ�|6�ñ#� ��6��#ñ#�ßê�ã78��@���ßæµñ�à�����ô@6�ñ#� �u8�ñ²��õ�89à���576�öÛ��������69à�õ�8�
�æµÿFæµ�ß8�ôr8���57æµã7à��|æµã�ñ#ñ�æµ57à
���������ßê�ã78�ñ�57æµ�#ñ�8��#é769æµñ�����8�õ�8�ñ�89�9æµ���ß8���8�5Û� D����u89à#�	��8��o�7à}õ�8�57æµã7à������µ�98�ñ}õ7��57à�ã�5¢� �µõ�ñ�8�����ã7à
ö@69æ ��6��#ñ#�ßê�ã78��l�7�75�õ�+,æµÿ���8�5���ñ�õ�89à���576�öÛ��������69à��9æµ57��ñ�����89à�D
� n � \��E����{�~��0yl�/s�s��Ezivrt/se��{�z|����yl�/s��mx)w��Ez ���EzFt vrt IV�²x)x����¢w�su�0yF�#��t�n
�C89àC��576�öÛ��������69à�õ�8�
�æµÿ|æµ�ß8�ô�à�æµ5Û�)ã�5Eæµã��#���Û��ã��ßà²à²��5Û��8�5r��5u����è�à�8/ö>�ßæµÿu���ß8>D�-.����é78�ã�ñ�8�ã7à�8���8�5����

�ß8�ã�ñ	8 ���ßà#��8�57�98�5%+,89à#���u�µà�öÛ��ñ²��5Û�#�ß8>D�$�5oà²�����/ê�ã%+,8����ß89à	à�æµ5���ô@6�ñ#� �u6989à�à#ã�ñ��ß89à�ôµ��ñ#�ß6���69à ���9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8
õ�8����ß�9�����Fæ>à����#��ô@8�8��A��ô@æµ��ã ��8 �½� ��� �½���|å'�ä��ñ�æ� �ë®D�-b���ßà)õ9�9à�ê�ã78	�ß8���ñ�æµ�ßà�à²��57�98}õ�ãóô@æµ��ã ��8�5%+,89à#�
�½� ��� �½���ß8��@8����ß89à/�989à�à�8�5��	õ�+"���#ñ�8�ô>�����ßõ�89à Dµ��æµã7à/ô@æµã��ßæµ57à	�ß�����#ñ�æµã�ô@8�ñ/ã�578}éÛè��Fæµ�#é!�9à�8}ô@æµ��ã �o�ßê�ã78
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M � ¸�¾ ��³µ° �9±Ú¹Ú³>° ρx
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=
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(U,MR)

õ�8
M
ò]æµã�ñ#5��������oà#ã�����8�8 �7�µ����8�:

H1(U) ⊕H1(MR) −→ H1(M) −→ H0(U ∩MR) −→ . . .

. . . −→ H0(U) ⊕H0(MR) −→ H0(M) −→ 0.
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���æµ5�57æµ57àóã�578o��5Û��8�ñ#��ñ�6��²���#�ßæµ5_8�5Q��8�ñ���89àEõ�8oõ��ßà���ñ�6��#�ßà²���#�ßæµ5%DC��æµ�#ñ�8o��5���6�ñ����Eà�8o�|æµñ#��8oà#ã�ñ

ã�578�ô>��ñ#�ß6���6}ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578��9æ �o��������8��9æµ5�578 ��8
M
���9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8����ß�9�����Fæ>à#���#��ô@8�8��/�Fæ>à�à²69õ7��5Û�

ã�5Ôã�5��ßêÛã78�ÿFæµã�� D��)� ��æµ57à	ã�5Ô�Fæµ��5��
o
õ7��57à

M
����é7æµ�ßà#�ßà²à�æµ57à�õ�89à�57æ �óÿ�ñ�89à

R > 0
8��
κ > 1

D�$�5
�µà�à²æ����ß85�;�989à�õ�æµ5�576989à�ã�52ö>ñ²����é78&õ�8����Eò]� �9æµ5 à�ã���ôµ��5���8>D���5 à�æ � ��8���89à#���µà�à�æ����ß6,�

B(R)
8���Ô��éu�µê�ã78;�9æ �o�Fæ>à²��5���8o�9æµ5�578 ��8;õ�+ ��5�578 ��ãMõ�ãb�Oè��F8

A(κiR, κi+1R)
�
i ∈ N

Dl��8�ã��3à�æ � ��8���à
à�8�ñ�æµ5���ñ�8����ß69ào�u��ñ�ã�578 ��ñ�����8�à#��8���à�8�ã��ß8���8�5Û�¢à#��� + �µõ�é76�ñ�8�57�98 õ�89ào�u��ñ#�#�ß89àÔ�9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ7��5���89à
õ�8

M
à + ��5���8�ñ�à�89����8�5Û� D�$�5��Fæµã�ñ#ñ²�Q�#ñ�æµã�ô@8�ñÔã�5i8 ��8��o���ß838�5 �7ö>ã�ñ�83<�D�
>D�����57àÔ�983� �µõ�ñ�8��	���

��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5h��� ûOõ�89à�à#ã7à;57æµã7à�������ñ�8�57õ�êÛã78�à#�
R
89à��;�²é7æµ�ßà#���µà�à�8 <�ö>ñ²��57õ#�/�98¢ö>ñ²����é78289à#�;ã�5

��ñ#ÿ�ñ�8Eõ�æµ5Û�����oñ²�µ����578ó89à#���ß8óà�æ � ��8����9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û�5�
B(R)

Dl$�ã�õ�+ ã�5.��ã��#ñ�8&�Fæµ��5���õ�8�ô�ã78��
� ����8&à��

R
89à����F8��#�����u��ã õ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�578��u��ñ#�#�ß8 �75��ß8����ß8&ö>ñ²����é78&à�8�ñ²�rã�53��ñ#ÿ�ñ�8>D

� ��ñ#�ßæµñ#� ���98��2��ñ#ÿ�ñ�8��|æ>à�à��9õ�83õ�89à½ÿ�ñ²��57�²é789à��}8��Ô�|æµã�ñÔõ�89àÔñ²���ßà�æµ57à¢��89��é�5��ßê�ã789àMå�ô@æµ��ñÔ���
��ñ�8�ã�ô@8�õ�ã½�ß8�� ��8�<�D <�D�
 �@ë/�Û57æµã7à���� ��8�ñ#�ßæµ57à�57æµã7à��µà²à#ã�ñ�8�ñ�ê�ã78��989à	ÿ�ñ²��57�²é789à�578�à�æµ5Û���u�µà	�#ñ�æµ�
�ßæµ5�ö>ã789à D>��æµã7à�� ô@æµ57à	õ�æµ57�}ÿF89à²æµ��5;õ�8��9æµ5��#ñ�2µ�ß8�ñ������²�������ß8�õ�89à	�9æ �o�|æ>à²��5Û��89à��9æµ5�578 ��89à/ÿ|æµñ#576989à
õ�89à��9æ �o���ß6���8�5Û�²����ñ�89à�õ�8�ÿ|æµã��ß89à�õ7��57à����oô>��ñ#�ß6���6>Dl��+,89à#��� +,æµÿ��#8���õ�8�������ñ�æµ�Fæ>à����#�ßæµ5�à#ã���ô>��5Û��8��
ê�ã78�57æµã7à�à�æµã�éu������æµ57à�6�57æµ57�98�ñ�õ7��57à�ã�5 � �µõ�ñ�8E�µà�à�8 <�ö@6�576�ñ²��� D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)©U<�D <�Dä? ��� á�£ � � �|³µ¹�±

M
´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬3«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯ ���¬�«Ø¹ ��¾µ°u±�¸�¾ ��³>°lÙµ¹Ú±Ú¹Ú³µ°MÙÛ¯rÙ@³µ´7·®¸ß¯®¼½¯®°u±�Ùµ´ ��³µ¸º´�¼½¯

∀x ∈M, ∀ t > 0, volB(x, 2t) ≤ CD volB(x, t),

¸�� ¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯�ª�³µ¹�° ��¾µ«�¬
Lp ��¸�� ¬�� 	�¯®¸�¸ß¯o¯�± �Ø¯®°u±Ú«�¬�¯�¯®°b´�°�¶�³>¹§°u± o ÙÛ¯ M

∀ f ∈ C∞
c (M), ∀ t > 0,

∫

B(o,t)

∣
∣f − fB(o,t)

∣
∣p dvol ≤ CP t

p

∫

B(o,t)
|df |p dvol,

���



¾µ¹�°�­®¹/»9´�¯E¸�� ¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯rÙ@³µ´7·®¸ß¯®¼½¯®°u±�¹§° ��¯®«Ø­9¯rÙµ´ � ³>¸º´�¼½¯ �Ø¯®°u±Ú«�¬�¯�¯®°
o

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¾��µ¯��
1 ≤ p < ν

¯�±
Co > 0

� � ¸�³µ«Ø­3³µ° ¶�¯®´�±o±Ú«#³µ´(�µ¯®«3´�°'°l³µ¼½·®«�¯
κ0 ≥ 1

±O¯®¸�»9´�¯�¶�³>´�«
± ³µ´�±

R > 0 �
ÙÛ¯®´>øo¶�³µ¹�°u±�­;»�´7¯®¸ ��³µ°l»9´�¯Ø­�ÙÛ¯;¸�¾¢­ ¶ 	��®«�¯��Û¬�³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»�´7¯

S(o,R)
­�³µ°u±}«�¯®¸ ¹]¬®­�¶�¾>«r´�°

� 	�¯®¼;¹§°e«�¯Ø­®± ¾µ°l±�ÙÛ¾µ°�­
B(o,R)\B(o, κ−1

0 R)
��÷�°h³µ´�±Ú«�¯ � ³µ° ¶7¯®´�±�±Ú«#³µ´ ��¯®«Ô´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯ κ0°F¯rÙÛ¬�¶�¯®°lÙ@¾>°u±�»9´�¯;ÙÛ¯

p � CD
� CP

� Co
¯�±
ν
�


���� +,æµ5dñ�8��|8�57à�8 �2��� õ��ßà²��ñ�6��#�ßà²���#�ßæµ5_êÛã78½57æµã7àr� ô@æµ57àE��5��#ñ�æ�õ�ã�����8����98����3à#��ö>5�� �u8Ôê�ã78�à#�
κ89à#�r��é7æµ�ßà#�}�µà�à�8 <Ôö>ñ²��57õ#�C6��²��5Û�;õ�æµ5�5769àrõ�8�ã��Xà�æ � ��8���àEà����#ã769àr��ã � ����8�5���ô@8 ��ãeà#ã�ñ&� + ��ñ#ÿ�ñ�8

å�� D,8>D��9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û�;��ã � ����8½��5�578 ��ãlë/�%æµ5M�|8�ã�����æµã)�0æµã�ñ�à&�#ñ�æµã�ô@8�ñ&ã�5Qà�æ � ��8��&õ�ãM5���ô@8 ��ã
��ñ�69�969õ�8�5���ê�ã��C89à#��ñ�8����ß6 �;�²éu�µ��ã�53õ�+,8�ã���D
� = 

6��$
O�
$�5X�9æµ57à��ßõ9��ñ�8o�ß8;ö>ñ²����é78�æµÿ���8�5Ûã 8�5M�#ñ²�9ô>����������5Û�;�9æ � ��8���� ûOõ�89à�à#ã7àE�9ô@89�o�ß89àó��5�578 ��ã��

Ai :=
A(2i−1R, 2iR)

�
i ∈ N

∗ � R > 0
�	����ã7à

B(R) =: A0
D/ç�æ>à�æµ57à

Bi = B(2iR)
8��oÿu�����#�ßà�æµ57à

C ���3ÿ�� �#89���#�ßæµ5eê�ã�� ���²éu�µêÛã78�à�æ � ��8��oõ�ãeö>ñ²����é782�µà�à�æ����ß8½���3�u��ñ#�#�ß8��9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û��8 õ�8Ô���
ô>��ñ#�ß6���6>Du��æµã7à�69��ñ#��ñ�æµ57à Ai

�|æµã�ñ C−1(Ai)
8�� Bi

�|æµã�ñ C−1(Bi)
Du��� ��æµ57à

l ∈ N
∗ �l�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à� +,8�57à�8��Eÿ��ß8&57æµ5 ô��ßõ�8

Il = {i ∈ [0, l], Al
89à#����57����ã7à�õ7��57à�ã�578ó�9æ �o�Fæ>à²��5���8&�9æµ5�578 ��8&õ�8 Bl\Bi−1}

8����|æ>à�æµ57à
il = max Il

D
�����|8��ßæµ57à Ml

�����9æ �o�|æ>à²��5���8�õ�8 Bl\Bil−1
ê�ã��Û�9æµ5Û�#�ß8�5�� Al

D ��æµã7à%à#ã����|æ>à�æµ57àCê�ã78
l−il
89à#�

ö>ñ²��57õ#��õ��ßà�æµ57à���à#ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ �
3
D�ç���ñ}õ�6/�75����#�ßæµ5�� Ml\Ail

5%+,89à����u�µà��9æµ5�578 ��8>D���æµã7à���é7æµ�ßà��ßà�à�æµ57à
� + ã�578oõ�8oà�89à��9æ �o�|æ>à²��5���89à&�9æµ5�578 ��89à X ′

l

8���57æµã7à�57æ � ��æµ57à Y ′
l

� + ã�5��ßæµ5Xõ�89à&��ã��#ñ�89àó�9æ �o�Fæ�û
à²��5���89à;�9æµ5�578 ��89à D��/5��75���57æµã7àE�Fæ>à�æµ57à

X ′
l := C−1(X ′

l )
�
Y ′

l := C−1(Y ′
l)
�
Xl := X ′

l\Ail+1
�

Yl := Y ′
l \Ail+1

�
ZX

l := X ′
l ∩ Ail+1

�
ZY

l := Y ′
l ∩ Ail+1

8��
Zl := ZX

l ∪ ZY
l

Du��53õ�89à�à���5.89à#�
��ñ�æµ�|æ>à�6�8�5��7ö>ã�ñ�8�<�D�
�ë�:�à#ã�ñ����Eõ�ñ�æµ����8����ß89à�à�æ � ��8���à}�9æµ�ßæµñ�69à�à�æµ5����98�ã��Ôõ�8 Ml

�Û�ß89à�6��ß6���8�5���à
õ�8 Ml\Ail

à²æµ5Û��ñ�8���ñ�69à�8�5���69à�8�5257æµ��ñ�à����²��57õ��ßà�ê�ã78��ß89à�6��ß6���8�5Û��à�õ�8 Ml ∩Ail

à�æµ5���ö>ñ#�ßà�69à D
�	�²��5Û��õ�æµ5�5769à�õ�89à�57æ �óÿ�ñ�89à�ñ�698��ßà

a
8��
b
��æµ52�F8�ã���õ�6/�75���ñ�ã�578�òÚæµ57���#�ßæµ53�����7à���é����=<

fl
à#ã�ñ

Bl
õ�8����Eò � �9æµ5�à#ã���ô>��5Û��8½:

fl =







a
à#ã�ñ

Xl
�

b
à#ã�ñ

Yl
�

a ro−2ilR
2ilR

à�ã�ñ
ZX

l

�
b ro−2ilR

2ilR

à�ã�ñ
ZY

l

�
0

�u��ñ#��æµã����������ß8�ã�ñ�à�D
��+ ��576�öÛ��������6óõ�8&ç�æµ��57� ��ñ�6óõ�æµ5�578

∫

Bl

|fl − (fl)Bl
|p dvol ≤ CP2lpRp

∫

Bl

|dfl|p dvol.
å]<�Dä?>ë

��é7æµ�ßà#�ßà²à�æµ57à
a
8��
b
�|æµã�ñ	����ô>���ß8�ã�ñ ��æ è@8�5�578�õ�8

fl
à#ã�ñ

Xl ∪Yl
à�æµ���

0
:
a volXl + b vol Yl = 0.�)ô@89�

a := 1
�u�98����oà#��ö>5�� �u8

b = −volXl
vol Yl

D

+Û=



o

Xl

Xl

Xl

Xl Xl
Xl

Xl Xl
Xl Yl

Yl

Yl

Yl

YlYl
Yl

ZX
l

ZX
l

ZY
l

���������
	
il

���������
	
l

�����	�u<�D�
 
Ô��578�ô>��ñ#�ß6���6&8���à²�;õ��ßà���ñ�6��#�ßàØ���#�ßæµ5%D

+ 




�;+ ã�578��u��ñ#���
∫

Bl

|fl − (fl)Bl
|p dvol ≥ 2−p

∫

Bl

∫

Bl
|fl(x) − fl(y)|p dxdy

volBl

≥ 2−p volXl vol Yl |b− a|p
volBl

= 2−p
volXl vol Yl

(

1 + vol Xl
vol Yl

)p

volBl
.

�;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#���
∫

Bl

|dfl|p dvol ≤
(

volZX
l

( a

2ilR

)p
+ volZY

l

(
b

2ilR

)p)

=
volZX

l + volZY
l

(
vol Xl
volYl

)p

2ilpRp
.

��æµ57�

2−p
volXl vol Yl

(

1 + vol Xl
vol Yl

)p

volBl
≤ CP 2p(l−il)

(

volZX
l + volZY

l

(
volXl

vol Yl

)p)

≤ CP 2p(l−il) volZl

(

1 +

(
volXl

vol Yl

)p)

,

õ�+,æ)(
1 ≤ 2pCP 2p(l−il)

volZl volBl

volXl vol Yl
.

å]<�D � ë
ç���ñ�õ�6/�75����#�ßæµ5����ß8.ô@æµ��ã ��8Qõ�8

Zl
89à#� �½�7�0æµñ�6b�u��ñ

V (o, 2il+1R)
D���578 �o��57æµñ²���#�ßæµ5jõ�8

volXl
�|8�ã��?���#ñ�8&æµÿ���8�5�ã78r�9æ � ��8Eõ7��57à����o��ñ�8�ã�ô@8Eõ�8½å]<�D <�D <@ë®D�$�53�²é7æµ�ßà#����ã�53�Fæµ��5��

xl
õ7��57à

S(o, (2l−2 + 2l−1)R/2) ∩Xl
8��}æµ5�57æµ��8�ê�ã78

B(xl, 2
l−3R)

89à#����57����ã7à�õ7��57à
Xl
:��98��#��8�ÿFæµã��ß8

89à#����������ñ�8���8�5Û�E�9æµ5Û��8�5Ûã78½õ7��57à
A(2l−2R, 2l−1R)

8���8����ß8;89à#���9æµ5�578 ��8��|õ�æµ57�o8����ß8r89à#����57����ã7à�8
õ7��57à����Ô�9æ �o�Fæ>àØ��5Û��8o�9æµ5�578 ��8rõ�8rà�æµ5b�98�5Û�#ñ�8

xl
õ7��57à

A(2l−2R, 2l−1R)
�lõ�æµ57�;õ7��57à

Xl
DF�C�

�9æµ57õ����#�ßæµ5.õ�8�õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û��õ�ã ô@æµ��ã ��8&õ�æµ5�578�:

∀x ∈M, ∀ t ≥ s > 0, V (x, t) ≤ CD(t/s)log2 CDV (x, s),

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78

V (o, 2lR)

V (xl, 2l−3R)
≤ CD

(
2l + (2l−2 + 2l−1)/2

2l−3

)log2 CD

= CD11log2 CD

8��
volXl ≥ V (xl, 2

l−3R) ≥ C−1
D 11− log2 CDV (o, 2lR).��æ � ��8Eæµ5 õ��ßà#�|æ>à�8�õ�8���� � ����8 �o��57æµñ²���#�ßæµ53�Fæµã�ñ

vol Yl
�%å]<�D � ë�òÚæµã�ñ#5����ó:

1 ≤ 2pCPC
2
D121log2 CD2p(l−il)

V (o, 2il+1R)

V (o, 2lR)
.

+Û<



�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8&õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û����5Ûô@8�ñ�à�8Eõ�ã2ô@æµ��ã ��8&�|8�ñ���8���õ�+,69��ñ#��ñ�8�:

1 ≤ 2pCPC
2
D121log2 CD2νC−1

o 2(l−il)(p−ν).

��æ � ��8
ν > p

���98��#��8ó��576�öÛ��������6óõ�����ê�ã78
l − il

89à#� �½�7�#æµñ�6��u��ñ�ã�578&�9æµ57à#�²��5Û��8ó��57õ�6��F8�57õ7��5���8
õ�8

l
:��ß89à�ÿ�ñ²��57�²é789à�õ�8�� + ��ñ#ÿ�ñ�8Eæµ5Û��ã�578��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ�ÿFæµñ#57698>DCå]<�D <�D � ë�8�5�õ�69�9æµã��ß8>D

�

á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â� h<�D <�D � � �F³µ¹Ú±
M
´�°F¯
� ¾µ«®¹ ¬�±O¬½«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯ � ��³>´�« ·®´�«#¯

ÙÛ¯�ì�¹�� ��¹7¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ ��¯ � �u´�¶@¶�³µ­�³µ°�­�»�´ � ¹�¸uÝr¾E´�°r¶�³µ¹�°u±
o
ÙÛ¯
M
¾>¹§°�­®¹C»�´7¯�ÙÛ¯�«�¬�¯®¸º­

Co > 0
¯�±
ν > 1±O¯®¸º­E»�´7¯

∀t > s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

� ¸�³µ«Ø­o³µ°�¶�¯®´�±�±Ú«0³µ´ ��¯®«½´�° °l³µ¼½·®«�¯
κ0 = κ0(n, ν, Co) ≥ 1

±O¯®¸�»�´7¯�¶�³µ´�«½± ³µ´�±
R > 0 �

ÙÛ¯�´µø
¶�³>¹§°u±�­�»�´7¯®¸ ��³µ°l»�´7¯Ø­�Ù�¯�¸�¾�­O¶ 	��®«�¯ ��¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯

S(o,R)
­9³µ°u±|«�¯®¸º¹ ¬Ø­�¶�¾µ«�´�° ��	�¯®¼;¹§°Ô«#¯®­®± ¾µ°u±�Ù@¾µ°�­

B(o,R)\B(o, κ−1
0 R)

�
� � � ��� � 
 %�� ,�*�� -/%�� � 	$# *���� ��� � (�� � , 
 -/��� ��� 
 
 ����������� , 
 
 � , 	�� �
��æµã7à%��ñ�æµã�ô@æµ57à)�ß���Ûê�ã78	õ�89à%��576�öÛ��������69à�õ�8	ç�æµ��57� ��ñ�6�æµão
�æµÿFæµ�ß8�ô�à#ã�ñ)õ�89à%ÿ|æµã��ß89à%� �o�����ßê�ã78�5Û�

õ�89à���576�öÛ��������69à���5u���ßæµö>ã789à�à�ã�ñ�õ�89à ��æµñ��98 ��ã����9æµ5�578 ��89à�õ�+ ��5�578 ��ã��|D
ï	 F���� .<�D <�D �
� �F³µ¹Ú±

Mn ´�°F¯ � ¾µ«®¹ ¬�±O¬ó«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯E°l³>° ��³µ¼�¶�¾ � ±O¯ � ��³µ°u°F¯#øÛ¯;¯�±� ��³>´�« ·®´�«#¯.ÙÛ¯�ì�¹�� ��¹	¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ ��¯ � �	¹�ø@³µ°7­
p ≥ 1 � R > 0 � κ > 1

¯�± ��³µ°7­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­Ô´�°i·#³>«#¬®¸ ¹ ¯®°
��³>°7°F¯#øÛ¯

A
¹�° ��¸ ´Û­�Ù@¾µ°�­½¸�� ¾µ°7°F¯#¾>´

B(o, κR)\B(o,R) � o ∈ M
� � ¸�³µ«²­&¶�³µ´�«

0 < δ < 1 �
¸�¯

δR
� � ³µ¹§­Ø¹�°l¾ ��¯

Aδ
Ù�¯
A
��¬�«Ø¹ ��¯E¸�� ¹�°F¬ �@¾>¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯�ª�³µ¹�° ��¾µ«�¬&­Ø´�¹ � ¾>°u±O¯��

∀ f ∈ C∞(Aδ),

∫

A
|f − fA|p dvol ≤ C(n, κ, δ, p)Rp

∫

Aδ

|df |p dvol.

� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

s = δR/3
8����9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à	ã�5

s
û ñ�69à�8 ��ã �½� ��� �½���

(xi)i∈I
õ�8
A
�@� D,8>D>ã�5�à�æµã7à0ûO8�57à�8��Eÿ��ß8

�½� ��� �½����õ�8
A
õ�æµ5��½��æµã7àÔ�ß89à��|æµ��5Û��à¢à�æµ5Û� �Mõ��ßà#�²��57�98 �Eã��#ã78����ß83à�ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ¢æµã�6�öÛ���ß8 �

s
D

��æµã7à¢�Fæ>à�æµ57à
Vi = B(xi, s)

�
V ∗

i = V ]
i = B(xi, 3s)

D}���ßæµñ�à
(Vi, V

∗
i , V

]
i )i∈I

89à#�¢ã�5iÿFæµ5
ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û��õ�8

A
õ7��57à

Aδ
åÚ�®ò#DÛå]<�D�
>D�
�ë#ë/�9�u��ñ%ñ²�����|æµñ#� �}��� ��89à#ã�ñ�8	ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578>D ç�æµã�ñ�å������§ë/�

æµ5 �|8�ã���57æµ��8�ñ�ê�ã78��ß89à
V ∗

i

�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�69à�à�æµ5����9æµ5Û��8�5�ã7à�õ7��57à
B(xi0 , 9s)

8���ã��#�����ßà�8�ñóå]<�D � ë��|æµã�ñ
æµÿ���8�5���ñ

vol(B(xi0 , 9s)) ≤ 30n vol(B(xi,
s
2))

�F��ã��ßà�ê�ã78E�ß89à�ÿ|æµã��ß89à
B(xi,

s
2)
à�æµ5���õ��ßà �0æµ��5���89à��

æµ5Mô@æµ����ê�ã78
Q1 = 30n �9æµ5Ûô��ß8�5Û� DCç)æµã�ñÔå���ô7ë/�|æµ5M�F8�ã����²é7æµ�ßà#��ñ k(i, j) = i

DC��æµ57�98�ñ#5u��5��Ôå�ô�ë/�
å]<�D +�ë&ò]æµã�ñ#5����

vol(V ∗
i ) ≤ 3n vol(Vi)

8�� å]<�D � ëEõ�æµ5�578
vol(V ∗

i ) ≤ 5n vol(Vj)
��õ�æµ57��æµ5 �|8�ã��

��ñ�8�57õ�ñ�8
Q2 = 5n D��æµ�#ñ�8���5Û��8�5Û�#�ßæµ5 89à���õ�+ ���������ßê�ã78�ñ��ß8��#é769æµñ�����8�<�D�
>D �E� ô@89�

k = ∞ D��%8��#é769æµñ�����8�õ�8�B�ã7à�8�ñå]<�D �@ë�ò]æµã�ñ#5����}� + ��576�öÛ��������6��9æµ5Û�#��5Ûã78��F�9ô@89���9æµ57à#�²��5���8
C(n, p)s2

D7"�ã��ßõ¢õ�8�� + ��576�öÛ��������6&õ��ßà²��ñ�����8��
�	5Eñ�8��½��ñ�ê�ãu��5Û�/ê�ã78	�ß89à)ÿFæµã��ß89à

B(xi,
s
2)
à�æµ5���õ��ßà �#æµ��5Û��89à�8����9æµ5Û��8�5Ûã789à/õ7��57à

B(o, κR+ s
2)
�

æµ5 �#ñ�æµã�ô@8
Card(I)min

i∈I
vol(B(xi, s/2)) ≤ vol(B(o, κR + s/2)),

+ �



8����9ô@89�oå]<�D � ë/���989���l� �o�����ßê�ã78�ã�578 �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5 õ�ã¢57æ �óÿ�ñ�8�õ�8�ÿ|æµã��ß89à}õ7��57à��ß8�ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û�&:
Card(I) ≤

(
κR + s/2 + κR

s/2

)n

= (1 + 12κ/δ)n =: N = N(n, κ, δ).

�/���98��#��8�ÿFæµñ#578�89à�����57õ�6��F8�57õ7��5���8óõ�8
R
D

$�ñ½��æµã���ö>ñ²����é78 �75����9æµ5�578 ��82�|æµ57õ�6�ñ�62�u��ño��� ��89à#ã�ñ�8 õ�82õ�6�57æ �Eÿ�ñ�8���8�5Û��ô@6�ñ#� �u82ã�578
��576�öÛ��������6&õ�8�ç�æµ��57� ��ñ�6�:��98����;õ�69�9æµã��ß8�õ�8�� +,69êÛã���ô>���ß8�57�98�õ�89à}57æµñ���89à�à#ã�ñ}ã�5289à#�u�µ�98�57æµñ���6�õ�8
õ�� ��8�57à#�ßæµ5 �75��ß8½å����o�9æµ5�578 ������6ó�µà�à#ã�ñ�8�ê�ã%+,æµ5 �9æ �o�u��ñ�8&ÿ��ß8�5 õ�8�ã��257æµñ���89àØë®Dl��æ � ��8&����5%+ è��
ê�ã%+ ã�5�57æ �óÿ�ñ�8 �75��%õ�8�ö>ñ²����é789à��|æ>à�à�69õ7��5�����ã�����ã7à

N
à²æ � ��8���à���æµ528�5��9æµ57����ã���ê�ã78���æµã7à��ß89à

ö>ñ²����é789à��|æµ57õ�6�ñ�69à�õ�8��98��Oè��|8�ô@6�ñ#� �u8�5���ã�578���576�öÛ��������6&õ�8�ç�æµ��57� ��ñ�6E�9ô@89����� � ����8��9æµ57à��²��5Û��8
P = P (N, p)

åÚæµ5iô@8�ñ#ñ²�Q����ã7àÔ�ßæµ��5 êÛã%+,æµ5��F8�ã�� � ����83õ�æµ5�578�ñ¢ã�5783�9æµ57à��²��5Û��8.8 �������ß������8�ë®D
��æ � ��8½å]<�D � ë�õ�æµ5�578

∀ i, j ∈ V, vol(Vi)

vol(Vj)
≤ (1 + 6κ/δ)n,

���	èb��ã�5Q57æ �Eÿ�ñ�8
K = K(n, κ, δ) ≥ 1

��8���ê�ã78
K−1m0 ≤ m(i) ≤ Km0,

æ)(
m0
89à#��ã�578

��89à#ã�ñ�8���ñ�æµ�Fæµñ#�#�ßæµ5�578����ß8 �¢��� ��89à#ã�ñ�8�õ�8oõ�6�57æ �óÿ�ñ�8���8�5��oà#ã�ñ��ß8;ö>ñ²����é78 G = (V, E)
D)���ßæµñ�à

�|æµã�ñ���æµã��
f
õ�8

R
V �

(
∑

i∈V

|f(i) −m(f)|pm(i)

)1/p

≤ 2 inf
c∈R

(
∑

i∈V

|f(i) − c|pm(i)

)1/p

≤ 2

(
∑

i∈V

|f(i) −m0(f)|pm(i)

)1/p

≤ 2K

(
∑

i∈V

|f(i) −m0(f)|pm0(i)

)1/p

≤ 2PK1/p




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm0(i, j)





1/p

≤ 2PK2/p




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|pm(i, j)





1/p

.

��89����òÚæµã�ñ#5����Ôã�5782��576�öÛ��������6�õ�83ç)æµ��57� ��ñ�6.õ��ßà���ñ�����8
Lp õ�8 õ�� ��8�57à#�ßæµ5i��5��75��ß8���� ô@89� ã�578�9æµ57à#�²��5���8&578�õ�6��|8�57õ7��5Û��êÛã78&õ�8

n
�
κ
�
δ
8��
p
D%å]<�D�
>D �@ë���8�ñ��o��578&���r��ñ�8�ã�ô@8>D

�

�C8 � ����8;��ñ�æ��969õ�6½�9æµ57õ�ã����@�¢ã�578;��576�öÛ��������6�õ�8½
�æµÿ|æµ�ß8�ôFD��������F8��ßæµ57à&õ�+ ��ÿ|æµñ�õMã�5M�#é769æ�û
ñ�����8&õ�8�ç�D7-b��é78�ã���8����	Du
����ßæ-1lû(��æ>à���8½å'�,-b
��  �ë�:�à#ã�ñ�ã�578�ôµ��ñ#�ß6���6&ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578ó�9æ �o��������8
�9æµ5�578 ��8 8����b�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8 õ�82���ß�9�����Fæ>à#���#��ô@8��	��æµã���8¢òÚæµ57���#�ßæµ5h���ßà²à�8

f
à�ã�ñrã�578 ÿFæµã��ß8

B(x, t)ô@6�ñ#� �u8�� + ��576�öÛ��������6Eõ�8E
�æµÿ|æµ�ß8�ô
(
∫

B(x,t)

∣
∣f − fB(x,t)

∣
∣

2n
n−2 dvol

)n−2
n

≤ C(n)
t2

volB(x, t)
2
n

∫

B(x,t)
|df |2 dvol, å]<�D �@ë

+ +



��8��#��8���576�öÛ��������6óõ�8ó
�æµÿFæµ�ß8�ô�à#ã�ñ}�ß89à�ÿ|æµã��ß89à�89à#��8�5�ò]������ã�578��9æµ57à²69êÛã78�57�98ó��ã���æ �½���#�ßê�ã78&õ�8����
��ñ�æµ��ñ#�ß6���6�õ�8;õ�æµã�ÿ��ß8���8�5��Eõ�ãbô@æµ��ã ��8 å�� �o�����ßêÛã7698��u��ñoå]<�D +�ë#ë�8��&õ�8r� + ��576�öÛ��������6�õ�8;ç�æµ��57� ��ñ�6
à#ã�ñ��ß89à�ÿFæµã��ß89àrå§òÚæµã�ñ#5��ß8��u��ñóå]<�D �@ë#ë®D|$�5 8�5�õ�69õ�ã������ß8
ï	 F���� e<�D <�D�
 = � �F³>¹�±

Mn � n ≥ 3 �
´�°|¯�� ¾µ«®¹ ¬�±O¬½«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯½°l³µ° � ��³µ¼�¶�¾ �9±O¯ �

��³>°7°F¯#øÛ¯Ô¯�± � ��³µ´�« ·®´�«�¯¢ÙÛ¯�ì�¹ � ��¹%¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ �µ¯ � ��¹�ø@³µ°�­
p ≥ 1 � R > 0 � κ > 1

¯�± ��³µ°7­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­E´�°
·#³>«#¬®¸ ¹ ¯®° ��³µ°u°F¯#øÛ¯

A
¹§° �9¸º´�­�Ù@¾µ°7­	¸ � ¾µ°7°F¯�¾µ´

B(o, κR)\B(o,R) � o ∈M
� � ¸�³µ«Ø­|¶�³µ´�«

0 < δ < 1 �¸ß¯
δR
� ��³µ¹�­®¹§°F¾ �Û¯

Aδ
ÙÛ¯
A
��¬®«®¹ ��¯ó¸�� ¹�°F¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬;ÙÛ¯ �F³Û·#³>¸�¯*�;­®´�¹ � ¾µ°l±O¯ �

∀ f ∈ C∞(Aδ),

(∫

A
|f − fA|

2n
n−2 dvol

)n−2
n

≤ C(n, κ, δ)
R2

volB(o,R)
2
n

∫

Aδ

|df |2 dvol.

� = 

6��$
O�
��æµã7à�8 �������ßêÛã7æµ57à�à�8�ã��ß8���8�5Û�}�9æ � ��8�5Û���µõ7������8�ñ�������ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5���8���8�5½öÛ��ñ�õ7��5Û�}à�89à	57æµ�²� û
�#�ßæµ57à D|$�5�ô@8�ã������������ßêÛã78�ñ;å]<�D�
>D �@ë�� ô@89�

p = 2
8��
k = n

�7�Fæµã�ñ��ß8 � ����8óÿ|æµ5 ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û� D
ç�æ>à�æµ57à

q = 2n
n−2

D7��+ ��576�öÛ��������6óõ�8&ç�æµ��57� ��ñ�6Eõ��ßà²��ñ�����8
Lq õ�æµ5Û��57æµã7à��9ô@æµ57à�ÿF89à²æµ��5�89à#��õ�æµ5�57698�u��ñ����r��ñ�8�ã�ô@8ó��ñ�69�969õ�8�5Û��8>Dl�/57à#ã�����8��Cå]<�D � ë}õ������Fæµã�ñ���æµã��

i
õ�8
I
�7æµ5��2:

V (o,R)

V (xi, δR/3)
≤
(

1 + κ

δ/3

)n

,

õ�+,æ)(
V (xi, 3s) ≥ V (xi, s) ≥ C(n, κ, δ)V (o,R)

��õ�82à�æµñ#��82êÛã78 �ß8��#é769æµñ�����8�õ�82-b��é78�ã���û

����ßæ-1Fû(��æ>à#��82å]<�D �@ë�òÚæµã�ñ#5�����ã�578r��576�öÛ��������6;õ�8�
�æµÿFæµ�ß8�ô�ûO��8�ã �½��5�5Q�9æµ5��#��5Ûã78o�|æµã�ñ����½�u����ñ�8;õ�8
��89à#ã�ñ�89à

(vol, vol)
:

∀ f ∈ C∞(V ∗
i ),

(∫

Vi

|f − fVi |q dvol
) 2

q

≤ C(n, κ, δ)R2V (o,R)−2/n

∫

V ∗
i

|df |2 dvol, å]<�D�
 =@ë

8��

∀ f ∈ C∞(V ]
i ),

(
∫

V ∗
i

∣
∣f − fV ∗

i

∣
∣q dvol

) 2
q

≤ C(n, κ, δ)R2V (o,R)−2/n

∫

V ]
i

|df |2 dvol.
å]<�D�
 
�ë

å]<�D�
>D �@ë��|8�ñ���8���õ�8&�9æµ57����ã�ñ�8>D
�

��æµã7à&à�æµã�éu������æµ57à�ò]����ñ�8;ã�578;�|8��#����8;ñ�8��½��ñ�êÛã78>DC����57à��ß89à&��ñ�8�ã�ô@89à&��� ûOõ�89à�à#ã7à��|57æµã7àE�9ô@æµ57à
æµÿ���8�5�ã¢�ß89à���576�öÛ��������69à�õ��ßà���ñ�����89à��u��ñ}ã�52��ñ#ö>ã ��8�5Û��õ�8 �75����#ã7õ�8>D��	5½ò ��������æµ5¢�|8�ã����#ñ�æµã�ô@8�ñ�õ�89à
�9æµ57à#�²��5���89à�8 �������ß������89à���8�5 ã��#�����ßàØ��5Û�����r��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5�à�ã���ôµ��5���8>D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)©e<�D <�D�
 
 � �|³µ¹�± G = (V, E)

´�° �µ«#¾Ø¶ 	�¯ �	°7¹ ��³µ°u°F¯#øÛ¯ � ¶�³�­²­ ¬#Ù@¾µ°u± Nv
­�³µ¼;¼½¯�±�­

¯�±�¼;´�°7¹�ÙÛ¯E¸�¾¢¼½¯Ø­Ø´�«�¯oÙÛ¯oÙÛ¬�°l³µ¼½·®«�¯®¼½¯®°u± � �	¹�ø@³µ°7­
p ≥ 1

� � ¸�³µ«Ø­�¶�³µ´�«E± ³µ´�±O¯ �9³µ° �9±Ú¹]³µ°b«�¬�¯®¸�¸�¯
f
­®´�« V � ³µ°M¾

sup
i∈V

|f(i) −m(f)| ≤ (Nv − 1)1−1/p




∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|p




1/p

+ �



¯�±�¯®°½¶�¾µ«�±Ú¹ �9´�¸ ¹]¯�«
∑

i∈V

|f(i) −m(f)|p ≤ Nv(Nv − 1)p−1
∑

{i,j}∈E

|f(i) − f(j)|p .

� = 

6��$
O�
�;+ ��ÿ|æµñ�õ#�)æµ5d�F8�ã��rà�8oñ²� ��8�578�ño��ã � �µàEæ)(X�ß8�ö>ñ²����é78¢89à#�Eã�5 ��ñ#ÿ�ñ�8.:C�9æµã��|8�ñEõ�89à;��ñ�����89àó578
�²éu��5�ö@8��u�µà;�ß8 ��8��Eÿ�ñ�82õ�8¢öÛ��ã7��é7828��;ñ�69õ�ã����o�ß8 ��8��Eÿ�ñ�8 õ�8�õ�ñ�æµ����8>D�-.����5���8�5u��5Û���	õ7��57à;�ß8
� �µà�õ�+ ã�5M��ñ#ÿ�ñ�8��læµ5M�½8 �7�µ����8���8�5Û�

Nv − 1
��ñ�����89à DF� ��éu�µê�ã78o��ñ�����8

e
�læµ5M�µà�à�æ����ß8&ã�578r�9æµ���ß8

Ie
õ�ãXà�8�ö���8�5��

[0, 1]
�)æµ5Q�|8�ã��&ô@æµ��ñE�ß89àó8 ���#ñ�6��o����69àEõ�8

Ie
å
0
8��

1
ë��9æ � ��8Ôõ�8�ã��Qà�æ � ��8���à

õ7��57à��ß8�ö>ñ²����é78 G D�$�5¢�F8�ã����9æµ57à#�#ñ#ã���ñ�8�ã�5¢89à#�u�µ�98 X 8�5¢�9æµ������5��}�ß89à�à�8�ö���8�5���à Ie õ�8�����ò]� �9æµ55u���#ã�ñ�8����ß8��%�>+,89à��0û � ûOõ���ñ�8�8�5b�ßõ�8�5Û�#� �l��5Û�E�ß89à�8 ���#ñ�6��o����69àó�9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ7��5��E��ã � ����8oà�æ � ��8��&õ�ã
ö>ñ²����é78>D

X
ô��ß8�5�� �óã�5��Cõ�+ ã�578���æµ�|æµ�ßæµö>�ß8&8���õ�+ ã�578 ��89à�ã�ñ�8�ÿFæµñ�6����ß8�5�578�5u���#ã�ñ�8����ß89à�����ñ�æ ô@8�5u��5��

õ�8 �98����ß89à½õ�8
[0, 1]
D���8 ����ã7à����ß8 �9æ �o���ß6���8�5Û�²����ñ�8

X̃
õ�82� +,8�57à�8��Eÿ��ß8�õ�89ào�|æµ��5Û��àÔõ�82�9æµ������ö@8

�|æ>à�à��9õ�8�ã�578&à��#ñ#ã7���#ã�ñ�8&õ�� 1|6�ñ�8�5��#�ß8����ß8ó8�� � ����8&ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578>D
�	�²��5Û��õ�æµ5�57698rã�578&ò]æµ57���#�ßæµ5

g
ê�ã��)89à#���9æµ5Û�#��5�ã78oà#ã�ñ

X
�
C1 à�ã�ñ X̃ 8���à�+ ��5�5Ûã��ß8;êÛã78��ßê�ã78�u��ñ#���7æµ5.�r� + ��576�öÛ��������6óà#ã���ô>��5Û��8�:

‖g‖L∞(X) ≤ (Nv − 1)1−1/p
∥
∥g′
∥
∥

Lp(X)
.

å]<�D�
 <@ë
ç�æµã�ñ;��ñ�æµã�ô@8�ñr�989��� ��æµ5d�²é7æµ�ßà#���Eã�5d�Fæµ��5��

x0
��8��}êÛã78

g(x0) = 0
D)���ßæµñ�àó�|æµã�ñó��æµã��r�|æµ��5Û�

xõ�8Ô� +,89à#�u�µ�98¢�9æµ5�578 ��8¢�u��ño��ñ��9à
X
�)æµ5 �F8�ã��E�#ñ�æµã�ô@8�ñ;ã�5 �²é78��o��5 ã�5����²����ñ�8

γ
ñ�8�������5��

x0
�
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∣p
)1/p

≤ (Nv − 1)1−1/p
∥
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∥
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a
õ�8

[1, h′i]
��8��ßà

êÛã78
U ′

i,a

��5���8�ñ�à�89����8
A(Ri, Ri+1)

���989à
Ui,a

�9æµ5��#�ß8�5�578�5Û�bã�5j�|æµ��5Û�
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∣
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∫
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∣
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[0, hi]
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mρ(i, a) =

∫

Ui,a

ρ(r)−
2

n−2 dvol,

õ�+,æ)( � +,89à��#� �½���#�ßæµ5d:
vol(Ui,a)ρ(Ri+1)

− 2
n−2 ≤ mρ(i, a) ≤ vol(Ui,a)ρ(Ri−1)

− 2
n−2 ;
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C(n, κ)−1V (Ri)ρ(Ri)

− 2
n−2 ≤ mρ(i, a) ≤ C(n, κ)V (Ri)ρ(Ri)

− 2
n−2 .
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l := max {i ∈ Z, ∃ a ∈ [0, hi], (i, a) ∈ Ω} .
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mρ(Ω)

mρ(∂Ω)
≤
∑l

i=−∞

∑hi
a=0mρ(i, a)

mρ(e)
≤ C(n, κ)

l∑

i=−∞

∑hi
a=0mρ(i, a)

mρ(l, 0)
.

�)ô@89��å]<�D�
 +�ë/�7����ô��ß8�5Û�
mρ(Ω)

mρ(∂Ω)
≤ C(n, κ)

l∑

i=−∞

V (Ri)ρ(Ri)
− 2

n−2

V (Rl)ρ(Rl)
− 2

n−2

= C(n, κ)

l∑

i=−∞

[

V (Ri)

V (Rl)

(
Ri

Rl

)−2
] n

n−2
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mρ(Ω)

mρ(∂Ω)
≤ C(n, κ)C

− n
n−2

o

l∑

i=−∞

(
Ri

Rl

)n(ν−2)
n−2

= C(n, κ)C
− n

n−2
o

∞∑

j=0

κ−j n(ν−2)
n−2

=
C(n, κ)C

− n
n−2

o

1 − κ−
n(ν−2)

n−2

,
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[1,∞[ �
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Sd
� ÙÛ¬O¶�¯®°FÙ@¾µ°u±}ÙÛ¯

p � κ � n � Co
¯�±
ν �
±O¯�¸)»�´7¯�¶�³µ´�«ó± ³µ´�±O¯ �9³µ° � ±Ú¹Ú³µ°.«�¬�¯®¸�¸�¯

f
�o­®´ ¶@¶�³µ«®± �	°u¹/ÙÛ¾µ°�­ V �

(
∑

v∈V

|f(v)|pmρ(v)

) 1
p

≤ Sd




∑

(v,w)∈E

|f(v) − f(w)|pmρ(v, w)





1
p

.

� -2�31"�I6 �4&'-$�E�
�ó�C�7¨)â��F�� �<�D <�D�
 + ��� ©%� �C��¥Û�§�|�.úC ��F¨ �F¨)¥�  ��� ¤7¨��§ú)¡	� � �|³µ¹�±

Mn � n ≥ 3 �
´�°|¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬
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M
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ν > 2
¯�±
Co > 0

±O¯®¸º­&»9´�¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.
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�µ¬®«Ø¹ ��¯ó¸�� ¹�°F¬ �@¾>¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯��F³Û·#³µ¸ß¯*� ��¶�³µ¹]Ù�­

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ρo(ro)
− 2

n−2 dvol

)1− 2
n

≤ S

∫

M
|df |2 dvol.
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∀ t ≥ 1, volB(o, t) ≥ Aot
ν ,

� ô@89�
Ao = Co volB(o, 1)
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 +�� �o�����ßê�ã78

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ro
− 2(n−ν)

n−2 dvol

)1− 2
n

≤ S̃

∫

M
|df |2 dvol,
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S̃
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�
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�
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volB(o, 1)
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ν
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So(M) := sup
f∈C∞

c (M)\{0}

(∫

M |f | 2n
n−2 ρo(ro)

− 2
n−2 dvol

)1− 2
n

∫

M |df |2 dvol
.
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Mn � n ≥ 3 �
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M
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ν > 2¯�±
Co > 0

±O¯®¸º­E»�´7¯
∀t ≥ s > 0,

volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

� ¸�³µ«Ø­�¶�³µ´�«E± ³µ´�±
β > − ν−2

n−ν
� M

��¬®«®¹ �}¯&¸�� ¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ρo(ro)
nβ−2
n−2 dvol

)n−2
n

≤ Sβ

∫

M
|df |2 ρo(ro)

βdvol,

¾��µ¯��
Sβ = Sβ(n,Co, ν, β)

�

� 




� = 

6��$
O�
��æµã7à;à�æµã�éu������æµ57ào���������ßêÛã78�ñ å]<�D�
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ρo(ro)
nβ−2
n−2 dvol

8��
ρo(ro)

βdvol
���9ô@89�¢�ß8

� ����8½ÿFæµ5dñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5�� D)��æµ�#ñ�8½�²é7æµ� �Xõ�8��|æµ�ßõ�àE�µà�à#ã�ñ�8�� + ��576�öÛ��������6Ôõ�8Ô
�æµÿ|æµ�ß8�ôQ�9æµ5Û�#��5�ã78��
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i
õ7��57à

Z
�
a
õ7��57à

[0, hi]
8��
f
õ7��57à

C∞(U∗
i )
�%å]<�D <�D�
 =@ë�ò]æµã�ñ#5����

(
∫

Ui,a

∣
∣f − fUi,a

∣
∣

2n
n−2 ρo(ro)

nβ−2
n−2 dvol

)1−2/n

≤ C(n, κ)ρo(Ri)
nβ−2

n ρo(Ri)
2
n

∫

U∗
i,a

|df |2 dvol

8����ß8 ��8��Eÿ�ñ�8óõ�8&õ�ñ�æµ����8&�F8�ã�� ���#ñ�8 �½�7�#æµñ�6��u��ñ
C(n, κ) ρo(Ri)

nβ−2
n ρo(Ri)

2
n ρo(Ri)

−β

∫

U∗
i,a

|df |2 ρo(ro)
βdvol

= C(n, κ)

∫

U∗
i,a

|df |2 ρo(ro)
βdvol.
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m(Ω)

m(∂Ω)
≤ C(n, κ)

l∑

i=−∞

V (Ri)ρ(Ri)
nβ−2
n−2

V (Rl)ρ(Rl)
nβ−2
n−2

= C(n, κ)

l∑

i=−∞

[(
V (Ri)

V (Rl)

)1−β (Ri

Rl

)nβ−2
] n

n−2
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m(Ω)

m(∂Ω)
≤ C(n, κ)C

−n(1−β)
n−2

o

∞∑

j=0

κ−j
n(ν−2+β(n−ν))

n−2 ,
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�µ�98 �r57æµ�#ñ�8&é�è��|æµ�#é!�9à�8�à#ã�ñ
β
D
�

�	��
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��
β = 1

��� + ��576�öÛ��������6óà +,69��ñ#���

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2
rn
o

volB(o, r)
dvol

)n−2
n

≤ S

∫

M
|df |2 rn

o

volB(o, r)
dvol
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Mn � n ≥ 3 �
´�°|¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³>°7°F¯#øÛ¯
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M¯�±}ÙÛ¯Ø­&°F³µ¼½·®«#¯®­
α ≥ 0 � S > 0

±O¯®¸º­ó»�´�¯

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ro
−αdvol

)n−2
n

≤ S

∫

M
|df |2 dvol.

�ó³>± ³µ°�­
ν
¸ß¯;°l³µ¼½·®«�¯�«#¬�¯�¸�ÙÛ¬ �	°u¹C¶�¾µ«

α = 2n−ν
n−2

� � ¸ ³>«²­;¹§¸�¯#ø>¹�­�±O¯
Ao > 0

±O¯®¸�»�´7¯�¶�³>´�«�± ³µ´�±
t ≥ 1 � volB(o, t) ≥ Aot

ν �
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α = 0
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�æµÿ|æµ�ß8�ô�ã7à#ã78����ß8�ñ�89êÛã��ß8�ñ#��ã�578&��ñ�æµ�ßà�à²��57�98&õ�ã�ô@æµ��ã ��8ó��ã ��æµ��57à�8�ã7�����ßõ��ß8�5�578>D
� = 

6��$
O�
��æ � ��8 õ�+ éu��ÿ����#ã7õ�8��	�Fæ>à�æµ57à

q = 2n/(n − 2) > 2
D/��� ��æµ57à

R ≥ 2
8��

0 < t ≤ R/2
�/8��

�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à����3òÚæµ57���#�ßæµ5h�����7à²��é����=<
f := max(t − d(., S(o,R)), 0) : f = t

à#ã�ñ;���bà#��é!��ñ�8
S(o,R)

�
f = 0

é7æµñ�à½õ�+ ã�5
t
û ô@æµ�ßà���5u��ö@8�õ�8 �98��#��83à#��é!��ñ�8 8��½à#ã�ñ½�98

t
û ô@æµ�ßà#��5u��ö@8��

f
õ�69��ñ�æ-:ß�

ñ²�µõ������ß8���8�5�� �rô�����89à�à�8
1
D7����57à#� �

∫

M
|f |q r−αdvol ≥ (t/2)q(R + t)−α vol(A(R − t/2, R + t/2)

8��
∫

M
|df |2 dvol ≤ vol(A(R − t, R+ t).

�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8E
�æµÿ|æµ�ß8�ô¢õ�æµ5�578�:

(t/2)2(R + t)−2α/q vol(A(R − t/2, R + t/2)2/q ≤ S vol(A(R − t, R+ t).

�/�²��5��&õ�æµ5�576
i ∈ N

∗ �Fæµ5Q���������ßêÛã78;�989��� � t = 2−iR
Dl�)ô@89�

Vi := vol(A(R(1 − 2−i), R(1 +
2−i))

�7æµ5��
R24−i−1((1 + 2−i)R)−2α/qV

2/q
i+1 ≤ SVi.ç���ñóñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98��)æµ5Qæµÿ��#�ß8�5Û�óã�578½�9æµ57à#�²��5Û��8

C
��57õ�6��F8�57õ7��5���8½õ�8

R
8�����8����ß8½êÛã78;�|æµã�ñ&��æµã��

i ≥ 1
�

vol(B(2R)) ≥ V1 ≥
(

CR2−2α/q
)Pi−1

j=0(2/q)j





i−1∏

j=0

(4−j)(2/q)j



V
(2/q)i

i .

$�ñ�ã�578�ô>��ñ#�ß6���6�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578r89à#���ßæ�� ���ß8���8�5Û��ê�ãu�µà#� ûO8�ã7�����ßõ��ß8�5�578��lõ�æµ57�&æµ53�
lim inf
i−→∞

V
(2/q)i

i ≥ lim inf
i−→∞

(
ωn(2−iR)n

)(2/q)i

= 1.

� �



�/5 �75�õ�8��9æ �o����8��uæµ52�#ñ�æµã�ô@8
vol(B(2R)) ≥ C

1
1−2/qR

2−2α/q
1−2/q

∞∏

j=0

(4−j)(2/q)j
.

�/�
α = 2n−ν

n−2

69ê�ã���ôµ��ã�� �
ν = 2−2α/q

1−2/q

D
�

� � � ��� � � � 
 % � ,�* � -/% �$��� , #���� �
�)ô@89�b<�D�
>D � ��æµ5i�F8�ã�����ã7à�à#��ñ�89�9æµ���ß8�ñ�õ�89àÔ��576�öÛ��������69à�õ�83ç�æµ��57� ��ñ�6>D��/5i�#ñ²�9ô>����������5Û�2õ7��57à

�ß8 � ����8;� �µõ�ñ�8;êÛã78E��ñ�69�969õ�8�� ��8�5Û���C� + ��576�öÛ��������6;ö>�ßæµÿu���ß8rê�ã%+,æµ5b�#ñ�æµã�ô@8;89à#��ã�578ó��576�öÛ��������6oõ�8
!���ñ�õ�è@D
�ó�C�7¨)â��F�� h<�D <�D�
 � � � ©%� �)�)¥Û�§����ú) ��&�)â�ú	� ��� �F³µ¹Ú±

Mn � n ≥ 3 �
´�°|¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬½«Ø¹ ¯®¼�¾µ° �

°7¹ ¯®°7°|¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯�¯�± � ��³µ´�«9·�´�«�¯½Ù�¯�ì�¹�� ��¹%¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ ��¯ � ��¹�ø@³µ°�­
p ≥ 1

� �u´�¶@¶�³�­9³µ°�­E»�´�� ¹§¸
¯#ø>¹�­�±O¯&´�°Ô¶�³µ¹�°u±

o
ÙÛ¾µ°�­

M
¯�±�ÙÛ¯Ø­&«�¬�¯®¸º­

ν > p
¯9±
Co > 0

±O¯®¸º­E»�´7¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

� ¸�³µ«Ø­
M

�µ¬®«Ø¹ ��¯ó¸�� ¹�°F¬ �@¾>¸º¹Ú±O¬rÙÛ¯��&¾µ«#ÙµÝ

∀ f ∈ C∞
c (M),

∫

M
|f |p r−p

o dvol ≤ H

∫

M
|df |p dvol,

¾��µ¯��r´�°|¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯
H
ÙÛ¬O¶�¯®°FÙ@¾µ°u±�­9¯®´�¸ß¯®¼½¯®°u±}ÙÛ¯

n � Co
� ν
¯�±
p
�

� = 

6��$
O�
�C�r��ñ�8�ã�ô@8��9æµ57à��ßà#��8,�;���������ßêÛã78�ñ�<�D�
>D � � ô@89�

k = ∞ D���æµã7à}ã��#�����ßà²æµ57à}�ß8 � ����8�ÿFæµ5�ñ�89�9æµã�ô�ñ�8®û
��8�5�� U ê�ã78Eõ7��57à��ß8r�u��ñ²��ö>ñ²����é78r��ñ�69�969õ�8�5Û���%8�5.ñ�8��½��ñ�êÛãu��5��&êÛã%+ ����89à#��8�57�9æµñ�8rÿFæµ5.�Fæµã�ñ�����u����ñ�8;õ�8 ��89à#ã�ñ�89à

(r−pdvol, dvol)
D%��æµã7à��9ô@æµ57à�ÿ|89à�æµ��5bõ�+ ã�578E��576�öÛ��������6;õ�8;ç)æµ��57� ��ñ�6o�9æµ5��#� û

5�ã78>D)��æ � ��8o�|æµã�ñE<�D <�D�
 <��%à#�/æµ5Q��ñ�8�57õ
i
õ7��57à

Z
8��
a
õ7��57à

[0, hi]
�|��æµã���8;ò]æµ57���#�ßæµ5Q���ßà�à�8

fà#ã�ñ
U ]

i,a

ô@6�ñ#� �u8
∫

Ui,a

∣
∣f − fUi,a,µα

∣
∣p r−pdvol ≤ 2p inf

c∈R

∫

Ui,a

|f − c|p r−pdvol

≤ 2p

∫

Ui,a

∣
∣f − fUi,a

∣
∣p r−pdvol

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã%+ � ô@89�E<�D <�D ���
∫

Ui,a

∣
∣f − fUi,a,µα

∣
∣p r−pdvol ≤ 2pC(n, κ)R−p

i−1R
p
i+1

∫

U∗
i,a

|df |p dvol

≤ C(n, κ, p)

∫

U∗
i,a

|df |p dvol.

�/���ß8 � ����8ó��ñ#ö>ã ��8�5Û��ôµ��ã����|æµã�ñ��ß89à��u����ñ�89à
(U∗

i,a, U
]
i,a)
D

� +



��+ ��576�öÛ��������6Qõ��ßà���ñ�����8.ñ�89êÛã��ßà²83õ7��57à <�D�
>D � à +,æµÿ��#�ß8�5��2�u��ñÔ� + ��ñ#ö>ã ��8�5���õ�8M<�D <�D�
 �
���ß��� �}æµ5
89à#�#� ��8&�ß8�êÛã7æµ�#�ß8�5����ßà�æµ�|6�ñ#� ��6��#ñ#�ßêÛã78óõ��ßà���ñ�8����u��ñ

C(n, κ)

l∑

i=−∞

V (Ri)

V (Rl)

(
Ri

Rl

)−p

,

ê�ãu��5Û�#����6óÿFæµñ#57698��u��ñ

C(n, κ)Co

∞∑

j=0

κ−j(ν−p) <∞

ö>ñ
�µ�98 �r57æµ�#ñ�8óéÛè��Fæµ�#é!�9à²8�õ�8&õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û����5Ûô@8�ñ�à�8óõ�ã2ô@æµ��ã ��8>D
�

B������#�ßà�æµ57à���� ��8������ß8�ã�ñ�8ó�9æµ57à#�²��5���8óõ7��57à�� + ��576�öÛ��������6Eõ�8&!���ñ�õ�è
L1 D

ý;�7ð���©%������¨)©.<�D <�D�
 � � �F³µ¹Ú±
M
´�°|¯ � ¾µ«®¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯ ��÷}± ¾>°u±CÙ@³µ°u°F¬

o
Ù@¾>°�­

M � ³>°bÙÛ¬ �	°7¹Ú±	¸�� ¹�° � ¾µ«®¹]¾µ°u±/«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°

Ho(M) := sup
f∈C∞

c (M)\{0}

∫

M |f | r−1
o dvol

∫

M |df | dvol .

� n�� \��E����{�~��0yl�/s vrt G�w��¢w�~�t�� � �¢w���vrs t�y�w �Ô��z|{}ylt �EzFs vrt G�x|pEz����
vr��� ��t�z�n

��+ ��576�öÛ��������6oõ�8;
�æµÿ|æµ�ß8�ô ���|æµ�ßõ�à��½õ�8E57æ �óÿ�ñ�8�ã7à�89à��9æµ57à²69êÛã78�57�989à���5u����è��#�ßêÛã789à DF��æµã7à���� û
�ßæµ57à�õ�6�ô@8��ßæµ���|8�ñ�ê�ã78��ßêÛã789à���ñ�æµ��ñ#�ß6���69à�õ�89à�æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�à�õ�8ó
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ�8�5 ��ñ�69à�8�57�98�õ�8&�98��#��8
��576�öÛ��������6>D��/���ß89à	�#ñ�æµã�ô@8�ñ�æµ5���õ�89à����������ß� ���#�ßæµ57à�ö@69æ ��6��#ñ#�ßê�ã789à�õ7��57à	���&à#ã�����8>D>��æµã7à��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à
�ß����ã�578�ô>��ñ#�ß6���6�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578ó�9æ �o��������8&�9æµ5�578 ��8

Mn � n ≥ 3
�!�;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&õ�8����ß�9���|�|æ>à#���#��ô@8

8��E��8����ß8½ê�ã78o�Fæµã�ñóã�5d�98�ñ#�²����5X�|æµ��5Û�
o
õ7��57à

M
8��ó�|æµã�ñ&ã�5d57æ �óÿ�ñ�8

S > 0
�%� + ��576�öÛ��������6¢õ�8


�æµÿ|æµ�ß8�ô �r�Fæµ�ßõ�à�à�ã���ôµ��5���8&89à#��ô@6�ñ#� �u698½:

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ρo(ro)
− 2

n−2 dvol

)1− 2
n

≤ S

∫

M
|df |2 dvol.

��æ � ��8¢����ã7àEéu��ã����)57æµã7à;69��ñ#��ñ�æµ57à;à�æµã�ô@8�5��
ρ(r)

�Fæµã�ñ
ρo(ro) = rn

o
V (ro)

� �½���ßà;��ã7à²à#�
dµρ =

ρ(r)−
2

n−2 dvol
8��
q = 2n

n−2

D@�/5�ò]�������>57æµã7à�ã��#�����ßà�8�ñ�æµ57à	� + é�è��|æµ�#é!�9à�8
Ric ≥ 0

ã�5��ßê�ã78���8�5Û��õ7��57à
<�D ��D �o8���<�D ��D +3å��Fæµã�ñ��µà²à#ã�ñ�8�ñ����;��ñ�æµ��ñ#�ß6���6óõ�8�õ�æµã�ÿ��ß8���8�5���õ�ã2ô@æµ��ã ��8�ë®D
��æµã7à��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à�ã�5 �7ÿ�ñ�6rô@89����æµñ#�ß8���8�ã7�����ßõ��ß8�5.���ßà²à�8

E −→ M
���Eã�5���õ�+ ã�578r�9æµ5�578 ���ßæµ5

�9æ �o�u���#��ÿ��ß8 ∇ D���æµã7à�57æµ��8�ñ�æµ57à ��æµã)�#æµã�ñ�à (., .)
�ß8.��ñ�æ�õ�ã����3à�� ��������ñ�8b�Fæµ57���#ã78��&à�ã�ñ2�ß8 �7ÿ�ñ�6

ô@89����æµñ#�ß8���8�ã7�����ßõ��ß8�5��%�u��ñ |.| ����57æµñ���8o�|æµ57���#ã78����ß8��%�u��ñ ∆ = ∇∗∇ �ß8;���������µ���ß8�5dõ�8oB}æ��²é�578�ñåÚæµã ���������µ���ß8�5�ÿ�ñ#ã��Øë®D7��æµã7à}57æµã7à���5Û��6�ñ�89à�à²æµ57à���ã���æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�à�õ�8ó
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ
∆ + V

��æ)(
V89à#�rã�5e��éu� �o�h�9æµ5Û�#��5�ãhõ�+,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���89à�à#è���6��#ñ#�ßê�ã789àEõ�8

E
D���æµã7à;õ�69�9æ �o�|æ>à�æµ57à

V
8�5

V = V+ − V−
�uæ)(

V+
8��
V−
à�æµ5���õ�89à���éu� �o�7à�õ�+,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���89à�à#è���6��#ñ#�ßêÛã789à��Fæ>à#���#� ò]à�õ�8

E
D

� �



� � � ��� ��
 -�� % � #�� � � � � , 
 

	$*�,'-��
� 
 �
�C8��#é769æµñ�����8�à#ã���ô>��5Û�E89à��óã�5Xñ�69à�ã����²���Eõ�ãX��è��|8 � ���ßæµã�ô������ß8 �*�%ö@6�576�ñ²�����ßàØ��5Û� �ä�}��ñ  �å�ô@æµ��ñ�,ç	��
� ��|æµã�ñóõ�89à&ñ�69à�ã����²����àó8�5X���ß8�5lë®D)�O��õ����óêÛã%+ ����5%+ èX���u�µàóõ�8�à²89���#�ßæµ5X57æµ5X�#ñ#��ô������ß8�ê�ã���89à#�

�|8��#����8&��� + ��5��75���8��)à�æµã7à0û éu��ñ���æµ5��ßê�ã78��Fæµã�ñ�ã�5Eæµ�|6�ñ²����8�ã�ñ/õ�8}
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ ���Fæµ��8�5��#�ß8�����ñ�89à²êÛã78
�|æ>à#���#� ò#D
�ó�C�7¨)â��F�� e<�D ��D�
 � �ó�%�u¨)â��l�� _ú��ä��©%©%�%¥@������¨)© ��� �	¹�ø@³µ°7­

m > 1
¯�±}­®´ ¶Û¶�³�­�³>°�­½»�´�¯�¸ß¯

¶�³@±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸
V
­�¾@±Ú¹�­ ��¾µ¹Ú±

S

(∫

M
|V−|

n
2 ρ(r)dvol

) 2
n

<
2

m

(

2 − 2

m

)

.

� ¸�³µ«Ø­�± ³>´�±O¯&­9¯ �9±Ú¹Ú³>°.¸�³ ��¾>¸�¯®¼½¯®°l± 
�¹ä¶u­�� 	�¹�± �
σ
ÙÛ¯
E
±O¯®¸�¸�¯r»�´7¯

(∆σ + V σ, σ) ≤ 0
¯�±

∫

A(R/2,R)
|σ|m dvol = o(R2)

¯Ø­�±�°u´�¸�¸�¯ �
�	��

���������r<�D ��D�
��7����57à��98���6�57æµ57�96������;õ��ßà#�#ñ#��ÿ�ã��#�ßæµ5

(∆σ, σ)
89à#��õ�6/�75��ß8��u��ñó:

∀φ ∈ C∞
c (M), < (∆σ, σ), φ >=

∫

M
(∇σ,∇(φσ))dvol

D
� = 

6��$
O�

�æµ�ß8�5��oã�5 57æ �Eÿ�ñ�8

R > 0
8��;ã�578ÔòÚæµ57���#�ßæµ5e���ßà�à�8

χ
ê�ã���89à��;6�öÛ���ß8 �

1
à#ã�ñ

B(R)
�A�

0
à#ã�ñ

M\B(2R)
�C��ñ�8�57õ à�89àóôµ���ß8�ã�ñ�àrõ7��57à

[0, 1]
8��óô@6�ñ#� �u8 |dχ| ≤ 2/R

D�$�5e���������ßêÛã78Ô� + ��576�öÛ��������6
õ�8;
�æµÿFæµ�ß8�ô ���Fæµ�ßõ�à �o���oòÚæµ57���#�ßæµ5.�ßæ�� ���ß8���8�5����%���7à���é����=<

χu
m/2
ε

�læ)(
uε =

√

|σ|2 + ε
�
ε > 0å�57æµã7àEæ ��8��#�#ñ�æµ57à&��� ��89à#ã�ñ�8oñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578¢õ7��57à��ß89à���ñ�æ���éu����5789à&òÚæµñ��Eã��ß89àE�7�75Xõ�8oò]�µ����������8�ñ

�ß8�ã�ñ��ß89���#ã�ñ�8�ë�:

1
S

(∫

M
χqu

mq
2

ε ρ(r)−
2

n−2

) 2
q

≤
∫

M

∣
∣
∣d(χum/2

ε )
∣
∣
∣

2

=

∫

M
|dχ|2 um

ε +

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
+ 2

∫

M
(um/2

ε dχ, χd(um/2
ε ))

≤ (1 + 1/b)

∫

M
|dχ|2 um

ε + (1 + b)

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2

�|æµã�ñ���æµã��
b > 0

D���578&��5Û��6�ö>ñ²���#�ßæµ5��u��ñ��u��ñ#�#�ß89à�õ�æµ5�578
∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
=

∫

M
(χ2d(um/2

ε ), d(um/2
ε ))

=

∫

M
2χ(um/2

ε dχ, d(um/2
ε )) +

∫

M
χ2um/2

ε ∆(um/2
ε )

= 2

∫

M
(um/2

ε dχ, χd(um/2
ε )) +

m

2

∫

M
χ2um−1

ε ∆uε

+

(
2

m
− 1

)∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
.

� �



��æµ57�����|æµã�ñ���æµã��
a > 0

��æµ53�
∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
≤ (

2

m
− 1 + a)

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
+
m

2

∫

M
χ2um−1

ε ∆uε +
1

a

∫

M
|dχ|2 um

ε .


��Cõ�8�����ã7à
a < 2 − 2/m

�����%ô��ß8�5Û�
∫

M
χ2
∣
∣
∣d(um/2

ε )
∣
∣
∣

2
≤ (2 − 2

m
− a)−1

(
m

2

∫

M
χ2um−1

ε ∆uε +
1

a

∫

M
|dχ|2 um

ε

)

.

�;+,æ)(X:
1

S

(∫

M
χqu

mq
2

ε ρ(r)−
2

n−2

) 2
q

≤ C(m,a, b)

∫

M
|dχ|2 um

ε +D(m,a, b)

∫

M
χ2um−1

ε ∆uε

æ)(
C(m,a, b) = 1 + 1/b+

1 + b

a(2 − 2/m− a)8��
D(m,a, b) =

(1 + b)m

2(2 − 2/m− a)
.

�%8&�F8��#����� ���ß��ã��

uε∆uε = (σ,∆σ) − ε |∇σ|2
u2

ε

− |σ|2 |∇σ|2 − (σ,∇σ)2

u2
ε

,

�µà�à�ã�ñ�8
uε∆uε ≤ (σ,∆σ) ≤ (V−σ, σ) ≤ |V−| u2

ε .$�5 �|8�ã���õ�æµ57�&69��ñ#��ñ�8

1

S

(∫

M
χqu

mq
2

ε ρ(r)−
2

n−2

) 2
q

≤ C(m,a, b)

∫

M
|dχ|2 um

ε +D(m,a, b)

∫

M
χ2 |V−|um

ε

ê�ã�� ��êÛãu��57õ
ε
��8�57õ2ô@8�ñ�à < 6�ñ�æ9��ò]æµã�ñ#5����

1

S

(∫

M
χq |σ|

mq
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C(m,a, b)

∫

M
|dχ|2 |σ|m +D(m,a, b)

∫

M
χ2 |V−| |σ|m .

�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8&! 8µ�ßõ�8�ñ�� �o�����ßêÛã78E���ßæµñ�à
∫

M
χ2 |V−| |σ|m ≤

∫

M
χ2 |σ|m ρ(r)−

2
n |V−| ρ(r)

2
n

≤
(∫

M
χq |σ|

mq
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q
(∫

M
|V−|

n
2 ρ(r)

) 2
n

︸ ︷︷ ︸

NV

.

� ?



��ã �75u��� �����%ô��ß8�5Û�
(1 − SNVD(m,a, b))

(∫

M
χq |σ|

mq
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ 4SC(m,a, b)

R2

∫

A(R,2R)
|σ|2

8���57æµ�#ñ�8&éÛè��Fæµ�#é!�9à�8�à�ã�ñ��ß8��Fæµ��8�5��#�ß8��CöÛ��ñ²��5��#���
(
∫

B(R)
|σ|mq/2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ 1

1 − SNVD(m,a, b)

4SC(m,a, b)

R2

∫

A(R,2R)
|σ|m ,

�;�9æµ57õ����#�ßæµ5.êÛã78
NV <

1

SD(m,a, b)
=

2

mS

1

1 + b
(2 − 2/m− a).

-b���ßà28�5 ��é7æµ�ßà#�ßà²à²��5Û�
a
��57õ

b
à#ã&%½à²� � ��8�5Û���F8��#����à����98��#��8M�9æµ57õ����#�ßæµ5j�F8�ã��2��æµã)�#æµã�ñ�à ���#ñ�8

ô@6�ñ#� �u698>D|$�5�ò]����� �½����5���8�5u��5Û����8�57õ�ñ�8
R
ô@8�ñ�à�� + ��5��75���:�����ñ�89à���8

σ = 0
D
�

� � � ��� ��% � # � � �1� , 
 � � � * � � 
�� 
 � �
"�ã78E�|8�ã��0ûOæµ5.õ���ñ�8rêÛãu��57õ3æµ5b�½à�8�ã��ß8���8�5Û� ∫

M |V−|
n
2 ρ(r)dvol < ∞ ?

�/5M�µõ7�����²��5Û��ã�578
��89�²é�5��ßêÛã78�õ�6�ô@8��ßæµ���|698}õ7��57à �,B����� ��æµ5r�|8�ã�����ñ�æµã�ô@8�ñ	õ�89à�89à��#� ��6989à�õ�8}õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98'��� + ��5��75��
�|æµã�ñ/õ�89à/à�89���#�ßæµ57à

σ
ô@6�ñ#� �l��5��

∆σ+V σ ≤ 0
Dµ��æµã7à	�����ßæµ57à���ñ�æµã�ô@8�ñ/�#ñ�æµ�ßà��ß8�� ��89à�ö@6�576�ñ²��ã��;8��

57æµã7à�ô@8�ñ#ñ�æµ57à	����ã7à��ßæµ��5.åÚ�®ò#DÛ<�D � ë/�9æ � ��8�5����ß89à�ã��#�����ßà�8�ñ�õ7��57à�ã�5Ô�9æµ5���8 ����8�ö@69æ ��6��#ñ#�ßêÛã78råÚæ)(½�ß8
�|æµ��8�5Û�#�ß8��C8������rà�89���#�ßæµ5 à²æµ5Û��ñ�8����ß69àØë®D���+ �ßõ�698�89à#��õ�8���ñ²���#�ßêÛã78�ñ�ã�578�����6�ñ²���#�ßæµ53õ�8�-.æ>à�8�ñ&:��>+,89à#�
�ß8��#ñ�æµ�ßà#������8��ß8�� ��8��������µà�à#�ßê�ã78>D�-b���ßà¢�98 �ß8�� ��835782ò]æµ57���#�ßæµ5�5783ê�ã78�à�æµã7à½ã�578�é�è��|æµ�#é!�9à�8
��89�²é�5��ßêÛã78Qà�ã�ñÔ�ß8b�|æµ��8�5Û�#�ß8�� ��õ7��57à����d��ñ²���#�ßê�ã78����98��#��8béÛè��Fæµ�#é!�9à�8b�|æµã�ñ#ñ²� ���#ñ�8bôµ�����ßõ�698b8�5
���������ßê�ãu��5Û���ß8Ô��ñ�8��o�ß8�ño�ß8�� ��8>D/�%8�õ�8�ã���������8��ß8�� ��8289à#�E���.���ß6�õ�+ ã�5_��é76�57æ � ��5782õ�+ ��ã���æ�û
� ��6����ßæµñ²���#�ßæµ5.õ�89à�89à#�#� ��6989à�õ�æµ5���57æµã7à��#��ñ�8�ñ�æµ57à��u��ñ#�#� D
��æµã7à��9æµ57����ã�ñ�æµ57à��98��#��8��u��ñ#�#�ß8&�u��ñ�ã�578&89à��#� ��698&õ�8��Oè��F8ó-3æ>à�8�ñ����½���ßà�8�5 ��ñ�69à�8�57�98&õ�+ ã�5

��8�ñ���8&à²æµã�ñ��98>Dl��8��#��8&89à#�#� �½���#�ßæµ5.89à#��ÿFæµ5 �½��ñ��²é76ó8���8����ß8&à�+ �9ô@6�ñ�8�ñ²�oã��#���ß8&����ã7à��ßæµ��5%D
ï	 F���� ¢<�D ��D < � £o��¨�âu¦| �� � �}°½­®´ ¶@¶�³�­9¯

V−
¾Ø¶@¶�¾µ«®±Ú¹ ¯®°u± �

Ln/2(ρ(r)dvol)
¯�±�³>° ��³>°�­Ø¹]Ù �®«�¯

´�°F¯E­ ¯��9±Ú¹]³µ°M¸ ³ ��¾µ¸ß¯®¼½¯®°u± 
/¹ ¶u­ � 	Û¹Ú± �
σ
Ù�¯
E
±O¯®¸�¸�¯�»�´�¯

(σ,∆σ + V σ) ≤ 0
¯9±)¶�³µ´�«E´�° �²¯®«�± ¾µ¹�°

m > 1
�

∫

A(R,2R)
|σ|m dvol = o(R2).

� ¸�³µ«Ø­�¶�³µ´�«
R
�µ«#¾µ°lÙ �

(
∫

M\B(2R)
|σ|

mq
2 dµρ

) 2
q

≤ C

R2

∫

A(R,2R)
|σ|m dvol.

� = 

6��$
O�
�/5 ��ñ�æ��969õ7��5Û�o�9æ � ��8Ôõ7��57àr��� ��ñ�8�ã�ô@8¢õ�ãd�#é76���ñ�����8�õ�+ ��5�5Ûã������#�ßæµ5��/æµ5 �#ñ�æµã�ô@8½�|æµã�ñ

u :=
|σ|m/2 8�� χ õ7��57à C∞

c (M)
:

(∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

(∫

M
χ2u2 |V−| +

∫

M
|dχ|2 u2

)

.

���



ç���ñ�� + ��576�öÛ��������6&õ�8ó! 8µ�ßõ�8�ñ��7æµ5 æµÿ��#�ß8�5��E:
(∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

(∫

supp χ
|V−|

n
2 ρ(r)

) 2
n
(∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

+ C

∫

M
|dχ|2 u2.

-b����5Û��8�5u��5����	æµ5 ��ñ�8�57õ
R >> 1

�
R′ > 2R

8��oæµ5 à�ã����Fæ>à�8
χ
��ôµ���ß8�ã�ñ�à;õ7��57à

[0, 1]
� �

à#ã����|æµñ#��õ7��57à
A(R, 2R′)

�l�9æµ57à#�²��5���8 �
1
à#ã�ñ

[2R,R′]
�lô@6�ñ#� �l��5Û� |dχ| ≤ 2

R

à#ã�ñ
A(R, 2R)

8��
|dχ| ≤ 2

R′

à#ã�ñ
A(R′, 2R′)

D�����57à��98&� �µõ�ñ�8������%ô��ß8�5Û�E:
(∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

(
∫

A(R,2R′)
|V−|

n
2 ρ(r)

) 2
n (∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

+
C

R2

∫

A(R,2R)
u2 +

C

R′2

∫

A(R′ ,2R′)
u2.

ç���ñ�éÛè��Fæµ�#é!�9à�8���� + ��5Û��6�ö>ñ²���ß8 ∫
M |V−|n/2 ρ(r)

89à#���75��ß8�:�æµ5&�|8�ã��Cñ�8�57õ�ñ�8 ∫
B(R)c |V−|n/2 ρ(r)��ã7à�à����F8��#����ê�ã%+,æµ52ô@8�ã����78�5��²é7æµ�ßà#�ßà�à²��5��

R
�µà�à�8 <�ö>ñ²��57õ#�7õ�8óà�æµñ#��8�êÛã78&� +,89à#�#� ��698&õ�8�ô��ß8�5Û�ó:

(
∫

A(2R,R′)
uqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

R2

∫

A(R,2R)
u2 +

C

R′2

∫

A(R′ ,2R′)
u2.

$�52ò ��������8�57õ�ñ�8
R′ ô@8�ñ�à�� + ��5��75���:

(
∫

M\B(2R)
uqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

R2

∫

A(R,2R)
u2.

�

ï	 F���� i<�D ��D � � á�¥Û� úC '¥ �º�|�%�|¨ �#�����7¥Û��¨�âF������¨)© � � �u´ ¶Û¶�³�­�³>°�­2»9´�¯
V−
¾Ø¶@¶�¾µ«®±Ú¹ ¯®°7°|¯ �

¸�� ¯®­ ¶�¾ �Ø¯
Ln/2(ρ(r)dvol)

¯�± ��³>°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­r´�°F¯;­9¯�� ±Ú¹Ú³µ°X¸ ³ �²¾µ¸�¯�¼�¯�°u± 
/¹ ¶u­ � 	Û¹Ú± �
σ
ÙÛ¯
E �
¾Ø¶@¶�¾>« �

±O¯®°F¾µ°u± �
Lm(E, dµρ)

¶�³µ´�«�´�°.«�¬�¯®¸
m > q/2

¯�± ��¬®«®¹ ��¾µ°u±
(σ,∆σ + V σ) ≤ 0.

� ¸�³µ«Ø­�¶�³>´�«
R�µ«#¾µ°lÙ � ³µ°M¾ �

∫

M\B(2R)
|σ|m dµρ ≤ C

∫

A(R,2R)
|σ|m dµρ.

�Ø¸)¯®°b«�¬Ø­Ø´�¸ ±O¯E¸ � ¯#øµ¹§­®±O¯®° �²¯;Ù�� ´�°.«#¬²¯®¸
a > 0

±O¯®¸�»�´�¯
∫

M\B(R)
|σ|m dµρ = O(R−a).

�	��

����������<�D ��D < ���C����ñ�8�ã�ô@8 ��æµ5Û�#ñ�8�ñ²�EêÛã%+,æµ5Ô�F8�ã�����é7æµ�ßà#��ñ�ã�5½8 ���Fæ>à²��5��
a
õ�6��F8�57õ7��5����9æµ5��#� û

5 	 ��8�5Û��õ�8
m
D

� �



� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

m′ = 2m/q
D��)�r��ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5Û��8óõ�����ê�ã78��|æµã�ñ

R
ö>ñ²��57õ#�u� ô@89����� � ����8�ò]æµ57���#�ßæµ5

õ�8��#ñ�æµ57� ���#ã�ñ�8
χ
8��
u := |σ|m′/2 ��æµ53��:

(∫

M
χquqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

∫

M
|dχ|2 u2.

��5Ûô@æ�êÛã7æµ57à�� + ��576�öÛ��������6óõ�8&! 8µ�ßõ�8�ñó:
(
∫

A(2R,R′)
uqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

(∫

M
|dχ|n ρ(r)

) 2
n
(∫

supp dχ
uqρ(r)−

2
n−2

) 2
q

.

�/53à�8�ñ²�����|8�����5Û������õ�6/�75����#�ßæµ5.õ�8
ρ
8������;��ñ�æµ��ñ#�ß6���6rõ�8&õ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û��õ�ã ô@æµ��ã ��8��uæµ5�ô@æµ�����ß89à

89à#�#� ��6989àE:
∫

A(R,2R)
|dχ|n ρ(r) ≤ CR−nρ(2R) volA(R, 2R) ≤ C

8��
∫

A(R′,2R′)
|dχ|n ρ(r) ≤ C,

�98&ê�ã��%�9æµ57õ�ã����?�
(
∫

A(2R,R′)
|σ|m ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ C

(
∫

A(R,2R)∪A(R′ ,2R′)
|σ|m ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

.

�/5 ò]���ßà²��5�����8�57õ�ñ�8
R′ ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� �uæµ5%�0ã7à#�#� �u8����r��ñ�8��o����ñ�8ó�u��ñ#�#�ß8&õ�8�� +,6�57æµ57�96�:
∫

M\B(2R)
|σ|m ρ(r)−

2
n−2 ≤ C

∫

A(R,2R)
|σ|m ρ(r)−

2
n−2 .


���� +,æµ5 ��5Û�#ñ�æ�õ�ã����¢���Xò]æµ57���#�ßæµ5
I : R 7→

∫

M\B(R) |σ|
m ρ(r)−

2
n−2

��æµ5iô@æµ���2êÛã%+,8����ß83ô@6�ñ#� �u8
I(2R) ≤ C(I(R) − I(2R)),

� D,8>D

I(2R) ≤ C

C + 1
I(R).

å]<�D�
 �@ë
��é7æµ�ßà#�ßà²à�æµ57à

R1
ö>ñ²��57õ�8���57æµ��æµ57à

kR
� +,8�5Û�#�ß8�ñ}ô@6�ñ#� �l��5Û�

log2R/R1 ≤ kR < log2 2R/R1.
��578

����6�ñ²���#�ßæµ5.õ�8�� + ��576�öÛ��������6Ôå]<�D�
 �@ë�����ô�ñ�8�� +,89à#�#� ��698

I(R) ≤
(

C

C + 1

)kR

I(R/2kR) ≤
(

C

C + 1

)kR

‖σ‖m
Lm(E,µρ)

ê�ã��%8�5Û�#ñ²�7:ß578
I(R) ≤ C

(
C

C + 1

)log2 R

= CRlog2( C
C+1).

ç/ã��ßà²êÛã%+,æµ53� C
C+1 < 1

�����;à�89�9æµ57õ�8ó�µà�à²8�ñ#�#�ßæµ5�89à#����ñ�æµã�ô@698>D
�

�>=



��æµã7à2�����ßæµ57à �½����5Û��8�5u��5�� ��ñ�æµã�ô@8�ñ õ�89à�89à#�#� �½���#�ßæµ57à�� �o�Fæµñ#�²��5���89à2�|æµã�ñ¢���dà#ã�����8�� �½���ßà
�#ñ��9àr�����µà�à#�ßê�ã789à D%ç�æµã�ñE�ß89àræµÿ���8�5���ñ���æµ5X�|æµã�ñ#ñ²�����rà�8½õ�6�ÿ�ñ�æµã������ß8�ñ;àØ��57à&�|æµ�ßõ�à��)� ô@89�5�0ã7à#��8�ã�578
��576�öÛ��������6Qõ�8X
�æµÿ|æµ�ß8�ô��ßæ�� ���ß8Mà#ã�ñ��ß89à�ÿ|æµã��ß89àXåÚ�9æ � ��8Mõ7��57à �ä
��  �ë®D���8b5%+,6��²����� �u�µà��ß8b� �µà
�|æµã�ñ��ß89à���576�öÛ��������69à���ñ�69�969õ�8�5���89à���8����ß89à�5769�989à�à#���²���ß8�5���ñ�698����ß8���8�5���ã�578���576�öÛ��������6�ö>�ßæµÿu���ß8�8��	�u�µà
à�8�ã��ß8���8�5�� �Ôã�578r69�²é78����ß8 � R �Q:|õ7��57à��ß89à���ñ�8�ã�ô@89à���æµ5b�#ñ²�9ô>�������������&à#ã�ñ�ã�5Q��5�578 ��ãMõ�ã.��è��|8
A(R,R′)

��ã��ßà�æµ5�ò]���ßàØ��������8�57õ�ñ�8
R′ ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� D

ï	 F���� .<�D ��D + � � �|�uâF������¨)©�úC b�e¨)¡  7â ��� �u´ ¶Û¶�³�­�³>°�­�»9´�¯ � ¶�³µ´�«�´�° �²¯®«�± ¾µ¹§°.°l³µ¼½·®«�¯
x >

n/2 �
¸ß¯�¶�³@±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸

V
­9¾>±Ú¹�­ ��¾µ­²­9¯&¸�� ¯Ø­�±Ú¹§¼½¬�¯��

(
∫

A(R,2R)
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol

) 1
x−n/2

= O
(

ρ(R)
2

n−2R−2
)

.

�/³µ°7­Ø¹]Ù �®«#³µ°�­�´�°F¯�­ ¯��9±Ú¹]³µ°�¸�³ ��¾µ¸ß¯®¼½¯®°u± 
�¹ä¶u­���	Û¹�± �
σ
¾Ø¶@¶�¾µ«�±O¯®°l¾>°u±��

Lm(E,µρ)
¶�³µ´�«}´�° �²¯®«�± ¾µ¹�°

«�¬�¯®¸
m > 1

¯�±��µ¬®«Ø¹ ��¾µ°l±
(σ,∆σ + V σ) ≤ 0

� � ¸ ³>«²­�¶�³µ´�«
R
�>«0¾µ°FÙ � ³µ°MÙµ¹�­O¶�³�­ ¯óÙÛ¯&¸�� ¯Ø­�±Ú¹§¼½¬�¯��

sup
A(R,2R)

|σ| ≤ C
(

ρ(R)
2

n−2R−2
) n

2m

(
∫

A(R/2,5R/2)
|σ|m dµρ

)1/m

,

¹ �§¯ �

sup
A(R,2R)

|σ| ≤ C

volA(R/2, 5R/2)

(
∫

A(R/2,5R/2)
|σ|m dvol

)1/m

.

� = 

6��$
O�
��� ��æµ57à

β ≥ m
D�����57à��98��#��8���ñ�8�ã�ô@8��

C
õ�69à#��ö>578�ñ²�r��æµã)�#æµã�ñ�à�ã�578��9æµ57à#�²��5Û��8&��57õ�6��F8�57õ7��5���8&õ�8

β
D�
Cæµã)�#æµã�ñ�à��u��ñ���� � ����8���89��é�5��ßê�ã78���à#�

χ
89à#�����ßà²à�8 �&à�ã����Fæµñ#���9æ �o�u�µ���}õ7��57à

M
��æµ5Ôæµÿ��#�ß8�5��

� +,89à#�#� ��698½:
(∫

M
χq |σ|

qβ
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ Cβ

∫

M
χ2 |σ|β |V−| + C

∫

M
|dχ|2 |σ|β . å]<�D�
�?>ë

$�5 �|8�ã���õ�6/�75���ñ�õ�89à�57æ �óÿ�ñ�89à
t
8��
s
�u��ñ��ß89à�ñ�8������#�ßæµ57à

1

x
+

1

s
+

1

t
= 1

��57õ q

2s
+

1

t
= 1,

å]<�D�
 � ë
��æµ��æµ57à����|æµã�ñ�����ã7à��²��ñ�õ#�����rò]æµñ��óã��ß8

t = x
x−n/2

D��	+ ��576�öÛ��������6rõ�8�! 8µ�ßõ�8�ñ�òÚæµã�ñ#5����ó:

β

∫

M
χ2 |σ|β |V−|

≤ β

(∫

supp χ
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1

) 1
x
(∫

M
χq |σ|

qβ
2 ρ(r)−

2
n−2

) 1
s
(∫

M
χ2 |σ|β ρ(r)− 2

n−2

) 1
t

.

�&




�/�²��5���õ�æµ5�576
ε > 0

��� + ��576�öÛ��������6óõ�8 >�æµã�5�ö¢8��óå]<�D�
 � ë}õ�æµ5�578�5Û��ã�578&�9æµ57à#�²��5Û��8
Cε
��8����ß8�êÛã78

β

∫

M
χ2 |σ|β |V−| ≤ ε

(∫

M
χq |σ|

qβ
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

+ Cεβ
t

(∫

supp χ
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1

) t
x
(∫

M
χ2 |σ|β ρ(r)− 2

n−2

)

.

ç���ñ��9æµ57à�69ê�ã78�5Û���>�|æµã�ñ
ε
��é7æµ�ßà����F8��#����å���57õ�6��|8�57õ7� � ��8�5Û��õ�8}����ôµ���ß8�ã�ñ	õ�8

β
ë/�>æµ5�æµÿ��#�ß8�5���õ7��57à

å]<�D�
�?>ë�:
(∫

M
χq |σ|

qβ
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ Cβt

(∫

supp χ
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1

) t
x
(∫

M
χ2 |σ|β ρ(r)− 2

n−2

)

+ C

∫

M
|dχ|2 |σ|β .

�/�²��5��)õ�æµ5�5769à
R1 < R2 < 5R1

8��
0 < δ ≤ R1/2

� æµ5&�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8	ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5óõ�8/�#ñ�æµ57� ���#ã�ñ�8
χ� ô@89���ß89à/��ñ�æµ��ñ#�ß6���69à�à�ã���ôµ��5���89à�:>8����ß8}��ñ�8�57õ�à�89à	ôµ���ß8�ã�ñ�à	õ7��57à

[0, 1]
�Û8����ß8�ôµ��ã��

1
à#ã�ñ

A(R1, R2)
�

8����ß8/ô>��ã��
0
é7æµñ�à)õ�8

A(R1−δ,R2+δ)
8��Cà²�}õ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß8�89à#�%ÿ|æµñ#57698/�u��ñ

2/δ
D���æµ�#ñ�8/éÛè��Fæµ�#é!�9à²8

à#ã�ñ��ß8&�Fæµ��8�5��#�ß8�� �7ö>ñ
�µ�98 �2å]<�D�
 +�ë/��� �o�����ßê�ã78
(
∫

A(R1−δ,R2+δ)
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1

) t
x

≤ Cρ(R1 − δ)
2

n−2 (R1 − δ)−2

�)ô@89���989��� ��57æµ�#ñ�8&89à#�#� ��698óõ�æµ5�578
(
∫

A(R1,R2)
|σ|

qβ
2 ρ(r)−

2
n−2

) 2
q

≤ Cβtρ(R1 − δ)
2

n−2 (R1 − δ)−2

∫

A(R1−δ,R2+δ)
|σ|β ρ(r)− 2

n−2

+ Cρ(R2 + δ)
2

n−2 δ−2

∫

A(R1−δ,R2+δ)
|σ|β ρ(r)− 2

n−2

≤ Cβtρ(R2)
2

n−2 δ−2

∫

A(R1−δ,R2+δ)
|σ|β ρ(r)− 2

n−2 ,

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78��|æµã�ñ���� ��89à#ã�ñ�8
µρ
��æµ5.�

‖σ‖Lβq/2(A(R1,R2)) ≤
(

Cβtρ(R2)
2

n−2 δ−2
)1/β

‖σ‖Lβ(A(R1−δ,R2+δ)) .
å]<�D�
 �@ë

�/�²��5���õ�æµ5�576
R
ö>ñ²��57õ#�7æµ5��Fæ>à�8����|æµã�ñ���æµã���8�5��#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��

k
:

βk := m
(q

2

)k
, δk := 2−k−1R, R1,k := R−

k∑

i=1

δi, R2,k := 2R+

k∑

i=1

δi.

�><



�/5d����6�ñ²��5Û��å]<�D�
 �@ë/�Cæµ5d���#�#ñ²���|8 ‖σ‖Lβk (A(R,2R)) ≤ Ck ‖σ‖Lβ0(A(R1,k ,R2,k))

æ)(Q���2�9æµ57à��²��5Û��8
Ck
à +,89à#�#� ��8��u��ñ

Ck ≤
k−1∏

i=0

(

Cβt
iρ(R)

2
n−2R−24i

)1/βi ≤
(

Cρ(R)
2

n−2R−2
)Pk−1

i=0 1/βi (
4(q/2)t

)Pk−1
i=0 i/βi .

��æ � ��8 ∑∞
i=0

1
βi

= n
2m

8�� ∑∞
i=0

i
βi
<∞ ���989���C8�5Û�#ñ²�7:ß578

lim sup
k−→∞

Ck ≤ C
(

ρ(R)
2

n−2R−2
) n

2m
,

8���õ�æµ57�

sup
A(R,2R)

|σ| = lim
k−→∞

‖σ‖Lβk (A(R,2R)) ≤ C
(

ρ(R)
2

n−2R−2
) n

2m ‖σ‖Lm(A(R/2,5R/2)) .

� �C8;�ß8�� ��8oà#ã���ôµ��5���ö@6�576�ñ²�����ßà�8o� +,89à#�#� ��698
L∞ å]<�D ��D +�ë�8�5b��ñ�69à�8�57�98oõ�+ ã�5M��8�ñ���8oà�æµã�ñ��98��#���� �½��5�����ñ�8óõ�8
�,
}�� OD

ï	 F���� X<�D ��D � ��� ���7âF������¨)© ú) X�e¨)¡  7â_� �) 7¦e�� 7âC�� d¡ ¨)�Câu¦| �� � �u´ ¶Û¶�³�­�³>°�­r»�´7¯ � ¶�³µ´�«´�° �Ø¯®«®± ¾>¹§°M°l³>¼�·�«#¯
x > n/2 �

¸ß¯}¶�³>±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸
V
­9¾>±Ú¹§­ �9¾�­²­ ¯�¸�� ¯®­®±Ú¹�¼�¬²¯ �

(
∫

A(R,2R)
|V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol

) 1
x−n/2

= O
(

ρ(R)
2

n−2R−2
)

.

�}°3­9¯EÙ@³µ°7°F¯&´�°F¯&­9¯��9±Ú¹]³µ°.¸ ³ ��¾µ¸ß¯®¼½¯®°u±�·#³µ«®°F¬�¯
φ �
¾µ¹�°�­Ø¹	»�´�� ´�°F¯&­9¯ �9±Ú¹Ú³>°3¸�³ ��¾µ¸ß¯®¼½¯®°u± 
/¹ ¶u­ � 	Û¹Ú± �

σ
¾Ø¶@¶�¾µ«®±O¯�°l¾µ°u±��

Lm(E,µρ)
¶�³>´�«}´�° �²¯®«�± ¾µ¹�°½«�¬�¯®¸

m > 1
¯�±���¬®«®¹ ��¾>°u±

(σ,∆σ+V σ) ≤ (σ, φ)
�

� ¸�³µ«Ø­�¶�³µ´�«
R
�µ«#¾µ°lÙ � ³>°bÙµ¹§­ ¶�³�­9¯rÙÛ¯ó¸�� ¯Ø­�±Ú¹§¼½¬�¯��

sup
A(R,2R)

|σ| ≤ C

volB(o,R)
1
m

‖σ‖Lm(A(R/2,5R/2)) + C
R2

volB(o,R)
1
x

‖φ‖Lx(A(R,2R)) .

�	��

���������r<�D ��D � �7ç)æµã�ñ
x = n

8��
m = 2

�7æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û��êÛã78�à�� |V−| ≤ Cr−2 �u���ßæµñ�à
sup

A(R,2R)
|σ| ≤ C

volB(o,R)
1
2

‖σ‖L2(A(R/2,5R/2)) + CR2 ‖φ‖L∞(A(R,2R)) .

��8��#��8�ò]æµñ��óã������#�ßæµ5.89à#����ñ²���#�ßê�ã78>D
� = 

6��$
O�
$�5 �|æ>à�8

u := |σ| + F
�7�9ô@89�

F :=
(

ρ(R)
2

n−2R−2
) n

2x
−1
(
∫

A(R,2R)
|φ|x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol

) 1
x

.

�%8ó� �µà�æ)(
φ
89à#��5Ûã����ß8E89à#���#ñ²������6��u��ñEå]<�D ��D +¢ë�õ�æµ57�óæµ52�F8�ã���à�ã����Fæ>à�8�ñ

F 6= 0
D

���



� �75�õ�+,6�ô�����8�ñ�õ�89à���ñ�æµÿ�������89à�ê�ãu��57õ
σ
à + ��5�5�ã��ß8��7��5��#ñ�æ�õ�ã��ßà�æµ57à��ß89à�ñ�6�ö>ã�����ñ#�ßàØ���#�ßæµ57à

vε :=
√

|σ|2 + ε
8��
uε := vε + F

D��/5 57æµ�²��5���ê�ã78

vε∆vε ≤ (σ,∆σ) ≤ |σ| (|V−| |σ| + |φ| |σ|)
8���õ�æµ57�

∆vε ≤ |V−| vε + |φ| ,
æµ5 �#ñ�æµã�ô@8

∆uε ≤ |V−| uε + |φ| ≤
(

|V−| +
|φ|
F

)

uε.

ç���ñ��²é7æµ� �2õ�8
F
�uæµ52�F8�ã������������ßê�ã78�ñ�� +,89à#�#� ��698óà²��57à���8�ñ���8&à�æµã�ñ��98Ôå]<�D ��D +¢ë�:

sup
A(R,2R)

uε ≤
C

volB(o,R)
1
m

‖uε‖Lm(A(R/2,5R/2))

�/5 ò]���ßà²��5�����8�57õ�ñ�8
ε
ô@8�ñ�à < 6�ñ�æ9�7æµ5 �|8�ã���8/1��µ�98�ñ��ß89à�8��7à#���ßæµ5�õ�8����Eò]æµñ��óã��ß8>D|$�5 8�5�õ�69õ�ã����ó:

sup
A(R,2R)

|σ| ≤ sup
A(R,2R)

u ≤ C

volB(o,R)
1
m

‖σ‖Lm(A(R/2,5R/2)) + CF

8������Eò]æµñ��óã��ß8E��5�57æµ57�9698óà +,æµÿ��#�ß8�5���8�5 æµÿ7à�8�ñ#ô>��5Û��êÛã78
F
89à#� �½�7�#æµñ�6��u��ñ

ρ(R)
1
xR2−n

x ‖φ‖Lx(A(R,2R)) = volB(o,R)−
1
xR2 ‖φ‖Lx(A(R,2R)) .

�

��æµã7à2�9æµ5Û�#��5�ã7æµ57à 57æµ�#ñ�8b6��#ã7õ�8Mõ�89à�æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ�à�õ�8M
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ��u��ñ¢���d��ñ�8�ã�ô@8Mõ�+ ã�578
��576�öÛ��������6Eõ�8��Oè��F8E*&��ö>������ñ�õ�æ�ûO����ñ�8�5�ÿF8�ñ#ö7D

� � � ��� � � � 
 � � # ��� � 
 �$��� � ( %�#&,.-1� 	 # ��� ��

��� # � ��� 
 � ��# �
��æµã7à��²é78�ñ���é7æµ57à �.ñ�69à²æµã7õ�ñ�8

(∆ + V )σ = τ
�
τ
6��²��5Û�Ôõ�æµ5�5762õ7��57àoã�5h89à#�u�µ�98 ������ñ�æ�û

��ñ#�ß6>D	��æµ�#ñ�8 æµÿ��#89���#� ò&89à#��õ�+,æµÿ���8�5���ñÔõ�89àÔà�æµ��ã��#�ßæµ57à
σ
ÿ|æµñ#576989à D	ç�æµã�ñÔ�98�ò ����ñ�8��	æµ5��.ÿ|89à�æµ��5

õ�+,89à#�#� �½���#�ßæµ57à�Du�C�r��ñ�8��o����ñ�8Eõ�69�9æµã��ß8&�#ñ��9à�ô�����8�õ�8�� + ��576�öÛ��������6óõ�8ó
�æµÿ|æµ�ß8�ô �r�Fæµ�ßõ�à�D
ï	 F���� .<�D ��D � � ÷}± ¾µ°u±�Ù@³µ°7°F¬ 2n

n+2 ≤ s < n
2
� ³µ°o¶7¯®´�±�±Ú«#³µ´(�µ¯®«&´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯ C(n, s)

±O¯®¸�¸�¯
»�´7¯�¶�³µ´�«ó± ³µ´�±O¯&­9¯�� ±Ú¹Ú³µ°b¸ ¹�­Ø­9¯ �½­Ø´�¶@¶�³µ«�± �²³µ¼�¶�¾ �9±

σ �
³µ°M¾

‖σ‖
L

ns
n−2s (E,µρ)

≤ C(n, s)S
∥
∥∆σ

∥
∥

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)
.

� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

k = s
n−2s

n−2
2 ≥ 1

8�����ñ�8�57æµ57à
σ
õ7��57à

C∞
c (E)

DF$�5����������ßêÛã78�� + ��576�öÛ��������6óõ�8ó
�æµÿFæµ�ß8�ô
�r�|æµ�ßõ�à �;���Eò]æµ57���#�ßæµ5 �ßæ�� ���ß8���8�5Û���%���7à���é����=< |σ|k :

1

S
‖σ‖2k

L
ns

n−2s (E,µρ)
≤
∫

M

∣
∣
∣d(|σ|k)

∣
∣
∣

2
=

∫

M
|σ|k ∆(|σ|k) ≤ k

∫

M
|σ|2k−1 ∆ |σ| .

�!+



�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8 �&����æo� �o�����ßê�ã78ó���ßæµñ�à

1

S
‖σ‖2k

L
ns

n−2s (E,µρ)
≤ k

∫

M
|σ|2k−1

∣
∣∆σ

∣
∣ = k

∫

M
|σ|

n(s−1)
n−2s

∣
∣∆σ

∣
∣ .

�/5 ò]���ßà²��5��������|8�� �;� + ��576�öÛ��������6óõ�8�! 8µ�ßõ�8�ñ��7æµ5 �u��ñ#ô��ß8�5Û�?�
1

S
‖σ‖2k

L
ns

n−2s (E,µρ)
≤ k

(∫

M

∣
∣∆σ

∣
∣
s
ρ(r)

s−1
n/2−1 dvol

)1/s(∫

M
|σ| ns

n−2s dµρ

)1−1/s

,

õ�+,æ)(
1

S
‖σ‖

L
ns

n−2s (E,µρ)
≤ k

(∫

M

∣
∣∆σ

∣
∣
s
ρ(r)

s−1
n/2−1 dvol

)1/s

.

�

��578�����6�ñ²���#�ßæµ5�õ�8ó-3æ>à�8�ñ�ô>�r57æµã7à}ò]æµã�ñ#5���ñ�ã�5�89à#�#� ��698
L∞ D

ï	 F���� 2<�D ��Dä? � ÷}± ¾µ°u±/Ù@³µ°u°F¬Ø­
t > n/2

¯�±
x ≥ 1 �

¹�¸7Ý;¾E´�°F¯ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯
C(n, x, t)

±O¯®¸�¸�¯�»�´7¯
¶�³>´�«ó± ³>´�±O¯ó­ ¯��9±Ú¹]³µ°b¸º¹§­²­ ¯���­Ø´�¶@¶�³µ«�± ��³µ¼�¶�¾ �9±

σ �

‖σ‖L∞(E) ≤ C(n, x, t)

(

S
tn

2t−n
∥
∥∆σ

∥
∥

tn
2t−n

Lt(E,ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol)

‖σ‖x
Lx(E,µρ)

) 1
tn

2t−n +x

.

� = 

6��$
O�
��æ � ��8;����ã7à�éu��ã����|æµ5bô@æµ����êÛã78r�|æµã�ñ���æµã���8oà²89���#�ßæµ5

σ
õ�8

C∞
c (E)

8�����æµã���57æ �óÿ�ñ�8
k ≥ 1

�
æµ53��:

(∫

M
|σ|kq dµρ

)2/q

≤ kS

∫

M
|σ|2k−1

∣
∣∆σ

∣
∣ dvol.

ç���ñ�� + ��576�öÛ��������6&õ�8ó! 8µ�ßõ�8�ñ��7æµ5 8�53õ�69õ�ã����ó:
(∫

M
|σ|kq dµρ

)2/q

≤ kS

(∫

M

∣
∣∆σ

∣
∣
t
ρ(r)

t−1
n/2−1 dvol

)1/t (∫

M
|σ|

(2k−1)t
t−1 dµρ

)1−1/t

.

��6/�75��ßà�à�æµ57à����oà#ã�����8
(βi)
�u��ñ

β0 = x
8��
βi+1 = q

2

(
t−1

t βi + 1
) Duç)æµã�ñ���æµã���8�5Û�#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��

i
�

æµ53�o���ßæµñ�àó:
‖σ‖βi+1

Lβi+1 (E,µρ)
≤
(
q−1βi+1Nt

) q
2

(

‖σ‖βi

Lβi (E,µρ)

)ζ
,

æ)(
Nt = S

(∫

M

∣
∣∆σ

∣
∣
t
ρ(r)

t−1
n/2−1 dvol

)1/t 8��
ζ =

q(t− 1)

2t
> 1.

�/5�����6�ñ²��5Û���989��� �uæµ5 æµÿ��#�ß8�5Û���|æµã�ñ���æµã���8�5��#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��
i
:

‖σ‖βi

Lβi(E,µρ)
≤
(
q−1Nt

) q
2

Pi−1
j=0 ζj





i∏

j=1

βζi−j

j





q/2
(

‖σ‖β0

Lβ0 (E,µρ)

)ζi

.

� �



����57à#�	:

‖σ‖Lβi(E,µρ) ≤
(
q−1Nt

) q
2βi

ζi
−1

ζ−1





i∏

j=1

βζ−j

j





qζi

2βi (

‖σ‖β0

Lβ0(E,µρ)

) ζi

βi .

�)ô@89�
βi = ζi

(

β0 + q
2(ζ−1)

)

− q
2(ζ−1)

�)æµ5dô@æµ���rêÛã78 ζi

βi

��8�57õdô@8�ñ�à 1
β0+

q
2(ζ−1)

ê�ãu��57õ
i
��8�57õ

ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� Dl�/5�69��ñ#��ô>��5Û�

log





i∏

j=1

βζ−j

j



 =
i∑

j=1

jζ−j log ζ +
i∑

j=1

ζ−j log
βj

ζj
,

æµ5Mô@æµ���&ê�ã78o�98��#��8o8 ����ñ�89à²à#�ßæµ5X�Ôã�578;��� �o����8�êÛãu��57õ
i
��8�57õbô@8�ñ�à�� + ��5��75�� DC�/5 �75Qõ�8o�9æ �o����8��

æµ5 �#ñ�æµã�ô@8

‖σ‖L∞(E,µρ) ≤
(
q−1Nt

)

q
2(ζ−1)

β0+
q

2(ζ−1)





∞∏

j=1

βζ−j

j





q
2

β0+
q

2(ζ−1)

‖σ‖
β0

β0+
q

2(ζ−1)

Lβ0(E,µρ)
.

ç/ã��ßà²êÛã78 q
2(ζ−1) = tn

2t−n

8��
β0 = x

���>+,89à#���98�êÛã%+,æµ5 ô@æµã�������� D
�

��89à�ò]������à � ��578�5�����ã
�ó�C�7¨)â��F�� �<�D ��D � ��� © �� 7â�¡���¨)©dúC�M¥@�)¤7¥>��¦|�§ u©XúC �ù�¨�¦F�C©% 7â � � ��¹�ø@³µ°�­�°l³µ´�­�´�°�³µ´ ��¯®«�±
� ·#³>«0Ù ¸º¹§­²­ ¯

Ω �
¾µ¹�°�­Ø¹�»�´�¯½ÙÛ¯®´>ø2°l³>¼�·�«#¯Ø­r«#¬²¯®¸ä­ � s ∈ [ 2n

n+2 ,
n
2 [
¯�±
t ∈]n

2 ,+∞[
� � ¸ ³>«²­r³>°¢¶�¯®´�±

ÙÛ¬ �	°7¹�«�´�°M³Ø¶�¬®«#¾>±O¯®´�« ��³µ°u±Ú¹�°7´

∆
−1

: Ls
(

EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol
)

∩ Lt
(

EΩ, ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol
)

−→ L∞(EΩ)

»�´�¹�¹§° ��¯®«Ø­9¯&¸�¯�¸ ¾Ø¶F¸ ¾ �9¹]¯®°bÙÛ¯ ��³ ��	Û°F¯®«�­®´�«
Ω �
¾���¯�� ��³µ°FÙµ¹�±Ú¹]³µ°3Ù�¯ �&¹§«®¹ ��	Û¸�¯9± � �r¯�¶F¸º´�­ � ¹�¸%¯�øµ¹�­�±O¯´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯

C = C(n, s, t)
±O¯�¸§¸ß¯ »�´7¯2± ³>´�±O¯2­9¯�� ±Ú¹Ú³µ°�¸º¹§­²­ ¯ �b­®´ ¶Û¶�³µ«�± ��³µ¼�¶�¾ � ±

σ
��¬®«®¹ ��¯

¸�� ¯®­®±Ú¹�¼�¬²¯

‖σ‖L∞(EΩ) ≤ C S

(

∥
∥∆σ

∥
∥

s
n−2s

Ls(EΩ,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

∥
∥∆σ

∥
∥

t
2t−n

Lt(EΩ,ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol)

) 1
s

n−2s + t
2t−n

.

� = 

6��$
O�
�	+,89à��#� ��698 à +,æµÿ��#�ß8�5Û�Ô8�5h�9æ �óÿ���5u��5Û�bå]<�D ��D �@ë;8�� å]<�D ��Dä?>ë®D	�/�²��5��½õ�æµ5�576

ψ
õ7��57à

C∞
c (EΩ)

�����
�#é769æµñ#�ß8

L2 ò]æµã�ñ#5����Ôã�578bà�æµ��ã��#�ßæµ5 ���ßà�à�8 σR
�d� +,69ê�ãu���#�ßæµ5

∆σR = ψ
à�ã�ñ

Ω ∩ B(R)
�}�9ô@89�

�9æµ57õ����#�ßæµ5�õ�8�����ñ#�ß��é��ß8�� DF$�52� +,6���8�57õ28�52ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5
H1

0

à�ã�ñ
Ω
8�5����r��é7æµ�ßà#�ßà²à²��5Û��5�ã����ß8�é7æµñ�à

õ�8
B(R)

D��	+,89à#�#� ��698
L∞ åÚ8�5½ñ�8�öÛ��ñ�õ7��5����ß89à���ñ�8�ã�ô@89à���ñ�69�969õ�8�5Û��89à���æµ5Ôô@æµ����ê�ã78��98��#��8�89à#�#� ��69889à#��ô@6�ñ#� �u698ó�u��ñ

σR
ë�õ�æµ5�578

‖σR‖L∞(EΩ) ≤ C(n, s, t)S

(

‖ψ‖
s

n−2s

Ls(EΩ,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

‖ψ‖
t

2t−n

Lt(EΩ,ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol)

) 1
s

n−2s + t
2t−n

.

���



ç�æµã�ñ���æµã����9æ �o�u�µ���
K
������è¢�rã�5257æ �Eÿ�ñ�8

RK
ê�ã��|ò �����}ê�ã78����Eò � �o�����ß8

(σR|K , R ≥ RK)
89à#�

ã�5�� ò]æµñ���6���8�5Û��ÿFæµñ#57698�õ7��57à
C∞(EK)

å��u��ñ�ñ�6�ö>ã�����ñ#����6�8����������#�ßê�ã78�ë/�Ûõ�8�à²æµñ#��8�êÛã78��ß8��#é769æµñ�����8
õ�+,��à��9æµ���%ò]æµã�ñ#5�����ã�578rà#ã�����8E�9æµ5Ûô@8�ñ#ö@8 ��5Û��õ7��57à

C∞(EK)
DFç���ñ�8 ���#ñ²�µ���#�ßæµ5.õ�����ö@æµ5u���ß8��|æµ53æµÿ�û

�#�ß8�5��&ã�578�à#ã�����8
(σRi)

ê�ã��	�9æµ5Ûô@8�ñ#ö@8oô@8�ñ�à
σ
õ7��57à

C0
c (EΩ)

D
σ
89à#�ó���ßæµñ�à�ã�578oà�æµ��ã��#�ßæµ5Mò ����ÿ��ß8

õ�8
∆σ = ψ

�Fõ�æµ57�r89à������ßà�à²8��uõ�æµ57�;89à#��ã�578;à�æµ��ã��#�ßæµ53ò]æµñ#��8>DFç�æµã�ñ���æµã����9æ �o�u�µ���
K
�uæµ5.�|8�ã��

69��ñ#��ñ�8 ‖σ‖L∞(EK) = limi−→∞ ‖σRi‖L∞(EK)

��õ�+,æ)(

‖σ‖L∞(EK) ≤ C(n, s, t)S

(

‖ψ‖
s

n−2s

Ls(EΩ,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

‖ψ‖
t

2t−n

Lt(EΩ,ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol)

) 1
s

n−2s + t
2t−n

.

�/5 ��ñ�8�5u��5Û�;�ß8Ôà#ã���ñ�8��óã � à#ã�ñE�ß89àE�9æ �o�u�µ����à
K
�Cæµ5eæµÿ��#�ß8�5Û�;ã�578½89à#�#� ��698

L∞ à#ã�ñ Ω
��æµã��

8�5��#�ß8�ñ D�$�5X�|8�ã��óõ�æµ57��õ�6/�75���ñEã�5Xæµ�|6�ñ²����8�ã�ñ
∆

−1 à#ã�ñ
C∞

c (EΩ)
�%�9æµ5��#��5Ûã �Fæµã�ñ&�ß89àó57æµñ���89à

��5�57æµ57�96989à D|$�52� +,6���8�57õ3���ßæµñ�à��u��ñ��9æµ5Û�#��5Ûã�����6>D
�

ç���ñ ã�578b��89�²é�5��ßêÛã78Qõ�8b�|8�ñ#�#ã�ñ#ÿu���#�ßæµ5���æµ5 8�5'õ�69õ�ã���� ã�5'ñ�69à#ã����²������5u���ßæµö>ã78Q�Fæµã�ñ2õ�89à
æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�à�õ�8E
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ D
�ó�C�7¨)â��F�� X<�D ��D � ��� © �) 7â�¡ �§¨�©�ú) 7¡½¨�¤7�7âF���� 7�%â�¡2ú)  �F¦|�%â���úC��© �� 7â � � �|³µ¹�±

s
´�°b«�¬�¯®¸

ÙÛ¯
[ 2n
n+2 ,

n
2 [
¯�±
t
´�°b«#¬�¯�¸)ÙÛ¯

]n2 ,+∞[
� ��°½¶�¯®´�±�±Ú«0³µ´ ��¯®«E´�°.°l³µ¼½·®«�¯

η(n, s, t, S) > 0
±O¯�¸C»�´�¯ �­®¹�³µ°�­ ¯rÙ@³µ°7°F¯&´�°b³µ´ ��¯®«�± �2·#³µ«#Ù½¸ ¹§­²­9¯

Ω
¯�±	´�°Ô¶�³>±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸

V
�µ¬®«Ø¹ ��¾µ°l±

max

(

‖V−‖
Ls(Ω,ρ(r)

s−1
n/2−1 dvol)

, ‖V−‖
Lt(Ω,ρ(r)

t−1
n/2−1 dvol)

)

<
η(n, s, t)

S
,

¾µ¸�³µ«Ø­&¹§¸)¯�øµ¹�­�±O¯ó´�°M³Ø¶�¬®«#¾>±O¯®´�« ��³µ°u±Ú¹�°7´

(∆ + V )−1 : Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lt(EΩ, ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol) −→ L∞(EΩ)

¹�° ��¯®«Ø­�¾>°u±	¸�� ³®¶�¬®«#¾>±O¯®´�«;ÙÛ¯�� ��	Û«���Ùµ¹§° �Û¯®« �²³µ«Ø«�¯Ø­O¶�³µ°lÙ@¾>°u± �
� = 

6��$
O�
�;+ ��ÿ|æµñ�õ#�)�����9æµ5�ô��ß8�5��½õ�8¢ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ�ê�ã78¢� + ��5u����è�à�8 ��8�5u��5��½��ã �#é769æµñ�����8���ñ�69�969õ�8�5��½à + ����û
�����ßê�ã78��u��ñ0ò ������8���8�5Û� �ó� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ

H := ∆+V+
D���6/�75��ßà²à�æµ57à����ßæµñ�à

η(n, s, t)
�9æ � ��8�6��²��5Û�

S
õ���ô��ßà�6��u��ñ����;57æµñ���8óõ�8

H−1 : Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lt(EΩ, ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol) −→ L∞(EΩ).

��æµ�#ñ�8�éÛè��|æµ�#é!�9à�8&à#ã�ñ��ß8��|æµ��8�5Û�#�ß8��
V
öÛ��ñ²��5Û�#����êÛã78

V− : L∞(EΩ) −→ Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lt(EΩ, ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol),

89à#�Eã�5 æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ;�9æµ5Û�#��5Ûã_õ�8½57æµñ���8¢à��#ñ#�ß����8���8�5Û�;��5�òÚ6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �
η(n, s, t)/S

D���æµ57�
H−1V−89à#�Eã�5 8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà ��8¢�9æµ5��#��5Ûã_õ�8Ô� +,89à#�u�µ�98Ôõ�8ÔB���5u�µ��é

L∞(EΩ)
��õ�8�57æµñ���8�à#�#ñ#�ß����8���8�5��

��5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �
1
:�� +,æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ

Id+H−1V−
89à#�Ôã�5i��ã���æ ��æµñ#��é��ßà���8Mõ�8

L∞(EΩ)
D�$�5��|8�ã��

���ßæµñ�à�õ�6/�75���ñ�� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ
(Id+H−1V−)−1H−1 = (∆ + V )−1 �lõ�8 Ls(EΩ, ρ(r)

s−1
n/2−1 dvol) ∩

Lt(EΩ, ρ(r)
t−1

n/2−1 dvol)
ô@8�ñ�à

L∞(EΩ)
D
�

�@?



� � � ��� � � 
 � � , 	 � ��* � � ( % #&,.-/� 	 # � ��
 ��� # � � �

 � � # �
*�ñ
�µ�98r��ã3�#é769æµñ�����8r<�D ��D�
��Fæµ53à²������êÛã78óà#�C����57æµñ���8Eõ�ã3�Fæµ��8�5��#�ß8���õ7��57à

Ln/2(ρdvol)
89à��

�|8��#����8��u��ñ�ñ²�����|æµñ#�'�&���ó�9æµ57à#�²��5���8�õ�8�
�æµÿ|æµ�ß8�ô*��� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�õ�8�
���é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ��9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ7��5����
ô�ã2�9æ � ��8�æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ�57æµ52ÿ|æµñ#576�à#ã�ñ}�ß89à�à�89���#�ßæµ57à

L2 ��89à��}õ�8�57æ�èÛ��ã �#ñ#��ô������ Du$�52ô>�Eô@æµ��ñ�êÛã78à#�C���;57æµñ���8óõ�ã �|æµ��8�5Û�#�ß8���89à#��à²8�ã��ß8���8�5Û�?�75��ß8��u���ßæµñ�à��ß8&57æ èÛ��ã�ñ�89à���8óõ�8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5 �75��ß8 �uæµ5
�|8�ã�� � ����8�89à��#� ��8�ñ�àØ���²�������ß8>Dµ��5E��8���ñ�69à#ã����²���	��6���6���ñ�æµã�ô@6}�u��ñ/*oD>�}��ñ#ñ�æµ5 �ä�}��ñ  78�5;��ñ�69à�8�57�98
õ�+ ã�578ó��576�öÛ��������6Eõ�8;
�æµÿFæµ�ß8�ô2à²��57à��Fæµ�ßõ�à��u57æµã7à������ßæµ57à�ö@6�576�ñ²�����ßà�8�ñ�à�89à��#ñ²� ôµ��ã��#�u8�53�µõ7�����²��5��
à�89à���ñ�8�ã�ô@89à D
�ó�C�7¨)â��F�� Q<�D ��D�
 = � �E�%�7¨�â��l�� QúC Mð���©%�����%ú)  ��� � � � �l¹/¸�¯�¶�³>±O¯�°u±Ú¹]¯�¸

V
��¬®«®¹ �}¯

∫

M
|V−|n/2 ρ(r)dvol <∞,

¾µ¸�³µ«Ø­&¸�¯&°l³µÝ@¾µ´
L2 ÙÛ¯ó¸�� ³®¶�¬®«#¾>±O¯®´�« ∆ + V

¯Ø­�±�Ù�¯EÙ>¹§¼½¯®°�­®¹Ú³>°��	°7¹ ¯ �
� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

H = ∆ + V+
D�ç/ñ�æµã�ô@æµ57à�õ�+ ��ÿFæµñ�õ�êÛã78

V
1/2
− H−1/2 89à#�¢�9æ �o�u�µ��� D��	+ ��576�öÛ��������6bõ�8
�æµÿ|æµ�ß8�ô �r�Fæµ�ßõ�à�õ�����êÛã78��|æµã�ñ���æµã���8&à�89���#�ßæµ5 ���ßà²à�8,�;à#ã����|æµñ#���9æ �o�u�µ���

σ
�7æµ5��

1

S

(∫

M
|σ| 2n

n−2 ρ(r)−
2

n−2

)1−2/n

≤
∫

M
|d |σ||2

�V� + ���ßõ�8&õ�8�� + ��576�öÛ��������6&õ�8��&����æ9�7æµ53��ñ#ñ#��ô@8 �
1

S

(∫

M
|σ| 2n

n−2 ρ(r)−
2

n−2

)1−2/n

≤
∫

M
(σ,∆σ) ≤

∫

M
(σ,Hσ) =

∫

M

∣
∣
∣H1/2σ

∣
∣
∣

2
,

�98&ê�ã�����ñ�æµã�ô@8����o�9æµ5��#��5Ûã�����6Eõ�8�� +,æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ

H−1/2 : L2(E, dvol) −→ L
2n

n−2 (E, dµρ).

�	+ ��576�öÛ��������6Eõ�8&! 8µ�ßõ�8�ñ�õ�æµ5�578ó��ã7à�à#�
∫

M

∣
∣
∣V

1/2
− σ

∣
∣
∣

2
≤
(∫

M
|V−|n/2 ρ(r)

)2/n (∫

M
|σ| 2n

n−2 ρ(r)−
2

n−2

)1−2/n

,

�98&ê�ã�� ��ö>ñ
�µ�98 �r57æµ�#ñ�8�é�è��|æµ�#é!�9à�8��u�µà²à#ã�ñ�8����;�9æµ5Û�#��5�ã�����6Eõ�8�� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ
V

1/2
− : L

2n
n−2 (E, dµρ) −→ L2(E, dvol).

��æµ57�
V

1/2
− H−1/2 89à#��ã�5bæµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�ÿ|æµñ#576rà�ã�ñ L2(E, dvol)

D%�/�²��5Û�&õ�æµ5�576
R > 0

�|à�æµ���
χRã�578rò]æµ57���#�ßæµ5Q���ßà�à�8rô>������5Û�

1
à#ã�ñ

B(R)
��à + ��5�5Ûã�����5��óé7æµñ�à&õ�8

B(2R)
8�����ñ�8�5u��5��óà�89à�ô>���ß8�ã�ñ�à

õ7��57à
[0, 1]
Du�	+,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ

χRH
−1/2 8�5�ô@æµ�ß8 L2(E)

õ7��57à
H1

0 (EB(2R))
õ�æµ57�����u��ñ��ß8��#é769æµñ�����8

õ�8Ô��8������ß��é��C����89à#�ó�9æ �o�u�µ���;8�5Q�²��5��rê�ã%+,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���8¢õ�8
L2(EB(2R))

D���æ � ��8 |V−| 89à#�ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5rÿ|æµñ#57698�à#ã�ñ��ß89à��9æ �o�u�µ����à�å���ã��ßà�ê�ã78��9æµ5��#��5Ûã78�ë/�@æµ5o8�5oõ�69õ�ã����/êÛã78
χRV

1/2
− H−1/2

� �



89à#�/ã�5�æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ��9æ �o�u�µ����à#ã�ñ
L2(E)

D�"�ãu��57õ
R
��8�57õ�ô@8�ñ�à/� + ��5��75�� �

χRV
1/2
− H−1/2 �9æµ5Ûô@8�ñ#ö@8

ô@8�ñ�à
V

1/2
− H−1/2 8�5257æµñ���8&õ�+,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ Du��æµ57� V 1/2

− H−1/2 89à#���9æ �o�u�µ����à#ã�ñ L2(E)
D

���%à#ã�����ê�ã78
H−1/2V−H

−1/2 = (V
1/2
− H−1/2)∗(V

1/2
− H−1/2)

89à#�o��ã7à�à#�}�9æ �o�u�µ��� D��/5 �u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ���� +,89à#�u�µ�98¢��ñ�æµ��ñ�8
Ker(Id−H−1/2V−H

−1/2)
89à#�rõ�8¢õ�� û

��8�57à#�ßæµ5 �75��ß8>D
��æµ57à��ßõ�6�ñ�æµ57à�ã�578oà�89���#�ßæµ5

σ
õ7��57à

L2(E)
8�����8����ß8oêÛã78

(∆ + V )σ = 0
�|� D,8>D

Hσ = V−σ
D

$�53ô@8�ã�����ñ�æµã�ô@8�ñ�êÛã78
H1/2σ

89à���ã�536��ß6���8�5���õ�8ó� +,89à#�u�µ�98E��ñ�æµ��ñ�8ó��� ûOõ�89à�à#ã7à�DF��æ � ��8ræµ5�578
à²�������u�µà�à#�

σ
89à���õ7��57à��ß8�õ�æ �½����578�õ�8

H
�>���u�9æµ5�ô��ß8�5���õ�+"���#ñ�8���ñ#ã7õ�8�5Û� D�$�5½ô>��õ�+ ��ÿFæµñ�õ½ô@6�ñ#� �u8�ñ

ê�ã78
σ
89à���õ7��57à��ß8óõ�æ �½����578;õ�8

H1/2 �7� D,8>D H1/2σ ∈ L2(E)
D�
�æµ���

χ
ã�536��ß6���8�5���õ�8

C∞
c (E)

D
�/5���5Û��6�ö>ñ²��5Û���9æ � ��8�����ã7à�éu��ã����uæµ5 �#ñ�æµã�ô@8

∫

M

∣
∣
∣H1/2(χσ)

∣
∣
∣

2
=

∫

M
|dχ|2 |σ|2 +

∫

M

∣
∣
∣V

1/2
− χσ

∣
∣
∣

2
.

�)ô@89��� + ��576�öÛ��������6óõ�8&! 8µ�ßõ�8�ñ�8���� + ��576�öÛ��������6Eõ�8E
�æµÿFæµ�ß8�ô �r�|æµ�ßõ�à��7æµ52�#ñ�æµã�ô@8
∫

M

∣
∣
∣H1/2(χσ)

∣
∣
∣

2
≤
∫

M
|dχ|2 |σ|2 +

(∫

supp χ
|V−|n/2 ρ(r)

)2/n

S

∫

M

∣
∣
∣H1/2(χσ)

∣
∣
∣

2
.

ç�æµã�ñ
R
ö>ñ²��57õ 8��

χ
�9æ � ��8óõ7��57à����r��ñ�8�ã�ô@8Eõ�8�å]<�D ��D <@ë/�u�989����ò]æµã�ñ#5����

∫

B(R)c

∣
∣
∣H1/2(σ)

∣
∣
∣

2
≤ 8S ‖σ‖2

L2 R
−2,

õ�æµ57�
H1/2σ

89à#��ÿ��ß8�5�õ7��57à
L2(E)

D
��8

σ ∈ H−1/2L2(E)
�uæµ5�õ�69õ�ã����
V

1/2
− σ ∈ V

1/2
− H−1/2L2(E) ⊂ L2(E).

�)ô@89� ���X�9æµ5Û�#��5Ûã�����6Mõ�8
V

1/2
− H−1/2 à�ã�ñ L2(E)

��æµ5�ô@æµ���¢êÛã78
H−1/2V

1/2
−

89à#�Ô�9æµ5��#��5Ûã'à#ã�ñ
L2(E)

�lõ�æµ57�&8�5 �75�õ�8��9æ �o����8Ô:
H−1/2V

1/2
− V

1/2
− σ = H−1/2V−σ ∈ L2(E).

��89����öÛ��ñ²��5��#����ê�ã78
(Id−H−1/2V−H

−1/2)H1/2σ
89à���õ7��57à

L2(E)
D�ç�æµã�ñ

φ
õ7��57à

C∞
c (E)

�7æµ5
�|8�ã���69��ñ#��ñ�8

< H(Id−H−1/2V−H
−1/2)H1/2σ, φ > = < H(H1/2σ −H−1/2Hσ), φ >

= < σ,H(H1/2 −H−1/2H)φ >

= 0

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã%+ ��ã�à²8�57à�õ�89à�õ��ßà#�#ñ#��ÿ�ã��#�ßæµ57àE:

H(Id−H−1/2V−H
−1/2)H1/2σ = 0.

���



����57à#� �
(Id−H−1/2V−H

−1/2)H1/2σ
89à#��ã�5�6��ß6���8�5���õ�8

KerL2 H = {0} :

(Id−H−1/2V−H
−1/2)H1/2σ = 0.

���%à +,8�5 à#ã�����ê�ã78��ß8�57æ èÛ��ã.õ�8
∆ + V = H − V−

89à���ã�5�à�æµã7à0ûO89à#�u�µ�98�õ�8

H−1/2 Ker(Id−H−1/2V−H
−1/2),

ê�ã��%89à#��õ�8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5 �75��ß8>D
�

ç�æµã�ñ)æµÿ���8�5���ñ)ã�578 �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5Eõ�8/����õ�� ��8�57à��ßæµ5Eõ�ã&57æ�èÛ��ã���æµ5&ô>�}à + ������ã�è@8�ñ)à�ã�ñ%�ß8/ñ�69à#ã����²���
à#ã���ô>��5Û���7�#��ñ�6&õ�8 �ä*�-  �å�ô@æµ��ñ���ã7à�à#���,���  �ë®D
�ó�C�7¨)â��F�� X<�D ��D�
 
 � �E�)¥�¥Û¨)� �²�e  �� uâ � � �F³µ¹Ú±

E −→ M
´�°���·�«#¬)�µ¯��9± ³µ«®¹]¯�¸/¯®´ ��¸ ¹ÚÙ>¹]¯®°XÙ�¯

«#¾µ°(�
k
����´�°7¹§­²­�³>°�­

M
Ù�� ´�°F¯�¼½¯Ø­®´�«�¯���°7¹]¯

λ
¯�± ��³>°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­�´�° ­�³µ´�­ �#¯Ø­ ¶�¾ �²¯���¯��9± ³µ«®¹ ¯®¸ L Ù�¯

L2(M,λ) �
Ù�¯óÙµ¹�¼½¯®°�­®¹Ú³µ°)�	°7¹ ¯

N ≥ k
� � ¸�³µ«Ø­ � ¶�³µ´�« q > 2 �

ιq(k)

ιq(N)
≤ λ(M)1−2/q

(
1

ωN

∫

SL

‖s‖q
Lq(E,λ) ds

)2/q

,

³��
SL
¯Ø­�±/¸ ¾;­ ¶ 	���«#¯&´�°u¹�±O¬óÙÛ¯ L � ωN

¯Ø­�±/¸ß¯#� ³µ¸ ´�¼�¯EÙÛ¯�¸ ¾o­ ¶ 	���«#¯�´�°7¹Ú±O¬&ÙÛ¾µ°�­
R

N ¯�± ιq ¯Ø­®±�¸�¾�9³µ° �9±Ú¹]³µ°MÙÛ¬���«#³µ¹§­²­9¾µ°u±O¯ó­Ø´�¹ � ¾µ°u±O¯ � ³�·�±O¯®°7´7¯��&¶�¾µ«�±Ú¹§«óÙÛ¯ó¸�¾���³µ° �9±Ú¹Ú³>° Γ
Ù�� ÷}´�¸ß¯®«��

ιq : x 7→ 2

x

(

Γ
(x+q

2

)

Γ
(

x
2

)

)2/q

.

�r¯�¶l¸º´�­ �
N

k
≤ λ(M)

(

max
s∈SL

‖s‖L∞(E,λ)

)2

.

��578&�9æµ57à�69ê�ã78�57�98&89à#���ß8
�ó�C�7¨)â��F�� �<�D ��D�
 < � �ó�%�7¨�â��l�� �ú) �ð���©%�����%ú)  ��� � � � �}°�­Ø´�¶@¶�³�­ ¯�¸�¯�¶�³>±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸

V
��¬®«®¹ ��¯

∫

M
|V−|n/2 ρ(r)dvol <∞.

�F³>¹]¯®°l±
k
¸ß¯�«#¾µ°(��Ù�¯

E � N
¸�¾�Ùµ¹�¼½¯®°�­Ø¹]³µ°�Ùµ´¢°l³µÝ@¾µ´

L2 ÙÛ¯ ∆+V
¯9±
q = 2n

n−2

�uª�³>´�«
N ≥ k �³µ°M¾

ιq(k)

ιq(N)
≤ S

(∫

M
|V−|n/2 ρ(r)dvol

)2/n

;

� ´�±Ú«#¯�¼�¯�°u±�Ù>¹�± � ¶�³>´�«ó± ³>´�±�¯®°u±Ú¹ ¯®« N0
­Ø´�¶�¬®«®¹ ¯®´�«o³µ´3¬ �Û¾µ¸ �

k �
­Ø¹

S

(∫

M
|V−|n/2 ρ(r)dvol

)2/n

≤ ιq(k)

ιq(N0)
,

¾µ¸�³µ«Ø­
dimKerL2(∆ + V ) ≤ N0.

?µ=



� = 

6��$
O�
$�5E��ô�ãóõ7��57àC������ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5Û��8�êÛã78 K := KerL2(∆+V )

89à#�%ã�5óà�æµã7à#ûO89à#�u�µ�98�õ�ãóõ�æ �½����578
õ�8

(∆ + V+)1/2 �Fõ�8rà�æµñ#��8;ê�ã%+ �9ô@89�;� + ��576�öÛ��������6oõ�8o
�æµÿFæµ�ß8�ô �|æµ53ô@æµ����ê�ã78E��æµã���6��ß6���8�5�� σ õ�8
KerL2(∆ + V )

ô@6�ñ#� �u8
(∫

M
|σ|q ρ(r)− 2

n−2 dvol

)2/q

≤ S

∫

M
(σ, V−σ)dvol.

��6/�75��ßà�à�æµ57à
dλ = |V−|n/2 ρ(r)dvol

8��
F : K −→ L2(E, λ)

�u��ñ

F (σ) = 1|V−|−1(R∗
+) |V−|

−n
4 ρ(r)−1/2V

1/2
− σ.

F
89à#����5)�#89���#��ô@8¢åÚà�æµ5357æ èÛ��ãb89à#����57����ã7à�õ7��57à

KerL2(∆ + V+) = {0} ë�8����|æµã�ñ���æµã�� σ õ�8 K �æµ53�
(∫

M
|F (σ)|q dλ

)2/q

≤ S

∫

M
|F (σ)|2 dλ.

�/5.���������ßêÛãu��5���<�D ��D�
 
 �
F (K)

�uæµ5��#ñ�æµã�ô@8
ιq(k)

ιq(N)
≤ λ(M)1−2/q

(

1

ωN

∫

SF (K)

‖s‖q
Lq(E,λ) ds

)2/q

≤ λ(M)1−2/qS

=

(∫

M
|V−|n/2 ρ(r)dvol

)2/n

S.

�

$�5��F8�ã�����ã7à�à��%�9æ �óÿ���578�ñ�<�D ��D�
 
E8���� +,89à#�#� ��698
L∞ õ�ã �u��ñ²��ö>ñ²����é78&��ñ�69�969õ�8�5�� D

�ó�C�7¨)â��F�� V<�D ��D�
 � � �ó�C�7¨)â��F�� 1úC 1ð��§©C�����%ú)  ��� � � � �u´�¶@¶�³�­9³µ°�­.»9´�¯3¸ß¯o¶�³>±O¯®°u±Ú¹ ¯®¸
V��¬�«Ø¹ ��¯

V− ∈ Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lx(EΩ, ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)
¾��µ¯�� 2n

n+2 ≤ s < n
2 < x

� � ¸�³µ«Ø­�¹�¸�ÝÔ¾½´�°|¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯
C = C(n, s, x)

±O¯®¸§¸ß¯r»�´7¯&¸�¾¢Ùµ¹§¼½¯®°7­Ø¹]³µ°
ÙÛ¯

KerL2(∆ + V )
¯Ø­®±�¼�¾0Ü9³µ«#¬²¯�¶�¾µ«

max

(

1, C ‖SV−‖x

Lx(E,ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)
‖SV−‖

s(x−n/2)
n/2−s

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

)

· rgE.

� = 

6��$
O�

�æµ���

k := rgE
D�$�52à#ã����|æ>à�8����rõ�� ��8�57à#�ßæµ52õ�8

KerL2(∆ + V )
à�ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ�85�

k
D7��æ � ��8�õ7��57à

<�D ��D � �7æµ5�ô@æµ����êÛã78���æµã���6��ß6���8�5Û�
σ
õ�8 K := KerL2(∆ + V )

ô@6�ñ#� �u8
‖σ‖

s
n−2s

+ x
2x−n

L∞(E) ≤ C(n, s, x) ‖SV−σ‖
s

n−2s

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

‖SV−σ‖
x

2x−n

Lx(E,ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)

,

? 




õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78

‖σ‖
x

2x−n

L∞(E) ≤ C(n, s, x) ‖SV−‖
s

n−2s

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

‖SV−σ‖
x

2x−n

Lx(E,ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)

.

��6/�75��ßà�à�æµ57à
dλ = |SV−|x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol

8���æµÿ7à�8�ñ#ô@æµ57à�� + ��576�öÛ��������6

‖V−σ‖x

Lx(E,ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)
≤ ‖σ‖x−2

L∞(E)

∫

M
|σ|2 |V−|x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol.

$�5�8�52�#��ñ�8

‖σ‖
2

2x−n

L∞(E) ≤ C(n, s, x) ‖SV−‖
s

n−2s

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

‖σ‖
2

2x−n

L2(E,λ)
,

à#��ÿ��ß8�53êÛã%+,8�52ô@æ�èÛ��5Û� K �9æ � ��8Eà�æµã7à0ûO89à#�u�µ�98�õ�8
L2(E, λ)

�F<�D ��D�
 
�ò]æµã�ñ#5����

dimK ≤ k λ(M)

(

max
s∈SK

‖s‖L∞(E,λ)

)2

≤ k ‖SV−‖x

Lx(E,ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)
C(n, s, x)2x−n ‖SV−‖

s(2x−n)
n−2s

Ls(E,ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol)

.

�

� n�� gez|t�� ��q�z|t/s'{ � �;~���x�{}yl�²w��Es�n
� � � ��� �	� � ��� � * � � ���

L
2 �

��æµ�#ñ�8�6��#ã7õ�8&õ�89à�æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�à�õ�8ó
��²é�ñ98�õ���5�ö@8�ñ�ôµ�E57æµã7à}ò]æµã�ñ#5���ñ�õ�89à}��5�ò]æµñ��½���#�ßæµ57à�ö@69æ ��6®û
�#ñ#�ßê�ã789à�õ9�9à�êÛã78��ß8��|æµ��8�5Û�#�ß8��%578�õ�6��|8�57õ2êÛã78�õ�ã���8�57à�8�ã�ñ�õ�8��9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8>D�ç���ñ�8 ��8��o���ß8���êÛãu��57õ
� + ��576�öÛ��������6rõ�8r
�æµÿ|æµ�ß8�ô �;�Fæµ�ßõ�à�89à#��ô>�����ßõ�8����ß8ó�#é769æµñ�����8Eõ�+ ��5�5�ã������#�ßæµ5eå]<�D ��D�
�ë�õ���ñ²��ê�ã78&à�æµã7à
ã�578½éÛè��Fæµ�#é!�9à�8¢õ�8½�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��)�ß8�57æ�èÛ��ã õ�+ ã�5d��8���æµ�|6�ñ²����8�ã�ñEö@69æ ��6��#ñ#�ßê�ã78¢õ�æµ��� ���#ñ�8½�#ñ#��ô������ D
��æµã7à�57æµã7à���5Û��6�ñ�89à�à�æµ57à&�ß���/��ãb� �µà�õ�ãb���������µ���ß8�5Qõ�8;!�æ�õ�ö@8

∆ = dd∗ + d∗d
D���8���æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ

��ö>����à�ã�ñ��ß89à�òÚæµñ���89à�õ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß89à�8�52��ñ�69à�8�ñ#ô>��5Û���ß8�ã�ñ�õ�8�ö>ñ�6>D7�/5 õ�8�ö>ñ�6
k
�����C89à#�}ÿ��ß8�5��9æµ5�5�ã

ê�ã%+,æµ53�rã�578&õ�69�9æ �o�|æ>à#���#�ßæµ5�õ�8 "Q8����=< 8�5�ÿ28���3
∆k = ∆ + Rk,

æ)(M�ß8;�|æµ��8�5Û�#�ß8�� Rk 89à#��ã�5Q�²éu� �o�Xõ�+,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���89àóà�è ��6��#ñ#�ßê�ã789à&õ�ã �7ÿ�ñ�6oô@89����æµñ#�ß8��	õ�89àò]æµñ���89à½8 ����6�ñ#�ß8�ã�ñ�89à�õ�8 õ�8�ö>ñ�6
k
à�ã�ñ

M
��õ�8 ����ã7à�� Rk à +,æµÿ��#�ß8�5��¢����ö@6�ÿ�ñ#�ßê�ã78���8�5Û� �b�u��ñ#�#��ñõ�ãb��8�57à�8�ã�ñ�õ�8;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8>D�ç���ñ&8 ��8��o���ß8�� R1 à + �ßõ�8�5��#� �u8���ã.��8�57à²8�ã�ñ�õ�8;���ß�9��� DF��æ>à�ñ�69à#ã����²����àà + ���������ßê�ã78�5Û��õ7��57à��98�� �µõ�ñ�8�8���õ�æµ5�578�5Û��õ�89à���5�òÚæµñ��½���#�ßæµ57à�à�ã�ñ����;�9æµé7æ ��æµ�ßæµö>�ß8

L2 å�ñ�69õ�ã�����8�ë
HL2(M)

D ��æµã7àC57æµã7à%ñ�6®ò]6�ñ�æµ57à�� �ä�}��ñ� Û�Fæµã�ñ)�ß89àCõ�6/�75����#�ßæµ57à D����ßà�æµ57àCà�� �o���ß8���8�5Û��êÛã78 Hk
L2(M)à + �ßõ�8�5��#� �u8ó��ã257æ èÛ��ã3õ�8

∆k ��ô�ã �9æ � ��8�æµ�F6�ñ²����8�ã�ñ�57æµ52ÿ|æµñ#576�à#ã�ñ��ß89à�ò]æµñ���89à�õ�� 1|6�ñ�8�5��#�ß8����ß89à
L2 õ�8�õ�8�ö>ñ�6 k D

?µ<



�C82�#é769æµñ�����8�à#ã���ô>��5Û�Ô89à#��ã�578����������ß� ���#�ßæµ5iõ���ñ�89����8�õ�8 <�D ��D�
���<�D ��D�
 =���<�D ��D�
 <Q8��½<�D ��D�
 ��D
�������F8��ßæµ57à�ê�ã%+ �9ô@89�

q = 2n/(n− 2)
�7æµ53�;õ�6/�75��)õ7��57à�<�D ��D�
 
�:

ιq : x 7→ 2

x

(

Γ
(x+q

2

)

Γ
(

x
2

)

)2/q

.

�ó�C�7¨)â��F�� e<�D +7D�
 � á�¨��%¨���¨�¥Û¨ ���§ 
L2 � � �F³µ¹Ú±

Mn � n ≥ 3 �
´�°F¯���¾µ«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯

��³>¼�¶F¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯E°l³µ° � ��³µ¼�¶�¾ �9±O¯½¯�±���¬�«Ø¹ ��¾µ°u±%¶�³µ´�«&´�° �²¯®«�± ¾µ¹§°Ô¶�³>¹§°u±
o

�

∀ f ∈ C∞
c (M),

(∫

M
|f | 2n

n−2 ρo(ro)
− 2

n−2 dvol

)1− 2
n

≤ So(M)

∫

M
|df |2 dvol.

ª�³>´�«ó± ³>´�±�¯®°u±Ú¹ ¯®«�°l¾>±Ú´�«�¯®¸
k �

� ­Ø¹ ∥∥Rk
−

∥
∥

L
n
2 (ρo(ro)dvol)

<∞ � ¾µ¸�³µ«²­ dimHk
L2(M) <∞ �

� ­Ø¹ ∥∥Rk
−

∥
∥

L
n
2 (ρo(ro)dvol)

< So(M)−1 � ¾>¸ ³µ«Ø­ Hk
L2(M) = {0} �

� ­Ø¹ ∥∥Rk
−

∥
∥

L
n
2 (ρo(ro)dvol)

≤ So(M)−1 ιq(k)
ιq(N0)

¶�³µ´�«�´�° �²¯®«�± ¾µ¹�°'¯®°l±Ú¹]¯®«
N0 ≥

(n
k

) � ¾µ¸�³µ«Ø­
dimHk

L2(M) ≤ N0
�

� ¶�³µ´�« 2n
n+2 ≤ s < n/2 < t �

¹�¸7ÝE¾E´�°|¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯
C = C(n, s, t)

±O¯�¸§¸ß¯�»�´7¯�¸ ¾;Ùµ¹�¼½¯®°�­Ø¹]³µ°
ÙÛ¯ Hk

L2(M)
¯Ø­�±�¼�¾0Ü9³µ«�¬�¯�¶�¾µ«

(
n

k

)

max

(

1, C
∥
∥
∥So(M)Rk

−

∥
∥
∥

t

Lt(ρo(ro)
t−1

n/2−1 dvol)

∥
∥
∥So(M)Rk

−

∥
∥
∥

s(x−n/2)
n/2−s

Ls(ρo(ro)
s−1

n/2−1 dvol)

)

.

á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â� d<�D +7D < � �F³µ¹Ú±
Mn � n ≥ 3 �

´�°F¯)� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬r«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³µ°7°F¯�øÛ¯ � �
��³>´�« ·®´�«#¯EÙÛ¯�ì�¹�� ��¹�¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ �µ¯�¯�± ��¬®«®¹ ��¾>°u±u¶�³µ´�«�´�°r¶�³µ¹�°u±

o
¯�±u¶�³>´�«�ÙÛ¯Ø­�«�¬�¯®¸º­

ν > 2
¯�±
Co > 0

�

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

�u¹/¸ß¯r±O¯®°�­ ¯®´�«EÙÛ¯�ì�¹]¯�¼o¾>°7° �µ¬®«Ø¹ ��¯;¯Ø­�±}ÙÛ¾µ°�­
L

n
2 (ρo(ro)dvol)

� ¾µ¸�³µ«²­&¸ß¯Ø­;¯®­ ¶�¾ �Ø¯Ø­;ÙÛ¯ ��³ 	�³µ¼�³��¸�³��µ¹ ¯
L2 ­9³µ°u±�ÙÛ¯rÙµ¹§¼½¯®°7­Ø¹]³µ°��	°u¹]¯ � ¯�±}³µ°MÙµ¹§­ ¶�³�­ ¯rÙÛ¯Ø­E¯Ø­®±Ú¹�¼½¬�¯Ø­rÙ>´�±
	�¬#³µ« �®¼½¯ � �

� � � ��� ��
���� � #�� ��� ,.- �
� 
 �$� * , ��� 	$#&! 	$#&� ��� , *�, � #&� �
��æµã7à�à�æµã�éu������æµ57à&8 �������ßêÛã78�ñ��9æ � ��8�5Û�ó57æ>à���89�²é�5��ßêÛã789à&�F8�ñ���8��#��8�5��&õ�8E�#ñ�æµã�ô@8�ñ�õ�89à ��6®û

�#ñ#�ßê�ã789à �E�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�à�� ��������ñ�8�5�ã����ß8�å]��ã¢õ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�52�9æ �o�u�µ���Øë�õ7��57à��98�ñ#�²����5789à�à#���#ãu���#�ßæµ57à D��%8
�#é769æµñ�����8Eà#ã���ôµ��5���ö@6�576�ñ²�����ßà�8�ã�5�ñ�69à#ã����²����õ�8 �ä��!� OD
�ó�C�7¨)â��F��  <�D +7D � ��� ©%��ð@¨)âC����¡9�����§¨�©Xú)  ¥>�X¦|¨��%â �l�Câ� �¡�¦l�)¥@�)��â� �� � �F³µ¹Ú±

Mn � n ≥ 3 �´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬ «®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³µ°u°F¯#øÛ¯ � � �²³µ´�« ·®´�«#¯QÙÛ¯�ì�¹�� ��¹�¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹ �µ¯.¯9± ��¬®«®¹ ��¾µ°u±
¶�³>´�«&´�°Ô¶�³µ¹�°u±

o
¯9±�¶�³>´�«EÙ�¯Ø­&«#¬²¯®¸ä­

ν > 2
¯9±
Co > 0

�

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.
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�}°3­Ø´�¶@¶�³�­ ¯;»�´�¯ó¸�¾ ��³µ´�«9·®´�«�¯E­���¾>¸ ¾µ¹�«�¯
Scal

ÙÛ¯
(M, g)

��¬®«®¹ ��¯

Scal ∈ Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lx(EΩ, ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)

¾��µ¯�� 2n
n+2 ≤ s < n

2 < x
� � ¸�³µ«Ø­ � 	�³>«²­óÙ�� ´�° ��³>¼�¶�¾ �9± � ³µ°½¶�¯®´�±}±Ú«0³>´(��¯�«ó´�°F¯ó¼�¬9±Ú«Ø¹]»�´7¯ ��³µ° �9³µ«*�¼½¬®¼½¯®°u±}»�´�¾�­Ø¹ �O¹§­�³>¼�¬9±Ú«Ø¹]»�´7¯��

g
Ù@³µ°u±�¸ ¾ ��³µ´�« ·®´�«�¯r­ ��¾µ¸�¾µ¹�«#¯ó­ � ¾µ°u°7´�¸ß¯ �

�	��

���������r<�D +7D�
��l
������o�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&à�� ��������ñ�8&89à����F8��#����8ó��ã3à�8�57à�õ�8�� +,89à#�u�µ�98

Ls(EΩ, ρ(r)
s−1

n/2−1 dvol) ∩ Lx(EΩ, ρ(r)
x−1

n/2−1 dvol)

æµ5 �|8�ã�� � ����8�ñ�8�57õ�ñ�8������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8óà�� ��������ñ�8�5�ã����ß8&�u��ñ#��æµã�� D
� = 

6��$
O�
"�ãu��57õ_æµ5eò �����;ã�5e�²éu��5�ö@8���8�5Û�¢�9æµ5�òÚæµñ���82õ�8 ��6��#ñ#�ßê�ã78��Fæµã�ñoæµÿ���8�5���ñoã�578 ��6��#ñ#�ßê�ã78

g̃ =

v
4

n−2 g
�u�9ô@89�

v
ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5 ���ßà�à�8�à��#ñ#�ß����8���8�5Û���|æ>à#���#��ô@8������o�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8óà�� ��������ñ�8&à�8��#ñ²��57à0ò]æµñ���8

à�8��ßæµ5�� +,69êÛãu���#�ßæµ5�õ�85>�� �½��ÿF8
cnv

n+2
n−2 Scalg̃ = ∆gv + cn Scalg v,

� ô@89�
cn =

n− 2

4(n− 1)
.

�/5��Fæ>à²��5��
v = 1 + u

��æµ5�89à#��ñ²� ��8�576 �oñ�69à�æµã7õ�ñ�8
∆gu+ cn Scalg u = −cn Scalg

��ã�õ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�5¢�9æ �o�u�µ��� D���578����������ß� ���#�ßæµ5 õ�ã¢�#é769æµñ�����8�õ�+ ��5Ûô@8�ñ�à#�ßæµ5�<�D ��D ������ã�ûOõ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�5
�9æ �o�u�µ�����|æµã�ñ�öÛ��ñ²��5Û�#��ñ����Ô�F8��#����89à²à�8Eõ�89à�57æµñ���89à�8�5 �#8�ã��7ò]æµã�ñ#5�����ã�578;à�æµ��ã��#�ßæµ5

u
�F8��#����8;8�5

57æµñ���8
L∞ ��õ�+,æ)( �ß8�ñ�69à#ã����²��� D

�

� n�� K�t/s ��{�zF����yF�/s IV�²x)x�� �;~�{}ylt/s�n
� ��� ��� � #�� - � # ����� ��(+*�,.- � -�	�� � �
��æµã7à&�����ßæµ57à�ô@æµ��ñ&ê�ã78E� + ��576�öÛ��������6oõ�8½
�æµÿ|æµ�ß8�ô �Ô�|æµ�ßõ�à�8���� + ��576�öÛ��������6oõ�8o!���ñ�õ�è.õ�æµ5�578�5Û�

õ�89à���5�ò]æµñ��½���#�ßæµ57à&õ7��57à��ß8;� �µõ�ñ�8oõ�89à�ôµ��ñ#�ß6���69à����ß�9������������89à��|� D,8>D#�Ô�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8½õ�8r���ß�9����5Ûã����ß8>D
��æ � ��8E�ß89à�ô>��ñ#�ß6���69à����ß�9���C��������89à�õ�8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5

3
à�æµ5Û����������89à��757æµã7à�à#ã����|æ>à�8�ñ�æµ57à���æµã)�#æµã�ñ�à

���¢õ�� ��8�57à#�ßæµ5Q����ã7à�ö>ñ²��57õ�8oê�ã78
4
D���æµã7à������ßæµ57à���ñ�æµã�ô@8�ñ&õ�89à�ñ�69à#ã����²����àóõ�8Eñ#��ö>�ßõ�����6;�|æµã�ñ��989à

ô>��ñ#�ß6���69à��uà²æµã7à�� + é�è��|æµ�#é!�9à�8rõ�8óõ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û����5�ô@8�ñ�à�8Eõ�ã3ô@æµ��ã ��8>Dl����57à��98&�u��ñ²��ö>ñ²����é78��F57æµã7à
��æµ5��#ñ�æµ57à¢�98����ß89à¢õ�8257æ>à½ôµ��ñ#�ß6���69à¢êÛã���æµ5Û�½ã�5783�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��#ñ�æµ���F8��#����8�5782�|8�ã�ô@8�5Û��êÛã%+"���#ñ�8
��������89à Du�%8 � �#ñ�æµ� �|8��#����8 � à�8�ñ²�;��ñ�69���ßà�6&����ã7à�ÿu�µà D7�	+,æµã��#�������ß6&89à#��ã�578���ñ�æµ��ñ#�ß6���6Eõ�ã ��8�57à�8�ã�ñõ�8��9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�89à�ô>��ñ#�ß6���69à����ß�9��� û ��������89à D�B��ß8�5¢à 	�ñ��@���|à�8�ñ�69õ�ã�������ãÔ��8�57à²8�ã�ñ�õ�8 "Q8�è��

W
� �½���ßà

à#ã�ñ#��æµã�������ô@6�ñ#� �u8&ã�578�69ê�ãu���#�ßæµ5�8����������#�ßêÛã78ó57æµ5 ����576 ����ñ�8&õ�ã ��è��|8
∆W = W ∗W,

?	+



æ)( �ß8 ��8��óÿ�ñ�8óõ�8óõ�ñ�æµ����8&89à#��ã�578&8 ����ñ�89à�à#�ßæµ53êÛãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78&8�5
W

�,B}89à' OD7�/5 �u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��là�æµ���
W
89à#�&�ßõ�8�5��#�ßêÛã78���8�5��r5�ã�� �Cà�æµ���ó����à + ��5�5Ûã��ß8Ôà�8�ã��ß8���8�5Û�;à#ã�ñ&ã�5d8�57à�8��óÿ��ß8Ôõ�8 ��89à#ã�ñ�8o5�ã����ß8>D

��æµ57���F8�5.õ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�5b8�57à�8��óÿ��ß8;õ�8 ��89à#ã�ñ�8ó5�ã����ß8�� |W | 89à#�����ßà�à²8ó8���ô@6�ñ#� �u8Eã�578r89à#�#� ��698rõ�ã��è��|8
|∆ |W || ≤ c(n) |W |2 ,

æ)(
c(n)

89à#�}ã�578&�9æµ57à#�²��5���8�ã�5���ô@8�ñ�à�8����ß8��7� D,8>D�578�õ�6��|8�57õ7��5Û��êÛã78�õ�8����;õ�� ��8�57à��ßæµ5
n
D�-b����5Û��8®û

5u��5����7�|æµã�ñ���æµã��
k ≥ 1

�7æµ5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8
∆ |W |k = k |W |k−1 ∆ |W | − k(k − 1) |W |k−2 |d |W ||2 ≤ kc(n) |W |k+1 .

���/à + �9ô6��ñ�8oê�ã78;�98��#��8;��576�öÛ��������6�89à#��8�57�9æµñ�8;ô�ñ²���ß8r�|æµã�ñ�õ�89à�ôµ���ß8�ã�ñ�à�õ�8
k
����ã7à��|8��#����89à�êÛã78

1
D

��8Eò ������89à���ñ�8�57õ�ãb�|æ>à�à#��ÿ��ß8r�u��ñ�� + ��576�öÛ��������6�õ�8 �&����æ¢ñ²�	%�57698 å'�,B����� ���ä��*�!� �ë/��êÛã���õ�����êÛã78
�ß8���8�57à²8�ã�ñ�õ�8 "Q8�è��

W
õ�+ ã�578�ô>��ñ#�ß6���6&���ß�9������������8óõ�8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5

n
ô@6�ñ#� �u8���ñ�89à²êÛã78��u��ñ#��æµã��

|d |W ||2 ≤ n− 1

n+ 1
|∇W |2 .

*�ñ
�µ�98@�;�98������7æµ5 �#ñ�æµã�ô@8���ñ�89à�ê�ã78��u��ñ#��æµã��
∆ |W |γ ≤ c(n)γ |W |γ+1 ,

� ô@89�
γ := n−3

n−1

D��/538/1|8����78�5257æµ�²��5������rñ�8������#�ßæµ5 n−1
n+1 = 1

2−γ

�uæµ52�F8�ã���69��ñ#��ñ�8
∆ |W |γ = γ |W |γ−1 ∆ |W | + γ(1 − γ) |W |γ−2 |d |W ||2

= γ |W |γ−2

(
1

2
∆ |W |2 + |d |W ||2

)

+ γ(1 − γ) |W |γ−2 |d |W ||2

= γ |W |γ−2
(

(W,∆W ) − |∇W |2
)

+ γ(2 − γ) |W |γ−2 |d |W ||2

≤ c(n)γ |W |γ+1 − γ |W |γ−2 |∇W |2 + γ |W |γ−2 |∇W |2

= c(n)γ |W |γ+1 .

-b����5Û��8�5u��5����l6��²��5���õ�æµ5�576
k ≥ γ

��æµ5��F8�ã���69��ñ#��ñ�8
k = γl

�
l ≥ 1

�7õ�8�à²æµñ#��8&êÛã%+,æµ5.�
∆ |W |k = ∆(|W |γ)l

= l(|W |γ)l−1∆(|W |γ) − l(l − 1)(|W |γ)l−2 |d(|W |γ)|2

≤ l(|W |γ)l−1c(n)γ |W |γ+1

= kc(n) |W |k+1 .

�/5 �75�õ�8��9æ �o����8��7�|æµã�ñ���æµã��
k ≥ γ = n−3

n−1

��æµ5��2:
∆ |W |k ≤ c(n)k |W |k+1 .

å]<�D <>=@ë

��8��#��8���576�öÛ��������6ó6��²��5Û��6��²��ÿ����ß8���æµ5��F8�ã�����ñ�æµã�ô@8�ñ�57æ>à}ñ�69à�ã����²����à D�� �752õ�8 �o�ß8�ã��¢8 ����ñ#� ��8�ñ
57æ>à��#é769æµñ�����89à�õ�8�à�8�ã���� ��57æµã7à�à�æµã�éu������æµ57à���5��#ñ�æ�õ�ã���ñ�8Eõ�8�ã�����5�ôµ��ñ#����5���à D
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ý;�7ð���©%������¨)©3<�D � D�
 � 
 � ¹�° � ¾>«Ø¹]¾µ°u±�� �F³Û·�³µ¸�¯ � � ��³>´�« ·®´�«#¯���Ù � ´�°F¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬}«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼��
¶l¸ ��±O¯ ��³µ°u°F¯#øÛ¯

Mn ¯Ø­®±}ÙÛ¬ ��°7¹F¶�¾µ«

SC(M) := inf
o∈M

[

So(M)

(∫

M
|Rm|n

2 ρo(ro)dvol

) 2
n

]

,

³��
Rm
¯®­®±	¸ß¯E±O¯®°�­ ¯®´�«;ÙÛ¯�ì�¹ ¯®¼�¾µ°7° � 
 � ¹�° � ¾>«Ø¹]¾µ°u±�� �&¾µ«#ÙµÝ�� �²³µ´�« ·®´�«#¯���¯Ø­®±}»�´�¾µ°u± ��¸ ´�¹ �

HC(M) := inf
o∈M

[

Ho(M)2 sup
M

(|Rm| r2
o)

]

,

�ó³µ´Û­&´�±Ú¹�¸º¹§­�³µ°7­�¸�¾ ��³µ° ��¯�°u±Ú¹Ú³>°
0.∞ = ∞ �

��æµ�#ñ�8���ñ�8��o�ß8�ñ�ñ�69à�ã����²����õ�8�ñ#��ö>�ßõ�����6&89à#���ß8
�ó�C�7¨)â��F�� 3<�D � D < � á�â��§���7â� 3ú) �¤7¥@�����§���%úC  ��� � � � ª�³µ´�«�± ³>´�±

n ≥ 4 �
¹�¸|¯�øµ¹�­�±O¯

ε(n) > 0±O¯®¸%»�´7¯�± ³>´�±O¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ ��³µ°7°F¯�øÛ¯�ì�¹�� ��¹u¶l¸�¾>±O¯
Mn ��¬�«Ø¹ ��¾µ°u± SC(M) <

ε(n)
¯Ø­®±}¯®° ��¾>¹�±F¶F¸ ¾>±O¯ �

� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

ε(n) = 4
nc(n)

(
2 − 4

n

) D|�ß8r�#é769æµñ�����8�89à#��ã�578;�9æµ57à�69ê�ã78�57�98o� � ��69õ�������8oõ�ãM�#é769æµñ�����8
õ�+ ��5�5�ã������#�ßæµ5j<�D ��D�
������������ßê�ã76 �X� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ

∆ − c(n) |W | 8�� �M���dà�89���#�ßæµ5 |W | �	ö>ñ
�µ�98 �� + ��576�öÛ��������6rõ�8r
�æµÿ|æµ�ß8�ô �;�|æµ�ßõ�àó:uà��
M
89à#���9æ � ��8óõ7��57à�� +,6�57æµ57�96��F8�5���ñ�8�5u��5Û�

m = n
2

õ7��57à
å]<�D ��D�
�ë/�læµ5 æµÿ��#�ß8�5Û�

W = 0
õ�æµ57�

M
89à#����������8>D

�á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â� �<�D � D � � ª�³µ´�«Ô± ³µ´�±&¯®°u±Ú¹ ¯®«
n ≥ 4

¯�±�± ³µ´�­�«#¬²¯®¸ä­
ν > 2

¯�±
C > 0 �

¹§¸}¯#øµ¹§­®±O¯
ε(n,C, ν) > 0

±O¯®¸	»�´7¯o± ³>´�±O¯)��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬o«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯Eì�¹�� ��¹C¶l¸ ¾@±O¯
Mn »�´�¹��¬�«Ø¹ ��¯�¶�³µ´�«ó´�° �Ø¯®«®± ¾>¹§°Ô¶�³µ¹�°u±

o

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ C

(
t

s

)ν

¾µ¹�°�­®¹/»9´�¯
∫

M
|W |n

2 ρo(ro)dvol < ε(n,C, ν)

¯Ø­�±}¯�° �9¾µ¹Ú±|¶l¸�¾>±O¯ �

����èr����ã7à�à#��ã�5���ñ#������ñ�8�õ�8}�������#���#ã7õ�8}ÿu�µà�6�à�ã�ñ�� + ��576�öÛ��������6�õ�8�!���ñ�õ�è¢å]<�D <�D�
 � ë®DÛ��578��µõ7�����²� û
�#�ßæµ5rò �µ�����ß8�õ�8�������ñ�8�ã�ô@8}��ñ�69�969õ�8�5Û��8�òÚæµ57���#�ßæµ5�578�ñ²������� ô@89�}� + ��576�öÛ��������6�õ�8}!���ñ�õ�è

L2 Dµ-.���ßà�57æµã7à�����ßæµ57à�����ã���2µ��ã��#�����ßà�8�ñ�� + ��576�öÛ��������6�õ�8�!���ñ�õ�è
L1 :@�98�ò ���ßà²��5����@57æµã7à���ö>ñ²��57õ��ßà²à�æµ57à����&öÛ� � ��8�õ�8

ô@æµ��ã ��89à���ã���æµñ#�ßà�698��%åÚæµ5 �u�µà�à�8�õ�8
ν > 2

�
ν > 1

õ7��57à��ß8��9æµñ�æµ��������ñ�8ó<�D � D � ë®Dl��8����;5769�989à�à�����8�ñ²��0ã7à#��8�ã�5 �|8�ã2����ã7à�õ�8��#ñ²� ôµ����� D
�ó�C�7¨)â��F�� 3<�D � D + � á�â��§���7â� 3ú) �¤7¥@�����§���%úC  ��� � � � ª�³µ´�«�± ³>´�±

n ≥ 4 �
¹�¸|¯�øµ¹�­�±O¯

ε(n) > 0±O¯®¸|»�´7¯�± ³µ´�±O¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯�ì�¹�� ��¹�¶F¸ ¾>±O¯
Mn ��¬�«Ø¹ ��¾µ°u± HC(M) <

ε(n)
¯Ø­®±}¯®° ��¾>¹�±F¶F¸ ¾>±O¯ �

? �



� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

ε(n) = c(n)−1(n+2)−3 8��	�²é7æµ�ßà#�ßà�à�æµ57à	ã�5o�Fæµ��5�� o ��8��7ê�ã78 Ho(M)2 supM (|W | r2
o) <

ε(n)
DÛ$�5;57æµ��8�ñ²�

H = Ho(M)
�
K = supM (|W | r2

o)
8��
k = n+2

4

åÚ�98�õ�8�ñ#5��ß8�ñ	��é7æµ� �oà +,69��������ñ�8�ñ²��&��� �75Ôõ�8�������ñ�8�ã�ô@8�ë®D���æµã7à��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à����Fæµã�ñ
R
ö>ñ²��57õ#��ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5½���ßà²à�8

χ
6�öÛ���ß8?�

1
à#ã�ñ

B(R)
�75Ûã����ß8rà#ã�ñ

M\B(2R)
�F��ñ�8�57õ.à�89à�ô>���ß8�ã�ñ�à�õ7��57à

[0, 1]
8���ô@6�ñ#� �u8 |dχ| ≤ 2

R

Dl�	+ ��576�öÛ��������6
õ�8&!���ñ�õ�è�õ�æµ5�578

∫

M
χ2 |W |2k r−1 ≤ H

∫

M

∣
∣
∣d(χ2 |W |2k)

∣
∣
∣ .

$�5��|8�ã�� �½�7�#æµñ�8�ñ}�ß8 ��8��óÿ�ñ�8&õ�8�õ�ñ�æµ����8,�E� + ���ßõ�8�õ�8�� + ��576�öÛ��������6��#ñ#����5�ö>ã�������ñ�8&8���õ�8�� + ��576�öÛ��������6
õ�8E�}��ã7�²éÛè�û(
���é ����ñ=< :

∫

M

∣
∣
∣d(χ2 |W |2k)

∣
∣
∣ ≤ 2

∫

M
χ |dχ| |W |2k

+ 2

(∫

M
χ2 |W |2k r−1

)1/2 (∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k)

∣
∣
∣

2
r

)1/2

.

ç�æ>à�æµ57à
k′ := k − 1/4

Duç�æµã�ñ���ñ�6��u��ñ�8�ñ�ã�578&��5���6�ö>ñ²���#�ßæµ53�u��ñ��u��ñ#�#�ß89à��7æµ5��#ã78E��ã���ñ�6 ������ÿ��ß8&�ß8
ò �µ����8�ã�ñ

r
õ7��57à����oõ�8�ñ#5�����ñ�8���5���6�ö>ñ²���ß8½:

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k)

∣
∣
∣

2
r = (k/k′)2

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k′

)
∣
∣
∣

2
|W |1/2 r ≤ k2K1/2

∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k′

)
∣
∣
∣

2
.

$�5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8
∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k′

)
∣
∣
∣

2
=

∫

M

∣
∣
∣d(χ |W |k′

) − |W |k′

dχ
∣
∣
∣

2

≤ 2

∫

M

∣
∣
∣d(χ |W |k′

)
∣
∣
∣

2
+ 2

∫

M
|W |2k′ |dχ|2 .

$�5 ��5�����ö>ñ�8&�u��ñ��u��ñ#�#�ß89à�8���æµ52ã��#�����ßà�8½å]<�D <>=@ë�:
∫

M
χ2
∣
∣
∣d(|W |k′

)
∣
∣
∣

2
≤ 2

∫

M
χ2 |W |k′

∆ |W |k′

+ 4

∫

M
|W |2k′ |dχ|2

≤ 2k′c(n)

∫

M
χ2 |W |2k′+1 + 4

∫

M
|W |2k′ |dχ|2

≤ 2kc(n)
√
K

∫

M
χ2 |W |2k r−1 + 4

∫

M
|W |2k−1/2 |dχ|2 .

$�5�8�52�#��ñ�8&� +,89à#�#� ��698�:
∫

M
χ2 |W |2k r−1 ≤ 2H

∫

M
χ |dχ| |W |2k

+
√

8H2Kc(n)k3

∫

M
χ2 |W |2k r−1

+ 4HK1/4k

(∫

M
χ2 |W |2k r−1

)1/2 (∫

M
|W |2k−1/2 |dχ|2

)1/2

.

?>?



��æµ�#ñ�8���é7æµ� ��õ�8
ε(n)
8��
k
�µà�à#ã�ñ�8�ê�ã78 √

8H2Kc(n)k3
89à#�/à#�#ñ#�ß����8���8�5�����5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ$�

1
�@õ�8�à�æµñ#��8

ê�ã%+,æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û�
(

1 −
√

8H2Kc(n)k3
) ∫

B(R)
|W |2k r−1

≤ 4H

R

∫

M
|W |2k +

8HK1/4k

R

(∫

M
|W |2k r−1

)1/2 (∫

M
|W |2k−1/2

)1/2

.

�������F8��ßæµ57à	ê�ã78
W
õ�69��ñ�æ-:ß��8�5

r−2 8���ê�ã78}������ñ�æµ�ßà�à²��57�98�õ�ã�ô@æµ��ã ��8�89à#����ã½����ã7à	8�ã7�����ßõ��ß8�5�578ó:57æµ�#ñ�8Ô��é7æµ� �Qõ�8
k
�µà�à#ã�ñ�8oê�ã78o�ß89à���5���6�ö>ñ²���ß89àEõ�ã ��8��óÿ�ñ�8¢õ�8�õ�ñ�æµ����8�à�æµ5��,�75��ß89à D%�	5Mò]���ßàØ��5Û�

��8�57õ�ñ�8
R
ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� �7æµ53��ñ#ñ#��ô@8 �

W = 0
D
�á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â� �<�D � D � � ª�³µ´�«Ô± ³µ´�±&¯®°u±Ú¹ ¯®«
n ≥ 4

¯�±�± ³µ´�­�«#¬²¯®¸ä­
ν > 1

¯�±
C > 0 �

¹§¸}¯#øµ¹§­®±O¯
ε(n,C, ν) > 0

±O¯®¸	»�´7¯o± ³>´�±O¯)��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬o«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯Eì�¹�� ��¹C¶l¸ ¾@±O¯
Mn »�´�¹��¬�«Ø¹ ��¯�¶�³µ´�«ó´�° �Ø¯®«®± ¾>¹§°Ô¶�³µ¹�°u±

o

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ C

(
t

s

)ν

.

¾µ¹�°�­®¹/»9´�¯
sup
M

(|W | r2
o) < ε(n,C, ν).

¯Ø­�±}¯�° �9¾µ¹Ú±|¶l¸�¾>±O¯ �
� ��� ��� ��% � # � � �1� , 
 � � �$� *�, ��� 	$#&! 	$#&� �
����57à��ß8��u��ñ²��ö>ñ²����é78���ñ�69�969õ�8�5�����æµ5��óô�ã¢ê�ã78�ê�ãu��57õ SC(M)

89à#���|8��#�����Û���E�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�æµ������#ñ�8�5�ã����ß8>D@�/5�ã��#�����ßàØ��5Û�	�ß89à/�ß8�� ��89à�õ�8�<�D ��D <��@æµ5o�|8�ã�� ��æµ5Û�#ñ�8�ñ�êÛã78�à#� SC(M)
89à#�	à�8�ã��ß8���8�5Û��75�� �����ßæµñ�àó�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8Ôõ�69��ñ�æ-:ß� �2� + ��5��75�� D���æµã7à;�����ßæµ57àrõ�+ ��ÿFæµñ�õX��ñ�æµã�ô@8�ñEã�578Ôõ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98

ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78���8���8�57à#ã�����8�57æµã7à�� + � ��6����ßæµñ�8�ñ�æµ57à��|æµã�ñ�æµÿ���8�5���ñ�ã�578�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98�����ã7à�òÚæµñ#��8��ÛêÛã��
�|8�ñ���8��#�#ñ²�rõ�+,æµÿ���8�5���ñ�õ�89à��9æµ57à²69êÛã78�57�989à���æµ�|æµ�ßæµö>�ßêÛã789à D��C�r���ß6�õ�8�� + é��ßà#��æµ��ñ�8�89à#��� + ��576�öÛ��������6�õ�8
�&����æoñ²�	%�57698>D

ï	 F���� �<�D � D � � �/³µ°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­�´�°F¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬2«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ ��³µ°u°F¯#øÛ¯Ôì�¹�� ��¹�¶l¸�¾>±O¯
Mn � ¾���¯ � n ≥ 4

� �l´ ¶@¶�³�­�³µ°7­o»�´�� ¹§¸�¯#øµ¹§­®±O¯�´�°2¶�³µ¹�°u±
o
ÙÛ¯
M
¯�±�ÙÛ¯Ø­;«�¬�¯®¸º­

ν > 2
¯�±
Co > 0±O¯®¸º­E»�´7¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¯�±�­®´ ¶@¶�³�­�³µ°7­E»�´�¯;¸�¯E±O¯®°�­ ¯®´�«rÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯½¾Ø¶@¶�¾µ«�±Ú¹ ¯®°7°F¯��
L

n
2 (ρo(ro)dvol)

� � ¸�³µ«Ø­E³µ°Q¾½¸�� ¯Ø­ �
±Ú¹�¼½¬�¯ |W | = o(r−2

o )
�

�	��

���������2<�D � D�
��u
���æµ5 à#ã����Fæ>à²8½ê�ã78
W
89à#�E�9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8 �2ã�578½��ã��ßà�à²��57�98¢õ�8�����ò]æµ57���#�ßæµ5

õ��ßà#�²��57�98
r−σ
o

��� + é�è��|æµ�#é!�9à�8 ∫
M |W |n

2 ρo(ro)dvol < +∞ 89à#��69ê�ã���ôµ���ß8�5���8,� σ > 2
:��ß8��ß8�� ��8

�#ñ²��57à0ò]æµñ���8rõ�æµ57�&� +,89à#�#� ��698E��5Û��6�ö>ñ²���ß8;8�5�� +,89à��#� ��698ó�|æµ57���#ã78����ß8Eê�ã%+,æµ5��|8�ã�������ñ#�ßæµñ#��89à��F6�ñ�8�ñ D
�%8r��ñ�æ���éu����5b�#é769æµñ�����8rôµ�Ô6��²��ÿ�����ñ�ã�578o� ��6����ßæµñ²���#�ßæµ5X��ã���æ �½���#�ßêÛã78;õ�8;�98��#��8E89à��#� ��698¢:F�>+,89à#�
ã�578�57æµã�ô@8����ß8 �½��5�� òÚ89à#�²���#�ßæµ5.õ�8�ñ#��ö>�ßõ�����6>D

? �



� = 

6��$
O�
ç/ã��ßà²êÛã78

(∆ − c(n) |W |) |W | ≤ 0
��æµ5Xô@8�ã��o���������ßê�ã78�ñE�ß8½�ß8�� ��8¢<�D ��D + �2� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ

∆ −
c(n) |W | D7-b���ßà��989���)5769�989à�à#����8�ã�578&89à��#� ��698óà#ã�ñ��ß8&�Fæµ��8�5��#�ß8�� DF$�5 �|æ>à�8 x = n2

2(n−2)

�7õ�8&à�æµñ#��8
ê�ã%+,8�5E�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ

x−n/2 = n
n−2

D�ç)æµã�ñ
R
ö>ñ²��57õ#� �ß8��ß8�� ��8�<�D ��D <;å]�9ô@89�

m = n/2
ë%� �o�����ßê�ã78�:

(
∫

M\B(R)
|W |x dµρ

) 1
x−n/2

≤ C

R2

∫

A(R/2,R)
|W |n

2 dvol.

��æ � ��8
ρ(R)

∫

A(R/2,R) |W |n
2 dvol

89à#��ã�5�� ò]æµñ���6���8�5Û� �½�7�0æµñ�6������Cô��ß8�5���� +,89à#�#� ��698&à#ã���ô>��5Û��8½:
(
∫

A(R,2R)
|W |x ρ(r)

x−1
n/2−1 dvol

) 1
x−n/2

≤ CR−2ρ(R)
−1+

x−1
n/2−1

+ 2
n−2

x−n/2

= CR−2ρ(R)
2

n−2 .
��89���)��ã���æµñ#�ßà²8�� + ã7à²��ö@8&õ�ã2�ß8�� ��8r<�D ��D +Ô�9ô@89�

m = n/2
:

sup
S(R)

|W | ≤ Cρ(R)
2

n−2R−2

(
∫

A(R/2,5R/2)
|W |n/2 dµρ

) 2
n

≤ CR−2

(
∫

A(R/2,5R/2)
|W |n/2 ρ(r)dvol

) 2
n

.

�/���9æ � ��8�����õ�8�ñ#5�����ñ�8���5Û��6�ö>ñ²���ß8���8�57õ�ô@8�ñ�à < 6�ñ�æóê�ãu��57õ
R
��8�57õ�ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� �@�ß8�ñ�69à#ã����²����à#ã���� D

�

�ó�C�7¨)â��F�� b<�D � Dä? � ý;�7¦|âu¨��§¡ ¡9�)©%¦| Qú) b¥>�h¦|¨)�%â �F�%â�  ��� � � � �/³>°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­�´�°|¯#� ¾µ«®¹ ¬�±O¬
«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯ ��³µ°u°F¯#øÛ¯Eì�¹�� ��¹C¶l¸�¾>±O¯

Mn � ¾���¯�� n ≥ 4
� �u´�¶@¶�³µ­�³µ°�­o»�´�� ¹�¸/¯�øµ¹�­�±O¯r´�°

¶�³>¹§°u±
o
ÙÛ¯
M
¯�±}ÙÛ¯Ø­�«�¬�¯®¸º­

ν > 2
¯9±
Co > 0

±O¯®¸º­E»�´7¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¯�±�­®´ ¶@¶�³�­�³µ°7­E»�´�¯;¸�¯E±O¯®°�­ ¯®´�«rÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯½¾Ø¶@¶�¾µ«�±Ú¹ ¯®°7°F¯��
L

n
2 (ρo(ro)dvol)

� � ¸�³µ«Ø­E³µ°Q¾½¸�� ¯Ø­ �
±Ú¹�¼½¬�¯

|W | = O(r−b
o )

¶�³µ´�«
b = 2

¯9±|¶�³µ´�«E± ³>´�±
b <

ν − 2

γ
=

(ν − 2)(n− 1)

n− 3
.

� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à

w = |W |γ 8�� b0 = sup
{

b > 0 /w = O
([
r2/V (r)

]b
)} D�$�5�àØ�������u��ñ¢<�D � D �XêÛã78

w = O(r−2γ)
���9æ � ��8

V (r) ≤ ωnr
n åÚB��ßà#é7æµ�lë/�}�98���� � �o�����ßê�ã78 w = O(V (r)−2γ/n) =

O([r2/V (r)]2γ/n)
�Cõ�8Ôà�æµñ#��8¢êÛã78

b0
89à#�Eà��#ñ#�ß����8���8�5Û�;�Fæ>à����#� ò0D�
�ã����Fæ>à�æµ57à

b0 < 1
D)���ßæµñ�àræµ5

�|8�ã�����é7æµ�ßà���ñ
b1 > 0

8��
m > 0

�Fæµã�ñ�ê�ã78

m >
n

b1(n− 2)
>

n

b0(n− 2)
>

n

n− 2
.

? �



ç/ã��ßà²êÛã78
b1 < b0

�
w = O

([
r2/V (r)

]b1
) ��õ�æµ57���|æµã�ñ���æµã��

R > 0
�

∫

A(R,2R)
|w|m dµρ ≤ C

[
R2/V (R)

]mb1 ρ(R)−
2

n−2V (R)

= C
[
R2/V (R)

]mb1−
n

n−2

≤ CR−(ν−2)(mb1−
n

n−2 ).

��89���F� �o�����ßêÛã78 ∫
M |w|m dµρ < +∞ D���æ � ��8�æµ52����ñ�89à²êÛã78��u��ñ#��æµã��

(∆− γc(n) |W |)w ≤ 0
�

æµ5_��� ��8�ñ²���������������ßêÛã78�ñ;�ß8Ô�ß8�� ��8¢<�D ��D � �����2ò]æµ57���#�ßæµ5
w
�)ê�ã���5%+,89à�� �½����é78�ã�ñ�8�ã7à�8���8�5��o�u�µà

�ßæ�� ���ß8���8�5Û�o�����7à��²é����=<@D/ç)æµã�ño�9æµ5���æµã�ñ#578�ñ��98��#��8Ôõ�� %½��ã�����6��/æµ5 �9æµ57à#�ßõ9��ñ�8
uε :=

√

|W |2 + ε
�

ε > 0
Du��5 � ���ß��ã��Cõ���ñ�89����õ�æµ5�578���ñ�89à�ê�ã78��u��ñ#��æµã��ó:

uγ
ε ∆uγ

ε = γu2γ−2
ε

(

|W |∆ |W | − εu−2
ε |d |W ||2

)

+ γ(1 − γ)u2γ−4
ε |W |2 |d |W ||2

≤ γu2γ−2
ε

(

|W |∆ |W | + (1 − γ) |d |W ||2
)

.

�/5�ã��#�����ßà²��5Û�¢� + ��576�öÛ��������6bõ�8 �&����æXñ²�	%�576983�9æ � ��8.õ7��57à½���M��ñ�8�ã�ô@83õ�8 å]<�D <>=@ë/��æµ5iæµÿ��#�ß8�5Û�
å��u��ñ#��æµã��Øë&:

uγ
ε ∆uγ

ε ≤ γu2γ
ε (W,∆W ).

��æ � ��8¢õ7��57àó��� ��ñ�8�ã�ô@8Ôõ�8.å]<�D ��D�
�ë/�)8�5Xò]���ßàØ��5Û�ó��8�57õ�ñ�8
ε
ô@8�ñ�à@< 6�ñ�æ9�Cæµ5d�u��ñ#ô��ß8�5�� �26��²��ÿ�����ñ

���Ô��ñ�8��o����ñ�8;��576�öÛ��������6oõ7��57à����Ô��ñ�8�ã�ô@8oõ�ãb�ß8�� ��8�<�D ��D �Må
m > n

n−2

ë®Dl�	5 �75bõ�8;�9æ �o����8���æµ5
��ñ#ñ#��ô@8 � :

∫

M\B(R)
|w|m dµρ = O(R−a),

�|æµã�ñ}ã�5Ô57æ �Eÿ�ñ�8
a > 0

êÛã���89à#����57õ�6��|8�57õ7��5Û��õ�ã2��é7æµ� ��õ�8
m
õ7��57à�ã�5�ô@æµ�ßà#��5u��ö@8�õ�8 n

b0(n−2)

D

�� �½����5Û��8�5u��5��Ôæµ5h���������ßê�ã78��ß8Ô�ß8�� ��82<�D ��D +M�|æµã�ño�98

m
åÚõ�8¢57æµã�ô@8 ��ã�������ò]��ã����µõ7������8�ño���

��ñ�8�ã�ô@8��|æµã�ñ��9æµ5Û��æµã�ñ#578�ñ��ß8�ò]������ê�ã78
w
5%+,89à#���u�µà��ßæ�� ���ß8���8�5Û���%���7à���é����=< ë/�læµ5¢�#ñ�æµã�ô@8&�Fæµã�ñ

Rö>ñ²��57õQ:

sup
S(R)

w ≤ C
(

ρ(R)
2

n−2R−2
) n

2m
R−a/m

= C
[
R2/V (R)

] n
m(n−2) R−a/m

≤ C
[
R2/V (R)

] n
m(n−2)

+ a
nm ,

æ)(eæµ5e��ã��#�����ßà�6Ô������ñ�æµ�ßà²à²��57�98Ôà²æµã7à0ûO8�ã7�����ßõ��ß8�5�5782õ�ãdô@æµ��ã ��8>D	"�ãu��57õ
m
��8�57õdô@8�ñ�à n

b0(n−2)

�
� +,8 ���Fæ>àØ��5Û����8�57õ�ô@8�ñ�à

bo + bo(n−2)a
n2

:�à#��æµ52��é7æµ�ßà#���
m
�µà�à�8 <���ñ��9à�õ�8 n

b0(n−2)

��æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û��ã�578
�9æµ5��#ñ²�µõ��ß���#�ßæµ5 �Ô���¢õ�6/�75����#�ßæµ5Xõ�8

bo
D|��æµ57�

bo
ôµ��ã��&��ã ��æµ��57à

1
8������9ô@89�;��� �o��57æµñ²���#�ßæµ5Xõ�ã

ô@æµ��ã ��8��læµ5��r��ñ�æµã�ô@6&�ß8�ñ�69à#ã����²��� D
�

� =



á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â� Q<�D � D � � �ó¨�¤7¨)¥�¨ ���� Qð��§©C�§ �� � �F³>¹�±
Mn � n ≥ 4 �

´�°F¯ � ¾µ«®¹ ¬�±O¬E«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯
��³>¼�¶F¸ ��±O¯ �²³µ°7°F¯#ø�¯�ì�¹�� ��¹�¶l¸ ¾@±O¯ � ��¬®«®¹ ��¾µ°u±%¶�³µ´�«&´�°Ô¶�³>¹§°u± o ¯�±}ÙÛ¯Ø­&«�¬�¯®¸º­ ν > 4n−2

n−1
� Co > 0

�

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

.

�u¹�ÙÛ¯�¶l¸ ´Û­;¸�¯½±O¯®°�­ ¯®´�«½ÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯�¾Ø¶Û¶�¾µ«�±Ú¹]¯®°l± �
L

n
2 (M,ρo(ro)dvol)

� ¾µ¸�³µ«²­ M ¯Ø­®±�Ù�¯�±ÚÝØ¶�¯
± ³Ø¶�³µ¸ ³ �µ¹Ú»9´�¯ ��°7¹ � ¹ �§¯ � 	�³µ¼½¬#³µ¼�³µ«O¶ 	�¯��½¸ � ¹�°u±O¬®«®¹]¯®´�«EÙ�� ´�°F¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬ ��³>¼�¶�¾ �9±O¯��2·#³µ«#Ù��
� = 

6��$
O�
�%8;�#é769æµñ�����8¢<�D � Dä?¢õ�æµ5�578oã�578oõ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98½à#ã�ñ�êÛãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78�õ�8;�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8oà²æµñ#��8oêÛã78
�,�)
* ���,��<	 Cà + ���������ßêÛã78�5�� D

�

$�52�|8�ã���à�8�õ�8��½��57õ�8�ñ�à��F�ß8��²��ã��2õ�8�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98&��� �o����8�õ7��57à�<�D � Dä?r89à#��8�5�ò ���������#��8���5Û� D
�/5 ò]���������>+,89à#��ô�ñ²��� D
�ó�C�7¨)â��F�� b<�D � D � � ý;�7¦|âu¨��§¡ ¡9�)©%¦| Qú) b¥>�h¦|¨)�%â �F�%â�  ��� � � � �/³>°�­Ø¹]ÙÛ¬®«#³µ°�­�´�°|¯#� ¾µ«®¹ ¬�±O¬
«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯ ��³µ°u°F¯#øÛ¯Eì�¹�� ��¹C¶l¸�¾>±O¯

Mn � ¾���¯�� n ≥ 4
� �u´�¶@¶�³µ­�³µ°�­o»�´�� ¹�¸/¯�øµ¹�­�±O¯r´�°

¶�³>¹§°u±
o
ÙÛ¯
M
¯�±}ÙÛ¯Ø­�«�¬�¯®¸º­

ν > 4n−2
n−1

¯�±
Co > 0

±O¯®¸ä­E»9´�¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¯�±�­®´ ¶@¶�³�­�³µ°7­E»�´�¯;¸�¯E±O¯®°�­ ¯®´�«rÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯½¾Ø¶@¶�¾µ«�±Ú¹ ¯®°7°F¯��
L

n
2 (ρo(ro)dvol)

� � ¸�³µ«Ø­E³µ°Q¾½¸�� ¯Ø­ �
±Ú¹�¼½¬�¯

|W | = O(r
− (ν−2)(n−1)

n−3
o ).

� = 

6��$
O�
����57à �ä*�ã�ñ� ��-dDu*�ã�ñ�à�3�è�6��#ã7õ��ß8�� +,æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�ö@69æ ��6��#ñ#�ßêÛã78Eà#ã���ô>��5Û�ó:

Lg := ∆g +
n− 2

4(n− 1)
Scalg −γc(n) |W |g .

��8���æµ�|6�ñ²����8�ã�ñ�89à#���9æµ5�ò]æµñ���6���8�5Û���9æ ô>��ñ#����5Û�r:�à#�
φ
89à#��ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5����ßà�à�8�8����|æ>à#���#��ô@8��7æµ5��

L
φ

4
n−2 g

= φ−
n+2
n−2Lg(φ.).

å]<�D <&
�ë
��æµã7à�ô@æµã��ßæµ57à2ã��#�����ßà�8�ñ2�98��#��8b��ñ�æµ��ñ#�ß6���6M�|æµã�ñ��#ñ�æµã�ô@8�ñ õ7��57à����d�����µà²à�8b�9æµ5�òÚæµñ���8Mõ�8b57æµ�#ñ�8
��6��#ñ#�ßê�ã78E���ß�9���)��������8

g
ã�578ó57æµã�ô@8����ß8 ��6��#ñ#�ßê�ã78

g̃
�Fæµã�ñ����µê�ã78����ß8Eæµ5M��ã�ñ²��������ãbõ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�5

�9æ �o�u�µ���r:
Lg̃ = ∆g̃,� D,8>D

n− 2

4(n− 1)
Scalg̃ −γc(n) |W |g̃ = 0.

��é78�ñ��²é7æµ57à
g̃
à²æµã7à����&òÚæµñ���8

g̃ = (1+u)
4

n−2 g
��æ)(

u
89à#��ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5Ô���ßà²à�8 �óõ�6���8�ñ��o��578�ñ D��/5

���������ßê�ãu��5Û�;å]<�D <&
�ë �;���Eò]æµ57���#�ßæµ5��9æµ57à#�²��5Û��8 �
1
�7æµ5 �#ñ�æµã�ô@8

Lg̃(1) = L
(1+u)

4
n−2 g

(1) = (1 + u)−
n+2
n−2Lg(1 + u),

� 




õ�8&à²æµñ#��8�êÛã%+ � ô@89�
Scalg = 0

�����Cô��ß8�5��
n− 2

4(n− 1)
Scalg̃ −γc(n) |W |g̃ = (1 + u)−

n+2
n−2 (∆gu− γc(n) |W |g)(1 + u).

��æµã7à�õ�8�ô@æµ57à�õ�æµ57�&ñ�69à�æµã7õ�ñ�8

∆gu− γc(n) |W |g u = γc(n) |W |g .
å]<�D <><@ë

�/5Xò]�������Cæµ5Qôµ�2ñ�69à�æµã7õ�ñ�8��98��#��8½69ê�ãu���#�ßæµ5dà�ã�ñ
M\Bg(o,R)

�C�Fæµã�ñóã�5
R
�µà�à�8 <½ö>ñ²��57õ�DC��æµã7à

ô@æµã��ßæµ57à/���������ßê�ã78�ñ��ß8��#é769æµñ�����8}õ�+ ��5Ûô@8�ñ�à#�ßæµ5�<�D ��D � �
∆g−γc(n) |W |g

D���+ éÛè��Fæµ�#é!�9à�8
ν > 4n−2

n−1�µà�à�ã�ñ�8 ν−2
γ > 2

:7�ß8&�#é769æµñ�����8o<�D � Dä?½õ�æµ5�578 |W | = O(r−b)
�Fæµã�ñ�ã�5

b > 2
DF�/5.�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��

� ô@89�����;ÿ|æµñ#578&8�ã7�����ßõ��ß8�5�578óà#ã�ñ��ß8�ô@æµ��ã ��8¢åÚB��ßà#é7æµ�lë/�7æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û���Fæµã�ñ
δ > 0

�|8��#���ó:
∫

M
|W |n/2±δ ρ(r)

n/2±δ−1
n/2−1 dvol <∞.

�/53��é7æµ�ßà#�ßà�àØ��5Û�
R
�µà�à�8 <�ö>ñ²��57õ#�læµ52�F8�ã���öÛ��ñ²��5Û�#��ñ

So(M)

(
∫

M\Bg(o,R)
|W |n/2±δ ρ(r)

n/2±δ−1
n/2−1 dvol

) 1
n/2±δ

< η(n/2, n/2 − δ, n/2 + δ).

����57à#� �%<�D ��D �¢ò]æµã�ñ#5�����ã�578�à�æµ��ã��#�ßæµ5Qÿ|æµñ#57698
u
õ�8�å]<�D <><@ë�à#ã�ñ

M\Bg(o,R)
�%8��ó8�5M��ñ�8�5u��5Û�

R8�57�9æµñ�8o����ã7à&ö>ñ²��57õQà#�/5769�989à�à²����ñ�8���æµ5X�F8�ã�� � ����8�à�ã����Fæ>à�8�ñ ‖u‖L∞ < 1
DC"�ã����#��8���6���8�57õ�ñ�8

u
�
M
õ�8¢ò � �9æµ5h�9æµ5Ûô@8�5u��ÿ��ß8���æµ5hæµÿ��#�ß8�5��½ã�578 ��6��#ñ#�ßê�ã78

g̃
ê�ã���89à#�o�9æµ5�òÚæµñ���6���8�5��Ôê�ãu�µà#� û

�ßà�æ ��6��#ñ#�ßê�ã78 �
g
8��óõ�æµ5Û�E� +,æµ�F6�ñ²����8�ã�ñrõ�8Ô*�ã�ñ�à=3���à�8;ñ�69õ�ã����;��ãQ���������µ���ß8�5dõ�8½B�8����#ñ²� �o��é7æµñ�à

õ�+ ã�5'�9æ �o�u�µ��� D�ç���ñ2ñ�6�ö>ã�����ñ#����6M8����������#�ßêÛã78��
u
89à#�

C2 å��ß89à��9æ�8*%½���ß8�5Û��à õ�8.� +,69ê�ãu���#�ßæµ5 à�æµ5Û������7à²��é����=< ë�8����98����;57æµã7à�à#ã&%�ñ²��D
�	57à#ã�����8��uæµ5 æµÿ7à�8�ñ#ô@8óêÛã78����oæ)( |Wg|g

89à#��à#�#ñ#�ß����8���8�5����|æ>à#���#� ò � |Wg|γg
89à#�����ßà�à�8�8��

Lg |Wg|γg = ∆g |Wg|γg − γc(n) |W |g |Wg|γg ≤ 0,

à#��ÿ��ß8�53êÛã%+ � ô@89�½å]<�D <&
�ë/�uæµ5��
Lg̃((1 + u)−1 |Wg|γg) ≤ 0,

�98&ê�ã��%à#��ö>5�� �u8
∆g̃((1 + u)−1 |Wg|γg ) ≤ 0

��ã�õ�8�é7æµñ�à�õ�+ ã�5��9æ �o�u�µ��� D
$�ñ��}��ã��ßà²êÛã78

(M, g̃)
89à���ê�ãu�µà#� û �ßà�æ ��6��#ñ#�ßê�ã78 �

(M, g)
�

(M, g̃)
ô@6�ñ#� �u8b���e�9æµ57õ����#�ßæµ5 õ�8

õ�æµã�ÿ��ß8���8�5��Ôõ�ã_ô@æµ��ã ��8�����57à#��ê�ã78¢� + ��576�öÛ��������6�õ�82ç�æµ��57� ��ñ�6 �.� +,69��é78����ß8>D}$�ñ��989à;��ñ�æµ��ñ#�ß6���69à
åÚ8�57à�8��Eÿ��ß8�ë	à²æµ5Û��69ê�ã���ô>���ß8�5Û��89à'��� +,89à#�#� ��698�à�ã���ôµ��5���8�à#ã�ñ	�ß8�57æ èÛ��ã�õ�8�������éu���ß8�ã�ñ

p.(., .)
:>�|æµã�ñ

x
�
y
õ7��57à

M
��8����|æµã�ñ

t > 0
�

c

V (x,
√
t)

exp

(

−Cd(x, y)
2

t

)

≤ pt(x, y) ≤
C

V (x,
√
t)

exp

(

−cd(x, y)
2

t

)

� <



åÚ�®ò#D �ä
��  � �ä*�ñ#��ö  �ë®D���æ � ��8r����è3�½ã�578;�9æµ57à#�²��5Û��8
Ão
��8����ß8;êÛã78r�|æµã�ñ���æµã��

t ≥ 1
�
Vg̃(o, t) ≥

Ãot
ν �7�9ô@89� ν > 2

�7�989����8�5Û�#ñ²�7:ß578ó� +,8 ���ßà#��8�57�98Eõ�+ ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ53õ�8E*�ñ�898�5�à#�#ñ#�ß����8���8�5Û���|æ>à#���#��ô@8
G(., .)

: �>+,89à#�)à�� �o���ß8���8�5Û� ∫∞
0 pt(., .)dt

å'�,� ># �ë®D�� � + ���ßõ�8�õ�8��98��#��8/ò]æµñ��óã��ß8�8��)õ�8/��� �½�7�0æµñ²���#�ßæµ5
õ�ã¢57æ èÛ��ã2õ�8����E��éu���ß8�ã�ñ���æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û�

G(o, x) = O(ro(x)
2−ν)

ê�ãu��57õ
ro(x)

��8�57õÔô@8�ñ�à�� + ��5��75�� D
�%8&��ñ#��57�����F8&õ�ã �½� ��� �Eã � �µà�à#ã�ñ�8&ê�ã78��|æµã�ñ���æµã����Fæµ��5��

x
õ�8

M\Bg(o,R)
�F�9ô@89�

R
ö>ñ²��57õQ:

(1 + u)−1 |Wg|γg (x) ≤
maxS(o,R)(1 + u)−1 |Wg|γg

minS(o,R) G(o, .)
G(o, x).

$�5�8�52�#��ñ�8
sup

S(o,R)
|W | = O(R

2−ν
γ )
D
�

�	��

���������½<�D � D < �u"�ãu��57õ
ν = n = 4

�|æµ5Mæµÿ��#�ß8�5Û����� � ����8oõ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98;ê�ã78rõ7��57à��,B
���� OD
�/����� ��6��#ñ#�ßêÛã78Eõ�+,�/ö>ã7��é�� ûO!���57à�æµ5 ��æµ5��#ñ�8óê�ã%+,8����ß8&89à#��æµ���#� �½���ß8>D
�	��

����������<�D � D � �7��æµ�#ñ�8�89à#�#� ��698	89à#�Cæµ���#� �½���ß8��Fæµã�ñC��� ��6��#ñ#�ßêÛã78�
)��ã�ÿ�ûO����
d8��%�ß89à���6��#ñ#�ßê�ã789à
õ�8E
��²é��}��ñ=< à���é����ßõ_å�ô@æµ��ñ��ß8��²éu�������#ñ�8óõ�+,8 ��8��o���ß89à��u��ã�õ�6�ÿ�ã���õ�8��98 ��6���æµ��ñ�8�ë®D
� ��� ��� ��% � # � � �1� , 
 � � �$��� �$% #�� � % ��� �$� *�, ��� 	$#&! 	$#&� �
��+,æµÿ��08��/õ�8��98��u��ñ²��ö>ñ²����é78�89à#��õ�+,æµÿ���8�5���ñ/õ�8�ÿ|æµ5�5789à�89à#�#� ��6989à�à#ã�ñ��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à/�9æ�ôµ��ñ#����5���89à

õ�8����r�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&õ�+ ã�578�ôµ��ñ#�ß6���6����ß�9��� û ��������8�õ�æµ5Û�����r�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�69��ñ�æ-:ß� �E� + ��5��75�� Du��89à�89à#�#� ��6989à
57æµã7à�à�8�ñ�æµ5Û��5769�989à²à²����ñ�89à�����ã7à��ßæµ��5%D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)©Q<�D � D�
 = � �F³µ¹Ú±

Mn � n ≥ 4 �
´�°|¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬�«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯}ì�¹�� ��¹�¶l¸ ¾@±O¯

­9¾>±Ú¹�­ ��¾>¹�­9¾µ°u±F¶�³>´�«&´�°Ô¶�³µ¹�°u±
o
¸�� ¹§°F¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬rÙÛ¯rÙ@³µ´7·®¸ß¯®¼½¯®°u±�¹�° ��¯®«Ø­9¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¾��µ¯��
ν > 2

¯9±
Co > 0

� � ¸�³µ«Ø­�¸ � ¯Ø­®±Ú¹�¼�¾>±Ú¹]³µ°.ÙÛ¯ó¸�¾ �²³µ´�·�´�«�¯

|W | = O(r−a
o ),

¾��µ¯��
a ≥ 2 �

¯�°u±Ú«0¾��§°F¯ � ¶�³µ´�«½± ³µ´�±�¯®°u±Ú¹ ¯®«o°l¾@±Ú´�«�¯®¸ i � ´�°F¯¢¯Ø­®±Ú¹�¼½¬�¯�­Ø´�«o¸ ¾.ÙÛ¬®«®¹ ��¬�¯ ��³���¾µ«Ø¹]¾µ°u±O¯Ù�� ³µ«#Ùµ«�¯
i
�

∣
∣∇iW

∣
∣ ≤ Cir

−a−i
o .

� = 

6��$
O�
���%89à#��� �o�|æµñ#�²��5Û��õ�8&57æµ��8�ñ�êÛã78����Eò]æµñ��óã��ß8

∆W = W ∗W,
8�5��#ñ²�7:ß578&�|æµã�ñ�8�5Û�#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��

k
�,
}�� �:

∆∇kW =

k∑

i=0

∇iW ∗ ∇k−iW.
å]<�D <��@ë

� �



�/5�57æµã7à�������ã�èÛ��5Û��à#ã�ñ��98��#��8&69ê�ãu���#�ßæµ5�� ��æµ5Û�#ñ�æµ57à��u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98óà�ã�ñ
i
�ß89à�89à#�#� �½���#�ßæµ57à

∣
∣∇iW

∣
∣ ≤ Cir

−a−i
o .

�%8�� �µà
i = 0

89à#�}�9æµ5Û��8�5�ã�õ7��57à}� + éÛè��Fæµ�#é!�9à²8>D�
�ã����|æ>à�æµ57à�õ�æµ57��� +,89à#�#� ��698�6��²��ÿ����ß8��|æµã�ñ
i ≤ k

�
� ô@89�

k ≥ 0
D7ç���ñ����rò]æµñ��óã��ß8ó<�D <����7æµ5.�

(∆ −W∗)∇k+1W =

k∑

i=1

∇iW ∗ ∇k+1−iW.

ç���ñ�éÛè��Fæµ�#é!�9à²8�õ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98����ß8 ��8��óÿ�ñ�8�õ�8�õ�ñ�æµ����8�89à#� �½�7�0æµñ�6��u��ñ
Ck+1r

−2a−k−1
o

D��	+,89à#�#� û
��698½å]<�D ��D �@ë�òÚæµã�ñ#5�����õ�æµ57�½:

sup
A(R,2R)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣ ≤ Ck+1

volB(o,R)
1
2

∥
∥
∥∇k+1W

∥
∥
∥

L2(A(R/2,5R/2))
+ Ck+1R

1−2a−k.
å]<�D <!+�ë


�æµ���
χ
ã�578Ôò]æµ57���#�ßæµ5_���ßà�à�8¢�Fæ>à����#��ô@8�ôµ������5��

1
à�ã�ñ

A(R/2, 5R/2)
�
0
à#ã�ñ

A(R/3, 3R)c 8�� �ö>ñ²�µõ��ß8�5���ÿ|æµñ#576��u��ñ
10/R

D|$�5��
∫

A(R/2,5R/2)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣

2
≤
∫

A(R/3,3R)

∣
∣
∣∇
(

χ∇kW
)∣
∣
∣

2

õ�+,æ)(3����ñ��9à���5Û��6�ö>ñ²���#�ßæµ53�u��ñ��u��ñ#�#�ß89àó:
∫

A(R/2,5R/2)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣

2
≤
∫

A(R/3,3R)
|dχ|2

∣
∣
∣∇kW

∣
∣
∣

2
+

∫

A(R/3,3R)
χ2(∇kW,∆∇kW ).

�/5�ã��#�����ßà²��5Û�;å]<�D <��@ë/�7æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û����� �½�7�0æµñ²���#�ßæµ5
∫

A(R/2,5R/2)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣

2
≤ 100

R2

∫

A(R/3,3R)

∣
∣
∣∇kW

∣
∣
∣

2

+ Ck+1

k∑

i=0

∫

A(R/3,3R)

∣
∣
∣∇kW

∣
∣
∣

∣
∣∇iW

∣
∣

∣
∣
∣∇k−iW

∣
∣
∣ .

�	+ é�è��|æµ�#é!�9à�8Eõ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98��7ö>ñ
�µ�98 �
a ≥ 2

�7�9æµ57õ�ã����?�
∫

A(R/2,5R/2)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣

2
≤ Ck+1 volB(o,R)

(

R−2−2a−2k +R−3a−2k
)

≤ Ck+1 volB(o,R)R−2−2a−2k.

����57àóå]<�D <!+�ë/�læµ52�#ñ�æµã�ô@8ó����57à#�
sup

A(R/2,5R/2)

∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣ ≤ Ck+1

(

R−1−a−k +R1−2a−k
)

≤ Ck+1R
−1−a−k,

õ�+,æ)(
∣
∣
∣∇k+1W

∣
∣
∣ ≤ Ck+1r

−a−(k+1)
o .

�

� +
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«®¹]¬9±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ ��³µ°7°|¯#øÛ¯�ì�¹�� ��¹�¶F¸ ¾>±O¯

Mn � ¾���¯�� n ≥ 4
� �l´ ¶@¶�³�­�³µ°7­�»�´�� ¹�¸|¯#ø>¹�­�±O¯

´�°�¶�³µ¹§°l±
o
ÙÛ¯
M
¯�±}ÙÛ¯Ø­&«�¬�¯®¸º­

ν > 2
¯�±
Co > 0

±O¯®¸º­E»�´7¯

∀t ≥ s > 0,
volB(o, t)

volB(o, s)
≥ Co

(
t

s

)ν

¯�±�­®´ ¶@¶�³�­�³µ°7­E»�´�¯;¸�¯E±O¯®°�­ ¯®´�«rÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯½¾Ø¶@¶�¾µ«�±Ú¹ ¯®°7°F¯��
L

n
2 (ρo(ro)dvol)

� � ¸�³µ«Ø­E³µ°Q¾½¸�� ¯Ø­ �
±Ú¹�¼½¬�¯

∀ k ∈ N,
∣
∣
∣∇kW

∣
∣
∣ = O

(

r−2−k
o

)

.

�u¹�Ù�¯}¶F¸º´�­ó³µ°b¾
ν > 4n−2

n−1
� ¾µ¸�³µ«Ø­

∀ k ∈ N,
∣
∣
∣∇kW

∣
∣
∣ = O

(

r
− (ν−2)(n−1)

n−3
−k

o

)

.
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��æµ�#ñ�8Qæµÿ��#89���#� ò �}�ß��� ��89à�� õ�+ ��ñ#ñ#��ô@8�ñ �e�9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8Q��� ö@69æ ��6��#ñ#�ß8�� � + ��5��75��óõ�8Q�98�ñ#�²����57à
��57à#�²��5���æµ57à�ö>ñ²� ô����²���#�ßæµ5�578��ßà �rô@æµ��ã ��8�57æµ5 �½� ��� �½��� D
����57à2ã�5 ��ñ�8��o�ß8�ñ ��8��o�7à��}57æµã7à�57æµã7à2��5Û��6�ñ�89à�à²8�ñ�æµ57à3��ã������µ�98���à ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789à��ß89à�����ã7à

�9æµã�ñ#��à D�ç�8�ã��0ûO89à#�#� ��8�ño�ß8�ã�ñ;�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ �3��æ �Eÿ��ß8�5_èQ8�5h� û �0û ���}8�5e��éu�µê�ã78��|æµ��5Û� � "�ã78����ß8289à#�
�ß8�ã�ñ�é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8��ó��89���F57æµã7à��F8�ñ���8��#�#ñ²�Eõ�8��9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8����óö@69æ ��6��#ñ#�ß8��ßæ�� ���ß8���ñ��9à�õ�8�� + ��5��75�� �
õ7��57à��ß8ó� �µà�æ)(3���o��ñ�æµ�ßà�à²��57�98Eõ�ã ô@æµ��ã ��8óõ�89à�ÿFæµã��ß89à�õ�8&ñ²�9è@æµ5

t
89à���8�5

t3
õ7��57à�ã�578óôµ��ñ#�ß6���6

õ�8�õ�� ��8�57à#�ßæµ5
4
D�����57à�ã�5¢à�89�9æµ57õÔ��8��o�7à��@57æµã7à�ã��#�����ßà�8�ñ�æµ57à��98��#��8�6��#ã7õ�8��|æµã�ñ��9æµ57à#�#ñ#ã���ñ�8�ã�578�7ÿ�ñ²���#�ßæµ528�5��98�ñ����ß89à�õ7��57à��98�� �µà0ûO��� D���æµã7à}�����µà�à�� �u8�ñ�æµ57à�8�57à�ã�����8����óö@69æ ��6��#ñ#�ß8&�µà#è��o����æµ�#�ßêÛã78����� + �µ���#�ßæµ5hõ�+ ã�5eö>ñ�æµã��F8 �75�����ñ��9à D�B�8 ��ã7�9æµã��hõ�8Ôñ�69à#ã����²����àoà�8�ñ�æµ5��o8 ����ñ#� ��69ào8�5eõ�� ��8�57à#�ßæµ5

ê�ã78��ß�9æµ57êÛã78Ôå
��æ�õ�ã��ßæ��98�ñ#�²����5789à�éÛè��Fæµ�#é!�9à²89àØë®D
�&n�� I1{���w�� v¢LO���
	7t/x%yl�����#yl� t�yjt��Ôw��rvEzFt�� t/��y'��w�~ � � ��
 �Et�n
� � ����� � ��#&, � � 
 ��� � 
�� � �	-�� � � -/% � * � � 
�� 
�� �
��æ � ��8�5��9æµ57à��u��ñ�ã�5�ñ�69à#ã����²�����#ñ��9à�à#� �o���ß8���578�5769�989à�à����²��5Û����ã7��ã�578óéÛè��Fæµ�#é!�9à²8óõ�8&�9æµã�ñ0û

ÿ�ã�ñ�8>D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D�
>D�
 � �X��þ®¨�âF���|��¨�©�úC�_âF� ��¨�©�ú�� ��©%þ� 7¦F��� ���������#� �Ø¸)¯�øµ¹�­�±O¯ó´�°F¯ ��³>°�­ �
± ¾µ°l±O¯�´�°7¹ ��¯®«Ø­9¯®¸�¸ß¯

C(n)
±O¯®¸�¸�¯�»9´�¯½­®¹�³µ°X­ ¯�¶l¸ ¾ �²¯Ô­Ø´�«o´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬Ô«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯

(Mn, g)
��¬®«®¹ ��¾µ°u±

inf
t>0

lim sup
x−→∞

volB(x, t)

tn
< C(n),

å���D�
�ë
¾µ¸�³µ«Ø­&¸�¯&«#¾µÝ@³µ°QÙ�� ¹�° Ü ¯��9±Ú¹ � ¹Ú±O¬E¯Ø­�±}·�³µ«Ø°|¬ 	�³µ«Ø­&Ù � ´�° �²³µ¼�¶�¾ �9±�ÙÛ¯

M
�

��+ éÛè��Fæµ�#é!�9à�8¢å���D�
�ë}à#��ö>5�� �u8&ê�ã%+ ���C8 ���ßà#��8�ã�5 57æ �Eÿ�ñ�8
T > 0

8���ã�53�9æ �o�u�µ���
K
õ�8

M
��8��ßà

ê�ã78o:
∀x ∈M\K, volB(x, T ) < C(n)T n.

å���D <@ë

� �



$�5 �|8�57à�8 �rã�578óôµ��ñ#�ß6���6&ô@6�ñ#� �l��5Û���7�|æµã�ñ���æµã��
x
�
volB(x, t) ≤ ω(t)tn

�7� ô@89�&ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5
ω��8�57õ7��5���ô@8�ñ�à'< 6�ñ�æ �E� + ��5��75�� Du$�5��óô�ã2êÛã78 � ����8�õ7��57à}�ß8�� �µà}������������� �½�7�0æµñ²���#�ßæµ52ã�5�� ò]æµñ���8

õ�ãQô@æµ��ã ��8Ôõ�89à&ÿ|æµã��ß89à&5%+,89à#�ó�u�µàE��57æ�õ���578�:%8����ß8 ��æ�õ9��ñ�8����2ö@69æ ��6��#ñ#�ß8 ��� + ��5��75���ÿ��ß8�5Q����ã7à
ê�ã%+ ã�578 �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5Ôõ�ã�ô@æµ��ã ��8�õ�89à	ÿ|æµã��ß89à��98�5��#ñ�6989à�8�5�ã�5½�Fæµ��5�� DÛ��ã �75u��� �Û�98��#��8�ã�5�� ò]æµñ��o����6
à + � ô6��ñ�8�ñ²����ñ#ã7�������ß8��|æµã�ñ�æµÿ���8�5���ñ�ã�5 ��æ�õ9���ß8 �r� + ��5��75�� D
� = 

6��$
O�
�C���9æµ57à#�²��5Û��8

C(n)
89à#��õ�æµ5�57698��u��ñ�� + ��576�öÛ��������6Eà#ã���ôµ��5���8��7õ�ã78 ����Du��ñ�æ)3@8 �ä��ñ�æ! �:

∀ t ≤ inj(x), ∀x ∈M, volB(x, t) ≥ C(n)tn.
å���D �@ë


�æµ���
x
ã�53�Fæµ��5���à����#ã76&é7æµñ�à�õ�ã3�9æ �o�u�µ���

K
õ�æµ5�576ó�u��ñoå���D <@ë®D�
��

inj(x)
89à#��à#ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ���ã

Tõ�8½å���D <@ë/�uæµ52�#ñ�æµã�ô@8E�9ô@89�Ôå���D �@ë�:
C(n)T n ≤ volB(x, T ) < C(n)T n,

�98&ê�ã��%89à#����ÿ7à#ã�ñ�õ�8>Du�%8�ñ²�9è@æµ53õ�+ ��5)�089���#��ô�����6ó8�5
x
89à���õ�æµ57� �½�7�0æµñ�6&�u��ñ

T
D
�

�)�;�#é769æµñ#�ß8&õ�8ó��é7898�ö@8�ñ0ûO��ã93>�9èÛ� û(*�ñ�æ ��æ�ô�à + ���������ßê�ã78�5u���#ã�ñ�8����ß8���8�5Û��õ7��57à��98�� �µõ�ñ�8�:�8����ß8
õ�69��ñ#���r���2ö@69æ ��6��#ñ#�ß8¢õ�89àóô>��ñ#�ß6���69à@���9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8½�|8��#����8½8��%�2ñ²� è@æµ5 õ�+ ��5)�#89���#��ô�����6Ôÿ|æµñ#576 �ä��*  OD
������æµ57à���æµã���õ�8�à#ã�����8��ß8
á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â�  ��D�
>D < � �F³µ¹Ú±

(Mn, g)
´�°|¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬�«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯�Ù@³µ°u±C¸ ¾ ��³µ´�« ·®´�«�¯

±O¯®°FÙ �µ¯®«²­ ��¬®«#³ �Ô¸ � ¹§° �	°7¹�¯�± ��¬®«®¹ ��¾µ°u± � �(� ��� � � ¸ ³µ«Ø­ � ¾>´.ÙÛ¯ 	�³µ«²­EÙ � ´�° ��³µ¼�¶�¾ �9± � M ¶�³µ«�±O¯E´�°F¯
F
�O­®±Ú«®´��9±Ú´�«�¯oÙÛ¯ó«0¾>°(�½­®±Ú«®¹ �9±O¯�¼�¯�°u±|¶�³µ­Ø¹Ú±Ú¹ �E¯�±}Ù@³µ°l±	¸ß¯Ø­E³µ« ·®¹�±O¯®­�­�³µ°u± �ÔÙ>¹Ú¾µ¼ ��±Ú«�¯;·#³µ«®°F¬ �
��ã��#ñ�8���8�5Û�;õ������Cæµ5dà²�����óõ�6 ��� ê�ã78o����ö@69æ ��6��#ñ#�ß8 ��� + ��5��75���õ�8Ô�989à&ô>��ñ#�ß6���69à&�|æ>à�à��9õ�8oã�578

à#�#ñ#ã7���#ã�ñ�8>DF$�5 ô@8�ã������r��ñ�69���ßà�8�ñ��u���rñ�8�57õ�ñ�8����;����ã7à��9æµ57��ñ�����8ó�Fæ>à�à���ÿ��ß8>D
� � ����� � %�
$% #&,�*�� -/%��)��	 # * � (+� � 	 � � � # � 	$( � � � 
�� , � ��
 -/,�* �
�)��57æµ�#�ßæµ5�õ�8 � �7à²8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8}ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²��� �*�µ��5Û�#ñ�æ�õ�ã�����8��u��ñ	-dD@*�ñ�æ ��æ�ôrõ7��57à �ä*��%ç  �89à#��ã�53æµã��#���C89à�à�8�5��#�ß8��%�Fæµã�ñ��9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8ó���;ö@69æ ��6��#ñ#�ß8ó8�5 �9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8ó�F8��#����8>Duç/ñ�69à�8�5Û��æµ57à#û ����D

�æµ���

M
ã�578�ô>��ñ#�ß6���6�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578��9æ �o��������8�8��}à�æµ���

x
ã�5½�|æµ��5Û�}õ�8

M
D�$�5�à#ã����|æ>à�8�ê�ã78

���;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8Eà�89���#�ßæµ5�578����ß8&à#ã�ñ����rÿ|æµã��ß8�ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78�õ�8�ñ²� è@æµ5
2ρ
��ã���æµã�ñ�õ�8

x
89à#��ÿ|æµñ#57698��78�5

ô>���ß8�ã�ñ���ÿ7à�æµ��ã78��>�u��ñ
Λ2 å Λ ≥ 0

ë/�Û� ô@89�
Λρ < π/4

D@����57à�� �>8�5o�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��@� +,8 ���Fæµ578�5��#�ß8����ß8�8�5
x89à#��ã�5Ôõ�� 1�69æ ��æµñ#��é��ßà���8��ßæ�� ���là�ã�ñ	����ÿ|æµã��ß8

B̂(0, 2ρ)
õ�8�ñ²� è@æµ5

2ρ
8���õ�8��98�5��#ñ�8

0
õ7��57à

TxM
D

�C� ��6��#ñ#�ßê�ã78
g
à#ã�ñ

B(x, 2ρ)
à²8�ñ�8�����ô@8�õ�æµ57��8�5�ã�578 ��6��#ñ#�ßêÛã78

ĝ := exp∗
x g
à#ã�ñ

B̂(0, 2ρ)
Dl$�5

57æµ��8�ñ²�
Exp

� +,8 ���Fæµ578�5��#�ß8����ß8E�µà�à²æ����ß698,�;�98��#��8 ��6��#ñ#�ßê�ã78>D
��5�ò ������� �o�|æµñ#�²��5Û��89à#����ñ�æµã�ô@6�õ7��57à �ä*��%ç� �:�õ�8�ã����Fæµ��5���à�ê�ã78��ß�9æµ57ê�ã789à�õ�8

B̂(0, 2ρ)
à�æµ5Û�

ñ�8����ß69à��u��ñ�ã�578;ã�5��ßê�ã78;ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78���ê�ã��/89à#��õ�æµ57� �o��5�� �o�ßà²��5Û��8 �%õ�8;����ã7à��|�ß89à�ÿFæµã��ß89à�è.à�æµ5Û�
à#�#ñ#�ß����8���8�5����9æµ5Ûô@8 ��89à D7$�5Ô�|æµã�ñ#ñ²�óõ�æµ57����ñ²���#�ßê�ã78�ñ}àØ��57à�ñ#�ßà�ê�ã78�õ�8����óö@69æ ��6��#ñ#�ß8�6��ß6���8�5��²����ñ�8
8�5�à�+ ������ã�èÛ��5Û���u��ñ�8 ��8��o���ß8&à#ã�ñ��ß8��#é769æµñ�����8óõ�8�
Cæµ�|æµ57æµö@æ ô|D
"�ãu��57õ.�ß8Eñ²�9è@æµ5Mõ�+ ��5)�#89���#��ô�����6r8�5

x
89à#������ã7à�ö>ñ²��57õ3ê�ã78

2ρ
�u�ß89à�ô>��ñ#�ß6���69à�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�5789à

(B(x, ρ), g)
8��

(B̂(0, ρ), ĝ)
à�æµ5����ßà�æ ��6��#ñ#�ßê�ã789à DF-.���ßà�à#���ß8&ñ²� è@æµ5bõ�+ ��5)�#89���#��ô�����6;89à#���F8��#�����Fæµ5

�Xõ�89àÔ���µ�98���àÔö@69æ�õ�69à#�ßêÛã789à¢�9æµã�ñ#��à�8�5
x
8��
x
�|æ>à�à��9õ�8�����ã7à#�ß8�ã�ñ�à½ñ�8��ß8�ô@69à�õ7��57à

B̂(0, ρ)
D��C8

�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�òÚæµ57õ7� ��8�5��²���
Γ(x, ρ)

8�5
x
8��&��� +,69�²é78����ß8

ρ
��89à�ã�ñ�8��ß8�õ�6®ò]��ã���õ�+ ��5)�089���#��ô�����6�õ�8

� ?



� +,8 ���Fæµ578�5��#�ß8����ß8�à�ã�ñ
B̂(0, ρ)

�ä*��%ç� l:
Γ(x, ρ)

89à#�C�ß8	�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�õ�89à����������ß� ���#�ßæµ57à)�9æµ5��#��5Ûã789à
τ
õ�8

B̂(0, ρ)
õ7��57à

TxM
ê�ã���ô@6�ñ#� �u8�5Û�

expx ◦τ = expx

8���8�5�ô@æµ�ß8�5Û�
0
õ7��57à

B̂(0, ρ)
D|��8&à�æµ5���õ�æµ57�&õ�89à�à�89���#�ßæµ57à��9æµ5Û�#��5Ûã789à�õ�8�� +,8 ���Fæµ578�5��#�ß8����ß8

expx

D
��æ � ��8

expx

89à#��ã�578ó�ßà�æ ��6��#ñ#�ß8r�ßæ�� ���ß8��l�989à����������ß� ���#�ßæµ57à�8�5�ô@æµ�ß8�5Û��ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã789à�à#ã�ñ�ö@69æ�õ�6®û
à#�ßê�ã789à�8���õ�æµ57����ñ�69à�8�ñ#ô@8�5����ß89à}õ��ßà#�²��57�989à�:��98�à²æµ5Û�}õ�89à��ßà²æ ��6��#ñ#�ß89à�à�ã�ñ��ß8�ã�ñ�� �½��ö@8>D��/���ß89à}à�æµ5Û�
õ�æµ57�ó��ã���æ �½���#�ßê�ã78���8�5Û�����ßà�à�89à�D
�	�²��5Û�)õ�æµ5�576�ã�5&ñ�8��ß8�ô@6

v
õ�8
x
õ7��57à

B̂(0, ρ)
å�� D,8>D

expx(v) = p
ë/���9æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à%� + ���������ß� ���#�ßæµ5

τv := Expv ◦ (Tv expx)−1 .

(Tv expx)−1 8�5Ûô@æµ�ß8�ã�5 �|æµ��5Û� w õ�8 B̂(0, ρ)
à#ã�ñ��ß8�ô@89����8�ã�ñ���5����#�����Cõ�8����oö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��u��ñ#�²��5Û�

õ�8
v
8���ñ�8��ß8�ô>��5Û�����Ôö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78

t 7→ expx tw
D���æµ57�

τv(w)
5%+,89à#�&��ã��#ñ�8oêÛã78;� +,8 ���#ñ�6��o����6oõ�8

�98��#��8�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78>D7�/5 �u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��
τv(w)

89à#��ã�52ñ�8��ß8�ô@6Eõ�8
expxw

��� D,8>D
expx(τv(w)) = expxw,

8��
τv(0)

�����u��ñ#�#�ß8�5�� �
B̂(0, ρ)

Dl��æµ57�
τv
89à#��ã�536��ß6���8�5Û��õ�8

Γ(x, ρ)
åÚ�®ò#D��7ö>ã�ñ�8 ��D�
�ë®D

TxM

expx

v = τv(0)

M

w

τv(w)

x

0

expx w

�}��� � ��D�
 

τv(w)

à +,æµÿ��#�ß8�5Û��õ�8����óò]� �9æµ5 à�ã���ôµ��5���8>D�$�5 õ�89à²�98�57õÔ�ß8�à�8�ö���8�5��
[0, w]

à#ã�ñ
M
�u��ñ

expx

8���æµ5bñ�8�����ô@8;���¢ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78ræµÿ���8�5�ã78��Ô�u��ñ#�#��ñ&õ�8
v
:|�98��#��8;57æµã�ô@8����ß8;ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78;õ7��57à

TxM
�;�|æµã�ñ�8 ���#ñ�6��o����6

τv(w)
D

��69������ñ�æ�ê�ã78���8�5Û���là#�
τ
89à#��ã�536��ß6���8�5Û��õ�8

Γ(x, ρ)
8�5Ûô@æ èÛ��5��

0
à#ã�ñ

v ∈ B̂(0, ρ)
�læµ5 �|8�ã��

ô@æµ��ñ;êÛã78
τ = τv

DC�/5e8/1|8����C�Fæµã�ñ
w
õ7��57à

B̂(0, ρ)
�
t 7→ τ(tw)

89à#�ó��� ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78½ñ�8��ß8�ôµ��5��
t 7→ expx tw

�r�u��ñ#�#��ñ�õ�8
v
��õ�æµ57�&õ�+ ����ñ��9à�� + ��ñ#ö>ã ��8�5Û����ñ�69�969õ�8�5Û���

τ(w) = τv(w)
D

���



���Fè½�Eõ�æµ57��ã�578��9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��57�98�ÿ���ã�5���ô@æ�ê�ã78�8�5��#ñ�8��ß89à�6��ß6���8�5���à�õ�8
Γ(x, ρ)

8����ß89à����µ�98���à
ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789àEæµñ#�ß8�5���69àEÿu�µà²69àE8�5

x
8��;õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ño��ãd����ã7à

ρ
D���æ � ��8

expx

89à#�óã�5 õ�� 1|69æ�û
��æµñ#��é��ßà���8��ßæ�� ��� �

Γ(x, ρ)
89à��;8�5e�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ½õ�8�� ��ñ�õ���5u���'�75�� D/����57à#� �A�

x
� ��6�������ò]� �o�����ß8

(Γ(x, ρ))0<ρ<π/(4Λ)
89à#��ã�578�ò]� �o�����ß8&��ñ�æµ�ßà²à²��5Û��8Eõ�8��7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F89à �75��ßà D

��� ��
���� � 
��u��æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57à�ã�5 �7ÿ�ñ�6���������8�5
2
û ������57à/à#ã�ñ

S
1 ��é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8�ñ²���#�ßæµ5�578����ß8�:�� + ��5�ö>�ß8 θõ�ãoô��ßà�à²��ö@8}à +,69��ñ#���/�9æ � ��8���ñ�æ�õ�ã����	õ�8

2π
�u��ñ/�ß8}ñ²���#�ßæµ5�578��

p/q
�@�9ô@89�

p, q
��ñ�8��o�ß8�ñ�à�8�5��#ñ�8�8�ã��|D

ç�æµã�ñ
ρ
ö>ñ²��57õ 8��

x
�;õ��ßà#�²��57�98�à�ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ�8,�

ρ/ sin(π/q)
õ�8�� + � �½��ö@8&õ�8�� + � ��8�åÚê�ãu��57õ

q = 1
�

� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8o89à#���#ñ#��ô������ß8��Fõ�æµ57�r����5%+ è3�½�u�µà�õ�8E�9æµ57õ����#�ßæµ5lë/�|�ß8r�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8EòÚæµ57õ7� ��8�5��²���
Γ(x, ρ)

89à#��8�5�ö@8�57õ�ñ�6��u��ñ	� + ã�5��ßê�ã78����µ�98��	ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78�õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ
q
D>�O�789à��	õ�æµ57���9æµ57à#�#���#ã76�õ�8

�#ñ²��57à#�����#�ßæµ57à�D��O��578;�9æµ5Û�#�ß8�5Û�ó�ß8óô��ßà�à²��ö@8;õ�8Eÿu�µà�8;êÛã78;à#��� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8o89à#���#ñ#��ô������ß8>D|B}8 ��ã7�9æµã��
õ�8����µ�98���à�à�æµ5Û��ö@6�576�ñ²���ß8���8�5���æµã�ÿ����ß69à����u��ñ��98&ê�ã%+ ���ßà�à�æµ5Û���#ñ�æµ� �ßæµ5�ö@à D
��éu�µê�ã78�6��ß6���8�5Û��57æµ5��#ñ#��ô�������õ�8

Γ(x, ρ)
��ö>����à²��57à��Fæµ��5��$� ��8>D�-3æµ5��#ñ�æµ57à0û �ß8>Du$�52à#ã����|æ>à�8

ê�ã%+ ã�52�Fæµ��5��
w
89à��$� ��6��u��ñ�ã�5 6��ß6���8�5��

τv
õ�8

Γ(x, ρ)
D7�;+ ã�578��u��ñ#���

w
89à���� +,8 ���#ñ�6��o����6&õ�8����

ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78
γ1 : t 7→ tw

��õ�6/�75��ß8�à#ã�ñ
[0, 1]

��êÛã��Fñ�8�����ô@8
t 7→ expx tw

õ�8���ã��ßà
0
D��;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#���

w = τv(w)
89à��E��ã7à�à#�	� +,8 ���#ñ�6��o����6½õ�8����2ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78

γ2 : t 7→ τv(tw)
ê�ã��	ñ�8�����ô@8���� � ����8

ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78
t 7→ expx tw

���½���ßà�õ�8���ã��ßà
v
D��/5�õ�6�ñ#��ô>��5Û��8�5

t = 1
� +,6�öÛ��������6

expx ◦γ1(t) = expx ◦γ2(t),

æµ5Mæµÿ��#�ß8�5Û�
Tw expx(γ′1(1)) = Tw expx(γ′2(1))

8���õ�æµ57�
γ′1(1) = γ′2(1)

D��%89à�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789à
γ18��

γ2
õ�æµ��ô@8�5Û��õ�æµ57�ó�9æ10]57���ßõ�8�ñ��u�98�ê�ã��%� �o�����ßêÛã78½:

0 = γ1(0) = γ2(0) = v
�7õ�+,æ)(

τv = id
D

����57àC�ß8��7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8
Γ(x, ρ)

����éu�µê�ã78�6��ß6���8�5Û����ã�5&��5Ûô@8�ñ�à²8/ÿ��ß8�5Eõ�6/�75�� D ç�æµã�ñCô@æµ��ñ)�989��� �
6��²��5��óõ�æµ5�576oã�5Q6��ß6���8�5Û�

τ = τv
õ�8

Γ(x, ρ)
�Cæµ5Q�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8o�ß8r���µ�98��&ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78;�u��ñ²� ��6��#ñ�6

�u��ñ
σ : t 7→ expx tv

8��	æµ5�õ�6/�75����/�ß8}ô@89����8�ã�ñ
ṽ
�9æ � ��8�æµ���|æ>à�6�õ�ãoô@89����8�ã�ñ
�75u���7õ�8��98}���µ�98���:

ṽ = −σ′(1) Du�	+ ���������ß� ���#�ßæµ5 τṽ ���9æ � ��8
τv
��89à#��ÿ��ß8�53õ�6/�75��ß8&à#ã�ñ����rÿ|æµã��ß8

B̂(0, 2ρ)
DF��æµ57��æµ5

�|8�ã���õ�6/�75���ñ������9æ �o�Fæ>à�698
τṽ ◦ τv

à�ã�ñ
B̂(0, ρ)

D)��8��#��8o���������ß� ���#�ßæµ5X89à#��ã�578oà�89���#�ßæµ5Mõ�8
expxê�ã��8� ��8

0
:
τṽ ◦ τv(0) = τṽ(v)

89à#��� +,8 ���#ñ�6��o����6�õ�8����óö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��u��ñ#�²��5���õ�8
ṽ
8���ñ�8��ß8�ôµ��5��

σ
�

� D,8>D|�ß8r�|æµ��5Û����5����#�����	õ�8r���Ôö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78;ñ�8��ß8�ô>��5Û�
σ
�u��ñ��9æµã�ñ#ãX8�5Mà�8�57à���5Ûô@8�ñ�à�8o8�� �75��ßà�àØ��5Û�&8�5

ṽ
���u��ñ}�9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5����>+,89à#�

0
D���æµ57�

τṽ ◦ τv
89à#��� + �ßõ�8�5��#����6>D7�/�}õ�8 � ����8

τv ◦ τṽ
89à#��� + �ßõ�8�5��#����6>D

�/53�98�à�8�57à��
τṽ
89à#��� + ��5�ô@8�ñ�à�8óõ�8

τv
D

�	�²��5Û�)õ�æµ5�576�ã�5&���µ�98��%ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78
σ
õ�8/�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñC��5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �

ρ
�957æµã7à)�����|8����ß8�ñ�æµ57à � à�æµã7à0û�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�8�5�ö@8�57õ�ñ�6¢�u��ñ

σ
õ7��57à

Γ(x, ρ)
� �ß8Ô�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8

Γσ(x, ρ)
æµÿ���8�5Ûã_õ�8Ô���

ò � �9æµ5Mà#ã���ôµ��5���8>D|�O���9æµ5Û�#�ß8�5��&ã�5M6��ß6���8�5Û�
τv
õ�8

Γ(x, ρ)
à#�/8���à²8�ã��ß8���8�5Û�&à#�

v
89à#��� +,8 ���#ñ�6��o����6

õ�+ ã�5Ôö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78�ÿ�ñ#�ßà²698�ñ�89à#�²��5���õ7��57à
B̂(0, ρ)

8���æµÿ���8�5Ûã78�8�5�ñ�8��ß8�ô>��5Û��ã�5Ô�98�ñ#�²����5Ô57æ �óÿ�ñ�8�õ�8
ò]æµ�ßà��ß8ó���µ�98��

σ
���u��ñ#�#��ñ�õ�8

0
DF
��

τ
89à#��ã�536��ß6���8�5���õ�8

Γ(x, ρ)
�9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û�,�oã�53���µ�98��

σ
�

57æµã7à��u��ñ#�ß8�ñ�æµ57à���ã7à�à��Cõ�ã3à�æµã7à#û �7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8
Γτ (x, ρ)

�u8�5�ö@8�57õ�ñ�6ó�u��ñ
τ
õ7��57à

Γ(x, ρ)
D|
��

k89à#���ß8�����ã7à�ö>ñ²��57õ¢8�5Û�#�ß8�ñ}��8��|êÛã78
τ i(0)

�����u��ñ#�#�ß8�5�578 �ó���óÿFæµã��ß8
B̂(0, ρ)

�|æµã�ñ���æµã7à��ß89à�8�5Û�#�ß8�ñ�à
5u���#ã�ñ�8��ßà

i ≤ k
�7���ßæµñ�àó:

Γτ (x, ρ) = Γσ(x, ρ) =
{
τ i/− k ≤ i ≤ k

}
.


��
2ρ ≤ ρ′ < π

4Λ

�����ßæµñ�à	� +,89à#�u�µ�98�õ�89à�æµñ#ÿ�����89à�õ�89à��Fæµ��5���à�õ�8�����ÿ|æµã��ß8
B̂(0, ρ)

à�æµã7à/� + �µ���#�ßæµ5
õ�8

Γ(x, ρ′)
�
B̂(0, ρ)/Γ(x, ρ′)

�F89à#���ßà�æ ��6��#ñ#�ßêÛã78%�
B(x, ρ)

�u�u��ñ����oò �µ����æµñ#�ßà²���#�ßæµ5bõ�8
expx
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� �



à�8�ã��ß8;�²é7æ>à�8 �½ô@6�ñ#� �u8�ñ&89à���� + ��5)�#89���#��ô�����6>DF���/à + ��ö>����õ�8rô@æµ��ñ�ê�ã78rõ�8�ã��3ñ�8��ß8�ô@69à��
w1
8��
w2
�|õ�+ ã�5

� ����8ó�Fæµ��5��
y
õ�8

B(x, ρ)
õ7��57à����;ÿFæµã��ß8

B̂(0, ρ)
à²æµ5Û��õ7��57à���� � ����8óæµñ#ÿ�����8ó�Fæµã�ñ

Γ(x, ρ′)
D

��æµ57à#�ßõ�6�ñ�æµ57àó� + ã�5��ßêÛã78�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78
γ1
ñ�8�������5��

w1
�

0
��õ�89à��98�57õ�æµ57à&���¢�u��ñ

expx

8���ñ�8��ß8�ô@æµ57à
��� ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78½æµÿ���8�5�ã78 � �u��ñ#�#��ñrõ�8

w2
�|æµã�ñóÿ ���#��ñóã�578½ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78

γ2
�%ê�ã���ñ�8����ß8

w2
�2ã�5

�98�ñ#�²����5b�|æµ��5Û�
v
åÚ�®ò0D8�7ö>ã�ñ�8 ��D <@ë®DF���ßæµñ�à

v
89à#��ã�5bñ�8��ß8�ô@6;õ�8

x
õ7��57à

B̂(0, ρ′)
å��u��ñ�� + ��576�öÛ��������6

�#ñ#����5�ö>ã�������ñ�8�ë�8��
τv
8�5Ûô@æµ�ß8&ÿ��ß8�5

w1
à#ã�ñ

w2
��õ�+,æ)( �ß8�ñ�69à#ã����²��� D

M

w2

v

0

TxM

B̂(0, ρ)

B̂(0, 2ρ)

expx

γ2

y

γ1

x

w1

�����	� ��D < 

τv(w1) = w2

D
��æ �Eÿ��ß8�52ã�5½�|æµ��5Û�}õ�æµ5�576

y
� û �0û ���|õ�8�ñ�8��ß8�ô@69à�õ7��57à�ã�578�ÿFæµã��ß8

B̂(0, ρ)
õ�8
TxM

����æµ��æµ57à
Nx(y, ρ)

�98r57æ �óÿ�ñ�8>D��/5bñ�8��ß8�ô>��5Û��ã�5b���µ�98���ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78Eõ�8r�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ �o��5�� �½���ß8 �½�u��ñ#�#��ñ�õ�8
0 =: v0

�uæµ5b��ÿFæµã��#��� �;ã�5��|æµ��5Û�
v1
D7�/5�ñ�8��ß8�ô>��5Û���ß8 � ����8ó���µ�98�� �;�u��ñ#�#��ñ�õ�8

v1
�7æµ5b��ÿFæµã��#�����ã�5X57æµã�ô@8 ��ãXñ�8��ß8�ô@6

v2
��8����>D�$�5dæµÿ��#�ß8�5Û�r����57à��	ã�578�à#ã�����8�õ�8�ñ�8��ß8�ô@69à

vk
õ�8

x
ê�ã��	à�æµñ#�óõ�8

B̂(0, ρ)
:là#��57æµ5��F�9æ � ��8r���)578E�|8�ã���è�� ô@æµ��ñ�õ�8E�|æµ��5Û��õ�+ �µ�9��ã �óã������#�ßæµ5��%æµ5M��ã�ñ²������ã�578Eà�ã�����8

�|6�ñ#�ßæ�õ��ßê�ã78 �
τv1

� ��8�ñ²�����/���ßæµñ�à��ß8��98�5Û�#ñ�8�õ�8�� + ã�5��ßê�ã78�ÿFæµã��ß8}õ�8�ñ²�9è@æµ5 �o��5�� �½�����9æµ5Û��8�5u��5��	��æµã7à
�ß89à��|æµ��5Û��à

vk
���98�ê�ã���5%+,89à#�)�u�µà)�|æ>à�à#��ÿ��ß8�� ��ã��ßà�êÛã78

τv1

5%+,89à#���u�µà�� + �ßõ�8�5Û�#����6}õ�æµ57����ö>���)����ÿ�ñ�8���8�5��
å�� + ã�5��ß������6�õ�8r���Ôÿ|æµã��ß8rõ�69�9æµã��ß8½õ�8E���¢à#�#ñ#�ß����8o�9æµ5�ô@8 ������6oõ�89à�ÿ|æµã��ß89à��|�®ò#D �ä* 
* �ë®D�B��ß8�5Mà 	�ñ��|æµ5
�|8�ã��;��ñ�æ��969õ�8�ñoõ�8 � ����8�8�5d��5�ô@8�ñ�à²��5Û��� +,æµñ#�ß8�5��²���#�ßæµ5�õ�ãe���µ�98��;�Fæµã�ñ;æµÿ���8�5���ñ�õ�8½57æµã�ô@8 ��ã��
ñ�8��ß8�ô@69à D���æ � ��8½�ß89àE�|æµ��5Û��à

vk
à�æµ5�� ��õ��ßà#�²��57�98

2 inj(x)
�ß89àEã�57àóõ�89à;��ã��#ñ�89à��Cæµ5dô@æµ���r����57à#�

ê�ã78
x
����ã ��æµ��57à

ρ/ inj(x)
ñ�8��ß8�ô@69à�õ7��57à

B̂(0, ρ)
:

|Γ(x, ρ)| = Nx(x, ρ) ≥ ρ/ inj(x).

�/5_ñ�8��ß8�ô>��5Û�oã�578�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78�õ�8Ô�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ �o��5�� �½���ß828�5Û�#ñ�8
x
8��;ã�5_�Fæµ��5��

y
�.�u��ñ#�#��ñoõ�89à

ñ�8��ß8�ô@69à�õ�8
x
8���8�5289à#�#� �½��5������rõ��ßà#�²��57�98�õ�8�� +,8 ���#ñ�6��o����6,�

0
�u��ñ}� + ��576�öÛ��������6��#ñ#����5�ö>ã�������ñ�8½åÚ�®ò#D�7ö>ã�ñ�8 ��D +�ë/�uæµ5�æµÿ��#�ß8�5Û����ã7à�à#�

Nx(y, ρ) ≥ Nx(x, ρ− d(x, y)) = |Γ(x, ρ− d(x, y))| ≥ ρ− d(x, y)

inj(x)
.

å���D +�ë

�>=



�/5�ã��#�����ßà²��5Û���989�����Fæµã�ñ
d(x, y) ≤ ρ/2

�7æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û��8�52�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ�� +,89à#�#� ��698�ô@æµ��ã �o�ßê�ã78½:
ρ

2 inj(x)
volB(x, ρ/2) ≤ |Γ(x, ρ/2)| volB(x, ρ/2) ≤ vol B̂(0, ρ).

å���D � ë

M

x

TxM

expx

B̂(0, ρ)

v1

v2

v−1

y

v0 = 0

v−2

�}��� � ��D � 
�$�5 æµÿ��#�ß8�5���õ�89à���ñ�6�� �½��ö@89à�õ�8
y
õ7��57à

TxM
8�52ñ�8��ß8�ô>��5Û��ã�578�ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78�ñ�8�������5��

x
�
y
�;�u��ñ#�#��ñ�õ�89à���ñ�6�� �½��ö@89à�õ�8

x
D

ç�æµã�ñ
ρ ≤ ρ′ < π

4Λ

��� +,8�57à�8��Eÿ��ß8
F(x, ρ, ρ′) :=

{

w ∈ B̂(0, ρ)
/

∀ γ ∈ Γ(x, ρ′), d(0, γ(w)) ≥ d(0, w)
}

89à#��ã�5 õ�æ �½����578&òÚæµ57õ7� ��8�5��²���C�|æµã�ñ�� + � �µ���#�ßæµ5 �iõ�8 Γ(x, ρ′)
à#ã�ñ����rÿ|æµã��ß8

B̂(0, ρ)
Duç���ñ �75�� û

�#ã7õ�8��7�²éu�µêÛã78óæµñ#ÿ�����8���5Û��8�ñ�à�89����8E��������ñ�8���8�5Û� F(x, ρ, ρ′)
D���8�����ã7à���à#�

τ
�����u��ñ#�#�ß8�5�� �

Γ(x, ρ′)
�

� +,8�57à�8��Eÿ��ß8 F(x, ρ, ρ′) ∩ τ(F(x, ρ, ρ′))
89à#����57����ã7à�õ7��57à�� +,8�57à�8��óÿ��ß8;õ�89à��Fæµ��5���à�69ê�ã��ßõ��ßà#�²��5���à

õ�8
0
8��&õ�8

τ(0)
�CêÛã��	89à#��õ�8 ��89à#ã�ñ�8;5�ã����ß8 :|�u��ñ �75����#ã7õ�8�� �Ôã�5Q8�57à�8��Eÿ��ß8�õ�8 ��89à#ã�ñ�8;5Ûã����ß8

��ñ��9à�� F(x, ρ, ρ′)
�9æµ5Û�#�ß8�5Û��ã�5¢ã�5��ßê�ã78�ñ�8���ñ�69à�8�5Û�²��5���õ�8���éu�µê�ã78�æµñ#ÿ�����8>D���8���� � ����8�ò]� �9æµ5���à#�

τ
89à#��ã�5�6��ß6���8�5���õ�8

Γ(x, ρ′)
��� +,8�57à²8��óÿ��ß8

Fτ (x, ρ, ρ
′) :=

{

w ∈ B̂(0, ρ)
/

∀ γ ∈ Γτ (x, ρ
′), d(0, γ(w)) ≥ d(0, w)

}

89à#�/ã�5Ôõ�æ �½����578�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²���u�|æµã�ñ	� + �µ���#�ßæµ5½õ�ãÔà�æµã7à0û �7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8
Γτ (x, ρ

′)
8�5�ö@8�57õ�ñ�6��u��ñ

τ
õ7��57à

Γ(x, ρ′)
��à�ã�ñ����;ÿFæµã��ß8

B̂(0, ρ)
D

�C8�ò ������à�ã���ôµ��5��}õ�69�9æµã��ß8�õ�8�57æµ�#ñ�8�õ��ßà²��ã7à�à#�ßæµ5�8���à�8�ñ²�E��ñ#ã7�������|����ã7à��ßæµ��5.:�à#�
2ρ ≤ ρ′ < π

4Λ

�
���ßæµñ�à

volF(x, ρ, ρ′) = volB(x, ρ).
�C8o�ß8�� ��8�à#ã���ô>��5Û�&57æµã7àóà�8�ñ²�¢ã��#���ß8o����ã7à&�ßæµ��5%D����/�|8�ñ���8��óõ�8o�9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8�ñr���¢�²�������ß8�õ�89à&õ�æ�û

�½����5789à�òÚæµ57õ7� ��8�5��²��ã���êÛã%+,æµ53�r��5��#ñ�æ�õ�ã�����à�D

�&




ï	 F����  ��D�
>D � � �F³µ¹Ú±
ρ ≤ ρ′ < π

4Λ

� ��° ��³µ°�­®¹ÚÙ �®«#¯ó´�°b¬®¸ß¬®¼½¯®°u±�°l³µ°3±Ú«Ø¹ � ¹]¾µ¸
τ
ÙÛ¯

Γ(x, ρ′)
¯�±

³µ°.°l³>±O¯ Iτ (x, ρ)
¸ � ¯®°�­ ¯®¼½·®¸�¯rÙÛ¯®­}¶�³µ¹�°u±�­

w
ÙÛ¯
B̂(0, ρ)

±O¯�¸ä­E»�´7¯

gx (w, τ(0)) ≤ |τ(0)|2
2

+
Λ2ρ2 |τ(0)|2

2¯�±
gx

(
w, τ−1(0)

)
≤ |τ(0)|2

2
+

Λ2ρ2 |τ(0)|2
2

.

� ¸�³µ«Ø­ Fτ (x, ρ, ρ′)
¯Ø­®±�¹§° �9¸º´�­EÙ@¾µ°�­ Iτ (x, ρ)

�
��52õ�89à�à#��5�8�52�9æµã��F8oåÚà�8��ßæµ5��ß8�������5��9æµ5���8�5u��5Û�

0
�
τ(0)

8��
τ−1(0)

ë�õ�8 Iτ (x, ρ)
89à#��ò]æµã�ñ#5��

�u��ñ����@�7ö>ã�ñ�8 ��D +7D

0 τ(0)

τ−1(0)

Iτ (x, ρ)

�����	� ��D +�
Ô�%8&õ�æ �½����578 Iτ (x, ρ)
D

� = 

6��$
O�
ç/ñ�8�57æµ57àóã�5M�Fæµ��5��

w
õ�8 Fτ (x, ρ, ρ′)

�|57æµ��æµ57à
v = τ(0)

8��
θ ∈ [0, π]

� + ��5�ö>�ß8�8�5��#ñ�8
v
8��
w
D

$�5½à�ã����Fæ>à�8�õ�+ ��ÿ|æµñ�õ
gx(w, v) > 0

�>�>+,89à��0û � ûOõ���ñ�8
θ < π/2

D���æ � ��8�õ�8�ã��o�|æµ��5Û��à�ê�ã78��ß�9æµ57ê�ã789à
õ�8

B̂(0, ρ)
à²æµ5Û��ñ�8����ß69à½�u��ñ�ã�5782ã�5��ßê�ã782ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78��	ê�ã���89à#��õ�æµ57� �o��5�� �o�ßà²��5Û��8���æµ5h�|8�ã��

���������ßê�ã78�ñ}�ß8��#é769æµñ�����8�õ�8�
)æµ�Fæµ57æµö@æ�ô �ó��æµã7à��ß89à��#ñ#����5�ö>�ß89à D��/5¢�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ���õ7��57à��ß8��#ñ#����5�ö>�ß8
0vw

�uæµ5��
cosh(Λd(v, w)) ≤ cosh(Λ |w|) cosh(Λ |v|) − sinh(Λ |w|) sinh(Λ |v|) cos θ.

�/5�ñ�8��½��ñ�êÛãu��5��Ôê�ã78 |w| = d(0, w) ≤ d(0, τ−1(w)) = d(v, w)
å���� �7ö>ã�ñ�8 ��D � ��æµ5��#ñ�8��98

ê�ã%+,æµ53���#��8�57õuë/�7æµ5�æµÿ��#�ß8�5��
cosh(Λ |w|) ≤ cosh(Λd(v, w)) ≤ cosh(Λ |w|) cosh(Λ |v|) − sinh(Λ |w|) sinh(Λ |v|) cos θ,

õ�+,æ)(
tanh(Λ |w|) cos θ ≤ cosh(Λ |v|) − 1

sinh(Λ |v|) .

�><



v

θ

w

0

�}��� � ��D � 

d(0, w) ≤ d(v, w)

� �o�|æ>à�8
w
�&öÛ��ã7�²é78&õ�89à}�Fæµ��5��#�����ß69à��9�Eã�5¢��8�ñ���8�õ�+,8�ñ#ñ�8�ã�ñ���ñ��9à�D

�)ô@89�
gx(v, w) = |v| |w| cos θ ��æµ5 �#ñ�æµã�ô@8&õ�æµ57�

gx(v, w)

|v|2
≤ Λ |w|

tanhΛ |w|
cosh(Λ |v|) − 1

Λ |v| sinh(Λ |v|) .
å���D �@ë

�V�u��ñ#�#��ñ�õ�8����Eò]æµñ��óã��ß8Eõ�8�
)�9è��ßæµñ

sinh t = t cosh t− t2

2
sinh t+

∫ t

0

s2

2
cosh sds,

æµ5�æµÿ��#�ß8�5��
t

tanh t
≤ 1 +

1

sinh t

∫ t

0
s sinh sds ≤ 1 +

t2

2

å���Dä?>ë
8���õ�æµ57�

Λ |w|
tanhΛ |w| ≤ 1 +

Λ2ρ2

2
.

å���D � ë
�C�;òÚæµñ��Eã��ß8&õ�8&
)� è��ßæµñ

cosh t− 1 = t sinh t− t2

2
cosh t+

∫ t

0

s2

2
sinh sds

� �o�����ßê�ã78��u�9ô@89�¢å���Dä?>ë/�
cosh t− 1

t sinh t
= 1 − t

2 tanh t
+

1

t sinh t

∫ t

0

s2

2
sinh sds ≤ 1

2
+
t2

6
,

�98&ê�ã��C�µà�à#ã�ñ�8o:
cosh Λ |v| − 1

Λ |v| sinhΛ |v| ≤
1

2
+

Λ2ρ2

6
.

å���D �@ë

���



�/53�9æ �óÿ���5u��5Û�oå���D �@ë/�Cå���D � ë}8��óå���D �@ë/�læµ52�#ñ�æµã�ô@8
gx(v, w)

|v|2
≤
(

1 +
Λ2ρ2

2

)(
1

2
+

Λ2ρ2

6

)

8���8�5 à²8�ñ²�����F8�����5���ê�ã%+,æµ5��;��ñ#�ßà
Λρ ≤ π

4 < 1
��æµ53��ñ#ñ#��ô@8 �

gx(v, w)

|v|2
≤ 1

2
+

Λ2ρ2

2
.

$�5Mà#ã����|æ>à�8ó8�57à�ã�����8
gx(w, τ−1(0)) > 0

8���æµ53�#ñ²� ôµ�������ß8;õ�8 � ����8¢å]� ô@89�
v = τ−1(0)

ë��|æµã�ñ
�9æ �o���ß6���8�ñ����r��ñ�8�ã�ô@8>D

�ç�æµã�ñ��9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8ó�ß89à�6��ß6���8�5Û��à�õ�ã��7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²��� �l�ß8&�ß8�� ��8Eà#ã���ôµ��5���89à#�
� �o�|æµñ#�²��5Û�r:����%�ß89à�������ñ�æ���é78��u��ñ�õ�89à��#ñ²��57à0òÚæµñ��½���#�ßæµ57à��	%�5789à�������ã7à�ò]�µ�����ß89à � �½��5�����ã��ß8�ñ D
ï	 F����  ��D�
>D + � ª�¸�¾���³µ°�­&°F³µ´Û­ó­Ø´�«&´�°|¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬E«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯

(M, g)
¯�± ��³µ°�­®¹ �

ÙÛ¬�«0³µ°7­�´�°�¶�³µ¹�°u±
x
±O¯®¸�»�´7¯Ô¸ ¾ ��³µ´�« ·®´�«�¯Ô­9³µ¹�±�·#³µ«®°F¬�¯&¶�¾µ«

Λ2 � Λ ≥ 0 �
­Ø´�«�¸�¾.·#³>´�¸ß¯

B(x, ρ) �

ρ > 0 �
¾���¯��

Λρ < π/4
� �F³µ¹Ú±

v
´�°.«#¯®¸ß¯*��¬�ÙÛ¯

x
Ù@¾>°�­

B̂(0, ρ) ⊂ TxM
� �}°.¹§°u±Ú«#³ Ùµ´�¹Ú±

� ¸ ¾Ô±Ú«#¾µ°�­Ø¸�¾>±Ú¹]³µ° tv ÙÛ¯���¯��9±O¯�´�« v Ù@¾µ°�­�¸�� ¯Ø­O¶�¾ �²¯;¾��_°F¯ TxM
�

� ¸�¯E±Ú«#¾µ°�­O¶�³µ«�±�¶�¾>«0¾µ¸�¸ �®¸�¯ pv
¸ß¯�¸�³µ°(��ÙÛ¯

t 7→ expx tv
� Ù�¯ t = 0

�
t = 1

�
� ¸ � ¾Ø¶@¶F¸º¹���¾>±Ú¹]³µ° τv = Expv ◦ (Tv expx)

−1 �³���¸ � ³µ°.«0¾Ø¶Û¶�¯®¸�¸�¯;»�´7¯
Exp

ÙÛ¬Ø­®¹ �>°F¯ó¸ � ¯#øØ¶�³>°F¯®°u±Ú¹ ¯®¸�¸�¯;ÙÛ¯
(TxM, exp∗

x g)
� �}°M¾Ô¾>¸ ³µ«Ø­}¶�³µ´�«ó± ³µ´�±

¬®¸ß¬®¼½¯®°u±
w
ÙÛ¯
B̂(0, ρ − |v|) �

d(τv(w), tv ◦ p−1
v (w)) ≤ Λ2 |v| |w| (|v| + |w|).

� = 

6��$
O�
�C�&��ñ�æµ�Fæ>à����#�ßæµ5

6.6
õ�8��,B
�  lõ�æµ5�578��ß8�ñ�69à#ã����²����õ�8��9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5¢à#ã���ô>��5Û��:Ûà#�

V
89à#��õ�6/�75��l�u��ñ

Exp0 V = v
8���à#�

W
�����u��ñ#�#�ß8�5�� �

T0TxM
�u���ßæµñ�à

d(Expv ◦p̂v(W ),Exp0(V +W )) ≤ 1

3
Λ |V | |W | sinh(Λ(|V | + |W |)) sin∠(V,W ),

å���D�
 =@ë
æ)(

p̂v
89à#���ß8&�#ñ²��57à#�|æµñ#���u��ñ²���������ß8E�ß8&�ßæµ5�ö¢õ�8

t 7→ Exp0 tV
�uõ�8

t = 0
�
t = 1

D|$�5��|æ>à�8
w =

Exp0W
D ����ò]��ã���ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ	ê�ã78

Exp0 = T0 expx

5%+,89à#�/��ã��#ñ�8�êÛã78�� + �ßõ�8�5Û�#� �u� ���#�ßæµ5½� ��57æµ5��ßê�ã78
õ�8o� +,89à��u�µ�98o�²��5�ö@8�5Û�

T0TxM
��� +,89à#�u�µ�98�ô@89����æµñ#�ß8��

TxM
D%�/5X�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��

Exp0(V + W ) =
v + w = tv(w)

DF��æ � ��8
expx

89à#��ã�578��ßà²æ ��6��#ñ#�ß8��ßæ�� ���ß8��uæµ5��;�u��ñ��������ß8�ã�ñ�à
p̂v = (Tv expx)−1 ◦ pv ◦ T0 expx,õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78

Expv ◦p̂v(W ) = τv ◦ pv(w)
D7�/ã ê�ã78

sinh(Λ(|V | + |W |)) ≤ Λ(|V | + |W |) cosh(1) ≤ 3Λ(|V | + |W |),
����ñ�69à#ã�����8óõ�8½å���D�
 =@ë}ê�ã78o:

d(τv ◦ pv(w), tv(w)) ≤ Λ2 |v| |w| (|v| + |w|).
�/53��éu��5�ö@8 ��5Û�

w
8�5

p−1
v (w)

�uæµ52�#ñ�æµã�ô@8��ß8�ñ�69à�ã����²��� D
�

�!+
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1�(4& �3&�()�%�
��æµ�#ñ�8&õ��ßà���ã7à²à#�ßæµ5 õ�ã �7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²�����F8�ñ���8���õ�8�ñ�8��#ñ�æµã�ô@8�ñ�ã�52ñ�69à#ã����²����õ�8

�ä��*�
  OD
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D�
>D � � �e��©%¨�âF������¨)© úC� âF� ��¨)© ú � �§©Cþ® u¦l��� �)�§�|� � � �F³µ¹Ú±

(Mn, g)
´�°|¯

� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬�«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯ � ��³>´�« ·®´�«#¯b·#³µ«®°F¬�¯3¯�±�±O¯®¸�¸�¯�»�´7¯�¸ß¯ � ³µ¸ ´�¼½¯�ÙÛ¯Ø­2·�³µ´�¸ß¯Ø­ ÙÛ¯
«#¾µÝ@³µ°

1
­�³µ¹Ú±o´�°7¹ �9³µ«®¼½¬®¼½¯®°u±o¼;¹�°l³µ«�¬Ô¶�¾µ«M´�°j°F³µ¼½·®«#¯

V > 0
� � ¸ ³µ«Ø­b¹§¸�Ý�¾_´�°1°l³µ¼½·®«�¯

­�±Ú«Ø¹��9±O¯®¼½¯®°u±%¶�³�­®¹�±Ú¹ �
I
±O¯®¸)»�´7¯E± ³µ´�±%¶�³µ¹�°u±

x
ÙÛ¯
M

�µ¬®«Ø¹ ��¯
inj(x) ≥ I.

��ã����ß8�ãbõ�8rà#ã����Fæ>à²8�ñ�ã�578 �o��57æµñ²���#�ßæµ5.ã�5�� ò]æµñ���8;õ�ã3ô@æµ��ã ��8rõ�89à�ÿFæµã��ß89à�õ�8&ñ²� è@æµ5
1
�Fæµ5

�|8�ã���õ�8��½��57õ�8�ñó:
sup
t>0

lim inf
x−→∞

volB(x, t)

tn
> 0.

��8����;ñ�8�ô��ß8�5Û����ã � ����8>D
� = 

6��$
O�

�æµ���

Λ
����ñ²�µ����578�� ��ñ#ñ�698�õ�+ ã�578�ÿFæµñ#578�à#ã�ñ����ó�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8>D�ç�æ>à�æµ57à

ρ = min(1, π
8Λ)
8���à#ã����|æ>à�æµ57à

ê�ã%+,8�5'ã�5'�Fæµ��5��
x
õ�8

M
��æµ5j�����2ã�5'���µ�98�� ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78Mõ�8b�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ���5�òÚ6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �

ρ
D��/5

���������ßê�ãu��5Û�;å���D � ë/�7æµ5 �#ñ�æµã�ô@8
ρ

2 inj(x)
volB(x, ρ/2) ≤ vol B̂(0, ρ).

�%8��#é769æµñ�����8�õ�82�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5�õ�89àoô@æµ��ã ��89à�õ�82B��ßà#é7æµ�h89à��#� ��8��ß8 ��8��Eÿ�ñ�8�õ�8�õ�ñ�æµ����82�u��ñ
ωn cosh(Λρ)n−1ρn � æ)( ωn

89à��)�ß8�ô@æµ��ã ��8}õ�8�����ÿ|æµã��ß8�ã�5�����6}õ�8
R

n D>$�5oæµÿ��#�ß8�5Û�	õ�æµ57� inj(x) ≥
C(n,Λ) volB(x, ρ/2)

�Fæµã�ñ/ã�578��9æµ57à#�²��5Û��8
C(n,Λ) > 0

D���æ � ��8�õ�+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#���>�ß8��#é769æµñ�����8
õ�8&B��ßà#é7æµ��û(*�ñ�æ ��æ ô2õ�æµ5�578�ã�578&�9æµ57à#�²��5���8

C ′(n,Λ) > 0
��8����ß8óêÛã78

volB(x, 1) ≤ C ′(n,Λ)−1 volB(x, ρ/2),
æµ5 �#ñ�æµã�ô@8

inj(x) ≥ C(n,Λ)C ′(n,Λ) volB(x, 1) ≥ C(n,Λ)C ′(n,Λ)V
D
�

�	5��9æ �óÿ���5u��5����ß89à���ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ57à ��D�
>D�
&8�� ��D�
>D � �7æµ5�æµÿ��#�ß8�5����ß8
á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â�  ��D�
>D � � ���§©C¦F F�� u©��iú)�'âF� ��¨)© ú�� �§©%þ� 7¦F��� �)������� � �F³>¹�±

(Mn, g)
´�°F¯
� ¾��

«®¹]¬9±O¬&«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯;ÙÛ¯ ��³>´�« ·®´�«#¯�·�³µ«Ø°|¬�¯ � �}°3­Ø´�¶@¶�³�­ ¯ �

sup
t>0

lim inf
x−→∞

volB(x, t)

tn
> 0

¯�±
inf
t>0

lim sup
x−→∞

volB(x, t)

tn
< C(n),

³��
C(n)

¯®­®±�¸ ¾ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯�ÙÛ¯ �(� � � � � � ¸�³µ«²­�¹�¸uÝ;¾r´�° ��³>¼�¶�¾ �9±
K
¯9±�Ù�¯Ø­�°l³µ¼½·®«�¯Ø­�­�±Ú«Ø¹��9±O¯®¼½¯®°l±

¶�³µ­Ø¹Ú±Ú¹ �Ø­
I1
� I2
±O¯®¸º­&»9´ � ¯®°M± ³µ´�±�¶�³>¹§°u±

x
ÙÛ¯
M\K �

I1 ≤ inj(x) ≤ I2.

� �



����57à}���;à#ã�����8���57æµã7à�ã��#�����ßà²8�ñ�æµ57à�����ã���2µ�����Eô@8�ñ�à#�ßæµ5 à#ã���ô>��5Û��8���æ)(2��� �½�7�0æµñ²���#�ßæµ52ã�5�� ò]æµñ���8
åÚ8���57æµ5¢�µà#è��o����æµ�#�ßêÛã78�ë	õ�ã�ô@æµ��ã ��8��F8�ñ���8���õ�8�à�8�õ�6�ÿu��ñ#ñ²�µà�à²8�ñ�õ�ãÔ�9æ �o�u�µ���

K
åÚ�®ò0D@������ñ�8�ã�ô@8

õ�8����r��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5 ��D�
>D � ë®D
á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â�  ��D�
>Dä? � �F³µ¹Ú±

(Mn, g)
´�°|¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬�«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯�ÙÛ¯ ��³µ´�« ·®´�«�¯&·#³>« �

°F¬²¯ � �}°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯ �
∀x ∈M, V ≤ volB(x, t) ≤ ω(t)tn¶�³>´�«o´�°F¯ ��³µ° �9±Ú¹Ú³>°

ω
±O¯®°lÙÛ¾µ°u± ��¯�«²­ � ¬®«0³ �2¸�� ¹§° ��°7¹�¯9±�´�° °l³µ¼½·®«�¯

V > 0
� � ¸�³µ«Ø­r¹�¸�Ý�¾�ÙÛ¯Ø­

°l³>¼�·�«#¯Ø­�­�±Ú«Ø¹��9±O¯®¼½¯®°l±�¶�³µ­Ø¹Ú±Ú¹ �Ø­
I1
� I2
±O¯®¸º­&»9´ � ¯®°M± ³µ´�±�¶�³>¹§°u±

x
Ù�¯
M

�

I1 ≤ inj(x) ≤ I2.
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"� �2-$�I6 � &'5�63
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$�5.�|8�ã���ô@æµ��ñ�êÛã%+ ã�578 �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5 � ã�5�� ò]æµñ���6���8�5Û�&à��#ñ#�ß����8���8�5Û�&à�æµã7à0ûO8�ã7�����ßõ��ß8�5�578 � õ�ãô@æµ��ã ��8�à + ��ã���æ@� ��6����ßæµñ�8�ê�ãu��57õ������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8���8�57õ&ô@8�ñ�à#< 6�ñ�æ��µà�à�8 </ô�����8 �}� + ��5��75�� D ����57àC����à#ã�����8��

æµ5.õ��ßà#�#��5�ö>ã78�ñ²����æµã)�#æµã�ñ�à�ã�5 �Fæµ��5��
o
õ7��57à��ß89à�ô>��ñ#�ß6���69à�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�5789à�ê�ã78&57æµã7à��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�8®û

ñ�æµ57à�8��/æµ5E57æµ��8�ñ²� ��57æµã�ô@8 ��ã
ro
æµã
r
����òÚæµ57���#�ßæµ5oõ��ßà#�²��57�98 �

o
D �%8��|æµ��5Û�

o
à�8�ñ²��ö@6�576�ñ²���ß8���8�5Û�

æ �o�ßà D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D�
>D � � �X��þ®¨�âF���|��¨�©iú)� ��¨�¥Û�)�� ���� �F³µ¹Ú±

(Mn, g)
´�°|¯)� ¾µ«®¹]¬9±O¬r«Ø¹ ¯®¼�¾µ° �

°7¹ ¯®°7°|¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯ �µ¬®«Ø¹ ��¾µ°l±�¶�³>´�«&´�° �²¯®«�± ¾µ¹§°
ε > 0

�

|Rm| = O(r−2−ε).

�u¹/¸�� ³µ°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯
inf
t>0

lim sup
x−→∞

volB(x, t)

tn
< C(n),

³��
C(n)

ÙÛ¬Ø­®¹ �>°F¯ó¸ ¾ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯;ÙÛ¯ �(� � � � � ³µ°M¾Ô¾µ´�± ³µ¼�¾>±Ú¹]»�´7¯®¼½¯®°u± �

lim sup
t−→∞

sup
x∈M

volB(x, t)

tn−1
<∞.

����57à#� �%ê�ãu��57õM���2�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8Ôõ�69��ñ�æ-:ß�ó����ã7àóô�����8�ê�ã78oê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78���8�5��r8��óê�ãu��57õQ����8 ���ßà#��8
ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5

ω
��8�57õ7��5Û��ô@8�ñ�à < 6�ñ�æ��r� + ��5��75��)��8����ß8&êÛã78��|æµã�ñ���æµã7à��ß89à��Fæµ��5���à

x
õ�8
M
�

volB(x, t) ≤ ω(t)tn,

æµ5 �|8�ã���8�52ò �������#ñ�æµã�ô@8�ñ�ã�5 57æ �Eÿ�ñ�8
B
��8��)êÛã78��|æµã�ñ

t
ö>ñ²��57õ#���Fæµã�ñ���æµã��

x
õ7��57à

M
�

volB(x, t) ≤ Btn−1.

� = 

6��$
O�
�C�ó��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5 ��D�
>D�
�õ�����ê�ã78��ß8�ñ²�9è@æµ5�õ�+ ��5)�089���#��ô�����6�8�5Ô��æµã����Fæµ��5���õ�ã��9æ �o���ß6���8�5Û�²����ñ�8�õ�+ ã�5
�9æ �o�u�µ����89à#�	ÿ|æµñ#576��u��ñ

I2
DÛ*�ñ
�µ�98 ��57æµ�#ñ�8�éÛè��|æµ�#é!�9à�8�à#ã�ñ	���&�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��Ûà#�uæµ5½��ñ�8�57õ�ã�5��|æµ��5Û�

x
õ7��57à

M\B(o,R0)
�F�9ô@89�

R0
�µà�à�8 <óö>ñ²��57õ#�læµ53�F8�ã������������ßêÛã78�ñoå���D � ë�� ô@89�

2I2 ≤ ρ = 2t ≤
r(x)/2

:
t

inj(x)
volB(x, t) ≤ vol B̂(0, 2t).
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�/ã2���;õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98&õ�8����;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��7ê�ã����#��8,�;��é7æµ�ßà#��ñ
R0
�µà²à�8 <�ö>ñ²��57õ#���ß8��#é769æµñ�����8óõ�8��9æ �;û

�u��ñ²���ßà�æµ5�õ�89àoô@æµ��ã ��89à½õ�8 B��ßà#é7æµ��89à#�#� ��8��ß8 ��8��óÿ�ñ�83õ�82õ�ñ�æµ����82�u��ñ
ωn cosh(1)n−1(2t)n �� ô@89�����;��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5 ��D�
>D�
��7æµ5�æµÿ��#�ß8�5���õ�æµ57���|æµã�ñ

I2 ≤ t ≤ r(x)/2
:

volB(x, t) ≤ ωn cosh(1)n−12nI2t
n−1.

$�5h�3�#ñ�æµã�ô@6�ã�5
B1
��8���êÛã78¢�|æµã�ñE��æµã��

x
é7æµñ�àoõ�+ ã�578�ÿ|æµã��ß8

B(o,R0)
8��E�|æµã�ñ;��æµã��

t
õ�8

[I2, r(x)/2]
�

volB(x, t) ≤ B1t
n−1.

å���D�
 
�ë
�;+ ����ñ��9à��ß8E�ß8�� ��8 ��D �Ôõ�8 �,��
  �FêÛã��/à�8Eñ�6®ò ��ñ�8%�Ô���½�9æµ57à��#ñ#ã7���#�ßæµ5Qõ�ãbê�ãu���#ñ#������8;�u��ñ²��ö>ñ²����é78
õ�8 �,��<	 ��æµ5��|8�ã��½�#ñ�æµã�ô@8�ñ¢ã�5�57æ �óÿ�ñ�8

N
��8���ê�ã782�|æµã�ñ½��æµã���8�5Û�#�ß8�ñ¢5u���#ã�ñ�8��

k
��� + ��5�578 ��ã

Ak := B(o, 2Rk)\B(o,Rk)
�/�9ô@89�

Rk = R02
k ��89à#�;ñ�89�9æµã�ô@8�ñ#���u��ñoã�578Ôò � �o�����ß82õ�8Ôÿ|æµã��ß89à

(B(xk,i, Rk/2))1≤i≤N
�98�5Û�#ñ�6989à�õ7��57à

Ak
D7��æ � ��8��ß89à}ÿ|æµã��ß89à

B(xk,i, Rk/2)
æµ5���ã�5�ô@æµ��ã ��8

�½�7�#æµñ�6	�u��ñ
B1(Rk/2)

n−1 � æµ5E8�5óõ�69õ�ã����C� +,8 ���ßà#��8�57�98�õ�+ ã�578��9æµ57à#�²��5Û��8 B2
��8��Ûê�ã78/�Fæµã�ñ

t ≥ I2
�

volB(o, t) ≤ B2

dlog2(t/R0)e
∑

k=0

(2k)n−1,

8���õ�æµ57���7�Fæµã�ñ�ã�578�57æµã�ô@8����ß8ó�9æµ57à#�²��5Û��8
B3
��æµ5��

∀ t ≥ I2, volB(o, t) ≤ B3 t
n−1.

å���D�
 <@ë
-b����5Û��8�5u��5����u�|æµã�ñ���æµã����|æµ��5Û�

x
õ�8

M\B(o,R0)
8����Fæµã�ñ

t ≥ r(x)/4
�7æµ53�

volB(x, t) ≤ volB(o, t+ r(x)) volB(o, 5t) ≤ 5n−1B3t
n−1.

��89à#��8��ß8�� �µà�æ)(
x
89à���õ7��57à

B(o,R0)
:��|æµã�ñ

t ≥ I2
��æµ53�

volB(x, t) ≤ volB(o, t+R0) ≤ volB(o, (1 +R0/2)t) ≤ B3(1 +R0/2)
n−1tn−1.

��æµ57�½æµ5X�F8�ã��&�#ñ�æµã�ô@8�ñEã�578½�9æµ57à#�²��5���8
B
��8����ß8½ê�ã78o�|æµã�ñ&��æµã��

x
õ�8

M
8��&��æµã��

t ≥ I2
���ß8

ô@æµ��ã ��8&õ�8&���rÿFæµã��ß8
B(x, t)

89à#� �½�7�#æµñ�6��u��ñ
Btn−1 D

�

"�ãu��57õ����E�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8����ß�9����89à#���Fæ>à#���#��ô@8���æµ5��F8�ã����71%����ÿ�����ñ�� + é�è��|æµ�#é!�9à�8 � õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98à#ã�ñ�ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßê�ã78&õ�8����;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8 �i8�5 � õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98óê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78&õ�8������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��FD
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D�
>D � � �F³>¹�±

(Mn, g)
´�°F¯)� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ � ��³µ´�«9·®´�«�¯ÔÙ�¯

ì�¹�� ��¹|¶�³µ­Ø¹Ú±Ú¹ ��¯;¯�± ��¬®«®¹ ��¾µ°u±
|Rm| = O(r−2).

�u¹/¸�� ³µ°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯
inf
t>0

lim sup
x−→∞

volB(x, t)

tn
< C(n),

³��
C(n)

ÙÛ¬Ø­®¹ �>°F¯ó¸ ¾ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯;ÙÛ¯ �(� � � � � ³µ°M¾Ô¾µ´�± ³µ¼�¾>±Ú¹]»�´7¯®¼½¯®°u± �

lim sup
t−→∞

sup
x∈M

volB(x, t)

tn−1
<∞.
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6��$
O�
$�5Ô�µõ7������8�à#� �o���ß8���8�5Û��������ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5Û��8>DFå���D�
 
�ë�à +,æµÿ��#�ß8�5Û��õ�8 � ����8�8�5½à�8�ñ�89à#�#ñ�8���ö>5u��5���
I2 ≤ t ≤ δr(x)

���|æµã�ñ�ã�5Q�|8��#���
δ > 0

å
t2Ko(t)

89à�� �75�� �½���ßà&�u�µà��|8��#�������ß���§ë®D��C�¢�|æ>à#���#� û
ô�����6;õ�8ó���¢�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8oõ�8r���ß�9�����F8�ñ���8����Fô������ß8r�#é769æµñ�����8oõ�8;B��ßà#é7æµ��û(*�ñ�æ ��æ�ô*��õ�8r�9æµ57à#�#ñ#ã���ñ�8
ã�5bñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û�ó�9æµ57õ�ã��ßà²��5�� �bå���D�
 <@ë;åÚæµ5b�²é7æµ�ßà#�����|æµã�ñ

xk,i
�ß89à��Fæµ��5���à�õ�+ ã�5

Rk/2
û ñ�69à�8 ��ã

�½� ��� �½��� �7�®ò#D�����ã7à�éu��ã��Øë®D7�%8&ñ�89à#��8�89à#����ã���æ �½���#�ßê�ã78>D
�

�/ã �98���8/1�8���õ�8�à�8�ã���� ���ß8���ñ�8��o�ß8�ñ�� �µà�õ�+,8/1�æµ57õ�ñ�8���8�5Û� �r6��#ã7õ��ß8�ñ�89à#���98���ã��%õ�+ ã�5�8/1�æµ57õ�ñ�8®û
��8�5��r¼;¹�°7¹�¼o¾>¸ �u� D,8>Dlõ�8;�9æ�õ�� ��8�57à#�ßæµ5

1
��ãbà�8�57à�æ)(3�ß8Eô@æµ��ã ��8;õ�89à�ÿ|æµã��ß89à�õ�8óñ²� è@æµ5

t
à�8�ñ²�����

å�ã�5�� ò]æµñ���6���8�5Û�Øë��9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8@�
tn−1 D

�&n � N �¢w��rvóz|t�� t/��yls'vEtmx�w�vE� � t/�Esl��w�� �r�¢n
� � � ��� 
 -/#�	��	-�	$#&� *
� � , *�� � * � � 
�� 
 � �
� �75Qõ�8oõ�69��ñ#��ñ�8o�9æ �o��������8���8�5Û�rã�5Q8/1�æµ57õ�ñ�8���8�5Û�óõ�8o�9æ�õ�� ��8�57à#�ßæµ5Qã�5���æµ5Mô>�½ò]����ñ�8;ã�578

é�è��|æµ�#é!�9à�8}ò]æµñ#��8�à#ã�ñ	� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8�õ�89à	���µ�98���à�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789à�å��u�µà��#ñ�æµ���ßæµ5�ö@àØë®D@�/���ß8�à�8�ñ²��ô@6�ñ#� �u698
õ7��57à��ß8o� �µõ�ñ�8½õ�89à���57à#�²��5Û��æµ57àóö>ñ²�9ô����²���#�ßæµ5�578��ßà D/��æ � ��8o�ß8;ñ�89à#��8oõ�8;������ñ�8�ã�ô@8oñ�89à���8;ôµ�����ßõ�8
õ7��57à�ã�53� �µõ�ñ�8r�µà�à�8 <&ö@6�576�ñ²��� �l57æµã7à�578ó57æµã7à�ñ�89à#�#ñ�8���ö>57æµ57à��u�µà���ã�� ��57à#�²��5Û��æµ57à�ö>ñ²�9ô����²���#�ßæµ5�û
578��ßà����½���ßà�6�57æµ5��9æµ57à��ß8�ñ�69à�ã����²����ö@6�576�ñ²��� D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D�
 � �l�|âl�%¦F���%â� Xú)�h¤7¡� u�%úC¨ � ��âl¨)�C¤7 eð@¨)©Cúu�/�� u©��>�)¥ � � �F³>¹�±
(Mn, g)

´�°|¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬E«®¹]¯�¼o¾>°7°7¹ ¯®°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯r±O¯®¸�¸�¯r»�´7¯

∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ Btn−1

¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� �}°3­Ø´�¶@¶�³�­ ¯;¾µ´Û­Ø­Ø¹�»�´�� ¹§¸)¯#ø>¹�­�±O¯E´�°F¯ ��³>°�­®± ¾µ°l±O¯
c > 1

±O¯®¸�¸�¯r»�´7¯

|Rm| ≤ c2r−2

¯�±�±O¯®¸�¸�¯;»9´�¯ó­®¹
γ
¯Ø­®±�´�°b¸�¾ �²¯�± �Û¬�³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»�´7¯½·�¾�­9¬�¯�°.´�°Ô¶�³µ¹�°u±

x
¯9±}Ù�¯&¸�³µ°(�>´�¯®´�«

L ≤ c−1r(x) �¾µ¸�³µ«Ø­&¸ � 	�³µ¸�³µ°l³>¼r¹ ¯
H
Ù>´ ¸ ¾ �²¯�±

γ
��¬®«®¹ ��¯

|H − id| ≤ cL

r(x)
.

�Ø¸�¯#ø>¹�­�±O¯�¾µ¸�³µ«Ø­2´�° ��³µ¼�¶�¾ � ±
K
±O¯®¸�»9´ � ¯®° ± ³µ´�±�¶�³µ¹�°u±

x
ÙÛ¯

M\K � ¹�¸�Ý ¾M´�°�´�°7¹]»�´�¯�¸�¾ �²¯�±�Û¬�³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»�´7¯
σx
ÙÛ¯�¸ ³>°(�µ´7¯®´�«3¼;¹§°7¹�¼�¾µ¸ß¯

2 inj(x)
����°X¶�¯®´�±;ÙÛ¯o¶l¸º´�­ ±Ú«0³>´(��¯�«.ÙÛ¯Ø­ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯Ø­

�Û¬�³µ¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯Ø­
L
¯9±
κ > 0

±O¯®¸§¸ß¯Ø­&»�´7¯�¸ß¯�¶l­9¯®´�Ù@³�� �µ«0³>´ ¶�¯ �9³µ°lÙÛ¾µ¼½¯®°u± ¾µ¸
Γ(x, κr(x))

¯Ø­®±�Ù�¯ ��¾µ«*�
Ùµ¹�°l¾µ¸�¼�¾0Ü9³µ«�¬�¶�¾µ«

Lr(x)
¯�±)±O¯®¸�¸�¯Ø­�»�´7¯�­9¯Ø­�¬®¸ß¬®¼½¯®°u±�­�­ � ³�·�±Ú¹]¯�°7°F¯®°u±C± ³µ´Û­�¯®°¢«�¯®¸�¯ � ¾µ°u± � ¶F¸º´�­Ø¹ ¯®´�«²­�9³µ¹§­ �o¸�¯&¸�¾ �²¯�±

σ
�

ý;�7ð���©%������¨)© ��D <�D < � �}°b¾Ø¶Û¶�¯®¸�¸�¯®«#¾
σx
¸�¯&¸�¾ �²¯�± �9³µ°lÙ@¾µ¼½¯®°l± ¾µ¸)¯®°

x
�

� = 

6��$
O�

Cñ²�9ô>�������ßæµ57à½��ã���æµã�ñoõ�+ ã�5 �|æµ��5Û�

x
�ßæµ��5_õ�8

o
��õ��ßà�æµ57ào�9ô@89�

r(x) > 100I2c
D��������|8��ßæµ57àrê�ã78

� �



�u��ñ½å���D�
>Dä?>ë/�)æµ5X��õ�89à&�9æµ57à#�²��5Û��89à
I1
�
I2
��8����ß89àóêÛã78

0 < I1 ≤ inj ≤ I2
D��%8;�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8

ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²���
Γ := Γ(x, r(x)

4c )
�9æµ5��#�ß8�5Û���ß8�à�æµã7à#û �7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8

Γσ := Γσ(x, r(x)
4c )
�µà�à²æ����ß6���ã

���µ�98��
σ
õ�8¢�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ �o��5�� �½���ß8

2 inj(x)
D������|8��ßæµ57à

τ = τv
� + ã�5_õ�89àrõ�8�ã�� 6��ß6���8�5Û��à�õ�8

Γ�9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û� �
σ
: |v| = 2 inj(x)

DCå���D � ë}õ�æµ5�578��|æµã�ñ
ρ = r(x)

2c

:

|Γ| volB
(

x,
r(x)

4c

)

≤ vol B̂

(

0,
r(x)
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∣
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gx(w, τ−1
z (0)) ≤ |z|2
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+ 2c2λ2 |z|2 .
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gx(w, z) = −gx(w, τ−1
z (0)) + gx(w, τ−1

z (0) + z) ≥ −gx(w, τ−1
z (0)) − |w|

∣
∣τ−1

z (0) + z
∣
∣ ,
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gx(w, z) ≥ −|z|2

2
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gx(w, z) ≥ −|z|2

2

(
1 + 4c2λ2 + 2λc

)
.

�)ô@89���ß8��ß8�� ��8 ��D�
>D ���7�989��� ��æµ5Û�#ñ�8óê�ã%+,æµ53��:
Fτz(x, λr(x), r(x)/4) ⊂

{

w ∈ B̂(0, λr(x))
/

|gx (w, z)| ≤ |z|2
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(
1 + 4c2λ2 + 2λc

)

}
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{

w ∈ B̂(0, λr(x))
/

|gx (w, z)| ≤ 3 |z|2
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}

.
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v′ := τ ′(0)
à²æµ����õ�8�57æµñ���8 �o��5�� �½���ß8>D�$�5�à#ã����|æ>à�8

|v′| < λr(x)
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 +�ë}õ�æµ5�578

∣
∣gx

(
v′, v
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∣ ≤ 3 |v|2
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.
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θ ∈ [0, π]
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8��
v′
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∣
∣v′
∣
∣ |cos θ| ≤ 3 |v|

4
.
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sin θ ≥

√
7

4
≥ 1

2
.
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τ
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F(x, λr(x), r(x)/(4c)) ⊂ Fτv(x, λr(x), r(x)/(4c)) ∩ Fτv′
(x, λr(x), r(x)/(4c))

⊂
{

w ∈ B̂(0, λr(x))
/

|gx (w, v)| ≤ |v|2 ,
∣
∣gx

(
w, v′

)∣
∣ ≤

∣
∣v′
∣
∣2
}

.
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89à#�	6�öÛ���*���98���ã��uõ�8

B(x, λr(x))
�Ûõ�æµ57�

���%89à#� �o��57æµñ�6��u��ñ
Aλn−1r(x)n−1.

�%8&ô@æµ��ã ��8&8�ã7�����ßõ��ß8�53õ�8
{

w ∈ B̂(0, λr(x))
/

|gx (w, v)| ≤ |v|2 8�� ∣∣gx

(
w, v′

)∣
∣ ≤

∣
∣v′
∣
∣2
}
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4 |v| |v′| (2λr(x))n−2/ sin θ ≤ 2n+2λn−2I2 |v′| r(x)n−2 DCç���ñ;�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5��æµ5�æµÿ��#�ß8�5���õ�æµ57��� + ��576�öÛ��������6

Aλn−1r(x)n−1 ≤ 2n+2 (cosh c)n λn−2I2
∣
∣v′
∣
∣ r(x)n−2,

à�æµ���
∣
∣v′
∣
∣ ≥ λA

2n+2I2 (cosh c)n r(x).
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Γ(x, κr(x))
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τ
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2 inj(x)
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x
���9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û� �

õ�89à��|æµ��5Û��à�õ��ßà#�#��57����à
v
8��
v′
õ�8

TxM
��æµ5�æµÿ��#�ß8�5���8�52�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ

F(x, λr(x), r(x)/4) ⊂ Fτv (x, λr(x), r(x)/4) ∩ Fτv′
(x, λr(x), r(x)/4)

⊂
{

w ∈ B̂(0, λr(x))
/

|gx (w, v)| ≤ |v|2 8�� ∣∣gx

(
w, v′

)∣
∣ ≤ |v|2

}

.

$�53��ñ#ñ#��ô@8ó�9æ � ��8&��� ûOõ�89à�à#ã7à �o� + ��576�öÛ��������6
Aλn−1r(x)n−1 ≤ 2n (cosh c)n λn−2 |v|

∣
∣v′
∣
∣ r(x)n−2/ sin θ,

æ)(
θ ∈ [0, π]

89à#��� + ��5�ö>�ß8�8�5Û�#ñ�8��ß89à�ô@89����8�ã�ñ�à
v
8��
v′
D��9æ � ��8��ß��� � |v| = |v′| ≤ 2I2

��æµ5���ñ#ñ#��ô@85�
Aλr(x) sin θ ≤ 2n+2I2

2 (cosh c)n .
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|v| ≤ d(v, v′) ≤ cosh(0.02)

∣
∣v − v′

∣
∣
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cos θ ≤ 0.51

Du��8 � ����8��læµ5��
|v| ≤ d(τ−1

v (0), v′) ≤ cosh(0.02)
∣
∣τ−1

v (0) − v′
∣
∣ .
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∣
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v (0) + v
∣
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∣
∣v + v′

∣
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∣
∣τ−1

v (0) − v′
∣
∣−
∣
∣τ−1

v (0) + v
∣
∣ ≥ 0.98 |v|
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cos θ ≥ −0.52
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sin θ ≥ 0.8
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0.8Aλr(x) ≤ 2n+2I2
2 (cosh c)n ,
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x
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�/ª}¸º´�­
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σx
� ³µ°Ô¶�¯®´�±�¸ß¯E«�¯®¸�¯ ��¯®«�Ù@¾µ°�­ TxM¶�¾>«
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τv(w)
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y
ã�5 �Fæµ��5��rõ�8

M
åÚà#���#ã76Ôé7æµñ�àEõ�ãe�9æ �o�u�µ���

K
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à�æµ���
(yn)

ã�578Eà#ã�����8rõ�8E�Fæµ��5���à���8�57õ7��5���ô@8�ñ�à
y
DF$�5.57æµ��8

Vn
ã�578rà#ã�����8rõ�8óô@89����8�ã�ñ�à�ô�����89à�à�89à

��5����#����ã�� ã�5����²����ñ�89à�õ�8
σyn

å����Cè2�oõ�8�ã�� ��é7æµ� ��8�5.��éu�µê�ã78&�|æµ��5Û�Øë®Duç���ñ��9æ �o�u�µ������6��
Vn
�µõ���8��

õ�89àoô>���ß8�ã�ñ�à�õ�+ �µõ�é76�ñ�8�57�989à D�
�æµ���
V
� + ã�578 õ�+,8����ß8>D�
�æµ���

α
���.ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78¢�u��ñ#�²��5��Ôõ�8

y
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���Xô�����89à²à�8���5����#�����ß8
V
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n
��æµ5 �

expyn
(inj(yn)Vn) = σyn(inj(yn)) =

yn
D	ç���ñ¢�9æµ5Û�#��5�ã�����6.õ�ã�ñ²�9è@æµ5 õ�+ ��5)�089���#��ô�����6då'�ä*��Cç  �ë/�	æµ5��#ñ�æµã�ô@8�8�5h�u�µà�àØ��5Û� �M���b��� �o����8X:

α(inj(y)) = expy inj(y)V = y
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α
89à��Eã�5 �u��ñ²� ��6��#ñ²��ö@82õ�8

σy
D/��89��� ��æµ5Û�#ñ�8

ê�ã%+,æµ5Q�|8�ã����u��ñ²� ��6��#ñ�8�ñó���Ôò � �o�����ß8
(σx)x

õ�8;ò � �9æµ5Q�9æµ5Û�#��5Ûã78>D�-b����5Û��8�5u��5Û���)6��²��5Û�rõ�æµ5�576
wõ7��57àEã�5dô@æµ�ßà���5u��ö@8Ôõ�8

0
õ7��57à
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�Cæµ5_�����F8����ß8

e(w)
� +,8 ���#ñ�6��o����6¢õ�ã ñ�8��ß8�ô@6½�u��ñ

expx

õ�8
σexpx w

D%�	+ ���������ß� ���#�ßæµ5
e
89à#��ã�578Ôà�89���#�ßæµ5X�9æµ5Û�#��5�ã78Ôõ�8

expx

ô@6�ñ#� �l��5��
e(0) = τv(0)

:
e
89à#�

� +,6��ß6���8�5��
τv
õ�ã �7à²8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²��� DF�%8�ñ�69à#ã����²����à#ã���� D

�

$�5_ô>� �½����5Û��8�5u��5��Ôà + ��5���6�ñ�89à�à�8�ñ���ã�� ��57à��²��5Û��æµ57àoö>ñ²� ô����²���#�ßæµ5�578��ßà3:)���ßà;57æµã7àoõ�æµ5�578�ñ�æµ5��
à#ã&%½àØ� � ��8�5Û��õ�8ó�9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8óà�ã�ñ�� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8óõ�8��ß8�ã�ñ�à����µ�98���à��9æµã�ñ#��à D
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 ��* �	�
ï	 F����  ��D <�D + � �F³µ¹Ú±

(M4, g)
´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬ 	ÛÝØ¶�¯®« � 
 	Û¸ß¯®«®¹]¯®°u°F¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯���«0¾>Ý>³>°½Ù�� ¹�° Ü ¯��9±Ú¹ � ¹Ú±O¬

¼;¹�°l³µ«�¬ �
I1 := inf

x∈M
inj(x) > 0.
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δ(t) := sup

r(x)≥t

(
r(x)2 |Rmx|

)

±O¯®°FÙ ��¯®«Ø­ ��¬®«#³�»�´�¾µ°lÙ
t
±O¯�°lÙ ��¯®«Ø­;¸ � ¹§° �	°7¹ � � ¸�³µ«²­�¶�³µ´�«

r(x)
¾�­²­ ¯ � �µ«#¾µ°lÙ � ¸ß¯Ø­;¸ ¾ �²¯�±�­��Û¬#³ Ù�¬*�­®¹Ú»�´7¯Ø­r·#¾µ­9¬Ø­;¯�°

x
¯�±}ÙÛ¯ó¸ ³µ° �µ´�¯�´�«

L < min

(
r(x)

4
,

4I1
δ(r(x)/2)

)

³µ°l±	´�°F¯ 	�³µ¸�³µ°l³µ¼;¹ ¯
H
��¬�«Ø¹ ��¾µ°u±

|H − id| ≤ 4L

r(x)
.

� = 

6��$
O�
$�5oà�8}õ�æµ5�578}ã�5;�Fæµ��5��

x
��8���êÛã78 √

δ(r(x)/2)
à²æµ������5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ �

π/4
åÚ�98������|8�ñ���8��	õ�8��#ñ²�9ô>�������ß8�ñ

�#ñ²��57ê�ã������ß8���8�5Û���9ô@89���ß8��7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²���§ë/������57à#�uê�ã%+ ã�5����µ�98��	ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78�æµñ#�ß8�5Û��6
ÿu�µà�6}8�5

x
8���õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ

L ≤ r(x)/4
Dµ������ã����9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õrã�5;6��ß6���8�5��

τv
õ�8

Γ(x, r(x)/4)
D>ç���ñ

å���D�
>D +�ë/��æµ5Qõ��ßà#�|æ>à�8rõ�8r� + ������ñ�æ ��� �½���#�ßæµ5dà#ã���ô>��5Û��82:F�|æµã�ñ���æµã����|æµ��5Û�
w
õ�8

TxM
õ�8r57æµñ���8

��5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �
r(x)/4

�7æµ53�
d(τv(w), tv ◦ p−1

v (w)) ≤ 4r(x)−2δ(r(x)/2) |v| |w| (|v| + |w|)
8���õ�æµ57�

d(τv(w), tv ◦ p−1
v (w)) ≤ δ(r(x)/2)L

2
.

ç�æ>à�æµ57à
H = p−1

v

:��>+,89à#�;� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8 õ�ã_���µ�98��;ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã782õ�+,æµñ#�ß8�5Û�²���#�ßæµ5�æµ���Fæ>à�698>D�$�5h�
õ�æµ57��:

d(τv(w),Hw + v) ≤ δ(r(x)/2)L

2
.

��æ � ��8�æµ52�#ñ²� ôµ�������ß8�à#ã�ñ}ã�578�ô>��ñ#�ß6���6�éÛè��F8�ñ=3���é��ß8�ñ#�ß8�5�578&õ�8�õ�� ��8�57à#�ßæµ52ñ�698����ß8
4
��� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8

à�8�ñ�69õ�ã���� �
SU(2)

åÚ�®ò#D �,B}89à' �ë/��õ�8�à�æµñ#��8�ê�ã78�õ7��57à�ã�578��98�ñ#�²����578�ÿu�µà�8�æµñ#�#é7æµ57æµñ���698&õ�8
TxM

�
ô�ã �9æ � ��8&89à#�u�µ�98�ô@89����æµñ#�ß8����9æ �o���ß8 ��8óõ�8&õ�� ��8�57à#�ßæµ5

2
�
H
à +,69��ñ#���

H =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)

� ô@89��ã�5 ��5�ö>�ß8
θ
õ7��57à

] − π, π]
D�
�ã����Fæ>à²æµ57à

θ
57æµ5d5Ûã���åÚà#��57æµ5���� +,89à#�#� ��698Ô89à#�&�#ñ#��ô������ß8���8�5Û�

ô@6�ñ#� �u698�ë®Dl�	+,69êÛãu���#�ßæµ5
Hw + v = w

�����ßæµñ�à�ã�578&à�æµ��ã��#�ßæµ53êÛã��%à +,69��ñ#����õ7��57à����;ÿu�µà�8��²é7æµ�ßà#�ß8�:

w =

(
v1

1−eiθ

v2

1−e−iθ

)

æ)(
v1
8��
v2
õ�69à#��ö>578�5Û�r�ß89àó�9æ�æµñ�õ�æµ5�576989àEõ�8

v
D���8o�|æµ��5Û�

w
�)à + ����89à#�óõ�8�57æµñ���8���5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �

r(x)/4
��ô@6�ñ#� �u8óõ�æµ57�

d(τv(w), w) ≤ δ(r(x)/2)L

2
.


 =��



�;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#������� �o��57æµñ²���#�ßæµ53õ�ã2ñ²�9è@æµ5.õ�+ ��5)�089���#��ô�����6&õ�æµ5�578
d(τv(w), w) ≥ 2I1.

�/53�9æ �óÿ���5u��5Û���989à���576�öÛ��������69à��uæµ5 �#ñ�æµã�ô@8
L ≥ 4I1

δ(r(x)/2)
.

��æµ57��à#�F�ß8����µ�98���89à#��õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ
L < 4I

δ(r(x)/2)

��æµ5�89à#��à 	�ñ}êÛã78��ß8��Fæµ��5��
w
89à�����ã�õ�8�é7æµñ�à�õ�8

���;ÿ|æµã��ß8�õ�8&�98�5��#ñ�8
0
8���õ�8�ñ²�9è@æµ5

r(x)/4
�u�98�êÛã��Cà�+,69��ñ#���&:

|w| =
L

|1 − eiθ| ≥
r(x)

4
,

à�æµ���
|H − id| =

∣
∣
∣1 − eiθ

∣
∣
∣ ≤ 4L

r(x)
.

�

��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D � � �F³µ¹Ú±
(M4, g)

´�°F¯�� ¾µ«®¹ ¬�±O¬ 	ÛÝØ¶�¯®« � 
 	Û¸ß¯®«®¹]¯®°u°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯r±O¯®¸�¸ß¯E»9´�¯
∫

M
|Rm|2 rdvol <∞

¯�±
∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, At3 ≤ volB(x, t) ≤ Bt3

¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� �Ø¸C¯#øµ¹§­®±O¯E¾µ¸ ³>«²­�´�° ��³µ¼�¶�¾ �9±
K
±O¯�¸C»�´ � ¯®°b± ³µ´�±|¶�³µ¹�°u±

x
ÙÛ¯
M\K � ¹§¸|Ý½¾o´�°´�°7¹]»�´�¯½¸�¾ �²¯�± �Û¬#³�ÙÛ¬Ø­Ø¹]»�´7¯

σx
Ù�¯o¸�³µ°(�µ´7¯®´�«�¼;¹§°u¹§¼�¾µ¸ß¯

2 inj(x)
� ��°�¶�¯®´�±�Ù�¯�¶F¸º´�­�±Ú«0³µ´ ��¯®«¢ÙÛ¯Ø­

��³>°�­®± ¾µ°l±O¯Ø­��Û¬#³µ¼½¬�±Ú«®¹Ú»9´�¯Ø­
L
¯�±
κ > 0

±O¯�¸§¸ß¯Ø­ó»�´7¯�¸ß¯�¶l­9¯®´�Ù@³�� �µ«0³>´ ¶�¯	��³µ°FÙ@¾µ¼½¯®°u± ¾µ¸
Γ(x, κr(x))¯Ø­�±	ÙÛ¯ �²¾µ«0Ù>¹§°l¾>¸F¼�¾0Ü9³µ«�¬�¶�¾µ«

Lr(x)
¯�±/±O¯�¸§¸ß¯Ø­�»9´�¯�­9¯Ø­&¬®¸ß¬®¼½¯®°u±�­�­ � ³Û·�±Ú¹ ¯®°7°F¯®°l±�± ³>´Û­ó¯®° «�¯®¸ß¯*� ¾µ°u±

� ¶l¸º´�­Ø¹ ¯®´�«²­ �9³µ¹§­ �o¸ß¯�¸�¾ �²¯�± σ �
� = 

6��$
O�
��æ � ��8

M
89à#�	é�è��|8�ñ=3���é��ß8�ñ#�ß8�5�578��

M
89à#�����ß�9��� û ��������8óåÚ�®ò0D �,B�89à  �ë®D@�/�	� + é�è��|æµ�#é!�9à�8�ô@æµ��ã �o�ßê�ã78

öÛ��ñ²��5��#����� + ��576�öÛ��������6óõ�8óõ�æµã�ÿ��ß8���8�5Û����5�ô@8�ñ�à�8óõ�ã2ô@æµ��ã ��8½:��ß8��#é769æµñ�����8E<�D � D �rò]æµã�ñ#5����
|Rm| = O(r−3).

$�53���������ßê�ã78����r��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5 ��D <�D�
�ö>ñ
�µ�98E��ã �ß8�� ��8 ��D <�D +3å]� ô@89�
δ(t) ≤ Ct

ë®D
�

� � � ��� ��� *
� 
 ��� ��� � * � �

 � 
 � �
$�5_ô>� �½����5Û��8�5u��5��Ô6��²��ÿ�����ñoã�578 ��8������ß8�ã�ñ�8289à#�#� ��6982à#ã�ñ;� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8 õ�89à;���µ�98���àoòÚæµ57õ7� û

��8�5��²��ã��|D)ç)æµã�ñr�98;ò]����ñ�8��Cæµ5Qô@8�ã��&�|æµã�ô@æµ��ñE�9æ �o�u��ñ�8�ñó� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8Ôõ�8�õ�� 1�6�ñ�8�5Û��àE���µ�98���à D%�%8
��8�57à�8�ã�ñrõ�8½�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8

Rm
��5���8�ñ#ô��ß8�5��;5u���#ã�ñ�8����ß8���8�5Û���/�9æ � ��8��ß8 ��æµ5Û�#ñ�8Ô�ß8��ß8�� ��8¢à#ã���ô>��5Û�

å]�µõ7������6Eõ�8 �,B��  �ë®D

 =!+



ï	 F����  ��D <�D � � á�¨���¤��)âF�)��¡�¨�© úC 7¡¢�%¨�¥Û¨�©%¨����� 7¡	��� �F³µ¹Ú±
γ : [0, L] −→ N

´�°|¯ ��³µ´�«9·²¯
±Ú«#¾ �²¬�¯rÙ@¾>°�­�´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬�±O¬&«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯

N
¯�±�­�³>¹�±

t 7→ αt
´�°F¯ �9¾µ¼;¹§¸�¸ß¯�ÙÛ¯�¸�¾ �²¯9±�­�¶�¾µ«0¾>¼�¬9±Ú«#¬Ø­

¶�¾>«
0 ≤ s ≤ l

¾���¯��
αt(0) = αt(l) = γ(t)

� �&³>± ³µ°7­
pγ(t)

¸ß¯&±Ú«#¾µ°�­O¶�³µ«�±F¶�¾µ«#¾µ¸�¸ ��¸�¯&¸�¯&¸�³µ°(�½Ù�¯
γ �ÙÛ¯

γ(0)
�
γ(t)

� �}°b­9¯oÙÛ³µ°7°F¯E´�° � 	�¾µ¼�¶eÙ�¯)��¯��9±O¯�´�«
(s, t) 7→ X(s, t)

¸�¯r¸�³µ°(��ÙÛ¯r¸�¾ ��¾µ¼;¹�¸§¸ß¯
α
¯�±�³µ°M­®´ ¶@¶�³�­9¯½»�´ � ¹�¸/¯Ø­�±)¶�¾µ«#¾µ¸�¸ �®¸ß¯�¸�¯r¸�³µ°(��ÙÛ¯ � 	�¾Û»�´�¯�¸�¾ �²¯�±

αt � ∇sX(s, t) = 0
��¾>¹§°�­®¹�»�´7¯

¸ß¯ó¸ ³µ° �¢Ù�¯
γ � ∇tX(0, t) = 0

� � � ¸ ³>«²­ó³µ°QÙµ¹§­ ¶�³µ­9¯EÙÛ¯ó¸ � ¹§°|¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬
∣
∣pγ(L)−1X(l, L) −X(l, 0)

∣
∣ ≤

∫ L

0

∫ l

0
|Rm(∂sσt, ∂tσt)X(s, t)| dsdt.

γ(0)

γ(t)

αt
αL

α0

γ(L)

�����	� ��Dä? 
Ô��578�ò � �o�����ß8 �rã�5 �u��ñ²� � ���#ñ�8Eõ�8����µ�98���à D
� = 

6��$
O�
�/ã�ê�ã78

X(0, L) = pγ(L)X(0, 0)
8�� ∇t = pγ(t)

d

dt
pγ(t)−1 ��æµ5 �F8�ã���69��ñ#��ñ�8

pγ(L)−1 (X(l, L) −X(0, L)) − (X(l, 0) −X(0, 0)) =

∫ L

0

d

dt
pγ(t)−1 (X(l, t) −X(0, t)) dt

à�æµã7à����EòÚæµñ���8
pγ(L)−1X(l, L) −X(l, 0) =

∫ L

0
pγ(t)−1∇tX(l, t)dt

�
t
� ��6��7à��

pσt(s)
õ�69à#��ö>578ó�ß8��#ñ²��57à#�|æµñ#���u��ñ²���������ß8&�ß8&�ßæµ5�öÔõ�8

αt
�7õ�8

αt(0)
�
αt(s)

�uæµ5 �|8�ã��
69��ñ#��ñ�8

pαt(l)
−1∇tX(1, t) =

∫ l

0

d

ds
pαt(s)

−1∇tX(s, t)ds =

∫ l

0
pαt(s)

−1∇s∇tX(s, t)ds

8����9æ � ��8 ∇sX = 0
�uæµ5 æµÿ��#�ß8�5Û�

pαt(l)
−1∇tX(l, t) =

∫ l

0
pαt(s)

−1 Rm(∂sαt, ∂tαt)X(s, t)ds.

�%8&�#ñ²��57à#�Fæµñ#���u��ñ²���������ß8&6��²��5Û���ßà�æ ��6��#ñ#�ßêÛã78��7����ô��ß8�5��
|∇tX(l, t)| ≤

∫ l

0
|Rm(∂sαt, ∂tαt)X(s, t)| ds,


 = �



��ã��ßà
∣
∣pγ(L)−1X(l, L) −X(l, 0)

∣
∣ ≤

∫ L

0

∫ l

0
|Rm(∂sαt, ∂tαt)X(s, t)| dsdt.

�

ç	��� �9æµ57à�57æµã7à�à�ã�ñ�ã�578�ôµ��ñ#�ß6���6&ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578ó�9æ �o��������8
(Mn, g)

ô@6�ñ#� �l��5Û�
|Rm| = O(r−2−ε)

�|æµã�ñ�ã�5Q�98�ñ#�²����5
ε > 0

DC$�5Mô>��à#ã����|æ>à�8�ñ�êÛã%+,8�5Q�²éu�µêÛã78o�|æµ��5Û�
x
õ�ãQ�9æ �o���ß6���8�5Û�²����ñ�8¢õ�+ ã�5

�9æ �o�u�µ����õ7��57à
M
������è2�rã�52ã�5��ßêÛã78����µ�98���ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78

σx
õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ �o��5�� �½���ß8

2 inj(x) ≤
2I2
Du$�5 à#ã����|æ>à�8�ñ²�;��ã7à�à#�%ê�ã78

M
�rã�5 à�8�ã��|ÿ|æµã�����à#��57æµ5��7æµ5 ���������ßê�ã78&�98�êÛã���à#ã���� �;�²éu�µ��ã�5

õ�89à�ÿ|æµã���à D
��æµ57à��ßõ�6�ñ�æµ57à ã�5 ñ²� è@æµ5 ã�5����²����ñ�8

γ : R+ −→ M
�u��ñ#�²��5���õ�8

o
8��257æµ��æµ57à

pγ(t)
�ß8

�#ñ²��57à#�|æµñ#�½�u��ñ²���������ß83�ß82�ßæµ5�ö õ�8
γ
��õ�8

γ(0)
�
γ(t)
D�ç)æµã�ñ

t
�µà�à�8 < ö>ñ²��57õ#��æµ5��|8�ã��½õ�6/�75���ñ

� +,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���8óõ�+ é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8
Hγ(t)

õ�ã����µ�98��
σγ(t)

8�5
γ(t)
:�æµ5¢ò �������ß���Fã�52��é7æµ� �¢� �o�����ß������8

õ�+,æµñ#�ß8�5��²���#�ßæµ5�õ�89àC���µ�98���à
σγ(t)

8���æµ5E�F8�ã���à#ã����|æ>à�8�ñ)�98���é7æµ� �r�9æµ5Û�#��5Ûã%D@$�5;æµÿ��#�ß8�5Û��ã�5;6��ß6���8�5Û�
õ�8
O(Tγ(t)M)

D>�C8��ß8�� ��8�õ�8}�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5Ôõ�89à�é7æµ�ßæµ57æ �o�ß89à�å���D <�D �@ë)�F8�ñ���8��	õ�8�ô@æµ��ñ/ê�ã78��|æµã�ñ
õ�89à�57æ �Eÿ�ñ�89à

t1 ≤ t2
ö>ñ²��57õ�à��7æµ5��2:
∣
∣pγ(t2)

−1Hγ(t2)pγ(t2) − pγ(t1)
−1Hγ(t1)pγ(t1)

∣
∣

≤
∫ ∞

t1

∫ 1

0
|Rm| (c(t, s)) |∂sc(t, s) ∧ ∂tc(t, s))| dsdt,

æ)(��8�
t
� ��6��

c(t, .)
89à#��ã�5 �u��ñ²� ��6��#ñ²��ö@8óõ�ã����µ�98��

σγ(t)
�u��ñ

[0, 1]
�*�;ô�����89à�à�8

2 inj(γ(t))
D

ï	 F����  ��D <�Dä?
� |∂sc ∧ ∂tc)|
¯Ø­�±	´�°F¯r»�´�¾µ°u±Ú¹Ú±O¬&´�°7¹ ��³>«Ø¼½¬®¼½¯®°u±}·#³µ«®°F¬�¯ �

� = 

6��$
O�
�C� �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5hõ�ã_ñ²�9è@æµ5hõ�+ ��5)�#89���#��ô�����6¢ÿ|æµñ#578 |∂sc|

D���89à#��8 ��ÿ|æµñ#578�ñ;���3�u��ñ#�#�ß82õ�8
∂tc
ê�ã��

89à#�Ôæµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8 �
∂sc
D�$�5�à²8������µ�983��ãhô@æµ�ßà#��5u��ö@83õ�+ ã�5h�|æµ��5Û�

x
�ß82�ßæµ5�öXõ�8

γ
D�$�5h�|8�ã��

�#ñ²��57à#������8�ñ�� +,æµñ#��ö>��578½õ�ãM�u��ñ²� � ���#ñ�8
t
õ�8Eò]� �9æµ5 ��� ô@æµ��ñ

x = γ(0)
DC$�5M�|8�ã�����ã7à²à#��ñ�8���æµ5Û��8�ñ

�ß8o��ñ�æµÿ�������8Ôõ7��57à
TxM =: E

� �Eã�5���õ�8o��� ��6��#ñ#�ßê�ã78oñ�8��ß8�ô@698
ĝ
D)
��

v = γ ′(0)
�
γ
à²8;ñ�8�����ô@8

8�5 �����9æµã�ñ#ÿF8
γ̂
�u��ñ²� ��6��#ñ�698ó�u��ñ

t 7→ tv
Du�%8&ñ�8��ß8�ô@6

ĉ
õ�8

c
89à��}òÚæµñ���6Eõ�89à�ö@69æ�õ�69à��ßêÛã789à

ĉ(t, .)ñ�8�������5��
tv
�
τ(tv)

�
τ
89à#�&� +,6��ß6���8�5Û�rõ�ãQ�7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|8oò]æµ57õ7� ��8�5Û�²�����9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ7��5�� �

σx
�

�|æµã�ñ�� +,æµñ#�ß8�5Û�²���#�ßæµ5.��é7æµ�ßà#�ß8>D|$�5 õ��ßà#�|æ>à�8�õ�8����Eò]æµñ��óã��ß8

ĉ(t, s) = Exptv sX(t)

æ)(
X(t)

89à#��� +,6��ß6���8�5���õ�8
TtvE

õ�6/�75��%�u��ñ����;ñ�8������#�ßæµ5
Exptv X(t) = τ(tv).

�%8ó��éu� �o�3õ�8�ô@89����8�ã�ñ
J
õ�6/�75��C�ß8��ßæµ5�ö½õ�8

ĉ(0, .)
�u��ñ

J(s) = ∂tĉ(0, s) =
d

dt

∣
∣
∣
t=0

Exptv sX(t).


 =��



89à#��ã�53��éu� �o�3õ�8�í��µ�9æµÿ��)õ�8�õ�æµ5�576989à���5����#�����ß89à

J(0) =
d

dt

∣
∣
∣
t=0

tv = v

åÚæµ5 �ßõ�8�5��#� �u8
E
�
T0E

�u��ñ
Exp0

�7õ�8����rò � �9æµ525u���#ã�ñ�8����ß8�ë�8��
J ′(0) = (∇s∂tĉ)

∣
∣
∣
(t,s)=(0,0)

= (∇t∂sĉ)
∣
∣
∣
(t,s)=(0,0)

= (∇t∂s Exptv sX(t))
∣
∣
∣
(t,s)=(0,0)

= (∇tX) (0).


�ã����|æ>à�æµ57à����½�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8;ÿ|æµñ#57698E�u��ñ
Λ2 � Λ > 0

�lõ7��57à���� < æµ578r�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698;8������������ßê�ã7æµ57à��ß8
�ß8�� ��8 ��D ��Dä?oõ�8
�,B
�  �:����r�u��ñ#�#�ß8

J̃
õ�8
J
êÛã��%89à���æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8@�

ĉ(0, .)
ô@6�ñ#� �u8

∣
∣
∣J̃(s) − p(sv)J̃(0) − sp(sv)J̃ ′(0)

∣
∣
∣ ≤ a(s)

æ)(
p(.)
õ�69à#��ö>578&�ß8��#ñ²��57à#�|æµñ#���u��ñ²���������ß8�ñ²�µõ������C8���æ)(

a
ñ�69à�æµã���� +,69ê�ãu���#�ßæµ53õ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß8

a′′ − Λ2a = Λ2
(∣
∣
∣J̃(0)

∣
∣
∣ +
∣
∣
∣J̃ ′(0)

∣
∣
∣

)

� ô@89�
a(0) = a′(0) = 0

��à�æµ���
a(s) =

(∣
∣
∣J̃(0)

∣
∣
∣ +
∣
∣
∣J̃ ′(0)

∣
∣
∣

)

(cosh(Λs) − 1) .

��æ � ��8��ß���|æµ5���ã�ñ²�
0 ≤ s ≤ 1

8��
Λ << 1

�����|à#ã&%���õ�æµ57��õ�8 �½�7�0æµñ�8�ñ ∣∣
∣J̃(0)

∣
∣
∣
8�� ∣∣
∣J̃ ′(0)

∣
∣
∣
�Fæµã�ñ

ÿ|æµñ#578�ñ
J̃
8�����8�ñ��o��578�ñ}���ó��ñ�8�ã�ô@8�õ�ã¢�ß8�� ��8>D7��æ � ��8

J(0) = v
89à���ã�5����²����ñ�8������l578�ñ�89à#��8�êÛã%+ �

89à#�#� ��8�ñ
J̃ ′(0)

D
$�5���5Û�#ñ�æ�õ�ã��������Eò � �o�����ß8&õ�8�ô@89����8�ã�ñ�à

Y
õ�8
T0E ∼= E

õ�6/�75��ß8��u��ñ
X(t) = p(tv)Y (t).

�)ô@89�
∇tX(t) = p(tv)

d

dt
p(tv)−1X(t) = p(tv)Y ′(t),

æµ53ô@æµ����ê�ã78
J ′(0)

5%+,89à#����ã��#ñ�8EêÛã78
Y ′(0)

DF��æµ�²��5��
f
� + ���������ß� ���#�ßæµ5Mõ�8

E × T0E ∼= E2 õ7��57à
E
õ�6/�75��ß8��u��ñ

f(w,W ) = Expw p(w)W,
æµ5�õ��ßà��Fæ>à�8�õ�8����oñ�8������#�ßæµ5

f(tv, Y (t)) = τ(tv).
�/53õ�� 1|6�ñ�8�5��#����5Û���989��� ������ô��ß8�5��

∂1f(0,Y (0))v + ∂2f(0,Y (0))Y
′(0) = (Dτ)0v.

å���D�
 � ë

 =@?



-b����5Û��8�5u��5����@�ß8}�ß8�� ��8 ��D ��õ�8 �,B
�# 7õ����	êÛã78
∂2f(0,Y (0))

89à#�
Λ2 û ��ñ�æ���é78�õ�8}� + �ßõ�8�5Û�#����6>DÛ��8�����ã7à��

τ
89à#�Cã�578��ßà�æ ��6��#ñ#�ß8��Fæµã�ñ

ĝ
��õ�æµ57�

(Dτ)0
89à#�)ÿ|æµñ#57698�ã�5�� òÚæµñ���6���8�5�� D>�/5��75��

∂1f(0,Y (0))v
5%+,89à#�

��ã��#ñ�8�ê�ã78��ß8�ôµ���ß8�ã�ñ�8�5
1
õ�ã���éu� �o� õ�8�íÛ�µ�9æµÿ��

K
�ß8��ßæµ5�öoõ�8

s 7→ sY (0)
æµÿ���8�5�ã �&�u��ñ#�#��ñ�õ�8

���;ô>��ñ#�����#�ßæµ5 ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78
H(t, s) 7→ Exptv sp(tv)Y (0).

��æ � ��8¢�ß89àr�9æµ57õ����#�ßæµ57àE��5����#�����ß89à;õ�8
K(s) = ∂tH(0, s)

à�æµ5��
K(0) = v

8��
K ′(0) = 0

��æµ5
æµÿ��#�ß8�5��������µà�à#�ßê�ã78���8�5Û��åÚ�9æµñ�æµ��������ñ�8 ��D ��D � õ�8#�,B
�# �ëCã�578�ÿFæµñ#578}à#ã�ñ

K
8��/õ�æµ57�}à#ã�ñ

∂1f(0,Y (0))v
D

��89���C�9æµ57õ�ã��������ßæµñ�à?�rã�578�ÿ|æµñ#578&à#ã�ñ
Y ′(0)

å�ö>ñ
�µ�98 � ��D�
 � ë}8���æµ53�röÛ��ö>576>D
��)ô@89�&�98��ß8�� ��8������oÿFæµñ#578&à�ã�ñ����;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&�|8�ñ���8���õ�+,8�5�õ�69õ�ã���ñ�8�:

∣
∣pγ(t2)

−1Hγ(t2)pγ(t2) − pγ(t1)
−1Hγ(t1)pγ(t1)

∣
∣ ≤ C0

∫ ∞

t1

t−2−εdt ≤ C t−1−ε
1 .

ç���ñ	�ß8���ñ#������ñ�8�õ�8��}��ã7�²éÛè6�Û����òÚæµ57���#�ßæµ5
t 7→ pγ(t)−1Hγ(t)pγ(t)

�µõ���8��	ã�578}��� �o����8
Hγ(∞)

õ7��57à
O(ToM)

ê�ãu��57õ
t
��8�57õ2ô@8�ñ�à�� + ��5��75�� Du�	5 æµã��#ñ�8��uæµ5 õ��ßà#�|æ>à�8�õ�8�� +,89à#�#� �½���#�ßæµ5d:

∣
∣pγ(t)−1Hγ(t)pγ(t) −Hγ(∞)

∣
∣ ≤ C t−1−ε.

å���D�
 �@ë
$�5i�bà#ã����Fæ>à²62êÛã78

M
�9ô>�����oã�5�à�8�ã���ÿ|æµã���8���êÛã782à²�b�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²����������ã7àoô�����8

ê�ã78&ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78���8�5��r:7õ7��57à��98&� �µõ�ñ�8���� �&�µà� C��ñ�æµã�ô@8óê�ã78��ß89à�ö>ñ²��57õ�89à�à#��é!��ñ�89à
S(o, t)

à�æµ5��
�9æµ5�578 ��89à&8���õ�8oõ���� � ���#ñ�8�å���5Û�#ñ#��57à;�9êÛã78�ë�ÿ|æµñ#576;�u��ñ

Cs
DF����57à#� �F��æµã����|æµ��5Û�

x
õ�8

S(o, t)
89à#�

ñ�8����ß6 �
γ(t)
�u��ñ�ã�5.��é78��o��5

β
õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ���ã�����ã7à

Ct
8���ñ�89à#�²��5Û��õ7��57à��ß8&�9æ �o���ß6���8�5��²����ñ�8

õ�8
B(o, t/2)

Dl$�5�8�5 õ�69õ�ã������u��ñ��ß8��ß8�� ��8&õ�8&�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ53õ�89à�é7æµ�ßæµ57æ �o�ß89àEå���D <�D �@ë&:
∣
∣
∣p−1

β Hxpβ −Hγ(t)

∣
∣
∣ ≤ Ct−1−ε,

å���D�
�?>ë
æ)(

pα
õ�69à#��ö>578½�ß8��#ñ²��57à#�|æµñ#�ó�u��ñ²���������ß8Ô�ß8��ßæµ5�ö.õ�8

β
8��ræ)(

Hx
89à#�ó� +,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���8�õ�+ é7æ�û

�ßæµ57æ �o�ß8��µà�à�æ����ß6 � ã�578Ôæµñ#�ß8�5��²���#�ßæµ5e�9æµé76�ñ�8�5���8�õ�8
σx
D)�/5d��8�5u��5��r�9æ �o����8¢õ�8¢�98���ñ�æµÿ�������8

õ�+,æµñ#�ß8�5��²���#�ßæµ5��}å���D�
 �@ë&8��Ôå���D�
�?>ë&�F8�ñ���8��#��8�5��rõ�+ �	%�ñ���8�ñrêÛã78o��� �u����ñ�8½õ�89àE�����µà�à�89à&õ�8Ô�9æµ5)�(ã�û
öÛ���ßà�æµ5Qõ�8

Hγ(∞)
8��
H−1

γ(∞)

õ7��57à
O(ToM)

578;õ�6��F8�57õb�u�µà�õ�8
γ
D%$�5X�����|8����ß8 � é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8�3� + ��5��75���õ�8

M
� �98��#��8�õ�æµ5�5769828��oæµ5d���357æµ��8 H∞

D/��89����õ�æµ5�578�ã�5_à�8�57à � ���.õ�6/�75����#�ßæµ5
à#ã���ô>��5Û��8>D
ý;�7ð���©%������¨)© ��D <�D � � �}°dÙµ¹�«0¾2»�´7¯;¸�� 	�³µ¸�³µ°l³µ¼;¹ ¯���¸ � ¹�° �	°7¹�Ù�¯

M
¯Ø­�±�±Ú«Ø¹ � ¹]¾µ¸�¯r­Ø¹

Hγ(∞)
¯Ø­®±

¸�� ¹]ÙÛ¯®°l±Ú¹�±O¬ �
"�ãu��57õd� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8 �2� + ��5��75��}89à#�&�#ñ#��ô������ß8���å���D�
 �@ëó8��¢å���D�
�?>ë&�|8�ñ���8��#��8�5Û�;õ�8½ô@æµ��ñrêÛã%+,8�5

��æµã����|æµ��5Û�
x
õ�8

M\K ��æµ53�r� +,89à��#� ��698
|Hx − id| ≤ Cr(x)−1−ε.

å���D�
 � ë
��+ ��5Û��6�ñ����}õ�8��98��#��8�89à#�#� ��698�89à#��ê�ã%+,8����ß8�õ�6��|8�57õ�õ�8������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8E:>ã�578�õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98�ñ²�����ßõ�8

õ�8r�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�� ��6����ßæµñ�8;����õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98;�#ñ�æµã�ô@698;�|æµã�ñ�� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8��%�98;êÛã���5%+,6��²�������u�µà��ß8
� �µà��Fæµã�ñ�� +,89à#�#� ��698�ê�ã%+,æµ5¢� ôµ��������ñ�æµã�ô@698�à#ã�ñ	�ß89à���57à#�²��5Û��æµ57à�ö>ñ²�9ô����²���#�ßæµ5�578��ßà D7$�5¢����ñ�æµã�ô@6��ß8


 = �



ï	 F����  ��D <�D � � �|³µ¹�±
(M4, g)

´�°|¯ ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬ 	ÛÝØ¶�¯®« � 
 	�¸�¯®«®¹ ¯®°7°F¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯r±O¯®¸§¸ß¯r»�´7¯
∫

M
|Rm|2 rdvol <∞

¯�±
∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, At3 ≤ volB(x, t) ≤ Bt3

¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� � ¸�³µ«Ø­�¸ß¯Ø­&¸�¾ �²¯�±�­ �9³µ°lÙÛ¾µ¼½¯®°u± ¾µ´>ø
σx
³µ°u±�´�°F¯ 	�³>¸ ³µ°F³µ¼;¹]¯

Hx
��¬�«Ø¹ ��¾µ°u±

|Hx − id| ≤ Cr(x)−2.

�	5Qò �������%�>+,89à#�ó����ã7àóö@6�576�ñ²����:���� ��ñ�æµ�Fæ>à����#�ßæµ5dà#ã���ô>��5Û��8½ñ�69õ�ã����ó� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8 ��� + ��5��75�����ã
à#���ß8�57�98óõ7��57à��ß8&� �µõ�ñ�8&æ)( æµ5 � + ��õ�6/�75��ß8A+
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D�
 = � �óâ�� �)���)¥Û�§���XúC X¥ � �%¨�¥Û¨�©%¨/���§  ��¥ � �§©%ð���©%� � � � �|³µ¹�±

(Mn, g)
´�°|¯

� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬E«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯)��¬®«®¹ ��¾µ°u±

|Rm| = O(r−2−ε)

¾��µ¯��
ε > 0

� �}°�­Ø´�¶@¶�³�­ ¯3»9´ � ¯®° � 	�¾@»�´7¯o¶�³µ¹�°u±
x
Ùµ´ ��³µ¼�¶l¸ß¬®¼½¯®°u± ¾>¹§«�¯bÙ�� ´�° ��³µ¼�¶�¾ �9±;Ù@¾µ°7­

M � ¹§¸�ÝX¾X´�°i´�°7¹Ú»9´�¯3¸�¾ �²¯�±#�Û¬#³�ÙÛ¬Ø­Ø¹]»�´7¯ σx
ÙÛ¯�¸ ³>°(�µ´7¯®´�«3¼;¹§°7¹�¼�¾µ¸ß¯

2 inj(x) ≤ 2I2
� � ¸ ³µ«Ø­

¸�� 	�³µ¸ ³>°l³µ¼;¹]¯ �Ô¸ � ¹�° �	°7¹/ÙÛ¯
M
¯Ø­®±�±Ú«Ø¹ � ¹]¾µ¸ß¯ �

� = 

6��$
O�

�ã����|æ>à�æµ57à/����57æµ5o�#ñ#��ô������ß8>D@���ßæµñ�à��>õ7��57à/�����9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5¢õ�69��ñ#����8�����ã7à/éu��ã����>� +,6��ß6���8�5��

Hγ(∞)õ�8
O(ToM)

5%+,89à#���u�µà)� + �ßõ�8�5Û�#����6>Dµç)æµã�ñ	�����ß6�ö@8�ñ��ß89à)69��ñ#���#ã�ñ�89à�� æµ5E�ßõ�8�5Û�#� �u8��ß89à)89à��u�µ�989àC�²��5�ö@8�5���à
�ß8��ßæµ5�ö�õ�ã�ñ²�9è@æµ5

γ
�u��ñ��ß8��#ñ²��57à#�|æµñ#���u��ñ²���������ß8>DF$�5��rô�ãX:

Hγ(t) = Hγ(∞) + O(t−1).
å���D�
 �@ë

ç�æµã�ñ
t
ö>ñ²��57õ#�Ûæµ5½�²é7æµ�ßà#�����9æµ5��#��5
	 ��8�5���ã�578�æµñ#�ß8�5Û�²���#�ßæµ52õ�ã����µ�98���òÚæµ57õ7� ��8�5��²���F8�5

γ(t) =: xt8���æµ5b�����F8����ß8
vt
� +,8 ���#ñ�6��o����6rõ�ã ñ�8��ß8�ô@6óõ�8

σt
õ7��57à

TxtM
à�8��ßæµ5.�98��#��8&æµñ#�ß8�5Û�²���#�ßæµ5 �

τt = τvtõ�69à#��ö>578�ñ²�M� +,6��ß6���8�5Û�Ô�9æµñ#ñ�89à��Fæµ57õ7��5��Ôõ�ã_�7à�8�ã7õ�æµö>ñ�æµã��|82ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²��� D��%8��ß8�� ��8 ��D�
>D +Xõ����
ê�ã78�à#�

w
89à���õ�8�57æµñ���8���5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ�8 �

t/4
�����Cô@6�ñ#� �u8

∣
∣τt(w) − vt −Hγ(t)(w)

∣
∣ ≤ Ct−2 inj(xt) |w| (inj(xt) + |w|).

�)ô@89��å���D�
 �@ë�8������;ÿ|æµñ#578�à#ã�ñ��ß8�ñ²� è@æµ5�õ�+ ��5)�#89���#��ô�����6��u����ô��ß8�5��
∣
∣τt(w) − vt −Hγ(∞)(w)

∣
∣ ≤ Ct−1 |w| .

�)ô@89�
|τt(w) −w| ≥

∣
∣Hγ(∞)(w) − w

∣
∣− |vt| −

∣
∣τt(w) − vt −Hγ(∞)(w)

∣
∣ ,

æµ5�æµÿ��#�ß8�5��
|τt(w) − w| ≥

∣
∣Hγ(∞)(w) − w

∣
∣− I2 −Ct−1 |w| ,
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��æ � ��8
Hγ(∞)

89à#��ã�5�8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���8�æµñ#�#é7æµö@æµ5u����57æµ5o�#ñ#��ô������ �µæµ5o�F8�ã����#ñ�æµã�ô@8�ñ/ã�5;ô@89����8�ã�ñ
w∞
õ�8�57æµñ���8

1
à�ã�ñ	�ß89êÛã78��

Hγ(∞)
��ö>�����9æ � ��8�ã�578�ñ�æµ�²���#�ßæµ5�õ�+ ��5�ö>�ß8

θ
57æµ5��#ñ#��ô������ß8>D�ç�æ>à�æµ57à

wt = 0.1tw∞
D����ßæµñ�à��|æµã�ñ

t
ö>ñ²��57õ#�7æµ5��
|τt(wt) − wt| ≥ 0.2t |sin θ/2| − C.

ç���ño�ß8¢�ß8�� ��8 ��D <�D ���)�ß8 ��8��Eÿ�ñ�8 õ�8¢öÛ��ã7��é78289à#�o�9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8 �
inj(expxt

wt) ≤ I2
D/$�ñ;�ß8

��8��Eÿ�ñ�8�õ�8�õ�ñ�æµ����8���8�57õ½ô@8�ñ�à�� + ��5��75��|êÛãu��57õ
t
��8�57õ½ô@8�ñ�à�� + ��5��75���:@�>+,89à#�}��ÿ7à#ã�ñ�õ�8���õ�æµ57�

Hγ(∞)89à#��� + �ßõ�8�5��#����6>D
�

� � � ��� �����), (+($# � � ��� ,.- �
� 
$� ��# � � � � � � , 	+��� � #�� * � � ,�* �'� �
��578&��ñ�8��o����ñ�8&ò]� �9æµ5.õ�8&õ�69��ñ#��ñ�8E���;ö@69æ ��6��#ñ#�ß8ó�ßæ�� ���ß8ó�9æµ57à��ßà#��8 �oõ���ñ�8EêÛã%+,8����ß8E89à#����ñ�æ���é78��

� ô�ã782õ�8��ßæµ��5 �*�/õ�+ ã�578�ö@69æ ��6��#ñ#�ß8 ����ã7àoà#� �o���ß8>D�$�5_ôµ� ��æµ5Û�#ñ�8�ñ¢êÛã78����.ö@69æ ��6��#ñ#�ß8 �ßæ�� ���ß8õ�89à}8/1�æµ57õ�ñ�8���8�5Û��à�õ�8��9æ�õ�� ��8�57à#�ßæµ5
1
ê�ã78�57æµã7à}6��#ã7õ��ßæµ57à�89à#����ñ�æ���é78���8�5�õ��ßà#�²��57�98&*�ñ�æ ��æ ô�û

!���ã7à�õ�æµñ 1A�7õ�8����rö@69æ ��6��#ñ#�ß8ó8�ã7�����ßõ��ß8�5�578Eõ7��57à����;õ�� ��8�57à#�ßæµ53� � ��69õ�������8���8�5Û����5�òÚ6�ñ#�ß8�ã�ñ�8>D
$�5_à#ã����|æ>à�8�ñ²�3ã�578�õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�982��ã�ÿ��ßê�ã78�õ�8Ô���.�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8>D/�C�3ñ²���ßà�æµ5_89à#�;���3à#ã���ô>��5Û��8>D

$�ã�ÿ����ßæµ57à;ã�5 ��57à#�²��5Û�;�ß89àr���µ�98���àrö@69æ�õ�69à��ßêÛã789à;8��rñ�8�öÛ��ñ�õ�æµ57à;��� ��6��#ñ#�ßê�ã78�õ7��57àE���3� ��ñ#��8¢8 ��û
�|æµ578�5Û�#�ß8����ß8;8�5.ã�53�|æµ��5Û�

x
D|
��)���Ô�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8;89à#��ÿ|æµñ#57698ó�u��ñ

Λ2 õ7��57à�����< æµ578E�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698��F�ß8�#é769æµñ�����8�õ�8��9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5Ôã7à�ã78��Fõ����}êÛã78���� ��6��#ñ#�ßê�ã78
exp∗

x g
89à#���9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß85�ó��� ��6��#ñ#�ßê�ã78

8�ã7�����ßõ��ß8�5�578
gx
�u� ô@89��� +,89à#�#� ��698

(
sinΛr

Λr

)2

gx ≤ exp∗
x g ≤

(
sinhΛr

Λr

)2

gx

à#ã�ñ2ã�578X69��é78����ß8
r << Λ−1 D���æµ57�M�ß89à õ��ßà#�²��57�989à3�9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û� �e�989à�õ�8�ã�� ��6��#ñ#�ßê�ã789à

ô@6�ñ#� �u8�5��
sinΛr

Λr
dgx ≤ dexp∗

x g ≤ sinhΛr

Λr
dgx ,

õ�+,æ)(�8�53à#ã�ÿ7à#�²��57�98o:
∣
∣dexp∗

x g − dgx

∣
∣ ≤ CΛ2r2dgx .
���æµ5Xô@8�ã��óêÛã78�� +,69� ��ñ#�ó8�5Û�#ñ�8Ô�989àóõ�8�ã��Mõ��ßà#�²��57�989àóà�æµ��� �½�7�0æµñ�6o�u��ñóã�578��9æµ57à#�²��5Û��8Ôà#ã�ñ&ã�578

69�²é78����ß8
r
� ���Ûò]��ã���õ�æµ57��êÛã78

Λ2r2r
à�æµ���)ÿFæµñ#576�:��98�����à#��ö>5�� �u8�êÛã78������9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8

Λ2 õ�æµ����à +,89à#�#� ��8�ñ�u��ñ
r−3 DF��æµ57�óà#��æµ5�ô@8�ã���ã�578ó��8����ß8E89à#�#� �½���#�ßæµ5bôµ������ÿ��ß8 ��� +,69�²é78����ß8 r �½õ��ßà#�²��57�98Eõ�8ó� +,æµñ�õ�ñ�8õ�8
r
��æµ5�89à#��� ��8�576 ��à#ã����Fæ>à²8�ñ�êÛã78����o�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8óõ�69��ñ�æ-:ß��8�5

r−3 D�	57æµ5��9æµ57à�õ�+ ��ÿ|æµñ�õ ã�5 �ß8�� ��8óêÛã��)�µà²à#ã�ñ�8�êÛã78&�ß89à�6��ß6���8�5Û��à�õ�89à��7à�8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��|89à�òÚæµ57õ7� û
��8�5��²��ã���êÛã78�57æµã7à��9æµ57à��ßõ�6�ñ�8�ñ�æµ57à�à�æµ5�����ñ�89à�ê�ã78�õ�89à��#ñ²��57à#�����#�ßæµ57à D
ï	 F����  ��D <�D�
 
 � �|³µ¹�±

(Mn, g)
´�°F¯�� ¾µ«®¹ ¬�±O¬ó«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³>¼�¶F¸ ��±O¯r±O¯�¸§¸ß¯r»�´�¯

|Rm| = O(r−3)

¯�±
∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ Btn−1


 
 =



¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� �}°X­®´ ¶@¶�³�­9¯�¾µ´�­²­®¹�»�´�� ¹�¸�¯#øµ¹§­®±O¯Ô´�°F¯ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯¢»�´7¯½­Ø¹
γ
¯Ø­®±

´�°3¸�¾ �²¯9±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬;¯®°
x
¯�±�Ù�¯&¸�³µ°(�>´�¯®´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­�¸�� 	�³µ¸ ³>°l³µ¼;¹]¯

H
Ùµ´ ¸�¾ �²¯�±

��¬�«Ø¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

�Ø¸F¯�øµ¹�­�±O¯�¾µ¸�³µ«Ø­�´�° ��³>¼�¶�¾ �9±
K
Ù�¯
M
¯�±/ÙÛ¯Ø­ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯Ø­ ��¬#³µ¼½¬�±Ú«®¹Ú»�´7¯Ø­

J � L � κ > 0
±O¯�¸§¸ß¯Ø­�»�´7¯

¶�³>´�«¢± ³µ´�±	¶�³µ¹�°u±
x
Ù�¯
M\K � ± ³µ´�±�¬®¸ß¬®¼½¯®°u± τ Ùµ´2¶u­9¯®´�Ù@³�� �µ«#³µ´ ¶7¯ �9³µ°lÙ@¾>¼�¯�°u± ¾µ¸ Γ(x, κr(x))��¬�«Ø¹ ��¯
∀w ∈ B̂(0, κr(x)), |τ(w) − tkvx(w)| ≤ J

³��
vx
¯Ø­�±/´�°3«#¯�¸�¯*�µ¬;ÙÛ¯�¸�� ¯�ø>±Ú«#¬�¼r¹Ú±O¬rÙ�� ´�° «�¯®¸ß¯*��¬;ÙÛ¯

σx
¯�±�³��

k
¯Ø­®±	´�°M¯®°u±Ú¹ ¯®«�°l¾>±Ú´�«#¯®¸�¼�¾0Ü9³µ«�¬

¶�¾>«
Lr(x)

�
� = 

6��$
O�
ç���ñ����;��ñ�æµ�|æ>à#���#�ßæµ5 ��D <�D�
��uæµ5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8

τ = τk
vx

�7æ)(
vx
89à#��� +,8 ���#ñ�6��o����6óõ�+ ã�53ñ�8��ß8�ô@6&õ�8

σx8���æ)(
k
89à#��ã�5M8�5Û�#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��/��8��/ê�ã78

k ≤ Lr(x)
DFç���ñ��ß8r�ß8�� ��8 ��D�
>D +!�Fæµ5Q�½�Fæµã�ñ���æµã��

wõ�8
B̂(0, r(x)/4)

:
∣
∣τvx(w) − vx − p−1

vx
(w)
∣
∣ ≤ Cr(x)−3 |vx| |w| (|vx| + |w|)

�C��õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98&��ã�ÿ��ßê�ã78&õ�8����;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&òÚæµã�ñ#5�����ö>ñ
�µ�98@�2å���D�
 � ë�:
∣
∣p−1

vx
(w) − w

∣
∣ ≤ Cr(x)−2 |w| .

�/53�9æ �óÿ���5u��5Û���989à�89à#�#� ��6989à��7æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û�r:
|τvx(w) − tvx(w)| = |τvx(w) − vx −w| ≤ Cr(x)−2 |w|

ç�æµã�ñ���æµã���8�5��#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��
i ≤ k

�uà#�%æµ52�Fæ>à²8
ei = τ i

vx
− tivx

�7æµ5��r���rò]æµñ��óã��ß8
ei+1 − ei = e1 ◦ τ i

vx
.

�)ô@89����� �½�7�#æµñ²���#�ßæµ5
∣
∣τ i

vx
(w)
∣
∣ = d(τ i

vx
(w), 0) = d(τ−i

vx
(0), w) ≤

∣
∣τ−i

vx
(0)
∣
∣ + |w| ,

����ô��ß8�5Û���|æµã�ñ���æµã��
w
õ�8

B̂(0, κr(x))
:

|ei+1(w) − ei(w)| ≤ Cr(x)−2
∣
∣τ i

vx
(w)
∣
∣ ≤ Cr(x)−1.

$�5�8�5 õ�69õ�ã������u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98 |ek(w)| ≤ Ckr(x)−1 8����9ô@89� k ≤ Lr(x)
:

|τ(w) − tkvx(w)| =
∣
∣
∣τk

vx
(w) − kvx − w

∣
∣
∣ = |ek(w)| ≤ C.

�


 
 




��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D�
 < � £;¤7¤7âu¨����Ú�����|��¨�© �oâu¨/��¨�� � �ó���%¡�ú)¨)â�ð�ð � � �F³µ¹Ú±
(Mn, g)

´�°|¯
� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬E«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ �²³µ¼�¶l¸ �9±O¯;±O¯®¸�¸�¯E»�´7¯

|Rm| = O(r−3)

¯�±
∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ Btn−1

¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� �}°X­®´ ¶@¶�³�­9¯�¾µ´�­²­®¹�»�´�� ¹�¸�¯#øµ¹§­®±O¯Ô´�°F¯ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯¢»�´7¯½­Ø¹
γ
¯Ø­®±

´�°3¸�¾ �²¯9±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬;¯®°
x
¯�±�Ù�¯&¸�³µ°(�>´�¯®´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­�¸�� 	�³µ¸ ³>°l³µ¼;¹]¯

H
Ùµ´ ¸�¾ �²¯�±

��¬�«Ø¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

�Ø¸�¯#øµ¹§­®±O¯Ô¾µ¸�³µ«Ø­;´�° �²³µ¼�¶�¾ �9±
K
ÙÛ¯
M
¯�±�ÙÛ¯Ø­ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯®­ ��¬#³µ¼½¬�±Ú«®¹Ú»�´7¯Ø­

I � κ > 0
±O¯®¸�¸�¯®­�»9´�¯

± ³µ´�±l¶�³µ¹�°u±
x
ÙÛ¯
M\K ¶�³�­Ø­ �#ÙÛ¯�´�° ��³µ¹�­®¹§°F¾ �Û¯�³µ´ ��¯®«�± Ω Ù@³µ°l±�¸ ¾oÙµ¹§­®± ¾>° �²¯ �}«#³µ¼�³�� � �&¾µ´�­�ÙÛ³µ« ��½´�°|¯r·�³µ´�¸ß¯oÙÛ¯
R

n−1 ÙÛ¯ó«#¾µÝ@³µ° κr(x) ¯Ø­�±	¼�¾0Ü9³µ«�¬�¯�¶�¾µ« I �
� = 

6��$
O�
��é7æµ�ßà#�ßà²à�æµ57à�ã�53ñ�8��ß8�ô@6rõ�8

σx
õ7��57à

TxM
8���57æµ��æµ57à

vx
à�æµ5b8 ���#ñ�6��o����6>D%$�5M�����F8����ß8

H
� + éÛè�û

�|8�ñ#������5 æµñ#�#é7æµö@æµ5u��� �
vx
8���æµ5�57æµ��8

v 7→ vH
���E��ñ�æ-�#89���#�ßæµ5 æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8�8�ã7�����ßõ��ß8�5�578&à#ã�ñ

Hå��|æµã�ñ
gx
ë®D


��
y
89à#�oã�5_�|æµ��5Û�¢õ�8

B(x, κr(x)/2)
��æµ5h�F8�ã��½���ßæµñ�àÔõ�6/�75���ñ

h(y)
�9æ � ��8 ÿu��ñ#è��98�5Û�#ñ�8

å]�	%�578�ë¢õ�89à��|æµ��5Û��à
vH
æµÿ���8�5�ã7à �d�u��ñ#�#��ñ õ�89à�ñ�8��ß8�ô@69à

v
õ�8

y
õ7��57à

B̂(0, κr(x)/2)
D���89���

õ�6/�75�����ã�578����������ß� ���#�ßæµ5
h
õ�8
B(x, κr(x)/2)

õ7��57à
H ∼= R

n−1 åÚæµ5 �óã�5���� H õ�8����Eà#�#ñ#ã7���#ã�ñ�88�ã7�����ßõ��ß8�5�578ó��57õ�ã�����8&�u��ñ
gx = |.|2 ë®D$�5Q�����|8����ß8

B
����ÿ|æµã��ß8;õ�8E�98�5��#ñ�8

0
8���õ�8Eñ²�9è@æµ5

0.1κr(x)
õ7��57à

H
:
0.1κ

à�8�ñ²�½�ß8
κ
õ�8

� +,6�57æµ57�96>Du$�52�|æ>à�8�8�57à#ã�����8
Ω := h−1(B)

D7$�5�ô@8�ã���ô@æµ��ñ}ê�ã78
h : Ω −→ B

89à#��� + ������ñ�æ ��� �½� û
�#�ßæµ5�*�ñ�æ ��æ�ôÛûO!���ã7à�õ�æµñ 1b��5�57æµ57�9698>D���ã��#ñ�8���8�5Û��õ����������Fò]��ã���ô@6�ñ#� �u8�ñ�êÛã78��98��#��8����������ß� ���#�ßæµ5

h89à#��õ�+ � �½��ö@8
I
ûOõ�8�57à�8&8���ê�ã78�� +,æµ53�r�|æµã�ñ���æµã7à��|æµ��5Û��à

y
8��
z
õ�8

Ω
:

|d(y, z) − |h(y) − h(z)|| ≤ I.

��6 ������à��
v
89à���ã�5��|æµ��5Û��õ�8

B
��æµ5�àØ�������u��ñ��ß8��ß8�� ��8 ��D <�D�
 
�ê�ã78��Fæµã�ñ}��æµã���6��ß6���8�5Û�

τ = τk
vxõ�ã �7à²8�ã7õ�æ�û ö>ñ�æµã��F8

Γ(x, κr(x))
�uæµ53�

|τ(v) − v − kvx| ≤ J

8���õ�æµ57���7�u��ñ��ß8��#é769æµñ�����8óõ�8�ç/è��#éu��ö@æµñ�8��
|τ(v)H − v| ≤ J.

�/5��u�µà�à²��5Û����ã2ÿu��ñ#è��98�5��#ñ�8��læµ52ñ�69��ã�� ��ñ�8
|h(expx v) − v| ≤ J.


��
d(v,H\B) > J

���989��� ��æµ5��#ñ�8�� + �����u��ñ#��8�5u��57��8óõ�8
h(expx v)

�
B
��õ�æµ57��õ�8

expx v
�

Ω
��8��

�u��ñó�9æµ57à²69êÛã78�5����
d(v, h(Ω)) ≤ J

D%�/�&�9æ � ��8 {v ∈ B /d(v,H\B) > J} 89à#� J ûOõ�8�57à�8oõ7��57à
B
���989������æµ5Û�#ñ�8EêÛã78

h(Ω)
89à#�

2J
ûOõ�8�57à�8&õ7��57à

B
D


 
 <



-b����5Û��8�5u��5������9æµ57à��ßõ�6�ñ�æµ57à½õ�8�ã��e�Fæµ��5���à
y
8��
z
õ�8

Ω
D/ç/ñ�8�57æµ57à½õ�89àoñ�8��ß8�ô@69à

v
8��
w
õ�8

�989à��|æµ��5Û��àEõ7��57à
B(x, κr(x)/2)

��8��ßà&ê�ã78
d(v, w) = d(y, z)

D���æ � ��8���� ûOõ�89à�à#ã7à���æµ5Xæµÿ��#�ß8�5Û�
|h(y) − vH | ≤ J

8�� |h(z) − wH | ≤ J
�uõ�+,æ)(

||h(y) − h(z)| − |vH − wH || ≤ 2J.

�/5��u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��uæµ5�8�52�#��ñ�8
|h(y) − h(z)| ≤ |vH − wH | + 2J ≤ |v − w| + 2J.

ç���ñ��9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5��uæµ53�
|v − w| ≤ Cr(x)−

3
2 r(x)

sinCr(x)−
3
2 r(x)

d(v, w) ≤
(
1 +Cr(x)−1

)
d(v, w)

õ�+,æ)(
|v − w| ≤ d(v, w) + Cr(x)−1d(v, w) ≤ d(v, w) + C.

$�5�8�5 õ�69õ�ã����

|h(y) − h(z)| ≤ d(v, w) + 2J + C = d(y, z) + 2J + C.


��	æµ5M��ñ�8�57õ �½����5���8�5u��5Û�;õ�89à�ñ�8��ß8�ô@69à
v′
8��
w′ ��õ��ßà��²��57�98 �o��5�� �½���ß8½õ�8 H �|æµ5Q�|8�ã��&69��ñ#��ñ�8ö>ñ
�µ�98ó��ã��ß8�� ��8 ��D�
>D �2: |v′ − v′H | ≤ C

8�� |w′ − w′
H | ≤ C

Du$�5 8�5�õ�69õ�ã����ó:
∣
∣v′ − w′

∣
∣ ≤

∣
∣v′H − w′

H

∣
∣+ C

ç���ñ��������ß8�ã�ñ�à��Û���óõ��ßà#�²��57�98�8�5Û�#ñ�8
y
8��
z
89à#��� + ��5����Eã ��õ�89à�õ��ßà��²��57�989à�8�5��#ñ�8��ß8�ã�ñ�à�ñ�8��ß8�ô@69à���õ�æµ57�

d(y, z) ≤ d(v′, w′)
D7ç���ñ��9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5��uæµ5 �#ñ�æµã�ô@8ó�9æ � ��8�����ã7à�éu��ã��ó:

d(v′, w′) ≤
∣
∣v′ − w′

∣
∣+ C.

�)ô@89���989à��#ñ�æµ�ßà���576�öÛ��������69à��7����ô��ß8�5Û�ó:
d(y, z) ≤

∣
∣v′H − w′

H

∣
∣+ C

��æ � ��8&æµ5.�
∣
∣|h(y) − h(z)| −

∣
∣v′H − w′

H

∣
∣
∣
∣ ≤ 2J,æµ53��ñ#ñ#��ô@8@�

d(y, z) ≤ |h(y) − h(z)| + 2J + C.$�53� ��æµ5��#ñ�6
|d(y, z) − |h(y) − h(z)|| ≤ I.

��89���C�9æµ57����ã������;��ñ�8�ã�ô@8>D
�

��+,6��²���F8rà#ã���ô>��5Û��8ó�9æµ57à��ßà#��8@��ñ�6�ö>ã�����ñ#�ßà�8�ñ�� + ������ñ�æ ��� �½���#�ßæµ5X*�ñ�æ ��æ�ôÛûO!���ã7à�õ�æµñ 1X�ßæ�� ���ß8ó8�5
ã�578%�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5X�ßæ�� ���ß8�ê�ã��/õ�69��ñ#��ñ²��� ô@89�oã�578;ÿFæµ5�578���ñ�69���ßà#�ßæµ5Q���¢ö@69æ ��6��#ñ#�ß8��ßæ�� ���ß8 �¢� + ��5��75�� D
�)ôµ��5��Cõ�8/��ñ�æ��969õ�8�ñ �}�98��#��8	�9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5���57æµã7à%��ñ�æµ�|æ>à�æµ57à%ã�5���5���8�ñ�� �9õ�8���ã���æµã�ñ)õ�89à�ñ�8������#�ßæµ57à
8�5��#ñ�8&ã�578�éÛè��|æµ�#é!�9à�8&õ�8&�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8&8����ß89à���ñ�æµ��ñ#�ß6���69à�õ�8����Eò]æµ57���#�ßæµ5�õ��ßà#�²��57�98 �rã�52�Fæµ��5�� D
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� � � � � � ��� -/, 
�� � � -���� 	$#&! 	$#&� �
�C8o�ß8�� ��8�à#ã���ô>��5Û�&ñ�69à�ã ��8;ã�5X�98�ñ#�²����5Q57æ �óÿ�ñ�8½õ�+,89à#�#� �½���#�ßæµ57àEõ�69�9æµã�����5��Eõ�+ é�è��|æµ�#é!�9à�89à

à#ã�ñE�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8>D��%89à;89à#�#� ��6989à �(ã7à²êÛã%+ � � +,æµñ�õ�ñ�8Ôõ�8�ã��Xà�æµ5��r�����µà²à#�ßêÛã789à�DC�m�u��ñ#�#��ñ;õ�8�� +,æµñ�õ�ñ�8
�#ñ�æµ�ßà��757æµã7à�5%+ �9ô@æµ57à��u�µà��#ñ�æµã�ô@6&õ�8�ñ�6®ò]6�ñ�8�57�98��7õ�æµ57��57æµã7à���ñ�æµ�Fæ>à�æµ57à�ã�578���ñ�8�ã�ô@8>D
ï	 F����  ��D <�D�
 � � �F³µ¹ ¯®°u±}´�°F¯���¾µ«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯

(M, g) �
´�° ¶�³µ¹�°u±

x
Ù�¯
M¯�±�´�°3°l³>¼�·�«#¯

a ≥ 2
±O¯®¸º­E»�´7¯

inj(x) > ε ≥ 1
¯�±

∀ i ∈ [0, k],
∣
∣∇i Rm

∣
∣ ≤ cε−a−i

­®´�«�¸ ¾¢·#³µ´�¸�¯
B(x, ε)

���F³µ¹Ú±
r
¸�¾	��³>° �9±Ú¹]³µ°

d(x, .)
¯9±�­�³µ¹Ú±

ρ = r2/2
� �}°3¾�¾µ¸�³µ«Ø­�´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯

C
±O¯®¸�¸�¯r»�´7¯&­Ø´�« �²¯�±]±O¯o·#³>´�¸ß¯ �
� |dρ| = r ≤ ε �
�
∣
∣∇2ρ− g

∣
∣ ≤ Cr2ε−a ≤ Cε2−a �

� ¯�±%¶�³µ´�« 3 ≤ i ≤ k �
∣
∣∇iρ

∣
∣ ≤ Cε4−a−i �

� = 

6��$
O�
�C����ñ�8��o����ñ�8�89à#�#� �½���#�ßæµ5�89à�����������ñ�8�8�������õ�8�ã���������8�89à���ã�5;ñ�69à#ã����²���/õ�8}�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5������µà�à��ßêÛã78
�,B
�  OD�ç)æµã�ñ¢�ß89àÔ89à��#� ��6989àÔõ�+,æµñ�õ�ñ�8.à#ã��|6�ñ#�ß8�ã�ñ���æµ5i��5Û�#ñ�æ�õ�ã����Ô�ß8�ö>ñ²�µõ��ß8�5Û�

N
õ�83���bò]æµ57���#�ßæµ5

r := d(x, .)
8���æµ5bã��#�����ßà�8;� +,69ê�ãu���#�ßæµ5Qõ�8;���ß�9� ���#���|æµã�ñ����¢à�89�9æµ57õ�8rò]æµñ���8EòÚæµ57õ7� ��8�5��²���ß8�õ�89à

à#��é!��ñ�89à�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789à ∇N :
∇NS = −S2 − Rm(N, .)N.

����57à����¢��ñ�8�ã�ô@8���57æµã7àE�µà�à#� �o���ßæµ57à��ß89à�ò]æµñ���89à&ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã789à@��õ�89à&8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���89àrà#è ��6®û
�#ñ#�ßê�ã789à D	
���æµ5e�9æµ57à��ßõ9��ñ�8��ß8¢�²éu� �o�hõ�+,8�57õ�æ ��æµñ#��é��ßà���89à

E := ∇2ρ − Id
��æµ5_ô@æµ���;ê�ã%+ ����à�8

ñ�6969��ñ#���
E = dr ⊗N + rS − Id .


��Cæµ52�|æ>à�8
V = grad ρ = rN

��æµ5 æµÿ��#�ß8�5Û��� +,69ê�ãu���#�ßæµ5
∇VE = −E −E2 − Rm(V, .)V.

�/5�57æµ�²��5Û�����rñ�8������#�ßæµ5 ∇V = Id+E
8���8�5369��ñ#��ôµ��5��

∇V ∇E = ∇∇VE −∇∇VE + Rm(V, .)E,

æµ5�æµÿ��#�ß8�5���� +,69ê�ãu���#�ßæµ5

∇V ∇E = −2∇E +E ∗ ∇E + ∇Rm ∗V ∗ V + Rm ∗∇V ∗ V + Rm ∗V.
�/53æµÿ7à�8�ñ#ôµ��5���ê�ã78��Fæµã�ñ

k ≥ 2
� ∇kV = ∇k−1E

�7æµ53æµÿ��#�ß8�5Û���u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98Ô:
∇V ∇kE = − (k + 1)∇kE +

∑

i+j=k

∇iE ∗ ∇jE

+
∑

i+j+l=k

∇i Rm ∗∇jV ∗ ∇lV +
∑

i+j=k−1

∇i Rm ∗∇jV,


 
 +



�|æµã�ñ���æµã���8�5Û�#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8��
k
Dl
���� +,æµ5 �|æ>à�8

Fk = rk+1∇kE
�
G = E/r

�7æµ5.�o����57à#�
∇NFk = G ∗ Fk +Hk� ô@89�

Hk = r−2
k−1∑

i=1

Fi ∗ Fk−i + rk




∑

i+j+l=k

∇i Rm ∗∇j+1ρ ∗ ∇l+1ρ+
∑

i+j=k−1

∇i Rm ∗∇j+1ρ





����57à#� ���ß8��ßæµ5�ö½õ�+ ã�578&ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��u��ñ#�²��5Û��õ�8
x
��æµ52�#ñ�æµã�ô@8

∂r |Fk| ≤ Ck |Fk| |G| + |Hk|8����9æ � ��8�� +,89à��#� ��698,�r� +,æµñ�õ�ñ�8ó<;õ�����êÛã78
r |G| 89à#���|8��#������æµ5 8�5 õ�69õ�ã�����ã�578�89à#�#� ��698�õ�ã2��è��|8

|Fk| ≤ Ckr sup |Hk|
Du$�5 ô>� ��æµ5Û�#ñ�8�ñ��u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98&� +,89à#�#� �½���#�ßæµ5

|Fk| ≤ Ckr
k+1ε2−a−k

ê�ã���5%+,89à#��ñ#�ß8�5�õ�+ ��ã��#ñ�8óêÛã78
∣
∣
∣∇kE

∣
∣
∣ ≤ Ckε

2−a−k,æµã�8�57�9æµñ�8
∣
∣
∣∇k+2ρ

∣
∣
∣ ≤ Ckε

4−a−(k+2).
$�5 ��ã�ñ²�;õ�æµ57� �75�� D��	+ ��5����#�������ßà²���#�ßæµ5då

k = 0
ë�õ�69�9æµã��ß8&õ�8�� +,89à#�#� ��698,�E� +,æµñ�õ�ñ�8

2
à#ã�ñ

ρ
D7
�ã����|æ�û

à�æµ57à �½����5Û��8�5u��5����ß89à�89à#�#� ��6989à �(ã7à�ê�ã%+ ��� +,æµñ�õ�ñ�8
k− 1

DÛ�'� + ���ßõ�8�õ�8�� + éÛè��Fæµ�#é!�9à�8�õ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98
8���õ�89à;ÿ|æµñ#5789àoà#ã�ñ;���b�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��/æµ5���ñ#ñ#��ô@8 �3ÿFæµñ#578�ñ

Hk
� �3ã�5782�9æµ57à#�²��5Û��8 �Eã����#�������ß� ���#��ô@8

��ñ��9à��7�u��ñ&:
r−2rk+2ε4−2a−k + rk

(

ε−a−k+4−a−1+4−a−1 + ε−a−k+1+4−a−1
)

õ�+,æ)(
|Hk| ≤ Ckr

k
(

ε4−2a−k + ε4−2a−k+2−a + ε4−2a−k
)

.

�)ô@89�
a ≥ 2

������ô��ß8�5Û�2õ�æµ57� |Hk| ≤ Ckr
kε4−2a−k ≤ Ckr

kε2−a−k D�����8�5iñ�69à�ã�����8 |Fk| ≤
Ckr

k+1ε2−a−k ��õ�+,æ)(��ß8�ñ�69à#ã����²��� D
�

�;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#����!rD �&��ã���� �&��ã  C� ��æµ5Û�#ñ�6&ê�ã%+,æµ5��F8�ã����9æµ5��#ñ�2µ�ß8�ñ��ß89à��9æ�8*%½���ß8�5���à�õ�8ó��é�ñ#�ßà0û
��æ-1�8��78�5�� ��ñ#��8�8 ���Fæµ578�5��#�ß8����ß8�à#��æµ5�à²�����/ÿ|æµñ#578�ñ

Rm
8�� ∇Rm

D>$�5½ã��#�����ßà�8�ñ²��à�æµ5oñ�69à#ã����²����à²æµã7à
���rò]æµñ���8�à#ã���ô>��5Û��8
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D�
 + � �F³µ¹ ¯®°u±}´�°F¯�� ¾>«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯

(M, g) �
´�°2¶�³µ¹�°u±

xÙÛ¯
M
¯�±�´�°.°l³µ¼½·®«�¯

a ≥ 2
±O¯®¸º­ó»�´7¯
|Rm| ≤ cε−a ¯�± |∇Rm| ≤ cε−a−1

­®´�«�¸�¾;·#³µ´�¸�¯
B(x, ε) �

¾ ��¯��
ε ≥ 1

� �}° ¾r¾µ¸ ³>«²­�´�°F¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯
C
±O¯®¸�¸�¯�»�´7¯�­Ø´�«�¸�¾r·#³>´�¸ß¯

B̂(0, ε)ÙÛ¯
TxM

� ¸ ¾ �²³µ°7°F¯#ø>¹Ú³µ° ∇ĝ ÙÛ¯�¸�¾r¼�¬9±Ú«Ø¹]»�´7¯ ĝ = exp∗
x g
­9¯ �²³µ¼�¶�¾µ«�¯ �;¸�¾ ��³µ°7°|¯#øµ¹]³µ°;¶l¸�¾>±O¯ ∇0¶�¾>«

∣
∣
∣∇ĝ −∇0

∣
∣
∣ ≤ Cε1−a.


 
 �



$�5��#��ñ�8�õ�83�989����ã�5 ��8������ß8�ã�ñ��9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8.à#ã�ñ����MòÚæµ57���#�ßæµ5iõ��ßà#�²��57�98 �bã�5��|æµ��5Û����õ7��57à��ß8
�²��5�ö@8�5�� D
ï	 F����  ��D <�D�
 � � �F³µ¹ ¯®°u±}´�°F¯���¾µ«Ø¹ ¬�±O¬�«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯

(M, g) �
´�° ¶�³µ¹�°u±

x
Ù�¯
M¯�±�´�°3°l³>¼�·�«#¯

a ≥ 2
±O¯®¸º­E»�´7¯

|Rm| ≤ cε−a ¯�± |∇Rm| ≤ cε−a−1

­®´�«�¸�¾Ô·#³µ´�¸ß¯
B(x, ε) �

¾���¯ �
ε ≥ 1

���}°3¾Ô¾µ¸�³µ«²­�´�°F¯ ��³>°�­®± ¾µ°l±O¯
C
±O¯®¸§¸ß¯&»9´�¯�­Ø¹

v
¯�±
w
­9³µ°u±	ÙÛ¯Ø­

¬®¸ß¬®¼½¯®°u±�­EÙ�¯
B̂(0, C−1ε) �

¼;´�°7¹�Ù�¯
ĝ �
¾>¸ ³µ«Ø­

|(dρv)w − gx(w − v, .)| ≤ Cε3−a.

� = 

6��$
O�
�/5Ô��é7æµ�ßà#�ßà�àØ��5Û�

C
�µà²à�8 <�ö>ñ²��57õ#�Ûæµ5½�µà�à�ã�ñ�8������9æµ5Ûô@8 ������6�õ�8�����ÿ|æµã��ß8��9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698>D��	+,8 ����ñ�89à�à#�ßæµ5

8 �7�µ����8&õ�8����oõ�� 1�6�ñ�8�5Û�#�ß8����ß8E�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698ó89à#�
(dρv)w = −ĝw(Exp−1

w v, .),

æ)(
Exp

õ�69à#��ö>578�� +,8 ���|æµ578�5Û�#�ß8����ß8Ô�Fæµã�ñ
ĝ
D%ç���ñr�9æ �o�u��ñ²���ßà�æµ5iåÚ8��r�9ô@89��� + �ßõ�8�5��#� �u� ���#�ßæµ5_� ��57æ�û

5��ßê�ã78&õ�89à�89à#�u�µ�989à��²��5�ö@8�5Û��à �rã�5�89à#�u�µ�98�ô@89����æµñ#�ß8��)� ô@89�&��ã�� û � ����8�ë/�læµ5��
|ĝw − gx| ≤ Cε−aε2 = Cε2−a.

å���D <>=@ë
��æµ��æµ57à

γ
�ß8Ô�u��ñ²� ��6��#ñ²��ö@82õ�8�����ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78Ô������5Û�

w
�
v
8�5 ã�5d��8��o�7à

1
D/$�5 õ��ßà��Fæ>à�8Ôõ�8

� +,69ê�ãu���#�ßæµ5 ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã78 ∇ĝ
γ̇ γ̇ = 0

�7ê�ã%+,æµ5 �F8�ã���ñ�6969��ñ#��ñ�8
γ̈ +

(

∇ĝ
γ̇ −∇0

)

γ̇ = 0.

�)ô@89��å���D <�D�
 +�ë/�7����ô��ß8�5Û�
|γ̈| ≤ Cε1−aε2 = Cε3−a.

�C�;òÚæµñ��Eã��ß8&õ�8&
)� è��ßæµñ

γ(1) − γ(0) − γ̇(0) =

∫ 1

0
(1 − t)γ̈(t)dt

ò]æµã�ñ#5��������ßæµñ�à
∣
∣v − w − Exp−1

w v
∣
∣ ≤ Cε3−a.

ç�æµã�ñ��9æµ57����ã�ñ�8��7æµ5369��ñ#���
|(dρv)w − gx(w − v, .)| =

∣
∣ĝw(Exp−1

w v, .) − gx(v − w, .)
∣
∣

≤
∣
∣(ĝw − gx)(Exp−1

w v, .)
∣
∣ +
∣
∣gx(Exp−1

w v, .) − gx(v − w, .)
∣
∣

≤ Cε2−aε+ Cε3−a

≤ Cε3−a.

�
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5u��5������ßà²à�8�ñ��7ñ�6�ö>ã�����ñ#�ßà�8�ñ��98��#��8;���������ß� ���#�ßæµ5Q�7�75.õ�+,æµÿ���8�5���ñ�ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5.���ßà²à�8>Du�C�½��89��é�5��ßê�ã78
8��o���ßæ�è@698389à#�o��æµã��¢à#� �o���ß8���8�5Û�Ôã�578��9æµ5�ô@æµ��ã��#�ßæµ5����9æ � ��83õ7��57à �,��ã93( �8��½à#ã�ñ#��æµã�� �ä���)*  OD
�	à²à�8�5Û�#�ß8����ß8���8�5����u57æµã7à�� ô@æµ57à�ÿ|89à�æµ��52õ�ã2�#é769æµñ�����8ó<�D �;õ�8 �ä���)*  OD�-b���ßà}�Fæµã�ñ�57æµ�#ñ�8���ñ�æµ�|æ>à��
�98Eñ�69à#ã����²����ö@6�576�ñ²����õ�8�ô�ñ²�����#ñ�8r�	%�576o�7�753õ�+ ã��#�����ßà�8�ñ,�o���ß8���5.����õ�69��ñ�æµ�ßà²à²��57�98;��ã�ÿ��ßêÛã78rõ�8&���
�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8��>����57à#��êÛã78�õ�89à)��ñ�æµ��ñ#�ß6���69à/õ�8�à#è���6��#ñ#�ß8�õ�8�� + ������ñ�æ ��� �½���#�ßæµ5¢*�ñ�æ ��æ ô�ûO!���ã7à�õ�æµñ 1¢êÛã78
57æµã7à�ñ�6�ö>ã�����ñ#�ßà�æµ57à Dl��89à���89��é�5��ßê�ã789à�5769�989à�à#����8�5���é76����µà�ã�5��9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8Eõ�89à�õ�6�ñ#��ô@6989à��9æ�ôµ��ñ#����5���89à
õ�8}�����9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8 �Ûæµ5oã��#�����ßà�8�ñ²�,�����ß8���5��ß8}�u��ñ²��ö>ñ²����é78���ñ�69�969õ�8�5Û� DÛ���789à#�	8�57�9æµã�ñ²��ö@8 ��5���õ�8�57æµ��8�ñ
ê�ã78&�ß89à�89à#�#� ��6989à�à#ã�ñ��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à��9æ ô>��ñ#����5Û��89à�õ�8E���Ô�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8Eà�æµ5�����ã���æ �½���#�ßê�ã789à��|æµã�ñ��ß89à
��57à#�²��5���æµ57à�ö>ñ²� ô����²���#�ßæµ5�578��ßà�D
ç	ñ�69���ßà�æµ57à½ã�5��Fæµ��5��Ôõ�8�ô@æ�� ��ÿ�ã�������ñ�8>D�$�5�õ���ñ²�Qê�ã78

f
89à#�Ôã�578 à#ã�ÿ ��8�ñ�à#�ßæµ5

C
û ��ñ�89à²êÛã78

ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578Qà��
f
89à#��ã�578Mà#ã�ÿ ��8�ñ�à#�ßæµ5'��8����ß8Mê�ã78.�Fæµã�ñ���æµã��2ô@89����8�ã�ñ

v
é7æµñ#� < æµ5��²���Ôå�� D,8>D

æµñ#�#é7æµö@æµ5u������ã�� �7ÿ�ñ�89àØë/�uæµ53�
e−C |v| ≤ |dfx(v)| ≤ eC |v| .

��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D�
 � � �}�
�lâF�����§¨�©�¥�¨)¦l�)¥� �� � �|³µ¹�±
(Mn, g)

´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬r«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯
��³>¼�¶F¸ ��±O¯r±O¯�¸§¸ß¯r»�´�¯

|Rm| = O(r−3)
¯9± |∇Rm| = O(r−4)¯�±

∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ Btn−1

¾��µ¯��
0 < A ≤ B

� �}°X­®´ ¶@¶�³�­9¯�¾µ´�­²­®¹�»�´�� ¹�¸�¯#øµ¹§­®±O¯Ô´�°F¯ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯¢»�´7¯½­Ø¹
γ
¯Ø­®±

´�°3¸�¾ �²¯9±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬;¯®°
x
¯�±�Ù�¯&¸�³µ°(�>´�¯®´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­�¸�� 	�³µ¸ ³>°l³µ¼;¹]¯

H
Ùµ´ ¸�¾ �²¯�±

��¬�«Ø¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

�Ø¸�¯#øµ¹§­®±O¯2¾µ¸�³µ«Ø­½´�° �²³µ¼�¶�¾ �9±
K
ÙÛ¯
M
¯9±�´�°_°l³µ¼½·®«�¯

κ > 0
±O¯®¸}»�´7¯ó¶�³µ´�«¢± ³>´�±�¶�³µ¹�°u±

x
ÙÛ¯

M\K � ³µ°�¶�¯®´�±�±Ú«#³µ´ ��¯®«E´�°F¯���·®«#¾>±Ú¹]³µ°Q¯®° �Ø¯®« �9¸�¯Ø­
fx : Ωx −→ Bx

ÙÛ¬ �	°7¹ ¯�­®´�«�´�° ��³µ¹�­®¹§°F¾ �Û¯
³µ´ ��¯®«�±

Ωx
ÙÛ¯

x
¯�± � � ¾µ¸ß¯®´�«²­2Ù@¾µ°�­½¸�¾M·#³µ´�¸�¯3¯®´ ��¸º¹]Ùµ¹ ¯®°7°F¯

Bx
ÙÛ¯¢«#¾µÝ@³µ°

κr(x)
Ù@¾µ°7­

R
n−1 �¾��µ¯��r¸�¯®­}¶l«0³®¶l«Ø¹ ¬�±O¬Ø­ó­Ø´�¹ � ¾>°u±O¯Ø­ �

� fx
¯Ø­®±�´�°F¯&­Ø´7·®¼½¯®«²­®¹Ú³>°

Cr(x)−1 ��¶l«�¯Ø­9»�´�¯E«®¹ ¯®¼�¾µ°7°7¹ ¯®°7°F¯ �
� �|¯Ø­��}·®«#¯®­�­9³µ°u±/ÙÛ¯Ø­�­9³µ´�­ � ��¾µ«Ø¹ ¬�±O¬Ø­&Ùµ¹ ��¬#³µ¼�³µ«O¶ 	�¯Ø­ �

S
1 � ÙÛ¯�¸ ³>°(�µ´7¯®´�«�¼;¹�°l³µ«�¬�¯�¶�¾>« C−1¯�±�¼o¾#Ü�³µ«�¬�¯�¶�¾µ«

C
�

�
∣
∣∇2fx

∣
∣ ≤ Cr(x)−2 �


)¯Ø­ ��³>°�­®± ¾µ°l±O¯Ø­
κ
¯9±
C
ÙÛ¬O¶�¯®°FÙÛ¯®°u±óÙ�¯

n
¯9±&ÙÛ¯Ø­2·�³µ«Ø°|¯Ø­Ô­®´�«Ô¸ ¾ ��³µ´�«9·®´�«�¯.¯9±�¸ß¯ � ³>¸º´�¼½¯ ÙÛ¯Ø­

·#³>´�¸ß¯Ø­)�Ô¸�� ¹�° �	°7¹ ���u¹	ÙÛ¯�¶l¸º´�­ � ³µ°b¾
∀ i ≥ 2,

∣
∣∇i Rm

∣
∣ = O(r−2−i),

¾µ¸�³µ«Ø­&¹§¸)¯�øµ¹�­�±O¯rÙÛ¯Ø­ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯®­
Ci
±O¯®¸§¸ß¯Ø­E»�´7¯

∀i ≥ 3,
∣
∣∇ifx

∣
∣ ≤ Cir(x)

1−i.
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�������89à���ÿ|æµ5.õ�8E57æµ��8�ñ�êÛã78r�ß89à�éÛè��|æµ�#é!�9à�89à�õ�8rõ�69��ñ�æµ�ßà²à²��57�98;õ�8E���Ô�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8
à�æµ5��;ô@6�ñ#� �u6989à;�u��ñr�ß89àrô>��ñ#�ß6���69à;���ß�9���}��������89à �3�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�82õ7��57à

L
n
2 (rdvol)

å��u��ño8 ��8��o���ß8 �
õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98&à#ã�ñ�ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78�ë®D
� = 

6��$
O�
����57à/������ñ�8�ã�ô@8�õ�8 ��D <�D�
 <��Ûæµ5½����5Û�#ñ�æ�õ�ã�����ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5

h
õ�6/�75��ß8�à#ã�ñ/ã�578}ÿ|æµã��ß8

B(x, κr(x))8��'��ôµ���ß8�ã�ñ�à�õ7��57à�� + é�è��|8�ñ#������5
H
æµñ#�#é7æµö@æµ5u���#��� +,8 ���#ñ�6��o����6

vx
õ�+ ã�5Ôñ�8��ß8�ô@6�õ�8

σx
õ7��57à

TxMåÚ�®ò#D���ñ�8�ã�ô@8óõ�8 ��D <�D�
 <@ë �u�98���é�è��|8�ñ#������5
H
õ�8

TxM
89à#���ßõ�8�5��#� �u6 �o� +,89à#�u�µ�98&8�ã7�����ßõ��ß8�5

R
n−1 �ö>ñ
�µ�98 �r��� ��6��#ñ#�ßêÛã78���57õ�ã�����8&�u��ñ

gx
D

$�52à�8 � ��8�ã�578�ò]æµ57���#�ßæµ5�õ�69��ñ�æµ�ßà²à²��5Û��8����ßà�à²8
χ
õ�8

R+
õ7��57à

R+
ê�ã��lô>��ã��

1
à#ã�ñ

[0, 1/3]
8��

0
��ãQõ�8�����õ�8

2/3
D)$�5Qà�8@� ��8rã�578o69�²é78����ß8�õ�8;�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ

ε := 0.1κr(x)
8��&æµ5b�Fæ>à²8

χε(t) =
χ(t/ε2)

DF$�52ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ²�½êÛã78��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à�õ�8&�98��#��8�ò]æµ57���#�ßæµ5�à +,89à#�#� ��8�5����u��ñó:
∣
∣
∣χ(k)

ε

∣
∣
∣ ≤ Ckε

−2k.
å���D <&
�ë

$�53�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8ó���ßæµñ�à����Eò]æµ57���#�ßæµ5�õ�6/�75��ß8&à�ã�ñ
B(x, κr(x))

�u��ñó:

f(y) :=

∫

TyM h(expy v)χε(d(0, v)
2/2)dvol(v)

∫

TyM χε(d(0, v)2/2)dvol(v)
.

�(��� �
dvol

8��
d
à�æµ5Û�&��� ��89à#ã�ñ�8�8��&����õ��ßà#�²��57�98¢�µà�à�æ����ß6989à,�

exp∗
y g
D)
��

w
89à#�&ã�5Qñ�8��ß8�ô@6�õ�8

yõ7��57à
TxM

��æµ52�|8�ã���8/1�89���#ã78�ñ�ã�5��²éu��5�ö@8���8�5Û��õ�8�ôµ��ñ#����ÿ��ß8 �o� + ���ßõ�8&õ�8�� + �ßà�æ ��6��#ñ#�ß8
τw := Expw ◦ (Tw expx)−1

8�5��#ñ�8
(TyM, exp∗

y g)
8��

(TxM, exp∗
x g)
D��O5��#ñ�æ�õ�ã��ßà²æµ57à��	�|æµã�ñ½��éu�µê�ã78 �|æµ��5Û�

v
õ�8

TxM
�/���

ò]æµ57���#�ßæµ5
ρv := d(v,.)2

2

8����|æ>à�æµ57à
f̂ := f ◦ expx

�
ĥ := h◦ expx

D�$�5½æµÿ��#�ß8�5Û�����ßæµñ�à�����òÚæµñ��Eã��ß8ó:

f(y) = f̂(w) =

∫

TxM ĥ(v)χε(ρv(w))dvol(v)
∫

TxM χε(ρv(w))dvol(v)
.

��89���@�|8�ñ���8��)õ�8	�#ñ²�9ô>�������ß8�ñ)à#ã�ñ�ã�5ó89à��u�µ�98�8�ã7�����ßõ��ß8�5,� ��6��
(TxM, gx)

D �C� ��89à#ã�ñ�8	ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578
dvol

�F8�ã�� ���#ñ�8ó�9æ �o�u��ñ�698%�o��� ��89à#ã�ñ�8Eõ�8ó�%8�ÿ|89à#ö>ã78
dv
:uà#ã�ñ�ã�578E69��é78����ß8;õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ

ε
�uà��

���o�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8ó89à#��ÿFæµñ#57698&�u��ñ
Λ2 �7æµ5��

(
sinΛε

Λε

)n

dv ≤ dvol ≤
(

sinhΛε

Λε

)n

dv.

�C��õ�69��ñ�æµ�ßà�à²��57�98���ã�ÿ��ßê�ã78½õ�8����2�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8Ôõ�æµ5�578�ã�5
Λ
õ�8½� +,æµñ�õ�ñ�8�õ�8

ε−
3
2
�%õ�8�à�æµñ#��8½êÛã%+,æµ5

æµÿ��#�ß8�5��
−Cε−1dv ≤ dvol − dv ≤ Cε−1dv.

å���D <><@ë
��8 � ����8��uæµ52�|8�ã����9æ �o�u��ñ�8�ñ��ß89à�õ��ßà#�²��57�989à�8�ã7�����ßõ��ß8�5�5789à�8���ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�5789à��u��ñ

|d(v, w) − |v − w|| ≤ CΛ2ε2d(v, w) ≤ C,


 
 �



õ�+,æ)(
∣
∣
∣ρv(w) − |v − w|2 /2

∣
∣
∣ ≤ Cε.

å���D <��@ë
�/5��75������E��ñ�8�ã�ô@8�õ�8 ��D <�D�
 < ��æµ5Û�#ñ�8�ê�ã78

ĥ
89à#����ñ�æ���é78�õ�+ ã�578���ñ�æ-�#89���#�ßæµ5 8�ã7�����ßõ��ß8�5�578�à#ã�ñ

H
:

∣
∣
∣ĥ(v) − vH

∣
∣
∣ ≤ C.

å���D <!+�ë
$�5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8

∫

ĥ(v)χε(ρv(w))dvol(v) =

∫

ĥ(v)χε(ρv(w))(dvol(v) − dv)

+

∫

ĥ(v)
(

χε(ρv(w)) − χε(|v − w|2 /2)
)

dv

+

∫

(ĥ(v) − vH)χε(|v − w|2 /2)dv

+

∫

vHχε(|v − w|2 /2)dv.
�%82à�ã����Fæµñ#��õ�8

v 7→ χε(ρv(w))
89à#�o��57����ã7àoõ7��57àoã�578�ÿ|æµã��ß82õ�8Ôñ²� è@æµ5��9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8 �

ε
�
ĥ��ñ�8�57õ�ñ²�Ôõ�æµ57�óà�89à�ôµ���ß8�ã�ñ�à�õ7��57à�ã�578óÿFæµã��ß8Eõ�8&�²�������ß8ó�9æ �o�u��ñ²��ÿ��ß8%�

ε
Dl�Cô@89�Ôå���D <><@ë/�læµ5 �|8�ã��

õ�æµ57� �½�7�#æµñ�8�ñ��ß8���ñ�8��o�ß8�ñ}��8�ñ���8�õ�ã ��8��Eÿ�ñ�8�õ�8�õ�ñ�æµ����8��u��ñ
Cε · ε−1 · εn = Cεn

D��Cô@89�;å���D <&
�ë
8��;å���D <��@ë/�læµ53ÿFæµñ#578ó�ß8óõ�8�ã���������8&��8�ñ���8E�u��ñ

Cε · ε−2 · ε · εn = Cεn
Du�/5��75���å���D <!+�ë��9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8

�ß8��#ñ�æµ�ßà�������8���8�ñ���8��u��ñ
Cεn
Du$�5�æµÿ��#�ß8�5��E:

∫

ĥ(v)χε(ρv(w))dvol(v) =

∫

vHχε(|v − w|2 /2)dv + O(εn),

æ)( O(εn)
õ�69à#��ö>578�ã�578ó8�ñ#ñ�8�ã�ñ �½�7�0æµñ�698&�u��ñ

Cεn
D

*�ñ
�µ�98 �2å���D <><@ë/�)å���D <&
�ë}8��óå���D <��@ë/�læµ5 æµÿ��#�ß8�5Û��õ�8 � ����8
∫

TxM
χε(ρv(w))dvol(v) =

∫

χε(|v −w|2 /2)dv + O(εn−1).

�	5��75��u8�5257æµ�²��5Û���ß89à�æµñ�õ�ñ�89à�õ�8�ö>ñ²��57õ�8�ã�ñ
∫

vHχε(|v − w|2 /2)dv = O(εn+1)

8��
C−1εn ≤

∫

χε(|v − w|2 /2)dv ≤ Cεn,

æµ5�8�5 �9æµ57����ã���êÛã78
f̂(w) =

∫
vHχε(|v − w|2 /2)dv
∫
χε(|v − w|2 /2)dv

+ O(1)

ç���ñ��ß8��²éu��5�ö@8���8�5Û��õ�8�ôµ��ñ#����ÿ��ß8
z = v − w

��æµ5�8�5�õ�69õ�ã����ó:
f̂(w) − wH =

∫
zHχε(|z|2 /2)dz
∫
χε(|z|2 /2)dz

︸ ︷︷ ︸

=0 ������������� ��	

+O(1),


 
 �



õ�+,æ)(
f̂(w) = wH + O(1).

å���D < � ë
�)�oõ�� 1|6�ñ�8�5��#�ß8����ß8óõ�8

f̂
à +,69��ñ#���

df̂w =

∫
(ĥ(v) − f̂(w))χ′

ε(ρv(w))(dρv)wdvol(v)
∫
χε(ρv(w))dvol(v)

.

�/5���ñ�æ��969õ7��5Û����ã � ����8��Oè��F8�õ�+ ������ñ�æ ��� �½���#�ßæµ57à���ÿu�µà²6989à�à#ã�ñ�å���D � ë/��å���D <&
�ë/�%å���D <��@ë/��å���D <�D�
 � ë/�
å���D <!+�ë}8��rå���D < � ë/�7æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û�

df̂w = −
∫
zHχ

′
ε(|z|2 /2)(z, .)dz

∫
χε(|z|2 /2)dz

+ O(ε−1).
å���D <��@ë

��æµ5�57æµ57à�57æµã7à�ã�578óÿu�µà�8óæµñ#�#é7æµ57æµñ���698
(e1, . . . , en)

õ�8
TxM

�F�9ô@89�
en⊥H

Dl
��
i 6= j

�læµ5
�r�u��ñ��u��ñ#����6

∫

ziχ
′
ε(|z|2 /2)zjdz = 0.

ç���ñ��9æµ5��#ñ�8���ã�578���5Û��6�ö>ñ²���#�ßæµ5.�u��ñ��u��ñ#�#�ß8óõ�æµ5�578&�Fæµã�ñ���æµã��
α ≥ 0

∫ ∞

−∞
z2
i χ

′
ε(z

2
i /2 + α)dzi = −

∫ ∞

−∞
χε(z

2
i /2 + α)dzi,

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã78
−
∫

z2
i χ

′
ε(|z|2 /2)dz =

∫

χε(|z|2 /2)dz.
��8����oà���ö>5�� �u8&êÛã%+,æµ5��o��ñ�69���ßà�6���8�5Û�r:

−
∫
zHχ

′
ε(|z|2 /2)(z, .)dz

∫
χε(|z|2 /2)dz

=

n−1∑

i=1

ei ⊗ (ei, .).

��ã��#ñ�8���8�5Û��õ������7�98�5%+,89à#��ñ#�ß8�5�õ�+ ��ã��#ñ�8óêÛã78����;��ñ�æ-�#89���#�ßæµ5�à#ã�ñ
H
Dl$�5 8�5�õ�69õ�ã����

df̂w =
n−1∑

i=1

ei ⊗ (ei, .) + O(ε−1)

�)ô@89�oå���D <>=@ë/���989���|��ñ�æµã�ô@8�ê�ã78
f̂
8���õ�æµ57�

f
å���ã��ßà�êÛã78

exp
89à#�}ã�578��ßà�æ ��6��#ñ#�ß8��ßæ�� ���ß8�ë�à�æµ5���õ�89à

à#ã�ÿ ��8�ñ�à��ßæµ57à
Cε−1 û ��ñ�89à�êÛã78�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�5789à�D�)�oõ�6�ñ#��ô@698&õ�+,æµñ�õ�ñ�8E<;à�+,69��ñ#���ó:

∇2f̂w =

∫
(ĥ(v) − f̂(w))

(
χ′′

ε (ρv(w))(dρv)w ⊗ (dρv)w + χ′
ε(ρv(w))(∇2ρv)w

)
dvol(v)

∫
χε(ρv(w))dvol(v)

− 2df̂w ⊗
∫
χ′

ε(ρv(w))(dρv)w)dvol(v)
∫
χε(ρv(w))dvol(v)

.


 <>=



�V57æµã�ô@8 ��ã��l� ô@89�½å���D � ë/�Cå���D <&
�ë/��å���D <��@ë/�Cå���D <�D�
 � ë/�Cå���D <!+�ë�8��óå���D < � ë/�uæµ53��ñ#ñ#��ô@8 �

∇2f̂w =

∫
zH

(

χ′′
ε (|z|2 /2)(z, .) ⊗ (z, .) + χ′

ε(|z|2 /2)(., .)
)

dz
∫
χε(|z|2 /2)dz

− 2df̂w ⊗
∫
χ′

ε(|z|2 /2)(z, .)dz
∫
χε(|z|2 /2)dz

+ O(ε−2).

ç�æµã�ñ��9æ � ��8�57�98�ñ��læµ5��;�u��ñ��u��ñ#����6�:
∫

χ′
ε(|z|2 /2)(z, .)dz = 0

8��
∫

zHχ
′
ε(|z|2 /2)(., .)dz = 0.

�C�
i
û ����8&�9æ �o�Fæ>àØ��5Û��8óõ�8�� + ��5���6�ö>ñ²���ß8

∫

zHχ
′′
ε (|z|2 /2)(z, .) ⊗ (z, .)

à +,69��ñ#�����9æ � ��8&à�æ � ��8&õ�8���8�ñ���89à�õ�ã �Oè��F8
(∫

zizjzkχ
′′
ε (|z|2 /2)dz1 . . . dzn

)

(ej , .) ⊗ (ek, .),

ê�ã��%à�æµ5Û��5Ûã��ßà��u��ñ��u��ñ#����6>D7��æµ57��:

∇2f̂w = O(ε−2).

�)�ó��ñ�8�ã�ô@8�õ�ã¢�#é769æµñ�����8&<�D �rõ�8 �ä���)*# lò]æµã�ñ#5����}�ß89à���ñ�æµ��ñ#�ß6���69à}ñ�89à#�²��5Û��89à�õ�8�� + ���������ß� ���#�ßæµ5
fx := f

D@�	à�à²8�5Û�#�ß8����ß8���8�5Û���
f
89à#�	ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5Ô�u��ñ��98�êÛã%+,8����ß8�89à#�

C1 û ��ñ�æ��²é78�õ�+ ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5%D�C���9æµ5�578 ������6¢õ�89à �7ÿ�ñ�89àEõ�69�9æµã��ß8¢õ�8���� ÿFæµñ#578¢à#ã�ñ&����!�89à�à��ß8�5�578½õ�8
f
D%��+,89à#�#� �½���#�ßæµ5_õ�8����

�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ�õ�89à �7ÿ�ñ�89à�89à#�����ß698���ã���ÿ|æµñ#5789à�à#ã�ñ��ß8�ô@æµ��ã ��8�8��}��ã�ò ������ê�ã78
f
89à���ã�578�à#ã�ÿ ��8�ñ�à#�ßæµ5

��ñ�89à�ê�ã78�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578>D
�

�	��

��������� ��D <�D < ��ç���ñ�ñ²�����|æµñ#� ���98EêÛã��)89à#��ò ������õ7��57à)�ä���)*  �læµ53�oã��#�����ßà�6 �o���ß8���53����à#�#ñ#ã7�®û
�#ã�ñ�8��u��ñ#�#�ß��ã�������ñ�8�õ�8�����ö@69æ ��6��#ñ#�ß8��Fæµã�ñ%ÿ ���#��ñ)ã�578�������ñ�æ ��� �½���#�ßæµ5½*�ñ�æ ��æ�ôÛûO!���ã7à�õ�æµñ 1���ñ�æ���é78
õ�+ ã�578ó��ñ�æ-�089���#�ßæµ5b8�ã7�����ßõ��ß8�5�578��lõ�æµ57�;�µà�à�8 <Eà#è ��6��#ñ#�ßê�ã78��u�98óêÛã��)��ã��C�|8�ñ���8���õ�8�ÿ��ß8�5.à�8&ñ�6�ö>ã�û
����ñ#�ßà�8�ñ��u��ñ��9æµ5Ûô@æµ��ã��#�ßæµ5��F��ã ��æµ��57àA�0ã7à�ê�ã%+ �ó� +,æµñ�õ�ñ�8

2
D

$�5���ã�ñ²��ÿ|89à�æµ��5½õ�+ ã�5Ô�ß8�� ��8�ê�ã��u6��²��ÿ�������ã�5Ô���ß8�5Ô8�5��#ñ�8��ß89à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à��9æµ57à#�#ñ#ã�����89à}��ã���æµã�ñ
õ�8&õ�8�ã����|æµ��5Û��à���ñ�æ���é789àråÚ�>+,89à#��ã�53��5u���ßæµö>ã78Eõ�8����;��ñ�æµ�Fæ>à����#�ßæµ5

5.6
õ�8
�ä���)*  �ë®D

ï	 F���� ���D <�D�
�? � ��âu¨��)�]������� úC u¡ ð��
�lâF�����§¨�©%¡h¥�¨)¦l�)¥� 7¡ � � � �}° ­9¯3«�¯O¶l¸�¾ �²¯XÙ@¾µ°�­�¸ß¯
��¾ÛÙµ«#¯óÙÛ¯�¸�¾�¶l«0³®¶�³�­Ø¹Ú±Ú¹]³µ° �(� � � ����� �u¹)³µ°�­ ¯�Ù@³µ°7°|¯�Ù�¯®´µø�¶�³µ¹�°u±�­ x ¯�± x′ Ù@¾µ°�­ M\K � �oÙµ¹§­®± ¾µ° �Ø¯¼�¾0Ü9³µ«�¬�¯Ô¶�¾>«

κr(x) �
­Ø¹E³µ°'°F³>±O¯

Ωx,x′

¸ � ¹§°l±O¯®«²­ ¯��9±Ú¹]³µ°jÙÛ¯Ø­b³µ´(�µ¯®«®±�­
Ωx
¯�±

Ωx′

Ù@³µ°u°F¬Ø­o¶�¾>«


 <&




� �(� � � ��� � � ¾µ¸�³µ«Ø­½¹�¸	Ý.¾.´�°F¯ Cr(x)−1 �0»�´�¾�­Ø¹ �O¹§­�³µ¼½¬�±Ú«®¹ ¯ φx,x′

¯�°u±Ú«#¯�¸�¯Ø­�³µ´(�µ¯®«®±�­
fx′(Ωx,x′)

¯�±
fx(Ωx,x′)

»�´�¹ ��¬®«®¹ ��¯
∣
∣fx − φx,x′ ◦ fx′

∣
∣ ≤ C,

∣
∣Dfx −Dφx,x′ ◦Dfx′

∣
∣ ≤ Cr(x)−1,

¯�±
∣
∣D2φx,x′

∣
∣ ≤ Cr(x)−2.

÷�°½¶l«�¬Ø­9¯�° �²¯oÙµ´ ��³µ°u±Ú« �µ¸ß¯
∀ i ≥ 2,

∣
∣∇i Rm

∣
∣ = O(r−2−i),

³µ°M¾�¾µ´�­²­Ø¹
∀ i ≥ 3,

∣
∣Diφx,x′

∣
∣ ≤ Cir(x)

1−i.
� = 

6��$
O�
$�53ñ�8���ñ�8�57õ��ß89à�57æµ�²���#�ßæµ57à�õ�8ó���;��ñ�8�ã�ô@8ó��ñ�69�969õ�8�5���8��|8�53�7�0æµã��²��5���8�53��57õ��ß�98&�ß8ó�Fæµ��5����9æµ57à#� û
õ�6�ñ�6���8���æµ5�à�8������µ�98�õ7��57à

TxM
D���æµ��æµ57à

u
ã�5Ôñ�8��ß8�ô@6�õ�8

x′
å �Eõ��ßà#�²��57�98 �o��5�� �½���ß8�õ�8

Hx
ë/8��

τu := Expu ◦(Tu expx)−1 � + �ßà�æ ��6��#ñ#�ß8r�9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û��82åÚ8�5Û�#ñ�8rõ�89à�ö>ñ²��57õ�89à�ÿ|æµã��ß89à�õ�8 Tx′M8��
TxM

ë®Du$�5��9æµ57à��ßõ9��ñ�8�� + ���������ß� ���#�ßæµ5
φx,x′ := fx ◦ expx′ |fx′ (Ωx,x′)

.

� �75 õ�8���æµã���ñ²� ��8�578�ñ�õ7��57à
TxM

��æµ5�69��ñ#���
φx,x′ ◦ fx′ ◦ expx = fx ◦ expx′ ◦fx′ ◦ expx

�/���9ô@89�����;ñ�8������#�ßæµ5
expx ◦τu = expx′

��æµ52�F8�ã���ñ�8®ò]æµñ��óã��ß8�ñ��98��#��8��ßõ�8�5Û�#����6Eà�æµã7à����Eò]æµñ���8
φx,x′ ◦ fx′ ◦ expx = fx ◦ expx ◦τu ◦ fx′ ◦ expx′ ◦τ−1

u

à�æµ���
φx,x′ ◦ fx′ ◦ expx = f̂x ◦ f̃x′

å���D <@?>ë
� ô@89�

f̂x = fx ◦ expx

8��
f̃x′ = τu ◦ fx′ ◦ expx′ ◦τ−1

u

D/����ò ��ã����9æ �o��ñ�8�57õ�ñ�8 �98��#��82õ�8�ñ#5�����ñ�8
���������ß� ���#�ßæµ5%D
ç	ã��ßà�êÛã78

τu
89à#�}ã�578��ßà�æ ��6��#ñ#�ß8�8�5Û�#ñ�8��ß89à ��6��#ñ#�ßêÛã789à

exp∗
x′ g
8��

exp∗
x g
8�����ã��ßà²êÛã78

Hx′

89à#�
� + ã�5��ßæµ5_õ�89à;ö@69æ�õ�69à#�ßêÛã789àr�u��ñ#�²��5��;õ�8

0
�9ô@89��ã�5 ô@89����8�ã�ñoô�����89à�à²8���5����#�������|8�ñ#�F8�57õ��ß��ã�������ñ�8 �

(T0 expx′)−1(vx′)
�
τu(Hx′)

89à#��� + é�è��|8�ñ�à#ã�ñ0ò �µ�98�8�5�ö@8�57õ�ñ�698��u��ñ��ß89à�ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã789à}�u��ñ#�²��5Û��õ�8
u� ô@89��ã�578�ô�����89à²à�8�æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß85�

V := (dτu)0 ◦ (T0 expx′)−1(vx′)
D
vx′

89à#���u��ñ�õ�6/�75����#�ßæµ5�� + ã�5
õ�89à�õ�8�ã�� ñ�8��ß8�ô@69à�õ�8

x′
�u��ñ

expx′

êÛã��Cà²æµ5Û��õ�� 1�6�ñ�8�5Û��à�õ�8
0
�½���ßà �oõ��ßà��²��57�98 �o��5�� �½���ß8rõ�8

0åÚõ7��57à
Tx′M

ë®D���æµ57�
τu(v′x)

89à#��� + ã�5�õ�89à}õ�8�ã���ñ�8��ß8�ô@69à�õ�8
x′
�u��ñ

expx

êÛã��|à�æµ5���õ�� 1�6�ñ�8�5Û��à�õ�8
τu(0) = u

�½���ßà&��õ��ßà��²��57�98 �o��5�� �½���ß8�õ�8
τu(0) = u

åÚõ7��57à
TxM

ë®D�$�5Ô�&ô�ãÔõ7��57à ��D <�D �&ê�ã%+ ã�5
��8����|æµ��5Û�

τu(v′x)
89à#�

τvx(u)
æµãbÿ��ß8�5

τ−1
vx

(u)
D|ç�æµã�ñ&à�8,� ��8�ñ��ß89à��ßõ�6989à��|à#ã����Fæ>à²æµ57à�ê�ã%+,æµ5M89à#�

õ7��57à��ß8���ñ�8��o�ß8�ñ�� �µàó:
τu(v′x) = τvx(u)

D
��+,8 ���|æµ578�5Û�#�ß8����ß8�õ�8

Tx′M
åÚ8�5

0
ë�8�5�ô@æµ�ß8

(T0 expx′)−1(vx′)
à#ã�ñ

vx′

�Fõ�æµ57�
V = (dτu)0 ◦

(T0 expx′)−1(vx′)
89à����ß8rô@89����8�ã�ñ�êÛã��/à +,8�5�ô@æµ�ß8r�u��ñ�� +,8 ���|æµ578�5Û�#�ß8����ß8oõ�8

TxM
åÚ8�5

τu(0) = u
ë
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V
u

τu(Hx′)
u+Hx

0

TxM Tx′M

Hx

τu

(T0 exp
x
)−1vx 0 (T0 exp

x′)−1vx′

Hx′

à#ã�ñ
τu(v′x) = τvx(u)

:
Expu V = τvx(u)

D���8�öÛ��ñ�õ�æµ57à}���óö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��u��ñ²� ��6��#ñ�698��u��ñ
γ(t) :=

Expu tV
D��)ô@89�����rò]æµñ��óã��ß8&õ�8ó
)�9è��ßæµñ

γ(1) − γ(0) − γ̇(0) =

∫ 1

0
(1 − t)γ̈(t)dt

8���� +,89à��#� �½���#�ßæµ5 |γ̈| ≤ Cr(x)−2 |V |2 ≤ Cr(x)−2 ��õ�69�9æµã�����5Û��õ�8 ��D <�D�
 +Ô8���õ�8����;ÿ|æµñ#578&à#ã�ñ��ß8ñ²� è@æµ53õ�+ ��5)�#89���#��ô�����6½å���D�
>D�
�ë/�uæµ5 �#ñ�æµã�ô@8
|τvx(u) − u− V | ≤ Cr(x)−2.

�)ô@89��� +,89à#�#� �½���#�ßæµ5
|τvx(u) − u− vx| ≤ Cr(x)−1,

æµ5�8�5 õ�69õ�ã����
|V − vx| ≤ Cr(x)−1.

å���D < � ë
�	+ ��5�ö>�ß8½8�5Û�#ñ�8o�ß89à�ô@89����8�ã�ñ�à

V
8��
vx
89à#��õ�æµ57�oÿ|æµñ#576;�u��ñ

Cr(x)−1 ��õ�8oà�æµñ#��8oê�ã%+ �9ô@89� Û :=
B̂(0, κr(x)) ∩ B̂(u, κr(x′))

���ß89à�ÿ|æµã���à�õ�+ é�è��|8�ñ#������57à��	%�5789à
(u+ V ⊥) ∩ Û 8�� (u+ v⊥x ) ∩ Ûñ�89à#��8�5��?�oõ��ßà#�²��57�98&ÿFæµñ#57698>D

�	5 �9æµ57à#�ßõ�6�ñ²��5Û�����rö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78��u��ñ²� ��6��#ñ�698��u��ñ
γ(t) = Expu tW

���9ô@89�
W⊥V 8�� |W | ≤

Cr(x)
��æµ5�æµÿ��#�ß8�5���õ�8 � ����8�ö>ñ
�µ�98@� ��D <�D�
 +3:

|ExpuW − u−W | ≤ Cr(x)−2r(x)2 = C.

��89����à#��ö>5�� �u8bêÛã78��ß8�ÿ|æµã���õ�+ éÛè��F8�ñ#������5 �	%�578
(u + V ⊥) ∩ Û 8��¢�ß8�ÿ|æµã��Ôõ�+ é�è��|8�ñ�à#ã�ñ0ò �µ�98

τu(Bx′) ∩ Û = Expu V
⊥ ∩ Û ñ�89à#��8�5Û� �;õ��ßà#�²��57�98�ÿ|æµñ#57698>D�	��æµ5�8�52�9æµ57����ã���ê�ã78

τu(Bx′)∩ Û 8�� (u+ v⊥x )∩ Û ñ�89à#��8�5�� C û ��ñ�æ���é789à���õ7��57à}�ß8�à�8�57à}æ)(� + ���������ß� ���#�ßæµ5
Ψ
õ�6/�75��ß8óõ�8

τu(Bx′) ∩ Û õ7��57à (u+ v⊥x ) ∩ Û �u��ñ

ψ : ExpuW 7→ u+W.

ÿ|æµã�ö@8��ß89à��|æµ��5Û��à�õ�+ ã�578&õ��ßà#�²��57�98 �½�7�#æµñ�698��u��ñ
C
D


 <��



$�5 �¢ô�ãQõ7��57à����¢��ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5Û��8½ê�ã78
fx′ ◦ expx′

6��²�����
C
û ��ñ�æ���é78�õ�8;���¢��ñ�æ-�#89���#�ßæµ5

æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8�å��|æµã�ñ
gx′

ë�à#ã�ñ
Hx′

DC$�ñ��
τu
89à#��ã�578;�ßà�æ ��6��#ñ#�ß8o8�5Û�#ñ�8;�ß89à ��6��#ñ#�ßê�ã789à

exp∗
x′ g
8��

exp∗
x g
��ê�ã��uà�æµ5���ñ�89à��F89���#��ô@8���8�5��

Cr(x)−1 û ��ñ�æ���é789à}õ�8 gx′

8���õ�8
gx
D�$�5¢8�5Ôõ�69õ�ã����}êÛã78��Fæµã�ñ

��æµã����Fæµ��5��
w
õ�8E��� < æµ578r�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698�� ∣∣

∣f̃x′(w) −w
∣
∣
∣
89à#�

C
û ��ñ�æ���é78rõ�8ó���½õ��ßà#�²��57�98¢å��|æµã�ñ

gx
ë

8�5��#ñ�8
w
8��
τu(Hx′)

�7õ�8�à�æµñ#��8&ê�ã78 ∣∣
∣ψ ◦ f̃x′(w) − w

∣
∣
∣
89à#�

C
û ��ñ�æ���é78&õ�8����;õ��ßà��²��57�98½å��Fæµã�ñ

gx
ë

8�5��#ñ�8
w
8��

(u+v⊥x )
:@����57à#� �

ψ◦ f̃x′

8���õ�æµ57�
f̃x′

à²æµ5Û�
C
û ��ñ�æ���é789à/õ�8}������ñ�æ-�#89���#�ßæµ5�æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8

à#ã�ñ
(u + v⊥x )

��ê�ã��/5%+,89à#�ó��ã��#ñ�8oê�ã78;���¢��ñ�æ-�089���#�ßæµ5Qà#ã�ñ
Hx
���9æ �o�|æ>à�698�� ô@89�oã�578;�#ñ²��57à#�����#�ßæµ5

õ�8�ô@89����8�ã�ñ
u− uHx

:
∣
∣
∣f̃x′(w) − wHx − (u− uHx)

∣
∣
∣ ≤ C.

$�5�8�5 õ�69õ�ã����
∣
∣
∣f̃x′(w) − f̂x(w) − (u− uHx)

∣
∣
∣ ≤ C

8����78�5 �9æ �o�|æ>à²��5����9ô@89�
f̂x
�7�989���)õ�æµ5�578

∣
∣
∣f̂x ◦ f̃x′(w) − f̂x(w)

∣
∣
∣ ≤ C.


��Cæµ5 à²8�ñ²�����F8����ß8����;òÚæµñ��Eã��ß8 ��D <@? �7æµ5��9æµ57à#�²����8óêÛã78��989���Cõ�æµ5�578
∣
∣φx,x′ ◦ fx′ ◦ expx −fx ◦ expx

∣
∣ ≤ C,

8����u� ô@89�����oà#ã�ñ �#89���#��ô�����6�õ�8
expx

�
∣
∣φx,x′ ◦ fx′ − fx

∣
∣ ≤ C.

�/57à�ã�����8��7õ�8����rñ�8������#�ßæµ5 ��D <@? �uæµ5 õ�69õ�ã����
D(φx,x′ ◦ fx′ expx) = Df̂x ◦Df̃x′ .

å���D <��@ë

�æµ���

z
ã�5X�Fæµ��5��&õ�8 Û 8��&à�æµ��� z′ = τ−1

u (z) ∈ Tx′M
D)$�5X�¢ô�ãQõ7��57à&���¢��ñ�8�ã�ô@8o��ñ�69�969õ�8�5���8

ê�ã78
Dz f̂x

89à#�
Cr(x)−1 û ��ñ�æ��²é78óõ�8����;��ñ�æ-�#89���#�ßæµ53æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8rõ7��57à�����õ���ñ�89���#�ßæµ5.õ�8 Hx

D7��8
� ����8��

Dz′(fx′ expx′)
89à#�

Cr(x)−1 û ��ñ�æ���é78�õ�8�������ñ�æ-�089���#�ßæµ5�æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8�à�ã�ñ�����õ���ñ�89���#�ßæµ5�õ�8
Hx′

�Û� D,8>D�õ7��57à}���rõ���ñ�89���#�ßæµ5 æµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8,�
vx′

D�����ñ��9à}�9æµ5)�(ã�öÛ���ßà²æµ5¢�u��ñ
Dτu

��æµ52æµÿ��#�ß8�5���êÛã78
Dz f̃x′

89à#�
Cr(x)−1 ��ñ�æ��²é78�õ�8�������ñ�æ-�089���#�ßæµ5¢õ7��57à�����õ���ñ�89���#�ßæµ5�õ�8�� +,æµñ#�#é7æµö@æµ5u���#� Dzτu(vx′)

D
��æµ��æµ57à

Z ′ ���.ô�����89à�à�8¢��5����#�����ß82õ�8¢���.ö@69æ�õ�69à��ßêÛã78¢ñ�8�������5Û� z′ � τvx′
(z′)
8�5e��8��o�7à

1
D/�/5

ñ²���ßà�æµ5�5u��5����9æ � ��8&õ7��57à����r��ñ�8�ã�ô@8óõ�8�� +,89à#�#� �½���#�ßæµ5eå���D < � ë/�7æµ5�æµÿ��#�ß8�5��
∣
∣Z ′ − vx′

∣
∣ ≤ Cr(x)−1.


��Cæµ52�|æ>à�8
Z := DzτuZ

′ ��æµ53�;õ�æµ57�
|Z −Dzτu(vx′)| ≤ Cr(x)−1.

$�ñ
Z
89à#�����Ôô�����89à²à�8ó��5����#�����ß8oõ�8E���Ôö@69æ�õ�69à��ßêÛã78rñ�8�������5Û�

z
�
τvx(z)

åÚæµã
τ−1
vx

(z)
ë�8�5b��8��o�7à

1
D

��æµ57�&õ�8�57æµã�ô@8 ��ã.�98�ô@89����8�ã�ñ�ô@6�ñ#� �u8
|Z − vx| ≤ Cr(x)−1,


 <!+



à#��ÿ��ß8�53êÛã78
|vx −Dzτu(vx′)| ≤ Cr(x)−1.

��ã �75u��� ��æµ5eô@æµ���oêÛã78
Dz f̃x′

89à#�
Cr(x)−1 û ��ñ�æ���é78�õ�8¢��� ��ñ�æ-�#89���#�ßæµ5hõ7��57àr����õ���ñ�89���#�ßæµ5hõ�8� +,æµñ#�#é7æµö@æµ5u���

Hx
�
vx
:
∣
∣
∣D(φx,x′ ◦ fx′ ◦ expx) −Df̂x

∣
∣
∣ ≤ Cr(x)−1,

õ�+,æ)(
∣
∣Dφx,x′ ◦Dfx′ −Dfx

∣
∣ ≤ Cr(x)−1.

å���D �>=@ë

�æµ���

W
ã�51ô@89����8�ã�ñM�²��5�ö@8�5Û� �

fx′(Ωx,x′)
8��

W ′ à�æµ51ñ�8��ß8�ô@6eé7æµñ#� < æµ5Û�²���o�|æµã�ñ fx′

:
Dfx′W ′ = W

D���æ � ��8
Df̃x′

8��
Df̂x

à²æµ5Û�
Cr(x)−1 û ��ñ�æ��²é789à.åÚõ�8 ���b��ñ�æ-�089���#�ßæµ5iõ7��57à����õ���ñ�89���#�ßæµ5.õ�8

Hx
ë/��ã�5 ô@89����8�ã�ñ�é7æµñ#� < æµ5��²���)�|æµã�ñ

fx′

89à��
Cr(x)−1 û ��ñ�æ���é78Eõ�+ ã�5 ô@89����8�ã�ñ�é7æµñ#� û< æµ5��²�����Fæµã�ñ

fx
D��/���9æ � ��8

fx
8��
fx′

à²æµ5Û��õ�89à}à#ã�ÿ ��8�ñ�à#�ßæµ57à
Cr(x)−1 ûOê�ãu�µà#�Fñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�5789à��æµ5 ñ�69��ã�� ��ñ�8

∣
∣
∣
∣Dfx(W

′)
∣
∣−
∣
∣W ′

∣
∣
∣
∣ ≤ Cr(x)−1

∣
∣W ′

∣
∣

8��
∣
∣|W | −

∣
∣W ′

∣
∣
∣
∣ ≤ Cr(x)−1

∣
∣W ′

∣
∣ .

�/5369��ñ#��ôµ��5��
∣
∣
∣
∣Dφx,x′W

∣
∣− |W |

∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣Dφx,x′(Dfx′W ′)

∣
∣−
∣
∣DfxW

′
∣
∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∣DfxW

′
∣
∣−
∣
∣W ′

∣
∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∣W ′

∣
∣− |W |

∣
∣

≤
∣
∣Dφx,x′(Dfx′W ′) −DfxW

′
∣
∣+
∣
∣
∣
∣DfxW

′
∣
∣−
∣
∣W ′

∣
∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∣W ′

∣
∣− |W |

∣
∣

8���8�52ã��#�����ßàØ��5Û�rå���D �>=@ë/�uæµ5�æµÿ��#�ß8�5Û��õ�æµ57�
∣
∣
∣
∣Dφx,x′(W )

∣
∣− |W |

∣
∣ ≤ Cr(x)−1 |W | ,

�98&ê�ã�����ñ�æµã�ô@8&ê�ã78
φx,x′

89à#��ã�578
Cr(x)−1 ûOêÛãu�µà#� û �ßà²æ ��6��#ñ#�ß8>D�C89à&89à#�#� ��6989à&õ�+,æµñ�õ�ñ�8�à�ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ&õ�69�9æµã��ß8�5��Eõ�8o�98����ß89à&à#ã�ñ

fx
8��
fx′

�|ö>ñ
�µ�98��Ô���Ôò]æµñ��óã��ß8
å���D <@?>ë�:��ß89à�ÿFæµñ#5789à�à�ã�ñ��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à��9æ�ôµ��ñ#����5���89à�õ�8����;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8r�µà�à#ã�ñ�8�5Û��êÛã78

exp∗
x g
å�ñ�89à#�%D

exp∗
x′ g)
ë&89à#����ñ�æ��²é78½õ�8o��� ��6��#ñ#�ßê�ã78���������8

gx
å�ñ�89à��%D

gx′

ë�8�5Q��æµ�|æµ�ßæµö>�ß8
C∞ �%õ�8�à²æµñ#��8oêÛã78�ß89à�89à#�#� ��6989à��|æµã�ñ�� + ã�578o8���� + ��ã��#ñ�8 ��6��#ñ#�ßêÛã78oà�æµ5���69êÛã���ô>���ß8�5Û��89à��)����57à#� �|æµ5.�|8�ã���ô@æµ��ñ

expx

�
expx′

8��
τu
�9æ � ��8óõ�89à��ßà�æ ��6��#ñ#�ß89à D

�$�5.��ã�ñ²��6�öÛ���ß8���8�5Û��ÿF89à²æµ��5�õ�8&�9æ �o�u��ñ�8�ñ�8�5��#ñ�8ó8����ß89à��989à����������ß� ���#�ßæµ57à��lõ�+,æ)( � + ã��#��������6óõ�ã
�ß8�� ��8&à�ã���ôµ��5����7êÛã��)õ�69�9æµã��ß8�� � ��69õ�������8���8�5Û��õ�ã �ß8�� ��8���ñ�69�969õ�8�5�� D
ï	 F����  ��D <�D�
 � � ��âu¨����Ú���§�|�¢úC u¡�ð��
�lâF�����§¨�©%¡�¥Û¨�¦l�)¥Û 7¡ � � � � �}°�«�¯O¶l«�¯®°lÙó¸ß¯Ø­ 	ÛÝØ¶�³@±
	��Ø­9¯®­
¯�±E°l³>± ¾@±Ú¹Ú³µ°7­ Ù>´�¸ß¯®¼;¼�¯ �(� � � ���M¯�±r³>°�­ ¯.Ù@³µ°7°F¯3±Ú«#³µ¹§­;¶�³µ¹�°u±�­ x � x′ ¯�± x′′ Ù@¾µ°7­ M\K � �Ùµ¹§­®± ¾>° �²¯ó¼�¾0Ü�³>«#¬�¯�¶�¾µ«

κr(x)
� 
���³�� �Ø¯®¸ ¾2¾Ô´�°�­ ¯®°�­ � ³µ°b¾
∣
∣φx,x′′ − φx,x′ ◦ φx′,x′′

∣
∣ ≤ C.

¯�±
∣
∣Dφx,x′′ −Dφx,x′ ◦Dφx′,x′′

∣
∣ ≤ Cr(x)−1.
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� = 

6��$
O�

�ã�ñ�� + ��5���8�ñ�à�89���#�ßæµ53õ�8

Ωx
�
Ωx′

8��
Ωx′′

��æµ5 �|8�ã���69��ñ#��ñ�8
∣
∣fx − φx,x′ ◦ fx′

∣
∣ ≤ C

8�� ∣
∣fx′ − φx′,x′′ ◦ fx′′

∣
∣ ≤ C.

��æ � ��8
φx,x′

89à���ã�578�êÛãu�µà�� û �ßà�æ ��6��#ñ#�ß8��7����ô��ß8�5Û�ó:
∣
∣fx − φx,x′ ◦ φx′,x′′ ◦ fx′′

∣
∣ ≤

∣
∣fx − φx,x′ ◦ fx′

∣
∣+
∣
∣φx,x′ ◦ (fx′ − φx′,x′′ ◦ fx′′)

∣
∣ ≤ C.

�;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#���7æµ53õ��ßà#�Fæ>à²8�õ�8���� �½�7�0æµñ²���#�ßæµ5
∣
∣fx − φx,x′′ ◦ fx′′

∣
∣ ≤ C,

õ�8&à²æµñ#��8�êÛã%+,æµ5 �#ñ�æµã�ô@8&�u��ñ�� + ��576�öÛ��������6&�#ñ#����5�ö>ã�������ñ�8
∣
∣(φx,x′′ − φx,x′ ◦ φx′,x′′) ◦ fx′′

∣
∣ ≤ C,

�%8���ñ�8��o�ß8�ñóñ�69à#ã����²���rà#ã����óõ�8o���2à�ã�ñ �089���#��ô�����6�õ�8
fx′′

à#ã�ñ���� < æµ578½�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�698>D)�	+ ���������ß� ���#�ßæµ5
fx′′

6��²��5Û��ã�578�à#ã�ÿ ��8�ñ�à#�ßæµ5��u�ß8 � ����8�ñ²���ßà�æµ5�578���8�5Û��ò]æµ57���#�ßæµ5�578ó�9ô@89�ó�ß89à�õ�� 1|6�ñ�8�5��#�ß8����ß89à D
�

� � � ��� � � ��� *�*�� � ��
 -��$��� �"!$#&,.-�� � 
$�)*
�
� ,�*����	�
-b����5Û��8�5u��5����	æµ5eôµ� ��æ�õ�� �u8�ñr�ß6�ö6��ñ�8���8�5����ß89à@�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57ào�ßæ�� ���ß89àrõ�8Ôò � �9æµ5 � �ß89àrñ�8�57õ�ñ�8

�9æ �o�u���#��ÿ��ß89à D��C����ñ�æ��969õ�ã�ñ�8Ô89à#�r�98����ß8Ôõ�8 �ä���)*  ���µõ7������698�8��Eà#� �o����� �u698¢õ7��57àr57æµ�#ñ�8½� �µõ�ñ�8>D
��æ � ��8�5��9æµ57à��u��ñ�ã�5b�ß8�� ��8;õ�æµ5Û���ß8r��ñ#��57�����|8rà²8�ñ²��ã��#�����ßà�6o��ÿ|æµ57õ7� � ��8�5Û�óõ7��57à����½��ñ�8�ã�ô@8
à#ã���ô>��5Û��8>D
ï	 F����  ��D <�D�
 � � £;þ��%¡ �� l�� 7©%�1ú) 7¡Qð�� �FâF���|��¨�©%¡Q¥Û¨�¦l�)¥Û u¡ � � � ��°h­9¯ó¶l¸�¾ �²¯�± ³µ´®Ü�³>´�«Ø­
Ù@¾>°�­E¸ß¯ �²¾@Ùµ«�¯½ÙÛ¯o¸ ¾;¶l«#³Ø¶�³�­®¹�±Ú¹]³µ° � � � � ��� ¯9±�³µ°Q­ ¯oÙ@³µ°u°F¯�ÙÛ¯�´µøo¶�³µ¹�°u±�­ x ¯�± x′ ÙÛ¯ M\K »9´�¹��¬�«Ø¹ ��¯®°u±

αr(x) ≤ d(x, x′) ≤ βr(x)
¶�³µ´�«.ÙÛ¯®­ «#¬�¯�¸ä­

0 < α < β < 1
�)�}°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯b»9´�¯

­®´�«
B(x, γr(x))

¯�±
B(x′, γr(x′))

ÙÛ¯Ø­ ��·®«#¾>±Ú¹]³µ°�­
fx
¯�±
fx′

±O¯�¸§¸ß¯Ø­½»�´7¯ �²¯�¸§¸ß¯Ø­½ÙÛ¯ � � � � ����­�³µ°u±ÙÛ¬ �	°7¹ ¯Ø­ � ³µ°;­Ø´�¶@¶�³µ­9¯�¾>´Û­Ø­Ø¹F»9´�¯ B(x, δr(x))
¯�±
B(x′, δr(x′))

­ � ¹�°u±O¯®«Ø­9¯ �9±O¯®°u± � ¾���¯�� 0 < δ < γ �¯�±�»�´�� ´�°F¯�¾Ø¶@¶l¸ ¹���¾>±Ú¹]³µ°
φx′,x

��³µ¼;¼½¯�ÙÛ¾µ°�­ �(� � � � ��Ýr¯Ø­�±)ÙÛ¬ �	°7¹ ¯ ����°ó¶�¯®´�±�¾µ¸ ³>«²­ ��³µ°7­®±Ú«®´�¹�«#¯�´�°F¯��·�«0¾>±Ú¹]³µ°
f̃x′

­®´�«
B(x′, δr(x′)) �

»�´�¹ ��¬®«®¹ �}¯&¸ß¯Ø­&¼ �®¼½¯Ø­�¶l«#³Ø¶l«®¹]¬9±O¬Ø­r»�´7¯
fx′
� ¼�¾µ¹§­�±O¯®¸�¸ß¯E»9´ � ¯®°¶l¸ ´�­ �

f̃x′ = φx′,x ◦ fx­®´�«
B(x, δr(x))∩B(x′, δr(x′))

� �r¯	¶l¸º´�­ � �²¯�±]±O¯�°l³µ´ ��¯®¸�¸�¯ �}·®«0¾@±Ú¹Ú³µ° ��³���° ��¹]ÙÛ¯�¾���¯ ��¸ � ¾µ° �9¹]¯®°u°F¯¯®°QÙÛ¯ 	�³µ«Ø­EÙÛ¯
B(x, γr(x))

¯�±�¶�¾µ«�± ³µ´�±�³���³>°M¾ � ¾µ¹Ú±�ÙÛ¬�Ü �
fx′ = φx′,x ◦ fx

¯9±�³µ°M¾

∀ i ∈ [0, 2],
∣
∣
∣∇i(f̃x′ − fx′)

∣
∣
∣ ≤ Cr(x)−i.

� = 

6��$
O�
$�5 �|æ>à�8

f̃x′(y) = λ(y)φx′,x(fx(y)) + (1 − λ(y))fx′(y)
� ô@89�

λ(y) = θ

(
fx(y)

r(x)

)
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æ)(
θ : R

n−1 −→ [0, 1]
89à#��ã�578óòÚæµ57���#�ßæµ5bõ�8E�#ñ�æµ57� ���#ã�ñ�8rê�ã��Cô>��ã��

1
à#ã�ñ�����ÿ|æµã��ß8óõ�8r�98�5Û�#ñ�8

0
8���õ�8Eñ²�9è@æµ5

δ
�Fê�ã���ôµ��ã��

0
é7æµñ�à�õ�8E����ÿ|æµã��ß8Eõ�8r�98�5Û�#ñ�8

0
8���õ�8óñ²� è@æµ5

γ
D|$�5.ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ²�

� +,89à#�#� ��698
∣
∣
∣∇kλ

∣
∣
∣ ≤ Ckr(x)

−k,

õ�69�9æµã�����5���õ�89à}ÿ|æµñ#5789à�à#ã�ñ��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à�õ�8
fx
D��%89à�89à��#� ��6989à���5�57æµ57�96989à�à +,æµÿ��#�ß8�5�578�5���� � ��6®û

õ�������8���8�5���8�5�õ�6�ñ#��ô>��5Û�����rñ�8������#�ßæµ5

f̃x′(y) − fx′(y) = λ(y)
(
φx′,x ◦ fx(y)) − fx′(y)

)
.

�ï	 F����  ��D <�D <>= � £;þ®�C¡ �� l�� 7©��Qú) 7¡&ð�� �FâF���|��¨�©%¡E¥�¨)¦l�)¥� 7¡ � � � � 
)¯Ø­ 	ÛÝØ¶�³>±
	 �Ø­9¯Ø­�­�³µ°u±)¸ß¯Ø­
¼ �®¼½¯Ø­�»�´�� ¾µ´;¸ß¯®¼;¼½¯)¶l«�¬��²¬#Ù�¯®°u± ���}°o­ ¯�Ù@³>°7°F¯}±Ú«#³µ¹§­C¶�³>¹§°u±�­

x � x′
¯�±
x′′
ÙÛ¯
M\K »�´�¹ ��¬®«®¹ ��¯�°u±

αr(x) ≤ d(x, x′), d(x′, x′′), d(x, x′′) ≤ βr(x)
¶�³µ´�«óÙÛ¯Ø­�«#¬²¯®¸ä­

0 < α < β < 1
� �}°�­9¯EÙ@³µ°7°F¯

ÙÛ¯®­2Ùµ¹ ��¬#³µ¼�³µ«O¶ 	Û¹§­Ø¼½¯Ø­
φx′,x

� φx,x′′

¯�±
φx′,x′′

��³µ¼;¼½¯ Ù@¾>°�­ �(� � � ��� � ³µ°_­®´ ¶@¶�³�­9¯3¾µ´�­²­Ø¹�»�´7¯
B(x, δr(x)) � B(x′, δr(x′))

¯�±
B(x′′, δr(x′′))

­ � ¹�°u±O¯®«Ø­9¯ �9±O¯®°u± � ¾���¯ � 0 < δ < γ
���}°o¶�¯�´�±�¾>¸ ³µ«Ø­

��³>°�­®±Ú«®´�¹�«�¯o´�°XÙµ¹ ��¬#³µ¼�³µ«O¶ 	Û¹§­Ø¼½¯
φ̃x′,x′′

� »�´�¹ �µ¬®«Ø¹ ��¯r¸ß¯Ø­;¼ �®¼½¯Ø­�¶l«#³Ø¶l«®¹ ¬�±O¬Ø­�»�´�¯
φx′,x′′

� ¼�¾µ¹§­±O¯®¸�»�´ � ¯®°Ô¶l¸ ´Û­ �
φ̃x′,x′′ = φx′,x ◦ φx,x′′

­®´�«
fx′′(B(x, δr(x))∩B(x′, δr(x′))∩B(x′′, δr(x′′))

���r¯/¶l¸º´�­ � �Ø¯�°l³µ´ ��¯#¾µ´2Ùµ¹ ��¬#³µ¼�³µ«O¶ 	Û¹§­Ø¼½¯
��³ �§° �9¹ÚÙÛ¯½¾���¯��½¸�� ¾µ° ��¹]¯�° ¯®° Ù�¯ 	�³µ«Ø­;ÙÛ¯

B(x′′, γr(x′′))
¯�±�¶�¾µ«�± ³µ´�±�³��M³µ°d¾���¾µ¹�±�ÙÛ¬�Ü �

φx′,x′′ =
φx′,x ◦ φx,x′′

� ³µ°M¾¢¯�°M³>´�±Ú«�¯

∀ i ∈ [0, 2],
∣
∣
∣∇i(φ̃x′,x′′ − φx′,x′′)

∣
∣
∣ ≤ Cr(x)−i.

� = 

6��$
O�
$�5 �|æ>à�8

φ̃x′,x′′(v) = λ(v)φx′,x ◦ φx,x′′(v) + (1 − λ(v))φx′,x′′(v)
� ô@89�

λ(v) = θ

(

|v|2
r(x)2

)

æ)(
θ : R

n−1 −→ [0, 1]
89à#��ã�578óòÚæµ57���#�ßæµ5bõ�8E�#ñ�æµ57� ���#ã�ñ�8rê�ã��Cô>��ã��

1
à#ã�ñ�����ÿ|æµã��ß8óõ�8r�98�5Û�#ñ�8

0
8��rõ�8¢ñ²� è@æµ5

δ
��ê�ã���ô>��ã��

0
é7æµñ�àoõ�8Ô����ÿ|æµã��ß8¢õ�8¢�98�5��#ñ�8

0
8��oõ�8Ôñ²�9è@æµ5

γ
D��%89à;89à#�#� ��6989à

à +,8/1�89���#ã78�5Û���9æ � ��8 �r���;��ñ�8�ã�ô@8���ñ�69�969õ�8�5���8>D
�

�ó�C�7¨)â��F��  ��D <�D <&
 � �}� �FâF������¨)© ��¥Û¨ �7�)¥� �� � �|³µ¹�±
(Mn, g)

´�°F¯ � ¾µ«®¹ ¬�±O¬Ô«Ø¹ ¯®¼�¾µ°7°u¹]¯®°u°F¯
��³>¼�¶F¸ ��±O¯r±O¯�¸§¸ß¯r»�´�¯

|Rm| = O(r−3)
¯9± |∇Rm| = O(r−4)

¯�±
∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ ω(t)tn
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¾��µ¯��
A > 0

¯�±
lim

t−→∞
ω(t) = 0

����°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯&¾µ´Û­Ø­Ø¹�»�´ � ¹�¸|¯#øµ¹§­®±O¯�´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯�»�´7¯
­®¹
γ
¯Ø­®±�´�°b¸�¾ �²¯�±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬o¯�°

x
¯�±�Ù�¯E¸ ³µ° �µ´�¯�´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­&¸�� 	�³µ¸�³µ°l³µ¼;¹ ¯

HÙµ´�¸ ¾ �Ø¯�± ��¬®«®¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

� ¸�³µ«Ø­}¹�¸l¯#øµ¹§­®±O¯�´�° �²³µ¼�¶�¾ �9±
K
ÙÛ¯
M
±O¯®¸l»9´�¯

M\K ¯Ø­®±)¼;´�°7¹%Ù�� ´�°F¯���·®«#¾>±Ú¹Ú³>°Ô¸ ¹�­Ø­9¯�¯®° �²¯®«���¸ß¯Ø­
π
¾>´3ÙÛ¯Ø­Ø­Ø´�­EÙ�� ´�°F¯�� ¾µ«®¹ ¬�±O¬r³µ´(�µ¯®«®±O¯;¸º¹§­²­ ¯

X
�

S
1 // M\K

π

��

X
�r¯�¶l¸ ´�­ � ¸�¯Ø­ ��·®«�¯Ø­r­�³µ°l±�ÙÛ¯;¸�³µ°(�µ´7¯®´�« ��³µ¼�¶l«®¹�­ ¯½¯®°l±Ú«#¯ C−1 ¯�± C ¯9±�ÙÛ¯r­ ¯���³µ°lÙ�¯ �9³µ«®¼�¯ ��³>° �Ù@¾>¼�¯�°u± ¾µ¸ß¯o·#³µ«®°F¬�¯�¶�¾>«

Cr−2 � 
C¯Ø­ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯Ø­ κ ¯�± C ÙÛ¬O¶7¯®°lÙÛ¯®°l±}Ù�¯ n ¯�±�ÙÛ¯Ø­r·#³>«Ø°F¯®­&­Ø´�«&¸�¾
��³>´�« ·®´�«#¯Ô¯�±	¸ß¯�� ³µ¸ ´�¼½¯;ÙÛ¯Ø­E·#³>´�¸ß¯Ø­��½¸�� ¹�° �	°7¹ �
�	��

��������� ��D <�D � �7�C�2��ñ�8�ã�ô@8 ��æµ5��#ñ�8�ñ²��ê�ã78o�|æµã�ñ&��æµã��&�|æµ��5Û�

x
õ�8

M\K �Cæµ5d��ã�5Xõ�� 1�69æ�û
��æµñ#��é��ßà���8

ψx
8�5��#ñ�8óã�53ô@æµ�ßà#��5u��ö@8Eõ�8

π(x)
õ7��57à

X
8���ã�5.æµã�ô@8�ñ#��õ�8

R
n−1 ��8���ê�ã78 ψx ◦ π89à#��ã�5785�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5�ô@6�ñ#� �l��5Û���ß89à�89à#�#� ��6989à�õ�8Ôå���D <�D�
 �@ë®D

� = 

6��$
O�
��æµ5�57æµ57à�57æµã7à�ã�5b8�57à�8��óÿ��ß8 �½� ��� �½���/õ�8E�|æµ��5Û��à

xi
�
i ∈ I

�l��8��ßà�ê�ã78r�Fæµã�ñ���æµã7à���57õ��ß�989à��ß89à
i 6= j

�
d(xi, xj) ≥ κr(xi)/8

Dl��89����ò]æµã�ñ#5�����ã�5 ñ�89�9æµã�ô�ñ�8���8�5Û��ã�5�� òÚæµñ���6���8�5����ßæ�� ���ß8���8�5Û� �75��
õ�8

M
�/�u��ñÔ�ß89à½ÿ|æµã��ß89à

B(xi, κr(xi)/2)
D�ç)æµã�ñ���éu�µê�ã78

i
õ�8

I
�	à�æµ���

fi
��� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5i�ßæ�� ���ß8

õ�æµ5�57698��u��ñ ��D <�D�
 ��D�$�5¢�#ñ²�9ô>�������ß8�ñ²�r� ô@89���ß89à�à²���#ã�ñ�69à
Ωi(α)

õ�8�ÿ|æµã��ß89à
B(xi, αr(xi))

�|æµã�ñ
fi
�

� ô@89�
α
ã�5¢�u��ñ²� � ���#ñ�8���5�ò]6�ñ#�ß8�ã�ñ'�

κ
D���æ � ��8�õ7��57à �ä����*  ��æµ5Ô�u��ñ#�#���#�ßæµ5�578

I
8�5Ô�u�µê�ã78���à

S1
�

D�D�D �
SN
��8��ßà�ê�ã78�õ�8�ã����|æµ��5Û��à�õ�æµ5����ß89à���57õ��ß�989à�à�æµ5���õ7��57à�ã�5 � ����8��u�µê�ã78���à�æµ5����ßæµ��5Q:��Fæµã�ñ

õ�8�ã��2��57õ��ß�989à
i 6= j

õ�8
I
�uæµ5��

∃ a ∈ [1, N ], {i, j} ⊂ Sa ⇒ d(xi, xj) ≥ 100κmin(r(xi), r(xj)).�/5;�u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��
Ωi(α)

8��
Ωj(α)

578��|8�ã�ô@8�5Û�	à�+ ��5Û��8�ñ�à�89����8�ñ/ê�ã78�à��
i
8��
j
à�æµ5Û��õ7��57à/õ�89à��u�µêÛã78���à

õ�� 1�6�ñ�8�5Û��à��|õ7��57à��98r� �µà��Fà#�)�ß8E5Ûã ��6�ñ�æ2õ�ã.�u�µê�ã78���õ�8
i
89à#��à#ã��F6�ñ#�ß8�ã�ñ5�Ô�98���ã���õ�8

j
�læµ5b57æµ��8

φi,j
�ß8�õ�� 1�69æ ��æµñ#��é��ßà���8�ò]æµã�ñ#5��%�u��ñ ��D <�D�
�?�8��

φj,i
à�æµ52��5Ûô@8�ñ�à²8>D

-b����5Û��8�5u��5����|æµ5 ô@8�ã���� ��6����ßæµñ�8�ñ��ß89à�ñ�8������#�ßæµ57à
fi ≈ φi,jfj

8�5
fi = φi,jfj

Dl$�5���ñ�æ��.�9õ�8 �
ã�578�� � �o�u��ö>578�õ�+ �7�(ã7à#��8���8�5���à�õ�89à
�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à	�ßæ�� ���ß89à	õ�8}����ò � �9æµ5½à#ã���ô>��5Û��8>D>��+ �ßõ�698��9æµ57à#�ßà#��8 �
õ�æµ5�578�ñ	ã�578���ñ#�ßæµñ#����6���ã��o�u�µêÛã78���à	õ�8��F8��#���/5�ã ��6�ñ�æó8�5o� �o�|æ>à²��5Û���ß89à
�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à

fi
õ�89à/�|æµ��5Û��à

�9æµñ#ñ�89à#�|æµ57õ7��5Û��à5�o�98����ß89à�õ�89à��|æµ��5Û��à�ô@æµ�ßà#��57à D7ç�æµã�ñ��98�ò]����ñ�8��læµ5�à�8������µ�98�ñ²�½à#ã�ñ�õ�89à < æµ5789à�æ)(
����ã7à#�ß8�ã�ñ�à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57àrà�æµ5Û�rõ�6/�75��ß89àE8��óæµ5 ��æ�õ�� �u8�ñ²� �ß89à5�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57àE�Fæµã�ñEêÛã%+,8����ß89àrà + �7�0ã7à#��8�5Û��3�98����ß8�êÛã������ß8½����ã7à;�|8��#���E5�ã ��6�ñ�æ�D/�	+,æµñ�õ�ñ�82õ7��57à;�ß89ê�ã78���æµ5e��ñ�æ��.�9õ�8¢89à��E� �o�|æµñ#�²��5Û� D�$�5
ô>��õ��ßà��#��5�ö>ã78�ñ;õ�89àr6��²���|89à��C��57õ�8 ��6989à;�u��ñr�ß89àE�u��ñ#�#�ß89à A := {a1 < · · · < ak}

õ�8
[1, N ]

D	$�5
æµñ�õ�æµ5�578o�989à

2N 6��²���|89à��u��ñ�æµñ�õ�ñ�8r��ñ�æµ�ßà²à²��5Û�&õ�8 a1
�F��ã��ßà��u��ñ�æµñ�õ�ñ�8oõ�69��ñ�æµ�ßà�à²��5��&õ�8

k
�l��ã��ßà

�u��ñ�æµñ�õ�ñ�8ó��ñ�æµ�ßà�à²��5Û��õ�8
a2
����ã��ßà��u��ñ�æµñ�õ�ñ�8&��ñ�æµ�ßà�à²��5���õ�8

a3
��8����>D7��ã��#ñ�8���8�5���õ�������æµ53�

{a1 < · · · < ak} ≺ {b1 < · · · < bl}à#��� + ã�578óõ�89à��9æµ57õ����#�ßæµ57à�à�ã���ôµ��5���89à�89à#��ô@6�ñ#� �u698½:

 < �





a1 < b1

�



a1 = b1

8��
k > l

�



ai = bi

�Fæµã�ñ
i ≤ i0

8��
k = l

8��
ai0 < bi0

D
��æµ��æµ57à

mA
�ß8�ñ²��5�ö½õ�8 A õ7��57à��98���æµñ�õ�ñ�8ó8���57æµ��æµ57à

αm = κ ·
(

1

2

) m

2N

.

��ã.ò�ã�ñ&8�� � ��89à#ã�ñ�8oõ�8;����� � �o�u��ö>578��%æµ5Mô>�Ôñ�6��#ñ�69����ñ&�ß89à�õ�æ �½����5789àóõ�89à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à
Ωi(α)

:
αmA

��89à#ã�ñ�8�ñ²�o���r�²�������ß8óõ�89à�õ�æ �½����5789à �r� +,6��²���|8 A D� ��éu�µê�ã78 6��²���|8 A := {a1 < · · · < ak}
��æµ51ÿu�����9è@8 � +,8�57à�8��Eÿ��ß8_õ�89à.6��ß6���8�5���à I =

(i1, · · · , ik)
õ�8

Sa1 × · · · × Sak

Dl�V����à�æµã7à0ûO6��²���|8 I �7æµ5.à + ��5Û��6�ñ�89à²à�8@� ΩI := Ωi1(αmA+1) ∩
· · · ∩ Ωik(αmA+1)

Du����ò ��ã���ñ�8��½��ñ�ê�ã78�ñ�ê�ã78�57æµ�#ñ�8ó�²é7æµ� �3õ�8��u�µê�ã78���à�öÛ��ñ²��5��#����ê�ã78&��æµã���89à��ß89à
��5���8�ñ�à�89���#�ßæµ57à

Ωi1(αmA
)∩ · · · ∩Ωik(αmA

)
�#ñ²������6989à �Eã�578 � ����8�6��²���|8�à�æµ5Û��õ��ßà �#æµ��5Û��89à�õ�8�ã���rõ�8�ã��QåÚõ�8�à²æµñ#��8�êÛã78��ß89à ��æ�õ�� �u� ���#�ßæµ57à���� û�����ñ��9à�à�æµ5��}��57õ�6��F8�57õ7��5���89à��l��ã2à�8���52õ�+ ã�578 � ����8

6��²���|8�ë®D@�	à�à²8�5Û�#�ß8����ß8���8�5Û����æµ5oôµ��� �o�|æ>à�8�ñ/���?�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5
fi1

��à�89à�ô@æµ�ßà#��5789à	à�ã�ñ
ΩI
D>�/�²��5���õ�æµ5�576

2 ≤ p ≤ k
��æµ5��9æµ57à#�#ñ#ã����

f̃ip

à#ã�ñ
Ωip(αmA+1)

�ó�u��ñ#�#��ñ�õ�8
fi1

8��
fip

�9æ � ��8�õ7��57à ��D <�D�
 ����õ�8
ò � �9æµ5 �;�98�ê�ã78



f̃ip = φip,i1fi1

à�ã�ñ
Ωip(αmA+1) ∩ Ωi1(αmA+1)

�


f̃ip = fip

à�ã�ñ
Ωip(αmA+1)\Ωi1(αmA

)
D

$�5 ÿ ���#���E6�öÛ���ß8���8�5������Fæµã�ñ
2 ≤ p < q ≤ k

�
φ̃ip,iq

à�ã�ñ
f̃iq(Ωip(αmA+1) ∩ Ωiq(αmA+1))

�
�u��ñ#�#��ñ�õ�8

φip,i1φi1,iq

8��
φip,iq

���9æ � ��8óõ7��57à ��D <�D <>=��7õ�8�à�æµñ#��8óêÛã78


φ̃ip,iq = φip,i1φi1,iq

à�ã�ñ
f̃iq(Ωip(αmA+1) ∩ Ωiq(αmA+1) ∩ Ωi1(αmA

))
�



φ̃ip,iq = φip,iq

à�ã�ñ
f̃iq(Ωip(αmA+1) ∩ Ωiq(αmA+1)\Ωi1(αmA

))
D

����ñ��9à��989��� �7æµ5 �|8�ã����7�#æµã���8�ñ�êÛã78�����æ)( �98������rã�5�à�8�57à���æµ5.�r�Fæµã�ñ {p, q} ⊂ [2, k]

φ̃iq ,ip f̃ip = φiq ,i1φi1,ipφip,i1fi1 = φiq ,i1fi1 = f̃iq .

$�5.æµã�ÿ����ß8 �½����5Û��8�5u��5����ß89à��#���ßõ�89à DF$�5�ô��ß8�5���õ�8�öÛ��ñ²��5��#��ñ�ê�ã78&à#ã�ñ
ΩI
�7�|æµã�ñ���æµã7à��ß89à���57õ��ß�989à

i, j
�9æµ57�98�ñ#5769à��7æµ53�

fi = φi,jfj
D

$�5M8/1�89���#ã78o�989à�æµ�F6�ñ²���#�ßæµ57à��|æµã�ñ���æµã7à��ß89à I �|æ>à�à#��ÿ��ß89àoåÚ�98;êÛã���89à#��ò ����� �¢��éu�µê�ã78 I 89à#���57õ�6��|8�57õ7��5Û�Øë/�l��ã��ßà�æµ5 �u�µà�à²8,�r� +,6��²���F8&à�ã���ôµ��5���8&õ7��57à�� +,æµñ�õ�ñ�8óõ�69��ñ#������� ûOõ�89à�à#ã7à D
��ã ��æ ��8�5Û�Mæ)( æµ5V�u�µà�à²8Xõ�+ ã�578e6��²���F8 õ�ã1�Oè��F8 {a1 < · · · } ��ã�578d6��²���|8dõ�ã1�Oè��|8

{b1 < · · · } �@�9ô@89� a1 6= b1
�>æµ5��|8�ã��	ñ�8��½��ñ�êÛã78�ñ�êÛã78��ß89àA�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à

fi
8��	�ß89à	õ�� 1�69æ ��æµñ#��é��ßà���89à

φi,j
à�æµ5���õ�6/�75����#��ô@8���8�5Û� � ��69à�à#ã�ñ��ß89à�æµã�ô@8�ñ#��à�õ�æµ5Û���ß8�5Ûã ��6�ñ�æÔ89à#��õ7��57à��ß8��u�µêÛã78��

Sa1

:78�5
8/1�8����Û�ß8���ñ�æ��969õ�6�õ�8�ÿu��ñ#è��98�5Û�#ñ�8�õ�89à��ß8�� ��89à ��D <�D�
 �r8�� ��D <�D <>=E578���éu��5�ö@8��u�µà}�98�êÛã��|89à#�}õ�6 �=�
ÿ��ß8�5%D7����57à#� ��à#ã�ñ��989à < æµ5789à���æµ5�à +,89à����µà�à#ã�ñ�6�õ�6/�75����#��ô@8���8�5Û��õ�89àE¬ �Û¾µ¸º¹Ú±O¬Ø­

fi = φi,jfj
D

��8 � ����8���ã ��æ ��8�5Û�/æ)(Eæµ5E�u�µà�à�8�õ�+ ã�578�6��²���|8�õ�ãó��è��|8 {a1 < · · · < ak}
��ã�578�6��²���|8�õ�ã

��è��|8 {a1 < · · · < bk−1}
���ß89à$�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à

fi
8����ß89à�õ�� 1�69æ ��æµñ#��é��ßà���89à

φi,j
à�æµ5��}õ�6/�75����#��ô@8���8�5��� ��69àEà�ã�ñó�ß89àE�u��ñ#�#�ß89àrõ�ãd�Oè��F8

ΩI
�)æ)( I 89à#�óã�5 k û ã����ß8��o�9æ � ��8�5�� ��5Û�;�u��ñEã�5 6��ß6���8�5Û�oõ�ã

�u�µê�ã78��
Sa1

D�����57à#� ��à#ã�ñ}�989à}��5Û��8�ñ�à�89���#�ßæµ57à�õ�+,æµñ�õ�ñ�8
k
��æµ52à +,89à#���µà�à#ã�ñ�6�õ�89à�¬ �@¾µ¸ ¹�±O¬Ø­

fi = φi,jfj8����ß8��#ñ²� ôµ�����)à#ã�ñ��ß89à���5���8�ñ�à�89���#�ßæµ57à�õ�+,æµñ�õ�ñ�8
k − 1

578��F8�ñ#�#ã�ñ#ÿ|8�ñ²�;�u�µà��98&ê�ã��C�;õ�6 ���o6���6�ò]����� D
����ñ��9àó�98��#��8¢� � �o�u��ö>578½õ�+ �7�0ã7à#��8���8�5���à��)æµ5e�2õ�89à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57àó�ßæ�� ���ß89à

fi
à#ã�ñE�ß89àóæµã�ô@8�ñ#��à

Ωi := Ωi(κ/2)
����57à#�|êÛã78�õ�89à}õ�� 1�69æ ��æµñ#��é��ßà���89à

φi,j
��8��ßà}ê�ã78

φi,j ◦ fj = fi
à#ã�ñ

Ωi ∩Ωj
D7$�5


 <��



õ��ßà#�|æ>à�8rõ�89à � ����89à�89à#�#� ��6989à�êÛã%+ ��5����#�����ß8���8�5��ÔåÚæµ5b�¢8/1�89���#ã76óã�5b57æ �Eÿ�ñ�8 �75���õ�+,æµ�|6�ñ²���#�ßæµ57à
��ñ�69à�8�ñ#ô>��5Û���ß89à�89à#�#� ��6989à��!���9æµ57à#�²��5Û��8���ñ��9à®ë®D
��6/�75��ßà�à²æµ57àóã�578½ñ�8������#�ßæµ5dõ�+,69ê�ã���ôµ���ß8�57�98Ô�u��ñÔ:

x
8��
y
à�æµ5��E8�5Xñ�8������#�ßæµ5eà + ����8 ���ßà#��8

i
��8��

ê�ã78
x
8��
y
�����u��ñ#�#�ß8�5�578�5�� �

Ωi
8��
fi(x) = fi(y)

D�$�5'�����F8����ß8
X
� +,89à#�u�µ�98���æµ�|æµ�ßæµö>�ßê�ã78

ê�ã7æµ�#�ß8�5Û��8��
π
��� ��ñ�æ-�#89���#�ßæµ5V�µà�à�æ����ß69à D}�%89à����������ß� ���#�ßæµ57à

fi
�u�µà�à²8�5Û����ã ê�ã7æµ�#�ß8�5Û��8�5'õ�89à

é7æ ��69æ ��æµñ#��é��ßà���89àÔåÚõ�8E�ß8�ã�ñ�õ�æ �½����578;à#ã�ñ��ß8�ã�ñ�� �½��ö@8�ë
f̌i
êÛã���õ�æµ5�578�5Û� �

X
ã�578rà#�#ñ#ã7���#ã�ñ�8

õ�8
(n− 1)

û ô>��ñ#�ß6���6&æµã�ô@8�ñ#��8�:��|æµã�ñ���éu�µê�ã78&�9æµã����ß8
i, j
��8��Cê�ã78��98����½�óã�5 à²8�57à��

f̌if̌j
−1

= φi,j89à#��ã�5;õ�� 1|69æ ��æµñ#��é��ßà���8�8�5��#ñ�8}æµã�ô@8�ñ#��à/õ�8
R

n−1 D ç���ñ	�9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5�� π 89à������ßæµñ�à�ã�578$�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5���ßà�à²8>D
�

� � � ��� � % ��� % -1#�� � �$� * , �"!$#&,.-�� � 
 ��
 � ��#�� * ���	�
����57à¢�98��u��ñ²��ö>ñ²����é78��}æµ5ià�8 �����µ�98.à#ã�ñ½ã�578�ôµ��ñ#�ß6���63ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578b�9æ �o��������8b�9æµ5�578 ��8

(Mn, g)
�
n ≥ 4

�l�9ô@89�
|Rm| = O(r−3)

8�� |∇Rm| = O(r−4),

∀ i ≥ 2,
∣
∣∇i Rm

∣
∣ = O(r−2−i)

8��
∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ ω(t)tn

� ô@89�
A > 0

8��
lim

t−→∞
ω(t) = 0

D�$�5Ôà�ã����Fæ>à�8���ã7à�à#�7ê�ã%+ ���l8 ���ßà#��8�ã�578��9æµ57à#�²��5���8
c > 1

��8����ß8�êÛã78
à#�
γ
89à#��ã�5 ���µ�98���ö@69æ�õ�69à#�ßê�ã78�ÿu�µà�6&8�5

x
8���õ�8��ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ

L ≤ c−1r(x)
�7���ßæµñ�à�� + é7æµ�ßæµ57æ �o�ß8

Hõ�ã ���µ�98���ô@6�ñ#� �u8
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

��æµã7à½�9ô@æµ57à¢�9æµ57à#�#ñ#ã���������ã7à½éu��ã���ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5i8�5h�98�ñ����ß89à
π : M\K −→ X

D�$�5h�F8�ã��
��æ�è@8�5�578�ñE��� ��6��#ñ#�ßê�ã78

g
�ß8o�ßæµ5�ö3õ�89à,�7ÿ�ñ�89àóõ�8��98��#��8 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5%D)�	5X8/1|8����)6��²��5Û�rõ�æµ5�576�ã�5

�|æµ��5Û�
x
õ�8

M\K �}æµ5'�|8�ã�� ��é7æµ�ßà#��ñ2ã�5'�²éu� �o�jõ�8bô@89����8�ã�ñ�à2ã�5����²����ñ�89à V ��õ�6/�75��&à#ã�ñ�ã�5ô@æµ�ßà#��5u��ö@8½à²���#ã�ñ�6oõ�8
x
8����²��5�ö@8�5��E��ã�� �7ÿ�ñ�89àEõ�8

π
åÚæµ5X��õ�8�ã��M�Fæ>à�à���ÿ���������69à�õ�� 1|6�ñ²��5��Eõ�+ ã�5

à#��ö>578�ë®D���5h��8����²éu� �o�iõ�83ô@89����8�ã�ñ�à¢89à#�Ôõ����¢ô@8�ñ#�#�ß� ��� D}
�æµ���
φt
�ß8 0uæµ��õ�8

V
D���æµ��æµ57à

lx
���

�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ�õ�8���� �7ÿ�ñ�8
π−1(π(x))

DF$�5 õ�6/�75�����ã�52��ñ�æ�õ�ã�����à�� ��������ñ�8óà#ã�ñ
TxM

�u��ñ

hx :=
1

lx

∫ lx

0
φ∗t gdt.

��8��#��8�õ�6/�75����#�ßæµ5¢89à�����57õ�6��|8�57õ7��5Û��8�õ�ãÔ�²é7æµ� �Ôõ�8
V
D�$�5Ôæµÿ��#�ß8�5�������57à#�uã�578 ��6��#ñ#�ßêÛã78�ñ#�ß8��½��5�û

5��ß8�5�578
h
à#ã�ñ

M\K 8����ß89à 0uæµ��à φt
åÚ�9æ � ��8���� ûOõ�89à�à#ã7àØë	à�æµ5Û�}õ�89à��ßà�æ ��6��#ñ#�ß89à��Fæµã�ñ

h
D�$�5¢ô@8�ã��

89à#�#� ��8�ñ����r��ñ�æ ��� �o����6óõ�8
h
�
g
8����989���%�u�µà�à²8��u��ñ�êÛã78��ßê�ã789à�89à#�#� �½���#�ßæµ57à�D

$�5Ôôµ���9æ � ��8�57�98�ñ��u��ñ ��æµ5��#ñ�8�ñ�ê�ã%+ ã�5½��éu� �o�¢ô@8�ñ#�#�ß� ���uã�5����²����ñ�8
V
89à��	��ñ�89à�ê�ã78��u��ñ²���������ß8

8�����ñ�89à²êÛã78�õ�8 ����������5�ö7D
ï	 F����  ��D <�D <>< � 
C¾ÔÙ�¬®«Ø¹ ��¬�¯ ��³�� ¾µ«®¹]¾µ°u±O¯;ÙÛ¯

V
­ � ¯Ø­®±Ú¹�¼½¯�¶�¾µ«

|∇V | ≤ C1r
−2.


 �>=



¯�±%¶�³µ´�«ó± ³µ´�±
k ≥ 2 �

¹§¸)¯#ø>¹�­�±O¯&´�°F¯ ��³µ°7­®± ¾µ°u±O¯
Ck
±O¯®¸§¸ß¯r»�´7¯ �

∣
∣
∣∇kV

∣
∣
∣ ≤ Ckr

−k.

� = 

6��$
O�

�æµ���

f : Ω −→ R
n−1 � + ã�578&õ�89à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à��ßæ�� ���ß89à�õ�6/�75��ß89à���ã ô@æµ�ßà#��5u��ö@8óõ�ã��Fæµ��5���õ�+,6��#ã7õ�8>Dç���ñ��9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5��uæµ53�

df(V ) = 0
�uõ�+,æ)(�8�5 õ�6�ñ#��ôµ��5��E:
∇2f(V, .) = −df(∇V ).

å���D �&
�ë
��æ � ��8

V
89à#��õ�8�57æµñ���8ó�9æµ57à#�²��5Û��8��læµ5��

(∇V, V ) = 0
å���D �><@ë

õ�+,æ)(��*�r� + ���ßõ�8óõ�8½å���D <�D�
 �@ë&: |∇V | ≤ C
∣
∣∇2f

∣
∣ ≤ Cr−2 Dl$�5 ��ñ�æ��.�9õ�8&8�57à#ã�����8ó�u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�988�5oà#ã����|æ>à²��5Û�/�ß8�ñ�69à#ã����²���/ô�ñ²���-�(ã7à²êÛã%+ ��� +,æµñ�õ�ñ�8
k−1
Dµ�/5�õ�6�ñ#��ô>��5Û�

k−1
ò]æµ�ßà�å���D �&
�ë/�>æµ5r�#ñ�æµã�ô@8

ã�578�ò]æµñ��óã��ß8óõ�ã �Oè��F8

df(∇kV ) =

k−1∑

i=1

∇1+k−if ∗ ∇iV +

k−1∑

i=0

∇1+k−if ∗ ∇iV,

�98&ê�ã����|8�ñ���8���õ�+,89à#�#� ��8�ñ����;�9æ �o�|æ>à²��5Û��8Eæµñ#�#é7æµö@æµ5u���ß8E��ã�� �7ÿ�ñ�89à�õ�8 ∇kV
�u��ñ

∣
∣
∣∇kV ⊥

∣
∣
∣ ≤ Ck

k−1∑

i=1

∣
∣
∣∇1+k−if

∣
∣
∣

∣
∣∇iV

∣
∣+ Ck

k−1∑

i=0

∣
∣
∣∇1+k−if

∣
∣
∣

∣
∣∇iV

∣
∣ .

ç���ñ�éÛè��Fæµ�#é!�9à²8oõ�8;ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98o8��½å���D <�D�
 �@ë/�|����ô��ß8�5Û��: ∣
∣∇kV ⊥

∣
∣ ≤ Ck(r

−k + r−k) ≤ Ckr
−k D�;+ ��ã��#ñ�8��u��ñ#���78�53õ�6�ñ#��ôµ��5��Eå���D �><@ë/�uæµ52ô@æµ����ê�ã78

∣
∣
∣(∇kV, V )

∣
∣
∣ ≤ Ck

k−1∑

i=1

∣
∣
∣∇k−iV

∣
∣
∣

∣
∣∇iV

∣
∣ ,

õ�+,æ)(M�u��ñ&é�è��|æµ�#é!�9à�8oõ�8;ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98 : ∣
∣(∇kV, V )

∣
∣ ≤ Ckr

−k D���ã �75u��� �%æµ5X�¢ÿ��ß8�5 ∣∣∇kV
∣
∣ ≤

Ckr
−k D

�ï	 F����  ��D <�D <�� � �}°M¾ |LV g| ≤ C0r
−2 ¯�±�¶�³µ´�«E± ³µ´�±�¯®°u±Ú¹ ¯®« k ≥ 1

�

∣
∣
∣∇kLV g

∣
∣
∣ ≤ Ckr

−1−k.

� = 

6��$
O�
ç�æµã�ñ���æµã7à��²éu� �o�7à�õ�8&ô@89����8�ã�ñ�à

X
8��
Y
�7æµ5��

LV g(X,Y ) = (∇XV, Y ) + (∇Y V,X)
�lõ�æµ57�

à#�
k
89à#��ã�538�5Û�#�ß8�ñ�5u���#ã�ñ�8�� � ∣

∣∇kLV g
∣
∣
à +,89à#�#� ��8��u��ñ ∣

∣∇k+1V
∣
∣
D
�
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φt õ�69à���ö>578/�ß8
0uæµ�Cõ�8 V � æµ5&à + ��5���6�ñ�89à�à�8 �}���}ò]� �o�����ß8	õ�8 ��6��#ñ#�ßêÛã789à)õ�6/�75��ß8/�u��ñ gt := φt∗g

�
õ�8&�9æµ5�578 ���ßæµ5�õ�8&�C8�ô�� û(����ô����²� ∇t 8���õ�8��9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8 Rmt D7�;+ ��ÿ|æµñ�õ#��ã�578&�0æµ���ß8�òÚæµñ��Eã��ß8>D
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ï	 F����  ��D <�D <!+ � �l¹
X
¯�±
Y
­�³>°u±�ÙÛ¯®­ � 	�¾µ¼�¶u­EÙÛ¯���¯ �9±O¯®´�«²­ � ³µ°M¾

d

dt
∇t

XY = Rmt(X,V )Y −∇t,2
X,Y V.

� = 

6��$
O�
�C���9æµ5�578 ���ßæµ5 ∇t 89à#��æµÿ���8�5Ûã78E8�52�#ñ²��57à#�Fæµñ#�²��5������o�9æµ5�578 ���ßæµ5 ∇ �u��ñ�� + �ßà²æ ��6��#ñ#�ß8 φt :

∇t
XY = φt∗∇φt

∗Xφ
t
∗Y.

å���D ���@ë
����57à#� �

d

dt
φt
∗∇t

XY =
d

dt
∇φt

∗Xφ
t
∗Y,

õ�+,æ)(
φt
∗[V,∇t

XY ] + φt
∗

d

dt
∇t

XY = ∇[V,φt
∗X]φ

t
∗Y + ∇φt

∗X [V, φt
∗Y ],

�98&ê�ã�� �7�9ô@89�Ôå���D ���@ë}8���� + ��5Ûô>��ñ#����57�98óõ�8
V
à�æµã7à��ß8 0uæµ���uà�8�à#� �o����� �u8&8�5

d

dt
∇t

XY = ∇t
[V,X]Y + ∇t

X [V, Y ] − [V,∇t
XY ].

$�5�õ�6�ô@8��ßæµ���|8&8���æµ52ñ�8�öÛ��ñ�õ�8Ô:
d

dt
∇t

XY = ∇t
[V,X]Y +∇t

X∇t
V Y −∇t

X∇t
Y V −∇t

V ∇t
XY+∇t

∇t
XY V = Rmt(X,V )Y −∇t,2

X,Y V.

�

��89���)õ�æµ5�578�ã�5��9æµ5Û�#ñ�2µ�ß8Eà#ã�ñ��ß89à�õ�6�ñ#��ô@6989à��9æ ô>��ñ#����5Û��89à�õ�89à ��6��#ñ#�ßêÛã789à
gt
D

ï	 F����  ��D <�D < � � ÷�± ¾µ°u±�ÙÛ³µ°7°F¬
t0 > 0 �

³>°M¾�¶�³µ´�«
t ≤ t0

�

|gt − g| ≤ C0r
−2,

∀ k ∈ N
∗,

∣
∣∇kgt

∣
∣ ≤ Ckr

−1−k,

³��b¸ß¯Ø­ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯Ø­
Ci
ÙÛ¬O¶�¯�°lÙÛ¯®°u±�ÙÛ¯

t0
� ÙÛ¯Ø­Ô·#³µ«®°F¯Ø­r­Ø´�«o¸�¯®­oÙÛ¬�«Ø¹ ��¬�¯Ø­ÔÙ�¯;¸�¾ ��³µ´�« ·®´�«�¯2¯�±�Ù�¯Ø­·#³>«Ø°F¯®­�­Ø´�«&¸ ¾���·®«#¾>±Ú¹]³µ° � ��� � �(� � � ����� �

� = 

6��$
O�

��
X
89à#��ã�5���éu� �o�.õ�8�ô@89����8�ã�ñ�à��7æµ53�r�u��ñ�õ�6/�75����#�ßæµ53õ�8����oõ�6�ñ#��ô@698&õ�8ó���ß8�:

d

dt
gt(X,X) = (φt∗LV g)(X,X)

õ�æµ57�&8�5�57æµ�²��5Û� L �ß8&à#ã���ñ�8��óã � õ�8 |LV g|
à#ã�ñ���� �7ÿ�ñ�8&�9æµ57à��ßõ�6�ñ�698��7æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û�

−Lgt(X,X) ≤ d

dt
gt(X,X) ≤ Lgt(X,X)

õ�+,æ)(�8�5���5Û��6�ö>ñ²��5Û�r:
g(X,X)e−Lt ≤ gt(X,X) ≤ g(X,X)eLt.
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�%8&�ß8�� ��8 ��D <�D <��;ÿ|æµñ#578 L :

g(X,X)e−Cr−2 ≤ gt(X,X) ≤ g(X,X)eCr−2
,

õ�+,æ)( ���r��ñ�8��o����ñ�8ó89à#�#� �½���#�ßæµ5%D7��æµ5�57æµ57à�57æµã7à �½����5���8�5u��5Û���#ñ�æµ�ßà���éu� �o�7à�õ�8�ô@89����8�ã�ñ�à
X
�
Y
�

Z
Du$�53�

(∇t
Xgt)(Y,Z) = 0 = X · gt(Y,Z) − gt(∇t

XY,Z) − gt(Y,∇t
XZ),

8��
(∇Xgt)(Y,Z) = X · gt(Y,Z) − gt(∇XY,Z) − gt(Y,∇XZ),

õ�æµ57���7à��%æµ5 57æµ��8
At �ß8&��8�57à�8�ã�ñ ∇t −∇ �����%ô��ß8�5Û�

(∇Xgt)(Y,Z) = gt(A
t(X,Y ), Z) + gt(Y,A

t(X,Z)).

$�5 ñ�8��#�ß8�57õ�ñ²�o� +,69��ñ#���#ã�ñ�8óà#ã���ô>��5Û��8�:

∇gt = gt ∗At.
å���D �!+�ë

�C�;òÚæµñ��Eã��ß8&õ�ã �ß8�� ��8 ��D <�D <!+�57æµã7à�������ñ�8�57õ ê�ã78

At =

∫ t

0
(Rms(., V ) −∇s,2V )ds.

ç���ñ���5�ôµ��ñ#����57�98&õ�8&���;�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8óà�æµã7à��ßà²æ ��6��#ñ#�ß89à��7æµ53�
Rmt = φt∗ Rm

å���D � � ë
8���ö>ñ
�µ�98@�2å���D ���@ë �0æµ��5��?�r� + ��5Ûô>��ñ#����57�98rõ�8

V
à�æµã7à��ß850uæµ���

∇t,2V = φt∗∇2V.
å���D ���@ë

$�5Xõ��ßà��Fæ>à�8½õ�8oÿFæµñ#5789àEà#ã�ñ
gt
�
Rm
8�� ∇2V

:�å���D ���@ë��9æµ57õ�ã����%� ∣
∣Rmt

∣
∣ ≤ Cr−2 åÚ8�� � ����8

r−3 ë/� ∣∣∇t,2V
∣
∣ ≤ Cr−2 8�� ∣∣At

∣
∣ ≤ Cr−2 D
�ã����|æ>à�æµ57à �½����5Û��8�5u��5Û�/ê�ã%+,æµ5E��������æµ5��#ñ�6�ê�ã78/�|æµã�ñ%ã�5ó�98�ñ#�²����5

k ≥ 1
�9�|æµã�ñ

0 ≤ i ≤ k−18��
t ≤ t0

�
∣
∣∇i(gt − g)

∣
∣ ≤ Cr−1−i

∣
∣∇i Rmt

∣
∣ ≤ Cr−2−i

∣
∣∇i∇t,2V

∣
∣ ≤ Cr−2−i

�/5��u��ñ#�#�ß��ã����ß8�ñ��uæµ53�
∀ t ≤ t0, ∀ i ∈ [0, k − 1],

∣
∣∇iAt

∣
∣ ≤ Cr−2−i.


�æµ���
t ≤ t0

D��/5�õ�6�ñ#��ô>��5Û�rå���D �!+�ë/�uæµ5�æµÿ��#�ß8�5Û�����EòÚæµñ��Eã��ß8

∇kgt =

k−1∑

i=0

∇k−1−igt ∗ ∇iAt.
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ç���ñ�éÛè��|æµ�#é!�9à�82õ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98��/����ô��ß8�5Û� ∣
∣∇kgt

∣
∣ ≤ Cr−1−k D/ç)æµã�ñ½�9æµ5��#��5Ûã78�ñ���æµ5���ÿ|89à�æµ��5õ�+,89à#�#� ��8�ñ ∣

∣∇t,iAt
∣
∣
�
i ≤ k − 1

DFç�æµã�ñ��98óò ����ñ�8��læµ5.õ�69�9æ �o�Fæ>à�8r���½�9æµ5�578 ���ßæµ5 ∇t 8�5 ∇ + At D��89�����|8�ñ���8��	õ�8�ÿFæµñ#578�ñ ∣
∣∇t,iAt

∣
∣
�u��ñ/ã�578�à²æ � ��8�õ�+ ã�5o57æ �óÿ�ñ�8�ÿ|æµñ#576�õ�8���8�ñ���89à	õ�8}����òÚæµñ���8
(

i−1∏

α=0

∣
∣∇αAt

∣
∣mα

)
∣
∣
∣∇βAt

∣
∣
∣

� ô@89�&õ�89à�8�5��#�ß8�ñ�à�5u���#ã�ñ�8��ßà
mα

�
β
ô@6�ñ#� �l��5��
i−1∑

α=0

(1 + α)mα + β = i.

ç���ñ;éÛè��Fæµ�#é!�9à�8¢õ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98��/�²éu�µ��ã�5_õ�8½�989àr��8�ñ���89à;89à#�óÿ|æµñ#576½�u��ñ
Cr−(2+α)mα−2−β ≤

Cr−2−i �7õ�æµ57�
∣
∣∇t,iAt

∣
∣ ≤ Cr−2−i.-b����5Û��8�5u��5�����8�5�69��ñ#��ô>��5Û� ∇ = ∇t −At ��æµ5�89à#�#� ��8 ∣∣∇k Rmt

∣
∣
�u��ñ�ã�578�à�æ � ��8�õ�+ ã�5�57æ �óÿ�ñ�8

ÿ|æµñ#576&õ�8���8�ñ���89à�õ�8&���EòÚæµñ���8
(

k−1∏

α=0

∣
∣∇t,αAt

∣
∣mα

)
∣
∣
∣∇t,β Rmt

∣
∣
∣

� ô@89�&õ�89à�8�5��#�ß8�ñ�à�5u���#ã�ñ�8��ßà
mα

�
β
ô@6�ñ#� �l��5��
k−1∑

α=0

(1 + α)mα + β = k.

ç���ñ}å���D � � ëC8���å���D ���@ë/� æµ5ó�|8�ã��)89à#�#� ��8�ñ ∣
∣∇t,β Rmt

∣
∣
�u��ñ ∣

∣∇β Rm
∣
∣
8���õ�æµ57�	�u��ñ

r−2−β D���ã,�75u��� �æµ5o�#ñ�æµã�ô@8 ∣
∣∇k Rmt

∣
∣ ≤ Cr−2−k D>�/5o��ñ�æ��969õ7��5Û��õ�8 � ����8��>æµ5�æµÿ��#�ß8�5�� ∣∣∇k∇t,2V

∣
∣ ≤ Cr−2−k8���æµ5 �9æµ57����ã����u��ñ��ß8���ñ#��57�����|8&õ�8�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98>D

�

$�5.��ã�ñ²����ã7à�à#��ÿ|89à�æµ��5 õ�+,89à#�#� ��8�ñ����o�ßæµ5�ö>ã78�ã�ñ�õ�89à �7ÿ�ñ�89à���õ�æµ5�57698ó�u��ñ����rò]æµ57���#�ßæµ5
l
D

ï	 F����  ��D <�D <�� � �}°M¾ |dl| ≤ C1r
−2 ¯�±%¶�³µ´�«ó± ³µ´�± k ≥ 2

�
∣
∣
∣∇kl

∣
∣
∣ ≤ Ckr

−k

� = 

6��$
O�
ç���ñ��9æµ57à#�#ñ#ã7���#�ßæµ5��uæµ5�õ��ßà#�|æ>à�8�õ�8�� + �ßõ�8�5Û�#����6

φl(x)(x) = x,
å���D �@?>ë

ô>������ÿ��ß8M8�5 ��æµã��¢�|æµ��5Û�
x
õ�8

M\K D}�/5 õ�6�ñ#��ô>��5Û����æµ5 �#ñ�æµã�ô@8 dl ⊗ V + Tφl = id
8��2à#�

� +,æµ5Q�9æµ57à#�ßõ9��ñ�8;�ß8;��ñ�æ�õ�ã����&à�� ��������ñ�8�� ô@89�
V
�F���/ô��ß8�5Û�

dl = (g − gl)(V, .)
D%�/5Qõ�6�ñ#��ô>��5Û�E�98��#��8

8 ����ñ�89à�à#�ßæµ5��7æµ52�#ñ�æµã�ô@8
∇kl =

k−1∑

i=0

∇i(g − gl) ∗ ∇k−1−iV,
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õ�+,æ)(��u� ô@89�½å���D <�D < � ë/�)å���D <�D <><@ë�8������;ÿ|æµñ#578�à#ã�ñ
l
: ∣
∣∇kl

∣
∣ ≤ Cr−k D

�

��89à�89à#�#� �½���#�ßæµ57à�57æµã7à��F8�ñ���8��#��8�5���õ�8&�9æµ5��#ñ�2µ�ß8�ñ
h
D

��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D <@? � 
%¾¢¼½¬�±Ú«®¹Ú»9´�¯
h
³Û·�±O¯®°7´7¯�¯®°X¼o³>Ý@¯�°7°l¾µ°u±

g
¸ß¯E¸ ³>°(� ÙÛ¯E¸�¾ ��·®«#¾>±Ú¹]³µ°

¯®° �²¯�« ��¸ß¯Ø­o³Û·�¬®¹Ú±�¾>´µø2¯Ø­�±Ú¹§¼½¬�¯Ø­
|h− g| ≤ Ckr

−2

¯�± � ¶�³µ´�« k ≥ 1 � ∣
∣
∣∇kh

∣
∣
∣ ≤ Ckr

−1−k,

³��
Ck
¯Ø­�±&´�°F¯ ��³µ°�­�± ¾µ°u±O¯3ÙÛ¬O¶�¯®°FÙ@¾µ°u±rÙÛ¯2¸�� ¯®°u±Ú¹ ¯®«2°l¾>±Ú´�«#¯�¸

k �
¾µ¹�°�­®¹�»9´�¯3ÙÛ¯Ø­3·#³µ«®°F¯Ø­2­®´�«�¸�¾

��³>´�« ·®´�«#¯Ô¯�±/­®´�«&¸�¾���·®«#¾>±Ú¹Ú³>° � ��� � �(� � � ��� � �
� = 

6��$
O�
ç���ñ�õ�6/�75����#�ßæµ5�õ�8

h
�7æµ5��

h− g =
1

l

∫ l

0
(gt − g)dt

�;+,æ)( ���r��ñ�8��o����ñ�8E89à#�#� ��698��u�9ô@89�Ôå���D <�D < � ë®Du��6�ñ#��ô@æµ57àó:
∇h =

dl

l
⊗ (gl − h) +

1

l

∫ l

0
∇gtdt.

�/5 ò]���������|æµã�ñ���æµã���8�5��#�ß8�ñ
k ≥ 1

��æµ5�æµÿ��#�ß8�5Û���u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98�:

∇kh =

k∑

i=1

Ci
k

∇il

l
⊗∇k−i(gl − h) +

1

l

∫ l

0
∇kgtdt.

å���D <�D < � ë�8��óå���D <�D <��@ë�õ�æµ5�578�5Û�����ßæµñ�à��u��ñ�ñ�69��ã�ñ#ñ�8�57�98Ô: ∣
∣∇kh

∣
∣ ≤ Cr−1−k D

�á�¨�âu¨�¥Û¥@�)��â�  ��D <�D < � � 
C¾ ��³>´�« ·®´�«#¯½ÙÛ¯
h
¯Ø­�± �¢ÙÛ¬��9«0³µ¹§­²­9¾µ° �²¯ ��´�·�¹Ú»�´7¯ �

� = 

6��$
O�
ç�æ>à�æµ57à ∇h = ∇g +A

8���æµÿ7à�8�ñ#ô@æµ57à����Eò]æµñ��óã��ß8

Rmh(X,Y ) = Rmg(X,Y ) + ∇g
YA(X) −∇g

XA(Y ) +A(Y )A(X) −A(X)A(Y ).

$�ñ&æµ5X� |Rmg| ≤ Cr−3 8������¢��ñ�æµ�Fæ>à����#�ßæµ5 ��D <�D <@?½òÚæµã�ñ#5���� |A| ≤ Cr−2 8�� |∇gA| ≤ Cr−3 D��æµ57� |Rmh| ≤ Cr−3 D
�

-b����5Û��8�5u��5����uõ�89à��98�57õ�æµ57à
h
8�52ã�578 ��6��#ñ#�ßê�ã78�ñ#�ß8��½��5�5��ß8�5�578

ȟ
à#ã�ñ

X
:��|æµã�ñ���æµã����|æµ��5Û�

y
õ�8

X
���|æµã�ño��æµã��oô@89����8�ã�ñ

w
õ�8

TyX
�/æµ5h��é7æµ�ßà#����ã�5_ñ�8��ß8�ô@6

x
õ�8

y
å
π(x) = y

ëE8���æµ5
�|æ>à�8

ȟy(w,w) = hx(v, v)
æ)(

v
89à#��� + ã�5��ßê�ã78Eñ�8��ß8�ô@6óõ�8

w
õ7��57à��ß8óà�æµã7à#ûO89à#�u�µ�98óõ�8

TxM
ê�ã��

89à#�ó57æµñ��½���$�
π−1(y)

�|æµã�ñ
h
�%�98��#��8�õ�6/�75����#�ßæµ5 �2ã�5Xà�8�57à��u��ñ��98ÔêÛã78;�ß89à,0uæµ��à

φt
à�æµ5��óõ�89à

�ßà�æ ��6��#ñ#�ß89à�D
��âu¨�¤7¨)¡ ������¨)© ��D <�D <����

X
¯Ø­�±	Ùµ¹ ��¬�³µ¼�³µ« ¶ 	�¯&¾µ´ ��³µ¼�¶l¸ß¬®¼½¯®°u± ¾>¹§«�¯&Ù�� ´�°F¯&·#³µ´�¸ß¯óÙ@¾>°�­

R
n−1 �¬*�µ¯®°u±Ú´7¯®¸§¸ß¯®¼½¯®°u±/»�´�³>±Ú¹ ¯®°u±O¬/¶�¾µ«�´�°½­�³µ´�­ � �µ«0³>´ ¶�¯��	°7¹%ÙÛ¯

O(n−1)
¯9±
ȟ
¯Ø­�±C´�°F¯�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ � 
C÷ �Ù�� ³µ«#Ùµ«�¯

1
­Ø¹
n ≥ 5 �

Ù�� ³µ«#Ùµ«�¯
τ
¶�³µ´�«E± ³µ´�±

τ < 1
­Ø¹
n = 4

�

 � �



� = 

6��$
O�
� �75¢õ�+,89à��#� ��8�ñ����E�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�õ�8

(X, ȟ)
��æµ5Ôã��#�����ßà�8����&òÚæµñ��Eã��ß8�õ�8�$r+,��8�������å'�,B}89à' �ë/��êÛã��Fõ�����ê�ã78

à#�
Y
8��
Z
à�æµ5���õ�89à���éu� �o�7à�õ�8�ô@89����8�ã�ñ�à�ã�5����²����ñ�89à�æµñ#�#é7æµö@æµ5u��ã�� 8���é7æµñ#� < æµ5��²��ã���à#ã�ñ

M\K ����ßæµñ�à
Sectȟ(π∗Y ∧ π∗Z) = Secth(Y ∧ Z) +

3

4
h([Y,Z], V )2

�%8&��ñ�8��o�ß8�ñ���8�ñ���8&õ�69��ñ�æ-:ß����ã�ÿ��ßê�ã78���8�5Û���u��ñ��ß8��9æµñ�æµ��������ñ�8 ��D <�D < � Du��8&����ã7à��
h([Y,Z], V ) = −(∇Y h)(Z, V ) − h(Z,∇Y V ) + (∇Zh)(Y, V ) + h(Y,∇ZV ).

ç���ñ��ß8��ß8�� ��8 ��D <�D <><�8����ß8��9æµñ�æµ��������ñ�8 ��D <�D <@? �7æµ53æµÿ��#�ß8�5Û�
|h([Y,Z], V )| ≤ Cr−2.

�;+,æ)(X:
∣
∣Sectȟ(π∗Y ∧ π∗Z)

∣
∣ ≤ Cr−3.

�/���9æ � ��8E���½��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98óõ�ã.ô@æµ��ã ��8Eõ�89à�ÿ|æµã��ß89à�õ7��57à
(X, ȟ)

89à#� �½� ��� �½���ß8��|�98��#��8rõ�69��ñ�æµ�ßà0û
à²��57�98���ã�ÿ��ßêÛã783õ�82���M�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�83�F8�ñ���8��½õ�+ ���������ßê�ã78�ñ½�ß8�ñ�69à#ã����²���½õ�8 �,B
���  �/ñ²�����|8��ß6 õ7��57à
� + ��5��#ñ�æ�õ�ã7���#�ßæµ5_å��#é769æµñ�����8E=�D =�D �@ë®D

�

� � � ��� ����* , 

$�5.� ��æµ5Û�#ñ�6&�ß8��#é769æµñ�����8Eà#ã���ô>��5Û� D

�ó�C�7¨)â��F��  ��D <�D �>= � �|³µ¹�±
(Mn, g) � n ≥ 4 �

´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬}«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ � �²³µ°7°F¯#ø�¯ �Ù@³>°u±	¸�¾ ��³µ´�«9·®´�«�¯)��¬®«®¹ �}¯

|Rm| = O(r−3)
¯�± |∇Rm| = O(r−4),

¾µ¹�°�­®¹/»9´�¯
∀ i ≥ 2,

∣
∣∇i Rm

∣
∣ = O(r−2−i)

¯�±}Ù@³µ°l±	¸ß¯ ��³µ¸º´�¼½¯rÙÛ¯Ø­r·#³µ´�¸ß¯Ø­���¬®«®¹ ��¯

∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ ω(t)tn

¾��µ¯��
A > 0

¯�±
lim

t−→∞
ω(t) = 0

����°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯&¾µ´Û­Ø­Ø¹�»�´ � ¹�¸|¯#øµ¹§­®±O¯�´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯�»�´7¯
­®¹
γ
¯Ø­®±�´�°b¸�¾ �²¯�±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬o¯�°

x
¯�±�Ù�¯E¸ ³µ° �µ´�¯�´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­&¸�� 	�³µ¸�³µ°l³µ¼;¹ ¯

HÙµ´�¸ ¾ �Ø¯�± ��¬®«®¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

� ¸�³µ«Ø­Ô¹�¸�¯#ø>¹�­�±O¯�´�° ��³µ¼�¶�¾ � ±
K
ÙÛ¯

M � ´�°F¯�·�³µ´�¸ß¯ B ÙÛ¯ R
n−1 � ´�°_­�³>´Û­*� �µ«#³µ´�¶�¯��	°7¹ G ÙÛ¯

O(n− 1)
¯�±/´�°F¯ ��·®«#¾>±Ú¹Ú³>°b¯®° �²¯®«���¸�¯®­

π : M\K −→ (Rn−1\B)/G
� �r¯�¶F¸º´�­ � ¸ ¾�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ g��¬�«Ø¹ ��¯

∣
∣g − π∗g̃ − η2

∣
∣ = O(r−2)


 ���



¯�±
∀ k ∈ N

∗,
∣
∣
∣∇k(g − π∗g̃ − η2)

∣
∣
∣ = O(r−1−k)

³��
η2 ¼½¯Ø­®´�«�¯�¸ ¾�¶l«#³0Ü9¯ �9±Ú¹Ú³>°¢¸ß¯�¸ ³µ° �EÙÛ¯®­ �}·®«#¯®­�¯9± g̃ ¯®­®±%´�°F¯�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ � 
C÷e­Ø´�« R

n−1 � Ù � ³µ«#Ùµ«�¯
1
­Ø¹
n ≥ 5 �

Ù�� ³µ«#Ùµ«#¯
τ
¶�³µ´�«ó± ³µ´�±

τ < 1
­Ø¹
n = 4

�

�	5�à�8�ñ²�����|8�����5Û��õ�8����o��ñ�8��o����ñ�8��u��ñ#�#�ß8óõ�8��98 ��6���æµ��ñ�8��uæµ53��ñ#ñ#��ô@8ó��ã
�ó�C�7¨)â��F��  ��D <�D �&
 � �|³µ¹�±

(Mn, g) � n ≥ 4 �
´�°F¯ � ¾µ«®¹]¬9±O¬}«®¹]¯®¼�¾µ°u°7¹]¯�°7°F¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ � �²³µ°7°F¯#ø�¯ �ì�¹�� ��¹ ��¶l¸�¾>±O¯ � ÙÛ³µ°u±	¸�¾ ��³µ´�«9·�´�«�¯�¯Ø­�±�Ù@¾>°�­ Ln

2 (rdvol)
¯9±�Ù@³>°u±	¸ß¯�� ³µ¸ ´�¼½¯;ÙÛ¯Ø­E·#³>´�¸ß¯Ø­ �µ¬®«Ø¹ ��¯

∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, Atn−1 ≤ volB(x, t) ≤ ω(t)tn

¾��µ¯��
A > 0

¯�±
lim

t−→∞
ω(t) = 0

����°�­®´ ¶Û¶�³�­9¯&¾µ´Û­Ø­Ø¹�»�´ � ¹�¸|¯#øµ¹§­®±O¯�´�°F¯ �²³µ°�­®± ¾>°u±O¯
c > 1

±O¯®¸§¸ß¯�»�´7¯
­®¹
γ
¯Ø­®±�´�°b¸�¾ �²¯�±���¬#³ ÙÛ¬Ø­®¹Ú»9´�¯Ô·#¾�­9¬o¯�°

x
¯�±�Ù�¯E¸ ³µ° �µ´�¯�´�«

L ≤ c−1r(x) �
¾µ¸�³µ«²­&¸�� 	�³µ¸�³µ°l³µ¼;¹ ¯

HÙµ´�¸ ¾ �Ø¯�± ��¬®«®¹ ��¯
|H − id| ≤ cL

r(x)
.

� ¸�³µ«Ø­Ô¹�¸�¯#ø>¹�­�±O¯�´�° ��³µ¼�¶�¾ � ±
K
ÙÛ¯

M � ´�°F¯�·�³µ´�¸ß¯ B ÙÛ¯ R
n−1 � ´�°_­�³>´Û­*� �µ«#³µ´�¶�¯��	°7¹ G ÙÛ¯

O(n− 1)
¯�±/´�°F¯ ��·®«#¾>±Ú¹Ú³>°b¯®° �²¯®«���¸�¯®­

π : M\K −→ (Rn−1\B)/G
� �r¯�¶F¸º´�­ � ¸ ¾�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ g��¬�«Ø¹ ��¯

∣
∣g − π∗g̃ − η2

∣
∣ = O(r−2)¯�±

∀ k ∈ N
∗,
∣
∣
∣∇k(g − π∗g̃ − η2)

∣
∣
∣ = O(r−1−k)

³��
η2 ¼½¯Ø­®´�«�¯�¸ ¾�¶l«#³0Ü9¯ �9±Ú¹Ú³>°¢¸ß¯�¸ ³µ° �EÙÛ¯®­ �}·®«#¯®­�¯9± g̃ ¯®­®±%´�°F¯�¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ � 
C÷e­Ø´�« R

n−1 � Ù � ³µ«#Ùµ«�¯
1
­Ø¹
n ≥ 5 �

Ù�� ³µ«#Ùµ«#¯
τ
¶�³µ´�«ó± ³µ´�±

τ < 1
­Ø¹
n = 4

�
�	��

��������� ��D <�D + ���	+ éÛè��|æµ�#é!�9à�8���5���6�ö>ñ²���ß8�à�ã�ñ	���&�9æµã�ñ#ÿ�ã�ñ�8�89à#�	�u��ñ�8 ��8��o���ß8�öÛ��ñ²��5Û�#�ß8��u��ñ�ã�578
õ�69��ñ�æµ�ßà�àØ��57�98&à#ã�ñ�ê�ãu�µõ�ñ²���#�ßêÛã78>D

����57à��ß8ó� �µõ�ñ�8&õ�89à���57à#�²��5���æµ57à�ö>ñ²� ô����²���#�ßæµ5�578��ßà��u�ß8�ñ�69à#ã����²����89à#���ß8�à#ã���ôµ��5�� D
�ó�C�7¨)â��F��  ��D <�D �><�� �F³>¹�±

(M4, g)
´�°F¯ � ¾>«Ø¹ ¬�±O¬ 	�Ý²¶7¯®«	��
 	Û¸ß¯®«Ø¹ ¯®°7°|¯ ��³µ¼�¶l¸ ��±O¯ � ��³>°7°F¯#øÛ¯ � ÙÛ³µ°u±¸�¾ ��³µ´�«9·®´�«�¯�¯Ø­®±}Ù@¾µ°7­

L2(rdvol)
¯�±�ÙÛ³µ°u±	¸ß¯�� ³µ¸ ´�¼½¯rÙÛ¯Ø­r·�³µ´�¸ß¯Ø­��µ¬®«Ø¹ ��¯

∀x ∈M, ∀ t ≥ 1, At3 ≤ volB(x, t) ≤ Bt3

¾��µ¯��
B ≥ A > 0

� � ¸�³µ«Ø­�¹§¸F¯�øµ¹�­�±O¯�´�° ��³>¼�¶�¾ �9±
K
ÙÛ¯
M � ´�°F¯�·�³µ´�¸ß¯ B Ù�¯ R

3 � ´�°¢­�³µ´�­ � �µ«#³µ´ ¶7¯�	°u¹
G
ÙÛ¯
O(3)

¯9±C´�°F¯���·®«#¾>±Ú¹Ú³>° ¯�° �²¯�« ��¸ß¯Ø­
π : M\K −→ (R3\B)/G

���E¯/¶l¸ ´�­ � ¸�¾&¼½¬�±Ú«®¹Ú»9´�¯
g
��¬®«®¹ �}¯

∣
∣g − π∗g̃ − η2

∣
∣ = O(r−2)¯�±

∀ k ∈ N
∗,
∣
∣
∣∇k(g − π∗g̃ − η2)

∣
∣
∣ = O(r−1−k)

³��
η2 ¼�¯®­Ø´�«#¯E¸�¾�¶F«0³0Ü ¯��9±Ú¹]³µ°b¸ß¯&¸�³µ°(��ÙÛ¯®­���·®«�¯Ø­r¯�± g̃ ¯Ø­�±	´�°F¯ó¼½¬�±Ú«Ø¹]»�´7¯ � 
)÷ ­®´�« R

3 � Ù � ³µ«#Ùµ«�¯
τ
¶�³µ´�«r± ³µ´�±

τ < 1
�


 �@?




)8�ñ��o��57æµ57à��u��ñ}êÛã78��ßê�ã789à}�9æ � ��8�5Û�²����ñ�89à�à#ã�ñ����ó��æµ�Fæµ�ßæµö>�ß85�ó� + ��5��75�� D�"�ã����#��85�E�9æµ57à#�ßõ�6�ñ�8�ñ
à�6��u��ñ�6���8�5��½�ß89à½ÿFæµã���à��/æµ5��F8�ã���à#ã����|æ>à�8�ñ½ê�ã78

Mn 5%+ �Mê�ã%+ ã�5hÿ|æµã�� D�$�5�à + ��5���6�ñ�89à�à�8 �.�����æµ�|æµ�ßæµö>�ß8�õ�8�� +,89à#�u�µ�98��9æµ5�578 ��8
E = M\K ê�ã�� �Ûõ�+ ����ñ��9à��ß8��#é769æµñ�����8 ��D <�D �>=�� �7ÿ�ñ�8�8�5Ô�98�ñ����ß89à��ã�ûOõ�89à�à�ã7àrõ�8

X = R
n−1\B/G D�� � + ���ßõ�8�õ�8½������ñ�æ-�#89���#�ßæµ5 p : X̄ = R

n−1\B −→ X =
R

n−1\B/G �/æµ5_�|8�ã��o�#��ñ�8�ñ�8�5���ñ#ñ#����ñ�8 �98��#��8 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5 π 8�5_ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5�8�5h�98�ñ����ß89à π̄ :
Ē −→ X̄

D���+,89à#�u�µ�98
Ē
89à#���ß8�ñ�8�ô6����8���8�5Û� �75��Cõ�8

E
�uõ�+,æµñ�õ�ñ�8 |G| �7õ�6/�75��%�u��ñ

Ē =
{
(x̄, e) ∈ X̄ ×E, p(x̄) = π(e)

}

8��
π̄
89à���õ�æµ5�57698��u��ñ}���ó��ñ�æ-�089���#�ßæµ5 à#ã�ñ��ß8���ñ�8��o�ß8�ñ�ò]�µ����8�ã�ñóå

pr1
ë®D�$�5��|8�ã���ñ�69à�ã ��8�ñ}�989���|�u��ñ

�ß8&õ�����ö>ñ²� � ��8E�9æ � �óã��²���#� ò�:
Ē

(pr2)−−−−→ E


yπ̄



yπ

X̄
p−−−−→ XB��ß8�5�à 	�ñ��

X̄ = R
n−1\B � � ����8ó�Oè��F8�õ�+ é7æ ��æµ��æµ���ß8rêÛã78 S

n−2 D7�)�oà#ã�����8&8 �7�µ����8��ßæµ5�ö>ã78õ�+ é7æ ��æµ��æµ���ß8r�µà�à�æ����ß698,�;���@�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5
π̄

· · · → πi(S
1) → πi(Ē) → πi(X̄) → πi−1(S

1) → · · ·
ò]æµã�ñ#5������ � ��69õ�������8���8�5Û�

∀ i ≥ 3, πi(Ē) = πi(S
n−2)

8��
0 → π2(Ē) → π2(S

n−2) → Z → π1(Ē) → π1(S
n−2) → 0.

"�ãu��57õh���Mõ�� ��8�57à#�ßæµ5
n
ô>��ã��½��ã ��æµ��57à

5
�/æµ5�æµÿ��#�ß8�5��Ôõ�æµ57�

π2(E) = π2(Ē) = 0
8��

π1(Ē) = Z
D

�	5�õ�� ��8�57à#�ßæµ5
4
�����oà�ã�����8�8 ���µ����8&89à��

0 → π2(Ē) → Z
φm→ Z → π1(Ē) → 0,

æ)(
φm
89à#����� �óã����#�������ß� ���#�ßæµ5.�u��ñ�ã�5 8�5Û�#�ß8�ñ

m
D��O��è2�;õ�8�ã�� � �µà&:


 à#�
m = 0

�
π2(E) = π2(Ē) = Z

8��
π1(Ē) = Z

�


 à#��57æµ5��
π2(E) = π2(Ē) = 0

8��
π1(Ē) = Z/mZ

D
$�5_�|8�ã������#ñ�8�����ã7ào��ñ�69���ßà +/�%89à �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57à�8�5��98�ñ����ß89à�à#ã�ñ

X̄
à�æµ5����ß89à � ����89à½ê�ã78��ß89à�7ÿ�ñ²���#�ßæµ57ào8�5 �98�ñ����ß89àrà�ã�ñ

Sn−2 D)��578½õ�69�9æ �o�|æ>à#���#�ßæµ5_8�5dé76��o�ßà���é!��ñ�89àrõ�8 Sn−2 �|8�ñ���8��rõ�8ô@æµ��ñoã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5h8�5h�98�ñ����ß89àoà#ã�ñ
S

n−2 �9æ � ��8�ñ�89�9æµ���ß8���8�5��Ôõ�8�õ�8�ã�� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ57ào�#ñ#��ô������ß89à
B

n−2 × S
1 ��� + ���������ß� ���#�ßæµ5bõ�8�ñ�89�9æµ���ß8���8�5Û��à +,69��ñ#���

S
n−3 × S

1 → S
n−3 × S

1

(x, eiθ) 7→ (x, ψ(x, eiθ))

æ)(
ψ(x, .)

89à#��ã�53é7æ ��69æ ��æµñ#��é��ßà���8½õ�8
S

1 8�5.��æµã����Fæµ��5�� x D�$�5.�F8�ã���à�8rõ�æµ5�578�ñ�ã�5.�|æµ��5Û�ÿu�µà�8
(x0, 1)

õ7��57à
S

n−3 × S
1 8����ß8oà#ã����|æ>à�8�ñ � ��6���êÛã����#��8 ��8/1�89���#ã78�ñ&ã�578;ñ�æµ�²���#�ßæµ5dõ�8

S
1 :

ψ(x0, 1) = 1
D%$�5b�F8�ã���6�öÛ���ß8���8�5��&à#ã����Fæ>à²8�ñ�ê�ã78

ψ(x0, .)
89à#��ã�5.é7æ ��69æ ��æµñ#��é��ßà ��8oõ���ñ�89���


 � �



õ�8
S

1 �CêÛã����#��8��2ñ�8�5Ûô@8�ñ�à�8�ñr� +,æµñ#�ß8�5Û�²���#�ßæµ5eõ�8�� + ã�5Xõ�89à&ò]�µ����8�ã�ñ�à
S

1 D%���ßæµñ�à����u��ñó�9æµ5�578 ������6½õ�8
S

n−3 � ψ(x, .)
89à#��ã�5Ôé7æ ��69æ ��æµñ#��é��ßà���8�õ���ñ�89�����|æµã�ñ	��æµã��

x
D�$�5½�|8�ã��	ñ�8��½��ñ�ê�ã78�ñ�ê�ã%+,8�5½��æµã��

�|æµ��5Û�
x
õ�8

S
n−3 � ψ̃(x, .) := ψ(x, .) · ψ(x, 1)−1 89à#�;ã�5e6��ß6���8�5Û��õ�8 Homeo+

∗ (S1)
�C� D,8>D�ã�5

é7æ ��69æ ��æµñ#��é��ßà���8rõ���ñ�89����õ�8
S

1 êÛã�� � ��8 1
Dl��æ � ��8

Homeo+
∗ (S1)

à²8�ñ�6��#ñ²�µ����8óà#ã�ñ�� + �ßõ�8�5��#����6
õ�8

S
1 �Ûæµ5Ô�F8�ã��}õ�6®òÚæµñ���8�ñ ψ õ�8�ò � �9æµ5 �Eà�8�ñ²� ��8�578�ñ���ã�� �µà�æ)( ψ̃(x, .)

89à#��� + �ßõ�8�5��#����6�õ�8
S

1 8�5�²éu�µêÛã78��Fæµ��5��
x
DÛ����57à��98�� �µà���8�5Ô��æµã����|æµ��5Û�

x
�
ψ(x, .)

89à����9æµ57à#�²��5��'�
ψ(x, 1)

��õ�8�à²æµñ#��8�ê�ã78
ψ
�|8�ã�� �½����5Û��8�5u��5��&à�8&ô@æµ��ñ��9æ � ��8Eã�578r���������ß� ���#�ßæµ5M�9æµ5Û�#��5�ã78oõ�8

S
n−3 õ7��57à

S
1 �u8�5�ô@æ èÛ��5��ã�5 �98�ñ#�²����5 �|æµ��5Û��ÿu�µà²8

x0
à#ã�ñ

1
D�� é7æ ��æµ��æµ���ß8ó��ñ��9à���æµ52ñ�69��ã��*��ñ�8�ã�5 6��ß6���8�5���õ�8

πn−3(S
1)
D

�	5Xõ�� ��8�57à#�ßæµ5
n ≥ 5

�
πn−3(S

1)
89à#���#ñ#��ô������ ��õ�æµ57�o���/5%+ èM��êÛã%+ ã�578 �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5 8�5Q�98�ñ����ß89à

�|æ>à�à#��ÿ��ß8}à#ã�ñ
X̄ = R

n−1\B ' S
n−2×R+

:����?�7ÿ�ñ²���#�ßæµ5o�#ñ#��ô������ß8�õ�+,89à��u�µ�98}��æµ�²���
R

n−1\B×S
1 D�	53õ�� ��8�57à#�ßæµ5

n = 4
�
πn−3(S

1)
89à#���ß8�ö>ñ�æµã��|8�ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²����õ�ã��98�ñ����ß8��Fà�æµ���

Z
�uõ�8&à�æµñ#��8

ê�ã%+,æµ5¢�ó����ã7à�õ�8�����ÿF8�ñ#��6>D��	+ ���������ß� ���#�ßæµ52õ�8�ñ�89�9æµ���ß8���8�5Û�
ψ
à�8�õ�6®ò]æµñ���8�8�5¢ã�578����������ß� ���#�ßæµ52õ�8

���rò]æµñ���8
ψ(x, eiθ) = eimθ

�|æµã�ñEã�5_�98�ñ#�²����5_8�5Û�#�ß8�ño5u���#ã�ñ�8��
m
D��%8�� �µà

m = 0
�9æµñ#ñ�89à#�Fæµ57õ ����� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5 �#ñ#��ô������ß8�õ�8

R
3\B3×S

1 à#ã�ñ
R

3\B3 Dµ�%8�� �µà m = 1
89à#����� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5�õ�8�!�æµ��ò=��8�5�ô@æ èÛ��5��

R
4\B4 à#ã�ñ

R
3\B3 D�%89à;��ã��#ñ�89à

m
à + ���#��8���ö>578�5Û�o8�5eêÛã7æµ�#�ß8�5��²��5Û�;��� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5eõ�8¢!�æµ��ò��u��ñ

Z/mZ
å�� + �µ���#�ßæµ5_89à#�

� + �µ���#�ßæµ5.à�� ��������ñ�8�õ�ã ö>ñ�æµã��|8&õ�89à�ñ²�µ����5789à
m
û ������8&õ�8

1
à#ã�ñ

C
2 = R

4 ë®Dç�æµã�ñ�ñ�69à�ã ��8�ñ��7æµ5 �|8�ã���õ��ßà#�#��5�ö>ã78�ñ�õ�8�ã�� � �µà�õ�8 �7ö>ã�ñ�8>D

 
����ß8}ö>ñ�æµã��F8}ò]æµ57õ7� ��8�5Û�²��� ��� + ��5��75��)å�� D,8>D@�98���ã��7õ�8

M\K ë�89à��
�75�� �Û���ßæµñ�à/ã�5oñ�8�ô@6���8���8�5Û��75��7õ�8
M\K 89à�� R4\B4 8��/��� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5Ô8�5��98�ñ����ß89à/89à#�	æµÿ���8�5Ûã78 ���u��ñ#�#��ñ	õ�8}��� �7ÿ�ñ²���#�ßæµ5õ�8¢!�æµ��ò#D)����57à;�98�� �µà����ß8

π2
�3� + ��5��75���89à#�r�#ñ#��ô������ D���+,89à#�r�Oè����ßê�ã78���8�5Û�����3à#���#ãu���#�ßæµ5

� 
���ã�ÿ�ûO����
 �FD
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