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Introduction.

Un probléme central en géométrie riemannienne consiste & comprendre le tenseur de
courbure : quelles informations, topologiques ou géométriques, contient-il 7 Par exemple,
le théoréme classique de Bonnet-Myers dit qu’une variété compléte & courbure de Ricci
minorée par une constante strictement positive est nécessairement compacte, avec un
groupe fondamental fini.

Si on aime les variétés riemanniennes complétes et non compactes, il est naturel de
chercher des conditions de courbures assurant que la topologie de la variété est assez
simple. Par exemple, on veut garantir que les problémes topologiques n’interviennent
que dans un compact et donc n’interférent pas avec les questions concernant la géométrie
a l'infini : typiquement, les surfaces de genre infini sont effrayantes.

DEFINITION 0.0.1 — On dira qu’une variété est de type topologique fini si elle est ho-
méomorphe o intérieur d’une variété compacte o bord.

Le théoréeme de Cheeger-Gromoll [CG2| assure qu’une variété riemannienne compléte
et plate est de type topologique fini. Et en fait, [GW] montre qu’il suffit de supposer
que la courbure est nulle au-dehors d’un compact. On a envie d’aller plus loin : suffit-il
de supposer que la courbure tend vers zéro & l'infini? A vrai dire, c’est complétement
faux : toute variété différentielle posséde une métrique compléte dont la courbure tend
vers zéro & l'infini. Plus précisément, on peut toujours construire une métrique g dont
le tenseur de courbure Rm, vérifie

[Ring| = O(r™?)

ou 7 est la fonction distance a un point quelconque ([G2],[LS]). En ce sens, une décrois-
sance quadratique de la courbure n’a aucune incidence topologique.

Par contre, U. Abresch ([A1],[A2]) a montré qu'une variété riemannienne compléte
dont la courbure décroit plus vite que quadratiquement est de type topologique fini :
I’existence d’'une métrique compléte g telle que

[Rmy| = O(r~>79)

avec § > 0 impose une topologie finie.

Il y a donc un ordre de décroissance critique, O(r~2), autour duquel la situation
change du tout au tout. On peut noter qu’il s’agit de ’ordre de décroissance qui est
invariant sous les changements d’échelle.



Il est intéressant de comprendre ce qui se passe précisément au seuil. Par exemple,
on peut se demander si une hypothése supplémentaire sur la courbure de Ricci permet
d’obtenir une contrainte topologique. J. Sha et Z. Shen [SS] ont montré qu’une variété
riemannienne compléte M"™ a décroissance quadratique de la courbure est de type topo-
logique fini si de plus elle est & courbure de Ricci positive et si la croissance du volume
des boules est « maximale ». Que signifie-ce 7 Par le théoréme de Bishop, quand la cour-
bure de Ricci est positive, la croissance du volume des boules est au plus euclidienne :
le volume d’une boule de rayon ¢ est majoré par le volume d’une boule euclidienne de
meéme rayon :

vol B(x,t) < wy,t"

ol wy, est le volume de la boule unité dans R™. On dit que la croissance du volume est
maximale si on a de plus
vol B(z,t) > At"

avec A > 0. Au passage, précisons un point de vocabulaire : on dira toujours « posi-
tif »pour dire « supérieur ou égal & zéro »et « strictement positif » pour dire « strictement
supérieur & zéro ».

D’autre part, quand on suppose une croissance euclidienne du volume des boules,
demander une décroissance quadratique de la courbure revient presque a lui demander
d’appartenir a l'espace de Lebesgue L% . De nombreux travaux ont étudié ce type d’hy-
pothése intégrale sur la courbure. En particulier, S. Bando, A. Kasue et H. Nakajima
[BKN] ont prouvé que les variétés Ricci plates de dimension n a croissance maximale du
volume et & courbure dans L2 ont en fait une courbure qui décroit plus vite que quadra-
tiquement ; ces variétés sont donc de type topologique fini. Une autre conséquence des
techniques développées dans cet article est ’existence d’un effet de seuil sur la valeur
de l'intégrale en question : il existe un nombre €(n, A) > 0 pour lequel une variété Ricci
plate & volume maximal et telle que [ IRm|™? < €(n, A) est nécessairement plate.

Notre premier objectif est de généraliser ce type de théorémes dans un cadre ou la
croissance du volume n’est pas maximale.

Un théoréme dans cette direction a été prouvé par J. Cheeger et G. Tian [CT] :
une variété riemannienne compléte Ricci-plate, de dimension quatre et & courbure dans
L? présente une courbure a décroissance quadratique. L’absence d’hypothése volumique
est remarquable! Leur preuve est basée sur une utilisation fine de la formule de Chern-
Gauss-Bonnet et sur la théorie de Cheeger-Fukaya-Gromov.

Notre approche sera différente : dans ce travail, nous ferons des hypothéses volu-
miques. Elles seront plus faibles que « volume maximal » et nous permettront de com-
prendre la situation dans des cadres ol le volume ne croit pas euclidiennement ; nous
serons ainsi en mesure de généraliser des théorémes bien connus dans le cas « volume
maximal ».

L’outil clé dans [BKN]| et dans beaucoup d’autres travaux est I'inégalité de Sobolev

1—2

W f e Co(M), </M\f]n2nz dvol> "< S/M\df|2dvol.



Malheureusement, il est bien connu qu’une telle inégalité ne peut étre vraie si la
croissance du volume est plus lente que dans R™ (nous reverrons ceci a la proposition
2.2.17). Pour surmonter cette difficulté, nous serons amenés a considérer une inégalité
de Sobolev & poids : le poids permettra de compenser la faiblesse du volume & Uinfini et
de prolonger l'inégalité de Sobolev locale en une inégalité globale.

Etant donné un point o, nous considérerons des poids faisant intervenir la fonction
distance géodésique r, = d(o,.) au point o, ainsi que la fonction

t?”L

ot
P - vol B(o,t)

On peut remarquer que cette fonction p, apparait dans le théoréme de Bishop-Gromov
(cf. théoréme 2.2.1) : elle est croissante quand la courbure de Ricci est positive. Le
résultat suivant est un point clé de cette thése.

THEOREME 0.0.2 — Soit M™, n > 3, une variété riemannienne compléte conneze et
a coubure de Ricci positive. On suppose qu’il existe un point o dans M ainsi que des
nombres v > 2 et C, > 0 tels que

vol B(o,t) t\"
Vit > 0, ———=>C, (-] .

=520 vol B(o,s) = ¢ <s>
Alors M vérifie l'inégalité de Sobolev a poids

1—2

v f e C(M), (/M|f|% po(ro)—%dvoo " < S/M|df|2dvol (1)

et l'inégalité de Hardy
VfeCXM), / |f12 5 2dvol < H/ |df|? dvol. (2)
M M

De plus, on peut trouver des constantes S et H qui ne dépendent que de n, C, et v.

En d’autres termes, on montre que la complétion H}(M) de I’espace C°(M) pour
la norme ||d.|| 12 (p,qvor) PeUt étre plongée continiment dans Lnz (M, po(ro)_mdvol)

et L2 (M STy 2alvol). De plus, en supposant seulement v > 1, nous pourrons prouver une
inégalité de Hardy L'.
L’hypothése

wz»o,%z@(é) (3)
implique la minoration
Vt>1, vol B(o,t) > C,vol B(o, 1)t" (4)
et découle de I’encadrement
34,, B, > 0, Vt > 1, Agt” <vol B(o,t) < B,t". (5)



Bien stir, le théoréme de Bishop-Gromov impose v < n. Dans le cas v = n, le poids dans
(1) est compris entre deux constantes strictement positives de sorte que (1) équivaut a
I’inégalité de Sobolev usuelle.

Notre méthode fera apparaitre que la positivité de la courbure de Ricci pourra étre
remplacée par deux de ses conséquences : la condition de doublement du volume et
'inégalité de Poincaré a1’échelle. Dans [Gril|, G. Grillo prouve des inégalités & poids dans
le contexte des espaces homogénes et a vrai dire, dans le cas v = n, 'inégalité de Hardy
découle de ses travaux. Notre approche est complétement différente. En particulier, en
plus de la condition de doublement du volume et de 1'inégalité de Poincaré & I’échelle, qui
sont des hypothéses classiques pour ce genre de probléme, on aura uniquement besoin
de P'inégalité (3) qui est une sorte d’inégalité de doublement inverse du volume, et
seulement autour d’un point. On n’utilisera pas d’estimée uniforme en z sur vol B(z,t).

Une fois qu’on dispose de ces inégalités, on peut prouver des théorémes de rigidité
pour les variétés Ricci plates. L’idée est que le tenseur de courbure d’une telle variété
vérifie une équation elliptique. En utilisant nos inégalités, on arrive & des estimations
elliptiques qui entrainent le

THEOREME 0.0.3 (RIGIDITE) — Soit M", n > 4, une variété riemanienne compléte

connexe et Ricci plate. Supposons qu’il existe un point o dans M, ainsi que des nombres
v>1etC, >0 tels que

vol B(o,t) t\”

Vt>s>0, —————5>0C, (-] .

- " vol B(o,s) — 0<5>

On peut alors trouver des constantes strictement positives €1 = e1(n,C,,v) et ea =
ea(n, Cy, v) telles que M est plate dés que

sup(|Rm|7?) < ¢;.
M

ou
v>2 et / |Rm]% Po(ro)dvol < €.
M

Par conséquent, dans les deux cas, M est le fibré normal d’une variété compacte totale-
ment géodésique, qui est un revétement fini de tore plat.

La premiére partie du théoréme fournit un phénoméne de rigidité dans le cadre de
[SS], mais avec Ric = 0 : si sup,,(|Rm|r2) est finie, M est de type topologique fini
([SS]) ; si la méme quantité est assez petite, nous prouvons que M est plate.

On peut remarquer que la décroissance quadratique est critique pour l'intégrale
I |Rm]% Po(ro)dvol : elle est finie si la décroissance de Rm est surquadratique, mais
peut étre infinie si Rm a seulement une décroissance quadratique.

En usant de (1), on peut aussi généraliser [BKN].



THEOREME 0.0.4 (DECROISSANCE DE LA COURBURE) — Soit M™, n > 4, une variété
riemannienne compléte conneze et Ricci plate. Supposons qu’il existe un point o dans
M, ainsi que des nombres v > 42—:% et C, > 0 tels que

1B v
i sso, WABON o1
vol B(o, s) s

/ IRm|2 po(ro)dvol < +oo.
M

Alors la courbure de M posséde une décroissance surquadratique. En particulier, M est
de type topologique fini.

De plus, on obtient un taux de décroissance explicite. Par exemple, si le volume des
(n—1)

grandes boules B(o,t) croit comme ¢"~!, la courbure décroit en r, . Et nous verrons

des exemples ol cette estimée est optimale.

K%k

On a vu que certaines hypothéses de décroissance de la coubure & l’infini, jointes
éventuellement & des hypothéses volumiques, imposent une topologie de type fini. Cela
signifie que la topologie est « concentrée » dans un ouvert relativement compact €2, de
sorte que la topologie de la variété privée de cette partie € est celle de 9 x Ry. 11 est
tentant d’essayer de comprendre maintenant la géométrie de cette partie asymptotique :
& quoi peut ressembler la métrique hors d’un compact ?

Le résultat fondamental dans cette optique est 'autre théoréme de [BKN]. Une va-
riété riemannienne compléte dont la courbure présente une décroissance surquadratique
et dont la croissance du volume est maximale est « asymptotiquement localement eucli-
dienne » (« ALE »).

DEFINITION 0.0.5 — Une variété riemannienne compléte (M™, g) possédant un seul bout
est dite asymptotiquement localement euclidienne ou ALE s’il existe un compact K de
M, une boule B de R™, un sous-groupe fini G de O(n) et un diffé¢omorphisme

¢ : (R"\B) /G — M\K

tels que ¢*g tende vers la métrique euclidienne grn @ Uinfini. On dira que (M, g) est
ALE d’ordre T si

¢*g—grn =0O(r™7)
ot r est la coordonnée radiale de R™.
Remarque 0.0.1. Une variété présentant plusieurs bouts sera ALE si chacun de ses bouts

vérifie la propriété ci-dessus. Les variétés considérées dans cette thése auront générale-
ment un seul bout.



L’énoncé précis du théoréme de [BKN] est le suivant.

THEOREME 0.0.6 — Soit (M™, g), n > 3, une variété riemannienne compléte conneze.
Soit o un point de M. On suppose

[Rm| = O(r;*™)

et
vVt >0, vol B(o,t) > At"

avec € >0 et A > 0. Alors (M,g) est ALE d’ordre 7(€) (cf. figure 1).

c
n— 1|
n—2 . . b
a
1 ...
0 €
1 n—2 n-—1

F1G. 1 — La fonction 7.

Remarque 0.0.2. Sur la figure 1, les trois points marqués indiquent des cas particuliers.
Les points b et ¢ correspondent & des valeurs de ¢ pour lesquelles le théoréme assure
seulement que (M, g) est ALE d’ordre 7/ pour tout 7/ < 7(¢). La méme chose vaut pour
le point @, mais seulement en dimension n = 3.

On peut remarquer que ’hypothése de décroissance surquadratique de la courbure
implique, grace au théoréme de Bishop-Gromov (voir I’argument de 3.1.8) :

Vit >0, vol B(o,t) < Bt",

de sorte que I'hypothése volumique du théoréme de [BKN] est encore une hypothése de
volume maximal.
Dans le méme ordre d’idée, toujours par le théoréme de Bishop-Gromov, on peut
voir que ’hypothése
JA>0,Vt >0, vol B(o,t) > At"

est équivalente & sa version uniforme

JA>0,Vz e M, Vt>0, vol B(z,t) > At".



Ces remarques illustrent la rigidité conférée par I’hypothése de volume maximal;
elles permettent de mieux comprendre comment le théoréme de [BKN] peut étre vrai.

Au passage, en combinant les deux résultats de [BKN] que nous avons cités, on
obtient que les variétés Ricci plates a courbure dans L2 (dvol) et & volume maximal sont
ALE.

Dans [BKN], S. Bando, A. Kasue et H. Nakajima posent la question naturelle sui-
vante : que peut-on faire quand la croissance du volume n’est pas euclidienne ? Peut-on
espérer une classification aussi simple de la géométrie asymptotique ?

Une source de motivation provient de la physique théorique. En effet, un certain
nombre de théories physiques (gravité quantique, théorie des cordes) font intervenir
ce qu’on appelle des « instantons gravitationnels ». D’un point de vue mathématique,
un instanton gravitationnel est une 4-variété hyperkdhlerienne compléte non compacte,
dont la courbure tend vers zéro & l'infini, en un sens & préciser (cf. [Haw]|; on peut
noter qu’a l'origine, un instanton gravitationnel était seulement supposé Ricci plat, au
lieu d’hyperkéhlerien, incluant par exemple l’espace de Schwarzschild). L’hypothése de
décroissance de la courbure est du type "action finie" : on demande généralement & la
courbure d’étre de carré intégrable. Ce type d’espaces a motivé de nombreux travaux, de
physiciens et de mathématiciens. En particulier, on cherche a4 comprendre la structure de
leur géométrie, ou au moins de son asymptotique & I'infini. Les travaux de [BKN] et [K1],
|[K2| permettent de classifier les instantons gravitationnels & volume maximal : ce sont
des variétés ALE obtenues comme résolutions de quotients de C? par un sous-groupe
fini de SU(2). Dans le cas ou la croissance du volume n’est pas maximale, S. Cherkis et
A. Kapustin conjecturent une classification, inspirée d’arguments de théorie des cordes
(voir [EJ] par exemple). Essentiellement, les instantons gravitationnels devraient étre
asymptotiquement des fibrés en cercles (c’est le cas « ALF » pour « Asymptotically
Locally Flat »), en tores T2 (« ALG » parce qu’aprés E et F, on trouve G) ou en 3-
variétés compactes orientables plates (il y a alors 6 possibilités, c’est le cas « ALH »),
avec une base dans laquelle le volume des boules croit de fagon euclidienne.

Dans le cadre de cette étude, nous nous intéressons aux instantons gravitationnels
dont la géométrie & l'infini est tridimensionnelle, dans le sens ol le volume des boules
croit comme dans R?, et nous montrerons que leur géométrie asymptotique est celle d’un
fibré en cercles.

THEOREME 0.0.7 — Soit (M*,g) une variété hyperkihlerienne compléte connexe,
courbure dans L*(r,dvol) et dont le volume des boules vérifie

Vo e M, Vt>1, At3 <vol B(x,t) < Bt>

avec 0 < A < B. Alors il existe un compact K de M, une boule B de R>, un sous-groupe
fini G de O(3) et une fibration en cercles  : M\K — (R®\B)/G. De plus, la métrique
g s’écrit

g=m" G+ +0(r;?),
ot n? mesure la projection le long des fibres et § est une métriqgue ALE sur R3, d’ordre
T pour tout T < 1.
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A revétement fini prés, la topologie & 'infini est donc soit celle de R3 x S!, soit celle
de R4

Des exemples seront donnés plus bas. On peut noter que I’hypothése intégrale sur la
courbure est par exemple vérifiée en cas de décroissance surquadratique. D’autre part, on
verra comment étendre ce résultat en dimension supérieure, sans supposer de structure
hyperkéhlerienne (mais en faisant d’autres hypotheéses, assez restrictives).

Nous verrons que notre hypothése volumique est naturelle. Les variétés asympto-
tiquement plates a volume maximal étant bien comprises, on s’intéresse au cas oil la
géométrie a l'infini s’effondre au sens ol le volume des grandes boules croit moins vite
que dans ’espace euclidien de méme dimension. Considérons un effondrement uniforme :
Ve e M,Vt>1, vol B(z,t) < w(t)t" pour une certaine fonction w tendant vers zéro a
Iinfini. On verra qu’une variété asymptotiquement plate qui satisfait & cette hypothése
vérifie automatiquement vol B(x,t) < Bt"~!. Notre théoréme concerne donc le cas oil
cette estimée est optimale. L’étude d’un exemple plat illustrera I'importance de I'uni-
formité que nous supposons dans l’effondrement (contrairement au cas d’une croissance
du volume maximale, ’estimée uniforme n’équivaut pas a 'estimée centrée).

On peut de plus le rapprocher du théoréme suivant, de A. Petrunin et W. Tuschmann
[PT].

THEOREME 0.0.8 — Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte o décroissance
surquadratique de la courbure et possédant un bout simplement connexe N. Alors N est
difféomorphe @ S*~' x Ry. De plus, la famille (N, eg) tend, quand ¢ tend vers zéro, vers
un espace métriqgue C, en topologie Gromov-Hausdorff. On appelle C le cone tangent a
linfini.
~ Sin est différent de 4, C' est isométriqgue ¢ R™ (muni de la distance euclidienne).
~ Sin égale 4, C est isométriqgue o R*, R? ou R x R,

Ce résultat dit qu’en dimension autre que quatre, et en dimension 4 si C = R%, la
géométrie des bouts simplement connexes est asymptotiquement euclidienne [BKN]. I
est également conjecturé que le cone tangent & l'infini ne peut pas étre R x R, . Reste le
cas ot la géométrie & l'infini ressemble a celle de R3 : c’est essentiellement notre cadre.

A la différence de [PT], notre théoréme autorise des bouts non simplement connexes ;
et nous obtenons une description plus précise de la géométrie asymptotique.

Pour prouver notre théoreme, il faut faire apparaitre un fibré en cercles qui au-
rait des fibres a diameétre borné. L.’idée générale est que ces cercles doivent provenir de
lacets géodésiques courts. On va donc étudier dans un premier temps le rayon d’injec-
tivité de ces variétés. Nous en tirerons ensuite les conséquences en termes de topologie
Gromov-Hausdorff, en analysant ’effondrement & ’infini de la géométrie. La fibration en
cercles sera ensuite obtenue en utilisant et en raffinant des techniques de Cheeger-Fukaya-
Gromov [CFG]. Nous étudierons ensuite sa géométrie plus en détails. Des estimées sur
les dérivées covariantes de la courbure apparaitront nécessaires; un peu d’analyse les
fournit aisément sur une variété Ricci-plate.
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Chapitre 1

Des exemples.

1.0.1 Des fibrés plats.

Pour avoir une image en téte, il est intéressant de considérer les variétés plates
obtenues en quotientant 1’espace euclidien de dimension trois par un vissage p de pas
1 et d’angle . La variété différentielle obtenue est toujours R? x S, mais la structure
riemannienne différe : on obtient des fibrés plats en 2-plans au-dessus d’un cercle, dont
I’holonomie est la rotation d’angle 6. On va voir que ces exemples trés simples recélent
déja des subtilités. Ils nous permettront également de bien comprendre nos hypothéses
volumiques.

Quand le fibré est trivial, i.e. @ = 0, la variété riemannienne n’est autre que RZ2xS'. Le
volume des boules croit uniformément comme dans R2. Le rayon d’injectivité en chaque
point est 1/2, en raison des relevés du cercle de base (image de ’axe du vissage) qui
fournissent méme dans ce cas des géodésiques fermées; les itérés de ces lacets fournissent
des géodésiques fermées dont les longueurs sont tous les entiers naturels, et ce en chaque
point.

Considérons un angle 6 s’écrivant comme produit de 27 et d’un rationnel p/q, avec
p premier & ¢. En passant & un revétement fini, d’ordre ¢, on peut se ramener au cas
précédent. Le volume des boules croit donc uniformément comme dans R?. Quid du
rayon d’injectivité ? Par symétrie cylindrique, il ne dépend que de la distance & 1’axe :
on note inj(¢) le rayon d’injectivité a distance t de l'axe. Cette fonction est continue,
majorée et minorée uniformément, mais pas constante (sauf dans le cas trivial). L'image
de l'axe est toujours une géodésique fermée, de sorte qu’on a inj(0) = 1/2. Dés qu’on
s’éloigne de l'axe, il faut comparer les longueurs I;(t) de lacets géodésiques obtenus au
quotient & partir des segments reliant un point & distance ¢ de I’axe & son image par p.
On peut donner une formule :

(1) = /R + 462 sin? (k6 /2). (1.1)

Par définition, on a 2inj(¢) = infy l;(¢). En fait, au voisinage de 0, 2inj coincide avec 1 ;
puis 2inj coincide éventuellement avec [, pour d’autres valeurs de k. A k < ¢ fixé, comme

sin% est non nul, la fonction t — [;(t) croit vers +o0, (linéairement). La fonction [,
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est, elle, constante a ¢, et elle minore les fonctions [, pour k plus grand que ¢. Donc
hors d’un compact, le rayon d’injectivité est constant & ¢/2, et il correspond & la moitié
de la longueur d’un unique lacet géodésique, qui est en fait une géodésique fermée. En
outre, en dehors des multiples de ce lacet, les autres lacets sont beaucoup plus longs (de
Pordre de ¢ a distance t).

1

-
g
-

N

Fi1G. 1.1 — L’angle de I’holonomie est § = %” A gauche, un lacet géodésique en = de

longueur I3(t) = 3. A droite, un lacet géodésique en = de longueur [1(t) = V1 + 9¢2.

Quand 6/27 est irrationnel, la situation est bien différente. En particulier, le rayon
d’injectivité n’est jamais borné.
PROPOSITION 1.0.9 — La rayon d’injectivité est borné si et seulement si 0/2m est ra-
tionnel.

Preuve.

Le cas rationnel a déja été étudié. Supposons maintenant que la fonction ¢ — inj(t)
est bornée, par un nombre C. Pour chaque ¢, on peut trouver un entier k() tel que
2inj(t) = ly()- Par (1.1), on voit que la fonction t +— k(t) est bornée par C. Comme
cette fonction prend des valeurs entiéres, on peut trouver une suite (¢,) tendant vers
I'infini et un entier k tels que la suite (k(¢,)) est constante & k. Alors (1.1) donne

VneN, Ik(t,)? =k? +4t2 sin?(k0/2) < C2.

Comme (t,,) tend vers I'infini, ceci n’est possible que si sin? %6 est nul : il existe un entier

m tel que k0/2 = mm, i.e. 0/2n =m/k. R
Si ’on regarde les boules centrées en un point donné, on voit que leur volume est
majoré par leur rayon au carré, & une constante prés :

Va,3B,Vt>1, vol B(z,t) < Bt*.

Dans le cas « rationnel », on dispose méme d’une estimée uniforme en le centre de la
boule :
3B,Vaz,Vt>1, vol B(z,t) < Bt>. (1.2)

15



Dans le cas « irrationnel », on peut voir que la majoration strictement sous-euclidienne
du volume des boules n’est jamais uniforme. Pourquoi? La proposition ci-dessus fournit
une suite de points x,, (tendant vers linfini) tels que r, := inj(x,) tend vers l'infini.
Donnons nous des relevés &, des z,, dans R3. La boule B(&y,,7,) recouvre B(z,,r,) et
son volume est %wri. Si l'on suppose que deux points v et w de B(&,,r,) recouvrent
un méme point y de B(x,,r,), il y a par définition un entier k tel que p*(v) = w; mais
comme p est une isométrie de R3, on obtient

k

|5 (@) = | < [ (@n) = 0 (0)] +]6" () = Bu| = | = vl + |0 = &al < 20 = 2inj(2),
ce qui contredit la définition de inj(x,) (le segment reliant p*(Z,) & #, descendrait en
un lacet géodésique en x, de longueur trop courte). Par suite, B(Zp, ) et B(xn, )
sont isomeétriques, d’ou vol B(xy,, ry,) = %777“2, ce qui empéche une estimée du type (1.2).
L’estimation du rayon d’injectivité est en fait un probléme d’approximation diophan-

tienne.

PROPOSITION 1.0.10 — On suppose 0/27 algébrique et irrationnel. Etant donné un
nombre o dans 10,1/2[, on peut trouver des nombres strictement positifs T, C' et A ne
dépendant que de 6 et « et tels que pour tout t > T, si x est a distance t de l'aze, alors

inj(t) > Ct* et vol B(z, CtY) = At>*.
Preuve.
Le théoréme de Roth fournit une constante strictement positive C', dépendant de 6 et
a, telle que pour tout couple d’entiers naturels (k,m), avec k non nul, on a :

o k| T ke

0 m‘> C

On peut de plus supposer C' < 1/2, quitte & le réduire. On en déduit que pour tout k
de N* on a

1 1
1-1/a < — — < =
Ck <o |k — 2mm| < 1

k0 _ 1‘
donc si ¢ est un réel strictement positif et si k est un entier de [1,t%], on récupére :
‘teike — t‘ > 4Ct°. (1.3)

On considére la boule B := B(x,Ct®) centrée en un point = a distance ¢ de l'image
de Paxe. Soit # un relevé de z dans R? et soit B la boule de R? centrée en # et de
rayon Ct*. Il suffit de voir qu’elle recouvre une seule fois B pour montrer les deux
estimées. Il est clair que chaque point est recouvert; c’est l'injectivité qui doit étre
montrée. Supposons donc que v et w sont deux éléments distincts de B relevant un méme
élément y de B : w = pkv pour un certain entier k, qu’on peut supposer strictement
positif. Notons s la distance a ’axe commune de v et w. On dispose de la formule :
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lw—v* = k2 + |0 — 1‘252. Puisque w et v appartiennent a la boule B, on a k <
|lw —v| < 2Ct* < t*. Appliquons (1.3) pour obtenir :

|lw —v| > etk 1‘ s > 40t s,
Et comme on a |w — v| < 2Ct?, il vient :

s < —. (1.4)

N |

D’autre part, comme v appartient a B, on dispose de linégalité |v — z| < Ct®, qui
implique par I'inégalité triangulaire :

s>t— Ct® (1.5)
En combinant (1.4) et (1.5), on trouve
t < (20)7%.

1 ~
Si 'on suppose t > T := 2(2C) -, on a bien montré que B recouvre une seule fois B,
d’ot le résultat. M
L’estimée sur le rayon d’injectivité est (quasi) optimale :

PROPOSITION 1.0.11 — Quel que soit le réel 0, le rayon d’injectivité est majoré par

N
%\/g‘

Vi > 1, inj(t) <

Preuve.
Soit ¢ > 1. Le principe des tiroirs donne un entier & de [1, /] tel que

2sink6/2| =

. 2
oik0 _ 1‘ < T
=7

On en déduit

2inj(t) < lx(t) = \/k2 + 412 sin? ? < V1 +4m2Vi.

Quand /27 s’approche bien par des rationnels, on peut retrouver un comportement
plus proche du cas « rationnel », avec un rayon d’injectivité qui n’explose pas trop vite.
Donnons un exemple.

o0
PROPOSITION 1.0.12 — Si 0/27 est le nombre de Liouville 210_”!, on a
n=1
liminf ¢ “inj(t) =0
t— o0

pour tout réel a > 0.
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Preuve.
N

Fixons nous un entier naturel d > 1. On peut écrire les sommes partielles 210_”! sous
n=1
la forme my/ky, avec ky = 10M! et my entier. Alors

d

kN i_m — i 10N!d—n!‘

27 k
N n=N+1

En notant que pour n > N + 1,
Nld —n!=Nld—n!/2 —n!l/2 < NY(d— (N +1)/2) —nl/2
et en supposant N > 2d — 1, on trouve

ky

i_@ < i m—n!gim—n!‘
n=1

27 k
N n=N+1

Ceci conduit & une estimée du type

; C
eZkNe — 1‘ § |]{5N9 — 27TmN| § F,

N

et ce dés que N est plus grand que 2d — 1. En posant ¢y = k:jl\, = 109", on voit que

t2
liy (t8)? < k3 + CkTN_2 < Ck%,
N

d’ou
inj(tn) < Chy = CtN“

Donc si on se donne a > 1/d, on obtient

t inj(ty) < Ctyttn,
d’ou
Va>1/d, lzminft_a inj(t) = 0.

Et ceci est vrai pour d > 1.

1.0.2 Les métriques de Schwarzschild

R"~! x S', muni d’une métrique plate, fournit un exemple trivial de fibré trivial en
cercles qui vérifiera nos hypothéses. On peut également produire un exemple Ricci-plat
mais non plat qui a ce type de géométrie & l'infini. On l'obtient sous la forme d’un
analogue riemannien de la métrique de Schwarzschild, sur R? x S*=2, avec n > 4. Cet
exemple est important : il est explicite mais non trivial, on peut tout calculer et la
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géométrie est intéressante. C’est pourquoi nous détaillons la construction ci-dessous,
méme si elle n’est qu’un cas particulier des métriques baties dans [Ber].

On va travailler & partir d’un produit doublement tordu ([Pet], [Bes|), en prenant
des coordonnées polaires autour d’un point dans le facteur R? : sur R% x St x S"2. on

considére la métrique
g = dr® + F(r)?dt? + G(r)%do?,

ou r et t sont des coordonnées le long des facteurs R* et S!, et oll do? est la métrique
standard sur S"72. F et G sont des fonctions positives qu’on va choisir pour assurer la
nullité de la courbure de Ricci. Pour calculer la courbure de Ricci de ce type de métrique,
on a recours a des arguments géométriques de [Bes| (chapitre 3, partie F).

Comme R* x {to} x S"~2 est une composante connexe du lieu des points fixes d’une
isométrie (obtenue & partir d’une réflexion sur le facteur S'), c’est une hypersurface
totalement géodésique, donc de seconde forme fondamentale nulle. On en déduit qu’un
champ de vecteur V unitaire et normal & cette hypersurface vérifie VxV = 0 pour tout
X tangent a 'hypersurface. En particulier, on a Rm(X,Y)V = 0 pour tous vecteurs X
et Y tangents & ’hypersurface, i.e. orthogonaux a 0;. En prenant une base orthonormée
locale (e;); respectant la structure produit, on peut écrire

n n

(Ric(9),.) = Y (Rm(es, d)es, ) = — Y _(Rmles, )0, €5).

=1 =1

Cette forme linéaire s’annule sur ’orthogonal de 0; : 0; est un vecteur propre de Ric.

Si on voit S*2 dans R"~! et si on considére une sphére S*~3 obtenue comme trace
d’un hyperplan passant par 0 sur S*~2, on s’apercoit que R% x St x 8”73 est aussi une
hypersurface totalement géodésique, en tant que lieu des points fixes d’une isométrie
(provenant de la réflexion par rapport a I’hyperplan choisi). On en déduit comme ci-
dessus que pour tout vecteur V tangent & S*~2 et pour tous vecteurs X et Y orthogonaux
aV,onaRm(X,Y)V = 0; donc de nouveau, un tel vecteur V est vecteur propre de
Ric.

Comme 'orthogonal de 0; et du tangent & S"2 est de dimension 1, on a montré que
Ric était un opérateur diagonal dans toute base adaptée & la structure produit. Il faut
maintenant calculer les courbures sectionnelles.

D’abord, on peut remarquer que les courbes r — (r,t,w) sont des géodésiques uni-
taires. En considérant la variation selon ¢, on obtient une équation de Jacobi, qui se
traduit par

V4,V,0: + Rm(0,,0,)0, =0,
d’oll
(Vo,V0,0,0)  —0:(V5.0,,01) + |Vo,0|
PR 0 '

La formule de Koszul permet d’en tirer

Sect(0y A Oy) = —

_(FF/)/+F/2 _ F//

Sect(0, A O) = 72 ok
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En considérant la variation selon w, c’est-a dire selon un vecteur J,, tangent au facteur
S"=2_ on obtient de méme
G//
e

On peut ensuite considérer les hypersurfaces {r} x R x S*~2 munies de leur métrique
induite

Sect(0y A 0y) = —

gr = F(r)2dt* + G(r)*do?.

On peut calculer leur seconde forme fondamentale :
1 /742 /g2
II. = §8Tgr = FFdt* + GG'do~.

La formule de Gauss fournit alors

11,(8;,0)11,(8,,0.)  F G
ec ( t ) |at|2 |8w|2 F G

et

1 IL(0y,,00) 1 (8u,,00,) 1 G\?
St M) =Ga = g PlanP @ \G)
w1 w2

On en déduit les valeurs propres du tenseur de Ricci :

Ric(0,) = <—%” —(n— 2)%) Or (1.6)
" _ 2 Nall
Ric(d,) — <—% +(n— 3)% _ %%) 9. (1.8)

On veut une métrique telle que Ric = 0. En annulant et en soustrayant (1.6) et (1.7),
on trouve

G'" F &

T TG
soit

FG"-F'G'=0.
On en déduit que G'/F est constant, disons, & o € R :
G' = oF. (1.9)
En annulant (1.7), on obtient aussi
GF" + (n—2)F'G' =0,

de sorte que F'G" 2 est constant, & S € R :

F' = pG*. (1.10)
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Avec (1.9) et (1.10), on obtient
G" = afG*". (1.11)

Pour résoudre ces équations, il nous faut des données initiales. Comme on veut une
métrique sur R? x S”~2, on est amené & poser

F(0)=0 et F(0)=1

afin que la métrique sur le premier facteur soit asymptotiquement euclidienne en 0. Ces
choix entrainent § > 0, ainsi que
G0)=v et G'(0)=0,

1
avec v := [Fn—2,

En remarquant que I’équation (1.11) se réécrit
2a0

(G'Q)' _ ?)__n (GS—n)’7

o= 21 (1 (3)"),

En notant que (1.9) implique

on peut 'intégrer en

F/ G//
Foo
on voit que l’annulation de (1.8) signifie :
G// 1— G/2

Et en utilisant ’équation différentielle trouvée pour G, on peut voir que cette relation

se réduit a
n—3

a = 27

Au bilan, on trouve que les équations

et

2y 3
n—3 G

admettent une solution sur R, de sorte qu’elles fournissent une métrique compléte et
Ricci plate sur R? x S*~2. Le paramétre v est libre et vit dans R%.

La fonction G croit de v & oo en restant convexe; de plus, & U'infini, on a G(r) =
r+ O(Inr) en dimension 4 et G(r) = r+ O(1) en dimension n > 5. La fonction F' croit,
elle, de 0 & nz—_73, avec a linfini, F(r) = f—_@) + O(G(r)3™).
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Pour comprendre la géométrie a l'infini, on pose p = G et on écrit g sous la forme

dp2 —1\2 7,2 272
QZW‘FF(G )dt +pda
soit ) )
dp? 2 "
g= P — + ( 7 > 1— <1> dt* 4 p*do?,
T T
P
d’ou

g =dp? + p*do® +do? + O(p>™")

ou 6 est t multiplié par la constante 2v/(n — 3). Comme p se comporte a I'infini comme
r, cette formule montre que la métrique est asymptotiquement la métrique standard sur
R"~1 x S, avec des cercles de rayon 2v/(n — 3). En particulier, la croissance du volume
est comparable & celle de R L.

On remarquera aussi que la topologie du bout est celle d’un fibré trivial en cercles;
le groupe fondamental a l'infini est Z.

Les formules trouvées pour les courbures sectionnelles permettent d’estimer la cour-
bure & 'infini. En effet, (1.11) donne

(Rm(amaw)ahaw) G" n—3 n—3 1—n
= t r W = —-—— 7
|ar|2|8w|2 Sec (8 N O ) G 9 Y P
a ’aide de (1.9), on trouve
(Rm(at’aw)at’aw) G G"G’' n—3 n—3 1-n
= t w) — — = — = — s
0,210, Sectld N0 =5 = g 5 1 F
Avec (1.10), il vient
(Rm(9, 0;)0r, O) F"
= Sect(0p NO}) = ——
ol AW =F
_ G "3(n—-2)(n-3) ,_,
— ,yn 2(71— 2)Gn_1F ~ g ( 5 )( ),01 )
Et I'équation différentielle vérifiée par G donne
Rm aw 78w &u 78w 1 n— —-n
( (|81 ? |28) |21 ) _ Sect(Dpy A Ouy) = re? (1—G?) =q"3pt
w1 (B

Enfin, on a également vu (grace aux symétries de la métrique) que l'on a

R (dy, 8)0) = Rm(d,,, D, )0s = Rm(8y, 8,)0,, = Rm(0y, Oy, )O,
= Rn(9y, 9, )0, = R(Do,, Oy )0y = .

Vu les symétries du tenseur de courbure, toutes ses composantes sont controlées. On
retiendra l’estimée

[Rm| = O(p'™").
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1.0.3 La métrique Taub-NUT.

Un autre exemple non trivial de variété asymptotiquement plate mais non asymp-
totiquement euclidienne est fourni par la métrique Taub-NUT. C’est une métrique rie-
mannienne sur R?, introduite par le physicien Stephen Hawking dans [Haw]. Pour la
décrire, nous suivrons largement [Leb].

La fibration de Hopf (nombre de Chern : —1) permet de voir R*\ {0} = R* x S?
comme l’espace total d'un fibré principal en cercles 7 sur R x S? = R3\ {0}. Notons
grs la métrique standard sur R? et r la fonction distance a4 0 dans R3. On introduit
également la fonction harmonique V' définie sur R3\ {0} par :

1
V=1+ o
La forme volume usuelle de R? s’écrit en polaires r2dr A Q (Q est la forme volume des
sphéres), de sorte que la définition

dV A xdV = [dV|? r2dr A Q

donne *dV = —%Q. D’autre part, la classe de Chern ¢; du fibré 7 est (par définition)
la classe de cohomologie de —%. L’approche de Chern-Weil dit qu'une 2-forme a a
valeurs dans u; = iR id¢ est la courbure d’une connexion sur 7 si et seulement si i Tra

représente la classe de cohomologie c;. La relation

7 Tr(xdV ®iid) = ~in
permet donc de batir une connexion de courbure *dV ® iidc sur le fibré principal .
Soit w ® 7id¢ la 1-forme de cette connexion.

On notera avec un chapeau les relevés par m d’objets définis sur la base : par exemple,
V=Vor.

Sur R*\ {0}, la métrique Taub-NUT est décrite par la formule

g= V§R3 + Vw2
En posant p = v/2r, on voit que le comportement de la métrique prés de 0 est

29s2

4 + p?w? = dp* + p?ges.

g =dp®+p
On peut donc la compléter par un point, envoyé sur I'origine de R3 par m, de facon a
obtenir une métrique sur R* tout entier. Le point supplémentaire peut étre vu comme
'unique point fixe de 'action de S'.
Par construction, la métrique est S'-invariante, la longueur des fibres tend vers une
constante & l'infini tandis que la métrique induite sur la base tend vers la métrique
euclidienne sur R3. 11 existe donc des constantes B > A > 0 telles que

VR >1, AR?® <vol B(z,R) < BR?.
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En outre, la métrique Taub-NUT est hyperkéhlerienne, donc Ricci plate. Les struc-
tures kihleriennes peuvent étre décrites de la facon suivante. Notons (z,y, z) les coor-
données sur R3 et prenons une jauge locale : w = dt + @ pour une coordonnée verticale
t et une forme 6 telle que df = *dV. On définit une structure presque complexe J, en
imposant sur le cotangent :

Ty (Wdi) - %w ot J, (de)) = V.

Un petit calcul montre alors que 1’idéal engendré par Vdi + i(dt 4+ 0) et dy + idz est
préservé par la différentielle de De Rham : J, est intégrable. On peut vérifier de méme
que la forme de Kahler

di A (dt + 0) + Vdj A d2

est fermée, de sorte que (g,.J,) est une structure kdhlerienne (on n’a défini le champ
d’endomorphismes J, qu’en dehors de 0, mais comme il est paralléle hors de 0 pour la
meétrique g qui elle se prolonge de fagon lisse, on peut le prolonger en 0, de facon unique).
En permutant circulairement les réles de z, y et z, on obtient en fait trois structures
kdhleriennes (g, Jz), (9, Jy), (9,J>) qui vérifient J,J, = J,. [Leb] montre méme que ces
structures complexes sont biholomorphes & celle de C2. La métrique Taub-NUT peut
également s’obtenir par un procédé de quotient hyperkédhlerien ([Bes]).

Dans une trivialisation (o1, 02, 03) orthonormée et invariante 4 gauche de T*S* (pour
la métrique standard), on peut écrire la métrique sous la forme

1
g =V (r)dr* + 42V (r)(0? + 03) + 0] o3

(on oublie les chapeaux). Si on note H la solution nulle en 0 de

H =
V(H)

et si on pose r = H(t), 'équation ci-dessus se reformule en
2H\?
g =dt* + <F> (03 +03) + H"?03.

En utilisant les formules de [Unn|, on peut calculer la courbure d’une telle métrique.
Posons f = H' et h = (2H)/H’, appelons v; le vecteur dual de o;. Les composantes non

24



nulles du tenseur de courbure, & symétrie prés, sont les suivantes.

(Rm(vy,va)v1,v9) 4 — R B 3f_2
|v1|2 |1)2‘2 h2 h4’
(Rm(vi,v3)vi,v3) (Rm(vg,vs)ve,vs) f_2 NG
ol los* el B SR
(Rm(v1,0)v1,8;)  _ (Rm(vg,9p)vp, 6;) b
o110 02 10 h’
(Rm(vs, O)vs, 8,) _ f”
o3[ 10 f
(Rm(vy, v2)v3,0) 2(Rm(v1,v3)v2,8t) _ 2(Rm(v3,v2)v1,8t) _ 2f_h’ B 2i’.
|v1] [va| [v3] |6] |v1] |vs| [v2] 0| |vs] |va| [v1] %] h " h?
Un calcul direct basé sur 1'équation H? = 1/V (H) fournit
(Rm(vy,v2)vr,02) _ V'(H)  V'(H)? 3
o1 v HV(H)? AV(H)?* 16V(H)pHY
(Rm(vy,v3)v1,v3) _ (Rm(va,v3)va,v3) _ 1 n V'(H) n V'(H)?
o1 | v ? |va? [vs]® 16V(HPH* ' 2HV(H)? ' 4V(H)3’
(Rm(vq, 0¢)v1,0) _ (Rm(ve, 0¢)va, Of) _ V'(H)  V'(H) n V/'(H)?
[or* |0 [vaf? [0 V(H)?  2HV(H)? " 2V(H)*
(Rm(vs, d)vs,0)  V"(H) V'(H)?
vl 2V(H)? V(H)Y
(Rm(vy,v2)vs, 0) _ 2(Rm(v1,v3)v2,8t) _ 2(Rm(v3,v2)v1,8t) _ 1+ V’(H)H.
|v1] vz] [v3] |0] |v1] |vs| [v2] |04] |vs] |va| [v1] 04| 2V(H)?H?

L’équation différentielle vérifiee par H assure qu’a U'infini, on a H' ~ 1 et H ~ t. Avec
la définition de V, les formules ci-dessus disent que la courbure décroit & I'infini en r—3.
Notons que contrairement aux exemples précédents, cette variété est simplement
connexe & l'infini.
La méme technique permet de produire des exemples, dits « multi-Taub-NUT » ou
« instantons ALF de type Ax_1 », qui ont des propriétés analogues, mais avec un groupe
fondamental & I'infini non trivial. Ces exemples se présentent sous la forme de ’espace

total d’un fibré en cercles 7 au-dessus de la variété R3\ {p1,--- ,py}, muni de la métrique
VﬁR:s + V_1w2,
ot V est la fonction définie sur R3\ {p1,--- ,pn} par
Yoo
Vi(z) =1 +;72|$_pi|

et ol w est la forme d’une connexion de courbure *dV ®14idc. On peut ensuite compléter
la variété par N points, s’envoyant sur p1,--- ,py et vus comme points fixes de 1’action
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de S!. Le fibré en cercles se restreint sur les grandes sphéres de R? en un fibré en
cercles de nombre de Chern —N. Comme ci-dessus, la métrique est hyperkdhlerienne et
a courbure décroissant en 3. La variété complexe obtenue est en fait une résolution
de C?/Zy. La géométrie & 'infini ne différe de la précédente que par une action de Zy,
qui est alors le groupe fondamental du bout.

Il existe aussi des instantons gravitationnels ALF de type Dy ([ChH]|) dont la géo-
métrie & l'infini est celle d’'une métrique multi-Taub-NUT quotientée par une réflexion
de la base.
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Chapitre 2

Inégalités a poids et conséquences.

Ce chapitre a pour but d’établir les inégalités fonctionnelles annoncées et d’en tirer
des conséquences analytiques et géométriques. Il est organisé comme suit.

Dans la premiére section, nous développons une technique de discrétisation destinée
a recoller des inégalités de Sobolev locales. Elle est basée sur des idées et méthodes
de A. Grigor’yan et L. Saloff-Coste [GSC|. Etant donné un recouvrement adéquat de
la variété, en supposant une inégalité discréte sur un graphe naturellement associé au
recouvrement, on sera capable de déduire une inégalité de Sobolev globale d’une inégalité
locale (théoréeme 2.1.5).

Dans la deuxiéme section, nous expliquons comment appliquer cette technique abs-
traite dans le cadre des variétés & courbure de Ricci positive et vérifiant I'inégalité de
doublement inverse du volume (3); nous obtiendrons ainsi une inégalité de Sobolev a
poids et une inégalité de Hardy. L’hypothése (3) sert a prouver l'inégalité discréte, mais
aussi & établir une propriété de connexité contrdlée a U'infini : la propriété « RCA »(Re-
latively Connected Annuli; voir [GSC] et plus bas). La proposition suivante est un point
clé de notre preuve et elle est intéressante en elleméme. On peut la comparer avec la
proposition 4.5 de [HK] (qui, dans notre contexte, nécessiterait une minoration eucli-
dienne du volume, ce qui est trop cher pour nous). La notation fp désignera la moyenne
d’une fonction f sur un domaine B, pour la mesure riemannienne.

PROPOSITION 2.0.13 (RCA) — Soit M une variété riemannienne compléte conneze,
vérifiant la propriété de doublement du volume

Ve e M, Vt>0,vol B(x,2t) < Cpvol B(x,t),

linégalité de Poincaré LP a [’échelle centrée au point o

W f e Co(M), Vi > 0, /

|f = [Bon|” dvol < C'Ptp/ |df [P dvol
B(o,t)

B(o,t)

et linégalité de doublement inverse du volume centrée en o

1B(o,t t\"
vis s >0, YABOY o (1
vol B(o, s) s
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avec 1 < p <vetC,>0. Alors il existe kg > 1 tel que pour t > 0, si x,y sont deux
points de S(o,t), il y a un chemin reliant x a y et restant dans B(o,t)\B(o, rg 't). De
plus, on peut trouver une constante kg explicite en termes de p,Cp,Cp,C,, v.

Ajoutons quelques mots sur cette proposition. Le théoréme de Cheeger-Gromoll dit
que dans notre cadre, M a un seul bout. Un résultat de [LT] (avec [And]) assure que
pour ¢ grand, l'intersection de I'unique composante connexe non bornée de M\B(o,t)
avec 'anneau A(t,t + s), s > 0, est connexe. Mais il ne dit rien du comportement des
composantes bornées de M\ B(o,t). Ce qu’on prouve est que ces composantes bornées
ont une croissance au plus linéaire. En outre, on obtient une estimée explicite, ce qui est
important pour nous.

Dans la troisiéme section, nous étudions les opérateurs de Schrédinger A4V 4 1’aide
de notre inégalité de Sobolev & poids. Ici, A est le laplacien de Bochner sur un fibré
vectoriel euclidien et V est un champ d’endomorphismes symétriques. En particulier,
nous prouvons que des hypothéses intégrales sur le potentiel assure la trivialité du noyau
de l'opérateur (théoréme 2.3.1). Nous obtenons diverses estimées utiles pour la suite,
et nous expliquons comment obtenir des solutions bornées ¢ & des équations du type
(A +V)o =1 (2.3.9). Cette section peut étre vue comme une boite & outils.

Dans la quatriéme section, nous donnons deux premiéres applications géométriques.
D’abord, nous généralisons le travail de G. Carron [Car| sur la cohomologie L.

THEOREME 2.0.14 (COHOMOLOGIE L?) — Soit M™, n > 3, une variété riemannienne
compléte connexe a courbure dans L2 (M, py(r,)dvol) et satisfaisant l’inégalité de Sobo-
lev a poids

1—2

VfeCe(M), (/ |f|n2n2po(ro)_n22dvol> ' gS/ |df |* dvol
M M

ot r, est la distance & un point donné o et p,(t) = #n(ot). Alors la cohomologie L?
de M est de dimension finie. De plus, pour tout entier naturel k, il y a une constante
positive €(n, k) telle que si

S </ IRm|2 po(ro)dvol> "< e(n, k),
M

alors H’EQ (M) ={0}.

Nous fournissons également des bornes explicites sur la dimension des espaces de
cohomologie L2. Par rapport & [Car] (qui traitait le cas sans poids), ’'amélioration réside
de nouveau dans le fait que nous autorisons des variétés & courbure de Ricci positive
mais & croissance du volume non maximale. Nous proposons une autre application :
I’uniformisation de la courbure scalaire. Nos techniques permettent de construire des
meétriques & courbure scalaire nulle dans certains cadres.

Enfin, nous étudions les variétés Ricci plates et nous prouvons les résultats annoncés
dans l'introduction (0.0.3, 0.0.4).
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2.1 Discrétisation et inégalités de Sobolev.

2.1.1 Comment recoller des inégalités de Sobolev.

L’objectif de ce paragraphe est de comprendre comment on peut recoller des in-
égalités de Sobolev locales en une seule inégalité de Sobolev globale. Dans [GSC|, A.
Grigor’yan et L. Saloff-Coste ont introduit une procédure permettant de recoller des in-
égalités de Poincaré. Nous allons généraliser leur méthode dans deux directions : d’une
part, nous manipulerons des inégalités ol les membres de gauche et de droite seront des
intégrales faisant intervenir des mesures différentes; d’autre part, nous considérerons
des inégalités plus générales, de type Sobolev. Le fait de pouvoir travailler avec deux
mesures 3 la fois s’avérera crucial quand nous voudrons prouver des inégalités a poids.

Ici, M est une variété riemannienne lisse. Une telle régularité est loin d’étre néces-
saire : il est clair que ce qui sera dit s’appliquera dans le cadre beaucoup plus général des
espaces métriques mesurés. Nous travaillerons avec deux mesures boréliennes sur M, A
et p. Introduisons le vocabulaire nécessaire.

DEFINITION 2.1.1 — Soient A C A* deux parties de M. Soit U = (Ui,Ui*,Uf)ig une
famille de triplets de boréliens de M de mesure finie pour A et p. On dira que U est un
bon recouvrement de A dans A si les propriétés suivantes sont vérifices.
(i) 1l existe un borélien E de A qui est de mesure nulle pour \ et u et tel que
A\E c J;U; c J; Uf c At
(ii) Vie I, Uy c Ur CU;
(iii) 301, Vi € I, Card {2 e IJUL NUF # (b} <O
(i) Pour tout couple (i,j) € I? satisfaisant U; N U;
que U; UU;j est inclus dans U:(ij);

# 0, on peut trouver k(i,j) tel

(v) Il y a une constante Qz telle que pour tout (i,j) € I?, si Eﬂﬁj n’est pas vide,
alors

AUz ) < Qamin (AT, NU,) et u(Uf,)) < Qo min (u(Uy), u(U)).

Etant donné un borélien U de A-mesure finie non nulle et une fonction A-integrable
f, nous noterons f; y la moyenne de f sur U par rapport a la mesure A :

1
for = 5575 /U fan.

On peut associer a tout bon recouvrement I/ un graphe pondéré (G, my) : 'ensemble
de ses sommets est

V=1
et 'ensemble de ses arétes est
£={{igy CV/i#4.TinT; #0}
V et £ sont munis de mesures notées (toutes les deux) m) et définies par

VieV, my(i) = ANU;) and V {i,5} € €, my(4,j) = max(mx(2), mx(j))-
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Remarque 2.1.1. Dans ce que nous appelons un graphe, il y a au plus une aréte entre
deux sommets donnés. C’est pourquoi nous noterons {7, j} une aréte entre deux sommets
i et j. Pour nous, un graphe pondéré sera la donnée d’'un ensemble de sommets V, d’un
ensemble d’arétes £ (inclus dans I'ensemble des parties & deux éléments de V et d’une
mesure o-finie m sur 'ensemble des sommets V. £ sera muni lui aussi d’une mesure
o-finie m, définie par la relation m(i, j) = max(m(i), m(j)), dés que {i,j} appartient &

£.

Nous allons travailler avec trois types d’inégalités : les estimées discrétes (deuxiéme
et troisiéme types) nous permettront de recoller les estimées continues (premier type).

DEFINITION 2.1.2 — Etant donnés k dans |1,00] et p dans [1,k[, nous dirons qu’un
bon recouvrement U satisfait une inégalité de Sobolev continue LP de dimension k par
rapport & la paire de mesures (\, ) s’il existe une constante S, telle que pour tout i dans
I, ona

k—p
pk k
Vf e ooy, ( [ 15 g cu) <s. [ laa
Ui Uy

et

k—p

Ve C(UF), </U |f_fUi*,)\|%d)\) < SC/U’i |df [P dp.

DEFINITION 2.1.3 — FEtant donnés k dans |1,00] et p dans [1,k[, nous dirons que le
graphe pondéré (G, m) satisfait une inégalité de Sobolev-Dirichlet discréte LP de dimen-
sion k s’il existe une constante Sy telle que pour toute élément f de LP(V,m), on a
k—p
pk k
(Z\f(i)!k_‘pm(i)> <Sa Y 1) = FG)IPmi, ).

ey {i,7}€€

DEFINITION 2.1.4 — Etant donnés k dans |1,00] et p dans [1,k[, nous dirons qu’un
graphe pondéré fini (G, m) satisfait une inégalité de Sobolev-Neumann LP de dimension
k s’il existe une constante Sy telle que pour tout élément f de RV, on a

(Z 1£) = m(f)|7 m(i)> < Sa Y |FG) = fGIPm, ),
i€y {i,j}€€
ot m(f) désigne la moyenne de f.

Remarque 2.1.2. Dans cette terminologie, une inégalité de Poincaré LP n’est rien
d’autre qu’une inégalité de Sobolev LP de dimension infinie.

Remarque 2.1.3. On dira parfois qu’un bon recouvrement satisfait une inégalité de So-
bolev discréte quand son graphe pondéré associé la satisfait.

Le théoréme suivant est un outil crucial pour nous.
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THEOREME 2.1.5 — Fizons k dans |1,00] et p dans [1,k[. Si un bon recouvrement U
de A dans A* satisfait Uinégalité de Sobolev continue LP de dimension k (2.1.2) et
Uinégalité de Sobolev-Dirichlet LP de dimension oo (2.1.8), alors on a linégalité de
Sobolev-Dirichlet suivante :

k

vrecs). [ (1 a) " <s [y an

k—p

k
De plus, on peut choisir S = S, Q12p_1+%(1 + 54Q2(2PQ7)77) F .

Remarque 2.1.4. Le cas ou A = p, k = 00 et p = 2 est prouvé par A. Grigor’yan et L.
Saloff-Coste dans [GSC].

Preuve.
Posons ¢ := 5—p ©t considérons f € C2°(A). Un soupgon de convexité permet d’écrire
/ rax < Y [ ira
A Y
< 27 IZ/ |f = fualtdx+297 IZ/ | foal? dA
1Y i€y
Y [0 = fualtdr 427 oAl AT
1Y i€y

Le premier terme est borné par I'inégalité de Sobolev continue : en remarquant que
q > p et en utilisant la définition d’un bon recouvrement, on obtient

q/p
Z/ |f = fuialfdr < Sq/PZ</ |df]pdu)

i€V eV
a/p
< su (Z / Idfl”du)
1SY
y a/p
< sarqi ([ apan)

Pour estimer le second terme, on a recours & l'inégalité de Sobolev discréte :

Z | fu, AP A(U;) < Sq Z | fuix = fu, A max(A(U;), MU;)).

i€y {i,j}€€

Si {i,7} est une aréte, I'inégalité de Holder et les propriétés du bon recouvrement
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conduisent & :

|fUZ,)\_fU ,\|qmaX ,AUj))
max(A( !
)\( y))dA(z)dA(y)
et / / £() = Fy)l dA(@)dA(Y)
< FW)I* dA(z)dA(y).
k(w /k(w) /k(w)

Maintenant, si X est un borélien de A-mesure finie non nulle et si g est une fonction

de LY(X,)\), on a
/ / 19(z) — 9(u)| dA(2)dA(y)

< / / )|+ 9(y)| )N (2)dA )
< o /X ()| dA(x)

Appliquons ceci & f — fy= sur Uk(”) :

k(i,5),\°

| foix = fo,a]" max(A(U3), A(U;)) < Q22q/ ‘f fue

k(i,5)

(4,5),2

L’inégalité de Sobolev continue fournit

B

[ fuix = fu, ] max(A(U), A(U;)) < Q229527 (/ :

k(i,3)

df? du)

On obtient donc :

S fuATAU) < Sq Y @295 ( /U u \dflpdu>
k(i,5)

% {ZJ}eg

B

Et comme ¢ > p, il vient :

B

q ) < qqq/p p
D fual" MU < 84Q02758 ( > /u(_ ‘> |df | d,u)
Q¥

i€V {ijyes Uk

Les propriétés d’un bon recouvrement assure que :

3
> / < @ ZV/Uu P d < @3 [ lapl d.

{i,j}€€
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D’ou :

S v alf MU < SaQ22788/P Q3 </An ldf1” dﬂ) "

%
On arrive finalement a :

q

/A I£]9dX < 297 1(S9PQYP 4+ 542059/ Q/P) ( /A ﬁ \df I”du> ’

Et c’est ce qu’on voulait. B

Il y a aussi une version « Neumann » de ce résultat.

THEOREME 2.1.6 — Fizons k dans |1,00] et p dans [1,k[. Si un bon recouvrement fini
U de A dans A* satisfait une inégalité de Sobolev continue LP de dimension k (2.1.2) et
une inégalité de Sobolev-Neumann discréte LP de dimension oo (2.1.4), alors on a une
inégalité de Sobolev-Neumann :

erC°°<A>7/(|f Fanl 5 dx) ; <S/ df P de.

k —
Et on peut choisir S = S, Q122p_1+%(1 + SdQ2(2pQ%)k__p)k_’€p-

Preuve.
A nouveau, posons q := kp— et choisissons f € C2°(A). On peut d’abord noter 'inégalité

1F = Fanllpagany < 2EIf = clpaan -
Prouvons la rapidement : pour tout réel ¢, on peut écrire

||f - fA,AHLq(A,)\) < Hf - CHLq(A,)\) + ||C - fA,AHLq(A,)\)

= f =ellpaan +1fax = A(A)s

1 = clagan + \/ —ch\A(A)‘l

donc, via l'inégalité de Holder,

1
. 1 i
If = faxllzacany < IF —cllpaan + (/A\f—dqd)\) AA) a4
= 2|f- CHL‘I(A,A)?

d’otl1 le résultat.
En particulier, si on choisit

, AAU;
1€ ?
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on peut écrire

/\f—fA,A|qd>\ < 2q/\f—clqd)\
A

< X[ 1 elrax
=%
< 2% 12/ |f = fuoalTdx+ 2% 12/ | fux — el dA
% i€y
2213 / = FualTdA+ 227 [f — T A(UL).
=% i€y

On peut alors estimer les deux termes comme dans la preuve du théoréme 2.1.5 :
c’est pour borner le second que notre choix de ¢ est déterminant. H

Remarque 2.1.5. En fait, ces arguments conduisent a des théorémes plus généraux. On
peut par exemple énoncer une version « Dirichlet ». Prenons 1 < p < r < ¢ <
et posons k = %. Si un bon recouvrement I de A dans A? satisfait une inégalité
de Sobolev continue LP de dimension k (avec constante S.), une inégalité de Sobolev-

Dirichlet discréte L™ de dimension q’% (avec constante Sy) et une inégalité de Sobolev

continue LP de dimension % (avec constante S7), alors on dispose d’une inégalité de

Sobolev-Dirichlet LP de dimension k :

P/q
VS e XA, ( / Iflqu> <s [ 1

p/q
avec S = 2P~P/4 ((lec)q/p + (SdQ22r(Sé)r/p)q/r Q?q/p) . Ce genre de résultat pour-
rait étre utilisé pour recoller des inégalités de Sobolev et de Poincaré ensemble.

2.1.2 Inégalités de Sobolev sur les graphes.

Maintenant, nous savons que des inégalités discrétes sur certains graphes permettront
de recoller des inégalités de Sobolev locales. Le probléme est : comment prouver de telles
inégalités discrétes 7 Dans ce paragraphe, nous allons d’abord clarifier le lien entre les
différentes inégalités de Sobolev discrétes de méme dimension : nous allons voir que,
comme dans le cas continu, I'inégalité L' de dimension k (1 < k < o) est plus forte
que les inégalités LP de méme dimension, pour 1 < p < k.

PROPOSITION 2.1.7 — Considérons un graphe pondéré infini (V,E, m) (voir la remarque
2.1.1). Nous supposons que le degré de chaque sommet est borné par un entier d et que
l'on peut trouver un nombre C > 1 tel que pour toute aréte {i,j}, C~'m(i) < m(j) <
Cm(i). Alors étant donné k dans |1, 00|, l’inégalité de Sobolev L' de dimension k

k,

VfeL'(V,m), <Z|f klmz)) <S Z 7)|m(i, 7) (2.1)

i€y {i,j}€€
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implique inégalité de Sobolev LP de dimension k

k—p

Ve LPv,m), (Z\f ) <s'| 321G - FG)IPmGg) | (22)

ey {i,7}€€

deés que p appartient a [1,k[. De plus, on peut choisir 8" = 2pk IS(dC’)l__

Preuve.
Soit f un élément de RY & support fini. On se donne un paramétre « > 1, & fixer plus
tard. En appliquant (2.1) a |f|”, on trouve :

k—1

<Z|f<z'>|k”’1m<z'>> <S5 S G = 1£G) MG, ).

i€y {i,j}€€
Or si a et b sont deux nombres réels, on dispose de 'inégalité :
[la|” = [8]"] < ymax(lal, b))~ |la| = [B]] < 7] —b] (la]"~" + B]"7).

Par conséquent, on a
k—1

<Z|f(i)l’:k1m(i)) <vs Y I DA™+ LD Dm, ).

i€y {i,5}€€
L’inégalité de Holder borne le membre de droite par

1 1—1
P p

295 | S0 1£6) — FG)Fmi.g) ST 1O m( )

{i,j}€& {i,j}€€

et nos hypotheses sur le graphe majore ceci par

» -+
2yS(dC)' 5 [ S0 1£6) — £GP mi ) <Z|f<z'>|”‘“%m<i>> .

{i.jte€ ey

11 suffit alors de choisir v := pi%; > 1 pour conclure la preuve. l

Maintenant, on va expliquer pourquoi des inégalités du type (2.1) découlent d’inéga-
lités isopérimétriques sur le graphe.

DEFINITION 2.1.8 — Soit (V, &) un graphe. On définit le bord 02 d’une partie Q0 de V
par

o0 :={{i,j} €&, {i,j}NQ#D et {i,7}N(V\Q) #0}.
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PROPOSITION 2.1.9 — Soit (V,E,m) un graphe pondéré infini. Fizons k dans |1, c0].
Alors 'inégalité isopérimétrique de dimension k

Q%
VQ CV avec m(2) < oo, n:n(TQ) <I (2.3)
est équivalente & l'inégalité de Sobolev L' de dimension k
k;l
Vfe LY <Z|f klmz)) <IZ NIm(i, 7).
ey {i,j}€€

Preuve.

Pour montrer que 'inégalité de Sobolev implique l'inégalité isopérimétrique, on utilise
simplement les fonctions caractéristiques des parties de V de mesure finie comme fonc-
tions test. Pour montrer l'implication inverse, on pose ¢ = % et on considére une

fonction f & support fini dans V. Pour tout ¢ de V, on a

e oo
1i) = / dt = / Loe s,
0 0

s < [ Mty = [ | X m@)] a

0 {ieV, fi)>t}

donc

Q=

L’inégalité isopérimétrique permet d’en déduire :

1l < 1 /0 m(@{i €V, f(i)>t})dt

o
= I / > m(i, j)dt
O {{igles, fG)<t<f)}
= I > [f() = fFG)m, ),
{i.jre€
d’ou le résultat. M
Ce paragraphe montre que si le graphe obtenu & partir d’un bon recouvrement vérifie

une inégalité isopérimétrique, alors il vérifiera des inégalités de Sobolev et nous pourrons
appliquer notre théoréme de recollement. Il est temps de nous placer dans un cadre plus
géométrique, afin d’obtenir des inégalités concrétes.

2

2.2 Inégalités sur des variétés a courbure de Ricci positive.

Les inégalités de Sobolev sont un outil puissant en analyse globale. Malheureusement,
leur existence n’est pas garantie. On sait qu’elles sont vérifiées sur les variétés & courbure
de Ricci positive et & volume maximal ([Cro]). Mais dés que le croissance du volume n’est
maximale, elles cessent d’étre valides. Nous voulons ici trouver une hypothése volumique
plus faible que « volume maximal », mais garantissant une inégalité de Sobolev & poids.
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2.2.1 Préliminaires géométriques.

Nous commencons par rappeler quelques propriétés classiques des variétés a courbure
de Ricci positive. Nous allons voir qu’elles constituent un cadre adapté a notre technique
de discrétisation.

Fixons quelques notations. B(x,t) sera la boule géodésique de centre x et de rayon ¢.
On notera S(z,t) := 0B(z,t) la sphére géodésique correspondante. V (x,t) désignera le
volume de B(x,t). Nous distinguerons toujours un point o dans la variété : quand nous
considérerons des boules de centre o, il nous arrivera de ’omettre, écrivant par exemple
B(t) ou V(t). Enfin, nous travaillerons beaucoup avec les anneaux A(s,t) := B(t)\B(s)
centrés en o.

Le théoréme de comparaison de Bishop-Gromov dit que dans les variétés a courbure
de Ricci positive, la croissance du volume des boules est sous-euclidienne en un sens trés
fort. L’énoncé précis est le suivant.

THEOREME 2.2.1 (BISHOP-GROMOV) — Soit M une variété compléte & courbure de
Ricci positive. Alors pour tout point x de M, la fonction p, définie pour t > 0 par

tTL

pa(t) = vol B(x,t)

est croissante. Autrement dit, pour 0 < s < t, on a

vol B(z,t) t\"
M, ——— < (-] . 2.4
Ve e M, vol B(z,s) — <s> (2.4)

Un corollaire utile est que si x et y sont deux points de M et si0 < s < t+d(x,y), alors

vol B(y, t) - vol B(z,t + d(z,y)) - t+d(x,y)\"
vol B(x,s) — vol B(z, s) - s '

(2.5)

On trouvera une preuve par exemple dans [Cha]. Nous utiliserons constamment le
corollaire suivant, ainsi que sa preuve.

COROLLAIRE 2.2.2 — Soit M™ une variété riemannienne compléte, connexe, non com-
pacte et a courbure de Ricci positive. Alors pour tout < > 1, il y a une constante
C(n,k) > 1 telle que pour tout point x de M et tout réel t > 0,

Cn,k)~' < vol (B(z, kt)\B(z,t))

S ol B\ Bz, i) = C0H):

Preuve.

Pour prouver la minoration, on choisit un point y sur la sphére géodésique S(z, (k+1)t/2)
(un tel point existe parce qu’on a supposé M non-compacte, compléte et connexe). Alors
la boule B := B(y, (k — 1)t/2) est contenue dans B(x, xt)\B(z,t). D’ou :

vol(B(z,t)\B(z, s~ t)) < vol B(xz,t)
vol(B(z, kt)\B(z,t)) ~— vol B(y,(k — 1)t/2)
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Et (2.5) conduit a

vol(B(z, )\ B(z.r~'1)) _ <t+@>" _ <n+3>"‘

vol(B(z, kt)\B(z,t)) @ k—1

La majoration se prouve de la méme facon. B

Partant du théoréme de comparaison, P. Buser [Bus| a prouvé le

THEOREME 2.2.3 (BUSER) — Sur une variété riemannienne compléte non-compacte a
courbure de Ricci positive, pour tout p dans [1,00[ et pour toute boule B(x,t), on dispose
de linégalité de Poincaré LP

vV feC®(B(x,t)), /

|f - fB(:c,t)‘p dvol < C(n,p) tp/ |df | dvol,, (2.6)
B(x,t)

B(x,t)

ol fB(z4) désigne la moyenne de f sur la boule B(z,t), pour la mesure riemannienne
dvol.

Ce résultat fournira les inégalités élémentaires & partir desquelles on pourra travailler.
En outre, il se réveélera utile dans I’étude de la géométrie a I'infini des variétés & courbure
de Ricci positive (voir 2.2.8).

Nous souhaitons également mentionner le théoréme de Cheeger-Gromoll ([CG1],
[Bes]), qui clarifie la structure des variétés & courbure de Ricci positive. Rappelons
qu’une droite est une géodésique minimisante définie sur R tout entier.

THEOREME 2.2.4 (CHEEGER-GROMOLL) — Une variété riemannienne compléte con-
nexe o courbure de Ricci positive est toujours le produit riemannien d’un espace euclidien
R? et d’une variété riemannienne compléte conneze & courbure de Ricci positive et sans
droite.

COROLLAIRE 2.2.5 — Une variété riemannienne compléte connexe a courbure de Ricci
positive posséde exactement un bout, sauf si elle s’écrit comme produit riemannien de R
et d’une variété compacte.

Remarque 2.2.1. Les variétés que nous considérerons auront toujours un bout : la crois-
sance du volume des boules exclura le cas exceptionnel.

Comme nous serons amenés & travailler sur des anneaux, nous sommes intéressés par
leur géomeétrie/topologie et en particulier par leur connexité : un ensemble non connexe
ne peut pas porter d’inégalité de Sobolev-Neumann ! Dans [And|, M. Anderson a prouvé
que le premier nombre de Betti d’une variété riemannienne compléte connexe a coubure
de Ricci positive est majoré par sa dimension. Or [LT] donne une conséquence de la
finitude du premier nombre de Betti :

PROPOSITION 2.2.6 — Soit M une variété riemannienne compléte conneze, de premier
nombre de Betti fini et possédant k bouts. Fizons un point o dans M et considérons
les boules et anneauz centrés en ce point. Alors pour R grand et pour tout r > 0, si
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on note Mg l'union des composantes connezxes non bornées de M\B(R), il s’avére que
A(R,R+1)NMpg a exactement k composantes connexes. En particulier, si M n’a qu’un
bout, pour R grand et pour tout r > 0, l’anneau A(R, R + r) posséde une et une seule
composante conneze pouvant étre reliée a l'infini par un chemin restant dans M\B(R).

La preuve est courte et jolie : rappelons-la.

Preuve.

Choisissons une base ([y1],...,[v]) de Hi(M,R) et un nombre Ry > 0 tel que B(Ry)
contient des représentants 71, ..., de ces générateurs de 'homologie. Quitte & prendre
Ry plus grand, on peut supposer que Mg, posséde k composantes connexes. Prenons
maintenant un nombre R > Ry. Soit U 'union de B(R+r) et des composantes connexes
bornées de M\B(R) : U est connexe. La suite de Mayer-Vietoris correspondant au
recouvrement (U, M) de M fournit la suite exacte :

Hl(U) @Hl(MR) — Hl(M) — Ho(UﬁMR) — ...
— Hy(U) ® Hy(Mp) — Ho(M) — 0.

La premiére fleche est surjective puisque U contient des générateurs de Hy (M) ; donc la
deuxiéme fléche est triviale et la troisiéme injective. Ainsi, on a

0 — Ho(UNMg) — R&RF — R — 0,
de sorte que : Ho(A(R,R+7)NMg) = Hy(UN Mg) =RF. R

Donnons une interprétation en termes de discrétisation. Notre intérét se porte sur
une variété riemannienne compléte connexe M & courbure de Ricci positive et possédant
un unique bout. Fixons un point o dans M, choisissons des nombres R > 0 et x > 1. On
associe & ces données un graphe de la fagon suivante. Un sommet est associé & B(R) et
a chaque composante connexe d’anneau du type A(x'R, <"1 R), i € N. Deux sommets
seront reliés par une aréte si et seulement si I’adhérence des parties correspondantes
de M s’intersectent. On pourra trouver un exemple en figure 2.1. Dans ce cadre, la
proposition ci-dessus nous apprend que si R est choisi assez grand, ce graphe est un
arbre dont la racine est le sommet correspondant & B(R). Ou d’un autre point de vue,
méme si R est petit, au dehors d’une partie finie, le graphe sera un arbre.

A priori, cet arbre posséde des branches, et pour des raisons techniques (voir la
preuve du lemme 2.2.13), nous aimerions nous assurer que ces branches ne sont pas trop
longues. Nous avons donc besoin de controler la taille des composantes connexes bornées
des complémentaires de boules dans la variété. C’est 'objet de la proposition suivante,
que nous souhaitons énoncer dans un cadre assez général.

ProposITION 2.2.7 (RCA) — Soit M une variété riemannienne compléte conneze,
vérifiant la condition de doublement du volume

Ve e M, Vt>0,vol B(x,2t) < Cp vol B(z,t),

linégalité de Poincaré LP a l’échelle et centrée en un point o de M

W feCR(M), Vi >0, /

|f = [Boy|" dvol < Cp tp/ |df | dvol,
B(oyt) B(o,t)
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ainsi que l'inégalité de doublement inverse du volume centrée en o

vol B(o, t) t\"
Vit > 0, —=>0C, | -
=520 vol B(o,s) — 0<s>

avec 1 < p < v et C, > 0. Alors on peut trouver un nombre kg > 1 tel que pour
tout R > 0, deux points quelconques de la sphére géodésique S(o, R) sont reliés par un
chemin restant dans B(o, R)\B(o0,ry'R). En outre, on peut trouver une constante ko
ne dépendant que de p, Cp, Cp, C, et v.

Si l'on repense a la discrétisation que nous avons introduite, cela signifie que si &
est choisi assez grand, étant donnés deux sommets situés au méme niveau sur 1’arbre
(i.e. correspondant au méme anneau), on peut toujours trouver un sommet du niveau
précédent qui est relié a chacun d’eux.

Preuve.

On considére le graphe obtenu en travaillant comme ci-dessus avec les anneaux A; :=
A(21R,2'R), i € N*, R > 0, plus B(R) =: Ag. Posons B; = B(2'R) et baptisons
C la bijection qui & chaque sommet du graphe associe la partie correspondante de la
variété. Nous écrirons A; pour C~1(4;) et B; pour C~1(B;). Fixons | € N*, considérons
I’ensemble non vide

I; ={i€]0,l], A; est inclus dans une composante connexe de B;\B;_1}

et posons i; = max I;.

Appelons M; la composante de B;\B;,—1 qui contient A;. Nous supposons que {—i; est
grand, disons, supérieur & 3. Par définition, M;\A;, n’est pas connexe. Nous choisissons
'une de ses composantes connexes A} et nous nommons )] l'union des autres compo-
santes connexes. Enfin, nous posons X| := C~1(X/), Y/ := C71(})), X; := X[\ Aj+1,
Yi = Yi/\AiH-la ZZX = Xl/ N Ail-‘rl; ZlY = Yi/ N AiH-l et Zl = ZZX U ZlY Un dessin est
proposé en figure 2.1) : sur la droite, les sommets colorés sont ceux de M; ; les éléments
de M;\A;, sont représentés en noirs, tandis que les éléments de M; N A;, sont grisés.

Etant donnés des nombres réels a et b, on peut définir une fonction Lipschitz f; sur
B; de la fagon suivante :

a sur X,
b A sur Y7,
fi = a% sur Z;X,
b“;ilz;R sur 7},
0 partout ailleurs.
L’inégalité de Poincaré donne
\f1 — (fi) B, dvol < Cp2'PRP / |dfy|? dvol. (2.7)
B By
Choisissons a et b pour la valeur moyenne de f; sur X;UY] soit 0 : avol X;+bvolY; = 0.
Avec a := 1, cela signifie b = —Vv?)@
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X; Y Y
X; Y,
X Y,
X, X, Yi
X, X, Y

Fi1G. 2.1 — Une variété et sa discrétisation.
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D’une part,

o5, 112) — )P iy
vol Bl

2_pvole volY; [b— alf

- vol B;

vol X; vol Y; (1 + VOIXl)p

vol Y]
vol B;

/ \fi — (f1)B,|F dvol >
By

= 27P

D’autre part,

b p
p < X a p Y
/Bl |dfi|P dvol < <volZl <2ilR) + vol Z; <2izR> >

p
vol ZlX + vol ZlY (VOIXI)

. volY;
o 2up RP
Donc
p
vol X vol V7 1+ 3953 ) ol XA P
2P = 27(=1) (ol Z¥X + vol ZY l
vol B; Cp VOLZL Vol vol Y]
, p
< CPQP(Z_”) volZ; | 1+ vol X, ,
vol Y]
d’ol
1 < QPCPZP(l—il)VOI Zl vol Bl (28)

vol X;volY;

Par définition, le volume de Z; est majoré par V(o0,2%*!R). Une minoration de
vol X; peut étre obtenue comme dans la preuve de (2.2.2). On choisit un point z; dans
S(0, (272 +2'"1)R/2) N X; et on note que B(x;,2' 3 R) est inclus dans X; : cette boule
est clairement contenue dans A(2'72R,2!"!R) et elle est connexe, donc elle est incluse
dans la composante connexe de son centre x; dans A(2'72R,2!"1R), donc dans X;. La
condition de doublement du volume donne :

Veze M, Vt>s>0, V(z,t) <Cp(t/s) PV (z,s),

de sorte que

Vo, QZR) ol (21—2 4 2!—1)/2 log, Cp o
m =Cp < 91—3 = (Cpll'og2~p

et
vol X; > V(2,273 R) > Ot 11719820y (0, 2'R).

Comme on dispose de la méme minoration pour volY;, (2.8) fournit :

) V(O, 2il+lR)

1 < 2°CpC3 121182 Cpop(i—i V(0. 7R
07
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L’inégalité de doublement inverse du volume permet d’écrire :
1 < 2°CpC3 121182 Cpov - toll=i)(p—v),

Comme v > p, cette inégalité dit que [ — ¢; est majoré par une constante indépendante
de [ : les branches de l’arbre ont une longueur bornée. (2.2.8) en découle. B

COROLLAIRE 2.2.8 — Soit M une variété riemannienne compléte connezre & courbure
de Ricci positive. Supposons qu’il y a un point o de M ainsi que de réels C, > 0 et v > 1

tels que
YVt > s > O’ M > Co E X
vol B(o, s) s

Alors on peut trouver un nombre ko = ko(n,v,C,) > 1 tel que pour tout R > 0, deux
points quelconques de la sphére géodésique S(o, R) sont reliés par un chemin restant dans
B(o, R)\B(0,ry ' R).

2.2.2 Inégalités sur les composantes connexes d’anneaux.

Nous prouvons ici que des inégalités de Poincaré ou Sobolev sur des boules impliquent
des inégalités analogues sur des morceaux connexes d’anneaux.

LEMME 2.2.9 — Soit M™ une variété riemannienne compléte noncompacte, conneze et
a courbure de Ricci positive. Fixons p > 1, R > 0, Kk > 1 et considérons un borélien
connexe A inclus dans l’anneau B(o,xR)\B(o,R), 0o € M. Alors pour 0 < § < 1, le
dR-voisinage As de A vérifie l'inégalité de Poincaré suivante :

V feC®(As), / |f — falf dvol < C(n,k, (5,p)Rp/ |df [P dvol.
A A

é

Preuve.
Posons s = 0R/3 et considérons un s-réseau maximal (x;);c; de A, i.e. un sous-ensemble
maximal de A dont tous les points sont & distance mutuelle supérieur ou égale & s.
Nous posons V; = B(z;,s), V* = ViTj = B(x;,3s). Alors (VZ-,V;*,Viﬁ)Z'e[ est un bon
recouvrement de A dans A; (cf. (2.1.1)), par rapport a la mesure riemannienne. Pour (iii),
on peut noter que les V;* considérés sont contenus dans B(z;,,9s) et utiliser (2.5) pour
obtenir vol(B(z;,,9s)) < 30" vol(B(z;, 5)); puisque les boules B(z;, 5) sont disjointes,
on voit que 1 = 30™ convient. Pour (iv), on peut choisir k(i,j) = i. Concernant (v),
(2.4) fournit vol(V;*) < 3"vol(V;) et (2.5) donne vol(V;*) < 5" vol(V;), donc on peut
prendre (2 = 5".

Notre intention est d’appliquer le théoréme 2.1.6 avec k = oo. Le théoréme de Buser
(2.6) fournit I'inégalité continue, avec constante C(n,p)s?. Quid de I'inégalité discréte ?

En remarquant que les boules B(z;, 5) sont disjointes et contenues dans B(o, xR+ 3),
on trouve

Card (/) min vol(B(z;, s/2)) < vol(B(o, kR + s/2)),

el

43



et avec (2.5), ceci implique une majoration du nombre de boules dans le recouvrement :

kR+s/2+ kR
s/2

n
Card(]) < < ) = (1+12k/6)" =: N = N(n,k,9).
Et cette borne est indépendante de R.

Or tout graphe fini connexe pondéré par la mesure de dénombrement vérifie une
inégalité de Poincaré : cela découle de 1’équivalence des normes sur un espace normé de
dimension finie (la connexité assure qu’on compare bien deux normes). Comme il n'y a
qu’un nombre fini de graphes possédant au plus NV sommets, on en conclut que tous les
graphes pondérés de ce type vérifient une inégalité de Poincaré avec la méme constante
P = P(N,p) (on verra plus loin qu'on peut méme donner une constante explicite).
Comme (2.5) donne

vol(V;)

< (146k/0)"
il y a un nombre K = K(n,k,8) > 1 tel que K 'mg < m(i) < Kmyg, oll mg est une
mesure proportionnelle & la mesure de dénombrement sur le graphe G = (V,&). Alors
pour tout f de RY,

Vi,j eV,

1/p 1/p
<Z|f(i)—m(f)lpm(i)> < 2inf <Z|f(i)—cpm(i)>
[1S% (S% 1o
< 2 (Z 1) - mo(f)l”m(i)>
=%
1/p
< 2K (Z £ —mo()? mou))
iV
1/p
< 2PEYP Y 1F(0) — ()P mo(i. )
{i,j}€€
1/p

< 2PKPP N If(0) = fG)IPmi, )
{ijre€
Ceci fournit une inégalité de Poincaré discréte LP de dimension infinie, avec une
constante ne dépendant que de n, k, § et p. (2.1.6) termine la preuve. B

Le méme procédé conduit & une inégalité de Sobolev. Rappelons d’abord un théo-
réme de P. Maheux et L. Saloff-Coste ([MSC]) : sur une variété riemannienne compléte
connexe et & courbure de Ricci positive, toute fonction lisse f sur une boule B(z,t)
vérifie I'inégalité de Sobolev

n—2

n n 2
/ |f - fB(mﬂﬁ dvol < C(n)%/ \df |2 dvol, (2.9)
B(zt) vol B(z,t)» JB(xt)
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Cette inégalité de Sobolev sur les boules est en fait une conséquence automatique de la
propriété de doublement du volume (impliquée par (2.4)) et de I'inégalité de Poincaré
sur les boules (fournie par (2.6)). On en déduit le

LEMME 2.2.10 — Soit M"™, n > 3, une variété riemannienne compléte non-compacte,
conneze et 4 courbure de Ricci positive. Fizons p > 1, R > 0, kK > 1 et considérons un
borélien connezxe A inclus dans l’anneau B(o,kR)\B(o, R), 0 € M. Alors pour 0 < § < 1,
le 6 R-voisinage As de A vérifie l'inégalité de Sobolev suivante :

n=2 2
YV f e C(As), </ If — fali2 dvol> gC(n,m,é)LQ/ \df |2 dvol.
A vol B(o, R)n JA;

Preuve.

Nous expliquons seulement comment adapter la preuve précédente, en gardant ses nota-
tions. On veut appliquer (2.1.6) avec p = 2 et k = n, pour le méme bon recouvrement.
Posons ¢ = % L’inégalité de Poincaré discréte L? dont nous avons besoin est donnée

par la preuve précédente. Ensuite, (2.5) dit pour tout ¢ de I, on a :

o < (o)

d’ou V(x;,3s) > V(zi,8) > C(n,k,0)V (o, R), de sorte que le théoréeme de Maheux-
Saloff-Coste (2.9) fournit une inégalité de Sobolev-Neumann continue pour la paire de
mesures (vol, vol) :

vV fe e (V), < /V 17 - fvi|qdvoz> " < C(n, 5, )RV (0, R)~ " /V ldf|* dvot, (2.10)

(3

et

2
VfeC®(Vh, (/ \f = fve qdvol) < C(n,k, 5)1%21/(0,112)—2/"/’i |df |2 dvol.
Vi v,

(2.11)
(2.1.6) permet de conclure. B

Nous souhaitons faire une petite remarque. Dans les preuves ci-dessus, nous avons
obtenu les inégalités discrétes par un argument de finitude. En fait, on peut trouver des
constantes explicites, en utilisant la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.11 — Soit G = (V,E) un graphe fini connezxe, possédant N, sommets
et muni de la mesure de dénombrement. Fizons p > 1. Alors pour toute fonction réelle
fsurV, ona

1/p

sup |£(i) —m(f)] < (N — D)7V2 1> (£ (i) — FG)IP

e ij}ee
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et en particulier

STIFG) = m(f)P < No(Ny = 1P78 S [ f(0) = FG)IP-

[1S% {i,7}€€

Preuve.
D’abord, on peut se ramener au cas ou le graphe est un arbre : couper des arétes ne
change pas le membre de gauche et réduit le membre de droite. Maintenant, dans le
cas d'un arbre, on a exactement IV, — 1 arétes. A chaque aréte e, on associe une copie
I, du segment [0,1]; on peut voir les extrémités de I. (0 et 1) comme deux sommets
dans le graphe G. On peut construire un espace X en collant les segments I, de la fagon
naturelle, c’est-a-dire en identifiant les extrémités correspondant au méme sommet du
graphe. X vient muni d’une topologie et d'une mesure borélienne naturelles, provenant
de celles de [0,1]. De plus, le complémentaire X de lensemble des points de collage
posséde une structure différentielle et méme riemannienne.

Etant donnée une fonction g qui est continue sur X, C! sur X et s’annule quelque
part, on a l’inégalité suivante :

gl oo () < (N — 1)1 71/ (2.12)

g’ HLP(X

Pour prouver ceci, on choisit un point z tel que g(z¢) = 0. Alors pour tout point x
de l'espace connexe par arcs X, on peut trouver un chemin unitaire ~ reliant xg & x
et passant par chaque segment une seule fois. On peut écrire g(z f g’ et utiliser
I'inégalité de Holder :

1/p
(o)) < tong)' ([ 1) < = )
Y

Si on se donne f dans RY, on peut définir une fonction continue g sur X de la facon
suivante : g est affine sur chaque segment I, et ses valeurs aux extrémités de I. sont
celles de f. Si e est une aréte de G reliant des sommets 7 et j, identifiés respectivement
a 0 et 1 dans I, = [0, 1], alors la restriction de g & I, s’identifie & la fonction g. définie
sur [0, 1] par la formule
ge(t) = f(@) +t(f(5) — f(@))-

Une telle fonction g adment une dérivée ¢’ qui est définie hors des points de collage et
constante sur ('image dans X de) l'interieur de de chaque segment I, : g, = f(j)—f(4). Si
f est de moyenne nulle, on peut appliquer (2.12) a la fonction g correspondante, puisque
g prend toutes les valeurs de I’enveloppe convexe de 'image de f et donc s’annule quelque
part. Avec

19/l oo (xy = Il oo vy

et
1/p

HQIHLP(X) = Z 1f@@) = fGIP )
{i,j}e€

(2.12) fournit le résultat annoncé. W
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Remarque 2.2.2. On peut aussi donner une preuve discréte. Par exemple, on peut re-
marquer que pour tout réel c,

1/p 1/p
(Zlf(i)—m(f)lp> §2<Z|f(i)—6|p> ;

1Y 1Y
En choisissant ¢ pour que f — ¢ s’annule en un sommet, on peut adapter 'argument

ci-dessus en restant dans le monde discret. Mais alors la constante qu’on trouve est
doublée.

2.2.3 L’inégalité de Sobolev a poids.

Dans ce paragraphe, M est une variété riemannienne compléte connexe de dimension
n > 3, & courbure de Ricci positive et vérifiant 1’inégalité de doublement inverse du

volume | Bo.t) 5
VO o,t t
— 7 > — . .
Vi > s >0, ol B(o.s) >C, <S> (2.13)

ol o est un point distingué dans M, C, est un réel strictement positif et v est un réel
strictement supérieur & 2 (le passage de v > 1 & v > 2 sera justifié¢ a la fin de ce
paragraphe). Notre objectif est de prouver une inégalité de Sobolev & poids sur M en re-
courant au théoréme (2.1.5), avec les paramétres p = 2 et k = n et un bon recouvrement
que nous béatissons maintenant.

Un bon recouvrement.

Pour commencer, nous choisissons un nombre « suffisamment grand pour assurer que
pour tout choix d’échelle R > 0, deux composantes connexes de "'anneau A(R, kR) sont
toujours contenues dans une méme composante de A(k 'R, kR) : ceci est possible par
(2.2.8). Rappelons que k peut étre choisi explicitement en fonction de n, C, et v. Nous
choisissons aussi un rayon 7 émanant de o (un rayon est une géodésique minimisante
définie sur Ry ; Iexistence d’un rayon partant de o est équivalente & la non-compacité
de M, par complétude). Et nous introduisons la notation R; := x' (i € Z).

Pour tout entier ¢, nous appelons Ui’@, 0 < a < hl, les composantes connexes de
A(Ri-1, R;), Uz'/,O étant celle qui intersecte v. Comme dans les preuves de 2.2.9 et 2.2.10,
(2.5) fournit une borne h(n,x) < oo sur les h, i variant dans Z.

A priori, ces boréliens ne permettent pas de construire immédiatement un bon recou-
vrement parce que certains des UZ-’ﬂ pourraient fort bien étre petits par rapport a leurs
voisins, contredisant (v) dans 2.1.1. C’est pourquoi on doit les modifier légérement,
en collant les composantes connexes du niveau ¢ de petit volume a des composantes
connexes du niveau ¢ — 1 de grand volume. Expliquons ceci plus précisément.

On procéde en deux temps.

— D’abord, on pose U;, = UZ.’ﬂ pour tout entier ¢ et pour tout a de [1,h]] tels
que m intersecte A(R;, Ri+1); ces U;, contiennent un point x de la sphére
S((Ri—1 + R;)/2) et donc une boule de centre z et de rayon R; o, dont le vo-
lume est comparable & V(R;) (par (2.5)).
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— Ensuite, on considére les Ui’@ tels que U/ , N A(R;, Ri11) est vide. Par choix de &,
il y a un entier b de [0, h;_,] tel que U; , UU;_, , est connexe : on agrandit U;—1p
en lui ajoutant U] .

Apres oubli des indices désormais inutiles, on récupére un recouvrement (U;,) de
M\ {0}, indexé par i € Z et a € [0, h;], avec h; < h; < h(n,k), Ui q C A(Ri—1, Rit1) et
vol Ui,a ~ V(RZ)

La figure 2.2.3 donne un exemple : sur la gauche sont représentées différentes com-
posantes connexes d’anneaux A(R;_1, R;); au centre, on voit le recouvrement modifié;
sur la droite se trouve le graphe (« d’intersection ») qu’on lui associera.

Pour ¢ dans Z et 0 < a < h;, nous désignerons par U;, l'union des Ujp, j € Z,
0 < b < hj, dont I'adhérence intersecte Ui o Et de méme, Uﬁ ., sera l'union des U ;’k,ba
J € Z, 0 < b < hy, dont 'adhérence intersecte U,

Introduisons la mesure du, = p(r)_ﬁdvol, our =r,=d(o,.) et p(t) = po(t) est
définie pour ¢ > 0 par p(t) = VtTnt) Le théoréme de Bishop-Gromov dit que p est une
fonction croissante et, en fait, pour 0 < s < ¢, on dispose de I'inégalité

1< % < (é)n (2.14)

L ol wy, est le volume de la boule unité de R™.

En outre, p(0) = w,,
Par construction, U = (U;, U/, Uf) constitue un bon recouvrement de M dans M,
par rapport a la paire de mesures (f1,,vol) : (v) est de nouveau un conséquence de (2.5).
Il s’agit maintenant de prouver les inégalités de Sobolev continue et discréte de nos
réves.

L’inégalité de Sobolev continue.
LEMME 2.2.12 — Pour tout entier ¢ et pour 0 < a < h;, toute fonction f lisse sur Uf’a
vérifie

n—2

2n "
</ ‘f - fUiya|m d,up) S SC |df’2 d'UOl
Ui,a Ui*,a
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ainst que
n—2

2n

dup> <. / [df|? dvol,
vt

f=1tu;

(L.

avec S = S¢(n, k).

Preuve.

Posons ¢ = % Pour tout f appartenant & C’OO(UZ-Tj ), on peut écrire

/ ‘f_fUi,a,udel‘P < Z inf/ |f — " dp,
; ceR Ui,a

i,a

< 2q/ |f_fU¢7a,vol‘qdﬂp7

i,a

de sorte que (2.2.10) (avec un petit 6 : 0 < § <1 —x~1) et (2.14) impliquent

p(Ri—1)"2/"C(n, k)p(Riy1)*" |df|? dvol

2/q
( / 1~ fo. qdup> z-
Ui,a Ui*,a

< C(n,m)/iQ”/ \df | dvol
Ui*,a

< C(n,ﬁ)/ |df|? dvol.

i,a

IN

Et on a des estimées similaires sur les paires (U}, U?,), pour la méme raison. B

i,a?

L’inégalité de Sobolev discréte.

Considérons le graphe pondéré (V, £, m,,) associé au bon recouvrement ¢ de M dans
M, par rapport & (ju,,vol) (pour simplifier les notations, nous écrirons m, au lieu de
my,,). Le degré des sommets du graphe est majoré (grossiérement, par 3h(n,s)). La
mesure m, est définie de la facon suivante : pour i dans Z et a dans [0, h;], on a

mp(i,a) = /U p(r)_%dvol,

d’ou I'estimation :
vol(Usa)p(Ri1) 7 < mp(i a) < vol(Ua)p(Ri1) 72
en utilisant (2.5) et (2.14), ceci conduit a
C(n, 1) WV (R:)p(R;) ™72 < myli,a) < C(n, )V (Ri)p(Ri) 72 (2.15)

Grace & (2.5) et (2.14), ceci permet d’appliquer 2.1.7 : reste & prouver une inégalité
isopérimétrique (2.3). Etant donnée une partie finie 2 de V, on définit

l:=max{i€Z, Ja€0,hi], (i,a) € Q}.

Afin d’estimer le quotient isopérimétrique associé a €2, on choisit une aréte e dans 0f2.
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~ Si (1,0) est dans Q, l'aréte e := ((1,0), (I + 1,0)) est dans 0.

— Sinon, on peut quand méme trouver un (/,b) dans 2. Notre choix de x assure
qu’il y a une suite d’arétes, restant entre les niveaux [ et [ — 1 et reliant (I,b) a
(1,0). Parmi ces arétes, il y en a nécessairement une qui relie un élément de Q2 a
un élément du complémentaire de 2 et nous 'appelons e : e est dans 0.

Alors on peut écrire

mp(€) < i oo Yo Mplis ) Cln, k) Z St my(i a)‘

m,(0Q) — mp(e) m,(l,0)
Avec (2.14), il vient
! 2
T o Y VI T
mp(092) 2o V(R)p(Ry) 72
! 2] n-z2
V(Ri) <Rz>
= (C(n, —
09 3 | (&
de sorte que (2.13) donne
my(2) 2~ (R
14 < C CO_n—Q il "
n > _n(v=2)
= C(n,r)C, "2 ZI{ I =2
j=0
Cln,k)Cy ™2
= _nw=2)
11—k n-2

si on choisit v > 2. En vertu de (2.1.7) et (2.1.9), avec k = oo, on a prouvé le

LEMME 2.2.13 — Pour tout p appartenant a [1,00[, il y a un nombre Sy, dépendant de
p, K, n, C, et v, tel que pour toute fonction réelle f a support fini dans V :

1 1

(Z \f(v)!pmp(v)> ' <Sa| Do @) = fw)Pmy(v,w) | .
veY (v,w)e€
Conclusion.

THEOREME 2.2.14 (INEGALITE DE SOBOLEV A POIDS) — Soit M™, n > 3, une variété
riemannienne compléte connexe et 4 courbure de Ricci positive. Supposons qu’il eziste
un point o dans M et des réels v > 2 et C, > 0 tels que

vol B(o,t) so (t v
vol B(o,5) = °\s/)
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Alors M vérifie l’inégalité de Sobolev a poids

1__
VfeCX(M </ |f|n 2p0(r0) n— 2dvol> <S/ |df|? dvol.

On peut de plus trouver une constante S ne dépendant que de n, C, et v.

Preuve.
On applique 2.1.5, 2.2.12 et 2.2.13. &

Remarque 2.2.3. Le doublement inverse du volume (2.13) entraine une minoration du
volume des grandes boules :

Vit > 1, vol B(o,t) > Ayt”,

avec A, = C,vol B(o,1). Grace a cela, 2.2.14 implique

VfeC®(M (/ =D

ou S dépend de n, C,, v and vol B(o,1) et ot 7, est la fonction constante & 1 sur B(o, 1)
et égale a r, ailleurs. Si v est différent de n, on ne peut pas écrire 7, a la place de r,.
En effet, la géométrie locale est presque euclidienne et 'inégalité avec r, est fausse dans
R™ (par exemple, utiliser la famille de fonctions max(1 —r,/¢,0), € > 0).

1—2
n—2 dvol> gS/ \df | dvol,
M

La meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev & poids mérite peut-étre un nom.

DEFINITION 2.2.15 — Soit M™ une variété riemannienne compléte connere, avec n > 3.
Pour tout point o de M, on définit linvariant riemannien

2n_ __2
(Jur LA polire) ™2 ol
So(M) := sup 5
€0z (M)\{0} Jag 1df 7 dvol

La méme méthode donne

THEOREME 2.2.16 — Soit M", n > 3, une variété riemannienne compléte connexe et
courbure de Ricci positive. Supposons qu’il existe un point o dans M et des réels v > 2

et C, > 0 tels que
vt >ss0, YABOY o ()
vol B(o, s) s

Alors pour tout B > —2==, M vérifie l'inégalité

nl/’

n—2
VfeCXr(M (/ |f|n & po(ro) n—2 d’uol> < Sﬁ/ |df|2po(r0)ﬁdvol,
M

avec Sg = Sg(n,Cy, v, 3).
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Preuve. nio

Nous souhaitons appliquer (2.1.5) aux mesures p,(r,) =2 dvol et p,(r,) dvol, avec le
méme bon recouvrement. Notre choix de poids assure l'inégalité de Sobolev continue,
comme dans (2.2.12) : pour ¢ dans Z, a dans [0, h;] et f dans C*°(U}), (2.2.10) fournit

( /U 7 e

et le membre de droite peut étre majoré par

nB—2

1-2/n
w3 po(ro)%dvol) < C(n,k)po(Ri) n Po(Ri)i/ |df|2 dvol

Clnuw) polRi) ™% pol(Re) % polRi) ™ / P polro)dvol

i,a

= C(n,k) / df|? po(r6)P dvol.

i,a

Concernant l'inégalité discréte, on procéde comme dans la preuve de 2.2.13. Essen-
tiellement, avec les mémes notations que dans cette preuve, on obtient

m@) _ e N~ VR)p(R)
moe) = € V(R p(Ry)

nu 2+ﬁ(n v))

=
2
AN
2

T
Mg

j=0
cette quantité étant finie grace a notre hypothése sur 5. B

Remarque 2.2.4. Si § = 1, 'inégalité s’écrit

n—2

oo " 2 o

Dans cette inégalité, on voit bien ce qui se passe : la croissance du volume des boules n’est
pas euclidienne (maximale) en général, ce qui brise tout espoir d’inégalité de Sobolev
avec I’exposant usuel et sans poids (cf. prochain paragraphe) ; néanmoins, en modifiant
radialement la mesure riemannienne pour qu’elle ait une croissance euclidienne, on arrive
a récupérer une inégalité de Sobolev standard.
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Inégalité de Sobolev et croissance du volume.

L’objet de ce court paragraphe est d’expliquer ce que 'inégalité de Sobolev & poids,
sous la forme donnée par la remarque 2.2.3, implique sur la croissance du volume des
boules. La proposition suivante généralise un fait bien connu dans le cas des inégalités
de Sobolev sans poids.

PROPOSITION 2.2.17 — Soit M", n > 3, une variété riemannienne compléte connexe
non-compacte et a courbure de Ricci positive. Supposons qu’il existe un point o dans M
et des nombres o > 0, S > 0 tels que

n—2
VfeC®M), </ |f|ng—nzr0_°‘dvol> ’ gs/ |df|? dvol.
M o M
Notons v le nombre réel défini par o = 27=5. Alors il existe A, > 0 tel que pour tout
t > 1, vol B(o,t) > Ayt”.

Remarque 2.2.5. Dans le cas sans poids (o = 0), on retrouve le fait que l'inégalité de
Sobolev usuelle requiert une croissance du volume au moins euclidienne.

Preuve.

Comme d’habitude, posons ¢ = 2n/(n —2) > 2. Fixons R > 2 et 0 < ¢t < R/2, et
considérons la fonction Lipschitz f := max(t — d(.,S(o, R)),0) : f = t sur la sphére
S(o,R), f = 0 hors d’un t-voisinage de cette sphére et sur ce t-voisinage, f décroit
radialement & vitesse 1. Ainsi,

/ |f1%r*dvol > (t/2)Y(R+t)"“vol(A(R — /2, R+ t/2)
M

et
/ |df |? dvol < vol(A(R —t,R+1).
M

L’inégalité de Sobolev donne :
(t/2)2(R 4 t)~2/9vol(A(R — t/2, R+ t/2)¥7 < Svol(A(R — t, R+ t).

Etant donné i € N*, on applique ceci & t = 27°R. Avec V; := vol(A(R(1 —27%), R(1 +
27%)), on a
RA4™Y(1 427 R) 2/ i < s,

Par récurrence, on obtient une constante C indépendante de R et telle que pour tout
i>1,

S/ (2 o\ /e
vol(B(2R)) > V; > (ORQ—M/Q) g [Je)e | verm
7=0

Or une variété riemannienne est localement quasi-euclidienne, donc on a

liminf V9" > lim inf (w, (27 R)") #" = 1.

1——00 i——00
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En fin de compte, on trouve
1 2-2a/q 2 2V
vol(B(2R)) > C'1-2/a R 1-2/a H(4 7@/
=0

2—2a/q
1-2/q * u

Et a = 27=5 équivaut & v =

2.2.4 L’inégalité de Hardy.

Avec 2.1.5, on peut aussi recoller des inégalités de Poincaré. En travaillant dans
le méme cadre que précédemment, 'inégalité globale qu’on trouve est une inégalité de
Hardy.

THEOREME 2.2.18 (INEGALITE DE HARDY) — Soit M™, n > 3, une variété rieman-
nienne compléte connexe et a courbure de Ricci positive. Fizons p > 1. Supposons qu’il
existe un point o dans M et des réels v > p et C, > 0 tels que

vol B(o,t) t\"”
> - 7 > _ .
vizs>0, vol B(o,s) — Co <5>

Alors M vérifie l'inégalité de Hardy

ero;”(M),/ |f|pr0_pdvol§H/ (df P dvol,
M M

avec une constante H dépendant seulement de n, C,, v et p.

Preuve.

La preuve consiste & appliquer 2.1.5 avec k = co. Nous utilisons le méme bon recouvre-
ment U que dans le paragraphe précédent, en remarquant qu'’il est encore bon pour la
paire de mesures (r~Pdvol,dvol). Nous avons besoin d’une inégalité de Poincaré conti-
nue. Comme pour 2.2.12, si on prend ¢ dans Z et a dans [0, h;], toute fonction lisse f
sur Uf’ ., Vvérifie

/ |f = fUiapa| 7 Pdvol < 2P inf |f — ¢|P r"Pdvol
Ui,a ' ceR Ui,a
< 2”/ |f = fu.. Pr=Pdyol

de sorte qu’avec 2.2.9,

/ |f = ftiama| 77 Pdvol < 2PC(n,k)R; " RY, | / _ |df? dvol

i,a i,a

< C(n, H,p)/ |df | dvol.

i,a

Et le méme argument vaut pour les paires (U Uﬁa).

i,a?
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L’inégalité discréte requise dans 2.1.5 s’obtient par ’argument de 2.2.13; ici, on
estime le quotient isopérimétrique discret par

V(R (R 7P
Clnm) 2. Vi) (E) |

1=—00

quantité bornée par

o0
C(n,k)C, Z KIP) < oo
§=0
grace & notre hypothése de doublement inverse du volume. B

Baptisons la meilleure constante dans l'inégalité de Hardy L'.

DEFINITION 2.2.19 — Soit M une variété riemannienne compléte connexe. Etant donné
o dans M, on définit l'invariant riemannien

~L ol
H,(M) := sup —fM|f|rO vo
feceannoy Sy 1df| dvol

2.3 Inégalités de Sobolev a poids et opérateurs de Schro-
dinger.

L’inégalité de Sobolev & poids a de nombreuses conséquences analytiques. Nous al-
lons développer quelques propriétés des opérateurs de Schridinger en présence de cette
inégalité. Elles trouveront des applications géométriques dans la suite. Nous considérons
ici une variété riemannienne compléte connexe M™, n > 3, a courbure de Ricci positive
et telle que pour un certain point o dans M et pour un nombre S > 0, 'inégalité de
Sobolev & poids suivante est vérifiée :

1—2

VfeCX(M), </ |f]% po(ro)_ﬁdvol> ' §S/ |df|? dvol.
M M

rn

Comme plus haut, nous écrirons souvent p(r) pour p,(r,) = UCAL mais aussi dju, =
2
p(r)” "=2dvol et g = % En fait, nous utiliserons I’hypothése Ric > 0 uniquement dans

2.3.3 et 2.3.4 (pour assurer la propriété de doublement du volume).

Nous considérons un fibré vectoriel euclidien lisse £ — M, muni d’une connexion
compatible V. Nous noterons toujours (.,.) le produit scalaire ponctuel sur le fibré
vectoriel euclidien, par |.| la norme ponctuelle, par A = V*V le laplacien de Bochner
(ou laplacien brut). Nous nous intéressons aux opérateurs de Schrédinger A +V, ot V
est un champ continu d’endomorphismes symétriques de F. Nous décomposons V en
V=V,—-V_, ou V) et V_ sont des champs d’endomorphismes symétriques positifs de
E.
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2.3.1 Un théoréme d’annulation.

Le théoréme suivant est un résultat du type « Liouville », généralisant [Car| (voir
[PRS] pour des résultats en lien). II dit qu’il n’y a pas de section non triviale qui est
petite a l'infini et sous-harmonique pour un opérateur de Schréodinger & potentiel presque
positif.

THEOREME 2.3.1 (THEOREME D’ANNULATION) — Fizons m > 1 et supposons que le

potentiel V satisfait
2
n no 2 2
S </ V_|2 p(r)dvol) < — <2 - —) .
M m m

Alors toute section localement Lipschitz o de E telle que (Ao +Vo,0) <0 et
/ lo|™ dvol = o( R?)
A(R/2,R)

Remarque 2.3.1. Dans cet énoncg, la distribution (Ao, o) est définie par :

V¢€Cf%ML<(Zmox¢>:ZJVmV@w»Md.

est nulle.

Preuve.
Soient un nombre R > 0 et une fonction lisse x qui est égale & 1 sur B(R), a 0 sur
M\B(2R), prend ses valeurs dans [0,1] et vérifie |dx| < 2/R. On applique U'inégalité

de Sobolev & poids a la fonction localement Lipschitz Xuzn/ 2, ol u. = 4/ |0|2 +e€e>0
(nous omettrons la mesure riemannienne dans les prochaines formules afin de faciliter

leur lecture) :

1 a, 2 -2\
S (/ XTue? p(r) >
M
2
< [ o)
M
2
= [ [ a2 [ et
M M M
2
< |

1) [ i @) [ o8 fdrr)
M M
pour tout b > 0. Une intégration par parties donne
2
S R e O T D)
M M
= [ 2 Pavdr) 4 [ A
M M
= 2 [ @rPavdr) g [ 3o,
M 2 Ju

+<%—Qﬁﬁﬂmﬂﬂe
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Donc, pour tout a > 0, on a

2 2 2 1
[l < v [ a4 G [ ot au g [ jagta
M m M 2 Jum aJm

Si de plus a < 2 —2/m, il vient

2 2 1
/"fp@W%(g@——_wr1C?/X&@*Am+—/\mﬁwﬁ.
M m 2 Jm aJy

D’ou :

2
l / Xqujzp(r)_ﬁ ! §C’(m,a,b)/ |dx|2u2”—|—D(m,a,b)/ XQuZ”_lAuE
S M M

M
o 1+b
C(m,a,b)=1+1/b+ o2 —3/m—a)
et (1 b)
+0)m
D(m, a,b) = 22— 2/m —a)

Le petit calcul

assure

On peut donc écrire

1 mq 2

2
—( [ ol p<r>—n—2)"sc<m,a,b> [ xR+ Doma) [ @ v
S M M M

qui, quand € tend vers zéro, fournit

1

2
—( / xq\ar?p<r>—%)qsc<m,a,6> [ taxior + Dima) [ vl
S M M M

L’inégalité de Holder implique alors

3o

m m _2
/ Vo™ < / ' lol™ p(r) =3 Vo] plr)
M M

([ ol p(rr%)z ([ v p<r>>i.

IN
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Au final, il vient

2
mg a4
=58 Dlma ) [ xilol® o) o) < D) [
M A(R2R)

et notre hypothése sur le potentiel garantit

2
mq/2 —% ! < 1 4SC(m7a7 b) / m
</B(R) o Pr) ) ~ 1-SNyD(m,a,b) R? A(R2R) oI

a condition que

1 21
< SD(m,a,b) ﬁl——{—b(
Mais en choisissant a and b suffisamment petits, cette condition peut toujours étre
vérifiée. On fait maintenant tendre R vers 'infini : il reste 0 = 0. B

Ny 2—-2/m—a).

2.3.2 Décroissance a D’infini.

Que peut-on dire quand on a seulement [, \V_|g p(r)dvol < co? En adaptant une
technique développée dans [BKN], on peut prouver des estimées de décroissance a U'infini
pour des sections o vérifiant Ac+V e < 0. Nous allons prouver trois lemmes généraux et
nous verrons plus loin (cf. 2.5) comment les utiliser dans un contexte géométrique (ou le
potentiel et la section sont reliés). L’idée est de pratiquer une itération de Moser : c’est
le troisiéme lemme, classique. Mais ce lemme ne fonctionne que sous une hypothése
technique sur le potentiel; dans la pratique, cette hypothése pourra étre validée en
appliquant le premier lemme. Le deuxiéme lemme est la clé d’'un phénomeéne d’auto-
amélioration des estimées dont nous tirerons parti.

Nous conclurons cette partie par une estimée de type Moser, mais en présence d’un
terme source. Cette estimation est bon marché et elle s’avérera utile plus loin.

LEMME 2.3.2 (AMORCE) — On suppose V_ appartient a L2 (p(r)dvol) et on considére
une section localement Lipschitz o de E telle que (o, Ac + Vo) <0 et pour un certain

m>1:
/ lo|™ dvol = o(R?).
A(R,2R)

Alors pour R grand :

2
q
/ o3 d, | < %/ lo]™ dvol.
M\B(2R) R* JA(Rr2R)
Preuve.

En procédant comme dans la preuve du thépréme d’annulation, on trouve pour u :=
lo|™/? et y dans C°(M) :

2
(o) co(feev ).
M M M
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Par I'inégalité de Hélder, on obtient :

(f xqqum—n%)% <o [ p<r>)% ([ xrutory+2)"

+ C /|dx|2u2.
M

Maintenant, on prend R >> 1, R’ > 2R et on suppose x a valeurs dans [0,1], &
support dans A(R,2R’), constante a 1 sur [2R, R'], vérifiant |dx| < Z sur A(R,2R) et
ldx| < % sur A(R',2R’). Dans ce cadre, il vient :

(f xqqum—%)z < c ( o V1% p<r>>% ([ oy =2)"

+ L / 2+ 2 / u?
R? | A(R2R) R? Jaromy

Par hypotheése, l'intégrale [, [V_ "2 p(r) est finie : on peut rendre fB(R)C V™2 p(r)
aussi petit qu’on veut, en choisissant R assez grand, de sorte que 1’estimée devient :

2
2 \? C
’LLq r) n—2 g— u2—|——/ u2.
</A(2R,R/) pir) ) R? JA(r2R) R? Ju(r 2rr)

On fait tendre R’ vers l'infini :

/ uq,o(r)_ﬁ < 2/ u?,
M\B(2R) R? JA(r2R)

[SEIN]

LeEMME 2.3.3 (CLE DE L’AUTO-AMELIORATION) — Supposons que V_ appartienne a
Vespace L™?(p(r)dvol) et considérons une section localement Lipschitz o de E, appar-
tenant a L™ (E,dpu,) pour un réel m > q/2 et vérifiant (0, Ao + Vo) < 0. Alors pour R

grand, on a :
[ detamse | o du
M\B(2R) A(R,2R)

Il en résulte Uexistence d’un réel a > 0 tel que

[ ot du, = o).
M\B(R)

Remarque 2.3.2. La preuve montrera qu’on peut choisir un exposant a dépendant conti-
niiment de m.
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Preuve.
Posons m’ = 2m/q. La preuve précédente dit que pour R grand, avec la méme fonction
de troncature y et u := |o|™/?, on a :

2
__2 q 2 9
( [ oot ) <c [ Jat
M M

Invoquons l’inégalité de Holder :

En se rappelant la définition de p et la propriété de doublement du volume, on voit les
estimées :

/ ldx|" p(r) < CR™"p(2R)vol A(R,2R) < C
A(R,2R)

et

/ ldx|" p(r) < C,
A(R' 2R')

[SEIN

ce qui conduit &
2

2

__2 m _2 \*

( / o™ p(r) ) sc( / o™ p(r) ) .
A(2R,R’) A(R,2R)UA(R' 2R’)

En faisant tendre R’ vers 'infini, on justifie la premiére partie de I’énoncé :
2

m __2 m __2
/ o] p(r)" %2 < C / o™ p(r)~ 2.
M\B(2R) A(R2R)

Si l’on introduit la fonction I : R +— fM\B(R) |J|mp(r)_£, on voit qu’elle vérifie
I(2R) < C(I(R) — I(2R)), i.e.

C
12R) < 5= 1(R). (2.16)

Choisissons R; grand et notons kg Uentier vérifiant logy R/ Ry < kr < logy 2R/R;. Une
itération de 'inégalité (2.16) livre 'estimée

C N C N\ m
I(R) < <O—+1> I(R/27%) < <C’—+1> ol Zm (2,41,
qui entraine

C logy R . o
< — ng( 1)'
I(R) < C <—c - 1> R (%

Puisqu’on a CLH < 1, la seconde assertion est prouvée. l
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Nous allons maintenant prouver des estimations importantes pour la suite, mais
trés classiques. Pour les obtenir, on pourrait se débrouiller sans poids, avec juste une
inégalité de Sobolev locale sur les boules (comme dans [SC]). Ce n’était pas le cas
pour les inégalités précédentes, elles nécessitaient réellement une inégalité globale et pas
seulement & une échelle « R » : dans les preuves, on travaillait sur un anneau du type
A(R, R') puis on faisait tendre R’ vers l'infini.

LEMME 2.3.4 (ITERATION DE MOSER) — Supposons que, pour un certain nombre x >
n/2, le potentiel V satisfasse ’estimée :

r—1 17'111/2 5
/ V_[* p(r) T dvol =0 (p(m)2R?).
A(R2R)

Considérons une section localement Lipschitz o appartenant a L' (E, p,) pour un certain
réel m > 1 et vérifiant (o, Ac + Vo) < 0. Alors pour R grand, on dispose de l’estimée :

n 1/m
—2___9\2m m
sup o] < C (p(R)77R?)? ( / o] dup> ,
A(R2R) A(R/2,5R/2)

1.€e.

c 1/m
sup o] < / o™ dvol )
A(R,QR)‘ | vol A(R/2,5R/2) ( A(R/2,5R/2)‘ |

Preuve.

Fixons § > m. Dans cette preuve, C' désignera toujours une constante indépendante de
(. Toujours par la méme technique, si y est lisse & support compact dans M, on obtient
Pestimée :

2
aB __2 \4q
( [ xtlol% ot ) <cp [ el Wv-lwe [ el e
M M M

On peut définir des nombres ¢ et s par les relations

1 1 1 g 1
iR R | d =—+-=1, 2.18
T + s * t an 2s + t ( )
Notons, pour plus tard, la formule t = —2—. L’inégalité de Holder fournit :

x—n/2"
8 / ol V.|
M

=0 </Suppx |V—‘IP(T)"7211> 5 (/M X! ‘U|§ P(T’)_ﬁ> g (/M X2 lol? p(?‘)_%> ?
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Etant donné e > 0, I'inégalité de Young et (2.18) donnent une constante C. telle que

2 o ol pry e )’
5[ ol < e(/Mx 101% p(r) )
oot ([ er e =) ([ el s o).
/| 1 p(r) /Mx ol? p(r)

Par conséquent, pour e choisi petit (indépendamment de la valeur de /3), on obtient dans
(2.17) :

2 t
([ ol o =2)" < cor ([ wepae =) ([ 3ol o)
M supp x M
+ 0 [ Jax?ll.
M

Etant donnés R; < Re < 5R; et 0 < & < R;/2, on considére une fonction de troncature x
avec les propriétés suivantes : elle prend ses valeurs dans [0, 1], elle vaut 1 sur A(Ry, R2),
elle vaut 0 hors de A(R;—0, Ry+0) et sa différentielle est bornée par 2/§. Notre hypothese
sur le potentiel, grace a (2.14), implique

( / |v_|xp<r>n7211> < Cp(Ry — 8)73 (Ry — 6)
A(R1—8,Ry+9)

Avec ceci, notre estimée donne

[ O
A(R1,R2)

t _ _nEQ o —2 B _nzz
CB p(Ry — 6)72(Ry — 6) lo|” p(r)
A(Rl —5732-1-5)

[SRIN)

IN

+ Cp(Ry+0)7267 ol plr)" 72
A(R1—6,R2+9)

t g 52 B =
CB p(Ry) 726 lo]” p(r) 2,
A(R1—6,Ra+6)

IN

de sorte que pour la mesure 1,, on a
¢ 2 __o\1/B
ol Loarzacry,ra)) < (Cﬂ p(R2)"—26 ) loll Lo a(ry—6,Ra+6)) - (2.19)
Etant donné R grand, on pose, pour tout entier naturel % :

k k
B i=m (g)k §p=2""1R  Ryu:=R- ; 8i, Roy:=2R+ ;5
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En itérant (2.19), on attrape ||o|| 5. (ar2r)) < Ck ||J||LQO(A(R1’k7R2’k)) ou la constante
C}, s’estime par

1/8; >ZH 1/B;

k—1 .
Cy < H (CﬂfP(R)%R_%li) < <C’p(R)%R_2 (4(q/2)t) 0 1/Bi '
=0

Comme >, ﬁi = g et 2220 5 < 00, ceci entraine
K2 K2

n_

limsup C, < C (p(R)ﬁRﬂ) o

k— o0

et donc

n

2 . _9\2m
sup |o|= lim |o < C(p(R)"2R? ol rm .
A(RQR)‘ | k_mH Lok (A(R.2R)) (( ) ) ol macr/2,5R/2))

[ |
Le lemme suivant généralise I'estimée L (2.3.4) en présence d'un terme source, a
la maniére de [TV].

LEMME 2.3.5 (ITERATION DE MOSER AVEC TERME SOURCE) — Supposons que, pour
un certain nombre x > n/2, le potentiel V satisfasse l’estimée :

r—1 z—'1n,/2 5
/ [V_I* p(r) /2T dvol =0 (p(R)mR_Q) .
A(R2R)

On se donne une section localement bornée ¢, ainsi qu’une section localement Lipschitz
o appartenant ¢ L™ (E, j1,) pour un certain réel m > 1 et vérifiant (o, Ao+Vo) < (o, ).
Alors pour R grand, on dispose de l’estimée :

C R?

sup |o] < oWl Lmacry2,5m2) +C

|l L= -
A(R,2R) vol B(o, R)i 3 19l acmany

vol B(o, R)

Remarque 2.3.3. Pour = n et m = 2, on obtient que si |[V_| < Cr~2, alors

C
sup o] <

A(R2R)  vol B(o,R)? I 2arszsrs) + CR 16l am) -

Cette formulation est pratique.

Preuve.
On pose u := |o| + F, avec

2 o\3: L . S
Fi= (p(B)=2R"?) / 1B1% p(r) 77 duol
A(R,2R)

Le cas ou ¢ est nulle est traité par (2.3.4 ) donc on peut supposer F' # 0.

1
x
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Afin d’éviter des problémes quand o s’annule, introduisons les régularisations v, :=

\/ o> + € et u := v + F. En notant que

vAve < (0,A0) < |o| ([V_||o| +|¢l]a])
et donc
Ave < |V_|ve + 9],

on trouve

Aue < V- | + 6] < (|v I+ '¢')

Par choix de F, on peut appliquer 'estimée sans terme source (2.3.4 ) :

C

sup e < ———— [[uc|[ pm
A(R2R) vol B(o, R)m L ARI258/2)

En faisant tendre € vers zéro, on peut effacer les epsilon de la formule. On en déduit :

C
sup |o| < sup u<

——— ol +CF
A(R,2R) A(R,2R) vol B(o, R)% L™ (A(R/2,5R/2))

et la formule annoncée s’obtient en observant que F' est majoré par

_n _1
P(R) R % ||6]l 1o amamy) = VOl B(0, R) ™ B2 [[6]l 1o a(mam)) -

Nous continuons notre étude des opérateurs de Schrodinger par la preuve d’une
inégalité de type Gagliardo-Nirenberg.

2.3.3 L’inversion des opérateurs de Schridinger.

Nous cherchons & résoudre (A + V)o = 7, 7 étant donné dans un espace appro-
prié. Notre objectif est d’obtenir des solutions ¢ bornées. Pour ce faire, on a besoin
d’estimations. La premiére découle trés vite de 'inégalité de Sobolev & poids.

LEMME 2.3.6 — Etant donné n—+2 < s < g, on peut trouver une constante C(n, s) telle

que pour toute section lisse a support compact o, on a

o]l a1

Ln=2s (E,u,) — olr )n/2—1 dvol) )

Preuve.
Posons k = —25-"5= 2 > 1 et prenons o dans C’oo( ). On applique 'inégalité de Sobolev
3 poids 4 la fonction localement Lipschitz |o|*

Lo n2k k k 2%—1

Sl o< [ Jaol)] = [ ol atel) <k [ jo 7t Alol.

S LT (Bopp) M M
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L’inégalité de Kato implique alors

2%k—1 n(s—1)
— o Ac| =k o| =2
Sl <k [ 1ol [Ba] =k [ 1o

En faisant appel a l'inégalité de Hélder, on parvient &

Slolas, <k ([ !Ka\spw)—n?;ldvoz)l/s (/ |a|n’138dup)l_l/s,
S Ln=2s (E,up) — M M

1 1/s
ol oty < ([ Bl o7 duet)

Aol

d’ol

Une itération de Moser va nous fournir un estimée L°°.

LEMME 2.3.7 — Etant donnést > n/2 et x > 1, il y a une constante C(n,x,t) telle que
pour toute section lisse & support compact o,

o zonte
ol () = Cln, z,2) <52t‘” [Aa* =1 Ilallfw(E,up>)

LY(E,p(r)™/2=1 dyol)

Preuve.
Comme plus haut, on voit que pour toute section o de C2°(F) et tout nombre k& > 1,

on a : y
q
(/ |J|kqd,up> < kS/ || 21 |Ac | dvol.
M M

Par I'inégalité de Hélder, on en déduit :

. 2/q o 1 1/t (2h_1)t 1-1/t
lo|™ dp, <kS |Ac | p(r)=2=T dvol lo| =T dpu, .
M M M

Définissons la suite (3;) par fo =z et i1 = 4 (%@ + 1). Pour tout entier naturel 4,
on a alors :

Bi -1 3 ¢
I ) < (a7 BN (ol )

) 1/t _
Ny =S </ ‘Za“p(r) ”/2—1dvol> et (= alt — 1) > 1.
M

En itérant ceci, on obtient pour tout entier naturel 7 :

ou

q/2

IR P TS 158" ¢
lo ”L&Eu < (g N2 B; (”UHL"O(EW)) ’
j=1
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Ainsi :

¢
1 LCi—l 7 C—j 264 g—l
loll oo iy < (a7 V)2 0 | T35 (1) ™
j=1
Avec 3; = (¢ (ﬁo + 2(4“[1—1)) — 2(qq—1)7 on voit que % tend vers m quand 7 tend

vers 'infini. En écrivant
i , i i 3
(S :m—J -J [at'l
log Hlﬁj —Zlyc logc+Zlc log 5,

on voit que cette expression a une limite quand 7 tend vers l'infini. En fin de compte,

on trouve
3
pICe) 00 Bo+greeTy
AL ¢ | ﬁ0+—$(< :
||U||L°°(E7Up) < (47N «y Hﬁj lo HL‘*0 (B.pp)
J=1
Puisque 2(<‘]_1) = 2t — et o = z, c’est ce qu’on voulait. B

Ces faits ménent au

THEOREME 2.3.8 (INVERSION DU LAPLACIEN DE BOCHNER) — Fizons nous un ouvert
a bord lisse ), ainsi que deur nombres réels, s € [n+2, 5[ et t €]5, +ool. Alors on peut
définir un opérateur continu

—1 s—1 ¢ t—1
A LP (Eg,p(r) n/2=1 dvol) NL <Eg,p(r) "/2*1dvol> — L™°(EQq)

qui 1nverse le laplacien de Bochner sur ), avec condition de Dirichlet. De plus, il existe
une constante C = C(n,s,t) telle que toute section lisse a support compact o vérifie
lestimée

1

M- = ezt
ol ey < €S | [[Ac]] o |[Ad] 1 :
Ls(Eq,p(r) 7/2=1 dyol) Lt(Eq,p(r) ™21 dvol)

Preuve.

L’estimée s’obtient en combinant (2.3.6) et (2.3.7). Etant donné ¢ dans C°(Eq), la
théorie L? fournit une solution lisse o & I'équation Aog = 9 sur Q N B(R), avec
condition de Dirichlet. On 1’étend en une fonction H{ sur  en la choisissant nulle hors
de B(R). L’estimée L™ (en regardant les preuves précédentes, on voit que cette estimée
est vérifiée par o) donne

1
. e =
loRll Lo gy < Clnys,1) S | Il 51 K 1
Ls(Eq,p(r) "/2=1 dvol) Lt(Eq,p(r) ”/2 1 dvol)
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Pour tout compact K, il y a un nombre Rx qui fait que la famille (ogr|x, R > Rg) est
uniformément bornée dans C*°(Ef) (par régularité elliptique), de sorte que le théoréme
d’Ascoli fournit une suite convergeant dans C°°(F ). Par extraction diagonale, on ob-
tient une suite (og,) qui converge vers o dans CO(Egq). o est alors une solution faible
de Ao = 1, donc est lisse, donc est une solution forte. Pour tout compact K, on peut
écrire ||0|| oo ey = limi—og ||JRi||L°°(EK)’ d’ou

1

e S tost o
ol < Cmst)s (17T o0 W™ |
L3 (Eq,p(r) ™/2=1 dvol) Lt(Eq,p(r) "/2=1 dvol)

En prenant le supremum sur les compacts K, on obtient une estimée L°° sur {2 tout
. o , -1 .

entier. On peut donc définir un opérateur A = sur C°(Eq), continu pour les normes

annoncées. On ’étend alors par continuité. B

Par une technique de perturbation, on en déduit un résultat analogue pour des
opérateurs de Schrodinger.

THEOREME 2.3.9 (INVERSION DES OPERATEURS DE SCHRODINGER) — Soit s un réel

de [n2—f2, 5[ et t un réel de |5, +00[. On peut trouver un nombre n(n,s,t,S) > 0 tel que,

si on se donne un ouvert & bord lisse 2 et un potentiel V vérifiant

1 _—

max (nv_n c v .
Ls(Q,p(r) /2=1 dvol) Lt(Q,p(r) /2= dvol)

S Y
alors il existe un opérateur continu

~ s—1 t—1

(A+ V)™t . L¥(Eq, p(r)»/>Tdvol) N L'(Eq, p(r)*/>~T dvol) — L™ (Eq)
inwversant opérateur de Schridinger correspondant.

Preuve.

D’abord, il convient de remarquer que ’analyse menant au théoréme précédent s’ap-
plique parfaitement & l’opérateur H := A + V. Définissons alors 7(n, s,t) comme étant
S divisé par la norme de

H™': L*(Eq. p(r) 777 T dvol) 0 LY(Eq, p(r) "7 T dvol) — L®(Eq).
Notre hypothése sur le potentiel V' garantit que
V_ : L®(Eq) — L*(Eq, p(r) "7 T dvol) N L*(Eq, p(r) "1 dvol),

est un opérateur continu de norme strictement inférieure a n(n,s,t)/S. Donc H1V_
est un endomorphisme continu de ’espace de Banach L>°(Eq), de norme strictement
inférieure & 1 : opérateur Id +H 'V_ est un automorphisme de L*°(Eq). On peut

alors définir Popérateur (Id +H 'V )"'H-1 = (A 4+ V)71, de L*(Eq, p(r) ns/;ldvol) N
t—1
LY(Eq, p(r)"/2=1dvol) vers L°(Eg). R
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2.3.4 Le noyau de l'opérateur de Schrédinger.

Grace au théoréme 2.3.1, on sait que si la norme du potentiel dans L"™/?(pdvol) est
petite par rapport & la constante de Sobolev, ’opérateur de Schrédinger correspondant,
vu comme opérateur non borné sur les sections L?, est de noyau trivial. On va voir que
si la norme du potentiel est seulement finie, alors le noyau reste de dimension finie; on
peut méme estimer sa taille. Un tel résultat a été prouvé par G. Carron [Car| en présence
d’une inégalité de Sobolev sans poids; nous allons généraliser ses travaux, en adaptant
ses preuves.

THEOREME 2.3.10 (THEOREME DE FINITUDE (1)) — Si le potentiel V vérifie
/ [V_[""2 p(r)dvol < oo,
M

alors le noyau L? de lopérateur A +V est de dimension finie.

Preuve.
Posons H = A + V4. Prouvons d’abord que V_l/ 2H-Y/2 est compact. L'inégalité de
Sobolev & poids dit que pour toute section lisse & support compact o, on a

1-2/n
(/ o1 p(r) ) < [ Jalol?
M

A Taide de I'inégalité de Kato, on arrive &

() ™ s e - |

ce qui prouve la continuité de I'opérateur
HY2 . LX(E, dvol) —s L2 (E, dp,).

L’inégalité de Holder donne aussi

J bl < (f, wer P<7“>>2/n (/[ 1015 otr)+2) o

ce qui, grace & notre hypotheése, assure la continuité de 'opérateur
2n
VY2 L3 (B, dp,) — LA(E, dvol).

Donc VY/2H=1/2 est un opérateur borné sur L?(E,dvol). Etant donné R > 0, soit xr
une fonction lisse valant 1 sur B(R), s’annulant hors de B(2R) et prenant ses valeurs
dans [0, 1]. L’opérateur xgpH /2 envoie L*(F) dans H(:)L(EB(QR)) donc, par le théoréme
de Rellich, il est compact en tant qu’endomorphisme de L2(EB(2 r))- Comme [V_| est

une fonction bornée sur les compacts (puisque continue), on en déduit que x RV_I/ 212
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est un opérateur compact sur L?(F). Quand R tend vers I'infini, y RV_I/ 212 converge

vers V2 H=1/2 en norme d’opérateur. Donc VI2HY2 et compact sur L?(E).
11 suit que
H—1/2v_H—1/2 _ (V_1/2H_1/2)*(V_1/2H_1/2)

est aussi compact. En particulier, 'espace propre Ker(Id —H~'/2V_H~1/2) est de di-
mension finie.

Considérons une section o dans L?(E) et telle que (A +V)o =0, i.e. Ho = V_o.
On veut prouver que H/2¢ est un élément de Iespace propre ci-dessus. Comme on ne
sait pas si o est dans le domaine de H, il convient d’étre prudent. On va d’abord vérifier
que o est dans le domaine de H'/2, i.e. H'/?0 € L*(E). Soit x un élément de C°(E).
En intégrant comme plus haut, on trouve

/‘Hlﬂ(xa)f:/ \dx|2\a|2+/ \V_Wxaf.
M M M

Avec l'inégalité de Holder et I'inégalité de Sobolev a poids, on trouve

2 2/n 2
[ el < [adior ([ wertan) s [ el
M M supp x M

Pour R grand et xy comme dans la preuve de (2.3.2), ceci fournit

/B(R)c

donc H'?¢ est bien dans L*(E).
De 0 € H-'/2L2(E), on déduit

2
H'2(0)|" < 88 |loll}2 R™2,

V% e VIPHV2L2(E) C I2(E).

Avec la continuité de V/?H=1/2 sur L?(E), on voit que H=12V"? est continu sur
L?(E), donc en fin de compte :

HV2V Ry 26 - g1y 5 e L(B).

Ceci garantit que (Id —H~Y2V_H~1/2)H'/2¢ est dans L?(E). Pour ¢ dans C2°(E), on
peut écrire

<HAd—H Y2V_HYHY?6,¢ > = < HHY*0c - H ?Ho),¢ >
= <o, HHY?>-H'?H)¢ >
= 0

de sorte qu’au sens des distributions :

HId—-H Y?v_H V%) HY?6 = 0.
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Ainsi, (Id —H~Y2V_H~'/2)H'?5 est un élément de Ker;2 H = {0} :
1d—HV2v_H ) H 6 = 0.

Il s’en suit que le noyau de A +V = H — V_ est un sous-espace de
H™ Y2 Ker(Id —HYV2V_H'/?),

qui est de dimension finie. l

Pour obtenir une majoration de la dimension du noyau, on va s’appuyer sur le résultat
suivant, tiré de [GM] (voir aussi [Li]).

THEOREME 2.3.11 (GALLOT-MEYER) — Soit E — M wun fibré vectoriel euclidien de
rang k. Munissons M d’une mesure finie A et considérons un sous-espace vectoriel L de
L?(M, ), de dimension finie N > k. Alors, pour q > 2,

L (k) 2
Lq‘I(N) < )\(M)l 2/q <w / || ||Lq(E‘)\ > >

ot Sy est la sphére unité de L, wy est le volume de la sphére unité dans RN et Lq estla
fonction décroissante suivante, obtenue o partir de la fonction I' d’Euler :

L .Mz<r<x—zq>>2/‘l
AN O

2
M o .
A0 (s sl )

De plus,

IN

Une conséquence est le

THEOREME 2.3.12 (THEOREME DE FINITUDE (2)) — On suppose le potentiel V vérifie
/ IV_|"2 p(r)dvol < oo.
M

Soient k le rang de E, N la dimension du noyau L? de A+V et ¢ = 2. Pour N > k,

o ;((]]iz) <s </ VM2 p(r )dvol>2/n;

Autrement dit, pour tout entier Ny supérieur ou égal & k, si

S ( /M VaRE p(r)dvol>2/n < L:q(gﬁz)

dim Kery2 (A + V) < Np.

alors

70



Preuve.

On a vu dans la preuve précédente que K := Ker;2(A+V) est un sous-espace du domaine
de (A + V+)1/ 2 de sorte qu’avec 'inégalité de Sobolev, on voit que tout élément o de
Kerp2 (A + V) vérifie

2/q
</ |U|qp(7“)_"22d210l> §S/ (o, V_o)dvol.
M M

Définissons dA = [V_|"/2 p(r)dvol et F : K — L*(E, \) par
F est injective (son noyau est inclus dans Kery2(A + V) = {0}) et pour tout o de K,

o </M |F(a)|qd>\> T S/M 1F(o) dA.

En appliquant 2.3.11 & F(K), on trouve

2/q
Lg(k) 1-2/ 1 / q
< MM T — s ds
Lq(.]V) ( ) WN SF(,C) || ||Lq(E‘7)\)

< AM)'?ag

2/n
_ < / |V_|"/2p(r)dvol> s.
M

On peut aussi combiner 2.3.11 et 'estimée L*° du paragraphe précédent.

THEOREME 2.3.13 (THEOREME DE FINITUDE (3)) — Supposons que le potentiel V
vérifie
s—1 r—1
V_ € L*(Eq, p(r)"2=Tdvol) N L*(Eq, p(r)"2=1 dvol)

avec T?—]:Q <s< g <z Alorsily a une constante C = C(n, s, x) telle que la dimension

de Kery2(A + V) est majorée par

s(x—n/2)
max [ 1, C'[|SV_|* ) |SvV_|| " ‘g E.
L#(E,p(r) /2~ T dvol) L3 (E,p(r) ">~ 1 dvol)

Preuve.
Soit k£ :=rg E. On suppose la dimension de Ker Lz_(Z + V) supérieure a k. Comme dans
2.3.8, on voit que tout élément o de K := Kery2(A + V) vérifie

=R =n pr
loll i)™ < Cln,s,2) [SV_o| " o1 [SV_ol|* o1
Ls(E,p(r)n/2=1 dvol) L=(E,p(r)n/2=1 dvol)

9
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de sorte que

||U||zﬁ<>(nE) < C(n,s,z)||SV_|"~ % s—1 ||SV—<7||m o—1 .
Ls(E,p(r) "/2=1 dvol) L (E,p(r)"/2=1 dvol)

z—1
Définissons dA = |SV_|" p(r)»/2=1dvol et observons l'inégalité

x—1
V_o|* o < |lo||*22 / a2V ¥ p(r)n/2=1dvol.
Vool o SNl |l V7o)
On en tire
2 2
2z—n n n— 25 2z—n
loll 5y < Cln, s,2) [|SV_|| 1 ol 72 (.0 »

Ls(E,p(r)™/2=1 dvol)

si bien qu’en voyant K comme sous-espace de L?(E, \), 2.3.11 fournit

2
dimK < kAM) <maX||5||L°°(E,)\)>

sESK
s(2z—n)
< KISVl o C(n,s,a)% " [|SV- |7 e
L= (E,p(r)yn/2—1 1clvol) Ls(E,p(r)n/2— 1dvol)

2.4 Premiéres applications.

2.4.1 Cohomologie L.

Notre étude des opérateurs de Schrodinger va nous fournir des informations géomé-
triques dés que le potentiel ne dépend que du tenseur de courbure. Par exemple, quand
I'inégalité de Sobolev a poids est valide, le théoréme d’annulation (2.3.1) dira que sous
une hypothése de courbure, le noyau d’un tel opérateur géométrique doit étre trivial.
Nous nous intéressons ici au cas du laplacien de Hodge A = dd* + d*d. Cet opérateur
agit sur les formes différentielles en préservant leur degré. En degré k, il est bien connu
qu’on a une décomposition de Weitzenbock

AP =A 4+ RF,

ot le potentiel R¥ est un champ d’endomorphismes symétriques du fibré vectoriel des
formes extérieures de degré k sur M ; de plus, R* s’'obtient algébriquement & partir
du tenseur de courbure. Par exemple, R! s’identifie au tenseur de Ricci. Nos résultats
s’appliquent dans ce cadre et donnent des informations sur la cohomologie L? (réduite)
Hrz2(M). Nous nous référons & [Car| pour les définitions. Disons simplement que H%, (M)
s’identifie au noyau de A*, vu comme opérateur non borné sur les formes différentielles
L? de degré k.
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Le théoréme suivant est une application directe de 2.3.1, 2.3.10, 2.3.12 et 2.3.13.
Rappelons qu’avec ¢ = 2n/(n — 2), on a défini dans 2.3.11 :

: .mz<r<%ﬂ>>“
A O

THEOREME 2.4.1 (COHOMOLOGIE L?) — Soit M™, n > 3, une variété riemannienne
compléte connexe non-compacte et vérifiant pour un certain point o :

2n 2 1_%
YV f e C%(M), (/M|f|n2po(ro)_n2dvol> < S, (M) /M \df |2 dvol.

Pour tout entier naturel k,
< 00, alors dimH%, (M) < oo ;

~ si HRli
< So(M)™L, alors H]'f} (M) ={0};

- s HRIXHL%(pO(ro)dvol)
—- 81 HREHL%(pO(TO)dM) < SO(M)_lLZq(g\’;g) pour un certain entier Ny > (Z), alors
dim H?(M) < Np;

pour 5 < s <n/2 <t il y a une constante C' = C(n, s,t) telle que la dimension

de H%,(M) est majorée par
<Z> max (1, C ‘

COROLLAIRE 2.4.2 — Soit M™, n > 3, une variété riemannienne compléte connexe,
courbure de Ricci positive et vérifiant pour un point o et pour des réels v > 2 et C, > 0 :

1 B(o,t t\"
wt> 50 YABOY S o (1)
vol B(o, s) s

H L% (po(ro)dvol)

z
n/2—s

" (x—n/2)
g HSO(M)R’i ‘ o .
Lt (po(re) /T dvol) L5 (po (o) 7/2=1 duol)

SO(M)RE(

Si le tenseur de Riemann vérifie est dans L= (p,(r,)dvol), alors les espaces de cohomo-
logie L? sont de dimension finie (et on dispose des estimées du théoréme).

2.4.2 Uniformisation de la courbure scalaire.

Nous souhaitons expliquer comment nos techniques permettent de trouver des mé-
triques & courbure scalaire nulle (au dehors d’un compact) dans certaines situations. Le
théoréme suivant généralise un résultat de [CH].

THEOREME 2.4.3 (UNIFORMISATION DE LA COURBURE SCALAIRE) — Soit M", n > 3,
une variété riemannienne compléte conmnexe, 4 courbure de Ricci positive et vérifiant
pour un point o et pour des réels v > 2 et C, >0 :

1 B(o,t t\"
vissso0, Y4B o (1Y
vol B(o, s) s
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On suppose que la courbure scalaire Scal de (M, g) vérifie

Scal € L*(Eq, p(r) e dvol) N L*(Eq, p(r) e dvol)

2n n ) S hor
avec 55 < s < 5 <. Alors, hors d’un compact, on peut trouver une métrique confor-

mément quasi-isométrique & g dont la courbure scalaire s’annule.

Remarque 2.4.1. Si la courbure scalaire est petite au sens de I’espace
s—1 x—1
L*(Eq, p(r)"?=Tdvol) N L*(Eq, p(r)"7?>~1dvol)
on peut méme rendre la courbure scalaire nulle partout.

Preuve.
Quand on fait un changement conforme de métrique pour obtenir une métrique g =
4

vn-2 g, avec v une fonction lisse strictement positive, la courbure scalaire se transforme
selon 1’équation de Yamabe

n+2
Cn'l)n_i—Q Scalg = Ag’l) +cn SC&IQ v,
avec
n—2
4(n—1)

En posant v = 1 + u, on est ramené a résoudre

Cp =

Agu + ¢, Scaly u = —c,, Scalg

au dehors d’un compact. Une application du théoréme d’inversion 2.3.9, au-dehors d’un
compact pour garantir la petitesse des normes en jeu, fournit une solution u petite en
norme L°°, d’ou le résultat. B

2.5 Les variétés Ricci plates.

2.5.1 Critéres de platitude.

Nous allons voir que 1’inégalité de Sobolev a poids et I'inégalité de Hardy donnent
des informations dans le cadre des variétés Ricci plates, i.e. & courbure de Ricci nulle.
Comme les variétés Ricci plates de dimension 3 sont plates, nous supposerons toujours
la dimension plus grande que 4. Nous allons prouver des résultats de rigidité pour ces
variétés, sous I’hypothése de doublement inverse du volume. Dans ce paragraphe, nous
montrons celles de nos variétés qui ont une courbure trop petite ne peuvent qu’étre
plates. Le « trop petite » sera précisé plus bas. L’outil clé est une propriété du tenseur
de courbure des variétés Ricci-plates. Bien sir, il se réduit au tenseur de Weyl W | mais
surtout il vérifie une équation elliptique non linéaire du type

AW =W x W,
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ol le membre de droite est une expression quadratique en W [Bes|. En particulier, soit
W est identiquement nul, soit il s’annule seulement sur un ensemble de mesure nulle.
Donc, en dehors d’un ensemble de mesure nulle, |IW] est lisse et vérifie une estimée du

type
AW < e(n) W],

ol ¢(n) est une constante universelle, i.e. ne dépendant que de la dimension n. Mainte-
nant, pour tout £ > 1, on peut écrire

AW =k WA W] = k(k— 1) W2 |d|W])* < ke(n) [W]FH

Il s’avére que cette inégalité est encore vraie pour des valeurs de k plus petites que 1.
Ce fait est rendu possible par 'inégalité de Kato raffinée ([BKN], [CGH]), qui dit que
le tenseur de Weyl W d’une variété Ricci plate de dimension n vérifie presque partout

n—1
d[W[* < ——= VW[
n+1
Gréace a cela, on trouve presque partout
AW < e(n)y W[,
n n—1

avec vy 1= n—j’ En effet, en notant la relation = = ﬁ, on peut écrire

AW = y[WTEAW] 4y (L =) [W[2 [d [ W]
9 (1 _
= WP (GAIWE +IWIR ) + 20 =) W]
= W ((W,BW) = VW) +5(2 =) W[ | W]

< )y W =y W2 VWP 4y W2 VIV
= c(n)y W[

A

Maintenant, étant donné k£ > ~y, on peut écrire k = ~l, [ > 1, de sorte qu’on a

AWE = A(w[)!

(WA ) =1 = D)W ) =2 ja(w )2
(W) e(n)y (W™

ke(n) [W[FH

IN

En fin de compte, pour tout k > v = Z—:i’, on a:

AWIF < e(n)k |WFTL (2.20)

Cette inégalité étant établie, on peut prouver nos résultats. Afin de mieux exprimer
nos théorémes de seuil, nous souhaitons introduire deux invariants.
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DEFINITION 2.5.1 — L’inwvariant « Sobolev-courbure » d’une variété riemannienne com-
pléte connexe M™ est défini par

oeM

SC(M) := inf [SO(M) ( /M |Rm|2 po(ro)dvol> Z] ,

ot Rm est le tenseur de Riemann. L’invariant « Hardy-courbure »est quant & lui :

HC(M) = inf [Hc,(M)zsx[puRm r3>] |

Nous utilisons la convention 0.00 = co.
Notre premier résultat de rigidité est le

THEOREME 2.5.2 (CRITERE DE PLATITUDE (1)) — Pour tout n > 4, il existe e(n) > 0
tel que toute variété riemannienne compléte connexe Ricci plate M™ vérifiant SC(M) <
€(n) est en fait plate.

Preuve.

Posons €(n) = %(n) (2 — %) le théoréme est une conséquence immeédiate du théoréme
d’annulation 2.3.1, appliqué a lopérateur A — c¢(n) |W| et a la section |W/|, grace a
I'inégalité de Sobolev & poids : si M est comme dans ’énoncé, en prenant m = 4 dans

(2.3.1), on obtient W = 0 donc M est plate. B

COROLLAIRE 2.5.3 — Pour tout entier n > 4 et tous réels v > 2 et C' > 0, il eriste
e(n,C,v) > 0 tel que toute variété riemannienne compléte connere Ricci plate M™ qui
vérifie pour un certain point o

vol B(o,t) t\"
t> _ > —
Vi 5>0, vol B(o, s) _C<s>

ainst que

/ |W|% Po(ro)dvol < €(n,C,v)
M

est en fait plate.

Il y a aussi un critére de platitude basé sur 'inégalité de Hardy (2.2.18). Une adapta-
tion facile de la preuve précédente fonctionnerait avec 1'inégalité de Hardy L2. Mais nous
allons plutot utiliser I'inégalité de Hardy L' : ce faisant, nous agrandissons la gamme de
volumes autorisée, (on passe de v > 2 a v > 1 dans le corollaire 2.5.5). Cela nécessitera
juste un peu plus de travail.

THEOREME 2.5.4 (CRITERE DE PLATITUDE (2)) — Pour tout n > 4, il existe e(n) > 0
tel que toute variété riemannienne compléte connezxe Ricci plate M™ vérifiant HC(M) <
€(n) est en fait plate.
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Preuve.

Posons e(n) = c¢(n)~!(n+2)~3 et choisissons un point o tel que H,(M)?sup,,(|W|r2) <
e(n). Onnotera H = H,(M), K = supy;(|W|r2) et k = 2£2 (ce dernier choix s'éclairera
a la fin de la preuve). Nous considérons, pour R grand, une fonction lisse x égale a 1 sur
B(R), nulle sur M\B(2R), prend ses valeurs dans [0,1] et vérifie |[dx| < %. L'inégalité

de Hardy donne
[t <n [ o w).
M M

On peut majorer le membre de droite a I’aide de I'inégalité triangulaire et de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

[ Jao ] < 2 [ i
M M

1/2 9\ 1/2
e (e efagwrf )
M M
Posons k' := k — 1/4. Pour préparer une intégration par parties, on tue au préalable le
facteur r dans la derniére intégrale :
2 ;12 /|2
[ aawf e = 2 [ @ aawi e < [ agw)

On peut écrire

Joefawif = [ faeawr - wi ]

/ 2 /
2 [ Jao W[z [ Wi .
M M

IA

On intégre par parties et on utilise (2.20) :

[ faaw)
M

2 ’ / !
Cos 2w am [ i g
M M
< 2We(n) [ WP v [ i
M M
< 2/€c(n)\/E/ X2|W|2kr_l—|—4/ |W|2k_1/2|dx|2.
M M
On en tire l'estimée :

/ CIWHet < on / X ldx] W2
M M

+ /8H2Kc(n)k? /MXQ\W]%?“_I

1/2 1/2
+ 4HK1/4k, (/ X2 |W|2k 7”_1> </ |W|2k—1/2 |dX|2> )
M M
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Notre choix de €(n) et k assure que /8H2Kc¢(n)k3 est strictement inférieur a 1, de sorte
qu’on obtient

(1— 8H2Kc(n)k3) / W2k
B(R)

1/4 1/2 1/2
- g/ |W|2k+8HK k </ |W|2kr—1> </ |W|2k—1/2> '
R M R M M

Rappelons que W décroit en 72 et que la croissance du volume est au plus euclidienne :
notre choix de k assure que les intégrales du membre de droite sont finies. En faisant
tendre R vers l'infini, on arrive 8 W =0. B

COROLLAIRE 2.5.5 — Pour tout entier n > 4 et tous réels v > 1 et C > 0, il eziste
e(n,C,v) > 0 tel que toute variété riemannienne compléte connexe Ricci plate M™ qui
vérifie pour un certain point o

vol B(o,t) t\"
t> _— > - .
vizs>0, vol B(o,s) — ¢ <s>

ainst que
sup([W| r2) < e(n, C,v).
M

est en fait plate.

2.5.2 Décroissance de la courbure.

Dans le paragraphe précédent, on a vu que quand SC(M) est petit, la courbure doit
étre nulle. En utilisant les lemmes de 2.3.2, on peut montrer que si SC(M) est seulement
fini, alors la courbure décroit & 'infini. Nous allons d’abord prouver une décroissance
quadratique, et ensuite nous I’améliorerons pour obtenir une décroissance plus forte, qui
permettra d’obtenir des conséquences topologiques. La clé de I’histoire est I'inégalité de
Kato raffinée.

LEMME 2.5.6 — Considérons une variété riemannienne compléte conneze Ricci plate
M?"™, avec n > 4. Supposons qu’il existe un point o de M et des réels v > 2 et C, > 0

tels que
vt>ss0, YABOY o (t
vol B(o, s) s

et supposons que le tenseur de courbure appartienne a L%(po(ro)dvol). Alors on a les-
timée |W| = o(r; ?).

Remarque 2.5.1. Si on suppose que W est comparable & une puissance de la fonction
distance 7, 7, I'hypothese [, (W |2 po(ro)dvol < +oo est équivalente a ¢ > 2 : le lemme
transforme donc I’estimée intégrale en I'estimée ponctuelle qu’on peut a priori espérer.
Le prochain théoréme va établir une amélioration automatique de cette estimée : c’est
une nouvelle manifestation de rigidité.
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Preuve.
Puisque (A — ¢(n) |W]|)|[W| < 0, on veut appliquer le lemme 2.3.4 & l'opérateur A —

c(n) |W]. Mais ceci nécessite une estimée sur le potentiel. On pose z = m, de sorte

qu’en particulier z —n/2 = —5. Pour R grand, le lemme 2.3.2 (avec m = n/2) implique :

17'111/2 C n
(/ ‘W|xdﬂp> < ﬁ/ |[W |2 dvol.
M\B(R) A(R/2,R)

Comme p(R) [ A(R/2,R) |W |2 dvol est uniformément majoré, il vient Iestimée suivante :

z—1

o1 w2 _1_,_”772—14—"%2
/ (W p(r) /=T dvol < CR™’p(R) o
A(R2R)

2

= CR*p(R)"=.

Ceci autorise 'usage du lemme 2.3.4 avec m =n/2 :

sup [W| < C/?(R)%R_2 </ w1/ dup)
S(R) A(R/2,5R/2)

< CR™? (/ W |/ p(r)dvol)
A(R/2,5R/2)

Et comme la derniére intégrale tend vers zéro quand R tend vers 'infini, le résultat suit.
|

S

THEOREME 2.5.7 (DECROISSANCE DE LA COURBURE (1)) — Considérons une variété
riemannienne compléte connexe Ricci plate M", avec n > 4. Supposons qu’il existe un
point o de M et des réels v > 2 et C, > 0 tels que

vol B(o, t) t\"
Vit > 0, —=>0C, | -
=520 vol B(o,s) — 0<s>

et supposons que le tenseur de courbure appartienne a L%(po(ro)dvol). Alors on a les-
timée
2 (v-2)(n-1)

W|=0(r;% pourb=2 et pour tout b < e
0% n—3

Preuve.
Posons w = |W|7 et by = sup{b >0/w=0 ([r2/V(T)]b>}. On sait par 2.5.6 que
w = O(r~?); comme V(r) < w,r™ (Bishop), cela implique w = O(V(r)~27/") =
O([r?/V (r)]?/™), de sorte que by est strictement positif. Supposons by < 1. Alors on
peut choisir b1 > 0 et m > 0 pour que

n n n

M =2 -2 n-2
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Puisque by < by, w = O <[7’2/V(T)]bl), donc pour tout R > 0,

mby

[ e, < CIRVER]™ ) VR
A(R2R)

= C[R/V(R)]
< CR—(V—2) (mbl —ﬁ) )

mby — —an

Ceci implique [, |w|™ dp, < +o00. Comme on a presque partout (A —ye(n) [W])w <0,
on aimerait appliquer le lemme 2.3.3 & la fonction w, qui n’est malheureusement pas

localement Lipschitz. Pour contourner cette difficulté, on considére u. := \/|W|? + e,
€ > 0. Un calcul direct donne presque partout :

wdu] = (WA W] = e |dW2) + (1 =7 W2 d 2

< 22 (WA W]+ (1= 9)ldW]?).

En utilisant l'inégalité de Kato raffinée comme dans la preuve de (2.20), on obtient
(partout) : B
ul A < A (W, BW).

Comme dans la preuve de (2.3.1), en faisant tendre e vers zéro, on parvient & établir
la premiére inégalité dans la preuve du lemme 2.3.3 (m > —%5). En fin de compte, on

arrive & :
/ ™ dpsy = O(R™),
M\B(R)

pour un nombre a > 0 qui est indépendant du choix de m dans un voisinage de m.
Si maintenant on applique le lemme 2.3.4 pour ce m (de nouveau, il faut adapter la
preuve pour contourner le fait que w n’est pas localement Lipschitz), on trouve pour R
grand :

supw < C (p(R)%R_Q) m ga/m
S(R)
= C[R*/V(R)] 707 Ro/m

__n

< C[R/V(R)]7TT T,

ol on a utilisé la croissance sous-euclidienne du volume. Quand m tend vers m,

I’exposant tend vers b, + *’0(’;752)“ : si on choisit m assez prés de W, on obtient une

contradiction & la définition de b,. Donc b, vaut au moins 1 et, avec la minoration du
volume, on a prouvé le résultat. B
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COROLLAIRE 2.5.8 (TOPOLOGIE FINIE) — Soit M™, n > 4, une variété riemannienne
compléte conneze Ricci plate, vérifiant pour un point o et des réels v > 4Z—j, C,>0:

vol B(o,t) t\"
> _—X > -] .
vizs>0, vol B(o,s) — Co <5>

Si de plus le tenseur de courbure appartient a L= (M, py(ro)dvol), alors M est de type
topologique fini, i.e. homéomorphe & Uintérieur d’une variété compacte o bord.

Preuve.
Le théoréme 2.5.7 donne une décroissance surquadratique de la courbure de sorte que
[A1], [A2] s’appliquent. W

On peut se demander si le taux de décroissance limite dans 2.5.7 est en fait atteint.
En fait, c’est vrai.

THEOREME 2.5.9 (DECROISSANCE DE LA COURBURE (2)) — Considérons une variété
riemannienne compléte connere Ricci plate M™, avec n > 4. Supposons qu’il existe un

point o de M et des réels v > 42—:% et C, > 0 tels que
vol B(o, t) t\"
Vi>s>0, ———2 >0, | -
=9 vol B(o,s) — O<s>

et supposons que le tenseur de courbure appartienne & L= (po(ro)dvol). Alors on a les-
timée
_(w=2)(n—-1)
W|=0(@, " ).
Preuve.
Dans [Gur|, M. Gursky étudie l'opérateur géométrique suivant :

n—2
4(n—1)

Cet opérateur est conformément covariant : si ¢ est une fonction lisse et positive, on a

Ly:=Ay+ Scaly —ye(n) (W], .

L & =¢ m2Ly(e.) (2.21)
pn=2g
Nous voulons utiliser cette propriété pour trouver dans la classe conforme de notre
métrique Ricci plate g une nouvelle métrique g pour laquelle on aurait au dehors d’un
compact :
Lg = Ag,
ie. n_9
1

4
Cherchons g sous la forme g = (14 u)"-2g, ol u est une fonction lisse & déterminer. En
appliquant (2.21) a la fonction constante & 1, on trouve

Ly(1) = (1) = (1 +u) "2 Ly(1+u),

4
(I4+u)n=2g
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de sorte qu’avec Scal, = 0, il vient

n—2
4(n —1)

_n+t2

Scalg —ye(n) [W|; = (1 +u)" =2 (Agu — ye(n) [W],)(1 +u).

Nous devons donc résoudre
Agu —e(n) W], u = ~ye(n) W], . (2.22)

En fait, on va résoudre cette équation sur M\By(o, R), pour un R assez grand. Nous
voulons appliquer le théoréme d’inversion 2.3.9 a Ay —vc(n) |[W|,. L’hypothése v > 4n=2
assure “=2 > 2 : le théoréme 2.5.7 donne |W| = O(r~?) pour un b > 2. En particulier,
avec la borne euclidienne sur le volume (Bishop), on obtient pour ¢ > 0 petit :

n/2+6—1
/ (W[5 p(r) /2T dwol < oc.
M
En choisissant R assez grand, on peut garantir

n/2+6—1

1
/ n/2%E3
So(M) ( / [W |25 () nrz—T dvol) <n(n/2,n/2 —6,n/2 + 6).
M\By(o,R)

Ainsi, 2.3.9 fournit une solution bornée u de (2.22) sur M\B,(o, R); et en prenant R
encore plus grand si nécessaire, on peut méme supposer ||u|; < 1. Quitte & étendre
u & M de facon convenable, on obtient une métrique g qui est conformément quasi-
isométrique a g et dont 'opérateur de Gurski se réduit au laplacien de Beltrami hors
d'un compact. Par régularité elliptique, u est C? (les coefficients de ’équation sont
Lipschitz) et cela nous suffira.

Ensuite, on observe que la o [Wy|, est strictement positif, |Wg|; est lisse et

Ly [Wyly = Dg [Wy[g — ve(n) [W], [Wyl] <0,
si bien qu’avec (2.21), on a
Ly((1+ )" W,[1) <0,

ce qui signifie
Ag((L+u)™HW[7) <0

au dehors d'un compact.

Or, puisque (M, g) est quasi-isométrique a (M,g), (M, g) vérifie la condition de
doublement du volume ainsi que 'inégalité de Poincaré a 1’échelle. Or ces propriétés
(ensemble) sont équivalentes a I’estimée suivante sur le noyau de la chaleur p (.,.) : pour
x, y dans M, et pour ¢ > 0,

ke (—M) < pulay) < ﬁ exp <_M>
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(cf. [SC], [Grig]). Comme il y a une constante A, telle que pour tout ¢t > 1, Vi(o,t) >
At”, avec v > 2, ceci entraine Pexistence d’une fonction de Green strictement positive
G(.,.) : C’est simplement [ p;(.,.)dt (|[LY]). A I'aide de cette formule et de la majoration
du noyau de la chaleur, on obtient G(0,z) = O(r,(z)?>7) quand 7,(z) tend vers I'infini.
Le principe du maximum assure que pour tout point = de M\By(o, R), avec R grand :

v

maxg(o,r) (1 +u) " W[ Glo.x)

ming, g) G(o,.)

(14 u) ™ W3 (2) <

On en tire sup |[W|= O(Rz;u). [
S(o,R)

Remarque 2.5.2. Quand v = n = 4, on obtient la méme décroissance que dans [BKN].
Et la métrique d’Eguchi-Hanson montre qu’elle est optimale.

Remarque 2.5.3. Notre estimée est optimale pour la métrique Taub-NUT et les métriques
de Schwarzschild (voir le chapitre d’exemples, au début de ce mémoire).

2.5.3 Décroissance des dérivées de la courbure.

L’objet de ce paragraphe est d’obtenir de bonnes estimées sur les dérivées covariantes
de la courbure d’'une variété Ricci-plate dont la courbure décroit & ’'infini. Ces estimées
nous seront nécessaires plus loin.

PROPOSITION 2.5.10 — Soit M", n > 4, une variété riemannienne compléte Ricci plate
satisfaisant pour un point o l'inégalité de doublement inverse

vol B(o, t) t\"
Vit > 0, ——=>0C, | -
=520 vol B(o,s) — 0<s>

avec v > 2 et C, > 0. Alors I’estimation de la coubure
W[ =0(r,*),

avec a > 2, entraine, pour tout entier naturel i, une estimée sur la dérivée covariante
d’ordre i :
VW | < Cirg

Preuve.
Il est important de noter que la formule

AW =W « W,
entraine pour entier naturel k [TV] :
k . .
AVIW = VW« VFIW (2.23)
i=0
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En nous appuyant sur cette équation, montrons par récurrence sur ¢ les estimations
VW] < Cirg o7

Le cas i = 0 est contenu dans ’hypothése. Supposons donc l'estimée établie pour ¢ < k,
avec k > 0. Par la formule 2.23, on a

k
(A —Wx)VHHW =" Vi« v
i=1
Par hypothése de récurrence, le membre de droite est majoré par Cy 17,20 #~1. Lesti-
mée (2.3.3) fournit donc :

sup ‘VkHW‘ < _ Crn Cry1RY27E (2.24)

A(R,2R) vol B(o, R)%

Soit x une fonction lisse positive valant 1 sur A(R/2,5R/2), 0 sur A(R/3,3R) et a
gradient borné par 10/R. On a

Vk-i—lw‘

L2(A(R/2,5R/2)) *

2 2
Lo [T [ (7))
A(R/2,5R/2) A(R/3,3R)
d’ol aprés intégration par parties :
2 2 _
/ (v’fﬂw( < / Idx |2 (v’fw( +/ (VEW, AV,
A(R/2,5R/2) A(R/3,3R) A(R/3,3R)

En utilisant (2.23), on obtient la majoration

2 100 5
/14(R/2,5R/2) ‘VHIW‘ = ' /A(R/3,3R) ‘V’fw‘

k
+ Cryr /
2

L’hypothése de récurrence, grace & a > 2, conduit a

| [viw | |vhiw
R/3,3R)

2
/ ‘Vk-i-lw‘ < Cypy1vol B(o, R) (R—2—2a—2k n R—3a—2k)
A(R/2,5R/2)
< Cpy1vol B(o, R)R272072F,
Dans (2.24), on trouve ainsi

sup ‘vk-i-lw‘ < Chn (R—l—a—k n R1—2a—k) < Ck_HR—l—a—k’
A(R/2,5R/2)

d’ou
‘vk—HW‘ < Ck+17,;a—(k+1)'
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COROLLAIRE 2.5.11 (DECROISSANCE DE LA COURBURE (3)) — Considérons une va-
Tiété riemannienne compléte conneze Ricci plate M™, avec n > 4. Supposons qu’il eziste
un point o de M et des réels v > 2 et C, > 0 tels que

vis s >0, WBO0 o
vol B(o, s) s

et supposons que le tenseur de courbure appartienne & L= (po(ro)dvol). Alors on a Ues-
timée

VkeN, (vkw( —0 (r_z_k) :

[

: n—2
Si de plus on a v > 47=3, alors

Vk eN,

_w=2)(n—-1)
vkw(zo<ro "3 ’“>
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Chapitre 3

(Géométrie d’un effondrement a
I’'1infini.

Notre objectif, ici, est d’arriver & comprendre la géométrie & l'infini de certains
instantons gravitationnels & volume non maximal.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons aux lacets géodésiques les plus
courts. Peut-estimer leur longueur ? Combien y en a-t-il en chaque point 7 Quelle est
leur holonomie ? Ceci nous permettra de comprendre la géométrie locale prés de I'infini,
dans le cas ol la croissance du volume des boules de rayon t est en > dans une variété
de dimension 4. Dans un second temps, nous utiliserons cette étude pour construire une
fibration en cercles dans ce cas-ci. Nous classifierons ensuite la géométrie asymptotique,
a action d’un groupe fini prés. Beaucoup de résultats seront exprimés en dimension
quelconque (modulo certaines hypothéses).

3.1 Rayon d’injectivité et effondrement volumique.

3.1.1 Le rayon d’injectivité a P’infini.

Commencgons par un résultat trés simple, ne nécessitant aucune hypothése de cour-
bure.

PROPOSITION 3.1.1 (MAJORATION DU RAYON D’INJECTIVITE) — Il eziste une cons-

tante universelle C'(n) telle que si on se place sur une variété riemannienne compléte
(M™, g) vérifiant

vol B(z,t)

o < Cn), (3.1)

inf lim sup
>0 z— o0

alors le rayon d’injectivité est borné hors d’un compact de M.

L’hypothese (3.1) signifie qu’il existe un nombre 7' > 0 et un compact K de M tels
que :
Ve e M\K, vol B(z,T) < C(n)T". (3.2)
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On pense & une variété vérifiant, pour tout x, vol B(x,t) < w(t)t™, avec une fonction w
tendant vers zéro & 'infini. On a vu que méme dans le cas plat, la majoration uniforme
du volume des boules n’est pas anodine : elle modeére la géométrie & l'infini bien plus
qu’une majoration du volume des boules centrées en un point. Au final, cette uniformité
s’avérera cruciale pour obtenir un modéle & l'infini.

Preuve.

La constante C(n) est donnée par l'inégalité suivante, due & C. Croke [Cro] :

Vit <inj(z), Vo € M, vol B(x,t) > C(n)t". (3.3)

Soit  un point situé hors du compact K donné par (3.2). Si inj(x) est supérieur au T
de (3.2), on trouve avec (3.3) :

C(n)T"™ <volB(z,T) < C(n)T",
ce qui est absurde. Le rayon d’injectivité en x est donc majoré par 7. B

La théorie de Cheeger-Fukaya-Gromov s’applique naturellement dans ce cadre : elle
décrit la géométrie des variétés & courbure petite et & rayon d’injectivité borné [CG].
Citons tout de suite le

COROLLAIRE 3.1.2 — Soit (M", g) une variété riemannienne compléte dont la courbure
tend vers zéro a Uinfini et vérifiant (3.1). Alors, au dehors d’un compact, M porte une
F-structure de rang strictement positif et dont les orbites sont & diamétre borné.

Autrement dit, on sait déja que la géométrie a l'infini de ces variétés posséde une
structure. On veut la préciser, la rendre la plus concréte possible.

3.1.2 Généralités sur le pseudo groupe fondamental.

La notion de « pseudo-groupe fondamental », introduite par M. Gromov dans [GLP],
est un outil essentiel pour comprendre la géométrie en courbure petite. Présentons-la.

Soit M une variété riemannienne compléte et soit z un point de M. On suppose que
la courbure sectionnelle sur la boule géodésique de rayon 2p autour de z est bornée, en
valeur absolue, par A% (A > 0), avec Ap < /4. Ainsi, en particulier, ’exponentielle en z
est un difféomorphisme local sur la boule B (0,2p) de rayon 2p et de centre 0 dans T, M.
La métrique g sur B(z,2p) se reléve donc en une métrique § := exp g sur B (0,2p). On
notera Exp ’exponentielle associée a cette métrique.

Un fait important est prouvé dans [GLP] : deux points quelconques de B (0,2p) sont
reliés par une unique géodésique, qui est donc minimisante; de plus, les boules y sont
strictement convexes. On pourra donc pratiquer sans risque de la géométrie élémentaire
en s’appuyant par exemple sur le théoréme de Toponogov.

Quand le rayon d’injectivité en = est plus grand que 2p, les variétés riemanniennes
(B(z,p),g) et (B(O,p),g) sont isométriques. Mais si le rayon d’injectivité est petit, on
a des lacets géodésiques courts en x et x posséde plusieurs relevés dans B(O,p). Le
pseudo-groupe fondamental I'(x, p) en z et & ’échelle p mesure le défaut d’injectivité de
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Iexponentielle sur B (0, p) [GLP] : I'(z, p) est le pseudo-groupe des applications continues
7 de B(0, p) dans T, M qui vérifient

exp,, oT = exp,,

et envoient 0 dans B (0, p). Ce sont donc des sections continues de ’exponentielle exp,,.
Comme exp, est une isométrie locale, ces applications envoient géodésiques sur géodé-
siques et donc préservent les distances : ce sont des isométries sur leur image. Elles sont
donc automatiquement lisses.

Etant donné un relevé v de z dans B(0, p) (i.e. exp, (v) = p), considérons I’application

Ty := Exp, o (T, exp,) .

(T, exp,) " envoie un point w de B(0, p) sur le vecteur initial de la géodésique partant
de v et relevant la géodésique t — exp, tw. Donc 7,(w) n’est autre que l'extrémité de
cette géodésique. En particulier, 7,(w) est un relevé de exp, w, i.e.

exp, (1y(w)) = exp, w,

et 7,(0) appartient & B(0, p). Donc 7, est un élément de I'(z, p) (cf. figure 3.1).

TeM

exp,

F1G. 3.1 — 7,(w) s’obtient de la facon suivante. On descend le segment [0, w] sur M par
exp, et on reléve la géodésique obtenue a partir de v : cette nouvelle géodésique dans
T, M a pour extrémité 7,(w).

Réciproquement, si 7 est un élément de I'(x, p) envoyant 0 sur v € B (0, p), on peut

voir que 7 = 7,. En effet, pour w dans B(O7 p), t — T(tw) est la géodésique relevant
t — exp, tw & partir de v, donc d’aprés l'argument précédent, 7(w) = 7,(w).
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Il y a donc une correspondance biunivoque entre les éléments de T'(x, p) et les lacets
géodésiques orientés basés en = et de longueur au plus p. Comme exp, est un difféo-
morphisme local, I'(x, p) est en particulier de cardinal fini. Ainsi, a z fixé, la famille
(U'(x, p))o<p<n/(an) est une famille croissante de pseudo-groupes finis.

Exemple 1. Considérons un fibré plat en 2-plans sur S' 4 holonomie rationnelle : I’angle 6
du vissage s’écrit comme produit de 27 par le rationnel p/q, avec p, ¢ premiers entre eux.
Pour p grand et x & distance supérieure & p/sin(7/q) de I'image de l'axe (quand ¢ = 1,
I’holonomie est triviale, donc il n’y a pas de condition), le pseudo-groupe fondamental
['(z, p) est engendré par I'unique lacet géodésique de longueur q. Il est donc constitué de
translations. Il ne contient le vissage de base que si ’holonomie est triviale. Beaucoup
de lacets sont généralement oubliés, parce qu’ils sont trop longs.

Chaque élément non trivial de I'(z, p) agit sans point fixe. Montrons-le. On suppose
qu'un point w est fixé par un élément 7, de I'(z, p). D’une part, w est U'extrémité de la
géodésique 7; : t — tw, définie sur [0, 1], qui reléve ¢ — exp, tw depuis 0. D’autre part,
w = Ty(w) est aussi 'extrémité de la géodésique o : t — 7,(tw) qui reléve la méme
géodésique t — exp, tw, mais depuis v. En dérivant en ¢ = 1 ’égalité

exp, 071 (t) = exp, oy2(t),

on obtient Ty, exp,(71(1)) = T exp,(75(1)) et donc 74(1) = ~45(1). Les géodésiques v,
et 2 doivent donc coincider, ce qui implique : 0 = 71(0) = 72(0) = v, d’ou 7, = id.

Dans le pseudo-groupe I'(z, p), chaque élément a un inverse bien défini. Pour voir ceci,
étant donné un élément 7 = 7, de I'(x, p), on considére le lacet géodésique paramétré
par o : t — exp, tv et on définit le vecteur © comme opposé du vecteur final de ce lacet :
© = —0’(1). L’application 75, comme 7, est bien définie sur la boule B (0,2p). Donc on
peut définir la composée 75 o 7, sur B (0, p). Cette application est une section de exp,
qui fixe 0 : 75 07,(0) = 75(v) est Pextrémité de la géodésique partant de v et relevant o,
i.e. le point initial de la géodésique relevant o parcouru en sens inverse et finissant en
¥ ; par construction, c’est 0. Donc 75 o 7, est 'identité. Et de méme 7, o 75 est 'identité.
En ce sens, 75 est 'inverse de 7.

Etant donné un lacet géodésique o de longueur inférieure & p, nous appellerons « sous-
pseudo-groupe engendré par o dans I'(z,p) » le pseudo-groupe I',(x, p) obtenu de la
facon suivante. Il contient un élément 7, de I'(x, p) si et seulement si v est l'extrémité
d’un géodésique brisée restant dans B (0, p) et obtenue en relevant un certain nombre de
fois le lacet o & partir de 0. Si 7 est un élément de I'(x, p) correspondant & un lacet o,
nous parlerons aussi du sous-pseudo-groupe I';(z, p), engendré par 7 dans I'(z, p). Si k
est le plus grand entier tel que 7¢(0) appartienne & la boule B (0, p) pour tous les entiers
naturels ¢ < k, alors :

Lo (z,p) =To(z,p) = {7/ -k <i<k}.

Si2p < p’ < &, alors espace des orbites des points de la boule E(O, p) sous 'action
de T'(z, '), B(0,p)/T(x,p'), est isométrique a B(x, p), par la factorisation de exp,. La
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seule chose & vérifier est l'injectivité. Il s’agit de voir que deux relevés, wi et wo, d’un
méme point y de B(z, p) dans la boule B(0, p) sont dans la méme orbite pour T'(z, o).
Considérons 'unique géodésique ~; reliant w; & 0, descendons la par exp, et relevons
la géodésique obtenue & partir de we pour batir une géodésique 2, qui relie wy & un
certain point v (cf. figure 3.2). Alors v est un relevé de z dans B(0, p') (par l'inégalité
triangulaire) et 7, envoie bien wy sur wq, d’ou le résultat.

Fic. 3.2 - Tv(wl) = w23.

Combien un point donné y a-t-il de relevés dans une boule B(0, p) de T, M ? Notons
N, (y,p) ce nombre. En relevant un lacet géodésique de longueur minimale & partir de
0 =: vg, on aboutit & un point v;. En relevant le méme lacet a partir de v;, on aboutit
4 un nouveau relevé vy, etc. On obtient ainsi une suite de relevés v, de x qui sort de
B (0, p) : sinon, comme il ne peut y avoir de point d’accumulation, on aurait une suite
périodique ; 7, fixerait alors le centre de I'unique boule de rayon minimal contenant tous
les points vy, ce qui n’est pas possible, puisque 7,, n’est pas 'identité donc agit librement
(l'unicité de la boule découle de la stricte convexité des boules, cf. [G1]). Bien sir, on
peut procéder de méme en inversant l’orientation du lacet pour obtenir de nouveaux
relevés. Comme les points v sont & distance 2inj(x) les uns des autres, on voit ainsi
que x a au moins p/inj(z) relevés dans B (0,p) :

ID(z,p)| = No(x, p) =2 p/ inj(x).

En relevant une géodésique de longueur minimale entre x et un point y & partir des
relevés de z et en estimant la distance de l'extrémité a 0 par l'inégalité triangulaire (cf.
figure 3.4), on obtient aussi

Nr(y7p) > Nr(x7p - d(l‘,y)) = |F(:13‘,p - d(.’L‘,y))| 2
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En utilisant ceci pour d(z,y) < p/2, on obtient en particulier I’estimée volumique :

p
2inj(z)

vol B(z, p/2) < |T(z, p/2)| vol B(z, p/2) < vol B(0, p). (3.5)

ToeM

Fi1G. 3.3 — On obtient des préimages de y dans T, M en relevant une géodésique reliant
x & y & partir des préimages de x.

Pour p < p’ < fi, 'ensemble
Fla,p. ) = {we BO,p) [ V7 € Tz, p), d0,7(w)) > d(0,w) }

est un domaine fondamental pour I« action » de I'(z, p') sur la boule B(0, p). Par fini-
tude, chaque orbite intersecte clairement F(x, p, p'). De plus, si 7 appartient a I'(z, p’),
I’ensemble F(z, p, p') N 7(F(z,p,p’)) est inclus dans I’ensemble des points équidistants
de 0 et de 7(0), qui est de mesure nulle : par finitude, & un ensemble de mesure nulle
pres, F(x, p, p') contient un unique représentant de chaque orbite. De la méme facon, si
7 est un élément de T'(z, p'), 'ensemble

Fo(a, pp') = {w c B(O,p)/V’y e Tx(x, p), d(0,v(w)) > d(o,w)}

est un domaine fondamental pour laction du sous-pseudo-groupe I'-(z, p') engendré par
7 dans I'(z, p), sur la boule B(0, p).
Le fait suivant découle de notre discussion et sera crucial plus loin : si 2p < p’ < 15
alors
vol F(z, p, p') = vol B(z, p).

Le lemme suivant nous sera utile plus loin. Il permet de controéler la taille des do-
maines fondamentaux qu’on a introduits.
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LEMME 3.1.3 — Soit p < p’ < {r. On considére un élément non trivial T de I'(x, p') et
on note I, (z, p) Uensemble des points w de B(0, p) tels que
T()]* | A%p*|r(0)?

9o (w,7(0)) < =57+ 5

et

. 2 2,2 |- 2
oo (w71 (0) < TOL , X ITOF

Alors Fr(z,p, p') est inclus dans I, (x,p).

Un dessin en coupe (selon le plan contenant 0, 7(0) et 771(0)) de Z,(z, p) est fourni
par la figure 3.4.

F1G. 3.4 — Le domaine Z.(z, p).

Preuve.

Prenons un point w de Fr(z,p, p'), notons v = 7(0) et 6 € [0, 7] I'angle entre v et w.
On suppose d’abord g, (w,v) > 0, c’est-a-dire § < 7/2. Comme deux points quelconques
de B (0, p) sont reliés par une unique géodésique, qui est donc minimisante, on peut
appliquer le théoréme de Toponogov & tous les triangles. En particulier, dans le triangle
Ovw, on a

cosh(Ad(v,w)) < cosh(A |w]) cosh(A |v|) — sinh(A |w]) sinh(A |v]) cos 6.

En remarquant que |w| = d(0,w) < d(0,7 !(w)) = d(v,w) (la figure 3.5 montre ce
qu’on attend), on obtient

cosh(A |w|) < cosh(Ad(v,w)) < cosh(A |w|) cosh(A |v]) — sinh(A |w]) sinh(A |v]) cos 6,
d’ou
cosh(A |v]) =1

h(A <
tanh(A |w|) cos 6 < Smh(A [0])
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0o b v

Fia. 3.5 - d(0,w) < d(v,w) impose w & gauche des pointillés, & un terme d’erreur prés.

Avec g, (v,w) = |v| |w| cos @, on trouve donc

9z (v, w) < Aw|  cosh(A |v]) =1
lv|> T tanhA |w| A |v|sinh(A [v])
A partir de la formule de Taylor

2 t g2
sinht = tcosht — 5 sinh ¢ + / 03 cosh sds,
0

on obtient
t t2
<1 inhsds <14 —
tanh¢ — +sinht/0 ssinhsds = 15
et donc Al A2,2
w p
—— <1 .
tanh A |w| — + 2
La formule de Taylor
2 t 2
cosht — 1 =tsinht — — cosht + — sinh sds
2 0 2
implique, avec (3.7),
cosht —1 t n 1 /t82'hd<1+t2
= - 11— —sinh sds < = + —
tsinht 2tanht  tsinht J, —2 6’

ce qui assure :

coshAfv] —1 1 A?p?
o S5+
Alvlsinh A |v] — 2 6
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En combinant (3.6), (3.8) et (3.9), on trouve

g (v, w) Ap*\ (1| A%p?
A RSl N Tt [
DI < T 2" 76

et en se rappelant qu'on a pris Ap < 7 < 1, on arrive a
1 A2p2

2 2

On suppose ensuite g,(w, 7 (0)) > 0 et on travaille de méme (avec v = 7-1(0)) pour
compléter la preuve. B

Pour comprendre les éléments du pseudo-groupe fondamental, le lemme suivant est
important : il les approche par des transformations affines, plus faciles & manipuler.

LEMME 3.1.4 — Plagons nous sur une variété riemannienne compléte (M, g) et consi-
dérons un point = tel que la courbure soit bornée par A%, A > 0, sur la boule B(z,p),
p >0, avec Ap < 7/4. Soit v un relevé de x dans B(0,p) C TpM. On introduit

— la translation t, de vecteur v dans lespace affine T, M,

— le transport paralléle p, le long de t — exp, tv, det =0 at=1.

~ Vapplication 7, = Exp, o (Tyexp,) ",
ot l'on rappelle que Exp désigne l’exponentielle de (T, M,exp’ g). On a alors pour tout
élément w de B(0,p — |v]) :

d(7o(w), ty 0 py H(w)) < A% o] [w] (o] + |w]).

Preuve.
La proposition 6.6 de [BK] donne le résultat de comparaison suivant : si V' est défini par
ExpgV = v et si W appartient & 77T, M, alors

1
d(Exp,, op, (W), Expo(V + W)) < 51\ |V| [W|sinh(A(|V] + |W]))sin Z(V, W), (3.10)

oll p, est le transport paralléle le long de t — ExpytV,det=04at=1. On pose w =
Expy W. Il faut remarquer que Expy = Tj exp,, n’est autre que I'identification canonique
de l'espace tangent Tp7, M a ’espace vectoriel T, M. En particulier, Expy(V + W) =
v+ w = t,(w). Comme exp, est une isométrie locale, on a par ailleurs

po = (Tyexp,) " o p, o Thexp,,
de sorte que Exp,, op, (W) = 7, o py(w). Vu que
sinh(A(|V]+ [W])) < A([V] + [W]) cosh(1) < 3A(|V] + [W]),
il résulte de (3.10) que :
d(ry 0 py(w), tu(w)) < A?Jv] [w] (Jv] + |w]).

En changeant w en p, !(w), on trouve le résultat. W
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3.1.3 Pseudo-groupe fondamental et volume.
Retour sur le rayon d’injectivité.

Notre discussion du pseudo-groupe fondamental permet de retrouver un résultat de
[CGT].

PROPOSITION 3.1.5 (MINORATION DU RAYON D’INJECTIVITE) — Soit (M™,g) une
vari€té riemannienne compléte a courbure bornée et telle que le volume des boules de
rayon 1 soit uniformément minoré par un nombre V. > 0. Alors il y a un nombre
strictement positif 1 tel que tout point x de M vérifie

inj(z) > I.

Au lieu de supposer une minoration uniforme du volume des boules de rayon 1, on
peut demander :

vol B(z,t) -0

sup lim inf
t>0 T—00

Cela revient au méme.
Preuve.
Soit A la racine carrée d'une borne sur la courbure. Posons p = min(1, g5 ) et supposons
qu’en un point x de M, on ait un lacet géodésique de longueur inférieure a p. En
appliquant (3.5), on trouve
P

21inj(x)
Le théoréme de comparaison des volumes de Bishop estime le membre de droite par
wy, cosh(Ap)"~1p" ot wy, est le volume de la boule unité de R™. On obtient donc inj(z) >
C(n,A)vol B(x, p/2) pour une constante C'(n, A) > 0. Comme d’autre part, le théoréme
de Bishop-Gromov donne une constante C’(n, A) > 0 telle que

vol B(z,1) < C’'(n,A) "' vol B(z, p/2),
on trouve inj(z) > C(n,A)C’(n,A)vol B(xz,1) > C(n,A)C'(n,A)V. R

vol B(z, p/2) < vol B(0, p).

En combinant les propositions 3.1.1 et 3.1.5, on obtient le

COROLLAIRE 3.1.6 (PINCEMENT DU RAYON D’INJECTIVITE) — Soit (M",g) une va-
riété riemannienne compléte de courbure bornée. On suppose :

vol B(z,t) -

sup lim inf 0
t>0 T——00 tm
. | B(z,t
vol B(x,
inf lim sup vol Bz, ) < C(n),
>0 z— oo tr

ot C(n) est la constante de 3.1.1. Alors il y a un compact K et des nombres strictement
positifs Iy, Iy tels qu’en tout point © de M\K :

I < inj(z) < 1.
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Dans la suite, nous utiliserons plutét la version suivante, ol la majoration uniforme
(et non asymptotique) du volume permet de se débarrasser du compact K (cf. la preuve
de la proposition 3.1.5).

COROLLAIRE 3.1.7 — Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte de courbure bor-

née. On suppose :
Vee M,V <vol B(z,t) < w(t)t"

pour une fonction w tendant vers zéro a l'infini et un nombre V> 0. Alors il y a des
nombres strictement positifs 11, Is tels qu’en tout point x de M :

I <inj(x) < Is.

Autoamélioration d’estimées volumiques.

On peut voir qu’une majoration « uniformément strictement sous-euclidienne » du
volume s’autoaméliore quand la courbure tend vers zéro assez vite & I’'infini. Dans la suite,
on distinguera toujours un point o dans les variétés riemanniennes que nous considére-
rons et on notera & nouveau r, ou r la fonction distance a o. Le point o sera généralement
omis.

PROPOSITION 3.1.8 (MAJORATION DU VOLUME) — Soit (M", g) une variété rieman-
nienne compléte vérifiant pour un certain ¢ > 0 :

|Rm| = (9(7"_2_6).

Si l'on suppose
| B(x,t
Voiqu’) < Cn),

inf lim sup
>0 z—o0

ot C'(n) désigne la constante de 3.1.1, on a automatiquement :

vol B(z,t)

lim sup sup pro

t—oo zeM
Ainsi, quand la courbure décroit plus vite que quadratiquement et quand il existe
une fonction w tendant vers zéro a l'infini telle que pour tous les points x de M,
vol B(z,t) < w(t)t",
on peut en fait trouver un nombre B tel que pour ¢ grand, pour tout  dans M,

vol B(z,t) < Bt" L,

Preuve.

La proposition 3.1.1 dit que le rayon d’injectivité en tout point du complémentaire d’un
compact est borné par I. Grace a notre hypothése sur la courbure, si on prend un point
x dans M\B(o, Ry), avec Ry assez grand, on peut appliquer (3.5) avec 2[5 < p = 2t <
r(x)/2:

vol B(x,t) < vol B(0, 2t).

inj(x)
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Vu la décroissance de la courbure, quitte a choisir Ry assez grand, le théoréme de com-
paraison des volumes de Bishop estime le membre de droite par w, cosh(1)"~1(2t)";
avec la proposition 3.1.1, on obtient donc pour Iy <t <r(z)/2:

vol B(xz,t) < wy, cosh(1)" 127 [t~ 1,

On a trouvé un Bj tel que pour tout z hors d’une boule B(o, Rg) et pour tout ¢ de
(L2, 7(x)/2],

vol B(x,t) < Byt" 1. (3.11)
D’apreés le lemme 3.6 de [LT], qui se référe a la construction du quatriéme paragraphe
de [A2], on peut trouver un nombre N tel que pour tout entier naturel k, ’anneau
Ay = B(0,2R;)\B(0, Ry), avec R, = Ry2*, est recouvert par une famille de boules
(B(zk,i, Ri/2))1<i<n centrées dans Aj. Comme les boules B(xy ;, R;/2) ont un volume
majoré par By(Ry/2)" !, on en déduit 'existence d'une constante By tel que pour ¢ > I,

Nlog (t/ Ro)]
volBlo,t) < By Y. (25",
k=0

et donc, pour une nouvelle constante B3, on a
Vt > I, vol B(o,t) < Bgt" L. (3.12)
Maintenant, pour tout point x de M\B(o, Ry) et pour ¢t > r(x)/4, on a
vol B(xz,t) < vol B(o,t + r(x)) vol B(o,5t) < 5" 1 Bst" 1,
Reste le cas o x est dans B(o, Rp) : pour t > I, on a
vol B(z,t) < vol B(o,t + Ry) < vol B(o, (1 + Ry/2)t) < Bs(1+ Ry/2)" 1" 1,

Donc on peut trouver une constante B telle que pour tout x de M et tout ¢t > I, le
volume de la boule B(xz,t) est majoré par Bt"~!. B

Quand la courbure de Ricci est positive, on peut affaiblir I’hypothése « décroissance
surquadratique de la courbure » en « décroissance quadratique de la courbure ».

PROPOSITION 3.1.9 — Soit (M", g) une variété riemannienne compléte & courbure de
Ricci positive et vérifiant

IRm| = O(r~2).

St l'on suppose
vol B(z,t)

inf lim sup n

>0 z— o0

< C(n),
ot C'(n) désigne la constante de 3.1.1, on a automatiquement :

vol B(z,t) -

lim sup sup o

t—oo zeM
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Preuve.

On adapte simplement la preuve précédente. (3.11) s’obtient de méme en se restreignant
a I, <t < ér(z), pour un petit 6 > 0 (t2K,(t) est fini mais pas petit, ici). La positi-
vité de la courbure de Ricci permet, via le théoréme de Bishop-Gromov, de construire
un recouvrement conduisant & (3.12) (on choisit pour zj; les points d'un Ry /2-réseau
maximal, cf. plus haut). Le reste est automatique. ll

Vu cet effet de seuil, le premier cas d’effondrement & étudier est celui d’un effondre-
ment minimal, i.e. de codimension 1 au sens ol le volume des boules de rayon ¢ serait
(uniformément) comparable " 1.

3.2 Effondrements de codimension un.

3.2.1 Structure locale a ’infini.

Afin de décrire complétement un effondrement de codimension un, on va faire une
hypotheése forte sur I’holonomie des lacets géodésiques (pas trop longs). Elle sera vérifiée
dans le cadre des instantons gravitationnels. Comme le reste de la preuve reste valide
dans un cadre assez général, nous ne nous restreignons pas aux instantons gravitation-
nels, mais énoncons le résultat général.

PROPOSITION 3.2.1 (STRUCTURE DU PSEUDO-GROUPE FONDAMENTAL) — Soit
(M™, g) une variété riemannienne compléte telle que

Vo e M,Vt>1, A" ! <vol B(x,t) < Bt"!
avec 0 < A < B. On suppose aussi qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que

Rm| < 22

et telle que si y est un lacet géodésique basé en un point x et de longueur L < ¢ r(z),
alors lholonomie H du lacet v vérifie

o —id| < <L

r(z)

Il existe alors un compact K tel qu’en tout point © de M\K, il y a un unique lacet
géodésique o, de longueur minimale 2inj(x). On peut de plus trouver des constantes
géométriques L et k > 0 telles que le pseudo-groupe fondamental I'(x, kr(x)) est de car-
dinal magjoré par Lr(x) et telles que ses éléments s’obtiennent tous en relevant (plusieurs
fois) le lacet o.

DEFINITION 3.2.2 — On appellera o, le lacet fondamental en x.

Preuve.
Travaillons autour d’un point z loin de o, disons avec r(z) > 100/2c. Rappelons que
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par (3.1.7), on a des constantes I, I5 telles que 0 < I; < inj < I5. Le pseudo-groupe
fondamental T := T'(x, Tffcc)) contient le sous-pseudo-groupe I', := T'5(, %) associé au
lacet o de longueur minimale 2inj(z). Appelons 7 = 7, I'un des deux éléments de T

correspondant & o : |[v| = 2inj(x). (3.5) donne pour p = )

2c
|| vol B m,Lx) <vol B 0,@ .
4c 2c

Par comparaison (théoréme de Bishop), le volume riemannien de B(0, Tégcc)) est majoré

par son volume euclidien multiplié par un facteur

sinhc\" n
< (coshe)™.

C

En utilisant également la minoration du volume, on obtient :

1 () < o (1)

ol wy, est le volume de la boule unité de R™. On en déduit 'estimée
IT| < Lr(z)

avec
272, (cosh )"

Ac

Considérons maintenant un lacet géodésique orienté -, basé en x et de longueur in-
férieure 3 %. Appelons 7, I'élément de T' := I'(z, © 492 ) correspondant & . H, désignera
I’holonomie correspondant & l'orientation opposée du lacet 4. On a

L:=

clz
. —id) < <L
(z)
Le vecteur z = 7,(0) est la vitesse initiale de la géodésique v parcouru en temps 1, pour
I'orientation choisie. De méme, le vecteur 7, 1(0) est la vitesse initiale de la géodésique
~ parcouru en temps 1, pour l'orientation opposée. On en déduit que —z s’obtient par

transport paralléle de 7, 1(0) : H,(771(0)) = —2. On déduit de I'estimation ci-dessus :

<

N

c|z|
r(z)’
1

Donnons nous un nombre A assez petit, disons A = q75-, et considérons un point w du
domaine Z,_ (z, Ar(x)) (voir la définition au lemme 3.1.3). I vérifie

|721(0) + 2| < (3.13)




Avec
9z (w, 2) = —go(w, 7. 1(0)) + g (w, 7.1 (0) + 2) > —go(w, 7. (0)) — |w| |7, (0) + 2|,

on trouve 9
2|

gu(w,2) = == =220 [ ez,

soit )
|2

go(w,z) > —— (1+ 42\ + 2Xc) .
Avec le lemme 3.1.3, ceci montre qu’on a :
|2
Fr(z, Mr(z),r(x)/4) € {w e B0, \r(x / |92 (w, 2) S (1+4c2)\2 +2Xc) ¢

Et avec A\ =

100 -, ceci permet d’avoir

Fr (2, M (@), r(2)/4) C {w € B0, Mr(z / g (w,2)] < ST i } (3.14)

Soit un élément 7" de T'\T', tel que v’ := 7/(0) soit de norme minimale. On suppose
|v'| < Ar(x). Ainsi, par minimalité de |v’|, (3.14) donne

3 [v)?

|92 (v 0)| < =

En particulier, si on note 6 € [0, 7] angle entre v et v/, on dispose de I'inégalité :
3Jv|

|v'] [cos 6] <

Comme |v| minore |v'|, on a méme |cos | < 3 , d’ot

5
M|l—‘

ing > — >
sinf > 72

En appliquant (3.14) a 7 et 7/, on obtient aussi

Flaxr(2).r(@)/(4e) C Fry (e, r(2),r(2)/(40)) 0 Fr,, (2 Ar(2), r(2)/(40)
c {weBOME) [/ 1gs (w,0)] < ol |ga (w,)| < [0}

Le volume riemannien de F(x, Ar(z),r(x)/(4c)) est égal a celui de B(x, Ar(z)), donc
il est minoré par

A)\"_lr(ac)”_l.

Le volume euclidien de

{wEB(O)\r /|gmwv)|<|v et ‘gr(wv)|<‘v|}
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FiG. 3.6 — Le domaine fondamental, en coupe, est & l'intérieur des pointillés.
est majoré par 4 |v||v| (2Ar(x))""2/sinf < 2"F2A""2[, |v/| r(x)" 2. Par comparaison,
on obtient donc 'inégalité
AN ()" <2772 (cosh €)™ NV, ‘v'! r(z)" 2,
soit

|v'] > M r(z).
— 27+2], (cosh ¢)"

Si on se donne un réel strictement positif x qui est inférieur & \ et & W, alors
pour z au-dehors d’un compact, le pseudo-groupe I'(z, k7 (z)) se réduit & des éléments
du pseudo-groupe engendré par 7 dans I'(z, )

Si on a deux lacets géodésiques de longueur minimale 2inj(z) en x, correspondant a

des points distincts v et v' de T, M, on obtient en particulier

F(x,Ar(z),r(x)/4) C Fr,(z, r(z),r(x)/4) N Fr, (z,  r(x),r(x)/4)
C {w € B(O, )\r(x))/ |9z (w,v)| < |v|2 et ‘gr (w,v')| < |v|2}.
On arrive comme ci-dessus a l'inégalité
AN ()" < 2™ (cosh e)™ N2 V| r(z)""2/sin 6,
ou 6 € [0, 7] est 'angle entre les vecteurs v et v'. comme ici, |v| = |v'| < 215, on arrive &
ANr(z)sin® < 277212 (coshe)” .
La minimalité de |v| et le théoréme de comparaison des distances donnent

v < d(v,v") < cosh(0.02) |v — V|

101



d’oll cos§ < 0.51. De méme, on a
lv| < d(1,1(0),v") < cosh(0.02) ‘7‘1)_1(0) —'].

Avec (3.13), qui fournit
|751(0) +v| < 0.01]v],

on en tire
lo+ /| > |7,1(0) = | — |7,1(0) + v| > 0.98 0]

On en déduit cos§ > —0.52, puis |cos f] < 0.52, puis sin @ > 0.8. Finalement, il vient
0.8ANr(z) < 277212 (cosh )™,

ce qui est absurde pour x assez loin de o. Donc il y a unicité du lacet le plus court. B
L’unicité du lacet fondamental assure qu’il dépend de facon lisse de son point base.

LEMME 3.2.3 (REGULARITE DU LACET FONDAMENTAL) — Dans le cadre de la propo-
sition 3.2.1, il existe des paramétrages locaux lisses de la famille de lacets (0),. Plus
précisément, si on fait un choix d’orientation du lacet o, on peut le relever dans T, M
par exp, ; si on note v Uextrémité du segment obtenu, et si w est dans un voisinage
de 0 dans T, M, alors le lacet fondamental en exp, w est l’image par exp, de l'unique
géodésique reliant w & T,(w).

Preuve.

Montrons d’abord la continuité. Soit y un point de M (situé hors du compact K) et
soit (y,) une suite de points tendant vers y. On note V,, une suite de vecteurs vitesses
initiaux unitaires de o, (il y a deux choix en chaque point). Par compacité, V;, admet
des valeurs d’adhérences. Soit V 1'une d’elle. Soit « la géodésique partant de y avec
la vitesse initiale V. Pour chaque entier n, on a exp, (inj(y.)Vn) = oy, (inj(yn)) =
Yn- Par continuité du rayon d’injectivité ([GLP]), on trouve en passant a la limite :
a(inj(y)) = exp, inj(y)V = y. Par unicité, a est un paramétrage de o,. Ceci montre
qu’on peut paramétrer la famille (0,), de facon continue. Maintenant, étant donné w
dans un voisinage de 0 dans 7, M, on appelle e(w) V'extrémité du relevé par exp, de
Oexp, w- L'application e est une section continue de exp, vérifiant e(0) = 7,(0) : e est
I’élément 7, du pseudo-groupe fondamental. Le résultat suit. l

On va maintenant s’intéresser aux instantons gravitationnels : ils nous donneront
suffisamment de controle sur ’holonomie de leurs lacets courts.

3.2.2 Le cas des instantons gravitationnels.

LEMME 3.2.4 — Soit (M*, g) une variété hyperkihlerienne compléte & rayon d’injectivité
minore :

I := inf inj .
1= inf inj(z) >0
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On suppose que
0(t) := sup (r(m)2 |Rmx|)
r(x)>t
tend vers zéro quand t tend vers linfini. Alors pour r(x) assez grand, les lacets géodé-
siques basés en x et de longueur

L < min <%’ m>

ont une holonomie H vérifiant
4L

|H —id| < @)
Preuve.
On se donne un point x tel que /d(r(x)/2) soit inférieur & 7 /4 (cela permet de travailler
tranquillement avec le pseudo-groupe fondamental), ainsi qu’'un lacet géodésique orienté
basé en x et de longueur L < r(z)/4. Il lui correspond un élément 7, de I'(z, r(x)/4). Par
(3.1.4), on dispose de 'approximation suivante : pour tout point w de T, M de norme
inférieure & r(z)/4, on a

d(ro(w), ty 0 py (w)) < 4r(z)728(r(x)/2) o] [w] (|v] + [w])

et donc 5 oL
d(r ) 07 () < DL

Posons H = p; ! : c’est 'holonomie du lacet géodésique d’orientation opposée. On a
donc :
o(r(z)/2)L

d(7y(w), Hw 4+ v) < —

Comme on travaille sur une variété hyperkéhlerienne de dimension réelle 4, ’holonomie
se réduit & SU(2) (cf. [Bes]), de sorte que dans une certaine base orthonormée de 7, M,
vu comme espace vectoriel complexe de dimension 2, H s’écrit

i0
e 0
(% )

avec un angle 6 dans | — 7, 7|. Supposons 6 non nul (sinon, l'estimée est trivialement
vérifiée). L’équation Hw + v = w a alors une solution qui s’écrit dans la base choisie :

v1
_ 1—e®

w = vy
1—e—%

ol vy et vy désignent les coordonnées de v. Ce point w, s’il est de norme inférieure a
r(x)/4, vérifie donc

(r(2)/2)L.

d(ruw),w) < S5
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D’autre part, la minoration du rayon d’injectivité donne
d(1y(w),w) > 21;.

En combinant ces inégalités, on trouve

L > 4L

= 5r(@)/2)

Donc si le lacet est de longueur L < W, on est str que le point w est au dehors de

la boule de centre 0 et de rayon r(z)/4, ce qui s’écrit :

L r(x)
ol 1] = 4 °
soit AL
\H—id]:‘l—ewg .
7(z)
|

PROPOSITION 3.2.5 — Soit (M*, g) une variété hyperkihlerienne compléte telle que

/ IRm|? rdvol < oo
M

et
Vze M Yt>1, At® <vol B(x,t) < Bt

avec 0 < A < B. Il existe alors un compact K tel qu’en tout point x de M\K, il y a un
unique lacet géodésique o, de longueur minimale 2inj(x). On peut de plus trouver des
constantes géométriques L et k > 0 telles que le pseudo-groupe fondamental T'(x, kr(x))
est de cardinal majoré par Lr(x) et telles que ses éléments s’obtiennent tous en relevant
(plusieurs fois) le lacet o.

Preuve.
Comme M est hyperkéhlerienne, M est Ricci-plate (cf. [Bes]). Et ’hypothése volumique
garantit l'inégalité de doublement inverse du volume : le théoréme 2.5.9 fournit

IRm| = O(r73).

On applique la proposition 3.2.1 grace au lemme 3.2.4 (avec 6(t) < Ct). B

3.2.3 Holonomie a ’infini.

On va maintenant établir une meilleure estimée sur 1’holonomie des lacets fonda-
mentaux. Pour ce faire, on veut pouvoir comparer I’holonomie de différents lacets. Le
tenseur de courbure Rm intervient naturellement, comme le montre le lemme suivant

(adapté de |[BK]).
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LEMME 3.2.6 (COMPARAISON DES HOLONOMIES) — Soit v : [0, L] — N une courbe
tracée dans une variété riemannienne N et soit t — oy une famille de lacets paramétrés
par 0 < s <1 avec ay(0) = oy (1) = y(t). Notons p,(t) le transport paralléle le long de ,
de v(0) a v(t). On se donne un champ de vecteur (s,t) — X (s,t) le long de la famille
a et on suppose qu’il est paralléle le long de chaque lacet oy (VsX(s,t) =0) ainsi que
le long de v (VX (0,t) =0). Alors on dispose de l'inégalité

L gl
‘pV(L)_lX(l,L)—X(l,Oﬂg/O /0\Rm(@sat,atat)X(s,tﬂdsdt.

Qo

2
=

7(0)

Fi1G. 3.7 — Une famille 4 un paramétre de lacets.

Preuve. g
Vu que X(0,L) = py(L)X(0,0) et V; = py(t)apy(t)_l, on peut écrire

d

%m(zf)—l (X (1,t) — X(0,t)) dt

L
py(L)7H(X (1, L) — X(0,L)) = (X(1,0) — X(0,0)) = /0
sous la forme .
(L)X (I, L) — X(1,0) = / Py ()Y X (1, t)dt
0

A t fixé, si p,,(s) désigne le transport paralléle le long de oy, de ax(0) & ay(s), on peut
écrire

Pa, (1) 'ViX(1,) = /Ol %pat(s)—lth(s,t)ds = /Olpat(s)—lvsth(s,t)ds
et comme V X = 0, on obtient
Pa, (1) 'Vi X (1,8) = /Ol Doy, (5) " Rm(dsay, Opry) X (5, t)ds.
Le transport paralléle étant isométrique, il vient

[
IV, X (1)) < / IRm(Bson, Brag) X (5, 1) ds,
0
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puis

L pl
‘pV(L)_lX(l,L)—X(l,Oﬂg/O /0|Rm(88at,8tat)X(s,t)dsdt.

Plagons nous sur une variété riemannienne compléte (M™, g) vérifiant
|[Rm| = O(r~27)

pour un certain € > 0. On va supposer qu’en chaque point = du complémentaire d’un
compact dans M, il y a un unique lacet géodésique o, de longueur minimale 2inj(z) <
215. On supposera aussi que M a un seul bout ; sinon, on applique ce qui suit & chacun
des bouts.

Considérons un rayon unitaire v : Ry — M partant de o et notons p,(t) le
transport paralléle le long de ~, de v(0) & ~(t). Pour ¢ assez grand, on peut définir
’'endomorphisme d’holonomie H. ;) du lacet o) en () : on fait ici un choix implicite
d’orientation des lacets o.(;) et on peut supposer ce choix continu. On obtient un élément
de O(T, ;) M). Le lemme de comparaison des holonomies (3.2.6) permet de voir que pour

5
des nombres t; < to grands, on a :

‘pv(t2)_1Hv(tz)pw(t2) - pw(tl)_lﬂw(m)pv(tl)‘

0 1
< /tl /0 |[Rm| (c(t, s)) [0sc(t, s) A Owe(t, s))| dsdt,

oil, a t fixé, c(t,.) est un paramétrage du lacet o) par [0,1], & vitesse 2inj(v(t)).
LEMME 3.2.7 — |0sc A Oyc)| est une quantité uniformément bornée.

Preuve.

La majoration du rayon d’injectivité borne |0sc|. Reste & borner la partie de dic qui
est orthogonale & Osc. On se place au voisinage d’un point x le long de +. On peut
translater l'origine du parameétre ¢ de fagon & avoir = v(0). On peut aussi remonter
le probléme dans T, M =: E, muni de la métrique relevée §. Si v = +/(0), v se reléve
en la courbe 4 paramétrée par ¢ — tv. Le relevé ¢ de c est formé des géodésiques é(t, .)
reliant tv & 7(tv); 7 est I’élément du pseudo-groupe fondamental correspondant a oy,
pour l'orientation choisie. On dispose de la formule

£t 5) = Expyy X (1)
ou X (t) est ’élément de Ty, F défini par la relation
Exp,, X(t) = 7(tv).

Le champ de vecteur J défini le long de ¢(0,.) par

R d
J(s) = 0:¢(0,s) = pri A Exp,, sX(t).
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est un champ de Jacobi de données initiales

d
JO) = 2| =
0) dt lt=0 v
(on identifie E' a ToE par Exp, de la facon naturelle) et

J0) = (Vdié)

(t,5)=(0,0)
= (V40,¢)

(t,5)=(0,0)
= (Vids Expy, sX(1)) |

= (VeX)(0).

(t,8)=(0,0)

Supposons la courbure bornée par A%, A > 0, dans la zone considérée et appliquons le
lemme 6.3.7 de [BK] : la partie J de J qui est orthogonale & ¢(0,.) vérifie

J(s) — p(s0)7(0) — sp(s0).J O)] < a(s)
ou p(.) designe le transport paralléle radial et ou a résout I’équation différentielle

a" = A%2q = A? <‘j(0)‘ + jl(O)D

avec a(0) = a’(0) = 0, soit

a(s) = (‘j(O)‘ +

j'(O)D (cosh(As) — 1).

Comme ici on aura 0 < s < 1et A << 1, il suffit donc de majorer ‘j(O)‘ et

J’ (0)‘ pour
borner J et terminer la preuve du lemme. Comme J(0) = v est unitaire, il ne reste qu’a
estimer J'(0).

On introduit la famille de vecteurs Y de T =2 E définie par

X(t) = p(tv)Y (t).

Avec

VX (1) = plto) p(te) X () = p()Y (1),

on voit que J'(0) n’est autre que Y’(0). Notant f I’application de E x ToFE = E? dans
FE définie par
fw, W) = Exp,, p(w)W,

on dispose de la relation
ftv, Y (t)) = 7(tv).

En différentiant ceci, il vient

A1 f(0,v ) + 02f0,y(0)Y' (0) = (D7)ov. (3.15)
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Maintenant, le lemme 6.6 de [BK] dit que 02 f(9,y (o)) est A2-proche de I'identité. De plus,
7 est une isométrie pour g, donc (D)o est bornée uniformément. Enfin, 01 f(o,y (0))v n’est
autre que le valeur en 1 du champ de Jacobi K le long de s — sY'(0) obtenu a partir de
la variation géodésique

H(t,s) — Exp,, sp(tv)Y (0).

Comme les conditions initiales de K(s) = 9:H(0,s) sont K(0) = v et K'(0) = 0, on
obtient classiquement (corollaire 6.3.8 de [BK]) une borne sur K et donc sur 1 fg y (o))
Ceci conduit alors & une borne sur Y'(0) (grace a 3.15) et on a gagné. B

Avec ce lemme, la borne sur la courbure permet d’en déduire :

D~ (t2) " Hyay)Dy (t2) — Dy (t1) " Hoyayypy (1) < Co/ tAdt < Ot

t1

Par le critere de Cauchy, la fonction ¢ — p(t) ™' H, 4 p(t) admet une limite H., () dans
O(T, M) quand t tend vers 'infini. En outre, on dispose de 'estimation :

[y () Hoy iy (1) — Hyoo)| S C LTI (3.16)

On a supposé que M avait un seul bout et que sa courbure décroissait plus vite
que quadratiquement : dans ce cadre, [Kas| prouve que les grandes sphéres S(o,t) sont
connexes et de diameétre (intrinséque) borné par C's. Ainsi, tout point x de S(o,t) est
relié & ~(¢) par un chemin 8 de longueur au plus Ct et restant dans le complémentaire
de B(o,t/2). On en déduit par le lemme de comparaison des holonomies (3.2.6) :

P Hupg — Hyy| < Ct7176, (3.17)

ol p, désigne le transport paralléle le long de 3 et ou H, est I'endomorphisme d’ho-
lonomie associé & une orientation cohérente de o,. En tenant compte de ce probléme
d’orientation, (3.16) et (3.17) permettent d’affirmer que la paire des classes de conju-
gaison de H. () et H;(io) dans O(T,M) ne dépend pas de . On appelle « holonomie
4 l'infini de M » cette donnée et on la note H,,. Ceci donne un sens a la définition
suivante.

DEFINITION 3.2.8 — On dira que l’holonomie a linfini de M est triviale si H, ) est
lidentité.

Quand I’holonomie & l'infini est triviale, (3.16) et (3.17) permettent de voir qu’en
tout point x de M\ K, on a l'estimée

|H, —id| < Cr(x)~'7¢. (3.18)

L’intérét de cette estimée est qu’elle dépend de la courbure : une décroissance rapide
de la courbure améliore la décroissance trouvée pour ’holonomie, ce qui n’était pas le
cas pour ’estimée qu’on avait prouvée sur les instantons gravitationnels. On a prouvé le
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LEMME 3.2.9 — Soit (M*, g) une variété hyperkihlerienne compléte telle que
/ IRm|* rdvol < oo
M

et
VzeM,Vt>1, At® < vol B(x,t) < Bt3

avec 0 < A < B. Alors les lacets fondamentauz o, ont une holonomie H, vérifiant
|H, —id| < Cr(x)~2
En fait, c’est plus général : la proposition suivante réduit I’holonomie & 'infini au

silence dans le cadre ou on 1’a définie!

PROPOSITION 3.2.10 (TRIVIALITE DE L'HOLONOMIE A L'INFINL.) — Soit (M", g) une
variété riemannienne compléte vérifiant

|Rm| = (9(7“_2_6)

avec € > 0. On suppose qu’en chaque point x du complémentaire d’un compact dans
M, il y a un unique lacet géodésique o, de longueur minimale 2inj(x) < 2I5. Alors
Uholonomie a Uinfini de M est triviale.

Preuve.

Supposons la non triviale. Alors, dans la construction décrite plus haut, 'élément H. .
de O(T, M) n’est pas l'identité. Pour alléger les écritures, on identifie les espaces tangents
le long du rayon ~ par le transport paralléle. On a vu :

Ho = H,) + O™, (3.19)

Pour ¢ grand, on choisit contintiment une orientation du lacet fondamental en ~(t) =: x4
et on appelle v; 'extrémité du relevé de oy dans T, M selon cette orientation; 7 = 7,
désignera 1’élément correspondant du pseudogroupe fondamental. Le lemme 3.1.4 dit
que si w est de norme inférieure & t/4, il vérifie

‘Tt(’w) — V¢ — I’I,y

(o (w)] < Ct™2inj(x) [w] (inj(ze) + |w]).
Avec (3.19) et la borne sur le rayon d’injectivité, il vient
!Tt(w) — v — Hﬂ,(oo)(wﬂ <Ctt|wl.

Avec
7 (w) — w| > [Hy (o) (w) — w| — |vg| = |7e(w) — vp — Hy (o) (w)] ,

on obtient
|7t (w) — w| > ‘Hv(m)(w) - w‘ — I — Ct 1w,
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Comme H. (4, est un endomorphisme orthogonal non trivial, on peut trouver un vecteur
Weo de norme 1 sur lequel H, () agit comme une rotation d’angle 6 non triviale. Posons
wy = 0.1tweso- Alors pour ¢ grand, on a

|7t (we) —wy| > 0.2t |sinf /2] — C.

Par le lemme 3.2.3, le membre de gauche est comparable & inj(exp,, w;) < I. Or le
membre de droite tend vers I'infini quand ¢ tend vers 'infini : c’est absurde, donc H. ()
est l'identité. B

3.2.4 Des approximations Gromov-Hausdorff locales.

Une premiére fagon de décrire la géométrie locale consiste & dire qu’elle est proche,
« vue de loin », d’une géométrie plus simple. On va montrer que la géométrie locale
des effondrements de codimension 1 que nous étudions est proche, en distance Gromov-
Hausdorff, de la géométrie euclidienne dans la dimension immédiatement inférieure.

On supposera une décroissance cubique de la courbure. La raison est la suivante.
Oublions un instant les lacets géodésiques et regardons la métrique dans la carte ex-
ponentielle en un point z. Si la courbure est bornée par A? dans la zone considérée, le
théoréme de comparaison usuel dit que la métrique exp}, g est comparable & la métrique
euclidienne g,, avec ’estimée

sin Ar\ 2 < — sinh Ar ) 2
Ar Gz = EXDs § = Ar Gz

sur une échelle r << A~!. Donc les distances correspondant & ces deux métriques
vérifient

sin Ar sinh Ar
dg, < dexprg < — ) —

dQ:E’

d’ou en substance :
2.2
!dexp;g - dgz‘ < CAradyg, .

Si on veut que I’écart entre ces deux distances soit majoré par une constante sur une
échelle r, il faut donc que A?r?r soit borné : cela signifie que la courbure A2 doit s’estimer
par r—3. Donc si on veut une telle estimation valable & ’échelle 7 & distance de ’ordre
de 7, on est amené & supposer que la courbure décroit en 3.

Enoncgons d’abord un lemme qui assure que les éléments des pseudo-groupes fonda-

mentaux que nous considérerons sont presque des translations.

LEMME 3.2.11 — Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte telle que
IRm| = O(r—3)
et
Voe M Vt>1, At" ! <vol B(z,t) < Bt"™!
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avec 0 < A < B. On suppose aussi qu’il eriste une constante ¢ > 1 telle que si vy est
un lacet géodésique basé en x et de longueur L < c'r(x), alors I’holonomie H du lacet
vérifie
L
|H —id| < <=
r(z)

1l existe alors un compact K de M et des constantes géométriques J, L, k > 0 telles que
pour tout point © de M\K, tout élément T du pseudo-groupe fondamental T'(z,kr(z))
vérifie

Vw € B0, kr(z)), |7(w) — thy, (w)| < J

ol v, est un relevé de l'extrémité d’un relevé de o, et ou k est un entier naturel majoré
par Lr(x).

Preuve.

Par la proposition 3.2.1, on peut écrire 7 = Tffm, ol v, est U'extrémité d’un relevé de o,
et ol k est un entier naturel tel que k < Lr(z). Par le lemme 3.1.4, on a pour tout w
de B(0,7(x)/4) :

7o () = v = Dy ()] < Cr(@) ™ o] ] (v + w])
La décroissance cubique de la courbure fournit grace a (3.18) :
[Pyt (w) — w| < Cr(@) 2 ful
En combinant ces estimées, on obtient :
70, (W) = o, (W)] = |70, (0) = vy —w| < Cr(z) ™ |w]
Pour tout entier naturel i < k, si on pose e¢; = 7'51 — tf)z, on a la formule
€41 —€ = €10 Tzfm.
Avec la majoration
|Téz (’w)| = d(’TZjI (w),0) = d(Tz;i(O),w) < |7'1;Z(0)| + |w],
il vient pour tout w de B(0, kr(z)) :
leis1(w) — ei(w)] < Cr(z) 2|7l (w)] < Cr(a) .

On en déduit par récurrence |ey(w)| < Ckr(z)~! et avec k < Lr(x) :

F (w) — kv, — w‘ = lex(w)] < C.

Vx

|7 (w) = tho, (w)] =
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PROPOSITION 3.2.12 (APPROXIMATION GROMOV-HAUSDORFF) — Soit (M",g) une
vari€té riemannienne compléte telle que

[Rm| = O(r~?)

et
Vre M, Vt>1, A" ! <vol B(z,t) < Bt"™!

avec 0 < A < B. On suppose aussi qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que si vy est
un lacet géodésique basé en x et de longueur L < ¢~ 'r(x), alors I’holonomie H du lacet
vérifie

cL

|H —id| < —.

r(x)
1l existe alors un compact K de M et des constantes géométriques I, k > 0 telles que
tout point © de M\ K posséde un voisinage ouvert 2 dont la distance Gromov-Hausdorff

a une boule de R"~! de rayon rr(zx) est majorée par I.

Preuve.

Choisissons un relevé de o, dans T, M et notons v, son extrémité. On appelle H 1’hy-
perplan orthogonal a v, et on note v — vy la projection orthogonale euclidienne sur H
(pour g).

Si y est un point de B(z,xr(z)/2), on peut alors définir h(y) comme barycentre
(affine) des points vy obtenus & partir des relevés v de y dans B(0,sr(z)/2). Ceci
définit une application h de B(z, xr(x)/2) dans H = R"~! (on munit H de la structure
euclidienne induite par g, = |.|%).

On appelle B la boule de centre 0 et de rayon 0.1xr(x) dans H : 0.1k sera le k de
I’énoncé. On pose ensuite Q := h~!(B). On veut voir que h : Q — B est I’approxima-
tion Gromov-Hausdorff annoncée. Autrement dit, il faut vérifier que cette application h
est d'image I-dense et que l'on a pour tous points y et z de ) :

|d(y, z) — [h(y) = h(2)|| < .

Déja, si v est un point de B, on sait par le lemme 3.2.11 que pour tout élément 7 = Tffz

du pseudo-groupe I'(x, kr(z)), on a
|T(v) —v —kvg| < J
et donc, par le théoréme de Pythagore,
|7 (v)g —v| < J.
En passant au barycentre, on récupére
|h(exp, v) —v| < J.

Si d(v, H\B) > J, ceci montre l’appartenance de h(exp,v) a B, donc de exp, v & §2; et
par conséquent, d(v,h(2)) < J. Et comme {v € B /d(v, H\B) > J} est J-dense dans
B, ceci montre que h(€2) est 2J-dense dans B.
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Maintenant, considérons deux points y et z de ). Prenons des relevés v et w de
ces points dans B(z, kr(z)/2) tels que d(v,w) = d(y, z). Comme ci-dessus, on obtient
|h(y) —vg| < J et |h(z) —wg| < J, dou

1A (y) = h(2)| = lve — wrl] < 2J.
En particulier, on en tire
|h(y) — h(2)| < |vg —wgl+2J < |v—w|+2J.
Par comparaison, on a

Cr(a;)_%r(x) d

5 v,w) < (14 Cr(z)™ 1) d(v,w
sin Cr(z) " 2r(z) ) ( (=) ) (v, w)

o —w <
d’ou
lv — w| < d(v,w) + Cr(x) td(v,w) < d(v,w) + C.
On en déduit
|h(y) — h(2)| < d(v,w)+2J+C =d(y,z)+2J + C.

Si on prend maintenant des relevés v’ et w’ a distance minimale de H, on peut écrire
grace au lemme 3.1.3 : [v/ —v}y| < C et |w' — wly| < C. On en déduit :

!v'—w" < ‘v};—w}ﬂ +C

Par ailleurs, la distance entre y et z est 'infimum des distances entre leurs relevés, donc
d(y,z) < d(v',w’). Par comparaison, on trouve comme plus haut :

d(v',w') < |v' —u'| + C.
Avec ces trois inégalités, il vient :
d(y, z) < |vig —wy|+C

Comme on a

|1h(y) = h(2)| = v — wh|| <27,
on arrive a

d(y, 2) < |h(y) — h(z)] +2J + C.
On a montré

|d(y, z) — [h(y) = h(2)]| < 1.
Ceci conclut la preuve. l
L’étape suivante consiste & régulariser ’approximation Gromov-Hausdorff locale en
une fibration locale qui décrira avec une bonne précision la géométrie locale & I'infini.

Avant de procéder & cette construction, nous proposons un interméde autour des relations
entre une hypothése de courbure et les propriétés de la fonction distance & un point.
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3.2.5 Distance et courbure.

Le lemme suivant résume un certain nombre d’estimations découlant d’hypothéses
sur la courbure. Les estimées jusqu’a 'ordre deux sont classiques. A partir de ’ordre
trois, nous n’avons pas trouvé de référence, donc nous proposons une preuve.

LEMME 3.2.13 — Soient une variété riemannienne compléte (M, g), un point x de M
et un nombre a > 2 tels que
inj(x) >e>1
et 4 4
Vie[0,k], |[V'Rm| < ce

sur la boule B(z,€). Soit r la fonction d(z,.) et soit p=1r2/2. On a alors une constante
C telle que sur cette boule :

~ |dp| =7 <e€;

_ ‘V2p— g| < 07“26_a < 062—a ;

- et pour 3 <1<k, !Vip‘ < Cetai,
Preuve.
La premiére estimation est claire et la deuxiéme est un résultat de comparaison classique
[BK]. Pour les estimées d’ordre supérieur, on introduit le gradient N de la fonction
r:= d(x,.) et on utilise I’équation de Riccati pour la seconde forme fondamentale des
sphéres géodésiques VN :

VyS =—5% —Rm(N,.)N.
Dans la preuve, nous assimilons les formes quadratiques & des endomorphismes symé-
triques. Si on considére le champ d’endomorphismes E := V2p — Id, on voit qu’il se
réécrit
E=dr@N+rS—1d.
Si on pose V = grad p = rN, on obtient I’équation
VyE =—-E - E? - Rm(V,.)V.
En notant la relation VV = Id +F et en écrivant
VvVE =VVyE —VvyvE + Rm(V, .)E,
on obtient ’équation
VyVE = -2VE+ E«VE+VRm«V *V + Rm*«VV %V 4+ Rm V.

En observant que pour k > 2, V¥V = V*~1E, on obtient par récurrence :

VyW'E= — (k+1)VFE+ > V'ExV/E
itj=k
+ Y VIRmsVIVAVV + > VIRm*VIV,
i+j+i=k i+j=k—1
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pour tout entier naturel k. Si ’'on pose F, = r*T'V*E, G = E/r, on a ainsi

VnEp =G x* F, + Hy,

avec
k-1 . . . .

H,, :r_2ZE*Fk_i+rk Z ViRm «VI T Vi, 4 Z V' Rm V7 +p
i=1 itj+i=k i+j=k—1

Ainsi, le long d’une géodésique partant de z, on trouve
O |Fi| < Cy | Fi| |G| + |Hy

et comme 'estimée & l'ordre 2 dit que 7 |G| est petit, on en déduit une estimée du type
|Fy| < Cgrsup|Hg|. On va montrer par récurrence ’estimation

|Fk| < Ck?“k+1€2_a_k
qui n’est rien d’autre que

‘vkE‘ < CkEQ_a_k,
ou encore

‘vk+2p‘ < Cpet-a—(k+2),

On aura donc fini. L’initialisation (k = 0) découle de I’estimée a I'ordre 2 sur p. Suppo-
sons maintenant les estimées jusqu’a l'ordre £ — 1. A T'aide de 'hypothése de récurrence
et des bornes sur la courbure, on arrive & borner Hj, & une constante multiplicative
prés, par :

P2k t2d-20—k 4k <e—a—k+4—a—1+4—a—1 +€—a—k+1+4—a—1)

d’ol
\Hy| < Ckrk (64—2a—k 4 ¢d20-k+2-a | 64—2a—k) .

Avec a > 2, il vient donc |Hy| < Cprket=207F < Cprke?=9=F 1l en résulte |F}| <
CprFtle2=a=k d’on le résultat. W

D’autre part, H. Kaul [Kau] a montré qu’on peut controler les coefficients de Chris-
toffel en carte exponentielle si on sait borner Rm et V Rm. On utilisera son résultat sous
la forme suivante

PROPOSITION 3.2.14 — Soient une variété riemannienne compléte (M, g), un point x
de M et un nombre a > 2 tels que

Rm| < ce™® et [VRm|<ce @t

sur la boule B(z,¢), avec € > 1. On a alors une constante C telle que sur la boule B(0, €)
de T, M, la connezion VI de la métrique § = exp’, g se compare a la connezion plate V°
par

(vﬁ - vo( < O,
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On tire de ceci un meilleur contrble sur la fonction distance a un point, dans le
tangent.

LEMME 3.2.15 — Soient une variété riemannienne compléte (M, g), un point x de M
et un nombre a > 2 tels que

Rm| < ce™® et [VRm|<ce @t

sur la boule B(x,€), avec € > 1. On a alors une constante C telle que si v et w sont des
éléments de B(0,C~te), muni de §, alors

[(dpy)w — gu(w —v,.)| < Ced .

Preuve.
En choisissant C' assez grand, on assure la convexité de la boule considérée. L’expression
exacte de la différentielle considérée est

(dpv)w = —ﬁw(EXp;1 v, ')7

ou Exp désigne l'exponentielle pour §. Par comparaison (et avec l'identification cano-
nique des espaces tangents & un espace vectoriel avec lui-méme), on a

G — go| < Ce %% = O, (3.20)
Notons v le paramétrage de la géodésique liant w & v en un temps 1. On dispose de
I’équation géodésique Vg"y =0, qu’on peut réécrire
i+ (V- v°) 5 =0,
Avec (3.2.14), il vient
5] < Cel %2 = ce37.

La formule de Taylor

fournit alors
lv—w— Exp,,’ | < ce e,

Pour conclure, on écrit

gw(Exp;1 v,.) — gz (v — w, )‘

(G = 92) (Expy,' v,)] + 92 (BExpy' v,.) — go(v = w, )|
O 1 O30

Ced,

|(dpv)w - gz(w -, )|

IAIACIA
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3.2.6 Construction de fibrations en cercles locales.

L’approximation Gromov-Hausdorff locale que nous avons construite plus haut n’est
pas lisse : le travail est trop grossier pour autoriser de la régularité. Nous allons mainte-
nant lisser, régulariser cette application afin d’obtenir une fibration lisse. La technique
employée est tout simplement une convolution, comme dans [Fuk]| et surtout [CFG].
Essentiellement, nous avons besoin du théoréme 2.6 de [CFG|. Mais pour notre propos,
ce résultat général devra étre affiné afin d’utiliser & plein la décroissance cubique de la
courbure, ainsi que des propriétés de symétrie de ’approximation Gromov-Hausdorff que
nous régularisons. Ces techniques nécessitent hélas un controéle des dérivées covariantes
de la courbure; on utilisera & plein le paragraphe précédent. Il est encourageant de noter
que les estimées sur les dérivées covariantes de la courbure sont automatiques pour les
instantons gravitationnels.

Précisons un point de vocabulaire. On dira que f est une submersion C-presque
riemannienne si f est une submersion telle que pour tout vecteur v horizontal (i.e.
orthogonal aux fibres), on a

e o] < ldfs(v)] < e o]

PROPOSITION 3.2.16 (FIBRATION LOCALE) — Soit (M™,g) une variété riemannienne
compléte telle que
Rm|=0O@r"3) e |VRm|=0(@r"?
et
Vo e M,Vt>1, A" ! <vol B(x,t) < Bt"!

avec 0 < A < B. On suppose aussi qu’il eriste une constante ¢ > 1 telle que si vy est
un lacet géodésique basé en x et de longueur L < c~'r(x), alors I’holonomie H du lacet
vérifie
i —id < <&
r(z)
1l eziste alors un compact K de M et un nombre x > 0 tel que pour tout point x de
M\K, on peut trouver une fibration en cercles f, : Q, — B, définie sur un voisinage
ouvert Q, de x et a valeurs dans la boule euclidienne B, de rayon rr(x) dans R"~!,
avec les propriétés suivantes.
— fr est une submersion C’r(w)_l—presque riemanmnienne.
— Ses fibres sont des sous-variétés difféomorphes a S', de longueur minorée par C 1
et majorée par C.
- |V2fe| < Cr(z)2
Les constantes k et C dépendent de n et des bornes sur la courbure et le volume des
boules a linfini. Si de plus, on a

Vi> 2, |Vi Rm| = O(r=27%),
alors il existe des constantes C; telles que

Vi >3, |V fa] < Cir(x)' .
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Remarque 3.2.1. 11 est bon de noter que les hypothéses de décroissance de la courbure
sont veérifiées par les variétés Ricci plates & courbure dans Lz (rdvol) (par exemple a
décroissance surquadratique).

Preuve.
Dans la preuve de 3.2.12; on a introduit une fonction h définie sur une boule B(z, kr(z))
et & valeurs dans 'hyperplan H orthogonal & ’extrémité v, d’un relevé de o, dans T, M
(cf. preuve de 3.2.12) ; cet hyperplan H de T, M est identifié¢ & 1'espace euclidien R" !,
grace a la métrique induite par g;.

On se fixe une fonction décroissante lisse x de Ry dans R4 qui vaut 1 sur [0,1/3] et
0 au dela de 2/3. On se fixe une échelle de longueur € := 0.1k7(z) et on pose x¢(t) =
x(t/€?). On remarquera que les dérivées de cette fonction s’estiment par :

‘xi’“)( < Cpe 2", (3.21)

On considére alors la fonction définie sur B(x, xr(z)) par :

fly) = nyM h(exp, v)Xe(d(0,v)?/2)dvol (v)
e nyM Xe(d(0,v)%/2)dvol (v)

Ici, dvol et d sont la mesure et la distance associées a expy, g. Si w est un relevé de y
dans T, M, on peut effectuer un changement de variable & 1’aide de ’isométrie

Tw = Expy o (T exp,) "

entre (T, M,expy g) et (T, M, exp} g). Introduisons, pour chaque point v de T,M, la

2 A~ ~
fonction p, := % et posons f := foexp,, h := hoexp,. On obtient alors la formule :

— flw) = meMil(”)Xe(pu(w))dvol(v)
f(y) a f( ) B szM Xe(pv(’w))dUOZ(’U)

Ceci permet de travailler sur un espace euclidien fixé, (T,, M, g,.). La mesure riemannienne
dvol peut étre comparée a la mesure de Lebesgue dv : sur une échelle de longueur ¢, si
la courbure est bornée par A%, on a

sin Ae\" sinh Ae\"
< < .
( A > dv < dvol < < Ac > dv

. ) _3
La décroissance cubique de la courbure donne un A de 'ordre de € 2

obtient

, de sorte qu’on

—Ce tdv < dvol — dv < Ce dv. (3.22)

De méme, on peut comparer les distances euclidiennes et riemanniennes par

ld(v,w) — |v — w|| < CA*e*d(v,w) < C,
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d’ou

po(w) — v — wl|? /2‘ < Ce. (3.23)
Enfin, la preuve de 3.2.12 montre que h est proche d’une projection euclidienne sur H :
‘fl(v) — UH‘ <C. (3.24)

On peut écrire

/ (0) Xe (po (1)) dvol ()

[ o) dvol(w) — av)

[ 50 (xelpulw) = xello = wf 2)) do
[ = emxlo - wf /200

4 [ ol = of? /2o,

Le support de v — Xe(py(w)) est inclus dans une boule de rayon comparable a e, h
prendra donc ses valeurs dans une boule de taille comparable a e. Avec (3.22), on peut
donc majorer le premier terme du membre de droite par Ce-e~!-€" = Ce™. Avec (3.21)
et (3.23), on borne le deuxiéme terme par Ce- e 2 -¢-€® = Ce™. Enfin, (3.24) contréle
le troisiéme terme par Ce”™. On obtient :

/ (0) Xe (o () )dvol (v) = / vrxe(lv — wl? /2)dv + O(),

ou O(e™) désigne une erreur majorée par Ce”.
Grace a (3.22), (3.21) et (3.23), on obtient de méme

/ y Xe(pv(w))dvol(v) = /xe(lv —wl|* /2)dv + O ).
Enfin, en notant les ordres de grandeur
/“er(lv —w[* /2)dv = O("™H)

et
Cle" < /XE(|’U —w|? /2)dv < Ce",

on en conclut que

f(’ll)) _ fUHXE(|U_w|2 /2)dU O(].)
J xe(Jo = wl? /2)dv
Par le changement de variable z = v — w, on en déduit :
2
P c 2)d
f(w) —wy = fZHX (|Z’ / ) z (9(1)7

J xe(21* /2)dz

=0 par parité
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d’ou

flw) =wyg + O(1). (3.25)
La différentielle de f s’écrit
J(h(v) = F(w))xi(po(w))(dpy wdvol(v)
J xe(po(w))dvol(v) '

En procédant au méme type d’approximations, basées sur (3.5), (3.21), (3.23), (3.2.15),
(3.24) et (3.25), on obtient

dfw:

/ 2
. 2 )d
dfw — _szXe(|Z| 2/ )(Z, ) z —I—O(E_l). (326)
S xe(l2]” /2)d=
Donnons nous une base orthonormée (eq,...,e,) de T, M, avec e, LH. Si i # j, on

a par parité
/,zz><’6(|z|2 /2)zjdz = 0.
Par contre, une intégration par partie donne pour tout o > 0
o o 9
/ 2X0 (22 /2 + a)dz; = —/ Xe(27 /2 + a)dz;,
— 0 —00
de sorte que

- / 2 (12 /2)dz = / xe(l2l? /2)dz

Cela signifie qu’on a précisément :

fZHXG Z| /2)(= e
 xe(l21 /2)dz Z Z

Autrement dit, ce n’est rien d’autre que la projection sur H. On en déduit

em

dfi = Zez (eir2) + O™

Avec (3.20), ceci prouve que f et donc f (puisque exp est une isométrie locale) sont des
submersions C'e~!-presque riemanniennes.
La dérivée d’ordre 2 s’écrit :

J((v) = f(w)) (X! (po(w))(dpo)w @ (dﬂv)w + Xe(po () (V2py)w) dvol(v)
| Xe(pv(w))dvol (v)
J xe(po(w)) (dpu)w)dvol (v)
T xelpo(@))dool ()

V2fw =

- 2dfw X
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A nouveau, avec (3.5), (3.21), (3.23), (3.2.15), (3.24) et (3.25), on arrive &

2 (=P 1220 © () + X1 /2)(0))
T2 /2

IO )d

/e 7o)

Pour commencer, on a par parité :

v2fw =

2df, @

/ X212 2)(z, )dz = 0

et
/ 21217 /2)(, )z = 0.

La i-éme composante de l'intégrale

/ (122 /2)(z ) @ (2,.)

s’écrit comme somme de termes du type

(/ zizizeX (127 /2)dzy ... dzn> (e5,.) @ (ex,.),
qui sont nuls par parité. Donc :
V2fy = O(e7?).

La preuve du théoréme 2.6 de [CFG] fournit les propriétés restantes de I’application
f» := f. Essentiellement, f est une fibration parce qu’elle est C'-proche d’une fibration.
La connexité des fibres découle de la borne sur la Hessienne de f. L’estimation de la
longueur des fibres est liée aux bornes sur le volume et au fait que f est une submersion
presque riemannienne. H

Remarque 3.2.2. Par rapport a ce qui est fait dans [CFG], on a utilisé & plein la struc-
ture particuliére de la géométrie pour batir une approximation Gromov-Hausdorff proche
d’une projection euclidienne, donc assez symétrique, ce qui lui permet de bien se régu-
lariser par convolution, au moins jusqu’a ’ordre 2.

On aura besoin d’un lemme qui établit un lien entre les fibrations construites autour
de deux points proches (c’est un analogue de la proposition 5.6 de [CFG]).

LEMME 3.2.17 (PROXIMITE DES FIBRATIONS LOCALES I) — On se replace dans le
cadre de la proposition 3.2.16. Si on se donne deux points x et 2’ dans M\K, a distance
magorée par kr(x), si on note Qv l'intersection des ouverts Q, et 0,y donnés par
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(8.2.16), alors il y a une Cr(z)~'-quasi-isométrie ¢, . entre les ouverts fu(Qy ) et
J2(Quar) qui vérifie
|fm - gbz,z’ o fx’| <,

|sz - D(z)r,r’ ODfr" < CT(&Z)_l,

et
|D2¢z7z/| < C’r(m)_Q.

En présence du controle 4 '
Vi>2, |V'Rm| = O(r=27%),

on a aussi

Vi>3,|D'¢pu| < Cir(z) .

Preuve.

On reprend les notations de la preuve précédente, en ajoutant en indice le point consi-
déré, et on se place dans T, M. Notons u un relevé de z’ (a distance minimale de H,) et
Ty = BExp,, o(Ty exp,) ! I'isométrie correspondante (entre des grandes boules de T, M
et T, M). On considére ’application

¢w7xl = fCC °© expx/ |fz/(Qz,:E/)'
Afin de tout ramener dans 7T, M, on écrit

¢r,r’ o far0exp, = fz 0exp, ofy oexp,

Et avec la relation exp, o7, = exp,s, on peut reformuler cette identité sous la forme

¢:c,:c’ o f:c’ O €xXp, = fm O €XP,, OTy, © fz’ O €XDPyr 0,7_“—1

soit B

¢w,x’ o fyr o €XpP, = Jz o far (327)
avec fw = froexp, et fur = Tuo fur o0 exp,s o7, 1. Il faut comprendre cette derniére
application.

Puisque 7, est une isométrie entre les métriques exp}, g et exp;, g et puisque H,/ est
I’union des géodésiques partant de 0 avec un vecteur vitesse initial perpendiculaire &
(To exp, )~ (var), Tu(H,r) est Phypersurface engendrée par les géodésiques partant de u
avec une vitesse orthogonale & V := (d7,)o o (Tp exp,/) " (vy). v, est par définition I'un
des deux relevés de 2’ par exp,, qui sont différents de 0 mais & distance minimale de 0
(dans T,/ M). Donc 7,(v),) est 'un des deux relevés de 2’ par exp, qui sont différents de
7»(0) = u mais & distance minimale de 7,(0) = u (dans T,,M). On a vu dans 3.2.3 qu’un
tel point 7,(v},) est 7y, (v) ou bien 7, !(u). Pour se fixer les idées, supposons qu’on est
dans le premier cas : 7,(v),) = 7, (u).

L’exponentielle de T,» M (en 0) envoie (T exp,/) ! (vy) sur vy, donc V = (dr,)g o
(Ty exp,) " (vyr) est le vecteur qui s’envoie par l'exponentielle de T, M (en 7,(0) = u)
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M Ty M

Tu
-~ T
v
u :,*
(To exp,) vy, | o0 | (Toexpy )™ var
0 = I I
lu+ Hpy
Tu(le) |
H, Hy

sur 7, (vl,) = Ty, (u) : Exp, V = 7, (u). Regardons la géodésique paramétrée par 7(t) :=
Exp, tV. Avec la formule de Taylor

1
7(1) = 4(0) — 4(0) = /0 (1— t)y(t)dt

et l'estimation |§| < Cr(z) 2 |V|? < Cr(z)~2, découlant de 3.2.14 et de la borne sur le
rayon d’injectivité (3.1.1), on trouve

|To, (0) —u — V| < Cr(x)~2

Avec l'estimation
|To, (U) —u — vy < Cr(aj)_l,

on en déduit
[V —v,| < Cr(z)~. (3.2

L’angle entre les vecteurs V et v, est donc borné par Cr(z)~!, de sorte qu avec U =
B(0, kr(x)) N B(u, kr(z')), les bouts d’hyperplans affines (u + Vl) NU et (u+vi)nU
restent a distance bornée.

En considérant la géodésique paramétrée par y(t) = Exp,, tW, avec W LV et |[W| <
Cr(x), on obtient de méme grace & 3.2.14 :

(0¢]
~~—

|Exp, W —u — W| < Cr(z) %r(z)* = C.

Ceci 51gn1ﬁe que le bout dhyperplan affine (u + V+) N U et le bout d’ hypersurface
Tu(Bg) N U = Exp, V- NU restent a distance bornée.

Et on en conclut que 7,(By ) NU et (u+ v )ﬂu restent C-proches, dans le sens ou
Papplication ¥ définie de 7,(B,/) NU dans (u + vi) NU par

Y Exp, W — u+W.

bouge les points d’une distance majorée par C.
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On a vu dans la preuve précédente que f,» o exp,, était C-proche de la projection
orthogonale (pour g,/) sur Hy. Or, 7, est une isométrie entre les métriques exp?, g et
exp’ g, qui sont respectivement Cr(z)~!-proches de g, et de g,. On en déduit que pour

tout point w de la zone considérée, fx/(w) — w| est C-proche de la distance (pour g,)

entre w et 7,(H, ), de sorte que ‘zp o fz/(w) — w‘ est C-proche de la distance (pour g)

entre w et (u+vy) : ainsi, ¢o fxl et donc fx/ sont C-proches de la projection orthogonale
sur (u + vj), qui n’est autre que la projection sur H,, composée avec une translation
de vecteur u — up, :

fw(w) —wp, — (u—un,)

<C.

On en déduit

A

Jor(w) = fo(w) = (u — up,)

et, en composant avec f,, ceci donne

<C

foo Fow) = fulw)| < C.
Si on se rappelle la formule 3.27, on constate que ceci donne

|¢:c,:c’ o fur o €XPy —Jfz0 expr| <,

et, avec la surjectivité de exp,,

|¢:c,:c’ o fur — fr| <C.

Ensuite, de la relation 3.27, on déduit
D(¢g,50 © for €xp,) = Dfr oD fy. (3.29)

Soit z un point de U et soit 2/ = 7., 5(2) € Ty M. On a vu dans la preuve précédente
que D, fx est Cr(x)~-proche de la projection orthogonale dans la direction de H,. De
méme, D./(f, exp,/) est Cr(z)~!-proche de la projection orthogonale sur la direction de
H,:, i.e. dans la direction orthogonale & v,/. Aprés conjugaison par DT,, on obtient que
D, f. est Cr(z)~! proche de la projection dans la direction de I'orthogonal & D7, (vy).

Notons Z’ la vitesse initiale de la géodésique reliant 2’ & 7, ,(2') en temps 1. En
raisonnant comme dans la preuve de 'estimation (3.28), on obtient

|Z" — vy | < Cr(z)~t.

Si on pose Z := D.7,Z’', on a donc
|Z — D7y (vy)| < Cr(z)™L.

Or Z est la vitesse initiale de la géodésique reliant z & 7, (z) (ou 7,.'(2)) en temps 1.
Donc de nouveau ce vecteur vérifie

|Z — v,| < Cr(aj)_l,
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si bien que
|vy — Dory(vy)] < Cr(z) L.

Au final, on voit que D, f, est Cr(z)~l-proche de la projection dans la direction de
I’orthogonal H, & v, :

\D(%,x/ o fyoexp,) — Dfy| < Cr(z)™),

d’oll
|Déy a0 Dfy — D] < Cr(z)~'. (3.30)
Soit W un vecteur tangent & f,/(€; ) et W’ son relevé horizontal pour f,/ :
DfyW' = W. Comme Df, et Df, sont Cr(z) '-proches (de la projection dans la
direction de H,), un vecteur horizontal pour f,s est Cr(z)~!-proche d’un vecteur hori-
zontal pour f,. Et comme f, et f,/ sont des submersions Cr(z)~!-quasi riemanniennes,
on récupeére

[DL(W)] = [W’|] < Cr(2) ™ W]

et
W] = [W'|| < Cr(z)~ W]

En écrivant

Hqur,r’W‘ - |W||

||D¢aa (D forW")| = [DFW'|[| + [ DLW'| = [W]| + |[W] = [W]]
| D¢ (D forW') = DfaW'| + || DfW'| = [W|| + [|W'| — W]

VANVAN

et en utilisant (3.30), on obtient donc
[P0 (W)| = W[ < Cr(a)~H W],

ce qui prouve que ¢, ; est une Cr(x)_l—quasi—isométrie.

Les estimées d’ordre supérieur découlent de celles sur f, et f,/, grace & la formule
(3.27) : les bornes sur les dérivées covariantes de la courbure assurent que exp} g (resp.
exp’, g)) est proche de la métrique plate g, (resp. g,/) en topologie C*°, de sorte que
les estimées pour 1'une et ’autre métrique sont équivalentes; ainsi, on peut voir exp,,
exp,s et 7, comme des isométries. B

On aura également besoin de comparer entre elles ces applications, d’ou 1'utilité du
lemme suivant, qui découle immeédiatement du lemme précédent.

LEMME 3.2.18 (PROXIMITE DES FIBRATIONS LOCALES I1) — On reprend les hypothéses
et notations du lemme 3.2.17 et on se donne trois points x, ©' et ¥’ dans M\K, a
distance majorée par kr(x). La ot cela a un sens, on a

|¢r7r// — qbw,x’ (@] qu’,x” g C

et

‘ngz,z” - D(Z):c,:c’ © D¢z’,z” < CT(x)_l-

125



Preuve.
Sur Uintersection de 2, 2,/ et ,~, on peut écrire

\fo = Goar 0 fur| SC et |far — w0 for
Comme ¢, ,/ est une quasi-isométrie, il vient :
|fo = bzt © bt an © fur| < |fo = bt © far
D’autre part, on dispose de la majoration
| f = bwan © far] < C,
de sorte qu’on trouve par l'inégalité triangulaire
|(bo.07 = boa © Paran) © far| < C,

Le premier résultat suit de la surjectivité de f,~ sur la zone considérée. L’application
fzr étant une submersion, le méme raisonnement fonctionne avec les différentielles. B

<C.

<C.

+_|¢x¢ﬂ O(j&"_ ¢zﬂx”()j&”)

3.2.7 Recollement des fibrations locales.

Maintenant, on va modifier légérement les fibrations locales de fagon a les rendre
compatibles. La procédure est celle de [CFG|, adaptée et simplifiée dans notre cadre.
Commencons par un lemme dont le principe sera utilisé abondamment dans la preuve
suivante.

LEMME 3.2.19 (AJUSTEMENT DES FIBRATIONS LOCALES I) — On se place toujours
dans le cadre de la proposition 3.2.16 et on se donne deux points x et ' de M\K qui
vérifient ar(x) < d(z,z’) < PBr(xz) pour des réels 0 < o < [ < 1. On suppose que
sur B(z,yr(x)) et B(z',yr(x")) des fibrations f, et f. telles que celles de 3.2.16 sont
définies ; on suppose aussi que B(x,0r(x)) et B(x',dr(x")) s’intersectent, avec 0 < § < 7,
et qu’une application ¢,/ , comme dans 3.2.17 y est définie. On peut alors construire une
fibration fy sur B(z',0r(x')), qui vérifie les mémes propriétés que f., mais telle qu’en
plus : .
f&’::¢zﬁx()j;

sur B(x,0r(x))NB(a',dr(x")). De plus, cette nouvelle fibration coincide avec l’ancienne
en dehors de B(x,yr(x)) et partout ot on avait déjd frr = ¢z 50 fo €t on a

Viel0,2], [Vi(fo — fur)] < Cr(z) ™"

Preuve.
On pose

for(y) = AY)bar 2 (f2(y)) + (1 — A(y)) for (y)

=0 (53)
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ot § : R"! — [0,1] est une fonction de troncature qui vaut 1 sur la boule de centre
0 et de rayon §, qui vaut 0 hors de la boule de centre 0 et de rayon . On remarquera
Iestimée

‘v’u‘ < Cyr(z)*,

découlant des bornes sur les dérivées de f,. Les estimées annoncées s’obtiennent immé-
diatement en dérivant la relation

Jor W) = for () = Ay) (b z 0 f2(y) — for(y) -
m

LEMME 3.2.20 (AJUSTEMENT DES FIBRATIONS LOCALES II) — Les hypothéses sont les
mémes qu’au lemme précédent. On se donne trois points x, 2’ et " de M\ K qui vérifient
ar(z) <d(z,2’), d(«',2"), d(z,2") < Br(z) pour des réels 0 < a < 3 < 1. On se donne
des difféomorphismes ¢, Qg o €t Qs comme dans 3.2.18; on suppose aussi que
B(x,or(x)), B(x',dr(z")) et B(z",dr(x")) s’intersectent, avec 0 < § < . On peut alors
construire un difféomorphisme (;336/735//, qui vérifie les mémes propriétés que ¢y 5, Mmais
tel gu’en plus :

QS(E’,.’E” = (;5%/7‘,2 o ¢w,x”

sur for(B(z,dr(x))NB(a', dr(x"))NB(z", or(z")). De plus, ce nouveau difféomorphisme
coincide avec Uancien en dehors de B(x”,~yr(x")) et partout ot on avait déja ¢q .n =
Oul 3 © Qg 5 ON G en outre

Vi€ [0,2], V(¢ ar — puror)| < Cr(z)~"

Preuve.
On pose

1,21 (V) = A(V) b 2 0 G (0) + (1= A(V)) o (v)

o P
Av) =460 (r(:z:)2>

oit § : R"! — [0, 1] est une fonction de troncature qui vaut 1 sur la boule de centre
0 et de rayon d, qui vaut 0 hors de la boule de centre 0 et de rayon ~. Les estimées
s’effectuent comme a la preuve précédente. l

avec

THEOREME 3.2.21 (FIBRATION GLOBALE) — Soit (M™,g) une variété riemannienne
compléte telle que

Rm|=O(r™3) et |VRm|=0(r"?

et
Vo e M, Vt>1, At" ' <vol B(z,t) < w(t)t"
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avec A > 0 et tlim w(t) = 0. On suppose aussi qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que
—00

si v est un lacet géodésique basé en x et de longueur L < ¢~ 1r(x), alors I’holonomie H
du lacet vérifie

cL

@.

Alors il existe un compact K de M tel que M\ K est muni d’une fibration lisse en cercles
m au dessus d’une variété ouverte lisse X.

St —— M\K

lﬂ

X

|H —id| <

De plus, les fibres sont de longueur comprise entre C~! et C et de seconde forme fon-
damentale bornée par Cr—2. Les constantes r et C dépendent de n et des bornes sur la
courbure et le volume des boules a infini.

Remarque 3.2.3. La preuve montrera que pour tout point x de M\ K, on a un difféo-
morphisme ), entre un voisinage de 7(x) dans X et un ouvert de R"~! tel que 1, o7
est une fibration vérifiant les estimées de (3.2.16).

Preuve.

Donnons nous un ensemble maximal de points x;, ¢ € I, tels que pour tous indices les
i # j, d(z;,x;) > kr(x;)/8. Ceci fournit un recouvrement uniformément localement fini
de M, par les boules B(x;, kr(x;)/2). Pour chaque i de I, soit f; la fibration locale
donnée par 3.2.16. On travaillera avec les saturés Q;(«) de boules B(z;, ar(x;)) pour f;,
avec « un parameétre inférieur a k. Comme dans [CFG], on partitionne I en paquets Sy,
..., SN tels que deux points dont les indices sont dans un méme paquet sont loin : pour
deux indices ¢ # j de I, on a

Ja € [1,N], {i,j} C Sq = d(x;,x;) > 100k min(r(z;), r(z;)).

En particulier, Q;(a) et ©;(a) ne peuvent s’intersecter que si 4 et j sont dans des paquets
différents ; dans ce cas, si le numéro du paquet de i est supérieur & celui de j, on note
¢;,j le difféeomorphisme fourni par 3.2.17 et ¢;; son inverse.

Maintenant, on veut améliorer les relations f; ~ ¢; jf; en f; = ¢; ;f;. On procéde a
une campagne d’ajustements des fibrations locales de la fagon suivante. L’idée consiste &
donner une priorité aux paquets de petit numéro en imposant les fibrations f; des points
correspondants a celles des points voisins. Pour ce faire, on se placera sur des zones oul
plusieurs fibrations sont définies et on modifiera les fibrations pour qu’elles s’ajustent
a celle qui a le plus petit numéro. L’ordre dans lequel on procéde est important. On
va distinguer des étapes, indexées par les parties A := {a; < --- < ay} de [1,N]. On
ordonne ces 2V étapes par ordre croissant de a1, puis par ordre décroissant de k, puis
par ordre croissant de a9, puis par ordre croissant de ag, etc. Autrement dit, on a

{ag < <ap}<{b1<---<b}

si I’'une des conditions suivantes est vérifiée :
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— a1 < b1 ;

- alzbletk>l;

— a;=0b; pouri <ipget k=1et a; <b.
Notons m 4 le rang de A dans cet ordre et notons

1\ 2%
Ay = K - 5 .

Au fur et & mesure de la campagne, on va rétrécir les domaines des fibrations Q;(«) :
oy, , mesurera la taille des domaines a 1’étape A.

A chaque étape A := {a; <--- < ax}, on balaye I'ensemble des éléments 7 =
(41, ,ig) de Sqy X -+ X Sg,. A la sous-étape Z, on s’intéresse & Q7 := Q;; (@ 41) N
<N, (m +1)- 11 faut remarquer que notre choix de paquets garantit que toutes les
intersections €2, () N -+ - N, (ouy ) traitées & une méme étape sont disjointes deux
a deux (de sorte que les modifications ci-aprés sont indépendantes, au sein d’une méme
étape). Essentiellement, on va imposer la fibration f;, a ses voisines sur Q7. Etant donné
2 < p < k, on construit ﬁ-p sur Q;, (om_4+1) & partir de f;, et f;, comme dans 3.2.19, de
facon a ce que

= iy = Giy.ir fir s Qi (am g41) N iy (Qm 4 41),

= fi, = fip sur Qi (am 1)\, (amy). i
On batit également, pour 2 < p < ¢ < k, ¢, sur fi (2, (my+1) N Qi (myg1)) &
partir de ¢;, i, ¢i, i, et @i, ,, comme dans 3.2.20, de sorte que

= Diyig = Piyir Pinig SUT Jig (i, (mg1) N Qi (1) N Qg (Qny))s

= Pigyig = Pigig SUT fig (i (am 1) O Qg (m 441)\ iy (0 y))-
Apres ceci, on peut ajouter que 1a ou cela a un sens, on a pour {p,q} C [2,k]

GigipJin = Pig,irPir ip Pipyin fir = Cig.ir Jir = fig-

On oublie maintenant les tildes. On vient de garantir que sur {17, pour tous les indices
i,J concernés, on a f; = ¢; ; f;.

On effectue ces opérations pour tous les Z possibles (ce qui est fait & chaque Z est
indépendant), puis on passe a 1’étape suivante dans l’ordre décrit ci-dessus.

Au moment ol on passe d'une étape du type {a; <---} a une étape du type
{by < ---}, avec a; # by, on peut remarquer que les fibrations f; et les difféomorphismes
¢;,j sont définitivement fixés sur les ouverts dont le numéro est dans le paquet Sy, : en
effet, le procédé de barycentre des lemmes 3.2.19 et 3.2.20 ne change pas ce qui est déja
bien. Ainsi, sur ces zones, on s’est assuré définitivement des égalités f; = ¢; ; f;-

De méme au moment o1l on passe d'une étape du type {a; < --- < ax} a une étape du
type {a1 < --- < by_1}, les fibrations f; et les difféomorphismes ¢; ; sont définitivement
fixés sur les parties du type 27, ol Z est un k-uplet commengant par un élément du
paquet Sy, . Ainsi, sur ces intersections d’ordre k, on s’est assuré des égalités f; = ¢; ; f;
et le travail sur les intersections d’ordre k — 1 ne perturbera pas ce qui a déja été fait.

Aprés cette campagne d’ajustements, on a des fibrations locales f; sur les ouverts
Q; := Q;(K/2) ainsi que des diffeomorphismes ¢; ; tels que ¢; j o f; = f; sur ;N ;. On
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dispose des mémes estimées qu’initialement (on a effectué un nombre fini d’opérations
préservant les estimées, a constante pres).

Définissons une relation d’équivalence par : z et y sont en relation s’il existe i tel
que z et y appartiennent a ; et fi(z) = fi(y). On appelle X l'espace topologique
quotient et 7w la projection associés. Les applications f; passent au quotient en des
homéomorphismes (de leur domaine sur leur image) f; qui donnent & X une structure
de (n — 1)-variété ouverte : pour chaque couple 7, j tel que cela a un sens, fifj_l = 0ij
est un diffeomorphisme entre ouverts de R"~!. Par construction, 7 est alors une fibration
lisse. @

3.2.8 Géométrie de la fibration en cercles.

Dans ce paragraphe, on se place sur une variété riemannienne compléte connexe
(M™, g), n > 4, avec

|Rm| = (9(7"_3) et |VRm|= (9(1"_4),

Vi>2,

V'Rm| = O(r*7)

et
Vit > 1, A" <vol B(z,t) < w(t)t"

avec A > 0 et tlim w(t) = 0. On suppose aussi qu'il existe une constante ¢ > 1 telle que
— 0

si v est un lacet géodésique basé en z et de longueur L < ¢~ !'r(z), alors I’holonomie H
du lacet vérifie

cL

r(z)

Nous avons construit plus haut une fibration en cercles 7 : M\K — X. On peut
moyenner la métrique g le long des fibres de cette fibration. En effet, étant donné un
point  de M\K, on peut choisir un champ de vecteurs unitaires V', défini sur un
voisinage saturé de x et tangent aux fibres de 7 (on a deux possibilités différant d’un
signe). Un tel champ de vecteurs est dit vertical. Soit ¢; le flot de V. Notons [, la
longueur de la fibre 7! (7(x)). On définit un produit scalaire sur 7, M par

|H —id| <

I
hy i= — ¢y gdt.

Iz Jo
Cette définition est indépendante du choix de V. On obtient ainsi une métrique rieman-
nienne h sur M\ K et les flots ¢; (comme ci-dessus) sont des isométries pour h. On veut
estimer la proximité de h & g et ceci passe par quelques estimations.

On va commencer par montrer qu’un champ vertical unitaire V' est presque paralléle

et presque de Killing,.

LEMME 3.2.22 — La dérivée covariante de V s’estime par

IVV| < Cyr2.
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et pour tout k > 2, il existe une constante C}, telle que :
ViV | < ot

Preuve.
Soit f : © — R™! 'une des fibrations locales définies au voisinage du point d’étude.
Par construction, on a df (V) = 0, d’ou en dérivant :

Vif(V,.) = —df(VV). (3.31)

Comme V est de norme constante, on a
(VV, V) =0 (3.32)
d’ot, a l'aide de (3.2.16) : [VV| < C'|V?f| < Cr~2 On procéde ensuite par récurrence

en supposant le résultat vrai jusqu’a 'ordre k£ — 1. En dérivant k—1 fois (3.31), on trouve
une formule du type

k—1 k—1
df(vkv) _ Z vl-i—k’—if * VZV + Z vl-i—k’—if * vz‘/’
i=1 =0

ce qui permet d’estimer la composante orthogonale aux fibres de V¥V par

k—1 k—1
vV <o ST [T ViV 4+ o S 9 v
i=1 =0

Par hypothese de récurrence et (3.2.16), il vient : |VFVE| < Cp(r™" 4+ r7F) < Cpr*.
D’autre part, en dérivant (3.32), on voit que

VvV < Okki Vv e,
=1

d’ou par hypothése de récurrence : !(VkV, V)‘ < Cr~". Au final, on a bien ‘VkV‘ <
Ck”r’_k. |

LEMME 3.2.23 — On a |Lyg| < Cor=2 et pour tout entier k > 1 :
‘VkLVg‘ < Cpr— 7k,
Preuve.

Pour tous champs de vecteurs X et Y, on a Lyg(X,Y) = (VxV,Y) + (VyV, X), donc
si k est un entier naturel, VkLVg‘ s’estime par ‘VkHV‘. [ |

Si ¢! désigne le flot de V, on s’intéresse & la famille de métriques définie par g; := ¢'*g,
de connexion de Levi-Civita V! et de courbure Rm’. D’abord, une jolie formule.
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LEMME 3.2.24 — Si X et Y sont des champs de vecteurs, on a

d
5 V&Y = Rm' (X, V)Y — ViE V.
Preuve.

La connexion V! est obtenue en transportant la connexion V par l'isométrie ¢ :

VY = ¢V xolY. (3.33)
Ainsi,
COVRY = SVl
d’on

d
LIV, VY] + ¢§<EVtXY = Ve xj0LY + Vg x [V, oLY],
ce qui, avec (3.33) et 'invariance de V sous le flot, se simplifie en

d
VXY = ViV + Vi [V.Y] = [V, VY],

On développe et on regarde :

d
%vfxy = Vi +VE VLY -V VRV -V VY 4+ VG,V = Rm'(X, V)Y -V, V.

Ceci donne un controle sur les dérivées covariantes des métriques g;.
LEMME 3.2.25 — FEtant donné tg > 0, on a pourt <ty :

lge —gl < Cor™?,
Vke N, |VFg| <G '

ot les constantes C; dépendent de ty, des bornes sur les dérivées de la courbure et des
bornes sur la fibration (cf. 3.2.16).

Preuve.
Si X est un champ de vecteurs, on a par définition de la dérivée de Lie :

S0(X,X) = (6" Lvg) (X, X)

donc en notant £ le supremum de |Ly ¢g| sur la fibre considérée, on obtient
d

d’oll en intégrant :
(X, X)e ™ < g (X, X) < g(X, X)et.
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Le lemme 3.2.23 borne L :

2

g(X, X)e O < (X, X) < g(X, X)el

d’oli la premiére estimation. Donnons nous maintenant trois champs de vecteurs X, Y,
Z.0n a
(thgt)(Y7 Z2)=0=X -q(Y,Z) — Qt(thK Z) = gu(Y, VfXZ)v

et
(Vth)(Ya Z) =X- gt(Y7 Z) - gt(vXK Z) - gt(Y7 VXZ)7

donc, si on note A’ le tenseur V! — V, il vient
(Vxg)(Y. 2) = (A (X,Y), Z) + g (Y, AY(X, 2).
On retiendra ’écriture suivante :
Vg = g+ A". (3.34)

La formule du lemme 3.2.24 nous apprend que
t
Al = / (Rm®(., V) — V*2V)ds.
0

Par invariance de la courbure sous isométries, on a
Rm' = ¢ Rm (3.35)
et grace & (3.33) joint a l'invariance de V sous le flot,
V2V = V2V (3.36)

On dispose de bornes sur g;, Rm et V2V : (3.33) conduit a |Rm‘| < Cr~2 (et méme
r73), |Vt’2V| < Cr2et ‘At‘ < Cr2.

Supposons maintenant qu’on ait montré que pour un certain k > 1, pour 0 <14 < k—1
et t < to,

Vige—g)| < O
‘ViRmt| < COp %
VvV < or

En particulier, on a
Vit <tg, Vi€ 0,k—1], VA < Cr27".
Soit ¢t < tg. En dérivant (3.34), on obtient la formule

k—1
Vige =Y VF17g «viAl
1=0
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Par hypothése de récurrence, il vient |ngt‘ < Cr~1'=%. Pour continuer, on a besoin
d’estimer ‘V“At!, i < k — 1. Pour ce faire, on décompose la connexion V! en V + A
Ceci permet de borner ‘V“Aﬂ par une somme d’un nombre borné de termes de la forme

(EW“&W) ey

avec des entiers naturels m,,, § vérifiant

i—1

Z(1+a)ma+ﬁ:z’.

a=0

Par hypothése de récurrence, chacun de ces termes est borné par Cr—te)ma—2-f <
Cr~27% donc ‘ ‘
‘vt,zAt| S C’I“_2_Z.

Maintenant, en écrivant V = V! — A?, on estime ‘Vk Rmt‘ par une somme d’un nombre
borné de termes de la forme

k-1
(H |vt,aAt‘ma> ‘vt,ﬁ Rmt‘
a=0

avec des entiers naturels mg, 0 vérifiant

k—1

> 1+ a)ma+ 8=k

a=0

Par (3.35) et (3.33), on peut estimer ‘Vt’ﬁ Rmt‘ par ‘Vﬁ Rm! et donc par 277 Au final,
on trouve ‘Vk Rmt‘ < Cr~27% En procédant de méme, on obtient !VkVt72V| < COr~%k
et on conclut par le principe de récurrence. B

On aura aussi besoin d’estimer la longueur des fibres, donnée par la fonction [.

LEMME 3.2.26 — On a |dI| < C17~2 et pour tout k > 2 :
V| <

Preuve.
Par construction, on dispose de 'identité

¢ (z) = x, (3.37)

valable en tout point x de M\K. En dérivant, on trouve dl @ V + T¢' = id et si
l’on considére le produit scalaire avec V, il vient dl = (g — ¢;)(V,.). En dérivant cette

expression, on trouve
k—1

V=) Vg —a) x VI,
1=0
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d’ou, avec (3.2.25), (3.2.22) et la borne sur [ : [VFI| < Cr~*. W

Ces estimations nous permettent de controler h.

PROPOSITION 3.2.27 — La métrique h obtenue en moyennant g le long de la fibration
en cercles obéit aur estimées
\h —g| < Cjr2

et, pour k> 1,
‘th‘ < Cr 1k,
ot Cy est une constante dépendant de l’entier naturel k, ainsi que des bornes sur la

courbure et sur la fibration (cf. 3.2.16).

Preuve.
Par définition de h, on a

D’ou la premiére estimée, avec (3.2.25). Dérivons :

dl
Vh=— l /Vgtdt

En fait, pour tout entier £ > 1, on obtient par récurrence :
VFh = ch—@avk g1 — / VFgudt.

(3.2.25) et (3.2.26) donnent alors par récurrence : ‘th| <Cr 7. m
COROLLAIRE 3.2.28 — La courbure de h est a décroissance cubique.

Preuve.
Posons V" = V9 + A et observons la formule

Ry, (X,Y) = Rmy(X,Y) + VL A(X) — VLAY) + A(Y)A(X) — A(X)A(Y).

Or on a |[Rm,| < Cr~3 et la proposition 3.2.27 fournit |A| < Cr=2 et |[VIA| < Cr=3.
Donc [Rmy,| < Cr=3. B

Maintenant, descendons h en une métrique riemannienne A sur X : pour tout point
y de X, pour tout vecteur w de T, X, on choisit un relevé = de y (7(x) = y) et on
pose h,(w,w) = h,(v,v) ot v est I'unique relevé de w dans le sous-espace de T,,M qui
est normal & 7 !(y) pour h; cette définition a un sens parce que les flots ¢; sont des
isométries.

PROPOSITION 3.2.29 — X est difféomorphe au complémentaire d’une boule dans R"1,
éventuellement quotienté par un sous-groupe fini de O(n—1) et h est une métrique ALE,
d’ordre 1 si n > 5, d’ordre T pour tout T < 1 sin = 4.
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Preuve.

Afin d’estimer la courbure de (X, A), on utilise la formule de O’Neill ([Bes]), qui dit que
si Y et Z sont des champs de vecteurs unitaires orthogonaux et horizontaux sur M\ K,
alors

Sectj (m.Y A Z) = Sectp(Y A Z) + zh([Y, Z),V)?
Le premier terme décroit cubiquement par le corollaire 3.2.28. De plus,
MY, Z],V) = —=(Vyh)(Z,V) = h(Z,VyV)+ (Vzh)(Y,V) + h(Y,V V).
Par le lemme 3.2.22 et le corollaire 3.2.27, on obtient
\W([Y, Z],V)| < Cr—2.

D’ou :
|Secth(7r*Y A 7T*Z)| < COr3,

Et comme la croissance du volume des boules dans (X, A) est maximale, cette décrois-
sance cubique de la courbure permet d’appliquer le résultat de [BKN], rappelé dans
I'introduction (théoréme 0.0.6). W

3.2.9 Bilan
On a montré le théoréme suivant.

THEOREME 3.2.30 — Soit (M™, g), n > 4, une variété riemannienne compléte, conneze,
dont la courbure vérifie

|Rm| = (9(7"_3) et  |VRm|= (9(1"_4),

ainsi que
Vi> 2,

V'Rm| = O(r—>7")
et dont le volume des boules vérifie
Vo e M,Vt>1, At" ' <vol B(z,t) < w(t)t"

avec A >0 et tlim w(t) = 0. On suppose aussi qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que
—0Q0

si 7 est un lacet géodésique basé en x et de longueur L < c~'r(x), alors I’holonomie H
du lacet vérifie

cL

r(@)’

Alors il existe un compact K de M, une boule B de R"~', un sous-groupe fini G de
O(n —1) et une fibration en cercles 7 : M\K — (R"~1\B)/G. De plus, la métrique g
vérifie

|H —id| <

lg—m*g—n*| = O0(r ?)
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et
Vke N, |[Vig—n"g—n")| = O("7")

ot n? mesure la projection le long des fibres et § est une métriqgue ALE sur R"~', d’ordre
1 sin >5, dordre T pour tout 7 < 1 si n = 4.

En se rappelant de la premiére partie de ce mémoire, on arrive au

THEOREME 3.2.31 — Soit (M™, g), n > 4, une variété riemannienne compléte, conneze,
Ricci-plate, dont la courbure est dans L2 (rdvol) et dont le volume des boules vérifie

Vo e M, Vt>1, At" ' <vol B(z,t) < w(t)t"
avec A > 0 et tlim w(t) = 0. On suppose aussi qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que
—00

si v est un lacet géodésique basé en x et de longueur L < ¢ r(x), alors I’holonomie H
du lacet vérifie
L
|H —id| < <=
r(z)
Alors il existe un compact K de M, une boule B de R"', un sous-groupe fini G de
O(n — 1) et une fibration en cercles © : M\K — (R""1\B)/G. De plus, la métrique g
vérifie
lg—m*g—n*| = O0(r ?)
et
ke N, [VE(g - g — )| = 0 h)

ou n? mesure la projection le long des fibres et § est une métrique ALE sur R"', d’ordre
1 sin>5, d’ordre T pour tout 7 < 1 si n = 4.

Remarque 3.2.4. L’hypothése intégrale sur la courbure est par exemple garantie par une
décroissance surquadratique.

Dans le cadre des instantons gravitationnels, le résultat est le suivant.

THEORBME 3.2.32 — Soit (M*, g) une variété hyperkihlerienne compléte, connexe, dont
la courbure est dans L%(rdvol) et dont le volume des boules vérifie

Vze M, Vt>1, At® <vol B(x,t) < Bt

avec B > A > 0. Alors il existe un compact K de M, une boule B de R>, un sous-groupe
fini G de O(3) et une fibration en cercles = : M\K — (R®\B)/G. De plus, la métrique
g vérifie
lg— 75— n*| = 0@ ?)
et
Vk e N*, ‘Vk(g —7tg — 172)‘ =0 1)

ot n° mesure la projection le long des fibres et § est une métrique ALE sur R3, d’ordre
T pour tout T < 1.
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Terminons par quelques commentaires sur la topologie & 'infini. Quitte & considérer
séparément les bouts, on peut supposer que M"™ n’a qu'un bout. On s’intéresse a la
topologie de 'espace connexe £ = M\ K qui, d’apreés le théoréme 3.2.30, fibre en cercles
au-dessus de X = R"!1\B/G. A l'aide de la projection p : X = R*"\B — X =
R"1\B/G, on peut tirer en arriére cette fibration 7 en une fibration en cercles 7 :
E — X. L’espace E est le revétement fini de E, d’ordre |G|, défini par

E={(z,e) e X xE, p(z) =n(e)}

et 7 est donnée par la projection sur le premier facteur (pri). On peut résumer ceci par

le diagramme commutatif :
(pr2) E

—
lw
p

E
X — X

Bien stir, X = R" !\ B a méme type d’homotopie que S"~2. La suite exacte longue
d’homotopie associée & la fibration 7

- — TFZ'(SI) — WZ(E) — 7TZ(X) — Wi_l(Sl) — e

fournit immeédiatement

Vi 2 3, WZ(E) = 7['7;(8”_2)

et
0 — ma(E) — m2(S"2) - Z — m(E) — 11 (S"2) — 0.

Quand la dimension n vaut au moins 5, on obtient donc m(E) = ma(E) = 0 et
s 1(E) = Z.
En dimension 4, la suite exacte est

0—>w2(E')—>Z(bl>”Z—>W1(E)—>O,

ol ¢, est la multiplication par un entier m. Il y a deux cas :

~sim=0, m(E) =m(F)=Zet m(E) =7,

— sinon, m(FE) = m(E) = 0 et m(E) = Z/mZ.

On peut étre plus précis! Les fibrations en cercles sur X sont les mémes que les
fibrations en cercles sur S” 2. Une décomposition en hémisphéres de S*~2 permet de
voir une fibration en cercles sur S"~2 comme recollement de deux fibrations triviales

B2 x S'; Iapplication de recollement s’écrit
STL—3 % Sl N STL—3 % Sl
(0,6%) (a0, c)

oil (x,.) est un homéomorphisme de S! en tout point 2. On peut se donner un point
base (rg,1) dans S"3 x S! et le supposer fix¢, quitte & effectuer une rotation de S! :
¥(xg,1) = 1. On peut également supposer que ¥ (xg,.) est un homéomorphisme direct

138



de S, quitte & renverser 'orientation de 'un des facteurs S'. Alors, par connexité de
S"=3, 4(z,.) est un homéomorphisme direct pour tout x. On peut remarquer qu’en tout
point z de S"73, (x,.) = ¥(x,.) - ¥(x,1)"" est un élément de Homeo] (S!), i.e. un
homéomorphisme direct de S! qui fixe 1. Comme Homeo; (S!) se rétracte sur I'identité
de S!, on peut déformer 1) de facon & se ramener au cas ot 1[)(:1:, .) est 'identité de S! en
chaque point z. Dans ce cas, en tout point x, ¥ (x,.) est constant a ¢(x, 1), de sorte que
@) peut maintenant se voir comme une application continue de S*~3 dans S', envoyant
un certain point base xo sur 1. A homotopie prés, on récupére un élément de 7, _3(S!).

En dimension n > 5, m,_3(S') est trivial, donc il n’y a qu’une fibration en cercles
possible sur X = R" 1\ B ~ S"2x R, : la fibration triviale d’espace total R"~!\ B x S'.

En dimension n = 4, 7, 3(S!) est le groupe fondamental du cercle, soit Z, de sorte
qu’on a plus de liberté. L’application de recollement i se déforme en une application de
la forme

’(/J(ilj‘,ew) — eimé‘

pour un certain entier naturel m. Le cas m = 0 correspond & la fibration triviale de
R3\B? x S' sur R3\B3. Le cas m = 1 est la fibration de Hopf, envoyant R*\B* sur R3\B3.
Les autres m s’atteignent en quotientant la fibration de Hopf par Z/mZ (I’action est
I’action scalaire du groupe des racines m-iéme de 1 sur C? = R%).

Pour résumer, on peut distinguer deux cas de figure.

— Si le groupe fondamental & l'infini (i.e. celui de M\ K) est fini, alors un revétement
fini de M\ K est R*\B* et la fibration en cercles est obtenue & partir de la fibration
de Hopf. Dans ce cas, le mo & 'infini est trivial. C’est typiquement la situation
« Taub-NUT ».

— Si au contraire le groupe fondamental & l’infini est infini, un revétement fini de
M\K est R?\B? x S! et la fibration en cercles provient de la fibration triviale.
Le mo & l'infini est alors Z. C’est la situation dans le cas plat ou dans l'espace de
Schwarzschild.

Remarque 3.2.5. Dans [PT], il est montré que le cone asymptotique d’une variété (M™, g)
& courbure décroissant surquadratiquement et simplement connexe & l’infini est néces-
sairement R™, quand n est différent de 4; en dimension 4 les possibilités pour le cone
asymptotique sont R* R et R x R, (il est conjecturé que ce dernier cas n’arrive pas).
Quand M est simplement connexe & ’'infini, notre étude autorise une seule possibilité
pour les effondrements de codimension 1 : la dimension est 4 et la fibration est celle de
Hopf. C’est cohérent.

139



Bibliographie

[A1] U. Abresch, Lower curvature bounds, Toponogov’s theorem, and bounded topology
I, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 18 (1985), no. 4, 651-670.

[A2] U. Abresch, Lower curvature bounds, Toponogov’s theorem, and bounded topology
II, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 20 (1987), no. 3, 475-502.

[And] M. T. Anderson, On the topology of complete manifolds of non-negative Ricci
curvature, Topology 29 (1990), no. 1, 41-55.

[BKN] S. Bando, A. Kasue, H. Nakajima, On a construction of coordinates at infinity
on manifolds with fast curvature decay and maximal volume growth, Invent. Math.
97 (1989), no. 2, 313-349.

[Ber| L. Bérard-Bergery, Sur de nouvelles variétés riemanniennes d’Einstein, Institut
Elie Cartan, 6, 1-60, Inst. Elie Cartan, 6, Univ. Nancy, Nancy, 1982.

[Bes| A. Besse, Einstein manifolds. , Springer-Verlag, Berlin, 1987.

[Bus| P. Buser, A note on the isoperimetric constant, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4)
15 (1982), no. 2, 213-230.

[BK] P. Buser, H. Karcher, Gromov’s almost flat manifolds, Astérisque, 81. Société
Mathématique de France, Paris, 1981. 148 pp.

[CGH| D. M. J. Calderbank, P. Gauduchon, M. Herzlich, Refined Kato inequalities and
conformal weights in Riemannian geometry, J. Funct. Anal., vol. 173 (2000), 214-
255.

[Car| G. Carron, L?-cohomologie et inégalités de Sobolev, Math. Ann. 314 (1999), no. 4,
613-639.

[CH] G. Carron, M. Herzlich, The Huber theorem for non-compact conformally flat ma-
nifolds, Comment. Math. Helv. 77 (2002), no. 1, 192-220.

[Cha] I. Chavel, Riemannian geometry - A modern introduction, Cambridge University
Press, Cambridge, 1993.

[CFG] J. Cheeger, K. Fukaya, M. Gromov, Nilpotent structures and invariant metrics
on collapsed manifolds, J. Amer. Math. Soc. 5 (1992), no. 2, 327-372.

[CG1] J. Cheeger, D. Gromoll, The splitting theorem for manifolds of non-negative Ricci
curvature, J. Differential Geom. 6 (1971), 119-128.

[CG2| J. Cheeger, D. Gromoll, On the structure of complete manifolds of nonnegative
curvature, Ann. of Math. (2) 96 (1972), 413-443.

140



[CG|] J. Cheeger, M. Gromov, Collapsing Riemannian manifolds while keeping their
curvature bounded. II, J. Differential Geom. 32 (1990), no. 1, 269-298.

[CGT] J. Cheeger, M. Gromov, M. Taylor, Finite propagation speed, kernel estimates
for functions of the Laplace operator, and the geometry of complete Riemannian
manifolds., J. Differential Geom. 17 (1982), no. 1, 15-53.

[CT| J. Cheeger, G. Tian, Curvature and injectivity radius estimates for Einstein 4-
manifolds, J. Amer. Math. Soc. 19 (2006), 487-525.

[ChH] S. Cherkis, N. Hitchin, Gravitational instantons of type Dy, Comm. Math. Phys.
260 (2005), no. 2, 299-317.

[Cro] C. Croke, Some isoperimetric inequalities and eigenvalue estimates, Ann. Scient.
Ec. Norm. Sup., 4e serie, t.13 (1980), 419-435.

[EJ] G. Etesi, M. Jardim, Moduli spaces of self dual connections over asymptotically
locally flat gravitational instantons., arXiv :math.DG/0608597.

[Fuk] K. Fukaya, Collapsing Riemannian manifolds to ones of lower dimensions, J. Dif-
ferential Geom. 25 (1987), no. 1, 139-156.

[GM] S. Gallot, D. Meyer, D’un résultat hilbertien a un principe de comparaison entre
spectres. Applications., Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 21 (1988), no. 4, 561-591.

[GW] R. E. Greene, H. Wu, Gap theorems for noncompact Riemannian manifolds, Duke
Math. J. 49 (1982), no. 3, 731-756.

[Grig] A. Grigor’yan, The heat equation on noncompact Riemannian manifolds, (Rus-
sian) Mat. Sb. 182 (1991), no. 1, 55-87; translation in Math. USSR-Sb. 72 (1992),
no. 1, 47-77.

[GSC| A. Grigor'yan, L. Saloff-Coste, Stability results for Harnack inequalities, Ann.
Inst. Fourier (Grenoble) 55 (2005), no. 3, 825-890.

[Gril] G. Grillo, Hardy and Rellich-type inequalities for metrics defined by vector fields,
Potential Anal. 18 (2003), no. 3, 187-217.

[G1] M. Gromov, Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces Pro-
gress in Mathematics, 152. Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, 1999. xx+585
pp-

[G2] M. Gromov, Volume and bounded cohomology, Volume and bounded cohomology.
Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. No. 56 (1982), 5-99 (1983).

[GLP] M. Gromov, J. Lafontaine, P. Pansu, Structures métriques pour les variétés rie-
manniennes, Edited by J. Lafontaine and P. Pansu. Textes Mathématiques [Ma-
thematical Texts|, 1. CEDIC, Paris, 1981. iv+152 pp.

|Gur] M. Gursky, Four-manifolds with SW+ = 0 and Einstein constants of the sphere,
Math. Ann. 318 (2000), no. 3, 417-431.

[HK] P. Hajlasz, P. Koskela, Sobolev met Poincaré, Memoirs of the AMS, 688 (2000).
[Haw| S. W. Hawking, Gravitational instantons, Phys. Lett. 60A (1977), 81-83.

[Kas] A. Kasue, A compactification of a manifold with asymptotically nonnegative cur-
vature, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 21 (1988), no. 4, 593-622.

141



[Kau| H. Kaul, Schranken fir die Christoffelsymbole, Manuscripta Math. 19 (1976), no.
3, 261-273.

[K1] P. B. Kronheimer, The construction of ALE spaces as hyper-Kdhler quotients, J.
Differential Geom. 29 (1989), no. 3, 665-683.

[K2] P. B. Kronheimer, A Torelli-type theorem for gravitational instantons, J. Differen-
tial Geom. 29 (1989), no. 3, 685—697.

|[Leb] C. LeBrun, Complete Ricci-flat Kdihler metrics on C" need not be flat, Several
complex variables and complex geometry, Part 2 (Santa Cruz, CA, 1989), 297-304,
Proc. Sympos. Pure Math., 52, Part 2, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1991.

[Li] P. Li, On the Sobolev constant and the p-spectrum of a compact Riemannian mani-

fold, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 13 (1980), no. 4, 451-468.

[LT] P. Li, L.F. Tam, Green’s function, harmonic functions and volume comparison, J.
Differential Geom. 41 (1995), 277-318.

[LY] P. Li, S.T. Yau, On the parabolic kernel of the Schridinger operator, Acta Math.
156 (1986), no. 3-4, 153-201.

[LS] J. Lott, Z. Shen, Manifolds with quadratic curvature decay and slow volume growth,
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 33 (2000), no. 2, 275-290.

[MSC]| P. Maheux, L. Saloff-Coste, Analyse sur les boules d’un opérateur sous-elliptique,
Math. Ann. 303 (1995), no. 4, 713-740.

[Pet] P. Petersen, Riemannian geometry, Graduate Texts in Mathematics, 171. Springer-
Verlag, New York, 1998.

[PT]| A. Petrunin, W. Tuschmann, Asymptotical flatness and cone structure at infinity,
Math. Ann. 321 (2001), no. 4, 775-788.

[PRS] S. Pigola, M. Rigoli, A. Setti Vanishing theorems on Riemannian manifolds, and
geometric applications, J. Funct. Anal. 229 (2005), no. 2, 424-461.

[SC] L. Saloff-Coste, A note on Poincaré, Sobolev and Harnack inequalities, Internat.
Math. Res. Notices 1992, no. 2, 27-38.

[SS] J. Sha, Z. Shen Complete manifolds with nonnegative Ricci curvature and quadra-
tically nonnegatively curved infinity, Amer. J. Math. 119 (1997), no. 6, 1399-1404.

[TV] G. Tian, J. Viaclovsky, Moduli spaces of critical Riemannian metrics in dimension
four, Adv. Math. 196 (2005), no. 2, 346-372.

[Unn] S. Unnebrink, Asymptotically flat 4-manifolds, Differential Geom. Appl. 6 (1996),
no. 3, 271-274.

142



