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Introduction

Les évolutions des sociétés dans lesquelles nous vivons et de nos modes de vie ont fait
croitre durant ce dernier siecle nos besoins en prévision aussi bien de I’état de ’atmosphere
que de I'état de I'océan. Ces besoins sont de natures variées et portent sur des échelles spatio-
temporelles multiples. La nécessité d’obtenir des prévisions a court terme précises a entrainé
dans un premier temps le développement de la météorologie opérationnelle dont nous voyons
tous les jours une application (le bulletin météorologique du journal télé), puis celui relativement
récent de 'océanographie opérationnelle. L’exemple des zones cotieres, ou l'activité humaine est
intense aussi bien en mer que sur terre, illustre a merveille les enjeux de société auxquels nous
sommes confrontés et pour lesquels il est important de développer notre capacité a comprendre
et prévoir la fagon dont notre milieu naturel évolue. Ces enjeux sont notamment de nature
économique (péche, navigation, champs pétroliferes off-shore, tourisme, etc..) ou bien liés a des
aspects de sécurité civile (ouragans, pollutions liées aux naufrages de super tanker, etc,..).

Parallelement a cela, durant ce dernier quart de siecle, nous avons pris conscience de 1’im-
pact que nous avions sur le climat, créant ainsi de nouveaux besoins en terme de prévision.
Les problemes liés au réchauffement climatique nécessitent, en effet, des prévisions a long terme
précises, afin de pouvoir anticiper et prévenir au mieux les catastrophes humaines potentielles
qui en découleraient. Nos modes de vie dépendant ainsi tres fortement des aléas climatiques, a
court et a long terme, il semble nécessaire de pouvoir prévoir avec précision 1’état de I’atmosphere
et des océans.

Pour cela, une premiere source d’information est 'utilisation des modeles numériques du
systeme dont on cherche a prévoir les états. Les progres constants réalisés dans les domaines
de I'océanographie ou de la météorologie font que nous disposons actuellement de modeles so-
phistiqués et relativement précis. Néanmoins, ceux-ci comportent encore de multiples erreurs.
Celles-ci peuvent étre liées aux approximations de la théorie physique qui sont réalisées dans
ces modeles (par exemple en océanographie I'approximation de Boussinesq ou bien ’approxima-
tion hydrostatique). Elles viennent également du fait que les modeles numériques sont discrets.
Leurs erreurs de troncature dépendent & la fois des schémas numériques utilisés, ainsi que de
la résolution du modele. L’augmentation de celle-ci permettra naturellement de réduire ces er-
reurs de troncature. Néanmoins, les cotits de calculs pourront s’avérer prohibitifs. Enfin, il existe
également des erreurs aux niveaux des forgages des modeles. Dans le cas des modeles d’océans,
de nombreuses erreurs subsitent au niveau de la connaissance du vent, des flux de chaleur, de
la bathymétrie, etc.. Ainsi, suivant 1'utilisation de ces modeles, les prévisions obtenues pourront
présenter des erreurs importantes. Cette seule source d’information ne peut donc suffire.

Une seconde source d’information de 1’état de I'océan ou de I’atmosphere réside dans les
mesures. L’utilisation de satellites (Topex-Poseidon, Jason I, ENVISAT, etc..) ou la mise en
ceuvre de campagnes en mer (bouées XBT, balises ARGO, mooring, etc..) ont permis a la com-
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munauté océanographique de collecter une quantité importante d’informations sur I’état de la
mer. Toutefois, ces informations sont réparties dans le monde de facon hétérogene en espace
et en temps. Certaines zones des océans sont toujours inexplorées. Il faut ajouter a cela le fait
que les observations présentent des erreurs liées aux instruments de mesure employés. Elles ne
suffisent donc pas a elles seules a la définition d’un état initial en vue d’une prévision de 'océan.

Il est donc nécessaire de pouvoir combiner les informations provenant des modeles et celles
provenant des observations dont nous disposons. C’est le but de ’assimilation de données. Ce
terme englobe ’ensemble des techniques qui permettent de combiner, de la meilleure des facons
possibles (dans un sens a définir), 'information mathématique contenue dans les équations et
I'information physique provenant des observations en vue de reconstituer I’état d’un systeme. Ces
méthodes sont utilisées maintenant depuis un certain nombre d’années aussi bien en météorologie
qu’en océanographie, disciplines dans lesquelles elles ont fait leurs preuves.

Par ailleurs, nos besoins croissants en prévisions les plus précises possibles rendent nécessaire
I'utilisation de modeles a treés haute résolution et ce notamment en océanographie dans les zones
cotieres, ol ’activité humaine y est la plus intense. La résolution des modeles de bassins n’étant
pas adaptée aux échelles des phénomenes physiques qui nous intéressent dans ces zones, il est
nécessaire d’augmenter la résolution des modeles sur ces zones d’intérét. En effet, méme si les
capacités informatiques des centres opérationnels croissent de maniere importante, il n’est pas
encore envisageable d’utiliser des modeles de bassins a tres haute résolution. Il apparait donc
nécessaire de pouvoir effectuer des raffinements de maillages locaux. C’est ce que font les systemes
de prévision opérationnels (FOAM 1, MOON 2, etc). La nécessité d’améliorer les prévisions sur
ces zooms locaux amene alors naturellement a s’intéresser a la faisablilité de I'assimilation de
données dans ces modeles dits emboltés, ce qui a été tres peu étudiée jusqu’a présent.

Dans ces systemes opérationnels, les observations sont généralement assimilées dans chaque
modele de fagons indépendantes. Les effets de I'assimilation dans un modele se font alors sen-
tir dans tout I’emboitement selon la nature des interactions entre les modeles. Dans le cas
d’interaction one-way, les conditions aux frontieres pour la grille haute résolution proviennent
d’une interpolation de la solution obtenue sur la grille & plus faible résolution. Ces interactions
sont dites passives et peuvent étre réalisées de maniere off-line, I'intégration du modele basse
résolution étant indépendante du modele haute résolution. Dans le cas d’interaction two-way, une
rétroaction de la grille haute résolution vers la grille basse résolution est ajoutée. Ces interactions
sont dites actives. Il faut cependant remarquer que les corrections apportées par ’assimilation
dans chacun des modeles de ’emboitement peuvent s’avérer incohérentes entre elles. Ceci est dii
notamment au fait que les domaines sur lesquels s’appuient les modeles sont de différentes tailles
et résolutions, et que les échelles physiques représentées par ces modeles sont différentes. Peu
de travaux ont abordé a I’heure actuelle ce probleme d’une assimilation de données cohérente
simultanément sur plusieurs grilles emboitées. Citons toutefois I’approche novatrice de Barth et
al [2], [3] développée dans le cadre de méthodes stochastiques d’assimilation de données (filtre de
Kalman), qui introduit un vecteur d’état ”généralisé”, regroupant les différents vecteurs d’état
présents dans 'emboitement. Une étude bibliographique des travaux sur cette thématique est
faite au chapitre 1. Dans le contexte des méthodes variationnelles d’assimilation de données
toutefois, aucune étude n’a encore été réalisée a notre connaissance sur leur application a des
systemes de modeles emboités. C’est précisement sur ce sujet que va porter notre travail, qui

'http ://www-unix.mcs.anl.gov/foam/index.html
2http ://www.moon-oceanforecasting.eu/
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va consister a mettre en place des algorithmes d’assimilation variationnelle de données pour des
modeles emboités.

Nos objectifs sont multiples. Ainsi, un premier intérét des raffinements de maillages est
I’amélioration de la solution d’un modele basse résolution, en effectuant des zooms la ou la
physique le nécessite. La question de la formulation de I'assimilation de données dans de tels
modeles se pose alors, sachant que ceux-ci présentent plusieurs grilles interagissant les unes avec
les autres. De plus, il faut noter qu’il serait intéressant en terme d’assimilation de pouvoir adapter
localement la résolution des modeles a celles des observations. Dans le cas de 'océanographie,
les campagnes en mer permettent d’obtenir une quantité importante d’observations sur une zone
géographique souvent tres localisée. Il serait ainsi judicieux de pouvoir effectuer des zooms sur
ces zones afin d’exploiter au mieux toute I'information dont nous disposons.

Comme dit plus haut, dans de nombreux centres océanographiques de prévisions opérationnelles,
un modele global est utilisé pour spécifier les conditions aux limites de modéles cotiers locaux
haute résolution. L’assimilation variationnelle de données est réalisée localement et de fagon
indépendante dans chaque modele. La question qui se pose a nous est de savoir s’il serait pos-
sible d’améliorer les prévisions locales & haute résolution en appliquant ’assimilation de données
au systeme emboité vu dans sa globalité. L’algorithme mis en place devra également respecter
les contraintes matérielles de la prévision opérationnelle.

Le plan de cette étude est le suivant. Dans un premier temps, nous présentons les méthodes
classiques d’assimilation de données et nous donnons une formulation de I’emboitement de
modeles. Nous posons également le probleme de ’assimilation variationnelle de données pour le
cas général d’un emboitement bi-grille. Nous posons ensuite les équations du modele adjoint bi-
grille pour le cas d’interaction one-way et two-way et nous étudions la structure de la matrice de
covariance d’erreur d’ébauche (chapitre 2). Nous présentons ensuite le cadre de nos expériences
numériques (chapitre 3) ainsi que les résultats obtenus par nos algorithmes d’assimilation bi-
grilles (chapitre 4). Enfin, nous proposons des pistes pour la mise en oeuvre d’un algorithme
d’assimilation variationnelle de données basé sur les méthodes d’optimisation multi-grilles (cha-
pitre 5).
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Chapitre 1

Emboitement de modeles et
assimilation de données

Sommaire
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1.3.3 Implémentation réaliste : les filtres de rang réduit . . . . . . . . .. ... 16
1.4 Approche variationnelle . . .. ... ... ... ... ... 00, 19
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1.4.2 4D-Var incrémental . . . . . . . . . ... ... o 20
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1.4.4 Le role de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B. . . . . . . . . 23
1.4.5 Un préconditionnement remarquable . . . . . . . ... ... ... .... 24
1.5 Emboitement de modéles : définitions et notations . . ... ... .. 25
1.5.1 Grilles et fonctions de grille . . . . . ... ... oL 25
1.5.2  Produit scalaire L? discret sur un maillage . . . . .. ... ....... 26
1.5.3 Opérateurs inter-grilles et décomposition d’échelles . . . . . . . . . . .. 26
1.6 Formulations de ’emboitement de modeéles . . . . . .. ... ... .. 26
1.6.1 Interaction one-way . . . . . . . . ... ... 27
1.6.2 Interaction two-way . . . . . . . ... ... 28
1.7 L’assimilation de données bi-grille . . ... ... ............ 29
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1.7.3 Formulations . . . . .. ... .o 34
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Le but de ce chapitre est d’introduire d’une part les outils relatifs a I'assimilation de données
et aux théories de I’emboitement de modeles, et d’autre part de présenter 1’état de I'art associé.
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Dans un premier temps, nous introduisons dans ce chapitre le concept d’assimilation de
données. Nous présentons les grandes classes de méthodes qui lui sont associées.

Dans un second temps, nous nous intéresons aux problémes d’emboitement de modeles (ou
nesting). Nous introduisons les notations usuelles et nous présentons différentes approches.

Enfin, nous posons le probleme de ’assimilation variationnelle pour le cas général d’un modele
bi-grille.

1.1 L’assimilation de données

Soit un systeme physique, sur lequel on dispose de différentes sources d’informations :
modélisations mathématiques, observations, etc. Le terme ”assimilation de données” désigne
I’ensemble des techniques qui permettent de combiner, de la meilleure des fagons possibles (dans
un sens a définir), I'information mathématique contenue dans les équations et I'information phy-
sique provenant des observations, en vue de reconstituer ’état d’un systeme. De telles méthodes
sont couramment introduites dans des domaines tels que I’océanographie ou la météorologie. En
effet, pour les fluides géophysiques, chaque situation est unique; il est donc nécessaire d’intro-
duire des données d’observation dans la modélisation. Ainsi que ce soit dans le but d’analyser
historiquement un phénomene climatique ou océanique, ou bien que ce soit dans le but de faire
de la prévision (recherche de la meilleure condition initiale pour le modele), des méthodes d’as-
similation de données sont employées.

Ces méthodes peuvent étre classées suivant deux catégories : 'approche stochastique basée
sur la théorie de I'estimation statistique (filtre de Kalman,..) et I’approche variationnelle basée
sur la théorie du controle optimal.

1.2 Notations

Nous allons par la suite définir les différents intervenants de ’assimilation de données. Le
formalisme des notations correspond & celui introduit par IDE et al. (1997) [31]. Ainsi, pour
étre succint, les minuscules italiques représenteront des valeurs scalaires, les majuscules M, H, ..
désigneront des opérateurs non linéaires. Des minuscules ”grasses”, par exemple y, seront uti-
lisées pour représenter des vecteurs tandis que les majuscules ”grasses” représenteront des ma-
trices ou des opérateurs linéaires.

Certaines variables seront notées avec des exposants a, f, b, t : 'exposant a représentera 1’état
analysé (produit par l'assimilation), le f représentera les différentes prévisions (forecast), le b
I’ébauche (premier itéré ou background) et enfin le ¢ représentera 1'état "vrai” (true).

Le modele M

Le modele décrit I’évolution du fluide. Il s’écrit sous la forme d’un systéme continu d’équations
aux dérivées partielles non linéaires, M représente alors le modele discret.
Il peut étre écrit de fagon semi-discretisée en espace :

8X(t) = X sur
o = Mx(t) sur Q -

x(0) = %o
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avec x vecteur d’état du systeme.

Le modele M peut étre linéarisé au voisinage de xg et on pose :
_ 1.2
M = —~(xo) (1.2)

Le vecteur d’état x

Ce vecteur représente ’ensemble des variables du modele. Ainsi x; correspond a I’état au
temps t;. Il est obtenu par propagation via le modele M depuis I’état initial.

Le vecteur d’observation y

Ce vecteur représente les observations disponibles pendant l'intervalle de temps correspon-
dant au cycle d’assimilation. Celles-ci sont de natures tres diverses et proviennent de sources
multiples (satellites, données in-situ)

L’opérateur d’observation discret H

Cet opérateur permet de faire le lien entre le vecteur d’état du modele et les observations
disponibles. En effet celles-ci ne sont pas nécessairement localisées sur les différents points de
grille du modele, ou ne sont pas de méme nature que les variables du modele.

Notons y; les n observations présentes au temps t; : y; € R™. Elles sont reliées a 1’état continu
x¢ par :

y; = HE(x) + € (1.3)

avec H{ I'opérateur d’observation continu au temps t; et €/ les erreurs de mesure a ce méme
instant. Nous supposons que ces erreurs sont indépendantes de 1’état continu.

Notons x! ’état vrai. Il correspond & la projection de I’état continu x¢ sur ’espace du vecteur
d’état :
xt = IIx¢ (1.4)

1 1

Il représente ainsi la réalité discrétisée.

Nous introduisons alors 'opérateur d’observation discret H; au temps t;. L’observation y;
s’exprime alors

¢
yvi = Hi(x;) + ¢ (1.5)

avec ¢€; l'erreur d’observation. Elle est définie comme la somme de ’erreur de mesure € et
d’une erreur dite de représentativité [36] notée €] correspondant aux erreurs engendrées par la
représentation dans un espace discret de la réalité continue. Elle s’écrit :

= HE(xE) — Hi(x) (16)

(2
Cet opérateur peut étre linéarisé autour de la trajectoire via la formule :

_ OH;
Ox
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La matrice de covariance d’erreur d’observation R;

La matrice de covariance de ’erreur d’observation R; a l'instant ¢; est définie par
R; = Ele;e! ] (1.8)

avec ¢; lerreur d’observation a l'instant ¢;.
Nous définissons alors la norme ||.||,, associée au produit scalaire < .,. >, sur l'espace des
observations O par :
V(u,v) € 0%, <u,v>,=<u,R7'v>

ol < .,. > est le produit scalaire euclidien sur O et R est la matrice de covariance d’erreur
d’observation, supposée fonction du temps.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B

Nous appelons ’ébauche x? la condition intiale de notre probleme d’assimilation que ’on a
a priori. L’erreur d’ébauche €® se définit alors par :

& =x0—x! (1.9)
¢

ou x' correspond a "1’état vrai”.
La matrice de convariance d’erreur d’ébauche vaut

B = E["] (1.10)

Nous définissons alors la norme ||.||p associée au produit scalaire < .,. >p sur l'espace du
vecteur d’état par :
V(u,v), <u,v>p=<u,Blv>

1.3 Approche stochastique

Nous présentons succintement dans cette partie les méthodes liées a ’approche statistique
de l'assimilation de données. Le but n’est pas d’étre exhaustif, mais simplement de présenter les
principales notions, que nous reprendrons plus loin lorsque nous présenterons 1’état de ’art sur
’assimilation de données dans un cadre multi-grille (cf §1.7.1). Les méthodes stochastiques d’assi-
milation de données reposent essentiellement sur le filtre de Kalman [33], qui est un filtre optimal
pour des problemes linéaires. Le terme "filtrage” signifie que seules les observations passées et
présentes sont prises en compte pour I'estimation de I’état le plus probable du systéme (contrai-
rement par exemple & un "lissage” qui prend aussi en compte les observations futures). Pour
une description détaillée de I’approche statistique de I’assimilation de données et des différentes
variantes du filtrage de Kalman, on pourra consulter par exemple Evensen (2007) [23] ou Bertino
et al (2003) [4].

1.3.1 Le filtre de Kalman

Le principe du filtre de Kalman repose sur la recherche du B.L.U.E. (Best Linear Unbiased
Estimator). Il s’agit d’ajuster I’état du modele afin qu’il coincide le mieux possible avec les
observations présentes. Celles-ci sont disponibles a divers instants ¢, 'indice k permettant ainsi
par la suite de repérer au niveau de quelle observation se situe l’algorithme. L’assimilation
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: Trajectoire ./
' | apresanalysel] //‘ &
: // Xb2 ;

X01=Xb1

TO T1 T2 T3

FiG. 1.1 — Principe du filtrage en assimilation de données

de données via le filtre de Kalman se déroule en deux phases : une phase d’analyse et une
de prévision. L’étape de prévision permet de fournir, comme son nom l'indique, une prévision
de I'état courant du systeme. Elle va nécessiter ’emploi du modele : ’état courant va étre
obtenu apres intégration des équations du modele depuis ’état analysé précédent du systeme
(1.11). Cette phase va fournir également la matrice de covariance des erreurs de prévision, P/,
correspondant & la propagation de I'erreur d’analyse précédente via le modele, a laquelle on
ajoute une estimation Q de l'erreur de modele (1.11).

L’étape d’analyse va réaliser une estimation de 1’état du systeme en corrigeant 1’état courant
a partir des écarts aux observations, et va fournir la matrice de covariance des erreurs d’analyse,
P¢. Cela va nécessiter la connaissance de la matrice de covariance de I’erreur d’observation, R,
regroupant les erreurs de mesure et de représentativité par la grille spatio-temporelle du modele.

Le modele M ainsi que 'opérateur d’observation H sont, dans ce cas de figure, supposés
linéaires.

D’ou lalgorithme du filtre de Kalman :

Prévision
S M a
ka+1 = Mg k+1Xg (1'11)
Pk+1 = Mk,kHPZMikH + Qk

Analyse

Kit1 = P£+1Hg+1(Hk+lP£+1H£+1 + Rjp1) !
Xji = X£+1 + Kpy1(Yry1 — Hk+1X£+1) (1.12)
P, =0~ Kk+1Hk+1)P1J:+1

ou K est appelée la matrice de gain de ’analyse statistique. C’est la matrice de gain optimale

qui minimise la variance de I’erreur d’analyse.
Le principe de ’assimilation via un filtre de Kalman est représenté figure 1.1
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1.3.2 Le probleme des non-linéarités : le filtre de Kalman étendu

Dans la pratique, le modele dynamique M n’est pas linéaire, de méme que 'opérateur d’ob-
servation H. Il est donc nécessaire dans ce cas d’adapter le filtre de Kalman.

Pour les modeles faiblement non-linéaires, on généralise ’algorithme du filtre de Kalman en
faisant intervenir le modele linéaire tangent M, ainsi que le linéaire tangent H de I'opérateur
d’observation (Jazwinski [32]). On obtient ainsi M et H par :

oM,
Mgt = %(xi) 1.13
Hoo — OHyy1, (1.13)
Bl = TH0 (ka)

Le vecteur d’état analysé x® sera alors propagé par le modele non linéaire, tandis que les ma-
trices de covariance d’erreur de prévision P/ et d’analyse P? le seront par les différents modeles
linéaires tangents. On obtient alors le systéme suivant :

Prévision
X}y = M1 (x7) (1.14)
P£+1 = Mk,k+1P%M£k+1 + Qy
Analyse
Kiy1 = Pf£+1H£+1(Hk+1P£+1Hz+1 "}_Rk+1)71
x¢ 1 =X+ Kep1 (Ve — Hera(x54)) (1.15)
Pr,=0I- Kk+1Hk+1)P£H

On n’obtient plus alors la solution optimale (au sens ou la variance de I’erreur d’analyse ne
sera plus minimale) mais une solution approchée.

1.3.3 Implémentation réaliste : les filtres de rang réduit

Outre les problemes liés a la non optimalité du filtre de Kalman étendu et & la méconnaissance
des matrices Py, Q et R qui peuvent entrainer une certaine inefficacité du filtre, le probleme lié a
la taille du vecteur d’état pour des modeles réalistes (de 'ordre de 10°-107) rend impossible son
implémentation complete. L’idée est alors d’approcher I'espace complet des covariances d’erreur
par un sous-espace de dimension réduite. Il est en effet fréquent que la quasi-totalité de la
dynamique du modele puisse étre déterminée, a chaque instant, par la donnée d’un nombre limité
de variables, ou de combinaisons linéaires de variables (appelés modes dominants). Nous faisons
alors '’hypothese que la plus grande part des statistiques d’erreur est due a ces modes. Notons p
le nombre de modes retenus. Les différents filtres de rang réduits vont dépendre essentiellement
de la fagon dont on approche ces modes. De plus, les matrices de covariance d’erreur étant
symétriques définies positives, elles peuvent s’écrire Vk, Pi = S£S£T, Py = S%S%T et Qr =
Ekﬂg. Ces méthodes de rang réduites ne vont plus faire intervenir directement ces matrices,
mais leur racine carrée.
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1.3.3.1 Le filtre RRSQRT

Pour le Reduced Rank Square Root Filter de Verlaan et Heemink [54], les modes sont directe-
ment définis a partir de la matrice SzSZT. Ils vont correspondre aux p vecteurs propres associés
aux valeurs propres les plus importantes de cette matrice.

L’algorithme se base de nouveau sur le filtre de Kalman étendu. Posons ¥, = Hka , il s’écrit

alors :
Prévision
Xf - M (x4
rr1 = Mg (x5)
sgfﬂ — [1\;1,%,6+}ng+1, ] (1.16)
Piy1= 8118k
Analyse

K1 = Sf£+1‘1’£+1(‘1’k+1‘1'£+1 + RkJ}l)_l

Xi_ﬂ = Xk + Kk+l(Yk+1 - Hk+1(xk+1)) )

Skp1 = S£+1 [IT_ U (T O+ Ry) 0] 2
l%+1 = %4—1 %H

(1.17)

En faisant intervenir des troncatures des racines carrées des matrices de covariance d’erreur,
les cotits de calcul de ’algorithme peuvent devenir acceptables dans le cas d’applications réalistes.

1.3.3.2 Le filtre SEEK

Pour le Singular Evolutive Extended Kalman Filter proposé par Pham et al [43], le choix des
modes se fait via une analyse EOF (Empirical Orthogonal Functions), ou analyse en composantes
principales, d’une trajectoire précédente du modele.

L’algorithme se base de nouveau sur le filtre de Kalman étendu. Il faut noter que durant la
phase de prévision, les p modes d’erreur évoluent numériquement avec le modele. Nous avons
ainsi

VieN, [S{ili = Migwi(xf +[S) - Miksa(xf)

1.18
~ My p+1[SY: (1.18)

De plus, le probleme de 'estimation de ’erreur modele étant tres complexe, un artifice assez
simple consiste a utiliser un poids numérique p €]0, 1] appelé ”facteur d’oubli”, que I’on applique
au calcul de la matrice de covariance des erreurs de prévision. Ainsi on a

_Lgr grr

P£+1 — k1 k4 (1.19)
Au final, I'algorithme s’écrit :
Initialisation
Xh=0 = X0 (1.20)

T
P, =S{S]

Prévision



1.3 Approche stochastique 18

Xp 1 = M (x7)

Vi € N, ) (ST 1)i = Mig st (x5 + [Sf]:) — My gt (x7) (1.21)
ro_lar o grr
Pk+1 - ;Sk+lsk+1

Analyse

p/ _gf T
k+1 E+19k+1
K1 = S£+1(I + (Hk+1S£+1)TRI;i1(Hk+1si+1>)_1(Hk+1S£+1)TRl;il
X1 = X£+1 + K1 (Yer1 — Hepxg,, )
Pi= S£+1(I + (Hk+1S£+1)TRI;i1(Hk+IS£+1))_IS£L

(1.22)

1.3.3.3 Le filtre de Kalman d’ensemble

Le filtre de Kalman d’ensemble (Evensen [21],[22]) est basé sur une méthode de Monte Carlo.
Il consiste a remplacer la propagation explicite des matrices de covariance par des estimations
obtenues en générant plusieurs analyses et prévisions, a partir de perturbations des observations,
du modele et de ’ébauche.

Notons N la taille de notre ensemble.

Initialisation

Nous perturbons 1’ébauche par une erreur ¢® de moyenne nulle et de distribution gaussienne
Vje Ny xbi =xb4 i

Pb _ 1 ieb’jTGb’j (123)
N -1 =

Prévision

Notons Vj € Ny M, é k41 des perturbations du modele My 11 (perturbation sur les forcages
par exemple). Elles vont permettre de simuler le comportement de I’erreur modele (supposée de
moyenne nulle et de covariance Q).

Vj € Ny Xg’-]ﬁ = M .11 (x7)

L&
o _ f.3
X1 = Zxkﬂ
j=1
N

g1 Fi o NTyofd  of
Pk+1 “N_1 Z(inl - Xk+1) (Xk_]u - Xk+1)
=1

(1.24)

Analyse

Nous perturbons les observations par une erreur €’ de moyenne nulle et de covariance Ry .

Vi NN Yipy = Vi1 + € (1.25)
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L’analyse suit les équations du filtre de Kalman étendu.

Ky = PJkCHH{H(H,kHPiHHZH +Ryy1) !

Vj €Ny XZil = X£i1 + Kk+1(Yi+1 - Hk+1(xgi1))
N
1 .
Xt = 2% (1.26)
j=1
1 N
7‘ T 7.
ht1 = N_1 Z(XZL — Xjy1) (XZJJA — Xjy1)
j=1

Nous constatons que ce filtre permet de prendre en compte implicitement les non-linéarités
du modele. Son principal défaut réside dans le nombre N relativement grand de simulations a
réaliser. Néanmoins, ce filtre peut étre appliqué en pratique pour des modeéles réalistes, ce qui
n’est pas le cas du filtre de Kalman, du fait de la taille des matrices de covariance d’erreur (cf
§1.3.3).

1.4 Approche variationnelle

Introduites par Sasaki des 1955 [47], les méthodes variationnelles sont basées sur la minimi-
sation d’une fonction coit J mesurant les écarts entre I’état estimé et les données disponibles.
Alors que dans le cadre du filtrage stochastique les observations n’étaient utilisées qu’une seule
fois et n’influaient pas sur les calculs des divers estimés qui leurs étaient antérieurs, 'approche
variationnelle va opérer globalement sur I’ensemble des observations disponibles dans la fenétre
d’assimilation pour réaliser la minimisation. Ainsi cette approche permet de calculer la trajec-
toire optimale du systeme et non plus la meilleure estimation de I’état tin instant d’observation.

1.4.1 4D-Var

La méthode du 4D-Var a pour but d’obtenir la trajectoire optimale sur une fenétre de temps
donnée, la période d’assimilation. Pour cela il est nécessaire de prendre en compte toutes les
observations contenues dans cette fenétre. Nous supposons que ces observations sont localisées
temporellement aux N instants (¢;)1<;<n. A partir d’une ébauche x? de la condition initiale pour
la phase d’assimilation sur une fenétre donnée, ’algorithme 4D-Var va fournir une condition
initiale optimisée (ou état analysé) x?, qui sera intégré par le modele afin d’obtenir la trajectoire
optimale. Cet état analysé est obtenu en minimisant la fonction cofit

N
Tx0) = 500 —x")'B (x — %)+ S (Mo s(x0)] — yi) R (HlMos(x0)] — yi) (1.27)
=0

B représente la matrice de covariance d’erreur d’ébauche. Elle correspond a la matrice Pg
présente dans le cadre du filtre de Kalman. Nous verrons dans le paragraphe 1.4.4 I'importance
du role joué par cette matrice dans l'obtention de I’état analysé. Comme précédemment, les
matrices R; représentent les covariances d’erreur d’observation aux temps t; et les opérateurs
H,; correspondent aux opérateurs d’observation aux instants ¢;.

La condition initiale optimale x%(¢y) est obtenue en résolvant I’équation :
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Variables
de controle

Trajectoire
' | apresanalysel _—

Obs  /
/
oby
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Xal :
— Traj ire du model
¢
3
X01=Xb1 ]
: Assimilation - Assimilation
Periodel i Periode2
: Temp;
TO T1 T2 T3
Fi1G. 1.2 — Assimilation par le 4D-Var
VI(x%(ty)) = 0 (1.28)

Ce gradient sera obtenu par la méthode de ’adjoint décrite au §1.4.3.

Si les opérateurs H; et M sont linéaires, J est alors quadratique, d’ou I'unicité de la solution.
De plus si le modele est parfait, il existe une certaine équivalence entre les solutions trouvées par
le 4D-Var et le filtre de Kalman : il est possible de montrer qu’en partant des mémes données
I'analyse 4D-Var a la fin de la période d’assimilation est égale a celle du filtre de Kalman au
meéme instant. Dans le cadre de 'océanographie ou de la météorologie, ces opérateurs ne sont
pas linéaires : on utilisera alors leurs linéaires tangents.

L’assimilation par le 4D-Var est schématisée figure 1.2

1.4.2 4D-Var incrémental

Le probleme de la non linéarité des différents opérateurs entraine un surcout de calcul de la
méthode ainsi que ’apparition de nombreux minima locaux pouvant altérer les performances du
minimiseur. Une alternative consiste a modifier la fonction cotit afin de la rendre quadratique :
c’est la version incrémentale du 4D-Var proposé par Courtier et al [13].

La fonction cout ne va plus étre minimisée par rapport a ’état xg, mais par rapport a un
incrément dxg défini par xg = x? + dxg. Les opérateurs H; et M sont de plus linéarisés au
voisinage de x :

Moi(x" + 6x0) &~ Mo i(x") + Mo 0%0 Vi (1.29)

H;(x + 0x0) ~ H;(x") + Hydxo Vi (1.30)

D’ou la nouvelle fonction cott :

N
1 1
J((5X0) = §5X5B71(5X0 + 5 E (HiMOJ‘(SXO — di)TRi_l(HiM(),i(SXO — dl) (1.31)
=0
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avec d; = y; — H;(Mp ;(x")) vecteur d’innovation.

La encore, on recherche l'incrément minimisant cette fonction cotuit. On fera naturellement
appel a la méthode de ’adjoint pour obtenir la valeur du gradient.

Il existe également des variantes basées sur les notions de ”boucle externe” et ”boucle in-
terne”. La notion de ”"boucle interne” correspond a la minimisation de la fonction cout via le
calcul de I'incrément optimal (typiquement les boucles présentes dans le gradient conjugué). En
pratique, cette minimisation ne sera pas menée jusqu’a I’obtention de I’optimum : seul un certain
nombre prédéfini d’itérations seront réalisées. Afin de prendre en compte les non-linéarités du
modele et des opérateurs d’observations, une boucle dite ”externe” est ajoutée au processus.
Les vecteurs d’innovation sont régulierement recalculés en utilisant la dynamique complete non-
linéaire. Ceci permet de s’approcher de la minimisation de (1.27). Ce qui donne ’algorithme :

— Initialisation : x8 =xb

— Tant que k < kyqp ou [|0x%F|| < ¢ ! boucle externe
*df =y — Hy(Mo(x())

* Chercher 'incrément d’analyse simplifié §x%F

minimisant !'! boucle interne

J(6xF) = %5kaB_15xk

N
1
—{-5 Z(HIL'M()’,L'éXk — df)TR;l(HlMoﬂéxk — df)
=0

* X§+1 _ X’S + 5Xa,k

1.4.3 Meéthode adjointe

Considérons un modele d’évolution semi-discretisé d’un systeme quelconque (par exemple un
fluide) :

ox(t) _ x sur
0~ Mx(t) w0 .
x(0) = xg

avec x vecteur d’état du systeme. La variable de contréle dans le cas présent sera la condition
initiale xg. Par souci de clarté, seule cette variable de controle est choisie ici; il est cependant
possible d’en controler d’autres, par exemple certains parametres mal connus.

La fonction cotit J s’exprime alors comme la somme d’un terme de régularisation J, mesu-
rant I’écart a I’ébauche et d’un terme mesurant 1’écart aux observations Jy :

LT 2 1 2

Teo) = 5 [ IEx(®) - yOlde+ g0 -

= Jo(Xo) + Jb(Xo)

Rechercher le minimum de cette fonction va nécessiter I’étude de ses points critiques, ie re-
chercher les points xj vérifiant :

(1.33)
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VJI(x5) = 0= VJy(x3) + VJo(xE) (1.34)

Le gradient du terme J, étant simple a calculer, intéressons-nous a celui du terme Jy. La
fonction Jy ne dépendant pas explicitement de la variable de contréle xq, le calcul direct du
gradient s’avere ardu voire impossible. Cependant, ce calcul est réalisable via la méthode de
’adjoint proposée par Lions en 1968 [35] et appliquée pour la premiere fois en météorologie par
Le Dimet (1982) [18], et Le Dimet et Talagrand (1986) [20]. En voici une description sommaire.

Considérons X la dérivée de Gateaux de x dans la direction h, et J celle de J. 11 vient alors

OX(t) _ OM o))zt
SN -
2(0) = h
R T
T(xo,h) = / < Hx(1) — y(t), HR(t) > di (1.36)
0

Introduisons p la variable adjointe. On multiplie alors I’équation précédente par p et on
integre sur [0,77] :

T - T
/0 < a)(;it),p > dt :/0 < %]Z(X(t))i(t),p > dt (1.37)

Apres une intégration par parties, il vient :

- A T [oM r opl(t
<KD, p(1) >~ <%0,p(0) >= [ <z, | Tl x| w0+ B> ar 13s)
Si 'on définit p comme la solution du modele adjoint suivant :
op(t)  [oM P
P 1 | G| w0 = B Ex(0) - y() (130
p(T) =0
I’équation (1.38) devient alors :
T
— < %(0),p(0) >= / < Hx(t) — y(t), HX(t) > dt (1.40)
0

o~

I1 ne reste plus qu’a identifier avec 1’équation (1.36) de J(xo, h), sachant que

~

J(x0,h) =< VJ(xq), h > pour obtenir :
V.J(x0) = ~p(0) (1.41)

En intégrant de maniere rétrograde le modele adjoint (1.39), il est donc possible d’avoir acces
au gradient de la fonction coiit. On peut donc minimiser J par une méthode de gradient.
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Le systeme d’optimalité s’écrit :

ox(t)
o = M)
x(0) = xo
T
31(;5;5) + [%Z[(X(t))] p(t) = H (Hx(t) - y(t)) (1.42)
p(T) =0
VJ(x0) = —p(0) =0

Remarque : il faut noter que cette méthode permet d’obtenir le gradient de J de fagon
exacte, et ce pour des coiits de calcul assez faibles : seules deux simulations (une pour le modele
direct et une pour le modele adjoint) sont nécessaires. Une autre approche ”simpliste”, ot I'on

. : . . oJ J(xg + ae;) — J(x

évaluerait le gradient par des taux d’accroissement 8—()(0) A (xo ) (xo)
X (0]

un nombre de simulations du modele direct de ’ordre de la dimension de ’espace de controle et

ne fournirait pas un résultat exact.

nécessiterait

1.4.4 Le role de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B

Dans un souci de lisibilité des calculs, plagons-nous dans le cas simplifié d’un algorithme
4D-Var incrémental ol le modele et les opérateurs d’observations sont linéaires. La fonctionnelle
a minimiser s’écrit :

1 1
J(éXO) = iéng_l(SXo + 5 Z(HiMO,i5X0 — di)TR;l(HiM07¢5XO — dl) (143)
i=0

avecd; =y; — HiMO,ixb vecteur d’innovation.

Son gradient vaut :

N
VJ(6x0) = B 'oxo + Y M{HI R, (H;M6%0 — d;) (1.44)
=0

L’incrément optimal dx§ vaut alors :

N -1 N
oxg= B~ + Y MIHIRTHMo;| Y M{HR; 4, (1.45)
i=0 i=0
H, (O) ... (O
@ . o () - (©)
Posonsd = | : M= | : ,H= () : . : ot
dy Mo, N : - (0)

(0) ... (0) Hy
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Ry (0) ... (O)
Ro| © '
Lo (0)
(0) ... (0) Ry

L’équation (1.45) s’écrit alors
ox¢ = B~ + MTHTR'HM]  MTH'R'd (1.46)
En utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woddbury [44],
[A~'+B7Cc'B] 'B’C"! = AB” [C + BABT]| " (1.47)

il vient : .
5xg=BM'H' [R+HMBM'H"] d (1.48)

Posons d = [R + HMBMTHT] “1d. Cette correction dans I’espace des observations appa-
rait donc comme une pondération de ’écart du modele aux données par les covariances d’erreur
d’observation et d’erreur d’ébauche.

L’incrément d’analyse s’écrit alors

N
ox§=BY M Hd; (1.49)
=0

L’intégration rétrograde du modele adjoint permet alors de ramener ces corrections tem-
porellement localisées jusqu’a l'instant initial, la physique du modeéle permettant une diffusion
spatiale et temporelle de I'information aux différentes variables d’états. L’incrément d’analyse
apparait finalement comme l'image par B de la somme des ces différentes corrections. Cette
matrice B va donc permettre de nouveau une diffusion spatiale de la correction aux différentes
variables du modele a I'instant initial.

La correction apportée par 'algorithme 4D-Var étant a ”I'image” de la matrice de covariance
d’erreur d’ébauche B, le role de celle-ci est donc essentiel. Une mauvaise modélisation de celle-
ci entrainera une ”mauvaise” correction de la condition initiale, la solution optimale obtenue
pouvant, par exemple, ne plus étre acceptable physiquement.

1.4.5 Un préconditionnement remarquable

Nous pouvons remarquer que le calcul de la fonction cofit J fait intervenir B!, I'inverse de
la matrice de covariance d’erreur d’ébauche. Pour des systemes de grandes tailles, cette inversion
s’avere problématique. Or la matrice B est symétrique définie positive. Il existe donc une matrice
carrée définie positive S, appelée racine carrée de B, telle que

B = Ss” (1.50)
Effectuons le changement de variables comme proposé par Courtier [12]
x = S 1oxg (1.51)
Le probleme d’optimisation devient

min J(x) (1.52)
X
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avec J(x) = J(0xg) :

N

1 1 _

J(X) = §XTX + 5 E (HiMO,iSX — dZ)T]I_{Z 1(H¢M0JSX — dl) (153)
=0

La fonction cout dans ce nouvel espace de controle ne fait plus intervenir l'inverse de B.
Intéressons-nous au calcul de la hessienne de J que nous noterons H. Nous avons ainsi :

N
- 1 1 _
J00 = XX+ 5 D (HiMoSx — di) TR} (H;Mo Sy — dy)
=0
~ N
VJ = x+Y S"™™M{H/R;(HM,Sx — d;) (1.54)
=0
N
H = 1487 (Z MaiHiTleHiMO,Z) S
=0

La hessienne dans l’espace préconditionné apparait donc comme la somme de I'identité et
d’une matrice symétrique positive. De fait, sa plus petite valeur propre est supérieure ou égale
a 1. Dans ’espace non préconditionné, la présence possible de valeurs propres proches de 0 peut
dégrader le conditionnement de la hessienne, et peut ainsi diminuer de fagon significative les per-
formances du minimiseur. Ce changement de variables, en nous assurant de I’absence de petites
valeurs propres, permet d’envisager de meilleures performances des routines de minimisation (cf
Lorenc [37]).

1.5 Emboitement de modeéles : définitions et notations

Nous introduisons dans cette partie les outils mathématiques et les notations nécessaires a
la modélisation des modeles multi-grilles.

1.5.1 Gerilles et fonctions de grille

Soit  notre domaine d’étude : Q C R?, avec d = 2 ou d = 3. Soit Q un maillage de © de
pas d’espace H constant dans toutes les directions.

Soit w un sous-domaine de €). Soit wy un maillage régulier de taille de maille H, et soit
wp, un autre maillage de w de pas d’espace h, avec H = p.h, p € N. Nous avons ainsi réalisé
un raffinement de maillage localement (sur w). Par la suite, Qg sera appelé le maillage basse
résolution ou encore la grille grossiere, et wy, le maillage haute résolution ou la grille fine. La
hiérarchie de grilles obtenue est illustrée figure 1.3.

Posons Fq,, (respectivement Fg, ) ensemble des fonctions de grilles définies sur Qg (res-
pectivement £2) : c’est 'ensemble des vecteurs définis sur la grille Qp (respectivement ). De
la méme maniere, nous définissons F,,, comme ’ensemble des fonctions de grilles définies sur
wp, I, ensemble des fonctions de grilles définies sur wy et enfin Fjy,, 'espace des fonctions
de grilles définies sur la frontiere du domaine haute résolution Owy,
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1.5.2 Produit scalaire L? discret sur un maillage

Nous définissons le produit scalaire L? sur le maillage €, par :

_ d
Vo) € Fg,, < Umn>n = BT ) un@un(z) (1.55)
LASI 07

La norme euclidienne associée est définie par

S

Vup € Fa,, lunlln = |h* > un(x) (1.56)
zEQy,

Nous munissons de la méme maniere Fg,, de < .,. >p, le produit scalaire L? discret sur Q.

1.5.3 Opérateurs inter-grilles et décomposition d’échelles

Soit [ fé] un opérateur linéaire d’interpolation de Fq,, dans I, . Posons I, ,{1 I'opérateur adjoint
de I 1}31 C’est un opérateur de restriction. Par définition, il vérifie

V(uh,vH) S th X FQH, < Ifuh,vH >g = < uh,IJ}EIUH >n (1.57)

Notons I}}{ et IhH les représentations matricielles de I }} et I }[L{ . 11 vient alors

17 = (g)d )T (1.58)

IhH étant une application linéaire et Fy, étant de dimension finie, Fy, se décompose de la
maniere suivante :

Fo, = Ker(If) @ Im(1/)7T (1.59)
Soit en utilisant (1.58),
Fg, = Ker(I}) @ Im(1%) (1.60)
Donc
Vxp, € Fo,, 3wy, vir) € Ker(If) x Fo,,, x5 =up + vy, (1.61)

u, € Ker(I7). Donc I'u;, = 0. Ceci signifie que uj, n’est pas visible sur la grille basse
résolution : uy, ne contient que des hautes fréquences.

Ainsi, x5 s’écrit comme la somme d’un terme représentable par une fonction de la grille
basse résolution et d’un terme traduisant les hautes fréquences invisibles pour la grille basse
résolution. Nous obtenons ainsi une séparation des petites et des grandes échelles d’une grille
de résolution h. Cette décomposition d’échelles interviendra au §1.7.2.4 lors de la définition des
variables de controle du probleme d’assimilation bi-grille.

1.6 Formulations de ’emboitement de modeles

Soit un premier modele évoluant dans le temps sur un maillage 2y (uniforme de pas d’espace
horizontal H) du domaine . Nous réalisons un raffinement local de maillage sur le domaine
w. Nous obtenons ainsi un second modele, dit haute résolution, évoluant dans le temps sur un
maillage wy, (uniforme de pas d’espace horizontal h). Le modele global est alors appelé modele
basse résolution. L’emboitement des deux modeles est illustré figure 1.3. Nous présentons par la
suite deux types d’interactions entre ces deux modéles.
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1.6.1 Interaction one-way

Dans le cas d’interaction one-way, la solution du modele basse résolution procure les condi-
tions aux limites du modele local a haute résolution via un opérateur d’interpolation I ;LI Ces
interactions sont dites passives : le modele local haute résolution attend ”passivement” que la
solution basse résolution lui procure les conditions aux frontieres et n’a aucune incidence sur
celle-ci. Les équations semi-discrétisées du systeme emboité sont les suivantes :

Domaine Qg Domaine wy,
oxp % _ F(xp,Xp0) sur wp x [0,7] (1.62)
—— =F(xpg) sur Qpy x[0,T] ot o ’
ot 0 xp(7,0) = x9
xp(z,0) = xy

Xgw = I (xg) sur Owp, x [0,T]

avec [ 1}31 un opérateur d’interpolation de Fo,, dans Fjy,, . Xg, est donc 'interpolé du vecteur
d’état basse résolution x;, sur les frontieres du domaine.

Une fois la discrétisation spatiale réalisée, il est également possible de raffiner temporellement
nos modeles (c’est d’ailleurs ce qui est fait en général dans la pratique). Néanmoins, dans un
souci de lisibilité, dans toute notre étude, nous supposons que les différents modeles ont le méme
pas de temps. Cette hypothese ne s’avere pas restrictive dans la mesure ol nous aurions alors
a remplacer les interpolations spatiales par des interpolations spatio-temporelles. Les équations
discretes deviennent :

Domaine Qg

xp(ti1) = Mif " (xg(t;)) sur Qp x {to,...,tn}
xp(x,to) = XY

Domaine wy, (1.63)
xp(tiv1) = My (x (1), Xow(tivr))  sur wp, x {to, ..., tn}

xp(x,tg) = x?l

Xc‘)w(tz'—i-l) = I?[(XH(ti—i-l)) sur Owp, X {tl, - ,tN}

ou M}{HZ est le modele basse résolution correspondant au passage du pas de temps 7 au pas
de temps 7 + 1.
i+l
My Foy

H 1.64
XH — M;IJrl’Z(XH) ( )

et Miﬂ’i le modele local haute résolution correspondant au passage du pas de temps i au
pas de temps i + 1.

i
MY B, x Fa,, — F, (165)
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Les notations choisies pour les modeles semblent suggerer 1'utilisation de schémas numériques
explicites (x(t;+1) est obtenu connaissant x(t;)). Ceci est bien évidemment un abus de langage
de notre part dans le but, la encore, de simplifier les notations.

1.6.2 Interaction two-way

Dans le cas d’interaction two-way, une rétroaction (ou feedback) du modele haute résolution
vers le modele grossier est ajoutée. La solution du modele basse résolution est réactualisée
localement par la solution haute résolution via un opérateur de restriction GhH . Ces interactions
sont dites actives : les deux modeles communiquent constamment entre eux. Les équations semi-
discrétisées du systeme emboité sont les suivantes :

Domaine Qg Domaine wy,
oxy o0xp,
5 = F(xm,x,) sur Qpy x[0,T] 5 = F(xp,Xg,) sur wp x [0,7]  (1.66)
xp(z,0) = x% xp(z,0) = x))
x, = GH(xp) sur @y x[0,T] Xow = I (xg) sur  Owy x 0,7

Une fois la discrétisation temporelle réalisée, il vient :
Domaine Qg

xXp(tiv1) = Jo My (2 () + JopXu(tivr) sur Qp x {to,....tx}

xp(z,to) = x?{
Xt (tir1) = My (xg () sur Qg x {to,...,tn}
Xw(ti—i-l) = Gﬁ(xh(ti+1)) sur LTJH X {tl, .. .,tN} (167)

Domaine wy,

Xh(ti—I—l) = M,i+1’i(xh(ti),x§w(ti+1)) sur wp X {to, - ,tN}

xp(x,tg) = x%

Xaw(tH—l) = I}}[(X;j(ti—&-l)) sur Owy, X {tl, - ,tN}
ou Jg,, est un opérateur linéaire de Fq,, dans Fg,, (indicatrice de Qg \ wp).
Joy + Fo, — Fay
{ xg sur Qp\wy (1.68)
XH o
0 sur wgy
et j;)H est un opérateur linéaire de F,,,, dans Fq,, (indicatrice de wy et prolongement par
76ro).

Joy o Foy — Fay
{ 0 sur Qp\wy (1.69)
Xy = o

Xy Sur wy
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X
— xpg correspond au vecteur

/\ d’état sur Q.
Qn — x5, correspond au vecteur
d’état sur wy,.

/ — Xy, correspond a l'interpo-

/

/ / W lation de xg sur les limites
/ 3 / / ™ de w.
‘ | / / — X, correspond, dans le cas

wi | d’interactions two-way, a
| ! ! la restriction de la solu-
tion haute résolution sur le
modele grossier. Il est défini
localement sur wg.

Fi1G. 1.3 — Notations de I’emboitement

Notons que contrairement a 'interaction one-way, I'interaction two-way nécessite, sur le plan
informatique, 'intégration simultanée des modeles.

Remarque : soit d le nombre de variables d’état du modele basse résolution (par exemple
la température, la salinité, les vitesses), dj celui du modele haute résolution. Alors, xy € Fg’;
et xp € ng Par la suite, pour ne pas alourdir les notations, nous commettrons un abus de
langage en appelant Fo,, (resp. F,, ) ng (resp. F‘ff}’;) Nous nous placerons ainsi dans le cas ol
chacun des modeles n’aurait qu’une variable d’état.

1.7 L’assimilation de données bi-grille

Dans un premier temps, nous présentons tres succintement quelques résultats importants sur
I’assimilation de données pour des modeles multi-grilles. Ces travaux sont réalisés essentiellement
avec une approche stochastique (filtre de Kalman).

Dans un second temps, a l'aide des notations introduites précédemment, nous posons le
probleme de D’assimilation variationnelle de données dite 4D-Var pour le cas générique d’un
emboitement bi-grille. Pour cela, nous redéfinissons au préalable quelques notions fondamen-
tales dans ce contexte multi-grille.

1.7.1 Etat de I’art de I’assimilation multi-grille

Comme nous ’avons vu en introduction, les systemes opérationnels d’assimilation de données
utilisent de nos jours de fagon courante des modeles emboités. Cependant, les observations sont
généralement assimilées dans chaque modele de fagons indépendantes. C’est le cas par exemple
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pour les systémes FOAM ! (Argonne National Laboratory), ADRICOSM 2 (mer Adriatique),
MFSTEP et son successeur MOON 3 (mer Méditerranée). Les effets de I'assimilation dans un
modele se font sentir dans tout ’emboitement selon la nature des interactions entre les modeles.
Ainsi, les résultats de I'assimilation dans le modele global basse résolution sont perceptibles
dans les modeles locaux haute résolution via leurs conditions aux limites. Inversement, dans le
cas d’interaction two-way, les effets de I'assimilation dans un modele haute résolution sont per-
ceptibles dans les modeles a plus basse résolution via la rétroaction. Cependant, les corrections
apportées dans chacun des modeles peuvent s’avérer incohérentes entre elles, essentiellement au
niveau des frontieres. Ceci est dii notamment au fait que les domaines sur lesquels s’appuient
les modeles sont de différentes tailles et que les échelles physiques représentées par ces modeles
sont différentes.

Barth et al [2], [3] ont proposé une nouvelle approche permettant de résoudre ce probleme
dans ce type de systeme. Elle est basée sur une méthode d’assimilation stochastique (un filtre
SEEK) pour laquelle on utilise un vecteur d’état ”généralisé” regroupant les différents vecteurs
d’état présents dans 'emboitement (x = [xp, x| dans un cas bi-grille). Cette approche permet
de bien prendre en compte les corrélations entre les différents modeles. L’assimilation d’observa-
tions dans un seul modele permet alors une correction cohérente sur ’ensemble des modeles de
Iemboitement. Les tests réalisés dans une configuration réaliste dans la mer Ligure ont montré
I'intérét d’une telle méthode. Dans le cadre d’expériences jumelles dans le Golfe du Lion, Van-
denbulcke et al [52] ont comparé les résultats de cette approche dans le cas d’interaction two-way
avec ceux issus d’assimilations réalisées de facon indépendantes sur les différents modeles dans le
cas d’interactions one-way et two-way. Ils ont constaté que 'utilisation d’emboitement two-way
permettait d’obtenir les meilleurs résultats, et que dans ce cas, 'approche utilisant le vecteur
d’état multi-grille obtenait des résultats équivalents a une assimilation ”indépendante” dans le
modele haute résolution. Ce résultat semble plutot décevant mais peut s’expliquer par la confi-
guration de 'emboitement (erreur de la solution basse résolution relativement faible, interaction
two-way).

A notre connaissance, I’approche variationnelle pour des modeles emboités a peu été étudiée.
Gebbie et al [26] ont proposé une approche multi-grille séquentielle d’estimation des conditions
aux frontieres d’'un modele régional eddy-resolving par assimilation variationnelle de données.
Ils proposent ainsi d’améliorer leur premier estimé via une phase d’assimilation a plus basse
résolution, celle-ci ayant des cout de calculs beaucoup plus faibles.

Les algorithmes 4D-Var incrémental a simple troncature et a multiples troncatures proposés
par Courtier et al [13] et repris notament par Veersé dans sa these [53] apparaissent également
comme des méthodes d’assimilation variationnelles multi-grilles. Ils reprennent la formulation de
I’algorithme 4D-Var incrémental (cf §1.4.2), mais remplacent le modele linéaire par des approxi-
mations obtenues via un opérateur de simplification, qui traduit généralement un changement de
résolution spatiale. L’innovation est alors calculée & haute résolution via le modele non-linéaire.
La minimisation de I’écart a 'innovation se fait en utilisant le modele simplifié a basse résolution.
Bien évidemment, ces algorithmes ne permettent pas de faire de ’assimilation variationnelle de
données dans des modeles emboités. Ils doivent plutét étre vus comme des versions du 4D-Var

'http ://www-unix.mcs.anl.gov/foam/index.html
*http ://www.bo.ingv.it/adricosm-partnership/
3http ://www.moon-oceanforecasting.eu/
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incrémental avec une phase d’optimisation multi-grille.

1.7.2 Définitions
1.7.2.1 Observations et opérateur d’observation

Supposons disposer d’observations sur le domaine §2. La présence des différentes grilles a
différentes résolution fait que certaines de ces observations seront plus adaptées a une grille
qu’a une autre. Nous souhaitons donc pouvoir choisir les observations que nous assimilons sur
chacune des grilles Qp et wy,. Pour cela, nous définissons O et O, les espaces des observations
assimilées sur la grille Qg et sur la grille wy,. Nous avons ainsi

Op = {yn est assimilée sur Qp}
(1.70)
O, = {yn est assimilée sur wp}

Cette formulation, qui affecte un espace d’observation & une grille, permet une grande liberté
dans le choix des observations qui seront assimilées sur chaque niveau de grilles. De plus, une
méme observation pourra étre assimilée sur la grille haute résolution wy, et le sous-domaine wgy
de la grille basse résolution 7, ce qui pourra s’avérer intéressant comme nous le verrons au
84.7

Faute de temps, la question du choix optimal des observations pour chacune des grilles n’a
pas été abordée dans ce manuscrit. Une telle étude sera a priori fortement dépendante de la
configuration du modele et de la nature des observations assimilées, et les résultats obtenus
sur une configuration données seront sans doute difficilement généralisables a I’ensemble des
systemes d’assimilation. De fait, elle nous apparait vraiment intéressante lors de la mise en
place par exemple d'un systéme d’assimilation (scénarii satellitaires, campagnes de mesures en
mer, etc) ou lors des phases d’optimisation des performances de ce systeme d’assimilation (choix
des observations).

Nous définissons les opérateurs d’observation discrets ainsi que les matrices de covariance
d’erreur d’observation sur la grille basse résolution (Hpy et R, ) et sur la grille haute résolution
(Hp, et R}) exactement de la méme maniere qu’au §1.1.

1.7.2.2 Vecteur d’état

Soit x le vecteur d’état de notre modele bi-grille. Il est composé des vecteurs d’état de
chacune des deux grilles. Il s’écrit ainsi :

ou x correspond au vecteur d’état basse résolution et x; au vecteur d’état haute résolution.

1.7.2.3 Condition initiale

Soit x° la condition initiale de notre modele. Elle correspond aux conditions initiales sur
chacune des grilles. Elle s’écrit :
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ou XOH correspond & la condition initiale sur la grille grossiere et x?L a celle sur la grille fine.

s . 0 0 . , NELE ;.
A priori, nous supposons que Xj; et x; sont indépendants a 'intérieur de w.

1.7.2.4 Controle

Condition initiale

Nous avons vu dans la partie 1.4.1 que la méthode 4D-Var reposait sur la minimisation, par
rapport a une variable de controle, d’'une fonctionnelle mesurant notamment I’écart du modele
aux observations. Cette variable de controle s’avere étre, le plus souvent, la condition initiale
du modele. Notons x la variable de contréle bi-grille. De la méme maniere, la minimisation de
notre fonctionnelle 4D-Var bi-grille se fera en général selon la condition initiale bi-grille x°.

Correction des transferts inter-grilles

La solution du modele basse résolution n’étant pas la solution exacte, elle introduit des er-
reurs dans la solution haute résolution via les conditions aux frontieres du modele local haute
résolution. De plus, les opérateurs d’interpolation utilisés ne sont pas parfaits, les erreurs in-
troduites sur la grille haute résolution via les termes de conditions aux limites peuvent ainsi
croitre sous l'effet des erreurs d’interpolation. Il serait donc intéressant d’introduire une variable
de controle €5, au niveau des conditions aux limites afin de minimiser les erreurs liées aux
transferts inter-grilles.

De plus, méme si la solution basse résolution était exacte, la formulation actuelle des trans-
ferts inter-grilles (équation sur xg, dans (1.62) et (1.66)) ne permet pas d’obtenir de petites
échelles. Nous avons ainsi vu au §1.5.3 que toute fonction de grille haute résolution pouvait
s’écrire comme la somme de I'image par une interpolation linéaire d’une fonction de grille basse
résolution et d’un terme haute fréquence invisible a basse résolution (équation (1.61)). Méme si
nous ne sommes plus dans le cadre linéaire, I’ajout du terme €, va nous permettre d’introduire
certaines petites échelles manquantes.

Les conditions aux limites du modele haute résolution s’écrivent alors

‘ Xgw = I?I(XH) +€epw  sur  Owp x [0,T] ‘

De méme, dans le but de réduire les erreurs introduites sur la grille basse résolution par la
rétroaction two-way, nous ajoutons également un terme correctif €, a la restriction provenant
de la grille haute résolution. Nous écrivons

xo = GH(xp) + e, sur wg x[0,7]

Nous obtenons alors le vecteur € :

€ €N one-way

€ =

€

[ @ ] en two-way
€ow
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Nous ajoutons ce terme a la condition initiale bi-grille dans notre variable de controle. Ceci va
nous permettre d’obtenir un controle au niveau des transferts inter-grilles et ainsi de minimiser
I'erreur introduite par les interpolations/restrictions en introduisant sur chaque grille les échelles
invisibles pour celle qui lui transmet I’information.

En effet, si eg, € Ker(I) et ¢, € Ker(G%) o I et G’}I sont les adjoints des opérateurs
linéarisés I}ﬁ et G ce terme correspond alors aux échelles ”invisibles” sur chacune des deux
grilles. L’introduction d’une telle contrainte au probleme d’optimisation nous renseigne sur ce
que pourraient étre les termes de régularisation portant sur €’ & ajouter dans la fonction coftt
(cf §1.7.3).

Bilan

Pour résumer, nous étudierons deux controles possibles X :
— la condition initiale bi-grille :

x=x"
— la condition initiale bi-grille et le controle au niveau des transferts inter-grilles €% :

~ XU
X= Ebc

On désignera dans la suite par wic (pour ”with interaction control’) les algorithmes utili-
sant cette variable de contréle étendue.

1.7.2.5 Ebauche

Nous définissons 1’ébauche x? de notre probléme d’assimilation bi-grille comme étant les
conditions initiales non optimisées des modeles emboités. Ainsi

b
X = b
Xp

ou Xl}{ correspond a ’ébauche sur la grille grossiere et xz a celle sur la grille fine.

L’erreur d’ébauche €’ se définit alors par :

b b t
b_ | ¢ | _ | Xg —Xpg
€ = b = b t

€h Xp — Xp

ol x4, correspond a "1'état vrai” sur la grille grossiere et x! & celui sur la grille fine. Ce que nous
appelons ”état vrai” pour une grille donnée est la projection de ’état continu x! sur 'espace
des fonctions de cette grille (Fq,, et F,,, ). Ainsi

i _ t
X, = Hhx‘w

{ xb, =M yx!'

avec ITy (respectivement Il ) opérateur de projection sur Fo,, (resp. F,).
L’étude de la structure de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B est réalisée au §2.2.
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1.7.3 Formulations

Avec les notations introduites au §1.1, nous retrouvons pour le cas bi-grille une formulation
analogue au 4D-Var mono-grille. Définissons les différentes fonctionnelles dans le cas ou l'on
controle uniquement la condition initiale bi-grille

1
Jb = 5()(0 —x)TBH(x" —xb) écart & I'ébauche
N
1 o 4 N .
Jobs = 3 Z[H;I(X%(XO)) —yuTRY 1[H}q (x4 (xY)) —y%] écart aux observations sur la grille grossicre
=0
1 N o . 1 4
Jobs = 5 Z[Hﬁb(xz(xo)) —yiTRE T [HE (xE (x%)) — yi] écart aux observations sur la grille fine
i=0

(1.71)
Le probleme de I’assimilation de données s’écrit :

min J(x7) = J0x0) + T () + TR (x)
1 _

— 2(;50 . Xb)TB l(XO o Xb)

by ST xl () — TR T (xi () — ]
=0
N

b SO0, 0%) — YR (<4 ) ~ i)
=0

Ajoutons le controle sur les transferts inter-grilles (algorithmes wic). Nous définissons les
différentes fonctionnelles :

N
obs 1 7 i c 7 7
JHb =3 Z[HH(XH(XOaEb ) — YH]TRH
i=0
1

obs i (i c i i ~Lrppi i c i
T = 2 Y H (6, (% €)= yh] TR, [Hi (x4, (%, €)=y
i=0

THH (K (30, €9) — vy

(1.72)

be . 3N
JO = §||KebcH2 norme du terme correctif aux frontieres

Le terme de pénalisation J e s’apparente & une contrainte faible portant sur le vecteur €.
Ce terme ayant pour but de représenter les échelles invisibles sur chacune des grilles lors des
interactions, nous cherchons a faire en sorte que € appartienne aux noyaux des adjoints des
opérateurs d’interactions linéarisés. Ainsi, dans le cas d’interaction two-way, K s’écrit :

=L ]

Le probleme de minimisation devient :
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(;51716?6) J(XO, 6bc) — Jb(XO) 4 Jebc(ebc) 4 JIO_IIJS(XO’ 6bc) 4 J}OLbS(XO, 6bc)
— %( 0 __ Xb)TBfl(XO . Xb) + %HKebcHQ
]_ N . . . P . . .
+5 Y Hy (X (x% ) — vl "Ry [Hip(x (x%,€)) =y
=0
1 N . . . .1 . . .
+5 D (G (€)= i R [H (x5, (%%, €)= i
=0

1.7.4 Vers le couplage de modeles

Revenons plus en détail sur les formulations wic de I’assimilation bi-grille et notamment sur
le terme J¢° présent dans la fonction cotit. Nous montrons dans cette partie que le controle des
transferts inter-grilles initialement introduit pour améliorer les interactions entre les solutions
des deux modeles peut aussi étre interprété comme un couplage faible entre ces modeles.

1.7.4.1 Interaction one-way

Dans le cas d’interaction one-way, ce terme de pénalisation s’écrit :

be

27 = K|

H 2
= ol (1.73)
= <Ih €8w,Ih €ow >H
= < eaw:[}ﬁ[:[hHeaw >n

I}IEIIhH étant symétrique de Fjp,, dans Fjy,, , il vient 4

Fy., = Ker(Ih T @ Tm(T), 117 (1.74)

De plus ces espaces supplémentaires sont orthogonaux. °

Notons I la projection orthogonale sur Im(I’;I7) parallélement & Ker(I% 7).
Alors

be

2J¢° = < Iepy, IhTH ey, > (1.75)
Nous définissons alors la norme sur Im(IZIf ), sous-espace de Fp,, , par :
Yuy, € Im(I}[L{IhH), HuhH%’}IIhH =< up, I}[L{I}LHuh >n (176)

Il vient alors

M TH Stant lindaire, Fp.,, se décompose en

Fou, = Ker(If1;') @ Im(I3 ;)"

®Soit (u,v) € Ker(I%IH) x Im(I4 1), Alors 3w € FG(Ows),v = IHTH w.

<u,v>, = < u,I}lIIhHw >p

< (IHINHTu,w >y,
<INTHu w >,

0 car u € Ker(I5I7)
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be

JE — |H€aw”%’;,1{f (177)

|
2
Or xp, = I (xp) + s, sur  Owp x [0,7].

D’ou

be 1
T = S0, — Ty G I

En pratique, l'interpolation I?; est injective, d’ott Ker(I%I7) = Ker(I). II est alors la pro-
jection orthogonale sur Im(I%;I7) parallelement a Ker(I7).

e e . be . < e . .« .
Minimiser J¢ revient alors a minimiser, dans I’espace orthogonal au noyau de 1’adjoint de
lopérateur d’interpolation, la différence entre les solutions des deux modeles sur la frontiere du
domaine local haute résolution.

Ce terme introduit ainsi un couplage faible sur l'espace [Ker(I)]+, c’est a dire un espace
de basses fréquences, entre les projections des solutions des deux modeles au niveau de cette
frontiere. Notons, que ce couplage est réalisé de fagon incrémentale : nous ne contrélons pas
directement la valeur des solutions aux interfaces mais un incrément que nous ajoutons a la
solution haute résolution.

1.7.4.2 Interaction two-way

Dans le cas d’interaction two-way, la minimisation de la fonctionnelle J € apparait de la
méme maniére comme un couplage faible entre les deux solutions, non plus sur la frontiere du
domaine haute résolution mais sur w tout entier.

Ainsi,

20 = <Iep,, e, >p + < Glhew, Glyey, >

1.78
= Megulfyu+ < Glyew, Glrew > (1.78)

Supposons G}IEI injectif. En utilisant la relation (1.60), nous pouvons montrer que GhH G?{ est
inversible et donc définie positive. Nous définissons alors la norme sur Fy;,, 'espace des fonctions
de grilles définies sur wy par

Vug € Foy,  algug, = <uw GiGhuy >y (1.79)

Il vient alors

be
277 = ”HEBwH%}IL{If + Hﬁwuéfgfﬁ (1.80)

Par définition de €, nous obtenons

ebe 1 h 2 1 H 2
J = §||H(Xh - IH(XH))W%HI;LII,IH + iH(XH -Gy, (Xh))|LiJH”GhHG};I

Nous retrouvons ainsi le couplage faible entre les deux solutions évoqué dans le cas d’inter-
actions one-way. Ce couplage a lieu sur w tout entier :
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— a haute résolution sur dwy, via un incrément ajouté a la solution haute résolution corrigeant
sa composante orthogonale au noyau de IE (basses fréquences).
— a basse résolution sur wy via un incrément correctif ajouté a la solution basse résolution.
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2.1 Les systemes d’optimalité

Nous présentons dans cette partie les systemes d’optimalité du probleme d’optimisation in-
troduit au §1.7. Dans un premier temps, nous étudions le cas ou la variable de controle est la
condition initiale seule pour le cas d’interactions one-way et two-way. Puis nous rajoutons le
controle sur les transferts inter-grilles.

o . . be ..
Nous nous intéressons uniquement au gradient de J°, ceux de J® et J¢* étant triviaux.
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2.1.1 Interaction one-way

Nous controlons dans cette partie uniquement les conditions initiales sur les deux grilles
(x%,xg). €’ reste donc nul durant le processus de minimisation. De ce fait, il n’apparait pas
dans les équations du modele.

Le modeéle est en interaction one-way. Il s’écrit :

Domaine Qg Domaine wy,
ox %—F(x Xgw) sur wp X [0,7] (2.1)
ZH _ P(xg) sur Qpy x [0,7) ot o 20w h ’ '
ot 0 xp(2,0) = x9
XH(J‘, O) =Xg

Xow = I (xg) sur Owp, x [0,T]

En introduisant, comme au §1.4.3, une perturbation (ug,vy) des variables de controle
(x%,xY9), on obtient le systéme suivant pour Xp et Xj, dérivées au sens de Géateaux de xpy
et Xh

Domaine Qg Domaine w;,
_ oxp, oF __ oF ___
0 oF __ = . .
ﬁ = —— X sur QH % [O,T] ot aXh Xp + axaw Xpw Sur  wp X [O’T]
ot Oxu %,(0) = v
XH(O) =uy

Xow =Xy sur Owy, x 0,7
(2.2)
ou I symbolise 1% (xp), c’est a dire le linéarisé de I% en xy.
Introduisons les variables adjointes P sur la grille grossiere et Q sur la grille fine. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les équations linéarisées
précédentes et en intégrant sur toute la fenétre d’assimilation, il vient :

sur Qp :

Une intégration par parties nous donne :

T oxy _ _ r__op
/ <—P>pdt = <xg(T),P(T)>g — <xg(0),P(0) >H—/ < Xpg,—— >pgdt
0 0

ot ot
(2.3)
D’autre part,
OxXpy oF __
ﬁ,P >p = < —xg,P>p
_ror 4)
— <5, [} Py
8XH

D’ou :

T __ P oF 1* _ _
/ <Kpg,—+ |—| P>pdt = <xp(T),P(T)>y —<xu(0),P0) >y (2.5
0 at 8XH
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sur wy, :

De la méme maniére, nous avons

T a)/(ﬁ e . T . aQ
/ < W?Q >pdt = <xp(T), Q(T) >p — < x1(0), Q(0) >p, — < X, ot >y dt
0 0
(2.6)
“ o5 oF oF
<Zr Qs = < Xn + ILx0,Q >,
8t 8Xh axaw (2 7)
—<Aa—F*Q> +<AIH—aF*Q> .
- Xh, aXh . h XH,1p aXaw . H
D’ou :
T __0Q [oF7" r gl oF]"
/0 <Xh,at+|:aXh:| Q>hdt+/0 <XH,Ih |:axaw:| Q>Hdt =
< )/(\h(T)a Q(T) >p — < i\h(o)v Q(O) >h
(2.8)

La fonction cotit J°* mesurant I’écart aux observations s’écrit comme la somme de deux
termes : I'un mesurant 1’écart entre la solution basse résolution et les observations présentes
sur cette grille, 'autre mesurant 1’écart entre la solution haute résolution et les observations
présentes sur la grille fine. Soit,

1 (T 1"
Jobs = 2/0 HHHXH(t)—YH(t)Hgdt‘f‘Q/O Hyxn (t) — ya(t)]l3 dt (2.9)

Sa dérivée de Gateaux J° dans la direction (xY;,xY) s'écrit

X T T
Jobs = / <xp(t),Hy(Hpxp(t) —yu(t)) >u dt +/ < Xp (1), Hy (Hpxp(t) = yn(t)) >n dt
0 0

(2.10)
Sommons (2.5) et (2.8). Il vient :

T __oQ [0F7" T __opP OF 1* gl OF 17
SR el 4| P+ = . =
/0 <Xnmgp T [quj Q>n dt+/0 <Xt [8){1{] i [83((%] Q> dt

<xp(T), Q(T) >n — <x(0),Q(0) >n + < xu(T),P(T) >y — <xp(0),P(0) >5

(2.11)
Définissons les variables adjointes comme suit :
oP [OF 1" gl OF 1" o ..
Domaine Qg ot - _8XH] P+ I [3X3J Q=HyMHpuxg(t) —yu(t))
P(T)=0
(2.12)
oQ [oF]” .
Domaine wy, ot + ox, Q =Hj, (Hpxp(t) — yu(t))

Q(T) =0
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Si aucune observation n’est présente sur une des grilles, la partie de la fonction J° correspon-
dant a cette grille sera nulle, donc aussi son gradient vis-a-vis de la variable d’état de cette grille.

Finalement, il vient :

{ Vs I = ~P(O) (2.13)

Vo I = ~Q(0)

D’ou :

Systéeme d’optimalité one-way

= F(xyg) sur Qg x[0,7T]

Domaine Qg op oF 1" P+I¢ oF 1" Q *
. oxos|
\%

Domaine w o OF 1*
" { Q [ ] Q-
Vv

- *
8?(5 ] .Q une rétroaction du modele adjoint

haute résolution vers celui basse résolution, & I’opposé de celle présente dans le modele direct.

Nous observons ainsi au travers du terme IhH

2.1.2 Interaction two-way

Nous controlons la encore uniquement les conditions initiales sur les deux grilles (x%,xY).
De méme, € reste nul durant le processus de minimisation. De ce fait, il n’apparait pas dans
les équations du modele.

Le modeéle est en interaction two-way. Il s’écrit :

Domaine Qg Domaine wy,

oxy,

6;;1 = F(xg,%x,) sur Qp x[0,T] 5 = F(xp,Xa,) sur wpy x [0,T]  (2.14)
0

xp(z,0) = x3, xp(z,0) = x))
x, = GH(xp,) sur oy x [0,7] Xg = Il (xg) sur  Owyp x [0,7]
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En introduisant une perturbation (ug,vy) de (x%,x)), on obtient le systéme suivant pour

Xp et X, dérivées au sens de Gateaux de xp et xj,

Domaine Qg Domaine wy,
OXy oF __ O0F __ ox, OF __ OF __
—_ = . —_— Q 0, T = . . 0,T
ot Ox X+ Ox. Xo sur Qp x[0,7T] i Ox) Xp + Oxo, Xgw sur wp x [0,7]
XH(O) = uy Xh(O) = Vp
X, = GHx;, sur g x[0,7) Xow = Iy sur Owy, x [0,7]

(2.15)
ol GhH symbolise G}If (xp), le linéarisé de GhH en xj.

Introduisons les variables adjointes P sur la grille grossiere et Q sur la grille fine. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les équations linéarisées
précédentes et en intégrant temporellement, il vient :

sur Qg :

En intégrant par parties, nous obtenons

T oxg _ _ T __ P
/ <—P>pdt = <xpg(T),P(T) >y — <xp(0),P(0) >H—/ <Xpg,— >gdt
0 0

ot ot
(2.16)
Par ailleurs
00X or __ oF __
E,P >p = < —xg,P>g+< —Xx,,P>pg
= <xXp 8—F*P> +<§<\G"8—F*P> '
- H? aXH . H h? H 8Xw N h,
D'ou :
T * T *
oP or or
X, — 4+ | —| P >pgdt x5, Gl | =—| P>pdt =
/0 <Xy, ot + |:6XH:| >y +/0 < Xp,Gg [8xw:| >hn
<xp(T),P(T) >y — <xp(0),P(0) >y
(2.18)
sur wy, :

De la méme manieére, nous avons

T ox, — — T __0Q
< Q>pdt = <x3(T),Q(T) >n — <x1(0),Q(0) >p, — < Xpy —— >p dt
0 0

ot
(2.19)
ot ox, OF OF
<ZrhQ>, = < Xp + Thx,Q >,
ot O X . (2.20)
__ [oF __ .y [ OF :
= <Xp,|z—| Q> +<xpg, I} |m7—| Q>nH
aXh ax@w



2.1 Les systémes d’optimalité 44

D’oti :
T * T *
__ 0Q oF _ g | OF B
/O <Xh,at+|:aXh:| Q>hdt+/0 <XH,Ih |:8Xaw:| Q>pgdt =
< )/(;(T)a Q(T) >p — < )/(Z(O)v Q(O) >h
(2.21)
Définissons les variables adjointes comme suit :
oP [OF 1" gl OF 17 .
Domaine Qg ot T _3XH] P+ 1 [@X&j Q=HyHuxg(t) —yu(t))
P(T)=0
(2.22)
0Q [oF]1" rn [OF 7" o,
Domaine wy, { ot + 8XJ Q+ Gy [axw] P = Hj, (Hpxp(t) — yalt))
Q(T) =0
En sommant (2.18) et (2.21), il vient :
V0 J% = —P(0)
H
{ vx?lJobs — —Q(O) (223)

D'ou :

Systéeme d’optimalité two-way

G;CTH = F(xpg,%x,) sur Qg x[0,7]
XH(an) = X(I){
x, = GH(x;) sur Wy x[0,7]

Domaine Qg *
{GP [8F] .P+IhH[8F

® ax(%] Q = Hj; (Hyxp () — yu(t))

P(T) =0
obs _
Vs J = —P(0)

% = F(xp,xp,) sur wp x[0,7]
Xh(xvo) :X2

X, = I (xp)

i+ axh] Q+Gh {aXJ P =Hj (Hyxp(t) — yn(t))

Domaine wy, 0Q [aF * OF
{ Q(T) =0

vxgjobs — —Q(O)
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2.1.3 Ajout du controdle des erreurs de transfert inter-grilles

Dans cette partie, nous introduisons un terme de controle €*° au niveau des transferts inter-
grilles comme expliqué au §1.7. Suivant le type d’interactions envisagé, ce vecteur aura une
composante sur la grille grossiere ou non. Nous controlons également les conditions initiales sur
chacune des grilles.

2.1.3.1 Interaction one-way

Dans le cas d’interactions one-way, les variables de contréle sont les conditions initiales
sur chacune des grilles ainsi que le terme de petite échelle €y, présent dans les conditions aux
frontieres du modele haute résolution.

Le modele s’écrit :

Domaine Qg Domaine wy,
Ox O%h _ pxyxs,) sur wh x 0,7 (2.24)
ZH — P(xy) sur Qp x [0,T] ot ho Zow h ’ '
ot 0 Xh(x7 O) - X?z
XH(LL’, 0) =Xp

Xow = II}ZI(XH) + €9, sur Owp x [0,T]

En introduisant une perturbation (ug, vy, 7a,) des variables de controle (xY,x),€a.), on
obtient le systeme suivant pour Xg et Xj, dérivées au sens de Gateaux de xp et xp

Domaine Qg Domaine wy,
— ox, OF __ 0F __
0 oF __ = . .
9XH _ T xi sur Qp % (0,7 5t~ oxy Xp + %, Xow sur wp X [0,7T]
ot Oxg 5(0) = v
XH<0) = ug

Xow = X +ma,  sur OQwp, x [0, 7]
(2.25)
Introduisons les variables adjointes P sur la grille grossiere et Q sur la grille fine. En prenant
les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les équations linéarisées
précédentes et en intégrant temporellement, il vient :

sur Qg :

T __ P OF 1* _ _
/ <Xfy 4 |=—| P>pdt = <xp(T),P(T) >y —<xz(0),P0) > (2.26)
0 8t aXH

sur wy, :

T oxy - - T __oQ
< TR Q>pdt = <xp(1),Q(T) >, — < x1,(0),Q(0) >p — < Xp, = >p dt
0 0

ot
(2.27)
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et

o5 OF _  OF ., _
n 7Q h 8Xh Xh+ 8X8w ( HXH+778LU)7Q >h
oF F 1"
-nan >h

0
_ —_~ o~ H
= < Xp, |:8Xh:| Q >p + < XH,Ih |:(9X3w:| Q >+ < |:8xaw
(2.28)

D’ou :

T 0Q OF 1* r __ _g[oF]* T F 1"
/0 <Xh’8t+[8xh} Q>p dt+/0 <xm, I} [8)(&0] Q>p dt+/0 < 5X3w] Now, Q >p dt
= <x3(T),Q(T) > — < x1(0),Q(0) >4
(2.29)

Nous définissons les variables adjointes de la méme maniére que dans le cas one-way. Ainsi,

o] et || Q= Hi(Haxa() - yu(0)

Domaine Qg ot T | Oxp %o,
P(T)=0
(2.30)
0Q [oF1" . ..
Domaine wy, " QXJ -Q = Hj, (Hpxp(t) — yal(t))
Q(T) =0

En sommant (2.26) et (2.29), il vient :

Vo J% = —P(0)
obs _ __

Vi /7 = =Q(0) op 1" (2.31)

Veou (™" = = { 8Xaw] Q(t)

Le systeme d’optimalité s’écrit ainsi
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Systeme d’optimalité one-way wic

{agtH:F(xH) sur Qg x [0,7]

xp(z,0) = x%

Domaine Qg 83 oF 1" u| OF " — T _
8t+[8xH P+, O Q=HyHpgxg(t) —yu(t))
P(T)=0

obs __
Vs J%* = —P(0)

0
% = F(xp,Xp) sur wp x [0,T]
Xh(QZ,O) :X(f)L

Xow = IIZ(XH) +ep, sur Owp x (0,7

0 oF 1"
Domaine | | -+ |fe| Q= HiHixi(0) - yi)
Q(r) =0

Vo % = —Q(0)

nJ" =~ [ or T-Q(t)

v 8X6w

€ (

\

Nous retrouvons un systeme proche de celui du one-way avec controle des conditions ini-
tiales seul. Le controle sur les transferts inter-grilles (ici de la grille grossiere vers la grille fine)
apparait uniquement dans le systeme d’équations concernant les gradients de J°. Ceci s’avere
particulierement intéressant pour la programmation informatique d’un tel systéeme. En effet,
une fois le systeme d’optimalité dans le cas du seul controle des conditions initiales mis en
place, il ne sera pas nécessaire de modifier le systeme adjoint (ce qui est généralement le plus
problématique).

2.1.3.2 Interaction two-way

Dans cette partie, nous rajoutons au cas précédent un controle €, dans la mise a jour de la
solution de la grille grossiere xg sur wy par la solution de la grille fine xy,.
Le modele s’écrit alors

Domaine (2 Domaine w
0 o
I F(xpg,x,) sur Qg x[0,7T] % = F(xp,Xpw) sur wp % [0,7T]
XH(.CU,O) :X(I]{ Xh(wvo) :X2
Xp = GH(xp) + €, sur Op x [0,7] Xow = IT(xp) + €5 sur  Owy x [0,T]

(2.32)
En introduisant une perturbation (ug, v, 1., Naw) des variables de contrdle (x%, xg, €wy €0w ),
on obtient le systéme suivant pour Xz et Xj,, dérivées au sens de Gateaux de xp et xy, :
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Domaine Qg Domaine wy,
X oF __  OF __ ox, OF __ O0F __
_— = —_— Q 0, T = . . 0, T
ot Ox Xy + O Xe sur Qg x[0,7T] i x) Xp + Oxo, Xgw sur wp x [0,7]
xg(0) =ugy x5 (0) = vy,
Xy = Gthcz +n, sur wy x[0,7] Xow = X +ma,  sur OQwp, x [0, 7]

(2.33)

Introduisons les variables adjointes P sur la grille grossiere et Q sur la grille fine. En prenant

les produits scalaires sur chacune des grilles de ces deux vecteurs par les équations linéarisées
précédentes et en intégrant temporellement, il vient :

sur Qy :

En intégrant par parties, nous obtenons

T oxy _ _ r __op
/ <—P>pdt = <xpg(T),P(T) >y — <x(0),P(0) >H—/ < Xg,— >pdt
0 0

ot ot
(2.34)
Par ailleurs
OxXg oF __ F o~
=1 p = < —x,P (G o), P
5p > < oy NP > < Xaw( hXn+nw), P>
__ [oF 7" o [OF 7" oF 1"
= R u— ,P e .P Wy P — .P
< XH, [8xH} >+ < x5, Gy [8xw] >+ < [8xw] >
(2.35)
D’ou :
T * T * T *
oP oF oF oF
X, — 4+ | — | P >pdt x5, Gl | =——| P>,dt oy | — | P >pdt
/0 <XxXp, En + [aXH} >H +/0 < Xp, H[axw} >p Jr/o <, [axw} >
=<xu(T),P(T) >y — <xpu(0),P(0) >g
(2.36)
sur wy, :

De la méme maniére, nous avons

T . F * T . F * T F *
/ <Xh,8£+ 87 Q >p dt—l—/ <XH,IhH 87 Q>p dt—f—/ < Now, 87 Q >y dt
0 at aXh 0 3X8w 0 8X6w

= <xp(T), QT) >n — < x,(0),Q(0) >4
(2.37)
Nous définissons les variables adjointes comme les solutions du systéeme suivant
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oP [oF 1" gl OF 1" o .,
Domaine ot + _3XH] P+ I [3X3J Q=HyMHuxg(t) —yu(t))
P(T)=0
(2.38)
0Q  [oF1” W [OF)
Domaine wy, { ot + E?)(;J Q+ Gy [8&,] P =H, (Hpxp(t) — yn(t))
Q(T)=0
Il vient en sommant (2.36) et (2.37) :
(Vo J% = —P(0)
Ve, p]™ = — GTF P(t)
vxgjobs — —Q(O) (2.39)
oF 1"
obs
Veou )" == 8Xaw] Q(t)

Le systeme d’optimalité s’écrit ainsi

Systéme d’optimalité two-way wic

0

% = F(xm,%x,) sur Qp x[0,T]
xp(z,0) = x%
X, = GH(xp) + €, swr Wy x[0,7]

Domaine 25 { | 3+ || P+1 || Q= Hiy(ELuxa(t) - ya(0)
P(T) =0
Vi, /= <P(0)
Ve, = — [aai] Pt
oxp,

e F(xp,%Xo,) sur wp x[0,7T]
xp(z,0) = X?L

Xow = I}y (x57)

0 OF 1* OF 1"
Domaine wy, 87? + [8)%] Q+ G {axj P = Hj, (Hpxp(t) — yn(t))
Q(T)=0

Vo % = —Q(0)

obs OF 1*
Vo) = — [8){3 } Q(t)

—— N —— N —/
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De méme que précédemment, ce nouveau terme de contrbole apparait uniquement dans le
systeme d’équations concernant les gradients de J°. De ce fait, comme pour le cas one-way,
la mise en place d’un tel systeme sera assez simple depuis le systéme two-way avec controle des
conditions initiales uniquement.

2.1.4 Passage d’un adjoint mono-grille & un adjoint bi-grille

L’écriture du modele adjoint constitue une difficulté importante pour la mise en pratique des
méthodes d’assimilation variationnelle de données. Comme son nom l’'indique, le modele adjoint
est 'opérateur adjoint du modele linéaire tangent du modele physique direct. Dans le cas de
modeles réalistes, cela nécessite un travail considérable, puisque cela revient a réécrire un code
d’une complexité aussi importante que celle du modele direct. Le passage d’un algorithme d’as-
similation mono-grille & un algorithme bi-grille entrainant la modification des modeles adjoints,
son colt en terme de développements informatiques peut étre effrayant a premiere vue. Il n’en
est rien. Une comparaison des systémes adjoints semi-discrétisés montre en fait que tres peu de
modifications sont nécessaires pour obtenir les modeles adjoints sur les différentes grilles.

En effet, le systeme d’optimalité pour un algorithme 4D-Var mono-grille avec contréle de la
condition initiale s’écrit (cf §1.4.3)

ox
{ o= F(x)

x(z,0) = x°

a; + [?}:] Z = H*(Hx(t) — y(t)) (2.40)
Z(T) = 0

V0 o = —Z(0)

Ce systeme est tres proche de ceux présents sur chacune des grilles dans le cas d’interac-
tions one-way et two-way. La différence avec le modele adjoint bi-grille correspond a l’ajout

*
des adjoints des transferts inter-grilles présents dans le modele direct, soit IhH [ 8‘?{5 ] Q et

*
G}}{ {%} P selon le type d’interaction envisagée et la grille ou I'on se situe. Pour des modeéles

simples, I'ajout de ces termes nécessite uniquement l’écriture des adjoints d’opérateurs d’inter-
polation et de restriction. Une fois en possession du modele adjoint mono-grille, ’écriture des
modeles adjoints multi-grilles demande donc relativement peu de travail.
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2.2 Structure de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Nous nous intéressons dans cette partie a B, la matrice de covariance d’erreur d’ébauche.
Comme nous avons pu le voir au §1.4.4 dans le cas mono-grille, cette matrice joue un réle impor-
tant dans ’analyse 4D-Var. Nous nous proposons d’étudier cette matrice dans le cas bi-grille. Il
faut tout d’abord rappeler que la modélisation des covariances d’erreur d’ébauche est quelque
chose de difficile (état vrai inaccessible pour des expériences réalistes). De nombreux travaux de
recherche (en cours pour certains) portent exclusivement sur ce sujet. Ce n’est pas le but de cette
étude. Nous supposons ici disposer de méthodes efficaces pour modéliser cette matrice B dans
un cadre mono-grille. Nous nous intéressons alors au passage d’une modélisation mono-grille
a une modélisation bi-grille.

Dans un premier temps, nous étudions le cas simplifié ou 1’ébauche haute résolution est
obtenue par interpolation linéaire de ’ébauche basse résolution. Dans un second temps, nous
étudions le cas ol I’ébauche est obtenue apres propagation du modele bi-grille en interaction
one-way et enfin nous étudions le cas ou I’ébauche est obtenue apres propagation du modele
bi-grille en interaction two-way

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche bi-grille est de la forme :

Buuy Bun ]
B = 2.41
[ Bwe B (241)

Le bloc By g correspond aux covariances d’erreur d’ébauche des variables d’état de la grille
grossiere, le bloc By, a celles des variables d’états de la grille fine, et les blocs Byy et By
aux covariances entre les deux grilles. Nous notons dans toute la suite de ce document Ny la
taille du vecteur d’état sur la grille grossiere et N, celle du vecteur d’état sur la grille fine.
Nous avons alors B € My, 1n, (R), Bug € My, (R), By, € My, (R), Bgp € My, n, (R) et
B,y € MNh,NH(R)-

2.2.1 Cadre simplifié : I’ébauche haute résolution est obtenue par interpola-
tion de I’ébauche basse résolution

Dans un premier temps nous faisons ’hypothese simplificatrice suivante :
X, = Ty

ou I}}{ est un opérateur d’interpolation linéaire, de Fg,, dans F{,, . Nous supposons ainsi que le
vecteur d’ébauche de la grille fine est obtenu par interpolation de la composante wyg du vecteur
d’ébauche de la grille basse résolution. Cette situation est fréquente en pratique : lors de la
mise en place de I’emboitement de modeles, la solution haute résolution peut étre obtenue en
interpolant la solution basse résolution.

2.2.1.1 Erreur d’ébauche

L’erreur d’ébauche sur la grille fine ez devient :

b _ Th b ¢
e = Ipxpy—x,

2.42
= I (xb —xt) + Ixt, — %t (2.42)

Posons e/t = I}If]qu - x’;l. Ce terme correspond a ’erreur commise par 'interpolation sur la
grille fine de la solution vraie sur la grille grossiere. Il vient :
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ez = I}ﬁel}{ + bt

2.2.1.2 Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.
e Calcul de By :

B,y = Cov(ez, GZ}I)

= Cov(I%es,, eh,) 4+ Cov(elt, e (2.43)
HE¢H» €H H

Nous faisons ’hypothese suivante :

hyp : €/t et EI;{ sont indépendants.

Nous supposons ainsi que les erreurs d’ébauche sur la grille grossiere et les erreurs commises
en approximant ”1’état vrai” de la grille fine par une interpolation de "I’état vrai” de la grille
grossiere sont indépendantes. Cette hypothese parait naturelle, le choix de I’ébauche étant a
priori indépendant du choix de l'opérateur d’interpolation.

By = Cov(Ilyely, €5) = 1 Cov(ely, €) (2.44)

Buu = I4Byy

e Calcul de Bpyy, :

B étant symétrique, il vient By, = BZH. D’ou :

Bun = Bypl}f

e Calcul de Byy, :

By, = Cov(ed,eb)
= Cov(I ey, Iheb,) + Cov(Iel,, elt)
+Cov(elt, I eb,) 4+ Cov(elt, elt) (2.45)
= ILBypl?l + 14 Cov(el,, elt)
+Cov(elt, SN + By

Toujours sous ’hypothese que !t et eﬂ’q sont indépendantes, il vient

Buh = U4Bpylll + B

Finalement, B s’écrit sous la forme :
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Bru ByyIil

B =
1Byy I4Buulhl + B

Remarque 1 : Comme mentionné au §1.4.5, une décomposition de B sous la forme B = SST
évite, en effectuant le changement de variable 6x = Sv, d’avoir & faire intervenir B~! dans 1’al-
gorithme d’assimilation. Il nous faut donc calculer S.

Bup et B+ étant symétriques définies positives, il existe Spym et S.1,¢ telles que Byy =
SuuSt, et Bu: = Sez,tSSt. Ce qui donne :

B_ [ SuuSLy Sun(TySun)" } (2.46)

4 Sum)Shy (%Sum)1ySum)” +Sa.8%,

Il vient

S:[SHH (0) }

I};ISHH Sel,t

Remarque 2 : La matrice B« correspond a la matrice de covariance de ’erreur que ’'on
commet en interpolant ”1’état vrai” basse résolution vis-a-vis de ”1’état vrai” haute résolution.
p
Par définition, n’ayant pas acces a ”1’état vrai” nous ne pouvons la calculer explicitement. Une
hypotheése grossiére consisterait a considérer les coefficients de cette matrice comme négligeables
Yy
devant ceux de I?IB H HIII";,T. La matrice By, serait donc égale a I?IB H HI}I;T. Ainsi, nous aurions :

hT
B = [ Bun  Buuly ] (2.47)

1"Byy 14Byylll

On peut noter que cette matrice n’est pas inversible puisque

5=l @[ B Be)[lo 9] 29

et que le noyau de I?IT, n’est pas nul.
11 est toutefois possible d’écrire B = SST, avec

& | Sum
o8 ] o

On est donc dans le cas d’'une approximation de rang réduit de B, ce qui n’est pas a priori
génant (voir par exemple les méthodes de rang réduit décrites au §1.3.3).

Cependant le changement de variables dx = Sv pose probleme : v correspond a un vecteur
basse résolution. De fait, la variable de controle ne sera donc plus en mesure d’apporter a la
solution haute résolution les échelles invisibles sur la grille grossiere (cf §1.5.3). Ceci nous amene
a penser que les performances de 'assimilation pourraient étre dégradées.

De ce fait, il n’est pas souhaitable de négliger la matrice B.r,:, méme si en pratique, on peut
s’attendre & ce que ||el'!|| < ||€%|. Au contraire, c’est elle qui permet d’obtenir un controle sur
toutes les échelles présentes sur la grille haute résolution. Il est donc indispensable de pouvoir
I’approximer correctement a défaut de pouvoir la calculer explicitement. Pour cela, les méthodes
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statistiques d’estimation de matrices de covariance semblent les plus appropriées.

Remarque 3 : Dans le cas d’un opérateur d’interpolation non-linéaire I ;‘I, nous trouvons
que B peut étre approchée par la méme matrice B que celle obtenue dans cette partie, I’ﬁ étant
dans ce cas l'opérateur 1% linéarisé (cf annexe A.1).

2.2.2 Cadre général : I’ébauche est obtenue apres intégration d’'un modele
bi-grille

Nous nous intéressons dans cette partie et dans les suivantes au cas ou 1’ébauche serait
obtenue apres intégration d’un modele bi-grille. Ce cas s’avere pertinent pour une configuration
ou la fenétre d’assimilation suit une phase de prévision du modele, par exemple un spin-up ou
bien une succession de fenétres d’assimilation. I’ébauche est alors I’état final de la prévision (ou
de I'analyse) réalisée sur la fenétre temporelle précédente.

Une telle situation est banale en assimilation variationnelle de données. L’assimilation sur
de longues périodes temporelles pose de nombreux problemes, tant d’un point de vue tech-
nique (place mémoire des calculateurs limitée) que d’un point de vue théorique. En effet, le
caractére chaotique des écoulements océaniques (ou atmosphériques) fait qu’au dela d’un cer-
tain temps le modele s’avere peu sensible aux variations de la condition initiale, entrainant ainsi
une perte d’efficacité de ’assimilation de données. Il faut donc plutét réaliser ’assimilation sur
une succession de fenétres temporelles relativement courtes (de 'ordre d’un mois par exemple
en océanographie). L’ébauche sur chaque fenétre correspond alors & 1’état final obtenue par
intégration du modele sur la fenétre précédente.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B que nous cherchons a calculer peut également
étre vue comme une matrice de covariance d’erreur de prévision. C’est sur cette idée que repose
par exemple la méthode NMC développée par Parrish et Derber (1992) [41]. Elle estime ainsi
les statistiques d’erreur d’ébauche via les différences entre deux prévisions de durées différentes
valides aux mémes instants. Notons B la matrice de covariance d’erreur d’ébauche obtenue sur
la fenétre antérieure, et notons également avec un ”tilde” les variables de la fenétre antérieure.

Dans le cas usuel d’un modéle mono-grille, on montre aisément que B = MBMZ + Q, ot
M est le modele linéaire tangent et Q la matrice de covariance d’erreur modele. C’est d’ailleurs
I’équation de propagation usuelle des erreurs (1.11) du filtre de Kalman.

Dans le cas bi-grille, nous montrons que la matrice B vérifie le méme type de loi. Nous avons
ainsi

B =MBM” +Q

avec M le modele linéaire tangent bi-grille en interaction one-way ou two-way et Q une
matrice pouvant étre interprétée comme la matrice de covariance d’erreur modele bi-grille.

Pour cela, nous montrons (les calculs sont détaillés aux §2.2.3 et §2.2.4) que dans le cas
d’une ébauche obtenue apres intégration sur un pas de temps d’un modele bi-grille M, et sous
certaines hypotheses d’indépendance sur les erreurs, la matrice de covariance d’erreur d’ébauche
B s’écrit comme la somme d’un terme correspondant & la propagation de la matrice B par
le modele linéaire tangent M et d’un autre terme correspondant a une matrice de covariance
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d’erreur modele bi-grille Q. Cette étape est nécessaire afin de pouvoir prendre en compte les
covariances d’erreur issues des interactions entre le grilles.

Puis, grace a la formule obtenue sur un pas de temps, il est possible de calculer le lien entre B
et B pour le cas général d’une fenétre contenant n pas de temps. Ainsi les matrices de covariance
d’erreur d’ébauche aux temps t; et t;_1 sont reliées par :

B; = Mi,i—lBi—lMZi_l + Qi1 (2.50)

avec les matrices M; ;1 et Q;;—1 correspondant a celles définies dans les cas one-way et
two-way entre les instants ¢;_1 et ;.

De cette relation de récurrence entre les instants ¢; et ¢;_1, nous obtenons la matrice de
covariance d’erreur d’ébauche au temps t,, en fonction de celle au temps tg. Ainsi,

n

B HMn—H —i,n— Z)BO(H ijfl)
=t i=1 (2.51)

+Z HM"'H —jn— J)QH 1(H G.j— 1)+an 1

=1 j=1 Jj=

Or, By = B et B,, = B. Il vient alors,

HMn+1 ,m— z B HM“ 1

+Z HMn—H —Jjn— ])Qll l(H 3,7— 1)+an 1
=1 j=1
ce qui se réécrit 3
B =M, BM],+Q (2.53)

En pratique, les techniques de calculs de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche déja
existantes dans le cas mono-grille seront directement applicables aux cas bi-grilles en remplacant
les variables mono-grilles par celles bi-grilles correspondantes.

Les calculs permettant d’aboutir aux relations précédentes sont détaillés dans les deux para-
graphes qui suivent. Dans un premier temps, nous nous intéresserons au cas d’un modele bi-grille
en interaction one-way. Les calculs seront présentés dans un cas linéaire, puis les résultats se-
ront exposés dans un cas général. Puis nous nous intéresserons au cas d’'un modele en interaction
two-way, pour lequel nous distinguerons de nouveau les cas linéaires et non-linéaires. Le lecteur
ne s’intéressant pas aux détails des calculs pourra directement passer au §2.2.5

2.2.3 Détails des calculs dans le cas d’interaction one-way

Nous supposons que notre ébauche x” est obtenue apres intégration par notre modele en
configuration one-way, durant un pas de temps, d’une ébauche calculée sur la fenétre antérieure.
Nous avons vu que l'extension & n pas de temps ne posait pas de difficulté.
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2.2.3.1 Cas linéaire
Nous nous placons dans un cas linéaire : le modele et les différents opérateurs sont supposés

linéaires.

Nous rappelons les équations discrétisées du modele bi-grille en interaction one-way (cf
§1.6.1).

xb, = Mpx4,
b _ M b Ih b (254>
X, = My (x5, Igxyy)
Erreur d’ébauche
Grille grossiere
L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere el}{ s’écrit :
61}{ = MH)EZ}I — X% (2 55)
= Mpy (Y — %) + Mpxl, — xl;
Posons e]\H/f = X?I—M chfq Ce terme correspond a l’erreur modele du modele basse résolution.

Notons €I}I = 5(’}{ — x4, Terreur d’ébauche sur la grille grossiere sur la fenétre précédente.

Nous obtenons alors :

b ~b M
€g = Mpyéey — ey

Grille fine

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit :

EI;L = Mh(f{z,IZMH}NCl}{) — Xz (2 56)
= My(X) — X, Iy Mp (X} — X)) + My (%), I Mexj) — xj, '

Posons e = x! —M, (%!, I M px;). Ce terme correspond & l'erreur modele haute résolution.

Notons de nouveau EI;L = Scl;L — x4 . 11 vient

b b 1h b M
€, = Mu(&, IMuey) — e,

M), étant une application linéaire de F,, x Fp,, dans F,, , sa matrice s’écrit
M) = [ M} 1Y i | Nous confondrons par la suite 'opérateur M, et sa matrice.

Il vient

b _ h=b owTh ~b M
e, = Mjéeg +M“IyMpyeéy — e,
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Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

e Calcul de Bypy :

Byyg = Cov(el}{, el}{)

COV(MHél}I — e]\H/[,MHél}I — e]\H/[)
MpyByyME — My Cov(&y, )
—Cov(elt, & )M + Qu

avec Qg la matrice de covariance d’erreur modele basse résolution.

(2.57)

Nous faisons ’hypothese suivante :

hyp : €M et €l}{ sont indépendants.

Nous supposons ainsi que le choix de I’ébauche est indépendant de l’erreur modele basse
résolution. Cette hypotheése est évidemment discutable si I’ébauche est issue d’une prévision
du modele. Néanmoins, dans le cas mono-grille, cette hypothese est également faite : I'erreur
modele est ainsi supposée ne pas dépendre de ’état du modele. Elle permet notamment d’obtenir
I’équation (1.11) du filtre de Kalman. Nous restons donc dans la ”1égalité” vis-a-vis des regles
usuelles de ’assimilation de données.

Il vient

Byy = MgBppM% + Qp

e Calcul de By :

Bry = Cov(eb, )

hyp : €I}{ et ehM d’une part, et €;’l et e]\H4 sont indépendantes d’autre part

Nous supposons ainsi que ’erreur d’ébauche antérieure sur une grille et 'erreur modele sur
I’autre grille sont indépendantes. Nous prolongeons au cas bi-grille I'hypothese que les erreurs
modeles sur chacune des grilles sont indépendantes des états de ces modeles.

Il vient en développant :

By = MI'ByMEL + M1, MyBygME + Cov(eM, M)

e Calcul de Bpy, :

B étant symétrique, il vient By, = B:}CH. D’ou :
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Ban = MgBypMPT + MyByyMETTMOT 4 Cov(el, €M)

e Calcul de Byy, :

By, = Cov(ez, 62)

= Cov(M}&) + MJ“T}Mpey — ep! Mpeh + MO“Th Mpyél, — ) (2.59)

hyp : €Z et eﬁ/" sont indépendantes

Il vient en développant :

By, = MIBuMY + MB, gy ML MPT
+MP1:MyB g, MIT + M1 My B g g MG I M-T
+Qn

avec Qy, la matrice de covariance d’erreur modele haute résolution.

Posons

My (0) Qu COV(EJI\{/[, ehM)

M= ey, Mg | = | cov@ ) Qu

Alors, il vient :

B = MBM” + Q

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B s’écrit ainsi comme la somme d’un terme
correspondant a la propagation par le modele bi-grille M de la matrice de covariance d’erreur
d’ébauche initiale B et d’un terme d’erreur modeéle Q. Nous retrouvons ainsi une formulation
équivalente a celle d’une erreur de prévision dans un cas mono-grille.

2.2.3.2 Cas non-linéaire

Nous supposons cette fois-ci que 1’ébauche initiale est propagée par un modele non-linéaire
en configuration one-way durant un unique pas de temps.

Ceci s’écrit : ) )
{ o MHQ:H)}L b (2.60)
Xp, = My(xp, Iy (Mg (xp)))
Nous faisons les hypothéses suivantes en ce qui concerne le modele :
— My est différentiable en 5(’}{ Nous pouvons ainsi linéariser le modele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation My pour représenter My (XY).

— M), admet des dérivées partielles suivant x; en (X2, I%(Mpy(XY))) et suivant xg, en
My, OMy,
et .
aXh aXQW

Nous indiquons ici les résultats obtenus, sans le détail des calculs que ’on peut trouver en
annexe A.2.

(x4, 1% (M (%5;))). Nous les noterons
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Erreur d’ébauche

Grille grossiere

L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere EI;{ s’écrit :

b = My (%8) — xi (2.61)
Posons e} = x4 — Mpy(X%;). Ce terme correspond a l'erreur modele du modele basse
résolution.
Nous obtenons alors :
iy = Mpéy —ejf + o)

Grille fine

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit :

eh = M (X3, T (M (X)) — (2.62)
Posons €M = x! — My(x!, I%(Mp(X;))). Ce terme correspond & l'erreur modele haute
résolution.
Il vient
OMy, ,  OMy, . N .
& = ax, &, + @I%MHG% — e’ +olle ) + ol 1)

L’erreur d’ébauche apparait comme la somme de la propagation par le modele linéaire tan-
gent haute résolution de l'erreur d’ébauche antérieure, de I’erreur modele haute résolution et de
termes négligeables devant I’erreur d’ébauche bi-grille de la fenétre précédente.

Nous supposons, comme dans le cas linéaire, que les erreurs d’ébauche sont indépendantes
des erreurs modeles.

Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B. Notons Qg et Qj, les matrices de covariance
d’erreur modele basse et haute résolution.

Nous supposons de plus que les erreurs d’ébauche de la fenétre temporelle précédente sont
du méme ordre de grandeur. Nous posons : € = o(||€}.||) = o(||€}]])
B s’écrit alors sous la forme :

B =B 1B +£2BO |
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Approximation de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Etudions l'ordre 0 de B, c¢’est & dire la matrice B(©).

(0) (0)
BO — | Buu B (2.63)
Big By
avec
(BY), = 1(})4]\1}BHHM§+%1]{4
Bl") = 8thhHMT I ;I My ByyM%
+Cov(eM, eM)
T
BY) = MyBp, oM, 1" + MyBupMirer | O
th 8X3W (2 64)
+Cov (e, €M) '
T T
© _ OMps [OM), OM), - v [OM,
th N 8xh th |:8Xh + 8x BhHM I aX
T
+%I MHBHh OM, +8Mh1 MHBHHM I %
aXaw 8Xh aXa aXQW
+Qn
Posons
My 0 M M
Cov(ey,€e))
M= | OM,., oMy, |, Q:[QHMM H ]
8X6w IHMH 8Xh COV(ﬁh 76H> Qh

Alors, il vient :

B = MBM7 + Q.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B(®) s’écrit ainsi comme la somme d’un terme
correspondant a la propagation par le modele linéaire tangent M du modele bi-grille M de la
matrice de covariance d’erreur d’ébauche initiale B et d’un terme d’erreur modéle Q. Nous re-
trouvons ainsi & nouveau une formulation équivalente a celle d’une erreur de prévision dans un
cas mono-grille.

2.2.4 Détails des calculs dans le cas d’interaction two-way

Nous supposons cette fois-ci que I’ébauche initiale est intégrée par un modele en configuration
two-way durant un pas de temps. Nous avons vu que ’extension a n pas de temps ne posait pas
de difficulté.
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2.2.4.1 Cas linéaire
Nous nous placons dans un cas linéaire : le modele et les différents opérateurs sont supposés

linéaires.

Nous rappelons les équations discrétisées du modele bi-grille en interaction two-way (cf
§1.6.2).

{ Xy = Joy My + Joy GIIM (X, Ty MyX],) (2.65)
x? = My,(%%, In M pyxYy,)
Erreur d’ébauche
Grille grossiere
L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere e% devient :
= X XtH~ 7 <b Th NI .<b (2.66)
= Jo,Mpyxl + Jo, GEM, (%8, I MpxYy,) — x4
Notons K, la restriction de xy a l'intérieur de wy
Ky, Fa, — Fuy
. _ 0 sur Owpy (2.67)
H Xy Sur wg
Nous avons ainsi : Jg,, + ngHK;,H = IFQH
D’ou
61}{ = Joy (MHi(;{ - X%I) + jd)H(GhHMh(il})w II;IMH)E(;{) - K&er}{) (2.68)

De la méme maniere que pour le cas d’interaction one-way, posons My, = [ MZ Mg‘” ]

Il vient
ey = Jouy Muxly — xly) + Joy, (GIM]X) + GIMVT; MpXy — Kixjy)  (2.69)
Posons e% = x4 — MpyxY,. Ce terme correspond & l'erreur modele basse résolution. Alors,

<b t =b M

Posons e = x! — M (%}, I Mpx.;) I'erreur modele haute résolution.

Notons enfin €%t = GhH XZ - K@Hxﬁq. Ce terme correspond a erreur commise par la res-
triction de la solution vraie & haute résolution vis-a-vis de la restriction de la solution vraie a wy.

Quelques calculs (cf annexe A.3 dans le cas non linéaire) nous amenent & :

e = JopMu+Jo, GIMPTEMyléy + Ji, GIIME,
~Joped — 3., GHeM + 3, €9
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Par la suite, nous noterons Py 'opérateur Jg, Mpy + jg,H GhHMgwI%MH.

L’erreur d’ébauche basse résolution apparait comme la somme de différents termes. Le pre-
mier, [Jo, Mg + j;)HGhHMg“’I’;IMH]El}{ + j;,H GhHl\/Izgz, correspond a l'intégration de ’erreur
d’ébauche antérieure par la composante basse résolution du modele bi-grille en interaction
two-way. Le résultat obtenu correspond sur l'intérieur de wy a la restriction de l'intégration
de lerreur initiale bi-grille par le modéle haute résolution, et correspond partout ailleurs a
I'intégration par le modele basse résolution de l'erreur initiale basse résolution. Le second,
—(Jop e +35, GHeM) apparait comme une erreur modele. Elle est égale & la restriction de I'er-
reur modele haute résolution sur 'intérieur de wy et a ’erreur modele basse résolution partout
ailleurs. Enfin, le troisieme terme correspond & la restriction a l'intérieur de wy de l'erreur dite
de restriction. C’est la somme de ces deux derniers termes qui est la composante basse résolution
de 'erreur modele bi-grille.

Grille fine

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit (cf calculs one-way) :

b _ h = OwTth ~b M

Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

Nous faisons ici de nouvelles hypotheéses :

hyp :

— 61}1 et EAH/[ sont indépendants
— 621 et ehM sont indépendants
— él}’L et EAHJ sont indépendants
— E?L et e,ll/f sont indépendants

Nous supposons que les erreurs d’ébauche sur la fenétre précédente sont indépendantes des
erreurs modeles sur cette fenétre. Ces hypotheses sont les mémes que celles faites dans le
cas en interaction one-way.

— EZ}I et €' sont indépendants
— €Z et €&t sont indépendants

Nous supposons que les erreurs d’ébauche sur la fenétre précédente sont indépendantes
des erreurs commises par la restriction de la solution vraie haute résolution vis-a-vis de
la composante sur wy de la solution vraie basse résolution. Cette hypothese est de méme
nature que celle portant sur 'indépendance de I’erreur modele et de I’ébauche.

— e% et €9 sont indépendants
- e}]‘f et €t sont indépendants
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Nous supposons que les erreurs modeles et les erreurs de restriction sont indépendantes.
Cette hypothese parait naturelle, le choix de GhH étant indépendant des modeles My et

M,.

e Calcul de Bypg :

En injectant ’expression de EI;{ il vient

Byrg = PHBHHPHT—FPHBHhMZTGijgH
30, GEMEBL P + Jo, GIMEB MR G IE
+JwHQHJT +JwHGHQhGHTJT +J BEthT
+Jop, Cov(el, M )GHTJT —i—JwHGh Cov (e ,6H)JT

avec Qg et Qy, les matrice de covariance d’erreur modele basse et haute résolution.
e Calcul de By :

En injectant les expressions de ell’q et ez il vient

B,y = M!ByuPh + M1 MyByyPh + MIB,,MITGHTIT
MangMHBHthTGHTJT + Cov(ep!, ef)IL + QhGHTJT

e Calcul de Bpyy, :

Par symétrie de B, il vient By, = BfH

By, = P]_{BHhMZT :I— PHEHHMgl}IL{TM(g‘UT + chHGhHMZB_hhMZT
Ty G METTMOT £ 3, Cov(esd ) + 1., GHQ,

e Calcul de Byy, :

D’apres les calculs fait dans la partie one-way, nous avons

By, = MIB,, M} + M!B,yMEIMOT
+MP1:MyB g, MIT + M1 My B g g MG I M-T
+Qn

Posons

M= | JoaMu+ 3y LGEMP1E My I, GEM]
Ma“’Ih My M7
JoyQuIl, + 3o, Gl QhGHTJ;H ) )
+Jo,Beo, tJT +Jo, Cov(erf, g NGHTIL 35, GEQ) + Js, Cov(el el
Q= +JwHGh Cov(eh ,Eq] )JT

Q GHTJT +COV(6h ,eH)JT Q)

Alors, il vient :

)
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B = MBM” + Q.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B s’écrit de nouveau comme la somme d’un
terme correspondant a la propagation par le modele linéaire tangent M du modele bi-grille M
de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche antérieure B et d'un terme d’erreur modele Q.
Nous retrouvons ainsi & nouveau une formulation équivalente a celle d’une erreur de prévision
dans un cas mono-grille.

2.2.4.2 Cas non-linéaire

Nous supposons maintenant que I’ébauche initiale est propagée par un modele non-linéaire
en configuration two-way durant un unique pas de temps.

Ceci s’écrit :

{ X = Juy Ma (Xpy) + Ty G (M (%, T (M (X))
xj, = My(%5, [ (Mp (X))

Nous faisons les hypotheses suivantes en ce qui concerne le modele :
— My est différentiable en iﬁ’q. Nous pouvons ainsi linéariser le modele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation My pour représenter My (XY).
— M), admet des dérivées partielles suivant xj, en (X2, I% (Ko, M H(X5;))) et suivant x4, en
My, oMy,
et ——.
oxyp, 0%y,
— GhH est différentiable sur F;,, . Nous noterons

(%L, I (K., My (%%))). Nous les noterons

G = G (My(), Tj (M (),
G, = Gy, (My(%},, 5 (Mu (X71)))) (2.70)
Gl = GJf (M (x},, T}y (M (X5;))))
Nous indiquons ici les résultats obtenus, sans le détail des calculs que 'on peut trouver en
annexe A.3.

Erreur d’ébauche

Grille grossiere
L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere 61;{ devient :

e = x4 —xY (2.71)

Posons e} = xt, — My (x};) et Gt = GhH<XZ) — K, x}. Ce terme correspond a 'erreur

commise par la restriction de la solution vraie a haute résolution vis-a-vis de la restriction de la
solution vraie a wy.

Quelques calculs nous amenent & :

oM, . = oMy,
O g 3., Gl

~Joyetf —Joy GH ey + Ty €@+ o(lIE 1) + ol 1) + ollley”|)

el}{ = [JCZ;HMH + j@HG
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Par la suite, nous noterons Py I'opérateur J;, Mpy + J: GH MH

h oxy
~ Fixonse € R, £>0etneR, n>0.Effectuons les Changements de variables ay = cay,
Bu =cbp et yg =ndpy.

L’erreur d’ébauche basse résolution devient

aMh~b
oxp,
~Jogelf — oy Gl +J®H€G7t+O(H€HH)+0(|’th)+0(H€h Iy

ey = Puély+35,Gll ——

Grille fine

D’apres les calculs réalisés dans le cas d’interaction one-way, ’erreur d’ébauche sur la grille
fine s’écrit :

OM,, _ oMy, -, . .
6% = 8xh &+ 8X —1h 1VIH € — € +0(||5zH)+0(H6l}{H)

Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

Nous supposons que les erreurs d’ébauche de la fenétre temporelle précédente sont du méme
ordre de grandeur. Nous posons : € = o(|[é%||) = o(||e%]]) et n = o(||eX||)

Sous les mémes hypotheses d’indépendance des erreurs faites dans le cas linéaire, il vient

B = B(O) _|_ EB(LO) + 77B(071) _|_ 52B(270) _|_ 677B(1’1) _|_ 772B(072).

Approximation de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Etudions l'ordre 0 de B, c’est & dire B().

(2.72)
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avec
Bg_%{ = PHBHHPH+PHBHh |:88Xh:| GhHTjZ;
h
B P . —"B !
+JwHG % hH +wa{G % hh aXh Gy, JwH
+J0y QuIE, +JWHGHQ GTIL +J #BeeaJl
Js COV(EH,Eh )GHTJT +JWHG Cov(ehM,e%)JgH .
B = — "B P I MyByyPL B — | G;' 7 J:
hH 9%, hH 5aw HDBHH H+8h h_axh h Yoy
M, M, 1"
49 "I MyBan OM,, GiTIL + QuGHTIL + Cov(en!, erf)IL,
8xaw _8xh_
T
) = |OM), : 7yhr | OMh
B = PyB — PyuBygM41
Hh H Hh|:axh:| +PuBpy HH[E)xa
oMy, - [oM,1" - M), - OM,,
J, GHZ_2B,, | —2 J., G ByyMEI | ——2
o "o, o, oG Ty, B Oxa,
—|—J;,HGh Qy + J&HCOV(E%, ehM)
T T
(0) oMy, - [OMj, oM, - v [OM,
B = ——B B M I | =—
hh 0xyp, [8xh * oxyp, hH 0xg,
I MyB I MyBgygMy1
aX&J H Hh[axh} +3Xau aMuyBrpMyly 9xa,
\ +Qh
(2.73)
Posons
M
JouMpy + sy, GHa h My 3 G{;’M
M = axw Bxh
- aMh M oOM;,
aXaw " axh
[ 30, QuIl +3:,GHQLGITTL o ]
+Jo,Be, tJT + Jip, Cov(ed, el )GHTJT Jon GHQp + Ji, Cov(eM €M)
Q= +JUJHGh Cov(eh V€5 )JT

alors, il vient :

i QhéhHTJT + Cov(eM ,eH)JT

Qn

BO

=MBM” + Q.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B(9) g’%écrit de nouveau comme la somme d’un
terme correspondant a la propagation par le modele linéaire tangent M du modele bi-grille M
de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche initiale B et d’un terme d’erreur modeéle Q. Nous
retrouvons ainsi a nouveau une formulation équivalente a celle d’une erreur de prévision dans
un cas mono-grille.
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2.2.5 Conclusion

Nous avons étudié dans cette partie la structure de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche
dans le cas d’'un emboitement bi-grille. Cette étude a été menée telle une récurrence. Notre étape
d’initialisation a concerné le cas particulier d’'une ébauche haute résolution obtenue par inter-
polation de I’ébauche basse résolution. Cette situation est celle que ’on peut observer lors de
la mise en place d’'un emboitement de modeles : I'initialisation de la solution du modele haute
résolution se fait en interpolant la solution basse résolution déja existante.

Nous avons montré ensuite que dans le cas ou notre ébauche était obtenue par intégration
par un modele bi-grille d’'une ébauche antérieure, il était possible d’approcher la matrice de
covariance d’erreur d’ébauche par l'intégration de la matrice d’erreur d’ébauche antérieure par
le linéaire tangent du modele bi-grille auquel s’ajoutent des termes d’erreur modele. Nous avons
obtenu ainsi une relation de récurrence entre les matrices de covariance d’erreur d’ébauche de
deux fenétres d’assimilation consécutives. Cette relation s’avere étre la méme que dans le cas
mono-grille. Des lors, il va étre possible d’appliquer au cas bi-grille les méthodes de calcul de la
matrice B déja existantes pour le cas mono-grille.
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Nous introduisons dans ce chapitre le modele utilisé pour mettre en oeuvre les algorithmes
d’assimilation multi-grilles présentés dans les parties précédentes. Nous décrivons également la
configuration des tests numériques réalisés.
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3.1 Le modéele

Considérons un fluide homogene présent dans un domaine sur la Terre en rotation. La conser-
vation de la masse de ce fluide s’écrit :

D .
Fi+pdivU:O (3.1)

- D
ou p est la densité du fluide, U son champ de vitesse, et Dt est la dérivée particulaire :

D 0 -~
—=_=+UV.
Dt 0Ot
Plagons-nous dans un repere lié a la Terre, qui tourne a la vitesse angulaire . La conservation
de la quantité de mouvement s’écrit alors dans ce repere :

DU 5 & L1 q
ou f représente les forces volumiques extérieures (par exemple la force de gravitation), P la
pression, et p la viscosité dynamique du fluide. Le terme AU + %V( div U) correspond aux
forces non conservatives. Ces deux équations forment le modele de Navier-Stokes.

Plagons-nous maintenant dans le cas d’un fluide, vérifiant I’approximation hydrostatique et
de densité constante pg. Supposons de plus que les échelles verticales de 1’écoulement soient
négligeables devant les échelles horizontales. Ceci revient a considérer le fluide comme une fine
couche d’eau a la surface de la Terre. En intégrant sur la verticale les équations précédentes (en
négligeant le terme M%V( div U7)), nous obtenons alors le systéme de Saint-Venant (ou shallow
water). Les variables d’état sont uniquement la hauteur d’eau h et les deux composantes (u, v)
de la vitesse horizontale. Les équations modélisant la dynamique du fluide sont alors (e.g. Gill
[28], Pedloski [42]), en coordonnées cartésiennes :

oh n d(hu)  I(hv)

a o oy 0

ou ou ou oh Ta
a—i—u%—i—va—y—fv—kg%%—m—yAu—po—h (3.3)
@—i—u@—l—v@—i—fu—l— %+rv—uAv*l

ot " "ox " oy Ty ~ poh

g représente la gravité. f est le parametre de Coriolis. Il vaut f = 2Qsin ®, ou ® est la la-
titude. v est le coefficient de viscosité (permettant de paramétrer la dissipation due aux petites
échelles) et r est le coefficient de frottement de fond (modélisation de la friction du fluide sur
le fond). 7 = (74, 7) est la tension du vent agissant sur le fluide. Des conditions aux limites de
type adhérence (u = v = 0) sont imposées sur les bords du domaine.

L L
Le domaine est choisi rectangulaire [0, L,] x [yo — —2, yo + —2], olt 9o est donc la valeur de y

au centre du bassin. On applique de plus 'approximation du S-plan, c’est a dire que ’on écrira

ﬂwzf@w+My—%»wm@=§Qm>
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La tension du vent est choisie constante dans le temps, et vaut

- <2”<yL;yO>> i (3.4)

Ce choix entraine une circulation en ”"double gyre” dans le domaine.

Ly 4+ | —

yo L

Domaine de calcul Tension du vent
et circulation typique

Les valeurs numériques des parametres sont les suivantes : L, = L, = 2000km, f(yo) =
0.7x 107471 B = 2x 107 Um=ls7t r = 1.1077s71, pg = 1000kgm 3,9 = 0.02ms 2,7y =
0.015Nm~2. Ces valeurs correspondent & celles utilisées par Adcroft et Marshall (1998) [1] et
par Vidard (2001) [55] pour leur modele shallow water. On peut noter que la valeur de g corres-

pond non pas & la valeur usuelle de la gravité terrestre (go = 9.8ms~2), mais & une valeur dite

M. Ceci signifie que 'on modélise en fait une couche d’eau de

ref
densité pp en mouvement sur une couche d’eau immobile de densité p..¢ (amplitude de la force

d’Archimede).

de "gravité réduite” g = go

Un schéma aux différences finies de type Prédicteur-Correcteur a I’ordre trois en temps et en
espace est utilisé pour discrétiser ce modele sur une grille décalée, de type C dans la classification
d’Arakawa (figure 3.1).

Ce schéma correspond a celui utilisé pour ’écoulement barotrope dans le modele numérique
d’océan ROMS-AGRIF développé par UCLA et 'IRD, et intégrant, comme son nom l'indique
Ioutil AGRIF ! de raffinement de maillage développé par Debreu [14], [15]. De plus amples
informations sur ce schéma peuvent étre trouvées dans Shchepetkin et McWilliams (2005) [48].

'http ://www-Imc.imag.fr/IDOPT/AGRIF /index.html
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Fic. 3.1 — Grille C d’Arakawa : la hauteur d’eau h est localisée au centre de la maille, les
composantes de la vitesse sont centrées sur les arétes.

3.2 Simulation de référence

Nous décrivons dans cette partie la simulation de référence qui nous servira de ”vérité” pour
toutes les expériences d’assimilation de données qui seront décrites par la suite.

Initialement, un spin-up haute résolution de cinq ans est réalisé en partant du modele au
repos (h = hg = 500m, u = v = Oms™1). Le pas d’espace &, = §, est de %km dans les deux
directions horizontales. Le coefficient de diffusion vaut v = 33.33m?.s~ L.

Cette simulation correspond a la montée en puissance du modele jusqu’a l'obtention d’un
écoulement stabilisé. Durant cette période, dans un premier temps, I'océan va se mettre en
mouvement sous ’action du vent. Puis, les courants sur le bord Ouest vont s’intensifier sous
Paction de la rotation de la Terre (effet 3) entrainant une déstabilisation du jet et la formation
de tourbillons (cf figure 3.2).

Une fois ce spin-up réalisé, le modele atteint un état ”stabilisé” d’un point de vue énergétique.
La trajectoire du modele pourra alors nous servir de référence, et sera 1’état "vrai” de nos
expériences d’assimilation.

Les figures 3.4, 3.5 représentent ’évolution de la surface libre et du champ de vitesse de la
solution vraie au cours du temps. La figure 3.6 représente 1’évolution du champ de vorticité.
Nous constatons la présence de deux masses tourbillonnaires sur ce domaine haute résolution :
la premiere au Sud (anticyclone) caractérisée par une élévation de la surface libre et des vitesses
de rotation relativement importantes, et la seconde (cyclone) au Nord, plus petite, présentant
une dépression et des vitesses de rotation plus faibles. Entre ces deux structures, nous trouvons
une zone ou les vitesses essentiellement zonales sont importantes. C’est le jet central. Enfin, un
tourbillon se situant initialement dans le coin Nord-Est se déplace vers ’Ouest le long de la
frontiere Nord.



3.2 Simulation de référence 73

X and Y components are offset

20

WReigsiadiaeitl

0.300

F1G. 3.2 — Hauteur d’eau (isolignes) et vitesses (vecteurs) apres 5 ans d’intégration du modele
haute résolution. En trait rouge : domaine d’étude w pour les expériences d’assimilation de
données.

Gyre Nord Tourbillon

X and ¥ com
1
1

5
URePAETETLE T 0.200

Gyre Sud

Fi1G. 3.3 — Zoom sur w durant la fenétre d’assimilation : définitions des structures remarquables
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F1G. 3.4 — Zoom sur w durant la fenétre d’assimilation : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et
vitesse (fleches) de la solution vraie de T'= 0h & T' = 300h
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Fic. 3.5 — Idem figure 3.4, de T'= 400h a T' = 700h
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3.3 Configurations locales

Nous définissons la zone d’étude w dans nos expériences d’assimilation a l’intérieur de notre
domaine 2. Elle correspond au domaine encadré en rouge sur les figures 3.3 et 3.7.

3.3.1 Présentation

Plusieurs configurations de calcul sont construites pour fournir une solution sur cette zone :

— la premiere est une configuration mono-grille frontiéres ouvertes ” classique”. La grille haute
résolution wy, recouvre uniquement le domaine w. Les conditions aux limites sont spécifiées
de maniére off-line par des forgages provenant d’un autre modele.

— deux configurations bi-grilles d’emboitement de modeles ont également été mises en place :
la premiere en interaction one-way, la seconde en interaction two-way. Elles font intervenir
deux modeles distincts : le premier a basse résolution sur Qy (H = 25km), le second
identique a la configuration mono-grille, a haute résolution sur wy. Dans notre cas, les
forgages aux bords du domaine dans la configuration mono-grille sont issus de ce modele
basse résolution.

La construction de ces configurations est la suivante. Une fois le spin-up réalisé, nous mettons
en place un emboitement bi-grille en interaction two-way. La solution initiale basse résolution
est alors obtenue en appliquant un opérateur de restriction (linéaire dans notre cas) sur la solu-
tion obtenue en fin de spin-up. La solution locale haute résolution est obtenue en interpolant la
solution globale basse résolution. Nous intégrons alors le schéma bi-grille pendant six mois. Le
coefficient de diffusion est le méme que celui du modele global haute résolution. La configuration
initiale de I’emboitement de modele est représentée figure 3.7.

Nous résumons dans le tableau suivant les différentes valeurs choisies pour nos discrétisations
spatio-temporelles :

Maillage | Résolution | Pas de temps | Coefficient de diffusion
Nb mailles (km) (s) (m?.s71)
Modele global
. S 2

hgute rfasolu‘mon “ 1940 x 240 h— 25 1800 33.33
simulation de 3
référence
basse résolution

N 25
Modele, 'local 45 % 60 h= 22 1800 33.33
haute résolution 3

Il est important de noter qu’avec ces différents choix de viscosité, les physiques présentes sur
les deux grilles ne sont plus les mémes. Ainsi, le modele global basse résolution ne permet plus
la génération de tourbillons de méso-échelle et au contraire dissipera ceux présents initialement,
tandis que le modele local haute résolution garde les propriétés turbulentes du modele global
haute résolution.

Conformément aux choix de la partie théorique, nous n’avons pas réalisé de raffinement tem-
porel. Le pas de temps est donc identique sur chacune des grilles.
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Fia. 3.7 — Configuration initiale de I’emboitement de modeles. En rouge : localisation du domaine
fin
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3.3.2 Conditions aux frontiéres ouvertes

Intéressons-nous maintenant aux conditions aux limites du modele local haute résolution.
Tout d’abord signalons la présence d’une couche de transition sur les bords intérieurs du do-
maine fin. Sa largeur correspond & cinq points de grille. Cette couche a pour but d’assurer
une transition continue entre les équations des modeles a basse et a haute résolution, et de
réduire les phénomenes de réflexion observables au niveau des frontieres ouvertes du domaine,
lors de I’emploi de conditions aux limites trop simplistes (Dirichlet par exemple). Pour cela,
nous augmentons progressivement la viscosité dans cette couche pour atteindre, aux frontieres
du domaine, la valeur 300 présente dans le modele basse résolution.

De plus, dans le cas d’interaction one-way, nous utilisons sur dw la condition de Flather

(1976) [25], a savoir :
Up = Uy + Hi(nH - nh) (35)
V 0

ol u est la composante normale de la vitesse, Hy la profondeur d’eau au repos et n 1’élevation
de surface.

De nombreuses études comparatives traitant des conditions de frontieres ouvertes ont mis
en évidence les tres bonnes performances des conditions de Flather. Dans le cas d’un modele
shallow water, cette condition revient a spécifier la caractéristique entrante (e.g. Blayo et Debreu
[5])-

Dans le cas d’interaction two-way, la rétroaction du modele haute résolution vers le modele
basse résolution peut entrainer des différences entre les caractéristiques vues sur ces deux
modeles, qui peuvent mener a des instabilités numériques. Nous avons donc choisi comme
conditions aux limites des conditions de Dirichlet. Pour le cas de l’assimilation mono-grille
avec controle de la condition initiale et des conditions aux limites, la condition de Flather est
également utilisée.

Nous récapitulons ces différentes conditions aux limites dans le tableau suivant :

’ Configuration \ Couche de transition \ Condition de Flather

One-way X X

One-way wic X X
Two-way X
Two-way wic X

Mono-grille X X

3.4 Configuration des expériences d’assimilation

Nous présentons dans cette partie la configuration de nos expériences d’assimilation.

3.4.1 Expériences

Une fois I'emboitement stabilisé, I'assimilation peut avoir lieu. La fenétre temporelle dure
un mois. La solution globale haute résolution représente x| 'état vrai sur le domaine local.
L’état vrai basse résolution x4, est obtenu en conservant les valeurs de la solution globale haute
résolution coincidant avec les points du maillage. Le déroulement temporel de nos expériences
est résumé figure 3.8.
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Restart
bi-grilles
6 mois

d'assimilation

Fenétre ’

1 mois
Modéle global HR Observations
- »
Modele global HR Modele global BR M+
\/—’H
Modele local HR Mh
»

Fia. 3.8 — Cadre expérimental des expériences d’assimilation de données

3.4.2 Observations

Les observations, présentes uniquement sur la grille fine, sont obtenues en échantillonnant
spatialement et temporellement 1’état ”vrai”, a savoir la solution du modele global haute résolution
de référence. Différentes fréquences d’échantillonnage ont été testées.

Les matrices R; de covariance d’erreur d’observation aux différents instants ¢; sont égales a
I'identité. Les erreurs d’observations sont donc supposées décorrelées spatialement. Les variations
de la hauteur d’eau fluctuant entre —75m et 80m, la valeur 1 pour les coefficients diagonaux
traduit des erreurs de l'ordre de 1% & 1.5%

3.5 Modélisation de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Nous avons vu au §2.2 quelle était la structure de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche
dans le cas de modeles emboités. Nous avons également vu qu’il était possible d’appliquer
les techniques mono-grilles déja existantes afin de modéliser la matrice de covariance d’erreur
d’ébauche bi-grille.

3.5.1 Structure bi-grille de B

Nous avons supposé qu’il y avait décorrélation des covariances d’erreur d’ébauche entre les
grilles. B est alors diagonale par blocs :

B = [ Ef){ %’2 } (3.6)

La matrice ainsi obtenue est une approximation simpliste de la matrice de covariance d’erreur
d’ébauche. Néanmoins, cette modélisation contient déja une part importante de 'information
statistique pour chacune des grilles. Elle permet de plus une implémentation relativement aisée.
Ainsi, partant d’une configuration mono-grille haute résolution, il suffira d’utiliser les mémes
routines permettant de modéliser la matrice de covariance d’erreur d’ébauche haute résolution
(EOF, filtre Laplacien,..) sur la grille basse résolution pour obtenir les covariances d’erreur
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d’ébauche basse résolution. Le passage a un algorithme bi-grille dans 'optique d’améliorer la
solution locale haute résolution se fera donc plus facilement.

De plus, 'emploi de la librairie AGRIF nous ameéne naturellement a utiliser une telle modé-
lisation.

Les difficultés rencontrées pour ajouter les covariances d’erreur entre les grilles dépendront
fortement de la méthode utilisée pour modéliser B. L’ utilisation d’EOF calculées a partir de la
trajectoire du vecteur d’état bi-grille devrait permettre une prise en compte relativement ” facile”
de ces covariances. Néanmoins, dans un premier temps, il ne nous a pas semblé judicieux de
méler a la fois le multi-grille et les méthodes de rang réduit. C’est pourquoi nous avons préféré
la méthode du filtre Laplacien généralisé appliquée sur chacune des grilles. Cette méthode est
développée dans la partie suivante. L’ajout des covariances d’erreur entre les grilles nécessite
dans ce cas de créer un opérateur d’équilibre bi-grille reliant les différentes variables du vecteur
d’état entre elles, ce qui s’avere a priori compliqué et ne nous a pas semblés prioritaire.

3.5.2 Structure mono-grille de B : By, B,

Pour nos expériences numériques, nous avons décidé de modéliser sur chacune des grilles,
non pas la matrice B, mais 'opérateur réalisant le produit de cette matrice avec un vecteur
quelconque. Cette technique est usuelle : la taille de cette matrice dans le cas d’applications
réalistes rend son calcul explicite difficile voire impossible (probleme de mémoire des ordina-
teurs notamment). Il nous est en fait seulement nécessaire de savoir calculer le produit B%v,
avec v un vecteur quelconque. Ceci va nous permettre de réaliser sur chaque grille le changement
de variables ”classique” (§1.4.5) dx = B%v, avec 0x = x° — x® Iincrément d’analyse.

Nous exposons par la suite la construction de la matrice B telle qu’elle a été exposée par
Vidard [55] ou bien Ricci [45] dans leurs theses.

Sur chacune des grilles, le vecteur d’état se compose de trois variables : la hauteur d’eau h
et les vitesses u et v. La matrice B associée a chacune des grilles s’écrit donc

Bin Bhu By
B=| By, Bu. Bu (3.7)
th Bvu va

ou B,z représentent les covariances spatiales entre les variables a et (3.

Le calcul de ces différents blocs va se faire en deux phases. Dans un premier temps, nous
construisons pour chaque variable o un opérateur de covariance spatiale C,. Nous obtenons
ainsi sur chaque grille un opérateur de covariance monovarié C :

Cy (0) (0)
C=|(0) C. (0) (3.8)
(0) (0) C,

Pour obtenir ensuite une matrice de covariance d’erreur d’ébauche multivariée, nous introduisons
un opérateur d’équilibre K reliant les variables entre elles. Sur chacune des grilles, B s’écrit alors

B = KCK” (3.9)
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Nous cherchons donc a calculer ) )
B2z = KC:z (3.10)

Nous détaillons ici la construction de ces opérateurs.

Construction de 'opérateur de covariance monovariée C :

Pour chaque grille, nous cherchons a construire des corrélations spatiales qui décroissent avec
la distance. Nous supposons ainsi que les erreurs présentes en un point de grille sont décorrélées
de celles présentes en des points de grille éloignés. Le profil gaussien permettant d’obtenir cette
propriété, il va nous permettre de modéliser les corrélations spatiales.

Une possibilité pour obtenir un tel profil est la résolution d’une équation de diffusion représentée
par un filtre Laplacien généralisé, comme le proposent Weaver et Courtier (2001) [56]. La
méthode originelle sépare les corrélations verticales (équation 1D) et horizontales (équation
2D). Notre modele numérique Shallow Water étant 2D, seules les corrélations horizontales nous
intéresseront. Pour obtenir nos opérateurs de covariance monovariée (un pour chaque variable),
il suffit de résoudre sur la sphére une équation du type
on _ KV =0 tec0,7] (3.11)

ot

avec V2 le Laplacien 2D et & le coefficient de diffusion. La condition initiale correspond au
vecteur dont nous voulons calculer I'image par B.

La solution obtenue au temps 7 s’écrit comme la convolution entre la condition initiale et
le noyau de la chaleur, de forme gaussienne. Nous obtenons ainsi des covariances, dont ’échelle
de corrélation spatiale est proche de 2x7 pour chaque variable. Notons L ce filtre Laplacien que
nous supposerons discrétisé.

Il ne reste plus alors qu’a ajouter une normalisation afin de s’assurer que les covariances
obtenues soient bien celles correspondant aux variables d’ébauche du modele et non a celles
induites par le filtre diffusif. Notons A la matrice de normalisation (matrice diagonale des écarts
types). Pour chaque variable o, nous obtenons alors un opérateur de covariance

Co = AgLoAq (3.12)

Construction de 'opérateur d’équilibre K :

Afin d’obtenir une matrice de covariance d’erreur d’ébauche multivariée, un opérateur K
dit ”d’équilibre” est introduit. Le but est ainsi de relier, sur chaque grille, par une relation
d’équilibre les différentes variables d’état & une variable de référence. Ainsi dans la formulation
proposée par Derber et Bouttier (1999) [16], toutes les variables d’état a 1’exception de celle
servant de référence, sont décomposées en une partie équilibrée (avec la variable de référence) et
une partie non équilibrée. Dans notre cas, sur chacune des grilles, c’est la hauteur d’eau h qui
est choisie comme référente. Le vecteur d’état s’écrit alors

h = h
u = u +u (3.13)
v = v 4 v

avec u®? et v les parties de u et v en équilibre avec h.
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La relation choisie est I’équilibre géostrophique, a savoir dans le cas d’un modele Shallow
Water

«q — _90h
= 53
fox

Pour des phénomenes de relativement grandes échelles (spatiale et temporelle), ces relations
fournissent en effet un assez bon diagnostic de I’état du fluide. L’opérateur K s’écrit alors

I (0) (0)

g 0

K= _?8@ I © (3.15)
g
For 0) I

Finalement, sur chaque grille, la matrice de covariance d’erreur d’ébauche s’écrit
B = KALAK”T (3.16)

Il vient alors ) )
B2 = KAL:2 (3.17)

L’image d’un vecteur par B3 s’obtient donc en résolvant I’équation de diffusion (avec renor-
malisation) puis en appliquant 1'opérateur d’équilibre.

3.6 Les fonctions cout

Nous exposons ici les différentes fonctions cott que nous minimisons pour les différents
algorithmes :
— pour le cas mono-grille avec controle de la condition initiale et des conditions aux limites :

1 T
T(hose) = SIVEIE + 7 x00) + [ lpclt) = L. (0t

ou XI{C correspond aux conditions aux frontieres provenant du forcage initial (sans assi-

milation). Le terme de régularisation portant sur les conditions aux limites est ici tres
simple. Il tend juste a réduire ’écart entre les conditions aux frontiéres optimisées et celles
provenant du forgage sans assimilation.

— pour les cas bi-grilles en interaction one-way et two-way :

1 1
T V) = SINBIB + IV I + T (v, v

— pour le cas bi-grille en interaction one-way avec controle des transferts inter-grilles (appelé
one-way wic) :

1 1 1
Tvb, vl ean) = SIVBIE + SIVE I3 + 5T a3 + 7 (v, vi  ea)

avec IhH I’adjoint du linéaire tangent de I'opérateur d’interpolation I I’}I de la grille grossiere
vers la grille fine.
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— pour le cas bi-grille en interaction two-way avec controle des transferts inter-grilles (appelé
two-way wic) :

1 1 1 1
hoH h H H h bs(h H
J(VG, V(5 €0ws €w) = §||Vo I3 + 5“"0 13 + §||Ih cowll3 + §||GH€w||% + J7 (v, Vo 5 €0w, €w)

avec IhH I’adjoint du linéaire tangent de 'opérateur d’interpolation I I’}I de la grille grossiere
vers la grille fine et G?I I’adjoint du linéaire tangent de l'opérateur de restriction GhH
(update de la solution grossiere par la solution fine).

3.7 Validation des gradients

Une difficulté pratique majeure des méthodes variationnelles est la dérivation du modele
adjoint permettant le calcul du gradient de la fonction cotut. Comme son nom l'indique, le
modele adjoint est l'opérateur adjoint du modele linéaire tangent du modele physique direct.
La mise en pratique de toute méthode variationnelle nécessite donc d’écrire le modele linéaire
tangent, puis son adjoint. Les sources d’erreurs sont donc multiples.

Cependant, les outils de différentiation automatique peuvent s’avérer particulierement ef-
ficaces pour peu que le code du modele a différentier soit ”bien” écrit, c’est a dire respecte
un certain nombre de principes syntaxiques. Nous pouvons citer par exemple le logiciel TAPE-
NADE développé par Hascoét et al (INRIA Sophia-Antipolis) [30]. Dans notre cas, afin de bien
comprendre en détail le fonctionnement de 1’adjoint, nous avons choisi d’écrire directement le
modele adjoint & la main (ce qui n’est pas un travail trop lourd, car le modele direct est ici assez
simple). Une phase de validation du modele adjoint, et donc du gradient, constitue donc une
étape obligatoire avant de pouvoir lancer les différentes optimisations. La méthode choisie pour
cela s’appelle le test du gradient.

Soit X notre vecteur de controle. Il correspond, par exemple, aux conditions initiales sur les
deux grilles dans le cas des algorithmes one-way et two-way sans controle des interactions. Un
développement de Taylor a l'ordre 1 de la fonction cott J autour de X nous donne

Jx+ax)~ J(x)+a < VJ(x),x >
En prenant pour x le gradient normalisé V.J(x)/||VJ(X)|], il vient

&+ o) & IR + ol VI
Définissons la fonction F'(«) par
Fla) - J(& + aqgridy) — J()
al[VJ(x)]]
Alors F' doit vérifier
) =

La figure 3.9 représente la valeur absolue de (F'(a) — 1) pour différentes valeurs de «. Par-

tant de ’ébauche du modele, le vecteur de controle X est nul (nous travaillons dans 1’espace

préconditionné). Nous observons que la différence converge bien vers 0 avec une précision de
I'ordre de 1077 — 1078, Ceci confirme la validité de I'implémentation du gradient. La hausse
irréguliere de la différence observée pour des valeurs de o comprises entre (3)24 et (3)32 est due
au fait que, pour ces valeurs, la précision machine est atteinte.
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F1G. 3.9 — Test du gradient. En ordonnée : |F(a) — 1| en échelle logarithmique. En abscisse :

o= (3)" avec 8 < i < 32.

3.8 Illustration des covariances d’erreur d’ébauche : expériences
”mono-obs”

Afin de visualiser les covariances d’erreur d’ébauche, plusieurs expériences dites ”mono-obs”
ont été réalisées. Elles consistent a assimiler une seule observation, localisée temporellement a
la fin de la fenétre d’intégration du modele. L’incrément d’analyse obtenu nous renseigne alors
sur la structure de ces covariances d’erreur.

En effet, soit y notre observation présente en un point de la grille haute résolution au temps
t,. Pour plus de clarté, placons-nous dans le cas simplifié ou tout serait linéaire, a savoir le
modele (bi-grille) et 'opérateur d’observation. La fonction cott s’écrit alors :

1 1
J(6x) = 5(SXTB—lax + 5 (HMox — d)"R{(HMéx — d) (3.18)

ot1 6x = x" —x? (si I'on suppose qu’il n’y a pas de contréle des interactions), M est le modele
bi-grille et d =y — HMx® est 'innovation. L’incrément d’analyse optimale dx® vaut alors :

6x¢ = (B! + MTHTR'HM)'MTH'R!d (3.19)
Ce qui se peut se réécrire 2 :
6x* = BMTH? (R + HMBM”HT)"1d (3.20)
Ma Mk
Dans notre cas précis, en posant M = a a ,etavec R = ol et H = [ (0) (0) ] ,
M M 0) Ty

il vient

*Formule de Sherman-Morrison-Woddbury [44]
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T T T, _
iy ByM (0opsIy + MIByM; + M!B, M} )~1d, (3.21)
X = .
T T T, _
ByM? (0041, + MEIByMEZ" + MIB,M} )14,

avecdy =y — Mth(}{ — MZX%.
Posons dj, = (oobsIn + M{L{BHM{L{T + MZBhMZT)_ldh. Alors

TN
ByMI" 4,

ox® = hT~ (3.22)
B,M!" d,

L’écart a I'observation finale, pondéré par les erreurs d’observation et les erreurs d’ébauche,
A savoir dj, est ainsi propagé de fagon rétrograde dans le temps par l'adjoint de la composante
haute résolution du modele bi-grille. Celle-ci prend naturellement en compte les différentes in-
teractions entre les deux grilles. Cette intégration temporelle rétrograde ainsi que les structures
de covariance de 'erreur d’ébauche sur chacune des grilles permettent alors d’obtenir une cor-
rection sur I’ensemble des variables de notre vecteur d’état. En visualisant les deux composantes
de l'incrément d’analyse correspondant aux conditions initiales, nous pouvons donc observer in-
directement les structures des matrices de covariance d’erreur d’ébauche sur chacune des grilles.
De plus, le fait d’assimiler une seule observation présente a la fin de la fenétre temporelle va
nous permettre d’observer a la fois 'influence de l'intégration rétrograde du modele adjoint,
mais aussi la structure spatiale de la correction illustrant B.

La figure 3.10 (respectivement 3.11) représente I'incrément haute résolution (respectivement
basse résolution) obtenu pour les deux types d’interactions envisagées, ainsi que leur version
wic. L’observation de la hauteur d’eau se trouve sur la grille haute résolution. Sa position est
indiquée par un point rouge sur ces figures. Ses coordonnées sont (22,30) : elle se situe sur le
jet, au centre du domaine w. L’écart initial entre la hauteur d’eau du modele et ’observation
vaut 33.64m. L’ébauche correspond a celle décrite au §3.4.

Il faut d’abord remarquer que les échelles de ces corrections varient énormément selon les
grilles et selon les algorithmes. Nous les résumons dans le tableau suivant.

] Interaction ‘ Grille grossiere ‘ Grille fine ‘
SR, h € [-2,6lm —77,43|m
Y [ufl2 = 0.01m.s~ ||u|y2 = 0.3m.s

. { h € [-2,6]m { —24,6]m
one-way wic -1

-1

ull2 = 0.01m.s~! Hqu = 0.1m.s
he[-2,6m 77, 43]m
lull2 = 5.10 3m.s |uH2 = 0.2m.s

{ he[-1,6lm { € [~16, 6jm

[ufls = 5.10"*m.s~! [ullz = 0.1m.s~

two-way 1 1

two-way wic 1

Ainsi les échelles de correction sur la grille fine sont beaucoup plus grandes que celles sur la
grille grossiere, ce qui est logique au vu de la configuration choisie, I’observation étant présente
uniquement au centre du domaine haute résolution. La solution basse résolution joue ici un role
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moins important, la correction apportée y est donc faible.

Intéressons-nous dans un premier temps aux structures de corrélation indiquées par la cor-
rection sur la grille haute résolution (figure 3.10). Nous distinguons deux types de structures de
correction : d’une part celles associées aux algorithmes one-way et two-way et d’autre part celles
associées aux algorithmes avec controle des transferts inter-grilles. Les incréments d’analyse one-
way et two-way montrent que la correction est centrée essentiellement sur la frontiere Ouest, 1a
ol le courant entre dans le domaine. Ceci illustre 'intégration rétrograde du modele adjoint :
en modifiant initialement le jet a I’entrée du domaine, I'intégration du modele va propager au
cours du temps cette correction jusqu’a la position de I'observation. Nous remarquons de plus
que, essentiellement dans le cas d’interaction two-way, 'analyse tend a corriger a la baisse la
hauteur d’eau présente pres de la frontiere Est du domaine. Les conditions aux limites de cette
frontiere sortante étant simplistes, il existe dans cette zone des phénomenes de réflexions d’ondes
que l'assimilation cherche a corriger.

L’ajout du controle des transferts inter-grilles entraine une modification importante de
Iincrément d’analyse sur la grille haute résolution. Tout d’abord, 'amplitude de la correction
est beaucoup plus faible, a la fois sur la hauteur d’eau et sur les vitesses. De plus, la structure
méme de la correction est profondement modifiée. Ainsi, la correction ne porte plus sur le cou-
rant entrant dans le domaine, mais correspond a un ”"trou d’eau” étendu légerement en amont
de 'observation. La correction du flot entrant a lieu quant a elle essentiellement via le terme de
controle des transferts inter-grilles.

La figure 3.11 représente les cartes de l'incrément d’analyse correspondant a la condition
initiale du modele basse résolution. Nous constatons la aussi deux types de structures de cor-
rection bien différentes suivant les interactions envisagées. Tout d’abord les deux variantes du
one-way ainsi que ’algorithme two-way avec controle des transferts inter-grilles présentent une
méme structure en forme de ”haricot” juste en amont de la frontiere Ouest. Cette structure
est centrée sur la frontiére et corrige & la hausse la hauteur d’eau a l’entrée du domaine. La
courbure présente a l'intérieur correspond a la zone ou la correction haute résolution est la
plus marquée. Ceci laisse donc penser que malgré ’absence de corrélation entre les grilles dans
notre modélisation de B, il existe une cohérence entre les corrections apportées sur chacune
des grilles via les interactions inter-grilles. Pour I’algorithme two-way wic, la correction se situe
a l'extérieur de la zone ou la rétroaction haute résolution a lieu. Enfin, nous constatons que
lincrément d’analyse one-way wic corrige 1légerement la solution au niveau de la frontiere Est.
Comme dans le cas d’interaction two-way a haute résolution, ’assimilation essaye de corriger les
problemes liés aux frontieres sortantes.

Le deuxiéme type de structure concerne le cas d’interaction two-way. Nous observons dans ce
cas une "bosse d’eau” centrée juste en amont de la frontiere Ouest. Celle-ci permet de recaler la
hauteur d’eau du jet entrant dans le domaine. Une explication possible a cela est le fait que dans
le cas d’interaction two-way, la condition initiale haute résolution controle également les condi-
tions aux frontieres via la rétroaction sur la grille basse résolution. La correction basse résolution
a donc lieu essentiellement sur le point d’entrée du jet, la ou la solution haute résolution n’a que
peu d’influence.

Dans le cas de I'algorithme two-way wic, les modeles sont en interaction two-way. Pour autant
les structures de corrections sont différentes et se rapprochent de celles obtenues par I'algorithme
one-way wic. Ceci est di a I’'ajout du controle des transferts inter-grilles qui entraine une perte
d’influence de la solution haute résolution au profit du controle de 'erreur d’interpolation.
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One-way One-way wic

X and Y components are offset X and Y components are offset
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Fic. 3.10 — Expérience d’assimilation mono-observation. Incrément d’analyse sur le domaine
haute résolution wy : hauteur d’eau (isolignes) et vitesses (vecteurs tres faibles) pour les 4
systemes d’assimilation considérés. Le point rouge indique la position de 1’observation.
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Fia. 3.11 — Expérience d’assimilation mono-observation. Incrément d’analyse sur le domaine
basse résolution Qp : hauteur d’eau (isolignes) et vitesses (vecteurs tres faibles) pour les 4
systemes d’assimilation considérés. Le point rouge indique la position de I’observation, le rec-

tangle rouge la grille haute résolution.



3.9 Diagnostics physiques 90

3.9 Diagnostics physiques

Nous présentons dans cette partie les propriétés physiques qui nous ont servi de diagnostics
pour I’étude des solutions optimales des modeles haute et basse résolution.

3.9.1 Définitions

Nous avons mis en place plusieurs diagnostics sur les solutions optimales issues des différents
algorithmes d’assimilation. La premiere variable étudiée est 'erreur RMS (Root Mean Square)
normalisée. Elle est définie a 'instant ¢ par la formule :

_ x4 @) = x" (@)l
T
Vi Jo =3 dt

Nous avons également regardé 1’évolution au cours du temps de certaines quantités physiques
des solutions optimales : leurs énergies cinétique KE et potentielle PE ainsi que leur enstrophie
£. Elles sont définies par

vt € [0,T] RMS(t) (3.23)

KE() =5 [ [ulids
12 D(#)
vielr) { PE()= /S o (3.24)
1
ew=3 [ Jwlbds
D(t)

\

avec D(t) le volume défini & I'instant ¢, S(t) la surface du fluide et w = Rotu = 0,v — dyu la
vorticité de la solution. Ces quantités sont comparées a celles de la solution ”vraie”.

3.9.2 Une remarque sur les ondes internes et la présentation des courbes
diagnostiques

Nous justifions dans cette partie ’emploi de moyennes glissantes sur les courbes représentant
I’évolution temporelle de différentes propriétés de ces solutions. Les courbes d’évolution tem-
porelle des erreurs RMS, des énergies cinétique et potentielle et de I’enstrophie des solutions
optimales présentent de nombreuses oscillations. Ces oscillations n’étant pas intrinseques aux
méthodes d’assimilation exposées mais dépendant essentiellement de la précision et de la per-
tinence des modélisations numériques de différents opérateurs intervenant dans le processus
d’assimilation, nous avons décider de lisser ces courbes. Nous expliquons plus en détail la cause
des ces oscillations ci-dessous. A titre d’exemple, la figure 3.12 représente 'effet du lissage par
moyenne glissante sur la courbe de I’évolution au cours du temps de ’énergie potentielle de la
solution optimale haute résolution dans le cas d’interactions two-way.

Une étude fréquentielle de ces signaux temporels nous a permis d’identifier deux types d’os-
cillations traduisant deux problemes différents dans notre modélisation numérique. La premiere
gamme d’oscillations concerne les courbes d’énergie des solutions optimales bi-grilles. Elles sont
particulierement visibles sur les courbes concernant la solution basse résolution, et sur les courbes
concernant la solution haute résolution pour les algorithmes sans controle des transfert inter-
grilles. Ces courbes apparaissent comme des signaux modulés typiques de la superposition de
deux ondes de méme amplitude et de fréquence différentes. Nous interprétons ce phénomene
comme une génération d’ondes stationnaires dans la solution basse résolution. De telles ondes
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Fia. 3.12 — Effet du lissage par moyenne glissante. En bleu : courbe originale. En rouge : courbe
lissée.

sont générées par la correction apportée par I'incrément d’analyse, du fait de notre modélisation
un peu simpliste de B (absence de corrélation entre les grilles). En effet, cette correction va
entrainer la formation d’ondes progressives se propageant dans des sens opposés, et ce dans les
deux directions du domaine. La réflexion de ces ondes sur les bords du domaine engendre in fine
des ondes dites stationnaires. Ce phénomene est présent dans les canaux fermés ou les lacs de
faible profondeur (cf par exemple le cours d’océanographie de Ronday et Beckers [46] pour plus
d’information), ce qui correspond assez bien a notre grille basse résolution. Les oscillations ob-
servées sont également appelées "seiches”. Elles sont ensuite réintroduites dans le modele haute
résolution via les conditions de frontieres ouvertes. Une amélioration de notre modélisation de
B prenant en compte les covariances d’erreur entre les grilles devrait donc permettre de réduire
ces phénomenes d’ondes pour les méthodes bi-grilles.

La deuxieme gamme d’oscillations concerne les courbes d’erreur RMS et d’énergie des solu-
tions optimales haute résolution pour les algorithmes dont une des variables de controle dépend
du temps, a savoir les algorithmes bi-grilles avec controle des transferts inter-grilles et 1'algo-
rithme mono-grille. Les fréquences de ces oscillations correspondent soit a la moitié soit exac-
tement a la fréquence temporelle des observations (une par jour). Ce résultat est robuste, car
nous le retrouvons en faisant varier la fréquence des osbervations. Or les termes de régularisation
portant sur ces variables de controle n’introduisent pas de contrainte physique sur la correction
qu’elles apportent aux frontieres du domaine haute résolution et sur wy dans le cas de l'al-
gorithme two-way wic. Pour les algorithmes bi-grilles wic, la contrainte cherche simplement a
imposer au controle des transferts inter-grilles d’étre dans le noyau des adjoints des opérateurs
d’interpolation/restriction. Pour I’algorithme mono-grille, le terme de pénalisation est la norme
euclidienne de I’écart aux frontieres initiales. Des lors nous obtenons une correction qui peut étre
a la fois physiquement incohérente entre la hauteur d’eau h et la vitesse u, et qui de plus apparait



3.9 Diagnostics physiques 92

comme une succession de Dirac au cours du temps. Ceci entraine I'apparition d’ondes de gravité
a l'intérieur du domaine. Une meilleure pénalisation de ces termes de controle, notamment par
I’emploi d’un opérateur d’équilibre (cf §2.2) entre les variables, permettrait potentiellement une
réduction de ces oscillations.

Pour autant, ces problemes & la fois d’initialisation et de pénalisation ne nous semblent
pas dramatiques et ne remettent pas en cause les fondements et les bonnes performances des
méthodes d’assimilation multi-grilles exposées par la suite. Ces problemes sont inhérents a toutes
les méthodes d’assimilation et prennent de I'importance essentiellement dans le cas d’applications
réalistes pour lesquelles la présence d’ondes artificielles n’est pas acceptable. De plus, la résolution
de ces problemes demande un travail spécifique adapté a chaque situation : la réponse apportée
a ces problemes dépendra du modele utilisé, de la physique présente dans la zone d’étude,
des observations disponibles, etc.. C’est pourquoi l'investissement nécessaire & 'obtention du
"réglage parfait” ne nous a pas semblé nécessaire pour 'utilisation que nous allions en faire.
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Nous présentons dans ce chapitre les résultats des expériences d’assimilation de données
dans le modele présenté au chapitre 3. Rappelons que dans notre cas, le modele correspond
au modele local haute résolution décrivant le comportement du jet et des deux gyres sur wy,.
Nous disposons d’observations uniquement sur le domaine w. Notre but est de comparer les
performances des systéemes d’assimilation bi-grilles mis en place dans la partie théorique au cas
classique d’une assimilation sur ce domaine fin a haute résolution avec contréle de la condition
initiale et des conditions aux limites. Ainsi, si nous nous fixons comme but d’améliorer la solution
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sur un domaine a haute résolution possédant des frontieres ouvertes, est-il plus intéressant de
mettre en place un emboitement de modeles en introduisant une grille a plus faible résolution
sur un domaine englobant notre domaine d’étude, ou mieux vaut-il controler les conditions aux
frontieres directement ?

4.1 Travaux antérieurs de controle des frontiéres ouvertes en
océanographie

Nous présentons ici quelques résultats concernant ’assimilation variationnelle de données
dans des modeles présentant des frontieres ouvertes. Nous ne cherchons pas ici a faire une liste
exhaustive des travaux traitant de ce probleme. Notre but est plutét de rappeler succintement
au lecteur le contexte de I’assimilation de données avec controle des conditions aux frontieres,
ainsi que les difficultés rencontrées en pratique par les océanographes.

Dans le cadre d’expériences jumelles dans un modele régional de marée, Devenon (1990)
[17] a montré que le contrdle des conditions aux limites s’avérait bien adapté pour ce type de
modeles elliptiques et permettait d’améliorer la solution du modele au vu d’observations radars
de courant.

Toujours dans le cadre d’expériences jumelles dans un modele quasi-géostrophique régional,
Gunson et Malanotte-Rizzoli (1996) [29] ont montré qu’il était possible d’estimer correctement
la condition initiale et les conditions aux frontiéres en assimilant des données de vitesse présentes
a l'intérieur du domaine.

Taillandier et al (2004) [50] ont montré eux aussi, pour une configuration idéalisée du Golfe
du Lion, qu’il était possible d’obtenir des forcages aux bords consistants avec la physique du
modele en assimilant des données de courant de surface présentes a I'intérieur du domaine. Ils ont
également constaté que les différentes variables de controle n’avaient pas la méme importance
dans le processus de minimisation. Ainsi, dans leurs expériences, la composante normale du
transport au niveau des frontieres était la variable de controle la plus importante, tandis que la
condition initiale et la composante tangentielle du transport au niveau des frontieres jouaient
un role plus faible.

Cette sensibilité de la fonction cout vis-a-vis du controle des conditions aux limites est po-
tentiellement problématique. Ainsi, Ferron et Marotzke (2003) [24] ont été contraints de réaliser
une assimilation en deux étapes pour un modele régional de 'océan Indien, cela a cause de la
faible sensibilité de la fonction colt aux vitesses spécifiées sur les frontieres (ils assimilaient des
données de température de surface, de salinité et de tension du vent). Dans une premiere phase,
la minimisation fut effectuée en contrélant la condition initiale, les traceurs aux frontieres du
domaine et les flux de surface, puis dans la seconde en controlant uniquement les vitesses aux
frontieres.

Gebbie et al (2006) [26] suggerent ainsi que 'espace de controle, a savoir la condition initiale
et les conditions aux frontieres du domaine w, est ”mal conditionné” d’un point de vue physique :
la circulation & l'intérieur du domaine est tres sensible a certaines variations du vecteur de
controle et tres peu sensible a d’autres. Ils citent ainsi ’exemple des modeles régionaux pour
lesquels la sensibilité de la hauteur d’eau a lintérieur du domaine aux vitesses spécifiées sur
la frontiere est beaucoup plus importante que les sensibilités basées sur d’autres phénomenes
physiques de l'océan (que peut contenir la condition initiale ou les conditions aux frontieres).

A notre connaissance, peu de travaux ont été réalisés sur I'optimisation des conditions aux
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F1G. 4.1 — Evolution des fonctions cotit lors des 40 premieres itérations de 'algorithme d’opti-
misation

limites d’un modele régional par des méthodes stochastiques d’assimilation de données. Bourret
(2005) [7] a mis au point une variante du filtre de Kalman dont la variable d’état correspond aux
variables du modele sur les frontieres ouvertes. Cette approche permet ainsi de rendre applicable
le filtre de Kalman en réduisant de maniére importante la dimension du probléme. Sa mise en
pratique sur les cotes de la Guyane a montré la faisabilité de cette approche.

4.2 Décroissance des fonctions cotut

Nous étudions dans cette partie le comportement durant la minimisation des fonctions cout
des différents algorithmes d’assimilation envisagés. La définition de ses fonctions se trouve au
§3.6.

Notons d’abord, que pour les résultats présentés, le coefficient d’échantillonnage spatial (dans
les deux directions) des observations vaut 5 et la coefficient temporel vaut 48 (une série d’ob-
servations par jour). De plus, les observations se situent toutes & au moins cing points de grilles
des frontieres du domaine fin (soit deux points de grilles pour le domaine grossier).

La minimisation est effectuée grace au module M1QN3 développé par Gilbert et Lemaréchal
[27]. Ce module est basé sur une méthode Quasi-Newton & mémoire limitée.

La figure 4.1 représente la décroissance de la fonction colit pour les différentes méthodes
envisagées en fonction du nombre d’itérations de 1’algorithme d’optimisation.

Nous remarquons tout d’abord que, dans tous les cas, la fonction cout décroit bien au cours
du processus de minimisation. Méme si les minimisations ne semblent pas avoir fini de conver-
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ger dans les différents cas au bout des 40 itérations, nous stoppons l'algorithme au vu de la
stabilisation des courbes d’erreurs RMS (cf §4.3).

Nous constatons de plus que les méthodes multi-grilles sont nettement plus efficaces que le
cas mono-grille classique (courbe noire). Ainsi, lors des premieres itérations, la décroissance de
la fonction cout pour les cas emboités est beaucoup plus forte. Aprées cing itérations, la fonction
colit pour le cas two-way (courbe rouge) est cing fois plus faible que celle du cas mono-grille.
Nous pouvons noter que, apres six itérations, les courbes des cas one-way et two-way ont une
pente proche de celle du cas mono-grille.

L’introduction du controle des transferts inter-grilles (alogrithmes wic) permet d’améliorer
encore les performances en terme de minimisation de la fonctionnelle. Alors que les courbes des
fonctions cout des algorithmes bi-grilles avec controle des conditions initiales seules connaissent
une inflexion marquée apres quelques itérations (autour de 5 pour le cas two-way, 10 pour le
cas one-way), celles correspondant aux méthodes wic (courbe cyan dans le cas one-way, courbe
magenta dans le cas two-way) continuent de baisser fortement. Pour le cas two-way wic, apres 40
itérations, la fonction cotit a ainsi été divisée par un facteur 4.103, celle pour le cas two-way par
un facteur 1.5.103. Pour le cas one-way, 'apport du controle du transfert grille grossiere-grille
fine est équivalent.

4.3 Erreurs RMS

Nous avons vu au §4.2 qu’en terme de minimisation pure de la fonctionnelle, les méthodes
multi-grilles étaient plus performantes. Intéressons-nous maintenant aux erreurs RMS des solu-
tions optimales obtenues. Rappelons que 'erreur RMS normalisée est définie au temps ¢ par la

formule .
X @) = x (@)l
T
Vol X3 dt

4.3.1 Domaine local 4 haute résolution wy,

vt € [0,7] RMS(#)

(4.1)

Intéressons-nous dans un premier temps aux erreurs RMS sur la grille fine. La figure 4.2
représente la moyenne temporelle de I'erreur RMS normalisée sur la variable observée, a savoir
la hauteur d’eau, au cours de la minimisation.

Les méthodes multi-grilles se révelent étre beaucoup plus performantes en terme d’erreur
RMS sur les variables assimilées. Ainsi, alors que la courbe d’erreur RMS relative pour le cas
mono-grille converge tres rapidement (5 itérations) vers une valeur proche de 21%, lerreur
étant ainsi divisée par 3 par rapport a I’ébauche, celles des cas bi-grilles convergent vers des
valeurs beaucoups plus faibles, proches de 5%, et ce en quelques itérations supplémentaires.
Nous avons vu que ces méthodes multi-grilles minimisaient mieux leurs fonctionnelles associées,
il est logique de retrouver cette propriété sur les erreurs RMS des variables observées, celles-ci
leur étant directement reliées.

Nous retrouvons, de la méme maniere, que la moyenne temporelle des erreurs RMS associées
aux deux variantes du two-way décroissent de facon plus importante lors des premieres itérations
de la minimisation. Néanmoins, I’erreur associée au cas one-way simple devient équivalente dans
les dernieres itérations. Par contre, I’apport des algorithmes wic en terme d’erreur RMS sur
la variable observée est faible, voire presque contre-productif dans le cas one-way, et ce alors
que leurs fonctionnelles associées sont beaucoup plus faibles. Ceci est dii au fait que la hauteur
d’eau a 'intérieur du domaine fin wy, est tres sensible aux variations de vitesse sur les frontieres.
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FiG. 4.2 — Grille fine wy, : moyenne temporelle de I’erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau
(variable observée) en fonction du nombre d’itérations de la minimisation

L’ajout du controle des transferts inter-grilles va permettre de faire entrer sur la grille fine, et ce
durant toute l'intégration du modele, de petites quantités d’eau qui vont directement corriger la
hauteur d’eau aux temps t; ou les observations sont présentes. Par contre, cela aura pour effet
d’augmenter 'erreur RMS de la solution haute résolution durant les périodes comprises entre
deux observations. Nous reviendrons plus en détail sur ce point lors de I’étude fréquentielle du
controle des tranferts inter-grilles au §4.5.

La figure 4.3 représente la moyenne temporelle de 'erreur RMS normalisée sur les variables
non observées, a savoir la norme de la vitesse. La encore, les méthodes multi-grilles s’averent net-
tement plus performantes. Nous pouvons voir que la courbe de I'erreur RMS sur les vitesses dans
le cas mono-grille a tendance a osciller autour d’une valeur médiane (environ 60%), alors que
celles concernant les méthodes multi-grilles décroissent pour converger vers des erreurs situées
entre 15% et 20%. Les versions du two-way sont de nouveau plus performantes lors des premieres
itérations de la minimisation. Néanmoins lors des dernieres itérations, la moyenne temporelle de
Perreur RMS associée aux interactions one-way est 1égerement meilleure que celle concernant la
solution optimale two-way wic. L’apport du contréle des transferts inter-grilles, en début de mi-
nimisation, sur les variables non-observées dans le cas d’interactions two-way est plus important
que sur les erreurs concernant la hauteur d’eau.

Les figures 4.4 et 4.5 représentent l’erreur RMS normalisée, calculée apres 40 itérations
de minimisation, en fonction du temps pour la hauteur d’eau et les vitesses. Comme indiqué
au §3.9.2, ces courbes ont été lissées afin d’éliminer I'impact des ondes de gravité générées
par lincrément d’analyse et présentes dans les solutions optimales. Ces erreurs, concernant la
hauteur d’eau, se situent pour les algorithmes bi-grilles, entre 3% et 10% sur toute la fenétre
d’assimilation et celles concernant les vitesses entre 15% et 25%. Ces méthodes, aussi bien multi-
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F1G. 4.3 — Grille fine wy, : moyenne temporelle de I’erreur RMS normalisée sur la vitesse (variable
non observée) en fonction du nombre d’itérations de la minimisation

grilles que mono-grille sont ainsi tres efficaces sur ce cas test idéalisé. Néanmoins, nous constatons
que les méthodes multi-grilles permettent d’obtenir une meilleure précision. De plus, les deux
variantes du one-way commettent moins d’erreur en tout début de fenétre d’assimilation, tandis
que les méthodes basées sur le two-way s’averent plus performantes par la suite. Ceci s’explique
par le fait que 'emboitement two-way posséde un régime transitoire un peu plus long que celui du
one-way. Enfin, nous constatons de nouveau que ’apport du controle des transferts inter-grilles
dans le cas one-way s’avere plutdt contre-productif.

4.3.2 Domaine global a basse résolution Qg \ wy

Intéressons-nous maintenant, dans le cas des méthodes multi-grilles, au comportement des
solutions de la grille basse résolution. Les figures 4.6 et 4.7 représentent les erreurs RMS rela-
tives sur la hauteur d’eau et sur la vitesse restreintes au domaine grossier {2y privé de la zone
correspondant au domaine fin wy, : & savoir Qg \ wy.

Nous remarquons ainsi que l’assimilation permet d’améliorer la solution basse résolution
en dehors de la zone de raffinement ou se situent les observations. Néanmoins, les échelles des
variations de ces erreurs restent relativement faibles. Ainsi, les erreurs concernant la hauteur
d’eau varient entre 28% et 37%, tandis que celles concernant les vitesses varient entre 60% et
70%. Nous obtenons donc, dans le meilleur des cas, un gain de 8 points au niveau des erreurs
sur la hauteur d’eau (one-way et two-way), et un gain de 6 points au niveau des erreurs sur les
vitesses (two-way et two-way wic), ce qui est assez faible. Nous constatons de plus que 'utilisation
d’interaction two-way permet d’obtenir une meilleure correction des vitesses de la solution basse
résolution.

Ceci s’explique par plusieurs raisons. Tout d’abord, nous regardons ici les erreurs sur le
domaine Qg \ wy. Or la position du zoom w est centrée sur la zone ou le jet se déstabilise et
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ou se forment les tourbillons de méso-échelle. Elle se situe ainsi sur la zone ou les erreurs basse
résolution sont les plus importantes. La correction apportée au vu des observations présentes
sur cette zone sera relativement faible 1a ou la solution est peu affectée par une amélioration du
courant, a savoir les zones stables au Nord, au Sud et loin & I’'Est de w. De plus, dans le cas
d’interaction one-way, la correction basse résolution a pour but d’améliorer les conditions aux
frontieres du modele haute résolution. Il n’y a pas de rétroaction de la solution haute résolution
vers la solution basse résolution. Les structures présentes dans la solution basse résolution autour
de la frontiere Est (sortante) ne correspondent pas a celles présentes dans la solution ”vraie”.
L’erreur y est donc importante. Dans le cas d’interactions two-way, la solution est parfaitement
corrigée a l'intérieur de w via la rétroaction de la solution haute résolution vers la solution basse
résolution. Ceci permet d’améliorer naturellement la solution basse résolution en aval du courant
(frontiere Est). Néanmoins, on observe des problemes sur la frontiere Ouest du domaine : en
amont de cette frontiere, le courant apparait comme trop important, entrainant des phénomenes
de réflexion et une augmentation de 'erreur dans cette zone.

Ainsi, la décorrélation des grilles (matrice B) au niveau de 'analyse, combinée a la fois a
des conditions de frontiéres ouvertes trop simplistes et a une zone d’observation tres localisée
ne permettent pas une correction importante de la solution basse résolution sur I’ensemble du
domaine. Il faudrait sans doute ajouter un réseau d’observations, méme moins dense, sur le reste
du domaine pour accroitre la correction de cette solution.

Enfin, nous constatons que ’ajout du controle des transferts inter-grilles entraine une correc-
tion plus faible de la solution basse résolution a ’extérieur de wy. En introduisant un degré de
liberté supplémentaire dans le systéme d’assimilation, il devient moins nécessaire de corriger la
solution basse résolution sur I’ensemble du domaine pour améliorer la solution haute résolution.
La hauteur d’eau a I'intérieur du domaine fin wy, étant treés sensible aux variations de vitesse sur
les frontieres, le controle de la condition initiale bi-grilles va permettre ainsi une correction des
tendances de 1’écoulement aux frontieres a laquelle seront ajoutées des corrections ponctuelles,
temporellement localisées suivant la fréquence d’apparition des observations, via le controle des
transferts inter-grilles.

4.4 Diagnostics physiques

Nous étudions dans cette partie le comportement de quelques grandeurs physiques de base
associées aux solutions optimales, c’est a dire aux solutions du modele apres 40 itérations de
I'algorithme de minimisation.

4.4.1 Domaine local 4 haute résolution wy,

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux résultats concernant la solution haute
résolution. Les figures 4.8 et 4.9 représentent 1'énergie cinétique (KE) et I’énergie potentielle
(PE) des solutions haute résolution. Rappelons qu’elles sont définies par

1
KE(f) = /D Il

vt € [0,T 4.2
=0 PE(t) = l/s(t) ghdzx 42
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Kinetic Energy: fine grid
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Fi1G. 4.8 — Grille fine wy, : évolution temporelle de 1’énergie cinétique des solutions optimales

avec D(t) le volume défini a l'instant ¢, S(¢) la surface du fluide. Les courbes vertes sont
associées aux observations. Elles représentent donc les énergies ”vraies”.

Nous constatons que les solutions optimales associées aux méthodes multi-grilles ont des
propriétés énergétiques globalement meilleures que celles de la solution optimale provenant de
I’assimilation mono-grille. Néanmoins ces solutions présentent encore certaines propriétés remar-
quables, traduisant des comportements différents de ces solutions.

4.4.1.1 Energie cinétique

Tout d’abord, intéressons-nous a 1’énergie cinétique (figure 4.8). Nous remarquons que la
solution optimale mono-grille possede une énergie cinétique qui est initialement beaucoup trop
importante. Elle diminue ensuite fortement au cours du temps, ce qui n’est pas le cas de ’énergie
cinétique de la solution vraie. Ceci est logique si 'on considere les courbes des erreurs RMS
obtenues précédemment (figure 4.5). Dans le cas des algorithmes bi-grilles, nous distinguons
le comportement de la solution optimale two-way wic de celui des autres solutions. Celles-ci
ont une énergie cinétique légerement inférieure a celle de la solution vraie. Nous constatons de
plus que leur énergie décroit de maniére trop importante au cours du temps. A priori, deux
phénomenes peuvent expliquer cela. Le premier est lié a la présence d’une zone de transition
sur les bords de la grille haute résolution. Dans cette zone, la dissipation liée a I'opérateur de
diffusion augmente de maniere continue pour approcher celle du modele basse résolution sur les
bords. Le second phénomene est lié aux carences énergétiques de la solution basse résolution.
Celle-ci présentant une énergie cinétique trop faible (figure 4.15), sa contribution énergétique au
modele haute résolution, via les conditions aux frontieres, sera elle aussi trop faible. De fait, il
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Potential Energy: fine grid
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Fi1G. 4.9 — Grille fine wy, : évolution temporelle de 1’énergie potentielle des solutions optimales

apparait comme normal que les solutions haute résolution voient leur énergie cinétique décroitre
légerement tout au long de la simulation.

La solution optimale haute résolution two-way wic possede, elle, une énergie cinétique trop
faible initialement mais qui augmente progressivement au cours du temps pour atteindre des
valeurs proches de celles des énergies cinétiques des solutions optimales provenant des autres
algorithmes bi-grilles. Ceci illustre I’apport du controle des transferts inter-grilles dans le cas
d’interactions two-way. Initialement, la correction apportée sur la condition initiale apparait
comme légerement trop faible, mais la solution est ensuite corrigée au cours du temps via la
composante de 'incrément d’analyse relative au controle des transferts au niveau des frontiere
du domaine haute résolution. Cette correction permet d’apporter I’énergie nécessaire a la solution
haute résolution.

4.4.1.2 Energie potentielle

Intéressons-nous maintenant & 1’énergie potentielle des solutions optimales (figure 4.9). Nous
constatons tout d’abord que la courbe correspondant au cas mono-grille décroit assez fortement
durant toute la simulation, alors que la solution ”réelle” voit son énergie augmenter durant
cette méme période. Cette solution semble donc peu acceptable. Ce qui n’est pas le cas des
solutions optimales bi-grilles two-way et two-way wic dont les courbes d’énergie potentielle collent
parfaitement a la ”réalité”. De plus, nous retrouvons de nouveau le fait que ’ajout du controle
des transferts inter-grilles fait que la solution optimale possede initialement une énergie trop
faible. Enfin, les solutions one-way possedent une énergie potentielle qui croit trés rapidement
lors des tous premiers pas de temps et qui se stabilise par la suite autour d’une valeur proche
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Fi1G. 4.10 — Grille fine wy, : évolution temporelle de ’enstrophie des solutions optimales

de la moyenne temporelle de ’énergie potentielle de la solution réelle.

4.4.1.3 Enstrophie

Enfin la figure 4.10 représente ’enstrophie £ des solutions haute résolution. Elle est définie
par

vt € [0,T] &(t) = ;/D(t) |w||3da (4.3)

avec w = Rotu = d,v — dyu la vorticité de la solution et D(t) le volume défini & I'instant ¢.

Nous remarquons tout d’abord que ’enstrophie de la solution optimale mono-grille est beau-
coup trop élevée. Les courbes d’enstrophie des solutions optimales bi-grilles sont particulierement
intéressantes. Nous constatons ainsi qu’initialement, aussi bien en interactions one-way que two-
way, ’enstrophie est trop importante. Néanmoins, lors de la premiere moitié de I'intégration
temporelle (voire seulement lors des premiers pas de temps pour la solution optimale two-way
wic), ces courbes décroissent et convergent vers une valeur qui est identique a celle de ’enstrophie
vraie dans le cas d’interactions two-way mais qui lui est supérieure dans le cas d’interactions one-
way. Une fois les instabilités générées par I’ajout de 'incrément d’analyse évacuées, les solutions
optimales des méthodes bi-grilles possédent une structure turbulente (en moyenne) proche de
la réalité. Dans le cas d’interactions one-way, ’enstrophie finale un peu trop importante amene
a penser qu’une recirculation anormale a lieu & 'intérieur du domaine wy. Ce phénomene est
encore plus marqué au niveau de la solution optimale mono-grille. Cela traduit un probleme de
frontieres ouvertes : la dynamique a l'intérieur du domaine n’est plus en adéquation avec les
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conditions aux frontieres. Des lors, des phénomenes de réflexion d’ondes apparaissent au niveau
des bords. De plus, certaines ondes générées par la correction sur la condition initiale de la so-
lution haute résolution sont également réfléchies a I'intérieur du domaine par une des frontieres
(le bord Est a priori). En effet, dans le cas mono-grille, la valeur aux frontieres est imposée par
une donnée brute, c’est a dire un forcage n’ayant pas ou peu connaissance des ondes se propa-
geant dans le domaine fin. Lorsque celles-ci arrivent aux bords, si leurs amplitudes sont trop
importantes, la condition de Flather ainsi que la couche de transition peuvent ne pas suffire pour
permettre d’assurer leur sortie du domaine fin. Dans le cas des méthodes one-way, la correction
de la condition initiale de la grille grossiere va générer également des ondes sur le domaine gros-
sier. Cependant, la différence de résolution entre les deux grilles peut entrainer numériquement
une différence dans les vitesses de propagation sur chacune des grilles. Néanmoins, dans notre
cas, la présence d’'une couche de transition permet d’atténuer ce probleme, sans pour autant
le faire disparaitre. Dans les versions two-way, I'update a chaque pas de temps de la solution
basse résolution par la solution haute résolution va permettre au modele grossier de prendre en
compte ces ondes, ou du moins les principales structures associées a celles-ci.

4.4.1.4 Variables d’état du modeéle

Intéressons-nous maintenant aux variables d’état du modele, a savoir la hauteur d’eau et les
vitesses, ainsi qu’aux champs de vorticité. Afin de ne pas surcharger ce chapitre, toutes les figures
traitant des champs de hauteur-vitesse et des champs de vorticité se trouvent dans ’annexe
B. Elle contient I’évolution au cours du temps de la hauteur d’eau, des champs de vitesse et de
vorticité des solutions optimales haute résolution. Nous résumons sur la figure 4.11 les champs
de hauteur-vitesse au temps T=300h des solutions optimales obtenues avec les différents algo-
rithmes.

Considérons la solution optimale provenant de l’assimilation mono-grille (figures 4.11 b),
B.1 et B.2). Les lignes de niveaux de la surface libre sont ainsi tres irrégulieres, traduisant la
présence de nombreuses instabilités. Le gyre Nord apparait comme trop intense, surtout durant
la premieére moitié de la simulation. Il en est de méme pour le gyre Sud qui ne parait pas assez
large. Enfin le tourbillon initialement présent dans le coin Nord-Est disparait assez rapidement.

De plus, de nombreux probléemes apparaissent au niveau des frontieres du domaine, essen-
tiellement au niveau des frontieres sortantes. Ainsi, les vitesses proches de la frontieres Est sont
essentiellement méridionales. Le courant dans cette zone étant sortant, ceci nous indique que les
conditions aux limites correspondant & cette frontiere sont fausses. Des lors, la quantité d’eau
qui aurait due étre évacuée du domaine est advectée le long de la frontiere par les structures
tourbillonnaires. Ce probleme d’évacuation d’eau intervenant également a la frontiere Sud, I’eau
se propage donc le long de cette frontiere, contribuant ainsi a accélérer le mouvement de rotation.
La frontiere Ouest, dans sa partie Sud, ne permettant pas la sortie de ces masses d’eau, celles-ci
sont alors réinjectées dans le jet, contribuant ainsi & réduire la taille du gyre Sud. La limite
Ouest de la frontiére Nord étant sortante, elle permet une évacuation de I’eau, ce phénomene
est moins important pour le gyre Nord. Néanmoins, les valeurs aux frontieres dans cette zone
semblent, elles aussi, mauvaises. Cela se traduit par une vorticité (figure 4.12 b) et figure B.3)
beaucoup trop importante en norme et la présence de nombreuses instabililités au niveau du
courant central, se propageant ensuite dans tout le domaine.

Afin de mieux comprendre d’ou proviennent ces erreurs, comparons les conditions aux li-
mites du modele libre et celles obtenues apres assimilation. Pour cela, nous tragons, a différents
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F1a. 4.11 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) des solutions
optimales & T=300h. Sous-échantillonnage spatial de deux points de grilles pour les vitesses
zonales, et trois points de grille pour les vitesses méridionales. Plus la hauteur d’eau est élevée,
plus le bleu est sombre.
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FiG. 4.12 — Grille fine : vorticité des solutions optimales a T=300h.
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instants, les valeurs prises par la surface libre et les vitesses au niveau des frontieres ouvertes.
Le cas de la frontiere Est (frontiere sortante) est représenté figure 4.13 (les courbes correspon-
dant aux 3 autres frontiéres sont en annexe, figures B.16, B.17, B.18). Nous constatons ainsi
que 'assimilation ne corrige pas la surface libre au niveau de cette frontiere. Il en est de méme
pour la composante méridionale de la vitesse. Seule la composante de la vitesse orthogonale a
cette frontiere est modifiée, et les corrections apportées restent peu marquées. Ceci explique les
problemes de conditions aux frontieres observés : la dynamique générée par la condition initiale
optimisée n’est pas en accord avec les conditions aux limites. Nous retrouvons le constat fait par
Gebbie [26] : la hauteur d’eau a I'intérieur d’un modele possédant des frontieres ouvertes est tres
sensible aux variations de la vitesse normale & ces frontieres. N’observant que la hauteur d’eau
a l'intérieur du domaine wy, la fonction cott s’avere ainsi hyper-sensible aux faibles variations
d’une des composantes de la variable de controéle choisie : le probleme d’optimisation mono-grille
s’avere donc mal conditionné. L’assimilation sera donc peu efficace.

Intéressons nous maintenant a la solution de l’assimilation bi-grille dans le cas d’interac-
tion one-way. Sur la figure 4.11 (et les figures B.4 et B.5), nous constatons tout d’abord que
les lignes de niveau de la surface libre sont beaucoup plus lisses, et représentent relativement
bien les structures tourbillonnaires, notamment le tourbillon Nord-Est. Les problemes majeurs
concernent essentiellement le gyre Nord. Il apparait trop étiré vers le Nord (la ligne de niveau
¢ = 60m sort de la frontiere) et pas assez long vers ’Est. Nous remarquons également des chan-
gements brusques de direction sur la frontiere Est au niveau des lignes de niveau délimitant le
gyre Sud. Ce décalage traduit de 1égers problemes de frontieres ouvertes.

Etudions les champs de vorticité de la solution haute résolution (figures 4.12 c) et B.6).
Plusieurs constats s’imposent. Tout d’abord, durant les premiéres heures de la simulation, la so-
lution présente un champ de vorticité trop marqué. Ceci s’explique par la présence de structures
turbulentes de petites échelles liées au choc engendré par I'incrément d’analyse. Au fil du temps,
ces structures se dissipent ou bien sont advectées hors du domaine par le flot entrant. Nous
obtenons ainsi, apres un certain temps, des champs de vorticité relativement cohérents avec la
réalité. Nous constatons néanmoins la formation puis I’accumulation d’instabilités au niveau de
plusieurs zones. Celles-ci se forment tout d’abord au niveau du jet. Elles se propagent alors vers
I’Est, entralnant ainsi la formation d’une zone d’accumulation sur la frontiere Est, celle-ci ne
pouvant toutes les évacuer. Le méme phénomeéne se déroule au Sud de la frontiere Ouest. Nous
sommes ainsi en présence d’un probleme de frontieres ouvertes. Via la condition de Flather sur les
vitesses normales, nous spécifions les caractéristiques entrantes, ce qui permet une amélioration
des quantités d’eau que nous faisons entrer dans le domaine. Par contre, 'utilisation de condi-
tions de Dirichlet pose des problemes au niveau des zones sortantes du domaine. En imposant aux
frontieres des valeurs indépendantes du modele haute résolution, des incohérences apparaissent
sur ces frontieres : ’eau devant sortir du domaine (dynamique interne) dans certaines zones ne
le peut pas a cause de "mauvaises” conditions aux frontieres, ce qui entraine la formation d’in-
stabilités visibles sur ces zones, méme si la couche de transition permet d’en absorber une partie.

L’ajout du controle des interactions entraine une nette amélioration de la solution au niveau
du gyre Nord. Nous constatons ainsi sur les figures 4.11 d), B.7 et B.8 que la ligne de niveau
¢ = 60m est beaucoup mieux représentée. Ceci se fait au détriment du tourbillon Nord-Est qui
a presque disparu en fin de simulation. Cette faiblesse du tourbillon apparait sur les champs de
vorticité (figure B.9). De plus, nous remarquons la encore la présence d’instabilités au niveau
du jet. Celles-ci semblent plus importantes que celles présentes dans la solution one-way sur le
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FiG. 4.13 — Conditions & la frontiere Est de la grille haute résolution : surface libre et vitesses
(rouge : T=100h, noir : T=300h, bleu : T=500h) avec assimilation mono-grille (courbes conti-
nues) et sans assimilation (triangles). En abscisse : la coordonnée le long de la frontiere.
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Sud de la frontiere Ouest.

Enfin passons a la solution obtenue apres assimilation dans le cas d’interactions two-way.
Les figures 4.11 e), B.10 et B.11 représentent les lignes de niveau de la surface libre ainsi que les
vitesses a différents instants. La encore les structures sont relativement bien localisées. Comparé
a la solution dite one-way, le gyre Nord semble mieux représenté : sa structure est plus étroite
et plus allongée. Le tourbillon présent sur la frontiere Nord, méme s’il reste encore trop petit,
apparait lui aussi comme légerement meilleur. Les raccords entre les lignes de niveau délimitant
le gyre Sud et la frontiere Est sont cette fois-ci parfaits.

Ce meilleur comportement se retrouve au niveau des champs de vorticité (figures 4.12 e)
B.12). Comme pour les cas one-way, ces champs sont trop marqués initialement. Néanmoins,
en fin de simulation, la structure du champ de vorticité s’avere cohérente avec la réalité. Les
instabilités présentes au niveau du jet dans le cas one-way ont disparu en fin de simulation.
Nous remarquons qu’il n’y a plus d’accumulation des ces instabililités sur le bord Est. Enfin,
le Sud de la frontiere Ouest ne pose plus de probleme non plus. Les conditions imposées a la
frontiere Est par la solution basse résolution sont ainsi cohérentes avec la dynamique du modele
haute résolution. Ainsi la rétroaction a chaque pas de temps de la solution basse résolution
par la solution haute résolution combinée a l'utilisation d’une couche de transition met en ac-
cord la dynamique du modele global basse résolution avec celle du modele local haute résolution.

Comme pour le cas des solutions one-way, 'ajout du contréle au niveau des interactions
inter-grilles permet une amélioration du gyre Nord (figures 4.11 f), B.13 et B.14) essentiellement
sur sa partie située la plus a 'Est. Celui-ci se retrouve ainsi beaucoup plus allongé. Par contre,
le tourbillon semble un peu moins bien représenté. De plus, les problemes de raccord des lignes
de niveau sur la frontiere Est sont de nouveau perceptibles. Ils sont directement liés au fait que
les terme de controle au niveau de 'interpolation de la solution basse résolution sur la frontiere
apparaissent comme des conditions de Dirichlet. Nous constatons de plus que des instabilités
réapparaissent au niveau des champs de vorticité (figure B.15). Il subsiste ainsi une légere zone
d’accumulation sur le bord Est, en milieu de simulation. Les conditions aux frontieres obtenues
restent toutefois cohérentes avec la dynamique engendrée par la condition initiale optimale du
modele local haute résolution.

4.4.2 Domaine global a basse résolution {2y

Intéressons-nous maintenant, dans le cas des méthodes bi-grilles, aux solutions basse résolu-
tion. Les figures 4.14 et 4.15 représentent I’énergie potentielle et 1’énergie cinétique des solutions
basse résolution. Les courbes vertes représentent les énergies de I'état vrai. La "réalité” étant
obtenue a partir du modele haute résolution, il ne sera donc pas possible pour la solution basse
résolution de I'atteindre exactement. Celle-ci pourra au mieux s’en approcher.

Nous signalons tout d’abord que pour toutes les versions bi-grilles, ’assimilation a permis
d’améliorer les énergies des solutions basse résolution par rapport au modele libre (courbes en
pointillés). Cependant I'impact énergétique des corrections varie selon les méthodes. De nouveau,
la solution optimale two-way wic se distingue des autres solutions optimales bi-grilles. Celles-
ci voient leurs énergies évoluer au cours du temps de maniere similaire. Les énergies cinétique
et potentielle des solutions optimales basse résolution one-way ,one-way wic et two-way sont
initialement trop faibles et décroissent au cours du temps de maniere quasi-linéaire. De plus,
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les pentes correspondant a ces trois solutions optimales sont tres proches. Cette chute irréaliste
de I’énergie cinétique est due essentiellement a une dissipation trop importante : la baisse de
résolution combinée a une hausse importante du coefficient de dissipation rend le modele basse
résolution trop dissipatif.

Nous constatons de plus que les algorithmes basés sur des interactions one-way s’averent
moins performants que la version ftwo-way. La rétroaction de la solution haute résolution sur la
solution basse résolution injecte de 1’énergie dans le modele basse résolution. Ceci explique les
meilleures propriétés énergétiques des solutions two-way basse résolution par rapport a celles
des solutions one-way.

Intéressons-nous a la solution optimale two-way wic. Nous constatons qu’elle possede des
énergies trop faibles initialement. Ceci s’explique par 'ajout de degrés de liberté dans le systeme.
En effet, via ces controles ”extérieurs” supplémentaires, la grille grossiére est soumise a moins
de contraintes. De fait, pour la variante one-way wic, ’ajout de ce terme de contréle rend la so-
lution optimale obtenue moins performante. Comme pour la solution two-way, la rétroaction au
premier pas de temps ne permet pas de corriger suffisamment la solution basse résolution pour
retrouver une énergie proche de la réalité. Cependant, les variations de ses énergies au cours du
temps se révelent pertinentes. Ainsi, I’énergie potentielle croit au cours du temps a une vitesse
comparable a celle de la solution vraie. L’énergie cinétique augmente également quasiment tout
au long de la simulation. Via le controle des transferts inter-grilles, il est ainsi possible d’injecter
de I’énergie au modele basse résolution tout au long de la simulation, a la fois par sa composante
basse résolution sur wy mais aussi par sa composante haute résolution sur la frontiere de wy, via
la rétroaction two-way.

Enfin, la figure 4.16 représente les variations au cours du temps de 1’enstrophie des solutions
basse résolution pour les quatre algorithmes envisagés. Nous retrouvons des résultats proches
de ceux concernant les courbes d’énergie cinétique. Ainsi, I’assimilation a permis d’améliorer
I’enstrophie des solutions basse résolution, méme si I’écart avec la réalité reste important. Les
algorithmes en interactions two-way produisent des solutions présentant de meilleures valeurs
d’enstrophie. De plus, les enstrophies des solutions optimales basse résolution one-way, one-
way wic et two-way semblent avoir le méme comportement a des échelles différentes. Ainsi, ces
courbes décroissent avec la méme oscillation importante en fin d’intégration. Le modele basse
résolution étant trop diffusif, il détruit rapidement les petits tourbillons générés par ’ajout de
I'incrément d’analyse, ce qui entraine une baisse de ’enstrophie au cours du temps. Par contre,
I’enstrophie de la solution optimale two-way wic semble avoir des caractéristiques proches de
celles de la solution ”réelle”, mais avec une amplitude beaucoup plus faible. Nous retrouvons de
nouveau le fait que le controle des transfert inter-grilles s’apparente a un terme source pour le
modele basse résolution.
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4.5 Algorithmes wic : étude des transferts inter-grilles

Nous avons vu précedemment que le controle des transferts inter-grilles permet d’améliorer
la minimisation de la fonction cotit, et dans le cas d’interaction two-way permet d’améliorer
les solutions optimales ("meilleur” comportement physique de la solution notamment & basse
résolution). Le but de cette correction est de réduire les erreurs commises lors de ces transferts
en apportant de I'information & des échelles invisibles pour la grille depuis laquelle le transfert
a lieu. Dans cette partie, nous étudions a quelles échelles ces corrections ont lieu.

4.5.1 Controle de erreur d’interpolation

Une correction de petite échelle doit étre apportée aux conditions aux frontieres du modele
haute résolution obtenues par interpolation de la solution basse résolution. Néanmoins, une er-
reur modele ou des erreurs d’interpolation trop importantes engendreront une correction des
grandes échelles. Afin de visualiser sur quelles échelles portent ces corrections, nous avons ana-
lysé dans ’espace de Fourier la composante wic des incréments d’analyse obtenus.

Les figures 4.17 et 4.18 représentent la norme des coefficients de Fourier de la correction des
conditions aux frontieres sur la composante u de la vitesse pour le cas d’interactions one-way
et two-way. Les abscisses correspondent aux pulsations spatiales, les ordonnées aux pulsations
temporelles, avec pour échelles le coefficient k = (ks, k). Les périodes correspondantes sont
données par les formules

N,

Ty, = k—tTet

. ]\FST (4.4)
ks — kis €s

avec T, et T, les périodes d’échantillonnage temporel et spatial, V; et N, la taille du vecteur
signal. Seul le quart Nord-Ouest a été tracé (les autres sont obtenus par symétrie). Enfin le pixel
(0,0) représente la moyenne.

Nous remarquons tout d’abord que les coefficients des transformées de Fourier des corrections
sur les frontieres Nord et Sud sont tres faibles, aussi bien en one-way qu’en two-way. Nous
retrouvons donc le fait que les corrections portent essentiellement sur la composante de la vitesse
qui est normale a la frontiere. De plus, la correction est essentiellement basse fréquence en temps
et en espace.

L’analyse de Fourier des corrections apportées sur les frontieres Est et Ouest est beaucoup
plus intéressante. Rappelons tout d’abord que ces deux frontieres jouent un role majeur : le
jet entre dans le domaine haute résolution par la frontiere Ouest et ressort par la frontiere
Est. 11 est donc crucial d’obtenir des valeurs sur ces frontieres les plus précises possibles. Nous
signalons de plus que nous observons une saturation au niveau des coefficients two-way proches
de Dorigine liée a la palette de couleurs choisie. Ceux-ci sont en effet 3 a 4 fois plus importants.
Ces corrections, les plus importantes, se font sur de longues périodes et a des échelles spatiales
importantes. Les autres corrections, dans le cas d’interactions two-way, sont spatialement a basse
fréquence, méme si les structures les plus fines sont de l'ordre de 25 km, soit la résolution de la
grille grossiere. De plus, 4 fréquences temporelles se distinguent sur la frontiere Ouest et 3 sur
la frontiere Est. Nous résumons cela dans les tableaux suivants :
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Northern boundary Southern boundary

Time
Time
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Space
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F1G. 4.17 — One-way : norme des coefficients de Fourier (FFT) de la composante u de la correction
des conditions aux frontieres. De gauche a droite et de haut en bas : frontiere Nord, Sud, Est,
Ouest. En abscisse : pulsation spatiale k. En ordonnée : pulsation temporelle k;
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F1G. 4.18 — Two-way : norme des coefficients de Fourier (FFT) de la composante u de la correc-
tion des conditions aux frontieres. De gauche a droite et de haut en bas : frontiere Nord, Sud,
Est, Ouest. En abscisse : pulsation spatiale ks;. En ordonnée : pulsation temporelle k;
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Fronticre |k 8 | 37—38 | 61—62 | 67—068
Ouest | Tp, () | 90.6 | 19— 195 | 11.7 — 12 | 10.6 — 10.8

Frontiere k¢ 8 37 — 38 59
Est Ty, (h) | 90.6 | 19 —19.5 | 13.2

La correction dont la période temporelle est proche de 12 heures est présente uniquement sur
le bord Ouest, a savoir la frontiére entrante. Elle apparait également sur les frontiéres Ouest et
Est dans le cas d’interactions one-way. Cette période correspond a la moitié de celle d’apparition
des observations (24 heures). Une partie de la correction des erreurs d’interpolation est ainsi
directement corrélée aux observations : le flot entrant est régulierement modifié afin que I’écart
aux observations soit le plus faible possible.

Les autres fréquences de corrections s’expliquent par la présence d’ondes stationnaires dans
la solution basse résolution (cf §3.9.2). Nous avons résumé dans le tableau qui suit une estimation
de la période d’oscillations T;, pour différentes ondes de mode n (d’apres [46]).

Ondes mode n 4 18 26 33
stationnaires | 7,(h) | 87.8 | 19.5 | 13.5 | 10.6

Nous retrouvons ainsi des valeurs proches des périodes de correction présentes dans le controle
des erreurs d’interpolation. Ce contréle cherche ainsi a réduire la transmission de ces ondes au
modele haute résolution.

Dans le cas d’interactions one-way, les corrections basse fréquence et a faible résolution
(coefficients proches de 'origine) ne sont plus aussi importantes. Nous observons de plus I’appa-
rition de nouvelles fréquences temporelles dans la correction, surtout sur la frontiere Est. Nous
résumons cela dans les tableaux suivants :

Frontiere ki 8 26 30 37— 38 50 55 61 — 62 67 — 68
Ouest Tk, (h) [ 90.6 | 27.8 | 24.1 | 19—19.5 | 14.5 | 13.2 | 11.7 — 12 | 10.6 — 10.8

Frontiere k¢ 8 26 37 —38 50 55 61 — 62 67 — 68
Est Tk, (h) [ 90.6 | 27.8 | 19—-19.5 | 145 | 13.2 | 11.7—12 | 10.6 — 10.8

Nous retrouvons des fréquences de correction correspondant a la fréquence d’apparition des
observations. Ainsi sur la frontiere Ouest (entrante), des corrections ont lieu toutes les 12 heures
comme pour la version two-way mais aussi toutes les 24 heures. De plus, la frontiere Est (sortante)
est elle aussi corrigée toutes les 12 heures.

Le contréle de lerreur d’interpolation semble intervenir de fagon plus ponctuel dans le
cas d’interactions one-way. Les autres fréquences de corrections s’expliquent elles aussi par
la présence d’ondes stationnaires dans la solution basse résolution. Nous avons résumé dans le
tableau qui suit une estimation de la période d’oscillations T;, pour différentes ondes de mode n
(d’apres [46]).

Ondes moden | 4 13 18 24 26 33
stationnaires | T,(h) | 87.8 | 27.8 | 19.5 | 14.6 | 13.5 | 10.6

Nous retrouvons des résultats analogues sur la composante v de la vitesse en tenant compte
du fait que les frontieres normales a cette composante sont cette fois-ci les frontieres Nord et Sud.



4.5 Algorithmes wic : étude des transferts inter-grilles 118

La correction sur la hauteur d’eau étant tres faible voire quasi nulle dans le cas d’interactions two-
way, '’étude du controle des erreurs d’interpolation présente peu d’intérét pour cette variable.
Nous retrouvons quand méme des corrections présentant des fréquences temporelles similaires a
celles rencontrées sur les vitesses.

4.5.2 Controle de ’erreur de restriction (interaction two-way)

Intéressons-nous maintenant au controle de l'erreur de restriction dans le cas d’interac-
tion two-way. La figure 4.19 représente la composante du controle de l'erreur de restriction de
I'incrément d’analyse obtenu apres 40 itérations de minimisation. Il faut d’abord noter la faible
amplitude des corrections apportées au niveau de la rétroaction two-way. Ainsi la composante
hauteur d’eau est au maximum de l'ordre du dixieme de millimetre. Elle s’avere ainsi négligeable.
La correction sur les vitesses est plus importante, de I’ordre du centimetre par seconde.

Nous constatons de plus que cette correction est apportée essentiellement sur les bords du
domaine wyr. Ceci est di au fait que le schéma est totalement explicite et qu’il n’y a pas d’obser-
vation assimilée sur wg. La rétroaction est donc importante uniquement sur les premiers points
(selon la largeur du stencil). Ainsi, pour chaque pas de temps du modele direct en interaction
two-way, la rétroaction sur la grille basse résolution entraine la mise a 0 de la variable adjointe
basse résolution sur l'intérieur de wy. Le gradient de la fonction cott vis-a-vis du controle de
Ierreur de restriction est donc obtenu en intégrant de fagon rétrograde, sur un pas de temps, le
modele adjoint basse résolution partant d’un état adjoint dont la composante sur wgy est nulle.
Ce gradient restera donc nul au centre de wy (il n’y a pas d’observation sur ce domaine), et sera
modifié sur les bords selon la largeur du stencil du schéma numérique utilisé.

Des lors, a la vue de ces résultats, nous présentons uniquement 1’étude dans I’espace de Fourier
de la correction des erreurs de restriction au niveau des frontieres du domaine wg. La figure
4.20 représente la norme des coeflicients de Fourier de la correction des erreurs de restriction
sur la composante u de la vitesse au niveau des frontieres (colonne de gauche) et au niveau de
la premieére maille & I'intérieur du domaine (colonne de droite). Les abscisses correspondent aux
pulsations spatiales, les ordonnées aux pulsations temporelles, avec pour échelles le coefficient
k = (ks, kt).

Nous retrouvons ainsi sur les différentes frontieres des corrections a basse fréquence tempo-
relle ainsi qu’un certain nombre de fréquences caractéristiques qui étaient déja présentes dans
le terme de correction des erreurs d’interpolation. Les périodes associées sont résumées dans le
tableau suivant :

ki 8 38 95 60 — 62
Tk, (h) [ 90.6 | 19.1 | 13.2 | 11.7 — 12

Elles correspondent de nouveau aux périodes de certains modes d’ondes stationnaires ou bien
sont directement corrélées a la fréquence d’assimilation des observations. Nous retrouvons des
résultats analogues sur la composante v de la vitesse ainsi que sur la hauteur d’eau, méme si la
correction est tres faible pour cette variable.

Le terme de controle des erreurs de restriction tend ainsi a améliorer la solution basse
résolution d’une part en corrigeant de facon continue les erreurs liées & lopérateur G, d’autre
part en cherchant a atténuer les phénomenes résultant de la présence d’ondes stationnaires dans
le domaine basse résolution.
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Maille sur la frontiére Premieére maille a 'intérieur du domaine
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F1G. 4.20 — Two-way : norme des coefficients de Fourier (FFT) de la composante u de la correc-
tion des des erreurs de restriction. En abscisse : pulsation spatiale ks;. En ordonnée : pulsation
temporelle k;
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4.6 Etude des gradients

Nous nous intéressons dans cette partie a 1’évolution des normes des gradients selon les
différents controles au cours de la minimisation. Le but est d’une part de vérifier que les gradients
des fonctions cotlit convergent bien vers 0 au cours de la minimisation, et d’autre part de mieux
visualiser les problemes de conditionnement des hessiennes des fonctions cofit.

La figure 4.21 représente cette évolution pour les cing algorithmes étudiés. Les courbes af-
fichées sont les normes des gradients normalisées, a savoir les normes divisées par la taille du
vecteur de controle associé.

Comme attendu, dans tous les cas, les courbes des différents gradients convergent bien vers
0. Le mauvais conditionnement de la hessienne dans le cas mono-grille apparait tres clairement.
Ainsi, le gradient de J selon les conditions aux limites est initialement tres faible (en moyenne de
'ordre de 10~1), tandis que le gradient selon la condition initiale est beaucoup plus important.Ce
déséquilibre entre les pentes de la fonction cofit selon les différentes composantes du vecteur de
controle fait que le minimiseur ne va pas ou peu corriger les conditions aux limites. C’est ce que
nous observions sur les figures B.16, B.17 et B.18. Dans le cas des méthodes bi-grilles, les gra-
dients selon la condition initiale de la grille grossiére sont initialement beaucoup plus importants
(facteur 100 comparé au cas mono-grille). Or la condition initiale du modele basse résolution
controle directement les conditions aux frontieres du modele local haute résolution. Ainsi, dans
ce nouvel espace de controle, les conditions aux frontieres n’apparaissent plus comme optimales.
La minimisation va donc pouvoir les corriger. Ceci traduit un meilleur conditionnement de la
hessienne de la fonction cott. Nous constatons de plus que les gradients selon la condition initiale
du modele basse résolution sont légérement plus importants dans le cas des algorithmes one-way
que dans les cas two-way. L’update de la solution basse résolution par la solution locale haute
résolution fait que la condition initiale du modele fin joue un role dans le controle des conditions
aux limites sur la grille fine. La condition initiale du modele grossier perd donc en importance.

Nous constatons de plus que pour la méthode one-way wic, la courbe du gradient selon
le controle des conditions aux limites est tres proche de celle concernant le gradient selon les
conditions aux limites du cas mono-grille. Cette variable de controle apparait donc comme quasi-
optimale des le début de la minimisation. Des calculs montrent que ces matrices hessiennes ont
une structure relativement similaire, des lors un mauvais conditionnement dans le cas mono-grille
entraine de facto une faible correction sur ce terme de controle. Néanmoins, son but originel étant
d’apporter de I'information de petite échelle, invisible par le modele basse résolution, ces faibles
corrections s’avérent suffisantes pour améliorer de fagon significative la minimisation (figure 4.1).

Pour le cas de l'algorithme two-way wic, initialement, le gradient selon ce méme vecteur
de controle est aussi relativement faible; néanmoins cette valeur est dix fois plus importante
que pour la version one-way wic. L'update local de la solution basse résolution réalisé a chaque
pas de temps permet d’accentuer le conditionnement de la hessienne vis-a-vis de ce controle.
Ainsi, 'impact de ce controle sur la solution haute résolution durant la minimisation devient
plus important. L’algorithme converge ainsi plus rapidement. Le gradient selon le contréle des
erreurs de restriction est tres faible initialement, les corrections apportées par le processus de
minimisation vont rester elles-aussi faibles.
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4.7 Assimilation des observations sur wy

Jusqu’a présent, nous avons assimilé des observations présentes uniquement sur la grille haute
résolution wy. Ces observations étant localisées sur le domaine w, il est également possible de
les assimiler sur la zone wy de la grille basse résolution .

4.7.1 Principe
Le terme de la fonction colt mesurant les écarts aux observations s’écrit maintenant :

T T
7)== yiEdr+ 5 [ 1) - yiZdr (15)
avec y les observations, xg et xj les vecteurs d’état sur chacune des grilles, Hy et Hj, les
opérateurs d’obervation discrets sur chacune des grilles, et X le vecteur de contréle. Minimiser
cette fonctionnelle revient donc a réduire ’écart entre les solutions des modeles haute et basse
résolution et un méme jeu d’observations. Si cela semble intéressant dans le cas d’un emboitement
en interaction one-way, cela I'est a priori beaucoup moins pour un emboitement en interaction
two-way.

Afin de mieux comprendre pourquoi le comportement de I'assimilation differe a ’ajout de ce
nouveau terme dans la fonction cotuit, selon le type d’interactions utilisées, intéressons-nous aux
normes des écarts aux observations sur chacune des grilles. Pour une meilleure lisibilité, nous
supposons que les opérateurs d’observation sont linéaires ainsi que 'opérateur de restriction GE
dans le cas d’interaction two-way. Nous supposons de plus que les observations sont présentes a
un unique instant. La fonction colt s’écrit

- 1 1
J) = 5 [ — yl12 4 5 Hax, — yl|2 (46)

Notons x} I'état vrai sur la grille haute résolution et x%; celui sur la grille basse résolution.
Nous avons la relation suivante :

y = Hhxz +e, = Hpxly + e (4.7)

avec €y, € les erreurs d’observation haute et basse résolution. Elles sont définies par :

e, = HOx) —Hpx! + €™ (4.8)
en = HOx) —Hpxly +em '
ol €™ est 'erreur de mesure.
4.7.2 Résultats en one-way
Dans le cas d’interaction one-way, J° devient
obs (5 1 t 2 1 t 2
T (R) = 5 By G — x) — enl]2 + 5 IHL (xn = xh) — el (49)

La minimisation de J° tend donc & faire coincider dans I’espace des observations la solution
du modele et ’état vrai sur chacune des grilles. Le modele basse résolution étant indépendant du
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modele haute résolution, la minimisation de ce nouveau terme ne posera pas de difficultés ma-
jeures. Si les erreurs d’observations sont faibles sur la grille basse résolution (cela revient donc
notamment & supposer que nous disposons d’'un ”"bon” opérateur d’observation discret Hpy),
alors assimiler sur la grille basse résolution les observations dont on dispose sur w devrait per-
mettre une amélioration plus importante de la solution basse résolution entrainant une meilleure
correction de la solution haute résolution (la solution basse résolution spécifie les conditions aux
frontieres du modele haute résolution). Cela nécessite donc de pouvoir définir des opérateurs
d’observation Hy et Hj pertinents sur chacune des grilles.

Les figures 4.22 et 4.23 représentent ’évolution de 'erreur RMS sur la hauteur d’eau et sur les
vitesses de la solution haute résolution au cours de la minimisation. Nous constatons que I'ajout
de l'assimilation des observations a basse résolution pour les algorithmes en interaction one-way
permet & la fois d’accélérer fortement la réduction des erreurs lors des premieres itérations de
minimisation, et d’obtenir au final une amélioration de la solution optimale haute résolution.
Celle-ci présente alors des erreurs proches de celle de la solution optimale two-way.

Néanmoins, I’assimilation basse résolution des observations n’a pas entrainé de réelle améliora-
tion des propriétés énergétiques des solutions optimales haute résolution. Celles-ci possedent une
énergie potentielle toujours trop importante (figure 4.25) et une énergie cinétique trop faible (fi-
gure 4.24). Nous retrouvons ainsi de maniere plus marquée encore les propriétés énergétiques
des solutions optimales one-way et one-way wic. L’assimilation des observations sur les deux
grilles semble ainsi converger vers une solution haute résolution proche de celle obtenue pour
des observations assimilées sur la grille fine uniquement.
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4.7.3 Résultats en two-way

Dans le cas d’interaction two-way, via la rétroaction de la solution haute résolution vers la
solution basse résolution sur wg, ’écart aux observations sur la grille basse résolution apparait
en fait comme 1’écart entre la restriction de la solution haute résolution et les observations.
Ainsi, en confondant Hy et sa restriction a wy, J° s’écrit

- 1 1
TS (%) = §HHHGhHXh —ylZ+ §||HhXh — ]2 (4.10)
Soit ) )
JO (%) = §HHHGhH(Xh —x},) — énllZ + §HHh(Xh —x},) — enll? (4.11)
avec €, définie par
& = e,— (HyGI —Hp)x!

= H¢x°) —HpGHxl +em (4.12)

€, apparait ainsi comme une erreur d’observation. C’est la somme de ’erreur de mesure et de
I’erreur de représentativité du nouvel opérateur d’observation haute résolution H HG,II{ introduit
par la rétroaction two-way sur wgy.

L’ajout sur la grille basse résolution de l'assimilation des observations utilisée sur wy re-
vient a réduire I’écart dans I’espace des observations entre la solution du modele et 1’état vrai
haute résolution, et ce simultanément pour deux opérateurs d’observation distincts. Dans le
meilleur des cas, si le nouvel opérateur d’observation H HGhH s’avere pertinent (faible erreur de
représentativité), I'ajout de ce nouveau terme dans la fonction coit ne devrait pas entrainer
des modifications majeures au niveau de la solution optimale haute résolution (nous supposons
que Hj, est initialement un bon opérateur d’observation). En effet, nous minimiserions alors
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la somme de deux termes mesurant avec précision ’écart entre le modele et I’observation. Par
contre, si 'erreur de représentativité associée a ’opérateur d’observation H HGhH est importante,
cela revient alors a ajouter a la fonction colt two-way un terme supplémentaire mesurant avec
des erreurs importantes 1’écart entre le modele et 1’observation. La solution optimale obtenue
sera alors moins pertinente que celle obtenue par 1’algorithme two-way. Nous constatons ainsi
sur la figure 4.26 que la décroissance de lerreur RMS relative sur les vitesses au cours de la
minimisation est légerement plus faible lorsque nous ajoutons 1’assimilation des observations a
basse résolution. En tout état de cause, 'ajout du terme d’assimilation a basse résolution n’a
que tres peu d’effet.

4.8 Un préconditionnement multi-grille pour ’assimilation mono-
grille

Nous avons vu dans les parties précédentes que 'assimilation mono-grille avec controle de
la condition initiale et des conditions aux limites s’avérait relativement peu efficace comparée
aux méthodes multi-grilles. Le conditionnement de la hessienne de la fonction objectif étant
mauvais, 'algorithme ne parvenait pas a corriger suffisamment les conditions aux frontieres.
Une idée pour tenter d’améliorer cela est donc de préconditionner la minimisation en effectuant
plusieurs itérations sur une grille plus grossiere. Plusieurs algorithmes en ce sens ont déja été
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proposés. Nous pouvons citer les travaux de Veersé [53] ou bien ceux de Gebbie et al [26].

4.8.1 Algorithme

Dans notre cas, le préconditionnement mis en place est le suivant. Plagons-nous sur le do-
maine global grossier Qj; utilisé dans nos méthodes bi-grilles. Nous effectuons alors un certain
nombre d’itérations de minimisation avec un algorithme 4D-Var mono-grille dans lequel nous
controlons uniquement la condition initiale du modele global (basse résolution). Les observations
sont les mémes que celles présentes dans 1’algorithme mono-grille & haute résolution. Elles sont
donc situées uniquement sur le domaine wpg, & savoir la zone correspondant & notre domaine
d’étude a haute résolution. Une fois ces itérations réalisées, nous récupérons la condition initiale
optimisée ainsi que la trajectoire du modele afin d’obtenir par interpolation notre ébauche opti-
misée sur notre domaine haute résolution, ainsi que des conditions aux limites améliorées. Nous
effectuons alors plusieurs itérations de 1’algorithme d’assimilation mono-grille avec controle de
la condition initiale et des conditions aux limites. Ceci se résume en trois étapes :

1. Plusieurs itérations d’un algorithme 4D-Var avec controle de la condition ini-
tiale sur le domaine global & basse résolution 2.

2. Interpolation de la condition initiale optimisée sur notre domaine haute
résolution, ainsi que des conditions aux limites.

3. Plusieurs itérations de ’algorithme référence 4D-Var avec controle de la condi-
tion initiale et des conditions aux frontiéres sur le domaine haute résolution
W,

A travers ce préconditionnement se cache donc une méthode multi-grille. Néanmoins celle-ci
est beaucoup plus simple & mettre en oeuvre puisque les minimisations sur chacune des grilles
sont découplées.

4.8.2 Résultats numériques

La figure 4.27 représente la décroissance de la fonction colit durant la minimisation mono-
grille basse résolution (préconditionnement). Apres 40 itérations, la pente de la courbe a diminué
fortement et la fonction cout a été divisée par cent. Durant cette minimisation, différentes
conditions initiales ont été sauvegardées afin de mesurer 'impact de ce préconditionnement sur
I’algorithme mono-grille haute résolution.

4.8.2.1 Décroissance de la fonction cout

La figure 4.28 représente la décroissance de la fonction cout pour les algorithmes bi-grilles
et pour les versions préconditionnées de I’algorithme mono-grille.

Nous constatons tout d’abord que le préconditionnement permet d’obtenir une fonction cout
initialement beaucoup plus faible. De fait, apres 40 itérations de minimisation haute résolution,
les valeurs atteintes par les fonctions cotit mono-grille préconditionnées (10 et 20 itérations de
préconditionnement) sont proches de celles de I'algorithme bi-grilles one-way wic, tandis que
la version mono-grille avec 30 itérations de préconditionnement est moins bonne et atteint une
valeur proche de celles des fonctions cott bi-grilles sans controle des transferts inter-grilles. Cette
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F1G. 4.27 — Préconditionnement basse résolution : fonction cotit durant la minimisation

figure permet, au passage, d’illustrer la vitesse de décroissance remarquable de ’algorithme two-
way wic, pour lequel seulement 5 itérations suffisent pour obtenir un écart aux observations
équivalent a celui des versions mono-grille préconditionnées.

Nous constatons de plus qu’ un nombre d’itérations trop important lors du préconditionnement
peut dégrader les performances de la minimisation haute résolution. Ainsi, au final, les valeurs
prises par les fonctions cotit sont tres proches pour les versions faisant intervenir 10 et 20
itérations lors du préconditionnement, tandis que celle prise par la fonction cout de la ver-
sion avec 30 itérations est beaucoup plus élevée. L’ébauche et les conditions aux limites prove-
nant de l'interpolation de la trajectoire optimale basse résolution obtenue apres 30 itérations
de minimisation s’avérent moins “bonnes” a haute résolution que celles obtenues apres des
préconditionnements de seulement 10 et 20 itérations. Ce résultat est assez logique. Le chan-
gement de grille lors du préconditionnement entrainant des modifications importantes aux ni-
veaux des dimensions du domaine, de la résolution du modele et donc des phénomenes physiques
représentables par ce modele, I'assimilation de données basse résolution peut converger vers une
solution ne correspondant pas a celle que nous obtiendrions localement & haute résolution. Ce
probleme sera plus ou moins important selon la configuration étudiée. Une telle méthode de
préconditionnement pose donc le probleme du choix du critéere d’arrét de la minimisation basse
résolution.

4.8.2.2 Erreurs RMS

Nous retrouvons naturellement une amélioration des performances de ’assimilation en terme
d’erreur. Les figures 4.29 et 4.30 représentent les erreurs RMS normalisées sur la hauteur d’eau et
sur les vitesses. Ainsi peu d’itérations lors du préconditionnement suffisent a améliorer de fagon
importante I’erreur sur toutes les variables d’état. Nous constatons que I’écart en terme d’erreur
RMS sur la hauteur d’eau reste tres faible entre ces trois solutions. Par contre, I’augmentation
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F1G. 4.28 — Fonctions cotit lors des itérations de ’algorithme d’optimisation haute résolution

du nombre d’itérations du préconditionneur entraine un accroissement important des erreurs
RMS sur les vitesses (entre 5 et 10 points d’erreur). De plus, la correction haute résolution reste
relativement faible surtout sur la hauteur d’eau (avec une baisse de 2 points de l'erreur) mais
aussi sur les vitesses (entre 5 et 10 points). Au final, apres 40 itérations de minimisation, ces
erreurs deviennent plus importantes que celles obtenues avec les algorithmes bi-grilles.

4.8.2.3 Diagnostics physiques

Enfin, les figures 4.31, 4.32 et 4.33 représentent 1’énergie potentielle, ’énergie cinétique et
I’enstrophie des solutions optimales haute résolution au cours du temps. Nous comparons ces
courbes avec celles des solutions optimales bi-grilles. Nous constatons tout d’abord une tres nette
amélioration de ces caractéristiques physiques grace au préconditionnement. Nous remarquons
de plus que les solutions avec 20 et 30 itérations lors de la phase de préconditionnement ont des
propriétés énergétiques ayant la méme évolution temporelle.

En terme d’énergie potentielle, les solutions mono-grilles ont un comportement proche des
solutions one-way, & savoir une énergie initialement trop importante qui augmente vers une
valeur ”asymptotique”. L’augmentation du nombre d’itérations entraine une augmentation de
cette énergie mais ne modifie pas ses variations temporelles.

Le préconditionnement a permis d’améliorer globalement 1’énergie cinétique des solutions
optimales mono-grilles. Alors que sans préconditionnement, la solution optimale mono-grille
possédait initialement une énergie cinétique beaucoup trop élevée, les solutions optimales ob-
tenues avec préconditionnement ont une énergie cinétique initiale plus proche de la réalité et
qui, de surcroit, est 1égerement trop faible. Nous constatons toutefois une décroissance trop im-
portante de cette énergie au cours du temps. Nous observons de nouveau que l'augmentation
du nombre d’itérations lors du préconditionnement entraine une hausse de I’énergie, ce qui per-
met, contrairement a 1’énergie potentielle, une amélioration de ’énergie cinétique des solutions
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optimales.

Enfin, nous retrouvons 'apport du préconditionnement au niveau de l’enstrophie des solu-
tions. Celle-ci, initialement trop élevée, décroit au cours du temps vers une valeur proche de
la ”réalité”. Suivant le nombre d’itérations réalisées lors du préconditionnement, cette valeur
finale s’avére plus ou moins exacte. Ainsi, avec seulement 10 itérations, la solution optimale
possede une enstrophie au final trop faible. Néanmois, initialement, 1’enstrophie est relative-
ment proche de la réalité. La correction apportée par ’assimilation haute résolution est beau-
coup moins ”violente” que dans le cas mono-grille sans préconditionnement ou dans les cas
bi-grilles. Le préconditionnement a ainsi permis d’obtenir une ébauche haute résolution plus
pertinente. Avec un préconditonnement de 20 itérations, ’enstrophie de la solution optimale
haute résolution est initialement la méme que celle du cas avec 10 itérations, mais converge
cette fois-ci vers 'enstrophie vraie. Enfin, si nous continuons d’augmenter le nombre d’itérations
lors du préconditionnement (30 itérations), cela entraine une dégradation de I’enstrophie de la
solution optimale haute résolution. Dans notre cas, une minimisation trop importante sur la
grille basse résolution dégradant I’ébauche haute résolution, il en résulte une correction plus
importante de la condition initiale, et donc une augmentation de I’enstrophie initiale.

4.8.2.4 Conclusion

En réalisant une méthode 4D-Var avec controle de la condition initiale uniquement sur un
domaine global a plus faible résolution, il est ainsi possible de fournir une ébauche optimisée
ainsi que de meilleures conditions aux limites initiales en entrée de l'algorithme d’assimilation
mono-grille de référence sur le domaine d’étude a haute résolution. Via ce préconditionnement,
les solutions optimales obtenues s’averent plus pertinentes : moins d’erreur, propriétés physiques

1500



4.8 Un préconditionnement multi-grille pour 1’assimilation mono-grille 133

Kinetic Energy: fine grid Kinetic Energy: fine grid
0.015 0.015
—— Mono-grid —— One Way
—— Mono-grid opt10 One Way wic
—7— Mono-grid Opt20 — Two Way
—$— Mono-grid Opt30 —— Two Way wic
0.014 ¢ Observations H 0.014 - —%— Mono-grid Opt20 H
Observations
0.013 b 0.013 b

— 0.01+ —
0.009 ‘ ‘ 0.009 : ‘
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
time step time step
Fia. 4.32 — Grille fine wy, : évolution temporelle de ’énergie cinétique. Les courbes noires sont
associées a l'algorithme mono-grille : en trait continu sans préconditionnement, avec des étoiles
pour 10 itérations, avec des triangles pour 20, et avec des losanges pour 30.
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Fia. 4.33 — Grille fine wy, : évolution temporelle de I’enstrophie. Les courbes noires sont associées
a l’algorithme mono-grille : en trait continu sans préconditionnement, avec des étoiles pour 10
itérations, avec des triangles pour 20, et avec des losanges pour 30.
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améliorées... Selon le nombre d’itérations réalisées, il est possible d’obtenir des résultats proches
de ceux provenant de nos algorithmes bi-grilles (bien que ceux-ci apparaissent plus performants).

Cette approche apparait comme une méthode bi-grille séquentielle, les deux grilles étant
utilisées 'une apres 'autre, au contraire de nos méthodes d’emboitement de modeles ou 1'utili-
sation des grilles se fait en parallele. Toutefois, cette approche souléve un nouveau probleme :
le choix d’un critere d’arrét de la minimisation basse résolution. Les minimisations sur chacune
des grilles ne convergeant pas forcément vers la méme solution (a une interpolation /restriction
pres), une minimisation basse résolution trop importante sera contre-productive.

Néanmoins, examinons de plus pres le processus de minimisation sur le domaine haute
résolution. La figure 4.34 représente la trajectoire de la fonction cotit durant la minimisation
dans le repere (||x¢||,||Xpc||), ott x5 correspond & la condition initiale sur la grille fine et xp.
les conditions aux frontieres. Chaque couleur correspond a des couples (ébauche, conditions
aux limites avant minimisation) avant assimilation distincts. Il est ainsi possible de représenter
I'influence de la condition initiale et des conditions aux frontieres durant la minimisation : a
chaque tiret/triangle correspond une itération de minimisation. Nous constatons alors que pour
le cas mono-grille, la descente de la minimisation se fait essentiellement dans la direction de la
condition initiale, et ce malgré les différents préconditionnements. Le probleme lié au condition-
nement de la hessienne est toujours présent : la fonction cout étant beaucoup trop sensible aux
variations des vitesses sur les frontieres du domaine, ’assimilation de données ne peut corriger
de fagon pertinente les valeurs a ces frontieres. Néanmoins, comme ces conditions aux limites
ont été améliorées durant le préconditionnement, les conséquences sont moins importantes. Par
contre, pour le cas bi-grille one-way, la minimisation se fait dans les deux directions : il est
ainsi possible de vraiment corriger les conditions aux limites du modele haute résolution via le
controle de la condition initiale basse résolution.

Dans le cas de modeles plus réalistes ou la physique est plus complexe, le préconditionnement
basse résolution pourrait ne plus étre suffisamment efficace pour obtenir des conditions aux li-
mites pertinentes, auquel cas I'impact du mauvais conditionnement de la hessienne dans le cas
mono-grille serait plus important. Les méthodes bi-grilles devraient alors s’avérer encore plus
efficaces.

Enfin, comparons les cotits de calcul de 'algorithme mono-grille préconditionné avec ceux
des algorithmes bi-grilles. Soient N, le nombre d’itérations faites durant la minimisation du
préconditionnement basse résolution et N, le nombre d’itérations faites durant la phase d’as-
similation haute résolution. Notons Cy (resp. C},) le cott de calcul de I'intégration du modele
non-linéaire basse résolution (resp. haute résolution) ainsi que de son adjoint. Le cott de cal-
cul de I'assimilation mono-grille préconditionné C,,, vaut alors Cy,, = N,Cy + N,C}, tandis que
celui des algorithmes bi-grilles C}, vaut C, = N,(Cy + Cy + Cy) avec Cy le cout des transferts
inter-grilles.

Sile nombre d’itérations lors du préconditionnement basse résolution (V) reste plus petit que
le nombre d’itérations faites durant l’assimilation (V,), l’algorithme mono-grille préconditionné
possede un cout de calcul plus faible que ceux des algorithmes bi-grilles. Néanmoins, les mini-
misations basse et haute résolution se faisant de facon séquentielle dans le cas mono-grille, cet
algorithme requiert donc un plus grand nombre d’itérations du minimiseur que les algorithmes
bi-grilles. En pratique, dans nos simulations, le temps de calcul des algorithmes bi-grilles étaient
quand méme deux & trois fois plus long que 'algorithme mono-grille : la qualité se paye!
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F1G. 4.34 — Trajectoire de la fonction cout durant la minimisation dans le repere (||xf||, ||xpc]|)-
Les trajectoires continues correspondent a l’assimilation mono-grille et celles avec des triangles
a l'assimilation bi-grille en interaction one-way. Les couleurs correspondent au couple ini-
tial (x°,xp.). En magenta, sans préconditionnement, en cyan avec préconditionnement de 5
itérations, en rouge 10 itérations et en bleu 15 itérations.
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4.8.3 Application aux algorithmes bi-grilles

Ce préconditionnement s’avere également tres facile & mettre en pratique dans le cadre d’une
configuration multi-grille. Il nous semble donc intéressant d’en étudier 'impact sur les méthodes
que nous avons proposées. Dans les expériences numériques qui suivent, 1’ébauche utilisée a été
obtenue apres 20 itérations de minimisation du préconditionneur basse résolution. Au vu des
résultats exposés dans le cas mono-grille, cette ébauche semble en effet la plus intéressante.

La figure 4.35 représente la décroissance de la fonction cotit en fonction du nombre d’itérations
de minimisation. Elle est a comparer avec la figure 4.1. Nous constatons tout d’abord que
I’ébauche optimisée obtenue lors du préconditionnement s’avere meilleure dans le cas d’interac-
tions one-way que two-way. Ainsi, initialement, les solutions haute résolution two-way présentent
une erreur plus importante que les solutions one-way. Or, dans le cas d’interactions one-way,
I’ébauche basse résolution étant la condition initiale optimisée lors du préconditionnement, la
solution basse résolution correspond exactement a la solution optimale du préconditionnement.
Dans le cas d’interactions two-way, 'interpolation de la condition initiale préconditionnée ainsi
que les rétroactions provenant de la solution haute résolution font que la solution basse résolution
ne correspond plus exactement a celle issue du préconditionnement. Ainsi, 'ajout de la rétroaction
two-way fait s’éloigner la solution basse résolution de la trajectoire optimale au vu des observa-
tions présentes.

De plus, la décroissance des fonctions cout one-way et two-way ralentit assez rapidement,
comparé a celles des cas mono-grille et bi-grilles avec controle des transferts inter-grilles, en-
trainant ainsi un écart important apres 40 itérations. La minimisation de la fonction coiit de
I’algorithme two-way wic est de nouveau la plus importante, méme si au final la valeur de la
fonction cout one-way wic est la plus faible. Enfin, nous constatons dans le cas d’interactions
two way qu’au final les valeurs des fonctions cotut sont plus élevées avec le préconditionnement
que sans. Il faut noter, dans ce cas précis, le bon comportement de la fonction mono-grille lors
de la minimisation. Apres 40 itérations, sa valeur est ainsi plus faible que celles des fonctions
colit one-way et two-way.

Cependant, ces écarts en terme de minimisation ne se retrouvent pas sur les erreurs RMS
des solutions respectives. Ainsi, les solutions haute résolution des différents algorithmes bi-grilles
voient leur erreur diminuer de fagon plus importante que la solution de I'algorithme mono-grille,
tant sur la hauteur d’eau (figure 4.36) que sur les vitesses (figure 4.37). De plus, concernant
les algorithmes bi-grilles, seules les solutions optimales haute résolution one-way et one-way wic
semblent tirer bénéfice de ce préconditionnement, puisqu’au final les erreurs RMS associées a
ces solutions sont plus faibles que celles obtenues sans celui-ci. Ce n’est pas le cas des solutions
optimales haute résolution two-way et two-way wic pour lesquelles le préconditionnement ne
modifie pas ou peu leurs erreurs RMS.

Enfin, les figures 4.38, 4.39 et 4.40 représentent 1’énergie potentielle, 1’énergie cinétique
et ’enstrophie des solutions haute résolution. Nous constatons tout d’abord que ’apport du
préconditionnement en terme d’énergie potentielle dépend fortement du type d’interactions envi-
sagé. Ainsi, dans le cas d’interactions one-way, I’évolution temporelle de I’énergie potentielle des
solutions optimales apparait comme plus proche de la réalité. Toutefois, ces solutions présentent
une énergie potentielle 1égérement trop importante. Ces résultats sont meilleurs que ceux ob-
tenus sans préconditionnement. Au contraire, les solutions two-way et two-way wic possedent
maintenant une énergie proche de celle du one-way, tandis que sans préconditionnement, celle-ci
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Fi1G. 4.35 — Fonctions cott lors des itérations de ’algorithme d’optimisation haute résolution
lorsque 1’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation basse résolution (& comparer
avec la figure 4.1)

Water height
0.16 T T
— One Way
One Way wic
— Two Way
014F — Two Way wic ||
’ Mono-grid
0.12
8
o 01f
%)
=
@
3
2
T 0.08[
[
0.06
0.04
0.02 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Iteration number

F1G. 4.36 — Grille fine wy, : erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau en fonction du nombre
d’itérations de la minimisation lorsque I’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation
basse résolution (a comparer avec la figure 4.2)
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Fic. 4.37 — Grille fine wp, : erreur RMS normalisée sur la vitesse en fonction du nombre
d’itérations de la minimisation lorsque I’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation
basse résolution (a comparer avec la figure 4.3)

était proche de la réalité. L’apport du préconditionnement s’avere donc plutét négatif pour les
solutions obtenues avec les algorithmes en interactions two-way.

Au niveau de I’énergie cinétique des solutions optimales, le préconditionnement s’avere glo-
balement positif. Les variations au cours du temps de ’énergie cinétique des solutions optimales
semblent suivre celles de ’énergie de la solution vraie. Ceci est particulierement vrai pour les so-
lutions one-way et one-way wic. Néanmoins, nous retrouvons que 1’énergie cinétique des solutions
optimales est constamment légérement trop faible.

Enfin, I'utilisation du préconditionnement permet d’améliorer de fagon significative ’enstro-
phie des solutions optimales. Celle-ci reste initialement légerement trop élevée mais converge
dans tous les cas vers les valeurs de ’enstrophie de la solution vraie.

En résumé, 'utilisation d’un algorithme 4D-Var basse résolution comme préconditionneur
des méthodes bi-grilles donne des résultats mitigés. Ainsi, dans le cas d’un emboitement en
interaction one-way, il permet d’obtenir une amélioration des solutions optimales, essentiellement
au niveau des vitesses, a savoir les variables non observées. Ceci se traduit par une amélioration
nette de l'énergie cinétique et de l’enstrophie. Par contre, dans le cas d’un emboitement en
interaction two-way, aucune amélioration nette des solutions optimales haute résolution n’a été
constaté. Leur énergie cinétique ainsi que leur enstrophie ont certes été légerement améliorées,
mais cela au dépend de ’énergie potentielle.

De fait, 'emploi d’un tel préconditionnement pour les algorithmes bi-grilles ne nous parait
pas a ce stade nécessaire, le gain obtenu étant relativement faible par rapport au temps de calcul
supplémentaire.
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Fia. 4.38 — Grille fine wy, : évolution temporelle de 1’énergie potentielle des solutions optimales
lorsque I’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation basse résolution (& comparer
avec la figure 4.9)
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FiG. 4.39 — Grille fine wy, : évolution temporelle de 1’énergie cinétique des solutions optimales
lorsque I’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation basse résolution (& comparer
avec la figure 4.8)
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Fi1G. 4.40 — Grille fine wy, : évolution temporelle de ’enstrophie des solutions optimales lorsque
I’ébauche est obtenue apres 20 itérations de minimisation basse résolution (& comparer avec la
figure 4.10)

4.9 Conclusion

Dans toute notre étude, nous nous sommes placés dans le contexte de l'assimilation de
données pour des modeles présentant des frontieres ouvertes. Notre problématique fut alors de
savoir s’il était possible d’améliorer les résultats de ’assimilation de données en utilisant un
emboitement de modeles plutét qu’en utilisant une seule grille sur laquelle nous controélerions a
la fois la condition initiale et les conditions aux limites. Pour cela, des expériences jumelles ont
été réalisées sur une configuration idéalisée basée sur un modele shallow water 2D. Nous avons
ainsi comparé nos algorithmes bi-grilles présentés aux chapitre 1 et 2 & une méthode 4D-Var
mono-grille ”classique”.

e Les résultats obtenus grace a l’assimilation bi-grille sont bien meilleurs que ceux résultant
de l'assimilation mono-grille. Ces algorithmes permettent de converger rapidement vers
des solutions optimales haute résolution tres proches de la solution vraie. Ces solutions
présentent des erreurs 2 a 4 fois plus faibles selon les variables que celles de la solution
optimale mono-grille. Les solutions basse résolution ont également été améliorées, dans des
proportions plus faibles, sur I’ensemble du domaine. Le controle des conditions initiales
sur chacune des grilles permet ainsi, via le modele basse résolution, une réelle correction
des conditions aux frontieres du modele local haute résolution.

e L’utilisation d’emboitements en interaction two-way en comparaison des interactions one-
way a entrainé une nette amélioration des solutions haute résolution surtout sur les vi-
tesses. Néanmoins, I’emboitement one-way reste tres intéressant grace a sa simplicité
d’implémentation informatique. De plus, cette approche permet une intégration off-line
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des modeles direct et adjoint en stockant les variables le long des frontieres du domaine w,
afin de forcer la grille haute résolution pour le modele direct et la grille basse résolution
pour le modele adjoint. Enfin, 'apport du contréle des erreurs de transferts inter-grilles a
permis une décroissance plus importante de la fonction cotit. Dans le cas d’interactions two-
way, ceci se traduit par une accélération en début de minimisation de la convergence des
erreurs RMS des solutions haute résolution et une amélioration des propriétés énergétiques
des solutions optimales.

e Enfin, nous avons testé un préconditionnement basse résolution pour ’algorithme mono-
grille. Il consiste & minimiser une fonctionnelle 4D-Var sur la grille basse résolution,
I'interpolation de la condition initiale optimisée servant alors d’ébauche a l’assimilation
haute résolution. Un tel préconditionnement a permis d’améliorer grandement la minimi-
sation mono-grille. Néanmoins, les solutions optimales obtenues restent moins bonnes que
celles provenant de nos algorithmes bi-grilles. De plus, la minimisation sur la grille basse
résolution ne convergeant pas forcément vers une solution proche de la solution optimale
haute résolution, le choix d’un bon critere d’arrét pour ce préconditionnement apparait
comme obligatoire, sous peine de dégrader par la suite ’assimilation haute résolution.
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Nous présentons dans ce chapitre ’application d’une méthode multi-grille a ’assimilation
variationnelle de données. Ces travaux se basent sur les approches proposées par Ta’asan [49] et
celles proposées par Nash [39] et Lewis et Nash [34] sur I’application des méthodes multi-grilles
a des problemes de controle optimal.

Nous abordons ici une approche multi-grille tres différente de celle que nous avons eu jusqu’a
présent dans ce manuscrit. Il n’est plus question de raffinements locaux de maillages ni de modeles
emboités. Notre problématique est la suivante : partant d’une configuration d’assimilation 4D-
Var classique (avec présence ou non de frontieres ouvertes), comment peut-on introduire des
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méthodes multi-grilles dans le processus de minimisation de la fonction colt et quel gain peut-
on espérer obtenir au final a la fois sur la vitesse de convergence d’un tel algorithme et sur la
précision de la solution optimale obtenue? Dans cette approche, la grille basse résolution est
utilisée uniquement pour améliorer ’optimisation a haute résolution, contrairement aux chapitres
précédents ou nous nous intéressions a ’assimilation de données dans des modeles emboités.

Ce chapitre doit étre vu comme un chapitre d’ouverture. Il souleéve malheureusement plus
de questions qu’il n’en résout. Cependant, il nous apparait comme un préambule nécessaire
a la mise en place d'un algorithme d’assimilation variationnelle de données pour des modeles
emboités basé sur une application locale de méthodes multi-grilles.

Dans un premier temps, nous faisons un bref rappel sur les méthodes multi-grilles. Dans un
second temps, nous présentons un algorithme d’assimilation 4D-Var multi-grille pour la recherche
des points critiques de la fonction cotuit. Cette méthode s’inspire des travaux de Ta’asan [49].
Les résultats présentés sont issus des travaux d’Emilie Neveu durant son stage de Master 2
Recherche [40]. Enfin nous présentons une variante de cet algorithme adaptée aux cas des modeles
a frontieres ouvertes pour lesquels la variable de contréle fait intervenir a la fois la condition
initiale et les conditions aux limites. Ces deux versions correspondent a l’algorithme MG/Opt
développé par Nash [39], [34].

5.1 L’approche multi-grille pour la résolution de systemes

Dans cette partie, nous nous intéressons aux méthodes multi-grilles permettant la résolution
de systemes discrets du type

Ly(up) = frn sur  wy (5.1)

avec Lj un opérateur discret non nécessairement linéaire et uy, la solution recherchée. Pour
notre application, ’équation (5.1) correspondra a I’équation d’Euler V.J,(x;) = 0, avec J, la
fonction cout & minimiser et x; la variable de controéle.

Il est possible de résoudre ce systeme en utilisant soit des méthodes directes, soit des
méthodes itératives ou méthodes de relaxation (méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel). Les méthodes
multi-grilles sont a classer parmi les méthodes itératives. En exploitant au mieux les propriétés
des méthodes de relaxation sur lesquelles elle s’appuyent, elles peuvent s’averer tres perfor-
mantes.

Nous présentons dans cette partie les méthodes multi-grilles classiques pour la résolution de
systemes. Dans un premier temps, nous rappelons brievement quelques propriétés des méthodes
de relaxation classiques, puis nous présentons, pour le cas linéaire, I’algorithme de correction par
grille grossiere et enfin son extension au cas non-linéaire, a savoir I’algorithme Full Approzimation
Scheme aussi appelé FAS. De plus amples informations sur ces méthodes et sur les aspects du
multi-grille en général sont disponibles dans [9],[51].

5.1.1 Quelques rappels sur les méthodes de relaxation

Les méthodes itératives permettent la résolution du probleme (5.1) en améliorant une ap-
proximation initiale U2 que l'on a de la solution uy par des ajouts successifs d’incréments cor-
rectifs. Idéalement, la séquence d’approximations (v,’f)k que génere la méthode est supposée
converger vers la solution exacte du probléeme. Les plus connues sont les méthodes de Jacobi
ou de Gauss-Seidel. Elles se basent sur la résolution d’un probléme de point fixe. Ly, supposé
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linéaire, est mis sous la forme Ly = L;{ — L, . La résolution du systeme (5.1) se fait de maniere

itérative en résolvant les systemes L;uffl = L,_Lu'fL + f3. Pour la méthode de Jacobi, L; cor-
respond a la matrice diagonale de Lj. Pour la méthode de Gauss-Seidel, LZ correspond a la
matrice triangulaire inférieure de Ly,

Leurs performances varient selon les problemes étudiés. Néanmoins, nous constatons fré-
quemment le méme phénomene lors de l'utilisation de ces méthodes : la réduction de I'erreur
commise par 'approximation de la solution a lieu essentiellement lors des premieres itérations
de l'algorithme. Ceci est du au fait que la plupart de ces méthodes éliminent rapidement les
composantes haute fréquence de I'erreur tandis qu’elles réduisent difficilement les composantes
basse fréquence. Elles possedent ainsi une propriété de lissage de Ierreur. D’ou leur nom de
méthodes de relaxation. Cette propriété est a 'origine des méthodes multi-grilles comme nous
le verrons au §5.1.2.

Les méthodes de relaxation nécessitent de s’intéresser aux propriétés d’ellipticité du systeme
que l'on cherche a résoudre, et plus précisement au concept d’h-ellipticité (Brandt [8]) de
lopérateur discrétisé L;. Dans le cas continu, si I'opérateur différentiel L est elliptique alors

son symbole L défini par . . }
Lelkx — L(k)ezk.x (5.2)

vérifie la propriété
[L(k[) > C|k[*™ (5.3)

avec x = R™ et k = R" et m € N. Le symbole de L atteint ainsi des valeurs élevées pour les
hautes fréquences et des valeurs faibles pour les basses fréquences. L’opérateur L aura donc
tendance a augmenter 'amplitude des hautes fréquences de la variable u prise en argument.
Sans rentrer dans les détails, la h-ellipticité traduit cette notion d’ellipticité pour les opérateurs
discrets. Il faut savoir, que méme si l'opérateur continu L est elliptique, un mauvais choix
de discrétisation peut faire perdre cette propriété pour l'opérateur discret. La propriété d’h-
ellipticité de 'opérateur Lj est importante. Elle nous assure qu’il sera possible de trouver une
méthode de relaxation efficace (ayant de bonnes propriétés de lissage) pour la résolution du
probleme. En effet, si 'opérateur Lj, n’est pas h-elliptique, aucune méthode de relaxation basée
sur un splitting Lj, = L; — L, (Jacobi, Gauss-Seidel) ne sera efficace. Plus de détails sur cette
notion d’h-ellipticité et sur ses liens avec l'efficacité des méthodes de relaxation peuvent étre
trouvés dans [51].

Pour notre probleme d’assimilation de données, ces propriétés d’ellipticité ne portent plus
sur le modele, mais sur le probleme d’optimisation lui-méme. Minimiser .J, conduit & rechercher
ses points critiques, a savoir les points xj vérifiant

Vin(xp,) =0 (5.4)

Nous cherchons a résoudre ce systeme via une méthode itérative. Supposons donc avoir
une approximation x; de la solution du systéme (5.4). Nous cherchons alors la correction dxj
vérifiant

VJh(Xh + 5Xh) =0 (5.5)

Un développement de Taylor du premier ordre nous donne

Hh(Xh)5Xh =~ fVJh(Xh) (5.6)
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avec Hp(xp) la hessienne de Jp, calculée au point xp. A voisinage de 'optimum, la résolution du
systeme d’optimalité se ramene a la résolution de ce nouveau systeme. L’efficacité des méthodes
itératives employées pour résoudre le probleme d’assimilation de données dépendra ainsi des
propriétés d’ellipticité de la hessienne de la fonction cotit au voisinage de 'optimum. De nouveau
apparait 'importance de la hessienne dans le processus de minimisation.

Signalons enfin qu’il n’est pas nécessaire que le modele (continu ou discret) soit elliptique
pour que la hessienne de la fonction cotit le soit. Des exemples de problemes de contréle optimal
elliptiques pour lesquels les modeles ne le sont pas (équation de transport notamment) sont
exhibés dans Ta’asan [49], Lewis et Nash [34].

5.1.2 La correction par grille grossiéere

L’algorithme de correction par grille grossiere est un algorithme multi-grille pour la résolution
du probleme (5.1) supposé linéaire. Il repose sur l'idée que les basses fréquences qui n’ont pu
étre corrigées par la méthode de relaxation apparaissent comme des hautes fréquences sur une
grille a plus basse résolution. L’algorithme va donc étre le suivant : dans un premier temps,
quelques itfations d’une méthode de relaxation vont éliminer les composantes hautes fréquences
de lerreur, puis cette méthode (ou une autre) va étre appliquée a plus basse résolution afin
que les basses fréquences de 'erreur apparaissent comme des hautes fréquences et soient ainsi
réduites plus facilement.

Notons ufl I’approximation de la solution a 'itération k. Notons wyy la grille basse résolution.
Soit I ;”I un opérateur d’interpolation de wyr vers wy, et [ ,f un opérateur de restriction de wy, vers
wg. Avec deux niveaux de grilles, le passage de l'itération k a 'itération k + 1 s’écrit :

Algorithme de correction par grille grossiere

1. Relaxation : faire v itérations de la méthode de relaxation notée S a uﬁ sur la grille
haute résolution wy, :

ap = S (up, Ln, f)
2. Correction par grille grossiere
(a) Calculer le résidu r, = fr, — Lpuy,
(b) Transférer le résidu sur la grille basse résolution : rg = Ifr),.
(c) Résoudre Lyey =rpg.
(d) Interpoler la correction sur la grille haute résolution : ey, = I'hey.
(e) Calculer la solution approchée haute résolution : 4y = ay, + €.

3. Relaxation : faire v itérations de la méthode de relaxation notée S a auy, :

ul}i+1 = 5" (aha Lh) fh)

Algorithme 1

Notons que c’est 'équation résiduelle du systéme qui est résolue sur la grille basse résolution
et pas le systéeme lui-méme. Apres avoir corrigé les erreurs hautes fréquences de 'approximation
uyp, lors de la premiere phase de relaxation, la correction par grille grossiere a pour but ’obtention
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d’un incrément corrigeant les basses fréquences de ’erreur. C’est donc le résidu qui est transféré
et non 'approximation courante de la solution.

5.1.3 L’algorithme Full Approximation Scheme (FAS)

Nous supposons cette fois que le systéme (5.1) est non-linéaire. Chercher une correction vy
solution de I’équation résiduelle Ljv, = r, n’a plus de sens dans ce cas. L’équation résiduelle a
résoudre sur la grille haute résolution devient :

Ly (up, +vp) — Ly(up) = rp (5.7)

Une solution approchée de cette équation sera obtenue en passant sur une grille a plus basse
résolution.

Notons uﬁ I’approximation de la solution a l'itération k. Soient [ f lopérateur de transfert
du résidu de wy, vers wy, I f l'opérateur de transfert de ’approximation de la solution de wy
vers wy et I 1@[ l'opérateur de transfert de la correction de wy vers wy,.

Avec deux niveaux de grilles, le passage de I'itération k a l'itération k + 1 s’écrit :

Algorithme FAS

1. Relaxation : faire 1 itérations de la méthode de relaxation notée S a u’fL sur

la grille haute résolution wy, :
ah = Syl (UZ, Lh) fh)

2. Correction par grille grossiere

(a) Calculer le résidu rp, = f, — Lp(ap,)

(b) Transférer le résidu sur la grille basse résolution : rg = IfTr),.
(¢) Transférer Papproximation : vy = I Hay,.
(d) Calculer le second membre basse résolution : fir = rg + Ly (vp).
(e) Résoudre Ly (vy) = fu.
(f) Calculer la correction : oy = vy — vpy.
) Interpoler la correction sur la grille haute résolution : vy = I ?If)H.

h) Calculer la solution approchée haute résolution : uy = up, + vp.

3. Relaxation : faire 15 itérations de la méthode de relaxation notée S a wy, :

u2+1 - SVQ (ahv Lh7 fh)

Algorithme 2

Nous pouvons remarquer que si le systeme est linéaire, alors ’agorithme FAS correspond &
I’algorithme de correction par grille grossiere.

De plus, I’algorithme FAS vérifie la propriété suivante :
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Propriété 1 Si uy est solution du systéme (5.1), alors la correction par grille grossiére est
nulle.

Preuve

Supposons que uy, soit solution du systeme (5.1). Alors Ly(up) = fr et rp = 0. Il faut alors
résoudre sur la grille basse résolution le systeme

Ly(vy) = Ly (I ap) (5.8)

dont I ,{I uy, est une solution évidente. Ceci entraine une correction nulle et donc une correc-
tion par grille grossiere nulle. CQFD [1.

Nous avons la une propriété importante de I'algorithme FAS : si la solution du systeme a
été trouvée sur la grille haute résolution alors la correction par grille grossiere ne la modifie pas.
Cette propriété n’est pas vérifiée par I'algorithme 1 congu pour les problemes linéaires.

5.2 Application de ’algorithme FAS a I’assimilation variation-
nelle de données avec controle de la condition initiale

Nous présentons dans cette partie I'application du FAS a l'assimilation variationnelle de
données. Ces travaux se basent sur approche proposée par Ta’asan [49] et sur celles proposées
par Nash [39] et Lewis et Nash [34].

Nous nous plagons dans le cas d’un algorithme 4D-Var pour lequel la variable de controle
est la condition initiale. Soit w notre domaine d’étude et soit wy un maillage de pas d’espace
constant h dans toutes les directions.

5.2.1 L’algorithme 4D-Var FAS

Le modeéle semi-discrétisé s’écrit :

oxy,
o = Fn(xp) sur wp x[0,7] (5.9)
xp(z,0) = x)
avec xy, le vecteur d’état du modele et X?L la condition initiale.
Nous cherchons donc & résoudre le probleme d’optimisation suivant :
, 1T 1
min ) = 5 [ 1) = I de+ 5k =i, (5.10)
Xp

Nous cherchons pour cela les points critiques de cette fonction, a savoir les solutions du
systeme :
VJu(x9) =0 (5.11)

Ceci peut se mettre sous la forme Ly (x)) = fy,, avec Ly (x)) = VJu(x9) et fn = 0. Appliquer
le FAS sur ce systeme revient a résoudre le systéme suivant sur une grille a plus basse résolution
Wi

Lu(x%) = I (fn — Ln(x})) + La (IFx}) (5.12)
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x% est ensuite mis a jour par la formule
X9 = x9 + It (xy — I7xY) (5.13)

Appliqué au systeme (5.11), nous obtenons le systéme suivant & résoudre sur la grille basse
résolution :

Vg (xy) = 17V, (x0) + Vg (IFx9) (5.14)
avec
0 1 0 b 12 1 r 2
Ju(xp) = 5IIXH —xylB, + 3 ), |Hp(xg) —yl||~dt (5.15)

et xg solution du modele basse résolution

{ a;(—tH = Fp(xg) sur wgy x[0,7) (5.16)
xp(z,0) = x%
Posons
g = — IV J,(x)) + VJH(IA}IL'IX(}JL)
Nous cherchons ainsi a résoudre le systeme
Vi (xy) = g2 (5.17)

Ceci revient & minimiser sur la grille basse résolution une nouvelle fonction coit J EAS définie
par :

THY (xY) = Tu(xl)— < g2, x>

Il n’est pas nécessaire de mener a terme la minimisation de J EAS . Une variante consiste
a itérer les cycles ”optimisation haute résolution”- ”optimisation FAS basse résolution” en ne
faisant qu’un certain nombre d’itérations de minimisation sur chaque grille.

Afin de s’assurer que la correction par grille grossiere minimise bien la fonction cotit haute
résolution, une recherche linéaire de pas optimal est ajoutée dans la phase de mise a jour de la

variable de controle haute résolution.

Nous obtenons alors ’algorithme 4D-Var FAS suivant :
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Algorithme 4D-Var FAS

Tant que k£ < Nji, ou convergence

1. kj, itérations de minimisation de la fonction cout haute résolution Jj, (X%)

. 1 Lt
min () = 5l —xhi, +5 [ 1)~ I

Xh

2. Calcul de g = — IV, (x%) + VI (I7x))

3. kpas itérations de minimisation de la fonction cotit FAS basse résolution J 5’45 .
min JEASGY) = Jn(x)— < ga x>
XH

4. Utiliser une recherche linéaire pour mettre a jour les variables de contréle haute résolution.
0 0 h (o0 _ FH_O
xp(k +1) = xp(k) + ol (xp — 1 x5, (k))

FIN

Cet algorithme correspond au module d’optimisation multi-grilles MG/Opt développé par
Nash [39]. Afin d’améliorer les performances de I’algorithme, il est également possible d’ajouter
des bornes judicieusement choisies sur la variable de controle (cf Lewis et Nash [34]).

5.2.2 Propriétés de ’algorithme

Nous présentons dans cette partie quelques propriétés de 'algorithme 4D-Var FAS introduit
précédemment.

5.2.2.1 Convergence de I’algorithme

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux propriétés de convergence de l'algorithme
d’assimilation 4D-Var FAS. Cet algorithme correspondant au module d’optimisation multi-grille
MG/Opt, nous présentons dans un premier temps les résultats obtenus par Nash [39] sur cet
algorithme. Nous nous intéressons dans un second temps a l'algorithme 4D-Var FAS sans re-
cherche linéaire et aux travaux d’Emilie Neveu [40] le concernant.

L’algorithme MG /Opt

Dans [39], Nash montre que l’algorithme MG/Opt converge si le probleme d’optimisation
vérifie plusieurs conditions. Si

1. Talgorithme d’optimisation utilisé sur chacune des grilles converge, & savoir
vk € {b, H}  lim [ V.J(x(p))]| = 0
p—>

avec p le nombre d’itérations de la routine de minimisation

2. le nombre d’itérations réalisées lors des phases de minimisation haute résolution est non
nul
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3. la correction par grille grossiere est bien une direction de descente pour la fonction cott
haute résolution

alors l'algorithme MG/Opt converge.

La correction par grille grossiere étant une direction de descente, la recherche linéaire pro-
duira a l'itération p+ 1 une variable de controle qui ne pourra pas étre pire que celle a 'itération
p. Comme une minimisation haute résolution a lieu, la convergence de ’algorithme d’optimisa-
tion haute résolution assure la convergence de ’algorithme MG /Opt.

La recherche linéaire lors de la mise a jour des variables de controle haute résolution joue donc
un role important. Sans elle, ’algorithme 4D-Var FAS décrit au §5.2.1 peut alors ne pas conver-
ger. En effet, la fonction cotit haute résolution calculée apres la correction par grille grossiere
peut prendre une valeur supérieure a celle qu’elle avait avant le cycle de minimisation basse
résolution si aucune condition n’est imposée sur le choix des opérateurs de transfert inter-grilles
ou sur le choix des discrétisations des modeles basse résolution. Une succession de phases ot la
minimisation haute résolution permettrait de revenir a4 des valeurs de la fonction colt proche
de celle antérieure a la hausse introduite par la correction par grille grossiere est envisageable,
empéchant ainsi ’algorithme de converger vers une solution optimale.

Nash propose également des conditions suffisantes pour que la correction par grille grossiere
soit bien une direction de descente. La premiere concerne les opérateurs de transferts inter-
grilles I Z et I ,{J appliqués aux variables d’état du modele. Ils sont supposés vérifier la relation
It = ~(IF)T, avec v > 0. Cest une relation classique pour les méthodes multi-grilles (cf §1.5.3).
Ceci implique au passage 'utilisation d’opérateurs linéaires. La seconde concerne le probleme
d’optimisation lui-méme, qui est supposé convexe. C’est une hypothese difficilement vérifiable
par les problemes d’assimilation de données rencontrés en pratique. Néanmoins, elle peut étre
remplacée par une hypothese moins forte, a savoir que la hessienne de la fonction cott soit définie
positive. Enfin, le probleme d’optimisation basse résolution doit étre résolu de fagon ”précise”.

Les calculs qui suivent permettent de mieux comprendre d’ou proviennent ces hypotheses.
Soit x% la variable de controle avant la phase de correction par grille grossiere et soit x(}{ la
variable de controle basse résolution optimisée. Elle vérifie I’équation

VJu(x%Y) = VIg(IHx9) — 18V .7,(x0) + z (5.18)

si le probleme d’optimisation basse résolution n’a pas été résolu de fagon exacte (z est un résidu).
La correction par grille grossiere est une direction de descente si

VI, DT (x% — THx9) <0 (5.19)

V()T (%9 — IX0) = (I VIO (xY — 7x9)
Y(VIg(IF %)) — Vg (xY) +2)T (x, — 1))

En appliquant le théoreme de la valeur moyenne entre x% et 1 ,f] X% a la fonction VJ H(x)Tx,
il vient

36, V) T (xy — I xR) = (= (b — I xp) M (€) (xy — I x) +27 (xy = ITx3)] (5.20)

avec Hp (&) la hessienne de Jp, calculée en .
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Si le probleme d’optimisation est convexe, ou si la hessienne est définie positive au voisinage
de &, le premier terme sera négatif. De plus,z sera négligeable si le probleme d’optimisation basse
résolution a été résolu de facon suffisamment ”précise”. Alors, la correction par grille grossiere
sera bien une direction de descente dans ce cas.

L’algorithme 4D-Var FAS sans recherche linéaire

La phase de recherche linéaire présente lors de la mise a jour des variables de controle
haute résolution pouvant faire croitre de maniere importante le nombre de simulations haute
résolution, il serait intéressant de pouvoir s’en affranchir. De plus, les conditions suffisantes
proposées par Nash pour que la correction par grille grossiere soit bien une direction de descente
font intervenir la convexité des problemes d’optimisation sur chacune des grilles. Ces hypotheses
peuvent devenir tres contraignantes pour I'application de ’assimilation variationnelle de données
aux fluides géophysiques.

Emilie Neveu [40] a montré qu’en imposant un certain nombre de contraintes portant sur
les opérateurs de transfert inter-grilles, les modeles basse résolution, les matrices de covariance
d’erreur d’ébauche basse résolution et les observations basse résolution, il était possible d’obtenir
une correction par grille grossiere qui minimise la fonction cott haute résolution permettant ainsi
a l’algorithme de converger.

Sans rentrer dans les détails, nous précisons tout de méme que les contraintes concernant
les modeles basse résolution peuvent s’avérer difficiles a mettre en pratique pour des modeles
réalistes d’océan. On demande ainsi a ce que Fgl ,fl soit proche de [ f Fj, avec Fy 'opérateur aux
dérivées partielles spatiales discret basse résolution. Un candidat naturel est Fiy = 1 ,{I Fy(I f )T si
lopérateur de transfert inter-grilles (I f 7' f est proche de l'identité. Néanmoins le calcul d’un
tel modele basse résolution semble impossible au vu de la complexité des modeles classiques
d’océan basés pour la pluspart sur des schémas aux différences finies.

Ces contraintes sont classiques en méthodes multi-grilles. En pratique cependant, les modeles
basse résolution sont obtenus en changeant quelques parametres du schéma numérique (pas
d’espace, coefficient de diffusion, etc..) ce qui pourrait ne pas étre suffisant pour vérifier les
contraintes de convergence proposées par Emilie Neveu.

5.2.2.2 Lien entre la correction par grille grossiére et les méthodes d’optimisation

Nous présentons succintement dans ce paragraphe les travaux de Lewis et Nash [34] faisant le
lien entre la méthode de correction par grille grossiere et les méthodes standards d’optimisation.

Reprenons les notations du paragraphe précédent. Soient xg la variable de contrdle haute
résolution avant la phase de correction par grille grossiére et soit X%, la variable de controle basse
résolution optimisée. Notons ey = xOH —1 ,{{ x?l ete, =1 ﬁ]e g la correction par grille grossiere.
Nous supposons de plus que 'opérateur de transfert inter-grille I }IL{ vérifie 1 ,{I =~ ;})T

Par définition de J3 FAS nous avons la relation suivante :

VIEAS(THXD) = IFV J,, (%) (5.21)
Tn(xh +en) = Ja(xp) +ef VIr(x}) + O([len])

0
h
= Ju(xp) + VeHIHVJh(Xh)JrO(HehH)
Jn(xp) + e VIEAS (%)) + O(ller |1?)
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Le probleme d’optimisation FAS basse résolution peut donc étre vue comme une approxi-
mation au premier ordre du probléeme d’optimisation haute résolution. La correction par grille
grossiére apparait ainsi comme une méthode de descente. L’algorithme 4D-Var FAS utilisant
une recherche linéaire lors de la mise a jour de la variable de controle haute résolution, cette
correction basse résolution est ainsi une méthode de descente & pas optimal.

Mieux, la correction par grille grossiere peut méme étre vue comme une méthode de type
Newton, ce qui fait que la valeur 1 pourra étre acceptée comme pas de descente par la recherche
linéaire. En effet, nous avons & convergence

VJIEAS(x9) =0 (5.22)
Or )
VIEAS (%) = Vg (xY) + IV I, (x0) — Vg (1Y) (5.23)
D’ou
Vi (xY) = VIg(IFx0)) — 17 7, (%)) (5.24)

Un développement au premier ordre de V.Jy (x9 77) nous donne
Vi Tn (xpy) = VI (IF%3) + Mo (17 3) (< — 1) (5.25)
En combinant les équations (5.24) et (5.25), il vient
(xy = In'x}) ~ =M (I <) IV T (x3) (5.26)
D’ou une approximation de la correction par grille grossiere
Iy = 1)~ [ () LV I (x))

L) V() (5-27)

Nous retrouvons ainsi une descente de type Newton. A convergence de l'algorithme, la cor-
rection par grille grossiere aura ainsi des échelles adaptées a la fonction cotit haute résolution.
Ceci permet de choisir la valeur 1 pour le premier pas de la recherche linéaire.

5.2.3 Application au cas d’une équation de Burgers 1-D

Ces tests numériques ont été réalisés par Emilie Neveu durant son stage de Master 2 Re-
cherche en 2007 [40]. Elle a appliqué l'algorithme 4D-Var FAS décrit dans la partie précédente
a une équation de Burgers 1D non-linéaire. Il est important de noter que la mise a jour des
variables de controle haute résolution lors de la correction par grille grossiere a été réalisée
sans recherche linéaire. Nous présentons ici quelques résultats obtenus en expériences jumelles
concernant la décroissance des erreurs RMS au cours de la minimisation.

5.2.3.1 Configuration des expériences

Le modele utilisé est une équation de Burgers non-linéaire en dimension un, avec un terme
de diffusion constant. La condition initiale est une sinusoide. Le modele s’écrit :

o 10 P
t 20z | 0x2 (5.28)
u(z,0) = ug(z) = sin(2wkyz/L)
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Le modele discret est obtenu par différences finies a 'aide de schémas centrés en espace et
explicites en temps.

L’état vrai est calculé en intégrant ce modele avec I’état initial exact donné par (5.28).
L’ébauche est obtenue en perturbant I’état initial par une sinusoide de fréquence plus élevée.

Les observations sont obtenues en échantillonnant temporellement 1’état vrai. L’espace des
observations coincide donc avec celui du vecteur d’état. Les matrices de covariance d’erreur
d’observation sont égales a l’identité. La variable de contrdle est la condition initiale ug. La
fonction colt mesure uniquement ’écart aux observations. Elle s’écrit :

1 T
T =5 [ = e (5.2
0
La minimisation est réalisée par une méthode de descente a pas optimal avec recherche
linéaire.

5.2.3.2 Résultats numériques

Emilie Neveu a comparé la méthode multi-grille avec 4 niveaux de grilles & une méthode
4D-Var mono-grille. Lors de chaque test, la méme méthode de descente a été utilisée.

La figure 5.1 représente les variations de l’erreur RMS relative (définition au §3.9) en fonction
du nombre de simulations haute résolution réalisées pendant la minimisation. Nous ne comptons
pas les simulations basse résolution car, celles-ci sont beaucoup moins couteuses en temps de
calcul que celles réalisées a haute résolution, d’autant plus qu’il est possible d’utiliser des modeéles
simplifiés (linéarisés par exemple) sur les grilles basse résolution (cf Neveu [40]). Ainsi dans le
cas de modeles réalistes, on cherchera essentiellement & limiter le nombre de simulations haute
résolution.

Nous constatons que 'algorithme FAS permet une accéleration importante de la décroissance
des erreurs RMS. Ainsi apres 25 simulations, la solution optimale haute résolution issue de
I’algorithme FAS présente une erreur plus faible que celle de la solution optimale mono-grille
obtenue apres 40 simulations.

La présence de paliers sur la courbe de I'erreur RMS associée & la solution FAS montre
I'importance de la correction par grille grossiere. La premieére correction permet ainsi de diviser
par 100 Perreur de la solution. Néanmoins, la correction par grille grossiere perd en efficacité au
cours de la minimisation. Nous retrouvons la propriété de la méthode FAS : la correction par
grille grossiere est nulle une fois 'optimum atteint.

5.2.3.3 Conclusion

L’algorithme 4D-Var FAS avec controle de la condition initiale donne des résultats tres sa-
tisfaisants sur ce cas test trés simple. Il y a bien eu réduction des erreurs de la solution haute
résolution apres les différents passages sur les grilles basse résolution. Il n’a pas été nécessaire
d’utiliser une recherche linéaire lors de la mise a jour de la variable de contréle haute résolution.
De plus, cette méthode a nécessité deux fois moins de simulations haute résolution qu’un algo-
rithme 4D-Var mono-grille. De tels résultats seraient particulierement intéressants dans le cas
de modeles réalistes.
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erreur RMS moyenne en fonction du nombre de simulations
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Fi1G. 5.1 — Erreur RMS relative en fonction du nombre de simulations haute résolution

5.3 Application de ’algorithme FAS a I’assimilation variation-
nelle de données avec controle de la condition initiale et des
conditions aux frontiéres

Nous nous intéressons dans cette partie a ’application du FAS pour I’assimilation de données
dans un modele présentant des frontieres ouvertes. Les variables de controle sont cette fois-ci la
condition initiale du modele ainsi que les conditions aux limites.

Nous avons constaté (cf chapitre 4) que la résolution de ce probleme d’optimisation pouvait
s’avérer difficile. Dans nos cas tests, les conditions aux limites du domaine furent tres peu cor-
rigées, les corrections apportées par ’assimilation de données étant toujours a haute fréquence.
Ceci est di a I’hyper-sensibilité de la hauteur d’eau a 'intérieur du domaine vis-a-vis des vitesses
spécifiées aux frontieres.

La méthode de minimisation n’étant pas capable de corriger les composantes basse fréquence
des erreurs, I’emploi d’'une méthode de correction par grille grossiere apparait naturelle. Les
basses fréquences sur une grille apparaissant comme des hautes fréquences sur une grille a
plus basse résolution, il devrait donc étre possible d’améliorer la correction des conditions aux
frontieres en passant sur une grille a plus basse résolution.

Soit w notre domaine d’étude et soit wy un maillage de pas d’espace constant h dans toutes
les directions.
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5.3.1 L’algorithme 4D-Var FAS

Nous présentons dans cette partie I'application de 'algorithme FAS au probleme de ['assi-
milation variationnelle de données dans un modele présentant des frontieres ouvertes.
Le modele semi-discrétisé s’écrit :

9xn
ot

Xh(]:, O) = X?z

Xow, = €dw, Sur Owp x [0,7]

= Fh(xhaxawh) sur - WwWh X [OaT]
(5.30)

ou xy, représente le vecteur d’état du modele, X?L la condition initiale et x4, les conditions
aux frontieres.

Le probleme d’assimilation va consister a minimiser une fonction cout .J par rapport au
vecteur de controle défini par la condition initiale et la valeur des conditions aux frontieres €g,, -
La fonctionnelle est de type 4D-Var, ce qui s’écrit :

, 1 1 (T 1 (T
in o) =[xk - x5 [ IH0) < ylBde+ [ a1t
(x9 €0u,) 2 2 Jo 2 Jo
(5.31)
Appliquons l'algorithme FAS au systeme :
VIh(x, €wy,) = 0 (5.32)

Nous utilisons le symbole G pour les opérateurs de transferts inter-grilles appliqués aux
conditions initiales et I ceux appliqués aux conditions aux frontieres. Ainsi GhH sera l'opérateur
de restriction appliqué pour la condition initiale.

Sur la grille basse résolution wyy, ce systéme devient :

h 8 ox) X €0 ) + 5 o, (G, I e,
VI (XY, €y ) = . o (5.33)
Iilzq L (Xh,eawh) + i (Gh thlh 65&%)
Oe €0wy, Oe €Owr

avec

1 e e
Tl o) = 5k =il + 5 [ i) =y dt+ 5 [ I Cueony Pt (530

et xg solution du modele basse résolution

0
OXH Fr(XH,Xow,) sur wg x [0,7]

ot
xp(z,0) = x% (5.35)

Xowy = €wy Sur Owg x (0,7
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Posons 57 97
HYYh /0 H
= -G}, aT((})L(Xhaﬁawh) t o %(Gh x), I eos,)

(5.36)

oJy, 0Jy

gg = flji(xgu eawh) =+ (Gh xha Ih eawh)
8 8wh 8 8&)1_[

Ceci revient au probleme de minimisation d’une nouvelle fonction cott :

T
FAS 0 0 0
Ji (XH,eawH) = Ju(Xp, €0wy )— < Xp, g5 > —/ < €dwyy, g5 > dt
0

Apres quelques itérations du minimiseur, le contréle haute résolution est mis & jour par une
recherche linéaire :
{ xj = xp) + oG (xfy — Gif Xh) (5.37)
€dw), = €owy, T+ aIl}LLI (€owy — Ih anh) '
Une phase d’assimilation haute résolution est ensuite réalisée. Il est alors possible d’itérer
plusieurs fois cette phase de correction grossiere, ce qui nous donne ’algorithme :

Algorithme 4D-Var FAS

Tant que k < Njior

1. kj itérations de minimisation de la fonction cotut haute résolution Jj, (X?L, €dwy,)

ou convergence

. 1
min I can) = 51X - bl
(xgaeawh) 2
17 5 17 5
+3 | I = yIE e+ 5 [ [Chcon, P

2. Calcul de g9 et g5.

3. kpag itérations de minimisation de la fonction cotit FAS basse résolution J EAS .

T

. 0 .0

(xomem : JFAS(XH,eawH) = JH(X(}{,eawH) — < X7, gy > —/0 < €y, 95 > dt
H®Owpr

4. Utiliser une recherche linéaire pour mettre a jour les variables de contréle haute résolution.

{ xp(k+ 1)

=xp (k) + aGl (XH thh( )
€ow, (k+1) = €

o (B) + @l (eowy, — I o, (K))

FIN

5.3.2 Propriétés de P’algorithme
5.3.2.1 Une variable de controéle problématique

Reprenons I’étude des propriétés d’optimisation de la correction par grille grossiere réalisée
au §5.2.2.2. A convergence de I'optimisation sur la grille basse résolution, nous avons

VIEAS (%%, €a0y) = 0 (5.38)
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D’ou en reprenant ’expression de J EAS
0 NH O 7H Gt (0) 0
VJH(XH,GawH) = VJH(Gh Xh7Ih €8wh) - (O) IH VJh(Xh,eawh) (539)
h

Un développement au premier ordre de VJ H(x%, €dwy, ) nous donne

J 0 ~ Vg (CHXO [H GHYO fH x%—(?th2
\Y H(XH7€8<~UH)NV u(Gh Xp, hfawh)+HH( h Xh> hfawh) S

} (5.40)

anH - Ifeawh
En combinant les équations (5.39) et (5.40), il vient

Gil (0)

0 _ GHO L .
[ H hoh ] ~ _HHI(GthgaIl?Eé)wh) [ (0) If ] VJh(X?L,eawh) (5.41)

H
anH - Ih anh

D’ou une approximation de la correction par grille grossiere

Gl (xy — éhHX(;)l) G (0) —1(AHLO0 TH Gt (0) 0
Tt Gy == LG 1 |ttt | G G | v

(5.42)

Nous retrouvons une formule analogue a I’équation (5.27). La correction semble ainsi étre une

direction de descente de type Newton. Intéressons-nous de plus pres a la matrice

Notons
My (Gilxh, I eow,) = [ ;T g ] (5.44)
Nous avons alors . chaci G
= { BTG hor ] (5:45)

Rappelons que (cf §1.5.3)

dy (5.46)

avec do = di; + 1. Par exemple, pour un modele 2D, la condition initiale est une variable 2D
tandis que les conditions aux limites sont des variables 1D. Cette différence de dimension s’avere
problématique. En effet, nous avons

h
h H h H
()T — GHAG]  LGyBI,
th BTGl ot

(5.47)

La matrice H;Il est donc symétrique si et seulement si G%B[ }IL{ = 0. Dans un cas général,
cette condition n’a aucune raison d’étre vérifiée. Cette matrice risque donc de ne pas étre une
bonne approximation de la hessienne haute résolution. La correction par grille grossiere pourra
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donc étre a des échelles non adaptées pour le probleme d’assimilation haute résolution. La
différence de dimension entre les variables de contréle fait que la correction par
grille grossiére ne s’apparentera plus a une direction de descente de type Newton,
sauf cas particulier.

Une premiere solution pour s’assurer que la minimisation basse résolution ne s’écarte pas
trop de la solution haute résolution est 'utilisation de contraintes durant la minimisation. Lewis
et Nash [34] préconise ainsi l'utilisation de bornes sur la variable de controle. Ceci supoose d’étre
en possession d’'un module d’optimisation autorisant I'introduction de contraintes.

Une autre solution serait d’utiliser un préconditionnement judicieux. Par exemple, si les
composantes de la variable de controle dans ’espace préconditionné sont toutes de méme di-
mension, alors les transferts inter-grilles ne poseront plus de probléme. Nous serons alors ra-
mené a l'algorithme FAS de la partie précédente. La question est maintenant de savoir si un tel
préconditionnement existe. C’est une question pour laquelle nous n’avons pas pour l'instant la
réponse. Une étude de la hessienne de la fonction cofit est a ce stade obligatoire.

La solution que nous avons privilégiée pour nos tests numériques est l'introduction d’un
facteur d’échelle O'?{ lors de la mise a jour des variables de controle haute résolution par la
correction par grille grossiere. Nous pouvons remarquer qu’en interpolant la correction basse
résolution sur la condition initiale par 'opérateur %Gh et non plus par G’}{, la matrice 7:(;11
devient symétrique. Naturellement, cet opérateur d’ mterpolatlon présente une erreur importante
puisqu'il sous-estime la correction haute résolution. Méme si H7;! o est symétrique, elle n’est donc
pas pour autant une bonne approximation de la hessienne haute résolution.

Néanmoins, la correction par grille grossiere peut toujours étre vue comme une approxi-
mation au premier ordre du probleme d’assimilation haute résolution. Notons eH = (e%,e%)
la correction par grille grossiere sur la grille basse résolution, avec e%[ = xH GH x?L et
€Y = €wy — I }fl €w,- Avec les mémes notations pour la grille haute résolution, nous obtenons
e, = (e),ef) = (Ghel;, Ihe;). Par définition de J54%, nous avons

FAS
aajx(Gh x5, It €, Gyl gJ'S (%}, €0y)
H
= (5.48)
o JFAS I aJh
(Gh hth €dwn ) I Des (X}weﬁwh)
Wh

O€owy
D’ou
7 O0Jn
O€puy,

. 0Jy, .
Tn(x), + €hs cow, €)= Tn(Xhscow,) + (e))" 55 (xh, 0w, ) + () (xh, €0ur,) + O(llen|?)

ox;
H aJ,

= Jnlh) + ()" (eh) T 5 (ks €
Xn

(Xh,anh) +O0([lenl?)

= Jh(xg)Jr(g)dl( ejr) 8 0 (GRxP, I eausy)
8JFAS
(G ) (i) TS

0€duy;
En rééchelonant chacune des composantes de la correction par grille grossiere par des coefficients
distincts, le probleme d’assimilation FAS basse résolution apparait comme une approximation au

(Gh'xp. I eou,) + Olllen||?)
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premier ordre du probléme d’assimilation haute résolution. Nous constatons que les différences
de dimension entre les variables donnent plus de poids a la condition initiale dans la correction
par grille grossiere.

Ces constats permettent d’imaginer une méthode tres simple ayant pour but de corriger ces
problémes d’échelle de la variable de controle. Nous proposons d’utiliser I'opérateur o, h Gh T pour
interpoler la correction portant sur la condition initiale, le parametre U?{ étant réglé ”a la main”
par l'utilisateur. La mise & jour des variables de controle haute résolution utilisera toujours une
recherche linéaire. Elle s’écrit

{ xj(k + 1)

o, (k + 1)_ (5.49)

xj (k) + aUHGh (xfr — Gh xj (k)
€d ( ) + aIHGBa)H Ih (anh(k>)
avec « le pas optimal.

Cette solution est évidemment tres simpliste. Néanmoins, les résultats numériques obtenus
avec cette méthode au §5.3.3 laissent entrevoir des perspectives intéressantes.

5.3.2.2 Le préconditionnemment éx = B30

o . . . 1
Nous nous intéressons dans cette partie aux au préconditionnement 4D-Var dx = B2v

1
présenté au §1.4.5. Le but est de trouver des conditions portant sur B, nous assurant que le
préconditionnement basse résolution soit cohérent avec celui réalisé a haute résolution.

1 -
Effectuons le changement de variable X?L - xl,’l = Bﬁvg et notons Jy la fonction cout haute

- 1
résolution dans I’espace préconditionné. Nous avons Jh(vg, €owy,) = Jh(B}QLV?L, €0w, )- L’ébauche
xz est volontairement oubliée pour ne pas alourdir les notations.
Le gradient et la hessienne de Jp, s’écrivent

0 (B2v €dwy, )
T hy €ow
V(v ean, ) = B; (0) Ox h "
h\ Vs €owp I 8J0b3 1
0 I || 25 (BEVY, o)
Oeou, (5.50)

B (0) 20 ¢ B? (0)
0 1 ]H‘]’L(Bh o) [ 0 1, ]

avec I. I'opérateur identité dans I’espace des conditions aux frontiéres.

A convergence de la minimisation sur la grille basse résolution, des calculs analogues au
§5.3.2.1 donnent

~ 1 T
[Cijﬂv%—cigw?) ]z_ GBI~ (O |3 1(BEGH, fep,) | BH) G (0)
IH(EBUJH - Ih anh) (0) II]?I (0) II{I

(5.51)
Posons
1 anB2)y ) | im0 B2)'¢! (o)
ST T R ) KT Al I R 552

1 1
Faisons les hypotheses suivantes sur (B%)™! et B :

th(vg, 680%)
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1

1
IGHBE) ™ = B) "Gl =0(h?) ,q¢>1

1 ~ 1
IB3GY —Gi/Bp || = 0(h?) ,q>1

La premiere hypothese est équivalente ! &

T T
IBZ) G —GIBZ) ' =0(h9) ,g>1 (5.53)
Il vient alors

B;)" (0)

H' ~
m 0) I

T
Gy (O)] L AHRE 0 FH [G}? (O)D B2)"! (0)
Hy (G B2 vy, I €pw h
([(0) Iy i (G B Diieon) | (q) I 0) I
(5.54)
En comparant avec I'inverse de la hessienne haute résolution (équation (5.50)), nous consta-

tons que la correction par grille grossiere correspond a une descente de type Newton si

Gl (0)

—1/123.0 1, AHp3.0 7H Gt (0)
HJh (Bhvh7€3wh) ~ (0) II}—LI Hy (G B, v, I, anh) (5.55)

0) 57
Comme nous 'avons vu au §5.3.2.1, cette hypothese n’est pas vérifiée dans un cas général.
Nous sommes de nouveau confrontés au probleme d’échelle de la correction par grille grossiere
1

rencontré précédemment. Le choix de B?{ vérifiant les hypothese encadrées permet de s’assurer
que le préconditionnement 4D-Var ne va pas amplifier ces problemes d’échelle.

5.3.3 Applications au cas d’un modele shallow water 2-D

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus avec ’algorithme 4D-Var FAS en
expériences jumelles sur un modele shallow water 2-D.

5.3.3.1 Configuration des expériences

Nous nous placons dans le cadre des expériences jumelles d’assimilation présentées au cha-
pitre 3. La zone d’étude est de nouveau le domaine local w. Elle correspond au domaine encadré
en rouge sur les figures 3.3 et 3.7.

Nous utilisons la méme configuration mono-grille frontieres ouvertes que celle présentée au
chapitre 3. La grille haute résolution wy, recouvre uniquement le domaine w. Les conditions aux
limites sont spécifiées de maniere off-line par des forcages provenant d’un autre modele. Nous
renvoyons le lecteur & ce chapitre pour plus de détails sur la configuration des tests numériques.

Notre configuration de I'algorithme 4D-Var FAS n’utilise que deux grilles. La grille basse
résolution wy possede la méme résolution que la grille basse résolution Qz utilisée pour I'em-
boitement de modeles. Nous avons ainsi un coefficient de raffinement de 3 dans chacune des
directions entre les deux grilles.

1a norme d’opérateur |||| sur les fonctions de grilles est équivalente & la norme d’opérateur ||||2
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Le choix des observations est par contre différent. Nous assimilons toujours des données de
hauteur d’eau obtenues en échantillonnant spatio-temporellement 1’état vrai. Nous avons cepen-
dant augmenté le nombre d’observations afin de nous placer dans une situation plus favorable
a la fois pour lalgorithme 4D-Var classique et pour l'algorithme 4D-Var FAS. Le coefficient
d’échantillonnage temporel vaut 24, soit deux observations par jour, et les coefficients spatiaux
valent 3. La résolution spatiale des observations coincide ainsi avec celle de la grille wp.

La fonction cout Jj, est la somme de ’écart de la solution du modele aux observations et de
I’écart de la condition initiale a I’ébauche. Nous n’avons pas mis de terme de régularisation sur
le controle des conditions aux frontieres. Nous utilisons le méme filtre Laplacien généralisé qu’au
§3.5 pour modéliser la matrice de covariance d’erreur d’ébauche haute résolution. Ceci nous

1
amene donc A faire le changement de variable classique 0% = B i vg (cf §1.4.5). La fonction cott
s’écrit : )
J(v6 ebe) = 5Ivo 13 + T (v, eve)

Pour l’algorithme 4D-Var FAS, les covariances d’erreur d’ébauche basse résolution sont
1

également modélisées par un filtre Laplacien BZ. Celui-ci est défini par la relation
1 1
B} = GfB2GY, (5.56)

Il serait intéressant d’étudier les propriétés d’ellipticité de la hessienne de la fonction cott
avec un tel préconditionnenemt. Malheureusement, cette étude n’a pu étre menée faute de temps.

Deux types d’ébauche ont été envisagées pour nos expériences. La premiere correspond a
une ébauche ”loin” de la solution vraie. Nous utilisons la condition initiale et les conditions aux
limites utilisées pour les expériences numériques sans préconditionnement du chapitre 4 .

La seconde correspond a une ébauche ”proche” de la solution vraie. Nous utilisons la condi-
tion initiale et les conditions aux frontieres obtenue apres 20 itérations de préconditionnement
basse résolution (cf §4.8).

Les conditions aux limites correspondant a l'interpolation sur les frontieres du domaine d’une
solution globale basse résolution optimisée, elle devrait donc présenter essentiellement des er-
reurs hautes fréquences pour lesquelles la correction par grille grossiere apporte peu comparée
a un algorithme mono-grille. Nous espérons par contre une nette amélioration des performances
de P'assimilation haute résolution dans le premier cas.

Enfin, les minimisations sont effectuées grace au module M1QN3 développé par Gilbert et
Lemaréchal [27]. Il faut signaler que son utilisation peut s’averer problématique pour les mini-
misations de la fonction coiit FAS basse résolution. En effet, c’est une méthode de type quasi-
Newton dont I'approximation de l'inverse de la hessienne est obtenue par la formule BFGS. A
litération k, m paires de vecteurs {(X;+1 —X;, 8i+1 — 8i),k—m < i < k—1} (avec g; le gradient
de la fonction cout calculé en x;) sont utilisées pour mettre a jour I'approximation courante de
la hessienne. Les gradients de la fonction cotit interviennent ainsi dans ce calcul. Sur la grille
basse résolution, cette approximation va donc étre obtenue en utilisant les termes go présents
dans le gradient de J fIAS . Or la hessienne de J EAS ne fait pas directement intervenir ces termes
(le modele étant non-linéaire, ils jouent quand méme un réle via les xi). Les termes go chan-
geant apres chaque minimisation haute résolution, ’algorithme pourra faire intervenir, lors des
changements de cycle, une matrice ne correspondant plus & une approximation de la hessienne,
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entrainant ainsi une dégradation de la minimisation. Il est donc nécessaire de faire redémarrer
”a froid” la minimisation basse résolution. Cela nuit évidemment aux performances de la mini-
misation basse résolution. Les résultats présentés dans la suite pourront donc étre améliorés en
adaptant a notre approche multi-grille le module M1QN3.

Nous avons comparé dans nos tests plusieurs variantes de l'algorithme 4D-Var FAS a al-
gorithme mono-grille. La premiere est ’algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle tel qu’il
est décrit au §5.3.2.1. La seconde est ’algorithme 4D-Var FAS sans ce facteur d’échelle afin de
mesurer son impact au niveau de la minimisation haute résolution. Enfin, dans la troisieme, nous
avons retiré les termes go dans le calcul de la fonction cout basse résolution (le facteur d’échelle
est conservé par contre). La valeur de ce facteur est 27 dans les deux configurations.

Nous présentons uniquement les performances de l'assimilation en terme de minimisation
haute résolution de la fonction cotit ainsi qu’en terme d’erreur RMS normalisée. Nous rappelons
la formule de I’erreur RMS normalisée :

_ x4 @) = x" (@)l

T
V1 Jo =3 dt

5.3.3.2 Résultats numériques : cas ou la solution est ”loin” de la solution vraie

vt € [0,T] RMS(t)

(5.57)

Nous nous placons dans le cas ol la solution haute résolution est ”loin” de la solution vraie.
L’algorithme FAS va donc nécessiter un nombre important d’itérations de minimisation basse
résolution lors des premiers cycles. Au bout de 2 cycles, les dernieres itérations de minimisation
ne corrigeant que peu les solutions, nous réduisons leur nombre pour chacune des grilles.

La figure 5.2 représente 1’évolution de la fonction cotit en fonction du nombre d’itérations
du minimiseur haute résolution.

Nous constatons tout d’abord que l'algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle permet
une décroissance plus rapide et plus importante de la fonction coiit haute résolution. Apres
30 itérations haute résolution, la fonction colit associée a cet algorithme est ainsi 6 fois plus
faible que celle associée a I’algorithme mono-grille. De plus, la courbe 4D-Var FAS avec facteur
d’échelle présente de nombreux paliers, marqués essentiellement en début de minimisation. Les
sauts observés correspondent aux mises a jour des variables de controle haute résolution par la
correction par grille grossiere. Nous constatons qu’elle permet une réduction importante de la
fonction cout lors des premieres itérations de minimisation. L’utilisation d’un facteur d’échelle
lors de la mise a jour des variables de contréle haute résolution apparait nécessaire. Sans ce pa-
rametre, les performances de 1'algorithme 4D-Var FAS sont tres proches de celles de ’algorithme
mono-grille. Le facteur d’échelle permet, en leur donnant plus de poids dans la correction par
grille grossiere, de privilégier les échelles de la correction des conditions aux frontieres lors de la
recherche linéaire.

L’importance des termes FAS go dans le processus de correction par grille grossiere est fla-
grante. La courbe ”Bi-grid” représente I'application d’'une méthode multi-grille classique, c’est a
dire sans le terme additionnelle gs. Ainsi les courbes de décroissance de la fonction colt associée
au cas mono-grille et au cas bi-grille sans gs sont presque confondues. Ce terme nous assure que
la correction par grille grossiere est une approximation du premier ordre (& des coefficients mul-
tiplicatif pres) du probleme d’assimilation haute résolution. Sans celui-ci, il n’y a plus forcément
de correspondance entre les problemes d’optimisation haute et basse résolution. Dans ce cas,
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Fic. 5.2 — Evolution des fonctions colit haute résolution en fonction du nombre d’itérations
de l'algorithme d’optimisation. En noir : algorithme mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var
FAS avec facteur d’échelle. En bleu : algorithme 4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan :
algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes ga.

I'utilisation d’une grille grossiere pourra entrainer une augmentation de la fonction cotut.

La figure 5.3 représente l’évolution au cours de la minimisation haute résolution de la
moyenne temporelle de I'erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau. Naturellement, nous re-
trouvons des résultats analogues a ceux observés sur la minimisation de la fonctionnelle haute
résolution. Nous constatons ainsi que l'algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle permet
d’obtenir une solution haute résolution avec une erreur plus faible que celle de la solution mono-
grille. Néanmoins le gain apporté par le FAS reste relativement faible (5 points d’erreur). Sans
ce facteur, la décroissance des erreurs de la solution haute résolution est équivalente a celle de
I’algorithme mono-grille.

La figure 5.4 représente l’évolution au cours de la minimisation haute résolution de la
moyenne temporelle de ’erreur RMS normalisée sur les vitesses. Nous constatons de nouveau que
I’algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle permet d’obtenir une solution haute résolution
avec une erreur plus faible que celle de la solution mono-grille. L’écart entre les erreurs des so-
lutions FAS et de la solution mono-grille est cette fois-ci plus important (de I'ordre de 15 points
d’erreurs). Cependant, la solution FAS présente encore une erreur élevée sur les vitesses. Apres
presque 30 itérations haute résolution, l'erreur est aux alentours de 50%.

Nous constatons également que l’algorithme bi-grille sans termes go dans la fonction cott
basse résolution et I'algorithme 4D-Var FAS sans facteur d’échelle permettent une légere amélio-
ration des vitesses de la solution haute résolution comparé a I’algorithme mono-grille. La solution
optimale haute résolution obtenue avec cet algorithme présente toutefois des erreurs sur les
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F1G. 5.3 — Moyenne temporelle de I'erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau (variable ob-
servée) en fonction du nombre d’itérations de la minimisation haute résolution. En noir : algo-
rithme mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle. En bleu

: algo-
rithme 4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan : algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes
g2.
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F1G. 5.4 — Moyenne temporelle de ’erreur RMS normalisée sur la vitesse (variable non observée)
en fonction du nombre d’itérations de la minimisation haute résolution. En noir : algorithme
mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle. En bleu : algorithme
4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan : algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes gs.

vitesses nettement supérieures a celle de la solution 4D-Var FAS avec facteur d’échelle.

5.3.3.3 Résultats numériques : cas ou la solution est ”proche” de la solution vraie

Nous nous placons dans le cas ou la solution haute résolution est proche de la solution vraie.
Dans ce cas, la minimisation basse résolution ne nécessitera plus autant d’itérations pour fournir
une correction par grille grossiere pertinente. Nous avons donc réduit les nombres d’itérations
de minimisation sur chacune des grilles et nous les avons gardés constants au cours des cycles.

La figure 5.5 représente 1’évolution de la fonction cotit en fonction du nombre d’itérations
du minimiseur haute résolution.

Nous constatons de nouveau que 'algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle permet une
décroissance plus rapide et plus importante de la fonction cott haute résolution. L’écart est
toutefois plus faible que celui observé au §5.3.3.2. Ainsi apreés 30 itérations haute résolution,
la fonction colt associée a cet algorithme est entre 2 et 3 fois plus faible que celle associée
a l'algorithme mono-grille. Nous retrouvons la présence de nombreux paliers au niveau de la
courbe associée a cet algorithme. Les mises a jour des variables de contrdle haute résolution
par la correction par grille grossiere permettent une réduction importante de la fonction cotut
surtout lors des premieres itérations de minimisation.

Cette configuration montre également I'importance du facteur d’échelle lors de la mise a
jour des variables de contréle haute résolution. Sans ce parametre, I’algorithme FAS obtient
des résultats équivalents voire légerement moins bons que ceux de ’algorithme mono-grille. En
réduisant ’amplitude de la correction sur la condition initiale, il permet de rendre la correction
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Fic. 5.5 — Evolution des fonctions colit haute résolution en fonction du nombre d’itérations
de l'algorithme d’optimisation. En noir : algorithme mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var
FAS avec facteur d’échelle. En bleu : algorithme 4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan :
algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes ga.

par grille grossiere acceptable pour ’algorithme de recherche linéaire. La correction par grille
grossiere une fois remise a échelle semble ainsi étre une direction de descente de la fonction
cout haute résolution. Ce sont les échelles de correction sur la condition initiale qui ne sont pas
toujours adaptées au probleme d’optimisation haute résolution.

La figure 5.6 représente ’évolution au cours de la minimisation haute résolution de la
moyenne temporelle de 'erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau.

Nous retrouvons des résultats analogues a ceux observés sur la minimisation de la fonc-
tionnelle haute résolution. L’algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle permet de réduire
le plus efficacement les erreurs de la solution haute résolution. Les premieres corrections par
grille grossiere permettent une réduction importante de ces erreurs. Par contre pour la version
sans facteur d’échelle, la faiblesse de la décroissance de la fonction cout observée se traduit par
une décroissance de I'erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau moins rapide que pour le cas
mono-grille. Néanmoins, lors des dernieres itérations, ces erreurs RMS sont tres proches de celles
de la solution obtenue avec I’algorithme mono-grille.

Nous observons le méme type de résultats au niveau de I’évolution au cours de la minimi-
sation de la moyenne temporelle de 'erreur RMS normalisée sur les vitesses (figure 5.6). De
nouveau, l'algorithme 4D-Var FAS permet une meilleure réduction des erreurs de la solution
haute résolution.
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F1G. 5.6 — Moyenne temporelle de I’erreur RMS normalisée sur la hauteur d’eau (variable ob-
servée) en fonction du nombre d’itérations de la minimisation haute résolution. En noir : algo-
rithme mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle. En bleu : algo-
rithme 4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan : algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes
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F1G. 5.7 — Moyenne temporelle de ’erreur RMS normalisée sur la vitesse (variable non observée)
en fonction du nombre d’itérations de la minimisation haute résolution. En noir : algorithme
mono-grille. En rouge : algorithme 4D-Var FAS avec facteur d’échelle. En bleu : algorithme
4D-Var FAS sans facteur d’échelle. En cyan : algorithme 4D-Var bi-grille sans les termes gs.

5.3.3.4 Conclusion

L’algorithme 4D-Var FAS avec controle de la condition initiale et des conditions aux limites
a permis sur ces expériences une minimisation plus importante de la fonction cott comparé
a un algorithme 4D-Var mono-grille classique. Il a permis d’obtenir des solutions optimales
possédant des erreurs plus faibles sur les différentes variables comparées aux solutions optimales
mono-grilles, et ce dans les deux configurations étudiées.

Il faut tout de méme signaler que dans le cas ou la solution est initialement ”loin” de la
solution vraie, la solution optimale que ’on obtient avec I’algorithme 4D-Var FAS posséde encore
des erreurs importantes, surtout au niveau des vitesses, malgré une diminution importante de
la fonction cout. L’ajout dans I'expression de fonction colt de termes de régularisation sur le
controle des conditions aux limites devrait la rendre plus pertinente d’un point de vue physique
et ainsi permettre une meilleure correction des erreurs. Ceci peut étre vu comme une tentative
d’amélioration des propriétés de la hessienne de la fonction cott.

Nous avons pu voir également que l'utilisation d’un facteur d’échelle pour la mise a jour
des variables de controle haute résolution était nécessaire. Méme si cette méthode est simpliste,
elle permet néanmoins de compenser, sur ce cas précis, les problemes théoriques de ’algorithme
évoqués au §5.3.2.1.

Enfin, les performances de la minimisation basse résolution peuvent étre tres certainement
améliorées en modifiant le module d’optimisation M1QN3. Cette possible amélioration de la
correction par grille grossiere devrait entrainer une décroissance plus importante de la fonction
colit haute résolution.
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5.4 Conclusion

Cette étude préliminaire avait pour but la mise en place d’algorithmes d’assimilation varia-
tionnelle de données basés sur une approche multi-grille. L’application du Full Approximation
Scheme a la recherche des points critiques de la fonction cott 4D-Var nous a permis d’obtenir
un algorithme 4D-Var multi-grille, appelé dans ce chapitre 4D-Var FAS. Celui-ci possede de
"bonnes” propriétés d’optimisation lorsque les variables de controle sont de méme dimension
(typiquement contrdle de la condition initiale seule ou des conditions aux limites seules). Outre
le fait que sa convergence soit assurée pour un grand nombre de problémes d’optimisation, la
correction par grille grossiere, qui fait la force de cet algorithme, apparait comme une descente
de type Newton, et se révele ainsi bien adaptée a la minimisation de la fonction cotit. Dans le cas
ou les composantes de la variables de controle seraient de dimension différentes (par exemple le
controle simultané de la condition initiale et des conditions aux limites), la correction par grille
grossiere n’apparait plus comme une descente de type Newton et pourra avoir des échelles non
adaptées au probleme d’assimilation haute résolution.

En pratique, afin de remédier a ce probleme, nous avons proposé une méthode simple consis-
tant a introduire un facteur d’échelle afin de privilégier la direction d’une des composantes du
vecteur de contrdle lors de la correction par grille grossiere. Les tests numériques réalisés sur
des configurations idéalisées 1D et 2D nous ont permis de constater un gain important en terme
de minimisation de la fonction cout via 'utilisation de cet algorithme et I'introduciton de ce
parametre pour les tests 2D. Il a permis d’obtenir des solutions optimales possédant des erreurs
plus faibles sur les différentes variables comparées aux solutions optimales mono-grille.

Néanmoins de nombreux problemes restent en suspens. Ainsi, les solutions optimales ob-
tenues pour les configuration 2D a frontieres ouvertes présentent encore des niveaux d’erreur
importants, surtout sur les variables non observées. Des améliorations de la fonction colt sont
donc & prévoir, tant d’un point de vue physique (matrice B) que mathématique. Pour cela, il
nous parait indispensable d’étudier théoriquement la facon de préconditionner la fonction cout
afin de s’assurer que la correction par grille grossiére soit bien une approximation d’une direc-
tion de descente de type Newton du probléeme d’assimilation haute résolution. De plus, I'étude
des propriétés d’ellipticité de sa hessienne nous parait intéressante. Les informations obtenues
devraient nous permettre de choisir avec précision les termes de régularisation a ajouter a la
fonction cotlit et nous renseigner également sur la nature du préconditionnement recherché.

Au niveau pratique, il est également nécessaire de repenser ’algorithme d’optimisation afin
de pouvoir le faire fonctionner sans avoir a faire des redémarrages ”a froid”.

Enfin, il reste & mettre en place un algorithme d’assimilation variationnelle de données pour
des modeles emboités basé sur une application locale du FAS. De nombreux problemes appa-
raissent dans ce cas. Comment obtenir un algorithme vérifiant la propriété FAS, a savoir que
si optimum local haute résolution est atteint, la correction par grille grossiere ne le modifie
pas. Peut-on obtenir un algorithme ayant des bonnes propriétés de convergence, les problemes
d’optimisation pouvant étre radicalement différents d’une grille a ’autre ?
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Le but de ces travaux était de mettre en place une formulation de ’assimilation variationnelle
de données pour des modeles emboités, puis de la valider sur des cas tests numériques simples.

Nous avons proposé plusieurs variantes d’un algorithme de type 4D-Var qui se révelent par-
faitement adaptées aux différentes interactions présentes entre les modeles. Pour le cas général
d’une grille haute résolution emboitée localement dans une autre a plus faible résolution, nous
avons posé les équations du systeme adjoint dans les deux cas d’interactions one-way et two-
way. Nous avons montré que la formulation adjointe fait naturellement apparaitre de nouvelles
interactions entre les grilles, dans le sens opposé de celles existant dans la formulation directe.
Nous avons envisagé plusieurs types de controle pour la minimisation de notre fonction cott :
dans un premier temps, la condition initiale bi-grille, a laquelle, dans un second temps, nous
avons ajouté un terme de controle sur les transferts inter-grilles (algorithmes wic).

Nous avons également étudié la structure de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche B
toujours dans le cas d’un emboitement bi-grille. Nous avons notamment montré que dans le cas
ou I’ébauche était obtenue par intégration par un modele bi-grille d'une ébauche antérieure, il
était possible d’approximer B par I'intégration de la matrice d’erreur d’ébauche présente sur la
fenétre antérieure, par le linéaire tangent du modele bi-grille auquel s’ajoutent des termes d’er-
reur modele. Nous avons obtenu ainsi une relation de récurrence entre les matrices de covariance
d’erreur d’ébauche de deux fenétres d’assimilation consécutives, qui s’avere étre la méme que
dans le cas mono-grille. Il va étre possible d’appliquer au cas bi-grille les méthodes de calcul de
la matrice B déja existantes pour le cas mono-grille.

Nous avons testé les différents algorithmes proposés lors d’expériences jumelles sur un modele
shallow water 2D. Nous nous sommes placés dans une optique d’assimilation de données dans
un modele présentant des frontieres ouvertes. Il correspond au modele local haute résolution
décrit dans notre emboitement. Nous avons assimilé des observations de hauteur d’eau présentes
uniquement sur le domaine du zoom.

Les résultats obtenus grace a ’assimilation bi-grille sont bien meilleurs que ceux résultant
d’un algorithme mono-grille avec controle de la condition initiale et des conditions aux li-
mites. Ces algorithmes permettent de converger rapidement vers des solutions optimales haute
résolution tres proches de la solution vraie. Ces solutions présentent des erreurs beaucoup plus
faibles que celles de la solution optimale mono-grille. Les solutions basse résolution ont également
été améliorées, dans des proportions plus faibles, sur ’ensemble du domaine. Ces bonnes perfor-
mances s’expliquent par le fait que 'emboitement de modeles a permis une réelle correction des
conditions aux frontieres du modele haute résolution, ce qui n’était pas le cas pour l'algorithme
mono-grille.
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L’utilisation d’emboitements en interaction two-way en comparaison des interactions one-
way a entrainé une nette amélioration des solutions haute résolution surtout sur les vitesses
(variables non observées). Néanmoins, 'emboitement one-way reste trés intéressant de par sa
simplicité d’implémentation informatique.

Enfin, Papport du controle des erreurs de transferts inter-grilles a permis une décroissance
plus importante de la fonction cotut. Dans le cas d’interaction two-way, ceci se traduit par une
accélération en début de minimisation de la convergence des erreurs RMS des solutions haute
résolution et une amélioration des propriétés énergétiques des solutions optimales.

Enfin, nous avons étudié 'application des méthodes multi-grilles a I'assimilation variation-
nelle de données. L’application du Full Approximation Scheme a la résolution de 1’équation
d’Euler (VJ = 0) nous a permis d’obtenir un algorithme d’assimilation variationnelle multi-
grille appelé 4D-Var FAS. Celui-ci s’avere tres proche du module d’optimisation multi-grille
MG/Opt développé par Nash [39]. Nous avons pu constater que cet algorithme possede de
bonnes propriétés d’optimisation dans le cas o 'on contréle uniquement la condition initiale
(ou les conditions aux limites), mais que celles-ci pouvaient étre perdues dans le cas du controle
conjoint de la condition initiale et des conditions aux limites. Ces variables n’étant pas de méme
dimension, les différents transferts inter-grilles font ainsi apparaitre des problemes d’échelles
entre les variables. Afin d’y remédier, nous avons proposé une méthode simple consistant & in-
troduire un facteur d’échelle sur les variables de controle lors de la correction par grille grossiere.

Les tests numériques 1D et 2D ont permis de montrer un gain important en terme de
réduction de la fonction cotit via 'utilisation de I’algorithme 4D-Var FAS. Il a permis d’obtenir
des solutions optimales possédant des erreurs plus faibles sur les différentes variables comparées
aux solutions optimales mono-grilles. Néanmoins, ces erreurs, pour la configuration 2D, restent
encore importantes surtout sur les variables non observées.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Tout d’abord, en ce qui concerne les modeles
emboités, il serait intéressant de tester nos algorithmes dans une configuration réaliste (modele
3D, observations réelles) afin d’en apprécier les performances dans un contexte opérationnel. Bien
souvent, soit les modeles d’océan permettent de mettre en place facilement un emboitement on-
line soit ils disposent de leur modele adjoint. Mais rares sont les modeles intégrant a la fois
des modules de raffinement de maillages et d’assimilation variationnelle de données. D’impor-
tants travaux de développement sont donc a prévoir. Cependant, il nous parait s’agir la d’étapes
indispensables pour disposer in fine de systemes régionaux de modélisation et de prévision per-
formants, systemes pour lesquels la demande est de plus en plus forte actuellement.

Il serait également intéressant, pour les algorithmes wic, d’étudier les termes de régularisation
portant sur le controle des transferts inter-grilles, afin que celui-ci soit plus pertinent d’un point
de vue physique.

En ce qui concerne I’approche FAS de I’assimilation variationnelle de données, I’étude théorique
de la hessienne de la fonction cott via I’étude de son symbole est a mener afin d’évaluer ses pro-
priétés d’ellipticité. Les informations obtenues devraient nous permettre de choisir avec précision
les termes de régularisation a ajouter a la fonction cout, ainsi que le préconditionnement a appli-
quer aux variables de contréole permettant de résoudre les problemes d’échelles rencontrés dans
le cas du controle de la condition initiale et des conditions aux limites.

Il reste également a mettre en place un algorithme d’assimilation variationnelle de données
pour des modeles emboités basé sur une application locale du FAS. De nombreux probléemes
apparaissent notamment sur la propriété FAS de 'algorithme (& savoir que si 'optimum local
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haute résolution est atteint, la correction par grille grossiere ne le modifie pas), et sur les pro-
priétés de convergence et d’efficacité (les problemes d’optimisation pouvant étre radicalement
différents d’une grille a Pautre).

Enfin, la question de l'introduction d’observations dans le modele basse résolution est aussi
a étudier. Ainsi, jusqu’a présent dans les tests numériques effectués, les observations étaient
présentes uniquement sur la grille haute résolution. Le but était alors de savoir si I’emploi de
modeles multi-grilles permettait d’améliorer les performances de I'assimilation par rapport a
un algorithme mono-grille pour un modele présentant des frontieres ouvertes. Il reste encore
a traiter la question de ’assimilation de données dans les modele emboités déja opérationnels.
La question fondamentale sous-jacente concerne le choix des observations a utiliser sur chacune
des grilles suivant leur résolution. Ainsi des observations pertinentes a une certaine échelle ne le
seront plus forcément & une autre, et seraient alors susceptibles de dégrader les performances de
I'assimilation de données (Le Dimet et Shutyaev [19]). Il va donc falloir étudier l'influence des
observations dans un tel systeme d’assimilation de données, et définir sur quels criteres s’appuyer
pour sélectionner les observations a assimiler sur chaque grille. A nos yeux, le calcul des degrés
de liberté du signal (DFS) semble un outil de diagnostic intéressant pour aborder cette question
(Cardinali et al [10], Chapnik [11]).

Nous retrouvons la, exprimé dans un contexte multi-échelles, toute la problématique de
I’assimilation de données : comment combiner ces sources d’information distinctes que sont les
modeles et les observations pour obtenir la meilleure représentation possible de I’éveénement
particulier sur lequel notre attention se porte ?
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Annexe A

Structure de la matrice de
covariance d’erreur d’ébauche

Nous développons dans cette partie les calculs permettant d’aboutir aux résultat de la
partie 2.2 concernant la structure de la matrice de covariance d’erreur débauche dans le cas
d’intéractions one-way et two-way.

La matrice de covariance d’erreur d’ébauche est de la forme :

Bun Bpn
B — [ b B ] (A1)

Le bloc By correspond aux covariances d’erreur d’ébauche des variables d’état de la grille
grossiére, le bloc By, a celles des variables d’états de la grille fine, et les blocs By et By
aux covariances entre les deux grilles. Nous notons dans toute la suite de ce document Ny la
taille du vecteur d’état sur la grille grossiere et Np celle du vecteur d’état sur la grille fine.
Nous avons alors B € My, 1w, (R), Byg € My, (R), By, € My, (R), B, € My, N, (R) et
Bug € MN/HNH (R)

A.1 Cadre simplifié : I’ébauche haute résolution est obtenue par
interpolation de 1’ébauche basse résolution

Dans un premier temps nous faisons ’hypothese simplificatrice suivante :
b h (b
xp, = I (xp) (A.2)

ou [ }‘I est un opérateur d’interpolation non linéaire, de Fo,, dans F,,. Nous supposons ainsi
que le vecteur d’ébauche de la grille fine est obtenu par interpolation de la composante wy du
vecteur d’ébauche de la grille grossiere. Cette situation est fréquente en pratique : lors de la mise
en place de ’emboitement de modeles, la solution haute résolution est obtenue en interpolant la
solution basse résolution.

A.1.1 Erreur d’ébauche

L’erreur d’ébauche sur la grille fine ez devient :
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EI;L = I?I(XI}{)_XZ (A.3)

= (Iy(xh) — T (xy) + (T (xy) = %)

Posons e/t =T ?I(x'}l) — xfl. Ce terme correspond a ’erreur commise par 'interpolation de la
solution vraie de la grille grossiére vis-a-vis de la solution vraie sur la grille fine.

En linéarisant 'opérateur d’interpolation au voisinage de 1’ébauche grossiere, il vient :

Iy (xpr) = I (x3y) = Tgeyy +an, ol = ollei ) (A.4)
)

ou I, symbolise 1% (x4,

Il vient,

el;L = I’;Ielj{ +elt 4 an, |lagll = 0("61}{‘”

Fixons € € R, ¢ > 0. Effectuons le changement de variable o) = eay. L’erreur d’ébauche
sur la grille fine s’écrit :

(—:z = I};Iell’g +elt + cay,

A.1.2 Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

e Calcul de By :

B,y = Cov(eg, EI;{)

= COV(I%&%, es{{) + COV(GI’t, EII;{) + COV(Ckh, 6(];_1) (A5>

Faisons I'hypothése suivante :

hyp : €/t et 61}1 sont indépendantes.

Nous supposons ainsi que les erreurs d’ébauche sur la grille grossiere et les erreurs commises
en approximant ”I’état vrai” de la grille fine par une interpolation de "I’état vrai” de la grille
grossiere sont indépendantes. Cette hypothese parait naturelle, le choix de I’ébauche étant a
priori indépendant du choix de l'opérateur d’interpolation.

D'ott By = Cov(I%4eb;, €5) + eCov(ap, €)).

Or Cov(I%el}{, el}{) = I’}{BHH

Do,

Bug = I};[BHH + €COV(ah, ell)—l)
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e Calcul de Bpy, :

B étant symétrique, il vient By, = BgH.D’oﬁ :

Byn = (I}IL_IBHH)T + 5(Cov(ah, Eg{))T (A 6)
= BHHI}]E[T + SCOV(EI}_I, ah) ’
Soit,
BHh = BHHI?_IT + ECOV(G?_I, ah)
e Calcul de Byy, :
En injectant 1’expression de 627 on obtient :
By, = Cov(eb,eb)
= INByyIF + 1% Cov(ey, elt)
+Cov(elt, NI + By (A.7)
+eI% Cov(ely, ay) + eCov(elt, ay) + eCov(ay, ) I
+eCov(ay, elt) + e?Ba,
Toujours sous I’hypothese que !t et El}{ sont indépendantes, il vient
Bun = I4Bupl'l + B,
+e[I% Cov(ely, ap) + Cov(el't, ay) + Cov(ay, )1
+Cov(ay, /)] + £2Ba,
Finalement, B s’écrit sous la forme :
|B=BO +:BO) 4+ 2B®),
A.1.2.1 Approximation de la matrice de covariance d’erreur d’ébauche
Intéressons nous alors & Pordre 0 de B, c’est & dire, B = B(?),
B Byl
BO) — | DHH HHEH A.
1"Byy 1mBypl'l +B.. (A.8)

Nous retrouvons la matrice obtenue dans la partie (2.2.1) dans le cas d’un opérateur d’inter-
polation linéaire, I’;I étant ici le linéarisé de [ 1’}] au voisinage de 1’ébauche.

A.2 L’ébauche est obtenue apres intégration d’un modele bi-
grille en interaction one-way dans un cas non-linéaire
Nous supposons cette fois-ci que I’ébauche est obtenue apres intégration d’'une ébauche ini-

tiale par un modele non-linéaire en configuration one-way durant un unique pas de temps. Nous
avons vu que I'extension a n pas de temps ne posait pas de difficulté.
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La matrice de covariance d’erreur d’ébauche B que nous cherchons a calculer peut également
étre vue comme une matrice de covariance d’erreur de prévision. Notons B la matrice de co-
variance d’erreur d’ébauche obtenue sur la fenétre antérieure. Enfin, notons également avec un
"tilde” les variables de la fenétre antérieure.

Ceci s’écrit :

{ Xy = Mp(X}) (A.9)

xj, = My(%, Iy (Mp (%}))) '
Nous faisons les hypothéses suivantes en ce qui concerne le modele :
— My est différentiable en 5(’1{[. Nous pouvons ainsi linéariser le modele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation My pour représenter M H(f{’;[)

— M), admet des dérivées partielles suivant x; en (X2, I%(Mpg(XY))) et suivant xg, en
My, ) OMy,

(X4, I (Mp(%Y))). Nous les noterons o < o

A.2.1 Erreur d’ébauche

Grille grossiere

L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere 61;{ devient :

LAy N o (A10)
= (Mu(xy) — Mu(Xy)) + (Mu(Xy) — xj)
Posons €M = xi, — Mp(x%;). Ce terme correspond & l'erreur modele du modele basse
résolution.
Nous avons alors :
¢y = (Mp(Xyy) — My (X)) — ejf
= Mu(xy) — (Mu(Xy) + My (X — Xy) + an) — ey, (A.11)

|l = o(lI%} — %))

Posons 6?1 = il}{ —x!,. Ce terme correspond a 'erreur d’ébauche sur la grille grossiére comme

définie dans la partie précedente.

Il vient finalement, en choisissant ag = —ag,

ey = Mpéy —ef +am, |launl =o(le;])

Fixons € € R, & > 0. Effectuons le changement de variable &y = cay. L’erreur d’ébauche
sur la grille grossiere devient :

by = My, — el +cay

QGrille fine

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit :
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& = MyS, Ik o y
(xh7IH(MH(xH)))

i 3 ! A.12
(M (%)) — My (&), Ty (Mg (<)) (412
+Mp (X, T (M (X)) — X,
Posons e} = xt — M,(x, I (My(xY))). Ce terme correspond & lerreur modele haute
résolution.
B = M T (M () ~ M (54, T (M ()
= My(x}, I (Mp (X%))) — [My(%}, Ify (M (%5))) (A.13)
OMp v p 2 2 — St b
Txh(xh =Xp,) +Bnls 1Bl = o([Ix, — %3 1)
Posons & = %% — x!. I vient,
oMy, 5 - . 3
L = &+ B, 118all = (1) (A.14)
oxp,
I = My(R) Il (M (%) — My() I (M (%)) s
= Mp(X}, Ify(Mp (X)) — Ma(X, If ([Mp (Xy) — Mpyéy + anl))

Iz = My}, I ([Mg(X5,) — Myéy + ag)))
= ]\{h(iiv Iz@(MHg(l}z))f L (—Muéy + am) + ), (A.16)
[36ll = o([[M g€}y + anl|)

Lemme : Si My est borné sur Fy,,, alors ||[94| = o(||€%])).

En effet, si My est borné sur Fg,,, alors nous pouvons définir |[Mp||. Alors,nous avons :

1Fnll 13l IMpés; + ag|
(Al HMH%;WdHH HgHHd H (A.17)
h H
o ([[Mg|| + ——)
Myl + anll €%l
—_ 0 - b s 9] 0
Or, |9l = o([|Muéy + anll) et [|[anll = o(|[€]]), il vient, AT 0, 0.
H
D’ou,
I3 = My(X}, I (Mg (x8)) + I (~Mpyéy, + an) + n),

I15ul1 = oCl1e ) it
= Ma(Rh Ty (M (Ri)) + 5~ (1Ml + Tyl +3n) + i,
30l = oll - T Ml + Ty +Full)

(A.18)

De la méme maniére que pour 4, on démontre que |0, = o(||é]).
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D’on,
aMh h ~b aMh h ~ aMh~ ~
I, = ' M — I -4 .
2 Bxg, I HE€H %o, HOH = 5= . Yh — Oh (A.19)
Supposons que " Soit borné sur F,, . De la méme maniere, il vient :
Xo,,
OMy, 8Mh - < -
5 Iy n + 0l = oll|€x 1)) (A.20)
X, W
D’ou,
OMy, . -
L = 3 Iy Mpéy + 6, [|5n] = o(|1]) (A.21)
X9,
D’ou,
& =IL+I—el (A.22)
Soit,
8Mh ~b aMh ~b ~ -
¢ = Bxn €t D5, —— T}y Mpély — e + Bu + 6,

16l = oI} 1)

lonll = o(ll€x 1)

Effectuons les changements de variable §;, = by, et 6, = €8y, avec ¢ fixé précedemment.

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit

b aMh ~b aMh

€ = h+axd

I Mpyél, —eM +¢b + €sp,
3Xh HE€ — € h h

A.2.2 Matrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

e Calcul de Bypg :

Buyn = Cov(ey, el}{)

= COV(MHGH,MHGH)+C0V(6H,6H)+Cov(aH,aH)
—i—COV(MHeH,aH)—i—Cov(aH,MHeH) COV(MHEH,EAH/[)
—Cov (e, Myés,) — Cov(eM, ay) — Cov(ay, M)

= MHBHHMEA—QH MHCOV(EH,EH) COV(EH,GH)MT

+eMpCov(éy,, ay) + eCov(an, &)ME — eCov(eM ay) — eCov(ay, €M)

+52B5H
avec Qp la matrice de covariance d’erreur modele basse résolution.

Nous faisons ici une nouvelle hypothese :

(A.23)
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hyp : El}{ et e% sont indépendantes.

Nous supposons que l'erreur d’ébauche basse résolution et I’erreur modele basse résolution
sont indépendantes. Cette hypothese discutable pour une ébauche issue d’une phase de prévision
du modele est classique en assimilation de données mono-grille.

D’ou
Buyy = MyBpyM%L +Qy
+e[MpyCov(&,ag) + Cov(aw, éy)ML — Cov(eM ay) — Cov(ay, €M)
+¢?Bay,

e Calcul de By :

Byy = Cov(ed,el)
My, My, My,
= Cov(a & Myl — Cov(a ez,e%)+Cov(8 elfl,dH)
TS R PR
+Cov( 3X3h I Mpés, Myéel,) — Cov( ax(; b M

oM, b - "
+Cov (g My, ) = Covlep, Mirély) + Cov(ey! ejf)

—Cov(eﬁ/[,gq{) + Cov (B, arr) + Cov(Bh, Myel;) — Cov(Bh, e}
+COV(5’h, MHgl;{) — COV(&h, 6%) + COV((}}L, &H)

(A.24)
8Mh~ T 8 h M 8Mh ~ T
= ——BpgMzy — —C I MyBpgpgpM
8)§h My = 5 ov(&, €h') + oy, TMHBHEM
M,
—8th My Cov(ésy, e¥) — Cov(eM  &)MEL + Cov(el, X
o
My,
8{9 (eh,aH)—i—ag hph "M Cov(és;,ay) —eCov(el  ay)
Xh

+eCov(by, &,)ME — sCov(bh, M) + eCov(sy, &) )ME — eCov(sy, €)
—I—sQCov(bh, ay) +e2Cov(sy, apy)

Nous faisons ici une nouvelle hypothese :

hyp : & 7 et eh d’une part, et eh et eH sont indépendantes d’autre part

Nous supposons ainsi que 'erreur d’ébauche antérieure sur une grille et ’erreur modele sur
I’autre grille sont indépendantes. Nous prolongeons au cas bi-grille I'hypothese que les erreurs
modeles sur chacune des grilles sont indépendantes des états de ces modeles.

D’ou
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M, M, ~
Bt = o,y MY 4 ool My By MY
8X aX(‘)w
—I—Cov(ehM,e%)
0 oM
e[ - hCov(,an) + 8XahI My Cov(éy, ag) — Cov(el, ap)
+COV(bh,~€H)MH — COV(bh, GH) + COV(gh, gl}{)MHT — COV(éh, 6%)]
+e2[Cov(by,ay) + Cov(sh, an))
e Calcul de Byy, :
Par symétrie de B, il vient By, = BfH
- oM, ]" - oMy, "
By, = MpBup |—— MyByyMEIMT | —=
Hh H Hh|:8xh:| + MppByg Myl [5Xaw
+Cov(e, eM)

_ . [oa )" - oM, " i
+e[Cov(ay, ) [ax:] + Cov(ay, &)MEIT [axah] — Cov(ay, €M)
+MyCov(ély, by) — Cov(elf , by) + My Cov (&, 84) — Cov(elf ,51)]
+€2[COV(51H7 bh) + COV(éH, éh)]

e Calcul de By, :
By, = Cov(el, )
= —B ByyMEIM | ——2
oxp, [6xh] + ox, 0x9,
M, e OMy o~ oM, "
— C I} MyB -—
o ov(éh, eM) + o HBHR | 5o
oM, oM, 1" oM, B
+o ;IHMHBHHMTIhT {axﬂ - axahlh MHCOV(EI}{,ehM)
M, M,
—Cov(elM &) Q — Cov(eM, &b \MELIM OMy +Qh
oxp, 0x, (A.25)
8M b = :
S - Cov(eh, Sp) + S - Cov(eh,bh) + gaxa MHCov(eH,bh)
OM - iy
+e 8xahI M Cov(éY,5;) — eCov(el, by) — eCov(eM, 5,)
) M, M1
+eCov(8p, €7) [%X:] + eCov (8, e ) METAT [gxah] — eCov(sp, €M)
oM, 1T oM, 1"

+eCov(by, &) [63%} + eCov(by, &b )M LI [
+52B5h + &2Bg, + £2Cov (s, f)h) + E2COV(E)}L, Sh)

oxy,

w

Sous 'hypothese | hyp : El,’L et ehM sont indépendantes

il vient

] — eCov(by, eM)
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oM, = [oM,1"T oM, - —a
B = —"B By yMELIH]
hh 8Xh hh |:8Xh:| + 8x hH 3X
oM, _, oM,1" oMy, ., 7o [OM, 17T
—IyMyB I MyByyMETY
+ %, HMAaD A, [ ox, + %, HMEDEH axaw
+Q% oM oM
te[ =L Cov(e,58,) + —2Cov(&), by) + —1 My Cov(&ly, by)
a@ h oxp, 0xy,
M, -
+87h1 M Cov(éYy,55) — Cov(el, by) — Cov(el, §p,)
XA,
oMy, 1" oMy, "
+Cov(8y, &) | ==2| 4 Cov(8y, &) METT | | — Cov(s, €M)
oxy, axc’?w
r o~ aMh r ~ L aMh T ~
+Cov(by, &) [8){;1] + ({ov(bh,el}{)IN\/I%}IZT [axaw — Cov(by, e})]
+e[Bg, + Bs, + Cov(8y, by,) + Cov(by, 5p)]

Finalement, B s’écrit sous la forme :

|B=BO B0 +2BO |

A.3 L’ébauche est obtenue apres intégration d’un modele bi-
grille en interaction two-way dans un cas non-linéaire

Nous supposons cette fois-ci que ’ébauche est obtenue aprés intégration d’une ébauche ini-
tiale par un modele non-linéaire en configuration two-way durant un unique pas de temps. Nous
avons vu que I'extension a n pas de temps ne posait pas de difficulté.

Ceci s’écrit :
xb, = Jg, My (X%) + I, GE (M (X8, I (My(%5))))
{ H ‘UHNthH _WH Th hA\Eps L\ HAR (A.26)
Xp, = My (X3, Iy (Mu (X))
Nous faisons les hypothéses suivantes en ce qui concerne le modele :
— My est différentiable en 5(’}[. Nous pouvons ainsi linéariser le modele autour de ce vecteur.
Par la suite, nous utiliserons la notation My pour représenter My (XY).
— M), admet des dérivées partielles suivant xj, en (x4, I (Ko, M 1(X4;))) et suivant x4, en
My, oMy,
et .
Xp, 0xg,

(%}, 11y (Ka,,, M (X};))). Nous les noterons

— G,IZ{ est différentiable sur F,,, . Nous noterons
Gy = Gt (Ma(Rp, Ty (M (%5,)))
G}, = Gy, (Mp(x},, Iy (Mu (X)) (A.27)
Gyl = G (M (x5, I1;(Mu (X))

Enfin, notons la restriction de xz a 'intérieur de wyy

Ky, : Fo, — Fo,
{ 0 sur Owpy (A.28)
XH = o
Xy Ssur wy

Nous avons ainsi : Jg,, +Jo, Ks,, = IFQH‘
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A.3.1 Erreur d’ébauche

Grille grossiere

L’erreur d’ébauche sur la grille grossiere EI;{ devient :

b bt
o THNH £ H <b 7h b t (A.29)
= Jou[Mu(Xy) —xyl + oy, (G (Ma(xy, T (Mu (X)) — Koy X
L = MpYy)—xi
N - - . A.30
— Mudy —elf +an. Nl = o) (430
avec e} = xt, — My (xl;), d’aprés les calculs fait dans le cas d’interaction one-way.
I = GII(Mu(x}, Iy (Mp(x})))) — Ko, XYy
— Gl My (=), I (Mi(x4)) — GIT (0 (54, T (M (33,))
+G%(Mh(>f2afg(MH(>fH)))) - G%(Mh(XZJH(MH(X?{)))) (A.31)
+Gy (My(%},, Ty (Mu (X)) — G (%)
+Gy (x,) — Koy Xy

Posons €%t = GH(x!) — K, x5. Ce terme correspond a l'erreur commise par la restriction
de la solution vraie & haute résolution vis-a-vis de la restriction de la solution vraie a wy.

Iy = G (My(%}, Iy (Mu (X)) - GH(Mh( o 11 (M (%5))))
= Gyl [My(X], Iy (Mp (X}))) — My (%G, i ( H(il}{)))] + Bu
18el] = ol M (5, Iy (M (X)) — Mh( T (M (&)

OMp, >
= GH[axh h o Bul + Br, (18all = o(lIEh ),

- - - (A.32)
||5H(|9|]\=4 o([| M (%5, iy (M (X)) — M (X, Iy (Mu (x5)))11)
= Gf/ ax, T G B+ Bu, 115ull = oI,
oM,
1Bal = ol 2 + Ball)
d’apres les calculs du one-way.
Or, ) )
18u1l = o(lle 1)) = IGH Brll = oIl (A.33)
oMy,
Supposons de plus Ox) bornée sur F,,. Il vient que ||Bg|| = o(||&])).
En effet,
OMy, _
10l 18l Ve,
&l 3Mh & €3]
15522 + Bl ~ A3
||5H|| oMy Gl
< (H I+ =)
oxn &l
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8Mh . ﬂH
Or, 3| = ol G+ Al et 3] = oI, i vient, 2] — 0.0
h
D’ou,
OMjp, = -
Iy = GI==& +0u, |Bul =o(l&l) (A.35)

0xp,

Iy = C_T”hH(Mh(iZJZ(MH(il}{))))—GH(Mh(thZ(MH(i%))))
= Gl [My(x],, Ify (Mp (X)) — M (%5, Ty (M (%3)] + vu
Iy || = oIl M (], Ty (M (%5))) — M (%, Iy (Ma (%3))) )

oMy, . . - - A.36
= GG Madly + o0+ i ] = ol ), (430
OMp b -
lall = o(ll 5 1t Muély + Gall)
d’apres les calculs du one-way.
oM, . ~H~ - -
Ii = Gl I Mudly + Gilon -+ ya, [onl) = ol 1):
8Mh i i (A.37)
Iyl —O(H I} Mpép + 6ll)

h . ’ o , .
En supposant bornée sur F,, et My borné sur Fg,,, de méme que précedemment, il

X0,
vient : oM
I, = GH(9 "1 Ko, My +3m,  |1Full = o(||é4]), (A.38)
Enfin,
Iy = GiH(My(x, I (Mu (%)) — GH(x},)
~H M M (A.39)
= =Gy g +ou, |oull=o(lle[])
Finalement,
N - = oM,
ey = Jou[Mnély —ejf +an] +Jo, (G . :€h + B
oM, - ~ =~
+GH8 h MH€H+7H—Gh € +6H+€G7t], (A40)
lam| = O(H &), Bl =o(lEN), 15ull =o(l& ), 6ul=o(ler])
Soit,
- oM, 5 - oMy,
ell’q = [J@HMH—FJ‘;HGH({) hy MH]€H+J&HGhHa : I;L

~Jou e — 3o, GHeM +JwH Gt + &g + Brr +vm,
lan| = o(HeHH)
1Bl = o(HGhID
vzl = o(llep"|I)
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Par la suite, nous noterons Py I'opérateur J;, Mpy + Je GH

~ Fixonse e R, e>0etnekR,
Bu = cby et yg = ndy.
L’erreur d’ébauche basse résolution devient

M
h 9%, H-

n > 0. Effectuons les Changements de variables ay = cay,

- oM,
eb, = PH€’}{+J¢HGH8 e

Xh
Js GH

7JWH 6H

+J5, €9t 4 cay 4+ cby +ndy

Grille fine

L’erreur d’ébauche sur la grille fine s’écrit (cf calculs dans le cas one-way) :

b M 2 ~
€ — €y + B+ On,

oMy, OMy, -
b b
= — I M
“h 6xh ht 0%y H
154 = o141
llonll = o(llex 1)

Effectuons les changements de variables §;, = €by, et 65, = €8, avec ¢ fixé précedemment.

L’erreur d’ébauche haute résolution s’écrit

b
€h

8Mh ~b
8xh h

OMy,

D%, MHGH—Eh +€bh—|—€sh

A.3.2 DMatrice de covariance d’erreur d’ébauche

Intéressons-nous maintenant au calcul de B.

Nous faisons ici de nouvelles hypotheses :

hyp :

— El}{ et e% sont indépendants
— E’}I et eﬁ/f sont indépendants
- €Z;L et e% sont indépendants
— €Z et ehM sont indépendants

Nous supposons que les erreurs d’ébauche sur la fenétre précédente sont indépendantes
des erreurs modeles sur cette fenétre. Ces hypothese sont les mémes que celles faites dans

le cas en interaction one-way.

— El}{ et €' sont indépendants
— & et €% sont indépendants

Nous supposons que les erreurs d’ébauche sur la fenétre précédente sont indépendantes des
erreurs commises en appliquant ’opérateur de restriction la solution vraie haute résolution
vis-a-vis de la restriction a wy de la solution vraie basse résolution.
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— e% et €t sont indépendants
— ehM et €9 sont indépendants

Nous supposons que les erreurs modeles et les erreurs de restriction sont indépendantes.
Cette hypothese parait naturelle, le choix de GhH étant indépendant des modeles My et

M,,.

Calcul de By

oMy,

Buny = PHngIPHT +PuCov(ely, &)l B "GHIL,
— aMh b ~b = HaMh aMh h ¥
+Jo, GI %) Cov(&, &Py’ +Js, G, Tthgg[ %) "GHIL,

—G—J@HBE%J&HT _tjwféhHBfﬁfCi}ﬁng + j;JHBEG,tng
By Conelf )G, + 1o, G Contl! 2,

- R = M, b~
—l—e[PHCov(gl}{, ag)+ PHCOV(GI;{, by) + JU&HGhHaT:COV(EZv ary)
_ oM, ~ -
—f—J@HG}Il{a?:COV(gz? by) —Jo, Cov(el ay) — g, Cov(el by)

—f—jg)HCOV(EG’t, ag) + j;JHCOV(eG’t, BH) + Cov(agy, g?{)PHT

oM = S
+Cov(agy, €g)[7h]TGZJ£H — Cov(ay, e¥) Iy, T — Cov(an, ehM)G}}_IJgH

0x
g aM,

+Cov(ag, GG,t)ng + Cov(bg, &) Pyt + Cov(by, €Z)[O—M]TGII§3£H

—COV(BH, e%)J&HT - COV(BH, ehM)é%ng + COV(BH, eG’t)ng]

oM, :
+n[Cov(ds, &) Py" + Cov(dg, &) [a?h]TG};]JgH
h

—Cov(dy, e%)J@HT - Cov(dg, e~hM)C-'w’}{j£H + Cov(dy, eG’t)ng]
+é2 [Ba,, + Cov(amy,by) + Cov(by,am) + BBH}
+en[Cov(ay,dy) + Cov(by,dy) + Cov(dy,ay) + Cov(dy, by)]
+772BdH

Calcul de By :
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8Mh ~b ~b T 8Mh h 6Mh aMh

B = C P IyK M B, P —B.
hH oxy, ov (&, € P + X, 9 H2é, ot oxy, Ez[axh
8Mh ~ 8Aih

o oL I KaWHMHCOV(E%”eh)[axh

"GHIL .

- M,
+e[Cov(by, &) Pr” + Cov(&, &;)Pu” + Cov(by, eg)[gx “rGyIL,
h

oMy,

+Cov(3p, &) [ Ox,

]TGHJ — Cov(byp, ¥ Iy, T — Cov(dn, e g, *

—Cov(by, e )G%JT - Cov(sh,eh )G?IJT + Cov(by, th)JT + Cov(8p,, €“ )ng

3 h

Cov(é?, ag)

%y HMHCOV(GH,aH) — Cov(eM ap)

6M71
%y

6
8

Cov(eh, by) + I KawHMHCOV(El}I, by) — Cov(e by

o o1
+n[ 9%, hph KawHMHCOV(gl}{,dH) — Cov(eM dy)]
€

d
+€e2[Cov(by, an) + Cov(sh, az) + Cov(bp, byr) + Cov(3p, br)]
+€7][COV(bh, dH) + COV(éh, dH)]

- Cov(eh, dy) +

]TGHJ&,H + BGLMGHJLDH + Cov(eﬂ/l, eﬁ)J‘;H

T

e Calcul de Byy, :

OMp .1 T 1y OMp
By, = PHCOV(EH,Gh)[ 8Xh] + PHB~b My deH I, [8Xa ]
= oM oM, = oM oM
H h h T . H h ~b ~b T TyH h
+JUJHGh Ix ), Bgz[ 6Xh ] —{—JWHG a COV(Eh,EH)MH Ka I [axa ]

+j‘DHG Begf + JLDHCOV(EAH/Ia th)
- - oM,
—i—E[PHCOV(gl;I, by) + PHCOV(g%, Sp) + J;,,HGH

h Ox hCOV(ﬁmbh)
_ oM 3
—l—J;JHGrILI8 hCov(eh,sh) Jop, Cov(ed bp) — I, Cov(el] , 1)
Xh

_j‘:JHéfIL{COV(ﬁh ’bh) - ji}HéhHCOV(EhM7 éh) + J&HCOV(EG’t7 bh)
- M,
+J5,, Cov (et 8,) + Cov(apy, eg)[a "IT 4 Cov(ag, &)MpuTKs, TIH[aMh}T

axh ox X,
—Cov(aH,eh )+ COV(bH7 )[aa :] +COV(BH,gl}_[)MHTKauHTIH[g]\ih]
—Cov(bH,eh )]
+n[Cov(dy, eb)[%])\f J" + Cov(du, &My Ko, T} [th]T — Cov(dy, €M)
h X0,

+e2[Cov(ay, lzh) + Cov(ay, §;) + Cov(by, by) + Cov(by, 53]
+6?7[COV(dH, by) + Cov(dy, §h)]

e Calcul de By, :
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B = —Bxs
hh B, h[ c')xh] + %) Cov(€, €)Mpu- Kp,

8Mh 8Mh 8Mh
I K M
6 XL 9., MuCov(&y, &) axh} + %,

+B_u

oM,
L
X0y
I’}{KawHMHBgz;{ My Ky,

w

oM oMj,
a COV(eh? bh) axé)w

I’}{Kaw M Cov(el,5;) — Cov(el, by) — Cov(el,§p,)

T OMy, oM .
+Cov (8, e%)[Th + Cov (8, eH)MHTKawHTIhH[axah]T — Cov(8y, €M)
OMj, — IMj,

+Cov(by, G| — o, 17 + Cov(by, el}I)MHTKawH TIhH[axaw

€ [Bf)h + th + COV(éh, f)h) + COV(Bh, gh)]

Ko, My Cov(ey, by)

hCov(e;’L, Sn) +

[T~ Cov(by, €))]

TIH[

OMyp .
0%y,

"

Ainsi, B s’écrit sous la forme :

‘B — BO + 6Bl,(] + UBO’l + 62B2,O + 6?7B1’1 + n2B0,2'
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Annexe B

Applications numériques : hauteur
d’eau, vitesses et vorticité des
solutions optimales

B.1 Champs hauteur d’eau-vitesse et champs de vorticité des
solutions haute résolution
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X ond Y components are offset X and Y components are offset

| | 100 | 100
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X and Y components are offset X and Y components are offset
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90
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70

T=200h T=300h

Fi1c. B.1 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) de la solution
apres 40 itérations de minimisation pour l’assimilation mono-grille, de T'= 0h a T' = 300h
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Fic. B.2 — Idem figure B.1, de T' = 400h & T = 700h.
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Fia. B.3 — Grille fine : vorticité de la solution apres 40 itérations de minimisation pour 1’assi-
milation mono-grille
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X ond Y components are offset X and Y components are offset
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Fi1Gc. B.4 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) de la solution
apres 40 itérations de minimisation pour ’assimilation one-way, de T'= 0h a T' = 300h.
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X ond Y components are offset X and Y components are offset
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Fic. B.5 — Idem figure B.4, de T' = 400h & T = 700h.
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Fic. B.6 — Grille fine : vorticité de la solution apres 40 itérations de minimisation pour 1’assi-
milation one-way
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Fic. B.7 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) de la solution
apres 40 itérations de minimisation pour I’assimilation one-way wic, de T'= 0h a T = 300h.
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Fic. B.8 — Idem figure B.7, de T' = 400h & T = 700h.
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Fic. B.9 — Grille fine : vorticité de la solution apres 40 itérations de minimisation pour 1’assi-
milation one-way wic
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F1G. B.10 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) de la solution
apres 40 itérations de minimisation pour l'assimilation two-way, de T'= 0h a T' = 300h.
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Fic. B.11 — Idem figure B.10, de T'= 0h & T = 300h.
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Fic. B.12 — Grille fine : vorticité de la solution apres 40 itérations de minimisation pour I’assi-
milation two-way
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F1G. B.13 — Grille fine : hauteur d’eau (couleur et isolignes) et vitesse (fleches) de la solution
apres 40 itérations de minimisation pour I’assimilation two-way wic, de T'= 0h a T = 300h.
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Fic. B.14 — Idem figure B.13, de T' = 0h & T = 300h.
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Fic. B.15 — Grille fine : vorticité de la solution apres 40 itérations de minimisation pour I’assi-
milation two-way wic
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Fic. B.16 — Conditions aux frontieres de la grille fine :

Sud

Ouest

surface libre (rouge : T=100h, noir :

T=300h, bleu : T=500h) sur les bords Nord, Sud, Est, Ouest avec assimilation mono-grille
(courbes continues) et sans assimilation (triangles). En abscisse : la coordonnée le long de la

frontiere
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Fic. B.17 — Conditions aux frontieres de la grille fine :
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Ouest

vitesse zonale (rouge : T=100h, noir :

T=300h, bleu T=500h) sur les bords Nord, Sud, Est, Ouest avec assimilation mono-grille
(courbes continues) et sans assimilation (triangles). En abscisse : la coordonnée le long de la

frontiere
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F1a. B.18 — Conditions aux frontieres de la grille fine : vitesse méridionale (rouge : T=100h,
noir : T=300h, bleu T=500h) sur les bords Nord, Sud, Est, Ouest avec assimilation mono-grille
(courbes continues) et sans assimilation (triangles). En abscisse : la coordonnée le long de la
frontiere
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